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ABSTRACTS 

Tadeusz Bil   
Bennett Mechanism in the geometry of tori  

 
Works of many authors present Bennett Mechanism as an example of inconsistency of models for calculating degrees of freedom. Based 
on the classic equations, spatial mechanism's degree of freedom is negative (-2). Frequently, such a mechanism is presented as one with 
overconstraints of unspecified nature. However, the actual degree of freedom of a mechanism discovered by Bennett equals unity. This paper 
shows the mechanism is constructed with radii of two overlapping tori obtained with use of different parameters. This explains the actual degree 
of freedom of the mechanism by qualifying it to the common group together with plane and spherical mechanisms. 

 
Andrzej Burghardt 
Modelling of dynamic mobile robot using a Appell equation 

 
In this article I present dynamic movement equation of the mobile robot, built by using Appell equation. As an example I chose the mobile robot 
Amigobot which characterized by physical size like moment of inertia, mass ect. used during modelling. The robot was given kinematic equation 
of movement which allowed to describe the speed and acceleration of characteristic points. Moreover, I eliminated unknown values a force dry 
friction from the model by using Maggi equations. In the research we used the program Maple for generating equations.  

 
Jacek Buśkiewicz  
Optimal synthesis of open paths generators 

 
The synthesis method of planar mechanisms generating open paths was presented. On the base of taken assumptions mathematical formulas 
for the synthesis of four-bar linkage and crank-slider mechanism were derived. The method can be adopted to the other planar mechanisms 
with three moving links. The results of the numerical experiments for chosen curves were presented and discussed. 

 
Łukasz Derpeński, Andrzej Seweryn  
Experimental investigation of ductile fracture specimens with nothes made of aluminium alloy EN-AW 2024  
and EN-AW 2007 

 
The paper presents results of experimental tests on uniaxial tension specimens with radius nothes made with ductile material-aluminum alloy:  
EN-AW 2024 and EN-AW 2007. Authors pay attentions to shape of crack surface, changing of critical forces and maximum displacement  
– the reasons depends on notch’s radius and diameter of specimen at notch root. 

 
Łukasz Dworzak, Tadeusz Mikulczyński  
Synthesis Grafpol method of concurrent procedures in which  steps execution is indicated by logic and time conditions 

 
The paper presents a method for the synthesis of con-current control algorithms in which control steps execution is indicated by logic and time 
therms. The developed principles simplify the network transformation method (MTS) of program-ming production processes in the scope 
of the memory realisation. Thanks to this, time for synthesising the schematic equation can be significantly reduced in comparision to the MTS 
method. The designed schematic equation makes a ground for writing an application program of a PLC using any language defined in standard 
PN- EN 61131-3:2004-Programmable controllers-Part 3: Programming languages. 

 
Tomasz Geisler  
Free vibration analysis of the body system of the truck crane DST-0285 with considration of the system configuration changes  

 
The coupled model of the truck crane consisted the main units of the machine is considered. The model has been completed by the use 
of the COSMOS/M package with the application of the finite element method. On the basis of the created models the investigations 
of the influence of the load position and the configuration changes of the truck crane on the system’s free vibration frequencies have been done. 
The exemplary numerical results of the completed investigations have been presented. 

 
Andrzej Kazberuk, Michał Niedźwiedź  
Effect of notch shape on the stress distribution alongside edges   

 
The stress field distribution alongside edges of two different infinite V-notch contours was presented. The comparison included hyperbolic notch 
and wedge with straight  edges rounded at the top with the circular arc. The notch opening angles and curvature at notch apices were the same. 
Two basic stress states – symmetrical (mode I) and antisymmetrical (mode II) were analyzed.  

 
Tomasz Kopecki, Hubert Dębski  
Post-critical deformations state of multi-section, multi-stringer thin walled structure, subjected to the torsion.  
Experimental research and non-linear numerical analysis    

 
Paper presents results of experimental and numerical research of thin-walled structure reinforced by ten stringers and four frames, subjected 
to the torsion. The experimental structure was made of the polycarbonate, for which the tensile strength test was carried out and material constants 
determined. It also characterized by the high optical activity thanks to which it became possible to obtain qualitative information about optical 
effect distribution in circular polarization conditions. As the result of the torsional load, the post-critical deformations state comes out in all area 
of the model. Using non-linear numerical analyses, keeping the compliance of equilibrium paths, the stress field considering bending 
and membrane effects was obtained. 
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Janusz Kowal, Andrzej Sioma  
The method of building 3D product image using vision system   

 
The article discusses of using possibility three-dimensional vision system in process of 3D product image building. The method of selecting 
suitable geometry for vision system based on camera and laser lighting is presented. The influence of geometry selection on resolution in vision 
system and the method of image processing are presented for creating the profile of height in product section. 

 
Piotr Krawiec  
Design and forming of teeth of noncircular cogbelt pulleys    

 
There was presented issue of design and forming of teeth of noncircular cogbelt pulleys. There were discussed classical manufacturing methods 
of pulleys and there were pointed their advantages and disadvantages. There were given basic ma-thematical relationships applied to description 
of geometrical features of envelope of noncircular pulleys. There were presented researches, which are illustrated in photos, conducted by author 
in scope of noncircular pulleys production. There was pointed a lack of standardization of measuring methods of geometrical features and surface 
stereometry of noncircular pulleys. 

 
Tomasz Kuźmierowski  
Analysis of the geometrical accuracy of the positioning of the effector of the parallel manipulator spatial type Triplanar 

 
The article presents an analysis of geometric accuracy of the posi-tioning of the effector of the triplanar manipulator. This construction is a spatial 
parallel manipulator with effector of six degrees of freedom. The author presents the simulation and workplace ex-aminations of the geometric 
accuracy of positioning in the functions of the height of the point of the work for chosen manipulator’s configuration parameters. 

 
Paweł Łaski, Ryszard Dindorf, Jakub Takosoglu, Piotr Woś  
Project of pneumatic parallel manipulator type Delta with pneumatic muscle actuators 

 
In the paper a design of electro-pneumatic parallel 3-DOF manipulator type of DELTA with pneumatic muscle actua-tor are presented.The solid 
model, construction, control system and design work are performed. Positioning control of pneumatic bi-muscular driving system was designed 
and constructed by means of xPC Target software of Matlab-Simulink package for rapid prototyping and hardware-in-the-loop simulation. 

 
Jerzy Madej, Maksymilian Dudyk  
Numerical simulation of thermal identification of gas porosity and inclusions in aluminum alloys 

 
The paper presents the results of numerical simulations showing temperature distribution in the mould aluminum casting during the pouring mould 
and in the early phase of self-cooling of the casting. Special attention was devoted to the influence of gas pores and inclusions on the temperature 
distribution on the casting surface during self-cooling in steel mould. A possibility of locating inner defects by means of analysis of distribution 
of temperature on the casting surface submitted with short thermal impulse was investigated.  Changes of thermal conductance caused 
by the presence of inner defects were observed by analyzing the tempera-ture distribution on the casting surface. These changes presented on the 
included thermographs and thermo profiles enable to une-quivocally locate the regions containing defects. The results achieved confirm 
the effectiveness of the thermal method for locating potential defect regions in alloys directly after the pouring into moulds and for diagnosing 
the defects in ready castings. 

 
Romuald Mosdorf, Tomasz Wyszkowski  
The gas bubbles detachment from the nozzl experimental investigations and modelling 
 

The result of experimental investigations of bubbles emission from brass nozzle with inner diameter equal to 1.1mm has been presented. The air 
pressure, time of passing bubbles through laser beam and dynamics of bubbles deformation have been simultaneously recorded. The bubbles 
detachment from the nozzle has been modelled using the set of ODE which describes the spring interaction between gas bubble and liquid. 
In the model and experiment the chaotic behaviours of bubbles have been observed. The obtained results can be summarized as follows: 
the chaotic behaviours of bubbles detachment from the nozzle can be caused by non-linear character of interaction between liquid and the system 
consisting of spherical bubble and air supply system. 

 
Andrzej A. Stępniewski  
Analysis of structural, geometrical and static of knee-joint mechanism 

 
This article shows structural, geometrical and static analysis of the knee-joint. Mobility was determined and passive bonds were identified. 
The basic dimensions were defined, necessary for description of geometry of joint. Simplified flat model was accepted for mobility analysis. Using 
the transformation of arrangement co-ordinate Denavit-Hartenberg, vectors of sites characteristic of bones of femoral bone, according to tibial 
bone were defined. Loads of elements of the pond were set. Computational being example was put illustration of discussed algorithm. 

 
Jakub Takosoglu, Ryszard Dindorf, Paweł Łaski, Piotr Woś  
Positioning of electro-pneumatic servo-drive with direct displacement and velocity transducer 

 
In the paper a research stand to positioning of electro-pneumatic servo-drive with direct displacement and velocity transducer are presented. 
The fuzzy logic controller constitute the control system. The performance control of the pneumatic servo-drive with new transducer was checked 
by means of standard performance index. 
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Mirosław Tarasiuk, Zdzisław Gosiewski 
Speech segmentation in polish language by wavelet transformation 
 

This article introduces an conception on polish spoken words segmentation using wavelet transformation. There was suggested an algorithm 
and presented achievements made during researches. Spoken words were then divided and their segmentation correctness was verified with use 
of mentioned above method. This study provides a base platform for further development of the automatic speech recognition system. Research 
and calculations were executed in MATLAB. 

 
Roman Trochimczuk 

Study of construction a new polar positioning system for laser device for3D subsurface glass engraving 
 
New construction of mechatronics polar positioning system of laser device for engraving glass and other transparent dielectrics there is presented 
in the work. The results of analysis of stiffness Cartesian positioning system and alternative new polar positioning system are presented too. 
The description of the constructions of working arm and rotation table of polar positioning system is given in the paper. Possible applications 
of describe polar positioning system are defined. Presented in the work construction of movement device brings  the new quality of positioning 
(a synergy effect) through connection the computer control technology with the simple polar mechanism similar to construction of computer hard 
drive. 

 
Andrzej Urba ś, Marek Szczotka 
Application of the neural network in control of a flexibly supported crane 
 

The paper presents the application of the neural network to real-time control of drive characteristics. The mathematical model of the crane, which 
is flexibly supported, is considered. The problem of finding an optimal drive function can be solved by mean of the classic optimisation methods. 
However, due to long calculation time, this approach can not be applied in the crane control tasks in practice. Utilising the advantage of neural 
networks (fast response, ability to generalisation), we are able to obtain the courses of drive functions in the real-time. A well trained network can 
be then used also for other inputs, than those used during the training task. Some example of simulations have been presented in the article. 

 

Andrzej Zniszczyński 
Application of multisegment rotors about the variable jump of the helix in the air-compressor with four parallel synchronous 
rotors 
 

The article introduces the method of obtaining internal compression in compressors built on the basis of the displacement machine with a team 
of four synchronous helical rotors. Previous prototypal construction of this type of  compressor, examined in research laboratory, permitted only 
external compression. In the article the essence of the new method is explained and technological restrictions of its realization are indicated. 

 

Wiesław Żylski, Piotr Gierlak 
Modelling of movement of selected manipulator 
 

In his paper modelling of movement of manipulator SCORBOT-ER 4pc is presented. Kinematics and dynamics equations, sensitivity equations 
and identification procedure are presented. Identification procedure based on principle of equivalence of kinetic energy and work. In identification 
signals from experiments are used. Results of verification of identification procedure and parameters of manipulator are presented. 
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Streszczenie: W pracach wielu autorów mechanizm Bennetta przedstawiony jest jako przykład niespójności wzorów służą-
cych do obliczania ruchliwości mechanizmów. Na podstawie klasycznych wzorów na ruchliwość mechanizmów przestrzen-
nych jego ruchliwość jest ujemna (-2). Często mechanizm ten jest przedstawiany jako mechanizm z więzami biernymi o nie-
sprecyzowanym charakterze. Tymczasem mechanizm odkryty przez Bennetta posiada rzeczywistą ruchliwość równą jedności. 
W niniejszej pracy pokazano, iż jest to mechanizm zbudowany z promieni dwóch pokrywających się torusów, otrzymanych 
na podstawie różnych parametrów. Wyjaśnia to jego rzeczywistą ruchliwość, gdyż kwalifikuje go do wspólnej grupy razem 
z mechanizmami płaskimi i sferycznymi. 

1. WPROWADZENIE  

Od 1903 roku znany jest czteroczłonowy mechanizm 
przestrzenny z parami obrotowymi (Bennett, 1903), szerzej 
omówiony w pracy (Bennett, 1914). Mechanizm ten posłu-
żył jako wzorzec dla wielu późniejszych rozwiązań (Gold-
berg, 1940; Waldron, 1966; Baker, 1978). Opisywany jest 
w wielu publikacjach przeglądowych i monografiach (Be-
ggs, 1966; Dimentberg, 1983; Knapczyk i Lebiedev, 1990; 
Morecki i inni 2002). Przedstawiany jest jako przykład 
niespójności wzorów służących do obliczania ruchliwości 
mechanizmów (Gogu, 2005). Autor niniejszego artykułu 
w swojej monografii (Bil, 2007) przedstawił hipotezę, 
że wszystkie jednokonturowe mechanizmy przestrzenne są 
szczególnymi przypadkami mechanizmu siedmioczłonowe-
go 7R, który jest równoważny trójczłonowemu mechani-
zmowi z wyższa parą kinematyczną w postaci dwóch toru-
sów ogólnych. Sposób opisu mechanizmów jednokonturo-
wych w geometrii torusów przedstawiony jest również 
w pracy (Bil, 2010). Jednym z mechanizmów, który powin-
na obejmować ta hipoteza, jest mechanizm Bennetta. 
W niniejszej pracy zostanie przedstawiony dowód, że tak 
jest w istocie. Praca ta jest więc poświecona szczególnej 
sytuacji w mechanizmie z parą wyższą w postaci dwóch 
torusów, kiedy te torusy się pokrywają. Podstawą tej pracy 
jest spostrzeżenie, że istnieją dwa takie same torusy otrzy-
mane poprzez obrót dwóch różnie położonych okręgów 
wokół tej samej osi obrotu. Podobna sytuacja była znana 
w odniesieniu do torusa, którego przekrój osiowy jest okrę-
giem. Torus ten posiada również nie osiowy przekrój koło-
wy, który jest nazywany okręgiem (albo okręgami) Villar-
ceau (Villarceau, 1848). Bezpośrednim impulsem do anali-
zy przedstawionej w niniejszej pracy było spostrzeżenie 
(Dvornikov, 2009), iż natura mechanizmu Bennetta jest 
w dalszym ciągu nieznana. W niniejszej pracy przedstawio-
no warunki, jakie muszą spełniać promienie torusów ogól-
nych, aby tworzyły taką samą powierzchnię. Warunki ist-

nienia dwóch torusów ogólnych pokrywają się z warunkami 
istnienia mechanizmu Bennetta. Pod pojęciem torus ogólny, 
w niniejszej pracy, rozumie się torus powstały poprzez 
obrót okręgu nie lezącego w płaszczyźnie osi obrotu. Po-
wierzchnia torusa, podobnie jak płaszczyzna i sfera, jest 
powierzchnią przestrzenną, ale tylko dwuwymiarową. Wy-
jaśnia to, zdaniem autora, sprzeczność dotyczącą ruchliwo-
ści mechanizmu Bennetta. Dotychczas mechanizm ten trak-
towano jako przestrzenny, stąd wg wzoru na ruchliwość 
mechanizmu przestrzennego otrzymywano wartość ujemną 
(-2). Ponieważ jest to jednak mechanizm związany 
z powierzchnią dwuwymiarową, to należy go traktować tak 
samo jak mechanizmy płaskie i sferyczne. Powierzchnia 
torusa ogólnego jest więc uogólnieniem wynikającym 
z faktu, iż powierzchnia płaska i sfera są jego przypadkami 
szczególnymi (Bil, 2010). 

2. TORUS OGÓLNY 

Dwa torusy, tworzące mechanizm z parą wyższą, posia-
dają kilka położeń szczególnych, które prowadzą do zmiany 
stopnia ruchliwości mechanizmu w trakcie ruchu. Te szcze-
gólne położenia dotyczą również, równoważnych mechani-
zmowi z parą wyższą, mechanizmów dźwigniowych. 
W pracy (Bil, 2008) podano kilka takich przypadków. Nie-
które z nich są trywialne, gdyż dotyczą np. kontaktu 
w dwóch punktach jednocześnie. Nietrywialnym przypad-
kiem jest pokrywanie się torusów, który jest przedmiotem 
rozważań w niniejszej pracy. Szczególnym przypadkiem 
torusa ogólnego jest powierzchnia powstała przez obrót 
okręgu nie leżącego w płaszczyźnie osi obrotu, lecz zwi-
chrowanego. Równoważny dwóm pokrywającym się toru-
som mechanizm dźwigniowy może być przestrzennym me-
chanizmem czteroczłonowym utworzonym z promieni 
dwóch takich torusów. Poniżej przedstawiono analizę takie-
go właśnie przypadku. Dwa takie same torusy można 
otrzymać dla różnych zestawów parametrów. W obu przy-
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padkach płaszczyzna okręgu, poprzez obrót którego po-
wstaje torus, jest obrócona wokół osi QX prostopadłej 
do osi głównej torusa (Rys. 1a, b).  

 

 
Rys. 1. Identyczne torusy ogólne utworzone przy pomocy 
            dwóch różnych okręgów: a) na podstawie parametrów  
             r1, s1(r1>s1), χ1 b) na podstawie r2, s2(r2<s2), χ2 

 
W przypadkach pokazanych na Rys. 1. współrzędne 

punktu Si na okręgach tworzących torus ogólny i wersory 
Ui, leżące w płaszczyznach prostopadłych do promienia si 
okręgu, możemy zapisać w postaci rzutów, w układzie 
współrzędnych QiXiYiZi (i = 1, 2), wg notacji zaproponowa-
nej w pracy (Denavit i Hartenberg, 1955) następująco: 
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gdzie: si – promień okręgu ze środkiem w punkcie Ri i osią 
UiZil; r i – promień okręgu bazowego torusa QiRi; i = 1, 2 – 
nr powierzchni. 

Po obróceniu wektorów i wersorów opisanych równa-
niami (1) i (2) wokół osi QiZi o kąt σi otrzymamy równania: 
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Wektor (3) opisuje punkt na powierzchni symetrycznego 
torusa ogólnego. Równanie (4) przedstawia kierunek werso-
ra Ui znajdującego się w płaszczyźnie prostopadłej do pro-
mienia si i obróconego o kąt ζi wokół tego promienia. 

2.1. Warunki identyczności powierzchni  
         dwóch torusów ogólnych symetrycznych 

Dwie powierzchnie torusów będą jednakowe, jeżeli ich 
promienie maksymalne i minimalne będą jednakowe, 
i szerokość obu brył będzie również jednakowa. Maksymal-
ny promień torusa można obliczyć dla dowolnego jego 
przekroju osiowego z warunku:  

0s
d

dS
ii

i

ix == ϕ
ϕ

sin        (5) 

Równanie (5) ma dwa rozwiązania: ϕi=0 − punkt 
Si znajdujący się w maksymalnej odległości od osi QZ,  
i ϕi=π  − punkt Si w odległości minimalnej od tej osi. 

Promienie torusów w płaszczyźnie równoległej do QXY: 

2
y2

2
x2

2
y1

2
x1 SSSS )()()()( σσσσ +=+     (6) 

będą jednakowe i maksymalne, jeżeli podstawimyϕ1=0, 
ϕ2=0. Wtedy warunek identyczności otrzymamy w postaci:  

2211 srsr +=+         (7) 

Jednakowe minimalne promienie torusów (6) można 
otrzymać po podstawieniu ϕ1=π, ϕ2=π, w postaci: 

2211 rssr −=−         (8) 

Bryły będą miały jednakową szerokość wzdłuż osi QZ 
w punktach, w których 

0s
d

dS
iii

i

iz =−= χϕ
ϕ

sincos       (9) 

Współrzędne punktów o największej wartości Siz otrzy-
mamy na podstawie (9) po podstawieniu ϕi=π/2 do współ-
rzędnych Siz (3): 

2211 ss χχ sinsin ±=              (10) 

Identyczny warunek otrzymamy po podstawieniu  
ϕi=–π/2  do współrzędnych Siz w równaniu (3). Wynika 
to z symetrii torusa. 
Jednoczesne spełnienie równań (7), (8) i (10) jest możliwe 
po spełnieniu warunków: 









±=
=
=

2112

12

12

ss

sr

rs

/sinsin χχ
            (11) 
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Aby otrzymać czteroczłonowy mechanizm dźwigniowy 
należy spełnić jeszcze jeden warunek. W punkcie S1=S2 
musi wystąpić para obrotowa, której wspólna oś musi mieć 
taki sam kierunek. Warunek ten możemy zapisać następują-
co: 

21 UU = , lub 21 UU −= .            (12) 

Warunek ten musi być spełniony w całym zakresie ru-
chu. Ponieważ jednak do wyznaczenia są tylko dwa kąty ζ1 
i ζ2, to wystarczającym jest spełnienie tych warunków 
w dwóch położeniach układu. Równania (12) można roz-
wiązać dla ϕ1=ϕ2=0 i dla ϕ1=ϕ2=π. W obu tych przypad-
kach zachodzi: σ1=σ2=0 a przy tym składowa U1x=U2x=0  
(wersory Ui są prostopadłe do osi QiXi). Do rozwiązania 
pozostaje więc układ równań, otrzymany poprzez porówna-
nie tylko składowych U1z=U2z dla dwóch położeń: 





+=+
−=−

22221111

22221111

ssccsscc

ssccsscc

χζχζχζχζ
χζχζχζχζ

          (13) 

Pierwsze równanie tego układu otrzymano po podsta-
wieniu ϕ1=ϕ2=0 do układu równań (12), a drugie − po pod-
stawieniu ϕ1=ϕ2=π do tego samego układu. Spośród czte-
rech możliwych rozwiązań, warunek (13) spełniają dwa 
takie same rozwiązania: ζ1=χ2 i ζ2=χ1, otrzymane zarówno 
na podstawie U1z=U2z jak i U1z=–U2z.  

Jeżeli połączymy promienie torusów parami obrotowy-
mi w punktach Q1=Q2, R1, S1=S2 i R2, to na podstawie ukła-
du równań (11) otrzymamy czteroczłonowy mechanizm 
przestrzenny. Nietrudno zauważyć, iż jest to mechanizm 
Bennetta (Beggs 1966, Baker 1978). Istnieją cztery znane 
rozwiązania tego mechanizmu ze względu na kąty χ1 i χ2: 
− χ1>0 i χ2>0 lub rozwiązanie symetryczne χ1<0 i χ2<0; 
− χ1>0 i χ2<0 lub rozwiązanie symetryczne χ1<0 i χ2>0; 

Wynikają one z rozwiązania równania (11) i są parami 
równoważne. Funkcja położenia rozwiązań symetrycznych 
jest taka sama. Rozwiązania układu (13) są również takie 
same dla obu wariantów mechanizmu otrzymanych zarówno 
na podstawie  warunku χ1χ2>0 jak i χ1χ2<0. 

Mechanizm Bennetta jest zatem przestrzennym mecha-
nizmem czteroczłonowym, zawierającym tylko pary obro-
towe, składającym się z dwóch diod r1, s1 (r1>s1) i r2, s2 
(r2<s2), pod warunkiem, iż jeden wspólny punkt Q będzie 
środkiem torusa, a drugi wspólny punkt S będzie się znaj-
dował na wspólnej powierzchni tego symetrycznego torusa 
ogólnego. Jest więc mechanizmem związanym z przestrzen-
ną, ale dwuwymiarową powierzchnią torusa ogólnego, 
a jego ruchliwość, podobnie jak mechanizmów płaskich 
i sferycznych, można obliczyć ze wzoru w=3n-2p5 (gdzie:  
n − liczba ruchomych członów). 

3. FUNKCJA POŁO ŻENIA MECHANIZMU 

Funkcję położenia mechanizmu wyznaczymy z warunku 
pokrywania się punktów S1 i S2 na powierzchniach torusów 
ogólnych. Do wyznaczenia są kąty ϕi i σi (i=1,2) obu po-
wierzchni. Jedno z ogniw jest nieruchome, można więc 
przyjąć np. σ1=0, a wyznaczać zależności ϕ2=f(ϕ1) 
i ϕ2=f(σ2).  

Porównując współrzędne σ
izS  obu powierzchni (3) 

z uwzględnieniem wzoru (10) otrzymamy: 

12 ϕϕ ±=                (14) 

Na podstawie porównania składowych σ
ixS  i σ

iyS : 





++=
−+=+

22222222111

22222222111

srss

srsrs

σχϕσϕχϕ
σχϕσϕϕ

coscossinsin)cos(cossin

sincossincos)cos()cos(

po podstawieniu 12 ϕϕ = , otrzymamy równanie: 

dc

ba
1 +

−= arccosϕ ,             (15) 

a po przyjęciu, że 12 ϕϕ −= , równanie:  

dc

ba
1 −

+= arccosϕ .             (16) 

W równaniach (15) i (16) współczynniki a, b, c, d są 
wyrażone w postaci zależności: 

2
2
2

212211
2
1

2221222

1112121

sd

sssc

srsrb

srrsa

χ

χχσχ

σχχ
χσχ

cos

)cos(coscoscos

coscoscos

coscoscos

=

+−=

−=
−=

                   (17) 

Równanie (15) może zostać rozwiązane przy spełnieniu 
nierówności χ1χ2>0, a równanie (16) przy spełnieniu nie-
równości χ1χ2<0.  

4. PRZYKŁAD ANALIZY MECHANIZMU  

a) 

r1 

r2 

s2 

s1 

χ1 

ζ1 

χ2 

ζ2 

b) 

r1 

r2 
s2 

s1 

χ1 

ζ1 

χ2 

ζ2 

 Rys. 2. Dwa warianty schematów mechanizmu Bennetta:  
              a) χ1χ2>0, b) χ1χ2<0 
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Funkcja położenia mechanizmu Bennetta
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Rys. 3. Funkcje położenia dwóch wariantów  
            mechanizmu Bennetta 

Jako przykład analizowanego układu przedstawiony jest 
mechanizm obliczony na podstawie przyjętych trzech para-
metrów: r1=6, s1=5, χ1=45o. Na podstawie równań (11) 
obliczone zostały wymiary r2=5, s2=6, χ2=36,10o. Położenie 
wspólnej osi obrotu w punkcie S1=S2 w stosunku do położe-
nia osi obrotu w punktach R1 i R2 określają, obliczone na 
podstawie (13), kąty ζ1=36,10o i ζ2=45o. Schemat mechani-
zmu o podanych proporcjach wymiarowych jest przedsta-
wiony na Rys. 2a, b, a funkcje położenia obu wariantów 
mechanizmu, obliczone na podstawie wzorów (15) i (16) , 
są przedstawione na Rys. 3. 
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BENNETT MECHANISM IN THE GEOMETRY OF TORI 

Abstract:  Works of many authors present Bennett Mechanism 
as an example of inconsistency of models for calculating degrees 
of freedom. Based on the classic equations, spatial mechanism's 
degree of freedom is negative (-2). Frequently, such a mechanism 
is presented as one with overconstraints of unspecified nature. 
However, the actual degree of freedom of a mechanism discovered 
by Bennett equals unity. This paper shows the mechanism 
is constructed with radii of two overlapping tori obtained with use 
of different parameters. This explains the actual degree of freedom 
of the mechanism by qualifying it to the common group together 
with plane and spherical mechanisms. 
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MODELOWANIE DYNAMIKI MOBILNEGO ROBOTA KOŁOWEGO  
RÓWNANIAMI APPELLA  
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Streszczenie: W pracy zaprezentowano matematyczny model obiektu nieholonomicznego wygenerowany z wykorzystaniem 
równań Appella. Jako przykład wybrano mobilny robot kołowy AmigoBot, którego charakterystyczne wielkości fizyczne  
jak momenty bezwładności, masy itp. wykorzystano podczas modelowania. Dla mobilnego robota kołowego zaprezentowano 
równania więzów nieholonomicznych, wykorzystując macierze transformacji opisano równaniami parametrycznymi położe-
nia charakterystycznych punktów robota, które w dalszej części wykorzystano do wyznaczenia prędkości i przyspieszeń. 
W celu zbudowania modelu podano funkcję przyspieszeń oraz wyznaczono siły uogólnione. Ponadto wyeliminowano z mo-
delu nieznane wartości sił tarcia suchego wykorzystując do tego równania Maggiego zapisane w postaci rzutowej. Otrzymany 
matematyczny model obiektu wygenerowano z wykorzystaniem oprogramowania MapleV. 

1. WPROWADZENIE  

Najczęściej spotykanymi formalizmami wykorzystywa-
nymi w modelowaniu układów wieloczłonowych są równa-
nia Lagrang’a. W pracy zaprezentowano alternatywne po-
dejście generowania dynamicznych równań ruchu wykorzy-
stujące równania Appella. Jako przykład obiektu wybrano 
mobilny robot kołowy AmigoBot, dla którego zbudowany 
model matematyczny znajdzie zastosowanie podczas prac 
jako zadanie proste dynamiki w syntezie układów sterowa-
nia oraz jako zadanie odwrotne, wykorzystane podczas 
budowy emulatora robota. 

Równania Appella stanowią wygodny i uniwersalny 
formalizm generowania równań ruchu zarówno dla układów 
holonomicznych jak i nieholonomicznych (Gutowski, 1971; 
Nejmark i Fufajew, 1971). Cechą charakterystyczną równań 
Appella jest wprowadzenie pojęcia funkcji przyspieszeń, 
która odgrywa podobną rolę jak w równaniach Lagrange’a 
energia kinetyczna. W układach nieholonomicznych funkcja 
Apella podobnie jak w układach holonomicznych energia 
kinetyczna jest matematycznym odpowiednikiem we-
wnętrznych właściwości układu określającym w pewnym 
stopniu charakter jego ruchu (Nejmark i Fufajew, 1971).  

Można pokusić się o stwierdzenie, że funkcja Appella 
ma pewną przewagę w opisie własności dynamicznych ciał 
z więzami nieholonomicznymi nad energią kinematyczną. 
Samo wyznaczenie energii kinetycznej nie pozwala 
na podanie dynamicznych równań ruchu układów nieholo-
nomicznych, co możemy uzyskać wykorzystując funkcję 
Appella. Niewątpliwą  wadą prezentowanych równań jest 
brak jasnych zasad co do sposobu generowania funkcji 
przyspieszeń (Blajer, 1998). 

Zaprezentowane w pracy podejście do modelowania 
mobilnego robota kołowego zostało przeprowadzone 
z wykorzystaniem oprogramowania MapleV.  

2. MODELOWANIE 

Mobilny robot kołowy, którego parametry fizyczne zo-
stały wykorzystane w procesie modelowania to laboratoryj-
ny robot Amigobot (Rys.1). Podczas modelowania został 
przyjęty model schematycznie pokazany na Rys. 2. 
W modelu tym występują; rama 3, dwa koła jezdne napę-
dzające 1 i 2, oraz koło swobodne samonastawne 4.  

 
Rys. 1. Mobilny robot Amigobot 

Elementami zespołu napędzającego robot są koła 1 i 2 
osadzone na półosiach. Koła napędzane są silnikami elek-
trycznymi prądu stałego poprzez zespół zintegrowanych 
z silnikiem przekładni.  Koła obracają się wokół własnych 
osi, które nie zmieniają położenia względem ramy. Punkt S 
to środek masy ramy, kąt obrotu ramy zdefiniowano jako β 
natomiast kąty obrotu kół o promieniach r1=r2=r, zdefinio-
wano odpowiednio jako a1 i a2. Opis ruchu mobilnego robo-
ta kołowego zrealizowano przy założeniach braku pośli-
zgów kół napędzających, ponadto założono, że ruch robota 
odbywa się po poziomej jezdni. 

Opisując kinematykę mobilnych robotów kołowych po-
dajemy równania, z których można określić parametry li-
niowe i kątowe ruchu interesujących nas punktów czy brył.   
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Rys. 2. Model mobilnego robota 

Rzuty na osie xy wektorów prędkości punktów A, B i C 
związanych odpowiednio z kołami 1 oraz 2 pozwalają 
na określenie więzów narzuconych na prędkości, które 
dla mobilnego robota zapisano jako: 

0)sin()lr(

0)cos()lr(

12A

11A

=+−

=−−

ββαy

ββαx
&&&

&&&

 (1) 

Równanie (1) jest klasycznym równaniem więzów nie-
holonomicznych, które w postaci macierzowej możemy 
zapisać  

0=qJ(q) &  (2) 

wtedy jakobian będzie określony jako: 
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



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1
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natomiast T
21AA ]α,α,β,y,x[ &&&&&& =q . 

Równanie więzów (1) narzuconych na prędkości zróż-
niczkowano względem czasu i otrzymano więzy ogranicza-
jące przyspieszenia w postaci: 

0=+ )q(q,γqJ(q) *
&&& ,  (4) 

gdzie:  


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
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
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Ponadto w globalnym układzie współrzędnych xyz poło-
żenie charakterystycznych punktów robota B, C, S zdefi-
niowano wykorzystując przekształcenia jednorodne 
i otrzymano: 


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Opisywany układ, jest układem o dwóch stopniach swo-
body. Przyjmując że współrzędnymi niezależnymi są kąty 
obrotu własnego kół napędzających a1 i a2, to z rozkładu 
wektorów prędkości punktów A, B i C, dostaniemy następu-
jące zależności na prędkości: 

βααx cos)(
2

r
21A &&& +=   

βααy sin)(
2

r
21A &&& +=  (7) 
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l2

r
21

1
ααβ &&& −=   

Otrzymane równania (6) zostaną wykorzystane w dalszej 
części pracy do określenia przyspieszeń charakterystycz-
nych punktów robota, a równanie (5) podczas budowania 
równań Maggiego. 

2.1. Równania Appella 

Jednoznaczne opisanie ruchu przyjętego w pkt. 2.1 mo-
delu wymaga podania współrzędnych punktu A (xA, yA), 
kąta obrotu chwilowego ramy β, oraz kątów obrotu kół 
napędzających a1, a2. 

Do opisu dynamiki ruchu mobilnego robota można sto-
sować różne formalizmy (Żylski, 1996), poniżej przedsta-
wiono zastosowanie równań Appella, które dla układu nie-
holonomicznego zapisuje się w następującej postaci wekto-
rowej (Nejmark i Fufajew, 1971): 

Π
q

=








∂
∂

T
S
&&

 (8) 

gdzie: ( )q,qq,SS &&&=  - funkcja Appella, Π -wektor sił 

uogólnionych. 
Funkcję Appella wyznaczono jako sumę funkcji Apella 

dla kół napędowych oraz ramy: 

∑
=

=
3

1i
iSS   (9) 

Dla ramy mobilnego robota będącej w ruchu płaskim 
oraz kół napędowych będących w ruchu złożonym, składa-
jącym się z płaskiego ruchu unoszenia oraz ruchu obroto-
wego wokół osi funkcję Appella zapisano: 

2
1x

2
11z

2
B11 I

2

1
I

2

1
m

2

1
βαaS &&&& ++=  

2
2x

2
22z

2
C22 I

2

1
I

2

1
m

2

1
βαaS &&&& ++=  (10) 

2
3x

2
S33 I

2

1
m

2

1
βaS &&+=  

gdzie: m1=m2, m3 – masy zastępcze odpowiednio kół 1 i 2, 
oraz ramy, Ix1=Ix2 – zastępcze masowe momenty bezwład-
ności kół 1, 2, określone względem osi x1 i x2 związanych 
z tymi kołami, Iz1=Iz2 – zastępcze masowe momenty bez-
władności odpowiednich kół określone względem osi obro-
tu własnego tych kół, Iz3 – zastępczy masowy moment bez-
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władności ramy określony względem osi z3 związanej 
z ramą. Założono, że osie układu odniesienia związanego 
z i-tą częścią są głównymi centralnymi osiami bezwładno-
ści.  

Przy wyznaczeniu wektora sił uogólnionych należy 
uwzględnić nieznane siły tarcia suchego występujące 
w płaszczyźnie styczności kół napędzających z jezdnią 
(Żylski, 1996). Na Rys.3 pokazano rozkład sił tarcia działa-
jących na koła napędzające mobilny robot. 

 
Rys. 3. Rozkład sił tarcia suchego działających na koła 1 i 2 

Wektor sił uogólnionych wyznaczony względem współ-
rzędnych uogólnionych wynosi: 

( ) ( )
( ) ( )

( )























−−
−−

−
+++
+−+

=

rfN

rfN

l

cossin

sincos

2222

1111

121

020121

020121

TM

TM

TT

βTTβTT

βTTβTT

Π  (11) 

gdzie: T1 i T2 to obwodowe siły tarcia suchego, natomiast 
T10 i T20 to poprzeczne siły tarcia suchego, działające od-
powiednio na koła 1 i 2, leżące w płaszczyźnie styczności 
kół z jezdnią, N1, N2 to siły nacisku na odpowiednie koła f1, 
f2 to współczynniki tarcia toczenia odpowiednio  kół 1 i 2 
natomiast M1 i M2 to  momenty napędzające koła.  

Ostatecznie równania Appella dla mobilnego robota za-
pisano jako: 

123
2

2331A )cos(lm)sin(lm)mm2( Πββββx =+++ &&&&&  

223
2

2331A )sin(lm)cos(lm)mm2( Πββββy =+++ &&&&&  

++++ 2
23

2
1123A23A lmlm2()cos(lm)sin(lm ββyβx &&&&&&  

31x3z )I2I Π=++  (12) 

41z1I Πα =&&  

52z2I Πα =&&  

2.2. Równania Maggiego 

Uzyskany podczas modelowania z wykorzystaniem 
równań Appella matematyczny model mobilnego robota 
kołowego zawiera nieznane siły tarcia suchego. W otrzy-

manej postaci równań widoczna jest pewna analogia 
z równaniami Lagrange’a, w których rzuty sił tarcia suchego 
na osie xy przyjętego układu odniesienia są mnożnikami 
Lagrange’a (Żylski, 1996). Pojawia się nam analogiczny 
problem jak podczas klasycznego modelowania układów 
nieholonomicznych wspomnianymi już równaniami La-
grange’a, problem rugowania mnożników, który w prezen-
towanym przypadku sprowadza się do wyeliminowania sił 
tarcia suchego.  

Klasyczne metody eliminacji mnożników to: eliminacja 
jawna, niejawna, oraz metoda rzutowa (Blajer, 1998). 

Alternatywnym podejściem do wymienionych powyżej 
sposobów jest wykorzystanie równań Maggiego dla których 
formą wyjściową są równania Lagrange’a z mnożnikami.  
Podczas generowania opisu matematycznego mobilnego 
robota wykorzystywano oprogramowanie do operacji sym-
bolicznych Maple V. Oprogramowanie to jest bardzo wy-
godnym narzędziem do operacji na macierzach i wektorach. 
Dlatego też przyspieszenia charakterystycznych punktów 
wyznaczono korzystając z macierzy przekształceń jedno-
rodnych, a jako narzędzie do rugowania mnożników wyko-
rzystano formę rzutową równań Maggiego, obszerniej pre-
zentowaną w pracy (Blajer, 1998). 
Wybierzmy z pośród pięciu prędkości uogólnionych q&  

związanych równaniami więzów (7) dwie niezależne   

(w naszym obiekcie fizycznie mierzalne) T
21M ][ αα &&& =q  

i równanie (7) zapiszmy jako: 

MqDq && =  

gdzie: 






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


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
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)sin(
2

r
)sin(

2

r
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2

r
)cos(

2

r

11

ββ

ββ

D  (13) 

Zapiszmy równanie (12) w postaci 

ΠhqM =+ qq && , (14) 

oraz rozszerzmy wektor γ* (wygenerowany w równaniu 
(5)), do postaci γ=[γ*

1, γ
*
2, 0, 0, 0]T  wtedy równania ruchu 

zapisać możemy następująco (Blajer, 1998): 

MMM Qhq =+&&M , (15) 

gdzie:  

DMD q
T=M ,  

)hγ(MDhM qq
T += ,  (16) 

ΠDQ T
M = .  

Otrzymane równanie w postaci (15) zapisano w formie 
równania dynamiki dobierając macierz współczynników sił 

odśrodkowych i sił Coriolisa tak aby macierz C2−M&  była 
macierzą skośniesymetryczną i otrzymano: 
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Qqq =++ FCM MM &&& , (17) 

gdzie: M  – macierz mas uogólnionych, 
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
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C  – macierz współczynników sił odśrodkowych i sił Corio-
lisa, 










−
=
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21
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r
2123
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F – wektor sił tarcia toczenia kół, 







=

22
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fN

fN
F , 

Q  – wektor sił uogólnionych, 







=

2

1

M

M
Q . 

Zdefiniowane równanie (17) opisujące dynamikę obiektu 
może zostać wykorzystane do analizy zadania odwrotnego 
dynamiki podczas syntezy algorytmu sterowania oraz jako 
zadanie proste dynamiki podczas badań symulacyjnych 
algorytmów sterowania ruchem mobilnego robota Amigo-
bot. 

3. WNIOSKI 

Zaprezentowane podejście do modelowania mobilnego 
robota kołowego zrealizowane z wykorzystaniem równań 
Appella oraz równań Maggiego pozwoliło na wygenerowa-
nie matematycznego modelu obiektu w formie pozwalającej 
na jego wykorzystanie w budowie układów sterowania oraz 
w pracach symulacyjnych.  

Równania Appella umożliwiają uzyskanie zapisu wła-
sności dynamicznych obiektu w formie analogicznej 
jak w równaniach Lagrange’a, w których dla układów nie-
holonomicznych pojawiają się nieznane siły, w naszym 
przypadku tarcia suchego. Bardzo wygodnym narzędziem 
pozwalającym na wyrugowanie wspomnianych sił tarcia 
suchego są równania Maggiego. Ponadto pozwalają one na 
otrzymanie formy opisu dynamiki, nie we współrzędnych 
uogólnionych, ale we współrzędnych niezależnych, często 
w układach technicznych związanych z napędami. Fakt ten 
implikuje możliwość zastosowania otrzymanych modeli 
w układach sterowania do kompensacji nieliniowości obiek-
tów.  
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MODELLING OF DYNAMIC MOBILE ROBOT  
USING A APPELL EQUATION  

Abstract:  In this article I present dynamic movement equation 
of the mobile robot, built by using Appell equation. As an exam-
ple I chose the mobile robot Amigobot which characterized 
by physical size like moment of inertia, mass ect. used during 
modelling. The robot was given kinematic equation of movement 
which allowed to describe the speed and acceleration of character-
istic points. Moreover, I eliminated unknown values a force dry 
friction from the model by using Maggi equations. In the research 
we used the program Maple for generating equations. 

 
Pracę wykonano w ramach realizacji projektu badawczego 
nr N N501 068838 finansowanego ze środków na naukę w latach 
2010-2012. 



acta mechanica et automatica, vol.4 no.1 (2010) 

13 
 

SYNTEZA OPTYMALNA MECHANIZMÓW GENERUJ ĄCYCH KRZYWE OTWARTE 
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Politechnika Poznańska, ul. Piotrowo 3, 60-965 Poznań 
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Streszczenie: W pracy zaprezentowano metodę syntezy generatorów krzywych otwartych. Przedstawiono ogólne założenia 
i na tej podstawie wyprowadzono matematyczne formuły umożliwiające rozwiązanie zadań syntezy czworoboku przegubo-
wego oraz mechanizmu korbowo-wodzikowego. Metoda może być rozwinięta na pozostałe płaskie mechanizmy dźwigniowe 
z trzema ogniwami ruchowymi. Zaprezentowano wyniki testów numerycznych dla wybranych krzywych. 

1. WPROWADZENIE 

W technicznych zastosowaniach często wymaga się, aby 
człon roboczy maszyny przemieścił się po zadanym torze 
pomiędzy dwoma punktami. Wtedy właściwy ruch roboczy 
jest realizowany tylko w pewnym niepełnym zakresie kąta 
obrotu ogniwa czynnego, podczas gdy ruch poza tym zakre-
sem jest mniej istotny.  

Żądana krzywa zadana jest przez projektanta najczęściej 
w postaci zbioru punktów porównawczych. Jeżeli liczba 
zadanych punktów nie przekracza pewnej, charakterystycz-
nej dla mechanizmu wartości, dokładne rozwiązanie jest 
możliwe, ale nie zawsze gwarantowane. Gdy wiadomo, 
że mechanizm nie zakreśli krzywej dokładnie przechodzą-
cej przez zadane punkty, poszukuje się jego wymiarów, aby 
zakreślił on krzywą najbliższą zadanemu torowi w sensie 
wprowadzonej normy odległości. Wtedy zadanie nazywa się 
optymalną syntezą generatora krzywej. Gdy krzywa gene-
rowana przez punkt mechanizmu jest opisana niezależnie 
od położenia ogniwa czynnego, problem jest znany jako 
synteza krzywej bez funkcji czasu. 

Synteza generatora krzywej otwartej (lub inaczej łuku 
krzywej) jest zadaniem bardzo złożonym, gdyż wymaga 
opracowania matematycznej metody rozpoznania fragmentu 
wygenerowanej otwartej lub zamkniętej trajektorii, który 
jest najlepiej dopasowany do łuku zadanego. Choć istnieją 
techniki niezależne od rodzaju zadanej krzywej, syntezę 
generatora krzywej zamkniętej oraz łuku otwartego najczę-
ściej traktuje się oddzielnie. Technika geometrycznej adap-
tacji (geometrical adaptation technique) (Sanchez i Gonza-
lez, 2004) została opracowana na potrzeby syntezy generato-
ra łuku i zaprezentowana na przykładzie czworoboku przegu-
bowego. Opis własności geometrycznych łuku przy pomocy 
bezwymiarowych wielkości pozwolił zminimalizować liczbę 
optymalizowanych parametrów do pięciu. W pracy Lio 
i innych, (2000) zadanie syntezy zostało sprowadzone 
do układu zwyczajnych równań różniczkowych rzędu pierw-
szego z warunkami początkowymi. Metoda ta jest na tyle 
ogólna, że może być stosowana do poszukiwania generatorów 
krzywych zamkniętych oraz otwartych. Przykładami ilustru-
jącymi metodę były czworoboki przegubowe aproksymujące 

odcinek prostej oraz krzywą łamaną zbudowaną z dwóch 
odcinków tworzących kąt prosty. Metody zaprezentowane 
w pracach Akcali i Dittrich (1989) i Lio (1997) są również 
niezależne od rodzaju krzywych. Najwięcej prac poświęcono 
syntezie mechanizmów aproksymujących odcinki prostej 
(Gronowicz i Szrek, 2008). Metody analityczne (Vidosic 
i Tesar, 1967; Karelin, 1985; Hodges i Pisano, 1991; 
Dijksman i Smails, 1996; Dijksman i Smails, 2000; Jianyou 
i inni 2009), wśród nich metody macierzy geometrycznej 
oraz macierzy przemieszczeń (geometric and displacement 
matrix methods), zostały opracowane na potrzeby syntezy 
czworoboków przegubowych, których krzywe łącznikowe 
zawierają odcinki prostych. 

W niniejszej pracy omówiono metodę optymalnej synte-
zy, która jest zorientowana na minimalizację liczby optyma-
lizowanych zmiennych projektowych (Buśkiewicz, 2009). 
Może być ona zastosowana do mechanizmów z trzema 
ogniwami ruchomymi, w których położenie kątowe łącznika 
podczas jednego obrotu korby zmienia się jak funkcja okre-
sowa typu sinus. Przykładami takich mechanizmów 
są czworobok przegubowy oraz mechanizm korbowo-
wodzikowy. Pierwszy z nich posłuży do prezentacji mate-
matycznego opisu metody. Następnie nieznaczna modyfika-
cja metody umożliwi syntezę mechanizmu korbowo-
wodzikowego, co stanowi element nowości w porównaniu 
z pracą Buśkiewicza (2009). 

2. OPIS METODY SYNTEZY GENERATORA 
    KRZYWEJ OTWARTEJ NA PRZYKŁADZIE 
    CZWOROBOKU PRZEGUBOWEGO 

Liczba parametrów opisujących w pełni geometrię czwo-
roboku przegubowego wynosi 9. Zgodnie z oznaczeniami 
przyjętymi na Rys. 1 są to: xoi, yoi, xo2, yo2, l1, l2, l3, l5, θ4. 
W syntezie generatora krzywej otwartej dwa dodatkowe 
parametry są optymalizowane wraz z wymienionymi wyżej 
dziewięcioma. Są to położenia kątowe θ10 i θ11 wyznaczające 
zakres kąta obrotu ogniwa czynnego, dla którego łuk jest 
kreślony. 

W prezentowanej metodzie żądany łuk jest zadany pa-
rametrycznie w układzie współrzędnych kartezjańskich 
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)(sxx = , )(syy = . (1) 

Bez utraty ogólności rozważań można przyjąć, 
że s ∈ <0,1>.  

Funkcja położenia kątowego łącznika oznaczona jako θ2L 
jest mierzona przeciwnie do ruchu wskazówek zegara 
od dodatniego kierunku osi poziomej do ramienia łącznika 
DA (Rys. 1). Dla czworoboku korbowo-wahaczowego kąt θ2L 
jest funkcją okresową o okresie 2π, której parametrami są 
wymiary mechanizmu, a argumentem jest położenie kątowe 
korby. Wartości kąta zawierają się w przedziale (0,2π) (lub 
(–π, π)), i każda wartość jest osiągana dwa razy. Kąt θ2L jest 
związany z kątem θ2 formułą  

πγθθθ +++= 422L . (2) 

Chociaż to θ2 najczęściej określa położenie kątowe 
łącznika czworoboku przegubowego, wprowadzono kąt θ2L, 
aby nie kojarzyć metody z konkretnym mechanizmem. 

D

FDEE

K

KKKK
arctg

2

4
2

2

2
2,1

−±−
=θ , (3) 

gdzie: 

14151 coscos θθ KKKKD +−+= , 1sin2 θ−=EK , 

1451 cos)1( θ−++= KKKKF ,  

1

4
1 l

l
K = , 

2

4
4

l

l
K = , 

21

2
4

2
3

2
2

2
1

5
2 ll

llll
K

−+−−
= . 

Gdy łuk zadany jest parametrycznie za pomocą równań 
(1), kąt θ2 jest funkcją parametru s wprowadzonego do niej 
w funkcji kąta obrotu ogniwa czynnego θ1(s). Ale postać 
θ1(s) nie jest znana i musi być narzucona, np. jako  
θ1=θ10+(θ11–θ10)s, co jest pewnym przybliżeniem θ2, a zatem 
i θ2L. 

Można pokazać, że prawdziwe jest twierdzenie: 
Istnieje monotoniczna funkcja θ1(s) będąca argumentem 

kąta θ2 wyrażonego wzorem (3) taka, że prawdziwe jest 
równanie 

2θ = )( 42 πγθθ ++−L , 

gdzie θ2L wyrażona jest wzorem 

43212 )sin( vvsvvL ++=θ , (4) 

gdzie v1, v2, v3, v4 to współczynniki funkcji. 
Zatem można dobrać taką funkcję θ1(s) (kąt obrotu 

ogniwa czynnego), aby θ2 zmieniała się jak funkcja sin() . 

)()sin())(( 4432112
*
2 πγθθθθ ++−++== vvtvvs . (5) 

Żądanie, aby funkcja θ1(s) była monotoniczna związane 
jest z koniecznością zapewnienia jednego kierunku obrotu 
ogniwa czynnego. Znajomość postaci funkcji θ1(s) nie jest 
wymagana. Równanie parametryczne łuku (1) oraz położe-
nie kątowe łącznika (4) są wyrażeniami tego samego argu-
mentu s, co wprowadza niejawny związek między kątem 
obrotu łącznika a współrzędnymi położenia punktu kreślą-
cego łuk. Ta tkwiąca w przyjętych założeniach cecha, 

a nie uproszczenie funkcji położenia kątowego łącznika, 
jest główną niedogodnością metody. 

 
Rys. 1. Ilustracja do prezentacji metody syntezy  
             czworoboku przegubowego 

 Kąt θ2L zmienia się w przedziale <0, 2π), zatem 
v1 ∈ <0, 2π). Położenie kątowe ogniwa O1A θ1 ∈ (θ10, θ11) 
⊂<0, 2π), jest związane, ale nie równe, z argumentem 
(v2s+v3) (analogia z wyrażeniem θ1=θ10+(θ11–θ10)s). Jeżeli s 
∈ <0,1>, v2 powinno zmieniać się w przedziale (–2π, 2π). 
Kąt fazowy v3∈ <–2π, 2π) reprezentuje położenie kątowe 
ogniwa czynnego θ1=θ10, w którym łuk zaczyna być kreślo-
ny. Kąt θ2L jest wrażliwy na obrót mechanizmu. Gdy me-
chanizm zostanie obrócony o kąt v4 ∈ <–2π, 2π), θ2L jest 
przesunięty o v4. 

Idea metody polega na wyznaczeniu takich 
− wymiarów łącznika: długości l5, l6 oraz kąta β; 
− współczynników funkcji (4): v1, v2, v3, v4; 
aby węzły łącznika poruszały się po torach wynikających 
z geometrii mechanizmu, gdy punkt łącznika D zakreśla żą-
dany łuk (1). 

Podsumowując, metoda wiąże własności funkcji poło-
żenia kątowego i wymiary łącznika. Siedem parametrów 
projektowych: l5, l6, β, v1, v2, v3, v4 jest optymalizowanych. 
Zagadnienie opisują dwa parametry więcej niż minimalna 
liczba parametrów optymalizowanych w syntezie czworo-
boku przegubowego, ale cztery mniej, niż maksymalna 
liczba jego parametrów geometrycznych. Opis jest niewraż-
liwy na przesunięcie (tzn. zmienne projektowe zadania nie 
zmienią się, gdy mechanizm zostanie przesunięty), co po-
zwala wykluczyć dwa parametry – współrzędne punktu 
O1(xoi, yoi). Dalsza redukcja liczby parametrów związana 
jest ze sposobem przybliżenia kąta θ2L, który jest funkcją v1, 
v2, v3, v4 zamiast l1, l2, l3, l4, θ10 i θ11. 

Gdy punkt D zakreśla zadany łuk, węzły łącznika poru-
szają się po torach zależnych od konkretnych wartości para-
metrów. Funkcja celu mierzy odchylenia tych torów od torów 
rzeczywistych, po których poruszałyby się węzły, gdyby 
łącznik był zmontowany z pozostałymi ogniwami mechani-
zmu. 

Stosowalność metody nie jest zawężona do jednego me-
chanizmu, gdyż nie wykorzystuje ona wzorów opisujących 
geometrię mechanizmu. Wystarczy znać trajektorie, 
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po jakich poruszają się węzły łącznika. W czworoboku 
przegubowym węzły łączące łącznik z ogniwami obroto-
wymi O1A i O2B poruszają się po okręgach lub ich łukach. 
Promienie i środki tych okręgów to odpowiednio długości 
oraz punkty podparcia ogniw O1A i O2B. Te parametry są 
funkcjami zmiennych optymalizowanych. W idealnym 
przypadku torami węzłów łącznika są łuki okręgów, 
ale dla dowolnych parametrów tory są pewnymi krzywymi. 
Kolejnym etapem jest zdefiniowanie funkcji celu, która 
mierzy odchylenie tych torów od okręgów. 

Ze względu na konieczność numerycznej implementacji 
metody realizującej zadania syntezy łuk jest dyskretyzowa-
ny do ciągu m  punktów. Po wygenerowaniu krzywych  

LA lxx 25 cosθ+= , LA lyy 25 sinθ+= ,  

)cos( 26 βθ ++= LB lxx , )sin( 26 βθ ++= LB lyy . 

wyznacza się kolejne ciągi parametrów xo1i, yo1i. Parametr 
l1i oraz xo2i, yo2i, l3i, l1i jest promieniem okręgu o środku 
w punkcie (xo1i, yo1i) przechodzącego przez trzy punkty 
(Rys. 2): 

i1A ( )( 1iA sx , )( 1iA sy ), i2A ( )( 2iA sx , )( 2iA sy ),  

i3A ( )( 3iA sx , )( 3iA sy ),  

gdzie: s1i=i∆s, s3i=1/2+i∆s, s2i=1/2(s3i+s1i), ∆s=1/m, 
oraz i=1…m*, m*=[m/2]. 
Parametr l3i jest promieniem okręgu o środku w punkcie 
(xo2i, yo2i) przechodzącego przez trzy punkty: 

i1B ( )( 1iB sx , )( 1iB sy ), i2B ( )( 2iB sx , )( 2iB sy ), 

i3B ( )( 3iB sx , )( 3iB sy ). 

 
Rys. 2. Dwa przykładowe okręgi przechodzące przez punkty A1, 

A6, A11 oraz A3, A8, A13 o promieniach l1,1 oraz l1,3 i środ-
kach w O1,1 oraz O1,3 (liczba punktów m=20) 

Łatwo można pokazać, że dla każdej trójki punktów toru 
węzła A odpowiednie promienie oraz współrzędne środków 
okręgów wynoszą 

21122211

122221
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x iO −
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abab
y iO −
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= , (6) 
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21 )()( OiiAOiiAi ysyxsxl −+−= , 

gdzie: 

))()((2 2111 iAiA sxsxa −= , ))()((2 2112 iAiA sysya −= , 

))()((2 3121 iAiA sxsxa −= , ))()((2 3122 iAiA sysya −= ,  
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2 iAiAiAiA sysxsysxb −−+= . 

Po uśrednieniu wyrażeń (6) otrzymuje się współrzędne 
punktu podparcia ogniwa O1A oraz jego długość: 
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Analogicznie za pomocą wzorów (6-7) ze współrzęd-
nymi węzła B podstawionymi w miejsce współrzędnych 
węzła A wyznacza się współrzędne punktu podparcia (xo2, 
yo2) oraz długość l3=|O2B| ogniwa O2B. 

Funkcja celu ma postać 

.
BOminBOmaxAOminAOmax

3

i2i2

1

i1i1

ll
E

−
+

−
=ρ (8) 

3. SCHEMAT DZIAŁANIA  
    ALGORYTMU OPTYMALIZUJ ĄCEGO  

Funkcja celu jest minimalizowana za pomocą algorytmu 
ewolucyjnego. Sam algorytm nie zawiera specjalnych roz-
wiązań i jako narzędzie powszechnie stosowane w teorii 
mechanizmów nie będzie w pracy bardziej szczegółowo 
opisywany (Goldberg, 1994). Opisano tylko te operacje, 
które są wykonywane dla pojedynczego osobnika w każdej 
iteracji (każdym pokoleniu). Osobnikiem jest wektor zawie-
rający optymalizowane parametry: l5, l6, β, v1, v2, v3, v4. 

Dla każdego zestawu parametrów kolejno wykonuje się 
następujące punkty algorytmu: 
1) Sprawdzenie, czy wymiary łącznika spełniają zadane 
ograniczenia konstrukcyjne 

gd lll 555 ≤≤ , gd lll 666 ≤≤ . (9) 

2) Sprawdzenie, czy ogniwo czynne obraca się w jednym 
kierunku podczas wykreślania łuku.  

Ogniwo czynne musi obracać się zgodnie z ruchem 

21 ss >∀ , )()( 2111 ss θθ < , (10a) 

lub przeciwnie do ruchu wskazówek zegara 

21 ss >∀ , )()( 2111 ss θθ > . (10b) 

Wyznaczenie kątów θ1 na tym etapie jest niemożliwe, 
dlatego jednokierunkowość obrotu ogniwa O1A jest spraw-
dzana inaczej. Jeżeli pi jest wektorem rozpiętym między 
punktami Ai-1 i A i, następujący warunek pozwala spraw-
dzić, czy ogniwo czynne obraca się w jednym kierunku 

0<
1ii

1ii
1ii pp

pp
pp

+

+
+ =

o

),cos( <1, (11) 
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dla każdego mi ...1= . 
3) Wyznaczenie wartości funkcji celu (8). 
4) Wyznaczenie współrzędnych punktów podparcia O1 i O2 
oraz długości ogniw O1A i O2B. 
5) Sprawdzenie, czy długości ogniw O1A i O2B spełniają 
zadane ograniczenia konstrukcyjne 

gd lll 111 ≤≤ , gd lll 222 ≤≤ . (12) 

6) Można również wprowadzić warunek, aby podczas wy-
kreślania łuku ogniwo czynne wykonało obrót większy niż 
minimalny wymagany ∆θ1. 

11011 θθθ ∆≥− . (13) 

Dla optymalnego rozwiązania wyznacza się pozostałe 
wymiary czworoboku: 

βcos2 65
2
6

2
52 lllll −+= , 

22
4 )()(

2121 OOOO yyxxl −+−= , (14) 

))/()((
1212 OOOO xxyyarctg −−=γ . 

Należy podkreślić, że te parametry są wtórnymi wyni-
kami metody, ponieważ są obliczane dopiero po zakończe-
niu procesu optymalizującego. 

4. ADAPTACJA METODY DO SYNTEZY 
    MECHANIZMU KORBOWO-WODZIKOWEGO 

 
Rys. 3. Mechanizm korbowo-wodzikowy  
             z parametrami istotnymi dla metody 

Metodę można łatwo przenieść na mechanizmy z trzema 
ogniwami ruchomymi połączonymi za pomocą węzłów obro-
towych lub przesuwnych. Aby zaadaptować metodę do syn-
tezy mechanizmu korbowo-wodzikowego (Rys. 3), należy 
zmodyfikować funkcję celu. Jądro algorytmu nie ulega 
zmianie. Długość korby i współrzędne jej mocowania obli-
cza się identycznie. Średnia wartość y-owych współrzęd-
nych położenia węzła B wyznacza poziom l3, na którym 
znajduje się prowadnica. Różnica tej wartości i współrzęd-
nej yo1 położenia węzła A to wymiar l3. Funkcja celu mie-
rzy odchylenie toru węzła A korbowodu od łuku okręgu, 
a toru węzła B od linii prostej: 

.
AOminAOmax

3

min3max3

1

i1i1

l

ll

l
E

−
+

−
=ρ  (15) 

5. DYSKUSJA ROZWIĄZAŃ NUMERYCZNYCH 

Testy numeryczne zostaną przeprowadzone na wybra-
nych łukach testowych. Kilka z nich zostało zaczerpniętych 
z literatury, aby zweryfikować metodę na tle znanych tech-
nik (Sanchez i Gonzalez, 2004; Lio i inni, 2000). 

Wybrano następujące łuki testowe: 
L1: Łuk zbudowany z dwóch odcinków tworzących ze sobą 
kąt prosty: 





≤<
≤≤

=
15.01

5.002

s

ss
x , 





≤<−
≤≤

=
15.012

5.000

ss

s
y . 

L2: 

sx 4= , )2sin(1.0 sy π= , ( 1,0∈s . 

L3: 

sx 4= , )
22

3
sin(5.0

ππ += sy , )1,0(∈s . 

L4: Łuk generowany przez czworobok przegubowy o wy-
miarach: l1=1, l2=2, l3=2, l4=2, l5=3, θ4=1, dla zakresu kąta 
obrotu ogniwa czynnego: 1.5≤ θ1≤4.5. 

Tab. 1. Wartości parametrów otrzymane za pomocą  
             prezentowanej metody dla wybranych łuków testowych 

Łuk 

ρE  

Parametry 

5l  6l  β  1v  2v  3v  4v  

Czworobok przegubowy 
L1 
0.09 

12.9 6.84 0.61 0.33 2.75 -4.7 0 

L2 
0.07 

5.1 3.52 1.32 1.41 0.84 0.01 0 

L4 
0.05 

7.6 4.13 0.5 4.1 0.52 0.8 0 

 Mechanizm korbowo-wodzikowy 
L1 
0.17 

13.6 15.52 1.4 0.24 2.46 1.7 0 

L3 
0.15 

10.2 29.9 4.82 0.16 3.07 0.49 0 

 
Trzy łuki są zadane parametrycznie, czwarty L4 jest 

fragmentem krzywej łącznikowej czworoboku przegubowe-
go. Od efektywnej metody należy oczekiwać dokładnych 
rozwiązań zadań syntezy z łukami krzywych łącznikowych.  

Zadania rozwiązano pomijając parametr v4 w funkcji 
(4), ponieważ zwiększenie liczby wykonywanych obliczeń 
numerycznych związanych z optymalizacją dodatkowego 
parametru nie zostało skompensowane przez znaczący 
wzrost dokładności rozwiązań. Parametr v4 jest niezbędny, 
jeżeli krzywa jest kreślona podczas pełnego obrotu ogniwa 
czynnego. Poszukiwany łuk jest generowany dla pewnego 
zakresu kąta obrotu ogniwa czynnego. Funkcja położenia 
kątowego łącznika θ2L jest dobrze aproksymowana w tym 
przedziale funkcją (4) z parametrem v4=0. Otrzymane pod-
czas rozwiązywania zadań syntezy wartości zmiennych 
projektowych zawarto w tabeli 1. Wymiary czworoboków 
przegubowych wyznaczone na podstawie tych zmiennych 
oraz zakresy kąta obrotu ogniwa czynnego, dla których łuki 
zostały wygenerowane, zawiera tabela 2. Tabela 3 przed-
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stawia liczby punktów definiujących łuki, ograniczenia 
narzucone na wymiary mechanizmu oraz minimalne do-
puszczalne zakresy kąta obrotu ogniwa czynnego. 

Tab. 2. Pozostałe parametry geometryczne mechanizmów  
             aproksymujących łuki testowe wyznaczone na podstawie 
             zoptymalizowanych parametrów 

Łuk 

Parametry 

1l  3l  
1Ox  

1Oy  
2Ox  

2Oy  10θ  11θ  

Czworobok przegubowy 
L1 6.9 7.12 6.94 -0.24 1.75 -1.18 -3.74 -2.61 

L2 9.5 1.41 -3.01 5.11 2.2 3.63 -0.28 0.21 

L4 4.8 3.95 -0.38 2.26 -0.94 0.31 2.24 3.76 

 Mechanizm korbowo-wodzikowy 

L1 4.9 15.7 9.71 -0.16 - - -0.34 0.76 

L3 3.2 -27.2 12.8 -2.14 - - 1.16 2.53 

 

 

Tab. 3. Liczba punktów definiujących łuk oraz ograniczenia 
             nałożone na mechanizmy: maksymalne dopuszczalne  
            długości ogniw oraz minimalna dopuszczalna wartość ∆θ1 

Łuk m  

Więzy 

gl5
1L

 gl6  Max( 1l ) Max 








1

3

l

l
 1θ∆  

 Czworobok przegubowy 

L1 30 15 10 8 5 8/π  
k* 

L2 10 20 30 10 5 8/π  
w* 

L4 10 20 30 5 5 
4/π  

k 
 Mechanizm korbowo-wodzikowy 

L1 30 20 30 5 15 
4/π  

w 

L3 10 20 30 5 5 
4/π  

k 
*k – ogniwo czynne wykonuje pełny obrót,  
**w – ogniwo czynne nie wykonuje pełnego obrotu 

 

a)   b)  
Rys. 4. Czworobok dwukorbowy aproksymujący łuk L1 (a), porównanie krzywych zadanej (linia cienka) i generowanej (linia pogrubiona) (b) 

a)   b)  

Rys. 5. Czworobok dwuwahaczowy aproksymujący łuk L2 (a), porównanie krzywych zadanej (linia cienka) i generowanej (linia pogrubiona) (b) 
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a)   b)  

Rys. 6. Znaleziony przez algorytm czworobok przegubowy aproksymujący łuk L4 (a), zadany czworobok generujący łuk L4  
            oraz porównanie łuków zadanego i wygenerowanego (b) 

a)    b)  

Rys. 7. Znaleziony przez algorytm mechanizm korbowo-wodzikowy aproksymujący łuk L1 (a), porównanie łuków zadanego (linia cienka)  
            i wygenerowanego (linia pogrubiona) (b) 

Dobre przybliżenia uzyskuje się wykonując obliczenia 
dla m=10 punktów na łuku. Funkcja celu była minimalizo-
wana w przestrzeni rozwiązań ograniczonej kilkoma warun-
kami (Tab. 3). Minimalny wymagany zakres kąta obrotu 
ogniwa czynnego ∆θ1, dla którego łuk zostaje wykreślony, 
wynosi π/8 lub π/4. Kąt ten ogranicza obszar roboczy 
i pozwala zachować rozsądne proporcje między wielkością 
mechanizmu (lub długością całej wygenerowanej krzywej) 
a długością łuku. Ten warunek zostaje wzmocniony przez 
podanie maksymalnych dopuszczalnych: wymiarów łączni-
ka l5g i l6g, długości ogniwa O1A oraz stosunku długości  
l3/ l1.  

Jeżeli nie otrzymuje się oczekiwanej dokładności rozwią-
zania, można próbować je poprawić przez zmniejszenie 
∆θ1. 

Jeżeli czworobok korbowo-wahaczowy nie aproksymuje 
łuku z żądaną dokładnością, dopuszcza się czworobok 
dwuwahaczowy. Przykładem jest łuk L2, który jest dokład-
niej aproksymowany przez łuk będący fragmentem krzywej 
otwartej generowanej przez dwuwahacz (Rys. 5). Odrzuce-
nie czworoboków dwuwahaczowych odbywa się przez 
dodanie warunków Grashofa do kryteriów przeszukiwania. 
Podobnie, ogniwo czynne mechanizmu korbowo-wodziko-

wego aproksymującego kąt prosty L1 nie wykonuje pełnego 
obrotu (Rys. 7). Rozwiązaniem zadania L3 jest jednak 
przedstawiony na Rys. 8 mechanizm, którego korba wyko-
nuje pełny obrót. 

Rozwiązania dla łuku L1 uzyskano dyskretyzując go 
na m=30 punktów. Rys. 4 i Rys. 7 przedstawiają mechani-
zmy, które aproksymują ten łuk. Jednakże liczba punktów 
na łuku powinna być dobierana ostrożnie. Zwiększanie 
liczby punktów nie gwarantuje poprawy rozwiązania, a na 
pewno wydłuża czas obliczeń numerycznych. Rys. 4-8 
przedstawiają mechanizmy generujące aproksymacje zada-
nych łuków oraz porównanie łuków wygenerowanych 
i zadanych. 

Na Rys. 6 zaprezentowano wyniki syntezy generatora 
łuku L4. Mimo że wygenerowany mechanizm różni się od 
tego, który kreśli żądany łuk, to łuk ten jest wspólną częścią 
jego krzywej łącznikowej. Rys. 6a prezentuje czworobok 
korbowo-wahaczowy generujący, będący fragmentem 
krzywej łącznikowej czworoboku pokazanego na Rys. 6b, 
łuk L4. Rozwiązanie dąży do dokładnego rozwiązania, 
a błędy są wynikiem błędów arytmetyki zmiennoprzecin-
kowej. 
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a)  

b)  
Rys. 8. Porównanie łuków zadanego (linia cienka) L4 
             i wygenerowanego (linia pogrubiona) (a), znaleziony 
             przez algorytm mechanizm korbowo-wodzikowy  
             aproksymujący łuk L4 (a) 

6. WNIOSKI KO ŃCOWE 

Przedstawione rozwiązania syntezy czworoboku prze-
gubowego i mechanizmu korbowo-wodzikowego jako gene-
ratorów krzywych otwartych potwierdzają efektywność 
zaprezentowanej metody. Zadowalające wyniki uzyskuje się 
optymalizując sześć parametrów. Celem dalszych badań jest 
przeniesienie metody na inne czteroczłonowe mechanizmy 
II klasy z węzłami obrotowymi i przesuwnymi. Wymaga 
to modyfikacji funkcji celu. Opis zastosowany do mechani-
zmu korbowo-wodzikowego, aby był możliwie ogólny, 

powinien być dostosowany do przypadków z prowadnicą 
nachyloną pod dowolnym kątem do osi poziomej. Na bazie 
zaprezentowanej metody syntezy krzywych otwartych moż-
na podjąć próby otrzymania rozwiązań analitycznych 
dla wybranych łuków lub mechanizmów. Należy również 
spróbować wyeliminować parametryzację opisu, która 
wprowadza niepożądane więzy w tej metodzie. 

LITERATURA 

1. Akcali I. D., Dittrich G.  (1989), Path generation by subdo-
main method, Mechanism and Machine Theory, 24 (1), 45-52. 

2. Buśkiewicz J. (2009), Synthesis Method of Planar Mecha-
nisms Approximating Open Paths, Proceedings of the 10th IF-
ToMM International Symposium on Science of Mechanisms 
and Machines SYROM’09, Springer Science+Business Media 
B.V, XXII, ISBN: 978-90-481-3521-9, 597-609. 

3. Dijksman E. A., Smails A. T. J. M. (1996), λ -formed 4-bar 
linkages set in a translation-position to design mechanisms 
approximating a straight line, Mechanism and Machine  
Theory, 31 (8), 1033-104. 

4. Dijksman E. A., Smails A. T. J. M. (2000), How to exchange 
centric inverted slider cranks with λ -formed four-bar link-
ages, Mechanism and Machine Theory, 35, 305-327. 

5. Goldberg D.E. (1994), Genetic algorithms in search, optimi-
zation, and machine learning, Addison-Wesley Publishing, 
Reading, MA.  

6. Gronowicz A., Szrek J. (2008), Idea budowy czworonożne-
go robota kołowo-kroczącego, Teoria Maszyn i Mechani-
zmów, Bielsko-Biała 2008, ISBN 978-83-60714-57-7,  
273-282. 

7. Hodges P. H., Pisano A. P. (1991), On the synthesis 
of straight line, constant velocity scanning mechanisms,  
Journal of Mechanical Design, 113 (12), 464-472. 

8. Jianyou H., Weixiang Q., Huishe Z. (2009), Study on syn-
thesis method of λ -formed 4-bar linkages approximating 
a straight line, Mechanism and Machine Theory, 44, 57-65. 

9. Karelin V. S. (1985), On the synthesis of the inverted slider-
crank mechanisms for approximate straight line motion, 
Mechanism and Machine Theory, 21 (1), 13-18. 

10. Lio M. D.  (1997), Robust synthesis of linkages–synthesis 
by solving non-linear optimization problem, Mechanism 
and Machine Theory, 32 (8), 921-932. 

11. Lio M. D., Cossalter V., Lot R. (2000), On the use of natural 
coordinates in optimal synthesis of mechanisms, Mechanism 
and Machine Theory, 35 (10), 1367-1389. 

12. Sanchez Marin F. T., Gonzalez A. P. (2004), Open-path 
synthesis of linkages through geometrical adaptation, Mecha-
nism and Machine Theory, 39, 943-955. 

13. Vidosic J. P., Tesar D. (1967), Selections of four-bar mecha-
nisms having required approximate straight-line outputs, Part 
I, II, III, Journal of Mechanisms, 2, 23-44, 45-59, 61-76. 

OPTIMAL SYNTHESIS  
OF OPEN PATHS GENERATORS 

Abstract: The synthesis method of planar mechanisms generating 
open paths was presented. On the base of taken assumptions 
mathematical formulas for the synthesis of four-bar linkage 
and crank-slider mechanism were derived. The method can be 
adopted to the other planar mechanisms with three moving links. 
The results of the numerical experiments for chosen curves were 
presented and discussed. 
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Streszczenie: W niniejszej pracy przedstawiono wyniki badań doświadczalnych ciągliwego pękania osiowosymetrycznych 
próbek z karbami obrączkowymi o różnym promieniu zaokrąglenia w dnie karbu. Badania przeprowadzono dla dwóch mate-
riałów: stopu aluminium EN-AW 2024 oraz EN-AW 2007. Próbki poddano jednoosiowemu monotonicznemu rozciąganiu. 
Zwrócono uwagę na kształt powierzchni pęknięcia, zmianę wartości siły krytycznej i maksymalnego przemieszczenia bazy 
pomiarowej w zależności od kształtu karbu.  

1. WSTĘP 

Analiza pękania materiałów w przypadku występowania 
dużych odkształceń plastycznych, wywołanych różnymi 
stanami obciążenia (Enami, 2005) jest zagadnieniem trud-
nym, a jednocześnie często niezbędnym w celu określenia 
wytrzymałości konstrukcji oraz przewidywania jej znisz-
czenia (Thomason, 1990). Zazwyczaj proces pękania mate-
riału jest wynikiem złożonych procesów fizycznych, za-
chodzących w skali mikroskopowej (Bandsta i Koss, 2004). 
W skali makroskopowej za pękanie odpowiadają wartości 
zmiennych stanu, będących składowymi tensora naprężenia 
i odkształcenia oraz ich zmienność w trakcie obciążenia. 
Wartości te są wyznaczane za pomocą obliczeń numerycz-
nych, np. z wykorzystaniem metody elementów skończo-
nych (MES) (Bao, 2001). Znaczącym czynnikiem wpływa-
jącym na pękanie jest obecność koncentratorów naprężeń 
i odkształceń, np. karbów, a także sposób obciążenia.  

Bardzo ważne miejsce zajmują badania doświadczalne 
pękania elementów z karbami, których wyniki przedsta-
wiono między innymi w pracach Bao i Treitlera (2004), 
Yana i innych (2004), Agarwala i innych (2003), Bartona 
(2004) i Bao (2005). Niestety brakuje badań eksperymen-
talnych prowadzonych z wykorzystaniem próbek z karbami 
o mocno zróżnicowanym kształcie (np. o dużym zakresie 
zmian promienia zaokrąglenia dna karbu) oraz wykonanych 
z różnych materiałów. Badania takie pozwalają nie tylko na 
poznanie procesu ciągliwego pękania, ale także są pomocne 
w sformułowaniu i weryfikacji modelu obliczeniowego 
pękania (z wykorzystaniem zaawansowanych metod nume-
rycznych). 

Przeprowadzonym badaniom doświadczalnym przy-
świecały dwa zasadnicze cele: identyfikacja właściwości 
wytrzymałościowych materiałów przyjętych do badań 
oraz analiza pękania próbek z karbami o różnym kształcie 
w których wyznaczono krytyczne wartości obciążenia oraz 
krzywe monotonicznego rozciągania tych próbek. 

 
 

2. BADANIA DOŚWIADCZALNE  

2.1 Test rozciągania próbek gładkich 

Badania eksperymentalne przeprowadzono w tempera-
turze pokojowej na programowalnej, hydraulicznej, jedno-
osiowej maszynie wytrzymałościowej MTS Test Frame 322 
(Rys. 1), pracującej w pętli sprzężenia zwrotnego, sterowa-
nej za pomocą systemu TestStar II.  

Do wyznaczenia charakterystyk materiałowych wyko-
rzystano osiowosymetryczne próbki bez karbu. Próbki 
rozciągano stosując wymuszenie przemieszczeniowe. 
Do tego celu użyto osiowego ekstensometru o bazie pomia-
rowej 4 mm. Zastosowano prędkość przemieszczenia prób-
ki 0 1l = .& mm/s (PN-EN 10002-1+AC1, 2004). W doświad-
czeniu wykorzystano także ekstensometr średnicowy 
o bazie pomiarowej równej średnicy badanej próbki 
(φ8mm). Pozwoliło to na pomiar zmiany średnicy podczas 
obciążania próbki, aż do momentu pojawienia się szyjki. 
Na Rys. 1a przedstawiono próbkę gładką z dwoma eksten-
sometrami w uchwytach maszyny wytrzymałościowej.  

a)                                                b) 

    
Rys. 1. a) Próbka gładka z ekstensometrem osiowym i średnico-

wym, b) próbka z karbem z ekstensometrem osiowym  
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Dla wszystkich próbek pękanie występowało zawsze 
w obszarze ograniczonym bazą pomiarową ekstensometru. 
Na rysunku 2 przedstawiono wykres siła-przemieszczenie 
dla czterech przeprowadzonych prób rozciągania. Dodat-
kowo wyznaczono odkształcenie ekwiwalentne εf w mo-
mencie zniszczenia próbki (Brindgman, 1964).  

a) 

 
b) 

 

Rys. 2. Wykres siła – wydłużenie bazy pomiarowej dla badanych 
stopów aluminium: a) EN-AW 2007, b) EN-AW 2024 

W tabeli 1 przedstawiono parametry wytrzymałościowe 
badanych materiałów, otrzymane z próby monotonicznego 
rozciągania (FH – maksymalna siła rozciągająca w zakresie 
sprężystym, Fmax – maksymalna siła rozciągająca,  
A5 – wydłużenie po rozerwaniu, Z – przewężenie przekro-
ju). Wyniki otrzymano uśredniając wartości dla czterech 
powtórzeń. 

Tab. 1. Zestawienie parametrów wytrzymałościowych otrzyma-
nych z próby monotonicznego rozciągania. 

Materiał 
d0 

[mm] 
df 

[mm] 
εf 

[%] 
FH 

[kN] 
Fmax 
[kN] 

A5 

[%] 
Z 

[%] 

EN 2024 8.00 6.52 39 13.07 23.69 26.25 18.50 

EN 2007 8.00 7.03 26 15.91 23.65 18.19 12.16 

2.2 Badania pękania próbek z karbami 

Zasadniczym etapem badań doświadczalnych była ana-
liza pękania próbek z karbami obrączkowymi (Rys. 3). 
Wymiary próbek przyjętych do analizy zamieszczono 
w tabeli 2. Błąd wykonania promieni karbu mieścił się 

w granicach ±0.02mm, a średnicy próbek w dnie karbu 
±0.08mm. 

 
Rys. 3. Próbka z karbem o promieniu rK i średnicy φK 

Tab. 2 Wymiary próbek przeznaczonych do badań doświadczalnych 

Kształt  

próbki 

rK 

[mm] 

φK 

[mm] 

2H 

[mm] 

D 

[mm] 

I 0.3; 0.5; 1.0; 2.0; 4.0; 8.0; 15; 30 8.0 

120 10 II 0.3; 0.5; 1.0; 2.0; 4.0; 8.0; 15; 30 7.0 

III 0.3; 0.5; 1.0; 2.0; 4.0; 8.0; 15; 30 6.0 

rK - promień karbu; φK - średnica próbki w dnie karbu;  
2H - wysokość próbki; D - średnica próbki. 

Próbki rozciągano zadając wymuszenie przemieszcze-
niowe, kontrolowane ekstensometrem o bazie pomiarowej 
25 mm. Prędkość przemieszczenia dobierano w taki sposób, 
aby obliczona prędkość odkształcenia liniowego była jed-
nakowa w dnie karbu każdej próbki.  

Tab. 3. Wyniki badań doświadczalnych pękania próbek z karbami  

Nr 
próbki 

rK 
[mm] 

φK 
[mm] 

EN 2024 EN 2007 

cu  

[mm] 
cF  

[kN]  
cu  

[mm] 
cF  

[kN]  
1 

0.3 
6 0.249 19.13 0.326 16.75 

2 7 0.384 23.52 0.377 20.60 
3 8 0.581 26.65 0,536 25,48 
4 

0.5 
6 0.345 19.83 0.372 17.38 

5 7 0.456 23.72 0.457 21.37 
6 8 0.726 27.51 0.616 25.87 
7 

1.0 
6 0.483 19.70 0.407 15.97 

8 7 0.640 24.10 0.512 20.65 
9 8 1.071 28.63 0,624 25.73 

10 

2.0 
6 0.667 18.22 0.513 15.45 

11 7 1.024 24.12 0.611 20.57 
12 8 1.630 29.47 0.789 26.02 
13 

4.0 
6 0.731 16.27 0.697 15.13 

14 7 1.103 22.26 0.722 20.38 
15 8 1.996 28.51 1.017 26.45 
16 

8.0 
6 1.109 15.17 0.924 14.25 

17 7 1.227 20.13 0.965 19.55 
18 8 2.061 27.30 1.156 25.81 
19 

15.0 
6 1.574 14.47 1.182 13.75 

20 7 1.705 19.61 1.311 18.88 
21 8 2.141 25.95 1.512 25.36 
22 

30.0 
6 2.103 13.70 1.510 13.23 

23 7 2.290 19.25 1.619 18.04 
24 8 2.620 25.14 1.922 23.69 

 
W wyniku przeprowadzonych badań zarejestrowano za-

leżności siły rozciągającej od wydłużenia bazy pomiarowej 
(l0 = 25mm) dla każdego z karbów, a w szczególności mak-
symalne (krytyczne) przemieszczenie bazy pomiarowej uc  
i siłę krytyczną Fc, powodującą inicjację pęknięcia w prób-
ce. Moment inicjacji pęknięcia charakteryzował się wi-
docznym spadkiem wartości siły na wykresie siła -
 przemieszczenie. W tabeli 3 zestawiono uśrednione wyniki 
badań doświadczalnych przemieszczeń 

cu  oraz siły kry-

tycznej 
cF  dla czterech próbek z karbami o różnym kształ-

cie.  
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a)         b)    

Rys. 4. Wykres zależności siły od przemieszczenia w próbce z karbem (rK = 0.3 mm): a) stop EN-AW 2024, b)  stop EN-AW 2007 

a)         b)    

Rys. 5. Wykres zależności siły od przemieszczenia w próbce z karbem (rK  = 1 mm): a) stop EN-AW 2024, b)  stop EN-AW 2007 

a)         b)    

Rys. 6. Wykres zależności siły od przemieszczenia w próbce z karbem (rK  = 4 mm): a) stop EN-AW 2024, b)  stop EN-AW 2007 

a)         b)    
Rys. 7. Wykres zależności siły od przemieszczenia w próbce z karbem (rK  = 30 mm): a) stop EN-AW 2024, b)  stop EN-AW 2007 
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rK = 0.3 mm                                                             rK = 1 mm 

         
rK = 4 mm                                                                    rK = 15 mm 

Rys. 8. Powierzchnie pęknięcia próbek wykonanych ze stopu aluminium EN 2024; średnica w dnie karbu φK =6 mm 

       
rK  = 0.3 mm                                                             rK = 1 mm 

         
rK = 4 mm                                                                    rK  = 15 mm 

Rys. 9. Powierzchnie pęknięcia próbek wykonanych ze stopu aluminium EN 2007; średnica w dnie karbu φK =6 mm 

Na Rys. 4÷7 przedstawiono wybrane zależności siły 
rozciągającej F od przemieszczenia bazy pomiarowej 
u przy stałym promieniu rK. Krzywe zamieszczone na wy-
kresach są średnimi z czterech powtórzeń przeprowadzo-
nych dla każdego typu próbki. 

Przedstawiono także analizę powierzchni zniszczenia 
próbek z karbami o różnym kształcie, wykonanych z obu 
materiałów. Na Rys. 8 przedstawiono zdjęcia powierzchni 

pęknięcia dla stopu aluminium EN 2024, natomiast 
na Rys. 9 dla stopu EN 2007, wykonane na mikroskopie 
skaningowym przy powiększeniu 20×.  

W badaniach zwrócono uwagę na to, jaki wpływ 
na przebieg wykresu F-u oraz wartości uc i Fc ma promień 
(rK) i średnica (φK) w dnie karbu. Wraz ze wzrostem pro-
mienia rK krytyczne przemieszczenie uc wzrasta, a przebieg 
zależności F-u staje się bardziej łagodny. W większości 
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przypadków wzrost promienia rK powodował spadek war-
tość siły krytycznej Fc. Otrzymane wyniki wykazały zna-
czący wpływ promienia zaokrąglenia karbu na kształt po-
wierzchni pęknięcia. W przypadku większych promieni 
karbu (rK=2, 4, 8, 15, 30 mm) powierzchnia miała kształt 
kielicha (Rys. 10). W pobliżu osi symetrii tworzyła ona 
okrąg o promieniu ρ leżący w płaszczyźnie symetrii karbu, 
a na obwodzie była nachylona pod kątem α do osi próbki.  

 

 
Rys.10. Schemat powierzchni pękania badanych próbek. 

Dla stopu aluminium EN 2024 kąt α wynosił około 56°, 
a dla stopu aluminium EN 2007 kąt α był bliski 45°. Może 
to świadczyć o tym, że inicjacja pęknięcia miała miejsce 
na osi symetrii próbki. Promień ρ malał wraz ze wzrostem 
promienia karbu rK. Dla mniejszych promieni karbu 
(rK=0.3, 0.5, 1mm) powierzchnia pęknięcia pokrywała się 
z płaszczyzną symetrii karbu (prostopadła do kierunku 
rozciągania). W tym przypadku inicjacja pęknięcia mogła 
mieć miejsce na osi symetrii próbki, jak i w dnie karbu 
(lub w jego pobliżu). 

4. PODSUMOWANIE 

W pracy przedstawiono wyniki badań doświadczalnych 
pękania osiowosymetrycznych próbek z karbami o różnym 
kształcie (dla dużego zakresu promienia zaokrąglenia dna 
karbu oraz różnej średnicy w dnie karbu) w warunkach 
monotonicznego rozciągania. Szczególną uwagę zwrócono 
na miejsce inicjacji pęknięcia, które można wyznaczyć 
na podstawie analizy kształtu powierzchni pęknięcia, 
ale tylko w przypadku karbów o dużym promieniu zaokrą-
glenia. Inicjacja pęknięcia, będąca początkiem zniszczenia 
całej próbki, następowała wówczas na osi symetrii próbki, 
na płaszczyźnie symetrii karbu, prostopadłej do kierunku 
rozciągania.  

Przeprowadzone badania doświadczalne są punktem 
wyjścia do modelowania numerycznego pól naprężeń 
i odkształceń za pomocą metody elementów skończonych, 
w szczególności wyznaczenia krytycznych wartości naprę-
żeń oraz odkształceń (w momencie inicjacji pęknięcia). 
Obliczenia te mogą pozwolić na wyznaczenie miejsca ini-
cjacji pęknięcia w przypadku próbek z karbami o małym 
promieniu zaokrąglenia: czy następuje ona na osi symetrii 
próbki (co jest mało prawdopodobne), w dnie karbu, czy też 
w pewnej odległości od dna karbu?  

Przedstawione w pracy wyniki badań doświadczalnych 
ciągliwego pękania elementów z karbami, mają duże zna-
czenie poznawcze i mogą być wykorzystane przez innych 
badaczy zarówno do formułowania, jak i weryfikacji wła-
snych modeli obliczeniowych, a w szczególności kryteriów 
sprężysto-plastycznego pękania.  
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EXPERIMENTAL INVESTIGATION  

OF DUCTILE FRACTURE SPECIMENS  
WITH NOTHES MADE OF ALUMINIUM ALLOY 

EN-AW 2024 AND EN-AW 2007 
  

Abstract:  The paper presents results of experimental tests 
on uniaxial tension specimens with radius nothes made with duc-
tile material-aluminum alloy: EN-AW 2024 and EN-AW 2007. 
Authors pay attentions to shape of crack surface, changing 
of critical forces and maximum displacement – the reasons de-
pends on notch’s radius and diameter of specimen at notch root. 
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SYNTEZA METOD Ą GRAFPOL PROCEDUR WSPÓŁBIEŻNYCH  
W KTÓRYCH REALIZACJA KROKÓW  

JEST SYGNALIZOWANA WARUNKAMI LOGICZNYMI I CZASOWYMI  
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lukasz.dworzak@pwr.wroc.pl, tadeusz.mikulczynski@pwr.wroc.pl  

Streszczenie: W pracy zaprezentowano zastosowanie metody Grafpol do syntezy współbieżnych algorytmów sterowania 
w których realizacja kroków jest sygnalizowana warunkami logicznymi i czasowymi. Opracowane zasady stanowią uprosz-
czenie metody transformacji sieci (MTS) programowania procesów produkcyjnych w zakresie realizacji pamięci. Dzięki temu 
czas syntezy równania schematowego, w porównaniu z metodą MTS, uległ znacznemu skróceniu. Projektowane równanie 
schematowe stanowi podstawę do zapisu programu użytkowego, sterownika PLC, za pomocą dowolnego języka zdefiniowa-
nego w normie PN-EN 61131-3. 

1. WPROWADZENIE 

W dobie kryzysu ekonomicznego oraz coraz krótszego 
cyklu życia produktów jedną z cech przedsiębiorstw pro-
dukcyjnych pozwalającą na uzyskanie przewagi konkuren-
cyjnej jest zdolność szybkiego i elastycznego przezbrajania 
produkcji. Nierozerwanie wiąże się to z koniecznością 
przeprogramowania układów sterowania maszyn produk-
cyjnych. To z kolei wymusza konieczność poszukiwania 
szybkich, niezawodnych i prostych, w codziennym stoso-
waniu, metod umożliwiających opracowywanie algoryt-
mów sterowania dla nowych procesów technologicznych. 
W pracy przedstawiono zasady stosowania metody Grafpol 
do modelowaniai programowania sterowników PLC, która 
umożliwia syntezę równania schematowego także w odnie-
sieniu do algorytmów sterowania procedurami współbież-
nymi w których realizacja kroków jest sygnalizowana 
warunkami logicznymi i czasowymi. 

2. SYNTEZA  METODĄ GRAFPOL RÓWNANIA 
    SCHEMATOWEGO  

Równanie schematowe stanowiące sumę funkcji 
wszystkich zmiennych wyjść (Y) oraz elementarnych ko-

mórek pamięci (M), jest podstawą  do zapisu programu 
użytkowego sterownika PLC za pomocą dowolnego języka 
zdefiniowanego w normie PN-EN 61131-3. Można 
je wyznaczyć za pomocą, opracowanej w Laboratorium 
Podstaw Automatyzacji Politechniki Wrocławskiej metody 
Grafpol (Mikulczyński, 2006). Procedura syntezy metodą 
Grafpol równania schematowego składa się z pięciu eta-
pów elementarnych (Rys. 1). 

2.1. Synteza równania schematowego procedur 
współbieżnych  

Syntezę równania schematowego współbieżnych algo-
rytmów sterowania określają następujące zasady: 
Zasada 1 

Każdą procedurę sekwencyjną rozpatruje się niezależ-
nie od pozostałych. 
Zasada 2 

Zgodnie z zasadami syntezy algorytmu sterowania me-
todą Grafpol (Dworzak i inni, 2009) dla poszczególnych 
procedur sekwencyjnych wyznacza się warunki zapisu 
i kasowania poszczególnych elementarnych komórek pa-
mięci oraz określa funkcje zmiennych wyjściowych. 

 
Rys. 1. Etapy modelowania wg metody Grafpol 
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Zasada 3 
Postać tranzycji t0

*, określającej współbieżne rozpo-
częcie realizacji procedur sekwencyjnych opisuje zależ-
ność:  

*
,0

*
2,0

*
1,0

*
0 kttt=t ⋅…⋅⋅                                             (1) 

gdzie: t*0 – zerowa tranzycja algorytmu sterowania proce-
dury współbieżnej, t*k,0 – zerowa tranzycja algorytmu ste-
rowania k-tej procedury sekwencyjnej. 
Zasada 4 

Zależność określająca kasowanie wszystkich użytych, 
w procedurach sekwencyjnych, elementarnych komórek 
pamięci, określa iloczyn: 

( ) *
,

*
,2

*
,1

1

1...L nknn

k

i

i, ttt=RM ⋅…⋅⋅∑
=

           (2) 

 
gdzie: L – liczba elementarnych komórek pamięci j-tej 
procedury sekwencyjnej, t*k,n – ostatnia tranzycja k-tej 
procedury sekwencyjnej, w której uwzględniono pamięć. 

2.2. Synteza  równania schematowego sekwencyjnych 
algorytmów sterowania, w których realizacja 
kroków jest sygnalizowana warunkami czasowymi 

W odniesieniu do procedur w których realizację etapów 
elementarnych określają warunki czasowe, podczas synte-
zy równania schematowego obowiązują następujące zasa-
dy: 
Zasada 1 

W krokach czasowych stosowany jest licznik czasu ty-
pu TON (norma, 2004), którego blok oraz diagram funk-
cjonalny przedstawiono na Rys. 2 i 3. 

 
Rys. 2. Schemat bloku licznika czasu TON 

 
Rys. 3.  Diagram funkcjonalny licznika czasu TON 

Zasada 2 
Warunki które reprezentuje tranzycja tj poprzedzająca 

krok, w którym następuje inicjacja k-tego licznika czasu 
zapisują tzw. skojarzoną z licznikiem czasu komórkę pa-
mięci inicjującą  licznik czasu (Rys. 4). 

Jeśli z zasad realizacji pamięci dla procedur sekwen-
cyjnych (Dworzak i inni, 2009) wynika, że w tranzycji tj 
poprzedzającej krok, w którym następuje inicjacja licznika 
czasu: 
− następuje zapis komórki pamięci, wówczas sygnał tej 

komórki pamięci inicjuje licznik, 
− nie następuje zapis komórki pamięci wówczas należy 

ją zapisać przez warunki tej tranzycji, a jej sygnał za-
stosować do inicjacji licznika czasu. Taką komórkę 
pamięci oznaczamy  MTk, a jej sygnał mtk. 

 
Rys. 4. Ilustracja zasady 2 

UWAGA: Jeśli w pierwszym kroku algorytmu sterowania 
zapisywana jest komórka pamięci (MTk) inicjująca licznik, 
wówczas istotne jest by zapis tej komórki pamięci 
w trakcie implementacji w sterowniku PLC następował 
po zależności, w której inicjowany jest licznik czasu, 
ale przed zależnością określającą zapis komórki pamięci 
M i(S) (Rys. 5 i 6). 

 
Rys. 5. Ilustracja uwagi zasady 2 
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Rys. 6. Ilustracja uwagi zasady 2 

Zasada 3 
W tranzycji występującej po kroku w których nastąpiła 

inicjacja k-tego licznika czasu (Rys. 7) stosujemy sygnał 
wyjściowy tego licznika (3).  

 
Rys. 7. Ilustracja zasady 3 

…⋅QTON=t k+j 1                                 (3) 

gdzie: TONkQ – sygnał wyjściowy k-tego licznika czasu. 

Zasada 4 

Jeśli w ostatniej tranzycji (t*n) występuje sygnał k-tego 
licznika czasu, wówczas w tranzycji t*0 należy zastosować 
zanegowany sygnał wyjściowy k-tego licznika czasu (4). 

                     (4) 

 

gdzie: ST – sygnał wyjściowy elementu niezależnego 
od procesu (np. przycisk).  
Zasada 5 

Kasowanie wszystkich zastosowanych w algorytmie 
sterowania komórek pamięci następuje, gdy spełniony jest 
warunek ostatniej tranzycji (t*n). 

Użycie powyższych zasad zilustrowano na przykładzie. 
Przykład 

Na Rysunku 8 przedstawiono schemat funkcjonalny 
dwóch napędów pneumatycznych (1A, 2A) oraz silnika 
elektrycznego – 3A. Ich algorytm pracy stanowią dwie 
procedury sekwencyjne realizowane współbieżnie. Proce-
dura PS1 składa się z pięciu etapów elementarnych  
E1.1-E1.5, natomiast procedura PS2 z dwóch etapów ele-
mentarnych E2.1-E2.2.  

 
Rys. 8. Schemat funkcjonalny napędów 

 
Rys. 9. Algorytm przykładowego procesu zapisany  
            za pomocą sieci Grafpol GP 

Procedura PS1 
ETAP E1.1:*wysuw tłoczyska siłownika 1A* 
Realizacja: 1A+ (1Y2) 
Sygnalizacja: 1S2 
 
ETAP E1.2:*oczekiwanie* 
Realizacja: Timer1,1 

Sygnalizacja: TON1,1Q 
 
ETAP E1.3:*wysuw tłoczyska siłownika 2A po zadanym 
czasie 2s przez czas 1s* 
Realizacja: 2A+ (2Y2), Timer1,2 

Sygnalizacja: TON1,2Q 
 

…⋅⋅

…⋅

QTONST=t

QTON=t

k

kn

0
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ETAP E1.4:*wsuw tłoczyska siłownika 1A* 
Realizacja: 1A- (1Y1) 
Sygnalizacja: 1S1 
 
ETAP E1.5:*wsuw tłoczyska siłownika 2A* 
Realizacja: 2A- (2Y1) 
Sygnalizacja: 2S1 
 
Procedura PS2 
ETAP E2.1:*praca silnika 3A przez zadany czas* 
Realizacja: 3A+ (K1), Timer2,1 

Sygnalizacja: TON2,1Q 
 
ETAP E2.2:*zatrzymanie silnika 3A* 

Realizacja: 3A- ( 1K ) 
Sygnalizacja: 3S1 
 

Procedury te stanowią reprezentację algorytmu procesu 
przedstawionego w postaci sieci Grafpol GP na Rys. 9.  

Postępując zgodnie z zasadą 1 i 2 syntezy  równania 
schematowego współbieżnych algorytmów sterowania, 
zasadami synteza  równania schematowego sekwencyjnych 
algorytmów sterowania w których realizacja kroków jest 
sygnalizowana warunkami czasowymi oraz zasadami reali-
zacji pamięci (Dworzaki inni, 2009), otrzymujemy sieć 
Grafpol GS przedstawioną na Rys. 10 i 11. Na jej podsta-
wie możliwe jest wyznaczenie równań schematowych 
dla PS1 (5) i PS2 (6).  

 
Rys. 10. Algorytmy sterowania PS1 zapisany  
              w postaci sieci Grafpol GS 

  
Rys. 11. Algorytmy sterowania PS2 zapisany  
              w postaci sieci Grafpol GS 
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Równania te poddajemy modyfikacjom, zgodnie 
z zasadą 3 i 4 syntezy równania schematowego współbie-
żnych algorytmów sterowania, otrzymując w rezultacie 
równanie schematowe (7) opisujące układ zależności steru-
jących urządzeniem zgodnie z założonym algorytmem 
procesu. Równanie to stanowi postawę do implementacji 
w sterowniku za pomocą dowolnego języka programowa-
nia opisanego w normie PN-EN 61131-3. 
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3. PODSUMOWANIE 

W pracy przedstawiono sposób szybkiego i łatwego 
wyznaczania metodą Grafpol postaci równania schemato-
wego procedur współbieżnych w których realizacja kro-
ków sygnalizowana jest warunkami logicznymi i czaso-
wymi. Dzięki opracowanym zasadom czas syntezy równa-
nia schematowego dla tego typu procedur uległ znacznemu 
skróceniu w porównaniu z metodą MTS (Mikulczyński 
i inni, 1997). Do zalet metody zaliczyć należy także ko-
nieczność użycia mniejsze ilości komórek pamięci w po-
równaniu z metodą Grafcet (Banaszak i inni, 1993), 
czy SFC (Kasprzyk, 2007). 
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SYNTHESIS GRAFPOL METHOD  
OF CONCURRENT PROCEDURES  
IN WHICH  STEPS EXECUTION  

IS INDICATED BY LOGIC AND TIME CONDITIONS 

Abstract:  The paper presents a method for the synthesis of con-
current control algorithms in which control steps execution 
is indicated by logic and time therms. The developed principles 
simplify the network transformation method (MTS) of program-
ming production processes in the scope of the memory realisa-
tion. Thanks to this, time for synthesising the schematic equation 
can be significantly reduced in comparision to the MTS method. 
The designed schematic equation makes a ground for writing 
an application program of a PLC using any language defined 
in standard PN- EN 61131-3:2004-Programmable controllers-
Part 3: Programming languages.  
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Streszczenie: W pracy przedstawiono model żurawia samochodowego zawierający główne jego zespoły. Modelowanie prze-
prowadzono przy użyciu metody elementów skończonych i wykorzystaniu pakietu COSMOS/M. Na podstawie zbudowanych 
modeli przeprowadzono badania wpływu położenia obciążenia oraz konfiguracji położeń zespołów żurawia na zmiany wy-
branych częstości drgań własnych analizowanego układu. Zamieszczono przykładowe wykresy z wynikami przeprowadzo-
nych badań.  

1. WPROWADZENIE 

Modelowanie i badania dynamiki układu nośnego żura-
wia samochodowego poddanego obciążeniu, jest zagadnie-
niem złożonym. Do zbudowania odpowiedniego modelu 
dynamicznego żurawia, konieczna jest znajomość warun-
ków pracy, uwzględniająca możliwe wzajemne położenia 
głównych zespołów żurawia w pełnym zakresie ich ruchu. 
Wymagane jest uwzględnienie własności dynamicznych 
wszystkich zespołów. Potwierdzone jest to w wielu pracach. 
Szereg prac reprezentuje wielość zagadnień związanych 
z opisem wpływu elementów żurawia na dynamikę układu. 
W pracy (Posiadała, Skalmierski, Tomski, 1990) zawarto 
model obejmujący pełny opis ruchu ładunku w sprzężeniu 
z ruchami roboczymi. W pracach (Posiadała, 1997; Towa-
rek, 1998) rozważano wpływ układu podporowego, w tym 
podłoża na dynamikę żurawia samochodowego. Praca 
(Strzałko, Grabski, 1995) omawia wpływ zmiany masy 
ładunku na dynamikę całego obiektu. Monografia (Posiada-
ła i inni, 2005) dotyczyła modelowania i badań dynamiki 
żurawi samojezdnych. W pracy (Sochacki, Tomski, 1999) 
przeprowadzono analizę drgań swobodnych i parametrycz-
nych układu zmiany wysięgu żurawia DUT 0203. W pra-
cach z zakresu modelowania żurawia (Geisler, Posiadała, 
2002; Geisler 2002) przedstawiono konstrukcję zespołów 
żurawia oraz badania dynamiki ramy podwozia żurawia.  

Dalsze prace uwzględniały wpływ pozostałych zespołów 
żurawia samochodowego, w tym uwzględnienie wpływu 
wysięgnika teleskopowego na drgania swobodne układu 
żurawia. Ukazała się praca dotycząca weryfikacji modelu 
dyskretno-ciągłego z modelem MES żurawia (Geisler, So-
chacki, 2007; Sochacki, 2008).  

Poniższa praca jest rozszerzeniem badań układu żurawia 
(Geisler, 2010) przy uwzględnieniu wybranych konfiguracji 
położeń ramy nadwozia z wysięgnikiem teleskopowym, 

długości wysięgnika oraz odpowiedniego modelu obciąże-
nia. Obciążenie układu nośnego żurawia odbywa się przez 
zadanie założonego ładunku, zawieszonego na linach. Mo-
del obciążenia powinien uwzględniać zmiany położenia 
ładunku oraz związane z tym właściwości sprężyste układu 
olinowania.  

Zadanie modelowania układu nośnego wymaga 
uwzględnienia zasadniczych zespołów żurawia, w możliwie 
pełnej ich konstrukcji oraz zespołów dodatkowych. Zapro-
ponowany model układu nośnego składa się ze sprzężonych 
ze sobą głównych zespołów żurawia: rama podwozia, rama 
obrotowa (nadwozie) z osadzonym trójczłonowym wysię-
gnikiem teleskopowym oraz olinowanie. W modelowaniu 
układu żurawia uwzględniono masy większości wyposaże-
nia i zespołów obciążających układ.  

Zmiana konfiguracji układu żurawia związana jest z je-
go ruchami roboczymi. Ruchy określane są w poziomej 
płaszczyźnie obrotu ramy nadwozia z wysięgnikiem tele-
skopowym względem ramy nadwozia oraz obrotu wysięgni-
ka względem ramy nadwozia w pionowej płaszczyźnie 
podnoszenia. Położenie obciążenia określa kombinacja 
wymienionych wyżej wzajemnych położeń zespołów żura-
wia oraz długości olinowania. Ze względu na pewną syme-
tryczność ramy podwozia, obliczenia przeprowadzono 
dla jednej strony położeń ramy nadwozia z wysięgnikiem 
teleskopowym. 

W pracy zaprezentowano analizę dwóch wybranych po-
staci drgań. Pierwszą z nich jest postać drgań zawierająca 
drgania giętne w płaszczyźnie podnoszenia trójczłonowego 
wysięgnika teleskopowego. Druga analizowana postać 
drgań zawiera także drgania giętne wysięgnika, ale w od-
działywaniu z ramą nadwozia i ramą podwozia jako ukła-
dem nośnym żurawia. Postać ta daje pełny obraz zachowa-
nia się wszystkich zespołów żurawia powiązanych w całość. 
Uwzględnienie wymienionych postaci w dynamice rzeczy-
wistego obiektu jest bardzo istotne.  
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Jako wyniki badań przedstawiono zmiany częstości 
drgań wybranych postaci drgań układu żurawia w zależno-
ści od: położenia w płaszczyźnie obrotu ramy obrotowej 
z wysięgnikiem, zmian długości wysięgnika, kąta podnie-
sienia, obciążenia oraz jego położenia. 

2. MODEL MES ŻURAWIA SAMOCHODOWEGO 

Główne zespoły żurawia samochodowego DST-0285 
zaprojektowano i wykonano w Fabryce Maszyn Budowla-
nych i Lokomotyw „Bumar-Fablok” w Chrzanowie. Modele 
opracowywano na podstawie udostępnionej dokumentacji 
ramy podwozia oraz dokumentacji pozostałych zespołów 
i elementów. W modelowaniu wymienionych zespołów 
uwzględniono konstrukcję wszystkich głównych części 
w postaci blach głównych, przepon, środników, żeber, be-
lek, oraz innych istotnych elementów konstrukcji (Geisler, 
Posiadała 2002; Geisler 2002, 2008, 2010).  

 
Rys. 1. Model układu żurawia samochodowego 

Modelowanie wykonano pod kątem uzyskania modelu 
żurawia umożliwiającego przeprowadzenie badań pod ką-
tem wyznaczania częstości postaci drgań swobodnych ze-
społów układu żurawia. Model podstawowy oraz modele 
pochodne zbudowano przy użyciu metody elementów skoń-
czonych i wykorzystaniu pakietu COSMOS/M (Rusiński, 
1994; COSMOS/M, 1995). Ze względu na dużą liczbę 
elementów konstrukcji i związanym z tym stopniem kom-
plikacji, w modelu zastosowano szereg niezbędnych 
uproszczeń konstrukcji.  

W modelowaniu zastosowano podstawowe rodzaje ele-
mentów strukturalnych użytych do analizy liniowej: shell3, 
solid, spring, rbar, mass.  

Wszystkie wielkości geometryczne, oraz wszystkie wła-
ściwości użytych elementów budowanych modeli wprowa-
dzano do pliku programu w sposób parametryczny. Sposób 
ten pozwala na w pełną kontrolę zmian wymiarów geome-
trycznych elementów ram podwozia, nadwozia i wysięgni-
ka, w tym grubości blach oraz wzajemnego położenia np. 
środników i przepon. Istotna jest również możliwość wybo-
ru dowolnego wzajemnego położenia względem siebie 
głównych zespołów żurawia, z wybraną dokładnością.  

W sposób parametryczny wprowadzane są też wartości 
obciążenia oraz długości i sprężystości lin. Umożliwia 
to wykonanie badań na podstawie modelu podstawowego, 
wykorzystując tworzone kolejne modele pochodne, 
przy zmieniających się tylko wartościach jego parametrów. 
Wymaga to pełnej kontroli nad wartościami parametrów 
oraz wprowadzonymi układami współrzędnych. 

Model układu zawierający powiązane w całość ramę 
podwozia (1), ramę nadwozia (2), wysięgnik teleskopowy 
(3), układ linowy (4) oraz ładunek (5) żurawia samochodo-
wego przedstawiono na rysunku (Rys. 1). W obliczeniach 
uwzględniono własności sprężyste układu podporowego 
ramy podwozia (7) oraz własności sprężyste układu podpar-
cia wysięgnika (6) (Rys. 1). 

Wartości obciążenia modelu zadawano jako masę ła-
dunku, skupioną zawieszoną na elementach modelujących 
układ linowy. Poza obciążenia ładunkiem w postaci elemen-
tów masowych, w modelu uwzględniono również większość 
mas elementów budowy i wyposażenia żurawia.  

Zgodnie z dokumentacją uwzględniono takie zespoły jak 
masa silnika ze skrzynią biegów, kabin, wciągarek, elemen-
tów zawieszenia i kół oraz wybranych siłowników. Elemen-
ty masowe modelujące te zespoły umieszczono w sposób 
zbliżony do rzeczywistego ich położenia w konstrukcji 
żurawia.  

Uwzględniono w badaniach sprężystość zastępczą si-
łownika podparcia wysięgnika (siłownika zmiany wysięgu). 
Sprężystość ta przyjmowana w obliczeniach, zmieniała się 
wraz z długością siłownika i powiązana była z wartością 
kąta podniesienia wysięgnika teleskopowego.  

Przyjętą w obliczeniach charakterystykę zmiany spręży-
stości podparcia wysięgnika w funkcji kąta podniesienia, 
zamieszczono dalej.  

W modelu uwzględniono także stałą wartość sprężysto-
ści podparcia ramy podwozia (siłowniki podpór). 

Przeprowadzono modelowanie uwzględniające umiesz-
czenie obciążenia na sprężystym układzie linowym. 
Uwzględnienie zawieszenia ładunku wymagało przyjęcia 
w obliczeniach sprężystości zastępczej układu linowego.  

Przeprowadzenie modelowania powinno uwzględniać 
omawianą sprężystość ze względu na dokładniejsze odwzo-
rowanie rzeczywistego układu żurawia w tworzonych mode-
lach i może wprowadzać zmiany w dynamicznym zachowa-
niu się badanego układu nośnego żurawia samochodowego. 

3. ZAŁOŻENIA PRZYJ ĘTE W MODELOWANIU  
    I OBLICZENIACH 

Zbudowany w sposób parametryczny model umożliwia 
przeprowadzenie modelowania i obliczeń dla założonych 
wzajemnych położeń względnych zespołów żurawia samo-
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chodowego. Możliwe są zmiany konfiguracji układu żura-
wia dla dowolnych położeń zespołów żurawia, zawartych 
w dokumentacji użytkowania i spotykanych w eksploatacji 
żurawia. 

Do wykonania badań przyjęto modele o zmiennym po-
łożeniu ramy nadwozia z wysięgnikiem teleskopowym 
względem ramy nadwozia w płaszczyźnie obrotu. Odmie-
rzano je od położenia wysięgnika do tyłu i określono odpo-
wiednio ϕ=0, +45°, +90°, +135° (zalecany obszar pracy), 
oraz dodatkowo dla położenia wysięgnika do przodu, ozna-
czenie ϕ=180° (Rys. 2).  

 
Rys. 2. Zmiany kąta ϕ położenia ramy nadwozia z wysięgnikiem 
            względem ramy podwozia w płaszczyźnie obrotu 

 Ze względu na ograniczenie liczby tworzonych modeli, 
obliczenia przeprowadzono dla wybranych konfiguracji 
układu zakładając parametry: stały kąt (ϕ) położenia ramy 
nadwozia z wysięgnikiem względem ramy podwozia, oraz: 
− stały kąt podniesienia wysięgnika α=75°, zmienne dłu-

gości rozsunięcia wysięgnika l t =10, 15, 20, 24m; 
− stała długość wysięgnika l t =10m (zsunięty), zmienne 

kąty podniesienia wysięgnika (α=0°, 25°, 50°, 75°) 
(Rys. 3). 
Dla wszystkich kombinacji podanych (parametrów) kon-

figuracji zadawano zmienną wartość długości olinowania. 
Przyjmowano długość liny (lin), określaną jako odległość 
ładunku od głowicy wysięgnika l=2, 10, 17, 27m, 
przy minimalnej dopuszczalnej wartości l=0.5m. Dodatko-
wo dla l=5, 12, 22m. 

Obciążenie m zawierało się od mmin=100kg 
do mmax= 30000kg. Przyjęto wartości mas: m=100, 1000, 
5000, 10000, 20000, 30000kg. Przeprowadzono obliczenia 
sprawdzające dla l=0 [m] oraz m=0kg. 

 
Rys. 3. Zmiany położenia wysięgnika względem ramy nadwozia  
            w płaszczyźnie podnoszenia 

W modelowaniu uwzględniono wartości mas elementów 
wyposażenia żurawia: kabin operatora i kierowcy, wciągar-
ki głównej i pomocniczej, przeciwwagi, silnika ze skrzynią 
biegów, zawieszenia przedniego i tylniego, siłownika pod-
noszenia, siłownika teleskopowania.  

Uwzględniono w badaniach sprężystość zastępczą si-
łownika podparcia wysięgnika. Sprężystość przyjmowana 
w obliczeniach, zmieniała się wraz z długością siłownika 
i powiązana była z wartością kąta podniesienia wysięgnika 
teleskopowego (α). Przyjętą w obliczeniach charakterystykę 
zmiany sztywności podparcia wysięgnika w funkcji kąta 
podniesienia, przedstawiono na wykresie (Rys. 4). 

 
Rys. 4. Zmiana sprężystości podparcia wysięgnika od α 

Przeprowadzenie badań uwzględniających sprężystość 
układu linowego wymagało przyjęcia w modelowaniu za-
stępczej wartości sprężystości.  

Przyjęta wartość sprężystości zastępczej wynosiła: 
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gdzie: n – liczba pasm liny, Al – powierzchnia przekroju 
liny, l l – długość olinowania od głowicy wysięgnika 
do zawieszenia masy, l t – długość liny od głowicy do wcią-
garki. 

Wykres przedstawia zależność zmiany sprężystości za-
stępczej od długości olinowania (Rys. 5).  

 
Rys. 5. Zmiana sprężystości zastępczej układu linowego 

Obliczenia przeprowadzono przy założeniu 6 pasm liny 
na zbloczu oraz długości liny od głowicy wysięgnika do 
wciągarki głównej o długości wysięgnika l=l t. Przyjęto 
parametry liny o konstrukcji WS6x36. 

4. WYBÓR POSTACI DRGAŃ 

W badaniu dynamiki ruchu żurawia ważne jest 
uwzględnienie zachowania nie tylko samego wysięgnika 
teleskopowego, ale także pozostałych zespołów żurawia 
samochodowego. Istotne jest także dynamiczne zachowanie 
zespołów powiązanych w jeden układ.  

Traktowanie układu żurawia jako całości, powinno 
uwzględniać także ruch wysięgnika teleskopowego w po-
wiązaniu z mocowaniem bezpośrednio w ramie nadwozia. 
W tym ruchu wysięgnik wymusza ruch całej ramy nadwozia 
oraz części nośnej ramy podwozia.  

Wymuszane przemieszczenia obu ram są ściśle powią-
zane z przemieszczeniami wysięgnika, wiążąc ruchy głów-
nych zespołów w ruch całego układu nośnego żurawia.  

Badania przeprowadzono przy założonych konfigura-
cjach wzajemnych położeń zespołów żurawia i długości 
olinowania, uzyskując wpływ zmiany konfiguracji i położe-
nia obciążenia na postacie drgań swobodnych układu no-
śnego żurawia samochodowego. 

Jako wyniki rozwiązania zagadnienia badania drgań 
układu żurawia, przedstawiono zmiany częstości drgań 
wybranych postaci drgań swobodnych.  

Analizie poddano zmiany wartości częstości drgań 
dla dwóch wybranych postaci drgań. Wybór analizowanych 
postaci drgań, wynika z założenia, że te postacie mają naj-
większy wpływ na zachowanie się układu nośnego żurawia 
z obciążeniem. 

 
Rys. 6. Przemieszczenia wysięgnika 1G z naniesionymi  
            położeniami początkowymi (położenie ϕ =+135°) 

 
Rys. 7. Przemieszczenia wysięgnika i obu ram dla postaci 1GR  
             z naniesionymi położeniami początkowymi  
            (położenie ϕ  =+135°) 

Dla wybranych postaci drgań przyjęto oznaczenia, które 
są używane w dalszej części pracy: 
− postać drgań giętnych wysięgnika teleskopowego, ozna-

czenie 1G, (częstość ω1), 



Tomasz Geisler 
Analiza drgań swobodnych układu nośnego żurawia samochodowego DST-0285 z uwzględnieniem zmiany konfiguracji układu 

34 
 

− postać drgań giętnych wysięgnika razem z ramami, 
oznaczenie 1GR, (częstość ω2). 
Dla określenia częstości drgań poszukiwanych postaci, 

przeprowadzono ich identyfikację na podstawie analizy 
przemieszczeń zespołów żurawia w czasie animacji ruchu.  

Pozwoliło to na ich prawidłowy wybór z szeregu innych 
postaci drgań otrzymanych w obliczeniach. 

Rysunki (Rys. 6, Rys. 7) przedstawiają przemieszczenia 
wysięgnika oraz ram żurawia z naniesionymi położeniami 
początkowymi dla postaci 1G i 1GR. 

5. WYNIKI OBLICZE Ń I ANALIZA WYNIKÓW 

Obliczenia wykonano dla wybranych postaci drgań za-
wierających drgania wysięgnika w pionowej płaszczyźnie 
podnoszenia.  

Uzyskane wyniki przedstawiono na wykresach zawiera-
jących przebiegi zmian wartości częstości drgań, w zależno-
ści od wybranych parametrów. 

 
Rys. 8. Zmiany częstości drgań ω1 dla postaci 1G  

Na wykresach sporządzonych dla dwóch wartości dłu-
gości wysięgnika (l t =10, 24m), przy stałym kącie α=75° 
i l= 27m, można zaobserwować spadek wartości częstości 
drgań ω1 i ω2 wraz ze wzrostem wartości obciążenia m.  

Wzrost wartości l t powoduje także obniżenie wartości 
częstości badanych postaci drgań, a dla postaci 1GR także 
zmianę charakteru krzywej. 

Zmiana wartości częstości widoczna jest także dla zmia-
ny kąta obrotu ϕ, przy zadanych parametrach (Rys. 8, 
Rys. 9). 

W celu przedstawienia większej liczby przebiegów linii 
nie ujętych na przedstawianych wykresach sporządzono 
wykresy w układzie xyz (3D). Wykresy te zawierają więcej 

danych i charakterystycznych przebiegów linii oraz lepiej 
obrazują otrzymaną w obliczeniach dużą liczbę danych. 

 
Rys. 9. Zmiany częstości drgań ω2 dla postaci 1GR 

 
Rys. 10. Zmiany częstości drgań ω1, dla postaci 1G 

 
Dalej przedstawiono wykresy sporządzone dla położenia 

α=75°, l t=10m, l= 27m uwzględniającego zmiany kąta ϕ 
i wartości obciążenia m dla obu analizowanych postaci 
(Rys. 10, Rys. 11). 

Dla pozostałych wartości l, przebieg krzywych i po-
wierzchni wykresów 3D jest zbliżony. 

Sporządzono także wykresy zawierające przebiegi 
krzywych zależne od α i l, dla kątów ϕ    z przyjętego zakre-
su. Potwierdzono zbliżony przebieg linii dla wybranych 
kątów ϕ. Przebieg krzywych jest podobny dla wszystkich 
analizowanych kątów ϕ i przyjmowanych wartości obciąże-
nia m. Dalej przedstawiono wykresy dla wybranego kąta 
ϕ=0° i m=30000kg. Wybrane wykresy, przedstawione są 
na  Rys. 12 i Rys. 13. 
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Rys. 11. Zmiany częstości drgań ω2, dla postaci 1GR 

 
Rys. 12. Zmiany częstości drgań ω1, dla postaci 1G 

 
Rys. 13. Zmiany częstości drgań ω2, dla postaci 1GR 

W wykresach 3D uwzględniono zmienne cieniowanie 
w celu lepszego przedstawienia warstwic powierzchni. 
Na wykresach odwrócono wartości na osi (α) z kątami 
podniesienia dla postaci 1G (Rys. 12, Rys. 16), wykonanej 
dla większej czytelności wykresu.  

Podawane na wykresach wartości długości liny l 
uwzględniają wartość zastępczą sprężystość olinowania 
i wartości długości l t i l l ze wzoru (1). 

Konieczne jest sporządzanie wykresów obrazujących 
wpływ różnych parametrów w możliwie czytelny sposób, 
umożliwiający dokonanie jednoznacznej analizy i wycią-

gnięcie i potwierdzenie wniosków. Umożliwia to dobór 
odpowiednich współrzędnych na osiach tworzonych wykre-
sów.  

Kolejne wykresy zostały sporządzone dla wszystkich ką-
tów ϕ oraz stałego kąta α=75° oraz l=27m.  

Poniżej przedstawiono wybrane dla ϕ =+135°, odpo-
wiednio dla postaci 1G i 1GR (Rys. 14, Rys. 15). 

 
Rys. 14. Zmiany częstości drgań ω1, dla postaci 1G 

 
Rys. 15. Zmiany częstości drgań ω2, dla postaci 1GR 

Dla pozostałych wartości ϕ, przebieg krzywych i po-
wierzchni wykresów 3D jest zbliżony (Rys. 14, Rys. 15). 

Zarówno dla wzrostu długości wysięgnika l t, kąta pochy-
lenia α oraz długości olinowania l maleją wartości częstości 
dla postaci drgań 1GR (Rys. 13, Rys. 15).  

Wzrost wartości obciążenia dla stałego kąta α i zwięk-
szania się długości wysięgnika powoduje obniżanie się 
wartości częstości drgań obu postaci. Charakter spadku 
wartości częstości jest różny i zależy od analizowanego kąta 
podniesienia wysięgnika.  

W badaniach potwierdzono zmianę charakteru krzywej 
dla różnych długości lin (Rys. 15), zależną od wzrostu war-
tości obciążenia, wykazaną w pracy (Geisler, Sochacki, 
2007). 

Natomiast dla postaci 1G można zauważyć wzrost war-
tości częstości drgań wraz ze wzrostem kąta podniesienia 
wysięgnika (Rys. 12) przy stałym l t oraz m.  
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Dla dowolnej badanej konfiguracji oraz dla dowolnej 
długości olinowania, dla mas powyżej 1000 kg, przemiesz-
czenia zespołów dla postaci 1GR są bardziej czytelne.  

Potwierdzono charakter zachowania się wartości często-
ści dla postaci 1G i 1GR uzyskane dla kąta ϕ=+90°.  

Dalej przedstawiono przykładowe wykresy dla kąta 
ϕ=+45° (Rys. 16, Rys. 17). 

 
Rys. 16. Zmiany częstości drgań ω1, dla postaci 1G 

 
Rys. 17. Zmiany częstości drgań ω2, dla postaci 1GR 

Zmiany częstości drgań zależne od α i m dla postaci 1G 
i 1GR przedstawiono odpowiednio na rysunkach (Rys. 16, 
Rys. 17). Dla postaci 1G można zauważyć zmianę charakte-
rystyki krzywej zależnej od wzrostu obciążenia widoczną na 
rysunku (Rys. 16).  

Dla postaci 1GR największy spadek wartości częstości 
występuje dla kątów α= 50° i 75°, przy stosunkowo małym 
spadku dla kątów 0° i 25° (Rys. 17). 

6. WNIOSKI 

Celem poszukiwania aspektów wpływu różnych konfi-
guracji układu nośnego na dynamiczne zachowanie żurawia 
samochodowego, sporządzono szereg obliczeń. Wykazano 
wpływu kąta obrotu ramy nadwozia z wysięgnikiem płasz-

czyźnie obrotu przy uwzględnieniu zmian pozostałych pa-
rametrów.  

W pracy zamieszczono wybrane wykresy umożliwiające 
ocenę wpływu tych parametrów (wartości teoretyczne) 
na zachowanie żurawia samochodowego, dla wybranych 
postaci drgań. Uwzględnienie zmian konfiguracji układu 
w płaszczyźnie obrotu razem ze zmianami obciążenia wy-
kazało istotny wpływ na zachowanie dynamiczne układu 
nośnego żurawia samochodowego. 

Uwzględnienie modelu sprężystego zawieszenia obcią-
żenia pozwoliło na identyfikację postaci drgań dokładnie 
obrazujących dynamiczne zachowanie się zespołów żura-
wia.  

Uwzględnienie podstawowej postaci drgań wysięgnika 
teleskopowego (1G), jest istotne ze względu na jej zakres 
wartości częstości (ω1=2-14rad/s) oraz wpływ na dynamikę 
rzeczywistego układu. 

Ograniczenie jednak analizy dynamiki żurawia tylko 
do drgań samego wysięgnika, występujące dla postaci 1G 
jest niewystarczające. Konieczne jest uwzględnienie innych 
postaci drgań. 

Druga analizowana postać drgań (1GR) jest złożoną po-
stacią drgań zespołów żurawia. Daje ona pełniejszy obraz 
dynamicznego zachowania się zespołów żurawia w czasie 
zmian konfiguracji układu i położenia obciążenia. Dla tej 
postaci wymuszane przez ruch wysięgnika przemieszczenia 
obu ram, dają obraz ruchu zespołów żurawia jako całości.  

Uwzględnienie postaci drgań 1GR jest konieczne 
dla dalszej analizy dynamiki układu żurawia samochodowe-
go DST-0285.  

Zmiany konfiguracji układu żurawia samochodowego 
zawierające zmianę kąta obrotu ramy nadwozia z wysięgni-
kiem powodowały zmiany wartości częstości badanych 
postaci drgań. Zmiany przebiegów linii związane były 
ze zmianą sztywności części nośnej ramy podwozia, 
przy różnych zakładanych położeniach płaszczyzny podno-
szenia (kąt ϕ). 

Przeprowadzenie modelowania zawierającego umiesz-
czenie obciążenia na sprężystym układzie linowym także 
wprowadza istotne zmiany w dynamicznym zachowaniu się 
badanego układu żurawia. Uwzględnienie sprężystości 
olinowania powoduje obniżenie wartości częstości drgań 
analizowanych postaci.  

Wpływ długości liny, a tym samym sprężystości układu 
linowego jest bardziej widoczny dla postaci 1GR. Wpływ 
długości układu linowego jest z kolei bardziej widoczny 
dla postaci 1G. 

Ponieważ wpływ sprężystości układu linowego jest naj-
bardziej widoczny dla kąta podniesienia α=75°, obliczenia 
przeprowadzono dla wszystkich zmian zakładanych para-
metrów. Jest to ważne, ponieważ dla tego kąta realizowany 
jest największy moment udźwigu w czasie pracy układu 
rzeczywistego żurawia samochodowego.  

Wpływ zadawanego zmiennego obciążenia jest widocz-
ny dla obu analizowanych postaci, szczególnie dla jego 
wyższych wartości. 

Przy przyjmowaniu coraz większych długości zawiesze-
nia obciążenia, przemieszczenia elementów i całych zespo-
łów odpowiadających wybranym postaciom są wyraźniejsze 
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oraz lepiej przedstawiają pracę (zachowanie) układu nośne-
go teleskop - rama - rama jako całości.  

Przeprowadzone badania potwierdziły występowanie też 
innych postaci drgań o wyższych wartościach częstości, 
zawierających ruch zarówno zespołów żurawia w całości 
jak i elementów zespołów, wykazanych we wcześniejszych 
badaniach. 

 Wybór analizowanych postaci drgań wydaje się uza-
sadniony, ze względu na ich wpływ na dynamiczne zacho-
wanie się układu żurawia samochodowego przy zmiennej 
konfiguracji żurawia.  

Wpływ olinowania jest istotny i konieczny do uwzględ-
niania w dalszych pracach. Możliwe jest uwzględnienie 
w obliczeniach olinowania zawierającego inną liczbę pasm 
liny w zbloczu oraz dokładniejszą długość liny od głowicy 
wysięgnika do wciągarki.  

Możliwe są dalsze badania uwzględniające zmianę po-
łożenia wysięgnika teleskopowego z ramą nadwozia wzglę-
dem ramy podwozia dla pełnego zakresu obrotu oraz 
uwzględnienie innych konfiguracji w płaszczyźnie podno-
szenia.  

Możliwe jest wykorzystanie wykonanych obliczeń 
i przeprowadzenie badań doświadczalnych w zakresie ana-
lizy modalnej rzeczywistego układu żurawia samochodo-
wego DST-0285. 
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Streszczenie: W pracy porównano wpływ różnych geometrii konturu zaokrąglonego karbu typu V o identycznym kącie roz-
warcia i krzywiźnie wierzchołka na rozkłady naprężeń wzdłuż krawędzi karbów. Rozważono przypadki symetrycznego 
i antysymetrycznego stanu naprężeń w wierzchołku karbu. 

 

1. WPROWADZENIE 

Jak wykazano w pracy (Savruk i Kazberuk, 2006) wiel-
kość maksymalnych naprężeń w wierzchołku zaokrąglonego 
karbu V poddanego rozciąganiu, zależy nie tylko od pro-
mienia krzywizny wierzchołka, ale także od kształtu karbu 
w pewnym otoczeniu wierzchołka. Stwierdzenie to stało się 
podstawą metody jednolitego podejścia do problemów 
koncentracji naprężeń w wierzchołkach karbów ostrych 
i zaokrąglonych (Savruk i Kazberuk, 2007). Podejście to, 
wykorzystujące zależność asymptotyczną – ważną dla ma-
łych promieni ρ zaokrąglenia wierzchołka karbu, 

 

,
2

I
I

V
I

max
λ−ρ

π
=σ R

K
 (1) 

 

umożliwiło obliczenie współczynników intensywności na-
prężeń w ostrych wierzchołkach karbów o kształcie V 
w wielu istotnych zagadnieniach teorii sprężystości 
(Kazberuk, 2007; Savruk i Kazberuk, 2007a, b, 2008). 
We wzorze (1) KI

V - współczynnik intensywności naprężeń 
w wierzchołku odpowiedniego karbu ostrego, RI – współ-
czynnik wygładzenia naprężeń dla karbu poddanego 
symetrycznemu rozrywaniu. RI zależy od kąta rozwarcia 
karbu β i kształtu karbu w okolicy wierzchołka. Postać 
funkcji RI(β) dla karbów o ramionach prostoliniowych 
i wierzchołku w postaci odcinka łuku kołowego została wy-
znaczona przez Savruka i Kazberuka (2006). 

Celem pracy jest porównanie rozkładu naprężeń wzdłuż 
krawędzi zaokrąglonych karbów V dla dwóch różnych 
geometrii konturu karbu o identycznym promieniu krzywi-
zny w wierzchołku. Rozważono przypadki symetrycznego 
i antysymetrycznego stanu naprężeń w wierzchołku karbu. 

2.   KONCENTRACJA NAPRĘŻEŃ W WIERZCHOŁKU 
NIESKOŃCZONEGO KARBU TYPU V 

Rozpatruje się jednorodną izotropową płaszczyznę 

sprężystą z wyciętym nieskończonym karbem o zaokrąglo-
nym wierzchołku (Rys.1). Ramiona karbu tworzą symetry-
czne względem osi Ox półproste. Wierzchołek jest zaokrąg-
lony odcinkiem łuku kołowego o promieniu ρ. Kąt roz-
warcia ramion karbu oznaczono 2β. Przyjmując, oznaczenie 
α=π-β, parametryczne równanie konturu karbu zapisuje się 

w postaci )(ξρω=t , gdzie: 
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Drugim rozważanym kształtem karbu jest hiperbola 
o równaniu (Benthem 1987): 
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Rys.1. Nieskończony karb V o ramionach prostoliniowych  
           i wierzchołku zaokrąglonym łukiem kołowym 

     Zespolone potencjały naprężeń (Muskhelishvili, 1953) 
zagadnienia brzegowego zapisano w postaci 
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gdzie funkcje Φ(z) i Ψ(z) określają zaburzenie naprężeń 
wywołane obecnością karbu L. Poszukiwane potencjały 
mają następujące przedstawienia całkowe (Savruk, 1981):  
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gdzie g’(t) jest pochodną skoku przemieszczeń na krawędzi 
szczeliny. 

Brzegi karbów są wolne od obciążeń a w nieskończo-
ności pole naprężeń określa asymptotyka wyrażona poprzez 
zespolone potencjały naprężeń. Dla stanu symetrycznego 
mają one postać natępującą: 
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a dla przypadku antysymetrycznego 
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V
II

V
I ,KK  to uogólnione współczynniki naprężeń w wierz-

chołku karbu ostrego, a λI i λII  to wykładniki osobliwości 
naprężeń odpowiednio dla symetrycznego i antysymetrycz-
nego rozkładu naprężeń, wyznaczane jako najmniejsze do-
datnie pierwiastki równań charakterystycznych: 
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     Zależności parametrów λI, λII od kata β można 
aproksymować funkcjami (Savruk, Kazberuk 2009): 

 

.8945,00,tan0410,0tan1937,0

tan2479,0tan3134,05,0

,2/0,cos2882.0cos8532.0

cos312,1cos247,1

43

2
II

43

2
I

<β≤β−β+

+β−β−≈λ

π≤β≤β−β+

+β−β≈λ

     (10) 

     Wzory (10) wykorzystywane są do określania wartości 
początkowych (z dokładnością ±0,001) wykładników oso-
bliwości λI, λII przy rozwiązywaniu równań nieliniowych 
(9) metodą Newtona. 

Rozwiązanie zadania uzyskano metodą osobliwych 
równań całkowych sformułowaną przez Savruka (1981). 
Warunek graniczny na brzegu obszaru ma postać: 
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Spełniając warunek graniczny (11), uzyskuje się 
osobliwe równanie całkowe  
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którego jądra mają postać: 
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Podobnie, jak w przypadku płaszczyzny ze szczeliną, 
jednoznaczność rozwiązania równania (12) zapewnia 
warunek 
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Podstawiając parametryczne równania konturu brzegu 
t=l ω(ξ), -1≤ξ≤1,  t’=l ω(η), -1≤η≤1, oraz poszukując 
rozwiązania równania (?) w klasie funkcji nieoganiczonych 
na brzegach: 
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układ równań całkowych zapisano w formie 
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gdzie 
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Wykorzystując kwadraturę całkową Gauss’a-Che-

bysheva otrzymuje się dyskretny analog równania całko-
wego w postaci algebraicznego układu równań liniowych 
(Savruk, 1981) 
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W celu obniżenia rzędu rozwiązywanego układu równań 
liniowych można wykorzystać symetrię karbu względem osi 
Ox, wówczas dla obciążeń symetrycznych (7) zachodzi  

 

( ) ( )ξ=ξ− uu                                                                    (18) 
 

a dla antysymetrycznych (8) 
 

( ) ( )ξ−=ξ− uu                                                                  (19) 
 

Przyjmując n:=2n, wynikowy układ równań (17) 
zapisano w postaci następującej: 
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gdzie 
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Górny znak (+) odnosi się do symetrycznego stanu 
naprężeń, dolny (-) do antysymetrycznego. Współrzędne 
węzłów kwadratury i punktów kolokacji obliczane są 
ze wzorów: 
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Dla punktu ηm=n=0, przy symetrii konturu karbu 
względem osi Ox zespolone równanie (20) redukuje się 
do jednego równania rzeczywistego. Zatem dla m=1..n 
uzyskuje się (2n-1) równań rzeczywistych. Równanie 
jednoznaczności przemieszczeń w warunkach symetrii (21) 
również sprowadza się do jednego równania rzeczywistego. 
W ten sposób otrzymuje się konsystentny układ 2n równań 
liniowych o 2n rzeczywistych niewiadomych. 

Rozciągające naprężenie na brzegu karbu, obliczono 
w punktach ξm=cos(πm/(2n)), wykorzystując zależność 
(Savruk 1989) 
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gdzie Φ-(t) jest wartością graniczną potencjału obliczaną 
zgodnie z regułą Suchockiego-Plemlja dla całek osobliwych 
typu Cauchy’ego (patrz np. Gakhov, 1977):  
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Ponieważ otrzymane w wyniku rozwiązania układu 
równań (20,21) wartości funkcji u dotyczą punktów ξk 
różnych od punktów ξm, w których oblicza się naprężenia, 
wartości u(ξm) uzyskuje się stosując interpolację na węzłach 
Czebysheva (Natanson 1949). Uwzględniając symetrię 
układu i symetrię lub antysymetrię obciążenia otrzymano: 
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Obliczenia przeprowadzono dla karbów o kątach 
rozwarcia 2β={0°, 15°, 30°, 45°, 60°, 90°}. Przy 
wymaganej, szacunkowej dokładności obliczenia naprężeń 
poniżej 0,1%, niezbędna liczba węzłów kwadratury nie 
przekroczyła 4096. Do rozwiązania układu równań 
liniowych wykorzystano standardową procedurę DGESV 
z pakietu LAPACK (Andreson i in. 1999). 

Jak wynika z zależności (5) i (6) i (23) otrzymane na-
prężenia na konturze brzegu, są funkcjami uogólnionych 
współczynników intensywności naprężeń dla odpowied-
niego karbu ostrego. Przebieg wartości naprężeń wzdłuż 
konturu karbu, w postaci bezwymiarowej, przedstawiono na 
Rys.1 dla symetrycznego (a) i antysymetrycznego (b) roz-
kładu naprężeń. 

a)  b) 
 

Rys. 2. Rozkład naprężeń na krawędzi zaokrąglonego karbu o kształcie V ; stan a) symetryczny b) antysymetryczny 
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3. WNIOSKI 

Porównując rozkłady naprężeń dla zaokrąglonego karbu 
o ramionach prostoliniowych (Rys.1 – linie ciągłe) 
z rozwiązaniem dla karbu o kształcie hiperbolicznym (linie 
przerywane) można stwierdzić, że rozkłady naprężeń 
w otoczeniu wierzchołka karbu różnią się dosyć znacznie. 
Porównując naprężenia maksymalne w wierzchołku karbu 
w przypadku symetrycznym, różnice są nie większe 
niż 10% w zależności od kąta rozwarcia karbu. W takim 
samym stopniu rozbieżności te wpływają na obliczaną 
wartość współczynnika wygładzenia naprężeń RI (Savruk 
i Kazberuk, 2006). 

W przypadku antysymetrycznego rozkładu naprężeń, 
ekstremalne wartości naprężeń rozciągających występują 
w pewnej odległości od wierzchołka karbu. Jak wynika 
z przeprowadzonych obliczeń (Tab. 1), geometria karbu 
wpływa bardzo znacząco nie tylko na wielkość 
maksymalnych naprężeń – różnice są w tym przypadku 
ponad dwukrotne, ale również na lokalizację ekstremów. 
Dla karbów o ramionach prostych i wierzchołkach 
zaokrąglonych łukiem kołowym, lokalne maksima naprężeń 
zbliżają się do wierzchołka karbu wraz ze wzrostem kąta 
rozwarcia karbu 2β. Uwagę zwraca również charakter 
przebiegu maksymalnych wartości naprężeń w zależności 
od kąta rozwarcia karbu. W przypadku 2β=0 hiperbola 
przechodzi w parabolę, dążąc do szczeliny matematycznej. 
Obliczony na podstawie zależności (Benthem, 1981): 

 

II
II

V
II

extr
2

λ−ρ
π

=σ R
K

, (25) 

współczynnik wygładzenia naprężeń RII osiąga wówczas 
wartość równą teoretycznej tj. √2 (Savruk, 1988). Dla 
kątów 2β>0, RII rośnie osiągając maksimum dla 2β≈π/3. 
W przypadku karbu o ramionach prostoliniowych, 
największa wartość RII występuje dla 2β=0, czyli dla 
szczeliny fizycznej. Wraz ze wzrostem kąta rozwarcia karbu 
obliczona wartość RII monotonicznie maleje. Tym samym, 
nieuwzględnianie kształtu karbu przy wyznaczaniu KII

V 
na podstawie zależności typu (25) będzie prowadziło 
do bardzo dużych rozbieżności w zależności od kształtu 
karbu. 
 
Tab. 1. Antysymetryczny stan naprężeń; bezwymiarowe  

             naprężenia ekstremalne 
V
IImaxextr /2 II Kλρπσ=σ  

 

 
2β 

Kontur (3) Kontur (4) 
ξmax σextr ξmax σextr 

0° 0,520 1,414 0,343 3,731 
15° 0,515 1,656 0,340 3,450 
30° 0,540 1,757 0,332 3,287 
45° 0,465 1,801 0,324 3,099 
60° 0,592 1,803 0,313 2,880 
90° 0,689 1,716 0,281 2,331 
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EFFECT OF NOTCH SHAPE  
ON THE STRESS DISTRIBUTION ALONGSIDE EDGES 

Abstract:  The stress field distribution alongside edges of two 
different infinite V-notch contours was presented. The comparison 
included hyperbolic notch and wedge with straight  edges rounded 
at the top with the circular arc. The notch opening angles 
and curvature at notch apices were the same. Two basic stress 
states – symmetrical (mode I) and antisymmetrical (mode II) were 
analyzed.  

 
Pracę wykonano w ramach realizacji projektu badawczego statutowego 
nr S/WM/2/08. 
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Streszczenie: Rozważa się trzysegmentową, dziesięciopodłużnicową strukturę cienkościenną o ściankach płaskich, wykona-
ną z materiału o charakterystyce natychmiastowej przybliżanej modelem materiału idealnie sprężysto-plastycznego. Materiał 
konstrukcji (poliwęglan) wykazuje efekt dwójłomności wymuszonej w świetle spolaryzowanym. Konstrukcję poddaje się 
skręcaniu, wskutek czego w obszarze struktury pojawia się stan lokalnej deformacji zakrytycznej segmentów pokrycia, inter-
pretowany w pierwszym przybliżeniu jako pole ciągnień. W wyniku nieliniowej analizy numerycznej, w trakcie której za-
chowywana jest zgodność ścieżek równowagi otrzymanych na drodze numerycznej oraz badań eksperymentalnych, wyznacza 
się pole naprężeń, uwzględniające stan giętny i błonowy ustroju. 

1. WPROWADZENIE  

Cienkościenne ustroje nośne współczesnych konstrukcji 
lotniczych charakteryzują się tym, iż w warunkach obciążeń 
eksploatacyjnych dopuszczalna jest lokalna utrata statecz-
ności elementów pokrycia (Arbocz, 1985; Lynch, 2000). 
Wynika to z faktu, iż szeroko stosowany model statyczny 
struktury złożonej ze szkieletu i pokrycia stanowi ustrój 
półskorupowy, w którym zakłada się, iż funkcją pokrycia 
jest przenoszenie wyłącznie oddziaływań stycznych. Szkie-
let, złożony z poprzecznie usytuowanych żeber (wręg) po-
siadających dużą sztywność w swoich płaszczyznach oraz 
podłużnic wykazujących dużą sztywność na siły normalne 
i stosunkowo małą sztywność na zginanie, jest mechani-
zmem. Połączony z pokryciem tworzy konstrukcję będącą 
w stanie  przenosić wszelkie obciążenia wynikające z moż-
liwych do zaistnienia dopuszczalnych faz lotu.    

Z powyższego podziału funkcji w przenoszeniu obcią-
żeń przez poszczególne elementy struktury, wymiarującymi 
dla elementów pokrycia okazują się te przypadki, w których 
dominującą formę obciążenia stanowi skręcanie wywołują-
ce stan czystego ścinania w wyodrębnionych elementach 
pokrycia pomiędzy sąsiadującymi wręgami i podłużnicami. 
Elementy te poddane czystemu ścinaniu szybko tracą sta-
teczność przy relatywnie niskich wartościach naprężeń 
krytycznych. Istotnym etapem projektowania struktury 
nośnej statku powietrznego, posiadającym znaczący wpływ 
na relację pomiędzy jej masą, sztywnością i nośnością gra-
niczną, stanowi dobór liczby wręg i podłużnic. z którego 
wynika poziom wewnętrznego obciążenia elementów po-
krycia w warunkach  deformacji zakrytycznej (Kopecki 
i Dębski, 2007). 

W niniejszej pracy przedstawiono koncepcję analizy 
wielosegmentowego ustroju półskorupowego poddanego  
dominującemu skręcaniu wywołującemu stan lokalnych 
deformacji zakrytycznych w elementach pokrycia, na przy-
kładzie 3-segmentowej, 10-podłużnicowej struktury, która 
może być interpretowana jako model fragmentu konstrukcji 
lotniczej. Konstrukcję poddano nieliniowej analizie nume-
rycznej w ujęciu metody elementów skończonych, weryfi-
kowanej badaniami eksperymentalnymi. Wyniki badań 
doświadczalnych stwarzały możliwość dokonywania bieżą-
cych korekt modelu numerycznego w takim kierunku, by na 
dowolnym etapie zaawansowania deformacji ustroju za-
chowywana była zgodność ścieżek równowagi oraz postaci 
deformacji. Zgodność tych wyników stanowiła podstawę 
uznawania za wiarygodne rozkłady naprężeń w strukturze, 
określonych w wyniku nieliniowej analizy numerycznej. 

2. PRZEDMIOT I ZAKRES BADA Ń 

Przedmiot badań stanowiła trzysegmentowa struktura 
cienkościenna o dziesięciu podłużnicach, której ogólny 
schemat przedstawiono na Rys. 1. Połączenia pomiędzy 
elementami struktury zrealizowano przy użyciu gęsto roz-
stawionych śrub  (podziałka t=15mm). 

Badania eksperymentalne przeprowadzano mocując 
konstrukcję na specjalnym stanowisku (Rys. 4) umożliwia-
jącym realizację obciążenia w postaci dominującego skrę-
cania, pomijając minimalny efekt zginania oraz siły po-
przecznej. Jedną z brzegowych wręg ustroju utwierdzono, 
drugą natomiast połączono za pomocą sztywnego żebra 
zamykającego przekrój z dźwignią, za pomocą której 
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wprowadzano obciążenie sposobem grawitacyjnym. Sche-
mat mocowania i realizacji obciążenia struktury przedsta-
wiono na Rys. 2. 

 
Rys. 1. Schemat j struktury (wymiary w milimetrach) 

 
Rys. 2. Schemat mocowania struktury i wprowadzania obciążenia 

Konstrukcję wykonano z materiału o charakterystyce na-
tychmiastowej przedstawionej na  Rys. 3. 

 
Rys. 3. Wykres rozciągania materiału konstrukcji  (poliwęglanu) 

Zakres odkształceń trwałych, wynikający ze zmian poło-
żenia i kształtu cząstek polimeru, odpowiada w swoim cha-
rakterze strefie plastycznej materiału sprężysto-plastyczne-

go. Umożliwiało to przybliżenie charakterystyki rzeczywi-
stej modelem materiału idealnie sprężysto-plastycznego 
w trakcie analizy numerycznej.  Poliwęglan wykazuje po-
nadto efekt dwójłomności wymuszonej. Obserwacja efek-
tów optycznych w świetle kołowo spolaryzowanym stwarza 
możliwość otrzymywania  jakościowej informacji o istnie-
niu i lokalizacji stref silnych koncentracji wytężenia, 
w szczególności w zaawansowanych stanach deformacji 
zakrytycznej (Kopecki, 1991; Laerman, 1982). W celu 
umożliwienia obserwacji wspomnianych efektów optycz-
nych, wewnętrzne powierzchnie elementów  pokrycia po-
kryto warstwą refleksyjną. Obserwację prowadzono  stosu-
jąc metodę światła odbitego. 

 
Rys. 4. Widok stanowiska badawczego 

W trakcie eksperymentu obciążenie zwiększano stop-
niowo, przy bardzo małych wartościach przyrostów, doko-
nując jednocześnie pomiarów kąta skręcenia modelu. 
W wyniku uzyskano zależność pomiędzy momentem skrę-
cającym oraz całkowitym kątem skręcenia struktury, para-
metrami wyznaczającymi reprezentatywną ścieżkę równo-
wagi układu (Rys. 9). 

            
Rys. 5. Zaawansowana faza deformacji struktury 
 

Już przy relatywnie niewielkich wartościach momentu 
skręcającego wszystkie segmenty powłoki osiągały stan 
deformacji zakrytycznej. Po całkowitym odciążeniu, kon-
strukcja powracała do pierwotnej postaci. Zatem pomimo 
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znacznych deformacji zakrytycznych, w zaawansowanej 
fazie deformacji nie pojawiły się odkształcenia trwałe. 
Na Rys. 5 zaprezentowano zaawansowaną fazę deformacji 
modelu. Rys. 6 przedstawia odpowiadające jej rozkłady 
efektów optycznych. 

Uzyskana reprezentatywna ścieżka równowagi oraz za-
obserwowane rozkłady efektów optycznych stanowiły pod-
stawę oceny wyników nieliniowych analiz numerycznych. 

 
Rys. 6. Rozkłady efektów optycznych 

3. NIELINIOWA ANALIZA NUMERYCZNA 

W nieliniowej analizie struktur nośnych relacje pomię-
dzy zbiorem parametrów statycznych, a odpowiadającym 
im zbiorem parametrów geometrycznych, można przedsta-
wić w formie równania macierzowego: 

 

g = K -1(g) f ,                            (1) 
 

gdzie g jest zbiorem parametrów geometrycznych opisują-
cych stan deformacji ustroju wywołany obciążeniem, f – jest 
zbiorem parametrów statycznych, zaś K  – macierzą sztyw-
ności zależną od zbioru parametrów geometrycznych okre-
ślających aktualny stan deformacji oraz nieliniowego związ-
ku konstytutywnego.  

 
Rys. 7. Model konstytutywny materiału 

Wobec stwierdzania obecności trwałych odkształceń 
w trakcie badań eksperymentalnych, wyznaczoną w próbie 
jednoosiowego rozciągania charakterystykę fizyczną mate-

riału struktury (Rys. 3) przybliżono modelem ciała idealnie 
sprężysto-plastycznego (Rys. 7). 

W równaniu konstytutywnym, w opisie odnoszącym się 
do zakresu liniowo-sprężystego 

 

σσσσ = D εεεε ,                             (2) 
 

utrzymano w mocy założenie o niezmienniczości długości 
odcinka normalnego (εz=0). 
Zatem  stan naprężenia płyty reprezentuje  wektor  –   

{ } T

zxyzxyyx ,τ,τ,,τ,σσ=σ .                
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jest macierzą stałych materiałowych, w której  poprzez 
wprowadzenie współczynnika korekcyjnego – k=1,2  
uwzględniono wpływ odkształceń postaciowych na energię 
sprężystą płyty, 
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jest wektorem zawierającym składowe stanu odkształcenia 
odpowiadające tensorowi odkształceń Greena–Saint-
Venanta (Marcinowski, 1999),  natomiast u, v, w są skła-
dowymi wektora przemieszczenia w układzie lokalnym  
x, y, z. 

Odwzorowania numeryczne nieliniowych deformacji 
rozważanego ustroju opierane są na założeniu, iż na dowol-
nym etapie rozwiązania przy odpowiadającym mu obciąże-
niu odkształcony układ zachowuje zawsze stan równowagi 
statycznej. Tak więc, dla zdefiniowanego układu dyskretne-
go można sformułować układ równań równowagi, który 
w odniesieniu do nieliniowej analizy strukturalnej w ujęciu 
metody przemieszczeniowej, przedstawić można w formie 
macierzowego równania sił rezidualnych: 

 

0Λur =),(         (5) 
 

w którym u jest wektorem stanu zawierającym składowe 
przemieszczenia węzłów struktury odpowiadające aktualnej 
konfiguracji geometrycznej, ΛΛΛΛ – macierzą zawierającą pa-
rametry kontrolne odpowiadające aktualnemu stanowi ob-
ciążenia, natomiast r jest wektorem rezidualnym, zawiera-
jącym niezrównoważone składowe sił, związane z aktual-
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nym stanem deformacji układu (Felippa i inni, 1994, Felip-
pa, 1976). 

W algorytmach numerycznych, składowe macierzy ΛΛΛΛ 
wyrażane są w funkcji parametru λλλλ określanego jako para-
metr kontroli stanu. Jest on miarą przyrostu obciążenia 
związanego pośrednio lub bezpośrednio z parametrem 
pseudo-czasu – t. Zatem układ równań równowagi (5) moż-
na również przedstawić w postaci: 

 

0ur =),( λ         (6) 
 

Równanie powyższe określane jest jako monoparame-
tryczne równanie sił rezidualnych. Jego rozwiązanie obej-
muje  skończoną liczbę kolejnych stanów deformacji struk-
tury, przy czym każdemu stanowi odpowiada kombinacja 
zmieniających się parametrów kontrolnych związanych 
z obciążeniem układu, wyrażanych poprzez pojedynczy 
parametr kontroli stanu λλλλ. Przejście od bieżącego stanu 
do kolejnego, wyrażające krok przyrostowy, inicjowane jest 
przez zmianę parametru kontrolnego, któremu odpowiada 
nowa geometria struktury określona przez nowy wektor 
stanu.  

Rozwój metod numerycznych, znajdujący swoje od-
zwierciedlenie we współczesnych algorytmach ujmowanych 
w profesjonalnych programach komercyjnych, ukonstytu-
ował dwa zasadnicze rodzaje owych metod. Pierwsze, 
to metody czysto przyrostowe,  zwane również metodami 
prognostycznymi, drugie to metody korekcyjne, nazywane 
również prognostyczno-korekcyjnymi lub przyrostowo – 
iteracyjnymi. Pierwsze z wymienionych charakteryzują się 
ograniczoną, często niezadowalającą dokładnością uzyski-
wanych wyników. Ponadto nie stwarzają one możliwości 
kontynuowania obliczeń po przekroczeniu punktów kry-
tycznych na ścieżce równowagi.  Wprowadzana faza itera-
cyjna ma więc głównie na celu  zmniejszenie błędu rozwią-
zania oraz umożliwienie określania punktów krytycznych. 
Zapewnia to możliwość analizy struktury w zaawansowa-
nych stanach deformacji. 

Wspólną cechą obydwu rodzajów metod jest obecność 
fazy przyrostowej. W odniesieniu do dowolnego przyrostu, 
przy przejściu ze stanu n do stanu n+1, wielkościami nie 
określonymi są: 

 

nnn uuu −=∆ +1  oraz nnn λλλ −=∆ +1    (7) 
 

W celu ich wyznaczenia, formułowane jest dodatkowo 
równanie kontroli przyrostu, zwane równaniem więzów, 
wyrażane w formie warunku: 

 

0),( =∆∆ nnc λu        (8) 
 

Zasadniczym składnikiem fazy przyrostowej jest jej krok 
prognostyczny, określający punkt w hiperprzestrzeni stanu 
odpowiadający kolejnej konfiguracji układu, wyznaczanej 
poprzez określenie przyrostu ∆∆∆∆u dla przyjętego ∆∆∆∆λλλλ, przy 
jednoczesnym spełnianiu równania (8). Błąd rozwiązania 
w danym kroku przyrostowym uzależniony jest od równania 
kontroli przyrostu oraz przyjętej formuły ekstrapolacyjnej. 
W każdym kolejnym kroku przyrostowym, wartość całkowi-
tego błędu może ulegać zwiększaniu, co określane jest jako 
tzw. błąd dryfu. Jego zminimalizowanie zapewnia faza itera-
cyjna.  

Podstawową metodą stosowaną w rozwiązywaniu nieli-
niowych problemów mechaniki konstrukcji jest dobrze 
oprogramowana metoda Newtona-Raphsona posiadająca 
szereg odmian, stanowiących rodzinę metod (Crisfield, 
1997; Felippa i inni, 1994, Felippa, 1976; Kopecki i Deb-
ski, 2007). Istota owych metod opiera się na rozwinięciu 
w szereg Taylora równań: sił rezidualnych – r = 0  oraz 
kontroli przyrostu – c = 0.  

Zakładając, że w wyniku k-tego kroku iteracji korekcyj-
nej otrzymuje się wartości uk i λk, równania te przyjmują 
odpowiednio postaci: 
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gdzie:   kk uud 1 −−−−==== ++++  , κκ

λλη −= +1               (11) 
 

Człony W.R. w obu równaniach ujmują pomijane, resi-
dualne wartości wyższych rzędów wektorów r  i c. W itera-
cyjnym określane są kolejne wartości d i ηηηη, w odniesieniu 
do których sprawdzany jest warunek zbieżności rozwiąza-
nia, przy założonej tolerancji. Otrzymany w wyniku zbiór 
stanowiący rozwiązanie nieliniowego układu równań alge-
braicznych względem niewiadomych przemieszczeń węzło-
wych, stwarza podstawę wyznaczania ścieżki równowagi. 
Ścieżka, jako zależność między parametrami statycznymi 
odpowiadającymi obciążeniu struktury i parametrami geo-
metrycznymi związanymi z przemieszczeniami poszczegól-
nych jej punktów stanowi hiperpowierzchnię w przestrzeni 
wielowymiarowej, której liczba wymiarów odpowiada licz-
bie uwzględnianych stopni swobody układu. W praktyce 
tworzone są zazwyczaj reprezentatywne zależności stano-
wiące relację pomiędzy dwoma parametrami.  

  W celu uzyskania dodatkowej metody weryfikacji wy-
ników oraz porównania możliwości dwóch niezależnych  
rodzajów oprogramowania, nieliniową analizę numeryczną 
przeprowadzono za pomocą programów: ABAQUS/ 
STANDARD 6.8-3 oraz MSC MARC 2007. W przypadku 
programu ABAQUS utworzono dwie wersje modelu nume-
rycznego. W obu wersjach do modelowania pokrycia użyto 
elementów powłokowych typu Shell S4, natomiast podłuż-
nice modelowano za pomocą elementów belkowych typ 
Beam 2.1 Różnica pomiędzy modelami polegała na od-
miennym sposobie odwzorowania wręg. W modelu pierw-
szej wersji zastosowano odwzorowanie trójwymiarowe, 
za pomocą elementów typu solid C3D8, uzyskując łącznie 
7895 węzłów.  W wersji drugiej zastosowano elementy 
powłokowe typu Shell S4, wskutek czego uzyskano 16779 
węzłów.  

Z kolei w przypadku oprogramowania MSC MARC 7 
do modelowania powłoki badanego ustroju wykorzystano 
bilinearne elementy powłokowe thin-shell, natomiast 
w przypadku wręg i układu aplikującego obciążenie zasto-
sowano elementy powłokowe thick-shell. Podłużnice od-
wzorowano przy pomocy elementów belkowych, opartych 
na modelu Eulera-Bernoulliego. Wszystkie wymienione 
elementy posiadają sześć stopni swobody w węźle, a zatem 
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zachodził pełna zgodność pomiędzy elementami powłoki 
oraz podłużnic. Uzyskano łącznie 25300 węzłów.  

Analiza nieliniowa przy pomocy programu ABAQUS 
uwidoczniła nadmierną rozbieżność ilościową wyników 
obliczeń wobec eksperymentu w przypadku odwzorowania 
wręg przy użyciu elementów trójwymiarowych, dlatego też 
w przypadku programu MARC zrezygnowano z tego rodza-
ju rozwiązania. 

   
Rys. 8. Model geometryczny (po lewej) i siatka elementów  
            skończonych (po prawej) 

 
 

Rys. 9. Zestawienie reprezentatywnych ścieżek równowagi:  
            1 – Obliczenia programem ABAQUS – wręgi modelowane 

elementami trójwymiarowymi,  2 – Obliczenia programem 
ABAQUS – wręgi modelowane elementami powłokowy-
mi, 3 – Obliczenia programem MSC MARC 

 
Analizę nieliniową oparto na metodzie prognostycznej 

Newtona-Raphsona (Bathe, 1996; Crisfield, 1997; Felippa 
i inni, 1994, Felippa, 1976; Rakowski i Kacprzyk, 1993)  
oraz korekcji hipersferycznej Crisfielda. Wiarygodność 
otrzymywanych wyników oceniano na podstawie porówny-
wania zarówno kształtu ścieżek równowagi, jak i zgodności 
geometrii deformacji. Obydwa czynniki  stanowiły podsta-
wę wielokrotnego korygowania  modelu numerycznego. 

W wyniku serii testów numerycznych opracowano mo-
dele, których charakter deformacji jakościowo w pełni od-
powiadał deformacjom uzyskiwanym w trakcie ekspery-
mentu. Dla wszystkich wersji modelu, podobnie jak pod-
czas badań doświadczalnych, określono zależności pomię-
dzy całkowitym kątem skręcenia a wielkością momentu 
skręcającego, stanowiące reprezentatywne ścieżki równo-
wagi. 

Rys. 8 prezentuje model geometryczny ustroju, wykona-
ny przy użyciu oprogramowania MSC PATRAN oraz siatkę 
elementów skończonych, przeznaczoną do obliczeń pro-
gramem MSC MARC.  

Na Rys. 9 przedstawiono zestawienie reprezentatywnych 
ścieżek równowagi. 

 
Rys. 10. Wyniki obliczeń programem ABAQUS STANDARD: 

Obraz deformacji modeli numerycznych oraz  rozkład 
wytężenia wg hipotezy H-M-H  (a-model z wręgami 
dwuwymiarowymi, b-model z wręgami trójwymiarowy-
mi) 

 
 

Rys. 11. Wyniki obliczeń prgramem MSC MARC 7: obraz  
deformacji modelu numerycznego oraz  rozkład  
wytężenia wg hipotezy H-M-H 

       
 

Rys. 12. Zaawansowana faza deformacji zakrytycznych modelu 
z otworem kołowym: po lewej wynik eksperymentu, 
po prawej wynik nieliniowej analizy numerycznej 

Korzystając z opisanego wcześniej stanowiska ba-
dawczego, przeprowadzono eksperyment przy użyciu mo-
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delu z otworem kołowym. Na Rys. 12 zaprezentowano 
porównanie obrazów deformacji zakrytycznych struktury 
uzyskanych w wyniku eksperymentu modelowego 
oraz nieliniowej analizy numerycznej. 

Przedstawione wyniki potwierdzają pełną zgodność po-
staci deformacji. Porównanie wartości całkowitego kąta 
skręcenia dla wybranych wartości momentu skręcającego 
pozwala również stwierdzić, iż zachodzi zadowalająca 
ilościowa zgodność wyników obliczeń z rezultatem ekspe-
rymentu. A zatem zaprezentowany na Rys. 13 rozkład na-
prężenia zredukowanego może być uznany za wiarygodny. 

 

 
Rys. 13. Rozkład naprężenia zredukowanego wg hipotezy H-M-H 
             dla modelu z otworem kołowym 

4. WNIOSKI 

Przedstawiona metoda wyznaczania rozkładów wytęże-
nia w strukturze cienkościennej pracującej w zakresie ob-
ciążeń zakrytycznych, oparta na weryfikacji wyników nieli-
niowych analiz numerycznych eksperymentem, pozwala 
w skuteczny sposób zlokalizować strefy koncentracji naprę-
żeń oraz dokonywać stosownych modyfikacji konstrukcji. 
Modyfikacje te mogą być przeprowadzane w środowisku 
wirtualnym, tworzonym przez oprogramowanie MES, 
umożliwiając właściwy dobór liczby i geometrii wręg 
i podłużnic oraz eliminację innych niedoskonałości kon-
strukcji. Umożliwia to dopracowanie struktury przed wyko-
naniem jej prototypu, który to etap jest na ogół jednym 
z kosztowniejszych w procesie tworzenia nowego rozwią-
zania konstrukcyjnego.  

Należy podkreślić, iż eliminacja niedoskonałości struk-
tury poprzez połączenie nieliniowej analizy numerycznej 
z eksperymentem oraz analiza modeli numerycznych pod-
danych modyfikacjom nie zmieniającym ogólnego charakte-
ru rozkładu deformacji struktury, mogą być stosowane 
w stosunkowo wczesnej fazie procesu projektowania. 

Zapewniający zgodność z eksperymentem model nume-
ryczny oraz przyjmowana strategia rozwiązania stwarza 
podstawę analizy numerycznej szeregu wariantów zmodyfi-
kowanej geometrii ustroju, bez konieczności powtarzania 
badań eksperymentalnych, co umożliwia eliminację  ewen-
tualnych rozwiązań nieracjonalnych realizacją rozwiązania 
prototypowego. 
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POST-CRITICAL DEFORMATIONS STATE  
OF MULTI-SECTION, MULTI-STRINGER THIN 

WALLED STRUCTURE, SUBJECTED TO THE TORSION. 
EXPERIMENTAL RESEARCH  

AND NON-LINEAR NUMERICAL ANALYSIS 

Abstract:  Paper presents results of experimental and numerical 
research of thin-walled structure reinforced by ten stringers 
and four frames, subjected to the torsion. The experimental struc-
ture was made of the polycarbonate, for which the tensile strength 
test was carried out and material constants determined. It also 
characterized by the high optical activity thanks to which it be-
came possible to obtain qualitative information about optical 
effect distribution in circular polarization conditions. As the result 
of the torsional load, the post-critical deformations state comes out 
in all area of the model. Using non-linear numerical analyses, 
keeping the compliance of equilibrium paths, the stress field con-
sidering bending and membrane effects was obtained. 
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Streszczenie: Artykuł przedstawia możliwości wykorzystania trójwymiarowego systemu wizyjnego w procesie budowy obra-
zu 3D produktu prowadzonym bezpośrednio na linii technologicznej np. w zakładach wytwarzających elementy pneumatyki 
lub hydrauliki. W pracy prezentowana jest metoda doboru odpowiedniej geometrii systemu, w skład którego wchodzi kamera 
i oświetlenie laserowe. Omówiono metodę pobierania profili wysokości i budowy na ich podstawie obrazu 3D produktu. 
Szczegółowo prezentowany jest wpływ doboru geometrii na rozdzielczość systemu wizyjnego. W pracy prezentowana 
jest również metoda obróbki obrazu umożliwiająca tworzenie profilu wysokości tj. przekroju produktu. 

1. WPROWADZENIE 

Praca omawia metodę budowy obrazu 3D produktu wykona-
nego na podstawie obserwacji rzeczywistego obiektu przy pomocy 
systemu wizyjnego. Obraz budowany tą metodą zawiera informa-
cje o rzeczywistych parametrach wymiarowych produktu i umoż-
liwia ich kontrolę. Aby jednak możliwe było wdrożenie takiego 
rozwiązania w warunkach linii technologicznej założono, że po-
trzebna jest szybka budowa trójwymiarowego modelu np. podczas 
transportu wyrobu na przenośniku lub na specjalizowanym stano-
wisku kontrolnym. Zastosowanie stanowiska pozwala na wykona-
nie kontroli, jako zabiegu międzyoperacyjnego bez konieczności 
zwiększenia czasu prowadzenia procesu technologicznego.  

W warunkach linii produkcyjnej przy produkcji seryjnej stosu-
je się w chwili obecnej sprawdziany lub kontrolę statystyczną 
w celu oceny parametrów uzyskiwanych na produktach. Dokładne 
pomiary wykonywane są również statystycznie w laboratoriach 
pomiarowych. Rozwiązanie prezentowane w pracy pozwala na 
prowadzenie kontroli wszystkich produktów opuszczających 
proces, ale również na wykorzystanie informacji o ewentualnych 
wadach powstających na produkcie zwrotnie w procesie sterowa-
nia parametrami technologicznymi. 

2. BUDOWA TRÓJWYMIAROWEGO  
    OBRAZU PRZEDMIOTU 

Budowa systemu wizyjnego 3D wymaga realizacji kilku 
etapów, w wyniku, których dobierane są kolejne parametry 
pracy systemu. Pierwszym etapem budowy jest dobór geo-
metrii systemu tj. ustawienia kamery i lasera względem 
powierzchni badanego obiektu. W pracy omówiono geome-
trię, w której sensor systemu wizyjnego ustawiony jest rów-
nolegle do powierzchni stołu pomiarowego. Na podstawie 
wybranej geometrii przedstawiono metody wyznaczenia 
rozdzielczości pomiarowej systemu wizyjnego. 

Należy jednak zauważyć, że w przypadku doboru syste-
mu wizyjnego do konkretnych wymagań pomiarowych 
np. rozdzielczości pomiarowej zalecanej przy ocenie pro-

duktu niezbędny będzie również, dobór odpowiedniego 
układu optycznego, ogniskowej i typu obiektywu oraz do-
bór rozdzielczości matrycy systemu wizyjnego.  

2.1. Geometria systemu wizyjnego 

Przykładem geometrii systemu wizyjnego 3D może być 
ustawienie, w którym oś optyczna kamery jest prostopadła 
do powierzchni stołu pomiarowego oraz płaszczyzny pod-
stawy badanego przedmiotu. Osią optyczną nazywamy 
prostą przechodzącą przez środek elementów optycznych 
obiektywu i matrycy kamery (np. matrycy CMOS) zabudo-
wanej w kamerze. 

 
Rys. 1. Geometria systemu wizyjnego 3D,  
             współpraca kamery i lasera na stanowisku pomiarowym  

W wyniku zastosowania tej geometrii, przekrój obiektu 
widoczny w kamerze a realizowany przez promień lasera 
nie jest równoległy do osi „Z” układu współrzędnych stołu 
pomiarowego tj. do osi optycznej kamery. Jest równoległy 
do płaszczyzny lasera padającego na badany przedmiot. 
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W konsekwencji niezbędna jest obróbka matematyczna 
pozwalająca na przeliczenie geometrii przekroju widoczne-
go na obrazie, tworzonego przez wiązkę lasera w celu uzy-
skania rzeczywistego trójwymiarowego przekroju a następ-
nie obrazu trójwymiarowego badanego elementu. 

 
Rys. 2. Linia lasera wyświetlana na obiekcie  
            i widziana na matrycy systemu wizyjnego 

Zastosowanie omówionej geometrii powoduje możli-
wość utraty danych pomiarowych w wyniku przysłonienia 
(okluzja przedmiotu) lub wynikających ze zmiany wysoko-
ści badanego przedmiotu i idącej za tym skokowej zmiany 
położenia linii lasera na obrazie badanego obiektu. Takie 
ustawienie lasera i kamery umożliwia uzyskanie największej 
z możliwych rozdzielczości pomiarowych. Obraz obiektu 
będzie jednak zawierał obszary, w których zabraknie da-
nych pomiarowych o wartości profilu wysokości w przekro-
jach. Wysokość tych punktów definiowana jest wówczas, 
jako wartość równa 0. 

 
Rys. 3. Oświetlenie przedmiotu wiązką lasera 

W przypadku zmiany wysokości badanego obiektu przy 
ustawieniu osi optycznej kamery prostopadle do płaszczy-
zny stołu pomiarowego a lasera pod kątem β część płasz-
czyzn obiektu nie będzie oświetlona przez wiązkę lasera. 
Badany obiekt przemieszczany jest na stole pomiarowym 
w kierunku os Y. Obserwując stół pomiarowy widoczne 
jest oświetlenie przedmiotu wiązką lasera w punkcie Y0 
na wysokości Z0 (rys 3).  

Realizując przesunięcie stołu pomiarowego w kierunku 
osi Y o wartość Y1, możemy zauważyć, że z powodu zmia-
ny wysokości badanego obiektu wiązka lasera została prze-
sunięta na powierzchni przedmiotu o wartość Y2. Przesu-
nięcie obiektu o wartość Y1 nie odpowiada, więc przesunię-
ciu wiązki lasera na powierzchni obiektu w kierunku osi Y 
w układzie współrzędnym związanym ze stanowiskiem. 
Przy takim ustawieniu występują na powierzchni badanego 

obiektu płaszczyzny oznaczone linią punktową niewidoczne 
w systemie wizyjnym z uwagi na geometrię ustawienia 
lasera. Jest to zjawisko przysłonięcia (okluzji) związanej 
z przysłanianiem wiązki lasera przez kształt elementu bada-
nego. 

 
Rys. 4. Powierzchnie niewidoczne na obrazie obiektu 

2.2. Rozdzielczość systemu wizyjnego 

W kolejnym etapie konfiguracji systemu wizyjnego nie-
zbędne jest wyznaczenie rozdzielczości systemu wizyjnego. 
W wyniku zmiany wysokości obiektu np. poprzez pojawie-
nie się na badanej powierzchni wad obraz linii lasera prze-
mieszczany jest na matrycy CMOS w kamerze. Wyznacze-
nie rozdzielczości systemu wizyjnego polega na wyznacze-
niu takiej minimalnej zmiany wysokości obiektu, przy któ-
rej osiągniemy przemieszczenie obrazu lasera dokładnie 
o jeden rząd pikseli na matrycy.  

L
A
S
E
R

 
Rys. 5. Wyznaczenie rozdzielczości w osi Z 

)tan(/ βXZ ∆≈∆        (1) 

gdzie: ∆Z - rozdzielczość w osi Z, ∆X - rozdzielczość w osi 
X, β - kąt pomiędzy osią symetrii lasera i prostopadłą 
do powierzchni stołu. 

Rozdzielczość jest obliczana w milimetrach na piksel. 
Jeżeli realizowana jest subpikselowa obróbka obrazu, 
to obliczoną wartość przypadającą na piksel należy podzie-
lić przez wartość współczynnika podziału piksela. Wówczas 
możliwe jest wyznaczanie przemieszczenia linii na ekranie 
z rozdzielczością np. ½ piksela, ¼ piksela lub inną. 
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Zakładając wykorzystanie matrycy o wymiarach 
1536x512 pikseli i dobierając obiektyw systemu wizyjnego 
umożliwiającego obserwację przedmiotu o szerokości 
77mm (FOV = 77mm), wyznaczono rozdzielczość w osi X i 
Z dla przedmiotu. 

]/[05.01536/77 pikselmmpikselimmX ==∆    (2) 

]/[05.0)45(/05.0 pikselmmtgZ =°≈∆    (3) 

Na płaszczyźnie równoległej do płaszczyzny matrycy 
przy znanej rozdzielczości ∆X w osi X rozdzielczość w osi 
prostopadłej do X jest przyjmowana jako ∆X. Rozdziel-
czość w kierunku osi Y układu współrzędnych stanowiska 
zależna jest od przesunięcia stołu pomiędzy kolejnymi 
akwizycjami obrazu realizowanymi przez system wizyjny. 
Zakładając, że w układzie pomiaru przesunięcia przedmiotu 
pracuje enkoder wystawiający 1600 impulsów na 1 mm 
przemieszczenia stołu. Obraz pobierany jest co 200 impul-
sów wyznaczono rozdzielczość w kierunku osi Y dla syste-
mu wizyjnego 3D. 

]/[125.0]/[1600/]/[200 skanmmmmimpskanimpY ==∆  (4) 

Trójwymiarowy obraz obiektu budowany jest z profili 
pobieranych w czasie ruchu przedmiotu w kierunku osi Y 
stanowiska. System wizyjny zbiera obraz profilu po każdo-
razowym przesunięciu obiektu o 0.125 mm (200 impulsów). 
W osi X rozdzielczość wynosi 0.05 mm i jest to odległość 
pomiędzy kolejnymi punktami pomiarowymi na tej osi bez 
obróbki subpixelowej. Rozdzielczość w osi Z równa jest 
0.05 mm. 

W badaniach rozdzielczości systemu wizyjnego 3D na-
leży uwzględnić jednak możliwą zmianę rozdzielczości 
w osi Y występującą podczas budowy modelu 3D obrazu 
przedmiotu wynikającą ze zmiany kąta nachylenia płasz-
czyzn badanego przedmiotu względem płaszczyzny lasera 
podczas przemieszczania przedmiotu. W wyniku zmian 
tego kąta zmianie ulegną odległości pomiędzy liniami lasera 
tworzącymi kolejne profile wysokości, mierzone po po-
wierzchni badanego obiektu.  

Na rysunku 5 widoczny jest przykład, w którym, badany 
przedmiot przemieszczany pomiędzy kolejnymi skanami 
o zadaną wartość Y. Po każdym przemieszczeniu pobierany 
jest obraz kolejnego profilu na podstawie, którego analizo-
wany jest stan powierzchni. Należy zauważyć wyraźną 
zmianę odległości pomiędzy badanymi przekrojami zależną 
od kąta pochylenia powierzchni względem osi prostopadłej 
do stołu pomiarowego.  

Rysunek prezentuje cztery wybrane rozdzielczości ska-
nowania (odległości pomiędzy profilami przedmiotu) wyni-
kające ze zmiany kąta nachylenia płaszczyzn badanego 
obiektu opisane jako R1- R4. Na odległość pomiędzy profi-
lami na płaszczyznach obiektu w omawianej geometrii 
będzie miał wpływ dodatkowo kąt ustawienia lasera wzglę-
dem osi prostopadłej do stołu pomiarowego. 

Dla płaszczyzn, których powierzchnie pochylone są pod 
kątem zbliżonym do kąta 180° względem płaszczyzny two-
rzonej przez wiązkę lasera obserwowane będzie wyraźne 
rozsunięcie profili skanowania powierzchni oznaczone 
na rysunku jako R1. Przy analizie takich powierzchni należy 

uwzględnić minimalny rozmiar wady możliwy do wykrycia 
w danej geometrii pracy systemu. 

 
Rys. 6. Zmiana rozdzielczości w kierunku osi Y 

Natomiast w przypadku powierzchni, które ustawione są 
pod kątem zbliżonym do 90° do płaszczyzny lasera odle-
głość pomiędzy profilami skanowania jest znacznie mniej-
sza (R3, R4), co pozwala na bardziej dokładne skanowanie 
tych powierzchni.  Rozdzielczość wyliczoną teoretycznie 
ze wzoru (4) opisuje na rysunku rozdzielczość R2. Przypa-
dek ten odwzorowuje budowę obrazu na powierzchni rów-
noległej do płaszczyzny stołu pomiarowego. 

2. METODA WYZNACZANIA  
    PROFILU WYSOKOŚCI 

Po pobraniu obrazu przeprowadzana jest procedura prze-
liczenia pozycji linii lasera widocznej na matrycy na wyso-
kość profilu w każdej z kolumn matrycy. 

 
Rys. 7. Widok obiektu oświetlonego linią generowaną przez laser 

Ważnym elementem analizy obrazu w systemach wizyj-
nych 3D jest dokładne określenie środka linii lasera widzia-
nej w systemie wizyjnym. Każda z kolumn obrazu przed-
stawiana jest, jako funkcja intensywności f(x), gdzie argu-
mentem jest numer piksela w kolumnie. Następnie dla każ-
dej z kolumn określany jest punkt środka linii lasera i w ten 
sposób otrzymywana jest kompletna informacja o położeniu 
linii niezbędna do wyliczenia wysokości punku profilu. 

Wybierając kolejne kolumny i kreśląc wykres intensyw-
ności w każdej z kolumn wyznaczana jest pozycja linii 
lasera widocznej na obrazie poniżej z lewej strony w celu 
określenia wysokości profilu w badanej kolumnie matrycy. 
Widoczna jest również funkcja intensywności dla badanej 
kolumny wykorzystana do obliczeń kolejnych punktów 
profilu.  
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Rys. 8. Obraz obiektu oświetlonego linią generowaną przez laser, 
             intensywność linii wyznaczona w kolumnie matrycy CMOS 

Aby wyznaczyć środek linii lasera wykorzystuje się kilka 
metod analizy intensywności badanej linii. Pierwszą z me-
tod jest wyznaczenie maksimum intensywności w każdej 
z kolumn matrycy. Pozycja piksela o największej wartości 
intensywności jest przyjmowana, jako środek linii lasera 
i jest wyznaczana z rozdzielczością jednego piksela.  

 
Rys. 9. Wyznaczenie maksimum funkcji intensywności 

Metoda wyznaczenia środka linii lasera z wykorzysta-
niem progu intensywności pozwala na uzyskanie większej 
rozdzielczości. W tej metodzie wprowadzany jest próg 
intensywności definiowany przez użytkownika. Jeśli nie 
występują zakłócenia i próg został dobrze dobrany, przeci-
na on wykres intensywności w dwóch punktach (R1 i R2). 
Środek linii lasera jest wyznaczany, jako średnia arytme-
tyczna pozycji pikseli, dla których nastąpiło przecięcie 
wykresu z progiem. Analiza intensywności w kolumnie 
z wykorzystaniem progu intensywności pozwala na uzyska-
nie rozdzielczości na poziomie ½ piksela. 

 
Rys. 10. Wyznaczenie środka linii lasera  
               z wykorzystaniem progu intensywności 

W celu zwiększenia rozdzielczości wyznaczenia pozycji 
środka linii lasera na obrazie należy zastosować dwa progi 
intensywności. Uzyskujemy wówczas 4 punkty opisujące 
funkcję intensywności a środek linii lasera wyznaczany jest 
jak średnia arytmetyczna pozycji wyznaczonych punktów. 
Zastosowanie dwóch progów intensywności umożliwia 
uzyskanie rozdzielczości na poziomie ¼ piksela. 

4
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Profil wysokości opisujemy dla wszystkich kolumn ma-
trycy CMOS. Po wyznaczeniu profilu realizujemy obróbkę 
kolejnego obrazu pobranego przez kamerę opisującego 
obiekt badany w przekroju przesuniętym o ∆Y Następnie 
składamy kolejne profile i otrzymujemy obraz 3D produktu.  

 
Rys. 11. Rozrząd tarczowy pompy(z lewej)  
              i obraz 3D rozrządu (z prawej) 
 

Obraz taki umożliwia wykonanie analizy wymiarów 
i parametrów powierzchni badanego produktu. Rys. 5 pre-
zentuje obraz 2D i 3D rozrządu tarczowego pompy. 
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THE METHOD OF BUILDING 3D PRODUCT IMAGE 
USING VISION SYSTEM 

Abstract: The article discusses of using possibility three-
dimensional vision system in process of 3D product image build-
ing. The method of selecting suitable geometry for vision system 
based on camera and laser lighting is presented. The influence 
of geometry selection on resolution in vision system and the me-
thod of image processing are presented for creating the profile 
of height in product section. 
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Streszczenie: W pracy zaprezentowano problematykę projektowania i kształtowania uzębień nieokrągłych kół pasowych. 
Omówiono klasyczne metody wytwarzania  kół wskazując ich zalety oraz ograniczenia. Podano podstawowe zależności ma-
tematyczne wykorzystane do opisu cech geometrycznych obwiedni kół nieokrągłych. Bogato zilustrowano badania przepro-
wadzone przez autora w zakresie wytwarzania kół nieokrągłych. Wskazano na brak standaryzacji metod pomiaru cech geo-
metrycznych oraz stereometrii powierzchni kół nieokrągłych. 

1. WPROWADZENIE 

Problematyka projektowania i kształtowania uzębień 
kół nieokrągłych sięga lat czterdziestych ubiegłego wieku, 
kiedy jednym z kierunków uzyskania zmiennych cech ki-
nematycznych napędów stało się zastosowanie przekładni 
zębatych z kołami nieokrągłymi. Zagadnienia te prezento-
wano w literaturze autorstwa Litwina i Fuentesa (2004). 
Zawarto tam aktualne do dziś założenia technologiczne 
dotyczące warunków współpracy kół nieokrągłych zęba-
tych, jednakże metody obróbki utraciły są aktualność. Wy-
brane zagadnienia wytwarzania nieokrągłych kół zębatych 
metodą dłutowania przedstawiono w pracach Kocia (2001), 
Korzeniewskiego (2006) oraz Kujawskiego (1992). 

 
Rys. 1. Ilustracja fotograficzna nierównobieżnej przekładni dwu- 
            kołowej 

Nieco inne zagadnienie z uwagi na charakter współpra-
cy koła z pasem zębatym stanowi wytwarzanie nieokrą-
głych kół pasowych. Poszukiwanie dokładnych i tanich 
metod wytwarzania stało się jednym z zadań, których  
rozwiązanie umożliwiłoby powszechniejsze stosowanie  
w technice sterowania i napędu nierównobieżnych prze-
kładni cięgnowych. Charakterystyczną cechą tych prze-
kładni jest możliwość uzyskania zmiennych cech kinema-

tycznych takich jak przełożenie i prędkość dzięki zastoso-
waniu w przekładni cięgnowej z pasem zębatym kół o nie-
okrągłej obwiedni (Dudziak, 1997; Krawiec, 2005; Krawiec 
i Domek, 2007). Model przekładni nierównobieżnej przed-
stawiono na Rys. 1.  

W dostępnym piśmiennictwie niewiele jest informacji  
o kształtowaniu uzębień nieokrągłych kół pasowych. Ana-
logicznie jak w przypadku obróbki kół okrągłych, wśród 
metod wytwarzania kół nieokrągłych można wskazać: 
− obróbkę skrawaniem: metodę kształtową, obwiedniową 

oraz punktową zwaną dawniej kopiową. Tradycyjnie 
metoda kopiowa polegała na przeniesieniu zarysu (pro-
filu) z koła wzorcowego na koło obrabiane z zastoso-
waniem sprzężenia mechanicznego. Aktualnie w obra-
biarkach CNC przeniesienie informacji o cechach geo-
metrycznych obrabianego elementu  następuje na dro-
dze mechatronicznej przez zastosowanie do prowadze-
nia klasycznego narzędzia sterowania numerycznego. 
Zasada ta jest zastosowana zarówno w procesie frezo-
wania frezem palcowym, obróbce części na elektrodrą-
żarkach gdzie rolę narzędzia pełni odpowiednio dobrany 
drut. Pełna analogia do tego procesu zachodzi także na 
wycinarkach CNC, gdzie narzędziem jest gaz, strumień 
wodny ze ścierniwem lub plazma. 

− obróbkę plastyczną;  
− technologię spiekania proszków metali (Krawiec, 

2008a; Wiśniewska-Weinert i inni, 2006); 
− metody rapid prototyping i rapid manufacturing. 

Przykłady kół dla których przeprowadzono badania do-
świadczalne w zakresie metod obróbki oraz pomiarów 
zilustrowano na Rys. 2. 

 
Rys. 2. Przykłady pasowych kół nieokrągłych 
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2. PROJEKTOWANIE UZ ĘBIEŃ NIEOKR ĄGŁYCH 
    KÓŁ PASOWYCH  

Opisanie cech geometrycznych obwiedni pasowych  
kół nieokrągłych (w szczególności niesymetrycznych) jest 
utrudnione lub niemożliwe. Można wtedy skorzystać  
z twierdzenia aproksymującego Weierstrassa: „dla dowol-
nej krzywej ciągłej można wskazać krzywą dostatecznie 
wysokiego stopnia, która przybliży krzywą wyjściową  
z dowolną określoną dokładnością”. W tym celu należy 
wybrać linię łamaną kontrolną, której wierzchołki są punk-
tami krzywej wyjściowej i są na niej rozłożone odpowied-
nio „gęsto”. Dowód tego twierdzenia związany jest z posta-
cią Siergieja  Bernsteina od nazwiska którego nazwano 
wielomiany zastosowane do przedstawienia krzywych  
Beziera. 

Wielomian Bernsteina, Bf,n, funkcji f ∈ C<0, 1> i stopnia  
n jest definiowany jako: 

∑
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W zastosowaniach praktycznych wielomian ten wyzna-
cza się rekurencyjnie i dla punktów Pi=(xi, yi), i=1,2,…,s, 
stosujemy wzór: 

1,11,)1( −+− ⋅+⋅−= kikiki, PtPtP          (2) 

gdzie k = 1,2…,s , i = 0,1,…,s-k,   

przyjmując na początku Pi,0 = Pi.. W ten sposób uzyskuje się 
Bf, n(t)=P0, s.  

Niedogodnością stosowania krzywych Beziera jest to, 
że nie można nimi opisać krzywych stożkowych. Wprowa-
dzenie lokalnej zmiany tzn. przesunięcie punktu kontrolne-
go powoduje zmianę całej krzywej. Na ogół w procesie 
modelowania złożonych kształtów trzeba stosować krzywe 
wysokiego stopnia. Zadanie interpolacji Lagrange’a jest 
stosunkowo łatwo rozwiązać, lecz jest niezwykle trudno 
dobrać punkty i węzły tak, aby wyeliminować zafalowania 
wielomianowej krzywej interpolacyjnej wysokiego stopnia 
między danymi punktami (klasycznym przykładem jest 
zjawisko Rungego). 

Wymienionych wad nie mają krzywe złożone z wielu 
łuków, np. wielomianowych stosunkowo niewysokiego 
stopnia. Krzywe takie nazywa się krzywymi sklejanymi- 
splajnami.  

Krzywe B-sklejane zbudowane są z fragmentów wielo-
mianowych lub wymiernych krzywych Beziera, najczęściej 
niskiego stopnia (s). Dla każdej tworzącej krzywą B-
sklejaną parametr t również należy do przedziału [0,1]. 
Punkty na krzywej B-sklejanej można wyznaczyć ze wzoru  
Mansfielda-de Boora-Coxa (Kiciak, 2000): 
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Wówczas dla dowolnej wartości t uzyskujemy punkt  
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gdzie Ni
n są zwane funkcjami bazowymi lub funkcjami 

kształtu.  
Zastosowanie w technice krzywych B-spline wynika  

z ich zalet w stosunku do krzywych wielomianowych  
i wymiernych. Przemieszczenie jednego punktu kontrolne-
go ma wpływ wyłącznie na bezpośrednie otoczenie tego 
punktu. Możliwość swobodnego przemieszczania węzłów 
umożliwia pełniejszą kontrolę na kształtem krzywej. Można 
nawet uzyskać „ostre” połączenia. W prosty sposób można 
wstawiać węzły (ang. knot insertion), co znacznie uprasz-
cza i ułatwia proces modelowania. 

3. METODY WYTWARZANIA UZ ĘBIEŃ 
    NIEOKRĄGŁYCH KÓŁ PASOWYCH  

Proces technologiczny wytwarzania nieokrągłych kół 
pasowych musi uwzględniać odmienną charakterystykę 
sprzężenia kształtowo-ciernego pasa zębatego i kół w sto-
sunku do klasycznych okrągłych kół pasowych (Krawiec, 
2008b). W procesie doboru optymalnej metody wytwarza-
nia przyjęto następujące kryteria: koszt obróbki, czas wy-
konania kół, złożoność i koszt przygotowania procesu tech-
nologicznego. Ponadto założono, że zastosowane zostaną 
uniwersalne maszyny technologiczne. Na kolejnych Rys. 
oznaczonych 3 do 8 zestawiono zastosowane maszyny 
technologiczne oraz wykonane koła nieokrągłe. 

  a)          b) 

   
Rys. 3. Obróbka za pomocą wycinarki laserowej: a) widok obrób- 
             ki, b) wykonane koła nieokrągłe 

  a)    b) 

   
Rys. 4. Obróbka za pomocą wycinarki drutowej: a) widok obrób- 
             ki, b) wykonane koło eliptyczne 
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  a)          b) 

   
Rys. 5. Obróbka za pomocą wycinarki wodnej: a) widok obróbki, 
             b) wykonane koła nieokrągłe 

  a)          b) 

   
Rys. 6. Obróbka na sterowanej numerycznie frezarce za pomocą 
             freza kształtowego: a) widok obróbki, b) wykonane koło 
             nieokrągłe 

  a)          b) 

   
Rys. 7. Obróbka na sterowanej numerycznie frezarce za pomocą 
             freza palcowego: a) widok obróbki, b) wykonane koło 
             eliptyczne 

  a)          b) 

   
Rys. 8. Ilustracja procesu prasowania kół pasowych: a) model 
              prasownika (Krawiec, 2008a) b) wykonane koła pasowe 
             (Wiśniewska-Weinert i inni, 2006) 

4. PODSUMOWANIE 

Wykonane różnymi metodami uzębienia kół nieokrą-
głych (Rys. 2) zostały porównane według opracowanych 
kryteriów na które składają się: poprawność odwzorowania 
zaprojektowanych cech geometrycznych i stereometrii 
powierzchni, złożoność przygotowania procesu technolo-
gicznego, koszt wytworzenia określonej partii kół.   

W celu przeprowadzenia tych analiz wykonano według 
zaproponowanej przez autora metody eksperymentalne 
sprawdzenie poprawności wykonania kół. Należy wskazać, 
iż ogólnie znanym piśmiennictwie technicznym brak jest 
wymagań dotyczących standaryzacji w zakresie dokładno-
ści odwzorowania cech geometrycznych jak i stereometrii 
powierzchni nieokrągłych kół zębatych i pasowych. Nie-
zbędne staje się opracowanie założeń do opracowania ta-
kich standardów. Do pomiarów cech geometrycznych za-
stosowano współrzędnościową maszynę pomiarową firmy 
Zeiss. Natomiast pomiary struktury stereometrii kół zilu-
strowanych na Rys. 3 do 8 wykonano z zastosowaniem 
profilografometru firmy Taylor Hobson. Wyniki analiz 
wskazują, że w zakresie cech geometrycznych i stereome-
trii powierzchni niewskazane jest wykonywanie nieokrą-
głych kół pasowych metodą wycinania laserowego. Metoda 
ta cechuje się niskimi kosztami, ale z uwagi na koncentra-
cję ciepła wytwarzanego podczas obróbki następuje zna-
cząca nieodwracalna deformacja zębów. Przyjęta w proce-
sie projektowania przekładni szerokość kół wynosiła 
15±0,1mm. Przeprowadzone doświadczenia kształtowania 
uzębień z zastosowaniem cięcia laserowego wskazują,  
że możliwe jest uzyskanie wymaganych cech geometrii kół 
o szerokości wieńca do 4mm. Pewne rozwiązanie mogłoby 
polegać na budowie kół składanych. Pojawia się tutaj sze-
reg trudności dotyczących pozycjonowania wzajemnego 
położenia elementów składowych kół. Kształtowanie uzę-
bień z zastosowaniem wycinarki drutowej charakteryzuje 
się poprawnością odwzorowania cech geometrycznych, 
wadą rozwiązania jest stosunkowo wysoki koszt obróbki 
wynikający bezpośrednio z długości obwiedni kół.  
Na uwagę zasługuje metoda kształtowania kół z zastosowa-
niem cięcia wodnego ze ścierniwem. Uzyskane w wyniku 
pomiarów cech geometrycznych i stereometrii powierzchni 
parametry nie przekraczają wartości stosowanych w ocenie 
cech jakościowych okrągłych kół pasowych. Zaletą tego 
procesu jest niski koszt i czas wykonania kół. Wśród metod 
obróbki skrawaniem na uwagę zasługuje zastosowanie 
zespołu typowych frezów palcowych, jednakże z uwagi na 
minimalną wartość promienia zaokrąglenia wynoszącą 
1,17mm (dla kół o zarysie trapezowym podziałka L) nie-
zbędne było przeprowadzenie obróbki za pomocą trzech 
frezów, co podnosi zarówno czas jak i koszt obróbki.  
Z kolei metoda kształtowania kół nieokrągłych za stosowa-
niem jednego freza kształtowego stwarza niebezpieczeń-
stwo niedokładności odwzorowania zaprojektowanych cech 
geometrycznych szczególnie dla kół o znacznych różnicach 
wymiarów (długość, szerokość - koła eliptyczne). Potrzeba 
wyeliminowanie tego zjawiska wymusza zastosowanie 
kilku frezów. Metoda prasowania kół nieokrągłych z prosz-
ków metali ma uzasadnienie w przypadku wytwarzania 
dużych serii takich samych elementów. Jest to uwarunko-
wane potrzebą zaprojektowania i wykonania kosztownego 
oprzyrządowania. Aktualne prace autora dotyczą opraco-
wania metody obwiedniowo – kształtowej, która pozwolił-
by wyeliminować potrzebę zastosowania kilku narzędzi 
oraz umożliwiłaby realizację ciągłego ruchu tocznego  
w wyniku ruchów obrotowych narzędzia i obrabianego 
koła. 
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DESIGN AND FORMING  
OF TEETH OF NONCIRCULAR COGBELT PULLEYS  

Abstract: There was presented issue of design and forming  
of teeth of noncircular cogbelt pulleys. There were discussed 
classical manufacturing methods of pulleys and there were pointed 
their advantages and disadvantages. There were given basic ma-
thematical relationships applied to description of geometrical 
features of envelope of noncircular pulleys. There were presented 
researches, which are illustrated in photos, conducted by author  
in scope of noncircular pulleys production. There was pointed  
a lack of standardization of measuring methods of geometrical 
features and surface stereometry of noncircular pulleys. 
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Streszczenie: W artykule przedstawiono analizę geometrycznej dokładności pozycjonowania efektora manipulatora typu tri-
planar. Konstrukcja ta jest manipulatorem równoległym przestrzennym z efektorem o sześciu stopniach swobody. Autor 
przedstawia badania symulacyjne i stanowiskowe geometrycznej dokładności pozycjonowania efektora w funkcji wysokości 
punktu pracy dla wybranych parametrów konfiguracyjnych manipulatora.  

1. KONSTRUKCJA MANIPULATORA  
    TYPU TRIPLANAR 

Manipulator typu Triplanar jest konstrukcją, w której 
użyto trzech mechatronicznych napędów planarnych jako 
niezależne napędy główne. Na Rys.  1 przedstawiono mani-
pulator typu Triplanar będący zmodyfikowaną konstrukcją 
znanej platformy Stewarta-Gougha (Gough i Whitehall, 
1962), który został zbudowany i przebadany na Wydziale 
Mechanicznym Politechniki Białostockiej.  

 
Rys.  1. Konstrukcja manipulatora równoległego przestrzennego  
              z napędami planarnymi 

W przedstawionej modyfikacji zastąpiono gałęzie o sta-
łych punktach mocowania i zmiennej długości członami 
o stałej długości i z ruchomymi podporami (Kuźmierowski 
i inni, 2004). Wyeliminowano w ten sposób główną wadę 
mechanizmu Stewarta-Gougha, a mianowicie małą strefę 
roboczą efektora. Użyte płaskie podpory aerostatyczne (2) 
napędzane są liniowymi planarnymi silnikami krokowymi, 
sterowanymi przez komputer za pośrednictwem specjalizo-
wanych kart sterowania (4) przez port szeregowy RS-232 
(5). Podpory (2) mają możliwość przemieszczania się 
po płaszczyźnie XY (1) w dwóch prostopadłych kierunkach 
i sterowane są niezależnie. Podstawa (1) jest jednocześnie 
statorem dla silników krokowych, zamontowanych w pod-

porach (2). W celu zmniejszenia oporów ruchu pomiędzy 
podporą a podłożem wytworzona jest poduszka powietrzna 
(płaskie łożysko aerostatyczne). 

Gałęzie łączące efektor z ruchomą podstawą tworzą 
z efektorem parę obrotową (klasa V) i parę sferyczną 
z podporą (klasa III). Podpora porusza się po nieruchomej 
podstawie w dwóch prostopadłych osiach, tworząc parę 
powierzchniową kinematyczną IV klasy. Zastosowany na-
pęd mechatroniczny pozwolił na niezależne sterowanie 
każdą z podpór i tym samym realizację przez efektor do-
wolnej trajektorii w przestrzeni. Struktura kinematyczna 
manipulatora sprawia, że człon bierny (efektor) posiada 
sześć stopni swobody. Ma on możliwość zmiany pozycji 
w trzech osiach w układzie kartezjańskim oraz zmiany 
orientacji poprzez wychylenie w trzech kierunkach (obrót 
względem trzech osi układu prostokątnego). 

Zaletą przedstawionej konstrukcji jest możliwie łatwe 
rozwiązanie problemu zadania odwrotnego kinematyki 
w czasie rzeczywistym przy użyciu komputera. Dzięki za-
stosowaniu napędów planarnych strefa robocza zależy jedy-
nie od wielkości powierzchni bazowe (podstawy)j, po której 
porusza się manipulator. 

2. MODEL MATEMATYCZNY MANIPULATORA 

Analizując geometrię mechanizmu i określając globalny 
układ współrzędnych {B}, związany z nieruchomą podsta-
wą, oraz przyjmując oznaczenia wektorów jak na Rys. 2 
model matematyczny manipulator typu Triplanar można 
opisać równaniami (1)-(9) (Kuźmierowski, 2004). Wśród 
tych równań są trzy równania opisujące długości gałęzi 
kinematycznych łączących podstawę z efektorem – k: 

22222 )()()( ADADAD zzyyxxADk −+−+−==  (1) 

22222 )()()( BEBEBE zzyyxxBEk −+−+−==   (2) 

22222 )()()( CFCFCF zzyyxxCFk −+−+−==  (3) 
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Równania na długość boku efektora – m: 

22222 )()()( MNMNMN zzyyxxMNm −+−+−==  (4) 

22222 )()()( NPNPNP zzyyxxNPm −+−+−==  (5) 

22222 )()()( MPMPMP zzyyxxPMm −+−+−==  (6) 

 
Rys.  2. Mechanizm z przyjętymi do rozważań wektorami  
              i oznaczeniami geometrycznymi 

Biorąc pod uwagę fakt prostopadłości gałęzi do odpo-
wiednich boków efektora, iloczyny skalarne odpowiednich 
par wektorów są równe zero. Stąd: 

0))(())(()()(
;0

=−−+−−+−−
=⋅

DNADDNADDNAD zzzzyyyyxxxx
DNAD (7) 

0))(())(()()(
;0

=−−+−−+−−
=⋅

EPBEEPBEEPAE zzzzyyyyxxxx
EPBE  (8) 

0))(())(()()(
;0

=−−+−−+−−
=⋅

FMCFFMCFFMCF zzzzyyyyxxxx
FMCF (9) 

Dodatkowo dochodzą równania ograniczeń geometrycz-
nych, a mianowicie współrzędne z punktów A, B i C zwią-
zanych z napędami poruszającymi się po podstawie mają 
wartości współrzędnych z równe zeru a współrzędne punk-
tów M, N, P mają wartość dodatnią. Dodatkowo miejsca 
łączenia gałęzi z platformą mechanizmu przyjęto w połowie 
wysokości boków efektora, stąd współrzędne punktów D, E, 
i F znajdujących się w połowie odcinków odpowiednio MN, 
NP i PN.  

Uwzględniając więzy geometryczne i ograniczenia kon-
figuracji z uzyskanych dziewięciu niezależnych równań 
można rozwiązać zadania kinematyki. Zadanie proste, pole-
gające na wyznaczeniu położenia efektora w funkcji pozycji 
napędów, wymaga zbudowania układu dziewięciu równań 
z dziewięcioma niewiadomymi. Zadanie odwrotne, poszu-
kujące sześciu współrzędnych pozycji podpór przy danej 
pozycji orientacji efektora, wymaga rozwiązania układu 
składającego się tylko z sześciu równań. 

3. ANALIZA GEOMETRYCZNEJ DOKŁADNO ŚCI 
    POZYCJONOWANIA EFEKTORA  

Dokładność geometryczna jest miarą zdolności manipu-
latora do osiągnięcia zaprogramowanego położenia członu 
roboczego. Jest to różnica między zaprogramowaną a rze-
czywistą pozycją efektora. Ilościową ocenę zdolności mani-

pulatora do pozycjonowania efektora przy kolejnych pró-
bach nazywa się powtarzalnością, czyli zdolnością do wie-
lokrotnego powtórzenia położenia rzeczywistego (Galicki, 
2000). Z reguły powtarzalność jest większa od dokładności. 

Analiza dokładności pozycjonowania podpór napędo-
wych sprowadza się do określenia wpływu zmian efektora 
na zmianę pozycji podpory na płaszczyźnie w zależności 
od miejsca w strefie roboczej. Dokładność zmian położenia 
podpór napędowych jest funkcją minimalnej zmiany poło-
żenia efektora i parametrów geometrycznych manipulatora. 

Wartość błędów położenia w osi X i w osi Y wyznaczo-
na metodą różniczkowania cząstkowego dla jednej podpory 
przyjmie postać: 
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Znając wymagane dopuszczalne wartości błędów poło-
żenia punktów efektora można wyznaczyć błąd położenia 
podpory, a więc określić dokładność, z jaką musi być pozy-
cjonowana dla danej konfiguracji manipulatora. 

4. BADANIA KOMPUTEROWE GEOMETRYCZNEJ 
DOKŁADNO ŚCI POZYCJONOWANIA  

Geometryczna dokładność z jaką powinny być pozycjo-
nowane podpory napędowe jest zależna od parametrów 
geometrycznych manipulatora, zadanej dokładności linio-
wej pozycji oraz od dokładności kątowej orientacji efekto-
ra. Przy założonej dokładności położenia efektora dopusz-
czalny błąd pozycjonowania podpór będzie różny w róż-
nych konfiguracjach manipulatora i w różnych miejscach 
strefy roboczej. 

 
Rys.  3.  Program do badań dokładności pozycjonowania  
               geometrycznego efektora 

Do badań symulacyjnych maksymalnego dopuszczalne-
go błędu pozycjonowania podpór autor stworzył autorski 
program „Triplanar - Niedokładność”, który pozwala zba-
dać błąd pozycjonowania dla dowolnego parametru konfi-
guracyjnego oraz zbadać wpływ dokładności wykonania 
elementów manipulatora na uzyskiwaną dokładność geome-
tryczną pozycjonowania efektora. 
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Przedstawiony na Rys. 3 program wylicza dopuszczalny 
błąd pozycjonowania podpór dla całego zakresu badanego 
parametru (dowolnie wybranego). Dla każdej jego wartości 
wyliczane są po dwa położenia podpór dla skrajnych warto-
ści dopuszczalnego przedziału dokładności pozycjonowania 
i zorientowania efektora w przestrzeni. Istnieje możliwość 
podania niezależnie dokładność liniowej pozycji i dokład-
ności kątową orientacji efektora. Wyliczenie pozycji podpór 
odbywa się poprzez rozwiązanie zadania odwrotnego kine-
matyki manipulatora. 

W kolejnym kroku wyliczane są różnice między wyli-
czonymi wartościami pozycji podpór przy tej samem warto-
ści parametru badanego. Spośród uzyskanych wyników dla 
trzech podpór, w dwóch osiach każda, wybierana jest war-
tość minimalna. Wartość ta jest przyjęta jako maksymalny 
dopuszczalny błąd, z jakim może być pozycjonowana każda 
podpora, aby nie została przekroczona dopuszczalna zało-
żona minimalna dokładność położenia efektora. Badania 
wykonywane są dla pozycji efektora opisanej w globalnym 
układzie współrzędnych wektorem pozycji o współrzędnych 
(0, 0, H). Położenia względem osi X i Y układu globalnego 
nie mają wpływu na wynik obliczeń, dlatego przyjęto dla 
nich wartości zerowe. Orientacja efektora jest opisana ką-
tami wychylenia względem osi OX – α i względem osi OY 
– β. Kąt obrotu względem osi OZ – θ przyjęto zerowy. 

5. BADANIA STANOWISKOWE GEOMETRYCZNEJ 
DOKŁADNO ŚCI POZYCJONOWANIA 

Badanie dokładności pozycjonowania podpór napędo-
wych wykonano dla efektora o kształcie trójkąta równo-
bocznego dla założonej wymaganej wartości dokładności 
liniowej pozycji efektora równej 0.1mm oraz dokładności 
kątowej orientacji efektora równej 0.1o.  Stanowisko 
do badań przedstawia Rys. 4. 

 
Rys. 4. Stanowisko do badań dokładności geometrycznej  
             pozycjonowania efektora 
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Rys.  5. Wykres dokładności pozycjonowania geometrycznego efektora w funkcji wysokości punktu pracy 
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Zbadano jaki wpływ na dopuszczalny błąd pozycjono-
wania podpór δ ma wysokość punktu pracy - H środka efek-
tora i kąty wychylenia względem obu osi układu globalnego 
– α i β. Badania wykonano dla całego zakresu strefy robo-
czej manipulatora o długości gałęzi kinematycznej łączącej 
efektor z podstawami – k=1,2m. Badany manipulator wypo-
sażony został w efektor o kształcie trójkąta równobocznego 
o długości boku– m=1m 

Wybrane wyniki badań symulacyjnych dokładności 
przedstawiają wykresy na Rys. 5.  

6. WNIOSKI Z BADA Ń 

W wyniku przeprowadzonych badań dopuszczalnego 
błędu w funkcji wysokości punktu pracy H można zauwa-
żyć, że wartość błędu wzrasta w okolicy granicy strefy 
roboczej. Dodatkowo dla wysokości H zbliżonej do mak-
symalnej (gdy H→k) precyzja pozycjonowania podpór 
może być mniejsza.  
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Rys.  6. Porównanie geometrycznej dokładności pozycjonowania efektor. a) wyniki symulacji komputerowej, b) wyniki stanowiskowe,  
             c) różnica między pomiarami stanowiskowymi i symulacją komputerową
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Dopuszczalny błąd wyznaczony poprzez pomiary sta-
nowiskowe był zawsze większy od wyliczonego z symulacji 
komputerowej. Oznacza to, że jeśli podczas pracy manipu-
latora będzie zachowany minimalny błąd dopuszczalny 
wyznaczony z symulacji, to mamy pewność, że podczas 
rzeczywistej pracy efektor zawsze będzie mieścił się 
w zadanym polu tolerancji pozycji. 

Wykresy na Rys. 6 prezentują porównanie wyników 
uzyskanych w wyniku symulacji komputerowej i badań 
stanowiskowych. 

Różnica wartości błędu jest większa w środkowym ob-
szarze strefy roboczej i mniejsza na jej brzegach. Efekt taki 
jest wynikiem znoszenia się błędów wykonania elementów 
konstrukcyjnych manipulatora i luzów w parach kinema-
tycznych na brzegach strefy, gdy elementy zajmują swoje 
skrajne położenia, a większa we wnętrzu strefy, gdzie luzy 
nie znoszą się lub nawet się sumują. 

Wyniki uzyskane drogą pomiarów stanowiskowych wy-
kazują większą równomierność stref wartości błędu dopusz-
czalnego. 

Pomiary stanowiskowe potwierdziły, że największy błąd 
dopuszczalny jest na granicach strefy roboczej i w górnym 
zakresie wysokości punktu pracy efektora, i zmniejsza się 
wraz z obniżaniem wysokości punktu pracy efektora i ze 
zbliżaniem się do wnętrza strefy roboczej SH. 

7. PODSUMOWANIE 

Analizując dotychczasowe kierunki rozwoju konstrukcji 
napędów manipulatorów przestrzennych należy oczekiwać, 
że w najbliższych latach przestrzenne manipulatory równo-
ległe będą przedmiotem coraz intensywniejszych badań 
naukowców. Jest bardzo prawdopodobne, że zastosowanie 
manipulatorów równoległych przestrzennych w przemyśle 
będzie wzrastać. Rozwój technik cyfrowych, informatyki 
i mechatroniki oraz postęp w rozwiązaniach konstrukcyj-
nych elektrycznych silników krokowych pozwala projekto-
wać manipulatory o większych możliwościach i produko-
wać mechanizmy spełniające różnorodne wymagania i sta-
wiane im cele. 
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ANALYSIS OF THE GEOMETRICAL ACCURACY  
OF THE POSITIONING OF THE EFFECTOR 

 OF THE PARALLEL MANIPULATOR SPATIAL  
TYPE TRIPLANAR 

Abstract:  The article presents an analysis of geometric accuracy 
of the positioning of the effector of the triplanar manipulator. This 
construction is a spatial parallel manipulator with effector of six 
degrees of freedom. The author presents the simulation and 
workplace examinations of the geometric accuracy of positioning 
in the functions of the height of the point of the work for chosen 
manipulator’s configuration parameters.  
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PROJEKT MANIPULATORA RÓWNOLEGŁEGO TYPU DELTA  
Z PNEUMATYCZNYMI AKTUATORAMI MI ĘŚNIOWYMI  
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Streszczenie: W referacie przedstawiono projekt elektropneumatycznego manipulatora równoległego o trzech stopniach 
swobody typu DELTA z pneumatycznymi aktuatorami mięśniowymi. Przedstawiono elementy składowe i konstrukcyjne, 
układ sterujący oraz wyniki prac projektowych. 

1. WPROWADZENIE  

W wielu ośrodkach naukowo-badawczych prowadzone 
są prace nad rozwojem równoległych (ang. parallel) lub 
szeregowo-równoległych (hybrydowych) struktur kinema-
tycznych. Producenci robotów przemysłowych wystawiają 
je na imprezach targowych na równi z szeregowymi struktu-
rami kinematycznymi. Zakres stosowania struktur równole-
głych jest dość szeroki. Stosowane są między innymi w 
maszynach technologicznych (obrabiarkach), robotach, 
manipulatorach, urządzeniach pomiarowych oraz symulato-
rach ruchu. 

4

6

3

2

5

1

  

   

 

 
Rys. 1. Schemat kinematyczny manipulatora równoległego typu 

DELTA. 1 – podstawa, 2 – przeguby obrotowe,  
3  –   ramiona bierne, 4 – platforma robocza, 5 – ramio-
na czynne, 6 – przeguby kulowe 

Łańcuchy kinematyczne manipulatorów składają się 
z kilku ogniw czynnych lub biernych umożliwiających prze-
strzenne przemieszczanie i orientację końcówki roboczej 
(efektora) związanej z narzędziem lub chwytakiem. Mani-
pulatory równoległe zbudowane są z zamkniętych łańcu-
chów kinematycznych.  

W Zakładzie Mechatroniki Politechniki Świętokrzyskiej 
w Kielcach prowadzone są prace projektowe i badawcze 
nad elektropneumatycznymi manipulatorami równoległymi 
typu TRIPOD, DELTA oraz SCARA. Na rys 1. przedsta-
wiono schemat kinematyczny manipulatora równoległego 
typu DELTA. Manipulator składa się z nieruchomej pod-
stawy (1), trzech przegubów obrotowych (2), trzech ramion 
biernych (5) i trzech czynnych (3), platformy roboczej (4) 
oraz sześciu przegubów kulowych (6). Taka struktura za-
pewnia trzy stopnie swobody i ruch platformy roboczej 
w przestrzeni. 

2.  ANALIZA KINEMATYCZNA MANIPULATORA 
RÓWNOLEGŁEGO TYPU DELTA  

Robot skonstruowany w oparci o strukturę typu DELTA 
składa się z ruchomej platformy połączonej do nieruchomej 
podstawy przez trzy jednocześnie działające łańcuchy ki-
nematyczne. Każdy łańcuch zawiera napędowe połączenie 
obrotowe uruchamiane przez parę mięśni pneumatycznych 
działających antagonistyczne. Zakończenia mięśni połączo-
ne zostały z nieruchomą podstawą. Aby przekazać ruch 
do platformy roboczej zastosowano trzy równoległoboki 
zakończone przegubami sferycznymi (Rys. 2). Pojedynczy 
łańcuch kinematyczny manipulatora typu 3-RSS zawiera 
przeguby typu obrotowego (R) oraz przeguby typu sferycz-
nego (S). 
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Rys. 2. Związki kinematyczna manipulatora typu DELTA  

2.1. Sformułowanie zadania prostego i odwrotnego  
       dla kinematyki manipulatora typu DELTA 

Zakładając, iż wszystkie trzy łańcuchy kinematyczne ro-
bota są identyczne i rozmieszczone na podstawie trójkąta 
równobocznego można zapisać wiążące je związki kinema-
tyczne. Geometryczne parametry L1 L2, rA, rB, θj ( j = 1,2,3) 
przedstawione na Rys. 2, oraz  związki kątów ϕ1j, ϕ2j, ϕ3j, ( 
j = 1,2,3) łączą i definiują konfigurację łańcucha kinema-
tycznego dla robota typu DELTA. Dla punktu P leżącego na 
ruchomej platformie roboczej można zapisać zależności 
kinematyczne:  

XP = cosθj (rA + L2cosϕ1j + L1cosϕ3jcos(ϕ1j+ϕ2j) - rB)  
– L1 sinθjsinϕ3j         (1) 

YP = sinθj (rA + L2cosϕ1j + L1cosϕ3jcos(ϕ1j+ϕ2j) - rB)  
– L1 cosθjsinϕ3j         (2) 

ZP = L2sinϕ1j + L1cosϕ3jsin(ϕ1j+ϕ2j)    (3) 

przyjmując j = 1,2,3, dla których [XP, YP, ZP] jest współ-
rzędną punktu P określonego przez wektory ),,( ZYX , 

a przedstawionego na Rys. 2. 
Upraszczając równania (1), (2) i (3), podnosząc 

do kwadratu oraz sumując otrzymujemy: 
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           (4) 
gdzie j = 1,2,3 oraz r = rA - rB. 

2.2. Zadanie proste kinematyki manipulatora typu 
DELTA 

Zadanie proste kinematyki zdefiniowane zostało za po-
mocą równania (4), gdzie nieznane jest położenie punktu         
P = [XP, YP,ZP] dla danych kątów ϕ1j, ϕ2j, ϕ3j,( j = 1,2,3). 

Rozwiązanie, zadania prostego kinematyki manipulatora 
dla współrzędnych punku P, wymaga jednoczesnego roz-
wiązania trzech równań ( j =1,2,3): 
( ) ( ) ( ) 2

1
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Każde pojedyncze równanie (5) reprezentuje punkt 
środkowy sfery Sj[Xj,Yj,Zj] o promieniu L1. 

Rozwiązanie tego układu równań może zostać przed-
stawione jako przecięcie się trzech kul.  

Ogólnie można uzyskać dwa rozwiązania konfiguracji 
manipulatora, przy których platforma robocza uzyskuje 
maksimum położenia względem podstawy (Kuhlbusch 
i Neumann, 2002; Łaski i Dindorf, 2005). 

2.3. Zadanie odwrotne kinematyki manipulatora typu 
DELTA  

Zadanie odwrotne kinematyki manipulatora zdefiniowa-
ne zostało w równaniu (4). Polega ono na wyznaczeniu 
kątów ϕ1j, ϕ2j, ϕ3j,( j = 1,2,3) dla zadanego punktu P = [XP, 
YP,ZP] . 
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który może zostać napisany jako: 

l jcosϕ1j + mjsinϕ1j - nj=0       (8) 
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Równanie (8) może mieć wtedy i tylko wtedy rozwiąza-

nia gdy: 
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3.  ELEMENTY SKŁADOWE MANIPULATORA 
     RÓWNOLEGŁEGO TYPU DELTA  

Manipulator zaprojektowany w oparciu o strukturę typu 
DELTA składa się z czynnych, biernych członów napędo-
wych oraz platformy roboczej. Na Rys. 3 przestawiono 
oprawę łożyskową dla połączenia obrotowego wiążącego 
czynne człony napędowe z podstawą robota. 

Na Rys. 4 przedstawiono bębenek nawojowy przy uży-
ciu, którego zamieniany jest ruch postępowy napędów mię-
śniowych na ruch obrotowy czynnych członów napędowych 
(ramion). Na bębenek nawojowy nawinięto naprzemiennie 
stalowe linki i unieruchomiono ich końce. 

W celu przekazania ruchu na platformę roboczą z czyn-
nych członów napędowych zastosowano przeguby kulowe 
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połączone sztywnym cięgnem (bierne człony napędowe) 
przedstawione na Rys. 5.  

Napęd manipulatora stanowią sztuczne mięśnie pneuma-
tyczne napędowe typu DMSP firmy Festo przedstawione 
na Rys. 6. Skrócenie wynosi około 20% długości nominal-
nej przy ciśnieniu zasilania 0,6MPa co stanowi skrócenie 
~60mm dla pojedynczego napędu.  

 
Rys. 3. Oprawa łożyska manipulatora  

 
Rys. 4. Bębenek nawojowy manipulatora 

Rys. 5. Bierne ramie napędowe z przegubami kulowymi  

Rys. 6. Muskuł pneumatyczny typu DMSP-10-300 firmy Festo 

W zaproponowanym układzie sterowania konieczny jest 
sygnał zwrotny położenia kątowego czynnych członów 
napędowych. W tym celu zastosowano przetwornik pomia-
rowy z wyjściem analogowym 0-10V przedstawiony na 
Rys.7. 

 
Rys. 7. Przetwornik położenia kątowego MAB36A firmy MEGA 

MOTIVE 

4.  KONSTRUKCJA MANIPULATORA 
     RÓWNOLEGŁEGO TYPU DELTA 

Muskuły pneumatyczne przytwierdzono do podstawy 
za pomocą przegubów kulowych natomiast po przeciwnej 
stronie połączono je linkami stalowymi nawiniętymi 
na bębenki. Ramiona napędowe połączone są z bębenkami 
w sposób nierozłączny przekazując ruch z mięśni (ruch 
obrotowy) do platformy roboczej. Osie obrotu bębenków 
połączono z przetwornikiem położenia kątowego. Widok 
ogólny manipulatora przedstawiono na Rys. 8 i 9. Wyso-
kość konstrukcji wraz z podstawą to 850mm a szerokość 
550mm. 
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Rys. 8. Widok manipulatora równoległego typu DELTA:                  

1- podstawa, 2 - przeguby obrotowe, 3 - ramiona bierne, 
4 – przeguby kulowe, 5 – obudowy łożyskowe, 6 – plat-
forma robocza, 7 – muskuły napędowe, 8 – czujniki po-
łożenia kątowego.  

 
Rys. 9. Platforma robocza manipulatora typu DELTA 
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5.  UKŁAD STEROWANIA MANIPULATORA 
     TYPU DELTA  

W projektowanym robocie elementami napędowymi są 
sztuczne mięśnie pneumatyczne. Muskuły (mięśnie) pneu-
matyczne są stosunkowo nowym rodzajem napędu pneuma-
tycznego, który naśladuje zasadę działania naturalnego 
mięśnia. W porównaniu z tradycyjnym siłownikiem pneu-
matycznym, muskuł pneumatyczny ma znacznie większą 
siłę początkową, która zależy od ciśnienia panującego we-
wnątrz muskułu, długości początkowej i stopnia skrócenia 
muskułu oraz jego właściwości materiałowych. Wzrost 
ciśnienia powoduje pęcznienie muskułu i w następstwie 
skrócenie oraz zmianę siły ciągnącej. Muskuł pneumatycz-
ny ma do 10 razy większą siłę początkową w porównaniu 
z siłownikiem tłokowym tej samej średnicy i jest szczelny 
ze względu na zastosowane materiały konstrukcyjne. Cha-
rakteryzuje się także wysoką dynamiką, brakiem efekt ruchu 
skokowego (zjawisko stick–slip). Położenia pośrednie mu-
skułu pneumatycznego można prosto uzyskać przez regula-
cję ciśnienia. Aktuatory mięśniowe znajdują zastosowanie 
jako elementy napędowe w robotach mobilnych, antropo-
morficznych, bionicznych i humanoidalnych, manipulato-
rach fizjoterapeutycznych, protezach, ortezach i egzoszkie-
letonach, a także w automatyzacji produkcji.  

W projekcie robota użyto trzy pary mięśni pracujących 
przeciwsobnie i są to muskuły pneumatyczne typu DMSP-
10-300 (Festo) (o średnicy 10mm i długości 300mm). Na-
tomiast elementami sterującymi są zawory proporcjonalne 
typu MPYE-5-1/8-HF-010-B (Festo). Do pomiaru położe-
nia kątowego pojedynczego ramienia zastosowano prze-
tworniki położenia kątowego typu MAB36A (MEGA 
MOTIVE) o zakresie pomiarowym 0÷360o z wyjściem 
analogowym (0-10V). Zawór proporcjonalny przepływowy 
MPYE-5-1/8-HF-010-B jest zaworem 5/3 (pięciodrogowym 
trzypołożeniowym) sterowanym napięciowo (0÷10V). Jest 
to zawór o przepływie nominalnym 700 l/min i częstotliwo-
ści przełączania około 75Hz. Pomimo tego że muskuły 
pneumatyczne są elementami sterowanymi przez zmiany 
ciśnienia w badaniach zastosowano proporcjonalny zawór 
przepływowy ze względu na jego charakterystykę ciśnie-
niową p=f(U) (Rys. 11) oraz stosunkowo krótki czas prze-
łączania (tab. 1). Na rys 10 przedstawiono schemat stero-
wania dla jednej pary napędowej manipulatora. 

 
Rys. 10. Schemat sterowania dla jednej pary napędowej  
              manipulatora typu DELTA  

 

 
Rys. 11. Charakterystyka zaworu proporcjonalnego 

   MPYE-5-1/7-HF-010-B 
 

W zakresie napięć sterujących 4,4÷5,6V proporcjonalny 
zawór przepływowy MPYE-5-1/8-HF-010-B ma charakte-
rystykę ciśnieniową zbliżoną do liniowej. Tą interesującą 
część charakterystyki zaworu wykorzystano w sterowaniu 
muskułami pneumatycznymi. 

Tab. 1.  Czasy odpowiedzi i czasy jałowe zaworu  
              proporcjonalnego MPYE-5-1/7-HF-010-B) 

zadawane napię-
cia 

czasy odpowie-
dzi 

czasy jałowe 
zadawane 
napięcia 

10V→0V 14,4 ms 2,0 ms 10V→0V 
0V→10V 15,1 ms 1,3 ms 0V→10V 

 
Aby zaistniał kontrolowany ruch platformy roboczej ko-

nieczne jest więc sterowanie trzema parami mięśni 
ze sprzężeniem zwrotnym położenia kątowego ramion. 
W tym celu zaproponowano użycie systemu czasu rzeczy-
wistego dSPACE z oprogramowaniem Matlab/Simulink.   

6. WNIOSKI 

W pracy opisano projekt manipulatora równoległego ty-
pu DELTA z pneumatycznymi aktuatorami mięśniowymi.  
Przedstawiono konstrukcję wraz z opisem zależności geo-
metrycznych. Manipulator tego typu powinien cechować się 
dużą dynamiką, łagodnym startem i zatrzymaniem, O ce-
chach manipulatora można wnioskować na podstawie wła-
sności zaproponowanych napędów. Struktura posiada trzy 
stopnie swobody. Przedstawiono także koncepcję sterowa-
nia muskułami za pomocą proporcjonalnych zaworów prze-
pływowych. Zaletą takiego rozwiązania jest zastosowanie 
tylko jednego elementu sterującego parą mięśni oraz moż-
liwość sterowania pozycyjnego (kątowego). Cechą nega-
tywną zastosowanych napędów mięśniowych typu DMSP 
jest możliwość uzyskania wstępnego rozciągnięcia w nie-
wielki zakresie nie przekraczającym 1% długości nominal-
nej muskułu. Ta negatywna cecha wymusza sprawdzanie 
i odpowiednie ustawianie linek nawojowych na bębenkach 
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po włączaniu zasilania pneumatycznego. Do sterowania 
ciśnieniowego muskułów pneumatycznych wykorzystano 
pewną część charakterystyki ciśnieniowej proporcjonalnego 
zaworu przepływowego. Manipulatory o takiej konstrukcji 
mogą znaleźć zastosowanie w procesach pakowania, palety-
zacji, montażu oraz jako manipulatory rehabilitacyjne. 
Obecnie wykorzystywane są podobne konstrukcje lecz 
z elektrycznymi członami napędowymi. W dalszym etapie 
rozwoju konstrukcji autorzy wykonają badania eksperymen-
talne dokładności pozycjonowania przy różnych obciążenia 
masowych manipulatora. 
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PROJECT OF PNEUMATIC PARALLEL 
MANIPULATOR TYPE DELTA WITH PNEUMATIC 

MUSCLE ACTUATORS 

Abstract:  In the paper a design of electro-pneumatic parallel  
3-DOF manipulator type of DELTA with pneumatic muscle actua-
tor are presented.The solid model, construction, control system 
and design work are performed. Positioning control of pneumatic 
bi-muscular driving system was designed and constructed by 
means of xPC Target software of Matlab-Simulink package 
for rapid prototyping and hardware-in-the-loop simulation. 
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Streszczenie: W pracy omówiono wyniki symulacji numerycznych, przedstawiających rozkład temperatury w kokilowych 
odlewach aluminiowych w momencie zalewania formy i we wczesnym okresie stygnięcia odlewu. Szczególną uwagę zwró-
cono na wpływ zagazowania odlewu i obecności obcych wtrąceń na rozkład temperatury na powierzchni metalu, stygnącego 
w kokili stalowej. Zbadano również możliwość zlokalizowania defektów wewnętrznych poprzez analizę rozkładu temperatu-
ry na powierzchni odlewu, poddanej działaniu krótkotrwałego impulsu cieplnego. Analizując rozkład temperatury badanej 
powierzchni odlewu zaobserwowano zmiany przewodnictwa cieplnego materiału spowodowane obecnością defektów we-
wnętrznych. Zmiany te zobrazowane na załączonych termogramach i termoprofilach pozwalają na jednoznaczną lokalizację 
obszarów występowania defektów. Uzyskane wyniki potwierdzają efektywność termicznej metody lokalizowania stref poten-
cjalnych defektów w stopach bezpośrednio po zalaniu formy oraz diagnozowania wad w gotowych odlewach. 

1. WPROWADZENIE  

Aluminium należy do metali o bardzo dużym znaczeniu 
technicznym i jest stosowane zarówno w postaci czystego 
metalu jak i w postaci stopów. Wprowadzenie dodatków 
stopowych i obróbka cieplna stopów aluminium wpływa 
w sposób znaczący na ich własności wytrzymałościowe 
i odporność termiczną. W odlewach wykonywanych ze 
stopów aluminium może jednak dochodzić do różnego 
rodzaju wad i uszkodzeń. Mogą one być wynikiem składu 
stopowego, zastosowania niewłaściwego lub zanieczysz-
czonego materiału wsadowego, nieodpowiednim przebie-
giem procesu topienia, rafinacji, odtleniania lub źle prze-
prowadzonego procesu przygotowania i zalewnia formy 
(Dudyk, 2007). 

 
Rys. 1. Wady w odlewach: 1 - wtrącenie obcego materiału,  
             2 - jama skurczowa, 3 - żyła rzadzizny,  
             4 - jamy skurczowe i porowatość 

Pośród rozmaitych wad dyskwalifikujących odlew wy-
różnia się wady kształtu, które najczęściej są wynikiem 
odkształcenia formy, niewłaściwego jej zalania, lub nieod-
powiedniego ciśnienia metalostatycznego. Innym rodzajem 
wad są wady powierzchniowe, które powstają najczęściej 
w wyniku zanieczyszczenia lub uszkodzenia formy albo 
nieodpowiedniego przygotowania stopu odlewniczego. 
Wydzielanie się gazów podczas zalewania formy i stygnię-
cia odlewu oraz niewłaściwe wymieszanie składników stopu 
skutkuje powstaniem w odlewach wad wewnętrznych, ma-
jących postać jam skurczowych, pęcherzy, porów i wtrąceń 
obcego materiału. Przykładowe wady wewnętrzne, występu-
jące w odlewach aluminiowych zostały przedstawione 
na Rys. 1. 

Wady w odlewach aluminiowych są częstym problemem 
powodującym obniżenie wytrzymałości odlewu i podwyż-
szenie kosztów procesu technologicznego oraz wpływają na 
dalszą obróbkę mechaniczną i bezpieczną eksploatację 
odlewu. Szybkie określenie rodzaju wady oraz przyczyny 
i miejsca jej występowania ma wpływ na właściwy przebieg 
procesu odlewania i zmniejszenie ilości braków. Metody 
badań diagnostycznych stosowane aktualnie w procesie 
kontroli odlewów charakteryzują się skutecznością, zależną 
od rodzaju badanego obiektu, czułości metody i rodzaju 
oraz miejsca wystąpienia defektu. Dodatkowymi czynnika-
mi utrudniającymi skuteczną diagnostykę jest wielka rozma-
itość i stopień komplikacji kształtów odlewów, oraz złożo-
ność procesów odlewniczych wraz z dużą liczbą parame-
trów, które mogą wpływać na ich przebieg. W efekcie trud-
no jest wskazać metodę diagnostyczną, która byłaby jedno-
cześnie prosta, szybka i odpowiednio efektywna a zarazem 
możliwa do zastosowania na każdym etapie produkcji od-
lewu.  
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1.1. Metody diagnozowania wad 

Najczęściej stosowanymi w odlewnictwie metodami ba-
dań nieniszczących, pozwalającymi wykryć nieciągłości 
powierzchniowe odlewów są obserwacje powierzchni przy 
pomocy przyrządów optycznych, zastosowanie substancji 
penetrujących i lakierniczych powłok termicznych, zmienia-
jących barwę w miejscach defektów pod wpływem ogrza-
nia. Stwierdzenie istnienia wad wewnętrznych uzyskuje się 
wykonując próbę szczelności, badania radiologiczne, ma-
gnetyczne, ultradźwiękowe, lub pomiar masy właściwej. 
Żadna z wymienionych metod nie jest jednak ani prosta, ani 
szybka do przeprowadzenia i wymaga bezpośredniego kon-
taktu z badanym przedmiotem. Żadna z nich nie nadaje się 
również do lokalizacji wady w procesie krzepnięcia odlewu, 
czyli w okresie, w którym następuje kształtowanie się więk-
szości wad wewnętrznych. 

Praktyka diagnostyczna wskazuje, że pomimo istnienia 
wielu metod diagnostycznych, nie ma metody uniwersalnej 
zarówno w odniesieniu do rodzaju badanych obiektów, 
jak i w odniesieniu do rodzaju i charakteru defektu. Pewne 
rodzaje defektów mogą pozostać niezauważone na przykład 
wtedy, gdy są niekorzystnie zorientowane względem kie-
runku rozchodzenia się fal ultradźwiękowych, kierunku 
przepływu prądów wirowych, czy kierunku pola elektroma-
gnetycznego, toteż komplementarne stosowanie różnych 
metod i poszukiwanie nowych metod diagnostycznych wy-
daje się w pełni uzasadnione. 

2. TERMICZNA METODA LOKALIZACJI WAD 

Jedną ze zmian własności materiału, jakie towarzyszą 
zmianom jego struktury jest zmiana przewodnictwa ciepl-
nego, dokonująca się w obszarach występowania defektów. 
Warunkiem otrzymania informacji o istnieniu defektów 
może być zatem zarówno analiza rozkładu temperatury 
na powierzchni odlewu podczas jego krzepnięcia, 
jak i badanie odpowiedzi termicznej materiału wywołanej 
zewnętrzną stymulacją cieplną.  

Jednym ze sposobów stymulacji cieplnej może być 
punktowe ogrzewanie badanej powierzchni. Zmiany prze-
wodności cieplnej spowodowane obecnością defektów 
powierzchniowych wywołują zmiany w rozkładzie tempera-
tury w stosunku do tego, jaki rejestruje się na powierzchni 
pozbawionej uszkodzeń. Zjawisko to potwierdzone do-
świadczalnie zostało szerzej przeanalizowane w pracach 
Madeja (2003a, b, 2005). 

Innym sposobem stymulacji cieplnej jest równomierne 
nagrzanie powierzchni badanego elementu impulsem ciepl-
nym. Obecność defektów, różniących się właściwościami 
termicznymi od pozostałych obszarów próbki, wywołuje 
zmiany w szybkości dyfuzji cieplnej, co ma swoje odbicie 
w rozkładzie temperatury na powierzchni badanego elemen-
tu. Rejestrując ten rozkład termografem podczerwieni 
i porównując go z rozkładem temperatur wzorca wolnego 
od uszkodzeń, można z powodzeniem zlokalizować położe-
nie defektów powierzchniowych lub nieciągłości leżących 
w warstwie przypowierzchniowej (Sahnoun i inni, 2003; 
Sun 2006; Madej i inni, 2007). Grubość warstwy przypo-

wierzchniowej, w której można zlokalizować defekt zależy 
od rodzaju badanego materiału, wielkości i kształtu defektu 
oraz od mocy impulsu cieplnego. 

W przypadku termografii impulsowej pewnym proble-
mem występującym podczas lokalizacji uszkodzeń może 
być uzyskanie wystarczającego impulsu wzbudzającego 
zwłaszcza, że warunki jego odprowadzania są zwykle moc-
no niejednorodne. Stanowi to pewną słabość i ograniczenie 
możliwości zastosowań praktycznych metody. Jednak dzię-
ki rozwojowi sprzętu termowizyjnego, jaki nastąpił w ostat-
nich latach a w szczególności jego dużej czułości rzędu 
0,001K i rozdzielczości matrycy 640x521 pikseli oraz moż-
liwości rejestracji szybkozmiennych przebiegów temperatu-
ry w czasie rzeczywistym, zaistniała realna możliwość za-
stosowania termografii impulsowej jako skutecznej metody 
diagnostycznej do badania jakości odlewów.  

2.1. Wykrywanie wad podczas procesu stygnięcia  
odlewu 

W pierwszej części prezentowanej pracy przeprowadzo-
no symulację rozkładu temperatury, jaka występuje na po-
wierzchni stopu aluminium odlewanego do kokili stalowej. 
Wszystkie prezentowane wyniki zostały uzyskane przy 
wykorzystaniu systemu analizy strukturalnej ANSYS-11. 

Jako pierwszy rozważono przypadek stopu o idealnej 
strukturze wewnętrznej. Założona temperatura początkowa 
stopu wynosiła 973K a temperatura otoczenia 293K. 
Współczynnik przejmowania (konwekcji) przyjęto równy 
20W/m2K. W obliczeniach pominięto zjawiska skurczu 
 przemian fazowych, jakie mają miejsce w czasie krzepnię-
cia odlewu. Model rozważanego obiektu przedstawiono 
na Rys. 2. 

 
Rys. 2. Model odlewu w kokili (połowa) 

Na Rys. 3 przedstawiono rozkład temperatury w prze-
kroju odlewu i w kokili po upływie 11 sekund od zalania 
kokili. Rysunek 4 przedstawia rozkład temperatury na po-
wierzchni krzepnącego odlewu po 11 sekundach od chwili 
wylania stopu do kokili i termoprofil, czyli rozkład tempe-
ratury w punktach leżących na linii a-a po upływie 11 se-
kund od chwili wylania odlewu. Na przedstawionych rysun-
kach widać, że rozkład temperatury przebiega symetrycznie 
względem osi modelu. 
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Rys. 3. Rozkład temperatury w przekroju odlewu i w kokili 
           w 11 sek. 

 
Rys. 4. Rozkład temperatury na powierzchni i termo profil 
            na linii a-a po upływie 11 sek. 

 
Rys. 5. Model odlewu z pęcherzykami powietrza 

Kolejne obliczenia przeprowadzono dla odlewu, w któ-
rym zamodelowano pęcherzyki powietrza. Rozmieszczenie 
i rozmiar pęcherzyków powietrza przedstawiono na Rys. 5. 
Na Rys. 6, 7 i 8 pokazano rozkład temperatury na po-
wierzchni odlewu oraz termoprofil na linii a-a odpowiednio 

po upływie 7, 8 i 11 sekund od chwili zalania formy.  

 
Rys. 6. Rozkład temperatury na powierzchni odlewu  
            oraz termoprofil na linii a-a po upływie 7 sek.  

 
Rys. 7. Rozkład temperatury na powierzchni odlewu  
            oraz termoprofil na linii a-a po upływie 8 sek. 

 
Rys. 8. Rozkład temperatury na powierzchni odlewu  
            oraz termoprofil na linii a-a po upływie 11 sek. 



acta mechanica et automatica, vol.4 no.1 (2010) 

 69

Na prezentowanych rysunkach widać, że obecność pę-
cherzyków gazu w odlewie znacząco wpływa na rozkład 
temperatury na jego powierzchni. Już w 8 sekundzie 
na powierzchni odlewu obserwuje się wyraźne zmiany 
w rozkładzie temperatury w stosunku do rozkładu tempera-
tury dla odlewu bez pęcherzyków gazowych. W 11 sekun-
dzie od chwili zalania kokili na termogramie można zaob-
serwować kontur większych pęcherzy powietrza. Podobne 
zmiany wskazujące na obecność defektów w obszarach 
położonych pod powierzchnią odlewu są również zauwa-
żalne w termoprofilach. Pomimo, że różnice temperatur 
poszczególnych punktów, leżących na powierzchni odlewu 
są niewielkie, to jednak w praktyce diagnostycznej mogą 
być z łatwością zauważone przy użyciu odpowiednio czu-
łych przyrządów termowizyjnych. 

2.2. Wykrywanie wad metodą nagrzewania impulsowego 

Druga cześć pracy dotyczy zbadania możliwości wy-
krywania defektów wewnętrznych w gotowym odlewie 
poprzez analizę termogramów powierzchni odlewu ogrzanej 
impulsem cieplnym. W tym celu przeprowadzono symula-
cję numeryczną stymulacji cieplnej górnej powierzchni 
badanego obiektu impulsem cieplnym o mocy 1*105W/m2, 
w okresie 2 sekund. Założono, że temperatura otoczenia 
wynosi 293K a wymiana ciepła występuje ze współczynni-
kiem przejmowania równym 20 W/m2K. Rozkład tempera-
tury liczono w okresie nagrzewania i w okresie stygnięcia 
(po upływie 2 sekund) odlewu. Obliczony rozkład tempera-
tury dla wybranych chwil czasu rejestracji przedstawiono 
w postaci termogramów górnej powierzchni odlewu i ter-
moprofili na linii a-a. Rysunki 9-11 przedstawiają termo-
gramy górnej powierzchni wraz z termoprofilem na linii a-a 
dla odlewu bez defektów, kolejno dla 0,7, 10, i 15 sekundy 
obserwacji.  

Na rysunkach 12-14 przedstawiono termogramy i ter-
moprofil na linii a-a dla odlewu z wadą porowatości w 0,7, 
10, i 15 sek. obserwacji. Model odlewu porowatego jest 
identyczny z tym, jaki zaprezentowano na Rys. 5.  

 
Rys. 9. Termogram odlewu bez defektów i termoprofil  
             na linii a-a w 0,7 sek. (nagrzewanie) 

 

 
Rys. 10. Termogram odlewu bez defektów oraz termoprofil  
               na linii a-a w 10 sek. (chłodzenie) 

 
Rys. 11. Termogram odlewu bez defektów oraz termoprofil  
               na linii a-a w 15 sek. (chłodzenie) 

 
Rys. 12. Termogram odlewu porowatego i termoprofil  
               na linii a-a w 0,7 sek. (nagrzewanie) 
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Rys. 13. Termogram odlewu porowatego i termoprofil  
               na linii a-a w 10 sek. (stygnięcie) 

 
Rys. 14. Termogram odlewu porowatego i termoprofil  
               na linii a-a w 15 sek. (stygnięcie) 

Na Rys. 15 przedstawiono model odlewu z wtrąceniem 
krzemowym w kształcie kulki o średnicy 8mm.  

 
Rys. 15. Model z wtrąceniem krzemowym 

Termogramy górnej powierzchni i termoprofil na linii  
a-a dla odlewu z wadą wtrącenia dla 0,7, 10, i 15 sekundy 
obserwacji zaprezentowano na Rys. 16-18.  

 

 
Rys. 16. Termogram odlewu z wtrąceniem krzemowym  
                i termoprofil na linii a-a w 7 sek. (nagrzewanie) 

 
Rys. 17. Termogram odlewu z wtrąceniem krzemowym 
               i termoprofil na linii a-a w 10 sek. (stygnięcie) 

 
Rys. 18. Termogram odlewu z wtrąceniem krzemowym  
               i termoprofil na linii a-a w 15 sek. (stygnięcie) 
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Z przedstawionych termogramów wynika, że obecność 
defektów, różniących się właściwościami termicznymi 
od właściwości termicznych materiału stopowego, wywołu-
je zmianę szybkości dyfuzji cieplnej, co ma swoje odbicie 
w rozkładzie temperatury na powierzchni odlewu. Znając 
termogramy i termoprofile dla odlewu pozbawionego wad 
wewnętrznych i porównując je z odpowiednikami uzyska-
nymi dla odlewów zawierających defekty można jedno-
znacznie wskazać istnienie wady, jej lokalizację, obszar 
występowania i kształt. 

W praktyce diagnostycznej obraz termiczny odlewu 
można uzyskać przy pomocy termografu podczerwieni, 
który w sposób bezkontaktowy rejestruje temperaturę po-
wierzchni badanego obiektu. Metodą termografii impulso-
wej można wykryć defekty wewnętrzne odlewów, efektyw-
ność metody zależy jednak od wielkości wady i głębokości 
jej występowania oraz od częstotliwości wzbudzonej fali 
termicznej i rodzaju badanego materiału.  

3. PODSUMOWANIE 

Przeprowadzone symulacje numeryczne i uzyskane 
tą drogą wyniki pozwalają przypuszczać, że rejestrując 
rozkład temperatury na powierzchni odlewu już podczas 
jego krzepnięcia i stygnięcia można wstępnie prognozować 
jego jakość. Można również, stosując stymulację cieplną 
gotowego odlewu skutecznie badać obecność i lokalizacje 
większych defektów wewnętrznych, dyskwalifikujących 
odlew do dalszej obróbki i użytkowania. 

Prezentowana metoda termiczna może stanowić alterna-
tywę dla aktualnie stosowanych, nieniszczących metod 
diagnostycznych, lub może być z nimi użyta komplemen-
tarnie. Jej niewątpliwą zaletą jest to, że badanie może być 
przeprowadzone w sposób bezkontaktowy, zatem może być 
stosowana wszędzie tam, gdzie z uwagi na występowanie 
wysokich temperatur lub innych czynników zewnętrznych 
nie mogą być stosowane metody wymagające kontaktu 
z badanym obiektem. Zaletą metody jest także możliwość 
rejestrowania temperatury równocześnie we wszystkich 
punktach badanego obszaru. Duża czułość termiczna do-
stępnych aktualnie kamer termowizyjnych umożliwia reje-
strację nawet bardzo niewielkich zmian temperatury 
na badanej powierzchni a zarejestrowane dane pomiarowe 
mogą być poddane wszechstronnej analizie w czasie nieza-
leżnym od czasu wykonania pomiaru. Termiczna metoda 
diagnostyczna nie wymaga stosowania preparatów, pozosta-
jących w kontakcie z badanym obiektem, toteż nie pozosta-
wia na jego powierzchni żadnego śladu czy koniecznych 
do usunięcia pozostałości, jak ma to miejsce w przypadku 
stosowania penetrantów. Metoda może być stosowana 
do badania szerokiej klasy materiałów, jest nieszkodliwa 
dla środowiska, szybka i wygodna do przeprowadzenia. 

Wadą metody jest utrzymujący się na wysokim pozio-
mie koszt urządzeń termowizyjnych oraz możliwość detek-
cji tylko tych defektów, których właściwości termiczne 
różnią się od właściwości materiału, w którym powstają. 
Pewną trudność może również stanowić wygenerowanie 
jednorodnego, wysokoenergetycznego cieplnego impulsu 
stymulującego oraz zapewnienie jednorodnej emisyjności 
badanej powierzchni. 

LITERATURA  

1. Dudyk M., Asłanowicz J., Ościłowski L. (2007), Upgrading 
the alloy ALSi6Cu4(AK64) cast to the ceramic mould,  
Archives of Foundry Engineering, 7,4,2007, 43-48 

2. Madej J. (2003a), Influence of damage on variations of mate-
rial thermal properties, Eng. Trans. 51, 1. 

3. Madej J. (2003b), Damage diagnostics of Turbine Blades, 
Arch. of Mech. Eng., v.L,1. 

4. Madej J. (2005), Thermograms of damages, Mechanics Re-
search Communication,32, Elsevier. 

5. Madej J. i inni  (2007), Analiza termogramów w obszarach 
uszkodzeń, XI Krajowa Konferencja Mechaniki Pękania, 
Kielce-Cedzyna. 

6. Sahnoun S., Belattar S., Tmiri A. (2003), Finite differences 
method applied to the analysis of the detection and localisa-
tion of plan defect, NDT.net - February 2003, Vol. 8 No.2 

7. Sun J.G. (2006), Analysis of Pulsed Thermography Methods 
for Defect Depth Prediction, Journal of Heat Transfer,  
Vol. 128, No. 4, 329-338. 

NUMERICAL SIMULATION  
OF THERMAL IDENTIFICATION OF GAS POROSITY 

AND INCLUSIONS IN ALUMINUM ALLOYS 

Abstract:  The paper presents the results of numerical simulations 
showing temperature distribution in the mould aluminum casting 
during the pouring mould and in the early phase of self-cooling 
of the casting. Special attention was devoted to the influence 
of gas pores and inclusions on the temperature distribution 
on the casting surface during self-cooling in steel mould. A possi-
bility of locating inner defects by means of analysis of distribution 
of temperature on the casting surface submitted with short thermal 
impulse was investigated.  Changes of thermal conductance 
caused by the presence of inner defects were observed by analyz-
ing the temperature distribution on the casting surface. These 
changes presented on the included thermographs and thermo 
profiles enable to unequivocally locate the regions containing 
defects. The results achieved confirm the effectiveness 
of the thermal method for locating potential defect regions 
in alloys directly after the pouring into moulds and for diagnosing 
the defects in ready castings. 
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ODRYWANIE SIĘ PĘCHERZY GAZOWYCH OD KRAWĘDZI DYSZ  
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Streszczenie: W pracy przedstawiono wyniki badań eksperymentalnych generowania pęcherzy powietrza z dyszy o we-
wnętrznej średnicy równej 1.1mm. Rejestrowano zmiany ciśnienia powietrza, czasy przejścia pęcherzy przez wiązkę światła 
laserowego oraz dynamikę zmiany kształtu pęcherza z zastosowaniem kamery do szybkich zdjęć. Do modelowania odrywa-
nia się pęcherzy zastosowano układ równań różniczkowych zwyczajnych opisujący zmiany masy powietrza w układzie zasi-
lania dyszy. W trakcie symulacji, podobnie jak w czasie eksperymentu, obserwowano chaotyczne zmiany parametrów opisu-
jących odrywanie się pęcherzy. Uzyskane wyniki symulacji pozwalają sformułować hipotezę, że jednym z powodów wystę-
powania zjawiska chaotycznego odrywania się pęcherzy gazowych jest nieliniowy charakter oddziaływania pęcherza na ciecz 
wywołany sprężaniem gazu zawartego w pęcherzach o kształcie sferycznym oraz układzie zasilania dyszy w gaz.  

 

1. WSTĘP 

Wiele badań dotyczących pęcherzy gazowych przepro-
wadzono w ramach eksperymentów, w których gaz z dyszy 
lub otworów w płytach wydostaje się do cieczy. Wyniki 
tych badań zostały opublikowane między innymi w Luewi-
sutthichat i inni (1997). Początkowo modelowanie procesu 
odrywania się pęcherza gazowego od brzegu otworu 
uwzględniało siły napięcia powierzchniowego i siłę wyporu. 
Większość teoretycznych badań wzrostu pęcherza ogranicza 
się do modelowania wzrostu pojedynczego pęcherza i nie 
jest w nich uwzględniane zjawisko oddziaływania pęcherzy 
(Oguz i Prosperetti, 1993). Prowadzone są jednak badania 
nad dynamiką pęcherzy przy stałym wydatku gazu (Sanada 
i inni, 2005). Badania eksperymentalne pokazują, że przy 
wzroście wydatku powietrza obserwuje się zjawisko łącze-
nia się kolejno odrywających się pęcherzy gazu (Zhang 
i Shoji, 2001). Ostatnio coraz częściej uwzględnia się 
w badaniach efekty oddziaływania kolejno odrywających 
się pęcherzy (Zhang i Shoji, 2001)oraz oddziaływanie pęche-
rzy z przepływem turbulentnym generowanym przez ruch 
poprzednio oderwanego pęcherza (Luewisutthichat i inni, 
1997). Nowe podejście do badania dynamiki wzrostu pę-
cherzy zmusiło badaczy do zastosowania nieliniowych 
metod analizy danych ( Mosdorf i Shoji, 2003).  

W pracy przedstawiono wyniki badań eksperymental-
nych generowania pęcherzy powietrza z pojedynczej dyszy. 
Do analizy danych zastosowano fraktalne metody analizy 
danych. Do modelowania odrywania się pęcherzy zastoso-
wano układ równań różniczkowych zwyczajnych opisujący 
zmiany masy powietrza w układzie zasilania dysz. 

2. BADANIA EKSPERYMENTALNE 

Schemat stanowiska pomiarowego przedstawiono 
na Rys. 1. Badania prowadzono w szklanym zbiorniku 

o wymiarach (300x300x1000 mm) wypełnionym wodą 
destylowaną.  

Pęcherze powietrza generowane były z mosiężnej dy-
szy o długości 7mm i średnicy wewnętrznej Ø 1.1 mm. 
Układ zasilający dyszę w powietrze wyposażony został 
w pompę pneumatyczną o maksymalnym wydatku 200 l/h 
oraz zbiornik wyrównawczy. Wydatek powietrza regulowa-
no zaworami. System pomiarowy wyposażony był w: kame-
rę Casio EX FX1 rejestrującą obraz z szybkością 600 klatek 
na sek., system składający się z lasera oraz fototranzystora, 
którego zadaniem było rejestrowanie częstotliwości  odry-
wających się pęcherzy. 

Fluktuacje ciśnienia w układzie zasilania w powietrze re-
jestrowano z zastosowaniem czujnika ciśnienia MPX12DP 
(o zakresie pomiarowym 0-10kPa). System laser - fototran-
zystor a także czujnik ciśnienia podłączone były do stacji 
akwizycji danych DT9800 o częstotliwości próbkowania 
1kHz. Badania prowadzono dla częstotliwości odrywania się 
pęcherzy w zakresie od 1 do 40Hz. Wiązka światła lasera 
umieszczona była na wysokości 3 mm ponad wylotem dyszy. 
Przykładowy sygnał rejestrowany w trakcie eksperymentu 
pokazano na Rys. 2.  

W chwili gdy pęcherz przecinał wiązkę światła lasero-
wego, napięcie na fototranzystorze spadało, a następnie 
rosło gdy pęcherz nie przesłaniał wiązki światła. Ponieważ 
zmiany ciśnienia i odczyty z fototranzystora odbywały się 
równocześnie (z przesunięciem o 1e-05s), dlatego uzyskany 
wynik pozwala prześledzić, w której fazie wzrostu pęcherza 
ciśnienie powietrza w układzie zasilania wzrasta lub maleje. 
Nad wykresem zmian ciśnienia i sygnału rejestrowanego 
przez fototranzystor pokazano zarejestrowane kamerą 
do szybkich zdjęć położenia pęcherza powietrza nad dyszą. 
Analiza zarejestrowanych danych pokazuje, że średni czas 
przejścia pęcherza przez wiązkę światła lasera w zakresie 
badanych częstotliwości odrywania się pęcherzy powietrza 
(1-40Hz) zmienia się nieznacznie i wynosi 0.018 ±0.002s.  
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Rys. 1. Schemat stanowiska pomiarowego. 1 – szklany zbiornik,  

2 – zbiornik wyrównawczy z powietrzem, 3 – laser, 4 – foto-
tranzystor, 5 – zawór powietrzny, 6 – czujnik ciśnienia,  
7 – stacja akwizycji danych, 8 – kamera, 9 – oświetlenie,  
10 – przesłona rozpraszająca światło, 11 – pompa sterowana 
elektrycznie  

 
 

Rys. 2. Przykładowe zmiany w czasie rejestrowanego sygnału z foto-
tranzystora i czujnika ciśnienia. 1 – wierzchołek pęcherza 
znajduje się na wysokości 3 mm, 2 – pęcherz przesłania wiąz-
kę światła lasera, 3 – oderwanie się pęcherza, 4 – początkowa 
faza wzrostu pęcherza (pęcherz przyjmuje kształt kulisty) 

Na Rys. 3 pokazano zmiany średniego czasu przejścia 
pęcherzy przez wiązkę światła laserowego w funkcji śred-
niej częstotliwości odrywania się pęcherzy. W prawej gór-
nej części wykresu pokazano zmiany w czasie rejestrowa-
nych czasów przejścia pęcherza przez wiązkę światła lase-
rowego. 

Natomiast czasy pomiędzy odrywającymi się pęcherza-
mi maleją wraz ze wzrostem częstotliwości odrywania się 
pęcherzy. Na Rys. 4 pokazano zmiany średniego czasu 
pomiędzy kolejno odrywającymi się pęcherzami w funkcji 
średniej częstotliwości odrywania się pęcherzy. W górnej 
części rysunku pokazano zmiany w czasie rejestrowanych 
przedziałów czasu przejścia pęcherza przez wiązkę światła 
laserowego. 
 

 
Rys. 3. Zmiany średniego czasu przejścia pęcherzy przez wiązkę 

światła laserowego w funkcji średniej częstotliwości od-
rywania się pęcherzy. W górnej części rysunku pokazano 
zmiany w czasie rejestrowanych czasów przejścia pęche-
rza przez wiązkę światła laserowego 

 
 

Rys. 4. Zmiany średniego czasu pomiędzy kolejno odrywającymi 
się pęcherzami w funkcji średniej częstotliwości odrywa-
nia się pęcherzy. W górnej części rysunku pokazano zmia-
ny w czasie rejestrowanych czasów przejścia pęcherza 
przez wiązkę światła laserowego 

Analiza filmów wykonanych za pomocą szybkiej kame-
ry umożliwiła oszacowanie dynamiki zmian kształtu pęche-
rzy w początkowej fazie po oderwaniu się pęcherza 
od dyszy. W celu identyfikacji pęcherzy do każdej klatki 
filmu zastosowano filtr Sobela polegający na wykonaniu 
dwuwymiarowego splotu obrazu A z dwoma macierzami 
3x3 o postaci:  
 

AGx ∗
















−−
=

121

000

121

  AGy ∗
















−
−
−

=
101

202

101

 (1) 

22
yx GGG +=  

 

W wyniku operacji przekształca się wejściowy obraz A 
na obraz G. Zastosowanie filtru Sobela pozwala wykryć 
krawędzie pęcherza. Pełna rekonstrukcja pęcherzy wymaga-
ła zastosowania algorytmu wypełniania wykrytych pęcherzy 
czarnymi pixelami. Przykładowy wynik działania algorytmu 
pokazano na Rys. 5. 
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W celu oceny dynamiki deformacji pęcherzy w ich po-
czątkowej fazie lotu zliczano ilości czarnych pixeli w ob-
szarze zaznaczonym kwadratem pokazanym na Rys. 5. 
W trakcie wzrostu pęcherzy kwadrat zapełniany był czar-
nymi pixelami. Zmiana rozmiaru pęcherza oraz jego defor-
macja zmieniała ilość czarnych pixeli w kwadracie. Na Rys. 
6 pokazano zmiany ilości czarnych pixeli w funkcji czasu 
obliczane przy dwóch częstotliwościach odrywania się 
pęcherzy. 

 
Rys. 5. Kolejne klatki filmu wykonane szybką kamerą po zasto-

sowaniu filtru Sobela oraz algorytmu wypełniania pę-
cherzy. Odstęp czasu pomiędzy kolejnymi klatkami wy-
nosi 1/600 s. Kwadrat pokazuje obszar, w którym zli-
czano ilość czarnych pixeli 

Uzyskany wynik pokazuje, że zwiększenie częstotliwo-
ści odrywania się pęcherzy prowadzi do chaotycznych 
zmian kształtu pęcherzy w początkowej fazie ich wzrostu. 
W przypadku, gdy pęcherze odrywają się z małą częstotli-
wością, kolejne pęcherze wypełniające kwadrat pokazany 
na Rys.5 mają zbliżony wymiar a ich deformacje również 
przebiegają w sposób powtarzalny, co ilustruje Rys. 6a. 
Gdy częstotliwość odrywania się pęcherzy wzrasta, wów-
czas maksymalne wymiary pęcherzy kolejnych oraz sposo-
by ich deformacji zmieniają się przypadkowo, co ilustruje 
Rys. 6b.  

3. METODY ANALIZY DANYCH 

Identyfikacja chaotycznych zachowań układów dyna-
micznych na podstawie rejestrowanych danych przebiega 
wieloetapowo. Procesu analizy nie można automatyzować, 
a kolejne etapy obliczeń wymagają dodatkowych szczegó-
łowych interpretacji. Odpowiedź na pytanie, czy w bada-

nym układzie obserwowane są procesy o charakterze chaosu 
deterministycznego, wymaga porównania wyników po-
szczególnych etapów analizy. W pracy zastosowano nastę-
pujące elementy analizy: 
− wyznaczenie funkcji autokorelacji; 
− rekonstrukcja traktora; 
− określenie wymiaru korelacyjnego; 
− obliczenie największego wykładnika Lapunowa. 

 
Rys. 6. Zmiana ilości czarnych pixeli w obszarze kontrolnym 

zaznaczonym kwadratem na Rys. 5  
a) f =3.4Hz, b) fb=29Hz 

Rekonstrukcję atraktora w określonym wymiarze zanu-
rzenia wykonuje się z wykorzystaniem tzw. współrzędnych 
stroboskopowych. W metodzie tej współrzędne atraktora 
wyznacza się na podstawie kolejnych wartości szeregu 
czasowego, odległych od siebie o wartość tzw. czasu opóź-
nienia τ. Opóźnienie czasowe τ jest wielokrotnością odstępu 
czasowego ∆t między punktami szeregu czasowego (Baker, 
i Gollub,1998). Rekonstrukcja atraktora we współrzędnych 
stroboskopowych nie odbywa się automatycznie. Wybór od-
powiedniego opóźnienia czasowego τ ma istotny wpływ 
na jakość rekonstrukcji (Cieśliński i Mosdorf, 2002). Jeżeli 
τ jest zbyt małe, wówczas współrzędne danego wektora są 
prawie równe sobie i w rezultacie otrzymuje się zależność 
liniową, która jest nieprawdziwa dla współrzędnych rzeczywi-
stej trajektorii (Schuster i inni, 1998). Z drugiej jednak strony 
należy również zwrócić uwagę na fakt, że korelacje między 
stanami dynamicznymi układu chaotycznego trwają przez sto-
sunkowo krótki czas. Jeżeli opóźnienie czasowe τ jest zbyt 
duże, wówczas punkty są tak odległe od siebie, że stają się 
nieskorelowane (Baker i Gollub, 1998).  

Istnieje wiele metod określenia optymalnej wartości 
opóźnienia czasowego τ. Jedna z nich opiera się na analizie 
funkcji nieznormalizowanego współczynnika autokorelacji. 
Zgodnie z takim podejściem, należy tak dobrać τ, aby speł-
niona była zależność C(τ ) ~ 0.5.C(0) (Luewisutthichat 
i inni, 1997). 

Na Rys. 7 pokazano funkcję autokorelacji wyznaczoną 
dla szeregu zmian ilości czarnych pixeli w obszarze kontro-
lnym w przypadku fb = 29Hz. Uzyskany wynik pozwala 
wyznaczyć właściwą wartość τ wykorzystywaną do rekon-
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strukcji atraktora równą 4. Na Rys. 8 pokazano rekonstruk-
cję atraktorów na podstawie danych pokazanych na Rys. 6.  

Na Rys. 9 pokazano rekonstrukcje atraktorów wyzna-
czone w oparciu o pomiar zmian ciśnienia. 

 
Rys. 7. Funkcja autokorelacji szeregu czasowego pokazanego  

na Rys. 6b. Wyznaczona wartość τ właściwa do rekonstrukcji 
atraktora wynosi 4 

 
Rys. 8. Rekonstrukcja atraktorów na podstawie danych pokazanych 

 na Rys. 6. Wielkość τ wyznaczono w oparciu o kryterium  
autokorelacji. a) fb = 3.4 Hz  b) fb = 29 Hz 

 
Rys.  9. Rekonstrukcja atraktorów na podstawie pomiarów ciśnienia  

w układzie zasilania dyszy. Wielkość τ wyznaczono w oparciu 
o kryterium autokorelacji. a) fb = 3.4 Hz b) fb = 29 Hz  

Uzyskane wyniki badań pokazują, że zmiana częstotli-
wości odrywania się pęcherzy prowadzi do „rozmycia” 
trajektorii utworzonej zarówno przez zmiany ciśnienia 
w układzie zasilania dyszy, jak również przez szereg cza-
sowy określający dynamikę zmian kształtu pęcherza 
w początkowej fazie po oderwaniu od dyszy. Wahania ci-
śnienia zachodzą jednak w mniejszej skali niż zmiany 
kształtu pęcherzy.  

Dla danych eksperymentalnych wymiar korelacyjny D2 
w oparciu o zaproponowany przez Grassbergera – Procac-
cię algorytm (Schuster, 1993; Grassberger i Procaccia, 
1983) wyznacza się z następującej zależności:  
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a Θ (x)  jest skokową funkcją Heaviside'a. 
Wielkość C2, zwana całką korelacyjną, określa miarę 

prawdopodobieństwa znalezienia na atraktorze dwóch 
punktów o odległości mniejszej od r. Obliczenia prowadzi 
się badając otoczenie wszystkich punktów atraktora. W celu 
wyznaczenia wymiaru korelacyjnego określa się współczyn-
nik nachylenia prostej regresji możliwie najbardziej liniowego 
fragmentu wykresu log[C(r)] od log(r).  

Wymiar korelacyjny atraktora pokazanego na Rys. 9a 
wynosi 2.42, zaś wymiar korelacyjny atraktora pokazanego 
na Rys. 9b wynosi 3.75. Wymiar korelacyjny atraktora 
pokazanego na Rys. 8b wynosi 2.85. Wymiar korelacyjny 
jest miarą złożoności układu dynamicznego, tym samym 
określa minimalną liczbę równań różniczkowych pierwsze-
go rzędu, koniecznych do opisania dynamiki badanego 
układu. Uzyskany wynik pozwala przypuszczać, że do opi-
sania dynamiki odrywania się pęcherzy można wykorzystać 
niskowymiarowy (3-4) układ równań różniczkowych zwy-
czajnych. 

Wykładnik Lapunowa jest miarą zmiany odległości po-
między dwoma początkowymi punktami po N kolejnych 
iteracjach. Współczynnik Lapunowa jest również miarą 
utraty informacji o układzie w jednej iteracji. Dodatnia 
wartość wykładnika Lapunowa wskazuje na chaotyczne 
zachowanie układu. Metoda obliczania największego wy-
kładnika Lapunowa L1 dla szeregu danych empirycznych 
polega na pomiarze stopnia oddalania się sąsiadujących ze 
sobą punktów w zrekonstruowanej przestrzeni fazowej, w 
stałych odcinkach czasu. Największy wykładnik Lapunowa 
określony jest zależnością (Peters, 1997): 
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gdzie: L(tj) oznacza odległość trajektorii dwóch wybranych 
punktów, natomiast L’(tj+1) jest odległością trajektorii tych 
punktów po upływie czasu ewolucji. 

Wykładnik Lapunowa dla atraktora pokazanego 
na Rys. 9a wynosi 1.5, zaś dla atraktora pokazanego 
na Rys.9b jest 10  razy większy i wynosi 15. Wykładnik 
Lapunowa atraktora pokazanego na Rys. 8b wynosi 10.3. 
Dla periodycznego układu pokazanego na Rys. 8a najwięk-
szy wykładnik Lapunowa jest ujemny i bliski zero.  

Największy wykładnik Lapunowa pozwala na wyzna-
czenie czasu trwania pamięci długookresowej w układzie. 
W przypadku częstotliwości odrywania się pęcherzy 
fb = 29Hz czas ten w przybliżeniu odpowiada czasowi po-
trzebnemu do oderwania się około dwóch pęcherzy. Uzy-
skane wyniki pozwalają wnioskować, że dla wyższych czę-
stotliwości odrywania się pęcherzy generowanie pęcherzy 
ma charakter chaosu deterministycznego. Nie obserwuje się 
procesu podwojenia okresu, raczej pojawiają się rosnące 
fluktuacje pulsacji ciśnienia i deformacji pęcherzy.  
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4. MODELOWANIE POWSTAWANIA PĘCHERZY 

W występujących w układzie zasilania dysz w powietrze 
zmianach ciśnienia (Rys. 2) można wyróżnić dwa charakte-
rystyczne przedziały czasu w których ciśnienie na przemian 
wzrasta i maleje. Spadek ciśnienia występuje, gdy rosnący 
pęcherz napełnia się powietrzem. Proces ten rozpoczyna 
się, gdy pęcherz przyjmuje kształt kulisty pokazany 
na Rys. 2. Zastosowanie czujnika laserowego pozwoliło na 
wyznaczenie czasu wzrostu pęcherza. Analiza zarejestro-
wanych danych pokazała, że czas ten niewiele zmienia się 
wraz ze zmianą częstotliwości odrywania się pęcherzy. 
Pozwala to przyjąć, że pęcherz powietrza zachowuje się jak 
„zawór” otwierający się na w przybliżeniu stały przedział 
czasu, gdy ciśnienie w układzie zasilania przekroczy kry-
tyczną wartość.  

Zmiana ilości masy gazu, Mg, w układzie zasilania dyszy 
może być opisana równaniem różniczkowym o postaci: 
 

pg
g

jj
dt

dM
−=  (5) 

 

gdzie: jg - masowy strumień gazu dostarczany do układu zasila-
nia dyszy, jp - masowy strumień gazu wydostający się z układu 
poprzez pęcherz. 

Dla uproszczenia przyjęto, że strumień jg jest stały 
w czasie, co odpowiada przypadkowi, w którym ciśnienie 
powietrza w zbiorniku zasilającym dysze jest znacznie 
większe od ciśnienia powietrza w dyszy. Na podstawie 
wyników badań eksperymentalnych przyjęto, że czas napeł-
niania się pęcherza gazem wynosi 0.02 s. Strumień gazu jp 
opisano zależnością: 
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gdzie: t – moment czasu, w którym rozpoczyna się napeł-
nianie pęcherza, tp – czas wzrostu pęcherza, Mgk – masa 
gazu, przy której rozpoczyna się napełnianie pęcherza ga-
zem, A – współczynnik określający wielkość pęcherza. 

W zależności (6) zastosowano funkcję sin w celu za-
pewnienia ciągłości funkcji jp(t) oraz jej pochodnej.  

Wydostający się z dyszy pęcherz unosi ciecz znajdującą 
się przed jego czołem. Następnie ciecz ta opada w trakcie 
odrywania się pęcherza. W przypadku periodycznie odry-
wających się pęcherzy przyjęto, że wprawiają one w ruch 
pionowy (w górę i w dół) ciecz o stałej masie M. Ciecz 
unoszona jest na skutek siły Fs związanej ze wzrostem pę-
cherza i powstającej w wyniku wzrostu ciśnienia gazu 
w pęcherzu. Ruch cieczy o masie M jest tłumiony poprzez 
siły lepkości. Do opisu ruchu jej środka ciężkości zastoso-
wano drugą zasadę dynamiki Newtona, co pozwala zapisać 
równanie ruchu cieczy o masie M w postaci: 
 

vF
dt
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2
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 (7) 

 

gdzie: Fs - siła wywierana przez pęcherz na otaczającą go ciecz, 

współczynnik Γ opisuje tłumienie przepływu, v jest prędkością 
środka masy cieczy M.  

W celu określenia postaci funkcji siły unoszącej ciecz 
rozpatrzono małą zmianę promienia pęcherza ∆r zachodzą-
cą w małym przedziale czasu ∆t. Przyjęto, że zmiana wiel-
kości pęcherza nastąpiła na skutek oddziaływania z otacza-
jącą go cieczą. W ten sposób rozpatrywano dwa quasi-
stacjonarne stany pęcherza (kuliste pęcherze o promieniach 
r1 i r2). schematycznie pokazane na Rys. 10.  

 
Rys. 10. Dwa quasi-stacjonarne stany pęcherza 

Gdy układ zasilania wypełniony jest przez gaz rzeczy-
wisty oraz gdy zmianie wielkości pęcherza nie towarzyszy 
zmiana ilości gazu, w układzie zasilania zachodzi: 
 

( ) TRTpCmVp rr ⋅⋅⋅=⋅ ,111 ;  

( ) TRTpCmVp rr ⋅⋅⋅=⋅ ,222  (8) 
 

gdzie: C - współczynnik ściśliwości.  
Zmianie promienia pęcherza towarzyszy zmiana ciśnie-

nia ∆p = p2 - p1 wywołująca zmianę siły oddziaływania 
pęcherza na ciecz. Przy założeniu, że: pęcherz ma kształt 
kuli, oddziałuje na ciecz na powierzchni kuli oraz r2=r1+∆r, 
wielkość zmiany siły działającej na ciecz można oszacować 
następująco: 
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gdzie: Vo – objętość powietrza w układzie zasilania poniżej 
pęcherza. 

Siła opisana równaniem (9) ma charakter nieliniowej si-
ły sprężystej występującej na skutek zmiany promienia 
pęcherza związanej z oddziaływaniem pęcherza z cieczą. 
Nieliniowość występuje na skutek kulistego kształtu pęche-
rza oraz proporcji pomiędzy objętością pęcherza a objęto-
ścią układu zasilania dyszy w powietrze. Na Rys. 11 poka-
zano zmiany ∆Fs (9) w funkcji ∆r w zależności od wielkości 
Vo. Dla Vo = 0 funkcja ∆F staje się w przybliżeniu liniowa 
(Rys.11.a). Dla Vo =100 funkcja ∆F staje się bliska funkcji 
kwadratowej (Rys. 11b).  

Zależność (9) określa zmianę siły oddziaływania pęche-
rza na ciecz w odniesieniu do chwilowej wielkości pęcherza 
(r1). Wymiar pęcherza (r1) zależy od ilości gazu znajdują-
cego się w układzie zasilania, dlatego siłę modelowano 
poprzez nieliniową sprężynę, której jeden koniec przy-
twierdzony jest do masy M, a położenie drugiego określone 
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jest przez ilość gazu w układzie zasilania dyszy. Siłę Fs 
zapisano w postaci: 
 

a
ggs mxmxsignF )()( δδκ −−⋅−−⋅−=  (10) 

 

gdzie: mg określa położenie końca sprężyny związanej z ilością 
gazu w układzie zasilania, mg = (Mg/ρg)/(πrd

2), rd – promień 
dyszy, δ - wymiar sprężyny w modelu - 10 mm, a - współczyn-
nik nieliniowości sprężyny, x – położenie masy cieczy M. 

Wymiar odrywającego się pęcherza ustalany jest po-
przez bilans sił działających na pęcherz. W momencie ode-
rwania się pęcherza działają na niego siły: ciężkości, wypo-
ru oraz siła hydrodynamiczna powstająca na skutek oddzia-
ływania przepływów cieczy z powierzchnią międzyfazową. 
Wielkość sił hydrodynamicznych zmienia rozmiar odrywa-
jącego się pęcherza.  

 
Rys. 11. Zmiany ∆Fs (9) w funkcji ∆r w zależności od wielkości Vo.  
               a) Vo = 0, b) Vo = 100 

W modelu przyjęto, że wahania te mogą wynosić 
do 30%. Założono, że największe pęcherze powstają, 
gdy przepływ cieczy nie przeciwdziała wzrostowi pęcherza, 
tzn. gdy w momencie oderwania się pęcherza masa cieczy 
M nie ugina sprężyny symulującej sprężyste oddziaływanie 
pęcherza z cieczą. Dlatego przyjęto, że współczynnik A 
we wzorze (6) jest funkcją położenia masy M. Na Rys. 12 

pokazano zmiany funkcji jg w czasie oraz założoną postać 
funkcji opisującej zmiany współczynnika A w funkcji poło-
żenia masy M. 

 
 

Rys. 12. Funkcje określające wymiar pęcherza. a) Zmiana w czasie 
masowego strumienia gazu odprowadzanego przez pęcherz, 
opisana zależnością (6). b) Zmiana wartości amplitudy funk-
cji (6) w zależności od położenia masy M 

 
 

Rys. 13. Model układu oddziaływania pomiędzy układami zasilania 
dwóch sąsiadujących dysz. 1. wypływ gazu na skutek ode-
rwania się pęcherza, 2. dopływ gazu z układu zasilania, 
3. sprężyna modelująca oddziaływanie pęcherza na ciecz, 
4. tłumienie ruchu cieczy, 5. masa cieczy wprawianej w ruch 
przez pęcherze. 

Na Rys. 13 pokazano schemat układu opisującego dynami-
kę odrywania się pęcherzy uwzględniający interakcję pęcherza 
z cieczą. Układ równań opisujący zachowanie układu poka-
zanego na Rys. 13 ma postać (11). Występujące w układzie 
równań (11) stałe (21, 19, 11) określają położenia masy M 
oraz sprężyny w milimetrach. Współczynnik κ = K/M = 30, 
zaś γ = Γ/M = 0.004, strumień jg = 3.3.  
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Układ równań (11) rozwiązano z wykorzystaniem pro-
gramu SCILAB. Obliczenia wykonano dla M = 0.002g 
(masa kulki wypełnionej wodą o średnicy 1.4mm). Wystę-
pująca w układzie siła tłumienia odpowiada sile Stokesa 
występującej przy ruchu kulki o promieniu 1mm w wodzie. 
Siła ugięcia sprężyny przy odkształceniu  mm odpowiada 
sile napięcia powierzchniowego wody działającej na kulkę 
o promieniu około 1mm. Na Rys. 14 pokazano przykładowe 
wyniki symulacji. Procedura całkująca układ równań (11) 
napisana była w taki sposób, aby całkowanie odbywało się 
w kolejnych przedziałach, w których funkcje występujące 
w układzie równań (11) są ciągłe wraz z pochodnymi. 
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Rys. 14. Przykładowe wyniki symulacji układu (11). a) zmiany  
              w czasie zmiennej x, b) zmiany w czasie zmiennej v, 
              c) zmiany w czasie x-mg. d) zmiany w czasie jg  

 
Na Rys. 15 pokazano 3D rekonstrukcję atraktorów 

z szeregów jg wykonaną przy różnych wartościach współ-
czynnika a. Współczynnik a opisuje nieliniową reakcję 
układu zawierającego gaz - składającego się z pęcherza 
i układu zasilania dyszy. Dla a = 1 układ jest liniowy, 

co odpowiada przypadkowi, gdy objętość układu zasilania 
dyszy w gaz jest pomijalnie mała. Wówczas odrywanie się 
pęcherzy ma charakter zjawiska periodycznego, co ilustruje 
atraktor pokazany na Rys. 15a. Gdy wartość współczynnika 
a wynosi 1.8, wówczas układ staje się nieliniowy i jego 
zachowanie ma charakter chaosu deterministycznego, 
co pokazuje atraktor na Rys. 15b.  

 
Rys. 15. Rekonstrukcja 3D atraktora układu (11) przy różnych  
               wartościach parametru a,  a) rekonstrukcja na podstawie 
               szeregu jg a = 1, b) rekonstrukcja na podstawie szeregu jg a = 1.8 

 
 

Rys. 16. Funkcja autokorelacji wyznaczona dla jg przy a = 1.8 

 
 

Rys. 17. Rekonstrukcja 3D atraktora układu (11)  
               na podstawie zmiennej x dla a = 1.8 

Zastosowanie algorytmów (2) i (4) do atraktora pokaza-
nego na Rys. 15b jest trudne, ponieważ większość punktów 
atraktora leży na odcinkach linii prostej, co odpowiada 
zerowej wartości jg w czasie napełniania się pęcherza. 
Na Rys. 16 pokazano funkcję autokorelacji wyznaczoną 
dla szeregu jg przy a = 1.8. Uzyskany wynik jest charaktery-
styczny dla szeregu generowanego przez proces chaosu 
deterministycznego. 
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Na Rys. 17 pokazano atraktor zrekonstruowany w opar-
ciu o zmienną x dla a = 1.8. Wymiar korelacyjny atraktora 
wynosi 2.3, zaś największy wykładnik Lapunowa 0.4. 

Trajektorie wyznaczane przez zmienną x chaotycznie 
oscylują tworząc „rozmytą” trajektorię w przestrzeni fazo-
wej. Podobne zachowanie się układu obserwowano w bada-
niach eksperymentalnych. 

5. PODSUMOWANIE 

Wyniki badań eksperymentalnych pokazują, że zmiana 
częstotliwości odrywania się pęcherzy prowadzi do „roz-
mycia” trajektorii utworzonej zarówno przez zmiany ciśnie-
nia w układzie zasilania dyszy jak również przez szereg 
czasowy określający dynamikę zmian kształtu pęcherza 
w początkowej fazie po oderwaniu się od dyszy. Dla wyż-
szych częstotliwości odrywania się pęcherzy proces gene-
rowania pęcherzy ma charakter chaosu deterministycznego, 
pojawiają się rosnące fluktuacje pulsacji ciśnienia i defor-
macji pęcherzy. Uzyskane w pracy wyniki badań pokazały, 
że do budowy modelu pozwalającego na symulację zaob-
serwowanych w eksperymencie chaotycznych zmian para-
metrów, opisujących odrywające się pęcherze wystarczające 
jest przyjęcie następujących założeń upraszczających: 
− reakcja układu pęcherz+układ zasilania dyszy w powietrze 

na oddziaływanie z cieczą ma charakter nieliniowy; 
− rozmiar odrywającego się pęcherza zależy od wielkości 

oddziaływania pęcherza z cieczą. 
Uzyskane wyniki symulacji pozwalają sformułować hi-

potezę, że jednym z powodów występowania zjawiska cha-
otycznego odrywania się pęcherzy gazowych jest nieliniowy 
charakter oddziaływania pęcherza na ciecz wywołany sprę-
żaniem gazu zawartego w sferycznym pęcherzu oraz ukła-
dzie zasilania dyszy w gaz. Stopień nieliniowości (wartość 
współczynnika a) zależy od proporcji pomiędzy objętością 
pęcherza a objętością układu zasilania. Przy małej objętości 
układu zasilania oddziaływanie pęcherza z cieczą ma cha-
rakter liniowy. 
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THE GAS BUBBLES DETACHMENT FROM THE NOZZL 
 EXPERIMENTAL INVESTIGATIONS AND MODELLING 

Abstract: The result of experimental investigations of bubbles 
emission from brass nozzle with inner diameter equal to 1.1mm 
has been presented. The air pressure, time of passing bubbles 
through laser beam and dynamics of bubbles deformation have 
been simultaneously recorded. The bubbles detachment 
from the nozzle has been modelled using the set of ODE which 
describes the spring interaction between gas bubble and liquid. 
In the model and experiment the chaotic behaviours of bubbles 
have been observed. The obtained results can be summarized 
as follows: the chaotic behaviours of bubbles detachment from the 
nozzle can be caused by non-linear character of interaction be-
tween liquid and the system consisting of spherical bubble and air 
supply system. 
 
Praca finansowana w ramach grantu: Ministerstwa Nauki i Szkolnic-
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Streszczenie: W pracy przeprowadzono analizę strukturalną, geometryczną i statyczną mechanizmu wzorowanego na budo-
wie stawu kolanowego człowieka. Wyznaczono ruchliwość, zidentyfikowano więzy bierne i sklasyfikowano mechanizm sta-
wu. Określono podstawowe wymiary, konieczne do opisania geometrii stawu. Do analizy przyjęto uproszczony model płaski. 
Wykorzystując przekształcenia układów współrzędnych Denavita-Hartenberga, wyznaczono wektory położeń charaktery-
stycznych punktów kości udowej i rzepki względem kości piszczelowej. Wyznaczono obciążenia elementów stawu. Zamiesz-
czono przykład obliczeniowy będący ilustracją omówionego algorytmu obliczeniowego. 

1. WSTĘP 

Od początku istnienia, swoją pomysłowość w wytwa-
rzaniu dóbr materialnych, człowiek czerpał z obserwacji 
otaczającej go przyrody, fascynował się jej różnorodnością, 
bogactwem i tajemniczością. Tworzył urządzenia mecha-
niczne na podobieństwo istot żywych. Nadawał cechy  
i kształty ludzkie przyrodzie żywej, martwej, przedmiotom  
i zjawiskom, co dzisiaj nazywa się antropomorfizmem. 

W ubiegłym dziesięcioleciu nastąpił ogromny postęp 
w rozwoju teorii, jak i konstrukcji urządzeń biologicznych. 
Znane firmy, tj. Sony, Honda, budują coraz bardziej zawan-
sowane konstrukcje robotów humanoidalnych. W praktycz-
nych realizacjach robotów, stawy biologiczne zastępuje się 
typowymi połączeniami ruchowymi umożliwiającymi jeden, 
dwa lub trzy ruchy obrotowe. Pojawiają się wówczas inne 
problemy, np. związane z osobliwościami. 

Znane są dwa podstawowe rozwiązania techniczne połą-
czeń umożliwiających względny ruch obrotowy. Pierwsze 
to zwykły przegub obrotowy z nieruchomym środkiem 
obrotu, stosowany niemal we wszystkich znanych mechani-
zmach. Drugie rozwiązanie polega na połączeniu członów 
odpowiednim mechanizmem, który zapewnia ruch środka 
obrotu po określonej trajektorii, podobnie jak w stawie 
kolanowym. Jednym z takich mechanizmów jest sześcio-
członowy mechanizm Stephensona typu 1 stosowany  
w protezach stawu kolanowego (Morecki i inni, 2002). 
Mechanizm ten w porównaniu ze strukturą biologiczną jest 
jednak zupełnie odmienny i ma inną trajektorię ruchu środ-
ka obrotu. 

Spośród wszystkich stawów, staw kolanowy, jest naj-
bardziej złożonym układem połączonych ruchowo elemen-
tów – kości, więzadeł i łąkotek, zarówno pod względem 
geometrycznym jak i strukturalnym (Bober i inni, 2003). 
Jest mechanizmem przestrzennym z członami podatnymi 
wykonującymi złożone ruchy i zawierającym w swojej 

budowie więzy bierne. Upraszczając mechanizm stawu 
do mechanizmu płaskiego, odnajdujemy w nim znane me-
chanizmy zaliczane do tzw. mechanizmów dźwigniowych. 
Więzadło krzyżowe tylne i przednie wraz z obu kośćmi 
tworzą czworobok przegubowy ze skrzyżowanymi ramio-
nami, nazywany również czworobokiem Czebyszewa. Wię-
zadła poboczne ustalają wzajemne położenie elementów 
stawu, podobnie jak jarzmo utrzymuje koła obiegowe  
w przekładni obiegowej. 

Celem niniejszej pracy jest przeprowadzenie analizy 
strukturalnej mechanizmu wzorowanego na budowie stawu 
kolanowego człowieka, zidentyfikowanie więzów biernych  
i wyznaczenie obciążeń poszczególnych elementów stawu. 
Ze względu na dużą złożoność konstrukcji biologicznej, 
staw potraktowano jako uproszczony mechanizm płaski 
zbudowany z członów sztywnych. Nie uwzględniono więc 
wielu czynników mających wpływ na prawidłową pracę 
stawu, takich jak ruch przestrzenny, podatność więzadeł, 
obecność cieczy synowialnej. Przyjęte uproszczenia czynią 
pracę mało przydatną dla lekarzy, natomiast może być ona 
pomocna dla konstruktorów protez i robotów humanoidal-
nych.  

2. ANALIZA STRUKTURALNA 

Wstępem do analizy strukturalnej jest określenie liczby 
stopni ruchliwości mechanizmu W ze znanego wzoru Kut-
zbacha  

∑−=
=

5

1
6

i
iipnW , (1) 

gdzie: n – liczba członów ruchomych, pi – liczba par kine-
matycznych klasy i, przy czym klasę pary określa liczba 
odebranych stopni swobody. 
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Ruchliwość określa sumaryczną liczbę niezależnych ru-
chów wszystkich członów mechanizmu względem układu 
nieruchomego, za który przyjęto układ współrzędnych 
związany z kością piszczelową. 

Celem przeprowadzenia analizy strukturalnej należy od-
szukać więzy bierne, którymi mogą być dodatkowe pary 
kinematyczne lub człony wraz z parami kinematycznymi nie 
mające wpływu na odwzorowanie geometrii ruchu mecha-
nizmu podstawowego. Mechanizm podstawowy, zapewnia-
jący wymagany ruch, tworzą dwa więzadła krzyżowe (1)  
i (3) wraz z kośćmi piszczelową (0) i udową (2), do których 
są przytwierdzone (Rys. 1a). Zakładając, że więzadła przy-
twierdzone są parami kinematycznymi umożliwiającymi 
dwa ruchy obrotowe – klasy czwartej, ruchliwość takiego 
mechanizmu będzie wynosiła W = 6·3 - 4·4 = 2. 

W zasadzie staw kolanowy stanowi połączenie o jednym 
stopniu swobody (Będziński, 1997), czyli dla otrzymania 
prawidłowego wyniku (W = 1) konieczne jest uzupełnienie 
mechanizmu jedną parą klasy pierwszej utworzoną połącze-
niem stykających się kości K (Rys. 1b). 

 a    b   c 

 
  d     e 

  
Rys. 1. Struktura przestrzennego i płaskiego modelu mechanizmu 
            stawu kolanowego; a, b, c, d, e – opis w tekście 

Taki mechanizm będzie pracował jak staw kolanowy, 
co łatwo sprawdzić wykonując prosty model. Zupełnie inną 
kwestią jest „zabezpieczenie” mechanizmu przed możliwo-
ścią „zakleszczania się”, utratą właściwych konfiguracji  
w wyniku działania obciążeń, czy przekroczenia dopusz-
czalnych sił działających na człony powodujących uszko-
dzenie elementów stawu (Adamczyk, 2002). 

Rolę tych „bezpieczników” w mechanizmach pełnią 
więzy bierne, które mają do wykonania jedno z dwóch 
zadań. Pierwsze zadanie to - powtórzyć ten sam ruch  
w innym miejscu, tworząc tym samym dodatkowy punkt 
podparcia (dodatkowe pary kinematyczne) - w przypadku 
tego mechanizmu, rolę tę pełni drugi punkt kontaktu kości 
K2 (zmniejszenie ruchliwości o jeden, W = 0), podobnie jak 
w ułożyskowanym wale, drugie łożysko umieszczone w tej 
samej osi. Drugie zadanie to – wprowadzić dodatkowy 
punkt podparcia, też w innym miejscu ale za pośrednictwem 
dodatkowego członu (dodatkowe człony wraz z parami, 
którymi są połączone) - w przypadku tego mechanizmu, 
rolę tę pełnią oba więzadła poboczne WPS, i WPP (zmniej-
szenie ruchliwości o cztery), podobnie jak, np. dodatkowe 
wahacze w czworoboku przegubowym (Rys. 1c). 

Uwzględniając powyższe, otrzymujemy: n = 5 (4 więza-
dła + kość udowa), p4 = 8 (mocowania 4 więzadeł), p3 = 0, 
p1 = 2 (punkty kontaktu kości K1 i K2), więc ruchliwość  
W = 6·5 - 4·8 - 2 = -4. 

Mechanizm stawu kolanowego, mający trzy więzy bier-
ne, będzie pracował prawidłowo tylko wówczas, gdy nie 
będą one „utrudniały ruchu” mechanizmowi podstawowe-
mu, tzn. dodane pary kinematyczne, bądź też pary kinema-
tyczne utworzone przez dodatkowe człony, będą w danym 
miejscu realizować takie same ruchy jak mechanizm pod-
stawowy. Jest to możliwe wtedy, gdy spełnione są wymaga-
ne warunki geometryczne odnośnie wymiarów członów  
i usytuowania par kinematycznych. 

Traktując mechanizm jako płaski, można przyjąć, 
że więzadła są połączone z kośćmi parami klasy piątej – 
łącznie 8 par kinematycznych klasy piątej, natomiast dwu-
punktowy styk kości K1 i K2 tworzy parę kinematyczną 
klasy czwartej K (Rys. 1d). 

Dla mechanizmu płaskiego, wzór na ruchliwość ma po-
stać 

4523 ppnW −−= . (2) 

Ruchliwość mechanizmu zgodnie ze wzorem będzie 
wynosić W = 3·5 - 2·8 - 1 = -2, co oznacza, że w mechani-
zmie są 3 więzy bierne. Są to: para kinematyczna klasy 
czwartej K i dwa więzadła poboczne WPS i WPP. Po zasto-
sowaniu zamiennika pary kinematycznej K, otrzymuje się 
schemat strukturalny przedstawiony na rysunku 1e. Po od-
rzuceniu więzów biernych (trzech członów dwułącznych – 
WPP, WPS, KZ i 6 par klasy piątej), otrzymuje się schemat 
strukturalny tożsamy ze schematem czworoboku przegubo-
wego (W = 1), z członem napędowym – łącznikiem (kość 
udowa), z którego wydzielenie grup strukturalnych (w tym 
przypadku – klasy drugiej) nie jest możliwe. Jednak mecha-
nizm na pewno będzie pracował, gdyż zmiana członu napę-
dowego w mechanizmie, który da się podzielić na grupy 
strukturalne nie zmienia jego ruchliwości. 

Przeprowadzoną dotychczas analizę mechanizmu stawu, 
można uznać za błędną, ponieważ w analizie przyjęto zada-
ny ruch kości udowej względem piszczelowej, czyli potrak-
towano kość udową jako człon napędowy bez wnikania  
w sposób przyłożenia sił napędowych. Staw kolanowy  
pozbawiony dwóch więzów biernych – więzadeł pobocz-
nych, w wersji płaskiej z członem napędowym i jego sche-
maty kinematyczne przedstawiono na rysunku 2. Członem 
napędowym są mięśnie (6-7), na rysunku 2a przedstawione 
jako siłownik M, które wprawiają mechanizm w ruch za 
pośrednictwem rzepki pełniącej tu rolę rolki (5) i więzadła 
rzepki (4) połączonego z kością piszczelową. Schemat 
kinematyczny stawu, w którym rzepkę potraktowano jako 
rolkę (5) i dwa kłykcie kości udowej zastąpiono ruchomą 
rolką (8) przedstawiono na rysunku 2b.  

Uwzględniając powyższe otrzymujemy: n = 6 (po za-
trzymaniu rolek), p4 = 2, p5 = 8 (A, B, C, D, E, F, H, M), 
otrzymuje się W = 3·6 - 2·8 - 2 = 0. Mechanizm zawiera 
więz bierny, który tworzy para styku kości K. Po wprowa-
dzeniu zamienników pary stykowej kość udowa - rzepka, 
otrzymuje się schemat strukturalny mechanizmu z więzem 
biernym K – Rys. 2c, co czyni go układem statycznie nie-
wyznaczalnym. Przy braku ruchu względnego w parze ki-



Andrzej A. Stępniewski 
Analiza strukturalna, geometryczna i statyczna mechanizmu stawu kolanowego 

82 
 

nematycznej M i po odrzuceniu więzu biernego K, mecha-
nizm stawu tworzy grupę strukturalną klasy trzeciej rzędu 
trzeciego przyłączoną zewnętrznymi parami kinematyczny-
mi do ostoi, więc o ruchliwości równej zeru. Ruch grupy 
strukturalnej otrzymuje się w wyniku zmiany położenia pary 
kinematycznej F względem pary kinematycznej H.  

 a 

 
b      c 

 
Rys. 2. Struktura płaskiego modelu mechanizmu stawu  
             kolanowego wraz z napędem; a, b, c – opis w tekście 

Autorzy pracy (Młynarski i inni, 1987) analizowali takie 
mechanizmy, nazywając je mechanizmami z napędem we-
wnętrznym. Zgodnie z przyjętą tam systematyką, mecha-
nizm stawu kolanowego można uznać za mechanizm klasy 
trzeciej rzędu trzeciego z napędem wewnętrznym. 

3. ANALIZA GEOMETRYCZNA 

Do określenia podstawowych wymiarów stawu, umożli-
wiających odtworzenie jego geometrii, wykorzystano zdję-
cia rentgenowskie stawu kolanowego i prace (Będziński 

1997; Kisielewski, Ciszek, 2001; Pasierbiński, Jarząbek 
2001). 

Przyjęto, że konieczne jest określenie 10 wielkości, wy-
jaśnionych na rysunku 2a: wymiary więzadeł krzyżowych 
i odległości par kinematycznych: lAB, lBC, lCD, lAD, współ-
rzędne środków promieni S1, S2, względem układu kości 
udowej, promień większego łuku rS1, długości kątowe łu-
ków: α1, α2, kąt γ. Należy również określić 5 wielkości 
dotyczących układu „obciążająco-napędowego”: wspórzęd-
ne punktów: G – zaczepienia siły obciążającej, H – zacze-
pienia mięśnia M, E – mocowania więzadła rzepki do kości 
piszczelowej, długość więzadła rzepki lEF, promień rR.  

W celu odtworzenia geometrii stawu wprowadza się 
układy współrzędnych {x0, y0} { x1, y1} o początkach odpo-
wiednio A i B, leżących w odległości lAB - rysunek 2a. Ze 
środka S1 o współrzędnych określonych względem układu 
{ x2, y2} zakreśla się łuk o promieniu rS1 i linię r łączącą 
środki S1 i S2. Punkt przecięcia linii r z łukiem jest punktem 
styczności obu łuków. Z punktu styczności wykreśla się łuk 
o środku S2. Długości kątowe łuków określone są kątami α1, 
α2 odmierzanymi od linii r. Od linii r względem środka S1 
odmierza się kąt γ wyznaczający kierunek prostej u określa-
jący usytuowanie kości udowej względem układu  
{ x2, y2}. Usytuowanie kości piszczelowej określa linia p, 
prostopadła do linii przecinającej skrajne punkty krzywoli-
niowego odcinka kontaktu kości k. Kąt β zawarty pomiędzy 
liniami p i u jest kątem „zgięcia” kolana. 

Celem wyznaczenia wymiarów liniowych potrzebnych 
do analizy statycznej i programu symulacji ruchu, wyznacza 
się współrzędne położenia osi wszystkich par obrotowych – 
B, C, F, H, S oraz punktu G - przyłożenia siły obciążającej 
Fg względem nieruchomego układu współrzędnych o po-
czątku w punkcie A, którego oś x przechodzi przez punkty 
mocowań więzadeł krzyżowych do kości piszczelowej. 

Do przekształcenia wektorów położeń r oz,n punktów  
o oznaczeniu „oz”, określonych w układach „n” w wektory 
r oz,0 określone względem układu nieruchomego {x0, y0} 
zastosowano metodę macierzową kinematyki, wykorzystu-
jącą przekształcenia układów współrzędnych Denavita-
Hartenberga.  

noz

ni

i
ioz ,

1
0, rAr ∏=

=

=
, przy czym [ ]Tozozoz yx 10,0,0, =r ,(3) 

gdzie: r oz,n − wektor położenia punktu o oznaczeniu „oz” 
względem układu współrzędnych „n”. 

Ze względu na brak współrzędnej „z” oraz równoległość 
wszystkich osi par obrotowych, wektory położeń 
i macierze przekształceń układów współrzędnych zerowego 
w pierwszy i pierwszego w drugi będą miały prostszą postać 















 −
=

100
iiii

iiii

i slcs

clsc

A , (4) 

gdzie i = 1, 2, przy czym iis Θsin= , iic Θcos= , Θi − kąt 

obrotu między członami i-1 i i, l i − odległość między osiami 
par obrotowych członu „i”. 
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Współrzędne wektorów położeń środków par kinema-
tycznych B i C w układzie nieruchomym na podstawie za-
leżności (3), można przedstawić w formie 
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BB rTr , (5) 


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
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
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

+
+

==
1

0,2

0,1

2,2,10, BBC

BBC

CC ylf

xlf

rTr , (6) 

gdzie: 1221211 cssccf =−= , 1221212 ssccsf =+= , 

przy czym  ( )2112 sin ΘΘ +=s , ( )2112 cos ΘΘ +=c . 

Na podstawie rysunku 2a można napisać, że 

( ) 2
0,

2
0,0,

2
CCDCD yxxl +−= . (7) 

Po uwzględnieniu zależności (6), wykonaniu działań  
i pogrupowaniu otrzymuje się 

22 BsAcD += , (8) 

gdzie: ( )12 clllA ADABBC −= , 12 sllB ADAB= , 

 1
2222 2 cllllllD ADABADCDBCAB +−+−−= , 

stąd, na podstawie algorytmu podanego w pracy (Morecki 
i inni, 2002) wyznacza się wartość kąta Θ2 








 +−++= DADBAB ,2atan2 222
2Θ , (9) 

Współrzędne położenia wektorów środków par kinema-
tycznych S, H i punktu G w układzie nieruchomym wyzna-
cza się według zależności 
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ozoz yyfxf

xyfxf

rTr , (10) 

gdzie indeks „oz” przyjmuje odpowiednio oznaczenia S, H, 
G. 

Współrzędne punktu F otrzymuje się w wyniku prze-
kształceń układu o początku w punkcie A, do układów  
o początkach w punktach E a następnie F 

( ) 0400, coscos ΘΘΘ AEEFF llx ++= , (11) 

( ) 0400, sinsin ΘΘΘ AEEFF lly ++= , 

gdzie kąt Θ0 wyznacza się na podstawie twierdzenia cosinu-
sów z trójkąta ADE, natomiast kąt Θ4 z trójkątów DES, 
AED, SEF według zależności 
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Następnie oblicza się współrzędne punktu skrzyżowania 
więzadeł krzyżowych. Z rozwiązania układu równań pro-
stych pokrywających się z osiami więzadeł otrzymuje się:  

P

P
P a

b
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1
0,  tanΘ
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P
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b
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1
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gdzie:
0,0,

0,
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C
P xx

y
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−
= , 0,

0,0,

0,0,
C

CD

CC
P y

xx

yx
b +

−
= , 

(xoz,2, yoz,2) - współrzędne położenia punktu o oznaczeniu 
„oz” w układzie współrzędnych kości udowej. 

Nie trudno dowieść, że punkt kontaktu kości udowej  
z piszczelową musi leżeć na linii łączącej punkt środka 
krzywizny główki z punktem skrzyżowania więzadeł krzy-
żowych. Współrzędne punktu kontaktu kości w układzie 
nieruchomym wyznacza się według zależności określającej 
podział odcinka w określonej proporcji 
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0, 1 λ+
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0, 1 λ+

λ+
= SP

K
yy

y , (14) 

gdzie ( ) ( ) 1
1 2

0,0,
2

0,0,
2,

2 −−+−=λ PSPS
S

yyxx
r

. 

Po wykreśleniu linii punktów kontaktu, do pierwszego  
i ostatniego punktu kontaktu dopasowywane jest położenie 
kości piszczelowej względem kości udowej. 

4. ANALIZA STATYCZNA 

Analiza statyczna polega na wyznaczeniu wartości sił 
działających w poszczególnych połączeniach ruchowych – 
rysunek 3. 

W równaniach pominięto masy członów stawu a tym 
samym i oddziaływania bezwładnościowe. Z równania sumy 
momentów sił dla całej grupy względem punktu skrzyżowa-
nia więzadeł krzyżowych P, wyznacza się wartość reakcji 
działającej na więzadło rzepki R04 

04042 =− PPg rRrF , więc 
P

P
g r

r
FR

4

2
04 = . (15) 

Przy pominięciu oddziaływań bezwładnościowych 
członów 4, 5 i 6, kierunki reakcji w parze kinematycznej F 
łączącej te człony, wyznaczają linie łączące środki par 
kinematycznych przynależnych do członów. W tym 
przypadku do wyznaczenia reakcji R25 i R27 można 
wykorzystać np. metodę „równoważenia węzłów” 
stosowaną do wyznaczania obciążeń prętów kratownic. 

Z równań równowagi sił działających wzdłuż dwóch 
prostopadłych kierunków na „węzeł” F otrzymuje się 

0coscos 4504562725 =ε−ε− RRR , (16) 

0sinsin 45045627 =ε−ε RR , (17) 

więc 
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0425 cos

tan

sin
RR . (18) 
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Ze względu na statyczną niewyznaczalność układu, ce-
lem wyznaczenia siły nacisku kości R02 i sił przenoszonych 
przez więzadła krzyżowe R01 i R03, konieczne jest przyjęcie 
oczywistego w tym przypadku założenia, że więzadła krzy-
żowe nie przenoszą żadnej siły na kierunku reakcji styku 
kości. Reakcję styku kości można więc wyznaczyć z równa-
nia równowagi sił dla całej grupy na kierunku wyznaczo-
nym przez tę reakcję 

( )0204040202 coscos ε−ε+ε= RFR g . (19) 

 
Rys. 3. Obciążenia stawu kolanowego 

Reakcje więzadeł krzyżowych R01 i R03 wyznacza się  
z równań równowagi momentów sił dla całej grupy, działa-
jących odpowiednio względem punktów D i A. 

04040021012 =−−+ DDDDg rRrRrRrF , (20) 

04043030022 =−−+ AAAAg rRrRrRrF , (21) 

na podstawie których otrzymuje się 

D

DDDg

r

rRrRrF
R

1

4040022
01

++−
= , (22) 

A

AAAg

r

rRrRrF
R

3

4040022
03

−+
= . (23) 

Celem sprawdzenia prawidłowości obliczeń, wartości 
reakcji więzadeł krzyżowych można wyznaczyć w inny 
sposób. Zgodnie z wcześniej przyjętym założeniem, 

więzadła krzyżowe przenoszą składową siły prostopadłą 
do kierunku działania siły nacisku kości R02, którą można 
określić według zależności 

( )0204040202 sinsin εεε −−= RFR gt . (24) 

Wartości reakcji więzadeł krzyżowych określa się jako 
rzuty reakcji R02t (24) na kierunki osi więzadeł 

( )0210201 cos εΘ += tRR , (25) 

( )03020203 cos εεπ −−−= tRR . (26) 

Ramiona działania sił roz, wyszczególnione w tabeli 1, 
gdzie „oz” jest oznaczeniem występującym w indeksie, 
oblicza się według zależności  

( )
2

2,1

13132,1

1 PP

PPPPPP
oz

a

yyxxa
r

+

+−−
=  lub 

( )
2

2,1

23232,1

1 PP

PPPPPP
oz

a

yyxxa
r

+

+−−
= , (27) 

gdzie aP1,P2 jest współczynnikiem kierunkowym prostej 
przechodzącej przez punkty P1(xP1, yP1) i P2(xP2, yP2),  
a punkt o współrzędnych P3(xP3, yP3) jest punktem, 
względem którego oblicza się działanie momentu sił, przy 
czym 

0,0,2 GPP xxr −= , 0,2 GADD xlr −= , 0,2 GA xr −= . (28) 

Tab. 1. Ramiona działania sił 

Ramię P1P2 P3 
r0A 

r3A 

r4A 

r0D 

r1D 

r4D 

r4P 

KS 
CD 
EF 
KS 
AB 
EF 
EF 

A 
A 
A 
D 
D 
D 
P 

 
Wartości kątów ε45 i ε56 wyznaczono na podstawie 

twierdzenia cosinusów odpowiednio z trójkątów EFS i FHS. 
Natomiast wartości kątów w ε02, ε03 i ε04 wyznaczono we-
dług zależności 

SKa ,02 atan  5.0 −π=ε , DCa ,03 atan  5.0 −π=ε  

FEa ,04 atan  5.0 −π=ε . (29) 

5. PRZYKŁAD LICZBOWY 

Do obliczeń symulacyjnych przyjęto wymiary zbliżone 
do anatomicznych: 
lAB = 3,9⋅10-2 m, lBC = 2,8⋅10-2 m, lCD = 3,8⋅10-2 m, 
lAD = 3,5⋅10-2 m, lEF = 9,0⋅10-2 m, rS1 = rS2 = 2,5⋅10-2 m, 
rR = 1,7⋅10-2 m, kąt łuków promieni α1 = 125°, α2 = 142°, 
Fg = 0,5·600 N, xS1,2 = -1,5⋅10-2 m, yS1,2 = -0,31⋅10-2 m, 
xE,0 = 4,5⋅10-2 m, yE,0 = -3,2⋅10-2 m, xG,2 = 26⋅10-2 m, 
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 yG,2 = -42⋅10-2 m, xH,2 = 0, yH,2 = -9⋅10-2 m,  
zmiana kąta Θ1 od 0,38 rad do 1,6 rad z krokiem 0,05 rad, 
co odpowiada zmianie kąta β od 2˚ do 130˚. 

Przykładową symulację ruchu mechanizmu stawu przed-
stawiono na rysunku 4a. Na rysunku 4b przedstawiono 
wyniki obliczeń dla przyjętych danych liczbowych – prze-
biegi wartości reakcji jako funkcji kąta β.  

a 

b

 
 

Rys. 4. Symulacja ruchu mechanizmu stawu; a, b - opis w tekście 

6. WNIOSKI 

Na podstawie przeprowadzonych analiz – strukturalnej  
i ruchowej można sformułować następujące wnioski: 
− Mechanizmem podstawowym, zapewniającym prawi-

dłowe odwzorowanie ruchu stawu kolanowego jest me-
chanizm czworoboku przegubowego ze skrzyżowanymi 
ramionami, który tworzą więzadła krzyżowe wraz z ko-
śćmi udową i piszczelową. 

− W swojej budowie strukturalnej staw kolanowy zawiera 
trzy więzy bierne: –dodatkową parę kinematyczną, którą 
tworzy drugi punkt styku kości udowej i piszczelowej, –
dwa dodatkowe człony wraz z parami kinematycznymi, 
którymi są więzadła poboczne strzałkowe i piszczelowe. 

− Mechanizm stawu kolanowego wraz z „układem napę-
dowym” w wersji płaskiej, można uznać za mechanizm 
klasy trzeciej rzędu trzeciego z napędem wewnętrznym. 

− Na podstawie otrzymanych wyników można stwierdzić: 

− Najmniejsze obciążenie wszystkich członów stawu jest 
w pozycji stojącej. 

− Siły styku kości i naciągu więzadła rzepki mają podobny 
przebieg, zwiększają się w miarę zwiększania kąta zgię-
cia kolana i osiągają wartości maksymalne, odpowiednio 
4,5 kN i 4,2 kN przy kącie zgięcia równym 90˚, a na-
stępnie zmniejszają się do wartości ok. 3,5 kN, przy 
maksymalnym kącie zgięcia kolana. 

− Siły nacisku rzepki na kość udową i siła mięśnia „napę-
dowego” mają podobny przebieg, zwiększają się  
w miarę zwiększania kąta zgięcia kolana i osiągają war-
tości maksymalne dla kąta 110˚, odpowiednio 6,5 kN 
i 5,3 kN po czym się zmniejszają. 

− Więzadła krzyżowe przednie i tylne pracują naprze-
miennie, gdy jedno jest rozciągane, drugie jest ściskane 
i w rzeczywistym stawie, ze względu na swoją podat-
ność, więzadło ściskane nie przenosi żadnej siły. Przy 
równomiernym obciążeniu obu kolan, maksymalna siła 
obciążenia więzadła krzyżowego przedniego wynosi 850 
N, przy kącie zgięcia kolana w zakresie 70˚-82˚, nato-
miast więzadła krzyżowego tylnego 500 N przy maksy-
malnym kącie zgięcia kolana. 

− Podczas pełnego zakresu ruchu, są trzy położenia,  
w których oba więzadła krzyżowe nie przenoszą żad-
nych sił: - w położeniu wyprostu, gdy wektor siły obcią-
żającej leży w linii działania reakcji styku kości,  
- w momencie zmiany zwrotu działania składowej pro-
stopadłej reakcji styku kości, kiedy składowe reakcji 
więzadła rzepki i siły obciążającej, prostopadłe do kie-
runku reakcji styku kości się równoważą, co ma miejsce 
dla kątów ok. 35˚ i 113˚. 
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ANALYSIS OF STRUCTURAL, GEOMETRICAL  
AND STATIC OF KNEE-JOINT MECHANISM 

Abstract:  This article shows structural, geometrical and static 
analysis of the knee-joint. Mobility was determined and passive 
bonds were identified. The basic dimensions were defined, neces-
sary for description of geometry of joint. Simplified flat model 
was accepted for mobility analysis. Using the transformation 
of arrangement co-ordinate Denavit-Hartenberg, vectors of sites 
characteristic of bones of femoral bone, according to tibial bone 
were defined. Loads of elements of the pond were set. Computa-
tional being example was put illustration of discussed algorithm. 
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Streszczenie: W artykule przedstawiono stanowisko eksperymentalne pozycjonowania serwonapędu elektropneumatycznego 
z bezpośrednim pomiarem przemieszczenia i prędkości tłoka siłownika za pomocą regulatora rozmytego. Analizowano 
wpływ zastosowanego przetwornika przemieszczenia i prędkości tłoka siłownika na dokładność regulacji serwonapędu elek-
tropneumatycznego. 

1. WPROWADZENIE 

W układach sterowania serwonapędami pneumatyczny-
mi, w celu zwiększenia dokładności pozycjonowania oraz 
wyeliminowania zakłóceń, wykorzystuje się sprzężenia 
zwrotne od niemierzalnych zmiennych stanu układu napę-
dowego. Zmienne stanu są odtwarzane dla regulatorów 
klasycznych P, PI, PD, PID jak i dla regulatorów inteligent-
nych wykorzystujących metody miękkiego obliczania (ang. 
soft computing). W związku z tym pojawia się problem 
odtwarzania zmiennych stanu z mierzalnych sygnałów gene-
rowanych przez przetworniki analogowo-cyfrowe – najczę-
ściej przetworniki przemieszczenia. Rozwiązaniem przemy-
słowym dla osi serwopneumatycznych jest sterownik SPC-
200. Jest to regulator zmiennych stanu, który umożliwia 
kontrolę nad trzema parametrami ruchu liniowego (położe-
nie, prędkość i przyspieszenie). Algorytm sterowania ste-
rownika SPC-200 (Rys. 1) przebiega następująco: 
− pomiar aktualnego położenia tłoka siłownika x(t); 
− odtworzenie niemierzonych zmiennych stanu prędkości 

v(t) oraz przyspieszenia a(t) na podstawie pomiaru poło-
żenia x(t); 

− predykcja stanu układu xp(t), vp(t), ap(t) na następnych H 
kroków na podstawie wyznaczonych wartości zmien-
nych stanu modelu liniowego układu oraz wyznaczo-
nych w poprzednich krokach wektora sterowania u; 

− wyznaczenie ciągu sterowania u na następnych L kro-
ków w fazie nadążania za wartością zadaną lub w fazie 
hamowania; 

− uwzględnienie ograniczeń sygnału sterującego; 
− przesłanie na serwozawór proporcjonalny aktualnego 

sygnału sterowania. 
Producent deklaruje dokładność sterowania na poziomie 

±0.2÷0.8mm, a pomiaru przemieszczenia 0.01mm 
z dokładnością poniżej 1%. 

3

1

4

5

2

pomiar przemieszczenia

odtwarzanie zmiennych 
stanu

predykcja stanu
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Rys. 1. Schemat algorytmu sterowania sterownika SPC-200 

2. STANOWISKO BADAWCZE 

Badania eksperymentalne serwonapędu elektropneuma-
tycznego dotyczyły regulacji przestawnej, nadążnej, ucze-
nie/odtwarzanie oraz na sprawdzeniu wpływu bezpośred-
niego pomiaru przemieszczenia i prędkości tłoka siłownika 
na dokładność pozycjonowania przy wykorzystaniu regula-
tora rozmytego typu PD. Problem pozycjonowania serwo-
napędów pneumatycznych wynika ze złożonego, skompli-
kowanego i nie do końca poznanego procesu przetwarzania 
energii sprężonego gazu na energię mechaniczną ruchu 
tłoka siłownika. Rozwiązanie takiego problemu w otoczeniu 
niedostatecznej i niekompletnej informacji jest zadaniem 
trudnym do realizacji w warunkach pracy przemysłowej. 
Dodatkowym problem są rosnące wymagania użytkowe: 
realizacja zadania przestawiania, nadążania oraz ucze-
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nia/odtwarzania dowolnych trajektorii ruchu. Wymagane 
jest również pozycjonowanie w szerokim zakresie prze-
mieszczeń i zadanych prędkości ruchu tłoka siłownika. Na 

Rys. 2 przedstawiono schemat analizowanego układu ste-
rowania serwonapędu elektropneumatycznego. 

A/DD/A

Fuzzy

Target PC Host PC

Karta
sieciowa

PCI-DAS1602/16

MPYE-5-1/8-HF-010-B

MATLAB
Simulink

xPC Target

3

1

4

5

2

Karta
sieciowa

x(t)

v(t)

 
Rys. 2. Schemat układu sterowania serwonapędu elektropneumatycznego 

 
Rys. 3. Widok ogólny stanowiska badawczego:1 – zadajnik sy-

gnału wejściowego, 2 – przetwornik przemieszczenia 
i prędkości BTL7, 3 – siłownik beztłoczyskowy 
D32x600, 4 – przetwornik przemieszczenia BTL5,  
5 – zasilacz 24V DC, 6 – siłownik beztłoczyskowy 
DGP-25-224, 7 – serwozawór proporcjonalny MPYE-5-
1/4-HF-010-B, 8 – zespół przygotowania powietrza 

Do budowy stanowiska badawczego zastosowano: 
− siłownik beztłoczyskowy D32x600 o średnicy tłoka 

32mm, długości 600mm (Prema) i wewnętrznym analo-
gowym, bezstykowym, magnetostrykcyjnym przetwor-
nikiem przemieszczenia i prędkości BTL7-A5001-
M0750-B-S32 (Baluff), wyjścia analogowe 0-10 V; 

− serwozawór proporcjonalny przepływu MPYE-5-1/4-
HF-010-B (Festo) sterowany napięciowo 0-10 V; 

− karta AD/DA PCI-DAS 1602/16 (Measurement Compu-
ting) o 16 wejściach oraz 2 wyjściach analogowych 16-
bitowa; 

− system xPC Target do szybkiego prototypowania i sy-
mulacji hardware in the loop (Mathworks); 

− komputery PC (Host i Target). 
Widok ogólny stanowiska badawczego przedstawiono 

na Rys. 3. 

3. WYNIKI BADA Ń EKSPERYMENTALNYCH 

Pierwszym etapem badań eksperymentalnych było wy-
znaczenie szumu pomiarowego przetwornika położenia. 
W celu dokonania pomiarów, ustawiono suwak siłownika 
beztłoczyskowego w określonym położeniu i rejestrowano 
napięcie wyjściowe z przetwornika przemieszczenia. 
Na Rys. 4 przedstawiono wyniki badań. Z przeprowadzo-
nych badań szum pomiarowy wyniósł ±0,007 V. 

 
Rys. 4. Przebiegi napięcia wyjściowego przetwornika przemiesz-

czenia 
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Rys. 5. Schemat układu z programowym odtwarzaniem sygnału 

 
Rys. 6. Schemat układu z wykorzystaniem bezpośredniego pomiaru sygnału prędkości 

a)                                                                                                b)  

   
Rys. 7. Pozycjonowanie serwonapędu elektropneumatycznego: a) z odtwarzaniem sygnału zmiany uchybu, b) z bezpośrednim pomiarem 

sygnału prędkości 

Następnie w Matlabie/Simulinku zbudowano dwa ukła-
dy sterowania rozmytego serwonapędu elektropneumatycz-
nego. Na Rys. 5 przedstawiono układ, w którym zastosowa-
no programowe odtwarzanie sygnału zmiany uchybu ∆e 

w torze sterowania D regulatora rozmytego typu PD, nato-
miast na Rys. 6 układ z wykorzystaniem bezpośredniego 
pomiaru sygnału prędkości. 
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Programowe odtworzenie sygnału prędkości i sygnału 
przyspieszenia z sygnału przemieszczenia, w którym wystę-
puje szum wymaga stosowania filtrów. Na Rys. 7a przed-
stawiono proces sterowania rozmytego serwonapędu elek-
tropneumatycznego według układu z rys. 5, natomiast na 
rys. 7b według układu z rys. 6. W obydwu przypadkach 
jako sygnał wymuszający zastosowano sygnał typu ramp 
z przemieszczeniem siłownika do 0,36m i zadaną prędko-
ścią 1,8m/s. 

Na Rys. 8a przedstawiono wykres prędkości tłoka si-
łownika odtworzony z sygnału przemieszczenia przez za-

stosowanie różniczki programowej. Jest to sygnał silnie 
zaszumiony, praktycznie bezużyteczny w układzie sterowa-
nia. Na Rys. 8b przedstawiono odtworzoną prędkość tłoka 
siłownika przy zastosowaniu filtra różniczkującego rzeczy-
wistego. Na Rys. 9 przedstawiono wykresy prędkości tłoka 
siłownia z pomiaru bezpośredniego oraz dla porównania 
przy odtworzeniu z sygnału położenia. Zastosowano taki 
sam rodzaj filtra jak na Rys. 8b. Powstałe różnice pomiędzy 
prędkością odtwarzaną z sygnału położenia i z bezpośre-
dniego pomiaru prędkości, mogą powodować błędy w torze 
sterowania. 

a)                                                                                                 b) 

  
Rys. 8. Wykresy prędkości tłoka siłownika z odtwarzania sygnału położenia: a) bez filtra, b) z filtrem 

 
Rys. 9. Wykresy prędkości tłoka siłownika z pomiaru bezpośred-

niego 

Dokładność pozycjonowania serwonapędu elektro-
pneumatycznego sprawdzono przy użyciu standardowych 
wskaźników jakości takich jak: czas regulacji, przeregulo-
wanie, uchyb statyczny. Założono odchyłkę ustaloną 

o wartości ±5mm. W tabeli 1 zebrano porównanie podsta-
wowych wskaźników jakości regulacji dla sterowania 
z odtwarzaniem sygnału prędkości oraz z bezpośrednim 
pomiarem prędkości. 

Tab. 1. Podstawowe wskaźniki jakości regulacji 

 Czas regula-
cji [s] 

Uchyb statyczny 
[m] 

Przeregulowanie 

z odtwarza-
niem 

1,65 0,024 0,067 

bez odtwa-
rzania 

1,50 0,003 0,011 

 
Na Rys. 10 i 11 przedstawiono proces pozycjonowania 
serwonapędu z bezpośrednim pomiarem sygnału prędkości 
dla wymuszenia typu ramp ze skokiem do 360mm i prędko-
ściami odpowiednio 1,5m/s i 0,3m/s, natomiast na Rys. 12 
proces pozycjonowania dla wymuszenia typu sinusoidalne-
go o częstotliwości 0,1Hz. W tym przypadku siłownik osią-
gnął maksymalny skok wynoszący 540mm, a prędkość 
maksymalną wynoszącą 0,34m/s. 
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a)                                                                                                b) 

 
Rys. 10. Pozycjonowanie serwonapędu elektropneumatycznego z bezpośrednim pomiarem sygnału prędkości dla wymuszenia typu ramp       

  ze skokiem do 360mm i prędkością 1,5m/s: a) charakterystyki przemieszczenia, b) charakterystyki prędkości 

a)                                                                                                b) 

 
Rys. 11. Pozycjonowanie serwonapędu elektropneumatycznego z bezpośrednim pomiarem sygnału prędkości dla wymuszenia typu ramp    

  ze skokiem do 360mm i prędkością 0,3m/s: a) charakterystyki przemieszczenia, b) charakterystyki prędkości 

a)                                                                                                b) 

 
Rys. 12. Pozycjonowanie serwonapędu elektropneumatycznego z bezpośrednim pomiarem sygnału prędkości  

     dla wymuszenia typu sinusoidalnego ze skokiem maksymalnym 540mm i prędkością maksymalną 0,34m/s:  
     a) charakterystyki przemieszczenia, b) charakterystyki prędkości 
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3. WNIOSKI 

W pracy przedstawiono badania eksperymentalne ukła-
dów regulacji rozmytej z wykorzystaniem bezpośredniego 
pomiaru prędkości tłoka siłownika oraz przy odtwarzaniu 
sygnału prędkości z mierzonego sygnału przemieszczenia 
tłoka siłownika. Odtwarzanie niemierzalnych sygnałów 
wymaga stosowania filtrów w układach sterowania, co może 
powodować błędy i wprowadzać opóźnienia. Układ z po-
miarem bezpośrednim prędkości jest układem działającym 
„bardziej kulturalnie” niż układ z odtwarzaniem sygnału 
prędkości. Przesterowania zaworu proporcjonalnego są 
mniej gwałtowne, a zawór pracuje cicho. Dodatkowym 
atutem układu z pomiarem bezpośrednim jest brak koniecz-
ności strojenia regulatora rozmytego typu PD. Jak widać 
na Rys. 6 współczynniki wzmocnienia w torze P, D 
oraz na wyjściu regulatora mają wartość 1. Przeprowadzono 
obliczenia podstawowych wskaźników jakości i porównano 
obydwa typu układów. Z wyników badań można zauważyć 
przewagę układu z pomiarem bezpośrednim prędkości tłoka 
siłownika. Dostrojenie regulatora rozmytego na drodze 
eksperymentalnej powinno jeszcze bardziej poprawić do-
kładność pozycjonowania serwonapędu elektropneumatycz-
nego. 
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POSITIONING OF ELECTRO-PNEUMATIC  
SERVO-DRIVE WITH DIRECT DISPLACEMENT  

AND VELOCITY TRANSDUCER 

Abstract:  In the paper a research stand to positioning of electro-
pneumatic servo-drive with direct displacement and velocity 
transducer are presented. The fuzzy logic controller constitute 
the control system. The performance control of the pneumatic 
servo-drive with new transducer was checked by means of stan-
dard performance index. 
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Streszczenie: W artykule przedstawiono koncepcję metody segmentacji słów wypowiadanych w języku polskim. Jako narzę-
dzie w procesie segmentacji wykorzystano transformację falkową. Zaproponowano algorytm postępowania oraz przedsta-
wiono wyniki prowadzonych prac badawczych. Wykorzystując opracowaną metodę dokonano podziału wypowiadanych słów 
i sprawdzono poprawność jego wykonania. Niniejsze badanie stanowi platformę bazową do dalszych prac zmierzających 
w kierunku opracowania automatycznego systemu rozpoznawania mowy. Badania i obliczenia wykonywano w oparciu 
o oprogramowanie Matlab. 

 

1. WPROWADZENIE  

Wiele ośrodków badawczych na świecie zajmuje się 
problematyką automatycznego rozpoznawania mowy (ang. 
Automatic Speech Recognition, ASR). Po wydzieleniu 
słowa z otaczającej go ciszy (Gosiewski i Tarasiuk, 2009), 
kolejnym etapem tworzenia ASR jest dokonanie parametry-
zacji otrzymanego sygnału, ponieważ w postaci czasowej 
wykazuje on dużą nadmiarowość informacji. Pierwszym 
krokiem na tym etapie obróbki sygnału mowy jest jego 
podział na jednorodne akustycznie fragmenty, czyli seg-
mentacja. W rozdziale 2 przedstawiono stosowane metody 
segmentacji sygnałów. Rozdział 3 zajmuje się prezentacją 
stosowania dekompozycji falkowej w analizie sygnałów. 
Możliwości wykonania segmentacji sygnału mowy z wyko-
rzystaniem transformacji falkowej przedstawiono w roz-
dziale 4. Rozdział 5 to przykład wykonania segmentacji 
rzeczywistego sygnału mowy. 

2. SEGMENTACJA SYGNAŁU MOWY 

Segmentacja sygnału akustycznego, w tym i sygnału 
mowy, może być dokonywana wieloma sposobami. Jeżeli 
za kryterium podziału sygnału przyjąć długość badanego 
fragmentu, w którym zakładamy jego quasi-stacjonarność, 
to możemy wyróżnić dwa typy segmentacji: równomierną 
(wielokrotność fragmentów stałej długości) lub nierówno-
mierną (zmienna długość fragmentów). Segmentacja rów-
nomierna była szeroko stosowana i zakładała ona podział 
sygnału oknem 10÷40ms (najczęściej 2k próbek w oknie 
o łącznej długości około 30ms) z zachodzeniem ramek 
(ang. overlapping) co najmniej na 1/3 okna (Zieliński, 
2002). Niosło to jednak ze sobą ryzyko trafienia do jednej 
ramki obserwacji różnych fragmentów sygnału, a tym sa-
mym przekłamań. Segmentacja nierównomierna dzieli sy-
gnał na fragmenty quasi-stacjonarne o różnej długości, 
dzięki czemu uwzględnia charakter sygnału. Narzędziem, 
wręcz predysponowanym do segmentacji nierównomiernej 

jest transformacja falkowa. Wynika to ze zróżnicowanej 
wielkości okna dla częstotliwości niskich i wysokich 
w trakcie badania sygnału (Mallat,1999), którego zasada 
szczególnie widoczna staje się podczas porównania zjawi-
ska okienkowania transformacji Fouriera (ang. Fourier 
Transform – FT) i transformacji falkowej. Innym podej-
ściem do tej segmentacji jest wykorzystanie niejawnych 
modeli Markowa (ang. HMM) w połączeniu z algorytmem 
Viterbiego (Demuynck i Laureys,2002).  

Wykorzystanie funkcji zmienności widmowej sygnału, 
która jest zależna od czasu zastosował Fang (1994) w swo-
im algorytmie segmentacji dyskretnego sygnału mowy. 
Bazuje on na pomiarze częstotliwości chwilowej i wykryciu 
miejsca gdzie następuje zmiana tej częstotliwości. 

Diaunys i inni (2005) zajmując się problematyką seg-
mentacji sygnału mowy, w oparciu o dwa filtry pasmowo 
przepustowe stwierdzili, że do wydzielenia głosek szczeli-
nowych można wykorzystać stosunek energii pasma wyso-
kiej częstotliwości do energii pasma niskiej częstotliwości, 
liczony wg wzoru (1). Przy częstotliwości próbkowania 
16kHz porównywano dwa pasma częstotliwości 50-2500Hz 
i 5-7kHz. Należy zauważyć, że stosowano tu okno obserwa-
cji 10ms z 5ms overlappingiem, dla którego wyznaczano 
energię. 

[ ]
[ ],][
kE

kE
kF

low

hig=  (1) 

gdzie: Ehig[k] -energia pasma wysokiej częstotliwości, 
Elow[k] -energia pasma niskiej częstotliwości, dla k-okna 
obserwacji. Wykres stworzony na podstawie tej wielkości 
pozwolił na graficzne wydzielenie głosek szczelinowych 
z sygnału mowy. 

3. DEKOMPOZYCJA FALKOWA 

Rozwój transformacji falkowej (ang. Wavelet Transform 
– WT) historycznie rozpoczął się z ciągłej transformacji 
falkowej (ang. Continuous Wavelet Transform – CWT). 
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Pozwoliła ona stosować reprezentację czas-skala do bada-
nia analogowych sygnałów, gdzie skala spełnia rolę analo-
giczną do częstotliwości w analizie częstotliwościowej z FT 
(Siafarikas i inni, 2008). W przypadku stosowania FT anali-
zuje ona sygnał ze stałą rozdzielczością częstotliwościową 
zarówno w stosunku do wysokich, jak i niskich częstotliwo-
ści. Analiza częstotliwości wysokich wymaga jednak krót-
szych fragmentów sygnału niż w przypadku częstotliwości 
niskich. Stosowanie WT w sposób automatyczny usuwa tą 
niedogodność, ponieważ rozdzielczość częstotliwościowa 
zmienia się wraz ze zmianą częstotliwości samego sygnału. 
Schematycznie przedstawiono to na rysunku 1. W przypad-
ku analizy sygnałów dyskretnych za pomocą falek, podsta-
wowym narzędziem jest dyskretna transformacja falkowa 
(ang. Discrete Wavelet Transform - DWT)  

 
Rys. 1. Schemat rozdzielczości czasowo-częstotliwościowej WT 

 
Rys. 2. Przykład 3 poziomowej dekompozycji sygnału  
            (wg dokumentacji Matlab) 

Zastosowanie dyskretnej transformacji falkowej prowa-
dzi do zmniejszenia ilości współczynników o połowę, 
wraz ze wzrostem poziomu dekompozycji sygnału (Rys. 2). 
W trakcie dekompozycji sygnału jest on rozkładany 
na części dolnoprzepustową (oznaczana jako A) i górno-
przepustową (oznaczana jako D). Operacje dalszej dekom-
pozycji dokonywane są zawsze z częścią dolnoprzepustową 
otrzymaną w poprzednim etapie. Proces syntezy sygnału 
dokonywany jest według tego samego algorytmu w odwrot-
nym kierunku. 

Gdzie podstawowy sygnał można przedstawić zgodnie 
z formułą (2). Zapis ten przedstawia ideę przeprowadzania 
dekompozycji i syntezy oryginalnego sygnału. Znak plus 
należy tu bowiem traktować jako syntezę, a nie matema-
tyczną operację dodawania.  

  

123312211 DDDADDADAS +++=++=+=  (2) 

4.  SEGMENTACJA SYGNAŁU MOWY Z U ŻYCIEM 
TRANSFORMACJI FALKOWEJ  

Alani i Deriche (1999) do wyznaczenia segmentów sy-
gnału mowy wykorzystali dekompozycję falkową łącznie 
z segmentacją równomierną w oparciu o okno Hamminga 
i 25% overlapping. Badali euklidesową odległość pomiędzy 
ramkami sygnału. Zastosowanie ramkowania sygnału pro-
wadziło jednak do spadku rozdzielczości czasowej otrzy-
manej sekwencji. 

Tan i inni (1994) zastosowali dekompozycję falkową 
do wydzielenia pięciu poziomów dekompozycji, niosących 
informację z różnych przedziałów częstotliwości, które 
odpowiadają rożnym rodzajom fonemów(nosowe, szczeli-
nowe itd.). Następnie po użyciu 0,8ms okna Hamminga, 
wyznaczono standardową dewiację sąsiednich ramek, 
przyjmując że średnia wartość energii każdej ramki dąży 
do zera. Pozwoliło to na wydzielenie granic poszczególnych 
dźwięków na poziomach im odpowiadających. 

Gałka (2008) zaproponował wykorzystanie widma mocy 
o jednorodnej długości na każdym z poziomów dekompo-
zycji falkowej do wykonania segmentacji sygnału mowy. 
Wykazując jednocześnie, że energia widma falkowego jest 
równa energii sygnału, czyli transformacja falkowa zacho-
wuje energię podstawowego sygnału.  

Ponieważ liczba współczynników dekompozycji zależy 
od poziomu na którym jest liczona, w celu wyrównania 
długości wierszy, na każdym z poziomów dekompozycji 
energię wyznaczano biorąc 2k kolejnych współczynników 
(k=1, 2, 3, …). Tym sposobem można było zbudować ma-
cierz energii liczonej z dekompozycji sygnału, gdzie liczba 
wierszy jest równa M+1. Następnie wykorzystywany był 
złożony, filtr Tukey’a do określenia granic segmentu sygna-
łu akustycznego. Widmo wyznacza się wykorzystując for-
mułę (3). Na najwyższym poziomie dekompozycji wyzna-
czano energię tej samej liczby współczynników dla obu 
składowych (A i D analogicznie). 
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gdzie: m=1,.., M oznacza użyty poziom dekompozycji,  
dmn – n-ty współczynnik dekompozycji otrzymany w m-tym 
wektorze. 

Ważnym etapem jest zebranie doświadczeń z użycia od-
powiedniej rodziny falek, jak i doboru poziomu dekompo-
zycji. Na wstępie stworzono w Matlabie testowy sygnał 
akustyczny o długości 1600 próbek, z częstotliwością prób-
kowania 4096Hz tonu 1000Hz, zawierający wstawkę długo-
ści 50ms tonu 2000Hz poczynając od 1001 próbki. Pozwo-
lił on też na ocenę opracowanej metody segmentacji z uwa-
gi na pełną wiedzę o badanym sygnale a priori. Przy takim 
sygnale po zastosowaniu falki db1 poziomu 2 otrzymujemy 
bardzo wyraźną formę sygnału wejściowego, przedstawioną 
na rysunku (3). Dokonano prób z wieloma falkami i pozio-
mami, jednak najlepszą formę sygnału wejściowego pod-
czas dekompozycji, uzyskano właśnie przy użyciu 
w/w falki. 

Z sygnału długości 1600 próbek otrzymano współ-
czynniki falkowe, odpowiednio na każdym poziomie de-
kompozycji: D1 – 800 współczynników, D2 i A2 – 400. 
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Uwzględniając częstotliwość próbkowania każdy poziom 
dekompozycji odpowiada jednemu pasmu częstotliwości: 
D1 – 1024÷2048Hz, D2 – 512÷1024Hz i A2 – 0÷512Hz.  

 
Rys. 3. Dekompozycja sygnału testowego falką db1 poziom 2 

Na podstawie współczynników dekompozycji według 
wzoru (3) można wyznaczyć macierz o rozmiarze 3x200 ze 
współczynnikami energii widma. Uwzględniając opisany 
wyżej sposób dekompozycji wzór (1) winien ewoluować do 
postaci (4).  
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Na podstawie macierzy ze współczynnikami energii 
widma dokonano porównania energetycznego pasma 
1024÷2048Hz do 0÷1024Hz. Ponieważ oceniamy proces 
zmiany stosunku energii obu pasm w sygnale, można zasto-
sować wydzielenie obwiedni tej zmiany – Rys. (4). 
Do wydzielenia obwiedni sygnału użyto filtru dolnoprzepu-
stowego ze skończoną odpowiedzią impulsową (ang. Finite 
Impulse Response filter – FIR).  

 
Rys. 4. Zmiany energii widma sygnału; a)współczynniki A2  
            dekompozycji; b)energia widma z poziomu A2;  
            c) energia widma z poziomu D2; d)energia widma  
            z poziomu D1; e)obwiednia F[k] 

Zastosowana metodyka pozwoliła wydzielić z sygnału 
akustycznego trzy fragmenty oddzielone liniami przerywa-
nymi, które odpowiadają trzem fragmentom o różnej często-
tliwości próbnego sygnału. 

5. PRZYKŁAD 

 Następnie badaniom poddano słowo „dwa” wypowie-
dziane przez mężczyznę, które zostało zarejestrowane dyk-
tafonem cyfrowym firmy Sony model ICD-P28 z częstotli-
wością próbkowania 8[kHz]. Przy wyborze rodziny falek 
wykorzystano doświadczenie zdobyte w trakcie badań nad 
wydzieleniem słów z otaczającej ciszy (Gosiewski i Tara-
siuk, 2009), jednocześnie sprawdzając możliwość wykorzy-
stania różnych falki i ich poziomów. Czytelna dekompozy-
cja została wykonana falką db6 poziom 3 (Rys. 5). 
Jest to najniższy poziom oddający prawidłowo kształt ba-
danego sygnału, bez zakłóceń. 

 
Rys. 5. Dekompozycja słowa „dwa” falką db6 poziom 3 

Powtórzono wszystkie operacje opisane wcześniej (przy 
obróbce testowego sygnału akustycznego), które pozwoliły 
na dokonanie graficznego podziału sygnału na segmenty 
(Rys. 6). Linie pionowe oddzielają poszczególne, opisane 
fragmenty słowa. W tym przypadku porównywano energię 
z pasma 2÷4kHz do energii z pasma 0÷2kHz. Na podstawie 
wyznaczonych granic dokonano podziału sygnału akustycz-
nego, po odsłuchaniu ich stwierdzono, że słowo „dwa” 
zostało podzielone poprawnie. 

 
Rys. 6. Zmiany energii widma słowa „dwa”; a)współczynniki A3 
            dekompozycji; b)energia widma z poziomu A3; c)energia 
            widma z poziomu D3; d)energia widma z poziomu D2; 
            e)energia widma z poziomu D1; f)obwiednia F[k] 

W każdym wydzielonym segmencie następuje wzrost 
wartości stosunku energii pasma górnego do dolnego 
od wartości zerowej do maksimum lokalnego. Dalej nastę-
puje jego spadek do wartości zerowej przy końcu segmentu. 
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Powtarza się to w każdym segmencie. Występują chwilowe 
spadki jego wartości(fragment z samogłoską A), jednak nie 
świadczy to o końcu segmentu, a tylko o chwilowej zmien-
ności sygnału.  

Ponieważ dokonywano porównania energii górnej części 
pasma do dolnej, dokonano sprawdzenia czy podobny re-
zultat zostanie osiągnięty przy wykorzystaniu współczynni-
ków dekompozycji sygnału falką db6 poziom 1. W tym 
przypadku porównywana będzie też energia z pasma 
2÷4kHz do energii z pasma 0÷2kHz. Wykonanie dekompo-
zycji na tym poziomie skutkowało jednak otrzymaniem 
większej liczby współczynników falkowych w każdym 
z dwóch pasm. Wyznaczanie energii według wzoru (3) 
prowadziło w istocie do wyznaczenia energii okna obser-
wacji, o różnej długości na każdym z poziomów dekompo-
zycji. Dokonano więc wyznaczenia energii okna zgodnie 
ze wzorem (5), co skutkowało porównywaniem takiej samej 
liczby próbek wartości energii, jak na Rys. 6.  
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gdzie: M-czytelny poziom dekompozycji badanego sygnału. 
Uwzględniając opisany wyżej sposób wyznaczenia energii 
wzór (4) uprości się do postaci (6). 
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Na Rys. 7 znajduje się porównanie obwiedni F[k]  
otrzymanych z różnych dekompozycji falkowych tego sa-
mego sygnału. 

Pierwsza granica pomiędzy 1 i 2 segmentami znajduje 
się w tym samym miejscu w obu przypadkach. Następuje 
natomiast przesunięcie (oznaczone strzałką) granicy podzia-
łu pomiędzy 2 i 3 segmentami. Należy podkreślić, że odsłu-
chowe sprawdzenie obu sposobów segmentacji, nie pozwala 
stwierdzić, która z nich jest właściwsza. 

 
Rys. 7. Obwiednia F[k] słowa „dwa”; a)otrzymana na podstawie 
             dekompozycji db6 poziom 1; b)otrzymana na podstawie 
             dekompozycji db6 poziom 3 

W następnym etapie dokonano sprawdzenia porów-
nawczego 20 nagrań słowa „dwa” wypowiedzianych przez 
tego samego mówcę, zarejestrowanych tym samym urzą-
dzeniem. Okazało się że 17 nagranych słów, czyli 85% 
zostało podzielonych na segmenty właściwie.  

6. PODSUMOWANIE 

Przeprowadzone badania wykazały , że opracowany al-
gorytm segmentacji wykorzystujący transformację falkową, 
jest ciekawą metodą, która po dalszych badaniach, może 
stanowić cenne narzędzie analizy mowy. 

 
 

 W dalszych pracach badawczych z większą liczbą 
słów różnej długości i wypowiadanych przez osoby o zróż-
nicowanej płci i wieku, należy zweryfikować prawidłowość 
działania opracowanej metody, jak i ocenić z jakiego po-
ziomu dekompozycji winna być wyznaczana. Ponieważ jej 
obecne stadium pozwala jedynie na ręczne dokonywanie 
podziału sygnałów mowy, należy w ich trakcie opracować 
sposób umożliwiający podział sygnału bez udziału człowie-
ka, w celu późniejszego wykorzystania w automatycznym 
systemie dokonującym podziału słów na segmenty. Po tym 
etapie winno nastąpić opracowanie całościowego algorytmu 
programu, automatycznie wydzielającego słowa z otaczają-
cej ciszy, jak i dzielącego zarejestrowane sygnały mowy 
na segmenty oraz wybór platformy do jego implementacji. 
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SPEECH SEGMENTATION IN POLISH LANGUAGE  
BY WAVELET TRANSFORMATION 

Abstract:  This article introduces an conception on polish spoken 
words segmentation using wavelet transformation. There was 
suggested an algorithm and presented achievements made during 
researches. Spoken words were then divided and their segmenta-
tion correctness was verified with use of mentioned above method. 
This study provides a base platform for further development of the 
automatic speech recognition system. Research and calculations 
were executed in MATLAB. 
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Streszczenie: W artykule opisano nową koncepcyjną konstrukcję mechatronicznego pozycjonera biegunowego opracowaną 
dla potrzeb technologii znakowania i grawerowania podpowierzchniowego szkła i innych przezroczystych dielektryków. 
Omówiono warunek sztywności konstrukcji pozycjonera (dla przypadku klasycznego kartezjańskiego i rozwiązania propo-
nowanego – biegunowego), wpływający bezpośrednio na dokładność obróbki laserowej. W pracy wskazano również możliwe 
pola zastosowań opracowanej koncepcji pozycjonera biegunowego. Zaproponowana konstrukcja aparatu ruchowego pozwoli 
na uzyskanie nowej jakości pozycjonowania (uzyskanie efektu synergii) poprzez połączenie komputerowego sterowania 
z prostym mechanizmem biegunowym (parami obrotowymi), wzorowanym na konstrukcji dysku twardego komputera osobi-
stego. 

1. WPROWADZENIE 

Technika znakowania za pomocą lasera umożliwia łatwą 
personalizację różnych przedmiotów. Nawet przy dużych 
seriach można każdy przedmiot opisać inaczej, nadając mu 
kolejny numer, czy też opisując nazwiska kolejnych osób – 
wszystko to, bez potrzeby przygotowania jakichkolwiek 
klisz, czy matryc, czyli bez ponoszenia kolejnych kosztów. 
Istotnym i rozwijającym się polem zastosowań obróbki 
laserowej jest wykorzystanie formującej wiązki obróbczej 
do grawerowania podpowierzchniowego szkła lub też in-
nych przezroczystych dielektryków. W większości wypad-
ków powstałe w wyniku takiej obróbki dwu- lub trójwymia-
rowe odwzorowania (tworzone ze zbioru pojedynczych 
punktów), wykorzystuje się do celów komercyjnych, np. 
reklama, przemysł pamiątkarski, a uproszczony proces 
powstawania i wdrożenia produktu daje możliwość odnie-
sienia konkretnych korzyści rynkowych. 

Analizując układy pozycjonujące wiązkę obróbczą 
w obecnie dostępnych na rynku rozwiązaniach systemów 
do laserowego grawerowania szkła można jednoznacznie 
stwierdzić, że w zasadzie większość z nich bazuje na roz-
wiązaniach pozycjonerów pracujących w układach karte-
zjańskich. Związane jest to między innymi z faktem, 
iż klasyczne rozwiązania stosowane w obecnie wytwarza-
nych obrabiarkach niejednokrotnie wzorowane są na roz-
wiązaniach jeszcze z czasów, kiedy do sterowania maszyn 
nie używano techniki komputerowej. Niemożliwe do reali-
zacji rozwiązania sprzed kilkunastu, czy też kilkudziesięciu 
lat, można dzisiaj z powodzeniem wprowadzić do praktyki 
inżynierskiej w postaci jednolitego urządzenia mechatro-
nicznego, dzięki powiązaniu w jednym produkcie zagadnień 
z zakresu mechaniki, elektroniki i informatyki. Takim wła-
śnie produktem jest omawiany w dalszej części pracy nowy 
pozycjoner biegunowy, który dzięki prostej konstrukcji, 

niskiemu kosztowi wytworzenia, oraz sterowaniu kompute-
rowemu, może stanowić alternatywne rozwiązanie dla ty-
powych, powszechnie stosowanych pozycjonerów karte-
zjańskich (Trochimczuk, 2009b). 

2. DOKŁADNO ŚĆ OBRÓBKI  A SZTYWNO ŚĆ 
    KONSTRUKCJI UKŁADU POZYCJONUJ ĄCEGO 

Istotnym parametrem, który należy brać pod uwagę 
przy obróbce laserowej (laserem impulsowym) trójwymia-
rowych odwzorowań, jest dokładność urządzenia formują-
cego. Wiąże się to bezpośrednio z faktem, iż punkty two-
rzone przez laserową wiązkę obróbczą muszą mieścić się 
w określonym wymiarze (x-y-z), tj. ok. 200x200x600 mi-
krometrów. Odległość pomiędzy nimi powinna być co naj-
mniej równa i nie może być mniejsza od rozmiaru pojedyn-
czo formowanego mikropęknięcia. Wynika to z faktu, 
że formowane w strukturze szkła odwzorowanie może ulec 
zniszczeniu (niekontrolowane lokalne pęknięcie znacznie 
przewyższające rozmiarem i formą standardowe mikropęk-
nięcie), na wskutek nałożenia się na siebie mikropęknięcia 
nowotworzonego z już wcześniej powstałymi w strukturze 
szkła. Wspomniana odległość pomiędzy formowanymi 
wiązką laserową punktami struktury, nie może być również 
za duża, gdyż wtedy utworzony trójwymiarowy obiekt bę-
dzie mniej kontrastowy, a tym samym mniej atrakcyjny 
z punktu widzenia odbiorcy wytworzonego tą technologią 
produktu (kubika). 

Jednym z istotnych czynników wpływających bezpo-
średnio na dokładność obróbki jest sztywność konstrukcji 
aparatu ruchowego (Trochimczuk i Gawrysiak, 2009;  
Trochimczuk, 2009a). Tu miarą dokładności będzie ugięcie 
(odkształcenie) konstrukcji na wskutek oddziałujących sił 
bezwładności. Można więc założyć, że dokładność będzie 
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tym większa, im większa będzie sztywność rozpatrywanej 
konstrukcji. 

Klasyczne rozwiązanie pozycjonera (dla układu nieru-
choma wiązka obróbcza – ruchomy przedmiot obrabiany) 
opiera się zazwyczaj na stole krzyżowym XY utworzonym 
z połączonych ze sobą pozycjonerów jednoosiowych. Na-
pęd przekazywany jest z silnika krokowego, poprzez prze-
kładnię śrubową, do stołu pozycjonującego. Powiązanie 
ruchów w dwóch osiach pozwala na przemieszczanie obiek-
tu obrabianego w płaszczyźnie, a tym samym na formowa-
nie pojedynczych warstw tworzonej struktury odwzorowa-
nia. Przedstawiany układ jest układem szeregowym, w któ-
rym poza zjawiskami sztywności i tłumienia zakłada się 
dodatkowo luzy w całej konstrukcji (Rys.1) (Trochimczuk, 
2009a, b). 

 
Rys. 1. Sztywności w kartezjańskim aparacie ruchowym  
             urządzenia grawerującego 

Całkowitą sztywność omawianego rozwiązania można 
wyrazić za pomocą następującej zależności: 
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gdzie: C1 – sztywność osi X pozycjonera, C2 – sztywność 
osi Y pozycjonera. 

Przeprowadzona analiza aparatu ruchowego pozycjone-
ra, z uwzględnieniem możliwych układów pozycjonujących 
wiązkę laserową i materiał obrabiany (Trochimczuk, 
2009b), skłoniła autora do zaproponowania innego podej-
ścia do pozycjonowania materiału i wiązki obróbczej. Jest 
ono wzorowane na układach spotykanych w twardych dys-
kach, czy też w wiertarce do wykonywania otworów 
w elektronicznych obwodach drukowanych (Müller, 2001). 
Podejście to, według wiedzy autora, nie jest stosowane 
w praktyce budowy laserowych urządzeń do grawerowania 
szkła. 

W przypadku pozycjonera biegunowego (Rys. 2) (Tro-
chimczuk i Gawrysiak, 2009; Trochimczuk, 2009a), jako 
modyfikacji wspomnianej konstrukcji klasycznej poszcze-
gólne sztywności występują w układzie równoległym. Cał-
kowita sztywność urządzenia sprowadza się do sumy 
sztywności ramienia obróbczego i stołu obróbczego, 
co można zapisać zależnością: 

1 2,C C C= +  (2) 

gdzie: C1 – sztywność ramienia obróbczego pozycjonera,  

C2 – sztywność stołu obróbczego pozycjonera. 

 

Rys. 2. Sztywności w biegunowym aparacie ruchowym  
             urządzenia grawerującego 

Obróbka trójwymiarowego odwzorowania wykonywana 
jest warstwowo, zaczynając od warstw położonych najniżej, 
przechodząc kolejno do warstw wyżej położonych. Wynika 
to z faktu, że lokalne mikropęknięcie mogłoby „przesłonić” 
obszar, do którego dotrzeć powinno ognisko skupionej 
wiązki laserowej (materiał stałby się w tym miejscu nie-
przezroczysty). Nałożenie się w tym miejscu mikropęknięć 
spowodowałoby wspomniane wcześniej zniszczenie for-
mowanego odwzorowania. Z racji warstwowej obróbki 
w obu omawianych przypadkach analiza sprowadza się 
tylko do przemieszczeń pozycjonerów w płaszczyźnie XY – 
stąd nie rozpatrywano tu współrzędnej Z, służącej tylko 
do przejścia na następną warstwę (Trochimczuk, 2009b). 

Korzystny argument sztywnościowy oraz argument 
związany z kosztami wytworzenia proponowanego rozwią-
zania, w stosunku do dokładnych osi kartezjańskich, skłonił 
autora do opracowania konstrukcji pozycjonera biegunowe-
go. Przedstawione prototypowe rozwiązanie będzie wyko-
rzystane do przeprowadzenia dalszych badań symulacyj-
nych potwierdzających zasadność przyjętego rozumowania, 
oraz utworzenia rzeczywistego prototypu i sprawdzenia 
jego użyteczności w warunkach warsztatowych. 

Przy opracowaniu koncepcji pozycjonera dodatkowo 
brano pod uwagę argument zwiększonej wydajności 
i szybkości pracy urządzeń pracujących w układzie biegu-
nowym. Istotną różnicę można tu zauważyć porównując 
m.in. czas wykonania typowego cyklu pracy (dla zadania 
pick-and-place) robota kartezjańskiego XYZ i robota typu 
SCARA – biegunowego. Korzystniej wypada w tym po-
równaniu robot typu SCARA (ten sam cykl zrealizowano 
o 0,41 sekundy szybciej) (Trochimczuk, 2009a, b). 

Innym, równie istotnym, argumentem jest również czyn-
nik niższych kosztów wytworzenia prostych par obrotowych 
w stosunku do dokładnych prowadnic liniowych. W karte-
zjańskich pozycjonerze XY dokładność przemieszczenia 
zależeć będzie w głównej mierze od dokładności wykonania 
prowadnic, oraz od zapewnienia prostopadłości osi 
w stosunku do siebie. Ten czynnik w znaczy sposób podra-
ża konstrukcję, a tym samym wpływa na wzrost ceny całego 
systemu obróbczego. 

W dalszych rozdziałach opracowania omówione zostaną 
opracowane koncepcyjne konstrukcje stołu obróbczego, 
ramienia obróbczego oraz całego aparatu ruchowego pozy-
cjonera biegunowego. 
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3. KONCEPCYJNE ROZWIĄZANIE 
    OBROTOWEGO STOŁU OBRÓBCZEGO 

Aby można było przy obróbce uformować obiekt 
(punkt) w dowolnym punkcie przestrzeni, konieczne jest 
kątowe pozycjonowanie stołu obróbczego. Stół taki obraca-
ny jest wokół osi O2, o zadany kąt ϕ2 (Rys. 2). 

Ogólnym i głównym założeniem przy opracowaniu kon-
cepcji stołu obróbczego było przede wszystkim to, aby 
umożliwiał on pewne zamocowanie obiektu obrabianego 
(bryły szkła). Konieczność spełnienia tego warunku wynika 
z faktu, iż obiekty obrabiane w trakcie obróbki będą poru-
szać się z określoną, stałą prędkością obrotową. Poza 
wspomnianym wymaganiem dzięki zastosowaniu obroto-
wego urządzenia, można ograniczyć przestrzeń załadunku 
materiału poddawanego obróbce, a tym samym bardziej 
„odizolować” strefę oddziaływania na otoczenie pracy, 
odbitych od powierzchni zewnętrznych szkła wiązek lase-
rowych. System sterujący przemieszczeniami stołu ob-
róbczego, wraz z obiektami obrabianymi, powinien zapew-
niać również płynną regulację prędkości obrotowej. W celu 
pełnego wykorzystania możliwości obróbczych oferowa-
nych przez instrument formowania trójwymiarowych struk-
tur, konieczne jest zapewnienie takich przemieszczeń, aby 
można było wykorzystać 100, 200 (lub więcej) impulsów 
generowanych przez laser impulsowy w ciągu jednej sekun-
dy. 

Czas trwania pojedynczego impulsu laserowego mieści 
się w zakresie od 4ns do 6ns, a kolejny impuls, biorąc pod 
uwagę, np. laser 200Hz, generowany jest w takcie co 5 ms. 
W związku z powyższym przejście do kolejno formowane-
go punktu struktury powinno nastąpić w przedstawionym 
wyżej okresie czasu. W momencie kiedy nie będzie zacho-
dzić konieczność umieszczenia punktu w lokalnym obsza-
rze obiektu formowanego, specjalny układ mechaniczny 
przysłoni formującą wiązkę laserową, a co za tym idzie nie 
będzie oddziaływać ona na strukturę obiektu obrabianego 
(szkła). 

 
Rys. 3. Koncepcyjne rozwiązanie stołu obróbczego dla biegu- 
            nowego aparatu ruchowego urządzenia grawerującego 

Dla potrzeb opracowania projektu konstrukcji przyjęto, 
że maksymalny rozmiar obiektu obrabianego powinien 
zamykać się w rozmiarze 100x100x100mm, a opracowana 
konstrukcja powinna zapewniać jednoczesne zamocowanie 
czterech obiektów obrabianych. Warunek ten zapewni 

przede wszystkich zwiększenie wydajności obróbki całego 
systemu grawerującego, co w przypadku wykorzystania 
układu dla celów komercyjnych jest bardzo znaczącym 
argumentem. 

Proponowane koncepcyjne rozwiązanie stołu obróbcze-
go przedstawiono na Rys. 3. Zgodnie z przyjętymi założe-
niami poddawane obróbce szklane bryły (kubiki) oznaczone 
na Rys. 3 jako 1 zamocowane są na powierzchni obrotowe-
go stołu obróbczego 2, z wykorzystaniem specjalnych mo-
cowań 4. 

Proponowane mocowania umożliwiają dostosowanie 
rozmiaru obszaru mocowania do rozmiaru szklanej bryły. 
Wynika to m.in. z faktu, że poddawane obróbce mogą być 
różnych rozmiarów obiekty wejściowe. 

Dopasowanie do rozmiaru kubika następuje dzięki prze-
sunięciu do żądanej pozycji mocowań w specjalnie wydrą-
żonych kanalikach 3 na powierzchni stołu obrotowego. 
Ostateczne ustalenie pozycji następuje po dociśnięciu mo-
cowania, do powierzchni stołu i płaszczyzny obrabianego 
szkła, śrubą z łbem imbusowym. 

Projektując sterowanie przemieszczeniami stołu ob-
róbczego należy wziąć pod uwagę fakt, że poza utrzymy-
waniem stałej wartości prędkości obrotowej stołu, koniecz-
na jest też jej możliwa regulacja w określonym zakresie. 
Wynika to z przyjęcia założenia, że na danym stałym pro-
mieniu r1 stół obraca się z taką prędkością, która zapewni 
wykorzystanie maksymalnej liczby impulsów lasera formu-
jących strukturę odwzorowania. Najkorzystniej jest, aby 
promień ten stanowił połowę promienia przestrzeni obrób-
czej stołu obrotowego. Zmianę tego promienia można opi-
sać ogólną zależnością: 

1 0,5 , ,..., 1, 0, 1, 2,..., ,r r i b i n n= ± ⋅ = − −  (3) 

gdzie: r – promień określający całą przestrzeń roboczą 
stołu; b – minimalna odległość pomiędzy formowanymi 
punktami struktury; n – współczynnik, przy którym osiąga-
ne są ekstrema przestrzeni roboczej. 

Wartości potrzebnych prędkości kątowych dla danego 
promienia można wyznaczyć korzystając z ogólnych zależ-
ności na prędkość kątową ω. Przyjąć należy wtedy za zmia-
nę czasową ∆t – czas generacji kolejnego impulsu lasera, 
natomiast zmianę wartości kąta ∆α wyliczyć można z zależ-
ności na długość łuku okręgu, który w przybliżeniu może 
być przyjęty dla pierwszych obliczeń jako minimalna odle-
głość pomiędzy kolejno formowanymi punktami struktury. 

Zapewnienie stałej wartości prędkości obrotowej stołu 
obróbczego, wraz z zamocowanymi na nim kubikami, 
wpłynie na redukcję powstających sił bezwładności. 
Ich wpływ (w głównej mierze powodują one drgania całego 
urządzenia) jest niekorzystny z racji na szybsze zużycie 
komponentów systemu pozycjonowania i całego systemu 
obróbczego, oraz z racji na pogarszającą się, wraz z po-
wstającymi drganiami, jakość formowanej powierzchni 
obiektu obrabianego (Trochimczuk, 2009b). 

Napęd stołu stanowić będzie odpowiednio dobrany sil-
nik krokowy połączony z precyzyjną przekładnią harmo-
niczną, o przełożeniu większym niż 1:2000. Dodatkowy 
podział kroku silnika zrealizowany będzie poprzez użycie, 
do sterowania napędem, karty sterownika pracującej 
w trybie mikrokrokowym (microstep). 
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4. KONCEPCYJNE ROZWIĄZANIE KONSTRUKCJI 
    RAMIENIA OBRÓBCZEGO 

Ramię obróbcze wraz z omawianym stołem pozycjonu-
jącym obiekt obrabiany tworzy pozycjoner biegunowy. 
Parametrami charakteryzującymi ramię obróbcze są: jego 
stała długość rr, oraz kąt obrotu ϕ1 wokół osi O1 (Rys.2). 

W założeniu konstrukcja ramienia winna umożliwi ć 
ukierunkowanie wiązki obróbczej w dowolny punkt  
przestrzeni obrabianej bryły szklanej. Jednocześnie  
układ optyczny związany z ramieniem obróbczym powinien 
zapewnić zmianę ogniska wiązki laserowej, w takim  
zakresie, aby można było uformować dowolne punkty  
przestrzennego odwzorowania o maksymalnym rozmiarze 
100x100x100mm. 

Ramię obróbcze powinno zapewnić również taką roz-
dzielczość przesunięcia, aby możliwe było przemieszczenie 
ogniska w odległości, od punktu do punktu, ok. 200 mikro-
metrów. Materiał użyty do budowy ramienia powinien być 
sztywny i lekki. Długość jego powinna być maksymalnie 
najkrótsza, a jednocześnie powinna być taka, aby mogła 
zapewnić pokrycie obszaru roboczego stołu. Dzięki takiemu 
założeniu można będzie ograniczyć wpływ oddziaływują-
cych sił bezwładności, które niekorzystnie wpływają 
na jakość obróbki laserowej. 

 
Rys. 4. Koncepcyjne rozwiązanie ramienia obróbczego dla biegu- 
             nowego aparatu ruchowego urządzenia grawerującego 

Aby spełnić tak postawione wymagania zaprojektowano 
ramię obróbcze w postaci takiej, jak przedstawiono 
na Rys. 4. 

Obróbcza wiązka laserowa kierunkowana jest przez 
układ optyczny w przestrzeń tulei 1 zaznaczonej na Rys. 4. 
Tuleja ta wykorzystywana jest do mocowania ramienia 
obróbczego w korpus aparatu ruchowego i zapewnia jedno-
cześnie możliwość obrotu ramienia o określony kąt. 
Dodatkowo na wspomnianej tulei wykonany jest wieniec 
zębaty 2, który w połączeniu z napędem z przekładnią har-
moniczną, pozwala na uzyskanie dodatkowego przełożenia 
dla pojedynczego kroku (przemieszczenia). 

W tulei zamocowane jest zwierciadło 4 odbijające wiąz-
kę laserową i kierunkujące ją w stronę drugiego zwiercia-
dła, którego zadaniem jest skierowanie wiązki na skupiający 
układ optyczny 5. Układ ten zapewnia możliwość regulacji 
wysokości ogniska wiązki formującej, która przechodząc 
przez przestrzeń, oznaczoną na Rys. 4 jako 6, kierowana 

jest w przestrzeń kubika. Sterowanie wysokością oddziały-
wania ogniska odbywa się dzięki wykorzystaniu dodatko-
wego napędu 7. Dzięki połączeniu z odpowiednią przekład-
nię 8, służy on do przemieszczania w osi Z przez układ typu 
wrzeciono -nakrętka 9, sprzężonej soczewki skupiającej 5. 

Zakładany ruch ramienia obróbczego dla kąta ϕ1  prze-
widuje się w zakresie (0, π). Długość ramienia rr powinna 
odpowiadać wspomnianej wcześniej długości promienia r1 
stołu obróbczego. Za długość ramienia rr przyjąć należy nie 
rozmiar całej konstrukcji, lecz odległość mierzoną pomię-
dzy wiązką obróbczą wchodzącą i wychodzącą z ramienia 
obróbczego. Oś obrotu ramienia O1 powinna znajdować się 
na przecięciu z promieniem r1 stołu obróbczego (Rys. 5). 

 
Rys. 5. Widok pozycji ramienia obróbczego nad obrotowym 
             stołem obróbczym 

Tak przyjęte parametry pozwolą na zapewnienie pełne-
go oddziaływania wiązki laserowej na zamocowane na stole 
obrotowym kubiki (na pokrycie przestrzeni obróbczej), 
a także na maksymalne skrócenie ramienia i zmniejszenie 
oddziaływania na jego konstrukcję powstających przy 
przemieszczaniu sił bezwładności. 

5. KONCEPCJA APARATU RUCHOWEGO 
    POZYCJONERA BIEGUNOWEGO  
    URZĄDZENIA GRAWERUJ ĄCEGO 

Na podstawie wyników przeprowadzonej analizy prze-
mieszczeń ramienia obróbczego oraz obiektu obrabianego, 
a także warunków zmniejszenia masy i długości ramienia 
obróbczego (Trochimczuk, 2007, 2009b) opracowana zo-
stała koncepcyjna konstrukcja aparatu ruchowego lasero-
wego urządzenia grawerującego (Rys. 6). 

Proponowany aparat ruchowy składa się z dwóch zasad-
niczych modułów: jeden związany jest płytą konstrukcyjną 
4 z ramieniem obróbczym 7 (Rys.6), natomiast drugi moduł 
związany z płytą 5, na której jest zamontowany obrotowy 
stół obróbczy 8. Do napędu wspomnianych komponentów 
używane są zespoły silnika krokowego z odpowiednimi 
przekładniami harmonicznymi – 2, 6. Dodatkowo nad płytą 
górną 4 zamocowany jest emiter lasera impulsowego  
1 – typu Nd:YAG (Rys.6) zintegrowany z odpowiednim 
układem optycznym, układem sterowania, zasilania i chło-
dzenia. 
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Rys. 6. Koncepcyjne rozwiązanie biegunowego  
            aparatu ruchowego laserowego urządzenia grawerującego 

Komponentem, który uzupełnia koncepcję aparatu ru-
chowego pozycjonera jest system sensoryczny 3 (Rys.6). 
Wykorzystywany jest on do zliczania ilości defektów utwo-
rzonych w strukturze obiektu obrabianego. Jego istnienie 
wymuszone jest faktem konieczności zapewnienia pętli 
sprzężenia w przypadku sytuacji awaryjnej, np. powstałej 
przy utracie zasilania lub awaryjnego zatrzymania pracy 
systemu formowania przez użytkownika. Poza tym umożli-
wia on także rozpoczęcie obróbki od wskazanego punktu 
(elementu struktury), czy też punktu zapisanego przez sys-
tem sterowania w niezależnym energetycznie rejestrze kon-
trolera sterującego pozycjonerem (Trochimczuk, 2009b). 

Praca wszystkich komponentów mechanicznego układu 
wykonawczego (laser, napędy pozycjonera) oraz elektro-
nicznego systemu informacyjnego (m.in. układ sensorycz-
ny) nadzorowane i sterowane będą przez specjalnie napisa-
ne, sprzęgające oprogramowanie. 

6. MOŻLIWE PERSPEKTYWY WYKORZYSTANIA 
    OPRACOWANEJ NOWEJ KONSTRUKCJI 
    POZYCJONERA BIEGUNOWEGO 

Przedstawione rozważania dotyczące pozycjonera me-
chatronicznego urządzenia do grawerowania szkła, nasuwa-
ją pola przyszłych badań. Otrzymane rezultaty analizy po-
zycjonera biegunowego (Trochimczuk, 2009b) szczególnie 
zachęcają do głębszego zajęcia się pozycjonowaniem bie-
gunowym w innych obrabiarkach; nie tylko tam, gdzie na-
rzędziem jest laser. Dokładność pozycjonowania, wynikają-
ca ze sztywności i prostoty konstrukcji, oraz łatwość przeli-
czenia pozycji w czasie rzeczywistym (komputer), przekła-
dają się na niski koszt wytworzenia urządzenia, przy za-
chowaniu wysokiej jakości obróbki. 

Jeśli zaś pozostaniemy przy laserze, to dokładne pozy-
cjonowanie biegunowe może się przydać w zastosowaniach 
medycznych, np. przy zabiegach okulistycznych. Wykonany 
trójwymiarowy obraz wnętrza oka, wraz z obszarem, gdzie 
konieczna byłaby ingerencja chirurga, zdefiniować można 
tak samo, jak w dowolnym przestrzennym odwzorowaniu. 

Innym polem zastosowań prezentowanego pozycjonera 
biegunowego może być technologia SLM (Selective Laser 
Melting). Istotą tej technologii jest spiekanie przestrzennych 
struktur, m.in. z proszku tytanowego dla potrzeb tworzenia 

prototypów funkcjonalnych dla różnych gałęzi przemysłu. 
Struktura obiektu obrabianego podobnie jak w przypadku 
grawerowania laserowego wytwarzana jest warstwa 
po warstwie, na podstawie zamodelowanego komputerowo 
wcześniej odwzorowania. Różnica polega w zasadzie tylko 
na tym, że proces przebiega w osłonie gazowej. W wyniku 
obróbki laserowej można otrzymać obiekt charakteryzujący 
się wysoką dokładnością kształtu i gęstością materiału 
z jakiego został wykonany. Opisane pole zastosowań wyko-
rzystuje się z powodzeniem w medycynie (np. w protetyce 
stomatologicznej i kostnej), jak i w przemyśle maszyno-
wym. 

W przypadku wspomnianych wyżej technologii pozosta-
je tylko odpowiednio dobrać komponenty systemu mecha-
tronicznego (narzędzie – zamiast np. lasera Nd:YAG – laser 
CO2, natomiast zamiast powszechnie używanego pozycjo-
nera kartezjańskiego – proponowany nowy pozycjoner 
biegunowy). Idea zastosowań pozycjonera dla przytoczo-
nych wyżej przykładów nie ulega większej zmianie. 
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STUDY OF CONSTRUCTION  
A NEW POLAR POSITIONING SYSTEM  

FOR LASER DEVICE  
FOR3D SUBSURFACE GLASS ENGRAVING 

Abstract:  New construction of mechatronics polar positioning 
system of laser device for engraving glass and other transparent 
dielectrics there is presented in the work. The results of analysis 
of stiffness Cartesian positioning system and alternative new polar 
positioning system are presented too. The description of the con-
structions of working arm and rotation table of polar positioning 
system is given in the paper. Possible applications of describe 
polar positioning system are defined. Presented in the work con-
struction of movement device brings  the new quality of position-
ing (a synergy effect) through connection the computer control 
technology with the simple polar mechanism similar to construc-
tion of computer hard drive. 
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Streszczenie: W artykule przedstawiono model dynamiczny układu żurawia chwytakowego posadowionego podatnie. Model 
posłużył do wykonania optymalizacji dynamicznej celem doboru funkcji napędowych ruchu obrotu i wysięgu zapewniają-
cych ruch ładunku po zadanej trajektorii (okręgu) oraz stabilizację ładunku po zatrzymaniu, mimo podatności podparcia. 
Ze względu na długi czas obliczeń optymalizacyjnych, model jest mało przydatny do sterowania układem w czasie rzeczywi-
stym. Zastosowano zatem metodologię sztucznych sieci neuronowych, które generują odpowiedź dla układu sterowania 
w czasie znacznie krótszym. 

1. WPROWADZENIE  

Przedstawione w niniejszym artykule rozważania, doty-
czące analizy dynamicznej żurawia chwytakowego posado-
wionego podatnie, są kontynuacją badań prowadzonych 
przez autorów od kilku lat (Urbaś, 2007), (Urbaś i Woj-
ciech, 2008, 2009). W pierwszych pracach przedstawiono 
model matematyczny, jego weryfikację pośrednią (MSC. 
ADAMS; Urbaś, 2007) oraz podjęto próby doświadczalne-
go zweryfikowania modelu (Urbaś i inni, 2008). W kolej-
nych pracach (Urbaś i inni, 2009), (Urbaś i Wojciech, 
2009), na podstawie doświadczeń (Maczyński i Wojciech, 
2003, 2009), zastosowano optymalizację dynamiczną 
do określenia funkcji napędowych.  

Model dynamiczny żurawia opisany został z zastosowa-
niem formalizmu współrzędnych złączonych i transformacji 
jednorodnych. Równania ruchu wyprowadzono z równań 
Lagrange’a II rodzaju. Spośród podstawowych metod cał-
kowania równań, metoda Newmarka cechuje się dobrą 
stabilnością przy całkowaniu ze stosunkowo dużym kro-
kiem. W zadaniach optymalizacji jest to ważne ze względu 
na znaczną czasochłonność obliczeń. Zadanie optymaliza-
cyjne polegające na wyznaczeniu napędów żurawia (obrotu 
i wysięgu), realizujące zadaną trajektorię i stabilizujące 
ładunek po zatrzymaniu, przy jednoczesnej kompensacji 
podatności podparcia, rozwiązywano stosując metodę Nel-
dera-Meada. 

W przypadku rozpatrywania zagadnień optymalizacyj-
nych, ze względu na długie czasy obliczeń numerycznych, 
a tym samym ich niską użyteczność w sterowaniu w czasie 
rzeczywistym, można zastosować sztuczne sieci neuronowe 
(Fałat i inni, 2005), (Nakazano K. i inni, 2008). 

2. MODEL MATEMATEMATYCZNY UKŁADU 

Rozpatrywany model żurawia przedstawiono na Rys. 1. 
Układ składa się z czterech sztywnych członów, stanowią-

cych strukturę otwartego łańcucha kinematycznego. 
W opisie ich ruchu zastosowano współrzędne złączowe. 

Wektory definiujące ruch poszczególnych członów 
przedstawić można zatem w postaciach: 

( 1)
( )

( )
, 1,2,3,4

p
p

p
p

− 
= = 
 

q
q

q%
, (1) 

gdzie: (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) ,
T

x y z ψ θ ϕ =  q%  

(2) (2) ,ψ =  q%  (3) (3)ψ =  q% , (4) (4) (4) (4) .
T

ψ θ ϕ =  q%  

 
Rys. 1. Model żurawia posadowionego podatnie 

Macierze definiujące transformację współrzędnych 
z układów lokalnych do układu odniesienia przedstawić 
można zależnościami: 

( ) ( 1) ( ) ,p p p−=B B B%  (2) 
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gdzie: (0) =B I , 

(
)

(1) (1) (1)

(1) (1) (1)
(1)

(1) (1) (1)(1) (1) (1)

1
przyjęto małe kąty1

, , ,1

0 0 0 1

x

y

z

ψ θ
ψ ϕ

ψ θ ϕθ ϕ

 −
 
 =
 −
 
  

B%  

(2) (2) (1)
2

(2) (2) (1)
(2) 2

(1)
2

0

0
,

0 0 1

0 0 0 1

org

org

org

c s x

s c y

z

ψ ψ
ψ ψ

 −
 
 =
 
 
  

B%  

(3) (3) (2)
3
(2)

(3) 3
(3) (3) (2)

3

0

0 0 1
,

0

0 0 0 1

org

org

org

c s x

y

s c z

ψ ψ

ψ ψ

 −
 − =
 
 
  

B%  

(4) (4) (3) (4) (4)
4

(4) (4) (3)
(4) 4

(3) (4) (4)
4

(4) (4)

(4) (4)

0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0

0 0
,

0 0

0 0 0 1

org

org

org

c s x c s

s c y

z s c

c s

s c

ψ ψ θ θ
ψ ψ

θ θ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

   −
   
   =
   −
   
      

 
 − 
 
 
 

B%

 

( 1) ( 1) ( 1), ,p p p
porg porg porgx y z− − −  są współrzędnymi początku {p}-tego 

układu współrzędnych w układzie { 1p − }. 

Ruch układu opisuje zatem wektor współrzędnych 
uogólnionych: 

(4) (1) (2) (3) (4) .
T T T T T

 = =
 

q q q q q q% % % %  (3) 

W przypadku założeniu o wymuszeniu kinematycznym 
ruchu członów 2 i 3 przyjmuje się: 

( ) ( )
0 , 2,3k k kψ α= =  (4) 

gdzie: ( )kψ  – kąty określone w (1), ( )
0

kα  – znane funkcje 

czasu. 
Równania ruchu układu wyprowadzono z równań La-

grange’a II rodzaju: 

( ) , 1, ,11k j
j j

V D
E Q j

q q
ε ∂ ∂+ + = =

∂ ∂
K

&

 (5) 

Gdzie: ( )k
j j

d E E
E

dt q q
ε ∂ ∂= −

∂ ∂&

 są operatorami Lagrange’a,  

E  energia kinetyczna układu, V – energia potencjalna ukła-
du, D – funkcja dyssypacji energii, Qi – niepotencjalne siły 
uogólnione, ,j jq q&  – współrzędne i prędkości uogólnione 

z (3). 
 
 
 

2.1. Energia kinetyczna i potencjalna sił ciężkości układu 

Energię kinetyczną i potencjalną sił ciężkości układu 
wyrażają zależności: 

4
( )

1

p

p

E E
=

=∑ % ,  (6.1) 

4
( )

1

p
g g

p

V V
=

=∑ % , (6.2) 

gdzie: { }( ) ( ) ( ) ( )trp p p p TE = B H B% & & , ( )pH  – macierz pseudo-

bezwładnościowa, ( )

( ) ( ) ( ) ( )
3 p

p p p p
g C

V m g= θ B r% % , ( )pH  – macierz 

pseudo-bezwładnościowa, [ ]3 0 0 1 0=θ , g – przyspie-

szenie ziemskie, ( )

( )
p

p

C
r%  – wektor definiujący położenie środ-

ka masy członu p, w lokalnym układzie współrzędnych. 

2.2. Energia odkształcenia sprężystego oraz funkcja 
dyssypacji energii podpór 

Układ podpór modelowano za pomocą elementów sprę-
żysto-tłumiących (est ( ) ( 1,2,3,4)kE k = ) – Rys. 2. 

 
Rys. 2. Model podatnego połączenia 

Energię odkształcenia sprężystego oraz funkcję dyssy-
pacji energii można wyrazić w postaciach: 

( )

4

1 { , , }

ke E
k x y z

V Vα

α= =

=∑ ∑ , (7.1) 

( )

4

1 { , , }

ke E
k x y z

D Dα

α= =

=∑ ∑ , (7.2) 
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gdzie: 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )

1

2
k k k k

T

E E E E
V d c dα α α α= , ( )( ) ( ) ( ) ( )

1

2
k k k k

T

E E E E
D d b dα α α α= & & , 

( ) ( ) ( ) ,0k k kE E E
d l lα α α= −  – odkształcenie sprężyny w est ( )kE  

w kierunku α , 
( )

( )
( ) ,0

( ) (1)k

k
kE

E

E B
l α

α = U q  –  długość sprężyny na-

piętej, ( ) ,0kE
lα  –  długość sprężyny nienapiętej, ( ) ( ),k kE E

c bα α   

 –  współczynniki sztywności i tłumienia,  
( ) ( )

( ) ( ),0 ,0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),0 ,0 ,0

( ) ( )

( ) ( ),0 ,0

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

k k

k kE E

k k k

k k kE E E

k k

k kE E

E E

B B

E E E

B B B

E E

B B

z y

z x

y x

α α

α α α

α α

 − 
 

= − 
 
 −
  

U  

2.3. Równania ruchu układu 

Równania ruchu opisanego powyżej układu można 
przedstawić w postaci: 

( )
1 (1) (1)

( )( ) ( )
2
( )
3
( )
4

p e e

pp p

p

p

V D∂ ∂ − − ∂ ∂
 
 =
 
 
  

f
q q

fA q

f

f

&

&& , (8) 

gdzie: 
{ }

( ) ( )
, ,

max ,

p
p l

i j i j
l i j=

= ∑A A% , ( ) ( )( ) ( 1)1
( )

( ) ( )
, 1, ,,

1, ,

vjv
j

p p
v j l nn l n s

s n

a  −− =+ +
=

=A
%K

%K

% % , 

, 1, ,v j p= K , { }( ) ( ) ( ) ( )
, tr ,

Tp p p p
k j k ja  = B H B%  

( ) ( ) ( )[ ]
p

p l l
i i i

l i=

= − −∑f h g% % , ( )( 1) ( )

( ) ( )

1, ,
,v v

p p
v n l l n

h  − + =
=h

%K

%% 1, ,v p= K , 

{ }
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

1

tr
p pn n

p p p p T p p
k k i j i j

i j i

h q q
= =

=∑∑ B H B% & & , 

( )( )1 ( )

( ) ( )

1, ,
,

v v

p p
v n l l n

g   − + =
=g

%K

% %  dla 1, .,v p= K , 

( )

( ) ( ) ( ) ( )
3 p

p p p p
l l C

g m g= θ B r%% , 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ),0 ,0( )

4
( ) ( ) (1)

(1) ,0
1 { , , }

1 k k

k k k
k kE Ek

T
E Ee

E E E B B
k x y z E

V
c l l

l
α α

α α α
α

α= =

 ∂  = −   ∂   
∑ ∑ U U q

q

 

( ) ( )

( )
( ) ( ),0 ,0

4
( ) ( ) (1)

(1)
1 { , , }

k k

k
k kE E

T
E Ee

E B B
k x y z

D
b α α

α

α= =

 ∂  =   ∂   
∑ ∑ U U q

q
&

&
. 

Ruch układu opisany jest zatem układem jedenastu nie-
liniowych równań różniczkowych zwyczajnych drugiego 
rzędu, które w implementacji komputerowej całkowano 
metodą Newmarka ze stałym krokiem całkowania. 

3. ZADANIE OPTYMALIZACJI DYNAMICZNEJ 

Celem optymalizacji jest znalezienie korekt  ∆α(k) 
(k=2,3) jakie należy dodać do początkowych (założonych) 

przebiegów funkcji napędowych ( ) ( )
0

k kα ψ= , aby zapewnić 

realizację założonej trajektorii (ruch po okręgu) 
i pozycjonowanie ładunku po zatrzymaniu, kompensując 
jednocześnie podatność podparcia. Przyjmuje się, że: 

( ) ( ) ( )
0

k k kα α α= + ∆ . (9) 

Korekty ∆α(k) wyznaczono stosując interpolację funkcjami 
sklejanymi trzeciego rzędu zdefiniowanymi przez nk–1 
wartości – Rys. 3. 

 
Rys. 3. Interpolacja funkcjami trzeciego stopnia 

Celem pojedynczego zadania optymalizacji dynamicznej 
jest minimalizacja funkcjonału: 

( ) [ ] ( ) ( )2( )
1 0 2 3

0

1 kt
k

L k k
k

F c r r dt c E t c t
t

α∆ = − + + ∆∫ , (10) 

gdzie: 1 2 3, ,c c c  –  współczynniki, 2 2 2
L L Lr x y= +   – współrzęd-

ne ładunku, 0r  – promień założonej trajektorii (okręgu), 

( )kE t  –  energia kinetyczna po zatrzymaniu, [ ]T

E E Er x y=   

–  wymagana pozycja końcowa ładunku, 

 ( ) ( ) ( )2 2

k L E L Et x x y y∆ = − + −
 

4. SZTUCZNA SIEĆ NEURONOWA  

Model wielowarstwowej, sigmoidalnej sztucznej sieci 
neuronowej przedstawiono na Rys. 4. Na warstwie wej-
ściowej założono trzy neurony, na które podaje się wartości 
wejściowe x1, x2, x3. Sieć posiada dwie warstwy ukryte, 
posiadające odpowiednio 20 i 50 neuronów. Liczba neuro-
nów warstwy wyjściowej ustalana jest arbitralnie, w zależ-
ności od liczby punktów dyskretnych określających prze-
bieg funkcji napędowych. Wartościami wejściowymi, prze-
kazywanymi do wejść sieci, są: ( )

1
Lx m=  – masa ładunku, 

( )2 k

z

E
x c= – sztywność podpór w kierunku pionowym, 

(2)
3 maxx α=  –  kąt obrotu żurawia 

Natomiast wektor wyjściowy y zawiera dyskretne warto-
ści obu funkcji napędowych ∆α(k): 

 
2 3

(2) (2) (3) (3)
1 1

T

n ny y y y =  y L L , (11) 

gdzie: n2, n3 – liczba punktów definiujących funkcje ∆α(2) 
i ∆α(3). 
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Rys. 4. Architektura sieci neuronowej 

Odpowiedź sieci neuronowej na zadany wektor wej-
ściowy x  może być obliczony jako: 

( )
( ){ }

(1) (2) (3)

(3) (3) (2) (2) (1) (1)

, , ,= =

 =  

y y x W W W

e W e W e W x
 (12) 

gdzie: ( ) ( ) ( )
1 k

Tk k k
me e =  e L , 

( )( )

1
 dla 1 2

1
        dla 3

k x
i

k ,
e x e

x k

λ−
 == +
 =

,  

( )( ) ( )
1,2,3,

, 1,...,
1,...,

k

k k
k

i j i m
j J

w =
=
=

=W  –  macierz współczynników warstwy k , 

( )
,
k

i jw   –  waga połączenia neuronu i  z wejściem j  w k -tej 

warstwie, J , km  – odpowiednio, liczba wejść i liczba 

neuronów (wyjść) warstwy k . 
Wyznaczanie składowych macierzy współczynników 

wagowych ( )
,
k

i jw  dla wszystkich warstw odbywa się w proce-

sie uczenia sieci neuronowej. Podobnie jak w przypadku 
klasycznej optymalizacji, iteracyjnie poszukuje się mini-
mum dla następującego funkcjonału: 

( )( ) [ ]21 (2) (3)

1

1
, ,

2

pm

s s
s=

Ψ = −∑W W W y p , (13) 

gdzie: ( )s s s=y y x  jest odpowiedzią sieci na s -ty wektor 

wejściowy, ( ) ( )
1 ,...,

Ts s
s np p =  p  jest żądanym wyjściem 

dla zestawu wejściowego sx , pm  –  liczba par wzorcowych 

w procesie uczenia 
Spośród wielu dostępnych metod uczenia sieci, często 

stosowanym jest algorytm propagacji wstecznej (Ossowski, 
1996), (Żurada i inni, 1996), używany również w tej pracy. 
Szczególnie efektywną metodą (dla problemu przedstawio-
nego w pracy), okazał się algorytm Levenberg’a-
Marquardt’a.  

Dane uczące zostały wygenerowane, poprzez wykonanie 
obliczeń optymalizacyjnych dla ustalonych kombinacji 
poniższych parametrów, składowych wektora x : 

{ }( )
1 1.0,1.5,2.0,2.5,3.0 kgLx m= ∈ , 

{ }( )

4
2

N
0.3,0.7,1.1,1.5,1.9 10

m
k

z

E
x c= ∈ × , 4,...,1=k , (14) 

{ }(2)
3 max 80,90,100,110,120 degx α= ∈ , 

co daje 125 kombinacji. 

4. WYNIKI OBLICZE Ń Z WYKORZYSTANIEM 
SIECI NEURONOWEJ 

W tabeli 1 podano parametry układu przyjęte w prezen-
towanych dalej obliczeniach. Odpowiadają one własno-
ściom rzeczywistego obiektu. 

Na Rys. 5. przedstawiono przykładowe trajektorie ła-
dunku oraz główki wysięgnika, dla obrotu żurawia o kąt 
90deg.  

Odkształcenie podatnego podparcia przedstawiono 
na Rys. 6. 
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Rys. 5. Trajektoria ładunku i główki wysięgnika  
             przed oraz po zastosowaniu sieci neuronowej 
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Rys. 6. Pionowe odkształcenie sprężyn modelujących podpory 
 
 



acta mechanica et automatica, vol.4 no.1 (2010) 

105 
 

Tab. 1. Parametry układu 
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Rys. 7. Założone (początkowe) i optymalne przebiegi funkcji  
            napędowych a) kąt obrotu, b) kąt pochylenia wysięgnika 

Dla założonych domyślnie funkcji napędowych (obrotu 
i zmiany wysięgu), otrzymano znaczne oscylacje ładunku 
po zakończeniu obrotu. Po zastosowaniu sieci neuronowej 
do doboru funkcji napędowych, zarówno wahania ładunku 
po zakończeniu cyklu roboczego, jak i trajektoria w czasie 
obrotu, są bliskie założonym wartościom. Zmiana trajektorii 
główki wysięgnika po zastosowaniu optymalnych funkcji 
napędowych, wynika z realizacji zadanego kąta podniesie-
nia w trakcie obrotu. 

Na Rys. 7 przedstawiono przebiegi funkcji napędowych 
wyznaczonych w zadaniu optymalizacji. 

Wykresy na Rys. 5 – Rys. 7. otrzymano dla danych: 

( ) 1kgLm = , ( )

4 N
0.3 10

m
k

z

E
c = ⋅ , deg90)2(

max =α . 

Na Rys. 8. przedstawiono wartości funkcji celu określo-
nej w (10) dla masy i sztywności pionowej jak powyżej. 
Funkcja celu wyznaczona w ostatnim kroku optymalizacji 

(obliczana dla wartości )2(
maxα  jak podano w (13)) oraz war-

tości funkcji celu uzyskane stosując sieć neuronową, po-
krywają się. Różnica nie jest większa niż 0.5%, dla zestawu 
parametrów wejściowych będącymi składowymi zbioru 
uczącego sieci. Przyjmując jednak inne wartości kąta 

{ }deg115,105,95,85)2(
max ∈α , oraz stosując uśrednianie funk-

cji uzyskanych w optymalizacji dla sąsiednich wartości kąta 
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)2(
maxα , wartości funkcji celu są wyższe, niż w przypadku 

stosowania funkcji napędowych uzyskanych z sieci neuro-
nowej.  
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Rys. 8. Wartości funkcji celu dla parametrów wejściowych  
             ze zbioru uczącego oraz wartości pośrednich 
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Rys. 9. Trajektorie ładunku dla parametrów wejściowych  
             niezawartych w zbiorze uczącym oraz wynik  
             po zastosowaniu optymalizacji 

Zdolność uogólnienia sieci można wykorzystać do gene-
rowania odpowiednich funkcji napędowych w pewnym 
ciągłym przedziale, przyjmując dowolne  wartości zmien-
nych wektora x . Poprawnie skonstruowana i wytrenowana 
sieć może być stosowana do wyznaczania charakterystyk 
napędowych w czasie znacznie krótszym niż rzeczywisty. 
Trajektoria ładunku na Rys. 9 została wygenerowana 
dla wartości: 
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deg90)2(
max3 == αx . 

Wartości z (15) nie były uwzględnione w zbiorze uczą-
cym. Zastosowanie przebiegu wyznaczonego przez sieć 
pozwala uzyskać znaczącą poprawę trajektorii ładunku. 

Linia oznaczona jako „optymalizacja” odpowiada zoptyma-
lizowanym funkcjom napędowym dla danych wejściowych 
jak w (15). 
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Rys. 10. Funkcja obrotu podstawy żurawia wygenerowana  
              przez sieć oraz uzyskana w optymalizacji 

Jak przedstawiono na Rys. 10 i 11, funkcje napędowe 
wygenerowane przez sieć są zbliżone do optymalnych. 
Zatem sieć może być zastosowana do sterowania ruchem 
członów żurawia również przy dowolnych, innych kombi-
nacjach parametrów wejściowych.  
Wyniki obliczeń numerycznych zweryfikowano na stanowi-
sku laboratoryjnym. Na Rys. 12 przedstawiono trajektorię 
ładunku. Przyjęto następujące dane: 
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Rys. 11. Funkcja przedstawiająca przebieg kąta pochylenia  
              wysięgnika wygenerowana przez sieć i uzyskana  
              w optymalizacji 
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Rys. 12. Weryfikacja pomiarowa trajektorii ładunku 

3. PODSUMOWANIE 

Głównymi zaletami stosowania sztucznych sieci neuro-
nowych jest ich możliwość uogólnienia oraz, w przypadku 
zagadnień sterowania, szybkość obliczeń. W praktycznych 
zastosowaniach sterowania, wszędzie tam gdzie funkcja 
określająca napęd urządzenia musi być znana w czasie 
rzeczywistym, sieć neuronowa może być dobrym rozwiąza-
niem. Długi czas obliczeń optymalizacyjnych dla jednego 
zestawu danych wejściowych, praktycznie eliminuje je 
z zastosowania w układach rzeczywistych, także ze względu 
na zmienną liczbę iteracji dla każdego zestawu parametrów. 
Oczywistym mankamentem metody sztucznych sieci neuro-
nowych wydaje się być znaczny nakład czasowy związany 
z generowaniem niezbędnych danych uczących (wykonanie 
szeregu obliczeń optymalizacyjnych), oraz uczeniem sieci 
i doborem jej architektury. Dobór odpowiedniej liczby 
warstw i liczby neuronów nie zawsze jest oczywisty i wy-
maga eksperymentów. Jednak po pozytywnym zakończeniu 
uczenia i weryfikacji wyników, sieć może być zapamiętana 
i użyta dla dowolnych, innych parametrów. 

Sterowania w obecnej postaci jest układem otwartym, 
realizującym dobrane przebiegi funkcji napędowych. Jego 
zastosowanie jest możliwe przy braku istotnych zakłóceń, 
które wpłynęłyby na jakość otrzymywanych trajektorii. 

W dalszych pracach przewiduje się połączenie sieci neu-
ronowej z układem regulacji automatycznej opartym 

na regulatorach PID, w postaci układu zamkniętego. Podej-
ście takie, choć bardziej skomplikowane, pozwoliłoby na 
korygowanie błędów pozycjonowania spowodowanych 
zakłóceniami lub niedokładną odpowiedzią, generowaną 
przez sieć neuronową (np. gdy parametry wejściowe są 
spoza zakresu wartości danych uczących).  
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APPLICATION OF THE NEURAL NETWORK  
IN CONTROL OF A FLEXIBLY SUPPORTED CRANE  

Abstract: The paper presents the application of the neural net-
work to real-time control of drive characteristics. The mathemati-
cal model of the crane, which is flexibly supported, is considered. 
The problem of finding an optimal drive function can be solved by 
mean of the classic optimisation methods. However, due to long 
calculation time, this approach can not be applied in the crane 
control tasks in practice. Utilising the advantage of neural net-
works (fast response, ability to generalisation), we are able 
to obtain the courses of drive functions in the real-time. A well 
trained network can be then used also for other inputs, than those 
used during the training task. Some example of simulations have 
been presented in the article. 
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Streszczenie: W artykule przedstawiono koncepcję metody uzyskiwania sprężania wewnętrznego w sprężarce budowanej 
na bazie maszyny wyporowej z zespołem czterech współbieżnych rotorów śrubowych. Wcześniejsze prototypowe rozwiąza-
nie konstrukcyjne tego typu sprężarki, przebadane laboratoryjnie, umożliwiało jedynie sprężanie zewnętrzne. W artykule  
objaśniono istotę nowego rozwiązania, wskazano na technologiczne ograniczenia jego realizacji. 

 

1. WPROWADZENIE  

Ogólnie znane i stosowane konstrukcje sprężarek 
z organami roboczymi o ruchu obrotowym (Brown, 2005; 
Hanleon, 2001; Zniszczyński, 2003a; The Museum of Retro 
Tech) nie obejmują rozwiązania, w którym cztery jednako-
we równoległe organy robocze (rotory), obracając się 
współbieżnie, tworzą pomiędzy sobą komorę sprężania bez 
udziału ścianek bocznych korpusu. Prototyp sprężarki 
o takiej konstrukcji opracowano w katedrze PKM Politech-
niki Lubelskiej, gdzie w ramach grantu KBN (Zniszczyński, 
2003b) został on wykonany i poddany badaniom doświad-
czalnym (Rys. 1). 

 
Rys. 1. Prototyp sprężarki z zespołem czterech współbieżnych 
            rotorów śrubowych na stanowisku badawczym 

W nowej, opatentowanej konstrukcji komora robocza 
zamykana jest pomiędzy śrubowymi powierzchniami czte-
rech rotorów i rozgraniczana poprzecznymi przegrodami 

tworzonymi przez zwoje ich płatów. Przegrody takie zawią-
zują się po jednej stronie rotorów od strony kanału wloto-
wego i wraz z obrotami rotorów przemieszczają wzdłuż osi 
sprężarki w stronę kanału wylotowego. Przed dojściem 
do powierzchni czołowej rotorów ulęgają rozstąpieniu. 
Pomiędzy kolejnymi przegrodami powstają zamknięte prze-
strzenie robocze (komory), które oddzielają coraz to nowe 
porcje czynnika roboczego. Porcje te, wraz z przemieszcza-
niem przegród, przepychane są i wypierane do przestrzeni 
kanału wylotowego 

W wykonanym i poddanym badaniom prototypie sprę-
żarki (Zniszczyński, 2007; 2009) zastosowano rotory,  
których śrubowe płaty posiadały jednakowy stały skok, 
a wysokość części wyporowej rotora, realizującej przepy-
chanie czynnika roboczego była tylko nieznacznie większa 
od połowy tego skoku. Przy takiej konstrukcji rotorów, 
przestrzeń kanału wylotowego od przestrzeni kanału wlo-
towego sprężarki, oddzielała zasadniczo tylko jedna prze-
groda tworzona przez płaty rotorów (Rys. 2a). Tuż przed 
rozstąpieniem się tej przegrody, przed otworem kanału 
wylotowego, zawiązywała się następna po drugiej stronie 
rotorów (Rys. 2b). 

a) b)

 
Rys. 2. Wymuszony przepływ powietrza w sprężarce w kolejnych 
            fazach obrotu rotorów 

Zamknięte między kolejnymi przegrodami porcje czyn-
nika roboczego (powietrza), pozostawały pod ciśnieniem 
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początkowym, do momentu otwierania się komory w stronę 
kanału wylotowego. Następowało wtedy wyrównanie  
ciśnień, związane z cofnięciem pewnej objętości powietrza. 
Dopiero przy dalszym obrocie rotorów następowało całko-
wite wypieranie sprężonego już powietrza do kanału wy-
lotowego sprężarki. Taki sposób realizacji sprężania, okre-
ślany sprężaniem zewnętrznym, powodował zwiększony 
hałas sprężarki i dodatkowe pochłanianie energii. 

W poszukiwaniu rozwiązania alternatywnego opra-
cowano koncepcję rotorów wielosegmentowych o zwięk-
szonej wysokości, składających się z segmentów o różnym 
skoku linii śrubowej. Rotory takie przy odpowiednio do-
branym skoku i wysokości poszczególnych segmentów 
umożliwiły sprężanie wewnętrzne. W niniejszym artykule 
przedstawiono istotę nowego rozwiązania.  

2. REALIZACJA SPRĘŻANIA WEWN ĘTRZNEGO 

Wydłużenie rotorów ponad połowę długości skoku linii 
śrubowej krawędzi ich płatów powoduje, że długość komór 
tworzonych miedzy rotorami, mierzona wzdłuż osi sprężar-
ki, staje się mniejsza od wysokości rotorów. W takim przy-
padku powstające komory, po zamknięciu ich przez płaty 
rotorów od strony kanału wlotowego, przez krótki okres 
czasu przemieszczają się wraz z obrotami rotorów wzdłuż 
osi sprężarki, do momentu ich otwarcia w stronę kanału 
wylotowego. Ponieważ objętość pojedynczej komory V 
opisana wzorem, 

2 (4 )

8
V d H

π−
= ⋅ ⋅ , (1) 

jest proporcjonalna do skoku linii śrubowej krawędzi pła-
tów rotorów H, to w przypadku rotorów o stałym skoku, 
przemieszczające się komory zachowują swoją objętość. 
Natomiast zmiana skoku na długości rotorów sprawia, 
że wraz z przemieszczaniem się komory następuje zmiana 
jej objętości, powodując wewnętrzne sprężanie bądź roz-
prężanie czynnika roboczego wypełniającego tę komorę.  

 
Rys. 3. Rotor składający się z dwóch segmentów o dwóch różnych 

skokach linii śrubowej Hd, Hm i wysokości równej  poło-
wie sumy tych skoków (βd, βm – kąty wierzchołkowe pła-
tów w poszczególnych segmentach) 
 

Najprostszym i zarazem najłatwiejszym w analizie roz-
wiązaniem konstrukcyjnym rotorów, zapewniającym sprę-

żanie wewnętrzne jest rozwiązanie, w którym rotory składa-
ją się z dwu segmentów wyporowych o stałym skoku linii 
śrubowej (segmenty stałoskokowe), ale o różnych wielko-
ściach tego skoku Hm i Hd (Rys. 3).  

Zakładając, że oba segmenty mają wysokość równą po-
łowie skoku ich linii śrubowych, wysokość całkowita rotora 
hc wynosi wówczas 

2 2
m d

c

H H
h = +  (2) 

Zmiany objętości zamkniętej przestrzeni roboczej sprę-
żarki z rotorami składającymi się z dwóch segmentów wy-
porowych o różnych skokach linii śrubowej, w różnych 
fazach obrotu tych rotorów przedstawia Rys. 4. Można 
zauważyć, że przy obrotach rotorów świeżo zawiązana 
przegroda, utworzona z płatów górnego segmentu o więk-
szym skoku linii śrubowej, przemieszcza się do dołu nieco 
szybciej niż przegroda ją poprzedzająca, utworzona przez 
płaty segmentu o mniejszym skoku. Tym sposobem zamy-
kana pomiędzy przegrodami komora wędrując do dołu, 
w kierunku otworu wylotowego sprężarki, zmniejsza swoją 
objętość. 

a) b) c)

p

k

V

V

 
Rys. 4. Zmiany objętości zamkniętej przestrzeni roboczej sprę-

żarki z rotorami o kształcie jak na rysunku 2: a) zaraz 
po zamknięciu przestrzeni roboczej od strony wlotu,  
b) w położeniu pośrednim, c) tuż przed otwarciem 
przestrzeni roboczej w stronę kanału wylotowego 

 
Teoretyczny stopień sprężania wewnętrznego, uzy-

skiwany w sprężarce z tego typu rotorami, określa zależ-
ność  

d

m

H

H
ε =  (3) 

Uzyskanie określonego stopnia sprężania wiąże się więc 
z uzyskaniem odpowiednio dużego zróżnicowania skoków 
linii śrubowych w obu segmentach rotora. Ponieważ skok 
linii śrubowej powiązany jest z kątem  wierzchołkowym 
płatów rotora β zależnością 

2 arctg(cos(arctg ))
d

H

π
β

⋅
= ⋅ , (4) 

której charakter obrazuje wykres na Rys. 4, jego zmniejsza-
nie w segmencie o małym skoku jest ograniczone. 

Powoduje bowiem osłabianie wytrzymałości płatów ro-
tora i pogorszenie warunków technologicznych ich wyko-
nania. Pozostaje więc zwiększanie skoku w segmentach 
o dużym skoku, a to skutkuje znacznym wzrostem wysoko-
ści rotorów. Zakładając przykładowo, minimalny kąt wierz-
chołkowy płata w segmencie o małym skoku równy 30°, 
stosunek skoku linii śrubowej w tym segmencie do średnicy 
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rotora wyniesie około Hm/d = 1 (wykres Rys. 5). Dla uzy-
skania teoretycznego stopnia sprężania ε = 2, stosunek 
całkowitej wysokości rotorów hc do ich średnicy powinien 
wynosić ok. hc/d = 3. Przy większym stopniu sprężania, 
stosunek ten musiał by być jeszcze większy. Rotory stają się 
wtedy wysokie i podatne na zginanie.  

0
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80

0 0,5 1 1,5 2
d/H

÷ [°]

 
Rys. 5. Zależność kąta wierzchołkowego płata rotora β  

od stosunku d/H  

3. ZMNIEJSZANIE WYSOKO ŚCI ROTORÓW  

 
Rys. 6. Wpływ wprowadzenia trzeciego segmentu na kształt prze-

strzeni roboczej i wysokość rotorów: a) rotory dwuseg-
mentowe, b) rotory trójsegmentowe posiadające dodatko-
wy segment zamykający i zwiększony skok linii śrubowej 
segmentu środkowego 

Zmniejszenie wysokości rotorów jest możliwe poprzez 
zmniejszanie wysokości poszczególnych ich segmentów 
poniżej połowy długości skoku ich linii śrubowych. Prowa-
dzi to jednak do spadku stopnia sprężania ε. Dużo lepsze 
rezultaty można osiągnąć powiększając skok linii śrubowej 
w segmencie o dużym skoku, z jednoczesnym dodaniem 
kolejnego segmentu o małym skoku linii śrubowej. Segment 
o dużym skoku staje się wtedy segmentem środkowym. 
Wpływ takich zmian na kształt przestrzeni roboczej zamy-
kanej pomiędzy rotorami, obrazuje rys. 6. Przedstawiono na 
nim rozwinięcia linii śrubowych rotorów i kształt przekroju 
osiowego przestrzeni zamykanej pomiędzy rotorami, dla 
dwóch rotorów dających taką samą objętość początkową Vp 
i ten sam stopień sprężania wewnętrznego (ε = Vp/Vk). Przy 
czym w przykładzie pierwszym (Rys. 6a), rotory składają 
się z dwóch segmentów o różnym skoku, natomiast w przy-
kładzie drugim (Rys. 6b), rotory składają się z trzech  
segmentów – mają dodany segment o małym skoku 
i zwiększony skok segmentu o dużym skoku.  

Analizując rozwinięcia linii śrubowej, można zauważyć, 

że po dodaniu kolejnego segmentu o małym skoku linii 
śrubowej i zwiększeniu skoku segmentu środkowego, oraz 
przy odpowiednio dobranych wysokościach poszczególnych 
segmentów, te same parametry sprężania można uzyskać dla 
rotorów o mniejszej wysokości całkowitej hc. Taki efekt 
uzyskuje się gdy na rozwinięciu linii śrubowej krawędzi 
płata rotora (Rys. 6b), w zakresie początkowych wartości 
kąta rozwinięcia δ  w przedziale (0; π), wystąpią dwa od-
cinki rozwinięcia linii śrubowej segmentów o małym skoku, 
przedzielone odcinkiem rozwinięcia linii śrubowej segmen-
tu o znacznie większym skoku. Wtedy zawężające się skraj-
ne fragmenty zamykanej pomiędzy rotorami przestrzeni 
roboczej ulęgają skróceniu, a wydłuża się odcinek central-
ny, o największym przekroju poprzecznym, dając taką samą 
objętość początkową Vp przy mniejszej wysokości rotorów. 

4. ŁĄCZENIE SEGMENTÓW ROTORA  
    O RÓŻNYM SKOKU LINII ŚRUBOWEJ 

Wykonanie w postaci jednolitej części, rotora skła-
dającego się z kilku segmentów o różnych, ale stałych sko-
kach linii śrubowej, jest trudne technologicznie. Trudności 
nastręcza wykonanie powierzchni rotora w miejscu łączenia 
segmentów, ze względu na powstające załamanie tej po-
wierzchni (Rys. 3). Zespolenie osobno wykonywanych 
poszczególnych segmentów, wymaga natomiast dużej pre-
cyzji ich łączenia i osłabia wytrzymałość rotora na zginanie 
poprzeczne. Rozwiązaniem w tym przypadku może być 
wprowadzenie w konstrukcji rotora segmentów pośrednich 
zmiennoskokowych, łączących poszczególne. segmenty 
o stałym skoku linii śrubowej. W segmentach tych skok linii 
śrubowej powinien zmieniać się wzdłuż ich osi, a zmiana 
ta powinna przebiegać w sposób ciągły, matematycznie 
gładki, od wartości skoku jaką posiada jeden z łączonych 
segmentów stałoskokowych, do wartości skoku jaką posiada 
drugi z łączonych segmentów. W ten sposób w miejscu 
łączenia poszczególnych segmentów ich powierzchnie osią-
gną wspólne płaszczyzny styczne, co znacznie ułatwi proces 
obróbki rotora.  

 
Rys. 7. Przykład rotora wielosegmentowego z rozwinięciem linii 
śrubowej krawędzi jego płatów 

 
Przykład tak skonstruowanego rotora sprężarki, zapew-

niającego stopień sprężania wewnętrznego ε = 1,95, przed-
stawia Rys. 7. Z boku przedstawiono rozwinięcie linii śru-
bowej krawędzi jego płatów. Rotor ten składa się z dwóch 
segmentów stałoskokowych o różnych skokach linii śrubo-
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wej, dwóch zmiennoskokowych. i z dwóch zewnętrznych 
segmentów domykających (Zniszczyńki, 2003a). Zmiany 
objętości i zmiany przyrostu objetosci komory roboczej 
sprężarki z takimi rotorami przedstawia Rys. 8. 

5. WNIOSKI  

− Zastosowanie rotorów wielosegmentowych z odpowie-
dnio dobranym skokiem linii śrubowej w poszczegól-
nych segmentach pozwala na uzyskanie sprężania we-
wnętrznego. 

− Najkorzystniejszy stosunek stopnia sprężanie wewnętrz-
nego do wysokości rotorów  można uzyskać w przypad-
ku rotorów wielosegmentowych, w których segment 
o dużym skoku linii śrubowej umieszczony jest  pomię-
dzy dwoma segmentami o małym skoku. 

− Poszczególne segmenty stałoskokowe rotora posiada-
jące różny skok linii śrubowej należy łączyć ze wzglę-
dów technologicznych segmentami zmiennoskokowymi,  
których skok linii śrubowej zmienia się  w sposób cią-
gły, matematycznie gładki, od wartości skoku jednego 
z łączonych segmentów stałoskokowych, do wartości 
skoku segmentu drugiego. 

 
Rys. 8. Zmiany objętości i zmiany przyrostu objętości komory 

roboczej w funkcji kąta obrotu rotorów w sprężarce  
z rotorami wielosegmentowymi. 
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APPLICATION OF MULTISEGMENT ROTORS  
ABOUT THE VARIABLE JUMP OF THE HELIX  

IN THE AIR-COMPRESSOR  
WITH FOUR PARALLEL SYNCHRONOUS ROTORS  

Abstract: The article introduces the method of obtaining internal 
compression in compressors built on the basis of the displacement 
machine with a team of four synchronous helical rotors. Previous 
prototypal construction of this type of  compressor, examined  
in research laboratory, permitted only external compression. In the 
article the essence of the new method is explained and technologi-
cal restrictions of its realization are indicated. 
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Streszczenie: Artykuł poświęcony jest modelowaniu ruchu nieliniowego obiektu dynamicznego na przykładzie manipulatora 
SCORBOT-ER 4pc. W artykule zaprezentowano równania kinematyki obiektu, dynamiczne równania ruchu wyprowadzone 
z zastosowaniem formalizmu Lagrange’a, równania wrażliwości oraz procedurę identyfikacji parametrycznej. W oparciu 
o rozwiązania równań wrażliwości dokonano uproszczenia modelu dynamiki manipulatora otrzymanego z formalizmu  
Lagrange’a. W celu określenia parametrów modelu zastosowano procedurę identyfikacji bazującą na zasadzie równowartości 
energii kinetycznej i pracy. Zaprezentowano wyniki identyfikacji parametrycznej modelu dynamiki. Podano parametry mode-
lu dla przypadku manipulatora nieobciążonego oraz z maksymalnym obciążeniem chwytaka. 

1. WPROWADZENIE 

Manipulatory robotów to nieliniowe obiekty dynamicz-
ne, zwykle o wielu stopniach swobody, posiadające zazwy-
czaj nieznane parametry jak np. masy, masowe momenty 
bezwładności, współczynniki tarcia. Znajomość opisu ma-
tematycznego takich obiektów jest potrzebna m.in. w pro-
jektowaniu układów sterowania. Modele matematyczne 
obiektów wykorzystuje się w celu symulacji ich ruchu oraz 
w algorytmach sterowania z kompensacją nieliniowości.  

Modelowanie takich obiektów jest zagadnieniem złożo-
nym. Obejmuje ono opis kinematyki i dynamiki układu, 
(Canudas de Wit i inni, 1996; Spong i Vidyasagar, 1997; 
Tchoń i inni; 2000; Żylski i Nawrocki, 2006), badanie 
wrażliwości modelu na zmianę parametrów (Cruz, 1977; 
Eykhoff, 1980; Żylski, 1996) i identyfikację parametryczną 
(Cruz, 1977; Eykhoff, Hendzel i Nawrocki, 2006, 2008; 
Slotine i Li, 1991; Söderström i Stoica, 1997; Żylski, 1996).  

Badania symulacyjne procedury identyfikacji manipula-
tora SCORBOT-ER 4pc dla modelu z dyskretnym rozkła-
dem masy i bez uwzględniania oporów ruchu zostały zapre-
zentowane przez Hendzla i Nawrockiego (2006). Symulację 
neuronowej identyfikacji manipulatora zaprezentowano 
w pracy Hendzel i Nawrocki (2008). Niniejsza praca posze-
rza tę tematykę o zastosowanie modelu z ciągłym rozkła-
dem masy i z uwzględnieniem oporów ruchu manipulatora 
oraz prezentuje wyniki badań eksperymentalnych. 

1.1. Opis obiektu 

Jako obiekt wybrany został manipulator przeznaczony 
do pracy naukowej i dydaktycznej SCORBOT-ER 4pc 
(Rys.1). Jest to manipulator stacjonarny posiadający pary 
kinematyczne obrotowe. Końcówkę roboczą manipulatora 
stanowi chwytak zamodelowany w postaci masy skupionej 
(punkt C). W pracy rozpatrywany będzie ruch trzech czło-

nów manipulatora, ruch chwytaka nie będzie modelowany. 
Napędy manipulatora to silniki elektryczne prądu stałego 
(12 [V]) z wbudowanymi przekładniami zębatymi o dużym 
przełożeniu redukującym (i1=1:65.5, i2=i3=1:127.7). Ponad-
to silniki są wyposażone w optyczne enkodery, dzięki któ-
rym istnieje możliwość pomiaru prędkości kątowej członów 
i wyznaczenia położeń kątowych członów. 

 
Rys. 1. Schemat manipulatora SCORBOT-ER 4pc: 1, 2, 3 – czło-

ny manipulatora o długościach l j, qj – współrzędne 
uogólnione, uj – momenty napędowe, j=1,2,3, xyz – glo-
balny układ odniesienia, xjyjzj – układ odniesienia zwią-
zany z j-tym członem 

Model matematyczny obiektu wykorzystywany będzie w 
algorytmach sterowania, zatem powinien być on możliwie 
najprostszy, tzn. musi uwzględniać tylko najistotniejsze 
zjawiska. Dlatego przyjęto kilka założeń uproszczających: 
− człony manipulatora to bryły sztywne; 
− człon 1 zamodelowano w postaci walca oraz przyjęto, 

że środki mas członów S2 i S3 leżą na odcinkach odpo-
wiednio AB i BC; 

− chwytak zamodelowano masą skupioną w punkcie C; 
− dynamika napędów zostaje pominięta w opisie matema-

tycznym ze względu na małe stałe czasowe silników; 
− pomija się podatność i luzy w przekładniach. 
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2. KINETYKA OBIEKTU 

2.1. Równania kinematyki 

W praktyce równania kinematyki wykorzystywane będą 
do rozwiązywania zadania odwrotnego kinematyki tak, aby 
dla założonego toru i prędkości ruchu wybranego punktu 
manipulatora w układzie xyz określić zmiany współrzęd-
nych uogólnionych w czasie. Niech wybranym punktem 
będzie punkt C. Jego współrzędne w układzie xyz to: 
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natomiast rzuty prędkości na osie układu xyz określone są 
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gdzie: sj=sinqj, cj=cosqj, j=1, 2, 3. Z analizy równania (2) 
wynika, że zbiór konfiguracji osobliwych (Spong i Vidy-
asagar, 1997; Tchoń i inni; 2000) to: 
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przy czym w praktyce k=0. Aby rozwiązać zadanie odwrot-
ne kinematyki, należy równanie (2) rozwiązać ze względu 
na wektor prędkości uogólnionych i po scałkowaniu można 
uzyskać współrzędne uogólnione. 

2.2. Dynamiczne równania ruchu 

Do opisu dynamiki manipulatora zastosowano równania 
Lagrange'a II rodzaju: 
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Otrzymano następujące różniczkowe równania ruchu układu 
przedstawione w zapisie wektorowo-macierzowym: 
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gdzie: q∈R3 – wektor współrzędnych uogólnionych, 
M (q)∈R3x3 – macierz bezwładności, qqqC && ),( ∈R3 – wek-

tor momentów pochodzących od sił odśrodkowych i Corio-
lisa, )(qF & ∈R3 – wektor oporów ruchu, G(q)∈R3 – wektor 

momentów pochodzący od sił grawitacji, ττττd(t)∈R3 – wektor 
zakłóceń, u∈R3 – wektor wymuszeń. Wektory i macierze 
mają następującą postać: 
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Sens fizyczny parametrów ai (i=1,2,…,19) jest następu-
jący: 
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gdzie: mj – masa członu j, mC – masa chwytaka, l j – długość 
członu j, lcj – odległość środka masy członu j od końca 
członu j-1, e – wielkość mimośrodowego odsunięcia członu 
2, I jxx, I jyy, I jzz – masowe momenty bezwładności członu j 
względem osi odpowiednio xj, yj i zj, I jxy, I jyz, I jxz – masowe 
momenty dewiacji członu j określone w układzie xjyjzj,  
fj – współczynniki tarcia wiskotycznego, κj – momenty 
tarcia suchego w parach kinematycznych. 

Na podstawie wstępnych obliczeń oszacowano wartości 
parametrów ai dla przypadku nieobciążonego chwytaka 
i dla przypadku maksymalnego obciążenia chwytaka. War-
tości parametrów zestawiono w tabeli 1. Podane wartości są 
tylko wstępnym oszacowaniem dokonanym na podstawie 
możliwych do wykonania pomiarów geometrii, przyjętego 
przybliżonego rozkładu masy, wiedzy o obiekcie. 

Tab. 1.  Przybliżone wartości parametrów manipulatora 

parametr jednostka bez obc. z obc. 

a1 
kgm 

0.0055 0.0077 

a2 0.0033 0.0055 

a3 

kgm2 

0.0113 0.0161 

a4 0.0064 0.0113 

a5 0.0114 0.0163 

a6 0.0113 0.0161 

a7 0.0065 0.0113 

a8 

kgm2 

7.06·10-5 

a9 9.68·10-5 

a10 5.86·10-5 

a11 7.06·10-5 

a12 9.68·10-5 

a13 5.86·10-5 

a14 

Nms 0.5 a15 

a16 

a17 

Nm 0.01 a18 

a19 

3. WRAŻLIWO ŚĆ UKŁADU 

W równaniach ruchu manipulatora występują parametry 
ai, których wartości zwykle nie są znane. Można je określić 
w drodze identyfikacji na podstawie danych pomiarowych. 
Wcześniej należy zbadać, czy wszystkie parametry w rów-
naniach ruchu są istotne z punktu widzenia dokładności 
modelu. Dlatego ważne jest określenie, jak zmiana parame-
trów modelu wpływa na rozwiązanie dynamicznych równań 
ruchu. Wynika stąd potrzeba zbadania wrażliwości układu. 
Można tego dokonać przez analizę równań wrażliwości 
(Cruz, 1977; Eykhoff, 1980). Zastosowana w pracy metoda 
jest stosowana w układach nieliniowych przy założeniu 
małych zmian parametrów. Wpływ małych zmian parame-
trów w nieliniowym układzie może być oszacowanym 
z dokładnością do pierwszego rzędu rozwiązaniem równa-
nia różniczkowego. 

Aby wyprowadzić równania wrażliwości wprowadzono 
tzw. współczynniki oddziaływań parametrów nazywane 
również funkcjami wrażliwości parametrów pierwszego 
rzędu, czyli: 

,...,,2,1,3,2,1, rijz
a

q
ji

i

j ===
∂

∂
 (22) 

gdzie: r=19. Funkcja wrażliwości zji niesie informację jaki 
jest wpływ parametru ai na współrzędną uogólnioną qj. 
Wariacja współrzędnej uogólninej δqj wynikająca z wariacji 
parametrów δai z dokładnością do pierwszej wariacji to: 

.
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i
i
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j aza

a

q
q δδδ  (23) 

Rozpatrując wariację współrzędnej δqj
(i) wynikającą 

z wariacji i-tego parametru przy stałych wartościach pozo-
stałych parametrów, równanie (23) uprości się do postaci: 

.)(

i

i
iji

i
j a

a
azq

δδ =  (24) 

Przyjmując w dynamicznych równaniach ruchu ττττd(t)=0 
i różniczkując je względem parametrów otrzymano równa-
nia wrażliwości. Ściśle biorąc są to aproksymowane równa-
nia wrażliwości (Eykhoff, 1980), gdyż pochodne cząstkowe 



acta mechanica et automatica, vol.4 no.1 (2010) 

115 
 

zastąpiono zwyczajnymi. Stąd aproksymacja równań wraż-
liwości jest dobra jeśli zmiany parametrów są małe. 

W rozważanym przypadku liczba aproksymowanych 
równań wrażliwości to 3x19=57. Każde z równań to róż-
niczkowe równanie drugiego rzędu, ponadto równania są 
ze sobą sprzężone po trzy. Struktura równań jest taka, 
że lewe strony równań opisujących wrażliwość j-tej współ-
rzędnej są takie same bez względu na parametr, różne są 
natomiast ich prawe strony. Przykładowe aproksymowane 
równanie wrażliwości ma postać: 
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 (25) 

W zależności od parametru π3i będzie przyjmować różne 
formy, np. π38=0, π3 16= 3q&− .  

W celu rozwiązania aproksymowanych równań wrażli-
wości przyjęto trajektorię ruchu manipulatora we współ-
rzędnych uogólnionych (Rys. 2) oraz wartości parametrów 
wg tabeli 1 dla manipulatora nieobciążonego.  

 
Rys. 2. Trajektoria ruchu manipulatora  

Następnie przyjęto warunki początkowe zji(0)=0, 
żji(0)=0 gdyż warunki początkowe dla współrzędnych 
uogólnionych są stałe i niezależne od parametrów (Eykhoff, 
1980). Na Rys. 3 zaprezentowano przykładowe rozwiązania 
aproksymowanych równań wrażliwości. Rys. 3a przedsta-
wia wpływ zmiany parametru a8, którego wartość zależy 
od momentu dewiacji I2xy, na współrzędną uogólnioną q3. 
Funkcja wrażliwości z38 jest stała i wynosi 0, czyli współ-
rzędna q3 nie jest wrażliwa na zmiany parametru a8. Rys. 3b 
przedstawia wpływ zmiany parametru a16, którego wartość 
zależy od tarcia wiskotycznego w parze kinematycznej, 
na współrzędną uogólnioną q3. Funkcja wrażliwości z3 16 
przyjmuje największą wartość bezwzględną, gdy człon 3 
wraca do położenia początkowego. Współrzędna q3 jest 
wrażliwa na zmianę parametru a16. 

 
Rys. 3. Funkcje wrażliwości: a) z38, b) z3 16 

Wygodnie jest analizować wrażliwość układu dla takich 
samych zmian procentowych parametrów. Przyjmijmy 
zmiany parametrów o 1 [%], wówczas na podstawie równa-
nia (24) wariacja współrzędnej będzie określona jako: 

.01.0)(
iji

i
j azq =δ  (26) 

Maksymalne wartości bezwzględne wariacji współrzęd-
nych uogólnionych pod wpływem wariacji i-tego parametru 
przedstawiono w tabeli 2. 

Tab. 2.  Wartości wariacji współrzędnych uogólnionych 

i |δq1
(i)| |δq2

(i)| |δq3
(i)| 

1 5.60·10-5 5.90·10-3 5.86·10-6 

2 2.97·10-5 2.47·10-5 5.30·10-3 

3 4.34·10-5 9.99·10-5 1.66·10-7 

4 2.57·10-5 2.91·10-7 1.94·10-5 

5 9.10·10-5 1.25·10-7 1.12·10-7 

6 6.72·10-7 7.53·10-5 2.01·10-7 

7 4.28·10-7 2.58·10-7 7.35·10-5 

8 5.69·10-7 3.62·10-7 4.10·10-9 

9 4.75·10-7 1.50·10-6 1.85·10-9 

10 2.89·10-7 5.61·10-7 1.68·10-9 

11 5.66·10-7 8.11·10-9 4.94·10-7 

12 9.69·10-7 4.56·10-9 3.65·10-7 

13 5.63·10-7 8.50·10-9 1.75·10-6 

14 2.34·10-2 2.20·10-4 5.30·10-5 

15 7.47·10-5 1.25·10-2 8.43·10-6 

16 1.71·10-4 3.16·10-5 3.14·10-2 

17 1.42·10-3 1.10·10-5 2.73·10-6 

18 7.32·10-6 1.16·10-3 4.11·10-7 

19 8.22·10-6 1.58·10-6 1.50·10-3 

 
Przedstawione dane liczbowe informują o wrażliwości 

modelu dynamiki manipulatora na zmiany parametrów, 
czyli o istotności parametrów w równaniach ruchu. Wyniki 
przeprowadzonej analizy wrażliwości należy traktować 
tylko jako sugestię co do możliwości uproszczenia modelu, 
a to ze względu na fakt, iż zastosowana metoda jest wiary-
godna tylko dla małych zmian parametrów. W związku 
z tym poniższe wnioski wynikające z analizy tabeli 2 należy 
na tym etapie traktować jako wskazówki do podjęcia decy-
zji a nie ostateczne decyzje. Wnioski są następujące: 
− największe znaczenie mają parametry a1 i a2 występują-

ce w macierzy bezwładności oraz parametry a14 - a19, 
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czyli współczynniki tarcia wiskotycznego i momenty sił 
tarcia suchego; 

− parametry a3 – a7 mają drugorzędne znaczenie; 
− parametry a8 – a13, czyli masowe momenty dewiacji 

członów 2 i 3 mają marginalny wpływ na zmiany współ-
rzędnych uogólnionych i można je pominąć w dyna-
micznych równaniach ruchu. 
Ostateczną decyzję o ewentualnym uproszczeniu modelu 

będzie można podjąć po przeprowadzeniu identyfikacji 
parametrycznej. 

4. IDENTYFIKACJA PARAMETRYCZNA 

Aby model dynamiki manipulatora był kompletny, nale-
ży określić występujące w nim parametry. W celu identyfi-
kacji parametrów (Cruz, 1977; Eykhoff, 1980; Slotine i Li, 
1991) buduje się model estymacji pozwalający wyznaczyć 
wartości parametrów na podstawie danych uzyskanych 
z eksperymentu pomiarowego. Bardzo ważnym zagadnie-
niem jest odpowiednie pobudzenie układu podczas ekspe-
rymentu, aby dane pomiarowe zawierały jak najwięcej in-
formacji o własnościach dynamicznych obiektu rzeczywi-
stego. 

W pracy zastosowano metodę, która wywodzi się z za-
sady równowartości energii kinetycznej i pracy (Hendzel 
i Nawrocki, 2006; Slotine i Li, 1991). Przyjętym kryterium 
identyfikacji jest błąd mocy, czyli różnica mocy modelu 
i obiektu rzeczywistego. W celu przeprowadzenia identyfi-
kacji przyjęto model dynamiki (5), w którym przyjęto 
ττττd(t)=0. Model jest liniowy względem parametrów, 
tzn. można go zapisać w postaci: 

,),,( uaqqqY =&&&  (27) 

gdzie: Y∈R3x19 – macierz znanych funkcji, a∈R19 – wektor 
parametrów manipulatora. 

Występujący w równaniu (27) wektor przyspieszenia 
powoduje, że ta postać modelu nie jest wygodna, ze wzglę-
du na trudności w pomiarze przyspieszeń. Stosując odpo-
wiednią filtrację można równanie (27) zapisać jako (Hend-
zel i Nawrocki, 2006): 

,),( y=aqqW &  (28) 

gdzie: y – nowe wyjście modelu po filtracji wektora u, 
W∈R1x19 – przefiltrowany opis macierzy Y.  

Zapiszmy teraz energię mechaniczną manipulatora jako: 

,VEH +=  (29) 

gdzie: E – energia kinetyczna układu, V – potencjał układu. 
W formie liniowej względem parametrów równanie (29) 

ma postać: 

,),( H
T

HH aqqv &=  (30) 

gdzie: vH∈R13 – wektor znanych funkcji, aH∈R13 – wektor 
parametrów manipulatora od których zależy energia mecha-
niczna układu (nie zawiera on parametrów związanych 
z oporami ruchu).  

Moc układu wyrazić można jako: 

,
dt

dHT =q&ττττ  (31) 

gdzie: ττττ∈R3 – wektor momentów pochodzących od sił ze-
wnętrznych nie będących siłami pola potencjalnego: 

).(qFu &−=ττττ  (32) 

Uwzględniając równania (30) i (32), zależność (31) za-
pisano w postaci: 
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d
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Moc tracona na pokonanie oporów ruchu może być za-
pisana w formie liniowej względem parametrów jako: 

,)()( F
T

F
T aqvqqF &&& =  (34) 

i ostatecznie moc układu można zapisać w formie: 
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d
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qqv
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&
& +=  (35) 

gdzie: vF∈R6 – wektor znanych funkcji, aF∈R6 – wektor 
parametrów manipulatora od których zależą opory ruchu. 

Konieczność wyznaczenia vH i vF implikuje wymaganie 
dostępności pomiarowej wektora stanu. W celu uniknięcia 
pomiaru przyspieszenia przy wyznaczaniu pochodnej vH 
względem czasu, zależność (35) poddaje się filtracji przy 
pomocy filtru o transmitancji (Slotine i Li, 1991): 

,
1

)(
λ+

=
p

pG  (36) 

gdzie: p – operator Laplace’a, λ – stała dodatnia wartość. 
Zależność (35) po filtracji przyjmuje następującą postać: 
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Przyjęcie oznaczeń: 
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[ ] ,
TT

F
T
H aaa =  (40) 

prowadzi do opisu (28), czyli do modelu skalarnego. W tym 
równaniu y to sygnał predykcji mocy układu rzeczywistego, 
natomiast sygnał predykcji mocy modelu to: 

,ˆ),(ˆ aqqW &=y  (41) 

gdzie: â∈R19 – ocena parametrów.  
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Błąd predykcji mocy to: 

,~),(),(ˆ),(ˆ aqqWaqqWaqqW &&& =−=−= yye  (42) 

gdzie błąd oceny parametrów wyrażono jako: 

.ˆ~ aaa −=  (43) 

Na podstawie błędu predykcji mocy (41) zdefiniowano 
kryterium oceny parametrów: 

,5.0 2eI =  (44) 

i zastosowano gradientową metodę estymacji parametrów, 
w wyniku czego uzyskano prawo estymacji parametrów: 

,),(ˆ Te qqWCa &
& −=  (45) 

gdzie: C=CT>0, C∈R19x19 – macierz wzmocnień estymacji. 
Przypomnijmy, że w rozważanym przypadku energia 

mechaniczna ma formę (30), w której: 
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[ ] .... 131
T

H aa=a  (47) 

Moc tracona ma formę (34), w której: 
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[ ] .... 1914
T

F aa=a  (49) 

W celu sprawdzenia poprawności procedury identyfika-
cji parametrów przeprowadzono liczne badania symulacyj-
ne. Przeprowadzono również badania, w których symulo-
wano identyfikację z szumem pomiarowym. Z badań tych 
wynika, że procedura nie jest wrażliwa na szum pomiarowy. 
Następnie przeprowadzono badania weryfikacyjne z wyko-
rzystaniem danych pomiarowych uzyskanych podczas eks-
perymentu z zastosowaniem manipulatora SCORBOT-ER 
4pc. Schemat identyfikacji przedstawiono na Rys. 4. 

 
Rys. 4. Schemat identyfikacji parametrów 

Manipulator poruszał się bez obciążenia po zadanej tra-
jektorii, która wynika z założenia, że punkt C manipulatora 
ma poruszać się po torze kołowym z zadaną prędkością 
w płaszczyźnie równoległej do płaszczyzny xy. Sterowanie 
manipulatorem zostało zrealizowane z zastosowaniem regu-
latora proporcjonalno-różniczkującego (PD). Podczas ruchu 
mierzony był wektor sterowań i wektor stanu manipulatora. 
Zmierzone wartości zaprezentowano na Rys. 5. 

 
Rys. 5. Dane z eksperymentu pomiarowego: a) sterowania, b) 

współrzędne uogólnione, c) prędkości uogólnione 

Identyfikację parametryczną wykonano w kilku warian-
tach a w celu porównania wyników przyjęto wskaźnik jako-
ści zdefiniowany następująco: 

,
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∑
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J  (50) 

gdzie: k – numer kroku iteracyjnego, n – całkowita liczba 
kroków.  

Przebadane zostały następujące warianty identyfikacji: 
− wariant 1: identyfikacja parametrów dla pełnego modelu 

w przypadku manipulatora nieobciążonego i z zerowymi 
warunkami początkowymi estymowanych parametrów – 
otrzymano Je=0.01735 [W]; 
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− wariant 2: identyfikacja parametrów dla modelu uprosz-
czonego, tzn. bez uwzględniania parametrów a8 – a13, 
w przypadku manipulatora nieobciążonego i z zerowymi 
warunkami początkowymi estymowanych parametrów – 
otrzymano Je=0.01735 [W]; 

− wariant 3: identyfikacja parametrów dla modelu uprosz-
czonego, tzn. bez uwzględniania parametrów a8 – a13, 
w przypadku manipulatora nieobciążonego i z niezero-
wymi warunkami początkowymi estymowanych parame-
trów (jako wartości początkowe przyjęto wartości para-
metrów z tabeli 1 dla przypadku manipulatora nieobcią-
żonego) – otrzymano Je=0.00178 [W]; 

− wariant 4: identyfikacja parametrów dla modelu uprosz-
czonego, tzn. bez uwzględniania parametrów a8 – a13, 
w przypadku manipulatora obciążonego (dane pomia-
rowe uzyskano podczas eksperymentu z wykorzysta-
niem manipulatora przenoszącego dodatkowy ciężar) 
i z niezerowymi warunkami początkowymi estymowa-
nych parametrów (jako wartości początkowe przyjęto 
wartości parametrów z tabeli 1 dla przypadku manipula-
tora obciążonego) – otrzymano Je=0.00227 [W]; 
Porównanie wskaźników jakości z wariantów 1 i 2 iden-

tyfikacji nasuwa wniosek, że model uproszczony, tzn. 
bez parametrów a8 – a13, których wartości zależą od maso-
wych momentów dewiacji członów 2 i 3, jest tak samo do-
kładny jak model pełny. Z tego względu zdecydowano się 
uprościć model matematyczny i w związku z tym w kolej-
nych wariantach identyfikacji stosowano model uproszczo-
ny. W wariancie 3 identyfikacji wykorzystano pewną 
wstępną wiedzę o obiekcie rzeczywistym i dlatego przyjęto 
niezerowe wartości początkowe estymowanych parametrów. 
Przebieg estymowanych parametrów i błąd mocy dla tego 
przypadku przedstawiono na Rys. 6. Widać, że największe 
zmiany estymat parametrów występują w początkowej fazie, 
gdy błąd mocy jest największy, a następnie ustalają się. 
Wartości końcowe estymat parametrów przyjęto jako para-
metry manipulatora. Podobnie postąpiono w wariancie 4 
identyfikacji, z tym że wyznaczono w nim parametry 
dla manipulatora z maksymalnym obciążeniem chwytaka. 
Ostatecznie w modelu matematycznym manipulatora 
SCORBOT-ER 4pc przyjęto wartości parametrów z warian-
tu 3 i 4 identyfikacji odpowiednio dla manipulatora nieob-
ciążonego i obciążonego. Nowy wektor parametrów 
ma następującą formę: 

[ ]
[ ] .

...

1918171615147654321

131

T

T

aaaaaaaaaaaaa

pp

=

==p
 (51) 

Wartości parametrów przedstawiono w tabeli 3. 
Uzyskane parametry nie muszą być parametrami rze-

czywistymi manipulatora (tak jest najczęściej), gdyż 
w układach nieliniowych istnieje wiele punktów w prze-
strzeni parametrów, które zapewniają minimalizację przyję-
tego kryterium identyfikacji, czyli zapewniają zgodność 
wyjść z modelu i z obiektu rzeczywistego w świetle przyję-
tego kryterium. 
 

 
Rys. 6. Wyniki estymacji parametrów dla modelu uproszczonego 

w przypadku manipulatora nieobciążonego i z niezero-
wymi warunkami początkowymi estymat parametrów 
(wariant 3): a) – e) estymaty parametrów, f) błąd mocy  
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Tab. 3.  Wartości parametrów manipulatora SCORBOT-ER 4pc 
uzyskane w procesie identyfikacji parametrycznej 

parametr jednostka bez obc. z obc. 

p1=a1 
kgm 

0.0065 0.0082 

p2=a2 0.0018 0.0041 

p3=a3 

kgm2 

0.0113 0.0161 

p4=a4 0.0064 0.0113 

p5=a5 0.0114 0.0163 

p6=a6 0.0113 0.0162 

p7=a7 0.0065 0.0113 

p8=a14 

Nms 

0.5276 0.5345 

p9=a15 0.5232 0.5340 

p10=a16 0.5235 0.5342 

p11=a17 

Nm 

0.0195 0.0221 

p12=a18 0.0182 0.0216 

p13=a19 0.0183 0.0217 

 
W związku z przeprowadzonymi badaniami przyjęto 

ostatecznie model dynamiki manipulatora o strukturze danej 
równaniem (5), w którym wektory q, ττττd(t), u mają formę 
określoną równaniami odpowiednio (6), (19), (20), nato-
miast pozostałe macierze i wektory przyjmują formę: 

,
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gdzie: 
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Parametry występujące w modelu podane są w tabeli 3. 

6. PODSUMOWANIE 

W pracy zaprezentowano sposób postępowania w przy-
padku modelowania nieliniowego obiektu dynamicznego 
na przykładzie manipulatora SCORBOT-ER 4pc. Podano 
sposób uproszczenia modelu dynamiki z wykorzystaniem 
równań wrażliwości. W wyniku przeprowadzonej identyfi-
kacji uzyskano wartości parametrów modelu. Struktura 
modelu matematycznego posiada standardowe własności 
modelu manipulatora sztywnego z parami kinematycznymi 
obrotowymi (Canudas de Wit i inni, 1996). 
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MODELLING OF MOVEMENT  
OF SELECTED MANIPULATOR  

Abstract:  In his paper modelling of movement of manipulator 
SCORBOT-ER 4pc is presented. Kinematics and dynamics equa-
tions, sensitivity equations and identification procedure are pre-
sented. Identification procedure based on principle of equivalence 
of kinetic energy and work. In identification signals from experi-
ments are used. Results of verification of identification procedure 
and parameters of manipulator are presented. 
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