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PRZEDMOWA.

- Wiekszos¢ podrecznikow gieometrji prze-
chodzi zbyt szybko do przypadkiow szezegolnych,
a mianowicie do przystawania i podobieristwa troj-
katow; wskutek tego niektore pojecia nie sq w tych
podreeznikach ustalone z nalezyty ogdlnoscia...
Figury podobne nie sq niczym innym, jak tylko
przedmiotami odpowiedniemi ukladow przestrzen-
nych podobnych. Rozpatrywanie figur kolineacyj-
nych powinno by¢ poprzedzone przez rozpatry wa-
nie ukladéw kolineacyjnych, a rozpatrywanie figur
symetrycznych — przez rozpatrywanie ukladéw sy-
metryeznych. Jakkolwiek zresztq przyroda i sztuka
we wszystkich swoich utworach daza do symetrji,
to jednak pojgcie to w wielu podrecznikach weale
nie bywa rozwazane‘. G. C. von STAUDT, Geo-
metrie der Lage, przedmowa ( Norymberga, 1847),

«Ostatecznie zdaje sie, ze elementami kon-
strukeyjnemi pierwotnemi, ktére biora najwybitniej-
szy udzial w formowaniu przestrzeni dotykowej,
nie sq pojecia prostej i plaszezyzny, ale raczej po-
jecie <odleglodcis, a tym samym pojecia <kobs
i <kul>“. F. ENRIQUES. Problemi della scienza,
str, 322 (Bologna, 1906).

W jednej z prac z roku 1899 stwierdzilem ,moznos¢ zbudowania calej
gicometrji elementarnej z dwuch tylko pojec¢ pierwotnych: «punktus i pe-
wnej zaleznosci migdzy trzema punktami a, b, . Zaleznosc ta da sie wyrazi¢
za pomocy takich powiedzen: «¢ jest oddalone od a jak b», «¢ na-
lezy do kuli przez &, majgcej $rodek w a>, «pary punktow
(a, b)if(a, ¢)sa przystajgcer i przedstawié, o ile zechcemy, za pomoca

Geametrja elementarng. 1
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symbolu ¢ = ,+*. Dodatem wowczas: ,wobec nadmiernej zawitosci, cechujq-
cej dotychczas taki uktad (a wyplywajacej z wymagari o charakterze logiczno-
dedukeyjnym, ktorym uwazamy za wlasciwe si¢ poddawac), byloby rzeczq
pozadana, lub nawet potrzebng, podjecie nowych studjow i dalszych badain“?').
Owocem takich badani jest niniejsza rozprawa; osigga ona wlasnie (jezeli
si¢ nie mylg) ten stopien prostoty i Scistosci, ktéry mialem na celu od owe-
oo czasu, i ktory w moich oczach stanowi najwieksza wartos¢ badan tego
rodzaju.

Pozatym analogje, wystgpujace pomiedzy temi dwiema pracami, sg
mniejsze, niz moznaby bylo przypuszcza¢ ze wzgledu na wspolnosc prze-
dmiotu. Tam w charakterze pojgcia pierwotnego, t. j. okreslonego
tylko za pomocq postulatéw, przyjmowalismy i stosowalismy, wigcej nawet
niz potrzeba, «ruch», albo «przystawanie figur», jako przeksztal-
cenie punktow na punkty. Tutaj, przeciwnie, wszystkie podstawowe dziala-
nia lub zaleznosci gieometryczne (symetrje, przystawania, podo-
bienstwa i t. d.) beda okreslone formalnie, lub raczej gienetycz-
nie za pomocg <«punktu» i «vrédwnej odleglosci od punktus,
do czego doprowadzi nas postgpowanie zupelnie podobne do tego, przez
ktore staudtowska Gieometrja Rzutowa, wychodzac jedynie z poje¢ <punktu
rzutowego» i «prostolinjowego uszeregowania punktow
rzutowych», wyprowadza kolineacje i korelacje ?).

Naprzykiad z okresleniem kolineacji ¥) zgadza si¢ w zupeinosci okre-
$lenie podobienstwa jako przeksztalcenia punktow, wzgledem ktorego
pozosiaje niezmienng zaleznos¢: «c jest tak oddalone od a jak &- (§ 4).
Sa to inowacje, ktérych jedynemi godnemi zaznaczenia poprzednikami byty:
ukltad G. VERONESE’go *) — gdzie jest znacznie wigcej przedmiotow nie-
okreslonych, i gdzie krytyka i metoda sa zupetnie odmiennego rodzaju —
oraz Fondamenti della metrica projettiva B. LEVI'ego *). Zresziy
tak plodnym zasadom i waznym narzedziom gieometrji nowozyinej za-
wdzigczamy jeszcze wiele innych pomysléw. Pojecie odwzorowania
punkiéw przez punkty, albo przeksztalcenia, rozciggnigtego na caly

') wDella Geometria Elementare come sistema ipoletico-deduttivo”, Memorie della
Reale Accademia di Torino, tom XLIX,, 1899, str. 176.

*) Patrz np. moje Prinecipi di Geometria di Posizione eomposti in sistema logico-
deduttivo, Memorie della R, Accademia delle scienze di Torino, tom XLVIIL,, 1898,

% G. C. v. STAUDT. Die Geometrie der Lage, § 10 (Niimberg, 1847).

4)_Fondamenti di Geomelria a pii dimensioni (Padwa, 1891): Elementi di Geometria
(Verona, 1897). [Pierwsze z tych dziel wyszlo w przekladzie niemieckim p. t. Grundziige
der Geometrie von mehreren Dimensionen. Leipzig, 1894, Przyp. tum. ).

) Memorie della R. Accademia delle scienze di Torino, tom LIV,, 1904,

—_— e

przestrzen, ma w naszym ukladzie takie samo znaczenie podstawowe, jakie
posiada w Gieometrji rzutowej i w Analizie (§§ 2, 4, 6); mierzenie
dlugosdei i katow uezyniliSmy niezaleznym od istnienia jednostek ruchomych
w przestrzeni (§ 8), i t. d. — Oprécz tego analizg danych i przestanek,
kiore panuja w Gieomelrji elementarnej, posungliSmy znacznie dalej na-
przéd, anizeli w cytowanej pracy z roku 1899; analiza ta odstania niejako
wszystkie fundamenty budowy enklidesowej ).

Rozprawa, ki6rg teraz przedstawiam sadowi publicznosci, ma cele spe-
kulacyjne i krytyczne. Mianowicie zamierzam usungé faktycznie wszelkie
watpliwoscei co do tego, iz Gieometrja Elementarna zdolna jest poddac sie
najscislejszym prawom metody i uwolni¢ sig od wszelkiego zwigzku pod-
daniczego z intuicjg przestrzeni; ze moze ona istnie¢ w calej swojej roz-
cigglosci jako ukiad hipotetyczno-dedukcyjny: ze wreszcie moze,
jesli tego zechcemy, przybra¢ posta¢ «badania nad pewnym porzadkiem za-
leznogdci logicznych» ).

Rozprawa ta nie ma szat ani uroszczern dydaktycznych, ale wcale nie
pragnie okazac¢ si¢ tak odlegly od szkoly, ani tak ciezko lub kunsztownie
zbudowana, azeby nie mogla z niej korzysta¢ milodziez, nieco wiecej za-
awansowana w studjach matematycznych *). Jest rzecza pewng, Ze naucza-

') Do przedmiotu tych badan zblizajg si¢ prace: A, PADOA, Un nuovo sistema di
definizioni per la Geometria euclidea (Deuxiéme Congrés international des Mathématiciens,
Paris 1900) i G. PEANO, La Geometria fondata sulle idee di punto e distanza (Atti della
R. Accademia delle scienze di Torino, XXXVIII, 1902). Omawiaja one ogdlnikowo, jak sie
vkresla twory gieometryczne jedynie za pomoca pojed¢ pierwotnych «punktus i «przy-
stawania pomigedzy parami punktdws, nie dotykaja zresztg zagadnienia postu-
latow lub twierdzen pierwotnych. Malo spolnege z naszym przedmiotem ma piekna rozpra-
wa O. VEBLEN'a: A system of axioms for Geometry (Trans. of the Americ. Mathem.
Society, tom V, 1904), kiéra — idge w tym samym kierunku, co M. PASCH i G. PEANO
opiera i utwierdza podstawy gieometrji rzutowej jedynie na pojeciach «punktus i <od-
cinka» za pomocy wystarczajacego (kategorycznego) i zupetlnego ukladu postulatow, od
siebie nie zaleznych,

%) Pod wzglegdem swej budowy, gicometrja jest uktadem twierdzen, wysnutych drogg
czysto logiczng z pewnych zatozen, niemozliwych do dowiedzenia i stworzonych uprzednio
przez samorzutny umyst (auto-active mind) zwierzat i ludzi®. G. B. HALSTED, Science
N. S. tom XIX, n. 480 (1905). — Patrz réwniez mojg notatke <Sur la Géométrie envisagée
comme un systéme purement logiques. Congrés international de Philosophie, tome I,
Paris 1900. |Poréwnaj: Z. JANISZEWSKI, Podstawy Gieometrii w tomie 1 ,Poradnika
dla Samoukoéw®, Warszawa, 1915, Przyp. tfum.|.

%) ,Bledem byloby mniemad, Ze Scistosé dowodzenia jest wrogiem prostoty. Przeciwnie,
na wielu przyktadach mozemy stwierdzi¢, Zze Scista metoda jest zarazem prostsza i latwiejsza
do zrozumienia.w Wysitek, jaki czynimy aby osiagng¢ dcistoié, zmusza nas do wyszukiwania
prostszyceh metod dowodzenia®. G, B. HALSTED, loc, cit.
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nie gicometrji elementarnej, jakie si¢ dzi§ prowadzi w naszych szkolach
srednich, zupeinie nie dorasta do potrzeb tych, dla ktérych matematyka
stanie si¢ péZniej gléwnym przedmiotem studjéw. Dla tego tez slyszalem
nieraz zyczenie, wyrazane przez dzielnych i doswiadczonych nauczycieli,
aby ich uczniowie znalezli w uniwersytecie moznos¢ poglebienia i przero-
bienia raz jeszcze tego samego materjalu za pomocy S$rodkow poreczniej-
szych i Scislejszych.

Z powyzszych wskazowek i ze spisu rozdziatéw czytelnik moze WYro-
bi¢ sobie pojgcie o charakterze i tresci niniejszej rozprawy. Twierdzen
pierwotnych jest dwadziescia cztery i kazde z nich zostalo réwniez wypo-
wiedziane zapomocg terminéw: ,punkt® i ,kula*. Dodatek przeznaczony
jest dla tych, ktorzy nie sq oswojeni z pewnemi pojeciami, potocznemi dla
matematyka, jako to: postulat, .okreslenie, dedukcja, odwzorowanie i . p.,
ktore dla nas majq znaczenie zasadnicze. o

e e

e e

Wykaz skrocen.

Jezeli o1, 53, € sq punktami, wtedy oznacza si¢ przez ,.I15%, ,.1BC*
prosta (nieograniczong), laczacg .1 i 3 oraz plaszczyzne. laczacy
A, Bi ¢ oprzez B4 kule (sferg), majaca srodek w A i przechodzacy
przez f3; przez ,Sir (., B)* kule, dla ktérej A4 i B sa biegunami
(t. j. punktami Srednicowo przeciwlegltemi). Symbole . B i 4 /3¢
oznaczajg: pierwszy — punkt sSrodkowy pomigdzy .4 i 5, drugi— punkt
symetryczny do .l wzgledem 5. Przez , 4B “ oznacza si¢ odcinek,
majgcy konce w .4 i B (z whlaczeniem obu koiicow), przez , .1B“ péi-
prostg albo promiein, majacy poczatek w ./ i zawierajacy 5. Azeby
oznaczy¢ kat wypukty lub wklesty, ktorego ramionami sg pol-
proste .1/, C, pisze si¢ odpowiednio ,,? BC* i A, BCY natomiast
w ABC “ oznacza tréjkat, ktorego ramionami sg odcinki AB, AC,
BC . Znakiem , L“ pomigdzy dwiema prosiemi lub plaszczyznami, albo
tez pomigdzy prostg i plaszczyzng stwierdzamy prostopadiosé wza-
jemng tych figur. Podobnie ,»* jest znakiem przystawania (con-
gruenza); ,5.4,3C* wyraza: ,nastgpuje po C w zwrocie A — B
Wszystkie te symbole poszczegdlne beda stopniowo okreslane w tekscie.

»P* (podanie ')= proposizione); ,Df* albo ,Din* (definicja, okreslenie);
.Pst¢ (postulat); ,Tr* (twierdzenie, teoremat), ,Hip“ (hipoteza), ,Tz* (teza).
Piszac: ,P1¢, ,P2% ..., powolujemy si¢ na podania 1, 2-gie.., i jezeli nie
cytujemy przytym paragrafu, woéwczas mamy na uwadze § biezacy. Przez
symbol (%% ¢) P7 §2¢ powolujemy si¢ na P 7 paragrafu 2-go, przy-
czym nazwy tworow .4, 3, C zostaly odpowiednio zamienione na /), ¢, 1.

Przyjmiemy znak ,-“ zamiast wyraZenia: ,jest rowne na zasa-
dzie okreslenia“. Tak wigc r = AB (gdzie A i B sq punktami réz-
nemi) oznacza: ,r jest (pod inng nazwg) prosta, taczaca A i B“.

'}y |Z powodu braku ustalonego terminu, ktoryby oznaczal w jezvku polskim zaréwno
twicrdzenie, jak i postulat, wprowadzitem termin podanie, uzywany w dawniejszycl
ksigzkach matematycznych]|.



s2* poprzedza zawsze nazwg ogolng, czyli symbol klasy, a na-
stgpuje po nazwie lub po nazwach jednego lub wigcej indywiduow tej klasy.
Mozna ten znak rozumiec i czyta¢ jako: ,jest jednym z.*, ,sq..%
wnalezy (lub nalezg) do...“.

»0*“ umieszczone pomigdzy dwiema klasami wyraza, Ze pierwsza
(z lewej strony) jest zawarta w drugiej, czyli, ze kazdy element pierwszej
nalezy i do drugiej jako indywiduum. Umieszczone migdzy dwoma twier-
dzeniami oznacza, ze drugie jest nastepstwem pierwszego; znak ten zaste-
puje w tym wypadku wyraz: ,wynika*“.

»—" Znak rownosci logicznej. Miedzy dwiema klasami ozna-
cza, ze¢ kazda z nich jest zawarta w drugiej. Miedzy dwoma punktami
wyraza, ze zlewajq si¢ z sobg. Pomigdzy dwoma twierdzeniami znaczy,
ze kazde z nich jest nastepstwem drugiego.

»©¢ Znak przeczenia, zastepuje ,nie“. Np. piszgc: ,C vz AB*
wyrazamy, ze C nie nalezy do .15 Podobnie ,~ =* ma oznaczac:
Jnie rowna sie..“,

»~“ Znak potaczenia logicznego. Miedzy dwiema nazwami
ogolnemi stuzy do oznaczenia iloczynu logicznego dwuch klas, czyli
zbioru ich indywiduéw wspolnych. Miedzy dwoma zdaniami wyraza,
ze ulrzymuje si¢ jedno i drugie jednocze$nie. Mozna czytaé: ,i%, ,wraz z..“.

,»““ Rozlagczenie logiczne, Miedzy dwiema klasami oznacza
ich sumeg logiczna, to jest najmniejsza klasg, mogacy zawiera¢ jedngy
i drugg. Migdzy dwoma sadami stuzy do stwierdzenia jednego Iub dru-
giego, bez rozroznienia. Czyta sig: ,lub“, ,albo“.

Tych kilku znakéw logicznych uzywa¢ bedziemy oszczgdnie. Dowo-
dzenia beda w ogdlnosci zamykane w nawiasy prostokatne:; ale bedzie
to przewaznie tylko schemat dedukcji, wskazowka, jak przejs¢ od za-
lozenia do tezy.

L3
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Punkt i kula. Whsnodei glowne rownoodlieglosei od punktu.  Pierwsze twier-

dzenia o prostej i plaszeczyinie. Srodek pary punktow. Wprowadza si¢ sy-
metrje wzgledem punktu i wzgledem osi (rownoinwersja i polobrot)

Pl — Df.Y) ,Figura jest to samo, co grupa albo zbior punktow.
Nazwa ,figury* nalezy do kazdego zbioru albo klasy punktow, bez zadnego
wyjatku. — Jezeli = jest figurg, wowczas azeby oznaczy¢, ze .1 jest punk-
tem figury v, czesto sie mowi, ze 4 nalezy do %, albo lezy na (w) 7,
albo ze = przechodzi przez A, i t. d.; lub tez pisze sig: «A = ©»“.

P 2. — Df. ,Powiedzie¢, ze figura ¢ jest zawarta w innej figurze
W — albo ze & przechodzi przez = — znaczy tylez, co twierdzi¢, ze kazdy
punkt figury = nalezy rowniez do ¢, co takze wyrazamy, piszgc: ¢ O 4.
Dwie figury pokrywajq sie, albo «zlewajg sig w jedngs, jezeli kazda z nich
jest zawarta w drugiej*. — Zauwazmy, ze kazda figura jest zawarta w sobie sa-
mej (wlasno$¢ zwrotna zawierania) oraz, ze jezeli 204 i 40 y-—gdzie 7
jest rowniez figurg — wtedy musi by¢ ¢ O 7 (wlasnos¢ przechodnia).
Te same cechy posiada zaleznos¢ pokrywania si¢ dwuch figur, ktora oprocz
tego jest przemienna, czyli symetryczna — O dwuch lub wigce]
figurach, ktore maja jakis punkt wspolny, lub zawierajg wszystkie t¢ samg
figurg, mowimy czesto, ze si¢ przecinajq, lub ze si¢ spotykajq w tych
punktach, albo podiug tej figury. Klasa punktow, z ktorych kazdy nalezy
jednoczesnie do dwuch lub wiecej figur danych =, 4, 7,.. (0 ile punkty
takie istniejg), jest figura, ktora sie¢ nazywa przecieciem (albo iloczynem
logicznym) figur danych, i moze by¢ oznaczona przez <o ~ % ~ 7~
Inng znéw figury jest suma logiczna figur %, 4, 7,.. — wyrazona przez
ey 2 —czyli klasa punktow, z ktorych kazdy nalezy do %, albo
do 4, albo do %,.. bez roznicy.

"y Patrz przypisek 1 w Dodatku.
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P 3. — Df. ,Dwa punkly pokrywajq sie, albo nie roznig sie od
siebie, jezeli jeden z nich nalezy do kazdej figury, przechodzgcej przez
drugi. Jezeli natomiast istnieje jakakolwiek figura, do ktorej jeden nalezy,
drugi zas nie, wowczas te dwa punkty sq oddzielne, czyli rézne
od siebie“. — Zauwazmy, ze i taka zaleznosé (pokrywania sig
punktow) jest zwrotna, przechodnia i symetryczna. — Gdy dwa punkty po-
krywajg sig, woéwczas mowimy o nich zazwyczaj jako o jednym tylko in-
dywiduum; ale czesto bywa dogodnie pojmowac je i rozpatrywac jako
figure (utworzong przez punkty zlewajace sic¢ z sobg). — Pokrywanie si¢
punktow lub figur oznacza si¢ zwykle symbolem «=» (rowna sig).

P 4. — Df. ,Jezeli A, B € sa punktami, wowczas sqd: «(C nalezy
do kuli przez B o srodku A» wyraza, ze punkt (" tak jest oddalony
od 4, jak B, czyli 2 BiC sqgréownoodlegte od .1 Innemi stowy,
nazywamy ckulq przez B o srodku A- figure, zlozong z tych wszystkich
punktow, z ktorych kazdy ,tak jest oddalony od 4 jak B* Za-
miast <kula przez B o srodku .4», mowi sig tez nieraz: «kula przez
B dokota >, i pisze sig «By»; a dla zaznaczenia, ze punkt € jest odda-
lony od A jak 5, mowié¢ bedziemy czesto, ze punkty B i € sq <réwno-
odlegte od .4», albo ze punkt 4 jest srownooddalony od Bi (».—
Przez zdanie: «punkt (' jest oddalony od .1 jak B> stwierdza sig, ze po-
migdzy punktami .4, B, C zachodzi pewna zaleznosé. Zaleznosci tej nie
okresla si¢, podobnie jak sig¢ nie okresla punktu; ale za pomocy tych
dwuch rzeczy — wigc ostatecznie za pomocg «punktu» i «kuli przez jeden
punkt dokota drugiego» — okresla¢ bedziemy te wszystkie przedmioty, kto-
re wystgpujg w Gieometrji Elementarnej ').

POSTULATY I—1I¥.

P 5. — Istnieje przynajmniej jeden punkt, i, jezeli dany jest jeden
punkt dowolny, wowezas istnieje jeszcze jeden punkt, rozny od pierwszego.

POSTULATY M —1V.

P 6. — Jakiekolwiek bedq punkty A i B, zawsze punkt B nalezy
do kuli przez B o srodku A. 1 jezeli punkt C nalezy do kuli przez B

) Patrz uwage Il w Dodatku,
*) Patrz uwage Il w Dodatku,

s G s

o srodku A, wowezas sam punkt 3 musi lezec na kuli przez ( o Srod-
ku 1. — Dzigki ostatniemu okresleniu (P 4), zasady te Il - IV mowig je-
dynie: ,Jezeli .1 i /3 sq punktami, wtedy zawsze punki 73 jest oddalony
od .1 jak B; i jezeli punkt ¢ jest oddalony od .4 jak /3, wiedy i punkt
B jest oddalony od . jak . (Wlasnos¢ zwrotna i przemicnna
«rownoodlegtosci- punktow).

POSTULAT V.

P 7. Jezeli .1 i I3 sq punktami i jezeli si¢ zdarzy, ze trzeci punkt
O nalezy do kuli przez I3 o Srodku A, czwarty zas punkt 1) — do kuli
przez C o Srodku A, wéwczas punkt 1) nalezec bedzie koniecznie do huli
przez 3 dokota . — Albo innemi stowy (na mocy P 4): Jezeli A, B, C, D)
sq punktami i <punkt ¢ jest oddalony od .1 jak 73, a 1) jest oddalony
od . jak (,; wéwczas punkt /) jest oddalony od .f jak /3%, (Wtasnos¢
przechodnia ,rownoodleglosci*).

POSTULAT VI.

P 8. — O ile punkty 1 i B3 sq od siebie rozne, nie moze si¢ zda-
rzye, azeby punkt . lezal na kuli przez B o srodku 1. — To znaczy:
»Jezeli punkty 5 i .1 nie pokrywaja si¢ (P 3), wiedy napewno punkt /
nie jest oddalony od .4 jak 5“. (P 4).

P 9. — 7r. ,Jezeli punkty .4 i /3 pokrywaja sie, wowczas zaden punkl
rozny od . nie nalezy do kuli przez 3 o srodku .1, ale punkt .4 do niej
nalezy“. |23 napewno nalezy do kuli 3, (P 6), a wigc réwniez i .4, wobec
tego, ze .1 = B3 wskutek zalozenia. Z drugiej strony, gdyby jakikolwiek
punkl C, rozny od 4, miat leze¢ na /3, wtedy punkt B musiatby lezeé
na kuli ¢ (dzigki temu samemu P 6); wskutek czego rowniez i punkt ./
nalezatby do C,, wbrew P 8]. — Stad wynika, ze kula przez jakikolwiek
punkt ./ dokola niego samego (czyli figura .4,) jest cala skupiona
w .4, ze wzgledu na to, ze punkly A i .4 zlewajq si¢ dla kazdego .4 (P 3).
Tak wigc (P 4) zaden punkt rézny od .4 nie jest tak oddalony od 4 jak ..

P 10. — 7r. ,Jezeli .1, B, ¢ sa punktami i jezeli ¢’ nalezy do kuli
przez /3 o srodku I, wtedy kule przez B i przez C dokola .1 zlewajg sie
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zawsze w jedng figur¢®. EUKLIDES, ks. 3, pod. V '). [Wystarczy dowies¢
(podiug P 2), ze kazdy punkt figury /3, nalezy rowniez do figury €, i ze
odwrotnie, kazdy punkt drugiej figury jest takze punktem pierwszej. Niech bg-
. dzie np. M punktem dowolnym na kuli przez /3o $rodku .1. Z P 6 wynika,
ze punkt /3 nalezy do kuli M,; ale z zalozenia wiemy, ze punkt (' nalezy
do B.: przeto na mocy P 7 (czytajac M, /3, C zamiast B, ¢, 1)) musi €
naleze¢ i do M., a stad znajdziemy, rowniez za pomoca P 6, ze M nalezy
do kuli €,. A wigc kula B, jest zawarta w (';,. Odwrotnie, oznaczajgc
przez N punkt dowolny na kuli przez (" dokota ./, z zatozen, ze ( nalezy
do B, i N do (), wyprowadzimy, zawsze na mocy P 7. ze N nalezy do
B4 kula €, bedzie przeto zawarla w 3,. A wiec wnosimy, ze 5B, (),
¢ by di.di.

P Il. — Df. ,W zalozeniu, Ze .1, B sg to punkty i ze punkt .{ jest rézny
od 5, nazwiemy «iqezqeq A z B» — albo krétko «.4B» — klase wszystkich
punktow takich, ze dla kazdego z nich — niech to bedzie np. X" — kule
przez X dokota A i /3 nie majq punktow wspdlnych oprocz XN*. EUKLI-
DES, ks. 3, pod. XI, XII.

Mozna powiedzie¢ (podtug P 4), ze to jest ,miejsce wszystkich
punktow .X, dla kiérych niema punktéw réznych od .\ i tak oddalonych od
A1 B jak X,—a wigc ostatecznie takich, ze punkt tak oddalony od .{
i od B jak .\, musi zlewa¢ sig¢ z X* *). — Zauwazmy, ze punkt .Y, o kiérym
mowa, jest napewno wspolny obu kulom X, i X (P 6). Dwie kule, spel-
niajace warunek powyizszy — spotykania si¢ w jednym tylko punk-
cie— nazywac si¢ bedg «stycznemi do siebie» w tym punkcie (w punk-
cie «stycznosci»); istnienie zas takiego punktu X, o jakim byla mowa
wyzej, wyplywa z twierdzenia nast¢pujgcego:

PI2. — 7r. ,\W tym samym zalozeniu, punkty .4 i /B napewno
lezq na taczacej A z B, a dwie figury «A4B» i «BA» pokrywajg sie“.
[Kule A, i Ay nie spotykaja si¢ poza punktem .4, gdyz wiemy, Ze Zza-
den punkt rézny od .4 nie nalezy do .4, (P 9): przeto .1 AL (P 1),

') Cytujac EUKLIDESa, bedziemy sie powolywali na jedyny przeklad polski: Eukiidesa
Poczqthdw Jeometryi xigg oSmioro, to jest szesc¢ pierwszych, jedenasta i dwunasta z do-
danemi przypisami i trygonometryq. Dla pozytku miodzi akademickiey Humaczone i wy-
dane przez Jozefa Czecha. W Wilnie. W drukarni Jozefa Zawadzkiego. 1807.

?) To okreslenie i drugie podobne, dotyczace plaszczyzny laczacej trzy punkty danc
(patrz P 27), nalezy do G. W, LEIBNIZ"a (,Haec plani definito mihi est, ut sit locus omnium
punctorum sui ad tria puncta in eandem rectam non cadentia situs unicorum® Characteristica
Geometrica, Math, Schr. t. V, str. 189, r. 1679). Okreslenie te odkryl powtornie A, CAUCHY
(Sept lecons de physigue générale. Paris, 1868, str. 44 — 45); zostalo ono pdiniej prayjete
przez roznych autoréw (MANSION, PADOA, PEANO...).

SR R

i podobnie 53 = ./ — Pozostala teza opiera si¢ na tym, ze okreslenie po-
przednie jest symetryczne wzgledem .1 i B, to znaczy, 7e zamienia
si¢ na sicbie samo, jezeli te punkty zostang migdzy sobg przestawione]. —
Ze wreszcie 1aczaca 1/3 zawiera i inne punkty oprocz .1 i /3, to zostanic
ustalone poéZnicj: patrz postulaty XII i XIII

POSTULAT VIL

P B. — Jezeli A, B, C sq punktami i jeieli dwie kule €, i 'y nie
spotykajq si¢ poza €, wtedy podobnie i kule przez B dokota .1 i € nie
mogq miec punktow wspélnych roznych od B.— To znaczy (P 4), ze:
»Jezeli, z wyjatkiem punktu C, zaden inny punkt nie jest oddalony od
kazdego z punktow .4 i 5 tak jak ¢, wiedy nie bedzie tez mogt istnie¢
punkt rozny od 53, ktory bylby tak oddalony od .1 i € jak 53 (w zaloze-
niw, ze punkty ./ i C nie pokrywaja sie)*.

P 14. — 7r. ,Jezeli sq dane punkty .4 i B jak wyzej, wowczas po-
wiedzenie, ze punkt (, rozny od .4, nalezy do laczacej .4 z B, jest r6-
wnoznaczne z powiedzeniem, ze punkt /3 nalezy do lgczacej .4 z ('«
|W rzeczy samej, drugi z tych dwuch faktéw jest nastepstwem pierwszego
dzigki poprzedniemu postulatowi i okresleniu P Il. Ale ten sam postulat
P13 (o ile w nim czyta¢ bedziemy ¢ i 13, gdzie jest napisane /3 i &)
upewnia nas, ze C nalezy do .42, jesli /3 nalezy do AC; przeto pierwszy
z tych dwuch faktéw jest ze swej strony nastepstwem drugiego].

POSTULAT VIIL

P 15. — Jakiekolwiek bylyby punkty A i B nie pokrywajgce sig,
istnieje niezawodnie taki punkt C, dla ktdrego kule Cy i (' spotykajq sie
Jjeszcze poza (. — Wobec przyjecia okreslenia P 1l, sad ten nie rézni sie
od nastgpujacego: ,Dla kazdej pary punktéw réznych mozna zawsze ustali¢
istnienie przynajmniej jednego punktu, nie nalezgcego do ich lqczgcej (czyli
takiego, ze jakis punkt, rozny od niego, tak jest oddalony od .1 i od 5,
jak on)“.

POSTULAT IX

P 16. — Jezeli A, B, C sq to punkty dane i C jest jedynym punktem
wspolnym kilom Cy i Cy, @ M punktem dowolnym, woéwczas kazdy punkt,
wspolny kulom My i My, musi nalezec do kuli Mg. — Albo innemi stowy
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(P 4): ,Przypusémy, ze A, B, C; M sq punktami; jezeli zaden punkt, rozny
od €, nic jest oddalony od .1 i /3 jak ¢, wtedy kazdy punkt, ktory - jest
oddalony od .1 i /3 jak M, bedzie tez i od ¢ oddalony jak M*“. Ta teza
ustala w gruncie rzeczy (P 2), ze ,przeciecie sie obu kul przez M
dokota A i 73 lezy na kuli M, (czyli, ze M, ~ My D M)~

PI17. — 7Tr. ,Jezeli w zatozeniu, ze 1, 53 sq punktami roznemi,
punkt €' nalezy do taczgcej A4 z B, ale jest rozny od ., wtedy dwie
Fezace .1z B i A z C zlewajg sie w jedng®. | Dowiedziemy przedewszyst-
kim, ze punkt, nalezacy do taczacej .1 z ¢, musi réwniez naleze¢ do laczg-
cej 41 z B. Niech bedzie .X takim punktem. Gdyby kule X, i X spoty-
kaly si¢ w jakims innym punkcie, roznym od .\, wowczas musialaby przez
niego przejsc takze kula .\'x (wobec P I6): tak wiec nie byloby juz prawdzi-
wym zatozenie, ze Xy i .\ nie spotykajq sie po za X (P II. Przeto .\ na-
lezy do .15, a wigc 1€ D .1B. Pozostaje jeszeze do okazania, ze odwrot-
nie, kazdy punkt, nalezqcy do .13, musi leze¢ na AC, to znaczy, e
AB D AC. Punkt 3 napewno nalezy do laczacej 4 z ¢ (P 14). Ale z tego,
ze C jest punktem nalezgcym do 473, ale roznym od .1, wynika (jak to
widzielismy wtlasnie), ze laczaca .1C jest zawarta w AB; w ten sam sposib
z fakiu, ze B jest punktem nalezacym do .4(, roznym od ., musi wy-
nikac, ze laczaca AB jest zawarta w AC).

P 8. — 7r. ,Jezeli punkty .1 i B nie pokrywajq sie, i jezeli (' jest
punktem fqczacej .1 z B, ale roznym od B, wtedy dwie lgczace AB i BC
pokrywaja sie“. |Zalozenie zada, azeby punkt € nalezal do B.{ (P 12); stad
si¢ wyprowadza za pomocg (% %) P17, ze BA = BC, z czego wynika, ze
AB = BC)|.

P19. — 7r. ,Jezeli .1, B sa to punkty rézne, i jezeli si¢ zdarzy,
ze dwa punkty C'i /), réwniez nie pokrywajqce sig¢, nalezg do laczacej
A z B, wowczas figury 4B i €D zawsze sig pokrywajq“. [Z zatozenia wy-
plywa, ze punkt C nie zlewa sie jednoczesnie z A4 i B (P 3). Otéz, jezeli

punkt € jest rézny .4, to przekonywamy sie, ze laczace 4 z Bi A z

zlewajq sig¢ z sobg (P 17), ze przeto punkt /) nalezy do .1C’; ale stgd sig

wyprowadza na mocy (3 ¢) P I8, ze taczace A z i ' z I) pokrywajq sie.

a wiec AB = (). W podobny sposob, jezeli punkt ¢ jest rézny od B,
wtedy P I8 czyni figury AB i BC réwnemi, punkt /) nalezy wiec do BC

B.C I

a wskutek (3 7%2) PI8 pokrywajg sig¢ dwie figury BC i CD, przeto po-
krywaja sie rowniez AB i CD, jak poprzednio. Tak wigc w kazdym przy-
padku AB =CD)|.

]
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P 20. — 7r. ,W zalozeniu, ze A, B, C sa to punkty rézne, i ze C nalezy
do laczacej A z B: przeciecie dwuch kul, poprowadzonych przez punkt jakikol-
wick M dokota A i B, pokryje sie zaréwno z przecigciem dwuch kul My i M.,
jak z przecigciem dwuch kul My i My“. [Jezeli punkt M nalezy do tacza-
cej A z B, wowczas wszystkie trzy przeciecia sg skupione w M (P Il); ale
przypusémy, ze M nie nalezy do AB. Zasada IX (P 16), wobec okresler
P 2, 4 upewnia nas, ze przecigcie M, z My bedzie takze musiato leze¢ na
kuli M., bedzie wige figurg wspolng zarowno dla kul M, i M, jak i dla
kul Me i M... Otz z zalozenia wyplywa —na mocy P14, 12 i (% 4
P14 —2e B:AC i A:zBC, przeto wystarczy powola¢ sie jeszcze raz na
zasadg IX, stosujgc podstawienia (% %), (5 7), aby si¢ upewni¢, ze kazda
z igur Mg ~ My, My ~ Mg, zawiera sie w figurze M, ~ My. Tak wiec
My~ Mp—= My ~ Moo= M, ~ M, (P2), c. b. d. dJ.

P 2. — Df. ,Jezeli A, B, C,... sq punktami, wiedy zdania: <4, B, C,...
S84 uszeregowane», albo «sa wspdllinjowe-, albo «sq wyrdwnane: wyrazaja,
ze istnieja dwa rézne punkty .\ i YV takie, ze punkty A, B, C,... leza
wszystkie na fgczgcej X z ¥ —to znaczy takie, ze (P4, ), zaden punkt,
rozny od A, B, C,..., nie jest oddalony od X i od Y tak jak A, albo B,
albo C,...*. — Nie bedziemy si¢ zatrzymywali nad wyszczegolnianiem
wszystkich konsekwencji, jakie wynikaja z cechy symetrii, przystugujacej
takiemu zwigzkowi (uszeregowaniu), jak rowniez z zaleznosci wzajemnej
pomigdzy fakg figurq i ta, o kidrej mowilismy w PIL. W tym rodzaju sa
np. trzy twierdzenia nastepujace:

P22 — T7r. \Z trzech punktéw niewspdtlinjowych, kazdy jest
rozny od dwuch pozostalych i nigdy nie lezy na laczacej te dwa pozostale
punkty“. [Jezeli przynajmniej dwa z tych punktéw sg od siebie rozne —
np. A i B, —wtedy zalozenie samo wylacza mozliwose, azeby trzeci punkt
C nalezal do ich taczacej (P 12, 2I), wskutek czego, punkt C jest rézny od
Aiod B (P3,12); nie moze sie zdarzy¢, zeby punkt B nalezal do AC,
albo A do7BC. Ale przypuszczenie, ze wszystkie trzy zlewajq sie w je-
den, —np. A — jest sprzeczne z zalozeniem, poniewaz wtedy — oznaczajac
przez Y punkt rézny od A (a punkt taki napewno istnieje, dzieki zasa-
dzie Il) — mielibysmy, ze te wszystkie trzy punkty A, B, C lezalyby na
taczacej A z ¥V (P 3, 12), bylyby wiec wspéllinjowe (P 21)].

P 23. — 7r. ,Jezeli A, B, C sa punktami i jezeli punkt A jest rézny
od B, W(')WCEES-?-I;EEIEPUjﬁCC sqdy sg sobie rownoznaczne: «C nalezy do
AB» i <A, B, C sg wspdllinjowe: “.
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P 24. — Tr. Jezeli cztery punkly A, 4, ¢, » sa takie, iz zaréwno

Ay, By D jak A, ¢ D i B, ¢, D sa wspollinjowe, wowczas punkty A, B, ¢

sq takze wspotlinjowe“. — To znaczy, ze ,jezeli miedzy czterema punktami
sq trzy uszeregowania, to musi by¢ migdzy niemi i czwarte“. [Jezeli £
zlewa sig¢ z 4, wtedy teza jest wyrainie stwierdzona w samym zalozeniu,
dzigki okreslenin P 2l i dzigki cechom réwnosci pomiedzy punktami (P 3).
Jezeli przeciwnie, /) nie pokrywa ., wtedy trzy punkty A, #, C leza na
laczacej 4 z /), poniewaz ta lqczaca, wskutek P 19, musi by¢ ta sama,
na ktorej leza, stosownie do zalozenia, punkty .1, 5, » (P 2l), i ta sama,
na ktorej leza 4, ¢, 0. 11 d..

P 25. — T7r. ,Istniejg punkty niewspotlinjowe*. [Z postulatow 1 — II
(P 5) wynika odrazu, ze istniejg przynajmniej dwa rozne punkty, np. 4 i 2,
wobec czego nie mozna juz zaprzeczy¢ istnienia punkiu ¢, nie lezgcego
na laczacej 4 z £ (P IS, ll); przeto 4, B C sa trzy punkly niewspoi-
linjowe (P 23)].

P 26. — Df. ,Laczgcej dwa jakickolwiek punkty rdozne dajemy
nazwe¢ ogolng «prostej». Albo tez: przez «prostar rozumie¢ bedziemy
klas¢ wszystkich mozliwych laczacych w znaczeniu P 11, Przeto powie-
dzie¢ np., ze «r jest prosta», jest to samo, co utrzymywacé, ze istniejq
pewne punkty A i 5, rézne od siebie i takie, ze r jest (pod inng nazwa)
laczacq A z #. — P 19 nie rozni si¢ przeto od sadu, ktory sie zwykle wy-
raza, mowiac: ,Przez dwa rézne punkty dane nie przechodzi wigcej niz
jedna prosta“,—albo tez: ,Prosta jakakolwiek jest wyznaczona')
przez dwa swoje punkty™; i t. d.

P 27. — Df. ,Jezeli 4, B, C sq to punkty niewspdtlinjowe, wtedy nazywac
bedziemy «lqczqeq A, B, C» albo «plaszczyzng ABC +, albo poprostu « ABC »,
figurg, albo miejsce takich punktow, ze dla kazdego z nich—np. dla
X —trzy kule przez X dokola 4, £, ¢ nie majg punktéw wspdlnych,
oprocz X*. — Plaszczyzna «ABC» bedzie wigc (P 4) ,klasg punktow ta-
kich, ze dla kazdego z nich — np. dla X' — nic istnieje punkt rézny od .,
ktéryby byt oddalony od 4, od # i od ¢ tak jak X% tym sposobem
punkt, ktory jest oddalony od A, 7, € jak .\, pokrywa sie z punktem .\
Por. P Il

P 28. — 7r. ,W tym samym zalozeniu figury ABC, ACB, BAC, BCA,
CAB, CBA zlewaja si¢ wszystkie w jedna ptaszczyzng, zawierajacq

) |W oryginale: individuata, przup. th.].

|
|

proste .15, B¢, (.1 w caloséci*. [Czgs¢ pierwsza jest prawdziwa dlatego,
7ze w P 27 okreslenie jest symefryczne wzgledem punktow .1, 5, ¢ Jezeli
dalej .\ jest punktem prostej A7 (wszystko jedno jakim), wtedy kule
przez X dokola 4 i £ nie spotykaja si¢ gdzieindziej (P 1), wskutek
czego kule X4, Xy i X nie bedg si¢ mogly wcale spotka¢ w punkcie
roznym od .\, Przeto X nalezy do ptaszczyzny AAC (P 27), a taczaca
A z £ lezy cala na plaszezyinie (P 2). To samo okaze sie dla pro-
stych BC, CA).

P 29. — 7r. ,Proste, ktore tqczq punkt A z réznemi punktami tgcza-
cej BC, albo B z punktami faczacej CA, albo C z punktami laczacej AB,
lezq cate na plaszczyinie ABC*. [Niech bedzie np. D punkt dowolny
figury AB. Punkty € i D napewno nie pokrywaja si¢ (P 22, i t. d.); do-
wiedziemy, ze CD D ABC. Obierzmy jakikolwiek punkt X" na prostej CD.
Poniewaz /) jest jedynym punktem wspdlnym kulom /), i Dy (P 1), przeto
przecigcie obu kul X, i Xy lezy w kazdym razie na kuli X, dzigki zasa-
dzie IX (albo fez na podstawie tylko III postulatu, jezeli .\ = 1)), to znaczy:
Ny~ XpD Xp. Przeto te punkty figury . ~ X, ktoreby wypadly na
kuli Xe, bylyby wspolne kulom X i Xg; czyli Xy ~ Xp ~ XD Xy ~ Xe
Ale te ostatnie nie majg punktu wspélnego oprocz X, wiec z tym wiekszq
pewnoscig powiemy, ze X.,, X, X, nie spotykaja sie gdzieindziej.
Przeto X nalezy do plaszczyzny ABC, a zatym prosta CD cala lezy na
tej plaszczyénie, ¢, b, d. d.].

Zauwazmy, ze nazwy: sprosta», «plaszczyzna» it d. dadzq
si¢ fatwo wyrugowac¢ za pomoca poprzednich okresleri. Tak samo i dalej,
kazdy termin gieometryczny, o ile nie bedzie nim «punkt: albo «kulas,
moglibysmy niewatpliwie usuna¢, wprowadzajgc na jego miejsce odpowied-
nie omowienia, lecz wystawianie sig staloby si¢ przez to nadmiernie roz-
wlekte, zawile, a najczgsciej niezrozumiate, fak iz zniweczyliby$my caly
korzys¢, pochodzaca z okredlenn gieometrycznych (patrz przypisek I w Do-
datku).

POSTULAT X

P 30. — A, B, C, D niech bedq punktami; jezeli dwie kule D, i Dy,
ale nie wszystkie trzy D4, Dy, De, spotykajq sie jeszcze gdzieindziej,
niz w D, wledy kule C4, Cy, C,, nie majq zZadnego punktu wspolnego
prdocz C.— Albo, co na jedno wyjdzie: ,Jezeli, co do punktow A, B, C, D
sprawdza sig, ze jaki$ punkt rézny od D jest oddalony od A i od B, jak D,
ale z wyjatkiem D, zaden inny punkt nie jest oddalony od A, B. C jak D;
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wtedy zaden punkt rézny od € nie moze by¢ tak oddalony od A, B,
D, jak €, Por. P13.

P 3l. — 7r. ,Dane sq punkty niewspollinjowe A, B, C; jezeli sie zda-
rzy, z¢ jakis punkt D nalezy do plaszczyzny ABC, ale nie do prostej AB,
wtedy punkt C lezy na plaszczyinie ABD*. Por. P 14. [Wniosek z po-
przedniego P 30, przy uwzglednieniu P 27, 26, 11, 23.].

POSTULAT XL

P 32. — Niech bedq A, B, C, D punktami danemi, a M punktem dowol-
nym; jezeli trzy kule D, Dy i D, nie majq punktéw wspdlnych opricz D,
wtedy kazdy punkt wspolny kulom M., My, M. musi lezeé réwniez na
ruli Mp. — Albo, jezeli wolimy: ,Jezeli A, B, C, D, M sg punktami i jezeli,
z wyjatkiem D, zaden inny punkt nie jest tak oddalony od kazdego z trzech
punktow A, B, C, jak D; wtedy kazdy punkt, oddalony od A, B, C jak M,
jest ponadto tak oddalony od D jak M*“. Por. P 16. — Stad wynika,
ze jezeli do trzech punktow danych niewspéllinjowych mozna do-
bra¢ par¢ punktow réwnooddalonych od kazdego z nich (z osobna), wtedy
te same dwa punkty bedq takze réwnooddalone od kazdego innego punktu
ptaszczyzny, laczacej trzy punkty danc®.

P 33. — 7r. ,Niech bgdg A, B, € punktami niewspdtlinjowemi; jezeli D
jest punktem plaszczyzny ABC, ale nie nalezy do lgczgcej A z B, wowczas
dwie plaszczyzny ABC i ABD pokrywajg sie“. Por. P 17. [Na mocy zalo-
zenia, A, B, D nie sq wspoéilinjowe (P 23} i C nalezy do plaszczyzny ABD.
Przypusémy, ze M jest punktem dowolnym plaszczyzny ABD; z faktu, ze
przecigcie trzech kul M,, Mg, M, skupia si¢ w jednym tylko punkcie
M (P 27), oraz z drugiego faktu, ze My~ My~ MO M, (P 82), ze wiec
My~ My ~ MgD My ~ My ~ My, wynika, ze Mz ABC, skad ABD D ABC.
Ale stad wyplywa, ze ABC D ABD, poniewaz zamiana punktow € i D, jak
to widzieliSmy, nie ostabia prawdziwosci zatozenia.

P 34. — T7r. ,Jakiekolwiek- bylyby punkty niewspoilinjowe A, B, €,
jezeli D i E sa punktami plaszczyzny ABC, ale nie wspotlinjowemi z A,
wiedy plaszczyzna ADE pokrywa sie koniecznie z plaszczyzng ABC*.
|Z zalozenia wiemy, ze B i A, jak rowniez A i D sq od siebie rézne (P 22),
i 2e przynajmniej jeden z punktéow D i E nie lezy na laczacej 4 z B
(P 19, 12, 28). Jezeli wigc D nie lezy na AB, wtedy plaszczyzny
ABC i ABD pokrywaja si¢, na mocy twierdzenia poprzedzajacego, a punkt
E lezy w skutek tego na plaszczyinie ADB (P 28), nie lezac na AD (P 22).
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Przeto, na mocy lego samego twierdzenia, zlewajq si¢ takze plaszczyzny
ADB, ADE, a wicc ABC = ADE. Jezeli dalej £ nie lezy na AB, wie-
dy wyprowadza si¢ w podobny sposob, ze ABC = ABE = AEB = AED = ADL.
A wiec w kazdym przypadku ABC = ADE, c¢. b. d. d.].

P 35. — 7r. ,Niech beda znowu A, B, C punkly niewspotlinjowe;
jezeli si¢ okaze, ze trzy punkly D, E, F, réwniez niewspollinjowe, nalezq
do plaszezyzny ABC, wiedy plaszczyzny ABC i DEF bedq musialy sig po-
kry¢“. — Por. P 19. Kracej: ,Dwie plaszczyzny, majace trzy punkty (niewspot-
linjowe) wspdlne, zlewajg sig“. Albo tez: ,Kazda plaszczyzna jest wyzna-
czona przez trzy swoje punkty, nie lezqce na jednej prostej“. [Nie
moze si¢ przytrafi¢, azeby byly wspollinjowemi punkty A, D, E, i jedno-
czeénie wspéllinjowemi réwniez punkty A, £, F i punkty A, D, F: ponie-
waz z tego wynikalaby wspéllinjowos¢ punktow D, E, F, co jest przeciwne
zatozeniu. Ot6z — jezeli np. punkty A, D, E nie sa wspoétlinjowe — mu-
simy wnosi¢, ze ABC= ADE (P 34), czyli z¢c ABC = DEA (P 28), z¢ przeto
FeDEA, a zatym, ze plaszczyzny DEA, DEF pokrywajq si¢ (P 33); zo-
stalo wiec dowiedzione pokrywanie si¢ plaszczyzn ABC i DEF. Stad zas
wynika przez podstawienia (£ %), (% %), 2e jedno lub drugie z zatozeri:
<A, D, F nie sa wspollinjowe» i «A, E, F nie sa wspotlinjowe» wymaga,
zeby plaszczyzna ABC pokryta si¢ z DEF, albo tez z FED; przeto w ka-
zdym razie ABC = DEF).

P 36. — 7r. ,Jezeli punkty A, B, € sa niewspolinjowe, a punkty
/), I nie pokrywajq si¢ i lezq na plaszczyinie ABC, wiedy taczgca te dwa
punkty, czyli prosta DE, lezy catkowicie na plaszczyinie ABC*". [Wobec
tego, e nie moga wspolistnie¢ wszystkie .trzy uszeregowania: (1), £, A),
(D, £, B), (D, L, (') — gdyz wynikalaby stad wspollinjowos¢ punktow
A, B, C (P24) — przypusémy np., ze A, D, £ nie sq wspoéllinjowe.
Wtedy dwie plaszczyzny ABC, ADE pokrywajq si¢ (P 34), a prosta DE,
ktora lezy na plaszczyinie ADE (P 28), musi tez leze¢ na plaszczyZnie
ABC, i t. d.]. — Dlatego tez méwi¢ bedziemy nadal o «ptaszczyznies
jako o rodzaju tworéw (albo o cklasie ptaszczyzn»), rozumiejac przez
o — co jest niemal rzecza zbyteczna dodawac — okreslenie podobne do
tego, jakic bylo niedawno podane dla tworu «prosta: (P 26).

P 37. — Tr. ,Nie moga wspotistnie¢ dwie plaszczyzny rozne,
z ktorych kazda zawierataby prostg dang i punki dany zewnatrz tej prostej,
albo tez dwie proste dane, przecinajgce sig, ale nie pokrywajace sig;
ale jedna plaszczyzna, czynigca zado$¢ tym warunkom, napewno
istnieje. — Jezeli » jest prosta, zas A punktem zewnetrznym, wtedy
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«plaszczyzna Ar» (Yaczaca A z r) jest to ta plaszczyzna, — oznaczona i je-
dyna — ktora lgczy A z dwoma dowolnemi ale réznemi od siebie punkta-
mi prostej r (podiug P 27, 28, 85). I t. d.

P 38. — Dy. .Cztery, lub wigcej punktéw danych nazywac¢ bedzie-
my «wspolptaszczyznowemi», jezeli istnieje plaszczyzna, kiora je zawiera
wszystkie razem, czyli jezeli istnieja punkty nieyspollinjowe X, V, Z fakie,
ze wszystkie punkty dane naleza do XY Z¢“. Por. P 2I.

P 39. — 7r. ,Cztery punkty napewno sg wspoéiplaszczy-
znowe, jezeli sie zdarzy, ze trzy z nich sq wspdllinjowe, albo ze dwa
z nich pokrywajq sig Jezeli zas nie sq wspolptaszczyznowe, wiedy
kazdy z nich bedzie wylaczony z plaszczyzny trzech innych“. Por. P 22.
Istnienie punktow niewspolptaszczyznowych zostanie ustalone pdzniej.
Patrz § 2 P 16.

P 40. — Df. ,<Kolo- jest to klasa punkiow, ktore lezg na kuli
i jednoczesnie na plaszczyinie, zawierajgcej Srodek tej kuli. Srodek
kuli jest tez «srodkiem kota-, a plaszczyzna jest «ptaszczyzna

kotar“., — Np. na plaszczyZnie trzech punktow niewspotlinjowych A, /73, €

klasa punktéw oddalonych od 4 jak 7, jest kolem, a mianowicie prze-
cigciem plaszezyzny ABC z Kulg B — O ile to nie bgdzie prowadzilo
do dwuznaczno$ci, bedziemy oznaczali kola temi samemi symbolami, co
i kule: Ba, C, 1t d.; tak wiec w przyktadzie powyzszym, jezeli mowa
o figurach potozonych na plaszczyinie ABC (jak to sig czesto zdarza),
mozna «kolo przez 3 o $rodku » stale oznaczac¢ przez «/f34».

POSTULAT XIL

P 4l. — Na prostej, taczqcej dwa punkty nie pokrywajqce si¢ A i B,
istnieje taki punki M, dla kidrego hkula przez A dokola M przechodzi
przez B. — Albo w innej postaci: ,Dla kazdej pary punktéow .1 i 5, ro-
znych od siebie, istnieje punkt jednakowo oddalony od .4 i /5, majacy
jeszcze te wlasnosé, ze zaden punkt, rézny od niego, nie jest tak oddalony
od 4 i od B, jak tamten®.

P 42, -— 7r. ,Taki punkt M jest réozny i od A i od /3, a dwa ta-
kie punkty M nie moga wspdtistnie¢, o ile sie nie pokrywaja“. [Istolnie,
gdyby punkt M pokrywal ., wowczas punkt /3 nie mogtby leze¢ na kuli
Aw (P 9); gdyby punkt M pokrywal B, wtedy kula .4y, jako przechodzgca
przez B, zawieralaby M (P 8), co by¢ nie moze (P 8), poniewaz punkt /3

— N

(a tym samym i M, jest rozny od 4. Gdyby dalej istnial na 423 punkt
N r6zny od M, ale taki, ze punkt /3 nalezatby do kuli .4y, wtedy punkt
/3 bytby wspdlny obu kulom Ay i Ay, punkt zas A lezalby na prostej
MN (P12, 19): dwa fakly sprzeczne, poniewaz drugi z nich stwierdza
(P II), ze kule .4y i .4y nie spotykaja si¢ po za A|.

P 43. — Df. ,Jezeli 4, 3 sa punktami i punkt . jest rozny od
13, wiedy nazywa sig cpunktem srodkowym (albo srodkiem) pary A, B»,
lub tez «punktem $rodkowym pomigdzy A4 i /5» ten punkt igczacej
A 2z B,— np. niech to bedzie punkt M — co do ktérego si¢ okaze, ze
kula przez A o srodku M przechodzi i przez B: a wigc ten punkt prostej
AB, od ktorego punkty 4 i B sq jednakowo oddalone“. (Ze punkt taki
istnieje, i ze jest tylko jeden, to bylo juz powiedziane w P 4l, 42).
.Jezeli natomiast punkty A4 i B zlewajg si¢ w jeden, wtedy ten jeden
punkt jest zarazem «punktem srodkowym albo Srodkiem figury
(A, )., Tak w jednym, jak i w drugim przypadku, punkt sSrodkowy
pary (., £3) oznaczamy przez ¢« B»“. -— Zauwazmy, ze fen sam punkt
jest srodkiem obu par, (A, B) i (B, A), czyli 26 B A= 4 B 11 d.

POSTULAT XIiL

P 44. — Jezeli A, B sq punktami i punkt A jest rozny od B, wtedy
kula przez B o Srodku A, oraz lqczqea A z B, spotykajq si¢ jeszeze
w jednym punkcie, réZnym od B, ale nie mogq si¢ przecinaé¢ w wigkszef
liczbie punktow roznych od siebie i roznych od B. — To znaczy: ,lJe-
zeli, i t. d.. wtedy istnieje na kuli 3, jedyny punkt S rézny od B, i taki,
iz kule B, i Sp nie spotykaja sie w innych punktach, jak tylko w S*.
Albo inaczej méwigc: ,Jezeli punkty A4 i 5 nie pokrywajq sig, wtedy
istnieje jedyny punkt, rézny od B, ale tak oddalony od A4, jak B i spel-
niajacy warunek, Zze zaden punkt rozny od tamtego, nie jest tak oddalony
od A iod B jak on“. — Ze punkt B nalezy tak do jednej, jak i do dru-
giej figury, o tym juz wiemy z P 6 i P 12; ale w P 44 utrzymujemy, ze
przecigcie A4/3 z B nie ogranicza si¢ do tego punktu, ale raczej sktada sig
2 dwuch punktdéw, z ktérych jeden jest B, drugi za$ rézny od B
(i nic moze pokrywac si¢ z ., wobec P 8).

P 45. — ,W tym samym zalozeniu wyrazenie «rownoodwrotny,
albo symetryczny do B wzgledem A» ma oznacza¢ ten punkt rozny
od B, ktory lezy jednoczesnie na kuli przez B dokota 4 i na faczacej
A z B (patrz P 44). Ale jezeli (wbrew powyzszemu zatoZeniu) punkty A
i B pokrywaja sie, wtedy lo samo wyrazenie oznacza¢ bedzie punkt .,
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i w obu przypadkach symbol « /3 “.1» zastgpowac bedzie wyrazenie «syme-
tryczny do 73 wzgledem .»*. — Zauwazmy, ze jezeli M jest §rodkiem pary
punktow .4, /3, wtedy kazdy z tych punkiéw .4 i 5 jest symetryczny
do drugiego wzglgdem M (A4 i B saq to punkty symetryczne do
siebie wzglgdem M); i ze odwrotnie, z B — B 4 wynika A/ — B I,
a zatym B= B 7 .A; patrz P 43. — ,Przy jakimkolwiek punkcie danym .1,
powyzsza zalezno$¢ wzajemna, albo odpowiednio$¢, zachodzqca mie-
dzy kazdym punktem i punktem do niego symetrycznym wzgledem .1,
nazywa si¢ «symetrjq wzgledem s, albo «rdwnoodwrotnosciq wzglc-
dem A» (A jest srodkiem symetrj). «Symetrja wzgledem pun-
ktus, albo «r6wnoodwrotnos¢s, bedzie nazwq ogolng kazdej takiej
odpowiedniosci. Symetrja wzgledem .1 moze by¢ oznaczona symbolem
¢ 7A"» i stanowi odwzorowanie doskonate klasy «punkt> na sobic
samej; jest wigc przeksztatceniem jednoznacznym punkiéow na
punkty, ponadto przeksztaiceniem przemiennym albo wzajemnym,
i wreszcie inwolucyjnym!'). —Z P 44 wynika jeszcze fakt, ze zaden
punkt rézny od 1 nie jest symetryczny do siebie samego, czyli, ze ze
wzgledu na rownoodwrotnos¢, zaden punkt rézny od srodka nie jest
podwdjnym (tautologicznym) ».

P 46. — 7r. ,Jakikolwiek bedzie punkt .4, rownoodwrotnos¢ wzgle-
dem .4 zamienia zawsze kulg, opisang dokola ./ jako $rodka, na siehie
samg, to jest: zamienia jej punkty na punkty tej samej kuli; inaczej mo-
wigc: jezeli 21 € sa punktami i ' lezy na kuli 3., wtedy ta kula prze-
chodzi rowniez przez punkty 3,/.4 i € ~.A. 1 podobnie kazda Bisit,mma |-
przechodzqca przez ., jest figurq «<symetryczng do siebie samej» (albo

autosymetryczng») wzgledem .4*. [Tak wypada z P 45,17, 36 i t. d.|.

POSTULAT XIV.

P 47. — Jezeli A, B, C, sq punktami niewspétlinjowemi, wtedy kule
Ca, Cp i plaszczyzna ABC spotykajq si¢ jeszcze w jednym punkcie
réznym od C, ale nie mogq si¢ przeciac w kilku punktach roznych
od siebie i od C. — Albo tez: ,Jezeli na tej samej ptaszczyznie dwa kola,
majace srodki rozne, spotykajq si¢ po za linjg $rodkéw, wdowczas majy
dwa i tylko dwa punkty wspdlne, rézne od siebie. Patrz P 40¢., Por.
EUKLIDES, ks. 3-a, pod. X. — Mozemy tez, stosownie do upodobania, przy-
jac jeden lub drugi z nastgpujacych sposobow moéwienia: ,Na plaszczyznie

" Patrz przypisek IV w Dodatku,
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punktow niewspollinjowych .f, . € musi istnie¢ punkt, tak oddalony od
i od B jak punkt (| ale rézny od ¢ ale kazdy inny punkt ptaszczyzny,
jezeli jest oddalony od .1 i od B jak (, pokrywa si¢ z tamtym punktem, lub
z punktem ('“. — Przypusémy, ze ., B, (' sg to punkty, i ze punkt ./
jest rézny od /73; jezeli jakis punkt, rozny od €, jest oddalony od .J i od
/3 jak ¢, wiedy istnieje jedyny punkt rozny od € ktory jest oddalony od
i od B jak ¢ i spelnia warunek, ze zaden punkt rozny od niego nie
jest tak oddalony od .4, B, ¢, jak ten punkt*. Ten ostatni sposdb mo-
wicnia ma g zaletg, ze wylgcza terminy niepierwotne: «prostas, «pla-
szczyznay, <kulay, «wspoétlinjowe» i t. d.

P 48. — 7r. ,Jezeli bedg obrane dwa jakiekolwiek punkty /2 i £ na
prostej, taczacej .1 z /3, 1 jezeli te punkly /) i /2 nie pokrywajg sig, wie-
dy zawsze para punktow wspélnych kulom () i ( oraz plaszczyznie ABC
bedzie musiala pokryé si¢ z para punktéw wspdlnych kulom €, i € oraz
plaszczyinie {BC*. [W rzeczy samej, oba kola, poprowadzone przez
punkt ¢ dokota /) i / na plaszczyinie ABC (P 40) przejda przez punkly
wspolne kulom € i (p oraz plaszczyznie .4BC, poniewaz przejdq przez
nie kule (i Cp — dzieki (¢g'27) P16 i (&) P16 — nie bedg zas mialy
innych punktéw wspolnych wskutek (V' %) P 47.].

P 49. — Df. .Niech beda znowu ./ i /3 punktami roznemi od siebie,
(" niech bedzie punktem nie lezacym na taczacej .1 z [3; przez «syme-
tryczny do ' wzgledem .AB» rozumie¢ bedziemy ten punkt plaszczyzny
ABC, ktoéry nalezy do obu kul €, i (g, ale jest rozny od €. Jezeli na-
tomiast € jest punktem lgczacej /3, wtedy jako «symetryczny do ' wzgle-
dem .1/3, okreslamy sam punkt (. Tak okreslony punkt oznacza sig
symbolem «(C 7. 4B»%. — P 47, 48 Swiadcza, ze taki punkt isinieje, ze jest
tylko jeden. oraz, ze nie jest zwigzany z parq punktow -, /3, lecz z ich
laczaca A/ — Widoczne jest i tutaj, jak poprzednio, ze jezeli punkt €
jest symetryczny do € wzgledem .4/3, wtedy ze swej strony punkt € jest sy-
metryczny do €. — Jezeli tedy » jest prostq, a (' punktem dowolnym, to
juz wiemy, co rozumie¢ nalezy przez punkt <symetryczny do (' wzgle-
dem r». Nazwa ta oznacza punkt €, o ile ten punkt nalezy do r, jezeli
zas nic nalezy, w takim razie ten punkt roZzny od C, ktory, stosownie do
brzmienia P 47, 48, jest wspolny dwom kulom przez (' dokola punktow
.11 I3 prostej r (zreszta dowolnych, byle roZznych od siebie) i ptaszczyinie
ABCE. — [Jezeli jest dana jakakolwiek prosta r, wtedy zaleznos¢, albo pod-
porzadkowanie, — ktore oznaczamy przez « /r» — zachodzgce miedzy kazdym
punktem i symetrycznym do niego wzglgdem r, otrzymuje nazwe «symelrji
wzgledem r», albo « pélobrotu dokola r» (r jest <osiq symetrjiz); a «sy-
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metrja- wzglgdem prostej,, «<symetrja osiowa», «pdélobrot dokola
osiv, it d., bedzie nazwg ogolng kazdej takiej odpowiedniosci®. — «Sy-
metrja wzgledem r+ (jezeli r jest prost) jest odwzorowaniem dosko-
nalym klasy «punkt. na sobie samej, jest «przeksztalceniem jedno-
znacznym, wzajemnym i inwolucyjnym punktow na punkty,
poniewaz podporzadkowuje kazdemu punktowi punkt, ale tylko jeden, w ten
sposob, ze kazdy punkt dany jest zawsze symetryczny do pewnego punkiu,
ale nie do kilku punktow réinych; oprocz tego kazdy punkt jest sy-
metryczny do swego punktu symetrycznego. — Z P 47 wynika jeszcze, —
przy uwzglednieniu P 23 — ze wprawdzie przez symetrje, o kiérej mowa,
kazdy punkt osi staje si¢ podwdjnym (tautologicznym), czyli zamienia sig
na siebie samego (potobrét «pozostawia bez zmiany, kazdy punki
osi), ale po za osig symetrji niema punktow podwdéjnych. ).

P 50. — 7r. .Symetrja wzgledem osi musi zamienia¢ kazdg kule na
siebie samg (przez zamiane jej punktow na punkty tejze kuli), jezeli jej
srodek lezy na osi, i kazdq plaszczyzn¢ na siebie samg, jezeli ta plaszczy-
zna przechodzi przez 0o$.“ [Niech bedzie .1 punkt dowolny osi r, (' punkt
nie lezacy na tej osi- i /) punkt dowolny na kuli ;: mowig, Ze punkt
D .7r, symetryczny do /) wzgledem r, lezy na tej samej kuli. Istotnie,
gdyby sig zdarzylo, ze punkt /) byiby punktem wspélnym prostej i kuli,
wiedy ow punkt /2 7r pokrylby sie z punktem /2 na kuli (P 49). Jezeli
zas [ nie nalezy do r, wtedy jego punkt symetryczny musi leze¢ na pla-
szezyinie Dr, taczacej D z r, i na kazdej kuli, majqcej $rodek na r i prze-
chodzacej przez D (P 48, 49): a wigc fakze na kuli ¢4, Dalsze dowodze-
nie pozostawiamy czytelnikowi].

P 5l. — Df. ,Jezeli dane sg trzy punkty niewspollinjowe .4, B, C,
wiedy przez «klfad plaszczyzny AABC na siebie samg, dokola punktow
Ai B jako zawiasow» — albo «dokola prostej 45 jako trzpienias
rozumie¢ bgdziemy t¢ odpowiednios¢ wzajemng pomiedzy punktami ptaszczy-
wmy ABC (symetrja plaszczyzny ABC z samq sobq, wegledem prostej
AB jako osi), ktora si¢ wytwarza przez potobrot dokota /73, podiug P 49,

POSTULAT XV.

P 52. — Jezeli r jest prostq, a C punktem nie nalezqcym do niej,
i jezeli dla dwuch punktéw D i E sprawdza si¢, ze E lezy na kuli przez

'}y Patrz przypisek IV w Dodatku,
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D) dokola C, wiledy punkt E ~r nalezy koniecznie do kuli przez punkt D r
dokola punktu C ~“r. — Albo tez: JJezeli dwa punkty saq rownooddalone od
frzeciego, wiedy punkty symetryczne do nich wzgledem dowolnej osi, sy
takze rownooddalone od punktu symetrycznego do punkiu trzeciego*.
Patrz P 50. — Stad wynika, ze przy symetrji wzglgdem osi kazda kula
odwzorowuje sie przez kule i Ze srodek jednej z nich ma za obraz srodek
drugiej; to znaczy, ze jezeli jakiekolwick punkty sq jednakowo 0ddalm$
od tego samego punktu €, (ktéry moze leze¢ lub nie lezec na osi symetrji)
wiedy punkty do nich symetryczne sg jednakowo oddalone od punktu, odj
powiadajacego punktowi €. — Ktoby chcial wyrugowac z zasady powyzsze]
(za pomocq poprzednich okreslen) wszelki slad wyrazen gieometrycznych
niepierwotnych, moglby ja wyrazi¢ np. pod taka postacia: ‘

Niech bedq dane punkty .1, B, ¢, D), [, przyczym punkt .| jest
rozny od 73, a punkty /), £ s3 rownooddalone od (: jezeli trzy puﬂkly’r
(', 1), I sa takie, ze kazda z trzech par (C, (), (D, I)), (£, L) czyni
zados¢ warunkowi: «punkt \” jest rozny od .\, ale jest oddalony od .1 iod /3
jak X i zaden punkt rozny od .X' nie jest tak oddalony od A, B, X
jak X7s; albo tez, jezeli taki warunek sprawdza sig tylko dla punktow
Ci (', Dil), zas £’ = [ i niema punktu réznego od [, ktory bylby
oddalony od .4 i od B jak £: wowezas punkty /)’ i £” sa jednakowo
oddalone od punktu ¢,

P 58. — Tr. ,Przez symetrj¢ wzgledem osi punkty wspotlinjowe
odwzorownjg si¢ zawsze w punktach réwniez wspotlinjowych, co znaczy,
z¢ kazda prosta odwzorowuje si¢ na prostej: podobnie, punkty sy-
metryczne do wszystkich punktow plaszczyzny tworza plaszczyzng®. [Niech
bedy .1 i /2 punktami danemi jakkolwiek, byle tylko nie pokrywajacemi sig;
X niech bedzie punktem dowolnym laczacej A z [3; punkt A= dsT
(gdzie r jest prostq jakakolwiek) jest rozny od punktu B'=B7r (P41,
48, 49,. Mamy dowies¢, ze punkt X' = .\ /r musi lezec¢ na prostej .I" B
Istotnie, kule N4 i A ¢ sg symetryczne do siebie wzgledem r (P 52), tak
ze kazdy punkt jednej odwzorowuje si¢ w punkcie drugiej, i odwrotnie,
bez zadnego wyjatku ani ograniczenia; i to samo mozna powiedzie¢ o ku-
lach Xp i A7, Gdyby wige kule X'y i X'p mialy jakikolwiek pu1fk1
wspolny, rézny od X', — np. punkt ¥’ — wowczas kule Nai A musia-
lyby sig tez przecig¢ w punkcie réznym od X, mianowicie w punkcn'e sy-
metrycznym do Y, co sig nie zgadza z zatozeniem (P II). Przeto X" na-
lezy do laczacej A’ z /3’ (tamze). — Niech teraz C bedzie punktem, nie
nalezacym do laczacej 4 z B, i niech .\ oznacza jakikolwiek p.unkt' pta-
szezyzny 1BC; rozumujgc tak samo, jak poprzednio, i powo%u]qck si¢ na
P 27, dowodzimy, ze punkt X' musi leze¢ na plaszczyznie A'B'C". Tak
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wigc zarowno dwie proste AR i A/, jak i dwic plaszczyzny ABC
i A'B'C’ sa to figury symetryczne do siebie wzgledem osi r; 1 t. d.].

P 54. — Tr. ,Jezeli dwa punkty sgq symetryczne do siebie wzgledem
osi, wiedy ich punkt $rodkowy nalezy do tej osi. Kazda prosta, symelry-
czna do samej siebie, przecina o$ symetrji w jakims punkcie (o ile ni¢ po-
krywa si¢ z osig)“. [Punkty dane niech bedg ¢ i /), a r niech bedzie
osig symetrji; mozna przyjac, ze (' nie nalezy do r. Niech bedzie £~ C D
(P 43). Potobrot dokola r zamienia punkty ¢ i /) jeden na drugi, przeto
zamienia prostqg (/) na nig sama (P 53, 12); a wigc punkt symetryczny do
£ wzglgdem r — niech to bedzie punkt /' — musi naleze¢ do CD. Oprocz
tego kuli Cx odpowiada kula [ (P 52); a poniewaz (j przechodzi przez
D (P 43), przeto /)y przechodzi przez (. Wobec tego /7 jest punkiem
srodkowym pomigdzy punktami /) i € (tamze), wskutek czego /° pokrywa
sig z /£ (P 42). Ale zaden punkt, lezacy po za osiq r, nie moze pokry¢
si¢ ze swoim punktem symetrycznym (P 49), a zatym £ nalezy do r. —
Dlatego tez kazda prosta s, ktéra sie zamienia na siebie samg przez pol-
obr6t dokota r, ale nie pokrywa si¢ z r, musi przecig¢ r w jakims punkcie,
ze wzgledu na to, ze na s zawsze bedzie jaki§ punkt, nie lezacy na r,
a s pokrywa si¢ z prosta, laczaca ten punkt z punktem symetrycznym do
niego wzgledem r (P 19)].

P 85. — T7r. ,Jezeli o trzech punktach niewspollinjowych .1, B, ¢
wiemy, ze ( nalezy do kuli przez B o $rodku .4, wtedy zaden punkt, ro-
zny od B i od (, nie moze by¢ wspolny dla kuli B, i dla prostej BC*. —
Krétko méwigce, prosta nie moze spotkac kuli wiecej niz w dwuch punktach
roznych. Patrz P 44. [Zauwazmy, ze symetrja wzgledem /3¢ zamicnia
kazdy punkt tej prostej na samego siebie: wskutek tego, rozpatrujgc
(z uwzglednieniem P 52) kulg B,., ktérg pélobrét dokota prosiej BC prze-
ciwstawia kuli B, (jezeli .4’ jest punktem symetrycznym do .4), musimy
dojs¢ do wniosku, ze kazdy punkt, wspdlny kuli B,y i prostej BC musi
takze naleze¢ do kuli B,. Z drugiej strony, punkty .4 i .1 sq od siebic
rozne (z zalozenia oraz z P 47, 49); nic moze sig tez zdarzy¢, zeby punkt
B nalezat do igczacej .4.4" wobec tego, ze punkt rézny od /3 (a mianowicie
punkt ) jest wspdlny obu kulom B, i By. Przeto punkty .4, 5, A’
nie sa wspollinjowe, a wskutek tego kazdy punkt, wspolny prostej 53¢
i kuli B4, musi by¢ wspdlny kulom B,, B. i plaszczyinie ABA', a wige
wspolny dwom kotom 7B, i B, lezacym na tej plaszczyinie. Ale te
kota, przechodzgce przez 3 i przez (| nie spotykaja si¢ gdzieindziej (P 47),
a wigc zaden inny punkt nie jest wspolny tym figurom, c. b. d. d.].

—_— ‘3‘3"‘}_‘_; S

§ 11.

Prostopadliodc pomiedzy dwiema prostemi. albo miedzy prosta i plaszezvzng, albo mig-

dzy dwiema plaszczyznami. Wprowadza sie obrot dokota osi. Symetrja wzgledem

plaszezyzny, albo odzwierciadlenie. Rozne wlasnodci, dotyczace prostych, pla-
szczyzn i kul,

P L — 7r. ,Jezeli punkty .4 i /3 nie pokrywaja si¢, wiedy dwa pun-
kly symetryczne do siebie wzgledem .{ i jednakowo oddalone od 73 sa
zawsze symetryczne do siebie wzgledem lgczacej ./ z B*. [Niech te punkty
bedq € i ", i niech punkt €' bedzie rozny od A, a tym samym rézny i od
C" (P44, 45 §1). Wskutek zalozenia, ze punkty te, tak jeden jak i drugi,
nalezg do kul €4, €y i do prostej (., punkt (' nie moze leze¢ na lgqczg-
cej 4 z B, punkt zas (" musi leze¢ na plaszczyznie ABC (P, 28 § I);
skad ("= "AB (P 49 §)).

P 2. — T7r. Jezeli ., 13, €' sq punktami niewspollinjowemi i jezeli
punkt symetryczny do ¢ wzgledem .{/3 lezy na prostej (.4, wtedy punkl
ten jest tozsamym z punktem symetrycznym do ( wzgledem ./“. [Niech
bedzie " = € 7AB; punkt Srodkowy dla € i ¢ musi leze¢ jednoczesnie
na .48 ina CC" (P 54,43 §1); ale ((" = C.A, gdyz punkt '’ podiug zaloze-
nia nalezy do (.4, ale jest rozny od C (PI7, 22, 49 § I); punkt ten pokry-
wa si¢ przeto z ., poniewaz .{ jest jedynym punktem wspolnym dla pro-
stych 451 CA; z drugiej strony fakt, ze A= (C (", obejmuje i ten faki,
ze C'=C/4 (P45 § 1))

Stad, oraz z P 53, 54 § | otrzymujemy twierdzenie nastepujace:

P 3. — 7r. ,Jezeli punkty A, /3, ¢ nic sa wspotlinjowe, wtedy kio-
rekolwiek dwa z warunkow: 1) «punkt ¢’ .4 nalezy do kuli (z+: 2) «punkt
C AR lezy na lyczacej C.A'»; 3) «punkty € 7.4 i € 7.AB pokrywajg sie» —
sq zawsze zawarte w warunku pozostalym. Oprécz tego sprawdzenie sig¢
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ktoregokolwick z nich powoduje samo przez sig, ze polobrot dokola pro-
stej .4/ zamienia lgczacq /€ na samgq siebie — i odwrotnie®.

P4 — 7r ,Jezeli w tym samym zalozeniu, przez polobrot dokola
AB prosta A€ zamienia sig na siebie samg, wiedy nawzajem prosta .//3
zamienia si¢ na siebie sama przez polobrot dokota AC“, [Niech bedzie
(" =C "4, B =8B “A; dowiedziemy, z¢ punkt ;' nie rézni sie od pun-
ktu symetrycznego do 7 wzgledem prostej (.1 — poczym wystarczy odwo-
la¢ sig do (#5) P3. W rzeczy samej, oznaczajgc przez B i M punkty
B/ACT B B”, wiemy z jednej strony, ze M nalezy do A€ (P54 §1),
z drugiej za$, ze polobrot dokota A€ pozostawia (' bez zmiany, a kule
(g 1 Cy- zamienia jedng na drugg (P 52 § ); przeto punkt ¢, nalezacy do
(g, musi tez naleze¢ do (y-. Ale, poniewaz (" jest punktem wspdlnym
kul €y i Cpr, a M lezy na BB”, przeto (’ nalezy do kuli Cy, podiug
(2 o) P16 §1. Tak wiec M pokrywa si¢ z punktem srodkowym pun-
ktow i ¢, a tym samym pokrywa si¢ z .4 (P 45 §1); a zatym 7" jest
punktem symetrycznym do B wzgledem .4, to znaczy 5" = B, ¢. b. d. d.].

P5 — Df. ,Jezeli r i s sa to proste, wiedy przez powiedzenie
«r jest prostopadia do s» — symbolicznie: «r | §» — wyrazamy, Zc¢
prosta r jest symetryczna do samej siebie, albo autosymetry-
czna wzgledem prostej s, ale nie pokrywa sie z nig“. — Patrz P 49, 53
§ I. — Albo, innemi stowy: ,Jezeli s jest prostq, wtedy nazywac sig bedzie
«prostopadlq, ortogonalnq albo normalnqg do s» kazda pro-
sta (rozna od s), ktéra wskutek potobrotu dokolta s upadnie na samgy
siebie*. — P 54 § | zawiera implicite twierdzenie, zc jezeli jedna prosta
jest prostopadta do drugiej, wtedy obie te proste spotykajg si¢ w jakims
punkcie. Ale z P 3 wyplywa jeszcze, ze jezeli sa dane dwie proste r, s,
spotykajace si¢ w jakim$§ punkcie, — np. w ./ — wtedy dla upewnienia sig,
ze jedna z tych prostych r jest prostopadta do drugiej s, wystarczy stwier-
dzi¢ istnienie takiego punktu, kidry, lezac na r, ale nie na s, tak jest od-
dalony od jakiegokolwiek punktu prostej s, ale réznego od ., jak punkt
symetryczny do niego wzgledem 4. Albo tez wystarczy stwierdzi¢ istnie-
nie na r takiego punktu, ktorego punkt symetryczny wzgledem s pozostaje
na r; lub takiego wreszcie, ktorego punkty symetryczne wzgledem . i wzglg-
dem s pokrywaja sig.

P 6. — 7r. ,Jezeli jedna prosta jest prostopadita do drugiej, wiedy
druga jest réwniez prostopadia do pierwszej, czyli obie proste sg «prosto-
padie do siebie»“. [Niech bgdzie prosta r prostopadita do prostej s, i .1
niech oznacza ich punkt wspélny (P 5). Na - istnieje napewno jakis
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punkt €, a na s jakis punkl /3, ktore oba sq rozne od ./ (P 26 §I):
przeto r = .1, s - 4B, a te trzy punkty .4, B, € na pewno nic sg wspol-
linjowe, wobec tego, ze prosta r jest rozna od s Poniewaz za$ przez pol-
obrot dokola 45 prosta /(' zamienia si¢ na siebie samg (P 5), przeto
pozostaje nam tylko powolac¢ si¢ na P 4).

P 7. — Tr. ,Jezeli proste r, s sa do siebie prostopadie. i jezeli obie-
rzemy na jednej z nich, — np. na r — jakikolwiek punkt ¢, byle tylko
rozny od ich punktu wspolnego .{, wtedy: 1) Punkt symetryczny do
wzgledem s bedzie zawsze lezal na r i pokryje si¢ z punktem symetry-
cznym do  wzgledem .I; 2) Punkty (' ¢ 7. bedg jednakowo oddalone
od kazdego punkiu prostej s*. EUKL. ks. 3-a, pod Ill. [Punkt € “s musi
leze¢ na € A, poniewaz, stosownie do zatozenia, prosta ¢ { jest symetryczna
do siebie samej wzgledem s. Obrawszy réwniez na s dowolny punkt /3,
rozny od 4 (i uwzgledniwszy, jak poprzednio, ze punkly .4, /3, ( nie sg
wspollinjowe), mozemy si¢ powota¢ na P 4: i t. d.].

P 8. — 7r. ,Jezeli znowu A, B, C sa punktami niewspotlinjowemi,
a prosta AC jest prostopadta do AB, wtedy nie moze sie zdarzy¢, zeby
kula przez A o s$rodku B oraz prosta tgczqca 4 z C spotkaly sie po za
punktem A“, EUKL., ks. 3-a, pod. XVI. [Gdyby istnial punkt, rozny
od A, ale podobnie jak A, wspolny dla Az i AC, wtedy jego punkt syme-
tryczny wzgledem AB musialby réwniez naleze¢ do tych obu figur, gdyz
kazda z nich zamienia si¢ na siebie samg przez polobrét dokola AB
(P50 §1, P5). Istniatyby wigc trzy punkty, wszystkie rézne od siebie
i wspolne dla prostej i kuli, co jest niemozliwe (P 55 § ) ].

P 9. — 7r. ,Jezeli jest dana jakakolwiek prosta r i zewnatrz niej
punkt C, wtedy mozna zawsze znaleZ¢ na prostej taki punkt A, ze prosta
CA bedzie prostopadia do r; ale nie mogg wspolistnie¢ na r dwa punkty
A'i B, rozne od siebie i takie, zeby kazda z dwuch prostych CA i BC
byla prostopadta do r“, — Inaczej mowiac: ,Z punktu, lezacego zewnatrz
prostej danej, mozna «spuscic¢» lub «poprowadzic¢s prosta do niej
prostopadta, ale nie wiecej niz jedng“. EUKL., ks. 1-a, pod. XIl. [Wezmy
punkt C’ symetryczny do punktu C wzgledem r, a nastepnie punkt $rod-
kowy pomigdzy C i C', kidry oznaczamy przez A. Punkt ten musi lezec
na » (P54 §1), prosta zas CA musi by¢ prostopadla do » wskutek P 4, 5.
Gdyby, dalej, istnial na » jakis inny punkt B taki, ze prosta CB bylaby
rowniez prostopadia do r, wtedy przez symetrj¢ wzgledem » kazda z tych
prostych CA i CB zamienitaby si¢ na siebie samg (P 5), a wiec i punkt C,
jako jedyny punkt wspdlny tych dwuch prostych, rowniez zamienitby sig
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sam na siebie (PI9 §1 i t. d... Ale punkt C, jako nie lezgcy na osi r,
nie odzwierciadla si¢ na sobie samym (tamie). Przeto laki punkt B nic
istnieje].

P 10. — 7r. ,Jezeli sq dane punkty niewspdllinjowe A, B, C {ak, Ze
laczqca A z C i kula przez A dokota B — lub tez laczaca A z B i kula

przez A o srodku C — nie spotykajq si¢ poza A, wtedy proste AB i AC

sq do siebie prostopadie“: EUKL., ks. 3-a, pod XVII. [Przypusémy, ze
prosta AC nie jest prostopadta do AB. W takim razic na AC istniatby
punkt rézny od A, np. D, taki, ze prosta BD bylaby prostopadia do pro-
stej AD (P 9); a wigc prosta AD, po wykonaniu polobrotu dokota BD,
upadiaby na siebie samg (P 6, 5), punkt zas A znalaziby sie w punkcie
napewno réznym od A, i punkt ten musialby jednoczesnie leze¢ na prostej
AD i na kuli A, (P50 §1, it d.), co jest sprzeczne z zalozeniem, ponie-
waz AD pokrywa si¢ z prosta AC (P17 §1). A wiec AC LAB it d.].—
Prowadzi to, w polaczeniu z P 8, do twierdzenia nastepujacego: ,Azeby
prosta i kula, przechodzace przez jeden punkt sfykaly si¢ (byly do siebic
styczne) w tym punkcie — to jest, azeby si¢ nie spotykaly gdzieindziej —
potrzeba i wystarcza, zeby ta prosta byla prostopadia do laczacej punkt
wspolny ze srodkiem kuli.

P Il. — 7r. ,Jezeli jest prawdq, ze punkty A, B, C sq niewspotlinjo-
we; ze [ jest punktem plaszczyzny ABC, nie lezgcym zresztg na prostej
AB i roznym od C; i ze proste AC i AD sg obie prostopadie do AB,
wtedy jest rowniez prawdg, ze punkty A, C, D sg wspdéllinjowe*. — Mamy
tutaj twierdzenie, ktére tak si¢ zwykle wyraza: ,Do prostej danej z punkiu
na niej danego nie mozna poprowadzi¢ na jednej i tej samej pla-
szczyZznie, przechodzacej przez tg¢ prosta, dwuch roznych prosiopa-
diych®. [Niech bedzie B" punktem symetrycznym do B wzgledem A. Ponie-
waz prosta AC jest prostopadta do AB, przeto punkty B i B” sa réwno-
oddalone od C (P 7); a poniewaz AD jest prostopadia do AB, przeto te
same punkty sq tez rownooddalone od D, a wiec w rezultacie wspolne
kulom Be i By; tak wigc B nie nalezy do CD (P II §1, i t. d.). Ale te
punkty lezq oprocz tego na plaszczyzinie BCD, kiora sie nie rézni od pla-
szezyzny ABC (P 28, 33 § I): sa wiec symetryczne do siebie wzgledem osi
CD (P49 § 1), przeto ich punkt $rodkowy A nalezy do CD, c. b. d. d.].

P12, — Tr. ,Jezeli A, B, C saq punktami niewspéilinjowemi i jezeli istnie-
ja takie kule, przechodzace przez A i B, ze ich srodki naleza do plaszczyzny
ABC, wowczas wszystkie te $rodki muszq by¢ uszeregowane na prostej,
prostopadiej do AB w punkcie srodkowym punktow A i B, |Istotnie, je-
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zeli M jest tym punktem $rodkowym i jezeli D, E, F,... sq punktami
pltaszezyzny ABC, réznemi od M, a kazdy z nich jest jednakowo odda-
lony od A i od B, wtedy proste MD, ME, MF,..., ktére sa wszystkie
prostopadie w punkcie M do AB (P 5), zlewajq si¢ w jedna wskutek P I1].

POSTULAT XVI

P 13. — Jezeli A, B, C sq punktami niewspotlinjowemi, wtedy istnieje
przynajmnief jedna kula, hkiora przechodzi przez A i przez B i ktorej
srodek lezy na plaszczyinie ABC, ale nie lezy na lqczqeef A z B. —
Albo, co jest to samo: ,Dwa punkty dane jakkolwiek na plaszczyznie
i rozne od siebie, sq zawsze rownooddalone od jakiegos punktu plaszezy-
zny, nie lezgcego na ich laczacej. Por. P 41 § I. — Albo, pod postacig
pierwotng (. j. wolng od wszelkiego zwigzku z okresleniami poprze-
dzajgcemi): ,Jezeli A, B, C sq punktami i punkt A jest rézny od B i je-
zeli jakis punkt, rézny od C, jest oddalony od A i od B jak C: w takim
razie musi istnie¢ punkt, od ktérego punkt A tak jest oddalony, jak B,
i ktory spetnia warunek, ze jakis punkt, rézny od niego, tak jest oddalony
od A i od B jak ten punkt, ale zaden punkt od niego r6zny nie jest odda-
lony od kazdego z trzech punktéw A4, B, C jak ten punkt‘. Por. P 41 § I.

P14, — 7r. ,W tym samym zalozeniu istnieje zawsze na plaszczy-
/nie ABC, ale zewnatrz prostej AB, taki punkt D, ze prosta DA jest pro-
stopadla do AB“. — Albo pod inng postacig: ,Jezeli dana jest jakakolwiek

ptaszczyzna, na tej plaszczyZnie prosta, a na tej prostej punkd,
wtedy mozna zawsze w tej plaszczyinie i z tego punktu (przez ten punkt)
wyprowadzi¢ (albo wznie$¢) prosta prostopadlq do prostej danej*.
EUKL., ks. 1-a, pod. XI. [Ze nie mozna poprowadzi¢ z A na plaszczyznie
ABC dwuch réznych prostopadtych do AB, to juz wiemy z P Il. — WeZmy
teraz pod uwage punkt B’, symeiryczny do B wzgledem A, a na danej
ptaszczyZnie ABC niech bedzie D punkt réwnooddalony od B i B', ale
rozny od A (P 13): wtedy prosta AD bedzie prostopadta do AB (P 4, 5)]. —
Stad — majgqc na uwadze P 6, 7, 12 — mozna bezposrednio wysnuc¢ wniosek

nastepujacy:

P15 - 7r. ,Miejscem gieometrycznym punktu réwnood-
dalonego od dwuch punktow danych (rdznych od siebie) i lezacego na
plaszczyinie danej, przechodzgcej przez te punkty, jest prosta, a miano-
wicie prosta prostopadla do taczacej te punkty i przechodzaca przez ich
punkt srodkowy*.
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POSTULAT XVIL

P I6. — Jezeli A, B, C sq punktami niewspéllinjowemi, to istnieje
przynajmniej jeden taki punkt, e hule przez ten punkt dokola A, B, C
przecinajq si¢ jeszcze w jakims punkcie, roznym od niego. — Krotko mo-
wigc (P 27 § I): ,Jezeli dana jest jakakolwiek plaszczyzna, wiedy istnieje
zawsze jakis punkt, nie nalezacy do niej*.  Por. P I5 § I. — Nie trudno wy-
razi¢ ten postulat jezykiem pierwotnym, przez «punkts i «rownoodleglosé::
wlezeli A, B, C sa punktami, przyczym punkt A jest rézny od B i jezeli
jaki$ punkt rézny od C jest oddalony od A i od B jak C: wtedy istnieja
przynajmniej dwa punkty rézne od siebie, z ktérych kazdy tak jest odda-
lony od A, od B i od C, jak drugi*.

P 17. — 7r. ,Jezeli prosta jest do dwuch innych prostych, przecina-
jacych sie, prostopadta w ich punkcie przecigeia, wéwcezas jest rowniez
prostopadia do kazdej prostej, lezacej na ich plaszczyinie i przechodzacej
przez ich punkt wspélny“. — EUKL., ks. l1-a, pod. IV. — [Niech beda
A, B, C punktami niewspollinjowemi. D punktem plaszczyzny ABC, nie-
pokrywajacym sie z A, i M punktem nie lezacym na tej plaszczyznie. Jezeli
si¢ zdarzy, ze kazda z dwuch prostych AB, AC bedzie prostopadta do
laczacej A z M, to przekonamy si¢, Ze prosta AM bedzie prostopadta do
AD. Weimy punkt N =M “A, Poniewaz prosta. MA jest prostopadta
do AB, przeto punkty M, N sa réwnooddalone od punktu B (P 7); a po-
niewaz ta prosta MA jest takze prostopadia do AC, przeto te same punkty
M, N s3 takze réwnooddalone od punkiu C; kazdy z punktéw A, o
jest wiec réwnooddalony od punktow M, N, a tym samym i punkt D,

jako lezgcy na plaszczyinie ABC (P 32 §1); mamy wiec AM | AD (P 5),
cbe didi]e

P 18. — Df. ,Prosta nazywa si¢ «prostopadiéq albo normalnaqg
do ptaszczyznys, jezeli jest prostopadia do wszystkich prostych, ktére
ja przecinajg i leza na tej plaszczyznie“. — EUKL., ks. I1-a, okr. III.
Dzigki temu okresleniu mozna twierdzeniu poprzedzajacemu nadac taka
postac: ,Jezeli prosta jest do dwuch przecinajgcych sig prostych prostopa-
dta w ich punkcie przecigcia, to jest takze prostopadta do plaszczyzny, za-
wierajqcej te proste*. Patrz P 87 § 1. Jezeli prosta jest prostopadia do
plaszczyzny, to napewno spotyka plaszczyzne, ale nie moze lezeé na niej.
(P27, 36,19, 21,26 §1i P 11).

P 19. — 7r. ,Z punktu polozonego zewngirz plaszczyzny nie mozna
poprowadzi¢ dwuch prostych réznych od siebie, ktore bylyby prostopadie

— 31 —

do tej plaszczyzny“, — Inaczej: ,Jezeli A, B, C, D sa punktami niewspol-
linjowemi, wtedy nie moze sie zdarzy¢, zeby obie proste DA, DB byty
prostopadie do plaszczyzny ABC. — EUKL., ks. 11-a, pod XIIl. [Gdyby
te proste obie byly prostopadie do ptaszczyzny ABC, wéwczas musiatyby
by¢, tak jedna jak i druga, prostopadie do taczacej A z B (P 18), co by¢
nic moze (P 9). Patrz P 38, 30 §1].

POSTULAT XVIIL

P 20. — Kazda kula przecina si¢ z kazdq prostq, zawierajqcq jej sro
dek. — Albo, co na jedno wyjdzie: ,.Jezeli A, B, C sg punktami niewspol-
linjowemi, wiedy istnieje jakis punkt wspdlny dla kuli przez B dokola A
i dla taczacej A z C«. — | Jezeli A, B, C sa punktami danemi i punkt A
jest rozny od B, i jezeli istnieje punkt rozny od C, ktory jest oddalony
od A iod B jak C; wiedy musi istniec punkt tak oddalony od 4, jak B,
i speiniajacy warunek, ze Zaden punkt od niego rézny nie jest oddalony
od A i od C jak ten punkt‘. — Na tej zasadzie, oraz ze wzgledu na
P44 § I, mamy: '

P 2l. — 7r. ,Kazda kula i prosta, zawierajgca jej srodek, przecinajy
si¢ w dwuch punktach roznych od siebie i symetrycznych wzgle-
dem $rodka“,

P 22. — Df. Jezeli r jest prosta, wtedy przez wyrazenie ogdlne
«obriot dokota r rozumie¢ bedziemy wypadkowaq albo iloczyn
potobrotéow dokota dwuch prostych roznych, ktdére sq obie prostopadte
do prostej » w tym samym punkcie (pozatym jednak sq dowolne). < Osig
obrotu- jest ta prosta r*. Patrz P 49 §1i P5. — Zauwazmy, ze kazdy
obrot jest zawsze przeksztatceniem jednoznacznym i wzaje-
mnym punktow na punkty, podobnie jak i polobrot, oraz, ze jezeli sq dane
osi # i v obu pélobrotow sktadowych pewnego «obrotu dokota r
i jezeli znany jest porzadek, w jakim nast¢puja po sobie polobroty: wtedy
obrét ten jest w zupelnosci wyznaczony; ale iloczyn z ~u przez /v — czyli
obrot, powstajacy przez wykonanie wpierw /', a péiniej /v — jest w ogol-
nosci rézny od iloczynu z /v przez “u; oba za$ te dzialania zlozo-

ne sg wzajemnie odwrotne, jak wida¢ z réownania symbolicznego:
‘w. v S Se= a0 Y. u=/u./u=1. Tak wigc przeksztal-

cenie odwrotne do jakiegokolwiek obrotu jest rowniez obrotem. 1. d. 1),

") Patrz uwage IV w Dodatkn.
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P23 — 7r. ,Obrot dokola osi, podobnie jak pétobrat, podporzi-
dkowuje zawsze punktom réwnooddalonym od dowolnego punktu da-
nego punkty, ktére sy takze réwnooddalone od jednego punktu, a wiec
przeksztalca kule na kule w ten sposob, ze srodki kul odpowiednich
sq punktami odpowiedniemi. Dlatego tez punktom wspotlinjowym
odpowiadaja punkly wspadtlinjowe, wspéiptaszczyznowym —
wspotptaszczyznowe, parom prostych prostopadtych znownz
pary prostych prostopadtych do siebie; i t. d. Oprocz tego obrot
(podobnie jak potobrot) pozostawia bez zmiany kazdy punkt osi, kazdq za$
kulg, majacq Srodek na osi, zamienia na siebie samaq*, [Niech beda, jak
poprzednio, # i v prostopadte do prostej » w tym samym punkcie A i 16-
zne od siebie. Dla dowolnego punktu M znajdziemy najpierw punkt sy-
metryczny wzgledem # — niech to bedzie np. punkt M’ — nastepnie sy-
metryczny do M’ wzgledem v, — ktéry oznaczamy przez M”: ten punkt
M” jest wiasnie obrazem punktu M, utworzonym przez obrét “v. “u. be-
dacy iloczynem ~u przez ~v. Ot6z, jezeli punkty E, F, G,... sa réwno-
oddalone od punktu M, to podobnic i punkty £’, F’, G’,. .. sq rownood-
dalone od M' (P 47, 49 §1); a z tego samego powodu punkty E", F",
G",... sa tez réwnooddalone od punktu M”, czyli przeksztatcenie roz-
patrywane zamienia kazdy punkt kuli £y na punkt kuli £”.. Rozumujge
podobnie, jak w P 53 § I, tatwo stad wyprowadzi¢ wniosek, ze kazdej pro-
stej odpowiada prosta, kazdej plaszczyznie — plaszczyzna, punktowi $ro-
dkowemu kazdej pary punktéw — punkt srodkowy odpowiedniej pary,
a wige takze (P5, 7 it d) kazdej parze prostych do siebie prostopa-
diych — para prostych réwniez prostopadtych i t. d. — Dalej jeszcze, jezeli
B jest jakimkolwiek punktem osi obrotu 7, wtedy punkt B’, symetryczny do
B wzgledem u, pokrywa sie z punktem B ~A, poniewaz r | v; przeto réwniez
punkt B’ “v (albo B”) pokrywa si¢ z punktem B, wobec tego, ze r | v;
przeto punkt B jest tautologiczny. — Wreszcie kazda kula, opisana
dokota B jako srodka, musi przecia¢ o§ » w dwuch punktach (P 2I); je-
dnym z nich niech bedzie np. €. Otéz, wskutek tego, co bylo powiedzia-
ne wyzej, kuli C» odpowiada kula C"p«, opricz tego B=8B" | C=C";
przeto kula Cj zamienia sie na siebie sama (P 2, 3, 4 §hit dJ.

P24, — 7r. ,Jezeli A, B, C, D sa czterema punktami niewspolpta-
szezyznowemi, proste AB i AC sa prostopadte do AD, a punkt C jest
oddalony od A jak B, wtedy punkty B i C sq réwnooddalone od D¢,
[Niech bedzie £E =D “A, F=B C. Punkt F jest r6zny od A, poniewaz
punkty A, B, C nie sq wspollinjowe (P 39 §1it d); prosta BC jest
prostopadia do prostej FA (P 8, 5), a punkty B i C sq do siebie syme-
tryczne wzgledem FA. Oprocz tego prosta DA, prostopadta podlug zato-
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Zzenia do obu prostych AB, AC, jest rowniez prostopadta do FA (P I8
i 1. d.: zatym punkty, symetryczne do punktu D wzgledem A i wzgledem
prostych AB, FA, zlewaja si¢ w jeden punkt £ (P 7). Stad wypada, ze
polobrot dokota AB pozostawia B bez zmiany i przenosi 1) na E, od-
zwierciadlajac By, na By (P 52 § 1), gdy tymczasem polobrot dokota A/
przenosi B na C, a £ na [), odzwierciadlajgc By na C,. Tak wige dzia-
tanie, czyli przeksztaleenie, ztozone z tych dwuch pélobrotéw — albo
tez wypadkowa lub iloczyn z ~“AB przez ,/AF — odwzorowuje punkt po
punkcie kulg By na kuli €. Z drugiej strony obrét ten powinien zamie-
nia¢ kulg B, na siebie sama (P 22, 23); a stad wnosimy, ze obie kule
zlewajy si¢ w jedna. Istotnie wiec C nalezy do By, ¢ b. d. d.].

P 25. — 7r. ,Niech bedg znowu A, B, C, D punktami niewspotpla-
szczyznowemi; jezeli prosta BA jest prostopadta do obu prostych AC,
AD, a prosta AC prostopadta do CD: wtedy prosta CD jest prostopadta
do BC, a wigc prostopadta do plaszczyzny ABC*“. Patrz P 18. — Jest to
twierdzenie o trzech prostopadiych», ktérego sie dowodzi jak w ksigzce:
LEGENDRE, Eléments de Géométrie, ks. 5-a, pod. IV. [Niech bedzie
E =D .~ C; poniewaz CD | CA, przeto punkty D, E s réwnooddalone od
A (P 3, 5); a poniewaz prosta BA jest prostopadia do kazdej z prostych
AC, AD, a tym samym prostopadta do AE (P 17), przeto mozemy stwier-
dzi¢, powolujac si¢ na (4 1) P 24, ze punkly D i £ sa réwnooddalone
od B; przeto CALCB (P8, 5)it. dlJ. '

P 26. — 7r. ,Z punktu danego zewnatrz plaszczyzny mozna zawsze
poprowadzi¢ prostq prostopadia do tej ptaszczyzny“. — EUKL., ks. 11-a.
pod. XI. [Punkt dany niech bedzie . Na plaszczyznie danej istniejq na-
pewno firzy punkty niewspollinjowe ABC (P27 §l), a na laczacej A z B
lezy bez watpienia taki punkt, — np. A — ze prosta DA jest prostopadia
do AB (P 9). Opriocz tego musi istnie¢ na plaszczyinie ABC, ale ze-
wnatrz prostej AB, taki punkt, — niech to bedzie punkt € — ze CA | AB
(P 14). Jezeli teraz prosta AD okaze si¢ prostopadty do AC, wtedy ona
whasnie bedzie prostopadly do plaszezyzny danej; ale jezeli tak nie jest,
to mozna znalez¢ na prostej CA jaki§ punkt rézny od A — niech to be-
dzie np. punkt C — dla kiérego DC | CA (P 9); a wiedy P 25 upewnia
nas, ze taka prosta DC jest bez watpienia prostopadta do ABC. 1 t. d.].

P 27. — 7r. ,Jezeli punkty A, B, C, D sg niewspéiplaszczyznowe,
wiedy istnieje zawsze przynajmniej jeden taki obrot dokota proste]
AB, przez ktory punkt C odwzorowuje si¢ w jakim$ punkcie plaszczyzny
ABD*. Patrz P 22. — [Mozna przyja¢, z¢ A jest tym punktem prostej
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AB, dla ktorego CA L AB (P 9), i ze AD jest prostopadly, poprowadzoni
z A do AB na plaszczyinie ABD (P Il, 14). Ta prosta przecina napewno
kulg C. (P 20); niech bedzie £ jednym z punklow przecigcia, Oznaczmy
wreszcie przez F punkt C E, kiory jest napewno rézny od A. Otoz, po-
niewaz zalozylismy, ze prosta BA jest prostopadia do kazdej z prostych
AC, AE, przeto jest ona réwniez prostopadia do laczacej A z F (P 17),
a punkty C i £ sg symetryczne do siebie wzgledem tejze prostej FA,
wskutek czego oba pétobroty dokota AC i AF, wykonane w tym wlasnic
porzadku, sktadajg si¢ na obrot dokota prostej AB jako osi; wskutek tego
obrotu punkt C zostaje przeniesiony do £, a wigc na plaszczyzne ABD)].

P 28. — 7r. ,Z punktu, danego na plaszczyinie, mozna zawsze po-
prowadzi¢ prosta, prostopadta do tej plaszczyzny“. — EUKL., ks. 11-a
pod. XII. [Niech bedzie dana plaszczyzna 5 i punkt A, lezacy na tej pta-
szezyznie; cheemy znaleZ¢ prostq, przechodzgcq przez A i prostopadia do .
Obierzmy na tej plaszczyznie dowolny punkt B, byleby tylko rézny od A.
(Nie mozna zaprzeczy¢ istnieniu réznych punktéw plaszezyzny, ZWazywszy,
ze np. sad: <3 jest plaszczyzng» nie rézni sie od sadu: «istniejg trzy pun-
kty niewspétlinjowe A, B, C, a 5 = ABC», por. P26 §1). Istnieje nape-
wno punkt, nie lezacy na 5 (P 16), a zatym istnieje takze plaszczyzna —
nazwijmy ja T —rézna od s i zawierajgca prostg AB, podobnie jak 5.
W tej drugiej plaszezyznie poprowadzmy prosta AD prostopadta do AB
(P 14), a nastepnie poprowadimy jeszcze na plaszczyznie, zawierajacej ro-
wniez t¢ prosta AD, ale nie pokrywajacej si¢ z t, prosta AC prostopadlg
do AD; w ten sposéb prosta AD bedzie prostopadia do obu prostych
AB, AC. Gdyby punkt C, a tym samym i prosta AD upadla na s, wiedy
prosta AD bytaby szukang prostopadia; jezeli za$ tak nie jest, to w kazdym
razie istnieje —na zasadzie P 27 —taki obrot dokota AB jako osi,
wskutek ktérego C odwzorowuje si¢ w jakim$ punkcie plaszczyzny s, i je-
zeli oznaczymy przez C' i D' obrazy, ktore tak wykonany obrot podpo-
rzadkowuje punktom C i D, wtedy prosta AD’ bedzie prostopadia zaréwno
do prostej AB jak i do prostej AC" (P 28), a wiec takze do plaszezyzny
3, zawierajacej obie te proste].

POSTULAT XIX.

P 29. — Jezeli kule przez punkt D dokola trzech punktow niewspoi-
linjowych spotykajq si¢ jeszcze w punkcie réznym od niego, np. w E, wte-
dy nie moga si¢ przecinaé gdzieindziej, czyli nie majq Zadnego punktu
wspolnego, roznego od D i od E. — Albo inaczej méwiac: ,Jezeli A, B.

C, D, E s punktami, przyczym A nie pokrywa si¢ z B, ani D z E i je-
zeli punkt £ jest oddalony od kazdego z punktow A, B, C tak, jak D,
a jakis punkt rozny od C tak jest oddalony od A i od B, jak C; wtedy
kazdy punkt, ktéry jest oddalony od kazdego z punktéow A, B, C jak D,
pokrywa si¢ albo z D albo z E*, — Stad wyprowadzimy wniosek, ze jezeli
srodki trzech kul danych nie sg punktami wspdtlinjowemi, to albo niema
zadnego punktu, wspolnego tym wszystkim trzem kulom, albo tez, ze ich
przecigcie skupia si¢ w jednym punkcie, lub sktada sie z dwuch
punktéw roznych. — Bedzie tu na miejscu uwaga, ze podczas kiedy
zasada XVII (P 16) przyznaje przestrzeni trzy wymiary (w zwyklym
znaczeniu), to zasada XIX, ktorg teraz przyjelismy, wylacza wymiar
czwarty.

P 30. — 77 ,Jezeli, w tym samym zalozeniu, na plaszczyZnie ABC
lezg trzy punkty niewspotlinjowe /4, /, L, wiedy para punktéw wspélnych
kulom Dy, Dy, D)y, pokrywa si¢ z parg D, E“ |Wszystkie te trzy kule
przechodzg istotnie przez D i przez E — na zasadzie (3 3) P 32 § 1 — ale

nie majq innych punktow wspélnych (P 29)].

P 3l. — Df. ,Jezeli A, B, C syq trzema punktami niewspoHinjowemi,
a D jest punktem nie nalezacym do plaszczyzny A, B, C, wtedy wyrazenie:
symetryczny do punktu D wzgledem plaszczyzny A B C» ma ozna-
cza¢ ten punkt rézny od D, ktéry lezy jednoczesnie na trzech kulach
Dy, Dy, Dp*. Patrz P27 § 1 i P 29. — Punkt taki — niech to bedzie
punkt £ — napewno istnieje, a okreslenie jego jest jednoznaczne (tamze);
punkt ten w rzeczywistosci nie jest podporzadkowany punktom A, B, C,
lecz raczej ptaszczyinie A B C, poniewaz nie zmienia miejsca, jezeli
zamiasl A, B, C obierzemy inne punkty plaszczyzny, jak np. H, [, L
(P 30). — ,Jezeli natomiast D nalezy do ptaszczyzny ABC, wtedy nazwie-
my punktem symefrycznym do D wzgledem plaszczyzny ABC ten sam
punkt ). W obu przypadkach oznacza¢ begdziemy punkt tak okreslony
przez «D ~ABC»“. — Ostatecznie wiec, jezeli jest dana plaszczyzna = i punkt
jakikolwiek 1), wtedy punkt «/) “m» bedzie punktem D, o ile D lezy na =;
jezeli za§ [ nie lezy na =, wéwczas bedzie to ten punkt rézny od D,
ktory — stosownie do P27 §1, P 29 i 30 — jest wspdlny wszystkim ku-
lom przez DD dokota trzech punktéw niewspéllinjowych plaszezyzny =
(wszystko jedno ktorych), a wigc wspdlny wszystkim kulom, ktdre
przechodzq przez D i ktorych Srodki leza na =. — Stad wynika, ze jezeli
punkt £ jest symetryczny do punktu D) (wzgledem =), to punkt D jest ze
swej strony symetryczny do £. — ,Zaleznos¢ albo odpowiedniosc, kiora sie
wyraza stowami: «symetryczny wzgledem =» i oznacza sig przez « ‘=




— 36 —

(gdzie = jest plaszczyzng), a kidra wystepuje pomigdzy kazdym pun-
ktem i punktem do niego symetrycznym, przyjmuje nazwe «symetrji
wzgledem =, albo «odzwierciadlenia w plaszezyznie = (lub
‘za pomocy =), ktéra w takim zwigzku nazywa si¢ ptaszczyzng symeltrji,
Tak wigc «symetrja wzgledem ptaszczyzny., «symetrja pta-
szczyznowa», «odzwierciadlenie i t d. sg to nazwy ogolne
takiej odpowiedniosci*.

Niektére objawy, zaznaczone juz powyzej w stosunku do symetrji
wzgledem punktu i wzgledem osi (P 45, 49 § I), powtarzajg si¢ i tutaj.
Tak wigc «symetrja wzgledem ptaszczyzny =» jest odwzorowaniem
doskonatym «przestrzeni> na sobie samej; jest przeksztalceniem je-
dnoznacznym, wzajemnym i inwolucyjnym «punkiéw na pun-
kty, jak i kazda symetrja srodkowa albo osiowa. — Zauwazmy jeszcze, ze
z wyjatkiem punktéw ptaszczyzny symetrji = (z ktérych kazdy po-
krywa si¢ ze swoim wiasnym obrazem) zaden inny punkt nie jest tautolo-
giczny w stosunku do “=: to znaczy, ze kazdy punkt, nie nalezacy do lej
plaszczyzny, jest rézny od swego punkiu symetrycznego. [ t. d. 1)

P 32. - 7r. ,Za pomoca symetrji wzgledem plaszczyzny kazda kula,
ktorej srodek lezy na plaszczyznie symetrji, odzwierciadla si¢, punkt po
punkcie, na sobie samej; podobnie kazda prosta prostopadta do plaszczy-
zny symetrji jest tautologiczna“. [Cze$¢ pierwsza wynika bezposrednio
z 1ego, co juz bylo méwione (P 29, 30, 31); druga wyplywa z P 3, 5, 18,
za pomocy ktérych si¢ dowodzi, ze na prostej, prostopadtej do .ptaszczyzny
symetrji, dwa punkty symetryczne wzgledem spodka sq zawsze rowno-
oddalone od kazdego punktu plaszczyzny].

P 33. — 7r. ,Z punktu danego na plaszczyznie nie mozna poprowa-
dzi¢ dwuch prostych réznych, ktére obie bylyby prostopadie do tej pla-
szezyzny*.  EUKL., ks. 11-a, pod. XIll. — Albo tez, co na jedno wychodzi
(P17, 18): ,Niech bedq A, B, C punktami niewspéllinjowemi, a £, F pun-
ktami nie lezacymi na plaszczyznie ABC: jezeli punkty A4, E, F nic sy
wspotlinjowe, wtedy nie moze sig¢ zdarzy, zeby zaréwno prosta AE jak
i prosta AF byly prostopadte do kazdej z prostych AB, AC*. [Jezeli to
mozliwe, niech bedzie kazda z dwuch prostych AE, AF prostopadta do
kazdej z prostych AB, AC, a kula przez B o $rodku A niech przecina
faczacqg A z C w punktach C i €’ (P 21). Wypadioby stad, ze punkty
B, C, C’, jako réwnooddalone od A, bytyby takze réwnooddalone od F —
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wskutek () P24 —i z lego samego powodu, bylyby rownooddalone
od /5 przeto kule przez punkt C dokota trzech punktow niewspollinjowych
A, E, F przecinalyby si¢ w punktach B i C’, roznych od siebic i od (65
a to jest sprzeczne z post. XIX (P 29). Nie jest przeto mozliwe, zeby i t.d.].

P 34. — Tr. ,Jezeli prosta jest w jednym punkcic prostopadia do
trzech innych prostych, kiére spotykaja sie z nig w tym punkcie, wtedy
le trzy proste lezq na jednej ptaszczyznie“. — EUKL., ks. 11-a, pod. V. —
Albo, innemi stowy: ,niech beda A, B, C punktami niewspotlinjowemi,
a [, I punktami, nie lezqcemi na plaszezyznie ABC i niewspéllinjowemi z A;
jezeli trzy proste AC, AE, AF sa wszystkie jednoczesnie prostopadie do
laczqcej A z B, wtedy wszystkie trzy muszg leze¢ na jednej plaszczyznie“.
[Poniewaz prosta AB jest prostopadta do obu prostych AC, AE, przeto
prosta, poprowadzona na plaszczyznie ACE z punktu A prostopadle do
AC (P11, 14) — niech to bedzie np. AH — jest jednoczesnie prostopadta
i do AB (P 17). Podobnie, prosta AB jest prostopadla do obu prostych
AC, AF; jezeli przeto poprowadzimy z punktu A prostopadly do AC na
plaszczyinie ACF — niech to bedzie np. prosta AK — to ta prosta be-
dzie rowniez prostopadia do AB. A wiec proste AH i AK, ze wzgledu
na to, ze kazda z nich jest prostopadla do obu prostych AB i AC, muszg
by¢ obie prostopadie do plaszczyzny ABC (P17, I18), a tym samym zlewajq
si¢ w jedng prostq (P 88); wskutek tego plaszezyzny ACH i ACK pokry-
wajq si¢ wzajemnie. Ale te plaszczyzny nie réznig si¢ od plaszczyzn
ACE, ACF (P 38 §1) — a wigc i te zlewaja sie¢ w jedna plaszczyzne, za-
wierajycq jednoczesnie proste AC, AE, AF (P28 §1), c. b. d. d.].

P 35. — Df. ,Plaszczyzne, ktora stosownie do P 34 zawiera wszyst-
kie proste prostopadie do prostej danej w jednym jej punkcie, nazywac
bgdziemy «plaszczyzng prostopadly albo normalng do pro-
stej w tym punkcie»“. — Stad, majgc na wzgledzie P 18, 34, odrazu
dochodzimy do wniosku, ze: ,jezeli prosta jest prostopadia do ptaszczyzny,
to i plaszczyzna jest prostopadla do prostej; i odwrotnie*. Dalej ze wzgle-
duna PI5 §1, P9, 14 16: ,Jezeli jest dana prosta i punkt jakikolwiek,
ktory moze leze¢ na prostej, lub tez zewnatrz niej; wiedy istnieje zawsze
plaszezyzna (i tylko jedna), przechodzgca przez punkt i prostopadta do
prostej*. — Pélobrot (P B) zamienia na siebie samg kazda prosta, a tym
samym i kazdg ptaszczyzneg, prostopadlg do osi. Ale z P 28,
34 wynika jeszcze:

P 36. — 7r. ,Kazdy obrot zamienia na siebie samq kazda pta-
szezyzng  prostopadly do osi, a za pomocg potobrotéw albo obrotow




38 —

prostych i plaszczyzn prostopadiych do siebie otrzymujemy znowu
tylko proste i plaszczyzny prostopadie®.

P 37. — Tr. ,Dwie plaszczyzny nie pokrywajqce si¢ i majace punkt
wspolny spotykajq si¢ wzdluz prostej“. [Dwie plaszczyzny niech beda
@ i 3; niech bedzie A ich punktém wspdlnym. Stosownic do P 28 istniejg
dwie proste r, s, z ktdrych jedna jest prostopadia do plaszczyzny g, druga
do 5, w tym samym punkcie A; a wigc prosta » jest prostopadla do
wszystkich prostych ptaszczyzny g, przechodzacych przez A, i podobnie s
do wszystkich prostych plaszczyzny s, przechodzacych przez A (P 18). Te
dwie proste r, s sa napewno rdzne od siebie, bo gdyby si¢ pokrywaly,
wowczas musielibysmy wnosi¢ z P 34, ze plaszczyzny ¢ i 5 réwniez sig
pokrywaja, a to jest przeciwne zalozeniu. Istnieje wiec prosta ¢ prostopa-
dta w punkcie A do plaszczyzny prostych r, s (P 37 §1, P 28); oi6z ta
prosta ¢, poniewaz jest prostopadta do r (P I8), musi leze¢ na plaszezyznie
[, ktora jest prostopadta w punkcie A do prostej r (P 34, 35); a poniewaz
jest prostopadia do s, przeto lezy rowniez na plaszczyznie 5, a wigc osta-
tecznie jest wspdlna obu plaszczyznom danym. Plaszczyzny te nie mogg
si¢ spotka¢ gdzieindziej, poniewaz, gdyby mialy jakis inny punkt wspélny
po za tq prostq f, wowczas pokrywalyby si¢ wzajemnic (P 37 § I)].

P 38. — 7r. ,Miejscem kazdego punktu rownooddalonego od
dwuch punktéw danych A i B, nie pokrywajacych sig z sobg, jest plaszczy-
zna prostopadta do Iqczgcej punkty A i B w ich punkcie srodkowym
(«plaszczyzna biegunowa punktow A i B»)“. — Porownaj P 15. [Niech be-
dzie C = A B, a 1 niech bedzie plaszczyzng prostopadla do prostej AB
w punkcie C. Chcemy dowiesé, ze kazdy punkt plaszczyzny + jest rownood-
dalony od punktow A i B, i odwrotnie, ze kazdy punkt, ktory jest jednakowo
oddalony od A i od B, lezy na plaszczyZnie 7. Podlug okreslenia punki
C jest jednakowo oddalony od A i od B (P4l §1); otéz jezeli X jest ja-
kimkolwiek innym punktem plaszczyzny 4, wiedy prosta CX musi by¢
prostopadia do AB (P 17, 35); wystarczy wiec powola¢ si¢ na P 7, azeby
dojs¢ do wniosku, ze punkty 4 i B sg rownooddalone od X.— Jezeli te-
raz oznaczymy przez Y jakikolwiek punkt réwnooddalony od A i od B,
ale rozny od C, wtedy prosta CV, jako prostopadta do AB w punkcie C
(P 5), bedzie lezata catkowicie na plaszczyznie ¢ (P 34, 35) i t. d.].

P 89. — 7r. ,Wynika stad, ze jezeli dwa punkty sg symetryczne
do siebic wzgledem ptaszczyzny (P 8l), wtedy ich punkt srodkowy
lezy na tej plaszczyzinie, a plaszezyzna jest prostopadia do ich aczacej“.
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P 40. — 7r. ,Kule przez jakikolwiek punkt dokola punktéw nie-
wspolplaszezyznowych, nie majq punktéw wspolnych oprocz tego punktu®.
Inaczej mowige: ,Jezeli A, B, C, D sa punktami niewspotptaszczyznowemi,
a M punktem jakimkolwiek, wtedy kule My, My, My, M, nie spotykaja sie
poza AM*. [Poniewaz gdyby mialy jeszcze jaki§ punkt wspolny rézny od
M, — np. punkt N — wtedy punkty dane, jako réwnooddalone od M i od
N, musialyby leze¢ wszystkie cztery na jednej plaszczyznie (P 38). I t. d.].

P 4l. — T7r. ,Jezeli dwa punkty sq réwnooddalone od trzeciego pun-
kiu, wiedy ich punkty symetryczne wzgledem dowolnej plaszezyzny
sq rowniez jednakowo oddalone od punktu symetrycziiego do tego trzecie-
go punktu“. — Innemi stowy: ,Wskutek symetrji wzgledem dowolnej pta-
szczyzny obraz kazdej kuli jest kulg, a oba sSrodki odpowiadajg sobie
wzajemnie“. Por. P 52 § I. [A, B, C niech bedq punktami, przyczym punkt C
niech bedzie oddalony od A4 jak B; chcemy dowiesé, ze kula przez punkt 5 p.
{gdzie p oznacza plaszczyzng dowolng) dokola punktu A 7y zawiera punkt
€ “p. Niech bedzie A=A 7y, B'=Bp, C'= C/v, oraz M=A A,
N=B B’, O C C'. Mozna przyja¢, ze A nie nalezy do v (P 82),
a wige ze punkt A’ jest rozny od A, a prosta AA’ jest prostopadia do pla-
szezyzny p. w punkcie M (P 89). Kula B, przecina t¢ prostq AA” w dwuch
punktach (P 2l), np. w D i E; ich punkty symetryczne wzgledem p. niech
bedqg D" i E'. Przypusémy najprzdéd, ze C nie nalezy do AA’ ani do p,
a wige punkt O jest rézny od M, a C od C'; prosta zas MO jest prostopadia
do prostych AA" i CC" w punktach M i O (P 39, 18, 6). Punkty Ai A" —
a tym samym i punkty C i C', D i D’—sg do siebie symetryczne
wzgledem prostej MO (P 43, 49, 50 §1, P5), a zatym C" i D’ sa
rownooddalone od A" wskutek P52 § 1. Ale wniosek ten begdzie prawdzi-
wy 1 w zalozeniu, ze punkt C nalezy do p, jakkolwiek wtedy nie bedzie
prostej CC’. Przypusémy jeszcze, ze C nalezy do AA’, ze wiec pokrywa
si¢ z jednym z punktow D, E; wtedy C’ pokrywa sie z D’ albo E’. Ale
punkty D’ i E' sg takze symetryczne do punktow D i £ wzgledem
punktu M (P 39), a wigc symetryczne wzgledem kazdej prostej
lezgcej na plaszczyzZnie p. i przechodzacej przez M, wobec tego, ze AA" 1 u,
skad wnosimy, ze punkty C’ i D' sgq réwnooddalone od A’. Biorac teraz
B i B' zamiast C i C’, dowiedliby$Smy w taki sam sposob, ze B” i )’ sa
rownooddalone od A’. Bedziemy wiec mieli jednoczesnie, ze C’ jest od-
dalone od A" jak D" i D’ od A’ jak B’, a wiec C" od A" jak B’ wskutek
zasady V (P 7 § 1).].

P 42. — 7r. Wskutek tego .te same fakty, ktore juz zaznaczylismy
w P53 §1iP23 w stosunku do symetrji osiowej albo do pol-
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obrotu i do obrotu (jako wnioski z zasady XV) istnicjq rowniez
przy symetrji wzgledem plaszczyzny, czyli przy odzwiercia-
dlaniu przez plaszczyzne Tak wige, jezeli prosta jest prosto-
padia do plaszczyzny (P I8, 35), wiedy obrazy ich sq rowniez prosto-
padie do siebic*,

P 43. — 7r. Tym samym dowiedlismy, ze: ,Kazda para kul, synie-
Irycznych do siebie wzgledem plaszczyzny, stanowi tez pare kul symetry-
cznych do siebie wzgledem kazdej prostej lezgqcej na tej plaszczyznie i prze-
chodzacej przez punkt srodkowy Srodkéw tych kul. 1 odwrotnie: dwie
kule symetryczne wzgledem prostej sg zawsze symetryczne wzgledem pla-
szczyzny, przechodzqcej przez te prostg i prostopadiej do lgczgcej ich
srodki (albo tez — jezeli obie kule zlewaja si¢ z sobg — wzgledem kazdej
ptaszczyzny, ktéra przechodzi przez ich wspolny srodek; podiug P 50 § |
i P 32)“.

P 44. — Tr. ,Jezeli dwa punkly sg réwnooddalone od trzeciego pun-
ktu, wtedy ich punkty rownoodwrotne, albo symelryczne wzgle-
dem dowolnego punktu, s jednakowo oddalone od punktu réwno-
odwrotnego czyli symetrycznego do tego trzeciego punkiu“. Patrz P 45 § I.
To znaczy: .Jezeli trzy punkty A, B, C sq takie, ze punkt C jest oddalo-
ny od A jak B, i jezeli A", B', C’ sg punktami do nich symetrycznemi wzgle-
dem dowolnie obranego punktu O, wtedy punkty B’ i C’ sg réwnooddalo-
ne od punktu A'¢. Krétko méwiac ,réwnood wrotnos¢ zamienia
takze kule na kule, a ich $rodki na srodki. [Mozna przyjaé, ze punkt
A jest rézny od M (P 46 § 1), a wtedy prosta MA przetnie kule B,
w dwuch punktach (P 2l); niech to bedq punkty D i E, a punkty D’ i £’
niech bedg do nich symetryczne wzgledem M. Jezeli punkt C nie nalezy
do taczacej A z M, to poprowadzmy przez M prostopadla r do plaszczy-
zny ACM (P 28, 33); jezeli zas C pokrywa sie z [ lub z E, wtedy po-
prowadzimy zamiast r prosia prostopadly do tej taczacej w punkcie M, co
jest napewno mozliwe, podlug P 14 (oraz ze wzgledu na to, ze istnienie
plaszczyzny zawierajacej oba punkty A i M nie ulega watpliwosci, stoso-
wnie do P I5 § ). Wtedy punkty A, A’ — jak rowniez punkty C i C’,
DiD"—bedg symetryczne do siebie wzgledem r (P54 §1, PI8,
6,5 it d). Wskutek tego, jezeli C i D sq rdwnooddalone od 4, to C’
i D" muszq by¢ réwnooddalone od A’ (P 52 § 1. Ale otrzymamy jeszcze
wynik zupeinie podobny, jezeli wezmiemy punkly B i B’ zamiast C i C';
to znaczy, ze punkty B” i D’ sa tez réwnooddalone od A’, skad wnosimy,
ze punkty B’ i C’ sq réwnooddalone od A’ (P 7 § h].
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P 45. — 7r. Wypada stad, ze ,wyniki P 52 § I, zaznaczone juz
w P53 81P23i42 w stosunku do symetrji wzglgdem prostej
lub ptaszczyzny i do obrotu dokota osi, pozostajq sluszne ro-
wniez dla symetrji srodkowej czyli rownoodwrotnosci“. Na
przyktad: ,Dla kazdej z trzech symetrji obrazem pary prostych prostopa-
diych do siebic jest zawsze para prostych prostopadlych; a takze «pla-
szczyzna i prostas prostopadie do siebie odwzorowujq si¢ zawsze na «pro-
stq 1 plaszezyzng., ktore sq prostopadle do siebie*.

P 46. — 7r. Oprécz tego: ,kazda para kul symetrycznych do siebie
wzglegdem punktu stanowi takze pare kul symetrycznych wzgledem kazdej
prostej, przechodzacej przez ten punkt i prostopadiej do tgczacej ich srodki,
a wigc i wzgledem ptaszezyzny prostopadiej w tym punkcie do tgczacej
srodki kul (P 43) (albo tez — jezeli obie kule zlewaja si¢ z sobg -— wzgle-
dem kazdej prostej lub plaszczyzny, przechodzgcej przez wspolny srodek
kul; patrz P 46, 50 § I, P 832). | odwrotnie: dwie kule symetryczne wzgle-
dem osi sa rowniez symetryczne wzgledem punktu srodkowego ich $rod-
kow (ktéry to punkt nalezy do osii®.

P 47. — 7r. ,Jezeli dwie plaszczyzny przecinajgce si¢ przetniemy
frzecig i czwartq plaszczyzng, kidre obie sy prostopadle do prostej wspol-
nej dwom pierwszym, wtedy ich przeciecie z trzecig ptaszczyzng bedzie
parg prostych, symetrycznych do przecigcia z plaszczyzna czwartg“. Patrz
P 37. — Albo inaczej: ,Jezeli A, B, C, D sa punktami niewspolplaszczy-
znowemi, a prosta AD jest prosiopadia do ptaszczyzny ABC, i jezeli na
ptaszczyznach ABD, ACD poprowadzimy proste DE, DF, kiére obie 54
prostopadle do AD, wtedy dwie pary prostych (AB, AC), (DF, DE) beda
sobie odpowiadaly przez symetrje wzgledem osi®. [Niech bedzie O =A D;
poprowadZmy na plaszczyznach ABD, ACD proste OH, OK prostopadie
do AD (P 89 § I, P 14), przyczym punkty H i K uczynimy réwnooddalo-
nemi od O, obierajgc np. K na kuli przez H dokota O (P 20). Witedy,
w zalozeniu, ze M~ H K, symetrja wzgledem prostej MO, prostopadiej
do obu prostych AD, HK, zamieni punkty A i D jeden na drugi, a takze
H 1 K, a wigc uczyni odpowiadajacemi sobie plaszczyzny ABD, ACD (kto-
re sig nie réznig od plaszczyzn ADH, ADK); prosta zas§ DA zamieni sie
na siebie samg. Wskutek tego prosta BA — prostopadia w punkcie 4 do
prostej AD na plaszczyinie ABD -~ zamieni si¢ na te prostg w plaszczy-
znie ACD), ktora jest prostopadla w punkcie 1) do prostej AD (P 23, 14, 11),
czyli na prosty DF; w podobny sposéb prosta AC zamienia sie na prosta
DE, c. b. d. d.],
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P 48. — 7r. ,Dwie proste prostopadie, tak jedna jak i druga, do lej
samej plaszczyzny, lezg na jednej plaszczyznie, ale sie nie spotykajq .
[Proste AC, DG niech bgdg obie prostopadie do plaszczyzny p. w punktach
A1 D (nie pokrywajacych si¢ wzajemnie); na ptaszczyinie ACD poprowadi-
my prosty DF prostopadly do taczacej A z D, a nastgpnie na ptaszczyznie
v proste AB i DE, obie prostopadic do tej samej prostej AD. Poniewaz
prosta AC jest prostopadta do AB, przeto prosta DF musi by¢ prostopadia
do DE wskutek twierdzenia poprzedzajgcego (i P 28). Wobec tego prosta
DF jest jednoczesnie prostopadla do prostych AD i DE, a wiec do pla-
szezyzny ., tak samo jak prosta DG. Proste DF i DG zlewajy sie przeto
w jedng (P 83), a proste AC i DG leza obie na plaszczyznie ACD. Z dru-
giej strony proste AC i DG nie moga mie¢ punktu wspolnego ze wzgledu
na P 19]. — Stad wynika odrazu twierdzenie nastepujace:

P 49. 7r. ,Jezeli z punktow tej samej prostej, lezacej na dancj pla-
szezyznie, poprowadzimy proste prostopadite do plaszezyzny, to wszystkie
te prostopadie bedq lezaly na jednej plaszczyznie. Tak samo prostopadie,
poprowadzone do plaszczyzny z réznych punkiow tej samej prostej — kio-
ra nie lezy na plaszczyznie i nie jest do niej prostopadla — lezg wszyst-
kie na jednej plaszczyinie, a ich spodki lezg wszystkie na tej samej
prostej*.

P 50. — Tr. ,Jezeli plaszczyzna zawicra prosta prostopadly do innej
plaszczyzny, wowczas kazda prosta, lezaca na pierwszej (lub na drugiej)
z tych dwuch plaszczyzn i prostopadia do ich przeciecia, jest prostopadta
do drugiej (lub do pierwszej) plaszczyzny“. [Prosta r niech lezy na pta-
szczyinie i niech bedzie prostopadia do plaszezyzny s w punkcie A.
Obie plaszczyzny przetng sig z pewnoscig wzdiuz jakiejs prostej £, prze-
chodzacej przez punkt A (P I8, 37). Niech bgdzie B punktem dowolnym
prostej £, a w, v niech bedq prostemi prostopadiemi do prostej ¢ w punkcie B
i lezacemi na plaszyznach g i 5; dowiedziemy, zew 1.5 i v Lo, W rzeczy
samej, prosta, poprowadzona przez B prostopadle do plaszczyzny s, jest
prostopadia do ¢ i lezy na plaszczyznie Br, jezeli punkt B jest rozny od A
(P 37 § 1), albo tez zlewa sig z r, jezeli B—= A (P 33); ta prosta lezy wiec
na p (P87 § 1), a zatym pokrywa si¢ z u (P I); tak wiec « 1 5. Ale
stad wynika réwniez, ze u | v, przeto prosta v jest prostopadia do kazdej
z prostych ¢, u, a wigc i do plaszczyzny pl.

P 5l. — Df. ,Méwimy, ze ptaszczyzna g jest «prostopadla, orto-
gonalna albo normalna do innej ptaszczyzny s wzdluz prostej
[ tej plaszezyzny., jezeli na p lezq wszystkie proste prostopadie do 5 w ro-
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znych punktach prostej ¢*. Patrz P 49. — Jezeli dana jest jakakolwiek
plaszczyzna, a na niej jakakolwiek prosta, wtedy istnienie jednej plaszczy-
zny, ale tylko jednej, prostopadlej do plaszczyzny danej wzdiuz pro-
stej danej, nie ulega watpliwosci wskutek P 28,49. — Z P 41, 50, 51 wiqzq
si¢ fakty nastgpujace:

P 52. — 77r. ,Jezeli plaszczyzna jest prostopadta do innej plaszczyzny,
wiledy fa druga plaszczyzna jest tez prostopadia do pierwszej“.

P 53. — 7r. ,Jezeli dwie plaszczyzny sq do siebic prostopadie, wie-
dy kazda prosta, poprowadzona w jednej z nich prostopadle do ich
przecigeia, jest prostopadla do drugiej ptaszczyzny*. Por. EUKL., ks. 11-a,
okr. 1V.

P 54. — 7r. ,Jezeli prosta jest prostopadta do plaszezyzny, wtedy
wszystkie plaszczyzny, kidre jq zawieraja, sq rowniez prostopadle do tej
plaszczyzny“. — EUKL., ks. 11-a, pod. XVIIl. — [ odwrotnie: ,jezeli dwie
plaszczyzny sq do siebie prostopadie, wiedy kazda prosta, prostopadia do
jednej z nich, poprowadzona przez jakikolwiek punkt drugiej, lezy catko-
wicie na tej drugiej plaszczyinie*. |Istotnie, ta prostopadla pokrywa sig
z prosta, poprowadzong w drugiej plaszczyznie przez ten sam punkt pro-
stopadle do przecigcia obu plaszezyzn (P 53, 19, 33)].

P 85. — 7r. ,Jezeli kazda z dwuch przecinajgcych si¢ plaszczyzn jest
prostopadia do trzeciej plaszczyzny, wtedy ich prosta przecigcia jest rowniez
prostopadita do tej trzeciej plaszczyzny®. — EUKL., ks. 1l-a, pod. XIX.
|Istotnie, jezeli z punktu wspdélnego dwom pierwszym plaszczyznom popro-
wadzimy prostq prostopadtq do ptaszczyzny trzeciej, woéwczas ta prostopa-
dla musi leze¢ na kazdej z tych dwuch plaszczyzn (P 54)].

P 56. — 7r. .Z dwuch plaszczyzn prostopadlych do siebie kazda
jest symetryczna do siebie samej wzglegdem drugiej“. (P3l,
32, 5I, 54). — Odwrotnie: ,Dwie ptaszczyzny roine, z ktorych kazda
odzwierciadla si¢ w drugiej na siebie sama, sg zawsze do siebie pro-
stopadle®,
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Punkty lezace wewnatrz i zewnatrz kulii Odcinki promienie, pdlpla-

szczyzny, katy, trojkagty i t. d

Pl — 7r ,Jezeli dwie kule maja punkt wspolny, ktory nie jest
wspollinjowy z ich $rodkami, wiedy kule przecinaja si¢ podlug kola;
plaszczyzna kota jest prostopadia do taczacej oba srodki w punkcie, ktory
jest Srodkiem tego kola“. Patrz P 40 § I. — Inaczej mowiac: Jezeli
A, B, C s punktami niewspétlinjowemi, wtedy obie kule C, i C, spoly-
kaja sie we wszystkich punktach kota, ktérego srodkiem jest spodek pro-
stopadtej, poprowadzonej z punktu C do taczacej A z B (na plaszczyznie
ABC), a podktadem ') plaszczyzna, prostopadla w tym punkcie do AB“.
[Niech bedzie D tym punktem prostej AB, dla ktérego CD | AB (P9 § lIj;
p- niech bedzie plaszczyzna, prostopadiz w punkcie ) do AB, a £ punktem
dowolnym kota przeciecia tej plaszczyzny z kulg C.. Przedewszystkim
dowiedziemy, ze punkt taki jest zawsze wspélny obu kulom C, i C,.
Mozna przyjaé, ze punkt £ jest rézny od C. Na pewno istnieje taki
obrot dokola AB jako osi (lub potobrdt, jezeli £~ C AB), wskutek
ktorego punkt C zostanie przeniesiony na plaszczyzng ABE (P 27 §1li t. d.).
Otoz obraz C’ punktu C, otrzymany przez takie odwzorowanie, musi le-
ze¢: 1) na plaszezyznie p, — poniewaz ta plaszczyzna przeksztalca sie,
punkt po punkcie, na siebie samg przez obr6t (lub pélobrét), ze wzgledu
na P23 § Il — a zatym i na prostej DE, wspélnej obu plaszczyznom .
i ABE; oprocz tego musi on leze¢ 2) na kazdej z trzech kul C,, Cp, Cy,
poniewaz kazda z nich zamienia sie rowniez na siebie samg. Przeto punkt
C’ pokrywa si¢ z jednym z punktow wspolnych prostej DE i kuli C,, 1o
znaczy z £ lub z £°D (P2l §1); ale jezeli pokryje sie z £ 7D, wiedy

) | Podkiad = podtoze = sostegno = Triger, przyp. tom.|.
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przez symetrj¢ wgledem AB bedzie przeniesiony do £, pozostajac na ku-
lach tautologicznych €, i C, (P50 §1). Punkt £ musi wiec koniecznie
naleze¢ do obu tych kul. — Obierzmy teraz punkt F, rézny od € i od
C “AB, ale, podobnic jak i te dwa punkty, wspdlny kulom C, i Cj.
Punkt taki nie lezy na plaszczyinie ABC (P 47 §1); ale jezeli wykonamy
obrot dokola prostej AB w taki sposdb, ze punkt € zostanie przeniesiony
na plaszczyzng ABF, wtedy nowy obrai punktu C bedzie zawsze punktem
wspolnym kulom tautologicznym C, i C,, a wigc nie bedzie rézny od
punktu £ lub F “AB. Przeto prosta FD, jako obraz prostej CD, bedzic
rowniez prostopadia do AB (P 23 § ), a przeto bedzie musiata leze¢ na
plaszczyinie CDE (P 34, 35 § I). Z drugiej strony kazdy punkt wspolny
kulom €, i Cy musi leze¢ na kuli Cp» (P 16 § 1), bedzie wiec wspolny
figurom C, i CDE. 1t d].

P2 — T7r. ,Jezeli jedno kolo jest wspélne roznym kulom, wtedy srodki
tych wszystkich kul bgdg wspétlinjowe“. [Przypusémy, ze kolo C, - Cy
twierdzenia poprzedzajacego lezy rowniez i na kuli Cy. Gdyby S$rodek H
tej kuli nie lezal na AB, wiedy plaszczyzna ABH przecigtaby to koto
w dwuch réznych punktach M, N (P47 § I); a zatym kule M,, My, My —
ktore nie roznig si¢ od kul Ci, Cp, Cy (P10 § 1) — przeciglyby sie w pun-
ktach M, N, co jest niedorzecznoscia (P 27 §1)].

P 3. — Tr. Jezeli kula i plaszczyzna majg punkt wspélny, wtedy
albo nie majg innych punktow wspdlnych oprocz niego, albo przecinajg sie
podiug kota, kiorego srodek lezy na prostej, poprowadzonej przez srodek
kuli prostopadle do ptaszczyzny“. — Czytelnik sam sie o tem przekona.

P 4. — Df. .Dla jakichkolwiek punktéw A i B nazwa: «kula bie-

gunowa, albo polosfera punktow A i B+ — w skréceniu «Sfr (4, B)» —

oznacza¢ bedzie kulg przez A lub przez B, majaca za srodek punkt srod-
kowy punktéow A, B. Te punkty A i B nazywa¢ si¢ bedq «biegunami:
kuli, albo punktami «Srednicowo przeciwleglemi». Patrz P 41—43 § I.
Podobnie kula, ktéra przechodzi przez koto dane i ma oprécz tego
wspolny s§rodek z tym kolem (P 40 §1), bedzie <kulq biegunowq» albo
«polosferq» kola“. — Zwro¢my uwage na to, ze jezeli M — A B, wtedy
bedzie Sir (A, B)=Sir (B, A) = Ay = By i 2e jezeli punkty A i B zlewajg
sic w jeden punkt, wtedy kula biegunowa punktow A i B musi by¢ sku-
piona w tym jednym punkcie. I t. d.

P 5. — Df. ,«Wewnetrznym punktem kuli» nazywa si¢ punkt
Srodkowy kazdej pary punkiow lezacych na kuli i réznych od siebie. —
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Dzigki temu, jezeli A i B sa punkiami, wiedy zdanie: <X jest punktem
wewnglrznym kuli B, jest rownoznaczne z sadem: .Na kuli B, istnie-
ja dwa punkty nie pokrywajace si¢ wzajemnie, dla ktorych X jest pun-
ktem srodkowym*. — W przeciwierisiwie do tego nazywac bedziemy «pun-
ktem zewnetrznym» kazdy punkt, dla ktérego nie istniejq na kuli dwa pun-
kty, chociazby zlewajace si¢ z sobg, dla ktoérych ten punkt bylby pun-
ktem srodkowym.

P 6. — 7r. ,Kazdy punkt, ktéry nie nalezy do kuli, musi by¢ we-
wnetrznym lub zewnetiznym, ale nie moze by¢ jednoczesnie i je-
dnym i drugim; punkty lezace na kuli nie sq ani wewnetrzne, ani
zewnegtrzne. Srodek kuli jest punktem wewnetrznym, o ile tylko
ta kula nie skupia si¢ jednym punkcie; i t. d.“ — [Ze np. zaden punkt
wewnetrzny kuli B, nie moze leze¢ na B, (jakiekolwiek zresztq bylyby
punkty A i B), to wypada z P 43, 42, 55 § I; ze za$ punkt A jest we-
wnetrzny dla By (jezeli punkt A jest rozny od B), o tym poucza nas
P44 § 1. It d.|.

P 7. — Tr. ,Jezeli A, B. X sq punktami i punkt A jest rozny od B,
wtedy zdanie: «punkt X jest wewnetrzny dla B, jest réwnoznaczne
ze stwierdzeniem jednego z dwuch faktow nastepujacych: albo, ze X po-
krywa si¢ ze srodkiem kuli A, albo tez, ze plaszczyzna prostopadia w pun-
kcie X do laczacej A z X spotyka kulg w punkcie réznym od X¢ Dla-
tego lez réwnoznaczne sobie s nastgpujace sady: «Punkt X jest ze-
wnetrzny dla By» i <X nie pokrywa si¢ z A, a plaszczyzna prostopadia
w punkcie X do laczacej A z X nie spotyka kuli». Patrz P 6. [Jezeli punkt
X jest rézny od A, ale na kuli B, istniejg punkty rézne od siebie — np. B
i € — takie, ze X= B C, wtedy proste AX i BC sq do siebie prostopa-
die (P 5 § Il), a plaszczyzna prostopadia w punkcie X do prostej AX za-
wiera BC (P 34, 35 § W) i t. d. — Patrz rowniez P 3.

P 8. — 7r. ,Stosownie do tego, czy X jest punktem wewngetrznym,
czy zewngtrznym dla B,, kazdy punkt kuli X, jest wewnetrznym lub ze-
wngtrznym dla B.“. [Istotnie, obrawszy na kuli X, punkt dowolny, ale
rozny od X — niech to bedzie punkt ¥V — widzimy, ze plaszczyzna biegu-
nowa pary punktow (X, ¥) przechodzi przez A (P 38 § Il); jezeli za po-
mocq tej plaszczyzny odzwierciadlimy punkty B i C, wtedy obrazy tych
punktéw bedaq réwniez lezaly na kuli B, i beda symetryczne wzgledem VY

(P 32, 41 § II): a wige V jest tak samo punktem wewnetrznym kuli
By, jak i X. 11 d.].
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P 9. — Df. .Punkty plaszczyzny nazywajq si¢ «wewnegtrznemi» albo
«zewnetrznemi» dla kota danego na tej plaszczyinie, stosownie do tego,
czy sq wewngtrzne czy zewngtrzne dla kuli biegunowej tego kola“.
Patrz P 4, 5. — Wskutek tego, jezeli plaszczyzna zawiera punkty A, B, X (punkt
A rozny od B), to X jest punkiem wewnetrznym kola B, tylko wtedy, je-
zeli X pokrywa si¢ z A, albo jezeli prostopadia, poprowadzona z punktu X
do faczacej A z X (na tej plaszczyZnie), spotyka kolo w punkcie roznym
od X (P20 §1liP3 7).

P10. — D" ,A, B, X niech bgdq punktami; mowimy, ze <X lezy
miedzy A i B», jezeli punkt X jest wspollinjowy z A i B i oprécz tego
wewngtrzny dla kuli biegunowej punktéow A i B. Patrz P 4, 5. —
Przez «odcinek» rozumie¢ bedziemy figure zlozong z tych wszystkich pun-
ktow, ktore lezga migdzy dwoma punktami danemi (korncami
odcinka), albo pokrywajgq si¢ z jednym lub z drugim z nich. Odcinek,
majacy za kornice punkty A i B, oznacza¢ bedziemy przez « AB », tak
ze AB = BA . Punkty, lezgce mig¢dzy oboma koricami, nazy-
wajq si¢ punktami wewnetrznemi odcinka“. — Z tego samego powodu
(I uwzgledniajac P 4, 8), mamy:

P Il. — 7r. ,Pomiedzy punktami A i B nie lezy ani A ani B, a je-
zeli A== B, to nie lezy migdzy niemi zaden punkt; ale jezeli punkt A
jest rozny od B, wtedy lezy miedzy niemi przynajmniej ich punkt
Srodkowy. Punkty A i B nalezq zawsze do AB ; ale jezeli A=B (to
znaczy, jezeli korice zlewajq si¢ z sobg), wtedy ta figura zawiera jeden
tylko punkt. Jezeli natomiast A i B saq od siebie rozne, wtedy odcinek
AB  nie jest niczym innym, jak miejscem tych wszystkich punktow lgczy-
cej A z B, z kiorych wyprowadzone prostopadte do AB spotykajg wszyst-
kie kule biegunowq punktow A i B«

POSTULAT XX.

P 12. — Jezeli trzy punkty A, B, C sq takie, ze C lezy miedzy A
i B, wtedy nie moze byc, zeby punkt A lezal migdzy A i C (ani tez A
miedzy B i C). Innemi slowy (P 10): ,Jezeli dane sa na jednej prostej
trzy punkty A, B, C rozne od siebie i jezeli plaszczyzna prostopadia do
tej prostej w punkcie C spotyka kulg biegunowa punkiow A i B; wtedy
nie moze si¢ zdarzy¢, zeby plaszczyzna prostopadta w punkcie B spotykala
kule biegunowyg punktéw A i C (ani tez, Zeby plaszczyzna prostopadia
w punkeie A spotykala kul¢ biegunowq punktow B i C). Patrz P 35 § Il
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i P 4¢. Przywracajgc temu postulatowi forme pierwotng (do ktorej docho-
dzimy bez wielkiego trudu po przez szereg okreslen poprzednich), otrzy-
mamy go w {akim brzmieniu: ,Przypusciwszy: 1) ze A, B, Gl i ol
punktami, ze punkt C jest rozny od A i od B i ze zaden punkt rézny od

C nie jest oddalony od A i od B jak C; 2) ze punkt ”: jest réwnoodda-

lony od punktow ﬁ i f ', ale zaden punkt rozny od f} nie jest odda-

lony od kazdego z punktow Jl‘ : ‘3 i jak i)' wtedy, jezeli istniejg dwa

punkty, z ktérych kazdy jest oddalony od A i od B jak drugi, a od [
jak A, i ktore spelniajqg warunek, ze zaden punkt rozny od C nie jest od-
dalony od kazdego z nich jak C; to nie mogq istnie¢ dwa punkty, 2z kto-
rych kazdy jest oddalony od B i od C jak drugi, a od F jak 4, pod wa-
runkiem, ze zaden punkt rézny od E nie jest oddalony od kazdego z nich
jak E*. Ale inna jeszcze zasada wystepuje wraz z powyZsza we wszysi-
kich niemal wtasnosciach odcinkowych, a mianowicie nastepujacy:

POSTULAT XXIL

P 13. — Jezeli sq dane punkty niewspollinjowe A, B, C, wtedy ha-
¢da prosta ptaszczyzny ABC, przechodzqca mi¢dzy punktami A i B,
musi oprocz tego przechodzic migdzy punktami A i C albo miedzy
punktami B i C, o ile nie zawiera 2adnego z punktow A, B, C. — Taki
sam postulat podaje PASCH jako Grundsatz IV o «powierzchni plaskiej» 1).
Albo, pod postacia nieco odmienng: ,Nie istnieje prosta, ktoraby lezala
na plaszczyZnie trzech punktow niewspollinjowych i ktoraby przecinala
jeden tylko z trzech odcinkdw, ograniczonych temi punktami*. —
Fakty gieometryczne o charakterze pierwotnym, zawarte w po-
wyzszej zasadzie (po przeksztalceniu za pomocq dlugiego szeregu okreslert)
dadza si¢ ustalic w slowach nastepujacych: ,W zalozeniu: 1) ze 4, B, C,
D, E, F sa punktami, przyczym punkt A jest rozny od B, i ze istnieje
D J

punkt rézny od C, oddalony od A i od B jak C; 2) ze punkt E5 jest
F
AiB D ]

rownooddalony od punktow B i C [, ale zaden punkt rozny od £} nie
Cid F

"W Vorlesungen diber newere Geometrie, Leipzig, 1882 (str, 21),
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AiB D
jest oddalony od kazdego z tych punktéw B i C' tak, jak ; ; jezeli co
Cid
do dalszych punktéw U, V, W wypadnie: 3) ze zaden punkt rézny
Ul AiB !
od V' ) nie jest oddalony od kazdego z punktéw B i C
W | CiAl
A,
|4

‘- i zaden punkt rézny od W nie jest oddalony od U i od V, jak W;

tak, jak punkt

4) ze istnieja dwa punkty nie pokrywajace sig, z kiorych kazdy tak jest
oddalony od A i od B, jak drugi, a od D jak A, i ktére spetniaja warunek,
ze zaden punkt rézny od U nie jest oddalony od kazdego z nich jak U;
wowczas ten warunek 4) albo si¢ sprawdzi, jezeli zamiast punktow A, B,
D, U weimiemy punkty B, C, E, V; albo tez si¢ sprawdzi, jezeli zamiast
nich przyjmiemy odpowiednio punkty C, A, F, W<,

P 14, — Tr. ,Jezeli A, B, C sq punktami wspoétlinjowemi, wtedy nie
istnieje punkt, kioryby nalezal do jednego tylko z ftrzech odcinkéw
AB|, BC, CA *. [Odrzu¢my przypuszczenie, ze dwa z tych punktéw
pokrywajq si¢ wzajemnie. — A wiec w zalozeniu, ze wszystkie punkty
A, B, C sg rozne od siebie, dowiedziemy, ze jezeli istnieje punkt D we-
wnetrzny dla odcinka |[AB , ale zewnegtrzny dla AC|, punkt ten be-
dzie z koniecznosci wewnetrznym dla BC . Obierzmy zewnatrz proste]
AB jakikolwiek punkt E, a na prostej BE punkt F, zewngtrzny dla odcin-
ka |BE|— a wigc rowniez dla prostej BA — np. punkt symetryczny do £
wzgledem B (ktory nie nalezy do BE wobec tego, ze B: EF ; patrz
P45 § I; P 10, Il, 12). Prosta DF, kiéra przechodzi migdzy punktami
A 1 B, nie przechodzac migdzy B i £, musi zawiera¢ jakis punkt wewng-
trzny odcinka 'AE| (P 13); a poniewaz ta prosta przechodzi miedzy pun-
ktami A i £, ale nie przechodzi migdzy C i A, przeto przejdzie miedzy
CiE (PI3). A wigc ta sama prosta DF, poniewaz przechodzi miedzy
punktami C i E, ale nie przechodzi miedzy B i E, musi przejs¢ miedzy
B i C (P ), przez co stwierdzamy, ze D :|BC|, gdyz proste BA i DF
nie maja zadnego innego punktu wspélnego].

P 15. — 7r. ,W tym samym zaloZeniu, bedzie koniecznie albo punkt C
nalezal do AB |, albo B do |AC , albo A do | BC “. — Czyli: ,Z trzech pun-
ktow wspotlinjowych jeden przynajmniej lezy na odcinku, ograniczonym dwoma
punktami pozostatlemi“. [Podobnie jak poprzednio przyjmujemy, ze punkty
A, B, C sq wszystkie od siebie roZne, i dowiedziemy, ze z zalozenia:

C nie nalezy do 'AB ' ani tez 8 do AC » wynika, z¢e «A nalezy do BC /..

Geometrja elementarna. 4
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Niech bedzie [ punktem lezacym zewnatrz prostej AB (P15 § 11t d.),
a £ punktem lezacym migdzy B i D, jakim jest np. punkt B'D (P 1.

I E

Punkt B jest zewngtrzny dla odcinka DE ', wskutek ('5) P12. Przeto
prosta CE, przechodzgca migdzy punktami B i D, ale nie miedzy B i A,
przejdzie pomigdzy D i A (P I3), przecinajac odcinek | AD np. w punkcie F.
A poniewaz punkty A, D, E nie sa wspéllinjowe, a F lezy miedzy
A i D, natomiast B nie lezy migdzy D i E, przeto prosta BF musi pize-
chodzi¢ miedzy punktami A i E (PI3), przecinajgc odcinek |AE np.
w punkcie G. Dalej, poniewaz G lezy miedzy A i E, natomiast B
nie lezy miedzy A i C, przeto punkt F musi leze¢ pomiedzy C i E (P 13).
Pozostaje wigc juz tylko zastosowa¢ P 13 do punktéw £, B, G i do pro-
stej DA, zeby dojs¢ do wniosku, ze A lezy miedzy B i C, ¢. b. d. d.].

P 16. — 7r. ,Jezeli A, B, C sq punktami niewspotlinjowemi, wiedy
zadna prosta plaszczyzny ABC nie moze przechodzi¢ jednoczesnie miedzy
B i C, miedzy C i A i miedzy A i B“. — Czyli: ,trzy punkty A°, B', C’,
z ktorych kazdy jest wewnegtrznym odpowiednio dla jednego z odcin-
kéw BC, |CA , AB , nigdy nie sq wspétlinjowemi“. Por. P 13. — [Gdy-
by punkt A" mogt leze¢ migdzy B’ i C’, wtedy prosta BC musiataby przejsc
migdzy punktami A i B’ albo migdzy A i C’ (P 13); a zatym punkt C
lezatby migdzy A i B', albo tez punkt B miedzy A i C'-(PI19 § 1 i . d.),
co sig sprzeciwia P 12. W taki sam sposéb dowodzi sig, ze punkt B’ nic
lezy migdzy punktami A" i C’, ani tez punkt C’ migdzy A’ i B’; przeto—
wskutek P 15 — punkty A, B" i €’ na pewno nic sa wspollinjowe. —
PASCH, 1. c., str. 25].

P 17. — 7r. ,Z zalozenia, ze «A, B, C, D sy punktami, C nalezy do
AB i D nalezy do AC », wynika zawsze, ze C nalezy do BD “. [Wy-
starczy dowiesc, ze jezeli C lezy migdzy A i B, a D miedzy A i C, to
punkt C musi leze¢ miedzy B i D; dlatego tez jezeli dwa lub wigcej z tych
punktow pokrywa si¢ z soba, to twierdzenie powyzsze wynika samo przez
sig, z okreslenia odcinka (P 10). — Niech wie¢c bedzie £ punktem jakim-

kolwiek, ale zewnetrznym dla prostej, na ktorej lezg te cztery punkty, a F

K F

punktem lezgcym miedzy D i E, tak ze — wskutek ()"} #) P 12 — mig-
dzy punktami D i F nie lezy zaden punkt lgczacej £ z C. Otéz gdyby
ta prosta — ktéra nie zawiera F ani tez zadnego z punktow A, B, D —
przecigla odcinek FA , to musiataby tez przecia¢ |AD wskutek (V) P 13;
z tego powodu punkt ¢ wypadly migdzy punktami A i [, wbrew uczynio-
nemu zalozeniu, ze [) nalezy do AC (P 12). Ale jezeli prosta CE nie
przechodzi migdzy punktami A i F, to niewatpliwie spotyka odcinek FB|
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wskutek (£) P13 i ze wzgledu na to, ze podiug zalozenia C lezy migdzy
A1 B. Tak wigc ta prosta przechodzi miedzy punktami F i B, a po-
niewaz nie ma zadnego punktu wspélnego z FI) |, musi wiec przejs¢ mie-
dzy punktami B i D wskutek (7 7) P8, i t. d.]. — Siad bezposrednio
wypada, przy uwzglednieniu P 12, twierdzenie nastepujace:

P I18. — 7r. ,Jezeli punkt C lezy migdzy punktami A i B, a punkt
D migdzy A i C, wtedy D nie moze lezeé miedzy B i C; albo, inaczej
moéwige: jezeli C lezy migedzy A i B, wtedy odcinki AC i CB nie maja
zadnego punktu wspélnego oprocz C '), — Wskutek tego nie istnieje zaden
punkt wewngtrzny i wspdlny dla wszystkich trzech odcinkéw, maja-
cych konce w trzech dowolnie obranych punktach“. [lstotnie, jeden z pun-
ktow danych — jezeli one sa wspotlinjowe i wszystkie rézne od siebic —
lezy migdzy dwoma pozostatemi (P 15). Pozatym wystarczy powola¢ sig
na P10, Hl].

P19. — ,Tr. ,Jezeli trzy punkty A, B, C sa takie, ze punkt C lezy
na odcinku AB|, wiedy caly odcinek |[AC' — i podobnie drugi odcinck
BC| — jest zawarty w AB/|, a kazdy punkt wewnetrzny dla AC' albo dla
BC | jest zarazem punktem wewnetrznym dla |AB “. — Krocej: ,kazdy
punkt jakiegokolwiek odcinka wyznacza wraz z jego punktami kraricowemi
dwa nowe odcinki, zawarte w odcinku danym®. [Jezeli A =8, wiedy do-
wodzenie jest zbyteczne. — Przypusémy, ze A i B nie pokrywajg sie.
W takim razic kazdy punkt odcinka AC, rézny od A i od C, jest pun-
ktem wewngtrznym dla jednego z dwuch odcinkéw AB, BC (P 14); ale
nie moze by¢ wewnegtrznym dla |[BC' (P 18), przeto musi by¢ wewnetrznym
dla |ABI].

P 20. —7r. W tym samym zalozeniu, odcinek AB| skiada sie ze
wszystkich punktow, ktore leza, bez roznicy, na AC albo na BC, i tyl-
ko z tych punktéw“. — Czyli: ,kazdy odcinek jest sum q logiczng

') W mojej rozprawie, cytowanej w przedmowie, byly podane zamiast postulatu XX
dwa inne, P 14 i P 18, klore sq zaleznoSciami miedzy czterema punktami, gdy tymecza-
sem P 12 jest zaleznoscig miedzy trzema. Wprowadzone teraz uproszezenie ma poczatek
W «Grundlagen der Geometries D, HILBERTA (wyd. 2-¢ § 3: Leipzig 1903), gdzie fakt, ze
o2 trzech punktow wspotlinjowych jeden i tylko jeden lezy miedzy dwoma pozosta-
temi* zostat przyjety za zasade podstawows <uporzadkowanias (<Anordungs), wraz ze zna-
nym pewnikiem PASCHA (u nas P 13) i z réznemi innemi postulatami, ktore zostaly
wszystkie powtérzone w <Rational Geometry» G. B. HALSTEDA (New York, 1904). Zwra-
camy jeszcze uwage, Ze z dwuch czedci, na kiére ta zasada moze by¢ roztozona (u nas
P 12 i P 15), jedna jest nastepstwem drugiej. oraz zacytowanego pewnika M, PASCHA.




dwuch odcinkdw, ograniczonych jakimkolwiek jego punktem i obydwoma
koncami“. [W rzeczy samej, kazdy punkt odcinka AB  musi leze¢ przy-
najmniej na jednym z dwuch odcinkéw AC i BC' (P 14). Dalsze dowo-
dzenie jak w P 19].

P 2I. — 7r. ,Kazdy odcinck zawiera wszystkie odcinki, ktore sq ogra-
niczone jakiemikolwiek dwoma jego punktami*. — Inaczej mdwiac, z zalo-
zenia: «A, B, C, D sa punktami i C, D:|AB|» wynika, ze CD ~|AB .
[Punkt D nalezy z pewnoscig do AC| albo do [BC (P 20); przeto odci-
nek CD| zawiera si¢ albo w AC| albo w BC/|, a wigc w kazdym razie
w AB| (P 19)].

P 22. — 7r. ,Jezeli punkty A, B, C nie sqg wspollinjowe i jezeli
punkty A" i B’ zostaly obrane na BC i CA|, wtedy istnieje punkt wspol-
ny odcinkom |AA" i BB “ [Przypus¢my, ze punkt A" jest rézny od B
i od C, a punkt B’ rézny od C i od A Zasada XXI — zastosowana do
punktéw B, C, B' i do prostej AA" — upewnia nas, ze ta prosta spotyka
odcinek BB’ w jakim$ punkcie, wobec tego, Ze punkt A nie moze leze¢
miedzy B’ i C ze wzgledu na P12, Z tego samego powodu prosta 8BS’
musi przecigé odcinek AA° w jakim$ punkcie; ale te dwa punkty przecig-
cia pokrywaja sig, poniewaz kazdy z nich jest wspolny prostym AA" i BB',
ktore nie zlewajg si¢ z sobg — gqﬂ jedna z nich zawiera punkt B, nie
lezacy na drugiej]. — W podobny sposéb dowiedlibysmy twierdzenia na-
stepujacego:

P 23. — 7r. ,Kazda prosta, laczaca punkt B z jakimkolwick punktem
odcinka AA’, spotyka odcinek CA “.

P 24. — Tr. ,Jezeli sa dane punkty niewspotlinjowe A, B, C oraz
czwarty punkt D rézny od Aiod B, i jezeli prosta DA przechodzi migdzy
B i C, a prosta DB migdzy C i A, wtedy prosta DC przechodzi miedzy
A i BY. [Punkty C i D nie pokrywajg si¢ z pewnosciq, poniewaz prosta
DA nie zawiera punktu €. Niech teraz proste AD i BD przecinaja odcin-
ki BC i CA| w punktach A" i B’; punkt D lezy wewnatrz odcinka AA’
(P 22), gdy tymczasem C nie moze leze¢ migdzy A’ i B (P 12). Stad wy-

pada prawdziwos¢ twierdzenia na zasadzie (3 ¢) P 13].

P 25. — 7r. ,Jezeli A i B sa punktami, wtedy kule przez B dokola
A i przez A dokota B spotykaja sie“. — Tym samym stwierdzamy, zc¢
istnieje trojkat rownoboczny, majacy odcinek dany AB | za bok.
EUKL., ks. 1-a, pod. 1. |Mozna przyjaé, ze punkty A i B nie pokrywaja
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si¢c (P9 § I). Niech bedzie M —-A B, A A/B; mozemy by¢ pewni,
z¢ punkt M nalezy do A8, a B do AA" (P 10, ), ze zalym punkt M
nalezy do [AA" (P19) i Ze jest punkiem wewnetrznym tego odcinka.
Przeto plaszezyzna prostopadia w punkcie M do prostej AB przecina kulg
biegunowy punktéw A i A" (P 10), czyli kul¢ A, w jakims punkcie roznym
od M; jezeli punkt taki oznmaczymy przez X, wiedy prosta MX bedzie
prosiopadia do AB (P 35 § Ill. Wskutek tego symetrja wzgledem prostej
MX odwzorowuje A na B, a B na A (P 5, 6 § Il), przemieniajgc wzaje-
mnie kule A, i B, (P 52 § I); zatym punkt X, jako nalezacy do A, i od-
powiadajacy samemu sobie (P 49 § I, musi by¢ punktem wspolnym dla
obu tych kul].

P 26. — 7r. ,Jezeli A, B, C sq punktami niewspollinjowemi, a proste
AB, AC s do siebie prostopadte, wtedy punkt A jest wewngtrznym dla
kuli Cy, a punkt C zewnetrznym dla kuli A,. Patrz P5* [Wiemy
juz, ze kula Cj i laczaca A z B przecinaja si¢ w dwuch punktach, — np.
D, E —roznych od siebie i od C (P 2I, § Il i t. d.). Co sie tyczy dru-
giej czesci twierdzenia, przypusémy, ze F - A 7B i M = C|D; wystarczy
dowiesé, ze jeden z dwuch punktow D, £ lezy zewnatrz odcinka |FA|, ze
wzgledu na to, ze punkty D i C zamieniajg si¢ jeden na drugi przez pél-
obrot dokota prostej BM, ktory przeksztalca kule A, na siebie samg
(P508§,L,P3§Ilit d) Punkt F, zarowno jak punkt A, jest wewnetrzny
dla kuli D, — poniewaz rownoodwrotnos¢ wzgledem £ zamienia punkty
A i F, jeden na drugi pozostawiajac na swoim miejscu kule D, — a przeto
oba te punkty lezqg — miedzy D i £ (P 10); punkt F musi wiec upasé po-
migdzy A i £ albo migedzy A i D (P 20); ale w jednym przypadku punkt
E, w drugim D lezy wewnatrz odcinka AF (P 12)].

P 27. — Tr. ,Jezeli prosta i kula siykaiq si¢ z sobg — to znaczy,
z¢ spotykajg si¢ w jednym, ale tylko w jednym punkcie — wtedy wszystkie
punkty prostej sq zewnetrzne dla kuli, z wyjgtkiem jednego (punkin
stycznosci).

P 28. — Tr. ,Jezeli A, B, C sq punktami i punkt A jest wewngtrzny
dla kuli Cj;, wtedy punkt C jest zewnetrzny dla kuli A, [Jezeli punkt
A jest rozny od B, wtedy na kuli C, lezy taki punkt D, ze prosta DA jest
prostopadta do AB (P 6, 7); punkt taki jest zewnetrzny dla A, (P 26),
a wraz z nim i punkt C (P 8)].

P 29. — Df. ,Jezeli A, B sq punktami niepokrywajgcemi si¢, wtedy
przez «cien punkiu B z punktu A» — albo przez «przediuzenie odcinka
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AB po za B: — rozumie¢ bedziemy klase takich punktow, ze dla kazde-
go z nich —np. dla X — punkt B nalezy do odcinka AX . Natomiast
polprosta z punktu A przez B- — albo «promiei z A w kierunku B

jest klasg punktéw potozonych na odcinku AB| albo na przedtuzeniu |AB

po za B. Punkt A jest «poczqtkiem» tej figury, kiérq — jako prostq ogra-
niczong przez punkt A — oznacza¢ bedziemy przez < ABs*. — Zauwazmy,
ze punkt B i punkt symetryczny do A wzgledem B lezq zawsze na cieniu
punktu B z punktu A, a punkty A i B “A na cieniu punktu A z punktu
B (P10, 11, it d), oraz ze symetrja zachowuje wlasnosci «odcinkas
i «promienia-; to znaczy, ze promieri 'AB albo odcinek |AB!, dowolnie
dany, jest wspotzmienny z punkiami A i B ze wzgledu na pol
obrdot, réwnoodwrotnos¢ i odzwierciadlenie przez pta-
szczyzng. Patrz P52, 53 § I, P42, 44 §1I; i t. d.

P 30. — 7r. ,\W tym samym zalozeniu, nie istnieje zaden punkt
wspolny obu przedtuzeniom odcinka 'AB, ani tez punkt, ktoryby lezat
jednoczesnie na AB | i na przediuzeniu po za B, o ile wylagczymy punkt B5;
ale odcinek AB wraz ze swoimi przediuzeniami, t. j. z <cieniem punktu A
z punktu B» i «cieniem punktu B z punktu A» stanowi caly prostg“.
[To ostatnie mozna wyczyta¢ z P 15, uwzgledniajac P 29. — Ze przypu-
szczenie: «X nalezy do cienia punktu A z punktu B i do cienia punktu
B z punktu A» — czyli (P 29): «<A=|BX i jednoczesnie Bz AX » — pro-
wadzi do sprzecznosci, to wypada z P Il, 12. — Ze zas punkt Z odcinka
AB | pokrywa si¢ z B, o ile Bz AZ , to juz wiemy z P 12, zwazywszy,
ze podiug zatozenia nie moze by¢ jednoczesnic B: AZ i Z — A, oraz Ze
dwa warunki: Z: AB, B: AZ | wylaczaja si¢ wzajemnie, o ile punkt Z
jest rézny od B (P 12)].

P 3l — 7r. ,Odcinek AB | jest miejscem punktow wspolnych
dwom promieniom AB i BA*“.

P 32. — T7r. ,Cienie punktu B z punktu A i punktu A z punkiu B
sq promieniami, a mianowicie jezeli C — A 7B, cien punktu B z punktu A
nie rozni si¢ od promienia BC“. [Punkty B i C sq wspolne obu figurom
(P 29), a dla jakiegokolwiek innego punktu X warunek B: AX wraz
z warunkiem B: AC' wylgcza mozliwosé, azeby punkt B lezal miedzy
CiX, ato ze wzgledu na (i;7) PI8; przeto punkt X nalezy do BC,
albo € do BX (PI5); to znaczy: X=|BC (P 29), o ile tylko nalezy do
cienia punktu B z punkiu A. — Odwrotnie, z kazdego z dwuch warunkow:
«Xz BCl», «C= BX|»> wynika, ze punkt B nie moze leze¢ pomiedzy C

i X (PI5); przeto o ile tylko X nalezy do BC, musi byé¢ B: AX|— ze
wzgledu na () P 15].

P 33. — 7r. ,Jezeli C, ) sq dowolnemi punktami promienia, popro-
wadzonego z punkiu A w kierunku B, wtedy punkt D nalezy do AC ,
albo punkt C do AD ; ale jezeli punkty D i C sg rozne od A, wiedy A
nie nalezy do CD/“. [Podlug zalozenia punkty A, B, C, D czynig za-
dos¢ warunkom: «C: AB, albo B: AC» i «Dz AB|, albo B:/AD»
(P 29); jest to rownoznaczne z przypuszczeniem, ze: «C:|AB oraz D= AB|,
albo C=|AB| oraz Bz |AD, albo Bz AC| oraz D= AB, albo B:[AC|
oraz Bz AD ». — Jezeli jeden z punktéw C, D pokrywa si¢ z punktem
A albo z B, wtedy prawdziwos¢ twierdzenia jest bezposrednio widoczna
(PIl, 29 i t. d.), mozemy wigc przyjaé, Ze oba sg réZne od A i od B.
Wiedy z pierwszej czesci zalozenia: C, D= AB| wyplywa, ze punkt A nie
nalezy do BC| ani do |BD (P12, i t. d.;, a wiec nie nalezy tez do {CD
(P 14); wskutek tego, ze wzgledu na P 15, punkt 1 musi naleze¢ do AC ,
albo tez C do 'AD/, co jest wiasnie naszq tezq. Z drugiej czgsci: «Cz|AB
i B:z!AD + wynika, stosownie do brzmienia ({7 /') P 19, ze punkt C nalezy
do AD . W podobny sposob przekonalibysmy sig, ze czg¢sc trzecia zato-
zenia prowadzi do zwigzku 1 :'AC . Wreszcie z czesci ostatniej «B = AC
oraz B:= AD + wynika odrazu, jak i z pierwszej, ze punkt A nie moze
leze¢ na BC ani tez na BD| (P 12), a wiec nie moze tez leze¢ na |CD
(P14); it. d.].

P 34, — 7Tr. ,Dwa promicnie AB i AC pokrywajq si¢ wzajemnie,
jezeli € jest punkiem promienia AB, ale réznym od A“. [Z dowodzenia
poprzedniego wynika bezpodrednio, ze w tym zatozeniu kazdy punkt D,
nalezacy do AB, lezy i na |AC; ale to samo zalozenie: «C: AB albo
Bz AC » nie ulegnie zmianie, jezeli punkty B i C zamienimy jeden na dru-
gi; a wiec kazdy punkt promienia AC musi naleze¢ do AB].

P 35. — 7r. ,Odcinek (CD , ktérego koricami sa jakiekolwiek dwa
punkty promienia AB, caly lezy na tym promieniu“. [Omijajac przy-
puszczenie, ze punkt C albo D pokrywa si¢ z A, mozemy slwierdzic, ze
AB = 1AC —~ AD (P 34); z drugiej strony odcinek 'CD | zawiera sig w |AC |
albo w AD , stosownie do tego, czy D = |AC , czy tez C= AD| (P 19, 33)].

P 36. — 7r. ,Kazdy punkt jakiejkolwiek prostej dzieli jq na dwa
promienie, symetryczne do siebie wzgledem tego punktu, kiéry jest
ich poczgtkiem. Te promienie nie majg innych punktéw wspolnych
(oprocz poczatku), a wziete oba razem tworza prosta“. [Mozna zauwazyc,
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ze twierdzenie to zostalo juz ustalone przez P 30, 32, 384; ale mozna ez
sprawdzi¢ je oddzielnie w sposob nastepujgey. Oznaczmy przez A punkt
dany i obierzmy na prosiej danej dowolny punkt B rozny od A (P 26 § |y,
niech bedzie B~ B, /A (P 44, 45 § 1); dwie polproste, o kiérych mowa,
bedg wtedy |AB i AB'. Przedewszystkim cien punktu A z punktu B po-
krywa si¢ z promieniem AB" (P 32), a promien AB sklada si¢ z odcinka
AB | oraz z cienia punktu 5 z punktu A (P 29), wskutek czego oba pro-
mienie razem wzigte stanowig prostg i nie majg punktow wspélnych oprocz
A (P 30). Jezeli nastgpnie punkt B zmieni miejsce, przechodzgc np. do C,
witedy nowe promienie |AC, AC’ nie bedq si¢ réznily od poprzednich, co
najwyzej przestawionych miedzy sobg (P 34), tak ze nowy punkt C upa-
dnie z koniecznosci na |AB albo AB'. Jezeli wreszcie weZmiemy pod
uwageg, ze symetrja wzglegdem A (wskutek P45 § | i P 29) przeksztalca
odcinki AB| i AB’ jeden na drugi oraz podporzadkowuje warunkowi
B: AX| warunek B'= AX' — gdzie X' oznacza dowolny punkt prostej
AB, a X' = X A — wtedy dojdziemy do wniosku, ze promienie |AB
i AB’ s symetryczne do siebie wzgledem punktu A]. Wypada stad np,,
ze kazda kula, opisana dokota punktu A jako srodka, przecina zawsze
w jednym punkcie kazdy z dwuch promieni dopefniajgcych si¢ AB
i |AB" (P2l § 2), czyli:

P 37. — 7r. ,Promienn dowolnie obrany przecina w jednym pun-
kcic kazda kulg, majaca srodek w jego poczatku; ale nic istniejg na tym
samym promieniu d wa punkty rézne i jednakowo oddalone od poczatku®.

P 38. — Df. ,W zalozeniu P 34 wyrazenia: punkty C i D sg polo-
zone «po tej samej stronie punktu A», —albo «<po stronach
przeciwnych punktu A: otrzymujg Sciste znaczenie, przez kitére wy-
razamy, Ze (jezeli ani C ani D nie pokrywa.si¢ z A) punkty C i D leza
oba na jednym z dwuch promieni dopelniajacych AB i |AB" — albo tez,
ze jeden lezy na jednym promieniu, drugi na drugim“. Patrz P 36. — Jeden
z tych dwuch faktow zawsze musi mie¢ miejsce, ale oba razem nic wystg-
puja nigdy. — Obie poiproste, na ktére linja prosta zostaje podzielona
przez jeden ze swoich punktéw A, nazywajq si¢ jeszcze «dwiema stro-
nami punktu A na prostej.

P 39. — Df ,Jezeli dana jest prosta r i zewnatrz niej punkt P, wte-
dy «cien prostej r z punktu P» jest miejscem tych wszystkich pun-
ktow X, dla ktérych sig¢ sprawdza, ze PX spotykar. — Pdiplaszczy-
zna z prostej r przez punkt P>, albo <od r ku P», ktérg oznaczamy
przez « rP», jest to klasa punktéw, z ktorych kazdy — np. ¥ — lezy na
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plaszczyznie Pr w ten sposob, ze prosta r nie spolyka odecinka PV, albo
spotyka go co najwyzej w punkcie Y*. — Zaréwno jedna jak i druga figura
zawicra swoj wlasny poczatek r i jest wspotzmienng z prostg r
i punktem P wzgledem symetrji. [t d.

P 40. — 7r. ,Jezeli, w tym samym zatozeniu, punkt P’ jest syme-
tryczny do P wzgledem prostej r, witedy «cien prostej r z punktu P» po-
krywa si¢ z polplaszczyzng <od r ku P"+“. Por. P 32. [Prosta r przecho-
dzi z pewnosciq migdzy P i P (P54 §1 i PIl). Jezeli tedy punkt X na-
lezy do cienia prostej » z punktu P, ale nie nalezy do prostej r — tak
ze ta prosta spotyka wprawdzie odcinek PX ', ale nie spotyka go w za-
dnym z jego koncow (P 39), czyli, ze przechodzi migdzy P i X — wtedy
nie moze si¢ zdarzy¢, zeby prosta r przeszta migdzy P’ i X: sprzeciwiajg
si¢ temu P I8 lub P 16, zaleznie od tego, czy X nalezy czy nie nalezy do
prostej, taczacej P z P’; X jest przeto punktem potplaszezyzny ZP’
(P 39). — Odwrotnie, z zalozenia, e V: rP'c r (czyli ze r nie spotyka
odcinka PV, gdyz punkt V lezy wprawdzie na plaszczyinie P'r, ale nie
na prostej r) wnosimy, ze r przecina odcinek PY — na zasadzie P 14 lub
P 13, zaleznic od tego, czy V lezy, czy tez nie lezy na PP’ — skad wypa-
da, ze punkt ten nalezy takze do cienia prostej r z punktu PJ.

P 4l. — 7r. ,Dwie polptaszczyzny rP, 'rQ pokrywaja sig, jezeli Q
jest punktem polplaszczyzny rP, ale nic nalezy do 7. Por. P 34. [Dowo-
dzi si¢ jak twierdzenia poprzedzajgcego, przy pomocy tych samych zasad—
to jest P 13, 14, 16, 18, 39]|.

P 42. — 7r. ,Zaden punkt zewnetrzny dla prostej » nic jest wspolny
obu potplaszczyznom rP, rP’; ale kazdy punkt plaszczyzny Pr musi le-
ze¢ na jednej lub na drugiej“. Por. P 30. — [Obierajac punkt jakikolwiek
na polptaszczyznie rP, ale nie na prostej r — np. punkt X — z faktu, ze
r przechodzi migdzy P i P’, ale nie przechodzi miedzy P i X (P 54 § |,
P 10, 11, 39), wnosimy, ze » przechodzi réwniez miedzy P’ i X (P 13, 14),
ze wiec X nie jest punktem polplaszezyzny rP’ (P 39). — Jezeli dalej
oznaczymy przez Y dowolny punkt ptaszczyzny Pr i przypuscimy, ze
¥ nie nalezy do polplaszczyzny, poprowadzonej z r ku P, ani tez do pro-
stej », wtedy prosta r bedzie musiala przecig¢ odcinek PY w jednym
z jego punktow wewnetrznych (P 39, 10). A wigc prosta r, ktora przecho-
dzi migdzy £ i P’, nie moze spotyka¢ odcinka P’V (P 16, 18); wobec
czego punkt V' lezy na polptaszczyinie rP’).
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P 43. — 7r. ,Jezeli punkt Q nalezy do polplaszczyzny rP, wiedy
caly odcinek PQ lezy na potplaszczyznic rP. Podobnie kazdy promien,
majgqcy poczatek na prostej - i przechodzacy przez jakikolwick punkt pot-
plaszczyzny rP, zawiera sie¢ w tej poiplaszczyznie (o ile tylko poczatek
nie pokrywa si¢ z tym drugim punktem)“. Por. P 35. |To wynika z P 19,
33, 35, 39, 41|.

P 44, — Tr. ,Jezeli na plaszczyinie poprowadzimy jakakolwick pro-
sta, wowczas plaszczyzna zostanic przez nig podzielona na dwie pol-
ptaszczyzny, kiére nie majaq zadnego punktu wspdlnego zewnatrz tej
prostej, a ktére razem wzigte stanowig calq plaszczyzng. Te dwie pol-
plaszczyzny zamieniajg sie jedna na drugg (jedna staje si¢ ktadem dru-
giej) za pomoca potobrotu dokola prostej“. — Tak wigc, jezeli przez =
i » oznaczymy plaszczyzne i prostg, to iloczyn logiczny obu pot-
plaszczyzn bedzie réwny r, a ich suma logiczna bedzie rowna =.
Por. P 36. [Twierdzenie opiera si¢ glownie na P 27, 47, 49 § | i na
P 39—42|.

P 45 — Df W tym samym zalozeniu, o dwuch punklach plaszczy-
wy =, z wyjatkiem punkiow prostej r, mowimy, ze lezg «po tej samej
stronie prostej r», albo «<po stromach przeciwnych pro-
stej r» stosownie do tego, czy oba lezg czy nie lezq razem na jednej
z dwuch potptaszezyzn, ktére prosta wyznacza na plaszczyinie; czyli
stosownie do tego, czy r spotyka, czy nie spotyka odcinka, laczg-
cego te dwa punkty“. Patrz P 36, 44.

P 46. — 7r. ,Jezeli sq dane punkty niewspollinjowe A, B, C, wiedy -

kazda plaszczyzna, przechodzaca migdzy punktami A i B (to zmaczy kazda
plaszczyzna, przecinajgca odcinek AB, ale nie zawierajaca ani A ani B)
przechodzi réwniez miedzy B i C, albo miedzy C i A, albo tez przechodzi
przez punkt C; ale nie przechodzi jednoczesnie miedzy B i C i miedzy
Ci A —Por. PI3, 16. [Kazda plaszczyzna, przecinajaca prostg AB, prze-
cina plaszczyzng ABC wzdtuz jakiej$ prostej (P 37 § 2): a wiec po-
wracamy odrazu do P I3, 16].

Stad wyplywaja pojecia «potprzestrzenis i dwuch «stron pla-
szczyzny», ktore juz teraz stosownie do P 39 — 45, moga by¢ uwazane
za ustalone. Podobnie jak ptaszczyzna jest podzielona za pomocy kazdej
ze swoich prostych, a prosta za pomocq punktu, ktéry do niej nalezy
(P 36, 44), tak rowniez i przestrzer, czyli klasa punktow, jest podzie-
lona przez kazdq plaszczyzng na dwie odrebne figury, dla ktorych fa pla-
szczyzna jest granicq. Jezeli plaszczyzng oznaczymy przez =, a przez A, A’

dwa punkty zewngtrzne i symetryczne wzglegdem tej plaszczyzny
(P16, 29, 3l § I, wowczas temi dwiema figurami sa: spétprzestrzen
z plaszezyzny = przez punkt As», albo «od = ku A» i <péiprzestrzen
z ptaszczyzny « przez A albo <od = ku A', ktérym jeszcze mo-
zemy nada¢ nazwy «cienia plaszczyzny = z punktu A’> i «cienia
ptaszczyzny = z punktu A.. Pierwsza (np.) z tych figur jest miej-
scem takich punktéw X, dla ktérych odcinck AX mnie spotyka =, albo
spotyka go w punkcie X, albo tez (co na jedno wychodzi), odcinek A’X
zawsze spotyka =. Por. P 29, 39,

P 47. — Df. ,Niech beda A, B, C punktami niewspotlinjowemi;
przez <kqt wypukly promieni AB i AC. rozumie¢ bedziemy figure,
ztozong z punktu A i z tych wszystkich punktow roznych od A, z ktorych
dla kazdego — np. dla X —péiprosta poprowadzona z A przez X
spotyka odcinek BC. Figure takq bedziemy oznaczali przez oA BC>:
Natomiast «kal wklesty promieni AB i AC» — ktory oznacza¢ bedzie-
my przez A.BC- — jest miejscem punktu A i tych wszystkich punktow
roznych od A, z ktorych kazdy — np. ¥ — lezy wprawdzie na plaszczyinie
ABC, ale w taki sposob, ze promien AV nie spotyka odcinka BC , chyba
tylko w jego punktach koricowych. — «Wierzcholkiem kgta: jest
punkt A, <ramionami kata» obic pélproste lub promienic AB,
AC, punktami <wewngtrznemi kata» wszystkie punkty kata, nie lezgce na
jego ramionach. Katem «prostym» nazywa¢ bedziemy kazdy kat ptaski
wypukly, ktérego ramiona sq promieniami prostopadtemi do siebie“.
Odrazu wida¢, ze katy A.BC i A4.CB pokrywaja si¢ wzajemnie (P 10)

i tak samo katy A.BC i X.CB, oraz ze jezeli [J jest punktem we-
wnetrznym kata, wtedy promieii AD zawiera sie catkowicic w tym
kacie; i t. d.

P 48. — 7r. ,Jezeli A, B, C sg punktami niewspollinjowemi, a D, E
punktami danemi na ramionach AB, AC, réznemi od A, ale pozatym do-
wolnemi; wtedy kat A .DE pokrywa si¢ z katem A.BC 1 podobnie
A.DE=A.BC. Jezeli oprocz tego dany jest punkt F wewnatrz kata
A.BC, wiedy kat A . BF zawiera sie w kacie 4. BC, a kazdy punkt kata

A.BC lezy w jednym z katow A.BF albo A.CF*. [Zbytecznie jest mé-
wi¢ o tym, ze punkty A, D, E nie sq wspotinjowe (P19, 21 § | i t. d.).
Prosta, przechodzaca przez A i przecinajgca BC , albo przecinajgca DE ,
przecina tez BE| (P13 i t. d.), z powodu tego, ze punkt A jest zewngtrzny




— 60 —

tak dla CE, jak i dla BD (P 33). Dla tej samej przyczyny prosta ta
musi tez przecigé w pierwszym przypadku DE | w drugim BC . Ale to
samo P 13, zastosowane do dwuch tréjek punktéw (B, F, H) i (E, F, K)—
gdzie H, F, K oznaczajg punkty przecigcia tej prostej z trzema odcinkami
\BC, BE, DE — méwi nam jeszcze, ze punkty /7 i K oba lezg na
promieniu AF. Istotnie, poniewaz prosta CA nie przechodzi migdzy
punktami B i /, ani tez miedzy £ i F (P 12 i t. d.), przeto nie przecho-
dzi miedzy A i F (PI3 it d.); a wigc albo / nalezy do AF], albo
F do AH (PI5), czyli w kazdym razie H nalezy do AF (P 29, 34);
i t. d. — Ciag dalszy pozostawiamy czytelnikowi].

P 49. — 7r. ,Jezeli A, B, C sa punktami niewspdtlinjowemi, wiedy

kat wypukly A.8C jest miejscem punktow wspdlnych dwom polplaszezy-
znom «z AB ku C» i «z AC ku B». Patrz P 39, 47“. [Przedewszystkim
dwa promienie AB, 'AC nalezq jednoczesnie do kata danego i do kazdej
z tych dwuch polplaszczyzn (P 47, 39, 43). Ze zas kazdy punkt kata jest
wspolny obu pdiptaszczyznom, to wynika bezposrednio z cytowanych okre-
slen oraz z P 12, 13, 33, wskutek kiorych przypuszczenie, ze punkt X lezy
migdzy punktami B i C, a punkt V na promieniu AX, doprowadzi do te-
go, ze prosta BA nie przechodzi miedzy C i Y, ani tez CA miedzy BiY., —
Niech teraz bedzie Z punktem wspolnym obu poétptaszezyznom, ale ze-
wnetrznym dla obu promieni AB i AC; przypusémy (jezeli to mozliwe), ze
taczgca A z Z nie spotyka odcinka BC|. Jezeli D = B /A, wiedy
prosta AZ musi przejs¢ miedzy C i D — wskutek (V) P 18 i ze wzgledu
na to, ze A= BD — i przecina odcinek |CD, np. w punkcie £; wobec
lego punkt C nie lezy miedzy D i E, ani tez D miedzy C i E (P 12).
Prosta AB nie moze przejs¢ migdzy C i Z gdyz Z nalezy do pol-
plaszczyzny «od AB ku C»; przeto AB nie przechodzi rowniez miedzy
punktami Z i E, a to na zasadzie (1,7) P 13; stad za$ wynika przy pomo-
cy (2% 7) P13, z¢ AC nie przechodzi miedzy D i Z, czyli ze punkt Z
nalezy do péiptaszczyzny «od AC ku D». Ale wynik taki jest sprzeczny
z zatoZeniem, ze punkt Z nalezy do poiplaszczyzny <od AC ku B», gdyz
te dwie polplaszczyzny nie majq po za prostg AC, zadnego punktu wspdl-
nego (P 40—42). Wnosimy wiec, ze taczaca A z Z przecina odcinek BC

. w jakims punkcie F, przyczym B nie nalezy do CF (P12}, a prosta BA,

ktorej zaden punkt nie nalezy do odcinka CZ , nie przechodzi migdzy
FiZ (P I13); a wigc punkt A jest zewnetrzny dla odcinka FZ , a wsku-
fek tego punkt F lezy na promieniu AZ, (P15, 29, 34), czyli Z lezy we-

wnatrz kata A.BC P 47), c. b. d. d.|.

B ] e

P 50. — 7r. ,Jezeli przy tym samym zaloZzeniu mamy dany na pla-
szezyinie ABC jakikolwick punkt P, nie lezacy na zadnej z prostych AB,
BC, CA, wowczas albo prosta PA musi przechodzi¢ miedzy punktami B i C,
albo PB migdzy C i A, albo wreszcie PC miedzy A i B“. |[Istotnie, za-
przeczenie np. drugiemu i trzeciemu przypadkowi jest réwnoznaczne z twier-
dzeniem, ze punkt A jest wspolny dwom polptaszczyznom <z PB przez C»
i «z PC przez B»; inaczej moéwigc, ze punkt A lezy wewnatrz kata

P.BC (P 49), czyli ze prosta PA przechodzi miedzy punktami B i C
(P 47)].

P 5l. — Df. Jezeli A, B, (' sa punktami niewspotlinjowemi, wiedy
figura, utworzona przez wszystkie odcinki, majace jeden koniec w punkcic
A, a drugi na odcinku BC, nazywa si¢ «frdjkqtem» i oznacza sig
przez | A.BC*. — Ze wzgledu na P 22, 23 jest rzecza oczywista, ze kazdy
punkt, nalezacy do tak okreslonej figury, musi si¢ réwniez znaleZ¢ na figu-
rze, ktdra powstaje przez podstawienie zamiast ./ i BC clementow
Bi €A, i odwrotnie. Tak wige figury, majgce za symbole .ABC),
B.CAl, C.AB, |4.CBl, B.AC, |C.BA’ zlewaja sie w jeden frdj-
kqt, — a mianowicie w tréjkat ' ABC — ktérego bokami sa odcinki
|AB, BC, (A, awierzchotkami punkty .4, /3, C. Suma logiczna
wszystkich trzech bokow jest «konturem - albo «obwodem . tréjkata: pun-
ktem «wewngtrznym» trojkata jest kazdy punkt tej figury, o ile nic lezy
na obwodzie; «zewnetrznym» dla trojkata jest kazdy punki plaszczyzny
ABC, nie nalezacy do tej figury. Katami (wewngtrznemi) trdj-

kata sq trzy katy wypukte 1. BC, B.CA, C. AB. 11 d.

P 52. — 7r. ,W tym samym zatozeniu, tréojkat ABC jest prze-
cigciem ktorychkolwick dwuch z trzech katéw: 1. BC, B.CA, €. AB,
a takze przecigciem {trzech poélplaszezyzn: «od AB przez C», «od BC
przez A» i «od CA przez B». Patrz P 2 § 1“. — Czyli: | ABC|=

Pl EAS Fa

A.BCAB.CA=B.CA~C.AB=C.AB~A.BC=A.BC~B.CA -
C.AB= AB.C~ BC. A~ CA.B. [To wynika z P 5| wskutek P 22,
23, 29, 39, 47, 49 i t. d.]. — Z P 49, 52 i 43 wynika jeszcze:

P 53. — 7r. ,Odcinek, ktérego oba korice sg punktami dowolnie
obranemi’w danym kacie wypuklym, albo w danym ftrdjkacie, lezy cal-
kowicie w tym kacie lub trojkacie“, — Innemi stowy, trojkat i kat plaski
wypukly sa figurami <wypukfemi> — podobnie jak polplaszczyzna, promieri
i odcinck (P 43, 35, 2I).
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P 54. — 7r. ,Jezeli dwa odcinki pokrywaja sig, wowczas majq konce
wspolne, a jezeli dwa promienie pokrywajq sig¢, wowczas maja poczatek
wspolny*.  [Niech np. bedgq punkty i /3, € i D) koricami dwuch odcinkéw
rownych i niech nam bedzie wolno przypusci¢, ze punkid jest rézny od 5,
a wskutek tego i € rézny od /2. Punkt 53, ktoéry wraz z punktem .4 musi
leze¢ na ') (P2 §1i P Il), wypadnie niezawodnie na (4| albo na
AD' (P 20); wskutek tego jeden przynajmniej z punktow i /) nie be-
dzie lezal miedzy 1 i B (P 12, llI). Ale punkty (" i /) sg ze swej strony
zawarte w odcinku 473, stosownie do zalozenia; jezeli wiec punkt € nie
lezy pomigdzy 1 i B, wtedy z koniecznosci pokrywa si¢ z punktem .1
albo z punktem /3 (P10, Il); to samo mozna powiedzie¢ o punkcie /).
Wnosimy wigc, ze jeden przynajmniej z punktow (, /) pokrywa sie z je-
dnym z punktow 4 i 5. Czytelnik sam dokonczy. — Gdyby, nastepnie,
dwa promienie A5 i A'B pokrywaly sie wzajemnie, nie majgc wspolnego
poczatku, — przyczym /3 niech bedzie jednym z ich punktéw wspdlnych,
réznym od punktéw poczatkowych 1 i A" — wtedy punkt ' musiatby leze¢
na B, a punkt 4 na'A4'B; wten sposéb bylyby spelnione jednoczesnie dwa
warunki: <4’z AB albo Bs|AA'|» i «A<|A'B albo Bz A'A|> (P 29),
ktérych iloczyn logiczny (jezeli punkty A, ', 5 maja by¢ réine od sie-
bie), jest rownowazny warunkowi: «B: AA4'» (P 12). Pomingwszy to
przypuszczenie, zaden punkt X, rézny od A, A, B i spelniajacy warunek
A= BX, nie lezy na AB|, ani tez B nie moze leze¢ na | AX' (P 12);
to znaczy, ze taki punkt (jakim jest np. 2A4) bylby wylaczony z pro-
mienia A5, jakkolwiek nalezatby do |.A4'B wobec tego, ze Bz AN,
a to na zasadzie (;7) P 14]. — Tq samg drogg stwierdza sie, ze:

P 55. — 7r. ,Dwa katy (wypukle lub wklgsle) albo dwa tréjkaty

nie moga si¢ pokrywac, jezeli ramiona lub boki jednego sq rézne od
ramion lub bokow drugiego“.

e

S

IV.

Twierdzenia o obrotach. Postulaty Euklidesa i Archimedesa. Padobiefistwo i jedno-
miernosc (izomerja) Przystawanie odcinkow i katow,

Pl — Df. ,Podobieristwo jest to nazwa ogélna kazdego takicgo
przcksztalcenia jednoznacznego i wzajemnego punktéw na punkty,
ktore kazdej parze punktow réwnooddalonych od trzeciego punktu, podpo-
rzadkowuje zawsze pare punktéw réwnooddalonych od punktu, bedacego
przeksztaiceniem tego trzeciego punktu“. — Albo, pod inng postaciq: ,Po-
dobienstwo oznacza takie odwzorowanie przestrzeni na sobic samej,
przy ktorym kulom opisanym dokota dowolnego punkiu (jako srodka)
odpowiadajg kule opisane dokota obrazu tego punktu. Dwie figury nazy-
waja si¢ podobnemi, jezeli istnicje podobieristwo, kiére zamienia
jedng na drugg punkt po punkcie, jezeli wigc sa utworami odpowiedniemi
z¢ wzgledu na jakiekolwiek podobieristwo®.

Pomigdzy tym okresleniem, a okresleniem kolineacji, danym przez
v. STAUDTA, zachodzi widoczna analogja. «Kolin eacjar oznacza
przeksztalcenie, przy ktdrym nie zatraca sie wspdtlinjowosé punktow (a wiec
takie, ktére zamienia kazda trojke punktow wspétlinjowych na {roj-
ke punktéw wspotlinjowych); natomiast ‘podobienstwos» jest to
takie przeksztalcenie, ktére nie zatraca réwnoodlestosci punktow (czyli ta-
kie, ktére kazdg trojk¢ punktow rownoramienng zamienia na inng
trojk¢ punktow ro wnoramienna),

P2 — 7r. ,Symetrja wzgledem punktu, prostej lub plaszczyzny
(rownoodwrotnos¢, pétobrot, odzwierciadlenie) jest podo-
bietistwem; patrz P 52 § 1 i P 41, 44 § Il. Wypadkowa, albo ilo-
czyn dwuch podobieristw jest znowuz podobienstwem. Kazdy obrat
jest podobierstwemy patrz P 22, 23 § Il. Przeksztalcenic odwrotne
podobieristwu jest takze podobienstwem. Tozsamos$¢ jest podobien-
stwem®, '
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P 3. — 7r. ,Kazde podobienstwo odwzorowuje punkly wspolli-
njowe w punktach wspéllinjowych i zamienia kazda p_rostag na
prosta, kazdq ptaszczyzng na ptaszczyzneg; punktowi srodko-
wemu podporzadkowuje zawsze punkt srodkowy, a syrn‘elryczn e-
mu — symetryczny; prostym i plaszczyznom, do S’lﬂh'lf‘. prostopa-
diym — proste i plaszczyzny, rowniez prostopadie do siebie; }:az‘demu
odcinkowi —odcinek, kazdemu promieniowi —promiei, ka-
zdemu trojkatowi —trajkat i t. d.“ [Dowodzi si¢ jak P.53 § 1
uwzgledniajac okreslenia prostej, ptaszczyzny, odcinka, promienia i t. d.];

P 4. — 7r. ,Wypadkowa albo iloczyn symetrji wzgl¢dem dwuch
plaszczyzn przecinajacych sig, jest obrotem dokola proste] wspolnej t)'(m
plaszczyznom®. [Niech beda « i § dwie plaszczyzny dane, r prosta ich
przecigcia, u i v slady ptaszczyzny prostopadie] do r na p%aszcgyzna;h
%1% (P35, 37 § Il); obrawszy jakikolwiek punkt P, zalozmy: P, = {) an
P =P, /&5 punkt P’ jest wigc obrazem punktu P wskutek podohrlensiwa
/%, /o, ktore jest iloczynem odzwierciadlen =i "5 (P8l § 11 i P 2).
Mozna dowies¢, ze obrét “w. “u (P 22 § Il) dokota prostej r (prostopa-
diej do obu prostych u, v) rowniez przenosi P do P'. Istotnie, obrét ten —
na rowni z . 5 i 7F. 7a — pozostawia bez zmiany kazdy punkt
prostej r i kazda ptaszczyzng prostopadla do r (P 23, 36, 54, 56 § II),
w szczegblnosci plaszczyzneg, przechodzacq przez punkt P i prostopad?q do
prostej . Z drugiej strony, dwie prostopadie, poprowadzone do tej pla-
szezyzny z punktéw P i Py, sa symetryczne do siebie nie' tyllfo wzglqldem
2 (P 45 § Il it d), ale takze wizgledem u, poniewaz u:h. slady Q 1 Q,
na ptaszczyinie prostych # i v sa punktami symetrycznemi wzgledem =,
a wiec sq réwniez symetryczne wzgledem u (P 39,18,7 §1). W podobny
spos6b odpowiadajg sobie wzajemnie wobec v obie pro’stopadl_c Py Q,
i P Q’, poprowadzone do plaszczyzny % z punktéw P, i P". waec pro-
ste PQ i P'Q’ odpowiadaja sobie zarowno wobec 3. 7=, jak wobec

. “u; zatym punkty P, P’ odpowiadaja sobie wzajemnie]. — Tym sa-
mym dowiedlismy, (o ile dane bedg dowolne proste u, v i plaszczyzny
B); 2ée:

o,

Ly 2

P5 — 7r. ,Kazdy obrét dowolny jest zawsze rowny iloczynowi
odzwierciadleri w dwuch plaszezyznach, przecinajacych si¢ wzdhuz osi obro-
tu“. — Oproécz lego: ;

P 6. — 7r. ,kaczac w ktorymkolwiek porzadku symetrje wzglgdem
dwuch plaszczyzn do siebie prostopadiych, otrzymamy jako wypgdko.w:;
potobrét dokota ich prostej przecigeia*. |W rzeczy samej — o ile lite-

e e ———
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rom nadamy to samo znaczenie, co w P 4, ale przypuscimy, ze plaszczy-
zny 2 i (& sq do siebie prostopadie (P 51 § 1) — dwic proste, prostopadle
do plaszczyzny § i przechodzgce przez punkty P i P,, z ktérych jedna
jest P'Py, zamienig sie jedna na drugg zaréwno wskutek przeksztalcenia
7f. o (albo 4. /@), jak i wskutek potobrotu dokota prostej », a to
ze wzgledu na to, ze ich spodki sq punktami do siebie symetrycznemi
wzglegdem = (P 42 § M), a wigc rowniez symetrycznemi wzgledem r, a pla-
szczyzna i jest symetryczna do siebie samej (P 50 § 1 i t. d.). W podo-
bny sposéb proste, prostopadie do plaszczyzny = i przechodzace przez pun-
kty P, i P’y z ktorych jedna jest PP/, odpowiadaja sobie wzgledem

g. 7o (albo “a. “f) i wzgledem “r; a wigc punkty P i P’ zamie-
niajq si¢ jeden na drugi, wskutek 3. 2 (albo /=. /f) i okazuja sig
symetrycznemi do siebie wzgledem prostej 7]. — Stad wynika, przy uwzgle-
dnieniu P 28 § Il i P 4, ze:

P 7. — 7r. ,lloczyn dwuch pétobrotéw dokota dwuch prostych, do
sichie prostopadlych nie rézni si¢ od pélobrotu dokola prostej prostopa-
diej do nich obu w ich punkcie wspélnym. Wskuick tego symetrja
wzgledem osi jest obrotem. Patrz P 22 § lI“.

P 8. — 7r. ,Obr6t nie moze pozostawi¢ bez zmiany punktu, kto-
ry nie lezy na osi‘. [Przypusémy, ze obrét “v. “u— gdzie u, v sa
proste, prostopadie do jakiejkolwiek innej prostej » w tym samym punkcie
i rozne od siebie, ale zresztg dowolne — pozostawia punkt tautologiczny £,
nie lezacy na osi. Wtedy, oznaczajac przez = i 5 dwie ptaszczyzny, ktore
0§ r wyznacza z prostemi u i v, znajdziemy, ze obrét “v. ‘u jest 16-
wnowazny obrotowi “f. ‘2 (P 5); wskutek czego punkty £ i £ 2 sq
tez symetryczne do siebie wzgledem #, gdyz { 75. 72} = L. Ale punkt
£ nie moze leze¢ na kazdej z dwuch plaszezyzn o i &, ktére podiug zalo-
zenia sq od siebie rézne (P 18 § I); zatym punkty £ i £ ‘= nie mogg
pokrywac¢ si¢ wzajemnie (P 3l § Il). A wigc ta sama prosta (laczaca te
oba punkty) bylaby prostopadta do obu plaszczyzn « i 5 (P 89 § I), co
jest niedorzecznosciq (P 35, 9 § I)].

P 9. — 7r ,Jezeli 4, B, (, D sa punktami niewspélplaszczyznowe-
mi, wiedy istnieje zawsze obrét dokola prostej .43, wskutek ktérego pél-
plaszczyzna B .C przeksztalca si¢ na potplaszczyzne AfS. /7). Patrz
P 2, 3“. [Wystarczy tu przypomnie¢ dowod P 27 § Il, zaznaczajac, ze za
punkt /' przyja¢ nalezy ten punkt, w kiéorym kula (), przecina promieri
Al (P 37 § ).

CGeomelrja elementarna, i)
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P 10. — 7r. ,Azeby obrét byl réwnowazny polobrotowi, wystarczy,
zeby zamienial na siebie sama plaszczyzne, przechodzacq przez os. Patrz
P 7¢. [Niech bedzie I¥ obrotem dokola prostej r i przypusémy, ze jakas
plaszczyzna =, przechodzgca przez r, przeksztalca sig na siebie samg.
Z punktu 4, obranego dowolnie zewnatrz tej ptaszczyzny, poprowadZmy
plaszczyzng =~ prostopadta do r i oznaczmy przez A’ punkt I, kiory
musi leze¢ na o — poniewaz ta plaszczyzna jest tautologiczna wzgledem
I: (P36 § Il). Oprocz prostej r jest jeszcze tautologiczny slad s plaszezy-
y = na =z, a takze prosta £, prostopadta do prostych r i s w ich punkcic
wspolnym, kiory oznaczamy przez M (a ktdry jest sladem prostej 7 na =);
oznaczajac teraz przez H i H’' spodki prostopadtych, poprowadzonych do
prostej s z punktow 4 i A’ — wobec czego bedzie H'= ItH (P 36,
54 § ll) — znajdziemy, ze kula Ffy musi zawiera¢ A, gdyz jej punkty
odpowiadajg sobie wzajemnie (P 28 § Il); wskutek tego M= H [T, a pro-
ste AH i A'H' s symetryczne do siebie wzgledem punktu M. W podo-
bny sposob proste /K ie. 'K’ — prostopadie do ¢ w punktach K i K"~
sq do siebie symetryczne wzgledem M. A wigc punkty A i A" sq rowniez
symetryczne wzgledem M, a przeto i wzgledem . 1t d.].

P Il. — 7r. ,Dwie kule, odpowiadajace sobie wzgledem jakiegokol-
wick obrotu, sa zawsze symetryczne do siebie, a o$ obrotu lezy na
plaszczyZnie symetrji“. [Jezeli $rodek jednej z dwuch kul lezy na osi
obrotu, wiedy prawdziwos¢ twierdzenia jest odrazu widoczna na podstawic
P23,32§1liP 46, 50 § I. — Jezeli tak nie jest, wtedy niech beda np.
3 i B ¢rodkami obu kul (ktére odpowiadaja sobie wzgledem obrotu R do-
kota osi r); M niech bedzie ich punktem Srodkowym, .1 zas jakimkolwick
punktem osi, réznym od M. Pierwsza z tych dwuch kul przecina promier
BA w punkcie, ktory oznaczymy przez ' (P 37 § W). Kula przez /2 do-
kota .1, jako tautologiczna wobec IR, przechodzi takze przez /3, przeto
prosta M. jest prostopadia do BB’, a punkt 53’ jest symetryczny do 73
wzgledem AM (P 3, 5 § l). Oprocz tego punkt RC nalezy do €, gdyz
ta kula jest réwniez tautologiczna wobec I2; a dla podobnych powoddow
jezeli przez S oznaczymy potobrdt dokola /M — punkt SC musi nale-
ze¢ do kuli C,. Ale kazde z tych dwuch podobieristw I? i § zamicnia
promieri /3.4 na promienn /3’ (P 8): a wigc punkty 2C i SC lezq oba
i na kuli €, i na promieniu 5'A, czyli zlewajg si¢ w jeden punkt 7
(P 37 § Ill). Wypada stad, ze S, zaréwno jak i [, odwzoruje kulg €} na
kuli (", i t. d. Cigg dalszy patrz P 43 § Il].

POSTULAT XXIL

P 12. — Przez trzy punkty niewspotlinjowe przechodzi przynajmniej
iedna kula. — Inaczej méwiac: ,Jezeli sq dane punkty A, B, C, przyczym
punkt A jest rozny od B, i jezeli istnieje jaki$ punkt rézny od C, ktéry
jest oddalony od A i od 5 jak C: wtedy musi takze istnie¢ jakis punkt,
od ktorego kazdy z punktow A i B tak jest oddalony, jak C+. Wzigwszy
jeszcze pod uwage, ze spodek prostopadlej, poprowadzonej ze srodka tej
kali na ptaszczyzng trzech punktéw danych, jest jednakowo oddalony od
kazdego z nich (P 3 § 8), mozemy powiedzie¢: ,Trzy punkty niewspol-
linjowe leza zawsze na jednym kole. Patrz P40 § 1“. — Jest to znana
zasada, ktorg proponowal W. BOLYAI') zamiast postulatu EUKLIDESA
o rownoleglych.

P 13. — Tr. ,Jezeli dwie kule sq symetryczne do trzeciej kuli, wtedy
sq symetryczne do siebie“. |Ta sama kula vy, odzwierciedlajgc sie w pla-
szczyznach p. i v, daje jako obrazy kule 2 i & (P 41 § 2); chcemy dowies¢,
ze te dwie kule o i {§ sq symetryczne do siebie. Wskutek P 43, 46 § 2
inne zatozenia (a mianowicie symetrji Srodkowej lub osiowej) spro-
wadzajq sig¢ do tego, ktére zamierzamy rozpatrze¢. Przypusimy najpierw,
ze srodki A, B, C danych kul nie sa wspollinjowe. Wtedy wskutek zasady
XXII (P 12) musi istnie¢ na plaszczyinie ABC jaki§ punkt réwnooddalony
od kazdego z punktow A, B, C; punki taki musi leze¢ na obu plaszczy-
znach p, v, prostopadtych do par punktéw (4, C) i (B, C) w ich punktach
srodkowych (P 388, 39 § 2. Nie moze si¢ zdarzy¢, azeby te dwie plaszczy-
zny pokryly si¢ wzajemnie, o ile punkty A, B, C nie sq wspdétlinjowe: a wiec
przetng si¢ one wzdluz jakiej$ prostej r (P 87 § 2), a symetrje wzgledem
. iv, kiore prowadzq od 2 do 7 i od 7 do p, dajg, jako iloczyn, obrot
dokota prostej r (P 4), kiory przeksztalca bezposrednio o na 5. Wskutek
lego dwie kule =, 3 sa symetryczne do siebie wzgledem osi, prostopa-
dtej do pary punktow (4, B) w jej punkcie $rodkowym (P Il) — a wigc
takze wzgledem tego punktu srodkowego i wzgledem plaszczyzny, ktora
jest w tym punkcie prostopadta do taczacej A z B (P 43, 46 § 2). — Przy-
pus¢my dalej, ze punkty A, B, C sq wspotlinjowe, ale wszystkie rozne od
siebie, i obierzmy czwartq kulg 4, ktéra jest symetryczna do 7, jak = i 3,
ale ktorej srodek nie lezy na AB. Poniewaz kule = i 2 sg symetryczne
do tej samej kuli 4, a srodki A, D, C nie sq wspollinjowe, przeto kule =
i o muszg by¢ do siebie symetryczne, na zasadzie tego, co bylo dowie-

Yo «Kurzer Grundriss eines Versuches .. .», 1851, str. 46,
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dzione. W ten sam sposdb 5 i 2; a wigc = i 7 sq symetryczne do tej sa-

L)

mej kuli, ktorej srodek nie nalezy do AB; i t. d. 1))

P 14, — Tr. ,Jezeli A, B3, C sq punktami i jezeli C lezy migdzy A i B,
wtedy punkt /€ musi leze¢ miedzy punktami A i .1 3. -— Albo, innec-
mi stowy, przyjmujgc zwykle okreslenie sumy dwuch odcinkiow, ktére po-
zniej ustalimy (§ 5): ,Jezeli jeden odcinek jest mniejszy od drugiego,
wiedy i podwojony odcinek pierwszy jest mmniejszy od podwojonego dru-
giego“. [Niech bedzie A'=4 /8B, C"=C "B, M=C A ze wzgledu
na to, ze punkty A, B, € sg od siebie r6zne i ze punkt C nalezy do A5,
alBBdo AA, czylize B, ('« AA", natomiast B~ AC (P I, 19,12 § I,
musi by¢ Bz CA (P20 § ) i BA » CA . Przeto punkt € 78, jako
nalezacy do B (wskutek symetrji wzglgdem /3, patrz P 2, 3) lezy na od-
cinku CA . Jezeli wigc [ — C' “M, wtedy kula biegunowa punktow
C i D, — ktora jest symetryczna (wzgledem M) do kuli biegunowej punk-

tow A" i €’ — jest tez symetryczna do kuli biegunowej punktow A i €

(P 13); wskutek czego, o ile punkt D nie pokrywa si¢ z A, punkt € musi
pokry¢ si¢ z punktem A D (wobec tego, ze wtedy € jest jedynym punktem
wspolnym tym dwom kulom symetrycznym, a zatym jest punktem syme-
trycznym do siebie samego). Ale punkt D, ktéry, tak samo jak ", musi
leze¢ na odcinku (A" (odwzorowujgcym sig na sobie samym przez rowno-
odwrotno$¢ ~M) nie moze pokrywac si¢ z punktem ., gdyz ten punki
musi by¢ zewngtrznym dla odcinka CA" (P 12 § lll), wobec tego, ze punkt
C lezy migdzy A i A. A wiec D=_A4 7C; przeto punkt A4 ~C lezy na
odcinku CA", a zatym i na odcinku 44", gdyz CA o AA" wo-
bec tego, ze (= A4 ). — Nastepne twierdzenie ma znaczenie twierdzenia
przybranego (lematu) dla P 2I:

PI15. — 7r. ,Dwa odcinki, ktore lezq na sobie nie pokrywajgc sie
wzajemnie, nie sg do sicbie symetryczne*. [Niech punkty C i D, rozne
od siebie, leza oba na odcinku .4/ i jeden przynajmniej, — np. C —
niech bedzie rézny od punktow kraricowych 4 i /3; dowiedziemy, Ze ani
pary punktow (A, B) i (C, D), ani pary (4, B) i (D, C) nie sa do sicbic
symetryczne. W rzeczy samej, gdyby byly symetryczne, musialyby sie po-
krywa¢ punkty Srodkowe par (A, €) i (5, D), albo punkty srodkowe par
(A, D) i (B, C), zaleznie od tego, czy punktowi .4 odpowiada C czy /).

') Wiadomo, Ze to twierdzenie daje si¢ udowodni¢ niezaleznie od postulatu EUKLI-
DESA; ale wolelismy wyprowadzi¢ je raczej z zasady XXII, anizeli z jakiejkolwiek innej, po
bezowoenych prébach oparcia go wylgeznie na zasadach [—XXI; gdybysmy zas wybrali P 13
jako pierwotne, nie potrzebowalibysmy ucickad si¢ do postulatu XXII przy rozwaianiach
pierwszych piecin §8 i moglibysmy odtozy¢ wprowadzenie tego postulatu do § 6.
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Przyjmijmy najprzod D = .1 (a C > =pB); wiedy zalozenie A C= 5 D
upada odrazu wskulek tego, ze jest tylko jeden punkt symetryczny do ./
wzgledem o € (P 44 § 1), drugie za$§ zalozenie: ./ /)= S C upada wsku-
tek tego, ze ./ jest punktem zewnetrznym dla BC (P12 § lll). Tak samo
rozumujemy, jezeli /) = B. — Niech teraz kazdy z punkiéw i [) bedzie
rozny od ./ i od 3. Mozna przyja¢, ze punkt /) znajduje si¢ na odcin-
ku AC, gdyz musi koniecznie leze¢ na .4C albo na BC (P20 § ).
Wiedy zalozenie .4 € = B 1) zostaje wylaczone przez to, ze punkt syme-
tryczny do /) wzgledem .4 € musialby rowniez leze¢ na .1C , tymczasem
53 nie lezy na tym odcinku (P 12 § ). Drugie zatozenie: .1 D~ B C
upada wskutek tego, z¢ odcinki .40 i BC nie majg punktow wspol-
nych, gdyz odcinki 4C i BC nie majg punkiow wspolnych z wyjatkiem
punktu ¢ lezacego zewngtrz odcinka .10 (P18, 19, 12 § )]

P 16. — 7r. ,Jezeli i .1, sa punktami niepokrywajacemi sig¢ i jezeli

dla kazdego wskaZnika i (wigkszego od 1) zalozymy:
o !.‘ = 41’.' 8/ x}p‘ 13 4':1., — :f:
wiedy kazdy punkt tej klasy bedzie rézny od wszystkich pozostalych punktow
i bedzie lezal na promieniu .4.4,; oprécz tego wszystkie punkty .1, I,
Ay... i leze¢ beda na odcinku A4, a odcinki 4,4, i A4 beda
do siebie symetryezne. [Zwazywszy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla
trzech pierwszych punktéw .1, .1, A, (P 44,45 § 1; P 10, 11,29 § lli; P 2, 3),
wystarczy dowiesé, ze jezeli jest prawdziwe dla punktéow A, A, ... 1, to
musi by¢ rowniez prawdziwe i dla punktow A, .1, ... Ay, Ay, Otz
¢z zalozenia A4, s AA, ~r.A4~r.4,") wynika odrazu na zasadzie P 12 § Il
ze Ay AAd, ,, wskutek czego — ze wzgledu na to, ze punkt .4 nalezy
w kazdym razie do odcinka .4, 4, .. (P 1l § W) — znajdujemy za po-
‘{j}," i’) P14, ze A AAy, . Przeto A4, 5 Adriy (P19
! =X

§M, a Aiyuo=uA1 Hyy>e A4 PII, 12 § ) wobec tego, ze punkt
i jest rozny zaréwno od konica ., (przez zalozenie indukcyjne), jak i od
korica .1, (P 45, 8 § I). Wypada stad, ze punkty g, Ay, .o Ay iy lezg
wszystkie na .44, ., i sq wszystkic od siebie rozne, gdyz punkty .1, -,
ooy lezg na 14, i sy wszystkie rozne podtug zalozenia. Ale fakt, ze
vz A, mozna interpretowaé w taki sposéb, ze punkt ;. lezy na cie-
niu punktu .1, z punktu . (P 29 § ), a wigc na promieniu .11, (tam-
28). Wreszcie kula biegunowa punktow A, ,, 4 (P 4 § ll) jest symetryczna
tak do kuli biegunowej punktow A, A; (wskutek przypuszczenia indukcyj-
nego oraz P 1—3), jak i do kuli biegunowej punktow A, y41; a wigc kule

moca (‘_’;‘“

") Znak oo czyta sie: . wylgczafqc® |przyp. Hum.|
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biegunowe par punktow (g, 1) i (. .y) sq do siebie symetryczne,
a dzigki temu sq ez symetryczne do siebie odcinki Ay, 1 Ardia

(P 1l § ).

P17. — Tr. Jezeli przyjmiemy 2, = A,, 2, = A 72, ..

.1 w ogolnosci
7 .’l

%, 1 (dla kazdego wskazZznika i wigkszego od 1), wiedy bedzie
% Ay [ tutaj wystarczy dowiesé, ze jezeli twierdzenie jest prawdziwe
dla i =1, 2,.../, to musi by¢ rowniez prawdziwe dla i =/ | 1. Istotnic,
symetrja wzglgdem punktu =, zamieniajaca na siebie punkty A, i 4,.,, pod-
porzadkowuje punktowi A, =, czyli punktowi =, ;, punkt % %, . Ale po-
dobnie jak punkty A, i A, sa do sicbie symetryczne wzgledem punktu
Ay — gdyz, stosownie do uczynionego zatoZenia, punkiy A, , i Ay nic
roznig si¢ od % i % — podobnie tez punkty Ay, i Agy 4 s symetryczne
wzgledem punkiu Ay, gdyz jezeli weZzmiemy punkty Ay 4 i A, (., zamiast
punktow A, i A, to punkty Ay 1, Ay 14y, ... Ay Agrey, ... Ay zajing
miejsce punktow A, A, ... Ay, Ay 4y, ... Ay Podobnie punkty A,
i Ay sq symetryczne wzgledem punktu Ay.,, , wskutek podstawienia
{ :':’ Af:i, ), przeksztatcajgcego punkty Ay, A 1, Agewy na Ay, Ay oy Aun
A wigc punkt symetryczny do %, , wzgledem o, nie rézni sic od punktu
Az.gr, tak 2ze oy 2= Ay 4, a jednoczesnie o “Ay 1= A,-,; przeto
U141 = Agz 510 € b.ode d)s

O ile nie pozostaniemy przy nazwie «skali punktéw A, i A
(w ktorej punkt A; bylby i-tym szczeblem) dla oznaczenia szeregu pun-
ktow A, A, A,, Ay, ..., to mozemy te punkty, w razie potrzeby, nazwac
wltrasymetrycznemi do A, wzgledem A,» (poczgwszy od punkiu syme-
lrycznego Ay) w ten sposob, ze punkt A; bylby (/ — 1)-szym ultrasy-
metrycznym do punktu A, wzgledem A,. Nie bylaby tez nieodpowie-
dnig nazwa punktow «hipersymetrycznych . dla okreslonych powyzej punkiow
Dy %y ... 1€ nazwy dadza si¢ jednak z lalwoscig omingé, natomiast na-
stgpujgce okreslenia sq nieuniknione przy wielu dowodzeniach.

P I18. — Df. ,Niech A i B bgdq punktami; jezeli przyjmiemy raz na
zawsze: 3, =B, 5, =A B, 5,=A 3, 9,=A 3, ... 1 wogdle dla jakiejkol-
wick liczby catkowitej i dodatniej i:

% =A 8,

wtedy " 2; nazywac sig¢ bedzie «i-tym punkiem pozasrodkowym')
pary punktéw A, B w zwrocie A». Jezeli dalej przyjmiemy raz na zawsze:

Y} W oryginale; «-esimo punto ipermedio di A, B verso As |prayp, tum.]

= (0 s
B = A, 8iq =8 8 =81,/ Siw Sia = B/ W < oas 1 wogdle dia kazde)
liczby calkowitej / wigkszej od jednosci:

-~ -~ "
Gi 1 = Gy -2 2 b1y

wiedy wszystkie punkty tej klasy nazywac sig beda -.Srofiif:;-zclta-.synuerry—
cznemis pary (A, B)*. — A wigc punkt 2 4, tak okreslony, bedzie «(/—1)-szym
punktem ultrasymetrycznym do A wzglgdem z‘-f-‘:go punktu poza-
srodkowego punktow A, B w zwrocie A», a jedynie przy /=1 punkl
3., nie rozni sie od punkiu pozasrodkowego % — Zwroémy uwage na ?0.
se wszystkie punkty pozasrodkowe pary (A4, B) naleza do oEJc1[1—
ka AB, a wszystkic punkty $rodkowo-symetryczne nalezg do promicnia
AB (P11, 19, 29 § lIl; P 6 i zasada indukcji), oraz Ze na mocy P3i za-
sady indukcji ,podobiernstwo, kiore przeksztalca kazdy z pun-
ktow A i B na sicbic samego, musi pozostawi¢ bez zmiany kazdy punkt
3. tak wiec wszystkie punkty srodkowo-symelryczne pary
(A, B) sg tautologiczne®.

POSTULAT XXIIL

P 19. — Niech bedq A, i A, punktami niepokrywajqecemt si¢, I’ punktem
dowolnym promienia A, A,; jezeli dla kazdego wskaznika i wigkszego od I
oznaczymy przez A; punkt récwnoodwrotny do punktu A; - 'wzg'.‘"f;jdi’.‘ﬁl
A 11 wtedy dla jakiejs wartosci n wskaznika i odcinek A, 1A, zawierac
bedzie punkt P. — Jest to zasada dobrze znana pod nazwa postulatu
ARCHIMEDESA (aksjomat V, de sphaera et cylindro). Patrz P I6.

P 20. — 7r. ,Jezeli punkt ., lezy migdzy punktami oI i H,. wic-
dy zawsze istnicje punkt pozasrodkowy pary ‘J B w zwrocie A,
lezqcy miedzy punktami A i . Patrz P 18“. [chh bt;d:.c‘.lc .‘-JU ‘}J;
poniewaz punkt 33 — czyli 4, — dla pewnej wartosci n m.'skz!m-nka i nalezy
do odcinka {1, (P 19), przeto bez watpienia istnieje hﬂca para
punktow Ay 1 i, ktéra zawiera w odcinku  A; 1 A .]akls pun\ki
pozasrodkowy pary 4, B w zwrocie «{; niech to np. bs;dlzle punkt O
Obierzmy teraz liczbe catkowita k& w ten sposob, zeby bylo i < 2%, a wige
zeby punkty .4 4 i .4 byly wewngtrzne dla odcinka AA,e (P 16), czyli
wewnelrzne dla .l#, (P 17). Stad wynika, — wskutek P 14 przy u\_vzglq-
dnieniu P 12 § Ml — ze punkt o, leze¢ bedzie miqdzy. punktam} A i 2y
a wiec punkt 2y.. migdzy A i o 2,..., punkt 2. miedzy A 1 2, i wre-
szcie punkt 2,., migdzy A i A,].
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P2l. — Tr. ,Jezeli punkty A i 7 sy rozne od sicbie, wtedy mi¢-
dzy dwoma dowolnemi, ale réznemi od siebie, punktami promienia z pun-
ktu o/ w zwrocie /3 bedzie zawsze lezal jakis punkt Srodkowo-syme-
tryczny pary (.1, B). Patrz P 18“. [Te dwa punkty niech bedg P i Q.
Mozemy przyjac, ze P lezy na .10 , ale nie pokrywa si¢ z punkiem ./
(P 33 § i), poniewaz zalozenie P=_/ bylo juz rozpatrzone w P 20,
Obierzmy jakikolwiek punkt € migdzy punktami P i Q i oznaczmy przez
D taki punkt odcinka .IC, ze para (.1, D) jest symetryczna do (C, P,
a wige punkt réwnoecdwrotny do P wzgledem .4 ( (P44, 45 § 1). Mig-
dzy punktami .1 i /) upadnie w kazdym razie jeden punkt pozasrodkowy
punktow .4, 3 w zwrocie ./ (P 20); takim punktem niech bedzie np. .{,.
Jezeli teraz przyjmiemy: A, = 4, A, = Ao/ Ayyo.. i wogble 4= A; .

i, to w szeregu punktow A, A,,... A, ... bedq dwa nastepu-
jace po sobie, —np. A, , i 4, — ktére zawieraé bedq punkt P, tak ze
Pz A,y A, (P19). Mozna jeszcze przyja¢, ze punkt P jest rézny od
drugiego korica .{,, bo gdyby tak nie byto, to nicby nam nie przeszka-
dzalo wzia¢ punkty .1, i A,., zamiast 4, i 4, nie zmieniajqe pozatym
dalszego rozumowania. Jezeli teraz .1, = wtedy prawdziwosé {wierdze-
nia jest odrazu widoczna, poniewaz .{, jest punktem srodkowo - symetry-
cznym pary (A, B) (P 18); przyjmijmy wiec A, © = (| Dowiedziemy, ze
punkt 4, musi upasé¢ migdzy C i P: tym sposobem twierdzenie zostanie
dowicdzione, gdyz CP o PQ (P19 § ). W tym celu (wskutek P 15 § llI)
wystarczy dowies¢, ze punkt P nie moze lezeé migdzy A, i C, ani tez
C migdzy A, i P.

1) Niech punkt P, jezeli to mozliwe, upadnie migdzy A, i €. Podlug
zalozenia punkt P jest r6zny od A i od C (Pl § I, ale lezy miedzy te-
mi dwoma punktami wskutek (% ;7 %) P17 § . Przeto punkt .4, le-
zalby jednoczesnie na promieniu .13 (P I18) — ktory si¢ nie rozni od AP
(P34 § lll) — oraz na cieniu punktu P z punktu C, czyli na promienin
PA (P29, 32,34 §1ll): a wigc Jezalby na odcinku AP (P 31 § I, nie po-
krywajqc si¢ ani z A ani z P. Jezeli z drugiej strony zauwazymy, ze
punkt .4, ; nalezy do odcinka .14, (P I6), a punkt P do odcinka
Ay—r A, , to musimy przyjs¢ do wniosku, ze punkt » (rozny od A i A,)
lezy migdzy punktami 4 i 4, (P19 § lll). Dlatego tez zalozenie 1) jest
sprzeczne z P 12 § IIL.

2) Niech punkt ¢, jezeli to mozliwe, lezy migdzy I, i P, a wigc
takze na odcinku A, A, (P19 § ll); wskutek tego kazdy z punktow
C i P lezalby na ., 1 A,, nie pokrywajac si¢ z punktem .4,. Ale od-
cinek ten jest symetryczny do .4.4, (P 16), zaréwno jak i odcinek CP ;
a wigc odcinki A, A, i CP sq do siebie symetryczne (P10 § Ill, P 13);
przeto zaloZenie 2) zawiera sprzecznosé z P15, 1t d.].

=
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P 22. — 7r. ,Kazde podobieiistwo, wzglgdem ktorego dwa pun-
kty rozne od siebie sq tautologiczne, pozostawia bez zmiany kazdy
punkt, nalezacy do prostej 1qczgcej te dwa punkty“. [Przypusémy, jezeli
to by¢ moze, ze na prostej AB istnicjg dwa punkty P i P’ nic pokrywa-
jace si¢ z sobg, ale odpowiadajqce sobic wobec podobieristwa &, wskutek
ktorego N A=A, SB=B, S P=P. Punkt # lezy na pewno na promie-
niu AB albo na promieniu BA (P29, 30 § Wl). Niech np. # lezy na
AB; wiedy punki P’ bedzie réwniez lezal na AB, poniewaz ten promien
zamienia si¢ wskutek S na samego siebie (P 8); ale oba punkiy beda ro-
zne od A.A wigc musi zajs¢ jedno z dwojga: albo /2 lezy miedzy A i /7,
albo tez /" migdzy A i » (P38, Il § ). Stad wypada, ze punkt lezg-
cy migdzy P i P, nalezy do jednego tylko z dwuch odcinkow
AP i AP’ (P18 § ll); a poniewaz one sobie odpowiadajg, wiec nic
moze by¢ tautologicznym wzgledem S. Z drugiej strony, pomiedzy pun-
ktami 7 i /" leze¢ beda napewno punkty srodkowo-symetryczne pary
(4, B) (P 2l), ktore sq wszystkie tautologiczne wzgledem S (P 18); a wiec
zalozenie P = P’ prowadzi do sprzecznosci].

Nie moze ujs¢ uwagi czytelnika analogja pomiedzy tym twicrdzeniem
i twierdzeniem zasadniczym Gieometrji rzutowej, albo twierdzeniem STA-
UDTA. Istotnie, P 22 ma to samo znaczenie dla Gieometrji podo-
biefistws, co i twierdzenie zasadnicze STAUDTA dla - Gieometrji koli-
neacji» 1.

P 23. — 7r. ,Podobieristwo, ktére pozostawia bez zmiany {rzy pun-
kly niewspotlinjowe, musi by¢ symetrjg wzgledem plaszczyzuy
tych trzech punktow, o ile nie jest przeksztalceniem identycznym.
Patrz P 2*. [Niech bedg A, B, C punktami tautologicznemi: kazdy punkt
zarowno prostej AB, jak i prostych AC, BC, zamieni si¢ na samego sicbie,
(P 22), przeto kazda kula, majgca srodek w punkcie A, albo w punkcie B,
albo w punkcie C, bedzie tautologiczna (P20 § l, P 1. Wypada stad, ze
kazdy punkt ptaszczyzny ABC odpowiada sam sobie (P 27 § I) i ze punkt
zewnetrzny dla plaszczyzny ABC, — np. punkt D — obrany jakkolwiek,
mie¢ bedzie za obraz punkt D’ wspolny kulom D, D, D,., wskutek
czego punkt 0" pokryje sig z punktem D albo z punktem do niego sy me-
trycznym wegledem plaszczyzny ABC (P 29 —31 § Il). Ale w pier-
wszym przypadku kazdy punkt pokrywa si¢ ze swoim wlasnym obrazem

') Sposéb jej ustalenia nie rozni sie od sposobu, ktéry autor rozwinat w artykule:
oCirca il teorema fondamentale di Staudt. ete. (Atti d. Ace. di Scienze di Torino,
vol. XXXIX, 1904).
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(P 40 § Il) — ponicwaz kule dokola punkiu D sq rowniez la.uloln
giczne — w drugim za$ przypadku kazdy punkt zewngtrzny dla tej p.la—
szezyzny jest rozny od punktu, odpowiadajacego mu. I t. d.]. — Wynika
stad jeszcze twierdzenie nastgpujgce:

P 24. — Tr. ,Podobiefistwo, wzgledem ktorego istniejq punkly nic-
wspolplaszczyznowe tautologiczne, jest tozsamoscig®.

P 25, — 7r. ,Jezeli sq dane punkty niewspollinjowe 4, B, C, wl-.;dy
kazdy obrot I dokota prostej BC mozna zawsze otrzymac, laczac odzwier-
ciedlenie za pomocg plaszczyzny ABC z odzwierciedleniem za pomocd pla-
szczyzny biegunowej punktow A i KA. Patrz P 38 § 21 P 4, 5? 8.
[Mozna przyja¢, ze prosta AB jest prostopadia do BC. — Gdyby obrot It
byt dokladnie pétobrotem dokola prostej BC (P 7), wtedy 'wyslarczyio—
by powolanie si¢ na P 6. Przypuscémy wigc, ze obrét, o ktorym mowa,
jest rozny od potobrotu i podporzadkowuje punktom (réznym od sxeple!
A i Apunkty Ai A, ze przeto RA,=A i RA=A, Punkt.y Aid
leza oba na dwuch kulach tautologicznych A, i A, (P 23 § 1, 3.1(2]1 punkt
srodkowy, — kiéry oznaczymy przez [ — nie nalezy do osi; a wigc prosia
AA’ jest prostopadla do obu prostych DB i DC (P 3,5 § ), a punkty
A i A sa do sicbie symetryczne wzgledem plaszezyzny BCD. Zauwazmy,
ze jezeli D, ~ A, A, to punkt D, lezy zewnatrz BC, tak samo j.ak
D, a punkty D, i D sa odpowiednie wzgledem & (P 23 § I, a wige
rézne od siebie (P 8); przeto punkt A, jest rozny od A’, a punkty A, A
i A, nie sa wspollinjowe, gdyz lezq wszystkie na kuli A, , (P 55 § I
Oprocz tego prosta BC, ktéra podiug zalozenia jest prostopadia do BA,
jest rownicz prostopadta do kazdej z prostych BA,, BA" (P 23 § Ih;
Z drugiej strony, obrot & podporzadkowuje kulg biegunowa punktow A, A
kuli biegunowej punktow A,, A; te dwie kule sg wigc do siebie symc}trycznu
wzgledem tej samej plaszezyzny, jak réwniez i kota Ay i Ay, kiore pla-
szezyzna prostopadla do BC w punkcie B (P 34, 35 § Il) wyznacza na l_ych
kulach. Te dwa kola przecinajq si¢ w dwuch réznych punktach A 1.51
gdyz A nie lezy na DD, (P 47 § 1), a plaszczyzna biegunowa punkiow Al l
zawiera D, i D (P 88 § Il), ale nie zawiera prostej BC, gdyz punkty B, ,("
D i D, nie sq wspolptaszczyznowe (P 10); a wigc przez syn-wtr]q, _ktora
zamienia oba kola jedno na drugie, kazdy z punktow A i £ zostaje za-
mieniony na siebie samego; plaszczyzng symetrji bedzie przeto ptaszcg-
zna ABC, a wskutek tego punkty A, i A’ sa réwniez symetryczne do sie-
bie wzgledem plaszezyzny ABC. Stad wynika, jezeli przez I i M oznaczy-
my odzwierciedlenia za pomocq plaszczyzn BCA, BCD: BRA = A" = ..H L A,
RA=A=MLA, RB=B=MLB, EC=C=ML C. Z tej przy-

czyny podobiefistwo 2 ="' M L zamienia kazdy z punkiow niewspolplaszczy-
mowych A, A, B, C na siebiec samego, a wigc (P 24) B~ M L 1, czyli

ML =R, c. b. d. d.]. — Tym samym rozumowaniem dowiedlismy
zarazem, Ze

P 26. — 7r. ,W tym samym zaloZeniu obrét K wynika jeszcze z po-
lqczenia odzwierciedlenia za pomocy ptaszczyzny BCD z odzwierciedleniem
za pomocy plaszczyzny A'BC; albo tez odzwierciedlenia za pomocy pla-
szezyzny BCD, z odzwierciedleniem za pomocg plaszezyzny ABC“. — Do-
wiedliSmy rowniez:

P 27. — Tr. ,Jezeli za pomocy jakiegokolwiek obrotu przechodzi sie
od dowolnego punktu A, do punktu A, roznego od poprzedniego, wiedy
ten sam obrot przeksztalca ten drugi punkt A na punkt symetryczny

do A, wzgledem plaszczyzny, kidra laczy punkt A z osig obrotu“. -—
Wskutek tego:

P 28. — 7r. ,Nic mogg istnie¢ dwa rozne obroty dokofa tej samej
osi, kiore oba podporzgdkowywalyby punktowi, nie lezgcemu na osi, jeden
i ten sam punkt“. — Stad wynika:

P 29. — 7r. ,Isinieje tylko jeden obrot, przeksztalcajacy polplaszezy-
zne dang na inng polplaszczyzng, ograniczong, jak i pierwsza, przez o$
obrotu“., Patrz P 9.

P 30. — 7r. ,Kazde podobicristwo, wzgledem ktérego punkty
jednej i tej samej prostej, ale tylko te punkty sa tautologiczne — jest
obrotem. Patrz P 8, 28“. [A, B, C niech bedq punktami niewspotlin-
jowemi; przypusémy, ze podobienstwo S pozostawia bez zmiany kazdy
z punktow B i C, a wigc réwniez i kazdy punkt prostej BC (P 22), ale
nie ma innych punktéow tautologicznych. Oznaczmy przez A’ ten punkt,
ktory podobieristwo 8 podporzadkowuje punktowi A, a D niech bedzie
srodkiem tych dwuch punktéw. Mozna przyjaé, ze prosta AB — a wigc
i A'B — jest prostopadia do BC. Punkty A i A’, ktore s na pewno rozne
od siebie, sg réwnooddalone od punkiu B, gdyz kula A, jest tautolo-
giczna wzgledem §. Istnieje na pewno taki obrot 7' dokota prostej BC,
ktory podporzadkowuje plaszczyznie przez BC ku A plaszezyzne przez BC
ku A” (P 9), a wigc i promieniowi z punktu B ku A promien z punktu B
ku A’, a wskutek tego punktowi A punkt A" (P 37 § Hl). A wigc
podobieristwo "' § pozostawia bez zmiany kazdy z punkiow A, B, C,




— 76 —

przeto T—'N =1 (czyli § = T, albo tez T—'S= ~ABC (P 23). Ale t¢ dru-
oq mozliwos¢ musimy wylgezyé, gdyz z rownosci S - 7{ “ABC} wyni-
kloby, ze wzgledu na P25: 8§ = "DBC. "ABC. ‘ABC, a zatym 5 = _/DBC,
co si¢ sprzeciwia zalozeniu (P 31 § IL].

P 8. — Df. ,Bedziemy mowili, ze pary punktow (A, B) i (C, D) sy
przystajqee do siebier, — i pisali (4, B) > (C, D) — azeby zaznaczyc,
ze kule B,iD, sq do sicbie symetryczne*. — Mowigc o symetrji,
domyslamy sie: ,wzglgdem punktu $rodkowego srodkow obu kul“, albo —
o ile punkty A i C nie pokrywaja si¢ — ,wzgledem osi, prostopadic]
w punkcie A C do prostej, taczqcej oba srodki®, albo wreszeie: ,wzgledem
plaszczyzny biegunowej srodkow*, co na jedno wychodzi, ze wzgledu na
P 43, 46 § IL

P 82. — 7r. ,W zalozeniu, ze A, B, C, D, E, F sa punktami: 1) je-
zeli para punktow (A, B) jest przystajgca do (C, D), to i odwrotni¢ para
(C, D) jest przystajaca do (A, B); 2) jezeli pary (A, B) i (C, D) sa przy-
stajgce, a takze pary (AB) i (E, F) sa przystajyce, wiedy pary (C, D)
i (E, F) saq rowniez do siebie przystajace [P 13]; 3) pary (A, B) i {4, B),
jak rowniez (A, A) i (B, B), a takze (A, B) i (B, A} sa do siebie przysia-
jace [P 46 § |, P 44 § ll]“.

P 338. — 7r. ,Jezeli dwie pary punktow sq do sicbie przysta-
jace, wiedy mozna zawsze przejs¢ od jednej z nich do drugicj za po-
mocq poOlobrotu albo za pomocg dwuch pdtobrotow:. [Jezeli
(A, By~ (C, D) i A~ —=C, wtedy potobrét dokota osi prostopadicj do
prostej AC w punkcie A C przenosi punkt A na C, a B przekszialca na
punkt B‘, ktéry musi leze¢ na kuli D, podiug zatozenia (P 3l i t. d..
Jezeli przytym B'=D), wtedy nic wiecej nie pozostaje do zrobienia; jezcli
natomiast punkt B’ jest rézny od D, to azeby go przeksztalcic na D, po-
zostawiajgc C bez zmiany, wystarczy wykonac jeszcze potobrdot dokota osi,
ktora zawiera punkt C i jest prostopadta do prostej B'D (P 3—5 § II)].

P 34. — Tr. ,Powiedzenie, ze pary punkiow (A, B) i (C, D) s3 do
siebie przystajace, jest réwnoznaczne z powiedzeniem, ze kule biegunowe
par (A, B) i (C, D) sa symetryczne do siebie. Patrz P4 § lII*
[Jezeli np. (A, B) ¥ (C, D), to symetrja wzgledem punktu A C, kiéra
przeksztalca kule B, i D, jedng na drugg (P 31, odwzorowuje punkt B
w punkcie B, lezacym na kuli D, i zamienia Sir (A, B) na Sit (C, B).
Ot6z, jezeli B’ =D, wtedy kula biegunowa punktéw C i B’ oraz kula
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biegunowa punktow C i D sq symetryczne do sicbie wzgledem osi, zawie-
rajgcej punkt € i prostopadiej do prostej B'D. Przeto kula biegunowa
pary (A, B) jest symetryczna do kuli biegunowej pary (C, D) (P 13). —
I odwrotnie: jezeli kule biegunowe par (A, B) i (C, D) sq symetryczne,
a punkty A" i B’ odpowiadajg punktom A i B, wtedy — o ile punkly B’
i D nie pokrywajg sie — kule D. i B’y zamieniaja sig¢ jedna na drugg za
pomocy polobrotu dokota osi, zawierajacej C D i prostopadiej do B'D;
przeto (A, B) ™~ (A, B) ¥ (C, D) i t. d.]. — Dzigki temu twierdzeniu
«przystawanie migdzy parami punktéows (P 8l) moznaby bylo je-
szcze okreslié, podstawiajac zamiast kul By i D, kule biegunowe tych
dwuch par; jednakze symetrja wyslowienia nie wynagradza, wedlug mnie,
wprowadzenia punktow $rodkowych i prostych lgczacych — czego sie przy
lamtym sposobie unika.

P 35. — 7r. ,Jezeli podobienstwo podporzadkowuje jednej parze
punktéow roznych od siebie par¢ do niej przystajacq, wtedy kazde dwie pa-
ry odpowiednie wzgledem tego podobienstwa s przystajgce*. [Niech po-
dobieristwo N podporzadkowuje punktom A i B (réznym od siebie) pun-
kty A" i B, przyczym pary (A, B) i (A, B) niech bedq przystajace.
Oznaczmy przez €' podobienstwo (polobrét albo iloczyn dwuch pélobrotow),
ktoreby przeksztatcato (A, B) na (A’, B') (P 83), tak ze C A=S A= A';
' B—=8B=8. Wtedy przeksztalcenie €' ~'§S — wypadkowa albo iloczyn
z N przez podobienstwo odwrotne do € — bedzie podobieristwem (P 2),
podporzadkowujacym punkty A i B sobie samym, bedzie wigc takim podo-
bienistwem, wzgledem ktorego wszystkie punkty prostej AB sq tautologiczne
(P 22). Ale takie przeksztalcenie albo jest réwnowazne jakiemus obro-
towi I dokola AB, albo staje sie¢ odzwierciedleniem P za pomo-
cq plaszczyzny, przechodzgcej przez prosta AB, albo wreszcie jest tozsa-
moscig (P30, 23, 24); a wiec:

S=¢ R, albo S=C P, albo § = (',

Z drugiej strony, kazde z przeksztalcen ', I, P> zamienia kazda
kulg na kul¢ do niej symetryczng (P 52 § Iy P 23, 41 § 1I; P I, 13):
a wi¢c mozna to samo powiedzie¢ i o N. Wystarczy teraz powolad sig
na P 3l].

P 36. — Df. ,Podobieristwo, ktére kazdej parze punktow podpo-
rzadkowuje par¢ do niej przystajgcq— albo (co na jedno wychodzi)

kazdej kuli kule do niej symetryczng — przyjmuje nazwg «jedno-
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miernosci (izomerji)'). Dwie figury, ktére odpowiadajq sobie wsku-
tek -jednomiernosci» nazywac bedziemy «jednomiernemi»*. Tak
ofrzymana zaleznos¢ jest oczywiscie odwracalna, czyli przemienna albo wza-
jemna: azeby stwierdzi¢, ze pomiedzy figurami F, F' istnieje taka zaleznosc,
bedziemy pisali F 7 F', gdzie znak « * » czyta si¢ « jest jednomierna z:*. -

JAle jezeli mowié bedziemy o figurach plaskich (parach punktéw, odcin-
kach, katach, tréjkatach, kolach i t. d.), odpowiadajacych sobie wskuiek
jednomiernosci, nazywac je bedziemy takze «przystajaqcemi . Patrz
P, 3I, 35“. Mozemy przeto powiedzie¢, na zasadzie P 32:

P 37. — Tr. ,Kazda figura jest jednomierna z samg soba, czyli:
tozsamos$¢ jest jednomiernoscia. Z F ¥ F' wynika F' > F, czyli:
dzialanie odwrotne jednomiernosci jest jednomiernoscia. Dwie figury,
z ktérych kazda jest jednomierna z figurg trzecia, sq jednomierne jedna
wzgledem drugiej; jednomiernos¢ jest wigc przechodnia, to znaczy, Ze
kazdy iloczyn jednomiernosci jest jednomiernoscig“.

P38 — 7r. ,Symetrja, obrot —i kazde przeksztalcenie, ztoZone
z symetrji albo z obrotéow — jest zawsze jednomiernoscig. [ odwrotnie:
kazda jednomiernos¢, o ile nie jest sama symetrja, rowna si¢ iloczy-
nowi dwuch lub wiecej symetrji“. [Czes¢ pierwsza wynika bez-
posrednio z P22 § Il i P 2, 35—87: druga zostala juz ustalona przy do-
wodzeniu P 35].

P39. — 7r. ,Jezeli A, B. C sq punktami niewspoélinjowemi, i tak
samo D, E, F, wiedy istnieje przynajmniej jedna jednomiernos¢ taka, kiéra
przeksztalca punkt A na punkt D, promienn od A ku B na promieri od D
ku E, a polplaszczyzne przez AB ku C na polplaszczyzne przez DE ku /7.
[Rownoodwrotnosc¢ wzgledem punktu A D przeksztalca B i C na B
i C’; jezeli B’ nie lezy na promieniu DE, to niech bedzie B” sladem tego
promienia na kuli B, (P 37 § lll). Wtedy — zaleznie od tego, czy punkty
B, B”, D sj czy nie sa wspollinjowe —rownoodwrotnos$é wzgledem
D, albo p6lobrot dokola prostej, laczacej punkt B B” z punktem D,
przekszialca B na B”, pozostawiajac punkt ) bez zmiany, a punkt C’ od-

') Nazwa, klérg (o ile sie nie myle) zaproponowal CH. MERAY w Newoveaux éle-
ments de Géométrie (Paris, 1874), a ktdra obejmnje wszystkie dziatania podstawowe,
zwane inaczej «ruchami l-go i 2-go rodzajuw, «aéwnodciami miarowemi
(metryveznemi)s, albo po prostu «cOwnosdciamir. Ale wyraz <rdwnodés ma zna-
czenie o wiele ogolniejsze i wiecej oderwane, wspolne niemal wszystkim naukom, nalezy
wiee z natury rzeczy do Logiki.
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wzorowuje w punkcie, ktory oznaczymy przez C” i kiéry nie lezy na pro-
stej DE. Jezeli teraz ten punkt nie nalezy do polplaszczyzny przez DE
ku F, wtedy istnieje taki obrdt (dokota prostej DE), ktory przenosi punkt
C"” na t¢ polplaszczyzne (P 44, § lll, P 7, 9), nie poruszajac ani punktu B”
ani punktu 2 (P 23 § Ih. Tak wigc za pomocg jednomiernosci (P 38)
przechodzimy od A, AB, (AB)C do D, DE, (DE)F; pozatym trzeba
si¢ tylko powota¢ na P 87]. .Jezeli teraz przypuscimy, ze proste AC, DF
sq prostopadte do prostych AB, DE, wtedy i pron\ﬁeli AC bedzie mu-
sial upas¢ na promien DF (PII § Il i t. d.), a kal A.BC na kat D.EF
(P 47 § lll), wskutek czego:

P 40. — T7r. ,Wszystkie katy proste sa do siebie przystajace.
Patrz P 36“. — Oprécz tego:

P 4l. — Tr. ,Dwa jakickolwiek promienie, albo dwie jakickolwick pol-
plaszczyzny sa zawsze do siebie przystajgce, a ich poczatki zawsze odpo-
wiadaja sobic wzajemnie. Patrz P 54 § IlI“.

P 42. — Tr. ,Jezeli, w zaloZzeniu P 39, O jest jednomiernoscia, kidra
odwzorowuje odpowiednio 4, AB, (AB) C na D, DE, (DE)F: wtedy
kazda jednomiernos$é¢, prowadzaca do tegoz samego rezultatu, jest rowno-
wazna jednomiernosci O, albo tez jednomiernosci © i odzwierciedleniu za
pomocy plaszczyzny DEF“. W rzeczy samej, jezeli przyjmiemy B’ = OB,
C'— 0C, P~ _DEF i jezeli oznaczymy przez [ jednomiernos¢, kiora
(podobnie jak O) odwzorowuje A, AB, (AB) C na D, DE, (DE) F, wiedy
jednomierno$¢ I przenosi takze punkt B na punkt B° (P 37 § lll), a wigc
kule €, i Cy na kule odpowiadajgce im przez symetrj¢ wzgledem A D
i B B (P3l, 38), czyli na kule €'y i C'y, i ostatecznie punkt € — wspolny
dla C4, Cy i (AB) C — na punkt C’, ktory jest jedynym punktem wspol-
nym dla C'y, C'p i (DE F (P47,49 §1, P44 § 11 i L d) A wicc
kazda z dwuch jednomiernosci O i I, odwzorowuje punkty A, 3, € na
D, B, C', wskutek czego iloczyn 1O ' jest jednomiernoscig, ktora pozosta-
wia bez zmiany kazdy z punktow niewspollinjowych D, B, C'. Przeto
1O '=1, albo 10O ' = P (P23); tak wigc (mnozgc obie strony przez 0):
I 0, albo 1= P0O).

P43. — Tr. ,Jezeli A, B, C sa punktami niewspotlinjowemi, wiedy
promieniec AB i AC sa do siebie symefryczne wzglgdem jakicjs osi;
a wigc para promieni AB i AC jest zawsze przystajgca do pary AC
i AB*. EUKL., ks. I, pod. IX. [Jezeli D jest punktem promienia AC,
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oddalonym od A jak B (P 387 § W), wiedy te dwa promienie zamieniajq
si¢ jeden na drugi za pomocg pdélobrotu dokota aczacej A z punktem
BD (P3—5§I; P34 § I

P44. — Tr. ,Jezeli dwa odcinki albo dwa katy plaskie wypukle sq
do siebie przystajace, witedy para punktow koncowych albo ramion jedne-
oo jest przystajgca do pary punkiow koncowych albo ramion drugiego:
i odwrotnie“. [To wynika z P 54, 55 § lll i t. d.].

P 45. — 7r. ,Jezeli punkty A, B, C sa niewspdllinjowe, a [ jest
punktem polplaszczyzny przez AB ku C, nie lezacym na promieniu AC,

wiedy katy A.BC, A.BD nie mogq by¢ do siebie przystajace“. [Ponie-
waz tozsamos$¢ przeksztalca A, AB, (AB) C odpowiednio na A, AB,
(AB) C, przeto zadna inna jednomierno$¢ nie moze doprowadzic¢ do te-
go samego rezultatu, z wyjatkiem odzwierciedlenia za pomocy plaszczy-
zny ABC (P 42), ktore nie zmienia zadnego z tych elementéw. Poniewaz
za§ promiefi AD jest rozny od promienia AC, przeto para promieni (/AB,
AC) nie jest przystajaca do pary ( AB, AD) (P 41, 54 § lil), a wigc
nie jest tez przystajaca do pary ( AD, AB) (P 387, 43); zatym Kkaty

A.BC i A.BD nie mogq by¢ do siebie przystajace (P 44)]. — Stad wyni-
ka, przy uwzglednieniu P 42, 43 § Il

P 46. — 7r. ,Jezeli C' =~ C “AB, wtedy zaden promien, majacy po-
czatek w punkcie A i lezqcy na plaszezyZnie ABC, ale rézny od kazdego
z promieni AC, AC’, nie moze zawiera¢ z promieniem AB kata przysta-

jacego do A.BC. Patrz P 47 § I

P 47. — 7r. ,Zaden kat plaski nie jest symetryczny do siebie samego
wzgledem dwuch réoznych prostych*. [A, B, C niech bedgq punkta-

mi niewspotlinjowemi, przyczym punkt C niech bgdzie oddalony A jak B.

N

Ze kat A.BC (albo A.BC) jest do siebie samego symetryczny wzgledem
jakiej§ osi » — o tym juz wiemy z P 43, 44. Z drugiej strony kazda sy-
metrja osiowa, ktéra odzwierciedla ten kat na siebie samego, zamienia
w nim ramiona AB i |[AC (P 55 § Ill) jedno na drugie, poniewaz, gdyby
mogta odwzorowa¢ kazde z nich na sobie samym, wtedy pozostawilaby
bez zmiany kazdy z punkiow A, B, C (P 37 § Ill). Przeto symetrja taka
musi przenies¢ punkty B i C jeden na miejsce drugiego (tamze), pozosta-
wiajac punkt A bez zmiany; a wigc o$ symetrji, ktdra zawicra oba punkty
(rézne od siebie) A i B C (P 54 § 1) musi pokry¢ sig¢ z osig r (P19 § D).

At n i
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P48. — Df. ,«Dwusiecznqg kata plaskiego» jest ta pol-
prosta, ktora ma poczatek w wierzcholku kata i lezy jednoczesnie
w kacic danym i na jego osi symetrji. Patrz P 47 § lll i P 43, 47“.

P49. — Tr. ,Jezeli dwa katy plaskie wypukle sa do siebie przysta-
jace, wiledy sq tez przystajace do siebie katy wypukle, ktére dwusie-
czne katow danych tworzq odpowiednio z ramionami jednego i drugiego.
Patrz P 48“. [Istotnie, jednomierno$¢, za pomoca kiorej mozna dopro-
wadzi¢ do przystawania oba katy dane (P 36), bedzie musiala réwniez

doprowadzi¢ do przystawania dwusieczne tych katéow, a to na zasadzie
P 47].

Geomelria elementarna. 6
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Zaleznosci: ewiekszy» i emniejszy» pomigdzy dwoma odcinkami albo katami plaskiemi.
Przystawanie trojkatow. Suma dwuch odeinkéw albo dwuch katéw plaskich wypu-
kiych. Rozne wihasnosei tréjkatow, kot, kul i t. d.

P I. — Df. ,Jezeli A, B, C, D sa punktami, przyczym punkt A jest
t62zny od B, wtedy powiedzenie, ze «odcinek AB| jest mniejszy od
odcinka |CD|s, albo ze «odcinek |CD| jest wig¢kszy od odcinka
|AB | — («|/AB| < |CD|» albo «|CD|> |AB|») — oznacza: «istnieje takie
przeksztalcenie izomeryczne (jednomierne), wskutek ktérego jeden
z koricow, A albo B, pierwszego odcinka zamienia si¢ na jeden z koncow,
C albo D, drugiego odcinka, a drugi koniec odcinka AB| zamienia si¢ na
punkt, ktéry lezy miedzy C i D»; albo tez, co jest toz samo: «migdzy
punktami C i D istnieje taki punkt, — np. punkt X — Ze odcinek |AB
jest przystajacy do |CX lub do DX |“. Patrz P10 § Il i P 36 §IV.
Jezeli zas punkty A i B pokrywaja si¢ wzajemnie, wiedy wyraZenie
«|AB| < |CD|» albo «|CD = |AB|» oznacza¢ begdzie jedynie, ze ,punkty C
i D sa od siebie rozne*. — Stad wynikaja niemal bezposrednio wnioski
nastepujace: ,Jezeli punkt C nalezy do |AB| ale jest rézny od B, wtedy
odcinek |AC| jest zawsze mniejszy od |AB|* (P 37 § IV); ,jezeli dwa
odcinki sg do siebie przystajgce, i jezeli pomigdzy pierwszym z nich
i jakim$ odcinkiem trzecim istnieje zalezno$¢: <, >, lub =, wtedy ta
sama zaleznos¢ istnieje pomigdzy drugim i trzecim“ (tamze).

P2 — 7r. ,Jezeli A, B, C, D sa punktami i jezeli odcinek |AB|
jest mniejszy od |CD , wtedy istnicje niezawodnie przeksztalcenie izome-
ryczne, wskutek ktérego odcinek AB Dbedzie pomieszczony w odcinku
|CD |, przyczym mozna zadac, azeby ktorykolwiek z koncow A i B zostal
przeniesiony na punkt C, albo zeby ktorykolwiek z koricow C i D zostal
pokryty przez punkt A. Patrz P 1“. [Istotnie, jeZeli za pomocq izomerji
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mozna sprawié, ze punkt A zostanie przeniesiony do C, a B padnie po-
migdzy C i D, to mozna przenie$¢ nastgpnie punkt A na D przez dolacze-
nie réwnoodwrotnogci wzglgdem punktu C D, przyczym punkt B pozostaje
wewngtrz odcinka danego |CD|. 1t d.].

P 3. — 7r. ,Jezeli sa dane cztery jakiekolwiek punkty A, B, C, D,
wtedy istnieje jedna z trzech zaleznosci: albo odcinek AB| jest przy-
stajgcy do odcinka |[CD |, albo odcinek AB| jest mniejszy od [CD/|,
albo odcinek AB jest wigkszy od CD ; a kaidy z tych przypadkow
wylacza dwa pozostate“. [Ograniczam sig do przypuszczenia, ze A © =B
i Co=D., Co do pierwszej czgsci twierdzenia, wystarczy przenies¢ pro-
mieri AB na promiern CD podiug P 41 § IV; jezeli przytym punkt B nie
upadnie na D, wtedy padnie na jeden z punktéow wewngtrznych odcinka
\CD | lub tez na przedluzenie tego odcinka poza D (P 29 § lll). — Jezeli
jednak np. |AB|x~ CD|, wtedy nie moze istnie¢ izomerja, ktéraby przenio-
sta punkt A na C, a B na punkt B’, nalezacy do |CD |, ale nie pokrywa-
jacy sie z punktem D, poniewaz odcinek taki |CB’| nigdy nie jest przy-
stajacy do [CD| (P 46 § I, P 37 § Il, P 31 § IV). Tak wiec dowiedlismy,
ze fakt |AB|x~|CD nie zgadza si¢ z faktem [AB|< CD (P 2), ani tez
z faktem CD|<|AB|, gdyz mozna tu zastosowaé podstawienie (' 2 2 7).
Za pomocg podobnego rozumowania dowodzi si¢ jeszcze sprzecznosci za-
lozen: AB|<<|CD i CD|< AB/, wyrazajacych istnienie dwuch izomerji,
z ktorych jedna odwzorowataby punkty (A, B) w punktach (C, B'), —
przyczym B’ lezy migdzy C i D — druga zas punkty (C, D, B’) w pun-
ktach (4, D", B”), — przyczym D" lezy miedzy A i B, a B” migdzy D"
i A — a wiec istnienie izomerji, ktéreby przeniosty punkt B na B”, nie po-
ruszajgc punktu A (P 37 § IV) i t. d.]. — Tymsamym dowiedlismy jeszcze
twierdzenia nastg¢pujacego:

P 4. — 7r. ,Jezeli punkt A nie pokrywa sig¢ z punktem B, ani tez
punkt C z punktem D, wtedy kazda izomerja, przenoszqca promienn AB
na |CD, sprawia, ze punkt B zamienia si¢ na punkt wewng¢trzny albo
zewnetrzny odcinka |CD|, albo tez na punkt pokrywajacy si¢ z D,
zaleznie od tego, czy odcinek |AB| jest mniejszy, wig¢kszy czy
rowny [CD|“.

P 5. — 7r. ,Jezeli z trzech odcinkéw danych pierwszy jest mniejszy
od drugiego, a drugi mniejszy od trzeciego, wtedy i pierwszy jest mniejszy
od ftrzeciego“. [Niech bedg dane punkty A, B, C, D, E, F. Jezeli np.
izomerja I przenosi punkt A na punkt C, a B na punkt B', lezacy migdzy
CiD (P; i podobnie izomerja Z przenosi punkt C na punkt 5, a D
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na punkt D", lezacy migdzy F i E; wtedy punkt B, wskutek I, bedzie
przeniesiony do punktu B”, lezacego mig¢dzy D” i F, a poniewaz lezenie
mig¢dzy dwoma punktami jest wlasnoscia wspolzmienng tych punktow ze
wzgledu na izomerje (P 3, 36 § IV), przeto punkt B” lezy migdzy F i E
(P19 § li), a wigc odcinek 'AB|, ktory jest przystajacy do |CB’|, jest
mniejszy od odcinka [FE| (P I). [t d.].

P 6. — 7r. ,Jezeli sq dane trzy punkty A, B, C, to punkt C jest
wewnegtrzny, zewngtrzny albo nalezacy do kuli B4, stosownie do
tego, czy odcinek |[AC jest mniejszy, wigkszy czy rowny odcinkowi AB .
Patrz P 5 § lll“. [Jezeli np. B~=A, a AB <|AC/, to istnieje taka izo-
merja, ktora, pozostawiajac punkt A bez zmiany, przenosi punkt B na punkt
B, lezgcy migdzy A i C (P I, 2); a wigc punkt C jest zewngtrzny dla od-
cinka |AB"| (P Ii, 12 § ll). Z drugiej strony punkt C jest zewngtrzny dla
odcinka |AB", — jezeli B” = B’ “A, — gdyz lezy na promieniu AB’
(P 29 § lll), nie majgcym punkiéw wspdlnych z promieniem |AB”, z wy-
jatkiem punktu A (P 30, 32 § W), ale jest rozny od A4, B, B”. Przeto
punkt C jest zewngtrzny dla odcinka [B°B” (P Il, 20 § W), a tym samym
jest zewnetrzny dla kuli B, (P 6, 10 § lll). — Podobnie z zatozenia
Co=A1 |AC|<|AB| wynika (A, C)~ (A, C’), gdzie C' oznacza punkt
zawarty migdzy A i B. Ale punkt taki musi leze¢ miedzy B i B A, prze-
to punkt C’, a wigc i punkt C, jest wewngtrzny dla kuli biegunowej pun-
kiéw B i B.7A (P 10 § ), czyli dla B.].

P 7. — Tr. ,Jakiekolwiek beda punkty A, B, C, jezeli punkt C
jest wewnetrzny dla kuli przez B o srodku A, wtedy punkt B bedzie ze-
wngtrzny dla kuli Ca, i odwrotnie; oprécz tego kazdy punkli wewngtrzny
dla C, bedzie tez wewngtrznym dla B,*. [To wynika z P 6, 5 i t. d.].

P 8. — Tr. ,Kaida prosta, przechodzaca przez punkt wewnetrzny,
przecina kule w dwuch punktach, ktére sg zawsze od siebie rézne*.
[Niech bedzie punki C, jak poprzednio, wewnetrzny dla kuli B,. Jezeli
prosta przechodzi przez punkt A, albo jezeli jest prostopadta do CA, wte-
dy wracamy do P 20 § Il albo P 7, 3 § lll; jezeli nie, wtedy spodek
prostopadiej AD, poprowadzonej do tej prostej, bedzie wewnetrzny dla C,
(P 26 § Il), a wigc wewngtrzny i dla B, (P 7); istotnie wigc prosta DC
(jako prostopadia do DA) spotka kule dwa razy].

P 9. — 7r. ,Kazda prosta zawiecra punkty zewnetrzne kazdej kuli“.
[Niech bedzie np. dana kula B., przyczym mozna przyjaé, ze B « = A,
Jezeli prosta jest styczna do kuli w punkcie C, wtedy kazdy jej punkt
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rozny od C jest zewngtrzny dla kuli (P 27 § ll). Jezeli zas punkt D
prostej lezy wewnatrz kuli, tak ze |AD < AB (P 6), wtedy obierajac ja-
kikolwiek punkt zewngtrzny — np. A" = A /B — znajdziemy, ze odcinek
|AB| jest mniejszy od |AA’|: a wigc |AD | <<|AA’| (P 5), a zatym punkt D
jest wewngtrzny dla kuli A’y (P 6). Ta kula spotyka si¢ wigc z prostg da-
ng (P 8), a punkty wspolne sq zewnetrzne dla B, jak i punkt A’
(P 8 § lh.

P 10. — 7r. ,Niech bedq A i B punktami réznemi od siebie, C pun-
ktem zewngtrznym dla kuli B,, p plaszczyzng przechodzacq przez te
wszystkie trzy punkty; dowiedziemy, ze w tej plaszczyZnie mozna popro-
wadzi¢ z punktu C dwie proste styczne do kuli“. EUKL., ks. 3-a,
pod. XVII. [Kazdy z dwuch punktéw, — np. D — w ktérych prosta CA
spotyka kule B, (P 20 § 1) jest wewnetrzny dla kuli C, (P 7); przeto
prosta, poprowadzona na plaszczyinie g przez punkt D prostopadle do CA,
przecina kulg C; w dwuch punktach. Jezeli, oznaczajac przez E i E’' te
dwa punkty, a przez F i F’' spodki prostopadlych, poprowadzonych z pun-
ktu € do prostych AE, AE’, wykonamy pélobrét plaszczyzny p dokola
(réznych od siebie) punktéw A i C| E jako zawiaséw (P 51 § I), wtedy
punkty C i E zamienig si¢ jeden na drugi, i podobnie proste CA, EA.
Przeto prosta £D, prostopadta do CA, pokryje prosta CF, prostopadig do
EA (P9, 23 § II), a wiec i punkty D i F zamienig si¢ jeden na drugi;
a poniewaz punkt D lezy na kole B, ktére pozostaje bez zmiany (P 50 § I),
przeto i punkt F lezy na tym kole, a prosta CF begdzie do niego styczna,
jak i prosta £D (P 8 § Il). Tak samo i prosta CF’ jest styczna, a czy-
telnik moze sig¢ przekonac, ze te dwie proste CF’ i CF nie pokrywajq sie
z sobg].

PIl. — 7r. ,Jezeli A, B, C s3 punktami i jezeli punkt C lezy mie-
dzy A i B, wtedy kula biegunowa pary (A, B) i kula przez C dokola A
spotykajq sig*. [Niech bedzie M=A|B i N=A|C; wtedy punkt N
musi leze¢ migdzy M i A, gdyz inaczej punkt M bylby wewnetrzny dla
odcinka |AN| (P 29, 33 § Ill) — wobec tego, ze punkty M, N, A sg od
siebie rozne i ze M, N:z|AB|— a zatym punkt B lezatby migedzy A i C
(P 14 § IV), co sie sprzeciwia zalozeniu (P 12 § Wll). A wiec punkt M jest
zewnetrzny dla kuli Ny (P |, 6); istnieje przeto na N, taki punkt D, ze
MD 1L.DA (P10 i t. d.). Punkt A 7D bedzie lezat na kuli Ay (P 3—5 §II),
ktora jest kulg biegunowa punktow A i B, a takze bedzie lezat na kuli
Ca, gdyz punkt A D zamienia sie z punktem A /N, czyli C, (a kula C,4
zamienia si¢ na siebie samg) wskutek potobrotu dokota osi, przechodzacej
przez punkt A].
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P12. — Df. ,0 dwuch katach plaskich wypuklych (i tak samo
o dwuch katach wklgstych) méwimy, ze pierwszy «jest mniejszy» (« <)
od drugicgo, albo ze drugi «jest wigkszy» («>») od pierwszego, je-
zeli istnieje takie przeksztalcenie izomeryczne, wskutek ktdrego jedno ramig
kata pierwszego pokrywa si¢ z jednym ramieniem kata drugiego, a drugie
rami¢ kata pierwszego z jednym z promieni wewngtrznych kata dru-

giego. Patrz P 47 § Il i P 4l § IV*. — To znaczy — jezeli np. A.BC

i D.EF sa katami danemi (w zalozeniu, ze ani punkty 4, B, €, ani D, £, I
nie sg wspollinjowe): — ,,f:’\. BC< f).EF, jezeli istnieje punkt X lezacy we-
wnatrz kata D . EF i taki, ze kat 4. BC jest przystajgcy do D.EX
albo do D.FX* Por. P I — Jezeli nie chcemy wyrézniaé katow «wy-

pukiych» lub «wklgstych», mozemy jeszcze przyja¢ okreslenie nastgpujgce
(ktére, pod nieco odmienng postacia, jest rownoznaczne z poprzednim).

.Mowiac, ze kgt «, wypukly lub wklesly, jest mniejszy od kata
(réwniez wypuklego lub wklgslego), stwierdzamy, ze istnieje kgt przystaja-
jacy do @, majgcy jedno ramig wspdlne z § i zawarty w kqcie f, ale
nie pokrywajacy si¢ z B“. — Zauwazmy jeszcze na zasadzie P 43 § IV:

P 13. — 7r. ,Jezeli sq dane punkty A, B,.../J, jak wyzej, i jezeli
istnieje przeksztalcenie izomeryczne, ktére promieniowi |45 podporzadko-
wuje promieri |DZ, a promieniowi |AC promien wewngtrzny kata
D.EF (albo kata D . EF), wiedy bedzie tez istnialo przeksztalcenie izo-
meryczne, ktére zamieni |48 na |DF, a |AC (jak i poprzednie) na pro-
mienn wewnetrzny kata D.EF (albo }ﬁ.EF)“. Por. P 2.

P 14. — Tr. ,Kazde przeksztalcenie izomeryczne, ktére promieniowi |45
i potplaszezyznie |(AB) C podporzadkowuje promien |DE i péiplaszezyzng
\(DE) I, podporzadkuje réwniez promieniowi |4C promiei wewngtrzny
lub zewnetrzny kata b\.EF, stosownie do tego, czy kat 4.8C jest
mniejszy czy wigkszy od kata D.EF«“ Por. P 4. [Jezeli np. izo-
merja (ktora mozemy oznaczy¢ przez I) zamienia |DE na |AB, a I na
punkt /7, lezacy wewnatrz kqta danego oA B (a wigc /?.BC"}@.EP),
wiedy promien | A/’ bedzie musiat przejs¢ miedzy B i C (P 47 § lll)
i przetnie odcinek |BC| w punkcie G; wskutek tego promien | AC, ktory
nie przechodzi migdzy B i G (P 12 § lll), bgdzie zewngtrzny wzgledem kata
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A.BF’ (P 48 § ). Sigd wynika, ze izomerja odwrotna 7—' (P 37 § IV),
przeniesie |48 na |DE, F' na IF—a wigc |(AB)C na |(DE)F (P 49,
41 § lll) —a C na punkt zewnegtrzny wzglgdem kata D.EF. Al, ze
wzgledu na P 42 § IV, izomerje, ki6re zamieniaja |45 na |[DE i |(AB)C
na |(DE)F, sg rownowazne albo tylko I—', albo tez I—' w polaczeniu
z odzwierciedleniem DFLF. 11t d.].

P I5. — 7r. Jezeli A4, B, C, sa punktami niewspéilinjowemi i tak
samo D, E, I, wtedy nastapi jeden z trzech przypadkow: kat wypukly

A.BC bedzie albo mniejszy, albo wigkszy, albo przystajacy do kata wy-

puktego f?\.EF; ale dwa z tych trzech przypadkéw nie moggq istnie¢ jedno-
czesnie“. Por. P 3. [To wypada z P 45 § IV przy pomocy P 37, 39
§IViPI4it d].

P 16. — 7r. ,Jezeli pierwszy z trzech katéw jest mniejszy od dru-
giego albo przystajacy do drugiego, a drugi jest mniejszy od trzeciego,
wtedy i kat pierwszy jest mniejszy od trzeciego“. Por. P 5.

P 17. — 7r. JJezeli zaréwno A, B, C jak i D, [, I sq punktami
niewspotlinjowemi, a boki |4B|, [AC| i kat 4.BC trojkata | ABC| sg od-
powiednio przystajace do bokéw |DE|, |DF| i do kata D.EF troj-
kata | DEF|: wtedy bedzie tez bok trzeci | BC| przystajacy do boku trze-
ciego |EF, a trojkat przystajacy do tréjkata: z katow pozostatych bedq

do siebie przystajgce: B.AC 2z E.DFi C. 4B z F.DE, czyli katy, za-
warte migdzy bokami przystajacemi. Patrz P 51 § lI“, — EUKL., ks. 1-a,

pod. IV. [Poniewaz . BCxﬁ . EF, przeto musi istnie¢ izomerja, —
np. M — ktéra przeksztatca punkt 4 na D, promiefi | A5 na |DE, |AC
na |DF (P 44 § W i t. d). Pary punktéw (D, E) i (D, MB) sa do
siebie przystajace (P 37, 44, 32 § IV); ale na promieniu | DE zaden punkt
rézny od £ nie jest oddalony od O jak £ (P 37 § ll); przeto M B=EK
(P 31 § IV) i podobnie M C=F i t. d.]. — Réwniez i nastepne twierdze-
nie dotyczy, chociaz nie bezposrednio, jednego z przypadkow przystawania
trojkatow; patrz P 44 § IV.

P 18. — 7r. ,Dwie tréjki punktéow (4, B, C) i (D, E, F) sa do
siebie przystajace, jezeli para (4, B) jest przystajaca do (DE), para (B, C)
do (EF) i para (A, C) do (D, F)*.— EUKL,, ks. 1-a, pod. VIII.  [Przy-




puszczam na poczatek, Zze punkty A, 5, C nie sa wspollinjowe. Niech be-
dzie I izomerjq, wskutek ktérej L A4 =7, LB=F, L C= (’, a wiec pun-
kty D, E, C" nie sy wspollinjowe. Otoz z zalozenia, ze (A, C)~ (D, F),
wynika (D, C’) ~ (DF), przeto C'e /7, (P 46 § 1 P 31 § IV), a podo-
bnie €'z Fg. Jezeli wige za pomocy obrotu dokola prostej D/ przenie-
siemy punkt ' na plaszczyzng p, zawierajgcq punkty D, £, /(P 27 §II),
to ten punkt C” upadnie na jeden z punktéw wspélnych dwuch kot /77,
I'g, padnie przeto (P 47 § 1 i t. d.) albo wprost na /7, albo tez bedzie go
mozna przenies¢ na /° za pomocg obrotu plaszczyzny p dokola punkiow
D, £ jako zawiaséw (P 49, 51 § ). — Dokoriczenie pozostawiamy czy-
telnikowi].

P 19. — 7r. ,Jezeli A, B, C sq punktami niewspdtlinjowemi, a 2 jakim-
kolwick (ale roznym od C) punktem na cieniu punktu C z punktu 7, wtedy
kat C.AD—zewn ¢trzny dla tréjkata |4 BC|—begdzie wigkszy od kazde-
go z katow wewnetrznych nieprzylegtych A.BCi B. AC*. — EUKL.,
ks. 1-a, pod. XVI. [Niech bedzie &= A4|C, F = B/E. Punkt /' lezy na
polptaszczyinie |(AC)D, poniewaz prosta C.4 nie moglaby przechodzi¢ mig-
dzy D i F, gdyz przechodzi migdzy B i D i miedzy B i /7 (P 16 § llI);
ten punkt lezy tez na pdiplaszczyZnie |[(CD).A, poniewaz prosta CD nie
moglaby przejs¢ miedzy punktami /° i 4, gdyz nie przechodzi migdzy
A i E ani tez miedzy F i £ (P18 §Wl); przeto = C. AD (P 49
§ I, a wigc /7 jest punktem wewnetrznym tego kata. Wskutek tego
C.AF<C.AD (P 12). Ale z tego, ze punkty C i /7 sq odpowiednio sy-
metryczne do A4 i B wzgledem £, a wigc i odcinki BC| i |FA|, a tym
samym i katy 4.BCiC.FA sq do siebie symetryczne (P 47 §lllit. d.),
wnosimy, ze te katy beda do siebie przystajagce (P 36 § IV). Przeto
4.Bc<C.4p (P 16). — Pozostaje jeszcze do dowiedzenia, ze i kat B..AC
jest mniejszy od C . AD, ale pozostawiamy to czytelnikowi).

P 20. — 7r. ,Jezeli w dwuch trojkatach | ABC| i |DEF| katy
B.AC i C. 4B jednego z nich sa odpowiednio przystajace do katow
E. DF, F.DE drugiego i jezeli oprocz tego sg przystajyce do siebie
boki |BC| i |£F, zawarte miedzy katami przystajacemi — albo tez boki
4B i |DE|, przeciwlegle katom przystajacym; wtedy kat pozostaly

4.BC bedzie przystajacy do kata pozostatego D.EF, a z bokéw pozo-
stalych te bedq do siebie przystajace, ktore lezg naprzeciwko katow przy-

stajacych, czyli |AB do |DE|, AC| do |DF |*. — EUKL., ks. 1-a, pod. XXVI.
[Niech bedzie najprzod |BC| »~ | E£F|. Podlug zalozenia istnieje izomerja, —
oznaczmy jq przez M — ktéra przekszialca par¢ promieni |[BA i |BC na
par¢ |[ED i |EF (P 44 § V), a wigc taka, Zze punkt M C pokryje sig
z punktem F, a punkt M B z punktem E, a to z powoddéw, podanych
w dowodzeniu P 17. Gdyby punkt M A nie pokryt si¢ z punktem D,
nalezaloby przyjaé, ze lezy albo wewnatrz odcinka DE|, albo tez na jego
przedtuzeniu poza D (P 29 § Ill); ale w pierwszym przypadku kat
C.AB musiatby by¢ mniejszy od !/':'\.DE, w drugim zas wigkszy (P 12);
a wiec punkt M A musi si¢ pokry¢ z punktem D (P I5) i t. d. — Jezeli
natomiast zatozymy, ze boki AB| i |DE| sq do siebie przystajace i jezeli,
jak poprzednio, doprowadzimy katy B.AC i E.DF do przystawania, to
punkt A padnie na D: nie moze sie zdarzy¢, azeby punkt C upadl na
punkt lezgcy miedzy E i F, ani tez, azeby punkt F upadl pomigdzy E
i nowym polozeniem punktu C, poniewaz w jednym przypadku kat
(JIAC) DE, ktory jest przystajgcy do 6.;‘18, musialby by¢ wigkszy od
F.DE, w drugim — mniejszy (P 19). 1t d.].

P 2. — 7r. ,Jezeli A, B, C sa punktami niewspéllinjowemi i jezeli
w trojkacie 'ABC| dwa boki |[AB| i |AC| sa do siebie przystajace, wtedy
katy tym bokom przeciwlegle sgq takze przystajgce do siebie, a przediu-
2ajgc odcinki AB| i |AC| po za punkty B i C do punktéw D i E, otrzy-
mamy katy B.CD i E.BE, ktore rowniez bedg do siebie przystajace“.
EUKL., ks. 1-a, pod. V. [Z zalozenia, za posrednictwem P 44,31§4iP 46§,
dochodzimy do wniosku, ze punkt C nalezy do kuli B,, ze zatym, jezeli
M = B| (, prosta BC jest prostopadla do MA (P 5 § ll); przeto kiad pta-
szczyzny mna siebie samg, ofrzymany przez obrét dokola punktow M, A

jako zawiasow (P 51 § | i t. d.) zamienia katy B.AC i C.AB jeden na
drugi, i tak samo katy B.CD, 6.BE].

P 22. — T7r. ,Jezeli dwa katy tréjkata sq do siebie przystajace, wte-
dy boki, przeciwlegle katom przystajgcym, sa do siebie przystajace”.
EUKL., ks. l-a, pod. VL. [Katy C.AB i B.AC niech bedq do siebie
przystajace; gdyby bok |AC| byt mniejszy od |AB|, a wigc réwny odcin-
kowi |BD , ktérego koniec D lezy migdzy A i B (P I, 2), wiedy katy

N

B.CA i C.BD bylyby do siebie przystajace wskutek (% &% %7%) P 17,
czyli: C.BA v/(\f.BD; ale to jest w sprzecznosci z P 12, 15. [ t. d.].
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P 23. — 7r. ,Naprzeciwko wigkszego boku trojkata lezy kat wigkszy*“.
EUKL., ks. 1-a, pod, XVII. — To znaczy, ze jezeli A, B, € sg punktam
niewspollinjowemi i jezeli odcinek AB | jest mniejszy od |AC|, to wyniknie

stad, ze C.AB<B.AC [Mozna rozumowacd, jak EUKLIDES w miejscu
zacytowanym, powolujgc sie kolejno na P I, 2, 19, 21].

P 24, — 7r. ,Odwrotnie: katowi wigkszemu jest przeciwlegly bok
wickszy“. EUKL,, ks. 1-a, pod. XIX. [Z P 3, 2I, 23, za pomocq znanego
rozumowania euklidesowskiego].

P 25. — Df. ,Jezeli sq dane jakiekolwiek dwa odcinki = i ¢, a pun-
kty A, B, C s3 obrane w taki sposéb, ze B lezy na |[AC i ze odcinki
AB| i |BC sg przystajace odpowiednio do =, B, wtedy kazdy odcinek,
przystajacy do odcinka |AC| — ale tylko taki — charakteryzujemy jako
«sume dwuch odcinkow o i #»“, — Czyli: przez «sumg odcinkéow a i f» —
albo «a+f» — rozumiemy «klase¢ wszystkich odcinkow przystajgcych do
odcinka |AC|, otrzymanego jak wyzej». Ale najczgsciej (stosownie do zwy-
czaju) nazywac¢ bedziemy sumg dwuch odcinkéw kazdy dowolny
odcinek tej klasy. — Trzeba tylko nadmieni¢ w celu objasnienia tego okre-
slenia, Ze «jakkolwiek obierzemy punkty A4’, B’, C’, pod warunkiem wszak-
ze, azeby punkt B’ nalezal do odcinka A'C’| i azeby odcinki |A'B’|
i |B'C’| byly odpowiednio przystajagce do odcinkow AB i BC|, to wy-
padnie, ze odcinek |A'C’| bedzie zawsze przystajacy do odcinka AC|»,
poniewaz (w zalozeniu, ze punkty A i B sq od siebie rdzne) izomerja,
ktéra przenosi par¢ (A, B) na (A, B’) (P 44, 32 § IV) odwzoruje punkt C
w punkcie C, promienia |A'B’ w taki sposob, ze (B', C,)~(B'C’) P 29
§lll, P36, 37 §IVit d), a przeto C,=C’ (P 37 § lll).

P 26. — 7r. ,W tym samym zalozeniu, doda¢ o i ? jest to samo,
co doda¢ { i =, poniewaz w obu przypadkach otrzymuje si¢ odcinki przy-
stajace (wtasnos¢ przemienna); i jezeli pierwszy z trzech odcinkéw da-
nych jest mniejszy, wigkszy lub przystajacy do drugiego: wtedy suma
pierwszego z trzecim bedzie mniejsza, wigksza lub przystajgca do sumy
drugiego z trzecim“. — [W rzeczy samej, jezeli M = A|C, a D = B/ M,
to przez rownoodwrotnosé wzgledem punktu M odcinek AC zamieni sig
na siebie samego, a odcinki |AB| i |CD , |BC| i DA| zamienig si¢ jeden
na drugi; przeto |AD| >~ §, |DC| > a, a zatym o+ = 3+ o — Jezeli da-
lej >3, a ¢ jest odcinkiem dowolnym, to obierzmy punkty D, 4, B
w taki sposob, azeby byto |[DA »y, AB ~a i A= |DB|; wtedy pomig-
dzy punktami A i B bedzie musial leze¢ taki punkt C,, ze |AC,| =5 (P |, 2).
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Ale punkt taki musi tez leze¢ miedzy D i B (P19 § ) i to tak, ze
Az DC,l (P17 § lll); a wigc odcinek DB/, ktory jest sumg 7 i = (P 25)
bedzie wickszy od odcinka |DC,|, stanowiacego sumg v i . Tt d.].

P 27, = 7r. ,Suma dwuch ktorychkolwiek bokéw tréjkata jest zawsze
wicksza od boku pozostatego“. EUKL., ks. 1-a, pod. XX. — Albo innemi
stowy: Jezeli A, B, C sa punktami niewspétlinjowemi, wiedy kazdy
odcinek, réwnowazny sumie dwuch odcinkéw |BA|, |AC, bedzie wigkszy
od odcinka |BC|“. Patrz P 25. [Znane dowodzenie euklidesowskie opie-
ra si¢ — oprocz rozumowania z P 25 —na P 37 § Il i P 12, 16, 2, 24].

P 28. — 7r. ,Jezeli D jest punktem wewnetrznym tréjkata |ABCY,
wtedy odcinki |[BD |, |DC| dadza sume¢ mniejsza od sumy bokow B4 |,

s
|AC tréjkata, ale zawiera¢ bedq kat wigkszy, to znaczy, ze kat D . BC be-

dzie zawsze wickszy od kata A4 . BC“. EUKL., ks. 1-a, pod. XXL [W do-
wodzeniu wystepujq P 51 § Il i P 16, 19, 25, 26, 27]. — Ze istnieje trojkat,
majacy boki przystajace do trzech odcinkéw danych, z kiorych kazdy jest
mniejszy od sumy dwuch pozostalych, tego moznaby bylo dowiesc péZniej
(patrz P 43 § VI): ale istnienie tréjki punktow (X, Y, Z), spetniajacych warunek,
aby odcinki | XY, | XZ|, |YZ| byly wszystkie przystajace do odcinka dane-
go AB — albo takie, azeby |XY| i [XZ| byly przystajace do AB], a od-
cinek ' YZ| przystajacy do innego odcinka, mniejszego od podwojonego
odcinka AB| — to juz nie ulega watpliwosci wobec P 25 § Il i P 117).

P 29. — 7r. ,Niech bedzie punkt D spodkiem prostopadiej, popro-
wadzonej z punktu A do prostej BC (a punkty A, B, C niech bgda nie-
wspotlinjowe); jezeli odcinek |DB| jest mniejszy od odcinka DC|, to
bedzie tez odcinek |AB| mniejszy od [AC|. 1 odwrotnie, odcinek |AB]
nie moze by¢ mniejszy od |AC|, jezeli odcinek |DB| nie jest mniejszy od
IDC “. LEGENDRE, Eléments, ks. l-a, pod. XVI. [W zalozeniu, ze
punkt B nie lezy na odcinku |CD/, niech bgda A" i B’ punkty symetryczne
do A i B wzgledem D. Punkt B’ jest punktem wewngtrznym odcinka |CD |
(P 4 it d), jest wiec wewnetrznym tréjkata |[CAA’| (P 51 § lll); przeto
odcinek AA’| jest mniejszy od sumy |AB’| i B’A’| (P 27), a ta suma
jest mniejsza od kazdego odcinka, bgdacego suma odcinkow |[AC| i |CA'|
(P 25, 28). Poniewaz za$ odcinki AB’| i |B'A’| sg do siebie przystajace

1) Wiadomo, ze te fakty, pod wzgledem ich zaleznodei od istnienia punktéw wspol-
nych dwuch ko, nie sg w zupelnosci dowiedzione w tekscie Euklidesowskim, jaki do nas
doszedl. Patrz pod. I i XXII ksiegi 1-ej.
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i podobnie odcinki |AC i [CA'| (P 7§, P 3l §IV it d), mozna sie
wigc powolac na P 14 § IV i dojs¢ do wniosku, ze [AB’ < AC (P I, 2
i t. d.). — Dokoriczenie pozostawiamy czytelnikowi].

P 30. — 7r. ,Jezeli A, B, C sq punktami i punkt C nalezy do kuli
Ba, wtedy kazdy punkt lezacy miedzy B i C jest punktem wewne-
trznym kuli; i odwrotnie: kazdy punkt wewnegirzny kuli, wspétlin-
jowy z dwoma niepokrywajacemi si¢ punktami B i C tej kuli, jest punktem
wewngtrznym odcinka |BC “. EUKL., ks. 3-a, pod. IIl. [Niech bedzie np.
D punktem lezacym migdzy B i € (a wiec Bo=C) i M= B|C. Jezeli
M= A, wtedy powracamy do P 4, 10 § lll; ale jezeli punkt M jest rozny
od A, wiedy prosta MA bedzie prostopadia do BC (P 5, 6 § 1), wskutek
czego |[MD|< MB albo |MD| <|MC)|, zaleznie od tego, czy punkt D
lezy na odcinku \MB/, czy tez na odcinku |MC| (P Il, 19 §II, Pl): a wigc
(P 29) odcinek |AD| jest mniejszy od AB| albo od |AC|, co jest jedno
i to samo (P I); wskutek tego punkt D bedzie lezal wewnatrz kuli (P 6).—
Jezeli teraz np. punkt E jest wspollinjowy z punktami B i C i oprocz te-
go lezy wewnatrz kuli B4, to wiemy, ze |AE|<<|AB| (P 6), a zatym
ME < |MB| (P 29); a wigc E jest punktem wewnetrznym wzgledem kuli By,
(P 6) i, co za tym idzie, wzgledem odcinka BC| (P10 § lll)]. — Stad wy-
prowadzamy, majgc na wzgledzie P 21 § Il i P 8:

P 3. — 7r. ,Odcinek, Igczacy dwa punkty wewngtrzne kuli, lezy
caly wewnatrz kuli“. Por. P 53 § IIl.

P 32. — T77r. ,Jezeli dwa trojkaty maja po dwa boki przystajace, ale
katy migdzy niemi zawarte nieprzystajyce, wtedy bok frzeci bedzie wigkszy
w tym tréjkacie, w ktérym kat jest wickszy“. EUKL., ks. 1-a, pod. XXIV.

P 33. — 7r. Jezeli dwa trojkaty maja po dwa boki przystajace, ale
boki pozostate nie przystajace, wtedy kat, zawarty migdzy bokami przysta-
jacemi, bedzie wigkszy w tym trojkacie, w ktérym bok trzeci jest wigkszy“.
EUKL., ks. 1-a, pod. XXV.

P 34. — Df. ,Jezeli o, f sq dwoma katami plaskiemi wypuktemi i je-

zeli zbudujemy katy 6.51,8, 6.8(], przystajace odpowiednio do katow
e i @, pod warunkiem, azeby punkt C lezal na plaszczyZnie punktow
niewspotlinjowych, O, A, B, ale zewnatrz polplaszczyzny przez OB
ku A: wtedy nazwe wspolng «sumy kata o z katem [», albo «sumy
katow o i By, albo <2+ E» nadajemy: 1) kazdemu katowi przystajacemu
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do kata O.AC lub do 0. AC, stosownie do tego, czy punkty B i C lezg
po tej samej stronie prostej OA, czy tez po stronach przeciwnych; 2) ka-
zdej poltpltaszczyinie, jezeli punkt € padnie na prostqa OA (czyli na
przedtuzenie odcinka OA| po za O). Patrz P 39, 45, 47 § lll i P 39, 4l
§ IV<. — Por. P 25. — | tutaj réwniez nalezy nadmieni¢, ze (przy danych
katach 2 i 2) ,jakkolwick obierzemy punkty O', 4, B, C" (pod warunkiem,

it d) kat O . AC’ okaze si¢ zawsze przystajacym do 0. ACH dlatego ze
izomerja, kiora przeksztalca promienie |OA i OB na promienie |[O'A’
i OB (P 37, 44, 43 § IV), zamienia OC na promien, kitory musi sig
pokry¢ z promieniem O'C’, ze wzgledu na P 45 § IV.

P 35. — 7r. ,W tym samym zalozeniu, sumowaé¢ = i § jest to to
samo, co sumowac { i o; i jezeli z trzech katow plaskich wypuklych
pierwszy jest mniejszy, wigkszy lub przystajacy do drugiego, wtedy suma
pierwszego z trzecim bedzie mniejsza, wigksza lub przystajaca do sumy
drugiego z trzecim“. — Por. P 26. [W rzeczy samej, — jezeli zalozymy,
ze punkty O, A, C nie sa wspéllinjowe i oznaczymy przez |OM dwu-

sieczng kata O.AC (albo kata EJ/.AC}, przedstawiajgcego sume katow
o ip (P48 § IV) — to kat ten, przez potobrot dokota prostej OM, zamie-
ni si¢ na siebie samego; a wige promienn OB przeksztalei sie na (OD,
rowniez zawarty w tym kacie, a katy 0.AB i O. CD, a takze 0.BCi 0.DA
zostang zamienione wzajemnie jeden na drugi: tak wigc 0.AD v B,

0.DC v . Ale poniewaz punkty A i C leza podilug =zalozenia po stro-
nach przeciwnych prostej OB, b¢da wigc lezaly po stronach przeciwnych
prostej OD; a zatym 2 + [ = & + o. Dokoriczenie pozostawiamy czytelnikowi |.

P 36. — 7r. ,Kazdy kat, kiérego ramiona tworzg z promieniem
wewnegtrznym (wychodzacym z wierzcholka) katy odpowiednio przysta-

r

jace do danych katow wypuklych « i &, jest sumg tych katow*.
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Rownoleglosé prostych i plaszezyzn. Jednokladnodéé i przesunigeie
Wiasnosei i konstrukeja podobienstw wzgledem kuli. Przecigeie dwuch kul,

Pl — 7r. ,Jezeli nie istnieje punkt wspélny dla dwuch prostych
danych, lezacych na tej samej plaszczyznie, witedy kazda prosta, ktora jest
prostopadla do jednej z nich i lezy na ich wspélnej plaszczyZnie, jest
prostopadia i do drugiej“. [Dwie proste, ktére si¢ nie spotykaja, niech
beda np. r i s, a na ich ptaszczyZnie niech bedzie dana trzecia prosta p,
prostopadta do r. Na p istnie¢ bedzie napewno punkt— np. A — nie na-
lezacy do zadnej z prostych r i s, poniewaz prosta p jest rozna od kazdej
z nich (P 5 § II), a wigc nie spotyka jej wigcej niz raz jeden. A wigc pun-
kty symetryczne do A wzgledem prostych r i s sg rozne od A (P49 §1);
jezeli przeto A=A 7r, A" = A /s, to prosta AA’ pokryje si¢ z prosty p
(P 7 § Il), a prosta AA” bedzie prostopadta do s (P 54 §1, P 5 § Ilj
czyli: prosta r jest prostopadia do pary punkidw (4, A") w jej punkcie
srodkowym, i tak samo prosta s do pary (4, A”). Ot6z gdyby proste
AA" i AA” nie pokryly si¢ wzajemnie, wtedy musiatby istnie¢ na plaszczy-
znie Ar punkt réwnooddalony od kazdego z trzech punkiow A, A', A”
(P 12 § V), a zatym wspélny dla prostych r i s (P Il, 15 § Il), co sig
sprzeciwia zatozeniu]. — Stad widzimy — majac na uwadze (P 46 § |

P 45 § Il:

P 2. — Tr. ,Dwie proste wspdlptaszezyznowe, ale nie majace punktu
wspblnego, sa zawsze do siebie symetryczne przez réwnoodwrotnosc;
érodkiem symetrji jest punkt s$rodkowy pary spodkéw kazdej wspdinej
prostopadtej do tych prostych*®.

P 3. — 7r. I odwrotnie: dwie proste symetryczne do siebie wzgle-
dem punktu (a wigc wspolplaszczyznowe) nie mogq si¢ spotkaé, o ile
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nie zlewajg sie z soba®. [W powyzszym zalozeniu $rodek symetrji nie
moze leze¢ na zadnej z prostych danych (P 46 § I); gdyby wigc te proste

miaty punkt wspélny, to spotkalyby si¢ tez w punkcie do niego symetry-
cznym, mialyby wiec dwa punkty wspdlne, rozne jeden od drugiego
(P 45 § 1), wbrew P 19 § 1].

P 4. — Df. ,<Réwnoleglta do prostej danej» oznacza: «prosta,
ktéra nie spotyka prostej danej, ale lezy z nig na jednej plaszczyZnie».
Innemi stowy: dwie proste, sq «do siebie réwnolegler, jeZeli lezag na
jednej plaszczyZnie, nie spotykajac si¢; nie sq rownolegle, jezeli si¢ spo-
tykajg (moga tez pokrywac¢ sie wzajemnie), albo tez jezeli nie lezg na tej
samej plaszczyZnie. (Domysla¢ sig¢ tu nalezy, ze «jezeli jedna prosta
jest réwnolegta do drugiej, to i ta druga ze swej strony jest réwnolegla
do pierwszej>). Mozemy jeszcze — wskutek P 2, 3 — powiedzie¢: «ro-
wnolegta do prostej danej» znaczy: «prosta symetryczna do danej
wzgledem punktu do niej nie nalezgcego»“. — Oczywiscie (P 45 § IlII)
«jezeli dwie proste sq do siebie réwnolegle, to kazda z nich musi lezec
calkowiciec po tej samej stronie drugiej*.

P 5. — 7r. ,Jezeli dwie proste sa do siebie réwnolegle, to jakkol-
wiek obierzemy punkt na jednej i punkt na drugiej, zawsze te proste
beda symetryczne do siebie wzgledem srodka takiej pary punktow*.
[Istotnie — jezeli te dwa punkty bedg R i S — poniewaz przez rownood-
wrotno$¢ wzgledem punktu R | S, prostopadia, poprowadzona z tego punktu
do dwuch réwnolegtych r, s (P I, 4 i t. d.), odzwierciedli si¢ na sobie sa-
mej i zamieni punkty R i S jeden na drugi, przeto zamieni rowniez proste
r, s jedng na druga (P 6, 9, 1, 45 § I)].

P 6. — 7r. ,Jezeli jest dana prosta i punkt zewnatrz niej, wiedy
przez punkt ten przechodzi¢ bedzie zawsze prosta réwnolegla do danej;
ale dwie proste, z ktérych kazda bylaby réwnolegta do prostej danej, nie
moga mie¢ punktu wspélnego, o ile nie zlewajq si¢ z soba“. [Na prostej
danej — np. » — obierzmy jakikolwiek punkt A; punkt dany niech bedzie
np. B. Réwnoodwrotnos¢ wzgledem punktu A|B podporzadkowuje prostej
r pewng prosta s, ktora jest rownolegta do r (P 3, 4) i przechodzi przez B.
Nie moze sie zdarzy¢, azeby inna prosta, rézna od s, ale przechodzaca
przez B, byla réwnolegla do r, poniewaz istnieje tylko jedna prosta
symetryczna do prostej [danej wzgledem punktu AB (P 5)]. — Stad
wynika:




P7 — 7r. ,Jezeli dwie proste sq do sicbie réwnolégle, to kazda
prosta, przecinajaca jedng z nich i lezaca na ich wspdlnej plaszczyZnie,
przetnie takze i drugg*“.

P 8. — 7r. ,Jezeli dwie réwnolegle », s sq przecigte inng parg ro-
wnoleglych u, v, wtedy punkt Srodkowy pomigdzy punktami, w kiérych
proste u, v spotykajg odpowiednio proste r, s, pokrywa sig¢ z punktem
srodkowym pomiedzy przecigciami prostych #, @ z prostemi s, r¢ —
Czyli: przekatne réwnolegloboku przecinaja si¢ wzajemnie w punktach
srodkowych: a wiec boki i katy przeciwlegle sa do siebie przystajace i sy-
metryczne“. EUKL., ks. 1-a, pod. XXXIV.

P 9. — 7r. Odcinki, kiore tacza z tych samych stron korice odcinkow
przystajacych i rownolegtych do siebie, sq takze przystajgce i rownolegle®.
EUKL., ks. 1-a, pod. XXXII. — Albo, inaczej mowigc: ,Jezeli punkly
A, B, C, D sa wszystkie rézne od siebie i jezeli odcinki |[AC| i BD| sq
przystajgce i rownoleglte i (wyjawszy punkty A i B) lezq z tej samej stro-
ny prostej AB: wtedy odcinek 'CD| begdzie przystajacy i rownolegly do
odcinka |AB|“. [Poniewaz proste AC i BD sq do siebie rownolegle po-
dlug zalozenia, a punkt C nie lezy na AB (P 45 § lll), przeto prosta, kto-
ra przechodzi przez ten punkt i jest rownolegta do AB, przecina prosta
BD w punkcie (P 4),— np. E — ktéry musi leze¢ na promienin |BD
(P 4345 § ll); oprocz tego para punktéw (B, E) jest przystajaca do
(A,C) (P 8), a zatym (B, E)~ (B, D) (P 32 § IV). Ale stad wynika
E =D, jak to juz widzielisSmy w innych przypadkach. I t. d.].

P 10. — T7r. ,Jezeli przedtuzymy jeden z bokow jakiegokolwiek tréj-
kata, wtedy kat zewngtrzny bedzie réwny sumie obu katéow wewng-
trznych, nie przylegtych do tego kata. Patrz P 34 § V*. EUKL,
ks. 1-a, pod. XXXIl. — Innemi stowy: ,Jezeli A, B, C sg trzema punktami
niewspotlinjowemi, a D ktorymkolwiek punktem cienia punktu B z punktu
A (z wyjatkiem B), wtedy kat B.cD bedzie rownowazny sumie katow
A.BCiC.AB. Patrz P29 § Il i P34 § V. [Nicch bedzie M= B|C,
E = A/ M; symetrja wzglgdem punktu M zamienia wzajemnie promienie
|CA i BE jeden na drugi, jak réwniez promienie |CB i |[BC i odcinki
|AB| i |EC|, a wiec takze i katy C.AB i B.EC (P 47 § W i t. d.),
W podobny sposob — dzigki symetrji wzgledem punkiow A B i B (P 36,
38 § IV) — sa do siebie przystajace Kkaty A, BC i :‘}.AF (P 5), B.AF
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i B.DE, gdzie F oznacza jakikolwick (ale rézny od B) punkt cienia

punktu B z punktu £, A wigc katy A.BCi B.DE sq przystajace. Po-
niewaz dalej prosta BE przechodzi migdzy punktami A i D, ale nie spo-
tyka prostej CA (P 3), przeto musi przej$¢ miedzy C i D (P I3 § IlI);
a wigc te dwa punkty C i D leza po stronach przeciwnych prostej BE;
ale punkty D i £ sq oba pograzone w cieniu prostej BC z punktu A
(P 38, 39 § Ill). Wystarczy wigec powolac si¢ na P 34 § V].

P Il. — 7r. ,Dwie proste, prostopadle do tej samej plaszczyzny, sa
do siebie réwnolegle, o ile nie zlewajg si¢ z soba. 1 jezeli dwie proste
sq do siebie réwnolegle, wtedy kazda plaszezyzna, prostopadla do jednej
z nich, jest prostopadla i do drugiej“. EUKL., ks. 11-a, pod. VI i VIIL
[1) Jezeli plaszczyzna spotyka te dwie proste w punktach R, S, wtedy sy-
metrja wzgledem punktu R|S pozostawia plaszczyzne bez zmiany i zamie-
nia obie prostopadie jedna na druga (P 46 §1, P 33, 45 § IlI). — 2) Jezeli
plaszczyzna = jest prostopadia do jednej z dwuch prostych réwnoleglych
r, 8, — np. prostopadta do prostej s w punkcie § — wtedy plaszczyzna rs
przecina plaszczyzng = wzdiluz prostej RS, kiora spotyka prosta r w jakims
punkcie R (P 37 § Il, P 4, 7); a symetrja wzgledem punktu R|S zamienia
proste r i s jedng na druga (P 5), pozostawiajgc plaszczyzne = bez zmia-
ny. It d.].

P 12. — T7r. ,Dwie proste, rownolegle do tej samej prostej i nie le-
zace z nig na jednej plaszczyinie, sq do siebie rownolegle“. EUKL.,
ks. 11-a, pod. IX. [Poniewaz plaszczyzna, prostopadla do ktérejkolwiek
z nich (P 35 § ), jest do kazdej prostopadta (P II)].

P 18. — Tr. ,Dwie plaszczyzny rézne, z ktérych kazda jest prosto-
padta do tej samej prostej, nie mogg sie spotka¢, 1 odwrotnie, jezeli dwie
plaszczyzny nie majgq punktéw wspolnych, wtedy kazda prosta, prostopadta
do jednej z nich, jest prostopadia i do drugiej*. Por. P I. — [Czgéc¢
pierwsza wynika bezposrednio z P 9, 85 § IlI; drugiej czesci dowodzi sie
jak P |, powolujac si¢ gtéwnie na P 88 § Il i P 12 § IV].

P 14. — 7r. ,Dla dwuch réznych plaszczyzn nieistnienie punktu
wspolnego i symetrja jednej do drugiej wzgledem jakiego$ punktu sq wa-
runkami réwnowaznemi“. Por. P 2, 3.

P I5. Df. ,Dwie plaszczyzny nazywaja sie «réwnolegliemi do
siebie», jezeli mie majg Zadnego punktu wspélnego; albo, co na jedno
wychodzi (P 14), jezeli jedna z nich jest symetryczna do drugiej wzgledem

Cieometrja elementarna. 7
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jakiegokolwiek punktu zewngtrznego*. Por. P 4. — A wiec kazda z nich
musi leze¢ catkowicie po tej samej stronie drugiej plaszczyzny (P 46 § IlI).

P 16. — 7r. ,Jezeli dwie plaszczyzny sq do siebie rownolegle i jezeli
obierzemy dowolnie po jednym punkcie na kazdej z nich, wiedy Srodek
tej pary punktow bedzie Srodkiem symetrji plaszczyzn danych“. Por. P 5.

P 17. — 7r. ,Zawsze istnieje plaszczyzna, ktéra przechodzi przez
punkt dany i jest réownolegla do plaszczyzny danej, nie zawierajacej tego
punktu; a dwie plaszczyzny, réwnolegle, tak jedna jak i druga, do tej sa-
mej plaszczyzny, sa do siebie rownolegle, albo pokrywajq si¢ wzaje-
mnie“. Por. P 6.

P 18. — 7r. ,Jezeli dwie plaszczyzny sa do siebie réwnolegle, wie-
dy kazda plaszczyzna, przecinajgca jedng z nich, przecina i druga, a proste
przecigcia sg do siebie réwnolegle. 1 podobnie kazda prosta, ktéra prze-
cina jedng z tych plaszczyzn, musi spotka¢ i druga*. Por. P 7. EUKL.,
ks. 11-a, pod. XVIL

P 19. — 7r. ,Jezeli dwie spotykajace sie proste sq rownolegle do
dwuch innych spotykajacych sie prostych, wtedy plaszczyzna pierwszych
dwuch jest réwnolegta do plaszczyzny dwuch drugich, o ile si¢ z tamtg
nie pokrywa“. EUKL., ks. 1l-a, pod. XV. [Jezeli oznaczymy pierwsza
pare prostych przez r, s, druga przez r/, s', to symetrja wzgledem punkiu
srodkowego pomig¢dzy punktami r.s i r'.s" zamienia wzajemnie proste
rir,sis jedng na drugg (P 5), a wigc zamienia takze plaszczyzng rs
na r's’, i odwrotnie].

P 20. — Df. ,Prosta jest «réwnolegla do ptaszczyzny», a plaszczyzna
jest «réwnolegla do prostej», jezeli nie istnieje punkt wspolny dla prostej
i plaszczyzny“. Por. P 4, 15. — A wigc prosta jest réwnolegla do pla-
szczyzny, jezeli jest rownolegla do kidrejkolwiek prostej tej plaszczyzny,
ale sama nie lezy na tej plaszczyinie. 1t. d.

P 2I. — T7r. ,Proste, ktére przechodzg przez punkt dany i sg réwno-
legle do tej samej plaszczyzny, leza wszystkie po jednej stronie tej pla-
szczyzny i wszystkie nalezg do jednej plaszezyzny®.

P 22. — 7r. ,Jezeli A, B, C sa punktami niewspdilinjowemi i tak
samo punkty A’, B, C* i jezeli proste AB, BC, CA sq odpowicdnio 16-

e —

=N

wnolegle do prostych A'B’, B’ C’, C’A": wtedy trzy laczace AA’, BB’, CC’
spotykajq si¢ w jednym punkcie, albo sa rownolegle. [ZaloZenie wylgcza
mozliwos¢ pokrywania si¢ punktu A z punktem A’, albo B z B, albo C
z C'; opricz tego wymaga, azeby wszystkie trzy wymienione laczgce byly
od siebie rézne (P19 § I, P 4). Przypusémy z poczatku, ze plaszczyzny ABC
i A'B'C’ nie pokrywajq si¢ z sobg. Poniewaz proste AA" i BB’ leza obie
na plaszczyznie rownoleglych AB i A’B’, przeto obie spotykaja sie w ja-
kims punkcie, albo tez sq do siebie rownolegle (P 2, 4). Ale poniewaz
w pierwszym przypadku prosta CC’ lezy w jednej ptaszczyZnie z AA" i w je-
dnej plaszczyinie z BB, ale nie moze przeciaé tych prostych w punktach
roznych, ani tez spotka¢ sig tylko z jedng z nich (P35,368§1,P4it. d),
przeto musi spotka¢ obie w ich punkcie spolnym; w drugim zas przypadku
za pomocq podobnego rozumowania dowiedziemy, ze prosta CC’ nie spo-
tka zadnej z prostych AA’ i BB'. — Przypusémy teraz, ze punkty A4, B, C,
A, B', C" leza wszystkie na jednej plaszezyznie; i tu rozréznimy dwa
przypadki. Po pierwsze, proste AA” i BB moga sie przecigé w jakim$
punkcie, np. w punkcie 0. W takim razie obierzmy zewnatrz plaszczyzny
wspélnej ABC jakikolwiek punkt S (P16, § Il), a na prostych SA4, SB dwa
punkty A”, B" rozne od siebie i takie, ze prosta, laczaca te dwa punkty,
jest réwnolegta do AB (P 4l, 42 § I; P 4, 6); rownolegle poprowadzone
z tych punktéw do prostych AC i BC przecinajg sie (P 17, 2I, 12) w pun-
kcie, ktory oznaczymy przez C” i ktory musi leze¢ na prostej SC, stoso-
wnie do tego, co bylo wyzej powiedziane. Z tego samego powodu pro-
ste A'A", B'B” i C'C" zejdg si¢ w jednym punkcie 7 (réznym od S), o ile
zresztq nie sq wszystkie trzy do siebie réwnolegle; a wiec w jednym przy-
padku prosta S7— w drugim prosta, przechodzaca przez punkt S i réwnole-
gla do A’A” —bedzie spélna dla trzech plaszczyzn: AA’A”, BB'B’, CC'C”
i przejdzie przez punkt O, poniewaz przez ten punkt przechodzg plaszczyzny
AA'A” 1 BB'B”. Punkt O jest przeto spélny dla dwiuch plaszczyzn ABC
i CC'C". — Moze sig jeszcze zdarzy¢, ze prosie AA' i BB sa do siebie
réwnolegle. W tym zalozeniu obieramy zewnatrz ptaszczyzny spolnej
punkty A”, B”, C" w taki sposob, zeby proste AA” i BB” byly do siebie
rownolegle, a proste A”B”, B"C", C"A” r6éwnolegle odpowiednio do AB,
BC, CA; wtedy na zasadzie tego, co juz bylo dowiedzione, prosta CC”
bedzie tez rownolegta do AA”; proste A’A”, B'B” i C'C"” beda réwniez do
siebie rownolegle, gdyz plaszczyzny AA'A” i BB'B" sa réwnolegle (P 19),
a wige proste A’A” i B'B” nie mogq si¢ spotka¢, Wskutek tego plaszczy-
zny AA'A” i CC'C” sq do sicbie réwnolegle (P 19), a zatym sa tez ro-
wnolegle slady tych plaszczyzn na plaszczyinie ABC (P 18), czyli proste
AA" 1 CC'].
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P 23. — 7r. ,1 odwrotnie, jezeli trzy proste AA’, BB'i CC’ spotykaja
sie w jednym punkcie, albo jezeli sq wszystkie do siebie rownolegle; jezeli
oprocz tego proste AB, BC sg rownolegle do A'B" i B'C’: to pozostale
proste AC i A'C’ sg takze do siebie rownoleglie®.

P 24. — 7r. ,\W kazdym frojkqcie prosta, lqczaca punkty $rodkowe
dwuch bokéw, jest réownolegla do trzeciego boku“. Albo: ,jezeli A, B, C
sq punktami niewspollinjowemi, wiedy prosta, laczaca punkty A|B i B|C
jest réwnolegla do prostej CA“. [Niech bedzie M=A B, N=B C,
D=C "M, E=M N, proste BC, CE, EB sa odpowiednio réwnolegte do
prostych DA, AM, MD (P 4); a poniewaz oprocz tego prosta AC jest
réwnolegla do prostej BD, przeto obie sg roéwnolegle do prostej ME, na

M (, B, E

zasadzie (3 &' 475 ) P 22]. — Stad oraz z P 22, 8 wynika, np., Ze:

P 25. — 7r. ,Trzy srodkowe jakiegokolwick trojkata spotykaja sie
zawsze w jednym punkcie®.

P 26. — 7r. ,Jezeli punkt C, rézny od kazdego z punktow A i B,
jest oddalony od punktu srodkowego pary (A, B) jak A: wiedy proste AC
i BC sg do sicbie prostopadie“. Albo tez: ,kat, wpisany w pdtkole,
jest prosty“. EUKL., ks. 3-a, pod. XXXIL [Stosownie do zalozenia,
punkty A, B, C nie sa wspéllinjowe (P 8, 43, 44 § 1i t. d.), a prosta,
laczaca punkt A|B z punktem A C, jest prostopadla do prostej CA
(P 3—5 § Il) i rownolegta do prostej BC (P 24); wystarczy wigc powo-
tac¢ sie na P |, 4].

P 27. — 7r. ,I odwrotnie, kazdy punkt Z, dla ktdérego proste LA,
LB sa do siebie prostopadie (o ile tylko punkty A, B, L nie leza na jednej
prostej), lezy na kuli biegunowej punktow A i B. Patrz P 4 § Il

P 28. — Df. ,Jezeli punkty O, A, A" sq wspollinjowe i wszystkie
rozne od siebie, witedy «jednokladnosciq punktu A z punktem A’

wzgledem punktu O jako srodka» — albo krécej: « { Oﬁ’ ]» — nazywa si¢

odpowiednio$¢, okre§lona za pomoca dzialan mnastepujacych“: 1) Punkto-
wi O dajemy za «obraz» punkt O, a punktowi A punkt A’. 2) Jezeli B
jest punktem dowolnym, ale nie lezgcym na prostej OA, wtedy nazywamy
«odpowiadajgacym» punktowi B ten punkt B°, w ktérym prosta OB
spotyka prostg, poprowadzong przez punkt A" rownolegle do prostej, lacza-
cej punkt A z punktem B. 3) Jezeli punkt C jest rézny od O i od A,
ale nalezy do prostej OA, wtedy zauwazmy przedewszystkim, ze punkt C’,
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w ktorym ta prosta spotyka townolegly z punkiu B do prostej BC, nie
zalezy od B, ale zalezy istotnie od punktow O, A, A’, C, ktore tez wystar-
czajg do wyznaczenia go. W rzeczy samej, jezeli zamiast punktu B we-
zmiemy jakikolwick punkt D, nie lezacy na OA ani na OB, wtedy punkt
odpowiadajgcy punkiowi D — niech to bedzie D’ — padnie, jak poprzednio,
na przecigcie prostej OD z prosta A'D’, réwnolegly do AD; prosta B'D
bedzie rownolegla do BD na zasadzie (%% @ 37 &) P 28, a podobnie
prosta C'D’ bedzie réwnolegla do CD wskutek (1 %) P 23. To samoby
wypadto, gdybysmy wybrali, zamiast punktu B albo D, jakikolwiek punkt
E prostej OB (ale rozny od O), poniewaz z faktu, ze proste AD, AE sa
odpowiednio roéwnolegte do A'D’, A'E’, wynika w podobny sposob, ze
prosta DE jest réwnolegla do D'E’; a z tego powodu z rownolegtosci po-
migdzy prostemi CD, DE i C'D', D'E’ wynika, ze prosta £'C” jest rowno-
legla do EC. Punkt C', do ktérego prowadzi kazda z powyzszych kon-
strukeji, jest wiec jednoznacznie podporzadkowany punktowi C, przyjmiemy
go przeto za «obraz» punktu C, albo za punkt <odpowiadajgcy>
punktowi C. — Z konstrukcji tych wynika, Ze <jednokladnos¢ punktow A
i A’ wzgledem punktu O» jest «przeksztatceniem jednozna-
cznym i wzajemnym punktéw na punktys (podobnie jak réwnood-
wrotno$¢, obrét i t. d.), gdyz kazdy punkt P° jest obrazem jakiegos pun-
ktu P, a punkty rézne maja zawsze obrazy rozne. Przeksztalcenie od-
wrotne do jednoktadnosci jest takZe jednokladnoscia; np. przeksztaice-

nie odwrotne do lo:’ll jest ’OA,]. Pk

P 29. — 7r. ,Jezeli pozostawimy bez zmiany poprzednie zaloZenia
i znakowania, to jednokladnos¢ [0/1’! nie rozni sie od jednoktadnosci
‘Og} i {Og’}. Jednoktadno$¢ nie ma «punkiéw tautologicznych»

z wyjatkiem §rodka, ale odwzorowuje na sobie samej kazdg prostg i ka-

2da plaszezyzne, przechodzaca przez $rodek; kazdej prostej lub plaszczyZnie,

nie zawierajacej $rodka, podporzadkowuje zawsze prostq i plaszczyzng do

niej rownolegta. Jezeli srodek lezy miedzy punktami A i A’, wiedy dwa

jakiekolwiek punkty odpowiednie leza zawsze po przeciwnych stronach

srodka; jezeli si¢ pokrywa z punktem srodkowym punktéw A i A’, wtedy
PL

jednokladnosé 1 0%

] staje sie symetrjg wzgledem punktu O. It d.“

P 30. — 7r. ,Kazda jednokladno$¢ jest zarazem podobien-
stwem. Patrz P 1 § IV*. [Przyjmijmy znowu zalozenie z P 28 co do
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wunktow O, A, A’ i ni oo e oy
I A, A, i niech bedzie dla krétkosei O {O{} ; wyslarczy do-

wiesc, ze ](?Z‘f._‘li d.wa punkty P i Q sa jednakowo oddalone od trzeciego
25. od. g i }e.‘ecll)le wszystkie trzy punkty sa od siebie rézne, toi punlqu;
Przp;pu;l:lén‘:]qce (.)f_, 'f)Q.—h czyli P* i Q" —bedq jednakowo oddalone od A'.
A:plk y namrmd, zc.punkiy A, P, Q leza na jednej prostej, skad

| Q. Jezeli teraz obierzemy zewnatrz prostej PQ dwa jakiekolwick
punkt){ f‘.ynmtry:rgue wzglgdem A — niech to beda np. punkty R i § —
I przyjmiemy R'Z0R, §'=0s, wtedy proste P'R' i Q'S bedq do sichie
rowqo]egl?, podobnie jak i proste PR i QS (P 4); a to dlatego, ze prosta
F:R jest ro.wno}{-g}a do swego wlasnego obrazu P'R’, o ile z l‘lim S[?Q 11i::
;{ewidwb jedng Prosiq -(P'293; tak samo bedzie z prostemi QS i. Q'S
{egl;; c:llny. sposéb z11.:;1)],dfn?:ny: ze proste Q'R' i P'S’" sa do siebie réwno-
5 - A wige pros'te .[ Q" 1 R'S, odpowiadajace prostym PQ i RS, prze-
maj'q sie w pu‘nkue srodkowym pomiedzy P i Q' (P 8), a ich punktem
kwslpolnym bedzie :4’, wobec tego, ze proste PQ i RS przecinajq si¢ w pun-
keie A. — Przypusémy teraz, ze punkty A, P, Q nie sq wspollinjowe
! oznaczmy przez = plaszczyzng biegunowg pary (P, Q) (P 38 § II) T:t
plaszczyzna napewno zawiera punkt A (tamze) i jést jcdnbczes'nic ;31;0510‘-
P{jrostopadla do prostej P'Q’, ktdra jest réwnolegta do PQ, albo z nig
i entyczr':a. (P 13, 15, 29); wskutek tego plaszczyzna =’, odpowiadajaca
p.las.lzczy:?me %, jest prostopadta do P'Q, gdyz plas.z::::_\;zny1 % i On sc qdo
51eb.1e rownolegte, albo tez pokrywajq si¢ z soba. Ale p}as:rczyz;z: &
zawiera punkt A’ oraz punkt, odpowiadajacy punktowi 2|Q, ézyli — ja“k

juz dowiedlismy — punkt 2’ '; : 18,
(P 38§ ). ¥y = Y5 a wige kula P’y przechodzi przez

P 3l — 7r. ,Dwa rézne ier ie wigcej

) podobienstwa, ale nie wigcej niz dwa

glogq p‘rzekszlalcxc trojkat dowolnie obranych punktow niewspéﬂinjowycl;
» B, C na trzy punkty niewspéllinjowe A’, B, C’, dane w {aki sposdb

2 ,\n‘ ' ! : /\' ’ r = H ’ ,
ie katy /{1 -B'C" i B'.C'A" s odpowiednio przystajgce do katow
A.ii{C ¥ B (,A Patrz P 36 § IV“. [Stosownie do zatozenia, istnieje takie
prze sztalccn)\e lzomeryczne, ktére podporzadkowuje ramionom AB
i |AC kata A.{?C ramiona A'B" i A'C" kata ﬁ’.B’C’ (P44 §1IV), a wiec
podporzadkowuje punkt A" punktowi A (P 41 § IV) i ddwzorowuj’c B1C
w dwuch punktach B, i C,, lezgcych na promieniach |A'B' i |A'C’, ale r6-
zny(.ﬁ qd A’ te izomerje oznaczmy przez .J. Katy BLAC ﬁl +A'C; 59
do .Sleble' przystajace (P 37 § IV), wskutek czego — w zalozeniu, ze punkt
B, jest rézny od B'— proste B'C’ i B,C, nie mogq si¢ spotka¢ (P 19 § V).
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A wiec jednoktadnosc ,-1’? — ktorg oznacza¢ bedziemy przez O — prze-
1

ksztalca odpowiednio punkty A, B,, C, na A, B, C" (P 4, 6, 28). Przeto
iloczyn podobieristw ./ i O (P 86 § IV, P 30) jest podobieristwem (P 2
§ IV), ktore przeksztalca odpowiednio A, B, C na A, B, C'. — Niech te-
raz bedzie L = O, a S i 8§ niech beda odzwierciedleniami za pomocq
ptaszczyzn ABC i A'B'C’; M niech bedzie podobienstwem, kidre, zaréwno
jak I, podporzadkowuje punktom A, B, C punkty A, B, C". A wigc
podobieristwo L —' M (P 2 § IV) pozostawia bez zmiany kazdy z punktow
niewspotlinjowych A, B, C; przeto L~—'M = 1, albo tez L-*M=2~5
(P 23 § IV); to znaczy, ze albo M = L, albo M = LS. Stad wnosimy,
e kazde podobieristwo, ktére moze odwzorowac punkty A, B, C w pun-
ktach A, B, C', jest z koniecznodci identyczne albo z L, albo z LS.
Z drugiej strony réwniez i podobieristwo ML ~! — poniewaz pozostawia
punkty A, B', C’ bez zmiany — jest identyczne z &', albo z przeksztatce-
niem tozsamosciowym; przeto LS = SL. A wigc dwa podobienstwa,
kiére moga i t. d., beda: poprzednie O.J oraz to, ktore powstanie, jezeli
to samo OJ poprzedzimy odzwierciedleniem za pomocg ptaszczyzny ABC,
albo tez jezeli po O.J wykonamy odzwierciedlenie za pomocg plaszczyzny
A'B'C’. Wprawdzie przypuscilisémy, ze B, ~ = B, ale twierdzenie zacho-
wiije moc jeszcze i wtedy, kiedy te dwa punkty pokrywaja si¢ z soba,
gdyz wtedy jest M =.J, albo tez M = JS= SJ|. Zauwaimy, ze jezeli
A=A'=B|B' = C|C’, wiedy bedzie M =.J, albo M= SJ, przyczym za J
mozna przyja¢ ~A. W tym przypadku dwa podobiefistwa bedq: symetrja
wzgledem punktu A i polobrét dokota prostej prostopadlej do plaszczyzny
ABC w punkcie A (jak to kazdy moze sprawdzic). — Nastepne twierdzenie
ma charakter twierdzenia przybranego w stosunku do dalszego twierdzenia.

P 32. — Tr. ,Katy przy podstawie trojkata prostokatnego ro-
wnoramiennego sg przystajagce do katow przy podstawie kazdego inne-

go trojkata prostokatnego rownoramiennego®. Albo, pod inng postacia: ,Jezeli

D Bl : A DE) .
A: B C sq trzema punktami niewspéllinjowemi i jezeli prosta AB} jest

prostopadta do prostej 251’ a punkt E jest oddalony od gl jak gl,
wiedy dowodzi sie, ze katy §.AC, E.DF sq do siebie przystajace”.
[Niech bedzie M = B|C, N = E|F, P=A/M, Q=D 7N; wtedy proste
BP, EQ beda réwnolegle do prostych AC i DF (P 4) i prostopadie do
AB, DE (P |, 8); oprécz tego prosta BC bedzie prostopadta do AM (P 5
§ Il) (mielismy przytym na uwadze, ¢ punkt M jest rézny od A, a punkty
P i Qsgrozne od B i E). Istnieje napewno przeksztalcenie izomeryczne,




S p—

ktore zamienia punkt £ na B, promieti z £ ku D na promieni z B ku A,
a polplaszczyzne przez ED ku F na polplaszczyzne przez BA ku C
(P 39 §1Vv), a wige promiei £Q na promieni BP — na zasadzic P Il § I,
P 3, 36 § IVize wzgledu na to, ze punkty P i Q leza wewnatrz kqtow

A.BC i D.EF, a wiec na péiplaszczyznach (AB)C i (DE)F (P 47, 49
§ ) — a punkty D i Q zamicnia na dwa punkty /) i ', jednakowo od-
dalone od B i lezqce na promieniach \BA i [BP. 0162, wskutek symetrji
wzgledem prostej BC, punkty A i P zamieniajg si¢ jeden na drugi, jak ro-
wniez i promienie |[BA i |BP, a kula D'y zamienia sie na siebie samg
(P 50 § I); a wiec punkt Q’, w ktérym ta kula przecina promieri AP
(P 37 § lll), jest punktem, odpowiadajacym punktowi 7). Stad wynika,
ze punkt D'/ Q" — czyli obraz punktu N wzgledem poprzednio rozpatrywa-
nej izomerji — nalezy do promienia |BC (P 54 §1it d) i ze wskutek
tego ta izomerja przenosi promien |EF na promien [BC i doprowadza kat

E.DF do przystawania z katem B.Ac (P 48 § IIn)].

P 33. — 7r. ,Kazde podobieristwo, o ile samo nie jest izomerja,
jest rownowazne izomerji w polgczeniu z jednoktadnoscig, kiéra
ja poprzedza, lub (dogodniej jeszcze), kidra po niej nastgpuje“. [W rzeczy
samej, jezeli jest dane jakiekolwiek podobieristwo M i jezeli obierzemy
trzy punkty niewspollinjowe A, B, C, spelniajace warunek, ze prosta AC
jest prostopadla do AB i ze punkt C jest oddalony od A jak B, — co jest
zawsze mozliwe (P 25 § I, P 14, 20 § Il) — wiedy te punkty zostang za-
mienione przez podobieristwo M na punkty A’, B, C’, ktére sa réwniez
niewspotlinjowe i takie, ze A'C’ L A'B' i C':RB, (P 1, 3 §IV); wskutek
tego katy Q.AC.‘, B.AcC sq do siebie przystajace (P 32). Podobnie
C.ABx ¢ AB. Ale stad wnosimy na zasadzie P 8I, w przypuszczeniu,
ze figura (4, B, C) nie jest przystajaca do (4', B', C'):

M= ()ef, albO M = ()PI;Q,
gdzie O, J, § majq to samo znaczenie, co i w P 3l; jezeli natomiast
(4, B, C)~ (A, B, C’), wtedy bedzie:
M =.J, albo M =.J8;

tak wigc jezeli dane podobieristwo M nie jest samo izomerjq, to jest na
pewno wypadkowg izomerji i nastepujgcej po niej jednokladnosci
(P 37, 38, § IV). Z drugicj strony iloczyn 10O ma cechy jednoktad-
nosci (P 28), —jak o tym kazdy moze sie przekona¢ — a mianowicie

rowna sie

Ag} gdzie B” oznacza punkt J1B’; podobnie mozemy
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powiedzie¢ o (J8) 'OJS. Jezeli wiec przyjmiemy O, —.J 1 O.J, skad
JO, = OJ, to widzimy, ze podobienstwo M jest tez réwnowazne wypad-
kowej z izomerji i poprzedzajacej ja jednokladnosci, jezeli zresztg
nie jest identyczne z o albo z J8. 1t d. — Zauwazmy, ze z izomerji
nie jest wylqczone przeksztalcenie tozsamosciowe (P 37 § Iv)].

P 34. — T7r. ,Podobienstwo jest przeksztalceniem rownokqtnym, czyli
zamienia kazdy kat na kat do niego przystajgcy“. [Wobec tego co
bylo powiedziane (P 86 § IVi P 33) wystarczy stwierdzi¢, ze ten fakt
jest prawdziwy dla jednokladnosci. Zauwazmy, ze jednokladnosé
podporzadkowuje kazdemu promieniowi albo odcinkowi promieni lub
odcinek, a kazdemu kgtowi plaskiemu wypuktemu kat plaski wypukly
(P 30 it d) Otéz jezeli |[ABC| i |ABC’| sa trojkatami  jednokiadnemi,
to dwa promienie odpowiednie [AB i |A’B" — i podobnie promienie |AC
i |A'C" — oprocz tego, ze sq do siebie réwnolegle (P 28), lezg z tej samej
strony, albo po stronach przeciwnych prostej AA’ (pomingwszy przypadek,
w ktorym punkty A i A’ zlewajq si¢ z sobg), stosownie do tego, czy dwa
jakiekolwiek punkty odpowiednie, aby tylko rézne od siebie — np. punkty
A1 A" — lezq z tej samej strony, czy tez po stronach przeciwnych srodka
jednokladnosci (P 38, 45 § lll; P 29). Stad wynika, ze te promienie,

a wigc takze i katy A.BC i 2’.8’6’. sq symetryczne do siebie wzgle-
dem punktu A|A’; albo tez, ze tak jeden, jak i drugi sa symetryczne
do tego samego kata wzgledem punktéw A i A|A’: a wiec zawsze przy-
stajace do siebie. I t. d.].

P 85. — Df. ,Jezeli A i A’ sq punktami jakiemikolwick, ale réznemi
od siebie, wtedy nazwa «przesuniecie od A do A’> — w skréceniu
A
{fi
1) Punktowi A dajemy za obraz punkt A’; jezeli zas B jest punktem do-
wolnym, lezacym zewnatrz prostej AA’, wiedy nazywamy punktem codpo-
wiednim> do B ten punkt B, w ktérym réwnolegla do AA, poprowa-
dzona przez punkt B, spotyka réwnoleglya do AB, poprowadzong przez
punkt A" (P 6, 7). 2) Niech C bedzie punktem prostej AA4’, nie pokrywa-
jacym si¢ z A. Poniewaz z P 23 wynika — przez podobne rozumowanie,
jakie bylo niedawno podane w P 28 — ze punkt C’, w ktérym prosta A4’
spotyka rownolegly do BC, poprowadzong przez punkt B, nie zalezy od
punktu B, ale tylko od A, A’, C, tak ze obierajac zamiast B jakikolwiek
inny punkt D zewnatrz prostych A4’ i BB’, albo tez jakikolwiek punkt E
na prostej BB', otrzymamy zawsze prosta D'C’ réwnolegly do DC, a E'C’
do EC: przeto taki punkt C’ nazywa¢ bedziemy odpowiadajacym punktowi C.

I— oznacza odpowiednios¢, okreslong przez warunki nastepujgce*.
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7 konstrukcji powyzszych wynika, z¢ kazdy dowolnie obrany punki P’
jest obrazem jakiego$§ punktu P; ale o ile tylko punkty P i O s3 od sie-
bie rézne, to ich obrazy nie mogg si¢ z sobg pokrywac. Ostatecznie wige
«przesunigcie od A do A'» jest «przeksztatceniem odwra-
calnym punktéw na punkty» (jak i jednoktadnos¢) i jego przeksztalce-
niem odwrotnym bedzie «przesunigcie od A" do A». Tt d.")

P 36. — 7r. ,Przy tych samych zalozeniach i znaczeniu symboli jak
w P 35, przesunigcie {j'% nie rézni sie od przesunigc¢ IB| i tg l Prze-
suniecie nie ma punktéw tautologicznych, ale odwzorowuje prosig
AA’ i kazdg prosta, do niej réwnolegla, na sobie samej, jak rowniez i ka-
2da plaszczyzne, przechodzaca przez prosta AA’, albo do niej rownolegly;
linji prostej, roznej od AA" i nie rownoleglej do niej, podporzadkowuje
linje prostq do pierwszej réwnolegty; podobnie, kazdej ptaszczyZnie, ktora
nie zawiera prostej AA’, ani tez nie jest do niej réwnolegla, podporzadko-
wuje ptaszezyzne réwnolegly do pierwszej. 1t d.“. Por. P 29.

87. — 7r. ,Jezeli jest dany punkt A” rézny od A i od A, wledy
wypadkowa, czyli iloczyn przesunigc {i! i f:” jest nowym przesunigciem

mﬁl, niezaleznym od porzadku czynnikow*.

P 38. — 7r. ,Kazde przesuniccie jest jednoczesnie izomerja“.
Por. P 80. [Stwierdzenie, ze «przesunigcie» jest <podobieristwem» (ze
wzgledu na to, ze w przesunigciu proste odpowiednie sg do siebie rowno-
legte albo pokrywaja sig) jest juz zawarte w rozumowaniu, z kiérego wy-
prowadzilismy P 30. Wystarczy wigc — na zasadzie P 35, 36 § IV— za-
znaczy¢ fakt nastepujacy: pary punktow, odpowiadajace sobic wskutek
przesunigcia, sq zawsze do siebie przystajgce, — co dla par niewspotlinjo-
wych wynika bezposrednio z P 23, 8].

P 39. — 7r. ,Jezeli A, A" sq punktami od siebie roznemi, to prze-
suniecie od A do A’ podporzadkowuje punktowi A’ punkt symetryczny
do A wzgledem tegoz punkiu A’¢. Por. P 27 § IV. [Istotnie, jezeli

1) Zamiast tego okreslenia przesunigcia mozna réwnie dobrze przyjac (z niejakim
pozytkiem, przynajmniej pod pewnemi wzgledami) inne, prostsze: eprzesunigeie od A
do A's = ciloczyn symetrji wzgledem A przez symetrje wzglgdem punktu srodkowego pary
(4, A’)>. Wiasnosci, wskazane w P 35-—39, dadzq sig¢ rownieZ wyprowadzic¢ i z tego okre-
§lenia za pomoca twierdzen o réwnoleglych.
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A" = A 7A, to przesunigeie od A do A" zamienia parg¢ punkiow (A, A')
na (A, A”) albo na (A, A), gdyz i;“ jest izomerja (P 38), wskutek kté-

rej prosta AA’ jest tautologiczna (P 36), a na tej prostej punkty A” i A
i tylko te dwa punkty sq oddalone od A’ jak A. Ale gdyby punkt A zo-
stal przeksztalcony na A, wtedy przesunigcie pozostawiloby punkt A|A” bez
zmiany (P 3, 36 § IV), co si¢ sprzeciwia P 36].

P 40. — Df. ,Niech bedzie w jakakolwiek kula, nie skupiajgcg sie
w jedrym punkcie, a O niech bedzie $rodkiem tej kuli; przez kazdy punkt
A rézny od O poprowadimy prostg AO, a z punktu O poprowadZmy pro-
slq prostopadly do AO (P15 §1, P14 §Il); P niech bedzie jednym z pun-
ktow, w kiorych ta prosta przecina sig z kula (P 20 § Il). Mozna podpo-
rzadkowac punktowi A ten punkt, — niech to bedzie punkt A" — w kto-
rym prosta AOQ spotyka prosta, poprowadzong na plaszczyinie APO pro-
stopadle do AP przez punkt P (P 9 § Il P I it d.): taki punkt A" jest
wyznaczony przez A i », a wigc nie zalezy od P. [Istotnie, kazdy inny
promien kuli O(|, prostopadly do AO, moze byé przeniesiony na |OP|
za pomocg obrotu dokola prostej AO, ktory przeksztalca proste QA, OA’
odpowiednio na PA, PA" (P Il, 23, 27 § Il)]. Powstaje w ten sposob pe-
wne przekszialcenie wzajemne i inwolucyjne punkiéw réznych od
O na punkty rézne od O; to przeksztalcenie nazywac bedziemy «przeciw-
odwrotnosciq wzglgdem kuli w»; O jest «Srodkiem» przeciwodwrotnosci,
o «kulg podstawowq»“. — lloczyn tego przeksztalcenia przez réwnood-
wroinos¢ O jest tak zwanag «odwrotnosciq (dodatniq) wzgledem w»;
a wigc punktem «odwrotnym» do punktu A wzgledem kuli o jest
punkt symetryczny do A" wzgledem punktu O. Plaszczyzny pro-
stopadie do prostej AO w punktach odwrotnym i przeciwodwrotnym do
punktu A sa plaszczyznami biegunowq i przeciwbiegunowq punktu A
wzgledem kuli . It d. — Z konstrukcji powyzszej wynika samo przez
sig: ,Za pomoca dowolnej przeciwodwrotnosci kazda prosta lub plaszczy-
zna, przechodzaca przez $rodek, odwzorowuje si¢ punkt po punkcie na
sobie samej (pomingwszy sam srodek, ktéry nie ma zadnego obrazu); po-
dobnie i kula podstawowa, na ktérej odpowiadajqg sobie wzajemnie punkty
srednicowo przeciwlegle; zas kazdemu kolu i kazdej kuli o srodku, pokry-
wajgcym si¢ ze srodkiem réownoodwrotnosci, odpowiada¢ bedzie koto lub
kula o tym samym $rodku. I t. d“.

" P 4l. — Tr. ,Jezeli jest dana kula o i punkt O, jak wyzej, wiedy
kazdej ptaszczyinie albo prostej, nie zawierajgcej punktu O, odpo-
wiada jako figura przeciwodwrotna kula lub kolo, przechodzace przez
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punkt O (ale sam punkt O nalezy uwaza¢ za wylgczony z tej ligury),
i odwrotnie; kazde kolo i kazda kula, jeZeli zawiera dwa punkty od-
powiadajace sobie, bedzie figura przeciwodwrotng do siebie samej“. [Niech
bedzie np. 7 jakakolwick plaszczyzna, nie zawierajaca punktu 0; E spo-
dkiem prostopadiej, poprowadzonej z punktu O do tej plaszczyzny; A pun-
ktem obranym jakkolwiek na plaszczyznie 7, ale réznym od £. Do pun-
ktow E i A znajdziemy punkty odpowiednie £’ i A’ za pomocg promienia
kuli podstawowej |OP| (P 40), prostopadiego do obu prostych OE, OA
(P 18, 28 § II); przeto £'E L AE (P 18 § Il), AE | PE (P 53,54,18 § II),
PE | PE’, a wskutek tego PE’ | PAE (P25 § ). A zatym PE’ 1 PA;
tak wiec plaszczyzna prostopadia w punkcie P do prostej PA przechodzi
zawsze przez E' (P 85 § Il), jakikolwiek bedzie punkt A (aby tylko lezat
na 7). Ale taka plaszezyzna musi przecina¢ prosta, taczaca A z O, w pun-
keie A’ przeciwodwrotnym do A (P35 § Il i P40); a wigc punkt A" jest
wspolny dla dwuch prostych, przechodzacych odpowiednio przez punkty
O i E’ i prostopadlych do siebie, gdyz plaszczyzna OPA, ktéra jest pro-
stopadta do dwuch plaszczyzn OAE, PA'E’ (wobec tego, ze prosta OP
jest prostopadla do obu prostych OA, OE a PA do prostych PA" i PE’)
bedzie takze prostopadta do ich prostej przecigcia (P 55 § Il), to jest do
A'E'; a wiec A'E’ L OA. Przeto miejsce punktu A’, czyli figura przeciw-
odwrotna do plaszczyzny 7, nie jest niczym innym, jak kulg bieguno-
wa punktéw O, E’ (P 27). Czytelnik bedzie mogt dowies¢, ze i odwro-
tnie, kazda kula przechodzaca przez O musi si¢ przeksztalci¢ na plaszczy-
zne. Wskutek tego kazda prosta r, ktéra nie zawiera punktu O, ma za
obraz koto przechodzace przez O; a mianowicie przecigcie plaszczyzny
tautologicznej Or (P 40) z kulg 7, odpowiadajacg plaszczyZnie 7, przecho-
dzacej przez r (P83 § Il i t. d.); i odwrotnie. — Zauwazmy teraz, ze trzy
punkty P, A, A’ sg réwnooddalone od punktu $rodkowego pary A, A’
(P 27), a wiec prostopadia, poprowadzona z punkiu A | A" do plaszczyzny
PAA’ — lezaca z koniecznosci na plaszyznie OAE (P 54, 5l § ) — bedzie
miejscem srodkow wszystkich kul, przechodzacych przez te trzy punkty
(P 38, 87, 52, 54, 55 § ). Z drugiej strony kula tak otrzymana musi
przeciaé kazda plaszezyzne, zawierajacq OP, wzdtuz kota, symetrycznego do
samego siebie wzgledem plaszczyzny OAE (P 32, 56 § ), a wigc maja-
cego na tej plaszczyznie $rodek i dwa punkty srednicowo przeciwlegle
(P 3,21 §1lit d) ktére wigc beda przeciwodwrotne jeden do
drugiego (P 26, 40). Wypada stad, ze kolo lezace na tej plaszczyZnie
OAE i przechodzgce przez oba punkty A, A, jest z koniecznosci przeciw-
odwrotne do samego siebie, poniewaz zawsze istnieje kula, kitéra to koo
zawiera i przechodzi przez punkt P. (Pozostawiamy czytelnikowi dowie-
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dzenie, ze przez koto i punkti nie lezacy na jego plaszczyinie — albo przez
dwa kola, przecinajace si¢ w dwuch réznych punktach i nie lezace na je-
dnej plaszczyznie — przechodzi zawsze kula oznaczona i jedyna). Stad
wypada, ze réwnoodwrotnos¢ musi zamieni¢ kazde koto, przechodzace przez
dwa jakiekolwiek punkty odpowiednie, na samo siebie; toz samo mozZna
wiec powiedzie¢ i o kuli]. — W tym twierdzeniu i w nast¢pnym zebralismy
w streszczeniu glowne wihasnosci przeciwodwrotnosci plaskiej i przestrzen-
nej, — jak réwniez i odwrotnosci dodatniej (P 40), a takze wiasnosci, do-
tyczace biegunowosci i przeciwbiegunowos$ci wzgledem kot
i kul — za pomoca prostych rozwazan stereometrycznych, nie uciekajgc sig
(jak to si¢ przewaznic dzieje) do nauki o proporcjach i o trojka-
tach podobnych, albc o ré6wnowaznosci').

P 42, — Tr. ,Kazd{&™ {3, nie zawierajgcle/" punktu O, przeciwod-
wrotnoé¢ wzgledem o podporzadkowuje zawsze {ic“. (W  poprzednich
zatozeniach i znaczeniu symboli, kazde kolo ¢ plaszczyzny v zostaje prze-
ksztalcone na kolo wspolne kuli # i tej kuli, ktéra przechodzi przez c i za-
wiera punkt przeciwodwrotny do kiéregokolwiek punktu kota ¢ (P 1 § i,
P4l it d). — Jezeli dalej & jest kula nie przechodzgcy przez O, a A i B
dwoma punktami, obranemi jakkolwiek na tej kuli, ale niewspollinjowemi
z punktem O; wreszcie ¢ i d — przecigciami utworzonemi na kuli & przez
dwie plaszczyzny (rézne od siebie), z ktérych kazda zawiera oba punkty
A, B, ale nie przechodzi przez O: wiedy dwa kola ¢ i &, odpowiadajace
kolom ¢ i d (P 4l), przecinaja si¢ w punktach A i B, a wigc leza na je-
dnej i tej samej kuli ¢'d. Ta kula jest figurq przeciwodwrotng kuli &
Istotnie, jezeli X jest punktem dowolnym kuli &, ale nie nalezacym ani do ¢,
ani do d, ani do OA; wtedy kazda plaszczyzna 7, kiora zawiera oba pun-
kty A, X, ale nie przechodzi ani przez O, ani przez B, ani tez przez Zza-
dng z dwuch prostych, stycznych do kot ¢ i d w punkcie A (P 40 § I,
P 8, 14 § Il) — plaszczyzna, ktéra bez watpienia istnieje, jak to czytelnik
moze sprawdzi¢ — przecina z koniecznosci tez same kola w dwuch nowych
punktach ¥ i Z, réznych jeden od drugiego i od X (P 10, 1l §Iit d),
a kule dang ¢ wzdiuz kola XYZ (P 3 § W), na ktérym leza punkty A4, X,
Y, Z, wszystkie rozne od siebie. Ale Wiemy juz, 2e takiemu koht musi
odpowiada¢ koto X'Y’'Z’, ktére ma z kulg ¢'d" trzy r6zne od siebie pun-
kty wspélne A, ¥’ i Z', a wigc musi na niej leze¢ (P12 § 11 i t. d.);
przeto i punkt X’ réwniez nalezy do kuli ¢/d’, i t. d. — Mozemy teraz byc

1) Teorje gicometryczng odwrotnodei, nie powotujaca sie ani na proporcjonalnos¢  ani
na rownowaznosé, przedstawil juz G. LAZZERL w ,Periodico di Matematica®, tom 1L, r. 1900
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pewni, ze kolo, ktore nie przechodzi przez O, zamicenia sie zawsze na kolo,
chociazby jego plaszczyzna przechodzila przez ten punkt: gdyz takie kolo
jest przecigeciem tej plaszczyzny z kula, nie przechodzaca przez punkt O.
[t d.]. — W twierdzeniu nastepujgcym powolujemy sie na P 4l, ale nie
na P 42:

P 43. — T7r. ,W zalozeniu, ze A, B sg punktami réznemi od siebie,
a E, F punktami, lezacemi na prostej AB, jeden wewnatrz, drugi zewnglrz
odcinka AB, dowiedziemy, ze kule biegunowe par punktow (4, B) i (E, F)
przecinajq si¢“. Por. P11 § V. [Mozemy przyja¢, ze punkt F lezy na
przedtuzeniu odcinka AB| poza A. Dowiedziemy, ze dwa kola, podiug
kiorych te kule przecinajg plaszczyzne =, przechodzgcq przez prostgq AB,
muszq si¢ przecigé. W tym celu oznaczmy przez P jeden z punkiow,
w ktorych prostopadlta do prostej AB, poprowadzona przez punkt £ na
plaszczyZnie =, przecina kulg biegunowq punktow A, 5 (P Il § lll) — i weZzmy
pod uwage przeciwodwrotnosc¢ wzgledem kuli Pz (P 40). Wskutek
tej przeciwodwrotnosci punkty A i B zamieniaja si¢ jeden na drugi (P 26, 40),
a kolo (A, B) zamienia si¢ na siebie samo (P 4l); natomiast kolo (E, F)
zamienia si¢ na prosty, lezqcq na plaszczyznie = (P 4l), a mianowicie na
prostopadla f’, poprowadzong do AB 2z punktu F’, odpowiadajgcego
punktowi F, Twierdzenie begdzie dowiedzione, jezeli udowodnimy, Ze
punkt F’ przypada migdzy A i B, poniewaz w takim razie kolo tautolo-
giczne (A, B), ktore przecina f* dwa razy (P Il § Wl), musi tez przecigc
figur¢ przeciwodwrotng do f’, czyli kolo (£, F), w dwuch punktach ro-
znych, Jezeli teraz C jest punktem cienia punktu P z punktu B (wszystko
jedno jakim, aby tylko réznym od P) — to ciei punktu A z punkiu B
musi leze¢ na pdlplaszczyinie «przez PA ku C» (P 29, 39 § ) i jedno-
czesnie na polplaszczyinie «przez PC ku A», kiéra zawiera caly promieri
|BA (P 43 § lll); a wigc cien ten bedzie catkowicie lezal w kacie P.AC
(P 47, 49 § Ill). Stad wynika, ze punkt F" (zewnetrzny dla obu prostych
PA i PC) nie moze leze¢ na cieniu punktu A z punkiu B, poniewaz gdy-
by lezal na nim, to kat prosty P.FF bytby mniejszy od kata pro-

stego P.AC (P49 § 11, P 12,168 § V, P 40), co si¢ sprzeciwia P 40 § IV
i PI5 § V. Ale gdyby tenze punkt 7" padt na cienn punktu B z punktu 4,
witedy bylby wylaczony z odcinka |BF|, ktory lezy caly na |[BA (P 35, 29,
30 § Ill); i jednoczesnie punkt F bylby wylaczony z odcinka BF’| (tamie);
a wigc punkt B przypadlby migdzy F i F' (P I5 § ), wskutek czego byl-
by P.BF<P.FF' (P 47 § I, P12 §V);, z drugiej strony, poniewaz

punkt A lezy wewnatrz odcinka |BFf|, przeto (tamie) P.AB<P.BF.
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P
Ostatecznie wigc kat prosty P.AB bylby mniejszy od kata prostego . FF'.
Dochodzimy wiec do wniosku, ze punkt 7’ lezy na odcinku (AB| (P 30
§ HlI)). — Na podobnym rozumowaniu (ale nieco krotszym) mozna oprzec
twierdzenie nastepujgce:

P 44. — 7r. ,1 odwrotnie: jezeli A, B, E, F sq czterema punktami
wspollinjowemi i jezeli kule biegunowe par (A, B) i (E, F) spotykaja
sic w punktach roznych: wtedy jeden z punktow £, F lezy wewnatrz od-
cinka AB |, drugi zewnatrz tego odcinka*“.
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lloczyny izomerji. Przystawanie i przeciwprzystawanie. Przeciwobrat
i przeciwprzesuniecie. Ruch srubowy. Klasyfikacja izomerji.

P L. — 7r. ,Wypadkowa albo iloczyn kilku obrotéw dokola tej samej
osi nie moze by¢ niczym innym, jak tylko obrotem dokota tej samej osi,
albo tez przeksztalceniem tozsamosciowym*. [Niech bedg 2 i () dwa
dowolne obroty dokota prostej r, a wige przez izomerje QP kazdy punkt
prostej r zamienia si¢ na siebie samego. Gdyby wobec tej izomerji istnial
punkt tautologiczny A, nie nalezacy do osi r, gdyby wigc bylo Q(PA)=A,
wtedy — oznaczajgc przez « plaszczyzng Ar, a przez v plaszczyzne prosto-
padlta do pary (4, PA) w jej punkcie $rodkowym — ofrzymaliby$my:
P=/p./2 Q=/a0./u (P 25, 26 § IV); a zatym QP=1; twierdze-
nic opicra si¢ wiec na P 30, 8 § V).

P 2. — 7r. ,Kazdy obrét jest kwadratem innego obrotu dokota
tej samej osi“. [Niech bedzie r osig jakiegokolwiek obrotu R, A punktem
nie lezacym na osi, a A'= R A; poprowadZmy plaszczyzng =, prostopadly
do pary (4, A") w jej punkcie Srodkowym; ta plaszczyzna przechodzi
zawsze przez r, wskutek P 23, 38 § 1I. Istnieje na pewno taki obrét do-
kola prostej r, ktéry moze podporzadkowac punktowi A pewien punkt B
plaszezyzny = (P 27 § Il); obrot ten oznaczmy przez P. Obrét P prze-
nosi punkt B do punktu A -z (P 27 § V), czyli P* podporzadkownje
punktowi A punkt A’, tak samo jak i obrét &: przeto P? = R (P 28 § IV)].

P 3. — 7r. — ,lloczyn dwuch obrotéw dokota osi roznych, ale spo-
tykajacych si¢ w jednym punkcie, jest obrotem dokola prostej, przechodza-
cej przez punkt wspolny obu osi*. [2 i € niech bedq dwoma obrotami
dokola osi # i w. Na plaszczyznie = tych osi obieramy dwa punkty A i B,
nie lezace odpowiednio na # i o, ale pozatym jakickolwick; a wiec
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P-1'A0o=Ai QB~>=B (P8 § IV). Oznaczmy teraz przez o i 3 pla-
szczyzny biegunowe (P 38 § Il) par punktow (4, P—1A), (B, QOB); = i <!
jak wiemy, przejda odpowiednio przez w i v (P 23 § Il). Wiemy, ze
P=,/%./92 P26§IV)a Q= _ 8. /= (P 25 § V), wskutek czego
QOP= _“f. 7. Plaszczyzny o i B nie mogq si¢ z sobg pokrywaé, gdyz
jedna z nich zawiera u, ale nie zawiera A, druga zawiera v, ale nie za-
wiera B, natomiast plaszczyzna wo zawiera oba te punkty; ale te plaszczy-
zny spotykaja si¢ wzdluz prostej, poniewaz przechodza przez punkt wspol-
ny prostych u, v; wystarczy wige powotac signa P4 §IV|

P 4. — 7r. ,lloczyn jakiegokolwiek obrotu przez odzwierciedlenie za
pomocq plaszezyzny, zawierajgcej o§ obrotu, jest réwnowazny odzwiercie-
dleniu za pomocy inngj plaszczyzny, kidra réwniez przechodzi przez o$“.
[Przeksztalcenia dane niech bedg ap. K i 8; r niech bedzie osig obrotu,
a s plaszczyzng symetrji. Punkt A, obrany jakkolwiek na plaszczyznie s,
ale zewnatrz prostej r, zostanie przeksztalcony np. na A’ wskutek R, a na
A, wskutek R—1; te dwa punkty A’ j A, bedg rézne od A (P 22 § 1
P8 § IV). Jezeli teraz oznaczymy przez 3, i 2 plaszczyzny biegunowe
par punktéow (4,, A) i (A, A’), — ktére to plaszczyzny przejda przez r
(P23 § it d)— to bedziemy mieli jednoczesnie (wskutek P 25, 26 § IV):
R=8./8iR=/8.8 skad SR= %, a RS= /3].

P 5. — 7r. ,lloczyn symetrji wzgledem dwuch plaszczyzn réwnole-
glych jest przesunigciem prostopadlym do tych plaszczyzn“. Por. P 4
§ IV. [p iv niech bedq plaszczyznami danemi; A, B, C trzema punktami
niewspotlinjowemi plaszczyzny p, a A, B, C’ punktami do nich syme-
trycznemi wzgledem plaszczyzny v. Plaszczyzna A’B’'C’ jest rownolegla
do p. (P42, 31 § 11, PI5 § VI), proste BB i CC’ sq réwnolegle do pro-
stej AA" P II§VIit d), a AB, AC rownolegle do AB, AC (P 4, 18
§ V. Stad wypada, ze przesuniecic od A do A’ podporzadkowuje punkty
A, B', C’ punktom A, B, C (P 85 § VI, na réwni z izomerjg Vi A
wskutek czego — jezeli 7" = {ﬁ} — przeksztalcenie 7', “v. “u jest

z koniecznosci rownowazne ., albo tez tozsamosci (P35, 38 § VI). Ale
W pierwszym przypadku przesuniecie 7' byloby réwne v, co jest niedo-
rzecznosciq (P 36, § VI, P81 § II). A wigc musi by¢ 7—1. /v, =1,
czyli /v. /p.=T], — Zauwazmy, ze z réwnoSci /v ./ w=1T wypada
Av=T. /0 i /p=,/9.T, a stad znajdziemy z latwoscig:

P 6. — Tr. lloczyn odzwierciedlenia przez poprzedzajace je, albo na-
stgpujace po nim, przesunigcie prostopadie do plaszczyzny odzwierciedla-

Geomelirja elementarna. S
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jacej, jest takze odzwierciedleniem, a nowa plaszczyzna symetrji jest r16-
wnolegla do pierwszej“.

P 7. — Tr. ,Wypadkowa dwuch obrotéw, wykonanych dokota dwuch
prostych rownoleglych, jest w kazdym razie obrotem albo przesunigciem®.
Por. P 3. [Mozna tu powtdrzy¢ to samo rozumowanie, ktére bylo podane
w P 8, azeby przyj$¢ do wniosku, ze QP = 7. 7o i ze plaszczyzny
2 i B nie mogg si¢ z soba pokrywac¢ (tamize). O16Z stosownie do tego,
czy te plaszczyzny przecinajg si¢ wzdluz prostej, czy tez sqg do siebie ro-
wnolegle — iloczyn (. 7« jest obrotem (P 4 § IV) albo tez przesunig-
ciem (P 5)].

P 8. — 7r. ,kaczac w jakimkolwiek porzadku dowolny obrét z prze-
sunigciem prostopadlym do osi tego obrotu, otrzymamy jako wy-
padkowq obrét dokota osi, rownolegiej do pierwszej“. [W zaloZeniu P 7
obierzmy na osi u obrotu P jakikolwick punkt B i oznaczmy przez B
punkt @ B. Jezeli plaszczyzny = i § sq do siebie réownolegte, wtedy ilo-

czyn QP jest réwnowazny ‘g (tamze i P 36 § VI), wskutek czego

QJ{BFI P~ aP=0Q"!, }g! Ale (jak to kazdy moze sprawdzic),
jezeli dany jest jakikolwiek obrét P—' dokota osi u, oraz przesunig-
cie %gli, prostopadte do u: wtedy mozna zawsze wyznaczy¢ prostq v ro-
wnolegla do « i obrét @ dokola v w taki sposdb, azeby iloczyn P byt ro-
wny lg;, it d.].

P 9. — Df. ,lzomerjg, ktéra powstaje przez polqczenie jakiegokol-
wiek obrotu z nastepujacym po nim odzwierciedleniem za pomocq plaszczy-
zny prostopadtej do osi, nazywac¢ bgdziemy «przeciwobrotem»*. — Te
dwa dziatania, ktore oznaczymy np. przez R i S, sq przemienne; to znaczy
SE = RS [o czym czytelnik sam si¢ moze przekonac¢]. Wskutek tego «prze-
ciwobrot» mozna tez okresli¢ jako ,iloczyn odzwierciedlenia przez obrot do-
kota osi prostopadiej do plaszczyzny odzwierciedlajacej“. — Zauwazmy,
ze jezeli r oznacza o$ obrotu I, a s plaszczyzng, za pomocy ktérej wy-
konywamy odzwierciedlenie S, to przeciwobrét 8 R, czyli RS, pozostawia bez
zmiany punkt 5 (P 23, 31 § ), kiory tez jest jedynym punktem tautolo-
gicznym wzglgdem tego przeksztalcenia [czytelnik sam sprawdzi]. — Jezeli
I jest potobrotem (P 7 § IV) dokola r, wiedy przeciwobrot S I2 bg-
dzie jednoznaczny z rownoodwrotnoscia wzgledem punktu rs.
Oznaczmy ten punkt przez O. Podobieiistwo 0. s pozostawia bez

——
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zmiany kazdy punkt prostej r i kazdq ptaszczyzne, przechodzacq przez r,
ale zmienia potozenie punktow plaszczyzny 5; to podobieristwo jest pél;
obrotem (P 30, 23, 10 § IV), gdyz rozni sie i od tozsamosci i od odzwier-
ciedlenia za pomocq plaszczyzny, przechodzacej przez r (P 56 § ll). A wiec
O./3=/r, ayli /O= /r. /3. |

P 10. — 7r. ,Kazda izomerja, ktéra ma punkt tautologiczny, ale tyl-
ko jeden, jest przeciwobrotem®. [Zauwazmy przedewszystkim, ze iloczyn
odzwierciedlenia za pomocy jakiejkolwiek plaszczyzny przez pé6lobrot
dokota osi, kiéra przecina te plaszczyzng, ale w niej nie lezy, jest ro-
whowazny przeciwobrotowi (majgcemu o$ na tej plaszczyzinie). Por. P 4.
W rzeczy samej, oznaczmy plaszczyzng, o8 i punkt, o ktorym mowa,
przez =, s i O; s niech oznacza plaszczyzne przechodzgcg przez s i pro-
stopadla do = (P 54 § Il), r prosta prostopadta do s w punkcie 0,
a T plaszczyzng rs, ktéra na pewno jest rézna od = bedzie wiec na za-
sadzie P 86 § W: “s. /z= (/3. /7). /z. Z drugiej strony przeksztat-
cenie zlozome 7. /= jest réwnowazne pewnemu obrotowi R dokota
prostej r (P 4 § IV), a wigc /s. /== /5. R; it d — Oznaczmy teraz
przez oJ izomerjg o jednym tylko punkcie tautologicznym; punktem tym niech
bedzie O. Obierzmy jakikolwiek punkt A rézny od O i zalozmy A’ = JA,
M= A \A"; oznaczmy dalej przez s prosta OM, albo tez prosta prostopa-
diq do AA" w punkcie O, zaleznie od tego, czy punkt M jest rézny od O,
czy tez pokrywa si¢ z O (co nastgpuje wtedy, jezeli punkty 4, A’ 54 wspot-
linjowe z 0). Punkty A i A’ sq wiec do siebie symetryczne wzgledem s
(P36 §IV,P548§1,P5§Ilit d) Ot6z poniewaz iloczyn /5.0
pozostawia bez zmiany punkt O i punkt A, musi wiec by¢ albo tozsamo-
scig, albo odzwierciedleniem za pomoca jakiej$ plaszczyzny =, przechodza-
cej przez te dwa punkty, albo wreszcie obrotem P dokola prostej OA
(P 22 —24, 30 § IV). Pierwszy z tych trzech przypadkow doprowadzitby
odrazu do J = /s, a trzeci do J = /s. P; przeto przeksztalcenie J by-
loby obrotem (P 7 § IV, P 3), co jest sprzeczne z zalozeniem (P 23 § 1)
Pozostaje przypadek drugi, w ktérym J = ’s. /= Wtedy, ze wzgledu
na poprzednig uwage, J jest przeciwobrotem, o ile tylko prosta s
nie lezy na plaszezyznie =; ale w przypuszczeniu, ze s lezy na =, kazdy
punkt tej prostej bytby tautologiczny wzgledem o (P 4), co si¢ sprzeciwia
zaloZeniu]. — Wskutek tego:

I" Il. — 7r. ,lzomerje, majace punkty tautologiczne, sq: tozsa-
mosc, symetrja wzgledem plaszczyzny, obrét i przeciw-
obrét —i tylko te*. — Oprécz tego:
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P 12. — 7Tr. ,Wypadkowa jakiegokolwick obrotu z poprzedzajacym
oo albo nastgpujacym po nim odzwierciedleniem za pomoca plaszczyzny,
przecinajacej jego o$ (ale nie przechodzgcej przez tg o§) jest zawsze prze-
ciwobrotem*. [Niech bedzie I obrotem, o kitérym mowa, r jego osig,
= plaszczyzng odzwierciedlajacg, O punktem r=z. Izomerja “=. R nie
ma punktéw tautologicznych, z wyjatkiem punku O. W rzeczy samej,
plaszczyzna biegunowa jakiegokolwiek punktu A, nie lezacego na osi r
i punktu RA przechodzi zawsze przez r, a wigc jest r6zna od =; przeto
RA~=A = a zatym (RA) =z~ =A. 1 podobnie kazdy punkt B osi r,
rozny od O, pokrywa si¢ z punktem RB, ale jest rézny od punkiu B /=
przeto RB~ =B . To samo wypadnie wzglgdem izomerji R . ‘m;
wystarczy wiec powola¢ si¢ na P 10].

P 13. — 7r. ,Odzwierciedlenie za pomoca plaszczyzny nie moze by¢
rownowazne iloczynowi izomerji przez siebie sama“. [Niech bedzie = ja-
kakolwiek ptaszczyzna; dowiedziemy, ze zaloZenie J*= =, gdzie J ozna-

cza jakakolwiek izomerjg, jest w sprzecznosci z P Il. Jezeli A jest punktem
dowolnym plaszczyzny =, a A" = JA, wtedy punkt JA" musiatby si¢ po-
kry¢ z punktem A, gdyz J(JA)=J2A=A ==A (P 3l § ll); a wigc
punkt A A" bylby tautologiczny wzgledem ./ (P 42,43 § I; P 8, 36 § IV).
Ale J nie moze by¢ tozsamoscig, ani odzwierciedleniem, ani
obrotem, gdyz w takim razie przeksztalcenie JJ* byloby tozsamoscig lub
obrotem (P I i t. d), podczas kiedy = nie jest rownowazne zadnemu
z tych dziatari (P 81 § Il, P 8 § IV). .J nie moze tez by¢ przeciwobrotem,
bo gdyby bylo o = SR (P 9), wtedy wypadloby J* = SI.SR=SSER
(tamze) = 2. A wiec nie istnieje taka izomerja .J, dla kidrejby byto
J:= /7 (P ).

P 14. — T7r. ,Kwadrat izomerji nie moze by¢ réwnowazny przeciw-
obrotowi*. |[Istotnie, jezeli A oznacza jakikolwick przeciwobrot, wtedy za-
tozenie J?= A prowadzi do tej samej sprzecznosci, co i poprzednio,

gdyz A posiada jaki$ punkt tautologiczny O (P 9), a wiec izomerja JJ mu-
siataby pozostawi¢ bez zmiany punkt $rodkowy pomigdzy O i JO. Ale,
jezeli ma by¢ 4 =J°? to J nie moze by¢ ani tozsamo$cig, ani odzwier-
ciedleniem, ani tez przeciwobrotem, poniewaz .1 nie moze by¢ ani obro-
tem, ani tozsamoscig (P 23, § Il, P 9)].

P I5. — Tr. ,Kazde przesuniecie dowolnie obrane moze by¢ otrzy-
mane przez polaczenie pewnego przesunigcia z samym sobg“. Por, P 2.
[A, A" niech bgdg dwoma jakiemikolwiek punktami, M ich punktem Srod-
kowym. Poniewaz przesuni¢cie od A do M (P 35 § VI) przenosi punkt
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M na A" (P 39 § VI), przeto kwadrat tego przesunigcia podporzadkowuje
punkt A" punktowi 4; a wigc ‘j} |‘:Z" ?, na zasadzie P 37, 85 § VI|.

P 16. — 7r. ,Kazda izomerja, nic posiadajaca punktéw tautologi-
cznych, jest przesunmigciem, jezeli istniejg trzy proste rownolegie do siebie,
ale nie wspolplaszczyznowe, z ktérych kazda zostaje przeksztalcona na sie-
bie sama“. [Niech beda u, v, w trzema prostemi, a I izomerjg, o ktérej
mowa w twierdzeniu. Jezeli na plaszczyzinie prostych réwnoleglych u, v
obierzemy punkt A, nie lezacy na zadnej z tych prostych i oznaczymy
przez A" punkt I'A, to prostopadle, poprowadzone z tych punktéw do
prostej tauiologicznej u przecinaja te¢ prosta w dwuch punktach odpowia-
dajacych sobie P i P’, a odpowiednie pary punktéw (AP) i (A'P’) beda
do siebie przystajace (P 86 § IV). Ale punkty A i A" lezg po tej samej
stronie prostej #, poniewaz I pozostawia bez zmiany kazda z dwuch pél-
ptaszczyzn, na kiére prosta # dzieli plaszczyzne tautologiczng uwv (P 44
§ lll), gdyz jedna z tych polplaszczyzn, zawiera prostg tautologiczng v
(P 4 § VI). A wigc prosta AA" bedzie réwnolegta do # (P9 § VI i t. d.)
i wskutek tego bedzie tautologiczna (P 6 § VI). Podobnie jakikolwiek
punkt B, nie lezacy na plaszczyznie uw, zostaje przeksztalcony za pomocy
I na punkt B, ktéry lezy z punkiem B po tej samej stronie plaszczy-
zny uv, gdyz I zamienia kazdq poélprzestrzen i t. d. na siebie samg, po-
niewaz w jednej z nich lezy prosta tautologiczna w (P 20, 21 § VI); a wiec
i w tym przypadku znajdziemy (prowadzac z punktow B i B’ prostopadie
do ptaszczyzny tautologicznej uw, i t. d.), ze prosta BB’ jest rownolegla
do prostych #, v i na réwni z nimi tautologiczna. A wiec wszystkie pro-
ste réwnolegle do u sq tautologiczne wzgledem [I. Z drugiej strony dwie
jakiekolwiek, ale rézne od siebie proste odpowiednie, np. AB i A'B’, leig
zawsze w jednej plaszczyznie i nie spotykajg sig, gdyz gdyby mialy punkt
wspolny, wtedy prosta tautologiczna, wychodzgca z tego punktu, przecigla-
by te dwie proste w dwuch punktach odpowiednich, ale pokrywajacych sig
z sobg; pozostaje wigc tylko powotac¢ sie na P 36 § VI].

P 17. — Df. ,lloczyn z przesunigcia przez odzwierciedle-
nie za pomocq plaszczyzny rownoleglej do tego przesunigcia nazywa sig
«przeciwprzesunieciem»“. — Albo tez (poniewaz te dwie skladowe
mozna przestawic, jak o tym czytelnik moze si¢ przekonac): «przeciwprzesu-
nigcie» oznacza ,iloczyn «odzwierciedlenia» przez «przesunigcier rownole-
gle do plaszczyzny odzwierciedlajgcej*.
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P 18. — 7r. ,Jezeli plaszczyzna = jest jakakolwiek, a punkty A, A’
sq rozne od siebie i lezgq albo na prostej, réownoleglej do plaszczyzny =,
albo tez na plaszczyinie =, — wtedy przeciwprzesunigcie « /= . ‘iﬁ z jest
izomerja, ktora nie pozostawia zadnego punktu bez zmiany, ale odwzo-
rowuje na sobie samej kazdq prosta plaszczyzny = rownolegly do AA’
(albo pokrywajaca si¢ z AA’), a takze kazda plaszczyzng, prostopadig do =
i przechodzacq przez kitérakolwiek z tych prostych. Oprocz tylko co wy-
mienionych, niema prostych ani plaszczyzn tautologicznych, a obie strony
plaszczyzny = zamieniajg si¢ jedna na drugg“. 1t. d.

P 19. — 7r. ,lloczyn odzwierciedlenia przez pcprzedzajace je, albo
nastepujace po nim przesunigcie uko$ne wzgledem plaszczyzny odzwier-
ciedlajgcej, jest przeciwprzesunigciem®. Por. P 6 i P 17. [Niech
bedzie = plaszczyzng odzwierciedlajaca, a B jakimkolwiek punktem na nigj
lezacym. Przesunigcie jakkolwiek dane przeksztalca punkt B na jakis inny

unkt B’ (rézny od B), moze wigc by¢ oznaczone przez B (P 36 § V)
p y B

Podiug zalozenia prosta BB’ nie jest prostopadita do =, ani tez nie lezy
na plaszczyznie =: a wigc plaszczyzna rownoleglta do = i nie przechodzaca
przez punkt B musi przecig¢ prostopadiy, poprowadzona z punktu B do
plaszczyzny =, w jakims punkcie B” réoznym od B i od B’. Otoz iloczyn

B B B B : \si-
z IB‘ przez 'IB,,lPalbo z |B] przez lB} jest rownowazny z przesu
nieciem od B do B’ (P 87 § VI), wskutek czego 1% l SE= Ig] : lB g o A0

Z drugiej strony przeksztatcenie ;%"I . /= jest rownowazne odzwierciedle-
niu za pomocg pewnej plaszczyzny 7 rownoleglej do = (P 6); a wige
{g}./q:=‘g:,}. /1 ale to jest przeciwprzesuniecie (P 17), poniewaz
prosta B'B” jest rownolegta do y (P 20, 15 § VI). — W podobny sposéb
P g‘ = /&. [‘%ﬁ} : lg:,l = AP [g(l gdzie p oznacza pewng plaszczy-

zne réwnolegly do =].

P 20. — 7r. ,Zadne przeciwprzesunigcie nie jest kwadratem izomerji*,
[Gdyby kwadrat jakiejkolwiek izomerji I byl przeciwprzesunigciem

«/%. {j’%n (P 18), wtedy kazda prosta p plaszczyzny = réwnolegla do pro-

stej AA I(albo pokrywajaca sie z nig) musialaby odwzorowacé sie¢ przez I
na sobie samej, albo tez na innej prostej tej samej klasy; gdyz fakt:
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I*p-—=p (PI8) pocigga za soba, ze i prosta I'p jest tautologiczna wzgle-
dem I* A wigc plaszczyzna = bylaby tautologiczna wzgledem 1, a obie
polprzestrzenie, kiore ta plaszczyzna wyznacza, odwzorowywalyby sie przez
I badZz kazda na sobie samej, badZz jedna na drugiej, a wigc bylyby
w kazdym razie tautologiczne wzgledem I% co by¢ nie moze w przy-
padku przeciwprzesunigcia (P 18)].

P 2. — Df. ,Nazywamy <ruchem $Srubowym» wypadkowg ja-
kiegokolwiek obrotu i poprzedzajacego ten obrét albo nastepujacego po
nim przesunigcia, réwnoleglego do osi obrotu“. Zauwazmy, ze przesunie-
cie od A do A" (jezeli A i A’ sq punktami réznemi od siebie) jest prze-
mienne z kazdym obrotem dokota prostej AA'.

P 22. —- 7r. ,Ruch §rubowy nie ma punktéw tautologicznych, a je-
dyng jego prosty tautologiczng jest o$“. [Jezeli oznaczymy przez R i T
skladowe jakiegokolwiek ruchu $rubowego, to latwo si¢ przekonamy, ze
ten ruch Srubowy nie moze pozostawi¢ bez zmiany zadnego punktu osi r
obrotu /& (P23 § Il, P 36 § VI), ani tez zadnego punktu lezacego ze-
wnatrz osi, poniewaz spodek prostopadtej, poprowadzonej z takiego pun-
ktu tautologicznego do osi, musialby sam by¢ tautologiczny. 7' R nie
moze tez zamieni¢ na siebie samgq zadnej plaszczyzny, ktéra przecina pro-
stq # w jednym punkcie, albo jest do niej réwnolegla; ale jezeli jedna
plaszczyzna przechodzaca przez r odpowiada samej sobie, wtedy wszystkie
plaszczyzny, przechodzace przez te prosta, bedq tautologiczne, a skladowa
R bedzie potobrotem (P 8, 10 § IV, P36 § VI i t. d). O$ r obrotu R
jest napewno tautologiczna; ale nie moze by¢ tautologiczna zadna prosta,
przecinajgca r ani tez réwnolegta do r. Gdyby za$ jakas prosta skosna
do r byla tautologiczna, wtedy bylaby tez tautologiczna plaszczyzna, prze-
chodzgca przez tg prostg i réwnolegta do ». I t. d.].

P 23. — 7r. ,Istnieje zawsze taki ruch Srubowy, ktérego kwadratem
jest dany ruch srubowy“. [Wiemy, ze jedna ze skladowych R i 7' jakie-
gokolwiek ruchu Srubowego jest kwadratem pewnego obrotu P dokota tej
samej osi r (P 2), druga zas kwadratem pewnego przesuniecia &' wzdluz r
(PI15); a wigc TR=GGPP=GPGP (P 2l) = (GP):?.

P 24. — T7r. ,lloczyn kazdego obrotu przez jakiekolwick przesunigcie
ukosne do osi obrotu jest zawsze ruchem $rubowym (dokola pewnej osi,
ktora jest do pierwszej réwnolegta). Por. P 8 i P 21 [Rozktadamy

wzmiankowane przesuni¢cie na dwa przesuniecia: ‘[;3} i {g}, z ktorych




— 120 —

jedno jest prostopadle, drugie réwnolegle do osi obrotu, jak w P 19 (przy-

czym B oznacza punkt, lezgcy na osi), nastepnie bierzemy pod uwagg
P 8, 2I].

P 25. — T7r. ,Kazda izomerja, nie majgca punktéw tautologicznych,
jest z koniecznosci albo przesunigciem, albo przeciwprzesunie-
ciem, albo ruchem Srubowym“ Por. P I. [Jezeli taka izomerja Z
odwzorowuje punkt A w punkcie 4’ wtedy, poniewaz iloczyn z I przez
przesunigcie od A° do A pozostawia punkt A bez zmiany, przeto moze by¢
tylko albo 1) tozsamoscig, albo 2) odzwierciedleniem, albo 3) obrotem,

albo wreszcie 4) przeciwobrotem (P 1I). W 1-ym przypadku 1.4] I=1,
a wigc nasza izomerja jest rownowazna przesunieciu |ﬂ| (P 35 § VI).
W 2-im przypadku ﬁ,}.1=/¢: (gdzie = oznacza pewng plaszczyzng,

przechodzacq przez A); a wiec I = ‘ﬁ} . “=m, wskutek czego izomerja 1

bedzie albo odzwierciedleniem, albo przeciwprzesunieciem (P 6, 17, 19),
zaleznie od tego, czy plaszczyzna = jest prostopadita do prostej AA’, czy
tez nie; ale pierwszy rezultat bylby sprzeczny z zalozeniem. — W 3-im

przypadku I = {ﬁ' . &, gdzie R oznacza obrdt, ktorego o r przechodzi

przez punkt A, a wiec I moze by¢ tylko albo obrotem (P 8), albo ruchem
Srubowym (P 2l, 24); ale poniewaz I, podiug zatoZenia, nie ma punktow
tautologicznych, przeto rezultat pierwszy odpada, jak i poprzednio. —

W 4.ym przypadku

[ﬁ A =RS (P9), gdzie § oznacza odzwierciedle-

nie wzgledem plaszczyzny s, prostopadlej w punkcie A do osi obrotu r;

stad I = li}l - K. S. Ot6z, zaleinie od tego, czy 0§ r jest réwnolegla

do prostej AA’, czy tez nie, — iloczyn {j’} . R, bedzie obrotem P, (P 8)

albo tez ruchem $rubowym Q,7, (P 2l, 24) dokola innej prostej «# albo o,
rownolegiej do r, a wigc prostopadtej do 5. W ten sposéb I = P,. 8,
albo tez I = Q,.T,. 8= 0,. /¢ (P 6), gdzie g oznacza jakas inng pla-
szezyzng réwnoleglg do s; w obu tych przypadkach izomerja I bytaby
przeciwobrotem (P 9), co by¢ nie moze, gdyz I nie ma punktéw tautolo-
gicznych. 1t. d.]. — Stad wynika bezposrednio ze wzgledu na P |l:

P 26. — 7r. ,Tozsamo¢¢, odzwierciedlenie, obrét, prze-
ciwobrot, przesunigcie, przeciwprzesuniecie i ruch $ru-
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bowy stanowiq wszystkie izomerje; a wigc oprécz nich nie istnieje
zaden rodzaj izomerji“. Innemi slowy: Kazda izomerja pozostawia bez
zmiany albo 1) kazdy punkt, albo 2) wszystkie punkty jednej plaszczyznys
albo 3) wszystkie punkty jednej prostej (i tylko te punkty), albo 4) ma
tylko jeden punkt tautologiczny; lub tez nie ma punktéw tautologicznych
ale ma proste tautologiczne (koniecznie réwnoleglte), ktore 5) nie leiq
wszystkie na jednej plaszczyinie, albo 6) leza wszystkie na jednej pla-
szczyznie; lub wreszeie 7) nie ma punktéw tautologicznych, ma natomiast
jedna, ale tylko jedna, prostg tautologiczna (P 22 — 24, 30, 37, 38 § IV,
P38 § 6; PIO, 16, 17, 22, 25).

P 27. — Df. ,Sqa dwa rodzaje izomerji, $cisle odrozniajace sie
od siebie. Izomerje pierwszego rodzaju moga by¢ otrzymane jako kwa-
draty innych izomerji, a wigc sg takie, ze kazda z nich jest rownowazna
iloczynowi jakiejs izomerji przez siebie samg; kazda izomerja tego rodzaju
nazywa si¢ «ruchem» albo «przystawaniem». Izomerja drugiego
rodzaju, a wigc taka, ktéra nie jest kwadratem izomerji, czyli nie moze
by¢ otrzymana jako wypadkowa jakiej$ izomerji samej z sobg, nazywa sie
cprzeciwprzystawaniem» ). Izomerje pierwszego rodzaju, czyli
przystawania, sa: tozsamos¢, obrot (P 2), przesuniecie (P 15)
i ruch srubowy (P 23). lzomerje drugiego rodzaju, czyli przeciwprzy-
stawania, s3: odzwierciedlenie, przeciwobrét i przeciwprze-
sunigcie (P I3, 14, 20) Zauwazmy, Ze przeksztalcenie odwrotne

preystawania przystawaniem

do kaidegﬁ przumpr?}f.tm'ml'lj ]ESt znowu przccmprz)etaw.m]unf DOHiewaz z ro-
wnosci €' = [I* (gdzie I jest jakgkolwiek izomerjg) wypada zawsze
—1!= (I,

P 28. — 7r. ,Kazdy ruch, przy ktérym choé jeden punkt pozostaje
bez zmiany, jest obrotem (o ile nie jest tozsamoscig)“. — EULER,
Form. gen. pro translat corp. rigid. [P 36 § VI, P 22, 26, 27 i t. d.].

P 29. — 77 ,lloczyn dwuch lub wigcej jakichkolwiek przystawarn jest
znown przystawaniem®. [Poniewaz sq trzy rodzaje ruchu (pomingwszy
tozsamos¢), a mianowicie obrot, przesunigcie i ruch $rubowy, wypadnie

')} Kryterjum podziatu, ktére tutaj zostalo wprowadzone, jest (wedlug mnie) o wiele
dogodniejsze od zwyklego, opierajacego si¢ na pojeciu zwrotu figury przestrzennej — np.
trojscianu, czworoscianu i t. d.; — oprécz tego jest o wiele ogdlniejsze, gdyz nadaje sie
jeszcze (pomingwszy odmienne znaczenie terminéw, ktdre wypadnie przyjaé zamiast izomerji,
przystawania i t. d.) do innych podobnych zastosowan, jak np. do odréznienia homografji
i antyhomografji w Gieometrji rzutowej zespolonej,

—
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wige rozrozni¢ szes¢ przypadkow. lloczyn dwuch obrotéw byt juz
rozpatrywany w P |, 8, 7, jezeli osi pokrywaja sie, przecinajq sig, albo sy
rownolegle; pozostaje wiec zalozenie, e osi u i v obrotéw skladowych
P i Q sa prostemi skosnemi. Obierzmy na osi u jakikolwiek punkt A
i przyjmijmy A" = QA; iloczyn obrotu O, przez przesunigcie od A do A,
prostopadle do osi obrotu, jest obrotem 72, dokola innej osi w, réwnole-

glej do @ (P 8) i przechodzacej przez A. Wskutek tego {‘j,} .Q.P=R.P.

Druga strona tego réwnania jest nowym obrotem ¢, dokola jakiej$ innej
prostej 7, przechodzacej przez punkt A (P 3). A wiec . P'—-{ﬁ } G,

iloczyn QP bedzie zatym w kazdym razie obrotem, albo ruchem
srubowym (P 8, 21, 24). — lloczyn dwuch przesunig¢ bedzie zawsze
albo przesunigciem, albo tozsamoscia (P 37 § VI). — Dalej, P 8, 21, 24
rozpatrujg rozne zalozenia co do obrotéw, ktére poprzedza, albo po ktdrych
nastepuje przesuniecie. — Wreszcie kazde inne polgczenie (iloczyn dwuch
ruchéw srubowych, albo iloczyn ruchu srubowego przez przesunigcie, czy
tez przez obrét) moze by¢ zawsze rozlozone na iloczyn obrotéw i przesu-
nig¢, dzigki P 2I].

P 30. — 7r. ,Z polaczenia przystawania i przeciwprzystawania wy-
pada zawsze przeciwprzystawanie®, — [Gdyby przystawanie € w potacze-
niu z ptzeciwprzystawaniem A prowadzilo do przystawania €, gdyby wiec
bylo 4 €= ¢’, albo €A = C’, wtedy musialoby by¢ 4 = ¢’—! C,
albo 4 = €C-'¢’, gdzie €' znowu jest przystawaniem (P 27); to sie
sprzeciwia P 29].

P 3l — T7r. ,loczyn dwuch jakichkolwick przeciwprzystawan jest
przystawaniem® [lloczyn dwuch odzwierciedleri moze by¢ tylko albo
tozsamoscig, albo obrotem, albo przesunieciem (P 4 § IV, P 5). lloczyn
dwuch przeciwobrotéw S B S8’ R’ (P 9), —gdzie Si 8" oznaczaja od-
zwierciedlenia za pomocq dwuch jakichkolwick plaszczyzn sis’, a R i R’
sq obrotami dokola dwuch osi, odpowiednio prostopadtych do tych pta-
Szczyzn — jest réwnowazny iloczynowi R’(S’S) R (tamze), ktdérego kazdy
z trzech czynnikéw jest przystawaniem. — W podobny sposéb, jezeli
£ oznacza obrét dokota osi prostopadlej do plaszczyzny s, a T' przesu-
nigcie rownoleglte do plaszezyzny =, — to przeciwobrét s, R, w polacze-
niu z poprzedzajgcym go, albo z nastgpujacym po nim przeciwprzesunie-
ciem /z.7T (P I7), wytworzy przystawanie T(/®./3) R, albo R(/5.
/%) T (P 29 i t. d.). — Inne przypadki pozostawiamy czytelnikowi].

b
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P 82. — 7r. ,Dwie figury plaskie izomeryczne sg zawsze odpo-
wiadajqce sobie przez przystawanie“ [Jezeli izomerja, za pomocq
ktorej przechodzimy od jednej figury do drugiej, nie jest ]Jrzys.ta\w.:11@{113
to wystarczy wykona¢ po niej odzwierciedlenie na piaszc.zy;ch drugiej
figury (P 3l) i t. d]. — To usprawiedliwia nadanie nazwy figur «przysta-
jacych> figurom plaskim <izomerycznym» (P 36 § IV).

P33 — Tr. Jsinigie tylko jedno Snitepmyswwstie §s ktCTre ’mOZE
przcksztalci¢ jednoczesnie punkt A, wychodzacy z niego p‘mml_e n |AB
i ograniczong przez prosta AB polptaszczyzng (AB)(’, ’[g.dzae- A, B,
C sg punktami niewspollinjowemi) na punkt A’, promien |A'B’ i polgias_z-
czyzng |(A'B)C'“. [To wypada z P 39, 42 § IV przy uwzglednieniu
P 27, 30]. Stad wynika bezposrednio:

P 34. — 7r. ,Dwa Bsemen wania ), 2 ktorych kazde przenosi trojke
danych punktow niewspoétlinjowych na jedng i t¢ samg trojke punkiow,
sq sobie rowne“.
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§ VIIL

Zwroty prostej i kota. Odciete. Odwzorowanie prosiej za pomocg liczb rze-

czywistych, Odlegtos¢ dwuch punktéw. Cigglosé prostej.

o P l: — Df. ,Jezeli A i B sa punktami réznemi od siebie i je-
zeli X.jest jakimkolwiek punktem prostej AB, wtedy wyrazenie: «na-
stepujgce po X w zwrocie A— B, albo od A ku B» — w skréceniu
€G4,p X» — oznacza: 1) jezeli X nalezy do |AB, — figure « AB~> |AX »
ktora Powstaje z potprostej od A ku B przez wylaczenie z niej wszlystkicl;
pu'nktow odci'nka AX |5 2) jezeli X nie nalezy do |AB, — figure «|XA >t X
ktora powstaje z promienia od X ku A4 przez wylaczenie z nie'go samegc;
tylko punktu X. Patrz P 10, 29 § IlI“. — W ten sposdb okreslilismy pe-
wng funkcje albo przeksztalcenie s, , (nastepujace w zwrocie
A — B); znak tej funkcji, umieszczony przed znakiem ktoregokolwiek pun-
ktu prostej AB, wytwarza na tej prostej cata klase punktéow. Tak
otrzymane przeksztalcenie (prostej AB na klasy prostej AB), ktére ka-
zdemu punktowi X prostej AB podporzadkowuje punkty, oznaczone przez
545X, otrzymuje nazwe «zwrotu A — B», albo «zwrotu od 4 ku B». —
Zauwazmy, ze zwrot A — B jest wspélzmiennikiem pary (4, B)
wzglgdem kazdego podobienstwa. [ t. d. ’

. P 2. — 7r. ,W powyzszych zatozeniach, punkt X nie nalezy do s, ;, X;
czyli: ;aden punkt nie jest punktem nastepujacym po sobie samym. Obrécz,
tega. widoczne jest, ze 5434 =|AB > 1A, 5, 3, B=|AB ™ AB|; ze punkt
A nie nastepuje po zadnym z punktéw promienia |AB, ale ze kazdy in-
ny punkt. tego promienia nastepuje po A; ze jezeli punkt X nalezy do
AB, ale jest rozny od A, wtedy punkty po nim nastgpujace utworzq cien
punktu X z punktu A, z wylaczeniem poczatku X

: P 3 T Tr. ,Jakkolwiek beda obrane punkiy X i ¥ na prostej AB,
nie moze si¢ zdarzy¢, azeby jednoczesnic punkt ¥ nastgpowal po X

]
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a punkt X po Y w zwrocie A — B. Cazyli: niema takich dwuch punktow,
z ktorych kazdy nastepowalby po drugim w tym samym zwrocie“. [Jezeli
kazdy z punktow X i ¥ lezy na promieniu (AB, to zalozenia Yesy 5 X
i Xes, Y wyrazaja, ze ¥V nie nalezy do |[AX/|, ani tez X do AY | (P 1),
ze zatym A nalezy do XY (P15 § ll); ale to jest w sprzecznosci
z P 83 § ll, gdyz punkt A jest rézny i od X i od ¥ (P 2). — Jezeli X
lezy na promieniu |AB, ale ¥ na nim nie lezy, wtedy warunki: Yes, 3 X
i Xes,pY sa rowniez sprzeczne, gdyz pierwszy z nich wymaga, azeby
punkt ¥ lezat na promieniu AB jak i X (P I). — Jezeli wreszcie zarowno
X, jak i V¥ leza zewnatrz promienia |AB i, co za tym idzie, sa rozne
od A, — jezeli wigc ¥ lezy na AX, a X na |AY (P 36, 34 § ) — wtedy
jednoczesne zatozenia ¥e XA @1t X i Xz YA~V (PI) doprowadzityby do:
YelAX|wtA®tX i Xe|AY|®tA~ Y (P 31 § W), co sig sprzeciwia
P 12 § Hi].

P 4. — 7r. ,Jezeli A, B sy punktami roznemi od siebie, a X, V
punktami prostej AB rowniez nie pokrywajgcemi si¢ z soba, wiedy nasia-
pi¢ musi jedno z dwojga: albo punkt ¥ nastgpuje po X, albo X po ¥,
w zwrocie A — B*. [Jezeli jeden z dwuch punktéw X, Y pokrywa si¢ z 4,
wtedy prawdziwos¢ twierdzenia jest juz skonstatowana w P 2; mozemy
wiec przyja¢, ze punkt A jest rozny od X i od Y. Ot6z, gdyby cba te
punkty lezaly na promieniu AB, wtedy albo punkt } lezalby na |AX|,
albo tez X na AV (P 83 § II); w pierwszym przypadku punkt X
bytby wylaczony z |AY| (P12 §Ill), ale lezalby na |AB, bytby wigc a4, Y
(P 1); podobnie w drugim przypadku punkt ¥ bylby 55 5 X. — Gdyby da-
lej jeden tylko z punktéw X, ¥, np. punkt X, lezal na promieniu AB,
wtedy punkt Y bylby zewnetrzny dla |AX|, a X dla |AY| (P 34, 29 §1I);
a wiec punkt A lezalby miedzy X i ¥V (P 15,10 §lll), a zatym X
na promieniu YA (P 29 § I, skad: Xz3,,Y (P I). — Przypusémy wre-
szcie, ze oba punkty X, Y leza zewnatrz promienia |AB; wiedy punkt Y
lezatby na promieniu AX (P 36, 34, § Ill), a wigc albo punkt ¥ nalezaiby
do AX/, albo X do |AY| (P 33 § llI); a wigc albo ¥ do XA, albo tez
X do YA (P29 § Ill), a to znaczy tylez, co «Yz3,4 5 X albo Xe5 .Y
(P D]

P 5. — Tr. ,Jezeli sq dane punkty A i B jak wyzej i jezeli X, V sg
takiemi punktami prostej AB, ze Y nastgpuje po X w zwrocie 4 — B, wte-
dy wszystkie punkty nastgpujace po ¥ nastgpujg tez po X, czyli figura
54V jest zawarta w figurze s, 5 X [Jezeli punkt X pokrywa si¢ z A,
wiledy wystarczy powola¢ si¢ na P 2, gdyz figura |AB AY| lezy caiko-
wicie na |[AB~ tA. Niech wiec bedzie punkt X rozny od A i niech z po-
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czatku nalezy do promienia | AB. Poniewaz podiug zatozenia Yz AB o~ AX
I{P ), a A e |XY| (P 83 § III}’, przeto punkt X musi naleze¢ do odcinka
AY| (P15 § lll), a zatym odcinek |AX| musi by¢ zawarty w AV| (P 19
§ I!I). A wiec [AB |AY|5|AB® |AX|, czyli s, 8Y 345X, — Przy-
puscémy fteraz, ze punkt X nie lezy na promieniu |A;'§. Wteci;gd]e.l kazdeyo
punktu Z, lspelniajacego warunek Ze ABotA bedzie AZ = |AB (P §4
§ Il a wige punkt Z nie nalezy do |AX/|, ani tez X dol .JZ iP 29 § 1l
ale A nalezy do XZ (P I5 § I); przeto Z nalezy do XA, a wi-’c‘
|AB;)!XA.. Jezeli wigc punkt ¥ lezy na AB, wtedy ‘3;;_.5-}/:);1\ :X’ (P :‘J
fAle moze si¢ zdarzy¢, ze punkt Y lezy na | XA ~ |AB; 'wtedy _‘)?N: I}’A'.
i Ace XY (P 33, 86 § lll), a wiec Ve XA| (P 15§l i wskulck' tcg0|
VA|5|XA| (P19 § ). Z drugiej strony przypuszezenie: A= YT pocig-
ga 7. ilobz} dla kazdego punktu 7: Az X7 (P 14 § mf'wobgc th:-
0, 7Ze o g 4l = ( i ;

EA’#YDGA’BX‘;;;) i)]_ A wigc (YA XA (P29 §1) i, co za tym idzie:

_ P .6'._ Df. ,Pozostawiajac bez zmiany gléwne zalozenia o 4, B, X
(P l),. mowimy, ze punkt ¥ prostej AB «poprzedza X» w zwrocie ’A > B
]EZE.]I punkt X nastepuje po ¥V w tym samym zwrocie. A wiec wyra-’
zenie: «<poprzedzajqcy w zwrocie A— B» oznacza przeksztatcenie
odwrotrz.:? do O, Patrz P I“. — Twierdzenia P 3, 4 pozwalajg odrazu wy-
irgwakdéﬁ w;;osilziezle: apur:kt X p.oprzedzaja te wszystkie punkty prostej

: s " . S e :
e ng; 0 54,pX i nie pokrywaja sie z X, i tylko te“.

; 'P 7 = Tr. ,Figura «<poprzedzajaca X w zwrocie A — B»
nie m%m sig od figury «nastepujgcej po X w zwrocie B — A».
Albo, inaczej mowigc, przeksztalcenie odwrotne do a4, jest réwnoznaczne'
.zc zwrotem B - A: s, 5 =10, ,“, [Ze wzgledu na P 6, figura «poprzedza-
jaca X' w zwrocie A— B», — czyli 53, X> — nie jest niczym innym
jak «AB ™oy s X ot Xu.  Jezeli wigc (jak to na poczatek za§02ymy5
X:z|AB 1t A, to figlfra 55, X jest dopelnieniem ') cienia punktu X zpun-
ktu A .(P 2, 6), a wigc pokrywa sie z figura « XAt X» P 29, 30 § Hi).
f{ﬂpomewaz Awoe XB. (P 83 § W), przeto kazdy z dwuch warunkow

¢ BY|, Az | XY bedzie, w stosunku do Y, nast¢pstwem drugiego (P 14
§ I); stad —w zalozeniu, ze punkt X nalezy do |AB| i uwzgledniajgc
P 18, 20, 29 § Il — znajdujemy: | XA ot X=|BA ~ |BX|, przeto 55 4 X =
BA ~ |BX|=554X (P), co jest jeszcze prawdziwe i plrzy X= A;LE;P 2)

') [do linji prostej, przyp. ttum.).
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Ale moze sie rowniez zdarzyé, ze X nalezy do |AB <~ [AB. W takim
razie Bz XA| (P 29, 10 § W), a zatym | XA = XB (P29, 34 § I,
wiedy 5. X, co (jak widzielismy) jest rownowazne XA « tX, pokrywa
sie z XB~tX, czyli z 554 X (P I), gdyz punkt X nie nalezy do |BA
(P 29, 30 § Ill). — Jezeli dalej punkt X nie nalezy do |AB, a wigC
X= BA (P80 § I, wtedy figura 5,5 X, -— ktora jest rownowazna z AB ™
' XB (P 1, 6) wobec tego, ze B> ¢ AX|, a X~ = |AB| (P 29 § lll), tak Ze
A:z|XB (P 15§ W) i, co za tym idzie, XA = |XB (P 84 § lll) — nie ro-
ni sie od figury BX = |BX|, czyli od 554X, gdyz tak jedna, jak i dru-
ga, dotaczona do X, tworzy cienn punktu X z punktu B (P 29, 30 § Iil).
I t. d]. — Za pomoca rozumowania zupetnie podobnego do powyzszego
dowiedlibysmy jeszcze, Ze:

P 8 — 7r. ,Jezeli punkty A, B, X sq dane jak wyzej i jezeli obie-
rzemy na prostej dwa nowe punkty A" i B’ tak, ze punkt A" poprzedza B’
w zwrocie A — B: wtedy zwrot 5,4, nie rozni si¢ od zwrotu 5,5, a WigC
54w X = 34,3 X dla kazdego X“. — Z tego powodu i z uwagi na P 4, 7:

P9 — Tr. Jezeli C i D sq punktami dowolnemi prostej AB, ale
nie pokrywajacemi si¢ z sobg, wtedy zwrot C — D pokrywa sig ze zwrotem
A — B albo ze zwrotem B — A“. — Ostatecznie wigc kazda prosta ma
dwa zwroty rézne jeden od drugiego, ale nie wigcej niz dwa; ze wzgledu
na P 7 nadaje si¢ tym zwrotom miano «przeciwnych» jeden drugiemu.

P 10. — 7r. ,W zatozeniu P 8 klasa punkt6w, kidre nastepuja po A’
ale poprzedzaja B' w zwrocie A — B, sktada si¢ z punkiow lezacych mig-
dzy A" i B'“, [gdyz punkty te sa punktami wspélnemi dwuch figur:
A'B o tA i |BA B (P 31§, czyli punktami wspolnemi klas
su A i 5p,0 B (P 2), ktore si¢ nie réznig od a,,5A’, 5548 (P 8)]. —
Zauwazmy jeszcze, Ze:

PIl. — 7r. ,Przesunigcie, w kiérym prosta porusza sig wzdtuz
sicbie samej, nie zmienia ani jednego ani drugiego zwrotu; natomiast ka-
7da symetrja prostej do siebie samej (o ile tylko nie odzwierciedla ka-
zdego punktu na sobie samym), zamienia zwroty jeden na drugi®. [Wy-
starczytoby dowie$¢ czesci drugiej, gdyz kazde przesunigcie jest iloczynem
dwuch odzwierciedlen (P 5 § VIl i t. d.); ale pozostawiamy to czytelni-
kowi. — Zauwazmy jednak, ze jezeli A’ jest punktem dowolnym promienia
|AB, z wylaczeniem jego poczatku, to przesunigcie od A do A" (P 85 § Vi)
podporzadkowuje punktom A i A" punkty A" i A “A" (P 39 § V), a wigc
zamienia zwrot A — A" na zwrot A’— A A" (P 34 § VI, P 1), przez co
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nie zmienia s, ,, gdyz — przyjawszy A" = A /A" — bedziemy mieli:
A" = |AB ~ A4’ (P 34,29, 12 § 1), a 2atym s, =15, v =5, . (P 2, 8)].

P12, — Df. ,0, A, B niech bedg trzema punktami niewspotlinjowe-
mi i punkt B niech bedzie oddalony od O jak A; k niech bedzie kolem
przecigcia plaszczyzny OAB 7 kulg przez A dokota O. Nazywac bedziemy
«potkolem od A przez B o srodky O» — albo krocej: «O(AB» — klasg
punktéw wspélnych kota £ i potplaszczyzny «przez OA ku B»;
a «tukiem (AB) o Srodku O» — albo krécej: «O(AB)s — nazywac¢ be-
dziemy klase¢ punktow wspolnych kota %k i kata ptaskiego wy-

pukltego O.A4B. — Punkty A i 4 70, albo A i B, nazywaja sie «ko#-
cami» poétkola O(AB i tuku O(AB). Punktami cwewnetrznemi»
jednej lub drugiej figury nazywac si¢ beda te jej punkty, ktére sie nie po-
krywajg z jej koricami, Punkty wewnetrzne luku O(AB) lezg «migdzy
A'i B na kole k» (przyczym punkty A, Bi O musza byc niewspotlinjowe).
[t d.“ Patrz P 39, 47 § lll; P 45 §lit d

P 13. — Df. ,Jezeli punkty O, A, B sq dane jak wyzej, aAd' = A /0,
B =B 70 i jezeli X jest punktem dowolnym kola k (a wigc nalezgcym
do klasy OAB ~ A, jak poprzednio), wtedy przez wyrazenie «nastepujqce
po X w zwrocie A — B wzgledem srodka O»—albo przez symbol «s5g4, 4, » X—
rozumiemy: 1) klase punktow wewngtrznych pélkola O (AB, albo potkola
O(A'B" — jezeli punkt X pokrywa sie z A albo z A’y 2) klase punktow
wewngtrznych potkola O (XA’ — jezeli X jest punktem wewnetrznym pot-
kola O(A4B; 3) klase punktéw wewngtrznych potkola O (XA — jezeli X jest
punktem wewnetrznym pétkola O(A'B'. — “Poprzedzajqcym punkt X»

(Wzwrocie A— B wzgledem srodka 0) nazywa si¢ kazdy punkt, po

ktérym nastepuje punkt X. Patrz P 12 i por. P I, 8. — Poniewaz kolo %
jest sumgq logiczng dwuch potkoli O(AB i O(A'B’ (P 39, 44 § IIl), przeto
okreslilismy tym Sposobem pewne «przeksztalcenie kola na samo siebie»
(a wlasciwie kola £ na klasy kota k), ktéremu nadajemy nazwe «zwrofy
A= B wzgledem srodka O» i symbol <34 4 p». Jezeli jeszcze wezmiemy pod
uwage, Ze okreslenie powyzsze jest symetryczne wzgledem obu par punktéw
(4, B) i A, B), wiedy bedziemy mogli odrazu wyprowadzi¢ wniosek,
28 80,4, =069 . p, czyli, ze rownoodwrotnosé wzgledem srodka kola nie
zmienia jego zwrotéw.-—ZauwaZmy jeszcze, ze zaden punkt kota £ nie
nastgpuje po sobie samym w zwrocie A — B wzgledem $rodka O. 1t. d.

P14, — 7r. Jezeli w tych samych zatozeniach punkt ¥ nastepuje po
X w zwrocie A — B (wzgledem $rodka 0), wtedy punkt X napewno nie be-
dzie nastepowal po V¢, Por. P 3. [Niech bedzie X' = X /0, ¥ = Y. /0,

——

A
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Jezeli X=A, a wigc Y:O(AB~>tA~tA" (P I13), wtedy punkty X i 1-1:
lezag po stronach przeciwnych prostej OV r.P3_8 § i); ]1.r2{;:t0 pun.kt X,
jako nie nalezacy do pélplaszezyzny |(OY)A’, nie jlzgze leze¢ na potkolu
O(YA" (P 12), czyli X ~ca04,2Y (P 13). Jezeli X jest pun_ktem wewne-
trznym potkola od A przez B (o $rodku O), wtedy pun}kt’ ¥, jako nastepu-
jacy po X, musi by¢ punktem wewnetrznym %u]«fu 0 (XA, albc; punktem
wewngtrznym luku O (A'X"), albo tez pokrywa sie¢ z punktcm‘ A (P_. 13) —
gdyz O(XA'=0(XA)~ O(A'X") dla kazdegvo X (P12 i te d.).‘ Ale
w pierwszym przypadku punkty X i A’, w drugim pur?kty Xid Iez'a po
stronach przeciwnych prostej OY; a wigec punkt X nie nalej&y do poik{?la
O(YA’, albo nie nalezy do potkola O (YA (P IZl); natomiast w trzecim
przypadku X wypadnie poza polkolem O(}*’Q’, a wu;c’ we wszys‘tklch) trzech
przypadkach X © =5, 4 Y. — Jezeli wreszcie Y= A’y albo 1@::, lc.zy v.e
wnatrz potkola O (A'B’, wtedy mozZemy powroc.lé do prz:ypad’]\'u‘»?r juz roz-
wazonych, przestawiajac A z A" i B z B (P 13)]. — Rowniez latwo
dowiesé, ze:

P 15. — Tr. ,Jezeli obierzemy na kole £ dwa punkty Xi ¥ jakicko]w}iek,
ale rozne od siebie i nie symetryczne wzglgdem O, wtedy je.dno z dwojga:
albo punkt V bedzie nast¢powal po X, albo punkt X qu?le. nast¢powal
po Y w zwrocie A = B (wzgledem srodka O)“, Por. ‘P 4, [Jezeli X 1_)0krywa
si¢ z punktem A, wiedy prawdziwos¢ twierdzenia jest od razu w1d0cznf1,
gdyz punkt 4 poprzedza kazdy punkt wewnqﬁrz’n}’r dla O(AB 1 qastqpule
150 kazdym punkcie wewnetrznym dla O(A'B° (P 18). Jezeli [jazdy
z punktow X i Y jest wewnetrzny dla pé%ku]? O (AB, wiedy Punkt Y na-
stgpuje po X, albo X nast¢puje po V., zalczme' od tego czy YV lezy 13a.lu-
ku O(XA), czy tez na O(AX); istotnie, w drugim przypadku. punkty A I_X,
zarowno jak A, A', leza po stronach przcciwx_lych prostej O}’ a wigc
X i A’ po tej samej stronie; przeto Xz O(YA" i t. d. Przypusémy dalej,
ze punkt X jest wewngtrzny dla pétkola O (AB, a punkt ¥V wewpqlrzny dla
O (A'B"; wtedy punkt Y nastepuje po X, albo X po }’,_ ;ale?me od tego,
czy YV lezy na tuku O(A'X"), czy tez na }’ui_m O(X‘fl);‘1sto_tr11e, W druglr{t
przypadku punkty A" i X, zaréwno jak A’ i A, z?a]dtqu.s:q po .stronart:l
przeciwnych prostej OF, a wiegc A i X po tc;lsame] strromc, prze}'/?
XeO(YA it d. Inne mozliwe jeszcze przypa’dkl: X:Af albo_l\’,! g
OAB ™t A 1A, albo XeO(AB 1A' ~tAi Y:0(AB »"-.t/? S| =
sprowadza si¢ do rozpatrzonych wyzej za pomocy przestawienia 4 z A
i B z B, ktore nie zmienia zwrotu A — B]. Stad wypada:

P 16. — Tr. ,Punkty kola, ktére w zwrocie A — B (wzgledem Srpdka O'J,
poprzedzajaq punkt X, sq to te punkty kota, ktére nie nastepuja po X

]
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i nie pokrywajg si¢ z X ani z X'; tak wigc z dwuch dowolnych punktéow
kola k, nie pokrywajacych si¢ z sobg i nie przeciwnych $rednicowo do
siebie, zawsze jeden jest poprzedzajacy, drugi nastgpujgcy“. —
Wskutek tego jezeli Yesgy pX, wtedy punkt Y (P 14) musi poprze-
dza¢ X, gdyz nie nalezy do poltkola O(XY i jest rézny od X i X';
podobnie punkt ¥ musi poprzedza¢ punkt X".

P 17. — 7r. ,Na kole k& (P 12) przeksztalcenie: «poprzedzajgce
wzwrocie A-— B» — czyli 15:,11,,3 (P I8) — nic rozni sie od zwrotu
B— A“. Por. P 7. [Jezeli X = A, wtedy figura s » X jest to toz samo,
co figura O(AB > tA4 A" (PI6), a wigc pokrywa si¢ z 35,54 X (P I3).
Jezeli Xe O(AB) A~ B, jezeli wigc punkt X jest wewnetrzny dla pol-
kola O(BA, wtedy figura a4, s X — czyli O (XA X o X" — pokrywa
sie z figurg O(XB’ ~ «X © t X', ktéra wiasnie stanowi s, 5 4 X, gdyz pun-
kty A i B lezq wtedy po stronach przeciwnych prostej OX, a wigc 4 i B’
po tej samej stronie tej prostej. Jezeli zas Xz O(BA") ~:B A, jezeli
wiec punkt X jest wewngtrzny dla pétkola O(BA’, wtedy figura 554 X,
czyli O(XA >t X ot X', nie rozni sig od O(XB 1t X et X', czyli od
50,84 X, gdyz wtedy zaréwno B i A', jak A i A" lezg po stronach przeci-
wnych prostej OX, a wigc A i B po tej samej stronie. Niech teraz begdzie
X =B; z r6wnosci 544,53 X =0 (BA « BB widaé od razu, ze 5o, 4,5 X
=s¢, 84X, Jezeli wreszcie X = A’, albo tez jezeli punkt .Y jest we-
wnetrzny dla pétkola O (A'B’, wtedy bedzie, jak juz dowiedlismy, O g g =
g0, 4 X, a zatym 554 5 X = 30,54 X (P 13)]. — Teraz moglibyémy sie
przekonad, ze:

P 18. — 7r. ,W tych samych zalozeniach, jezeli ponadto C i D sg innemi
punktami kola &, kiére sie z sobg nie pokrywajq i nie sg srednicowo prze-
ciwlegle: zwrot 5, ¢ » pokrywa si¢ z koniecznodci albo ze zwrotem s, 4 g,
albo tez ze zwrotem 5o 5 ., zaleznie od tego, czy punkt C poprzedza D,
czy tez po nim nastepuje w zwrocie A — B wzgledem srodka O“. Por. P 9. —
Okreslenie porzqdku zamknig¢tego (punktéw kola lub promieni peku),
podane w P I3, nie ustepuje pod wzgledem symetrji i elegancji zadnym
innym, ktére sq mi znane (por. np. LEVI, «Sull’egualianza diretta e in-
versa delle figures w Periodico di Matematica, XIX, 1904), a twierdzenia,
ktére z niego wynikaja, sq nie mniej proste od twierdzen, opierajgcych sie
na porzqdku otwartym punktéw prostej (P 1—I11). Zresztg ten zwrot
kota albo kgqta (wobec tego, Ze si¢ nie pokrywa z uporzadkowaniem na-
turalnym i ze zwrotem peku prostych) nie posiada wszystkich wtasno-
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sci zwrotu prostej; tak np. dziatanie s, 4, nie jest przechodnie,
a wigc nie podlega twierdzeniu, odpowiedniemu do P 5.

P 19. — Df. ,Jezeli migdzy punktami figury a ciggiem liczb natural-
nych moze istnie¢ odpowiednios¢ doskonata, wtedy mowimy, ze ta figura
jest «klasq przeliczalng» punktéw. Jezeli punkty P,, P,, Piia Py
Pyy1,... tej samej klasy przeliczalnej (z ktorych kazdy odpowiada
wlasnemu wskaznikowi) lezg wszystkie na jednej prostej i sa kolejno
uporzadkowane w jednym z dwuch zwrotéw tej prostej (P 9) — w ten spo-
sob, ze punkt P,., nastgpuje po P, dla kazdego wskaznika n: — wiedy
klasa uporzadkowana {P} przybiera nazwe¢ «ciqgu podstawowegos (Fun-
damentalreihe podiug G. CANTORA). 1 jezeli na prostej sq wyznaczone
dwa punkty A i B (rézne od siebie), wtedy ciag {P} nazywa sie «wste-
pujqcym> albo «zstgpujqcym» wzgledem zwrotu A — B stosownie
do tego, czy punkt P, nastgpuje po P, w zwrocie A - B, czy ftez
w zwrocie B — A, czyli zaleznie od tego, czy punkt P,., nastepuje po P,
czy tez poprzedza P, w zwrocie A = B (P |, 7, 8). — Punkt S prostej
AB nazywa si¢ «kresem gérnym» ciagu {P} wstgpujacego w zwro-
cie A — B, jezeli S nie poprzedza zadnego punktu ciggu {P} w zwrocie
A = B, przytym migdzy S i kazdym poprzedzajacym go punktem — a wiec
migdzy S i kazdym punktem 5,4 S — lezy zawsze jakis punkt ciagu {P).
Podobnie punkt J prostej AB jest <kresem dolnym» ciagu {Q} = Qi
Qay Qsy--o Quy Quin,..., zstepujacego wzgledem zwrotu A — B, jezeli
punkt J nie nastepuje po zadnym punkcie ciagu {Q} w zwrocie A — B,
przyczym migdzy J i kazdym punktem nastepujacym po nim — t. j. mie-
dzy J i kazdym punktem s, ,J— lezy zawsze jaki§ punkt ciagu {Q}. —
Pojecia «zwrotus, «ciggus, «kresu gdérnego i dolnego» sg nie-
zmiennicze wzglgdem kazdego podobieristwa, gdyz takiemi sa pojecia
kuli, prostej, odcinka, promienia i t. d.“. Patrz P 1i 2 § IV.

P 20. — 7r. ,Dwa rézne kresy {{iinc tego samego ciagu {isicrujicese
nie mogg istnie¢ jednoczesnie“. [Przypusémy, ze dwa punkty S i S, r6-
zne od siebie, sg kresami gérnemi tego samego ciqgu {P}, wstepujacego
w zwrocie A — B (P 19). Jeden z nich musi nastepowac¢ po drugim w tym
zwrocie (P 4); niech np. S’ nastgpuje po S. Podlug zalozenia punkt S
nie poprzedza zadnego punktu ciagu {P}, ale migdzy S i S8’ musialby le-
ze¢ jakis punkt tego ciagu (P 19). Ot6z te dwa fakly sa z sobg sprzeczne
wskutek P 6, 10].
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P2l — 7r. ,Jezeli A, B sy dwoma jakiemikolwick punktami nie
pokrywajqcemi si¢ z soba, a i, [ jakiemikolwick liczbami calkowitemi do-
datniemi, wtedy punkt 8 — 1. j. ity punkt pozasrodkowy pary punktow
A, BkuA (P18 §IV) — poprzedza zawsze punkt 2, i nast¢puje po A
w zwrocie A — B; natomiast punkt g; ; (tamze) nastgpuje zawsze po ;1"
[Z faktu, ze punkty pozasrodkowe i srodkowo symetryczne pary A, B ku A
lezq wszystkie na promieniu z A przez B (P 18 § IV), za§ punkt &; lezy
migdzy 2; ; i A (P I § W), a 3;,; miedzy 2,, i A (P 18, 16 § IV), znaj-
dulemy e 8,z |AB o |A%] 1 8,2 |AB |Ady— | (P 12 § W), czyli:

Oi 8 T, B 2 i ’:-',13 JA B at‘,l—l (P1it d-]-

P 22. — T7r. ,Szereg punktow 2, 2,, 9,,... %, 8:1,... pozasrodko-
wych pary A, B ku A (P 18 § IV), uporzadkowanych podlug wartosci ro-
snacych wskaznika, tworzy na odcinku |AB wzgledem zwrotu A — B ciqg
zstepujgcy, dla ktérego punkt B jest poczatkiem, a punkt A kresem
dolnym. Patrz P 19, [W rzeczy samej, punkty te sq uporzadkowane
w zwrocie B — A i wszystkie nastepuja po A w zwrocie A—= B (P 7, 2l).
Oprocz tego, jezeli C jest punktem dowolnym promienia AB, wtedy kazdy
punkt pozasrodkowy pary A, B ku A upadnie niewatpliwie miedzy A i C
(P 20 § IV); wystarczy wige powotac si¢ na P 19].

P 23. — 7r. ,Jezeli A i B sq znowu punktami réznemi, wtedy kazdy
punkt A’ promienia |AB jest zawsze kresem dolnym pewnego ciggu
punktéw 2; , — a wiec $rodkowo-symetrycznych pary (4, B) — zstgpujgcego
wzgledem zwrotu A — B*. [Jezeli A" = A, to wystarczy zastosowa¢ P 22,
powolujac sie na P I8 § IV; mozemy wigc przyjac, ze punkty A” i A sg od
siebie rozne. Przesuniecie od A do A’ nie zmienh zwrotu A — B (P II)
i zamienia rozpatrywany powyzej (P 22) ciag 2,, 9, %,... na 4, o/,
fqy..., ktory jest rowniez zstgpujacy, ktérego krescm dolnym jest A" (P 19)
i ktory lezy calkowicie na promieniu AB; gdyz te nowe punkty, jako na-
stepujace po A’, muszg tez nastgpowac po A (P 2, 5). Z posréd wszyst-
kich punktéw srodkowo-symetrycznych pary A, B ku A, ktére podlug
P 21 § IV przypadajq migdzy dwoma kolejnemi elementami nowego szere-
gu — np. miedzy 2', i 2',.4, gdzie n oznacza jakakolwiek liczbg catkowitg
dodatnig — weZzmy te pod uwage, dla ktorych suma wskaZnikow i, /
(P 18 § IV) przybiera warto§¢ najmniejszg, a z posréd tych ostatnich
wybierzmy ten punkt, do ktérego nalezy warto$¢ najmniejsza drugiego
wskaznika /; niech to bedzie np. punkt 3; , , . Punkt faki jest okreslony
jednoznacznie dla kazdego wskaznika » i mozna dowies¢, ze szereg (pun-
ktow Srodkowo-symetrycznych:
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jest takze ciggiem zsi¢pujacym wzgledem zwrotu A— B i ze ten sam punkt
A" jest jego granicq dolng. Istotnie, poniewaz punkt 2; . . , lezy mig-
dzy punktami 2°,,, i 2’,.2, przeto musi poprzedza¢ punkt 2., (P 10),
a wigc rowniez i punkt 2, ,, , lezacy migdzy 2%, i &',y (P 5, 7, 10).
Oprocz tego punkt 2; ,, podobnie jak &', musi nastgpowac po A’ (P 5):
i jezeli C’ nastepuje po A’, jezeli wigc jakié punkt ciggu &y, 2';, 2%...
le.e:y mlqdzy A"1 C" (P 19) — np. punkt 2',, a wskutek tego takze punkty
— to bez watpienia punkty & , . , 8 . lezg

/
"ul 1y lc’:qu—ru .

migdzy A’ C Is

m+1? lpa1t®

P 24, — 7r. ,Punkty 2, ;i 2;.1,.; pokrywajg si¢ z sobg, jakiekol-
wiek beda wskazniki 4, /. Patrz P I8 § IV*. [W rzeczy samej, poniewaz
8iv1 = A| % (tamie), przeto o,=A /%ix (P 45 § 1), czyli %;y= 8i4y.
Oprocz tego 2i,, = 8is1,, (tamze), wyatarczy wiec dowiesé, ze z zalozenia
Si 1= 01,21 1 G211 =08iiy0p0 wymka Oi, 141 = Gis4, 2122,  O16Z poniewaz
podiug zalozenia &;i1, 20 = Gis1, v1-2 /Bis1, 211} Bit, 261 = Biga, ae--1/5£+1,:¢
i 844, 2040 = Oat,20 / Bis1, 2as1y Pr2etO Gy pg42 musi sie POKry¢ z iy, 04—
/ Gi41,21, €O wypada z rozumowania nastgpujacego: jezeli pomigdzy
punktami U, V, X, VY, Z istniejqg zaleznosci V=U|X, X=V|Y
i Y=X|Z, wtedy symetrja wzglgdem X zamienia jeden na drugi punkty
X ViX7Y, ceyli U i1 Z, gdyz zamienia miedzy soba V i Y, pozosta-
wiajac punkt X bez zmiany; a wice X = U |Z. Ale stosownie do zatoze-
nia indukcyjnego 8iy1, ve-2 Sisner= 8i1a /81 A WIS Sipy, 040 =81
A6 1=38 141, ¢ b. d. d.].

P 25, — 7r. ,Klasa punktow 2, ,, wzietych w takim porzadku, w ja-
kim wzrasta liczba [:2f jest uporzgdkowana w zwrocie A— B“
(Istotnie, z [:2'<[":2" otrzymamy zaleznie od tego, czy i<<i’, i=i’ lub
i>i" odpowiednio: /.2¢ i</, /<<[" lub /<<[’.2i—¥. Ale w pierwszym
przypadku punkt &;, pokrywa sie z punktem &, ;. .i'—i, a W trzecim
punkt £, z punktem o;, , .i—i* (P 24); a wiec punkt ¢, nalezy zawsze
do 54,5 %, (P 20)).

P 26. — 7r. ,Jezeli dla kazdej wartosci (catkowitej i nieujemnej)
wskaznikéw ¢ i [/ podporzadkujemy punktowi ¢;,, (P 18 § IV) utamek
[ :24, i odwrotnie, kazdej liczbie wymiernej (dodatniej lub rownej zeru)
typu /:2¢ podporzadkujemy punkt 2;,; wtedy powstanie odpowied-
nios¢ doskonata (jednoznaczna i wzajemna) pomiedzy klasg punktéw
srodkowo-symetrycznych pary punktéw A, B ku A i klasg ulamkéw zwy-
czajnych, ktorych mianownik jest potega dwuch (a wigc liczb, dajacych sig
przedstawi¢ pod postacia skoriczong za pomoca dwuch tylko cyfr
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w numeracji dwojkowej)“. [Z samego okreslenia punkiéw $rod-
kowo-symetrycznych (P 18 § IV) i z P 42, 44 § | widoczne jest, ze dwie
jakkolwick dane liczby catkowite (dodatnie albo réowne zern) 7 i [ nalezg
zawsze do jednego z punktow tej klasy jako pierwszy i drugi
wskaznik i ze nie moggq nigdy naleze¢ do dwuch punktéw réinych.
Jezeli oprdcz tego dwie takie pary liczb (i, /) i (i', [") czynig zadoS¢ ro-
wnosei /:21=1[":2" wtedy dwa punkty o, ; i ¢;,, muszg pokry¢ sig¢ z so-
ba, gdyz punkty ©; i @ity,00, iz, 20, 4y... Oi, 2i—i g (jezeli i<<i’), albo
tez punkly i, 1, Biss 01y Giren 21,0000 050 7%y (jezeli i>=1i") zlewajq sig
wszystkie w jeden punkt (P 24). Jezeli natomiast /:2' = [":2", wtedy
punkty &; ; i 8y, sq od siebie rézne wskutek P 25 i P I. 1t d.].

P 27. — Df. Jezeli A, B sg punktami rdéznemi od siebie, wtedy
przez <odcigtq jakiegokolwiek punktu X prostej AB wzgledem A jako
punktu poczqthkowego i B jako punktu jednosthowego» — albo poprostu
«wzgledem A, B» — rozumiemy: 1) liczbg /:2% jezeli X nalezy do klasy
punktow srodkowo-symetrycznych punktow A, B ku A (P 18 § IV); 2) gra-
nice przy n=-co ulamkoéw zwyczajnych malejacych /,. 7 2%, [, /2%,
ly /2%, ...,/ 2n,..., kiére juz byly rozpatrywane w P 23 i zostaly
podporzadkowane kazdemu punktowi promienia |AB (tamie), jezeli X na-
lezy do potprostej z A przez B, ale nie nalezy do klasy punktéw 2 ,;
3) liczbe — x’, jezeli X nie nalezy do |AB, a x" jest odcigtg punktu
do niego symetrycznego wzgledem A (patrz P 86 § ). — Liczby /, /2%,
ly /24, 1y /2%,... sq odcigtemi punktow &; , ; , 9
ktore — podlug prawa podanego w P 28 — tworzg cigg zstepujacy wzgle-
dem zwrotu A — B i majg punkt X jako kres dolny. — Zauwazmy, Ze
i punkt 3;, (dla jakichkolwiek wskaZnikéw i, I) moze by¢ zawsze ofrzy-
many jako kres dolny takiego ciggu (P 23) i ze w tym przypadku gra-
nica utamkow [, : 2% przy n=-c° rowna si¢ wlasnie odcigtej tego punktu,

)
y o 6523 121"‘)

czyli wtamkowi /:2%. [W rzeczy samej, gdyby granica [zm %, ktorg

oznaczymy przez h, byla np. mniejsza od /:2¢, wtedy musialaby istnie¢
w ciggu malejgeym [, 2%, [,:2%,... [,:2%,... jakas liczba, — np.
l,:2fm — zawarta migdzy & i [:2%; a wigc punkt 2 ,, , ktéry nalezy do
omawianego ciggu, poprzedzalby (w zwrocie A — B) jego kres dolny &,
(P 25), co si¢ sprzeciwia P 19. Gdyby za$ przeciwnie, utamek [:2¢ byt
mniejszy od A, to jezeli obierzemy jakis utamek zwyczajny p:2¢ w taki
sposob, ze [ /2i<p 2¢<h, wtedy punkt <, , musialby nastgpowaé po
punkcie 3; , i poprzedzaé punkty 2;, ,.,, dla kazdego n (P 25); tak wigc
zaden punkt ciggu 2:, ¢, %, 1,5 %i,s 1.+ Die lezalby miedzy granicq
dolng 3, , i punktem ¢, , (P 10), co si¢ sprzeciwia P 19]. — Widoczne jest
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rowniez, ze ,jezeli wskutek podobienistwa punkty A, B, X zamieniaja si¢
na A’, B’, X', wtedy odcigta punktu X wzgledem (AB) bedzie rowna
odcigtej punktu X' wzgledem (4', B)“. — W ten sposéb kazdemu pun-
ktowi X prostej AB odpowiada pewna liczba rzeczywista (odcigta
punktu X) dodatnia, ujemna albo zero, a wigc prosta AB zostaje o d-
wzorowana jednoznacznie przez klasg liczb rzeczywistych i skofi-
czonych, Wartos¢ odcigtej zero nalezy do poczatku A promienia |AB,
warto$¢ jeden do punktu B, liczby dwa, trzy, cztery,... beda odcigtemi
punktu A /B i punktow pozasymetrycznych Ay, A, ... do punktu A wzgle-
dem B (P 16 § IV): i t. d. — Z zasad dotychczas rozwinigtych, a wigc je-
dynie z zalozen [—XXIII - nie wynika, azeby powyZsze odwzorowanie
liczbowe byto odwracalne czyli wzajemne pomigdzy dwiema kla-
sami: «AB» i «liczba rzeczywista skonczona», czyli nie wynika,
zeby kazda dowolna liczba rzeczywista skoriczona byla zawsze odcigtg ja-
kiego§ punktu prostej AB. Fakt ten wyniknie dopiero z zasady XXIV
i ostatniej. Ale odwzorowanie, o ktérym mowa, jest na pewno jedno-
mierne, czyli nie moze podporzadkowac tej samej liczby (wymiernej lub
niewymiernej) dwom punktom réznym. Innemi stowy:

P 28. — 7r. ,W tym samym zalozeniu odcigte, nalezgce do rdéznych
punktow prostej AB, sq zawsze rézne od siebie“. [Po tym, cosmy widzieli
w P 25, 27 wystarczy dowiesc, ze jezeli dwa punkty niepokrywajace sig
J i J" sg kresami dolnemi dwuch ciagéw zstepujacych w zwrocie A — B:

~ ~ ~ ~
1]) 0‘0: Iy e".) ] (JS__,: fyain ivs Gf"' Egroer

£, > o 2

1) 6540, s O"l' o "3;*2, Py eeee Gityy Byyee.

utworzonych podiug P 28, to nie moze sig¢ zdarzy¢, azeby dwa ciggi
malejgce liczb:

by b by

24" TR0 S
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Lg) PP GETY PRGNS GRER

e)

mialy jako granice t¢ sama liczbe A, Istotnie, jezeli np. punkt J poprzedza
J w zwrocie A— B (P 4), wiedy miedzy temi dwoma punktami musi le-
ze¢ jaki$ punkt ciagu 7)), np. punkt 4; , (P 18). Punkt taki poprzedza
wszystkie punkty 7') (P 5); a wigc ulamek /,,:2» jest mniejszy od
kazdego utamka e’) (P 25), jest przelo mniejszy lub réwny gra-
nicy, do ktérej daza utamki ¢') przy n=-cc. Tak wigc granica ta, jako
wigksza albo réwna /,,:2im, jest na pewno wieksza od granicy, do kto-
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rej dazaq ulamki malejace e). 1t d.]. — Tym samym dowiedlismy jeszcze
twierdzenia ogdlniejszego, a mianowicie:

P 29. - 7r. ,Odcigta punktu dowolnego prostej AB (wzgledem p o-
czatku A i punktu jednostkowego B) jest mniejsza albo wigk-
sza od odcigtej innego punktu prostej AB, zaleznie od tego, czy punkt
pierwszy poprzedza drugi, czy tez nastgpuje po nim w zwrocie A — B¢ —
W sposéb podobny do powyzszego dowiedlibysmy jeszcze, Ze jezeli ten
sam punkt J jest kresem ‘gérnym lub dolnym jakiegos innego
ciagu, wstgpujacego Iub zstepujacego, Gguos angy Gjuy gw g By oy
Gy 1+« - TOZnEgo zupetnie od 7) i nie podlegajacego prawu, podanemu
w P23, to i wtedy jeszcze ciag liczbowy rosnacy lub malejacy /7, :2¢",
[y 228, 1"5:2%", ... 1",:2"x,... odcigtych odpowiadajacych tym pun-
ktom bedzie miat zawsze dla n=oc te samq granice co i ciag e) (P 28).

P 30. — Df. ,Jezeli X, YV sgq punktami dowolnemi, ale réznemi od
siebie, a u jakimkolwiek odcinkiem danym, nie skupiajacym sie w jednym
punkcie, wiedy wyrazenie: «odleglosé punktu Y od X wzgledem u»
(jako «jednostki miary») — lub w skréceniu «odl, (X, ¥)» — oznacza od-
cigtag punktu ¥ wzgledem punktéow X i U, gdzie U jest tym punktem pro-
mienia | XY, dla ktérego odcinek |XU| jest przystajacy do u. (P 4l § IV,
P 37 § l). Jezeli zas punkty X i ¥ pokrywaja sie, wtedy odl, (XV)
oznacza¢ bedzie zero dla kazdego u“. — Jezeli jakakolwiek izomerja prze-
nosi punkty X i ¥ odpowiednio na X' i V', wtedy odleglo$¢ Y’ od X',
wzigta wzgledem odcinka #, jest zawsze réwna odl, (X, Y), dla kazdego u;
wskutek tego bedzie odl, (X, Y)= odl, (¥, X). Jezeli wiec zostala usta-
lona jednostka miary u (a tym samym i klasa odcinkow przystajacych do u),
wiedy wyrazenie: «odleglos¢ wzajemna punktow X, Vs, albo:
«diugosc odcinka |XY » otrzymuje scista wartos¢; w wyrazeniu tym
rozpoznajemy odrazu niezmiennik symetryczny tych dwuch pun-
kiow wzgledem kazdej izomerji. Z P 28 wida¢, ze odcinki <przysta-
jace do siebie» i odcinki «r6wnej dtugosci» jest to jedno i to samo.

P 3l. — 7r. ,Jezeli, w tym samym zalozeniu, punkt Z nalezy do
odcinka | XV, wtedy pomigdzy odleglosciami punktow X, ¥, Z istnieje za-
leznos¢ «odl, (X, Z) +o0dl, (Z, Y) = odl, (X, Y)»*. [Przypusémy naprzid,
ze punkt Z nalezy do klasy punktéw srodkowo-symetrycznych pary X, U
w zwrocie ku X' —np. Z=7; , (P 18 § IV) — i ze podobnie jest z pun-
ktem Y wzgledm punktéw Z i U’, w zalozeniu, ze punkt U’ lezy na |ZY,
jak U na | XZ, w taki sposdb, ze zardwno odcinek ZU’| jak i | XU/ jest
przystajacy do u; jest wige ¥ =24d" ., gdzie ¢° oznacza punkt srodkowo-
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symetryczny pary Z, U’ ku Z. Stad znajdziemy, ze odl. (X, Z) =1:2
iodl,(Z, Y)=1:2" (P 30, 27). Przypus¢my jeszcze, ze {>i', a wigc
Y=2%.%", . (P 24). Otoz, poniewaz przesunigcie punkiu X do Z
(P 35 § VI), przenosi |XZ na |ZY (P Il i t. d.), a zatym U na U’, przeto
zamienia punkt /-ty pozasrodkowy pary X, U w zwrocie X na ity punkt
pozasrodkowy pary Z, U’ w zwrocie Z, czyli punkt 2;, na 4% ; a wigce

¥

s i : 5 3 &
przesuniecie punktu X do %;,, przenosi Z na 4%, a zatym {X’l ::l '21}

(P 36 § VI). Z drugiej strony l‘;,l - I’:f-lle' 4 ‘;! L, loltft $ p g

T =

5 a WiQC }/=8|‘,g+:‘_'—'bp

§ IV, P 39 § VI); przeto {;I - ‘aj.(l

(P18 § IV), czyli (P 30): odl, (X, Y)=(+2%.0'):28=([:29+(/":2%)=
odl, (X, Z)+ 0dl.(Z, Y), c. b. d. d. — Przypusémy teraz, ze punkt ¥ jest
dany jako kres dolny ciagu zstepujacego 8%, w, 8%, 1 T, s
2%y, (P 23), tak ze odl, (Z, Y) staje si¢ granicq ulamkow zwyczaj-
nych I:2%; [, Fei2%. .. 15%:2%,... dla m=x (P 30, 2I)
Jezeli dla krétkosci zatozymy Y, =2'u , »,, witedy mie¢ bedziemy na za-
sadzie tego, co bylo dowiedzione: odl, (X, Z)-+{',: 2" = odl, (X, Y,)
dla kazdego n, przyczym prawa strona rownania wyraza odcigta punktu ¥,
wzgledem X jako poczatku i U jako punktu jednostkowego (P 30). Prze-
chodzac do granicy dla n = otrzymamy z jednej strony sumeg odl, (XZ)+
odl, (Z, Y), z drugiej za$ odcigta punktu granicznego Y wzglgdem pun-
ktow X i U (P 27), czyli liczbg odl, (X, Y). — Uczynimy teraz zaloZenie,
ze punkt Z jest dany jako kres dolny ciagu zst¢pujacego &; , ¢, o
Gi s 29000 Biyy 1400000 @ X, ¥ pozostajg w tych samych warunkach, co i po-
przedynio. Mozna przyjaé, ze punkt 2; ,,, i nastgpne lezg wszystkie
miedzy X i Y, wskutek czego bedzie na pewno dla kazdego n wigkszego
od m: odl, (X, Z,)+ odl.(Z,, V)= o0dl, (X, Y), jezeli Z, oznacza punkt
i1, A wige, przechodzac do granicy przy n =, znajdziemy jak po-
przednio: odl, (X, Z)+ odl, (Z, Y)=odl. (X, Y), gdyz odl (Z. Y)=
odl (Y, Z,) dla kazdego n, a odl (Y, Z) = odl(Z Y). — Pozostaje przy-
padek, w ktérym X jest punktem granicznym; ale to czytelnik sam juz
uzupelni].

y by

P 32. — 7r. ,W zalozeniu P 16 § IV odleglos¢ pomigdzy punktami
A i A; réwna si¢ i razy wzigtej odleglosci A, od A dla kazdej jednostki
miary“. [Z P 3l wypada: odl (A, A)=2 odl (4, A)) i odl (A, 4j) =
od! (A, /-1; 1]"‘0(” (f-’l, AJ). gdyz ;"1| g AAEl, A‘i.‘ 18 AA; i odl (A, A[ =
odl (A,, A,) = odl(A; 4, A) (P 16 § IV, P 30). A wigc twierdzenie jest
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prawdziwe dla i =1, 2; a przypusciwszy, ze jest prawdziwe dla i =n 1,
znajdziemy, ze jest takze prawdziwe dla i =n. 1 t. d.].

P 33. — 7r. ,Jezeli punkty A, B sa od siebie rozne, a B’ jest pun-
klem’uastqpujqcym po B w zwrocie A— B, wtedy odcieta kazdego punktu
promienia |AB wzgledem A jako poczatku, a B jako punktu jednostkowe-
go jest zawsze wigksza, anizeli odcieta tego samego punktu wzgledem
(4, B')“. [Wystarczy dowies¢ twierdzenia w stosunku do punktow srod-
kowo-symetrycznych pary A, B w zwrocie ku A. Otoz, jezeli oznaczymy
przez &', &',.., o... nastepujace po sobie punkty pozasrodkowe pary
A, B" ku A, wtedy punkt 2, poprzedzaé bedzie niewatpliwie punkt &,
W zwrocie A~ B (P14 §1IV,P 2, 4,6t d); z tego samego powodu
punkt 3, poprzedza punkt 4’,,..., a punkt 3; poprzedza punkt ¢'; (indukcja).
fﬂswiec odcigta punktu &; wzgledem A jako poczatku i B’ jako punktu
jednostkowego, jest mniejsza od 1:2i (P 29); poniewaz za$§ odcieta
punktu o, ; jest / razy wigksza od odcigtej punktu 2,, (P 82, 30), przeto

jest mniejsza od /:2, czyli od odcigtej tego samego punktu wzgledem
(4, B). 1t. d.). ‘

P 34 — 7r. ,Zmiana punktu jednostkowego na prostej przy
zachowaniu punktu poczatkowego bez zmiany (P 27) jest réwno-
wazna z podzieleniem odcigtej kazdego punktu prostej przez odciety
nowego punktu jednostkowego“. Innemi stowy, jezeli § jest od-
qqta punktu B’ wzgledem A i B (przyczym punkty A i B nie pokrywaja
sig z soba, a B’ jest punktem prostej AB réznym od A), wiedy pomiedzy
odcigtemi x i x’ tego samego (dowolnie obranegc) punktu X prostej AB,
z ktorych jedna jest wzieta wzgledem A i B, druga wzgledem A4 i B’
(P 27), istnieje zalezno$¢ x'=x:5. [Odrézniac bedziemy za pomocy ak-
centu punkty Srodkowo-symetryczne pary A, B’ ku A od punktéw $rodko-
wq-syme‘trycznych pary A, B ku A. — Dzigki temu, co bylo wyzej powie-
dziane, wystarczy dowie$¢ prawdziwosci twierdzenia w zatozeniu, ze punkt
X jest jednym z punktow srodkowo-symeirycznych pary 4, B ku A, np.
2e X =34, (P18, § IV). 1) Przypusémy naprzod, ze B’ jest punktem
srodkowo-symetrycznym pary A, B ku A, np. punktem 2,,, ktorego od-
:iiqta wzgledem (A, B) g=1:2* (P 27). Niech bedzie i<h, a wiec
941> On, oh—i., (P 24); wiedy przez podstawienie B’ zamiast B, zamienia-
lqce.an,I na &'y, ,, punkt 2, .5 ., zamieni sie z koniecznosci na &'p, 01, 3;
a wigc X'=2%4 [=(:29:(1:29=x:0. Jezeli za§ i> h, wtedy kazdy
widzi, ze punkt pozasrodkowy &; pokrywa sie z punkiem pozasrodkowym
8'in, @ wigc punkt 8., z punktem &', ,; tak wige x'=1[;:2¢4=x:8,
jak i poprzednio. — 2) Zalozmy teraz, ze B’ jest (k—1)-szym punktem
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pozasymelrycznym do A wzglgdem B (P 16, 17 § IV), a wigc pun-
ktem é&,, , majacym wzgledem (A, B) odcieta f=4%k Z P 32 wypada, ze
(dla jakiejkolwiek jednostki miary) odl (A4, &, = k odl (4, &,,) i ze po-
dobnie (przy uwzglednieniu P 17, 18 § V) odl (4, &, ) = 2. odl (4, &; ,).
Stgd otrzymamy, przyjmujgc |AB’| za jednostk¢ miary (P 30), 1 =4k .27,
odl |4z (A, 2;,). Przeto odcieta punktu 2;, wzglgdem punktow A4 i B’
staje si¢ rowng 1:(k.2%) (tamze), a odcigta punktu ¢; , bedzie [: (k.2%)
(P 32). A wiec x"=([:2):k=x:3. —3) Z uwagi na to co bylo powie-
dziane wyzej, jezeli B" pokrywa si¢ z ktorymkolwiek punktem srodkowo-
symetrycznym pary A, B ku A — np. z punktem &, , majacym za odcigtg
§=hk:2" — wtedy wystarczy przeksztalcié punkt B naprzéd na 8, ,,
a pozniej na 8, ,. Na zasadzie 1) i 2) wskutek pierwszej zamiany odcigta
x punktu X zostanie pomnozona przez 2", zas wskutek drugiej tak zmie-
niona odcigta zostanie podzielona przez k; a wige x'=x:(k: 2 =x 0. —
4) Pozostaje jeszcze przypadek, w ktéorym punkt B’ jest kresem dolnym
ciggu zstepujgcego ':‘*u* ko 6,,], ks 6,,2, ke On,: &, -+, Stosownie do
P 23. Niech bedzie B, =3, », i f#.=ka:2%s (dla kazdego n); a wigc
g = lim (k,:2") = lim g, (P 27), gdzie § oznacza, jak poprzednio,

odcigta punktu B’ wzgledem (A, B). Oznaczmy jeszcze przez X', od-
cigta punktu X wzgledem (A, B',). Wskutek tego, co bylo dowiedzione
w 3), dostaniemy: x’, = x:8,, X, =Xx:Byy.0. X'w=x:fu,..., a granicg
tych utamkow (rosmgcych wraz z n) dla n=-cc bedzie x:j. Gdyby
teraz odcieta x’ punktu X wzgledem (4, B’) byla mniejsza od tej gra-
nicy, wtedy w przedziale pomiedzy liczbami x" i x:3 lezalby na pewno ja-
kis utamek x',, odpowiadajgcy punktowi B’, powyzszego ciggu; to by¢
nie moze, gdyz punkt B’ poprzedza kazdy punkt tego ciggu w zwrocie
A—B (P 19), a zatym odcigta x" jest wigksza od x', dla kazdego n
(P 33, 8). Gdyby zas liczba x’ byla wigksza od tej granicy, to niech bg-
dzie B” jednym z takich punktéw srodkowo-symetrycznych pary A, X ku A,
ktorego odcieta wzgledem A jako punktu poczatkowego, a X' jako punktu
jednostkowego, jest zawarta migdzy liczbami 1:x" i f:x (co jest zawsze
mozliwe); utamek odwrotny do tej odcigtej — czyli, jak to juz zostalo usta-
lone w 3), odcieta x” punktu X wzgledem (A, B”)— bylaby mniejsza
od x', ale wig¢ksza od x:f, a wiec punkt B” nasigpowalby po B’
w zwrocie A— B (P 33, 8, 4 i t. d.). W ten sposéb pomiedzy punktami
B’ i B” musialby leze¢ jaki§ punkt ciggu B'y, B’;, B'y,... B’ ..., np.
punkt B’,, skad x”"<x', (P 38,8it. d). Ale x'n<x:B, skad x”" <x:§,
co jest sprzeczne z zalozeniem. A wigc x' = x:[#. 5) Jezeli wreszcie punkt
B’ nie nalezy do |AB, to przyjmujgc B', = B’ /A znajdziemy, Ze odcigta
punkiu X wzgledem (A, B')) jest rowna x:—f, gdzie 3 oznacza znowu

e A
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odcigt punktu B’, a wigc — f odcigta punktu B’, wzgledem (4, B). Ale
ta sama liczba x:— % wyraza takze odcigty punktu X <A wzgledem (4, B')
(P 27); przeto liczba przeciwna, czyli utamek x: 3, bedzie odcigta punktu
X wzgledem (A, BY) (tamie)|.

P 35. — 7r. ,Jezeli A, B, C sq trzema punktami niewspéHinjowemi,
a prosta lqczaca dwa punkty D i E, polozone odpowiednio na bokach
|AB|, AC| tréjkata (i rozne od sicbie) jest réwnolegta do boku trzeciego,
wtedy ma miejsce proporcja: odl (4, B) : odl (4, D) = odl (4, C):odl (4, E)=
odl(BC): odl (D, E) wzgledem kazdej jednostki miary*, EUKL., ks. 6-a, pod. IL
[Jezeli promienie |AB, |AC zostang sobie podporzadkowane punkt po
punkcie w ten sposob, ze dwa punkty odpowiednie lezq zawsze na
prostej rownolegtej do BC (albo pokrywajacej si¢ z BC) i jezeli U, V
sa dwoma punktami odpowiedniemi, jakkolwiek wybranemi (ale réznemi
od A); wtedy odcigte punktéw B i D wzgledem (A, U) beda réwne
odcigtym punktow C i E (odpowiadajacych punktom B i D) wzgledem
(4, V), gdyz z P 24 § VI przez zastosowanie indukcji znajdziemy, ze i-ty
punkt pozasrodkowy punktow A, Uku A odpowiada itemu punktowi
pozasrodkowemu punktéw A, V ku A4 i ze réwniez dwa punkty srodkowo-
symetryczne obu klas odpowiadaja sobie wzajemnie, jezeli wskaZniki
jednego nie réznig sie od wskaznikow drugiego (P 27). Ot6z jezeli V’
jest punktem promienia |AC, oddalonym od A jak U i jezeli przyjmiemy
za punkt jednostkowy V' zamiast V, wtedy nowe odcigte punktéw C i F

- beda réwne dawnym, podzielonym przez odcigtq punktu V' wzgledem

(4, V) (P 34); wskutek tego, oznaczajac przez u i v odcinki |AU/, [AV|,
bedziemy mieli (P 80): odl, (4, B) : odl, (A, D) = 0dl, (4, C): odl, (A, E)=
odl. (A, C):odl, (A, E). Wykonajmy teraz przesuniecie od D do B3
punkt £ przeksztalca si¢ wskutek tego przesuni¢cia na pewien punkt F
prostej BC, za$ A na pewien punkt G prostej AB; a wigc prosta FG jest
rownolegla do EA, a pary (4, D), (D, E) sa przystajace do par (G, B)
(B, F) (P 35, 36, 38 § VI). Poniewaz punkt F ma wzgledem (B, C) te
samg odcigta, co punkt £ wzgledem (4, C), przeto ten punkt F jest we-
wngtrzny dla odcinka |BC| (P 10, 29); podobnie punkt G jest wewnetrzny
dla |BA|. A wiec, na zasadzie tego, czegosmy tylko co dowiedli, bedzie:
odl (B, A):odl (B, G) = odl (B, C) : odl (8, F). Ale odl (B, G) = odl (4, D),
a odl (B, F) = odl (D, E) (P 80); wskutek tego odl, (A, B) : odl, (4, D)=
odl, (B,C):odl, (D, E); i t. d.].

P 36. — 7r. ,Odwrotnie, jezeli odetniemy na promieniach 'AB, |AC
odcinki [AH|, |AK|, ktérych dtugosci (rézne od zera) sq proporcjonalne
do odl (4, B) i odl (4, C), wtedy prosta [IK bedzie réwnolegla do pro-
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stej BC*. EUKL., ks. 6-a, pod. Il. [Gdyby prosta HK nie byla réwno-
legla do BC, wtedy istniatby na promieniu |AC taki punkt K’, ze prosta
HK' bylaby réwnolegta do BC (P 6 § VI i t. d.), a wiec taki, ze odl, (4, B):
odl, (A, H)y=odl, (A, C):0dl, (AK’) (P35 it d). Ale podtug zalozenia
odl, (4, B): odl, (A, H)=odl, (4, C):0dl, (4, K) (P 30); a wiec odl, (AK’)
= odl, (4, K). Wobec tego dwa punkty rézne od siebie K i K’ mialyby
rowne odcigte wzgledem A jako punktu poczatkowego i V' jako punktu
jednostkowego (P 80), co by¢ nie moze (P 28)].

P37. — Tr. ,W kazdym podobienstwie stosunek dlugosci dwuch
odcinkéw odpowiednich jest staly. Patrz P 30. [Ze wzgledu na P 33
§ VI wystarczy dowies¢, ze twierdzenie jest prawdziwe w przypadku jedno- -

kladnosci {Oﬂ' (P 28 § VI), gdzie O, A, A" sg punktami wspétlinjowemi

i roznemi od siebie, a punkt A" nalezy do promienia |OA. Ale w tym
przypadku wynika z P 35, ze dlugosci dwuch jakichkolwiek odcinkéw od-
powiednich sa do siebie w stosunku odl (O, A) : odl (0, 4%)].

P 88. — 7r. ,Jezeli katy A.BC, B.CA tréjkata |ABC| sa przysta-

jace odpowiednio do katéw D . EF, E. FD innego tréjkata |DEF|, wtedy
dtugosci bokéw |AB|, |BC|, |CA| pierwszego sq proporcjonalne do dtu-
gosci bokow |DE', EF|, |FD | drugiego“. EUKL, ks. 6-a, pod. IV. [Sto

sownie do zaloZenia istnieje taka izomerja, kidra pokrywa kat D.EF 2 ka-

tem ;‘;.BC, przenoszgc punkt D na A, a punkty E, F odpowiednio ha dwa
punkty E’, F' promieni AB, AC. A poniewaz wskutek P 19 § V, P 4
§ VI it d prosta £/ F’ jest réwnolegta do BC (o ile sie z nig nie po-
krywa), przeto powracamy do P 35. — Dla dowiedzenia twierdzenia od-
wrotnego mozna rozumowac jak EUKLIDES w miejscu wskazanym]. —
Zresztg kazde z twierdzenn P 37 i P 38 jest nast¢pstwem drugiego dzieki
P 31, 34 § Vi)

Z tych ostatnich faktéw tatwoby bylo wysnué — za pomocy §§ 1—
VI — niemal wszystkie twierdzenia ksiegi VI (jak réwniez ksiag 1—1IV,
jak np. twierdzenie PITAGORASA i t p.) i te, ktére od nich pochodza,
o ile te twierdzenia rozumie¢ bedziemy jako zaleznosci liczbowe po-
migdzy odleglosciami wzajemnemi trzech lub wigcej punktow da-
nych. Nie moze ulega¢ zadnej watpliwosci mozliwo$¢ rozwinigcia calej
Gieometrji Elementarnej z samych tylko zasad | — XXIII, gdyz co sie
tyczy rownowazZnosci figur, miary po6l i objetodci i t. d., to moze-
my teraz postgpowac w zupelnosci lub czesciowo drogami, ktdre wska-
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zali: F. SCHUR'), RAUSENBERGER?), L. GERARDY), G. VERONESE s
D. HILBERT "), majac moznosé¢ powolywania sie na miare odleglosci
(P 30, 3l it d). Stad okazuje si¢ i tutaj, ze Gieometrja Elementarna —
jako gieometrja «cyrklas, albo gicometrja punktéw, odzwierciedlajacych
sig¢ w polu liczbowym euklidesowskim %) — jest niezalezna od ciqglosci linji
prostej, w znaczeniu G. CANTORA %) i w rozleglejszym R. DEDEKINDA %)
i H. WEBERA®). — Ale koniecznosé¢ jakiejs nowej zasady zawsze wyste-
puje, ile razy probujemy odwrécié odwzorowanie «prostej» za pomocg
<liczby rzeczywistej», okreslone w P 27, czyli wtedy jezeli chcemy, azeby
istnialy punkty, kiérych odleglos¢ od punktu danego, wzgledem danej je-
dnostki miary, bytaby réwna liczbie dowolnie przepisanej. Po tym, co
byto powiedziane wyzej, najnaturalniejszym sposobem otrzymania takiego
odwzorowania odwrotnego — albo, jak sie zwykle mowi, rozmieszeczenia
liczb zmiennych rzeczywistych (z wyjatkiem wartosci «<nieskon-
czonoscy) wzdliz prostej dowolnej i otrzymania przez to odpo-
wiedniosci doskonatej pomigdzy punktami prostej i klasg liczb
rzeczywistych i skoniczonych — bedzie przyjecie nastepujgcego
postulatu:

POSTULAT XXIV.

P 39. — Jezeli A i B sq punktami niepokrywajqcemi sie, wtedy
kazdy ciqg 9: , ., 3i 1 Bigntysee Biyy ay,... zStepujacy  wzgledem

2
zwrotu A — B, dajgey si¢ utworzy¢ w klasie punkidw Srodkowo-
symetrycznych pary punkiéw A, B ku A, ma kres dolny. Patrz
PI8 §1Iv,PI9.

P 40. — Tr. ,Jezeli jest dany na prostej jakikolwiek cigg wstepuja-
cy albo zstepujacy wzgledem zwrotu A — B, wtedy istnieje dla niego

') Sitzungsberichte der Dorpater Naturforschergesellschaft, Jahrg. 1892,

*) Math. Annal,, XLII, 1893.

) Bull. de la Soc. Math. de France, XXIII, 1805,

) Atti del R. Ist. Veneto, VI — VII, 1894 — 95.

¥) TFesischrift zur Feier der Enthiillung des Gauss - Weber - Denkmals, Gittingen 1899
(wyd. cawarte, vzupelnione: Grundlagen der Geometrie, tom VII zbioru . Wissenschaft u.
Hypothese®, Lipsk, Teubner, 1913). Por. G. B, HALSTED, Rational Geometry, New-York
1904 (Chap. X, XII).

") G. CASTELNUOVO. Sulla risoluzione dei problemi geometrici, Questioni di
Geometria Elementare raccolle da F. ENRIQUES, Bologna, 1900, (przekiad polski w przy-
gotowaniu).

") Beitrage zur Begrindung der transfiniten Mengenlehre, Math. Annal. XLV I, 1895,

%) Stetighkeit und irrationale Zahlen, 1872,

Y Algebra, 1898 (tom I, rozdz. 4—192).
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zawsze kres gorny lub dolny, o ile tylko wszystkie jego punkty
poprzedzajq jeden i ten sam punkt prosiej AB, albo wszystkie na-
stepuja po takim punkcie*. [Mozemy przyjaé, ze ciag {E,) = B B
Ey,...E,,..., 0 ktérym mowa, jest zste¢pujacy; gdyz jezeli F jest tym
punktem, ktory, stosownie do zatozenia, nastgpuje po wszystkich punktach
tego ciagu, albo je poprzedza i jezeli (dla kazdego wskaznika ¢) E/; = Eur'F;
wiedy saereg { B'u} S B, Yy, Eyico By bedzie ciggiem w zwro-
cie przeciwnym poprzedniemu (P 11, 19); i jezeli jeden z tych ciggéw ma
punkt graniczny, wtedy punkt do niego symetryczny wzgledem F bedzie
punktem granicznym drugiego. Mozna jeszcze przyja¢, ze ciag {E.} lezy
caly na promieniu |AB, bo gdyby tak nie byto, to wystarczyloby podsta-
wic zamiast {E,} ciag rowniez zstepujacy {E”.), kiéry powstanie z {E.}
za pomocq przesunigcia od F do A (P I, 19). -—— Ot6z mozna réznemi spo-
sobami znalez¢ w klasie punktow srodkowo-symetrycznych pary A, Bku A
ciag {3, 1,y» Przenikajacy {E.}, to jest taki, ze pomiedzy dwoma
sgsiedniemi punktami jednego z tych ciggow lezy zawsze jakis punkt dru-
giego; w ten sposéb kres dolny jednego lub drugiego (o ile istnieje) bedzie
z koniecznosci kresem dla obu. Ale wiedy wystarczy zastosowac regule,
podang w P 23, a nastgpnie powola¢ sie na postulat XXIV (P 39) i zasto-
sowa¢ go do ciggu normalnego {%i,, 2,y.]. — Czytelnik moze sig
z tatwoscig przekonad, ze jezeli 7, oznacza odcigta punktu £, wzgledem
(A, B) — wtedy dwa szeregi liczbowe Vas Mis Masaes 1 L22%, L2926,
l,:2%,... muszq mie¢ te sama graniceg skonczong dla n=< i z¢
wskutek tego odcigte punktéw ciggu dowolnego, jak wyzej, dazq
zawsze do odcigtej punktu granicznego. 1 t. d.

P 4. — 7r. ,Kazda liczba rzeczywista i skoriczona jest odcietg pun-
ktu oznaczonego i jedynego (prostej AB) wzgledem A jako poczatku i B
jako punkiu jednostkowego“. [W rzeczy samej, kazda liczba rzeczy-
wista dodatnia e, dowolnie obrana, moze by¢ zawsze otrzymana jako
granica dla n=-o szeregu ulamkéw wymiernych e, : ¢, ¢,:¢, €5:56,,...
€niny Cusy fEyusn,..., gdzie e,, &, sq liczbami catkowitemi dodatniemi,
a utamek e, : ¢, jest mniejszy od e,.;:2,., dla kazdego n. Ot6z mozna
réznemi sposobami utworzy¢ ciag liczb, ktéryby mial posta¢: [, : 27,
b @ s s D il SN gdzie {,, [, sa liczbami catkowitemi
dodatniemi, a utamek /, : 2% jest mniejszy od [,y :20n+1 dla kazdego n,
i ktéryby zarazem mial przy n = te sama granicg e, co i pierwszy; wy-
starczy, jak poprzednio, azeby wyraz n-ty [, : 2¢. nowego ciggu byt tym
z posrod utamkéw zwyczajnych nieprzywiedlnych postaci /:2' i majacych
wartosci zawarte migdzy e,ce, i €yt fusy, dla kiorego suma i+ /7 jest

T
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minimum i licznik / jest minimum, Z drugiej strony wiemy, ze
liczby [, : 21, byt 2% s i D s sq wlasnie odcietemi punktéw ;| ,JI
-3‘;2, tyeor Gyt ... (P 27), ktore przeto sq rozlozone na promicnfur'AB
podiug ciggu wstepujgcego wzgledem zwrotu A — B (P 25) i daza
do punktu granicznego (P 30), ktorego odcigta bedzie dana liczba e (P 27).
Ze ta odcigta nie nalezy do zadnego innego punktu prostej AB, to juz
bylo powiedziane w P 28]. — Jezeli jest dany jakikolwiek postep liczbowy
rosngcy albo malejacy ¢, :v,, ¢,: Tare oo Culfuy... — gdzie ¢ i v sq liczba-
mi catkowitemi dodatniemi — wtedy ciag liczbowy postaci {!,.:2‘4.}. ktory
dla n=o ma zawsze te samq granicg, co i poprzedni, bylby np. Z,:21,
s 10, Lo 02X . Looom bygr:27%, ,, gdzie £, jest liczbg catkowity (do-
datnig lub zerem), okreslong jednoznacznie przez warunki /,:2"<¢,:qyn<
<@at1):2% czyli jest najwieksza liczbg catkowitg zawartg w liczbie wy-
miernej (c,:7.)2". Ale szereg punktow 2., .., 3,,.,,... Buy gy any (00

ktorego si¢ dochodzi za pomocy tego prostszego prawa, nie zawsze jest
ciggiem w znaczeniu P |9,

DODATEK.

P

UWAGA 1-a. Zdefinjowac (okreslic), w szerszym znaczeniu, znaczy
opisac i wyznaczy¢ pojecie za pomocyg zdari albo sadéw (okreslenic «re-
alne» albo «uwiklane»); ale okreslenie w scislejszym znaczeniu — okresle-
nie «<nominalne» albo «wyraines> — nie jest dla nas niczym innym, jak
tylko ,nadaniem nazwy jakiejkolwick grupie stow albo znakoéw*“, albo,
jezeli kto woli, skrétem jezykowym (w mowie lub pismie), ktéry moze
odzwierciedli¢ lub wytworzy¢ pewne skupienie pojec. Jezeli jest dane ja-
kiekolwiek wyrazenie lub powiedzenie F(a, b,...; p, q,...), zlozone z wy-
razow lub znakéw po czesci logicznych ), np. a, 0,..., po czesci gieome-
frycznych, jak p, ¢,..., wtedy wypadnie nam czesto przyja¢ jeden tylko
wyraz lub znak g, albo wyrazenie prostsze i dogodniejsze G, azeby ozna-
czy¢ i przedstawi¢ w wykladzie t¢ grupe znakéw i to, co ona oznacza lub
przedstawia; nic nie staje temu na przeszkodzie, jezeli tylko g i G sg wy-
razami lub wyrazeniami, dotychczas pozbawionemi tregei gieometrycznej.
Takgq umowe zawieramy i ustalamy, piszac np.:

E=EF (g b5 py gy.0), albo @ EFa, byucvy py §yoes)i

gdzie znak « =» nalezy czytaé «oznacza» albo «<réwna si¢ na mocy okresle-
nia». Ta uméwiona tozsamo$¢ jest tym, co sie nazywa okresleniem

) Terminy logiczne sg to te terminy, ktére mozna nazwac wspolnemi dla
wszystkich niemal nauk, ktére tworza wiec jak gdyby szkielet kazdego rozumowania, wy-
razajac pojecia najpotrzebniejsze i wystepujace w dziatalnosei umystowej wszelkiego ro-
dzaju. Takiemi sq np. wyrazenia: <istniejes, <jests, cnie jests, «jest nastepstwems, <odpo-
wiada» i t. d. Ich znaczenie powinno by¢ znane kazdemu Tozumujgcemu i Wszyscy po-
winni zgadza¢ si¢ co do znaczenia, jakie nalezy nadac tym wyrazom. Wykiad stracitby
caly sile, albo statby sie wprost niemozliwym, gdyby zostala uszczuplona lub odjeta moz-
nos¢ swobodnego postugiwania sie temi pojeciami (statemi logicznemi), ktérych badanie
nalezy do Logiki,

Geometrja elementarna, 10

=~



— 146 —

wyraznym albo nominalnym terminu g lub wyrazenia G. Wyrazenie
Fa, b,...; p, q,...) jest okreslajqce, & albo G okreslone. Cechg zasa-
dnicza okreslenia jest moznos¢ dowolnego podstawienia wyrazenia okreslo-
nego zamiast okreslajacego i odwrotnie; dlatego tez (ze stanowiska formal-
nego) nie jest bynajmniej rzeczg konieczna, azeby znaczenia termindw
gieometrycznych p, g,... byly dokladnie znane; ale wystarczy, azeby sym-
bol g lub G, wybrany na oznaczenie F(a, b,...; p, ¢,...) byt wolny od
znaczenia gieometrycznego, czyli, zeby nie wyrazal gieometrycznie nic poza
okresleniem, o ktérym mowa ).

Okreélenie bywa nieraz uzaleznione od hipotezy, mianowicie poprze-
dzamy je ustepem, w ktorym ustalamy warunki lub ograniczenia, dotyczace
pojeé, oznaczonych symbolami @, b,...; p, ¢ ... W takich przypadkach hi-
poteza staje si¢ czgdcig sktadowq okreglenia i nie powinna by¢ od niego
oddziclana. Rzecz nalezy tak rozumieé: ustalilismy i zgodzilismy sig na
to, ze F bedziemy mieli prawo przedstawia¢ za pomocqg & lub G tylko
w tych przypadkach, ktore sq przewidziane w hipotezie.

By¢ moze, ze rola okreslenia, tak jak my ja pojmujemy, wyda sig
czytelnikowi zbyt skromng. A jednak jest ona doniosla, jezeli si¢ zwazy,
ze umyst nasz nie bylby w stanie objac, rozroznic, zestawic, powigzac, je-
dnym stowem opanowaé w wykladzie pojec bardziej zloZzonych i oderwa-
nych, gdyby nie mogt ich utrwala¢ i wywolywac dowolnie za pomocg pro-
stych stéw lub zwiezlych zdan, lecz musial je za kazdym razem opisywac
w sposob rozwlekly. llez to faktow gieometrycznych, ile zwigzkow i twier-
dzeri bierzemy implicite pod uwage i, ze tak powiem, kondensujemy w je-
dnym pojeciu ,figur przystajgcych®!

UWAGA 2-a. W celu zrozumienia faktow gieometrycznych jest rze-
cza bardzo pozyteczng mie¢ zawsze przed soba obraz albo przedstawienie
intuicyjne «punktu» i «kuli przez punkt dokola innego punktu», czyli
rozpatrywa¢ znaczenie realne i konkretne, ktére zazwyczaj nadajemy
takim sadom, jak: ,A, B, C sa punktami i punkt C tak jest oddalony od A,
jak punkt B“. Jezeli jest prawda, Ze ,nihil ist in intellectu, quod non
fuerit in sensu* (ARYSTOTELES) i ze ,cala wiedza ludzka opiera si¢ na
intuicji* (KANT), to nie bedzie rzecza zbyteczng odwolywanie sig¢ nawet
do $rodkéw bardzo grubych i empirycznych, azeby w miodziezy obudzic
i ozywi¢ wszelkiego rodzaju wiadomosci intuicyjne i dos$wiadczalne o réz-
nych przedmiotach gieometrycznych. Mozna otrzyma¢ obraz punktu,

1) Tak np. dziecko, ktére nie rozumie jeszeze calej warto$ei wyrazow «maz» i <Zo-
nas, moze jednak nauczy¢ si¢ stosowac z pozytkiem okre$lenie: «Szwagiers = «Brat meza
albo zony, albo maz2 siostrys.

N

rozpatrujgc np. ziarnko pytu, otwdr zrobiony koricem szpilki w kartce pa-
pieru i t. d.; kule mozna pojmowac jako powierzchnig ciala okraglego,
jak up. pilki, pomarariczy, globusa. Jezeli drazek sztywny jest umocowany
na jednym koricu — np. w A — ale moze si¢ obraca¢ dokola A jak na
zawiasie, wtedy polozenia drugiego korica B dadzq obrazy roznych pun-
ktow, ktore tak sa oddalone od A, jak punkt B. Podobnie ni€, napieta
migdzy dwoma punkami A i B, z ktorych jeden jest nieruchomy, moze
stuzy¢ do tego, azeby da¢ pojgcie zaréwno o kuli By, jak o odcinku
AB|; it. d. Wiekszo$¢ naszych pewnikéw dalaby sig¢ dosc dobrze
sprawdzi¢ do$wiadczalnie, co mozna np. uskuteczni¢ za pomocg mechaniz-
mow kolankowych najprostszej budowy, albo za pomocy nitek odpowiednio
przymocowanych jednym koricem do listwy sztywnej ramy; i t. d.

Ale Gieometrja, jako nauka formalna, moglaby tez istnie¢ i by¢ zrozu-
mialq nawet zupelnie bez odwolywania si¢ do tresci intuicyjnej lub fizycz-
nej jej poje¢ pierwotnych (cpunktus i ckulis), gdyz umyst wyksztatcony na
pojeciach ogélnych i poparty przez odpowiednie uzdolnienie do abstraho-
wania staje si¢ zdolnym do postrzegania, oprécz oderwanego znaczenia
logicznego, takze zwiazku migdzy réznemi twierdzeniami i ich poloze-
nia w laficuchu dedukcyjnym, powigzania poszczegélnych czesci i ich sto-
sunkéw do calosci i t. d., o ile tylko ma w pamigci whasnosci zasadnicze,
kiére rozne pewniki albo postulaty Gieometrji nadaja tym pojgciom pier-
wotnym, i o ile odwoluje si¢ ciagle do okresleri réznych przedmiotow,
o ktorych mowa. Potrzebna jest tylko sprawnos¢ w $cislym rozumowaniu,
czyli pewna zmajomo$¢ zwigzkow logicznych pomigdzy przestanka
i wnioskiem, albo, krétko mowigc, sztuka czy zdolnos¢ prawidlowego
uzasadniania i wyciggania wnioskow; zreszta Gieometrja dopomaga do
rozwijania i wzmacniania tej zdolnosci.

UWAGA 3-a. Jezeli pojeciom pierwotnym nadajemy tres¢ fizyczna,
wtedy «aksjomaty», «pewniki» czyli «twierdzenia pierwotne» s3 powiedze-
niami niedowiedzionemi, sadami wigcej lub mniej oczywistemi, kidrych sig
nie dowodzi, ale za pomoca ktorych mozna dowies¢ wszystkich pozostatych
sqdéw drogg rozumowan, nie dajgcych sig obalic. Nalezy je przyja¢ bez
dyskusji, zadowalajac si¢ pewnoscig intuicyjng lub dogwiadczalng, ze wzgledu
na to, ze nie mozna dowiedé wszystkiego. Ze stanowiska formalnego
powiedzenia takie (ktére si¢ wtedy nazywajg « postulatami») wystgpuja jako
ewarunki lub przestanki, od ktérych zalezy wartosc czy ustroj
calego ukladu® — fo jest wszystkich wnioskéw, do ktdrych dochodzimy.
W kazdym razie grupujg sie zawsze dokola pojec pierwotnych (chociazby
tylko posrednio, a wiec poprzez szereg okreslen), a ich prawdziwos¢, o ile
jest znana lub zalozona, stanowi dostateczng gwarancje prawdziwosci twier-




— 148 —

dzen pozostalych — to jest wszystkich «twierdzen pochodnych» (teorema-
tow). Ale (jak juz mowiliSmy) mozna tez abstrahowaé od prawdziwodci
lub blgdnosci tych przestanek, zachowujgc je jako warunki (ani prawdzi-
we ani falszywe), ktore razem wzigte tworza «okreslenie uwiktane
poje¢ pierwotnych®, co nie zmniejsza trwalosci i harmonji calego ukladu
jako konstrukcji logicznej (patrz uwage 1-a). Na poczatku niech nauczyciel
tak mowi do ucznidw: Zgddicie si¢ na prawdziwosé tych twierdzen pier-
wotnych, a ja was stopniowo doprowadze, droga szeregu nastgpujgcych de-
dukeji, do tego, ze rozpoznacie prawdziwos¢ wszystkich innych twierdzen
gieometrycznych. Aksjomaty (pewniki) sa jakgdyby nasieniem wszyst-
kich prawd gieometrycznych; ale ich zarodki nie rozwing sig, o ile nie be-
daq zaplodnione przez rozumowanie. W ten sposéb tworzy sie¢ np. Gieo-
metrja i Arytmetyka, na tym polega w ogélnosci proces dedukcyjny, za
pomocq kiorego formuje si¢ cala Matematyka czysta“
Powiedzenie, Ze jakie§ twierdzenie P «jest nastgpstwem» innych
twierdzen A, B,..., — albo ze ,z twierdzen A, B... wysnnwamy twier-
dzenie P“ — oznacza wlasnie, Ze istota obdarzona rozumem, kiéra przyj-
muje twierdzenia A, B,... za prawdziwe, nie moze zapoznawa¢ prawdzi-
woséci twierdzenia P, albo, krétko méwige, ze nie mozemy potwierdzaé A,
B, ... i jednoczesnie zaprzeczy¢ P. — Zwré¢my uwagg na to, ze A, B,...
moga by¢ nastepstwem innych twierdzen A’, B’,..., a te znowu nastgp-
stwem jeszcze innych A”, B”,..., (wskutek czego i twierdzenie P daje sig
wysnué¢ z A”, B”,...) i tak dalej, ale rozumie sig, ze nie mamy moznosci
ciggna¢ bez korca tego szeregu kolejnych redukeji (i stgd wyptywa niemo-
zliwos¢ dowiedzenia wszystkiego). Moze si¢ jednak zdarzyé, ze, postepujac
w ten sposdb, dochodzi si¢ do malej ilosci twierdzen =, §,..., kiore sg
dos¢ dogodne i w ktdre latwo uwierzy¢ (to znaczy, ktére sq oczywiste
dla kazdego, rozpatrujgcego fizyczne i konkretne znaczenie zaleznosci i fi-
gur, o ktorych mowa) i z ktérych mozna wywnioskowac nietylko twierdze-
nie P, ale jeszcze i wszystkie inne fakty, ktére powinny by¢ ustalone
w Gieometrji. Wypadnie nam wigc przyjaé¢ o, B,... w charakterze zasad,
nad ktéremi dyskusja bylaby bezuzyteczna: otrzymamy w ten sposéb ukiad
pewnikow albo postulatéw, zdolny do panowania nad calokszialtem gie-
ometrji. Pozostanie jednak w kazdym razie pewna dowolnos¢ czy swobo-
da w wyborze tych zasad; a wigc to samo twierdzenie, ktore jeden mate-
matyk przyjmie za postulat, moze by¢ przez innego dowiedzione przy
pomocy innych zasad i t. d. Ale jakkolwiek kazdy postulat powinien sig
‘przedstawiac jako fakt «widoczny sam przez sig» kazdemu rozpatrujgcemu
znaczenie konkretne terminéw gieometrycznych (skad nazwa aksjomat,
pewnik), to nie tak bedzie, jezeli uwaza¢ bedziemy Gieometrj¢ jako
nauke oderwang i formalng: w takiej Gieometrji te same zasady
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mogq i powinny by¢ miane za warunki albo przepisy, klorym pod-
dajemy twory niezdefinjowane (jakiemi bylyby «punkt» i <kula»),
azeby stopniowo ograniczy¢ dowolnosé, ktérej podlegajg, i wyznaczy¢ w ja-
ki$ sposdb pojecie tych tworow. A wiec kazdy postulat pigtnuje nowg ce-
cha pojecia pierwotne (punktu i kuli); przeto wszystkie postulaty razem
wzigte okreslajqa pozniej te pajecia w sposéb uwiktany (p. uwaga 1-a).
Z pierwszego stanowiska zasady I, Il i IIl (§ I) wydaja si¢ bez watpienia
zbytecznemi (gdyz wypowiadajg prawdy zbyt oczywiste); inaczej z drugiego
stanowiska. Istotnie, kto nie bierze pod uwage zwyklego znaczenia zdania:
,Punkt C tak jest oddalony od A, jak punkt B¢, ten nie ma jeszcze po-
wodu utrzymywac, ze punkt B jest oddalony od A jak B, czyli ze zalez-
nos$¢ migdzy punktami, jeszcze nie zdefinjowana, ale oznaczona w ten spo-
sob, musi zachodzi¢ pomiedzy punktami B, A, B, a tym mniej, ze jest
odwracalnai przechodnia wzglgdem B i C?).

Twierdzenia pierwotne pozwalaja decydowa¢ od przypadku do przy-
padku, czy dwa dane przedmioty naleza czy nie naleza do kategoriji
«punkt» i <kular; i to wystarcza, azeby mozna bylo uwazac « pojecia ogol-
ne» punktu i kuli za nabyte i oznaczone. Ale analiza nieco wigcej

drobiazgowa i glebsza (ktorej wymagaé niema potrzeby) pozwolitaby po-

nadto wypowiedzie¢ prawdziwa i wlasciwg definicj¢ nominalng tych
poje¢ ogdlnych przez zaznaczenie wlasnosci chatakterystycznych
kazdego z nich. Takie okreslenie — ktore byloby bez watpienia dos¢
skomplikowane i zawile — zastepuja po czesci postulaty gieometryczne,
dzieki ktorym czytelnik, nawet nie odwolujac sie do swoich wiadomosci
intuicyjnych, stopniowo zdobywa i tworzy sobie sciste pojecie tego, co
mogq oznacza¢ i wyraza¢ punkt i kula. Pojecia pochodne (jak pojecia
«prostejs, «plaszczyzny», <odcinka» i t. d.) stajg sig¢ znane i oznaczone
w tym samym stopniu, co i pierwotne za pomocg schematu okre-
sleri nominalnych (uwaga 1-a). [t d.

UWAGA 4-a. Mowigc o dwuch figurach F, F', ze jedna z nich,
np. F' ,odwzorowuje si¢ jednoznacznie na drugiej“, albo ,prze-
ksztalca si¢ jednoznacznie na druggq“, rozumiemy przez to, ze kazde-
mu punkiowi figury F zostal podporzqdkowany pewien punkt figu-
ry F' i tylko jeden*, a to na mocy jakiej$ zaleznosci, istniejgcej mig-

1) Nie wszystkie zaleznoéci sa zwrotne, odwracalne i przechodnie; np, zaleznosé po-
krewienstwa: ,Tycjusz jest synem Kajusa* nie moze mie¢ miejsca, jezeli Tycjusz i Kajus
sa ta samg osoba; nie moze tez istnieé¢ jednoczesnie z odwrotng: ,Kajus jest synem Ty-
cjusza®, ani tez, jezeli Tycjusz jest synem Kajusa, a Sempronjusz synem Tycjusza, nie bg-
dzie Sempronjusz synem Kajusa; i t. d.




dzy jedng figurq a drugg. Nie okresla si¢ termindw «odwzorowanie»,
< przeksztafcenier '), ale wiadomo, ze kazdy z nich fqczy nazwy dwuch
figur (przeksztalcenie «F na F’», odwzorowanie «F przez F'> i 1. d.)
i wyraZa, ze jedna, F’, jest obrazem drugiej, Ze ja odzwierciedla podtug
jakiegos prawa w taki sposob, ze kazdy punkt figury F wyznacza pewien
punkt figury F” i tylko ten jeden. Nalezy si¢ domysla¢ — jak w ogdlnym
pojeciu «funkcji» — ze od tego samego punktu figury F, albo od kilku
rownych sobie punktéw figury F£, umyst nasz przenosi sie zawsze do
jednego tylko punktu figury F’, albo tez do punktéw, ktére si¢ réwniez
pokrywaja z soba (jednoznacznoscé); ale nie trzeba zakladaé przemien-
nosci albo wzajemnosci dwuch figur. Dwie fignry F i F’ moga sie z sobg
pokrywac, to znaczy, ze istniejq takze przeksztatcenia albo odwzorowania
«figury na siebie samag»; np. tak jedna figura jak i druga moga by¢
<klasg punktows lub «przestrzeniqg» (P 1§ 1), stad otrzymaliby$my
przeksztalcenia «punktéw na punkty», albo odwzorowania «prze-
strzeni na sobie samej> i t. d. Jezeli I oznacza odwzorowanie je-
dnoznaczne figury F na F’, zas A punkt dowolny figury F, wiedy obraz
punktu A, otrzymany wskutek £ (albo «za pomocg K») oznacza sie
przez «RA».

Nie jest powiedziane, ze «punkty réznes figury F odwzorowujg sie
w «punktach réznych», ani tez, ze kazdy punkt figury F’ jest obrazem ja-
kiegos punktu figury F, ale jezeli pierwszy z tych warunkéw jest spetnio-
ny, wtedy przeksztalcenie nazywa si¢ izomorficznym, a jezeli oba sg spel-
nione, nazywa sie odwracalnym b wzajemnym. A wiec izomorficz-
nym jest kazde przeksztalcenie lub odwzorowanie F na F’, przy ktorym
zaden punkt figury F’ nie jest podporzadkowany kilku odmiennym
punktom figury F; wzajemnym jest kazde takie przeksztalcenie izomor-
ficzne figury F na F’ ze kazdy punkt figury F’ wyznacza punkt figury F,
kiérego jest obrazem. Jezeli wiec jest dane przeksztatcenie wzajemne
figury ¥ na F’ — np. przeksztalcenie §, — to jednoczesnie bedzie wska-
zane przeksztalcenie, réwniez odwracalne i wzajemne, figury F" na F, na
mocy ktorego kazdemu punktowi A’ figury F’ jest podporzadkowany ten
punkt A figury F, ktéry za pomoca S§ zamienia sic na A’; jest to punkt

') Pojecia (arytmetyczne i gieometryczne) ¢przeksztalcenias, «unk cji»,
«odpowiednio§ci» i t. p.— ktdre niemal ze si¢ nie roznig od siebie i sa zawarte
w ogélnieiszym pojeciu «zalezno§ci» — nalezq zupetnie stusznie do Logiki, a to wsayst-
ko, co méwimy w tej uwadze, zachowuje jeszcze swoje znaczenie w zalozeniu, ze F, F’
oznaczajy klasy albo zbiory jakiegokolwiek rodzaju, przyczym zamiast <punkt> frzeba czy-
ta¢ <indywiduums albo <clement>, zamiast eprzystawanies — erdwnoscs i t. d. Patrz np.
G. PEANO, Formulaire mathématique wyd. V, str. 73 (Turyn, 1905).
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oznaczony i jedyny, gdyz, podlug okreslenia, przeksztalcenie S jest izo-
motficzne. To nowe przeksztalcenie, zwigzane z 8 i wyznaczone przez 8,
przybiera nazwg «przeksztatcenia odwrotnego» do S i oznacza si¢ przez §—1,
Jezeli figura F odwzorowuje sie na F' za pomocq przeksztalcenia wz a-
jemnego S — a tym samym F’ odwzorowuje si¢ jednoznacznie na F za
pomocy przeksztalcenia odwrotnego §—! — wiedy si¢ moéwi, ze mie-
dzy figurami F, F’ zachodzi sodpowiednios¢ doskonala, Jjednoznaczna
i wzajemna, albo jednoznaczna w obu zwrotach, albo jedno-
jednoznaczna i t. d.« lub tez, ze te dwie figury ,odpowiadajq sobie
punkt po punkcie* (V. STAUDT). — «<Przeksztalcenie toZsamosciowe
albo identyczne» (figury na siebie samg) jest to odwzorowanie, wskutek
ktérego kazdy punkt pokrywa si¢ ze swoim wlasnym obrazem; takie prze-
ksztalcenie jest na pewno wzajemne i oznacza si¢ zazwyczaj przez 1;
jezeli sig rozcigga na calg przestrzen, wtedy przyjmuje takze nazwe¢ po
prostu «fozsamosci».

Dwa przeksztalcenia P, Q tej samej figury F na inna figure (albo na
siebie samq) nazywaja sie «rdwnemi sobie» — co si¢ oznacza przez P= Q —
jezeli dla kazdego punkiu A figury F jest PA= QA, czyli jezeli obra-
zy tego samego punktu figury F (jakimkolwiek on bedzie), za pomocy tak
jednego jak drugiego przeksztalcenia, pokrywaja si¢ z sobg. Np. kazde
przeksztalcenie wzajemne jest zawsze odwrotne do swego wlasnego
odwrotnego, a kazde przeksztalcenie identyczne jest r6wne swe-
mu wlasnemu odwrotnemu, It d. — Kazde przeksztatcenie R (figury
F na F’) moze by¢ jeszcze uwazane za dziafanie nad punktami (figu-
ty F), gdyz za pomocg R przechodzi si¢ jednoznacznie od punktéw figu-
ry £ do ich obrazéw; ale najczesciej sam proces, przez kitéry z A otrzymuje
si¢ np. R*A nie jest wazny; raczej trzeba bra¢ pod uwage tylko podmiot
dzialania i jego rezultat. Ten sposob (zdobycia wiadomosci, o ktérych
mowimy) wydaje si¢ tez najprzystepniejszym dla milodziezy, ktora majgc
juz wprawe w wykonywaniu dziatan arytmetycznych, prowadzgcych jedno-
znacznie do liczb (podnoszenie do kwadratu, dzielenie przez dwa
i 1. d.), bedzie potrzebowata matego tylko wysitku, azeby wyobrazi¢ sobie
dzialanie (gieometryczne), wykonywane na kazdym punkcie figury wska-
zanej (albo tez na jakimkolwiek punkcie) i dajace za kazdym ra-
zem w rezultacie punkt ).

') Ten sposéb pojmowania rzeczy (powszechny u matematykéw) znajduje poparcie
W mowic potocznej, np. w terminach: péfobrot, odzwierciedlenie, przesuniecie i t. Pey
kidre odwoluja si¢ wyraznie do pojecia edziatania gicometrycznegos, a pomi-
mo to bywajg uzywane z pozytkiem w znaczenin zaleznosci (t. j. symetrji, jedno-
miernosei i t. d.).
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Jezeli F, F', F” sg trzema figurami danemi, a P jest przeksztalce-
niem F na F’, za$  przeksztalceniem F' na F”, wtedy ,iloczynem P
przez Q¢ albo ,wypadkowq przeksztalcen P i Q° (w tym porzadku,
w jakim sa napisane) nazywa si¢ przeksztalcenie F na F”, kiére kazdemu
punktowi A figury F daje za obraz punkt @ (PA); jest to wigc dzialanie
ztozone, ktore powstaje przez kolejne wykonanie dziatan P i Q (z kto-
rych drugie wykonywa sig¢ nad rezultatem pierwszego). Nowe przeksztal-
cenie tak okreslone oznacza sie przez «QP» [zatym QPA = Q (PA4) dla
kazdego A], ale czyta si¢ od strony prawej ku lewej. Jezeli F = F’, wte-
dy iloczyn P przez P —czyli P do kwadratu — oznacza si¢ przez
«P? i t. d. Iloczyn przeksztalcenia wzajemnego przez swoje wla-
sne przeksztalcenie odwrotne jest przeksztatceniem tozsamosciowym:
S—-18=88"1'=1 W sposéb podobny okresla sie odpowiednio iloczyn
trzech, czterech lub wigcej odwzorowarl; rozpoznajemy w nim odrazu
wlasno$§¢ lqeznosci, ale iloczyn taki w ogélnosci nie ma wlasnosci prze-
miennosci. Przestawialne sq dwa przekszialcenia (figury danej na siebie
sama), jezeli iloczyn jest przemienny, a wigc nie zalezy od porzadku
czynnikow. [Inwolucyjne jest kazde przeksztalcenie wzajemne (figury na
siebie samg), ktore si¢ pokrywa ze swoim wilasnym przeksztalceniem od-
wrotnym, a wiec ktorego kwadrat jest rownowazny tozsamosci.
I t. d. — Wreszcie, wzgledem jakiegokolwiek przeksztalcenia K jednej figu-
ry na druga (albo na siebie sama) nazywa si¢ «punktem zigezonym albo
tautologicznym» kazdy punkt, ktéry zamienia si¢ przez R na siebie samego.




