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WYKAZ WAZNEJSZYCH OZNACZEN
»
- ciaio liczb rzeczywistych,
zblér liczb rzeczywistych dodatnich,
- ciaio liczb zespolonych,
- n-wymiarowa przes'rzeri euklidesowa : nad clatem liczb rzeczy-
wistych, ' 3
LR - n-wymilarowa przestrzeli euklidesowa nad clajem liczb zespolawch,
c([a,b]; R") - przestrzefi funkcji ciagiych odwzorqmdqcyt.:h przedziat
’ [a,b] w przestrzef Pn.

Re s = czeié rzeczywista zmlenne] zespolonej s,

oD
T4
]

Im & = czeéé urojona zmiennej zespolonej s,
i 2

j =-i"==-1 .

s 1(A) - i-ta wartoéé wiasna macierzy A,

M, (A) - miara macierzy A(k = 1,2 lub oo ),

AT - macierz A transponowana,

A* -~ macierz A sprzezona | transponowana,

adj A - macierz doiaczona macierzy A,

det A - wyzmc:zn.lk macierzy A,

I - macierz .jedmstkowu.

@ - iloczyn Kroneckera,

OLP - otwarta lewa pdipitaszczyzna pilaszczyzny zmiennej zespolonej,
OPP = otwarta prawa péiplaszczyzna plaszczyzny zmiennej zespolmnej.

Poniewaz stabilno$é ukiadu z opdéZnieniem jest w peini scharakte-
ryzowana przez rozklad zer jego quasi~wielomianu charakterystyczne-
go, w pracy bedziemy réwnowaznie méwié o stabilnoéci ukiadu z opSi-
nieniem i o stabiinodci jego quasi-wielomianu charakterystycznego.



Mikotaj Bustowicz

; ASYMPTOTYCZNA STABILNOSE
DYNAMICZNYCH UKLADOW LINIOWYCH STACJONARNYCH
Z OPGZNIENIEM

Streszczenle

W pracy dokonano krytycznego przegladu bogatej literatury, doty-
czacej aﬁymptotycznej. stabllnodci dynamicznych ukiadéw linlowych sta=
cjonarnych o parametrach skupionych z dyskretnymi, giéwnie wspdi-
miernymi, opéZnieniami., Usystematyzowano wiele spraw zwiazanych z

:tym problemem | podanc wiele nowych rezultaiéw. Uwzgledniono w tym
przegladzie wszystkie dostgpne w kraju wa:tnléjazs publikacje na te-'
' mat stabllnodci rozwazane] klasy uktadéi\r. ktére ukazaty sie w litera-
turze Swiatowe] do kofica 1986 roku. W ostatnich latach byto ich bar-
- dzo duzo, Ostatnie prace, w ktérych podsumowano aktualny (w danym
- okresie) stan wiedzy o stabilnosci rozwazanej klasy ukiaddéw z opézZ-
“nleniem ukazaty sie w roku 1971, Byly to monografie: Géreckiego [58]
" oraz Elsgolca i Norkina [52]. W péZniejszych pracach, takich jak np.
[49.64], nie podsumowywano aktualnego stanu wiedzy o stabilnosci li~
niowych ukiadéw z opéZnieniem, a jedynie podano pewne rezultaty z
tej dziedziny, vE

Na poczgtku pracy podano podstawowe wiadomo$ci © quasi~wielo-
mianach charakterystycznych linlowych stucjomﬁtych- ukiadéw z opdi-
nieniem, zwracajac szczegdlng uwage na wiasciwoéci rozkiadu ich
znr- asymptotycznych (o duzych modutach). Nastepnie rozpatrzono po-
dane nizej rodzaje stabiinoscil:

(1) asymptotyczna stablinoéé przy ustalonej wartoéci opéZnienia,
(ii) asymptotyczna stabilno$é niezaleznie od wielkoéci opéZnienia,
(lii) asymptotyczna stabilnoéé w funkcjl wielkoécl opénienia,

. (v) asymptotyczna stablinoéé z szybkodécly zanikania 7 (7>0), a

b
3
t
]

v ‘wiadciwie z szybkodcig zanikanla nie mniejszq niz 7 , tzw. pesic.

bilnod &, -



Warunki k-uo;o rodsq;u -tahnnn‘d mm w h-n-.l puuhci
dla ukiadu typu neutralnego ni¢ dia ukiadu typu opéﬁinnnp. PoloZe-
nle wazystkich zer quaal-ud.bmlnnu charakterystycznego ukiadu typu
neutralnego w otwarte] lewej péipiaszczyfnie nie zawsze Jest bowiem
réwnowazne 2z jego asymptotyczna shbum‘clq, Fakt ten w wielu pra~
cach nie byt uwzglednlany, ' ' ‘

Zamiast istniejgcej w literaturze jednej nazwy - asymptotyczna sh-
blinoéé niezaleznie od Mskoilcl opéZnienia - w pracy zaproponowano
wprowadzenie dwéch nazw (i deﬁz_'ill:jl) _tego rodzaju stabllnofci, a mia-
nowicle: asymptotyczna stabilnodé niezaleznie od : wielkodci opéZnienia
(w skrécie ASNO) i mocna asymptotyczna stabilnoS¢ niezaleznie od.
wielkosci opéZnienia (w skrécie MASNO). Ma to na celu rozdzielenie
dwéch grup prac poéwigconych \badaniu tégo rodzaju stablinoéci, w
ktérych podano nieréwnowazne sobie w przypadku ogéinym kryteria.
Uwzgledniajac wprowadzons terminologie, w pracy dokonano krytyczne=
go przegladu metod badania asymptotycznej stablinodci niezaleinie od
wielkoécli opéZnienia { podano pewne nowe .rezunaty.

W pracy oméwiono réwniez metode h=podzialu, siluzaca do badania
asymptotycznej stabilnodci w funkcji op6Znienia h. Za proponowanoc trzy
' nowe metody wyznaczania wartoécl opéfnienia, przy kiérych quasi-
=wielomjan charakterystyczny ma zera na osl urcjonej. Jedna z tych
metod wymaga rozwigzywanla maclerzowego zespolonego réwnania La-
punowa, Sposoby rozwiazywania tego réwnania oméwiono w Dodatku,
Wypmwadsono tez analityczng postal tego rbzwlqzanh. ‘

W pracy wyprowadzono analityczne warunki y -stabilnoéci (tak!:e
asymptotycznej stabllnofci) w zaleznoécl od wielkoécl opéén.{enh pro=-
stych guasi-wielomianéw typu opéfnionego 1 pewnej klasy wielowymia=
rowych ukiadéw z jednym opéZnieniem. W przypadku ogélnym quasi-
-wielomianéw zaproponowano badanie =-stabilnoécl na podstawle ana-
lizy przeblegu ich lnii phrwlaluwwych w funkcji wielkoScl opétnhnh.
Oméwiono sposdb numerycznego wyznaczania tych tinil, )

Przedstawione w pracy metody badania asymptotyczne] stabilnodcl
i § =stabllnoéci sq dogodne do obliczefi nmrycznych przy pomocy
minikomputeréw,

Rozwaszania zllustrowano liczrnymi przykiadami.



1. WSTEP

Istnieje szeroka klasa proceséw fizycznych, w ktdrych stan przy-
szly zalezy nie tylko od stanu w danej chwili, ale takze od stanéw
przeszlych ( W pewnym przedziale czasu), ktérych wplywu nie mozna
pominaé, Takie procesy sa nazywane procesami z opéZnieniem, bads
z opdéZnieniami, Chcgc uwzglednié czas opéZnienia w ich modelu ma-
tematycznym nalezy stosowaé réwnania o ogélniejszej postaci niz réz-
niczkowe, a mianowicle réwnania funkcyjne. OpéZnienie moze byé roz-
toZone badZ dyskretne (skupione). W tym ostatnim przypadku procesy
opisuje siq@ réwnanlami rézniczkowo-réznicowymi (z odchylonym argu-
mentem), liniowymi badZ nieliniowymi. Pewne klasy ukiadéw z opéZnie-
niem roztoZonym tez mozna w przyblizeniu dobrze opisaé takimi réwe-
naniami, ' :

Zjawisko opdzZnienia wystgpuje nie tylko w technice, ale takze w
biologil, biochemii, ekonomii i innych dziedzinach, Typowymi procesami
z opéZnieniem sg procesy mieszania, spalania czy tez inne, w ktérych
wystepuje transport mas, energii itp., Efekt op6Znienia wpiywa w sposéb
istotny na pracg migdzy innymi parowych i Igazow;rch turbin, energety-
cznych urzadzen jadrowych, na sterowanle samolotami, rakietami czy
aparatami kosmicznymi. Do ukiadéw z opdéZnieniem nalezy tez ukiad
cztowiek-maszyna, Udzial czlowieka w procesie sterowania wprowadza
opéZnienie w sygnale sterujgcym. Wynika ono z psychofizycznych wias—
ciwoéci cziowieka, ; .

Matematyczny opis wielu proceséw’'o parametrach roziozonych mo=
Ze by¢ sprowadzony do modeli ukiadéw z opéZnieniem. Do takich ukia-
déw naleza np. linie diugie elektryczne, cieplne, hydrauliczne czy
pneumatyczne,

Matematyczne modele réznych dynamicznych proceséw z opéinienlem
sg opisane np. w pracach: [1,10,49,56,58,63,89,90,96,108,123,137].



Istnienie opéZnienia wpltywa w sposéb istotny na stablinoé¢ i ja-
ko£é regulacji procesdéw,

Przedmiotem rozwazan niniejszej pracy sa linlowe ukladf dynamij=
czne o© p.arametrach skupionych i o statych, dyskretnych opéZnieniach.
Wielomian charakterystyczny takich ukiadéw jest funkcjg przestepng
(wielomianem transcendentnym) I nosi nazwe quasi-wielomianu, Liczba
jego zer jest na ogdi nieskoriczenie wielka, Z tego tez powodu bada~
nie stabilnoéci takiej klasy ukiadéw jest problemem bardzo zioZonym.

Metody badania asymptotycznej stabilnoéci liniowych ukiaddw sta=
cjonarnych z dyskretnym opéZnieniem, ktére mozna juz nazwal klasy-
cznymi, sa oméwione w Lcznych pozycjach ksiazkowych, takich jak:
'8,49,51,52,58,64,89] . Problemowi stabilnoéci nieliniowych ukiadéw z
opé\z’nieniem jest poswigcona praca [137].

W ostatnim dwudziestoleciu ukazalo sie wiele prac, w lctérych
bad% to rozwijano niektére klasyczne metody badania stabilnosci ukia~-
déw z opdZnieniem, badZ tez podano nowe. Wazniejsze z tych publi-
kacji sa omdéwione w niniejszej pracy.

W ostatnich latach wiele prac bylo poswigconych gidwnie dwdm
problemom: I
(i) asymptotycznej stabilnosci niezaleznie od wielkoéci opéZnienia,

przy czym istnieja tu dwie grupy kryteriéw, nie zawsze sobie

réwnowaznych;
(ii) asymptotycznej stabilnoéci w funkcji opéZnienia,

Ponadto w wielu pracach warunki stabilnodci ukiadéw typu op6ia
nionego i neutralnego sformutowano w tej samej postaci, co nie zaw=-
sze jest prawdziwe., Fakt ten szerzej oméwiono w rozdziale 3 riiniej-
szej pracy. '

Celem niniejszej pracy jest dokonanie krytycznego przegladu bar-
dzo bogatej literatury poswigconej problemowi asymptotycznej stabilnos=
ci linfowych ukiadéw stacjonarnych z dyskretnym opéZnieniem, usyste~
matyzowanie wielu spraw zwigzanych z tym problemem i podanie sze=-
regu nowych rezultatéw.

Wéréd liniowych stacjonarnych ukiadéw z opéZnieniem istnieje kla-
sa ukiadéw o skohczonym widmie, ktérych guasi-wielomian charakte-
rystyczny jest wielomianem (patrz np. [16,22,88,157]). Badanie stabil-
noséci takich ukiadéw na podstawie znajomosci quasi-wielomianu cha~
rakterystycznego przeprowadza sige dokiadnie w ten sam sposéb jak

10



ukiadéw bez opdiZnienia, Dlatego tez ten typ ukiadéw z Opéénleniem
nie jest tematem rczwazali niniejszej pracy.

Praca skiada sig z 10 rozdzialéw. W rozdziale 2 podano podsta-
wowe wiadomoéci o quasi-wielomianie charakterystycznym ukiladéw z
opéZnieniem, zwracajgc szczegdlng uwage na wiadciwosci rozkiadu
jego zer asymptotycznych (o duzych modutach), W przypadku quasi-
-wielomianu typu neutralnego podano prosty sposéb wykrywania istnie-
nia taficuchéw zer asymptotycznych dazacych do osi urojonej. Istnie-
nie takich iaficuchéw zer moze bowiem powodowaé niestabilnoéé quasi-
=wielomjanu typu neutralnego nawet wéwczas, gdy wszystkie jego zera
majg ujemne czgsci rzeczywiste,

W rozdziale 3 podano podstawowe definicje i twierdzenia dotycza-
ce réZnych rodzajéw stabllnosci ukiadu z opézZnieniem, We wszystkich
tych twierdzeniach uwzgledniono tzw. przypadek asymptotycznie kryty-
czny (wszystkie zera lezg w OLP | istnieje przynajmniej jeden lan-
cuch zer asymptotycznych, dazacych do osi urojonej z lewej strony),
ktéry moze wystapi€ w przypadku quasi-wielomianu typu neutralnego.
W literaturze przypadek asymptotycznie krytyczny nie zawsze byt
uwzgledniany i warunki asymptotycznej stabilnosci quasi=wielomianu
typu opéZnienego i neutralnego formutowano w tej samej postaci,. co
nie zawsze jest poprawne.

W przypadku stabilnos$ci niezaleznie od wielkoéci opdZnienia
istniejg dwie grupy prac, w kitdérych podano nieréwnowazne sobie w
przypadku ogdlnym kryteria, Aby rozdzieli¢ te kryteria wprowadzono
dwie rézne nazwy (i definicje) tego rodzaju stabilnoscit asymptotycz-
na stabﬂncu:f.é niezaleznje od wielkoséci opdZnienia (w skrécie ASNO)

i mocna asymptotyczna stabilnoséé niezaleznie od wielkosci opéZnienia
(w skrécie MASNO), Uwzgledniajac te nazwy, jak i mozliwoéé wysta-
pienia przypadku asymptotycznie krytycznego, w rozdziale 4 dokonanco
przegladu literatury poSwieconej badaniu stabilnosci niezaléznie od
wilelkoéci opéZnienia, Podano tez pewne nowe rezultaty.

W rozdziale 5 dokonano krytycznego przegladu klasycznych wa-
runkéw polozenia wszystkich zer quasi-wielomianu w OLP i podano tez:
pewne kryteria z nich wynikajace.

W rozdziale 6 oméwiono metode¢ h-podziatu (bedaca pewnym
uogdlnieniem klasycznej metody D-podziatu), na podstawie ktérej bada
sie rozkiad zer quasi-wielomjanu w funkcji wielkosci opdZnienia h,

Podano tez trzy nowe metody wyznaczania granic h-podziatu.
. 11



Rozdziat 7 jest poswigcony problemowl j =-stabilnosci quasi-wielo-
mijanu typu opéZnionego, Wyprowadzono w nim analityczne kryteria te-
go rodzaju stabilnosci w przypadku prostych quasl-wlelon‘_da.né'w stopnia
pierwszego., Natomiast w przypadku ogélnym zaproponowano badanie

¢ =stabilnogéci na podstawie analizy przebiegu linii plerwiastkowych
w funkcji wielkosSci op6Znienia h. Mozliwosé stosowania tej metody jest
uwarunkowana mozliwosciga numerycznego wyznaczania zer quasi-wielo-
mianu, .

W rozdziale 8, na podstawie rezultatéw uzyskanych w p.7.1, poda=
no analityczne warunki konieczne i wystarczajace 7§ =stabilno$écl wielo=
wymiarowego ukiadu typu opéZnionego z jednym opéZnieniem w pewrych
przypadkach szczegdlnych, Natomiast w przypadku ogdlnym wyprowa-
dzono analityczny warunek dostateczny tego rodzaju stabilnosdci,

W rozdziale 9 dokonano krétkiego podsumowania uzyskanych re=
zultatéw i podanc pewne nie rozwiazane problemy, zwigzane z tematem
pracy.

W Dodatku (rozdziat 10) oméwiono metody rozwiazywania zespo=
lonego macierzowego réwnania Lapunowa. Wyprowadzono analitycmg
postal tego rozwigzania.

Zalaczony na koricu pracy spis literatury nie pretenduje do peme-
go z zakresu stabilnosci rozwazanych ukiadéw z opdZnieniem, Uwzgled=
niono w nim wazniejsze publikacje bezposrednio zwigzane z podanymi
w niniejszej pracy rozwazaniami. Dalsza bibliografia dotyczaca tego
tematu jest podana w wymienionych w spisie literatuwry monografiach
i artykutach,

12



2. WPROWADZE NIE

2.1, Postaé quasi-wielomianu charakterystycznego

_ Dynumlczny, wielowymiarowy ukitad linjowy stacjonarny z opéZnie=
niami opisuje sie w przestrzeni stanéw nastepujgcym ukiadem réwnarn:

e
> (Apx(t=- 7))+ Bx(t=17))) = £(t) , t>0, (2.1)
_ =0
gdzie:
xeR", ALB e R, e R, %(t) = (dfat)x(t), T =0,
T, €R,, 1= 1,2,u,m,

Jezell brak takiego T, ze - it dla i=0,1,.,m, to réwnanie
(2.1) opisuje ukiad z niewspétmiernymi opéZnieniami. Jezeli zas T=iT
dla i=0,14.,m, to réwnanie (2.1) opisuje ukiad ze wspéimiernymi op62-
nienjami. :

Macierz l:;l'mrukterystyczna ukiadu (2,1) ma postaé

m

H(s.g‘st) - Z(Ai + sl‘:li) exp(~- s ri) . (2.2)
i=0

gdzie H(s,t_a‘sr) 2 H(s,exp(-s ‘rl),.... exp(- s Tm)). a jej wyznacznik,

zwany quasi-wielomianem charakterystycznym, mozna napisaé w posta-
ci [8]

p .
q(s,g‘sh) £ get H(S,E-St) - Zwk(s)exp(- Shk)' (2.3)
k=0

13



gdzie:
n .
wk(s) - Z“!ksi v A€ R, (2.4)
i=0 3

a hy. jest kombinacjg opdéZniern T o Tqwem Ty © postacl

m ) "
by = D STy (2.5)
im0

gdzie liczby catkowite dodatnie c;, speiniaja réwnosé

c + C, F e Sk ™ P dla k = 0,1,um .

ok ik
We wzorze (2.3) zastosowaliémy oznaczenie q(s,.e_'_'Sh) €
= q(s.exp(-sh'l).....exp(-shp)).

Ze wzoréw (2.2) i (2.3) wynika, ze:
wo(s) - det(Ao + sBO) " . (2.6)

wp(s) = det(A + sB_ ), (2.7)

a wiec wo(s) (wp(s)) jest stopnia n wtedy i tylko wtedy, gdy
det B_ % O (det B # 0).

W przypadku skalarnym, tzn, gdy x€ R, réwnanle opisujace dyna=
mike ukiadu liniowego stacjonarnego z opdéZnieniem ma postaé

n p ’
Z Z . =8 (¢ - h) = £,(t), t>0, (2.8)
=0 kw0
gdzie:

ag € R, € R, <Dy = (dlat) x(b), hy = 0, he€ R, ,

k = 1,200
Quasi-wielomian charakterystyczny ukiadu (2.8) ma postaé:
P n
h i
a(s.e™P) = D D ay st exp(eny) . (2.9)
k=0 =0
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Ze wzoréw (2.3), (2.4) 1 (2.9) wynika, 2e quasi-wielomian charak-
terystyczny dynamicznego ukiadu liniowego ltacjcnarmg-o z opdZnie-
niem mozna napisaé w ogélnej pestaci (2.9).

Dia prostoty dalszych rozwazati przyjmiemy, Ze opéinienia h
speiniaja nieréwnoscl

k
0=h<h<.. hp-c oo , (2.10})

Analltyczne wyznaczanie quasi=wielomianu charakterystycznego
wielowymiarowego ukiadu (2.1). poprzez klasyczne liczenie wyznacze
nika macilerzy charakterystycznej (2.2), jest bardzo trudne juz dla
In;zll m>2 z tego powodu, ze elementy maclerzy H(s,g"r't) sa
funkcjami wielu zmiennych: s 1 exp(=s ':'l). i - 1,2,ee,m, Dlatego tez
pojawila sie konlecznoéé opracowania metod obliczania quasi-wielomiia=
nu charakterystycznego bez konlecznodci klasyczengo liczenia wyznaa
cznika macierzy charakterystycznej. Takie algorytmy, dogodne do obil
czeri numerycznych, sa podahe w pracy [1‘?] dla ukiadu

%(t) = ZAIx(t- hy) . xe R, (2.121)
=0 ' '

przy mel i h =h; w [18,19] (rézne algorytmy) dla ukiadu (2.11) porzy
m dwolnym skoriczonym 1 h; = Ihj w pracach [20,21] dla ukiadu
(2.11) przy m dowolnym skoriczonym i opéZnieniach h; speinlaja-
cych nleréwnoécl (2.10); w [23] dla ukiadu

x(t) = Z Alx(t - hi) + ZBI:'c(t - h[). xeR", (2.i12)
© =0 ) w1 J

w przypadku opéZnied niewspdimiernych spemiajacych (2.10) i wsppdi-
Inﬂemyct_m. tzn, hl m jh, 1 = 0,1,eeesm. W wyzej wymienionych pracach i,
w celu podania algorytmu obliczania quasi-wielomianu charakterystyycz-
nego, uogdlniono znana metodg Faddiejewych odwracania macierzy.
charakterystycznej ukiadu bez opéZnieni,

Najbardziej ogéing metode obliczania quasi-wielomianu charakidery-
stycznego ukiadu (2.1), réw
a oparta na teorii graféw




Quasi-wielomian (2.9) jest funkcja analityczna. Jezell nie staje sie
on wielomianem, tzn. jezeli w (2.9) w sposéb istotny wchodza opéi-
nienia, to ma nieskoriczong liczbg zer, ktérych jedyrnym pwmkiem gra=
nicznym jest nieskoriczonosd, . ‘

Zera quas!-wia]nmiaﬁu (2.9) mozna podzielié na dwie grupy: zera °
o duzych moduiach, tzw. zera asymptotyczne, 1 zera nieasymptotyczne,
Zera asymptotyczne, ktérych jest nieskoriczenie wiele, tworza tzw. tarn-

cuchy.

2.2. Wiasciwoscl rozkiadu zer asymptotycznych

Wiasciwosci rozkiladu ier asymptotycznych quasi=wielomianu (2.9)
oméwimy na podstawie pracy [8]

Zaiézmy, ze dla quasi-wielomianu (2.9) spemiony jest warunek
e * 0 dla pewntych i, i = 0,1,un. Utwérzmy quasi-wielomian

-=

qi(s,Q_Sh) = g(s,.e h)exp(shp) r (2.:-L3)

ktéry ma te same zera co quasi-wielomian (2.9).
Quasi=wielomian ql(s,g."Eh) ma postaé

n P
ay (%) = D &' D ey exp(s(h-n) (2.24)
=0 kO '
lub
p .
a,(se®™) = ng(S)exp(orkS) : (2.15)
k=0
gdzie: a
g (s) = Zsiai‘p_k ' (2.16)
i=0
Ctk - hp - hp—k . | (2'17)
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Oznaczmy przez nk ("k‘ n) stopie#i wielomianu nk(-). a przez
&, wspdiczynnik stojacy przy najwhluuj potedze zmio'nrnj s tcgo
wislomianu, cryli

B " fnpkc o (2.18)
Modemy wiec napisaé |
(s) = & 8% (1eg(s)), (2:19)

. gdzie .Ek(l) jest clagin funkcjq argumentu s, spemiajaca warunek

lim £, (s) = 0. (2.20))
|8l~eo '

Uwzglednlajac (2.19) quasi-wielomian (2.15) napiszemy w postadii

ql(sv_ ) - Z k (1 +€k(‘))°xp(8 “k) (2.21\:

Z powyzszego wzoru wynika, 2e zera o duzych modulach quaski-
~wielomianu (2.21) lezs blisko zer funkcji

Pors sh = l‘)k
4,(se™) = Zﬁk s = exp(a.s) . (2.222)
k=90

Na plaszczyfnle kartezjariskiej quasi~wielomianowl (2.22) moznaa
przyporzadkowal graf wielokatny, zwany diagramem dystrybucji lub
diagramem Newtona, powstaly z poiaczenia punktéw D, (niekonieczrnie
wszystkich) o wspdirzednych ( @,s m ) Linia famana L, tworzaca tden
© graf, ma nastgpujace wilasciwosci:

(1) - tacey punkt D, = Dp' ale nie musl przechodzié przez wszystkiie
: pozostale punkty D,

(i) ma wierzchoiki tylko w zbiorze punktéw D,

(it5) jest wypukia,

(iv) nie lety nad nia Zaden punkt D,

k'
(v) pod nia moga leteé niekiére punkty D..

1?7



Zumahllry. te jetell quasi-wielomlan (2-9)“ wapéimierne opéé-
nhnh,th-khdhk-'O,a,*p,'bodpowhddqmmﬁuMa
(2.22) ma postaé R & :

o P _
3y(sexp(sh)) = ) &e © exp(snk) , - (223)
k=0 .
a punkty D, majq wspéirzedne (hk, n,).

PRZYKLAD 2.1..

Quasi-wielomian (2.23) przy p = 11 | n, =2 n,=1, n, = 4,
ny = 5, ng =2 n11-7 ma diagram
dystrybucji pokazany na rysunku 2.1. ' O

= 0, L1'15---5,, n6-7. n7-4, na-O. ng-'?. n

10

Rys.2.1. Diagram dystrybucjl quasi-wielomlanu z przykiadu 2.1.

Na podstawle diagramu dystrybucji, utworzonego dla funkcfi (2.22)
w wyzej opisany sposéb, moina w peini scharakteryzowad rozkiad zer
asymptotycznych (o duzych moduiach) quasi-wielomianu qi(l.g.h).

_ a wigc quasi-wielomianu (2.9).

Oznaczmy przez I‘:.""'Lr kolejne segmenty diagramu dystrybucil,
numerujac je od lewej strony do prawej (patrz rys.2.1), a przez
Hqrees Mo wspdiczynnikl kata nachylenia tych segmentéw, Kazdemu
segmentowl L odpowiada na piaszczyifnie zmienne] zespolonej obszar
Vk, ograniczony krzywymi, zdefiniowany nastgpujacot

is8



I-vl"-{sec 3 |Re(s 1-,uk1nl)l<c}.- ' .‘(2.24)

gdzle c j.ﬂlt&aodo‘lﬂoh‘lhdutojwarb‘cl.
. Obazary V, | zera asymptotyczne quthlmnhnu (2.21) maja
nastepujace wiasciwoscl [8]:
(1) obszary V, sa od sieble oddzielone obszaraml U, przy czym
. Vk +1 .lezy na prawo od obszaru Vk. :
(1) zadne zero o dostatecznie duzym module quasi-wleluudnnu (2.21)
. nie lety w obszarze U,
(lii) zera asymptotyczne quasi-wielamianu (2.21) w obszarach Vi
ukiadajq sie wzdiuz kilku krzywych symetrycznych wzgledem osl
rzeczywistej, tworzac tzw, laficuchy; jezell ,u.k:'a:o, to te krzywe
lezq catkowicle w OLP | Re 8 — =~ oo przy |8]—>oc i jesl <0,
to w OPP 1 Re 8 —= oo przy |s|—=oc; jezell za§ u, = 0, to
przy |s|— oo lmficuchy zbiegaja asymptotycznie do pewnych pros-
) tych réwnolegiych do osi urcjonej, _
(tv) skiadniki funkcjl (2.22), odpowiadajace punktom lezacym na Ly
majg wigkszy rzad wielkoscl na zblorze Vi niz inne skiadniki;
o rozkladgie zer w danym cobszarze Vl: decydujq wigc tylko te
skiadniki sumy (2.22), ktére odpowiadajq punktom lezacym na
odcinku Ly diagramu dystrybucjl -
Typy laficuché4w zer asymptotycznych, ktdre oméwiono powyzej
w punkcie (lil), quasi-wielomianu (2.21), a wiec i (2.9), przyjeto na-
zywaé: opéénionym, wyprzedzonym I neutralnym.
Laficuch zer asymptotycznych jest typu:

a) opéfnionegc, jezell lezy catkowicie w OLP I Re 8-+ = oo, przy
|8] —= oo,

b) wyprzedzonego, jezell lezy caikowicle w OPP | Re s—eoo,przy
[8}—=o0,

c) neutralnego,jezeli Re 8 — c = const, przy '|8| ——oo.’

Jezell wiqc diagram dystrybucjl jest taki, e pu, >0 dia

k = 1,2,0,r, to quasi-wielomian (2.9) nie ma laficuchéw zer typu wy-

przedsonego. ;

Quaalwielomian (2.9) tez moze byé typu opéZnionego, wyprze-
dzonego lub neutralnego, w zaleznoécl od typéw laricuchéw jego zer

asymptotycsnych [8,51,52].
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Quasi-wielomian (2.9) jest typu opd£nionego, jedeli wszystice laiouchy
jego zer asympiotycznych sg typu opSfénionega, Zachodzi to wiedy,
ad-yostdnlpunktbp diagramu dystrybucjl jest polozony wyze] ni
wszystkie pozostate punkty Dl". Oznacza to, £ we wzorze (2.9) naj-
wigksza potega zmiennej s wystepuje bez czynnika typu exp{-lhk}.
czyli gdy

o # 0 Gy =0 dla k= l2ep. (225)

Quasi=wielomian (2.9) _'Lst typu wyprzedzonego, jezell przynsjmniej jo-
den lalficuch jego zer asymplotycznych jest typu wyprzedzonego., Wie=
dy przynajmniej jeden z segmentow Lk'l_:lhgramu Newiona ma ujemne
nachylenie. Oznacza to, ze we wzorze (2.9) najwyisza potega zmien-
nej s wystepuje tylko z czynnikiem oxp(-lhp). czyli gdy

np #0 Sp = 0 dla k= Odemip-l. (2.26)

Quasi-wielomian (2.9)jest typu neutralnego, jezell nie jest typu wy=
przedzonege i przynajmniej jeden iaficuch jego zer asympictycznych
jest typu neutralnego. Zachodzi to wtedy, gdy ostainl segment diagra-
mu dystrybucji jest polozony pozicmo, Oznacza to, Ze we wzorze (2.9)
najwieksza potega zmiennej s wystepuje bez czynnika typu axp(-hk)
i z tym czynnikiem dla co najmnie] jednego k, czyli gdy

a  #0, a, #0 dapewnych kk = 12pmp (2.27)
Z powyzszych rozwazah wynika, ze jezeli quasi-wielomian (2.9)

jest typu opézZnionego lub neutralnego, to istnieje takle be R, ze wszy-
stkie jego zera speiniajq nieréwnosé

Re s<b , ‘ (2.28)

Jezeli zad jest typu wyprzedzonego, to isinieje taka stata ce R, ze
wszystkie jego zera speiniaja warunek

Re s>c . (2.29)



Typ ukiadu z opéfénieniem jest okredlony poprzez typ jego quast-
=wielomianu charakterystycznego, Na podstawle warunkéw (2.25),(2.26)
i (2.27) motemy od razu okreslié typ ukiadu z opéfnieniem, opisane-
go réwnaniem (2.8). Natomiast w przypadku ukiadu wislowymiarowego
(2.1) nalezy najplerw wyznaczyé jego quasi-wielomian charakterystycz~ -
ny (2.9) I nastepnie okreslié jego typ na podstawie warunkéw: (2.25),
(2.26) 1 (2.27). W zaleznoécl od macierzy réwnania (2.1) moznacpps:
da tylko pewne warunki dostateczne, pozwalajace okresSlié jego tytpp.
Mianowicle na podstawie wzoréw (2.6), (2.7) 1 (2:3) oraz warunkiv.

 (2.25), (2.26) 1 (2.27) mozna stwierdzif, ze [8)f ,
. (1) jezel det B, # 0, to ukiad (2.1) jest typu opéfnionego lub ness
tralnego,
(11) jezell det B, $01 By = 0, i = 1,20m, to u.kh.-.d (2.1) jest typu
Opéinlnnogo.
(111) jezell det B 401 By = 0, 1 = O,1,e,mel; to ukind (2.1) jgest
typu wyprzedzonego,

W praktyce najczeécle] spiyka sle ukiady z opéfnieniem tyiypu
opéZnionego, rzadzie] typu neutralnego, a prawie wcale nie spobtyka
sle ukiadéw typu wyprzedzonego, ' _

Wystepujace w. réwnaniu (2.1) opéfnienia t; 84 lczbami rrzeczy-
wistyml dodainimi i jezell s podane liczbowo, to ze skohczona llczby
miejsc po przecinku, Jezell sa one wspéimierne, to w quasi-wiellomianie
charakterystycznym (2.3) otrzymamy h, = kh, Jezell zaé opéZnivenia
nle s4 wspéimierne, to mozemy znalezé taks dodatnia liczbe T,. ze
kazde t.t jest albo catkowity krotnodcia T albo malo sie¢ od niej réink
Mozemy wigc przyjaé

T; = kT y k; = liczba catkowita. (12.30}

Podobnle mozemy postapié w przypadku ukiadu opisanego réwna-
niem (2,8), jezell opSénienia h, q niewspéimierne, _ '

Ukiad z niewspéimiernymi opéénieniami mozemy wigc z praktctycmmie
' zadowalajaca dokiadnoéciq opisaé za pomocg réwnania o wspSisimiss.
nych opé£nieniach, Ponadto badanle stabllnosci ukiadu ze wspSibimisery-
mi opéZnieniami jest znacznie prostsze niz przy opéfnienlach nizewspdl-
miernych, Dlatego tez dalej bedzlemy rozwazaé giSwnie ukiady . ze
| wspSimiernymi opéénieniami, ktérych quasi-wielomian charaktery stycmny



. n P ¢ % :
q(s,exp(-sh)) = Zl" Za’k exp(-shk) . © (2a31)
i b =0 k=0 :

2.4. Rozkind zer asymptotycznych quasi-wielomianu typu neutrainego
ze wspSimiernymi opéZnieniami

Zera asymptotyczne quasi-wielomianu typu neutralnego tworza tar-
cuchy, ktére zbiegaja do pewfryuh prostych réwnolegiych do osi urojo-
nej. Proste te moga leze€ w lewe] pdiplaszczyénie piaszczyzny zmien-
nej zespolonej s, w prawej, badZ tez mogs pokrywaé sige z osla urojo-
na. ' '

Przedstawiony zostanie teraz sposéb okreélania - polozenia tych
prostych dla guasi-wielomianu (2.31), speiniajacego warunki (2.27).
Wykorzystamy omdwiony powyzej diagram dystrybucjl, Nie zmniejszajac
ogdlnosci rozwazan zaibzmy, ze

a =1. ' (2.32)

Z opisu diagramu dystrybucji wynika, Ze nasze rozwazania mozZe-
my ograniczyé do obszaru wystgpowania tylko larcuchéw neutralnych,
Naieiy wiec bra¢ pod uwage jedynie te skladniki quasi-wielomjanu
(2.31), ktére sa dominujgce w tym obszarze. Sa to skiadniki, ktérym
odpowiadaja punkty D, = (hk,nk). lezace na ostatnim, poziomym seg-
mencie diagramu dystrybucjl. Sume tych skiadnikéw nazwljmy czionem
dominujacym quasi-wielomianu typu neutralnego i oznaczmy przez d(8),

gdzie

® = exp(sh). : (.2.33)

Ze wzoru (2.16) wynika, ze jezell zachodzi (2.32), to wielomian
gp(s) jest stopnia n, a wigc n,=n Ostatniemu, poziomemu segmento—
wi "'r diagramu dystrybucji odpowiada wiec wartoéé nk-np-n.. Uwzgled=
niajac powyzsze orazz wzér (2.18), zdefinfowany wczeéniej czion domi=
nujacy 9{%) napiszemy w postaci
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P _ _ .
d(8) = Z , an,p-k':ok . T (2.34)
' kmO : '

nk-n

Jezell dla pewnego k <p punkt Dk lezy pod poziomym segmentem
1. (czyil n <n), to wielomian 8, (8) o postaci (2.16) ma stopleri
mniejszy: od n, a wigc peic = O Oznacza to, ze we wzorze (2.34)
warunek:n, = n mozna pominaé, Czion dominujacy d(8) mozemy wigc
-napisaé w postaci

P
d(e) = Z“nk P ¥ | (2.35)

k=0

g'dzle ek sa to wspélczynn.lki quasi-wielomjanu (2.31), a @ ma postad
(2.33).

Stosujac podstawienie (2.33) quasi-wielomian (2.31) napiszemy
w postaci '

a(s,e”t) = Zsi B (87 , _ (2.36)
im0 E i
gdzie
P
{3[(0'1) - Zum o . (2.37)
k=0 ;

Ze wzordw (2.35) i (2.37) wynika, ze
a(e) = e p_(e7) . (2.38)

Wzér (2.35) (lub (2.38)), pozwalajacy wyznaczyé czion dominuja-
cy d(8) quasi-wielomianu (2.31) typu neutralnego, jest znacznie prost-
szy od podanego w pracach [11,146].

Jezell e, 1 = 1,2,...,p, Jjest zerem wielomianu d(®8) o posl.ncl (2.35}.
to ze wzoru (2,33) otrzymujemy réwnanie 6, = exp(sh), a wiec

Re s = (in|8,|)/n . (2.39)



Powyiszy wzér opisuje punkty przeciqcia z osig rzeczywista
asymptot, do ktérych daza zera quasi~wielomianu (2.31) typu neutral-
nego, przy  |sl=occ . Wartodéci modutéw zer wielomianu d(8) decyduja
wigc o polozeniu tych asymptot. Jezeli dla pewnego zera Bi zachodzi
|eii < 1, to odpowiadajaca mu asymptota lezy w OLP, jezeli }ait>1
- to w OPP, jesli zas Ieil = 1, to asymptota pokrywa sie z osia uro-
jona,

Z powyzZszych rozwazari wynika, Ze warunek konieczny polozenia
wszystkich zer quasi-wielomianu (2.31) ty'pu neutralnego w OLP ma
postaé )

[o)l<1, 1= 2,2u.p, _ (2.40)

gdzie 6, jest zerem funkcji d(@) o postaci (2.35) lub (2.38).

2.5. Ciaglos¢ granicy spektralnej

W teoril stabilnoécl ukladéw z opbZnieniem, szczegdlnie przy ba-
daniu asymptotycznej stabilnoéci w zaleznosdci od wielkoSci opéZnienia, -
wazng rolg odgrywa twierdzenie o cigglodci granicy spektralnej,

Dla guasi-wielomianu q(s,exp(-sh)) o postaci (2.31) granice spek-
tralng definiujemy nastepujaco:

g, (q) = sup{Re s : q(s,exp(-sh)) = 0}. (2.42)

Twierdzenie 2.1, [11,146]

Jezeli quasi-wielomian (2.31) nie jest typu wyprzedzonego I wie=
lomian d(8) o postaci (2.35), charakteryzujacy czeéé neutralns, ma
wszystkie zera o module mniejszym od 1, to granica spelctralna gh(q)
jest ciaggta funkcja argumentu h w przedziale [0, oo ). ]

W przypadku opéZniefi niewspéimiernych (przypadek ogélniejszy)
podobne twierdzenie zostalo udowodnione w pracy [43].

Ze wzordw (2.35) i (2.25) wynika, ze dla quasi-wielomianu typu
opéZnionego mamy d(6) = a. oF, Oznacza to, ze dia ukiadu typu
opéZnionego granica spektralna jest zawsze ciagly funkcjs argumentu
h w przedziale [0, oo ),
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Zauwazimy, ze jezell dia’ quasl-ﬁlelomhnu' ty-piu _mulrnlhégo v}!el.o-
mian d(@) o postaci (2.35) ma przynajmniej jedno zero 8, speiniajace
warunek Ie.ll > 1, to ze wzoru (2,39) mamy

im Re s = lim (lni'B‘[)]h = oo,
h—=0%+ h—=0%

. Ze wzoru (2.31) zaé wynika, ze jezell h=0, to quasi-wielomian
q(s,exp(~sh)) staje sie@ wielomianem g(s,1), ktérego zera maja skofi-
czong czesé rzeczywistsa, W rozwazanym przypadku granica spektralna
nie jest wigc ciagia w punkcie h=0.

Z powyzszych rozwazann wynika, Ze jezell dla quasi-wielomianu
typu neutralnego wielomian d(®) ma przynajmniej jedno zero o module
wigkszym od 1, to granica spektralna nie jest ciagia w punkcie h=O,
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3. PODSTAWOWE DEFINICJE.I TWIERDZE.NIA

3.1. Definicje stabilnosci

Dany jest wielowymiarowy ukiad linfowy stacjonarny z opbéZnienia~
mi, opisany w przestrzeni stanéw jednorodnym réwnaniem o post&c.i

- D (Ax(+n) + Bx(+in)) = 0, t30, (3.1)
i=0

gdzie: xe Rn. A,B. € pmm' h=const, > 0,
i

Aby zapewni¢ jednoznacznoié rozwigzania réwnania (3,1) nalezy
na przedziale [-mh,0] okreéli€é funkcje poczatkowa ¢ . Bedziemy za-
ktadaé, ze ¢ € C ([-mh,0]; R™). Mozemy tez rozpatrywaé funkcje ¢ ,
ktére nie s ciqgle w przedziale [~mh,0] (np. [109]).

Dla ¢ ¢ C([-mh,0}; R™ ) definiujemy norme [le | nastepujace:

el = sup|@(e)] .
@ € [-mn,0]
gdzie Jo ()] oznacza norme wektora ¢ (e)eR” .

Niech x, = x(t+8), 8¢ [-mh,0] oznacza rozwigqzanie réwnania
(3.1) odpowiadajgce funkcji poczatkowej ¢ € C([-mh,0];R™ ). Norme
wektora x, € C([-mh,0]; R™) aefiniujemy nastepujaco:

| = sup jx(t+48)].
ixt Oe[-mh.l}]
Nn‘ podstav-vle prac [3.51.52,58,64,35] definicje stabilnodci ukiadu

(3.1) mo#na sformutowaé tak, jak nizej.
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Definicja 3.:.

Ukiad (3.1) nazywaé quzumy stabilnym, jezell dia kauej funkcji po-
czatkowej ¢ €C([-mh,0]; R") istnleje takie K> 0, ze rozwiszanie X,
spelnin warunek |:qt|< K [el. t>o. 1

Definicja 3.2.

Ukiad (3.1) nazywaé bedziemy asymptotycznie stabilnym, jezell jeest
on stabilny | dla kazdej funkcji poczatkowej ¥ € C( [-mh,0]; R™)
rozwigzanie x, speinia warunek lxtl—-o przy t——oo. n

Definicja 3.3.

Ukied (3.1) nazywaé bedziemy wykiadniczo stabilnym z szybkodccia
zanikania ¥ , jezell istniejg state K>0 iy>0 takie, ze dla kaazdej
funkcji poczatkowej @ € C([-mh,0]; R™) rozwiazanie x, spemia wvaru-
nek lxtlg Klpf exp(-gt), t=0. . O

Definicja 3.4.

Uktad (3.1) nazywaé bedziemy asymptotycznie stabilnym niezaledznie
od wielkoSci opéZnienia (w skrécie ASNO), jezeli jest on asympbtotyce-
nie stabilny dla kazdego h € [0,e0). m]

WprowadZmy definicje nowego rodzaju asymptotycznej stabiltnosgci
niezaleznie od wielkoéci opéZnienia.

Definicja 3.5,

Uktad (3,1) nazywaé bgdziemy mocno asymptotycznie stabilnym . . nie-
zaleznie od wielkodci opéZnienia (w skrécie MASNQ), jezeli jesst om
asmyptotycznie stabilny dla kazdego he [0, ::-o) i spelniony jest wa-
runek

m .
det ZA‘zl #0 dia |z|=1. (3.2)
=0 : 2
Warunek (3.2) jest spemiony wtedy i tylko wtedy, gdy quaasi-
=wielomian charakterystyczny ukiadu (3.1) nie ma zer na osi umrgionej
dla h = co (patrz punkt 3.3).



Z definicji 3.4 1 3.5 wynika, ze jezell ukiad (3.1) jest MASNO,
to tez jest ASNO, Stwierdzenie odwrotne nle zawsze jest prawdziwe,
Wprowadzenie definicji 3.5 pozwoli nam rozdzielié dwie grupy prac,
w ktérych podane si nieréwnowazne scobie w przypadku ogélnym kry-
teria, a noszace jedna wspdélna nazwe asymptotycznej stabilnodéci nie= -
zaleznie od wielkoéci opéZnienia.

3.2, Kryteria stabilnoéci

Quasi-wielomian charakterystyczny ukiadu opisanego réwnaniem
(3.1) ma postaé

” . n P v
q(s.exp(-sh)) = Zsi Z a, exp(-shk), . (3.3)
' ' "

gdzie p< nm, ﬂj.ke R,

Warunkiem koniecznym stabilnoéci ukiadu (3.1) jest polozenie
wszystkich zer jego quasi-wielomianu (3.3) w OLP [8,51,52,58,64].
Z powyzszego oraz ze wzoru (2.29) wynika, ze ukiad typu i_nryprze—
dzonego jest niestabilny., Dalej zajmiemy sie wiec problemem stablinog-—
ci tylko uktadéw typu opéZnionego | neutralnego, Z warunkéw (2.25)
i (2.27) wynika, zZe a0 % 0 dla quasi-wielomianéw typu opSZnionego
i neutralnego. Nie zmniejszajac ogdlnosSci rozwazalh mozemy wigc przy-
jac

8™ 1. i (3-4)

Kryterium asymptotycznej stabilnoscl ukiadu (3.1) typu opéﬁniom-
go mozna sformulowaé nastgpujaco [8,51,52,58,64] .

Twierdzenie 3.1,

Ukiad (3.1) typu opéZnionego jest asymptotycznie stabilny wtedy i tyi-
ko wiedy, gdy

q(n,exp.(-ah)) %+ 0, Re 3?0 : fag)

Warunek (3.5) jest tez warunkiem koniecznym asymptotycznej sta-
bilnosci wszystkich ukiadéw (3.1) typu neutralnego i dostateczrym dila
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prawie wszystkich ukladéw tego typu, tzn. wszystkich z wyjq,t‘ldém pew-

_nej klasy. Tq klasqg stanowia te ukiady, ktérych quasi-wielomiany cha=-
rakterystyczne maja zera asymptotyczne, dazace do osi urojonej z le
wej strony [52,61]. '

Z rozwazar podanych w punkcie 2.4 wynika, Ze quasi-wielomian
typu neutralnego ma dazace do osi urojonej iajicuchy zer asymptotycz-
nych wtedy i tylko wtedy, gdy czion dominujacy d(@) o postaci (2.35)
ma zera o module réwnym jednosci,

Jezeli spemniony jest warunek (3,5)i d(©) ma pojedync:z.e zera na
okregu jednostkowym, to ukiad typu neulralnego jest asymptotycznie sta-
bilny. W takim przypadku stabilno$¢é nie jest wykladnicza a wielomiano~
wa, tzn. norma wekﬁra rozwigzania réwnania (3.1) nie jest ograniczo-
na przez funkcje exp(-bt), b>0, a przez t =, gdzie a jest staty do-
datnig,” zalezng od gladkogci tego rozwigzania i od szybkosci z jakg
zera asymptotyczne quasi-wielomianu charakterystycznego dazg do osi
urojonej [15,61]. Jezeli w omawianym przypadku funkcja poczatkowa -
jest nieciggla, to skoki wystepujace w punktach nieciggloSci rozwigza-
nia réwnania (3.1) moga nie zanikaé, a wiec ukiad nie musi byé asym
ptotycznie stabilny,

W pracy [61] stwierdzono, ze .jeéeli spehiony jest warunek (3.5))
i d(8) ma wielokrotne zera na okrggu jednostkowym, o dostatecznie
duzej krotnosdci, to rozwigzania réwnania (3.1) sg niestabilne w sensiie
La punowa. Podany ponizej przykiad ilustruje, ze juz przy dwukrotnym e
rze wielomianu d(@), o module réwnym jednocéci, uktad (3.1) typu newu-
tralnego moze by¢ niestabilny.

PRZYKLAD 3.1.

Dany jest ukiad typu neutralnego z opdZnieniem h=1, kiérego
quasi=wielomian charakterystyczny ma postac

a(siexp(-s)) = (s(exp(-s)-1)-1)° . (3.6)

Quasi-wielomian (3.6) ma podwéjny lakcuch zer asymptotycznycch
dazacych do osi urojonej z lewej strony, bowiem jego czion dominu._;.;q-
ey d(®) = (1~ 8) ma podwdjne zero w punkcie @ = 1,

W pracy [45] wykazano, ze ten quasi-wielomian ma wszystkie 2zs~
ra w OLP, a wigc warunek (3.5) jest spemiony, ale rozpatrywany



“ukiad z opéfnieniem nie jest stabliny. Ten ostatnl fakt wykazano na
podltawle'_ analizy wiadéciwoéci rozwigzania réwnania typu neutralnego,
ktérego quasi-wielomian charekterystyczny ma postaé (3.6). ° a

' Jezell spemiony jest warunek (3.5) i quasi-wielomian typu neutral-
nego ma iaficuchy zer asymptotycznych dazace do osi urojonej z lewej
strony, to zachodzi tzw. przypadek asymptotycznie krytyczny [61].
Poniewaz w takim przypadku stabilnosé:
(i) moze byt tylko wielomianowa, a nie wykiadnicza,
(i) zalezy od kromoéci zer wielomianu d(8), lezacych na okregu

jednostkowym, )
(iii) =zalezy od klasy furkcjl poczatkowej P ,
to w dalszych rozwazaniach nie begdziemy rozpatrywaé przypadku asyme-
ptotycznie krytycznego. Jest on oméwiony w pracach [15.61.62] iw
cytowanej tam literaturze. Zauwazmy, ze w przypadku asymptotycznie
krytycznym uklad typu neutralnego nie jest wyk!ndni.czo asymptoty-cznia
stabilry.
. Z rozwaza’ podanych w punkcie 2.4 niniejszej pracy wynika, 2Ze
jezeli _
Jo € € takie, ze [8] >1 i d(8) = 0, ~ (3.7)

N ;
to quasi-wielomian typu neutralnego ma nieskoriczenie wiele zer asym-

ptotycznych lezacych w OPP,
Z powyzszych rozwazafi wynika podane nizej twierdzenie.

Twierdzenie 3.2,

Jezell .
d(e) +0 dia |8] >1, (3.8)

gdzie wielomian d(8) ma postaé (2.35), to ukiad (3.1) typu neutralne-
go jest asymptotycznie stabilny wiedy i tylko wiedy, gdy spemiony jest
warunek (3.5). Jezeli zaé zachodzi (3.7), to ukiad ten jest niestablilny.
W wiekszosci prac, z wyjatkiem [11,146], warunek asymptotycznej
stabilnosci ukiladéw typu opéZnionego i neutralnego formutuje sie w tej
samej postaci, podanej w twierdzeniu 3,1. Nie uwzglednia sie¢ w nich
faktu, Ze pomimo spemienia warunku (3.5) ukiad typu neutralnego moze
byé niestabilny w przypadku asymptotycznie krytycznym. '



Podane w pracach [11,146] kryterium asymptotycznej stabilhodci
ukiadu typu neutralnego, uwzgledniajace przypadek asymptotycznie kry= ‘
tyczny, sformulowano w innej postaci niz twierdzenie 3.2.

Zauwazmy, ze warunek (3.8) mozZna sprawdzié stosujac znane me—
tody badania potozenia wszystkich zer wielomianéw rzeczywistych we-
wnatrz okregu jednostkowego na pilaszczyZnie zmiennej zespolonej ©."
Metody te sgq stosowane w badaniu asymptotycznej stabilnosci linflowycks
stacjonarnych ukiadéw impulsowych (np.[?6,81] ).

Zajmiemy sig teraz problemem wykladniczej stabilnoécl z szybkosS—
cig zanlkania j . Kryterium tego rodzaju stabilnoéci podamy w sfor—
mulowanju troche innym niz w pracy [85].

Twierdzenie 3.3,

Ukiad (3.1) typu opéZnionego jest wykiadniczo stabilny z szybkoSctiia
zanikania nie mniejszq niz y (w skrécle p -stabllny. ), gdzie 7 jesst
zadang liczbg nieujemns, wtedy i tylko wtedy, gdy

q(sexp(-sh)) $0, Re s> -7 . C (398)
. L

Zauwazmy, ze jezell w tw.lerdzlen.[u" 5.3 préyjml.emy = 0, to orzy-
mamy podane w twierdzeniu 3.1 kryterium asymptutyéznej stabilnodeci.
Warunkiem konlecznym § -stabilnosci ukitadu z opéZnieniem przy . >0
jest wigec jego asymptotyczna stablilnosé,

Utwérzmy qunsi.-wielomi.an q‘.(w,exp(-wh))w nastepujacy sposééb:

ag (W-exp(-wh)) q(s,exp(-sh)) . (3:10)
smw=h

Latwo zauwazy¢, ze warunek (3.9) jest réwnowazny warunkowwi

a tw,exp(dwh)) $0, Rew>0. (3:111)

Badanie [ -stabilnoéci quasi-wielomianu q(s,exp(-sh)) typu
opéZnionego jest wigc réwnowazne badaniu asympiotycznej stabilnecosci
quasi-wielomianu (3.10).

Zauwazmy, ze jezeli spelnjony jest warunek (3.11). to zera gguasi-
-wielomianu ar (w,exp(-wh)) spemiaja nieréwno$é Re w< 0, a wiigc
zera quasi-wielomianu (3.3) leza w péiplaszczyfnie Re s<=p. Odzna-
cza to, ze szybkoéé zanikania przebiegéw przejSciowych w ukladizie

z opSZnieniem jest nie mniejsza niz ¥ . - i



Quasi-wielomian (3.3) typu neutralnego moze mieé laficuchy zer
a'symptotycznych dazacych do prostej Re s = - p , gdzie § jest usta-
- lona liczby rzeczywisty nieujemna, W takim przypadkuy, przy ispelnierﬂu
warunku (3.9), ukiad typu neutralnego moze byé& ¢ =stabliny lub nie,
Zauwazmy, Ze w opisanym powyzej przypadku quasi-wielomian
ag (wexp(-wh)), utworzony w sposéb (3.10), ma Iaficuchy zer asym-
ptotycznych dazacych do osi urojonej z lewej strony, a wiec zachodzi
przypadek asymptotycznie krytyczny. .

Ze wzoru (2.39) wynika, ze quasiwielomian (3,3) typu neutralne-
g0 ma przynajmniej jeden Iaricuch zer asymptotycznych dazacych do
prostej Re s = = r wtedy i tylko wtedy, gdy jego czion dominujacy
d(8) o postaci (2.35) ma zera speiiajgce warunek In|6|= ~hy , czy-
i |e] = exp(-hy).

Uwzgledniajac powyzsze rozwazania oraz w!aét_:iwoécll { -stabilnog~
ci, kryterium p -stabilnoéci ukiadu typu neutralnego sformutujemy w po-
staci podobnej do podanego w twierdzeniu 3.2 warunku asymptotycznej
stabilnosci.

Twierdzenie 3.4.
N

Jezeli przy zadanych wartogciach h i { zachodzi:
(i) dla kazdego zera d(®) spemiona jest nieréwnosé
|el < exp(-hy), (3.12)

to ukiad (3.1) typu neutralnego jest § -stebilny wtedy i tylko
wtedy, gdy speiniony jest warunek (3.9),

(i) e ¢ C takie, 2e |8]>exp(-hy) i d(8) = 0, " (3.13)
to ukiad ten nie jest y —stabilny, )

(ii) Je € € takie, ze |8|= exp(-hy) i d(8) = 0, .(3.14)

to przy spemlionym warunku (3.9) ukiad typu neutralnego jest
{ =stabilny, gdzie [ = ~£, a £ jest dowolnie mals staia dodat-
nis, mniejsza od § . a

Podane w powyzszym twierdzeniu kryterium { =stabllnodci mozna
tez stosowaé w przypadku, gdy jeden z parametréw h i ¥ nie jest
zadany,

Jezeli jest ustalona tylko warto$é § i ukiad (3.1) typu neutralne-

g0 jest asympiotycznie stabilny, to zawsze istnieje h1>0 takie, ze dia
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kazdego heloh o) warunek (3.12) jest speiniony. Aby zbadaé [ -stabll-
noéé, nalety wigc znale£é wartodcl h z przedziatu [o.ﬁl). dla ktérych
speiniony jest warunek (3.9) lub, réwnowaznie, (3.11).

Jezell jest zadana tylko warto§é h, to na podstawle twlerdzenia
3.4 mozna znalef£é maksymalns wartoSé | taka, Ze wszystkie zera
quasi-wielomlanu q(s,exp(-sh)) spemniaja nieréwnoéé Re s<~- J i nie
ma zer asymp&otycemych dazgcych do prostej Re s = -4, Ta wartodé
'y okreéla § =stabilnoéé ukiladu typu neutralnego.

PRZYK!AD 3.2,

Dany jest ukiad typu neutrnxnego z opéfnieniem hw=1, ktérego quasdi-
.=wielomjan charakterystyczny ma postaé

a(mexp(=sh)) = (s(exp(-a-1)-1)+ sxp(-s-1)=2)2.
(63.15)

Obliczajac ze wzoru (2,35) lub (2.38) czion dominujacy poswyzZe
szego quasi=wielomianu, otrzymamy

dto) - .(9—1 - 0)2 % (¢3.16)

Wielomian (3.16) ma podwéjne zero w punkcie 6 = et

Z warunku (ii) twierdzenia 3.4 wynika, Ze rozpatrywany ulddiad
nie jest ) -stabilny przy §>1.

Rozpatrzmy przypadek J =1. Zauwazmy, ze przy §"= 1 warumek
(3.12) nie jest speimiony. Natomiast jest spemiohy warunek (3:114).

Obliczajac ze wzoru (3.10) quasi-wielomian ql-(w,'axp(-awh)})- otrzy-
manry

ap (mexp(wh)) = (w(oxp()-1) -2 . ((32)

Quasi-wielomian (3.17) ma wszystkie zera OLP [45] (patrzz tei
przykiad 3.1), a wigc warunek (3.9) przy h= =1 jest speiniomny.
Na podstawie warunku (iil) twierdzenia 3.4 mozemy wigc stwiercdzil,
' e rozpatrywany ukiad jest J -stabilny, gdzie i‘-- 1-£, a £ jeest do-
wolnie maiq stals dodatnia,

Zauwazmy, ze przy = § | hml speiniony jest tez warunek: (l)
twierdzenia 3.4, Rozpatrywany ukiad jest wigec J -stabilny wtedsy i Wi~
ko wtedy, gdy § =fF= 1-¢.

=



Zauwazmy, 2e gdybyémy przy =1 badall  -stabilnoé rozpatry-.
wanego ukiadu tylko na podstawie warunku (3.9), to oh‘zymnubyimy
zs dia y=1 jest on § =stabliny, co nle jest prawda. .

Z powyzszych rozwazan wyn!ka. ze jezell dia akoﬁcmnych war-
toéci opéfnienia h quasi-wielomian (3.3) typu opéZnionego nie ma zer
w QPP i na osl urojonej, to tez nie ma ich w OLP w dostatecznie
hliskim sasledztwie tej osi. Oznacza to, Ze wiedy Istnleje taka liczba
rzeczywista dodatnia [, Ze speiniony jest warunek (3.9). Dlatego tez
asymptotyczna stabilno$é ukiadu (3.1) typu opéZnionego jest w rzeczyr
wistosSci stabilnoécia asymptotyczng wykiadnicza. Powyisza wiasciwosé
* zachodzi tylko dla tych cquasi-wielomianéw typu neutralnego, dla ktd-
rych spemiony jest warunex (3.8).

3.3. Kryteria asymptotycznej stabllno$ci niezaleinie  od wielkoscl opbf-
nienia

W ostatnich latach w wielu pracach rozpatruje sie asymptotyczng
stabilnoé ¢ niezaleznie od wielkodéd opSZnienia. Formuluje sig w nich
warunki, przy spemieniu ktérych uklad (3.1) jest asymptotycznie sta-
bilny dla kazdej warto$ci h >0, Istnieja przy tym dwie grupy prac, w
_-ictérych podane s& nieréwnowazne scobie w przypadku ogbélnym kryteria,
a noszace jedna wspdlng nazwe asymptotycznej stabilnofci niezaleznie
od wielkoéci opdZnienia, Uwzgledniajac wpn:iwu.dmnql,' w p.3.1 niniejszej
pracy terminologig, mozna je rozdzieli¢ na kryteria ASNO i kryteria
MASNO. '

Macierz charakterystyczna ukiadu (3.1) ma postaé

H(s,exp(-sh)) = Z {Ai + SBI) exp(-ehi) , - . '-(3‘18}
j=0 ’

a jej wyznacznik, bedacy quasi-wielomianem charakterystycznym tego
ukiadu, ma postaé (3.3).

Stosujac W macierzy charakterystycznej (3.18) podstawienie
exp(-sh) = z i obliczajac jej wyznacznik, otrzymamy wielomian q(s,z)
dwéch zmiennych s i z. Latwo zauwazy<, ze

q(0,2) = det Z.IAizi 5 t3.19)
=0



'z powyhzogo wzoru wynika, e waruhek (3.2) mohm-y napissad
' w postaci

q(.ﬂ.z} + 0, IZi- 0 {3.2@)

Stosujac w quasi-wielomianie charakterystycznym (3.3) podstamwie-
nie s = w/h, ofrzymamy jego postaé unormowansg, q(w/h,exp(-w) ). ) Pod-
stawiajac z kolei w = jy, warunek (3.20) napiszemy w postaci [§86]

hﬂm a(fy/n, exp(-iy)) = a(O,exp(~iy)) ¢ 0, ¥ ye [0,27].

—00

Oznacza to, 2e warunek (3.20) (i tez (3.2)) jest spemionyy wiedy

i tylko wtedy, gdy quasi-wielomian (3.3) nie ma zer na osi urojjonej
dia h = eo,

Twierdzenie 3,5.

Ukiad (3.1) typu opéZnionego jest asymptotycznie stabilny niezzaleznie
od wielkoéci opéZnienia (w skrécie ASNO) wtedy i tylko wtedyy, gdy

q(s,exp(-sh)) ¢ 0, Re s20, v hefo, o) . ;(3.2{)}.)
Powyzisze twierdzenle wynika w sposéb bezpoéredni z defifinicii Xt
i twierdzenia 3.1. Metody badania ASNO ukiadu typu opéZnioneego sa
podane w pracach [65,153].
Z definicji 3.4, 3.5, twierdzenia 3.5 i z powyzszych rozwaazan wy
nika nastgpujace twierdzenie. '

Twierdzenle 3.6,

Uktad (3.1) typu opbZnionegoe jest mocno asymptotycznie stabiliilny mie-
zaleznie od wielkoéci opéénienia (w skrécie MASNO) wtedy i tylka
wtedy, gdy speinione sg warunki (3.21) i (3.20), lub, réwnowaaznie, wiew
dy i tylko wtedy, gdy ' -

q(s,exp(-sh)) 4 0, Re 820, ¥ helo, ee], -(3.22}

przy czym podstawienia h = e= dokonuje sie w quasi-wielomiaanie cha-
rakterystycznym (3.3), zapisanym w postaci unormowanej
q(w/h, exp(=w)), gdzie w = sh jest nowsa zmienna, s
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Zauwa!:my, 2e jetell do sb.loru warloicl opdinlcnla h, okreflonego
w twierdzeniu 3,5, dolaczymy punkt h = ac, to otrzymamy zblér okreé-
lony w twierdzeniu 3.6,

" . Twierdzenie 37
Ukiad (3.1) typu opéfnionego jest MASNO wtedy i tylko wtedy, gdy

q(s,z) $0, -Re s >0, |z] =1, (3.23)

gdzie q(s,z) otrzymuje sie z quasi-wielomianu charakterystycznego

" (3.3) po zastosowaniu v nim podstawienia exp(-eh) = z,

Dowéd wynika z twierdzenia 3.6 i prac [84,86], w ktérych wykaza-
no, ze dla qmsi-;-wielomlanu typu opéZnionego warunek (3,23) jest
speiniony wtedy i tylko wiedy, gdy speinione sa warunki (3.21)1 (3.20),

Nalezy zaznaczyé, ze w pracy [84] wykazano (blednie), ze wa-
runki (3.21) i (3.23) sa soble réwnowazne. Podano tez analityczne
metody sprawdzania (3.23). Potem jednak okazaio sie, ze réwnowaz-
noéé ta zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy do (3.21) dolaczymy dodat-
kowy warunek (3.20) [s6],

W pracy [153] (bez znajomosci pracy [86]) wprowadzoro poje-
cie wyktadniczej asymptotycznej stabilnodci niezaleznie od wielkosci
opéZnienia i podano warunek konieczny | wystarczajacy tego rodzaju
stabilnoéci dla ukiadu opisanego réwnaniem (2,11). Jest on cytowany
w twierdzeniu 4.7 niniejszej pracy. Latwo zauwazyé, ze podany w twien
dzeniu 4.7 warunek (4.42) jest réwnowazny z warunkami (3.21)

i (3.20). Z powyzszego wynika, ze podane w twierdzeniu 3.6 kryterium
MASNO mozna nazwaé kryterium wykladniczej aeymptotycznnj stabilnoé=-
ci niezaleznie od wielkoéci opSZnienia. Jednakze taka nazwa nie jest
poprawna z tego powodu, Ze przy h—eco ukiad typu opéZnionego lub
neutralnego moze by¢ asymptotycznie stabilny, ale nie wykiadniczo,

W pracy [132] wykazano bowiem, ze jezeli ukiad z opSZnieniem jest
ASNO, to dla kazdej dowolnie matej liczby rzeczywistej dodatniej &
istnieje takie HE l2+. ze jezeli h>H, to gquasi-wielomian charakterysty-
czny tego ukiadu ma zera speiniajagce warunek O>Re s> =5 . QOzna-
cza l:d. ze przy h-—=eczera quasi-wielomlanu charakterystycznego ukia-
du z opéZnieniem, ktéry jest ASNO lub MASNO, asymptotycznie zbliza-
ja sig do osi urojonej z lewej strony. Dla h—e o nie moze .wlqc byé¢

A
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mowy © wykiadniczej asymptotycznej stabiinoécl Zb.let:ago tez w niniej=
szej pracy bedziemy stosowaé nazwqg MASNO zamiast Wwprowadzonej
w pracy [153] nazwy wykladnicza asymptotyczna stabllnoSé niezaleze
nie od wielkoéci opéénienia, W pozostatych pracach, poza wymieniona,
powy#ej pracq [153], kryteria nazwane w niniejszej pracy jako ASNO
i MASNO nosza t§ sama nazwe asymptotycznej stabilnofci niezaleznie
od. wielkoéci opéZnienia, Nie jest to poprawne, bowiem stosuje sig te
sama nazwe dla réznych, nieréwnowaznych sobie w przypadku ogélnym
kryteriéw (por. podany dalej przykiad 3.3).

Metody badania MASNO ukiadu typu opéZnionego podane sg
w [153] » 8dzie nosza nazwe kryteriéw wykiadniczej asymptotycznej sta-
bilnodci niezaleznje od wielkoéci opéZnienia, oraz w pracach [12,79,
84,85]. W ostatniej grupie prac warunki (3.21) i (3.23) traktuje sie
jako réwnowazne. Fakt, ze do (3.21) nalezy dotaczyé warunek (3.20))
jest sygnalizowany w [80,86]. Ponadto w pracach [12,79,84,85] jest
mowa o badaniu ASNO, gdy w rzeczywistosci bada sie w nich MASNO,
zgodnie z twierdzeniem 3.7. -

Zauwazmy, ze jezeli dla ukitadu typu opéZnionego warunek (3.20})
jest speiniony, to kryteria ASNQ I MASNO sa sobie réwnowazne.
W przypadku ogdlnym kryteria te nie sg sobie réwnowazne, przy czym
MASNQ -jest warunkiem dostatecznym ASNOQ, Istniejg bowiem quasi-wiie-
lomiany typu opéZnionego, ktére majg wszystkie zera w OLP dla kazi-
dego he [0, o ), ale nie speiniajg warunku (3.20),

PRZYKLAD 3.3,
Dany jest ukiad z opéZnieniem, ktérego quasi-wielomian charaktery=
styczny ma postacé’

2 4 2as + a2 4 b2 exp(=-sh), (3.24))

q(s.exp(-sh)) = s
gdzie
ab, € R, h>O0, .

Z pracy [65, przykiad 2] wynika, Ze quasi-wielomian (3.24) jesst
ASNO wtedy 1 tylko wtedy, gdy

a>0 1| nzpbz.
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Zauwazmy, ze dla ﬁuali-mlolnmlanu {3.24) warunek (3.20) jest .
réwnowazny warunkowi ar ¢ b2, Z powyZszego | z twierdzenia 3.6
wynika wiec, ze quasi-wielomian (3.24) jest MASNO wtedy i tylko wte-
dy, gdy ’

R0 K "ATSE

Jezeli wiec a>0 i a® - b2. to rozpatrywany ukiad z opéZnieniem
jest ASNOQ, ale nie jest MASNO. Wtedy bowiem quasi-wielomian (3.24)
ma wszyaﬂdé zera w OLP dla kazdego he[0, oo ), ale nie spemia wa-
runku (3.20). ' =

Rozpatrzymy teraz problem asymptotycznej stabilnosSci niezZaleznie
od wielkoéci opS£nienia ukladu typu neutralnego,

Kryterium ASNO ukiadu: (3.1) typu neutralnego mozemy sformuio-
waé w postagi podobnej do podanego w twierdzeniu 3,2 warunku asym-
ptotycznej stabilnoéci.

Twierdzenie 3,8

Jezeli zachodzi (3.8), to ukiad (3.1) typu neutralnego jest ASNO wte-
dy i tylkc; wtedy, gdy spemiony jest warunek (3.21). Jezell za$ zacho-
dzi (3.7), to ukiad ten nie jest asymptotycznie stabilny dla dowolnego
h>0 i nie jest tez ASNO, =

Metody sprawdzania warunku (3,21) dla ukiadu typu neutralnego
i opSznionego sg podane w pracy [65]. Sa one tez cytowane w lema-
cie 4.1 niniejszej pracy.

W pracach [62,79] podano kryterium asymptotycznej stabilnoéci
nlezaleznie od wielkosci opéZnienia ukiadu typu neutralnego, wymaga~
jace miedzy innymi sprawdzania warunku (3.23), ktéry nie zawsze
jest réwnowazny warunkowi (3.21) (patrz przykiad 4.2). Jest to wiec
kryterium MASNQ (wedtug terminologii przyjetej w niniejszej pracy).

Stosujac podstawienie

z = exp(-sh) , (3.25)

quasi-wielomian (3.3) napiszemy w postaci

a(s,z) = Ziipl(ﬂ i (3.26)

=0



gdzie: i
- T
By(z) = Z‘m’k . ~ (3.27)
k=0

Ze wzoréw (2.33), (2.36) - (2.38) 1 (3.25) = (3.27) wynika, o
czion dominujacy giuasi-wielomianu (3.3) mozemy napisaé w postaci

a(zh) = 2PB_(2) . (3.28)

Z rozwazai podanych w p.2.4 niniejszej pracy i ze wzoru (3.28)
wynika; Ze quasi~wielomian (3.3) typu neutralnego nie ma laficuchéw
zer asymptotycznych, dazacych do asymptot polozonych w OPP lub
pokrywajacych sie¢ z osia urojons, wtedy i tylko wtedy, gdy

Bn(z) $0 da |z|<1. - (3.29)

Oznacza to, ze jezell quasi-wielomian (3.3) ma takie laficuchy zer,
to wiedy w wielomianie dwéch zmiennych ¢(s,z) o postaci (3.26) na-
stepuje redukcja stopnia ze wzgledu na zmienna s(zn na nel1).

Uwzgledniajac mozliwosé redukciji sltophia q(s,z) ze wzgledu na
zmienna s w przypadku, gdy |z|<1; w pracy [62] (uogélniajac rezul-
taty pracy [B4]) podano szereg warunkéw koniecznych i wystarczaja-
cych asymptotycznej stabilnodci niezaleznie od wielkoéci opéZnienia
quasi-wielomianu (3.3) typu neutralnego. Sg one warunkami MASNO
(wedtug terminologii przyjetej w niniejszej pracy).

rwierdzenie 3.9, [62,79]

Ukiad typu neutralnego, ktérego quasi-wielomian charakterystyczny ma
postaé (3.3), jest MASNO wtedy i tylko wtedy, gdy spemiony jest wa-
runek (3.23) i

q(e,z) #0, Re s = 0, |z|g1. (3.30)
o
Metody sprawdzanla warunkéw (3,23) i (3.30) sq podane w pra=
cy [79]. Sa one tez cytowane w rozdziale 4 niniejszej pracy.
Uwzgledniajac powyzsze rozwazania i prace [62], mozemy podaé
kryterium MASNO ukiadu typu neutralnego, nie wymagajace sprawdza-

nia warunku (3,30).
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' Twlerdzenie 3.10. . -

Jezeli zachodzi (3.8), to ukiad typu neutralnego, ktérego guasi-wielo-
mian charakterystyczny ma postaé (3.3), jest MASNQ wtedy i tylko
wtedy, gdy spemmiony jest warunek (3.23). ‘
Dowéd ) g : .

W pracy [62] wykazano, ze quasi-wielomian (3.3) typu neutralnego
jest MASNQ wtedy | tylko wtedy, gdy speiniony jest warunek (3.23)i

q(jw,z) $0 dla |z|< 1 idla pewnego w € R, (3.31)

Jezeli zachodzi (3.8), to wtedy spemiony jest warunek (3.29).
To zaé oznacza, ze dla |z|< 1 quasi-wielomian (3.26) mozemy napi-
saé w postaci ' ' ’

.

a(siz) = E(s2)B(2) « (3.32)
gdzie: - =1 -
A(s,z) = s” + Z sl El(z) . (3.33)
el ‘ ; :
Ei(z) oud Pi(z)l ﬁn(z) » i "" 01 5eaas=1 . j (3‘34)

Podobnie jak w pracy [84] mozemy wykazaé, ze dla dostatecznie
duzych wartosci w zachodzi

d(jw,z) #0 dia |z{<1.

Z powyzszego wynika, ze jezeli zachodzi (3.8), to dla quasi-wie-
lomianu (3.3) typu neutralnego, warunek (3.31) jest zawsze speiniony.
To zaé oznacza, ze wtedy (3.23) jest warunkiem koniecznym i wystar-
czajgcym MASNO, ' =

W przypadku ukiadu typu neutralnege (podobnie jak w przypadku
typu opéZnionego) kryterium MASNQ jest warunkiem dostateczrym
ASNOQ,. Kryteria te sa soble réwnowazne, jezeli warunek (3.20) jest
speiniony.



Z rozwaza¥i podanych w pracy [132] (i oméwionych czéciowo
powyzej) wynika, Ze jezell ukiad typu opéZnionego lub neutralnego
jest asymptotycznie stabllny dla malych wartoécl h, to przy h-—=oc ze=
ra jego guasi-wielomlanu charakterystycznego albo przechodzs w OPP
albo pozostajga w OLP | zblizaja sig do osi u:ojonej nieskoficzenie
blisko, W plerwszym przypadku ukiad nle jest ASNQ, zas w drugim
jest. Jednoczesnie w drugim przypadku przy duzych wartoéciach opé%-
nienia h ukiad moze by¢ bardzo wrazliwy na zmiange parametréw i np.
maia ich zmiana moze powodowaé przejécie zer .quasl-wlelonﬂanu cha~
rakterystycznego w OPP [ oczywiécie niestabilnosé ukiadu,

W ukiadach praktycznych zmiany opéZnienia h sq w zasadzie
'skoz‘iczcme. Jezeli wigc taki ukiad jest ASNO (lub MASNOQ), to oczy- |
widcie pozostanie on asymptotycznie stabilny, jezeli wartodci h bedg
sie wahaé¢ w skoficzonym przedziale zmian, wynikajacym z danych teche
nologicznych, Nalezy jednak pamigtaé, ze przy dostatecznie duzych
wartoéclach h, zera quasi-wielomianu charakterystycznego beds lezaly
w OLP dostatecznie blisko osi urojonej, co nie jest korzystne, W przy-—
padku ogélnym trudno jest przy tym stwierdzié, jakie sa liczbowo te
dostatecznie duze wartoscli opéZnienia i jak blisko osl urojonej lezg
zera quasi-wielomianu charakterystycznego dla tych wartogci h. W przyw-
padku konkretnego quasi-wielomianu typu opéZnionego mozna to wyzna—
czyé¢ lczbowo badn,iqc- § -stabllnos¢ dla h z pewnego zadanego prze-—
dziatu [0,H] (patrz p.7.2 niniejszej pracy).
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4, STABILNOSE NIEZALEZNIE OD WIELKOSCI OPUZNIENIA

W niniejszym rozdziale przedstawimy gidwne wyniki prac poswig-
conych badaniu asymptotycznej stabilnogéci niezaleznie od wielkosci
opdZnienia ukiadéw liniowych stacjonarnych, ze stalymi wspéimiernymi
dyskretnymi opéZnieniami. W pracach tych punktem wyjécia jest albo
zhajomosC quasi-wielomianu charakterystycznego albo macierzy stanu
ukiadu z opdéZnieniem. W tym ostatnim przypadku nie musimy wyzna-
czaé gquasi-wielomianu charakterystycznego, co jest bardzo pracochion-
ne dla ukiadéw wielowymiarowych z duzg liczba opdZnien.

W przypadku ukiadu z niewspéimiernymi opéZnieniami asymptotycz-
na stabilnoéé niezaleznie od wielkosci opéZniei mozna bada& za po-
mocs metody Lapunowa-Krasowskiego (patrz p.4.3 niniejszej pracy)
lub na podstawie podanego w pracy [91] warunku dostatecznego, wy-
magajacego liczenia promienia spektralnego pewnej nieujemnie okreslo-
nej macierzy, utworzonej bezpodérednio na podstawie réwnan opisujq—
cych ukiad, Inne metody badania asymptotycznej stabilnosci niezalez=
nie od wielkosSci opéZnieri (takze w przypadku opéZnienia roziozone-
go) sa podane w pracach [44,46].

Na podstawie znajomosci quasi-wielomianu charakterystycznego
asymptotyczng stabilnoéé niezaleznie od wielkos$ci niewspéimiernych
opéZniefi mozna badaf za pomocs cytowanego W pracy {521 str,163]
kryterium Zywotowskiego.

4,1. Badanie na podstawie znajomosci quasi=wielomianu charakterysty-

cznego

Niech dany bedzie ukiad z opdZnieniem, ktdrege guasi-wielomian
charakterystyczny ma postaé

a2



. ; P . ;& '
a(s,exp(-sh)) = > 'w, (s)exp{-shk) (4.1)
k=0 L

gdzie:
. n . ;
Wk(E) - Zﬁnc 51 . - (4'2)
i=0

W zaleznoscl od tego, ktéry z warunkéw (2.25), (2.26) I (2.27)
jest speiniony, quasi-wielomian (4.1) jest typu odpowiednio: opéZnio~
nego, wyprzedzonego lub neutralnego, Poniewaz quasi-wielomian typu
wyprzedzonego jest niestabilny, dalej bedziemy rozpatrywaé tylko
‘quasi~wielomiany typu opéZnionego i neutralnego,

Kryterium ASNOQ podane jest w twierdzeniu 3.5 dla ukiadu typu
opdZnionego i w twierdzeniu 3.8 dla ukiadu typu neutralnego, W obu
tych twierdzeniach wystgpuje warunek (3.21)., Ponizej podamy sposdb
jego sprawdzania.

Lemat 4.1, [65]

Dla quasi-wielomjanu (4.1), typu opéZnionego lub neutralnego, warunek
(3.21) jest spemiony wtedy i tylko wiedy, gdy spemione sa trzy poniz-
sze warunki:

(i) fl(s) - 1%)v\ri‘;(‘-s.) # 0 dla Re s3>0, (4.3)

(ii) 1'2(5) - Zpo (--1)k wk(s} #0 dla Re s = 0 (s 40), (4.4)
km

5 .
(i) £5(8) = S w, (s)(1-57) (14sT)P™ 40 dla Re s=0,VT¢(0,00).
k=0
(4.5)
’ O
Wielomian fl(s) otrzymuje sie z (4.1) podstawiajac h=0; fz(s)
podstawiajac exp(~sh) = -1, a fa(s) = (1+sT)P g(s,exp(-sh)), gdzie
w (4.1) zastosowano podstawienie exp(-sh) = (1 -sT)/(1 + sT).
Wielomiany Il(s') i £,(s) zaleza tylko od wspéiczynnikéw quasi-
-wielomianu (4.1), zag 13(5} zalezy tez od parametru T. Sprawdzenie
warunkéw (4.3), (4.4) 1 (4.5) przeprowadza sie na podstawle znanych
kryteriéw Hurwitza lub Routha,
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W przypadku ukiadu typu opéZnionego quasi-wielomian (4.1), (4.2)
mozZna napisaé w postaci

a(s,exp(-sh)) = s™ + z ZG sexp(-sh.k)  (a.6)

im0 k=0
Z twierdzenia 3.5 i lematu 4,1 wynika podane nizej twierdzenie,

Twlerdzenie 4,1.

Quasi~wielomian typu opéZnionego (4.6) jest ASNO wtedy i tylko wie-
dy, gdy spelione sa warunki (4,3), (4.4) i (4.5). O

Z twierdzenia 3.8 wynika, Ze speiienie warunkéw (4.3), (4.4)
i (4.5) nie jest wystarczajace dla ASNQ ukiadu typu neutralnego w
przypadku ogélnym, Fakt ten nie jest sygnalizowany w pracy [65].

Twierdzenie 4,2,

Jezeli zachodzi (3.8), to ukiad typu neutralnego jest ASNO wtedy 1
tylko wtedy, gdy speinione sa warunki (4.3), (4.4) i (4.5). (]
Dowdéd wynika z twierdzenia 3,8 i lematu 4,1. :

PRZYKLAD 4.1.

Rozpatrzmy ukiad typu neutralnego, ktérego quasi-wielomian charakte-
rystyczny ma postac
2

a(siexp(-eh)) = D w(s) exp(-shk).  (7)
k=0

gdzie:

w (s) = (s+1)2, wl{s) - -252-23, wy(s) = s2.

Obliczajac w sposéb podany w lemacle 4.1 wielomiany f (s)
,(s) if,(s) otrzymamy:

1(5) -1, f,(s)= 48 + 48 + 1,

is(s) - ar%st 4 4123 (4T+T2)-2 + 2Ts + 1.



Latwo sprawdzi€, ze warunki (4.3), (4.4) I (4.5) sa w tym przy—
padku speinione, a wiec spemniony Jest warunek (3.21)." Z pracy [asﬂ
wynika, Ze quasi~wielomjan (4.7) jest ASNO, gdy w rzeczywistosci taik
nie jest,

Z przykiadu 3.1 wynika, ze czlon dominujacy d(8) quasi-wielomime
nu (4.7) ma podwéjne zero w punkcie 8 = 1, a wiec zachodzi przy=
padek asymptotycznie krytyczny. Przypadek ten nie jest rozpatrywany-
w niniejszej pracy. Nie mozemy wigc stosowaé twierdzenia 4.2 (i tez
3.8) do quasi-wielomianu (4.7).

Asymptotyczna stabilno$é quasi-wielomianu (4.7) byla rozpatrywea-
na w pracy [45]. Wykazano tam, ze przy h=1 quasi-wielomian (4.7))
nie jest asymptotycznie stabilny, Stad wniosek, Ze rozpatrywany ukiéad
typu neutralnego nie jest ASNO, _ o

W innych pracach, poswigconych badaniu stabilnosci nlezalezniie
od wielkosci opéZnienla, rozpatruje sie oddzielnie quasi-wielomiany ity-
pu opdznionego (i formutuie sie w nich warunki MASNO, wediug terrmi-
nologii przyjgtej w rozdziale 3) i neutralnego (tez warunki MASNOJ}).

Kryterium MASNQ ukiadu typu opdZnionego podane jest w twiezr-
dzeniu 3,7. Wymaga ono sprawdzania warunku

q(s,z) + 0, Re s>0; |z] = 1, (4.83)

gdzie q(s,z) otrzymuje sie z quasi-wielomianu (4.6), stosujac podista-
wienie exp(-sh) = z,
Stosujac z kolei podstawienie z = exp(jy) (mozna tez podstawwié
z= exp(-jy)) 2z quasi-wielomianu q(s,z) otrzymamy wielomian
i(s) = g(s,exp(jy)) zmiennej s o wspdiczynnikach zespolonych.
Utwérzmy dla tego wielomianu macierz Hermite a H(exp(jy)).
Przypomhijmy, Ze macierz Hermite’a dla wielomianu zespoloneggo

f(s) = Zbl st (4.99)
i=0 :

tworzy sie¢ w nastepujacy sposéb [77,79]:

H -[drk] ' drk = dkr Ponk o= 1,200 o. (4.310)



gdzle:

r<k, (4.a1)

d, = 2(-1) (F+k)/2 g(-l)l Re(bm+1€ W

jezeli r+k jest liczbs parzysta;

- 2( -1) (rek-1)/2 Z (-1)} m(p r<k, (4.12)

Ne=i+d n-k.-r-i-lJ ¥

jezeli r+k jest liczba nieparzysta.
We wzorach (4.11) i (4.12) kreska oznacza sprzezenie,

Lemat 4,2, [79,84]

Warunek (4.8) jest spemiony wtedy i tylko wtedy, gdy:
(i) H(exp(jo)) jest macierza dodatnio okreslons, ' (4.13)

(i) det H(exp(jy))>0 dla kazdego ye[0,27], (4.14)

gdzie H(exp(jy)) jest macierza Hermite’a utworzons dla wielomianu
f(s) = q(s,exp(jy)). O

Z powyzZszych rozwazali oraz z twierdzenia 3.7 wynika ponizsze
twierdzenie,

Twierdzenie 4.3,

Uktad typu opdéZnionego o quasi-wielomianie charakterystycznym (a.6) -
jest MASNC wtedy i tylkc wtedy, gdy spemione sa warunki (4.13)
(4.14). o
H(exp(j0)) jest macierza rzeczywistq i warunek (4.13) mozna
sprawdzi¢ stosujac np. metode Sylvestera (np. [82,83]). Latwo zauwa-
2y¢, ze jezeli zachodzi (4.13), to warunek (4.14) mozna napisaé w
postaci

det H(exp(jy)) # 0 dia ye[o,27]. ' (4.15)

Zauwazmy, ze elementy macierzy H(exp(jy)) sa rzeczywistymi
wielomianami stopnia nie wiekszego niz p wzgledem zmiennych cos(y)
i sin(y), a jej wyznacznik jest wielomianem rzeczywistym stopnia np
wzgledem cos(y). Stosujac podstawienie cos(y) = x mozna go zapi-
sal jako F(x), wielomian zmiennej x stopnia np. Warunek (4.14) moz-
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na wilec napisaé w 'post-a-bi'

F(x)>0 dln-l xe[—:l..:.]_." (4.16)

Metody sprawdzania warunku (4.16) podane sa w prar.:ach [72,78,
79,80].

Wobec twierdzenla 3,9 ukiad typu neutralnego jest MASNO wtedy
i tylko wtedy, gdy zachodzi (4.8) i

q(s,z) # 0, Re s = 0, 1zl < 1, (4.17)

a quasi-wielomian charakterystyczny ma postaé (4.1). Przy a_ = 1.
Warunek (4.8) dla quasi-wielomianu typu neutralnego sprnwdza
sie dokiadnie w ten sam sposéb jak dla typu opéfnionego, tzn, w
oparciu o lemat 4,2,
Oméwimy teraz sposéb sprawdzania warunku (4,17), ktéry mozna
napisa¢ w postaci

q(jo l-z) ¢ 0, !zl <1, Ve E('M,W), _(4.18)

gdzie q(je ,z) jest wielomianem stopnia p. wzgledem zmiennej z o wspd
czynnikach zaleZnych od j@ . Zbudujmy macierz Schura-Cohna S(jw)
dla wielomjanu zespolonego

q,(iw,2) = 2° q(jw,z™?)

§ (4.19)

Przypomnijmy, Ze macierz Schura-Cohna S, ktéra jest macierzsg
hermitowsksa, dla wielomianu zespolonego .
P
f(z) = S 2! (4.20)
im0
tworzy si¢ w nastepujacy sposéb [77,79]:

= -[rrk]' r;—k - ?kl.' dla r>k; rk=1,2,..,n,

" (4.21)
Trk = % (cp-rﬂ pk+i = l'\—lch—l).' ek«
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Lemat 4.3. [79]

Warunek (4.18) jest spemiony wtedy i tylko wiedy, gdy;
(i) S(jo) jest macierzg dodatnio okreslons, (4.22)
(i) det S(jw)>0 Vwe (~os,00), (4.23)
gdzie S(jw) jest macierza Schura-Cohna, utworzona dla wielomianu
(4.29). ' =
Warunek (4.22) sprawdza sie w ten sam sposéb jak (4.13), na-
tomiast przy sprawdzaniu warunku (4.23) wykorzystuje sie rezultaty
prac {?7,?8,80]. ]
Z powyzszych rozwazan i z twierdzenia 3.9 wynik ‘ponizsze

twierdzenie,
Twierdze r_'lle 4.4,

Uktad typu neutralnego, kidrego quasi-wielomian charakterystyczny ma
postaé (4.1) przy B ™ 1, jest MASNQ wtedy i tylko wtedy, gdy spel~
nione sg warunki (4.13), (4.14), (4.22) i (4.23). O

Z twierdzenia 3.10 i lematu 4.2 wynika prostsze kryterium MASNO
ukladu typu neutralnego, )

Twierdzenie 4,5,

Jezeli zachodzi (3.8), to ukiad typu neutralnego, ktérego quasi-wielo-
mian charakterystyczny ma postaé (4.1), (4.2), jest MASNO wtedy i
tylko wtedy, gdy speiione sa warunki (4.13) i (4.14). m]

PRZYKLAD 4.2,

Rozpatrzmy ukitad z opdZnieniem, kiSrego quasi-wielomian charaktery-
styczny ma postaé

q(s,exp(-sh)) = s(1+b exp(-sh))-l-al exp(=-sh)+ a, < t4.24)

Jezeli b ¢ 0, to quasi-wielomian (4.24) jest typu neutralnego.
Obliczajgc wielomian d(8) ze wzoru (2.38), otrzymamy

d(e) = 8 + b, . (4.25)
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Warunek (3.8) jest wiec speiniony wiedy 1 tylko wtedy, gdy
Ibl<1 . (4.26)
Wielomian f(s) = q(s,exp(jy)) ma posta&

f(s) = sb, + b,
gdzie:

b, = 14+ b cos(y) + jb sin(y), ‘bo-a°+a1cos(y) + jalsin(y).

Obliczajac ze wzoréw (4.10) = (4.12) macierz H(exp(jy)) otrzy-
mamy

H(exp(jy)) = dyg = 2[a0+a1b + (a.l-l-aob)cos(y)] . .(4.2.?)
batwo zauwazyé, ze warunki (4.13) i (4.14) sa spemione wtedy
i tylko wtedy, gdy [79]

a_ + n1b>|a1 + aobI. _ (4.28)

czyll gdy spelione s§ nierdwnosci

a°>|ﬂ1] i |p]<1. (4.29)

Na podstawie twierdzenia 4.5 mozemy wigc stwierdzi¢, ze rozpa-
trywany uklad z opdZnieniem jest MASNO wtedy i tylko wtedy, gdy
speliony jest warunek (4.29).

Aby sprawdzié warunki (4.22) i (4.23), nalezy wyznaczyé ma-
cierz _Schura—Cohna. S(jw) dla wielomianu zespolonego

ql(jw,'z) = zc, + ¢,

gdzle:

oy = a, + jow Co = 84 + jwb .,

Ma ona postac

S(jw) = a2 +w? = (a2 + ) . (4.30)
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Ze wezoru (4.30) wyni.ku. e warunki {4.22) 1 (4.23) sg 'spem
ne wtedy i tylko wtedy, gdy; '

(N a2-a2>0,

() 1 - b2>0.'

czyli gdy zachodzl (4.29). _

Zauwazmy, ze dla quasi-wielomianu (4.24) warunki (4.8) i (4.17)
sa sobie rownowazne., Wynika to z fakiu, Ze nierdwnosé (4.26) jest
zawarta w warunku (4.8), ktéry dla rozpatrywanego quasi-wielomianu
rha postaé (4.29).

SprawdZmy teraz, na podstawie twierdzenia 4.2, dla jakich wartod-
ci wspdiczynnikéw quasi=wielomian (4.&4) jest ASNO,

Dla quasi-wielomianu (4.24) warunki (4.3), (4.4) i (4.5) maja
nastepujace postaci: .

11(5) = s(1+b) + a + a, #0 dla Re s3>0,
t,(s) = s(1-b) + a_ - a1+0 dla Re s = 0, (s 4 0),

1,(s) = sth-bT)}s(1+b+T(ao—ni)) +a +a, %0

dla Re s = 0, VT ¢ R, .
Powyzsze warunki sa speinione wtedy i tylko wtedy, gdy

(lel<)A [(a,> |a V(e = a,>0)]. (4.31)

Z twierdzenia 4.2 i nieréwnoéci (4.26) wynika, ze rozpatrywany
ukiad z opéZnieniem typu neutralnego jest ASNQ wtedy i tylko wtedy,
gdy spemiony jest warunek (4.31).

Dla quasi-wielomianu (4.24) warunki ASNQ i MASNQ nie sa wiec
sobie réwnowazne,

Jezeli zalozymy, ze b=0 we wzorze (4.24), to z twierdzed 4.3,

4.1 i powyzszych rozwazali otrzymamy nastepujace kryterium.

Ukiad typu opéZnionego, kidrego guasi~wielomian charakterystyczny

ma postac

q(s,exp(-eh)) = & + 8, + a, exp(-sh) (4.32)
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jest MASNO wtedy i tylko wtedy, gdy

a°>|41|. R (4.33)
natomiast jest ASNO witedy i tylko wiedy, gdy

a°>|u1| lub a = a ,>0. (4.34)

Ze wzoréw (4.33) i (4.34) wynika, Zze jezeli do obszaru MASNO:
dolaczymy polprosts a = a1> 0, to otrzymamy obszar ASNO rozpatrys
wanego ukiadu. = g

Innego rodzaju metody badania stabilnoéci niezaleznie od wielkog—
ci opéZnienia sq podane w pracach[40,41,104], W [40 i 41] podano
warunek ‘konieczny i wystarczajacy MASNQ (wediug terminologii wpros—
wadzonej w rozdz.3 niniejszej pracy) quasi-wielomianu typu opéZnionce-
go, uogdlniajgc metode badania stabilnoéci ukiadéw 2D,

4.2. Badanie na_ podstawie znajomoéci macierzy stanu

Na podstawie znajomosci macierzy stanu formumjé sie warunki
stabilnogci niezaleznie od wielkosci opéZnienia dla ukiadu typu opdizZ-
nionego, opisanego réwnaniem

:i:kt) - iAl x(t-ih), t=>o0 ; (4.3:5)
i=0

gdzie x¢R", Age Rm, h>0,

W pracy [153] podano warunki ASNO i MASNO w zaleznosci: od
macierzy stanu ukiadu (4.35), natomiast ich sprawdzenie (warunkéiw)
wymaga znajomosci quasi-wielomjanu charakterystycznego,

Twierdzenie 4.6, [153]

Ukiad (4.35) jest ASNO wtedy i tylko wiedy, gdy

(1) Red; (i A)<O0 , 1= 1,2, (4.236)
=0

(i) detf[jol - % A; exp(jyi)] #0, Yw ¢ 0, Vye [d,7] (2.237)

n
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Zauwazmy, ze nleréwnoéé (4.36) jest speiniona wtedy I tylko wie-
dy, gdy ukiad (4.35) jest asymptotycznie stabllny dla h=0, Nieréwnoéé
ta jest wige réwnowazna podanemu w lemacie 4.1 warunkowi (4.3),
gdzie fl(s) = q(s,exp(-s0)), a q(s,exp(-sh)) jest quasi-wielomianem
charakterystycznym ukiadu (4.35).

Przedstawiony zostanie teraz sposéb w jaki z (4.37) mozna otrzy-
maé warunki (4.4) i (4.5).

Z twierdzen 3,5 i 4.6 wynika, ze warunek (4.,37) moZna napisac
w réwnowaznej postaci

q(s,exp(=sh)) 1‘ 0, Re £>0,V he (0,‘00).. -(4.38)

Stosujac podstawienie [136,150]

exp(=sh) = (1=sT)/(1+sT), Te(o,m), (4.39)

warunek (4.38) napiszemy w postaci (4.5), Aby warunki (4.38) i (4.5)
byly réwnowazne, nalezy zalozyé (4.38) dia ([65]

s=iTh, ' ' (4.40)

co prowadzi do zaleznoéci (4.4), bowiem exp(-sh)mexp(—T) = -1,

W pracy [151] zaproponowano zastosowanie podstawienia
2 2
exp(-sh) = (1-sT)“[(24+sT)“, T ¢ (0,00), (4.41)

zamiast (4.39), bowiem samo podstawienie (4,39), bez spemienia wa~
runku (4.38) dla s o postaci (4.40), prowadzito do biednych rezulta-
téw., W praktyce wygodniej jest stosowaé podstawienie (4.39), bowiem
prowadzi onco do wielomianu wzgledem s stopnia nizszego niz podsta-
wienie (4.41). '

Twierdzenie 4.7. r153,85]

Ukiad (4.35) jest MASNQ wtedy i tylko wtedy, gdy speiniony jest wa-
runek .

- Re A, ('.;fAl exp(jyi))< 0, Vye[o;F], i = 1,2pn,  (4.42)
=0 .
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lub, réwnowaznie, gdy speiniony jest warunek (4.36) i

det[jor - iAl exp(jyi)] # 0, VweRr, ¥ ye[o,7]. (4.43)
&z : bty

Jezell w zaleznoéci (4.37) uwzglednimy prz:;rp_adek @ =0, tzn, do=~
taczymy warunek

det [- i A, exp(jyi)]4+ 0, Vye [o,o], (2.44)

to otrzymamy warunek (4.43),

Zauwazmy, ze (4.,44) jest inng postaciq warunku (3.20), zapisa-
ng w zsleznoéci od macierzy stanu ukiadu (4.35). Jezeli wigc warunelk
(4.44) jest spemiony, to kryteria ASNO (twierdzenie 4.6) i MASNQ
(twierdzenie 4,7) sa soble réwnowazne.

Bezpodrednie sprawdzenie warunku (4.42) (ktdry jest réwnowazmy
z zaleznoécig (3.23)) jes: trudne, wymaga bowiem liczenia wartosci
wiasnych macierzy zespolonej, ktérej elementy sg funkcjami cos(y)

i sin(y). Mozna tego dokonaé w prosty sposdb jedynie w przypadku
ukiadu (4.35), przy n=1 (patrz przykiad 2 w pracy [153]).

Warunek (4.42) mozna w przypadku ogdlnym sprawdzié w sposéh
podany W ponizszym twierdzeniu, '

WprowadZmy oznaczenie

A(exp(-sh)) = .Zmo-Ai exp(-shi). (4.45)

Twierdzenie 4.8 [12]

Ukiad (4.35) jest MASNO (fj. spemiony jest warunek (4.42)) wtedy

i tylko wtedy, gdy dla dowolnej dodatnio okreslonej macierzy hermito-
wskiej Q(exp(jy)), v €[0,T], rozwiazanie P(exp(jy)) zespolonego réwa
_nania Lapunowa

A (exp(jy) ) P(exp(jy) ) +P(exp(iy) )A(exp(jy) ) ==Q(exp(jy) ), (4.46):

jest takze dodatnio okre_élonq macierza hermitowsks dia kazdego
YE [OI ".] . D
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W pracy [12] przedziat zmian y jest okreélony jako [0,2%].
Wystarczy jednsk rozpatrywaé tylko przedziat [0,7] [100]. W pracach
[12.13,‘100] Jest mowa o badaniu ASNO, gdy w rzeczywistoéci bada sieg

.. tam w przypadku ogélnym MASNQ, a ASNQ tylko w przypadku, gdy

warunek (4.44) jest speiniony, _
Metody obliczania macierzy P(exp(jy)), bedacej rozwiazaniem
réwnania (4.46), sq omdwione w rozdziale 10 niniejszej pracy.

PRZYKLAD 4.3,

Dany jest ukiad z opéZnieniem, opisany réwnaniem (4.35) przy m=1;
n=2 i o macierzach
o 1 o} o]
A - AL i . (4.47)
-a =b 0 -

gdzie a,b i c sg to state, dodatnie wspdtczynniki,
W rozwazanym przykiadzie macierz (4.45) ma postaé

(o] 1 ;
A(exp(-sh)) = . " (a.48)
-3 =G exp(-ah)

a wigec det A(exp(jy)) = a>0. Oznacza to, ze warunek (4.44) jest
zawsze spehiony i kryteria ASNO i MASNO sa sobie réwnowazne.

Dla rozpatrywanego ukiadu z opéZnieniem rozwigzanie zespolone=-
go réwnania Lapunowa (4.46) przy Q(exp(jy)) = I zostato wyznaczo-
ne w przykiadzie 10.1, podanym w p,10,1 niniejszej pracy. Ma ono
postaé

|b+cz[2 +a(a+1) b+cz

p(Z) - FE;T b+cz a+l ' (4.49)

gdzie: f(y) = 2(b+‘c cos(y)), z = exp(iy), z = exp(-iy).

Latwo zauwazyé, ze P(exp(jy)) o postaci (4.49) jest macierza
dodatnio okreslona wtedy i tylko witedy, gdy b+c cos(y) >0 dla kaz=
dego y € [0,7], czyli,gdy b>c.
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Na podstawie twierdzenla 4.8 mozemy wigc stwierdzié, ze r&zpntrya-
wany ukiad jest MASNO (i takze ASNO)wtedy i tylko wtedy, gdy b>c.
Ostatnio ukazata sie praca [69], w ktérej rozpatruje sie stabil- -
noéé niezaleznie od wielkosci opdZnienia ukiadéw opisanych réwnanier

A x("}(t) + % zm% A x(i)(t—kh} =0, t>0 (2.50)
s =0 im0 ¥ : ;

gdzie: xc R" P AL AyE RN m(t) @¥at)) x(t), n>o.

Podano w niej warunek dostateczny MASNO ukiadu typu opdZnionego
(Nen-1 w (4.50)) i warunek dostateczny MASNO ukladu typu neutral-
nego (N=n w (4,50)). Warunki te wyprowadzono uogélniajac rezultaty
pracy [79], w ktérej rozpatrywano ukiady opisane réwnaniem (4.50),
ale przy x¢ R,

Stosujac wyniki pracy [69] do ukiadu (4.35) i u\.vzglqqujqc
wpmwadzonq w rozdziale 3 ni.rﬁejszeJ pracy terminclogig, otrzymamy
podane nizej twlerdzenie.

Twierdzenie 4.9,

Jezeli D(exp(jy)) = =A(exp(jy)) - A*(exp(jy)), gdzie A (exp(-sh))

ma postaé (4,45), jest macierzg dodatnio okreslong dla kazdego

ve [0,27], to ukiad (4.35) jest MASNO, a wige i ASNO, [}
Zauwazmy, ze w oparciu o twierdzenie 4.9 nie mozemy badad

MASNO ukiadu analizowanego w przykiadzie 4.3. Wynika to z postaci

(4.48) macierzy A(exp(-sh)).

4.3, Metoda Lapunowa

Zastosowanle drugiej metody Lapunowa do ukiadéw liniowych lub
nieliniowych, z opéZnieniami wsp&tmiernymi lub niewspéimiernymi, prowa—
dzi do mocnych warunkéw dostatecznych stabilnosci, kidre nie zaleza
od opéZniefi, Sq one wigc warunkami stabilnoSci niezaleZnie od wiel-
koéci opéZnienia,

Dla ukiadu typu opéZnionego mozna tez sformudowad twierdzenie
o niestabilnoécl [140], analogiczne do znanego z teoril ukiadéw bez
opéZnienia,
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Zasadnicza ideg druglej metody Lapur.owa jest znalezienie takiej
dodatnio okreélonej funkcji V(x), odgrywajacej role uogdlnionej odleg=
osci od poczatku ukiadu wspéirzednychy aby jej pochodna wzgledem
czasu wzdhuz trajektorii stanu ukiadu byia niedodatnio okreslona lub
ujemnie okreslona dla stabilnoéci asymptotycznej., Zastosowanie drugiej
metody Lapunowa do ukiadéw bez opéZnienia oméwione jest np. w pra-
cach [49,82,130].

W przypadku ukiadéw typu opdZnionego twierdzenie Lapunowa moz-
na sformulowaé analogicznie jak dia ukiadéw bez opéZnienia [51,52].
Jednakze w tym przypadku jego efektywnoéé jest niewielka. Bardziej ' .
przydatny okazat sig¢ pomyst Krasowskiego [93], ktéry zamiast funkcji
Lapunowa rozpatrywat funk._jonaly majace te same wiasciwoscl, Orygi-
nalne wyniki Krasowskiego sg cytowane np. w pracach [51.52,58}.
Pomyst Krasowskiego zostal wykorzystany w licznych pracach poswig-
conych ukiadom z opéZnieniami, np. w [49,64]. Zostat on tez uogblnio-
ny na przypadek ukiadéw typu neutralnego [52, rozdz.li, §9].

Przykiady zastosowan metody Lapunowa-Krasowskiego do badania
asymptotycznej stabilnoéci (lub stabilizowalnosci) ukiadéw typu opéz-
nionego podane sa w pracach [53,‘55,;?4,95,99,116,‘119.124.12?.129.145].

Jako przykiad podamy warunek dostateczny asymptotycznej stabil-
noéci, wynikajgcy z pracy [55]. Warunek ten zostat sformulowany dla
ukiadu opisanego réwnaniem

x(t) = A_x(t) + A, x(t=h), t>0, (2.51)

gdzie: xe R"; 'Ao,Ale rR™ nh>o0.

Jako funkcjonat Lapunowa dla rozpatrywanego ukiadu przyjegto
0
T b iy
Vix) = FOPx() + [ *F(e)ax(e)ae (2.52)
~h

gdzie: x,(8) = x(t+8), @ ¢ [-he], a P 1 Q s3 to symetryczne dodatnio
okreélone macierze (w tym przypadku Q=I).

Twierdzenlie 4,10, [55]

Jezeli istnieje symetryczna dodatnio okreslona macierz P taka, ze

Ss=ATP + PA_+14 PAATP (4.53)
o o 1 g
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jest macierza ujemnie okreélona, to ukiad (4.51) jest asymptotycznie
. . ? D

stabilrry,

' Zauwazmy, ze funkcjonat (4.52) zalezy od wartosci h, natomiast
podany w twierdzeniu 4.10 warunek dostateczny nie zalezy od wielkoS~
ci opéZnienia h, Jest wigc on warunkiem dostatecznym ASNO,

W pracy [?5] dla ukiadu (4.51) zaproponowano funkcjonat Lapu~
nowa o bardziej ogélnej postaci niz (4.52). Jego stosowanie daje nie
tylko warunek dostateczny, ale i konieczny asymptotycznej stabilnogci

W pracy {97] dla ukiadu (4.51) funkcjonat Lapunowa przyjeto w
innej postaci niz (4.52) | wyprowadzono warunek konieczny i wystar-
czajgcy asymptotycznej stabilnosci. Jednakze warunek dostateczny oka-
zat sig nieprawdziwy [25,36,‘138]. Poprawna jego wersja jest podana
w pracy [154]. Stosowanie kryterium podanego w[07 i 154] jest jed-
nak bardzo trudne, wymaga bowiem wyznaczania rozwigzania P:L(O)

nielinfowego réwnania macierzowego o* postaci

exp[(A, + Pl(o))h]Pl(O) -A . (4.54)

Etosowanie kryterium Lapunowa do badania asymptotycznej stabil-
noéci ukladéw z opdZnieniem jest trudne, wymaga bowiem dobierania
odpowiedniego funkcjonatu V(x‘). Ogélna postaé tego funkcjonatu dla
rozwazanej klasy ukiadéw jest najczgsSciej znana, ale jego wspdiczyn-

, niki (najczeéciej macierzowe) nalezy dobieraé, Na przykiad dla ukla-

du (4.51) funkcjonat Lapunowa mozna wybraé w postaci (4.52), ale
jego macierze P i Q nie sa okreslone, Jezeli przyjmiemy Q=I, to nale-

| 2y tak dobra¢ symetryczng dodatnic okreslona macierz P, aby macierz

S o postaci (4.53) byia ujemnie okreslona, Jezeli to nam sie uda,to
stwierdzimy, Ze ukiad ten jest asymptotycznie stabilny dla kazdego

‘thz0,

57



5. WARUNKI POLOZENIA WSZYSTKICH ZER QUASI-WIELOMIANU
W OLP

W niniejszym rozdzjale dokonamy przegladu metod badania poloze-
nia wszystkich zer guasi~wielomianu w OLP | podamy tez pewne nowe
rezultaty. Oméwione ponizej metody prowadza w przypadku ogdlnym do
warunkéw zaleznych od wielkoéci opéZnienia 1 czgsto wymagaja zna-
jomosci jego wartosci liczbowej.

Przypomnijmy, ze polozZenie wszystkich zer w OLP jest warunkiem
konieczrnym i wystarczajgcym asymptotycznej stabilnosci wszystkich
guasi-wielomianéw typu opdéZnionego i prawie wszystkich typu neutral-
nego (patrz p.3.2 niniejszej pracy).

Dany jest guasi-wielomian typu opdéZnjonego lub neutralnego o po-

staci
n . p
q(s.exp(-sh)) = >_. &' > a, exp(-shk), a_ =1. (5.1)
=0 k=0 ¥ e '

Utworzmy quasi=wielomian
q,(s,exp(sh)) = q(s,exp(-sh))exp(shp), (5.2)

ktéry ma te same miejsca zerowe co quasi-wielomian (5.1). Mozna go

napisa¢ w postaci

q,(s,exp(sh)) = % s! é’ ay exp(sv ), a =1 .(5-3)

gdzie: .
Vi = h(pk). (5.4)
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 Stosujac oznaczenia
. q(jw sexp(<jwh)) = P(w) +JQ(=~J)‘-. ' (5.5)
ayiwiexp(ion)) = P, (0) +1a (@), (s.6)
ze wzoru (5.2) otrzymamy |
Py(e) = P(w)cos (@hp) - Qe)ain (whp), (5.2)
Q,(#) = Q(e)cos(whp) + P(w)sin (whp). (5.8)
Ponizej oméwione zostang metody sprawdzania warunku

q(s,exp(-sh)) + 0; Re s=>0, tS.Q)_

dla quasi-wielomianu o postaci (5.1). Warunek ten oznacza, Ze wszy
stkie zera quasi-wielomianu lezg w OLP,

Najpierw podamy prosty warunek konieczny polozZenia wszystkick
zer quasi-wielomianu (5,1) w OLP,

5.1. Prosty warunek konieczny

Rozwijajac exp(svk) w szereg potegowy quasi-wielomian (5,3)
napiszemy w postaci

a, (s,exp(sh)) = > b, s, (5.10))
i=0
gdzie:

b aiR L, B (s
b, = an + - dla i=0,1,...,n , 5,113

i ) =B =5 fr (i=k)!
n 1 ( )
b = dla i >n+1 , 5.12)

=t =g = t DI

przy czym v, ma postaé (5.4).
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Wzér (5.12) mozemy przeksztaicié nastepujaco:

ne1 v (3n)1
i i=n)! no =0 %o n=k)!
& 2 s } (5.13)
+ a . 5,13
=0 =1 ** “"" (i-k)1

Ze wzordw (5.13) i (5.4) wynika, Ze zawsze istnieje taka liczba
naturalna N>n, ze

sign b, = sign &, dla kazdego i>N . (5.14)

Poniewaz & =1; z powyZszej zaleznosci mamy bi) 0 dla i =2N. Ponad-

to, ze wzoru (5.12) wynika, zZe bi—--O dla i—=oc . Dla duzych wartos~

ci wskaénl.ka i wspdiczynniki bi s8 wigc bardzo male, ale dodatnie.
W pracy [32], na podstawie warunku podanego przez Czebotarie-

wa i Mejmana [37], udowodniono nastepujacy lemat.
Lemat 5.1,

Jezeli quasi-wielomian (5.1) ma wszystkie zera w OLP, to wspdiczyn-
niki bi' obliczone ze wzordw (5.11) i (5.12), speiniaja warunek

b.>0, im 0,1 » (5.15)
1 g o

Nieréwnoéé (5.15) jest warunkiem koniecznym asymptotycznej sta-
bilnosci quasi—wielomiénu (5.10) typu Stodoli [58, str,152].

Sformutowany w lemacje 5.1 warunek jest tez podany w [103] '
lecz bez dowodu. W pracy tej bez dowodu podano sposdb okreslania
liczby N, zdefiniowanej przez (5.14), ale blednie, co jest wykazane w
podarym ponizej przykiadzie 5.1. Metoda okreslania liczby N w przy=-
padku ogdlrrym nie jest znana.

Zauwazmy, ze jezeli dla kazdego quasi-wielomianu moglibysémy
okresli¢ liczbe N w sposdb analityczny, to aby sprawdzié warunek
(5.15), wystarczytoby sprawdzi¢ tylko N nieréwnosci b >0 dia
i = 0,1,0,N~-1.
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Zachodza réwrobcl [32]:
b = (-1) 12 le(o) dla § = 0,2,4,. , . (5.16)
b = (-1)(3"'3')""2 Ql(l)(o) dla | = 1,3,5,u, - (5.17)

gdzie:

26y w Cdllaaly Fle) w pudicie e 0,
W szczegdlnosci mamy wiec
bo - Pl(O), bi - Q‘l(o) ’ (5.18)
orzy czym, jak to wynika z (5.7) i (5.8),

PI(O)—P(O)Bq(O,l)wa{O,l): Ql(lj)né(l3}+pl1p(0) . (5.19)

Wspdiczynniki bo.i b, mozna wigc obliczac¢ bezpodrednio ze wzio-—

1
réw (5.11) i (5.12) lub tez ze wzordw (5,18) albo (5.19).
Prosty warunek konjeczny asymptotycznej stabilno$ci mozna wiec

sformuiowac tak, jak nizej.
Twierdzenie 5,1,
Quasi-wielomian (5.1) nie jest asymptotycznie stabilny jezeli

by = P(0)<O0 1ub b, = Q(0) + ph P (D)< 0 , (5.20)

gdzie P(w) i Q(w) sa odpowiednio jego czgdécia rzeczywista i urcjoo-
ng dla s = jw . o
Podobny, ale siabszy warunek konieczny asymptotycznej stabilnc;:s-—
ci jest podany w pracach [24,2?,29], w ktérych rozpatrywano ukiadiy
typu opdZnionego i neutralnego, z opdZnieniami niewspdimiernymi i
wspdimiernymi, Uklady te byly opisane réwnaniami stanu lub réwnaniia-
mi rézniczkowo-réznicowymi n-tego rzedu. Podany w wyzej wymienio--
nych pracach warunek ma postaé P 1( 0) Q 1(0);-:0. Zostat on wyprco-
wadzony na podstawie kryterium Pontriagina [134}. podczas gdy wa--
runek (5.20) na podstawie kryterium Czebotariewa i Mejmana [37!.



PRZYKIAD 5.1, [31]

Dany jest quasi~wielomian o postaci (5.1) dia n=1, p=3 I o wspéiczyn-
‘nikachs

a,.,=1i a,, =0 dla k=1,2,3; a_ =-1, & .,=5, & ,=1, a ;=% (5.21)

Obliczajgc bi ze wzoréw (5.11) i (5.12) " otrzymamy b u°°+a.°1+n +

+a.03 = 9,

b, =[i 37 + h(=3t+2! s+ )] p" Y8 a@miz1. (522)
Latwo zauwazyc, ze b1>0 dla i=0,1,...,4 i dla kagzdego h >0,
Prosty warunek konieczny asymplotycznej stabilnodci jest wiec spemio-

ny. ;
>0 dla i>5 to ze wzoru (5.22) mamy

Jezeli bl
h<ec, , = - (5.23)
edzie:
g g3
o = 5,6 00 o _ (5.24)
3-2'5=1

, Obliczajac c; ze wzoru (5.24) otrzymamy: c_=4,939, Ce=3,574,
4:7-3.30 i c;> ¢, dla i>8., Z powyzszego wynika, Ze jezeli h< 3,3,
to warunek (5.23) jest spemiony dla i>5. Z lematu 5.1 wynika wigc,
Zze rozpatrywany quasi-wielomian nie jest asymptotycznie stabilny dla
h>3,3.

W pracy [103] bez dowodu podano, ze jezeli B, >0 dia =0,
2n+1, gdzie n jest stopniem quasi-wielomianu (5,1) wzgledem s, to
bi>0 dla i>2n+2, PokazZzemy, 2e powyzsze stwierdzenie nie jest praw-
dziwe w przypadku ogdlnym, Jezeli w rozpatrywanym quasi-wielomianie
przyjmiemy h=4, to z (5.22) otrzymamy, ze b;>0 dia 12,5 i dla
i>12, lecz b;<0 dla i= 6,7,un1l. Uwzgledniajac, ze b > 0 mamy wiec
b.> 0 dla j=0,1,...,.2n+1=3, ale nie wszystkie b, =4 dodatnie dia
i>2n+2=d, o
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| 5.2, Uogélnione kryterium Routha-Hurwiza

Ze wzoréw (5.6) 1 (5.1_0) dia 5-ij many:

2 4
i Pi(m)-bo—bzw + B = e,

3 5

Qi(m) = b@=by” + by = e .
i Utwérzmy dla quasi-wielomianu (5.10)wyznaczniki D; w nastepuja~
' cy sposdéb: "

b b o
1 Pa 5 Pora
by by b, Py by e by,
DFED, 1 D = twmiDi®ly » b s B (5.25)

1 3 2i=3
b b
o P2

0 0 0 w B

Wyznaczniki te tworzy sie w ten sam sposéb jak wyznaczniki
Hurwitza dla wielomianéw.

Twierdzenie 5.2, [37}

Jezeli pi(c.:) i Qi(m) nie majg wspélnych zer i q(0,1) >0, to quasi~
-wielomian (5.10) (a wiec i (5.1)) ma wszystkie zera w OLP wtedy
.1 tylko wtedy, gdy

D1>°-| im= 1.2.0.- - (5.26)

-

Dla quasi-wielomianu (5.10) mozna tez utworzy¢ nieskoriczong
‘ tablice Routha, Dwa pierwsze wiersze tej tablicy maja postaé

b b b e
o

Pozostale wiersze wyznacza sie dokiadnie w ten sam sposdb jak dla
wielomianéw skoficzonego stopnia.

Oznaczmy przez dl’ i = 0,1,..., elementy pierwszej koluany tablicy
Routha, utworzonej dla quasi-wielomianu (5.10). Ogzywiscie d_ = b,

dl - bll
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W podobny sposéb jak dla wielomianéw skoficzonego stopnia
(np. [130] ) mozna wykazaé, ze

D = d

. 41 Dyt 1 _2.3..,.. (5.27)

gdzie D; oznacza wyznacznik utworzony w sposéb podany w (5.25).
Lemat 5.2,

Jegeli Pl(w_) i Ql(w) nie majg wspélnych zer i q(0,1) >0, to quasi-
~wielomian (5.10) (i.tez (5.1)) ma wszystkie zera w OLP wiedy i tyl-
ko wtedy, gdy '

di>o| i= 0,1, 2yaeey (5'28)

gdzie di sg to elementy pierwszej kolumny nieskoficzonej Ita.blicy _li!out-
ha, utworzonej dla quasi~wielomianu (5.10) w sposéb opisany powyzej.
Dowdéd wynika z twierdzenia 5.2 i wzoru (5.27). a
Stosowanie ucgdlnionego kryterium Hurwitza wymaga obliczania
wyznacznikéw stopnia coraz to wyzszego (i=1,2,3,..), podczas gdy
przy stosowaniu uogdlnionego kryterium Routha nalezy obliczaé tylko
wyznaczniki stopnia drugiego., Stosowanie kryterium Routha jest wiec
wygodniejsze. Jednakze ze wzgledu na fakt, ze przy obu tych kryte-
riach nalezy sprawdzié nieskoriczong lczbg nieréwnoéci, ich efektyw-
nos¢ jest niewielka. Na przykiad na podstawie uogdlnionego kryterium
Routha mozna w niektérych przypadkach stwierdzié niestabilnoéé quasi-
-wielomianu, jezeli po pewnej skoriczonej liczbie oblicze’ pojawi sig
w pierwszej kolumnie wyraz ujemny,

PRZYKLAD 5.2,

Rozpatrzmy quasi-wielomian analizowany w przykiadzie 5.1, Zalézmy,

ze h=0,2. Z przykladu 5.1 wynika, 2e przy h=0,2 wszystkie wepdiczyn-

niki bi sg dodatnie, Przykladowo podamy wartosci niektérych z nichs
-7 ~21

_bo-Q, b, =2,6, b,=0,84e,b, =0,2625+10"" ees,b, =0,4859 10",

Wyznaczajgc uogdlniong tablice Routha otrzymamy nastepujace wartoéci

=2,6, d,=0,1526, d.==0,1097,

-2 1.2 2 3 27

d4-0,01575, d5-0,108-10 ,u..d20-0,6966-10 i d21-0,10?9'10 e 3

Z obliczonych 22 wspdiczynnikéw di tvlko d3 jest ujemny, a pozostaie

s§ dodatnje. Z lematu 5.2 wynika wiec, ze rozpatrywany quasi=wielo-

elementéw jej pierwszej kolumny: d°-9. d
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mian dla h=0,2 ma zera w prawej piipiaszczyfnie, a wiec nie jest
asymptotycznie stabilny, ) - ]

5.3, Metoda D-podziaiu

Metoda D-podziatu, oméwiona dla wielomianéw np. w [81], znajduje
tez zastosowanie w przypadku quasi-wielomiandw [51,52.58,125].

Jej idea polega na tym, ze przestrzer wspéitczynnikéw quasi-wielomia-.
nu (5,1) dzielimy hiperpowierzchniami na obszary, ktére odpowiadaja
‘quasi-wielomianom majacym jednakows liczbe zer w OPP. Zmiana liczs
by tych zer, przy ciagitej zmianle wspdiczynnikéw, moze zaistnieé tylkco
przy'przejéc:iu zera przez oS urojons, tzn, przy przejiciu punktéw
przestrzeni wspbiczynnikéw przez granice D-podziatu, Kazdemu obszesa-
.rowi Ok D-podziaiu mozna przyporzadkowad liczbe k zer quasi-wielos-
mianu o dodatniej czesci rzeczywistej, Wéréd obszaréw tego podziahu
znajduja si¢ tez obszary O_ (jezell istnieja), ktérym odpowiadaja quaasi-
=wielomiany nle majace zer w OPP, Znajdowanle granic D-podziatu dila
quasi~wielomianéw oraz  sprawdzanie, ktéry z obszaréw jest ‘obszarem
Oo. bo tylko takie .naé dnteresujs, przeprowadza sig dokladnle w tem:
sam sposéb jak dla wielomianéw, Na przykiad w celu wydzielenia 0Ly
jezell jest on spéjny, wystarczy sprawdzi€, czy chociaz jeden jego
punkt odpowiada guasi-wielomianowl o zerach z ujemna czescia .rzacx:z-y—
wista, )

Przykiady zastosowarn metody D-podziatu dla prostych quasi-wieklo-
mianéw sa podane w pracach [51,52,58,89].

Metodge D-podzialu stosuje sie najczesciej do znajdowania obszaa-
réw asymptotycznej stabilnoéci quasi-wielomianu w przestrzeni wspoét-
czynnikéw. Metode t¢ mozZna stosowaé do znajdowanlg obszaréw 00,.
réwniez w przypadku zmian opéZnienia h, bowiem zera quasi-wielomisa-
nu sa ciagiymi funkcjami h dla h>0, przy czym dla h=0 ciagiosé zaw-
chodzi dia quasi-wielomianéw typu opdéZnionego i dla tych typu neutrzal-
nego, ktérych czion dominujacy d(8) ma wszystkie zera o module
mniejszych od 1 (patrz p.2.5 niniejszej pracy). W przypadku ogélnym
nie bedzie to jednak metoda D-podziatu, a jej rozwinigcie zwane metos-
da h-podziatu (patrz rozdziat 6 niniejszej pracy).

Niezmodyfikowana metodg D-podziatu mozna stosowaé, przy zmia--
nach h i wapbiczynnikéw (badZ tylko h), do quasi-wielomianu (5.1),
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przy n=1, po przeksztalceniu go do postaci

p
a(mexp(-5))mz 33 oy, xp(-ok) ¢ h S o exp(-ek)s 8,71
(5.29"

przy zajozeniu . _
d(8) = i amep"‘ 40, |83 (5.30)
=0

Postaé (5.29) quasi-wielomianu (5.1), przy n=1, otrzymaliémy po
zastosowaniu w (5.1) podstawienia sh=z,

PRZYKLIAD 5.3,
Dany jest quasi-wielomian

q(s;exp{-sh)) - s+a, exp(-sh) + a, exp(-2sh). (5.31)

Quasi-wielomian (5.31) jest typu opéZnionego, a wigc warunek
5.30) jest spemiony. Przeksztalcajac go do postaci (5.29) otrzyma-
zym

mv
o i

a(z,exp(-z)) = z + &_ exp(-z) + &, exp(-22z) , (5.32)

1 2

gdzie:

al - alh. az - azh -

Obliczajac czesé rzeczywists i urojona quasi-wielomianu (5.32)
dia z=jw oirzymamyt

Plw) = _éiicos(wj + 8, cos(2w); Q(w) -m-ii-sln(w)- &,sin(2w).

2
(5.33)

z tv;rierdzen.ia 5.1 i wzoréw (5.33) wynika, Ze prosty warunek
konieczny polozenia wszystkich zer quasi-wielomianu (5.32) w OLP
ma postaé

311-&2

>0, 1+ &>0. (5.34)

Z réwnaii P(w) = 0, Q(w) = 0 i z nieréwnosdci (5.34) wyniks, ze
na pilaszczyZnie ('51."52) granice D-podziatu mozna opisaé réwnaniamii
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() & +&, =0, 14+% =0,
(1) 31 - “Q°m(éw)flm(0)- &, = gacontw)fsh(m) ‘(5-.35)

Wykredlajac krzywsa opisang parametrycznie réwnaniami (5.35)
i uwzgledniajac warunki (5.34) otrzymamy, ze granics obszaru 0, jest
krzywa (5.35) dla w €(0,2% /3]. Poniewaz Jakobian

P/ 531 P/ 632
J = = - sin(w)
0Q/ _631 oqQ/ o0&,

jest ujemny dla w z rozwazanego przedziatu, obszar 00 lezy po pra-
wej stronie krzywej (5.35), jezeli posuwamy sle po niej dla @ rosng-

cego od zera do 295"{3 Obszar 0 quasi-wielomianu (5.31) na piasz-
czyfnle (& 3 ) jest pokazany na rysunku 5.1. Jezell wartosci &, 18,
lezg na brzegu obszaru 0 o' 1© quasi-wielomian ( 5.31) ma zera na osi
urcjonej.

[m}

4 f&z-az h

Geah

-1 20— —————

Rys.5.1. Obszar o, naymptoi:ycznej stabllnosci quasi-wielomianu (5.31)
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5.2, ¥ryterium Pontriagina

Do podstawowych puhliknc}l w teorii stabilnoécl ukladéw liniowyct
stacjonarnych z opéZnieniami nalezy praca Pontriagina [134]. Podane
w niej kryterium polozeénia wszystkich zer quasi-wielomianu w OLP,
zwane kryterium Poniriagina, jest cytowane w wielu pozycjach ksiazk:
wych, np. [8,58,64]. Sposéb korzystania z tego kryterium przy bade-
niu asymptotycznej stabilnoéci pewnej klasy ukiadéw z opéZnieniami,
jest oméwiony w [30], przy czym w twierdzeriu 1 (i w warunkach
z niego wynikajgcych) tej pracy podany jest tylko warunek konleczmy,
a nie konieczny i wystarczajacy polozenia wszystkich zer quasi~wielo-
mianu w OLP,

Podane zostanie teraz kry‘bsrlum sﬁormubwane przez Poniriagina,
ale w postaci nieco zmodymmwamj.

Twierdzenie 5.3,

Quasi-wielomian (5.3), a wiec i (5.1), ma wszystkie zera w OLP wie-
dy i tylko wiedy, gdy spelniony jest jeden z nastepujacych warunkoéw:

(1) pierwiastki réwnnﬁ _
P (w) =0, (5.36)

Q,(w) =0, (5.37)

sa rzeczywiste, jednokrotne i wzajemnie sie przedzielajg oraz speio-
na jest nieréwnosé

P:.(O) Qi(o)>o: | (5.38)

(ii) wszystkie plerwiastii réwnania (5.36) sa rzeczywiste, jednokrot-
ne i dla kazdego z nich speiniona jest nieréwnoé &

P @) &) - Py Q@) >0 . (539

(iii) wszystkie pilerwiastki réwnania (5.37) s rzeczywiste, jednokrot-
ne i dla kazdego z nich speiniona jest nieréwnosé (5.39). O
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W powyiszym twierdzeniu wnzysﬂ:ie Wwarunk: s4 wyraZone w za~
leznodci od czeéci rzeczywiste] P, (@) i urojonej Q, () quasi-wielo-
mianu (5.3) dla s=jw, Jezell zaé znamy czesé mczywhtq 2(w)

i urojona Q(w) quasi~wielomianu (5.1) dla s=jw, to korzyst: ac ze
wzoréw (5.7) i (5.8) réwnania (5.36) i (5.37) napiszemy w postaci

P(w) cgs(m hp) - Q(w) sin(cwohp) = 0 , (5.36a)

Q(w) cos(whp) + P(w)sin(whp) = 0 , (5.37a)

zaé nieréwnoéci (5.38) i (5.39) zapiszemy nastepujaco:

p(0) [Q(0) + hpP(0)] >0 , ' (5.38a)

P() Q@) - B(@) Q(w) + ph(P3(w) + @%(w))>0 .  (5.39a)

W pracy [134] podano tez warunki konieczne i dostateczne istnie-
nia tylko rzeczywistych zzr funkcji Pl(c.:r) i Ql(w).

Kryterium Pontriagina jest trudne w stosowaniu i prowadzi do was-
runkéw wymagajgcych rezwiazywania réwnan trygonometrycznych, Daje:
ono efektywne wyniki tylko dla pewnych klas quasi-wielomiandéw (5.3)
(a wige i (5.1)), najczesciej stopnia n=1 lub n=2, przy pe=i.

Na podstawie kryterium Pontriagina wyprowadzono warunki konieczz-
ne i wystarczajace (w zaleznoéci od wspélczynnikéw) potozenia wszyy-
stkich zer quasi-wielomianu (5.1) w OLP w nastepujgcych przypadkacch:
1) n=p=1 | wszystkie wspSlczynniki niezerowe oraz przypadki szcze—

gélne: (i) a,,=0, (i) &, ,78,0=0: (i) a = 0 [26],

=0 [33],

2) n=2, p=1, a, =a__

3) n=2, p=1 w nastepujacych przypadkach:(i) a,,=a,,=0,
(it) a,,=a_,=0, (i) a, =a_,=0 [9,73],

4) n=3, p=1, a31785172,,70 8, =0 [71],

5) nm4, p=1, a44=85,=0, przy czym dopuszczono zmiany wspéiczynni--
kéw A541 8440 8,48 pozostalym nadano konkretne wartogcl wyni-

" kajace ze struktury rozwazanego ukiadu regulacji [149],
6) nmp=i, a,4=0s przy czym a g, a ¢ R, a_ €C (6].

W wyzej wymienionych pracach, poza [26.33] s Przyjmowand h=1i,
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W pracy [8?] , wykorzystujac rezultaty podane przez Pontriagina,
wyznaczono obszary asymptotycznej stabilnosci quasi-wielomianu (5.1)

w przypadku, gdy n=3, p=1, n31-a.21-a.00-0, a, =1 420-2. a,=1
Przykiady zastosowari kryterium Pontriagina sg tez podane
w [8, rozdz.13].
PRZYKLIAD b5.4.
Dany jest quasi-wielomian typu opéZnionego o postaci
q(s,exp(-sh)) = s+a_+a, exp(-sh), a_a,€R . (5.40)

Na podstawie kryterium Pontriagina mozna sformulowaé podany
nizej warunek.

Lemat 5.3. [26]

Quasi-wielomian (5.40) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wte=
dy, gdy spemione sg warunki
(i) ajh>-1,

(i) a, +a,>0,

1 .
(iii) a, +\wi + aﬁ < 0, gdzie w, € (0,7 /n) i jest rozwigzaniem réw=-
nania w= a_tg(®h). =

Zauwazmy, ze nieréwnosci (i) i (ii) wynikajg z prostego warunku.
koniecznego, podanego w twierdzeniu 5.1. O

5.5. Metoda Czebotariewa i Mejmana

Do podstawowych publikacji w teorii stabilnosci ukladéw z opdi-
nieniami, obok [134], nalezy praca Czebotariewa i Mejmana [37].
Podano w niej, miedzy innymi, warunki potoZenia wszystkich zer w OLP
quasi -wielomianéw

il(s) - (bls + bo)cosh(s) + (dls + do)slnh(s). (5.41) _

2 2
f,(s)=(bys" + b5+ b )cosh(s) + (d,5" +d

1 s + do)alnh(s),

1
(5.42)
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gdzie cosh(s) i sinh(s) oznaczajg odpowiednio cosinus hiperbolicz-
ny i sinus hiperboliczny zmiennej s. Warunki .te wypm\q}adzono korzy-
stajac z kryterium Pontriagina, przy czym badanie, kiedy P(®) i Q(o),
gdzie P(w) I Q(w) oznacza odpowiednio czeéé rzeczywists i urojons
tl(s) lub 12(5) dla ssjw, maja jednokrotne, rzeczywiste i nawzajem
przedzielajace sig zera, przeprowadzono na podstawie analizy uogél-
nionego ciagu Sturma, utworzonego dla P(w) i Q(w). Rezultaty pracy
[37] sa cytowane w [58].

Rozpatrzymy teraz szczegdlowiej quasi-wielomian (5.42), Warunki
polozenia wszystkich jego zer w OLP maja rézne postaci, w zaleznos-
ci od znaku wspdlczynnikéw b, i di‘ Mozemy wyréznié 6 przypadkdw,
kiedy to quasi-wielomian (5.42) mo%e mieé wszystkie zera w QLP,

Jezell

b,>0, b,>0, d >0, d,>0,
to wyrézniamy cztery przypadkis
1) b,>0; d,>0,

1 1
2) b < 0 d,<0,
3) b,>0, d,<0,
4) b, <0, d,>0.

Jezeli zas

b,>0, b,>0, b,>0, d,>0,

to wyrdzniamy dwa przypadki
5) a,>0, d.<0,
<o.

6) d 4 <0, d,<0

Przypadki 1)-4) rozpatrzono w {3‘?4}, ale wskutek blednego zato-
zenia pominieto tam 5) i 6), Zostaly one rozpatrzone w E;’J’Bj. ale w
przypadku 6) jeden z warunkéw podano tam biednie. Poprawna postac
warunkéw polozenia wszystkich zer quasi-wielomianu (5.42) w OLP

w przypadku 6) podano w pracy E.’JEI. Zacytujemy teraz te warunki



Twierdzenie 5.4. [33]

Quasi-wielomian (5.42) w przypadku 6) ma wszystkie zera w OLP
wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione ss warunki:

(i) b, + d_ >0, b2+b°f2+d1>0, (5.43)

(bd-—bd)tg‘r
(1) o< -+ 2.2 =3 , (5.44)

b, b _=~d tgr

1°279,%
2
-B - \B“ - aAC
"gr'\‘ 2C k
oraz
A= b b2b B-b‘-d (b_d +bd)-(bd-bd)2 C-ddzd O
o1 2" 11 o 2" 20 o2 20" o1 2

i

W pracy [58, str,162, przy-p.VI] zamiast podanej w twierdzeniu
5.4 nieréwnosci (5.44) jest inna zaleznodé, ktéra nie jest jej réwno-
wazna. Pozostale zaleznosci sg takie same jak w powyiszym twier-
dzeniu,

Wymiki, uzyskane przez Czebotariewa i Mejmana dla quasi-wielo-
mianéw (5.41) i (5.42), uogélniono w [5] na przypadek quasi-wielomia-

nu

3 2 3 ~ :
t5(s)=(b s +b,s +bls+b°)cosh(a) + (d s +d,s%4d s+d°)si.nh(5}.

1
(5.45)

Uzyskane w pracy (5] warunki sformuiowano jednak w postaci
niezbyt dogodnej do praktycznego wykorzystani.u, tzn, nie w postaci
jawnych, zwartych wzoréw wiazacych wapétc.zynniki.

Podane w pracy [37] warunki mozna stosowaé do tych guasi-wie-
lomianéw (5.1), przy ne1 lub n=2, ktére dadzq sie przeksztalcié do
postaci (5.41) lub (5.42).

Sposéb korzystania z kryterium Czebotariewa i Mejmana flustruje
ponizszy przykiad.

PRZYKLAD 5,5,

Zbadajmy asymptotyczng stabilnoéé quasi-wielomianu (5.40), analizowa-
nego w przykiadzie 5.4,
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" Réwnanje q(s,‘exp(-sh.)) - Oln'm. postaé

.+ a, b, exp(-sh) = 0. ‘ t5.46):-

Stosujac w réwnaniu (5.46) podstawienie sh=z, mnozac obustrons.
nie przez h exp(-z/2) i ponownie stosujac podstawienie z=2w otrzy-
mamy

(2w + hao)exptw) + hniexp(dw) = 0, t5.4?)}
| Uwzgledniajac, ze
. exp(w) = cosh(w) + sinh(w), exp(-w) = cosh(w) = sinh(w),

z réwnania (5.47) po przeksztaiceniach otrzymamy

(2w+ha°+ha1)cosh(w) + (2w + ha_ - hal)sinh(w) =0

iewa strong powyzszego réwnania mozemy napisaé w postaci
(5.41), gdzie:

b, =d =2, bo-h(o,°+a.1), do-h(ao—al} . (5.458)

Stosujac kryterium Czebotariewa i Mejmana, sformulowane dla
quasi-wielomianu (5.41) i uwzgledniajac wzory (5.48), po licznych:
przeksztaiceniach otrzymamy podany nizej lemat.

Lemat 5.4,

Quasi=wielomian (5.40) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wite-
dy, gdy '

(i) a +a,>0, a-a >0, h>0 (5.499)
lub g ey
ra,ta
2 A _
(ii) a +a, > o, 8,2, < 0, 0<h<—= 5 arc g\l 2, (5.550)
|u"’ - ' a_=a
T o sk mI

Zauwazmy, ze (5.49) jest warunkiem ASNO (pordéwnaj warunekk
(4.34)). Natomiast w (5.50) podany jest przedzial wartoici opdZniéenia
h, dla ktérych quasi-wielomian (5.40) jest asymptotycznie stabilny, 2
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W lemacie 5.4 podana jest druga postal, irina niz w lemacie 5.3,
warunku koniecznego i wystarczajacego asymptotycznej stabllnoéci
quasi=wielomianu (5.40). Zauwazmy, ze nie zachodzi tu koniecznosé
rozwigzywania réwnania trygonometrycznego, jak ma to miejsce w przy-
‘padku warunku podanego w lemacie 5.3.

5,6, Kryterium Michajlowa

Dany jest quasi~wielomian typu opéZnionego o postaci

=1 .
a(siexp(-en)) = &% + S 37 o exp(-shi). (5.51)
j=0O k=0

Sformulowanie kryterium Michajlowa dla quasi-wielomianu (5.51)
jest takie samo jak w przypadku wielomiandéw,

Twierdzenie 5.5 [135,142]

Quasi-wielomjan (5.51) ma wszystkie zera w OLP (jest asymptotycznie
stabilny) wtedy i tylko wtedy, edy krzywa zakreslona koricem wektora
g(jw, exp(=jwh)) (hodograf Michajlowa) przy zmianie @ od 0 do co
przechodzi w kierunku dodatnim, nie trafiajac w poczatek ukiadu wspdi-
rzednych, przez n Cwiartek ptaszezyzny (P(w), Q(w)), gdzie P(w)
i Q(w) oznacza odpowiednio czesé rzeczywista i urojona quasi-wielo-
mianu (5,51), dla s=j@., O

Latwo zauwazyé, ze Q(0) = 0, Z twierdzenia 5.1 wynika wiec, ze
aby quasi-wielomian (5.51) byt asymptotycznie stabilry, musi byé spei-
niony warunek P(O)} 0. Hodograf Michajlowa takiego quasi-wielomianu
musi zatem rozpoczynaé sie dla @ =0 na dodatniej pdlosi rzeczywistej.

W przypadku ogdlnym quasi-wielomiandw hodograf Michajiowa two-
rzy petle, a wiee @ (@) = arg qg(jio, exp(-—jwh)) nie rosnie jednostaj-
nie przy zmianie wartoéci w od 0 do oo, Ponadio przy w—oo wartosci
bezwzgledne P(w) i R(w) tez daza do nieskofczonosci, przy czym
jesli n jest parzyste, to Q(w) (a je€li nieparzyste to P(w)) rognie
nieograniczenie co do modutu oscylujac wokét osi rzeczywistej (urojo-
nej).

2 powodu wyzej wymienionych faktdw wykreslenie hodografu Mi-
chajlowa dla quasi-wielomianu napotyka na duze trudnodci, Bezpodéred-
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de stosowanie kryterium Michajiowa w przypadku ogdélnym quasi-wvielo-
nianéw nie jest proste. S X

Ciekawa metode badania asymptotycznej stabilnofci quasi~wieldomis-
w (5.51), w przypadku opéZnieri wspémiernych lub tez niewspShmier-
ych, zaproponowano w pracy [103]. Polega ona na komputerowejj ana-
zie przebjegu hodografu Michajiowa, bez koniecznoéci jego wykrresia-
la.

Podstawowe idee tej metody sa nastgpujace:

a) jezell n jest parzyste, to liczba rzeczywistych zer P(w) w
przedziale [0,eo)jest skoriczona i dla quasi-wielomianu asymptotyecznie
~ stabilnego nie jest mniejsza od n/2 (moze byé wigksza o liczbe ppa-
rzysta),

5 b) jezeli n jest nieparzyste, to liczba rzeczywistych zer Q) w
przedziale [0;ec)jest skoriczona i dla quasi-wielomianu asymptotyscznie
stabilnego nie jest mniejsza od (n-1)/2 (moze byé wigksza o licizbeg
parzysta),

c) dla wszystkich rzeczywistych zer P(w) lub Q(w), w zalesznos~
ci od tego, czy n jest parzyste czy nie, musza by¢ speinione oddpo-
wiednie nieréwnoéci, wyprowadzone w [103] na podstawie tzw. fahlowe=
go kryterium stabilnoéci. Majg one posta¢ dosyé zioZong i nie beeds
tu cytowane.

_ Stosowanie podanej w [103] metody polega wiec na tym, ze zznaj~
dujemy wszystkie rzeczywiste zera P(@w) lub Q(w) i nastgpnie dlia kaie

dego z nich spraﬁdzamy odpowiednie nieréwnosci, podane w tej ppracy.

- Jezeli liczba tych zer jest rézna od podanej w punkcie a) lub b)),

albo tez nie wszystkie nieréwno$ci sg speinione dla kazdego z tyych
zer, to quasi-wielomian nie jest stabilny.

W pracy [103] zaproponowano tez komputerowa metode znajddowas
nia rzeczywistych zer funkcji P(w) i Q().

Po modyfikacji odpowiednich zaleZno$ci w sposéb podany wef [103L
zaproponowang tam metodg mozna tez wykorzystaé do sprawdzamiia wa-
“runku (5.9) dla quasi-wielomianu typu neutralnego., Przypomnijmy,, Ze
speinienie warunku (5.9) nie zawsze jest réwnowazne asymptotycazosj
stabilnogci tego typu quasi-wielomianéw, co nie jest uwzglednione \w
pracy [103]. ‘

Z twierdzenia 3,2, podanego w punkcie 3.2 niniejsze] pracy, Wy
ka ze przy badaniu asymptotycznej stabilnosci quasi-wielomlanu typu:
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neutralnego nalezy sprawdzié warunek (5.9), np. w oparciu o kryterium
Michajiows; tylko w przypadku, gdy czion dominujacy tego quasi-wielo-
mianu ma wszystkie zera o module mniejszym od jednoéci

5.6.1. Zmodyfikowane kryterium Michajlowa

W pracy [155} zaproponowano péwng modyfikacje kryterium Mi-
chajlowa, aby méc badaé asymptotyczna stabilnosé ukiaddéw wielowymia-
rowych, z opéZnieniami lub bez, opisanych réwnaniami stanu wysokie=
go rzedu. Quasi-wielomian charakterystyczny takiego ukiadu z op&ia
nieniami typu opéZnionego ma postaé (5.51), gdzie n przyjmuje duze
wartoécl. Proponowans w [155] metode mozna oczywiScie stosowaé w
przypadku quasi-wielomianu typu opéZnionego dowolnego stopnia. Ce-
lem tej modyfikacji bylo wyeliminowanie niedogodnosci wystgpujacej
przy wykreélémiu hodografu Michajilowa lub jego komputerowej analizie,
a polegajacej na tym, ze:

(i) nalezy rozpatrzeé¢ duzy przedziat wartosci w ,

(ii) skiadowa rzeczywista P(w) i urojona Q(w) hodografu dla ukiadu
wysokiego rzedu moga by¢ bardzo mate lub bardzo duze, co
prowadzi do kiopotéw z niedomiarem lub nadmiarem przy oblicze-
niach na maszynie cyfrowej.

Rezultaty pracy [155] s§ omowione w {1263 w przypadku ukiadu
bez opdznien,

Zaproponowang w {155] metode mozna stosowac do badania asym=-
ptotycznej stabilnosci quasi=wielomianu (5.51) w przypadku opéZnien
wespdimjernych i niewspdimiernych. '

Utwérzmy quasi-wielomian §(s,exp(-sh)) w nastepujgcy sposéb:

d(s,exp(-sh)) = q(s,exp(=sh))/w(s) , (5.52)

gdzie ¢g(s,exp(-sh)) ma postaé (5.51), a w(s) jest wielomianem stop-

nia n o postaci

w(s) = s + a__s + o + 8,5+ 8, (5.53)

ktérego wszystkie zera leza w OLP.
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Twierdzenie 56 [155]

. Quasi-wielomian (5.51) ma wszystkie zera w OLP (jest asymptotycznie
' stabilny) wtedy i tylko wtedy, gdy zmodyflkowany hodograf Michajiowa
§(jw,exp(-icoh)) przy zmianie w od 0 do oo nie obejmuje poczatku
- ukiadu wspélrzednych. Jezell zas ten hodograf przy zmianie @ od ~oo
do oo obejmuje w kierunku ujemnym m razy poczatek ukiadu wspdi-
rzednych, to quasi=wielomian (5.51) ma m zer o dodatniej czesci rze=-
czywistej. 0o
Stosujac oznaczenie

d(jw,exp(=jwh)) = B(w) +jQ(w) , (5.54)
tatwo zauwns&ymy. ze
_‘ ' ﬁ(o) = P(0)/a_, Q(0) = 0, _ (5.55)

gdzie P(w) I Q(w) oznacza odpowiednio czesé rzeczywista i urojonsm
quasi-wielomianu (5.51) dla s = jw, Ponadto zachodzi [155]

B(w) =1 B(@)—=0 przy w—oo . ts.se;:))

. Zmodyfikowany hodograf Michajlowa rozpoczyna sig¢ wiec w punbkcie
(P(0)/a.d0) 1 dazy do punktu (1,j0) przy w—-oo. Z twierdzenia 5.:1
wynika, ze jezeli quasi~wielomian (5.51) jest asymptotycznie stabilmyy,
to zmodyfikowany hodograf Michajlowa rozpoczyna sie na dodatniej
pblosi rzeczywistej.

Przy sporzadzaniu wykresu g(jw,exp(=~jew h)) nie wystqpiq wige
niedogodnoéci jak przy wykreslaniu q(jw ,exp(=jw h)), kiedy to P(w))
i Q(w) ‘daza do oo co do modutu, Ponadto, ze wzgledu na (5.56),
mozna tu ograniczyé¢ z géry przedziat wartoéci w , dla kiSrych wy=-
kreslamy §(j w,exp(=jwh)), jezeli np. stwierdzimy, ze wykres ten zse-
czyna przebiegaé wokét punktu (1,j0).

Zauwaimy, ze we wzorze (5.52) zamiast wielomianu w(s) mozma
przyjaé qmsi-vwlpelomi.an typu opdéZnionego o wszystkich zerach w CILP.

Od doboru wielomianu lub quasi-wielomianu w(s) zalezy giladkoiSc
przebiegu krzywej §(jw,exp(-jwh)). W pracy [155], w przypadku
ikiadu z opdéZnieniem lub bez, opisanegce réwnaniem stanu, zapropormo-
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Wano SposOD GODOru wieomlanu W(S), ZapewnsajqCegu gk przeoleg
wykresu §(jw ,exp(<iwh)). Na podstawie znajomodci quasi-wielomianu |
trudno jest okreélié sposéb doboru w(s), zapewnisjacego gimdki prze-
bieg krzywej G(jwexp(§wh)). Z pracy [155] wynika, Ze przy zmia-
nie & modut w(jow ) powinien zmieniaé sig z ta sama szybkoscis co
modut q(jw,exp(=jwh)).

Zauwazmy, ze jezel §(s,exp(-sh)) utworzymy w nastepujacy spo=
sébs : . v
d(s,exp(-sh)) = q(s,exp(-sh))/w(s) =1, (5.57)

gdzie w(s) jest wielomianem lub guasi=wielomianem stopnia n wzgledem
s, ktérego wszystkie zera leza w OLP, to w twierdzeniu 5.6 sformuio-
wanie "nie obejmuje poczatku ukiadu wspéirzednych" nalezy zastapié
sformulowaniem"nie obejmuje punktu (-1,j0)". W ten aposéﬁ otrzymamy
warunek asymptotycznej stabilnosci quasi-wielomianu (5.51) typu Ny=
quista, Witedy bowiem w twierdzeniu 5.6 bgdzie podarny warunek konie-
czny i wystarczajacy asymptotycznej stabilnosci ukiadu zamknigtego,
ktérego transmitancja operatorowa ukiadu otwartego ma postad

exp(-sh) ) = w(s

Gots) = w(s '

PRZYKLAD 5.6,
Dany jest quasi=wielomian

- q(s,exp(-sh)) = 52;1-4'5-5+(2,?-3,Bs)expt-sh) i t5.58)

Wy kres zmodyfikowanego hodografu Michajlowa g(jw,exp(=jw h))=
= g(jw,exp(-j wh))fw(jw), gdzie w(s) = 52+65+5. jest pokazany na
rysunku 5.2 dla h=0 i w €[0;30], h=1 iwe[0;8,7], h=3 iwe [0:4,8].
Na podstawie tego rysunku, wykonanego dla matego przedziatu zmian
wartosci w , mozna stwierdzié, ze jezeli w zmienia sie od = eo do +o0vo,
to zmodyfikowany hodograf Michajlowa obejmuje jeden raz poczatek
ukiadu wspdirzednych dla rozpatrywanych wartoéci opéZnienia, tj. dia
h=0, h=1, | h=3, Z twierdzenia 5.6 wynika wigc, ze dla tych wartoéci
opéznienia quasi~wielomian (5.58) ma jedno zero w QPP, a wigec nie
jest stabilrty,
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Rys.5.2, Wykresy zmodyfikowanego hodografu Michajlowa
quasi-wielomianu (5.58) dla kilku wartoéci opdéZnienia

Latwo sprawdzié, ze przy h=0 quasi-wielomian (5.58) ma jedno
zero sms, =1,419868 lezgce w OPP, a drugie zero w OLP. Z wykresu
funkcji s-+4e~5 i (3,8s-2,7)exp(~-sh) wynika, ze dla kazdego h>0
istnieje taka wartoié rzeczywista s, przy ktérej te wykresy sie prze-
cinaja, ale tylko jeden raz, Dla h-—-oo quasi-wielomian (5.58) staje sig
wielomianem g(s,0) = 82+ 4s-5; kiéry ma zero s=s,=1 lezace w OPP
(drugie lezy w OLP). Poniewaz réwnania P(w) = 0 i Q(w) = 0, gdzie
P[w) i Q(w) sa to odpowlednio, czgéé rzeczywista I urcjona quasi-
-wielomianu (5.58) dla s=jw , nie maja rozwigzania rzeczywistego dla
kazdego h >0, zera quasi-wielomianu (5.58)nie przecinajg osi urojonej
przy h zmieniajacym sie od 0 do oc. Z powyzZszych rozwazarn wynika,
wiec, ze rozpatrywany quasi-wielomian ma jedno zero w OPP dla kaz-
dego h3»0, Jest to zero rzeczywiste, ktére przy h rosnacym od 0 doeo
przesuwa sie¢ po osl rzeczywistej od punktu 8-51-1,419368 do punktu
s=s,ml, Y ; D_
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5.7. Inne mﬂ y

Wéréd metod badania polozenia zer w 'OLP ﬁuaslﬂvhlouﬁm dum-
ieL grupe stanowia metodg.r oparte 0o znana z teorii funkcji analitycz-
nych zasade argumentu, oméwiona np. w [102,8 |. Nalezy do nich cyto-
wana w [51,52,58] tzw, metoda amplitudowo-fazowa Cypkina} oméwione
w p.5.6 niniejszej pracy kryterium Michajlowa, czy tez inne metody,
ombéwione w pracach [4,92.107,141,143]. Z metodami opartymi o zasade
argumentu sScisle wigze sig¢ uogdlnienie_dla quasi-wielomianéw graficz-
nych metod typu Nyquista [92,104,120,158].

W pracach [110,139} podano numeryczne metody wyznaczania
zer, spemiajgcych warunel Re s> - a(a >0) quasi-wielomianu typu
opézZnionego, Metody te mogg byé wykorzystane do wykrywania istnie-
nia zer quasi-=wielomianéw w prawej pdSlplaszczyZnie plaszczyzny zmierr
nej zespolonej s.

Znang z teorii ukiadéw bez opdZnienja metode badania rozkiadu
zer wielomianéw (w funkcji pewnego parametru) na podstawie analizy
linii pierwiastkowych uogdlnionc w pracy [144:[ na przypadek pewnej
klasy quasi=wielomianoéw. Metodeg linii pierwiastkowych wykorzystano
W p.7.2 niniejszej pracy do badania w funkcji opdéZnienia h asymptoty=-
cznej stabilnosci z szybkoscig zanikania r quasi-wielomianéw typu
opéZnionega,

Pewne uogdélnienie omdéwionej w p.5.3 niniejszej pracy metody
D=podziatu stanowi tzw, metoda h~dekompozycji lub h-podziatu. Metoda

ta jest opisana w nastepnym rozdziale niniejszej pracy.
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6. BADANIE ROZKIADU ZER QUASI-WIELOMIANU ZA POMOCA
METODY H-PODZIALU

Dany jest quasi-wielomian o postaci
. o i '
q(s,exp(-sh)) = ﬁ > a,s exp(-shk), a_  =1. (6.1)}
k=0 j=0

IZaiéémy, Ze wartoéci wszystkich wspbiczynnikdéw a, sa ustalcone,
a opéZnienie h zmienia sie w sposéb ciagly w przedziale [0, oo).
WprowadZmy tez nastepujace zalozenia:

(i) wielomiarny wk(a) - ini-ksi . a =1 (6.22)
i=0 3 :

k=0,1,...,p, nie maja wspdinych zer na osi urojonej,

(ii) spemiony jest warunek -

a(e) 40, [o]>1, (6:33)

gdzie d(®) jest czionem dominujacym gquasi-wielomianu (6.1)

o postaci (2.35), co oznacza, ze granica spekiralna tego quaisi-

-wielomianu jest ciagisa funkcjg h na przedziale [0, oo ) (patrz:

twierdzenie 2.1).

Zauwazmy, ze jezeli spe!niony; jest warunek (6.3'). to poltozeniie
wszystkich zer w OLP quasi-wielomianu (6.1), typu opéZnionego liub
neutralnego, jest réwnowazne jego asymptotycznej stabilnodéci (patrrz
twierdzenia 3.1 i 3.2).

Przy powyzszych zalozeniach, do badania rozkiadu zer quasi—
~wielomianu (6.1) w funkcjl opéZnienia h, stosuje sie pewna modyfiika-
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. cje¢ oméwionej w p.5.3 niniejszej pracy metody D-podziatu, zwans me- 5
todg h-podziatu (lub t -podziahi, gdy opdZnienie oznacza sie przez 'r);
W tej metodzie of liczbows opSinienia h dzieli sig punktami h,, zwa- |
nymi granicami h-podziaty, na przeliczalna liczbg roziacznych przedzia
16w, W kazdym z tych przedziatéw quasi-wielomian (6.,1) ma ustalona °
liczbe zer o dodatniej czgsci rzeczywistej. Liczba tych .zer, przy ciggs
tej zmianie wartosci h od 0 do oo, mozZe ulec zmianie tylko przy przej
éciu zera przez os urojona, czyli przy przejéciu wartosci h przez gra
nice h-podziatu,

Metoda h-podzialu pozwala okreslié wartogci opdéZnienia h, dla
ktérych quasi-wielomian {6.1) ma wszystkie zera w OLP, Ma to duge
znaczenie praktyczne w p-zypadku, gdy op&Znienie h nie jest znane
dokladnie lub moze zmienia¢ sie¢ w pewnych granicach.

W pracach [42,43,50,72,98,105 i 34,106] zastosowano metode
h-podziatu do badania rozkiadu zer wybranych klas ‘qunsi-wieloniinnéw.
czgsto bez znajomosci metody D-podziahu L

W ogélnym przypadku quasi-wielomianu, o postacl (6.1), metode
hepodziatu przedstawiono w pracy [146], gdzie granice h-podzialu wy-
znacza si€ na podstawie oméwiﬁnych w [98] tzw. krzywych testowych
oraz w [11], w kiérej miedzy innymi wykorzystano wyniki nie publiko-
wanej pracy [131]. Oméwimy teraz giéwne rezultaty prac [11,146],
dotyczace metody h-podziatu,

Jak wspomniano powyzej, dla h-hk, gdzie hk jest granicg h=po=~

dzialu, quasi~wielomian (6.,1) ma parg zer s==-jt, K na osi urojonej.

k
Aby wyznaczy¢ te wartosci w i h, odpowiadajgce granicy h-podzialu,

nalezy rozwigzaé réwnanie
q(jw ,exp(q'mh)) =0, (6'4}

wzgledem w € R (ale w # 0) i h>0, Mozna je napisaé w postaci na-
stepujacego ukiladu réwnan: '
p(wlexp(-jwh)) =0 l}

Qe exp(-i wh).) =0,

(6.5)

gdzie P(w ,exp(~jwh)) jest czescin rzeczywists, a Q(w ,exp(~jcwoh))
czeécia urojons quasi-wielomianu (6.1) dla s=jw ., Ponlewaz czesé
rzeczywista tegn guasi-wielomianu jest funkcjg parzysta, a czesfé uro=
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jung 1unkclq rueparzysts zmiennej « , rozwiszujac ukiad réwnah (6.5)
wystarczy ogruﬂczyé sig do wartoéci @ i h nalezgcych do zbioru
Byr '

Jezeli ukiad réwnad (6.5) nie ma rozwiszania wzgledem wi h

ze zbioru R 3 to przy h zmieniajacym sie od 0 do eco zera guasi-wielo-
mianu (6.1) nie przecinajg osi urojonej ani tez nie lezg na nlej'. Jeze-
1 ponadto g(s,1) ma wszystkie zera w OLP, to w takim 'przypadku
quasi-wielomian (6.1) tez ma wszystkie zera w OLP dla kazdego h> 0,
a wigc jest ASNO, Jezeli zaé zbiér rozwiqzah ukladu (6,5) nie jest
pusty, to istnieje skoriczona liczba rozwiazan wzgledemw e R, oznacz-
my jg przez M, i nieskoficzona wzgledem he R+. Z cokresowoéci funk-

cji cos(wh) i sin(w h) wynika bowiem, Ze jezeli dla w=c, i h=h

‘ukiad réwnah (6.5) jest spemiony, to tez jest on spemiony dla W =e_

i h=mh - i=1,2,..., gdzie
hy=h, + 2:l|"1,!mr & . (6.6)
Jezeli wyznaczymy wszystkie wartosci hri' rm1,2,..M, i=0,1,2,..,
speiniajgce dla @ =W, réwnania (6.5), to nalezy je uporzadkowaé w
nastgpujacy cigg rosnacy (dotaczajac ho-o)z
0=h<h<h,<.<h<.. (6.7)

Elementy ciggu (6.7) dzielg przestrzeri [0, o) na przeliczalng
liczbg rozimcznych przedziaiéw takich, ze dla kazdego h € (hk_l,hk},
km1,2,..., quasi-wielomian (6.1) ma okreélong liczbe zer w OPP. Ta
liczbge mozna wyznaczy<¢ np. na podstawie zmodyfikowanego kryterium
Michajlowa, wybierajgc dla poszczegdlnych wartosci k=1,2,... dowolng
wartos¢  he (h, ¢ h, ). Mozna ja tez okresli¢ prosciej w inny sposéb,
oméwiony w dalszej czgsci pracy.

Niech N(h) oznacza, dla ustalonego h, liczbe zer quasi-wielomia-
nu (6;1) o dodatnlej czgsci rzeczywistej, Z przyjetego podziaiu prze-
strzeni liczbowej opéZnienia [0,00) wynika, ze dla kazdego ustalone-
go he{O! ec) mamy N(h)< oo i jesl "ﬁ,ﬁe(hk_l,hk) dla dowolnego
k=1,2,ees to N(R) = N(h).

Liczba N(h) i zera quasi-wielomianu (6.1) maja nastgpujace wias-
ciwoéci [11] :



a) dia dostatecznie matego h liczba N(h) jest réwna liczble zer
wielomianu q(s,1) © dodatniej czeécl rzeczywistej,

b) jesli zero quasi-wielomianu (6.1) przechodzi preez punkt
Smj w dla h-rhl',. to tez przechodzi przez ten sam punkt dla h-hr:l'
okreélonego wzorem (6:6), dla im1,2,.... Kierunek jego przejécia przez
punkt j @ jest jednakowy dla kazdego h, okreslonego wzorem (6.6) 1.
dla i=0,1,2,... Kierunek przejédca zera przez punkt s=j w, dla h=h
skreéla sie za pomocs tzw., wspSiczynnika (wskaZnika) przejécia P
rdefinjowanego wzorem (6.10). Sposéb wyznaczania wskaZnikéw przej=-
scia p, jest oméwiony ponizej w p.6.1,

c) dla h dostateczniz dugego czeéé zer quasi-wielomianu (6.1)

w obszarze Re s>0 zbiega do zer wielomianu q(s,0), a pozostate
lazg do osi urojonej. .

Liczba N(h) przyjmuje wartosci catkowite i moze zmieniaé sie o
wartosci skorficzone jedynie w wyzej zdefiniowanych punktach hys be-.
dacych granicami h-podziatu, Dla ustalonego h >0 wartoéé N(h) moz-
na obliczyé, na podstawie znajomoéci N(0) i odpowiadajacych grani-
com hke{o,h] wartosci wspétczynnikéw przejécia p ( obliczonych w
sposéb podany w p.6.1), ze wzoru

n

N(h) = N(0) + '>_L1 2p, (6.8)

e
k-o

gdzie n, jest liczba elementéw ciggu (6.7) lezacych w przedziale
[0.h], & N(0) jest liczbg zer o dodatniej czesci rzeczywistej wielomia-
nu g(s,1).

Zauwazmy, ze jezeli rozwigzujac ukiad réwnari (6.5) otrzymamy,
Ze jest on speiniony dla par (car.hr). r=1,2,..,M, to jest on tez spei
niony dla par (&Jr,hﬂ), gdzie h, oblicza si¢ ze wzoru (6.6) dia
im1,240e , Z wiasciwoéci b) wynika, ze odpowiadajacy parom (mr,hﬂ)
wspéiczynnik przejécia p , jest taki sam jak dla pary (mr.hr}. czyl
dla j=0,1,2,... zachodzi p e Pr* Wygodnie jest zatem okreslié wartoéci
wspéiczynnika przejécia dila par (wr,hr). r=1,2,....M, a mstqpr?d.e przy-
jaé p=p, dla =0,1,2,.. . W ten sposéb kazdej wartodci h_, re1,2...,M,
i=0,1,2,..., przyporzadkujemy odpowiednia warto$¢ wspdiczynnika przej-
écia p - Po uporzadkowaniu tych wartoéci h Tl ciag h, o postacl
(6.7), bedziemy miell przyporzadkowans okreslons wartoéé wspdiczyn-
nika przejécia py poszczegdlnym wartoéclom h,  granic h-podziatu,
Pary (h,,p, ) nosza nazwg par krytycznych,
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Z powyZszych rozwazah wynika, ze quasi-wielomian (6.1) ma
wszystkie zera w OLP (jest asymptotycznie stabilny) wiedy I tylko: whe-
dy, gdy h € H_, gdzie zbiér H_ jest zdefinlowany nastepujgco:

H -{he[_o, o0): N(h) = 0}. .(6.9;})

1. Wyznaczanie wskaZnikéw ﬁrzejéc-la

Sposéb wyznaczania wskaZnikéw przejécia Py oméwimy giéwnide
na podstawie pracy [11], w ktérej uogélniono na przypadek gquasié
~wielomianu o postaci (6.1) podane w Innym sformutowaniu wyniki: jpra-
oy [98].

WskaZnik przejécia p, zera quasWielominnu (6.1) przez punkit
Smj aJ dla h-h wyznacza sie w rézny sposéb w zaleznosci od teego,
czy dla h=h u.ld:ad réwnan (6.5) ma jedmkrotny czy tez wielokrobtny
pierw:,a.stek w W .

6.1.1. Jednokrotny pierwiastek w

Jezell dla h=h_ ukiad réwnan (6.5) ma jednokroiny .pierwiastedk .
©=w, to kierunek przejécia zer quasi-wielomianu (6.1) przez puunkt
s-sr-jmr dla h-hr okreéla sig przez wskaznik przejécia P. zdefiinio-
wany nastepujgco: ’

P, = sIgn.Re(—g—ﬁ—- ) (65.10)
sms
: h-h;
gdzie:
_é_h__ - ( sex -sh )[ (6 SE'xos-Sh ) i (6.:.11’

Uwzgledniajac (6.11) i (6.1), (6.2) oro.z.t.-.kt, ze sign(Re z) =
= sign(Re z.-l} dla dowolnej liczby zespolonej z, wzér (6.,10) nappi-
szemy w postaci:

3 (s ) exp (s n, )
i=0
= sign(Re Y s v (6.112)

s, g_’) wi( s,) exp(~s h 1)1

Py
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gdzie \ir!(sr) - (dwl(s))lds w punkcie siar; a wielomian wk(a) ma po-
staé (6.2). .
Jezeli wartoé¢ opéZnienia h rodnie oraz:

(i) Py=1, to dla h=h para zer sprzezonych przechodzi w OPP, czyli

N(h +0) = N(h-0)+2 , (6.13)

(i) p,=-1, to dla heh_ para zer sprzezonych przechodzi w OLP,czyll

N(hr-l-O) - N(hr—O)—z . _ (6.124)
: 2
Oddzieinie nalezy rozpatrzeé nie uwzgledniony w pracy [11] przy-
padek, gdy Re(ds/dh) = 0 dla s=s8 1 h=h_. WskaZnik prz_ejécin w ta-
kim przypadku wyznacza sie w opisany ponizej sposéb [65].
Wprowadﬁy oznaczenie
dis )

dh’l

w;(ssh) = Re ( (6.15)

s-sr
h=h
f o
i zatézmy, ze:
Wi(ssh) = 0 dia i=12pm.K,

Wi(s,h) ¢ 0 dia i>Kei
Jezeli K jest nieparzyste, to zera quasi-wielomjanu (6.1) nie
przekraczajg osi urcjonej (linie pierwiastkowe sg styczne do tej osi
w punkcie s--q'sr dla h-hr). czyli
N(h +0) = N(h_-0), a wiec P.=0 . (6.16)
Jezeli K jest parzyste, to

P, = sign WK+1tarmr) ' (6.17)

gdzie wi('sr.hr) ma postaé (6.15).

86



.,._,_..A_‘._

st e R

6:1.2. Lkrotny plerwiastek @ _

Jezeli dla h=h_ ukiad réwnes (6.5) ma, L-krotny pierwiastek W =g,
to wspStczynnik przejécia wyznacza sie w sposéb, opisany ponizej [11}
1) Jesli L jest parzyste, to zera quasi~wielomianu (6.1) nie przecina-
ja osi urojonej, a wigc zachodzi (6.16). = :

2) Jeéll L jest nieparzyste, to:

N(h +0) = N(h=-0) + 2 przy L*>1", (6.18)

N(h#0) = N(h_=0) - 2 : przy L*<y™, (6.19)
gdzie L~ oznacza llo&¢ lczb Pp spoéréd zbioru L-elementowego, spei-
niajacych relacje

T2 < qpl-casrlz " (6.20}

a LY oznacza mogé pozostatych liczb gai, tzn, LY = L - L, przy czym

+ 27
¢, = arg (% ) = -5% y 10,1 000l . (6.21)
S=mS
h=h’

r

Przy L nieparzystym wskaZnik przejscia jest wiec réwny:

P, =1, jesi L'>L", (6.22)

P =-1,jesi L¥<yr”. (6.23)

W powyzszych rozwazanlach zostal pominigty bardzo szczegdny
przypadek, gdy Re(ds/dh) = 0 dila s=s_ i h=h_ (i ukiad réwnan (6.5)
ma IL-krotny pierwiastek w -0, dla b-hr). Jest on rozpatrzony w prar
cy [98] za pomocg krzywych testowych, dla quasi-wielomianu o po~
staci

a(s,exp(-ah)) = w,(s) & w,(s) exp(-sh) ,

gdzie stopieri wielomianu wo(s) wzgledem s jest wiekszy od stopnia
wielomianu wl(s).
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6.2, ‘Wysnacsarils: grénic’ hepodziniu

Aby wyznaczyé - granice h—podza.aiu, nalezy rozwiazaé ukiad réw-
nari (6.5) wzgledem w i h ze zbioru R,. Jedynie dla quasi-wielomia~
néw o prostej postaci mozna podac analityczne wzory na obliczanie
w . i hr' a wigc i na wyznaczanie wartoéci opSZnienia h, dia kiSrych
quasi-wielomian ma wszystkie zera w OLP (np. [42,105,106] ). Przy
rozwigzywaniu ukiady réwnah (6.5) w przypadku ogdlnym gquasi-wielo-
mianéw o postaci (6.1), nalezy wykorzystaé odpowiednie metody, omé-
wione w dalszej cze€sci niniejszego rozdzialu,

PRZYKLAD 6.1.
Wy znaczmy wartosci opdZnienia, dla ktdrych quasi-wielomian
- q(s,exp(=sh)) = s+.ao+alexp(-sh) ' (6.24)

ma wszystkie zera w OLP,

Dla quasi-wielomianu (6.24) ukiad rSwnah (6.5) ma postaé
a +a_cos(wh) = 0 : i
o '} (6.25)

w—ulsi.n(wh) =0,

Z twierdzenia 5.1 wynika, Zze warunek konieczny polozenia wszyst-
kich zer quasj-wielomianu (6.24) w OLP ma postaé

a, + n1>0 - o (6.26)

Latwo zauwazyt, ze jezeli

n°>|a1| lub  a = a,>0, , (6,27)

to spemiona jest nieréwnoéé (6.26.) i ukiad réwnani (6,25) nie ma

rozwigzania dla wi h z R+. a wigc quasi-wielomian (6.24) ma wszye=

stkie zera w OLP dla kazdego h>0, a wiec jest ASNO (por. prey-

kiad 4.2). | '
Jezeli spemiona jest nieréwnosé (6.26) i

a, - a,<0, : (6.28)
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to ukiad nswm:s (e.zs) ma rozwiszanie n:.:-c..w1 1 heh,, gdzie

ailh(m Gb'(-q.lnll) fan | ' (6.2%)

h, = (arc cnl(-aola ))f&: . w5 S .(5-3’1‘})

Réwnania (6.25) sa tez speinione dla Wmw, i be=h, g, 1,2,
gdzie ' ' : :
hy = h, + 27 l.'wl . (6.3m)

Ohliczajac ze wzoru (6.12) dia @mw, | heh, wekaénik przejéaiia
oraz uwzgledniajac drugle z réwnah (6.25) otrzymamy

Py = sign((sin(w,h,))/a;w,) = sign(ifal) =

Taki sam wskaZnik przejécia.odpowiada kagdej wartodci h ar obliczzo-
nej ze wzoru (6.31) dla =0,1,2,e
Porzadkujac wartoéci "u w rosnacy ::.I.l;gh]'t otrzymamy

hy = hy + 2% (k-1)/w,, kel,2p., '(6.332)

gdzie w, { h, majg postaci (6.29) 1 (6.30). Kazdej wa.rtoéci h, ood-
powiada wtkainﬂc przejécia Pp=1, km1,2000

.~ Dolaczajac do utworzonego ciagu h) wartoéé h =0 oraz uwzglied-
niajac fakt, ze przy zalozeniu (6.26) N(o)-o, ze wzoru (6.8) otrzsy-
mamy

N(h) = 2(k-1) dia he(h _ M), kel2pew .

Jezeli speinione sa warunki (6.26) i {6.,28), to quasi-wielomiamn
(6.24) ma wszystkie zera w OLP (jest asymptotycznie stabilny) witedy
i tylko wiedy, gdy he[O,hl). gdzie h, ‘oblicza si¢ ze wzoru (6.30)).

Taki sam warunek asymptotycznej stabilnodci guasi=wielomianu.
(6.2¢) podany jest w lemacie 5.4, przy czym wartoéé h, wyznaczai
sie tam z innego wsoru, oo

W przypadku ogélnym wyznaczanie wartoséci W, i h Przeprovwes-
- dza sie na podstawle metod dogodnych do obliczen nmerycznyuh na
maszynie cyfrowej. Na ich podstawie mozna tez wyprowadzi¢ dla pew
nych klas quasi-wielomianéw analityczne wzory, pozwalajace wyznaczyl
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przedzialy wartodci opéZnienia, dla ktérych quasi-wielomian jest asyme
ptotycznie stabilny (np. [11,146] ). .

Oméwimy teraz pie¢ dogodnych do obliczeri numerycznych metod
rozwiazywania ukladu réwnar (6,5) i wyznaczania przedzialéw wartod—
ci opéZnienia, dla ktérych quasi-wielomian (6.1) ma ustalons liczbe
zer w QPP, Dwie pierwsze metody s3 znane i przedstawione w pracy
{11] , natomiast trzy nastepne sa to nowe métody. Troche inny sposdb
rozwigzywania ukiadu réwnan (6.5), za pomocsg tzw. krzywych testo-
wych (stosowanych w [98]) jest podany w pracy [146].

W opisie tych metod bedziemy zakladac, ze kazdej wartosci h-hr
odpowiada jednokrotna warto$é W =w_ taka, 2e réwnania (6.5) sa spei-
nione. Aby wyznaczy¢ kroinosc¢ pierwiastka w =W, co jest potrzebne
do obliczenia wskaZnika przejscia Pps nalezy sprawdzié dla jakich war-

toéci i spemione jest réwnanie

q(i}(jwr.exp(-jw,hr)} -0, (6.33)

sdzler (.. . i : i
q' (jwaexp(<iwh)) = (dq(sexp(-sh ))/ds
w punkcie s = j Cdr-

Jezeli réwnanie (6.33) jest spelnione tylko dla i=0, to pierwiastek
W=, odpowiadajacy wartosci h=h, jest jednokrotny, Jezeli zas$ réw=-
nanie (6.33) jest spemione dla i=0,1,...,,Ll~1, a nie jest spemione dla
i>L, to pierwiastek m-wr jest L=krotny.

6,2.1. Metoda 1

Metoda ta zostata podana w nie publikowanej pracy [131] ijest
cytowana w [11].

Stosujgc oznaczenia:

= sin(wh), z = exp(-jwh) = Z_ ~jZ (6.34)

Z, = cos(wh), Z . -iZ,

1 2

ukiad réwnan (6.5) napiszemy w postaci:

1

Y(w:§1l22) - Q(wlzi-jz2) -0, L (6"35}

51*2.3,"1
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Powyzszy ukiad réwnafi ma co najwyzej skoficzons ilosé rozwig-
zahi wzgledem w , z powodu wielomianowej zaleznosci funkcji X I Y
od wszystkich swoich argumentéw, lub nie ma ich wcale,

Algorytm metody 1:

1) Wyznaczamy rugownik R dla wielomianéw J((w,il,iz)
i ¥Y(w,Z2 1,"2"2) zmjennej w przy ustalonych chwilowo wartogciach §1i Z
Rugownik ten jest wyznacznikiem o wymiarach (m1+m2)x (m1+m2),
gdzie m, i m, oznaczaja odpowiednio stopiefi wielomianéw X(w,z

>

2,:2,)

i ¥Y(w, 2,2, ) wzgledem zmiennej w (mlg n, mzs; n). Elementy tego wy-
znacznika zalezg od %1 i 22' a jego wartosé jest wielomianem stopnia
nie wigkszego niz 2np, ze wzgledu na te zmienne. W wielomianie tym.
Izmienna 22 wystepuje tylko w potggach parzystych., Stosujac podstas-
wienie 'z"g = 1= 2 » wynikajgce z ostatniego z réwnan (6.35), otrzzyma-
my wigc w:.elomla.n R(zi) jednej zmiennej zl Szczegblowa analizaa
wskazuje, ze po zastosowaniu tego podstawienia zeruja sie wspdéluczyn-
niki stojgce przy Z . v potggach wigkszych niz np (patrz przykiiad 6.2).

-

Oznacza to, ze R(%l) jest wielomianem zmijennej Z, stopnia np.

2) Obliczamy wszystkie pierwiastki Z_ ., i=1,2,..,m, réwnania -

1i
R(zl)—O, lezgce w przedziale [-1,1]. Z ostatniego réwnania ukiaadu

~ + ~2 i ~ . % % i
(6.35) mamy Zy; == \1-25;, a wisc z,= zli'-szzi, i=1,2,00,m. 2 haee iy
alternatywnych liczb z wybieramy taka, ktéra po wstawieniu do réwih
(6.35) daje wlebmmny X(w) i ¥(w) majace co najmniej jedno wwspéas:

zero rzeczywiste dodatnie,

'3) Wyznaczamy wszystkie dodatnie rzeczywiste rozwigzania )
r-1,2,....ni. uktadu (6.35), odpowiadajgce poszczegblitym wartoscuioin #
istnieje co najmniej jedno takie rozwigzaniec dla kazdego I=1,2,.euiM

4) Rozwiazujgc réwnanie
z; = exp(~j “ir n) oo | ; { {6.38)

dla wartodci z; wyznaczonych w kroku 2) i W, W Kroku 3), wwyzna-

- czymy kolejne liczby h s[o 27 [w ] i=1,2,00,m, F=1,2p000ne RSwrnanie

(6.36) ma zawsze jednoznaczne rozwigzanie w przedziale [O 2"3”!3 J.

5) Ukiad réwnan (6.5) jest speiniony dlawm=w
r-1.2.....n1. Przy ustalonym W= wir, dodatkowe wartodci opéZniei nia

i h-hir. LS i PR
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(oprdcs nh_) dia ktérych zera 'whhumu (6.1) pojawiajg sig
Ifnmtﬁb]duj.oﬂﬂadtﬂjz?ru '

hy, = hy o+ 2:ir11mllr s 12, . . (6.37)
przy czym kierunek wﬂjichmp:ﬂz o‘-wojonqﬂhh—h’ﬂmy
J=1,200e juttnﬂmjakdhhr-%. .

PRZYKIAD 6.2,

Dany jest quasl-whhmhm .
q(sexp(-sh)) = e’ +48+ 5+ (2,7=3,8s ) exp(-sh). (6.38)

Stosujac oznaczenia (6.34) ulkiad réwnah (6.35) dia quus-wh-
lomianu (6.38) napiszemy w postacl :

2
-~w® - 3,82, s

(& - 3,351).:‘:'-_ 2,78, = 0, © (6439)

w+ 5 + 2,72, = 0,

~2 _2
21+z2-1.

" Rugownik, uiworzony dla wielomiandw zmiennej w , bedacych le-
wymi stronami dwéch plerwszych réwnasi ukiadu (6,39), ma postaé: -

-1 =382, 5+2,7Z,
R('zl) =-|e-3,82, -2,73, O %
o 43,82, -2,7%,

Obliczajac wartoéé powyiszego wyznacznika | uwzgledniajac ostad
nie z réwnan (6.39) otrzymamy

+ 2,388E, + 31,67 . " (6.40)

-~ ""2
R (zi) - -33,752

Wielomian R(%,) ma dwa zera w przedziale [-1,1], s toz
z,,=0,885801, %, ,=0,920856. Z ostatniego z réwnah (6.39) mamy
s -4 \I1- !ii ¢ 1,2, Z dwéch alternstywnych liczb £,, wybleramy
dla =1 | =2 te wartoéci, ktére po wstawieniu do (6.39) daja rozwia
zanie w bedace liczbg rzeczywists dodatnia, Sq to: “8'21 = 0,464066,
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2‘22-0.357924. Odpowladajace im wartoéci w sq nastepujace:

W,y = 1,976439, W, = 2,120246 .

Rczwigzujac réwnanie (6.36) wzgledem hy, dla =1,2, r=1 otrzyme-

my h,, = 0,244166, h, = 0,176953,

Zera quasi-wielomianu (6.38) pojawiaja sie wigc na osl urojoneiji
dla nastepujacych wartoéci opéZnienia: h13.l - lr't:'_1 + 27y wll’
hyyy = hyy + 27w 24t 1%0:1,2pee. . Porzadkujac te wartodci opéénienﬁn
w cigag rosnacy h, otrzymamy: ‘

h, = hy, + T (k=1)/ @y 0 K=1,3,5es (6.437) .
h =h + Jr(k-z)lwn. k=2,4,6,.00, (62042}
bowiem h111> h,iy dla 1=0,1,2,e0 «

Obliczajac ze wzoru {6.12) dla r=1 i r=2 wskaZniki przejScide,
przy czym s, = j“’az' h'].-h21; 52-3' ("’11' h2-h11’ otrzymamy P =41y
P, =~1, a wigc P =1 dla k=1,3,55i Py = =1 dla km2,4,6,.. «y Wanrtc: .
Py odpowiadajg poszczegdlnym wartosciom h ' obllczonym ze wzcorie
(6.41) i (6.42).

Poniewaz wielomian g(s,1) = s 4 0,2s + 7,7 ma wszystkie® zues
w OLP, N(0) = 0, ze wzoru (6.8) wynika, ze:

N(h) = 0 dla h e (hk_i.hk), k=1,3,5,000s (66,43}

N(h) = 2 dla h € (hk_l,hk). km2,4,6 00, (65.44)
gdzie ho-O, a poszczegdlne wartosci hk’ k=1,24.., liczy sig ze wvzoni:
(6.41) i (6.42).

-Quasi-wielomian (6.38) jest wigc asymptotycznie stabilny wieedy

i tylko wtedy, gdy wartoéci h lezg w przedziatach podanych w (16,43},
8]

6.2.2. Metoda 2

W pracy [11], uwzgledniajac metode 1 i wyniki pracy [65],. za
proponowano druga metodg wyznaczania par (w, h), spemiajacycth
ukiad réwnan (6.5).



Stosujac we wzorze (6.1) podstawienie s=jw | exp(=jiwh) = z,
réwnanie g(jw ,z) = O napiszemy w postaci:

i ﬁ a’k(Jw)i 2 a-0. : .(6.45)

k=0 =0

Stosujac z kolei w réwnaniu (6.45) podstawienie

z = t1 - jx)/(1 +ix), =xeR (6.46)

i mnozac obustronnie przez (1+jx)’p: otrzymamy

é :2_'6 au{(jw)i(i - jx)*¥(14+5x)P* a 0. t6.47)

Aby wyznaczy¢ polozone na osi urojonej punkty 85, - jow o przez
ktére przechodzg zera qfs,exp(-sh)) dila h=h , nalezy rozwigzaé réw-
nanie (6.47) wzgledem w i x ze zbioru R+.

Wyrazenie (6.46) definiuje jednoznaczne odwzorowanie prostej
rzeczywistej na okrag jednostkowy bez punktu (-1,j0). Dlatego tez przy-
padek, gdy wh = - T  lub réwnowaznie

wh =T, (6.48)

nalezy rozpatrzeé oddzielnie.
Lewa strona réwnania (6.47) jest wielomianem zespolonym dwéch

zmiennych @ i x. Réwnanie to jest réwnowazne nastepujacemu ukladowl

P(w,x) = 0, ‘
(6.49)
Q(m lx) =0,

gdzie P(w ,x) jest czgéciq rzeczywists lewej strony réwnania (6.47),
a Q(w ,x) czescia urojona.

Algorytm rzwigzywania ukiadu réwnan (6.49) jest nastepujacy.

1) Wyznaczamy rugownik R dla wielomianéw P(w, x) 1 Q(w,x)
zmiennej x, traktujgc zmienng w jako ustalonsg. Jest on wyznacznikiem
o wymiarach 2p x 2p, kidérego warto$é jest wielomianem R(wz) stopnia
nie wiekszego niz np wzgledem w2.
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2) Rozwiazujemy réwnanie R(wz) = 0 wzgledem w? i obliczamy
wartosci weR{_. Zalézmy, Ze réwnanie to ma m < np rozwigzan
g im1,2,...,m (wie R+).

3) Kazda wartosé @, i=1,2,0m, podstawiamy do (6.45) i oblicza-
my liczby Z; jako zera wielomianu zespolonego jednej zmiennej zespolo-

. nej =z,

4) Na podstawie wyznaczonych wartofci @; 1 z, z réwnania

z; = exp(- wlhi) (6.50)
obliczamy wartosci hi' i=1,2,...,m,

5) Sprawdzamy, czy dla z=-1 réwnanie (6.45) ma zera we R -
Jezeh tak, to oznaczmy je przez wi' i=1,2,...,M. Odpowiadaja im war-

tosci hI - Mwl. i=1,2,..,M, {

6) Granicami h-podziatu sg wyznaczone w p.4) liczby hyy i=1,2u0,m,
oraz dodatkowe wartosci hir-h 42 Tr{'w r=1,2,.. «, Jezeli zbiér wartosci
h wyznaczony w p.5), nie jest pusty, to granicami h-podziatu sg tez
hczby hl' i=1,2,...,M oraz dodatkowe wartosci ﬁ -ﬁl; + 20 rfr?ji, rad2.., .
Kierunek przejécia zer przez o$ urojons dla hlr (h ), r=1,2,., jest
taki sam jak dla h -h (h -h)

PRZYKLAD 6,3,
Zbadajmy asymptotyczna stabilnosé quasi-wielomianu

q(s,exp(=-sh)) = o 4T E exp(=sh). (6.51)

Dla quasi-wielomianu (6.51) uktad réwnan (6.49) ma postaé

1 =g1C = 0,

i o
2w=wW x + x= 0,

Latwo zauwazyé, ze powyzszy uklad réwnari nie ma rozwiazania
dla rzeczywistych wartoséci w i x, Wystarczy wigc rozpatrzyé tylko
przypadek, gdy zachodzi (6.48). Stosujac w (6.51) podstawienie s=jw
i uwzgledniajac réwnosé (6.48) otrzymamy rozwigzanie réwnania
q(jw ,exp(=j¥ )) = 0 w postaci &31-1, a wigc h =¥ . Dla h = T quasi-

095



-wielomian (6.51) ma wigc pare zer s-:j na osi urojonej, Granicami
h=podziatu sa liczby

h, =T+ 27 (k-1), K=1,2e t6-52)

Poniewaz dla s=j i h= T Re(ds/dh) = 0, ale Re(dzsfdhz) # 0,
z podanych w p.6.1.1 rozwazan wynika, zZe pk-O ‘dla kw1,2.... Ozna-
cza to, ze zera quasi-wielomianu (6.51) nie przechodza w OPP dla
h=h,, a jedynie linie pierwiastkowe sg styczne do odsi urojonej, Ponie-
waz wielomian g(s,1) = s+ 25+ 1 ma wszystkie zera w OLP, to
N(0) = 0 i ze wzoru (6.8) wynika, 2e N(h) = 0 dla h e (n
k=1,2,., gdzie h =0 a h,_ oblicza si¢ ze wzoru (6.52).

1P

Quasi=wielomian (6.51) jest wigc asymptotycznie stabilny dla do-
wolnych wartosci h, z wyjatkiem punktéw he(2k+1) ¥ , k=0,1,2,u. . O

6.2.3. Metoda 3

Granice h-podziatu quasi-wielomianu (6.1) mozna wyznaczy& na
podstawie kryterium Hermite’s, stuzacego do badania rozkiadu zer
wielomianéw zespolonych, .

Stosujgc we wzorze (6.1) podstawienie exp(-sh)-axp(-jy) otrzy-
mamy wielomian zmiennej s o wspdlczynnikach zespolonych

- .
a(siexp(-iy)) = iZabis‘ : (6.53)

gdzie p ;
bi - Z ai_kexp(_h’k)! i=0,140ee, . (6'54)

k=0

Utwérzmy dla wielomianu zespolonego (6.53) macierz Hermite a
H(exp(-jy)), w sposéb (4.10) - (4.12). Wszystkie zera wielomianu
(6.53) maja ujemne czesci rzeczywiste wtedy i tylko wtedy, gdy ma-
cierz Hermite’a H(exp(-jy)) jest dodatio okreélona, czyli wszystkie
jei wartoéci wiasne sa dodatnie, Wartoéci wiasne tej macierzy sa licz-
bami rzeczywistymi, zmijeniajacymi sie w sposéb ciagly wraz ze zmia-
na parametru y w przedziale [0,27]. Moga one zmienié znak jedynie
w tych punktach y, dla ktérych det H(exp(-jy)) =0, Jezeli wiec
np. dla yny, det H(exp(—jyl))-o, to wielomian (6.53) ma na osi urojo=
nej zero s=jw,, czyll q(j w,, exp(-jy,)) = 0.
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Z poréwnania wzoru (6.,1) dia s=jw z wielomianem (6.53) wyyniis
ze a

Yy =wh . _ .(&s.ss)

Z powyzszego wynika wiec, ze jezeli dla y-yl_l Smij col wietrlomian,
(6.53) ma zera na osi urcjonej, to quasi~wielomian (6.1) tez ma.:zera
na osl urojonej dla saj w1 i hnyl w:l.'

Elementy macierzy H(exp(-jy)) sa funkcjami rzeczywistymi crod {5
i sin(y), a jej wyznacznik jest funkcijg rzeczywisty zalezng od cood
i od sinz(y). Stosujac podstawlenle cos(y) = Z,, moZna go napisadc

jako wielomian F(El) zmiennej Z, stopnia np.

Z powyZszych rozwazarh wynika podany nilzej algorytm wWyzZnaacza-
nia granic h=podziahu.

1) Stosujac podstawienie (6.55) oraz
El = cos(y), Z,=sin(y), z-exp(-jy)-"z"i-fiz (66.55)
réwnanie q(jw ,exp(-jy))=0 zapisujemy w postaci nastepujacego : ukia- -
du réwnan;
x(ml_z-llzz) -0, ; )
PO / Y 3
V(@ 2,) = o, ((6.57)

~2 ~2
2]+ %, =1,
gdzie x(m,‘z'i.'z'z) jest czescia rzeczywists, a Y(w,il,"z"z) czeéciiig
urojong quasi-wielomianu g(jw ,exp(=jy)).
2) Stosujac podstawienie exp(-sh)=exp(-jy) i uwzgledniajac oama-
czenia (6.56) quasi-wielomian (6.1) zapisujemy w postaci

" :
G s i
q(s.zi—jzz) - 2 bIS ’ (6'58)'
1=0
gdzle _
b= S (%, - 12)%, 10,1, (6.59)
k=0

3) Dla wielomianu (6.58) tworzymy macierz Hermite'a H(Il-g'iz)
w sposéb (4.10)- (4.12) I uwzgledniajac trzecie z réwnan (6.57),
: obliczamy jej wyznacznik F(El), bedgcy wielomianem rzeczywistym

' zmjennej 21 stopnia np. -



4) Obliczamy wszystkie pierwiastki E:LI’ i=1,2,...,m, réwnania
B‘(Ei)—o. lezgce w przedziale [-1,1]. Z trzeciego z réwnar (6.57)
mamy Z; == \N1-=2Zy
taka, dla ktérej dwa pierwsze réwnania ukiadu (6.57) majg co najmniej

« Z dwéch alternatywnych liczb "2'21 wybieramy

jedno wspélne zero we R .,

5) Obliczamy wszystkie wartosci w, € R , r=1,2,..n, spemiajace
dwa pierwsze réwnania ukiadu (6.57) dla liczb "z":Ll i Z,, wyznaczo~

nvch W p.4).

6) Rozwigzujac réwnanie
exp(-iy;) = 2. (6.60)

gdzie zi"zj,i - jz

7) Ze wzoru

op Wyznaczamy wartosci Vp i=1,2,...,m.

h, = vlw, (6.61)
obliczamy wartoéci granic h-podzialu, Granicami sg tez. liczby

hirl‘hir + 231']!0.! dla l=1,2,u. «

ir.
PRZYKLAD 6.4.
Dany jest guasi=wielomian

g(s,exp(=sh)) = s%48 - (0,2s + 2)exp(~sh) - exp(=2sh) . (6.62) |

Stosujac oznaczenia (6.56), odpowiadajgce gquasi-wielomianowi
(6.62) dwa pierwsze réwnania ukiladu (6.57) napiszemy w postaci:

e 2 ~2 ~ ~
}{(w,zl.zz) « ~w” +9~2% ~2Z, -0,20Z, =0, Eaa
Y(w,zl,zz) == 0,2WZ, +2Z, + 22,2, = 0 .

Dla quasi-wielomianu (6.62) wielomian (6.58) stopnia n=2 ma wspdi~
czynniki

2 & L2 e S :
by=1; b ==0,2Z, +j0,2Z,; b =9 - 2Z] - 2z1+j(2z2+2z1z2) . {6.64)
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Maclerz Hermite’a dla wielomianu (6.58) o wsPOIczymﬁkach (6.64}
ma postaé

) ) 0,42, -4Z,( 1+z1)
H(21 - jzz) -
-422(1+§1) ..2,3214-0,3
a wigc

i 5 3 & '
F(zi) = mz1 + 32Z) + 1, 1221 - 32,32%, - 16 . (6465)
Wielomian (6.65) w przedziale [-1,1] ma dwa zera; sj to:
211—-0 69568, 512-0.993?85. Ukiad réwnani (6,63) ma rozwigzanie
we R, jezeli 221 = - 0,718351, 222-0.111313. Tymi wartosciami sa licz=
- () -
by: w,, = 3,142363, @, = 2,233222,
Rozwigzujac réwnanie (6,60) dla i=1 I i=2 otrzymamy y1=3,943022,
v, = 0,111544,
Granicami h-podzialu sgq wigc liczby h11—1,254?95, h21=0,049948

oraz hy, = hu + 271/ wige dla i=1,2, l=1,2,0 »

Obliczajac ze wzoru (6.12) wskaZniki przejécia dla S, =W 4

hr-hil i s . =jw,y h = h21 otrzymamy Pyq= 1L, pyy =~ 1.

Porzadkujac liczby h dla i=1,2, 1 1=1,2,... w ciag rosngcy i do-

i1l

laczajac hD-O otrzymanry: hO-O, h1—h21-0.049948, h2-h11-1,254?95,

= - : = - == = 5 - =
3 !}211 2,863454, h4 hl'll 3,254305, h5 h112 5,253815, 116 h212

= 5,676961, h7-h113—?.253324, h8=h213-8.490467, hg=11114=9.252834,

s .
hyo=hy,5m11,252344, h,  =h, ,=11,303973, h, ,=h  =13,251853, h

= = L] = Lo ]
-h2'j.5 14,11748, h14 h117 15,251364, h15 h216a—15,930 86, h16-

- - - - -h
h118 17,250873, h17 h119 18™P217

Poszczegdlnym wartosciom hk odpowiadajg nastt—:pu.;qce wskaZniki

13”
=19,250383, h =19,744493,.., .

przejscia:
P ™~ 1 dla k=1,3,6,8,11,13,15,18,...,

P = 1 dla k=2,4,5,7,9,10,12,14,16,17 00 +
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Dila h=0 guasi-wielomian (6.62) ma dwa zera w OPP, a wiec
N(0)=2. Obliczajac ze wzoru (6.8) wartoéci N(h) otrzymamy pokaza-
ny na rysunku 6.1 wykres ilustrujacy zmiany N(h) w zaleznosci od
indekau K granic h,. Wynika z niego, Ze N(h)=0 dla h e (hl.hz)
ihe (ha.h‘}). Quasi-wielomian (6.62) nie jest stabilny dla h=0, ale
jest asymptotycznie stabilny dla h ¢ (hl;h2) ihe (ha.h4). Wprowadze-
nie opéZnienia w sposdb podany w (6.62) powoduje wiec, ze niesta-

bilny wielomian q(s,1) staje sie asymptotycznie stabilnym guasi-wielo~
mianem,

4 N(h)
8 —
fd
01 oo -
Hitl
41L r.-.}:_.:l,_.JL.JL..JI._I
Foroe
2&.—-11._-.."_]'-__".-_]
Pl
P k
B e g e g g e
0 - 0 %5 20

Rys.6.1. Zmiany liczby lezacych w OPP zer quasiwielomianu (6.62)
w zaleznosci od indeksu k granic h,  h-podziatu

6.2.4, Metoda 4

Wartosel w =Wy mozna wyznaczyé w inny sposéb, niz poprzez
rozwigzywanie ukiadu réwnaii (6.57) dla poprzednio obliczonych liczb

Z,; i Zop

Przy badaniu MASNO ukiadu typu neutralnego, oprécz (4.8) musi
by¢ speiniony warunek (4.18), ktéry sprawdza sie na podstawie anali~
zy macierzy Schura-Cohna S(jw ), utworzonej dla wielomianu zespolo=-
nego (4.19). Wartoici wiasne tej macierzy sa liczbami rzeczywistymi,
kidre w sposSb ciagly zaleza od parametru w € (=oo; oo). Warunek
(4.18) jest spemiony wtedy i tylko wtedy, gdy macierz S(jw) jest
dodatnio okreslona dlaw € (=oo, oo), czyll gdy wszystkie jej wartosci
wiasne sj dodatnie dla kazdego w € (~oc,e0)., WartoSci wiasne macie-
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rzy S(jw) moga zmleniaé znak jedynie dla tych wartosci @, dla kté-
rych det S(jw) = 0, Jezeli wiec det S(jm ) = 0, to wielomian

ali ml.z) ma zero na okrggu jedmstkowm, czyll istnieje ye¢ R_ takle,
ze q(j wl.exp(-,ry))-o Punkty s, =jw, , przez kidre przechodzq zera
quasi-wielomianu (6,1) typu neutralnego, gdy h przekracza granice
h-podziatu, mozna wigc wyznaczyé jako pierwiastkl réwnania

det S(jw) = O,

Wartosci w =@, , jako pnemia.stki réwnania det S(jw) = 0, moz-
na tez wyznaczaé w przypadku quasi-wielomianu typu opdZnionego,
Wynika to z faktu, 2e warunki (4.8) i (4.17)sa tez konieczne i wystar-
czajgce dla MASNO ukladu typu opéZnionego [84],

Zauwazmy, ze mozemy tutaj rozpatrywaé macierz Schura-Cohna
S(jw), utworzona dla quasi-wielomianu q(jw,z), zamiast dla quasi
~wielomianu (4,19).

Algorytm wyznaczania granic h-podziatu jest nastepujacy.

1) Wykonujemy dzia’ania opisane w punktach 1), 2) i 3) algoryt-
mu podanego w opisie metody 3,

2) Obliczamy wszystkie pierwiastki El rownama F(z )=0; i=1,2,0..,m

lezace w przedziale [-1,1] i obliczamy 221 1=z .

3) Ze wzoru
3 i
c = % ai.k(jw) (6.66)
obliczamy wspdiczynniki wielomianu zespolonego

f(z) = i ckzk 4 (6.67)

k=0

4) W sposéb (4.21) tworzymy dla wielomianu zespolonego (6.67)
macierz Schura-Cohna S(jw) i obliczamy jej wyznacznik, ktéry jest
wielomianem rzeczywistym zmiennej w 2.

5) Obliczamy wszystkie  lezace w przedziale (0,00) pierwiastki
A k-1,‘2,....m1. réwnanija det S(jw) = 0,

6) Dla kazdego ustalonego i, i=1,2,...,m, Wyznaczone vartosci "z'ﬂ.
:;21 lwk. k-l,'2....,m1, podstawiamy do ukladu réwnan (6.57) i spraw-
dzamy, kiedy jest on speilniony. W ten sposéb z tego zbioru wartosci
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wyblerzemy takie; ktére spemiaja ten ukiad réwnaf. Oznaczmy je przez
Zir Zap Vo T L2pennye
7) Wykonujemy dzialania opisane w p.6) i 7) algorytmu megtody 3,

PRZYKLAD 6,5,
Dany jest quasi-wielomian typu neutralnego

q(s,exp(-sh)) = a* 4 (0,5&52 + 2s + 1)exp(~-sh) , (6.68)
dla ktérego warunek (6.3) jest speliony, bowiem d(@) = 8 + 0,5,

Uwzgledniajac oznaczenia (6.56), dla quasi-wielomjanu (6.68) dwa
pierwsze réwnania ukladu réwnar (6.57) napiszemy w postaci

2 2. 5 e
-m_-0.5mzi+2wzz+zl-0. .
2 N N (6.69)
0,5 w z, + 2wz1 -z, m o .

Wielomian (6.58) stopnia n=2 ma nastepujgce wspdiczynniki:
b=z, =%, b1-2(zl-jzz). b,=1+0,52,-j0,52, . (6.70)
Obliczajac dla wielomianu (6.58), o wspéiczynnikach (6,70), ma-
cierz iHermitea i przyréwnujac do zera jej wyznacznik otrzymamy réw-
nanie
~ ~l s
F(2)) = 2] +4Z, + 1 =0, (6.71)

ktére ma jedno rozwigzanie 511--0,267949, lezace w przedziale [-1,1].
Z trzeciego réwnania ukiadu (6.57) mamy 221--" 0,963433,

Dla quasi-wielomianu (6.68) wielomian (6.67) jest stopnia p=1
o wspditczynnikach c.= —w2, <,

wzoréw (4.21) macierz Schura-Cohna otrzymamy

= 1 - 0,50,12 + j2w, Obliczajac ze

S(jw) = Tig ™ ciEl I --0,?5&.»"Ir row w4 (6.72)

Jedyne rozwiazanie we R réwnania det S(jw ) = 0 jest réwne

w, = 207591,

Latwo sprawdzié¢, ze ukiad réwnan (6.69) jest spehiiony dla

Z,, = - 0,267949, Z,,- 0,963433, @, =@ = 2,07591. Rozwiazujac dla
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z -znj 24 Townanle (6.60), otrzymamy y1-1.84206. Ze wzoru (6 61)

mamy wiec h11-0 1887351, Granicami h-podziatu sa wlqc lczby
111 11 % 2’.”& 11' 1=0,1,2,..., czyli h'k 11 +27 (k"l))’wiis k=1,2,...,
przy czym ho-O. Poniewaz wskaZnik przejScia, obliczony ze wzoru
(6.12) dia s, W, h=h 11 jest dodatni, mamy Pi=1 dla k=1,2,. .
Latwo zauwazyé, ze N(0) = 0, a wigc 'na podstawie wzoru (6.8)
mamy '

N(h) = 2k dla he(hoh ) k=0,1,2... .

Quasi-wielomian (6.68) jest wiec asymptotycznie stabilny wiedy
i tylko wtedy, gdy he [O.hl). gdzie h, =0,887351, a

6,2,5, Metoda 5

W przypadku quasi~wielomianu typu opéZnionego, tj. o postaci

. el
g(s,exp(-sh)) =" + S5~ &' 57 ay exp(~shk), (6.73)
i=0 k=0

warto$ci granic h-podziatu mozna wyznaczyé korzystajac z rozwiaza-
nia zespolonego réwnanja Lapunowa.
Stosujac oznaczenia (6.56) quasi-wielomian (6.73) napiszemy

w postaci
n=1 p
a(siz) = s + > st > ay 2*, (6.74)
j=0 k=0

przy czym istnieje macierz A(z) taka, ze
q(s,z) = det(sl - A(z)) . (6.75)

Jezeli ukiad z opéZnieniem jest opisany réwnaniem

*(t) - iAl x(t-i), txo, (6.76)
i=0
m -
Z) = S zl, zl- exp(=sh). . 6.77)
A(z) %A, p(-sh) (
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Jezeli dany jest quasi-wielomian (6.74), to odpowladajaca mu
macierz A(z) mozna wyznaczyé stosujac np. metode bezposrednia wy-
boru zmiennych stanu, Ma ona wtedy postac

01! Irg-l %3
A(z) =|-———=2Zf (6.78)
G(z)

gdzie O jest (n=1) =wymiarowym wektorem zerowym, In-l jest macierzg
jednostkows o wymiarach (n-1)x(n-1), a G(z) jest wektorem wierszo-

wym o postaci

G(z) =[-2,(2), -g,(2) g, _,(2)], (6.79)
gdzie
p . .
gy(z) = Eo 8y Z 4 m0,1,2u.n-1 . (6.80)

Utwérzmy zespolone réwnanie Lapunowa o postaci

Ax(z)P(z) + P(z) A(z) = - Q(2) , (6.81)

gdzie P(z) i Q(z) sa to macierze hermitowskie, a ponadto Q(z) jest
macierzg dodatnio okreslons dla jz{= 1. Metody wyznaczania macierzy
P(z), bedacej rozwigzaniem réwnania (6.81), sa podane w Dodatkw

Wszystkie wartoSci wlasne macierzy A(z), z = exp(-jy), majg _
ujemne czgsci rzeczywiste dla ye [0,2 J'T] wtedy i tylko wtedy, gdy ma-
cierz P(z) jest dodatnio okreélona dla y ¢ [0,27] [12].

Oznaczmy przez I(El) najmniejszy wspdlny mianownik wszystkich
elementéw macierzy P(z). Jest on wielomianem o rzeczywistych wspdi-

czynnikach i zalezy od Zl-cos(y) i Eg = si.nz(y). Wynika to z faktu,

2
1
mozna go wigc napisaé w postaci wielomianu rzeczywistego zmiennej Z

2e macierz P(z) jest hermitowska, Korzystajac z réwnania z° + 'z'g-l,

1
Macierz P(z) mozna wigc napisaé w postaci

P(z) = P, (2 (3,) . (6.52)
gdzie P 1(2) tez jest macierzg hermitowska,

Niech A bedzie wartaScia wiasng macierzy P(z), a w odpowiada-
jacym jej wektorem wiasnym tej macierzy.
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Latwo wykazaé, ze

w*Q(z)w - ; ;
Reh= - 3 YRR «(2)) . (6.83)
1

Poniewaz Q(z) jest macierzg dodatnio okreslong dla |z|= 1, ze
wzoru (6.83) wynika, Ze ReN = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

f(zl) =0, (6.84)
Jezeli réwnanie (6.84) ma mzw].qzanie E‘a’lie [-1,1],‘ f.-1,2.....,m1,
to istnieje z, = Eli ¥ jE z op = Nl - z . takie, 2Ze macierz A(zi) ma

wartosci wiasne na osi urojonej, Dla kazdego i=-1.2,...,m1 istnieje wiec

co najmniej jedna wartogé W€ &?+, r=1,2,...,n,, taka, ze

ll

det (j w I - A(zi)) =0, (6.85)
czyli dla quasi-wielomianu (6.74) speinione jest réwnanie
ali w.u_,zi) = 0, (6.86)

dla i=1,2,..,m_, r-1,2,....ni.

i
Z powyzszych rozwazan wynika nastg¢pujacy algorytm wyznacza-
nia granic h-podziatu,
1) Uwzgledniajac oznaczenia (6.56) wyznaczamy ze wzoru (6.,77)
lub (6.78) macierz A(z).

2) Rozwigzujemy zespolone rdwnanie Lapunowa (6.81) (w sposéb
opisany w Dodatku) i wyznaczamy f('z'_l), najmniejszy wspdlny mianow-
nik wszystkich jej elementéw,

3) Znajdujemy wszvstkie pierwiastki Z [ 1 '1|. i=1, 2....,n11, réowna-
hia (6 84) i obliczamy wartosci zln-zl s 1221’ 221 = \1 - zii . Z dwdch

alternatywnych liczb z, wybjieramy taka, dla kidrej réwnanie (6.85)

lub (6.86) ma co najmniej jeden pierwiastek W € R . Jezeli dla pew-
nych i réwnanie (6.85) (lub (6.86)) ma przynajmniej jedno rozwiaza-
y to np, pierwszej

nieweR, dla z, = 2_. +jz_.idlaz = Z_, = jZ
+ 2i

i 1i i 1i
z tych dwdch liczb zespolonych przyporzadkowujemy numer i a dru-

2i
giej pierwszy numer wigkszy od m 1 ktéry dotychczas nie wystepowat
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w ten'sposé'b otrzymamy zbiér mz(ml-:. m, = 2m1) lezb Zp dla ktérych

2
réwnanie (6.85) ma przynajmniej jedno rozwigzanie W €R .

4) Wyznaczamy wszystkie wartosei Wy € R+, i-1.‘2,....m2, r-1,2,...,ni,
spehiajace réwnanie' (6.85) lub (6.86).

5) Wykonujemy dla m=m, dzialania wymienione w punktach 6) i 7)
algorytmu metody 3,
PRZYKLAD 6,6,
Dany jest guasi-wielomian

a(s,2) = -8° + bs + o8z + a , (6.87)

gdzie a,b,c  sq to stale dodatnie wspdlczynniki, a z = exp(-sh).
Quasi-wielomjanowi (6,87) odpowiada macierz Alz), wyznaczona
ze wzordw (6.78) -~ (6.80), o postaci
0 1

A(z) = . (6.88)
-3 =b—cz

W przykiadzie 4.2 wykazano, 2e quasi-wielomian (6.87) jest ASNQ
wtedy i tylko witedy, gdy b>c., Zaldzmy, ze

as1 , b=l c=2 ., . (6.89)

Rozwigzanie zespolonego réwnania Lapunowa (6.81) dla macierzy
A(z) o postaci (6.88) zostalo wyznaczone w Dodatku, Ma ono postaé
(D.33), a wiec

r(zi) = 2a(b + czl) = 2(1 + 22.1) =0,

Z powyzZszego réwnania wynika, ze '2'11 = - 0,5, a wigc z, =
= -0,5%j V0,75 .

Réwnanie q(jw,z) = 0 dla quasi-wielomianu (6.87), o wspdiczyn-
nikach (6.89), moZna napisaé w postaci nastepujacego ukiadu réwnan:

2 -
- +2w;.—.2+1-0.

(6.90)
w + 2:..1"2"_.l - 0,
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Ukiad réwnan (B.QO)I ma rozwigzanie @ rzeczywiste dodatnie za-
réwno dia %, = -0,5, ¥, = - {0,75 Jjak i dla %, = - 0,5, Z, = 0,75 .
Zgodnie z p.3) algorytmu przyjmujemy z, = =05 +] \o,75, Z, =
= -0,5=j ﬂ0,75 . Odpowiadajgce wartoéciom 2, iz, rozw‘lq._zanla ukiae

= 2,188901.

du réwnad (6.90) sa nastgpujace: @_ . = 0,456850, @

i | 21
Rozwiazujac réwnanie (6,60) dla i=1 { i=2, otrzymamy y, =4,18879,
y, = 2,004395, a wigc 2 (6.61) mamy: h,,=9,168847, h,, =0,956825,

Granicami h=podzialu sg wigc liczby:

hyy=hy#2 T @ 4o b

111711 i

w27 @, ., 1=0,1,2, (6.91)

211 21 21

Obliczajac ze wzoru (6.12) wskaZniki przejécia dla s = j @, 4
hr- h11 i dla Sr = 3»2
Dla h=0 quasi-wielomianu (6.87) o wspéiczynnikach (6.89) ma

12 hr = h21 otrzymamy pl1 = -1, Pyq = To

wszystkie zera w OLP, a wigc N(0) = 0. Wartosci N(h), obliczone ze
wzoru (6.8) po uporzadkowaniu liczb (6.91) w ciag rosngcy, pokaza-
ne s3 na rysunku 6,2 w zaleZznoéci od indeksu k granic hk h-podziahu,
przy czym h1=0.956825, i12=3,8273, I13=6,69???4. h4=9.16884?. h5-

= 9,568249, h. = 12,438724,.. .

6
4 N(h)
8 —
| i
6t — R
] 1
1 1
4 J { |
2
- S + ;—.—k
a 2 4 6

Rys.6,2, Zmiany liczby lezacych w OPP

zer quasi-wielomlanu (6.87) o wspdiczyn-

nikach (6,89) w zaleznosci od indeksu k
granic hk h~podziatu

Z rysunku 6.2 wynika, Ze quasi-wielomian (6.87) o wspdiczynni=
kach (6.89) jest asymptotycznie stabilny wtedy I tylko wtedy, gdy
he[O.h:l ), gdzie h, = 0,956825. O
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6.3. Podsumowanie

Powyzej omSwiono pigé metod badania asymptotycznej stabilnosci '
w zaleznosci od wielkoSci opéZnienia, Mozna je stosowaé do ukladéw !
typu opéZnionego, speiniajacych podane na poczgtkna niniejszego roz- '
dziatu zatozenie (i), jak i do ukiadéw typu neutralnego, Epehuajq_cych_'
dodatkowo warunek (6.3) clagtosci granicy spektralnej, We wszyst}uch
tych metodach wspéilczynniki przejscia wyznacza sig¢ w ten sam spo-
s6b, oméwiony w p.6.1. Inaczej natomiast wyznacza sig granice h-po- |
dziatu, czyli przedzialy wartosci opéznienia h, dla ktérych quasi-wielo-
mian charakterystyczny ma okredlong liczbe zer w OPP,

Zauwazmy, ze przy wyznaczaniu granic h-podzialu na podstawie
metod 3,4 i 5 korzystamy z warunkdw stuzacych do badania MASNO,
Przypannijmy, ze jezeli uklad z opéZnieniem nje jest MASNO, tc albo
istniejg wartosci w i h =ze zbioru R,, dla ktérych q(j w yexp(=jwh))=0,
albo tez q(0,exp(~jy)) = O dla pewnych wartodci ye[0,27], Zauwazmy;
2e w algorytmach metody 3,4 i 5 (i réwniez 1 i 2) ten ostatni przypa-
dek nie jest uwzgledniony. Poszukujemy bowiem niezerowych warlosci
@, dla ktérych sg spemione odpowiednie réwnania,

Oméwione w p.6.,2 cztery pierwsze metody wymagajg znajomoéci
guasi-wielomianu charakterystycznego ukladu z opéZnieniem, za$ meto-
da 5, majgca zastosowanie tylko w przypadku ukiadéw typu opdZnione-
go, wymaga znajomos$ci macierzy stanu tego ukiadu, Mozliwogé bada-
nia asymptotycznej stabilnoéci w funkcji opé#nienia, na podstawie znajo
mosci macierzy stanu ukiladu, ma duze znaczenie praktyczne w przy-
padku wielowymiarowych ukiadéw wielkich z op&Znieniem, Wy znaczanie
quasi-wielomianu charakterystycznego takich ukiaddéw jest bowiem pro- |
cesem bardzo zlozonym,

Podczas badania asymptotycznej stabilnoéci na podstawie metody 5
wyznaczania granic h-podziatu, podobnie jak i na podstawie pozosta-
tych metod, celowe jest stosowanie obliczerr z wykorzystaniem minikom-
putera, ktéry na podstawie odpowiednich programéw dokonuje miedzy :
innymi operacji na macierzach wielomjanowych i wielomianach,

Stosujgc metode 1 nalezy obliczaé wyznacznik (rugownik) o wy-
miarach 2n x 2n dla quasi~wielomianu typu neutralnego i o wymiarach
(2n-1)x(2n~1) dla quasi-wielomianu typu opéZnionego, Elementy tego
wyznacznika sq wielomianami stopnia p ze wzgledu na zmienne "z."l i "z'.z.g‘
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a jego wartosé jest wielomlanem stopnia co najwyzej 2np zmiennych

"z'l i '2'2. przy czym zaleZy on od 21 i 'iz. Uwzgledniajac, ze E: +
~2 i .

+ 2z, = 1, mozemy go napisaé w postaci wielomianu jednej zmiennej

z

1 stopnia np.

W metodzie 2 nalézy obliczaé wyznacznik o wymiarach 2p x 2p
i o elementach bedacych wielomianami zmiennej &12 stopnia n. War-.
tosé tego wyznacznika jest wielomianem stopnia np wzglgdem wz. ‘

W metodzie 3 nalezy wyznaczaé macierz Hermite’a o wymiarach
n x n, ktérej elementy sa wielomianami stopnia nie wigkszego niz p
ze wzglgdu na zmienne % 1 i 22. Jej wyznacznik moZna napisaC w po=-

staci wielomianu stopnia np zmiennej Z_ . Aby wyznoczyé macierz Her-

mite’a H(exp(-jy)) nalezy ze \vzor6w1(4.10) =~ (4.12) obliczyé
n(n+1)/2 jej elementéw,

Metoda 4 jest pewng modyfikacja metody 3. Wspdirzedne polozo-
rych na osi urojonej punktéw, przez kidre przecheodza linie pierwiast-
kowe dla h przyjmujgcego wartofci granic h-podziatu, wyznacza sig
tu poprzez obliczanie zer wyrnacznika macierzy Schura-Cohna,

Z powyzszych rozwazor wynika, Ze bilorgc ped uwage wymiary
wyznacznika, ktérego warluS< hgdaca wielomianem nalezy obliczyd,
wygodnie jest stosoﬁaf‘: metode 1 przy malych wartosciach n i duzych
wartoéciach p, ‘metodg 2 przy duzych n [ malych p, a metode 3 przy
duzych wartoéciach p i n. :

Uwzglednlajac caly naklad obliczen, ktdre nalezy wykonaé pod-
czas badania asymptotycznej stabilnoéci quasi-wielomianu z wykorzy-
staniem podanych w niniejszyin rozdziale metod, trudno jest od razu
stwierdzié, ktéry sposéb obliczell jest szybszy I zajmuje najmniejszy
obszar pamigci minikomputera, MozZna tego dokona¢ na podstawie
szczegdlowej analizy zastosowanych metod numerycznych, stuzacych
do wykonywania operacji na macierzach wielomianowych i wielomianach,
jak tez do rozwigzywania réwnar zespolonych f{ (n) ukladéw réwnati
rzeczywistych,

Oprécz podanych w p.6.2 analityczno-numerycznych metod wyzna-
czania granic h-podziatu, mozna tez zastosowad metode¢ czysto nume-
ryczng, bgdaca pewna modyfikacja metody omdwionej w p.7.2.1 niniej-
szej pracy. Polega ona na numerydznym rozwigzywaniv ukiadu réwnarn

P(w,h) = 0, Q(w,h) = 0, (6.92)
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gdzie P(w,h) jest czescia rzeczywists, a Q(w,h) czeécia ”urojonq
quasi=wielomianu q(jo ,exp(=jwh)). Jednakze ze wzgledu na fakt, ze -
ukiad réwnai (6.92), jezeli nie jest sprzeczny, to ma skoficzong licz
be rozwiszan ze wzgledu na zmienna @ i nieskoliczong ze wzgledu na
h, prostsze jest stosowanie omdéwionych w 'p.5.2 ninjiejszej pracy metod
analityczno=numerycznych.

Asymptotyczna stabilnoéé w zaleznosci od wielkodcl opéfnienia h,
rozpatrywanych w przykiadach 6.2 i 6.4 quask-wielomianéw, byla tez
badana w pracy [146] za pomoca krzywych testowych i w [11] na pod
stawie opisanej w p.6.2.2. metody 2,
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7. 7 -STABILNOSC QUASI-WIELOMIANGW

Kryterium y =stabilnoéci qt.;usl-uwlelomlnnu typu opbZnionego jest
podane w twierdzeniu 3.3, a typu neutralnego w t{wierdzenlu 3.4, Bada-
nie a"-—stabnnoéci quasi-wielomianu q(s,axp(-ah)) jest réwnowazne ba=-
daniu asymptotycznej stabilnoéci quasi-wielomianu q (s,exp(=sh)), po-
wstatego z g(s,exp(-sh)) po zastosowaniu w nim podstawienia s-
zamiast s. Wspdiczynniki ag (sexp(~-sh)) sa fmxl-‘:cjami tr i exp(hy).
Z tego powodu nie mozna stosowaé oméwionej w rozdziale 6 niniejszej
pracy meiody h-podziatu do badania asymptotycznej stabilnoéci quasi-
~wielomianu ay (s,exp(-sh)) w funkcji opéZnienia przy zadanym ¥ -

W przypadku zadanego quasi-wielomianu typu opdéZnionego mozZzna na
ptaszczy#nie (h, ) wyznaczyé obszary (lub obszar) asymptotycznej
stabilnoéci q (s,exp(-sh)) na podstawie analizy przebiegu jego linii
pierwiastkowych w funkcji opéZnienia h(patrz punkt 7.2 niniejszego roz-
dziatu). Linie te wyznacza sie w sposéb numeryczny. Tak wyznaczo-
ne obszary asymptotycznej stabilnoéci q g (s,exp(=sh)) sa obszarami

§ -stabilnoéci quasi-wielomianu q(s,exp(-sh)).

Jezell wartoéci h i § sa ustalone, to asymptotyczna stabilnos €
ag (s,exp(-sh)) mozna badaé za pomocs metod podanych w mzdzia-—
le 5 niniejszej pracy. W przypadku ogélnym najbardziej przydatne bQ—
dzie tu zmodyfikowanie kryterium Michajlowa.

Dla pewnej klasy prostych quasi-wielomianéw warunkl y -stabilnod-
ci mozna podaé w postaci analitycznej. . .

7.1, Warunki r -stabilnosci quasi-wielomianu typu opéZnionego stopnia

plerwszego z jednym opdZnieniem

Korzystajac 2 kryterium Czebotariewa i Me}maha {3?] podamy

analityczne warunkl j -stabilnosct quasi-wielomianu typu opéZnionego
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.-stopnla pierwszego o wspdiczynnikach zespolonych 1 rzeczywistych,
Koniecznoéé rozpatrywania takich quasi-wielomianéw pojawia sig prs
badaniu [ =stabilnosci wielowymiarowych ukladéw z jednym opdZnie

niem (patrz rozdziat 8 niniejszej pracy).

7.1.1. Quasi-wielomian o zespolonych wspdiczynnikach

Dany je st quasi-wielomian o posilaci '

g(s,exp(-sh)) = s+a°+jbo+(a1+jb1) exp(=-sh), (7.1)

gdzie a, b; € Ry h >0,

Stosujgc podstawienie s--a-th -¥ (3’ = 0) i dokonujac pewnych

przekszlalcers réwnanie q(s,exp(-sh)) = 0 napiszemy w postaci .
z exp(z)-l-(ao- ¥ +jbo)h exp(z)+(a1+jb1)h exp(h ) = 0 ,(7.2)

W podobny sposdb jak w pracy [1 28] mozna wykazac, ze wszy-
stkie pierwiastki réwnania (7.2) leza w OLP wtedy i tylko wtedy, gdy

w OLP lezg wszystkie pierwiastki réwnania

(z + uo)exp{z) +Uu+jv =0, (7.3)

gdzie:

uo.:h(ao-. {) u= hu, exp(hy), v = hv, exp(hy ), (7.4)

u,=a, cos(hb_) 'h15m(hbo)‘ vl-alsm{hho)+b1cos(hb°). (7.5)

Z powyzszych rozwazan wynika, Ze quasi-wielomian (7.1) jest
[ -stabilny wiedy i tylko wtedy, gdy réwnanie (7.3) me wszystkie pier-
wiastki w QLP, E

Warunek konieczny potozenia wszysikich pierwiastkéw réwnania
(7.3) w OLP ma postaé [128] u,>-1. Dla réwnania (7.2) ma on
postaé )

h(ao -F)>-1. (7.6)
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Mnozac obuslronn.ie réwnanie (?.3) przez exp[—zfz] i sto-ujqc
podstawienie z = 2p otrzymamy

(2p + uyexn(p) + (u+ f)exp(p) = 0.  (2.2)

Uwzgledniajac, ze exp(p) = cosh(p) + sinh(p), exp(=p) =
= cosh(p) = sinh(p), réwnanle (7.7) napiszemy w postaci

(x,p +a,) cosh(p) + (f,p + B )elnh(p) =0,  (z.8)

gdzie:
x, = 2 @, - u°+u+jv, ﬁ1-2, }Go- uo-u-jv " (7.9)
Stosujac oznaczenia
o, =d + jd;c " ﬁk -r + jr}:. k = 0,1, (7.200)
ze wzoréw (7.9) otrzymamy

d1-2, di - 0, do-uo+u. do- v, r1-2, rl- 0, ro-uo—u, !"o- -V, {?.111)

Kryterium Czebotariewa i Mejmana jest sformulowane dla réwnaania
(7.8) ze wspdlczynnikami o postaci (7.10). Stosujac to kryterium rna=-
lezy obliczyé wspdiczynniki A,B i C ze wzordw:

, L ” - - -
A= dc'd1 + dodi' B = —rod:l + dDr1+r°d1- |:I0r1 :

Camrr, +rr’

- ?' 2
o1 o'1 (7112}

W pracy [37] (i takze w [58]) wzory na obliczanie A i B pooda-
no bigdnie. Pomylono tam znaki niektérych skxadmkow. Uwzglgdniajijzc
(7.11), ze wzoréw (7.1.2) otrzymamy

A= 2(u° +u), B=4av, C=2(u ~-u). (7.113)
Obliczajac A = B2 - 4AC i uwzgledniajac (7.13), (7.4) i (7.5))

otrzymamy
A = 16h° [(ai + bf)exp(zh ¥)-(a, -r)z]. (7.314)
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Tw.lol rdzenle 7.1
Quasi-wielomian (7.1) jest F -stabilny wtedy 1 tylko wtedy, gdy
(wi): (i) a, =-f + uyexp(hy) >0,

(i) (af + bi) exp (2hr) - (no - 1)2 < 0, albo

th}: (i) - a, =7+ u, exp(h ) > 0,

2

tﬂ) (a1 + bi) exp(zhf) - (ao - [)2 > 0,

1 he % 4 hF
(i) E[—-——;—l- - ﬁ-]. E[—-—ﬁ.?-—-i- 2,r]. albo

(w3): (i). ag =¥ * uy exp(hyp) < O,

(1) (a2 + D) exp(2ny) - (a, - )2 >0,

w e e

7 * oW T " 27

W powyzszych wzorach E [x] (entier) oznacza najwigkszs liczbe

caikowity nie wieksza niz x, u, 1 v, majs postaci (7.5) oraz:

F -‘\j(ai + bi)exp(%r) - (a, - 2, _ (7.15)

h -F
T. = arc tg o M i , T, e(0,9), (7.16)
1 ulexp(h{)-i-g'-ao v 3

'vl exp(h‘[) + F

u, exp(hy) + ¥-a

T, = arc tg

2 t rz E-(O.r) - (7.17)

Dowéd

Quasi-wielomian (7.1) jest y -stabilny wiedy i tylko wtedy, gdy réw-
nanie (7.3) (a wigc i (7.8)) ma wszystkie pierwiastki w OLP. Grupy
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warunkéw (wi), (wz) i (w3) wynﬂ:qjq z trzech grup zedeznoﬁci, po- -
danych w [37] (1 [58] ) dia réwnania (7.8). oraz ze wzoréw (7.8)-
-(7.14) i (7.4), (7.5). ' -

Inna postaé warunku polozenia w OLP wszystkich plerwiastkéw
réwnania (7.3), podano w pracy [128]. Wyprowadzono ja korzystajac
z kryterjum Pontriagina.

Latwo zauwazy€, e quasi-wielomian (7.1) ma zera o tej samej
czedci rzeczywiste] co quasi-wielomian.

ql(s.expt-lh)) -5 +a - jbo + (ni-jbi)cxp(-sh) 3 (7.18)

W twierdzeniu 7.1 jest w;iec podany warunek [ -stabilnodéci guasi=-
~wielomianu

d(siexp(-sh)) = q(s.exp(~sh)) a, (siexp(-sh)) =
w o & 2(a°+niexp(-sh) ),_._s + a:«i- bf + (7.19)

+ 2(a a +b

2.2
1+P P, )exp(-sh) +(aj+b)ex,  -csh) .

Przyjmujac w twierdzeniu 7.1 § = 0 otrzymamy kryterium asym-
{ptotycznej stabilnoéci quasi-wielomianu (7.1) (i takze (7.18) i (7.19)).

2.2.2. Quasi~wielomian o zespolonych wspéiczynnikach z czystym
op6Znieniem

Quasi-wielomian pierwszego stopnia o zespolonych wspdiczynnikach
¢« czystym opéZnieniem ma postaé

‘a(siexp(=sh)) = s + (8,300, )exp(-sh), a4 o. (7.20)

@ozna go otrzymaé z (7.1) przyjmujac a_=b_=0,
Z nieréwnoéci (7.6) przy a, =0 wynika, Ze warunek konieczny
{ -stabilnoéci quasi-wielomianu (7.20) ma postaé

hy<1i. (7.21)

Znajdziemy najpierw obszary y -stabilnosci gquasi-wielomianu (7.20)
4 plaszczyznle (U, V), gdzie

= ah , Ve b.h. (7.22)



; . 5 ;
Zastosujemy w tym celu metode D-podziatu do réwnanania (7.2) przy
: uouboi_-o, ktére wtedy przyjmle postaé '

(z = hp)exp(z) + h(a, +jb,)exp(hy )=0. . .(7.23)

I'Uwzgledrﬂqjqc oznaczenia (7.22) i podstawiajac z = Jy, réwnanie
(7.23) napiszemy w postaci nastepujacego ukiadu réwnati:

= (y sin(y) + hy cos(y))exp(-h 1), (2.24)

£

= (=y cos(y) 4« hy sin(y))exp(-hg ). (7.25)
r
Krzywa opisana paranetrycznie wzorami (7.24) i (7.25) dzieli,
przy ustalonym ¢ = hy , ptaszczyzne ({, ¥) na obszary, w ktérych
réwnanie (7.23) ma ustalona liczbe pierwiastkéw w prawej péiptasz-

<l

czyZnie ptasz-cz-yzny zmiennej zespolonej z. Interesujacy nas obszary
w ktdrym réwnanie to ma wszystkie pierwhstki o ujemnej czesci rze-
czywistej, lezy wewnatrz krzywej opisarej wzorami (7.24) i (7.25) 3
dla |y|< vy < /2, gdzie y_ oznacza najmniejsza dodatnia wartoé¢ y,
dla ktérej V = 0. batwo zauwazyé, Ze Yo = T[2 dla c=0 (y =0). Dia’
pozostatych wartosci c=hy< 1 mamy y <7 /2.

Oznaczmy przez S{c), gdzie c=hy , obszary J -stabilnoSci quas
-wielomianu (7.20). Dla kazdego ustalonego c € [0,1), obszar S(c)
lezy wewnatrz odpowiedniej krzywej zamknigtej, opisanej parametrycvlz
nie wzorami (7.24) i (7.25) dla |y|< vy, gdzie y_¢ fo,9[2] i jest
rozwigzaniem réwnania

c sin(y_) - yDcos(yo) -0 (?.26}

Obszar S(0) jest obszarem asymptotycznej stabilnoéci quasi-wie
lomianu (7.20).

Ksztalty brzegéw obszaréw S(c) sa pokazane na rysunku 7.1 '
dla kilku wartoéci c. Z tego rysunku i ze wzoréw (7.24), (7.25)
nika, zZe wraz ze wzrostem wartosci wspdiczynnika c=h § maleje d
gosé przedziatu, w kitdérym lezy U m hul. Przedzial ten mozna opis
nijerédwnosciami

c exp(=c) c_'ﬁc(yo sln(yo) + c cos(yﬂ)}exp(-c), (7.2?’
gdzle y_e [0, ¥/2] i jest rozwiazaniem réwnania (7.26).
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<t

c=0

Rys.7.1. Obszary S(c) y -stabilnogei quasi-wielomianu (7.20) dla kilku
wartosci wspdiczynnika ¢ = h I

A J=ha,

72
15..

101

a5t
oF——

of T T s T

Rys,7.2, Obszar S y-stabilnosci quasi-wielomianu (7.20) przy by =0
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Wykres obszaru S, w ktérym powinny lezeé wartodci U = ha, dla po-
szczegblnych wartosci wspéiczynnika ¢ = hy jest pokazany na rysun-
ku 7.2, Jest to obszar y -stabilno$ci quasi-wielomianu (7.20) przy
b, = 0. ' -

Z powyzszych rozwazari wynika poniZsze twierdzenie,

Twierdzenie 7.2,

Przy ustalonej wartoéci ¢ = hy quasi-wielomian (7.20) jest [ -stabil-
nmy wtedy i tylko wtedy, gdy wartogci hal i hb1
(4, ¥) w obszarze S(c). Jezel b, = 0, to ten guasi~wielomian jest
¥ -stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wartos¢ U= hai
noéci (7.27), czyli gdy lezy w obszarze S pokazanym na rysunku 7.%

leza na ptaszczyZnie
speinia nieréw-

Przyjmujgc w twierdzeniu 7.2 y = 0, otrzymamy podany w pracy
[118] warunek konieczny i wystarczajacy asymptotycznej stabilnosci
quasi-wielomjanu (7,20). Mozna go poda¢ w prostej postaci analitycz-
nej [35] (patrz tez lemat 7.1).

Wyprowadzimy teraz analityczne warunki j -stabilnosci quasi-wie-
lomjanu (7.20).

Z zaleznoSci (7.27) wynika, Ze warunek konieczny j-stabilnoéci
quasi=wielomianu (7,20) ma postaé ‘

a, expth{)—r>0 . t7.28)

Ponadto z rysunku 7.1 wynika, ze obszary S(c) sa symetryczne wzgle-
dem osi odcigtych, Oznacza to, ze r-stabﬂnoléé quasi=wielomianu

1° Dlatego tez dla prosto-
ty rozwazar bedziemy dalej przyjmowaé, ze b1 jest ujemne, czyli

by = =|b,l.

(7.20) nie zalezy od znaku wspéiczynnika b

Twierdzenie 7.3,
, Quasi-wielomian (7.20) jest ¥ -stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy spei-
niona jest nieréwnosé (7.28) i

F -|b, jexp(hy)
a,; exp(hy) +¢ 0.

hF - 2 arc tg (7.29)
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gdzie

F -V(ni + b2)exp(2n ) - 72 . ' (2.30)
Dowéd

Quasi~wielomian (7.20) jest przypadkiem szczegélnym quasi~wielomianu

(7.1). Przyjmujac a,=b_=0 w twierdzeniu 7.1 i we wzorach (7.4)i (7.5),

. otrzymamy wigc warunki y -stabilnosci quasi~wielomjanu (7.20). Jezeli

spemiony jest warunek konieczny (7.28), to ze wzoru (7.14) przy

a, = 0 wynika, Ze wtedy A>0. Oznacza to, Zze sposréd podanych

w Migrdzeniu 7.1 trzech grup warunkéw moze byé spemiona jedynie

grupa (W2). Przy a, = 0 warunki (i) i (i) tej grupy sa spekmione,

jezeli zachodzi (7,28), _ . ;
Rozpatrzymy teraz warunek (iii) z grupy (W2). Uwzgledniajac

wzory (7.15) = (7.17) przy a =0 oraz fakt, ze b = -lb mozna go

1 1"

napisa¢ w postaci
E[t, (n)] = E[t,(n)], (7.31)
gdzie:

ti(h) = -1= (arc tg di)fJT - hF/2T ; £2(h) = = (arc tg dz)ff-l-

+ hF/2T , (7.32)
—|b1[exp(ha')-F -lbllexp(ha‘) +F
dp = a, exp(hy ) + 1 i B = a, exp(hy ) +r ' (7.33)

a P ma postaé (7.30).

Obliczajac pochodne funkciji fl(h) i £2(h) wzgledem h, otrzymamy

sign f{(h) = ~ sign tz'(h) - sign[z [2 - tai+bf)(1+h r)exp(2h gk
(7.34)

Z powyzszego wzoru wynika, ze dla duzych wartoséci h [;(h) ma
znak ujemny, a fé(h}znak dodatni, Pochodne f{{h) i f;_:(h) moga zmie-~
ni¢ znak tylko raz i to dla tej samej mate]j wartosci h,

Latwo zauwazyé, ze d <0 a d,>0. Ze wzordéw (7.32) wynika

1 2
wigc, ze dla kazdych wartosci h i ¥, takich ze zachodzi (7.28), mam:.
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t,(h) <=0,5, £,(h) > 0,5, przy czym f,(h) —= =00, f,(h)—~coprzy
h—ao. Warunek (7.31) jest wigc spemiony wtedy | tylko wtedy, gdy

LM > -1 h(n) <o, (7.39)
Ze wzoréw (7.32) i (7.33) mamy

£(h) + 5,(n) = -1+ (arc ta(lbyl/a))T,  (7.36)

a wiec suma funkcji f:l(h) i iz(h) nie zalezy od h I jest wielkoscia
stats z przedziatlu (-1 ; = 0,5). Jej wartosé zaleéy od !bii i a,. Je-
dynie dla b, = 0 suma ta jest réwna -1,

Ze wzoru (7.36) wynika, ze jezeli £ (h)<< =1, to £, (h)BO (réwne
przy b, = 0). Jezeli zas f,(h)e (-0 5,0] to £ (h) € (.-1,0} Nieréwnoé-
ci (7.35) sa wiec speinione wtedy i ty.lko‘wtedy, gdy f, (h)< 0, czyi
gdy spemiona jest nieréwnoéé (7.29). Twierdzenie zosta!o udowodnio-
ne. . =

Inng postaé warunku [ -stabilno$ci quasiwielomianu (7.20) poda-
no w pracy [6]. Zostal on wyprowadzony na podstawie kryterium Pone,
triagina i jest trudniejszy w stosowaniu w pordwnaniu z warunkiem po-
danym w twierdzeniu 7.3. '

Z dowodu twierdzenia 7.3 wynika nastepujgca metoda wyznaczania
przedziatu wartosci opézZnienia h, dla ktérych quasi-wielomian (7.20)
jest [ =-stabilny przy zadanym § >0,

1) Jezeli a,>}, to quasi~wielomian (7:20) jest [ -stabilmy wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy he _[O,hz). gdzie h, jest rozwiazaniem réwnania

P -[bliexp(h r)
a, exp(hy) +7 @

hF - 2 arc tg (7.37)

a FF ma postaé (7.30).

2) Jezeli a <[+ to quasi-wielomian (7.20) jest [ -stabllny wtedy i ty}
ko wtedy, gdy h € (hz'hz)' gdzie h, i h, sa to rozwigzania réwna
nia (7.37), spemiajace warunek ho< hlé h2. gdzie

h, = (In(g [a, ¥ . (7.38)
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Jezeli réwnanie (?.37) nie ma dwéch réznych pierwlastkéw, to quasi-
—wielomian (7.20) “nie jest { -stabllny.

Zauwazmy, ze jezell tz(h) w punkcie h = ho jest dodatnia lub
réwna zeru, czyll g

b2 b2 .
—+ (14 )m'-E-—-1;o. (7.39)
al a1 1

to tz(h) nle ma zer dla h>h_, a wigc quasi-wielomian (7.20) nie
jest [ -stabllny.

Jezeli b, = 0, to ‘'w omawlanym powyzej przypadku 2) mamy
h, = h,, gdzie h liczy sle ze wzoru (7.38), a h,>h, = h_ jest
jedynym rozwigzaniem réwnania (7.37) przy b, = O.

Z powyzszych rozwazari wynika nastepujacy warunek asymptotycz-
nej stabllnoéci quasi-wielomianu (7.20).

1

Lemat 7.1.

Quasi-wielomian (7.20) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy,
gdy 317 01 he[olhz)l gdzie

h, = £ arc tg --—1-» . (7.40)
2 dz - b2 ]b 0
1* Py _

Twierdzenie 7.3 (lemat 7.1) mozna stosowaé do badania y -stabil~
noéci (asymptotycznej stabilnoéci) quasi-wielomianu '

- q(suexp(-sh)) -s" 4 \5_—‘ a s™ exp(-shi) , t7-41)
im1

po rogziozeniu go na czynniki w nastgpujacy sposdb:

a(siexp(-on) = [[)(= - =, exp(-or)) o (7.42)

gdzie s = “1! + ] )311' I = 1,2,ey Sa to zera wielomianu

w(s) = " + n. a s~ 7.43)
(=) 2 2o (

121



7.1.3. Quasi-wielomian o rzeczywistych wspélczynnikach

Quasi-wielomian stopnia pierwszego z jednym opdZnieniem i o rze-
czywistych wspdiczynnikach ma postaé

q(s,exp(-sh)) = s + a, + a, exp(~-sh) . ‘(?.44)

Mozna go otrzymaé z (7.1), przyjmujac b =b,=0. W takim przypadku
réwnanie (7.2) ma postaé

(z + (ao-()h)exp(z) +a/h exp(hy) = 0. (7.45)

-.wierdzenie 7.4,

Quasi-wielomian (7.44) jest [ -stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy spei-

nione sg nierdwnosci:

2y exp(hy) +a, -1>92, (7.46)

a, exp(hy) = a, +¥ <0, (7.47)
" diise (7.46) i

a, exp(hy ) - a_ +§>0, (7.48)

a, exp(hf) +a_-r

hva2 exp(2h ) - (a -{)2{2 arc tg .
2 s ulexp(h;")-ao-i-r

(7.49)

Dowéd

Z twierdzenia 5.1 wynika, 2ze réwnanie (7.45) moze mieé wszystkie
pierwiastki w OLP, jezeli speiicna jest nieréwnoé¢ (7.46). Nieréwnosé
ta jest wiec warunkiem koniecznym [ -stabilnosci gquasi-wielomianu
(7.44). Oznacza to, ze sposréd podarnych w twierdzeniu 7.1 trzech

. ™ 0 moga byé speinione tylko grupy
(w1) i (W2). Nieréwnoéci (7.46) i (7.47) wynikaja z grupy (W1) -

= 0, Zauwazmy, 2e w nieréwnosci (7.47) wystepuje znak <

grup warunkéw przy bo = b

przy b 1

zamiast < ., Jezel w zaleznogci (7.47) przyjmiemy znak = | otrzymang
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w ten sposéb réwnoéé uwzglednimy we wzorze (7.14) przy b, = 0,
to otrzymamy A= 0, W takim przypadku kryterium Czebotariewa i
Mejmana nie moze byé bezpodrednio stosowane do réwnania (7.8).
Mamy wtedy bowlem do czynienia z jednym z przypadkéw szczegél-
nych, ktéry nie byt rozpatrywany podczas badania [ -stabilnosci quasi-
~wielomjanu (7.1). Ogdlny spossb postepowania w przypadkach szcze-
gélnych réwnania (7.8) jest oméwiony w pracy [37]. Podczas bada-
nia 7 -stabilnoéci quasi-wielomianu (7.44) przypadek szczeglinyA= 0
mozna dolaczyé do podanej w twierdzeniu 7.1 grupy (W1) przy b'l-O.
Wynika to np. z kryterium Pontriagina. Stad w nieréwnosci (7.47) wy-
ébqpu.ie znak <. » ]

Warunki (7,46) i (7.48) wynikaja z nieréwnoéci (i) 'i (ii) (przy
51-0] z grupy (W2) podanej w twierdzeniu 7.1. Warunek (iii) tej gru-
py mozna napisaé w postaci (7.31), gdzie f,(h) i f,(h) majg postaci
(7.32) oraz

a, exp(hy)+a_ -7 '
dy ==y 'w ST ¢ -\ )= ()
(7.50)

Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 7.3 mozemy wykazaé, ze
warunek (7.31) jest spemiony wtedy i tylko wtedy, gdy fz(h)< 0, czy=-
li gdy spemiona jest nieréwno$é (7.49)., Twierdzenie zostato zatem
udowodnione. 2 (]

Latwo zauwazyé, ze przy zadanym ¥ > 0 nieréwnosci (7.46)
i (7.47) se speinione wtedy i tylko wtedy, gdy

a -7
o 24 o
a, -{>8,>0, 0<h<—In = (7.51)
albo -2, '
0>a, >y - a, 0<h<,—%,-1n wal (7.52)

Rozpatrzmy teraz warunki (7.46), (7.48) I (7.49). Oznaczmy
przez h, rozwinzanie réwnania

> a exp(hr)-l-a _:F
hvai exp(zhr)-(ao-a‘) -2 arc tgva: exﬂhr)-a:-l-r =0,
(7.53)

123



Zauwazmy, ie jezell speione sa nieréwnoéci (7.46) 1 - {2.48),
to nierdwnosé (7.49) jest spehiona wiedy i tylko wtedy, gdy Og h< hpe
~ Przy zadanym 7 > 0 warunki (7.46), (7.48) i (7.49) sa spekmione
wtedy i tylko wtedy, gdy '

 (=1> a, - §=>0) \ (aj=2a, -71) V (a,>y -a,20), 0O<h<h_,

(7.54)
albo
o<a,<a, =7 » —’3',-1:-. a"a:x< h<h_, t7.55)
albo
(0o<a,<f -a)A(a,>=-a)). —g-,—m _T-ﬂzo < r_lao ’
(7.56)
| —-jl—-—m I:l% = B A,

Z warunkéw (7.51), (7.52) 1 (7.54) - (7.56) wynlka, Ze przy usta-
lonym { > O plaszczyzng (u.o,ai) parametréw quasi-wielomianu (7.44)
mozna podzieli¢ na obszary 0,,..,0, W sposéb podany na rysunku 7.3a).

a .

=G f
>

Rys.7.3, Podziat plaszczyzny (a o’a'i) na obszary, w kitérych quasi-

-wielomian (7.44) ma rézne wiaséciwodci a) I -stabilnoéci, b) asympto-
tycznej stabilnoscl

W kazdym z tych obszaréw quasi-wielomian (7.44) ma Inne winsciwos-
ci [ =stabllnoécl
1) Obszar 01(0<a11; -a >0 b D>a1gr-ao}. Quasi-wielomian
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(7.44) nie jest § -stabllny dla dowolnego § >0 | kazdego h >0,

2) Obszar 02(0:"—- a.f-l'- a.o). Quasiswielomian (7.44) jest I =stabilny
¥-a '

dla 0<h<-1n 2 ,

T a,

3) Obszar 0, (a,>0 1 a >7-~ a ). Quasi-wielomian (7.44) jest [ -sta-
bilny dla 0<h<h,

4) Obszar 0, (D-culé.;’-_ a, i ap> -ao). Jezeli

¥-a '
1 (=] 1
T In =, < =l (7.57)
. b

o]

to quasi-wielomian (7.44) jesty -stabilny dla -:"-.— In —
* 1

Jezeli zaé zaleznoéé (7.57) nie jest spemiona, to ten quasi-wielomian
nie jest [ -stabliny dla dowolnego | > 0 i kazdego h>0.

W przypadku gdy { = O, ptaszczyzne (_a.o.al) mozna podzielié na
obszary 51, 52 i 53 w sposéb pokazany na rysunku 7.3b). W kazdym
z tych obszaréw quasi-wielomian (7.44) ma inne wiasciwosci asympto-
tycznej stablinoéci, przy czym (poréwnaj lemat 5.4):

a) w obszarze 61 (a,< - ao) nie jest on asymptotycznie stabilny dla
dowolnego h >0, '

b) w obszarze 32 (al.:-— a, ia,;< a.o) jest on asymptotycznie stabil-
ny dla kazdego h>0 (ASNO),

c) w obszarze 33 (n1>[ a.ol) jest on asymptotycznie stabilny dla

< h<h_.
r

0<h < P (7.58)

Na rysunku 7.4 pokazane sg granice [ =stabilnoéci quasi-wielomia--
nu (7.44), wykreélone na ptaszczyZnie (aoh, alh) dla kilku wartosci
wspéiczynnika ¢ = hy . Zostaly one wyznaczone na podstawie metody
D-podziatu , Obszary S(c) [ =-stabilnoéci leza na prawo od poszcze-
gélnych granic, wykreslonych dla ustalonego wspdiczynnika ¢ = hy . -
Obszar S(0) jest obszarem asymptotycznej stabilnoscl
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C=rh -05

Rys.7.4. Obszary S(c) 7 - stabilnoéci quasi-wielomianu (7.44) dla kilku
wartoéci wspdiczynnika ¢ = hy

7.2, Badanie r -stabilnoSci ogdlnego quasi-wielomianu typu opéZnionego

Dany jest quasi-wielomian typu opdZnionego o postaci

n=1

q(s,expt-ﬁh)) -s" 4 B i ay &t exp(-shk), (7.59)

=0 k=0

gdzie a‘ke R, h>0,

Badanie [ -stabilnoéci quasi-wielomianu (7.59) przy y >0 ma
sens tylko wtedy, gdy jest on asymptotycznie stabilny., Aby to spraw-
dzié, mozemy wykorzystaé podane w p.4.1 metody badania ASNO (lub
MASNOQ) i (lub) opisana w rozdziale 6 metode h-podziahu

Warunki ) -stabilnoséci quasi-wielomianu (7.59) mozemy sformuto-
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. waé w postaci analitycznej jedynie w pewnych przypadkach lzci:.agél;

nych (patrz p.7.1). Natomiast w przypadku ogélnym mozemy podaé me-
tode postepowania podczas badania [ =stabllnoéci na podstawie anali-
zy poloZenia zer quasi-wielomjanu (7.59) w funkcji opéZnienia, a wiec
na podstawie analizy jego linli pierwiastkowych, Linle te wyznacza sie
W sposéb numeryczny, rozwiazujac dla kazdego ustalonego h réwnae-
nie q(s,exp(-sh)) = 0 lub odpowledni ukiad dwéch réwnad rzeczy-
wistych, Mozliwos¢ stosowania proponowanej metody badania I =-stabil-
noéci jest wigc uwarunkowana mozliwoéciami numerycznego wyznacza-
nia zer gquasi-wielomianu (7,59),

Dla h=0 quasi-wielomjan (7.59) jest wielomianem q(s,1) i ma n
zer. Natomiast dla kazdego h>0 liczba jego zer jest nieskoficzenie
wielka, ?rzy h rosngacym od zera n zer wychodzi z zer wielomianu
qa(s,1), a pozostale "wychodzg z = oo ", Wszystkie te zera wraz ze
wzrostem wartoéci h poruszaja sie po nieskoriczonej. liczbie linii pier-
wiastkowych, Poniewaz quasi-wielomian (7.59) ma rzeczywiste wspéi-
czynnikl, jego zera zespolone sa parami sprz€zone, Wystarczy wigc
rozpatrywaé tylko te linie plerwiastkowe, po ktérych poruszajgq sie ze~
ra o nieujemrntych czeéciach urojortych, ‘

Zera o duzych modutach quasi-wielomianu typu opéZnionego dla
kazdego skoriczonego h>0 speiniajq warunek Re s -—==oo, przy
|s}—~oc . Dla kazdego ustalonego h ten quasiwielomian ma wigc skofi-
czong liczbg zer speiniajacych warunek Re s> -f, gdzie ¥ jest skoria-
czonyg liczba dodatnia, Liczba tych zer jest tym wigksza im wieksza
jest wartosé opéZnienia h, Zalézmy, ze dla pewnego ustalonego h=h
quasi=wielomian (7.59) jest asymptotycznie stabilny, czyli istnieje ¥>0
takie, ze dla kazdego zera Re s<-j ., Wraz ze wzrostem wartogci h
zera tego quasi-wielomianu zblizaja sie do (::sl urojonej, przy czym?
niektére z nich moga najpierw sie oddalaé (patrz przykiad 7.2). Pro-
sta Re s = - [ osiagna najpierw te zera, chociaz niekoniecznie wszyy-
stkle, ktére dla h=h_ lezaly najblizej. Zera o wigkszych moduiach,kté-
re dla h-ho lezaly dalej od osi urojonej, osiagna prosta Re s = -
dla wartosci h odpowiednio wigkszych, O y -stabilnoci quasi-wielomia-
nu typu opdéZnionego decyduje wigc pewna skornczona liczba jego zer,,
ktSre dla malych wartoéci h leza najblizej osi urojonej. Analizujac
przebieg linil pierwiastkowych, po ktérych poruszajg sig te zera dla
h z pewnego skolficzonego przedzialu, moZemy na ptaszczyZnie (hJ)
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wyznaczyé obszar (lub obszary) [ =stabllnoéci quasi-wielomianu (7.59).
Zauwazmy, Zze podobnych rozwazari nie mozna przeprowadzié dla

quasi~wielomianu typu neutralnego, ma on bowiem dla kazdego ‘ustalo-

nego h> 0 nieskoriczenie wiele zer o prawie jednakowej odlégloéci od

osi urojonej,

7.2.1. Wyznaczanie linli pierwiastkowych

Wyznaczanie skoficzonej liczby linii pierwiastkowych quasi-wielo-
mianu (7.59) wymaga numerycznego obliczania jego zer, Jest to bar
dzo ziozony problem, znacznie wykraczajacy poza zakres niniejszej
pracy. Sposdb obliczania wedlug numerycznej metody Newtona zer
funkcji zespolonej, jaks jest quaci~wielomian (7.59), przedstawiono w
pracy [110]. Oméwiono tam tez problemy z tym zwiszane,

Ponizej przedstawimy sposdéb obliczania zer quasi-wielomianu
(7.59), zastosowany w przykiadach podanych w dalszej czesci niniej-
szej pracy. Ré2zni sie on od opisanego w [110} tym, ze zamiast znaj=
dowania zer guasi-wielomianu (7.59) jako funkcji zespolonej, rozwig~
zuje sie tu réwnowazny uklad dwdéch réwnari rzeczywistych,

{ -stabilnosé quasi-wielomianu (7.59) jest réwnowazna asymptotycze-

nej staLunosci quask-wielomianu
n ot P . i
ay (siexp(-sh)) = (s = )"+ 32 > ay (s =) exp(-nk(s=1)),
i=0 kw=O ( )
7.60

ktéry dla s = jow mozna napisaé w postaci
qF(jm lﬂxP("‘jwh)) - P(T'w. h) + ]Q(f.fd. h), i (7'61)

gdzie P(Y ,w,h) jest czeécig rzeczywista, a Q(f ,o,h) czescig uro-
jona gquasi-wielomianu (7,60), dla s=j&, Sg one funkcjami T,
exp(hy ), sin(wh) i cos(wh).

Obliczanie zer quasi-wielomianu (7.59), przy ustalonej wartosci h,
jest réwnowazne rozwigzywaniu nastepujgcego ukiadu dwdch réwnan
nieliniowychs:

(7.62)

p(flmlh) =0,
Q(y +w,h) = 0.}
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Pare liczb (F,w), speinlajacych ukiad réwnah (7.62), nazywaé
bedziemy jego rozwiazaniem., Zauwazmy, Ze pomiedzy rozwigzaniem
ukiadu (7.62) a zerami quasi-wielomianu (7.59) zachodzl zwiazek

Res==f ,Ims =@ , (7.63)

Dla kazdego ustalonego h>0 istnieje nieskorficzenie wiele rozwia-~
zafi (@) ukiadu réwnan (7.62). Aby znalezé wszystkie jego rozwig-
zania, lezace na plaszczyZnie (7,&) w zadanym obszarze, nalezy naj=
pierw zlokalizowaé polozZenie kazdego z nich. Mozna to zrobi¢ na ped-
stawie opisanej w [110] metody Kuhna lokalizacji polozenia zer funkcjl
catkowitych, Oméwimy teraz gléwna ideg tej metody w zastosowaniu do
quasi-wielomianu (7.60), a wigc i uktadu réwnah (7.62).

Zdefiniujmy indeks M w nastepujgcy sposdb:

1 jesli -F[3< @< T3 b qx(jm,exp(-jmh)) -0,
Mmdi2 jedi T[3<p<T
13 jesu =-7< p<-T[3 ,

gdzie ¢ jest argumentem funkcji (7.61).

Zaldzmy, ze poszukujemy rozwigzan ukiadu réwnan (7.62) w
obszarze J € [0, ], @ €[0, Q). Dzielimy ten obszar na male prostokaty
o bokach A} i Aw. Powstaje w ten sposéb na ptaszeczyénie (§ ,w)
siatka, w weziach ktérej liczymy wartoéci indeksu M, Jezeli w trzech
sasiednich weziach indeks M przyjmuje rézne wartosci, tj. 1,2 i 3, to
w tréjkacie T, kidrego wierzchotkami sa te wezly, lezy rozwiazanie
ukiadu réwnari (7.62). Znajdujac wszystkie takie trdjkaty, zlokalizujemy
polozenie wszystkich rozwigzan ukiadu réwnann (7.62), lezacych w roz-
patrywanym obszarze., Za przyblizenie poczgtkowe kazdego z tych roz-
wigzath nalezy przyjaé punkt (7T ,w), lezgcy w srodku odpowiedniego
z wyznaczonych, W wyzZej opisany sposéb, tréjkatow.

W pracy [110] jest podany sposéb postgpowania podczas lokali~
zacji polozenia zer funkcjl calicowitych, nie wymagajacy liczenia indek=
su M w kazdym z weziéw siatki

Znajac przyblizenie poczatkowe ( [ p,c.;p) dowolnego rozwigzania
ukiadu réwnaf (7.62), mozna je z zadangy dokiadnoéciaq obliczy¢ roz-
wiazujac numerycznie ten ukiad réwnaii, Do numerycznego rozwigzywania

129



ukiadu réwnar (7.62) wzgledem [ i @, przy h ustalonym, wygodnie
jest stosowac metode gradientu lub Newtona. Wyznaczajac na podsta-
wie tych metod kolejne pr:zybl.iienla. rozwiazania ukladu réwnan (7,62),
né.leiy oblicza¢ dla ustalonych wartosSci h, y i @ macierz Jacobiego

o postaci [47]

' [op;ar oPldw
oQ/oy 6Q{6&)]'

v

gdzie P 2 P(yr,w,h), Q%2 Q(y,w,h).

Quasi-wielomjan (7.60), (7.61) jest funkcja analityczna, a wiec
speia warunki Cauchy=-Riemanna [14,102], czyli

0 P/ow = 0Q/6y . Q0w = - OP[oy .

Oznacza to, Ze wystarczy oblicza¢ z odpowiednich wzordéw tylko war-
toéci 8P/dy i 6Q/0f , co znacznie skraca czas obliczeri na maszy-
nie cyfrowej,

Jezeli dla h = h, znamy jedno z rozwigzan, np. ( Yy wl), ukia-
du réwnari (7.62), to aby wyznaczyé na plaszczyznie (y,w) fragment
linii pierwiastkowej przechodzacej przez punkt ( [1, wl), nalezy roz-
wigzac ten ukiad réwnan dla kolejnych wartosci h z zadanego przedzia
tu ( -z zadanym krokiem Ah), przyjmujac kazdorazowo za przyblizenie
poczatkowe wartosci yi W obliczone dla poprzedniej wartosci h,

Krok Ah musi by¢ odpowiednio maly w poréwnaniu z aktualng war-
toscig h.

7.2,2, Metoda postepowania przy badaniu [ -stabilnosci

Przeanalizujemy teraz, ktére z nieskorficzonej liczby linii pierwiast-
kowych nalezy rozpatrzeé przy badaniu J =stabilnosci quasi-wielomia=
nu (7.59). Bedziemy zakiadaé, ze jest on asymptotycznie stabilny albo
dla pewnych wartosci opé£nijenia h albo dla kazdego h >0,

Dla bardzo maiych wartoéci h o asymptotycznej stabilnosci i o

¢ -stabilnoéci quasi-wielomianu (7.59) decyduja zera wielomianu
q(s,1). Nalezy wiec wyznaczy¢ w opisany w p.7.2,1 sposéb wszystkie
linie pierwiastkowe, wychodzace przy h rpsnacvm od zera z zer o nie=
ujemnych czesciach urojonych wielomianu q(s,1). Linii tych jest co
najwyzej n .
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Omdéwione powyzej zera i linie bedziemy dalej nazywaé odpowied-
nio zerami i liniami pilerwszej grupy. Pozostate zera o n_leu}emnej czgsi—
ci urojonej i odpowiadajace im linie bgdziemy nazywaé odpowiednio ze-
rami i liniami drugiej grupy.

Aby okresli¢, ktére z nieskoriczonej liczby linii drugiej grupy na-
lezy wyznaczy< podczas badania [ -stabilnodci wyszczegblnimy dwa
przypadki.

Przypadek pierwszy

Zatézmy, ze quasi-wielomian (7.59) jest asymptotycznie stabilny
w kilku (lub jednym) przedziatach warto$ci opdznienia, wyznaczonych
na podstawie opisanej w rozdziale 6 niniejszej pracy metody h-podziahu,
Dla niektérych quasi-wielomianéw przedziatéw tych moze byé bardzo
duzo lub tez nieskoriczenie wiele (pordwnaj przykiad 6.2), W ukladzie
praktycznym opdZnienie moze zmieniaé sig tylko w pewnym skoriczo-
nym przedziale. Dlatego tez w dalszych rozwazaniach badanie [ -sta-
bilnosci ograniczymy co najwyzej do kilku przedzialdw asymptotycznej
stabilnogci. Oznaczmy przez h ostatni moment utraty asymptotycznej sta-
bilnosci, jezeli h zmienia sie¢ w tych przedziatach. Aby zbadaé [ -sta-
bilnos¢ nalezy wigc przeanalizowaé przebieg linii pietwiaatkowygh dla
h ¢ [0,H], gdzie H> h. Zauwazmy, ze w tak okre'-!onym przedziale moz-
na wyznaczyé tylko linie pierwiastkowe pierwszej grupy., Dla linii dru-
giej grupy nalezy przyjac¢ przedziat {‘HO.H] , gdzie Hy jest mata licz-
ba dodatnia.

Aby wyznaczy<¢ skoniczona liczbe linii pierwiastkowych drugiej
grupy, nalezy najpierw dla h-Ho' w oparciu o metodg Kuhna, zlokali-
zowal polozenie zer drugiej grupy w pewnym prostokacie O« r<=y.,
0<w<f, Oméwimy teraz ogdlne wytyczne dotyczace doboru ?f‘i L

Linie pierwiastkowe quasi-wielomianu (7,52) przccinajg od urojona
w skonczonej liczbie punktéw Wa ktére wyznacza sie za pomoca meto-
dy h-podziatu, Niech @ = max . Aby przeanalizowac mozliwie duza
liczbe linii pierwiastkowych, :mleéy przyjaé¢ np. 2 =26 . Wartodé F nale-
zy przyjaé¢ odpowiednio duza, taka, aby dla h = “o w prostokacie
0=syr< ? 0<w=Q lezato odpowiednio duzo rozwigzan ukizdu réwnat
(7.62). Nastepnie nalezy =zlokaliZowaé potoZenie wszystkich rozwigzan

uktadu (7.62), lezacych w tym prostokacie. Moga w nim oczywifcie
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lezeé zera plerwszej grupy, ktérych nie bedziemy rozpatrywaé, jezeli
zostaty juz wyénaczone linie pierwiastkowe _pierwszej grupy. Jezeli
ot_:rzymamy, z'e. w zadanym prostokacie przy h = HO np. nie ma zer
drugiej grupy lub jest ich bardzo mato, to nalezy zwigkszyé ¥ albo
£2 albo tez H_. Wygodniej bedzie chyba zwiekszyé najpierw §, a w
nastgpnej kolejnoéci £2 . Dla nowego prostokata naleZy znowu przy
ustalonej wartoéci h = Ho zlokalizowaé polozenie zer druglej grupy.
W razie koniecznogci nalezy te procedure powtérzyé kilkakrotnie,

Jezeli uznamy, ze zlokalizowana liczba zer drugiej grupy moze
byé wystarczajaca, nalezy w opisany w p.7.2.1 sposéb wyznaczyé li-
nie pierwiastkowe, po ktorych poruszaja sie te zera przy h € [HD,H].
Otrzymamy w ten sposéb -wartoéci § i @ w funkecji h, odpowiadajace
kazdej z wyznaczonych linii pierwiastkowych, Sporzqdzajqc na pitasz-
czyZnie (h, f) wykres wartoéci I w funkcji h(wystarczy braé pod
uwage [ = oJ, odpowiadajgcych wszystkim wyznaczonym liniom pier-
wiastkowym (pierwszej i drugiej grupy), otrzymamy szereg linii ilustru-
jacych zmiany w funkcji opéZnienia odleglosci od osi urojonej poszcze-
gélnych zer quasi-wielomianu (7.59), uprzednio zlokalizowanych dla
h = Ho. Obszar ograniczony péiosiami h20 i >0 | potozonymi naj-
blizej osi odcigtych liniami moZe by¢ obszarem [ -stabilnosci quasi-
=wielomianu (7.59). Aby przekonaé sie o tym, nalezy przyjaé nows
wartosdé H = H;. odpowiednio wiekszg od poprzedniej, zlokalizowad
potozZenie zer w tym samym co poprzednio prostokacie i wyznaczyé
dla h€ [H;. H] linie pierwiastkowe, po ktérych poruszajq sie zera,
ktére pojawily sie w tym prostokacie dla h = H‘;. Jezeli nowe linie nie
wchodzg w wyznaczony poprzednio na ptaszczyZnie (h, f) obszar, to
jest on obszarem ¥ -stabilnogéci Jezeli za$s wchodzsg, to nalezy skory-
gowaé obszar y -stabilnosci i znowu sprawdzi¢é w wyzej opisany spo-
s6b, czy jest on istotnie obszarem [ -stabilnosci W zaleZnoséci od
wyniku sprawdzania, znowu badZ korygujemy ten obszar, bgdZ przery-
wamy procedurg sprawdzania, W ten sposéb wyznaczymy obszar ¥ -ste-
bilnosci quasi-wielomianu (7.59).

Przy wyznaczaniu obszaru [ -stabilnosci mozemy tez sporzadzié
pomocniczy wykres linii pierwiastkowych na plaszczyzZnie zmiennej ze-
spolonej s. Nalezy wtedy uwzgledni¢ wzory (7.63).

Powyzsze rozwazania zilustrujemy teraz przykiadami. W podanych
ponizej przykiadach 7.1 i 7.2, jak i w podanym dalej przykiadzie 7.3,
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pPrzy numerycznym rozwiszywaniu ukiadu réwnah (7.62) za pomocs me=
tody gradientu, jako kryterium stopu przyjeto warunek

max {|P(F-w-h)|. |Q(r.w.h)]}se . (7.64)

gdzie £ = 10-6.

PRZYKLAD 7.1.
Zbadajmy [ -stabilnoéé quasi-wielomianu

q(s.exp(-~sh)) = 2+ +2s exp(-sh) + 1, (7.65)

dla ktérego ukiad réwnanh (7,62) ma postaé
2 2
T - - +1+2wsin(wh)~7cos(wh))exp(hy) = 0,

(7.66)
W=~ 2wp+ 2(wcos(whn) +¢ sin(wh))exp(hy ) = 0,

Asymptotyczna stabilnosé quasi-wielomianu (7.65) byta badana
w przyktadzie 6.6. Jest on asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy,
edy he_[o,hi) » gdzie h, = 0,956825, Podczas badania [ -stabilnosci
nalezy wigc przeanalizowaé jego linie pierwiastkowe, przebiegajgce
dla he[0,H], gdzie H = 1, najblizej osi urojonej, Jednakze dla celéw
poznawczych przyjeto wartod¢ H odpowiednio wigksza,

Postgpujac w wyzej opisany sposéb wyznaczono pokazane na ry-

sunku 7.5 [ragmenty czterech linii pierwiastkowych Lgmenlige Kazda 2

5
nich zostala wykreslona dla hE[hp.hk]. przy czym wartosci hp i hk

5§ podane w tabelce obok wykreséw, Linia L, wchodzi w OPP przy

yE
h=h_, wychodzi przy h=h, i pozostaje w OLP dazac do punkiu (0,0),
2 +1
i h-h3' Wartosci liczbowe hl

Wielomian q(s.i) - 52 + 3s + 1 ma dwa zera rzeczywiste

przy h-secoc. Linie L wchodza w OPP odpowiednio przy h=1h2

s podane w przykiadzie 6,6,

So = ~-1,5 + ‘\[_572, 51 == 15 = W2. Zero Sq wraz ze wzrostem war-
toéci h porusza sig po linii Lo' zas sllnajpierw sig¢ oddale od punktu
(0,0), przy h=0,1603 pokrywa sig w punkcic Re $2-6,8986 z rzeczy-

wistym zerem, ktére "wyszio z - oo " i dalej przesuwa si¢ po linii L 1
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Aby wyznaczyé w wyzej opisany sposéb odejscie tej linii od osi rze-
czywistej, nalezalo przyja¢ 4 h = 0,0001, podczas gdy dla wyznacze
nia dalszego fragmentu tej linii, jak I pozostalych lnii pierwiastkowych,
wystarczyto przyjgé np. Ah = 0,05,

Lo Res

02 0 02

Rys.7.5. Fragment linii pierwiastkowych quasi-wielomianu (7.65)
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Nanoszac na ptaszczyZnie (h, §) wartodéci ¥ w funkcji h, odpo-
wiadajace liniom pierwiastkowym Lo i Li’ otrzymamy po.kazany na ry-
sunku 7.6 obszar J -stabilnosci quasi-wielomianu (7.65). Na rysunku
tym zaznaczono, ktére brzegi obszaru [ =-stabilnosci zostaly wyznaczo-
ne przez linie L_ i Ll‘ Wykresy y(h) dla pozostatych linii pierwiast-
kowych przeblegaja znacznie wyzej dla he[0,1]. Na przykiad dla
h=0,3 wartosci zer Sp lezgcocych na pokazanylch na rysunku 7.5 liniach

Li' i=1,2,3, sa nastgpujgce: i B 2,3825 + j3,9897, s, = - §,5867 +

2
+ j25,2025, s, = = 10,5516 + j46,4472.

!
04tL

02t

h

e e —— e S

a5 F, 10

0
Rys.7.6. Obszar j -stabilnoéci quasi-wielomianu (7.65)

Czas potrzebny na obliczenie jednego rozwigzania (y,@) ukiadw
réwnan (7.66) (przy h ustalonym),na podstawie metody Newtona przy
kryterium stopu (7.64) i przy 3-4 iteracjach, wyniést okoto 0,0017
sekundy. Obliczenia wykonano na maszyhie cyfrowej ODRA 1305, sto-
sujac zapis podwodjnej precyzji dla liczb rzeczywistych. Taki sam cza:s
jest tez potrzebny do wyznaczenia jednego rozwiazania ukiadu réwnani

(7.70), podanego dalej w przykiadzie 7.3. a
PRZYKLAD 7.2,
Dany jest quasi-wielomian

q(s,exp(-sh)) - w® 4 B (0,2s+2)exp(-—sh) - exp(-2sh), (7.67)
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dla ktérego ukiad réwnan (7.62) ma postaé

T 2 .0%%8 +[-0,2wsl.n(wh)+(0,2r— 2)cos[wh)]exp(h;) -

- axp(2hr)cost2mh) =0,
; _ +(7.68)
-2w) - [0,2wcos(wh)+(0,27 - 2)sin(wh)]exp(hy) +

+ exp(2h{)sln.(2wh) -0, J

Asymptotyczna stabilno$é quasi-wielomianu (7.67) byia badana
w przykladzije 6,4, Otrzymeno tam, ze jest on asymptotycznie stabilny

dla h € (hl,hz) i he(ha.h4), gdzie h, = 0,049948, h, = 1,254795,

h, = 2,863454, h, = 3,254305. W celu zbadania j-stabilnosci guasi~

3
-wielomianu (7.67) wystarczy wigc przeanalizowaé przebieg jego linii
pierwiastkowych dla h¢[0o,H], gdzie H>h,. Mozna np. przyjaé H=3,5,
Jednakze przedzial ten znacznie zwigkszymy, aby poznaé blizej prze-
bieg linii pierwiastkowych tego quasi-wielomianu.

Wielomian g(s,1) ma parg zer zespolonych sprzezonych, lezgzcych
w OPP. Oznaczmy przez s, zero o dodatniej czeéci urojonej, czyli
5, = 0,1 + j2,233831. Wyznaczajac w opisany w p.?.a.l sposdb linig
pierwiastkowg wychodzaca z zera s, otrzymamy pokazana na rysun-
ku 7.7 linig L,. Linia ta przy ‘h-hl wchodzi w OLP, przy h--h2 wcho-
dzi w OPP, by dla h-ha znowu wejsé w OLP, Dla h::-h3 linia ta po-
zostaje w OLP i dazy do punktu (0,0) przy h--eo. Na rysunku 7.7
pokazano fragmenty dziewigciu linii pierwiastkowych, wyznaczonych na
podstawie opisanej w p.7.2.1 metody, przy uwzglednieniu podanych na
poczatku niniejszego punktu rozwazan, Kazdy z nich zostat wykreélo-
ny dla hE[hp,hk]. Wartosci hp i h, dla poszczegélnych linii sq poda-
ne w tabelce obok wykreséw. Na rysunku 7.7 nie wykreslono innych
linii, ktére dla duzych warkéci h (rzedu kilkunastu lub kilkudziesieciu)
tez pojawiaja sig w pokazanym na nim obszarze (poréwnaj przykiad 64),
Linie te nie majg jednak zadnego wplywu na [ -stabilnogé,
~ ' Pokazane na rysunku 7.7 linie Lo'Li’L.B’LS i L? caly czas pozo-
stajg w OLP i dla h-~codazg do punktu (0,0). Linia L, przy h=h,
przekracza o$ urojong i wchodzi w OPP, by przy h-h6 znowu przejsé
w OLP,
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Rys.7.7. Fragment linii pierwiastkowych gquasi-wielomianu (7.67)
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Linia Ly przy h=hg wchodzl w OPP, a przy h=hg w OLP, Linia Lg
wchodzi w OPP przy h=h., zaé przy h-hil wchodzi w OLP. Wartoscl
liczbowe hi sa podane w przykladzie 6.4,

Nanoszgc na ptaszczyzne (h, 3") wyznaczone dla poszczegdlnych
linii pierwiastkowych wartoéci ¥ w funkcji h otrzymamy szereg pokaza
nych na rysunku 7.8 krzywych, ilustrujgcych zmiany odleglosci y roz-

patrywanych zer quasi-wielomianu (7.67) od osi urojonej.

0'h, 04 08 12 he

28 hs 32

Rys.7.8. Wykresy E’(h) dla kilku zer quasi-wielomianu (7.67) i obszary
S i S7 jego [ -stabilnosci

Z rysunku 7.8 wynika, ze dla h<1,5 na ptaszczyZnie zmiennej ze-
spolonej s najblizej osi urojonej lezy linia L2, a pozostate lezg zna-
cznie dalej. Z obliczen otrzymaliémy, Ze np. dla h=0,5 S, = - 0,436 +
+ j2,96, natomiast s _ = - 2,0506, s, = - 4,301 + j8,1739, s, = ~ 5,69424
+ j15,084, Sy == 6,0077 + j21,346, Linie te jednak szybko zblizajg
sie do osi urojonej i dla hE{2,?;3.4] ich odleglos€é od osi urojonej
jest juz niewielka,

Pokazane na rysunku 7.8 obszary S i S’ sa obszaram!l [ -stabil-
noéci quasi-wielomianu (7.67). Z rysunku tego wynika, ze dla
he (hl.h2} © [ -stabilnosci decyduje linia L,, zaé dla h e (h3,h4)
linie L, i Lq. Pozostate linie nie majg wplywu na [ -stabilnosé,
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Czas numerycznego wyznaczania jednego rozwiazania ukladu réw-

nati (7.68) przy kryterium stopu (7.64) i przy 3-4 iteracjach wynosi
okolo 0,002 sekundy. o

Przypadek drugi

Zatézmy, ze quasi-wielomian (?.59) jest asymptotycznie stabilny
dla kazdego h >0, W takim przypadku nie mozemy sformutowaé ogdl-
nych wytycznych dotyczgcych doboru wartosci H, f ifL2w t&ki sam
sposdb jak w przypadku plerwszym,

W ukiadach praktycznych opéZnienie h moze zmieniaé sie w pew-
nym skonczonym przedziale, Dlatego tez za H mozna przyjaé wartosé
réwng lub wiekszg od gdérnej granicy tego przedzialu. Natomiast war-
losci f i Q nalezy przyjaé¢ odpowiednio duze, aby w prostokacie
0<g ;gf, O<sw=<L dla h=H_> 0 lezato dostatecznie duzo rozwia-
zafh ukladu réwnand (7.62). Dalej nalezy postgpowaé w podobny spo-
séb, jak ‘w przypadku pierwszym.

PRZYKLAD 7.3,
Dany jest quasi-wielomian

q(s.exp(-sh)) = s2+2s+1+s exp(-sh) . (7.69)

Z przykiadu 4,3 wynika, ze powyZszy quasi-wielomian jest ASNO,
Zbadajmy § -stabilnoéé :quasi-wielomianu (7.69) dla h<10, W roz=-
patrywanym przypadku ukiad réwnan (7.62) ma postac

Iz_w2 -2y + 1+ (wsin(wh) u{cos(mlm))ex;)tilg‘) = 0,

(7.70)
2w = 2w) +(wcos(wh)+ysin(wh))exp(hy) = 0.

Zauwazmyv, ze dla quasi-wielomiandw (7.69) i (7.65) wielomian
q(s,1) ma te¢ sama postac i te same zera. Linie pierwiastkowe L i L‘.!.' v
wychodzgce z tych zer, majq podobny poczatkowy przebieg dla obu
tych quasi-wielomianéw, Fragmenty tych linii dla guasi-wielomianu (7.69)
pokazane sa na rysunku 7.9, przy czym linia Ll. podobnie jak I wszy=-
stkie pozostate, pozostaje w OLP dla kazdego h> 0, podczas gdy dla
‘quasi-wlelomianu (7.65) przechodzi w OPP,
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Rys.7.9. Fragment linii pierwiastkowych quasi-wielomianu (7.69)
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Rys.7.10, Wykresy r(h) dla kilku zer quasi-wielomianu (7.69)
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Na rysunku 7,9 pokazano tez fragmenty linil pierwiastkowych 1'2.'1'3

i L‘l. wyznaczonych w sposdéb oplisany w p.7.2.1, przy uwzglednieniu
rozwazari podanych na poczgtku niniejszego punktu, Wszystkie te linie
daza do punktu (0,0) przy h-+oo.

Nanoszac na ptaszczyZnie (h, x) wartodci y w funkcji h (dla
h<10), odpowiadajgce pokazanym na rysunku 7,9 linjom L_ - L, I do-
datkowej linii LS' otrzymamy pokazane na rysunku 7.10 krzywe, ilustru=
jace zmiany w funkcji wielkodéci opdZnienia odleglosci od osi urojonej
rozpatrywarnych szeéciu zer quasi-wielomianu (7.69) dla he[0,10].

Z tego rysunku wynika, 2ze wraz ze wzrostem wartoscl h, linje pier-
wiastkowe szybko zhlizaja sig do osi urojonej. Dla bardzo duzych war-
todci h w bardzo malej odlegloSci od osi urojonej bedzie wigc przebie-
.gaé duzo linii pierwiastkowych. W takim przypadku nawet mate zmiany
wspdlczynnikéw quasi-wielomianu (7.69) moga powodowaé jego niesta-
bilnoéé, Fakt ten jest sygnalizowany w pracy {132} w przypadku
ogélnym quasi-wielomianéw asymptotycznie stabilnych dla kazdego hz0,

Obszar, oznaczony na rysunku 7,10 przez S, jest obszarem j -sta-

bilnoscl quasi-wielomianu (7.69) dla h <10, . : O
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8. "—S‘I‘ABILNOQC WIELOWYMIAROWYCH UKIADOW Z JEDNYM
OPOZNIENIEM

Dan.y jest wielowymiarowy ukiad z opéZnieniem, opisany réwna=
niem ' _ .
x(t) = on(t) + Alx(l—h). t>0 ; (8.1)
gdzie: ;
xe R™, AA, € R™, h>o0.

Asymptotyczna stabilnosé i [ =stabilnosé ukiadu (8.1) mozna ba-
daé na podstawie opisanych w ninieszej pracy metod, wymagajacych
znajomoéci quasi-wielomianu charakterystycznego, badZ tylko macierzy
stanu,

W przypadku ogélnym ukiadu (8.1) podano tez szereg innych wa
runkéw (ale tylko dostatecznych) asymptotycznej stabilnosci [111,113,
116,117,118,119,152] i f~-stabilnosci [114,67,112,156], [57], [2,3,70],"
{68}. W ostatnim wykazie wyszczegdiniono cztery grupy prac. W pierw
szej pracy grupy pierwszej i trzeciej jest podany warunek dostatecz-
ny § -stabilnoéci, a w pozostalych sa podane pewne rozwinigcia, ko=
mentarze dotyczace tego warunku lub komentarze do tych komentarzy.
W wyzej wymienionych pracach warunki asymptotycznej stabilnosci
i r -stabilnoéci sformutowanc w zaleznosci od macierzy Ao i A:l.' Sy
one dosyé mocne i nie bedsg tu cytowane, Jedynie w dalszej czesci
niniejszego rozdziatu podamy nowy warunek destateczny § -stabilnodc

Szereg graficznych warunkéw dostatecznych asymptotycznej sta-
bilnogci i dostatecznych niestabilnoéci ukiadu (8.1) podano w pracy
[115]. Zaé w pracach [39.14'?] podano warunki konieczne i wystarcze
jace asymptotycznej stabilnosci tego ukiadu, przy n=2, .

Rozpatrzymy teraz pewne przypadki szczegélne ukiadu (8.1).
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é.:l.. Przypadek nlzczeaé.l:ny A= e

W przypadku szczegSinym, gdy A, = 0, réwnanie (8,1) przyjmie
() = A, x(+h), t30,  (8:2)

gdzie: xeR”", A€ _R’m‘, h>0,

Latwo zauwazy€, ze quasi-wielomian charakterystyczny ukiadu
(8.2) mozna napisaé w postaci

q(a.expt-ah)) = det(sl - A, expt-ﬁh)j - ﬁ q;(syexp(-sh)),(8.3)
gdzie: .

qj(siexp(-sh)) = s - s; exp(-sh) , t8.4)
przy czym

all-qll 'l-]p:u . (8.5)

jest i-ta wartoécia wiasng macierzy Ay

{ -stabilno$¢ ukiadu (8.2) jest wiec réwnowazna [ -stabilnoSci n
quasi-wielomianéw qi(s,exp(—sh)) o postacl (8.4).

Uwzgledniajgac oznaczenie (8,5), quasi-wielomian (8.4) napiszemy
w postaci (7.20). Do badania J -stabilnosci quasi~wielomianéw (8.4)
nalezy wigc stosowad analityczne kryterium podane w twierdzeniu 7.3,

Twierdzenie 8,1,

Uktad (8.1) jest [ -stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego

z quasi~wielomianéw q (.s.exp(-sh)). o postaci (8.4) dla im=1,2,..,0,
speinione sg podane w twierdzeniu 7.3 warunki (7.28) i (7.29). W wa~
runkach tych halezy zamiast a, i Ir.|1 wstawi¢ odpowiednio a =
=-ay, ik, =B,

Dowéd wynika ze wzordw (8,3),(8.4) i (8.5) oraz’ z powyzszych rozwazar,
Inny warunek konieczny i wystarczajacy (-stabﬂnoéci ukiadu
(8.2) jest podany w pracy [6]. Zostat on wyprowadzony na podstawie

kryterium Pontriagina, zastosowanego do quasi-wielomianu (8.4), Jest
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on i.rudmejszy w stosowaniu w poréwnaniu z warunkiem podanym w
twierdzenju 8.1, .

Z twierdzenia 8.1 wynika, Ze jezeli ukiad (8.2) nie jest asympto-
tycznie stabilny dla h=0, to nie jest tez [ =-stabilny dla dowolnego
{ >0 i dowolnego h30, '

Zatézmy, ze ukiad (8.2) jest asymptotycznie stabilny dla h=0,
Algorytm postepowania przy wyznaczaniu przedzialu wartodci opéZnie~
nia h, dla ktérych ukiad ten jest y -stabilny przy zadanym § > 0, jest
nastepujacy.

1) Obliczamy wartoSci wiasne S,3 (o postaci (8.,5)) macierzy Ay
Z m (m<n) réznych wartosci wlasnych tej macierzy, speiniajgcych
warunek ﬁ'li? 0, tworzymy m quasi-wielomianéw o postaci

qi(s,?xp(-sh)) =s + (ali -l-jbli)exp(-sh). ; . (8.6)

gdzie 8= = Uyp b:l.i-- ﬁ:l.i ,

2) Na podstawie opisanej w p.7.1.2, dla quasi~wielomianu (7.20), me-
tody, wyznaczamy dla kazdego z m quasi-wielomiandéw (8.6) prze-
dziat (hli' hzi) jego [ -stabilnoéci, We wzorach (7.37) - (7.39)
wstawiamy przy tym zamiast a, ib 1 odpowiednio wartosci a.i ib 2

3) Jezeli przynajmniej jeden z tych m quasi-wielomiandw nie jest
[ -stabilny dla dowolnego h>0, to ukiad (8.2) tez nie jest [ -sta-
. bilny dla h > 0. Jezeli zaé dla kazdego z m guasi-wielomiandw (8.6}
istnieje przedziat (h ﬁ,hzi) { -stabilnosci i spemiony jest warunek

hdé hg, gdzie

h, = max {hﬂ}. hg = min {h2i} § (8.7)
i1<i<m 1<i<m

to ukiad (8.2) jest p =stabilny wiedy i tylko wtedy, gdy h e(h d.ng).
Jezeli natomiast h,> hs, to przy zadanym ¥ uklad (8.2) nie jest
 -stabilny dla h> 0,

Zauwazmy, ze jezeli dla i-tego quasi-wielomianu (8.6) spemiony
1i to hii = 0 i jego przedzial y -stabilnosci ma
postaé [0’h2i)' Jezeli zas ten warunek jest spemiony dla i=1,2,....,m,

jest warunek < a

to przedziat j -stabilnosci ukladu (8.2) ma postaé [O,hg).

144



Zadajac z odpowiednio malym krokiem Ay kolejne wartosci f;o,
wyznaczymy W wyzej opisany sposéb h d i hg. odpowhdqjqce tym wm-\-
todciom y . Obliczenia przerywamy, jezell dla pewnego [ otrzymamy
hy=zh o Wykreslajac na ptaszczyZnie ( 1 ,h) lﬂ'z;fwn. flustrujgce zmia-
ny wartoscl hy i hg w funkcji § ,otrzymamy obszar [ -stabilnosci ukia-
du. (8.2). Jest on ograniczony tymi krzywymi i pélosiami f 30, h >0.

Twierdzenle 8.2,

Jezell ukiad (8.2) jest asymptotycznie stabllny dla h=0, to przy h>0
jest on asymptotycznie stabilny wtedy [ tylko wtedy, gdy he[O.hﬂ),
gdzie .

_ha-m:n{hi}. ; (8.8)
o
hy = 1 arc tgl 11 I » i = 1,24.,m , (8.9)
o2, + p2 Bai : o
i 1i -

as;; = “11 +j ﬁii jest i-ta wartoscia wiasng mbcierzy A1 taka, ze

Bq3Z O _

Dowéd wynika z lematu 7.1 i ze wzordw (8.3), (8.4), (8.5) i (7.20). O
Podane w powyzszym twierdzeniu kryterium asymptotycznej stabil-

noéci ukiadu (8.2) zostalo tez wyprowadzone w pracy [35], ale w in-

ny sposdb,

PRZYKLAD 8.1.

Dany jest ukiad z opéZnieniem, opisany réwnaniem (8.2) o macierzy Ay

-3 1,3 0,7
A, =|0,2 . -4 1,8} . ' : (8.10)
0,8 0,2 =2

Macierz (8.10) ma nastgpujace wartosci wiasne: s = = 1,162298,
s, = - 3,918851 * j0,594021, a wiec m=2 i rozpatrywany ukiad jest
asymptotycznie stabilny dla h=0, Jego [-sta.bilnoéé jest réwnowazna

T -stabilnosci dwéch quasi-wielomianéw
qi(s,exp(-ah)) = s + (a'li + jbli)expf-c.h\- i=1,2, (8.11)
. ;
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gdzie:

._311 - - 611

- 1,162298, b__ = 0, a_ _, = -a_, = 3,918851,

11 12 12

Zbadajmy najpierw asymptotyczna stabilnoé¢ rozpatrywanego ukia-
du. Obliczajac wartoéci h,h, i h, ~ ze wzoréw (8.9) i (8.8), otrzyma.
my h1 = 1,351457, h2 = 0,35835, h‘!L = h2. Z twierdzenia 8.2 wynika
ze ukiad (8.2) o macierzy A, o postaci (8.10) jest asymptotycznie
stabilny wiedy i tylko wtedy, gdy hE[O,hd), gdzie h, = 0,35835,

Zadajac kolejne wartosci >0 i obliczajac hy i hg wediug poda=-
nego powyzej algorytmu, otrzymamy pokazany na rysunku 8,1 obszar

{ =-stabilnoéci rozpatrywanego ukiadu z opdZnieniem, ' ]
4h
ha
m..
02
o1t
: " —e
0 a5 1 0y 15

Rys.8.1. Obszar [ -stabilnoéci ukiadu (8.2)
o macierzy A, o postaci (8.10)

2o P 5 -
8.2 rzypadek szczegolny AoAl_ A 1A°

Jezeli macierze AD iA 1 komutujg, czyl ADA o A iAo‘ to mozna
je jednoczesnie przeksztalci¢é do postaci diagonalnej [7]. Istnieje wte~
dy macierz W, o wymiarach n x n taka, ze

= - .
. W [sL-.Ao-Aiexp(—sh)] W = diag[q, (s,exp(-sh)) g, (s,exp(-sh) )]
(8.12)
gdzie:

qi(soexP("‘h>) gl et PN e Buexp(-‘h)-‘l = 1,250e000 ; -(8'13)
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a s, =a, ,+ip ;! B =a, +] ﬂﬂ. i=1,2,...,n, s4 to, odpowiednio,
wartodci wiasne macierzy A LA, Zauwazmy, ze w tB.13) istnieje
éciste przyporzadkowanie wartoSci wiasnych s,j Mmacierzy Ao poszcze-
gélnym wartoéciom wiasnym s 14 macierzy AJ.' To przyporzgdkowanie,
dla danych maclerzy AD i Al‘ otrzymamy sprowadzajac macierz cha-
rakterystyczng ukiadu (8.1) do postaci diagonalnej w sposéb (8.12).
Jezeli 'AoAl-A -Ao. to quasi-wielomian charakterystyczny uktadu

1
(8.1) mozna napisaé w postaci

a(sexp(oh)) = [*] qsemp(-en)) | (8.14)

gdzie quasi-wielomiany qi(s,exp(-sh) ) maja postaé (8.13). W rozwa-
Zanym przypadku szczegdlnym  -stabilnoéé ukiadu (8,1) jest wiec
réwnowazna y -stabilnoéci n quasi-wielomianéw (8,13).

T.wierdzen!e 8.3,

Jezell macierze A i A, komutuja, to ukiad (8.1) jest { ~stabilny wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego z quasi-wielomianéw (8.13) spemione
s§ warunki podane w twierdzeniu 7.1. W warunkach tych zamiast a,
a :L'bo ib 1 nalezy wstawi¢ odpowiednio B‘ol'.p‘li’boi ib 1t Przy czym .

Coi " T Qgp Bqp ™ Ugp b= =Bop by ==Bp (8.15)

dla j=1,2,..,n

Dowéd wynika z powyzszych rozwazahn i ze wzordw (8.14), (8.13)

i (7.1). .
Zauwazmy, ze jezell niekiére ze wspdiczynnikéw (8.15) sa réwne

zeru, czyli pewne quasi-wielomiany qi(s,exp(—sh)) przyjmujg postaé

(7.20) lub (7.44),to do badania ich y-stabilnoéci wygodniej jest stoso- -

waé odpowiednio twierdzenie 7.3 lub 7.4.

PRZYKLAD 8,2,

Dany jest ukiad (8,1) przy h=0,5 o macierzach
-0,6 0,2 2,1 -1
& & ;A= d, (8.16)
°© loz 09 .
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gdzie - d jest rzeczywistym parametirem., Nalezy wyznaczy¢ wartoscl
parametru d, dla ktérych rozpatrywany ukiad jest [ -stabllny.
Latwo sprawdzié, ze macierze (8,16) spemniajg warunek .AOA -

1
- A 1A°c

Macierz A, ma dwie rézne rzeczywiste wartoscl wilasne: =0,5 | -1,
a wiec macierze A 1 A, majg te same wektory wiasne [7]. Tworzac
z wartoéci wiasnych . macierzy A, macierz" W otrzymamy
2 1
W= & e (8.17)
1 -2

Ze wzoru (8.12) dla iwacierzy AA, 1 W o postaciach odpowled-
nio (8.,16) i (8.17) otrzymamy, Ze macierz charakterystyczng mozpatry-
wanego ukiadu mozna napisaé w postaci

D(s) = dia.g[qi(s,exp(-sh) Ji qz-(s,exp(-sh) )] % -(8.18)
gdzie:

qi(s.exp(—sh)) = s + 0,5 + 2,6 d exp(=0,5s), (8.19)

qz(s,exp(-sh)) = s+ 1+ 0,1d exp(=0,58) . - (8.20)

[ =stabilnoéé ukladu (8.1) o macierzach (8.16) jest wigec réwno=-
wazna [ -stabilnosci dwéch quasi-wielomiandw (8.19) i (8.20), ktéra
mozna badaé korzystajgc z twierdzenia 7.4.

SprawdZmy najpierw, dla jakich wartosci parametru d quasi-wielo-
miany (8.19) i (8.20) sa jednoczeénie asymptotycznie stabilne. Poda~-
ne w twierdzeniu 7.4 nieréwnosci sa speiione przy '= 0 witedy i tylk
wtedy, gdy dla quasi—v;'ielomianu (8.19) d € (~0,192308; 1,33356), a
dla quasi-wielomianu (8,20) d € (-10; 38,06883). Wspdlny warunek ma
wigc postaé

= - 0,192308, d,=1,33356 . (8.21)

de (dl.da). d 5

1

Rozpatrywany wielowymiarowy ukiad 2z opéZnieniem h=0,5 jest wigc
asymptotycznie stabilny witedy i tylko wiedy, gdy speiony jest waru-
nek (8.21).

148



Asymptotyczna stabllnoé ukiadu (8,1) przy h=0,5 1 o ma.ci:erzach
(8.16) byla badana w pracach [152] 1 [111]. W oparciu o podane
tam warunkl dostateczne odpowiednio oh'zymnno de[o; 0,796)

i defo; 1,333).

Zadajac kolejne wartosci >0 i obliczajac wartoéci d, dla ktérych -
podane w twierdzeniu 7.4 nieréwnoséci sa jednoczesnie spemijone dla
obu quasi-wielomjanéw (8,19) 1 (8.20), otrzymamy pokazany na rysun-
ku 8,2 obszar { =-stabllnosci rozpatrywanego ukiadu wielowymiarowego.
Z tego rysunku wynika, 2e np, w rozwazanym ukiadzie przebiegi przej-
éciowe zanlkaja szybciej niz exp(-t) (¥ >1), jezeli de(dl,dz). gdzie
d ~ 0,12, d2M0,66. _ O

br

3

05 4 [0 04 s 12 %

Rys.8.2, Obszar { =-stabilnosci ukiadu (8.1)o ma=
cierzach (8.16) przy h = 0,5

8.3, Warunek dostateczny 7 -stabilnoSci w przypadku ogdlnym

Réwnanie charakterystyczne ukiadu {8,1) ma postaé
det(sl - A_ = A, exp(-sh)) = 0. ; (8.22)

Stosujac podstawienie s = z/h = ' powyZsze réwnanie napiszemy
w postaci

det(zl exp(z) - hD(z)) = 0, (8.23)
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gdzie:

l?(z) = A exp(z) + Ay exp(hy ) , (8.24)

g A=A +17. ‘ _ (8.25)

Polozenie wszystkich pierwiastkéw réwnania (8.23) w OLP jest
réwnowazne potoZeniu wszystkich pierwiastkéw réwnania (8.22) w péi-
plaszczyZnie Re s < -f. '

' Réwnanie (8,23) mo2Zna napisaé w postaci

f}.(z exp(z) = h di(z)) =0, (8.26)

gdzie di(z) jest i=ta warioScia wiasng macierzy D(z).
Réwnanie

"z exp(z) - h d(2z) =0 - (8.27)

ma wszystkie pierwiastki w OLP, jezeli wszystkie pierwiastki réwnania

z exp(z) = h di(j'y) = 0, -(8.28)

tez leza w OLP dla kazdego y ¢ (=ooyoo). Poniewaz wartoéci wiasne
macierzy D(jy). sa funkcjami okresowymi o okresie 27, przedziat
zmian zmiennej y mozna ograniczyé do [0,231']. .

Zauwazmy, ze przyjmujac w réwnaniu (7.23) g = 0, otrzymamy
réwnanie (8.28), przy czym '

a, =-Re dl(jy). b, =aIm di(j-y)_ o . (8.29)

1

Oznaczmy przez S obszar lezacy wewnatrz krzywej zamknigtej,

_opisanej parametrycznie réwnaniami

et

= y sin(y). } (3.30)

= =y cos(y) .

<t

dla y e [~ T/2, T;‘2]. Obszar S jest pokazany na rysunku 7.1, Jest
on tam oznaczony jako S(0).
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L_emnt 8.1,

Jezell wszystkie wartoSci wiasne n:xacierzy D(jy), wzigte ze znakiem

przeciwnym i pomnozone przez h, lezs dla kazdego ye[o,zf] wrotwan-
tym obszarze S, to ukiad (8,1) jest § =-stabilny.
Dowdd wynika z powyZszych rozwazan i twierdzenia 7.2.

O
Niech Ju.k(x) oznacza miare macierzy X € €™, odpowiadajaca

odpowiedniej normie tej macierzy, Dla k=1,2, sc mamy [48]

n
j-_ll(x) -.m:x[Re(xrr) + Elxh_]], (8.31)
Ir
My(X) = 0,5 max A(X + X¥) , (8.32)
i
i M (X) = ma:x.[Re(xu] + ilxh_]]. . (8.33)
i r=1
réi
WprowadZmy oznaczenia:
m, = max §(A exp(iy)), my = max 4(-A exp(iy)).
¥ ¥ . :
B (8.34)
m, = max p(-JA exp(jy)), m, = max u(jA exp(jy) ),
y Y
gdzie y e [0,2T], a macierz A ma postaé (8.25),
mg = exp(h ) p(A;), mg = exp(hy) p(-A,),
(8.35)

m, = exp(hy) p(<A,), mg = exp(hy) p(ia,) «

Oznaczmy przez P; punkty ptaszczyzﬁy (U,¥) okreslone nastgpu~
jaco: ' ;
Py = (-hul. -hvi). I = 15004, (8.36)

gdzie:

ul - u4 - mz-. mﬁ' qu-uauml-l-ms, v1-v2-m3+m7.

- - 8,37
v3 - v4 - !‘.l‘:4 ma. ( )



- Twlhrdzcﬁl. 8.4,

Jezell punkty (8...’-6) lezg w otwartym obszarze S; to ukiad (8,1) jest
7 -stabilny,
Dowéd

Postgpujac podobnie jak w pracy [118] mozemy wykazaé, ze wartoséci
wiasne d(jy) macierz D(jy) spemiaja nastepujgce nieréwnosci:

- 4 (=A exp(iy))exp(h 1) p1(~A;) < Re d(iy)<u(A exp(iy)) +

+exp(hy)p (A,

- (A exp(iy)) = exp(n 7) 2 (3A,) < Im d(iy)< (A exp(iy)) +
+ exp(hy)u(44,) .

Uwzgledniajac oznaczenia (8.34) - (8.37), z powyzszych wzoréw
otrzymamy, ze dla kazdego ye[0,2f]wartoéci wiasne macierzy D(ly),
wzigte ze znakiem przeciwnym i pomnozone przez h, leza w prosto-
kacie P o wierzcholkach pl,"....p 4 Jezell wigc prostokat P ledy caiko~
wicie w otwartym obszarze S, to zgodnie z lematem 8,1, ukiad (8.1)
jest f -stabilny. Z ksztaltu brzegu obszaru S wynika, ze prostokst P
lezy w otwartym obszarze S, jezell wszystkie jego wierzchotkl lezg
w tym obszarze, Twierdzenie zostalo udowodnione. =]

Zauwazmy, ze twlerdzenie 8.4 mozna stosowaé tylko w przypadku,
gdy prostokat P o wierzchotkach (8.36) lezy caicowicie w OPP,

Obliczajgc wspdirzedne wierzchotkdw prostokqt& P, z wykorzysta-
niem wzoréw (8.36), (8.37), (8.34) i (8.35), nalezy przyjaé
H() =p () da ke12 lub oo,

Jezeli w twierdzeniu 8.4 przyjmiemy [ =0, to otrzymamy warunek
dostateczny asymptotycznej stabilnosci ukiadu (8,1). Warunek ten jest
podany'w pracy [118].

Podany w twierdzeniu 8.4 warunek mozna 550rmubwaé w nastgpu=
jacej postaci analitycznej. '

Twierdzenie 8,5,

Jezell spemione sa warunki: ,
(1) w<o daimii2 - (8.38)
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(#) n \]uf+ v? - arc talullvllf-o. dla f= 1y, _ ; (8.39)

gdzle u I v, lozy sie ze wzoréw (8.37), (8.34) 1 (8.35), to ukiad

(8.1) jest T -stubmy._

Dowéd

Obszar S lezy calkowicle w OPP. Ze wzoréw (8.36) i (8.37) wynika,
ze aby punkty P; lezaly w OPP musi by¢ speiniona nieréwnosé (8.38),

Z rozwazah podanych w p.7.1.2 wynika, ze polozenie wszystkich
punictéw IF’1 w otwartym obszarze S jest rféwmwaéne asymptotycznej
stabilnoéci czterech quasi-wielomianéw o postaci (7.20) I o wspéiczyne
nikach

a, = - uy b1 == Vy L4, (8,40)

gdzie. u I v, lczy sie ze wzoréw (8.3'5), (8.34) i (8.35),

Uwzgledniajac oznaczenia (8,40) i postepijac ;:odobni.e jak w do-
wodzje twierdzenia 7.3 przy { =0, otrzymamy warunek

2‘ 5 \ui + vf-lvﬂ ;
h \!“i + vi=- 2 arctg ™ <0, Iml,ue.,4, (8.41)
Y

ktéry jest odpowiednikiem podanej w twierdzeniu 7.3 nieréwnosci

(7.29). Warunek (8.41) mozna zapisaé w prostszej postaci (8.39).
Twierdzenie zostatlo zatem udowodnione, - o
Zauwazmy, ze przy | >0 wielkoéci uy i Vi obliczone ze wzordw
(8.37), (8.34) i (8.35) sa funkcjami y i exp(h y). Natomiast dla y=0
sg one stalymi wielkoSsciami. Warunek dostateczny asymptotycznej sta--
bilnoéci ukiadu (8,1) mozemy wigc sformutowaé tak, jak nizeij, #

Lemat B8.2.

Jezeli spemiony jest warunek (8.,38), to ukiad (8,1) jest asymptotycz--
nie stabilny dla he[D,ha), gdzie:

h, = m:n {hl} e (8.42)
1 u
h, = ———2—— arc tg —-‘-—|. et (8.43),
i 2 2 Vi
ul + Vl

1533



| ._przy czym l.ll A vy !h:zy sie ze wzoréw (8.37). (3.34) i (8.35) przy

T=o0.
Dowdd wynlka z powyiszych rozwazari | z twierdzenia 8,5 przy =0,
. ]

PRZYKMD 8.3.

Dany jest ukiad opisany réwnaniem (8.1) o macierzach
o o -15 1 ;
A = , A = . (8.44)
o 0,5]. 1 =15

Obliczajac ze wzoréw (8.34) i (8.35) wspéiczynniki m..‘ bm1,2000,8,
i uwzgledniajac rézne miary ;.tk(.)- (wzory (8.31)-(8.33)), otrzymamy:

ml—mzuma-mé-fi-o,.ﬁ dlnk-1.'2l!..lbo-o,'

mg = =0,5 exp(hy) dla k=1 lub o, mg= - 1,5 exp(h 7) dla k=2,
mg = 2,5 exp(h ¥) 'dla k=1 1lubeo, mg = 1,5 exp(h ) dia k=2,

m, = mg = exp(h ) dla k=12 lub ec.

K4
2e wzoréw (8.37) wynika, 2e dla k=1 lib ec mamy U mu = '+ 0,5+

=0,5 exp(hy), V=V 40,5 + exp(hy), a wige przy = 0 nleréwmé%

(8.38) nie jest speiniona dla =2, Moze ona by¢ speiiona tylko dla

1 >0, ale dla odpowiednio duzych wartoéci h. Wtedy v, bedzie duzo N

wigksze od |u,| 1 nieréwnosé (8.39) nie bedzie speiniona dla i=2,
Rozpaftrzmy teraz przypadek gdy k=2, Ze wzoréw (8.37) mamy

u,=u == =0,5-1,5 exp(h 7)hu o=Uy= I+ 0;5-1,5 exp(hy) ,
iaen

vV =Vo= 40,5 + exp(h 1), br e 0,5~ exp(h r)' .

Zbadajmy najpierw asymptotyczna stabilno$é, Obliczajac h, ze
wzordéw (8.42) i (8.43) i uwzgledniajac (8.45), otrzymamy h -hz-ha-
=0,3262, Z lematu 8.2 wynika wiec, ze jezell he[o.h.}, to rozpatrywa-
ny ukiad jest asymptotycznie stabilny. ? .

Uktad (8.1) o macierzach (8.44) byt tez rozpatrywany w pracy
[118], w ktérej na podstawie graficznego warunku dostatecznego asym=
ptotycznej stabiinoéci  (podanego powyze] w twlerdzeniu 8,4 przy
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7 = 0) otrzymano wartod& h, = 0,25, a wiec mniejszq od otrzymanej

powyzej. ' : ) 8 .
Zbadajmy teraz, dla jakich wartoéci h rozpatrywany ukiad jest

{ -stabllny przy ¥ =0,3. Latwo zauwazy¢, ze dla r-0.3’. nieréwnosé

(8.38) jest spemniona dla h>0, Ponlewaz przy badaniu asymptotycznej

stabilnoéci otrzymaliémy h a~ho=h wyznaczumy wartoSé opéZnienia

2 3'
h = h. bedch rozwlqzan.lem réwnania

h \Iug + vz - arc tg|ufv,|= 0, -_(8.42)

gdzie u, | v, maja postaci podane w (8.45). Otrzymamy h = 0,1989,
Nieréwnosé (8.39) jest wigc spemiona dla =2, jezell h<h. Latwo
zauwazyé, ze dla h<h  ta nieréwnoéé jest tez spemiona dla i=1,3i4,
Z twierdzenia 8.5 wynika wigc, ze jezell he [0;0,1989), to rozpatrywa-
ny ukiad jest ) -stabliny dia { = 0,3,

Do badania ¥ -stabilnosci ukiadu (8.1) o A pRach (a 44) nie
mozna stosowaé warunkéw dostatecznych, podanych w pracach [2,57,
68,114]. . O
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9, ZAKONCZENIE

W pracy dokonano krytycznego przegladu metod badania asympto-
tycznej stabilnosci dynamicznych ukiadéw lnlowych stacjonarnych o -
parametrach skupionych, z dyskretnymi wspdéimiernymi opéZnieniami
i podanc szereg nowych rezultat5w. Niektére z podanych kryteriéw’
mozna tez stosowaé w przypadku opéZnieri niewspdimiernych, co’jest
sygnalizowane przy ich omawianiu,

Rozpatrzono nastepujace t-‘odzaje stabilnosci:

(i) asymptotyczna stabilnoéé przy ustalonej wartosci opéZnienia h,

(ii) asymptotyczna stabilnoSé niezaleznie od wielkosci opdZnienia,

(iii) asymptotyczna stabilno$é w funkcji wielkoSci opéZnienia,

(iv) asymptotyczna stabilno$é z szybkoscia zanikania 7+ & wiadciwie
z szybkosécig zanikania nie mniejszg niz T + tz2w, ) -stabilnosé,

Warunki kazdego rodzaju stabilnosci dla ukiadu typu neutralnego
sformulowano w innej postaci niz dla ukiadu typu opdZnionego. W przy-
padku ukiadu typu neutralnego moze bowiem wystapié tzw., przypadek
asymptotycznie krytyczny i wtedy uklad moze nie byé asymptotycznie
stabilny przy spemnieniu warunku stabilnogci stusznego dla ukiadu typu
opdzZnionego. Fakt ten nie zawsze jest uwzgledniany w literaturze,
Przypadek asymptotycznie krytyczny dla quasi-wielomianu typu neutral-
nego wystepuje wéwczas, gdy jego czion dominujacy (o postaci (2.35)
dla quasi-wielomianu (2.31)) ma zera o module réwnym jednosci,

W takim przypadku ukiad typu neutralnego moze by¢ asymptotycznie
stabilny lub nie, przy czym asymptotyczna stabilnoéé moze byé tylko
wielomianowa, W rozwazanym przypadku ukiad typu neutralnego nie
jest wiec wykladniczo asymptotycznie stabiiny,

W literaturze istnieja dwie grupy metod badania asymptotycznej
stabilnosci niezaleznie od wielkoéd opdéZnienia. Nie sa one sobie réw-
nowazne w przypadku' ogdlnym, Dlatego tez, zamiast istniejacej w litera-
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turze jedne] nazwy asymptotyczna stabilno$é nlezaleznie od wielkosci
opéZnienia, w p.3.,1 niniejszej pracy zaproponowano wprowadzenie _
dwéch nazw (i definicji) tego rodzaju stabilnoéci, a mianowicie: asym-
ptotyczna stabilno$é niezaleznie od wielkoici opdZnienia (w skrécie
ASNO) i mocna asymptotyczna stabilnoéé niezaleznie od wielkosci
op6znienia (w skrécie MASNQ), Przy dokonywaniu przegladu metod
badania stabilnosci niezaléznie od wielkoSci opdZnienia w rozdziale 4,
uwzgledniono wprowadzone nazwy dwdch rodzajéw takiej stabilnosci.

W rozdziale 5 dokonano krytycznego przeglgdu podstawowych kla-
sycznych metod badania potoZenia w OLP wszystkich zer quasi~wie-
lomjanéw charakterystycznych rozwazanej klasy ukiadéw z opdZnieniem,
_Podaho tez pewne nowe rezultaty.

Badanle rozkladu zer quasi-wielomianu w funkcji wielkoSci opdZ-
nienl‘a oméwiono w rozdziale 6. Zaproponowano tam trzy nowe metody
wyznaczania wartogci h, przy ktérych zera quasi-wielomianu leza na
osi urojonej. Krétkiego poréwnania tych metod 2z metodami znanymi
wczeéniej dokonano w p.6,3, Stosowanie zaproponowanej W p.6.2.5 me=
tody 5 (podobnie jak i podanego w twierdzeniu 4.8 kryterium MASNOQ)
wymaga rozwigzywania zespolonego macierzowego réwnania Lapunowa,
Rozwigzanie tego réwnania wyznacza si¢ na podstawie metod opisa-
nych w rozdziale 10 niniejszej pracy. W tym rozdziale podsno tez ana-
lityczna postaé -rozwlqznnia zespolonego macierzowego réwnania Lapu-
nowaa

Problemowi Y -stabilno$ci ukiadu typu opdZnionego poswigcone sg
rozdziaty 7 i 8. W rozdziale 7 podano analityczne warunki T =-stabil-
noéci prostych quasi-wielomianéw stopnia pierwszego, Zas w przypad=
ku ogdlnym zaproponowanc czysto numeryczng metodg badania [ -sta-
bilnoéci na podstawie analizy przebiegu lnii piémiastkowych quasi=
-wielomianu w funkcji wielkosci opéZnienia h,

Wykorzystujac rezultaty p.7.1, w rozdziale 8 podano analityczne
w:larurﬂd Y -stabilnoéci (i takze asymptotycznej stabilnosci) wielowymia-
rowych ukiadéw z jednym opéZnieniem,

Oméwione w niniejszej pracy metody badania asymptotycznej sta-
bilnoéci ukiadéw z dyskretnym opdZnieniem mozna tez stosowaé w
przypadku pewnej klasy ukiadéw z opéZnieniem rozitozonym, ktérych
quasi-wielomian charakterystyczny da sie sprowadzi¢ do postaci (2.31).
Na przykiad podane w rozdziale 6 metody badania asymptotycznej sta-

157



‘bilnodcl, w zaleznosci od wielkoSci opdZnlenia mozna tez stosowad
do badania takiej stabilnosci ukiadu z opéZnieniem roziozonym, opisa=
nego. réwnaniem

_ b ~h(m-1)
Cx(t) == a x(t) - 2] a f x(t+8)de, t >0 , (9.1)
=1 7 _h(meit1)

gdzie: xeR, a € R, h >0,

Quasi-wielomian charakterystyczny ukiadu (9.1) ma postaé

- =h(m=i)
a(s,exp(-sh)) = s+a  + Z a f exp(s0)de =
17 (i)

=-s+a + i a; [exp(~h(m-i)s) -‘exp(-h.(m-ﬂi).S)]J’s .
Tl

(9.2)

Zauwazmy, ze s=0 nie jest zerem guasi-wielomianu (9.2), Utwérzm
guasi=wielomian ql(s,exp(—sh)) = s g(s,exp(-sh)). Ma on postaé

ql(s.exp(-sh)) i G a_s + Igai [exp(-h(m—i)s) -
- exp(-h(m—i-l-l)S)] . (9.3)

Quasi-wielomian (9.3). ma te same zera co quasi~wielomian (9.2)
i1 dodatkowe zero s=0, Zero to nie zmienia swego polozenia’ dla dowo!
nego h>0, Jezell wigc znajdziemy wartosci opdZnienia h, dla ktérych
quasi-wielomian (9,3) ma jedno zero s=0 i wszystkie pozostate zera
w OLP, to w ten sposéb wyznaczymy przedzialy wartodcl opéZnienia hy
dla ktérych ukiad (9.1) jest asymptotycznie stabilny, '

PRZYKLAD 9.1.

Dany jest ukiad z opdZnieniem, opisany réwnaniem
. . 0 o
x(t) = = x(t) = 3 f x(t+8)de , (9.4)
55
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Quasi-wielomlan charakterystyczny ukiadu (9.4) ma postné :
;:l(s,exp(-sh)) -8+ 1 +ﬁ(1 - expt-.hi Vs , .(9.5)

S ql(s,exp(-eh)) g Sp— 3(1 = exp(=-sh)). -{9.6)

Dla quasi-wielomjanu (9.6) ukiad réwnap (6.35) ma postaé

-w2+3—3§1-0'

w4+ 3 ‘52 = 0, (9.7)
~2 . .2
21 + 22.- 1.

Zauwazmy, ze jednym z rozwigzah ukiadu réwnah (9,7) jest:
'z"l-l, Ea-o, @ =0, Jednak ze wzgledu na fakt, Zze rozwigzanie to odpo-
wiada dodatkowemu zeru s=0 quasi=wielomianu (9.6), nie bedziemy go
rozpatrywaé. Drugie z rozwigzahd ukiadu réwnan (9.7) takie, zewe R,
'z'l,"z"ze [-1.1] ma postad: "z"l = - 23, 'z"a = —\IE{.’:I. w, = \[5. Rozwigzu~
Jac réwnanie (6.36) otrzymamy, ze quasi=wielomian (9.6) ma zera

+.
s=ljw, 1™t
+2Tif Wy i=1,2,.. « Latwo sprawdzié, Ze wraz ze wzrostem wartosci h

(od h=h

na osi urojonej, poza s=0, dla h-h1-1,7811 i dlah

10 i=0,1,2,...) zera quasi-wielomianu (9.6) przechodza w OPP,

Dla h=0 quasi=wielomian (9.5) jest asymptotycznie stabilny. Z po-
wyZsSzego oraz z rozwazahl podanych w rozdziale 6 wynika, ze ukiad
(9.4) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy he[0;1,7811),

W bardziej ogdlnym przypadku ukiadu (9.1), gdy funkcja stojaca
w (9.1) pod znakiem caiki ma postad f;(8) x (t+8), gdzie £,(8) jest
wielomianem zmiennej @ (patrz np. [110] ), gquasi~wielomian charaktery-
styczny ma niektére wspdiczynniki zalezZne od wartoéci opéZnienia h.
W takim przypadku nie mozna stosowac metody h-podziatu, ale mozna
badaé asymptotyczna stabilnoéé tego ukitadu (przy zadanej wartosci h)
np. na podstawie kryterium Michajlowa lub zmodyfikowanego kryterium
Michajiowu}.



PRZYKLAD 9.2,
Dany jest ukiad z opéZnieniem opisany réwnaniem

0 - - .
x(t) = = 0,5x(t) = f x(t+8)de - :‘f (20+1,5)x(t+8)de, (9.8)
=h -2h

ktérego quasi-wielomian charakterystyczny ma postaé

q(s,exp(-sh)) = s40,5 + j). exp(s0)de + -j} (20+1,5)exp(s0)de=
=h -2h

£
s + 0,5 +[1 + (0,5-2h)exp(-sh) +

+

(4h=1,5)exp(-s2h)] /s + 2(exp(~s2h) =

exp(~sh))/s? . | (9.9)

Zbadajmy asymptotyczna stabilnogé ukiadu (9.8) dla h=0,5. Pode
stawiajgc we wzorze (9.9) s=jw, h=0,5 i obliczajac czgéé rzeczywis-
ta P(w) i urojona Q(w), otrzymamy:

P(w) = 0,540,5(sin(w/2) - sin(w) )/ +2(cos(@/2) = cos(w) )/ 2,

(9.10)

Q®) = w=[1-0,5(cos(w[2) = cos(w))]/ @~ 2(sin(e/2) - sin(w) )/w?
(9.11)

Z powyzszych wzordw wynika, Zze jezeli W—0, to P(w)—-1,
Q(w) —~ 0. Jezeli zas$ W—woo, to P(W)~—= 0,5, Q(W)—oc. Ze wzoru
(9.10) wynika ponadto, ze P(w)> 0 dla kazdego @>0, a wigc hodo-
graf Michajlowa nie obejmuje poczatku ukiadu wspdirzednych jezeli o
zmienia sie od 0 doeo, Qznacza to, Zze ukiad (9.8) przy h=0,5 jest
asymptotycznie stabilny, ' a

9.1. Nle rozwiazane problemy dotyczace tematu pracy

Problem Pl, Najbardziej ogélng metods badania asymptotycznej
stabllnosci (i takze [ =-stabilnoéci) jest opisana w p.5.6.1 niniejszej
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pracy zmodyfikowana metoda Michajffowa., MoZna ja stosowaé zaréwno
w przypadku opéznieri wspéimiernych jak I niewspSimiernych (oczywis-
cie przy znajomoéci ich wartoéci liczbowych), jak i pewnej klasy ukia-
déw z opdZnieniem roziozZonym. Stbsowanle tej metody nie sprawia du-
zych klopotéw, jezell stosujemy obliczenia numéryczna, np. z wykorzy-
staniem minikomputeréw, otrzymujac od razu wykres hodografu, Wygod-
nie jest dobraé asymptotycznie stabilny wielomian w(s), tego samego
stopnia co q(s,exp(-sh)), tak aby modut w(jw ) przy zmianie ¢ zmie-
niat si¢ z ta sama szybkoicig co modut g(je ,exp(-jwh)) [155]. Nale-
zy podaé, jak np. na podstawie znajomoéci wspdiczynnikéw quasi—wie-
lomianu q(s,exp(-sh)) mozna utworzyé asymptotycznie stabilny wielo-
mian w(s) majacy wyzej opisang wiasciwoséé,

Problem P2, Quasi-wielomian charakterystyczny q(s,g_—Sh) ukia~
du o niewspdéimiernych znanych opéZnieniach h; mozna z zadana do-
kiadnoscig napisaé w postaci quasi-wielomianu g(s,exp(-sh)) ze wspdi-
miernymi opéZnieniami, Nelezy w tym celu znaleZé wartoci k; i h ta-
kie, aby zachodzito

h, = k; hy k, - liczby catkowite dodatnie. (9.12)

Quasi-wielomian g(s,exp(~sh)) ma najczesciej duza liczbe wspdi-
miernych opéZnien, zalezng od stosunku najwigkszej wartosci hy do
najmniejszej niezerowej, i wiele jego wspdiczynnikdw réwna sie
zeru, Jezeli jest on asymptotycznie stabilny dla kazdego h>0 (lub
dla wartoéci h z pewnych przedzialéw), to quasi-wielomian q(s,g_"Sh)
tez bedzie asymptotycznie stabilny, jezeli wszystkie jego opdéZnienia hi.
beda zmieniaé sig proporcjonalnie do h, czyli zgodnie ze wzorem
(9.12). Problem jest nastgpujacy: czy w takim przypadku gquasi-wielo-
mian q(s,g'—sh) tez bedzie asymptotycznie stabilny, jezeli opéZnienia h;
beda zmieniaé sig¢ dowolnie w przedziale [ﬂ,w) (lub w pewnych skori-
czonych przedziatach). Nalezy oczekiwaé, ze raczej przy takiej zmia-
nie wartosci hI asymptotyczna stabilno$é nie musi by¢é zachowana,Ale
byé moze bedzie zachowana dla pewnej klasy quasi-wielomiandw, tylko
jakiej?

Problem P3, W przypadku ukiadu z niewspodimiern; mi opéZnie-
niami byé moze mozliwe jest podanie algebraicznych metod badania
asym):;totycznej stabilnosci:
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(i) niezaleznie od wielkoéci opé#nien, bedacych pewnym uogélnie-
. niem metod podanych w rozdziale 4 ninle;szej pracy,
(i) w zaleznosci od wielkosci mewspdlmiemych opéznieri (wszystkick
. lub niektérych z nich), bedacych pewnym uogélnieniem metod po-
danych w rozdziale 6.
W pracy [133] podano warunek konieczny i wystarczajacy asym-
ptotycznej stabilnoéci niezaleznie od wielkosci dwéch opdZniert h_ih

12
quasi=wielomianu o postaci

m . .
Z Ay exp(-slhl) exp(-skhz?. .

q(exp(-sh,), exp(-sh,)) = 2

A

(9.13)

Zauwazmy, ze w (9.13) zmienna s wystepuje tylko w wyktadniku
funkcji exp.

Problem P4, Problem asymptotycznej stabilnoéci ukladéw o
niedokiadnie znanych parametrach i o wspdimiernvch opéZnieniach
(tez byé moze niedokiadnie znanych).

P4a, Niedokiadnie znane wspdiczynniki quasi-wielomianu charakterysty-
cznego,

W tym przypadku mozna znaleZ obszary asymptotycznej stabil-
nosci w przestrzeni niedokladnie znanych wspdélczynnikéw na podsta-
wie opisanej w p.5.3 niniejszej pracy metody D-podziatu, Jej stosowa-
nie jest jednak dosy¢ trudne w przypadku, gdy liczba niedoktadnie
znanych wspdiczynnikéw jest wigksza niz 2. Wynika to z faktu, ze
otrzymane na podstawie tej metody granice obszaréw asymptotycznej
stabilnosci sg opisane parametrycznie ukladem dwdch réwnan i dodat-
kowo pewnymi réwnaniami, wynikajagcymi np, z prostego warunku ko
niecznego asymptotycznej stabilnoéci (patrz p.5.1 niniejszej pracy).
Granice te mozna efektywnie w sposdb graficzny wyznaczyé w przy-
padku dwdch niedokiadnie znanych wspdtczynnikéw quasi-wielomianu
i ewentualnie opéZnienia (por. przykitad 5.3). i

W przypadku wielomianéw .istnieje prosta metoda badania ich asyms.
ptotycznej stabilnosci przy niedokiadnie znanych wspdiczynnikach, Je-
zeli wspdlczynniki a; wielomianu zmieniajg si@ odpowiednio w przedzie
tach [bi.ci](bigci), to asymptotyczna stabilnosé takiego wielomianu
jest réwnowazna asymptotycznej stabilnoéci utworzonych w odpowiedni
sposdb czterech wielomiandw, ktérych wspéiczynnikami sa liczby b
i S [38
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Metody Charitonowa nie mozna jednak uogélnié na przypadek qu-.-
asi-wielomianéw. Wynika to migdzy innymi z faktu, ze w’ przestrzeni
ich wspétczynnikéw obszary asymptotycznej stabilnodéci nie zawsze sa
spéjne (por. przykiad 2 w pracy [51, str.80-81]).

Istnieje jednakze klasa quasi-wielomianéw, ktérych asymptotyczna
stabilnoé€ przy niedokiadnie znanych wspdlczynnikach jest réwnowazna
asymptotycznej stabilnosci pewnej skoificzonej liczby quasi~wielomiandw,

PRZYKLAD 9.3,

Rozpatrzmy quasi-wielomian (5.31), ktérego obszar asymptotycz~
nej stabilnoéci w przestrzeni wspdtczynnikéw jest pokazany na rysun-
ku 5.1, Zaldzmy, ze wspdiczynniki 3y tego quasi-wielomianu nie sa do~
kiadnie znane, przy czym aie[bi,cl} i bi'{" ¢ dla j=1 i =2, Z rysun-
ku 5.1 wynika, 2ze dla kazdego ustalonego h>0 asymptotyczna stabil=-
nos¢ rozpatrywanego quasi-wielomianu o niedokladnie znanych wspdi=
czynnikach jest réwnowazna asymptotycznej stabilnosci czterech naste-
pujacych quasi-wielomiandw: ql(s,'exp(-sh)) = s+b1exp(—sh)+

+ b2exp(—~2sh); qz(s,exp(—-sh)) = s+c:1exp(—sh)+b exp(-2sh);

2
ay(siexp(-sh)) = s+c_exp(~sh) + c,exp(-2sh); q,(s,exp(-sh)) =

= s-:-biexp(-sh) + c_exp(~2sh). Jezeli wigc kazdy z quasi-wielomiandw

2
q;(siexp(-sh)), i=1,..4, jest asymplotycznie stabilny dla hc-[O,hi),‘ to
rozpatrywany quasi-wielomian (5.31) o niedokiadnie znanych wspdéi-

czynnikach jest asymptotycznie stabilny dla he[o,H). gdzie H-min{hi}.
i

Uogdlnimy teraz wnioski wynikajace z powyzZszego przykiadu. Za-
162my, ze quasi-wielomian ma m niedokiadnie znanych wspéiczynnikéw
a, & [bik’ cik] (blkg Bik)' czyli mamy rodzing quasi-wielomiandéw, kté-

rych wspdlczynniki lezg w m-wymiarowej przestrzeni wewnatrz lub na
écianach m-wymiarowego prostopadioscianu, Jezeli w przesirzeni nie-
doktadnie znanych wspdlczynnikéw obszar asymptotycznej stabilnosci
rozpatrywanego quasi~wielomianu jest spdjny i wypuktly, to jego asym-
ptotyczna stabilnoéé jest réwnowazna asymptotycznej stabilnosci 2™
guasi-wielomianéw o wspéiczynnikach odpowiadajacych wlerzcholtkom
tego prostopadloécianu,

Na podstawie powyzszych rozwazar mozna sformulowaé nastgpu-

jace problemy:
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(i) jak mo#na sprawdzié, czy obszar asympiotyczne] stabilnoéci
quasi-wielomianu w przesirzeni jego wspSiczynnikéw (wszyst-
kich lub tylko niektérych) jest spéiny I wypukly, ale bez konie-
cznoéci jego wyznaczania, g

(i) eczy w przypadku ogdlnym quasi-wielomianu o niedokiadnie zna-
nych wspéiczynnikach jego asymptotyczna stabilnoS¢ jest réwno-—
wazna asymptotycznej stabilnoSci pewnej skoficzonej liczby, utwo-~
rzonych w odpowiedni sposéb, quasi-wielomianéw? Jezeli tak, to .
jak nalezy je utworzyc?

Nalezy jednak oczekiwaé, ze odpowiedZ na wyzej postawione py-
tanie bedzie negatywna. Jlatego tez pojawia sig koniecznosé opraco-
wania metody badania asyiaptotycznej stabilnoéci quasi-wielomianu o
niedokiadnie znanych wspdiczynnikach w przypadku ogdlnym,

Warunek dostateczny asymptotycznej stabilnodci pewnej rodziny
quasi-wielomianéw podano w pracy [1&8].

P4b. Niedokladnie znane elementy macierzy stanu ukiadu

Ten problem byl rozpatrywany w pracy [91], w kiSrej podano pe-
wien warunek dostateczny, oraz w pracy [104] « Podano w niej waru-
nek konieczny i wystarczajacy asympiotycznej stabilnoSci niezaleznie
od wielkosci opbZnieri pewnej klasy ukiadéw (systemy wielkie), przy
perturbacjach elementéw macierzy stanu.

Wydaje sig, ze dla pewnych klas wielowymiarowych ukiadéw z
opéZnieniem, o niedokiadnie znanych elementach macierzy slanu, mozna
uogélnic pewne rezultaty znane z teorii ukiadéw bez opdZnienia. Prob-
lem ten bedzie tematem przysziych publikaciji.
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10. DODATEK

10.1. Rozwigzywanie zespolonego réwnania Lapunowa

Zespolone réwnanje Lapunowa, odpowiadajace ukiadowi z opéZnie-
niem

x(t) = g.&\i x(t=hi), t>o0, (D.1)

gdzie xeR", Ae R™, h>0, ma postaé [12]

A* (exp(jy) )P (exp(iy)) + P(exp(jy) )A(exp(iv))= - Q(exp(iy) ),
(D.2)

gdzie i
Alexp(ly)) = FﬁAi exp(jvi) , (D.3)

a P(exp(jy)) i Q(exp(jy)) sa to hermitowskie, dodatnio okreslone ma:-
cierze dla y € [0.‘37'], przy czym macierz Q(exp(jy)) jest zadana, a
rozwigzywaniem jest P(exp(jy)).

Jezeli

Ay) + R, (y) # 0 Vikn1,2uun, Vye[o,7], (D.4)

gdzie )\i(y) jest i-ta wartoScia wiasna macierzy A(exp(jy)), to réw-
nanie (D,2) ma jednoznaczne rozwigzanie [100] . Zauwazmy, ze waru--
nek (D.4) jest spemiony, jezeli macierz A(exp(jy)) ma wszystkie wair-
toci wiasne w OLP dla kazdego y € [0,7].

Poniewaz P(exp(jy)) jest macierza hermitowskq, wystarczy wyzna-
czyé tylko w = n(n+1}/2 jej elementéw, w tym n rzeczywistych, leza-
cych na giéwnej przekatnej i n(n-1)/2 zespolonych, lezacych np, po-
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wyzej giSwne] przeksinej. Jezeli elementy zespolone rozdzielimy na
czgsé rzeczywista i wrojong, to wystarczy obliczyd nZ elemertéw
rzeczywistych.

' Oznaczmy elementy macierzy P(exp(jy)) i Q(exp(jy)) odpowied-
nio, przez py i qp (Lk=1,2,..n), przy czym py=p o 93 =9 p gdzie
kreska oznacza sprzgzenie,

10.L.1. Metoda 1

Wariant 1

Utwérzmy nastgpujace macierze wierszowe:

Py = [ph"Pi.,hi"'"Pin]' qi'[qii'qi.i-i-i"“'qin]' , (D.5)

dla i=1,2,..,n, oraz

Pl-[pllpzr--cpn]T L} QJ. '[qlo"lzu--nqn]’r - (D.G)

z n2 réwnan zespolonych, zapisanych w postaci maclerzowej
(D.2), wybieramy w réwnan odpowiadajgcych v\;szystk.!m elementom
macierzy Q(exp(jy)), lezagcym na ghwnej przekatnej i powyzej. U~
wzgledniajac powyzsze oznaczenia, te w rdéwnanh napiszemy w postaci
GIP]_ = - Ql' gdzie PI,Qle c“’. a Gie o= jest macierzg utwo-
rzona z odpowiadajacych wybranemu ukiadowi w réwnah wspdiczyn~
nikéw, Sa one funkcjami exp(jy) i moga by¢ zapisane jako wielomiany
zespolone dwéch zmiennych: cos(y) i sin(y).

Jezeli det Gi% 0, to P, obliczamy ze wzoru

1

P oW s GG

1 1 (D.7)

1
i na jego podstawie wyznaczamy calq macierz P(exp(jy)).
Wariant 2

Aby unikngé odwracania macierzy zespolonej dwdch zmiennych,
mozna n(n-1)/2 réwnarn zespolonych, ktére wchodza w wydzielony po=-
wyzej ukiad w réwnafi, zapisaé jako ukiad n(n-1) réwnati rzeczywi-
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stych, wydzielajac czgsS¢ rzeczywists I urojong z k.ns‘zdegé réwnania
zespolonego., Otrzymamy w ten sposéb ukiad n? réwnan’ rzeczywistych,
Niech Py = uﬂc+jvlk' U = Yy + lvik' oraz:

Pp = l“u'“;.—:+1"’u+1"’"“m"’m1 ’

. - . (D.8)
ay = (U8, 1907y gagrend il
!
T T
P2 s [pl'pZ'""pn] ’ Q2- [ql-qz.m.qn] . (D.9)

Uktad n2 réwnan rzeczywistych, o ktérym byla mowa é)owyiej, mo-
zemy napisaé w postaci Gzpa - - Qz’ gdzie Pz,Qze r", a macierz
G2 o wymiarach n2 x n2 jest macierza wspdiczynnikdw, odpowiadajg-
cych wybranemu ukiadowl réwnan., Jej elementy moga byé zapisane ja-
ko rzeczywiste wielomiany dwéch zmiennych cos(y) i sin(y), stopnia
co najwyzej m ze wzgledu na te zmienne.

Jezeli det Gz.%. 0, to

P, =~G;'Q,. (D.10)

Do odwracania macierzy Gz mozemy wykorzystaé zaproponowany

w pracy [28] algorytm odwracania rzeczywistych macierzy wielomiano-

wych wielu zmiennych., Jest on dogodny do obliczen numerycznych.

10.1.2. Metoda 2

Warjant 1

Réwnanie (D.2) mozna napisaé¢ w postaci [100]

G4P, = = Q (D.11)

2
gdzie wektory P3 i Q3 (e c” ) sa utworzone z wierszy macierzy
P(exp(jy)) i Q(exp(iy)), odpowiednio, a macierz zespolona Gy 0 wy-
miarach n2 x n° oblicza sig ze wzoru

G, = A*(explly)) © 1, + 1, @ AT (exp(iv)) » (D.12)
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gdzie @ oznacza floczyn Kroneckera (np.[83]), a 1 Jest macierzg
Jednostkowa o wymiarach n x n. -

Jezell det G,#0, to utworzony z wierszy maclerzy P(exp(jy))
wektor P3 oblicza sie ze wzoru

-1 ;
P3 - G3 _Q3 . (D.13)

Aby uniknaé ?dwracanla Ga. zespolonej maclerzy wielomianowej
dwéch zmiennych, mozna zastosowaé podany ponizej warlant metody 2,

Wariant 2

Stosujgc oznaczenia:

P(exp(jy)) = P, + P, Qexp(jy)) = Q, + JQ,
Alexp(iy)) = A, +jA, A%(exp(ly)) = AT - jaT

zespolony ukiad réwnan (D,2) napiszemy w postacli dwdch ukladdw
réwnan rzeczywistych

T
PA +Apr+AuPu"PuQu"Qr

(D.14)

cH nH

Pr.Au- P+PA +A Pu-—Qu
Oznaczmy przez PP, i 9ped, wektory utworzone z wierszy ma-

cierzy Pr,Pu i Qr'Qu' odpowiednio, oraz utwérzmy wektory
2 R - (Dag)

2
przy czym P4.Q46 R2n . _
Korzystajac z wiladciwosdci floczynu Kroneckera [83] i uwzgled-

niajac powyzsze oznaczenia ukiad réwnan (D.14) napiszemy w posta=

ci
i

(}4134 - - Q4, gdzie (3-‘i jest macierzg blokows o postaci

10aT 4+ ATer  ATer1 -1 84T
n r rn u n n u
64 - . (D.16)
T T T
1,8A7 - AleL  ATer +1 o AT
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-

Macilerz G 4 Ma wymlarsr 2n2 x 2n2 i jej elemehty sa rzeczsfwlsty-

mi wielomianami zmiennych cos(y) i sin(y) stopnia m ze wzgledu na
te zmienne, Do jej odwracania mozna wykorzystaé algorytm podany w
pracy [23].

Jezell det G‘r4$ 0, to wektor P, obliczamy ze wzoru

-1 E
‘ Py, =~-G,~ Q. (D.17)

10.1.3, Metoda 3

Podamy teraz analityczne zaleznogci, pozwalajqcé obliczyé ma-
cierz P(exp(jy)), bedaca rozwiazaniem réwnania (D.2). Dla prostoty

zapisu wprowadZmy oznaczenie
z = exp(jy) . (D.18)

Uwzgledniajac powyzsze oznaczenie, réwnanie (D.2) napiszemy
w postaci

A*(z)P(z) + P(z)A(z) = - Q(=z) . (D.19)

W pracy [13] podano analityczng postaé rozwigzania réwnania
(D.19) w przypadku, gdy parametr z jest rzeczywisty. Ponizej wyka-
zemy (w inny sposéb niz w [13]), ze rozwigzanie réwnania (D.19)
w przypadku zespolonego parametru z ma analityczna postaé bardzo
podobng do podanej w pracy (13].

WprowadZmy oznaczenia:

Di(s) = det(sl - A(2z)) = s™ a4 bi(z)s“"1+ e + bn(z),(D.zo)
ﬁl(s) - det(sl- A*(z)) =s™ + blf;)sn_ld- s bn(E), (D.21)

gdzie kreska oznacza sprz€zenie, a Sl_(z) - bl(;)' i= 1,200

Oznaczmy przez Dl(-.A*) (51(-4'\)) macierz, ktéra otrzymamy
z (D.20) (z (D.21)) stosujac podstawienie s =~ A*(z)(s=-A(2)), czy-
f i

Dy (-#%) = 32 (1) Hn ()8 () (2 (D.22)
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n _ .
B,(-a) = > (-1)™* b, (2) A™*(2) . (D.23)
k=0
Macierz adj(sl~A(z)) mozna napisaé w postaci
n=1 Nek=1

ST p(aa G

k=0 i=0

Stosujac W powyzszym wzorze podstawienie s = -A*(z) otrzymamy,
macierz, ktérg oznaczymy przez Xl(z), czyli

NekKe1 : :
1(2) - j ("A* Z}) Z bl(z)Amk-lul(Z) - (D.24)

i=0

Twierdzenie 10,1,

Hermitowska macierz P(z), gdzie z ma postaé (D.18), bedaca rozwias

zaniem réwnania (D.19) przy Q(z) = 1, wyraza sie wzorem

P(z) = D ol T (z) ' (p.zs)

Dowdd

Wstawiajgc (D 25) do réwnania (D, 19) przy Q(z) = I | uwzgledniajac
fakt, ze D (-A*]A (z) = A*(z)D (-A*), po przeksztaiceniach otrzy-
mamy
A*(2)X,(2)D,(-A)+X,(2)D, (-A)A(=) -_Dl(—A*)'fal(-A).
(D.26)

Aby udowodnié¢ tezg twierdzenia, nalezy wykazaé, ze dla macierzy
Dl(-A*). 51(-A) i X,(2) o postaciach odpowiednio (D.22),(D.23)
i (D.24), réwnanie (D,26) jest spemione,

Wykazemy najpierw, ze zachodzi réwnosé

A% (2) X (2) = = D (-A%) - X (2)A(2) . (D.27)
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Uwzgledniajgc (D.22) i (D.24), lewa strong wzoru (D.27) moze-
my przeksztalcié nastepujgco:

A*(z)xl(z) 2 :iz (-1)1{ A* (k'l'l) (z) n:-i;l bi(z)An-k—l-i(z) =

n=1
- - Dl(—-nA*) + bn(z)l —[xi(z) - ; bl(z)Ami-i(z)] A(z) =

- =D, (-A%) =X, (2)A(2) + 2 by(2)A™(2) = D, (-a%) -
1 1 =0 i 1
P xi(z)A(z) .
Réwnosé (D.27) jest wiec prawdziwa.
Wstawiajac (D.27) do lewej strony wzoru (D.26) i uwzgledniajac,
ze '131(-A}A(z) = A(z)-f)l(-A) otrzymamy prawa strong tego wzoru,
Macierz P(z) o postaci (D.25) spemnia wigc réwnanie (D.19) przy

Q(z) = L
Wykazemy teraz, ze macierz (D,25) jest hermitowska.
Wzér (D.27) mozemy napisaé w postaci

x} (2)A(z) = -D,(-A)-A%(2)X] (2) . (D.28)

bowiem ‘D; (=A%) = 51(-—A), co wynika ze wzoréw (D.22) i (D.23).

Wykazemy, Ze macierz

P(z) = XX (2)B]* (-A) _ (D.29)

jest rozwigzaniem réwnania (D.19) przy Q(z)=L

Wstawiajac (D.29) do réwnania (D.19) przy Q(z) =1, po prze-
ksztalceniach otrzymanrty

Dl(qa*)A*(z)xI (z) + Dl(-A*)J(; (z)A(z) = -—Dl(—A*)Bi(-A).

(D.30)
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Latwo zauwazyé, ze wstawiajac (D.28) do lewej strony réwnosci
(D.30) otrzymamy jej prawg strone, Oznacza to, ze maclerz (D.29)
jest rozwiazaniem réwnania (D.19) przy Q(z) = L

Przy zatozeniu (D.4) réwnanie (D.19) ma jednoznaczne rozwig-

zanle, a wigc
P(2) = DT (-A")X, (2) = X}(2)D]*(-a) = P*(2) ,

co oznacza, ze macierz P(z) o postaci (D.25) jest hermitowska.
Twierdzenie zostato udowodnione, (=]

Jezell zalozZymy, Ze parameir z jest rzeczywisty, to z twierdzenia
10,1 otrzymamy podang W pracy [13] metode wyznaczania rozwigzania
réwnania (D.,19) w takim przypadku, Analityczng postaé tego rozwigza-
nia w pracy [13] wyprowadzono stosujac przeksztalcenia podobieristwa
odpowlednich l:nucierzy wielomianowych,

PRZYKLAD 10.1.

Dany jest ukiad z opéZnieniem, opisany réwnaniem (D,1) przy n=2,
m=1 I o macierzach

0 1 o] o]
A = . A = " (D.31)

gdzie a,b i ¢ s§ to liczby rzeczywiste, .
W rozpatrywanym przypadku mamy
0 1 '| 0 -a
*
A (z) = '

A( z) - '
-a =b=cz 1 -b—cz

Di(s) - bo(z)s2 + bi(z)s + bz(z), gdzie bo(z) -1, bi(z)-b +cz,

bz(z) = a,
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Obliczajac ze wzoréw (D.22) i (D.24) macierze Dl(qA‘) i 'xz(z).
otrzymamy : '

o | ak 2b+c(z+z))
Dl(""A*) i ) ]
-2b-c(24z) (b+c z)(2b+c(z+z))
b+cz ) 1+a
xl(z) - -
-8=1 b+cz

Ze wzoru (D,25) mamy wiec

[btc 2|2 +a(a+1) bicz
1

a(2b+c(z+z))

P(z) = - (D.32)

b+cz 1+a

Uwzgledniajac podstawienie (D.18), ze wzoru (D.32) otrzymamy

Ib-l-c exp(jy)|2+a(a+1) b+c exp(-jy)-ﬁ-i

ptexp(jy)) = - .
2a(b+c cos(y)) b+c exp(jy) ita |

(D.33)

W rozpatrywanym przykladzie rozwigzanie zespolonego réwnanja.
Lapunowa (D.2) przy Q(exp(jy)) = I ma wiec postaé¢ (D.33). O
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ASYMPTOTIC STABILITY OF LINEAR DYNAMIC TIME-~INVARIANT
SYSTEMS WITH DELAY

Summary

In the paper, the problem of asymptotic stability of dynamic, linear
timewinvariant’ systems with discrete, mainly commensurate, time delays
is discussed. A critical review of the literature is :given. Many que=
stions connected with this problem are systematized and a number of
the new results are presented.

In the first part of the paper, basic information on characteristic
quasi~polynomials of linear time-invariant systems with delay is given,
In particular, the asymptotic location of the zeros of quasi-polynomials
is discussed, '

In the next part, the following kinds of stability of time-delay sys-
tems are considered:

(i) asymptotic stability for a given value of delay,

(ii) asymptotic stability independent of delay, '

(iii) asymptotic stability in the delay interval, .

(iv) asymptotic stability with a decay rate of 7 (f=0), to be exact
with a decay rate of not less than ¥ » the so-called y -stability.

The location of all the zeros of the characteristic quasi-polynomial
in the open left=half plane is not always equivalent to the asymptotic
stability of the time-delay system of the neutral type, In many works
this fact has not been taken into consideration, Therefore, in this pa=
per the criteria of each kind of stability for the time-delay system of
the neutral type are formulated differenfty from those for the system
of the retarded type.

In several works, various criteria for asymptotic stability indepen~
dent of delay, which are not always equivalent are given, In order to
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distinguish between these criteria, in the present paper, two different
names (and definitions) of such a type of stability are iritroduced, na-
mely: asymptotic stability independent of delay (abbreviation - ASNO)
and strong asymptotic stability independent of delay (MASNO).

Three new methods for calculating the wvalues of the delay, for
which the quasi-polynomial has zeros on an imaginary axis, are propo-
sed. One of this methods requires the sélution of the complex Lyapu~
nov matrix equation. Methods for the solution of this equation are pre-
sented. The analytical form of this solution is also given,

The analytical conditions for j -stability (and also asymptotic sta-
bility) in the delay interval for some simple quasi-polynomials of the
retarded type and for some classes of multivariable systems with one
délay are presented. Investigation of " -stability for a general case
of quasi-polynomials of the retarded type on the basis of an analysis
of the root-locus as a function of the values of the delay is proposed.,
A numerical method for calculating the branches of the root-locus is
presented,

-The discussion is illustrated by several examples,

ACHATTOTIRIEC KAH YO TOAUABOCTD KATESHNY JAHAMIUDC KUY
CTALACHAPHAHK CHCTES C SAIASNHBAHAEN
Peagome
I paGore paceMarpusacTod ApO(UeMA ACHMIITOTHYSCKOE YCTON-~
YYUBOCTH TYHIMIMECKEX, JUHEHHY, CTandoddapusy CUcTeM ¢ TrenpaT-
KHMI, TIPEXIe BCEDO COUBMEPHAMIIAY BAnanunanvaAMuA, [IpegctranicH
Kpuatuveckdil 0630p aurTepatynid. HNoie u“OLDOCOBR CBA3AHHNX ¢ HTOH
POCACMOE TPHBOHATC B HOIOL b UASTCH [yl HOBHX DOy ILTATOR.
BO BCTYIMTENRHOE MACTH 2COTH WUDMBOIATCH OCHOBHUE CRei(eiln
00 XapaKTePUCTHUECKUX KBABHIOMMIOMAX JAXHOAHHNX CTHIHOHAPHEX
CHCTEM C 3amasiHBaHueM. B SacTHOCTH SHAMMBMDYITCH chroidcTra
pacnpeneJieHsd aCHMIITOTHYCCKEX HyJsed KBasuoArHOMOB, 3arex
PACCMATPUBANTCA CAERYNUZE POTH yCToRYyBOCT CHCTEMH ¢ 3aral-
IHBAHUEM: _
/i/ aCHMITOTYYECKAS YCTOHUANOCTH DY OMPEHEJEHHOM 3HAYEHHH
i 3anas3auBaHmnd,
/ii / acCHMOTOTHYECKAR YCTOHYMBOCTB HpK HPON3BOABIHEX 3HAYEHHAX
3aua3guBaKAA,
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/il / acHMOTOTHYeCKAS yCTORUMBOCTH B HpeNe]ax 3HAYEHMH 3anasju-
 BaHmd, _

/ iv/ acUMDTOTEYECKAA YCTOMYABOCTH CO CKOPOCTHY yOMBAHAA T
/(‘;-O /, 8 B nelCTBATEABHOCTH CO CKODOCTHY yONBAHUS
He MeHBWe} ¥WeM g, TaK HasWpaeMas j - yCTOMIMBOGTB,

OrpunaTenBHOCTh HeACTBUTENBHHX YacTell BCex HyJeld xapaxre-
PACTAYECKOr'O KBA3AMOJYHOMA HEe BCETNA ABIAETCA JOCTATOTHHM
YCJOBKEN ACHMIITOTAYECKOHX YyCTOAYMBOCTH CHCTEMH HEATDAILHOrO
Tuma. MHorue padoTH He yuuTHBAOT 3TOro Gaxrta. llosTomy B paso-
Té KDUTEPUMA KaxOOr'0 poIa YCTOAUMBOCTHM CHCTRMH C 3alia3) dbaHKeM
HefiTPaNLHOrO THNA NAawiCA B LPYIOM BALE YEM JIA CHCTEMHd 3arad—
IBBawIEero THNa.

Bo mHormx padoTax NAHH KPUTEPEM ACHEMITOTHUYCCKOH yCToltuyuno-
CTH TD# NPOA3ROJBHHX JHAUCHUAX 3aNA3ULAGHNfA, KOTODHE We Beelra
PABHOBECHK NLYr NPYIy. UTOGH pasieinth 37H xpirarin, & padony
BBCIATCA IBa pA3NMUYHHES HA3IRAHUA / U Onpeieserns / THEOro pona
YCTORUUBOCTH, & ¥MEHHO! ACHMNTOTHIESKAS YCroZugBOCIh 11pu
NPOU3BONBHEX 3HAYCHEAX 3aUA3NNRAHKA / B COKDANCHVA ASNO,/
¥ CHJABHAA acAMITOTHYECKAA YCTONUMBOCTE HOM HrON3BOMALHTY 3R&7e—
HIX 3anasiupaHis [ B COKpamelyd MASNO/.

B I}EUOTS JEeXNTCHd TpU HOBHX MeTOona DHYNCHCHHA 3yayenult 3a--
[as3lBEaHEA, 0P KCTODHX KBA3UMONMHOM HMEET HYJNU H4 MHMMOI
ocr, OnmuH ¥3 BTUX METONOB Tpelyel DeweHYs! KOMILIEKCHOTO MaTpi-
YHOT'O ypaBHeHnd Jlauyrora. lIpencranredy wmeTONH DelleHid 3Toro
YPaBHEHUA. LaH TOAC SEANNTUMECKEA BUN 27T0T0 pemeriid.

B paGore nawrcd aHAMTWYCCKUC YCHOBUL g —YCTOHYUBOCTH
/6 TOXe acuMITOTHUCCKOH ycrToiuupocTs / B Npeesax sHaueHri
3anas3fHBaHuA NPOCTHX KBA3UTIOJNKHOMOE SAla3IHEAKMero Tkl ¥ He-
KOTOPOTO Kiacca MHOTOMEPHHX CKCTEM C ONHNM 3ana3nuBaHLeM.

b oluewM cJy4¥an KBA3UNOAAHOMA 3IAIA3IHBAINCIO THOA HMpeanoiara-
€TCA MCCJENOBAHHE j -YCTOAYKBOCTY HA OCHOBAHMM aHAJNM3a KOD-
HeBOr'o rojorpaba B 3aBUCAMOCTM OT 3HaveHuil 3anas3mHDAHUA.
[IpegcTarnneTca 4YncHeHHH{ MeTOn BHYKCJEHHA BeTBell 9TOrO romgo-
rpafa.

B padoTe manTca MHOTME NDPUMEDH UIJINCTpPyeude UPEBeNEHHHE
PesyJbTaTH. .
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