BIBLIOTEKA POLITECHNICZNA TOM 1.

PODRECZNIK

TEORYI MOSTOW

CZESC L, TOM IL

BELKI PROSTE STATYCZNIE NIEWYZNACZALNE,

DLA

INZYNIEROW I SEUCHACZOW SZKOEL POLITECHNICZNYCH
Z 106 RYSUNKAMI W TEKSCIE | 4 TABLICAMI

OPRACOWAL

Dr. MAKSYMILIAN THULLIE,

DYPLOMOWANY INZYNIER, PROFESOR SZKOLY POLITECHNICZNEJ WE LWOWIE,

WYDANIE DRUGIE.

Cena 8 Ixor.

WE LWOWIE.

NAKEADEM AUTORA.

SKLAD GEOWNY W KSIEGARNI SEYFARTHA | CZAJKOWSKIEGO.
Z 1. Zwiazkowej drukarni wa Liwowie.

1906.



PRZEDMOWA
DO DRUGIEGO WYDANIA.
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§. 1. Wstep.

W pierwszym tomie Podrecznika teoryi mostéw podzieli-
lismy teorye belek prostych na siedm dzialéw. Cztery pierw-
sze dzialy stanowily tom pierwszy, w niniejszym tomie wylo-
Zymy trzy ostatnie dzialy. Mowié bedziemy mianowicie o belce
ciaglej bezprzegubowej, o belkach kratowych statycznie niewy-
znaczalnych i o nateZeniach drugorzednych.

A. Belka ciagla bezprzegubowa.

1. Ogélne analityczne wyznaczenie sit wewnetrznych belki
ciaglej o Sciance pelnej i przekroju stalym,

§. 2. Ogolne uwagi.

Méwiliémy juz w tomie I, Ze belke prosta, spoczywajacs,
na wiecej, niz dwu podporach, nazywamy belka cigglg lub
wieloprzeslowa (n. continuirlicher Triger, f. poutre continue,
a. continuous beam). Moéwilismy tez, ze oddzialywan podpoér mie
mozemy tu wyznaczyé zapomocs prawidel statyki, lecz ba-
damy odksztalcenie belki, ktére zaleZne jest od obcigZenia
i stad otrzymujemy réwnania, brakujace do wyznaczenia sil
zewnetrznych. ¢

Przy wyznaczeniu odksztalcenia wchodzi jednak w ra-
chube przekroj, przed obliczeniem belki jeszcze nieznany ; stad
powstaje bardzo wielka trudno$é. Gdybysmy chcieli wprowa-
dzié¢ w rachunek przekrdj niewiadomy jako funkeya sil we-
wnetrznych , zadanie nie byloby rozwiazalnem. Dlatego obli-
czamy belke ciagla najprzdéd w przyblizeniu, przyjmujac prze-
kréj staly. Na podstawie w ten sposéb uzyskanych sil, ze-
wnetrznych obliczamy przekroje w poszczegélnych punktach,
a wtedy dopiero, znajac w przyblizeniu przekroje, moZemy
przystapi¢ do dokladnego obliczenia belki.

Podr. Teor. mostow. IL. Il
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‘W biezacym rozdziale wyznaczymy wiec sily zewnetrzne
tylko dla przekroju stalego i to w sposéb analityczny, odste-
pujac w tym wypadku wyjatkowo od réwnoczesnego uzywa-
nia obu sposobow analitycznego i wykreslonego, gdyz w tym
wypadku oba te sposoby znacznie sig réznia.

W nastepnych rozdzialach uwzglednimy zmiennosé prze-
kroju. W rozdziale tym trzymad si¢ bedziemy toku dowodzenia
Winklera.

§. 3. Belka pochylo utwierdzona.

Wiadomo ze statyki budowli*), Ze réwnanie rézniczkowe
linii ugiecia, jest:
dy M
dz? el '’
jezeli M oznacza moment statyczny sil zewnetrznych, I mo-
ment bezwladnosci przekroju, & spélezynnik sprezystosei.

D

Jezeli scalkujemy réwnanie 1), otrzymamy:
dy 4 3
EI%*,:_S‘,A[dx:C’ wiec

dla 2=0 (rys. 1.) elsta=ely, =C, a dla
sl o, a=l eIst f—elt,——{' Mdz+C,
. ¢
. " jezeli 7=sta a 7,=st0,

. stad el(r,—n,)='Mdx . . 2
Scalkowawszy jeszcze raz, be-
dziemy mieli

ely=—((Mdx>+ Cx+ C,.

Wyraz —({ Mdz? mozemy cze$ciowo scalkowaé i otrzy-

mamy aIy=—gz:Sde = Sdex+ Czx+ 0.
Jezeli teraz za (Mdz wstawimy wartos$é, bedziemy mieli
st:eng‘;/c-{—Sx‘lflaz:dar:-l-(,'1 o g i e SN
Dla 2=0 jest y=0=0C,,
dla z=I jest eIs=sIZ12+gi.dex, ‘
wiee sI(s—lrﬁ:Sf)dez B e e

*) p. Podrecznik Statyki budowli II. w. str. 246 réw. 879.
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Nazwijmy X, moment wypadkowe] wszystkich ciezaréw
(bez oddzialywania) na dlugosci AC, M moment wszystkich sit
zewnetrznych (z oddzialywaniem), po lewej stronie bedacych,
ze wzgledu na punkt C, @' sile poprzeczng w 4, a M' i M"
momenty w punktach 4 i B na podporach, ktére nazywamy
momentami podporowymi (Stitzenmoment, Normalmoment),

to M=@Qa, M=Q'(a+x)+X,=M'+Qz+X, . . . . b)
Dla punktu B bedzie

MM L OVEX" o o b G 6)

Stad otrzymamy Q‘=}—M——£—2€ a wstawiwszy to w ré-

wnanie 5.) M=M'+
Dla belki, w dwu punktach podpartej, jest M'=M"=0,

w

wiec M-_—XO-——ATx
nych dla belki, w dwu punktach podpartej.

Mitez t Uz
l

=X, gdy X oznacza moment sil zewnetrz-

A wigc mozemy napisaé M= 2R s e i)

Podstawiwszy te wartos¢ w réwnaniu 2), otrzymamy
§ NI "
81(’51“"52)=S M (l—z)+ M"x

4
TA* =r= .Z’=-“S de,
albo 2eI(v,—7y) = (M' + M) +2{' Xda.
Podstawiwszy za$ wartosé za M w rown. 4), otrzymamy

1 715 g2 l
sI(s—l¢2)=S il x);:+M = dx -+ S Xzdz,

a stad 6ed(s—Uzy)=(M' 4+ 2 M) 46§ Xuda.

Rozwigzawszy te dwa réwnania ze wzgledu na M' i M,
bedziemy mieli
M2 =2(" X(3r—21)dx + 2 (207, + Ir,—3s) }

. 8
M1 —=2{* X(1—3)de—2e (I, +217,—3s) 2

Nazwijmy I¢‘ i IN" momenty na podporach belki poziomo
utwierdzonej o tej samej rozpietosci i tak samo obcigZonej, to
tu s=0, a=f=0, wiec 7, =7, =0, a zatem wedlug réwn. 8) bedzie

mr=2f" X(3x—2[)da:}

: 9)
M2=2{" X(1—31)dx



IR

Mozemy wiec napisac
(27 +7,)—3s

M =M 421 B
. 10)
o I(vy +27,)—3s
— Qe T “?

Z tych dwéch réwnan mozemy Wyzna.czyc 7, 1 7,, miano-
wicie otrzymamy

g DA u__§p S_
ri=+g£—1(2M +M Sﬁ)+1]

1 < l, S e b )
1,’2=_.6£I(Ml +2Mu___mu)+
jezeli dla skrécenia nazwiemy
ml 29)}:+9 i
m"—m‘+29ﬁ“} PO T S 12)

§. 4. Belka poziomo utwierdzona.
Momenty W' i M dla belki poziomo utwierdzonej mo-
zemy dla danego obciazenia obliczyé wedlug réwnania 9). Zba-
" damy tu kilka przypadkéw.
a) Obcigzenie jednym cigzarem skupionym. Tu
musimy rozdzieli¢ calke naznaczong w réown. 9), bo X=f()
zmienia s1% gdy E (rys. 2.) przekracza punkt €, a mianowicie

>f_j£_, é dla  O<<z<e jest X———[f,
e S SR e IO
/ a dla e<<z<<l jest X=Jg?j—P(x:?)*)T
a wiec pierwszy wyraz calkowaé be-
dziemy od O do /, a drugi od e do /.
Zatem bedzie na podstawie rownania 9)

l T
im‘l2=2P§ g’;(3r—2/)d:c——2PS (x—e) (Bx—2l)dx.

Pierwszy wyraz jest miedzy granicami O i  réwny zeru,
drugi za$ upraszcza si¢ bardzo i otrzymujemy:
W12 =—Pe(l2 + e>—2¢l)=— Pee, *.
Podobnie otrzymamy IM“/*=-—Pe?%,, wiec,

e
N } B

*) p. Podr. Statyki budowli wyd. II. str. 20.
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Pe’e
M =— 121}.... ..... 13)

Teraz mozemy obliczyé wyrazy R’ i N“ z réwnania 12),
a mianowicie bedzie

Pee,21—e)  Pe (1’—e,?)

N=— 12“_— =05 o
e } 14)
& Pee1 (1+e) Pe(l2—e?)
g7 = =)

Réwnanie 13) otrzyma,hsmy w inny sposob w Podre-
czniku Statyki budowli*). — Tam tez rozwazaliémy wypadek,
gdy belka jest cigzarem ¢

b) calkowicie obcigzona i otrzymalismy

=gl ., A 1
a na podstawie réwnania 12)
N=RN*=—2ql% . . . .. .. .. 16)

¢) Czedciowe obcigzenie jednostajne.
@) Obcigzenie z lewej strony.
W punkcie C dziala na dlugo$ci dz (rys. 3.) ciezar pdz.
MoZemy uwazaé go jako ciezar skupiony, otrzymamy wige
moment , wywolany tym ciezarem , we-
. Tys3. diug 13) .
. dém’:——ﬁdmi (llz—xi) :

a zatem moment w A4

M=+ ggdim‘= ZZS 2, (l—2,)2de—

=—%S (0, 1>—21x, 2+, *)da=— (612—8d+3e ), wrescie

12L2

M = IQZZ(Z +2e, 14 3¢, %).

Podobnie otrzymamy 932”=Sd932”——=—sex2(l—:v1)dx==

e’ e’
==—{2i2(4l-—36)=—{2l2(l+361) B el S UL Sl A 17)

=) Podrecznik Statyki budowli 2 wyd. str. 268. réwn. 427.).
**> n ” ” ” ”» ” 260' ” 441‘)’
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2
§R’=—1£2el—2(212+4eil+6812+le+3816)— & faen

412

. 18)
R —— L (2le-+ 6ce, +1+ 2o+ 3e, ) = — 1"’ @l2—e?)

e

8) Obciazenie z prawej strony.

Dla obcigzenia jednostajnego z prawej strony punktu C
(rys. 4) az do prawe] podpory otrzy-
mamy momenty podporowe, wstawiajge
w rownanie 17) e, zamiast e 1 na od-

, rvs.4. ?/:- wrét 1 IM“ zamiast M'. A wiec
4] [, &
Ry f?‘,, | 9}31:%22 3¢))
%, — o —— "7 \ 19
A b et A )
; 7N 2
M= 12!2(1 +2el+43¢?) |
Stad otrzymamy dalej:
,=_P01?0 2 n TR L e
N T @lie T, M —i—e})? . . . .020)

Winkler podaje dla ulatwienia nastepng tabliczke dla
N1 N“, obliczona z réwnan 18) i 20) dla rozmaitych warto-
Sci e:

I
obcigzenie obcigzZenie
e z lewe] strony (rys. 3) | z prawej strony (rys. 4.)
N N N ‘ N«

0 0 0 0-25000 0-25000
01 000903 0-00497 0-24097 0-24503
02 0-03240 0-01960 021760 0-23040 -
03 0-06503 0-04298 0-18497 0-20703
04 010240 0:07360 0-14760 0-17640
05 014063 . 0:10938 0-10938 014063
06 0-17640 0-14760 0-07360 0-10240
07 0-20703 0-18497 0-04298 0-06503
08 0-23040 021760 0-01960 003240
09 0-24503 0-24097 0-00497 0-00903
1:0 0-25000 0-25000 0 0]

l pl? pl? pl? pl?
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§. 5. Momenty podporowe belki ciagtej o rowno wysokich podporach.

Jezeli belke ciagla (rys. b.) obciazymy, to ugnie sie wsku-
tek tego. Na podporach styczne do linii ugiecia beda, ogélnie
biorge, nachylone do poziomu. Kazde
przeslo tej belki uwazaé tedy mozemy
1 jako belke uko$nie utwierdzona i zasto-
sowa¢ don réwnanie 11). Przypudémy
przytem, Ze podpory wszystkie sa w ro-

S e = 3 ,7-;;/4«7
wnej wysokosci, to s=0, wiec dla m go przesla bedzie, jesli
Tm=S8b Bm=5t0p,

lm u
GEI(Mm—j +2M,—N" ),

jesli momenty na podporze A oznaczymy znaczkiem (m—1),
a na podporze B znaczkiem m, zas N 1l oznaczymy zna-
czkiem przesla. Dla (m+1)go przesla otrzymamy takze z rd-
wnania 11)

Tn=——

=+ m—H(QMm-i-M =R 31),

jesli € 1 I majg te same Wartow], co w poprzednim przesle. —
Z poréwnamnia tych réwnan otrzymamy
Zm-'r1(2Mm+Mm+l_m‘m+l)=_lm(zl[ —1+23[m_m”m>
albo ‘
M1l +2Mon(ln 4+ 1t 1) + Mon il s 1= mln + Wil « 21)
Wazne to réwnanie posluzy nam do wyznaczenia momen-
téw podporowych (rys. 6.).
Ziastosujmy rownanie 21) do wszyst-
kich przesel belki ciaglej i zwazmy, Ze

rys.6. M,=M,=0, jesli belka jest w tych -
Z & 2 wmi nt n  punktach wolno podparts. Mianowicie
e " b & podstawmy w réwnaniu 20)

m=1,2,3,...(n—1),
a otrzymamy :
dla m=1 QM (1 +1y)+ Mo l, =N, ‘L + N1, I
y  M=2 ML, +2M, (1, +1,)+ Myl =N, “1, + N, 1, |
" 7”/:"'—2 -Z'In—.".ln-~2+2M7x—-2(ln—2+l'n—1)+Mn—1ln—1= !
: = 9?”,,_21,,_,.. +m'7z—‘llu—i I
p i1 Mo gly 4O, (L b W) =Rl + R )
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Widzimy wiee, Zze otrzymujemy (rn—1) réwnan, ktére wy-
starczg nam do wyznaczenia (x— 1) momentéw podporowych.
Réwnania te nazywamy réwnaniami momentéw pod-
porowych (n. Normalmomentgleichungen).

Jezeli belka na pierwszej podporze jest poziomo utwier-
dzona, to M, nie jest =0. Aby M, wyznaczyé, pomyslmy so-
bie, zZe przed I, jest jeszcze jedno przesto o dilugodei I,=0,
wtedy dwa punkty podparcia tego przesla wyznaczajs dwa
punkty linii ugiecia, a zatem styczna pozioms. Widzimy wiec,
ze potrzebujemy tylko zastosowa¢ réwn. 21) takze do przesla
zerowego, czyli wstawi¢ warto$é m=0.

Otrzymamy wiec 2M,l, + M, 1, =N,
czyli MM =W L e 20

Otrzymujemy zatem jedno réwnanie wiecej, wystarcza-
Jace do wyznaczenia jeszcze jednej niewiadomej M.

Tak samo. jezeli belka jest poziomo utwierdzona na n tej
podporze, otrzymamy: M, 1l,+2M.l,=N."l,,

czyli W g L, B

§. 6. Momenty, sily, poprzeczne i oddzialywania.

Niech przeslo AB (rys. 7.) belki ciaglej bedzie dowolnie
obcigzone, wypadkowa wszystkich ciezaréw na dlugosci AB
dzialajacych niech bedzie R, a r, jej
odstep od B. — Nazwijmy dalej mo-
menty podporowe w 4 i B M’ i M“,
sile poprzeczng @’ przy podporze 4, @
przy podporze B, (obiedwie wewngtrz
przesta), to otrzymamy z réwn. 5)
M*=M+Q'l—Rry, a

M/—M' |, Rr,

Q“=@'—R, stad wynika Q'=—7—+" ]
{

M“—M' Rrf

pet
Chege wyznaczy¢ sile poprzeczng @ w dowolnym punkeie
C, nazwijmy P wypadkows cigzaréw, dzialajacych na diugosei
AC=z, a s jej odstep od C, to Q=Q'—P . . . . . . . . 26)
‘ | RO RS S

. 25)
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Nazwijmy dalej O, oddzialywanie w punkcie B, to sila
poprzeczna przy B (rys. 8.) w mtem

0,,”{2,'8'. przesle jest @Qn“, a W (m+1)em przesle
‘]4 ’V\l ? Qn.+1';
.ﬁ ~Z.. -——I—m— Vi Sy & W]-QC Qm+1‘=Qm”+ Om)
CZyli Oms_QmI’+Q‘m+1l e 28)
a stad dla m=0 0,=Q,", a dla m=mn Opn=—q.".

§. 7. Obciazenie zupelne jednostajnie rozlozone.

Dla ciezaru stalego jednostajnie ciaglego ¢ mamy wedlug

rownania 16) N'=N“=—1 gi2 wiegc
9? “ ——Z gl 2
9? ‘=—%gl*

Ustawmy teraz réwnania momentéw podporowych we-
dlug 22), a otrzymamy?®)
M, ( +1,)+ Myl — — 390, 5 +1,?)
Mil +2M,(l, 4+ 1)+ Ml =—1g(l,*+1,°) l
it 29)
n——2ln 1+2Mn 1(Z‘n—1+lﬂ)——2'g(ln 13+l q)[
Dla wyznaczenia sil poprzecznych wstawmy w rownanie
25) i 26) R=gl, r=r;=1%/, a otrzymamy
Q= 1—1![ _IQL Q)'=—1 gl—M—_l— Loy 30)

O—=U =g ot L 8l
Otrzymujemy wiec réwnanie linii prostej dla zmiennej «
i widzimy, Ze linie si! poprzecznych w kazdem przesle beds
proste (rys. 9.). Jezeli ciezar jednost-
kowy jest ten sam we wszystkich prze-
slach, to linie we wszystkich przeslach
beds rownolegle. Oddzialywania wy-
znaczamy z rownania 28).
Momenty otrzymamy z rownan 27)
M=M'+Q'z— 4 gz?,
a wstawiwszy za @' wartosé¢ z réwn. 30)

M—igx (1— \)—i—M( l)+Ml'x e LA

*) poréw. Podrecznik Statyki budowli 2 wyd. str. 270.
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To réwnanie przedstawia parabole o osi pionowej. — Je-
zeli ciezar jednostkowy jest ten sam, to parabole majg ten sam
para.metr (rys. 10.). Checac znalesé naj-

rys 10, w1qksze M, zrobmy —Z—y[—-Q 0, a wiec
A“‘mn‘mg’mvmmm% wedle réwnania 31) @—gz=0. Na-

zwawszy «, odcinek dla najw M, mo-
Zemy napisaé

L g e 8
g gt
Te warto$¢ wstawmy w rownanie 32), a otrzymamy
najw M=1gl*+1 (M‘—l—M")—}—M—zu . 34)

2g1?
Jezeli M'=M*", to , =41, a zatem najw M jest w srodku
przesta, w innym razie wychyla sie troche ze srodka.

§. 8. Momenty podporowe w przestach nieobciazonych.

Niechaj rte przesto belki ciaglej

bedzie obciazone (rys. 11.), a inne
rysfl. przesla nieobcigzone, wtedy otrzy-
f‘i‘—ﬁﬁ—’—‘zgi-—"}%ﬁ%' ¢_#  mamy nastepne réwnania momentéw
e T podporowych
o

2My( +1y)+ Myl =0

M1, +2M, (1, +1,) + M,l, =0
Mr—er—i+Mr—1(zr—1+Ir)+Mr[r=mrI]r = Ll et 35)
Z”r'—llr"r2Mr(lr+Zr+1)+Mr+1ll'+1=mrulr

Mu—2ln—1+2Mn—1(’n—1+Zn)=’0
Z pierwszego réwnania mamy:
T 2;" 0 +/)_.—M( +21)
a wiec M, 1 M, maja przeciwne znaki, a bez wzgledu na znak
M,>2M,. Dalej otrzyma,my

2 R
; 3 T i 1 &
3) M,ls M2[2+ZS(A+M2)], o Jest vjem

nem 1 <1, wiec (2—1—2'11) 3, a zatem bez wzgledu na znak
: 3
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M, >M, (2—{—51 ); M, znéw ma znak przeciwny, niz M,, Ogol-

nie mozemy napisaé Mm+1>M,,,(2+2[ m) e S e e 260

m—41
A zatem momenty podporowe przesel nieob-

cigzonych sg naprzemian dodatnie i ujemne i ka-
zdy nastepny jest quceJ, niz 2 razy, wiekszy od
poprzedniego.

Nazwijmy M,=—u, W, a M,=— u, M,, to wtedy u,=
2, +1. ; . ;
— (’_H-;), zas u3=2(22 aw WSEIE LB T bedziemy liczyli od
ly 3 gy

drugiego konca belki H, to otrzymamy podobnie

In1
2 ]72— Zﬂ— =
2 (n + ln-—__l) 2 £ ( : + 2) 'Vn:-l_

L e R b L
Ogodlnie mozemy napisa¢ na podstawie réwnania 36)
8 L ;
y,,,,/~+ﬁ)—l~1 e R e et SRR )

Spolczynniki u i » zaleZzne sg tylko od rozpietosci prze-
sel 1 dla danej belki dadzg sie latwo obliczyé.

]7"—=O'9 do 1:3 waha sig 1 »

Dla uzywanych stosunkéw ;
m—41

miedzy granicami 35 a 42,

§. 9. Sily poprzeczne, oddziatywania i momenty w przestach
nieobciazonych.
Jezeli przeslo jest nieobciazone, to R=0, wiec dla m go
przesla otrzymamy z réwn. 25)
Mu— M, _
Qm= / - v
Poniewaz tu M,, i M,_4 maja znaki przeciwne, wiec @n
bedzie mialo ten sam znak, co M,, a wiec naprzemian bedzie
raz dodatniem , drugi raz ujemnem. W (m+1) przesle bedzie
M, 1—M,
il oy
P
Podzielmy to réwnanie przez réwn. 39), otrzymamy
Qm+1 Mm+1 Mm lm ]-7"?[{42-1 ]m =—_,u'm(1+.u'm+1) h
Qm Mm Mm 1 m—H _i_llm+1 ,um+1 lm+1
Um

. 39)

. 40)
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Um 1 Wmy1 sg dodatnie, wiec caly wyraz jest ujemnym.

Poniewaz 14 pn+1>3, a 1+~1— <3, wiee

Qm+1
0 2m+1...,.....41)

Z tego wynika, ze sily poprzeczne sg naprze-
mian dodatnie i ujemne i wzrastaja ku przestu
obcigZonemu, jezeli, jak zwykle, 27,> 1.

Wedlug réwn. 28) jest On=— Qun"+ Qu4+1'; poniewaz @
majg znaki przeciwne, wiec z tego wynika, Ze 0, bedzie mialo
ten sam znak, co @Qnii, a wiec takze bedzie naprzemian do-
datnie i ujemne. — Podobnie moZemy napisaé

Omtt1=—@nt1" + Qs
Podzieliwszy to drugie réwnanie przez pierwsze, otrzy-

Qm+2+1
Ol —Qm+1 + Qm+’ Qmt1 e
mamy —-— = rzyczem opuscili-
A O _Q"m'l‘ Qm—H Qm e y Przy p
Qm+1
$my znaczki, bo w przesle nieobcigZonem @'=@"=¢.
Licznik jest tu dodatni i wiekszy, niz 1—{-2;’&!, za$ mia-
m+2
nownik ujemny i mniejszy, niz 141 l"i'“, wiec
1400t
Oty b
= o e T U SR
Om 1+1 m+1

Z rownania 42) widzimy, Ze oddzialywania sg na-
przemian dodatnie i ujemne i wzastajg ku prze-
slu obcigZonemu (jezeli 4/, nie jest </,s). Momenty obli-
czymy z rownania 27), mianowicie bedzie M=M, ,+ @, 'z

Wstawmy wartosé za @Q,,, to otrzymamy

M —M,."
W= =

z, czyli

Un
Mz
M Mn-H( Z )+ l .
Ze wzgledu na & jest to réwnanie 1go stopnia, linia mo-
mentéw bedzie wiec prosta. Wyniki te przedstawiliSmy na ry-
sunku 12.

. 48)




Jezeli w kazdem przesle sa mo-

s """um" - menty dodatnie i ujemne, to musi
! (uﬂlllll”ﬂlm',m"ﬂ by¢ w kazdem przesle punkt, w kto-
“m  rym M=0. Nazwijmy a, odnosne z

(rys. 18.), to z rownania 43) otrzy-

mamy
A 5 Mmam Mm—ilm A
O—Mm+j (1— z;‘) + lm ’ a St%d Ay = Mm—i.’_"m, CZy].l Ay =
Im M, \ | P
=1__MLA. A gdy ﬂ'ﬂ:——-—ﬂm, deZle am_lT‘um sorlaiy Lo 44:)
Mm—i

Stad widzimy, Ze poniewaz w, zalezy tylko od rozpigto-
sci, a nie zalezy od obcigzenia, a, pozostaje niezmiennem,
ktérekolwiek przeslo z prawej strony danego przesla dowolnie
jest obcigZzonem. Zawsze wtedy linia momentéw przechodzi
przez I, wiec I' jest punktem stalym (n. Fizpunkt, f. foyer,
point fixe , a. inflexion point). Gdy jest obciaZone przesto z le-
we]j strony danego przesla, wtedy otrzymujemy punkt staly
K, mozemy wtedy podobnie napisac

Ly
bm:1+7’m

Moment w lewym punkcie stalym jest niezaleznym od
obciazenia z prawej strony, za$ moment w prawym punkcie
stalym jest niezaleZzny od obciazenia z lewej strony.

Jezeli belka jest na zerowej podporze poziomo utwier-
dzona, wtedy [, =0, '

2l

Uy =T—2 wiec

. 45)
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Tak samo otrzymamy, jesli belka jest na = tej podporze
poziomo utwierdzona,

a = s 3¢ AP S SV SRR

1

bn=,—3"...........47)
Jezeli belka ciggla jest na obu skrajnych podporach pod-
parta, to na tych podporach M=0, wiec a,=h,=0 . . . 48)
Wedlug réwna.nia 38) jest w>2, wiec
bn U
an,< +2, stad am<3, b,,,<{3 . 49)

a zatem punkty stale leza w skrajnych trzecich
czesciach przesla. W przeslach skrajnych leZza one na
skrajnych podporach, a w razie utwierdzenia poziomego tych
przesel w jednej trzeciej dlugosci przesla.

§. 10. Momenty podporowe przegsta obciazonego.

Dla przesla obciazonego mamy wedlug réwnania 35)
Mr-—? Zr—] "‘}'QMr—i (17'—1 +]I)+ Mrlr=m7'lzr 50)
-Mr—l Zr+2 Mr(lf-+zr+1)+Mr+1 lr+1=9}r”l7‘ : i
Przypusémy mna chwile, Ze nie r-fe przeslo jest obciaZone,
lecz inne na prawo lezace, to byloby
M, sl s +2 My by +1,)+ M, 1,=0
A poniewaz M,——u, M,_;, wiec :
Mr—-2lr—1+2 M1 (Zr—l+l7')'—.ur-Mr—-1 = 51)
To réwnanie przedstawia zwigzek miedzy M,_, i M,_,
ktéry, jak wiemy, jest niezalezny od obcigZenia r-fego przesla,
wiec takze prawdziwy, gdy r-fe przeslo jest dowolnie obeciazone.
Podobnie otrzymamy
Meps g1 +2M, (L +104) — v, M L,=0 . . . . B2)
Te dwa réwnania dajg w polaczeniu z réwnaniami 50)
nastepne:

Mr—1+Mr:mr‘ } =
Mo+ M, =, 198
Z tych dwu réwnan otrzymamy
) ol “
Mol
M _ﬂrgar”—?tir ] 04)
W Wy 7}7‘_1
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Wiemy, ze spélezynniki u i » sa wieksze, niz 2, wige
mianowniki réwnania b4) sg dodatnie.

Wedlug réwnania 12) jest ,'=2M,'+ M,”,

N, =2M," + M,
wiec I N =20, M, 42, M, —2 M, “—M, =
=M, 2 v,—1)+ M, (v,—2).

Poniewaz momenty ‘i IMM“ sg zawsze ujemne (wedlug
row. 13), a 2»,—1 1 »,— 2 zawsze dodatnie, wigc licznik jest
ujemny, a mianownik dodatni; a zatem M, 4 jest ujemnem.
To samo mozZemy udowodni¢ dla M,. A zatem momenty
podporowe przegsla obcigZonego sa zawsze ujemne.

§. I1. ObcigZenie najniekorzystniejsze dla sil poprzecznych,

a) ObcigZenie odnoénego prqusla,.

Niechaj bedzie tylko jedno przeslo AB (rys. 14.) belki
ciagglej obcigZomne, i )j:o niech dziala w punkcie E sila P, to

¥
ryvs. Vi
¥
fel®e e 5 7 e A
- FE A ~F = 5
| )= | |
i I._ e __1 |
h SR i
| M l '
el ! |
\ : L | | |
| : AV Al | I |

i | | |

|
|
|
I

| i

lb \ i
& “bw T T.’“W' ) il ‘mm
B %ﬂ“ AT

sila poprzeczna Q w punkme F bedzie wedlug 25) i 26), gdy
o>e>0, .
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M“-—M'  Pl—

l
M“—M' P(l—e)
SRR B

Z réwnan powyzszych widzimy, ze linia wplywowa be-
dzie funkcys e wyzZszego stopnia, niz pierwszego (bo M' i M*
sg f(e)), a wiec bedzie to linia krzywa. Wiemy jednak, ze dla
e=0 1 e=l jest Q=0 1 ze réznica rzednych w F wynosi P=
=F"“F*, Linie A'F" i F“B' beda sie malo co réznily od pro-
stych , bo wyraz pierwszy jest stosunkowo maly. Z ksztaltu
linii wplywowej widzimy, ze dla majw @ musi byé obciazona
dlugo$é FB, a dla najmn @ dlugosé¢ AF, a wiec tak samo, jak
dla belki jednoprzqslowej Tak samo musi tez dla ciezarow
skupionych jeden ciezar, zwykle pierwszy, staé¢ w F, najwiek-
sze 1 najgestsze ciezary blisko F.

b) Obcigzenie reszty przesel.

Przypusémy teraz, Ze odnosne przeslo nie jest obciazZone,
wtedy Q=@Q’. Z rys. 12. widzimy, Ze, aby to ¢ bylo dodatniem,
musi byé lewe sasiednie przeslo obciaZone , a prawe nieobcia-
zone, inne za$ przesla naprzemian, gdyzZesmy udowodnili, Ze
sily poprzeczne s

. BB)

agdy I>e>a Q

rvs.i5.

najuf-4) naprzemian  doda-
A gﬂﬂmﬁm J‘MMHII}MW ZHNII#  tnie i ujemne w
ot 4 ) przestach nieobcia-

< R /ﬂﬂﬂmunmmm.» Z[Rs ___#  “onych. Stosownio

do tego bedzie linia

wplywowa w innych
przeslach naprzemian pod lub nad osig (rys. 14). A wiec dla
najw (+Q) i najw (—¢) w punkcie F przesta CD musi byé
belka obciazona wedlug rys. 15).

§. 12. Najwieksze sily poprzeczne.

Wedlug réwnania 25) i 26) moZna obliczyé¢ najw. sily po-
przeczne w danym punk-

rys.16.
2 \ ‘2 cie C (rys. 16.) dla obcia-
I O T2 zenia jednostajnego cig-
e 3 glego. Wiemy, ze przytem

*

musi byé dlugos¢ BC ob-
cigzona.
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. Podstawmy w tych réwnaniach
B=p (1—w), 71—%@—%), P=0,
u 2
to © najw (+Q)=1!I~—1 ~(1—1L)
Dla najmniejszosci sil poprzecznych musi by¢ obcigzona
dlugosé AC (rys. 17), wige

. 56)

rys.i1. R—pa, ri—l—~ P—p.
i
" ‘Z‘ZM Wﬂm '”L‘ gt Wstawmy te wartosci w ré-
. wnania 2b) i 26), a otrzymamy
. Mu_Ml X2
najy (@)= s —%;P—l— e v, B

Wedlug rys. 16 widzimy, Ze obcigZenia, wywolujace najw

(+ Q) i najw (@), dopelniajg sie do obcigZenia zupelnego, zatem
najw (—Q)=Q.—najw(+¢9) . . . . . . b8)

Linie najwiekszych i naj-
mniejszych sil poprzecznych,
beda prawie paraboliczne,
wyraz pierwszy bowiem jest
wprawdzie funkcys =z, ale
jest zazwyczaj bardzo ma-

Iym (rys. 18).

§. 13. Bezwzglednie najwigksze i najmniejsze sily poprzeczne.

7 rys. 18. i z poprzednich réwnan widzimy, ze najwigk-

sze sily poprzeczne s na podporach i to na lewych kazdego
przesla dodatnie, na prawych

rys.19. ujemne. W rys. 19. oznaczyli-
IR (RS émyT obcigzenie dl'a, na;?'w.(-i-Q)
AR = w C. Bezwzglednie najwieksze

: ‘ (+Q) jest dla z=0, wiec oba

przesta, miedzy ktéremi lezy

punkt 4, musza byé wtedy obciagzone. W rys. 20. oznaczyli-
R a0 $my znéw obcigZenie dla
3 najmn @ w C. Bezwzglednie
najwieksze (—@) jest dla x=/,
wiec oba przesla, miedzy kto-
remi lezy podpora B, muszg

=
=

3=

Podr. Teor. mostéw IL. 2
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byé wtedy obciazone, reszta przesel ma byé naprzemian obeig-
zong. Z réwn. b6) i b7) otrzymamy
dla =0 bezwzglednie najw (4 Q):JE—}_—Jli

M, . 59)

n 2=l = najw ( Q)—-
Poniewaz oddzialywanie réwna siq réznicy sil poprze-
cznych po obu stronach podpory, a obie sily poprzeczne sa
najwieksze dla tego samego obcigZenia, wige oddzialywanie
bedzie najwieksze takze dla tego samego obciaZenia, t. j. gdy
oba przesla sasiednie sa obcigZone.

Najmniejsze oddzialywanie, powstajace z powodu cigzaru
ruchomego, jest ujemnem. Jezeli oddzialywanie dodatnie, wy-
wolane ciezarem wlasnym , jest wieksze od oddzialywania
ujemnego z powodu ciezaru ruchomego, to oddzialywanie dla
~ ciezaru wlasnego i ruchomego jest ostatecznie dodatnie, w prze-
cilwnym razie ujemne.

W tym ostatnim wypadku belka musi byé przytwier-
dzong do podpory, gdyz inaczej podnioslaby sie w tem miej-
scu, czego dopuscié nie mozemy ze wzgledéw ustrojowych.
Najwieksze oddzialywanie ujemne powstaje, gdy dwa sasie-
dnie przesla sa nieobcigzone, a dalsze naprzemian obcigzone
i mieobcigZone.

§. 14. Najniekorzystniejsze ohciazenie dla momentow.

a) Obcigzenie przgsla badanego.

Niechaj w punkcie F rtego przesla belki ciaglej dziala
sita P (rys. 21.), to wiemy,

rys.21. 5 # ze wedlug réwn. 13) bedzie
1 ¥ i 1y
e e e SRR i
s 7 i;z £ T "‘z} A i

S - et 1 4 A : .
L'_‘__f(, k ¥ : Dalej wedlug réwnan
et Ao e 54) mamy po opuszczeniu

znaczka r

i " Eu__ 4

M,._1~@L R M,:’LS'L ‘,R_

ur—1"’ uvr—1
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Podstawmy w tych réwnaniach wartosci z réwnan 44)
1 l ’ l : X
1 45) ,u=E—1 i 11=b——1, z rys. 21. ¢=l—a—>b i wartoSci za

N1 N” z réwn. 12), to otrzymamy

b A P“”i(m —3b—))
R, ot )
M—— Pbeei(l—?) +e)l

Na podstawie rown. 60) dadzg sie¢ linie wplywowe dla
momentéw podporowych M, 4 i M, wedlug Solina w na-
stepny sposéb wykresli¢ (rys. 22.). Zrobmy BR=I—3b=AB—

—3 BK, RD—l—_ABiI, FL momentowi dla belki w dwu
punktach podpartej =P‘Zei, DD'=FL i wykreslmy D'R, to

DD'.RF Pee, (l—3b+ei) Pow1

FF— =D g ] 3 (2l— b—e) M, _4.

Podobnie otrzymamy FF“=2M,. W ten sam sposéb mo-
Zemy otrzymaé momenty M,_4 i M, dla innego poloZenia sily
P, a polaczywszy konce rzednych, przedstawiajacych momenty,
otrzymamy linie wplywowe AF'B i AF“B. Zrébmy teraz
AA,=FF', i BB,=FF", polsczmy A, z B, i zrébmy L‘C=-FL,
to A, CB, bedzie przedstawiaé¢ linie momentéw w przesle 4B,
jezeli sila P dziala w F. Poniewaz L' lezy zawsze nizZej L,

*



wige C bedzie zawsze ponizej AB, a zatem moment w punk-
cie zaczepienia sily jest zawsze dodatni. Z rysunku widzimy,
ze jezeli sila P lezy w F, w punktach U i W jest moment
réwny zeru. Wyznaczmy poloZenie tych punktéw obojetnych.
Z rysunku wynika, zZe 44, UNOUFC, wigc u:(e— u)=
=(—M,_1): M,, gdy M,=FC, zatem
w:e=(—M,_4):(M,—M,_,), wiec

w6
M,_,—M,
Z rysunku dalej wynika :
Pee e
M,=CL'- FL'= 7 1+{M,-+(Mr_1—Mr)71}-

W réwnaniu tem dajemy znak (+), bo M, i M, sg
ujemne.
Wstawiwszy wartosé¢ za M, w poprzednie rdownanie,

otrzymamy po skrdéceniu
Mr—il ;

gy e g g

BRI ST
odobnie bedzie w—*M’—l—‘
P sz _‘Mr—-Mr_i—.Pel

Wstawmy teraz wartosci z rown. 60) za M, 1 i M., to
otrzymamy

a(2l—8b—e)el
Tl (2a—b)el— a+b e l 62)
b2l —3a—e)el i 3
cl"—+(2b—a)e1£—(a+b e, ’

W przestach skrajnych jest w pierwszem a=0, w osta-
tniem 5=0, wiec dla przesla pierwszego u=0, ¢c=I[—b,
g b@2l—e)e,l  bRl—e)el  b(I*—e?) 63)
cl24+2be,l—be; * 13—b(1*—2el+e,%) B—be:
‘W ostatnim przesle jest b=0, ¢=Il—a, w=0,
a2l—e)el _a@—e )l
~(l—a) >+ 2acl—ae? 13— ae,*
Z rysunku 22. widzimy wiec, Ze, jezeli sila P stoi w F,
momenty na dlugoéciach % i w sg ujemne, za$ na dlugosci UW
dodatnie.
Zbadajmy najprzéd, jak wielkie moze byé w i w.
Z réwn. 62) wynika, ze dla e=0 jest u=0,
za$ dla e=I[ jest u=a.

. 64)
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Podobnie dla e, =0 jest w=0,

dla e, =1 jest w=b.

A zatem widzimy, Ze gdy % moze by¢ najwiecej =a,
a najw w=>b, a zatem na dlugosci K miedzy punktami sta-
Iymi moment jest zawsze dodatni, za$ na dlugosciach 4Ii KB
moze by¢ moment ujemnym lub dodatnim. RozréZniamy z tego
powodu trzy czesci w kazdem przesle, cze$é pierwszg A,
czes¢ druga, srednig IK i trzecis KB. Rozumie sie, Ze w prze-
sle pierwszem cze$¢ pierwsza AI=0, a w przesle ostatniem
KB=0.

A zatem moZemy powiedzie¢: W czesci Sredniej
przesta belki ciaglej kazdy ciezar, gdziekolwiek na tem
przesle dzialajacy, sprawia moment dodatni, a wiec dla naj~
wiekszego M musi byé to cale przesto obeigzone,
dla najmniejszos$ci wcale nieobcigzZone.

Dla punktu U, lezacego w czeici pierwszej, jest moment
réwny zeru, jezeli P stoi w punkcie F. Jezeli sila P posunie
sie na lewo, moment w punkcie U jest dodatnim, jezeli na
prawo, ujemnym. A zatem dla najw M w punkcie Uw cze-
§ci pierwsze] przesla musi byé to przeslo obcia-
zone od A az do F, dla najmn M od F do B.

To samo da sig¢ zastosowaé¢ do punktu W w trzeciej cze-
ci przesla. Dla najw M w punkcie W musi byé obeia-
zone przesto od F do B, dla najme M od A do F. A za-
tem badany przekréj jest zawsze dla najwigkszo-
sci obciazony, a dla najmniejszo$ci nieobcigzZony.

b) ObcigzZenie reszty przesel.

Z rys. 12. widzimy, Ze obcigZenie przesla CD sprawia
w czesei I 1 II przesla sasiedniego na prawo momenty ujemne,
a w czesei IIT dodatnie, dla przesla sasiedniego lewego zas
w czesel I dodatnie, w II i IIT ujemne.

A zatem dla czedei I dla najwiekszosei musi byé sasie-
dnie prawe przeslo obciaZone, sasiednie lewe nieobcigZone,
a reszta przesel naprzemian (rys.23.). Dla czesci $redniej mu-
szg by¢ sasiednie oba przesla nieobcigZone, a inne naprzemian,
dla czesci IT1 za$ musi byé sgsiednie prawe przeslo nieobeig-
Zone, a lewe obcigZone, inne zas naprzemian.

Ogolnie wiee mozemy powiedzie¢ dla wszystkich trzech
czedei: Do czesci obeigzone] danego przesta przy-
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tyka przeslo nieobcigzone, do czgdci nieobeigzo-
nej obcigzone przeslo. Inne przesia majg byé na-
przemian obcigzone.

W rys. 23. wykreslilidmy schemat najniekorzystniejszych
obcigZen ciezarem jednostajnie rozloZonym. Jezeli mamy belke

rys.23.
e O )7 M
: { czpsed ::e—J
JUII @mmm%?%* v O
ke

PR I S RS
I expsc ll

LI i,_E[‘IHHELHIHlIIH&_;A 1 ~ M

,g s
(ﬂHﬂﬂJLUH]Iﬂ]II]IHIm&__ JITITIII mml |||||nm|mm||m I, ~  * A
ripse I o, AT

OO . W - v M
L S,

obcigzac¢ ukladem ciezaréw skupionych, to poniewaz tu otrzy-
mamy linie wplywowe krzywe, nie uzyskujemy tak prostych
prawidel dla najniekorzystniejszego poloZenia, jak dla belki
jednoprzestowej. Linia wplywowa bedzie miala jednak w da-
nem przesle takze ksztalt tréjkata, lecz o bokach krzywych,
z wierzcholkiem w punkcie badanym tak, Ze w przybliZeniu
mozemy zastosowaé dla najniekorzystniejszego obcigZenia pra-
widla dla momentéw belki w dwu punktach podpartej.

Co do obcigZenia reszty przesel ksztalt linij wplywowych,
ktére otrzymamy poézniej wykreslnie, da nam pewne wska-
z6wki co do ustawienia ciezaréw skupionych w rozmaitych
przeslach. Zwrécié jednak musimy uwage, Ze obciaZenie tego
rodzaju, jak na rys. 23., jest w praktyce nieprawdopodobnem,
a przy mostach kolejowych wprost niemozliwem. Przy mo-
stach drogowych, gdzie obciagZenie takie jest mozliwe, przypu-
szczamy przy obliczeniu rzeczywiscie ciezar ruchomy podzie-
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lony na kilka czesci, przy kolejowych moznaby albo przypu-
szczajac jeden pocigg przyjaé na dlugosei, ktéraby nie po-
winna byé obeigZonsy, wozy prozne wazgce 9¢ dla kolei nor-
malnotorowych i waskotorowych z jazds na podwoziach, za$
6 ton dla kolei waskotorowych bez jazdy na podwoziach, a zre-
szta parowozy i wozy ladowne, albo tez przyjmujemy tylko
dane przeslo obcigZone. Przyjmowanie niemozliwych obcigzen
dla obliczenia belki wydaje nam si¢ nieusprawiedliwionem.

Rozporzagdzenie austr. minist. kolejow. z d. 1. wrze-
$nia 1904. §. 7. ust. 18. Przy dzwigarach, spoczywajacych na wiecej,
niz dwu podporach, tudziez przy dzwigarach lukowych nalezy przyjac
kilka pociagéw w najniekorzystniejszem poloZzeniu celem obliczenia
najwiekszych mozliwych sil zewnetrznych.

§. 15. Wyznaczenie najwiekszych momentow dla obciazenia ciaglege.

a) Srednia czedé przesta. Dla najwiekszych momen-
téw musi byé dane przesto cale obcigzone, dla najmniejszosei
zas cale nieobcigzone, reszta przesel naprzemian (rys. 23.). Dla
najw (—DM) otrzymamy z réwn. 25) i 27), gdy P=R=0,

najw (—M)—M—@M'—N") . . . . . . 65)

Jestto réwnanie linii prostej.

Jezeli M'=M“, to najw (—M)=M‘; . . . . . . . . 66)
jestto rownanie linii poziomej.

Podobnie otrzymamy z réwn. 25) i 27)

najw (+M)=M’—(M’—M”))l{+~;-px(l—-x) -~ BT

b) Pierwsza czed$é przesla. Dla najw (— M) musi
by¢ przeslo dane AB obciazone od F do B (rys. 22.). Wedlug
; ; M*"—M' pe,*
rown. 26) otrzymamy wiec Q’=~vl ”+A2lf'
Wedle rown. 27) M= M+ @'z, wiec

i M L
najw (-3[):3[/~M—1 M,x+p‘;tli‘ : |
Dla najw (4 M) musi by¢ przeslo AB obcigzone od 4 do
F. Tu jest Q'=M”Z_M +2)»K(i—ll—(2>

. 68)

y & M=M'+Q'z—1 px®, wiec

najw (+M)=M‘—(M’—M”)T+I_%(2el——e‘z—lx) . . 89
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¢) Trzecia czesé belki. Podobnie otrzymamy dla
trzeciej czeseci :
x  pe(l—x)

najw (—M)=M’—(M’—M")l-+r———2l—- s g S D)
L .l
najw (+M)=M'—(_M'—M")i’5+&}%ill?i--."_) s )

We wszystkich czesciach przesla jest
najw (+M)+najw (—M)=M,, . . . . . 72
jezeli M, oznacza moment dla obciaZenia zupelnego.
Jezeli wykreslnie przedstawimy linie najwiekszych i naj-
mniejszych momentéw, to otrzymamy rysunek 24. Dla ujem-

nych najwiekszych momentéw otrzymujemy w éredniej czesci
kazdego przesla linie proste, dla dodatnich parabole.

§. 16. Wielkos¢ ciezaru jednostajnego ciaglego.

W poprzednich paragrafach przypuszczaliémy, Ze ciezar
jednostkowy p jest w danem przesle jednostajny. Dla mostéw
drogowych jest ciezar ruchomy p dla wszystkich przesel jedno-
stajny, jesli liczymy na podstawie obcigZenia tlumem Iludzi.
Jezeli rozpietosci sa nieréwne, moze si¢ wszelako cieZar wla-
sny g poszczegdlnych przesel r6znié. Przy mostach kolejowych
jednak, jezeli rozpieto$é przesel jest nierdwna, przyjac nalezy
dla rozmaitych przesel rézne wartosci nietylko dla cigzaru
wlasnego g, ale tez i dla ciezaru zastepczego p, jezeli wogéle
uzywamy ciezaru zastepczego. Dla ciezaru zastepczego dla sil
poprzecznych nalezy przyjmowaé zmienne p nie wedlug dlu-
gosci przesel, lecz wedlug dlugosci obcigzonej.
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Rozporzadzenie austryackie z r. 1904 nie zna cigZzaréw zastep-
czych, liczyé wige nalezy najwicksze sily zewngtrzne, obciazajac belki
ciggle kilku pociagami normalnymi.

Il. Belka ciagla dwu- i trzuprzestowa.
§. 17. Momenty podporowe belki dwuprzestowej.

Jezeli rozpietosci pierwszego i drugiego przesta belki
dwuprzestowe] nazwiemy ¢, i/, (rys. 25.), to otrzymamy we-
dlug rown. 22.), zwazywszy, Ze

rys.R5. M, =0 i M,—0,
4’____“__ & me__“__ﬁvg’ 2 M, (1, +1,)=N,l, +N,'l,,
s o et wiec moment podporowy na Sre-
' ~ dniej podporze B
RN, 1 +N, 1
b g B i e e SR .
=TS0 ) )
Jezeli oba przesla sa réwne, to I, =1,=I, wiec
M1=9’t1 Igtz 3 74)

Przypusémy, Ze p oznacza ciezar jednostkowy ruchomy.
Jezeli pierwsze przeslo jest obcigZome (rys. 26.), to
N =—1tpl % Ry'=0.
Wstawiwszy to w réwn. 73),
otrzymamy

e~ Tl —- —"*}:Qlﬁn d= e - pl?
e TR !
Zatozmy, Ze ly=9, l,=I, to
d pl? 9° pl?
SRR o SRR SO TN
R W R B 50
rys.27. Jezeli drugie przesto jest ob-

cigzone (rys. 27.), to otrzymamy
odno$ne wzory, jezeli zamienimy

e e ' € l, na l, i l, na l,, zatem
S e L S e L 7
M= Sy A e )
Jezeli teraz oba przesla sy obcigZone, to otrzymamy
3 3 99)pl2

S(li+l)  8A+Y)



S

3
Wyrazy %{} i %9 obliczy! Leber dla rozmaitych uzy-

3

wanych stosunkéw 3.1 otrzymamy, dodawszy oba powyz-

+9
1+9
sze spolezynniki.
Podajemy tu niektére wartosei:
$=086" 08 .07 075 080 .08 090,006 100
93

m 0-0833 0-1350 0-2018 0-2411 0-2844 0-3320 0-3837 0-4397 06

ﬁ 0°6667 0:6250 0-6882 06714 065656 0-5405 065263 0-5128 b5

3

ll——l_{——_% 07500 0-7600 0-7900 0-8125 0 8400 0-8725 0-9100 0-9525 10
§. 18. Linie wplywowe.

Przypusémy, ze I, =I, =11 wykre§lmy najprzéd linie wply-

-wowe dla M,, idac za wywodami Kecka*). Wedle rown. 74)

i Xys 8.
!
b2
1
L . 35 BN
| | .
Lt AEE W W AT s
AL i’ i P
| | ' |
| 3 | \
22 i _Jx i
| | i
A S SRR e e
i i
| |
|

*) Vortrige iiber Elastizititslehre str. 100.



B Op =

mamy 1’111=S'R1 1_9‘2. Jezeli sila P=1 dziala w E w odstepie

e od 4 (rys. 28.), to wedle 14)

X Pe(l*—e?
=
N,'=0, wiec
- ~Pet=e% Pe(l+e)(l—e) e(l+e) l—e
.M1‘— 4l2 4:12 ———Pl l
Dla P=1 M, e(l—e) I+e
T1=—L4[Z ).Z S o T e e 79)
e(l—e) l+e
gdy w=—pp— v="
Wyraz ten da sie skonstruowacd, u___g(lég—;_) przedstawia

) :
parabole. Dla e—5 u=+y=nn'. Przez a n' i b wykreslmy pa-

rabole. Rzedne tej paraboli musimy powiekszyé w stosunku
lilf , wiec n. p. dla punktu » kre$limy wnm, pozioms, laczymy
czn, az do n'. Tosamo robimy z innymi punktami, a zupelnie
taks samg linie kreslimy w drugim przesle.

Wyznaczmy styczng kata nachylenia stycznej do linii
wplywowej z réwn. 79), a otrzymamy

ZZ
st p= 4l3 - S0y
wiec dla e=0 st <p=4ll
dla e=1 stgop= L
8 e=l stp=—g,

Jezeli wiec zrobimy mnm”=1l=>0b'd,, to ab, i n"b sa sty-
cznemi do linii wplywowej.

Dla dowolnego punktu G w odstepie # od 4 jest wedle
réwn. 79), poniewaz M‘—0, M“=M,, M=£Ilﬁ+x, albo gdy

M, oznacza wartos¢ bez wzgledu na znak, to poniewaz M,
Mz (X M,)
=l ——=—)

x

Jest ujemne,

l
przyczem X oznacza moment belki zwyklej w dwu punktach
podpartej.
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W rysunku 29. wyznaczyliSmy wedle poprzedniego linie

wplywowe dla LI% Rzedne tych linii mamy wedlug 81) od-

ciggnaé od rzednych linij % , ktére, jak wiadomo, otrzymamy,

zrobiwszy aa,=1, wykredliwszy w ¢ pionows gg,i polaczywszy
a z g,. Wtedy powierzchnia wplywowa dodatnia jest ag,bn’,

ujemna bm'c. Jezeli punkt g jednak zbliza¢ sie¢ bedzie do b, to
linia ag, bedzie sie¢ obracaé¢ okolo a, otrzymamy poloZenie jej
styczne do linii an’b, a w dalszym ciggu posuwania sie prze-
cina¢ ona bedzie an'b. Wtedy otrzymamy punkt obojetny e.
Dla sily poprzeczne] w punkcie G (rys. 28.) jest wedle
25) i 26) ze wzgledu, ze M'=0, M“=M,, Q=%+~RZ—1 — P, albo

gdy [Q]=Elr-3——P jest sila poprzeczng dla belki w dwu punk-
tach podpartej, to gdy uwzglednimy, ze M, ujemne,
M,
Q=[el—".

Wedle tego réwnania wykreslono na rys. 30. linia wply-
wowa dla dowolnego punktu G.

Griot obliczyl rzedne linij wplywowych i ulozyl wy-
niki w tablicach®). Podajemy tu tablice dla 7, ={,=/, przyczem
wszystkie cyfry w danym razie pomnozy¢ nalezy przez [
(rys. 31.). :

L = pTr. Griot Gusta w. Interpolierbare Tabellen zum raschen An-
tragen der Einflusslinien fiir Momente und Scheerkrifte. Ziirich 1904.




&, rvs. 30.

Momenty w ¢m.

Punkty 1 2 8 4 5 6 7 8 9 10 11
01323 00988 00677 00402 001720—00106—0-0154—0:0156—0-0128—0-0068
00976 011976 01854 00803 0 0343 0—0 0212—0-0309—0-0313—0-0247—0:0135
0:0632 0°1298 (02081 0:1205 0:0516 0—0:0318—0'0463—0 0469—0-0370—0-0203
00285 00619 01041 01606 006870~ 0-0424—0-0617—0-0626—0-0494—0-0270

—0:0060—0-0061 00051 00840 00860 0—0:0630—0'0772—0-0782—00617—0-0338

—0'0405—0 0740—0-0988—00926—0-0656.

QY T O DN
coococom

Sily poprzeczne w tonach.
Punkty O 1 2 3 4 B E6 7 8 9 10 4 2
1:0000 0-7928 0:5927 0-4062 0:2407 0:1031 0—0:0686—0-0926—0-0938—(0+0740—0-405 O

§.-19. Ciezar wlasny.

Dla cigzaru wlasnego otrzymamy M, moment podporowy
w B, z wzoru 78), jesli tylko zamiast p wstawimy g, i g,, wiec
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D[ ‘hl +02l . (3331 +g2)l

. 82
S0+h) ~ SI+9) )

Jezeli, jak zwykle, I, =l,=I, wigc ¥=1, a g, —g,—g, to
_glz :

o R

Chcac teraz wyznaczyé sily poprzeczne w pierwszem
przesle, zastosujemy réwn. 30), zwazywszy, Ze tu jest M'=0,
M*“=M,,

i i L4950, 3___L __(19'3& +8,)1 :
Q ':Tgili 8(11-]—[2)11 2g111 8(1+19')19‘ s ok 8*)
a dla 9=11 g,=g,=g,
Q'=—4gl—Lgl=13gl=+0375gl; . . . . . 8
Pz +g
77 51 2 )
zas Q 181, — 81+9)9 l TRy i o e )
a dla przesel! réwnych
Q“=—1gl—Lgl=—2gl=—0625g1l . . . . . 87)
Wedlug réwn. 31) mamy dalej ogélnie Q=@'—gz, a dla
przesel réwnych Q=3gl—gz—=%gB1—-8x) . . . . . . . 88)
Jestto réwnanie linii prostej.
Moment otrzymamy wedlug 32)
BI.:%gix(li—x)+Ml1X ;. 39)
1
a dla przesel réwnych bedzie
=1gx(l—x)—%,—gl2x7=%-gx(3l—4x) Sty ey

Jestto rownanie paraboli.
Dla najw M niech bedzie z=z,, to znajdziemy %, rézni-

aM
7 =1a. —2x1)+— =0, zatem

x1=-§~71+£€1. Dla przesel réwnych M, =—1gi% wiec z,=31=
=0-375 L.
Wstawmy te wartosé w réown. 90), to bedziemy mieli
najw M=1g.3/(3l—3)=13591*=0:0703175g1% . . 91)
Z réwn. C)O) w1d71my, ze M=0 dla 3i=4z’, wiec dla
2'=31=0761
Wyniki te zestawﬂlbmy na rys. 32., z ktorego jeszcze
widzimy, ze oddzialywanie w B jest

0,=%gl+4g9l=32l . . ... . .. .. 99

czkujac rownanie 89), wiec
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Ogodlnie jest
.
Y=gl a G B, L) - - 99

§. 20. Ciezar ruchomy.

Teraz obliczymy sily zewnetrzne, wywolane ci¢zarem ru-
chomym.

a) Sily poprzeczne,
Dla najw (+Q) w p. E
(rys. 83.) musi byé obcig-
zona diugo$é¢ EB, a dru-
gie przeslo nieobcigzone.

Otrzymamy wiec z rown. 20)

" p(l 2_x2)2 |
921 ==——1—4j1T——, 9}2 =0.
* Moment w B bedzie wedlug réwn. 73)
RN, “1 p(l 2__.,1;2)2
M=t __ 1 i S o
Yo+l 8L+ )
Dalej otrzymamy wedle réwn. 56), wstawiwszy M'=0,
.M”:MAI,

o pl >~y ol —a)*
ol 8l 21y +1y) i Zi
e pd; —x)* 2 9
czyli najw (+Q)= {31,24+41,1,—21,x—x?} . . . 95)

8L, (1 +1,)
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Poniewaz dla obciaZenia zupelnego wedlug réwn. 84) i 31)
p(l 341, ) : : 4 :
Q.=ipl — 8, - +l ) —px, Wige otrzymamy najw. ujemnsg sile
poprzeczng, odciaggnawszy najw (+¢) od @, zatem
; i *+4%  p(l—=)*
—@Q)=1%p(l, —21) - — 4
naj""( Q) Ap(i .ZJ) 8(l1+12)li 8l1 2(11+l2)(3l1 +
+441, —2l, x—a?)=

" P
=3p(l; —2x) - m{li +1,15+ (1 —-x)%31, 24
+41112—211X—X2)} L e L N & 96)
Jezeli I, =l,=l, zatem J=1, to z réwn. 95) otrzymamy
: pd— x) ‘
W (+Q=""Fe5 {112—21x—x?%)}, - . 97)

a z rown. 96)

najw (——Q)=~§p(l—2x)—igzé(2l“+(l—x)2(7l2—2lx - z%)=

1—(1)%(1“+101‘2x2—x4) et

b) Cisnienia na podpory. O, ciSnienie na podpore
A4, jest najwieksze, gdy pierwsze przeslo jest obcigzone, a dru-
gie nie. Otrzymamy wiec z réwn. 95)

, Pl (31, +41,)
dla, =0 o W R 7
e e FL) } .. 99)
a dla I, =I,=1 najw 0,=%p

Najwigeksze O, w punkcie B otrzymamy, gdy oba przesla
beda obcigZone, a wiec jak dla ciezaru wlasnego wedlug 93)

gllﬂ2ﬂh+40+1(ﬂr+hﬂ}._
a dla réwnych przesel najw 0, =;pl

najw 0, = . 100)

Najw (—0,) powstaje, gdy drugie przeslo jest obecigzZone,
a pierwsze nie. Wtedy otrzymamy z réwn. 84) i 99), odcig-
gnawszy O, dla obciazenia zupelnego od najw O,
i 0 ) ot D LD gl Bl
Bt e e o A )
_pL* 1 . . 101)
T8I AL
Dla przesel réwnych jest majw (—0),=—pl

Roéwnoczesnie dziala jednak ciezar wlasny, wiec



Sl

_.'21113'*'92723__ pl?
8+l 8, +1),’
49, (4 +5)l *— (94 °+ 951+l %)

najw (—0y)=14g:l

najw (—O0,)= 80, +04,0, L L2
A wiec najw (—O0,) jest ujemnem, jezeli
9ily *+ (9, + )y *>49, (0, +1)1,

czyli jezeli > ( ;,-i—filz)g1 s E o L)

Jezeli rozpietosci sa rowne, oddzialywanie O, jest ujemne,
gdy »>6g.

Mozliwem zatem jest oddzialywanie ujemne tylko, jesli p
w stosunku go g, i g, jest wielkiem i jezeli /,, a zatem i g,
jest znacznie wieksze, niz [/, wzglednie g,. Przy réwnych dlu-
gosciach przesel mogloby to nastapié tylko przy bardzo ma-
Iych rozpietosciach okolo /=10 m. 0, nie moze bhyé wcale
ujemmnem.

¢c) Momenty. Przeslo pierwsze, czgsé druga.

‘W przesle skrajnem, jak

wiemy, niema czesci pierw-

rvs. 3% szej, tu punkt staly wpada
S seafi 1// na punkt 4 (rys. 34.). We-
;—;—f—;——/{/ F}l(&m"mm dlug réwn. 87) mamy
Am i ﬂmwmw //d!/( I/*",/ v, :?(]_1_:_-*]2)
- ;// l1 3
wiee wedlug 45)
/s l*
bl —-T:*_—vi =§l1—+"21£ .5 » 104:)
a dla I, =1, =1
DEAATRIPRYE (i B a5, 4100000, 106)
Dla majw (—M) musi byé pierwsze przeslo nieobcigzone
: % : Wity .t
a drugie obcigzone, wiec wedlug 77, M, — 844
Wstawiwszy w réwn. 65) M‘=0, M“=DM,, otrzymamy
. o pl, °x
a, —M)=M, = — . . 106
AT VT, TR, ) )

Najw (+DM) jest dla obcigZenia uzupelniajacego, wiec
uwzgledniajac réwn. 89),
. ol ° +l Ne | pliz

Podr. Teor. mostéw. IL. 3



way =

najw (+1!I)——3(1 It )[3ll+4l) —4(1, +1,)x]. . 107)

Dla przesel réwnych otrzymamy z réw. 106)
najw M=- Lplx . . . . . . . . 108)
a z réw. 107) najw (+M)=1px(1—8x) . . . . . . 109)

Przeslo pierwsze, czes§é trzecia.
Najw (+ M) (rys. 35)
bedzie w punkcie W
naju. () rys.35. czedel trzeciej, jesli ob-
o el cigzymy dlugosé FB

EMMMMEJ_F_B AL ! B
_______ a drugiego przesla nie

e e ) e / )

bedziemy wcale obcia-
zac.
Wtedy wedle 20)

2__p2)2
mj n=_p(ll f)_7 9221

a zatem wedle réwn. 73)
_ pled?
LA )

a wedle réown. 71), wstawiwszy M'=0, M“=M,,

najw (+M)=DM, 5£+p1(l,——x)(llx—~g2)=

2,
A I_e? )2:1: p(l —2)(l,z—e?)
81, %, +1,) 2l 2
: e R 28 212 SNty
najw (+M)= 8L, <1, )[(41 J,(1, %4 e?) + 31 (124 2e?) —e“)x +
=414, FLix2+ed] s i . owo+ 110)
Dlugosé za$ e znajdziemy z réwn. 63)
_ b(li*—e?)l Lo
STt TR
(b—w)l
=1 W . 111)
przyczem =TT e s R S e R

Moznaby teraz wartos¢ te dla e wstawi¢ w réwnanie 110!
i otrzymaliby$my mnajw (+M) jako funkecye z. Odciagnawszy
te warto§é od wartosci dla obciazenia zupelnego, otrzymali-
bysmy najw (—M). Ale poniewaz wzory te bylyby za zawile,
wiec zaniechamy ich wyprowadzenia. Wskazanym jednak po-



stighh o8

wyZ%ej sposobem mozemy w kazdym danym przypadku wyzna-
czy¢ najw (+M) i nojw (—M).
Jedli I, =l,=I, to otrzymamy z rown. 110)
najw(+M)=1é’23(7l°x+1ozzex—e4x_81332—813x2) . 118)

Z rown. 111) otrzymamy dla b=1/

e=z‘/‘(%‘“l‘ i M \/5_41 ...... 114)
Lz X
Wstawiwszy te wartosé za ¢ w 113), otrzymamy
3
najw (+M)=§-p(4lx—x2—5l’+2l}) AT

M. dla obciagZenia zupelnego jest wedlug réwn. 90)
M,=—px(4o—3l), wiec
najw (—M)=—L~Lpz(4x—3l)—najw(*- M), zatem
najw (—M)=-—v§-plz(13)—l{—20+8;) L T )
Na podstawie tych réwnan wykresliliSmy linie najw. mo-
mentéw dla belki dwuprzeslowej o réwnych przeslach (rys.

36.). Dla takiejze belki obliczyl Winkler tablice wedlug po-
przednich wzoréw, ktére tu podajemy.

. Cisnienie na podpory.
najw (+ 0,)=0-3750 gl+ 04375 pl
najw (—O0,)=03760gl—0-0625 pi
najw (+0,)=126(g+p)l
najm (+0,)=126gl. -
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Sily poprzeczne.

~ Sily poprzeczne

najiw (4 M,)—+007031 gi?, dla @=0-37501.
(+ M,)=+0-09566 P

n

x=043741.

z ciezar wlasny l cigzar ruchomy
) Q ’ najiw (4 @) ) najw (—Q)
+ | -

0 +0-375 0-4375 0-:0625

01 +0-275 0-3437 0-0687

02 +0175 0-2624 0-0874

0-3 +0075 01932 0-1182

0-375 0 0-1491 0-1491

0-4 — 0025 01359 0-1609

(035) —0:125 0-0898 0-2148

06 —0-226 0 0b44 02794

07 —0:326 | 00287 0-3537

08 —0-425 1 00119 0-4369

09 —0-b25 ‘ 0-0027 0-b277

g0 —0°625 | 0 i 0-6250

l gl \ »l pl
Momenty.
m oment
z e ciezar WlasnyL WAcie;éar ruchomy
M ! najw (4 M) ‘Lnajw (—M)
& —
0 — 0 0 0

01 — + 00325 0-0387H 0-00620
0-2 — 0:0550 0-06750 0-01250
03 — 0-0675 0-08625 001875
04 — 0-0700 0-:09500 0-02500
0b — 0:0625 009375 0-0312H
0-6 —_ 0-:0450 008250 0-03750
07 — 0-0175 006125 0-04375H
075 = 0 0-04688 0-04688
0-8 0 —0-0200 0-C3000 0-056000
085 05423 —0:0425 0-:01523 005773
09 07454 —0:0675 0-00611 007361
095 0-8885 —0:0950 0-00138 0-09638
1-00 1-00 _7-0'1250 0 0-12500

7 l gl? pl* pl*
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§. 21. Momenty podporowe belki trzyprzestowej.
Tu przypuscimy, Ze przesla skrajne sa réowne i zZe ich
rozpietos¢ [, =&, zas rozpietosé przesla sredniego 1.
Otrzymamy wtedy wedlug 22)
2M, (4 + 1)+ Myl=R, “l, + N,
MU4+2M,(141,) =N, “1+ N0,
albo 2M,(1+PH+My=N, “I+N,*
M, +2M,1+3)=N,"+R,;"9,
a stad otrzymamy
RA+HR“I+N,)—Wy“ +N,'F) ]

e 4(1+9)—1 17)
) 2D R IR (T
25 4(14+9)2—1 J

Jezeli obcigzone jest tylko cale pierwsze przeslo cigza-

rem jednostkowym p, to
RN, = ,};10112 mB‘_:SRZ‘:S}z”:O, WiQC

oo AS0+H pl®_ 491+9) pl2) 118)
4 i+ 8 . A1 8 )
2 2 9.3 2
Wk o, RN Pl e Bl S O

401+9)'—1 8  41+9H*—18 J -
Jezeli obcigZone jest tylko cale drugie przeslo cigzarem
jednostkowym p, to
Ny =N,'=0, Jt =N, =—1pl?, wiec
2(1+19)417Z2 il 214-29) pi? alb

N o d+9H-1,  Al+97—1 8’
T s 8 ’
1\[,_1![2_ STEERR st 120)

Jesli wszystkie przesla sa calkowicie obciazone, otrzy-
4931 +9)—2934+2(1 4 29) pi?

mamy M,=M,=— TSRO, iy Qe -
(1 +29)29°+2(1 +319) pl? 2014393 pl?
| (TSRRE S e Ml il = == ..
Sels fIi99—1 8 3429 8 el

Leber obliczyl dla rozmaitych wartosci spolezynniki
réw. 118), 119), 120) i 121). Podajemy tu z nich niektére:
dla 4=06, 06, 07, 08, 085 09, 095 100
43(1-{-3)
T1+9— =0-3756 0416 0451 0482 0496 0609 0621 05633
49*(1+9)

Z(—lﬁp-_—l———-o‘OQAL 0-150 0221 0-308 0-368 0-412 0+471 0633



S

dla 3=06, 06, 07 08, 08 09, 095 100
3—22&:0500 0476 04556 0435 0426 0417 0408 0400

149
2—_;):2 3)=0-563 0679 0610 0-657 0687 0720 0-768 0-800

29 ‘
m=0'125 0130 0133 0134 0134 0134 0134 0133

29°
m_vl=0031 0047 0066 0086 0-097 0-108 0-121 0-133
§. 22. Cigzar wiasny.

a) Momenty podporowe otrzymamy analogicznie do

3 2

121) k| 2('3 _fggg); ...... 192)
1+99) gl?

a dla g—g, Ml—M2=-—é£‘2_}})% P 123)

b) Sily poprzeczne.
W pierwszem przesle jest M'=0, M“=M,, wiec wedlug

; M 2391 +9) ¢
30) Qi ='%'gl1 +l—1 :_%_ 3—\-12@9' 8!9’2,
1,
e 2

{38, 9%(94-2)— g}492(3+23) ;o 124)

a dla dowolnego punktu Q= Q S M Rk . 126)
W drugiem przesle otrzymamy M'= M”—-M,, wiee

Q'=1gl, Q“=—gl, . . . . . e 13T

a dla dowolnego punktu Q= Q,'—gz=1g( 1—2);) 2 bt e D

jak dla belki jednoprzestowej.
¢) Oddzialywanie 0, na podporze skrajnej réwne jest
Q,‘', na drugie] wedlug 28)
(5946
0,=@,'—@,"=1g 9143(2(3:9?)9:-_9%’
0,— g(63+432+1)+g,(593—1—632)
O 493+29) 4
d) Moment otrzymamy w dowolnym punkecie na pod-
stawie réw. 32)
W pierwszem przesle jest M'=0, M"=M,, wiec

. 129)



M=M11}—{+1}g1x(l,—x) ...... 130)
1
W drugiem przesle jest M'=M"=M,, wiec

M=M%}ég§1—x) e .. 181y

Wykresdlnie przedstawiliSmy sily poprzeczne i momenty
na rys. 37. dla 4=077, g,=0891g.

§. 23, Najwieksze sily poprzeczne.
W pierwszem przesle otrzymamy nejw (+¢), obciazajac
pierwsze przeslo od E do B i cale trzecie przeslo (rys. 38).
Wtedy otrzymamy z réown. 16) i 20)

2 p(l 2—.7:'2)2
U 14112

» Ny' =Ny " =0, Ny'=—4pl, ?,
wiec wedlug 117)

2(1 +Hp(d, *—z*)*3—pl, *3
M, =

&, 40+ 9)—1]

z
8 NazZWaWszZy =,
1



|

(1 +9)(1—m?)2—1 pi, 29

iteg 1+ 9Hi1 4
[ AQ4+9)9YL—m2)2—293]pl2
M,_[— Y, o R 132)
1vs.38.
- —p~ -4 S 'y
4 o lpmmp *¥44P
SR g a e An(/m/ @ mf Rt
T L
nfw%_,_, I
< o 2
reap(-6))
/ mimmmmmnmkhﬂmm Sl
s (- 4) P b
s———— AU~
A B

Jezeli teraz w réwn. 56) wstawimy M‘'=0, M“=M,, to
otrzymamy
-9 2
naji (+Q =13 IS gy,
najw (+Q)=
1—29(1+9) (1—m?*)*+31—m)* 4(1+9)*—1) pl,
X 11+9)—1 4
Dla najw (—@) musi byé przeslo pierwsze obcigzone od
A do E i drugie cale przeslo. A wiec wedle 16) i 18)

. 133)

RN, "——”” 22l 21— 2, y' =T, “=—1pl?, Ry'=0,
wiec wedlug 117)

i
21+ 9)[ 222 )”+-.tpz2 —l*
4l z 2
M, — 4(1+&)2 , a dla Z=m,
4(1 + ) F3mA(2— m2)+2(1+219) plz 134
I1+9—1 8 e

Jezeli teraz w réwnanie H7) wstawimy M'=0, M“=M,,
otrzymamy

najw (—(z)z——.;px. A M e i L 5
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Dla najw. sil poprzecznych w punkcie E drugiego prze-
sla musimy obciazyé cale pierwsze przeslo, a drugie od E do
C. A wiec bedzie wedle 16) i 20)

: @—ay?
9?'1 =_‘i'pl 9‘t2 e e 42

snz'=—p(w“) (202 —(I— )2]=—’i(—4 ) 1+ 2o—z?). RNy'=0.

Wedlug 117) jest
R IR =T =D
Mi—'MZ—' 1+2‘9. 2
a wstawiwszy otrzymane wartosci, otrzymamy po skréceniu
2(l—z) x*—143° p
G h  E T
a wiec wedlug 56) i zwazywszy, ze M'=M,, M“=M,,
p BP—2(—x)%? | (I—z)

najw (+¢)= 413 {199 w5 albo

. 1493 4-2(1—x) 212+ 2912—zx%) p
najw (+ Q)=——('Zl%2‘9)*‘——>ﬂg:

: x
a wstawlwszy —=mu, ofrzymamy

I
99 42(1—n)2(1+29—n’ :
najw (4@ =22 <1)+()19) )l . . 186)

Najw (— @) otrzymamy z réwnania 136), zmieniwszy znak
iz na (I—=), lub » na (1—n), wiec

; 14334+ 222912 4 2l —a?) p
najw (—Q)= A+ — a7 lub
X 934+2n229+2n—mn
najw (—Q=—" " ’;((1+23) 2 e el 0189

§. 24. Najwieksze oddzialywania.

Najwicksze oddzialywanie ujemne w A otrzymamy wsta-
wiwszy w réwn. 134) i 135) 2=0 i m=0. Otrzymamy wige

2

z row. 134) M, =4(3pi‘)3), zatem

: pl
najw (—00)=—m_?25) ..... . 138)
Najw (+0,) otrzymamy, odciagnawszy najw (—0,) z T6W.
188) od O, dla obciazenia zupelnego z row. 124), zmieniwszy
w niem ¢, 1 ¢ na p. Wiec



— B

_ 39¥I9+2)—1 pl 3342
mAY (00 =155 29 P4 T 195 +29) 48 +29)
Najw (—O0,) otrzymamy, wstawiwszy w réwn. 137) z=0

1 =0, a mianowicie

pl . 139)

pld?
T aI+RYy;
Najw (4 0,) otrzymamy, odciagnawszy wartosé réwnania
140) od wartosci réwnania 129, dla obciazZenia zupelnego i za-
mieniwszy ¢, i g na p

najw (—0,)= . 140)

1469+1092+592 Pl

P EOT SR L R TS L
(1428)(63+103°+59%) + 943 +29) pl
414921 49

najw (4+0,)=

najw (+0,)=

. 141)

§. 25. Najwieksze momenty,

I przgslo, cze$é §rednia. Najwiekszy ujemny mo-
ment w czescl sredniej otrzymamy przy obeiazeniu $redniego
przegsla, najwigkszy dodatni przy obeigzeniu obu skrajnych
przesel. Dla najw (—M) otrzymamy wiec N, =R,=0, N,—+
—1pl?, wiec wedlug 117)

(14+29)pl? pl?
T T+ 9 -1 © A38+29)

A wigc wedlug 65), wstawiwszy M'=0 i M“=DM,, otrzy-
mamy

pl, 2 Y, phz pl=s x
T 49%3+29)  49(B+29)  43+29)],

Najw (+M) otrzymamy, jesli pierwsze i trzecie przeslo
sg obcigZone, wige N, =N, =—1pl,2, N,=0.

A zatem wedlug 117)

H1+29)pl, Ipl, * 29% p,l?
M= ==L = 1

najw (—M)— 142)

a wiec wedlug 67)
g Ipl,x
najw (+M)=-- 4(3" : ’23) +ipa(l, — x)=

32+ N, —2(3 + 29z

najw (+ M= L
3(2+9)—2(3+29m_
:gihlm Pl st 348)

jesli m=
li
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Trzecia cze§é. Najw (--M) otrzymamy w punkcie W,
gdy pierwsze przeslo obcigZone jest od 4 do F i cale drugie

rzeslo (rys. 39.).
PRy ) rys.39.

Wedlug 63) jest

12—y (U *—2e,l; +e, %)
R (1_ (bi_“’)l*) EI L S

by (21, —ey)eq L a stad

by(ly,—w))’
: 11, by —w
czyli e—-l\/bl_w.........l45)
Odstep b, punktu stalego K, od C w drugiem przesle jest

, za$ wedlug 87) »,= 2 l+ e 2(1+9),

WiQC b2=ﬁs=a2 AT e A iy 14:6)
!
< — —
Dalej » —-—z—_(l-Hi) S DS
T N TR R
_ (34291 4-29) __li,_
v =" 291L9) wiee, poniewaz b, 119,
29(1+9)
Sl 2 i L T | |
b Z*‘»—*—lO&-{—Bt}Zl1 il
Dla obcigZenia pierwszego przesla od A4 do F i calego

drugiego przesla jest wedle 16) i 18)
32)) 9’22‘=m2”='i'?}‘.pl% SR:;‘:O’

wedlug 45) b, =1+%
4

€N, "———(21 .

wiec wedlug réW. 134), wstawiwszy e zamiast z, gdy =M
o AL 9)9m, 22— m, 2)+2(1 120 plr
STy 41+9)2— 8
41+H9 5 ]pl’
—|aq Tt )+3+2.9
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Teraz otrzymamy wedle 70)

naJW (—_M)_l[ X+Ii(ll—_-£) g A sl s 14:8)

Najw (+ M) obliczymy, obcm,za..]a‘c dlugoéé FB i trzecie
przeslo. Otrzymamy wtedy analogicznie do 132)

—2(1+ %1 —my?)*+1 pl, 29
.M1= = (1783‘2_ 4: i) dne e . 149)
a wedlug rown. 71)
najw (+M)=M ’l‘+P(1 m)2m WY e ey

II. przeslo, czgsé pierwsza.
Tu dla najw (—M) w punkeie U (rys. 40.) musi byé obcia-
zone cale pierwsze przeslo i drugie od F'do C. Dla nujw (4+M)

| rys. 40.
ll&]lU( Jw k—~g——>«- o

» MJEUMMMMH@;J/ wwnmm Sty
-

B v/
Aﬁ’i/_’f V_J_@MMA,MWH%
v/ c D

musi byé przeciwnie obcigzone drugie przeslo od B do F
1 trzecie przeslo. Wedlug 62)
a(2l— 3b—e)el
T el +(2a—b)el— (a+b)e”
a poniewaz a,=b,, wiec ¢=I—2b,,
by (20—3b, —e)el
T3 —2b,1%+ b,el—2b,6?
a ze wzgledu na 146)
_ (3+49)I—(B342%)e el

= (29I el—2¢2 5129 c
albo, rozwiagawszy to réownanie ze wzgledu na e,
wul2
_ AN w329 (drodmi

(B3+29)(1—2u) l=2u
Przy obciaZeniu, dla ktérego otrzymamy najw (—IM) jest
wedle rownania 16) 1 20)

9}1"“1—"1' Z 2 9?2”—-
p(l

((A—e%)?
p 4:11 ?

+2le—e?),

N,'—




R

a wiec wedlug 117)

2 2\2
2(1+ «9)[}[)1 ( —2le— eg)]—p(l 4; )
e 4(1 +9)i—
. — 2 +9)[pl 129+ p(i—e) (l‘+"el—62)]—p( T
o LA(1+9)—1] ’

p
a wstawiwszy ="

_[ 4<1+9>33 (1+~9)(1—m)’(1+2m—"12)
e
4

SHI PR 41+ 9)’—
42((11&;’)1—22% LR n o SN 163)
5 w2, P 25)“93
=(1+—42~9‘3(1—"’)2"’2+%9)%2' SRS
Teraz otrzymamy wedlug réw. 68)
najw (—M)=M1—I—! 1 2x +p212\_ o laby

Najw (+ M) otrzymamy, obciaZzywszy drugie przesto od
B do F, i cale trzecie przeslo, a zatem wedle 16) i 18)

2
R, =0, N,'= —”‘Z—z(%—e?),
Ry —— 4“(212 )y Mg=—14pl, %

Wedle 117) otrzymamy
N @1y PO Q1) 41,29
21+ )4’52’( l—e) “m( —e?)—iply

Gy 1+ 91 i
2n, 2 9 29 e i
My== i :3)7:1(2(14‘ )(2—ny)*—(2—n )+
291 1pl2
L ] ........ 156)

Dalej mamy

e 2, be’

4/2(% S
1429

—e?)+1pl, *
M, —M,=- )




AR
o + i g, 208 \pl?
Mi—Mz—(—l-_i_—Q:(}n, (1—mny) +f+275)§ v « 157)
najw (+M)=M, — (M, —M,)n+2'@n, —n,2—n)l* . 158)
jesli n=“’l’
Srednia czeé.
Dla sredniej czesci otrzymamy najw (—M), obcigZywszy
plerwsze i trzecie przeslo, zas majw (+ M), obciazywszy drugie

przesto. Jesli pierwsze i trzecie przeslo jest obciaZone, otrzy-
mamy z row. 132, robiac m=0,

293 pl?
M1=M2=“§_§5§ 2 1B9)
Wstawiwszy w réw. 65) M'=M,-=M,=M", otrzymamy
i : v R pl?
i S e T e v 160)

Jestto réwnanie linii poziomej.
Dla najw (+ M) nalezy obcigzyé drugie przeslo, wiec
RN, =N;=0, N'=N,"= - 1pl?,

e 214NN —My pl?
zatem M=M= HL9—1 — 43429
2
a wedlug 67) mnajw (+M)=—R31i‘1:2—5j+~.§px(l—x) S G

§. 26. Przyklad.

Dane: Most drogowy drewniany lezajowy dla drogi IIIL. kl. 500m
szeroki bez chodnikéw., — Dajemy b belek gléwnych. — Rozpietosé prze-
sel skrajnych przyjmiemy 1000 m a éredniego przesta 18:00m, a wiec sto-
sunek 1:1-3:1.

Obliczy¢ naleZzy najwieksze sily poprzeczne i momenty, przyjmujac
ciezar tlumu ludzi, przepisany dla drég III. kl. 840 kg/m?, gdyz cigzar tlumu
ludzi bedzie tu niekorzystniejszy od cigzaru wozdéw.

Jako ciezar staly przyjmiemy dla przesel skrajnych

*) g =28251+ 230 kg/m
g=82b X 10 + 230 = 82'5 + 280 = 312'5 kg/m, wiec
g=03126 t/m dla przesel skrajnych. — Za$ dla przesla $redniego
91= 825 XX 18 + 230 kg/m == 8372 kg|m,
g9,=— 033726 t/m

*) Patrz Podrecznik Teoryi mostéw wyd. II. tom I. str. 9.



9'=00625 t/m na jedng belke przesla skrajnego
9,'=006745 tm na jedng belke przgsla Sredniego.
Ciezar staly.

Spolezynnik Er=zl—={g =077, wigc wedlug 122)
1

__ar__ 2[0773X 00625 +- 0:06745] 132__ g
M,— My— 3T IO . — — 0'89817 tm
Sily poprzeczne wedlug 124)
10
yorn s 06O 17 (2 Fr e S o =
Q= (3 X 0°0625 X 0:77 (2 4 0:77) 0”)4X077z(3+2><0'77)

= @,‘= -+ 0'3515 ton
Q,“=— 03515 — 00625 X 10 = — 0*9765 ton
W drugiem przesle
Qy'= -+ + 006745 X< 18 = 0448 ton
Q,""= — 1 006745 X 13 = — 0°448 ton
0y= Q"= 03515 ton
0y= — 0097656 — 0448425 = — 1425 ton
Momenty.
‘W pierwszem przesle otrzymamy wedlug 130)

x
M=M, . lT gz (i — =)
M—— 089817 % 4+ } 00625 3(1 = ,”?)z,-
7 7, 1)

M—-- 089817 % 4 3125 = (1 L i‘)
i et

Dla lf = 01 02 03 04 05
1
M—0 0191 0821 0388 0893 0335
,;” —06 07 08 'y VA

M==0214 0031 —0214 —0524 —0'893m
W drugiem przeéle otrzymamy wedlug 1381)

M—— 0895+ 006745 7(1— )

M— — 0893 + 56995 ;(1 13 7"’”)=

. Dla ;-_- 0 01 02 038 04
M—— 0893 —0880 +0019 -+0804 40475
T’” = 08 06 07 08 09

M=+ 0532 40476 40804 -+0019 —0-88
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1k
== — 0893 tm.

< B ~lg

b)) Ciegzar ruchom

@) Sily poprzeczne.

W pierwszem przeéle otrzymamy najwigksze dodatnie sily poprze-
czne, obecigzajac pierwsze przeslo od E do B (rys. 37.) i cale trzecie przesto.

Otrzymamy wedlug 183)

e sl 2(1+(;g)fé17_7):n221+ 8073 10077_Hi (1— m?)10

354 p (1—m?)* 4 3078

najw (+ Q)= — 1158 19264+ 6p(l— m?) =
681 p (1—m?)? + 591

p ciezar thumu ludzi dla drég III. klasy wynosi 340 kg/m? a ponie-
waz belki gléwne sa w odstepie 1m, takze na m b, gdy m=0 i p=0'34 t/m
6-81 XX 034 + 591

najw + Q= — 1163 + 5 X 034 = 2:02 tm.
Wstawiajae dla innych m wartosei, otrzymamy
dla m =01 02 03 0-4 05 06 07
+ @=—0381 0:012 013 030 0487 0646 0769
m =08 09 1:0

+ @=0814 074 05 tm.
Najwigksze (— @) otrzymamy z réwnania 134) i 135

B (167 o e WL 2 !
=l e - +5resel 5

najw (— Q):Jy‘r——;»p;, a ze =077

4 (14 077) 077 2 18?
A1+ 077 — "034 g m1>+(5+2><o(7)034]
M= — [0:096 m? (2 — m?) + 0-16] 1§

M= — [0:096 m? (2 — m?) | 0:16] 21125
M= —2:03m?(2 —m?) — 388
najw (— Q) = % —3pm*l. A ze ,=10
najw (— Q) = — 0-203 m‘l(2 —m? — 0838 — 1034 m?>.10
najw (— @)= — 02083 m?(2 — m?) — 0-338 — 1'Tm?

Wstawiwszy wartoSci za m = ; i za p =084 otrzymamy dla
1

m=0 01 02 03 04
najw (—Q) = — 0838 —0860 —0422 —053 —0616
m=056 06 07 08 09 1

najw (—Q)— — 0852 —107 —182 —161 —191 —224ten
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W drugiem przesle otrzymamy najw Q z réwnania 186)

najio (4 @y 22 20— m(1+25 — w) o

4(1—259)
e G 0733+2(1—n)?(1+2\077—n2)
£ 4 (142 X 077))
_ 0457 4-2(1— n)?(2:44 — n?)
= 976 18084
; 2:02 - 8:84 (1— n)? (244 — n?
ado (4 @) e 2O BB U n (Bed — w3)
976
Wstawiwszy warto$é za n——ix, otrzymamy dla
n=0 01 02 03 04
+9=241 199 160 1-256 095
n=06 07 08 09 10

+ @=051 0:86 027 022 020

Poniewaz belka jest symetryczna, wigc najw (+ Q) dla » jest zara-
zem réwne — najw (— Q) dla(1— ). Powyzsze wartodei daja nam wiee za-
razem najw (— Q).

f) Momenty. Pierwsze przeslo czeéé érednia

Wedlug 387) jest vo—=2(1-+ ) =2 (14 0:77) = 3°5,

l l !

788 by= Ty, — 15 551~ 46i— 0221 =022 X 18 = 2:86 m.
e i 1 S O e
IR T T e 077X 3bd
l‘ ll l
b=1{T 4981 = o5 = C19124=1912m
Wprost moZemy otrzymed b, z réw. 147)
2 X 0:77 (14 0:77) e lass
b= 5103077 4 6 X 077 .10=1-912m
Wedlug réwnania 142) i 143) otrzymamy
. Fi pl? z 084%13* =
mgw (—M)~=— s B 95— i@ X0,
3 ; 5746 = Sy
najw (— M)S—I—BIGZ——?' 1611
: 83@+5)—2B8+2%m .,
najw (+ M)= i8125) pl*m
. 82407 —2(B+2X0T)m
= 084 X 102m =
B ) 182 x 077 % Am
najw (+ M)=16908 m — 17 m>
Dla m =0 01 02 03 04 0'b
najw (+ M)=0 1421 2:602 8242 3643 3704 tm
najw (— M)=0 —0'316 —0632 —0948 —1264 —1'680 ,,
m =06 07 08 m

najw (+ M)=3426  2:806 1:846 tm
najw (— M)— — 1896 —2:212 —2:628 ,,
Podr. Teor. mostéw II. 4
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Pierwsze przeslo czeéé trzecia.
Tu wyznaczymy najw (+ M) i najw (—M) tylko jeszcze dla punktéw,
dla ktérych m =09 i 1:0 czyli dla v =01 i w=0.
Z réwnania 145) otrzymamy dla
z, b—w . [10 1912—1 _
w=01 ¢, =1\~ B \/I@]._‘Z"AIO;::[ -=T7'32m,
w=0 e =1
Dalej mamy dla w=01 p=034,
‘fg_ 0732, wige wedlug 148)
b 4(1+07()07 s o e (01 T
TR 6T ] a0 ‘32)+3+2xo-77] 3 e
My=— (028X 0 536 X 1464 - 0°45) 7183 = — 4813 tm
3l —
Najw (— M)=— — %‘f ae &%‘l 2)
1
034 XX 7822 X (1— 09)
2

my =

najw (— M)= — 4813 ¥ 009 4
najw (— M)= — 43382 4- 0912 = —342m

Dla w=0, p=034, m=1
4 (14 077 0773 2 P .
M= — | o OB + g g soo - 084 | 5 = — 520 m.

Dalej otrzymamy wedlug 149) dla najw (+ M)
e 2O+ DA—m 1] pl, 25
== —

7 S e N e T
a— _ 2+ 0T (A — 07322241 084 X 102,077
1 41+ 0772 —1 i 4 o

_ 0939 2618 6:257
T 1168 4 4612
a wedlug réwnania 150)
— ) 2
wﬂ+m=m%+ﬁLﬂ¥LﬁQp

el Vi
ﬂajw(+M)=o-135><o-9+034><01(g9 0782 .,

najiw (4 M)= 01215 4 1:048 = 1-1695 tm.
Dla w =0, p=0, otrzymamy wiec z réw. 149)
034 182. 0:77 44-244

= + 0135 tm,

M R O —1) agis — om
a wiec otrzymamy dla
m= 09 1-0
najw (+ M)= 1-170 0-965 tm
najw (— M) = —842 —b239 tm

Drugie przeslo, czeéé pierwsza.

Otrzymali$my pierwiej b,—022 1 =a,, a wigc wyznaczymy najwiek-
sze i najmniejsze momenty dla #=0117i u=027, bo dla w =10 czyli dla
sredniej podpory, juzeSmy otrzymali najw (+M) i najw (—M).
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Z row. 162) otrzymamy, wstawiwszy » =

l(3+45)—u(8+25)+(1+2Er)u12 0
B+25(—2u) 1—2u
3(8-{-—4><0(7)-—7)(3—1—2><O(7) g-_{—2x077)::
BF2 X071 —20) I—2v
608 —4b4v 254X
e? _138454(1 2v)+(1 5 )169_—0
608 — 4540 2:64v
— 286 e T +1—2v'169=0“
Stad otrzymamy dla » =01
e? — 20110 ¢ + 5408 =0
e?=1006 — | 10-05% — 54-08 = 3+28 m
dla » =02 e?— 24-6b e + 148:656 =0
e=1283 — V12832 — 143:65 — 9*44 m.
M; wyznaczymy z réwnania 153);

zatem dla v =%‘ = 01, my— 325 — 0252, p— 034 t/m.

M [— AQEDS  4Q+ A m)f 2w

L LS Tt 40+ 51
2(1 4,22 —17p 12

St 1

M‘_[ 4(1 4 077) 0773 4(1—|—-O77)(1—m1)2(1+2m,-m,’)

L A 40+ 0T —1 i
2(1 — m, 22 034 132

; TraFom = ]
o 323 (08X0559><144 1762

~| e

el—el

182=0

1168 11:68 et 11-68
g 323 b0 - 1F 752] iy y : ; :
M‘_[_11'53 1153-1-1153 7183 =[— 028 — 0495 4 0162] 7*183
M, = — 4-475 tm.
2p(t —et)et—plt3d =

%] 7188

Da-]ej Ml'—' Mzz 472 (1 = 23.)
_ 2084 (1 — 0:252)? 02522 — 0-34 X 0772 .
Y= S 1(1 42X 077) =
00245 — 0155
_M’=—ib-16 X 169 = — 2:178 tm
3] 2
Wedlug 155) najw (—M)—M, — ! 7 = w+p2,x’
034X 9722 X 01

najw (—M)= — 44756 4 2178 )X 0'1 4
najw (— M)= — 2:644 tm.
Dla v—7=02, ml-—if‘=0-727, p=08, 5=077

otrzymamy wedlug 155)
w20+ 3-3 41431 —my )X(1 4 2my —m, N2 (1—m, z)2] o
=

A1+5)— S =1 Tiarsy—1
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Z row. 162) otrzymamy, wstawiwszy v =?

1B+435)—uB+259) (1+23)u12

e el M rlaa

(8 +4X077) — v (3 + 2 X077) (1+2><o77)v

B m St woral -y T =y oo
608 —4bdv 2:B4Xw

3 = =
“=Berinang oo o
608 —4Bly | 2640
2 O s =),
e?— 286 e T e -|-l__2”.169 0

Stad otrzymamy dla » =01
e? — 2010 e 4 5408 =0
?=1005 — | 10-05? — 54-08 =3:28 m
dla v =02 e? — 2465 ¢ 4 14865 — 0
e=12:83 — {12-33? — 143-66 — 944 m.
M; wyznaczymy z réwnania 153);
zatem dla v=;_‘= 01, my— 228 — 0:262, p— 034 t/m.

M_[_ 4(14 5)93 4(1+‘)(1—n,)2\1—|—2n,—n,)
AR, T | 4d+532—-1
2(1-*-”,2)2 1p 12
+ 10 —5 ]
'__[ 4(1 40770773 4(1+077)(1-—-ml)2(1+2m,—ml)
I T R T 4140772 —1
2(1 —my 22 034 182
+4(1+07“ ]
823 7083 0:569 144 1-762
M1=[ X 0:569 X

£0%] 7188

11-63 11-563 i 11-63
323 B0 1ETH2
TIir88 T Ires T it 53]7 183 =[— 028 — 0495 + 0-152] 7183
M, = — 4+475 tm.

i 2p(l —eHe? —plt 33
ool e S e T
_ . 2X084(1 — 0:252)2 (2522 — 084 X 0-77% |

2._ (142X 07)

0:0245 — 0155

_M2 ,,loig_X169=—2'118tm

Wedlug 155) najw (—M)=M; —

M1=

M, — e
_|_P1

034><972=><01_
AT AT

najw (—M)= — 4-475 4 2:178 XX 01 4+
najw (— M)= — 2:644 tm.
Dla c;——'; =02, m, _9i34=0'727, p=0:3, S=077
otrzymamy wedlug 155)
4(145)3%  4(45)1—my)X(L42m—my?)  2(1—m ) p¥?

&y 4(1+35)y—1 T+ —1  Tagigsy—1id¥s




o

708 (1 — 0-727)2 (1 4 2 X 0727 — 0-727*
1, —[ — 095 7% 2042 3
2(1 — 07279034 X 169
113 ¥R
M —[— 028 — 076 4 0038), 222 X1P
M, — — 2:2842 tm.
Dalej mamy
4 238 \pit
= 20, =( 3 gm = mmi= 12 505) o
4 y 2><o-773) 034’
Cdgeaf ot o oraniotape gt XOAE Y 9
A — M3 (1+2><0-772(1 OTR e T B

— M, =(0:0620 — 0-86) . 7-18,
My — My = — 21396 tm , wiec wedlug 154)
najio (— M) = — 29842 4 21896 X 0-2 + 1 0:34 X 856 X 02 —
nagjw (— M)= — 1954 tm.
Nojw (+ M) otrzymamy wedlug réw. 156), 157), 168), a mianowicie
dla » =01 wstawimy e =328, p =034.

e Friee e LA e e )
2&1 plg
+I.(1+——3)m]'s"’
0-2622
& (12_5077)2 7 @(1+077) (2 — 0252)? — (2 — 0:262%)) +

i IO ]034)(163
AA+0TE—1 :
M, — — [0-011 XX 848 4 0-078] 718 — -+ 08348 tm
Dalej otrzymamy

233 12
M Mﬁ“[ 14-25‘”l P "')+1+23]'A
23 0778 J0:84.169
0 2 Lol
¥ [ 1+20770 ekt 0252)+1+2x077]

M, — My =[— 098415 +- 0-36] 718 = — 4°1224 tm

najio (+3) =M, — (M, —M)0' 1+ 2 2 g — g 2—) 2,

najiw (+ M) = — 0-8348 + 0-41224 + (340 1(2 X 0262 — 0:2522— 0+1) 169,

najw (+ M) =+ 06576,
Dla » =02 jest e =944 p =034 t/m?

my— 9'14; = 0727
5 2
wige M=| — 1 +”§3) 1@+ @ —m) — (2 —m)+

2 53 pl?
+4,(1-|-sf)2_1]



e

11568
2><0773] ; SELATEN
Tieg J718=—0243X 18— — 145 tm
: 253 \pl?
Dalej mamy M; — M, = ( 1+23n, 21— ”’)+1+23)T—
4 230773 | 084 X 183
oy (RN 71 2 ) 2 L == (=)
( T scoT 0T - 07 '1+2><0'77) 2 (—0062 +
+ 0:86) X 17-18 = 21396 tm
Zatem najw (+ M)=
najiw (+ M)=My— (My — My)n+ 2" @n— ng? — )22
(4 M)— — 1746 — 21896 X 0:2 + > 343‘_0_2 (2 X 0727 — 07272 — 02) 169

—— 1:817 4 4:225 _+ 2:908 tm.

Przeslo drugie czesé druga.
253 102
Najw (— M) = ~§tos 034 5
najw (— M)= -- 1082 tm
Najw (+ M) otrzymamy z réw. 161), mianowicie
pl

najw (+ M)=—m'¢r‘9)+%l’z(l—“")

084X .

— 4(3ﬁ<077)+ 1084n(l —n)13
— — 81642878 n(l — )

a wige dla n— =03 04 06

najw (+ N)=2:878 3:78b 4028 tm.

L. Przyblizone wyznaczenie sit wewnetrznych.
§. 27. Zasada.

WidzieliSmy na przykladzie, jak Zmudne jest obliczenie
sil zewnetrznych belki ciaglej trojprzeslowej. Jezeli belka ma
wiece] przesel, obliczenie staje si¢ jeszcze Zmudniejszem. Zna-
cznie uprosci¢ da sie jednak rachunek, jezeli wedlug Lebera
przyjmowac¢ bedziemy dla momentéw tylko calkowite obcigZe-
nie przesel. Wiemy z poprzedniego rozdzialu, Ze kazde przeslo
srednie da sie¢ podzieli¢ na trzy czesci. W czesci Sredniej otrzy-
mamy najwieksze lub najmniejsze momenty, gdy dane przeslo
jest cale obcigZone lub cale nieobciaZone, a inne przesla na-



L

przemian. W pierwsze] i trzeciej czesci linie najwiekszych
1 najmniejszych M sg liniami czwartego stopnia, ktére jednak
dadzg sie w przybliZeniu zastapi¢ prosta i parabolami, przy-
czem otrzymamy zamiast A, K, (rys, 41.) linig A, NK,. Ta linia

le-o y Z

o d .. %
dopetrie
dodl |~

lamana odpowiada obcigzeniu calkowitemu przesel, i tak najw
(—M) w A odpowiada obciazenin I (rys. 42.), gdy e=0, dla

rys. 42.

=g -y

o N i
o ]

7S DN
A~ -

ktorego otrzymujemy parabole 4, N. Najw (—M) w K odpo-
wiada obcigZeniu I, gdy e=I, dla ktorego otrzymujemy prostg
NK,, przechodzaca przez punkt staly I.

Leber udowadnia, Ze linie te najw (—M) przybliZonych
majg wspoélne styczne z linia dokladna w 4, i X, tak, ze wy-
kresliwszy te linie moglibySmy jeszcze na podstawie tych sty-
cznych wykresdli¢ krzywa 4, K,. Leber nie kredli tych linij*),

*) Weyrauch przyjmuje nawet w przyblizeniu proste 4, K, 1 I, By,
linie te sa jednak zanadto niedokladne.
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jednak wykreslenie ich jako paraboli wedle poprzedniego nie
podlega najmniejszej trudnosci, a daje wyniki znacznie wiece]
zblizone do dokladnych.
Poniewaz dla obliczenia przekroju chodzi zwykle gléwnie
o bezwzglednie najwieksze wartosci, wiec, jedli chcemy je
otrzymad, obrécimy najw (— M) okolo osi poziomej. Przelézmy
je na goére, wtedy punkt L przypadnie na L‘. Widzimy stad,
ze bezwzglednie najwieksze momenty mozemy latwo wyzna-
czy¢ w przybliZeniu, przyjmujac obcigZenie calkowite przesel.
Metoda Liebera polega
na tem, Ze obliczamy mo-
menty podporowe dla ob-
cigzenia calkowitego ka-
zdego przesta z osobna.
Obcigzenia te 1 momenty
kombinujemy w ten spo-
s6b, aby otrzymac¢ przy-
blizong linis momentow.
Leber uwzglednia zara-
zem ciezar wlasny, inny
dla kazdego przesta ; moZna
jednak latwo obliczyé oso-
bno momenty podporowe
w skutek ciezaru wlasnego,
a osobno w skutek ciezaru
ruchomego. Znajac mo-
menty podporowe, latwo
obliczymy albo wykreslimy
zapomocy szablonu para-
bolicznego momenty w dru-
‘giem przesle calkowicie
obcigZonem lub nieobcigzo-
nem. Dla sil poprzecznych
musi byé w danem przesle
obciazenie  jednostronne.
Dla tego obciazenia obli-
cza sie¢ momenty podpo-
rowe i dodaje do nich mo-
menty, powstale z obcig-
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zenia calkowitego innych przesel. Na tej podstawie oblicza sie
najwieksze sily poprzeczne w kilku punktach przesta.

§. 28. Najniekorzystniejsze obcigzenia.

Na rysunku 43. i 44. sa wykreslone linie najwiekszych
i najmniejszych momentéw i sil poprzecznych dla sumy cie-
zaréw stalego i ruchomego dla przesla sredniego i skrajnego.
Na rys. 45. podajemy wedle Lebera schemat obcigzen, ktére

rys. 45.
Eawn A -
5 Zax X Ay = p-N Vay z 2
613 7
S VAN VA ZaN 2\ PAY AN .A a A
S0 A I [ TR
T Fa ZaN 7 2\ e X s

+
B e |
L a_ A i AN
1 £

A S Pay pAN A
sprawiaja w réznych czedciach belki najw. i najmn. momenty.
Jedli -belka jest symetryczna, liczba kombinacyj znacznie sie
zmniejsza.

Cigzar wlasny, ktéry zmienia si¢ wedle rozpietosci, przed-
stawiliSmy czarna kreska, ciezar ruchomy prostokatami bia-
Iymi. Liczby wpisane odnosza si¢ do rys. 43.1 44. i wskazuja,
ktérg czesé linii najw (+ M) lub najw (—M) otrzymamy danem
obcigZeniem. Znaki + i — na rys. 4. oznaczaja, Ze W tem prze-
§le po dodaniu obcigzenia jednostronnego dla tego obcigZenia
przesel otrzymamy najw (+@) lub najw (—Q).

§. 29. Belka trzyprzestowa.

Jako przyklad wskazemy tu sposéb wyznaczenia najw.
sil zewnetrznych dla belki trzyprzestowej, ktérej przesta skrajne
sg réwne (rys. 46.). Na podstawie réwnan 118) i 119) i 120)
otrzymamy, jezeli pierwsze przeslo jest obcigZone (rys. 47.)



rys. 46
A B 4 i
O A e L
rys.47. | 4
¢ 2
: S ~
5”“1_““_9;_ .
e g  F )
7 414-9)2—1 8 :
5 29 pl? S e G2
Yo M1 l
rvs. 48, Jezeli drugie przesto
4 Z X ) dest calkowicie obcigZone
S R EaT 2 (rys. 48), otrzymamy
e 5 pl?
M1='Mz= B 3-F219‘ T . . r . . 163)
Jezeli pierwsze prze-
v e slo jest obcigzone od E
/Qﬁi}lﬂﬂﬁﬂﬂiﬂlﬂﬂwgﬂ g Aﬁ do B (rys. 49.), to otrzy-
e At AR mamy z 132), gdy m = —;-:7,
1
' 4(149)93 e
Mj——"‘ 4(1_‘_3)2_1 (1—]]1) T . . - . 164:)
e Jezeli pierwsze prze-
RS £y S'JO" _ slo (rys. 50.) jest obcig-
/’mﬂﬂﬂﬂé___.%mﬁnw-%r—#---vé)_ zone od 4 do E, to we-
L : dlug 134)
Z/ > g
R - APPSRy | i
_M1_ —;m)z_lrm 2 —m )"8 % e AIDD)

Jezeli drugie przeslo
jest obciazone od E do C
(rys. 51.), to wedlug 136),

jezeli % =,

41—m)2n? 12

i+29 Pg L

M1 —DIz =



Nakoniec otrzymamy wedle 56) i b7)
: M —N
nmw<+m=%—T——+%pa—amﬂm]

MW S
M_li—-é-pmzlm ‘

Spélezynniki réw. 162) do 165) funkeyi &, podalismy
w §. 21.

najw (—Q)—

§. 30. Przykiad sposobem Lebera.

Dla poréwnania sposobu Lebera ze sposobem dokladnym
obliczymy przybliZonym sposobem ten sam przyklad, co w §. 26.

Dla cigzaru wlasnego wzory sa tak proste i obliczenie
tak latwe, Ze uZycie sposobu Lebera nie przedstawia tu za-
dnej korzysci. — Ograniczamy sig wiec tylko na ciezarze ru-
chomym.

@) Momenty. Najprzéd obliczymy, jak w§. 26, odstepy punktéw

stalych, potem momenty podporowe. Jezeli jest obciazone pierwsze prze-
slo, to dla =077 wedla 162.

_ 48(149) pl?  4XOTT(14077) 0-84X10%
B b o SO &g
” 29 pl? 2077 034169

2

Rt S T AT i o Tt

Jezeli drugie przeslo jest obeigZome, otrzymamy wedlug 163):
2 plt 2 0-84><18?

T B+2¥ 8  B8+2X077 . 8

M, =M, — = — — 316 tm.

Pierwsze przeslto. Dla wyznaczenia linii 6 (rys. 52) t. j. linii
najw. (M) w pierwszem przesle §redniej cze$ei obeigzydé musimy pierw-
sze i trzecie przeslo, wiec
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M; = — 2:0574+0 965 =1 092 tm
Wykreslnie moglibysmy zrobié B; 6=1'092 ¢m i wykreslié szablong
paraboliczng dla p—0-34 linie 6. Szablone te mozemy wyciaé z papieru,
wykresliwszy parabole momentéw wedlug réwnania :

M=%:z:(l—z), jak dla belki zwyklej.
Liczebnie mozemy obliczyé punkty linii 6 wedle réw. 67);
najiw (+M)=— M, + —l‘;— 034 m(1—m) = — 1092 m + % 0:84 m(1—m),
= —1'092 m + 17 m — 1Tm*=15"90Sm—1Tm>.
a wiec zupelnie tak samo, jak w § 26.

Z wzoru tego otrzymamy, jak poprzednio, dla

dla m=0 01 0-2 03 04 05 06 07 08
najw. (+M)=0 1421, 2602, 8242, 8-643, 8:704, 8425, 2806, 1846

Linia 8 lezy ponizej 6, nie potrzebujemy wiec jej koniecznie wy-
znaczad, co zreszta nie przedstawia zadnej trudno$ci. Dla najw (—M)

musi byé przeslo érednie obciazone (rys.45) u zatem najw (—M )=— 2109 m,
jak w § 26 a wiec
dla m=0 01 02 03 04 05 06
nagjw (—M)=0 —0211 —0422, —0635, —0844, —1-065, —1'265
07 08

—1:476 —1-687 tm

Dla wyznaczenia linii 5) obciaZzymy pierwsze i trzecie przeslo (rys.
4b), a wiee

My= — 2:067 — 8160 = — 5217 (punkt B; rys. 52). Dla m=-lx—otrzyma,my:
1

M= —521Tm+ 1‘2' .084m (1—m) = — 5-21Tm + 1Tm — 17Tm>=11"783m —17m?

Wiegc dla m= 08 09
M= —1'954 —8'165 tm.

Widzimy, Zze w § 26 otrzymalidmy dla m=09 M= — 3:42tm. Jezeli
jednak zaokraglimy kat przy F lukiem parabolicznym, to zbliZymy sig
znacznie do wartosci dokladnych. Punkt B, mozemy takze latwo otrzy-
maé, gdyz dla najw + M musi byé wtedy obeiazone tylko trzecie przesto,
wiec M,;=0965tm, jak w §. 26.

Drugie przeslo.

Dla wyznaczenia linii 1. w drugiem przesle obcigzamy pierwsze
dwa przesta, wiec M= —5-21T#m.

M= + 0965 — 816 —=— 2195 tm,
a wedlug réwnania 67).
13' 0847 (1—n),
M=— 5217+ 3022 n +2813n (1 —n).
A zatem dla n—= 01 n=02
M= —2-329 —0°016 tm

=— 5217 — (— 5217 4 2:195) n +



)

Dla wyznaczenia linii 2 obciazamy tylko pierwsze przeslo, wiec
: M, = — 2027, M, —0965
M =— 2057 — (—2:047 — 0-965) » = — 2:057 1 3:022 »
Stad dla = 01 02 03 04
M= —1755 —14b63 —1:160 —0-829 tm.

I tu widzimy, Ze linie 1, 2, do§¢ znacznie odstepuja od linii najw
(—M), ze jednak Wryso‘;vawszy miedzy te dwie linie Yuk paraboliczny,
znacznie sie zblizymy do prawdy.

Dla wyznaczenia poziomej 3 obciazymy oba przesta skrajne, wiec

M, = My = M= — 2:057 + 0965 = M = — 1:092 ¢m.
Dla wyznaczenia paraboli 6 obeigzamy tylko $rednie przeslto, wige

M, = — 316 tm a M—— 316 + 2878 n(1—n), zatem jak w §. 26.
dla n= ~ 02 08 04 05
M— 1487 2:873 335 4023 tm.

b) Sily poprzeczne.

Pierwsze przeslto. Dla najw(+Q)w pierwszem przesle musi byé
opréez obciazenia jednostronnego w tem przesle obeciazone takze trzecie
przesto wedlug 164).

449 5
M, = — gy (L m?) g4 0965
A - —-'0-2803(1—m'1)‘-'><—0'34é 19° 1+ 0965—

M, = —2:0125 (1—m?) 4 0-965. :
Jezeli teraz wréw. 56) wstawimy M'=0 i M"“=M,, to najw (+ ()=
_ 68lp(l—m?)>4-591 & :
= — 1158 +4-bp(1—m?), jakw §. 26,
Dla najiw. (—@) obciazamy przeslo pierwsze z lewej strony danego
punktu i drugie przeslo, wiec wedlug 165.
4.(149) 8 L pl?
e —m® - — 816
o ita—1 ™ &™) ’
M, = — 2:0125 m? (2—m?) — 316.
Jezeli teraz wstawimy w réw. B7) te wartosé, to
najio(— Q)= — L pm 19— —0208 m? (2—m?) — 0888 — 17 m?, jak
1
w §. 26.
Drugie przesto.
Dla najw @ obciazymy pierwsze przeslo cale a drugie po prawej
stronie danego punktu, wige wedlug 166).

— )2 2 2 <
M, — My— — 2057— 0966 L= B 099 1 47740 (1—n?)n2p
Wiec wedlug 167)

1424 8
) 8:022—4TTd p(l—n?) n® | 1 -
najw (+Q) =+ 1310( ) +5p(1—n)?B

— 0207 + 0:906 (1—n?) (244—n?), jak w §. 26.
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IV. Belka o nieskoriczonej iloSei przesel.

§. 31. Ogolne uwagi.

Jezeli belka ciggla ma 4 lub 5 przesel, to mozZemy
w praktyce obliczaé¢ sily zewnetrze w ten sposéb, jak gdyby
ilos¢é przesel byla nieskonczona. Stosuje sie to zwlaszeza do
obliczenia szyn kolejowych i podluznic. Z tego powodu zasta-
nowimy sie tu nad belka o nieskonczonej ilosci przesel.

Przypusémy przytem, Ze wszystkie przesla sg réwne, to
wedlug row. 37)

it
M=, — - 3:7b, ;= 3733
ps = g = 3'732, wigc otrzymamy z row. 44)

dla przesta 2 3 4 5
%=O'2000 02106 02113 0-2113.

Przy dowolnem obciaZeniu mozemy teraz momenty i sily
_ poprzeczne obliczyé wedlug rozdziatu II. My tu jednak zasta-
nowimy sie blizej nad tym wypadkiem, gdy belka jest obcia-
Zona ciezarem stalym jednostajnie rozloZzonym ¢ i gdy jeden
tylko ciezar skupiony moze leze¢ w jednem przesle.

§. 32. Obciazenie zupelne jednostajne ciagle.

Jezeli belka o nieskonczonej ilosci réwnych przesel jest
obcigzona calkowicie cigzarem jednostkowym g, to wedlug
row. 29) otrzymamy nastepne réwnania.

2M, 1+ 1)+ Ml+ —Lg(IP+ 1% = —Lgl3,
M0+ 2 M, (+1) + Myl = — gi®

czy]i
4, + My——1 gD
M+ 4 M+ M,= — L gl?
Mm+4Mm+1+Mm+2=—_%ylz’ e o T UL
M, + 4 M,= —} gl*



B et

Jezeli n jest nieskonczenie wielkie, to mozemy przyjacé
M,=M,41=Mnys, wiec 6 M,==—1gl% a stad momenty pod-
porowe przesla $redniego

M,——{gl’=—00833gl> . . . . . . 169)

Wstawiwszy w pierwsze dwa réwnania 168) M, —=—1gl%
otrzymamy 4 M, + M,=—1gl?

M, +4M,+(—35 gl)=—1gl% z czego wynika
M, = gl’=—0"07778 gl* }
M, =—0°10556 g1

Na podstawie tych momentéw podporowych mozZemy
wyznaczyé sily poprzeczne i momenty.

Wedlug réw. 30) otrzymamy

dla przeslta skrajnego

0=} gl.,'_l‘% — +0-3944 gl

. 170)

Q“—— g1+ — —0-6056 g1 ° the)
), =0-3944 gl —gx,
dla przesla drugiego
Q=4 g2 Losas gll
Qz"=—ggl—M17M2=—0'4722gl S e W )
Q,=05278 gl —gx,
a dla przesel srednich
“=—1gl=—05gl . 173)
Q=05gl—gx

Momenty za$ otrzymamy z réwnania 32) dla przesla
skrajnego
Mz 5
M=Lgx(l—x)+ . =1gx(1—x)—0-1056glx . . . 174)
Najw (+ M) jest dla z,, dla ktérego @=0, wiec wedlug
réow. 171) x,=0-39441, zatem

najw (+M)=+00778g1* . . . . . . 176)
Dla przesel sSrednich otrzymamy z powodu, Ze
M'=M", najw (+ M) dla z,=11, wiec
‘najw (+M)=012591>—00833¢gl%= +0:0417gl*> . . 176)
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§. 33. Momenty podporowe dla obcigzenia ukladem cigzarow
skupionych.

Jezeli r-te przeslo jest obcigzone ciezarem skupionym P,
to wedlug 14)
; R

za$ wedlug H4)

_Pey(t*—e?)
(1

Z Pe(l2—62)
] 9?1‘ :—_-—ZT —
v 0 =N
uvr—1
albo wstawiwszy »,=u,—=3'7321
PO ] T e e
o 12:92872
78 .
— e O — S e o
12-9287&2(3 7321e(l—e)2l—e)—e(l*—e?) . . . 177)

~_ Najw M, 4, a zatem i najwigksze wszystkie momenty
podporowe po lewej stronie r-tego przesta, otrzymamy dla €5 —— ——

Mr—1=

=
=" 0, zatem

de
3'7321(21*—2¢,l—4e,l+ 3¢, %) —1?+3¢,2=0, a stad
€,=0-78861— V07887 22— 04554/ = 0-38041,
a wstawiwszy to w r. 177), otrzymamy dla obciazZenia r-tego

przesla najw M, y——0:08006PF . . . . . . 178)
M,_,= +002279 Pl

dla ktdrego (—i

— 1 T
37321
M,_3=—02682 x 0C85056 Pl=—0-0061 P/
M,_,=—0268? x 0008505 P/= + 000164 P!
M,_5=—0268* x0:08505 Pl=—0-00046 Pl
M,_;=+0'00012PL
Jezeli wiec co drugie przeslo na prawo r-tej podpory jest
obcigzone ciezarem skupionym P, to
najw (—M,)=—(0-08505+ 0006104 0-00046)Pl =
=—009161P1 . . . . . . ORI )
Jezeli co drugie przesto z obu stron r-tej podpory jest
najniekorzystniej obciaZone, to
najw (—M,)=—(009161+009161) PI= —0-18322P1 . 180)
Dla przesla skrajnego jest
=0, b=021132I, ¢=0-78868l.

Dalej otrzymamy M, ;=



A EAN i

Wstawiwszy to w réw. 60), jezeli cigzar P znajduje sie

w skrajnem przesle, otrzymamy
Phe(l®—e?
My=0, My=——7"(l+e)=— e(dzi)v

a najw (—M,) jest dla e,, dla ktérego %=O’

wiec %(l2—3e02)=0, S o il G,

V3
Zatem :
X Pl0-21132 x 0-6774(1 —0'67742)
e A5 e 078868 ®
===0:10818P1 . . . .. ... L 181)

Dla drugiego przesla jest
a=021, b=0-211321, ¢=0'688681/, wigc wedlug 60)

Pae(l—e
.M’ = —#)(21—317—8),
aM, P
= —d—f(2l2~3bl—6h’o +6e,b+3e, 2)=0,
wiec ey =(1—b)—V (I—b)2—312+ Bl

a po wstawieniu wartosei
e, =0-788681—0-40827 1 =0-38041 L.

Dla tej wartosci e, bedzie zatem
o — _ Pl0-2 x 0-3804 X 0-6196(2—3 x 0-21132—0-38041)
) 0-b8868 !
M=—00783PF .. ... ... 182
A zatem, gdy obcigZone przesio 1, 2, 4 i 6,
najw (—M,)=—(010313 +0-07893 4+ 0-006 4+-0'00046) Pl =
=—0188P1 . . . . . . . . . 183)
Cheac otrzymaé najw (+M,) na r-tej podporze, musimy
umie$ci¢ ciezary P w przeslach przedtem nieobcigZonych,
otrzymamy wiec
najw (+M,)=+ (002279 4000164 + 0-00012) P,
' najw (+M,)=4002455P1, . . . . . . 184)
a jedli obcigzymy w ten sposéb belke po obu stronach r-tej
podpory, to najw (+M,)=004910P1 . . . . . . . 185)
Aby otrzymaé najw (4 M,) moZzemy zastosowaé wzor 180),

zmniejszywszy tylko moment w stosunku i—g%g, bo uy,=40,

a zatem najw (+M,)=+002290P1 . . . . . . 186)
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§. 34. Najwieksze momenty dla obcigzenia uktadem ciezarow
skupionych.

Momenty podporowe, ktéresmy wyznaczyli w poprzednim
paragrafie sg najwigkszymi momentami ujemnymi, dodatnie
najw. momenty otrzymamy zawsze w punktach zaczepienia
sity P. W tym wypadku mamy wedlug 25)

MY— M P
Q= 1 +7le11

a wedlug 27) M—M'+ (M — M) +P HE A (T I 187)

Przeslo skrajne.
Jezeli tylko przesto skrajne jest obcigZone ciezarem P,
to wedlug 60) M'=

2__p2
M”z.__l_)be_(l ji)7 wiec
cl
2___p2 £
M _ Pbe(*—e )+Pe(l e)'
cl® l
Cheac wyznaczyé najw (+ M), zrébmy
a
Tzl;!=—£€(2eol2—4p 3)+§.(l—2€0)=0 zatem
216 e+ élla 03+1—~~00—-0 a stad e, =04271,
8 zatem najw (+ M)= 402047 PI.

Jezeli oprécz tego obciaZzymy inne przesla najniekorzy-
stniej, to otrzymamy wedlug 186)

M, =0-02290 PI, a M=002290 Pl%.

Wstawiwszy 2=0427! i dodawszy ten moment do po-
przedniej wartodei, otrzymamy
najw (+M)=0-2047 Pi+ 00098 Pl=+402145P1 . . 188)
Przeslo §rednie.
‘W przesle $redniem najwiekszy moment otrzymamy, gdy
=1+, a to z powodu, Zze M'=M", a zatem wedlug réw. 187),

MY 5 189)
Wstawiwszy e=é w row. 177), otrzymamy wrescie
P 3__373
M=— 12928712(3 732131331 )+—-—0 17076 PI . . 190)

Podr. Teor. mostow. I, b
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raz wykreslimy w wieloboku sil réwnolegle do zamykajacych,
to otrzymamy oddzialywania O,, 0,, OQ,, O,.

Jezeli mamy oddzialywania, wyznaczenie momentéw i sik
poprzecznych nie podlega juZ najmniejszej trudnosei *). Wi-
dzimy wiec, Ze w celu wyznaczenia sil zewnetrznych belki
cigglej dazyé nam wypada najpierw do wyznaczenia momen-
téw podporowych.

§. 37. Linia ugiecia.

Wiemy ze statyki budowli**), Ze réwnanie linii ugie-

cia jest:
(@)
9 a2
oy S NI T RPN S

dz? el el

a?
w ktérem moment sil zewngtrznych M wyrazi¢ mamy jako
funkeye 2, a a oznacza dlugo$é, ktéra mozZemy dowolnie

przyjaé.
Réwnanie za$ linii sznurowej**¥) jest
it A 199)
et R R A

jesli g oznacza ciezar jednostkowy a b odleglosé biegunows.

Widzimy wiege, Ze obie linie beds te same, gdy zrobimy
M el o ey od8:

g=_3 & b=‘;2- , a zatem linia ugiecia jest linig sznurowa,

dla ktérej obcigzenie jednostkowe jest propor-

cyonalne do momentu M a odleglo$é biegunowa

do eI, iloczynu momentu bezwladnos$cii spélczyn-

nika sprezystosci.

Wiec jedli powierzchnig momentéw uwazamy jako po-
wierzchnie obcigzenia i do wykreslenia wieloboku sznurowego
uzyjemy odleglosci biegunowej b=%€ (b w podzialce sil), to ten
wielobok sznurowy bedzie przedstawial o belki. Jestto twier-
dzenie Mohra.

*) por. Podrecznik Statyki budowli wyd. II. str. 16.
%) ” » » ” » » 246 réw. 379.
i w » 262 ., 447

» n »n ”
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el

oy 1 :
Jezeli zamiast b=§€ przyjmiemy b=;a—2, to rzedne li-

nii ugigcia beda n razy wieksze. Jezeli wiec dlugosci byly wy-
kre§lone w podzialce —’12—, to teraz rzedne linii ugiecia beds

w naturalnej wielkosci.

Jezeli wiec belka AB (rys. b4.) jest dowolnie obcigzona
i dla tego obcigZenia wyznaczymy zapomocs odleglosci biega-
rys. o4 nowej h momenty, to
T g uwazamy teraz wediu
A WMMMRLMWMB e twierdze{lia Mohra pog-
i , wierzchnie momentow
jako powierzchnie obcig-
Zenia , dzielimy ja na
czesel  dowolnie liniami
mn 1 mn’, kreslimy wie-
lobok sil 0123, uzywajac
‘dla przemiany powierz-
chni na linie podstawy
@, obieramy biegun O,
w odleglosci b i kreslimy drugi wielobok sznurowy. Jezeli li-
nis podzialu sg pionowe, to, jak wiemy *), wielobok ten jest
styczny do linii sznurowej. W ten sposob otrzymujemy wy-
kredlnie ugiecie belki o przekroju stalym. JeZeli za$ linie po-
dzialu mn i m'n’ nie sa pionowe, to wielobok sznurowy abede
nie bedzie stycznym do linii sznurowej. Tylko boki skrajne,
réwnolegle do promieni skrajnych wieloboku sa styczne w a
i ¢ do linii sznurowej, ktéra wedlug twierdzenia Mohra
przedstawia ugieta o§ belki. Boki skrajne drugiego wieloboku
sznurowego sg wiec stycznymi do linii sznurowej na podpo-
rach czyli tak zwanemi stycznemi podporowemi (n.

Stiitzentangente, a. tangental lines over the points of support).
Z row. 198) i 199) wynika, Ze

g SO

AR

a je$li chcemy, aby rzedne linii ugiecia byly » razy wigksze,

. 200)

#) por. Podrecznik Statyki Budowli wyd. II. str. 22.
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to robimy %=%ﬂ74=’—?y, gdzie y oznacza rzedng linii momen-
téw, a h pierwszg odleglo'éé biegunowa. Jezeli zrobimy teraz
B
ag=y.1, to 2B oI TieC :
el
n=_gy s - . 201)

przyczem b odezytaé mnalezy w podzialee sil.

Jezeli podpory sa w nieréwnej wysokosei, to nalezy réz-
nice wysokosci rysowaé wedlug n razy wiekszej podzialki niz
dlugosé.

§. 38. Wielobok ugigcia.

Dla belki ciaglej potrzebne nam sg tylko styczne podpo-
rowe, ktére dla pewnej podpory sa te same dla obu sgsiednich

rys.>5
. B
o ’
A T pwt‘_wu i ‘ i,
: L uﬂuhiii‘,.m w ] b ¢ Ty
‘ qREEESe S 247> & ‘??,:'\,,,ﬁn S
I L/ —_— S
< i e s bog=--=28 —nno===g
i | 1 ! gfz////
@ J a bkl
Mfi.'yf[ (l""->: = 7] 7/ @ 19\/{_&
'\\W | :
lf;; ey i ; Ly
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4y |y ol
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A ey - ik i
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przgsel. W takim razie powierzchnig¢ momentéw mozemy po-
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dzieli¢ prostemi ukosnemi, a Ze na podporach momenty zwy-
kle sa ujemne, wigc dzielimy powierzchnig momentéw, jak to
uwidoezniliSmy, na rys. 55., na trzy czeSci prostemi 4“B’
T d ¢ BYy
Powierzchnie A“C“B“, ktérabysmy otrzymali jako po-
wierzchnie momentéow dla belki jednoprzeslowej, gdyby A“B*
byla zamykajaca, nazywamy zwykla powierzchnia mo-
mentow (einfache Momentenfliche). Niech bedzie wielkosé jej
ac, to
A'A"C“B*A'=—A'A"B'—A"B“B'4+ A“C*B“=a(—t,—t, +c).
Z rysunku widzimy, Ze
M1
at,=A‘A ”B‘=§m’l=§~—}; -
M1
h )

) 1/ S ,
nareszcie ac=A”C”B”=—h— , jezeli M oznacza Sredni moment

aty=A'B'B*=1m"l=1

belki jednoprzeslowej.
Kreslimy teraz wielobok sil abef, obieramy biegun O
w odleglosci b=§,}, wedlug poprzedniego paragrafu, wiec bedzie
REMLAEIC e g
Dlugosé a, sluzaca za podstawe przy wyraZaniu pla-
szczyzny przez proste, mozemy przyjaé¢ dowolnie, a wigc n. p.
mozemy przyjaé a=sredniej rozpietosci albo jednej z rzeczy-
wistych rozpietosci. Gdy wszystkie przesla sg réwne, wtedy
przyjmujemy a=I/, wiec mamy nastepne sily:
t_lfn_l,‘ t=1% c=%
S 1 b’ 27 b’ T

. 202)

Gdyby styczne podporowe byly znane, to konstrukcya
drugiego wieloboku sznurowego bylaby nastepna:

W odstepie b od pionowej przez srodek cigzkosci 8 zwy-
klej powierzchni momentéw odcinamy =z obu stron dlugosé
c=ima—lh 1 laczymy te punkty na krzyz, otrzymane w ten spo-
sOb proste nazywamy liniami krzyzZowemi (n. Kreuzlinien,
tr. transversales, lignes en croiz), ktére pierwszy wprowadzil Cul-
mann, a ktore przedstawiajg promienie wieloboku sil.
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JezZeli znamy styczne podporowe 4,U i B, V, to zrébmy
UU =mm, i VV,=nn,, polagczmy U z V, i U, z V, a otrzy-
mamy drugi wielobok sznurowy, ktéry przedstawia linie¢ ugie-
cia i ktéry dlatego nazywamy drugim wielobokiem
sznurowym lub wielobokiem ugiecia (n. elastisches
Polygon, zweites Seilpolygon, fr. le second polygon funiculaire).
Konstrukeye powyZsza podal Mohr.

§. 39. Wyznaczenie momentow podporowych.

Z rys. bb. widzimy, ze AMUNabO i BNVOOfe, a wiec
AM:t,=31:b i BN t,=211:b, a stad

nl
am=%' i BN=%
Podstawmy wartosci za zf, 1y, 8 otrzyma,my
l
1M
ZMahl M'* M2

A S L e

a wiec odcinki AM i BN sg proporcyonalne do momentow
podporowych. Jezeli przyjmiemy b=ta, to

M7 12
AM:V]I(:I)

: . 203
pu- (1)) )
~ hla
a jezeli a=I, to
A*lM:%L[ =m’ ]
‘ . 204)
l‘lu {
BN="- —=m"
h
T \/1! rys. 56 Jezeli chcemywwyzna.czyé,od?
MY leglogé z (rys. H6.), w ktorej
7 [ P pionowy odcinek miedzy prze-
il e coiban s =0  dluzeniami pierwszego i dru-
& G giego boku drugiego wieloboku
: ; ; it
R R L e P g szZnurowego rowna sie - to

h'

otrzymamy 'ZL[ :AM=zx: 1, wiec
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/l_l 4
= MM_.‘__-“Z 2331—%“’ a zatem plonowa w odleglosci x=%_§_a
“ila)
odcina l_[;: (rys. b6.). Gdy a=l, to A.M=£|—l;b—,

§. 40. Porownanie z helka pozioma obu koncami utwierdzona.

Poprzednia konstrukcya da sig wprost zastosowa¢ do
belki jednostronnie lub obustronie poziomo utwierdzonej. Po-

przednio przyjelismy b= %%, przyczem b mierzymy wedlug po-
Qa

dzialki sil, teraz przypuszezamy b—=1a wedlug podzialki dlu-
gosci. Jesli wiec zrobimy oba te przypuszczenia, to stosunek
podzialki sil do podzialki dlugosci jest juz dany.

Dla belki obu-

. rys.of ., stronnie poziomo

MT\ B S s . it oyl utwierdzonej  sa

it Biahen e NG T SRR obie styczne pod-
P, 3 R e ' T 3

N L ¥ A porowe poziome,

! PR s e g o wiec oba odnoéne

Naeds P SRR Fis - 0

e ‘ R promienie Oa 1 Of

7 N - L7 g (rys. 57.) poziome;

N A zatem punkt a

3 - e wpada na f, a stad

iy s i o c=t +t,, albe A'A"E+

4+ B'B“E'=EE'C", co sig
da slowami wyrazié: Dla
belki poziomo obu
koncami utwierdzo-
“nej jest suma po-
wierzchni ujemnych
momentow rowna po-
wierzchni momen-
téw dodatnich®). A zatem MI=1M 7+ 1“1, jezeli W’ i M~
oznaczajs momenty podporowe belki poziomo utwierdzonej,
a wiee IM'=1(M'+M*). Dla belki poziomo utwierdzonej otrzy-

*) por. Podrecznik Statyki Budowli II. wyd. str. 267.
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mamy wiec drugi wielobok sznurowy AU,S,V,B,, a dla tak
samo obciazone]j belki ciaglej AUSVB.

Z rys. b7, widzimy, ze AU M, U, V,V,’, wiec AM,=
==V, V,’=VV, odstepowi linij krzyzowych MT i NS. Dalej
otrzymamy AM,:}l=.,:b, a zatem wstawiwszy wartosé¢ za ¢,

N/
A mi‘gm k_a' %l_gﬁzlz
Ly b ~ Babk’

a jezeli b=1la, wiec
\ 2
AM, =sm'(%) YV, V=TT,
WT(%Y=UOUO'=UU‘.

Widzimy stad, Ze odstepy linij krzyZowych w piono-
wych trzecich czgsci (n. Drittelverticale , fr. verticale tri-
sectrice, verticale awu tiers) ss proporcyonalne do momentéw I“
i M. Dla a=! a b=}l bylyby te odstepy pomnozone przez
odleglosé biegunows réwne momentom M’ i M“. Zmieniwszy
odpowiednio podzialke i odczytujac MM’ i M* w podzialce mo-
mentéw, otrzymamy M’ i M“ wprost réwne odstepom linij
krzyZzowych w pionowych trzecich czesci. Na przyszlosé przyj-
mowaé¢ bedziemy, Ze momenty odczytujemy wedlug osobnej
podzialki momentéw.

Z rysunku widzimy, zZe

2 2
QM=2(]U’=2§)LR”(%) : QS:VV’=§Dl'( ) o

l
a

a podobnie BN, =

2 ; 2
MS=(2§D?“+§)R‘)(%) =§R”(%)z, podobnie NT=§R'(%) :
a wiec odstepy linij krzyzowych w pionowych pod-
porowych sg proporcyonalne do ilosci N“ i N,
a dla a=I réwne ilogciom N“ i N'. Tlosei M’ i M* 1 N i N“
sg zaleZne tylko od obcigzenia i dadza sie, jak wiemy, anali-
tycznie wyznaczy¢ (§. 4.). Znajac je, mozemy linie krzyZowe
wykreslié.

Z rysunku widzimy tez, ze odcinki MS i NT sg to mo-
menty statyczne sily ¢, dzialajacej w S, ze wzgledu na pio-
nowe podporowe A4S i BT*). Mamy wiec

*) por. Podrgeznik Statyki Budowli II. wyd. str. 15,
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MS.b=cm, MS="")
A S D

NT.b=c.n, NT=”—;’

Dlugosci ¢, m i n sa znane, jezeli obciaZenie jest dane,
dla danego b mozemy wiec obliczyé¢ takze w ten sposéb MS
1 NT i wykredli¢ linie krzyZowe.

Jezeli belka jest tylko z jednej strony poziomo utwier-
dzona, to tylko ta strona ma styczng poziomsg AU, (rys. b8.).
Poniewaz na drugiej podporze B

rys.58. . moment jest réwny zeru, BN=0,
|l/ - zatem UVB jest linig prosta. Zna-
= *———p jac linie krzyZowe, potrzebujemy
5V wiec tylko wykresli¢c UU, = od-

stepowi oéjnoénemu linij krzyzowych i wykresli¢c BS i U,8S.

§. 41. Przgsto nieobcigzone.

Jezeli dane przesto jest nieobcigzone, a ktérekolwiek inne
przeslo obciaZone, to ¢=0, wiec drugi wielobok sil sklada sig
tylko z dwéch sil

s l
rys.99. L=iM'— it,=1M"—

| | | i ah’
0 l,ﬁ

‘ Jezeli styczne podpo-
| rowe sg dane, to jest
on zupelnie oznaczo-
ny. Wiemy z poprze-
dniego, Ze momenty
podporowe w prze-
‘ stach nieobciaZonych

! sg naprzemian doda-
tnie i ujemne i wzra-
staja ku przeslu ob-
ciazonemu (rys. b9.). Wykresliwszy drugi wielobob sznurowy,

(] 2 “ 2
i AM=%(%) , BN=A: (%) . wice AM:BN—M': M.

Z rysunku widzimy, tez, Ze a,:(l—a,)=AM: BN, wiec a, :(I—
—ay)=M': M", a Ze takze A,I:IB,=M':M", wiegc
ay=A4,1, (l—a)=1B,.
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A zatem punkt I, przeciecia sie boku sredniego UV
z prosta AB wyznacza punkt, w ktérym moment staje sie ze-
rem w przesle nieobcigzonem. Jestto 6w punkt staly znany
z §. 9.; Ze rzeczywiscie jest on punktem stalym, udowodnimy
to w nastepnym paragrafie.

§. 42. Dwa przesta sgsiednie nieobciaZone.

Jezeli teraz wezwmiemy pod uwage dwa sasiednie przesla
nieobciazone (rys. 60.), to wiemy, ze styczna podporowa w B

rys. 60
'T‘{’ g
Sl Ak Cve ¢ Aah
B e T Ay i
: T B g
- - j Na}\;{;ifjﬂ l
= ,x.Jz,“): \[\”;\I\y_;\ |
/‘ | ' ! IR f o ey e
[T P | ' | - | ——
— T i R e | Ko
T i ' // },
bk s ;
: ! i '
i Vo i
‘ 1z ;
i« o 4 g S i = o

jest wspolna dla obydwu przesel. Jezeli przedluzymy boki
srednie wieloboku ugiecia obu przesel, to WW, wyznaczy kie-
runek wypadkowej dwoch sit ¢, i ¢, dzialajacych w V i U,.
’ e A A s .
A Ze t,: ¢ =§—hi —(;—:%}—Li =l wige odstepy poziome wy-
padkowej W, W od V i U, muszg sie mieé jak 7:1,, a zatem
l
E—g.
Pionowa WW,, odlegla od V o % a od U, o %’, nieza-

lezna od obcigZenia, nazywamy przesunieta pionows
podporowa (n. werschrinkte Stitzenverticale, fr. verticale awxi-
liaire, contreverticale, verticale adjacente); widzimy wiec, Ze prze-
dluzenia bokéw $rednich dwéch przesel nieobceiazonych prze-
cinaja sie w przesunietej podporowe;j.

Z rysunku widzimy dalej, Ze I,U, : I, W, =U,U, : WW,,
o takie U0~ VW01V, T WW,=FV I, "o wiab
U, U, : WW,=UIV,: 1, . IW;, nareszcie’ i Uy: L, W, =LV, : [, IW,.
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Widzimy wiec, Ze polozenie punktu I, jest przy danych
! i-l; zalezne tylko jeszcze od poloZzenia punktu I, wiec dla
jakiegokolwiek wieloboku sznurowego pozostaje punkt I, ten
sam, jezeli punkt I si¢ nie zmienia. Poniewaz w przesle skraj-
nem punkt 7, w ktérym moment staje si¢ zerem, jest zawsze
na podporze, wiec poloZenie jego si¢ nie zmienia, a zatem
i w nastepnych przeslach punkty I nie zmieniajs swego po-
Iozenia, sg wiec stalymi. Z tego wynika mnactepna konstrukcya
wyznaczenia punktéw stalych: Z punktu stalego I (a w pierw-
szem przesle z podpory A) kresslimy dowolnsg prosta IW
i otrzymujemy punkty V i W, kre§limy VB az do przecigcia
sig z pionows trzecich cze$ei w U, 1 lgozymy U, z W. Punkt
przecigcia sie¢ z prosta AB wyznacza punkt staly I,. Jezeli
4, B i C nie lezg w linii prostej, to wlasciwym punktem
stalym ‘dla przesla BC jest punkt I,, a punkt 7, leZy w pio-
nowej punktu stalego.

lin (B BB s KL A

' S s B o

BT ) 1 o /,.\\ |

L T g T el R LN e

T o K A e L s e T
A L /"‘\T %ﬁ"" s c—c»,Ll______\A'
| ey i // \\. £
i

Z rys. 61. wyznaczyliémy w ten SI[)OS(I')b punkty stale I,
i I, dla podpér réwno wysokich. Zaczynajgc z drugiego konca
E, wyznaczyliSmy tez drugie punkty stale K, i K.

Jezeli belka jest na pierwszej podporze w A poziomo
utwierdzona, to wedle poprzedniego (§. 9.) punkt staly I, lezy
nie w A4, lecz w jednej trzeciej pierwszego przgsla.

7 konstrukeyi tej, podanej przez Mohra, wynika bezpo-
¢rednio, ze punkty stale lezeé muszg w skrajnych trzecich
czeSciach przesta.

§. 43. Sily pop:rzeczne, oddzialywania i momenty w przestach
nieobeigzonych.

Rysunek 62. przedstawia pierwszy wielobok sznurowy
dla belki ciaglej, ktérej n-te przeslo jest obcigZone. Linie mo-
mentéw sa w przeslach nieobcigZonych proste i przechodzg
przez punkty stale, stad momenty podporowe sg naprzemian
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dodatnie i ujemne, wzrastaja ku przeslu obcigZonemu i sg
wiecej niz dwa razy wieksze od poprzednich. Sily poprzeczne

TYS. 62

sg to pochodne funkecyi momentéw, a wiec w przeslach nie-
obcigZzonych linie sil poprzecznych sa poziome, a Ze st jest
naprzemian dodatnia i ujemna, wigc i sily poprzeczne sg na-
przemian dodatnie i ujemne. Oddzialywania réwnajg sig réz-
nicy algebraicznej sil poprzecznych z prawej i lewej strony
podpory, a wiee, gdy sily poprzeczme zmieniajs naprzemian
znaki, oddzialywania sg tez naprzemian dodatnie i ujemne.

§. 44. Przesto obcigzone.

JezZeli przeslo AB (rys. 63.) jest obcigZone, a inne prze=
sla nieobciazone, to mozZna podobnie, jak §. 41., latwo dowiesé,

7

”L =

/t\
'.<
I

ze przedluzenia bokéw srednich drugiego wieloboku sznuro-
wego dwoch sasiednich przesel przecinajg sie w przesunietej
podporowej i przedluzenia bokéw srednich SM i SN przecho-
dzs przez punkty stale I i K, gdy podpory sa w jednej linii
prostej , inaczej za$ przez punkt przecigeia si¢ proste] CA
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wzglednie BE i pionowej przez punkt staly. Aby wiec wy-
kreslié drugi wielobok sznurowy przesla obcigZonego, postepu-
jemy w nastepny sposob. Jezeli mamy dane obcigZenie, wy-
kre§lamy linie krzyzowe. W §. 40. udowodnilismy, Ze UU,
1 VV, sa rowne odnosnym odstepom linij krzyzowych, a Ze
odnosi sie to i do innych odcinkéw, wiec i do II, i KK,,
ktore robimy réwne odno$nym odstgpom linij krzyzowych,
kreslimy IK, i KI, i w ten sposéb otrzymujemy dwa srednie
boki drugiego wieloboku sznurowego. Odcinki AM i BN, kté-
reémy teraz uzyskali, sg proporcyonalne do momentéw pod-
porowych.

Poniewaz AI<<1l, a AUS <<180° wiec sila dzialajgca
w U=~.}M‘—‘l2— dziala do gory i jest ujemna, a stad i M’ jest

ujemnem. Widzimy wiec, Ze momenty podporowe prze-
sla obcigZonego sg ujemne.

Jezeli podpory leza w linii prostej, to do wyznaczenia
momentéw podporowych mozemy uzyé nastepnej konstrukeyi
(rys. 64.).

Jezeli A,C,B, jost zwykla
powierzchnia momentéw, a SN
i MS liniami krzyZowemi, to
kreslimy w punktach stalych I °
i K pionowe, ktére przecinajg
linie krzyzowe w I'i K', a I'K"
jest wtedy linig zamykajaca 4B,
jak w (rys. 63.), odcinki zatem
AM i BN sa réwne (jezel
a,=10), albo proporcyonalne do momentow M' i M“. Robimy
teraz momenty M‘=A4,4, i M"=B,B,, a A,B, jest linig za-
mykajaca dla belki ciaglej.

§. 45. Dwa sasiednie przesta obcigzone.
I tu (rys. 656.) W, W jest wypadkows sit 7, i ¢, lezy

wiec w odleglodei % od V, a zatem przedluZenia bokéw sre-

dnich dwoch sgsiednich przesel przecinaja sie¢ w -przesunietej
podporowej. Mozemy tu takZze udowodnié, Ze prosta I'I,' po-
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prowadzona przez punkt B przecina przedluzenia bokéw Sre-
dnich VS i U,S, w pionowych punktach stalych. Widzimy bo-

I"_)Ts.65.

!ll’

wiem z rysunku, ze: U, U;:VV,=l:l, i VVWW,=I'V,:I'W,,
a zatem U U : WW,=II'V,: [, T'W,.

Dalej mamy U,U,I'COW, WI', wige

0,0, : WW,=U,1,': W,I1,', zatem
U5 W I "=l PV, L Wy

Gdy punkt I' porusza si¢ w pionowej, nie zmienia sie
stosunek I'V,:I'W,, wiec i stosunek U,I‘: W I, zostaje ten
sam, a zatem I,' pozostaje w te] samej pionowej. Gdy wige
punkt I jest stalym, to i I’ jest takZze punktem stalym.

§. 46. Dowolne obciaienie przesel.

Jezeli belka ciagla o nier6wno wysokich podporach jest
dowolnie obcigzona (rys. 66.), to korzystajac z poprzednich
twierdzenn, mozemy wykreslié drugi wielobok sznurowy i zen
wyznaczy¢ momenty podporowe. Postepujemy wtedy w na-
stepny sposob. '

1. Wyznaczamy punkty stale 4,, I,, I,...K,, K,... za-
pomoca konstrukeyi, opisanej w §. 42.

2. Wykreslamy we wszystkich przeslach linie krzyZowe,
a to wedlug §. 88., wykredliwszy drugi wielobok sil i przy-
jawszy odpowiednig odleglosé biegunows b==1la, lub tez, co
lepiej i predzej, obliczajac N' i N“, a stad odstepy linij krzy-
zowych w pionowych podporowych wedlug §. 40.

Weolug §. 38. odstep miedzy $rednimi bokami w piono-
wych trzecich cze$ci, a zatem i w innych pionowych jest
rowny odpowiedniemu odstepowi linij krzyZowych. A wiec
robimy AC=0,Q,, kreslimy CA, az do D,, do przecigeia sig
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z pionowg punktu stalego w drugiem przesle, wtedy D, jest
punktem boku s$redniego drugiego wieloboku sznurowego we-

N : ! | § I 5 3
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N @ g s o el -
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dlug §. 45. Dalej robimy D,C,=0,Q,, kreslimy C,4, az do
D, i1i. d. Potem zaczynamy znéw od 4,, robimy 4,E,=R, P,,
kreslimy FE,A, az do F,, robimy F,E,=R,P, itd.

4. W ten sposob otrzymamy dla kazdego boku sredniego
dwa punkty Ci F,, C, i F,, A i E, itd. tak, Ze te boki mo-
zemy wykreslié. Pionowe trzecich czesci, przecinajace boki

srednie, wyznaczaja punkty bokéw skrajnych, ktére teraz mo- .

zemy wykreslié. Odeinki pionowe miedzy przediuzeniami bo-
kéw $rednich a podporami sg, jak wiadomo, proporcyonalne

do momentéw podporowych, ktére w ten sposéb mozemy wy- ‘|

znaczy6. Czy konstrukcya byla dokladna, mozemy sprawdzié
w nastepny sposéb : ’

1. Boki srednie przecinaja si¢ w przesunietych podporo-
wych n. p. CF,+i E,D, w F.

2. Punkt przecigcia sie bokéw érednich jednego przesla
musi lezeé w pionowej nad punktem przeciecia sig linij krzy-
zowych n. p. S, nad S;.

3. Prosta, laczaca punkty przeciecia sig bokéw srednich
7z pionowemi trzecich czedei w przeslach sasiednich, musi prze-
chodzié przez podpore, n. p. punkty V;, 4, i U, muszg lezec
w prostej. Jezeli przeslo ktére nie jest obciaZone, to obie linie
6

Podr. Teor. mostéow II.
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krzyzowe wpadajg na siebie. Konstrukeye te podal pierwszy
Culmann.

] Co sie¢ tyczy podzia-
lek musimy pamietad, Ze
stosunek podzialki jest, jak

: i St
wiemy, -, jezeli stosu-

nek podzialki dlugosci jest
1/m. Druga odleglo$é bie-
gunowa b ma byé réwna

—g—. Jezeli nie chodzi nam
o ugiecie, a podpory sg
w linii prostej, to obojetna
Jest podstawa a do zamie-
niania powierzchni; jezeli
zas podpory sa w mnierd-
wnych wysokosciach, a ré-
Znice wysokosei wykresli-

my w podzialce 712 , to mu-

simy wedlug 202) przyjaé

nel s :
b=;2—”—1. Przyjmujemy wiec :
najprzod a réwne rozpietosci $redniej lub jednej z danych roz-
pietosci, przyjmujemy dalej b=—g— w podzialce dlugosei i obie-
nel

ramy taksg podzialke sil, aby b=a—2m-.

§. 47. Obcigzenie jednostajne zupetne.

Jezeli przeslo AB (rys. 67.) belki cigglej jest jednbstajnie
obcigzone, to linia momentéw jest tu parabols. Ilo§ci N’ i N“

wyznaczymy wedlug réwnania 16), mianowicie Jt'=N"=—1gl?%
a wiec wedlug §. 40. odcinki podporowe linij krzyzowych
Laye L)%
‘P= ‘R=21q]2| — =1 -
A'P—B'R 4gl(a) Lga(a).

Dla l—a A'P=B'R=1lgl* wiec DC=1gl?, C zatem jest
wierzcholkiem paraboli, ktéra przechodzi przez A' i B’.
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Wyznaczenie momentéw podporowych w ogéle odbywa
sie podlug popr%g:@&;ggo paragrafu, w razie, jesli podpory znaj-
Ay duja sie w linii
prostej wedlug §.
44. (rys. 64.).

Z punktow sta-
tych J i K kre-
slimy pionowe i
laczymy  punkty
ich przeciecia sie
J' 1 K’ z liniami
krzyZzowemi. Otrzy-

mujemy wtedy

prosta J'K’, ktora
odcina na piono-
wych podporo-
wych momenty
podporowe.

Znajac momen-
ty podporowe A4’
1 BB', kreslimy
A'B* i w polowie
przesla  pionows
DE=1gl*, wtedy
A'E i EB' sy sty-
cznemi paraboli a

D0-PE_ g1 5.

1y poprzeczne wy-
- znaczamy w nastepny sposéb: Robimy ef=gl, fO, || EB’ i e0,/
A'E, to otrzymamy biegun O, i pierwsza odleglos¢ biegunows
- h. Prowadzimy teraz Og || AB, jako zamykajacej, a bedzie
eg=0', 9f=Q". Zrobmy teraz A;A'=Q'=eg i BB'=Q"==gf, to
A,'B, jest linig sil poprzecznych.

4,A,' i B;B,' mozemy tez wprost otrzymac.

Zrobmy B,H=A,S=h,

dale;j SA,'||E4AY) 1 HB,'||B'E,
to otrzymamy @' i Q“.
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§. 48. Obcigzenie jednostajne czesciowe.

Jezeli tylko czesé¢ przesla C,B, (rys. 68.) jest jednostajnie
obcigZona, to linia sznurowa sklada sie z prostej A4C i paraboli
CB. Jezeli w wieloboku sil wykreslimy promienie réwnolegle
do stycznych podporowych, to dla obcigZenia calego przeslta
styczna bylaby EFY, wiec odnosny promien OFE'[/EF'. Zrobmy
tez OA’||CA i OB'||BG, to A'B':B'E'=§,:1l. Z rysunku wi-
dzimy, ze ‘GBTOVOA’B', wiee BT:B'A'=1§, :h. A ze

A'B'=p§,, wige BT:p§, =15, :h, a zatem

_pE;?
Bl vt .. . 206)

Jezeli dlugo$ci BT—d dla zmiennej &, wykreslimy jako
rzedne, to otrzymamy wedlug 206) parabole. Dla §,=I, a wigc

dla obciaZenia zupelnego, jest BT'= 2FF‘—2 W wiec gdy na-

zwiemy FF'=t, to d=B.’l’=72§12=2t(§—l’). I el o b i

Jestto réwna-
nie paraboli, a na
niem zasadza sie
nastepna konstru-
keya (rys. 69.).
W znany sposéb
. wykreslamy pa-
rabole Aderb, dla
d wedlug réwn.
207) , zrobiwszy
Byb=2¢. Zrébmy
A4yn=§,, to nr=d,
robimy wiec d=
=nr=BT, laczy-
my A z T, w polowie C,B, kreslimy pionows, otrzymujemy
G i styczng GB, poczem wykreSlamy bez trudnosci paraboli-
czng linie sznurows OB.

§. 49. Obciazenie jednym cigzarem skupionym.

Jezeli ciezar skupiony P dziala w punkeie D (rys. 70.),
a tréjkat ACB jest pojedynczs powierzchniag momentéw, to .



5 B e

jezeli CD=f, ABC=1If, wigc §D?=ATBmY=§f. Zrobmy AE=EB,

EF'=1ED, to przez F przechodzi of cigzkoéci tréjkata ACB,

\ 7
N4

rys.79.

A
M

bo EF'=1EC. Poniewaz CD=f jest proporcyonalne do M,
wiec mozemy tu zaraz wykresli¢ drugi wielobok sznurowy.
Z powodu, ze f=2I, wiec dlatego i b przyjmiemy 2 razy
‘wieksze, wigc b=2la=1la.

Jezeli chodzi nam o wyznaczenie momentéw podporowych
tylko danego przesla, to mozemy przyjaé l=a; jezeli zas jest
kilka przesel nier6wnych réwnoczesnie obcigZonych, a mo-
menty wyznaczamy wedlug §. 46., to wtedy musimy przyjac
a wspdlne dla wszystkich przesel, najlepiej $rednia dlugosé
przesel.

Tu przyjmiemy a=0, zatem b=}I. Przypusémy, ze AM
i LM sg liniami krzyZowemi, Ze wigc punkt ich przecigcia sie
S lezy w pionowej przez F, srodek ciezkosci pojedynczej po-
wierzchni momentéw, to promienie skrajne drugiego wieloboku
sznurowego ND i NC sg réwnolegle do linij krzyzowych. Na
mocy poprzedniego wtedy, gdy NK|/AB, to NK=4AB.

Widzimy, Ze

SBMOONDC, zatem BM:CD=BF:NK. Ale

BF=1AB+}{}AB—AD)=}(24B—AD), a NK=1ADB,

wiec BM: CD=(2AB—AD): AB.

Zrobmy teraz DG=AB i DH=AB, to BG=24B—AD.
A wiec prosta GC musi przechodzi¢ przez punkt M, gdyz
w takim razie
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BM:CD=BG:GD, czyli
BM:CD=(24AB—AD): AB, jak pierwiej.
Podobnie otrzymamy, przedluzajac linig HC, punkt L.
Jezeli punkt G wypada za papier, uzyé mozemyidrugiego
sposobu wyznaczenia punktéw L i M.

rys71.
9 DFE :
B e Eeame s

i 'b‘:;"v‘\:
i

G

b \“n&{
Wykreslmy VW /| AB (vys. 71.), CL||BV i CM|AW,
Wtedy linie AM i BL sa liniami krzyZowemi, jak to zaraz
udowodnimy. Przedluzmy AB i MC az do G, to GDCXABW,
bo DC=BW, a wszystkie boki réwnolegle, wiec GD=AB,
a zatem na mocy poprzedniego dowodu punkt M jest punktem
linii krzyZzowej. To samo mozemy udowodnié co do punktu L.
Z konstrukecyi powyzszej wynika, Ze punkt S musi leze¢ we-
wnatrz tréjkgta ABC. Po wykre§leniu linij krzyZowych mo-
zemy teraz latwo wedlug §. 44. wyznaczy¢ momenty w da-
nem przesle. Kre§limy w punktach stalych pionowe az do
przeciecia sie¢ z liniami krzyZzowemi w I' i K', a przez I' i K'
zamykajacg A'B'. Powierzchnia kreskowana przedstawia po-
wierzchnie momentéw.

§. 50. Wyznaczenie wykresine linij wplywowych.

Na podstawie poprzednich twierdzen mozemy wyznaczyé
tatwo linie wplywowe sil poprzecznych i momentéw. Tok kon-
strukeyi wedle Steinera (tabl. I, rys. 1.) jest nastepujacy :

1. Wyznaczamy punkty stale (rys. @) wedlug §. 42.
w znany sposob.
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2. Dzielimy kazde przeslo na pewna ilosé czedei n. p. na
4 czedci 1 wyznaczamy momenty dla poloZenia cigZaru w pun-
ktach 1, 2, 3, 5, 6. Niech n. p. ciezar P=1¢ dziala w punkcie
% i _11%‘, wykreslamy wielobok sil,
a mianowicie a'b’=P (rys. y), obieramy biegun O w odleglosci
h=4t, kreslimy promienie, a wielobok sznurowy (rys. f§). 4'2'4’
jest pojedynczg powierzchniag momentéw.

Zrobiwszy 2 H=A'B', kredlimy H2‘ az do A”, a prosta
B'A“ jest linig krzyzows. Druga linia krzyZzowa przechodzi
przez A, jej jednak tu nie potrzebujemy. W punktach stalych
4 i'K, kreélimy pionowe az do przeciecia sie z liniami krzyzo-
wemi, laczymy punkty przeciecia sie i otrzymujemy zamyka-
jaca A'0, ktora odcina na pionowej w B odcinek B‘b, réwny
momentowi podporowemu dla tego obcigZenia. Linig te mo-
mentow sprowadzamy teraz do poziomej zamykajacej (rys. 0)
i wykreslamy tez momenty w innych przestach, prowadzac
linie momentéw przez punkty stale. Linie te momentow ozna-
czyliémy na rysunku cyframi 2, Tak samo wykre§lamy linie
momentéw dla poloZen cigzaru P w punktach 1 az do 6 i li-
nie te oznaczone s znaczkiem punktu zaczepienia sily. Teraz
mozemy wykresli¢ linie wplywowe momentéw (rys. 7). Jezeli
chcemy n. p. wykreslié linia wplywows dla punktu 2, to gdy
sila P stoi w 1, w punkcie 2 M=2“a, robimy wiec (rys. 7)
l'a’=2"a. Gdy ciezar P stoi w punkcie 2, to moment w tym
punkeie 2“2, robimy wiee (rys. 1) 22=2“2 i t. d.

Jezeli ciezar stol w punkcie 7, to sprawia ten sam mo-
ment w punkcie 2, co ciezar w punkcie 5 sprawia w punkcie
10, wiec 510“, robimy wiec b10“=7'4"' i t. d. Polaczywszy po-
szczegblne punkty, otrzymamy linie wplywows momentéw dla
2. Tak samo wykreslamy linie wplywowe dla innych punktow.
Stosunek podzialki dla momentéw bedzie B

1mi,e  Yytm

Na rys. ¢ wykresliliSmy linie wplywowe dia sil poprze-
cznych. Pelna linia jest dla punktu 2, dla innych linie kresko-
wane. Jezeli ciezar P stoi w punkcie 2, jak w danym wy-
padku, to kreslimy w wieloboku sil promien Om|/A'b, a wtedy
Om=0,. Na dlugosci od A do 2 jest wiec Q=0,=a'm, dla
punktéw zas od 2 do 4 Q=0,—LP=ml'. Widzimy wiec), Ze

2. Przyjawszy podzialke
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wszystkie linie wplywowe dla punktéw od 4 do 2 beda mialy
w 2 te samg rzedna, za$ linie wplywowe dla punktéw od 2 do
B majg w 2 rzedng ¢2'. Dlugosé 2'2=P. Wyznaczenie linij
wplywowych dla sil poprzecznych jest wiec bardzo latwe, bo
te nakrywajg sig po czedci.

Jezeli ciezary przenoszg sie na belke zapomocs poprze-
cznic, to linie te zmieniajg si¢ wskutek tego tak, jak przy
belce jednoprzeslowej. Zamiast linij wplywowych krzywych
otrzymujemy wieloboki, ktérych wierzcholki, odpowiadajace
poprzecznicom, lezg na tych liniach krzywych.

§. 51. Wiasnosci linij wplywowych i tablice do ich wykreslenia.

Inz Daujon udowadnia®), Ze linie wplywowe momentéw
skladajg sie z czesci paraboli szeiciennych i okredla ich wla-
snosci. Jezeli przekr6] C lezy w czeSci Sredniej, to niema linia
wplywowa w danem przeSle punktéw zwrotnych. Jezeli zas
lezy w czesci pierwszej, to punkt zwrotny lezy w czesci trze-
ciej i na odwrét. W sasiednich przeslach linia wplywowa ma
punkt zwrotny w pionowej punktu stalego i to w lewych
punktu stalego lewego, prawych prawego. Jezeli bedziemy ba-
dali dwie linie wplywowe przesel sasiednich dla punktéw Ci C',
to rzedne ich w przeslach na lewo lezgcych maja sie jak od-
stepy C i C' od punktu stalego na prawo i na odwrét.

Linie wplywowe sil poprzecznych skladajg sie takze z pa-
rabol 3 rzedu.

Inzynierowie Dupuy i Cuénot obliczyli dla belek wie-
loprzestowych rzedne linij wplywowych dla rozmaitych sto-
sunkéw rozpietosci < **). W osobnem dziele p. n. ,Calcul des
ponts métalliques“ zestawili inzynierowie Adryan Cart i Leon
Portes (1895) takze takie tablice, za§ Griot w dziele: Inter-
polierbare Tabellen zum Eintragen der Einflusslinien (1904).

W §. 8. podaliémy sposéb wykreslenia linij wplywowych
dla belki dwuprzestowej, gdy I, =I,=I. Tu podamy jako przy-
klad rzedne tych linij dla tego samego wypadku wedlug Carta
i Portesa, a takZe rzedne linij wplywowych belki trzyprzesto-
wej dla 3=0-9.

*) por. Annal. des ponts et chaussées 1894 I. str. 959.
=) W R e e VBT T e, DA
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B. Drugie przesto.

;i 1;;-0-1 09 Uwaga.
@ 01 —0 Wstawiac¢ nalezy
S 02 —00223 —00025 wedlug linii
= 03 —00432 —0-0048 prostej
a i 04 —00756 —0:0084 ,
< g 05 —0-0844 —0-0094 !
RS 06 --0:0864 —0-0096
M s 07 —00803 — 00089
) 08 —00648 —00N72
z 09 —00385 —00043
D
7k 01 —0-0043 —0 0385
S 02 —0:0072 —00640
A 08 —0-0089 —00809
SN 0-4 —00096 —00864
23 05 —00094 —00844
8 'g 06 — 00084 —0 0756
A E 07 —0:0068 —0-0614
= 08 —00048 — 00432
- 09 —00025 —0-0222 3
L |
B. Sily poprzeczne.
@ u Rzedne w sasiedniem
il il 10 0 i przg?éle
|
Drugie przeslo
S 01 —0°1248 +0-8763 +00248
é’- 02 ~ 02480 —+0-7520 +00480
o 03 —03688 406318 +0:0688
= 04 - 0-4840 405160 00840
8 05 —05938 104063 +40:0937
13 0:627 - 06736 —-+0-3264 —+0-0962
ks 06 — 06960 -+0 3040 -0 0960
Ay 07 —07893 +4-0-2108 -+-0:0893
0-8 —08720 +0-1280 +00720
09 —0-9428 +0-0573 +0-0428
Pierwsze przeslo
01 — 00573 -+0-9428 00428
2 02 —0-1280 +0-8720 —00720
& 03 —02108 -+0-7893 —0-0893
g 04 —0°3040 —+0 6960 —00960
X 0423 —03264 —-+06736 —0:0962
% 05 —0-4063 +0 5978 —0-0938
s 06 —05160 +0-4840 —00840
a 07 —06318 -+0:3683 —0'0683
; 08 —0-7520 +0-2480 —00480 [
09 —0-8753 +-0-1248 —0:0248
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b. Sgsiednie przeslo.

|

D W =G T U DO —

przesle

Przekréj w drugiem

000009990

3l£=o-1 09 1 %=0-1 09
§ - 00041 | —0-0369 | —0-0410, | § | —00187 | - 000151,
g —-00067 | —00604 | — 00671, S | —00296 | —000387,
B - 00081 | ~00726 | —00806%, | & | —00456 | —00051%
e —00084 | —00752 | - 00836, |2 | —00598 | —00066,
e —00078 | —0:0703 | —0:07811, | B% | —0:0703 | —0-00781,
By —00066 | —0:0598 | —00664l, |5 | —00762 | —0-0084s,
5 - 00051 | — 00456 | ~—0:0506%, | & | —00726 | —000817,
b — 00083 | —00296 | —00329%, | S | —00604 | —0-0067,
kS —00015 | —00187 | —00153%, |£ | - 00869 | —00041,

—0:0220 | 400084 | -+0:00667,
— 00427 | 400067 | -+-0-01297,
—00607 | 400095 | 001837,
—00747 | +00117 | 4002251,
—0:0834 | 1-00181 | 4002511,
—008b4 | 100184 | 4002577,
—00794 | 400124 | 002397,
—0:0640 | +0:0100 | 4001931,
—00880 | +-0-0060 | +0:01157,

B. Sily poprzeczne.

o - Rzedne w przesle sasiedniem
l Przeslo lewe } Przeslo prawe
Przekréj w 2 przesle
2 —0'1252 | 4-0'8748 +-0-0286
- —02489 | +-0-7511 +00556
& —0-3695 | +0°6305 400790
=h —04850 | 406146 +-00972
o : —0-5954 | 404046 +0-1085
@ | 0517 —06753 | 403247 -+01113
2 — 06977 | +0-3023 +0-1111
= —07908 | 402092 —+0-1033
A - 08183 | +01267 +00833
— 09435 | 400665 +0:0495
Przekrdj w1 przesle|Przekrdj w3 przesle|
Az L ) —00743 | +0:9257 — 00455 400170
& |02 ||—01657 | 108343 —00746 +-0:0365
3 |08 | —02700 | 407300 —00896 +0:0563
asiie Qi —0:3829 | +0-6171 00929 -+0'0788
' |06 —05000 | 405000 —00868 -+0-0868
5 |06 —06171 | +0 3829 —00738 -+0:0929
e Pt (1057 — 07800 | 4-0-2700 —00563 00896
08 —08843 | 4-0'1657 —0'0365 —+0:0746
09 —0/9257 | 4-0-0743 —0:0170 -+ 400455




§. 52. Najniekorzystniejsze obciazenie dla sil poprzecznych
i momentow.

Z ksztaltu linij wplywowych sil poprzecznych widzimy,
ze sila poprzeczna w danym przekroju jest najwieksza lub
najmniejsza, gdy obcigZenie siega od przekroju do prawej lub
lewej podpory tegoZz przesla, a nastepne przesla sa naprzemian
obecigzone. Cheac wyznaczyé najniekorzystniejsze polozenie dla
momentoéw, zalézmy, Ze w punkcie D przesla AB (rys. 71.)
dziala ciezar P. Dla tego poloZzenia ciezaru wyznaczyliSmy
linie zamykajaca A'B‘, a wiec jesli a=l, AA' i BB' sg réwne
momentom podporowym. Z rysunku widzimy, Ze jeZeli cigzar
jest w D, w O moment jest rowny zeru. Jezeli ciezar posunie
sie¢ na prawo, w O moment jest ujemny, jezZeli na lewo, do-
datni. Dla najw M w punkcie O musi wiec byé obcigzona diu-
. gos¢ AD, dla najmn M dlugos¢ DB. Poniewaz punkt S jest
wewnatrz trojkata ABC, wigc punkty O i R leza po za punk-
tami stalymi. Widzimy wiegc, Ze tylko dla punktéw pierwszej
i trzeciej czeSci przesla mamy punkt obojetny, dla punktow
czesei sredniej miedzy punktami stalymi niema takiego punktu
obojetnego, moment jest zawsze dodatni, a zatem najw M jest

dla zupelnego obcigZenia (tabl. I, rys. 27). Inne przesla muszs
byé naprzemian obciaZone.

§. 53. Najwieksze sily zewnetrzne.

Sily poprzeczne i momenty dla obcigZenia ukladem cig-
zaréow skupionych mnajlepiej obliczymy zapomocs linij wply-
wowych. Sposéb wyznaczenia najwiekszych sil zewnetrznych
na podstawie linij wplywowych podalismy w Podr. Teoryi
Most. w tomie I. (wyd. IL, str. 89.). Jezeli belka jest obcig-
Zona ciezarem jednostajnym cigglym, to najwieksze sily po-
przeczne i momenty wyznaczymy w nastepny sposéb:

1. Wyznaczamy najpierw punkty stale znanym sposobem
wedlug §. 42. (tabl. I., rys. 2a).

2. Dla wyznaczenia momentéw podporowych (rys. §) po-
stepujemy w nastepny sposéb:

Na pionowej przez podpore A odcinamy I, odleglosc
linij krzyzowych na podporach dla obcigzenia zupelnego
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pierwszego przesla. Wedlug §. 47. jest T4=§R‘(z;) =1pl, 2(%) :

Gdy przyjmiemy a=l,, to T,=W'=1ipl, % a z konstrukeyi otrzy-
mamy wprost moment podporowy M. T, mozemy tez otrzymac
zapomocg konstrukcyi, lgczac B z wierzcholkiem paraboli wy-
kreslonej dla belki zwyklej, T, bedzie wtedy takzie =21pl 2=
=1pl, 2. Dalej obliczymy T,, T, i T, dla obciazen czesciowych
pierwszego przesta od podpory A do punktu 3, 2 lub 1. Jeze-
lismy, jak tu, przyjeli a=l,, to T,=M%,' i t. d., za§ W' wyzna-
czymy wedlug réwnania ). Punkty w ten sposéb wyznaczone
laczymy z B,, a punkty przeciecia si¢ tych prostych z pio-
nows punktu stalego X,, polaczone z A, wyznaczaja na pod-
porowej B punkta 1, 2, 3, 4. Odcinki B1, B2, B3, B4 sa to
momenty podporowe dla obeciazenn dlugosci A1, 42, A3 i AB.

Podobnie otrzymujemy i w drugiem przesle momenty
podporowe Bb5, B6, B7, B8 i Cb, Cb, C7, C8. I tu odcinamy
najpierw na obu pionowych podporowych ilosei 7, Tg...T}',
T,'... Yaczymy te punkty z C, a wzglednie z B i przez punkty
przeciecia sie z pionowemi punktéw stalych prowadzimy za-
mykajace, ktére odcinajs momenty podporowe dla odnosnych
obcigzen czesciowych drugiego przesla.

3. Teraz rysujemy najmniejsze momenty i to mnajprzoéd
w pierwszem przesle. Na dlugosei AK, sa najmniejsze mo-
menty, gdy jest obcigZzone przeslo §rednie (obecigzenie I., rys.
y), wtedy moment na podporze B jest B8. Zrobmy (rys. d)
B'O"=DBY i polagczmy A' z 0", wtedy prosta ta do K'; be-
dzie linia najmniejszych momentéw. Dla wykreslenia dalszej
czeSci tej linii najlepiej bedzie wyznaczyé ja stycznemi dla
obcigzenia % % %zii i @4{’ i dla réwnoczesnego obciazenia dru-
giego przesla [IL, IIL, 1V, V, rys, y|. Najprzéd wyznaczymy

wedlug réow. 207) dlugosé d=2t(§li) dla powyzszych obciazen
1

1 otrzymamy d,=2{=44" (rys. 6), d,=A'3", dy=A2%, d, =
=A1“. Moment podporowy dla obcigzenia II jest —=Bl+ BS=
=B'0'"+0'"1'“=B'1'“, zatem 1“1'“ jest styczng do linii sznu-
rowej dla obciagZenia II. Podobnie otrzymamy styczne 2#2'“
343'“«, 4-4'“ dla obcigzenia III, IV i V, ktére wyznaczaja re-
szte linii najmniejszych momentéw w pierwszem przesle.
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W przesle sredniem takze najpierw wykreslimy linie naj-
mniejszych momentéw. Dla obeciazenia IV (rys. y) otrzymawmy
moment ujemny w C C'0'=B4. Polaczmy 0' z F,, a otrzymamy
moment podporowy w B. Punkt K,' tej prostej wyznacza
najmn. moment w punkcie K; jezeli wiec przez K,' poprowa-
dzimy pozioma, to F,“K,” bedzie linig najmniejszych momen-
téw. Pozostaje jeszcze krzywa 4go stopnia K,'8', ktéra znowu
wyznaczymy stycznemi.

Dla najmniejszych momentéw na trzeciej czesci sredniego
przesla musi by¢ obeiazona pewna dlugosé od B i trzecie prze-
slo (obcigz. VII do X, rys. y). Najprzéd wiec wyznaczymy
momenty podporowe dla kazdego obciazenia. Np. dla obcigzenia
VII otrzymamy ujemny moment w C, dodajac C'0' do Cb,
otrzymamy wiec C'5’, na podporze zas B bedzie M—=Bb—B0.
Teraz wyznaczamy wedlug §. 48 d,=2/(=DB'8, d,'=B7' itd.,
odciagamy od tego odnoény moment podporowy w B i otrzy-
mujemy wtedy punkty 8“7“ itd.; ktoére polaczone z punktami
8 1 7' itd. daja styczne do linii najmniejszych momentow.

Reszte linii najmniejszych momentéw dopelniamy, rysujac
symetrycznie do $rodka belki.

Linie najwiekszych momentéw otrzymamy przez odcig-
ganie rzednych linii najmniejszych momentéw od linii momen-
téw dla calkowitego obciaZenia. Aby za$ te linie otrzymad,
zauwazymy, ze dla zupelnego obcigzenia otrzymamy momenty
podporowe, dodajae momenty, wywolane obcigZeniem kazdego
przesla, wigc w punkcie B bedzie M=—B4—B8+B0. W (
bedzie moment takze tak wielki, a znajac teraz momenty pod-
porowe, wykre§lié mozemy z latwoscig paraboliczne linie
SzZnurowe.

Wyznaczenie sil poprzecznych jest latwe; zwazyé¢ nam
tylko trzeba, Ze obcigzZenia, w schemacie (rys. y) uwidocznione,
wywolujg najmn ¢ dla odnosnych punktow. Jezeli wiec od
punktu 4, 1, 2, 3, B, b, 6 itd. (rys. &) na lewo odetniemy od-
leglos¢é biegunows a i wykreslimy réwnolegle do odnosnych
stycznych 40, 1 1‘“, 2“2 i t. d., otrzymamy punkty linii
najmn. sil poprzecznych.

Dla obciazenia zupelnego linie sil poprzecznych sg proste,
do$¢ wiec wyznaczyé dla kazdej po dwa punkty, co robimy
w ten sam sposob, kreSlac n. p. On'[/A'n i t. d. Linie najwiek-
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szych sil poprzecznych otrzymujemy zndéw przez_odciaganie
rze¢dnych najmn @ od linii sil poprzecznych dla obciaZenia zu-
pelnego. Ostatnie 3 rysunki (§, %, J) przedstawiaja wyznacze-
nie si! zewnetrznych, wywolanych ciezarem wlasnym. Tu wy-
znaczamy tylko momenty podporowe dla obcigZenia calkowi-
tego przesel, a wiec B4, B8 i C0. Moment w B bedzie M=
=—B4—B8+ (0; dalsza konstrukcya jest wobec tego, cosmy
wyzej powiedzieli, zupelnie jasna.

Y1. Obliczenie analityezne belki ciagglej o przekroju
Zmiennym.

§. 54. Belka pochylo utwierdzona.

Dotychezas przypuszczaliSmy, Ze przekrdj belki ciaglej,
a wiec 1 moment bezwladnosci byl staly, teraz zbadajmy, o ile
obliczenie to si¢ zmieni, jesli przekrdj bedzie zmienny, przy-
czem wylozymy rzecz wedlug Winklera.

Dla belki pochylo utwierdzonej otrzymamy wtedy zamiast
réwnan 2) 3) i 4), jesli I jest zmienne,

(4
8(1,—12)=S¥dx et 3 208)
ey=sx§§é+gﬂ7{$dx S A YN T 200)
y 1
e(s——lt?)=S %[xdx WU TN )

Réwnanie 5) i 7) pozostaje niezmienione. Wstawiwszy row.
w réow. 208) i 210), otrzymamy

3 Hl—z)dx M"S’xdx S‘Xd:v o
e B J S
M‘S x(l—x)dz M”S‘xzdx S’Xxdx .
SKS—ZTZ) 1 b I—+ l O—I + o'—l— . ...12)
Nazwijmy I, $redni moment bezwladnosei, t. j. taki, aby
l dx
—=\—= T i
= SI T e (L A 13)

przyczem calkowaé mamy od poczatku do konca belki przez
wszystkie przesla.
Nazwijmy dalej dla pewnego przesla
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tdz 21, S wdx BIS x2dx S
By 7

z ATy =i ) oy
to, jesli I stale, A=B=C=1.
Nazwijmy jeszcze dla skrécenia
GIS&@—-%” ) S’X(l—x)d(l—
12 > A o 78
: goeo Sh{Eé g
Wstawiwszy te wartosei w row. 211) i 212), otrzymamy
6el,l(1y—17,)=3(24—B)M‘1*+3BM"“12—(N'+N“)I%,
6el,(s—I7,)=(8B—2C)M'12+2CM"1*—N“12.
A stad otrzymamy

% =b—,lT(2aM’—|- yM“— )+

D _;, .. 214

. 216)

S
|
o
ae I (yM'+28M“ — mu)_}_}_] :
jezeli ¢=34—3B+C, f=C, y=3B—2C . . . . . 217)
Dla przekroju stalego otrzymamy znowu e=f=y=1,
a wtedy row. 216), przechodzi w réw. 11).

Jezeli dla belki poziomo utwierdzonej nazwiemy, jak pier-
wej, momenty podporowe ' i M, to wedlug réw. 216)
0=2aM'+pyIM* —N‘, O=9pIM'+28M“—N*,
wige N'=2aW'+ 7P, R'=yM'+-26M" . . . . 218
Dla przekroju stalego przechodzi réw. 218) w réow. 12).

i =

§. 55. Wyznaczenie ilosci pomocniczych.

W celu wyznaczenia ilosci pomocniczych «, iy wy-
kreslmy w kazdym punkcie belki rzedng proporcyonalns do
odwrotnosci momentu bez-
rys:12. -

wladnosei, wiec - (rys 72.).
Konce tych rzqdnych, wy-
. znaczajg linie krzywa, a po-
wierzchnia miedzy ta linig
a osig niech sie nazywa od-
wrotng powierzchnisg
bezwladnos$ci (n. Krim-

4|'||

il

A G B

mungsflédche).

Podr. Teor. mostéw. II. 7
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Calki S c_i;" S x_;lg;’ S xId oznaczaja zatem powierzchnie od-

wrotng bezwladnosci A', moment jej statyczny S' i bezwladno-
sci I' ze wzgledu na AH, wiec

I, A.‘ 21,8 3I,I'
deating Sac adi g
Nazwijmy moment statyczny i1 bezwladnosci ze wzgledu
na BL §“ilI*i Bi;?%‘gl, 01=3£°3I", to
o ({(l—2z)%dx S‘dx Smdx_ {
S —SO—II— —e==] o s e s A'1—8,
o l—w) e ZS'dx S"wdx IgAde. o o, B
i —So———I——Z ——921 OT+ OV—I——Ail —2I8' + I,
; 21,
wiec Bi—f '(A4'1—8")=24—B,

0, =284, p—915 + 1)~84—3B+C,

a zatem wedlug 217)
a=C,, =C, y=8B—2C=3A—a—p8 . . . . 219)
Do wyznaczenia ilosci pomocniczych «, # 1 y potrzebu-
jemy wiec tylko 4, B, C i C,, a wiec powierzchnig i momenty
statyczne bezwladnosci odwrotnej powierzchni bezwladnosei, co
mozemy wyznaczy¢ albo rachunkiem sposobem zwyklym lub
Simpsona lub konstrukcys albo planimetrem,

§. 56. Wyznaczenie ilosci 9%' i 9%“.
Wedlug row. 214)

. 6I,('Xedx
e 12S Sl
e ‘X(l—x)d(l—x)

Rk S 1258

przyczem X oznacza mo-
ment dla belki w dwu pun-
ktach podpartej. Jezeli wy-
kre§limy zwyklg linig mo-
mentéw ACB (rys. 73.) 1 je-
zeli kazda rzedna pomno-

1
Zymy przez —1, to nowe rze-
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dne dadza nam powierzchnig¢ kreskowana ADC'EB , ktéra na-
zwiemy skurczong powierzchnig momentow (n. wer-
zerrte Momentenfliche).
Nazwijmy S, moment statyczny tej powierzchni dla pio-
nowej 44' a S, dla pionowej BB, to
68.

K¢ OREEE tzi’ N —=

| 65,

Fz . 220)

§. 57. Momenty podporowe belki ciagtej.

Jezeli réownanie 216) zastosujemy do‘ dwoch sasiednich
przesel belki cigglej o réwno wysokich podporach, jak w §. 5.,
to otrzymamy

6816 Tm=—— m()’mMm-l-i -t 213771 Mm_mm"))

68[0 Tm=— + lm+1 (2am+1Mm + )’m+1Mm+l ’_%m-f-il),’
a stad

'}’m]ml‘lm—i + Q(ﬂmlm + am+1lm+1)l‘[m+ '}’m+1lm+1][m+1 =
=]mmm"—|—]m+jmm+1' R e R L (8]

Rownanie to posluzy nam do wyznaczenia momentow
podporowych, jak dla przekroju stalego.

§. 58. Punkty stale.

Jezeli tylko jedno przeslo jest obciazone, to w mieobcia-
zonych przeslach otrzymamy momenty podporowe, podstawia-
jac w réw. 221) m=1, 2, itd. i N'=N“=0, wiec

2Byl + ayly) My + 51, My =0,
Valy My +2(By 1y + @ly) My + y31, M; =0,
Z pierwszego rownania wynika

M, ==——2( ﬂili)Mi, z drugiego

) Vzl
ofs )]
M,=—|22 == ) b
; [ +l(y2+y3Mo s A
7aly
. ~ 1 +a1 SRR o
SRR LRI
23 08 il A

Podobnie wiec, jak dla przekrOJu stalego momenty pod-
porowe sa naprzemian dodatnie i wzrastajs ku przestu obcia-

+
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zonemu; podobnie tez w kazdem przesle znajduja sie dwa
punkty stale, dla ktérych, jak w 44) i 45),
et
1+u 1+
Dalsze obliczenie odbywa sig zupelnie, jak dla przekroju
stalego. '

a—= 223)

§. 59. Przykiad.

Jako przyklad obliczmy momenty, wywolane cigzarem wlasnym, dla
tej samej belki trzyprzeslowej, ktéra obliczyliSmy dla przekroju stalego
w § 26, A wigc niech bedzie I;,==10:00m, 1=18'00m, g,=0062b, g=0-0674b.
Na rysunku 1. tabl. II. wyznaczyliémy na podstawie poprzedniego oblicze-
nia przyblizonego przekrdj belki. Wysokosé¢ belki drewnianej otrzyma-
lidmy 7 =385 cm , szerokosé b = 28 em, wysokosé siodelka 28 cm. Obliczamy
teraz momenty bezwladnosei J= {4 bk® w dwu miejscach to znaczy tam,
gdzie belka jest pojedyncza i tam gdzie zloZona.

Ji= 35 b k3= $; 28 XX 353 = 100036 cm?,
Jy = 5 b h® = {1; 28'63° = 583443 cm?,

Na rysunku 3 wykresliliSmy na tej podstawie%— (linie kreskowane)

i wypisalismy 10(?7000. Dla polowy belki obliczyliémy teraz powierzchnie

prostokatéw, odezytujac dlugoséei w mm, wysokosé wedlug liczb na rysunku

(100‘?00) i otrzymaliSmy powierzchnie 140'1. Podzieliwszy te powierzchnie

przez dlugo$é 165 mm, otrzymalismy 0-849 czyli wlasciwie 0-00000849 jako

$redni odwrotny moment bezwladnoseci } Aby wyznaczyé T‘I;ondzieliliémy
0

= przez fL i wykreslili na rysunku 3 (linie pelne).
3 3 T

Siodelko teoretycznie powinno siegaé do tego punktu, gdzie moment
ujemny przybiera warto$¢ najwigkszego momentu dodatniego, ze wzgledu
na ktéry zostal przekrdj belki pojedynczej wyznaczony, a ta granica nie
przekracza w naszym przypadku 1 metra na lewo i prawo od podpory, ze
wzgledu jednak na przytwierdzenie dajemy siodelko 83 m dlugie.

Jezeli l;=1l; mierzyé bedziemy w mm, wiec 1;=100mm, to 4'=85-273,
a ze J, = 0849, wiec A=J°TA, gdzie A’= jest powierzchnig $rednich
odwrotnych momentéw bezwladnosci dla przesta 1go, J; érednim odwrotnym
momentem bezwladnosci dla tegoz przesta a I rozpietoSei w mm, wiec
0-849<85'275

= 100 = 0-74325.
Dla pierwszego przesla jest J'=192:312, J*=282207, wigc gdy %50-849.
3X192:819 . 8 X 282207
= T X0849=0-4889=8, C,= ~ 008 0849 = 0'7187=2,
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1y =8 . 074825 — 04889 — 07187 = 1'02215.
Podobnie otrzymamy dla drugiego przesia A‘=102-16, 1, = 130 mm,

przeto A_—_%OE = (78585, J'= J" = 620953, J, dla przesla drugiego = 1.
83620 . 95'8 =
a—C— Ll—sas—— = 08475,
Yo = 0:6627.

‘W celu wyznaczenia N i N’ wykreSlamy zwykle powierzchnie mo-
mentéw rys. (2). W pierwszem przesle otrzymamy dla ¢ =11,
M=1g1>==100625X 102 = 0781 #m w drugiem

M=}g1>*=1006745 X 13% = 143613 tm.

: ; Jo o

Mnozge odnosne rzedne momentéw przez 7", otrzymali§my skurczona

powierzchni¢ momentéw. Dalej otrzymamy moment statyczny tej powierz-

chni w pierwszem przesle ze wzgledu na o$ 44‘i BB’
Sy = 2662 tm® zas S, = 2771 tm?

6X 2662
— o = 15974 tm

Bl SR XA — 16626 1m.

9}1 =,

Dla drugiego przesla otszymamy S, =&, =T8tm?® ze wzgledu na
podporowe osie BB’ i CC’, a wige wedlug 220)

My — Ry =X o769 tm,

132
Teraz ustawimy réwnanie momentéw podporowych. Poniewaz tu
z powodu symetryi M; = M,, wiec wystarczy jedno réwnanie, ktére otrzy-
mamy z 221., wstawiajac m =1, a wiec
2@ U o ) My v 1My =10, Ny 1Ny
a po wstawieniu wartosei
{2 (0-4889 X 10 +- 0-8475 X 18) + 0'6627 XX 13}M1 =10 X 16704 4 13 XX 292
M, = M, — — 1°1589 tm.
W §. 26. otrzymaliémy dla przekroju statego
My = M, = — 0-89317 #m.
Widzimy wiee, Zze wplyw zmiennosei przekroju jest znaczny.

Y1l Obliczenie dokladne belki ciagtej kratowej o prze-
kroju zmiennym.

§. 60. Doktadnos¢ rozmaitych sposohow obliczenia.

Powyzej wyloZzony sposob obliczenia belki cigglej o prze-
kroju zmiennym jest bardzo Zmudny, a pomimo tego dla belek
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kratowych, o ktére tu czesto chodzi, niedokladny. Obliczajac
bowiem belki ciagle kratowe, wedlug poprzedniego sposobu
uwzglednimy przy wyznaczeniu momentu bezwladnosci tylko
przekréj paséw, krzyzuledw zas weale nie uwzgledniamy. Blad,
jaki z tego powodu popelniamy w wyznaczeniu momentéw
podporowych , jest bardzo znaczny, tak dalece, ze mniejszy
blad popelniamy, liczac wedlug sposobu dla przekroju stalego,
niz uwzgledniajac zmienno$é¢ paséw, a nie uwzgledniajac krzy-
zZuleéw. Dlatego, liczac sposobem przybliZonym, bedziemy zaw-
sze przyjmowaé przekroj staly, a liczac dokladnie, musimy
uwzglednié takze i krzyzulce.

§. 61. Zasada doktadnego obliczenia.

Zasada obliczenia dokladnego belki ciaglej polega na
tem®), ze uwazamy belke jako w dwu punktach na skrajnych
podporach 4 i D (rys. 74.) podparts i wyznaczamy ugiecie obcig-

rys.74. zonej belki liczebnie lub
wykreslnie. Otrzymujemy

{1l

|

‘ T Y
‘OII\QL__/,__%/

T T

: w ten sposéb ugiecia na
=0” podporach y,, ys...

| Teraz przypuszczamy,
| : ze na podporze B dziala
i e B do géry sila 0O,=1 na

A
e S e ¥ belke nieobcigzona (nawet

ciezarem wlasnym) 1 wy-
znaczamy ugiecia na podporach —y,’ 1 —y,’. Tak samo wy-
znaczamy ugiecie, jesli sila =1 dziala na drugiej podporze
i otrzymujemy —y,“, —y,“ i t. d. Dla belki ciagle] ugiecia
w punktach B, C.. musza byé réwne zeru, wiec
91— 0,9'— 0y, “—... =0}
Y2—0,9,'— 049" —...=0)
Otrzymamy w ten sposéb (r—1) réwnan, wlasnie tyle,
co mamy nieznajomych. Z réwnan tych wyznaczymy teraz
Oy, 0,... dla danego obciazenia.
Poniewaz dla rozmaitych pretow belki najniekorzystniej-
sze obciazenia sa rozmaite, wiec dla kazdego z nich musieli-
bysmy powtérzyé caly Zmudny rachunek.

294)

*) p. sposéb Fontviolanta. Kochlin. Statique graphique str. 338.
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Dla wyznaczenia linij wplywowych trzebaby przyjaé P=1,
dzialajace po kolei we wszystkich wezlach dolnych i dla tych
przypadkéw wyznaczyé sily wewnetrzne. Droga to do§é zmu-
dna, do wykreslenia linij wplywowych moZemy dojs¢ jeszcze
innym sposobem, ktéry poniZzej podamy.

Przyktad. Belka ciagla ABC (t. III. r. 1.) dwuprzeslowa o rozpietosci
2 razy po 24 m jest obciazona tylko w drugiem przesle BC, pierwsze prze-
slo AB nie jest wecale obcigzone. Niechaj bedzie ciezar wlasny jednej belki
09 t/m, z czego wypada 0'6 t/m na pas dolny a 0-3t/m na gbérny. Ciezar ru-
chomy niech bedzie 3'16#/m. Wedlug tego obliczone ciezary wezlowe sa
oznaczone na rysunku.

Przekroje pojedynczych pretéw, ktére nalezy tymeczasowo wyznaczyé
wedle przyblizonej zwyklej teoryi, uwidoczniliSmy powyze] w tabliczce.
Przypuszezajac, ze belka jest tylko podparta na podporach skrajnych 4 i C,
kredlimy wielobok sznurowy i plan sil (rys. 2. i 8.), obliczamy skrécenia
i przedluzenia wszystkich pretéw i wyznaczamy ugigcie belki sposobem
Williota*) .(rys. 4.). Otrzymaliémy w ten sposéb ugiecie punktu B y;=
= 168 mm.

Teraz przypuéémy, ze w B dziala sila P=40¢ do géry. Dla tego
obciazenia kreslimy plan sil (rys.b.) i otrzymujemy sily, zestawione w ta-
bliczce w rubryce P‘. Obliczywszy odpowiednie dl‘, wykreslamy polowe
(z powodu symetryi) ugietej belki i otrzymujemy ugigcie punktu B 165 mm.

Zatem dla sily P=1 y,‘= 1—4%5, a wedlug 224)
165 168 !
168— 0, 40~=0, stad 0,=140. Eg——tlo (ot.
W rysunku 2. otrzymaliémy 0, =317, 0,=058'18, od tego odjaé na-

lezy 42 {=20'35, wiec
0, =11:35¢, O, —40'Tt, 0, =3783 14
Na tej podstawie wykreéliliémy plan sil (rys. 7.), z ktérego otrzymu-
jemy dokladne sily wewngtrzne dla danego obciazenia (P w tabliczce).

§. 62. Prawo pracy przygotowanej.

Jezeli na pret jakié belki kratowej dzialajs réwne i wprbst
przeciwne sily S (rys. 75.), to praca ich, t.j. iloczyn sil przez
drogi w kierunku sil, jest w czasie jakiegokolwiek ruchu preta
—0. Ruch ten mozemy bowiem rozlozyé na postepowy, pod-
czas ktérego prace obu sil S sg réwne 1 wprost przeciwne
i znoszs sie, i na obrotowy okolo dowolnego punktu preta FE,

*y patrz Podr. teoryi mostéw tom I. 2 wydanie str. 216.
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podczas ktérego praca jest réwna zeru, bo kierunki sil prze-
chodzg przez punkt obrotu.

Jezeli dlugo$é preta wzrosnie z ja]ﬁch-

PyS75 kolwiek przyczyn (a, WlQC niekoniecznie
5 Ve *17‘5 wskutek sil S) o 4s, to praca sil § da sie
4 N wyrazi¢ rownaniem

\ / A
% A=SS *dAs— SAs.
0

Poniewaz odnosi sie ona do jakichkol-
wiek, byle nadzwyczaj malych mozliwych
przesunie¢, wiec nazywa sie¢ ona pracas
mozliwa, przygotowansg (n. virfuelle
A Arbeit). Dla calej belki kratowej bedzie
A=28dg " v T . 22D)

Sily wewnetrzne, dzialajace w pretach belki, mozZemy

- zastapi¢ kazda dwiema silami §, dzialajacemi w kierunku
preta, zaczepiajacemi w wezlach. Poniewaz maja one zatem
kierunek wprost przeciwny, wiec praca ich jest —3Sds. Przy-
pusémy, zZe na belke te dzialaja sily zewnetrzne P, ktore sa
w rownowadze miedzy sobg i z sifami wewnetrznemi, a rzuty
przesunieé sie odnosnych punktéw zaczepienia na kierunki
tych sil nazwiemy dp, to w kazdym wezle dla réwnowagi
suma skladowych pionowych i poziomych wszystkich sil jest
«réwna zeru, a na podstawie zasady momentow przygotowa-
nych *¥) i praca ich jest rowna zeru. Zatem praca mozliwa
wszystkich sil zewnetrznych i wewnetrznych musi byé réwna
zeru. Wiec 2PAdp—5ds =0, £ L L S 220)

Prawo powyZsze zwane prawem pracy przygoto-
wanej **) lub mozliwych przesunieé (n. Princip der
virtuellen Arbeit, der virtuellen Verchiebungen) mozna w ten spo-
s6b wyrazié: W stanie r6wnowagi sil zewnetrznych
i wewnetrznych praca przygotowanasilzewnetrz-
nych ré6wna sie pracy odksztalcenia belki krato-
wej (n. Formdnderungsarbeit).

*) p. Franke. Mechanika teoretyczna str. 163.
##) Mohr. Beitrag zur Theorie des Fachwerkes Z. d. Ar. u. J. V. zu
Hann. 1874. 1875.
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§. 63. Prawo Maxwella.

Przypuéémy, ze wskutek jakichkolwiek sil zewngtrznych

zmienily sie dlugosci s pretéw belki kratowej 4,4, (rys. 76.)

o As, przyczem wezel A, zrobil

G A Tys. 6. ¢ droge 6,=A,B, a wezel A, drogg
PR /A@ 8,=A,B,.

&/ B, >< il f (@( Na mocy prawa pracy przygo-

towane] mozemy wyznaczy¢ 0,

< ;
o ,_3 ktére powstaja wskutek As, na-
& zwawszy S, sily wewnetrzne, wy-
# wolane sila =1, dzialajaca w A,

w kierunku 4,B,. Mianowicie mamy wtedy 1.d; =38, 4s.

Podobnie wyznaczymy d,, nazwawszy S, sily wewnetrzne,
wywolane sila =1, dzialajaca w 4, w kierunku 4,B,. Otrzy-

mamy wtedy s 25, As
Dla pewnego obciazenia jest
Ss*
AS:&:‘—A__ ), . 227)

jezeli S oznacza sile wewnetrzna, odpowiadajaca danemu obcig-
zeniu a A przekrdj preta. A zatem otrzymamy

S, Ss S, Ss

=i L 29

0, =317, =31 8)

Zaléimy, e S=5,, to al=zsfzs, . . 229)

a gdy S=8,, to 62=2'S'2€is, . . 230)

a poniewaz wtedy J,=d,, zatem mozemy wypowiedzie¢ na-
stepne twierdzenie:

Sita ré6wna jedno$ci,zaczepiajagca w 4, a dzia-
tajagca w kierunku 4,B,, przesuwa punkt 4, w kie-
runku 4,B, o dlugosé, ktéra jest tak wielka, jak
dlugosé A4,B,, o ktorg przesuwa sie 4,, gdy w 4,
dziata sila =1 w kierunku 4,B,.

Twierdzenie to nazywamy twierdzeniem Maxwella.

*) p. Podrecznik statyki budowli 2 wyd. str. 36.
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§. 64. Linia wplywowa ugiecia.

Aby wynalezé linie wplywows ugiecia punktu C (rys. 77.)
postapimy wedlug Miillera Breslaua w nastepny sposéb:
e T Zaczepmy w O

sile pionows =1

v g ¥ 2 1 Wwyznaczmy W
K/ﬁ T\ 1 :‘/T\L7,\ znany sposéb li-
{ c e \\f s | 5 czebny lub wykre-
slny wielobok u-
giecia pasu, na kto-
rym lezy pomost
‘ (n. p. pasu gorne-
—%——goﬁteﬂ‘zqd_n&fydffffff
i oznacza ugiecie
| y punktu D, gdy w
LT R O C dziala sila =1.
Uwzgledniamy tu
jednak tylko ugiecia pionowe. Na mocy prawa Maxwella
bedzie jednak y, oznaczaé takze ugiecie punktu C, jezeli
w punkcie D dziala sila =1. To samo mozemy powiedzied
o kazdym innym punkcie pasu ADB, a zatem linia A’D'B’
jest linia wplywows ugiecia punktu C.
Jezeli wige sily P,, P, i P, dzialaja na belke, to ugiecie
w punkcie O bedzie y.=P,y, + Py, + P,y,.

§. 65. Linia wplywowa oddzialywania belki dwuprzeslowej.

Jesli mamy wyznaczyé oddzialywanie O, belki ciaglej
dwuprzeslowe] na $rodkowej podporze B (rys. 78.), przypu-
rysi8. § szczamy, ze belka

Y.

AA/\/ W\M/\/\ b jest podparta tylko
SN D I

wAiC, awB

E 30, | dziala na doél sila

Al f - 2 ks ionowa ==1 1 kre-
& | 1 Y b 3

s S i j/// $limy dla niej wie-

B lobok ugiecia pasu

dolnego A'B‘C'. Na mocy poprzedniego paragratu jest 4'B'C,
zarazem linia wplywowa ugiecia punktu B.
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Przypusémy teraz, Ze na belke ciagla ABC dziala w D
sita P, to w B powstanie oddzialywanie nieznane nam jeszcze
0;. Z linii wplywowej otrzymamy ugiecie punktu B, ktére dla

rys.79. belki ciaglej jest

| réwne zeru, wiec
Py—0,c=0, a za-
tem

0, =-£—-Py . ~931)

Poniewaz ¢ jest
iloScig, stala, wiec
widzimy, Ze linia
A'B'C" jest zara-
zem linia wplywo-
wa oddzialywania

0,, a % jest mno-

Zznikiem dla tej
linii.

‘W podobny spo-
séb  przypuszcza-
jac, ze belka podparta jest w B i C a obcigzona silyg =1 w A4,
otrzymamy (rys. 79.) linie wplywows A“B“C“ dla oddzialy-

wania 0,, przyczem Oo=%Py.

§. 66. Linie wpltywowe sil poprzecznych i momentow.

Wyznaczmy teraz linie wplywowe sily poprzecznej w prze-
dziale FG (rys. 79.).

Jezeli u <<z Q=0,—P,

n u>z+a  @=0,.

Jesli wiee zrobimy A“F“[|A'B“, to réznica rzednych linij
A“F“ i A*F" wyznacza . Dla %>z-+a jest linia wplywowa
dla O, zarazem linig wplywows dla Q. W przedziale FG jest
linia wplywowa prosta, wiec F“G'.

Dla momentu statycznego jest znowu,
jesli w >z, M=z,

Sl . M=0,x; — P, —un).
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Niech bedzie M‘=g to dla >, M'=0,,
a ., <z, M'=00—P”91x_—“.
1

A wiec dla %>z, linia wplywowa dla O, jest zarazem
linia, wplywows dla M', a wiec i dla M z mnoznikiem z,, dla
Z—U

Z4

Dla =0 jest y, =P, dla u=x, jest y, =0, a wiec powierzchnia
kreskowana jest powierzchnia wplywows momentéw.

Widzimy wigc, ze do wykreslenia linij wplywowych sil
poprzecznych i momentéow potrzebujemy jednego tylko wy-
kresu ugietej belki i kilku linij prostych.

W jaki sposéb na podstawie linij wplywowych wyzna-
czamy najwigksze sily poprzeczne i momenty i najwieksze
sily wewnetrzne, wiemy z tomu pierwszego.

dlugoseci AG mamy od rzednej linii O, odciggnaé y, =F

Y. Wpltuw podpére.
§. 67. Ogolne uwagi.

Dotychczas przypuszezaliSmy, badajac belke analitycznie,
ze podpory znajdowaly sie w jednej linii, a wladciwie, ze belka
jest tak podparta w kilku punktach, Ze przez to podpar-
cie nie powstajg zadne momenty, gdy ciezaru wlasnego nie
uwzglednimy. Badajac belke ciagla sposobem wykreslnym, przy-
puszezaliSmy juZz jednak takZze nierowno wysokie podpory, to
samo musimy teraz zrobi¢ przy uzyciu sposobu liczebnego
zwlaszcza, Ze podpory czasami umys$lnie umieszczamy w nie-
rownej wysokosci, czasem za$§ wskutek osiadania sie filaréw
niektérych nier6wno$é ta powstaje pomimo naszej woli.

Pokrétce wspomnimy tez w tym rozdziele o wplywie na
momenty loZysk szerokich albo podwojnych i przytwierdzenia
belki stalej do filaru.

§. 68. Momenty podporowe przy nierowno wysokich podporach.
Niechaj odstepy pionowe podpér od poziomej, przecho-

dzgcej przez pierwszg podpore beds s,, s,...8, przyczem ozna-

czamy je jako dodatnie dla podpdr nizej lezacych, to jesli
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przypuscimy, Ze belka nie jest wcale obcigzona, wiec N'=N“=
=0, otrzymamy dla m-tej podpory belki ciaglej, analogicznie
jak §. 6., na podstawie réw. 11)

Tm= _’LII(Mm—i +2Mm)+ A _s_m—1’
m+1 Sm+1 —S8m
Tn="+772Mn+ Mps1)+———
6el fenit
A stad
Mm—llm‘}‘gnlm(lm‘*‘lm-&—i) +1‘[m+11m+1= ;
sm"—sm—l Sm+1_‘sm
5= o S ARt 23
681( lm lm+1 ) )

Wstawiajac w tem réwnaniu za m wartosci od 1 do n—1,
otrzymamy n—1 réwnan momentéw podporowych, z ktorych
mozemy wyznaczy¢é n—1 niewiadomych momentéw podporo-
wych, wywolanych nier6wng wysokoscig podpor.

Do tych momentéw dodaé mnalezy momenty, wywolane
obcigzeniem , ktére wyznaczyliSmy w poprzednich rozdzialach.
Widzimy stad, Ze najniekorzystniejsze obciagZenie i linie wply-
wowe sil poprzecznych i momentéw dla obciaZenia sg nieza-
wisle od wysoko$ci podpér, ktérych wplyw zupelnie osobno
obliczamy.

§. 69. Wplyw zmiany wysokosci jednej podpory.

Jezeli jedna podpora sig znizy o s (rys. 80.), to na tej
podporze linia ugiecia jest ku dolowi wypukls, a zatem po-
wstaje tu moment dodatni. Przez podwyzszenie podpory Sred-
niej powstaje przeciwnie moment ujemny.

rys.80.

Poniewaz obcigzenie belki sprawia na $rednich podporach
moment ujemny, zatem przez podwyiszenie podpory moment
ten sig powieksza, przez zniZenie zmniejsza, na sgsiednich pod-
porach przez podwyZszenie podpory C moment ujemny sie
zmniejsza, przez zniZenie powieksza.

Przez podwyzszenie podpory powstaje na prawo od niej
dodatnia, na lewo ujemna sila poprzeczna.
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Momenty na sgsiednich podporach zmieniajs znak i staja
sie coraz mniejsze, co moznaby udowodni¢ zupelnie w ten sam
spos6b, co dla obcigzenia jednego przesla w §. 8.

Udowodnione w §. 9. twierdzenia co do sil poprzecznych
1 oddzialywan stosuja sig¢ i tutaj.

rys. 81.
"1/,\\'—17;_"_ “D —i"' — 71’)* f 1?
f B> ,/'/" .
I lf; i/’ :r/ ! |
| B g e g
‘4 L — :, _ﬂm ,,,,,, %N A;;_:W'{_r{ \,;;'f_: e _11;:0
\};/ ' l/

7z

Wykreélnie mozemy wyznaczyé wplyw zniZenia si¢ jednej
podpory B (rys. 81.) w sposob, wskazany przez W. Rittera.
Jezeli belka nie jest obciazona, to belki $rednie wieloboku
schodzg sie w jedng linie. Wedle §. 42. prosta AB przecina
przedluzenie boku s$redniego w pionowej punktu stalego .
Prosta JK, jest bokiem $rednim, wiee BB, i CC, sg rowne
momentom podporowym. Zrébmy B B',=BB, i C,C',=CC,,
poprowadzmy A4,B', B, i (', K,, a otrzymamy linie momen-
tow w tym wypadku.

§. 70. Najkorzystniejsza wysokosé¢ podpor.

Przez zmiane wysokoscei podpér' zmieniaja sie momenty.
Zachodzi wiec teraz pytanie, w jakie] wysokosci musza lezeé
podpory dla najmniejszej ilosci materyalu.
rys.82.

A
T

Jezeli przekrdj belki ciaglej jest staly, to obliczamy go
wedlug najwiekszego momentu. Bezwzglednie najwieksze mo-
menty sg tu ujemne na podporach (rys. 82.). Jezeli srodkowe
podpory znizymy, zmniejszamy najw (—DM), za to wzrasta
najw (+ M). Najkorzystniej byloby wiec zniZzyé o tyle pod-
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pory srednie, aby mnajw (—M) bylo bez wzgledu na znak
rowne najw (-+M).

Jezeli przekrdj belki cigglej jest zmienny, wtedy o ilo-
$ci materyalu rozstrzyga powierzchnia momentéw i sil poprze-
cznych. Tu musimy w kazdym wypadku szukaé¢, kiedy te po-
wierzchnie beds najmniejsze. Wiele nie mozZemy jednak zao-
szczedzi¢ na materyale przez zmiane wysokosci podpér, bo
jesli w jednem miejscu momenty lub sily poprzeczne maleja,
to w drugiem wzrastaja tak, Ze wysoko$é¢ podpér prawie nie
wplywa na ilosé materyalu.

§. 71. Belka dwu- i trzyprzestowa.

Jezeli srednia podpora belki dwuprzeslowej znizy sig
0 s, to z réw. 232) otrzymamy

2 M, (1, +12)=6£I(Zi+li)’ zatem
Ly

BeIs (1 1\ 3els
Bl -3
a dla I, =l,—1 M1=3;_§S R 5 e 234)

Rozumie sie, ze dla podwyZszenia podpory sredniej o s
otrzymamy réwnie wielki moment ujemny.
Poniewaz M, =0,l,, wiec

M, 3els
00—7?—]1212 i v 238)
3els
a 01=_(00+02)=—H§l—2(11+12) e L )
Dla I, =1, =1 "
3els 6¢els
00=—13_, 0,:—? SR T

Jesli obie srednie podpory belki trzyprzeslowej znizg sie
o s, a rozpietosci jej sa l,=3¢1i=1,, l,=1, to otrzymamy M, =
=DM,, do okreslenia ktérego wystarcza jedno réwnanie wedlug

232) 2M1(I,+l)+M2Z=6eIZi, a zatem
b

6els
M1=m5)—ﬁz,........23b)

0, = —0, 6els

— Rt . 239)
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Réwn. 234) i 238) mozemy ogélnie wyrazié Mw=a.fg~,

gdzie a oznacza pewien spolczynnik. Moment Sredni, wywo-

lany obcigZeniem, da sig przedstawié w ksztalcie b.¢l% sila
12 2

b—?j— , przekrdj pasu i a moment bez-

ht
An?  bql®h bql*hs abngls
e T zatem Mw=a~W=--—-4;t-— =
zeli przyjmiemy h=In, przyczem c¢ i n oznaczaja pewne ilo-
dei stale.
Jezeli najwiekszy moment, wywolany obciaZeniem, na-
zwiemy M,=b,ql% to

wewnetrza w pasie

wladnoscl [== c.ls, je-

M, cis S

M TheP AT i

— — - Zatem stosunek momentu podporowego, wywolanego

zmiang wysokosci podpdér do momentu, wywolanego obciaZe-
niem, jest wprost proporcyonalny do réznicy wyso-
ko$ci s a odwrotnie do rozpietosci.

Winkler oblicza, Ze jesli s wyrazimy w mm, a I w m,
to dla belki dwuprzestowej ¢, =025, dla belki trzyprzeslowej
¢, =011, a wiec jesli s=10mm bedzie

dla =10 30 50 100 150 m

dla belki dwuprzestowej 11111; —02 008 005 002 0016

» » trzyprzeslowej %’3=0'11 004 002 0011 0007.

Wplyw malej zmiany wazglednej wysokosei podpér jest
wige dla belki ciaglej bardzo znaczny przy malych rozpieto-
sciach, maly przy wielkich.

§. 72. Podwojne lozysko.

Dawniej uZzywano czesto dla belek cigglych na jednej

podporze dwu lozysk tak, ze wladciwie powstawaly oprécz

‘TVYS.83. wielkich przesel, takze

A : przesta male miedzy dwo-

',”\—l ma tozyskami jednej pod-

A il ; c Chociaz teraz nie

BC 7 pory. c

uzywamy juz nigdy dwu loZysk na jednej podporze, to takZe

szerokie jedno lozysko dziala podobmie, jak dwa lozyska.

Podr. Teor. mostéw II. 8
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Mogs przytem zaj$¢é dwa wypadki. Jezeli oddzialywanie

w C (rys. 83.) wypada ujemne, a belka nie jest zakotwiong,

to belka w tem miejscu

si¢ podnosi i przy obli-

czeniu przyja,é nalezy, zZe

2 belka w C nie jest pod-

parts. Jezeli oddz1alywa,n1a. w B i C sa dodatnie (rys. 84.), to

wtedy dlugo§é BC stanowi rzeczywiste przeslo, ktére przy
obliczeniu nalezy uwzglednié.

Z powodu, Ze obecnie unikamy tak podwdjnych, jak i sze-
rokich lozysk, nie bedziemy wchodzi¢ w szczegdly obliczenia
takich belek, ktére zresztg maloco sie rézni od obliczenia be-
lek o pojedynczych lozyskach, trzeba tylko dodatkowo badad,
czy oddzialywania sgfujemne, czy dodatnie.

§. 73. Wplyw przytwierdzenia belek do filarow.

Jezeli belki sg stale polaczone z filarami, to fllary musza
wzigé udzial w ugieciu belek (rys. 85.), a wigc pewna czesé

momentu podporowego A M zostaje zuzyta na ugiecie filaru.
Jezeli moment przy podporze po lewej stronie oznaczymy
jedna, a po prawej dwiema kreskami, to

M, —M,“=AM,,
M,'— M,"=AM, itd.

Nazwijmy katy nachylenia stycznej linii ugiecia na pod-
porach %, 7, %..7%,, to na podstawie row. 11) otrzymamy
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6elr,=—1,(2M,'—N,")
6£IT1=+Z2(2M1 ”—*‘Mz‘——mz‘)
Gelry=—=—0 (M, “+-2M,'—R. )} . . « - . 241)
6£Iz2_—|—l (2M2”+M —N ”))
Z rysunku widzimy, Ze 12=§;_, a ze el,=AM,r, jezeli I,
oznacza moment bezwladnosci filaru, a mozZemy przyjaé

_ OTh,AM, 0 35

2el,
pOdObnle '52*@}3 (Mj 4 Mi ‘)l

h=0Th,, t (M, ”—1!!2‘)]

Z poréwnania row. 241) i 242) otrzymamy

2-1%k1(M1”—Mi‘)=-—l1(2M,‘—§R”)

I
2Ly (M — My )= -, @M+ My —Ry')
2-1_7121»2(1112"—MZ')=—12(M, "M, Ry ¢ - - - 24B)

I
2Ly (M, — My )=+ 1, @M, “+ My — Ry )
g

Otrzymujemy w ten sposéb 2 (n—1) réwnan, ktére nam
sluzg do wyznaczenia %(n—1) niewiadomych.

Poniewaz réwnania 243) maja ten sam ksztalt, co réwna-
nia momentéw podporowych 21), wiec tez i wszystkie twier-
dzenia co do najniekorzystniejszego obcigZenia, co do stosun-
kéw momentéw podporowych przesel nieobeigzonych, co do
zmiany znaku sil poprzecznych i oddzialywan sg i tu wazne.

1ys.86.

Odstepy punktéw stalych obliczyé mozna. ze stosunku dwdich
momentéw podporowych. {
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Momenty po obu stronach kazdej podpory maja ten sam
- znak (rys. 86.).

B. Belki kratowe statycznie niewyznaczalne
i natezenia drugorzedne.

1X. Belki kratowe statyeznie niewuznaczalne.
§. 74. Prety nadliczhowe.

Belki kratowe moga byé, jak wiadomo®), albo statycznie
wyznaczalne albo statycznie niewyznaczalne albo tez chwiejne.
Belek kratowych prostych ostatniego rodzaju nie powinniSmy
w praktyce uzywaé, o statycznie wyznaczalnych juZesmy mé-
wili, teraz moéwi¢ mamy o belkach kratowych statycznie nie-
wyznaczalnych.

Jezeli ilo$¢ wezlow nazwiemy m, ilosé pretéw =, to otrzy-
mamy belke kratows statycznie niewyznaczalng, jesli 2m—3<Tn,
Cheac z takiej belki kratowej utworzy¢ belke statycznie wy-
znaczalng, musimy n—2m+ 3 pretow opuseié, a zatem te k=n-
—2m+3 prety nazywamy nadliczbowymi (n. dberzdhlig),
inne prety nazywamy potrzebnymi (n. nothwendig).

Opusciwszy prety nadliczbowe, mozZemy dla danego obcia-
zenia wyznaczyé w pozostalych pretach sily wewnetrzne &,,
S,, 3, ..., poczem w miejsce pretéw nadliczbowych przycze-
piamy po kolei za kazdy pret dwie sily rowne jednosci i wprost
przeciwne , dzialajace w kierunku tego preta. Nazwijmy sily
wewnetrzne, wywolane silami =1 zamiast pierwszego preta
nadliczbowego, %,‘, u,’, u,'..., zamiast drugiego preta w,*, u,”,
wy“. .., zamiast trzeciego w,'", u,', u,'"'..., narescie nazwijmy
S, S,, S,..., rzeczywiste sily wewnetrzne pretéw potrzebnych
belki statycznie niewyznaczalnej, a 8, 8%, 8 pretéw nadli-
czbowych, to

8, =6, +u, ‘S +u, “S* +w 'S +..
8, =, +u,'S" +u, “S* +u, 'S+ ..
8, =S, +uy /S +u " S* +uy 8" .

! !
j.....24-1)

*) por. Podrecznik statyki budowli II. wyd. str. 324.
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§. 75. Obliczenie sil wewnetrznych pretow nadliczbowych.

Z powyzszych réownan widzimy, Ze moglibySmy latwo
obliczyé¢ S, S,.., gdybyémy znali sily wewnetrzne pretéw nad-
liczbowych &, §“, 8. Sily te wyznaczymy na podstawie od-
ksztalcen. Nazwijmy odksztalcenia pretéw potrzebnych ds,, ds,,
ds,... a pretéw nadliczbowych ds', ds”, ds"‘, to na mocy prawa
pracy (§. 62.), moZemy napisaé

SPdp—I8de=0';. . . . .y o5 245)
a wstawiwszy wartosé za S
SPdp—3Sds— S'dsSu' —S“dsZu" —...=0 . . . . 246)

Réwnanie to jest wazZne ogélnie dla jakichkolwiek sil
w réwnowadze zostajacych i dla jakichkolwiek przesunieé¢ mo-’
zliwych wskutek zmiany diugosci pretow. Zaldzmy, Ze wszyst-
kie P sg rowne zeru, 8'=1, §“=8'""=0, to :
dsu'=0, czyli
Uy ‘dS; Uy 'ASy + %, ds, + ...ds'=0
Podobnie mozemy napisaé
Wy “dsy vy " dsy +wy “ds, +...ds” =0
'Sy -+ uy ' ds, 4wy ' ds, +...ds'' =0
Jezeli cieplota pretéw potrzebnych jest z,, to dla tej cie-
ploty sg dlugosci pretéow, a zatem i poloZenie wszystkich we-
zléw oznaczone. Je$li przy tej cieplocie wstawimy prety nad-
liczbowe tak, Ze przez to nie nastapi zmiana ksztaltu belki,
to przy kazdej innej cieplocie odstepy wezléw sg inne i wsta-
wienie pretéw nadliczbowych Wy‘woluje natezenia.
Dla innej cieploty z i dla obcigZenia innego zmieniajg,
sie sily wewnetrzne, a zatem i dlugosci pretéw, przyczem
mozemy napisa¢ ogdlnie

k réwnan 247)

Ss
TR
jezeli @ oznacza spolezynnik rozszerzalnosci, s dlugosé preta,
a A przekroj.

ds=a(t—1,)s+ . 248)

Nazwijmygzgl................249)
i U=alr=tg)ed e o=t it~ 250)
to ds=0( RSz o= ais s ASEEOb T

Widzimy zatem , Ze wplyw zmiany cieploty mozemy
uwzgledni¢ jako zmiane sily wewnetrznej, Ze podwyZszenie
cieploty o (z—7,) odpowiada ciggnieniu a(z—t,)e.
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Przyjaé¢ mozemy dla zelaza a=0000012, e=2000000kg/cm*
dla stali @=0000011, &=2150000 kg/cm?, wiec w przybhzenm
dla obydwoch eax= 24kg/cm2

Roéwnanie 247) mozemy wiece teraz napisac:

;°9, (Uy +8,) 4ty '04(Uy + 8y) + ...+ ¢(U' + 8)=0 l
“1 0(U; +5, >+“2 92(U +S)+ +(’ (U"+8 )—  révinafi 252).

]eieh mamy dane przekroje pretéw, Wzglqdme jesli je

po obliczeniu belki w sposéb pazybliZony przyjmiemy, jesli
znang nam jest cieplota 7,

rys. 87. przy ktérej belke zestawiono
. i cieplota w danej chwili 7,
e X o to mozemy obliczyé dla kaz-
g S RE Y " \s0 o .
AP v~ _ |z dego preta ¢ i U. Sily S sg
e e e e 2
s P O 3 funkeyami si! znanych nam
< { clurre > . .
ok &, % i nieznanych §', §', §'.
/¢ Widzimy wiec, Ze w rown.
72 272 6_/
3 W R
1" A\
=
4 L S|
N
i
]
,’i
gl L2 e g
¢ =73 SN &% & ’]‘
ol 2 . =< (B
s 1} . ,z.“' 2z el i
T w94 /o

262) mamy tylko % nieznajomych §‘, 8“, §..,, dla ktérych wy-
znaczenia mamy %k réwnan. W ten sposéb wyznaczymy sily
zewnetrzne pretow nadliczbowych.
Jesli cieplota si¢ nie zmienila, czyli 7=17,, to U=0, wiec
réw. 2562) nieco si¢ upraszczajs i mozZemy napisaé
%y' Q1 S) +y70, 8, 4145705183 4. +0°8'—
" 0y Sy + %y “ 038, + 3“0y 8y + ...+ 0“8 =0 . . 2B63)
u141191S1+u211192S2+u31:19383_}_.“_i_gtusut:()
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Jezeli w row. 2562) i 253) wszystkie iloSci ¢ pomnoZymy
przez dowolng stals liczbe, to przez to wartosci &, 8%, S'“
si¢ nie zmieniaja. Widzimy wiec, Ze aby otrzymac¢ w ra-
chunku liczby wygodniejsze , mozemy wszystkie ¢ przez sto-
sowng liczbe stala pomnozZyé, co zupelnie na wynik rachunku
nie wplywa.

Przyktad. Belka réwnolegla o kracie réwnoramiennej podwdjnej (rys.
87.) obciazona jest w punkcie 1 cigzarem 10 ¢ Belka ta jest statycznie nie-
wyznaczalna, bo m =10, »=18, wigc

k=n+3—2m=18+4+8—20=1,
a zatem jestto belka statycznie niewyznaczalna pierwszego rzedu, ktéra
ma jeden pret nadliczbowy. Niech zastrzal AT bedzie pretem nadliczbowym.

Na rys. 87a) z lewej strony wypisaliémy dlugosci pretéw, z prawej
przekroje w c¢m? Wyznaczmy za pomocg planu sil sily & dla danego obcia-
zenia (rys. 870).

} S o 3 4 | 1000000 ]
Nazwa ; ) upS u? | S
preta s P : e ’
’ i t m |em? g | :
4 0 ||— 75|-050({80 |40| 376 |— 1'875|+ 14-06] 0937 |— 7-64
0 I |—126|—087(60 |30| 838 |— 7247+ 90:69| 6'3056|—12-76
I 1II|-125(4087|60 | 70| 857 |+ 8106/— 38882 2:702|—12:2b
II IIT |- 42 (—087 |50 | 70| 857 |— 81064 13-:05| 2702 |— 446
1IT IV ||— 42408750 | 80| 8383 |4 7:247|-- 3044/ 6'306|— 396
LT 0 (—087|60 | 80| 883 |— 7247 0 6306 |— 026
1 2 |4 8b5/4+087|50 | 70| 857 [+ 3'106|+ 2640/ 2:702 |+ 87H
2 8 |4 8b6|—-087(50 | 70| 857 |— 3:106|— 26:40| 2:702 |+ 826
8. B 0 [4087|50 | 30| 8383 |4 7247 0 6305 | + 0-26
0 1 |[4149(+4100|5831 30| 972 |4 972 |+14483] 972 (41519
[, 0 |—1:00|5:881| 15|19:44 |—1944 0 1944 |— 029
II 8 |[— 48(4100|5831| 15|19'44 |+19-44 |— 93:31| 1944 |— 451
IIT B 0 [(—1:00(56831 80| 972 |— 972 0 972 |— 029
1 II |4 48|—1-00|5831| 151944 |—1944 |— 9381 1944 |4 4'b1
2 III 0 [41:00 | 5831| 15 (1944 |+1944 0 1944 |4+ 029
3 IV |+ 48|—1:00|5831| 80| 972 |— 972 |— 4666 972 |+ 451
IV B |— 25|4050(80 |40| 875 |+ 1876|— 444 0937 |— 236
vib Sl — — |b'831 80 972 — — — |4 029
— 44'551144'822 .

Przypusémy teraz, ze zamiast A1 dzialajg na belke 2 sily =1 w 4i1
wprost przeciwne. Sily, powstajace wtedy we wszystkich pretach potrzeb-
nych, znajdziemy réwniez zapomocag planu sit (87 ¢). Sa to sily u, ktérych
wielkosé i znak , jakotez i wielkodé sit & zestawiliSmy w tabliczce. W ta-
bliczce tej zestawiliSémy tez dlugosci pretéw s, przekroje A i obliczyliSmy
100000 p.

Poniewaz tu jest jeden pret nadliczbowy, czyli k=1, wigc
otrzymamy z row. 244)



itd. Zatem réw. 253) przedstawi sie w nastepnym ksztalcie
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8, =6, +u, 8, 8,=8,+u,8, . . . 2b4)

%,0,(&1 +%8") +y05 (S, +%,8) +-... -8’ =0,

czyli 2uoS+ (Juo+ ¢")S'=0,
h 2uoS
zatem [ za"zgoTy . 9253)
Wstawiwszy wartosei, otrzymamy
g L SRR e Gy b
~ 1448921972 AR

tos¢ za § wstawimy w 254), otrzymamy S,, S, it.d., ktéreto
wartosci uwidoczniliSmy w ostatnim rzedzie tabliczki.

Z poréwnania rubryk © i S widzimy, o ile sie r6znig
wyniki dokladne od przyblizonych. Ze znakéw sil # widzimy

rys. 88.
Clak= Vi L Ta ATl s ey
r\\-‘ 5 I g '/T\‘\ /"’T\ RN 13 I{T
T s e R b A i oo b
‘ “,,’<\\\ { - e x { 2 = > |
e N e T I M e
1D . I T 7 o AT Ay
: D " : V\\__‘ ‘
BN N &
\w’< /}( > : “ stta el ¢
2 P X ~ ot Zm \"\.\ = Cai iﬂ \\\ S b
73 — F ’-/ R = ot ;..__ = _._\}J‘
% Ei -23 72 e
e T TR MY IR 7 A
B /./\ S 7
| S, £ oS //
By e RIS s %
4 i - 4 ‘o % sttan iz
; : o
{ X35 g 71 S ¢
{2 i B
PR o PR
L g L R P |
= oy /_/
St
v/ s sete s
/ \\ d
- \
‘Jﬁ

tez, ze gdyby sila 10¢ dzialala w 3, otrzy

maliby$my «, a za-

tem i #S' réwne, lecz ze znakiem przeciwnym. Jezeliby wiec
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dzialaly symetrycznie dwie réwne sily w 1 i 3, to » 1 uS* by-
Iyby réwne zeru, a wiec dla obciazenia jednostajnego zupel-
nego wyniki dokladnego obliczenia belki réwnoleglej o kracie
dwukrotnej nie réznia sie weale od wynikéw obliczenia przy-
blizonego , przy ktérem przypuéciliémy, zZe cala sila przenosi
si¢ na jeden uklad 01II3IV. A Ze pasy obliczamy dla obcig-
zenia calkowitego, wiec obliczenie przybliZone bedzie dla pa-
s6w zupelnie, dla krzyzuleéw w praktyce dostatecznie do-
kladnem.

§. 76. Belka rownclegia o kracie ztozonej.

Jako przyklad wyznaczenia sil wewnetrznych w belce
statycznie niewyznaczalnej wyzszego rzedu wyznaczamy sily
wewnetrzne dla tej samej belki, w ktorej jednak urzadzimy
Jjeszcze slupy (rys. 88a).

Teraz belka bedzie miala 4 prety nadliczbowe: AI, i slupy
L1, -RLT, 3TIL.

S u u u' wll! s ZPH
Nazwa v e
preta B Fa ups
t t t t t |t femds =
g
A 0 ||— @b|—050| O 0 0 80 | 40| 376 |+ 1406
0 I |—1256|—087| O 0 0 50 | 80 | 8383 |4 9059
1 IT |[—125|4087|4161| O 0 50 | 70 | 867 |— 3882
II IIT |— 42|—087|—1-61 |+161| O 50 | 70 | 867 |4 18:05
IIr 1V |— 42|4087|4+161|—161(4161|(50 | 80 | 8383 |— 3044
A 1 0 |—087| O 0 0 50 | 30 | 8383 0
1 2 |+ 8b5|4087|4161| O 0 50 | 70 | 857 |4 2640,
2 3 |+ 85|—087|—161|4161| O 50 | 70 | 367 |— 2640
8 B |+ 0 |4087|4161|—1'61|4161(59 | 30| 383 0
0 1 |H-149|4+100| O 0 0 5881 30 | 972 |-144-83
i 2 0 [—100(—190| O 0 5:831| 15 | 1944 i
II 3 |— 48|4100|4190(—190| O 6:831| 15 | 1944 |— 9331
1k W 0 |—100(—190 |41-90|—1-90|5831| 80 | 9-72 0
1 II |+ 48[-100(—190| O 0 5881| 15 | 1944 |— 9831
24 L T 0 |[4100(+19C|—190| O 5:831( 15 | 1944 0
3 IV |+ 48|—1-00|—1-90 |+41:90 |—1-90 | 5881| 80 | 9:72 |— 46 66
IVv. B |— 26|4050|—100(+100|—1:00|30 | 40 | 375 |— 444!
A I — - — - — | 6831 80 | 972 - |
1f I — — — — — (80 | 156 |1000 =
2l — — — — — |80 | 15 |100 —
S — — — — — |80 | 15 |100 —
— 44'5b
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ﬁ:;:;a u?o e uu'p uu'‘'o u'p u'eS w'?

A 0 0937 0 0 0 0 0 0

0 I 6 306 0 0 0 0 0 0

1 II 2:702 |+ 5001 0 0 - 5'75|— 71-88/4+ 9-26
II III 2702 (4 5001|— 5001 0 — b'7H -+ 24:15 926
A0 Ry 63805 |1-11-668|— 11'668 |+-11'668|413-49|— 49:00] 21-71
A I 6-305 0 0 0 0 0 O

1 2 2702 |+ 5001 0 0 + b5'7h|+ 4888 926
2 S 2:702 |4 5:001|— B-001 0 - b75|— 48:88 926
3 B 6-305 |-11:668| — 11'618 |{-11'668|-13-49 0 O el
0 1 9:72 0 0 0 0 0 0

il 2 1944 86:936 0 0 —36:94 0 7019
1T 3 1944 |1-86'936|— 36936 0 +-36-94|—177-31 7019
III B 972 |418-468|— 18:468 118468/ —18:47 0 3610
i IT || 1944 |}-36936 0 0 —86:94(- 177-81| 70-19
2 IIT || 1944 |4-86-986|— 36:936 0 -+-86:94 0 7019
3 v 972 |4-18:468— 18468 ||-18468/—18-47|— 8865 85'10
1V B 0987 |— 1876+ 1:876|— 1:876— 87H|+ 938 375
A I — — — — - — —

il I — — - — — — —

) 11 — — — — — — -

23 111 — — — — — — —

144:82 | 226'15 |—142:27 |-1-58:39 | —530:62|+485'17

Nazwa. “lull “I“lll 412, Hytis " 6 G 6 | 11420 S

preta P p| W% | uTu e | %P L W

A 0 0 0 0 0 0 0 0 |— 466
0 I 0 0 0 0 0 0 0 |— 7bb
i T 0 0 0 0 0 0 0 |—1097
II III |— 926 O 926 0 |— 2415 0 0 |— 608
III 1V ||— 21-71] 21-71| 21-71|— 21:71|4 49-00|— 49-00| 21-71|— 2:54
A 1 0 0 0 0 0 0 0 4-95
1 2 0 0 0 0 0 0 0 |4+1003
2 3 (— 996/ O 926 0 |4 4888 0 0 |4 662
g B ||— 21-71| 21-71] 21:71{— 2171 0 0 21'71|4 1-40
0 1 0 0 0 0 0 0 0 |+ 921
I 2 (R 6 0 0 0 0 0 |[— 196
A s ) 7019/ 0 7019 0 |417781 0 0 [— 242
IIT B |- 8510 8510| 85:10(— 8510 0 0 85:10/— 161
Ty 301 0 0 0 0 0 0 0 |4+ 2841
2~ HT 70'19] O 7019 0 0 0 0 |4 288
3 IV |— 8510| 85:10| 85-10|— 8510+ 88:65|— 8865 3510/ 3:19
IV B |— 815 87| 875— 37b|— 9384 938 875 — T80
A ¥ — — — — — — — |— 569
1 I — — — — — — — |+ 403
i o — —_ — —- —_ — — |— 022
ol U - —_ - — — — — |— 030

—276'27|117-37|276'27|—11737|4-820:31| —128-27|117-37
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Sily © i u zostaja te same, co w poprzednim paragrafie.
Rys. 88b przedstawia plan sil, jezeli zamiast I1 dzialajg w 1
i 1 sily rowne jednosci i wprost przeciwne, rys. 88, jesli w IT
i 2 dzialajg sily réwne jednosci, a 88d, jesli w III i 3 dzia-
lajg sily réwne jednoéei. Sily wewnetrzne w pierwszym wy-
padku nazwijmy «', w drugim «“, w trzecim w'‘. Wyniki ze-
stawilismy w tabliczce.

Wedlug réw. 244) mamy

8 =S, +u 8 +u, ‘S +u, “ S +u, S
8y =8, + 1y S 148 4y “ 8" 1wy S ' 256)
Sy =0; 4+, 8 +u,’S* 4wy “ 8" +u, "' ST l ;

Gdy wstawimy wartosci za S; w row. 2b3), otrzymamy

;01 (S +uy S+, 8" -y * 8" -y ST) -y 0, (&, +%y 8 +u, 'S +
+ 4y 8" 1y ' ST) + ...+ 0'S' =0, czyli
SuoS+ (Juo+ 08"+ 8" Jun' o+ 8" Suu"o+ ST Juu'''o=0
Su'0S+ 8' Su'uo+ 8 (Suo+ o)+ 8" Sunu” o+ SV Su'n '0o=0
Su" 9SS+ 8' Suug+ 8" Ju"u'o+ 8" (Zu" 2o+ 0" )+

+ SV Zu"u''9=0

Su'" oS+ S Ju'"uo+ S Ju''wo+ 8" Ju''u o+ ST (Ju' 20+
+¢")=0

- 257)

Wstawiwszy wartosci otrzymamy
—44-5b + (14482 +9'72) 8 4-226:158“ —142-278* 4-58:3987"=0,
—b30:62+ 226168+ (43517 410)8“ —276-278" 1173687 =0,
+330-31 —142-278'—276-278% 4- (27627 +10)8"'—117-378"" =0,
—128-27+58398+117 378“—117-378" 4 (117-37+10)S7"=0.

A stad po rozwigzaniu réwnan mamy

8'=—b5694, §”=+4026, §8"'=—0220, §7"=—0296.

Na podstawie tych wartoseci i wartosci # mozZemy narescie
obliczy¢ wedlug 256) dokladne wartosci sil wewnetrznych S,
ktore znajduja sie w ostatnim rzadku tabliczki.

Z poréwnania tych sil ze silami wewnetrznymi, ktéresmy
otrzymali w poprzednim paragrafie widzimy, Ze przez dodanie
slupéw zmieniliSmy zupelnie sily wewnetrzne i to mnietylko
w krzyzulcach, ale i w pasach. N. p. otrzymujemy w 12 za-
miast +8'75 +10:03. A zatem obliczenie kraty zlozonej o krzy-
zulcach tegich przez nieuwzglednienie slupéw i rozloZenia na
dwa uklady daje wyniki zupelnie niezgodne z rzeczywistoscig,
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chociaz przewaznie wieksze, dodanie slupéw wzmaga jednak
w niektérych pretach sily wewnetrzne. A Ze obliczenie do-
kladne jest nadzwyczaj zZmudne, wiec lepiej nie uzywaé ta-
kiej kraty. J

§. 77. Belka wieloboczna.

_ Sposéb obliczenia belki wielobocznej statycznie niewyzna-
czalnej jest taki sam, jak belki réwnoleglej; nie potrzebujemy
sie wiec powtarzaé. Wyniki jednak obliczenia sg tu inne, niz
w poprzednich paragrafach. Winkler oblicza jako przyklad
belke paraboliczna zbiezna o kracie réwnoramiennej dwukro-
tnej i dwoch slupach¥) i otrzymuje wprawdzie dla paséw wy-
niki dokladne, malo co sig rézniace od przybliZonych, dla krzy-
zuleéw za$ zupelnie odmienne.

Jezeli krata jest wiecej, niz dwukrotng, to liczba pretéw
nadliczbowych jest wieksza, niz 1. Dla belki réwnoleglej roz-
kladanie na pojedyncze uklady jest dozwolone, gdyz blad jest
bardzo maly, dla belki wielobocznej daje sposéb ten przybli-
zony tylko dla paséw dos¢ dokladne wyniki, dla kraty za$ nie.

To samo stosuje sie takze do belek o kracie prostokatne]
i podwoéjnych gibkich krzyzulcach. Belki takie réwnolegle mo-
zemy snadnie oblicza¢ wedlug sposobu przyblizonego.

§. 78. Belka Howe'a.

Belka Howe’a ma krate zloZong ze sztucznem natezeniem.
‘W celu obliczenia jej dokladnego nalezy obliczyé jg naprzéd
bez wzgledu na sztuczne natezenie, a wiec wedlug §. 75.,
uwzgledniajac te okoliczno$é, ze drzewo ma inny spélezynnik
sprezystosci, niz zelazo, a potem uwzglednié wplyw sztucznego
natezenia™*).

Wprawdzie obliczenie przyblizone kraty zloZonej daje
wyniki bardzo niedokladne, jednak z powodu, Ze nateZenia
sztuczne nie dadzg sie dokladnie wyznaczyé, wiec dokladniej-
sze wyznaczenie sil wewnetrznych juz z tej przyczyny nie jest
mozliwe. W praktyce wystarcza wiec wyznaczenie przybliZone.

*) p. Winkler. Theorie der gegliederten Balkentriiger, str. 252.
*#) p. Podr. t. most. tom I. wyd. IL. str. 108.
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§. 79. Belka ciagta.

Sposéb ten wyznaczenia si! wewnetrznych da sie zasto-
sowa¢ takze do belki wieloprzestowej. Jezeli w belce dwuprze-

Tys.89. slowej (rys. 89.), opu-
pacher el Tl . br, AN e K, seimy pret mn, to otrzy-
ENNN N N NN NLNTN, mamy dwie belki staty-

A ¢ cznle wyznaczalne. Pret

mn jest wiec tu pretem nadliczbowym W belce trzyprzeslowej
mamy dwa takie prety nadliczbowe, w czteroprzeslowej trzy.
Jezeli przytem krata jest podwéjna lub potrdjna, liczba pre-
tow nadliczbowych wzrasta. Dalsze obliczenie jest takie samo,
jak w poprzednich paragrafach.

§. 80. Wplyw zmiany cieploty.

Jezeli cieplota 7, belki statycznie niewyznaczalnej sig
zmieni o (7—7,), to zamiast réow. 253) musimy uzyé pierwot-
nych réw. 252) i wprowadzi¢ w rachunek ilosei U=ea(r—7,)ed
wedlug row. 250). .

Jezeli belka sklada sig z czesci drewnianych i Zelaznych,
musimy uwzglednié te okolicznosé, ze @ i ¢ sg inne dla czesci
drewnianych a inne dla zZelaznych.

X. Zastosowanie prawa pracy odksztalcenia.
§. 81. Pochodne pracy odksztalcenia belki kratowe;j.

Przypusémy, ze na belke dzialajg ciezary P,, P,, P,,..
P,, ktére sg miedzy sobg w rownowadze. Niechaj sila wewne-
trzna w pewnym precie nazywa si¢ S, przekrdj jego 4, diu-
go$é s. Prety przyjmijmy na razie niesprezyste, ale przypusc-
my, ze z jakichkolwiek powodow staja si¢ dluzsze o 4s, wtedy
punkty zaczepienia ciezaréw w kierunku cigzaréw przesung
Sig O ¥y, Uy, Vg« Un.

Na podstawie prawa pracy przygotowanej (§. 62.) mo-
Zemy napisac

Po Py, + .. . Po,=384s . . . . . . 288)

Jezeli chcemy miedzy silami zewnetrznemi rozréznié¢ od-

dzialywanie, to napiszemy to réwnanie
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P S0de= A&, oo w29
Przesuniecia podpér Ac zwykle nie daja sie przewidzied.
Jezeli grunt jest dobry, przyjmujemy zwykle Ac=O0.
Dotychezas As byly zupelnie dowolne. Teraz przypusémy,
ze jedna z sil P zmienia sig o dP. Wtedy lewa strona réwn.
258) zmieni sie 0 dPv. A Ze As jest od P niezalezne, wiec
prawa strona zmieni sie¢ o J0SAs zatem dPv=30SAs, wiec

08
'U=20_—Z)AS..........260)
JezZeli teraz zamiast dowolnych As wprowadzimy przediu-
zenie sprezyste wskutek sil S, to wedle 227) As=§—z_, wiec

S?s

03—

! Ss o8 2ed
‘-2540_1’=—0P ; 261)

bo wykonawszy czesciowe rézniczkowanie prawej strony, otrzy-

mamy lews. ,

Wyraz 2’% jestto praca odksztalcenia calej belki kra-
towej od stanu bez natezenia do nat‘;qﬁenia 8. Praca ta bowiem
e 5% 7.
3 1 > el i Oe Videsp S, et
réwna sie dla kazdego preta 1S4s QSsA 90’ dla calej wiec
. Sis :
belkl EQTE'Z:L N S T el T A 262)
Wstawiwszy te wartosé w 261) otrzymamy
i ¢
y =5p . 263)

Mozemy wiec wypowiedzieé twierdzenie. Jezeli belka byla
pierwotnie bez nateZenia i cieplota sie nie zmienila, to prze-
suniecie punktu zaczepienia sily F w kierunku
tej sily rowna sie czesciowej pochodnej wedle P
pracy odksztalcenia belki.

Uwaga. Je$liby prety byly mimosrodkowo polaczone, to powstalyby
w pretach oprécz ciggnienia i ciénienia takze momenty, ktére nalezaloby
uwzglednid. 3

Przyktad. Wyznaczyé nalezy ugiecie f punktu C belki tréjkatnej
(rys. 90.).

Jezeli w punkecie C dziala sila P, to z tréjkata sil widzimy, ze jezeli
nazwiemy . « sile wewnetrzna w AC, 4, przekrdj, s dlugosé

b o, ; . AB, 4, 1

” ”



A

e L
" Qwsta 2h’ . 2sta 4k
Praca odksztalcenia bedzie wiec
s g o
S Padies s opdy VG
Z réw. 263) otrzymamy
oL  2as oa bl 0b
I wl 0P iy 0P Yo
Mamy dalej
ou s b 1
0P~ 21" OF 4k
Wstawiwszy to w 264) i wartosei za « i b, oi:rzymamy
o o8
2.=¢
i 2{1,7 § Hetenbe: 2 Pat Pl
f=—; BT Ay 1~ Tea T A
i (33 ? )
f—~2EEZA—1-}——8——-A2 e e e 6D
Jesli przekroje obliczone zostaly dla réwnych natezen, to
@ Ps Oy
e L e e
Wstawiwszy to w row. 265) otrzymamy
T 1?
‘=— 2 - . . . . - . .
I slz.(s £3 4) > 2

§. 82. Pochodna pracy odksztalcenia diwigaru o przekroju pelnym.

Mamy dany dzwigar 4B (rys. 91.) o przekroju pelnym.
W A jest loZzysko stale, w B przesuwowe bez tarcia. Na belke
dzialaja sily P,, P,, P, i oddzialywania O, i O,. W przekroju
TT, niech dziala moment M, sila podluZna N i poprzeczna .
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Przypu$émy najprzéd, Ze przedluzenie osi wynosi Ads,
obrét przekroju Ade, przesuniecie Ag i przypusémy, ze te war-
tosei sg dowolne 1 od
sil niezalezne.

: - Wskutek tego na-
g ! /p / stapl przesuniecie » pun-
\{! | [z /p & ktéw zaczepienia sil P
/ (pod Prozumiemy takze

oddzialy wania).
) Wedle prawa pracy
~ przygotowanej mamy

wtedy
Py, +Pv,+...Po,—=

=[NAds+ fMAdp—+ [Qdq.
N Jezeli teraz jedna
tylko sila przesunie sie
o v, to otrzymamy tworzac pochodne czastkowe wedle tego P

(0N oM 00
v_Sﬁ)Ads+Sa—IJAd¢+Sﬁ)dq. Gt R8T

Jezeli teraz zamiast odksztalcen dowolnych przyjmiemy
odksztalcenie wskutek sil P, to otrzymamy®)

Nds
> Ads=‘eﬁ'
_ Mas ¢ . . 268)
e <o
dg=0|
Wstawiwszy te wartoei w réw. 267) otrzymamy
v_St)_Z\_T Nds SaM»Mds
~ JoPed oPeJ
zamiast czego mozemy napisac
N? M
_o{SQEAds+SQeJdS} : . 269)
¥ oP

Wyraz w klamrze jestto praca odksztalcenia dZwigaru,
bo nabezenie v=" + 27, odksztalceniozad "%, wi v asdd
o natezenie v="y 4, odksztalceniezas—, wige praca o )

a dla calego przekroju

*) por. Podr, Stat. Budowli. 2. wyd. str. 410,



— 129 —

=e 2
dL=dsSdeA=dsS (5\7 +¥”) dd,

¢ ¢ +e A J
dsiN*(,  MN( . M,
ar=20 Va0l van 1 2 (oraa,

Jezeli naznaczone calkowanie w calym przekroju wyko-

namy, otrzymamy, zwazywszy, ze [vdA=0, [vidA=J, [dA=A,
N2ds M?2ds

SeEs T AT g

Zatem praca odksztalcenia calego dZwigaru wynosi

N2ds SM’ds
L= oeq Yo il
a wstawiwszy te wartosé w 269), otrzymamy
oL
V=-0P WSROI R e [ s R U ek 271)
zupelnie, jak row. 263).
Zatem twierdzenie wy- trs 58
powiedziane w poprzednim 7 ol i
paragrafie, tyczace sie belki /2
kratowej , jest wazne takze 2 :
dla dzwigaru o przekroju é : B ':/);)
pelnym. //4 3 | “ ¥
Zauwazyé mus.imy, .ie /’f e i y
praca odksztalcenia jest nie- /j !
zalezna od znaku N 1 M,

AN
v

a tak samo od znaku S (réw.
261.), bo mamy tu tylko kwadraty tych ilosci.
I. Przyktad. Wy=naczyé strzalke ugiecia s belki jednym koricem
utwierdzonej (rys. 92.), obciaZonej na drugim kofcu cigzarem P.
W przyblizeniu mozemy tu przyja¢ N=0, ds =dz, wigec wedle 270)
cl M2da M ()M
o 2 ° )

Z rysunku widzimy, Ze w punkeie ('

zatem wedle 271) f= 5

. oM
M= Pz, wiec TR zatem

_Slyadm_gfpxﬂ 1 s

= 2’-
o&J o &J vf:'] ‘2)

2. Przyktad. Belka AC (rys. 93.) podparta jest w C i zawieszona
w B zapomoca preta BD. W A dziala sila P, nalezy wyznaczyé ugigcie
w punkcie 4.

Podr. Teor. mostow. IL. 9
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Powierzchnia momentéw w AC przedstawia sie jako tréjkat. Moment

: Pl x’
w B wynosi M = — Pl,, w punkcie £ M= Pr w punkcie By M= — lim .
2
Ciagnienie w BD
o a:-—lf’l1 s l’siecz a,
7 :
93 v/ /ff ci$nienie w BC
rVvs.
v / P L P
I3 2 iy
: 7 Mamy wige:
| } i ¢ , dla AB N=0, M=— Pz,
' P4 . oM
A ¢E|: @r v __lil__—_q_é AT A z, dla BC
; ' |
S e et meba et N-——Pl‘—H’dot
P | { R
! i i — — 2! g__
: i ; % Plzw’ YR
: oM l
| : | oM 4,
: | | oP Za @, dla BD
i = pt +L3 siecz a,
; m oN z -,L
M= AT
= 0, == L siecz «,

Jezeli przekrdj belki
AC staly A, preta BD

E 4, to otrzymamy wedle
Z oL
4 263) i 271) f_—

Pochodne pracy dla
AB otrzymamy

M oM
’ sl e 1
% eJoP <
. n
Z =— Ade:c =4
% i -SZ Pa: P113
RN
Pochodna pracy dla BD bedzie
NdzoN _ (. (h+0)* . Pl +5) 1y
SeiAl P .SP21A1 Z-Zzsmcz o de = g I3 siecz
Pochodna pracy dla BC b@dzie
Nox oN MoM Pl l BL % P
-{—S dr=t A lode—=_-1 1 "1 2
edr 0P eJ 0P eJ Iy BeJly? 3eJ
Zatem pochodne pracy calego diwigaru
Pll Pl P(Z,+lg) 1y
f= + 57 S siecziuy o Gl R 2 T)
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§. 83. Prawo najmniejszosci pracy odksztalcenia.

Jezeli dzwigar posiada punkty podparcia stale w kierunku
-oddzialywan, to dla nich v=0. Nazwijmy te oddzialywania sta-
tycznie niewyznaczalne X, to wedle 263)

oL
5X=0"""""'274)

Wiec sily X musza byé takie, aby praca odksztalcenia
:zalezna od X byla najmniejsza lub najwieksza. Poniewaz tu
druga pochodna jest
dodatnia, wiec praca
L musi byé naj-
mniejszos$cig.

Pod powyZszymi
~ ~ warunkami brzmi to
. prawo , ktére nazy-
wamy tez prawem
Castigliana®), jak
nastepuje :

Oddzialywania podpodr statycznie niewyzna-
<czalne maja wedle prawidel sprezystosci takie
warto$ci, jakie odpowiadajg najmniejszos$ci pra-
cy odksztalcenia.

I. Przyktad. Znale$é oddzialywanie O; belki jednym koncem utwier-
dzonej , drugim podpartej, obcigzonej zupelnie ciezarem jednostkowym g
(rys. 94.).

Tu N=0, wiec wedle 274) i 270)

1 (1
S L dx =0, a gdy przekrdj staly S M ':Zoy{ dx =0,
» 1

ot 00, 2
2 0
Dalej mamy M — O‘ac—-—'g , wiec - M—:x, zatem
2 00,
("l . ety A 4 g_t2) b5 0113 gl«’n
'SUMa,dz_—O_SU(O,x— o vz — T
stad (A2 Bah T M SR I e e s -
gz’
a moment w ¢ M =232 glx— 5 -
9
=873 M = 7 2
Dla z=24§1 jest najw M 198 gl 1 : 976)
dla =1 Mp=—1gl*

*) p. Castigliano Théorie de I'équilibre des systémes élastiques et
ses applications. Paryz 1879,
*#) por. Podr. Statyki Budowli II. wyd. str. 265, réw. 415.
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2. Przyktad. Wyznaczyé oddzialywania i momenty belki obu koncami
poziomo utwierdzonej, obciazonej cigzarem, wzrastajacym od O do p (r. 95.).
Tu w punkeie C M= Dz —p —‘; g > % + M, jezeli M; oznacza mo-

ment podporowy lewy.
Tu znowu N 0 wige na mocy 274) i 270)

M oM
6—01 7 00, dz =0, a gdy ¢J stale,
LT
Vi it o7
SMoodx——OleoMldx 005 ol e
13'5.‘)3 f

4

M, 1_’%.<,m-—A\-;miI'IT‘ ‘.tl],’ﬂﬂ.,‘l‘.u

o x

£ "11"\(“”

el l‘. il

RUANBRRINRN

oM

) oM 2
Dalej mamy 30, — YT 1, wige

W 4 pat ) 0% pit M1 g
0=50dex=50(01:1;2— o+ Ma)de ="t B ST org)

Dalej mamy SiM .1ldz =0, zatem

’ pad 0, pi? 4

0] =Sa(01z——6l + Ml)dxz 2‘*2 Ton +Mi. . . . 209)
— — — — — — Z réwnan 278) i 279) otrzymamy “hle TE SRS ST e i

Otziﬂé‘pll
ST | L e e S e L

Mi=—gp |

2 . pa?
A wigec w punkecie ¢ M= ; ple — = R s P

3 3 .
u—2 (101 3-1—1-5), a dla z—1Y08

najw (4 M) = 0902144 pl* }

za$ dla 2 =1, M, = — /5 pl? i

§. 84. Zastosowanie tego prawa do belek statycznie
niewyznaczalnych.

Dlugosci pretéw belki kratowej s miech sie zmienia o 4s,
przytem niech bedzie As przesuniscie podpory w kierunku od-
dzialywania a d przesunigcie jakiejkolwiek sity P w kierunku P.
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Prawo pracy przygotowanej brzmi wtedy wedle 226)
JPj+384c=384s . . . . ... . 282)
Jezeli nazwiemy &', S, §' sily w pretach nadliczbowych,
to wedle 244) mozZemy napisac
3P0+ 3(C,+¢'8'+¢“8"+ . . YAe=(S+u'S +u"S"+...)As 283)

Jezeli teraz przyjmiemy S'=1, §“=8"=...0, to
S¢'Ac=38'4s, a podobniel
Je,de=25"As % réwnadh . . 284)
Sc''Ae=238""As ‘

Jezeli teraz zamiast dowolnych przesunieé As i Ac przyj-
miemy rzeczywiste sprezyste przedluZenia pretéw Ac i Ad, to
otrzymamy réwnanie Maxwella

Sc'Ac=28'As
e Ac=38"As ]

Sy Ap— SIS Ag |k rownan . . . . 28b)
Poniewaz Cath ac_ 7 Q:S’__u, i‘6;—14” zatem mo-
0 W 0S o TS'” c”.. .aS‘—- aS”— )
zemy to réwnanie napisac
de oS
Za—S;AC-—‘Ea—Su As
dc oS k rownan . . . 286)
208,;46—2 S”A l

Réwnania 286) mozemy otrzymac wprost z row. 282) przez
czesciowe rozniczkowanie wedlug wszystkich nieznajomych
z wyjatkiem dowolnych przesunieé d.

W razie, jezeli przyjmiemy stale lub przesuwowe pod-
pory, 4c=0, a zatem otrzymamy z 279)

aS’ 08 Ss

OS'A EaS’ e

508 a8 Ss g LT e
SnA =3 S// _A_._O

PoniewaZ praca odksztalcenia A=2§Ei—, wigc réwnanie

to mozZemy inaczej wyrazic.
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Sily pretéw nadliczbowych &, 8“.. musza byé
tak wielkie, aby praca odksztalcenia byla naj-
mniejszoscisg,.

Widzimy wigc, Ze prawo najmniejszoSci pracy odksztal-
cenia, ktére przedtem udowodnilismy dla oddzialywan, wazne
jest takze dla sil wewnetrznych pretéw nadliczbowych, a da-
Ioby sie udowodnié ogdlnie, ze jezeli sily wewnetrzne S belki
kratowe] statycznie niewyznaczalnej wyrazimy jako funkcye
niezaleznie zmiennych z‘, z“..., to £ musza mieé takie war-
tosdci, aby praca odksztalcenia 4 byla najmniejszoscia.-

§7f D

B C

I. Przyktad (wedlug Ostenfelda). Wspornik EBCD (rys. 96.) ma stale-
tozysko w C i D, W B obcigzony jest 30 tonami. Wyznaczyé sily wewne-
trzne. Belka jest statycznie niewyznaczalna pierwszego stopnia, uwazamy
pret BE jako nadliczbowy. Opusciwszy ten- pret, otrzymamy

sile wewnetrzna w BD 380.3=-50¢
n ” nw BC 80.4=—402
Sily # otrzymamy, zaczepiajac w E i B sily réwne )ednosm Wtedy
otrzymamy sily v’ w ED 1-4 =133
w EC 13=—167
w BD 1'»37 = + 1'67
w BC 1-4=—138.
Z réw. 287) otrzymamy tu, zwazywszy, ze S==8; | %, 5,

08 " %8S u"’sS
o_kgl:u,,za-_o__’—‘u.-v . 288)-
3 4is
a stad S’=-——-A— A e e R R T

2
Eu,s
A



— 136 —

Ustawmy nastepna tabliczke

usS | w’s
Pret S, o 8 A it i —L—i— S
ED 0 1-33 400 40 0 LT —191
EC 0 —167 500 48 0 289 4239
BD 450 4167 | E0O 36 1167 386 4261
BC —40 —1-33 400 40 51505 e i by —20'9
EB 0 1 800 | 20 | 0 | 150 | —148

1690 | 1179

1690

Teraz mozemy obliczyé rzeczywiste natezenie S wedlug wzorn S=
= &) + 1,8, Wypisaliémy je w ostatniej rubryce.
Z powyzszego widzimy, Ze sposéb ten prowadzi do tych samych
wzoréw i wynikéw, jakie otrzymalisSmy w §. 75,

|
|

2. Przykfad podajemy tu wedle Miillera Breslaua.
Belka wzmocniona ABC lezy na podporach 4 i C (rys. 97.).

Niewiadoma niechaj bedzie tu X skladowa pozioma sily wewnetrznej
w sciegnach 4D i DC.
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Wtedy Sy = X siecz a,
Sy =—2Xsta
Zrébmy przekrdj pionowy w G. to dla belki
poziomej N= — S dost a = — X,

moment M = M, — S,y dost « = M, — Xy,

Jjezeli M, oznacza moment belki zwyklej AC dla tego samego obciaZenia
a 4,L,Cy zwyklg powierzchni¢ momentéw.

Tu mamy belke o przekroju pelnym polaczony z kratowa, wigc

MoM ‘N oN D8 08
TJox @t dx —,—-on O s o e g0
Niech bedzie dla spélezynnik sprezystosci moment bezwladnosei przekrdj
belki 4AC € J 4
Sciegien 4D i DC & A,
slupa BD & Ay
08, - 05,
to o—x‘ — siecz ¢, -65 — —2sta,
Ss 08 S;s 8,8, 2Xisieczdx | 2X7
I — = D18y BT 3
wiec I F5 — 7 siecz « EzAzQst; -1A1 EgA, stia
Ss oS 2l sieczlx 41 stia
2 —=X — . 291
ed 0X [ &) g9 Ay ] )
. oM oN 3
Dalej mamy L 1, wiee
2!MOJM 521 N r)N S21 S ‘s‘
S,, ST b M 0 YR ) AT T
& AL
2 —\ da=.
+ eJd o y i + gAd o 5
Wstawiwszy y:z=h:l, _l/:‘:_h, otrzymamy wreszcie
M OM 2% N 0N 5‘ 2Xn% X?
. = : 202
S,, Tox®T), cdox? Moydo 57 3 )
Wstawiwszy 291) 1 292) w 290), otrzymamy
(2 2Xn% | 2X1 2siecz®a | 4lsti«
< e —— 0
Mo‘/dx+ 8eJ iy ed [ A k¢ g Ay ]

20
stad X(2h% + 7 1 3 [ 2rsieonts —|—4lst3a Az]) et S Myyde

35 Myyda
wiec X=—»*’3J N <
S (T eie
2h'zl(l+ﬁl + h—i(smcz o +25t o 52Az)
2
SS Myyda
InbEX— R i S 293)

A
jezeli p.——l-l-Ah( + r—s1ecz3oc+2 —~A‘ t’a) o 204
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Spoélezynnik p. zalezny jest tylko od wymiaréw belki i dla tej samej
belki staly.

Jezeli powierzchnie zwykla momentéw podzielimy pionowa ByL, na
dwie czesci, a odstep Srodkéw ciezkosei obu czesei od podpér 4, i Cy na-

7 7 i
zwiemy e/ i e“, to 5 Myyd.x =—I;S Myxdx =% et
o o
?
dla calej belki S Myyde = —’;— (Aet 4+ Ae").
o
rys.98

|

i

AR

| |

By st S0

e |

P oor S

] e /’// ! |
|

‘ , .

Lt AL | :

WII:W T

"'l‘li“ It

l«"'

M“ ““,l il
w“l Hlsllr M;J

meuJ mu.ul
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Wstawiwszy te wartosé w 293) otrzymamy

3 (Alel + Allell)
X——ﬁﬁ el Tl S e R DO
Dla dwu sil réwnych i w réwnych odstgpach (rys. 98.) jest
A‘e! — A"g" — Pal . i—Pa-;— g == ? 812 — a?)
. Pa (31° — a’)
wige X = L
rvs. 99 Poniewaz kasda ze sil P
g Y T przyczynia sie tak samo do
W O Ii‘.lf‘l“'uﬂﬁul[” IIl X, wiec dla jednej sily P
~— [ B
i B i Lt el L AR
! e o 4pht?
T Y FE Dla cigzaru jednostajnie
f/;l(l rozdzielonego otrzymamy X,
: jezeli gda , dzialajaca w od-
stepie @ (rys. 99.) bedziemy
uwazaé za sile skupiona, wy-
. razimy X wedle 295) i scal-
: o (lga (8l — a?)
kujemy, otrzymamy wtedy X=ZS e o e a
r 24— ad p— ___,‘q (E ._Ll)=5gl3 Ll 7 2
e 41125(31“ o it Quhl? B ) Bk )
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Jezeli wige belka obeiazona jest cigzarem wlasnym ¢ i ukladem cie-
Holé YR |
zaréw skupionych P, to Xzﬁl G a e e A O
8phl?
Znajac X mozemy teraz obliczyé sily wewnetrzne we wszystkich
pretach.

- Xl Natezenia drugorzedne.
§. 85. Okreslenie natezen drugorzednych.

Przy obliczeniu belek kratowych przypuszczaliémy do-
tychczas zawsze, Ze prety polgczone sa miedzy sobs przegib-
nie, bez tarcia, a co za tem idzie, Ze sily zewnetrzne dzialaja
w osi pretéw. Tymezasem przy mostach europejskich lgczymy
pojedyncze prety zawsze nitami, wskutek czego katy, jakie
tworza prety belki kratowej przy ugieciu jej, nie moga sie
zmieniaé, a wieec w wezlach powstaja momenty, zginajace
prety, ktérych osie nie sg juz teraz proste, lecz wyginaja sie
w jednym kierunku lub esowato. A nawet, jezeli polaczenie
pretéow jest przegibmem (w mostach amerykanskich), to wyste-
puje zawsze tarcie, w skutek czego sily wewnetrzne przyj-
muja polozenie mniej lub wigce] mimosrodkowe.

Natezenia , wywolane silami wewnetrznemi w przypu-
szczeniu polaczenia przegibnego beztarciowego nazywamy na-
tezeniami pierwszorzednemi (n. Grundspannuny, pri-
mdre Spannumg), natezenia, ktére powstaja wskutek stalych po-
taczenn wezlowych (a. rigidity of joints), nazywamy nateze-
niami drugorzednemi (n. Secunddrspannung, fr. effort secon-
daire, a. secondary stress, cz. sekunderne napjets).

Oprécz tych nateZzen powstaja jeszcze dodatkowe nate-
zenia wskutek mimosrodkowego polaczenia pretow, wskutek
naglej zmiany przekroju, ugiecia poprzecznic i t.d. Niektorzy
- nazywaja te nateZenia takze drugorzednemi, my jednak dla
odréznienia od natezen, powstalych z powodu stalych polaczen
wezlowych bedziemy je nazywaé¢ dodatkowemi (n. Zusats-
spannung). W tym rozdziale méwié bedziemy tylko o nateze-
niach drugorzednych i wyloZymy rzecz te wedlug Rittera®).

#) Ritter W. Anwendungen der graphischen Statik. 1890.
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§. 86. Zasada obliczenia natezen drugorzednych.

Wedlug Manderli¥), ktéry rozwigzal pierwszy trudne
zadanie wyznaczenia natezenn drugorzednych, postepujemy
w nastepny sposob:

Obliczamy najprzod sily wewnetrzne pierwszorzedne
W przypuszczeniu polgczen beztarciowych przegibnych, z tych
natezenia pierwszorzedne i zmiane katéw przy ugieciu, kto-
reby powstaly przy polgczeniach przegibnych beztarciowych.
Momenty, ktore powstaja wskutek stalych polaczen wezlo-
wych , uwazamy jako nieznajome, ktére wyznaczamy w ten
sposob, aby przez ugiecie pretéw wskutek tych momentéw,
katy te odzyskaly pierwotng wielkos¢. Z momentéw wezlowych
wyznaczamy wrescie w zwykly sposob natezenia drugorzedne.

Dla obliczenia natezen drugorzednych potrzeba wedlug
poprzedniego wyznaczenia nateZzen pierwszorzednych i znajo-
mosci przekrojow. A zatem musimy zawsze najprzéd wyzna-
czy¢ w zwykly sposéb sily wewnetrzne i obliczyé przekroje,
a potem dopiero mozZemy obliczaé natezenie drugorzedne.

§. 87. Zmiana katow w trojkacie.

Zmiane katow trojkata wskutek zmiany dlugosei jego bo-
kéw wyznaczyliSmy juz w tomie I*¥). Nazwijmy zmiane kata
przy A (rys. 100.) d., przy B 0z, przy C 0,, »,, », 1 v, nate-
Zenia pretow Sip§y 1 8y tO wedlug row. 2%2) (t. L, str. 214)

/\ Tys.100 - ZNys.lOl
S \ / c',\c'
'5.7”.3/ N -
/ 2 (V) /{ \
/0 \
A-/ \ A@éﬁ\%

a )
\ !
S ~\\\/%"\\;J
37[’7‘\ \«,‘\\
v =) N
B B
€0,=(vy—w,)dot B+ (vy—w»;)dot C
edy=(v;—»,)dot A+ (v;—w,)dot C

&0.=(v,—»,)dot B+ (v, —w,)dot 4

§ LA OY 8y

*) p. Allgemeine Bauzeitung 1880.
**) p. Podrecznik Teoryi Mostéw tom I., wyd. II. str. 218.
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Réwnanie 298) da sig wykredlnie tez przedstawié. Spusé-
my z A, B i C (rys. 101.) prostopadle na przeciwlegle boki
i odetnijmy na nich natezenia » przeciwleglych bokdéw, po-
czem wykreslmy do nich réwnolegle, a otrzymamy

v, dot B=a', »,dot C=a*, », dot B=c*, », dot C=b', wiec
ed,=—a—b'—e"
£0,=b—c'—a” R e e - D T
g0,=c—a'—b"

§. 88. Kat odchylenia osi od pretow.

Teraz bedziemy sie starali wyznaczyé styczne kgt o w
odchylenia osi pretow (n. Stabdrehwinkel) w wezlach.
PowiedzieliSmy wyzej, Ze

O g s A0 sila wewnetrzna S nie dziala

S~ j; L i “71{{5 w osi preta i wywoluje mo-

! A 3 ¥ I ([
”‘:ml%'%ﬁ.i-'ifﬁ?:w:m:]”f menty wezlowe M i M’ (rys.

P 102.)., wskutek czego pret sie
/ :sz’ wygina. Nazwijmy styczne
KT katéw machylenia linii ugie-
y cia w 41 B zi7, to otrzy-
" mamy je, wykresliwszy drugi
" -B;  wielobok sznurowy, jak dla
belki ciaglej. Powierzchnie
momentéw dzielimy na dwa trdéjkaty, ktérych powierzchnie
1 Ms i —L M's zaczepiaja w pionowych trzecich czesei. A4,U
i VB, sg to styczne podporowe.
Z rysunku widzimy, ze B,'B,“, pomnozone przez odle-
glosé biegunows &, jest moment statyczny sily L1Ms, a wiec

g u_tMs. 35 2Ms? _M's?
By'By SR A T BB, 6Ged '
: 2M—M")s B,B,” (RM—M')s
wiee B,B,"= Sl T )t , stad z=—= S 40 S
. 300)
a podobnie 7' L _M)q]
6eJ

§. 89. Rownania momentow wezlowych.

Przypusémy, ze rys. 103. przedstawia nam ugieta belke,
przyczem wykreslilismy pelno cieciwy pretéw, a wykreskowa-
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liSmy ugiete prety, schodzgce sie w wezle 4. Kgat zawarty mie-
dzy ugietymi pretami 24 i 34 bylby taki sam, jaki byl przed
ugieciem z powodu
Ve, 1? 3 polaczenia stalego ni-
8874 tami, lecz z powodu
, obciazenia 1 odksztal-
by : cenia (§. 87.) zamie-
nil sie i jest obecnie
kat 342 o 7,—7
wu;Lszy od tego kata, zatem 0y, =7,—7,, & ze wzgledu na
_S(@2M,—M,") s,(2M,— M, '\
row. 800) &d,.,= 1 6 it eyt 3L
przyczem M, i I, oznaczaja, momenty We;zlowe przy danym
wezle M,' 1 M," w przeciwleglym koncu peréW ‘
Podobne réwnania otrzymamy dla d,., 1 d,.;.
Poniewaz wszystkie momenty wezlowe w wezle 4 muszg

byé w rownowadze, wiec
My+M,+~M,+M,=0 . . . . . . . 302
Otrzymamy wiec dla wezla 4 cztery réwnania, ktore mo-
zemy takze inaczej napisaé, nazwawszy

sM
B;j:“. . 203)
Otrzymamy mianowicie dla wezla 4
€07 3=(2py —pay")— (20, — ;")
653 5 =20 —py")—(2pts —11")
006 = (2005 — s ") — (20 —1t5") . 304)

ASERTE e
32.“2 33!‘3+ SD.M:,"“ 86‘“'6—

Podobne réwnania dadza sie ustawié dla kazdego wezla,
a otrzymamy ich tyle, ile jest momentéw wezlowych; mozemy
je zatem obliczy¢, rozwiazawszy réwnania wedle .

§. 90. Wykresine wyznaczenie momentow wezlowych.

Rozwigzanie 2n réwnan byloby rzeczs bardzo zZmudna,
predzej , chociaz prébowaniem , dojdziemy do celu drogg wy-
kre$lna, podana przez Rittera.

Przypusémy, ze znamy u' dla wezla 4., a staramy sie
Wyznaczye wu.
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e o) 2t
Wykre$lmy wielobok sil (rys. 104.), odcinajac sily 5 Po-

tem wykre§lmy kierunki tych sil w odstepach & i przesunmy
te sily o p'. Zlézmy teraz te sily, a otrzymamy wypadkows 4.
Odstepy przesunietych sil od wypadkowej sg réwne 2u.

rys.104
c oLl N e
) % i"“-?"”i i K %‘--/%“,
g || | | Tk
o Sy 2 e T ! e
R~ | g | o et
Lo S | b AL
3 e Y se: \\..‘ I ',', !
—— ! I
5 = /Z?so—» Bl ———— T—;;L'i— i gty ]
Jenss : &
e i
¢ <

£

/Konstrukcya ta czyni zados¢ wszystkim réw. 304). Od-
stepy sil nieprzesunietych od wypadkowej sg 2u—p', a réznica
tych odstepéw réwna sie &, przezco wypelniajg sie pierwsze
trzy réwnania. Ostatnie row. 304) orzeka, Ze suma momentéw

|
|
Ie;

dotyczacych sil g ze wzgledu na wypadkows jest réwna zeru,

co wedle konstrukeyi sie sprawdza.

Zachodzi tylko ta okolicznosé, ze nie znamy wielkosci g'.
Nie pozostaje nam nic innego, jak w pierwszem przyblizeniu
przyjaé¢ u'=0. Otrzymamy przyblizone warto$ci u, ktore dla
sgsiednich wezléow dadza nam u/, mozemy wiec tam juz dokla-
dniej wyznaczy¢ u, ktére znéw sa dla sasiednich wezlow p'.
Na podstawie tych u' obliczamy po raz drugi, a jesli potrzeba
1 trzeci, u tak dlugo, az nie okaZa sie juz wiecej znaczniejsze
réznice.

Przy tej konstrukeyi trzeba, rozumie sie, uwzgledniaé
znak e i u'. Kre§limy wiec w kazdem wezle prety w porzad-
ku, jak wskazowka posuwa sie na zegarze, i odcinamy do-
datnie d na prawo, na prawo od wypadkowej lezace u uwa-
zamy jako dodatnie, na lewo jako ujemne.
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Na rys. 105. widzimy dwa wieloboki sznurowe dla wezla
3 i 4 (rys. 103.). Nazwijmy odstep nieprzesunietej sily od wy-

padkowe] %, to 2u,=u,' 7, 1 2u,=pu,'+7,.

rys.105
N 73 4 | *; ' |
- rters [l 2= |z Y.
e e ol | |
' A g ,' o
e |
et
R
< ~2/&,) 4 24 on
¥ ; O ‘ :
! [ - 2t % v | ﬁ ’{ ¥ g
AT ARG S ¥
N /A i g
N f 3 ‘
S P A ! : -
b i s
N ¥y T =%
S P AN V.
e
Poniewaz dalej p,=u,' i u,=u,', wiec
s +2 +2
11,3‘=%—3~—175, =1 3ﬁ MRE R T, 1)

Gdybysmy znali poloZenie wypadkowych, toby$my mogli
wprost obliczyé p', tymeczasem poniewaz zwykle wypadkowe
niewiele sie przesuwajs, wiec na podstawie tych réwnan mo-
Zemy w przybliZzeniu wyznaczyé p'. Podwajamy cyrklem g,
dodajemy do tego 7, i dzielimy przez 3, o tg dlugosé u,’ prze-
suwamy sile 3 na lewo.

Wyznaczywszy w ten sposéb u, mozemy latwo obliczyé
natezenie »'. Mamy bowiem #»'I=Me, a Ze wedlug 303)

M=65'u, wiec v‘———%},u. T A (0]

Przyktad. Jako przyklad wyznaczymy natezenia drugorzedne mostu
nad Pegnica kolei Norymbergia — Neuhaus o rozpigtoSeci 86 m (tabl. IV.),
dla ktérego Steiner wyznaczyl te nateZenia innym sposobem (liczebnym®).

*) p. Handbuch der Ingenieurwissenschaften t. II. str. 362.
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Pomost lezy u géry, ciezar wlasny wynosi dla pasu dolnego 0:29 ¢/m , dla
goérnego 071 #/m , ciezar ruchomy 2:94 #/m jednej belki. Belka jest calkowi-
cie obciazona. Sily wewnetrzne pierwszorzedne S, przekroje pretéw 4, mo-
menty bezwladnosci I, odstep wldkna skrajnego od osi obojetnej e i dlu-
gosei pretéw s podane sa w ponizszej tablicy.

|
I
‘ oL i

Pret a4 ! L e ‘! S = g 1y vy ' v

| em |em?®| em* | em | ¢ em?® |kglem? |kg/em?® | kglem? \kglem? |kg/em?

- . :

18 ||400 86| 2040|136 | 35 3i b1 |—1270/—1400| 254 | 286 | —410
3 5 (400|166 | 7110/ 18:0| 93:0, I7-75 |— 860/ — 690| 104 186 | —560
5 7 (400 | 226 |13000| 200 |184:8| 826 |— 20 — 400 6 120 | —b96
79 (400|258 (13000[200(169 7825 |+ 220 — 460 66 | 188 | —621
9 11(400 | 253 (15100| 20 O [168:0| 3775 |4 400 — 400 120 120 | —664
02 |[200| 48| 2140|138 | 160 10:7 |- 1200 —1470| 497 609 | 4312
2 4 ||400| 95| 4270|138 | 66 4|10-67|— 360 - 860 TH 178 | 4699
4 6 ||400|182| 5960| 16:0 [116:7| 14:90 |[— 300 — 650, 72 166 | 4642
6 8 /400 | 224 [12260| 200 |149:3| 8065 |— 50 — 690| 156 207 | 1667
8 10400 | 239 (13000] 20-0 |165°9| 32'56 |4 600 4 500{ 180 150 | 4694
01 |[880]|143 | 4410|126 | 7091161 |41120 + 540 223 107 | —496
2 3 |[429136| 6920|180 | 70:6| 16 13 |+ 740 4 890, 186 98 | —b27
4 b5 |[429 | 117 | 5690 17-8 | 52:8| 18:26 | 730 + 600/ 182 149 | —451
6 7 [|429| 89| 8200|14'8| 850 T4b |+ 760 + 710| 157 | 147 | —393
89 (|429| b5 | 1640/ 12:6| 17-2| 3:82 |4 340 4 140, 57 25 | —318
12 |[429] 96 (12800| 20-0 | 71-9(29:84 |+ 60i+ 360 17 107 | 4749
84 [429| 77| 6550 16:0| B4-1| 1527 |+ 810+ 490| 69 | 110 |-+708
b6 1429 | 56| 3660|140 | 86-3| 863 4 800|4 570; 159 112 | J-648
78 [|429| 40| 740 9:6| 185 173 |4+ 7504 280 107 88 | 4462
9 10[429| 48| 1180/11-1| 0:66] 2:63 |4+ 400/+ 80| 62 5 |4+ 14]

Najprzéd wyznaczyliSmy natezenia pierwszorzedne i dotyczne kgtéow
i oznaczyli je na rys. 1. Na podstawie réw. 298) obliczyliémy potem zmiane
katéw ¢3 i z uwzglednieniem znaku oznaczyliSmy wartosci te w rys. 2.,
poczem przystepnjemy do wyznaczenia p i p/ wedlug §. 90. (rys. 3. do 13).
W kazdym z tych rysunkéw wykresliliémy dla danego wezla wielobok sik

n. p. w rys. 4, dla wezla 4 sily g dla pretéw 13, 12, 10 zawsze w porzadku

tym, w jakim patrafiamy prety, posuwajac sie, jak wskazéwka na zegarze.
1lmm
100kg/em®
liczac dodatnie ¢8 na prawo, ujemne na lewo; kierunki te wyciagnaé na-
lezy od razu tuszem. Sily te skladamy teraz zapomoca wieloboku sznuro-
wego i otrzymujemy tymeczasowe poloZenie wypadkowej. Teraz przesuwamy
kierunki o p‘, ktére nam jednak jeszcze nie jest znane, przyjmujemy wige
w w przyblizeniu , korzystajac z réw. 305), i p’, lezace na prawo od wy-
padkowej, uwazamy jako dodatnie, na lewo jako ujemne i przesuwamy
odpowiednio kierunki sil w pierwszym wypadku na lewo, w drugim na
prawo. Dla przesunigtych sil kreslimy znéw wielobok sznurowy i otrzymu-
jemy poprawiony kierunek wypadkowej. Teraz sprawdzamy, czy dla je-
dnego preta p. otrzymane z jednego rysunku réwna si¢ p/ w drugim, n. p.
czy odstep wypadkowej 1 w rys. 4. (wezel 1) od sily 8, wige 2y, réwna

Dalej kre§limy kierunki tych sil w odstepach 3 w podzialce
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si¢ podwdjnemu odstepowi wypadkowej 3 (rys. 6.) i poprawiamy rysunkt
te dopéty, az te zgodno$é osiggniemy ; wtedy odezytujemy p z rysunkéw
1 mm

wedlug podzialki 3 (tu W) WhpisaliSmy wartosci te w tabliczke

w rubrykach g i p’. Na podstawie réw. 305 obliczamy stad wreSeie v, i v/,
natezenia drugorzedne na obu koncach preta.

§. 91. Wplyw mimosrodkowego utwierdzenia pretow.

Jesli niektore prety sg mimosrodkowo utwierdzone, to po-
wstaja wskutek tego dodatkowe nateZenia, a oprécz tego zmie-
niaja sie natezenia drugorzedne.

Nazwijmy odstep osi preta od wezla ¢, dodatnie lub uje-
mne wedle tego, czy wskutek tegn koniec preta zgina sie na
prawo lub lewo, to odnosne momenty sa M=Se¢ i M'=S¢,
a wedlug 299) 1U=QJK6?I]@=(2LGE;~)SS S O g S, 0 )

Katy zmieniajg sie wiec nietylko wskutek odksztalcenia
pretéw, ale i mimosrodkowego utwierdzenia. Konstrukeya,
wskazana w poprzednim paragrafie, maloco si¢ zmienia, mia-
nowicie kazde poprzednie J powieksza sie o 7., kazde nastepne
pomniejsza sie o te ilo$é, a wiec w rys. 103. i 104, posu-
wamy kierunki sil o z. na prawo. Zresztg konstrukcya
sie nie zmienia. W ten sposéb otrzymujemy nateZenia drugo-
rzedne, oprocz tego obliczamy wprost natezenia, powstale
wskutek mimosrodkowego utwierdzenia; maja one zwykle znak
przeciwny tak, Ze natezenia te po czesci si¢ znosza.

§. 92. Wplyw przekroju pretow.

Aby zbadaé wplyw przekroju pretéw na nateZenia dru-
gorzedne, pomyslmy, Ze momenty bezwladnosei I wszystkich
pretow staly sie » razy wieksze, a przekrdj ich 4 i odstep
skrajnej warstwy od osi pozostal niezmienny, to przez to m
sie nie zmniejsza, nateZenia drugorzedne pozostang te same.
Przypusémy teraz, Ze takze wszystkie 4 staly sie » nazy
wieksze, e pozostaly te same, wtedy nateZenia staly sie n razy
mniejsze, a wiec i i u » razy mniejsze, zatem nateZenia
zmniejszyly sig n razy. Jezeli za$§ 4 nie zmienimy, lecz e sta-
nie » razy wiekszem, to natezenia nm razy wzrosng,.

Z powyZszego widzimy, Ze nateZenia drugorzedne sg
w prostym stosunku proporcyonalne do szerokosci pretéw i na-

Podr. Teor. mostéw. II. 10
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tezen pierwszorzgdnych, a w odwrotnym do przekroju pretow.
A zatem chcgc uniknaé wielkich natezen drugorzednych, na-
lezy robié prety tak waskie, jak to pozwala dokladne pola-
czenie nitami i wzglad na wyboczenie pretéw cinionych.
Poniewaz w mostach dla malych rozpietosci szerokosci
pretow sa w stosunku do ich dlugosei najwieksze, wiec tez przy
takich mostach powstaja najwieksze natezenia drugorzedne.

§. 93. Wplyw obciazenia.

Jezeli na belke dziala ciezar ruchomy, to powstaje pyta-
nie, dla jakiego obcigZenia powstajg najwieksze natezenia dru-
gorzedne. Najpredzej wyznaczyé je mozemy zapomocs linij
wplywowych. Wprawdzie tu metoda linij wplywowych nie da
sig $cisle zastosowad, bo tu zmiany ramion momentéw wskutek
odksztalcen sprezystych nie sg w stosunku do wymiaru pretéw
nadzwyczaj male, ale i cala powyZsza teorya jest tylko przy-
blizong, moZzemy wiec réwnem prawem uzywaé linij wplywo-
wych. W tym celu nalezaloby badaé¢ wplyw ciezaru P=1, za-
czepionego w pojedynczych wezlach; badanie takie byloby je-
dnak za zmudne. Winkler doszedl przytem do wyniku, zZe
w ogéle mozna przyjaé, Ze natezenia drugorzedne sg najwiek-
sze dla tego samego obcigZenia, co pierwszorzedne.

§. 94. Wplyw ustroju belki.

Winkler badal nateZzenia drugorzedne dla rozmaitych
belek kratowych; my tu podamy tylko wyniki, do jakich on
doszedl.

‘W belce kratowej rownoleglej o kracie prostokatnej po-
wstaja natezenia drugorzedne, wynoszace w pasach 10 do 249,
w kracie roOwnoramiennej H—14%, pierwszorzednych. NatezZenia.
drugorzedne w kracie sg rdwniez w pierwszym przypadku
wieksze, niz w drugim.

Jesli belki kratowe o kracie wielokrotnej obcigZymy tak,
ze tylko jeden uklad jest obcigZony, powstaja bardzo znaczne
natezenia drugorzedne w pasach. Winkler otrzymal w pe-
wnym wypadku natezenia drugorzedne, siegajace do 889/ pier-
wszorzednych, §rednio 4569%,. Przy obcigzeniu wszystkich wezlow
otrzymal on tylko natezenia, wymnoszace 129;.
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Jezeli przytem krzyzulce sa polaczone, nateZenia drugo-
rzedne wzrastajg jeszcze bardziej. Winkler otrzymal w pa-
sach natezZenia drugorzedne, wynoszace 27 do 1139/, przecietnie
65°,, w krzyzulcach przecietnie 51°,.

Na $redniej podporze belek cigglych powstaja znaczne na-
tezenia drugorzedne w pasie zwlaszcza dolnym , natezenia te
moga byé dwa razy wieksze, niz w innych czeéciach belki.

§. 95. Polaczenia przegibne.

Jezeli prety belki kratowej polaczone sa przegibnie, to
jednak obrét preta okolo sworznia nastapi dopiero wtedy, gdy
moment M,, wywolany

tarciem , mniejszy jest

niz moment wezlowy M,

obliczony poprzednim

sposobem. Sila § (rys.

106.) rozklada sie ma

N=S8x dostpi T'=Swstep

=Nst @, przyczem ¢ jest kat tarcia, wiec stp=7F. Jezeli wy-
kreslimy promieniem @ kolo, to dopdki kierunek sily S prze-
cina kolo, nie moze ruch nastapié¢, a zatem mnajwiekszy mimo-

: ; a
§r6d mozliwy jest a=--wstg. . . . . . . . ... . . 808

Mimowsréd ten najwiekszy mozemy odrazu obliczyc.

Wyznaczenie wiec natezen drugorzednych pozostaje takie
samo, jak wprzody, tylko baczyé musimy, ze najw M,=Sa.

Z powyzszego wynika, Ze aby nateZenia byly jak naj-
mniejsze, powinne by¢ jak najciensze sworznie, o ile
tylko wytrzymalo$é materyalunatopozwala. Tam
wiee, gdzie natezenia drugorzedne sa wielkie, dadzg sie¢ urza-
dzeniem polgczen przegibnych zmniejszy¢ natezenia drugorze-
dne, ale tylko do pewnej granicy, zaleznej od wielkosci Sred-
nicy sworznia. Na kazdy sposéb widzimy, Ze nawet przy uzy-
ciu polaczen przegibnych nie dadzg si¢ nateZenia drugorzedne
zupelnie usunac.
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