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6. l .  WstQp. 

W pierwszym Mmie Podrgcznika teoryi most6w podzieli- 
l3my teoryg belek prostych na siedm dzia26w. Cztery pierw- 
sze dzialy stanowiIy tom pierwszy, W niniejszym tomie wylo- 
@my trzy ostatnie dzialy. M6wi6> bgdziemy mianowicia d belce 
ciqglej bezprzegubowej , o belkach kratowych statychnie niewy- 
8:naczaJsych i o natg8eniaoh drugorzqdnych. 

A. Belka ci~glgla bezprzegubowa. 
.L ggdlne anatitgezne w~znaezenie sit wewngtrzllggh beW 

eiqglej o felance pehej i pnekrojn statgtn. ' 

M6wilihmy juk W tomie I., ke belkg prostq, spoczywajqc+ 
na wigcej, ni4 dwu podporach, nazywamy b e l k rl, c i  gg l 4 lub 
W i e l o p r z g S l o W 4 (n. cmtarn~6rEieher Truger, f.. poutre corntime, 
B. cowtirae(o$6s beam). M6wiliBmy tek, ke oddziaIywaA podp& nie 
mokemy tu w y z n a ~ y 6  ezlpomocg prawidel statyki, lecz ba- 
damy odksztalcenie belki , kt6re zaleitne jest od obci%Aenia 
i stad otrzymujemy rijwnania , braknjace do wyznaczenia sil 
ragwngtrznych. , 

.Rzy wyznaczeniu odbztalcenia wohodzi jednak W ra- 
shubq przekr6j, przed obliczeniem belki jeszcze nieznany ; stqd 
powstaje bardzo wielka tmdnoi0. GdybySmy chcieli wprowa- 
dzi6 W rachunek przekr6j niewiadomy jako funkcy4 sil we- 
wn~trznych, zadanie nie byloby rozwi3zalnem. Dlatego obli- 
saamy belkq cigglg najprz6d W przyblikeniu, przyjmujgc prze- 
krbj stdy. Na podstawie W ten spos6b uzyskenych sil. ze- 
.f~angkznych oblicz&my przekroj e W poseczeg6lnych punktaoh, 
a wtedy dopier0 , znajrlc W przyblikeniu prqekroje , , moBemy 
prqskpi6 do dokladnago obliczenia belki. 

Podr. Teom. mosf6w. 11. 1 
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W bid%&, rozdziale wyznwzymy wigc s2y zewnqtrme 
t$&o prsctekrojk &taZe@;o i to W spos6b anrelitycmy, odstq- 
pajv W tiym wypadku wyjatkowo od r6wnoc1esne~o dywa-  
nh Grba sposobciw analitycznego i wykrdlonego , gdy8 W tym 
~ d k u  oba te  qosoby ~nacznie sig r6knig. 

W nastgpnych rozdziaaach uwzglqdnimy emiennoi46 prze- 
hoju.  W roedziale tym trzymad siq bgdziemy toku dowodzenia, 
~ i n ~ l e r a .  

8. 3. Belka pochylo utwierdzona. 
Wiadomo ze statyki budowli"), ke r6wnanie r6Eniozkowe - 

jekeli 2lf oznacza moment statyczny siZ zewngtrznych, I mo- 
ment bezwladn.o$ci przekroju , E spblczynnik sprgkysto~ci. 

JeSeli scdkujemy rbwnanie l), otrzymamy : 

&I---- - M&= C, wigc 
dy S: & 

. ..- dla X--0 (rys. 1.) ~ 1 s t  a r = ~ I a ,  =Cl a dla 

EIS~~==EIT~=--S~IK~T+C,  
a,--sta a a2=stp, 

sty3 el(~i-a,)--l:~d?: . . 2) 
- - - L - C - - - -  Scdkowawszy jeszcze raz , bp 

dziemy mieli 
EI~---SSM~X~+ CX+ C,. 

Wyrae --SS Mdxa mokemy czqlciowo scakkowa6 i otrzy- 
mamy e~y---~@fdx + S MX& + cx + C,. 

Jeheli term za l ~ d x  wstawimy warto4dl bgddemy mieli 

Mzdx+C, . . . . 

Dla X--0 jest YsO--ci, 
dla s-E jest EIS = eIEz, +- Sf, Mxdx, 

wiqc E I ( s - I Z ~ ) = ~ ~ H ~ &  . . . . . . 
*) p. Podrgcznik Bhtyki budowli 11. W. str. 246 r6w. 879. 



Nazwijmy X, moment wypadkowej wszystkich cigEar6w 
(bez oddzialywania) na dlugo4ci AC, M moment wszystkich sil 
zewngtrznych (z oddzia3ly'waniem), po lewej stronie bgdtpych, 
ze wzgl~du na punkt C ,  Q' silg poprzecznrb W A ,  a M' i M" 
momenty W punktach A i B na podporach, kt6re nazywamy 
m o m e n t e m i  p o d p o r o w y m i  (SttZ~enrwonrent, NormdmmrPt), 

t o  M1=Q'a, M=Q'(a+x)+Xo==M'+Q1x+X, . . . . 6) 
Dla punktu B bgdzie 

M"--M1+Q'1+X" . . . . . . . . . 6) 
M"-M' X" 

Stad otrzymamy Q'=, -- 
k 1 , a wstawiwszy to W 1-6- 

Dla belki, W dwu punktach podpartej, jest M==211"=0, 
X"x 

wigc M--%---X, gdy X oznacza moment sil zewnetrz- 
E 

nych dla belki, W dwu punktach podpartej. 
, M1(1--X) + W"' 

A wigc moEemy napisad M--- 
E + X . .  . 7 )  

.Podstawiwszy te wart040 W rdwnaniu 2), otrzymamy 

1 albo 2&I(zi-2,) -- (M1 + ~'~)l- i -  2s; X&. 
Podstawiwszy za$ wart086 za H W r6wn. 4), otrzymamy 

&I(s-l%,) - ~ ~ ' ( & - x ) z +  M"x2 
l a%+ S1xx&, 0 

a stqd ~ J ( S - Z ~ , ) = ( M ~ + ~ M ~ ~ ) ~ ~ + ~ ~ ~ B & .  
l 

Rozwiqzawszy te  dwa r6wnania ze wzglgdu na, M i M'', 
bgdziemy mieli 

~ ' 1 ~ = 2 ~ ~ ~ ( 3 ~ - 2 1 ) d x  +22~1(212~ +lz2-8s) 1 . .  . - 8 )  
M'l a==2~~~(l-3x)dx-2~~(lzi + 212%-3s) 

Nazwijmy W' i ~" momenty na podporach belki poeiomo 
utwierdzonej o tej samej rozpiqtoici i tak samo obcigEonej, to 
tu  s=0, a--P=O, wiec z, -a, -0, a zatem wedlug r6wn. 8) bqda;ie 

rp2'1==2S:,x(32-21)dx 
. . . m  . . . S  

2Rd11z=2Sf, X(1-3s)dx 
* 



wic 
Z tych dw6ch r6wnafi mohemy wyznacrayG zi i z2, miano- 1 

t otrzyman 

z2=-- 6 ~ 1  l (W+~H~~-W~)+ :  ' L 
jeteli dla skr6cenia nazwiemy 

9. 4. Belka poziomo utwierdzona. 
. 

Yomenty B' i 9DZ" dla belki poziomo utwisrdzonej mo- ? 

ferny dle danego obcit#enia, obliczy6 wedlug r6wnania 9). Zba- 
' damy tu kilka, przypadk6w. 

a) O b o i ~ f e n i e  j e d n y m  'oiBfrlrem s k u p i o n y m .  
musimy rozdzielid ca&g aaznaceong W- r6wn. 
zmienia si gdy E (rys. 2.) przekracza punkt C, a ---@.P. 

dla O<z<e jest X=--,-, .ii 

r a<z<l jest 

a, wiec pierwszy wyraz cakkowd bq- 
dziemy od 0 do I, a drugi od e do I. 

Zatem bedzie na ~odstawie r6wnania 9) 1 5  

Pierwszy wyraz jest migdzy granicami 0 i Z r b n y  zeru, 1 
drugi e d  upP&szcza sig bardzo i. otrzymujemy : . 3 

' b.,?; k 
B'P--Pe(12+ e2-2el) =-Pee, a. + k:d 

Podobnie otrzymamy %V"'2--Peae,, wigc, i 

') p. PO&. Statyki bodowli wgd. 11.. str. 20. 





p) ObciqAenie  z p r a w e j  s t r o n y .  
' Dla' ohoiqlenia jednostajnego z prawej strony punktu C? 

(rys. 4.) a& do prawej podpbry o$zy- 
mamy momenty podporowe, wstawiaj~o 
W r6wnanie 17) e, eamiast e i na od- 
wr6t i B" eamiast 8 2 1 .  A wiqigo 

. . . .  . . as) 

W i e h  l e r podaje U s  u&twiinie nvWpnq, dl'a,:' 
5%' i S", 'oblia~on4 s f b % d  18) i XI) die r o m d t p h  mrto- 
Sci c: 

I o b ~ i ~ g e n i e  o b c i 4 8 e n i e  
5 1mej s+rony (vs. 3 ) a prawej strony (rye, . 4.3 . 

- - 
0 0 0 0.26000 . 0 . 2 m .  * 

0.1 0.00903 0.00497 0 . 2 M 7  0.24503 
Q2 003240 0.01960 021760 0.230&3 '; :;.: 
0.3 , 0.06603 0.04298 0.18497 0 . ~ 7 W -  : " 
0 4  0.10a4cT. 0.07360' 014760 0-17643 
0.5 0.14063 .0.1.0938 0 . 1 0 9 ~  O:I . . ,  

0.6 017640 0.14760 0.07360 ().p* - ,.; 
0-7 0.20703 . 0.18497 0.04298 0 I ' 
0.8' ' -0.23040 ' 021760 0-01960 DW%dXJ . 

0.9 , 0.24503 0.24097 0.00497 S-.' ,. - 
1.0 0 - a m  0 - m  o . .o 

E fpZ4 .p1 = pi2 pa" t l  



8. 5. Momeaty podporowe belki ciqflej o rowno wysokich podporach. 

JeEeli belkg cigglq (rys. 5.) obciQEymy, to ugnie sig wsku- 
tek tego. ' ~ a  podporach styczne do linii ugigcia bgdg, ogblnie 

b i o r ~ c  , nachylone db poziomu. K,aEde 
pr'zgslo tej b&i uwaE& tedy moBemy . 

+, jako belkg uko$nie utwier.dzonq! i zasto- 
 SOW^^ doh r6wnanie 11). Przypddmy 

.-L)--- -d.--/-- ,-- , 
I)). m -1 

przytem, ke podpory wszystkie 5% W r6- 
wnej wysoko4ci , t o  3 - 0 ,  wigc dla m go przgsla bgdzie , jeSli 
zm=st @,,,B,--sta,, 

&m 
zm=Tj.(Nm-l 4- 2iKn-%fl*),~bL 

je@i momenty na podporae A oznaczymy znaczkiem (m-l), 
a na podporze B znaczkiem m !  zaS '9 i Z oznaczymy zna- 

Dla (m+ l )  go przgsb otrzymamy t&ke z rb- 

+&(2 ~rn+~rn-i-%'rn+i)~ 
681 

te same wartohi, CO W poprzednim pwg$le. - 
ch r6wna6 otrzymamy 

+2~m(1m+lm+i)+]Jlm+ilm+i~%"m1m+Wm+11m+1 21) 
WaEne to r6wnanie posluiy nam do wyznaczenia momen- 

t6w podporowych (rys. 6.). . 
Zastosujmy r6wnanie 21) do wszyst- 

kich przgsel belki ci3glej i zwa&my, Ee 
M,,--21fn=0, je$li belka jest W tych - 

C? I . + F +  punktach wolno podpart4. Mianowicie 
P L 'A podstawmy W r6wnaniu 20) 

m-1,.2,3,. . .(m-l), 
- a otrzymamy :' 

dla m--l 2M1(4 +&)+Maz25%'21 + %',l2 
7, ')PS=-2 

1 
~~la+2~a( la+~3)+&13--%a"za+%3'z ,  1 , 



Widziwy wigc, be otrzymujemy (n-l) r6wnali, k t6 re .w~-  
strtrcza, nam do wymaczenia (H-1) moment6w podporowych. 
R6wnania te  ntlaywamy r 6 w n a n i a m i  m o m e n t 6 w  pod- 
p o r o W y c h (n. Nrmndmomeatg1eie~ec~)gm). 

Jekeli belka na pierwszej podporze jest poziomo utwier- 
deona, to 'M, nie jest -0. Aby M, wyznaczyd, pomyblmy so: 
bie , 80 przed l, jest jeszcze jedno przgdo o dtugobci 1, -0, 
wkdy ' dwa punkty podparcia tego przgsla wyznaczajq dwa 
punkty linii ugigcia, a zcttem styczna, pozioma,. Widzimy wigc, 
de potrzebujemy tylko zastosowaO r6wn. 21) takAe do przqda 
zerowego, czyli wsbwi6 warto46 m--0. - 

Otrzymamy wigc 211f011 + Mlli =!JZi'Il, 
czyli 2% +mi ==R . . . . . . . . .  

Otrzymujemy zatem jedno r6wnanie wiecej , wyshrcza- 
ja,ce do wyzn~bczenia jeszcze jednej niewiadomej MO. 

Tak samo. jebeli belka jest poziomo utwierdzona na n tej 
podporze, otrzyrnctmy: Mn-~1,+2MnZn==%1114Zfi, 

. . . . . . . . .  czyli Xn-1+2BI,--92," 24) 

Niech przgsxo AB (rys. 7.) belki ci4glej bgdzie dowolnie . 
obci@one, wypadkowa wszystkich cigEar6w na dlngobi A B  ' 

dzialaj4cych niech bgdzie R ,  a r, jej 
ods9p od B. - Nazwijmy dalej mo- 
menty podporowe w A i B -H' i M", 
silq poprzeczna, Q' prey podporze A, Q" 
przy podporze B,  (obiedwie wewnqtrz 
prz~sta), to otrzymamy z r6wn. 6) 

MU-m' ICr, 
Q!'= &'-R, stqd wynika Q'---- 

1 +-I-) ,,, 

Chcac wyznaczyh sit? poprzeczng Q W dowolnym punkcie 
C, nazwijmy P wypadkowa, cig&ar6w, dziaZaj4cych na dtugobci 

. . . . . . . .  BC=$, a S jej odstgp od C, to Q-&'-P 26) 

. . . . . . . .  X--X'+QX-PS. 27) 



Nazwijmy dalej 0, oddzialywanie W pnnkcie B, to sila 
poprzeczna przy B (rys. 8.) W W tem 

rys.8. przqi5le jest Q,", a, W (m+l)em przgdle 

&,+id- Q," + om, 

czyli Oa-.- Qa"+Q1m+jd 28) 
ast%ddlaorr=O Oo-Qil, a dla m-rs OS- - Q,"'. 

g. 7. Obeiqienie rupelne jednostajnie roziotone. 

. . Dla cigtaru stalego jednostajnie citlglego g mamy wedlug 
r6wnania 16) 92'-W"'--$ gt4, wigc 

t. S, --.+ $ll = 
!R/== -*g12 2. 

Ustawmy terae r6wnania momentbw podporowych we- 
dlug 22), a otrzymamy*) 

Dla wyzneczenia s 2  poprzeczny~h wstawmy W r6wnanie , 
- 

25) i 26) R--gZ, r=r,=+Z, a otrzymamy 
.I'-N " M'-H" Q'- t !31-- , Q I L - ~  Y g  l _ _ _ _ _  1  . . . m )  

Otrzymujemy wigc r6wnanie linii prostej dla zmiennej 
i widzimy, t e  linie sif poprzecznyoh W katdem przg8le bqd4 

pros& (rys. 9.). Je8pli cigtar jednost- 
rys.9. ' kowy jest ten sam we wszystkich pmq- 

slach, to linie we wszystkich przgslaah 
bgdg r6 wnolegle. OddziaIrywania wy- 

rmaczamy z r6wnania 28). 
Momenty otrzimamy z r6wna1i 27) 

I M = W +  Q's-*gx2, 
I 

- - 
a wstawiwszy za Q' wart066 z rbwn. 30) 

I M=Qgx (1- X) +l' 

.- .. 
*) por6w. Podrqcanik Statyki budowli 2 wyd. str. 270. 



To r6wnanie przedstawia, parabolg o osi pionowej. - Je 
deli cigilar jedn~stkowy jest ten sam; to parabob m s j ~  ten sam 

parametr (rys. 10.). Chc9c snaleA6 naj - 

dM 
, wigkaze dd, zr6bmy ---Q=0, a wiqc 

dx 
wedle r6wnania 31) Q'-gz-0. Na 

. . . . awawszy zi odoinek dla r r i w  M ,  mo- 

Tg wart046 wskwmy W r6wnanie 32), a otrzymamy , 

W-B" 
w j w  M==Qgza+f (xi+Iu)+ 2g12 . . . .  341 

Jeteli Y'=Xu, $0 si --+l,  a zatem m j w  M jest W 4rodku 
przqsh, W innym ra2iie wychyla sig trochg ze 4rodka. 

5. 8. Womenty podporowe W przgskch nieobciqionych. 

Niechaj rte przgslo belki cirhglej . . . .  
. . ,. be&sie obci&one ( 7 s .  1 1 .l , a inne - - 

, .. . . ry$$&. .=.l : " - ' ~ F Z ~ S ~ B  nimbci&one , wkeiLy 0-y - 
A ' 2 c+ 2 ' ,X many nas&pne r6wnania qoment6w 

.a 
l 4  F podporovqch,- 

2Mi(4 +&)+M37a--0 
+2&(12+z3)+Ms13--o 1 

Z pierwsslego qdwnania mamy : 
2&, . 

M,---(l, +l2)=-X, 
4 ' S . ,  , 

, , a  wigc M, i Mi maje przeoiwne. z n a ,  a bee wzgl~da  na m& 
M2>2N,. -Dalej otraymamy 

. 3 nem i <g,, wigc 2+ - > 4, a 5atam bee wzgl~du ~ m k '  





-- 'PS - 
p, i pm+i sq dodatnie ,, wigc c d y  wyraz jest ujernnym. 

* 

2, 'Qm+1>2- . . . . . .  41) 
Qn l m + i  

Z tego wynika, be s i l y  p o p r z e c z n e  s 4  n a p r z e -  
m i a n  d o d a t a i e  i u j e m n e  i w z r a s t a j q  k u  p r z g s l u  

' o b c i q t o n e m u ,  j eh l i ,  jak zwykle, 2 $ , > h + i .  
Weddug r6wn. 28) jest 0,=- Q," + &,+I' ; poniewat Q 

majq zmki  przeciwne, wigc z tego wynika, Be 0, bgdzie mialo 
ten sam znak, CO a wigc hk&e bgdzie naprzemian do- 
datnie i ujemne. - Podobnie mokemy nepisaO 

Om+i = - Q+i * + Qret+%'. 
Podzieliwszy to drugie rb'wnanie przez pierwsze , otrzy- 

dmy znaceki, bo W przg8le nieobcit&onem Q'--QU=Q. 

Licznik jest tu  dodatni i wigkszy, nit  l t 2  &I, za.4 mia- 
lm+2 

L+l nownik ujemny i mniejszy, nik 1 +Q-, wigc 
I, 

- bm 

Z rbwnania 42) widzimy, ke o d d z i a l y w a n i a ,  ss, na -  
p r z e m i a n  d o d a t n i e  i u j e m n e  i w z a s t a j s ,  k u  p r z g - .  
S l u  o b ci  9 E o n  e m u  (jeBeli 41, nie jest <L+%). Bdomenty obli- 
czymy z rbwnania 27), mianowioie bgdzie B= Mm-, f (),'X. 

Wstawmy .wart046 za Q,, to otrzymamy 
M m - M m - x  B= Mm+i+ -- X, czyli 

Em 

Ze wzglgdu na X jest to rbwnanie lgo stopnia, linia mo- 
ment6w bgdzie wigc prostq. Wyniki te  przedstawilihmy na ry- 
sunku 12. 



\ 

JeEeli W kddem pragdle S% mo- o. 
menty dodatnie i ujemne, to musi 
by6 W katdem przghle punkt, W kt&. 
rym 211-0. Nazwijmy a, odnohe X 

(rys. 13.), to z r6wnania 43) otrzi- 
memy 

Hm&, , a stpd a,= Mm-11,s o = M ~ + ~  p-?) czyli a,- 
Jm MW-i-Mm 

1 --- 
Mm- i 

Stqd widzimy, ke poniewat p,,, za1ei-y tylko od rozpigto- 
hi ,  a nie 'zaleky od oboi%&enie, a,, pozosteje niezmiennem, 
ktdrekolwiek przgslo z prawej strony danego prz~s la  dowolnie 
jwt obcigionem, Zawsee wtedy linia moment6w przeohodzi 
przez I, wigc F jest p u n k t e m  s t a z y m  (n. Z&qmnB, f. foyer, 
point pm, a. infixion point). Gdy jest oboiqtone przgdo z le- 
wej strony h e g o  przgslcl, wtedy otrzymujemy punkt staly 
K, moBemy wtedy podobnie nepisad 

1 
l n r  

bm=- a - . . .  a . . .  

l + v m  
. 46) 

Moment W lewym punkcie stazym jest niezaleinym od 
obcigienia z prawej strony, za$ moment W prewym punkcie 
staZym jest nieeeletny od obcigtenia 5 lewej strony. 

Jeteli belka jest na zerowej podporze poziomo utwier- 
dzona, wtedy 2, -0, 

211 - pi - - -2  wigc 
l* 



Tak sasmo otrzymamy, je4li beika jest n.a ws i%,j podpome 
poziomo utwierdzona, 

Jeheli beika cir~gta jest na obu skrajnych podporaah pod- 
parta, ta na tych podprach M--0, wigc 4 -h-@ . . .  48) 

Wedlug rdw-nania 38) jest p>2, wigc 

a zatem p u n k t y  a t a x e  l e k q  W s k r a j n y c h  t r z e c i c h  
c z g i  c i  a c h  p r z  gs 2a. W prrqlach skrajnych le&q one na 
skrajnych podporaoh , a W razie ukwierdzenia poziomego tych ' 

p~eqset W jednej trzeoiej dYrxgoBci prepta. 

Q,  10. h m e n t y  podporewe pngsta obciqionego. 

Dla przp2.a obciqionego mamy wedlu@; rciwnania 36) 
Nr-2  Ir-i.+% Nr- t  (&-l +&) + Mr&= %lr . . . . W )  

&-l &+2 bPr(al.+&,,I+&q-i &+t-'lnraze 

PmypuA6mg: na cthwilq, ke nie r-k pragdo jest obciqAone, 
Zeoz inn0 na prawo lekqoe, to byxoby 

Hr-3  Er-I + 2 tMr-1 (Zr-14- Zr) + M r  br=O. 

A poniewd MF-- -p,. M,.-I, wigc 
HT-% Zr-I +S *?-I ( L i +  Jr) lr-0 61) 

To r6waanie paedskwia zwiwek migdzy &l i &-a, 
M r y ,  jak wiemy, jest niezalehy ad obci$enia r-&go prqsle, 
wiqa takSe prawdaiwy, gdy r-te preqdo jsgt dowolnie oboirg8one. 

Podobnie Otrzymcumy 
& + i ~ v + i + 2 M r ( ~ r + J r + i ) - ~ r I P T , ~ r = O  . 62) 

Te dwa rdwnaniat dajq W polqczeniu z r6wnaniami 60) 
nss%pna : 

H r - i  + %r' . . . . . . . .  63) 
V, Mr+Ikf,-r=WrN 

Z tych dwu r6wna1i otrqymamy 
1 

. . . . . . . .  64) 



Wiemy, Be sp6lczynniki 'p i v sg wigksze , niE B, wigo 
. mianowniki r6wnania 54) sg dodatnie. 

Wedlug r6wnania 12) jest W==2 9aePf + B,", 
%"=2~Pu+BD1r', 

W ~ , % , ' - ~ " - - 2 u ~ 9 ; r t ~ ~ + v , ~ , ~ - 2 ~ , ~ - % ~ =  
--%R,' (2 v,--l)+ 82," (v,-2). 

i 

. . 
A ,  iejsze dla sR poprzecznych. 1;: ,, l 

a) O b o i q 8 e n i e  b d n o $ n e g o  pregsJrt., 
Niechaj bgdzie tylko jedno przgdo A B  (rys. 14.) belki 

, . 

&a popreecena Q W punkcie F bqdzie wedlug 26) i 261, gdy 



- 16 - 

X@--XJ R$-e)  - 
E ,:2111<t::} 1 m 

a gdy l > @ > #  
J +Z 1 

!Z rdwmxi powytszyeh widzimy, b i a  wp2ywow8 b g  
did@ fankeycp .e-wyzlszego stopnis, nig piezkszego (Ijo Ikl' i H" 

+. 
sq f(e]),  ta wigo b~dzie to Gnia b y w a .  ' W h y  jdnak, Be dla . .#:F 

h 0  i e-l  jmt Q=O i &e rr6hioa, rzt@~~ych' W P wpwi P== . .. i 
hPFr. Linie d'P" i FnB' bgdg sig m40 ba &niPy od pro- 
*oh , bo wyraz pierwszy jest. stosankowo -. Z k&&ta L., .j 
Linii wplywowej widzimy, ke dla wjso Q magi by6 obais,Bona 

7 

dZngod6 PB, a dla, wjm Q dhgoi6 AF, a wiqe t8k muno, jsk 
dla belki jednoprz&owej. Tak samo musi tet &l& ~iq4~114w _ !, ,. .L 

skupioatyoh jeden oig&or, zwylrle pierwszy, &a6~w 3'; nnajwigk 
see i najgqshze ciqtary blisHo F. . . 

b) O b o i g t e n i e  r e s z t y  przgsrr%. ! 
'1 ; PrzypuB6my bra%, t e  odnohe p r z ~ d o  nie jest obci%&one, : 

wtedy Q-.&'. Z rys. 12. widziimy, be, aby to & by20 dodatniem, . ?  

.. , 
- r ,  musi by6 lewe s&ednie .p=do oboi&oiolle, .p psawe nieobo,iq 
, >? . - 8  

+ne, iaDe prqpXa, ,, gdl5fP~hmy adehw~bili, Be L > 

. popme@-? aq * ' -. - l 

, n . o p r ~ h @ n  dodat- 1 . ,> tnia i ajemae W 

prsqdaah nieobe,i~- 
tonyo$. Elhsownie 

, 
j 

. do tego bgdei~ linia - 
wpXywowa W b y e b .  . 

pragdach n%preemian pod lab  ad odg (rys. 14). A wigo d a  
nojw (+Q) i P D ~ M  (-Q) W punkcie F prsqda CD mad by6 
belka obciyhonai wedZag 90.' 16). 

& 12 MaJwigksze sUy popneczne. 

Wedlug rbwnania 26) i 26) motno obliozy6 najw. si%y p- 
praeozne W danyns, punk- 
cie C (rya. 16.) dla obaiq- 
tenia jednostajnego tip . 
glego. Wiemy, t e  przytem , .-, 
musi by6 dXugo46 BC ob- , L 

ciqions. 



Podstawmy W tych rdwnaniach 
R=p (l - X), vf =+ (l-X), P-0, 

Dls najmniejszdci ail popreecanych musi by6 obciqhona 
dlugo4O AC (rys. 17), wigc 

7 . L . , . . , . b :  ., e 7 5 ~ ~ j v , ~ , y ,  ,-&& . .: r p . l Z .  . X 
. .  . , A  R --pm, V, = I - -  P - -~IX.  

2' 
Wstaivmf te wartohci W .r6- 

26)) a, otmymamy 

. . . . , .  67) 

wywoXnj9ce 
supdnego, zatem 

nJw (-Q)=QS7naja(+Q) . . . . . m) 
Linie najwigkszych i nsj- 

mniejszyoh 5 2  poprzecznych, 
bgd9 prswie parabolicme, 
wyrsz pierwszy bowiem jest 
wprewdzie . funkoy~ X , ale' 
jest eazwyczaj bardzo ma- 
b m  ( ~ s .  18). 

I S. 13. Bezwzglgdnie oajwigksze i najrnniejsze ally poprzeczne. 

Z rys. 18. i B poprzednich r6wnd widzimy, ke najwigk- 
see sily popreecme sa, na podporech i to na, lewych katdego 

przqsla dodatnie , na, prawych 
r~s.19.. ujemne. W rys. 19. oznaozyli- 

$my oboirttenie dla m j w  (+Q) 
W C. Bezwzglqdnie najwigkszs 

l (+ Q) jest dla x=0,  wigc oba 
przgsla , migdzy kt6remi lety 

p ~ n k t  A ,  muse4 by6 wtedy oboi%kone. W rys. 20.. oznaozyli- 

17s.20. $my zn6w obci88enie 131% 
tqjmts Q W C, Bezwzglqdnie- 
naj wigksze (-Q) jest dla x=Z, 
wigc oba przgsla, miqdzr ktd 
remi l&y podpora B, musza. 



. 
by6 wtedy obcit@one, resab pmgsd ma by6 naprzemian obci* T; 

f o n ~ .  Z r6.wn. 66) i 67) otrzyrnamy . , 

M"-M' 
dla c-0 be5wzglgdnie loajw ( + Q) = Z 

Poniewak oddzidywanie r6mia sig r6knicy sil. poprae- 
aanych po obu stronach podpory, a obie sily poprzecane kg 
najwiaksze dla tego samego obcighnia, wigc 0ddzialywaIni.e 
%$zie najwigksze t.$8e dla tego samego obci@enia, t. j. gdy ' 

S aba przgsla sgsiedqie sg obcigbone. . m 
Najmniejsze oddzialywanie, powstajgce z powodu cir$ern 

ruchom&o, jest ujemnem. Jeteli oddzia~gwanfe dodatnie, wy- 
wolane cig$arem* wlasnym , jest wigksze od oddzidywadia . - . 
ujemnego z powodu cigkarn ruchomego, to oddaiaZyw-ania dla 

- - C ~ Q A & ~ U  wlasnego i ruchomego jest ostatecznie dodatnie, W prz0- - 
aiwnym razie ujemne. 

W tym os.tata$m wypadku belgp 'musi by6 przytwier- 
&on8 do pctdporlg, gd;pP.. kmaj -pockd&plby sig W tem miej- 
SOIZ , CW;D doPur4& nie ' mafiemy . v ~ p b . ~  
Nejwiqksze odddalywanie ujemne powshj&' $d$'dwa;.~sie- 
dnie przgsla ss, nieobciglone , a dalsze naprzemian ob;af~&ae - - , 
i nieobciglone. 

5. 14. hlajniekorzystniejsze obcipienie dla momentow. 

a,) .Obc igP ;en ie  p r z g s Z a  b a d a n e g o :  

Niexchaj W punkcie F r tego przgsla belki ciggle 
sila P (rys. 21.), 
e wedlug r6wn.%j b~dz ie  

ZJe e, m'=-- Pe2a, I , gi2f1=-- 
1% . 2" 

r .  

Ddej wedZug r6wnaS. 
64) mamy po opuszczeniu . . znaczka r 

V%'-R" p%“-%' 
M,t= ,. MP=--. pv-l pv-l 



Podstawmy W tych r6wnaniach warto6ci z r6wnari 44) 
C .i 45) p---- b 

l i v=-- 
b 

1 ,  z rys. 21. c-l-a-b i wartoAci za 
a 

%' i 8" 5 r6wn. l2), to  otrzymamy 
Pae el 

.&€r-l=-- - (2 2-3 b-G) 
cl2 

. . . . m  60) 
(1  - 8  a+e) 

Na podstawie r6wn. 60) d&4 sig linie wplywowe dla 
moment6w podporowych .M,.-i i .M, .wedlug S o l i n a W na- 
atqpny spos6b wykredli6 (rys. 22.). Zr6bmy BB=Z- 3b=BB-  

- 

IK 
-3 BK, R D = = ~ = =  AB-, FL mornentowi dla belki w dwu 

a AI 

punktach podpartej e- 'I, DD-- FL i wykrelilmy DR, to 
' 

I 

Podobnie otrzymamy li%" --M;. W ten sam spos6b mo- 
$emy otrzyma6 momenty M,.-, i M,. dla innego polo%enia sily 
P, a pol4czywszy kofice rzgdnych, przedstawiaj~oych mornenty, 
otrzymamy linie wplywowe A F B  i AF"B. Zr6bmy teraz 
AA, =FP, i BB, - - F ' ,  polqozmy Ai z Bl i zr6bmy LtC== FL, 
to A, CB, bgdzie przedstawiad linig momentbw W przgele AB, 
jefeli sila P dziala W F. PonieweE L' lefy zawsze niEej L, 



wigc C bgdzie eemze poni&ej AB,  a zatem moment W punk- 
cie . mczepienia sily jest zawsze dodatai. Z rysunku . widzimy, 
Se jeieli sila P l e e  W F, W punktach U i W jest moment 

, r6wnp zeru. Wyznaozmy poZokenie tych punkt6w obojgtnyoh. 
Z rysunku wynika , he AA, UL-VUFC, wigc ec: (e - U)-- , 

(-Mr-,) : M,, gdy M, -- FC, zatem 
U : e-(-Mr-,) : (M, -Mr-,), wigc 

Z rysunku dalej wynika : 

W r6wnanin tem dajemy znak (+); bo Nr i Mr-1 sa, 
ujemne. 

Wstawiwszy wartoid za M, W poprzednie r6wnanie, 
otrzymamy po skrbceniu -- - 

a r b  podobnie bgdzie W== -1 ilf,.-M,.-~- Pe 
Wstawmy teraz wartolSci z dwn .  60) za Br-l i Mr , to 

otrzymamy 
% S -  

a(21-3 b-e)el 
cZ2+(2 a-b) el-(a+b) e2 1 I - .  . 

b(2,2-3a-e,)e,2 
. 62) 

W=--- 
cl2+ ( 2  b - a) e,l - (a+b) e, 2 j 

W przgslach skrajnych jest W pierwszem a=O, W oita- 
tniem b=O, wigc dla przgsla pierwszego u=O, c-2-b, 

b ( 2  l-e,)e,l - b (2  1-e,) ell b (la-e2)Z 
to 1 . . . 63) 

e12+2 bell-bei a-Z~-b(2a-2 e,l+e, P--boa 
W ostatnim przg4le jest h--0, c=l-a, W--0, 

a ( 2  1- e) eZ a(12--e, l 
M= . . . . 64)  

(l-a) l2+2 ae  l-ae2= J 3 -  ae, 
Z rysunku 22. widzimy wigc , ke , jekeli s2a P stoi W F, 

momenty na dlugobiach ec i W sa, ujemne, za4 na dlugo4ci UW 
dodatnie. 

Zbadajmy najprzbd, jak wielkie moEe by6 u i W. . 

Z rbwn. 62) wynika, Ee dla e=O jest u=O, 
za$ dla e=l jest U--a. 
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t y k a  p r z g s l o  n i e o b c i g b o n e ,  do  czq4ci  n ieoboi3ho-  
n e j  obc i t lhone  p r z q a l o .  1n'ne p r e ~ s l a  m a j 4  b y 6  na- 
p r 5 e m i a n  obcighone.  

W rys. 23. wykre4lilismy schemat najniekorzptniejszych 
obai~bed oiqhrem jednohjnie rozlohnym. JeQleli' maky b e l k ~  

a b p i ~ d  &ladem ci~ikar6w skupionych, to poniewat tu  otrzy- 
mamy linie .wplywowe bzywe,  nie uzyskujemy tak prostych 
prawidd. dlw najniekorzystniejszego polo$enia , jak dla belki 
jednopnp2owej. Linia wplywowa bgdzie mida  jednak W da- 
nem przgsle takhe ksskdt trhjkqta, lecz o hkwk krzywych, 
z wierzcholkiem W punkcie badanym tak, Be W Pmybli$eniu 
mottermy aastosowd dla najniekowystniejszego obcieenia pra- 
widk dla momenMw belki W dwu p u n k h h  .podpartej. . 

CO do obai&enie, reszty przqsd h t d t  linij wpXywowych, 
Mre otrzymsmqp -p&niej wykreblnie , da nam p w n e  wskct- 
4 w k i  co do nstawienia ci@ar6w skupion$ch W rozrnaitych 

I p g h h .  Zwrbci6 jednak nausimy nwagq, Be obci@enie tegu 
rodaaju, jak na rys. 23., jest W praktyce nieprawdopodobnsm, 
a pmy mostah kolejowych wprost niemobliwem. Prqy mo- 
starch drogow-ych, gdxie obeieenie ttlkie jest mokliwa, preypu- 
smzamy prey oblioz6niu rzeczywihie cighar ruchomy podzi* 



lony na kilka czgeci, prey kolejowych moknaby albo przypu- 
s z c z a j ~  jeden pociqg przyjq6 na dlugo&ci, kt6raby nie po- 
winna by6 obciqtonq, wozy pr6fne wak4ce 9 t dla kolei nor- - 

malnotorowych i wqskotorowych z jazds, na podwoziach , zah 
6  to^. dla kolei wqskotorowych bez jazdy na podwoziach, a zre- 
szts, parowozy i wozy fadowne, albo tek przyjmujemy tylko 
dane przgsfo obci4tone. Przyjmowanie niemohliwych obciqheri 
dla obliceenia belki wydaje nam sig nieusprawiedliwionem. 

Rozporzrqdzenie  austr .  min is t .  kolejow. z d. 1. wrze- 
Bnia 1904. 9. 7. ust. 18. Przy dhwigarach, spoozywajrqcych na wigcej, 
nilok dwu podporach, tudziek przy diwigarach lukowyoh naleky przyj@ 
kilka pocirqg6w W najniekorzystniejszem pololokeniu celem obliczenia 
najwigkszych mokliwych $2 mwngtrznych. 

5. 15. Wyznaczenie najwigkszych momentow dla obciqtenia ciqglego. 

a) h r e d n i a  czg66  p r z g s l a .  Dla najwigkszych momen- 
t6w musi by6 dane przgslo cafe obciaione, dla najmniejszoeci 
za4 cale nieobciqtone, reszta przqsel naprzemian (rys. 23.). Dla 
najw (-M) otrzym'amy z r6wn. 25) i 27), gdy P=R=O, 

Jestto r6wnanie linii prostej. 
Jeteli M'= M", to najw (-B) = ; . . . . . . . 

jestto r6wnanie linii poziomej. 
66) 

Podobnie otrzymamy z r6wn. 26) i 27) 
X najw (+211)=Mi-(M'-Mu)-++px (1-X) .- . 67) 
1 

b) P i e r w s z a  czq46 p r z q s l a .  Dla raajw ( - M )  musi . 
by6 przgsfo dane A B obciclkone od F do B (rys. 22.). Wedlug 

M''-M' pel " 
r6wn. 25) otrzymamy wigc Q=----- l +-. 

2 1 
Wedle r6wn. 27) M= M'+ Q's, wigc 

R'-M" 
najw (-M)=Mi-- Pei %X 

1 
X+---. . . . 

2 1  m> 
Dla ~ a j w  (+M) musi by6 przgslo AB obciq8one od A do 

I 
Mu-M' pe(21-e) F. Tu jest Q1=---- 

1 + 21 
, a M=M'+Q1s-&px3, wigc 



cj  Traeoia,  cl tg40 be lk i .  Podobnie otreymemy dla 
tr~eciej o5glci .. 

X , pe2(l-X) 
W , - l . . . . 70) 

We wszystkioh oz&iach prngsza jest 
najw (+lK)+ndw (-116)=Ha, . . . . , 72) 

jekeli M, oznecza moment dle oboigkenie znpehego. 
JeQeli wykrdlnie przedstawimy linie najwiqkseyoh i naj- 

- mniejszyoh mamenthw, to otreymsmy rysunek 24. Dla ujem- 





8 3  
obliczyl Le b e r dla rozmaitych uAy- w ~ B B y  1+a 1+a . , 

1 + 8 8  
wanych stosnnhr6w 8.- lr8 

otrzymamy,- dodawsiy oba powyA- 

+" 07500 0.7600 0.7900 0.8126 0 8400 0.8725 @91W 09526 1.0 - 1 + 9  
5. 18. Linie wptywowe. 

Przypu$6my, ke l, -2, --l i wykreilmy najprz6d linie w@y- 
.wowe dla M,, id30 

- .  
1 



naamy X, -. Jeteli S& P-l 6 i a l a  a E a-odstqpipie 
4 

- e od A (rys. 28.), *to wedle 14) 

Dla P=-l 
412 .--".U. . . . ' ' ' . 79) i 

Wyraz 'da dg ikosdtmowad, ' -  G*- '? przeidstawi~ 

2 
&,-. prebolq. Dla e=- .U- -h- -nn' .  Przez a.@' i b wykret3h-y p&- a 

rabolq. &$dng tej paraboli musimy powic;b~y6 W stosunku 

- , wigc n. p. dls punktu n kre4limg nn, poeiomq, lqoeymy 
I 

C 131 aA $0 B'. To .&am0 robimy z bnyrni punlgkmi, a zupehis 
tak9 ssm4 linii krdli&y W dme&m.prm#e. 

Wyenrwsemy s t y ~ m ~  k+ta n'mhylezria etyomej do linii 
wplywowej z rbwn. ?8jt a otreymamy 

$3-3e2 
s t  p=--- aa . -  - m) 

1 
wiac dla e==O st v--- 4d 

Jeteli wigc 9robimy mu=$-b'b,, to ab, i nub s3 sty- 

l oz-nemi do linii wplywow'ej. 
DJa dowolnego punMu 8 W odshpie X od A jest wedle 

H23 1 r6wn. 79), poniewat W-0, H"-&, M---l- E +X,  albo gdy 

1 XI oznaoss wartdd bez weglgdn na zn@, to poniewst iK* 

I 
jest ujemne, : . . . . . . . . 81) 

I przyczem X oznsds moment belki swyldej W dwu punktaoh 
podpartej. 



W ryarnnku 39. wyanecaayl3my wedle poprsadniego link 

wflywowe dh -. B ~ ~ d n e  tyoh lfnii mamy wedlug 81) od- 
i 

X ' 
a i ~ p t $  od m e y c h  linij - , kt6re, j& wiadomo, otrzymamy, 

X 

mobiwwy a a, -- 1, wykret4liwszy W g pionowg gg,i polqczywszy 
a z g,. Wtedy powierzchaia wplywowa dodatda jest ag,lm', 

ujenzna h e ,  J&li punk6 jedsak zbli&tbB eiq be$de do b, to 
linia ag, b9dsie siq. obraed okozo a, obgpamy pbben ie  jej 
stycane do linii w ' b ,  a W dalszym aim posawinia sig prze- 
cina6 ona bgdzie an'6. Wtedy otrzymamy pm& obojgtny e. 

Dla ss$ poprzecznej W punkcie G; (rys, 28.) jest wedle 

R*1 P jest poprzecznq dla belki w dwu punk- & [Q]--7- 
b c h  podpartej, to gdy uwzglgdnimy, Ee M, ujemae, 

blr, Q-IQI-T 
Wedle tego r6wnania wykrdlono na rys. 30. linis, wply- 

wow4 dla dowolnego punktu G. 
G r i  o t obliuyl rz&ne linij wplywowych i uloEyl wy- 

niki W tablicach*). Podajemy tu tablicq dla l,===Z2=1, pmyczem 
wazystkie cyfry W denym razie pomno2yd naleEy przez 1 
{rys. 31.). 

*) por. G r i o t G as t a W. Interpolierbare Tabelteo zum raschen An- 
trngen der Einflusdinien flir Momente und Soheerkdfta. Zlirioh 1904. 





X, -- g111 +g1& a , ((Q3g1 +gall2 
+ 4) 8(1 +a) . . . . . 8 2 )  

Jeheli, jak zwykle, & ==l, -1, wigc 8-1, -a g, -ga =g, to 

Chcgc terae wyznaczy6 sily poprmwzne W pierwssem 
grz@le, z~stosujemy r6wn. 30), zwcthywsl;g, $0 tu jest M'--0, 
MI=M,, 

gill 3+aS3- tg I11  - ($%I + g2 )l 
Q' =*gi W 8(1, + I& 8(1+8)8 

. . . M )  

-a dla 8-1 i g, =g, --g, 
Q'--bZ-%Z=&l-+0*876gl; . . .. . . 86) 

zah Q"- - tbi1~-8(1+9)8Y 8% : 

-a dla przgsd r6wnych 
Q"=-+gl-+gr- -&1--0*62 

Wedlag r6wn. 31) mamy dalej og6lnie Q-Q'-gx,  a dla 
pmgsel r6wnych Q==&l-gz-@(31-8~) - . . . . . . 

Jestto r6wnanie linii prostej. 
Moment otr~ymamy wedlug 32) 

16-*tx&-x)+f; , 
-a dla przgsel r6wnych bgdzie 

A -- ,.':i$+% ' 
X ~-+gx(z(r-x)-~a--~(31-4~) : : t:; 'im-~;q 
i . . IL 

, Jestto r h n a n i e  paraboli. L , -  

Dla %a@ M niech bqdzie X--zl, to znajdziemy X,, r68ni- 
dM M, 

-czkuj~c  r6wnanie 89), wigc -=S g, (l, - 2 X,) +- -0 , zatem 
d~ 4 

Mi X,  --+l, +-. Dla przgsel r6wny;oh M, ---+gl2, wigc X, -9 1- 
S* Jf 

--0'376 1. 
Wstawmy tg warto4O W r6wn. go),. to bgdziemy mieli 

naj W H--+g. 91(31+1) -~ la=0*0703175g12  . . 91) 
Z r6wn. 90) widzimy, fie M--0 dla 31==4d, wigc dla 

:1'==~1=0.76 1. 
Wyniki te zestawili8my na rys. 32., ' z  kt6rego jeszcze 

wideimy, Ee oddziaa'ywanie W B jest 
0, =&l + #g1 ===-$g1 . . . . . . . . . 92) 





Poniew&E dla pboiqBenir wp thegd  kadlag r6wg. 84) i 81). 
P@* 8+1, 3 Q.-+p Zl.-w+.)r-p, w i @  o b t z p ~ r n y  iujw. njeznng a l g  

'popreeczng, odciwqwszy sajw (+g) od Q,, astern ' 

6) C i g n i e n i a  n k p o d p o r y .  O,;ci$nienie na podpo~g 
. A, jegt najwigke ,  gdy ljierwrjse p~zgato jest obci&,ne, a dra- 

gie nie. Obpiamy wiqa z r6wL .S) . 

N8j wigksze 0, W punkcie B otizymamy, gdy oba pregda 
bgdq obcigEone, ri wigc j&. dla o i ~ h r u  wlasnego wed$ng 93) 

. a dle rbwnych p r z g d  n Jw 0, -#p1 
kajw (-0,) powsteje, gdy drugie p m 4 0  jest obciqtoqe, 

a pierwsee nie. Wtedy otrzymamy z rbwn. 84) i 99), odcig- 
gngwszy 0, dla obciytenia zupdnego od nq'w 0, 

~ ( 4  + 1% ( 3 1  + 4 n'w (-')Q~*"~ -8(11 + 1,)11 &l1 +ifs ' 

El- / b . 101) 
S(1i + l a ) l i  . 

Dls przgsel r6wnych jest n@w (-Q)p--&pl 
Rdwnoozecinie dziala j ednak cigEar wzany, wigc 





P r z q d o  p i e r w s e e ,  c z g $ d  59 ~i B. 

Npjw ( + M) (v. 36) 
bqdaie W , punkcie W 
czqM h w i e j ,  jdli ob- 
ci88rpy ' dXqoi6 PB, 
aa dpagiego plaesla nie 

. Iqdeimy WC& obci4- 
*&G. 

'Wtsigy wsdle 20) 

rt zatem wedle r6wn. 73)' 

[(&l2(], 2+s2)+8L, yla+Se2)-e4)x+ naw (+')-s1, '(l, +l2) 
. . . . . . . .  -4, a(ll +l,)(r2+e2)] 110) 

b(l2-iza)i we-- - - l, 3 
dla b . - -  P- be2 34 + 24 

Motnaby teraz warto46 dls e wlstawid w r6wnanie 110) 
i- &traymalibySmy &W (fa) jako h n k q g  R. Odoit&pgwsey 
tg wart066 od wartohci dla oboi@enib zupdnego; okm$mdi- 
.byhmy (-M). Ale paniewah wmry te bylyby aa sawile, 
wigc amaimhamy ich wgprowadzenia. Walnaeanp jednak po- 



Na podstawie tyoh r 6 w n d  -wykre6lili$my h i e  najw. mo- 
menthw dla bdki 'dwupragaritowej o r6wnyoh przgszaoh (rys. 



Bi2y p o p r z e c z n e .  

1 11 ciqkar wXtisny 7 pprzeczne cigkar ruchomy 

M o m e n t s .  

l m o m e n t  
S e ciggar wlasny cigdar rnchomy 

M ~ j w  (+Ml mjw (-M) 

+ - 
0 - 0 0 0 
0-1 +0.0325 0.05876 000620 
0.2 - 0 . W  0.06760 0.81 260 
Q3 - 0.0676 0-08626 0.01876 
0.4 - 0.0700 0.09500 0.02500 
0.5 0.0625 ' 0-09376 0.03126 
06 - 0.0460 0.08260 0.03760 
0.7 - 0.0175 0 06126 0.04375 
0.75 - 0 0.04688 0.04688 
0.8 0 -0.0200 0.C3ooo 0.06000 
0.85 0.6423 -0.0426 0-01523 0.06773 
0.9 0.7464 -0.0675 000611 Q07361 
0.96 088% -0.0960 0.00138 0.09638 ' 

1-00 1.00 -0.12M) 0 0.12500 
Z i C l 92% PJ a pi2 

najw (+M,)-+0.07031 gZ4, dla x=037501. 
(+Mp)=== +O.09666 pla, ,, X-0.4374 2. 



-[emo@Pud&q [qleil em& pod kgueuim - I E '8 

- Le - 



a) BBa me n t y p a dpo r D wa otmgmamy a,nalogios,nie do 

i2l) ap8'gi +g) l" &=~,- %+a& S . . . . .  132) 

W piwwsesm pmi$le jest Y1=O, M"--X,, wiqo wedlug 

m> 2(9.a9, +S) $1 Q, 4-.&4 +% s&zf ,,, ,,, 4 

a dla dawolnego punktu &=&'-gt= . . . , . . . . . ' 126) 
W drngiem pr~@le otrzymamy M' MU - &?, , wigo 

$' =@l, Q,"---+l, . . . . . . . 1873 
a. dl;e dolwolnega pnhtu Q-Qa"p=@3[1-%ar) . . . 198) 
j& &a belki jednopr?agatowej. 

6) Oddli isaywt~nie  0, na podporze skrsjngj rbwne jest 

d' No m e n t otrzymmy W dowolnym punkcie na pod- 
shwie r6w. 82) 

W pierwszem prsqble jest M'--Ov Ha--. HI, wigc 





Dls m j w  (-Q) musi by6 przplo piemwe ebowone od 
A do E i drugie cde'pmgslo. A wigo wsdle 16) i 1'8) 

1 

wigc weaug 117) 





Najw (-Of) oh~yrnamy, watswiwsy W dwn.  187) X-.O 
i n- 0, a mianowioie 

- a q w  (-0,)- - pmrn 
m3 

. . . .. . . . 140) 

Nu& (+ 0,) otreymamy, odcitgqnaw.1~5y varto40 r6wnsmia 
140) od wartoici rbwntlnia 129) dla oboi&mia s u p h e g o  i za- 
mieniw~zy g, i g ne p 

1 + W+ 10aa+ 5a8 ' pm8 w~ (+Oi)== 4 ~ y 3 + 2 8 )  9z1+4i+28y 

nsljw ( + O , ) -  
(1 + 2$)(64+1@3'+a4') +a4@ + 24) pl , 141) - 

4(1+8)'-- 1 . . 48 

9. 25. ia~wl$ksa  naw6nty. 
I. p r a g s l o ,  czgBO Brednia.  Najwigks~y ujemny mo- 

ment w czqici hedniaj otrzymamy przy obciqheniu hedniego 
pmqslsr , m j  wigbay dodatni prey oboiMeniu obu skrtljnych 
przgsel. Dla najw (-.H] otrzymamy wiqo R, -9rt, k0, 91, -- + 
--&la, w i ~ o  wedlug 117) 

X, -- ca,+wMB 
4(4(P + 4)~-=ijy-r~ 

A wiqc w d a g  G), wstmriwsey M1=O i NU=&, otrzy- 
mamY 

- 
Najw (+B) otrzymamy, jeBli pierwsm i trzeoie przedo 

8% abci&one, wiqc 3, 5 - +p!, a? !Xa, -- 0. 
A zatem wedlug 117) 

H, =- 
Q?( l + 28)pl, S 2aa glla --- -- 

4(4(1+8)a-1)P;-4.(3+28) 3+28 8 ' 





RI X ptd8(1, -X) 8 najw (--H)--1- +-- 
21, 

. . . . . . 148) 
1, 

f i j w  (f Y) oblicsymy, obciq8ajqc dlugo46 FB i trzecie 
przqdo. Otrz ymamy wtedy analogicznie do 132) 

-2(1+8)(1-n,'=++ l/, =a 149) Jf* --p -- - 
4(1+8)'-1 . 4  

.U. p r z g a l o ,  czgS6 p i e r w s z a .  
Tu dla w j w  (-211) W punkcie U (rys. 40.) musi by6 obciq- 

&one d e  pierwsze przgsko i dmgie od F do C. Dla nujw (+M) 

musi by6 przeciwnie obci%&one drugie przqslo od B do Ii 
i trzecie przgslo. Wedlug 62) 

421- 3lr-e)e2 
U=== 

d a + (2a- b).el-- (a + b)e2' 
a poniewak a, -b2, wigc c--l-2b,, 

b2(2E-3b, -e)eZ 
U== 

P--2b21" ++l-'lbae2' 
a ze wzglgdu na 146) 

albo, rozwiqzawszy to r6wnanie ze wzglqdu na e, 
Z(3 +48)-~(3 + 28) (1 + 28)d$ e a - e l  - - - -+ (3 + 29)(Z - 2%) 

=O . . . 162) 
I--2% 

Przy obciqEeniu, dla kt6rego otrzymamy najw (-M) jest 
wedle rdwnania 16) i 20) 

(12-ea) a 
%I -- *p11 '7 %2 "=-.P-41T, 

&l- e) %2'--- 
41 

(l2+2Ze--e2), 





S r e d n i e  czg8d. 
Dla iredniej c q b i  otrzymamy nqjw (-l@, oboi~&ywszy 

pierwsze i trzecie przgdo, er4 4MjW (+X), ol>ait@ywszy drugie 
przgslo. JerSli pierwsze i trzecie prz~@o jest obciqdone , otrzy- 
mamy m r6w, 132, robigc m-0, 

Wstawiwszy W r6w. 66) B1==H1 - M3 --Xn, otrzymamy 

Jes th  r6wnenie linii poziomej. 
Dla najw ( f  M) nale&y obciq4y6 drngie przgslo, wiec 

Dane: Most drogowy drewniany lehajowy dla drogi III. kl. 6.00 m 
szemki bez ohodnik6w. - Dajemy 6 belek gl6wzlyoh. - R o e p i ~ M  p-- 
set skrajnyoh przyjmiemy 10.00m as4redniego prepla 18.00 m, a wigo sto- 
sunek 1 : 1-3 : 1. 

Obliozyd nde$y najwi~ksae d y  poprmmne i momenty, przyjmnjgo 
cig4ar tlumu lndei, przepisany dla ddg 111. kl. 840kq/m', gdyk o i g b  tlumu 
ludzi bpizie tn niekorzystniejsy od dgkaru woz6w. 

Jako oi#ar s a y  przyjmiemy dla prz& slvajnych 
*) g - 8-26 1 + 230 kg/m 

g = 8.26 X 10 + 230 -- 82.6 + 250 = 812.6 kg/wa, wigc 
g- 0.3126 t/m dla przgsd skrajnych. - %B dla p q s t a  4redniego 

g, = 8.26 X 18 +290 kg/m = 837.26 kg*, 
gl-- 0 33726 tlm 

3 Patm Podr~ssik .Teoryi  most6w wyd. 11. tom I. str. 9. 





PE . *l1 
' L  

E : 
p- -  0.893 tta. 

M C f i g k a i  x u e h o m y .  
a) S@ p ~ m e .  
W pimm~em p q &  o i x z p ~ ~ ~ r  n a j w i g L  d o d * W  a@$ . popree- 

cvtne, oboi@ej+c piwwaze ,?r@o od E do B (rys. 37.) i d e  tvzeeie pwplo. 
Otrsi?pras;mg: wedhd 1s) 

E Tl. 
6.81 p (l- m%)' + 5.91 

- lPS3 + 6 PQ- m3 
p ai@ar Uumn ludzi dla dr& 111. Llroy Cposi &tO@/t)l', a ponis 

wak beki g16wne sq W -pie l*, bakte aa r# 8, gdy m=? i p=O%t/rt~ 

4 q j w + Q = -  B g 1 ~ w + 6 g 1 + 6 X D B d n 9 m ~ .  11-63 

Wstawiaj~o dla innyeh n w&i, otrzymamy 
dla ~130.1 0.2 0.3 0.4 0.6 0-6 0.7 

+ Q = -  031 091s 0.1 @W Q487 0.646 0.769 
m=Og 0:9 1.0 

+ Q=0.814 LW$-- .  D&@& .L. $ 

l ( -  $TywbQq. &** rn)f 1911 
@(l+9y-* 3 'L.. I - 2 '  8 1 .  

' * = - [ q i + q a - l  pma(g-dj+---- s+ards 

m 
Wstawiwsq wartaBoi 5s a-.-- i zrr p -0.84 o ~ y m e n ~  dla 

11 



PP* W% +I, = +r -gq 
'~9MaBrX6a;O'tZZ.0~~b I I 



Z rdwnania 145) okaymamy dla 

W-0 %=a, 
Dalej mamy dla W = 0.1 p = O%, 

#site (-Itl)=-&882+0.912--8.42~ 
Dla W - 0 ,  p-0.34, *=l 

* W  (+ Bd) = 0.1216 + 1 W  E. PlaB b. 
Dla w -0, p 0- ohymamy wiw B rbw. 149) 

w e  P*% W 
Otraynurliemy gierwiej bp=0.22 Z -a,, a wigc, wpnamymy wjwi* 

sse i najmniejam momenty dla u -0.1 Z i W-D2 I, bo dla W = 0 q~yJi dla 
Bredniej podpory, j d m y  otregrnali ~ ' w  (+ H) i m@u (-3. 







Dold mamy 

Xi - =(O.O6!Xl- 0%). 1.18, 
q-nr,--2.1@36tm, W* w&ug 164) 

(-M)=-2.?1842+2'159(1X02++054X656~~0.2- 

ww (-M)=-1*b. 
Najla (+ M) otmymamy wedtug r6w. l%), Is?'), lW), a lnianowiaie 

dla v 5 0.1 wstawimy s 5 5.28, p = 0%. 

.ajw (+11)=+0°6676C 
Dla *=--Q2 jeet e=rB44 p=-Q&t/m.B 



.W mr W-B BB-2, = (Jr +) * 
9.0 F0 s.o--l--r a 

(* - T)*BL.~+oTB-= 

~BT(*- T~*%%O)+ (&.oXe+s)v-= 
tsr X M343 

(a-t)odf +(e'e+s)~- -JDy +) ','.p,' l2 d 
ep+onsF '(191 'hqi 5 LmvmLr.qo (pp. +) &@K 

w*r--=(Ar-) 
R P6.0~Zi - -(R-) 
zor £6 6 

. . 
m-  

+==8&g.v + tmr -*" 
-. ' +zsxsssr.e-w~.r-=~+) 6% 

e ri (*-rQ-%Qa+*(k- 'H)-.W=W+> 
==h+) @W mecl= 

m$ 9EiX.g " =-LT X (98.0. + 
P 

89-TT 
~Gb.1 --B~-Lx~~~Q-=sI~&--+ 



praemir)n. W p i e ~ s z a j  i trzwisj ca@ h i e  najwi$c.azych 
i najmniejseych M sq liniami czwartego stiopnia, kGre jednak 
dadeq sig W ,prgyblileaiu eastqpi6 prwhq i parebolami , prey- 
caem pbyrnamy zamiast A, K, (rys. 41.) linip d,NK,.  Ta linia 

bans odpodwb obe in c ~ h o w i ~ & a  pmgsd, i tak w j w  
(-,M) W A odpowiada oboiqkenin I (ryr. 42.) , gdy e=O , dle 

. 
. rys. 42. 

Mrego  otrzymujemy parabolg AIR.  Najw (-M) W X odpo- 
nieda oiipaeniu I, gdy e-l ,  dla ktdrego otrzyxnujemy prostq 
qI pveohodi~cq przez pnnht s tdy  I. 

6 e b e r ndowadnia, ke linie te rrajtu (-H) pmyblitonych 
v*% wsp5lne styczne z linip dokladnq W A, i X, tak, ke wy- 
&W+ te linie moglibyhmy jeszcze na podhwie tyoh sty- 
&i&+& 'Wyhe4lib krzjlwq Ai K,. L e b e r . nie krdli tyoh lin,ij*), 

. # .  
. , *) W ey r PU o h przyjmuje nawst W przyblikeniu proate A, K, i IiI, B,, 
Ilnle jjeddz lctanadto nied9kladne. 



jednak wykrdlenie ich jako p~raboli  wedle po~rze.&iego' ni* 
podlega najmniejszej trudnotbi, a daje wyniki znacznie wiioej 
zbli3;one do dokkadnyeh. . . 

Poniewd dla obliczenia przekroju chodzi zwykle @&wnie 
o beswiiglgdnie najwigks~e wartobci , wigc , jeBli chcemy je 
otragma6, obr6cim-y +&W ( -M) okoJo oosi poziomej. ~ e d & & m y  
je ne &rg, wtedy pun& L pr~ypadnie na I;'. Withimy sMd, 
$0 bezwzglgdnie najwigksze momenty moEemy htwo wyzm- 
czyd W przyblikenin, przyjmuj9c obciqkesie cdkowite przyel. 

Metoda L & b e r  a polega 
m km, h oblie~~bmy mo- 
menfy .giodporowe d a  ob- 

5' citptenia asZlowitego ka- 
+, Mego prqsla  L osobna. 
6. Obciq-$&a te i momenty 
3. kombinujemy W ten spo- 

s6b, aby otreymaO prey- 
bli&mq liiiq momentbw. 
L e  b e r nwzglgdnia mra- 
zem ciqkar wlwny, inny 

L 11 dla kaSdego przgda ; mokna 

IY\ - 

jednek tatwo obliczy6 080- 

bno momenty podporowe 
W skutek cig$wu wlaanego, 
a osobno W skutek cigSaru 
ruchomego. Znajqc mo- 
menty podporowe ,. latwo 
obliczymy albo wykreiljmy 
~apornocs, szablonn par* 
bolicmego momenty w +- 

- giem przgdle oatkowicie 
obciqtoneq lub nieobciq&o- 
nem. Dls sil poprzecznych 
musi by6 W danem pm@e 
obci@enie jednostronne. 
,Dla tego obci3r);enia ~ b l i -  
cze sig moment? podpo- 
rowe i dodaje do nich ino- 
menty, powstde c oboitp 



h i e  ca&owitego innyoh p r s d .  Na tej podstawie oblime sig 
najwia&ie say popr5ecsne w kilku pnktach przt$a. 

. 8. 28, NajnMkorzy&niejsze obciqhnia. 
. Na rysunko 43. i 44. ss, wgkr&lone Linie nejwigka~yoh l: 

i najmsiejsqoh moment6w i sil poprrtecznych dla sumy ci* 
Bar6w staaego i ruchomego dla .przqsZa hredniego i skrajnego. 
Ns, rys. G. podajemy wedle L e  b e r a schemat obciyled, kt6re 

.(s[ll S , ]  P P A  2 I 

smniejma, 
' 

Ci@sr wZasng, 1ttir.ry mienia siq wedla rolrpi~ko$ci, p d -  
hwilihy 'op;m@ kresk~,  .cig&ar mah:omi .pm&ok%tarni hie- 
$I&. Lioaby k p h e  odnoriza dg do rp.& i 44, i w s b ~ & ,  

osgS6 liaii *raiw,(+ B) lub aajws('&M) otriirnasly dkssih 
obi@eniem. Zaeki + i - na vs. 45. oenmsajav Se..w tsm p* * 

be 30 d o d a  obcieenia jednoetronnego. dla tqp 'obcit@en5a 
hBZsd  otrzymmy aajw (+Q) lub, 

I , '  , I - -  

, . 
, Ja@ prrykhd rsksiemy tu qos6b vy~~mrnmcii nsjr .  
842 kwnq$n&ych dl* b&i bra owej, Irihrej pm@& skrajne 

r 6 v e  (rya. 46.). Ha psdhwie r 6 m d  118) i 139) i 1XJ) 
, ~ t w w q p ,  je$& piemmu prz&o j& oboi@one (v. 47,) 



JeAeli piemsee pr5k. 
. rys.50. 

do (rye. M).) jaat oMq-  
2; ..-hog, o d A d o E ,  to V* 

I . . . L -.---- 4 --:---- j ' , . . dlrag-' 134) 
.... 



Nakonieo otrzymsmy we&e 66) i 67) 

Sp6Zozynniki r6w. 162) do 166) . fnnkcyi .a, podali4my 
W g. 21. 

g. 30. PrzyMad rposobm Lebera. 
Dla porciwnania sposobu L e b e r a ze sposobem dokladnym. 

obliczymy przybuonym sposobem ten sam przyklad, CO W g. 26. 
Dle c i~teru wlesnego wzory se tak proste i obliczenie 

tak fatwe, t e  d y c i e  sposobu Le b e r a nie przedstawia tn $a- 
dnej korzy4ci. - Ograniczamy siq wiqc. tylko.na cigtarze ru- 
chomym. 

a) MO m e n t y .  Najprza obliczymy, jak * g. 26, odstgpy punkt6w 
stalych, potem momenty podporowe. JeEeli jest obciqdone pierwsze prq- 
slo, to dla 5 4 7 7  wedla 162. 

JeEeli arugie przeslo jest obci&one, otraymamy wedlug 168): 

P i e r  W s s e  p r5 9810. Dla wyznaoeenia linii 6 (rys. 62) t. j. linii 
najw. (+M) W pierw8mm prz$le drtdniej cz@ci obci68yd musimy pierw- 
see i traecie prz@o, wiqc 





. . 
&--8*0r]?, % a 0 3 6  

W==- 24357 - (- !H347 - @BB5) n 5 - +S-@B.lo . 
- S h d  &a n- 0.1. . 0%' 0.9 0.4 

L- -la76i5 -1.458 -la1BO 4&?8 tm. 
I tn withimy, he !hie 1, 8, do$& znacanie odstgpujq od linir 

(--L@), $0. j d d t  wrysoarewasy m i @ q  ta dwie linie 2uk psraboliozny, 
znacmie sig =bli&ymy do prawdy. 

Dla wyanwzenis paeiomej S ob~iqhymy obs pm@a skrsjne, wigc 
M* = M B C , - M - -  2Q&i"701966~dd--lW98(. 

Dla wymaczmis psraboli 6 ohi%$smy ty&o h e m e  pregszo, witp 
M, - - 8.16 tm a M-- 8-16 + 28-78 m.(l-&), mtem jak W $. 26. 

dl'a n- ' 0.2 04 0.4 0.5 
M=== 1,437 21815 8*7% 4f&?8 W .  

b) S i t y  p o p r a e c e n e ,  
p i  e r  W S s 0 p r z  gs8o. Dls OO(E$~;&Q) W pierwssem pra$le musi by&' 

opri5cs ohiqhenia jedn~stronnego W tarn prz&le oboi4one takhe krseoig 
pr-2.o wedl'og 1641. . 

Mi - - 2 a 2 $ ( 1 2 ~ q  + 0.966. 
J e M i  ~.M,E W ;&W. 8%) w&kwi& *=I) i W;... M,, b q b ,  (+ ~j = 

e"Blp(l-?a7+6'sl -- - 
11-a- +5p(l-ma), j&w g. 

Dla &a. (-*Q) obofqhsmy przpto pierwsze 5 lewej stmny danego 
punktu i drugie przplo, wigc wd8ug 166. 

~ 4 %  4 (1+4)51*2 (2-mq- 8.16, M, -- - ------ 
4(1+3)'-l B 

Xi = - 22.0125 m% (2-m3 - 3.16. 
Jekeli terse wetawimy W m5w. 67) lq warto$&, to 

Mf '1 
Rajw(- ~ ) = - - - ~ n s ~ ~ @ = - 0 2 0 3 ~ 8 ( 2 - ~ ~ ~ - @ 3 8 8 - 1 - 7  m%, jak 

1, -2 
W 8. 26. 

D r u g i e  p r n ~ s k o .  
Dlr -+Q obciqhymy p i e ~ s e e  pmpto  cale B drngie po prawej 

stmnie danego p u e t n ,  xvip wedtug 166). 
4(1-k)%&% P 

M, - MS--2661-0-965$-- 
1+2 3 

P g=-8m+ 47.7i0(1-.lo7rx~ 

Wigc wedlug 16'7) 
.8q2-2-47.74p(1-m3m2 1 

wb (+Q> =-F la  + - Y (I-%)= B 

=0-207 + OW(1-.lotis) (2.44-n3, jak W g. 26. 



-cr~g%zx.rd meupet M ?eye1 epom Luo$daqs xsqb;:, o41Lq 
uepef LpB 6 mLuoqo~iaox apfqsouper dpqs mewqP~o elxorq 
4pqo qsef wqpq LP% 'megpdh m& p~u. femq QTS L~OU J 

-qm5 xpupe! a? LH npvpzox 8n,@t3M 96z~gq0 euzwzzdod ' 
LES I Lquemom zexq he~om nppkyqo meuIoMop . 

2 
.errz-o errea s3orz.o om-0-5 



JeAd n jeat niwkorij,ommier w i ~ ~ ~ ,  to " ~ ~ 4 4 ' 5  
211,--Mm+16H~+a, witp 6 M ~ = - $ - ~ Z * ,  a S%@ iio$r;e;lCp pod- 
porowe pmqde hedniqo 

Hm-=-&@la=-O-$la . . . . , .  169) 
. W&Miw.ssy W p i e r w b ~  dwa rdwnmia 168) 114, 4-+Za, 

m y  4 Bi +* - -+9J3, 
~ i + 4 ~ + ( - ~ g l ~ - - + g ~ ~ , z o z e g o w y n i k a  

H, -&gl'=-0.07778 gla 
I$ =-a.ro6tisgla ) . . . . . . w q  

Na podshawie tych momentdw pdporowych moheay 
wyznaczy0 sily poprzeczne i momenty. 

Wedlug r6w. 30) otrzymamy 
d l a  p r z g a ~ a  e k r e j n e g o  

M1 Q*'-+gJ+-;,- +@sea g1 1. 

$ =@6278 gl-gx , 
e pbqrel kednich 

J 
Q-+gl- +0*6g1 

Q' = -+gb- -O*Bgl 
&=@5gl-p ' - .  - S  

Momenty za$ otreymemy E r6wnania 32) d l a p r5 gs l a 
s k r a j n e g o  

~ - & z ( i - a )  + ~ = t r x ( l - x ) - ~ l ~ g l x  . . .  174) 

Na* (+H) jest dla I%, dla kt6rego 9-0, wigc w d u g  
r6w. 171) zo -0*39.4;41, zetem 

naw (+X)-+o.077Sgla . . . . . .  176) 
Dla przgsd l r e  d n i  o h otrqmamy z pmdn, Ie 

. H4==Ha, nag'ro (+M) &a xo==+Z, wiqc 
' ndw (+~)--0.126g1a-0~0833g1~--+o.0417gla . . 176) 



9. 33. Homenty pmiporowe dla okhienia ukladem ci~iarbw 
Jupisnych. 

JeAeli v-te przgslo jest obeiqlone cighrern skupionym P, 

Ndw &-l_ a 5atem i najwigkaze wssystkie momenty 
podporowe po - 

I 
daL-i-~, wtaq dla ktdrego - 
a6 

8.7821(9Js-Se,Z-4eoE+3GV a)-1a+3q,s=0, a stgd 

e,=0.'78861- 
a whwiwssay to W r. 177), otmymamy dla oboi@enia r-tego 
P=&& Jf~i--MBbWH . . . . . .  178) 

Afr-a-- -0.268% X O'C8606PI--0.0061 Pd 
. a(.-+== -Q268" Or08605R- + 0.00164PZ 

&-a- - 0 . 2 6 8 4  ~0.0860SPI---0.00046PZ 
MA =P f OnW12PZ. . 

J&Ei w i y  so dm@e pm@o prawo v-tej podpry jesk 
oboi@one oiggsrem slkpionym P, to 

' 

ndw (-Hr)=-(O + o ~ ~ o + ~ ~ ~ ~ ,  
- - - O . W 1 6 ~ ,  . . . . .  . . 179) 

JMeB do drngie p@o z obu &on v-teij podporg j&$, 
najhiekor?ty&niej ob~i@one, to 

C- 

(--%)==-~omlsi +o.osisi)a=--cnwap~ . iso> * 

Dla gseed~ ekta jaego  jest 
o 4 ,  8-0.811321, e-0.788fW. 



- 6 4 -  

BO=-O, HI B- 

a w ' w  (-&). jest dla e,, 

Pb wigc -,(l2-3a,q--O, stad e, cl 
Zatem 

F 
n Jw (-l&)= - 

PD21132 X 06774(1-06774') 

-- -@1031%Pl . . . . . . . . . 181) 
Dla d r n g i e g o  przqda jest 
a--0.2 I ,  b--0.411322, e--0.688682, wi4c wed;rog 60) 

M,-- w1-e)(2r-aa-e), cl2 

Dla Bej wartotbi e, Wsie ~ a & m  

ad,==- Pl02 X 0.3804 X 0.6196(8-3 X 0.91182-03804,l) 
0.68868 I 

NI =c -007893 P1 . . . . . . . . 183) 
A zetem, gdy, obci~hone przgsto 'l, 2, 4 i 6, 

naJw (-HI)---(010313+007893+@QO6+0.00046)P2= 
---@1886Pl . . . . . . . . . 183) 

Chc3c otrzymd 4sajw ( +M,.) na r-tej podporze , musimy 
umiekciO cic$ary P W przqs;taoh przedtem nieobci4$onyo,B, 
otrziymamy wigc 

nujw (+Mp)- +(002379+0.00164+0.00012]P~~ 
naJw (+H,.) = + O . ~ ~  PI, . . . . . . 184) 

a je& obcia,&pny W ten spodb belkg po obu stronwh r-tej 
podpor~, to najw (+K) - W910P1 . . . . . . ' . 186) 

8.732 
zmniejszywszy tylko moment W stosunku - 4.000' 

bo pz ~ 4 . 0 ,  



5 34. Majwigksze tnomenty dla obciqienia ukladem oi~$arbw 
skupionych. 

Momenty podprowe, kt6rehmy wyznaczyli W poprzednim 
pmagrefie EH+ najwiikszymi momentami ujemnymi , dodatnie 
najw. momenty otrzymamy zawsze W punktach zaczepienia 
sily P. W tym wypadku mamy wedlug 26) 

M"--M' Pe, 
Q- +T' 

P r z q s l o  s k r a j n e .  
J ~ B &  tylko pr-wto skrajne jest obciqhne cigharem P, 

Pbe(2"e =) Pe(Z-- e) M--- da +I-. 

Chcqc wyznaczy6 aajw (+M), zr6bmy 
M Pb ---- P 

d8(2e02a--4p0 3 +-(.?--2e,)-0, E zatem 

2b 4b 2 --eo +-pO a+l--eo -0,  a stqd eo =0-4271, 
cl cl 2 

a zatem ~ a j w  ( + M )  - + 0,2047 P2. 
JeBeli' opr6cz tego obci4By my inne przqsla najniekomy- - 

stniej, to otrzymamy wedlug 186) 

M, --O(r3290 PI, a M=OQ2290 P+. 

Wstawiwszy X-0.427 2 i dodawszy ten moment do po- 
przedniej wartoici, otrzymamy 

. paw (+M) -0.2047 Pi+0.0098 PI- +0°2145 P1 . . 188) 
P r z q s l o  d r e d n i e .  
W przqhle iredniem najwigkszy moment otrzymamy, gdy 

e,=+l, a, to z powodu, Be M'--M", a zatem wedlug r6w. 187), 

2 
Wstawiwszy e=- W r6w. 177), otrzymamy wr&ie a 



I.993 W y W d e l o b o h  ril rdwm do mmykajtpyoh, 
to otmqmainy oddeidywania O,, U,, Q,, Q,. . . . 

JeSeli mamy oddzialywania, wyznaceenie , momenMw i iil 
ppr~eo$aych nie podlega jd oajmniejszej trudno4oi *). Wi- 
b i m y  wiqc, Be W celu wyznaczenia si2 zewngtrznych be& 
ciqglej dgSyb nam wypada najpierw do wyznaczenia momen- 
t6w podporowych, 

5 87. Linia ugI@a 

Wiemy ze statyki budowli **), die rbwnanie linii ugip 
cia jest : 

111 (3 !YE----- . . . . . . m  

dx4 ,I .l%) 

(5) 
W kt6rem moment 52 zewngtrznych M wyrazid mamy jako 
funkcyg X ,  a a oznacza dlugoib, ktbr8 moBemy dowolnie 
p r q j  90. 

Rdwnanie zah linii sennrowej"*) jest 
9 P ---- . . . . . . . . . . .  

' b 199) 

jeili q oznaoza cighar jednostkowy a b odlegloi6 biegnnowg. 
Widzimy wigc, $0 obie linie bgdg te  same, gdy erobimy 

H 
g=;;., a a zetem linia ugigcia jest l i n i g  a z n n r o w g ,  

a2 ' 
d l a  k t 6 r e j  o b c i q h e n i e  j e d n o s t k o w e  j e s t  p r o p o r -  
c y o n e l n e  d o  m o m e n t u  M a od leg lohd  b i e g u n o w a  
d o  EI, i l o c z y n n  m o m e n t u  b e z w l a d n o $ c i  i a p 6 l c z y n -  
n i k a  s p r g b y s t o i c i .  

Wigc je$li powierzchnig moment6w uwdamy jako po- 
wierzchnig obciQenia i do wykreblenia wieloboku sznurowego 

EI 
u$yjemy odleglo4ci biegunowej b=- .(h W pode-ielce ail), to tea 

a2 

wielobok sznurowy bgdzie przedstawial oi belki. Jestto twier- 
deenie MO h r  a. 

*) por. Podrpznik Statyki budowli wyd. 11. str. 16. 
'3 R n n n W r 6 ~ .  379. 

S**) F> 3) n n $9 n 262 n 447. 





p y c z e m  b odaeytad nale$y 'W pobidoe sit. 
Jehreli podpory a4 W nier6wnej wysoko$oi, to nale4y rbh- 

aioe wysokohci rysowad wedlug n razy wigkszej podziazki nik 
dhlgoid. 

B. 38. Wielobok ugiqcla. 
Dla belki ciaglej potmebne nam S% t y k ~  sbycane podpo- 

xowe, kt6re dla pewnej podpory 4 te same obu sryiiednioh 

1 I 

prqsel. W talnim.rasie powieraohnig moment6w mokemy po- 



dzielid pmstemi ukosnemi, a %e na  podportloh momzity zwy- 
Me'% ujemne, wiqo dkielimy powierzohnig moment6w, jak to 
uwidcwadi$my, na  vs. B., na trey q h i  proet;smi A + B  
i AuRfl, 

Powiemhniij A"CuB", kt6rqbyhy otrzymali jako pw 
wier~sdxbi~ mmomt6w dla belki jednoprzgslowej, gdyby rlaB(' 
byla smykajqc*, nazywpmy z w y k l a ,  p o w i e r e o h n i a ,  me- 
m e n t.6 w (ednfaeb Mmmhfldche).  Niech h d z i e  wielkoid jej 
ac, .to 

A'A"C"BuA'---d'A"B1-A"BaB'+ A"CuB"--a(-#, -6 +c). 

Z rysunkn widzimy, Be 
WE atf - A ' A m B ' ~ ' l ~ ~ ,  

W a nareszoie ac=A"C"BU=-- 
h 

, jeQeli 9)2 oznaoza Bredni moment 

belki jednoprzqslowej. 
Kreilimy tern wielobok si2 a b e f ,  obieramy biegun 0 

eI 
W odleglobi b--- wedhg popreedniego paragafu, wig0 bgdzie 

a% 

DYugolid a ,  sYnB&c4 za podstawq pmy wyrahniu pla- 
szozyzny preez proste, mokemy przyjq6 dowolnie, a wigo n. p. 
modemy przyj46 a=$redniej rozpit2folSoi albo jednej 5 memy-. 
wistych rozpigtoici. Gdy wszystkie przgsla, srq r6wne , wtedy 
przyjmujemy a-2, wig0 mamy nas t~pne  sily : 

M y b y  styozne podpomwe by$ znane, to konstrukoya 
dragiego wieloboku sznumwego bylaby nastqpng : 

W o d e p i e  b od pionowej 'pzez Brodek ciq.lroBoi B zwy- 
Hej powiemdmi moment6w odoinamy z obu stmn dlngo86 

l c-W- i lvzymy t e  punkty na  krzyB, otrzymane W ten spo- 
crk 

s6b proste naeywamy l i n i  a m  i k r z y B o W e m  i (n. Krwltnim, 
fr. tr~suersales,  2igures m W&), ktijre pierwsq wprowadzil C ul- 
m a n n , a M r e  preedstawiaj 4 promienie wieloboku sil. 



Je$& SZWFZ~~. &3riwao &~QFOWS ad1 U i E)I P, to, d b m y  
 TO; =q 1 V V ~ S F ~ ~ . ,  U E i 5 7, o ot,my- 
m m y  .&rag$ .m5elobah smmrowy, Wry pr~edrrtawia Eniq U&- 

oia i kt6ry dlrrtego nazywamy d r u g i m  w i e l o b b k i e m  
ssna.nr@wym lub w i e l o b o k i e m  ug i~c iar ,  @. ehtim6er 
Pdygolo, m& 8edEp,ol9gow, fr. L second &gwo ~sHEo~&&~). 

;Konstrukeyq powyhiszrq podd MO hr. 

9. 39. Wymaczenie momentow podporowy& 

Z rys. 56. wideimy, hie A M U ~ u a b 0  i BiVVcuOfe, e wiqo 

Podstawmy wertosci za t, i t3, e, otrzymamy 

a w i ~ o  odoinLi A B  i $3 49 gqaroyon$ae do momentbw 
"A* 6, . . 

podporowych. fdd prn~=ezny b--&a, to ' 

-K JePeli chcemy wyranwzyb od- 
legX066 rc (rys. S), W ktbrej 
pionowy odoinek migdzy pree- 

B dknrZeniami pierwszego i . dru- 
L-- -- - - -  - - - -4 giego boka drugiego wieloboku 

a .  

,+ ------- - - .-&$'L - - - - - ' NJ 
sznurowego rbwna, siq -, to 

d * & G A , T 3 .  .* :.;*3 i 
3 " 3: W 

otrzymamy - : 2 X = x  : +l, W J ~ U  
k 



. f.: , . Dla beM obn- 
ehunnie gotlimo 
nt~erdmnej sij 
0bQ8 d Y b e ~ 0  @- 

. ~ I O W ~ '  p(9.rai-8) 
,W*+@ @b 6d~0686 
prod.&luie CEa i Of 
($39. 67.) gios;iome ; 
4i&bbm , p"aakt a 
w.ptads :za P, a a d  

o={+t,,  'dbc ddA"B+ 
+B5BHB--ZX4@, as &g 
dk sbwemi *id&: D1 a 
belki poziom'o o b n  
k o h o r m i  a f w i e r d a o -  '. + n e j  j e s t  snme p@- 
G i e r z a h n i  njemnyoh 
momeht8w,rbwna po- . . w i e r ~ c h n i  axonsea- 

++W"', f e&ali,SXq i W" 

po~iomo ntwiusboa@j, 
o ,urbwiezbanej ofmq- 

3 por. PodmpdIr. 8Cby-M B&.bzli D. v q d ,  str, 267, 



mamy wigc wielobok ssnurowy ADo $ V, B,, . a- dla tak 
samo obcieonej belki c i ~ l e j  AUSFB. 

Z rya. 67. widzimy , ke A& MO= & V. V@', *c A%= 
V. To'= TV', ods@powi linij krzyiowych HT i R8. h16 . 

otreymamy AM, :+l=+,  : b, a zatern wstawiwszy wrcrtog6 ea t,, 

W i b w  stqd, Ae odshpy linij kr~yiowy6h W p i  OP o- 
w y c h  . t r z e c i o h  cagBci  (n. Drittelmrtbde., fr. mtii& tvi- 
sec&iae, vmtide aa* biers) sg proporcyonalne do momenMw 'D" 
i Illt'. Dla &--l a b=+Z bylyby te odstqpy pomnokone prim 
odleglo46 biegunowg r6wne momentom D' i D". Zmieniwszy 
odpowiednio podzialkq ,i odczytuj4c Sm' i B" W pddzialce mo- 
msnaw, otreymamy i @lu. wprost r6wns. odt&pom. .linij 
bsyEowybh w.$~nmycb  tmedclr: seq$ci. H a  pkf &lo&6 pmyj- . 

mowed Ndziemy, ke moment$ odczytnjemy wedlug osobnej 
podzialki momentciw. 

Z rysunku widzimy, ke 

a 8 1 
~ ~ S - - ( ~ ~ + S R . ' ) ( ~ )  -R'(--) ,, podobnis iVT-9L' 

ct wiec o d s t g p y  l i n i j  , k r z y k o w y c h  w p i o n o w y d h  ped- 
p o r o w y c h  s g  p r o p o r c y o n a l n e  d o  i l 6 4 c i  %" i R', a .  

a dla a- t rciwne ilo4ciom R"' i W'. I lobi  Illt' i 912" i 92' i 9" 
sg zdeSne tj lko 'od oboig8enia i dadze, sig, jak wiemy, anali- 
'tycznie wyznaczyO (8. 4.). Znajgc je ,  mokemy linie krzyAowe 
wykrdlii. 

Z rysnnkn widzimy teQ, .Ee odcinki M8 i XT sa, to mo- 
menty statyczne airy c ,  dzialaj%cej w S ,  ze wzgl~du na pio- 
nowe podporowe A S  i BT*). Mamy wiqo 

*) por. Podqmnik Btatyki Budowli If. wyd; sta= 16. 
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8 

.B zotem punkt 4 pxseci9cis si9 b o h  $r~dnieg0 UP 
z pros@ AB wyznmza punkt, W kt6rjm moment staje sig ze- 
rem W pmq4le nieobci4bonsm. Jestto 6w p u n k t  e t  a l  y znany 
z 9. 9. ; be rzeczywihcie jest on punktem stazym, udowodnimy 

5. 42. Dwa przgda eqeiednie nieebciqfene. 
Jebeli .teraz wehrniemy pod uwage dwa ~rgsiednie przgsls 

nieob~i@one (rys. W.), to wiemy, be styozlu podporowa W B 

M n i e  wieloboku ugiqcia obu przqsd, to WWo wyznaczy kie- 
~ n e k  wypadkowej dw6ch sil t, i d,', dzidsjrkcych W P i Ui. 

M l,  M l A $0 t, : t,'-+- - : +--A -=-li : l, wiec odst~py poziome v- 
. h a  h a  

hadkowej WO W dd P i muse3 sig mie6 jak .I : J , ,  a ,  zatem 

l 4 L 

Pionowg WW,, odlegtq od V o - a od Ui o -, nieza- 
3 3 - 

leEng od ' obcig3;enia, nazywamy p r z e S u n'i Q t 9 p i  ono  W 9 
p o d p o r o W g (n. .umsdrankte StGtamvwt'icaZe, fr. vwkicde a& 
hire ,  co~trevertdcaZe, verta'eale adjacente) ; widzimy wigc, Be prze- 
dldenia bokciw 4rednioh dw6ch prz~sel nieobaigbonych prze- 
oinajg sig W przesnnigtej podporowej. 

Z rysunku widzimy dalej , Be U. : I, WO -- U. U, : W W,, 
a takbe Uo'ui : Vo' p=l : 1, , V. 7 t W w o  = I T ,  : I T , ,  a wig0 
UoUi: WW,--ZIP, :1,.IW0, nareszeie IiD,: I, W,,=l170 : li,IWo. 



. . Withimy wiqo, &e pslohnie pu&tu I, jest prty danyoh 
i -2 ,  aalehne tyllto jes~~.om od pobokenb pmktu I, wigo dla 

jakiegokolwiek wieloboka sznurowego pozostaje pnnkt Ii ten 
sam, jeAeli punk$ I siq nie zmienia. Poniewatw przgkle s h j -  
nem punkt I, W kt6rym moment etaje sig mrem, jerst zswa~,e 
na podpome, wiv polo$enie .-jeeg siq nie zmienia, a zatem 
i W nastggnyoh prqsZaoh punkty I nie %mieniajq swego po- 
lotenia, q wigo stdyrni. Z bego wynika nactqpna konstrukop 
wy~nacaenia pmht6w stdyoh: Z punktn etalego I (a W pierw- 
Beem p r ~ ~ h l e  z podpory A) IrPdslimy hwolnl -pro&% Iv 
i otrgpmuje&y punktp .P i W, kr,diiuy P@ z+$ do przei tpk 
4 z p i o e  bw$@ qgki i:%*p $- TK 
p e ~ i @ i i ~ : .  6 9  , 7.- AB p a j r v ~  p a b  4. jdeli 
A ,  B i, a me.. W linii' prortG, to w~Peaiwjm p&rtam 
&&ym'~.d;ls p r s @ ~  B 0  jest punkt I,, a punkt I, le8y w p b  
nowej hunktu stalego. 

Z rys. 61. wyen&zyli8;ny W tkn shoskb pnnkty stale I,. 
i I, dla podp6r r6wno wysokich. Zao-ynajsp z drugiego kolios 

. E, wyqsbcsylhy tea drugie ~ u n k t y  stale & i X''. 
Je$eli belka, jest na pierwszej podporze W A poziomo 

utwierhona, to i d l e  poprzedniego ($.-g.) punkt sb ly  I, leBy 
nie W A, leoz W jednej trzeoiej pietwszego pragsla. 

Z kons tdcy i  tej, podanej przez Y o h r a, w y d  b e s p  
Brednio, P;e pudcty s tde  l&&. mmng W skrajnych trzeoioh 
ozgScimh prz$d. 

Rysunek 62. prsedstawia pierwszy wielobok sznkrowy 
dla belki o i d e j ,  kt6rej n-te przgslo jest obci@one. Gnie mo- 
mentciw sq w p r q d m h  nieoboi@nych proste i przecho&8 
prze5 pnnkty &de, st4d mmenty podporowe napreemh 



d o d d e  i a j m n e ,  wmdtajtj ku p~p.qdu obitjion-01 i sq 
w k p j  d. dwa b y  wi*e od pop~ednioh. m y  p p w z n e  

rys. 62. 

q to pochodine funkcyi mosnentbw, a wigo W pr~qdach nit+ 
oboiqaonyoh M e  ail poprzecznyoh sq poziome, a ke st rp j& 
nrtprzemian dodatnia i ujemna , wigc i sily popraecene sgb na; 
przemian dodatnie i ujemne. Bddzidywania r6wnajq siq rbB- 
nicy algebmicenej ail popre~cznych 5 prawej i lewej strony 
podpory, a wiqc, gdy sily popreeczne zmieniaj~ n a p r d  
znaki, oddzialywania ea, tek naprsemian dodatnie i ujernne. 

9. 44. Przgslo obciqtone. 

JeAeli pn&~o A B  (rys. 63.) jest obciqhone, rt inne przp 
d a  nieobaiq$one, to mo$na podobnia, jak 9, p$., Zatwo dowie46, 

1 rys.63. , 

$0 przedluhenia bok6w Srednich drugiego wieloboku sznuro- 
wego dw6oh sqsiadnich przqsel przecin&js, sig W przesunigtej 
podporowej i przedZuEenia bok6w Srednich SM i SN przecho- 
dza, przez punkty s tge  I i K ,  gdy podpory s4 W jednej linii 
prostej , inacgej zrt4 przez punkt przecigoia sig prostej CA 



l 

wsgl$nSe BE i pionpwej pm81 punkt staly. Aby wiqo wy- 
Irrdlid widobolr ggnurowy p r w t  oboi@onego, p s t q p -  
jemy W m8hpliy epos6b. Jedeli' mamy dane obcieenie, wy- 
hehlamy linie kreykowe. .W 8: 40. u d o w o ~ r n y ,  Be EUi 
i TVi r6-e odnohym odstqpom linij 'JmyBowyeh, a Be 
odnosi sig to i d(o ianyob ~doiak&w, wiqc i da IIi i K&, 
kt6re. robimy r6wne odpot5n.p~ odstqporn, linij kreydowych, 
bdl irny IKi i KIi i W ten spodb otmymujemy dwa $rednie 
bolri drugisgo wieloboku sznurowego, OdcinG H i BiV, W- 
rdmy teras myskali, + propomycqbe do molhenthw pod- 
pra+o%. 

Po*sw* ,.&l,.+ t.1, a; 180$ *c #il& hid*jw . . 
'S 

-W @ = = + M J ~  dzida do gSr$. i j&& njemna , a stqd i M' j& 
(L 

ujemnem. Widaimy w i ~ c ,  d e . m o m e n t y  p o d p o r o w e  przg-  
8Za o b o i q S o n e g o  u j e m n e .  

Jedeli podppry 1editq W linii prostej , to do wyznaczeaia 
m m ~ n t 6 w  podploroayoh nmkemy d y 6  nastqpnej konstru]Ioyi 
(m. 64.). 

Jedeli A, C, B, jost zwyklq 
gowierzghniq mornenldw, a i3N 

;i JKS liniami kms;lrrbowemi, fo 
krehlimy W. punktach stalyoh I 
i' % pionowe, IntSre pkzecinajq 
W e .  lrrey8owe W I' i K', a FK' 
jest w t d y  linig emykaj4cg AB, 
jak W -(v. 63.) ; odcinki zatem 
AM. i BN 134 r6wne (jedeli 
a,--Z), d b o  proporoyonalne do moment6w M' i B". Robimy 
teraz momenty H'--AiA2 i Mu=BiB2, a A2B2 jest lini4 ze- 
mylqiqop dla, be lg  ciqglej. 

g. 45. Dwa qsiednie przgsla obei@one; 

I tu (rys. 96.) WO W jest wypy3kawq mil t, i t,', l e e  
I 

wigc W odleglohoi - od F, a astern prze8uAesia bok6w he- 3 
dnich dw6ch slbsiednich przcpel przecinsjg sig W .przesuni@ej 
padporowej, Mo&emy tu  tak&e udowodni6, 80 prosta PI.' po- 



prawadzma przm punkl; B pmaoina pzwedJ&& h M w  & 
dniqh VS i U, $ W pionowych pmkbsh - a y & .  Witlsiz~~ y. bo- 

L ---- +-i ---- L I I -,-----: z------+ 
* I 

L -5- -4 
+em z rysnnku, h: UoO;:?Po=Z:~ i ITBo:W~Wo~~F'o:PWo, 
a zatem UoUi: WWo-lI'V,:JiI'liP,. 

Dalej mamy U. D, I ' m  WO WI', w i ~ o  
U o q  : WWO--17,J,': WO&', zsbm 
U,TI1: W0Ii4-Z..PVo :ZII'Wo. 

Gtdy punkt P porusze id% w pionowej, nie zmienia aig 
staraunek I' V, : I' WO, w i ~ c  i stosunek Z7,1;' : WO T,' zostrsje Csn 
sam, o zatem 4,' po~odntaje w.4iq-j sanaej pionowej. Gtdy +a 
p . e  i jest stdyrn, t;o i F j& B+&= 

JeSeli belka ciqgLa o nier6wno wyaokich podpomch jwt 
dowolnie obciq8ona ,(rys. 66.), to ~ n o r z y s t a ~ ~  e popra%dnir& 
eW;erd~;sri, mokemy wykr4lil d r q i  wielobok sznnrowy i 5e& 
w y s n ~ q b  momenty podporowe. Po*pujemy w W y  W na- 
stepay spos6b. 

1, Wyznwzamy punkty stale A,, I,, .l8.. .Xi, K,.. , 5s- 
pomocg konstrukcyi, opisanej W 9. 42. 

2. WykredIsmy v e  wmystkich przq*~wh linie krzfiowe, 
a to wedhg 9. 38., wykre4liwsey drugi wielobok aiZ i' przy- 
jrlwszy odpowiednia, odlegl'o80 biegunowlal b-+a, hb teS, oo 
lepiej i prqdzej, obliozaja,~ R' i St", E st4d odatgpy linij kmy- 
howyoh W piosowyah podporowych w d u g  g. 4. 

WeoZug g. M. odsQp mi~dzy  rSrednimi bokarni W piono- 
wyoh txzecich cz~doi, a zatem i w inngcch pionowych jest 
r6wny odpowiedniemu odstgpowi linij hy$owyoh. A w i ~ c  
robimy BC-0, Q,, kreilimy C A ,  aB do D,, do p rkec i~ ia  m9 



z pionowg punktn stzdego W drugiem p q i l e ,  w d y  Q jest 
pupktem boku 4redniego drugiego wieloboku sznurowego we- 

rys. 66. 

dlug g. 46. Dalej robimy D,C, -- 02Q,, M l i m y  6?,4 a$ do 
D, i t. d. Potem zaczynarmy sn6w od A,, robimy A4E4-R,P,, 
krdlimy E, A, d do Fa, robimy E,E, -R,P, itd. 

4. W ten spodb otrzymamy dla ke4dego boku hedniego 
dwa punkty C i F,, C, i F,, A i E, itd. tak ,  ke te boki mo- 
temy wykre4lid Pionowe treecich czgAci, przecinajqce boki 
Bred&, wym~~o%ajq pnnkty bok6w skrejnych, M r e  term m e  \ 
$ m y  wykrdlid Qdcinki pionowe mi+y pqedlrdeniami bo- 
k6w Brednich a podporami w ,  jak wiadomo ; proporcyondne ,'i, 
do moment6w podporowych, kt6re w ten spodb motemy wy- !.'\ 
znaczyd. Czy konstrukcya byla dokzedna , mokemy sprawdzi6 ' 
W nastgpny sposcib : 

1. Bohi rirednie przecinajq sig W przesunigtyoh podporo- 
wych n. GPi *i EsD, W' F. . 

2. Punkt prseciwia' s i ~  bok6w Brednich jedaego pragsla 
mupii leteh W pionowej nad punktem przeciqoia sig linij krzy- 
towych n. p. S,' nad S,. 

3. Prosta , l4eaqca pnnkty pr~ecigcia sig bok6w Brednich 
z pionowemi trrsecich czgBci W prz~dadh sqsiednich, musi prze- 4 
chodzi6 przez podporg , a. p. pnnkty V$, A; i U2 muszq leked 
W prostaj. Jekeli ppgdo kljbre nie jest obciqkone, to obie linie 

Podr. Teor. morMw IT. h .  

I r 
I 



b y Q o w e  wpdajq ne siebie. Konskmkuy,~ % podat pierwszy 
~ u l m a . a n , .  

CO aig tyczy podzia- 
lek musimy pamiqtab, Ee 
s t o s u n e k p o ~ i d ~ ~  jest, jak 

.l. 
wieqy, - , jdeli stosn- 

hm 
. nek podzidki dZugdci jest 

. l/m. ~ r G a  odleg'4046 bie- 
- gunowa b me by6 r6wnq 
' a  - Jekeli nie chodzi nam 

6 '  
o ugigoie, a. podpory s-q 
W linii prostej, to obojqtna 
jest podstawa a do zamie- 
niania powierzchni ; jeEeli 
ztd podpory sq W nierb 
wnych wysoko8cisch, a r6- 
Bnice wy~sko$~$ wy$re$li- ' 

.l. my W po&iUoe - $0 m$ 
n ' 

;shy wedtag 202) pmyjqd L- 

%EX 
6-- Przyjmvljemy wigc 

a*' 
natjprz6d a r6wne rozpiqto4ci 4redniej lub jednej a danyah roe- 

0 
piqtoici, przyjmujemy dalej b e -  W podzialce. dXugo4ci i obie- 6 

n d  ramy taka podzialkg sil, aby h-- 

$. 47. Obcienie jednmtajne zupdne. , 

JeEeli przgdo AB (rys. 67.1 belki oi&ej. jest jsdnbsbjnie 
obaiqhone,. to linia moment6w jest tn parabolq. Ilohi '3' i 3" 
wyen&ozpy wedlug r6wnania 16), mianowi~ie W'-- 8" = -+gZ2, 

, a wigc wedlug g. 40. odcinki podporowe linij krzykowych 

Dla l=a A'P==B'R=&22, wiga DC=&lZ, C zabm jest 
wierzoholkiem paraboli, kt6ra pr5eohodr;i przez A' i B'. 





JeBeli tylko czgd6 przgsla C,, ,R, (v. 68.) jest jednostajnie 
obciqBona, to linia sznurowa sklada sig z prostej AC i paraboli 
CB. J d e l i  W wieloboku sil wykrehlimy promienie r6wnolegle 
do styoxnych podporowych, to dla obci4Benia cdego pmpla 
styczna bylaby EEV, w i p  odno4ny promie6 OE'//EF. Zr6bmy 
teB OA4// CA i OB' I/ BG , to A'B1 : B ' E  -g1 : I. Z rysunku wi- 
dzimy, Be cGBIk,0A4B', wigo BT: B'A1-& :h.  A Be 

A'B' =Si, wigo RT : p& -gi : h, a, zatem 

Jekeli dlugo$ci BT-d dla zmiennej E, wykreilimy jako 
rqdne, to otrzymamy wedkg 206) parabolg. Dla & - - I ,  a wiqc 

dla obcigenia zupelnego, jest BP = 2 FEP -- 'l2 hiec gdy na- 2 h '  

awiemy FEY-t, to d--BZ---~.%--2b f i (:lz 2 . . . . . . . . 207) 
. Jestto r6wna- 

.wykreMamy pa- 
rabolg Acrb, dla 
d wedlug r6wn. 
207) , zrobiwszy 
Bob=-2f. Zr6bmy 
Aon=&, to W--d, 
robimy wigc d== 
=M--BT, 24czy- 

my A z T ,  W polowie COBo krellimy pionowg, otrzymujemy 
G i styczn4 @ B ,  poczem wykre4lamy bez trudhohci paraboli- 
czng linig sznurow4 CB. 

8. 49. Obchienie jednym clgiarem skupionym. 

JeBeli cigter skupiony P dziala W punkcie D,, (rys. 70.), 
e tr6jkgt ACB jest pojedyncza, powierzohnig momentbw, to . 



&C j d d i  QD-f, ADC-W, wigo Zr6by U - E B ,  

Ep-)&a, .M' pies P J ol+k&~i AOB, 
. *. 

wigo moherny tn 5 a r ~  wyBrrekE6 dmgi wielobok ssmurowy. 
% powodu., Bef f -3W,  wig0 dlahgo i @ prrgjmiemy rwy 

8. a., to WtedJX m h y  pmyjqd 
pmpd, na$lepiej kednia dlug& 

Tu pr~yjjmiemy a d ,  acbm &-+a,' Pmyp&my, ke AH 
i L# t q  b h n i  Irr~$swam& he wip pwdi$ id przmi~& eig 
.B le$yr w pionowej paw qB ai@~@i . - .  p0~9dynoeej' po- 
wiermbni momntdw, ta wi61ob~ku 
psnmowego 1VD i NO aw;p& Ha 
moay gopmedniego wtedy, gdy NKIIAB, to' MX-WB. 

Wideimy, fie 
~ B N x I ~ ~ ~ B C ,  5 8 h  Bx: OII-BF: HE. Me 

D.G~=L~,B. i .DBmA33, bo BB-%AB--AB. 
G mwi pnr;eehndp;ii p m  pu& X ,  gdyfi 



BX: OB.==Bff : @D, q l i  
BM: CI)--(~A.B-AD) : AB, jak pierwiej. 

%debnig ok~ymamr,  prsedln6ejw H@, p& L, 
Je$eli punkt 8 w y p a d ~  jsa @pier, utyB mohemy~drugiego 

sposobu wymaczenia punMw L , .  i 114. 
".l.- : .I&.A~.*& .% ifi,. + ~ , 4  

, . 

Wykrellmy VW /I A B  (rye. ?'l.), CL I/ B V  'i CM//AW. 
Wtedy linis AN i B& $9 liniami hq$oweini,  j& fo zarw 
udowodnimy. FrsedTuBmy A B  f XC aB do G,' to' 6 D C Q A B  W, 
bo DC=BW, s wszys&kie bogi rbwnolegZe, wiw GD-AB, 
a zatem na mocy poprzedniego dowodu p d t  M jesb punktem 
linii krsytowej. To samo mohemy udowodnid CO do punktu L. 
Z konstrukcyi powyiszej wynika, i;e punkt S mnsi leBeO w e  
wn4trz t r6 jk~ta  ABC. PO wykrehleniu linij kmyhowych mo- 
Bemy tsraz Zatwo wedlug 3. 44. wyznaczyd mommty w da- 
nem prz@le. lCre1by W punktach stdych pionowe ah do 
przecigcia sig z liniami krzy$owemi W I' i E, a praez I' i K' 
zmylzajqc~ A'B'. Powierzohnia kreskowana przedstawia po- 
wierechnig .momentbw. 

Na podstawie psprzednieh twierdmdi moB-y wyenaczy6 
Zatwo linie wpdywowe siZ p~przecznydxi moment6w. Tok kon- 
ertrukoyi wedle S t e i n  e r  a (tabl. I, rp. 1.) jest nascltpujqcy : 

1. Wyznaczamy punkty Bstale (rys. a) wedaug 8: 42. 
W many spos6b. 





wcnystkie f i e  wpt9sowe dla punkMw od A do P bqdg midy 
~ 2 9 -  s d  h i e  wp4ywom d b  p W w  d P do 
B Z W J ~  PR B P$@IXQ .c'P1. DZngoBd 2'2-P, Wyzwzmie  
wplpw~wyoh dla oi l  poprzerc~nych jest wigc bardzo Zatwe, bo 
te nkkrywajp eig po ozpbi. 

J&eli cigkslry prsenosz4 &g na belkg zapomocq popme- 
mnic, to linie te mnienicija, sig werkutak tego t& , j& prey 
belce jednoprzgdowej. Zamiast linij wplywowyuh kreywych 
otrrcymujemy wielobolri , kt6ryoh wierzchdki , odpowiaidajqce 
poprzecmicom, l&% na tyoh liniach krzywy~h. 

5. 61; W I ~ O ~ I  Unlj wptywowyc~ I tab~ ias  do W m a n i a .  

h&. D a U j o n udowadnia*), Ee liPie wpxywowe moment6w 
skladaja sig z eizg4ci pamboli sae4ciennych i okre4la ioh wla- 
snohci. Jekeli przekrdj C l e e  W cz$ci &edniej, 60 niema linia 
wpZywowa W drtnem przgsle panlctc5w ~wrotnych. Jekeli zai 
leBg W ozp8oi pierwszej, to pnnkt zwrotny l e e  W czglci trze- 
ciej I na odwr6t. W sqaiednioh przgdach linia wplywows ma 

S punkt z w r h i r  W pionowej puakta i b -7 l e v c h  
1 punktn stsdego iewegc+ p ~ w y ~ h  'pmaaga J& bqddkbr bs- 

dali dwie Iinie wp~ywswe .(t.iednkh dla p-& i C, 
to r q d s e  ioh-w prztpZsch na lewo ldt+aych majg sig jak od- 

' -  e p y  C i C' od pnnktu stalego na prawo i na odwr6t. 
Linie wp$wowe sil poprz&znych skladajq sig takke s pa- 

rabol 3 =*U. 
Inkynierowie D U p U y i C U 6n o t obliczyli dla belek wie- 

loprzgslowycb rzpdne linij .wp&wowych dla rozmaityoh sto- 
sunk6w rolrpigtolci 9 "). W osobnem dziele p. n. ,Calcul des 
ponts mi5talliquesu zesbawili idynierowie Adryan C a r t  i Leon 
P o r t ee (18%) taMe takie tablim, za4 G r i  o t W dziele : Inter- 

, polierbare Tabellen zum Eintragen der Eidusslinien (1904). ' 

$ W 0.8. podalilmy eposdb wykrBBlenia Iinij wpJywowyeh 
dla bellri dwuprzqdowej, gdy I, -1, -2 .  Tu podamy jako przy- 
Mad rzgdne tych linij dla tego samego wypadku wedlng Carta 

$ i Portas, a t a u e  rzqdne linij wplywowych belki trzyprzgdo- 
wej dla 3-09. 

*) por. Annal. das ponta et chanbi~h 1894 I. str. 969. ' 

*+) ,, ,, ,, a ,, ,, 1897 1II. atr. 91. 
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-B. Drug ie  p r a g s l o .  - - 

Wetawia6 nalehy 
w d o g  linii 

prostej 

l 

Drugie przgsto 
+o- 
+0.m 
+O:068 

Pierwsze re&o 
0.0488 

-0.0720 





X W ' R q b e  W p e 1 e  egsZdnfem - ---1.O 
z 2 I "  - PmMo lewe P m 4 0  prawe 

0.1 -0.1262 +0*8748 
-@W +Q7611 

+0.0700 
0.4 -@W +0.6146 +06s?2 
0.6 -0.6964 +@W +l086 

1 0657 -06753 +@W7 +O.lllS 
0.0 -0.69'77 ~~ +0.1111 
0.7 -07908 +@m% +0.1093 G 0.8 - 08753 +Oa1267 
0.9 - 0.9436 90666 

0.1 -0.0748 +@B67 
0-2 -0 l667 +O.sSaS 
08 -0.2100 +0.7800 
0.4 -0.5829 +0.6171 

-8 0.6 -O.MMNl 44f~Q08 c 0.6 -0.6171 +O 3829 
Q 0.7 -0,7300 +0*2700 -0 0663 

0.8 -OS348 +@l667 -010566 
09 -0%267 +0.0748 -0.0170 
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;P "proat moment pocXpos~w;p M. 
s s w a i q  k o - d y c  & I whm 
~ t d ~ o n ? .  W sw;grkZt& Ta biejaa?~' W 
,+g$, a. oIs2iop1;gmy T,, Fa i it dk o 
piemwego pm@s podpry 4 dv p m h ~ i  $ 2  lab 1, Jde- . 

jak .to, p ~ f i g l i  a--4, ta T82;--q4 i t d., d'F,r 
9-7 w d u g  sCIrin~anis ). Pun* F bn a@la wysnecmne 
.&QWY S B,, S ph;skky, p s o j p h  siq @& pmsbyah. S pio- 
a~wsas, paalata r t d ~ g o  K,, poJlqp~oae 5 4 ,  wpju+-a4ib~j~ na pod;- 
prowej B p d b  1, $ 3$ 4. Odoiaki 8 1 ,  232, $& B4 s4 to 
gomntg, padporowe dJa obd+e.fi ~~ AI, da, A3 i AB. 
, Podobnle obymujesny i w dq#arn p'&e momenty 

godprowe 236, m, 37, 238 i B, C%, C?, C%. I tu adoinsmy 
ndpierw as obu pionosrryoh ~ a d p r ~ w y &  iloaE@i Tg, . . . TB1, 

W piamaaem prsq&l~. Na d2ugohi AK, 9 najmniejsze mo- 
menty, gdy jeet aboiqbone pm@o Clrednie~ (ohiqbnie I.,  r y e .  
y) , wtidy momBnt. ae podpmzm B j&'~.$,  Znbbrny (rys. 8) 
B'Ow--BB i p40emy A' a Q"', w a y  pro& t s  do E', bg- 
dzie liaiq, nejmniejeagoh mog~enan. Dle aykrdlenia dalaeej 
,e%#oi bj iinii najlorpiigj 'hdaie wysnwsyd jq s t y c ~ n d  dls 

' 1, 

i' otmymamy ad;&&- 8'4@ [v. d), (a, -AWW, s3,~..AIa", di = 
= 81". 119oznent pfipolrowy dla obiai,mxia' j& =Bl+B8-- 
, ~ " + O ~ n l J * I S ~ i a ,  lib" j*' , do 'liasii mu- 
rowej dla o D. Podobnie o&q%Wp d@sn~ BWd,  
bUSI'", &4'@ dZa' &&+enia m, TV i .V, Mdre v8ykmtsbj5 re- .* linii najrnnidfm-ych znorn~nbbw W pierwasam @r@e. 



W pr~ghle hredniem t&e najpierw wykreaimy linig naj- 
mniejszych momenaw. Dla oboi$enia IV (rys- y )  otrzymamy 
moment ujemny W C C'Oi=B4. ,PoZgczmy 0' z F,, a otrzymamy 
moment podporowy w B. Pnnkt K,' tej prostej wyznacza 
najmn. moment W punkcis K ;  jsEeli witp przez K,' poprowa- 
d z h y  poziomg , to F, "K,' bgdzie l i ~ i g  najmniejszych momen- 
t6w. Pozostaje j e s k e  hzywa  4go stopnia K,'8', kt6r$ mown 
wyzneczymy stycznemi. 

Dla najmniejszych momenthw na b e c i e j  czgh~i hredniego 
przgda muai by0 obcjqBona pewna dlugoh6 od B i trzecie przg- 
sio (ebiq&. VIJ .do X, ~ . A B ~  y)* N~r&pm5d qiep. , w y ~ a a c ~ y m y  
momenty podporowe dla k J ibgo ,  o$c@enia. Wp. dlat obcit@enia 
VII otmymamy ujemny moment W C ,  dodajw 00' do 0 6 ,  
otrzymamy wigo Ci6", nuc po%lpome B;& 'B b e e  X-B 6-BO. 
!Cam wyznaczamy weiUug g. 48 d8 -at8 ==B1€?, d.,'-EM' itd., 
odciqgamy od tego odnohny moment podporowy W B i otrzy- 
mujemy wtedy punkty 8"7" iM.; ktbre polqczone z punktami 
8' i 7' itd. d a j ~  styozne do linii n&jmniejszych moment6w. 

Resztq linii najmniejszych moment6w dopdniemy, rysujqc 
symetrycznie do hrodga belki. 

Linig naj wigkszych moment6w otrzymem y przez odoiq- 
ganie rzgdnych linii n&jmniejszyah momenthw od linii momen- 
MW dla odkowitego obcighenia. Aby z d  tg linig otrzymad, 
zauw&kymy, &e dla zupebego obcigBenia otrzymamy momenty 
podporowe, dodajw momenty, wywohne obcig&eniem kakdego 
przgsla, wigc W pnnlrcie B bgdaie H--B 4-B8+B 0. W C 
bgd~ie moment takie tak wielki, a m a j ~  teraz momenty pod- 
@orowe , wykrdli0' moBemy z ~ a t w o d c i ~  paraboliczne linie 
sznurowe. 

Wyznaozenie sit poprzecznych jest latwe ; zwaky0 nam 
tylko trzeba, b;e .obciqBenia, W sohemacie (rys, y) uwidocznione, 
wpyolujq raajmn Q dla odnohnych punkt6w. JeAeli wi90 .od 
punlrtu' A ,  1, 2, 3, B, 6, .6 itd. (rys. E) na lewo odetniemy od- 
legZ'q& biegunowg a i wykrehlimy r6wnolegle do odnodnych 

' 

stycznych ACT", 1" l'", 2" 2'" i t. d., otrzymamy punkty linii 
najmn. sir poprzecznych. 

Dla obai@enia eupdnego linie sil poprzecznych sg proste, 
doh0 wigc wymaczyb dle kakdej po dwa punkty, CO robimy 
W ten sam spos6b, k r d g c  n..p. W//A'n i t..d. Linie najwigk- 



szych sil . poprzecznych otrzymujemy za6w *przez,odciqganie 
regdnyoh - najmrr Q od linii ail  poprzecznych dla obeigfienie z u ~  
peknego. Ostcotnie 3 rysunki (t, q, d) przedstawiajg wyznacm- 

. nie siX zewnqtrznych, wywolanych ciq$arern wlwnym. !h wy- 
znaceamy tylko laomenty podporowe dla o'bcigBenia calkowi- 
tego .przgsd, a wigc B4,  B8 i CO. M0men.t W B bgdzie i K 5  
= -B 4-BB+ CO; dalsza kanstrukcya jest wobec tego, co$my 
w y h j  powiedzieli, zupeknie jasnq. 

Dotychozas przypuszcza.li$my, Be przekrdj belki cigglej, 
a wiec i moment bezwladnoici by2 staly, teraz zbadajmy, o ile 
oblicaenie to sig zmieni , jeili przekr6j bgdzie zmienny, przy- 
czem wylogymy rzecz wedlug W i n  k l  e r a. 

Dla balki pochyto utwierdzonej otrzyrnamy wtedy eamiast 
'r6wnad 2) 3) i 4), jebli I jest zmienne, 

mwnanie 6) i 7) pozostaje niezmienione. Wstawiwszy r6w. 
W r6w. 208) i 210), otrzymtrmy 

M ( X)& Mu 
&(zi-z2)=- -- 

1 
M' J ~ ( l - x ) d i ;  M" rx2dx 

&(S-Er,)-- - j' + +  a 
Nazwijmy I. Bredni moment bezwladnoioi, t. j. taki, &by 

, . . . . . . . . .  ; 213) 
. I0 

przyczem clalkowaG mamy od poezetku do kollca bdki przez 
.wszystkie przgsla. \ 

Nazwijmy dalej dla, bewnego przgsla 





- 98 - 
l& l* l 2 

C a k i  1 -i, f ,  1 '2 oznacdfbjq mEatsxn powierzchnig od- 
0 0 0 I 

wrotnfg bezwtadnoici d', moment jej shtymny' 8' i be~w2adno- 
Bci F ze wzpledu na AB, wiec 

Nazwijmy moment sbtyczny i bezwtadnoici ze wzglgdu 

wjgc B, --3(8'1-~') -2A-B, 7 2 

C, = = - ~ ( ~ , 1 ~ - 2 t ~ ~ +  1 3  l i ) = 3 d - 3 ~ +  C, 

a, zatem wedlug 217) 
o=C,, +C, y=~$B-2C=$k-a-/3 . . . . 219) 

Do wy~nwzsnie iloii ponoohicqoh a ,  ,d i y potmebu- 
jemy hp tylleo A, B, C i q,. e * a  p o ~ e n ~ *  i momenty 
statyczne bezwledno4oi' odwrotnej powierzclrni bezwtsdno4ci, co 
mo$emy wyznaczy0 albo rmhunkiem spombem ewyklym lub 
S irn p S o n a lub konstmkcyq tllbo planimetrem. I 

p p y a e m  X ' omacza mo- 
ment Qs be,E w dwu pun- 
]st&,pdpaptej. J&di wy- 
h&limy z ~ y k j g  lihi@' mo- 
rnemM'1~ dCB [rye. 78.) i'je- 
8pli kaajd4 r sqdn~  pompo- ' 

1 



dne dadzs, nam powierzchnig kreskowan4 ADCIEB, ktbrrl, na- 
zwiemy skurc.zonrl,  p o w i e r z c h n i s ,  m o m e n t 6 w  (n. ver- 
aerrie Xo&ev$ache). 

Nazwijmy Sl moment statyczny tej powierzchni dla pio- 
nowej AA' a S2 dla pionowej BB', to 

5. 57. lYlomenty padporowe b ~ l k i  c4glej. 

3 J d d i  dwnanie 216) 8sshsujemy do' dw6ch qsiednioh 
prz@ beiE citlglej o r 6 ~ u c i  wy&kich podp~~ach, jak W 3. 5., I $0 ofrzmrms 

GE& G- -k&tJ f rn+~  + 2&Mm-%lY), 
d o % =  + L+l(%a&+lMkf  I)m+l~*l--%+l'),~ 

ymlm%-i +2(@sJa+ ~ o l + i l m + ~ ) ~ m + y m + ~ l r n + i ~ m +  I- 

. . . . . . . .  -l,%" +I,+iW*+i' 221) 

oh, jak dla pnekroju stdego. 

9. 58. Punkty stale. 

JeEeli tylko jedno przgdo jest obcis,kone, to W nieobciq- 
onych przgs2aoh otrzymmy momenty podporowe, podstawia- 

221) m=l, 2, itd. i %1--92U--0, wigc 

2(8,Jl +%Z,)MI +Y,~Z~IZ,==O, 
~,~,~~+2ca,1,+~,~,)aa,+~~~,~~-0, . . . . . . . . . . . . . .  

Z pierwszego r6wnan'ia wynika 

Podobnie wiqc, jak dle pmekroju stdego, momenty pod- 
orowe s4 naprzemian dodatnie i wzrwtajs, ku przgslu obcig- 



Lonemu; podobnie t;ei TV $&&m pradle znajduj4 sig dwe 
punkty stale, dla ktbrych, jak W 44) i 46), 

~ a l s z e  obliczenie odbywa sig mpelnie, jak dla pmkroju 
stdego. 

Jako przyklad obliczmy momenty, wywozane cibhrem wlasnym, dla 
tej samej ballzi trzyprzplowej, kMra, obliczylislrqy dla pnekroju s td& 
W g. 26. A wiw n h h  b@de h=1000nc, 2=13*00m, glp0.0826, g=0-06746. 
Na rysunku 1. tabl. 11. wyznaczyli4my na padstawie poprzedniego oblicze- 
nia pmyblikonego pmkr6j belki. WysokoBd belki drewnianej otzzyma- 
liemy h - 35 cm, mmokogG b = 28 cm, wysok& sioddua '28 m. Obliczamy 
bra5 momenty benw2adnoki J=& bh8 W dwu miejscach to anaczy tam, 

.- -a L jegt pojedynczrl, i tarn gdde ddong. 
J , = ~ b h 8 - ~ ~ X % 5 6 " = 1 0 0 0 3 6 c m b l  

Ja =h b h J = ~ 2 & 6 3 ~ = 6 8 8 4 4 3 m ~ .  
1 

Ha rysunku S wykreklilihy na tej pods$awie 3- (linie kreskowane) 
" 

i wypimlibmy z. Dla plowy belki obliczylilihy teraz powierzahni~ 
J 

prostokgtdw: odo~y ty jp  dtugobci W mm, wygoko&$ w d h g  liezb na ryaudm 

(F) i o t o n y m d k ~  powierzohnQ 140.1. Padzieliway tp powierzchnip 

przez iUug046 166mno, otrzymali4my 0.849 czyli wlahciwie (M0000849 jako 
1 4 Sredni odwrotny moment beewkdndci -. Aby wyznacg0 - podaielili4my 
Ja J 

1 1 - pr- - i wyk- na rysunlru 3 (linie pelna). 
J Jo J 

Sioddko teoretycmie powinno siggad do tego punktu, gdzie moment 
ujemny prsybfafa wart044 najwigkskego momentu dodatniego, ze wzglflu 
na kt6ry zostd preekr6j helki pojedynczej wyznaazony, a ta granica nie 
przekraeza W naszym przypadku 1 metra na lewo i prawo od podpry, ze 
wzglgdu jednak na przytwierdsenie dajemy s iddko  8m dhgie. 

J&li h-Z, mierzyd bpldemy W mm, wiga &==lCNhm, to A%&5-273, 
Jo A' 

a l e  Jo = 0.849, wigo A = T ,  gdzie A' - jest powiermhni4 gradnich 

odwmtnyah mom&nMw k2odnoiSci dla prz+a lgo, .& 4rednim odwrotnym 
momentem bezwkdno4ci dla tegok pm@a a 1 rozpigtosci W mm, w i p  

4- '3849x86-27'6 - @T&& 
100 

Dla pimWSZego prqyda jest 2=192.312, J"=28%07, w i p  &y ~~PO.849. 
3 Xl9%Sl9 3 X 282207 

C= XO*W= 0'4889=$i Cl= Q849 3 0.7187=mi 



- 101 -. 

g 8.074E166 - 0.W.- &.*3ff@ - 1QBIB. 
&-1w14 ' ~ t .  =IWJ W, 

- .  

y* " @I*. 
W sala w~rrn80~eniiW i I* Wkre&rny ~wyYie pe~imubnie me- 

!. . ' m w  rf& @. w w= ot$8pamay dle z - + 4 

X 
( a ~ ~ ~ ~ i o + ~ 7 a ~ ~ ~ j + o g e z r ~ i s ) a r , - i o ) c t ~ s 7 0 ~ ~ + i ~ ~ a ~ ~  p ' ,  . . M;=*===-l*lrnh 

6: W g. @X a ~ l i ~ y ~ ~  pr~elrmju s b b g ~  
& - ~ - - - C k B 1 7 h .  

Widzimy wip,  Le wplyw d m n d  pmLroju j& m&ny. . . 
p:. 

, m ~ M $ r & l e  do&adne brM dqpw irn&wa o p n r  
b*, mfm]%#1. . 



kratowych , o kt6re tu ozgsto chodzi , niedokzadny. Obliczaj4c 
bowiem belki oiqgle kratowe , wedlug poprzedniego sposobu 
uwzglgdnimy przy wyznaczeni.~ momentu bezwladnolci tyko  
przekr6j ppas6w, krzyBulc6w za4 wcale nie uwzglgdniamy. Hqd, 
jaki z tego powodu' popdnismy W wyznaczeniu momentdw 
podporowych, jest bardzo znaczny, tak dalece, Be rnniejsw 
b2qd popehimy, licz4c wedlug sposobu dla przekroju stalego, 
niP, uwzglqdniaj~ zmienno46 pasbw, a nie uwzglgdniajjrlc krzy- 
Bulc6w. Dlatego, liczac sposobem przyblikonym, bgdziemy zaw- 
sze przyjmowa6 przekr6j staly, a liczqc dokladnie , musimy 
uwzglqdni0 takEe i krzyEulce. 

8. 61. Zasada dokladnego obliczenia. 

Zasada obliczenia dokzadnego belki ciglej  polega na 
tern*), Be uwdamy belkg jako W dwu punktach na, skrajnych 
podporach A i D (rys. 74.) podpart3 i wyznaozamy ugigcie oboia,- 

rvs .74. honei belki liczebnie lub 
wykreilnie. Otrzymnjemy 
W. ten spas6b ugiqcis na 
podporsch yi, g*.. 

Teraz prz ypuszceamy , 
t e  na podporze B dzida 
do g6ry sila 0, -=l na 
belkq nieoboi4Bonq (nawet 
cigBarem wxasnym) i wy- 

znaczamy ugigcia na podporach -g,' i -9,'. Tak samo wy- 
znaczamy ugigcie , je4l.i sila =l dzida na drugiej podporze 
i otrzymujemy -yiM, -y," i t. d. Dla belki ciqglej ugiqcia 
W punktach B, C... musza, by6 r6wne zeru, wigc 

gi-Oiyi'-o,yi"-. . . =o \ . . . . . . 224) 
g2-0,y2'-0,y2U-. . . =O ) 

Otrzymamy W ten spos6b (n-l) rbwnali, wltu4nie tyle, 
CO mamy nieznajomych. Z r6wnd  tych wyznaczymy teraz 
Oi, 0, ... dla danego obci4Benia. 

. 

PoniewaB dla rozrna2tych prgt6w belki najniekowystniej- 
see obcia,Eenia srl, mmait'e, wigc dla kddego z nioh musieli- 
by4my powt6rzy0 caly Bmudny rachunek. 

B) p. spodb F o n  tviol an ta. Ktioh l  in. Statique graphique str. 388. 





Dla wymaczenia linij wplyrwowych treebaby przyj %b P-1, 
dzidajqoe po kolei we wszystkich .wgzlach doknyah i dla tych 
grzyptldls6w wyenaczyd sily wewngtrme. Droga to dos4 &mu- 
dna, do wykreslenia linij wplywowych mokemy doj46 jeszcze 
innym sposobem, kMry ponihej podamy. 

Pryklad Belka ci* BBC (t. 111. r. 1.) dwypr%gstowa o r0Zpi~60kCi 
2 rary po 24m jest obciwna tyho  W drngiem przgMe BC, piemmm prep 
d o  AB nie jest wcde obci@one. Nieohaj w e  ci@ar wlaeny jednej belki 
0.9 t/m, r czego wypada 0 6  t/m na pas dolny a 03 t/m na g6rny. C~@LP ru- 
chomy niech bgdxie &16t/m. Wedhg tego obliceone ci- wgdowe s4 
ozneozone na rysunku. 

Pmekmje pojedynczych prgtbw, kMre naleky tymczasowo wyrnaczyb 
wedle przyblihone(i zwykkej :ejh ui,idoozniZi$my powykej W tabliczoe. 
Pmypuemraj~c, ke belka jest tylko pdparta ua podporach skrajhych A i C, 
kreslirny wielobok sznurowy i plan sil (rys. 2. i g.), obliaamy s k r h n i a  
i przedkdenia wseyetkich pqMw i wyrnaaamy ugigcie belki sposobem 
W i l l i o t a  *) .(rys. 4.). Otrzymalibmy W ten s p d b  ugigcie.punktu B yl= - 16% mm. 

Term przypdkmy, & W 3 dziala s i h  P 1 4 0 1  do gbry. Dla tego 

$5 obciqhnia krehlimy plan sit (rys. 6.) i otrzymujemy sgy, zestawione W ta- 
blicace W rubrycg P. Oblioeywszy dpowiednie dZ1, wykrdlemy pdowg 
(5 P O W O ~ U  symetryi) ugigtej beki i otrsymujemy ugigoie punktn B 166 M. 

166 Zatem dla sily P -1 yl '- - a wedlug 224) 
40' 

W rysunku 2. otrzymalibpy O0 =31.7, 0% = W 1 8 ,  od tsgo odjad na- 
a 7  leky -- 20.%, wiw 
2 

0, = 11-36 t , 0, - 4@7 t , 0, 37.83 t. 

Na tej podstawie wykr~lili4my plan sir (rys. 7.), r kMrego otmymu- 
jbmy dokladne sily wewngtrzne dla danego obcigkenia (P" W tablicece). 

5. 62. Prawo pracy przygotowanej. 

J e h l i  na prgt jaks belki kratowej dsi*laj3 r 6 w e  i wprbst 
prseciwne d y  S (rys. 76.), to praca ich, t. j. ilod~yn six przez 
drogi W kierunku sil, jest W czmie jakiegokolwiek rnchu prgta 
-0. Ruch ten moEemy bowiem rozloEyG na postqpowy, pod- 
csas kt6rego- prace obu sil S sq r6wne i wprost przeciwne 
i znoszs, sig, i na obrotowy okoxo dowolnego, punktu prqta E, 

* j  pa& Podr. teoryi mosMw tom I. 2 wydanie str. 216. 



podczas kt6rego praca jest r6wna zeru , bo kierunki sil prze- 
chodzq przez punkt obrotu. 

rys.75. Jekeli dlugo46 prgta wzroitnie z jakich- 
kolwiek przyczyn (a wiqc niekonieoznie 

8 &IS wskutek sil S) o As, to praca sil S da sig 
2 r 

PP wyrazid r6wnaniem 

Poniewak odnosi sig ona do jakichkol- 
' 

wiek, byle nadzwyczaj malych moBliwych 
przesunigb , wigc nazywa sig ona p r a c q 
m o k l i w 3 ,  p r z y g o t o w a n a ,  (n. virtuelle 
Aybeit/. Dla odej belki kratowej bgdzie 

A - 2 S d s .  . . . . .  226) 
Sily wewngtrzne , dzialajqce W prgtach belki , mokemy 

- zastqpid kaEdq dwiema silami S ,  dzialajqcemi W kierunku 
prgta , zaczepiajcpemi w wgzlach. PoniewaE majq one zatem 
kierunek wprost przeciwny, wigc praca ich jest -2Sds. Przy- 
puidmy, ke na belkg tq dzialajq sily zewngtrzne P, kt6re ss, 
W r6wnow'adze migdzy sobq i z sihmi wewngtrznemi, a rzuty 
przesunigd sig odnoinych punktdw zaczepienia na kierunki 
tych sil nazwiemy dp, to W kakdym wgile dla r6wnowagi 
suma skladowych pionowych i poziomych wszystkich sil jest 

-r6wna zeru, a na podstawie zasady moment6w przygotowa- 
nych *) i praca ich jest r6wna zeru. Zatem praca mokliwa 
wszystkich sil zewngtrznych i wewngtrznych musi by6 r6wna 

. . . . . . . . .  zeru. Wigo XPdp-XSds=O 226) 

Prawo powyfsze zwane. p r a w e m  p r a c y  p r z y g o t o -  
w a n e j * * )  l u b  m o k l i w y c h  p r z e s u n i g 0  (n. Frivacip der 
virtuellen Arbeg, der virtuellen Perchiebu~gela) mokna W ten spo- 
s6b wyrazi6: W s t a n i e  r 6 w n o w a g i  s i l  z e w n g t r z n y c h  
i w e w n g t r z n y c h  p r a c a  p r z y g o t o w e n a  s i l  z e w n g t r z -  
n y c h  r 6 w n a  s i g  p r a c y  o d k s z t a l c e n i a  b e l k i  k r a t o -  
W e j (n. Formandermgsarbcit). 

*) p. F r a n k e. Mechenilra teoretyczna str. 163. 
**) Yohr.  Beitrag zur Theorie des Fachwerkes Z. d. Ar. U.  J. V. zu 

Hann. 1874. 1875. 
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g. 63. Prawo Maxwella. 

PraypuB6my, t e  wskutek jakichkolwiek d zewngtrznych 
zmienily sig dlugoici S prqthw belki kratowej A,A,  (rys. 76.) 

o PS, przyczem wgzel A, zrobil 
drogg 6, --AiB, a wgzel A, drogg 
d2=A2B2.  

Na mocy prawa pracy przygo- 
towanej motemy wyznaczyh d I 1  
kthre powstajq wskutek As, na- 
zwawszy S, sily wewngtrzne, wy- 
wdane sikq = 1 , dziakajqcg W A, 

W kierunku A, B,. Mianowicie mamy wtedy l. d ,  -28, As. 
Podobnie wyzneczymy b,, nazwawszy S, sily wewngtrzne, 

wywolane silg -1, dzialajqcg W A, W kierunku A,B,. Otrzy- , 

mamy wtedy l.S,--&As. 
Dla pewnego obcigEenia jest 

Ss*) 
As-- 

& A ' " " "  
. . . . 2.27) 

jekeli S ozaaam silq wewngtrznq, odpowiadajqog denemu obciq- 
kenin a A przekr6j prqta. A xatem otrzymamy 

S S 8 Zak6tmy, Ee S-S,, to 8, = B U ,  . . 
&A 

a gdy S--S,, to d z = 2 -  8 2  sis 
. & A  ? ' 

. . . . . . . . 230) 

a poniewat wtedy 6,=8,,  zatem motemy wypowiedzieh na- 
stgpne twierdzenie : 

S i k a  r 6 w n a  j e d n o i c i , z a o z e p i a j q o a  W A,, a dzia- 
l a j q c a  W k i e r u n k u  A,B,,  p r z e s u w a  p u n k t  A, W kie- 
r u n k n  A,B, o d l u g o i h ,  k t 6 r a  j e s t  t a k  w i e l k g ,  j a k  
d lugo4h  B I B l ,  o k t 6 r s ,  p r z e s u w a  s i g  A,, g d y  W A, 
dz ia2a  s i l a  --l W k i e r u n k u  A,B,. 

Twierdzenie to nazywamy twierdzeniem M a x  W e l l  a. 

*) p. P m z n i k  statyki budowli 2 wyd. str. 36. 



g. 64. Linia wplywowa ugigcia. 

Aby wynaled6 ,linig wplywowg ugigcia punktu C (rys. 77.) 
postqpimy wedlug M iil le r a B r  e s l  a u  a w nastgpny spos6b : 

Zaczepmy W C 
silg pionowa, -1 
1 wyznaczmy W 

znany sposbb li- 
4 czebny lub wykre- 

41ny wielobok U- 
I 

I I 
I gigcia pwu, na kt6- 

l 
I I 

l I rym lehy pomost 
I I 

1 1 (n. p. pasu g6rne- 
l 

_I - - +-- iFk**=g'd 
oznacsa ugigcie ALi' I punktu C dziala D, s i b  gdg -1. W 

Uwzglgdniamy tu 
jednak tylko ugigcia pionowe. Na mocy prawa M a x w  e l l  a 
bgdzie jednak yd oznaczad tek&e ugigoie punktu C,  j eh l i  
W punkcie D dzida s2a -1. To samo moAemy po.wiedzie6 
o kddym innym punkcie pasu ADB, a zatem linia A'D'B' 
jest liniq wplywowq ugigcia punktu C. 

Jekeli wigc sily P,, P, i P, dzialajbja nna belkg, to ugigoie 
n punkcie C bgdzie ye- P, yi + P2 y2 + P, y8. 

5. 65. Linia wptywowa oddziatywania belki dwupngdowej. 

Je4li mam y wyznaczy d oddzialywanie 0, belki ciqglej 
dwuprzaslowej na 4rodkowej podporze B (rys. 78.), przypu- 

szozamy, & belka 
jest podparta tylko 
W A i C , a w B  

I &iala n s  dbY sika 
I 

I 

I I pionowa -1 i kre- 
;c $limy dla niej wie- 

B lobok ugigcia pasu 
dolnego A'B'C'. Na mocy poprzedniego paragrafu jest A'B'C, 
zarazem linig wplywowq ugieoia punktu B. 



fi5ypa06my tenas, Ee na bekg c i e l q  BBC dzida W D 
sila P, to W B powstanie oddzialywanie niemane nsm jeszoze 
0,. Z linii wplywowej otrzpnamy ugipie punktu B, kt4re dla 

rys.79. belki cirgglej jest 
r6wne zeru , wigc 
Py-0,e-0,  a aa- 
tem 

1 
0 P . 281) 

C 

Poniewak e jest 
1 

I ilolci% shla,, wigc 
widzimy, Ee linia 

I A'BIC' jest zara- 
zem linia, wplywo- 

, wq oddeidywania 
1 '  

0,, a - jest mno- 
C 

Enikiem dla tej 
linii. 

W pod6bny spo- 
. s6b przypaszcza- 

jgc, Be belka podparts jest W B i C a obciqlona s24 --l W A, 
otmymamy ( v s .  79.) linig wplywowq A"B"C" dla oddzialy- 

1 
wania O0, przyozem 0, ---Py. 

C 

9. 66. Linia wptywowe sil poprzecznyeh i momentbw. 

Wyznaczmy te rw linie wptywowe sity poprzecznej W prze- 
dziale F G  (rys. 79.). 

JeBeli u < X &-- 0, -p, 
n @>$+a Q - 0 0 .  

JeAli wigc zrobirny AUF'//A4B", to r6knica mgdnyoh linij 
A"Fu i AaF wyznacee Q. Dla @>$+a jest linia wplywowa 
dla 0, zarazem liniq wplywowq dla Q. W przedziale FG jest 
linia wplywowa prostg, wigc PG'. 

Dla momentu statycznego jest znowu, 
jeSli U> xi, X= O,x,, 

n w < X i ,  . B~=O, ,E~-P(S~--V) .  



. M  Niech bgdzie H'---, to dla, u>s i  M'=O, ,  
sq 

A wigc dla u > X, linia wplywowa dla Oo jest za,raz?m 
liniq wplywowzl, dla M', a wigc i dle M z mnoknikiem z,, dla 

-U - dlugoici A G  mamy od rzgdnej linii O,, odcirgnd -b. 
XI 

Dla u-0 jest yi W P, dla u==z,. jest g, -0, a wigq powierzchnia 
. kreskowana, jest powierzchnizl, wplywowq! moment6w. 

Widzimy wiqc , Be do w y k r d k i e  t b i j  wptywowyoh sir 
poprzecznyoh i momentdw potraebujemy jednego tylko wy- 
kresu ugiqtej belki i .kil.k'tl linij prostybh'. 

. . W jaki s p 6 B  m p o ~ ~ i e ~ l . i ~ ~ l ~ h ~ -  
---P--- 

--- 

L czamy sajwigksze si$ popreeczne i momenty i najwigkszcs 
sily wewngtrzne, wiemy z tomu pierwszego. 

9. 67. Ogolns uwagi. 

Dotgchc~as przypmcaali8my, badajqc belkg cmtalitycznie, 
ke 'podpury znajdowaly sig W jedpej linii, e wtarSoiwie, Be belka 
jeat tak podparte #v kilku punktach, ke p r z e E  t o  p o d p a r -  
c i e  nie p o w h j g  Badne naomenty, gdy cigharn whsnego nie 
uwzgl~dnimy. Badajqo belkg oiqg4 sposobem w y b d l n  ym, przy- 
puszezalismy jui  jednak teMe nier6wno wysokie podpory, to 
samo m u s h y  teraz mobid pmy nByoiu sposobu lioeebnego 
swlaszcza , Ee podpry czasami u m y b i e  umieszceamy W nie- 
r6wnej wysoko$ci, oemern z d  wskutek osiadania &g flar6w 
niektdrych nier6wno86 t a  powshje pomimo nkszej woli. 

PokrMoe wspomnimy te& w tym rozd~iele o wplywie na 
momenty lohysk szerokioh albo p ~ d ~ 6 j h y c h  i przytwiepdzenia 
bdgi  statej do filarn. 

Nieohaj odstgpy pionowe podp6r od pziomej , przecho- 
dzzl,cej przez pierwszq podporq bgdq S,, S*... S,, preyc~em ozna- 
czamy je jdco dcibtnie dle podp6r nihej leb~oyoh, to j d i  



przypubimy, ke belka nie jest wcale obcijtb&ona, w i ~ c  %'=+=W" - 
-0, otrzymamy dla m-tej podpory belki c&gIej, analogicznie 

. jak 9. b., na podstawie r6w. 11) 

1, 
( ~ m - *  + 2Jfm) + SRI-$m-1. 

Zm== -- %I I , '  

Wstawiajjtbo W tern r6wnaniu za m wartoici od 1 do %-l, 
otrzymamy n-l r6wnali momenMw podporowyoh , z ktdrych 
moEemy wyznaozyO n-l niewiadomych momentbw podporo- 
wych, 'wywoXanych nier6wns, wysokoricig podp6r. 

Do tych moment6w d o d d  nalety momenty, wywolane 
obciqEeniem, kMre wyznaczyli4my W poprzednich rozdziazach. 
Widzimy s t g ,  Ee najniskorzystniejqze obciqfienie i linie wply- 
wowe sil poprzeczngch i mom6nt6w dla obcighenia sq nieza- 
wish od wysoko4oi podp6r, kU5rych wplyw mpelnie osobno 
obliczam y . 

5. 69. Wpbw zmiany wysokobi. jsdnej podpory. 

Jeteli jedna podpora sig zniky o S (rys. W.), to na tej 
podporze linia ugigcia j'est ku dolowi wypnklg, a zatem po- 
wstaje tu  moment dodatni. Przez podwyhzenie podpory Bred- 
niej powstaje przeciwnie moment ujemny. 

Poniewai obciqkeni'e belki sprawia na hednich podporach 
moment' ujemny, zatem przez podwykszenie podpory moment 
ten si9 powigksza, przez znihenle zmniejsza, na sqsiednich pod- 
poraah przez pddwyfiseenie podpory C moment ujemny sig 
zmniejsza, przez znitenie powigksza. 

Przez podwytszenie podpory powstsje na prawo od niej 
dodatnia, na lewo ujemna s i h  poprzeczna, 





pory sreanie, aby najw (-M) bylo bkz wzglgdn na znak 
r6wner o~ag'm (+m. 
, Jeheli przekr6j belki c iu le j  jest z m i  e n n  y, wtedy o ilo- 
Qci materyalu rozstrzyga powierzchnia moment6w i ail poprze- 
cznych. ?U musimy W ksEdym wypadku szukab, kiedy t e  po- 
wierzchnie bqdq najmniejsze. Wiele nie mohmy jednak zao- 
szczgdzi6 na materyale przez zmiang wysokoQci podp6r, bo 
jeBli W jednem miejscu momenty lub sily popr~ebzne malejq, 
to W drugiem wzrastaj8 tak, Ee wysokoiG podp6r prawie nie 
wplywa na iloSO materyalu. 

8. 71. Belka dwu- i tnypnplowa 

JeEeli rjrednia podpora belki d W L p r z g S 2 o we j zniEy aip 
o S, to z r6w. 232) otrzymamy 

2iWj(1,+7,)=6eI -+- , zatem (l 
. . 233) 

I . . - . +J., -  ..> b &Ts .... . . . . . . . . . .  a dla 1?,--2,-8 , M -  234) 
,L l  

Rozumie sfg, de dla podwyBszenie podpory Bredniej' o s 
otrzymamy r6wnie wielki moment ujemny. 

Poniewd Hi -- Oolj, wigc 
M 381s 09-L -- , . . . . . . . .  236) 

2, 1, 

a 0, -- (6 +0,)==-- 381s(l; +l,) . , 1, alB , . . 236) 

Dla 1, --l, -1 
3eIs 0,s-- 6ETs 0 --P . . . . . . .  1 3 7  I -  la 237, 

Je4li obie Brednie podpory belki trzyprzgdowej zniBq sig 
o S, a rozpigtoQci jej sq 1, -8 l - - l , ,  2,-l, to otrzymamy 11I, 
--H,, do okreilenia M r e g o  wystarcza jedno rbwnanie wedlug 

S 
232) 2M1(7, + 1) + & E -  BeXr, a zatem 



gdaie a oznaczs pewien spcXczynnik. Moment iradjli, wywo- 
Zany oboigb&.iem, da sig przedstawib W kszWcie b.qi2, d a '  

bqa wewngtrsa W pmie - , przekr6j pasu - 
I 

. moment beg* . 
kz 

bli preyjmiemg h--ha, praymem. e i m oenaczajq pewne ilo- 
Boi staJe. 

Jedeli naj'wiqbzy moment, 6yw0ka.n~ oboi&eniem, na 
ewiemy HO-7i,qP, €0 

,aa, B 
, -  . . . . 6 . . . " 

- - &h *d --mmn~ntn - F ~ ~ P ~ r i 5 m g ~ , - ~ y w ~ ~ e g o ~ ~  
smisng wysokoici podp6r do momentu , wywolanego obciqte- 
niem, jest w p r o s t p F o p o r c y o n a l n y  do r 6 8 n i c g  wyso-  
k o i c i  s a o d w r o t n i e  do r o g p i g t o 8 c i .  

W i n k l e r  oblicza, &e j d l i  s wpaeimy W mm, a 1 W m, 
ti> dla belki dwupra$owej c, -0.25, dla belki trqprzgslowej 
c,--0.11, a wigc j d l i  s==lOmm bgdzie 

dlaZ--10 30 60 100 160m 
HI, & belki dwnpregdowej -=O% 0.08 O.OEi 00% 0.016 
MC 

Wplyw mdej  zmiany wzglgdnej wysokodci podp6r jest 
wigc dls belki ciri@;Zej bmdzo znwzny przy mdych rozpiqto- 
Bciach, maly pray wielkich. 

Dawniej dywano czgsto dla belek cizlglych na jednej 
podporze dwu lo&ysk tak, ke wlltdciwie powstawdy oprdcz 

. rys. 83. wielkicih pregsel, hk&e 
p w v l a  male migdzy dwo- 
ma lotoltyskami jednej pod- 
pory. Chocid temz nie 

dywarny juk nigdy dwn lokplr n& jednej podporse, to hue 
ssemkie jedno lolysko podobnie, jak dwa loiysrka. 



Mogq pxq!&ytem zaj4O dwa wypadki. J&$ oddzidywanie 
W C (rys. 83.) wypada ujemne , a belka nie jest zakotwion~, 

to be&a W %m0 laiejscn 
sig podnosi 1 priy obli- 
czeniu p r z y j ~  d & y ,  b 
belka W C nie jest pad- 

p & ~ .  Je8eli oddzialywania W B i C ag dodatnie (vs. 84.1, to 
wtedy dXugo86' BC stanowi rzeczywista przgdo, kt6re przy 
obliczeniu naleEy uwzgl~dni0. 

Z powodu, ke obeonie unikamy tak podwhjny~h, j& i sze- 
rokich Zokysk , nie bqdziemy wchodzib W szczegbky obliozenia 

' 
talri6h belek, kt6re zreszt4 mdoco sig r 6 h i  ad obliceenia be- 
lek o pojedynczych Zokyskaoh, treeba tylko dodatkowo bad&&,, 
czy oddzidywania a4 tuj emne, ozy dodatnie. 

. 9. 73. Wplyw przytwierdzenia belek do filarbw. 

Jekeli belki sg stale pol~czane z filarami, to fflary muazp 
w5i46 u d ~ i d  -W u$igcin belek (p. 86.) , e wigc pewas cz@O 

momentu podporowego A H eostaje zukytg ng ,ngigcie filarn. 
JeQeli noment przy podporze po lewej stronie aznaceymy 
. jedng, a po prawej dwiema Breskami, 'to 

B* t-Mi "=AH*, 

H~'-X~"-AHz itd. 

b w i j m y  klty nachylenia atyoznej 3inii ngigaie na pod: , 

porach a, q, v, ... a,, to ne podstawie r6w. 11) otrzymmy 





' Yomenty po obu stronach kdde j  podpog maja, ten sam 
PEhak (vs .  86.). , 

B. Belki kratowe statycznie niewyznaczalne 

a. fBelki kratowe statgcznie niewyznaczalne. 
8. 74. Prgty nadliczbowe. 

Belki kratowe mogg by6, jak wiadomo*), albo statycznie 
wyznaczalne albo statycznie niewyznaczalne albo teE chwiejne. 
Belek kratowych prostych ostatniego rodzaju nie powinni4my 
W praktyce uhywad, o statycznie wyznaczalnych ju8eSmy m6- 
wili, teraz m6wid mamy o belkach kratowych statycznie nie- 
wyznaczalnych. 

JeBeli iloljd wgal6w nazwiemy m, iloSd prgt6w ra, to otrzy- 
mamy belkg kratowq staty cznie niewyznaczalnq, j e4li 2m-3<n, 
Chcgc z takiej belki kratowej utworzyd belkg statycznie wy- 
znaczalng, musimy %-2n%+3 prgt6w opu8ci6, a zatem te k--n+ 
-2m+3 prgty nazywamy n ad  l i c z b o W y m i (n. iiber~dihlig), 
inne prgty nazywamy p o t r z e b n y m i (n. nothwendig). 

Opuljciwszy prgty nadliczbowe, moEemy dla danego obciq- 
Benia wyznaczyd W pozostalych prgtach sily wewngtrzne G,, 
G,, 5,. . . , poczem W miejsce prgt6w nadliczbowych praycze- 
piamy po kolei za katdy prgt dwie sily r6wne jednoljci i wprost 
przeciwne , dzialajgce W kierunku tego prgta. Nazwijmy sily 
wewngtrzne , wywolane silami -- 1 zamiast pierwszego prgta 
nadliczbowego, U,', ec,', U,'.. ., zamiast drugiego prgta U,", M,", 

u,",., , zamiast trzeciego cs,"', u,"', U,"'. . . , nareScie nazwijmy 
Sll S,, S,..., rzeczywiste sily wewngtrzne prgt6w potrzebnych 
belki statycznie niewyznaczalnej , a S', S", S"' prgt6w nadli- 
cabowych, to 

S,--6,+es,'S'+ulMS"+u,"' "' +-l Sa=6a+~a'S'+~2"S"+~a"'S"'+.m., . 244) 
s3==ea +t13/ s ' + u , " s " + ~ ~ . ~ s ~ ~ ~ + . . . ~  

*) por. Podr~cznik statyki budowli 11. wyd. str. 521. 



9. 75. Obliczenie sit wewngtrznych prgtow nadliczbowych. 

Z powyiszych r6wnari widzimy, f e  moglibyimy latwo 
obliczy6 S, ,-S,..., gdybyimy znali sily wewngtrzne prgt6w nad- 
liczbowych S', S", S"'. Sily te  wyznaczymy na podstawie od- 
ksztalceli. Nazwijmy odksztalcenia prgthw potrzebnych dsi, ds,, 
ds a... a'prgt6w nadliczbowych ds', ds", ds"', to na mocy prawa 
pracy (8. 62.$ mokemy napisa6 

. . . . . . . . .  B P ~ ~ - - ~ s ~ s = o  246 j 
a wstawiwszy wart046 za S 

2Hp-Bds- S '~S~M'-  S"ds2~"  -... -0 . . . . .  246) 
- R6wnanie to jest wafne og6lnie dla jakichkolwiek sil 
W r6wnowadze zostajecych i dla jakichkolwiek przesunig6 mo-' 
kliwych wskutek zmiany dlugolci prgt6w. Zakikmy, ke wszyst- 
kie P s4 r6wne eeru, S4=1, S"=S'''=O, to 

Xsecl--0, czyli 
+ ... ds'mO 

Podobnie moBemy napisad 1 ... k r6wnali 247) 
@,"dsi'+er, +U3 "h, + as"-0 

u,lllds, +y11'ds2 +y1"ds4 + .,.dsi1'=0 
Jeieli cieplota prgt6w potrzebnych jest z,,, to dla tej cie- 

ploty sq dlugoBci prgthw, a zatem i polohnie wszystkich wg- 
el6w oznaczone. JeSli przy tej cieplocie wstawimy prgty nad- 
liczbowe t ak ,  Se przez to nie nastepi zmiana ksztdtu belki, 
to przy kakdej innej cieplocie odshpy wgzl6w s4 inne i wsta- 
wienie prgt6w nadliczbowych wy&oluje natgkenia. 

Dla innej cieploty z i dla obciqienia innego zmieniajq 
siq sily wewnqtrzne, a zatem i dlugoici prqthw, przyczem 
moiemy napisad og6lnie 

ss . . . . . . . .  d s = a ( z - ~ ~ ) s + ~ ,  248) 

jekeli a oznacza sp6lczynnik rozszerzalno8ci, S dlugoB6 prgta, 
a A przekr6j. 

S . . . . . . . . . . . . . . . .  Nazwijmy Q-- 249) 
EA 

i U-= ar(z-q-,)~A . . . . . . . . .  260) 
to as--Q( U+ S) . . . . . . . . .  261) 

Widzimy eatem , f e wpzyw zmiany oieploty moEemy 
uwzglqdni6 jako amiang sily wewngtrznej , 60 podwyfszenie 
cieploty o (a-z,) odpowiada ciqgnieniu a(z-zo)e. 



;Prqyrjd mSmy d b  Belahara a=&00Q01%, e52000000~ /m2  
dlrs atali a-0-000011 , em2150000 kg/m" wig0 W praybMeniu 
dla obydw6ch ~a='!24kg/m~. .) 

R6wnanie 247) mo8emy wigo teraz napisa0: 
~i'Qi(& + ~ i S , ) + ~ a ' ~ s ( u ~ + + 8 , ) + . . - + ~ ' ( ~ + f i ) ~ O  

" I " Q I ( ~  +S~)+~~"Q~(~~+S~)+...+Q"(U"+S")=O 
w~"'Q~(& +S~)+U, !"Q~(~~+$)+ . . .+Q'~~(~"+S'~~)=Q 

k rdinal%B) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  l 
JeAeli mamy dane przekroje prqtdw, wzglqdnie jesli j e  

po obliczeniu belki W spos6b payblibony 'przyjmiemy, jeili 
znanrl, nam jest cieplota .c,, 

rys. 8 7. prey kt6rej belkg zestawion6 
i cieplota W danej chwili 5, %--*P$ to mokemy obliczy6 dla kak- 

A&- dego prgta Q i E Sily S %, 

; s o . f [ P .  . . .)on . . 
funkoyami sil znanych nam 

106 @, u i nieznanyoh S', S', S"'. 
Widzimy wigc, t e  W r6wn.. 



Je$eli W r6w.. 262) i 258) ws~ystliie ilohci q pomno4ymy 
przw dowoln9 sk14 liczbg , to przez to wartcdci 8, H", S"' 
sig nie zmieniajg Widzimy wigc , ke aby otrzymaci W ra,- 
chunku liczby 'wygodniejsze , moBemy wszystkie Q przez sto- 
sowncl liczbg s td9  pomnoAy0, CO supe1nie na wynik raohunku 
nie wpkywa. 

Pnyktd. Belka Idwnolegia o kracie r6wnoramiennej podw6jnej (vs .  
87.) obcighona jest W punkcie 1 cie$arem 10 t. Belka ta jest statyoznie nie- 
wyznawalnq, bo m = 10, rr = 18, w i p  

k==r+3--2rn- l8+8-20=1,  
a zatem jestto belka statycznie niewyznaaaha pierwsmgo mgdu, ktdra 
ma jeden prgt madliabpny. Nieoh BI b@aia pr~%q nadlicsbowym. 

N a q s .  87 a) 5 lewej etamy w y p h l i 4 1 1 ~ ~  &m,' p r e w ,  z prawej 
m j e  W ems. Wy~aaemny .ca p a m q  pknn sit & t~ dle danago oboi4- 
&mia (PP. Mb). 

~ r z ~ ~ & m ~  teras, &e amiast  A1  dsidajq na belkg 2 sily =l W A i 1 
wlfivxet prreniQPne. SUy, powstajw wtedy we wseystkich prgtaah potrzeb- 
nych, enejdaiemy r6wniek mpornooa planu sit (87 c). S4 to sity u ,  ktdrych 
w i e l k 6  i m&, jakoteh i wielkogO s 2  65 zestawilikmy W tsbliczoe. W ta- 
bliozoe tej srestawilikny t& dlugor5oi prgtdw 8 ,  pmkroje A i obli~~yli4my 
1m P. 

Poniewah t u  jerst jeden p r ~ t  nadlic#bowy, orayli &=l, wigo 
ntrnymamy 5 r6w. 944) 



- 1a - 
Si=@,+ac,8, S,--6,+cs,B, . . '. . . . 264) 

itd. Zatem r6w. 268) przedshwi sig W neatgpnym k&talcie 

~ , o ~ . ( ~ ~ + ~ ~ ) + ~ ~ Q ~ ( ~ ~ + u ~ ~ ) + . - + Q ~ ~ = ~ ,  
q l i  &Q@+ (2u2g+ e1)P==0, 

Wstawiwszy w&rto$ci, otrzymamy 

8'- - -44.65 
148.832 + 9.72 -0,288 5. Gdy tq war- 

tosc zrt"& wstawimy W 264), otrzymamy Sl, S% i t. d., ktdreto 
wartosci uwidocznili$my W ostatnim ~zqiz ie  tabliczki. 

Z por6wnania rubryk 6 i S widzirny, o ile sig r6$nig 
wyniki dokladne od przyblikonych. Ze znak6w six u widzirny 

tie&, $0 gdyby sila 10't dzialda W 3, otrzymalibyhy u, a za- 
tern i MS' r6wne >lecz .ze znakiem ~rzecienvrn. Jetelibv wigo 



dziddy symetrycznie dwie r6wne d y  W l i 3, to c( i c(# by- 
lyby rdwne seru? a wigc dla obci9kenia jednostajnego zapel- 
negd wyniki dokkdnego obliczenia b e X  r6wnoleglej o kraoie 
dwukrotnej nie r6Eni~ sig wcale od wynikdw obIiczenia prey- 
bUonego , .pray kt6rem przypu$cili8my, t e  cda  siZa pmnoei ' 
aig na jeden uklad 0 111 B I V .  A Ee pasy obliczamy dla obci4- 
kenia, calkowitego, wigc obliczenie przyblikone bgdzie dla pa- 
s6w . zupelnie , dla krzySulc6w w prektyce dostatecznie do- 
Madnem. 

S. 76. Belka rownolegta o kracie ztotonej. 

Jako przyklad wyznaczenia sil wewngtrznych W .belce 
atatycznie niewyznaczalnej wykszego rzgdu wyznaczamy sily 
wewngtrzne dla tee samej belki , W kt6rej jednak urzqdzimy 
jeszcze s2upy (rys. 88a). 

Teraz belka bgdzie miala 4 prgty ndliczbowe: AI, i slupy 
11, 211, 3nI. 

Naswa 
Pr9ta 

3 B 

I 2  0 

111 B 0 
1 11 + 4.8 
2 I11 0 
3 I'V + 4-8 
IV B - 2.6 
A I  - 
1 1  - 
2 I1 - 
3 I11 - 



. Nazwe . 
P q b  u p  w ' p  wtlp O M I " ~ ~  %'p ad@ % re4$ - 

' A  0 0.93'70 0 0 0 
0 1 6 3 0 6 0  0 0 0 0 
1 11 2.702 + 5901 0 
11 111 2.702 + 6.001 - 8.001 
111 IV 6 !305 +11-668 - 11.668 +1lS668 +l349 - 49M) 21-71 
A I &!Wti7 0 0 0 0 0 0 
1 2 2.702 + COO1 0 0 + 6.76 + 48.88 9.26 
2 S 2.702 + 6.001 - 6.001 0 - 6.76 - 48.88 9-26 
8 B 6.306 +l1668 - 11.618 +11.668 +l349 0 21.71 
0 1 9.72 0 0 0 0 0 0 

0 -36.94 0 10.19 

1 I 
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chock& przewahie wigksze , dodanie ~ l u p d w  wzmsga jednak 
W niektdrych prqbch sily wewnqtrene. A $0 obliczenie do- 
kladne jest nadzwyczaj 8mudne , wigc lepiej nie uhywad taw 
kiej kraty. 

S. 77. Belka wieloboczna. 

Sps6b  obliczenia belki wielobocznej statycznie niewyzna- 
czalnej jest taki sam, jak belki r6wnoleglej; nie potrzebujemy 
sig wigc powtarzad. Wyniki jednak obliczenia s4 t u  inne, ni8 
W poprzednich paragrafach. Winkler oblicza; jako przyklad 
belkg paraboliczna, zbieknq o kracie rbwnoramiennej dwukro- 
tnej i dw6ch slupach*) i otrzymuje wprawdzie dla pas6w wy- 
niki dokladne, mato CO sig r6Enigce od przyblikonych, dla krzy- 
Bulcdw za4 zupdnie odmienne. 

Jekeli krata jest wigcej, nik dwukrotnq, to liczba prgt6w 
nadliczbowych jest wigksza, nik 1. Dla belki r6wnoleglej roz- 
khdanie na pojedyncze uklady jest dozwolone, gdyt blqd jest 
bardzo maly, dla belki wielobocznej daje spos6b ten przybli- 
Bony tylko dla pas6w do46 dokladne wkniki, dla kraty za4 nie. 

To sarso stosuje siq takke do belek o kracie prostokqtnej 
i podwbjnych gibkich krzykulcach. Belki takie r6wnolegle mo- 
temy snadnie obliczad wedlug sposobu przyblitonego. 

Q. 78.' Belka Howfa. 

. Belkt~ Howe'a ma kratq zlokonq ze sztucznem natg&eniem. 
W celu obliczenia jej dokladnego naleky obliczyd ja, naprz6d 
bez wzglgdu na sztuczne natqkenie, a wig0 wedlug 9. 75,, 
uwzglgdniajpc tg okolicznoA0, Be drzewo ma inny sp6lczynnik 
sprgkystoAci, niE Eelazo, a potem nwzglqIni6 wpIyw sztucznego 
natqhnia*'). 

Wprawdzie obliczenie przybliBone kraty zlokonej daje 
wyniki bardzo niedokladne , jednak z powodu, Ee natqkenia 
sztuczne nie dadza, siq doklahie wyznaozy0, wigc dokladniej- 
sze wyznaczenie six we'wnqtrznych juk z tej przyczyny nie jest 
mokliwe. W ~ r a k t y c e  wystarcza wigc wyznaczenie przyblikone. 

*) p. Winkle r .  Theorie der gegliederten Balkentrllger, str. 262. 
a*) p. Podr. t. moat. tom I. wyd. 11, str. 108. 



8. .78. Belka o@gta. 

Spos6b ten wyznaczenia sil wewngbrznych da si9 zasto- 
sowd  talrte do belki wieloprzgslowej. M e l i  W belce dwuprzg- - 

rys.89. slswej (rys. 89.) , -opu- 
m n Lcimy prgt m@, to otfh~g- 

m_1,:4=/\/h mamy dwie belki stety- 
.4 - B G cznie wyznaczalne. Prgt 

m* jest wigc tu p r ~ t e m  nsdliczbowym W belce trzyprzgslowej 
msmy dwa takie prgty nadliczbowe , W czteroprz~slowej trzy. 
Jekeli przytem krata jest podw6jna lub -pot&jnrt,, ,liozha prgb 
t6w nadliczbowych wzrmta. D&ze oblicaenie jest takie ssmo, 
jak W papraednich pwagr&h. 

Je&eli cieplota % belki statycznie niewyznaczalnej sig 
zmieni o (z-z,,) , to zamillst r6w. 253) musimy &yO pierwot- 
nych r6w. 262) i wprowadzi6 W rachunerk ilosci U==a(z-%,)&A 
wedlug r6w. 2W). 

Jeieli belka skhdg, sig z mgdci drewnianych i kelaznych, 
musimy uwzgl~dnid tq okoliczno06, he a i E s4 inne dla ceg4ci 
drewnianych a innq dla Lelaznych. 

X. Zastosowanie prawa piFac~ odltsztdceda. 
9. 81, Poehodne pracy odksztatcenia belki kratowej. 

PrqpdOmy, ke na belkq dzialajq ci@ary P,, P,, P,, ... 
P,, kMre ss, migdzy sobs, W r6wnowadze. Niechaj sila wewng. 
t rma  W pewnym prgcie nazywa sig S, przekr6j jego A ,  dlu- 
go46 S. Prgty przyjmijmy na razie niesprgtyste, ale przypdQ 
my, he z jakichkolwiek powod6w stajq sig dl'&sple o As, wtedy 
punkty zaczepienie cigtar6w W kierunku cigkar6w praesun~ 
819 0 V * ,  V%, Vs,. . .Vm. 

Na podstawie prawa pracy przygotowanej (9. 62.) mo- 
ttemy napisad 

P,v,+P,v,+. . . Pnvn~BSAs . . . . . . 2%) 
Jegeli chcenhy migdzy silami zewngtrznemi rozr&ni0 od- 

deialywcmie, to napiszemy to r6wnanie 



Przesunigcia podp6r Ac zwykle nie dajja, sig przewidzied. 
Jeteli grunt jest dobry, przyjmujemy zwykle Ac--0. 

Dotychczas As byly eupelnie dowolne. Teraz przypuhdmy, 
Ee jedna z ail P zmienia sig o dP. Wtedy lewa strona rciwn. 
258) zmieni sig o dP.u. A Ee As jest od P niezaleine , wigc 
prawa strona zmieni sig o &SAS zatem dPv--BSAs, wigc 

JeEeli teraz zamiast dowolnych As wprowadzimy przedlu- 
Ss 

&enie spr$Eyste wskutek sil S, to wedle 227) As--- wk. 

bo wykonawszy czg8ciow e r6kniczkowanie prawej strony, otrzy- 
mamy l e w ~ .  

Wyraz 2% j k t t o  praca odksztalcenia calej belki kra- 
288 

towej od stanu bez natgtenia do natgEenia S. Praca ta bowiem 
Ss S2s 

r6wna sig dla kaEdego prgta +SAS=+!%----- &A 2881 dla calej wigc 

belki 

Wstawiwszy tq wart086 W 261) otrzymamy 

MoEemy wigc wypawiedzieb twierdzenie. JeEeli belka byla 
pierwotnie bez natgkenia i cieplota sig nie zmienila, to p r z  e- 
s u n i g c i e  p u n k t u  z a c z e p i e n i a  s i l y  I; W k i e r u n k u  
t e j  s i l y  r 6 w n a  s i g  czgBciowej  p o c h o d n e j  wedl'e P 
p r a c y  o d k s z t a l c e n i a  b e l k i .  

Uwaga. Jdliby prgty byky mimokrodkowo pol+ozone , to powstalyby 
W pretach opr6cz ci4gnienia i ' c ih ienis  takie momenty, kt6re naleialoby 
uwzgl@ni0. 

Przyklad. WTyznaczyd nalety ugigcie f punktu C belki tr6jkrttnej 
(rys. 90.). 

Jeieli W punkcie C dziala sila P, to z tr6jkgta sit widzimy, i e  jeBeli 
nazwiemy u silg wewnetrzn~ W AC, A, przekrdj, s dlugokd 

6 9, 17 7- AB1 A2 n 1 7, 



-- 
Wag ' :UP-mesZ&B 6%--, 

2d d. 43 d 



Przypddmy n a j p d d  , k p r ~ d u h e n i e  osi wynosi Ads, 
.obr6t pr~ekroju Ady, przesunigcie Aq i przypnsidmy, $8 te war- 

t&i ssq dowolne i oil 
sil niesaletne. rys. 91. Wskutek . two  nt+ 
stqpi przeauniqoie v pm- 
kt6w ztmzepienia ' ail 'P 

9 (pod Prozumiemy taMe 
oddzidy wania). 

Wedle prawa pracy 
przygotowanej m a m y 

Ppi +Pat?% + .. .P&,= 
- S - S + J ~ ~ ~ A ~ ~ + J Q @ -  

Vp . JeQeli teraz j edna 
tylko sila prrcgsunie siq 

o v, to otrsymamy tworzt-p pochodne oz~stkowe wedle tego P 
m aiv d Q . . . .  v = ~ s ~ d ~ + { D & y + { B d p . .  967) 

Je&& teraz alamiast a d k d o e f i  dowolnych prqjmiemy 
odksztdoenie wskutek ai l  P, to otmymamy*) 

Nd8' 
- MS=- 

eA 
Mds . . . . . . . . . . .  268) A*=- EJ 
&-0, 

Wstawiwszy be wartotici W r6w. 267) otrzymamy 

Wyraz W b m r z e  jestto praca odks5talcenia avigarn,  
N Mv uas v 2  

bo natgtenie v- - +-, odksstalcenieza15-, wig0 praoa &dsdd, A J e 
a dla calego przekroju 



, . . h  

dL v=- 
dP" " ' "  ' 

. , . a n )  
, -, . 

' &updie, jak rdw. !XiS), 
, 3 >  7 ,-,-.l -, 

7,' "W rrjts. 92. 
pwiad&ma i+r p b p r z i M ' - -  
pmgr&e, tym~oe  e i ~  belki 
ki+owej , jgat wahe  takhe 

. d a  d$w@ru o przekroju 
P ~ P .  

Zeuw&y6 mneimy, Be 
pram odhtaxoenia jest nie- 
saleha od q d m  11Y i M, 
a hk rserno od samku Q @&W. 

2 Bell, AC @p. B&] pod- jwt W C i sewi6isma 
W B p.pdpg00l0 m BD. W A &E& sib B, naldy w y z p ~ q d  u&Qeie 
W punlroie d. 



PowiamhnL moment6w W AC przadst~wia, sig jako tr6j@t. Moment 

W B p o s i  M=-&, W lnuzgoieE W p h i e  B - - -  b ' 
Ciunbnie W BD 

c r - p k f  h &m5ei 

oiSnienie W B C  

4 + 4 dot.& 6 - - P -  
b 

M a y  dp: 
dla dB N=O, M=--&, 
dB 
-==-S, 
d P 

dla BC 

N 5  -P- 4+E, dot or, 
4 
dW M=-P%&, --0, 

4 bp 
fuf 4 
et= - -=l  E , '  dla BD 

&+S, X'-+P-sieoau, h 

&+h 0, 2 - T d ~ ~  S 





Ta mowu N- 0, wiga ne mocy W4) i 2'70) 

gdy eJ stale, 

pvEa ~"J:(~"'~+~~)&"~-g+x~l .  . . . BI9b 

z-ri5-w~bfqmAl~~ , 

01 =X% PI 
P'}. . . . . &a-- 
S8 



JeEeli nazwiemy S', S*, S"' sily W prgteoh nsdlioebow-ph, 
t;o we& 944) moEemy napisd 

'tX&XfC&+d8/+eu~"+. . .)Ae-2(6+sc'1S~+~~S"+. . .)As W) 
Je&eli teraz przyjmiemy S'= 1, S" = 8"'- . . . 0, to 

l &'A~=Bs/&, a podobnie 
zlc, A<= SS"& 

I r6wnah. . 53%) 
B C ' ~ ~ A ~ = = ~ S ~ ~ ~ &  

Je&eli tersz zamiast dowolnych przesuniq6 & i Ae preyj- 
&ikie&rly r~eczywis$e sprgkyste przedlurZenia prqtdw dc i Ad, to 
G ~ ~ ~ t a f  r6wnapie M a X W e l l  a 

1' '*. 2e'Ac -- BSIAs 

. - - " 

- -  -. re wyjqtkiem ,dowolnych przesunig6 d. 
. W rwie, jeheli przyjmiemy stale lub przesuwowe pod- 

I gory, As-0, s eatem otrzymamy z 279) 
- - 



SlZy p r q t 6 w  na&l iczbowych~,9( ,  B ~ . . .  muazq bxi 
t a k  w ie lk i e ,  a b y  p r a c a  odksz t e2oen i a  b y l e  noj- 
m n i e  jsadsoirl.  

Widzimy wigc , i e  prawo najmniejs~o4ci pracy odM&-. a 

oenia , .kMre przedtem ndowodnilismy dla odhialywah, wa&mv 
jest t a u e  dla ail wewngtrznych prqt6w nadliczbowycb, a d&' 
Xoby sig udowodni6 oghlnie, be jeheli six7 wewngtrzne S ME 
kratowej atatybznie niewyknaozalnej wyrazimy jako f p p h y ~  
niezalesnie ~miennyoh X', X". . . , to  X muszq mied takie W&- 

aby praca odkszhlcenla A by2a najmniejszoiicig. 
rys. 96 

"7" I"" 
I. PrzykZad (wedlug Ostenfeldrr). Wspornik EBCD (rp.  96.) ma * 

lokysko W C i D. W B obciqhony jest SO tonami. Wyznmzyd sily wewag 
k e .  B e l h  jest statycmie niewyp;naozaha pierwszego stopnia, uwakwny- 
prgt BE jdto nadlimbwy. Opuhiwszy ten pret, otreymamy 

&Q ~0WnQhTUl4 W BD 80.%=+60t 
n n , BC 3 0 . 8 1 - 4 0 t .  

Sity ohymnmy, eaoqgpiajgc W A' i B d y  r6wne jedno8ui. WWy- 
otrzymamy eiZy u1 W ED 1.4 -. 1.33 

W E0 1.4 = - 1.67 
w B D  19=+P6'7 
W BC l.+--1.38. 

Z &W. m) otrzymmy tu, zwaiywszy, h S-So + *Sd, 





., ' -  

L . '  . , . . . . h . . .  a . 
C! ',- 

W ~ F  & = X e i m  a, 
& = - 2 X s t a  

prmkr6j pionowy W G. to dla beM I? 
1 p ~ h j  N= - S, dost a = - X, 
). mo-t N = M o  - Siydosta=& - X y ,  . . 

iI& oanaaa moment belki zwyklej AC dla tggo mmego oboi#@~'' ' S  

a d&Oo zwy* powierzohnig m o m t h w .  A 

. Tn mamy belkg o przekroju p h y m  pok4czoxq z kratowrl, wigc , 

~ i & h  bgdeie dla spd;tazynnig sprgQsto$ci moment kwkdno8c i  praeltr6j 
bellri AC B J A 

.aOi@en AD i DO 3 AI 
' i  aupa BD E1 4 .  . :  

ds l  . d$ to --=siecaa,----2sta, 
dx dl i  . . 

dH dPT Dalej mamy -=-y, ===-l, wi* 
dX 

X6M so >=&+S 

Wstawiwmy 291) i 292) W 290), otrzymamy 
I .. 

. . 

lub X= 
3 

2h3iy. 
. . . . . . . . . 29s) 

8J E A s A 
j~ s-~+x-(t('+--.ecz3a+2--st%a) €1 a1 5 4 . . . 2%) a 





-. 
T e M i  wigo bslks obei@ona jest 'cigtrrrwm wlpsnp~  g i nkiacle,m hi 

Lar6w skupionych P, to X = 
6gl" +Pa(Sla - a3 

8ph12 . . . . . . .  297 

Zn~jqc X moierny tersa obliczif. sily we&nQ&zne we wm&e1 
- pr~tach. 

g. 85. ObeSlenie natgfen drugorzgdnych. : 

Przy obliczeniu belek kratowych przypuszczali$my do 
tychczas zawsze, Be prgty polqozone ss, migdzy sobs, przegib 
nie, bez tarcia, a CO za tem idzie, Ee sily zewngtrzne dzialajbjl 
W osi prgt6w. Tymczasem p n y  mostach europejskich Z4ozym: 
pojedyncze prgty zawsze nitami , wskutek czego kqty, jakig 
tworzs, prgty belki kratowej przy ugiqciu jej, nie mogq siq . 
zmieniad, a wigc W wgzlach powstajq momenty, zginajqce 
prgty, kt6rych osie nie 94 juA teraz proste, lecz wyginajbjrb siq , 
W jednym kierunku lub esowato. A nawet , jekeli polqo~erde " 

prgt6w jest przegibnem (W mostach amerykaliskich), to wy~@ 
puje Eawsze tarcie , W skutek, czego sily wewngtrzne przyj 
mujs, poloienie mniej lub wigcej mimo4rodkowe. 

Natqgenia , wywolane sixami wewngtrsnemi W przypu 
szczeniu pols,czenia przegibnego beztarciowego nazywamy n a 
t g B e n i a m i  p i e r w s z o r z g d n e m i  (n. G1-undspaaznzc~ry, pri 
vndire Spafinwag), natggenia, kt6re powstajs, wskutek stalych po 
Ts,czeii wgzlowych (a. rigidity of join&), nazywamy nahSe- 
niami d r U g o r z g d n e m i (n. Seeuvad&spannmg, fr. efwt sec* 
daire, a. secondary stress, oz. sekunder~e napjeti). 

Opr6cz tych natgBeli powstajq jeszcae dodatkowe natQ 
kenia wskutek mimo4rodkowego pols,czenia prgtbw, wskutek 
naglej xmiany przekroju, ugigcia poprzecznic i t. d. Niekt6rzy 
nazywajg te natgEenia takge drugorzgdnemi, my jejnak c% 
odr6Enienia od natqkefi, powstalych z powodu stdych pdgczeh 
wqzlowych bgdziemy je nazywa6 d o d a t k o we m i  (n. Zersat~ 
spannung). W tym rozdziale m6wid bgdziemy tylko o natg$e 
niach drugorzgdnych i wykohymy rzecz t~ wedlug R itt e r  a*) 

. .~ ., , . 
' ,?. , 'C. 

' .-.-,G . . 
. '  l'?' .  1:: 

8 : .::.l\ . . . . *) R i t  t er W. Anwendnngen der graphischen Statik. 1880. 
.; .,::; 

. . . . .  
3 .. . . - .  ~. 



' 8. 86. Zasada obliczenia na tg id  drugorzgdnych. 

Wedlug M a n d e r l i *) , kt6ry rozwirkzal pierwszy frudne 
asdanie wyznaczenia natgkeli drugorzgdnych , postgpujemy 
W nastgpny spos6b: 

Obliczamy najprz6d sily wewngtrzne pierwszorzgdne 
W przypuszczeniu polqczed beztarciowych przegibnych, z tych 
natgEenia pierwszorzgdne i zmiang kqt6w przy ugigciu , kt6- 
reby powstaly przy polqczeniach przegibnych beztarciowych. 
Momenty, kt6re powstajg wskutek stalych poY3ozeb wgzlo- 
wych, uwakamy jako nieznajome, 'kt6re wyznaczamy W ten 
spos6b1 aby przez ugigcie prgt6w wskutek tych moment6w, 
kgty te ohyskaly pierwotng wielkohd, Z moment6w wqzlowych 
mmaczctrny wrehcie W zwykYy spos6b natgkenia drugorzgdne. 

331% obliczenia natgkeli drugorzgdnych potrzeba wedZug 
poprzedniego wyznaczenia natgieli pierwszorzednych i znajo- 
rnohci przekroj6w. A zatem musimy zawsze najprz6d wyzna- 
czyd W zwykly spos6b siYy wewngtrzne i obliczyd przekroje, 
a potem dopiero moiemy obliczah nrttekenie drugorzgdne. 

g. 87. Zmiana kqtow W trbjkqcie. 

Zmiang kgt6w trcijkqta wskntek zmiany dlngoici jego bo- 
k6w wyznaczyliimy juh w tomie I"*). Nazwijmy zmiang kqta 
przy A (rys. 100.) d,, przy B da, przy C d,, v,, v, i v, natq- 
tenis prgt6w sICs2 i s3, to wedlug r6w. 2$2) (t. I., str. 214) 

. 
JJN 

A 
" J 

' I  

B 

E d,=(ua--vi) dot B+(v2--us) dot C 
~ d ~ = ( v ~ - v , ) d o t  A+(v3-vq)dot C 
6 do= (Vi -Vq) dot B+ (Ui -U3) dot 18 

*) p. Allgemeine Bauzeitung 1860. 
**) p. Podrecznik Teoryi MosMw tom I., wyd. IT. str. 213. 



i 0d~f;aijrny na nich natgtenia .y przeoiwlegtaf-sh h'Bk&r, pot . 
.. . ! 

c m m  wykr&lmy do nioh rbwnolegZe, a otrzymamy. 

8. 88. Kqt odchylenia osi .od pqtow. 

belki cigglej. P o w i e u s o w  :'; 
- 

moment6w clzielimy na dwa trbjkqty, kt6rych powiera-S Y 

+MS i -+M's zaczepizlj4 W pionowych trzecich cze4ci. A2U :: 
i 17B, sq to styczne podporowe. , . 4 

:h Z rysunku widzimy, t e  BZ1B2 H ,  pomnoBone przez odle-' ; :y 
g2086 biegunow4 eJ, jest moment statyczny sily +MS, a- wiqo 

a 2. 

(2H- W ) s l  r' r 
wiqo B,B,"= 

68 J S ?; 
a podobnie S'= .i 

6eJ ;1: 
Y ' :" 

9. 89. Rownania momenMw Wfjzfiowyeh. . 2 
Przypd6my, t e  rys. 103. pmidstswia nam b* 

p r z y m m  wykreSlili4rny pelno cigciwy prgtbw, a wykreskow*a- 
. - 

k . .  



- .  

:. wiqkszy od tego k&a , zatem d,., =z,-z,, a ze wzglgd~ na.. . . 

I 

: przTczem -M2 i M, oznaczajjg momenty wgzZowe prey danym. 
g'' 9 9 t h  M,' i M3' w przeciwlegzym kohcu prgt6w. . -+ Podobne r6wnania otrzymamy dla 6, i d,.,. . -7' 

PoniewaB wszystkie momenty wgzlowe W weile 4 musz% 
a ' byd W r6wnowedze, wigc 

. . . . . . .  M 2 + H 3 + M 5 + M 6 = 0  302). 
Otrzymamy wigc dla wgzla 4 cztery dwnania,  kt6re mo- 

. Bemy iakBe inaczej napisad, nazwawszy 

Otrzymamy mianowicie dla wgzla 4 
~ d ~ ' ~ = ( 2 & - ~ - ( 2 p ~ - & ~ )  
~ ~ 3 . 6  -&') - (2~5 -PS') 
~ ~ 6 . 6  -p5 ')-(2& - ~ 6 ' )  

J1 5 5  J B  'H +-p3 +-& +-p6 =O 
S ,  S3 S5 S6 

Podobne r6wnania dadza, sig ustawid dla kakdego wgzla, 
a otrzymamy ich tyle, jle jest moment6w wgzlowych; motemy. 
ie  zatem obliczy0, rozwiqzawszy r6wnania wedle p. 

Rozwiqztmie 2  n r6wnah byloby rzeoza, bardzo Bmudnq,. 
prgdzsj , chociaB prbbowaoiem, dojdziemy do celu drogq wy- 
hehlna,, podanq pmez R i t t e r a. 

Przypuidmg, Be znamy p' dla wgda 4., a shramy siq 
wyana3ayd p. 



' l ' ,  , - .  , . 

tern wykre4lmy kierunki tyoH sil W odstcypsch sd i p~5eawiaf 
tg. eily o pd. Zl6Amy teraz te sily, a otrzymamy wypa&ow+ 4 
Odstgpy przesunigtych six od wypadkowej s3 r6wne 6, 

V~onstrukcya ta czyni zado66 wseyatkh r6w, 304). 
stgpy sil nieprzesunigtych od wypadkowej ss, 2p-@, $ rMnie$ * 

tyoh odstqpdw r6wna sig ed,  przezco wypelniajq sig pierwwe 
trzy r6wnania. Ostatnie r6w. 304) orzeka, t e  surna momenthw ' 

T 
J dotyczrlcych sil - ze wzglqdu na wypadkowa, jest d w n g  aesu,, . 
S 

co wedle konstrukcyi sia sprawdza. 
Zaohodzi tylko ta okolicznodd, ke nie znamy wielkobi p'. 

Nie pozostaje nam nic innego, jak W pierwszem przybli$enit 
p rzy j~d  p' =O. Otrzymamy przybliEone warto4ci p , kt6re dla 
srlsiednich wqzl6w dadzq. nam p', mokemy wigc tam jud do* 
dniej wyznaczyd p ,  ktbre zn6w sa dla srlaiednich wgzl6w p'. 
Na podstawie tych p' obliczamy po raz drugi, a jeili potrzda 
i trzeci, p tak dlugo, ak nie okakg siq juS wigcej znaczniejsae 
r6knice. 

Przy tej konstrukcyi trzeba , rozumie siq , uwzglgdniaB 
znak ed i p'. Kre4limy wiqc W kaEdem wgdle prgty W porzgd- 
k u ,  jak wskaz6wka posuwa siq na zegarze, i odcinrtmy Bo-- 
datnie B na priwo,  na prawo od wypadkowej let4ce p uws- ' 
Aemy jako dodatnie, na lewo jako ujemne. 



$$ : ,Ve rys. 106. widzimy dwa wieloboki sznurowe dla wqzle 
8 i 4 (rys. 103.). Naswijrny odstgp nieprzesunigtej sily od wy- 

Wyby4my enali pdodenie wypadkowych, tobyimy mogli 
Gpst oblicqb p', tymczasem poniewd ~ w y k l e  wypadkowe 
'i&&iele sig przesuwajq, 'wigo na podstawie tych r6wnah mo- 
'&my w preyblikeniu wyznaczyd p'. Podwajamy cyrklem q4, 
''&&jemy do tego rl, i daielimy przez 3, o tq i2ugoM pir4 prze- 
hnybmy sag 3 na lewo. 

Wyznaczywszy W ten spos6b p ,  moSemy latwo obliczgd 
,i&q$enie U'. Mamy bowiem ~'I- -&fe ,  a iie wedlug 808) 

M=- 6a wigc W'--p. . . . . . 
S '  S 306) 

, . P?zyk)sd. Jako plxyktad wyznaczymy n a w n i a  drugoregdne mostu 
:p@ Pegniq kolei Norymbergia - Neuhsns o rozpigtoaci 36 no (tabl. IV.), 
v& kdrW S t  e iner  wyanaazyt te natghia  innym sposobem (liczebhym.). 
5. 

*) p. Handbaoh der Inganieurwimnmhaften t. 11. sk.  362. 
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wego i otmymujem~? Cym~wowe * h i e  wypadkowsj. Terse praesuw(lmy 
kierunki o p*, kPtQre nam faad ~BSWB aia jerrt anone, pqjmujemy w i ~ c  
p W prayblibreniu; h y s t a j v  r6w.'Wi), p f p#, l e w  na prawo od wy- 
pdkowej , uwaksmg joko dodatnie, na lewo jsko ujemne i przesuwomy 
odpowiednio kierunki sir W ~0$-mzpm wypdku nlr lewo , W dragin ao -' 

ppawo. Dlo pmesdgtyah &l k d l i m y  m6w wie1~)bok mnurowy i otrzyl~g- 
jemy poprawiony kiaanek 'wypsdltowej. T m z  sprawdzamy, czy dla j* 



* 
irr8j'neino Met~powi wyprdkow~j 8 (rye. 6.) i ppfowiamy 
, B'$- kq z&n& os@@emy.; *&tap ~ y t ~ ~ y  p = &W 

1 mm 
p&si.Ud 6 8 (to 1m Wplsrlibmy W& *to r tab1id.p 

+ i p'. Nrr podshwie &W. 305 o b l i i m y  stqd wxehie 'v ,  i v,', 
tgherrio drugorqdne na bbu kofioaah prgta. 

' Jedli niektdre prgty sq mimo$mdlzowo utwicardzone, to p- 
&tsjq wakutek tego dodatkewe nafqkenisr, o oprcicz tego zmie- 

siq nstgtenia dragorrqdns. 
Naswijmy odshp o i  prqfiai od W* a, d&tnie lub wjec 
wedle tego, czy wshkkr 4ep kadisc prq&s ~ g i n a  giq n& ' 
o lub lewa, to odaolae wraenty sg X-& i W=&+, 

P; 
6% W B ~ Z U @ ;  299) G== 

(%H-%)S (%--c')& 
b y -  

@$ -. .. 681 6EJ . . . . * .507), 
- $ ~ t y  amianiej4 Siq wig0 nietylko w s h b k  o d k s t t d h  
-: .$c$'- ji ~L&z&Q.wI)~ aOwi&eni& Kon&m&oyra, 

a' W popmlednim p f e , m&m sig d e ~ i s ,  mis- 
k d d e  'papzed& d ty t,)da ~wQpne 
r%m dq Q t~ ihgid, ~CB. i lW, pole* 

e ,  oprbcz tego gblicsa~nyr wpmt =t&enia, p~wat* 
nt;g% mimoirodkow~go ukfesdkerrf~; nr;ccj~ 0- rmyUs m& 

yseoiwny tak, &B natt#aie @ p m+ei sig entm~4, &- 
5- QZ *W P-JU P R ~ ~ :  + 

Aby 5badaO wplyw pmekrajrz pmb$enis dm- ' 
k ~ d q e ,  pomy8lmg, &er mcrmsne ai f waqstkioh 

bw shfy  sig rrg 'nry wfgknace, e p~aebdj hh A i ode4p ' 

ej waratwg od osi p z o ~  ni&mienny, to p e a  to p ,  
anniejszi&, n&tq$enia dmgo~%@ne pomttm$ t& same. 

R ? & Y P ~ ~ ~ Y  t e  ttckhe wszyetkie A aig s nazy 
&ksze, S p0 te same, wkdy natq8enja arWy aig up rev 

"ae,  s w i v  i Q i  moi~jaze, matttern notqEenh 
a q l y  aig a r q .  A nie e e n i m y ,  leca e &a- 

'n r q -  wigkseeq to n, S r q  warosn~. 
Z powyhsaego widzimy, ,&B ~stQlen* b g o r q d n e  8% 

h . ,~ t i f i  s t o m h  p m p o r b p w p  do sesmkdoi pqt6w i na- 
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leiy robid prgty tak wqskie, jak to pozwala dokZadne poTg- 
czenie nitami i wzg1;lr~d na wyboczenie prgthw cidnionych. ,, 

Poniewst W moitsch dla malych rozpigto4ci szemkoBci 
prgtciw sa, W stosunku do ich dlugoBci najwigksze, witp teE pray * - 

,* takich mostach powstajq najwigksze natgienia drugorzgdne. 1 %:a 

Jeieli na belkg dzida cigim ruchomy, to powstntje pyta- 
nie, dla jakiego obiqkenia powstajg najwigksze natgkenia dru- 
gorzgdne. Najprgdzej wyznaczy6 je moiemy zapomocg linij ::.. 
w$ywowych. Wprawdzie tu metoda linij wplywowych nie da 
siq 4ciBle zastosowd, bo tu zmiany raanion moment6w wskutek 
o h t a l c e l i  sprgEystych nie SQ W stosunku do wymiaru prgt6w 
nadzwyczaj mde, ale i EaXa pwyBsza h r y a  jest tylko przy- 
bMong , moiemy wigc rbwnem prawem dywa0  linij wplywo- 
wych. W tym celu naleEdoby bad& w@yw cigiaru P=l, ea- 
czepionego W pojedynczych w p l w h ;  baddsnie takie byzoby je- 
dnak za Emudne. W i n k  l e r  dosmdl pmytsm do wyniku , B e  
W og6le mdna  pmyj46, be natqBenEa drugorzgdne sq najwi$- 
see dla tego samego sbcigkenia, ca pierwszorzgdne. 

5. M. W&w ustroju belki. 

W i n k l a r b d a l  nat&.enia dmgorzgdne dla rozmaitych . 
belek kratowych; my tu podamy tylko wyniki, do jakich on ' 

a 

doszedl. 
W belm h h a a s j  Ibwnoleglej s k m i e  prostokqtnej po- 

w s t a j ~  nahdania Idrugorz;edne, wynoszqce W pasach 10 do 24°/0, , 

W kracie &wnommiennej 6-14% pierwszorzgdnych. NatgBenia . ,+ 
drugorzgdne W kracie sg rbwnieh W pierwszym przypadka. ' 
wiqksze, niE W drugim, 

Jdli belki b t o w e  o haoie wielokrotnej obci~iymy tak,. ' - 

i e  tylko jeden uklad jest obcityAony, powstaj4 bardzo znwzne 
natgEenia dragorzgdne w pasach. W i n k  l e r  otreymal W pe-:. .- 
wnym wypadku natgEenia drugorz~dne, siqgaj we do 88% pier- ' ' t 
wszorz~dnych, Brednio 46OI0. Przy obcigeniu wszystkich wgd6w6r ' 
otrzymal on tylko natgienia, wynoszgce 12OI0. 



JeEeli przytem krzyhlce s4 polqczone , natghnia drugo- 
' .  regdne wzrastajq jeszcze bardziej. W i n k l e r  otrzymal W pa- 

sach natgEenia drugorzgdne, wynoszqce 27 do 113°/0, przeciqtnie 
660/0, W krzy8ulcach przecigtnie 61 O l 0 .  

Na Bredniej podporze belek ciqglych powatajq znaczne na- 
, tqkenia drugorzgdne W pasie zwlaszcza dolnym , natgkenia te 

;. mogq by6 dwa razy wiqksze, niE W innych czg8ciach belki. 

.$, 9, 95. Potqczenia przegibne. 
5 2  

I. , , JeEeli prgty belki kratowej polqczone sq przegibnie, to  
.,-. 9 jednak obr6t prgta okolo sworznia nastqpi dopier0 wtedy, gdy 

moment M,. , wywoaany 

.L , tarciem , mniejszy jest 
I .  nik moment wgzlowy M, 

,.v-- C obliczony poprzednim . .- sposobem. Sila S (rys. 

106.) rozklada sig n a  

.. .. N = S x  dostcpi T--Swstcp 

. , t :  -. =Nst v ,  przyczem cp jest kqt tercia, wigc sty=f. Jekeli wy- 
. . krehlimy promieniem a koZo, to dop6ki kjerunek sily S prze- 
& .  -. cina kolo, nie moBe ruch nastqpib, a zatem najwigkszy mimo- 

I ,  

$7 - d c,+ 4r6d moBliwy jest a=- wst 9. . . . . . . . . . . . . 308) 
2 

C' 

L_ 

Mimowhr6d ten najwigkszy moiemy odrazu obliczyd. 
~~- . 
,l.- 

.*. V .  ... .' 

Wyznaczenie wigc natgieli drugorzgdnych pozostaje takie 
.::+ . samo, jak wprzddy, tylko baczyd musimy, Be rnajul M,-Sa. 
r .L,' 

I !E' 
,,_ - Z powykszego wynika, i e  aby natgtenia byly jek naj- 
,:: mniejsze, powinne by6 j a k  n a j c i e r i s z e  s w o r z n i e ,  o i l e  
,i$,':.. : t y l k o  w y t r z y m a l o i i d  m a t e r y a l u  n a  t o  pozwala .  Tarn 
i . . gdzie natqkenia drugorzgdne ss, wielkie , dadz3 sig nrzq- 
kL,: : dzeniem poXs,czeb przegibnych zmniejszyd natgkenia djrugorzq 5.' ,. .' 

dne, ale tylko do pewnej granicy, zaletnej od wielkoLSci $red- :;>\:;. - . 
.- +,.. .. . nicy sworznia. Na kakdy spos6b widzimy, Be nawet prey uhy- 

, ,oiu pol~czeli przegibnych nie dadzg sig natgkenia drugorzgdne 
' zupelnie ,usunty5. 

.,., . , 
,.' * 
8' 
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