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ROZDZIAY, XX1

Szeregi nieskonczone
Ustep I
SZEREGI LICZBOWE

§ 267. Wstepne wiadomosei o szeregach liczbowyeh 1 funkeyjnyeh

Zaréwno w elementarnej jak i w wyiszej mateiatyce mamy czgsto
do czynienia z szeregami nieskonczonymi,

Szereg nieskotniczony otrzymujemy z kazdego ciggu nieskoficzonego:
D Qyy Qgy Ogyove Quyone ’

Yaczae jego wyrazy ze sobg znakiem dodawania:

an a,+a2—|—a3—|——...—|—a,,+...=2a,
. ‘Bl
Utworzamy ciqg sum czeSciowych:
$1 == ay, 32““1"!‘“2-
sg=ay+ag+4az,.., s,=a,+Fag4a;+ .. -}—a

P I T T T T T S S SR P

Jezeli ten ciag {s,} jest zbiezny, tj. posiada skoiiczong granicq s, to sze-
reg nazywamy zbieZnym, a liczbe s nazywamy wartoscig lub suma tego
szeregu (por. tom I, § 35). Jezel cigg" {s,} nie jest zbiezny, tj. nie po-
siada skonczonej granicy, to szereg (II) nazywamy rozbiednym.

Jozeli wszystkie wyrazy a, ciagu (I) sa liczbami stalymi, to sze-
reg (II) nazywamy szeregiem liczbowym, jezeli zad§ sa funkcjami jedoej
lub wigcej zmiennych, to szereg nazywamy szeregiem funkcyjnym.

Przyklady takich szeregéw spotykamy juz w matematyce elemen-
tarnej. Tak np. z ciagu, zwanego postgpem arytmetycznym (por. tom I,
§ 196). otrzymujemy liczbowy szereg, zwany szeregiem arytmetyeznym.
Biorae pod uwage posigp arytmetyczny pierwszego rzgdu, tj. taki w kto-
Rachunek réinlczkowy i catkowy. T. IIL ' 3
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fym wszystkie rdinice sgsiednich wyrazéw majs staly wartosé d, otrzy-
mujemy nhstopujacy szereg aryimelyceny picrwszego rz¢du:

o+ (@ +d)+ @+ 2d)+ ...+ (@ +@r—1d)+..
Suma czg¢dciowa s, takiego szeregu ma wartodé:

s=5@+a)=5Q@a+@—1ad

W § 196 tomu I podano wzér na n-tg sumg czesciows takze dla sze-
regu. arytmetycznego wyzszego rzedu (tom I, wzér 206, str. 612).

Z postgpu geometrycenego, tj. z takiego ciagu, w ktdrym wszystkie
ilorazy sgsiednich wyrazéw majg staly warto$é g, otrzymujemy szereg

geometryczny:
G4 agtagt ... +agit..
Suma czgéciowa s, takiego szeregu ma wartodé:

¢—1
=1

8=
Jezeli tutaj ¢ uwazamy za liczbg staly, to szereg geometryczny jest sze-
regiem liczbowym, jezeli za§ ¢ uwazamy za zmienng, to mamy do czy-
nienia z szeregiem funkeyjnym.
W analizie wyzszej spotykaliémy réwniez rozmaite szeregi, jak np.
nastgpujace szeregi liczbowe, przedstawiajgce liczby e § m, log, 2:

"’1+1x+21+31 aRRT gy 1)1"‘
YRl e

1,1 1 ey 1
log, 2=1— gtz —5 4. (=1 -4

Szeregi Taylora i Mac¢laurin'a sg praykladami szeregéw funkeyj-
pych, jak np.:

o , @ o o o
e=1+l—l+ﬂ+§!+...+(—n_—m+...=2

n=0

Y

nl
lub: .
_o_ o o "
gl to)=7—5+5g—-F+ (=07, +..
Z funkeyj trygonometrycznych buduje sig szeregi postaci:

43 a4 (a;cos @ -+ bysinz) + (agcos 2 + by 8in 22) ... 4=
+ (a,cosnz + bysinna) 4 ... =L a, +2’(a,,coskm+b,,siu Iiz)

LL3
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" awane széregami trygonometrycanymi. Ogdloie 3 kaidego c¢iggu funkeyj:
fi(@), 3 (@), [a(2), ... £, (), ..

mozna zbudowaé szereg funkeyjny, laczac ze soby wszystkie wyrasy
tego ciggu znakiem dodawaoia:

h@) + L@ +hA@+ - +h@E+ =3 @
aw]
Zajmiemy sig najpierw szeregami liczbowymi, wlasnoéei ich bowiem
sy piezbgdoe do zrozumienia wlasnosei szeregéw funkcyjnych

§ 268. O koniecznych 1 dostatecznyeh warunkach zbieznoéel sze-
regow liczbowych

A) Zbieznodé ciagu sum czedciowych {s,} jest warunkiem konecenym
i dostatecanym zbiesnoéci szeregu. Rozstraygnigeie, czy dany szereg uie-
skoficzony jest zbiezny czy tei rozbieiny, jest zatem latwe w tych oie-
licznych wypadkach, gdy potrafimy znaleZé dodé prosty wzér pa sumg
czedciows, /

1) Tak np. dla szeregu arytmetycznego pierwszego rzedu jest: .

m s, =lim 5 (20, +(n — 1)d)| = 4/c0 dla d=0 i ¢,>0
=00 n—>o0 . d < 0
zatem ten szereg jest Fozbiezmy. Podobnie okazuje sig, ze szeregi arytme-

tyczne wyzszych rzedéw sa rozbieine.
2) Dla szeregu geometrycznego jest:

=== — O

" —1
q—1
Stad wynika (por. tom. I, § 35), 2e szereg geometryezny jest zbieiny
tylko dla |¢g] <<1 1 ma warto§é:

8, = a4

3) Zbadajmy zbieznodd szeregn:

1. 2+2 s"'s 4+ +nm+1) Zk(k—}—l)

zwanego szeregiemn Brounckera. Sumg czesciows tego szeregu mozemy
przedstawié w postaci'

+2 3+.-s4+ +n(n—|—l) (1 ‘)"‘G"Q*‘

3

&

+(§“‘)+ )=
1

7
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Wobeo tego:

g=lims, =1
R’ —>00

Szereg Brounckera jest wige zbiezny i ma wartoéé 1.
4) W szeregu: ’
1—141—141—..

sumg czeéciowsy jest:
sp=ml— 1l — 14 (1

Dla parzystego » = 2m jest wige s, =0, a dla nieparzystego n=2m -4 1
jest s, = 1. Ten szereg jest wige rozbiezny.

Te przypadki, w ktérych sig tak prosto przedstawia wzér ogélny na
sumeg czeéciows, naleig do rzadkich wyjatkéw. Zwykle badanie szeregéw
ta drogs jest bardzo uciszliwe. Wobec tego uciekamy si¢ do ogélnych
twierdzen o granicach ciggéw i stosujge je do ciggu {s,}, wyprowadzamy
rozmaite jego wlasnoéci, ktére pozwalaja nieraz w bardzo prosty sposéb
rozstrzygnaé kwestig zbieznosei szeregu nieskoniczonego.

B) Stosujsc do ciggu {s,} ogélng zasade zbieinosci Cauchyego
(por. tom I, § 31), otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Koniecznym i dostatecanym warunkiem zbieznosci szeregu jest, aby do
katdej dodatniej liczby & moina bylo dobraé takq liczbe N, 4eby si¢ dla
wszystkich n > N i dla wseystkich naturalnych p spetniala nierdwnosé:

(1) |3u+p—8n| <e

czyli:

Ian+l + an+2+ + an+p| <e
Praykéady.
1) Zbadajmy przy pomocy tego warunku zbieinodé szeregu:

1 1 1 1
B

dla ktérego nie znamy dogodnego wzoru ogdlnego na sumeg czedciowsy s,.
Tworzymy:

1 1 1
IS,,,*_p—s,,I—(n_I_ 1)2+(n+2_)2+---+ (n_l_}_))—z
stad: -

1 1 ! =
|8”+"_s"|<n(n+_1)+(7"+ CE o L sy y ey

= s1) oy —ie) ot =)~
1 1 .

= -

n n-tp
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Chege uczynié praws strong mniejsza od dowoloej dodatniej liczby e,

wystarczy obraé n > N= 1; Wtedy bowiem jes_t:; < ¢, a wige tem bar-

dziej 711— 1 < e Warunek (1) speloia sig zatem dla wszystkich oa-

nFp
turaloych p, gdy n > N= —le—' a to dowodzi, 2e badany szereg jest zbiezny.
Jakkolwiek wige nie zpalezliémy wartodei (sumy) tego szeregu, to jedoak
wiemy, Ze ta wartodé istoieje i jest jaka$ skoficzong liczba.

Uwaga. Okazemy posniej (por § 293 9), ze zachodzi bardzo ciekawy zwigzek
wmiedz2y wartodeig tego szeregu a liczbg 7, a mianowicie, ¢e ten szereg ma wartosd § at.

2) Zbadajmy szereg:
1 1 1 1
(2 f+§+3+-~-+;+---

ewany szeregiem Aarmonicznym Obierzmy w oieréwnodei (1) pe=n

! utwérzmy: .
1 1 1
bore — 0l =3yttt

Ostatm dodajoik prawej strony jest réwny §17;’ wszystkie zas inpe sg

1
wigksze od gy 8 zatem:

|8,.+n—sn-|>n-§l—n=él—
Biorac ¢ = } widzimy, ze nieréwnosé (1) nie spelnia sig dla wszystkich
p, 8 mianowicie nie spelnia sig dla p==n, jakiekolwiek obralibyémy n. To
dowodzi, 20 szereg harmoniczny jest rozbiesny.
Szeregi, oméwione w przykladach 1) i 2), sg specjaloymi przypad-
kami szereg6w. .

1 1 1 1
(3) 1—,+2—,+5;+-~-+;;.+--~

awanych szeregami § (s). Okazalidmy zatem, ze szereg [ (2) jest zbiezny
a szereg (1) rozbiezny. Zbieznodé tych szeregéw dla Moych s oméwimy
péZniej.

Szereg nieskoficzony :
(II[) s = Qppy + Guig + Qnys + ohe
otrzymany z danego szeregu przez opuszezenie n pocztkowych wyrazéw,
Dazywamy n-ty reszfy szeregu:
(I a,+ta;+ag+ ...+ e, +at et

Do kazdego szeregu nalezy wige caly, cigg resat: 7y, rq,...7,...



Jezell szereg (II) jest zbiezny i ma wartodd s, to ocaywilcie:

s=g3s,-}r,
Stad:
r,=8—3,
a wige:
imr, =8 —limg,=9—8=0
8> R =00
To gnaczy: jeseli szereg nieskoticzony jest zbieiny, to cigg jego reset dgzy
do zera.

Reszte r, mozemy takie okreslié jako blyd, ktdry popelniamy, bio-
rac zamiast dokladnej wartodci szeregu jego n-tg sumg czesciows. Przy
rachunkach liczbowych, opartych na szeregach nieskonczonych, badanis
reszt ma szezegélnie wielkg doniostosé. MielidSmy sposobnosé przekonad
sig o tym w rachunku réiniczkowym, w rozdziale poswigconym szere-
gom Taylora i Maclaurina (por. tom I, str. 388 i nast.).

§ 269. O niektérych koniecznych lecz niedostatecznych warunkach
zhieZznosel szeregéw

Wiemy, se kazdy ciag zbiezny musi byé obustronnie ograniczony
(por. tom I, § 27, str. 103). Jezeli wige szereg nieskoriczony jest zbiezny,
to cigg jego sum czgdciowych musi byé ograniceony, tj. musi istbieé taka
" liezba 4, ge:
‘ ls.}< 4
dla wszystkich n.
. Ograniczonodé sum czgéciowyeh jest wige koniecznym warunkiem
gbieznosci szeregu, lecz bynajmniej nie dostatecznym,
[ Tak np. w szeregu:
: 1—141—14..
cigg sum ezqéclowych jest ogramczony, sumy te majg bowiem wartosei
0 lub 1, a wige w kazdym razie jest:

sl <2

a mimo to, jak wiemy, jest ten szereg tozbiezny. Warunku tego nie
mozna zatem uzyé, bez zadnych dodatkowych zalozeh, do rozstrzy-
goiecia zbiegnodci; natomiast moznd go z pozytkiem uzywaé do rozstray-
gnigeia rozbieinodci.” Jezeli sig bowiem okaze, ze ciag sum czgsciowych
nie jest ograniczony, to szereg jest napewno rozbieiny.

Drugi taki konieczny lecz niedostateczny warunek zbieznosci nie-
skoficzonych szeregéw otrzymujemy, badajge wprost same wyrazy a, sze-
teg. 8 nie jego sumy czgdciowe. .



I tak oczywistym jest, Ze:
Up =8y — Sy

Jezeli szereg jest zbiezoy, to zaréwno s,—> s jak i 8,_,—> 5, a wige,
stosujac tu twierdzenie o réipicy granie, otrzymujemy:
lima, =5 —3s
1' n—=00
ezyli.
lima, =0
. To znaczy: w kazdym szeregu zbicznym wyraz ogdlny daéy do zera: Twier-
. dzenie to wynika takze odrazu z twierdzenia B z poprzedniego para-
grafu, jezeli polozymy we wzorze (1) na str. 4 p=1. Jest to zatem
warunek konieczny zbieznodei, lecz bynajmniej nie dostateczny, jak to
wynika z nastepujacych przykladéw.
1) Zbadajmy szereg:

1 1 1 1
M@+ﬂ+mp+ﬁ+m@+a+m+m@+ﬂ+m
Wyraz ogélny tego szeregu dazy do zera, albowiem:
lima, = lim log <1 —|—%)=log1=0

Pomimo to ten szereg jest rozbiezny, jak latwo okazaé, obliczajge
bezposrednio jego sume czedciows:

mtell 3o+
SR R NLES) I

Otéz:
lim 5, =1lim log (» 1) =400

n—o0

a wige badany szereg jest rozbiezny.
2) Wiemy, ze szereg harmoniczny:

1+%+%+£+m+;+m

jest rozbiezny, jakkolwiek w tym szeregu a,= 71—z - 0.

Warunek: a,—> 0 nie wystarcza zatem do rozstrzygnigcia zbiese
no$ci, patomiast niespelnianie sig tego warunku dowodzi rozbieinofei
szeregu. Tak opp. w szeregu geometrycznym o ilorazie =1, a 0 wy-



g

-

razie poczatkowym a, résnym od vers, Thamy a,=a,, & wigc takze
lim a, =a, 40, a zatem szereg. geometryczny jest dla ¢ = -} 1 roz-

biezny. Dla ¢ == — 1 wyraz ogdlny takie nie dazy do zera, lecz oscy-
luje pomigdzy — a; & ~}-a;, & wige i w tym przypadku szereg jest roz-
biezny. Dla |g] > 1 wzrasta |¢"] nieograniczenie, a wige i]a,| =] a,¢" |
wzrasta nieograniczenie, a nie dazy do zera. Szereg geometryczny jest
wige rozbiezny dla |g] = 1. Natomiast wiemy, ze jest on zbiezny dla |gq] < 1.

Uwaga..Dla szeregu geometrycznego warunek konieczny: @ -+ O jest zarazem
warunkiem dostatecznym, albowiem a.==a,¢*! dgzy do zera tylko wtedy, gdy
lal <1, a wige gdy szereg geomeiryczny jest zbiezny. Poniewaz w matemetyce ele-
mentarne] omawia si¢ zazwyczaj tylko ten jeden rodzaj szeregéw zbieinych, przeto
poezgtkujgcy w studium analizy popelniajg czesto ten blgd, Ze uwalajs warunek
a,— 0 za dostateezny takie w ogélnym przypadku. Omdwione powyZej przyklady
1) i 2) wykazujg naocznie blednosé tego mniemania.

Wobec niedostatecznodei warunkéw |s,| << 4 i1 a,— 0 postaramy
si¢ wyprowadzié rozmaite warunki dostateczne dla zbieznosei szeregéw,
Najproseiej przedstawia si@ to zadanie dla szeregdéw o wyrazach dodat-
nich, totez zajmiemy si¢ najpierw wylgeznie takimi szeregami. Jezeli
wszysthie wyrazy szeregu ss dodatnie, to sumy czeSciowe wzrastajy mo-
notonicznie. Wobec tego szereg o dodatnich wyrazach jest albo zbiezny
(do skoficzonej granicy) albo rozbieiny do niewlasciwej granicy - oo.

Warunek |s,| <A, ktéry byl dla dowolnyeh szeregéw tylko ko-
piecznym warunkiem zbieznodei, jest dla szeregdw o wyrazach dodat-
pich zarazem warunkiem dostatecznym. Wiemy bowiem, ze ciag {s,} mo-
potopiczny 1 ograniczony jest zbiezny (por. tom I, str. 105). Dowodzi to
prawdziwosei nastgpujacego twierdzenia.

Jeseli w szeregu o wyrazach dodatnich ciag sum cegdciowych jest ogra-
niczony, lo szereg jest zbieiny.

Jezeli 4 jest liczbg, ograniczajacy z géry wszystkie sumy czedciowe
8,, to i granica tych sum, czyli wartodé s szeregu, nie przekracza tej liczby.

§ 270. Majoryzowanie szeregéw o wyrazach dodatnich

Z twierdzenia, dowiedzionego na kodcu poprzedniego paragrafu,
wynika bardzo wazna i czgsto uzywana metoda badania zbieznosei sze-
regdw o wyrazach dodatnich, a mianowicie poréwnywanie dwéch
szeregOw. Jedeli wszysthie wyrazy szeregu o wyrazach dodainich (lub
nieujemnych):

ot agtog ...+ a4+ ..
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(0 ktérego zbieznosei nic nie wiemy) nie preekraceajq odpowiednich wy-
razbw szeregu zbieznego o wyrazach dodatnich (lub nieujemnych):

byt byt by o B :

0 i pierwszy szereg musi byé zbieény.
Dowéd. Wedlug zalozenia zachodzi dla kaidego naturalnego % nie-
réwnosé:
aQ=b

L 4
Niechaj s, oznacza sume czgéciows pierwszego a f, drugiego szefegu.
Musi byé zatem takze:
HSh

Nazwijmy liters ¢ wartodé (sumeg) drugiego szeregu; poniewaz ciag (4}
jest monotoniezny, przeto musi byé ¢, = ¢, a wige takze

5=t

Ciag {s,} jest monotoniczny i ograviczony, a wige jest zbieiny, a zatem
takze pierwszy szereg jest zbiezny; c¢. b. d. o.

Ten drugi szereg nazywamy majorantq pierwszego szeregu; mé-
wimy, 2e drugi szereg majoryzuje pierwszy,

Podobne kryterivm pordwnawcze odnosi sig do szeregdéw rozbiez-
nych o wyrazach dodatnich a mianowicie, jeseli wszystkie wyrazy szerequ:

ay+ ay a5 .1y

(o ktérego zbieznodei nic nie wiemy) nie sq mniejsze od odpowiednich
wyrazéw szerequ rozbieinego o wyrazach dodatnich:

by 4 byt byt by

to takse i pierwszy szereg jest rozbieiny.

Dowéd. Jezeli szereg o wyrazach dodatnich jest rozbiezny, to ciag
jego sum czedciowych {t,} jest nieograniczony, zatem do kazdej dowolunie
wielkiej liczby L da si¢ znaleié takie N, 2e dla wszystkich &> N
spelnia sig nieréwnosé:

&> L >
Poniewaz za$ jest s, = ¢,, przeto taksze:

8, > L-
a to dowodzi, Ze ciag {s,} jest nieograniczony a zatem rozbiezny. Wo-

bec tego 1 szereg: a; |- a3 -+... jest rozbieiny, e.b.d.o. Obydwa te
twierdzenia mozna wypowiedzie¢ w nastgpujacej postaci: szereg o wyra-
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zach nieujemnych, dajacy si¢ z2magoryzowadl szeregiem zbieinym, jest
zbiezny, szereg zas, magoryzujacy rozbiesny szereg o wyrazach nieujem-
nych, jest rozbiezny.

Tych twierdzen uzywa sig czesto do badania zbieznodei, a miano-
wicie poréwnuje si¢ badane szerezi z innymi szeregami, ktérych zbiez-
no§é lub rozbieznosé zbadalidmy poprzednio na ionej drodze, np. z sze-
regiem geometrycznym, harmonicznym, z szeregiem { (2) lub z szeregiem
Brounckera.

Jeszeze wazniejsze jest posrednie zastosowanie tych twierdzen do
badania zbieznodei, a mianowicie wyprowadzimy z takiego poréwnania
szeregdw pewne proste, bardzo praktyezne kryteria, ktére pozwolg roz-
strzygnaé kwesti¢ zbieznosei w bardzo wielu przypadkach,

Przyktady na bezposrednic zastosowanie twierdzen o majoryzowaniv
szeregdw o wyrazach dodatnich.

1} Zbadajmy zbieznosé dowolnego rozwinigeia dziesigtnego, ulamko-
wego, nieskoficzonego. Tukie rozwinigeie jest szeregiem nieskoficzonym,
I tak wiadomo, ze jezeli to rozwinigeie jest periodyczme, to mozna je
pojmowaé jako szereg geometryczny. Rozwinigeia dziesigtne nieperiodyczne
8y takze szeregami nieskonczonymi, lecz juz nie geometrycznymi. Tak
np. rozwinigeie nieperiodyczue:

0-3733773387773333 ...

mozna przedstawié w postaci szeregu nieskonczonego:
3 17 3 3 1
10 7708 107 T igr T 105 T
" Ogélng postacia takiego rozwinigcia jest:

) Ociepegey...
czyli:

At im et

Cyfry ¢, tego rozwinigcia spelniajs warunki: 0 = ¢, < 10.
Poréwnajmy badany szereg z szeregiem geometryeznym:

10 10 10 10
wtie g Tt et

o ilorazie g == {4. Ten szereg geometryczny o wyrazach dodatnich ma-
Jjoryzuje badany szereg, albowiem zawsze spelnia sig nieréwnoéé

y 10
10F T 107
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Szereg geometryczny o ilorazie 4 jest zbiezny a zatem i badany szereg
jest zbiezny do jakiejs skonczonej liczby. Stad wynika, ze kazde dowolne,
vieskonczone, rozwinigeie dziesigtne ulamkowe przedstawia jakad liczbe
(vie moze wige waxtodd tego rozwinigeia ani rosngé nieograniczenie ani
oseylowaé)

2) ZbadalisSmy szereg [(s) dla s=1 i s =2. Zbadajmy zbieznodéd
takich szeregéw takze dla innych wartodei s.

a) Dla s>2 jest =42 dla wszystkich paturalnych k, zatem
%gllz Wyrazy szeregu {(s) sg wige wszystkie niewigksze od wyra.
26w szeregu {(2), ktéry jest — jak wykazalismy — zbiezny. A wige
i szereg {(s) jest zbiezny dla kazdej wartodei s> 2.

b) Dla s<{1 jest #° = k! dla wszystkich waturalnych %, a wige
1
F=k
zéw szeregu harmonicznego, ktéry jest — jak to juz poprzednio zbada
lismy — rozbiezny. A wige i szereg {(s) jest rozbiezny dla wsayst-
kich s < 1.

‘c) Nie wiemy jeszeze, jak sig zachowuje szereg {(s) dla: 1 <s <2
Tutaj juz uzyjemy ionej metody, a mianowicie wykazemy, ze cigg sum
czgécinwych jest wtedy ograniczony.

Chege oszacowaé sumg czeSciows s,, obieramy + tak wielkie, aby
2" >n. Wtedy:

. Wyrazy szeregu {(s) sa zatem wszystkie niemniejsze od wyra-

S o= 1+(i,+-§?).+(j—,+5‘;+g‘;+7’—s)+

+ +(27—l)s+ 2r-l+l)s+ + ))
Kazde wyratenie w nawiasach powigkszy sie, jezeli wszystkie mianowniki

sastapimy mianownikiem pierwszego ulamka z kazdego nawiasu, a wige:

ccrrlbrd i el

+ot (s (Zi,)s )

czyli:
1

" < 1 + + 45 + + (2»-1 + 2s—l +4s—l + + (2"—1)3—‘

Po prawej stronie mamy sume czgdciows szeregu geometrycznego o po-

, mniejszym od 1 (bo s>1), a ta

1
czgtkowym wyrazie 1 i oilorazie ;— =
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suma nie przekracza wartodci calego, nieskonczonego geometryezoego sze-
regy o tym samym ilorazie, a wigc:

s,,<—' =1

- L

=

Stad widzimy, 2e cigg sum czesciowych badanego szeregn jest ograni-
czony., a wige badany szereg o wyrazach dodatbich jest zbiezny Zbiera-
jac razem wyniki badania szeregdw {{(s), widzimy 2e te szeregr ag
ghiezne dla g > 1, a rozbiezne dla s < 1.

§ 271. KEryterium (ilorazowe) d‘Alemberta

Opierajse s1¢ na twierdzeniach o poréwnywanin dwoéch szeregéw
o wyrazach dodatnich, wyprowadzimy z nich rozmaite dogodne waruoks
dostateczne dla zbieinosci 1 rozbieinosei, zwane Aryteriam: zbieznoscs lub
rozbieznodc

Najprostsze z pich, zwane kryterium d’Alemberta, polega oa ba.
daojv ilorazéw sgsiednich wyrazéw, tj. na badaoio ilorazéw-

an+l 0,,

Jezeli wyrazy szeregu stale malejg, to jest stale a;'“ <1 To jedoak oie

wystarczy do zbieinodci, nawet wtedy, gdyby te wyrazy malaly monoto-
piczoie do zera, jak to widzielismy w szeregu harmoniczoym.

Jezeli jednak .wyrazy szeregu malejy tak szybko, Ze ten iloraz jest
stale mpiejszy od jakiegod stalego ulamka wladciwego I, to zobaczymy,
3e szereg jest zbiezny. Wystarczy nawet, jezeli to zachowanie sig wy-
razdw rozpoczyna si¢ dopiero od pewnego wskaznika N, albowiem za-
chowanie sig skofczonej liczby wyrazéw nie wplywa pa zbieznodé — po-
dobnie jak w ciggach nieskonczonych.

Zaléiwy zatem, e dla wszystkich n}N spelnia sig nier6wnogd:

a"_+'§[<1

a
a wige
ﬁ~+) é laN

ania = lany, § l*ay

ayes = Bay

. . .
. . .
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Wszystkie zatem wyrazy szeregu: ay,, + ayyq -+ @yys+... vie przekra-
€zajg wyrazéw szeregu geometrycznego:

ayl+ayl®+ayi34...

o ilorazie !, przyczem 0 <! <1 Poniewaz taki szereg geometryczny
jest zbiezny, przeto takze szereg:

Ayt Oy ngs -

jest zbiezny. Dolgezajac zaé do niego skonczong sume N poczgtkowych
wyrazéw, otrzymamy szereg:

al+az+"'+aN+aN+l+aN+2+"'

ktéry musi byé takze zbiezny. .

Udowodnilidmy- zatem prawdziwosé nastgpujacego twierdzenia, zwa-
nego kryterium d’Alemberta.

Jeseli w szerequ o wyrazach dodatnich speénia sie, poczqwszy od ja-
kiegos wyrazu, stale warunek:

@) =1
to len szereg jest zbieiny.

Raz jeszcze jeduak zaznaczamy wyraznie, ie ten iloraz nie ma
przekraczaé stalej liczby ! muniejszej od 1, a nie wystarcza, gdy ten iloraz
nie przekracza liczby 1 (jak si¢ to np. dzieje w szeregu harmonicznym).

Jezeli iloraz sqsiednich wyrazdw spelnia stale, poczquszy od jakie-
90§ n==N, warunek:

an-{-l
(6) g

czyli @ = a,, to szereg jest rozbieiny - (albowiem jego wyrazy nie
dazs do zera, nie speloia si¢ wige omdéwiony w poprzeduich paragrafach
konieczny warunek zbieznosei).

Praykiady.
1) Zbadaé zbieznosé szeregu:

1 1 1 | 1
‘+ﬂ+§—!+3_l+"'+(7:l_)l+m+"'
Tutaj:
1

gatem:
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Poczawszy od n =2 jest:
P 93
all
!
a wige badany szereg jest zbiezny; ulamkiem, ktérego nie przekracza
iloraz «,., a,, jest tu {==}
2) Lbadajmy zbieznosé szeregu.

A ¢
itgtyg+ o+
Tutaj:

e<le

a,, ¢ n
1

—_— = I — =
a

., n4+1"n n

Jezeli liczba ¢ jest dodatnim ulamkiem wladciwym, tj jezeli:

— 0<e<L ]

to badany szereg jest zbieiny. Jezeli ¢ =1, to kryterium d’'Alemberta
nie pozwala na rozstrzygniecie, czy szereg jest zbiezny, czy tez rozbiezny.
Wtedy jednak badany szerég jest szoregiem harmonicznym, a o tym sze-
regu juz wiemy, ze jest rozbieiny,

3) Sprébujmy zastosowaé to kryterium do szeregu £(2), tj. do szeregu:

| 1 } 1
ntetmttat
Tutaj:

Aoy 7 3
=) <

Iloraz ten jest wprawdzie mniejszy od 1, ale zbliza si¢ do 1 dowolnie,
pie zatrzymujac si¢ przed jakim$ ulamkiem stalym. Wobec tego kry-
terium d’Alemberta nie da sig do tego szeregu zastosowaé. Wiemy
za$ z § 268, ze ten szereg jest zbieiny.

Z ostatnich dwéch przykladéw widzimy, ze kryterivm d’Alem-
berta nie wyczerpuje wszystkich mozliwosci, nie rozstrzyga bowiem
Qnpa
all
biezny (jak np. szereg barmoniczoy) lub zbiezny (jak op. szereg {(2)).

Ponadto kryterium d’Alemberta pie da sig takie wtedy zasto-
sowaé, gdy iloraz a,,,: a, oscyluje, stajac si¢ raz wigkszym a drugi raz
mniejszym od 1.

Tak np. szereg:.

1429+ +2¢°+¢* ...

< 1, w ktérym szereg moze by¢ roz

zbieznoscl w przypadku, gdy.
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w Etérym L <Cq <1, jest niewatpliwie zbiesny, albowiem jego wyrazy
nio ‘przekraczajy wyrazéw zbieznego szeregu geometryczriego

24 2q+2g72¢0 20 + ...
Tloraz (-Z—(’;i‘ przyjmuje w badanym szeregu naprzemian wartodei 2¢ i §;
poniewaz ¢ > 4, to 2¢ > |, poniewaz za§ ¢ < I, to § <§. A wige iloraz

a—;—"" jest naprzemian wigkszy od 1, lub mniejszy od ¥, nie utrzymuje
n
sig zatem stale ani ponizej =1, ani powyzej 1. Nie mozemy zatem do
tego szeregu stosowaé kryterium d’Alemberta.

Szezegélnie prostym przypadkiem kryterium d’Alemberta jest
an-|-l
a’l

przypadek, w ktérym iloraz dazy do jakiej$ granicy g, tj gdy istnieje:

6) - : lim % — g >

n~»00 A,

Jezeli granica g ciggu ilorazéw (};—““ Jest mniejsza od 1, to badany szereg’

Jest zbiezny, jezeli g>>1, to szereg jest rozbieiny, jezeli za§ g=1, to szereg
moge byé zardwno zbiezny jak i rozbiesny. /

Dowdd. Wskutek istnienia granicy ¢ da sig dabraé do kazdego
dodatniego & takie N, ze dla wszystkich n > N spelnia sie nieréwnosé:

Tntr
o<
czyli: , )
—e < g e

a,

Jedeli g9 <C 1, to bierzemy pod uwage nieréwnosé:
al‘l
'a—fl <g-t¢

Obierzmy takie ¢, aby bylo g 4 & << 1. Oznaczajac g + & literg !,
mamy:
adia <l< -
An
Spelnia sig zatem warunek pierwotnego, szerszego kr&terium, a wige
badany szereg jest zbieiny.

Jezeli za§ g > 1, to kladagc ¢ — 1 =e > 0, ofrzymujemy z nie-
réwnosei: '
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nierdwnosé: )

—e gl

g—e<< a,
czyli;
g—g+1<on

a wigo:

Gntt

a, >1

To za$§ dowodzi rozbieznodei danego szeregu.
Najezgdciej uzywa sig wlasnie tej ,limesowej* formy kryterium
dAlemberta, jednakie pierwotna forma jest szersza, obejmuje wigcej

an+l

przypadkéw, albowiem iloraz moze si¢ utrzymywaé stale pomie-

dzy 0 a /<1, nie daige weale do granicy, lecz oscylujae pomigdzy 0
a I: szereg 1 w tym wypadku jest zbiezny.
Przykied na zastosowanie kryterium d’Alemberta, w specjalnej
formie ,limesowej“. '
Wiemy, Ze szereg geometryczny:

¢+ ¢+ttt

jest zbiezny, gdy 0<C¢<<1. Utwérzmy nowy szereg, powigkszajae znacznie
jego wyrazy, a mianowicie: ‘
g+2¢"+3¢* + &gt ...+ ng" ..
lub jeszeze silniej:
q42%¢2+3%¢3 4%t ... Fntg" ...

gdzie a jest dowolnie wielky stala liczbg dodatnis,
Zhadajmy, czy ten nowy szereg jest zbiezny. Utwirzmy:

o Ant+l @
lim %8 — i " " —limg- n+1 =4
n

o n
n>0 @, n—roc n 9 n—o00

Stad widaé, ze dla 0 < ¢ <<1 nowy szereg jest zbieiny, a dla ¢ > 1
rozbiezny. Dla ¢ = 1 szereg jest rozbiezny, albowiem wtedy a, nie dazy
do zera, lecz wzrasta nieograniczenie. Widzimy wige, ze ten szereg za-
cbownje si¢ pod wzglgdem zbieznosei tak samo jak szereg geometryczny.
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. § 272. Kryterinmn (pierwiastkowe) Cauchy’ego

Poniewaz kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga zbieznosei sze-
regu we wszystkich przypadkach, przeto staramy sig wyprowadzié jakies
inne, ogdlniejsze kryteria. Jednym' z takich kryteriéw jest nastgpujace
kryterlum Cauchy’ego. :

Jeseli w szerequ o wyrazach dodatnich spetnia si¢ poczqwszy od ja-
kiegos wyrazu stale warunek:

n

@ Vo, = 1< 1
to szereq jest zbiezny, jeszeli zas
®) Va. =1

to szereg jest rozbiezny.

Dowéd sprowadza si¢ tu takze do poréwnania z szeregiem georme-
tryeznym. I tak, w mys! zalozenia pierwszej czgéci twierdzenia, spelpiajg
sig poczawszy od jakiegos N nieréwnosci:

N_—..

Vay <t czyli  ay =WV
N+1
V“N+1 =1 Ay = AR

A wige wyrazy szeregu: ay -}-ayy, -+ ... nie przekraczaja wyrazéw sze-
regu geometrycznego: N 4 V¥ L o ilorazie ! < 1, a zatem szereg:
ay -+ anys ... jest zbieiny; wobece tego i pierwotny szereg: u; -} ag -}
4 ...+ anoy - an + anyy ... jest zbiezny. .,

Jezeli zas Va, =1,t01 a,=1 a wige nie spelnia si¢ konieczny
warunek zbiezuosci: a,—> 0. Wtedy zatem badany szereg jest rozbiezny,

Przykiady.

1) Zbadaé zhieznodé szeregu:

1+%+$+m+%+m

Tutaj jest: Va __l/ :% < } poczawszy od n =3. Wobec tego badany

szereg jest zbieiny.
2) W szeregu:

(Eg“é)z + og (log 3)t sy (log 0y +

Bachunek rétniczkowy i catkowy. T. 1l 2
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jest:
. 1
" (log (n-1- )y

a wige:

1 .
o= Gt 1) +3 oEEFD <

poczagwszy od n = 100, gdy zas.adad logarytméw jest 10, a od n = b3,
gdy zasada jest b. Wobec tego badany szereg jest zbieiny.
Specjalnym przypadkiem tego kryterium, najez¢sciej w praktyce

uzywanym, jest przypadek, gdy Va, dazy do jakiej$ granicy g. Jedeli

L
granica g wyrazenia Va, jest liczbg mniejsza od 1, to badany szereg jest
zbieiny, jeseli g > 1, to szereg jest rozbieiny, a jeseli g=1, to to kryterium
pie rozstrzyga zbieznosci, albowiem istniejs zaréwno zbiezne jak i roz-
biezne szeregi, dla ktérych ten ostatni warunek si¢ spelnia. Dowéd na
to, ze to kryterium wynika z pierwotnego kryterium, przeprowadza sig
tak samo, jak w przypadku kryterium d’Alemberta.

A wigo w przypadku: lim [a, =g < 1 mamy zbieznosé
n n e T rozbienodé

a przypadek m n n n=1 jest watpliwy.

Przyklad.

Zbieznosci szeregu:

9+2¢+¢*+2¢9*+... (przyczem § <g<1)
nie mozna bylo dowieéé przy pomocy kryterium d’Alemberta, moina

to natomiast uczynié przy uzyciu kryterium Cauchy'ego. I tak, gdy =
jest liczbg nieparzysts, to:

Va.=Vy=q<1

a gdy # jest liczba parzysts. to:

Il__ n ll_ _]_
Vo, =V2g=gV2=1¢q-2
W obydwu przypadkach jest:

llmr—q\

n—»00
+ wiec szereg jest zbiezny.
7 tego przykladu widzimy, ze istniejs takie szeregi, ktérych zhiez-
noéci npie iroina stwierdzié przy pomocy kryterium d’Alemberta,
a mozna jg stwicrdzié przy pomoey kryterium Cauch y’ego.
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Uwaga. Udowodniono matomiast, Ze zawsze, gdy kryterium d'Alemberta da
sig @astosowad, to takze i kryterium Cauchy’ego pozwala rozstrzygngé kwestie
abieznodci. Wobec tego kryterium Cauchy'ego jest istotnie szersze, rozstrzyga bo-
wiem w wigkszej iloSei wypadkow anizeli kryterium d'Alemberta. Nie mogae tu
wnikaé¢ w te subtelne dowodzenia, odsylamy interosujacego si¢ takimi kwestiami ezy-
telnika do znakomitego podrecznika K. Knoppa, pt. Theorie und Anwendung der
unendlichen Reihen (Berlin, Springer 1931, str. 285 i nast.), ktéry traktuje wyczer-
pujaco o tych i podobnych kwestiach.

Kryterium Cauch y'ego mimo to nie wyczerpuje jeszeze wezystkich
przypadkéw. Tak np. nie mozna przy pomocy tego kryterium stwierdzié
zbieznosei szeregu ((2). Dla tego bowiem szeregu:

1,1 1
Stmtet o
mamy: '

n

: T
lim ‘/"i= lim 2™ % a= 1 (por tom I, str. 516).
n—00 n n—oo

Poniewas wige g =1, przeto na podstawie kryterium Caunchy’ego
nie mozna orzec niczego o zbieznosci tego szeregu.

§ 273. Kryterfwrm Raabe’go

Obmyslono rozmaite inne, jeszeze szersze kryteria, z ktérych po-
damy tu jeszcze jedno, wystarczajace dla badania szeregéw, spotykanych
w praktyce, a mianowizie kryterium Raabe’go.

WidzieliSmy, Ze nie wystarcza do stwierdzenia zbieznodci, jeizeli

a . Lo k
—#1 < 1, natomiast okazemy, 4e wystarcza, jezeli ‘% =1—, gdy k>1.

” n

Dokladniej wypowiada sig to kryterium, podane przez Raab e'go,
w nastgpujacy speséb.

Jezels w szeregu o wyrazach dodatwich spelnia si¢ od pewnego n=N
poczquiszy nierdwnosé:

Pty — 1 _ E
(9) s, =1 ~  przy k>1
to szereq jest zbiezny, jeseli zas
(10) Gt >y L
a, — n

to szereg jest rozbieiny .
Dowdd. Poléimy k=1 @, to @ > 0. Dla. # = N spelnia si¢ nie-

réwnosé:
oy _k_ 1
ay = L N

il
N

=

3‘
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a stad:

Nay,; = Nay—ay — aay
a wigc:
. (N—VDay— Nay,, = aay

Kladge n =N+ 1, N4 2,...,n, otrzymamy:
Nayps — (N + Dayys = aayy,
(N+ 1)“1\+2 (N+ )anys == QG4
(n — l)a,, — R = a.a,, o
Dodajae obie strony tych wszystkich nieréwnodei, otrzymujemy:

(N—Nay—na,p=alay+any + ...+ 0,) = @ (s, — sny)

Stad:
(N—l Ry (N— 1ay
Sp— Sy = o a < p

l)aN

n< "'_+ N~1

Prawa strona jest skofczong liczbg stala L, poniewaz N jest stale
obrane, Zatem:
s, <L

Ciag sum czgsciowych jest ograniczony, a wige badany szereg o wyra-
zach dodatnich jest zbiezny.

Drugg czeéé kryterium, dotyczges rozbiezunosei, udowadniamy z dru-
giej nieréwnosci, Kladae w niej kolejno uw==N, N4 1,..., otrzymujemy:

Ay — 1 1
an = N
a stad;

~ (N—1ay
= N

(5%}
Nazwijmy stalg liczbg (N — 1)ay litera {, to:

l
angy = N
Dla n= N-1 otrzymujemy:
N aANt1

N41

an4g = = =
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a stad na podstawie poprzedniej nieréwnosci

3 N'Al‘r l

i podobnie:

Wyrazy badanego szeregu sg niemniejsze od wyrazéw szeregu: !

l ! !
N‘.“N+1+N+2+"‘

Szereg ten za$ jest rozbiezny, albowiem jego suma czesciowa:

1 1 1 1
Hy+ it vt -+ wi)

jest wielokrotnoseig ezesciowej sumy szeregu rozbieinego, otrzymanego
z szeregu harmonicznego przez opuszczenie skonezonej liczby poczatko-
wych wyrazéw. '

a,

W specjalnym przypadku, gdy istnieje granica wyrazenia (gﬁﬂ — 1)n,
prayjmuje kryterium Raabe'go nastepujaca forme: jezeli istnieje granica

lim (%i' — 1.) n=—k, lo szereg jest 2biesny dla k> 1, rozbieiny dla
k < L. a watpliwym pozostaje przypadek, gdy k= 1.

Dowdd, ze to ciasniejsze kryterium wynika z pierwotnego kryterium,
przeprowadza sig tak samo, jak w przypadku kryterium d’Alemberta.

Prayktady.

1) Widzielidmy, ze zbieinosei szeregu {(2) nie mozna rozstrzygnad
ani przy pomocy kryterium d’Alemberta ani pray pomoey kryterium
Cauchy’ego. Sprébujmy zastosowaé kryterium Raab e’go.

Tworzymy:

1
Aniy _ 1 __

@ni no\* nd —1 2n 41 '
o, L ‘"(n 1)“;;*+2.n+1_ TR R 2n1

(@—1)71: 2nt+n 24+

a, T 2n 41 14 E4 L
lim (91'5—1)12=———2 .
nroo\ Ay

Poniewaz k=2 jest wigksze od 1, przeto badany szereg jest zbieiny.
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2 Zbadaé zbieiuoéé szeregu

1.31 ,1.8.6 1
1+2s+2 4U+z4m7+
1-. @n—m 1 1.3.6...(2n—1) 1
+- +2- (2n—2) 2n_—l+ 2:4.6...2n 2n+1+"'

Uwaga. Szereg ten otrzymuje si¢, kladge 2 =1 w rozwinigeiu funkeji arcsin @
(por. tom I, str. 419, wzér 147). MozZua okazaé, Ze ten szereg przedstawia arcsin I,
czyli liczbg §#.

Tutaj jest:

.

2n — 1 1 4n?—dn--1
2n  Zn1 4n*2n

= 2n—1).

Stosujge kryterium d’Alemberta (w formie limesowej), otrazy-
malibysdmy:
lim 2241 — 3

s A,

& wige zbieznodd nie bylaby rozstrzygnieta.
Natomiast stosujae kryterium Raabe'go, otrzymujemy:

(ﬁﬂ_q”=mw—m+4—4m—2¢"=—ﬁn+1=—6+5
a dnt+4-2n an2 a2
8 wige:
i (2= t) = = — g

E=§>1

To zad dowodzi, Ze ten szereg jest zbieiny.

§ 274. Galkowe kryterium zbieZnoScl

Przy badanin zbieznodci szeregéw o wyrazach dodatnich cenne
.aslugi oddajg calki niewlasciwe.

Jezeli wszystkie wyrazy szeregw o wyrazach dodatnich:

T a,+ag++...4a,+...

'8q réwne wartosciom, kidre przybiera dla ®=1,2,...,n,... funkeja [(x),
wmalejgca monotonicznie, tj. jezeli: -

a, = [(n)
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to szereq jest zbictny wtedy i tylko iwtedy, gdy catka niewtasciwa

fwf(w)dw

jest zbicina, tj. gdy ta calka istnieje i ma skonczong wartosé, np. 4.
Dowdd. Dla @, zawartych w przedziale <k—1, k>, jest f(@) = f(k)==a,
wskutek monotonicznegd malenia tej funkeji. Dla 2 zas z przedzialu

<k k41> jest f(z) = f(k) =u,, & zatem:

&k R
f f@)do= [a,de=a,
&k—1

A-1

Ak+1 A1

/o,dw = q, g/f(w)dw
Razem wige jest:

(a) ff(w)dwia = [ flwde-
=/

Dodajmy do siebie stronami takie nieréwoosei dla k=2,3,...,n, to
otrzymamy.

nt-1

() [ro@satat..+os<[f@i

2

Stad wynika, ze:

o +atat.. ta=o=a +ff<x>dx<a1+ff<x>dx

Jezeli calka niewlasciwa ff'(x) dx jest zbiezna i ma-wartosé 4, to
b

s, < a, -+ 4, a to znaczy, z€ ciag sum czesciowych badanego szeregu
o wyrazach dodatnich jest ograniczony. To zas dowodzi, Ze ten szereg
jest zbiezny. Odwrotnie: jezeli badany szereg jest zbieiny, to z lewej
strony nieréwnodei (n) wnioskujemy, Ze calka niewlasciwa jest zbiezna.
Istotnie wtedy jest:

Q +ff(x) dx é 4 + ag + ‘o "+ a, = 8,
ezyli; :

n+1

o+ f f(w) de — f @) ds < 5



-~

n41 2
. f/'(x)dz§s,,-—-a‘+ff(x)dx

‘n41
Poniewaz cigg {s,} jest ograniczony, przeto i cigg calek f f(x)dx_jest
i

ograniczony, a to dowodzi, ze calka niewlasciwa [f(x) dx jest zbiezna.

Istoteie wige zbieznosé calki niewlasciwej f f(x)dz jest konieeznym
3

i dostatecznym warunkiem zbieznosci badanego szeregu o wyrazach do-
datnich. Twierdzenie to mozna bardzo jasuo przedstawié w postaci geo-
metryczne;,

Niechaj linia krzywa na fig. 1 bedzie obrazem funkeji f(x), a war-
toéci jej dla #=1,2,...,n,... niechaj beds wyrazami e, ay,..., a,,...
szeregu nieskobezonego. Pole

Y zacieniowanej powierzachni,
przedluzonej w nieskonczo-
no$é, przedstawia wartosé
catki niewladciwej:

' oc L3

f 7(x) do

0 I

Pole schodkowatej figury,
obejmujace] pole zacienio-
wane, przedstawia warto§é szeregu a, {-a, -+ ...+ a,-... a pole
figury wewnetrznej warto$¢ szeregu a, - ay ... 4 a, 4 ...

Otéz widocznem jest, ze jezeli pole zacieniowane ma warto$é skoi-
czong, to takie pole wewnetrznych schodkéw jest skoticzone i odwrotnie,
jezeli figura, obejmujgca pole zacieniowane, ma pole skoniczone, to i figura
zacieniowana ma pole skonczone. To za§ dowodzi prawdziwosei dowie-
dzionego poprzednio twierdzenia.

Praykiad.

Zbadajmy zbieznosé szeregu:

1 3 1
.—210g2+310g3+'”+nlogn+'”

‘Wyrazy tego szeregu ss mnisjsze od wyrazéw szeregu harmonicznego,
mie mozemy wige z goéry orzec, czy ten szereg jest zbieiny, ezy fez roz-

biezny. ‘
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Wyrazy te otrzymujemy z funkeji:

1 .
fla)= 2logw :
malejacej monotonicznie, kladae @ =2,3,...,7n,...

Zbadajmy calke niewladciws:

f‘” dw [ dw
— =lim [ ——
zloge row) xloge
e : 2

. . . d. .
Uzywajae podstawienia log # =, otrzymujemy —w= dt, a . wigc:

g it
_ fmm_f _logtl = loo(logn)——log(logE)

log?
" g
. X
lim = -}~ oo
n—»oo @& lng

Poniewaz ta calka.niewlasciwa jest rozbiezna, przeto w myél calkowego
kryterium takze badany szereg jest rozbieiny.
Pozostawiamy czytelnikdwi stwierdzenie, ze szereg:

Stad wynika-

H 1 1
Sloges T 3logea T T aTogan T

jest zbiezny, jeselt & > 1.

Istonieja takie szeregi, dla ktérych zadne z oméwionyeh tutaj kry-
terié6w vie rozstrzyga kweslii zbieznosei. Wobee tego zbudowano dalsze
kryteria, stosowalne do szerszych klas szeregdw, Poniewaz jednak w za.
stosowaniach praktycznych rzadko spotykamy takie szeregi, dla ktérych
nie wystarczylyby omoéwione tutaj kryteria, przeto nie bedziemy sie tu
dalszemi kryteriami zajmowali.

§ 275. Szceregi liezbowe ¢ wyrazach o dowolnyeh znakach.
Szeregi bezwarunkowo i warunkowo zbieZne

Jezéli wyrazy szeregu majy rozmaite znaki, np. sg naprzemian do-
datnie i ujemne, to do badania ich zbieznosei nie mozna uiywad bez.
posrednio kryteriéw, ktéresmy poznali dla szeregéw o wyrazach dodat-
nich. Czesto jednak mozna sprowadzié badanie zhieznosei takich szeregéw.
do badania szeregéw o wyrazach dodatnich, oplera_)a‘c 8i¢ ‘ma nastgpujg-
eym twierdzeniu.’ . L -
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Jezeli szereg, utworzony 2z bezwzglednych wartodei danego szerequ,
jest zbieény. to i pierwoiny szereg jest zbieény.
Dowdd. Nie wiemy nic o zbieznosci danego szeregu:

(a) a +agFas+ ..
Natomiast wiemy. ze szereg:
(b) Jas| + |ag| 4 lag| + ..

jest zbieiny.

Ze zbieznosci tego drugiego szeregu wynika, ze do kazdej dodatoiej
liczby & da si¢ dobrad takie N, ze dla wszystkich » > N spelnia sig
nieréwnosé:

[2nil 4+ |@usal 4o 4 il <oé
(por. str. 4).

Okazemy, ze przy tym zalozeniu spelnia sig¢ konieczny i dostateczny

warunek zbieznosci pierwszego szeregu, wyrazony wzorem (1) na str. 4,

a mianowicie;

Fsnso — 8al = 10nps + Guga + - o] Sl anial oo + - Jang,| <o
A wige istotnie pierwszy szereg jest takie zbiezny.

Jezeli szereg (b), utworzony z bezwzglednych wartosei wyrazow
danegn szeregu (a), jest zbiezny, to dany szereg (a) nazywamy bezwzgled-
nie lub bezwarunkowo zbieinym.

Preyktad.

Zbadaé zbieznosé¢ szeregu:

! 1 1

Tworzymy szereg bezwzglednych wartosei:
11 1
ltgitgtat -

Ten szereg jest niewstpliwie zbiezny, bo sklada sig z wyrazéw dodatnich,
a jego sumy czesciowe sg ograniczone, a mianowicie nie przekraczaja
liczby e. Wobec tego 1 badany szereg jest zbiezny.

Wsréd szeregéw, z ktérymi mamy do c¢zyniepia w praktyce, naj-
czedciej wystepuig szeregi bezwarunkowo zbiezne. Do badania zbieznosel
takich szeregdw wystarczaja zatem te metody i kryteria, ktéresmy omé-
wili przy badaniu szeregéw o wyrazach dodatnich. Zdarzajg sig jednak
czasem i takie szeregi, ktore sg zbiezne, jakkolwiek szereg, utworzony
z bezwzglednych wartosci 1ch wyrazéw, jest rozbiezny. Tak np. okazemy
wnet (w § 277), ze szereg: '

RETEE ST
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:jest zbiesny, jakkolwiek szere;g, zbudowany z bezwzglednych wartosei
jego wyrazéw, a mianowicie szereg: i '

2 T4i+3+ 44+

jest rozbiezny, jest to bowiem szereg harmoniczny.
Szereg, ktéry jest zbieiny, jakkolwiek szereg, zbudowany z bezwzgled-

nych wartoici jego wyrazéw, jest rozbieiny, nazywamy szeregiem Warur-
kowo zbicsnym.

§ 276. Twierdzenie Abela o szeregach liczbowych

Do badania zbieznoéci szeregéw warunkowo zbieinych nie wystar-
czajg kryteria, poznane przy badaniu szeregéw o wyrazach dodatnich
(wykazalyby one bowiem tylko rozbieznosé szeregu bezwzglednych war-!
todei), lecz musimy uzyé jakichs innych twierdzeh lub kryteridw.

Takim twierdzeniem, znajdujgcym najezgstsze zastosowanie przy ba-
daniu szeregéw warunkowo zbieznych, jest nastepujace twierdzenie Abela.

Jezeli cigg sum czedciotwych szeregu:

ay+agtaz4...+a, ...
Jest ogramiczony, a cigg liczb by, b,, by, ... dady do zera malejge, to szereg:

albl +aﬂb2+"'+anbn+"‘

Jest zbiesny.

Szereg a, -+ ag -+ a3+ ... moze byé takze rozbieiny, jak np. szereg
1—1+41—1+..., byleby tylko ciag {s,} byl ograniczony.

Dowdd. Niechaj s,, s,,...,8,... oznaczajg sumy cz¢deiowe pierwszego
szeregu. Wedlug zalozenia istnieje taka stala liczba K ze dla kazdego =
spelnia sig nieréwnoéé |s,|<< K. Zbadajmy sumy czgéciowe drugiego
szeregu, tj.: )

Un=alb1 + asb2+-‘.+a"bn
Mozemy je przedstawié w postaci:
0, =35 b{ + (83— 51) ba - (53 — $5) bg +.-. + (82 — 821V 0 =
== 8 (b ~ bg) + 830y — b3) A oo A Sy (Dot — ba) 820,
Stad wynika, ze: .
0, — 8aby == 8 (b — by) F 83 (by — bg) + oo - Spa (bey — ba)

Zbadajmy szereg nieskonczony:

(I) 5 (bi - bﬁ) + 82(62 - bs) + ... + sn-l_(bn.—I — ) + teet -
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Bezwzgledne wartosci jego wyrazéw ss mniejsze od wyrazéw szeregu:

K(bl -‘bz)+K(b2—ba)+-~-+K(bn—1—bn)+---

o wyrazach dodatnich. Ten zad szereg jest zbieiny, albowiem jego sumy
czgdciowe majg postad:

Sp = K (b, — by + by — by« by y— b) = K (b, — b,)
Stad:
lim S,=Kb,, albowiem &,—0

A wige zbieiny jest takze (bezlwzg]ednie) szereg (I), to znaczy, Ze istnieje:

lim (6, — s, b, =00

Poniewaz zas lim s,b,=0 (bo 6,—0, a cigg {s,} jest ograniczony), przeto:

n—roo

limo, =0

n-—>00

a to znaczy, ze szereg a; b, 4 a,b, - a;b5 - ... jest zbieiny.

§ 2797, Kryterium Leibniza

Zastosujmy twierdzenia Abela do specjaloego szeregu:

1—141—141..

Ciag jego sum czgéciowych jest ograniczony (nie przekracza ap. liczby 2).
Pomnézmy jego wyrazy przez wyrazy dowolnego ciagu, malejycego
mouotonicznie do zera: "

by > by > by > ... prayezem b, —>0

to otrzymany szereg:
by — by 4 by —...
jest zbiezny.

To twierdzenie nazywamy kryterium Leibniza i wypowiadamy
je w nastgpujacej postaci. .

Jezeli w szerequ o wyrazach naprzemian dodatnick ¢ wjemnych bez-
wzgledne wartosei wyrazdw dqiq do zera, malejqc monotonicznie, to ten szereg
Jest ebiesny.

Zastosowanie tego kryterium jest zwykle bardzo proste, nie wymaga
bowiem zadnych osobnych rachunkéw.

Tak np. szereg:

t—3+4—t+i
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wa wyrazy naprzemian dodatnie i ujemne, a ich wartodei bezwzgledne
dazg monotonieznie do zera, a wige ten szereg jest zbieiny. Jest to sze-
reg warunkowo zhiciny, porniewaz, jak widzielismy, szereg. zbudowany
z bezwzglednych wartodei jego wyrazéw, jest rozbiezny.

Podobnie latwo stwierdzamy zbiezno¢ szeregu znakozmiennego:

L—htd— 44
ktéry otrzymalidmy (w § 141, tom I) jako rozwinigeie liczby %.

Pray pomocy tego kryterium moZemy stwierdzi¢ odrazu bez ra-
chunku zbieino$é znanych rozwinigd rozmaityeh funkeyj, np rozwinig-
cia funkeji sinus dla kazdego dodatniego kata, funkeji cosinus dla wszy-
stkich katéw, funkeji log (1 + &) dla dodatnich ulamkowych @ itp.

Dla takich szeregbébw nie tylko Iatwo jest zbadaé zbieznoéé, lecz
mozna takzie w bardzo prosty sposéb ocenié resztg czyli blad r,, ktory
popelniamy, biorge zamiast prawdziwej jego wartosci s, warto$é n-tej
sumy ezesciowej s,, tj. 7, =5 — §,.

Niechaj:

@, — g+ ag—ag+ ...

bedzie szeregiem, w ktérym liczby a, djza do zera malejge. Jest on wige
zbiezny do jukiej§ wartodei s. Zbadajmy ciag sum cz¢deciowych o wska-
znikach parzystyeb. Poniewai: '

Spnta == Szu = Canyy — oy

& réinica ag,i, — dy,4, ma wartodé¢ dodatnia wskutek malenia wyrazéw
ciggu {a,}, przeto:
San2 = San

A wige sumy czedciowe o wskaznikach parzystych rosng dazqc do gra-
picy s, a zatem jest:
San < s

dla kazdego parzystego wskaznika.
Przeciwnie zachowujs si¢ sumy o nieparzystych wskaZuikach,
8 mianowicie:

"ap 1 == San—1 — Q2 - Gonga = 8yu1 — (@2p ~— guqy)

Poniewaz ag, > ag,4,, przeto 5,4, < Sz,1, & Wige sumy czgéciowe o wskaz-
nikach nieparzystych malejq, daige do granicy s, a zatem:

v Spntr > 8
Wobec tego zachodza nierdwnosei:

Son .< $ < 82n+1



30

a stad:
0 <8~ 30 < Sgppy — S24 = Gguyy
ezyli:
0 << U3n i1
a zatem:

l"znl < Qguqy

Bezwzgledna wartosé reszty o parzystym wskazniku jest wige mniejsza
od pierwszego opuszczonego wyrazu. Podobna nieréwnoéé zachodzi dla
reszt o nieparzystym wskazniku.

I tak;
Sn L8 < Spp1 < Sppy
Ssn — Sgpey L 8 — 8y <O
czyli:
~— Ay, < rzn—‘ < O
a wiec:
[ 720 | < @,

Dia wszystkich wiee sum czeSciowyeh, zaréwno o parazystych jak
i nieparzystych wskazoikach, bezwzgledna wartosé bledu nie przekracza
bezwzglednej wartosci pierwszego opuszezonego wyrazu.

Dowiedli$my zatem prawdziwo$ci nastgpujacego twierdzenia: w see-
requ 0 wyrazach naprzemian dodatnich ¢ ujemnych, ktdrych wartosci bez-
wzgledne dagiq monofonicanie do zera, bezwgledna warto$é réinicy pomigdey
prawdziwg wartosciq szeregu a n-tg suma czedciowe jest mniejsza od bez-
. wzglednej wartosci (n 4 1)-szego wyrazu lego szeregu.

Przyktady. 1) W preregu:

b=y 43—+

suma 10 poczatkowyeh wyrazéw rézni sig co do bozwzglednej wartodci
od prawdziwej wartodci calego szeregu o mniej anizeli ¢4, albowiem
ag = 75 "
2) W szeregu:
1 1 1 ] ]
ST TR TR TR TS
suma D poczatkowyeh wyrazéw rézni sig co do bezwzglednej wartosci

oo 1
od prawdziwej wartosci calego szeregu o mniej niz iT!mO'OOOOO()OO%
Zatrzymujac wige tylko b wyrazéw tego szeregu, otrzymujemy 8 cyfr

po kropce dziesigtnej dokladnych.
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& 278, Pravio fqcznodei | przemiennodei w szeregach nieskonczonych

W sumie skodezonej liczby wyrazéw mozna ujmowaé w nawiasy
dowolre grupy wyrazéw 1 przestawiaé je dowolnie. W nieskonczonych
szeregach nie zawsze jest to dozwolone. Tak np. widzielidémy (por. tom I,
str. 140—-141), Ze ujmujgc w rozbieznym szeregu:

J— 11 — 141,

wyrazy w rozmaite grupy, otrzymaliSmy z szeregu rozbiezuego rozmaite
szeregi zbieine.

Operacja ta nie jest zatem w tym przypadku dozwolona, czyli prawo
lgcznodel nie stosuje sig do tego szeregu. Udowodnimy natomiast, ze
jezeli w szeregu zbiesnym polaczymy wyrazy w dowolne grupy, nie
zmieniajge przytem uporzgdkowania wyrazéw, to otrzymamy udwy szereg,
zbiezny do tej samej wartosei.

A wige twierdzimy, Ze prawo facznosci stosuje si¢ do szeregdw 2bieénych.

Dowdd. W szeregu zbieznym:

a,+4ay a3+ ... fa 4. .. o wartodel s,

polaczmy w grupy r, wyrazdw poczatkowyeh, r; wyrazéw nastgpuych,
ry wyrazéw dalszyeh itd. Otrzymamy ~wige:

((l, + ay + as + + ar.) + (’_'r|+:+ T2 + + a,,_,_,,\ +
+ (a’H‘frH + s + q’n""ﬂ"‘a) + t

lub ozpaczajge krétko liezby, otrzymane z dodania wyrazéw. zawartych
w nawiasach, wielkimi literami:

4,4 A A+

Ciag sum cze$ciowych §,, S,, S,,... tego nowego szeregu jest ciagiem:
v Smirar Smbmin--- Wybranym ze zbieinego ciggu sum czesciowych
Sty 83, S3. Seye--y Sa... pierwotnego szeregu. Poniewaz za$ ciag nieskof-
czony, wybrany z ciggu zbiezuego do s. jest zbiezny do tdj samej gra-
picy s, przeto i nowy szereg 4, + 4, +... jest zbiezny do s.

Przy ujmowaniu rozmaitych grup wyrazéw szeregu w nawiasy
zastrzegliSmy si¢’ wyrainie, ze nie zmienjiamy przy tym uporzgdkowania
wyrazéw. Zbadajmy teraz, jaki wplyw ma przestawianie wyrazéw na
zbieznodé i na warto§é szeregu. WeZmy pod uwage szereg zbiezny:

, L—dti—dti—dt.=s

Przestawmy jego wyrazy tak,.aby po kazdym dodatnim wyrazie wyste-
powaly dwa ujemne wyrazy i polagczmy je w nastgpujyey sposdb:

A=—D—3+G-D—8F+F K —15+--
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czylit
I

Wylgezmy §, to otrzymamy:

Pl— g — =gt =1

Otrzymalismy w ten sposdb z szeregu zbicinego o warto$ci s szereg
zbiezny do innej wartosci. a mianowicie do }s. Widzimy stad, Ze prawo
przemiennosci moze nie byé prawdziwe nawet dla zbieinego szeregu.

Udowodniono, ze w szeregach bezwzglednie zbieinych mozoa wy-
razy przestawia¢ w dowolny sposéb: nowy szereg jest zbiezny do tej
samej wartoscl, co szereg pierwotny, & wieec prawo przemiennosci stosuje
sie do szeregdw bezwzglednie zbiesnych.

Dla szeregdw warunkowo zbieinych twierdzenie to nie jest praw-
dziwe, jak to widzielismy w przykladzie, sméwionym powyiej. Okazano,
ze 7 kaidego szeregu warunkowo zbiezvego mozpa przez -odpowiednie
przestawianie wyrazdw otrzymaé szeregi zbiezne do kazdej, dowolnie
z géry podanej wartosci, a nawet szeregi rozbiesne (twierdzenie Rie-
manna).

Tym sig tez thumaczy naswa: warunkowo zbieine szeregi.

§ 279. Dodawanie i mnozenie szeregédw nieskonczonych

A. Dodawanle szeregdw.
Jeieli szereg:

a4 a3+ ag o an

jest zbiezny i ma warto$é a, a szereg:

by = by ~F by 4. + s ..

jest zbiezny 1 ma wartosé b, to szereg sumowy:

" @y 4 by) (@ A B) A o A (@ b A

jest réwniez zbieiny i ma wartos¢ a —+ b. )
Dowéd. Cz¢dciowe sumy szeregu sumowego inajg postaj/

sp=(a; + b)) + (& + b))+ ... (@, + b)) =
=(a+a+..+a)}+ O +bF...4b)=0,+ 1

gdzie ¢, oznacza sumg czgsciows pierwszego szeregu a 7, drugiego.
Stad wynika: ,
lims,=limg,} limz,=a-4b c. b.d o

n—oe n—=>o0 n—oo
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B. Mno2enle szeregéw
Tloezyn dwéeh skonczonych sum:

(ay +ay ..o a,) (b 4 by 4.0 4 8
tworzymy, dodajage do siebie w dowolnym porzqdku wezystkie iloczyny:

a b, a by, abs,..., ab,
a3 b1y 03k, 303, ..., 030,
a3 by. azby, aghs, ..., ayb,

u by, @by, absy ..., a.b,

~

otrzymane preez polsczenie kaidego dodajnika pierwszej sumy z kasdym
dodajnikiem drugiej. Dla nieskonczonych szeregéw podobne okreslenie
iloczynu nie zawdze jest mozliwe, a w szczegélnodci z géry mozna przy-
puszezad, ie dla szeregéw warunkowo zbieinych nie bedzie obojgtnem,
w jakim porzgdku bedziemy dodawali do siebie iloczyny skladowe. Oka-
zavo jedoakie, ze dla szeregéw bezwarunkowo zbicznych szereg, utworzony
2 wazystkich iloczynéw skladowych, dodawanych do siebie w dowoloym
porzgdku, jest zbieiny bezwarunkowo a wige jest zbieiny stale do tej
samej liczby bez wzgledu na uporzadkowanie wyrazéw; jego wartodé jest
réwna iloczynowi wartoset obydwu danych szeregéw,

Iloezyn dwéch szeregéw nieskodczonych oznaczamy, uiywajac zwy-
klego znaku mnozenia:

(ay tag 4 az 4 ..) o (b by b3+ ...)
Przyklad.
Wiemy, ze szereg:

l+m+w'+w°+..

jest zbie2ny dla |2| <1 i ma wartosd i—l—w (jest to bowiem szereg

geometryczny). Jest on zbieiny bezwarunkowo, albowiem takze szereg:

1 o] + [a%] + oo} 4.

jest zbiezny dla tych samych wartodei . Wobee tego:

1 1 1y
(tot+a ot +.) - (1Foto +ot )= rr T = (l—w)

Iloczyn ten mozemy przedstawié zapomocs jednego szeregu nieskornezo-
nego, porzadkujac iloczyny skladowe dowolnic i zbierajac jo w dowolne
grupy. Tak np. bardzo dogodne jest wnoruzgdkowanie wedlug rosngeych

Racbunck réiniczkgwy i catkowy. T. 11k 3
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poteg @ i polagzenie w jeden wyraz tych iloczynéw, ktére majy réwne
potegi. W ten sposéb otrzymamy rozwinigeie:

(»_1__)“= 1420 4 3% + 4m8+,..=j‘nx""

1 —x

el

Szereg ten jest hezwarunkowo zbieiny dla tych samych wartosci @, co
pierwotny szereg, a wiee dla || < 1.
Okazemy na przykladzie, ze powyzsze prawo mnozenia nie odposi
sig do szeregéw warunkowo zbieznyeb. I tak szereg:
o111
o e
jest zbiezny (na podstawie kryterium Leibniza), leez tylkn warunkowo,
albowiem szereg bezwzglednych wartodei jest rozbieiny (jako szereg £ (s)

dla s =1}). WeZzmy pod uwage drugi taki sam szereg i utwérzmy wszy-
stkie iloczyny skladowe: -

NS SR O S U O
U NENN
/
o T T
BER OBER REBT
/ / '
17T
BT TBRE OBBE

Pozbierajmy je w grupy wedlug ukosnych linij, a mianowicie utwérzmy
grupy:

?(1 =

s (e )
A 4 V2 V_ Vi)
(L.l Lt 1
= EtEERYE R
Wartoéé bezwzgledna kazdej takiej grupy jest niemniejsza od 1.
Tak bp.:
i1 1 1 1 1 1 1

S e Il i S S oy |

THEBTEETERT R
Szereg, utworzony z tych grup u,, jest zatem rozbieiny, a wige nie ma
wartodei a - a == a%
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- § 280. Przeksztaleanie szeregu na szereg szybeiej zbiezny

Zbieznosé szeregéw jest nieraz tak powolna, e nie nadajg si¢ one
dobrze do rachunkéw praktyeznych. Przykladami takich szeregéw wolno
zbieznych sg: szereg Muclaurina na log (14 =) (por. tom I, str. 406)
1 szereg Lieibniza na £ (tom 1, str. 417) a mianowicie:

f=1—dtd—dti—

Px};ez rozmaite przeksztalcenia mozna nieraz zamienié dany szereg na

szereg szybciej zbieiny. Jednym =z takich przeksatalcen, ktére czgsto pro--

wadzi do celu, jest nastgpujace przeksztalcenie Eulera.
Napiszmy dany szereg zbieiny w postaci:

B

s==a; — g+ a3 — az;4...

przy czym liczby a, moga byé dodatnie lub ujemne. Oznaczajse réinice
a1 — a; symbolem da,, mozemy npapisaé ten szereg w dwdch nastgpu-
jacych postaciach:

s==(a, — @) + (a3 — a)) (a5~ a¢) + ... = — da; — Aas—A“s__
$==a, — (ay — a3) — (ag — @) — ... = a, -+ Bay -+ dag+ ...
Sumujae stronami, otrzymujemy:

: 2s =a; — day + Aa, — daz + da, —

a stad:
a

&= ;"%(Aal“daz“!‘ﬁaa““ﬁag'lr‘u-}

To samo przéeksztalecenie stosujemy powidrnie do szeregu, enajdu-
igeego sig w pawiasie I otrzymujemy:
. a Aa 1
"‘ s = — 2" (A%, — A%a, 4 A%ay; —...)
2 4 4
gdzie A%a, = da,;, — da,. Stosujge takie postgpowanie 2 — 1 razy
otrzyinamy:

4 A3 ~1g '
(11) 5:(:; a1+ 231— C'1+ +(_ l)n 1 +Rn
pro ezvm reszta £, ma postad:
{11z2) R,,.———(————I« (4ray — Ara, -+ Arag—..)

Przckazieleenie to nazywamy przeksztalceniem Kalera.
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Zastosujmy je do szeregu Leibniza na }m W szeregn tym jest:
BE—1
1 1 —2
2k+1 2k—1" 2k— D@k 1)
2 2
CEF+DEEF3)  @k—LHREFD
2.4
T (2k— 1)@k F D)2k I 3)

(—1).2.4.6....2n
@k =12k 1).... 2k +2n— 1)

Aa, ==

A'a,, =

a ogélnie:
An a,, b

jak latwo stwierdzié przy pomocy indukeji zupelnej. Kladae k:w:i, otray:
mujemy nastgpujacy szereg przeksztalcony:

a1 1.2.3 (n—1)
Z_§(l+ "“3 5"‘55 7t ""3 5 (2n—_1))+R“

przy czym:

__(_1)~ I 1 1
By (= 1120 7357 (2n+1)*‘3.b...(2n+3)+

tE AT @5 (2n+5) ]

Jezeli w gbieznym szeregu znakozmiennym, znajdujacym si¢ w pa-
wiasie, opudcimy wszystkie wyrazy, nastepujace po pierwszym, to otrzy-
mamy liczbe wigksza od wartodei tego szeregu, zatem:

nl 123 n 1
OB <{35. .G F)35 7 " TaFi<®

Widzimy wige, ze ta reszta szybko dqzy do zera z wzrostem n,
1 1
316 = 1034 < 000"
Sumujge wige 10 wyrazéw szeregu przeksztalconego, otrzymujemy
8 cyfry po kropce dokladne, podczas gdy w pierwotnym szeregu trzeba
bylo w tym celu sumowaé BbO0 wyrazéw (por. tom I, str. 417—418).
Niechaj czytelnik okaie w podobny sposéb, ze:

Tak np. dla # =10 jest |R,| <3

1 1 1 1 1 1 1
log#=1—gtz—g+ - =tmtzratsatimt-
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Précz przeksztalcenia Eulera istniejg rozmaite inne przcksztalce-
nia, ktérych -oméwienie znajdzie czytelnik w cytowanej juz ksigice
K. Knoppa (str. 249 1 nast, tudziei str. 269 i nast) lub w Analizie
W. Sierpinskiego (tom I, czeéé 2, wyd. 2, str, 48 —62, Warszawa 1925).

§ 281. Szeregl o wyrazach zespolonyeh

Teorig szeregéw nieskonczonych mozemy z latwoscis rozszerzyé na
saeregi o wyrazach zespolonych, tj. na szeregi: T

wtantatotato.=3s
k=t

rzy czym:
pray oy Z=a,+ib,
(ax, by 88 liczbami rzeczywistymi). ,

Koniecznym i doslatecznym. warunkiem zbieznosei takiego szeregu
jest zbiezno$d ciggu sum czesciowych s,. Zbieznosé zas ciagu liczb ze-
spolonych okresla sig¢ przy pomoecy tych samych nieréwnosei, ktérych
sig uzywa dla ciggéw liczb rzeczywistych, a mianowicie cigg taki na-
zywa sig zbieznym, jesli do kazdej dodatuniej liczby & da sig dobraé taka
liczba rzeczywista N, ze dla wszystkich wskaznikéw # > N spelnia sig
nieréwunosé:

() “ lsn — sl <e

Pamietaé jednak nalezy o tym, se bezwzgledng wartodeig liczby zespo-
lonej & -} Bi jest |a - Bi|= I/a”‘—{—ﬁ;‘. -

Przedstawiajac liezby s, i s, ktére 83 w ogélnym przypadku zespo- -
lone, w postaci: s, =g, ¢s,, s =35 -} is’ (przy czym liczby s,=a,-}
dag+...Fa, s, =0b 4 b ...+ b, &, & 8a rzeczywiste), spro-
wadzamy nieréwnosé (a) do postaci: '

Is, + st — (&' i5")| =57 — ) +z‘<s“-s")|=
=W, =P F G~ <e

Jezeli sig 2aé spelnia ta nierdwnosé, to musi byé zaréwno:

¥ S lsi —6|<e jek i sy —6"|<e€
a to znacay, Ze istniejg granice obydwu ciggéw liczb rzeczywistych:

s i s>
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Jozeli wige szereg o wyrazach zespolonych z,==a, 4 ib, jest zbiezny,
to musi byé zhiezny osobno szereg, zloiony z ¢zgdci rzeczywistyeh a,

wyrazéw tego szeregu a osobno szereg, zlozony 2 spolezynuikéw b, jed-

nostki urojonej ¢ w kaidym wyrazie. g
Okazemy, ze takie odwrotnie, jezeli zbiezne sg szeregi.
(b) { q1+a8+"‘~+au+"'
b4 by b

to zbieiny jest takie szereg o wyrazach zespolonych:

(e) (@ +iby) + (g - 2dy) 4 ... 4 (0, - i0) ...
Dowéd. Z zalotenia wynika, ze:
S,—>8, & —>s"” B S
Do kazdej dodatniej hczby ¢ da sig zatem dobraé takie N, ze dla wazys'-
kich » > N spelnig si¢ bpieréwnosei:

M—ﬂ<%,m—w<ﬁ

& zatem:
. (8 — 8’)’ < _6;2_ (8" — sn)’ < 2
a 2 ? n 2

e stad wynika, Ze:

Vo =sp+ G — o< le=e
To za$ znaczy, te: :
lon — 8] < e

8 wige szereg, zlozony z liczb zespolonych: z, = a, 4 ib, (k=1,2,..,n..)
jest wtedy zbiezny. Zbieznoéé szeregéw (b), o wyrazach rzeczywistych,
jest wige dostatecznym warunkiem zbieznosdei szeregu (¢). Obydwa do-
wiedzione twierdzenia dowodzs lacznie, Ze: komiecznym i dostatecznym
warunkiem zbieinosci szeregu o wyrazach zespolonych jest 2biesnosé dwdch
szeregbw o wyrazach rzeczywistych, a mianowicie szeregu, zlodomego 2z rae-
czywistych czgsci wyrazdw damego szerequ @ szeregu, zlodomego ze spdlczyn-
nikéw jednostki uro]onej w kagdym wyrazie. ‘

Opierajac sig na tym twierdzeniu, sprowadza si¢ badanie szeregu
o wyrazach zespolonyeh do badania szeregédw o wyrazach rzeczywistych
i przenosi si¢ na te szeregi o wyrazach zespolonych calg teorig szeregéw
o wyrazach rzeczywistych z niewielkimi zmianami. -
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Ustegp 1L
SZEREGI FUNKCYJNE «

§ 282. Definicja szeregéw fu,nkéyjnyeh i ich zbiezno$é

Podobnie jak do przedstawienia rozmaitych niewymiernych liczb
(op. liezb ¢, 7, log, 2, sin 1°) uzywa si¢ nieskonczonych szeregdw liczbo-
wych, tak do przedstawienia zawilszyeb furkcyj uzywa sig nieskonezonych
szeregdw funkcyjnych.

Aby zdefiniowaé szereg funkeyjuy, bierzemy pod uwage pajpierw
cigg dowolnych funkeyj, np.:

1, @ 2% 2% ...,2", ...

lub: ™

sin®, sin 22, sin 3@, ...,sinna, ...
ogdlnie:
ey fi(@), (@), Fal@),... [.@),...

:[Zakladamy, se te wszystkie funkeje posiadajg jakis wspélny zakres istnie-
nia. Laczac ze soby wyrazy tego ciggu znakiem dodawania, otrzymujemy
szereg funkeygny: '

(I AR SACE NS SNOEIES YAD

ke
Tworzymy ciag sum czgsciowych:

s@=f@)
2(2) = £1(2) + (@)
s3(x) =f1(w) +f2(w) -+ f3(x)

sa(®) = fr(0) + fo(®) 4. .. + /(@)

Jezeli ten ciag sum czeSciowych jest zbiezny dla jakiejs wartosel x=a,
wzigtej z wspdlnego zakresu istnienia wszystkich funkeyj ciggu (I)i po-
siada granice s(a), to szereg liczbowy:

Hh@ (@) + ...+ ffa) ...

jest zbiezny do wartosei s(a); méwimy wtedy, ze szereg funkeyjny (II)
jest zbiezny dla wartodei ¢ =a i ma dla tego @ wartvsé czyli sumg s(a).
Zbiér tych wszystkich warto§ci zmiennej z, wzigtych z wspélnego
zakresu istnienia wszystkich funkeyj 7.(x), dla ktérych szereg funkeyjny
jest zbiezuy, nazywamy zakresem zbicznosci tego szeregu fumkcyjnego.
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Do kazde] wartodci @ z zakresu zhieznodci oalezy jakad wartosé,
ezyli jakas suma szeregn funkeyjoego, a wiec ta suma jest funkcjg
gmiennej ; oznaczmy jg zoakiem f(@).

Piszemy wigo wtedy: * o -

L @)+ fi(@) + ...+ ful®) + = f(®)

2 méwimy, 2e funkeja f(®) jest praedstaswiona w zakresie ewego istnienia
za pomocy tego szeregu fuokeyjoego lub 2e jest rozwinigla na szereg
funkeyjny.

Przedstawianie funkeyj za pomocs szeregéw fuokeyjnych ma bardzo
rozlegle zastosowanie. I tak przedstawianie rozmaitych funkeyj 2a pomocs
szeregéw Taylora lub Maclauvrina (omédwione w tomie I, w roz-
dziale XII) polega na uzycin szeregéw funkeyjuyeb o ogélnym wyrazie-

(n—1) e
fo(@) = f (1';;( — ey =b,,(@ — a)”“.
lub: /
f"""(O) - -
f.(@) = g 1)1“’" = a,., " ) .

przy czym spélezynniki a,_, i b,_; sg liczbami stalymi.
Ogéloie szeregi funkeyjne postaci.

o +a,04get4... a0 +...
lab:

bo+b1(m—a)+b3(w—a?+...+b"(w—a)"+..,

wwane szeregami potegowymi, bywajg bardzo czesto uiywane.

W § 267 okreslilidmy inne szeregi funkeyjne, zwane szeregami
trygonometrycenymi. Mozna zaé budowaé szeregi funkeyjne takize z do-
wolnych innych funkeyj, jak np. z dowolnych wielomianéw, z funkeyj
ulamkowyeh; wykladniczych, Przy przedstawianiu i badaniu nieelemen-
tarnych funkeyj grajg szeregi funkeyjne szczegélnie wazng role.

Przyklady.

1) W azeregu funkeyjnym:

l14+st+a®F-4...+a2+..

majq wszysikie wyrazy jako wspéloy zakres istnienia caly przedszial nie-
wlasciwy od — oo do - co. Natomiast eakresem zbieznodci jest tylko
przedzial wlasciwy (— 1, - 1), albowiem ten szereg jest zbiezny tylko
dla |2] < 1, jako szereg geometryczny o ilorazie @ Wartoseig ezyli sumy
tego szeregu jest, jak wiemy, funkcja:

. .
f(w)=i-_—a', Coe
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a wigo:
l+m+w'+...+w"+.,.=l+

@

Réwnoéé ta jest prawdziwa tylko dla |#| < 1. Dla tooyeb @ r6woodé €a
nie zachodzi; tak op. dla @ =2 otrzymujemy z prawej strony skoficzong
wartos¢ — 1, z lewej 2zad szereg 1 + 2 4- 28 4~ ... 4 2" - ..., rozbiezny
do niewlasciwej granicy -} co. Podobnie zachowujg sig szeregi potegowe
(Maclaurina), przedstawiajace log (1l @), (1 4-o), arosio @ (pot. tom I,
str. 406, 413—414, 419), tj. posiadajg jako zakres zbiezooéci pewien
przedzial, otaczajacy symetryczoie punkt O.

Istniejg jednak takie szeregi funkeyjne, ktérych zakresem zbies-
sosei jest caly przedzial niewladciwy od — oo do + oo, jak op. szeregi
potggowe, przedstawiajace funkeje sin m, cos®, ¢, sinhyp@ (por. tom I
str. 399, 400, 395, 398).

2) Szereg funkeyjny (trygonometryczoy):

sinm | sin2p | sin 3@ sig n@

mt - T et

.

nd

jest zbiezny dla kazdej wartosci @, albowiem przy kazdym stalym @ bez-
wzgledne wartoSci jego wyrazéw unie przekraczajs wyrazéw zbieznego
szeregu:

(@) =qrt gt ort ot

(poniewaz |sin n@| = 1).

Ten szereg funkeyjny przedstawia wige jaksé funkeje. okreslong
w calym przedziale niewladciwym (— oo, co). Jest to jakas nowa
funkeja, dla ktorej (na razie praynajmuniej) nie zoamy i1onego, prostszego
przedstawienia

3) Zbadajmy szereg funkeyjoy:

2sinw 4 (2%sio? @ — 2 sin @) - (23sindy — 20 gint @) 4
+ . 4 (2%sin"y — 27 'sin" i) - L

Suma czedciowa tego szeregu ma wartosé:
8, (@) = 27 gin" @ = (2 sin )"
Whyrazenie to posiada granice wtedy i tylko wtedy, gdy:

— 1< 280851 czyh — 3 <sin@ =S4

Te zas nierdwnodci spelniaja sig dla — 2 <o =%, dla n —§=o<n|-§
i periodycznie, dla @, otrzymanych przez praesunigeie tych przedzialéw
02nm (n=+1, + 2...), jak na fig. 2. Zakves sbicsnoei tego szereguy,
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a zarazem zakres istnienia funkeji, przedstawionej przez ten szereg, sklada
sig z nieskonczenie wielu przedzialéw o szerokosei §7, pooddzielanych
od siebie przedzialami o szerokoéei s, w ktérych funkeja nie istnieje.

1

-fn in §n 4n 1 in in - a

T ‘0 n on X

s

Fig. 2.

4) Przy operowaniu pieskoficzonymi szeregami funkeyjoymi nalezy
postepowaé bardzo ostroznie, a miapowicie nie mozna na nie rozszerzaé
bez zaduych zastrzezen twierdzen, odnoszacyeh sie do sum skofczonej
liczby funkeyj. Tak pnp. suma # funkeyj ciaglych w jakims punkecie jest
takze funkcjy ciagly w tym punkcie. Tymczasem zbieiny szereg funk-
cyjny, ktérego wyrazami sy samre funkeje ciggle, moze przedstawiaé
funkeje nieciggly.

Tak np. szereg funkeyjny:

(a) 2@l —a) + gl = ) .. F 2l —af ...

zbudowany z samych funkeyj ciaglych, jest zbiesny dla |1 —a] < 1
(jako szereg geometryczny o ilorazie ¢ =1 — @), a wige dla:

—l<l—p < 1
ezyli dla:
<< e<<?2

Dla tych wige wartoéei przedstawia ten szereg funkeje:

vl

reg zbieiny i ma wtedy wartosé

5(0)==0, albowiem wszystkie jego
wyrazy sy wtedy zerami.

1 2 X A wige badany szereg przed-

_stawia funkeje, okreslong w ca-

Fig. 3. lym przedziale < 0, 2) (por. fig. 3).

Funkeja ta jest widocznie nieciggia,

& mianowicie posiada w punkeie @ =10 skoticzony skok od wartosci 0

do wartodei 1. Ma ona w punkeie z==0 prawostronng granicg 1 (leca

uie praybiera tej graniczoej wartosei w punkcie @ =10). ’

7 I Takze dla =0 jest dany sze-
o]
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Gdybysmy zaé prébowali obliczyéd te prawostronng granice, stosujac
do nieskonczonego szeregu (a) twierdzenie o sumie granic, to otrzyma-
libyémy blgdny wynik, a mianowicie:

lim g+ lim 2(1 —2)+ lim (1l —@p+4..=04+04+04..=01

0{x—>0 0<x—>0 0<x—>0

Widzimy stad, ze twierdzenie o sumie granic nie zawsze mozna s5toso-
waé do nieskonczonego szeregu funkeyjnego.
5) Niechaj czytelnik stwierdzi podobny fakt dla szeregu funk-

eyjuego:
@)=+ @ —2)+ @ —2%) + ...+ @ — &) + ...

badajgc jego sumy czgsciowe.

Z przykiadéw tych widzimy, ie twierdzenia o sumie granic i o sumie
funkeyj ciaglych nie zawsze sig stosujg do szeregéw nieskoficzonych.
Podobnie ma si¢ rzeez z twierdzeniami o rézniczkowaniu i1 calkowaniu
sumy funkeyj, podamy w dalszym ciagu przyklady na to, ze te twier-
dzenia nie zawsze sig stosujg do nieskoficzonycb szeregbéw funkeyjnych.

§ 283. Jednostajna zbiezno$é szeregéw funkeyjnych

Widzieliémy w poprzednim paragrafie, e 2zbiesnosé szeregu funk-
cyjoego nie wystarcza na to, aby mozna do niego stosowaé te twier-
dzenia analizy wyzszej, ktére stosujemy do sumy skoneczonej liczby
funkeyj, a mianowicie twierdzenia o przechédzeniu do granicy z kaz-
dym dodajuikiem 2z osobna, o rézniczkowaniu i calkowaniu sum. Zachodzi
wige potrzeba wybrania sposréd zbieznych szeregéw funkeyjoych takich
szeregéw, dla ktérych byloby dozwolone stosowanie owych operacyj ana-
lizy wyzszej. W tym celu zaostrzono pojecie zbieinosci szeregu funkeyj-
nego, wprowadzajge pojecie jednostajnej zbiezno$ci, ktéra, jak zoba
czymy, jest juz dostatecznym warunkiem stosowalno$ci owych twierdzen.

Aby wyjasni¢ to"do$é subtelne pojecie, oprzemy sig na tym, ze ko-
niecznym warunkiem zbieinodci szeregu jest, by reszfa tego szeregu
dgzyla do zera. I tak jezeli szereg funkeyjny:

Hi@+ L@ +...+ L@+ ... = /(@)

jest zbiezny dla wartoSci @, zawartyeh w przedziale <a,b>, to reszta
tego szeregu, tj.: ‘ :

70(®) == fra (@) + frpa(@) + . .. '

dazy do zera przy n—>oco dla kazdego @ z tego przedzialu, tj. spelnia
slg warunek:
lim r, (@) =0

n=ro
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To znéczy, ze przy kazdym danym @ =z, z przedzialu <a,b> da sig
dobraé do kaidej dodatniej liczby & takie N, ze dla wszystkich > N,
spelnia sig nieréwnosé |»,(z,)] < e

Dla z ==, z przedzialu <a, b> musi istnie¢ takze takie N,, ze
dla 1> N, jest |r,(@)] <& i tak dla kazdego & z przedzialu <a, b>
musi istnied odpowiednie IV, inne w ogdluosei dla kazdego z. Te N;, N, ...
mogg wzrastaé nieograniczenie, gdy x,, @,.... zblizajy sig do jakiej$ liczby
@=_§ z przedziala <«, b>. Takie wige warunki musza sig spelniaé
przy zwyklej zbieznosei szeregu funkc'yjuego w przedziale <a, 6>.
Liczba N jest zatem w ogélnosei zalezna nie tylko od e, lecz takze od x.
Jezeli jednak dla szeregu zbieznego istnieje tukie N, wspdlne dla wszysi-
kich x 2 przedziaty <a, b>, 2e |r,(z)| <& gdy n > N, to szereg funk-
cyjny nazywamy jednostajnie zbieinym w tym przedziale. Wiedy wige N
jest funkeja tylko zmienne] £ a nie jest funkcjq zmiennej @. Jezeli zatem
checemy aproksymowad «w calym przedziale zbiesnoéci funkeje f(x), przed-
stawiong takim jednostajnie zbieinym szeregiem, za pomocg sum czgseio-
wych s,(z), z bledem: flz) — s,(x) = »,(2), mniejszym co do bezwzgled-
nej wartosei od jakiegos e, to wystarczy obraé jedng taks sumg czegSciows,
wspblng dla calego przedzialu, biorge odpowiednio wielki wskaznik n.
Nie trzeha zad dostosowywaé tego wskaznika do rozmaitych g-6w. Wsaystkie
inne zbieine szeregi funkcyjne nazywamy . niejednostajnie zbieénymi.

Do wyjasnienia niejednostajnej zbieznosci uiyjemv przykiadu 5
z poprzedniego paragrafu, pozwalajacego na prosts interpretacje geo-
metryczng.

I tak zbadajmy w szeregu funkeyjnym:

foy=a+(x*— )+ @@ —2)F...+ @ —o"") ...
zlozonym z samych funkeyj cigglych, ciag sum czedciowyeh:
8. (@) = o

Ten ciag, a'zarazem i dany szereg funkcyjny, jest zbieiny w przedziale-
<0, 1> i przedstawia w oim funkeje, ktéia przybiera wartosé 0 dla
0= <1, a warto$é 1 dla @ = 1, jest wigc nieciggly. Na fig. 4 przed-
stawiono wykresy kilku sum czg¢deiowych tego szeregu, a mianowicie dla
n=1, 2 4, 12, 24¢. Widzimy, ze linie, przedstawiajace te sumy czeiciowe,
aproksymuja coraz lepiej z wzrostem 2 o x-6w w przedziale <0,1>.
" Jednakze dla dowolnie wielkiego 7 mozna znaleZé takie & z tego prze-
dzialu (bliskie @ = 1), ze |r,(2)| nie bedzie mniejsza od kazdego e, lecz
bedzie np. wigksza od }. Nie ma wige takiego N, wspéloego dla wszyst-
kich @ z przedzialu <0, 1>, aby dla » > N spelniala sig nieréwnosé
|r.@)] < e. Szereg nie jest wige jednostajnie zbiezny w przedziale
<0,1>. Natomiast do kazdego stalego @ z przedzialu <0, 1> moina
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dobraé takie N, ze bedzie |»,(@)| < & dla wsaystkich %> N. Szereg Jest
wige zbiezny, ale nicjednostajnie.

Do rozstraygnigcia, czy dany szereg funkeyjoy jest _)ednostajnle
zbiezny, prowadzi czesto nastepujgce krytefium Weierstrassa, podajace
dostateczny (lecz nie konieczny) warunek jednostajnej zbiezunosei.

Jezeli szereg, utworzomy z bezwzglednych wartodci wyrazéw szeregu
Sunkcyjnego, da si¢ w jakim$ preedziale zmajoryzowaé zbieinym sze-

4

Fig. 4.

regiem Uiczbowym, to szereg funkeyjny jest jednostajnie zbieiny w tym
preedziale. To znaczy, jezeli wsaystkie wyrazy szeregu funkeyjeego:

®) @) + fo(@) 4 .+ fol@) + ...

spelpiaja nieréwnosei:

(b) |17:(@)| < A, (k=1,2...3,..)
e szereg liczbowy:

(c) 4, + 43+ ..+ 4+

jest zbiezny, to dany szereg funkeyjny jest jednostajnie zbieiny.

Dowdd. Szereg (2) jest zbiezny dla kaidego & z danego przedzialu
(na podstawie twierdzenia z § 270). Chodzi jeszcze o zbadanie, cxy ta
zbieznodé jest jednostajna. Zbadajmy resztg tego szeregu, tj.:

7@ = Virs @) F Fota @) A | S i @) - |Lasal@)| -



A

. 46 ~

Stgd wynika na podstawie nieréwnosci (b), ze:

- 17,@)) < dupr + Apigt ... =B »

Poniewasz szereg liczbowy (c) jest zbiezny, przeto jego ressta R, dazy do
zera. Istuieje wige przy kazdym dodatnim e takie N, niczalesne oceywis-
cie od x, a zalezne tylko od & ze dla wezystkich 72> N jest B, <e Dla
tych wszysikieh 12 bedzie wiee ted:

lra(a)] <e
a to dowodzi, 2e szereg (a) jest jednostajnie zbiezny.

Prayklady.

1) Szereg trygonometryczny, oméwiony w praykladzie 2) w § 282,
jest jednostajnie zbieiny w kaidym skonczonym przedziale, albowiem
bezwzgledue wartosel jego wyrazéw npie przekraczajy wyrazdw zbieznego
szeregu liczbowego § (2).

2) Ogdlniej, szereg trygonometryczny .

bysin @ 4 b, 810 22 4 b, sin 3z - ..,
jest jednostajuie zbiezny w kazdym przedziale skorczonym, jezeli sze-
reg liezbowy, utworzony z bezwzglednyeh wartosei jego spélezynnikéw:

e 23 I T2 I S
jest zbiezny. Wynika to stad, ze |6 sin kx|=|6,}. .
R Podobne twierdaenie odnosi sig do szeregu trygonometrycznegd,
zbudowanego z cosinuséw.
~ 3) Szereg:

: I —giat — 8 (- e :
jest jednostajnie zbiezny w przedziale < — [, 4 (>, ]ezeh 0l
Wynika to stad, e ‘wiedy |z} <</ <1, a wige:

10
b= dyram) << i '
a szereg liczbowy:

R R e e s SR AT U Sy A S
jest zbiezny, gdy 0 < { < 1, jako szereg geometryczny.

§ 284, Ciaglo$é funkeyj, przedstawionyeh przez jednostajnie
- zbiezne szeregi
WidzieliSmy, ze zbiezny szereg funkeyjny, zlozony = funkeyj cige
giyeh, moze przedstawiad funkeje nieciagla. Okoazemy jednak, ze jezeli
szereg funkeyjny, zlozony =z fuwkcyj ciqghych, jest w jakims przedziale
<@, b> jednostajnie 2biesny, fo przedstawia funkcje ciqglg w tym-
preedziale,



Dowdd.
Niechaj szereg funkeyjoy:

fi@) -+ @) 4 @)+ =T (2)

bedzie jednostajnie zbiezny w przedziale <Ca, b>. Obierzmy jakiekol-
wiek 2 wewngtrz tego przedzialu. Szereg nasz mozemy przedstawié w postaci:’

F(®) = 8, (%) + 7. ()
gdzie s,(v) jest sumg czg$ciows, a r,(x) odpowiedniy resztg. Dajmy

zmienneg] x przyrost h taki, aby wartoéé x - £ naleiala takie do prze-
dzialu <{a, b>. Dla tej wartosei jest:

fe+h=set+r F+r.xz+4+n

Cheemy okazaé, ze do kaidej dodatniej liczby & mozna dobraé takie 9,
ze dla wszystkich || <d Jest |f(z + h) — Fo)l <e
Przyrost funkeji f(x) przedstawiamy w postaci:

f@+h) — f(@) = s,@ ++ h) — 5,(@) + rule + ) — 7, (@)

Stad wynika, ze spelnia sig nieréwnosé:

[F@+ k) — =@+ k) — s @+ 1@+ B+ @]

Obierzmy najpierw tak wielkg stalg liczbg n, aby sie dla wszystkich
2 z przedzialu <a, b> spelnjaly nieréwnoseci:

@+ R <$e& |nlo)| <ie

Dla tej stalej liczby n jest ¢,(®) sumg skonczonej liczby fuakeyj
cigglyeh, a wige jest funkeja ciagls. Mozemy zatem znale#é takie 6, ze
dla |2} <4 jest:

|50 (@ + B) — s,(@)] < e

Wobec tego jest:

Ife+h—Ff@)|<tet+ietde=e dla |r|<d

a to dowodzi ciaglodei funkeji f(x).

Jednostajua zbieznoéé szeregu funkeyjnego, zlozonego z funkeyj
cigglych, jest wige dostatecznym warunkiem na to, by funkeja, pruzed-
stawiona przez ten szereg, byla funkcjg ciggla. Szeregi, oméwicne w pray-
kladach 4, 5 w § 282, s3 wige widocznie niejednostajnie zbieine, albo-
wiem przedstawiajg funkeje nieciagle.

Uwaga. Jednostajna zbieinodé szeregu funkeyjnego nie jest jednak Koniecenym
warunkiem cigglodei funkeji, przedstawionej przez ten szereg, to znaczy, ze takde nie-
ktére niejednostajuie zbiezne szeregi funkeyjne przedstawiajs funkcje ciggle. Wystar-
czy zatem nieco chszerniejszy warunek, a miznowicie okazano, ze wystarczy t. zw.
quasi-jednostajaa zhieinodé, (Zob. W. Sierpinski, 4naliza, Tom I, C:z 2. Wyd. 2,
str. 198 i nast.).
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§ 285. CaI’kowanle"szeregéw funkeyjnych

Jozeli jakad funkeja jest przedstawiona w przedziale <a, 5> sze-
regiem funkcyjnym jednostajnie zbieznym, ziozonym z funkeyj eciaglych,.
to ta funkecja jest ciggla, 2 zatem istnieje calka 2 tej fuokeji od @ =aq
do dowolnej wartosci x = danego przedzialu. Otéz udowodnimy twiere
dzenie, ktére pozwoli obliczyé tg calke przez calkowanie wszystkich wy-
razéw danego szeregu w tych ‘samych graoicach, tj. od a do z. Sciélej
méwige okazemy, 2o szereg funkcyjny, zlozomy z calek wyrazbw szeregu
jednostagnie 2bicinego, jest takze jednostajnie zbieimy, a funkcja. przedsta-
wiona przee tem nowy seereg, jest cabkq funkcji, przedstawionej przez
dany szereg.

Jezeli wige szereg zlozony =z funkeyj cigglych:

i@+ fi@) ...+ fl2) + ... = f2)
jest jednostajnie zbiezoy w <a, 6>, to dia a Lz <<h jeat:

ff(w)dw=f/1(w)dw+ff2(w)dm+...+j/,.(z)dm+l..

a szereg po prawej stronie jest takie jednocstajoie zbiezny.

Méwimy krétko, ze jednostajnie zbieiny szereg moina catkowaé wy-
ras8 po wyrazie.

Dowdd.

Przedstawmy f(a) w postaci.

fl@) =3s, () -+ r,,(a:)

Obieramy takie N, aby si¢ dla zn> N i dla wezysthich @ 2 przedzialu
< a, b> speloiala nierownosd:

® @) < 5

-— G

co jest moiliwe wskutek jednostajnej zbieznosci danego szeregn. Pouie.
waz f(®) jest funkcja ciagla, jako suma szeregu jedpostajnie zbicznego,
a 3,(@) jako suma skonczone] liczby funkeyj ciaglych, przeto takie
ro{m)= f(@) — 5. (@) jest funkejg ciggly Istniejs wiec calki z tych trzech
tunkeyj i mamy:

Fla)= f f@)do = [ s,(@)dz + / v (@) dw
Stad: ) ’ )
ff(m)dm-— s,{wydax =fr,,(w)dw
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Z nierdwnodel (a) wynika, ie dla > N jest:

datem dla n > N jest:

(b) |_/{/'<w> i ifsn(m)dw| <

a to dowodzl, ie:

x) :\/./'(x) dy =hwm [ s, (2)dw=1lim S, (x)

n-—=>o00 n ~» 00
a

pray oaym 3,(x) oznaeza n-ty sumne CzgSciowsy szeregu:

© f/'l(x)dx —f-'/{fi(w)da: . —{—‘/{f“(w)dw—i;...

Poviewaz ecigg S,(@) jest zbieiny do [F(w), przeto ten nowy szereg
funkeyjuy jest zbiczny 1 réwny celee z funkeji f(z), przedstawione]
za pomocy danego szeregu. Pozostaje jeszeze tylko do okazania, Ze ten
nowy szereg jest taikze jednostajuie zbiezny. Otdéz to wynika odrazu z nie-
réwnoscl (b). Jezell oznaczymy reszte szeregu fo) liters R,(®), to nie-
réwoodé (b) mozemy napisaé w postaci: :

|R,,(ar;,| < &

dla wsaystkich # > N, przy czym N bylo zalezne tylko od & a niezs-
leine od .

Szeregi jednostajole zbieine mozna wige zawsze calkowaé wyraz
po wyrazie; istniejy jednak takze szeregi niejednostajnie zbiezne, dla kté-
rych takie catkowanie jest dozwolone. Jednostajna zbieino$é szeregu
funkeyjrego jest tu zatem tylko waruvkiem dostatecznym lecz bynajmuiej
nie koniecznym. Twierdzenio o calkowaniu szeregédw fuvkeyjoych ma
bardzo waine zastosowanic = rachunku calkowym: polega na nim caé-
kowanie przez szeregi.

Przyktady.

1) Ze znanego rozwinigeia funkeji:

1
o 21 1 o 2 A b - m8
”1*_%?‘,‘7—2—(1+w) =1t o'’}
wedlug wzorn dwomiesnego (torm 1) str. «ll} otemymumy presz CRix0-
wanio rozwinigelie funkeji arctg . 1 tak ten szoreg (geometrycs

o
kd
e
[
@
=3

Rachonsk rddniczkowy i cathowy. T. Sl 4
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jedpostajnie zbiezny dla |z} <! <1, jak to stwierdzilidmy w § 283
w przykladzie 3.

Wobec tego mozemy dla tych @ zostosowaé twierdzenie o calko-
waniu wyraz po wyrazie i otrzymamy:

fl_l_wé—fda: fwadm-;-jm«idm— ‘wsdo .

aretge =0 — 4§84 {2® — Lo’ 4 ..

czyli:

Wzoru tego dowiedliémy tu dla przedziziu <— 1, 1>, przy czym 0 <<I<1.
To przedstawienie funkeji arctg @ szeregiem jednostajuie zbieinym
otrzymaliémy w racbunku réiniczkowyw inpa, doéé zawily drogg (por.
tom I, § 141).
Podobng drogs moina otrzymaé szybko rozwinigeie Yunkeji log(1--w)

z szeregu funkecyjuego (Maclaurina) funkeji: a funkeji aresing

1
It+a
z szeregu funkcyjoego funkeji —__L_

1—2a?
2) Calkowanie przez szeregi znajduje- najwazniejsze zastosowanie
w tych przypadkach, w ktérych sie potrafimy scalkowaé jakiejs funkeji
elementaroymi metodami. Tak np. cheae obliczyé calkg Laplace’a:

O(z) = V—27_t/e"" do

rozwijamy funkecje podcalkows na szereg Maclaurina:
mé

e 2  x*t o
€ —l—-ﬁ-l-m—m—l—...

zbiezny jednostajoie w kaidym ekoficzonym przedziale, jak sig o tem
przekonamy w § 288.
Wobec tego:

D(z) =

2 «® x® o7
ﬁ(‘”‘3.u+b.21_7.31+"')
Szereg ten jest, w mysl twierdzenia o catkowaniu szeregéw, takze jedno-

stajnie zbieiny w kazdym skoficzonym przedziale. Obliczmy wartosé tej
fuokeji np. dla =1, to otrzymamy:

9 . _ 2 1 1 |
@(1)=V§/e d*”"'"‘y—,;(l—3.1s+b.21_7.31+"')
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Szereg ten jest bardzo szybko zbiezuy’ Tak np. obliczajac jego sumg
ozgdciows zlozong z 7 wyrazéw, otrzymujemy:

2/ 1,1 1 1 1 1y o
m””y;,(l'§+1_0‘“E+é*f6—"—1320+§3‘66)~0842“

3 bledem, nie przekraczajscym co do bezwazglednej wartoéci pierwszego
opuszezonego wyrazu (jest to bowiem zbieiny szereg znakozmienny), tj.

V% ﬁ:% 7'5%(5(_) < 000002, Dla tej calki, majacej wielkie znacze-
nie w rachunku prawdopodobienstwa, sporzadzono obszerne tablice ligz-
bowe. Dla @ ==1 znajdujemy w tych tablicach @ (1) = 0-8427008.

3) Obliczyé obwdd elipsy o pélosiach ¢ =05, b=4.

l/ 2 _._
Oznaczajae ——{—l«;—ﬁz ==k, otrzymali§iny na dlugoéé tuku elipsy (tom IT

str. 139) wzér:
1
§== afVT—— k2sin® ¢ dt

Stad dla ealego obwodu otrzymamy wzor:
s=4da [ JT—=k*sin¥¢dt
Q N
przy ezym a=2>5, k==, a wige k| < 1. i
Te nieelementarng catke (eliptyczng) obliczamy, rozwijajae funkeje
podealkowg pa szereg, a mianowicie przy pomoey wzoru dwumiennego
otrzymujemiy:

S t
V1T =F2sintt = (1 — k2sin?f)e=1— (T{) k2 sin?t -

-+ (g)k‘ sind ¢ — (:;;) kSsinb¢ ...

Szereg ten jest zbiezny dla |k2sin®¢| <{ 1. Poniewaz za$ [k?sin®#| < k3,
przeto bezwzgledne wartodci . wyrazéw tego szeregu funkeyjnego nie
przekraczajg wyrazéw nastgpujacego szeregu liczbowego o wyrazach do-
datnich:

I+%k*-—(g)k'i-{-(g)k“——(i)kﬂ—}—...=
, . o

1.3 1.3.5
— 3 Y k&L,
=1+iB btk +og et

ten za$ szereg liczhowy jest zbieiny dla |k] < 1, jak si¢ laiwo przeko-
naé np. przy pomocy kryterium D’Alemberta Na podstawie kryteriux
Weierstrassa jest wiec nasz szereg funkeyjny jednostajnie zbieiny.

4%
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Wobec tego catke, o ktérg nam chodzi, moiemy obliczyé, calkujac
" ten szereg funkeyjny wyraz po wyrazie. Otrzymamy w ten sposob:

Yoz Yo
_1
s:4a[fdt— fs;n’ dt - (n)kv[ssw(u *_(é) /sm tdt .. J
0

czyli: .

‘o 1 taw 1.8 anm
— 7_‘__1 p) in2¢ Jdt — ——. /'74 —_— / 8t dt — )
3_40(2 1k f sinttdt 574 ks f sipstdt 5 46} sinbfd? — ..

° 0

Wyst@pujqce tu calki oznaczone o’hllcza]lsmy juz (por. tom II, § 221,
str. 93) 1 otrzymaliSmy ogdlnie:

Yam

L, = fsm?"wda}

Wobee tegos

) s=4a-g(l—%k2%_Lk4,;_

2 2.4 2.4 246" 2.4.6
1.8.5 18.5.7

—_ 8. —a )
2.4.6.8° 2.4.6.8

(12) B 1.8\2 1.3.H\2

§= 2an(1~—(7)*k”‘"% (24 L (2.4.6) =
o 1.3...20 —1)\¥,,

=g e e — )

Jest to ogdlny wzdr na obwdd elipsy. .
Dla n=D0 i b==4 otrzymujemy stad, zatrzymujac 6 wyrazéw tego
szeregu, po wykonaniu latwych rachunkéw, wartosé:

3 = 283613
Uwaga, Dogodniejszy wzdrn_aobliczenie cbwodu elipsy otrzymuje sig, wpro-
wadzajse zamiast liczby k== Vﬁa L liczbe ! = TZ
O}(azano, zo wiedy:
(13) s=(a-+t b)nZ(sz"
r=0

Dowdd znajdzie ezytelnik w podreczniku Kieperta-Stegemanna pt. Grundriss der
Differentral- und Integralrechnung (tom II, wyd. 8 z r. 1903, str. 309—3817). Bardzo
dogodny- przybliZony wzér na obliczenie obwodu elipsy ma postaé:

(14) s (3-‘2\%{;—1—)—~Vﬁ))
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1T—in
Przedstawiajac i L—tVl k

+
2 2

wiastki wedlug wzoru dwumiennego, mozna stwierdzié, Ze rozwinigcie prawej strony
tego przybliZonego wzoru rdzni sle od dokladnego rozwinigeia, zawartego we wzorze (12),
dopiero w piatym wyrazie, zawierajgeym k%,

4
,alab=afT=% i rozwijajgc piers

W postdc. & e

& 286, Rézniczkowanie szeregéw funkeyjnych

Do rézniczkowalnodei szeregu funkeyjnego nie wystareza jego jed-
nosiajna zhieznosé.

Udowodpiono natomiast, 26 do rézniczkowania szeregéw funkeyj-
nych odnosi sig nastgpujace twierdzenie.

Jeseli szereg funkcyjny:

1) @)+ @) .o @) 4. = fl@) .
zhoéony 2z funkeyj, posiadajqeych ciggle pockodne, Jest zbieeny w przedziale
<La, b> i jeseli szerey pochodnych:

ey @+ h@+...+ A+

Jest w tym przedziale je@nostajnie zbieiny, to funkcja @(x), przedsta-
wiona tym szeregiem, jest pochodng funkeji f(x), przedstawionej pierwotnym
szeregiem.

" Méwimy, ze w tych warunkach jest dozwolone rézniczkowanie
szevegu funkeyjnego wyraz po wyrazie,

Ustep IIL

SZEREGI POTEGOWE, FUNKCJE ANALITYCZNE

§ 287. Zakrés zbieZnoSel szeregu potegowego

Poznane w poprzednim ustgpie twierdzenia o ogélnych szeregach
funkeyjnych zastosujemy obeenie do szeregéw, ktére sg szezegdlnie waine
w teorii i w prakiyce, a mianowicie do szeregéw potegowych.

Szeregiem potggowym nazywamy szereg funkeyjoy postaci:

(15) “°+"1‘”+“29”+---Tanm“’+---=za,,w*

kw0
w ktérym wspdlezynniki &, kolejoych poteg zmiennej & ' sg liczbami
stalymi. ’
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Jezeli za @ wprowadzimy nows zmienng za pomocs podstawienia
=z — g, to otrzymamy szereg funkcyjoy:

(1) @+ —a)+ oyl — P oy e —af oo = Yl —a)

kw0

zwany szeregiem potegowym dla otoczenia punktu z = a. Szereg (15) mozna
wige takie nazywaé szeregiem potegowym dla otoczenia punktu x = 0.

Zbadajmy przedewszystkiem zakres zbieznosei szeregu potggowego,
tj. zbiér tych wartosei @, dla ktérych szereg potegowy przedstawia jaksé
funkcje, nazwijmy ja P ().

Jasnym jest, Ze punkt @ =0 jest dla kaidego szeregu potegowego
punktem zbieznos¢i, albowiem:

P(0)=q,

Istniejy takie szeregi, ktére précz tego punktu nie posiadaja zadnego
punktu zbjeznosci. Takim jest np szereg potegowy:

1411z + 2lat ... F-nler ...

W tym bowiem szeregu wyraz ogélny: a,==n!@" nie dazy do zera dla
zadnego réznego od zera @, lecz wzrasta nieograniczenie. Moze sig jednak
zdarzy¢ druga ostatecznosé, a mianowicie istoniejg szeregi potegowe, zbiezne
dla wszystkich ®, jak pp. szereg (por. tom I, str. 395):

v , @, @ .
1-|-ﬂ+—2—!+§+...=e

Szereg potegowy, zbieiny dla wszystkich wartodci zmienhej niezaleznej 2,
a wige w calym niewladciwym przedziale (— oo, 4 o), nazywamy sze-
regiem bezustannie zbieznym.

Okazemy, Ze trzecig a zarazem ostatnig kategorie tworzs szeregi
potegowe, zbiezne w pewnym skonczonym preedeiale, otaczajacym syme-
trycznie punkt # = 0. Nie ma wige szeregdéw potegowych, zbieznych
w pooddzielanych przedzialach (jak to ma miejsce np. dla szeregu funk-
cyjnego, oméwionego w przykladzie 3 w § 282) lub w rozrzuconych
punktach., Udowodnimy mianowicie najpierw prawdziwo$é nastgpujacego
twierdzenia:

Jjezeli szereg potegowy jest zbiezny dla jakiejs wartosci w==c, cho-
ciazby warunkowo, to jest zbiesny bezwarunkowo i jednostajnie w kaz-
dym prezedziale zamknictym <— oy, ©,>, leégeym wewnqirz przedzialu
<—le|, +|e|> (na drugim koficu przedzialn <— |c|, & |c|> moze
byé szereg zbiezny lub rozbiezny).

Dowdd. Wedlug zalozenia szereg:

aFaeda,ct. . a

v
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jest zbieiny. Ciag jego wyrazéw musi zatem dazyé do zera, a wige jest
ograniczony. To znaczy, ze istnieje jakas liczba K, ktérej nie przekra-
cza bezwzgledna wartoéé Zadnego wyrazu tego szeregu. Spelnia sie wige
dla wszystkich 7 nieréwnosé:

() la, | = K
Obierzmy dowolny przedzial < — w;, @, >, le2acy wewnatrz przedzialu
< —|oly || > to || <], & wige |"%1|<1. Pomnézmy obie strony

nieréwnoéei (a)- przez l‘—vc—l , , to otrzymamy:
|aan|§]‘%| K

Dla kaidego & z przedzialn < —ay, 4;,> jest |o|=|a,|, a wige

7
|a, 2" | = |a, 0}, & zatem takie |a,,~<v"|§|%1l K. Wyrazy szeregn:

(b) oo+ [a0] -+ | 2;0%| ++ .-. | 2,27 ] + ..

nie przekraczajs zatem dla |#]| <|x;| wyrazéw nastgpujacego szeregu .
o wyrazach dodatnich:

k(1 +'|‘%1|+ et

Jest to szereg geometryczny zbiezny, albowiem jego iloraz q=l%1 <1l

&y
[

ry
¢

+)

Na mocy twierdzenia o majoryzowaniu szeregéw (§ 270) jest wige sze-
reg (b) zbiezny dla |@| < || <<|c|, a to znaczy, Ze dany szereg po-
tegowy:
(d) ay+t+aot+antt...4a,0"+...
jest zbieiny bezwarunkowo dla wszystkich ® z zamknigtego przedzialu
< — oy, 0, >, lezgcego wewngtrz przedzialu < —|c¢|,|¢|>.

- Chodzi jeszcze o wykazanie, Ze zbieznodd jest jednostajna w prze-
dzisle < — @, @, >. Wykazemy to przy pomoecy kryterium Weier-
strassa (str. 45). I tak wykazalidmy zbieznodé szeregu liczbowego:

() laol +lay @ |+ [as @] 4 oo - lanaf |+ ..

Poviewaz |a,a"| <= |a.2}| dla wszystkich @ z przedzialu < — @, 2, >,
przeto zbiezny szereg liczbowy (¢) o wyrazach dodatnich majoryzuje sze-
reg (b), utworzony z bezwzglednych wartodci szeregu funkeyjnego (d),
to za8 dowodzi, ze szereg funkeyjoy (d) jest jednostajnie zbiezny w prze-
dziale < — @y, @, >.
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Z dowiedzionego twierdzenia wynika nastepujgey wniosek: jeseli sze-
reg polggowy jest rozbiesny dla jakiegos x == d, to jest rozbieiny takie dla
wazysthich x, spelniajacych warunek ja| > |d|, tj. lefacych poza przedzia-
ten < —|dp 4 |d| > Gdyby bowiem szeieg byl zbiezny dla jakiegos
@, lezacego poza tym przedzialem, to musialby byé zbieiny takie dla d,
w mysl poprzedniego twierdzenia.

Opierajac sig na tych twierdzeniach okaiemy, ze szereg potggowy
Jest zbiczny albo dla wszystkich x, albo tylko w skohczonym przedziale,
otaczajacym symelrycenie punkt x == 0, albo tylko w punkcie x==20.

Jezeli szereg potggowy jest zbieiny tylko w przedziale (— r,7),
przy czym na koncach tego przedzialu moze byé zbieiny lub rozbieiny,
to licabg dodatnia r, odpowiadajaca prawemu koticowi tego przedzialu,
nazywamy promieniem zbieZzno$ci tego szeregu, a otwarty przedzial
(— r,r) przedzialem zbieznos$cl. Jezeli szereg jest zbiezny tylko w punk-
cie #==0, to promier zbieznosei ma wartos¢ r=0, a punkt @ =0
mozna uwazaé za przedzial zbieinosei, zdegenerowany do jednego punktu,
Jezeli szereg jest zbiezny dla wszystkich @, to przedzialem zbieznosei
jest niewlasciwy przedzial (— oo, 4 co), a promieniem zbieinodei jest
<} co. Muiemy wige wypowiedzieé powyzsze twierdzenie w nastepuja-
cej postaci:

zakresem zbieinosci kaédego szeregu polegowego jest jakis przedziad,
olaczajgcy symelrycenie punkt x==0, przy czym moze to byé¢ przedzial
wladciwy z koficami lub bez kofiedw, tj. (— n,7), (—rr>, < —r,7),
< — r,r>, przedzial niewladciwy (— oo, -} oo} lub przedzial zdegene-
rowany do jednego punktu @ =0.

Dowdd. Zbiér punktéw zbieinosei szeregu moze by¢ nieograniczony
lub ograniczony, a w tym drugim wypadku moze si¢ skladaé z wigk-
szej liczby punktéw lub tylko z jednego punktu @ = 0. Rozwaimy po
kolei te trzy jedyne mozliwosei.

10 Jezeli zbiér punktéw zbieinodei jest nicograniczomy np. = gory,
to biorac pod uwage dowolnie wielkie dodatnie #,, znajdziemy zawsze
w zbiorze punkiéw zbieznosei punkt dalszy, tj. liczbe ¢ > @,. Poniewaz
za$ szereg jest zbiezny w ¢, to musi byé zbiezny w przedziale zamknig-
tym < —2;,8, >, a wiee takie dla ;. A zatem szereg jest w tym
przypadka zbiezny dla wszystkich dodatnich @, a co zatem idzie takze
dla wszystkich ujemnych », & wige wogéle dla wezystkich g, cayli jest
wtedy bezustannie zbieiny. Do tego samego wniosku dochodzimy oczy-
wideie, gdy zbiér punktéw zbieinosei jest nieograniczony z dolu.

20, Jezeli zbiér punktéw zbieznodei jest ogranmiceony i zawiera wig-
cej niz jeden punkt, to musi istnieé kres gdrny » tego zbioru (por. tom I,
str. 98). Ten kres gérny » musi byé liczba dodainig. Zalozyliémy bo-
wiem, ze précz punktu z = 0 istnieja jakie$ inne punkty zbieznodei, np.
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punkt @, 4=0. W takim zaé razie takie kasdy punkt z wngtrza prze-
dzialu << —|@,], -+ |2y| > jest punktem zbieinoéci, a wige np. dla do-
datniego m,, spelniajacego warunek 0 <, < ||, szereg jest zbieiny.
Zbiér punktéw zbieinodei zawiera wige wtedy liczby dodatnie, a zatem
ich kres géroy musi byé takzie liczbg dodatnig. Dla wszystkich > »
jest szereg potegowy rozbieiny, a stad wynika, Ze jest takie rozbieiny
dla wszystkich @ << —r, a wiee ogdlem szereg jest rozbieiny poza prze-
dzialem << —7r, >, tj. dla 2| > ». Dla kazdego za$ @ z wnelrza tego
przedzialu szereg musi hyé zbieiny. Gdyby bowiem byl rozbieiny dla
jakiego§ @ z wnetrza tego przedzialu, to musialby byé rozbiezny dla
wszystkich punktéw, lezacych w przedzialach < —r, — 2] > i <|z],»>,
a wige liczba r nie bylaby kresem gérnym (tj. najmmniejszq =z liczb, ogra-
niczajgeych z goéry) zbioru punktéw zbieznofei. Wszystkie bowiem liczby
z przedzialu  <|@|,»> bylyby tez liczbami, ograniczajacymi z géry
zbiér punktéw zbieznosci. A wige dla kazdego @ z wngtrza przedzialu
< —r,r> szereg jest zbieiny, dla kaidego za§ 2 z poza tegu prze-
dziafu szereg jest rozbieiny.. W tym zatem przypadku szereg potggowy
jest zbieiny wewnqtrz skoficzonego przedziatu, otaczajgrego symetrycznie
punkt @ =0, s kres gérny r jest jego promieniem zbieznodei. Twier-
dzenie to nic nie méwi o zachowaniu sig szeregu na kodcach przedzialu,
tj. dla @ =+ r i @ = — r. Otéz okazuje sig, ze istniejy zaréwno takie
szeregi potegowe, ktére sy zbieine na jednym lub na obu koficach prze-
dzialu, jak i takie, ktére sg tam rozbieine (por. przyklady na kofcu tego
paragraful). A wige zakres zbieznodci szeregu potegowego sklada sie
z jego prezedzialu (otwartego) zbieznofci i ewentualpie z Ekoscdw tego
ptzedzialu, )

30, Jezeli zbiér punktéw zbieinodei sklada sig tylko z jednego
punktu, to tym punktem jest, jak wiemy, dla kazdego szeregu z=120.

Dowiedliémy wprawdzie w ten sposéb, e dla kaidego szeregm po-
tegowego isinieje promied zbieinodei, nie poznaliSmy jednak zadnego
sposobu wyznaczania jego wielkodei. Otéi bardzo ezgsto moina wyzna-
ezyé ten promien, stosujge do szeregu, utworzonego z bezwzglednych
wartosei szeregn potegowego, kryterium zbieznosei Cauchy’ego w formie
limesowej (por. § 272, str. 18). I tak weZmy pod uwagg wyraz ogélny:

Uy =) a, 2" |

szeregu:
(®) laol + a2+ 20|+ ... + 2" |+ ...
Wystarczy braé pod uwage wartodei @ == 0, albowiem dla @ =0 kazdy
szereg potegowy jest zbieiny. Dla tych wartoei o, dla ktérych istnieje
granica eiggu:

(»)  Na=VEF=1el-VTaT
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i jest liczbg mniejszg od 1, szereg (a) jest zbiezny, a wige takze szereg
potegowy:
(e) . ag-ta 0t a2+ ... +a, 2" +...

jest dla tych @ zbiezny i to bezwarunkowo. Jezeli zaé owa granica jest
liczbg wigksza od 1, to tym bardziej granica wyrazenia |a,®"| jest liczba
wigkszg od i, a wige bezwzglodna warto$é ogélnego wyrazu szeregu (c)
nie dazy do zera. Szereg (c) jest zatem wtedy rozbieiny (nie spelnia sig
dla niego oméwiony w § 269 konieczny warunek zbieinodci). Granica
ciggu (b) przy @ =0 istnieje wiedy i tylko wtedy, gdy istnieje granica

g wyrazenia |/|a,|. Szereg potegowy jest zatem zbiezny dla tych @,
ktére spelniajg warunek:

(d) lo]-9 <1
a rozbiezny dla tych o, kiore spelniajg warunek:
l2]-9>1

a) Jezeli granica g =0, to |@|-g =0 dla kazdego &, a wigc wa-
runek zbieznosci (d) spelnia sig dla wszystkich a; szereg potegowy jest
zatem wtedy bezustannie zbiciny.

b) Jezeli g =0, to zbieinosé zachodzi dla |a| <gl a rozbieznodé

~dla |w|>5. To dowodzi, ze liczba 51- jest promieniem zbiesnoici szeregu,

a wige:

1 1
m (R —
W tim fTa.T

Wzér ten moina rozszerzyd takze na przypadek, gdy g =0, przypisu-

. . | .
jac wtedy wyrazeniu 7 znaczenie r = -~ co.

¢) Oméwili§my praypadki, gdy ciag {}/]a,|} posiada skoficzons, tj.
wladciwg granicq (réwng zeru lub réing od zera). Gdy ten ciag posiada
niewladciwg granice: g = - oo, to dla kazdego réinego od zera @ cigg
(b) jest nieograniczony, a wige tym bardziej ciag {|a,#"|} jest nieogra.-
niczony, a zatem szereg potegowy (c) jest rozbiezny, Szereg jest wtedy
zbiezny tylko dla @ =0, a wige promien zbieinoSci ma wtedy wartodé
r==0. Takze i w tym przypadku mozna ujgé ten wynik we wzér (17),
1

=0.

: 1 o .
uzywajac dla. r_.; symbolicznej réwnodei: r = =
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Dowiedli§émy zatem nastgpujacego twierdzenia: jedeli istnieje granica

n
(wiasciwa lub nicwtasciwa) ciagu {Y|a.l}, to promien zbieznosei szeregu po-
legowego (¢} ma wartosé r, wyrazona wzorem (17).
Twierdzenie to nie wyznacza wielkosei promienia zbieznosci, gdy

ciag {Mfa.l} nie dazy do sadnej wlasciwej lub niewlasciwe] granicy, leca
oscyluje pomigdzy jakimis liczbami.

Uwaga. Wyprowadzono ogodlniejsze twierdzenie o promieniu zbieznosei, ujmujgce
i ten ostatni przypadek. OtéZz w kazdym razie, nawet gdy nie istnicje wladciwa lub

n
niewlasciwa granica ciagu {Viaz1}, to istnieje gérna granica tego ciggu, wlabciwa
lub niewladciwa (por. tom I, § 31): oznaczmy jg:

n
g = lim sup V|a,,|
n—r

(JoZeli istnieje granica g we wlasciwym znaczeniu, to 9=9). Otéz Cauchy i Hada-
mard dowiedli, Ze promien zbieznofci istnieje dla kazdego szeregu potegowego i ma
wartodé:

1
(18) r=

—_
lim sup V|Z,,_|
a—>00

QU =

Pomijamy tu dowdd tego twierdzenia; dowéd mozZna znalezé np. w cytowanym po-
wyzej podreczniku Knoppa (str. 146).

Prayktady.

1) Dla szeregu:

l4o4at4...+2°+...
jest @, =1, [Ja,| =1 stale, a wigc i w granicy lim Wt—z—,,l———l Zatem

g=1, a wige promieniem zbieznosci tego szeregu jest r=yl= 1. Na
koticach przedzialu zbieznokei (— 1, 1), tj. dla =11 =1 jest

ten szereg, jak wiemy, rozbiciny
2) Dla szeregu:

2 +(2a;) (2a:

(2 :v)"

S

Jest:

n 1

a, = %_, lim |/|a,.| = lim 27
N a0

>0

i
n

=2=g

a wige promlemem zbiesnosei jest »=4. Na prawym kohcu przedzialu
zbieznodei (— &, <+ 1), tj. dla & ==1, szereg jest rozbiezny (jako szereg,
harmoniczny), na lewym za$, tj. dla @ = — } 2biesny, albowiem:

— =i
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Jjest szeregiem znakozmieonym, dla ktérego bezwzgledne wartofei wyrs-
zéw dazg monotonieznie do zers.
3) Dla szeregu'

nlm

a, ::7%, lxml/l_[__.hm n

n-~>00

= mg‘

# wige r==1. Na koncach przedzialu zbieinosci (— I, - 1) jest ten
szereg sbiedny, albowiem dla @ =1 otrzymujemy szereg {(2)a dlag=—1
szereg, dla ktérego [(2) jest szeregiem zlozonym z hezwzglednych war-
tosci jego wyrazéw. ‘

Dla kazdej wartosei .z zakresu zbieznosei szeregédw potegowych
mozna je do siebie dodawaé i odejmowsaé tak jak skonezone sumy. Dla
kazdej zad wartodci z wngtrea przedzialu zbieinoei moZna wykonywad
mnozenie szeregéw potggowyeh tak jak mnozenie skohczonych sum,
poniewas te szeregi sg wewnqtrz zakresu zbieino$ei bezwarunkowo zbiezne.

§ 288, Ciaglosé funkeji, przedstawione] przez szereg potegowy

Dla wszystkich wartosci zmiennej niezaleznej, nalezgeych do zakresu
zbieznodei szeregu potegowego, ma on jakies skonczone wartosei, przed-
stawia wige jaka$ fankeje P(x) tej zmiennej, okreslong w zakresie zbiei-
sofel, Zatem w tym zakresie jést:

00

Za,w‘ = P(w)

k=g
Méwimy, ze funkeja P(x) da sig w tym zakresie rozwingé na szereg po-
tegowy.
" Funkeje takie mozna uwazaé za bezposrednie uogélmeme najprost-
szych funkeyj, a mianowicie funkeyj calkowitych wymiernyeh, tj. wie-
lomianéw czyli sum skonczonych:

a4+ a2 +a0'+... a0

Wiemy juz bowiem, 2ze wewnatrz przedzialu zbieznodei mozna rachowaé
szeregami potegowymi tak, jak wielomianami, a wykaiemy ponadto, ze
sy one ciggle, calkowalne i réiniczkowalne wyraz po wyrazie.

Najpierw zajmiemy sig badaniem ciagglosei. Wezmy pod uwage do-
wolny punkt @ == x,, lezacy wewnatrz przedziain zbieinodci, tj. taki, Ze
|@s] < 7. Okazemy, ze funkecja P(w) jest ciagla w kazdym takim punkeie.
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Obierzmy w tym celu pomiedzy |@g| a » dwie liczby @, i @, tak,
aby 2! <@, <@, <r Poniewai szereg potegowy jest zbieiny dla
& == @, przcto jest jednoslajrie zbieiny w przedzisle <— @, ,>, leig-
eym wewnytrz przedzialu <—m,, 2,>. Funkeja P(g) jest zatem ciagla
w kaidym punkeie, lezgeym wewngtrz < 2, ¥, >, a.zatem 1 w punk-
eie x,, ¢. b. d. o

Dowiedlismy wiee, ze funkeja, przedstawiona przez szereg potegowy, jest
cigpla w kazdym punkcie, lezgeym wewngtrz przedziaiun zbieznosci tego szeregu.

W szezegbloosel zatem kazda funkeja, przedstawiona przez szereg
potegowy zbiezny nie tylko dla & =0, jest ciggla w punkeie z = 0. Stad
wyprowadzamy opastepujacy wniosek o identycznosei dwéch szeregéw po-
tegowych: jezeli dwa szeregi potegowe majg te same wertodei dla =0

dla wszystkich ¢ 2 dowolnie matego otoczenia punkiu x=0, to fe dwa
szeregi polegowe sq identyczne, tj. majo wszystkie odpowiednie wspdlezynniki
parami réwne. Takie dwa szeregi maja oczywidcie ten sam zakres zhies-
nosel 1 maja te same wartosel takze dla wszystkich innyeh #, naleigeych
do tego wspéluego zakresu zbieinodci.

Dowdd. Niecbaj:

a + ayx + a2t ... = P, (w)
bo +bx+b,3+ ... = Pr()

Wedlug zalozenia jest najpierw P, (0) = P,(0), tj. ay = b,. Pouadte dia
wszystkich 40 2z jakiego$ otoczenia pusktu =0 spelnia sig réwnosd:

G+ ozt axtt ... =b +br+bat+...

Odejmijmy od te) rowoosci stronami réwnuéé a, = b, 1 podzielmy obir
strony przez x (zakladajge jui teraz, ze x == 0).
Otrzymamy oowe szeregi potegowe.

I a4y e @t ag@®+ ... =b, + bz b2’ ...

Réwnosé ta zachodzi na pewno dla wszystkich 2 z otoczenia puskiu g==0,
lecz nie wiemy, czy zachodzi takze dla @ = 0. Nazwijiny {uokejg, okre-
slong przez pierwszy z otrzymanych szeregdw, @, (x) a przez drugi @, (),
A wige jest: )
T Q@)= Q)
dla z = 0 z otoczenia punktn @ = 0.

Poniewaz kazda z tych funkeyj jest ciggla dla o = Q, przeto:

liﬂl Qlx) = Q,(0)=aqa,, lim Qs () = (0} =14,

Poniewaz za$ ()= Q,(x), przeto i Ian(), (x) -—hm Q, (@), czyli a,=b,.

OdejmtlJemy,teraA tg réwnoss stronam od réwnosei (1) dzielimy obie



62

strony preez » i wykazujemy w podoboy sposdb jak poprzednio, ie
a, = by 1 tak dalej, ogdlnie a,=1", dla kaidego #, a to znaczy, ze obydwa
dane szeregi potegowe sg identyczne, c. b. d. o Jezeli wige jakas funkcja
da sig w otoczeniu punktu =0 przedstawi¢ szeregiem potegowym, to
to jest mozliwe tylko w jeden sposéb,

. § 289. Metoda nieoznaczonych wspélezynnikéw

Na twierdzeniu o identycznofel szeregdw potggowych polega pewien
bardzo czgsto uzywany sposdéb rozwigzywania rozmaitych zagadnien, zwany
metedq nicoznaczonych wspdlczynnikéw. My$l zasadnicza tej metody jest
nastepujaca. Jezeli wiemy, ze jakas funkcja da si¢ rozwinaé na szereg
potegowy, lecz nie znamy wspélezynunikéw tego szeregu, natomiast znamy
jakies zwigzki, zachodzace miedzy ta funkeja a innymi funkejami o zna-
nych rozwinigeiach, to przedstawiamy te zwigzki jako réwnoéé pomigdzy
dwoma szeregami potggowymi. Przez poréwopanie wspdlezyonikéw przy
réwnych potegach z po obu strovach tej réwnosei otrzymujemy szereg
réwnan, z ktérych obliczamy wspélezynniki nieznanego szeregu potggowego.

Preyliady

1) Przy dzieleniu liczby 1 przez szereg potegowy chodzi o znale-
gienie wapdlezynnikdw ¢, ¢, ¢yy..., zDajae Wspdlezynniki ay0, a,, as,.. .
jezeli te szeregi spelniajg réwnosé:

1
no+a,w-;l—aew2+...:?°+c’w+c”ws+"'

czyli:
(ag+ay@+aa*—+...) (o + ot ear4...)=1

Wykonujemy mnozenie szeregéw po lewej stronie, porzadkujge iloczyny
_skladowe wedlug poteg @ i otrzymujemy:

agco - (agey -+ ay ) @ + (agea -+ ay ¢, -+ ay ) @2 -+
+(aocs Faycy+age, Fascp) P+ ... =1

Prawg strong mozemy uwazad za szereg potegowy:

14+0.94+0.224+0.2% 4 ...
Z poréwnania wspdlezynnikéw obu stron tej réwnosci otrzymujemy naste-
pujacy szereg réwnaf:
A doCo = ]
\\\ aocl+alc°=0
gty 4 ay0 - az¢o =0
g3+ 8,65+ 056, |- 036y =10

.
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z ktérych wyznaczamy kolejno nieznane wspdlezynniki ¢, ¢y, €5,... jako
funkeje danych wspélezynnikéw aq, a4, a;,... Tak np.:

1 a, @l —asa

o
O == — Cy =— — — Cog— ———————— .. ®
0 a,? a' * ad !

2) Zastosujmy metodg nieoznaczonych wspélezynnikéw do rozwi-
nigeia funkeji tgaw na szereg potegowy.

Poniewaz:
sin @
tgo cos @
przeto vachodzi zwigzek:
(a) g - cosp == siney

Podstawiamy to za cos® i sin® 2nane szeregi potegowe (por. tom I,
str. 399—400), za tg® zaé szereg potegowy o nieznanych wspdlezynoikach:

g0 =co+ ;0 + g0 4¢3 ...

Latwo okazaé, 2e wspélezynniki o parzystych wskaznikach sg zerami i po-
zostaje rozwinigeie:

tgo=rc, 0+ c;0® -} ¢+ ...
Zatem wzér (a) przyjmuje postad:
o ot o
(clw+08ws+€&w5-n)'(1—§—!+z—l—ﬁm"—...)ﬂ
o |, 2 2
_w—?!-“z—)‘!—ﬂ—}-.

Wykonujemy po lewej stronie mnozenie szeregéw potegowych i otrzy-
mujemy:

o) o C 4 6\ s 2 2 @
oo+ s — g% + 05—2—14‘4—1 e R "g‘,‘i‘g{—ﬁ---

Przez poréwnanie wspélezynnikéw obu stron otrzymujemy nastgpujaey
gzereg rownaf:

=1
cl___l_
51T T3
1

€ &4 __1
%o Ta1=p -

4% _a__ 1
a— gt s T T

[y - » 4 . . . @« [
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Z tych réwpan otrzymujemy kolejno:

F—— — 1 v — 2
(1—-—1, Cg == 3. Cs — 1Bk C7===‘g-{75,...

a wige:

(a9 \gw=a-- §2° 4 Fad + 507+ ..

Metoda nievznaczonych wspéiczyunikéw nie daje zadnej wskazéwki, doty
czacej wbieznosel otrzymanego szeregu. Inng droga okazano, Ze ten sece-
reg jest zbiezny dla |z| <4 n, tj. po obu stronach zera az do vajblizszycb
punktéw, w ktérych tga praestaje byé funkejy ciagly (por Koopp.
l. e str. 245—6).

Niechaj czytelnik zbada w podobny sposéb rozwisigeie na szereg
potegowy funkeji (parzystej), okreslonej wzorem:

y=z —~ dlaz$0, a y=1 dla ¢=0

Metody nieoznaczonych wspdélezywoikéw uiywa sie czgsto pray roz
wigzywaniu skomplikowanych zagaduoien, a szezegéluie prey rozwigzywa
niu réwoan rézniczkowych, o' czem bedzie mowa w nastepuym rozdziale.

Dotychezas zajmowalidmy sig tylko szeregami potggowymi w ote-
czeniu punktu ¥ =0, tj. szeregami postaci:

(s) g+ awFoaxt+.. a0+ ... = Pz

Wszystkie te rozwazania mozna przenied¢ npa szeregl potegowe w oto-
czeniu dowolnego innego punktu @ = a, tj. na szeregi postaci:

bot by —a) 4 bp(@ — a4 ... - bu(w - @) 4.

Kiadge tu @ — ¢ = @', otrzymujemy bowiem szereg potegowy:

by + by@ b0 4. b2

w otoczeniu punktu @’ = 0. Promieft zbieZnosci tego szeregu wyzuacza
si¢ z wspdlezynnikéw b, tak samo, jak promien zbieinosei szeregu w oto-
ezeniu punktu =0 z wspélezynnikéw a,. Przedzialem zbieinosei jest
odeinek, przepofowiony punktem @ = a.

§ 290. Calkowanie i rozniczkowanie szeregdw potggowych

Widzielismy, ie kaidy szereg potggowy Jest jednostajnie zhiezny
w kazdym przedziale, lezacym wewnatrz zakresu zbieznodel, wyruzy zas
jego sg funkcjami cigglymi. Wobee tego (por. § 28D) jest dozwolone ca¢-
kowanie tego szeregu wyraz po wyrazie. A wige Juilkeju, przedstuwionu
praez szereq poteqowy, jest catkowatna, a catka jej jest rowna  funkeji,
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preedstawione] przez szereq, 2lodony 2 calek wyrazdw danego szeregu. Do
kazdej wige funkeji, przedstawionej przez szereg potggowy, mozna sto-
sowad¢ wewnatrz zakresu zbieinosci metode calkowania przez szeregi,
oméwiong w § 285, w ktérym tez podano przyklady stosowania tej metody.
Zbadajmy teraz rdeniczkowalnosé szeregéw potggowyeh. Tworzymy w tym
oelu szereg, zlozony z pochodnych wyrazéw szeregu: =

(8) P(@) =g+ 0,0+ 0,0° + ag@ 4 ...+ 0,27 + ..
4 mianowicie szereg:
(b) - Q=a, +20qx+3a,22+ ... Fna, 0" ... .

Waszystkie wyrazy tego szeregu sg funkcjami cigglymi.

Jezeli ten nowy szereg jest jednostajnie zbiezny, to przedstawia on
pochodng funkeii P(a) (por. § 286). Otéz ten nowy szereg jest takze
szeregiem potegowym (o innych wspdlozynnikach) a wige jest wewnatrz
swego przedziatu zbieznodci jednostajnie zbieiny. Chodzi jeszeze tylko
o zbadanie, jaki przedzial zbieznosci posiada ten nowy szereg. Okazemy,
ze szereg (b) ma ten sam przedzial zbieinodci, co szereg (a). W tym celu
udowodnimy, ze kazdy punkt, nalezgcy do przedzialu zbieznoSci szeregu (a),
-palezy takze do przedzialu zbieznosci szeregu (b) i na odwrét.

I tak niechaj punkt x; naleiy do przedzialu zbieznodei (— 7, r)
szeregu (a). Obiérzmy w przedziale zbieinodei dowolny punkt z, taki,
aby || < |wo) <7, a wige dla & =, szereg jest zbieiny.

Wobec tego cigg wyrazéw a,x; jest ograniczony (wyrazy te bowiem
dazg do zera). Istnieje wige taka stala liczba 4, ze:

la,2i| < 4, a zatem |a,,a;0‘l|<_A_ =K
(@0l

Ogélny wyraz szeregu (b) ma dla 2 = @; postaé:

sl el @ \*
ne, B =a,a57 - n (E)
A wigcs
|na,oi | < Kong™
przy czym;
&,
1=] <
Zatom 3
loy| < K- 1

[Baga?| < K- 342

Rachunek rézniczkowy | calkowy. 1. UL,
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Poniewaz szereg: K-+ K-29- K-3¢g*4 ... jest zhieiny (por § 271
str. 16), przeto takie szereg:

lay| + 202, 4 |8 azai] 4 ...

jest zbiezny, a to dowodzi, se szereg (b) jest w punkeie @, zbietoy (i to
bYezwarunkowo). A wige kazdy punkt 2,, naleiacy do przedzialu gbies-
joéci szeregu (a), nalezy takie do przedzialu zbieznodei szeregu (b)

Udowodoimy teraz prawdziwo$é twierdzenia odwrotnego. I tak
jezeli @y naleiy do przedzialu zbieinodci szeregu (b), to szereg:

|a,} + |2 ay ) + [3as@}| +- ...

jest zbiezny. Munoige wazystkie jego wyrazy przez |zy|, otrzymamy nowy
ebiezny szereg:

lay @) 4+ |20, 53| + |3ag23]| + ...

Wyrazy tego szeregu e niemniejsze od wyrazdw szeregu-

la,@s] + lag i + |ag i) + . .
a'zatem i ten drugi szereg jest zbiezuy, a wige i ezereg:

[ao| + lay@s] + |ag @3] -+ |ag | + ..

jest zbieiny, to zaé dowodzi, ze dla z =z, takze szereg (a) jest zhietoy
(i to bezwarunkowae).

Z rozwazad tych wynika, ze funkcja, przedstawiona przez szereg po-
tegowy, posiada pochodng wewnqgtrz przedzialu 2biesnosei, a pochodna te¢
przedstawia szereg, ulworzony 2z pochodnych wszystkich wyrazdw danego
seerequ, zbiezny w tym samym przedziale, co pierwolny seereg.

Dozwolone wige jest rézniczkowanie szeregn potegowego wyraz po
wyrazie.

Poniewaz do nowego szeregu atosuje si¢ znowa to samo twierdzenie,
przeto funkeja, przedstawiona przez szereg potggowy, posiada pochodne
wezystkich rzgdéw, a oblicza sig je przez kolejoe rézniczkowanie szeregu
potggowegc .

Twierdzenie to odoosi sig zaréwno do szeregéw potegowych w oto-
czeniu puoktn =10 jak i do szeregéw w otoczeniu dowolnego inoego
punktu z = a.

Zs pomocs wartodei funkeji, przedstawionej przez szereg potggowy
i kolejnych jej pochodnyeh w jednym puokeie mozna wyrazié¢ wezystkie
wspélezynniki szeregu potggowego.

I tak z wzoru:

- fl@)=0y+ a0+ a8 + a3 + ... + a6, 8" ...
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otrzymujemy: - o B -2

fO)=a
Tworzymy pochodng:

= =144+ 2.a,5+ 8 a0 ... n.a,0™} ...
a stad, kladge o = 0, otrzymujemy: :
(0= Loay . S

N

Z drugiej pochodnej:
"@®=1:2.0;4+2:3.a;04...4+n (n~1)ca,2"4...

otrzymujemy:
) 7°0)y==2l.a,

Ogodlnie 3 n-tej pochodnej otrzymujemy:

"(0) = n!a,
a zatem: '
a, = f(n) (0)
- Tl

Wobee tego mozua przedstawié dany szereg potggowy w postaci:

(0) r

@ | ro=r0+ Do L0y 00y

to zad jest szereg Maclaurina. Widzimy wige, 4e rozwinigcie funkesi
na szereg potegowy jest. jej szeregiem Maclaurina. Stosujage to samo
rozumowanie do szeregn potegowego dla otoczenia dowolnego punktn
@« = ®,, tj. do szeregu:

f(@)=0by+ bjlz — 2)) + byl2— 2, F ... + b (0 — @) F} ...

stwierdzamy, ie ten szereg jest identyezny z szeregiem:

bl (:D])

f@) = flay) + — o+ L @ ay
(21)

R Al PR

!

*

tj. z szeregiem Taylora.
A wige rozwinigeie funkeji na szereq polegowy w otoceemin dowolnego
punklu jest jej szeregiem Taylora.

6.
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Rozwijonie funkeji na ezereg Maclaurina lub Taylora i ruz
wijanie funkeji pa szereg potegowy jest wige tym samym zagadnieniem,
rozwinigcia te sg bowiem identyczne. Klasa funkeyj, dajgeych sig rozwi-
naé s szereg Maclaurina lub Taylora,jest wige identyczna z klasg
funkeyj, przedstawialnych przy pomocy szeregéw potggowych.

§ 291, Szeregl potegowe zmiennej zespolone]

Wilasnoci szeregbw potggowych, poznane w poprzednich paragra-
fach, odnosza sig bez zasadpiczych zmian takze do takieh szeregéw po-
tegowych:

' ag-ta e+ ayzrt ... Fa, 2" 4.

w ktérych zaréwno zmienna # jak i wspélezynniki a, moga przyhierae
wartosei zespolone. W szczegdlnoéei wezystkie rozwazania i twierdzenia
o promieniu zbieéznosci stosuja sig do tego ogdlniejszego prazypadku, z tg
tylko réznica, Ze zamiast przedziafu zbieinodei na osi liczbowej wyste-
puje tu kolo zbleZnoéci na plaszezyZnie liczbowej.

I tak dochodzimy tu do rozrézuienia nastgpujacych trzech jedynie
mozliwyeh przypadkéw.

1) Szereg potegowy moze byd zbieiny tylko w jednym punkeie
z =0 plaszczyzny liczbowe]; méwimy wtedy, %e jego promieniem zbiez-
nosei jest r == 0 a jego zakresem zbieinofei jest kolo o promieniu r =0,

2) Szereg potegowy moze byé zbieiny we wszystkich punktach 2
plaszezyzny liczbowej; szereg taki nazywamy bezustannie sbieznym. Jego
promieniem zbieznodci jest wtedy r = -+ oo a jego zakresem zbieinoéel
jest cafa plaszezyzna liczbowa czyli kolo o promieniu == -4~ co.

8) Szereg potegowy moze byé zbieiny dla wszystkich liezb zespo-
lonych 2, spelniajgeyeh nieréwnodd | 2| <», a rozbiezny dia wszystkich
2, spelniajycych pieréwnosé |2| > r. Dodatria liczha r jest wtedy pro-
mieniem zbieznodci szeregu, a wszystkie punkty wewngtrz kola o pro-
mieniu » o drodku w poezatku ukladu nalezg do zakresu zbieznodei tego
szeregu, Wiemy bowiem, Ze bezwzgledng wartodeia liczby zespolonej:

e=+ iy
jest:

Izl =lo+iy| = Vo' + 4
Warupek wige |2] < » ma dla takich liczk nostaé:

Vor 42 <»
wl+yl<ri

czyli:
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a to znaczy, Ze te punkty z lezs wewnatrz kola o promieniu . Dla roz-
maitych liczb, spelniajacych réwnanie |2|=1r, tj. lezacych na okrggu
tego kola, moie byé szereg zbieiny lub rozbiezny.

We wszystkich tych przypadkach mozemy méwié o kole 2biesnoici
(degenerujacym sig do jednego punktu w przypadku r =0, a zamienia-
jacym sie na caly plaszezyzng w przypadku r = -+ oo, tj. w przypadku
bezustannej zbieznosci).

Zakresem zbieénoici szeregu potegowego jest zatem zawsze jakies kolo
o $rodku w poczqtku wkladu, przy czym punkty, leigce na samym okregu,
wogg byé punktami zbieznosei lub rozbieznosei.

Teraz dopiero nabiera pelnego znaczenia nazwa: ,promied zbiez-
nodei“ dla liczby .

Rozwazania te odnosza si¢ takze do szeregéw potegowych w oto-
czeniu dowolnego punktu, réznego od 2z =0, tj. do szeregu:

bo+b{(z — 2)) F by (e —2)* + ... - bu(z —2)" 4 ...

nalezgcego do otoczenia punktu 2, 4= 0. Srodkiem kola zbieznodei jest
dla tego szeregu punkt, odpowiadajacy liczbie zespolonej z,.

Szereg potegowy przedstawia funkeje zmiennej zespolonej, ktéref
zakresem istnienia jest wnetrze kola zbieznosel, a czasem takze niekiére
lub wszystkie punkty, leisce na okregu tego kola Jest ona wewnatrz
tego kola ciagla i rdéniczkowalna nieskonczouie wiele razy, a pochodns
otrzymuje sig, rézniczkujac szereg potggowy wyraz po wyrazie. Funlkcja
ta posiada takie calke nicoznaczong. Okazano, ie takie calka krzywo-
liniowa (ktéra wystepuje w tym wypadku zamiast calki oznaczonej) ist-
nieje i jest niezalesna od drogi calkowania, jezeli ta droga leiy caikowi-
cie wewngtrz kola zbieznodci. Zaréwno calke nieoznaczons jak i calke
krzywoliniows (w przypadku, gdy droga calkowania lezy wewnatrz kola
zbieznosei) otrzymuje sig, calkujac szereg potegowy wyraz po wyrazie.

Funkecje, okreslone przez szeregi potggowe, sg wige wewnalrz kola
zbieznodci bardzo regularne: mozina nimi rachowaé podobnie jak wielo-
mianami. Funkcje, przedstawionq przez szereg potegowy wewnatrz kota
gbiesnosct, nazywamy funkcejq analitycznag w tym obszarze.

Do funkcyj .analitycznych (w pewnym obszarze) naleig wezystkie
funkcje elementarne i wiele innych funkeyj przestepnych. Uzywajac sze-
regdw potegowych, na ktdére dadza si¢ te funkeje rozwingé, mozemy roz-
szerzy¢ definicje znanych funkeyj elementarnych zmiennej rzcezywiste]
na fuokeje emiennej zespolonej i badaé ich wlasnodei w tym rozszerzonym
zakresie. Wykrywamy w ten sposéb nieraz nowe, bardzo interesujace
zwigzki, zachodzgce migdzy funkejami elementarnymi i dopiero z tego
ogdlnego punktu widzenia uzyskujemy zupelne zrozumienie ich natury.
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Zastosujemy t¢ metodg badania do funkeji wykladniczej ¢ Funkeja
ta da sig, jak wiemy, przedstawié szeregiem potegowym:

R R A T

Zbadajmy ten szereg potggowy dla zespolomej zmiennej z, a mianowicie
szereg:

1"‘11“"2!‘*‘31“" + -

Jest on bezustannie zbiezny, tak samo jak szereg potegowy funkeji e*.
Okresla wige jakg$ funkeje w calej plaszezyznie. Oznaczmy tg funkeje
takie i teraz symbolem ¢, a wige:

z , 2% 2" 2

(22) 1+ﬁ+2—!+...+;ﬁ+.-..=;§ﬁ=¢

Mozemy to uczynié, poniewaz symbol ¢ nie mial dotychezas dla nas za-
dnego znaczenia, gdy 2z nie bylo liczby rzeczywists a dla 2 rzeczywistych,
op. z = o, szereg ten istotnie przedstawia funkeje wykladniczg e*. Nada-
lidmy w ten sposéb Scile okreslone znaczenie potegowaniu liczby e przez
wykladnik zespolony. Tak samo dla kazdej ionej dodatniej liczby a mo-
zemy teraz definiowa¢ potggowanie przez dowolny wykladnik, rzeczywi-
sty lub zespolony, przedstawigjac to @ w postaci:

a = elox,a

i kladge;
(28) v a* == efl08

W ten sposéb nadaliSmy sens takiemu np. wyrazeniu, jak: 3V-1 czyli 8/
jest to mianowicie liczba zespolona ¢/'°!3, przedstawiona npastgpujacym
gbieznym szeregiem:

14282

Otrzymaliémy w ten sposéb potegi nowego rodzaju. Zachodzi pytanie,
czy do tych nowych poteg stosujg sig te same reguly rachunkowe, co do
zwyklych poteg o wykladnikach rzeczywistych. Najwazniejszg taks re-
gulg jest mnozenie poteg o réwnych zasadach:

tlog3 z’log’S tlog’3

-+ +..=8

—_—

a* .o’ = a*V

Zbadajmy, czy podobna regula stosuje si¢ do ilcczynn poteg: & -e* o wy-
kladnikach xespolonych.
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Otés wedlug definicji takich poteg, jest:

14243 +3,+
Stad:
' 3, 4

Wykonujemy mnozenie tych szeregéw potggowych, grupujge iloezyny
skladowe wedlug stopni wyrazéw, zawierajacych potegi liczb 2, i 2,
i otrzymujemy: '
1 1
et =14 ﬁ(zl—}-z,)-[-ﬁ(z?—]-?zlzz-]-z’})-[-

+or 34z 3ndF A+
Zatem:
oot =1 4 1t (b 5) ooy 2 o (e 2

W mysl wzoru (22) przedstawia szereg po prawej stronie wartodd
funkeji wykladniczej dla z = 2, + 2,, tj. ent™,

A wige:

¢ en = girtn

Regula muozenia poteg o zasadzie ¢ a o wykladaikach zespolo-
aych_jest wige taka sama, jak dla wykladnikéw rzeczywistych.

Regula ta utrzymuje sig takze w mocy dla poteg o dowolnej dodat-
‘niej zasadzie a.

Z tej reguly wyprowadza si¢ inne reguly potegowania. Istnieja
jednak takZe inne zwigzki.pomi¢dzy potegami, niespotykane w zakresie
zmiennej rzeczywistej. I tak zbadajmy funkcje wykladniczg dla czysto
‘urojonych wykladnikéw, np. dla z=1iy, przy caym y jest liczbg rze-
ezywisty. Otrzymujemy:

ev=1+i%—g;—i£+lf+ibf ¥ -H;’;-J-
o A B
={t—gr+ir—er (11 af T

Sgzeregi, zawarte w nawiasach, przedstawiajg rozwinigeia. funkeyj cosy
i siny, a zatem:

(24) eY=cosy-tisiny
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Wzér ten. jest bardzo dogodny do obliczania poteg o wykladniku urojo-
nym, nie trzeba buwiem uzywaé nieskohczonych szeregéw, a wystarcay
tablice funkeyj trygonometrycznych. Tak np. warto$é potegi 3/ = ¢1°83 —
== cos (log 3) - 4 sin (log 3), a to mozna obliczyé przy pomocy tablic.

Bezwzgledna wartodé kazdej potegi liczby e o czysto urojonym wy-
kladniku jest réwna 1, albowiem:

| ] = Vsin®w = cos?r = 1

Wazystkie zatem punkty plaszczyzny liczbowej, odpowiadajgce urojonym
potegom liczby e, lezg na okrggu kola o promienin 1. |

Mozemy teraz obliczyé bez uzyecia szeregu potegowego takie potege
liczby e o wykladniku zespolonym: z = & +- iy, a mianowicie:

(25) €= et =1¢"(cos y -} isin y)

Z tego wzorn wyprowadza sig hardzo wainy a nieoczekiwany wniosek.
I tak wartoéé prawej strony nie zmieni sig, gdy za y podstawimy
y+2mn y-+ 4m, ogblnie y 4+ 2kx o calkowitym k£, poniewaz liczba 27
jest periodem funkeyj siny i cosy. Wobec tego takze lewa strona wzoru
(20) nie zmieni wartosei, gdy za y podstawimy y - 2k, a wige:
& = "t o= P HUART) — e 2T . 2T
Zatem:

(26) | T — g

Wazdr ten dowodzi, ze funkeja wykladnicza ¢ jest funkejs periodyceng,
a mianowicie posiada czysto urojony period 2kmi. '

Kladse w tym wzorze 2==0 a k=1, otrzymujemy nastepujacy
gwigzek pomiedzy liczbamie, 7,4, tak waznymi w analizie matematycznej:

@n L em=1

Na uwage zaslugnjs tez nastgpujace specjalne przypadki wzoru (24):
e"‘=cos-;z-|-isinn=-— 14+i0=—1
E3 n . T .
e5=cos§—|-ism§-=0—|—i-1=+z
-nl
€3 = cos (—3:-) + isin (_.—"25) =0—il=—¢
Uzywajac wzoru (24), mozemy uzyskaé bardzo proste zwigzki mig-

dzy funkecjami trygonometrycznymi zmiennej rzeczywistej, a funkejg wy-
kladniczg zmiennej urojonej. I tak:
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€ == cos @ 4 i 8in @
o
¢+ e =2cosp

M — e =2isinp

=cosp — ising

Stad wynikajs nastgpujace wzory Eulera:

(28) cos @ = § (¢ ;}- e

1
28a 8in == — (e — =t
(284) sin ,i(e )

Tych wzordw mozoa uzyd z poiytkiem przy calkowaniu dodatnich cal-
kowitych parzystych poteg funkeyj sin @ i cos a.

Podstawia si¢ mianowicie zamiast 8in?* x lub cos® & wyrazenia ‘)—:n— (ext-f- e~niytn
lub (—2%)-2—”— (69 — e~*)" | rozwija sig potggi dwumianéw wedlug wzorn Newtona.
Otrzymujemy w ten sposéb zamiast skomplikowanych wzordw redukeyjnyeh, sluzgeych
do obliczania calek z funkeyj sin®' =, cos? x, calk¢ z sumy poteg postaci ef¥, ktdre

calkujemy odrazu, a mianowicie f ekl dy; — Ee"“. Po wykonsniu catkowania zbie-

rany razem odpowiednie pary ek, e~#7 i zastepujemy je funkcjami coskx lub sin k.

Z wzoru (24) wyprowadzimy bardzo wainy wzér Moivre’a, Pod-
pieémy obie strony wzoru (24) do potegi m, to otrzymamy:

()™ == ¢ = (cos @ - i sin @)™

ale ™ = cosmw -} isinm o, a zatem:

(29) (cos @ 4+ isin m)“#.cOs map-isinme

Wzér ten ma bardzo liczne zastosowania w algebrze i w analizie.

Wykonujae po lewej stronie patggowanie i poréwnujse ze sobg
czedci rzeczywiste i czysto urojone, mozpoa otrzymaé wzory, wyrazajace
cosma i sinmm za pomocg poteg funkeyj sin® i cosx. Cheae zaé nzy-
skaé przeciwnie, wyrazenie poteg funkeyj sinz i cosw za pomocg sinu-
séw i cosinuséw wielokrotnodci kata @, podnosimy obie sirony wzoréw
Eulera do m-tej potegi. W ten sposéb otrzymamy:

27 cos™ g == (¢ ¥t =
e g + m eln=Bx + (l;) 6(m—4)¢l+ . + me-("‘*-*)*l_*. gt
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Zbierajqc- tn razem .bo dwa odpowieﬁnie:-;Vyrazy od poczgtku i kofea,
otrzymujemy zaowu na podstawie wzoru Eulera:

X

2% cos™ @ ==2cosm - 2 (%) cos (m — 2)@w ...+ 2 (ﬂ"_l) cos @
2
(30) dla nieparzystych m
=2cosmo}2(7)cos(m —2)x ...} (g) dla parzystych-m
2

Kladse tu -+ @ zamiast o, otrzymujemy po wykonaniu rachunkéw:

2™ gin” p = (— l)g- 2 [cos m@ — (3)cos (m — 2) x -}

+ (3)eos(m — 4)o ... 4§ (— 1)’i (g)] dla parzystych m
30 w1 z

(20%) = (~— 1,)-:_.2[sinmw-— (T)sin (m — 2)@ -+ (3) sin (m — 4o}

m—1
+... (-1 (,.._?!) sin w] dla nieparzystych m

Te wzory bywajs stosowane w rachunku calkowym przy obliczaniu
calek z poteg funkeyj sing i cosw dla wykladnikéw parzystych natural-
nych, Pray pomocy tej rozszerzonej definicji funkeji wykladmcze] mozna
uzupelni¢ pewns luke w matematyce elementarnej. Okreéla sig mianowicie
w matematyce elementarnej tylko logarytmy liczb dodatnich. Obecnie mo-
semy rozszerzyé te definicjp takie na hczby ujemne i ogélnie na dowoloe
liezby zespolone. Trzymamy sig mianowicie cisgle tej samej zasadniczej defi-
picji, a mianowicie: logarytm jest to funkeja odwrotna wzgledem funkeji
wykladniczej. Jezeli wige: 7 ==¢% to: w=log,2. Jezeli 2= iy, to
w jest na ogdl takize liczbg zespolong: w=u —-iv. Chodzi wigc o wy-
gnaczenie rzeczywistych liezb w, v z warunku:

o+ iy =et?
Na podstawié wzoru (20) otrzymujemy:
@ty = ¢ (cos v-} i sin v)
Lews strong mozoa takie wyrazié za pomoey funkeyj trygometrycznych,
uzywajae na plaszezyZoie liczbowej wspélrzgdnyeh biegunowych zamiast
prostokatnych, a mianowicie kladae @ =rcosd, y = rsin J, przy czym

r=yo"F 4 9= arctg% . Wobiec tego powyizszy wzér przyjmie postad:
7 (co8 3 i sin ) = 6" (cos v |- isinv) .



v

Liczby zespolone, stojace po obu stronach tej réwnosci, muszg mieé rowne
wartofci bezwzgledne, a argumenty (katy) réwne lub réznigce sig tylko
o wielokrotnoéé licsby 27 A wige:

=y, v=39-+2&n

e‘a

Stad u = log, ». Wyznaczylidmy zatem szukang pare liczb: u, ». Wobeo tego:

w=log,z2=u-+iv=log,r +i(% + 2kn)
czyli:

(31) 1og,(w+iy)=1og,ym2+gﬁ+i(amgg+21m)

Widzimy zatem, ze logarytm kazdej liczby, nawet dodatniej, jest funkcjg
nieskoficzenie wielowarto$ciows, mozoa bowiem w tym wzorze podstawiad
za k liezby: 0, + 1, 4 2, ... Pochodzi to z periodycznoéei funkeji ¢°
Dla k=0 otrzymujemy liczbg, zwana warloscia gléwng logarytmu,  ~
Przykiady.
1) Dla z2=1 jest r=1, 3 =0, a wige:

log,1=0-4i(042kn)=2kni

przy czym k=0, + 1, 4+ 2, .. Wartoscig gléwng jest liczba 0. Potggu-
jac zasade ¢ przez kazdg z tych liczb, otrzymamy zawsze na wynik liczbe 1.

Dla logarytmu o zasadzie 10 otrzymujemy tu takie meakoxicz.eme
wiele wartodei, albowiem:

logo 1 =log,,e-log, 1 =043429....2kai

2) Weimy 2= —10. Wtedy |2] =10, ¢ == (por. fig. b)
Obliczmy log,, (— 10) y J
Z wzoru (31) otrzymujemy:

log, (—10)=log, 104-i(n + 2k =)

Stgd zaé wynika, ge:
D
log,o (— 10) = log,ge(log, 10 4 -10 0
+i(n4+2kn)=1-+4
b 043429...2i(2k + 1) Fig. b.

Gléwns wartoéeig tego logarytmu (tj. dla k==0) jest zatem liczba
zespolona:

=Y

logyo (— 10) = 1 + 0:48429...7¢

Waszystkie inne wartodei sg takze zespolone. ~
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8) Obliczmy log,i. Poniewaz z =1, |¢] =1, & = { =, przeto:

log,i=log, 1 4 i(in+2kn)=}ni42kni

WartoScig gléwng jest:
log,i = 1mi

Wprowadziwszy tg ogélng definicje logarytmu, mozemy teraz uogélnié
definicje potegi na dowolue zasady (dotychezas bowiem rozwasaliémy
tylko potegi o dodatnich zasadach). Wychodzimy z wzoru: a==e'°t?, kté-
rego uzywaliémy dotychezas tylko dla dodatnich liezb a. Obecnie ma ten
wzér fcifle okreslone znaczenie takie dla dowolnych zespolonych. a.
Potggg a® o dowolnej zasadzie @ okreslamy zatem za pomocg wzoru:

ab = eblog,a
Jegeli wige a=w+’iy, b=ud-i9, to:

(@ F iy)PH? = gwrDios, =+

Potega ta jest w ogdlnosei wielowartosciowa, poniewaz log,(® -+ iy) jest
wielowartodciowy.
Tak op.:
o = 81081 — t4nit2kme) — ,—(}n-|-Bkn)

Dla k=0 otrzymujemy warioé¢ gléwns:
i =47

a wige otrzymaliémy na wynik liczbe rzeczywistg. Takze dla innych k
otrzymujemy wartosci rzeczywiste. .

Yiatwo mozna okazaé, ze przy calkowitym wykladniku b otrzymu-
jemy tylko jedng wartodé potegi, przv ulamkowym wymiernym wyklad-

viku b=}q—’ atrzymujemy tyle wartosei, ile jednostek zawiera mianownik

uproszezonego ulamka Z;’ a przy niewymiernym lub urcjonym wyklad

niku otrzymujemy nieskonczenie wiele wartosei

Szezegblnie wazne jest badanie za pomoes szeregdw potegowych
sieelementarnych funkeyj przestgpnyeh, jak np. fuokeyj eliptycznych.
Teoria funkeyj analitycznych zmiennej zespolonej jest jednym z najob-
szerniejszych i najdokladniej opracowanych dzialéw matematyki wyzszej.
Zoalazly one bardzo roelegle zastosowanie w rozmaitych dzialach tech-
niki (np. w elektrotechnice, aerodynamice, geodezji) W polskiej litera-
turze posiadamy do tego przedmiotu tylko jeden, przestarzaly jui dzisiaj,
podrgeznik J. Pazyny p. t. Teoria funkeyj analitycanych (2 tomy, Lwéw
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1838—1900). Natomiast obea literatura obfituje w znakomite podreczniki
z tego zakresu. Wymienimy tu tylko nastgpujace, bardzo rozpowszech-
vione podreezniki: K. Knopp, Funktionentheorie (2 tomy, Sammlung
Goschen, wyd. 2, 1918, 1920 r.) i A. Hurwitz-R. Courant, Fuznk-
tionentheorie (Berlio, wyd 2, 1925 r.).

Ustep IV
SZEREG1 FOURIERA

& 291. Interpolacja trygonometryczna

Obok szeregdw potegowych odgrywajs bardzo waing rolg w mate-
matyce czystej 1 stosowanej szeregi funkeyjoe, zbudowane z funkoyj try-
gonometrycznych, a mianowicie szeregi postaci:

Yoy + (a cos -} bysin) + (aycos 2w - bysin 2a) -
+...+(a,,cosnw+b,sinnw)—|—...=%ao—l-Z(a,,cosnw-i-b,,sin niv)

ne]

(32)

Szeregl takie, zwane szeregami trygomomelrycznymi, nadajs sig bardzo. -
dobrze do ujmowania we wzory matematyezne zjawisk periodycznych.

Nauke o szeregach trygonometrycznych nawigzemy do inferpolacjt
trygonometrycanej, tj. do przedstawiania szukanej funkeji w przyblizenin
za pomocs skonczonej sumy postaci:

Topps(06) = y= L ay + aycos @ - b, sinw + agcos 22 + bysin 20 -
+...4a,cosrz+ b.sinrw

zwane) wiclomianem trygonometrycznym. Wzér ten przedstawia funkeje
periodyczog. Periodami pcuzezegdlnych dodajnikéw s liczby 2, §2m,

(33)

§2n,...,1;2n, wspdlnym zad periodem wszystkich dodajnikéw jest naj-

wigksza z tych liczb, tj. 27, a zatem:

y@-+2n) =y

Taki wielomian nadaje sig dobrze do aproksymowania funkeji g(x) o perio-
dzie 27, okredlonej dla wszystkich . Jezeli zaé chodzi o aproksymo-
wanie funkeji f(z) o innym periodzie p, to trzeba tylko zamiast @ wpro-
wadzié nows zmieuns @', zwiszang ze “zmienng @ za pomocs proporcji:

w:w'=p:2n



18

Stad:
_px

m—Qn

Gdy o' zmienia si¢ od U do 215, to  zmienia sig od O do p. Do apre-
ksymacji fuukeji:

(@)= 7{P%\ = g(a'

/(w)—f(zn)l—y(w)

nalesy zastosowaé wzor (33), tj. zastapi¢ ja w przyblizeniu wielomianem
trygonometrveznym:

y=1Lag+a,cosq b sinw 4 aycos22’ 4 b,sin 20
+...4a,cosra’ - b,sinra’

ezyli:
y=4ta,+4 alcoa2:”+blsin2p—2+a,cos2g—z_‘q+
(34)
+basiﬂ2?—:—”f+--- +a,eosr2:‘”+b,sinr2_.:“

Wzée (38) lub (34) jest matematyczoym ujeciem superpozycji skohezone)
liczby drgan harmonicznych. Majse bowiem dang funkeje:

y=f(t)==co+cysin(wt 4 ;) + ezsin (2wt 4 ag)4-...+ ¢, sin(rot+a,)

ktérej dodajoiki przedstawiajy drgania harmoniczne o amplitudach ¢,

_ . 2n 2n 2n
g, +-+s G O periodach p=— p2=2—w—,....p,,=r- -

i o fazach

@y, Gg,... @, mozemy jg sprowadzi¢ do postaci, wyraionej wzorem (33).
Kladziemy w tym celu: wf=uw=, a sin(kwt-} o)) =sinkwt:cosa, |
-+ coskwt.sin @,. Oznaczajge:

. tag=¢y, am=sine, b =qecose, (k=12
otrzymujemy wzor (33).

Bswolna funkeja periodyczna f(w) da si¢ w ogdlnosei tylko w pray-
blizeniu przedstawié skonczonym wielomianem trygonometryeznym. Zoba-
czymy natomiast, 2ze wszystkie, w zastosowaniach spotykane funkcje
periodyczue, dadza si¢ przedstawié scisle nieskoriczonymi szeregami trygo-
nometryeznymi.

Rezpoczniemy od przyblizonego przedstawienia .funkeyj wielomia-
nami trygonometrycznymi czyli od interpolacji trygonometrycznej. *

Postawmy to zagadnienie interpolacji w nastepujacy sposéb. Cheemy
aproksymowaé wielomianem trygonouietryeznym funkeje f(x), znajac jej
wartosei y, w » punktach. Nie isdamy jedpak, aby ten wielomian przy-
hieral w tych punktach eisle wartodei y,, 2qdamy natomiast, aby suma
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kwadratéw bledéw byla mozliwie najmuiejsza, tj. chcemy zastosowaé do
tego zagadnievia melode najmniefszych kwadratéw (por. tom I, str. 4566
i § 168, str. 483).

Checemy ,wyréwnad“ szereg dowolnie podanych punktéw za pomoes
linji falowej, otrzymanej przez superpozycje kilkn odpowiednio dobranych
fal sinusowych. Taka forma interpolacji trygonometrycznej jest potrzebna
wtedy, gdy chcemy zbiér, zlozony z bardzo wielu punktéw, aproksymo-
waé wielomianem trygonometrycznym, zlozonym sz npiewielu wyrazow.
Wtedy liczba danych jest wicksza od liczby wspéleczynnikéw a,, &, pro-
blem jest wige nadmiernie wyznaczony: %sdajac, aby wielomian trygono-
metryczny przybieral w danych puanktach 4cidle zgdane wartoéei, otrzy-
malibydmy wigeej réwnah anizeli niewiadomych, nie dalyby sig wige
one rozwigzaé. MoZzemy natomiast wyznaczyé te wspélezyoniki metoda naj-
mpiejazych kwadratéw. T

Do aproksymacji funkeji f(@), ktéra dla:

2 =0, _21‘, g.gf, 3.2_7f,,,_,(n~1).2_"
n n n 7
przybiera wartosci: )
F(@) = Yo Y1) Y0 Y3.+ -1 Y

uiyjmy bpp. nastepujacego wielomianu trygonometrycznego, zloZomego
z pigeiu wyrazéw:

y = Ya,+ a,cos 4 b, sio o + agcos 2a - by sin 2w

Jezeli #n > b, to nie mozemy 2adad, aby ten wielomian przybieral §cisle
dane wartoSei w danych punktach..Mozemy natomiast wyznaczyé wspél-
czyopiki tego wielomianu z warunku, aby suma kwadratéw bledéw byla
minimum, przy czym za blad uwazamy réinicg pomigdzy dana wartoscia
fuokeji a wartodcig tego wielomianu w kazdym daoym punkeie. Sums
kwadratéw tych bledéw jest funkejs & zmiennych: aq, a,. ey, b;, b,
1 ma postaé:

F(aqy. ay,a5.b;,by) = (yo — § @9 — a; — ap)* +
2:)’+

2:))2_’_"_
27 ‘

+ (y,,_, —4ay—a,co8(n — l)? —ag 008 (n — 1) (2.7) -

2n 2n . 27 .
+(y,— ,'zao—a,cos7—a3cos2o7—blsm—n——-—bzsm2-

—-ia,—a coe2'2—n—a coe 2 2.2_7: -b sin2-gf-b sin2{2.
Ye 0 4y ” ] po 1 p 2

"

— b, sin(n — 1)?%l — by sin (n — ])(2_2_”))2
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Wartoder wspélezyonrkow: ag, a,. ag, by, by, dla ktéryeh ta funkeja praye
biera minimum, wyznaczymy 7 warunkaw

2 - AF . >

f)l‘ = 0, IF =a () = {1, £ == 0‘ ?f = (

Jdag da, Jny, ah, J by
Otédz:

S M e e ey
/ 2n 2n

-§[y,-—.‘,n0~--~a,(-oa v - 840082 e ) - =0

Stgd

2n 9.
T R A L AR B

+ -A+CUS(7’1—~— 1)2”) +02(1 +cos4n+cosz.4,n+
” ' 7" n

+  4cos(n - 1)-4:)+b,(sin%"_’+...)+b,(sm4: + )::c

Wyrazenia, zawarte w nawiasach, sa, jak latwo dowiedé, zerami  Otrzy-
mujemy wige

2 2 -
@y = " (yo+!/1+,'/3 + "“ Yoo1) = ;2?}:

k=0

W zupelnie podobny sposéb otrzymamy 2z pozostalych warpnkéw
pa ekstremum funkeji F nastgpujace wzory na dalsze wspélezyuniki:

2 n-1 . k 2 n k
a,=»nZy,cos(;z -2n), ay, = -nZy,,cos(Q-n-‘Zn)

R=0 k=0
a—1} a-1
2 Ttk 2 . k
b,r':.; Syksm(;;-Zn), bz—_——’; Sykslu(Q-ann)
k=0 . 20

Ogoélnie, gdyby wielomian trygonometryczoy zawieral wiece} dodajnmkow,
otrzymalibysmy pa wspélezynniki a, i b, wzory ogélne:

n=1

n- ¥
2 k 2 k
(35) @ = 2y,cos(p--;;-2n), b’=7{ Ey.slu(p-;-?ﬂ)

R=0 &0

Dalszym zagadnieniem interpolacyjoym jest aproksymowanie funkeji
f(@), podanej dla wszystkich punkidw przedzialu <0, 22>, metods naj-
moiejszych kwadratéw, przy uzyciu bledu éredniego. Zgdamy mianowicie,
abv catka z kwadratu bledu: f(z)— T,(x) byla minimum, przy czym 7,(w)
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oznacza wielomian trygonometryczny. Uzywajse up. wielomianu trygono-
metryeznego, zlozonego z D-ciu poczatkowych wyrazéw (jak w poprzed-
nim zagadnieniu), szukamy minimum calki:

[ = f(/’(a;) — Ty(2)¥dw
czyli catki: ’

1 :_-:j[f(m) —+ay~ 0, co8—a; 0822 — by sing — by 8in 23] daw

Tworzymy pochodne czgstkowe tej calki wedlug parametrdw ay, q,, a,
by, by (rdéiniczkujge pod znakiem calki) i przyréwnujemy je do zera.

I tak:
f?(f @ — T, w»“"(“’)d =0
Poniewaz w= ~ §, przeto otrzymujemy stad:
0
2n an 2n an
ff(w)dw:fn(m)dw=— fcoswdw—}-d,fcos?a:da—{—
° Q 0 n

25 2n
+b,fsinmda;+b,fsin2mdm
5 ;

Wszystkie catki po prawej strohie sa réwne zeru, pozostaje zatem:

]f(a:)dw =ayn

[

a stad:

2n
. (36) gy = %ff(m) dx

Z warunku:

v____fg(/(x ~ Ty(@) a[(” f&z — Tul%)) (— c0s &) dop = 0

otrzymujemy po wykonaniu prostych rachunkdw,

i en
a, = — /f(w) cos
a,
it

Reochunek régniczkowy i calkowy. T. HL
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Z pozostalych warunkéw na ekstroma otrzjmujemy w podobny
sposdb wartodei pozostalych wapdlezynnikéw. Dochodzimy w ten sposéb do
uastgpujaeyeh wezoréw ogélnyeh na ts wspdiezynniki:

2=n
1y ;
a, = ﬁ/ [ (@) cospmde

(87)

0
| o2n
bﬂ=5/\f\$)sinpma’$
0

Wzory te, zwane wzorami Bulera-Fouriera, majy podstawowe znacze-
nie w teorii szeregéw trygonometrycznych. Zobaczymy bowiem, ze wapdl-
czynniki nieskornczonych szeregéw trygonometrycznych, przedstawiajacych
funkeje f(x), wyrazaja si¢ tymi samymi wzorami.

Uwaga. Wzory ‘e mozna otrzymaé przez przejicie do granicy we wzorach, stu-
zgeych do interpolacji skonezonego szeregu wartodei. I tak, kiadac we wzorze (35):

2—n=Aw, k'Zn
n

= 1 Yp=F(m)

mozemy przedstawié¢ wzor (3B) na 4, w postaci:

n-1 n—)
Az 1 v
a, = 7" 20; f(w,) cos pay~— 7—1,‘2 £ (@) cos pr, A
- -0

Z tej postaci jest widoczne, ze gdy n-—-re, czyli 4z —» 0, to prawa strona tego wzoru
2n

1
dgZy do ;Jf(x)cospxdw.

Woprowadzajae te wspdlezynniki w wielomian trygonometryczny, mo-
temy obliczyé éredni kwadrat hledu, ktéry popelniamy, uzywajsc tej
aproksymacji, najlepszej w sensie metody najmniejszych kwadratéw. Ten
sredni kwadrat bledu przedstawia calka:

2 2 27 pn
3 ‘[=b[(;f(w)—y)zdwszz(w)dw-2h/f(m)ydm+/y"da}

Po wykonaniu rachunkéw otrzymamy dla Ty,

(38) 1=/ (@) do—a (b o+ @+ G @l aip B B 8)
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Poniewaz I jako calka z nieujemnej fuukeji (f(#) — #)? jest nieujemna,
przeto zawsze, gdy a, i 8, sg obliczone z wzoréw Eulera-Fouriera
spelnia sig nier6wnosé:

27
@) jeidoitait ottt is o)

[

Przedstawienie periodycecnej funkeji f(#) w przyblizeniu za pomocs wie-
lomizau trygonometryeznego:

y=+4ay+ aycosx 4 b;sinw -} aycos 25 - b, sin 22 -
“+ ...+ a.cosrx 4 b sinrg

ktérego wspdlezynniki sy obliczone z wzoréw Eulera Fouriera. nazy-
wamy przyblizony aralizq harmonicang fuukeji fi@). W teorii drgan od-
powiada temu zustapienie skomplikowanego drgavia drganiem zasadni-
czym i skohczong liczbg drgad géruych.

Uwaga. Zagadnienio to jest tak wazne w zastosowanjach, ze obmyélono rozmaite
przyblizene rachunkowe metody wykonywania analizy barmonicznej i zbudowano wiele
rozmaitych przyrzgddw, zwanych analizatorami haymonicznymi, ktére pozwalajy roz-
wigzad to zagadnienie w sposéb mechaniezny (20b. Runge-Kénig, I ¢ str. 21131,
A, Galle, Mathematische Instrumente (Lipsk, 1912, rozdziet VIII, str. 13154},
A. Willers, Methoden der praktischen Arnalysis (Berlin, 1928, str. 269 i nast.)).

We wzorach (37) mozoa zmienié przedzial calkowania <0, 2>
na dowolny inny przedzial o tej samej dlugodei, tzn. na <c, ¢4 27>,
Czgsto obiera sig ¢= — m i otrzymuje sig przedzial <—m, + 2>,
Wtedy wzory (37) przyjmuja postaé:

]

a, = ;;ff(w) cos p do
(40) -
b, == %ff(m) sin pe do

Uwwaya. Chege dowiedd, 2e przedziad calkowania <{0, 22> wmozua zastapid prze-
dzistem <c, ¢4 2#>, rozkladamy catke od ¢ do ¢4 2z na dwie calki:

1 +2n 1 2 1 tan
;ff(-m) cos pr doe = ;z-ff(m) cos pz do |- —j;ff(w)cos po Jx
’ e c 2n
Wprowadzajge w drugs catke nows zmienng za pomoeg podstawicuia: @ ==z-}~2u,
zamieniamy jg na calke z tej samej funkeji w granicach od 0 do ¢ Albowiem wsku-
tek periodyeznofei f(z 4 2m) = f(#) a cos(pz - p27) = cosp=

Y]
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Otraymujemy wige:
e+2n

2n 4 '
—ff ) cos pw dw == —ff(w)cosp:p dz -+ %ff(z)cospzdz::
€ 0

an
== %ff(w) cos pwd®
0

§ 292. Szeregl Fouriera

W poprzednim paragrafie zajmowalidmy sig@ preyblizaniem funkeyj
periodycznych za pomocy skoriceonych wislomiandw trygonometryczuych,
Przejdziemy obecnie do 4cislego przedstawiania tekich funkeyj za pomoes
nieskoriczonych szeregéw trygonometrycznych. Jezeli taki szereg jest
zbiezny, to przedstawia jaksé funkejg periodyczng f(x) (o periodzie 2),
a wige:

Yay -+ (a;cos - by sing) - (agc082 3 - by8in 2) ... =
(41 =43a, +Z(a,, cos np - b, sin nw) =

=1

Przypudémy, e ten szereg jest jednostajnie zbieiny w przedziale <0,
271> . Przedstawia on wtedy funkeje cigglq, a celke z tej funkeji mozoa
obliczyé, calkujae szereg wyraz po wyrazie. Scalkujmy obie strony od 0
do 27, to otrzymamy:

2n

+a,fcosmdw -}—bfsmmdw +a2fcos2mdm+

2n

+bafsin 2pdo ...
. 0

ff o) do = }a,2

Whazytkie calki po prawej stronie ss zerami, zatem pozostaje:
2n

ff(w) do = ayn

2n
0y = ;lt-ff(w)dw

Wyznaczylismy w ten.sposéh pierwszy wepélezynnik w roawinigeiu funkeji
/(%) na szereg trygonometryczny, Aby wyznaczyé drugi wspdlezynnik: a;,

a stad:
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mnozymy obie strony wzoru (41) przez cosa i calkujemy od 0 do 2.
Otrzymamy w ten sposéb:

2n en 2n 2n
ff(w)cosw-dw:,}aofcosmdw +a1fcosawdw+ blfsinwcosa:dw—i-
[\ 0 o 0
) 2a
-|-a,fcos2wcos:vdw -+
0

Po prawej stronie wszystkie calki sg réwne O (por. tom II str. 83, przy-
klad 2) précz calki:

2n in9 - on
fcos’wda;:—_,g(w-l-%_‘f) =5
0

©

Wobeo tego pozostaje po prawej stronie tylko a, 7, a zatem:

, 2n
('R ==%ff(w)coswdw

Chege wyznaczyé ogélnie a,, mnozymy obie strony - wazoru. (41) przez
cos px i calkujemy od 0 do 27
Wazystkie calki, wystépujice po prawej stronie, sg zerami z wy-
jatkiem calki:
2n 2n

fcos’pwdw=§(w+g%siu2pm) =n
b ' °

Wobec tego pozostaje tylko:

2n
f(x)cospodo = a,n

a stad:

en
1
(87a) a=— f /(@) cos px dw
0

s

Podobnie celem wyznaczenia wspélezynnika b, munozymy obie strony
‘wzoru (41) przez sin pw, calkujemy od'0 do 22 i obliczamy:

2
(37b) b, = % f £ (@) sin pw dib
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Otrzymaliémy 2atem na wspdlezynuiki te same wzory Eulera-Fouriera,
ktére wystepowaly przy interpolacji trygometrycznej za pomoes skosczo-
nych wielomianéw trygonometryeznych (str. 82, wzory (37)).

Aby istnialy prawe strony wzoréw (87), wystarezy, jedli funkeja
f(a) jest catkowalna.

Szereg trygonometryczny, kiérego wspélezynniki sy obliczone z ja-
kiejkolwiek funkeji /(z) (calkowalnej) przy pomocy wzoréw Eulera-
Fouriera, nazywamy szereglem Fouriera, nalezacym do tej funkeji. Sze-
reg ten moze byé nawet rozbiezny i moze nie przedstawiaé funkeji f(m).
Mdéwise, 2o ten szereg nalezy do danej funkeji, mamy na myéli tylko to,
%e jego wspolezyoniki sg obliczone przy pomocy funkeji f(z). Wynik, do
ktéregodmy doszli mozemy wige wypowiedzie¢ w nastgpujgey sposob.

1) Jegeli jaka$ funkcja da sig rozwinaé na jednostujnie zbiesny sze-
rég lrygonometryceny, to szereg ten jest szeregiem Houriera, naleiqcym
do tej funkcji. Funkeja 1a jest oczywiseie ciggla (na podstawie twierdze-
nia udowodnionego w § 284). Jezeli mamy podang jakaé funkcje ciagly
. @(®) i utworzymy nalezgey do niej szereg Fouriera, to nawet wtedy,
gdy ten szereg jest jednostajnie zbiezny do jakiej$ funkeji f(w), nie wiemy
jeszeze z gory, czy f(w) = @ (@) Otéz udowodniono nastgpujace twierdzenie
o jednoznacznosdei: jezeli dwie funkeje f(), g(z) sa ciagle w jakims puckeie
@ =a, a valezgce do nich szeregi Fouriera sy identyczne, to musi byé °
f(a)=g(a); a wige ogélnie, gdy te funkcje sg ciggle dla wszystkich «,
to musi byé f(x) = g(@). Dwie rézne funkcje ciagle posiadajg zatem rézae
szeregi Fouriera (co nie zachodzi w przypadku fuukeyj nieciaglych).

Uwaga. Dowéd tego twierdzenia znalesé moZna np. w podrgczniku W. Rogo-
sifiskiego pt. Fouriersche Reihen (Sammlung Gischen, Nr. 1022, str. 13).

IT) Stad 1 z udowodnionego poprzedoio twierdzenia wyaika, e, je-
seli szereg Fouriera, nalesqcy do funkcji cigglej, jest jednostajnie 2hiezny,
to ten szereq praedstawia tg funbcje.

Twierdzenie to nie rozstrzyga jeduak jeszcze o tem, jakie warunki
musi spelniaé funkcja calkowalna, aby naleiacy do niej szereg Fouriera
byl zbiezny (jednostajnie lub chociaiby niejednostajnie) i aby ten zbieiny
szereg przedstawial tg funkeje.

/ Kwestie, dotyczgce zbieinodci szeregow Fouriera, nalezacych do
jakiché funkeyj, s4 w ogélnym przypadku zagadnieniami nadzwyczaj tru-
doymi i do dnia dzisiejszego nierozwigzanymi w calej ogélnosei. Zbadano
natomiast rozmaite warunki wysfarczajace na to, aby szereg Fouriers,
valezacy do jakiejs: funkeji, byl zbiezny i przedstawial t¢ wlasnie funkcje.
Okazsalo s1¢ w ten sposéb, e te wszystkie periodyczne funkcje (ciggie
a takze uieciagle), z ktésymi mamy do ezynienia w technite, w fizyce
i w inoych zastosowaniach analizy matematycznej, dadzg sig rozwingé na
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szeregi Fouriera z tym jedynym zastrzeieniem, ze w punktach niecis-
glosei, w ktéryeh funkeja ma skok skonczony, szereg Fouriera przed-
stawia zawsze §rednig arytmetyczng z prawostronnej i lewostronnej gra-
nicy funkeji w tym punkeie. Takie dostateczne warunki zawiera np. na-
stepujgce twierdzenie.

UI) Jezeli funkcja f(@) o periodzie 27 jest cz'qg)a i posiada ciagly
pierwsza pochodng w przedziale <0, 2m> 2z wyjatkiem co najwyziej skon-
ceonej liczby punktéw, w ktérych bads to posiada skoriczone skoki, bgdz to
Jest w nich ciggla lecz nierdiniczkowalnag, to szereq Fouriera, naletqcy
do tej funkeji, jest zbiedny i w przedziatach, nie zawierajaecych skokdw, przed-
stawia tg funkcje, a w kazdym punkeie nieciqglodci przybiera wartosé réwnag
dredniej arytmetycenej z prawostromnej i lewostromnej grawvicy funkcji
w tym punkcie.

Uwaga. Dowdd tego twierdzenia znaleZé mozna np. w podrgezniku R Cou-
ranta pt. Vorlesungen dther Differential- und Integralrechnung (Berlin, 1930, wyd. 2,
tom I, str. 368—378),

Teorig szeregdw trygonometrycznych i szeregéw Fouriera zgjmowano sie
bardzo wiele. Obszerne rozdzialy poswrecono tej teorii np. w cytowanyeh juz podrecz-
nikach de la Vallée Poussina (tom II), Knoppa, Couranta; précz tego ist-
nieje wiele dziel specjalnych z tego dziatu analizy, jak np. cytowany powyzej zwiezly
podregeznik Rogosifiskiego lub dzielo H. Loebesgue'a pt. Legons sur le séries
trigonomelriques (Paris 1906).

Klasa funkeyj, dajgeych si¢ przedstawié szeregami Fouriera, jest znacznie
szersza, anizeli klasa funkeyj, rozwijalnych na szeregi potegowe (Taylora), funkcje
te mogg byé bowiem nierézniczkowalne a nawet nieciggle w pewnych punktach.

Zaznaczyliémy juz, ze wymienione powyzej warunki sy dostateczne, lecz nie-
konieczne. Tak np. podana przez Weierstrassa funkcja ciggla nie ma w zadnym
punkeie pochodnej, a pomimo to przedstawia sig jg za pomocs nastepujacegzo szgregu
Fouriera :

(42) W (x) =:2a" cos (" m @)

nel

(przy czym 0 <L a <1, b jest dodatnig liczbg calkowity, a iloczyn ab.spelnia warunek:
ab>14 3a)

Nie kazda jednak funkeja ciggla daje sie przedstawié szeregiem Fouriera,
jak to wykazano za pomoca odpowiednich przykladéw.

§ 293. +Przyklady rozwinieé funkeyj na szereg Fouriera

1) Cheemy rozwingé na szereg Fouriera funkcjg o periodzie 27,
okreslons w przedziale < 0,27 > za pomocy nastgpujacych wzordw:

fle) =2 w przedziale <0, 42>
N =7 —& ., " <4im §m>
=a—2a , ,, <gnm 27>
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Z jej obrazu graficenego przedstawionego na fig. 8 widzimy, de
jest to funkeja ciagla, nie posiadajgea jednak pochodnej w punktach
@=14mn, 3n,... Spelnia ona zalotenia twierdzenia III, a zatem da sig

i

rozwingé na szereg Fouriera. Chege obliczyé za pomoca wzoréw Eulera-
Fouriera weptlezynniki a,, b, tego rozwinigcia, trzeba rozdzielié calki,
figurujace w tych wzorach, na 3 dodajniki, odpowiadajace przedzialom
<0,3n>, <in §n>, <§n, 27>, albowiem w kazdym z tych
przedzialdw funkeja f(x) jest okreslona innym wzorem, I tak:

N e e

2n
a, = %ff(w)cospmdw = -}Ifwcospw de + :—tf(n — o) cos pe dz -
[ 0

Yo

2n
-+ ;—Zf(:v — 27) cos px de
Shn
Nie trudn¢ e.wierdzié, ze te calki sy zerami dla kazdego p=0,1,2,..,
Na wspélezynniki zaé b, otrzymuje si¢ wyrazenie:

Yt 3

2n
bp=;ll_ff(w)slnpxdm =;1t—f$Slnprlw +;1“/\(n~ w)mnpwdw+
H 0

Yere

2n
-+ :;f(m — 2 7)sin px dw
et

Calke:

.I=./msinpa;dw
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obliczamy, calkujse ,per partes“ i otrzymujemy:

I___—-w(;ospw+m;g)w
Zatem
Yar Y210
1( wcospw , sinpw €08 pw 1( @ CO8 pw - smpa;
S i ks I
o P T P n” » T J

1l /—wocos w sin 2 cos w
*G( pp m|+ P

Y
Stad dla parsystych p otrzymamy b, = 0, a dla nieparzystych p ==2¢ -4 1
. , 41 .
jest b,=(—1) e a wiee:
1, 41
§§ ) 5 — ;E ° 6—‘8' ree
Szereg Kouriera, nalezgey do tej funkeji, ma zatem postaé:

%(sinw— sm3m+—sm ba— . )

Z twierdzenia III wiemy, ze ten szereg przedstawia dana funkecje.
Moznaby sig takze oprze¢ na twierdzeniu II. W tym celu trzeba okazaé,
te ten szereg jest jednostajmie zbieiny. Otéz bezwzgledne wartosci wy-
razéw tego szeregu nie przekraczaja wyrazéw szeregu liczbowego:

1+$+$+m

1

=;§). Ten za$ szereg liczhowy jest zbiezny, jako

sinr@

(albovs;iem

czg8é szeregu [(2). W mysl kryterium Weierstrassa jest zatem dany
szereg Fouriera jednostajnie zbiezny. Funkeja f(x) jest ciagla, a nale-
2gcy do niej szereg Fouriera jest jednostajnie zbieiny, a wige ten
szereg przedstawia te funkeje

Mozemy zatem napisaé:

3-1-2— sin 3o 4 51—2 sinba — ) i%z‘(— 1)'&("2(3’:}:'—1_%’

Ujelismy w ten sposéb w jeden wzér matematyczny, wspéloy dla
wszystkich @, funkcjg, ktéra byla poczathowo okreslona trzema réznymi
wzorami w kazdym z przedzialdw <k, k427>, gdzie k=0, 4 2x,
+ 4n,... Uzywajge do aproksymacji tej funkeji kolejnych sum czeécio-
wych tego szeregu, widzimy, Ze funkejg t¢ mozua otrzymaé przez super-

flo) = ;1—1 (sin ®—

IS
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pozycje drgan sinusowych'o coraz to mniejszych amplitudach (por. fig. 7),
a mianowicie drgaf:

4 . .
Uy = —sinw~ 1'27sin
4 . .
Uy = — §—T;sm 3or--014s8n 30

4 .
ug = %smbwwom’)sm bao

Drganie przedstawione ta funkcjs ma zatem ton zasadniczy sinx

o amplitudzie;it‘ i tony gérpe sin3®, sind®,... o amplitudach §4;’ %,m
Y N7
) 2N
127 ™\

\lo

-Q14

Fig. 7.

Szereg Fouriera podaje dokladng analize harmoniceng (nieskon-
czong) danej funkeji. Funkeja ta jest nieparzysts, jak widaé z srodkowej
symetrii jej obrazu, a takze-jej 'szereg Fouriera sklada sig z samych
nieparzystych funkcyj, a mianowicie z samych sinuséw.

Uwaga. Yatwo dowiesd ogdlnie; Ze szereg Fouriera, naleigey do dowolnej
{catkowalnej) funkeji nieparzystej, sklada si¢ z samych sinuséw, a funkcji parzystej
z samych cosinuséw. Wynika to stgd, ze np. dla funkeji parzystej jest:

2n Eia 2n
b,,=% f(w)sinpwdaa-::-t/f(m)sinpmdm+%ff(w)sinpwdw=0
0 0 - n

Druga bowiem calka przechodzi przez wprowadzenie nowej miennej z. za pomocs
T
wzoru: & = 27 — z, na calke -—ff(z) sinpzdz, a wigt réwng przeciwnej wartohei
¥ .

plerwszej ealki.
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3) Rozwingd na szereg Fouriera fuukeje periodyczng o perio-
dzie 27, okreslong w przedziale <—m, 4> wzorem f(#) = #?% Wykres
tej funkeji sklada si¢ z luku paraboli o réwnaniu y = 2? zawartego po-

migdzy o= —7n a ¥ =- 7 i z lukéw, otrzymanych przez przesunigcia
tego luku o + 27, 4 4m,... (zob. fig. 8). Funkeja ta spelnia zalozenia
Yi
-3n -2n -7 0 T 25 n 4 in )’(—
Fig. 8.

twierdzenia III, jest bowiem wszedzie ciggla a rézhiczkowalna wezedzie
2z wyjatkiem punktéw x= 47w, +3m,..., a wigc da sig przedstawié
szeregiem Fouriera. Do wyznaczania wspdlezynnikéw dogodnie jest
teraz uzyé we wzorach Bulera-Fouriera przedzialu calkowania
<—m, +n> zamiast <0, 27>. Poniewaz ta funkeja jest parzysta,
przeto wszystkie wapdlezyoniki b, s zerami W ystarczy zatem wyznaczyé
wspdlezynniki a, z wzoru:

) +n
a,,=7-zfm2cospa;dw
Dla p =0 otrzymamy: -
1 gt W 27:’z
“=23 "3

—-n

Catkujge dwukrotnie ,per partes“ dla p=0, otrzymamy:

1 a;%inpw_?( mcospm smpw
a,_y—t p——* ; =
—}-En(‘,s 7+ 7 cos (— pn))
=5 palmeosp P

4 4
a, ’Técospnz — dla p=2n-+1
4
+—2 » P=2n

r
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2 .
Wobee tego: f(x) = % —4 (cosa: - c_o.sz_f_:_p 99;::6. . ) =a® w prze-
dziale <— n, 4+ 2>,
W dalszych przedzialach powtarzaja sig te wartosei periodycznie.
Kladse w tym wzorze x = 7, otrzymujemy:

nt 1 1
n2-§=—4('—1-—§§——3—2...)

a stad:

(43) zg=1~1——21—3-}-3l3-}-...:—_g(2)

Otrzymaliémy w ten sposéb wartodé liczbowego szeregu nieskohezonégo,
ktérego zbieznosé zbadaliSmy na str. 4, jakkolwiek nie potrafiliémy obli-
czyé jego wartodei.

3) Podamy przyklad przedstawienia szeregiem Fouriera funkeji
nieciqglej, ktérej wykres jest uwidoczniony na fig. 9. Jest ona okreélona
wzorem [f(g)=n — & w przedziale <0, 27z) i posiada period 2.

Fig. 9.

Dla # = 27 ma oba zatem tg samg wartodé =, co dla @ = 0. Da
si¢ ona przedstawié szeregiem Fouriera i to szeregiem zlozonym tylko
z sinuséw, jest bowiem funkeja nieparzysts. Wystarczy zatem wyznaczyé
wspolezynniki b, z wzoru:

2% 25

2n
. 11—
b,=71—tf(n--— x) smpmdw=;_z[4n;ospw ———fwsinpwdw]
0

0 - o

__l(_wcospw+siupzv) Im__.?_
n P r? P
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Zatem:
fl@)==2(ing + Lsin2a + 4sin8ax+ .. )=n—g

w przedziale (0, 27), a poza tym przedzialem ma ten szereg odpowiednio
wartodcl: # — @+ 2nm w przedzialach (2nm, 2 (n 4 1)7n).

Szereg ten przedstawia w punkcie =10 warto$¢ 0, ktdéra jest
drednig arytmetyczng wmiedzy prawostronng granicy tej funkeji, réwng
-7 a lewostronng, réwng — 7. Podobnie ina sig rzecz w punktach 2,
+4n,... W kazdym przedziale, lezacym wewnqgtrz przedzialu <0, 27>,
jost ten szereg zbieiny do funkeji f(x). (Mozna dowieséd, 3e zbieinodd ta
jest jednostajna). Natomiast w calym przedziale <0, 22> jest szereg
zbiezny ale oczywiscie niejednostajuie.

4) Rozwinmy na szereg Fouriera funkeje, przedstawiong na
fig. 10, ciagly wezedzie z wyjatkiem punktéw O, n, 27,..., w ktérych
ma skok 1. Jest ona okreslona w przedziale <0, 277) wzorami:

flw)=" w przedziale <0, )
fle)=0 » <m, 2m)

i posiada period 27 Wobeo tégo f(2n) = f(0)= 1.

YA
1 ] E-_—-
e ) ; ¢
2 : '
5 P
0 7 2 X
Fig. 10,

Wspdlezynnik g, otrzymujemy z wzoru:

2R n 2
- 1
ao=%ff(w)dw=ﬁfl-dm—(—;zfo-dwz.l.
0 V] ki3

Inne wapélozynmki a, sg zerami, jak to latwo sprawdzic,
Natomiast b, sa rézne od zera, a mianowicie:

! fud 1 2n 7t
bp=7—!flosinpwdac—}—EfO-sinpmdm:__ﬁ
0 n 13
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Stad otrzymujemy dle nieparzysiyeh p == 2u -} 1 wartode:

a dla parzystych p=2x sa b, zerami. Otrzymujemy wiec nestgpujgce
rezwinigeie danej funkeji na szereg Fouriera:

fl@y=4%+ 2(sinw 4 §sin 3z 4 {sin b 4 ..

Stad otrzymujemy np. dla 2 = { 7 znany szereg Leibniza na }a.
Zachodzi bardzo wazny zw1q,zek pomigdzy $redniq kwadratowq o
(por. tom II, str. 68) funkeji rozwijalnej na szereg Fouriera a wapél-
czynnikami @, i b, tego rozwinigeia 4
Okazano mianowicie, Ze:

2n
) ot =g [P0 do = o+ H@+ R+ ad+ i)

3

(Dowdéd podaje np. Rogosifiski, L c. str 45).
W ten sposék mozna obliczyé vp. prad skuteczny (por. tom II, str. 91),
jezeli zmienny prad elektryczny jest przedstawiony szercgiem Fouriera.
Rozwinigeia funkcyj na szeregi Fouriera sg specjalaym pray-
padkiem ogéluiejszych rozwinigé, a mianowicie rozwinigd ua szeregi orto-
gonalne czyli rozwinigé wedlug ortogonalnego ukladu funkeyj. Uklad
funkeyj:

folw), fi(@), fo(m),..., fu(@)

fazywamy ortogonalnym w przedzlale <a, b>, jezeli te funkeje spelniaja
nastgpujgce warunki:

fﬁ(w)-f,(w)dm=0 dla pf:r

2 _
=¢C g Pp=r

Otéz uklad funkeyj:
i, sinm, cosa, sin 2w, cos2a,...

jest takim ukladem ortogonaloym w przedziale <<0, 27>, jak to wynika
z przykladu 2 na str. 83—84 tomu II; dla tego ukladu jest @@= iwm,
¢ =m. Opréez tego ukladu istnieje jednak nieskohczenie wiele innych
ukladdw ortogonalnych, jak np. ukiad funkeyj kulistych lub uklad funkeyj
Bessela. Niektére z nich sq nadzwyczaj wazne w fizyce teoretyczuej,
w statystyce matematyczuej i w innych dziedzinach matematyki stosowanej.



95

Szeregl potegowe cie sg szeregami ortogonalnymi, natomiast istniejg roz-
maite szcregi ortogonalne, zbudowane z wielomianéw. Teorigy szeregéw
ortogonalnych zajmowano sie w astatnich czasach bardzo wiele. Najwasz-
niejsze dla zastosowan twierdzenia o takich szeregach zpajdzie czytelnik
w podreczniku Couaranta-Hilberta pt. Methoden der mathematischen
Physik (tom I, Berlin 1924) i w bardzo cennym dziele Riemanna-
Webera pt. Particlle Differentialgleichungen, der mathematischen Physik,
ktérego 6sme wydanie, zredagowane przez Ph. Franka i R. Misesa,
wyszlo w r. 1935 pt. Die Differential- und Integralglezchungen der Me-
rhanik und Physik (Berlin, Springer, 2 tomy).



ROZDZIAE XX1
Réwnania rozniczkowe

§ 294, Definicja i klasylikacja réwnaf rozniczkowych

Bardzo wiele zagaduien matematycznych, technicznych, fizykalnych
i z innych dzialéw wiedzy polega na znalezieniu takich funkeyj, ktérych
pochodne spelniajs jakie§ réwnania, zawierajacé procz tych pochodnych
ewentualnie takze samg funkeje (zmienng zaleing) i zmienne biezalezne,
Réwnania takie nazywamy rownaniami réiniczkowymi.

Najprostsze sg réwnania rdéiniczkowe, zawierajace tylko pierwsza
pochodng szukavej funkeji jednej zmiennej a opréez piej ewentualnie
takze samg szukang funkeje i zmienng niezaleiny. Ogdlng postacig takich
réwnan jest wiec:

(45) { F,y,y)=0 ’

gdzie y oznacza szukang funkeje, a 4’ jej pochodog.
Zagadnienie, o ktére nam chodzi, mozemy sformulowaé w nastgpu-
jacy sposéb. Dana jest jakakolwiek funkeja trzech zmiennych:

F (24, 29, )
Cheemy znalei¢ takie funkeje y=(x), dla ktérych spelnia sig warunek:
Pz, (@), ¢'(2) =0

przy wszystkich 2 z pewnego zakresu.

W réwnaniu (45) moze brakowaé zmiennej x, zmiennej y lub obu
tych zmiennych, musi jednak wystopowad y'. W specjalnych przypadkach
mozemy zatem mieé do czynienia z réwnaniami postaci:

(452, Flo,y)=0, F(y,y)=0, F(y)=0

Réwnania postaci (4b) lub (4ba) (tj. zawierajgce tylko pierwszy pochodng
a oprdez niej ewentualnie takze samq szukang funkeje i zmienng nieza-
leing) nazywamy rdwnaniami roéiniczkowymi zwyczajnymi
pécrwszeqgo vreda,
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Kazda funkeje. y = @(z), spelniajaca réwnauie rézniczkowe, nazy-
wamy jego rsrwiqraniem lub jego catkq (bez wzgledu na to, czy te
funkejo otrzymujemy istotnie przy pomocy calki oznaczonej lub nie-
oznaczonej z jakiejs funkeji, czy tez w jakikolwiek inny sposéb, np. przez
rozwinigeie na szereg). Wynajdywanie rozwigzan réwnania rézniczkowego
nezywamy jego rozwigsywaniem lob calkowaniem.

W poprzednich rozdzialach spotykaliSmy juz nisjednokrotnie spe-
cjalne przyklady takich réwnan.

Tak np. réwnanie (patrz tom [, str. 3):

(46) Y =Fla)| eyl y—ﬂm=oj

jest réwoaniem rozoiczkowym, a wszystkie funkeje, spelniajace to réw-
nanie, s zawarte we wzorze:

y=jﬂwM+c

Rozwijzaniem zatem réwnania rézniczkowego (46) jest jeduoparametrows
gromada funkeyj, a mianowicie catka vnieoznaczona z funkeji f(x). Stad
pochodzi uogéluienie nazwy ,ealka“ na kaide dowolne rozwigzanie ao-
woinego réwnania rézniczkowego, chociazby to rozwigzanie nie mialo
taduego zwigzku z calkani oznaczonymi lub nieoznaczonymi.

Uwage. Podobue uogdlnienie spotykamy w nauce o rozwiszywanin zwyklych:
réwnaf, nie réiniczkowyeh, postaci: f(x) =0, gdzie kaide rozwigzanie rdwnania na-
zywamy jego ,bierwiastkiem, chociazby sie nie dalo otrzymad przez ,pierwiastkowanie®

Dalszym przykladem réwnania rézniczKowego jest réwnaunie:

Y=g cxyli y'—y=0

ktére omawialiémy przy badaniu funkeyj wykladniczych (por. tom 1, § 87).

Zbadalismy, se wszysikie rozwigzania tego réwpania sy zawarte
we wzorze:

y=C¢
gdzie C ozuacza dowolng liczbe staly. Omawiajge rozmaite prawa warasta-
nia (por. tom I, §§ 87—90), wyrazilidmy je za pomoca réwnan réz-
niezkowych:
y=Uly. ¥=Wg—y) ¥=009—y)

1 podaliémy rozwigzania tych réwnan,

W przykladzie ) na sir. 19—20 tomu II mielidmy do czynienin
z réwnaniem rézniczkowym:

dv koo
at = 4Tm"

Rachunok réiniczkowy § calkowy. T. IIf, 7
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okreslajaeym ruch ciala spadajgcego @ uwzglgdnieniem oporu ofrodka
(g, k, m sy tu liczbami stalymi, zmienng niezalezng jest czas ¢, a2 zmienny
galezng predkosé v). (Por. tez przyklad 7 na str.41—43 tom I1). W elek-
trotechnice spotykamy réwnpanie rézniczkowe pierwszego rzqdu:

L%—{—.—Ri—- V,sin at = 0

(zob. § 298, przyklad 2) gdzie czas ¢ jest zmienns niezaleing, a nate
senie pradu i zmienng zaleing.

We wszystkich tych przykladach chodzi o zpalezienie funkeyj,
spelniajacych dave réwnanie rézniczkowe.

Zajmowalidmy sig takie zagadnieniem odwrotnym, a miaoowicie,
majac podang jakaé jednoparametrowsg gromade funkeyj jednej zmiennej,
tworzyliémy réwnanie réiniczkowe pierwszego rzgdu tych wsaystkich
funkeyj (por. tom L § 177). Zastosowalismy te rozwazania do znalezienia
réwnania rézniczkowego frajektoryj danej gromady linij. To zagadnienie
adwrotne jest doéé latwe, rozwiszanie jego bowiem wymaga tylko réz-
niczkowania i eliminacji. Natomiast znalezienie rozwigzah danego réw-
nania réiniczkowego jest w ogdluodei zagadnieniem trudnym i skom-
plikowanym.

Réwnania rézniczkowe ogdlnej postaci:

47 F(x, v, 9, y4')= 0-]

‘w ktérych najwyzszy rzad pochodnej wynosi 2, nazywamy réwnaniami
rdéniczkowymi zwyczajnymi drugiego rzedu. Réwnania te sy szczegdl-
nie wazne w fizyce i technice.

Przyklady takich réwnah spotykaliémy w tomie I (str. 298, przy-
kiad 5: y"” 4 c2y=0, (1l —a%)y”’" — zy =0; str. 30D, przyklad 3:
(1 — 2y — xy' + a% = 0; str. 529: (1 4 y'2p? —16y"2=0).

Majae podans dwuparametrows gromade funkeyj:

f(l?, Y ¢, (‘3) =0

tworzyliémy réwnanie réiniczkowe drugiego rzedu, ktére spelniaja wszy-
stkie te funkeje '(por. tom I, str. 529).

Réwnanie postaci:

(48) Fo gy, 9. ) =0

zawierajgce n-tg pochodng szukanej funkeji jednej zmiennej z, nazywamy
réwnaniem rdééniczkowym zwyczajnym n-tego rz¢du. RéSwnanie takie mozna
otrzymaé z n-parametrowej gromady funkeyj:

f(x, u ¢, cg,.0.0)=0
przez u-krotne rézniczkowanie i eliminacjg stalych.



. (1)

Nalezy dokladnie odrézniaé r2qd réwnania ‘rézniczkowego od jego
stopria, 1 tak, jezeli funkeja F we wzorze (48) jest funkejy catkowita
wymierng czyli wielomianem stopnia  zmiennyeh y, ¥', y”,... ¥, to réw-
nanio (48) pazywamy réwnaniem réiniczkowym n-tego re¢du a stopnia r.
Nie zawsze wige moina méwi¢ o stopniu réwnania rézniczkowego; tak
np. réwnanie régniczkowe 1-go rzgdu: y == 2y’ 4~ logy’ nie ma zadnego
stopnia.

Ogélne réwnanie rézniczkowe n-tego rzedu a stopnia 1-go ma postaé:

4g) |Pe@¥" L 12 ()50 4 Py@)y” Py @)y +
+ Po@)y+g(@=0

Wspélezynniki g (@), Po(@), Pyix), .P,(w) sa tu zupelnie dowolnymi
funlcjami zmiennej @. Takie réwnanie 1-go stopnia a n-tego rzedu nazy-
wamy réwpaniem rézniczkowym zwyezajoym linfowym n-tego rzedu.
Réwnania liniowe wystepuja rzezegdlnie cZgsto w zastowaniach.

W algebrze bada sig¢ préez jednego réwnania, posiadajgcego jako
pierwiastki jakies liczby, takie ukéady dwdch réwnan, posiadajgeych jako
rozwigzania jakies pary liczb. Podobnie w teorii réwnaf réiniczkowych
bada sig uklady réwnan rézniczkowych, posiadajaeych jako rozwigzanie
pary funkeyj. Tak np. dwa réwnania:

(©0) AN
9'(37 ¥ 2 Y, 2)y=0

tworzg uklad dwéch réwnan rézniezkowych zwyeszajnych pierwszego
rzgdu, Chodzi o znalegmnie wszystkich par funkeyj: y = @), 2= ¢(@)
jednej zmiennej x, spelniajacyeh te obydwa réwuania (50).

Zasadnicze réwnania ruchu w mechanice tworza nastepujgey uklad
3 vdwnan rézniczkowyeh zwyczajnych drugiego rzedu:

dip de dy dz

nga=F(uay 2G4 )

d%y do dy dz

(d1) ’":{té“‘g(’ R AT TR dt)
dz__ dw dy dz

maE T R(t AT alt}

BSzukanymi fuskejami sg ta skiadowe a:(t),- y(t), 2(t) drogi; ich pierw-
sze pochodne sy skladowymi predkodei, a drugie pochodne kiadowymi
preyépieszenia. Funkeje P, Q, B sg skladowymi sily.

T#
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Kaide réwnanie rézniczkowe wyzszego rzgdu mozva zastapié ukia-
dem réwnan rézniczkowyeh 1-go rzgdu. Tek np. réwnanie drugiego rzedu:
f, 4 9y, y)=0
mozba zastapié nastgpujacym ukladem réwnan - réiniczkowych pierw-

szego rzedu:

Yy (x) =p(@)
f(@, y{=), px), pP'@) =0

Odwrotnie, kazdy uklad réwnan réiniczkowyeh pierwszego rzedu mozoa
zastypi¢ jednym réwnaniem rézniczkowym odpowiednio wysokiego rzedu.
Tak np. uklad dwéch réwnah. podanych wzorami (50), gastapimy jedaym
réwnaniem drugiego rzedi. W tym oelu rézniczkujemy obydwa te réw-
nania wedlug x i otrzymujemy:

f;+f;'y,+ﬂ'z’+/;:-y"-!—fz,.z":
9t 9y +9.2+g -y +g.2"=0

Z czterech réwnan (50) i (50 a) eliminujemy 2, 2’ i 2 i otrzymujemy
jedno réwnanie:

(GO a)

F(z, g, 9, y)=0
Podobnie mozna postepowaé z réwnaniami rézniczkowymi dowolnie wy-
sokiego rzedu i.z ukladami réwnan rézniczkowych, zlozonymi z dowol
nie wielu réwnan. Moina sig wige ograniczyé albo do badania réwnaxi
rézniczkowych wyiszego rzedu albo do badania ukfadéw réwnan réznicz-
kowych pierwszego rzgdu.

We wszystkich réwnaniach, ktéresmy dotychezas rozpatryweli, wy-
stgpowala précz zmiennych zaleinych i ieh pochednych tylko jedna
gmienna niezaletna. Takie réwnania rézniczkowe nazywamy zwyczalnysmi.
Réwnania rézniczkowe, w ktérych wystepija ceastkowe pochodne funkeyj
-dwéch lub wigeej zmiennych niezaleznych, nazywamy réwnaniami réz-
niczkowymi czastkowymi. Jezeli w réwnaniu wystepuja tylko pochodne
czgstkowe pierwszego rzedu, précz ewentualnie zmiennej zaleznej i zmien-
nych niezaleznych, to réwnanie takie nazywamy réwnaniem rézniczko-
wym czgstkowym pierwszego rzedu. Ogdlng postacig takiego réwnania
przy jednej zmiennej zaleZnej a dwéch niezaleznych jest:

z 9z

Réwnanie rézniczkowe czgstkowe drugiego r2¢du o jednej zmiennej za-
leznej a dwdch zmiennyeh oiezaleinyeh ma ogdlng postad:

z 9z 3?2 %2 EJBZ)

3 4 (” PO oy T mdy o
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Bada sig takze ulledy réwnai cagsthowyceh, zawierajageych dwie lub wig-
cej zmiennych zaleinych,

Do réwnah réiniozkowych zwyezajnych dochodziliSmy, eliminujge
stale dowolne z réwnan, przedstawiajyeych gromady linij. Podobnie moina
dojsé do réwnah rézniczkowych eczgstkowyeh, eliminujac stale dowolne
z réwnan, przedstawiajgeych gromady powierzehuvi. I tak np. majac po-
dane réwnanie:

(a) ) z=[(7, 4, ¢, ¢p)
dwuparametrowej gromady powierzchni, tworzymy czastkowe pochodne:

oz

(b) P=5:= (@, y, eq, ¢g)
d
{c) ‘I='9—Z=fy(x» Yy €15 Cp)

Jezell wyeliminujemy stale ¢, i ¢, z tych 3 réwnan, to otrzymamy jedno
réwnanie, zachodzace pomiedzy z, y. 2, p, ¢, to znaczy réwnanie postaci:

Jz 92) 0

F(x,y.z.a—‘-r, @

Doszlidmy wige w ten sposéb do réwnania rézniczkowego czastkowego
pierwszego rzedu, ktére spelniaja wszystkie powierzchunie, naleigce do
danej gromady (a).

Zobaczymy, ze do réwnania réiniczkowego czystkowego mozna
dojéé takze zupelnie inng drogs, a mianowicie eliminujae dowolng funkeje
z réwnania, zawierajscego taka funkeje.

Tak wp. z réwnania:

el e el

cheemy wyeliminowaé dowolng funkeje /, o ktérej zakladamy jedynie,
ze posiada pochedny. W tym celu tworzymy czastkowe pochodne:

el o (- B)=rft) - =g

S=orlf) sl

Wstawiajge f' (?{) obliczone z drugiegu réwnania w pierwsze réwnanie,
X

otrzymujemy:
dz

Jx

e
dy x

2
Tz
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a stgd:
d: dez
t=w, +y 5y
To réwnanie rézniczkowe czgstkowe nie zawiera dowolnej funkaji £, Jest
to réwnanie rézniczkowe wszystkich powierzchni, ktdrych réwnanie ma

postaé zawf(%) (Sa to powierzchnie stozkowe. majace wierzcholek

w poczatku ukladu wspdlrzednych). Niechaj czytelnik utworzy w podobny
sposéb réwnanie rézniczkowe (czgstkowe) wszystkich powierzchni obro-
towych, powstajgeych przez obrét dowolnej linii okolo osi 2. Majg one
réwnanie:
2=f@"+y*
gdzie f oznacza dowolng funkeje. (Wynik: y %z _ 2 o2
: ) ow dy
Podobunie przez eliminacje dwdch funkeyj dowolnych mozna otrzy-
maé réwnapie réiniczkowe czastkowe drugiego rzgdu. WeZmy np. pod

uwagg réwnapie:

=0).

== f{w-+t ay) 4 g (@ — ay)

gdzis f, g sg dowolnymi funkejami, posiadajgeymi drugie poehoduoe. Przez
rézniczkowanie otraymujemy-

Ju o,
55)-—-f + g

%””'a —ga
32“ 14 ‘v
2
g?l% =" a? = g/ (= a) a=at([" +g")
e etad:
o%u 9%
—_— ==
oy? dw?

Dla rzeczywistych @ jest to rownanie struny drgajacej (v oznacza wy-
chylenie, y czas, a @ odeigty dowolnego punktu struny). Dla urojonego
a, & mianowicie dla a.==i, otrzymamy a?== — 1 i réwoanie rézniczkowe
zamienia si¢ na:
Ru | Pu 0
Tt oy
Jest to réwnanie pofenciatu na plaszezyZnie, czyli réwnanie Lapla-
ce’a (por. tom TI § 257). Wiemy, ze kazdg fuukeje f(z) zmiennej zespo-
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lovej mozua przedstawid w postaci f(z)== Pz, y)-iQ(z, y), gdie
P, ), Q(z,y) sa rzecaywistymi funkejami dwéeh zmiennych rzeczy-
wistyeh, Otéz okazano, 7e gdy funkeja f(2) jest amalityczna (por. § 291,
str. 69), to zaréwoo funkeja u= P(z,y) jak i u= Q(», y) spelniajg
réwnanie rézniczkowe czastkowe Laplace’a.
Niechaj czytelnik stwierdzi to np. dla funkeji:

€ = €Y == ¢* (cos y -} i 8in y) = ¢* con y -} ie*sin 7.

W podrgezniku tym ograniczamy sig do rownah réZniczkowych zwyczajnych.

W ogdlnych podreeznikach analizy znajdujy sie zazwyczaj rozdzialy, poswie-
cone réwnaniom rézniczkowym. Ponadto istnieje nadzwyczai obfita specjalna literatura
tego przedmiotn. Wymienimy tu tylko niektdre z tych podreeznikdw, a mianowicio te,
ktére moga byé przydatne technikom i przyrodnikom.

8. Kepinaski, Podrecanik réwnan réiniczkowych (Lwéw, 1907, 2 tomy).

A. Zygmund, Rdwnania réiniczkowe (Warszawa, 1929, czedd 1)

Forsyth-Maser, Lehsbuch der Differentialgleichungen (Braunschwoeig, 1889).

L. Bieberbach, Differeniialgleichungen (Berlin, 1923).

‘W. Hort, Die Differentialgleichungen des Ingenieurs (Berlin, 1925).

L. Hopf, Binfihrung in die Differentialgleichungen der Physik. (Lipsk, 1938,
Sammlung Goschen).

Riemann-Weber (Frank-Mises) cytowdny na str. 95,

§ 295. Geometryczne badanie rozwiazan réwnania rézniczkowego.
Elementy iiniowe. Izokliny

Zapim przystapimy do rozwigzywania réwnan réiniczkowych drogs
arytmetyezng, postaramy si¢ przy pomocy rozwaizad geometryczoych
zorientowaé sig w tym zagadnieniu. Uzyskamny w ten sposéb zarazem
podstawg do graficznego rozwigzywania takich réwnan. Ograniczymy sig
do réwnan rézniczkowych zwyczajnyeh picrwszego rzedu postaci:

54) y =/r(=y)

tj. do postaci, otrzymanej przez rozwiklanie wedlug zmienne] 3’ ogél-
nega réwnania rézniczkowego pierwszego rzedu:

F(xw ¥y = 0
Kaide rozwigzanie réwoania rdzniczkowego nazwalidSmy jego calkq,
a kazda linig, ktérej réwnaniemn jest calka réwnania, nazywamy linig
catkowq tego réwnania.

Otéz chcemy sig zorientowalé w przebiegu tych linij calkowych.
Obierzmy na plaszczyzoie (XY) dowolny punkt Py o wspélrzednych (g, ¥,
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dls ktérych funkeja f(®, y) jest okreslona (6g. 11) i sankajmy linii cal-
kowej, przechodzacej przez ten punkt.

Podstawiajac te wartodei w réwnanie (h4), otrzymamy nalezacs do
nich wartoéé pochodnej y, szukanej funkeji, czyli spadek szukanej linii
calkowej, przechodzacej przez ten puokt, a mianowicie:

Yo = [ (%4, ?/o) =tga,

Wykredlmy przez ten punkt niewielki odcinek Pod linii prostej, ‘nachy-
lonej do osi z-6w pod katem @, Prosta ta jest styczng do szukanej lini:
calkowej w tym punkeie. Niechaj (x,, y,) oznaczajy wspdlrzgdne punktn 4.
(X, Podstawmy te wartodci znown

: w réwnanie (H4); otrzymany
spadek y; w punkcie A4 linii
calkowej, przechodzacej przez
A, a mianowicie:

/
n="rz,y)=18e
v, Wykreslmy niewielki odcinek
r””" AB pod tym katem, a nastgpuie
podstawmy wspdlrzedne (x;, ¥,)
| punktu B znowu w réwnanie
rézniczkowe, to otrzymamy spa-
dek styeznej w punkcie B. Po-
stgpujac W ten sposéb dalsj,
X, X otrzymlf.]emy.hmq lan.lanq.. Za-
geszezajac wierzcholki tej linii
Fig. 11. tamanej aproksymujemy coraz
bardziej linig catkows, prze-
chodzgeq przez punkt Py(@y, yo). Niechaj y = @ (a, y,) oznacza réwnanie
tej linii catkowej. Obierzmy inny punkt poczgtkowy, nalezgcy do tej samej
odeigtej xy, np. punkt @y (@,, 7,). Postgpujac tak, jak poprzednio, otrzy-
mamy inng linig lamans, aproksymujgcg inpe rozwigzanie tego samego
réwnania rdzniczkowego. To samo rozumowanie odnosi sig do kazdego
punktu prostej M P,. Otrzymamy zatem w ten sposéb linie, aproksymu-
jace nieskonczong gromade linij calkowych o tej wlasnosel, ze przez kazdy
punkt plaszeczyzoy, w ktérym jest okreslona funkeja f(z, y), przechodzi
jedna linia calkowa,

Uwaga. Na tej konstrukeji polegaja rozmaite graficzne metody ;ozwigzywauia
réwnan rdZniczkowych (zob. np. C. Runge, Graphische Methoden, Lipsk, 1915 v.
str, 116—142).

Bardzo jasny przeglad wszystkich linij catkowych mozna uzyskaé
takze w inny sposéb. I tak réwnanie rézoiczkowe postaci (b4) przypo-
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rzgdkowujo kazdemu punktowi plaszezyzny (XY), dla ktérego jest okre-
$lona funkeja f(z,y), jakié spadek y’, a wige jakié kierunek posuwania
sig od tego pupktu. Kierunek ten jest okreslony katem, obliczonym
z warunku: y’ =tga = f(@,y). Uklad tych trzech liczb (x, y, y’) nazy-
wamy elementem liniowym. Réwnanie rézniczkowe (54) okreéla wige pewien
zbiér elementéw liniowyeh. Zbiér ten mozna sobie uzmyslowié geome-
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Fig. 12.

trycznie w nastgpujgey sposéb: Wykreslamy przez rozmaite punkty
plaszezyzny niewielkie odeinki o kiérunku, wyznaczonym z warunku
tga=/[f(®,y). W ten sposéb otrzymujemy np. dla réwnania rézniczkowego:
S

(b) y=-7
zbiér odcinkéw, przedstawiony na fig. 12. Kazdy odcinek, wraz z zazna-
czonym na nim punktem, reprezentuje element liniowy, naleigey do tego
punktu. Z figury tej mozna do$é latwo odgadngé, Ze linie calkowe rdw-
nania (b) tworzg gromadg ké! wspélérodkowyeh o srodku w poczatkn
ukladu, kola te sy bowiem w kaidym punkeie styczne do odcinkéw,
przedstawiajgeyeh elementy liniowe,. nalezace do tych punktéw. Uzywa-
jae terminu ,element liniowy“, mozemy powiedzied, Ze linig calkowsy
réwnania rézniczkowego (h4) jest kazda linia, ktérej wszystkie elementy
liniowe spelujajg to réwnanie.
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Na figurze 12 s3 uwidocznione tylko niektére elementy liniowe.
‘Wybér ich jest zupelnie dowolny, mozna je jednak zestawié w pewne
dogodne do konstrukeji grupy. I tak poszukajmy tych punktéw, ktsrym
dane réwnanie rézniczkowe (54) przyporzqgdkowuje ten sam spadek, np.
Yy =k. Punkty te spelniaja warunek:

(c) k=f(@y)

lezq zatem na linii o tym réwnauiu, Tak np. dla réwnania rézniczkowego (b)
wszystkie punkty, majace ten sam spadek % leig na linii o réwoaniu:

» . 1
. k_-—gj czyli y=—-Ew )

a zatem na linii prostej, przechodzacej przez poczatek ukladu.

Fig. 18.

Réwnanie (c) okresla przy zmiennym % gromade linij, zwanych izokli-
nami réwnania rézniczkowego (54). We wszystkich punktach jednej linii,
nalezacej do tej gromady, linie catkowe maja to samo nachylenie do
osi ¢-6w: elementy liniowe, nalezace do wszystkich punktéw jednej izo-.
kliny, sa zatem do siebie réwnolegle. Uwaga ta ulatwia zwykle kon-
strukeje zbioru elementéw liniowych, a mianowicie wtedy, gdy izokliny
s tatwymi do konstrukeji liniami. Tak np. dla réwnania réiriczkowego (b)
izokliny tworzg pegk prostych (fig. 13). Odcinki, reprezentujace elementy
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liniowe tego réwnania rézniozkowego, sy prostopadle do tych prostych
(albowiem spadek - ! kazdej z tych prostych jest odwrotnoseia ze zna-
kiem przeciwnym spadku k ‘odpowiedniego elerentu liniowego).

Dla réwoania rézniczkowego:

y =a*+y?
przedstawiajg sig izokliny jako pek k& wspélérodkowych o réwnaniu:

@? + Yt =

Niechaj czytelnik narysuje przy pomocy tych izoklin dosé gesty zbiér
odeinkéw, reprezentujacych elementy liniows tego réwoania

Te geometryczne rozwazania nasuwajg przypuszczenie, ze jakad jedho-
parametrowa gromada funkeyj:

g(@y,c)=0
jest rozwigzaniem réwnania rézniczkowego pierwszego rzedu:

y'=Ff(@y)

W geometrycznej interpretacji jest to jednoparametrowa gromada linij
i to taka, ie przez kaidy punkt plaszczyzny, w ktérym jest okreslona
funkcja f(x,y), przechodzi jedna linia tej gromady. Tg¢ gromadg funkeyj
nazwiemy ogdlng catke réwnpania réiniczkowego, a kazdy poszezegblng
funkeje z tej gromady, oftrzymang przez obranie jakiejs szczegélowej
wartodci dla stalej c,.nazywamy catkq szczegblowq.

Okazuje sig jednak, zZe opréez calki ogélnej i calek szezegblowych
mogs istnieé jeszeze inne rozwiszania réwnania rézniczkowego, nie dajace
sig otrzymaé przez specjalizacj stalej w calece ogélnej. Calka taka wy-
stopuje naprayklad, gdy gromada linij calkowych posiada obwiedniq, ktéra
sig nie pokrywa z zadng linig tej gromady. Obwiednia tej gromady jest
calks réwnania, albowiem wszystkie jej elementy liniowe spelniajs dane
réwnanie rézniczkowe. Istotnie, kazdy punkt obwiedniej nalezy do jakiejs
linii calkowej i ma stycana wspélog z tg linig calkows. Calki takie wy-
stgpuja przy réwnaniach rézniczkowych, podanych w formie uwiklanej:

Flw,y.y)=0
Tak np. catkyg ogdlng réwnanida véZniczkowego:
¥y —4y=20
Jest, jak tatwo aprawdzié, gromuda {unkeyj:
y= @+ )?®
Istotnie y' =2(x -t o), 2= +(xfc) =4y
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Liniami calkowymi sg zatem parabole, przedstawione na fig, 4.
Obwisdnia tej gromady parabol zngjdujemy, eliminujge ¢ z réwnania

(I y—lz+c)F=0
i z réwnania:
(5 — 2@+ =0

otrzymanego preez ruzniczkowanie rownania (1) wedlug parametru e.
Wstawiajac &£+ ¢ z rownania (1) w rownanie (I), otrzymujemy jako réwnanie
obwiedniej"
y=90
to znaczy, 26 obwiednia jest 08 x-ow. Otz ta obwiednia spelnia dane réwnanie réz-
niczkowe (bo ¥ =0 i y=0, a wige y'? — &y =10) a zatem jest jego catksg. Nie miesci

A
\v

0 ' X

Fig. 14

si¢ za$ ona w gromadzie parabol, nie da si¢ bowiem otrzymad z réownania (1) przez
specjalizacje stalej.

Procz obwiednich gromady linij calkowych mogy wystepowad takZe inne calki,
nie zawierajgce sic w jednoparametrowej gromadzie linij calkowych. Tak np. latwo
stwierdzié, Zze calkg ogdlng rdwnania rézniczkowego:

y:*— =0
jest gromada funkeyj:
4
Y= @ tep
. n a . 4 4
[stotnie y' = — 8 (x4 ¢)2, a wiec y'2=04{x -+ c) b= ((;W) =y’
Oprocz toj catki ogdlnej takze funkeja
y=10

epeinia dane rownanie réZniczkowe, albhowiom ' =0 a (2 — 05=0. Obrazem tej funkeji
jest o8 @-6w, ktdéra nie jest bynajmnicj cbwiednia znalezionej growady linij calko:
wych (joest ona natomiast, jak fatwo stwierdzié, wepdlng asymptota wszystkich linij tej
gromady). Tej calki ¥ =0 nie mczna otrzymad z calki ogdlne] przez odpowiednie
obranio stalej ¢, nie micéei sig ona zatem w caice ogdlnej
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Roz"«'aza'\'a geometryczne i przyklady, oméwione = tym paragrafie

pons tozwizzaniem réwnania réiniczkowego pierwazego rzgdu
MO8 bv isdnopazamotrowa gromada funkeyi. zwana calkq ogdlng, a po-
nadto , Dle mieszezgce sig W tej

gromeadzie. Kie dowicdliémy jednak jeszeze, czy kazde réwnanie rézoiez-
kowe posisda rozwigzania i nie podaliSmy meatod, sluigeych do Seislego
wyznsezanis tyeb rozwigzan, w razie gdy one istniejg. Kwestiami tymi
zajmiemy sig w dalszych paragrafach ogéluie. Najpierw jednak oméwimy
kilka takich prostych typéw réwnan réiniezkowych pierwszego rzedu,
ktéryeh rozwiszanie potrafimy sprowadzié do szukania funkeyj pierwot:
nyeh ezyli calek nieoznaczonych lub oznaczonych. Poniewaz zaé oblicza-
nie calki nazywamy takie  kwadraturg® wskutek jej zwiazku 2 oblicza-
niem pol, przeto mozemy powiedzieé, ie chodzi pam -obecnie o takie
réwnania rézniczkowe, ktére sig dadzy roewigzaé za pomoca kwadratur.

Zajmiemy si¢ najpierw badaniem takich réwpah rézniczkowych
zwyczajnych pierwszego rz¢du, w ktérych pochodna 3 wystepuje w formie
wyrainej, tj. réwnan postaci:

]
{54) y = f(w,y)

Pétniej oméwimy takze réwnania ogblniejszej postaci:

Fle,y,y)=0
w ktéryeh pochodna ¥ wystepuje w formie uwiklanej.
Réwnanie y' = f(®, y) cayli %‘% = f(® y) dogodnie jest niekiedy

pigaé w postaci:
dy — fl@. y) dw =0

Dla wigkszej symetrii pisze sig czgsto to réwnanie (ewentualnie po-uwol-
nieniu od wlamkéw) w postact:

(5) M@ y)dz + N@, y)dy =0

Réwnanie to jest réwnowazne z réwnaniem rdéiniczkowym:

dy Mz y
dv—  N(z,y)

Jezeli pomieniamy z sobg role zmiennej zaleznej 1 niezaleznej, to meiemy
uwezaé réwnanie (55) za réwnowazne z réwnaniem réiniczkowym:

do__ Niw.y)
dy M (2, y)

przy czym chodzi o zoalezienic funkeyj @ = p(y), spelniajseyeh to réwnanie.
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§ 296. Réwnania rézniczkowe zwyezajne pierwszego rzedu o zmien-
nych oddzielonyeh

a) Wspomnielismy juz, z¢ réwnanie rézoiczkowe:

(46 y' = fw)

rozwigzuje si@ przez jedny kwadraturg, a mianowicie:

y=[f)in+0=rF@+¢

Rozwigzaniem tego réwnania rdiniczkowego jest wige jednoparametrowa
gromada linij. z ktérych kaidg mozna otrzymad- z jednej z nich przez
przesuniecie réwnolegle wzdluz osi y-éw.

b) W podobnie prosty sposéb przedstawia sig rozwigzanie réwnania
rézniczkowego:

(56) ‘ y=Ffly)

.4, d; 1 .
czyli: d—z—=f(y). Stad Ea?;:?('_.l/) a wige:

Y o
o f(y)-l—C—-Z"(y)-}—C

Otrzymalismy gromade linij calkowych, z ktérych kazds mozna otrzymaé
z jednej z nich przez przesunigcie réwnolegle wzdluz osi @-éw.
c) Wezmy pod uwagg ogélniejsze réwnarie rézniczkowe postaci:

(67) f@)dw—+-gly)dy="0

zwane yfmaniem réiniczkowym o zmiennych oddzielonych. Jest ono rdw-
nowazne z réwnaniem:

(@ __90)
y oy f@)

Gdy gly) = — 1, to otrzymujemy réwnanie typa (46), jezeli zas
f(@) =1, to otrzymujemy réwnanie typu (56). Aby to réwnanie rozwig-
zaé, wprowadZmy nowsg zmienng 2z za pomocg réwnapia:

Wobee tego:
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i réwnanic (B7) przechodzi na:

. f@)des 4 d2 =0

ezyli: ggz — f(x) astagd 2= -—-‘/f(a:)dzv—[—C, ezyli:

[1@ds+ [gway=c

Widzimy stad, Ze réwnanie rézniczkowe o zmiennych oddzielonych,
dane w postaci (57), rozwigzuje sig, catkujac oscbno kazdy jego dodajnik
wedlug tej zmiennej, ktéra w nim figuruje. Przez calkowanie otrzymamy
jednoparametrows gromade funkeyj:

Fo)+ Gy)=C
podanych w formie uwiklane;j.
Bardzo czesto mamy do czynienia z takimi réwnaniami, ktére nie
majs wprawdzie postaci, uwidocznionej we wzorze (57), lecz dadza sig

sprowadzié¢ do tej postaci przea pewne proste przeksztalcenie. Tak np.
réwnauie.

(58) f@) g.(p)dz—+9(y) f1{x)dy =0

sprowadzamy do réwnania o zmiennych oddzielonych, mnozse ohie strany
przez czynnik:

W, ) = e
U= @) 9 9)

Otrzymujemy w.ten sposch:

/(@) g(y)
H1(w) +91 ™
a wige zmienne sy oddzielone.
Przyllady.

Przykladami rozwiazywania réwnania rézniczkowego postacl (46) sg wezystkie
catki nieoznaczono, omdwione w tomie 11 w rozdziale XVII. W przykladzie 4 na str. 9-
tomu Il wyjasniono, jak si¢ wybiera Zgdang calke szczegdlowy z gromady funkeyj,
tworzgeych catke ogdlng. ’
Przykladami rozwinzywanig réwnad réZniczkowyeh postael (58) s zagadnienia,
rozwigzane w tomie II, w przykladzie 5 na str. 19—21 i w przykladzie T na str. 41—43.
Takze réwnania réiniczkowe, oméwione w § 87—90, w tomie 1, nalezg da tego typu.
1) Tak np. réwnanie rézniczkowe:

y=19 :
& . P . o s . . -~
czyli: (%: =y najprofciej jest rozwigzaé przez oddzielenie zmiennych, a mianowicie:
dy

R dw
¥
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a stad y
[ =fdw
J oy
loglylj=o+¢
fs‘i = e = .
Ozuaczmy staly dodatnig e liters C,, to:
lyl=C ¢
y=_C¢

a stad:

przy czym tersz juz C oznacza dowolng stals, dodatniz lub niedodatnis.
2) W podobny sposéb rozwigzujemy réwnanie réZniczkowe:

y=20(g—y

charakteryzujgce wzrastanie wedlug prawa Mitscherlicha (por. tom I, str. 284
i nast.). Otrzymujemy:

dy

Y =du

b(g—y)
a stgd:

1
. —jloglg —yl=wa+c

Zater :

y=g— Ce*

Wybierzmy z tej gromady linij calkowych te, ktéra przechodzi przez poczgtek ukladu.
Zadamy wige, aby dla @ =0 bylo y = 0.
Z tego warunku otrzymujemy : .

0=g-—-C.1
a wige g = ( Zadang calks jest zatem funkcja:
y=g(l — e
8) W réwnaniu réiniczkowym
2y —l)de +2dy =0

2mienne nie sg oddzielone. Zaléimy najpierw, 2e @ + 0 i 2y — 1 3 0. Przez podziele-
nie obu stron réwnania przez (2y — 1)@ otrzymujemy réwnanie:

o zmienngych oddzielonych. Stad:
log|a] + §log|2y — 1| =
czyli:
loglz|V2y — 1 =¢

jz|V2y —1=¢
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satow: 238y~ 1|« C, pray caym C> 0 lub #°(2y —1)=C, przy ozym C moie mied
wartob¢ dowolng. Dla C=0 otrzymujemy wylgezone poprzednis rozwigzania réwnania,
® wianowicie 2+ 0i 8y ~1=0.

4) W termodynamice dowodzi sig. Ze pomijo'y objetodcin a preinodeis gazdw
doskonalych, poddawanych 2zmisnom adiabatyczaym (tj. takim zmianom, pray ktéryeh
nie nastgpuje wymiana ciepla zawartego w gezie 3 otoczeniem), zachodzi nastgpujgey
2wipzek:

vap - kpdv=10

gdzie & oznacza liczbe stalg, wynoszyeg okolo 1'41 (jest to stosunek ciepla wlaseiwego
¢p przy stalym ciénieniu do é&lepla wlaseiwego ¢, przy stalej objetosci). Réwnanie to
wa postaé réwnenia (b“?). Zmienne nie sg tu wprawdzie oddzielone, ale moiemy je
«oddzielié, dzielge obie strony przez pv. Docbodzimy w ten sposéb do réwnania:

dp dv

“@_. %
v

Stgd sad (uwsiajgs p i » ea wiolkobci dodatnie) otrzymujemy:

logp4klogv=¢
esyli

Jest to réwnanie gromady linij adiabatycznyeh dla gazdéw doskenalyeh.
b) Znslezé ortogonalne trajektorie (por. tom ', § 178) takiej gromady elips

b2 g2 - a2 y? = a? bl
dla ktérych stosunek vsi ma stalg wartodé k, a wige a:d=k.
Réwnanie tej gromady ma postaé:
a?+ k2y? —at =0

Stgd otrzymujemy nastgpujgce rownanie rozniczkowe tej gromady (tworzge pochodng
funkeji uwiklanej):

. 22 x
¥y =—3 gkt T gk
Réwnanie ortogonalnych trajektoryj tej gromady elips ma zatem postad:
_ yk?
¥y =7

cayli:
xdy — Eyde =10
©ddzielamy zmienne i otrzymujemy:
dy kdx
Y x

Qgraniczmy si¢ najpierw do dodatnich w1 »
Po scalkowanin otrzymamy .

=90

logy -~ k*loga = ¢
Rechunek rézniczkowy ) calkowy, T 1L 8
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ceyli’
log (y:2¥) wm ¢

Ostatule réwnanie mogemy napisaé w postaci:
y = Cz®

pray czym C == ¢ jest dowolna stalg dodatniz.
Otrzymalidmy wige gromade linij parabdlicenych, przechodzseyeh przez pocsg-
tek unkladu. Podobny wynik uzyskuje sie¢ w innych éwiartkach, np. dla 2 >0, y<0
6) W rdéwnaniu rézniczkowym:

Yy =04y

amienne nie sg oddzielone. MoZemy je jednak przeksztalelé na rdwuanie e smien-
nych oddzielonych; wprowadzajge za ¥ nows zmienng ralezns:

V==Y
Wtedy y==9 —x, ¥ =v' —1, a zatem dane rdwnanie przechodsi ns
?—1e==v czyli ¥ =1-}0»
Tua jui dadzg sie zmienne oddzieli¢, a mianowicie:
v
14»
(zakladajge, #o 140+ 0 czyli 14wy =+ 0). Stgd: log|l1o|mmte esylf

logittaxtyl=c+e
Zatem:

= da

|1+x+y|=e"-e‘=0d’

przy czym C>0 lub 1 + &+ y = Ce* pray dowolnym C.
A wige:
y=C&—1—x
W tym rozwigzanin ogdlnym mieéci sie takle wylgczone poprzednio rozwigzanie
14 24y =0, a mianowicie otrzymujemy jo dla C =0,
7) W podobny sposéb moZna rozwigzaé ogdlniejsze réwnania:

y=Fflz+y) i y=/[(ax-+by)

/§ 297. Réwnania roiniczkowe jednorodne

Przy pomocy podobnego podstawienia jak w ostatnim przykladzie
mozoa scalkowaé réwnania postaci:

(2

zwane réwnaniami rézniczkowymi jednorodnymii.
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Lhpege. Jedeli w rdwnaniu rédniczkowym pierwsazego ragdu, napisanym w posiaci®
Mix,y)dx -+ Nxe,y)dy =0

funkeje M (x, y) i N (x, y) s3 funkcjemi jednorodnymi tego samego stopnia (por. tom I,
str. 333) np. n-togo stopnia, to rdwnanie to mozna sprowadzié do postaci (59). daie-
lac obie strony przez x”. Z jednorodnoéci bowiem wynika, Ze M (tw, ty) = i" M (x, y).

. 1 .
Biorge zad 1= 5 otrzymujemy:

{2~ i

a wige:
Mz, y) ="M (l,g) == 2" @ (g)
Podobuie:
N, ) == v (Y]
o gatem:

WhprowadZmy zamiast y nowa zmienng niezaletog 828 pomoeg pod-
stawienia:

= =9

8w

Stad: y =2, y’ =24 ¢’ x, 8 wige dane rdwnpauie rézniczkowe prae-
chodzi na réwnanie:

o+ % x == f{v)
ezyli:

dv __ fiw)— o

dx~— =
To réwnanie nalezy juz do typu (57), to znaczy jest réwnaniem o zmiex-
uyeh oddzielonych. Cheac przeniedé wszytkie wyrazenia, zawierajgce

tylko v, na jedng strong, a zawierajgce tylko x. na drugs, trzeba wyko-
na¢ dzielenie przez f(v) — v. Trzeba zatem 2alozyé, 2e f(v) — v 0

i osobno zbadaé te rozwigzauia, dla ktéryeh f(v) — v = 0 czyhi z =f (:‘%)

Jezeh liczby @,, @,,...spelniajg réwnanie @ = f(a), to funkeje y = a, 2,
¥ == @a,... 83 rozwigzaniami danego réwnania réznieczkowego. Pozostale
rozwigzania réwnania (59) otrzymamy, zakladajge f(v) — v= 0. Wtedy:
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a stad:
dy
—-—-—-——=l

a zatew:
ay
|x|.ef=e‘fﬂv>—' ezyli  Clz|= F(v)

przy ozym dodatnia staly ¢* oznaczalismy literg C, a funkejg zmiennej v,
znajdujgeg sig po prawej stronie znaku réwnosei, £'(v). Jezeli dopuscimy,
by stala C przybierala dowolne wartoéci, zaréwno dodatnie jak i niedo-
datnie, to ogoloa calka réwnania réiniczkowego (89) przyjmie postad:
Cx = F(g)
x
Przyklad,
Scalkowaé réwnanle:
yide + (2% — zy)dy =0

Jost to réwnanie jednorodne, poniewai M (x,y)=y® i N(x,y) =2 — oy sy funkcjami
jednorodnymi tego samego (drugiego) stopnia.

Kladge y = vz, otrzymujemy :

va?dr + (2 —2%0) (vdr 2 dv) =0

a po uproszczeniu przez a%:

W4+ v—¥)dert (1 —o)rdv=0

‘—i-‘—”=v—1dv=(l —l) do
& v v

Zatem:
loglz| +c=v— log|v|=% — log

y y
! =2~ roglyl + 1o}

£=loglyl + ¢=log|y| -+ log C=1log C|y|

a stgd C|yl=er* przg C> 0 luk:
Cy = ¢

przy dowolnym C.
W bliskim zwigzku z réwoaniami jednorodaymi jest réwnanie réz-
niczkowe:

. ax +by -+ ¢
(69) Y (alx +bhy+a

“

Jezeli a b, jest rdéne od a,.b,to réwnanie to mozra sprowadzié do réw-
nania jednorodnego.
Rozwigzujemy w tym celn aklad réwnan:

{ ax+bg/+c=0

(r) a, &+ by +4+c=0
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i otrzvmujemy x ==k, y =1I Wprowadzamy za zmienng zaleing i nie-
zaleing nowe zmienne za pomoca podstawien:

rx=u-t+k y=v41
Poniewaz:
d_y_dv_dv du __dv dv

dz~ dz du dx” du’ " du
przeto réwnanie réiniczkowe przyjmie postac:

dv a(u+k)+b(v—{—l;—}—i)_ ( au + by - (ak -+ bl -+ ¢) )
du "\oy(u—k)4b(v+0+c ayu—+bo4(a, k4 0,0+ ¢))
Poniewaz % 1 [ ss pierwiastkami réwsan (r), przeto wyrazenia, zawarte

w nawiasach w ostatnim ulamku, sy zerami i otrzymujemy réwnanie
jednorodne:

e (ot
du " \ayu—+bp
Jozeli a+b, =a,-b. lecz b, =0, to wprowadzajac nows zmienng zalezng
za pomocg podstawienia:
oyt byd-ci=2
otrzymujemy réwnanie: .

£=a1+b1f(bi+blc——bcl)

b, 2

To réwnanie nie jest jednorodng, natomiast nalezy do omdwionego jus
typu (66): 2’ = F(2).

Jezeli a+by=@,+b i b, =0, to musi byé takze =10 Iub a, =0,
a réwnanie (60) ma postad:

,=f(_a_w+c)luh ¢=4Edjﬁi%

ax ¢y A

a wigo nalezy do jednego z omdéwionych juz typéw: (46) lub prayklad 7
z § 296.

§ 298. Réwnania rézniczkowe liniowe pierwszego rzedu

Réwnanie rézniczkowe postaci:

(61) ¥ +p@)y=q

nazywamy liniowym zgodnie z ogélng definicjy réwnan rézniczkowych-
liniowyeh (por. § 294, str. 99),
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Rozwigzante takiego rownania uskuteczniamy dwoma krokami. Naj-
pierw rozwigzujemy prostsze rownanie liniowe:

(62) y+p@)y=0

otrzymane z réwuania (61) przez opuszczenie wolnego wyrazu gq(x).
To prostsze réwpanie (62) pazywamy réwnaniem liniowym jedrio-
rodnym, przy czym mamy na myéli jednorodnodd tylko ze wzgledu na
" zmienne y i y', natomiast funkeja p(r), zawierajgeca zmienng x, mose byé
zupelnie dowolng funkcjq. Nie naleiy zatem mieszaé pozonanej w poprzed-
nim paragrafie definicji réwnan rézniczkowych jednorodnych z definicjy
réwnat rézniczkowych liniowych jednorodnych. Zupelne réwaanie liniowe(61)
z wyrazem wolaym réznym od zerh nazywamy réwnaniem liniowym nie-
Jjednorodnym. Réwnapie (62) calkujemy latwo, a mianowicie przez od-
dzielenie zmiennych otrzymujemy.

‘—? = —p(x)dx

Stad: ‘
log|y| = ——/p(w)dx-{—-c

a wigo;

lyl = e*'rpmdx . €&
Oznaczajae dodatnig staly ¢ znakiem C,, otrzymujemy:

2

lyl= ¢ P

a stad:

(63) 'L= Ce e

Tutaj stala C moze przybieraé¢ dowolne wartoéci dodatnie -~ C; i ujemne
— Cy, a takze dla C=0 otrzymujemny jedns calke szczegélows, a miano-
wicie y = 0 (funkcja ta spelnia istotnie réwnanie (62), bo y' == 0).

Otrzymali$my w ten sposéb calke ogélng réwnania liniowego jed-
norodnego Nie spelnia ona réwnania niejednorodnego. Jeseli jednak
stals C zastagpimy odpowiednio dobrans funkejs C(x) zmiennej x, to okate
sig, Zze funkeja:

—fpinde
= C(x) e S

Jest calkg réwnania niejednorodnego. Te¢ metodg rozwigzywania réwnania

hmowego nazywamy metodq zmiennosci stalej. Aby znalezé funkejo C(x),
podstawiamy w réwoanie niejednorodne (61) to y i jego pochodns:

yr —_ O(.Z') e_f”(*)dl . C(x) ‘—fﬂ(‘)d‘ ‘p (2?)



Otrzymuje ny:
)y —Jfotadz — fo(xdx )
J'(x)e —C(x)e cp@)Fpix)-Cl@e
Sead: '
' (x) = ¢(x) e
a4 wige:
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-J’p(xmr

= q(@)

C(x) =fq (x) eﬁ(x)dt dxe + ¢

Wobece tego:

(64) y= s—fp(‘)d‘ ( ¢ f 9() e‘ﬁ’ @ d‘dx)

Jjest calkq ogdlng réwnania rééniczkowego liniowego niejednorodiego.

Oalkg t¢ moina przedstawié w postaci:
y=c @)+ y

2 ktérej ‘widad, ze stala ¢ wystepuje tu w pierwszym stopniu, Na odwrét,
latwo stwierdzié, ze kasda gromads funkeyj tej postaci spelnia réwnanie

résniczkowe jednorodoe.
Przyklady.
1) Rozwigzaé réwnanie:

, x x
y +1——a:’y=.1-—a:’

Ulyjemy gotowego wzoru (6f). Obliczamy najpierw calke:

fp(x)dx—_:f.lfxadw

wystepujgeg. dwukrotnie w tym wzorze. Otrzymujemy:

f p (@) dx==log V—IIT;’

d[p CL 1

yi=2a?

Stgd:

s wigo:

0=m(°+fx—x-zz’ yri:'a,.—ad”)

Po wykounaniu druglego calkowania otrzymamy.

1
1 —a2

= l—z’(c—}—

)
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a8 wieo:

y=1+4c)iTFa®

2) Zwigzek mig¢dzy natgz’euiem 4 pragdu elektrycznego w chwili ¢ a sily elektro-
motoryczng £ w przowodzie o oporze R & o indukeji wlasnej L wyraia sig wzorem:

E

MLtz

R A

Jest to réwnanie rézniczkowe liniowe niejednorodne.

a) Jezeli sila elektromotoryczna przestanie dzialaé, tj. E stanie sig rdwne zeru,
to prad zanika wedlug prawa:

dl R
aTo!

Jest 1o rdwnanie liniowe jednorodne. Calkujemy je albo wedlug wzoru (63), albo bes-
pofrednio przez oddzielenie zmiennych:

él R
7="1%
Sted:
log]:«%t-{-c
8 wige: R
I=Ce L'

Z tej calki ogdlnej wybieramy odpowiednig calke szczegélows, wyznaczajge
stalg C np. z warunku, Zeby w chwili przerwania pradu, tj. dla =0, natezenie pradu
mialo znang wartosé J,. Wobec tego:

[[,=Cd=C
a igdana calka szczegllowa ma warto$é:
I=1I,t'

Wedlug tego prawa zanika prgd od chwili, gdy przestanie dzislaé sila elektromo-
toryczna.

b) Jezeli w chwili =0 wlgczono sil¢ elekiromotoryczng staly, rozng od zera,
to wzrastanie natgZenia pradu nalely wyznaczyé z réwnania rdézniczkowego liniowego
niejednorodnego.

Stosujge wzér (64) ‘otrzymujemy:

~

-Ry E
I= c—|-f—eL dt =2ce L -+-E‘
I=ce_f +E

~ R,
L

L &
P
He ¢

Yoniewaz w chwili £ =0 natgZenie prgdu miato wartos¢ /=0, przeto slala ¢ musi
mieé wartodé, wyznaczong z wzoru:

0=c-e°+% tj. c=—p

-
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Wobeo tegn calka szczegolown, ktora jest rozwigzaniem tego tagadunienis, ma postad:

SIS

To natgzenie dazy bardzo szybko do wartofei -, odpowiadajgcej prawu Obma (pos.

R
tom 1§, str. 28D).
c) Jezeli sila elektromotoryezna zmienia sig np. periodycznle wedlug prawsa:

E = E,sin ot

to rozwigzaniem rdwnenia rézniczkowego jest:

— !

R 1 7, . Re
[=¢ I PFH&/%mMM¢f#}

Po wykonaniu calkowania (per partes!) otrzywmuje sig:

R .
~Ry | Eysin(wt—
{W) =e L + —9'—_—_—‘(———_:—)')

V ke + wtL?

. ol .
przy czym kat y wyznacza si¢ z wzoru: tgy = B 7 warunku, 2e dla ¢t =0 jest
I = 0, otrzymujemy:

Iry sin y
[ ey
T YR w22

Czeéé pierwsza po prawej stronie wzoru (w) dazy szybko z wzrostem czasu do zers,
. Lo 2z .
a czedd druga jest periodyczna, o tym samym periodzie Pl sila elektromotoryczna,

lecz o fazie spéznionej o y.

Réwuanie nieliniowe postaci:

(8b) y Lplx)y=q@)y"

zwane réwnaniem Bernoulliego, moina przeksztaleié na réwnanis
liniowe. Dzielimy w tym celu obie strony przez y" i otrzymujemy:

yy—,,—l—p(-%)y"" = glx)

Wprowadémy za zmienng zaleina y(«) pows zmienng ¢(x) za pomocy
podstawienia: .

(&) y\vn 2

Stad wynika:

l

I
yzz:zml d.‘:’z 1

L P72
—n
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Wstawiajge te wartode: w réwnanie, otrzymamy po uporzgdkowaniu:

:7:+<1 —n)p@)e=(1—n)q(x)

to zaé jest réwnanie liniowe. Z tego réwnania wyznacza sig funkeje 2(x)
wedlug wzoru (64), a pastepnie wraca sig do zmiennej y za pomocs
wzoru (a).

§ 299. Béwnania roznlczkowe zupelune. 0 ezyhnlku calkujgeym

Réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu, w ktérym y' wystepuje
w formie wyraZnej, mozemy, jak wiadomo, napisaé w poastaci:

(65) M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

Jezeli lewa strona jest rdéniczky zupelng, to réwnanie to nazywamy rdw-
naniem rééniczkowym zupelnym. Joteli funkeje f(a,y), ktérej réiniczka
zupelng jest lewa strona, preyréwnamy do stelej dowolnej C, to otezy-
mujemy calke ogélng tego réwuania. Istotnie, jezeli:

M(w,y)dz + N(x,y) dy = df (x,y) = Q
to:

Wezystkié funkeje y(x), spelniajace ten warunek, spelniaja dane réw-
vanie rézniczkowe zupelne, albowiem:

F o ... . o
55—{—5;3/(90)_0 czyli M4 Ny'=0
Zualezieniem funkeji, ktérej rézniezks zupelns jest wyralenie:

M(z,y)dz + N(z,y)dy

zajmowalidmy sig juz w § 114 (tom I) i w § 267 (tom II). Widzieliémy
%9 koniecznym i dostatecznym warunkiem na to, aby wyrazenie:

M2, y)dxz + N(z, y)dy

bylo réiniczks zupelns, jest:

M _ N
(z) oy ox
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Funkeje 2as f(z, y), ktore) rozniczks wupelng jest badaue wyrazenis, po-
trafimy wyznaczyd metods, omdwiong w § 114 tomu [, lub tes wprost
za pomocg gotowego wzoru. (por. tom II, str. 246, wzér (170)):

f(x, ) =fM(x, y) dx +fN(a, y)dy

przy czym a i b sy dowolnymi liczbami stalymi.

Wobec tego calkg ogdlng réwnania réiniczkowego zupelnego jest
gromada funkeyj (). otrzymanych z rozwiklanla wzoru f(w, y) = C,
czyli wzoru:

{66) fM(x,y)dx—}—fN(a,y)dy =C

Widzimy stad, 2e réwnanie rézniczkowe zupelne rozwigzuje sie za po-
mocg dwoch kwadratur.

Przyklad,
Rownanie rézniczkowe:

dxdyde 4 (¥ + 24 dy =0
Jjest réwnaniem zupelnym, albowiem:

oM . dN

Wobee tego calke ogding tego réwnania otrzymamy z wzoru.

F(x, y)=f4w3ydw +/(y“’+a‘)dy-=c
0 rnaczy: ’

.x‘y|:+(§y3+a‘y)|:==c

Btd:
2y 3yt — § —atb=oc.

Oznaczajge staly liczhe ¢ -+ § b3 - ub jedng litera ¢, otrzymujemy:
zy+§4¥=q
Jest to jednoparametrowa gromada funkeyj, podanych w formie uwikianej.

Latwo stwierdzié, ze réwreanie rézuiczkowe o zmieunych oddaielo-
aych, tj. véwnanie postacs

[(djds <} g (y)dy =0
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jest réwnaniem zupelnym. 1 tak w réwpanmu tym jest M (x, y) = f(x)
a N(x, y) = gly),.a zatem:
oM ON

"a?=0’ =0

Te czgstkowe pochodne sa réwne, to za§ dowodzi, 2e badane réwnanie
jest réwnaniem zupelnym
Réwnanie:
f(@)- 91(y)dx +g(y) -1, (%) dy =0
nie jest wprawdzie réwnaniem zupelnym, mozna je jednak przeksztaleié
na takie réwnanie, mnozac obie jego strony przez czynnik:
|

w@y) =gy

Ogdlnie. jezeli rdwnanie:
M (x, y)dz - N(z,y)dy =0
nie jest réwnaniem zupelnym, a posiada calke ogdlns, to mozna je za-
mieni¢ na réwnanie zupelne, mnozae lews strong przez odpowiednio do-
brang funkeje p(z, y), zwang ceynnikiem cathkujgeym danego réwnania.
Znalezienie czynnika calkujacego nie jest w ogdlnym przypadku
zagadnieniem latwym.

I tak z waruoku, ze:
uMdx - pu Ndy

ma bjré rézniczka zupelng, wynika, ze czynnik calkujacy u musi spel-
piad nastgpujace réwaanie:

duM) _d(pN)
(67) dy —  x
czylit
oM ou ON u

Jest to rownanie résniczkowe czgstkowe pierwszego rzgdu, trudniejsze zwykle
do rozwigzania anizeli pierwotne, dane réwnanie rézniczkowe niezupelne.

Rownanie to upraszcza sig znacznie, jezeli sig zdarzy, se réwnanie
rézniczkowe niezupelne posiada ezynnik calkujgey, zaleiny tylko od

Jednej azmiennej, np. od x Wtedy odpada%’l; i mwamy do ézynienis.
z réwnaniem réziniczkowym zwyeczajnym:

pu(x) M, = p(x) N, -I-N
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cayli:

du , N,.— M,
Tt =0
Jest to réwnanie réiniczkowe liniowe jednorodne, calkujemy je zatem
wedlug wzoru (63) na str. 118 i otrzymujemy: ’

fMy—.Nx de

(68) plxy=Ce’ N

Tak np. latwo si¢ mozna przekonaé, ze réwnanie liniowe nilejednorodne,
papisane w postagi:
@ (p(@y — g(@)de 4 dy =0
nie jest réwnaniem zupelnym, posiada jednak czynnik ealkujscy, zalezny
tyltko od x. Z wzoru (68) otrzymujemy na ten czynnik waér:
(@) = Cefp(x)dx

Mno2ae réwnanie (l) przez ten czynnik, zamieniamy istotnie lews strone
na rézniczke zupelns, jak latwo sprawdzié. Calkujac tg rézniczke zupelng
wedlug ogélnego wzoru (66), otrzymujemy takde ts drogg znany nam
Jjuz wzér (64) na catke ogdlng réwnania liniowego niejednorodnego.

Zupelnie podobnie postgpuje sig, gdy istnieje czynnik calkujsey,
zalezny tylko od .

Pozostawiamy czytelnikowi jako éwiczenie do stwierdzenia, te réw-
nanie rézniczkowe jednorodne:

y'=f(£) ' .

Mz y)dz 4Nz y)dy=0
{przy czym, jak wiemy, M i N sg funkecjami jednorodnymi tego samego
stopnia), posiada czynnik calkujgey:

napisane w -postaci:

@ )=
MY =2 My N

Przy dowodzie trzeba sig powolad na twierdzenie Eulera o funkcjach
jednorodnyeh (por. tom I, str. 333, wzér 78)

Oméwiliémy w ten sposéb najwainiejsze typy tych réwpah rdinicz-
kowych postaci:

y=1rzy )

ktore sig dadzgq scalkowaé przez kwadratury. Nie nalezy jednak sgdzig,
ze kazde takie réwnanie da sig w ten sposéb rozwigzad. Tak np. oka-
zano, e réwnanie:

v+ @)y -+ g @)y r@ =0
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réznigee sie od réwhania liniowego tylko tym, 2e praybyl dodajnik
p(x)y% nie da si¢ w ogélnym przypadku scalkowaé przez kwadratury.
To réwoanie rézniczkowe, posiadajsce szereg interesujscych wlssnodel,
nazywamy rownaniem Riccatiego.

Nasuwa sig wobec tego pytanie, czy wogdle takie réwnanie posiada
rozwigzania a ogéloiej: jakie warunki musi spelniad funkeia f(z, y), aby
rownanie roézniczkowe y' = f(x, y) posiadalo rozwigzanie. Ta nader waing
kwestig zajmiemy sig w § 301-—302. W nastepoych zaé paragrafach zaj-
miemy sig jeszcze niektérymi réwoaniami réiniczkowyni pierwszego
rzgdu, podanymi w postaci:

Flz, 9, y)=0

t}. takimi, w ktérych »° wystgpuje w formie uwiklanej.

§ 300, Réwnania réznlezkowe Lagrange’a i Clalrauta

Jezeli réwnanie rdzniczkowe pierwszego rzgdu podane jest w takiej
formie, ze trudno je rozwiklaé. wzgledem ', to prébujemy je rozwiklaé
wzgledem x lub y. WeZmy pod uwage réwnanie rozwiklane wzgledem y,
a wige réwnanie postaci:

(69) y=0(xy)

Rozwigzanie takiego réwnania potrafimy zawsze sprowadzié do réwoania,
w ktérym pochodna nieznanej funkeji wystgpuje w formie wyraznej
Uzyskujemy to przez wprowadzenie nowej zmiennej (zaleinej):

p=y

i przez résniczkowanie danego réwnania (69) wedlug zmiennej . I tak
rézoiczkujac obie strony réwoania (69) wedlug x, otrzymujemy:

, @ dp dy’
V=5t ayd
cayli:
p=@mm+%mm@
dx
a stad:

dp _p— @.1%, p)
L =E P = g(a, p)
dr @, (@, p)- glop

To za§ réwnanie ma juz forme wyraing (wzgledem pochodne) szukane;
funkeji p(x)).
Jezeli ogélng calksy tego réwnania jest:

h{z,p,¢)==0
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to czasem nie potrzebujcmy nawet. obliczaé stad p a nastgpme y przex
kwadraturg z warunku y' == p, lecz mozemy uniknaé tej ostatniej kwa-
dratury. Jezeli mianowicie uda sig otrzymana calkeg ogélng rozwikfaé
-wegledem zmiennej x, to znaczy przedstawié x w postaci:

(a) x=1ip,c)

to wystarczy wstawié te funkcje w dane réwnanie rézniczkowe za =z,
Otrzymamy w ten sposéh:

y=@(¥(p, ¢) p)
czyli:

(b) y=12(p o) :

Réwnania (a) i (b) daja razem parametrowe przedstawienie funkeyj cal-
kowyeh za pomocg parametru p.
Podobnie postgpujemy, gdy z réwnania réiniczkowega:

Flx y.9)=0
mozemy obliczyé x w formie wyraznej, tj. gdy moina to réwnanie przed-
stawié w postaci: ’
(70) =9 Y)
Wtedy dogodnie jest uwazaé x za zmienna zaleins.
Specjalnym przypadkiem réwoan, dajgcych sie sprowadzié do po-

staci (69) lub (70), sy réwnania, zawierajace x i y najwyzej w pierw-
szym stopniu, tj. réwnania postaci:

z[, (¢ )+ ylo () + F3(#') =0

“Jezeli f,(y') nig jest identycznie zerem, to réwnanie to mozna przedstawié
w postaci:

(1 Y =}xy(y') + f(¥')

zwanej réwnanier réiniczkowym Lagrange'a
Kladziemy 3’ = p, a wige

(2) y = xg(p)+ (p)
Tworzymy pochodne obu stron wedlug x 1 otrzymujemy:
d d,
p=9(p) + 24 (p) g‘f + /' (») ,;2
ezylt:
dp
p—g(p) =5 @ (p)+/(p)
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Zalézmy, %o g(p) jest réine od p i oblicamy ?T::’ uwaiajgc teraz p e
/

zmienng niezaleins, a @ za jej funkeje Otrzymamy:

de__ 2g'(p) | 1'(p)

dp p—gp)  p—9(p)
Jest to réwnanie rézniczkowe liniowe, potrafimy je zatem rozwigzad
przez kwadratury. W ten sposéb otrzyma sig calke ogélng tego réwna-
nia w postaci:
(b) o= G(p,ec)

Nie trzeba stagd wyliczaé p, lecz wystareczy wstawié za @ gnaleziong
funkeje w réwoanie (2). Otrzyma sig:
{c) y=G(p, Q) g9(p)-+f(p)=H(pc)
Réwnania (b) i (¢) dajq parametrowe przedstawienie calki ogéluej réwna-
pia Lagrangea
Wylgezylidmy przypadek g(p) =p cayli:
9=y
Wtedy réwnanie Lagrange'a prayjmuje postaé:

-

(12) y=ay + 1)

zwang réwnaniem réiniczkowym Clairauta. Chege je rozwigzad, kla-
dziemy y ==p i rézniczkujemy obie strony réwnanisa:

(d) y=wp-7(p)
wedlug zmiennej @, pamigtajze o tym ze p jest funkejy @. Otraymujemy:
p=p-+ w + r (p)

czyli

L@rrmy=o

Réwnanie to spelnia sig, gdy pierwszy albo drugi czynnik jest zerem,
tj. gdy:

dp
(e) e =0
albo: ,
() @ =~ f"(p)

Rozwigzaniem réwnania (e) jest:
e o p:c
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Podstawiajge to w réwnanie (d), otreymujemy calkg ogélng réwnania
Clairauta w postaci:

(13) y=co -+ f(c)

Graficznym obrazem tej gromady funkeyj jest jakad jednoparametrowa
gromada linii prostych.

Z réwnania (f) otrzymamy jeszcze jedns calke. Aby do niej dojsd,
nie trzeba odwracad tego réwnania celem obliczenia p, a nastgpnie cal-
kowaé réwnanie y' = p, lecz wystarczy wstawié zoalezioue na @ wyra-
tenie w réwnanie (d). Otrzyma si¢ w ten sposéb:

(8) Y= —pf(p)+ f(p)=h(p)

Wzory (f) i (g) daja parametrowe przedstawienie jednej ealki, ktéra nie
jest calks szczegllows, nie mozna jej bowiem otrzymaé z calki ogélnej
przez specjalizacje stalej c¢. Calka ta, zwana calkq osobliwg, przedstawia
obwiednig gromady linij prostych (73). Istotnie obwiednig gromady:

(b) F@c)=y—cx—f(c)=0
znajdujemy (por. tom I, str. 576). kladge:
. oF
\ —=—a—f'(c)=
) L=—2 [(c)=0

i wyznaczajac z tych dwéch warunkéw (h), (i) zmienne # i y jako funkeje
parametru ¢. Otrzymamy w ten sposéb:

z=—[f'(c)
y=—rcf(¢)F flc)=h(c)

a to sg wlasnie rownania (f) i (g), réZnigce sig od nich tym tylko, ze
parametr oznaczono inng liters.

A wige catka ogdlna véwnpania Clairauta przedstawia jednopa-
rametrows gromade prostych, a ponadto istnieje calka osobliwa, przedsta-
wiajgca obwiednig tej gromsdy.

Prayklady.
1) Rozwigzaé réwnanie rézniczkowe:

yt—4azy +4y=0
Jest to réwnanie Clairauta, albowiem:
y=uay — Ly?
Calka ogdlna jest gromada prostych:

(r) y=cx —4c*
Rachusak rdinisgkewy i extkewy. T. NI,
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Calke osobliwg znajdujemy, kladaec:
= —f(p)=2-}p=14p

i podstawiajge te warto§é w rdwnanie:
y=ap—ip*
fub prodciej, eliminujaec p z obu ostatnich rdwnan
Poniewaz p =2z, przeto y =222 — ! .42 =23,
Rozwigzaniem osobliwym danego réwnania a zarazem obwiednig gromady pro-
stych, okreSlonyclk réwnaniem (r), jest zatem parabola o réwnaniu:

y=a*
2) Scalkowad réwnanie:

J) 43 —=6y2-9(y —a)=0
Jest to réwnanie Liagrange'a, albowiem y i = wystepuja w plerwazym stopniu.
Kladziemy ¥’ = p i réiniczkujemy wedlug . Otrzymujemy:
2 dp

(12 p2 — 12p)%—{—9(p— 1H)=0
ezyli® )
(p— 1)(|2 9\ —o
p g pdw -
Kazdy - czynnik z osobna kladziemy réwny zeru i ofrzymujemy dwa nastepujgce
réwnania:

(m) p=1
d
(n) 12p'£+9=0

d;
Z pierwszego otrzymujemy % =1 a wige y==x ¢,

Stala ¢, nie jest tu dowolna, lecz nalezy .ja tak obraé, aby znaleziona funkcja
spelniala dane réwnanie réziniczkowe (1). Musi si¢ zatem spelniaé rownanie:

£.13—6-12+9. (@t ¢ —2)=0
a wige ¢, =1, wobec czego calka réwnania (), otrzymana z warunku (m), ma postaé:
== 2 + a
Z drugiego réwnania-(n) otrzymujemy przez oddzielenie zmiennych:

4pdp=—3do
pPl=—30+¢
w=—3%p*4c

Eliminujemy. p z tego réwnania i z danego réwnania. 4p? —8p? 4 9(y = 2)=0
i otrzymujemy nastépujacg calke ogdlng tego réwnania:

2@ — P 4-3(y — e =0
Yatwo jest stwierdzié, Ze otrzymana z warunku (m) linja calkowa jest obwiedniy otrzy-

wmanej gromady.
Catka ta nie miedci sig w calee ogéluej i jest calks osobliwg.

a stad:

a wige:
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Réwnaniami Lagrange’a sy wszystkie réwnania postaci:

y=f(y) | o=g(y)

‘Porostawiamy ezytelnikowi do okazania, ze kaide & tych réwnan roz.
wigzuje sig przez jedng kwadrature.

8§ 301. Dowdd iIstnienia ealki réwnanla ré2niezkowego zwyezajnego
pierwszego rzedu metoda kolejnych przyblizeft (metodg Picarda)

Zajmiemy sig badaniem, pod jakimi waruokami réwnanie réz-
piczkowe:

(64) ¥ =Ff(oy)

posiada rozwigzania. Istnienie rozwigzan zalety oczywidcie od natury
funkeji f(@,y). Wystarczg tu bardzo ogdloe zalozenia o funkeji f(z,y).
Nie trzeba nawet 2gdaé réiniczkowalnodei tej funkeji. Wystarczy zadaé,
19 aby ta funkda byla ciggla w jakimé obszarze D i 20 aby jej iloraz
. réanicowy wzgledem zmiennej y byl w tym obszarze ograniceony, tj. aby
istniala taka liczba L, ze

f(wvyz)—f(w; ?/1] < L

4
(74) Vet

Ten ostatni warunek nazywamy warunkiem Lipschiiza. Spelnia sig on
d . .
np. zawsze wtedy, gdy czgstkowa pochodna %}, ktéra jest granicg tego
ilorazu réznicowego, istnieje i jest ograniczona,
Okazano, ze przy tych zaloteniach przez kazdy punkt obszaru D

Chierzvy w obszarze D dowolny punkt 4 (e, b) 1 szukajmy takiej
funkeji ¥ = @ (@), speluiajacej dane réwnanie réiniczkowe, ktdéra przy-
bicra dla @==a worto$é y =05, cayli takiej linii calkowej, ktéra prze-
chodzi przez punki A. Znajdziemy takie rozwiszanie, postugujse sig me-
tada koleinych przyblizefi, Aby uzyskaé cigg takich kolejoych pruy-
blizef, podstawiaray najpierw w prawg strone réwnania (D4) za y war-
tosé b i szukamy funkeji z, (%), spelniajgcej nastgpujace prostsze rérng-
nie réiniczkowe:

%r==f(=,5)

9’3
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Poniewat prawa strona jest funkejs jednej zmiennej &, przeto wszystkic
roiwigzania tego réwnaunia otrzymujemy, tworzqc calkg nieoznaczona:

yl(fv)=ff(w, byde 4 C = F(z)+ C

Z tej gromady funkeyj wybieramy te, ktéra przyjmuje dla #==a wartosé b.
Z tego warunku wyznaczamy stals -C, a mianowicie:

F(a)4 C=b
C=b—-- F{a)
A wige:
Y, (@) == F(x) — F(a) + 5
czyli:
(78) % (@) ==ff(w, b)de + b

Fuokeja y,(x) jest pierwszym przvblizeniem calki réwnania (B4). Aby
uzyskaé drugie przyblizenie, podstawiamy znaleziong funkcje znowu
w prawg strong danego réwnania rézniczkowego i rozwigzujemy réwuoanie:

% =@y, (@) = g(@)

Poniewaz prawa strona jest znang funkejs jednej tylko zmiennej @, przeto
mozemy rozwigzaé to réwnanie przez calkowanie. Wybierajsc z gromady
funkcyj pierwotnych te, ktéra prayjmuje wartosé b dla =aq, otrzymujemy:

¥, (@) = f £ (@, (@) do 4 b

Postgpujse w ten sposéb dalej, otrzymujemy eciag kolejnych. przyblizen:

yg(@) = / .f (@, 9, (@) dw &

(153 1o @) = [£(0.901@) dw-4b

Okazano, ze ciag tych funkeyj #, (x), yz(w),...,il,, (@)... jest zbiezny do
takiej funkeji @ (@), ktéra spelnia dane réwnanie rézniczkowe 1 przyj-
muje dla ® =a wartosé & a ponadto, ze jest to jedyna funkeja, spel-
niajaca te warunki.
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Metoda Picarda (kolejunych przyblizen) przeprowadza sig w wu-,
pelnie podobny sposéb dowdd istnienia rozwigzan réwnan réiniczkowych
wyizszych rzgddw i ukladéw réwnan rézniczkowych. Metoda kolejnych
przyblizen sluzy nie tylko do dowodu istnienia rozwigzan, leez pozwala
takée otrzymaé kolejne przyblizenia tych roswiazaf, a wige rozwiazy-
waé réwnania rédniczkowe w przyblizeniu.

Preyklady.
1) Znaledé takie rozwigsanie réwuania réénicskowego:

y=y+tx
ktére przybiera wartosé y =1 dla z = 0. Poniewaz funkejs f(x, y) =z 4y jest cia-
gla dla wszystkich @, y i posiada ograniczong pochodng czastkows E)l =1, przoto
y

speinia warunek Lipschitza dla wezystkich punktéw. Zatem przez kazdy punkt
plaszezyzny przechodzi jedna i tylko jedna linia calkowa, a wigc istnieje taka ocalka,
ktéra przybiera zadang warto8é y =1 dla = = 0. Kolejne przybliZenia tej calki uzy-
skamy, wstawiajge w dane réwnanie najpierw zamiast y wartosé 1, a wiee biorac pod
uwage réwnanie:

n=1+x
Stsd otraymujemy na podstawie wzoru (75):

n@=1+[(+ade=1+z+}o

To jest pierwsze przybliZenie szukanej calki. Drugie przybliZenie uzyskamy, wstawiajse
te znaleziona funkeje znpwu w pierwotne réwnanie i calkujge. Otrzymamy w ten sposob:

@ =014+z+42)+2r=1422+ La?

a zatem:
da(x) =1 +/(1 4224 §at)dr =14z 4 a® I ja

Dalsze przyblizenie otrzymamy z réwnania:

pe)y=0+ze+22+§xt+ox=14+2zx4 22+ }2®

1@ = 14 (1 + 22+ 224 gat)de =14 o 2+ §20 + fyat

Poréwnajmy te wyniki z S$cisty wartoScig zZgdanej calki. Calke ogdlna réwnania
y’ =y -+ x znaleflidmy jui poprzednio (por. str. 114, przykiad 6), a mianowicie:

y(x)=C¢ —x — 1
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Z tej gromady funkey] wybleramy tg, ktéra dla o =0 przyjumuje wartodé y==1.
Z tego wiarunku wyznaczamy stals C, a mignowicie:

1=2C.*—0-—-1
8 wige C=2. Zgdang calks jest eatem:
V(@) =28 —a2—1
ceylis

y@)=14z4odf 42 + Lot + a® ...+ 52 +...

Widzimy, Ze otrzymane przyblizenia y, (x), ¥, (%), y3(x) majg poczatkowe wyrazy
zgodne z tym rozwinigciem szukanej funkcyj na szereg Maclaurina.
2) Zbadajmy kolejne przyblizenia tej calki réwnania:

y=2x+y

ktéra przybiers wartosé y=1 dla x=1. Jest to specjalny przypadek réwnania
Riccati'ego (por. str. 126), ktérego nie potrafimy rozwigzaé elementarnymi metodami,
oméwionymi powyiej. Natomiast mozemy znalezé cigg kolejnych przybliZeti calki, uze
wajge metody Picarda, I tak:

. hil@)=2z+41
¥y (@) =1 —|—f(2x+ Ndr =142tz —2=2"Fa—1
pr(@)=2x + (& +-x — 1}
yg(x)=1-!¥f(2w+(w’+x— 1)“)dw=%x“+iz‘—§x’+w.-—%

W podobny sposéb otrzymuje si¢ dalsze przybliZenia.

§ 802, Dowéd istnienia rozwigzan réwnania rézniczkowego me-
toda szeregéw potegowych (metoda Cauchy’ego)

Oméwiliimy w § 301 dowéd istnienia rozwigzan réwnania réznicz-
kowego:

(64) Y = fz y)

czynige o funkeji f(z, y) zalozenia bardzo malo-ograniczajace. Nie 2ada-
lidmy nawet rézniczkowalnosei tej funkeji. W praktyce mamy jednak
do czynienia najezeéciej z takimi réwnaniami rézoiczkowymi, w ktérych
funkecja f(x,y) jest regilarna, a mianowicie jest funkeja analityceng, to
gnaczy rozwijalng na szereg Taylora. Okazemy, ze rownanie réznicz-
kowe posiada przy tym zalozeniu takie rozwiazanie, ktdre jest réwnies
rozwijalne na szereg, Taylora. Twierdzenie to, udowodnione przez
Cauchy'ego, wypowiada sig Scisle w nastgpujacej postaci.
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Jeseli funkeja f(x,y) jest rozwijalna na szereg Taylora (dwéch
wmiennych) w otoczeniu punklu x==a, y=2>, to rdwnanie réiniczkowe
¥ == f(x, y) posiada takq calke, ktéra przyjmuje dla x = a wartoié y =1,
i jest roewijalna na srereq Taylora (jednej emiennes) w otoczeniu punkiu
2=a.

Poniewaz przez przesunigeie osi mozemy zawsze uzyskaé, ze punkt
A (a,b) bedzie mial wspélrzedne @ =0, ¥ = 0, przeto mozemy przeprowa-
dzi¢ cale rozumowanie, niywajgc szeregu Maclaurina zamiast szeregu
Taylora i szukajge takiej funkeji y(x), spelniajacej réwnanie réznicz-
kowe, ktéra przyjmuje wartodé y =0 dla 2= 0.

Otéz czynimy zalozenie, ze funkeja f(@, ) da sig rozwingé na sze-
reg Maclaurina dwéch zmiennych:

F(@,9)=F(0,0) + £, 0:8)2 470, 0)y + 55 (7.0, 0) a2+
+ 270,07 + £,(0,0) ) + ..

@)

czyliz.
(b) F(@,9) = coo+ 10 A 19 -+ €0 @® 4 1309 + 29 +- ...
zbiezny bezwzglednie dla |z < ry, |7] £ 7y

Cheemy okazaé, ze istnieje taka funkeja y (), spelniajaca réwnanie
rpznicckowe (D4), ktéra da sig rozwingé na szereg potegowy:

(0) y==0a;® + a;0% 4 a32° ...

zhiezny w jakimé otoczeniu punktu = 0. Poniewai przyjmujemy na y
szereg potegowy bez wolnego wyrazu, przeto mamy juz zapewnione to,
ie y przyjmie zgdang wartosé 0 dla ¢ = 0. Wiadomo, ze a, = 7—.17 ¥(0).

Nieznane wspdlezynniki ay, a,, ... szukanego rozwinigeia mozemy wy-
znaczyé za pomocg znanych wspélezynnikow ¢y, &49,... danego rozwinie-
cia albo wprost z réwnania rézniczkowego (b4), przez kolejne rézniczko-
wania obu stron, albo metodg nieoznaczonych wspélezyunnikéw. Postepu-
jac pierwszg droga, otrzymujemy kolejno:

Y (0) = £(0,0) = ¢cgq

a wige:
Uy == Cgp»
¥’ (0) =17£.(0,0) 4+ £,(0,0)- ¥ (0) = ¢4 4 €or * €ao
B wige:
g’ (0
ag == !—25—“) = £ (¢39 + Co1Ce0);

¥ (0) = 1. (0, 0) + 2£,,(0,0) %" (0) £, (0, 0) 5’ (0)% + £, (0,0) 5" (0)
= ey 4 213 €oo + 2 ega ¢y - Co1 (€19 = €01 Cop)
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a wigc:

l 1
519"
Weory na dalsze wspolezynoiks «, sy coraz bardziej skomplikowane,
otrzymuje sie je wszystkie jednak tylko przez dodawanie i mnozenie
danych wspélezynnikow ¢, szeregu (b). Szereg potggowy {¢) ma zatem
postaé:

¥ = oo ® + § (10 + o1 0 3" + :‘51" [(c30 + €12€00 + 0a o) - 2 4
+ Co1 (€30 + €1 Cop)) P+ -

Chodzi o to, cry ten szereg potegowy jest zbieiny w jak'imé otoczeniu punktu
2=0. By tego dowieéé, tworzymy majorante tego szeregu w nastepujgcy sposchb.
Dany szereg (b) posiada majorante:

M M M M M
g@y)= M+ r_lw"l‘r_y'i‘ ;?$z+r:r—,wy+;‘2;y2+"'+

Qg =—

1
0)= 31 |(ezo + €11 a0 = €oa ) - 2 + o1 (€10 + o1 €00)]

(d)

(e)
+,. wy+

przy czym M oznacza liczbe wigksza od bezwzglednych wartosci wszystkich wyrazéw
zbienego szeregu:

"oo+"m"1+¢u"n+‘no"’+ 511’1’a+°oa"§+'--+fuf"fa

Jedeli bowiem:

|Cu| <M
to: ) M
(f) Ic“|<7f7z

a wige wazystkie wyrary danego szeregu (b) sg przy kaidym z i y muiejsze co do
bezwzglednej wartoSci od odpowiednich wyrazéw szeregu (e) Istotnie wiec szereg (o)
majoryzuje szereg (b).

Prawa strone wszoru (e) jest, jak latwo stwierdsid, rozwinigciem na 8zoreg
funkeji ulamkowej:

g(o,y) = (—)(1:"_""

Jest ono sbieine dla |2] <y, 14| <1y,
Calkujemy réwnanie rézniczkowe:

M
=9 N =

co si¢ da latwo uskutecznié, poniewaZ gmienne dadzg sie oddzielié, Wybieramy z calki

ogdlnej te cetke szczegélowg, kidéra przyjmuje wartofé 0 dla 2 =0 i otrzymujemy,
jak nie trudno stwierdsié:

® “ y=ﬁ—nVu+M“q@*§}
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Rezwiniccio tej calki na seereg potegowy musi mieéd postad wzoru (d), w ktérym tylko

M
kagde cx nalezy zastapi¢ odpowiednim wyrazeniem gl wzietym z rozwinigcia (e).
) 172
Stad i z wzorow (f) wynika, ze szereg potegowy, przedstawisjacy funkecje (g) w oto-
czeniu punktu x = 0, majoryzuje szereg potegowy (d), przedstawiajgcy szukang catke.
Ssereg potegowy funkeji (g) jest zbieiny dla:

)|<:
1

(poniewai rozwinigsie dwumienne funkeji V12 jest zbiezne dla |2] < 1) ezyli dla:

(b) Nl < ry(t — eBin)

Dia tych samych x jest zatem zbieiny takie szereg zmajoryzowany (d). WykazaliSmy
w ten 8posib, e istnieje calka danego réwnania rozniczkowego, rozwijalna na szereg
-potegowy, zbieiny w pewnym otoczeniu punktu x == 0. Przy rozwigzywaniu trudniej-
szych rownaf rézniczkowych uzywa sig czesto rozwinieé na szeregi potggowe.
Przyklad.
Znulesé taku calke réwnania:

yYy=3w+42

ktéra przyjmuje wartodé y =0 dla x =0.

Prawa strona jest apalityczng funkecjs dwdch zmiennych i posxadu bardzo proste
rozwini¢cie na szereg, 8 mianowicie ¢,y =3, ¢,y = 1, a wszystkie inne wspélezynniki
83 zerami. Wobec tego, stosujge gotowe wzory na dy, Gg, Ggy... otrzymujemy: ay==ce=0,
=4 (c1ot €10 =4 (3 4+00)=13, a na ¢; otrzymujemy wartodé 0. Rozwinigeie
ssukanej calki ma zatem postad:

y=0vp+ gt 0.2 ... =§a%+...

Cbeemy otrzymaéd dalsze wyrazy tego szeregu, nie majge gotowych wzoréw na @, ay, ..
Mozemy postgpowaé jedng z drdg, wskazanych przy dowodzie. I tak postepujge tg
drogg, ktérg wyznaczahémy kolejne wspélezynniki 2., podstawiamy najpierw = 0,
y =0 .w dane rownanie rézniczkowe i otrzymujemy:

¥ (0)=3-0+4+0t=0

Nastepnie tworzymy pochodng obu stron rdwnania réZniczkowego i wstawiamy y =0,
2 3a ¥’ analeziong wartosé ¥’ = 0. Zatem:

¥ (@) =84+2yy a wiec y’'(0)=3

Postepujge tak dalej, otrzymujemy kolejno:

¥ =2y +¥'Y a wige g (0)=0 )
@) =29y + 34'y") n on YO0)=0

¥ @) =2y 49y + Sy”z) n o»  Y9(0)=2.3.37=04
yO @) =2 (¥ 4644+ 10y"y"), , F0)=0
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. 5 9
a1=0_, a2=§‘ d,=0, ra‘zo' a‘=fb—!‘=§'6’ “‘—0....
R wige:
Y=ot oo+ ...

Otrzymywanie tg drogg dalszych wspdlezynnikéw jest doéé niedogodne (moEna dla
ulatwienia uzyé wzoru Leibniza na pochodng iloczynu). Szybeiej dochodal sig zwykle
do celt metodq nicoznaczonych wspdlezynnikdw, Tworzymy w tym celu pochddng sze-
regu (¢), tj.:

(k) ¥ =a;F2a0+4 3a,22+...

i wstawiamy w dane réwnanie réiniczkowe za y i ¥’ szereg {c) { (k). OtrzZymujemy
w naszym przykladzie:

o+ 2a,0 4 Baz0® + ... =32+ (0, @ + 2,22 + a,0° + g0t .. )®

Porzgdkujemy obie strony wedlug poteg # i poréwnujemy wspdlezynniki pray réwnych
potegach @. Otrzymujemy w ten sposéb: )

a,+ 2030+ 3ay02 4 ... =
=304 ala? 4 2a,a,a® -+ (a} + 24a,8.) 2% 4 (2a,a, -+ 20,0 )25 - ...

Zatem:

a,=0
2ay=3 3 elad ag=14%
3a8=af=0 n a3=0
da,=20a;a,=0 m n 0=0
5a5=2ala3+a§=% n “5=n°o
6a;=2ay0,-}+2a,a,==0 i n =0
Ta,=2a,0;-4 200, +af=0 s n =0
n n

8ag=2a10g+ 20305 + 2030, =2: 3+ ag = gy

Wobec tego rozwiniecie szukanej calki na szereg ma postaé:

y= Py A ad =GRl ot et L)

Metode dowodu istnienia calek réwnania rézniczkowego, a zarazem
metode otrzymywania rozwinieé tych calek na szeregi potegowe, uogél-
niono na réwaana wysszych rzedéw i na uklady réwnan réiniczkowych.

Opierajac sie na rozwinigeiu calki rownania rézniczkowego na sze-
reg potegowy, podali Runge i1 Kutta nastepujacs preyblizong metode
vozwigzywania réwnag rézniczkowych.

Cheemy znaleZé przyblizang warto$é tej catki réwnania rézniczkowego:

-

¥ =f(@y)
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ktéra przybiera dla @ ==a wartodd y(a)="5 Gdy @ wzrosnie o znana
wielkoéé A, tj. zmieni si¢ na a <} h, to szukana oalka y dozna jakiegod
preyrostu &, okreglonego wzorem:

khy=y@a4hb) —y(a)

Otéz Runge i Kutta podali taka przyblizons wartoéé % (k) tego przy-

rostu, ktérej rozwinigcie na szereg Taylora zgadza sig & rozwinigeiem

prawdziwego przyrostu k(k) az do wyrazéw, zawierajgeych A wilgczuie.
Otrzymali w ten sposéb nastgpujacy wzér na E(k):

(76) Eh)=4§, + 2k, + 2ky 4 k)
przy czym kolejno:

ky="hf(a,b)
(162) ky=hfa-34h b+ 3k)

ky=hf(a-4h b by
ky==hfla-h, bk,

Wzée ten przypomina wzér Simpsona va przyblizong wartosé calki
oznaczonej (por. tom II, str. 122). Mozna go nawet uwazaé za nogélnienie
tego wzoru W tym sensie, ze w specjaloym przypadku, gdy réwnanie
réiniczkowe ma postaéd:

. ¥ = f(x)
Jest:
ky="hf(a), ky=hflad k). ky=hfla+Lh), ky==hf(a+h)
a wiege:
(s) k() ="4(f(a) + 4f(@a+ LR) + fa + h)

To za jest przyblizony wzér Simpsona na tg calke réwnania y' =/(z),
ktéra przybiera dla # = a wartodé y=05. Ta calka ma bowiem postaé:
a+h
y= f /(@) da+ b
a wige:
at-h
y—b=kh)= | fz)ds
a wzor (s) jest wiasnie wzorem Simpsona dia tej calki.
Dokladniejsze uzasadnienie tej przyblizonej metody i prayklady
liczhowe na jej zastosowanie znajdujs sig w podrgezniku C. Runge'go
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i H Koniga, pt. Numerisches Rechnen (Berlin, 1924, str. 286 1 nast.).
Wzér, pozwalajacy ocenié blad, popelniany pray tej metodzie, rnaleié
mozna w podrgczniku L. Bieberbacha, pt. Differentialgleichungen (Berlin,
1923, str. 4b). Ione przyblizone metody rozwigzywania réwnan réinicz-
kowych znajdzie czytelnik w podrgeznikach: Robinsona-Whittakera
(cytowany w tomie II, str. 125) i@ Willerasa, pt. Methoden der prak-
tischen Analysis (Berlin, 1928).

§ 303. Ogolue uwagl o réwnanlach réZuiczkowyeh zwyczajnych
wyzszych rzedow

Réwnaniem rézniczkowym zwyczajuym n-tego rzedu nazwali§my
(str. 98) réwnanie postaci: )

(48) Flyy,y,. y)=0

w ktérym figuruje n-ta pochodna szukanej funkeji y=¢(x). Twierdzenia
i metody, odnoszgce sig do rozwigzywania réwnafh rézniczkowych do-
wolnie wysokich rzedéw, nie réznig si¢ zasadniczo od rozwazan, dotyczg-
cych réwnat drugiego rzgdu, tj. réwnan postaci:

(47) Fl,9,y,y)=0

Zajmiemy sig-zatem prawie wylacznie réwnaniami drugiego rzedu. Row-
nania te sy szezegéblnie wazne, poniewaz 'wystqpuja, one najczescie] w za-
stogowaniach fizykalnych, technicznych i geometrycznych. Tak np. w me-
chanice mamy do czynienia z dwoma wielkodciami: predkoseig i sils.
Predkodé wyraza sig pierwszg pochodng drogi wedlug czasu, sila za$ jest
w bezposrednim zwigzku z przyspieszeniem, a wige z drugg pochodna.
W geometrji, jesli chodzi o styczne, normalne, irajektorie itd., to wy-
starcza pierwsza pochodna; jezeli za$ chodzi o krzywizng, to mamy do
czynienia takie z druga pochodna «
Réwnanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu otrzymywaliémy
(por. tom I, § 177), wychodzac 2z dwuparametrowej gromady funkcyjf:

(8.) © flwy, c1\02)=0 -

Tworzylidmy pierwsza i drugg pochodng tego réwnania wedlug @, uwa-
tajac y aa funkeje @, & mianowicie:

) )
Ol L+¥ =0

o . ., L NS A
(9) w’i‘%—@/'y +9—y'!/ +y '[55970+ay2'4—“°



143

7 réwnaf (a), (b) i (c) rugujemy stale ¢, i c, (obliczajac je £ dwu réwnah
1 wstawiajge w trzecie) i otrzymujemy:

Flawy y')=0 .

a wige istotnie réwnunie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu.
Zachodzi pytanie odwrotne, czy dla kazdego danego réwnania réz-
niczkoewego 2-go.rzedu istnieje dwuparametrowa gromada krzywych cal-
kowych. Rozwazania przeprowadza sig najpierw dla réwnapia rézniczko-
wego, podanego w formie wyraznej wzglgdem g, tj. dla réwnania:

(17) Y =[f(®yYy)

Udowadnia sig zupelnie to samo, jak dla rdwnahn 1-go rzedu, a wige
metodg Picarda, tj. przy pomocy kolejuych przyblizen, lub metods
Cauch y'ego, tj. przy pomocy rozwinigé na szeregi potegowe, ze o ile
tylko funkeja f(z,y,y') spelnia pewne, zresats bardzo Obszerne warunki,
to istnieje taka funkeja:

Yy = @(x)

ktéra spelnia dane réwnanie rézniczkowe, a \ponadto ezyni zadodd dwom
wornnkom, a mianowicie: dla x==qa jest y==>, oraz réwnoczednie y'=c¢,
Istnieje wige calka takiego rownania 1 zalezy od wartodei &, ¢, jakie
obierzemy za zmienne y 1 y'. Poniewaz otrzymujemy y w zaleznodei od
b i ¢ cayli:
¥ =@(z,b,0)

wige istotnie mamy tu do czynienia z dwuparametrows gromads krzy-
wych calkowych, zwang catkq ogdilng réwonania 2-go rzedu.

W kounkretnyeh zagadnieniach trzeba zwykle wybraé 2 tej gromady
jedng calke suczegllows, spelniajgea opréez réwnania rézniczkowego
takze pewne dodatkowe warunki. Najezgsciej mamy do ezynienia z dwoma
rodzajamitakich dodatkowych warunkéw.
Bardzo jasno wystgpujy one przy bada-
nin linii ugigela belki.

Pierwszy rodsa) warunkéw spo-
tykamy w nastgpujgeym zagadnieniu.

Pret poziomy (fig. 1D). jest przy-
twierdzony jednym koncem nieruchomo,
na drugi za$ koniee dziala sita P pionowo. Skutkiem tej sily pret ugina
sig. Otoz okazano, 7e linia ugiecia jest krzywa, ktdrej rownanie zawiera

Fig. 15.

sig w calce ogolue] pewnego réwnania rézniczkowego drugiego rzedu.
Aby wybraé z tej gromady funkeyj jedng, odpowiadajaeg warunkom
istotnym zadania, iadamy przede wszystkim, by kraywa ta przechodzila
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przez pewien punkt. Je8li pumkt przytwierdzenia bedziemy uwazali za
poczatek ukladu, to dla @=0 ma byé y==0. Dalej widzimy, Ze styczng
w tym punkeie do linii ugigeia jest o x-6w. Zadamy wiee ponadto, by
dla @ = 0 bylo 4’ = 0. Jezeli zatem calka ogélng jest y = ¢ (=, b, ¢), a jej
pochodng »' = ¢’ (@, b, ¢), to muszg si¢ spelniaé warunki:

0=9[0,b,¢)
0 =(pl(07 b, C)

Z tych dwdeh réwnah o dwéeh niewiadomyech trzeba wyznaczyé szczegs-
fowe wartosci stalych 6 1 ¢. W ten sposdb z dwuparametrowej gromady
krzywych wybiera sig jedna, spelniajgcg zadane warunki,
Drugi rodzaj warunkéw spotykamy w nastgpujgcym zagadnieniu.
Wezmy pod uwage pret, podparty w dwu punktach 4, B (fig. 16). Skut-
kiem dzialania cigzaru. umieszczo-
Y ) nego w srodku odcinka A B =1
A B pret ugina sie. Okaznje sig, e

O R

ﬁ; X krzywa ugiecia speinia pewne réw-
l

P nanie rézniczkowe drugiego rzedu.
! O krzywej tej wiemy, ze przecho-
dzi przez punkty podparcia 4 i B,

. Fig 16. - czyli wiemy, ze dla =0 (po-
czatek ukladu wyobrazamy sobie

w A4 a o§ odcietych wzdluz AB) jest y=0, oraz dla @==1, jest tez y=0.
Zadamy wige, by krzywa calkowa przechodzila przez dwa dane punkty.
Stale b 1 ¢ trzeba teraz wyznaczyé z dwéch rédwnan: 0= ¢(0,b,¢)
0= ¢(, b,¢). Warunki poprzednie, tj. zadanie, by dla w==qa, bylo y==b
i y'=c¢, lub ogdlniej, by dla x=m byle y=n, y’=p, nazywamy warun-
kami poczatkowymi, lub warunkami Cauchy'ego. Warunki takie, jak
w ostatnim przykladzie, tj. zadanie, by krzywa calkowa przechodzila
przez dwa dane punkty, nazywamy warunkaml brzegowymi lub wa-
runkami Dirichleta Dowdd istnienia eatki réwnania drugiego rzedu,
o ktéorym wspomnielidmy poprzednio, wyznacza caltkg réwnania tylko
dla warunkéw Cauchy’ego. Widaé od razu, ze przy warunkach Di-
richleta nie mozna sig opieradé na metodzie szeregdw potegowyck;
szereg taki moze byé bowiem zhieiny w otoczeniu jednego punktu, ale
jest bardzo watpliwe, czy bedzie zbieiny az do drugiego punktu brze-
gowego. Tutaj rozumowania muszg i$é calkiem innym torem i 83 na ogdl
o wiele trudniejsze. Przeprowadzono jednak dowody istnienia rozwigzah
takze w przypadku warunkéw brzegowych dla rozmaitych obszernych

klas funkeyj f(z, %, )
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§ 304. Proste przypadki ealikowania réwnaft rézniczkowych wyz-
szego rz¢du. Obnizanie rzedu réwnania

Nickiedy mozna scalkowaé réwnanie réiniczkowe wyzszego rzedu
bez uciekania sig do szeregéw nieskonczonych lub do ciagu kolejnych
przyblizen. Niekiedy znowu mozna obnizyé rzad réwnania, tj. sprowa-
dzié jego rozwiazanie do rozwigzania réwnania .nizszego rzedu. Sg to jed-
nak przypadki wyjatkowe; na ogdt rozwigzanie réwnania rzedu wyzszegd
jest zagadnieniem skomplikowanym, wymagajacym wprowadzenia nowych,
nicelementarnyeh funkeyj. Zajmiemy si¢ tu najpierw tymi nielicznymi
typami, ktére mozna badé to scalkowad przez kwadratury, badZ to spro-
wadzié do réwnan nizszych rzedéw. Ograuiczymy si¢ przy tym do réw-
nan drugiego rzgdu.

Typ I: _
(18) ) ¥ =f(@)

Nie wystepuje tu ani zmienna zalezua, ani pierwsza pochodna.
Dwukrotne catkowanie prowadzi do rozwigzania .tego rdwnania,
Z pierwszego calkowania otrzymujemy:

y =ff(a;).dzv + e

Calkujge to jeszeze raz obustronnie, ofrzymujemy:
y=fff(w)dw-dw+c1w+c,

Cazyli:
y=G@)+ oo+ q

Przyktady.

1) Jezeli bolka prosta o dlugodci ! a o stalym przekroju @ wygnie sie pod dzia-
laniem cigzaru wlasnego lub zewnetrznego, to linia §rodkowa tej belki, przebiegajgca
wzdluz osi @-6w, zamieni si¢ na lini¢ krzywg. zwang liniq ugiecia, o réwnanin y= @ ().
Okazuje si¢ w statyce, Ze jezeli y = @ (&) jest réwnaniem tej linii, to funkeja @(x)
spelnia rOwnanie réiniczkowe:

_ Uty EL
Ty T

Tutaj ¢ oznacza promied kraywizny, & modul spreystodei materialu, 3 ktérego . jest
sporzgdzona belka, I moment bezwladnosci przekroju ze wzgledu na of pozioms, prze~
chodzges przez jezo érodek cigzkodei, a M(x) moment statyczny sil (obciazed) ze
wegledu na przekrdj, ledacy w odleglodei @ od poczgtku ukladu (tzw. moment ugigcia).
Zwykle wychylenie y jest tak male, ze takde spadek y’ jest niewielki, wobec czego
mozna opuécidé w tym wzorze ¥’ W ten sposdb otrzymuje si¢ réwnanie:

_ M@
Y=g
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Calkg ogdlngy tego réwnania réiniczhowego jest:

Y= E‘l‘[‘/‘fM(w) de + ¢,0 + ¢4

Dostaé funkeji M(z) zaledy od rodzaju obcigzenia belki. Omdéwimy tu dwa przypadki
tharakterystyezne.

8) Belka jest na jednym koficu przytwierdzona, na drugim zad obciaZona cieza-
rem P tak wielkim, Ze ciezar wiasny belki mozZna zaniedbaé. Moment ugigcia w przo-
kroju, odleglym ¢ # od punktu przytwisrdzenis, ma tu wartodé:

M@)=—P(l—a)
Réwnanie réiniczkows linii ugigcla ma eatemn w tym wypadku postad:

Y =—k(l—o

P
przy czym k jest liczbg stals, réwnsg 7k Przez dwukrotne calkowanie ,otrzymujemy :

Y = %’-sz —klw + ¢,
y=13ka® — L klo? 4 ;0 4o,
Z tej gromady krzywych calkowych nalezy wybtaé te, ktora spelnin warunki poczatkowe:
9(0)=0, 4 (0)=0

jak o tem wspomnielidmy na str. 142. Stgd wynikajg na stale ¢,, ¢, wartoéci ¢,=0, ¢,=0.
Wobec tego Zadang calkg szczegélows, przedstawiajgcg rownanie linid ugigeis, jest:
y=1k(§ed — 12?)
Jest to parabola trzeciego stopnia. )
) b) Belka jest podparta na obu koncach i obciaZona jednostsjnie tak, Zze na 1 cm
dlugoéei przypada obcigzenie p kg. Moment ugigcia w preekroju, odleglym o « od
pierwszego punktu podpsrcia, ma w tym wypadku wartosé:
722

M) =—14p(e—7)

Rdéwnanie rézniczkowe linii ugiecia ma tu postaéd:

DR N o SR L
y_2EI(Z w) "(z ”)

Przez dwukrotne calkowanie otrzymujemy: N
x4 8
':k(——*——— - 1 ¢
Y 12l 6 + 1 + 2
W tym wypadku nalezy wybraé z gromady krzywych calkowych te ealke szczegé-
Yowa, ktora spelnia nastepujace warunki brzegowe:
y(0)=0, y()=0

(por. str. 142). Stad wynika na stalg ¢, wartos¢: ¢,==0, stala za$ ¢, ohliczamy z réwnania:

O0=k(Flt— ) 4 ¢l a wige ¢ ={gki®
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Zydana calka szezegblows ma zatem postad:

y=-kx (%3—2:1;3—}-?)
Jest to parabola czwariego stopnia.
2) Inny przyklad, w ktérym wystgpuje takie réwnanie réZniczkowe typu I,
spotykamy przy wyznaczeniu tzw. linii przejscia toru kolejowego.
Jedli tor kolejowy tworzy w pewnym miejseu odeinek prosty 4B (fig. 17) a ma
zmienié kierunek na EF, to trzeba go polgezyé krzywg BE, przy czym 23damy, by
zakrzywienie zmienialo si¢ stopniowo, tagodnie, celem uniknigcia wstrzgséw przy biegu

F

o e
A 6 v

Fig. 17.

woz6w. Najrownomierniejsze (stale) zakrzywienie posiada linia kolowa, to ted za cz¢éé CD
obieramy luk kola o odpowiednim promieniu r. Chodzi teraz o przejsciowe luki

BC i DE. Zadamy, aby krzgywa przejécia miata w B styczng identycang z prosts 45,
oraz by jej krzywizna wzrastala w sposob ciggly od 0 dof—;. Najodpowiedniej bedzie

zazadaé, by krzywizna wzrastala proporcjonalnie do przebieganej drogi, a wigc pro-
porcjonalnie do 8. Drugi warunek ma zatem postaé:

1
—=kes ~
0 »
Niechaj 4B bedzie osis x-6w, 8 B poczatkiem ukladu.

Jesli chodzi o rachunek przyblizony, to wystarczy (podobnie jak w poprzednim

. . 1 - . .
przykladzie) wzigé za e pochodna %'/, a za s odeigts 2. Uproszezone réwnanie ma
zatem postaé:

¥ (x)y=kx
Rozwigzaniem tego réwnania jest gromada parabol trzeciego rzedu, z ktorej wybieramy
odpowiednia krzywa przejicia przy pomocy warunkéw y(0) =0, g’ (0)=0.
Rachunck ré2niczkowy i calkowy. T. Uil 19
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Typ 1k:
(719) ¥ =[(y)

Nie wystgpuje tu an zmienna niezalezna, ani pierwsza pochodoa
zmiennej zaleznej. Celem scalkowania tego réwnania wprowadzamy nowg
zmienny: p == y. Wtedy

e _dpdy _dp
do —dy dz  dy
Otrzymujemy w ten sposéb rownasie rdéiniczkowe pierwszego rzgdu.

dp
pdé = f(y)

Stad:
pdp = f(y)dy
éfﬂ:ff(y)dy—}-c
a wigc:
(80) y;2=2ff(y)dy+c,

y =+Verfydy +e, 1 ¥ =—V2 T m)dy + o

Catkujsc te réwnania przez oddzielenie zmiennych, otrzymujemy:

w—fwdy 4o, m——/~—fg———___+
=it - Veirwydy +¢ ©

€0 mozna uapisad takie w postaci

dy . y__*dy____
(81) x“’/VWI b J Vertwdy + e

Przyklady.

1) Jezeli cialo spada na ziemig z tak znacznej odleglofci, Ze trzeba uwzglednié
zmiang sily przyciggania (np. meteor), to ruch tego ciala jest okreslony oastepujgcym
réwnaniem rézniczkowym:

d?r % M
aie = "y

przy csym » oznacza odleglo&é ciala spadajgcego od érodka ziemi. k stala grawitacyjna
a M mase ziem:.
Wykonawszy pierwsze calkowanie, otrzymamy w mys) wzoru (80)-

dr\2 kM
(@) =25 +a
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Wazor ten okreéla szybko&é spadania. Z drugiego catkowaniz otrzymamy czas ¢ jako
funkcje odleglodei, a mianowicie w my$l wzoru (81):

dr
‘=) e

Ujemne rozwigzanie nie ma znaczenia dla naszego zagadnienia. Stale ¢y 1 r; okre$la
si¢ przy pomocy odpowiednich warunkdéw poczatkowych.
- 2) Wabhadlo matematyezne o dlugobei !, majgce w chwili t=0 wychylenie

o« =0, wprawiono w ruch, nadajgc mu predkodé ketowa w,, a wige predkosdé liniowg
v, = wol. Zwigzek miedzy kgtem wychylenia « a czasem ¢ wyraza si¢ 2a pomocs na-
stepujgcego réwnania rézniczkowego:

! d% 0
— — = — sin

g dtz
gdzie g oznacza przySpieszenie sily cigzkosei ziemi. Réwnanie to nalezy do typu IL
Celom scalkowania tego rdwnania wprowadzamy nowg zmienng:

de
dt

tj. predkoéé katowg. W myél wzoru (80) otrzymujemy:

{ (da\?
(a) 5g (m) =cosa - ¢,

Staly ¢, wyznaczamy z warunku, Zze w chwili £ =0, przy wychyleniu @ == 0 predkosé

v
katowa ma wartosé vy = ~l-‘-'. Stad wynika, ze-

2

P
(b) cl=§Z‘q—1

Drugie calkowanie prowadsi w myél wzoru (81) do wyniku:

przy czym zatrzymujemy tylko dodatnig wartodé ¢ Z warunku, Ze dla @ =0 jest
t = 0, wynika, 2o trzeba obraé ¢, =0. Wobeec tego otrzymujomy nastgpujacy wzés
na czas, ktéry uplywa od chwili przej$cia wahadla przez punkt najniZszy do chwili

osiggnigeia wychylenia a:
= —
V? (cos @ + )

Stata ¢; ma zawsze warto§é wieksza od — 1, jak to wynika z wzoru (b). Zaleinie od
wartoéel tej stalej rozrdzniamy trzy zasadniczo odmienne przypadki tego michu.

a) Jedeli — 1< ¢; <1, to predkosé katowa staje sie rowna zeru dla kyta 8 spel-

1*
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niajseego warunek cosf == —¢,. Wiady memy do esyuienia z gwyczajnym ruchem
wahkodlowym, 8 § oznacze najwiekszy kgt wyckylenia,

Kladge dla skrécenia sin g =k i wprowadzajse w calke nows zmienns sin

N VU S -
TV e/ V1 =Fsinte
0

Wystepujgea tu catka jost calky eliptyczng pierwszego rodzaju (por. tem I, str. 139)
Czas T' ublegajgey od cbwili przejécia wahadla przez poloenie rownowagi do chwili
osiggnigcla najwickszego wychylenia 8, wyraza sip wzorem:

nfp d
1 [ dy
T—V;/yr_ Fomtg

Catkowanie przez rozwinigeie na szereg prowadzi tu do wyniku:

T=gl/§[1 + (%)2k2+ (%—:%)21& +]

Zatrzywujge tylko pierwszy wyraz, otrzymujemy znany przybliZony wzdr na czes

wahnienia:
2Txn l/ -l-
g

Dokladny wzér na czas wabnienia wyraia si¢ zapomocy powyzszego ezeregu nie-
skoficzonego.

b) Jozeli ¢; =1, to otrzymujemy

=) el +)

Styd widzimy, 2e wychylenie dgzy do 2 (). punkt dazy do najwyzszego punkiu na
kole), gdy czas ! dgzy do nieskohczonosei. Latwo stwierdzié, Ze wtedy predkosé kg-
towa daZy do zera. Jest t0 zatem ruch mnieperiodyczny, punkt wznosi si¢ po kole cd
najrizezego poloZenia ku najwyzszemu punktowi, lecz nie osigga go w skoficzonym czasie.

c) Jezeli ¢, > 1, czyli v1>41g, to ¢; 4 cos ¢ >0, albowiem cos a = — 1. Z wzoru
(8) wynika, ze w tym przypadku predkodé katowa nie stajo si¢ nigdy zerem ani wie
zmienia znoku, 8 zatem punkt poruszajacy sie nie zatrzymuje si¢ nigdy, ani nie zmie-
nis kierunku poruszania si¢ po kole. Ruch odbywa sie wtedy po kole stale w tym
sarym kiernnku, pericdycznie lecz nie jednostajnie. Uwzgledniajge wzér (b), kladse

w2

==k sin @, otrzymujemy :

. . 2 . . .
g # =@ i oznaczajge TFoe = k?, otrzymujemwy nastepujgcy wzor na czas, potrzebny
1

flo osiggnigccia wychylenia &

L4
= uJ V¥ —Esinp
0
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Typ Ill:
(82) Fly,y')=0

Nie wystepuje tu zmienna zalezna ani niezaleina. Przez wprowadzenie
nowej zmiennej ¥ — p sprowadzamy to réwnanie do réwnania picrw-
szego rzedu.

Poniewaz bowiem y” = p’; przeto dane réwnanie réiniczkowe prze-
chodzi ba réwnanie:

F(p,p)=0
ktére mozna scalkowad przez kwadrature.

Przyktad. .
Znalezé takie rozwigzania réwnania rézniczkowego Laplace’a, ktdre sg funk-
ciami zmiennej r = Vx’-{-y’ —]—_z—'. Réwnanie to ma postaé:

92]" Rf | Bf
Qa? + y* + 222
Uwazajge funkeje f za funkeje zmiennej r, wykonujemy réinicakowanie czgstkowe, np.:
E)f(r) af or af ®

@ ar dx  or l/wz_‘_y +z2

i w podobny sposéb tworzymy dalsze pochodne. Po wykonaniu rachunkéw otraymamy
nastgpujgce réwnanie rézniczkowe zwyczajne:

d*f 2 df

— =0
dr? T rodr
d
Kladae d~f=p, otrzymujemy réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu:
2

P4 p=0
Przez latwe calkowanie otrzymujemy:

¢ af ¢

—_ = . l' — =L
p-—r2 czyl i
a stad:
c
fry=—%2 4o,

Taky wiee postaé maja te wszystkie rozwigzania réwnania Laplace’a, ktdro zaleia
tylko od promienia r.

Typ IV:
(83) F(ma yle g“):()

W tym réwnaniu nie wystepuje zmienna zaleina y. Wprowadzajse nows
zmienng y’ = p, sprowadzamy to réwnanie do réwnania réiniczkowego
pierwszego rzgdu:

(@, p,p)=0
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Podobne postgpowanie stosuje sig do réwnahn wyiszych rzqdéw, jezeli nie
wystepuje zmienna zalezna i uzyskuje si¢ znizenie rzedu o 1.

Przykladem typu IV jest dokladne réwnanie linii ugiecia, a misnowicie {por.
str. 143) réwnanie:

¥ M)
L4y EI
Juz w nsjprostszym przypadku, gdy moment wyraza sie wzorem M(z) = — P(l— ),

wystepuje w réwnaniu linii ugigcia calka eliptyczna.
Podobng postaé ma dokladne réwnanie linii przejécia torn kolejowego.

Typ V:

&9y Fly,9,9)=0

W tym réwnaniu. nie wystgpuje zmienna niezalezna .
Podstawmy y = p, to;

w__9p __dpdy _ dp
Y =dw " dyds = Pay

Otrzymamy zatem réwnanie pierwszego rzedu:
dp\ _
F (y 5P @) =0

z ktérego wyznaczymy p. Nastepnie obliczymy:

y= f pda
Przyklad.

“Punkt 4 (fig. 18) 0 wspélrzednych (&, 0) porusza si¢ po osi odeigtych z pred-
koéeig o=£1—§ Drugi zaé punkt B{(z,y) po-

Yi at’

d
rusza si¢ z predkodcig w == b

dat
Ze styczna przechodzgca przez punkt B, trafia
zawsze w punkt 4. Znajac staly stosunek k
predkoédci » do predkodci w, wyznaczyé droge
punktu B (np. ruch punku 4 przedstawia ruch
pang, a ruch punktu B ruch psa, biegngcego
zawsze wprost do pana).
Poniewaz v:w =%, przeto:

it _ i

po takiej linii,

dt
a stad:

d d P
@ Bor® iy
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Qdcinek § — 2 jest podstyczng, naleZges do punktu B, zatem:

Y
e —P=—"-
Yy
(por. tom I; str. 221, wzdr 7). Stgd:
dg . ylz ?/y" yyu
do T1T T yn T Ty
_ég _ ?/y"
do  y'3

Widr (a) przyjmuje zatem postaé:

Y’ 73
%fz‘ =k Vl—-H/ 2

a to jest réwnanie réZniczkowe typu V. Kladaec ¥’ = p, otrzymujemy:

dn
yp yv e
pzd =k V‘l + Pz
a stad:
P
vy plt4p
Po scatkowaniu otrzymujemy:
- '——2 .
klogy 4 log ¢; = L log :2—_1-?_2—_1_—1
a stad: ‘
dy _ 2¢4

P=lo =T s
To réwnanie calkujemy przez oddzielenie zmiennyth i otrzymujemy:

1—4 9, A+k
Yy _ay
1k 1gr—catta

Jest to réwnanie szukanej krzywej poscigowej, czyli tzw. ,psiej kraywej*

§ 305. Rownania rézniczkowe liniowe rzedu drugicgo

Zgodnie z ogélng definicjs réwnan rézniczkowyeh liniowyeh (str. 99,
wzbr- 49) nazywamy rdwnaniem rdeniczkowym liniowym r2¢du drugiego
réwnanie postaci: '

(85) Py(@)y" + P@)y + Pol@)y +g(@) =0

Zakladamy, e w pewnym przedziale ¢ =@ < § funkeje g(z), P,(2),
P (z), Py(w) sa ciagle, a P,(®) nie jest zerem w zadnym punkecie tego
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przedzialu. Wtedy mozemy podzielié obie strony réwnania przez P,(x)
i otrzymamy nastgpujgce réwnanie:

(86) R P !

w ktérrm funkeje p, (@), p,(®), ¢(z) sa funkejami cigglymi w badanym
przedziale ¢« =< = f. Ta forma réwnania rézniczkowego liniowego bedzie
podstawsg wezystkich dalszych rozwazan.

Uwaga. Punkty, w ktérych F,(x)=0, zwane punktami osebliwymi réwnanis
réiniczkowego (80), wymagajy szezegélowyeh, bardzo glebokich badan, ktérymi nie
‘mozemy si¢ w tym podreczniku zajmowad.

Jezeli w réwnaniu (86) wyraz wolny ¢(«) nie jest identyeznie réwny
zeru, to réwnanie to nazywamy réwnaniem rdiniczkowym liniowym nie-
Jednorodnym. Réwnanie zas:

(87) Y @)y 4+ pa(@)y =0

w ktérym wyraz wolny ¢ (@) jest identycznie réwny zeru, nazywamy
réwnaniem rézniczkowym liniowym jednorodnym.
Napiszmy réwnanie (86) w. postaci:

¥'=—p@y — @)yt g@) =@y

Funkeja f jest ciagls funkejs zmiennyeh @, y,y’, a pochodne g—jz — pyla),

% = — p, (@) istnieja i sg skonczone w przedziale e <z =p. Z tych za-
lozeti wynika, podobnie jak dla réwnafi rézniczkowych pierwszego rzgdu,
ze dla kazdego punktu ® = a z badanego przedzialu i dla dowolnych liczb
b, ¢ istnieje jedna i tylko jedna funkcja y = @(x), spelniajgca dane réw-
nanie rdéiniczkowe i warunki poczqtkowe: @ (a)=", ¢’ (a)==c. Twierdzenie
to dowodzi, e istnieje dwuparametrowa gromada calek takiego réwna-
nia rézniczkowego, zwana calkg. ogélng -tego réwnania. Jednakie efek-
tywne zualezienie tych calek jest w ogdlnym przypadku zagadnieniem
trudnym, nie dajseym sig uskutecznié przy pomocy elementarnych metod.

Okazemy péZniej, e réwnanie niejednorodne da si¢ rozwigzaé me-
tods. elementarng (mianowicie przez kwadraturg), jeieli znajdziemy roz-
wigzanie réwnania jednorodnego, co jest zadaniem latwiejszym, jakiol-
wiek takze nieelementarnym.

Wobec tego zajmiemy sig najpierw réwnaniem jednorodnym. Udo-
wodnimy dla takich réwnan przede wszystkim nastgpujace twierdzenie.
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Jezeli y,(®) © y,(2) sq calkami réwnania jednorodnego (87), to takie
dowolna liniowa kombinacja tych calek tj.:

(88) Y (@) = ¢4, (@) - ¢, 43 (%)
Jest catkq tego rdwnania, przy ezym- ¢, ¢, oznaczajg dowolne liczby stale.
Dowdd. Z zaloienia wyunika, ze:

¥ (®) -+ py (@) y1(®) + py(@) y, () =0
¥2 (@) -+ py (@) y2 (@) + pa(@) yo (@) =0

Podstawmy wyrazenie (88) na y(w) w lews strone réwnania jedno-
rodnego (87), to otrzymamy:

&y, @)+ Cz?/;(w) +p1(@) ey i (@) py () e 93(2) + po (@) €y 1, (@) pa (®) 2 7, (@) =
=¢,[1) @) + p1@) 91 (@) + po @)y, @)] -+ c2 [y @)+ 2, (@) y2(@) + P2 () y. ()]

Wyrazenia, zawarte w nawiasach graniastych, sg zerami w mysl zaloze-
nia, a zatem cale to wyrazenie jest identycznie réwne zeru, a to dowodazl,
ze wyrazenie (88) spelnia réwnanie réiniczkowe (87), c¢. b. d. o.

Wyrazenie (88), zawierajgce dwie stale dowolne ¢, ¢,, przedstawia
dwuparametrows gromade funkeyj. Nasuwa si¢ pytanie, czy ta gromada
funkeyj jest calka ogdlng réwnania (87), to znuczy, eczy mozna otrzymaé
z tej gromady kazds calke szczegélows réwnania (87) przez specjalizacje
stalych ¢, i ¢,. Zbadajmy, jakie warunki muszs spelnié dwie obrane calki
szezegllowe y, (@) 1 y,(w), aby wyrazenie y (&)= c,y,(@)+ c,¥,(®) bylo
calky ogélng.

Obierzmy dowolny punkt # =a z przedzialu e <2 =g i dwie
dowolne liczby b, ¢ i starajmy sie dobraé stale ¢, i ¢, tak, aby y(e)=2b,
¥ (@) =c. Wtedy y(@) bedzie taka calks szczegélows réwnania (87), ktéra
dla & = a przybiera wartoéé b, a ktérej pierwsza pochodna przybiera
dla = a wartodé ¢ (wiemy za$, ze istnieje tylko jedna calka, spelnia-
jaca te warunki przy danych b, ¢).

Zsdamy zatem, aby sig spelnialy réwnania:

y(a)==c19,(a) + 29z (a) =b

y'(@)=cyi(a) + ep(a) =c

Stale ¢, i ¢, dadzg sig z tych dwéch réwnan wyznaczyé przy wszcl-
kich & i ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik:

¥1(a), ¥2(a)

¥ (a), ya(a)

W(a, y,(a), ya(@) = I
jest réiny od zera. Wtedy:
b, y,(a) :
¢, ¥(a)

01=

¥1(a), yo(a) l l [ h ya(a)
i(a) wa(a) LT y1(a), y,(a) ¥(a)
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Funkcja y(®) = c,y,(@) + ¢oys(@) z tak obranymi stalymi e, ¢, jest
wtedy zadang calky szciegélowq.

Widzimy stad, se jeseli y,(x) i y,(®) sq catkami szczegdlowymsi rdw-
nania (87), to koniecenym i dostatecenym warunkiem na to, aby dwupara-
metrowa gromada funkeyj y(x)==c,y,(®) - c,¥5(@) byla calkq ogding
réwnania jednorodnego, jesi, aby istniad przynajmniej jeden punkt &= a
taki, dla ktdrego wyznacenik:

¥1(®), y3(@)

(89) W(2,y, (@), ys(@)) = v. (@), %o (@)

bylby réény od zera, czyli, aby ten wyznacznik nie byl identycznie réwny zeru.

Wyznacznik ten nazywamy wyznacznikiem Wronskiego lub
wroriskianem funkeyj y, (%), y, ().

Jezeli zatem chcemy zbudowaé z dwdéch calek szezegélowych réw-
pania (87) calke ogéloa tego réwnania za pomocg wzoru (88), to nie mozna
tych calek szczegélowych obieraé zupelnie dowolnie, lecz nalezy wybraé
takie dwie calki, ktérych wronskian nie jest identycznie réwny zeru.

Warunek ten mozemy zastapié nastgpujgcym, prostym, réwnowaz-
nym warunkiem.

©

Wyrazenie: \ ‘
y (@) = ¢y, (@) + ¢z 42 (@)

Jjest wtedy i tylko wtedy calka ogdln q réwnania jednorodnego (87), jeseli
catki szczegdlowe y, (@) i y, (@) sa od siebie liniowo niezalezne.

Dowéd. Dwie funkeje y,(x), ¥,(2) nazywamy liniowo zaleZnymi, jezeli istnieja
dwie takie stale liczby b, i b, nierdwne rownoczednie zeru, ze b, ¥, ()4 b,y,(x)=0
dla wszystkich 2 z badanego przedzialy, tj. jeZeli y,(x) jest proporcjonalne do y,(x),
albowiem ten zwizzek mozna napisaé w postaci:

b b .
y(@) = — b_:yz(w.) =ky,(®@) b ¥ (@)= — b—:?h(w) =my, ()

(zaleznie od tego, ktéra z liczb b,, b, jest réZna od zera). OtéZ jeZeli dwie funkcje
¥, (@) Yo(x) 53 liniowo zalezné od siebie, to dla wszystkich badanych x zachodzi
zwigzek:

by (@) + by93') f U

by 41 @) + by ya (@) = 0

przy czym przynajmniej jedna z liczb b,, b, jest réina od zera, np. b, + 0. Mnozymy
pierwsze rownanie przez ¥,(x) a drugie przez y,(®) i odejmujemy drugie od plerw-
8zeg0, to otrzymamy:

a zatem takzZe:

by [yy () y: (@) — ¥ (@) yo ()] =0
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Ponlewaz b, + 0, przeto wyrazenie, zawarte w nawiasie graniastym, jest réwne zeru
identycznie, czyli:

y Yol@)
.% ( ¥2 ()

A wiec, jedeli diwie fenkeje sa liniowo zalesne, to ich wronskian jest idenfycznve réwny zesu.

Odwrdcenie tego twierdzenia nie jest prawdziwe dia wszystkich funkeyj, nato-
miast jest prawdziwe dla calek szczegélowych réwnania rézniczkowego liniowego.
I tak udowodnimy, ze jeZeli wronskian dwbch calek szczegblowych y (), y, (&) réwna~
nia réiniczkowego lintowego drugisgo rzedu jest identycznie rduny zeru, to te catkr sq
lintowo zaleine od siebie.

Dowéd. Poniewaz wedlug zalozenia wronskian' calek y,(x), y,(x) znika iden-
tycznie w przedziale @ =5 % =< B, przeto obrawszy dowolny liczbe * =@ z tego prze-
dzialu, mamy:

W (@, y,'®), y,(@)) =

|y1(a Yala)| _
Y (a), %2(a)

Stad wynika, £e dadzg sie dobraé dwie takie liczby b, i b,, 2z ktérych jedna przynaj-
mniej jest rézna od zera, dla ktérych spelniaja sig réwnania:

l bl?/l(_a-) + bp¥,(a) =0
l by (a) + byy2(a) =0

{Wtedy bowiem, jak wiadomo, uklad tych dwéch rownait o dwéch niewiadomych b, i b,
jest réwnowazny®z jednym réwnaniem o dwdch niswiadomych, mozemy wigc obraé np.
za b, zupelnie dowolng, rézng od zera liczbe, a za b, liczbg, otrzymang z réwnania
0 jednej juz tylko niewiadomej b,).

Weimy pod uwage calke szczegdlows y(«), zbudowang z calek szezegdlowyeh
Y, (@), y,(x) w nastepujgcy sposdb:

Y (@) = 0,9, () 4 byy, (@)

Ta calka spelnia warunki poczatkowe: ,
Y@ =0 1 ¢y (a)=0

jok to wynika z réwnan (r). Te same warunki spelnia jednak funkcja y==0 (o0$
z-6w), ktéra jest takZe calkg réwnania jednorodnego (albowiem, dla tej funkeji 3" =0,

Yy’ =0, a wigc 0+ p, ()04 p,(x)+0=0). Poniewaz za$ istnieje jedna i -tylko jedna
calka réwnania, spelniajaca zgdane warunki poczatkowe, przeto calka y(x) jest iden-
tyczna z calkg y = 0..Zatem:

Y @) = by (@) + by (@) =0

a wiee calki ¢, (@), ¥,(«) s3 liniowo zalezne od siebie ¢. b. d. 0. DowiedliSmy w ten
sposdh, ze identyczne znikanie wrodskianu dwdch calek jest rownowazne z ich zalei-
nodcia liniowa. Zatem niezmkamie identyczne wroliskianu dwoéch calek szezegolowych
jest réwnowazne z ich niezaleznoscia liniowa. )

(r}

Przejdzmy do badania réwnania rézniczkowego liniowego nigjedno-
rodnego, tj. do réwnania:

(86) ¥+ p@)y + p(@)y = q(@)
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Przypuébmy, ze znalefliémy takie dwie calki szczegélowe y,(w), y, ()
réwnania jednorodnego:

(87) Y’ + p @)y + pa(w)y=0
ktére sa liniowo niezaleine od siebie
Ogélng catks réwnania (87) jest:
Y=1c191+ ¢4,

Aby stad uzyskaé rozwigzanie réwnania niejednoroduego, zastosujmy me-
tode wariacji statych, podobnie jak to czyniliémy w réwnaniach liniowych
pierwszego rzedu. Zbadajmy zatem, czy rozwigzanie réwnania niejednd-
rodnego (86) da si¢ przedstawié w postaci:

y=1¢;(@) Yy, + c2(®) ya
Funkeje ¢, () i c,(2) staramy sig wyznaczyé tak, aby to y spelnialo réw-
panie (86). Utworzmy pierwszg pochodng:
Y=o +antay+ay

Jako pierwszy warunek na wyznaczenie funkey) ¢;(@) 1 c,(@) przyjmu-
jemy zadanie, by oba ostatnie wyrazy odpadly. Pierwszy wige warunek
ma postaé:

(@) 6y + Gy, =0
Tworzymy nastgpnie drugs pochodng z uwzglednieniem warunku (a).
Otrzymujemy
Y =y + oy + oy + ey
Wartodei ' 1 y” wstawiamy w dane réwnanie (86), a wiec ma sig spel-
niaé¢ réwnanie.
@)+ P+ P y) (¥ + pi¥e + peye) +ayl + =9 (@)

Wyrazenie, zawarte W plerwszym Dawiasie, jest zerem, poniewas ¥, ()
jest calkg réwnania jednorodnego. Podobnie wyrazeme, zawarte w dru-
gim nawiasie, jest zerem. Pozostaje wige jako drugi warunck:

8 an+ Y =q2)

Z warunkéw (a) 1 () otrzymujemy

R

i, yal' Iyn y?l
2 Y1, Yo
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Mianownikizm jest wyzpacanik Wrobskiego, jest on wige wedlug za-
losenia réiny od zera.

A wige:
. — qY:
()= —"=— =g
= = @
) e Y% —
= gy Y@

Stad:
o (z) =f¢p(w)dw+ Cy (@) ==fw(w)dw+ C;

Calka réwnania niejednorodnego ma zatem postad:

v=([o@ds+ 0} 0.+ [v@ds+ ) v

Calke t¢ potrafimy obliczyé za pomocs kwadratur, jezeli tylko znamy
dwie calki szezegblowe réwnania liniowego jednorodnego. Widzimy stad,
26 cala trudnodé rozwigzania ogdlnego réwoania réiniczkowego liniowego
2-go rzedu, tj. réwnania niejednorodnego, sprowadza si¢ do wyznaczenia
dwoéch calek szezegélowyeh réwnania jednorodnego.

To ostatnie zagadnienie jest jednak w ogélnym przypadku trudne.
Z reguly otrzymuje sig na calki szczegélowe réwoad liniowych jedno-
rodnyeh 2. rzedu nowe, nieelementarne funkcje, okreslone za pomocg
szeregéw potegowych. Badanie kaidego takiego réwnania stanowi od-
dzielng obszerng teorig.

§ 306. Réwnania rézuniczkowe liniowe o stalych wspélezynnikach

W specjaloym przypadku, gdy wspdlezynniki p,(x) i p,(x) w réw-
napiu liniowym s3 liczbami stalymi: p, (x) = a,, p,(x) = a, przedstawis
8lg rozwigzanie rdwnania liniowego drugiego rzedu bardzo prosto.

Okazemy mianowicie, 2e calki rownania.

Q1) y' +a,y +ay=0

sy funkejami elementarnymi, a mianowicie sg w bardzo prosty sposéh
zbudowave z funkeyj wykladniczyeb. I tak, nawigzujae do réwnania réz-
piczkowego liniowego jednorodnego pierwszego rzedu: ¥y’ - ay =0 o sta-
lym wspblezynoika a przy y. 2auwazmy, ze calky szczegélows tego réw-
naoia jest: y = ¢~ (por. str. 118, waér 63).
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Sprébujmy, czy takée i réwnanie drugiego rzedu (91) posiada taks
calke, tj., czy istnieje calka réwnania (91), majaca postac: y=e™, gdzie r
jest jakas liczbg staly. Tworzymy:

i

yf — ,r.erx; y = y2.¢™

i wstawiamy te wyrazenia za y, ¥’ i y” w réwnaoie (91). Zadamy, by
sig to réwnanie spelnialo, tj. aby zachodzil zwigzek:

%t ay e f-a,e =0

Poniewaz ™ jest. dla wszelkich skodczonyeh « rézne od zera, przeto mo-
zemy uprodcié ostatnie réwnanie przez ¢* i pozostaje:

(92) 2+ ar+a,=0

Gdy dobierzemy takie r, ktére spelnia ten warunek, to réwnanie réz
niczkowe (91) speloi si¢ dla ¢* Rozwigzujac réwnanie (92), otrzymu-
jemy dwa pierwiastki »; i r,. Otrzymujemy wige dwie calki:

Yyr=1¢" y3=¢"
Z tych dwéch calek szczegélowyeh mozna tylko wtedy utworzyé calke

ogblng, gdy wroniskian tych funkeyj nie jest identyczunie réwny zeru.
Otéz tutaj:

X

ro €7

e en
W(.’L’, yl(w)7 y2 (w)) - | 7.1 er,x s

czyli:
W(x’ Yy (w), 3/2(47)) =, gntnx 7 entn it — plrtnk (,-2 i "1)

Pierwszy czynnik et jest dla wszelkich skonczonych wartodei ry, 7y, @
rézny od zera, drugi zad: (r, — ry) staje si¢ zerem tylko dla r, = r,.
Zakladajac wiee, ze r, =F r,, otrzymujemy nuastepujacg ogélng calke réw-
pania (91):

(93) ’—y—= C1 . el'(x + 62 . ergx

Réwnanie (92), sluigece do wyznaczenia r; 1 r,, nazywamy rdwnaniem
wyznaczajgeym lub réwnaniem. charakterystycenym réwnania (91). Réw-
napie to jest latwe do zapamietania; otrzymujemy je bowiem z danego
réwnania rézniczkowego, podstawiajgc zamiast niewiadomej y i jej po-
chednyeh potegi 9 #1, »2 Ten sposéh rozwigzywania réwnania odnosi
sig nie tylko do réwpan liniowyeh drugiego rzgdu, lecz takie do réw-
nan liniowych wyzszyeh rzedéw o stalych wspélezynnikach. )

W ten sposéb przedstawia si¢ calka ogélna réwnania (91), gdy réw-
nanie wyznaczajace posiada pierwiastki rézae. Gdy » = r,, to znamy
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jedog eatke szczegolows: y = ev. Okazuje sig, Zze catkq szeczegdlows jest
takze funkeja:

(94) Y, = @&

jak to mozna latwo sprawdzié wprost przez podstawienie. Mozna si¢ tei
latwo przekonaé przez utworzenie wyzonacznika Wronskiego, ze tak
obrane y, i y, sa funkejami liniowo niezalezoymai.

Uwaga 1.

Jezeli znamy jedng calke szczegdlows y, (x) réwnania jédnorodnego drugiego
rzedu, to druga catke, liniowo niezaleing od pierwszej, mozna otrzymaé przez kwadra-
tury, a mianowicie:

(95) Yo (@)=, (@) f yr’e'f " g

Dowéad.
Poléimy y =y, (%) 2, to réwnanie (87) przyjmie postaé:

YWt 2y +y 2" 0y +Yi2) + peyrz=0

Y +2CY Py 2y oy - pY) =0

WyraZenie, zawarte w ostatnim nawiasie, jest zerem, poniewaz y; jest calkg réwnania
(87). Polézmy £’ = u, to otrzymamy:

Wy, +u@y + p19) =0

czyli:

Stgd: , '
u; = — 2’%1 — D
logu = — 2logy, —fpldm
v — =y AP
= ‘/‘y,‘“e'fp'd'dw
» wiee-

y — ylz =y1fy;ge‘.fpldldx

jest calky rownania (87). Nazwijmy ja y,- Tworzgc wrofiskian calek y, i y,, otrzy-

wany po iatwej przerobce W(x,y,,yy) = l-f"d', 8 to wyrazenie nie jest rowne zeru
dla zadne] wartofel .

Zatem yy jest drugg eatka réwnania (87), niezalezng liniowo od ;.

Stosujac wzér (99) do y, = en*, otrzymamy po wykonaniu rachunkéw (uwzgled-
viajge, ze @, = — (1, rg) = — 2nry}.

y,—xo”'
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Uwaga 2.

Rozwazania te rozszerzono takie na réwnania rdZniczkowe liniowe wyisaych
rzedéw. Tak np. jezeli r, jest &-krotnym pierwiastkiem rdéwnania wyznaczajgcego. to
funkeje:

Yr==€" Yy==w6", Yy =%, y,= "

83 calkami szezegdlowymi niezaleznymi od siebie liniowo
Szczegblnie wainy i interesujacy jest przypadek, gdy pierwiastki
r,, ry rownania wyznaczajgcego sg liczbami zespolonymi sprz¢zonymi, np.
ry=a -} B, r,=a — Bi. Wzér (93) ma wtedy postaé:
Y = e(a+5l)x + cg o(u—ﬂl)x
Te calke ogélng mozemy przedstawié¢ w takiej postaci, Ze 2oikng wyra-
zenia urojone. I tak kazda liniowa kombinacja calek szczegSlowych jest

takze calks réwnania, a zatem funkcje:
: o= 3 et L gleBI* = ¢ cos B0
Jp = 211 glatghe % a—gir — gexgip ﬂw

(a)

sg takie calkami szezegélowymi réwnania (91). Nie trudno okazaé, ze
ich wronskian jest rézny od zera, a wige ogélng calke réwnania (91)
mozemy przedstawié w postaci:

(96) l Yy === (¢ co8 B+ ¢z 8in ) [

Przyktady.
1) Wychylenie y punktu materialmego, drgajacego swobodnie pod wplywem sily
sprezystodci, czyni zadodé nastepujacemu réwnaniu rézZniczkowemus

2 .
97) %ﬁz’ = —a’y )
czyli:
¥y’ +aty=0
Jest to rownanie rdzniczkowe liniowe jednorodne. Réwnanie wyznaczajace ma tu postaé:
r124a2=0
posiada zatem pierwiastki zespolone: >
ry=ai, ry=—ai

Calkami szczegélowymi niezaleZnymi linjowo od siebie sa funkeje:
¥, = % , Yo= e
Uizywajac wzoréw (a), otrzymujemy:
7, == cos at
75 = sinat
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Calka ogélna ma wige postad.

(98 . y = o6, cos at | ¢, sin at

Tak przedstawia sie wychylenie w ealeznoéci od czasu. Ten wzér latwo mozna przed-
stawlé w innej, dogodnisjszej formie, a mianowicie:

y=VaFea ( CT:-I-_—Z cos at V—;}—— sin at)

Oznaczajge
Ve a= a4, —_22{_ _=sing, L TP
l/"l +¢ VC% +
otrzymamy .
y = A(cos at sin g -}- sin at cos &)
czylis /
(98a) y = Asin(at 4 ¢) }

Stala 4 nazywa sie amplifuda a & faza drgania.

Te wzory odnosza si¢ do drgad swobodnych. Takie drgania powtarzalyby sie,
jak z tego wzoru widaé, periodycznie bez zmiauy amplitudy i periodu. W rzecaywi-
stoéci punkt materialny drgajacy ma do pokonania ovpory Srodowiska i sil wewnetrz~
nych, dzialajacych przeciw temu ruchowi. Zajmiemy sie teraz tym ogdlniejszym
przypadkiem.

d
2) Przyjmijmy, Ze opér jest proporejonalny do predkobei v = Y Réwnanie r6s-

dt’

niczkowe ruchu drgajgcego ma wtedy postaé:
d’y
. dfz
'+ 24y o'y =0

P2 24r 4 at=0

Rownanie wyznaczajace

ma pierwiastki:
r=-—4a4 V].’ — a®
Nale2y tu odréznié trzy przypadki:

a) 41> at. Pierwiastki rownania wyznaczajgcego sg wtedy rzeczywiste, rézne.
Tskie drganie nazywamy siniz téumionym. Wzor na wychylenie ma postad:

y = c " e

Poniewaz 7, i r, sa liczbam stalymi, ale ujemnymi (co wynika wprost z wzoru na r),
wiee funkcja ta dyzy do zera, gdy t—co. Latwo wykazaé, Ze moze ona €o najwyzej raz
przechodzié przez zero W drganiu silnie tlumionym moZe wige nastgpié tylko jedno
zawrdcenie sig punktu drgajacego.

b) A — a?
Rachanek rozniczkowy # calkowy. 1. ML . 1
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Wtedy », = »,. W takim razie wedlug poznanych wzordw jest:

=", yy=tev
Calka ogdlng jest wige"

=, "+ cyteV = e (c; - ey t)

Takzo i w tym przypadku funkcia przechodzi przez zero tylko jeden raz. Drganie
takie nazywamy takZe silnis thumionym.
¢) A* < a* Wykonujge tu rachunki, otrzymamy

y=e*(c,cos t JaZ — A2 + ¢, sint Ja® — 22)

Jest to wzdr na drgania zapikajace powoli. Isfnieje w tymr przypadku nieskoticzeme
wiole takich ¢, dla ktorych funkcja staje sie rowng zeru.

3) Praykiadem rownand liniowych niejednorodnych drugiego rzedu jest réwhanie
réZniczkowe drgan wymuszonych, tzn. takich drgan, prey ktérych oprécz oporu dziala
pewna sile, modyfikujaca te drgasia (2wana impulsem). Takie drgania odbywsjg sie
np. w rezonatorach. Rdwnanie to ma postaé

Ly a9
ap = T @Y 245, +10)

Jozoli impuls dziela periodycznie, np. wédlug prawa sinusowego, to réwnanie ma postaé:
y' + 24y 4 a’y = csinyt

Dla tardziej skomplikowanyeh funkeyj f(#) uzywamy ich rozwinigé na szeregi Foa-
visra. Celem rozwiaszania tego rowuania calkujemy najpierw réwnanie jednorodne.
Doibwilidzey to réwnanie w poprzednim przykisdzie. Rozwaiymy tu tylko przypadek,
gdy A? < 6? Catkami szczegilowymi réwnania jednorodnego sy funkcje:

Yy, =6 *cost Va? — 7%, y,=c #sint}a? — 23

Przez zastosowanio wzordw (90) oblicza sie ¢, (x), ¢,(x) 1 dochodzi si¢ ostatecenie do
wynika:

y = Asin(yt + &) + e (c, cost Vo — I8 4 ¢y sin ¢ Jad — 29

Widzimy, Ze wychylenie w takim ruchu drgajgcym jest sumg wychylen, wyniksjgeych
2 drgenia swobodnego i drgania zamkajacego. Stale 4 i 2 83 tu zwigzane ze stalymi
a, 4, ¢ y, wystgpujaeymi w réownaniu rézniczkowym, za pomoeg nastepujgeych wzordéw:

AR A= G
§) Scalkowaé réwnanie:
YO -2y 42y —y=0
Réwnanie wyznaczajsce ma tu postaé:

=28 427 —1=0

Acose—=

i posiada pierwiastki:
r=rp=rg=1 rg=-—1
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Liczba 1 jest pierwiastkiem trzykrotaym. Wobec tego calka .ogdlna ma postad:
Y =c € - cowe” -+ cyate + cge
6) Réwnanie ,progu kolejowego® ma postaé:
¥9+4aty=0

k
6 ©
da T EI

Rownanie wyznaczajgee: r*—+4a*=0 ma pierwiastki r, =a(l-¢), ryma(l —3),
ry=a{—1419), rg==a(~+ 1 —1). Calkami szczegblowymi sg funkcje:

Yy = 4 (0 - e=0-0) — ¢™cosa o

y:=% ) _ g7l ) — ™ gin g

prey czym.

1 podobnie gy, ¥,.




ROZDZIAL XXII
Geometria rozniczkowa krzywych w przestrzeni}

§ 307. Analityezne sposoby przedstawiania linij krzywych
W przestrzeni

Przy badaniu linij, lezgeych w przestrzem, trzeba rozrézmié dwie
mozliwodei: albo taka linia lezy na jednej plaszezyZnie albo si¢ nie mieser
w jedne) plaszeczyzue. Istniejs wige linie plaskie i tzw. linie skosne czyli
wichrowate czyli linie o podwdjnej krzywiinie Praykladem livii skodnej
jest linia $rubowa, tj linia. przecinajgca pod tym samym katem, réznym
od 001 90° wszystkie tworzgee walca (obrotowego, eliptycznego, parabo-
licznego itp.). Na krzywe przestrzenne natrafiamy rowniez w geometrii wy-
kredlnej przy badaniu przenikania sig takich bryl jak waulce, stozki, kule.

Cheac badaé linie przestrzenne metodami geomstrii analityczoej,
nalezy je ujaé w réwoania. Jeden sposéb analitycznego przedstawiania
linij w przestrzen) wynika stad, ze linig moZzemy pojmowaé jako miejsce
geometryczne punktéw przenikania si¢ dwu powierzchni o réwnaniach:

f(w’y’2)=0

(99)
9@ y,2)=0
(por. tom I, str. 361 1 nast.).
Jezeli sig te réwnauia dadzg rozwiklaé¢ wedlug = i y, woéwczas

krzywa przenikania da si¢ przedstawié réwpaniami:
(100) B=F@), y=0G()

Roéwnapia te przedstawiajs dwa walce: pierwszy o osi réwnoleglej do
osi y-6w, 0§ zas drugiego jest réwnolegla do osi @-6w. Podobnie mozna
uwazaé za zmrenng piezalezng x lub y.

Najdogodniejszym analitycznym przedstawieniem linij przestrzennych
jest przedstawienie parametrowe (por. tom I, str 377), polegajgce na tym,

<&

1) Przed przystspieniom do studiowania geometrii rézniczkowsj naleiy sig zazna
somi¢ 2z zasadami geometrii analitycanej przestrzennej. Nadaje sie do tego bardac
dobrze np. podrecznik pref. Leji pt. Geometria anahtycens $ poczgtks geometsis
véimozkowej (Warazawa, 1934).
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%8 3 wspélrzedne 2.y, 2 punktéw tej linii wyrazamy jako funkeje czwar-
tej, pomoenicze) zmienne) ¢, zwanej parametrem tego przedstawicnia:

(101) c=0), y=v({) z2=x(

Tak: sposdb przedstawiania bywa najezedeiej uzywany w mechanice,
gdzie parametrem ¢ jest zwykle czas. Parametrem tym moze byé jodnak
takze kazda nna wielkosé, jak np. kat, fuk. Przy takim przedstawieniun
uzyskujemy symetrig wzorow ze wzgledu na trzy wspdlrzedne.

Co do funkeyj, uzywanyeh przy wszystkich trzech przedstawieniach,
to podobnie jak przy krzywych plaskich czynimy pewne zalozenia. I tak
zakladamy, ze funkcje te sg éiqgle; w pewnych punktach mogg wyste-
powad niecigglosei, punkty te jednak wylaczymy 2z naszych rozwazai.
Czynimy ponadto zalozenie, ze funkecje te sa rézniczkowalne, a nawet,
ze posiadajy tyle pochodnyeh, ile nam do danych rozwazan potrzeba,
ewentualnie, 2e 83 rozwijaloe na szereg Taylora Zobaczymy jednak
ze wszystkie te zalozenia nie wystarczajg jeszcze, aby zapewnié regularny
przebieg linij. Tak np. w przedstawieniu parametrowym te punkty, w kig-
rych wszystkie trzy pierwsze pochodne @'(f), ¥’ (¢). ¥’ (¢} sa réwne zeru,
sg punkrami osobliwymi Takie punkty osobliwe wymagaja osobnych badan.
Takie punkty, w ktérych funkeje @, y, z sa ciagle, a pierwsze ich po-
chodne 1stnieja i nie sg réwnocze$nie réwne zeru, nazywamy punktami’
2wyczajnymi.

Przyklady.
Linig prosta. leZgeg w przestrzeni, przedstawiamy trzema réwnaniami linio~vmi:

(102) z=a-+1t, y=b6b-+mt, z2=c+ nt
Kolo, lezace na plaszezyzinie (XY), ktérego érodek lezy w poczatku ukladu, p.zed-
stawia si¢ réownaniami:

x=rcost, y=rgint, 2=0
Aby otrzymaé réwnanie kola w polozeniu najogélniejszym. nalezy zastosowaé (znane
z geometrii analitycznej) réwnania obrotu i przesunigeia.

Spoérod krzywych wichrowatyeh bardzo proste réwnania ma linia $érubowa
zwyczajna, tj. opisana na prostym walcu obrofowynt, a mianowicie (por: tom I, str. 377—8):

(103) ¥=—acost, y=asint, z=>b¢

gdzie ¢ ozmacza kat obrotu promienia, ktérego koniec zakresla przy ruchu $rubowym
lini¢ érubowa, a d ="5.2x jest krokiem &ruby.

Najdogoduiej jest uzyé do przedstawienia parametrowego jako pa-
rametru dlugosei luku s. Na element luku linii przestrzeunej (ij. na roz-
niczke luku) wyprowadzilismy (por. tom II, str. 136) wzr:

(104, ds? = da? | dy? | de?
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Stad:
® :
(105) (&) =920+ vm0+ 120
Jezeli parametrem jest luk, to s=1¢, a wige %‘;.—:1 1 otrzymujemy:
(106) PR3+ wR(s) + 22 (s) = |

Odwrotnie: jezeli funkeje @, #, y spelniajg to rownanie, a dlugodé luku
liczymy od punktu, dla ktérego £=0, to s=={, a wige parametrem jest tuk.

Réwnanie (106) jest wige komiecenym i dostatecenym warunkiem na
to, aby zmienna t w przedstuwieniu parametrowym byla éukiem.

Tak pp. dla linii Srubowej parametr 2, figurujgey we wzorach (108), nio jest
dlugoseig luku, slbowiem wyrazenie:

@24 y'24 2% = a%cos?t - a%sin2f -+ 5% = a? |- b2
.nigy jest identycznie réwne 1. MoZemy jednek wprowadzié dlugosdé lukd jako parametr.

1 tak wiemy (por. tom Il, str. 138), Ze dlugo&é luku linii srubowej wyraza si¢ wzorem:

s=t|a - 5°
Stgd:
8

Vaxw

Zatem wzory:

w=acosTt__—
Va2 + 52

. 3
107 =asin (————
(107) y=oa V;z__l_ b2
8§

BN I —
i Vaz I b2

dajg takie przedstawienie parametrowe linii srubowej, w ktérym parametrem jest diu-
goséé luku.

Przy badaniu krzywych przestrzennych zajmowaé sig bedziemy
styczng, normaing i krzywizng krazywej przestrzennej. Z natury krzywej
przestrzennej wynika, Ze zakres paszych badan rozszerzy sig tu. I tak
przy badaniu styeznosei bedziemy sig zajmowali nie tylko prostymi styez-
nymi, ale takze i plaszczyenami stycenymi do takiej krzywej. Przy ba-
-daniu pormalnej wystepuje cala plaszczyzoa, w ktorej leza wszystkie
normalne, przechodzace przez dany punkt krzywej. Krzywizng linij plas-
kich pojmowalismy jako miarg odchylenia krzywej od linii prostej. Tutaj
wystqpl to samo pojecie, ale oprécz tego trzeba sig bedzie 2ajgé odehy-
leniem linii od plaszczyzny, czyli tzw. torsjs albo skreceniem linii.
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§ 308. Styezna i plaszezyzna normalng

Styczna krzy we) przestrzennej okreélamy jako graniczne polozenie siecz-
nej. Wezmy pod uwage dwa punkty krzywej, odpowtadajgce wartossiom ¢, i ¢,
parametru, s mianowicie 4 (2(t),y(f),2(4)) 1 A’ (z(ty), y(ty), 2(t,)) (fig. 19).
Oznaczmy dla krétkodei wspdlrzedne punktu 4: =z, y,, 2,, & punkto 4"

Fig. 19.

@3, Yg, 2. Wychodzimy z réwoania sieczoej. Jesli przez X, Y, Z ozona-
czymy wspélrzgdoe biezace prostej, to .réwnania prostej, praechodzgcej
przez A'i A’, majg postaé:

X—w, Y—yl_Z—Z,
Ty — &y Yo~ Y 22

Podzielmy wszystkie mianowniki przez i, —t, = A4t Gdy 2, — ¢, to
o dy 4
At A A

granicy otrzymamy zatemi:

4:—» 0, a stosunki dazg do pochodnych. Po przejéciu do

X—w Y—9y, Z—z
108 ’ = ; o= ’ :
(108) P S TN S T
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Takg postaé majg rdwnania stycznej do krzywej w punkecie 4 (zy,y,,2,),
gdy uzywamy parametrowego przedstawienia. 7 réwnad tych widaé,
ze tylko w takich punktach istnieje oznaczona styczna, w ktérych ne
wszystkie pochodne sg réwnoczesnie zerami. Takie punkty, w ktérych
te pochodne s réwnoczesnie rowne 0, nazwalidmy osobliwymi 1 zazna-
czylismy z géry, ze wylgezymy je z naszych rozwazan.

Z ostatniego réwnania wyprowadzimy od razu réwnanie plaszczyzny
normaluej. Mianowniki w réwnaniu (108) sy proporcjonalne du cosinuséw
katow nachylevia stycznej do osi wspélrzeduych, a wiec:

(a) cosa cosfi-cosy=uw'(4):y (¢,): 2 (t,)

Plaszczyzna prostopadla do stycznej, a przechodzgca przez punkt stycz-
nosci, ma zatem réwnanie:

(109) | X —@)a' (b)) + (Y —g)y (&) +(Z —2)2'(4)=0

Te plaszezyzng nazywamy plaseczyzna normalng do danej linii,
Wzory (a) podajs stosunki miedzy cosinusami katéw nachylenia.
- Aby otrzymaé same cosinusy, trzeba podzielié 2'(f), y'(t;), 2'({,) przez

eVai(t) +y¥(t) + 2'3(t,) Zatem:

_ x' (t)
COS X — — — —
e Va2 (t,) - y2t) + 22(f)
‘ y'(tu
0 cos § =
(110) Vi) F 72 G) & 22 ()
2 (4)
cos y = - T
eVt 4 y2t) + 22(t)

przy czym £=-+1 lub — 1 zaleznie od tego, ktory kierunek stycznej
uwazamy za dodatni.

Jezeli parametrem jest luk, to wzory przedstawiaja sie o wiele
prosciej, wtedy bowiem wszystkie mianowniki wypisanych ulamkéw sg
réwane 1 (na podstawie wzoru (106)). Otrzymujemy wige:

cosa =g’ (s)
(111) cos 3 = ¢’ (s)
cosy = 2'(s)

Obrali$my tu &= -1, a przez to ustaliliSmy pa stycznej pewien kie-
runek jako dodatni.
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§ 309. Plaszezyzna $cile styezna

Przy badamu krzywych przestrzennych mozemy rozpatrywaé précz
prostych stycanych takie i plaszczyzny styczne. Wezmy pod uwage prosts
styczng do danej krzywej w punkcie 4 o wspdlrzednyeh 2z (4), y(¢)
z(1,) (fig. 19). Przez t¢ prosta mozna przesungé pek plaszezyzn, z ktd-
rych kazda zasluguje na nazwe plaszezyzny stycznej. Istnieje jednak
wéréd tych plaszezyzu jedna, szezegdlnie dobrze dostosowujgea sie do
przebiegu tej krzywe), z ktire] si¢ ta krzywa niejako jak najmniej
wychyla Te specjalng plaszczyzng nazywamy plaszezyzng §eisle stycenq
w punkecie A. Otrzymamy ja. przesuwajge plaszezvzng P przez styezng
i dowolny punkt A’ linii krzywej, nie lezgey na stycznej. Gdy punkt 4’
dyzy do panktu 4, to plaszczyzna obraca sig okolo stycznej, dazac do
pewnej plaszezyzny granicznej 1 ta wlasnie plaszczyzna graniczna zwie
sig plaszezyzug Scisle styczng w punkeie 4. Réwnanie je; uzyskamy z pa-
stepujacych warunkéw:

a) Plaszezyzna P przechodzt przez punkt 4, zatem jej réwnanie
ma postaé: )

(I a(X — () + (Y — y(t) + e(Z — 2(t)) =0

b) Styczna lezy na tej plaszezyznie P, a wige wspdlrzedne punktéw
tej stycznej spelniaja powyisze réwnanie. Oznaczajge wspbélng wartosé
trzech stosunkéw we wzorze (108) litery £, mamy:

X—ah)=ka'(t); Y—ylt)=ky (L) Z—z(t))=k(t)

zatem;

aka' () bky ()4 ck2' (4) =0
czyli:
(1) a@ (t) by (h) + ez’ (1) =0

¢) Punkt 4’ lezy na plaszezysnie P Oznaczmy jego wspdlrzedne
x(ty + h), y(t, + k), (¢, + k). Spelma sig wiee réwnanie:

a(@(ty +h) — () - b(y (& + R —y (&) +e(z(f +h) —2(8)) =0

Przyrosty wspédrzedayceh przedstawmy za pomocs wzoru Taylora, to

b2
z(h +h) — ) =ha' () + 2—!“’” (ty + 9, h)

1 podobnie dla y 1 2
Zatenr

hlaz (1) + by' (1)) +-c2'(4)] +
h2
+ 9 [a@” (ty + 311+ by” (1, + k) + e2” (b, +Fsh)] =0



170

Uwzgledniwszy warunek (II), otrzymujemy trzeci warunek:
(I1L) aw' (¢, + k) by (ty + k) Fc2’ (8, + Fh) =0
Eliminunjac z tych trzech warunkow siale a, b, ¢, otrzymujemy réw-
nanie plaszeczyzny P w postaci wyznaeznika
X — w(tl)y Y — y(ty), Z— 2 (t1)
@ (4), (A 2 (t) (=0
o (b + 91k (b Feh) 2k A Gsh)
Gdy punkt 4° dazy do nakrycia mg z punktem 4, to b dazy do zera
1 otrzymujemy (opuszczajac wszgdzie literg i,):

X—z, Y—y, 2—2

z y' 2 |=0

(112)

e " 2]

) ! & Yy 2
czyli:

(118) | (X—a)y's"—y'"%)+ (Y §)(ea"—2"0 )+ (Z—2) @y "—a"y ) =0

Jest to szukane rdwnanie plaszceyzny scisle stycanej w punkeie 4 (@,y, 2).
Aby to réwnanie (112) lub (113) przedstawnalo istotnie plaszczyzng, nie
‘hogs byé réwnoczesnie zerami trzy wyrazenia:

y' —y'? Za" —z2'0, xy’' —a'y
Te wyjatkowe (lecz nieosobliwe) punkty, w ktérych' trzy powyisze wy-

razenia sg rownoczesnie zerami, wylgeczymy zatem z dalszej dyskusji.
W punktach tych zachbodzg proporcje:

y,:y” — zI:z” :.wl: (D”

Plaszezyzna styezna jest w tych punktach nieoznaczona. Takim punktem
jest np. kazdy punkt linii prostej, jakkolwiek linia prosta nie ma zad-
nych punktéw osobliwych. Dla prostej jest od razu widoczoym, skgd po-
chodzi ta nieoznaczuodd: kaidg bowiem plaszczyzng zawierajges te prosta,
mozemy uwazaé za jej plaszczyzng écisle styczns.

§ 310. Normalna gléwna, binermalna i plaszezyzna rektyfikacyjna

Plaszczyzna écisle styezna przecina pluszezyzng normalng wzdluz
proste_) (AN na fig -19), zwanej normalnq gidwng. Réwnania jej otrzy-
mamy zatem z warunku, ze wspélrzedne wszystkich jej puoktéw spel-
piajg réwnania (109) 1 (113), tj.:

(X—2)o (Y —9)y +(Z—2)2 =0
(X — w)(y’z" Y)Y —yea” — ")+ (£ — 'y’ —a"y)=0
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Stad:
X _ w—(zjm,, _ z,,w,) 2 — (wryu —_ mllyl) yl
Z Ry _'_(y/zu _ y//z/) y/ _ (Zlmu . zllwl)$l

Y - y_(w,y” — m”yl)x’ - (ylzll — yuzl)zl

Z_z"—’ Izll_y z)y/_(z/w'/_z//w')mr

Zatem réwnania normalnej gléwnej majg postaé.

X—o _
(z'wn _znwr)zl_ (mlyn . w//yl)yl—
Y—y
11 = ey 17,7 ’ was o, I=
(114) @y — &y — (y2" — y'7 )2
Z —z

j— - ———
(ylz” — yuz/) y/ —_— (Z’w” —_ zllml)wl

Jezeli parametrem jest fuk s, to wzory te upraszczajy sig znacznie. Wtedy
bowiem @'2 4 y'242'2=1, a tworzgc pochodng obu stron wedlug s,
otrzymujemy 2(@'w” + ¥’y + 22") = 0. Wobec tego mianownik pierw-
szego ulamka przyjmujé postaé:

w[/(zla + y”) —_ wl(zlzll + !/ly//).:wu (zrz + y;z) — m/(__ w'wlf) —_
=0 @yt ey =0" 1 =0

1"

Podobnie pozostale mianowniki przechodza na #” i 2" i otrzymujemy:

X—o Y—y Z—=z

(1) PO RPE ORI

' Nazwijmy katy normalnej gléwnej z osiami wspélrzedoyech literami 2, g, 2, to:

cos A = 77 () cosp = Y’ (s)
=, sl = — —
416 e Vo G+ () e Vo g (o
oSV = i © () gdzie e=-4+ 1 lub -1
e Vo sy (9*+=" 6P

Jezeli parametr nie jest lukiem, to wzory na cosinusy tych katéw, otrzy-
mane z réwnah (114), sg bardzo skomplikowane.

Prosts, lezaca w plaszczvinie normalnej, a prostopadly do normalnej
gléwnej, nazywamy binormalng (AB na fig. 19). Niechaj I, m, n oznaczajs
je) katy z osiami wspéirzednyeh Poniewaz binormalna jest prostopadia
do stycznej i do normalnej gldwunej, przeto jest takze prostopadla do
plaszczyzny Scisle stycznej. Jej cosinusy kierunkowe sg wiee proporcjo-
nalne do wspélezynnikéw w réwonaniu plaszezyzny dciile styczuej. Aby
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dostaé wprost cosiniisy katéw {4 m, m, nalasy wige te wspélezynniki po-
dzieli¢ przez pierwiastek z sumy ich kwadratéw.

Zatem: ‘
cos z = ’ rr y © /— y d
€ V(y — Y 2)2 + (2/ ’ u ; + (w/ v ”y’)’
(117) 3 cosm= = dw — 2y
£ V(y 2! + (le” u / + (w/y// . llyl)’
R e e e Ty — @Y
& ’/(y y Z')Z + ’ 2 zllw )’ + (wl 77 wnyr)’

przy czym ¢ = -1 lub — 1.
Wyrazenie, zawarte w mianowniku, jest do$é skomplikowane. Latwo
jednak stwierdzi¢, ze przy uziyciu luku jako parametcu wyraenie to

przechodzi na ¢ Va' (s)® -+ y”'(s)? + 2 (s)2 Zatem:

cosl= Yy — -y iﬂ_v_
eVa' (2 + g (5)2 - &
2’ 2”.’1)'
(118) oS M = —=— -
e Yo (sr + Y () 4 2 (o)
CoS n =— - z 4 _1/ ;
Vo sy () 4 2 (5

gdzie e=-+1 lub — 1.
Réwnania binormalnej majs wige postad:

X-= - Y——y _ Z—z

11 a0 ? 72,07

v —y'd da —2'd wy —a'y

(119

Wyréznilismy w ten spuséb dla kazdego punktu linii w przestrzeni uklad
trzech prostyeh wzajemnie do siebie prostopadlych, a mignowicie styczns,
normalng gléwog i binormalng Z ukladem tym jest zwigzany uklad trzech
plaszezyzn wzajemnie do siebie prostopadlych, a mianowicie: plaszczyzna
§cisle styczna (zawierajgca prosts styczny i normalng gléwng), plaszezyzna
normalna (zawierajgca normalng gléwng i binormalng) i- trzecia plasz-
czyzna (SAB na fig. 19), wyznaczona przez styczng i binormalns. Te
trzetiy plaszezyzne nazywamy: plaszczyena rektyfikacyjng. Ponlewaz jest
ona prostopadla do normalnej gléwnej i przechodzi przez punkt A(®,y,2)
danej linii, przeto jej réwnanie ma postaé:

(X—weos A+ (Y—ycosp4(Z—z)cosr=0
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ezyli (na podstawie wzoréw (116))

(120) X —-2)2" )+ (Y =9y )+ (Z —2)2"(5)=0

Uklad tych trzech plaszczyzn i tych trzech prostych moina przyjaé za
uklad wspslrzgdnych ruchomy przy posuwaniu sig wzdluz krzywej.
Chege badaé¢ krzywa w otoczeniu jakiegod jej punkiu, dogodnie jest prze-
sunad 1 obrécié osie wspolrz¢dnych tak, aby sig nakrywaly z tymi trzema
prostymi.

-

§ 311. Plerwsza krzywizna krzywych w przestrzeni

Pierwszq krzywizng linii w dowolnym jej punkecie nazywamy gra-
vice, do ktérej dazy bezwzgledna. wartoéé stosunku kata Ap, zawartego
miedzy dwiema styeznymi do dlugoéci tuku, zawartego miedzy punktami
styczoodey, gdy ta dlugodé dazy do zera. Oznaczmy tg krzywizng liters k;.
Cosinosy kierunkowe jednej stycznej sg cosea, cos@, cosy, drugiej zad
cosex + dcosa, cosf-4 Acosf, cosy—- dcosy Cosinus kgta, zawartego
migdzy tym: styeznymi, ma zatem wartodd.

cosdp =cose(cosa - Acosa) 4 cosB(cos B -+ AcosB) + cosy(cosy 4+ Acosy)

Aby sprowadzi¢ praws strong do dogodnej formy, dodajemy do siebie
stronami réwnpania:
cos?a -+ cos® B - cos?y = 1
(cosa +Adcosa)? +(cosB+ Acaosf)®+ (cosy +Adcosy)P=1

Otrzymamy:

2(costa - cos¥ 8 + cos?y) J 2(cosa Acosa - cosfAcosf -+ cosydcosy) +

4 (Acos @)® 4 (AcosB)* + (dcosy)® =
czyli: ’

2 [cosa(cose 4 Acose) -} cosf(cosf -+ Acosf) -} cosy(cosy -+ dcosy)] =
= 2 — [(Acos@)? 4 (Acos §)® 4 (Acosy)?)

Zatem:

2cosdp =2 — [(Acosa)? 4 (AcosB)? +-(dcosy)l)
a stad:

2(1 — cosdp) = (Acosa)? -} (AcosB)? + (Acosy)?
ezyh:

45108 L Ap = (A cos @)? 4~ (A cos 8)* -} (4 cosp)?

Mnozac i dzielge pierwszy strong przez f 4@, otrzymamy:

3 2
4 (S—l—z%g(—p) -1 429 =(4cosa)? - (A cos B)® |- (Acosy)

Dzielimy obie strony przea As® 1 przechodzimy do granicy.
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Poniewaz wraz z 4s takze Ap dazy do zera, oraz:

lim (sin + A(p)”= \

ap—>0 15‘ Aq’
przeto:
. [Ap\*  (deosa\?  (dcosf dcosy
2 | =

w=lin (7] = (5 + (52 2
czyli:
(121) k?=(dcosa)’ + (dcosgﬂ)’ ~+ (dcosy)?

ds

Poniewai cosa==a'(s). wige dL;:’EA— @’’(s) 1 podobnie inne pochodne,

zatem wzér na kwadrat pierwszej krzywizny mozna przedstawié w postaci:

(122) K=" (5P y"(s) + 2 (5)*

Odwrotnosé pierwszej kKrzywizny nazywamy promieniem kraywizny { ozpa-
czamy go liters E. Zatem:

(123) B=i= - 1 7
ks Yo sy (s 4275y

Wzory te odnosza sig do takiego przedstawienia parametrowego, w k-
rym parametrem jest dlugoéé luku. Chesac przejsé do ogélnego przedsta-
wienia parametrowego, nalezy obliczyé:

d, dt _de  ds
SO == = = NTT T

wu(s) = ad; [w'(t) : Vw'(t)z _*_y:(t)z_‘_ z'(t)’] =
=%[w'(t)1Va?'(t)"i—y'(t)’-l-z’(t)i] . gz

_ wlwll I /'+zl 4 " " "z
={or — @ TLEVE L) gy

i podobnie y”'(s), 2’ (s). Po podstawieniu otrzymanych wartosci we wzoér (123)
otrzymamy:

(w'a + ,/'2 + »'® /s
l/(ylzll II I)2+ (zlxll l)’+(w yf II I

(124 R=
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Jezeli ten promieh odetnieniy pa normalnej gléwnej od punktu krzywe)
w to strong, w ktéry linia jest zwrécona swojy wklestudeis (jak na fig. 20),
to otrzymany punkt. S nazywamy srodkiem krzywizny, nalezgeym do da-

Z r
0 X E ;i
M q
v Fig. 20.-

nego punktu krzywej. Wapdlrzedoe p, g, » érodka krzywizny obliczymy,
tworzac rzut promienia R na osie wspdlirzgdoych. I tak:

Reosd=p—x, Recosu=q—y, ﬁcosv:r—z
Stad:

p=wo-+ Rcosd, g=y-+ Reosp, r=2z-4 Rcos»
Wsatawiajac zaé za R, cosd, cospu, cos» wyrazenia z wzoréw (116) i (123\
(przy czym we wzorach (116) nalezy obraé & =+ 1), otrzymamy:

. @ (s)

P20t T
(125) — y"(s)

TSy @ 68

2" (s)

"=t e Fy e ¥ 7

Jeieli parametr jest dowolny, to przeksztalcajge te wzory w sposéb po-
doboy jak wzér na R, otrzymujemy:
_ 21yt 29
(125‘}) p.—g—’- (ylzll_yllzl)’+(zlwll_zllw')z+(wly’l_
—y’(wfylf— mllyl)]

xl,y’)z [zl (zlmlt__ zllwl) —

i analogiczue wzory na g i r.
g y q
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Kolo, zakreslone z érodka S promieniem R w plaszczyinie, wyzra-
czonej przez styczng i normalng gléwng. tj. w plaszczyénie dcidle styezne],
pazywamy kolem dcisle stycenym lub kolem krzywiznowym. Moina okazad,
ze to kolo jest granicznym kolem gromady kél, przechodzecych przez trzy
punkty, leiace na kraywej, gdy te trzy punkty dgig do nakrycia eig.

Uwaga. Srodek krzywizny mozna okredlié tskie w nastepujacy sposdb. Weimy
pod uwage normaluag gidwna w badanym punkeie A linii krzywej i plaszezyzng nor
malna w pobliskim punkcie 4’ tej krzywe) T'a plaszezyzna normalna przecina owy
normalna gléwna w jakimé punkcie S'. Gdy 4’ dazy dn 4, to punkt 8 posuwa sle
po normalnej gldwnej punktu 4, dgige do pewnego granicznego punktu S. Ton punkt
graniczny jest wladnie srodkiem krzywizny.

§ 312, Druga krzywizna czyll torsja

Pierwsza krzywizna stuzy za miare stopnia odchylenia sig linii
krzywej od kierunku prostego, a mianowicie od kiernnku prostej stycz-
nej. Dla krzywych przestrzennych waing jest rzecza okreglié miare etopnia
wychylenia sig linii krzywej z odpowiednio dobrane) plaszezyzny. Najle-
piej sig do togo nadaje plaszczyzna $cisle styczna. Aby wige uzyskaé
miare stopoin wychylenia sig hnii z plaszezyzny, zbadamy granice, do
ktérej dazy bezwzgledna wartosé stosunku kyta, zawartego migdzy dwiema
plaszezyzsami $cidle stycznymi w dwdéch punktach 4 i A’ krzywej, do
dlugosei luku, zawartego miedzy tymi punktami, gdy ta dlugodé luku
dazy do zera. Niechaj Ay oznacza kat, jaki tworzg ze sobg binormalpe
krzywej w punktach 4 i A’. Kat, jaki tworzg binormaloe, jest zarazem
kgtem, zawartym migdzy plaszczyznami sciédle stycznymi Chodzi nam
wige o granicg stosunku Aw:A4s. Gravice, do jakiej dgzy bezwzgledna
wartodé tego stosunku, oznaczamy literg k, 1| nazywamy jg drugq krzy-
wizng, skreceniem lub torsja krzywej. Celem obliczenia tego stosunku na-
lezy powtdrzyé raz jeszcze te same rozwazania, ktéresmy juZ przepro-
wadzili przy obliczaniu promienia krzywizny, zastgpujac tylko katy e, 8,y
stycznej katami /, m, » binormalnej. Dochodz1 si¢ w ten sposéb do nastg-
pujycego wzoru:

N

deosl
ds

Cheae wszystko wyrazié za pomeca &, y, 2, obliczamy przy pomocy

wzorn (118). Pa wykonaniu dosyé ucigzhiwych rachunkéw otrzymamy:

X, oy, 2

7]
X,y 2t

— &

X7t et gzt
. »

(a) dCOSZ_ _ — w” D
ds (@ y i) (@ iy
przy ezym wyznaczpik, zawarty w liczniku, oznaczylidmy liters D.
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Podobnie:

deosm —y'D , deosn ~2"D

ds @7y ds @y

Podnosimy te wzory do kwadratu i dodejemy. Po spierwiastkowaniu
otrzywamy ostatecznie-

(b), {c)

— | 2]
(127) k2 - m'lg + yll’ + 2”’
przy czym
a’I , y‘ , zl H
(128) D i wn , yu , zu
{D”', yul’ ‘zlu

Wzér (127) odnosi sig tylko do takiego parametrowego prredstawienia,
w kidrym parametrem jest luk. Dla dowolnego parametru ¢ otrzymuje
8lQ wzdr:

D|
129 ky = N7 . ul 177 T G
(129) W — Ry =) (Y — 2y

przy czym w wyzoaczoiku D wystepujg pochodne wzglgdem parametru £.
Odwrotnosé liczby k, oznaczamy liters 7 i nazywamy jg promie-
niem skrecenia cayli torsji. Zatem*

130 ) o ) e

Promien torsji dazy do wnieskoficzonoSci (a druga krzywizna do zera)
w tych punktach, w ktérych thianownik jest réwny zeru. Nazywamy: je
punktami stacjonarnymi krzywej. W punktach tych nastgpuje w ogoélnosei
zmiana kierunku obrotu plaszezyzny §cidle stycznej, gdy punkt posuwa
sig po krzywej, podobnie jak dla stycznej w punktach przegigeia nastg-
puje zmiana kierunku obrotu styczuej. Okazemy, ze jedeli druga krzy-
wizna jest réwnq zeru dla wszystkich punktéw jakiejs linii, fo ta linia lezy
cala na jednej plaseczyimie (a mianowicie na plaszezyznie &cisle stycznej)
i odwrotnie, jeseli linia jest plaska, to w kazdym jej punkcie druga krzy-
wizna jest réwna zerw,

Dowdd.

Jezeli kg =0, to z wzoru (129) wynika, z2¢ D = 0.
Rachunek réZniczkowy 4 calsowy. T. IIL, 12
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Z wzoréw (a), (b), (c) wynika, Zze wtedy takse-

d.cosl dcosm deosn
& =0 —5 =0 —4— =0

ezyli:
cosl ='c;,, COSm==1c,, €OB#H ==c,

Binormalna jest prostopadla do stycznej, zatem.

cosa cosl 4 cos feosm 4 cosycosn = 0
czyli:
c,eo8¢ -} cyco8 8 - cgcosy =10
Ale w my$] wzoréw (111) jest cos @ == @' (s), cos § = y'(s), cosy = 2'(s),
zatem:

¢ @' (8) 4¢3y’ (8) + e3¢’ (6) = 0
Calkujgc obie strony wedlug s, otrzymamy:

¢10(s) +- €29 (8) +¢52(s) = C

a to dowodzi, 4o waszystkie punkty danej krzywej leis na jednej plasz.
czyZnie.:

Na odwrét: jezeli dana linia jest plaska to wspélrzedne kazdego jej
punktu: @(f), y(¢), 2(#) spelniaja réwnanie jakiejs plaszezyzny:

e (t) + by () + ce(t) + d =0

Spelniajg one .zatem takie rdwnapia, otrzymane przez trzykrotne réznicz-
kowanie tego réwnania, tj.:

ar’' 4 by + ' =0
ax” + by’ F 2’ =0
awlll + bylll + czlll — 0
Eliminujge stad stale e, b, c. otrzymujemy:
e, ¥,
ml’, yll, 'zll =Dm0
‘ ml[l‘ ylll’ zll‘

Wobee tego k; =0, ¢. b. d. o.

Poniewai k, = 0 réwnoozesnie z D == 0, przeto mozemy wypowie-
dzie¢ udowodnione twierdzenie .takie w nastepujgcej postaci:
konigcznym ¢ destatecenym warunkiem na to, aby linia byla plaska, fest,
aby wyznacenik D, okreslony weorem (128), byt zerem dla wszystkich
punktéw tej lindi,
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8§ 313. Przyklady badanla linij

1) Zbadsé, czy linia, okreflona réwnaniami:
e=41(418 y=30—1, 2=3(+7

jest plaskg cey skosng. Tworzymy pochodne:

wl=%, w/l :0‘ wul _:0

’ 1 1 36

Yy=-p Y=z ¥V=—7%

21=3__3_’ z"=6—, 2'“=——]-§-
t2 t3 I

Wyznacznik D, rozstrzygajgey o tym, czy badana linia jest plaska czy skoéna, ma
zatem wartosé:

40 0
6 12 36
-, -2, — == —12.18  6.36
D= 2 {3 4 25( 7 -+ 7 )EO
3 3 6 18
-F @& @

ldentyczne znikanie tego wyznacznika dowodzi, Zze badana krzywa jest plaska.
2) Zbadaé wlasnobei linii srubowej zwyczajnej. Przy uiyeiu dlugodci tuku jako
parametru réwnania linii $rubowej majg postaé (por. wzory (107) na str. 166):

w==acosks, y==asinks, z=bks

1
;'q-—b_” @ oznacza promieh wales, & d=2nb jest krokiem éruby.

Dostawy kierunkowe styczne) maja wartodei:

przy czym k = ;3
y czy V

cose=a = — aksin ks
cos f =y = akcosks
cosy =22’ = bk = covstans

8tgd plerwszy wazny wniosek: styczna do linii $rubowe] tworzy staly kat z osig =z
Oblicznly promien kray wizny. Potrzebne sy do tego drugie pochodne:

’? ’

@ == —ak?cosks, y' = — akPsinks, 2'=0
Zatem:
]
= —— == —— == constans
Varki  ak?

FPronyien krsywiony linii srubowej jest wiec wielkoscig stala.
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Uzywajge wzordw (116), otrzymujemy nastgpujgce wzory na dostawy kierun-
kowe normalnej gldwnej:

cos 4 = — Lalﬂcosks:—cosks
ak?

CO8 Y == — ~1—ak“’sin ks == — sin ks
ak?

cosv—_——-—]—0=0
ak® )

PoniewaZ cos » =0, przeto » =g Zatem normalna gidwna linii érubowej jest stale

prostopadla do o3t Z
Réwnanie plaszezyzny rektyfikacyjnej ma wedlug wzoru (120) postaéd:

’ — (X —ax)cosks — (Y —y)sin ks =0

Dowodzi to, Ze plaszezyzna rektyfikacyjna jest prostopadla do plaszezyzny XY.

Z wzoréw (118) otrzymujemy nastepujace wartodei na dostawy kierunkowe bi-
normalnej:

cos{ = bk sin ks
cos m = — bk sin ks
cos # — gk == eonstans

Binormalna tworzy wiec staly kat z osig Z:
Obliczmy skrecenie linii srubowej. Potrzebne tu sy trzecie pochodne:

r1

&' = ak3sinks, y"' = —akPcosks,: 2’ =0

Najpierw obliczamy:

— aksinks , akcosks , bk

D= | —ak?*cosks, — ak?®sinks, 0
ak3sinks , — ak%cosks, O
D = bk (a® k® cos? ks |- a? kB sin® ks)
D =bkbas
Wobee tego:
alks 1
7= kS 2t =l~)ﬁ == constans

Skrycenie linii drubowej jest wige wielkoseiq stalg.




ROZDZIAL XXIV

Geometria roézniczkowa powierzchni

§ 314. Analityezne sposoby przedstawiania powiorzehni

Réwnanie powierzechni badamy w trzech rozmaitych postaciach:
w formie wyraZnej, uwiklanej lub parametrowej.
Formg wyrafng nazywamy réwnanie:

(181) 2= f(z,¥)

Preyklady takiego przedstawienia spotykaliémy juz nisjednokrotnie, np.

2 3 2 8

réwnanie paraboloidy eliptyeznej: z=?—;§ -+ zbii’ hiperbolicznej: 2= % — %5’

réwnanie plaszezyzny: z = a® -} by + ¢ (por. tom I, str. 39, 43, 44)
Formg uwiklang pazywamy réwnanie:

(132) Flo,y2)=0

Przykladami tej formy sg: réwoanie koli 2% 4yt 27 —r1=0, réw-
} 2 ]
oanie elipsoidy %+?b/_’+% — 1 =0, réwnanie powierzchni $rubowej

¥ 2= ,
prhad 0 (por. tom I, str. 64).

Forme parametrows réwnafh powierzchni otrzymuje sig, przedsta-
wiajge wspdlrzedne o, y, 2z jako funkcje dwéch parametrow:

® = @ (u,v) .
(133) y = y(u )
z = y(u ) )

Formg t¢ oméwilidmy juz w tomie I, § 125b.
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Przyklady. Réwnania parametrowe kuli majg postaéd:

®=—rcosusinv
(134} Y =1CoBUCOSY
2=rsiny

przy czym r oznacza promien kuli, % szerokoéé geografieang punkty, a v jego dlugosé
geograficzng liczong od poludnika, leZgcego w plaszezyiuie ZY.

Jeieli przez kaidy punkt jakiejs linii wykreblimy jedns linie prosty, to azbiér
tych wszystkich prostych tworzy powierzchnie, zwang powierzehnic prostoliniowq,
Kazdg powierzchnie prostoliniows moZna przedstawié za pomocg réwnah:

w=f(u)+0vg(u)
(13b) y =/h(u)-Fv9,(v)
- 2 ==fy(u)+vg5(w)

Tak np. rdwnanie powierzckni drubowej moina przedstawié w postaci:

=04 vecosu=vcosn
(136) y=0-+vsinu=vsinu

e=ku+4+0=ku
Zmienna # oznacza tu kat obrotu prostej ruchomej (por. tom I, str. 83, fig. 36, kst )
a zmienna v odlegloé¢ dowolnego punktu tej prostej od osi obrotu (por. tom L. str. 63,
fig. 86, odcinek A P).

Zastanéwmy sig nad geometryczng interpretacjy parametréw u i v. Jesli
obierzemy za v jaks$ liczbe stala, np. v =1a 1 wstawimy w réwnania (133),
to @,y i 2 beda funkejami jednego tylko parametru, beda zatem przed-
stawiaé jakgs linig. Linia ta lezy na danej powierzchni. Gdy bierzemy
za v coraz to inne wartoei, to otrzymujemy coraz to nowe linie; ofrzy-
mujemy cals gromade linij, zwanyeh liniami parametrowymi. Podob-
nie przez zmiang u dostajemy drugs gromade linij parametrowych. Tak
np. dla kuli biorge v = const, otrzymujemy miejsce geometryczne punktéw
o stalej dlugodci geograficznej, a zatem poludnik. Dla réznych » otrzy-
mujemy coraz to nowe .poludniki. Jesli za§ przyjmiemy wu = constans,
a v bedzie zmienne, to otrzymamy réwnolezniki jako drugs gromade
linij parametrowych. Poniewaz przy pomocy liczb #, » mozna okreslié
polozenie kaidego punktu powibrzehni, przeto liczby te zasluguja na nazwe
wspélrzednych. Sg to taw. krzywoliniowe wspdlrzedne.

Na plaszezyZnie przy uizycin zwyczajnych wspélrzednych prosto-
kgtnych odpowiada tym liniom parametrowym uklad prostych réwno-
leglych do osi X i Y. Kazdy punkt pa plaszezyinie jest okreslony jako
punkt przecigcia si¢ dwu prostych: jednej (y = coost.) z gromady réw-
noleglych do ost X i drugiej (@ == const.), naleigcej do zbioru prostych
réwnoleglych do osi Y.
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Jezeli pomigdzy paranpyetrami « 1 » zachodzi jakis zwigaek:

v = f(w)

to:
w=q>[u, f(w)] = F(»)
y=9[y fw)] =G
g= g [u, flu)] = H(u)

Wepélrzedne @, y, 2 sg wtedy fuskecjami jednego tylko parametru, réw-
nania te przedstawialy zatem jaka$ linig, lezgeq na danej powierzchuoi.
Chege zatem obra¢ jakad linig na powierzebai, trzebs podad jaksas funkeje,
wigiacy ze sobg parametry u i v. Réwnoanie »==f(u) jest uogSlnieniem
réwnania y = f(x) linii, leigeej na plaszczyZnie,

§ 316. Plaszezyzna styczna do powierzchni

Wesmy pod uwage zbiér wszystkich prostych styeznych w danyuc
punkeie P(x, %, 2) powierzcboi do vazysthieh linij, lesgeych na powierzehni,
a przechodzgeych przes ten punkt. Kazds taks prosts nazywamy prosts
styezng do powierzehni. Poszukajmy miejsca geometryeznego wszystkich
punktow (X, Y, Z) tych wezystkich stycznych. Niechaj réwnanie powierzehni
bgdzie podane w formie wyraznej:

z2=f(w,y)

Zalézmy, 2e zaréwno funkeja f(w,y) jak 1 jej czgstkowe pochodne g
funkejami cigglymi dla danych @, 4.

Réwnaniami dowolnej linii, lez4cej oa tej powxeuchm niecbaj beda:
() w=g(t), y=ypi) =20
A wige wspdlrzgdne ®, y, 2 speloiajs réwnanie tej powierzchui. Zachodzi
zatem pastgpujacy zwigzek miedzy. funkejami ¢, ¢ i %t
(b) 2 = Flp(®) ¥ )

Z tego zwigzku cheemy wyprowadzié zwigzek, zachodzacy migdzy wspst-
rzgdoymi X, Y, Z punktéw stycznej. Réwnania stycznej do linii (a) majs
postaé (por. wzdr (108), str. 167):

X—o Y—y_ Z-—=

¢ (8) P'(f) 2'()
Stalg warto$é tych trzech stosunkéw oznacamy liters k.
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Wobec tego:
X— Y— Z —
(©) g)==72, vo=-7L yro="°

Utwéramy pochodng obu stron réwnania (b) wedlug zmiennej ¢, to otrzy-
mamy:

ZO=5 7O+ v

Podstawiajge tu wartodei z wzoréw (c), otrzymujemy po pomnozeniu obu
stron przez k:

(137) (X——w)aw—l-(Y— ) —z-z

Oznaczajge jak zwykle g?); literg p, a g—;; literg ¢, otrzymujemy:

(137a) Z—e=pX—2)+q9(Y—y)

Takie réwnanie muszg spelpiaé wspélrzedne (X, Y, Z) wszystkich punk-
téw wszystkich stycznych do powierzehni w jednym punkcie P(w,y,2).
Zmenne X, Y, Z wystgpuja tu tylko w pierwszej potedze, jest to wige
réwnanie plaszczyzny. Wszystkie punkty wszystkich styeznych, przecho-
dzaeych przez jeden punkt powierzchni, tworzg wige plaszezyzne. Plasz-
czyzng te nazywamy plaszceyzng styczng do powierzchni.

Uwaga. Tak sie dzieje w punktach nieosobliwych. W punktach osobliwych (jak
np. w wierzcholku stozka) moze wystgpié zamiast plaszezyzny stycznej stozek styczny,
ktéry sie moZe tez zdegenerowaé do jednej prostej, do dwdch plaszezyzn lub do jednej
plaszczyzny.

Z tego réwnania otrzymujemy dostawy kierunkewe prostej normal-
nej, tj. proste} prostopadlej do plaszezyzny stycznej a przechodzgcej przez |
punkt stycznodei. Poniewaz dostawy te ss proporcjonalne do wspélezyn-
nikéw przy zmiennyeh w réwnaniu plaszezyzny, przeto wedlug znanych
2z analityki przestrzennej wzoréw otrzymujemy:

I S

cos oo

138 cos 8 = -1

139 sV + gt 1
008-p = —1

R
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przy czym £==- 1 lub — 1 zalezaie od tego, ktéry kierunek normalnej
uwagamy za dodatni. Réwnania prostej normalnej majg wige postaé:

X—o Y—y Z—2
P9 —1
Réwnania plaszezyzny styeznej i proste] normalnej dla innych form

przedstawiania powierzchni wynikajg juz z latwoscig z wzordw dla formy
wyraznej. I tak, jezeli mamy podang powierzchnig w formie uwiklanej:

(139)

Fwy2)=0
to.
oF
oz _ or F,
W= YT T aFT T,
3
dz . F,
ETR A

o ile F,5=0. (Jezeli F, =0, lecz F, lub F, jest rézne od zera, to uwa-
samy @ za funkcje v, 2 lub y 2a funkeje @, 2 Jezeli za8 réwnoczesnie
F,=F,=F,=0, to mamy do czynienia z punktami osobliwymi, ktérych
dyskusja nie bedziemy sig zajmowaé).

Wartodei'te wstawiamy w otrzymane poprzednio wzory i otrzymu-
jemy po uproszezeniu nastgpujscy symetryezny wzér na rownanie plasz-
czyzny stycznej:

(140) F(X— @)+ (Y —y)+ FZ—2) =0

Przyklad,
Dla elipsoidy o réwnaniu:

a | oy, et
atpta—1=0
jest:

2z F=2y 22

@ D=5 =g

Fo=
Roéwnanie plaszczyzny styczne] do elipsoidy ma zatem postaé:

SE -+ 5 (Y —y+52Z—9=0

czyli:
Xw Yy, Z.z a2 y® 22
a2t T g Tateta

PoniewaZ prawsa strona jest rdwna 1, przeto réwnanie tej plaszezyzny ma postad:

Xe Yy, Zz
wtata=1
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Dla formy parametrowe) pochodne czgstkowe 92 1 g; wyraajy sig

oz
wzoram?l
p xn ‘pv x- tph
¢u wr - ¢ 'pn
(8
g= Xo Tuo — Xu Po
PP, — P Y,

(jak wdowodniono w tomie I, str. 380). Wartodci te wstawiamy we wzér
(137a) i po uwolnieniu od mianownikéw otrzymamy réwnanie, ktére naj-
dogodniej jest zapamigtaé, przedstawiajsc je w formie nastgpujscego
wyznaczoika:

i X—2, V—y Z—¢ i
(141) N

g z, , Y. 2

e, |=0

QOsobnej dyskusji wymagaja punkty oschbliwe, w kiérych llczmkl i mia-
nowniki wzoréw (a) sg réwne zeru.

Przykiad.
Dla powierzchni érubowej, kiorej réwnania wyraziliémy wzorami (136) na str. 182,
vtrzymujemy .
T,= —veny, Y,=0C08U, 2,=Kk

T, == ¢os U, y,=sny 2,=0
Réwnanie piaszezyzny stycznej ma zatem postaé:
| X—2, Y—y, Z—=z
| — vsinu, wvcosu, kE |=0
cosz , sinuw, O
Po rozwinigcia tego wyznacznika, otrzymujemy:
(X — x)ksinu— (Y —y)kecosu + (Z — 2)v=1"0

Stad widad, Ze kat normalnej z osig z zalezy tylko od v a me zalezy od %. Zatem
plaszczyzna styczna do powierzehni Srubowej jest dla wszystkich punktdw, lezacych
w stalym odstepie » od osi 2, jednakowo nachylona do tej osi

§ 316. Element Yuku linii, lezaeej na powierzehni

Uogélniajac geometri¢ analityczng plasks, dwuwymarows, mozemy
319 zajmowaé¢ badaniem utwordw geometryczuych, lezagcych na dowolnej
powierzchni krzywej. Tak np. w geodezji lub w kartografii interesuja nas
utwory geometryczue, lezgce na powierzehni kuli lub elipsoidy obrotowej
a w szczegolnodei rozmaite linie, lezgce na tych powierzchniach. Aby
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uzyskad anaiogig z geometrig analityczng linij plaskich, najdogodidiej jest
uzywaé wspélrzednyeh krzywoliniowyeh na powierzchni, to znaczy uzy-
waé parametrowego przedstawienia powierzchni. Widzieliémy, 2e wtedy
réwnanie: v = f(u) okresla jaksé linig, lezacq na powierzehni, podobnie,
jak réwnanie: y = f(w) okreéla linig, lezaca na plaszeczyznie. Parametry
u, v zastepujs wige rolg wspélrzednych @, y. Mozemy takie podawaé
réwnanie linii, lezgcej na powiemechni, w formie uwiklanej: f(x, v) =10
lab w formie parametrowej: u= ¢ (¢), v=1y(f) Wyprowadzimy wzor
na element tuku linii, lezgcej na dowolnej powierzehni, pray czym réw-
pania tej powierzchni przyjmiemy w formie parametrowej:

s=puv), y=yHv), z=7x(4 )
Wychodzimy ¢ znanego wzoru:
ds® = dz? 4 dy? | d2?
Wyrazenia po prawej stronie znaku réwnodei sg réiniczkami zupeloymi:
de=w,dy +o,dv, dy =y, du-+ y,dv, dz=2,du -+ 2.dv
Stad:
= (@} + yi + 2D du® + 2 (2,8, + ¥, Y.+ 2 2) dudv 4 (@l + gl 4 20) dv?

Wspdlezyuniki przy du®, 2dude i dvt oznacza sig stale literami E, F,G.
Otrzymujemy w ten sposéb nastgpujacy wzdr ne kwadrat elementu tuku
linii, leéace) na danej powierzchni:

(142) dst = Edu® 4+ 2 Fdudv 4 G do®

Jest to tzw. pierwsza zasadnicza forma réénicokowa teorii powierzchni.
Jest to forma jedoorodns, kwadratowa zmiennych du, dv. Zapamigtaé na-

lezy ze:
£= ) + () + )

dg dw oy dy , Iz 92
(143) F= du 90+9 v +9u F7)

=@+ G+ G

Te trzy wyrazenia nazywaja sie zasadniczymi wielkosciami pierwszego
rzedu danej powierzchni. (Wyrazen tych uzywaliémy juz w tomie II,
w § 208, wzory 178))
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Wazér (142) upraszeza sig, gdy chodzi o element fuku Jinii . para.
metrowe}. 1 tak dla linii parametrowej, okreslonej warunkiem v == ¢, jest
dv = 0 1 pozoataje:

ds? = Edu?®
czyli:
(144)

Fig. 21

! a
Podobnie dla linii parametrowej u==c jest du = 0, a na element luku
takiej linii parametrowej otrzymuje sig wzor:
(144 a) ds =V Gdo
Przyklad.

Dla kuli, ktorej réwnania sg podane w formie farametrowej (por. wzory (134)
pa setr. 182), otrzymujemy:

@, = — rsinusiny, Y, = — rsiDucCosy, 2==rcosu
&, == r COB U COBY, Yy, = — rcosusiny, 2z,=0
E=rt F=0, G=r2costu

Kwadrat elementu Juku kazdej krzywej, lezacej na kuli, wyraia sip zatem wzorem:

Zatem

(145) ds? = r2du? - r2cos?u do?

Zastosujmy ten wzér do obliczenia dlugodci Iuku lindi loksodromtcznej na kuli
(fig. 21). Jest to taka linia, lezgca na kuli, ktéra przecina wszystkie poludniki poed
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tym samym kgtem 8 (zwanym w nautyce ,kursem"). Gdy £40° i £+90°% to ta linia
obiega kule, wijgc sie nieskonczenie wiele razy dokola biegundw, ktére sg jej
punktami asymptotycznymi. Cheemy obliczyé Iuk tej linii od punktu 4 do punktu B.
Niechaj #, i #, oznaczajg szerokobci geografiezne punktow 4 i B. Tangeus kata, pod
jakim linia loksodromiczna przecina. poludniki, oznaczamy literg b. Okazemy pdZniej
(str. 192), z¢ dla kazdego punktu linii loksodromicznej zachodzi nastepujgey zwigzek

: . . . cdv
wiedzy jego szerokobcig geograficzng u, a dlugoScig geograficzng v: - du = cosu

o=>blogtg (374 Ju)-}-c. Aby wiec obliczyé element tuku linii loksodromiczuej,
. bdu . .
Kladziemy we wzorze (146) dv:ﬁ% i otrzymujemy:

a stgd

b2du?
ds? = r2du?® 4~ r%cosu ~~———
+ cos2u
ezylis

ds? = r2(1 -} b?) du?

ds=r )1 ¥ bidu

Na dlugoéé tuku otrzymuje sie zatem wzée:

s=r)TF 0| du=rlTF 0% (uy— u,)

stgd:

Poniewai

VT = T igR= see f =
wige

*cosﬂ (uz u)

Poniewsi 28§ ru; = AR, ru, = BD, wige ostateeznie:

s-b-B'(BD—EK) BF

*Ccos ,3

Dlugoéé tego fuku jest wige réwna przeciwprostokstnej trdjkgta prostokatnego o boku
réwnym diugoéci fuku poludnika, a o kgeie ostrym réownym ,kursowi“. Postepuje sig
wiee tak, jak gdyby krzywoliniowy tréjkgt prostokgtny ABF byl plaskim tréjkgtem
prostoliniowym.

Za pomocy wielkosci zasadniczych wyraza sig bardzo prosto takze
element pola powierzchni. Wiadomo z rachunku calkowego (por. tom IIL

§ 258), ze element pola powierzchni, podanej w- formie parametrowej,
wyraza si¢ wzorem:

(148) dP=JEG = Frdudy
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Oznacgmy wyrateme JEG — F?, ktore jest pierwiastkiem kwadratowym
z wyrdinika formy kwadratowej (142), litera D, to powydszy wzér przyj-
mie postaé:

(1464) dP = Ddudv

Wzér (146) mozna ted napisaé w postaci:

(146b) | dP =V(, 9, — 0, ¥.)? + a2 — Yo 2% + (2.@, — 2,8, dudo

T

(por. tom II, § 208, str. 267, wzér (177)).

§ 817, Katy, zawarte miedzy lintami, lezacymi na powierzehni

Poznaliémy wzory, siuzace do obliczania dlugodei lukdéw 1 pdl na
powierzchni. Zajmiemy sie cbecnie obliczeniem katéw, zawartych migdzy
rozmaitymi liniami, leigcymi na powierzehni, I tak przede wszystkim
zajmismy sig kgtem, zawartym miedzy dwoma liniami parametrowymi:
u==c i v=¢ w dowolnym punkcie powierzchni. Chodzi tu o kat, za-
warty migdzy prostymi siycznymi do tych linij parametrowych. Dla linii
parametrowej v = ¢’ zmienia si¢ tylko u, zatem styczna do takiej linii
ma réwnania:

X—o Y-y Z—=

Tu yn 2u

Dla drugiej linii parametrowej otrzymujemy:
X—a Y—y Z-—:2

&, Yo 2y

Dostawy kierunkowe katéw nachylenia tych stycznych maja wartosei:

cos(ux) = P T , COB(vr)= L %
Vit F i+ VE Vot + i +22 Ve
y" y" yv y.,
147 ( )= —_—— = . cos(v_ )==———=
WD e = i v a2 VE Y Vetvita Vo
2 2 p 2
( =T_—"_——_—=—.—, 008(‘02)=—A—v——_=—'
) = i Tiva VB Vityt+a Vo

Przez to, ze przed pierwiastkiem daliémy wszedzie znak -, wybralismy
na tych stycznych pewien okreslony kierunek jako dodatn.

Na dostawg kierunkows kata, utworzonego przez te dwa kierunki,
otrzymamy zatem:

.0, 4+ 4.9, + 2.2,
Vot + 2 F A+ o+ 2

o8 3 =
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ezyLl:

.

- (148) cosd =

|

VE

Jedli & == 909, tj. jezeli siatka linij parametrowych jest prostokstna, to
cosd =0 a wigc #=0. Ten warunek F =0 jest nie tylko konieczny
ale i wystarczajacy pa to, aby siatka linij parametrowych byla prosto-
katna. Tak np. wiemy, ze siatka poludnikéw i réwdoleznikéw jest pro- -
stokatna; zgoduie z tem otrzymalismy dla kuli #=0, gdy obralismy
poludniki i réwnolezniki za linie parametrowe.

Zajmiemy si¢ z kolei katem g, jaki tworzy dowolna linia I, lezgca
na powierzehni, z linig parametrows v = ¢ w punkcie przecigcia sig z tg
linig (odpowiada temu w geometrii plaskiej kat nachylenia dowcluej linii
do prostej y==¢, réwny katowi nachylenia do prostej y=0, tj. do osi z-6w).

Jezeli ta linia I jest okreélona réwnaniami:

@

«

(a) u==u(s), v=120(s)

to oznaczajac katy tej linii z osiami wspéirzgdnych symbolami (I#), (ly),
(lz), otrzymamy:

do-  wdu | dw dv
d T uds Tdods
cos(ly) =y, w + y,v

cos(lz) = z,u" -+ 2,0

cos (Io) == z,u + o0

Dostawy za$ linii parametrowej v—c’ majs wedlug wzoréw (147) wartosci:

%

VE

eos(uw):i%, cos(uy)=—yi cos (u2) =

VE'

Dostaweg kata ¢ oblicza sig z wzoru:

cos ¢ = cos (Ix) cos (.um) -+ cos ({y) cos (uy) -} cos (I2) cos (uz)
Otrzymujemy zatem na dostawe kata, jaki tworzy linia /, okreslona réw-
naniami (a), z linig parametrows v == ¢’, nastepujscy wzdr:
(149) cosQp = ﬁ (£uw'(s)-+ Fv'(s)
Stgd latwo oblicza sig:

— VEG =7 v'(3)
g =VEG—I* Evw'(s)+Fv'(s)

Jezeli réwnanie linii 7, lezgce] na powierzcehni, jest podave = formier

& _v'(9)

v="o(u} ?o du W (s)
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a wiec:
de

tngl)Jii ———FQ- 2z

E+F
Kladae -3'—)( =k a JEG — F= D, otrzymujemy:
11

k

Wabr no dostawe kqla, zawartego migdzy dwoma dowolpymi liniami
m i n, lezqgcymi na powierzchui, otrzymamy na podstawie wzoru (149)
lub (150). 1 tak, jezeli linia m tworzy kst @, z linig parametrowg v==¢',
a linia n kat @,, to kat a, zawarty migdzy liniami m i n, jest réwny
@, — @,. Wobec tego:
= ) = 8P 8P

e =189~ O = T o0 e g,
"Jezeli v=v,(u) i v=v,(u) 83 réwnaniami linij m i n, a pochodne v; i v,
oznaczymy literami &, i k,, to uzywajge wzoru (150) na obliczenie tge,
i tg@,, otrzymamy po wykonaniu rachuokéw uvastgpujacy wzdr

E~+ Flky+ k) 4+ Gk
VE+2Fk+ GRVE+ 2Fk,+ Gig

(151) cos 0 =

Przyklad.

Wyprowadzid zwigzek migdzy dlugodcig a szerokobeig geograficzng dla lokso-
dromy, tj. réwnanie loksodromy w wspdlrzednych u i ».

Kat 4 loksodromy z poludnikami jest staly, a wige i tgf#==b ma staly wartodé.
Poniewaz poludniki sg dla kuli linjami parametrowymi v = ¢, przeto kgt # wyraza sig

z wzoru (100), tj.: ,
tgf=D_——%=
=Py

Dia kuli jest F=0, E=1? G =7cos*u. a wige:

D = )32 72 cos?u — 0% = ricosu

Wobec tego:
dv
tg 8 = cosu o = b

Stad:

0_!2 b

du cosu
a wiee:

v=blogtg(}n 4 4u)} ¢

Jest to igdane réwnanie Joksodromy.
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§ 318. Krzywizna powierzchni

Zanim si¢ zajmiemy krzywizng powierzehni, zbadamy krzywizng
pewnych specjalnych przekrojéw powierzchni, a mianowicie przekrojéw
normalnych. Przekrojem za$§ normalnym nazywamy kazdy przekrdj,
otrzymany przez przecigeie powierzchni plaszezyzna, przesunigty przez
normalog do powierzchni w dowolnym jej punkcie. Obierzmy jeden taki
przekrdj. Linia przecigeia, ktéra jest oczywiscie linig plaska, niechaj ma
réwnania:

w=uls), o=1(s)

jak w § 316, powierzchnia zas:
| e=a(w1), y=y(uv), z=z(v)

Promien krzywizny tej linii otrzymamy z warunku, Ze normalua PN do
powierzehni pokrywa sig z normalog tej krzywej i to z normalng gléwns,
ta bowiem lezy na plaszczyime fcisle” styeznej, tj. na plaszczyZnie, na
ktérej lezy obrana krzywa plaska, Wobec tego kat w, zawarty migdzy
tyml normalnymi, ma warto§é zero, wige cosw==1. Niechaj a,b, ¢ ozna-
czajg katy normalnej do powierzehni z osiami wspdlrzednyeh, a 4, g, »

takiez katy normalnej gléwnej do obranej krzywej. Zachodzi zatem zwigzek:

(a) eosa.cosd -+ cosbcospu - cosceosy =1

Cosinusy kierunkowe normalnej do powierzchni wajg wartosei:

Yu2p ~— Yo2u

y(w'uyu - &y yu)z - (2l — 2y @)% + Wuzo — Yov2u)?

o8 a =

czyli:

1
o8 @ = D (Yu2y — Yov2u)

(jak to wynika np. z réwnania plaszezyzny stycznej (141)) i podobnie
cos b, cos¢. Przed pierwiastkiem obraliémy znak -4 Cosinusy zaé nor-
malnej gléwnej majs wartosei:

z'(s)
Vo F o Pt o oF
(por. wzory (116) i (123)) i podobnie cosg, cos». Tu takie obralismy
zuak -}- przed pierwiastkiem., Wzér (a) mozemy zatem napisaé¢ w postaci:

cos A =

o’ (8) B

(b) %[(yuz,,—yua..)w"<s)+<zuwv—szu)y”(sJ+<wuyv—wvyu)2"<8)l=1

Wyrazmy pochodne a”(3), ¥”(s), 2’ (s) za pomoca pochodnych da-
nych funkeyj u([) 0(8), x(u,v), ¥ (u,v), 2(u,v)
Rachunek rétnlczkowy 1 <atkawy. T. 1. . . 13
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Otés:
do du dv
d(8)= TJ;’=$“&'; +w.,(—i-;
a stad:
r? d'm r g ’ , re ’ /7 ’ rr
2"(s)=—15 = (Tuuts + Buo¥) U+ But” + (Bou s + @ V'V + By

i podobnie y”(s), ' (s). Wstawiamy te wyrazenia we wzdr (b), to otrzymamy:

LI
R

2
+ D [(yu 20 — Yo %) Zou + (2us — 20 @) You + (@uYo — ToYu) evu] u'v’ 4

i .
T)' [(yu Zo— Yo zu)muu'l‘ (Zu@o — 20 @) Yo + (X0 Yo — Dy yu) Zu.u] u'? +

1

-+ j [(yu 2p — yuzu)wvo + (2u®y — 2o ) Yoo + (’-’Du Yo — wuyu) zw] v'® +
1

+E [(wu(?/u 2p ~— Yo 2u) F Yul(2u o — 20&u) F 24 (@ Yo — Woyu)] u' 3
1 .

-+ §7) [fvu (YuZo — Yo2u) <4- Yo (2u®s — 20@y) 4 2o (20 Yo — o yu)] o

Dwie ostatnie grupy wyrazéw, tj. wyrazy, zawierajsce drugie pochodue
u” 19", odpadajg. Oznaczmy wspélezynnik przy w2 literg L, wspélezyn-:
nik przy 2u'v’ litera M, a wspolezynnik przy v'2 literg N. A wige:

Luny Tu. &o
L= 'D‘ Yuus Yuy, Yo
2o« 2. 2o
1 oo Ty, @y
(152) ﬂ= "5 ‘yuv 9 ?]u. 3/0
Zuvo s 2wy 2
[ Loy« Lzs Do
Ne= ‘E- Yoo s Yur Yo

Qov 2 Cuy <o

Wystepuja tu drugie czgstkowe pochodne funkeyj @ (u,v), y(u, v), 2(u, v)
Wyrazenia L, M, N nazywamy wielkoiciami zasadniczymi drugiego

rzedu, Wzér na —11? przyjmuje przy tych skréceniach postaé:

1 Ldu*4-2Mdudv 4 Ndv?
R ds?.

(163)
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Licznik jest drugq formaq réiniczkowa \ub drugq forma 2asadniczq teorii
powierzchni. Zastagpmy ds? przez plerwszg forme zasadniczg, to ostatni
wzdr przyjmie postaé:

1 Ldu®+2Mdudo 4 Ndo?

(164) B = Fdat +- % Fdudo + Gdot

Poniewaz nie uwzglednilismy motliwosci réznyeh znakow przed pier-
wiastkiem we wzorach na cos a,... cos 4,..., przeto mozemy z tego wzoru
otrzymaé dodatnig lub ujemng warto$é na R. Pochodzi to stad, ze kie-
runek normaloej do powierzehni, wynikajgey z obrania znaku -+ przed

—
)
\&

2

z\

w
(>
e

"3
».
L)

Y Fig 22,

pierwiastkiem, we wzorach na cosa,..., moze byé wprost przeciwny do
kierunku normalnej gléwnej do krzywej, jaki wynika z obrania znaku --

. . . . . !
przed pierwiastkiem we wzorach na cos 4,... Krzywizog T otrzymang

w ten sposéb, nazywamy krzymwizna wzgledna danej linii, moze ona
bowiem przybieraé wartosei dodatnie i ujemne.
Duielge licznik 1 mianownik ostatniego ulamka przez du?, otrzymujemy:

_E4Fk+ Gt

(154a) B = Ui N

Nt
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Wielko&é tego promienia krzywizny w danym punkeie powierzehni
zalezy od kgta, jaki tworzy przekréj normalny z linig parametrows v,
a ten kierunek jest okreslony za pomocy k=% (por. np. wzor (150)).

W kazdym punkeie powierzchni mozna poprowadzié nieskonczenie
wiele przekrojéw normalnych. Zbadajmy, dla jakich kierunkéw promien R
mozé przybieraé extremum. W tym celu tworzymy pochodng prawej
strony wzoru (164a) wedlug % i przyréwnujemy licznik do zera. Po upo-

rzadkowaniu otrzymujemy réwnanie:

(166) EM — LF— (LG — EN)k 4+ (FN — GM)k? =0
czyli w formie wyznacznika:

kS’ —kv 1
{156) E, F G|=0

L, M N|’

Latwo stwierdzié, ze kierunki posuwania si¢ po powierzchni, okreélone
przez pierwiastki k, i k, tego rownania, sa do siebie prostopadle (trzeba
sig oprzeé np. na wzorze (i1D1) pa cose) a zatem sg one rdéne od siebie.
Kierunki te nazywamy kierunkami geéwuymi, a nalezgce do nich promienie
krzywizny R, i R, przekrojéw normaloych nazywamy gédwnymi promie-
niami krzywizny. Naogél jeden z tych promieni daje maximum krzywizny,
a drugi minimum. Rozwiszujge réwnanie (156) i podstawiajac znalezione
wartodci we wzor na B, przekonujemy sie, ze:

| I LN — M2
(167) B R =se— =k
1 , 1 EN—2FM+4GL _
(168) EYE= ko5 —F

Liczbe K nazywamy zupelng krzywizng powierzchni w badanym punkeie.
lub krzywizng Gaussa, a liezbe H §rednia krzywizng powierzchni w tym
punkeie.
Jezeli réwnanie powiorzchni jest podane w formie wyraZnej:
e =f(w,y)
to latwo jg przeksztalcié na forme parametrows, kiadge:

g=u, y=v, z=1(40)
Stad:
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2 wige:

(159) E=1+4p Fepg, G=1-+g

Podobnie oblicza si¢ dla formy wyraznej wielkodel zasadnicze L, M, N:

r 8 t
Vi+p+ ¢ Vitp2+ ¥ Vitp+¢
przy ¢zym:
9 %
=g ° ~ oxdy’ T oy?

Przy pomocy tych wielkosci zasadniczyeh przeksztaleamy wzory (157) 1 (158) na na-
stepujgce wzory, dostosowane do formy wyrainej:

i .t
sy =it

_ (I+pHt—2pgs+ (1 4-¢%r
(%) S (L

Do powy3szej definicji krzywizny. zupelaej doszedl G auss starajse sig
nogdlnié na powierzchnie pojecie krzaywizny linij plaskich. Przypomaijmy
sobie, jak okreélaliSmy krzywizng -
krzywych plaskich. Styezne w dwu
punktach krzywej M i N (fig. 23)
tworzg ze soby kat da taki sam,
juki tworza normalne w tych punk-
tach krzywej. Stosunek tego kata
do luku MN nazwaliémy przecigtng
krzywizog a granice tego stosunku
dla MN -0 krzywizoy (wzgledna)
tej linit w badanym pankere

Poniewaz kat da wyrazaliémy
przy tym w mierze lukowej wige

. R Eeapinan S o=
miarg tego kata jest fuk M'N’, jaki Fig. 28.
wspomniane pormalne wycinajs
z kola o promieniu I, zatoczonego z punktu przecigcia si¢ S tych oor-

maloych, Tworzy sig stosunek tuku M'N’ do luku MN, a granica togo
stosunkn jest miary krzywizny. Pddobna drogs poszedl Gauass przy
badauie kraywizny powierzchoi. Majac jakis plat 4 P powierachoi, ktd-
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rej krzywizng checemy badaé (fig. 24), prowadzimy w kazdym jego punkcie
normalng. Sg to baogél proste wichrowate. Weimy pod uwage kulg
o promieniu 1, zatoczong z dowolnego
punktu S. Ze érodka tej kuli popro-
wadZmy pek promieni réwnoleglych
do normalnych, wystawionych na AP,
Te promienie wycinajg na kuli ja-
kas powierzchnig AP, Otdi stosunek
pola tego, lezgcego na kuli, plata po-
wierzechni AP’ do rozwazauego plata
powierzchni AP nazwal Gauss praé-
cigtng kraywizna tego plata, a granice
tego stosunku, gdy AP dgzy do punktu,
nazwal krzywizng zupedna powierzehni
w tym punkeie. Obliczajae pola AP
i AP’ i tworzac wspomniany stosu-
pek, doszed! Gauss do wyniku, ze:

Ihm .A_Pl _1__
AP—0 AP Rl' Rz

Uwaga. Opiersjgc sie na wzorze nam
“krzywizne calkowity, udowodnit Gauss,
ge gdy jakgkolwiek powierzchnig wyginamy,
Fig. 24. " nie rozeiagajge Jej, ani nie rozrywajgo
a wige gdy zachowujemy przy tym dlugosei
fukdw, to krzywizna takiej nowej powiefzebni jest w kaidym punkeie taka sama, jaka
byla poprzednio. Przy wszystkich wiee gieeiach powierzehni krzywizna pozostaje nie-
zmieniona. Takie przeksztalcenie jednej powierzchui na drugg, przy ktérym dlugodei
Iukdw pozostajg niezmienione, nazywamy rozwijaniem jednej powierzehni na drugiej.
Gdy wige jedna powierzchnia jest rozwijalna na drugigj, to krzywizna jednej jest
réwna krzywiznie drugiej powierzchni i to w kazdym punkeie.
* Aby udowodnié to twierdzenie, wychodzi si¢ z wzoru:

1 LN—M?
RiR, KEG--F?
Z3damy, aby d?ugoéci Jukéw pozostaly niezmienione. Wzér na eloment luku ma postad:
ds? = Edu~+ 2 Fdudv 4 G do?

Element luku ds, przeksztaleonej pownerzchm ma mieé tg samg wartodé. To znaczy,
20 ‘E, F i G muszg pozostaé te same. We wzorze na K. wystepujs} jednak jeszeze
do&é skomplikowane wyrazenia L, M i N. Okazuje si¢ jednak, ze K zalely tylko
od E, Fi G. Dowodzi si¢ mianowicie, Ze:

— K

K=

K= Fu.,—Ew—-Gu..)+.%4(ai+E.,G.—-2G,F.,>+

5D ¢

+ 1 1)4 (E+E,6,—2BE.F)+ { 7 Dg (E,G,— E.G,—2F,G,—2F,E,+AF,F)
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Z tego wzoru widaé, ze K zalezy tylko od wyrazen E, F, G. tak, ze gdy sig po-
wierzchnia dowolnie zinienia, krzywizna pozostaje niezmienions, jesli sie tylko E, Fi G
nie zmiemaja. Gdy zatem przy gieciach powierzehni luki pozostajg niczmienione, to
i krzywizna zupelna si¢ nie zmienia.

§ 319. Linie krzywizunowe. Wzor Eulera

W kazdym punkeie powierzehni istnieja dwa prostopadle do siebie
kierunki gléwne. Linie, lezace na powierzehni, ktérych styczna ma w kazdym
punkeie kierunek zgodny z kierunkiem gléwnym, nazywamy liniami krzy-
wiznowyme. Przez kazdy punkt powierzehni przechodzg dwie takie linie.
Celem znalezienia ich réwnania uzyjemy réwnania (15D). Zastapiny w tym

réwnaniu k stosunkiem %% Dotychezas uwazahismy E. F, G, L, M, N 2a

stale. Gdy si¢ jednak zmienia polozenie punktu na powierzchui, to wiel-
kosci te sg funkcjami zmiennych u i v. Otrzymamy wige z tego réw-
nuuia réwnanie postaci:

2
futws 9+ 1y, o)+ fytw ) (2] = 0
Jest to réwnanie réiniczkowe zwyczajue pierwszego rzedu-a drugiego

stopnia, Rozwigzujae je wzgledem 33‘ otrzymujemy dwa réwnania;

dv

dv
@ = Fl(u* l)), Jl_t = Iyly, ‘D)_

Ich catkami ogolnymi sg zatem dwie funkcje Gy(u,v,¢)=0 1 G,(u,v,¢)=0,
przedstawiajasce dwie gromady livij krzywiznowych.

Obieramy te linie krzywiznowe za linie parametrowe. Poniewaz sg
one prostopadie, przeto F=0. Latwo dowiesé, ze dla takiego przedstawie.
uia parametrowego takie M =0. Wobec tego wzér (104 a) przechodzi na:

i LN
R E+4 Gk?
Ale k2= 1;g3<p§i jak to wymka z waoru (1560) przy F=0 (przy czym ¢

oznacza kst badanej linii 2 linig parametrows », w tym wypadku z linig
krzywiznows).

Zatem:
1 _L4-Notgle L+ Tiglo

RTEYxcitge E(IFtg9)

czyli:

L
=% cos? g -} T sn)2

2
B
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Gdy ¢ =0, wéwczas R=R,, a wigc:

1 __ L

R, E
Dla ¢ =14 jest R = R, a wige:

1_¥

Ry~ @
Zatem:
: 1 cos2p . sin?g
163) . —= . 4
(163) kK R, R,

Ten wzér nazywamy wzorem Ewulera. Gdy znamy dwa promienie gléwne
R, i R,, to mozemy obliczyé z tego wzoru promien R kazdego przekroju,
tworzacego kat @ z jednym z kierunkéw gléwnych, Wedlug znakéw K,
i By klasyfikujemy punkty powierzchni.

1) lezeli R, i R, majg w jakim§ punkcie powierzchni te same
znaki, to ten punkt powierzchni nazywamy punktem eliptycenym. W takim
punkeie wszystkie promienie B majg ten sam znak, jak to wynika z wzoru
Eulera Normalna (gléwna) zatem wszystkieh przekrojéw pormalnych
jest zwrocona w tg¢ sams strong. W specjalnym przypadku, gdy B,=R,,
to wszystkie przekroje normalpe majs rowoe promienie krzywizny; taki
punkt eliptyczny nazywamy wumbilikiem lub punktem pepkowym. Np. kaizdy
punkt elipsoidy i paraboloidy eliptyczuej jest punktem eliptyeznym; kazdy
punkt kuli jest umbilikiem. W punktach eliptycznych krzywizna zupelna K
jest liczbg dodatniq.

2) Jezeli promienié R, i B, maja w jakimé' punkecie znaki prze-
ciwne, to ten punkt powierzchni nazywamy , punktem hiperbolicznym.
W takim punkcie normalna jednych przekrojéw jest zwrécona w jedng
strong a innych w strone przeciwng. W specjalnoym przypadku, gdy
Ry = — R,, nazywamy taki puokt punktem pseudosferycznym. Tak np.
kazdy punkt hiperboloidy jednopowlokowej jest punktem hiperbolicznym,
Krzywizna zupelna K ma w kaidym punkeie hiperbolicznym warto$é
ujemng. Krzywizna érednia H ma w puoktach pseudosferyeznych war-
tosé zero

3) Jezeli w jakimé punkeie powierzchni jest Rl—=0 lub -bl,—=0, to
1 2

ten punkt nazywamy punktem paraboliccnym. Takim punktem jest kazdy
punkt walca i stozka. Krzywizna zupelna ma w punktach parabolicznych
warto$¢ zero, a wige spelnia si¢ warunek K=0 czyli rt—s?*=0, jak
to wynika z wzorow (157) 1 (163).

Okazano, ze powierzchnle, skladajyce sig z samych punktéw parabo
licznych, sy rozwijalne na plaszezyinie 1 na odwrét: gdy jakas powierzchnia
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jest rozwijalna na plaszezyZnie, to sklada sig z samych punktéw para-
bolicznych. Jezeli wige 2= f(#,y) jest ré6wnaniem powierzchni, to jest
ona wtedy i tylko wtedy rozwijalna na plaszczyénie, gdy 2 speinia naste-
pujace réwnanie réiniczkowe ceqstkowe drugiego rzedu:

25 \2
(164) t—s2=0 cayli ‘_-_(_93_)=0

Bardzo wazng role w. zastosowaniach graja “takze takie powierzchaie,
ktére si¢ skladajs z samych punktéw pseudosferycznych, tj. ktére majg
w kazdym punkecie krzywizog érednig H =0. Z wzoru (162) wynika,
¢e takie powierzchnie spelniajg réwnanie rézniczkowe:

(165) (143t —2pgs+ (1 + ¢Br=0

Takie powierzchnie nazywamy powierzchmam: minimalnymi; dowiedziono
bowiem, ze dowolny plat takiej powierzchni, ograniczony jaka$ linig /,
ma mniejsze pole anizeli plat jakiejkolwiek, ionej powierzchni. ograni-
czonej tg samsg ling [

Przyklady.

1) Znaleié glowne promienie krzywizny powierzchni o réwnaniu: z=2a3zy-}-y2
w punkcie, dla ktérego =01 y=1.

Obliczamy p=2x+vy, ¢g=x 42y, r=2,s=1, t=2.

Zatem:
1 22 -1
K= gw =irogop=3
1,1 (1540)2-2.0.0.14(140)2
H=g+p= axoxom — =4

1 .1 - . . . . .
Zatem B VE S8 pierwiastkami nastgpujgcego rownania drugiego stopnia.
1 ]

w—4w+43=0
Stad:

1 1

wy=--—=3 w,=-=1
1 . e

Iy 2

Poniewaz R, 1 R, sn obydwa dodatnie, przeto jest to punkt eliptyczny.
2) Pozostawiamy czytelnikowi do okazania, ze powierzchmia o réwnaniu.

¢ =cos.r cosy na w punkecie * =0, y = 0 umbilik, alhowiem & =11 R, = 1.

Aby znalei¢ wszystkie umbiliki powierzchni, nalezy wyjsé z wzoru
(154a) na promiea krzywizny przekroju normalnego. W umbilikach war-
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todé R musi byé niezaleina od kierenku, tj. od k. To sig zag dzieje wieqg
i tylko wtedy, gdy zachodzg proporcje: y

L M N
{166) FTFTF

To sy warunki na wyznaczenie umbilikéw. Wstawiajge za L, M, N, E, F, G
odpowiednie wartosei, otrzymamy dla formy wyrazoej:

ro 8 _ t
T+ pg 1T4¢
8tad otrzymujemy dwa réwuania:
rpg— (1 +p?s=0
(143 — {1 4p3=0
8 ktérych wyznaczamy wspélrzedne 2 i y umbilikéw.

8) Przez obrot linii 0. réwnaniu 2= f(z) dokola osi Z powstaje powierzchnia
obrotowa (fig. 25). Z rysunku odezy-
tujemy, ze:

T=veosu, Y=v8inu’
Stad nie trudno zauwazyé, Ze:
o= VFEFE o o=10)

Dla takiej powierzchni otrzymamy
po przeprowadzeniu rachunkdw:

E=v F=0, G=1+/"0)

— -
L=—axmmy. =%
Ne — 179

(ESEOL

Poszukajmy powierzcbni obrotowej
minimalnej Obierzmy dwa dowolne
P1 punkty Pyi P, leigce na plaszezyé-
nie (ZX); chodzi nam o wybranie
z posréd wezystkich linij, lgczacych
dane punkty P, i P,, takiej, ktérej Juk ﬁ,?, wytwarza przez obrit kolo osi Z po-

wierzechnie obrotowy o najmniejszym polu. Z wzoru (1568) otrzymujemy po wykonaniu
rachunkdw:
vgfu(v)

Vi 47730

Rozwiazanie tego rdéwnania rdz'nicikowego doprowadza do wyniku, Ze powierzchnia ta
powstaje przez obrdt linit lasicuchowef kolo osi Z. Jest to jedyna powierzehnia obro-
towa minimalaa.

Fig. 2b.

— o f (o) YT 72—
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§ 320. 0 odwzorowanfach powlerzehni

W wielu zagadnieniach praktycznych zachodzi potrzeba odwzorowa-
mia jednej powierzehni na drugs, to znaczy przyporzadkowania kazdemu
Ppunktowi jedoej powierzchni jakiego$ punktu drugiej. Jezeli réwnania obu
powierzchni sg podane w formie parametrowej:

&= p(u,v) E=o,(7,7)
y=9u,0) ((P) n=1,(77) {(Py)
z2=y(u,0) {=y2,(a,v)

to uzyskujemy odwzorowanie jednej powierzchni na drugg, czynige pa.
rametry @ i v dowolnymi funkejami parametréw u i v:

@ = f(u,v) T
B=g(u,)
Jeseli bowiem podstawimy te funkeje za # i ¥ w réwpania (Py), to
wsapdlrzedne £ 7. { drugiej powierzchni beds funkejami tych samych
parametréw w, v, co wspélrzedne pierwszej powierzchni, np.:

E=0wv), 1=0Uuv), =X

Biorge za o i v jakie§ wartodei stale, otrzymujemy na pierwszej po-
wierzchni pewien punkt P(z.y,2), a tym samym wartoSciom % i v odpo-
wiada na dragiej powxerzchm jaki§ punkt P’(& %, ). Jedno z tych od-
‘wzorowan, a mianowicie rozwijalnosé, oméwiliémy na str. 198 1 200. Jest
to takie odwgzorowanie, przy ktérym-spelnia si¢ warunek:

(a) ds? = ds}

Elomenty lukéw, a wige i ich calki czyli skohezone luki musza byé
véwno przy kazdym du i dv. Warunek ten jest réwnowazny zé spelnia-
niem sig trzech nastgpujgeych warunkéw:

(b) v E=E, F=F, G=0,

Nie zawsze mozna dobraé funkeje @ = f(u,9) 1 v = g(u,v) tak, by sie
spelnialy te 8 réwnania. Funkeje # i 4 potrafimy naogét wyznaczyé o dwu
réwnan (b), wyjatkowo za$ zajdzie wypadek. Ze i trzecie réwnanie bedzie
spelnione. Aby tak bylo, musi by¢ krzywizna Gaussa jednej powierzchni
w kazdym punkeie réwna, tejze krzywiznie w odpowiednim punkecie
-dragiej powierzchni (por str. 198). Okazery, e przy takim specjaloym
‘odwzorowaniu nie tylko dlugodci lukéw nie zmieniajg sig, lecz takie
i pola. Elementy pola wyraza si¢ mianowicie wzorami (146).

’

dP=VEG —F dudy =D dudp
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Poniewaz jednak wedlug salozenia zachodzq réwuosei (b), zatem D= D,,
stad zaé wynika:
gP = dP,

Okazemy, 2Ze przy rozwinigein jeduej powierzehni na drugg takze
i wszystkie kqty oie ulegajg zmianie. Gdy na jednej powierzchni wes-
miemy pod uwage dwie dowoloe linie m i n, tworzace z soba kgt
w punkeie przecigeia, a na drugiej odpowiadajg im linie m,, n,, tworzace
z sobg ket a,, to (wedlug wzoru (151)) jest:

E+ Fky+ kg + Gy kg
VE+2Fk, + GEVE + 2Fk,+ GI2
Ey+ Fy(ky + kg + Gyky by
VE, +2F,k, + G, B2VE, - 2F ik, + G 43

Poviewa: £ = E,, F=F,, G = G,, przeto:

cos @ =

cos@, =

COS @ == €OS @y

Katy pozostaja wiee przy rozwinigeiach niezmienione. Figury, lezgce na
obu powierzchniach, nie 8y jednak w ogélnosei przystajgce mimo réw-
noéci tukdw, pdl i katéw, lezg bowiem na réznych powierzchniach, Tak
np. figura, lezgea na walcu, nie jest bynajmniej przystajgea do figury,
jaks otrzymamy, rozwingwszy ten walec na plaszezyznie.

Jezeli jedna powierzchnia nie jest rozwijalna na drugiej, to przy
odwzorowaniu uvie bedziemy mogli zgdaé spelnienia wszystkich tych wa-
runkéw, tj. réwnosei tukéw, pél i katéw. Mozoa jednak zawsze znaleZé
takie odwzorowanie, przy ktérym wielkosci pél pozostajy niezmienione,
przy ktérym wige dP==dP;. Musi sig zatem spelniaé¢ tylko jeden warunek:

D=0,

jak to wynika z wzoru (146a) na element pola.

Takie jedno réwnanie (rézniczkowe) muszg spelniaéd funkcJe aiov.
Poniewas z tego jednego warunkuy mamy wyznaczyé dwie funkcje, wige
mozemy to zrobié¢ na nieskonczene wiele sposobéw; jedna bowiem funkecje
mozna przyjaé zupelnie dowolnse.

Odwzorowanie, przy ktérym wszystkie odpowiadajace sobie elementy
pél, a wiec i pola, s3 sobie réwne, nazywamy odwzorowaniem wiernopo-
wierzchniowym.

Przyklady

Sprébujmy w ten sposob odwzorowaé kule na plaszezyzug. Znamy puramelrowe
réwnania kuli (wzory (134) na str 182\ .plaszczyzne zad obierzemy 2a plaszezyzng
poziomg w ukladzie wspdirzgdnych (4. 7. {).
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Jej parametrowe réwnania majs postad:
E=0wmv); n="0Tuv); =0

Nie znamy jeszeze funkeyj @ i ¥. Trzeba je tak dobraé, aby sie spelnial warunek
D= D,. Obliczyliémy juz D dla kuli (str. 192), a mianowicie:

D= 1r2cosu

Aby utworzyé D, dla plaszezyzny, uzyjemy wzoru (146b). Wszystkie te wyraZenia,
w ktérych wystopuja pochodne funkeji {, odpadng, albowiem {=0. Pozostanie wige

tylko:
Dl = Igll nn - §n"7u|
Aby odwzorowanie bylo wiernopowierzchniowe, musi byé D = Dy, czyli:
|0, ¥, — D,0,| =r2cosu

Wedlug tego réwnania dobierzemy teraz funkcje @ i ¥'. Jedng z tych funkeyj mozemy
obraé zupelnie.dowolnie. Przyjmijmy np.:

E=0(u,v)=rv

Wtedy:
0,=0, O =r
i otrzymujemy » ¥y = - 7%cosu lub r ¥, = — 7% cos #. Obierzmy:
r0, =r2cosu
Stad:
U,=rcosu
a wiee.
w'=frcosudu =rsinu

Zatem:®

=rv; fg=rsinu

Takie odwzorowanie znalazla zastosowanie w geografii: odwzorowujac w ten sposdb
‘kule wiernopnwierzchniowo na plaszczyzng (mapy), otrzymujemy tzw. rzut walcowy
Lamberta

§ 321. Odwzorowania wiernokatne czyli konforemne

Chege odwzorowaé powierzchnig nierozwijalng na drugiej powierzehni,
nie mozemy zadad, aby wszystkie elementy lukéw byly wiernie zacho-
‘wane. Mozemy jednak zadad, uby elementy lukéw, nalezgce do odpowia-
-dajacych sobie punktéw, byly proporcjonalue, tj. aby dla wszystkich kie-
runkéw, wychodzgeych z jednego punktu, zachodzil zwigzek:

ds?
oL =A2

(a) ds% 2’ (ui ”)

Wspélezynnik proporcjonalnodci 4 zmienia sig wraz z polozeniem punktu

na- powierzchni jest wige funkeja zmiennychb u, , nie zmienia sig jednak,
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gdy pozostajac w jednym punkele, zmieniamy kierunek posuwania sig,
dv
du
od k Wzér (a) przedstawiamy w postaci:

okreslony za pomocg pochodnej —- ==k Wspclezynnik 4 nie zalesy zatem

E-2Fk+4 Gkt
B2 Pk G2

= A%{u, v)

Lewa strona jest wtedy i tylko witedy niezaleina od k, gdy spelniajg sie-
proporcje:

E_F__G_ .,

Mamy ta do czynienia z ukladem dwdch réwnan rézniczkowych:

E_F_G
E_ TG,

Odwzorowanie jest wiedy i tylko wtedy konforemne, jezeli dwie funkeje:
a=/f(m,v), v=g(uv)

spelniajg te dwa réwnania.
Problem ten jest wige oznaczony, a zatem a priori widzimy, e
takie odwzorowanie da sig z reguly przeprowadzié. Z warunku (b) latwo
" mozna wywnioskowaé. ze katy beda pray takim odwzorowaniu wiernie
zachowane. I tak:

E=E % F=F i, G=G

Wstawmy to we wzér na cosa,. to otrzymamy:

08 @ = - AN E, A Fylky + ky) 4 Gy K]
AWE F2F ke, + GB-VE, +2F by G 13- 2

Upraszezajac licznik i mianownik przez 42 otrzymujemy na cosa ten sam
wzér co na-cose;. Przy takim odwzorowaniu jest wige cosa = cosa,.

Wobee tego odwznrowanie takie nazywamy wiernokatnym. Ponie-
waz tylko elementy lukéw sy pioporcjonalne, a niekoniecznie skonczone
luki, wige odwzorowan tych nie mozemy nazywaé ,podobnymij“; natomiast
utarla si¢ obok pazwy: odwzorowania ,wiernokatoe“ takie nazwa: odwzo-
rowavia ,konforemne“. Odwzorowania te majs o wiele donioslejsze zna-
czenie, niz rozwinigeia lub odwzorowania wiernopowierzchniowe i to nie
tylko w teorii powierzchni, lecz takie w wielu iunych dzialach matema-

tyki i techniki.
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Przyklad.
Odwzorowaé kulg konforemnie na plaszezyzne, np. na plaszczyzne (XT).
W edwnania (b) czyli:
© EG,—=E,G
EFy = E,F

podstawiamy wielkoéei zasadnicze dla kuli:
E=1r? F=0, G=1r2cos®u

Riwnania parametrowe plaszezyzny 8y 2 =x(u,v), y=y{y4,0), 2=0.
Stgd B, =22+ 42 F, =220} Yayor G, =232

Réwnania (¢) majg tu zatem postaé:

r3(@} + yi) = (&3 + 421 72 costu
r(w,®, + Y. y,) = (@ + 42)+ 0

Po latwych przeksztalceniach otrzymujemy stgd:

&®, = y,Ccosu. } albo {w.= — Y, CO8 %
Y= — @, C08% Y. =@, Cc08u%

Wystarczy braé pod uwage tylko jedns parg tych réwnah. Jest to uklad réwnan
rézniczkowych czastkowych pierwszego rzgdn. Ukiad ten mozemy rozwigzaé, obierajgc
za @ dowolna funkcjg zmiennej v.

Weémy np. & =ko, to X, =Fk, 22 =0, 2 wiec y, =0 na podstawie. drugiego
‘réwnania. To dowodzi, g6 ¥ jest funkcjs jednej tylko zmiennej . Wobec tego zamiast

d
czgstkowej pochpodnej yz mumny do czynienia ze zwyczajng pochodng d'% Pierwsze

réwnanie réznlczkowe przyjmuje zatem postaé:

dy
k= a cos u
dy

, k .
Stqd. E—-a—)—g—u, a Wiec-

y=rklogiglz+3)+C '
Odwzorowanie wiernokgtne, ckreslone wzorami:
| = ko
y=rklogtg(+35)

gwane rzutem Mercatora, jest bardzo rozpowszechnione w geografil, w nautyce
i w geodezji.

Oblerajge za « inne dowolne fuukcjé zmiennej v, moZemy w ten sposéb otrzy-
mywaé nieskoiiczenie wiele wiernokatnych odwzorowan kuli na plaszezyzne. Rozwas
gania te nie trudno rozszerzyé na odwzorowanie elipsoidy obrotowej na plaszczyzne.

Bardzo wazne i interesujace jest odwzorowanie wiernokgtne plasz.:
czyzny (XY) na plaszezyzve (X Y;)
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Obierajac dla jednej plaszezyzny jako parametry wspélrzedns pro
stokgtne . y, a dla drugiej &y, ¥, wyrazamy ich réwnania w postaci

=2 v, = Pz, y)
y=y (XY) y=0(@y) (X,¥y)
2=0 2,=0

Dla pierwszej plaszczyzny jest:

=1 y=0 =0 a,=0 y=1 2=0
zatem:
E=1 F=0, G=1
Dla drugiej za$:

E1=P3+ sz F1=PxPy+Qny1 G1=P.3+Q;

Postgpujac drogs padobng jak przy wyznaczanin ,, y, w poprzednim
przykladzie, otrzymujemy nastgpujace réwnania rézniczkowe na wyznae
czenie nieznanych funkeyj P(x, y). Q (. y):

P.=19,

(169 0.=—7,

Sg to znane nam juz réwnania Cauchy-Riemanna (por. tom II
str. 249); réwnania te spelnia dze$¢ rzecaywista 1 wspolezynnik przy @
w urojonej czedci kazdej takiej funkeji zmiennej zespolonej:

u-=f(2) = f(x + iy) = Pl@, y) + iQ(x, y)

ktérej calka nie zaleiy od drogi calkowania, czyli kazdej funkeji anali-
tycznej. Ten zwigzek odwzorowania konforemnego z teoria funkeyj zmien-
nej zespolonej ma bardzo doniosle znaczenie zaréwno dla. odwzorowan
jak 1 dla teorii funkeyj.
Udowodnione twierdzenie mozemy wypowiedzieé w nastgpujace]
postaci:
jeseli funkcja P(®,y) jest czescig rzeczywista a Q(wm,y) wspdéczyn-
nikiem przy ¢ w czescr urgjonej dowolnej analitycznef funkcji zmiennej
zespoloney u=f(2)=P(@,y)+19(®, y), to odwzorowanie plaszczyzny (XY)
na plaszceyeng (X,Y,), okreslone wzorama:
z, = Pz, y)
_ = 0@y
Jjest wiernokaitne.
Z tego twierdzenia korzysta sig wydatnie w dzisiejszej technice
{w geodezji, w hydrodynamice. w aerodynamice przy budowie platoweéw,
w elektrotechnice). Istniejg specjalne podreczniki poswigeone “odwzoro-
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waniom konforemnym, jak np. podrecznik L. Lewenta, pt. Konforme
Abbildung (Lipsk, 1912) i L. Bieberbacha, pt. Einfihrung in die kon-
forme Abbildung (Lipsk, Sammlung Goschen, nr 768).

Przyklady.
1) Funkcja = 2° jest analityczna:

u=(0-1iy)

Rozwinmy te potege (@ -}-¢y)® i zbierzmy osobno czgSci rzeczywiste a osobno uro-
jone. Otrzymamy:
u= (2 —32y%) + i(32%y — %)
Kladge:
wl = ma _— 3“’!/2
n=3wty—y*

mamy gotowe wzory na odwzorowanie konforemne jednej plaszczyzny na drugg.
2) Z funkeji wykladniczej u == €%, ktérd jest dnalityczna, otrzymujemy odwzo-
rowanie wiernokgtne w nastgpujgcy sposdb:

& =tV =—=¢*e¥

Als
¢¥=cosy-}isiny
a wige?
e=¢(cosy-t|isiny)=e’cosyticsiny
Kladac:

@) { @, =¢"cosy

yy==€"siny

uzyskujemy wiernokatne odwzorowanie plaszczyzny (XY) na plaszezyzng (X,Y,). Za-
stosujmy to do odwzorowait kuli na plaszczyzne. Poznalidmy juz tzw. rzut Morca-
tora, okreflony réwnaniami:

o =%klogtg(F+%)
y==FkkA4

(przemienilifmy tu osie 3 zastgpiliémy litery (v,%) literami (4, ¢)). Obierzmy &k = 1.
Kasdemu punktowi na powierzebni kuli, okredlonemu przez odpowiedhis dtugosé i sze-
rokosd geograficzng (4, @), prryporzgdkowany jest przy pomocy tyech wzordéw pewien
punkt plaszezyzny (XY). Odwzeruimy teraz konforemnie plaszczyzng (XY) na drugs
plaszezyzng (X, Y,) wedlug wzorsw (a). Otrzymamy:

o, =€ cosy = doue(F+5) cos 4 = tg (24 Z)cosd
yy=¢siny =tg(+ % sind

W ten sposéb mamy okreflone nowe cZ<wzorowanie. wisrnokstne kuli na plaszczyzne.
Odwzorowanie to nazywamy rzutem Steresgraficzrym (powstaje on przez rzut punktéw
kuli na plaszezyzng styczna w biesunie z praceiwleziomo bieguna). Podobnie mogli-
byémy znalezé nieskonczonie wielo innych takizh odwzsrowasd, przyjmujac jako flx-+7y)
jakie$ inne funkeje analityczne.

Rachunek rétniczkowy 4 calkowy. T. ML 1%
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Spoérod podrgeznikéw, podwigconych geometrii rézZniezkowej, od nacza eig jas-
nodcig wykladu i elementarnym ujeciem dwutomowy podrgeznik G. Schefferea,
pt. dnwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie. 1. Einfihyung i
die Theorie der Curyen, 11. Binfithrung én die Theorie der Fldchen (Lipsk, 1901-—1502).
Nowsze badania geometrii résniezkowej podaje L. Bieberbach w podreczniku pt.
Differentialgeometrie (Lipsk, 1932)'i W. Blaschke, Vorlesungen dber Differential-
geometrie (2 tomy, Berlin, 1923 —1924).

Krétkie rozdzialy, poswigcone geometrii réZniezkowej, znajdzie czytelnik w po-
dreezniku F. Leji, pt. Geometria analityczna i poczatki geometrii riiniczkowej (War-
szawsa, 1934),
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powierzchni obrotowych 102; powierzehni
stozkowych 102; progu kolejowego 163;
Riceati'ego 126, 134; ruchu drgajgcego
160; ruchu wahadlowego 147; sprowa-
dzajace si¢ do jednorodnego 116-17;
struny drgajacej 102; zupelne 122; zwy-
czajne liniowe 99, 117, 151; zwyczajne
rzedu 1-go 96, 100; zwycrajne. rzedu
2-go 98, '140; zwyczajne rzedu # 98,
140; zwyczajne stopnia » 99.

réwggnie wyznaczajace (charakterystyczne)
158.

rozbiezny .szereg 1, b, 11.

réiniczkowanie szeregu funkeyjnego 53, 6b.

rézniczkowe réwnanie,zob. réwnanie rdz-
niczkowe.

rozwiazanie réwn. rézn. 97.

rozwigzywanie réown. rézn. metodg przy-
blieng 138; metoda graficzna 104.

rozwijalnoéé powierzehni 198, 200, 203.

rozwiniecie dziesietne nieskonczone 10.

rozwinieeie funkeji na szereg 40.

" " n om Fouriora 8%
i nast., 87 i nast.

rozwinigcio funkeji ua szereg potegowy 60.
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rozwiniecie na szereg funkeji arcsing,
arctg x, log(14x) 00; tgz 63.
rozwiniecie na szereg liczby §# 22: liczby
tm 29.
ruch wahadlowy 148.
Runge 10#, 138
Runge-Konig 83, 139—140.
rzad réwn. rézn. 98.
rzut Mercatora 207,
» stereograficzny 209.
» walcowy Lamberta 205.

Scheffers 210.

fcidle styezna plaszczyzna 169.

Sierpiniski 87, 47.

Simpson 139.

ekofne linie 164.

skrecenio 176.

fredni kwadrat bledu 80, 82.

¢rednia kwadratowa 9%.

érednia krzywizna 196

#rodek krzywizny 176.

§érubowa linia 163, 179.
” powierzchnia 182, 186.

Btegemann-Kiepert 52.

storeograficzny rzut 209,

stopien réwnania rézniczkowego 99.

styczha plaszezyzna do powierzchni 183

i nast.
» pggsta do linii w przestrzeni 167,
168.

suma czgSciowa 1, 2, 39,

suma szeregu funkeyjnego 39, 40.
" " liczbowego 1

superpozycja drgan 78.

szczegdlowa calka néwn. réZn. 107.

szereg arytmetyczny 13; bezustannie zbiezny
b4 656, 68; bezwarunkowo czyli bez-
wzglednie zbiezny 26, 32; Brounckera 3;
Fouriera 86 i nast., 162; funkeyjny 1,
39 i nast,; geometryczny 2, 3, 8; har-
moniezny 5, 7 jednostajnie zbiezny 43
i nast; Leibniza 33, 9% liczbowy 1;
Maclaurina 2, 35, 40, 67; niejednostajnie
zbiezny 44; nieskorniczony 1; ortogonalny
94, potegowy 40, 53 i nast., 64, 68 i nast.;
rozbiezny 1, 3, 11; Taylora 2, 40, 67;
trygonometryczny 3, 40, 46, 77 i nast.;
warunkowo zbiezny 27, 82; £(2) 5, 11,
g?; £(s) 5, 11; zbiezny 1; znakozmienny
8, 86.

Taylora szereg 2, 40, 67.
torsja 176.
trajektorie ortogonalne gromady elips 113.
trygonometryczna interpolacja 77.
trygonometryezny szoreg 3, 40,46,77 i nast.
twierdzenie Abela 27.
- Eulera o f. jednorodnych 120.
o Riemanna 82.

Uklad funkeyj ortogonainych 94,
uklad réownan rézniczkowych 99.
umbilik 200, 202.

de la Vallée Poussin 87.

Wahadlo matematyczne 147.
wartosé gléwna logarytmu 76.
warto$é szeregu, zob. suma szeregu.
warunek Lipschitza 131.
warunki brzegowe (Dirichleta) 142.
»  poczatkowe (Cauchylego) 142.
" rozbieznodei 9 —10, 18, 16—16,
17, 19.
zbieznoéci 8, 4, 6, 7, 8, 9—10, .18,
15616, 17, 19,
warunkowa zbieznoéé 27, 32
Weber-Riemann 95, 103,
Weierstrassa funkeja 8% kryterium 45.
Whittaker-Robinson 140,
wichrowate linie 164.
wielkosci zasadnicze 1 go rzedu 187.
” " 2.20 rzedu 193,
wielomian trygonometryczny 77.
wiernoxgtine odwzorowanie 206.
wiernopowierzehniowe odwazorowanie 204,
Willers 83, 140.
wroBskian 154.
wspdtrzedns krzywoliniowe 182.
wyréznik formy réin. kwadratowej 190,
wyznaczajace rownanie 168.
wyznacznik Wrofiskiego 154.
wzér Eulera na promient krzywizny 200,
»n Moivre'a 73.
s Simpsona 139.

wzory Eulera-Fouriera 82.

" ” na sin® i cosx 73.

Zakres zbieznosei szeregu funkcyjnego 39.
n " « potegowego b7, 69,

zalezno$é liniowa funkeyj 104.

zasadnicza forma réiniczkowa pierwsza 187;
druga 195.

zasadnicza. wielkosé 1-go rzedu 187; 2-go
rzedu 194,

zbieznodé 1; bezustanma b4, 586, €8; bezwa-
runkowa czyli bezwzgledna 26; dzis-
sigtnego rozwinigcia 10; jednostajna 43,
465 nigjednostajna 44; quasi-jednostajna
47; szeregu Fouriera 86-—7; szeregu po-
tecowego 5% i nast., 68 i nast.;; warun-
kowa 27, 82. 8

zbieznoéci kryteria, zob. kryteria zbieznosei;
promien 56, 69; przedzial 44, 66, 67; wa-
runki, zob. warunki zbjeinodci; zakres
39, b7, 69.

enakozmienny szereg 28, 36.

zupelna krzywizna 196.

zupelne réwnanie réZniczkowe 122.

Zygmund 103.
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