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Spis liter greckich, uzytych w ksiazce niniejsze;j:

0

e @ czytaj alfa
g “ beta
Y ” gama
) 5 delta
& S epsilon
n 7 eta
J i teta
A % lambda
U s pi
0 % ro
=, sigma
B
W iwis oophi
@ 5 omega.

Z DRUKARNI ZAKLADU NAR. IMIENIA OSSOLINSKICH WE LWOWIE
POD ZARZADEM JOZEFA ZIEMBINSKIEGO
Geometrja elementarna. 1
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W tréojkacie prostokatnym A\ ABC kat prosty ozna-
czamy przez C.
Inne oznaczenia, jak poprzednie.

—

r V.
Spis symboléw, uzywanych w zadaniach konstrukcyjnych. : 45 s
el W czworoboku dowolnym ABCD
boki AB, BC, CD, DA oznaczamy przez a, b, c, d,
L i katy czworoboku W 5 A B Do
: | przekatne AC, BD = L) e, f,
¢ W tréjkacie dowolnym A ABC | kat miedzy przekatnemi 4 = w.
boki BC, CA, AB oznaczamy przez a, b, c; : 1 punkt przecigcia sie przekatnych 2 E.
/ katy <<CAB, <«ABC, xBCA , A, B, C; f
wysokosé CD Sl 1
i analogicznie, wysokosci po- :
: prowadzone do bokow a, b, -,  h, hy >
i - F i JB dwusieczna CE R
dwusieczne katow A i B FREC ST ?‘Y
érodkowa CF R f
érodkowe, poprowadzone do bokow a, b, Gt s |
odcinki BE, EA, wyznaczone przez dwu- {
sieczng d o W i
odcinki BD, AD, jako rzuty bokow a, b R S 4
promien kota wpisanego gy i
promienie kol zawpisanych, stycznych do , bl
bokéw a, b, c, PSR S ‘
promien kola opisanego TN 3
kat miedzy srodkowa s, i bokiem a wE(s,a)it.p. {
¢

1.

W trojkacie réwnoramiennym A\ ABC boki a, b
réwnaja sie sobie, a wigc C oznacza kat, zawarty migdzy réwnemi t
bokami.



Spis pewnikéw,
na ktérych zostal oparty wyklad w ksiaice niniejszej.

I. Pewniki, dotyczace polaczenia pojeé podstawowych:
punktu, prostej i plaszczyzny.

Przez kazde dwa punkty przechodzi
prosta, ale tylko jedna.

Inaczej: dwa punkty wyznaczaja prosta.

Prosta i punkt, nie lezacy na niej, wy-
znaczajg plaszczyzne.

Inaczej: dwie proste, przecinajgce sig,
wyznaczajg ptaszczyzne.

Albo tez: trzy punkty, nielezace na jed-
nejprostej,wyznaczaiq plaszczyzne.

Prosta, laczaca dwa dowolne punkty
plaszczyzny, lezyna tej plaszczyznie.

[ d. Dwie plaszczyzny, majace wspolny

punkt, przecinajasig wedlug prostej.

Pewnik [ a.

5 T8

II. Pewniki, dotyczace uporzadkowania punktéw.

Pewnik Il a. Kazdy punkt na prostej dzieli ja na
dwie czgéci (zwane pélprostemi), z ktoé-
rych kazda zawiera dowolng ilosé
punktow.

s Hch: Kazda prosta, lezgca na plaszczyznie,

dzieli ja na dwie czgsci (zwane polpla-
szczyznami), Z ktérych kazda zawiera
dowolna ilo§é punktéw.

Spis pewnikow. 5

Pewnik 1 c. Kazda plaszczyzna dzieli przestrzen

na dwie czeéci, z ktérych kazda za-
wiera dowolng ilo$é punktow.

1II. Pewniki, dotyczace réwnoéci odcinkéw, katéw i tréjkatéw.

Pewnik Il 2 Pokazdej stronie danego punktuAna
: prostej istnieje jeden i tylko jeden
taki punkt B, ze odcinek AB réwna

sie danemu odcinkowi.

= M b Oile nieuwzgledniamy zwrotuodcinka,
mozemy powiedzieé, ze AB=BA.

,, Il ¢ Dwaodcinkiréwnetrzeciemu,sasobie
rowne.

% Il & Sumy réwnych odcinkéw sa sobie
rowne.

Pewnik Il a. Po kazdej stronie danej polprostej
istnieje jedna i tylko jedna pélpro-
sta, tworzaca z nig kat, rowny da-

nemu katowi.

o= Ak b, O ile nie uwzgledniamy zwrotu kata,
mozemy powiedzieé, ze xAOB=<BOA.
. Il ¢ Dwakaty, rowne trzeciemu, s3 sobie

réowne.
Sumy réwnych katéw sa sobie rowne.
Katy proste sa sobie rowne.

gl 1k
G i e

Pewnik Il f. Jezeli trzy boki jednego trojkata row-
najasigtrzem bokom drugiego, wow-
czas i katy jednegotrdjkata réwnaja
sie katom drugiego, czyli trojkaty sa
sobie rowne.

Jezeli mamy dany tr6jkat/\ABC,a précz
tego na dowolnej prostej m mamy
odcinek AB'=AB, wéowczaspokazdej

Sl e



Pewnik

Pewnik

Pewnik

Spis pewnikéw:

‘stronie prostej m istnieje przynaj-
mniej jeden taki punkt C, ze
NA'B'C' = N\ABC.

VL. Pewnik o réwnoleglych.

IV. Jezeli dwie proste na plaszczyznie
tworzag z poprzeczng katy naprze-
mianlegle wewngtrzne nieréwne, wow-
czas proste te nie sg rownolegle (za-
tem przecinajg sie).

V. Pewnik, dotyczacy figur réwnowaznych.

V. Zaden wielokat nie moze byé réwno-
wazny swej czeSci.

VI. Pewniki, dotyczace ciaglosci.

VI a. (pewnik Archimedesa dla odcinkéw). Jezeli
mamy dane dwa odcinki a, b, przy-
czem a>b, wéwczas mozemy znalezé
tak wielkg liczbe n, ze bedzie nb>a.

VI b. (pewnik Archimedesa dla katéw). Jezelimamy
dane dwa katy <cei <@, przyczem
Xa>-<f, wowczas mozemy znalezé
takwielkaliczben, ze bedzie nf><xa-

VI c. Jezeli punkt wewnetrzny kola pola-
czymy z punktemzewngtrznym zapo-
moca odcinka prostej, wowczas odci-
nek ten przetnie okrag kotawjednym
itylko w jednym punkcie.

VId  Jezeli punkt wewnegtrzny kola pola-
czymy z punktem zewngtrznym zapo-
mocg luku jakiegokolwiek innego
kola, wowczas luk ten przetnie dany
okrag w jednym i tylko w jednym
punkcie.

sy

Pewnik VI e.

Spis pewnikow. 7

Jezeli na prostej mamy dwa zbiory
punktéw H i K, przyczem wszystkie
punkty H lezg w lewo od punktow K,
ijezeli do kazdego dowolnie zada-
nego odcinka ¢ mozemy dobrac ta-
kie dwa punkty H i K, ze odleglos¢
pomiedzy niemi jest mniejsza od ¢
wéwczas na prostej istnieje jeden
i tylkojeden punkt P, ktéryrozdziela
wszystkie punkty H od punktow K.



Wiadomosci wstepne.

§ 1. W geometrji istniejg pojecia tak proste, ze nie wyma-
gaja zadnych objasnien. Sg to: punkt, prosta (albo linja prosta)
i plaszczyzna. ‘

Punkty oznaczamy wielkiemi literami lacinskiemi A BEG
proste malemi literami lacinskiemi a, &, ¢, . . . . . wreszcie pla-
szczyzny oznaczamy literami greckiemi @, £, 7...

Kaidy zbiér punktéw nazywamy figurq geometryczng lub
krotko : figurq. :

§ 2. O punktach, prostych i plaszczyznach mozemy wypo-
wiedzieé szereg oczywistych prawd, ktére nazwiemy pewnikami.

Pewnik I a. Przez kazde dwa punkty przechodzi prosta, ale
tylko jedna.

Ten sam pewnik wyrazamy stowami:
dwa punkty wyznaczajq prostq™).

Prosta, przechodzaca przez punkty A i B, nazywamy pro-
sta AB.

Méwimy tez, ze punkty A i B leza na prostej AB lub,
ze prosta AB laczy punkty 4 i B.

*) W mowie potocznej uzywaja wyrazu ,wyznaczac“ w sposéb niejedno-
stajny i niekonsekwentny. Poniewaz w dalszym wykladzie wypadnie nam nieraz
postugiwaé sig¢ tym terminem, musimy uméwié si¢ raz na zawsze, co on dla nas
oznaczaé bedzie. z

Jezeli mamy dwa rodzaje przedmiotéw A i B i jezeli kazdemu przedmio-
towi A odpowiada jeden i tylko jeden przedmiot B, wdéwczas powiadam, ze
przedmiot B jest wyznaczony przez A. Tak wiec wyraz ,wyznaczadé“ zawsze
wyrazaé dla nas bedzie dwie prawdy: 1-o kazdemu przedmiotowi A odpo-
wiada jakié przedmiot B; 2-o kazdemu przedmiotowi A odpowiada jeden tylko
przedmiot B.

v g
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Whiosek. Dwie proste mogq miec co najwyzej jeden spolny
punkt, gdyby bowiem mialy dwa punkty spélne, musialyby zlewaé
sie w jedng prosta, :

§. 3. Pewnik I b. Prosta i punkt nie lezqcy na niej wyzna-
czajq plaszczyzne. Symbolem ,plaszezyzna [a, C]“ oznaczaé be-
dziemy- plaszczyzne, wyznaczona przez prosta a i przez punkt c,
nie lezacy na tej prostej.

Ten sam pewnik mozemy zastapi¢ nastgpujgcym:

trzy punkty, nie lezqce na jednej prostej, wyznaczajq pla-
szczyzne.

Istotnie, niech beda dane trzy punkty A, B, C, nie lezace

jednej prostej. Pierwsze dwa punkty wyznaczaja prosta AB,
punkt C na niej nie lezy, a wigc musi razem z prosta AB wyzna- -
czaé plaszczyzne.

Mozemy wreszcie ten sam pewnik zastapi¢ jeszcze innym
pewnikiem, mianowicie:

dwie przecinajgce si¢ proste wyznaczajq plaszczyzne.

Jezeli bowiem proste a, b przecinajg si¢ w punkcie B, wéw-
czas na prostej b wystarczy obraé punkt C, rézny od B, a be-
dziemy mieli prosta a i punkt C, nie lezacy na niej, ktére wyzna-
czaja plaszezyzne [a, C] .

Pewnik I c. Prosta, faczqca dwa dowolne punkty plaszczy-
zny, lezy na tej plaszczyznie.

Fakt, ze prosta a lezy na plaszczyinie @, wyrazamy réwniez
stowami: plaszczyzna & przechodzi przez prosta g
albo: zostala przesunigta przez prosta a.

Wiasnosci prostej.

§ 4. Wyobrazmy sobie, ze na dowolnej plaszczyZnie obra-
lismy punkty O i A,. Prosta OA, oznaczmy przez a; i obierzmy

Jezeli np. w pewnej klasie ponumerowalismy wszystkich uczniow, mozemy
powiedzieé, Ze numer wyznacza ucznia, gdyz 1-0) kazdemu numerowi odpowiada
jakié uczen, 2-0) kazdemu numerowi odpowiada tylko jeden uczen. Jezeli nato-
miast ponumerowaliSmy nie uczniéw, lecz lawki i jezeli na kazdej lawce siedzi
po dwu lub wiecej uczniéw, wéwczas mozemy wprawdzie powiedzie¢, Ze numer
wyznacza lawke (dlaczego?), ale nie mamy prawa powiedzieé, ze numer wy-
znacza ucznia, gdyz kazdemu numerowi odpowiada teraz grupa uczniéw, nie zas
jeden tylko uczen.
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w tej samej plaszczyznie jakikolwiek punkt A,, nie lezacy na
prostej a;. Punkty O i A, wyznaczajg nowa prosta a.. Obierajac
w tej samej plaszczyznie punkt A;, nie lezacy ani na a;, ani na
@, otrzymamy trzecig prosta OA,; czyli
a; i t. d. Rzecz jasna, ze mozemy otrzy-
maé¢ dowolng ilo§é prostych, przechodza-
cych przez punkt O i lezacych w jednej
plaszczyznie (rys. 1).

. Okreslenie. Zbiér wszystkich pro-
/45 \\Aa stych, przechodzacych przez jeden punkt
/

i lezacych wjednej plaszczyznie, nazywamy

Rys. 1 pekiem prostych. Punkt przeciecia sig tych

prostych nazywamy wierzchotkiem peku.

\ powyzszym przykladzie punkt O jest wierzcholkiem peku.

§ 5. Wyobrazmy sobie, Ze obralimy na prostej dowolna

ilosé punktéw A, B, C... (rys. 2) i ze jakie$ cialo porusza sig po

tej prostej. Doswiadczenie powiada nam, ze cialo moze przebie-

A B C  gac te punkty w porzadku 4, B, C..., albo tez

Rys. 2. w porzadku odwrotnym ...C, B, A. To spostrze-

zenie prowadzi do rozréznienia na proste] dwéch zwrotoéw,
wprost sobie przeciwnych.

§ 6. Pewnik Il a. Kazdy punkt prostej dzieli jq na dwie

czesci (zwane pdiprostemi), z ktérych kazda zawiera dowolng ilosé

punkiow.

Np. na rys. 2 punkt B dzieli prosta na dwie pélproste; na
jednej z tych pélprostych lezy punkt A, na drugiej punkt C.

Dwie pélproste, o ktérych mowa w naszym pewniku, po-
siadaja tylko jeden spélny punkt, ktéry nazywamy ich poczqtkiem,
O kazdej z tych pélprostych méwimy, ze jest przedluzeniem
drugie;j.

§ 6. Okreslenie. Odcinkiem nazywamy czesé prostej, za-
wartq miedzy dwoma jej punktami. Punkty te nazywaja sie kon-
cami odcinka.

Np. na rys. 2 mamy odcinek AB, ktérego koncami sa punkty
AiB.

Kazdy inny punkt odcinka nazywa si¢ wewnetrznym.

Okreslenie. Jezeli na tej samej prostej mamy dwa lub wie-
cej odcinkéw, przyczem kazdy z nich ma z nastepnym jeden

Wiadomosci wstepne. 11

spdlny koniec, a nie ma zadnych innych punktéw spélnych, wéw-
czas odcinki te nazywamy kolejnemi.

Na rys. 2 odcinki AB i BC sa kole]ne Jak nazywa sie
spolny ich koniec?

§ 7. Okreslenie. Jezeli mamy dwa kolejne odcinki AB, BC
(rys. 2), wowczas odcinck AC nazywaé bedziemy ich sumq i be-
dziemy pisali:

s AB+BC=AC.

§ 8. Kazde dwa odcinki s3 albo réwne sobie, albo nie-
réwne. Chcac zaznaczyé, ze odcinki MN, PR sa sobie réwne,
piszemy :

MN=PFR lub tez PR=MN.

Pewnik III a. Jezeli na prostej mamy dany punkt A, wéw-
czas po kaidej stronie tego punktu istnieje jeden i tylko jeden
taki punkt B, ze odcinek AB réwna si¢ pewnemu z géry zada-
nemu odcinkowi m (rys. 3).

§ 9. Chcac dodawaé i odejmowaé

B A B odcinki wedlug tych samych praw, ktére
— rzadza dodawaniem i odejmowaniem liczb,
Rys. 3. musimy ustali¢ szereg nastepujgcych zasad

i okreslen (§§ 9—12):

§ 9. Pewnik III b. O ile nie uwzgledniamy zwrotu odcinka,
mozemy powiedzied, ze

AB=BA.

Pewnik Il c. Dwa odcinki, réwne trzeciemu, sq sobie réwne.

§ 10. Pojecie sumy mozemy rozciaggnaé na dowolng liczbe
odcinkéw, nawet niekolejnych. Jezeli mianowicie mamy odcinki
niekolejne @, b, c,... k, woéwczas sumg ich a+b+c-+...+k nazy-
waé bedziemy sume¢ odpowiednio réwnych im odcinkéw kolejnych
a'dh ke kL

Pewnik Il d. Jezeli mamy odpowiednio réwne sobie odcinki

: a=a’, b=V,
wowczas musi byc réwniez

atb=a'+b’.
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Innemi stowy: sumy réwnych odcinkéw sq sobie réwne.

Twierdzenie. Jezeli przez a, b oznaczamy dowolne odcinki, bedziemy
zawsze mieli

a--b=b--a.
Twierdzonie. Jezeli a, b, ¢ sa dowolnemi odcinkami, wéwezas
(a-+b)+-c=a+(b +c).
§ 11. Okreslenie. Jezeli a, b, ¢ sq trzema odcinkami, przyczem
atb=c, 2
wéwczas odcinek ¢ nazywamy wigkszym od kazdego z odcinkow
b, a, te zas nazywamy mniejszemi i piszemy
a<c, b<c, ¢c>a, ¢>b.
Z tego okreslenia i z pewnikéw III ¢ i Il d wynika, ze
19) jesli a>h, b> ¢, wowczas a>c: :
2%) jesli a>b, c=d, wowczas a-+c¢>b-d.
§ 12. Okreslenie. Jezeli a, b, ¢ sq trzema odcinkami, przy-
czem ;
ath=c,
wowczas a nazywamy roznicq odcinkéw ¢ i b, odcinek zas b na-
zywamy roznicq odcinkéw ¢ i a i piszemy
a=c—b
b=c—a.
Z tego okreSlenia wynika, ze
1° jezeli a=a’, b=Db’ oraz a>b,
woéwczas a—b=a’—b’;
2° jezeli a>b oraz a'_ib’, wéwezas musi byé
a—a’'>b—b,
oczywiScie w zalozeniu, Ze odejmowanie daje si¢ wykonaé.
§ 13. Okreslenie. .Sume¢ n odcinkéw, réwnych odcinkow:
a, nazywamy n-tq wielokrotng odcinka a i oznaczamy symbolem
n a.

Odcinek a nazywamy n-tq podwielokrotng albo n-tq czescig
odcinka n a.

WiadomoSci wstepne. 13

Chcac oznaczyé, ze odcinek b jest n-ta czescia odcinka c,
piszemy :

b=—c b | b=,

n n

Pewnik VI a (zwany pewnikiem Archimedesa dla odcinkéw).

Jezeli mamy dwa nieréwne odcinki a, b, przyczem a<b, wéwczas
mozemy znaleZé tak wielkq liczbe n, ze n a>h.

§ 14. Jeieli mamy dwa lub wigcej odcinkéw, z ktérych

kazdy poprzedni ma wspélny koniec z nastepnym i jezeli odcinki

te nie lezg na jednej prostej, wéwczas tworza one linje famang.

0 pojeciu kata.

§ 15. Pewnik Il b. Kazda prosta a, tezqca na plaszczyznie c,
dzieli jq na dwie czesci (na dwa obszary), zwane péiplaszczyznami
i zawierajgce kazda dowolng ilosé punktéw.

Wyraz ,,dzieli“ nalezy rozumie¢ w nastepujacy sposéb:

1-mo kazdy punkt plaszczyzny o albo lezy na prostej a, albo
tez nalezy do jednej z dwu czeéci plaszezyzny, o ktérych mowa
w pewniku;

2-o0 jezeli punkty A, B naleza do jednej czesci plaszczyzny,
wéwczas odcinek AB nie przecina prostej aj;

« 3-0 jezeli punkty A, B naleza do dwu réznych czesci pla-
szczyzny, wowczas odcinek AB przecina prosts a.

O prostej a méwimy ze oddziela te dwie czesci plaszczyzny,
ze stanowi ich spding granice.

Zamiast méwié: ,punkty A, B naleza do jednej czesci (lub:
do dwu réznych czesci) plaszczyzny“,
bedziemy nieraz méwili: ,punkty A, A
B leza po jednej stronie (lub: po dwu
stronach) prostej a“.

§ 16. Dwie pélproste, majace
spolny poczatek, dziela plaszczyzne na
dwa obszary, z ktérych kazdy nazywa
sig kqtem plaskim albo krétko: kqtem.
Obie pélproste nazywamy ramionami Rys. 3.
kata, spélny ich poczatek nazywa sie
wierzcholkiem kqta. Na rys. 3 OA, OB sa ramionami, O jest wierz-
cholkiem kata.
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Kat oznaczamy zazwyczaj trzema literami, przyczem w srodku
wymieniamy literg, ktérg oznaczyli§my wierzcholek kata. Np. kat,
przedstawiony na rys. 3, oznaczamy symbolem <=4AOB lub <zBOA.

Jezeli polproste, ktére sa ramionami kata, oznaczylismy ma-
femi literami, wowczas kat mozemy oznaczyé innym, prostszym
symbolem. Bedziemy np. pisali << (a, 4), majac na mysli kat
migdzy dwiema pélprostemi a, b, wychodzacemi z jednego punktu.

Czasem, o ile nie bedziemy sig¢ obawiali nieporozumien, be-
dziemy oznaczali katy numerami; bedziemy tedy pisali << 1, << 2
(t. j. kat pierwszy, kat drugi i t. d.). Czasem tez uzywamy liter
greckich, np. << a.

§ 17. Jezeli dwie proste przecinajg sig, powstajg rézne pary
katow, ktérym nadajemy specjalne nazwy.

Okreslenie. Jezeli ramiona jednego kqta sq przedluzeniem
ramion drugiego, wéwczas dwa te kqly nazywamy wierzchotkowemi.

Jezeli dwa kqty majq spolne ramie, drugie zas dwa ramiona
tworzq jednq prostq, wowczs kqly nazywamy przyleglemi.

: Np. na rys. 4 katy<<AOB,
4 <cCOD sg wierzchotkowe, katy
\ zas <t AOB, << BOC sjg przy-
s legle.
C 4 Wyliczyé wszystkie znajdujace
sig na tym rysunku katy wierzchol-
kowe; wszystkie katy przylegle.
~§18. Na dwu ramionach
kata << MON obierzmy do-
wolne dwa punkty A4, B. La-
czac wierzcholek O (rys. 5) z jakimkolwiek punktem C, nale-
zacym do odcinka AB, otrzymujemy pélprosta OC, o ktérej po-
wiadamy, ze lezy wewngqtrz kqta <<XMON.
O kazdym punkcie tej pélprostej (z wy-

/74
Rys. 4.

ze lezy wewnatrz kata <CMON.

§ 19. Odpowiednio do dwu zwrotéw prostej

(lub odcinka) mozemy odrézniaé dwa zwroty kata.
Pojecie to daje si¢ uzmyslowié w nastepujacy spo-
Rys. 5. s6b: wyobrazmy sobie, ze pélprosta OM obracamy

dookola poczatku O; zakresla ona kat, przyczem

punkt jej przecigeia z prosta AB porusza sie po tej prostej albo od 4 ku B,

- jatkiem punktu O) powiadamy réwniez, -
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albo od B ku A. Odpowiednio do tego powiadamy, ze katy SLMON i JINOM

majg zwroty przeciwne.

§ 20. Okresleria. Kqtami kolejnemi nazywamy takie katy
o spélnym wierzchotku, z ktérych kazdy ma z nastepnym spélne
rami¢ i nie ma zadnych wiecej punktéw spélnych.

Np. na rys. 4 katy << AOB, <t BOC, << COD sa kolejne,
Sumq dwu lub wigcej kqtdw kolejnych nazywamy zbiér wszyst-
kich punktéw, lezacych wewnatrz tych katow.

§ 21. Jezeli sume katéw kolejnych chcemy zawsze uwazaé
za kat, musimy wprowadzi¢ pojecia kata polpelnego i pelnego.

Okreslenia. Pélpelnym nazywamy kaqt, kiérego oba ramiona
tworzq jednq prostq. Np. na rys. 4 suma katéw <<4AOB+<xBOC
tworzy kat polpelny <cAOC, ktérego ramiona OA i OC leza na
jednej prostej. Kazda prosta i punkt na niej wyznaczaja na pla-
szczyznie dwa katy pélpelne, lezagce po dwu stronach tej prostej;
sume takich dwu katéw pélpelnych nazywamy kgtem pefnym

Np. na rys. 4 suma katéw kolejnych

<AO0B+<<BOC+<cCOD+-<-DOA

tworzy kat pelny. Kat ten jest zarazem suma dwu katéow pélpel-
nych, lezagcych po dwu stronach prostej AC.

Whniosek. Z okresleri katéw pélpelnych i katow przyleglych
wynika, ze suma dwu kqtdw przyleglych réwna sie kqtowi pot-
pelnemu.

§ 22. Kazde dwa katy s3 albo réwne sobie, albo nieréwne.
Cheac zaznaczyé, ze katy << AOB, <2 CMD réwnaja sie sobie,

piszemy:

< AOB=<-CMD albo tez <-CMD=-AOB.

Pewnik llla. Po kazdej stronie danej pélprostej istnieje jedna
i tylko jedna péiprosta, tworzqca z niq kqt réwny danemu.

§ 23. Okreslenie. Jezeli mamy dwa réwne sobie katy przy-
legle, wowczas kazdy z nich nazywamy kqtem prostym.

Poniewaz suma obu katéw przyleglych réwna sie katowi pélpelnemu,
zatem okreslenie nasze mozina sformulowaé inaczej: kqtem prostym nazywamy
polowe kqta polpelnego. Oczywiscie zakladamy przytem, ze istnieje jeden tylko
sposob dzielenia kata pélpelnego na potowy.
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Kat prosty bedziemy niekiedy 'oznaczali litera grecka d.
Wobec tego kat pélpelny moznaby oznaczyé symbolem 2d. Np.
majac na mysli katy na rys. 4, moznaby napisaé¢ réwnosé naste-
pujaca :

' << AOB + <« BOC = 2.

Pewnik Il e. Wszystkie kqty proste sq sobie réwne.

O dwu katach, ktérych suma réwna sie katowi prostemu,
moéwimy, ze dopelniaja sig do kata prostego. Jezeli suma
dwéch katéow réowna si¢ kgtowi pélpelnemu, méwimy, ze katy
spetniajg sig. Jezeli proste AA’, BB’ przecinajg si¢ pod katem
prostym, méwimy, ze s3 do siebie prostopadle i piszemy

AA" 1 BB.

§ 24. Chcac dodawaé i odejmowaé katy wedlug tych sa-
mych praw, ktére rzadza dodawaniem i odejmowaniem odcinkéw,
tworzymy szereg nastepujacych okreslen i pewnikéw:

Pewnik IlI b'. O ite nie uwzgledniamy zwrotu kqta, wéwczas
mamy zawsze réwnosé

<x AOB=< BOA.

Pewnik Il ¢’. Dwa kqty, ‘réwne trzeciemu, réwnajq sie sobie.

§ 25. Okreslenie. Sumq kqiéw niekolejnych nazywamy sume
odpowiednio réwnych im katéw kolejnych.

Pewnik Il d'. Sumy réwnych kqtéw sq sobie réwne. Innemi
stowy: jezeli mamy <Ce=<cd/, <Cf=<CF, wbéwczas musi byé

Ko+ Lp=<xo + Lp.

§ 26. Jezeii mamy <Ze + < = <Cy, woéwczas powiadamy,
ze kat <977 jest wigkszy od kaidego z dwu katéw <cea, < g, te
za§ nazywamy mniejszemi od kata <<y i piszemy:

xa<<xylub cy>xeait d
§ 27. Okreélenie. Jezeli mamy
xe+ =y,
wowczas kqt << @ nazywamy roznicq kqtéw <<y i X P, kqt zas
<< @ nazywamy réznicq kqtow <xy i <Ca i piszemy:
ety O A
F=Xr—xe.
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§ 28. Okreslenie. Kqi wickszy od pélpetnego nazywamy
wkleslym, kqt mniejszy od péipeinego nazywamy wypuklym.
Méwilismy w § 16, ze dwie pélproste o spélnym poczatku
dzielg plaszczyzng na dwa obszary, z ktérych kazdy nazywamy
katem. Oto6z jeden z tych katow jest zwykle wklesly, drugi wy-
pukly. Np. na rys. 6. pélproste O4, OB wy- A
znaczajg kat wklesly, opatrzony numerem 1
i kat wypukly, opatrzony na rysunku nume- P
rem 2. @ B
§ 29. Okreslenie. Sume n kqtdw réwnych
kqtowi <<= « nazywamy n-tq wielokrotnosciq Rys. 6.
kqta < o i oznaczamy symbolem

n<rta.

Kat << o nazywamy n-ta podwielokrotng albo n-ta
¢zeScia kata n<za.

Pewnik VI b.l(pewnik Archimedesa dla katéw).

Jezeli marny dane dwa kqty <<« i <2 f, przyczem << a> <26,
wowczas rnozemy znalezé tak wielkq liczbe n, iz

n x> <xa.

§ 30. Twierdzenie. Kqty wierzchotkowe sq sobie réwne.
Istottnie, mamy (rys. 4)
—x AOB + x BOC = 20
—x BOC + << COD = 24,
zatem <X AOB + << BOC = - BOC + <= COD
stad zas wynika, ze << AOB = < COD.

Cwiczenie I. 1. Na prostej obieramy pieé dowolnych punktéw A4, B, C,
D, E; przedstawié¢ odcinek AD jako sume dwéch odcinkéw; jako sume trzech
odcinkéw; jako réznice dwéeh odcinkéw.

2. Na prostej obieramy sze$é¢ dowolnych punktéw 4, B, C, D, E, F;
przedstawi¢ na wszelkie mozliwe sposoby odcinek BE jako sume dwu odcinkéw ;
jako réznice dwu odcinkéw.

3. W poprzedniem zadaniu odcinek BD przedstawié réznemi sposobami
w postaci sumy algebraicznej odcinkéw m—n—p, w postaci sumy algebraicznej
odcinkéw m—-n—p.

4, Z punktu O prowadzimy pélproste O4, OB, OC, OD, OE, OF.

1-0 odezytaé wszystkie katy kolejne i wskazaé wspélne ramiona
kazdych dwéch katéw kolejnych;
2-0 kat SC BOE przedstawié jako sume dwu katéw; jako sume
: trzech katéw ; jako réznice dwu katéw:
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3-0 kat = BOD przedstawié rozmaitemi sposobami w postaci sumy
algebraicznej katéw <Ca - 3= f — 3Ty, lub tez Xoa—Lp—X 7.

5. Wykresli¢ dwa katy przyleglte <= 40B i +~ BOC. Jak wielki jest kazdy
z nich, jeZeli pierwszy jest 3 razy mniejszy od drugiego ?

6. Z dowolnego punktu O prowadzimy péiproste O4, OB, 0C;0D, OF;
katy kolejne <x AOB, x BOC, << COD, < DOE, 3L EOA majy sie do siebie
tak, jak 1:2:3:4:5; jak wielki jest kazdy z nich?

7. Na rysunku, odnoszacym sie do poprzedniego zadania, wyszczegdlnié
wszystkie mozliwe katy i obliczyé wielkogé kaidego z nich.

8. Proste AB, CD przecinaja si¢ w punkcie O, przyczem katy = AOC,
<< COB maja sie do siebie, jak 1:2; obliczy¢ wszystkie katy, jakie powstaly
na rysunku. :

Kolo i okrag kola.

§ 31. Wyobrazmy sobie, ze mamy dany pek prostych, kté-
rego wierzcholek oznaczamy litera O. Niech réwniez bedzie dany
dowolny odcinek . Wiemy, ze na kazdej prostej, nalezacej do

naszego peku, mozemy odlozyé, po-

= czynajac od punktu O, po dwa od-

NG M~ cinki réwne odcinkowi r (np. OA4,

OA' lub OB, OB na rys. 7). Dwa

takie odcinki lezg po przeciwnych

stronach punktu O [pewnik IIl a].

5 Poniewaz w peku mamy nieskoncze-

Rys. 7. nie wiele prostych, zatem otrzymu-

jemy nieskonficzenie wiele takich od-

cinkéw. Konce ich 4, 4’ B, B, C, C' ... tworza figure, ktéra nazy-

wamy okregiem kola. Punkt O nazywamy $Srodkiem kola,

wszystkie zas réwne odcinki OA=0A4'=0B=0B'=0C= ... na-
zywamy promieniami kola. |

Majac dany dowolny punkt M plaszczyzny, mozemy go po-
laczyé z punktem O, przez co otrzymujemy prosia, nalezaca do
naszego peku. Na tej prostej istnieja dwa i tylko dwa punkty —
powiedzmy D i D' — takie, ze

- OD=0D'= r.

Mozliwe sg trzy przypadki:
punkt M zlewa si¢ z D lub z D', a wiec lezy na okregu kola;
punkt M jest punktem wewnetrznym odcinka OD lub odcinka
OD', czyli odcinek OM jest mniejszy od promienia 7; powiadamy

»
i
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wowczas, ze punkt M lezy wewngtrz okregu lub

wewnatrz kola;
punkt M lezy zewnatrz odcinka DD’ ; odcinek OM jest wéwczas

wigkszy od promienia, o punkcie za§ M powiadamy, ze lezy
zewn gtrz kola.

Jak widzimy, majac dane kolo, mozemy twierdzié, ze kazdy
punkt plaszczyzny lezy albo na jego okregu, albo wewnatrz, albo
wreszcie zewnatrz okregu.

Mamy tedy nastepujace okreslenia i plynace z nich wnioski:

Okreslenia. Okregiem kola nazywamy zbidr wszystkich
punktow plaszczyzny, réowno odleglych od jednego punktu, zwa-
nego srodkiem kota.

Promiieniem kola nazywamy odcinek, lqczqcy srodek kola
z dowolnymn punktem okregu.

Cieciwvg nazywamy odcinek, lqgczqcy dwa punkty okregu.

Sredmicq kola nazywamy odcinek, {gczqcy dwa punkty okregu
i przechodzzqcy przez srodek kola.

Kazddy punkt plaszczyzny, ktdrego odleglosé od srodka kola
jest mniejssza od promienia, nazywamy punktem wewnelrznym
kola, jezeli i zas odleglos¢ jego od srodka jest wigksza od promie-
nia, wowczizas punkl len nazywa si¢ zewnetrznym wzgledem kola.

Kofemm nazywamy zbior wszystkich punktow plaszczyzny,
lezgcych bgbgdz na okregu, bqdz wewngtrz okregu.

Lukieriem kola nazywamy kazdq czesé okregu, zawartq mie-
dzy dwomana jego punktami.

Luk, |, ktérego punkty koricowe sq zarazem konicami srednicy,
nazywa sieie pdlokregiem.

Punkt, t, poruszajacy si¢ po plaszczyinie w ten sposéb, ze odleglosé jego
od pewnego D innego, nieruchomego punktu pozostaje stala, kresli okrag kota,

ktérego Srodkdkiem jest 6w punkt nieruchomy. Na tem spostrzezeniu opiera sig
zastosowanie e cyrkla do kreSlenia kot.

Whriosski. 1. Kofo jest wyznaczone, jezeli znamy jego srodek
i promien. .

Innemmi slowy: zdanego Srodka danym promieniem
mozemy zawsze wykresli¢ kolo, ale tylko jedno.

2. Wslszystkie promienie tego samego kola sq sobie réwne,
a wiec [ wuwszystkie jego Srednice réwnajq sig sobie.
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3. Kazda prosta, przechodzqca przez srodek kota, ma z okre-
giem dwa i tylko dwa punkty spélne.

§ 32. W dalszym ciagu bedziemy sig¢ czgsto poslugiwali
symbolem (O)r w celu oznaczenia kola, zakreslonego ze srodka
O promieniem r. Tak samo symbol (O)4 oznaczaé bedzie kolo,
zakreslone ze $rodka O i przechodzace przez punkt A, czyli ma-
jace odcinek AO za promien.

§ 33. Wyliczylismy kilka cech charakterystycznych, ktére
przypisujemy figurom, zwanym w zyciu codziennem kotami lub
okregami kél. Nie wymieniliSmy jednak dotad: dwéch z posrod
najwazniejszych cech. Jezeli np. nakreslimy cyrklem kolo, wowczas
nie ulega dla nas zadnej watpliwosci, ze linja, ktéra widzimy na
papierze, jest ciggla (czyli nie posiada przerw) i Ze dzieli
ona plaszczyzne na dwie czg$ci: wewnetrzng i zewnetrzna,
ktérych spélng granice stanowi okrag kola®).

W dotychczasowych rozwazaniach nie uwzglednilismy tych

y dwu cech okregu i z naszych okreslen nie
wynika bynajmniej, zeby na okregu jakiego$
kola nie miala istnieé jedna lub wigcej przerw.
Jesli wigc mamy dane kolo O, punkt zew-
netrzny M i punkt wewnetrzny IV, nie lezacy na
prostej OM, wéwczas wiemy wprawdzie, ze
prosta OM przecina okrag w dwoéch punk-
tach, nie mozemy jednak mie¢ pewnosci, czy

Rys. 9. prosta MN spotyka okrag kola, gdyz moglaby
ona natrafiaé na przerwy w okregu, o ile takie przerwy istnieja.

*) Rzecz jasna, e granica nie moze posiadaé przerw, nie wolno jednak
twierdzié, ze kazda linja ciagla, choéby nieograniczona, stanowi¢ moze granice
dwéch obszaréw plaskich, ze moze dzieli¢ plaszezyzne
na dwie czesci. Np. na rys. 8 mamy linj¢ lamana,
ktéra mozemy przediuzaé nieograniczenie, z tem tylko
zastrzeseniem, ze linja ta nigdzie samej siebie nie
przetnie; otéz dostrzegamy odrazu, ze z kazdego
punktu plaszezyzny mozemy przejsé do kazdego innego
(np. z A do B) nie przecinajac nigdzie naszej lama-
nej, a wigc linja ta nie moze oddzielié, odgraniczy¢
zadnej czeci plaszezyzny. Widzimy tedy, ze cigglosc
Rys. 8. linji, a zdolnosé dzielenia plaszczyzny na czeSci, s3 to

istotnie dwie rézne cechy.
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Cheac tedy, zeby nasze okreslenia odpowiadaly temu, co
w doswiadczeniu codziennem nazywamy kolem, musimy uzupelnié
je zapomoca dwéch nastepujgcych pewnikéw:

Pewnik VI c. Jezeli punkt wewnelrzny kota polgczymy z punk-
tem zewnetrznym zapomocq odcinka prostej, wowczas odcinek ten
przetnie okrqg kola w jednym i tylko w jednym punkcie.

Pewnik VI d. Jezeli punkt wewnetrzny kola polgczymy
z punktem zewnetrznym zapomocq luku jakiegokolwiek innego
kola, wéwczas tuk ten przeinie okrqg dany w jednym i tylko
w jednym punkcie.

§ 34. Przypusémy, ze na okregu kola O, mamy dane dowolne dwa
punkty A, B. Laczac je z punktem O, otrzymujemy kat =< AOB. W peku
prostych, majacym wierzcholek w punkcie - O,
istnieja zaréwno pélproste, lezace wewnatrz kata
—x AOB, jak i polproste, lezace zewnatrz tego
kata. Wobec tego na okregu naszego kola mamy
zaréwno punkty, lezace wewnatrz kata = AOB
(np. punkty K, L na rys. 10), jak i takie, ktére
lezg zewnatrz tego kata (np. punkity j ] e B B B

Mamy tedy prawo twierdzi¢,, ze k azde dwa
punkty 4,B okregu dzielg ten okrag na
dwa tuki, ktére nie majg z:adnych punk-
t6w spélnych précz swych koneéw 4, B.

Uwaga. Wynika stad, Ze poowiedzenie: ,luk AR danego kola“ jest dwu-
znaczne, gdyz mamy dwa luki, kttérych koficami s3 punkty A4, B. Wobec tego
luk nalezy oznaczaé trzema literaami, wymieniajagc dwa jego konce i jakikolwiek
trzeci punkt, na tym luku lezacy, np. Juk AKB“ tub ,tuk AK'B".

W celu oznaczenia luku AKB bedziemy sig czasem postugiwali symbo-
lem AKB.

§ 35. Twierdzenie. JezZeli na plaszczyznie mamy dane dwa
okregi, przyczem jeden z nich prze-
chodzi przez punkt wewnetrzny
i przez punkt zewnetrzny drugiego
okregu, wéwczas okregi te majq dwa
i tylko dwa punkty spolne.

Niech beda dane dwa okregi
O i O'. Przypusémy, ze punkt A
okregu O’ lezy wewnatrz, punkt
za$ B tegoz okregu lezy zewnatrz
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kola O; powiadam, ze okregi O i O’ majg dwa i tylko dwa
punkty spélne.

Istotnie, na okregu O’ punkty A i B wyznaczaja dwa luki
(ACB i ADB), z ktérych kazdy laczy punkt wewnetrzny A
z punktem zewnetrznym B, a wigc musi mieé z okregiem O jeden
i tylko jeden punkt spélny [pewnik VI dJ.

§ 36. Okreslenie. Réwnemi kolami (lub okregami) nazy-
wamy kota (lub okregi), zakreslone réwnemi promieniami.

Z powyiszego okreslenia i z wniosku (1) w § 31 (str. 19)
wynika, Ze z kazdego punkiu plaszczyzny, jako ze srodka, mo-
zemy zakreslié kolo réwne danemu.

Cwiczenia IL 1. Danym promieniem r wykresli¢ okrag kola, przechodzacy
przez dany punkt A. Ile takich kél mozna wykreslié ?

2. Jaka linje tworza srodki wszysfkich kél, o ktérych mowa w poprzed-
niem éwiczeniu? Wykresli¢ tg linje, obierajac punkt A dowolnie w plaszczyZnie
rysunku 1 kladac r=4 cm.

3. Majac dany okrag (O)r i punkt Ana nim, wykreslié z tego
punktu, jako ze Srodka, okrag kola, przechodzacy przez punkt O.
Dowie§é, ze okregi (O)r i (A)O musza mieé dwa punkty spélne.
[Wskazéwka: czy mozemy wskazaé na okregu (4)O punkt, ktéry na pewno
lezy wewnatrz kola (O)r? czy mozemy na tym samym okregu (4)O wskazaé
punkt, ktéry na pewno lezy zewnatrz kota (O)r?].

4. Oznaczmy przez M,, M, punkty spélne két (O)ri (4)O w poprzedniem
¢wiczeniu i polaczmy punkty O, A, M,, M, na wszelkie mozliwe sposoby zapo-
mocg odcinkéw prostych; czy $réd tych odcinkéw istnieja réwne sobie i ktére
mianowicie ?

5. Uogdlni¢ éwiczenie 3-cie w nastepujacy sposéb:

Mamy dane kolo (O)r i punkt A na jego okregu; najpierw kreélimy
okrag (A)O czyli (A)r, o ktorym juz wiemy, Ze ma on dwa punkty spélne
z okregiem danym; nastepnie kreslimy z punktu A okregi coraz wiekszemi
promieniami.- Do jakiej granicy mozemy zwickszaé te promienie, jezeli mamy
mie¢ pewnos¢, ze kaidy wykreslony przez nas okrag ma dwa punkty spélne
z okregiem danym (O)r?

Jezeli, przeciwnie, z punktu A kresli¢ bedziemy okregi coraz mniejszym
promieniem, tak jednak, by mialy one po dwa punkty spélne z okregiem (O)r,
czy mozemy zmniejszaé promien nieograniczenie ?

6. Odpowiedzie¢ na takie same dwa pytania, jak w poprzedniem éwicze-
niu, zakladajac jednak, Ze punkt A lezy nie na okregu (O)r, lecz wewnatrz tego
okregu.

7. Po okregu kola (materjalnego) nieruchomego (O)r toczy sie drugie
kolo, ktérego promien réwna si¢ r’. Jaka linjg zakreila $rodek toczacego sie
kola: a) jezeli toczy si¢ ono po stronie zewnetrznej okregu (O)r? ) jezeli toczy
si¢ po stronie wewnetrznej tego okregu?

&
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[Wykonaé trzy rysunki, biorac we wszystkich trzech r=4!/, ¢m. Na
pierwszych dwéch rysunkach bierzemy ' =1,7 c¢m, przyczem pierwszy rysunek
powinien ilustrowaé przypadek (a), drugi rysunek — przypadek (). Na trzecim

_rysunku bierzemy r’= 6!/, cm, i zakladamy, Ze kolo nieruchome (O)r lezy we-

wnatrz kola ruchomego. Na kazdym z tych trzech rysunkéw nalezy wykresli¢
toczace si¢ kolo przynajmniej w kilku réznych polozeniach i zaznaczyc wyraznie
linjg, ktéra zakresla jego srodek.]



KSIEGA L.

O réwnosci i symetrji figur plaskich.

ROZDZIAL 1.

Pojecie o tréjkacie. O réwnosci tréjkatéw.

§ 37. Niech bedg dane.trzy dowolne punkty A4, B, C, byle
nie lezace na jednej prostej. Wyznaczaja one trzy odcinki AB,
BC, CA i trzy katy << CAB, << ABC, << BCA. Trzy te odcinki
tworza linje lamang zamknigta, ktéra dzieli plaszczyzne na dwa
obszary: wewnetrzny i zewnetrzny. :

Okreélenie. 77djkgtem ABC nazywamy figure, utworzong
przez wszystkie punkty plaszczyzny, kidre lezq czyto na fama-
nej zamknigtej ABC, czy wewngqtrz tej tamanej.

Punkty A,B, C nazywamy wierzchot-

c : kami trdjkqta.
Odcinki AB, BC, CA sa to boki
b tréjkata.

Lamana zamknigta ABC stanowi kon-
tur tréjkata.

Sume trzech bokéw AB+BC+CA

Rys. 12. nazywamy obwodem tréjkqta.

Katy < CAB, << ABC, <t BCA, sa
to kqty wewnetrzne tréjkgta; przylegle do nich katy nazywamy
zewnetrznemi. :

Boki i katy wewngtrzne trdjkata nazywamy niekiedy jego
elementami.

A B
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Czesto, majac na mysli kat wewnetrzny tréjkata, mowimy
poprostu : ,kat tréjkata“; taki sposéb méwienia dopuszczalny jest
tylko wtedy, gdy nie moze wywolaé nieporozumienia.

Wierzcholek, ktéry nie jest koficem danego boku tréjkata,

‘nazywamy przeciwleglym temu bokowi. Np. o wierzchotku A po-

wiadamy, ze jest przeciwlegly bokowi BC.

Tréjkat ABC bedziemy czesto oznaczali symbolem AABC.

Kazdy bok tréjkata mozemy oznaczyé jedna malga litera,
obierajac w tym celu taka samg litere, jaka oznaczyliSmy przeciw-
legly wierzcholek. Np. na rys. 12 bok CA mozemy oznaczy¢ literg b,
gdyz. przeciwlegly temu bokowi wierzcholek oznaczylismy litera B.

§ 38. Pojecie trojkata daje sie z latwoscia uogolni¢. Niech
beda dane na plaszczyznie n punktéw A, As, A4;... A, z kto-
rych zadne trzy nie leza na jednej prostej. Laczac pierwszy punkt
z drugim, drugi z trzecim,... ostatni z pierwszym, otrzymamy linjg
lamana zamkniets.

Zbior wszystkich punktéw plaszczyzny, lezqcych bqdz na
tamanej zamknietej, bqdZ# wewngtrz lamanej, nazywamy wielo-
kqtem (wielobokiem). Laimana stanowi kontur wielokata.

Rozrézniamy dwa mwodzaje wielokatow: wypuklte i wkleste.

Wielokqt nazywamay wypuklym, jezeli zaden jego bok, ani
przedluzenie zadnego booku nie przecina jego konturu, w prze-
ciwnym zas razie wielobkqt nazywamy wkleslym.

To samo daloby sie ' wyrazié innemi slowami: wielokat wypukty
lezy po jednej stroniie kazdego swego boku

Sréd wielokatéw wklesslych zasluguja na uwage wielokaty zwigzane, t. .
takie, w ktorych przecinajg sisie dwa niesasiednie boki.

W dalszym ciagu bedzie zawsze mowa o wielokatach wy-
puklych, o ile nie uczymimy specjalnego zastrzezenia.

Punkty A4,, A, ....A, nazywamy wierzchotkami wielokata.

Katy (wypukle) 9=A, A, Az, A A Aseey 401 An A4
nazywamy wewngtrznermi, przylegle zas katy nazywamy ze-
wnetrznemi.

Cwiczenia III. 1. Ryssujemy tréjkat ABC i na boku AC lub na przediu-
jeniu tego boku obieramy dowolny punkt D. Wymienié wszystkie tréjkaty, wy-
znaczone przez punkty 4, B,, C, D.

Przypuéémy, ze punkt D obralismy nie na boku AC, lecz wewnatrz tréj-
kata ABC; ile powstalo przyytem tréjkatéw i jakie mianowicie ?

Zkolei obieramy punktt D zewnatrz tréjkata ABC, lecz nie na przediu-
seniu boku; wymienié wszysttkie tréjkaty, wyznaczone przez punkty 4, B, C, D.
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2. Nie patrzac na-srysunek, wymieni¢ kofice boku a@ w tréjkacie ABC
oraz kat przeciwlegly temu bokowi. Powtérzy¢ to samo z dwoma drugiemi bokami.

3. W tréjkacie ABC przedluzyé wszystkie boki; ile powstalo katéw ze-
wnetrznych ? Czy niema $réd nich réwnych sobie ?

4, Kat wewnetrzny trdjkata mozemy okreslié, jako kat zawarty miedzy
dwoma bokami tréikata. Czy mozna utworzyé analogiczne okreslenie dla kata
zewnegtrznego ? -

5. Wykreslié trzy proste, przecinajace si¢ po dwie w punktach M, N, L.
Wskazaé kat, zawarty miedzy bokiem m a przedluzeniem boku n; miedzy bo-
kiem n a przedluzeniem boku m; miedzy n a przedluzeniem boku /; migdzy
przediuzeniami bokéw m, n. Czy ten ostatni kat jest katem zewngtrznym ?

6. Na ile obszaréw zostala podzielona plaszczyzna przez trzy proste m,
n, I, o ktérych mowa w poprzedniem éwiczeniu? Czy mozna wykreslic czwarta
prosta, przecinajaca dwa (i tylko dwa) z poéréd tych obszaréw? Jaka {est naj-
wieksza liczba obszaréw, ktére ta prosta moze przecigé?

Kreélimy trzy proste, przecinajace si¢ po dwie w punktach 4, B, C, nie
lezacych na jednej prostej. Kaida z tych trzech prostych dzieli plaszczyzne na
dwa obszary. Z dwéch obszaréw, wy-

D znaczonych przez prosta AB, na-
¢~ zwijmy dod atnim ten, w ktérym
lezy punkt C (na rys. 13 obszar ten

A5 zostal zaznaczony kreskami), drugi

L

/A B\‘

Rys. 13.

E  zas obszar nazwijmy ujemn ym.
7. Wykresli¢ trzy proste, jak
na rys. 13 i oznaczyé kreskami ob-

szary dodatnie, wyznaczone przez
proste AB, BC, CA.

W jaki sposéb okreslié mozna punkty wewngtrzne tréjkata ABC? Jak
okresli¢ punkty, nalezace do katéw zewngtrznych <= DCB, = EBC? Punkty
nalezace do kata <JEBF?

8. Na rysunku, odpowiadaja,cy‘m éwiczeniu 5-emu. znalezé punkty, leigce
wewnatrz dwéch katéw zewnetrznych i jednego wewnegtrznego.

§ 39. Okreslenie. Dwa tréjkqty nazywamy réwnemi, jezeli

boki i kqty jednego z nich réwnajq sie odpowiednim bokom i kq-

tom drugiego, przyczem od p o-

b /‘S‘ wiedniemi kgtami nazywamy

¢ te, ktore leza naprzeciwko réw-

| \ nych bokéw, odpowiedniemi

A (') o & bioka m’i te, ktore leza naprze-
B it ciwko réwnych katow.

Jezeli np. trojkaty /\ABC,
ANA'B'C' (rys. 14) réwnaja si¢ sobie, wéwczas muszg zachodzié
nastepujgce réwnosci :

. e -

N

e
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AB3=A'B,. BC=B'C, CA=CA
XAl=xA, ¥B=<B, <C=xC".
Rownosé dwéiéch tréjkatéw oznaczamy symbolem =. Cheac
tedy zaznaczyé, ze e tréjkaty ABC, A'B'C" sa sobie réwne, piszemy:

NABC=/N\A'B'C'.
7 okreslenia a réwnosci tréjkatéw wynika bezposrednio, Zze
dwa tréjkaty, réwnne trzeciemu, sq sobie réwne.

§ 40. Wiemyny juz, ze gdy mowa o réwnosci dwéch trojka-
téw, mamy wlasciwcivie na mysli szes¢ réwnoéci, z ktorych trzy
zachodza miedzy bt bokami, trzy za$ migdzy katami tréjkatow. Zo-
baczymy jednak zazaraz, ze chcac sprawdzié, czy dwa tréjkaty sa
sobie réwne, wystastarczy stwierdzi¢, ze zachodzg trzy rowno $ci
odpowiednio d dobrane zposréd powyzszych szesciu.™)
W ten sposéb otrztrzymamy t.zw. cechy réwnosci tréojkatow
czyli sposoby prakaktyczne poznawania tej réwnosci.

Pierwsza z tytych cech mozemy oprze¢ na nastepujacem do-
$wiadczeniu. Wezmimy siedem (lub wigcej) paskéw tektury, dosta-
tecznie sztywnej. P Paski te lgczymy zapomoca pluskiewek lub dru-
cikéw, tak, by didwa polaczone z soba paski mogly obracaé sig
dokola pluskiewki,ki, jak na zawiasach. Z trzech paskow tworzymy

.

"\

Rys. 15.

tréjkat, z pozostalalych zas czworobok (lub wogdle wielobok), jak
na rys. 15.

*) Fakt ten wswskazuje, ze migdzy bokami i katami tréjkata istnieja jakies:
zwiazki, tak iz trzy, odpowiednio dobrane elementy tréjkata wyznaczaja pozo-
stale trzy jego elemeienty. Zobaczymy np., Ze katy tréjkata sa w zupelnosci wy-

znaczone, gdy znamyy trzy jego boki.
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Spostrzegamy odrazu, ze tréjkat jest sztywny, natomiast
w czworoboku (lub w wieloboku) wszystkie boki swobodnie po-
ruszaja si¢ na zawiasach, tak, iz ksztalt tego czworoboku mozemy
dowolnie zmienia¢. Widzimy tedy, ze z trzech bokéw mozna
utworzyé (zbudowaé) jeden tylko trojkat i ze katy
W nim sg niezmienne, natomiast z czterech bokéw mozemy
zbudowaé dowolnie wiele czworobokéw.

Dochodzimy w ten sposéb do nastepujacego pewnika:

§ 41. Pewnik IIIf. (I cecha réwnosci tréjkatéw). Jezeli
trzy boki jednego tréjkqta rownajq sig trzem bokom drugiego,
wowczas [ kqty jednego tréjkata réwnajq si¢ odpowiednim kqtom
drugiego, czyli tréjkqty sq sobie réwne.

§ 42. Mozemy réwniez wypowiedzie¢ nastepujacy oczywisty
pewnik :

Pewnik Il g. Jezeli
mamy dany trojkqt ABC,
a précz tego na dowolnej
prostej m mamy dany odci-

A B A, iB nek A'B’, réwny bokowi AB
&5 e tego tréjkqta, wowczas po

\\J’C' kazdej stronie prostej m

Rys. 16. istnieje przynajmniej jeden

taki punkt C', ze tréjkqt
A'B'C' réwna sig tréjkqtowi ABC.

§ 43. Samo przez sie nasuwa sie pyténie, w jaki sposéb
mozna faktycznie zbudowaé tréjkat, o ktérym mowa w pewniku
Ilig? Mamy tedy do rozwiazania nastepujace

Zadanie. Po jednej stronie prostej m zbudowad tréjkqt, réwny
danemu tréjkgtowi ABC, tak, by jeden jego bok lezat na tej prastej.

Zadanie rozwigzemy w zupelnosci, jezeli potrafimy wyzna-
czy¢ trzy wierzcholki zadanego tréjkata. Dwa z nich mozemy
znalezé odrazu. W tym celu wystarczy odlozyé na prostej m od-
cinek, réwny ktéremukolwiek bokowi tréjkata ABC, np. odci-
nek A'B'= AB (rys. 17). Pozostaje tedy do znalezienia trzeci
wierzcholek C. ,

Wiemy, iz wierzcholek C’ musi byé: 1) odlegly od wierz-
cholka A’ o odcinek réwny bokowi b tréjkata danego; 2) odlegly

O réwnosei tréjkatow. 29

od wierzchaolka B’ o odcinek réwny bokowi a. Otéz z okreslenia
okregu (§ :31) wiemy, ze wszystkie punkty plaszczyzny, odlegle
od punktu A’ o odcinek b, leza na okregu kola (A4')b, wszystkie
za$é punktys, odlegle od B’

o odcinek az, lezg na okregu by {oaelsaen
(B')a i odwrrotnie: wszystkie Z \-ﬂ \
punkty tych okregéw odlegle E T

A B A \ / B’

sg od A" ii B’ o odcinki b
i a. Pozosstaje tedy wykre-
slié te dwa cokregi; spélny ich
punkt, lezaacy po wskazanej stronie prostej m, musi by¢ zadanym
wierzchotkidem C’. :

Tu jeednak nasuwaja si¢ dwie watpliwosci:

1-0 czzy okregi te maja na pewno wspélny punkt?

2-0 czzy po wskazanej stronie prostej m istnieje jeden. taki
punkt, czys tei okregi nasze maja dwa lub wiecej punktéw spél-
nych? Rzeecz jasna, ze gdyby tych punktéw bylo kilka, nie wie-
dzieliby$myy, ktéry z nich wybrac.

Na pbierwsze pytanie mamy gotowa odpowiedz w pewniku
lllg. Ponieewaz na mocy tego pewnika, istnieje punkt C’, a punkt
ten musi lleze¢ jednoczesnie na obu okregach (A)b i (B)a, za-
tem okregisi te na pewno maja bodaj jeden punkt spélny.

Co sisie tyczy drugiego pytania, to latwo jest przekonac sig,
7e po jecdnej stronie prostej m okregi nasze maja
tylko jedden punkt spélny.

- Jakomi przypusémy, ze okregi nasze maja dwa spélne punkty
C';, C’;. FPolaczmy te punkty z punk-
tami A’, BB’ i poréwnajmy z sobg tréj- )
katy A’C’;"\B" i A'C’sB’ (rys. 18). 2

Maja q one spélny bok A'B’, a oprécz
tego A'C",i,=A'C’; (dlaczego ?), B'C', = /

/

Rys. 17.

B'C,, zatetem NA'B'C, = N\A'B'Cy'.
Ale ‘ to jest niemozliwe. Istotnie
odpowiadajajace sobie katy
(=CC/AB i =<C/A'B" oraz Rys. 18.
xC/BAYi <<C'BA) tych tréika-
téw nie mmoga réwnaé sie sobie, jezeli punkt C,” nie zlewa sig
z punktemm G,
Widzlzimy, Ze przypuszczenie, jakoby okregi nasze mialy po
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jednej stronie prostej m dwa punkty spélne, prowadzi do niedo-
rzecznego wniosku. Wynika stad, ze okregi te majg tylko jeden
punkt spélny C’, ktéry jest wierzcholkiem zadanego tréjkata
NABC.

§ 44. Za przypadek szczegélny poprzedniego zadania mozna
uwazac nastepujgce

Zadanie. Po jednej stronie danej prostej zbudowaé kqt, réwny
danemu kqtowi. : '

Istotnie, jezeli mamy dany <A, mozemy na jego ramionach
obra¢c dwa dowolne punkty M, N, a nastepnie zbudowad przy
prostej m tréjkat, réwny tréjkatowi MAN.

Rzecz prosta, ze zaoszczedzimy sobie pracy przy rysowaniu,
jezeli punkty M, IV tak zostaly obrane, ze MA=NA. To spo-
strzezenie prowadzi do nastepujacego rozwigzania:

A
Rys. 19.

Z wierzchotka A kreslimy dowolnym promieniem koto, prze-
cinajace ramiona kata danego w punktach M, N; z punktu A’ na
prostej m kreslimy tym samym promieniem kolo, przecinajace
prosta m w punkcie M’, a nastepnie z punktu M’ kreslimy dru-
gie kolo promieniem, rownym JMN. Dwa te kola maja po jednej
stronie prostej m spélny punkt NV'; laczac V' z A’ otrzymamy

NAMN = /\ ANM (dlaczego ? na mocy ktérego pewnika?),
a wiec LN A'M' =< NAM.

§ 45. Zadanie. Dany kqt podzielic na polowy. ;

Niech bedzie dany dowolny kat <= BAC (rys. 20). Z wierz-_
cholka A, jako ze $rodka, kreslimy dowolnym promieniem okrag
kola, przecinajacy ramiona kata w punktach M, N; z punktéw

M, N, jako ze $rodkéw, kreslimy dwa nowe okregi promieniem
réwnym odcinkowi MN.

S

sobie réwne.
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Te dwa okregi maja, po jednej stronie prostej MN, spél.ny
punkt K (dlaczego? poréwn. éwiczenie Il, 3, str. 22); powia-
dam, ze pélprosta AK dzieli kat <xBAC na polowy.
AN\AMK=/\ ANK,
gdyz AM=AN, MK=NK,

odcinek za$ AK jest spélnym bokiem tych trojkatow, a ponie-
waz w réwnych tréjkatach katy
X MAK, --KAN leza naprzeciwko
réwnych bokéw MK, INK, zatem sa

Istotnie

Pélprosta, dzielgca kqt na poto-
wy, nazywa si¢ dwusiecznq tego kata.

Rys. 20.

§ 46. Twierdzenie (I cecha
réwnodci tréjkatéw). Jezeli dwa 7 : L
boki i kqt miedzy niemi zawarty jednegov trojkqta réwnajq sie
odpowiednio dwom bokom i kqtowi miedzy niemi zawar.lemu
drugiego tréjkata, wouvczas tréjkaty te sq sobie réwne (czyli po-
zostale ich elementy codpowiednio réownaja sig soble).

Niech beds dance dwa trojkaty A\ ABC i 'A’A"BC, w kto-
rych AB=A'B, AC—= A'C' oraz X BAC=<BAC.

Powiadam, ze weSwezas musi byé

ANABC=/N\ABC'.

Jakoz na mocy jpewnika lllg wiemy, ze po tej .san}ej’ stro-.
nie prostej A'C’, po lktorej lezy wierzcholek B, musi istnieé taki
punkt X, ze

NAXC' =/N\ABC,
< BAC=XAC', AB=AX', AC=AC".

przyczem

Pozostaje dowie:$¢, ze punkt X musi zlewac sig z punktem B’.

Istotnie, punkt X nie moze leze¢ ani wewn’qtrz kata
> B'AC’, ani zewnatrz tego kata (rys. 21), gdyz wéwczas kat
< X'A'C’ nie réownailby si¢ katowi <= BAC, zatem X lezy na
amieniu B'A’. , .

Ale w takim razie X musi zlewaé sig¢ z punktem B gd}.lz
naczej (rys. 21) bok A'X’ tréjkata NA'X'C’ nie réwnalby sig
bokowi AB trojkata N\ ABC.
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§ 47. Twierdzenie. (IIl cecha réwnosci tréjkatéw). Jezeli
dwa kqty i przylegly do nich bok jednego tréjkqta réwnajq si
odpowiednio dwom kqtom i przyleglemu do nich bokowi drugiego

Rys. 21.

tréjkata, woéwczas oba tréjkqty sq sobie rowne (czyli pozostale

ich elementy réwnajg sie sobie).

Niech beda dane (rys. 21) tréjkaty A\ ABC, N\ABC’
w ktérych :

AC=A'C, CAB=<xC'A'B’, <BCA=<BC A’;
powiadam, ze musi byé réwniez

NABC=/N\ABC’.

Zastosujemy dokladnie takie samo rozumowanie jak w twier-

dzeniu poprzedniem. :

Na mocy pewnika lllg wiemy, iz po tej stronie prostej
AC’, po ktérej lezy wierzcholek B, musi istnie¢ taki punkt X

e NA'XC'=/\ ABC,
przyczem <= XA'C'=<-BAC, << XC'A =< BCA.

Pozostaje dowiesé, ze punkt X zlewa si¢ z punktem B’

Jakoz X nie moze lezeé ani wewnatrz, ani zewnatrz kata
KB A'C’ (rys. 21), gdyz wéwezas kat ST XA'C’ nie réwnalby sie
katowi 9T BAC. Zatem X lezy na ramieniu A'B.

Dalej, X nie moze lezeé ani wewnatrz, ani zewnatrz odcinka
A'B (rys. 21), gdyz w takim razie kat <t XC’A’ nie réwnalby sie
katowi <cBCA.

Widzimy tedy, ze X musi zlewaé sie¢ z punktem B, czyli
ANA'B'C’ jest wlasnie owym tréjkatem, réwnym trojkatowi L\ ABC,
o ktérym mowa w pewniku Illg.

Cwiczenia IV. 1. Mamy dany czworobok przegubowy, t. j. taki, ktérego

boki sa stalej dlugosci, ale moga sig obracaé dokola wierzcholkéw czy mozna
usztywni¢ go zapomoca dodatkowego (pigtego) preta?
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To samo pytzanie w zastosowaniu do pieciokata przegubowego.

2. W pigciolkacie przegubowym, ktdérego wierzcholki ponumerowalismy
kolejno od 1 do 5, laczymy zapomoca dodatkowych pretéw pierwszy wierzcholek
z trzecim i drugi z pigtym; czy pigciobok jest teraz sztywny?

3. Czy wielokkaty przegubowe, przedstawione na rys. 22, sg sztywne? lle
zbytecznych polgczzen wytworzy
si¢ w kazdym z nnich, jezeli na

wszelkie mozliwe ssposoby pola- / »/I
czymy wierzcholki  dodatkowemi 4
pretami?

4. Czy wielolokaty przegu- o e / /

bowe, przedstawionme na rys. 23, /
sg sztywne? Jezeli t: tak, to czy nie
ja zbytecznych usmsztywnien? Je- Rys. 22.
maja zbyteczny y
zeli nie, to jak uszisztywnié¢ je zapomoca mozliwie najmniejszej liczby pretéow ?
5. Jaka jest n: najmniejsza liczba pretow, zapomoca ktérych mozna polaczyé
4, 5, 6, 7, 8,... punknktéw, z ktérych zadne trzy nie leza na jednej prostej, tak, by
otrzymaé wielokat szsztywny? :
6. Zbudowaé ¢ tréjkat, ktérego wszystkie trzy boki réwnalyby si¢ danemu
odcinkowi a. Ile takakich tréjkatéw zbudowaé mozna po jednej stronie danego

odcinka a? :
7. Mamy dadany A ABC; na dowolnej prostei m odkladamy
odcinek A'B'=AIAB, poczem z punktu A, jako ze §rodka, kreslimy

Rys. 23.

kolo promieniemm ré6wnym @, z punktu za§ B kreslimy drugie kolo
promieniem ré6wwnym b. Czy okregi tych kél maja punkt spélny?
Ile maja punktévww spélnych? Wszeczegélnosci:czypojednej stro-
nieprostej mokrcregite moga mieé wigcej nizjeden punktspélny?

Ile wobec 1 tego rozwigzan posiada zadanie, o ktérem byla
mowa w § 43?7

8. Niech bedaa dane dwa katy przylegle = ABC i 3 CBD; zbudowaé
ich dwusieczne BX i i BY. Jak wielki jest kat = XBY? ;

9. Niech beedzie dany kat wypukly = 4O0B; zbudowaé jego
dwusieczng, przzedluziyé ja po drugiej stronie wierzcholka O
i dowiesé, ze too przedluzenie jest dwusieczna kata wklestego
< AOB; i odwrobtnie: przedluzenie dwusiecznej kata wklestego
<+ AOB jest zaraazem dwusieczna kata wypuklego < AOB.

Geometrja elemenentarna. 3
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10. Mamy dane dwa katy wierzcholkowe 3= AOB, > COD; wykresli¢ dwu-
sieczng kata < AOB i dowies¢, ze jej przedluzenie jest dwusieczna kata COD.
11. Mamy dane dwa katy wierzcholkowe == AOB, = COD; wykresli¢

ich dwusieczne i dowieé, ze tworza one jedna prosta.

12. Zbudowaé tréjkat, majac dane dwa boki a, b i kat = C. lle mamy :

rozwigzan ? ‘

13. Zbudowaé tréjkat, majac dame: <A, *Bi bok c. lle mamy roz-
wigzan ? >

14. Majac dany A ABC, zbudowoé réwny mu A DAE tak, by kat < BAC
pierwszego tréjkata byl wierzcholkowy wzgledem kata < DAE drugiego tréj-
kata. Ile mozna zbudowaé tréjkatow A DAE, odpowiadajacych warunkom zadania ?

15. Dowiedé, ze kaidy kat 3 A moina podzieli¢ na polowy w nastepu-
jacy sposob: s

na ramionach kata okladamy, poczynajac od wierzchotka, po dwa réwne
odcinki, np. AB=AC, BD=CE, poczem taczymy B z E oraz C z Dj; jezeli
przez M oznaczymy punkt przecigcia sig prostych BE, CD, wéwczas polprosta
AM musi byé dwusieczna kata danego 3= BAC.

16. Dwa czworoboki sa sobie réwne, jezeli trzy boki i dwa katy miedzy
niemi zawarte jednego czworoboku réwnajg zie odpowiednio trzem bokom
i dwom katom miedzy niemi zawartym drugiego czworoboku.

17. Dwa czworoboki réwnaja sie sobie, jezeli katy przy trzech kolejnych
wierzcholkach i dwa miedzy niemi zawarte boki jednego czworoboku réwnaja
sie odpowiednim katom i bokom drugiego czworoboku.

ROZDZIAL 1L

Tréjkat réwnoramienny.

§. 48. Okreslenie. 7rdjkqt nazywamy réwnoramiennym,
jezeli ma dwa réwne boki. Trzeci bok tego trojkata bedziemy
czesto nazywali jego podstawq.

Trojkaqt, ktorego wszystkie trzy boki réwnajq si¢ sobie, na-
zywamy réwnobocznym albo foremnym.

Wysokosciq tréjkqta nazywamy odcinek, poprowadzony
2z wierzchotka prostopadle do przeciwleglego boku lub do jego prze-
dluzenia. Punkt, w ktérym wysokos¢ spotyka bok tréjkata (lub
jego przedluzenie), nazywa sie spodkiem wysokosci.

Srodkowq tréjkqta nazywamy odcinek, {gczqey wierzcholek
trojkata ze srodkiem przeciwleglego boku.

Narysuj tréjkat réownoramienny; co mozesz powiedzieé
o dwéch jego katach, lezacych przy podstawie: czy one sg rowne
sobie? jezeli nie, to ktéry z nich jest wiekszy ? V
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Wytnij z papieru tréjkat réwnoramienny i sprawdZz na nim
swoje przypuszczenie. Opowiedz dokladnie, w jaki sposéb wy-
konaleg swoje doswiadczenie. Czy otrzymales przytem jakas nowa
linje, ktérej nie bylo w pierwotnym tréjkacie? Czem jest ta linja
dla kata przy wierzcholku tréjkata réwnoramiennego? Jak lezy
ona wzgledem podstawy tréjkata réwnoramiennego? Na czem
opierasz swoje twierdzenie?

‘ Odkrytes pr zypuszczalnie nowe wlasnosci tréjkata row-
noramiennego; sformuluj je w postaci twierdzen.

§ 49. Twierdzenie. W tréjkqcie réwnoramiennym kqty, prze-
ciwlegle réwnym bokom, sq sobie réwne.

§ 50. Twierdzenie. W tréjkqcie réwnoramiennym dwusieczna
kqta, zawartego miedzy réwnemi bokami, jest zarazem wysokosciq
i Srodkowaq.

Obu tych twierdzen mozemy dowiesé razem, a to w naste-
pujacy sposéb.

Niech bedziie dany tréjkat réwnoramienny N\ABC, w kté-
rym mianowicie . AB=AC; powiadam, ze

1) <t ABC= 3 ACB, ;
2) BD=DC_,
3) AD 1 BBC.
Aby dowie e$é tych trzech wlasnosci
trojkata réwnoramimiennego, postepuje tak, jak
w poprzedniem ddoswiadczeniu, t. j. kresle
dwusieczng AD  kata, zawartego migdzy
rownemi bokami,, i otrzymuje dwa réwne B D &
trojkaty Rys. 24.

AN\BAAD=/\ADC.
Istotnie, tr66jkaty te majag spélny bok AD; précz tego
AB=AC, katy zzas <= BAD i < DAC sa sobie réwne.
Z réwnosci © tréjkatow /\ BAD, /\ ADC wynika, iz
5= ABC=< ACB (dlaczego?),
BD=DC,
<5< ADB=< ADC,
a p.onie\‘/vai dwa (ostatnie katy sa do siebie przylegle, zatem kazdy
z nich jest prostty i odcinek AD jest, istotnie, prostopadly do
BC, czyli jest wyysokoscia trojkata /\ ABC.
3*
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Whiosek. W tréjkqcie réwnobocznym : 1) wszystkie katy sq
sobie réwne; 2) dwusieczna kazdego z trzech kqtow jest zarazem
wysokosciq i Srodkowg.

§ 51. Z powyiszych wlasnosci tréjkata rownoramiennego wy-
nikajg rozwigzania trzech bardzo waznych zadan konstrukcyjnych.

Zadanie. Dany odcinek podzielic na polowy.

W tym celu wystarczy na danym odcinku, jako na podsta-
wie, zbudowaé jakikolwiek tréjkat réwnoramienny i poprowadzi¢

w tym tréjkacie dwusieczng kata

przeciwleglego podstawie. Ponie-
waz tréjkat réwnoboczny umiemy
juz budowaé (éwiczenia IV, 6,
str. 33), mamy tedy nastepujace
rozwigzanie :

z koncow A, B danego od-
cinka (rys. 25) kreslimy kota pro-
mieniami réwnemi temu odcin-
kowi; okregi tych kol maja dwa
spélne punkty C, C’, lezace po
dwoéch réinych stronach prostej
AB; w trojkacie réwnoramiennym A\ ACB prosta CC’ jest dwu-
sieczna kata <c ACB (dlaczego?), a wiec dzieli odcinek AB
na polowy w punkcie O.

§ 52. Zadanie. Dana jest prosta m i na niej punkt O; wy-
stawi¢ w tym punkcie prostopadiq do prostej m.

Zadanie da sie rozwigzaé zapomocy tej samej konstrukeji,
ktéra stosowaliSmy w § 51, o ile uczynimy punkt O $rodkiem
jakiegokolwiek odcinka, lezacego na prostej m.

Mamy tedy rozwigzanie nastgpujace: po obie strony punktu
O odkladamy na prostej m dwa dowolne, lecz réwne sobie od-
cinki OA=0B; z punktéw A i B, jako ze srodkéw, kreslimy
okregi (A)Bi (B)A; prosta CC’, laczaca spélne punkty tych okre-
géw, jest zadang prostopadla, gdyz na mocy poprzedniego zada-
nia przechodzi przez punkt O, na mocy za$ twierdzenia § 50 jest
prostopadla do prostej m.

§ 53. Zadanie. Dang jest prosia m i punkt C, nie lezqcy na
niej; z C poprowadzic prostopadtq do prostej m.

Przygladajac si¢ rysunkowi 26, widzimy, ze zadanie bedzie

Rys. 25.
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rozwiazane, jezeli potrafimy zbudowaé tréjkat réwnoramienny
/\CAC’ tak, by prosta m byla w nim dwusieczna kata, przeciw-
leglego podstawie CC’. To znéw da
sie osiagnaé, jezeli po dwu stronach
prostej m potrafimy zbudowaé dwa
réwne sobie (zreszta dowolne) tréjkaty
NACB=/N\AC'B, gdyz w takim
razie bedziemy mieli zaréwno AC=AC,
jak <z CAB=-< BAC'.

To spostrzezenie prowadzi do na-
stepujacej konstrukcji (rys. 27):

na prostej m obieramy dowolny
pnnkt A i kreslimy okrag (‘4)C, prze-
cinajacy prosta m w punktach DiD’; Rys. 26.
z punktu D, jako ze $rodka, kreslimy ;
okrag (D)C, ktéry z poprzednim okrggiem ma dwa spélne punkty
C i C’'; prosta CC’ jest Zzadana prostopadla. (Skad wiemy, ze
X C’AD=<<CAD?)

Uwaga. Poniewaz wiemy (éwiczenia IV, 9, str. 33), ze dwusieczna kata
wklestego = C'AC/, jest zarazem dwusieczna kata wypuklego <CAC’, zatem
zamiast budowaé, jak w powyZszem rozwiazaniu, x DAC' = = DAC, mogli-
byémy zbudowaé = CAD = CAD'.
Innemi stowami : zamiast kresli¢ cokrag
kota (D)C, moglibysmy réwnie diobrze
wykreslié okrag (D')C. '

Cwiczenia V. 1. Dany jest od-
cinek AB i na nim punkt P; po jednej
stronie tego odcinka budujemy do-
wolne, ale réwne sobie katy
<+ APM = = BPN, nastepnie zas pro-
wadzimy dwusieczna kata < MPN;
dowiesé, ze dwusieczna ta jest prosto- Rys. 27.
padla do AB w punkcie P.

2. Majac dane: sume a dwdch niewiadomych odcinkéw x, y oraz réznice
ich b, znalezé x, y.

3. W tréjkacie réwnoramiennym A ABC, w ktérym AB= AC, wykreslié
érodkowe BB, CC' i dowiesé, ze BB = CC..

4, W tym samym tréjkacie wykreslic dwusieczne BB,, CC, katéw we-
wnetrznych i dowiesé, ze BBy = CC,.

5. Czy wlasno$é, o ktérej mowa w éwiczeniu poprzedniem, mozna uogdl-
ni¢ na dwusieczne katow zewnetrznych? Jak nalezaloby ja w takim razie
sformutowaé ?
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6. Na bokach tréjkata réwnobocznego /\ ABC odkladamy w tym samym
zwrocie*) trzy réwne odeinki AK = BL = CM; dowies¢, ze AKLM jest
réwnoboczny. :

Czy twierdzenie pozostaje prawdziwe, jezeli odkladane odcinki sg wicksze
od boku tréjkata danego A\ ABC? Czy moznaby odkiadaé je nie na bokach,
lecz na przedluzeniach bokéw tréjkata ?

Dowiesé, ze dwa trojkaty A\ ABC, A\ A'B'C’ sa sobie réwne, jezeli maja
odpowiednio réwne nastepujace odcinki i katy:**)
Toalibress 8. u,, dp, = (¢, dp). 9. a, s, % (a0, ).
10. 4, ¢, = (¢, 5p)- 13 e, b [Wskazoéwka: przedluzyé
srodkowe obu tréjkatéw i na przedluzeniach odlozyé odeinki, réwne Srodko-
wym s, s, Jak wielki jest odcinek, laczacy B z koncem przediuzenia
srodkowej ?]

Zbudowad tréjkat A\ ABC, majac dane:**)

12, i irg b R S ] 22. b, sy = (s B).
3 e R AR 23. b, s, % (s, b)-
14. %75y A, 197 clta, e (A o). 24. b, C, < (s, b).
Y500 E skl 5obY: 20. A, dy re 25.0a, B dg

V6. r 2 Byiesi(h b)), 21 g B cesi(e sl 26. u, dg, (dgy, ©).

27. Dany jest kat << A i wewnatrz niego punkt M; przez M poprowa-
dzié prosts, ktéraby przeciela ramiona kata w punktach B i C tak, by otrzymaé
tréjkat réwnoramienny A ABC, w ktérym AB= AC.

Zbudowaé tréjkat réwnoramienny /\ ABC, majac dane:**)
28. ek e e G St 31. C, dg.

32. Podana w § 52 konstrukcja zawodzi, jezeli mamy wystawi¢ prosto-
padla w koficu odcinka i jezeli odcinka tego nie wolno przediuzaé. W takim
razie moina zastosowaé nastepujace rozwiazanie, znalezione przez Herona
z Aleksandrji: jezeli w konicu 4 odcinka danego AB mamy wystawié prosto-
padla, wéwezas na AB obieramy dowolny punkt C, wystawiamy w nim prostopadia,
na niej odkladamy CD = CA, w punkcie D wystawiamy znéw prostopadla do
CD, wreszcie prowadzimy dwusieczng kata << DCA. Niech E bedzie punktem

P

*) Wyobrazmy sobie, ze obchodzimy kontur tréjkata A\ ABC, poczynajac
od wierzcholka A. Mozemy to uczynié w dwojaki sposéb: albo idac od A przez
B'do C'i z powrotem do 4, albo tez od A przez C do B i z powrotem do 4.
Odpowiednio do tego rozréiniamy na konturze tréikata dwa wprost. sobie prze-
ciwne zwroty. :

*¥) Co sig tyczy oznaczen, poréwn. spis I i1l na str. 2.

‘lezacego na prostej m, mozna do tej prostej :
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przeciecia sig dwusie(;znej z prostopadla, wystawiong w punkcie D; prosta AE
jest zadana prostopadla. Dowiesé tego™) (rys. 28).

§ 54. Twierdzenie. Z punktu, leiqcego na prostej, mozina
poprowadzi¢ do tej prostej tylko jedng :
prostopadiq. S E e

Jezeli prosta AB jest w punkcie 4 "T{f """""""""""" 5
prostopadla do prostej danej DD’ (rys. N ‘
29), wéwczas zadna inna prosta, prze- . '
chodzaca przez punkt A, nie moze i ';
byé prostopadta do DD'. Jakoz, kazda N
inna prosta (np. AC lub AE) musi N
leze¢ albo wewnatrz kata < BAD A C B
(i wierzcholkowego kata <= B'AD’), Rya. 28,
albo wewnatrz kata <= BAD' i (wierz-
chotkowego kata <= DAB’), a wigc nie moze tworzy¢ z prosta DD’
kata. prostego. Istotnie, gdyby proste AB, AC byly obie prosto-
padle do DD’, wéwczas mielibySmy dwa katy proste <cBAD,
<~ CAD nie réwnajace si€ sobie, co przeczy
pewnikowi Ille. { 5

§ 55. Twierdzenie. Z punktu, nie le- Bro s
zqcego na prostej, mozna przeprowadzi¢ do i
tej prostej tylko jednq prostopadiq. e D

Jakoz przypusémy, Ze z punktu A, nie Gaedh

poprowadzié¢ prostopadle : AB i AC (rys. B
30). Wykazemy, ze takie przypuszczenie pro- Rys. 29.
wadzi do sprzecznosci.
Na prostopadlej AB odiézmy po drugiej stronie prostej m
odcinek BA'=BA i polaczymy A’ z C.
Rzecz oczywista, ze /\ ABC=/\CBA’, gdyz maja one
spolny bok BC, a oprécz tego
AB=BA’ i< ABC=-c CBA4’, (dlaczego?).
Z roéwnosci tych tréjkatéw wynika, ze
2 ACB=--A'CB (dlaczego?).
a poniewaz przypuscilismy, ze <= ACB jest
prosty, zatem i kat << A" CB musi by¢ prosty.
Widzimy tedy, ze linja ACA’ nie moze byé
(jak na rys. 30) lamana, lecz musi byé prosta.

*) Pézniej poznamy inne, dogodniejsze rozwiazania tego zagadnienia.
£ g
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Otéz wniosek ten jest niedorzeczny, gdyz w takim razie dwie
rézne proste ABA’, ACA’ mialyby dwa punkty spélne, co prze-
czy pewnikowi [a.

Przypuszczenie, ze z punktu A mozna wykreslié do prostej
m dwie prostopadle, prowadzi do wniosku niedorzecznego, a wigc
musimy uznaé za prawde, ze przez punkt A przechodzi tylko
jedna prosta, prostopadla do m.

§ 56. W dwéch ostatnich twierdzeniach, jak réwniez w niektérych po-
przednich (np. w §§ 46, 47), stosowalismy dowéd, zwany sprowadzeniem do
sprzecznosci lub do niedorzecznosci (reductio ad absurdum). Poniewaz w mate-
matyce czesto uciekamy sie¢ do takich dowoddéw, musimy przyjrze¢ sig nieco
blizej ich budowie. :

Kazde twierdzenie matematyczne ujaé mozna w forme zdania warunko-
wego. Np. twierdzenie ostatnie (§ 55) da si¢ wypowiedzieé¢ w nastepujacy sposob:

Jezeli punkt nie lezy na danej prostej, wéwczas przez
punkt ten mozna poprowadzié tylko jedna prostopadla do
danej prostej. .

Zdanie warunkowe (a wigc i kazde twierdzenie matematyczne) sklada
sie z dwéch czesci: z zalozenia i z wniosku®). W powyzszym przykla-
dzie zalozenie rozpoczyna sie od wyrazu: ,jezeli“, wniosek za$ od wyrazu:
»wéwezas“. Mamy wiec zalozenie: ,punkt nie lezy na danej prostej“, wnio-
sek: ,przez punkt ten mozna poprowadzié tylko jedna prostopadls do danej
prostej“.

Otéz dowéd przez sprowadzenie do niedorzecznosci polega na wykazaniu,
ze kto zgadza sie z zalozeniem twierdzenia, musi zgodzié sie z wnioskiem,
gdyz popadlby w sprzeczno$é czy to z tem samem zalozeniem, czy z jaka$
inna, poprzednio ustalona prawda. Jezeli np. w § 55 odrzucimy wniosek twier-
dzenia, staniemy w sprzecznosci z pewnikiem: ,dwa punkty wyznaczaja prosta®;
tak samo w § 54 stajemy w sprzecznosci z pewnikiem: ,wszystkie katy proste
sa sobie réwne“.

Chcac tedy zastosowaé ten sposéb rozumowania, winniSmy zachowaé
bez zmiany zalozenia twierdzenia, lecz zaprzeczyé wnioskowi, przez co z twier-
dzenia, kidrego prawdziwosci chcemy dowiesé, tworzymy nowe twierdzenie (prze-
czace poprzedniemu) i dowodzimy, ze to nowe twierdzenie jest niedorzeczne.
Chcemy np. dowiesé, ze

siezeli punkt lezy na danej prostej, wéwczas przez punkt ten mozna
poprowadzi¢ do danej prostej tylko jednga prostopadig®;

w tym celu tworzymy nowe twierdzenie:

siezeli punkt-lezy na danej prostej, wéwczas przez punkt ten mozna
poprowadzi¢ do danej prostej nietylko jedna prostopadls (a wigc co naj-
mniej dwie)

*) Wiasciwie twierdzenie moze mieé kilka zalozen, jak si¢ o tem wkrétce
przekonamy, ale fakt ten nie wplywa na metode rozumowania, o ktérej obecnie
moéwimy:
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i dowodzimy, Ze to nowe twierdzenie przeczy znanej prawdzie o réwnosci
katéow prostych.

Przy zastosowaniu tej metody nalezy zachowaé pewna ostroznosc. Mia-
nowicie zdarza sie czesto, Ze po odrzuceniu wniosku jakiego$ twierdzenia mamy
do wyboru kilka mozliwych przypuszezen; w takim razie musimy fe zbadaé
wszystkie bez wyjatku; gdybyémy opusecili chociaz jedno z tych mozliwych

‘przypuszezen, dowéd nasz nie bytby przekonywujacy. Rzecz prosta, ze w takim

wypadku z twierdzenia danego tworzymy nie jedno nowe twierdzenie, lecz tyle
nowych twierdzes, ile réznych przypuszezen mozna uczynié¢ po odrzuceniu wniosku
w twierdzeniu danem.

Np. w § 46 dowiedlismy, ze

jezeli AB=AB, AC=AC’, x BAC=xBAC,
woéwczas NABC= N\ ABC’,

W tym celu, zachowujac bez zmiany zalozenia twierdzenia, odrzucilismy
wniosek, mianowicie przypuscilismy, ze /\ A'B'C’ nie réwna sie tréikatowi .
A ABC. Poniewaz z pewnika Ill ¢ wiedzielismy o istnieniu, takiego punktu X,
se )\ AXC = A ABC, zatem stanelismy wobec czterech mozliwosci: punkt X
mégl lezeé 1) wewnatrz kata < B'A'C’, 2) zewnatrz tego kata, 3) na jego ra-
mieniu pomiedzy B’ i A, 4) na ramieniu zewnatrz odcinka A'B’. Rzecz jasna, ze
7adne inne polozenie punktu X mie da sig pomysleé. Wypadlo tedy
zbadaé pokolei kazde z tych czterech przypuszezen i wykazaé, ze kaide z nich
iest niedorzeczne.

§ 57. Twierdzenie. W kazzdym kqcie istnieje tylko jedna
dwusieczna. /

Istotnie, majac dany dowolny kkat wypukly = A, mozemy odlozyé na
jego ramionach réwne odcinki AB = AAC, przez co otrzymujemy tréjkat réwno-
ramienny /\ ABC. Dwusieczna kata . A jest za- c
razem prostopadla do odcinka BC (§ 560); gdyby
wiec kat << A posiadal wiecej niz jedng ddwusieczna,
wéwezas z punktu A mozna byloby pooprowadzié
do prostej BC wiecej niz jedng prostoppadla — co
przeczyloby twierdzeniu § 55.

Twierdzenie nasze jest prawdziwee i dla ka-

téw wkleslych, gdyz np. dwusieczna kataa wklestego B
< BAC (rys. 31) jest zarazem dwusieeczna kata Rys: 51
wypuklego < BAC (éwiczenie IV, 9, stitr. 33).

§ 58. W § 55 poznaliSmy twierdzenie, ze w tréjkacie row-
noramiennym dwusieczna kata, zawartego miedzy réwnemi bo-
kami, jest zarazem wysokoscia i Srodkowa tego tréjkata. Obecnie
wiemy juz, ze z danego wierzcthotka mozna poprowadzi¢ w tréj-
kacie tylko jedns dwusieczng lkata wewnetrznego (§ 57), tylko
jedng wysokosé (§ 55) i tylko jedna srodkowa, jak réwniez, ze
w $rodku boku mozna wystawié¢ tylko jedng prostopadla (§ 54).
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Mamy wigc prawo twierdzié, ze w trojkacie réwnoramiennym te
cztery linje, o ile sg poprowadzone do podstawy tréjkata, zlewaja

sie zawsze w jedna caloéé, czyli mozemy wypowiedzie¢ na-

stepujace

Twierdzenia odwrotne (wzgledem tw. § 50): . W troj-
kqcie réownoramiennym wysokosé, poprowadzona do podstawy,
jest zarazem srodkowq i dwusieczng.

. W tréjkqcie réwnoramiennym $rodkowa, poprowadzona
do podstawy, jest zarazem dwusieczng i wysokosciq.

lll. Prostopadla, wystawiona w $rodku podstawy trojkgta
réwnoramiennego, przechodzi przez wierzcholek i jest dwusieczng
kqta miedzy réwnemi bokami.

§ 59. Jezeli miedzy dwoma twierdzeniami zachodzi taki zwiazek, ze zalo-
zenie pierwszego jest w drugiem twierdzeniu wnioskiem, wniosek za§ pierwszego
twierdzenia jest w drugiem twierdzeniu zalozeniem, wéwezas jedne (ktérekolwiek)
z tych twierdzen nazywamy prostem, drugie za$ odwrotnem.

W ten sposéb z twierdzenia:
sjezeli suma a5 dwéch odcinkéw jest mniejsza od trzeciego
odcinka ¢, woweczas kazdy z odcinkéw a, b jest mniejszy od
odcinka c*
otrzymujemy twierdzenie odwrotne:

Jjezeli kazdy z odcinkéw a, b jest mniejszy od odcinka ¢, wowczas
suma ich a-+b jest tez mniejsza od odcinka c*.

Jak widzimy na tym przykladzie, twierdzenie odwrotne moze nie byé
prawdziwe, mimo ze twierdzenie proste jest prawdziwe. Stad wynika potrzeba
specjalnego badania twierdzen odwrotnych.

Moze sie zdarzyé, ze jakies twierdzenie posiada dwa lub wigcej zalozen:
w takim razie mozna z niego utworzy¢ tyle twierdzenn odwrotnych, ile mamy
zalozen. Dla przykladu wezmy nastepujace twierdzenie, posiadajace dwa zalozenia:

Zatozenie I: jezeli mamy dany tré6jkat réwnoramienny.

Zalozenie II: i jezeli pewna prosta jest w nim wysokos§cia, po-
prowadzong do podstawy.

Whiosek: wéwczas prosta ta jest zarazem srodkowa.

Mozemy utworzyé z niego dwa twierdzenia odwrotne. Jezeli mianowicie
przestawimy wniosek z zalozeniem II, otrzymamy twierdzenie odwrotne, dowie=-
dzione w poprzednim paragrafie. Jezeli jednak przestawimy whniosek z zaloze-
niem I, otrzymamy nastgpujace, nowe twierdzenie odwrotne, ktérego czytelnik
z latwodcia sam dowiedzie :

§ 60. Twierdzenie odwrotne: Jezeli $rodkowa trojkaqta jest zarazem jego

wysokoscia, wowczas trojkat jest réwnoramienny (a mianowicie: bok, do ktérego
ta srodkowa zostala poprowadzona, jest podstawa tréjkata réwnoramiennego)-
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§ 61. Twierdzenie odwroine (wzgledem tw. § 49). Je-
zeli dwa kqty trojkqta sq sobie réwne, wiwczas przeciwlegle im
boki réwnajq si¢ soble.

Niech bedzie dany A ABC, w ktérym
1= -2 (rys. 29); powiadam, ze wéwczas
AB=AC.

Jakoz po drugiej stronie prostej BC zbu- ,
dujmy tréjkat N\ BCA’ = N\ BCAtak, by <= 1=<p I
i <= 2=<-7. (Poréwn. éwiczenie IV. 10.)

W réwnych tréjkatach naprzeciwko réwnych
katow leza réowne boki, a wiec

AB=BA i AC=CA,
gdyz sc1=<xgi 2=y,

a

Rys. 32.

ale zarazem mamy

AB=CA' 1"AC=BA' gdyz 1=y i s£L2=06,
Z tych réwnosci wynika, ze musi by¢
AB = AC.

Cwiczenia VI. 1. Ile zalozed posiada nastepujace twierdzenie: jezeli
a<5 oraz b<3, to a+b<8%? Ile mozna utworzyé twierdzen odwrot;lych?
Czy sa one prawdziwe ?

2. lle zalozen posiada twierdzenie: ,jezeli a i b sa liczbami dodatniemi,
to ab jest tez liczba dodatnia“? Ile wobec tego utworzyé mozna twierdzen
odwrotnych i jakie mianowicie? Zbadaé ich prawdziwosé.

3. ,Jezeli mianownik ulamka nie zawiera innych czynnikéw préez 2 i 5,
mozemy ten ulamek napisaé w postaci ulamka dziesietnego skonczonego®. Jak
brzmi twierdzenie odwrotne? Czy jest ono prawdziwe?

4, Twierdzeniu: ,,w tréjkacie réwnoramiennym 'dwusieczna kata, zawartego
miedzy réwnemi bokami, jest zarazem wysokoscia“ nadaé postaé zdania warun-
kowego i uwidocznié, ze ma ono 2 zalozenia. Utworzyé i zbada¢ twierdzenia
odwrotne.

5. Znana wlasnosé katéw przyleglych mozna sformulowaé w sposéb na-
stepujacy: jjezeli katy < AOB, = A'OB leza po przeciwnych stronach spéinego
ramienia OB i jezeli ramiona ich AO, OA’ tworza jedna prosta, wéwczas suma
tych dwu katéw réwna sie katowi pélpetnemu®, Ile mamy tu zalozen? Jak brzmia
twierdzenia odwrotne ? Czy sa prawdziwe ?

6. Sformulowaéizbadaétwierdzenie odwrotne wzgledem éwicz. IV, 5 (str. 33).

7. Matematyk arabski an-Nairizi (w. IX po Chr.) w nastepujacy spo-
s6b dowodzi twierdzenia § 61: jezeli w /\ ABC mamy = B= < C i chcemy
dowie$é, ze AB= AC, wéwczas odkladamy na tych bokach réwne (zresztg do-
wolnej wielkosci) odcinki BL=CK, poczem dowodzimy, ze /\ BLC= /\ BCK
oraz /\ ABK = /\ ACL. Przeprowadzié szczegélowo ten dowdd.
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8. Czy w zadaniu poprzedniem mozna odlozyé odcinki BL i CK réwne
sobie, lecz wieksze od bokéw AB i AC?

9. Po dwéch stronach prostej AB dane sa dwa punkty XiY. Znalezé na
prostej AB taki punkt Z, zeby bylo x AZX = x AZY. [Najpierw rozwazy¢
przypadek, gdy X i Y tak sa polozone, 7e prosta AB jest prostopadia do od-
cinka XY i dzieli go na polowy. lle mamy wtedy rozwigzan? Dalej mozemy
rozwazyé przypadek, gdy XY nie jest prostopadly do AB. Czy mozna sprowa-
dzi¢ ten przypadek do poprzedniego? Ile teraz mamy rozwizzaf? Wreszcie mo-
zemy zastanowié si¢ nad przypadkiem, gdy prosta AB jest wprawdzie prosto-
padla do XY, lecz nie dzieli tego odcinka na polowy. Czy teraz potrafimy roz-
wigzaé zadanie ?]

ROZDZIAL III.

Kat zewnetrzny. Klasyfikacja tréjkatéw. Cechy
réwnosci tréjkatéw prostokatnych.

62. Twierdzenie. Kqt zewnetrzny trijkqta jest wiekszy od
kazdego z dwéch wewnetrznych do niego nieprzyleglych.
; Niech bedzie dany tréjkat
ABC i kat jako zewnetrzny
=~ ACD; powiadam, ze <= ACD
jest wiekszy zaréwno od kata
<~ BAC, jak od kata <z ABC.
Chcac tego dowiesé, pro-
wadzimy Srodkowa BE i na jej
D przedluzeniu odkladamy odci-
nek EF = BE, wreszcie laczymy
PGl

Poniewaz EA = FEC, EB=FEF, <c1= <2,

Rys. 33.

zatem /\ ABE= /\ ECF,
wobec czego <= BAC= ACF.

Ale <z ACF < < ACD%),
zatem SBAC < 5 ACD.

#) Nieréwnosé te mozna uzasadnié w nastepujacy sposéb: punkty FiiaB

_ leza niewatpliwie po przeciwnych stronach prostej AC, ale zarazem punkt F,

jako polozony na przediuzeniu srodkowej BE, lezy wewnatrz kata = ABC (§ 18).

Wobec tego punkt F musi leze¢ wewnatrz kata ACD, czyli kat x ACF musi
byé mniejszy od = ACD.

b~ i B

e ]
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Czytelnik sam dowiedzie drugiej czesci twierdzenia, miano-
wicie tego, ze

< ABC < < ACD,

Wniosek. W #rijkqgcie, w ktdrym jeden kqt jest prosty lub
rozwarty, drugie dwa kqty sq ostre.

Istotnie, jezeli mamy dany tréjkat
/\ ABC (rys. 34), w ktérym < A jest prosty,
woéwczas kat zewnetrzny <= BAD musi byé
tez prosty; ale na mocy powyiszego twier-
dzenia kat < BAD jest wigkszy od kazdego c
z dwéch katow wewnetrznych <c B i <= C. -

Czytelnik sam uzasadni ten wniosek /%L
w przypadku, gdy w tréjkacie /\ KLM kat iy
<= LKM jest rozwarty. // //

§ 63. Z powyiszego wniosku wynika 1 K N
bezposrednio, ze wszystkie tréjkaty mozemy Rys. 34.
podzieli¢ na trzy kategorje: na tréjkaty :
rozwartokatne, prostokatne i ostrokatne, zaleznie od
tego, czy maja one jeden kat rozwarty, czy jeden kat prosty, czy
tez wszystkie trzy ich’ katy sa ostre. W tréjkacie prostokatnym
bok, przeciwlegly katowi prostemu, nazywa sie przeciwprosto-
kaing, dwa drugie jego boki nazywamy przyprostokqtnemi.

§ 64. Procz trzech cech réwnosci tréjkatéw, ktére pozna-
lismy poprzednio, przy badaniu tréjkatéw prostokatnych bywa
czesto potrzebna nastepujaca cecha:

Twierdzenie (cecha réwnosci tréjkatéw prostokatnych).
Jezeli przyprostokgina i przeciwprostokqina jednego tréjkqta
réwnajq si¢ odpowiednio przyprosiokqgtnej i przeciwprostokginej
drugiego tréjkqta, wéwczas dwa te tréjkqly sq sobie réwne.

Niech beda dane dwa tréjkaty /\ ABC, A\ A'B'C’, w ktérych
katy <= A i <5< A’ niech beda proste. Jezeli mamy AB = A'B’
oraz BC=B'C’, wéwczas powiadam, ze /\ ABC= /\ A’B'C..

Aby tego dowies¢, buduje na boku 4B, po stronie prze-
ciwleglej wierzchotkowi, C, tréjkat A\ ABC = /\ A’'B'C’ %).

*) Gdyby$my mieli do czynienia z figurami materjalnemi, np. wycietemi
z papieru, powiedzielibySmy poprostu: do tréjkata . A\ ABC przystawiamy
I\ A'B'C tak, by réwne przyprostokatne AB, A'B' przystaly do siebie; wéwezas
z tych dwu tréjkatéw tworzy sie jeden tréjkat réwnoramienny. :
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Odcinki AC, AC" le-
za na jednej prostej (dla-
. ‘ czego?), a wigc figura
. CBC” jest tréjkatem row-
. noramiennym  (mianowicie

3 BC = BC"), w ktérym AB
i ' jest wysokoscig, poprowa-
dzona do podstawy. Wiemy,
(§ 58, str. 42), ze wysoko$é
jest zarazem dwusieczng kata <C CBC"”, a wigc
/\ CBA= N\ BAC”

ANCBA=/NABC.

Cwiczenia VIL 1. Wymienié¢ wszystkie katy na rys. 33, ktére sa na pewno
wicksze od kata £ A. Wszystkie katy wieksze od 3 F. Wszystkie katy, ktore
sa na pewno mniejsze od kata <x AEF. Wszystkie katy mniejsze od kata
X AEB. |

2. Jezeli w dowolnym tréjkacie A ABC poprowadzimy dwusieczng kata
wewnetrznego L A i jezeli dwusieczna ta przecina bok BC w punkcie D,
wéwezas X ADC > <x DAC oraz L ADB> < DAB.

3. Narysowaé dowolny tréjkat ABC i, wykresliwszy przy dwéch jego
wierzcholkach po jednym kacie zewnetrznym, zbadaé, czy suma tych dwu katéw
moze réwnaé sie katowi pélpelnemu. Czy moze ona by¢ mniejsza od kata

Rys. 35.

i ¢o zatem idzie

potpelnego ?

4. 7 punktu zewnetrznego nie mozna poprowadzi¢ do danej prostej wigcej, niz
dwa réwne odcinki. [Wskazéwka: dowéd przez sprowadzenie do niedorzecznosci.]

5. Dowie&é, ze suma dwéch katéw wewnetrznych tréjkata jest mniejsza
od dwéch katéw prostych. [Wskazéwka: cheac dowiesé, ze suma L A+ L B
jest mniejsza od kata pélpelnego, prowadzimy z C dowolng prosta, przecinajaca
bok AB w punkcie D i rozwazamy katy, ktére powstaly przy D]

6. Wewnatrz trojkata ABC obraé dowolny punkt O i zbadaé, ktory
z dwéch katéw jest wiekszy: <x BAC czy <t BOC?

7. Wykreslié tréjkat ostrokatny ABC i w nim wysokosé BD. Co dzieje
sie z punktem D, gdy zwiekszamy stopniowo kat X BAC, przyczem bok AB
pozostaje bez zmiany? W szczegélnosci, gdzie lezy punkt D, gdy << BAC staje
sie prosty? gdy <L BAC staje sig rozwarty ? Co wobec tego powiedzie¢ mozemy
o polozeniu wysokosci w tréjkacie ostrokatnym ? Jak wzgledem konturu tréjkata
leza wysokoSci w tréjkacie rozwartokatnym ?

Sformulowaé te spostrzezenia w postaci twierdzenia i dowieéé go, stosujae
metode sprowadzenia do niedorzecznosci. ;

8. Mamy dany A\ ABC, w ktérym LA jest rozwarty; prowadzimy wy-
sokosé BD, z punktu D prowadzimy prostopadia DE do boku AB i przedhu-
7amy {a do przecigcia si¢ w punkcie F' z bokiem BC. W ten sposéb otrzymujemy
cziworobok AEFC. Dowiesé, ze jego kat zewnetrzny przy wierzchotku C jest
wiekszy od kazdego z trzech katow wewnetrznych nieprzyleglych.
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Czy ty twierdzenie byloby prawdziwe, gdybyémy zamiast prostopadlej DE
poprowadzili zili pochyla ?

9. WzWzorujac sie na § 64 dowiesé nastepujacej cechy réwnosci tréj-
katéw prorostokatnych: dwa tréjkaty prostokatne sa sobie réwne, jezeli
przyprostokaikatna i przeciwlegly jej kat ostry jednego tréjkata réwnaja sig przy-
prostokatnej ¢j i przeciwleglemu katowi ostremu drugiego trojkata. .

10. W Wzorujac sig na § 64, dowies¢ nastepujacej cechy réwnosci
tréikatoww prostokatnych: dwa tréjkaty prostokatne sa sobie réwne,
jezeli przeciwiwprostokatna i kat ostry jednego tréjkata réwnaja sig przeciwpro-
stokatnej i k: katowi ostremu drugiego tréjkata. [Wskazéwka: jezeli X A =X 4
katy zas <C ¢ C, I(C’' sa proste i jezeli zestawiamy tréjkaty tak, by otrzymaé
tréjkat réwnenoramienny A BAB” wéwezas nalezy dowiesé przedewszystkiem, ze
boki @ i @ n musza leze¢ na jednej prostej.]

11. W W tréjkacie réwnoramiennym wysokosci, poprowadzone do réwnych
bokéw, sa sq sobie réwne.

12. Je Jezeli dwie wysokosci tréjkata sa sobie réwne, woéwezas trojkat jest
réwnoramienienny, a mianowicie rownajg sie sobie boki, do ktérych te wysokosci
zostaly poproprowadzone.

Zbudoudowaé tréjkat prostokatny A ABC, majac dane ¥):

TR V) A 14, aq, d;. 15. A, d, 16.075; :s;.- I abyos

Dowiewiesé réwnosei dwéch tréjkatéw A\ ABC, /\ABC, wktérych wymie-
nione ponizejnizej odcinki i katy jednego tréjkata réwnajg si¢ odpowiednim odcinkom
i katom drugdrugiego”). ;
18. a, A, By, B. ‘
21, a; kg, hyh 29
24. 1, hy %, X (s, a)-

1900 A7 Bk 20. A, B, h,,
a5 235 By sanrsi ),
95. C, dg (3 b, B).

ROZDZIAL 1V.

| O nieréwnych elementach w tréjkacie.

§ 65 65. Twierdzenie. Jezeli dwa boki tréjkqta nie réwnajq si¢
sobie, wowéwszas kqt przeciwlegly wigkszemu bokowi, jest wigkszy.

Niecliech bedzie dany /\ ABC, w ktérym

*) Co Co sie tyczy symboléw, poréw. spisy I i Ill na str. 2i 3.
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AB > BC;
powiadam, ze musi byé == C > = A.

Zastosujemy te sama metode, zapo-
moca ktérej dowiedliémy w § 50, ze katy,
przeciwlegle réwnym bokom, sa sobie
réwne. Poprowadzimy mianowicie w kacie
<~ B dwusieczng BD, odlozymy odcinek
BC'=BC, wreszcie polaczymy C’ z D¥).
W ten sposéb mamy réwne tréjkaty
ABCD = N\ BCD,

< BC'D = < BCD.
Ale <= BC'D > <= BAC (§ 62 str. 44) a wiec
musi by¢ < BCD > <« BAC.

§ 66. Twierdzenie odwrotne (wzgledem § 65).° Jezeli dwa
kqty trojkata nie réwnajq sig sobie, wéwczas bok, przeciwlegly
wiekszemu kqtowi, jest wiekszy.

Niech bedzie dany /\ ABC, w ktérym <= A > - B; po-
‘wiadam, ze musi byé a > b.

Zastosujemy metode sprowadzenia do niedorzecznosci. Gdyby
bok a nie byt wickszy od boku &, wéwczas musialoby byé jedno
z dwojga:

albo a b, albo a < b. :

W pierwszym przypadku tréjkat /\ ABC bylby réwnoramienny,
co przeczyloby zalozeniu, ze < A > < B.‘'W drugim przypadku
mielibyémy na mocy poprzedniego twierdzenia nieréwnosé
< A < < B, co znéw przeczy zalozeniu twierdzenia.

Wobec tego musimy uznaé, ze istotnie a > b.

A B
Rys. 36.

wobec czego

§ 67. Dwa twierdzenia nazywamy przeciwnemi sobie, jezeli zalozenie
i wniosek jednego z nich s3 zaprzeczeniem zalozenia i wniosku drugiego twierdzenia.
Np. z twierdzenia:
siezeli trzy boki jedncgo tréjkata réwnaja sie trzem bokom drugiego, wowezas
i katy ich sa sobie réwne®,
utworzyé mozna twierdzenie przeciwne:
Jiezeli trzy boki jednego tréjkata nie réwnajg si¢ trzem bokom drugiego, wéwezas
i katy ich nie sa sobie réwne*, .

*) Gdybysmy mieli do czynienia z figura materjalng, powiedzielibysmy,
e przelamujemy tréjkat /\ ABC wzdluz dwusiecznej BD, wskutek czego tréjkat
/\ BCD przybiera polozenie BC'D.
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Widzimy na tym przykladzie, ze twierdzenie przeciwne moze byé falszywe
mimo Ze twierdzenie proste bylo prawdziwe. ;
M.iqdzy twierdzeniem odwrotnem a przeciwnem zachodzi bliski zwiazek,
ktory najlepiej wyjasnimy sobie na przykladzie.
Z twierdzenia prostego (éwiczenie VII, 11, str. 47):
miezeli dwa boki tréjkata réwnaja sie sobie, wéwezas wysokosci do nich popro-
wadzone réwnaja sie sobie‘, tworzymy
twierdzenie odwrotne (éwiczenie VII, 11, 12):
vjezeli dwie wysokoSci tréjkata réwnajg sie sobie, wéwezas boki do ktorych
wysokosci zostaly poprowadzone, réwnaja sig sobie®,
jak réwniez twierdzenie przeciwne:
niezeli dwa boki tréjkata nie réwnaja sig sobie, wowczas wysokosci do nich
poprowadzone nie réwnaja sie sobie,

oraz twierdzenie odwrotne do przeciwnego:
siezeli dwie wysokosci tréjkata nie réwnaja sie sobie, “wéweczas i boki, do
ktérych one zostaly poprowadzone, nie sa sobie réwne*.

Wypiszemy te cztery twierdzenia w postaci nastqpuiacego schematu,
latwego do zapamietania:

tw. proste tw. przeciwne

tw. odwrotne tw. odwrotne do przeciwnego.

Twierdzenia, polaczone w tym schemacie kreskami, s zawsze jednoczesnie
prawdziwe lub tez jednoczesnie falszywe. W szczegélnoici mozemy wypowie-
dzieé nastepujgca, bardzo wazng zasade:

Zasada I. Twierdzenia: odwrotne i przeciwne sq albo oba prawdziwe, albo
oba falszywe.

Istotnie, jezeli np. z réwnoSci dwéch wysokosci wynika réwno$é dwéch
bokéw tréjkata, wéwczas tréjkat, nie majacy réwnych bokéw, nie moze tez mied
réwnych wysokosci.

Wobec tego, skoro tylko twierdzenie proste zostalo dowiedzione, mozemy
bada¢ dowolnie, czyto twierdzenie przeciwne, czy odwrotne: z prawdziwoéci
lub mysInosci jednego z nich wyniknie prawdziwosé lub mylno$é drugiego.

Powyzsza zasade mozna uogélnié w nastepujacy sposéb :

Zasada II. Dajmy na to, ze o jakims przedmiocie uczyni¢c mozemy tylko
trzy przypuszczenia, kidre sie nawzajem wylqczajq, i ze z tych trzech przy-
puszczen wyplywajq trzy wnioski, ktdre rowniez wylqczajq sie. wzajemnie; jezeli
te dwa warunki sq spelnione, wowczas wszystkie te itrzy twierdzenia mozemy
odwrdcicé.

Np. w §§ 49, 65 poznaliSmy nastepujace twierdzenia:'

jezeli a=5b ; to-<- A =+ B,
I a>b 3 t0<A><):B,
o anst bt Set Al o p

Geometrja elementarna. 4
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Zalozenia tych twierdzen wylaczaja sie wzajemnie, to znaczy, ze jezeli
jedno z nich, np. pierwsze a = b jest prawdziwe, to dwa inne musza byé fal-
szywe. To samo powiedzieé moina o wnioskach, a wiec twierdzenia mozemy

odwrécié, czyli musi byé prawda, Ze

jezeli A e < to a=2>
» YA EB , to a>0b
b S e Bt < b.
Jak widzimy, opierajac sie na tej zasadzie mozna byto nie podawaé spe-

cialnego dowodu prawdziwosci twierdzen §§ 61 i 66.

Oczywista rzecz, Ze zasada powyzsza pozostanie
trzech wylaczajacych sie twierdzen mozna o jakim$ prze
4, 5, 6... takich twierdzen*).

§ 68. Twierdzenie. Suma dwu bokéw tréjkata jest wigksza
od trzeciego boku, réznica za$ mniejsza od trzeciego boku.

Niech bedzie dany A\ ABC i niech AB
bedzie najwickszym jego bokiem ; powiadam,
ze suma AC + CB jest wiaksza od AB.

Aby sig o tem przekonad, wprowadzamy
do rysunku sumg bokew AC+ CB, mianowi-
cie na przedluzeniu boku AC odkladamy od-
cinek CD = CB.

W ten spos6b mamy AD = AC+ CB.

Pozostaje wykazaé, ze AD > AB. W tym
celu zwréémy uwage na 1o, ze trojkat L\ CBD
jest r6wnoramienny, - a mianowicie <C 1 = 0
wobec tego w trojkacie /N\ADB zachodzi nie-

r&wnosé < ABD > << ADB, s

zatem AD > AB.

Drugiej czesci twierdzenia czytelnik dowiedzie sam, wprowa-
dzajac do rysunku réznice dwdch bo-
kéw tréjkata i opierajac sie na twier-
- dzeniu § 49-go i na wniosku § 21.

§ 69. Okreslenie. Rzulem punktu
na dana prosta nazywamy spodek pro-
stopadlej, poprowadzone] z tego punktu

" do proste;j.

stuszna, jezeli zamiast
dmiocie wypowiedzieé

Rys. 37.

Rys. 38.

Rzutem odcinka AA’ na dang prosta nazywamy odcinek BB, .
y:

*) Uklad twierdzen, spelniajacych warunki w tej zasadzie wyrazone, na-

zywa sig zwykle uktadem zamknigtym.
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zawarty miedzy rzutami kté ’
) punktéw A, A’ na te prosta (zwana osig

§ 70. Twierdzenie. Jezeli z
; ; punktu zewnetrznego -
dzono do pr.osle] wszelkie mozliwe odcinki, wowczas e
;) odcinek prostopadily jest najmniejszy,
3; dw; O'd;:nkl pochyle sq sobie réwne, jezeli majq réwne rzuty
z dwdch nierdwnwych odcinko i 7 ,
B Wy inkéw pochylych ten jest wickszy,
i\lljd-l lt-)qgje dana pprosta m i punkt zewnetrzny P.
. Jezeli jest proostopadls, wéwczas w tréjkaci :

L] oc ; jkacie A\ PAB
musi b)"c PB > PA, gdyzz bok PA lezy naprzeciwko kata ostrego
bok za$ PB naprzeciw kahta o
prostego (§ 62, wniosekk).

II. Jezeli na tym ryy-
sunku  mamy BA = B'/A,
woéwezas pochyle PB, PBB,
réwnajg sie sobie, gdylyz
trojkat /\ PBB’ jest réwnmo-
ramienny (§ 60).

Ill. Jezeli wreszcie mama-
my AC > AB, wéwczas m musi byé réwniez

: 1B, v ] yé réwniez PC > PB. W rzecz
s:imej, w tréjkacie /\ PAB4B kat wewngtrzny << PAB jest mniejszi
<\)X/ ‘:ewnqtrznego?\.:PBC, C, a wigc kat PBC musi byé rozwarty
: obec tego w trolkq?le /e \ PBC bok PC, jako przeciwlegly kq:
kow1 r.ozwartemu, musi bydyé wiekszy od boku PB, przeciwleglego
atowi ostremu (§ 62, wnivniosek). A

P

B’ A B ¢ m

Rys. 39.

= s 71. Okreslenie. C Odleglosciq punktu od prostej nazywamy
odcinek prostopadly, popriprowadzony z tego punktu do prostej

cwi . SRS, .
czenia VIIL 1. Dowiewies¢ twierdzenia, ze suma dwéch bokéw tréjkata

jest wieksza od trzeciego, nie e sai
, rzedh z2 & ;
& ok ik przedluzajac boku tréjkata. Nalezy mianowicie

a) albo wykreslié wysokoskosé,

b) albo wykreslié dwusiecieczna.
i 2 _k;zelx V\ll) tll;éjk;;ie réwownobocznym /\ MKL polaczylismy K z dowoln

em na boku ML, wéwéwezas odei i iej .
s e i odcinek KN jest mniejszy od KM, lecz

3. Jezeli w tréjkaci .

jkacie /\ \ ABC oznacz §

3 ; ymy przez sc Srodkow -
zong do boku ¢, wéweczas muszuszg zachodzié dwie nastepujace nierévz;lo};:?'rowa

a—l—-bb——c<2sc<a+b.
4%
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4. W kaidym tréjkacie A\ ABC zachodza dwie nieréwnosci:
—a—tg—_‘_—i < satsb+sc <etbd+te

5. Jezeli w tréjkacie A\ ABC dowolny punkt wewnetrzny M polaczymy
2z A i z B, wéwczas musi by¢é
MA + MB < a+ b
6. Jezeli w tréjkacie A ABC dowolny punkt wewnetrzny M polaczymy

2 trzema wierzchotkami, wéwezas musi by¢

Li_g:r_i<MA+MB+MC<H+b+°'

7. Z punktu zewngtrznego A poprowadzono do prostej m prostopadla

AB oraz pochyte AC, AD, AE..., ktérych dlugosci rosna weiaz o staly odcinek.
Dowiesé, ze odcinki BC, CD, DE... maleja.

[Wskazowka: swrocié  uwage na to, Ze
AC = '/, (AB -+ AD), nastepnie poprowadzi¢
w A ABD srodkowa AK i oprzeé sie na dru-
giej nieréwnosci, dowiedzionej powyzej w Ewi-
czeniu 3-em].

8. Jezeli w tréjkacie A\ ABC mamy a > b,
wéwezas wysoko§é hc tworzy wiekszy kat z bo-
kiem a, niz z bokiem b.

9. Jezeli w tréjkacie A ABC mamy a > b, wéwczas srodkowa sc tworzy
wiekszy kat z bokiem b, niz z bokiem a. [Wskazowka: na przedluieniu
érodkowej odkladamy réwny jej odcinek].

10. W tréjkacie /\ ABC mamy a > b. Niech érodkowa, wysoko5¢ i dwu-
sieczna, poprowadzone z wierzchotka C, przecinaja bok ¢ odpowiednio w punk-
tach S,C,D. Zbadaé, w jakim porzadku musza nastepowaé po sobie punkty
A8, 5-C. D

11. DowieS§é,

majg rowne przeciwprostokatne
katnemi zachodzi nieréwnosé a < a, wowcezas musi byé b > b

[Wskazéwka: po drugiej stronie przeciwprostokatnej AB budujemy
A ABC’" = /\ A'BC' i laczymy punkty C” i C¥*)].

12. Jezeli jedna przyprostokatna tréjkata pozostaje stala, druga za$ ro$nie,
wéwezas i przeciwprostokatna rosnie.

13. Jezeli jedna przyprostokatna pozostaje stata,

rosnie, wéwczas i druga przyprostokatna rosnie.
14, Wykazaé, ze w § 70 mamy wlaéciwie nie jedno twierdzenie, lecz
50) i ze zatem wszystkie

Rys. 40.

ie jezeli dwa trojkaty prostokatne ABC, ABC,
¢ = ¢, ale migdzy przyprosto-

lecz przeciwprostokatna

uklad zamkniety twierdzen (poréw. odsylacz na str.
twierdzenia tego ukladu mamy prawo odwrécic.
15. Niech bedzie dany tréjkat ABC (rys. 40), w ktérym, jak wiemy,

mianowicie: jezeli w tréjkacie

*) Twierdzenie to mozna wystowié inaczej,
lecz jedna z przyprostokatnych

prostokatnym przeciwprostokatna pozostaje stala,
roénie, wéwezas druga maleje.

r—ry—

A

e =

osiem katéow, ktére w dalszych rozwa-
zama.ch .quziemy grupowali parami,
nadajgc im nastepujace nazwy:

AN e

e e e |
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:;lgci)Bg—i—’ CA.. Bud.ujqc na boku AC tréjkat ACD, otrzymujemy czworobok
. Poréwnaj w nim bok AB z suma bokéw BC -+ CD -+ DA
§ fo boku AD budujemy nowy tréjkat ADE. Jaksa otrzymamy figure ?
Poréwnaj bok AB z sumg bokéw BC -- CD -+ DE + EA e
Czy mozemy w ten sposéb & wi )
. posob otrzymacé wielokat o dowolnej liczbi 6
la kprzytem w1clf>kqt dowolnego ksztattu? Czy dostrzezona wlasnloégczbolliél\)ﬂofvoi?
okata pozostanie prawdziwa, jezeli, postepujac jak poprzednio, zwigkszymy liczbe

jego bokéw 01, 0 2,03 i t. d.?

Jakie wobec tego moz Gily te e 5 5
B elolitach ? g zemy wypowiedzie¢ twierdzenie o wszystkich

ROZDZIAL V.

Teorja réwnoleglych.

A. O prostych réwnoleglych.

§ 72. Jezeli dwie jakiekolwiek
proste, lezace w jednej plaszczyznie,
przetniemy trzecig prosta, otrzymamy

. : Rys. 41 »
k t . . . y >
aty 3 i 6 lub 4 i 5 nazywajg sie naprzemianlegle wewnetrzne ;

b
naprzemianlegle zewnetrzne ;

» odpowiadajqce sobie;

R R s
P 507 9i6lubais
3 ; : :
,: ; l1 ; 11::: ;1 : g Jjednostronne wewnetrzne;
: i ' Jednostronne zewnetrzne ;
§ 72. Okreslenie. Dwie proste, lezqce w Jednej plaszc:;z'nie

» »

» ”»

nie przecinajqce sig, nazywamy réwnoleglemi.

Chcac zaznaczyé, ze proste AB, CD sg do siebie réwno

legle, piszemy AB//CD.

§ 73. Twierdzenie. Dwie proste, kidre z lrzeciq prostq tworzq

kqty naprzemianlegle wewnetrzne réwne, sq do siebie rownolegle *)

) l
] ze
.'eze 1 Okl eslam) akle S nowe pojgcie, w Innismy - zawsze w y kazac)

nie jest ono pustym dz'wiqkiem Z w stnieje -
, Z€ napra d (-] i tniej i o
3 ; 1 przedmlot, o kt’

rym l'll owa w o k res l €eniu. W danym wy padku pQWillﬂiS’ my wykazac' z € na-
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Przypusémy, ze proste dane m, n tworza Z trzecia prosta
AB katy naprzemianlegle wewnetrzne réwne, a mianowicie
== P
Powiadam, ze proste m, It
nie moga przeciaé sie. Istotnie,
; x gdyby proste te spotkaly si¢ np.
& po prawej stronie poprzecznej
w punkcie X, wowczas powstatby
trojkat A\ AXB, w ktorym kat
> 2 bylby zewnetrzny, kat za$
2 1 bylby wewngtrzny, nieprzy-
legly do kata > 2. Wobec tego kat 9< 2 powinienby by¢ wigkszy
od kata <1, co przeczy salozeniu, ze katy te r6wnaja sig sobie.

Wnioski. 1. Jezeli dwie proste, przecigte trzeciq, tworzq katy
legle zewnetrzne

Rys. 42.

3 ,

odpowiadajgce sobie réwne, albo katy naprzemian
réwne, wéwczas proste sa do siebie réwnolegle.

2. Jezeli dwie proste zostaly przecigte trzeciq tak, ze katy
jednostronne wewnelrzne ( Jub zewngtrzne) spelniajq sie, wowczas
proste te sq do siebie réwnolegle.

3. Dwie proste, prbstopadle do tej samej trzcciej prostej, S&
do siebie réwnolegle.

74. Wiemy juz, iz po ustaleniu jakiego$ twierdzenia na-
e odwrotne (lub przeciwne), gdyz zdarza
mimo ze twierdzenie proste bylo prawdziwe.
h wykazaly, ze, nie uciekajac sig do jakichs
(ani odwrotnego) do
dziwos¢ jego

lezy zbadac twierdzeni
sie, ze s3 one falszywe,
Ot6z badania uczonyC
nowych pewnikow, twierdzenia przeciwnego
twierdzenia § 73 dowie$é nie mozna, mimo, ze praw
jest dla kazdego oczywista. Wobec tego nic innego nie pozostaje,
jak uznaé za pewnik owo twierdzenie przeciwne.

Pewnik VI (zwany pewnikiem

S e e

prawde istnieja proste, ktére nie przecinaia sie,
szezyinie. Otz najlatwiej przeprowadzimy dowod istnienia figury, jezeli poka-
gure te mozna zbudowaé. Taki wlaénie jest sens niniejszego

zemy, w jaki sposéb fi
i b zbudowania dwéch prostych

twierdzenia: wskazuje ono sposo

r6wnoleglych i przez to samo stanowi dowéd istnienia takich

prostych.
#) Od imienia stynnego matematyka greckiego,
drii okoto 300 r. przed Chr. Dzielo Euklidesa p. t. oty

ktéry nauczal w Aleksan-
a czyli ,Elementy*

Euklidesa®). Jezeli |

mimo, ze leza W jednej pla-

T
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dwie proste tworz
. q z poprzeczng kqty naprzemianlegl
i : o
nierowne, winiczas proste te nie sq do siebie ro'wgr; lw;w"efane
przecinajg slq)_ olegie (zatem
§ 75. Twierdzenie. Prz
. . ez dan k ; i
jedng tylko réwnoleglq do danej profte;un t mozna poprowodzic
réwno‘]lzlg?az ggz)éil:icjmy’ ite'pjll.;jevz punkt A przechodzi prosta AB
X 1 pros €] . lez l' 0

AK, .wowczas na mocy POWyisgegz i poprowadzimy poprzeczna
pewnika musi by¢ ¢
< BAK = < MKA. - A4
Gdyby jakakolwiek inna prosta, Rl
przechodzaca przez ten sam punkt A4

” ’
np. CA, byla réwnolegla do MN, K\ M

\

Rys. 42.

peowezas mielibySmy na tej samej za-
sadzie réwnosé

s CAK = <z MKA.

Ale te dwie réownosci ni
: $ci nie moga by¢ jednoczesnie i
gdyz ‘l;ra‘ty <z CAK, <= BAK nie sa sobie réwne i
nioski. Jezeli prosta 7 I '
: przecina jed; j ]
leglych, wéwczas przecina i drugq. T R
rost;sto’mle, ']eieli mamy dane dwie réwnolegle m, n i jezeli
g) rOstp przet(:imfs. prosta m w punkcie A, wéwczas musi przecigé
aPWich n, gbyz w przeciwnym razie bylaby réwnolegla do ?1:
¢ — wbrew powyiszemu twierdzeniu —
przec};odlz)llyby dwie proste m, p réwnolegle do :rzez e
. Dwie proste, réwnolegle d j i tracelel ]
L réw’wleg{e., g o tej samej trzeciej prostej, sq
i Siiz?:h }?rostcle m, n sa rownolegle do prostej p, wéwczas s
il Xrow’no egle; gdyby bowiem przecinaly si¢ w jakimz
' " woéwczas przez punkt X przechodzilyby dwi
réownolegle do p. geiial iy

stanowi najdawniejszy ze znanyeh na iké

P | ; nam podrecznikéw naukowych geo il

e twierd};::i:lk rpov'vyzszy brzm} nieco. inaczej, mianowicieyuznagie r(r)l:trzl:

e t,zefi zeciwne do wrnosku 2-go w § 73 i powiada: jezeli dwie

£ e ’{q frostq kqt{] Jjednostronne wewnetrzne, ktdrych suma ni
polpetnemu, wdwczas proste te przecinajq sig, a mianowi';:

przecinajq sie po tej stronie 7
‘ poprzecznej, po ktdrej w j
wewnetrznych jest mniejsza od kqta pdfjpef’r,lego i s ey
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3. Poprzeczna, prostopadta do jednej z dwu prostych rowno-
leglych, jest prostopadia i do drugiej.

§ 176. Twierdzenie, Jezeli ramiona jednego kqta sq réwnolegle do ramion
drugiego, wowczas katy te rownajq si¢ sobie, o ile majq ten sam zwrot, nato-
miast kaqty spelniajq si¢, 0 ile majq zwroty przeciwne.

W celu rozpoznania zwrotu katéw

2 ponumerujemy ich ramiona.

e Przedewszystkiem zauwazmy, Ze je-
seli dwie réwnolegle, oznaczone na rysunku
numerami 1 i 1/, zostaly przecigte trzecia
prosta, ktéra oznaczamy numerem 2, wowczas
— 1© katy réwne < ¢, 8, 7, maja wszystkie ten
sam zwrot, natomiast spelniajace sig z niemi

katy, jak ¥ 9, = ¢ maja zwrot przeciwny.
Twierdzenie zatem jest dowiedzione w przy-

padku, gdy dwa katy o réwnoleglych ra-
mionach tak sa poloZone, 7e na pewnej

(R
&

Uy

Rys. 44.

prostej lezy jedno ramig pierwszego kata i jedno ramig drugiego.
Przypadek ogélny da sie sprowadzi¢ do poprzedniego.
Jezeli mamy dane (rys. 45) katy == ¢,

= B o tym samym zwrocie i réwnoleglych
ramionach, woéwczas mozemy ktérykolwiek
z nich zastapi¢ przez réwny mu kat 3= 7,
majacy ten sam zwrot, a woéwczas stanie sig
oczywistem, Ba i wrho= S == B.

Jezeli chodzi o poréwnanie katéw
x ei x 9 majacych zwroty przeciwne,
wowezas zastgpujemy < ¢ przez réwny mu
kat 3< 7, majacy ten sam zwrot.

§ 71. Twierdzenie. Jezeli ramiona
jednego kata sa prostopadte do ramion dru-
majq ten sam zwrot, wowczas katy réwnajq sie sobie;

Rys. 45.

giego, przyczem kaqty
jezeli natomiast kqty majq zwroty przeciwne, wowczas spetniaja sie.
Wystarczy zbadaé przypadek. gdy

: | dwa katy o ramionach odpowiednio do sie-
bie prostopadtych maja wspolny wierzcholek.
Istotnie, gdyby chodzito o katy * @ %< B,
nie majace wspolnego wierzcholka, wowezas

\v‘ T przy wierzcholku kata 3= & zbudowaliby$my
\; 1 2 B o ramionach réwnoleglych do ramion
\-\ kata < 7 1 majacy Z nim spolny zwrot; na
N . mocy poprzedniego twierdzenia mielibySmy

b 0B = ;
Rys. 46. Szczegdlowy dowéd pozostawiamy

czytelnikowi. Zauwazmy tylko, ze katy = &

3 B, ktérych ramiona oznaczyliémy numerami 1, 2 oraz 1, 2, maja ten sam
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ZWri t, natomrast kq k Lo} onaml § oiproste I 1 2
s tor
Wro o) : €20 ramion 1 3 P lp ”,

przeciwnys. ma zwrot

§ 78. Twierdzenie. Odcinki
§ . Odcinki ré 1
el rownolegle, zawarte miedzy pro-

bie réwne.

Jezeli mamy
A??//CD oraz BC/|AD,
woéwczas musi byé

AB=CD

Jakoz laczac A z C,
otrzymujemy dwa troj-
katy /\ ABC, /\ ADC,
ktére réwnajg sie sobie,
poniewaz <1 = - 2
%3 = 4, bok zas AC
majg spoélny.

Rys. 47.

Whnioski. Jezeli 1
el /_(/;zi; ;n;my a dane dwie proste réwnolegle, wéwczas :
ly jednej prostej sq réw-

no odlegle od drugiej (np. — 3 B
na rys. 48 PM = P M,
gdzie P, P’ sa dowolnemi
punktami na prostej r);

’ 2. Odleglos¢ punk- T "
tow pierwszej prostej od M ;
drugiej réwna sie odle- i
glosci  punktow drugiej -
prostej od pierwszej (gdyz npnp. odcinek PM moze byé uwaiar;y za

odleglo$é punktu M
od e :
od prostej r). prostestej 7 lub tez za odleglo$é punktu M

-s

§ 79. Twierdzenie. Jezezeli
: . Jezezeli na jednej z d: naj
s . : j z dwu przecin
wil,:q il_zgél r;ﬁz;izy,dp?tzyzynajqc od ich punktu przecigc‘;{zqc‘lilcoh
. odcinkdww i przez konc e g
v : o e tych odcink -
tr;m';ad-zzmy réwnolegle, wéwwczas na drugiej yrost / ’cztn s
ylez réwnych sobie odcinkéww L el
Jezeli na prostej ylis
i m odldozyliSmy kolej sinki
e Skt yliSmy kolejno odé¢inki OA4 =
D=...ijezeli AA’||BBB'||CC’|,DD’||...,wéwezas powiad:?mB
¥ ’
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zBe, Cn',a =prg§;§], p= Iflimy tylez odcinkéw, przyf::zem OA’ = OB =

Aby tego dowiesé, wystarczy przez punkty B, C.,... popro-
wadzié¢ odcinki BK, CL... réwnolegle do prostej p, przez co
otrzymamy szereg réwnych tréjkatéw

NOAA =/ N\OBB =/A\BKC=,CLD=...
Istotnie, np. OB=BC, <x1= 2 i << 3 = 4, jako od-
powiadajace sobie, a wiec
> N\ OBB = /\ BKC.

Stad wynika, ze

OB = BK = B'C’
(na mocy § 78).

W taki sam sposéb
dowodzimy réwnosci innych
odcinkéw.

Rys. 49 Whioski. 1. Jezeli przez

: srodek D boku AB tréjkqta

poprowadzimy réwnoleglq do boku BC, przejdzie ona przez Sro-

dek E boku AC, przyczem odcinek DE

réwnac si¢ bedzie potowie boku BC
(rys. 50).

Poniewaz przez punkt D mozemy
poprowadzi¢ tylko jedna réwnolegla
do BC i poniewaz istnieje jed en tylko
$rodek boku AC, zatem réwnolegla,
o ktérej mowa w powyzszym wniosku,

Rys. 50, jest tozsama z prosta, aczacy
SoE srodki D, E bokéw tréjkata. To daje
nam mozno$¢ odwrécenia powyzszego twierdzenia. Mamy wiegc:

2. Odcinek, {gczqcy srodki dwéch
bokéw tréjkqta, jest réwnolegly do trze-
ciego boku i réwna si¢ jego potowie.

§ 80. Zadanie. Dany odcinck po-
dzielié na jakqkolwiek zgéry zadang ilos¢

B czesci rownych,
Rys. 51. Jezeli np. chcemy podzielié odcinek
AB na trzy réwne czesci, prowadzimy
przez A dowolng prosts, na niej odkladamy trzy dowolne, byle

e

PP ———
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réwne sobie, odcinki A4, =A,4,=A4,A4;, laczymy A, z B, przez
punkty za§ A4, i A, prowadzimy réwnolegle do prostej A;B.

§ 81. Twierdzenie. 7rzy srodkowe tréjkqla przecinajq sie
w jednym punkcie tak, ze odcinek miedzy wierzcholkiem a punk-
tem przecigcia jest dwa razy wigkszy od odcinka miedzy tym
punktem a bokicm trojkqta. '

- Niech bedzie dany /\ ABC i dwie
jego srodkowe AD, BE. Proste te nie-
watpliwie przecinajg si¢, gdyz pierwsza
z nich lagczy dwa punkty A, D, lezace
po dwoéch stronach drugiej prostej.
Oznaczmy przez G ich punkt przecigcia
i poprowadimy prosta DF//BE. Ponie- Rys. 52.
waz w /\ EBC punkt D jest Srodkiem
boku BC, zatem F musi byé srodkiem boku EC. Mamy tedy

EF=1, EC=1], AE,
a wobec tego musi byé réwniez GD=1/3 AG (§ 79).

Jezeli teraz wykreslimy trzecia Srodkowa (ktérej brak na
rysunku), podzieli ona $rodkowa AD na dwa odcinki, z ktérych
jeden, zawarty migdzy wierzcholkiem A i punktem przecigcia musi
byé dwa razy wigkszy od drugiego. Poniewaz istnieje tylko jeden
punkt G, dzielacy w ten sposéb $rodkowa AD, zatem wszystkie
trzy $rodkowe spotykaja si¢ w punkcie G. .

Punkt G nazywa sie srodkiem cigzkosci tréjkqta.

§ 82. Twierdzenie. Suma kqidw wewnetrznych tréjkqta
réwna sie dwom kqtom prostym.

Przez wierzcholek C tréjkata N\ ABC g
prowadzimy prosta CD réwnolegla do boku Mﬁj
AB. Mamy wdéwczas :

x1=4, sw2=5, / A
a wiec C1+<c2+C3=x4+< 3+ 5= /i) 2
katowi polpelnemu. A B

s o S 7
Whniosek., Kqt zewnelrzny tréjkqta Ry

réwna sie sumie dwéch kqtéw wewnetrznych do niego nieprzyleglych.

§ 83. Twierdzenie. Suma kqidw wewnetrznych wielokgta
wypuklego wyraza sie wzorem 2 0 (n—2) gdzie J oznacza kqt
prosty, n zas$ liczbe bokéw wielokqta.
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Jezeli wielokat ma n bokéw (a wiec i n wierzcholkow),
wowczas z dowolnego wierzcholka mozna poprowadzié n — 3
przekatne, ktére dziela wielokat na n — 2
tréjkaty. Suma katéw kazdego z tych
tréjkatéw réwna sig¢ 2 J, a wiec suma ka-
tow wewngtrznych wielokagta=2 0 (n —2).

Wnriosek. Jezeli przy kazdym wierz-
cholku wielokqta wypuklego utworzymy
po jednym kqcie zewnetrznym, wéwczas
Rys. 54. suma wszystkich tych kqtéw = 4 J bez
wzgledu na to, ile bokéw ma wielokqt.

i Cwiczenie IX. 1. Jezeli katy naprzemianlegle wewnetrzne sa sobie réwne,
w'owc?as a) katy naprzemianlegle zewnetrzne réwnaja si¢ sobie, ) katy odpo-
wiadajace réwnajq si¢ sobie, c) katy jednostronne (zaréwno wewnetrzne, jak
zewngtrzne) spelniajg sie.

2. Jezeli katy jednostronne wewnetrzne lub zewnetrzne spelniaja sie, wow-
czas katy naprzemianlegle wewnetrzne sa sobie réwne.

; 35 Ptrz.ez Punkt A poprowadzié réwnolegla do danej prostej m, poslugujac
sig wlasno$ciami: 1-o katéw naprzemianleglych wewnetrznych, 2-o naprzemian-
legtych zewx:nqt.rznych, 3-0 odpowiadajacych sobie.

i .4. Jezeli w katach przylegtych <= ABC, s DBC poprowadzono dwusieczne
1 jezeli prosta, réwnolegla do AD, przecina te dwusieczne odpowiednio w punk-
tach E, F, ramig za§ BC przecina w punkcie K, wéwczas musi byé EK = KF.
5 Jezeli przez punkt W, w ktérym przecinaja si¢ dwusieczne katéw = A4,
lé: lB txt'ogkata /\ ABC, poprowadzimy réwnolegla do boku AB i jezeli réwno-
egla ta przetnie boki AC, BC odpowiednio w punktach M, N, wé
MN = AM + BN. : e St
Czy twicrd?en.ie pozostaje prawdziwe, jezeli réwnolegla poprowadzilismy
przez punkt przecigeia sig dwusiecznych katéw zewngtrznych ?
'6. Czy mozna odwrécié (i na ile sposobéw) twierdzenie, zawarte w po-
przedniem éwiczeniu.
et Vi W’ tréjkacie ABC dwusieczna kata < B przecina bok AC w punkcie

: rzez B poprowadzimy réwnolegla do BC, przecinajaca bok 4B w punkcie
C’. Co mozna powiedzieé o odcinkach B'C’ i BC'?

8. .W tréjkacie ABC poprowadzié odcinek B,C,//BC tak, by jego konce
By, C, lezaly odpowiednio na bokach 4B, % i zeby bylo:

(1) B.C, = B,B; (2) B.C = C,C; (3) B,C, = BB + C,C;;
(DIBC, —= BB —1'CC,
: g Opiel:ajqc si¢ na wlasnosci katéw odpowiadajacych sobie, dowie§é, ze
dwie proste, réwnolegle do trzeciej prostej, sa do siebie réwnolegte. ‘

10. j‘ei.eli konce odcinka AB leza na dwéch réwnoleglych
prostych i jezeli przez srodek O tego odcinka poprowadzimy
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dowolny odcinek CD, ktérego korice leza na tychsamych réwno-
leglych, wéwezas musi byé CO= OD.

11. Jezeli w tréjkacie réwnoramiennym A ABC (w ktérym AB= AC)
poprowadzimy z dowolnego punktu M podstawy réwnolegle do bokéw AB, AC
i jezeli proste te przecinajg boki AB, AC odpowiednio w punktach N, P, wéw-
czas suma odcinkéw MN - MP jest wielkoScig stala.

Jakiej zmianie ulegnie powyzsze twierdzenie, jezeli punkt M, poruszajac
sie po prostej BC, znajdzie si¢ w jednym z wierzcholkéw B lub C? Jezeli M
znajdzie si¢ na przedluzenie BC?

12. W danym kacie  « umieéci¢ dany odcinek A w taki sposéb, zeby
oba jego kofice lezaly na ramionach kata i zeby odcinek ten byl prostopadly
do jednego ramienia kata 3= e.

Zbudowaé tréjkat /\ ABC, majac dane

13. 4, b, hy. 14. A, Ay, B. 1545 B 7o

17. A, hy, A 18. B, h,, = (s, a)-

Zbudowaé tréjkat réwnoramienny A\ ABC, majac dane

195 Ch 20. A, hy.

21. W danym kacie <<« umiescié dany odcinek k tak, by oba jego kofice
lezaly na ramionach kata i zeby odcinek ten byl réwnolegly do danej prostej
m. (Czy zadanie to jest uogdlnieniem zad. 127?)

22. Dana jest prosta m i punkt X, nie lezacy na niej. Poprowadzié przez
X prosta, ktéraby z prosta m tworzyla kat, réwnajacy sie katowi danemu < «,

23. Zbudowaé tréjkat réwnoramienny /\ ABC, majac dane 4, d,.

16. C, hy, de.

Zbudowaé tréjkat prostokatny A ABC, majac dane:
24. A, h. . 25. 1y, % (a, h). 26. A4, d.

Zbudowaé tréjkat A ABC, majac dane:
27. A, d,, B 28.r, A B. 2.B Ab.  30. B dg =(c dp)

31. Matematyk wloski XVI w. N. Tartaglia podaje nastepujacy sposéb
kreslenia réwnoleglych: jezeli do
prostej danej LL’ (rys. 55) chcemy i /4
przez P poprowadzié réwnolegla, \ P
wéwezas prowadzimy dowolng po- \ y
przeczng PA, odkladamy AB= P4, I \ = LA
laczymy B z dowolnym punktem C
na prostej LL', wreszcie na prostej N
BC odkladamy CD = BC; prosta PD N
jest zadana réwnolegla. Dlaczego? é
32. Dowie$é, ze dany odcinek
MN mozna w nastepujacy sposéb Rys. 55.
podzielié na trzy czeSci réwne: na
MN budujemy tréjkat réwnoboczny A MNP, prowadzimy dwusieczne katéw
% M, = N, przecinajace si¢ w punkcie /; przez I prowadzimy réwnolegle do
bokéw PM, PN. Réwnolegle te dziela bok MN na trzy czesci réwne.
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33. Dany jest kat = a i punkt A, wewnatrz niego lezacy; poprowadzié
przez A prosta tak, by punkt A byl $rodkiem odcinka tej prostej, zawartego
migdzy ramionami kata = «. [Wskazéwka: Wykreslié od reki figure, odpo-
wiadajaca mniej wigcej, warunkom zadania; niech O bedzie wierzcholkiem kata
*a; M i N niech beda koncami iadanego odcinka. Czy zadanie byloby rozwia-
zane, gdybyémy znali dlugoéé odcinka ON?]

34. Dany jest kat x« i punkt A, zewnatrz niego leiacy; przez A po-
prowadzié prosta, przecinajaca ramiona kata w punktach M, N tak, ze AM— MN.

35. Dany jest staly kat < MON oraz staly punkt A, lezacy na ramieniu
OM w odleglosci a od wierzcholka kata. Przez A przechodzi ruchoma prosta
ktéra obraca sie dokola A. Oznaczmy przez K punkt (zmienny), w ktérym ta
prosta przecina rami¢ ON. Na prostej ruchomej AK odkladamy w kaidem jei
poloZeniu odcinek KX = AK. Jakie jest miejsce geometryczne punktu X7?
[Wskazéwka: gdzie lezy punkt X, gdy prosta AK pada na ramie OM?
Wykresli¢ prosta AK w kilku réznych polozeniach i za kaidym razem wyzna-
czyé punkt X.].

36. Jezeli z punktu, obranego dowolnie na boku tréjkata réwnobocznego,
poprowadzimy prostopadle do dwu drugieh bokéw, wéwczas suma ich réwna
sig wysokosci tréjkata.

37. Uogélnié poprzednie twierdzenie, obierajac punkt wewnatrz tréjkata-

réwnobocznego i prowadzac prostopadle do wszystkich bokéw.

Jak nalezy zmieni¢ wyslowienie twierdzenia (albo jaka wprowadzi¢ umowe),
zeby pozostalo ono prawdziwe nawet i woéwezas, gdy punkt zostal obrany ze-
wnatrz tréjkata ?

38. W tréjkacie réwnoramiennym A\ ABC, w ktérym AB = AC, laczymy
dowolny punkt D, lezacy na boku AC, z wierzcholkiem B i przez érodek F
odcinka BD prowadzimy réwnolegla do BC. Jezeli réwnolegla ta przecina boki,
AB, AC w punktach G, H, wéwezas GH — BD,, gdzie D, jest spodkiem pro-
stopadlej, poprowadzonej z D do BC. [Wskazéwka: prowadzimy DFE//CB
i dowodzimy, ze BD, =1, (ED+ BC).]

Zbudowaé tréjkat A\ ABC, majac dane:

395, isp, 5 (s ) 40. s;, ¥ (q, sp)s < (s S.)

41. Czy suma dwéch katéw tréjkata moze réwnaé sie trzeciemu katowi ?
czy moze by¢ mniejsza od trzeciego kata?

42. Dwusieczne katéw jednostronnych wewnetrznych s3 do siebie pro-
stopadle.

43. W tréjkacie réwnoramiennym A\ ABC, w ktérym AB = AC, dwu-
sieczna kata zewnetrznego przy wierzcholku A jest réwnolegla do podstawy BC.

Sformulowaé i zbadaé twierdzenie odwrotne.

44. W tréjkacie prostokatnym poprowadzi¢ przez wierzcholek kata pro-
stego poprzeczng tak, by podzielié dany tréjkat na dwa tréjkaty réwnoramienne,

45. Opierajac sie na poprzedniem zadaniu, znalezé sposéb wystawienia
prostopadlej w koncu odcinka, ktérego nie mozemy przedluzyé. (Rozwiazanie
takie podal w XV w. matematyk niemiecki Regiomontanus czyli Jan Miiller

O réwnoleglych. 63

z Krélewca we Frankonji. Poréw. rozwiazanie tego samego zadania przez He-
rona — éwiczenie V, 31.). :

46. Jak wielki jest kat tréjkata réwnobocznego ? : :

47a. Jezeli w tréjkacie prostokatnym jeden z ka‘tow' ostrych ]?s.t dwa
razy wiekszy od drugiego, wéweczas przyprostokatna. przeclwlegl:a mniejszemu
katowi jest dwa razy mniejsza od przeciwprostokat.nel.. [Wskazowlf'a: zesta-
wié¢ dwa tréjkaty prostokatne tak, by utworzyé z nich jeden nowy trolka‘t]. :

47b. Sformulowad i zbadaé twierdzenie odwrotne do poprzedniego.

47 c. Podzielié kat prosty na trzy czesci réwne. :

47d. Jezeli na kazdym boku tréjkata réwnoboczne.go, ktorego bo.k = g,
odlozymy w tym samym zwrocie, poczynajac od wierzchotka, odcinek =
—;—, wéwezas otrzymamy nowy tréjkat réwnoboczny, ktérego boki beda prosto-
padle do bokéw danego tréjkata.

47e. W trojkaeie réwnoramiennym AABC prowadzimy do podstawy B’C
lub do jej przedluzenia taki odcinek AD, zeby bylo <ADC ='2/3 5;. x‘/vykazac,
ze AD = DC -+ BD lub AD = DC — BD i zbadaé, kiedy mianowicie mamy
sume, kiedy za$ réznicg odeinkéw. : g5

47 f. Zbudowaé tréjkat réwnoboczny, majac dang jego wysokosc.

48. W tréjkacie NABC przedluzamy bok AB poza wxel:zcholek B,’na
przedtuzeniu odkladamy BD = BC i lgczymy C z D. Wykazaé, ze mamy wéw-
czas AD =a -+ ¢, *CDA = | xCBA.

Zbudowaé tréjkat A\ABC, majac dane:

49. a+c, b, A 50. a+¢, 4, h, 51. a+¢, A, oraz warunek, ze a=2b,
S820a-FcA by 53 atic, Bh 54. a=¢, A, x(dp, b).

55. Na rys. 36 (str. 48) wykazaé, ze AC' =c— a, ALCDA=xC—x A.

Zbudowaé tréjkat /A\ABC, majac dane:

Zjﬁ, c—-a, C u, Sl C T Ay 58.u, A c—.a.

59. Dowies¢ wzoru na sumeg katéw wielokata wypuklego, laczac dowolny
jego punkt wewnetrzny ze wszystkiemi wierzchotkami.

60. Sofizmat. Znalezé blad w nastepujacym dowodzie twierdzenia o sumie
katéw tréjkata:

majac dany tréjkat, laczymy jego wierzcholki z dowolnym punktem M
Niech suma katéw wewnetrznych tréjkata bedzie x. Poniewaz trzy katy, jakie
powstaly dokola punktu A, tworzy kat pelny, zatem mamy réwnanie

3x—4%=x,

skad =25

61. Mamy dany tréjkat ANABC, w ktérym kat C jest prosty. Nie wyjmu-.
iac tréjkata z jego plaszczyzny, obracamy go dokola wierzcholka C,’ dOPékl
przeciwprostokatna ¢ nie przejdzie przez wierzcholek 4 wiekszego z dwéch jego
katéw ostrych. Oznaczmy tréjkat nasz w tem nowem polozeniu syntbolem
NA'BC. Jezeli D jest punktem przeciecia sig boku o’ z bokiem ¢, wéwezas
<FADC =3 = ABC.

62. Majac dane katy A4, <IB, =C tréjkata, obliczyé kat:

1-0 migdzy dwusiecznemi katéw wewnetrznych <4 i +B;
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2- migdzy dwusiecznemi katéw zewnetrznych, utworzonych przy wierz-
cholkach 4 i B,

3-0 miedzy dwusieczna kata wewngtrznego x4 i dwusieczng kata ze-
wnetrznego przy wierzcholku B;

4-0 migdzy wysokoScig Ay i dwusieczng dy;

5-0 miedzy wysokosciami hy ik,

6-0 miedzy wysokeseia Ay i dwusieczng kata zewnetrznego przy wierz-

63. Kat miedzy wysokoScig Ao dwusieczng d4 réwna sie polowie réznicy
katéw T B i yC.
64. Jezeli w AABC bok BC jest najwiekszy i jezeli na nim odlozymy

BA"= B4 oraz CAL=CA Wowerns musi byé 4’447 —

66. Jezeli w tréjkacie réwnoramiennym AABC, w ktérym 4B —= Ac,
mamy: xBAC =2 3 wéticzas dwusieczna kata przy podstawie dzieli tréjkat
ABC na dwa réwne tréjkaty réwnoramienne,

SIL N St TR

67. Dowiesé, ze iezeli Przyjmiemy jako pewnik, iz , przez dany punkt do
danej Prostej mozna poprowadzid tylko jedna réwnolegla®, wéwezas wyniknie
Z niego, ze »dwie proste nie sa réwnolegle, jezeli tworza z Poprzeczng katy
naprzemianlegle wewnetrzne nierdwne:.

68. Dowiesé, ze jeshi przyjmiemy jako pewnik, iz , suma katéw tréjkata
réwna sie katowi pélpelnemu”, wéwezag wyniknie z niego, ze »Przez dany punkt
do danej prostej mozna Poprowadzié tylko jedna réwnolegla“, [Wskazéwka-
Przy wierzcholku A4 budujemy katy naprzemianlegle wewnetrzne z katam

=B i ¥C]

B. 0 réwnoleglobokach.

§ 84. W rozdziale niniejszym bedzie mowa tylko o czworo-
bokach wypukiych.

Dwa boki czworoboku, nie majagce wspélnego wierzcholka,
nazywamy przeciwleglemd,

Okreélenia. Czworobok, ktérego dwa przeciwlegle boki sq do
siebie réwnolegfe, nazywamy trapezem. Dwa réwnolegle boki tra-
Pezu nazywamy jego podstawami, drugie dwa poprostu bokami.

Roéwnoleglobokiem nazywamy czworobok, kiory ma dwie
pary rownoleglych bokoyw.

Jak widzimy, réwnoleglobok mozna uwazaé za szczeg6lny
rodzaj trapezuy, ' '

g

—r———— -
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§ 85. Twierdzenie. Przeciwlegle boki rownolegloboku réw-
najq sie sobie,

Wynika odrazu z § 78. ,

Twierdzenie. Przeciwlegle kqty réwnolegloboku réwnajq sie

sobie, kolejne zas spetniajq sie.

§ 86. Twierdzenie. Przekqtne réwnolegloboku dzielg sie na
polowy. 2
Istotnie, ANAOB= N COD, po- : db’ :
niewaz mamy lﬂ"
AB=CD, ﬁ:_l=§:2,§:3=§:4. 4 B
Stad wynika, ze D)
AO=0C, BO=0p,. Rys. 56.

§ 87. Okreglenie. Rombem nazywamy réwnoleglobok, kig-
rego dwa sqsiednie boki sq sobie réwne, ;

Wobec tego wszystkie boki romby réwnajg sie sobie (dla-
czego?). :

Twierdzenie. Przekqtne romby -

1-0) dzielg sie na polowy,

-0) sq dwusiecznem; kqtéw rombu,

3-0) sq do siebie prostopadie.

Pierwsza wlasnogé wynika z tego, ze romb jest szczegélnym
rodzajem réwnolegloboku. Druga i trzecia :
wlasnosé wynikaja 2 tego, ze tréjkat A\ ABD B i g
jest réwnoramienny (4B = AD) i ze punkt
O jest $rodkiem jego podstawy BD, a wiec
AO, bedac $rodkowa, musi byé dwusieczng
i wysokoscig tréjkata, :

§ 88. Okreslenie. Prostokqtem nazy-
wamy  réwnoleglobok, majqcy jeden kqt Rys. 57.
prosty.

Wynika stad, ze wszystkie cztery katy prostokata réwnaja
sie sobie (dlaczego?).

Twierdzenie. Przekqtne prostokqta :

1-0) dzielg si¢ na polowy,

2-0) réwnajq sie sobie.

Pierwsza wlasnog¢ wynika z tego, ze prosto-
kat jest réwnoleglobokiem. Co si¢ tyczy drugiej
wlasnodci, to wynika ona z réwnosci trojkatéw ,\ ABD—/NACD.

Geometrja elementarna. 5

A
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§ 89. Okreslenie. Kwadratem nazywamy réwnoleglobok,
ktorego boki i kqty réwnajq sie sobie. <

Z okreslenia tego wynika, ze kwadrat jest jednoczesnie
rombem i prostokatem, a wigc musi posiadaé wszystkie wlasnosci
obu tych figur, wyliczone w §§ 87, 88, ;

Cwiczenia X. Sformulowaé i zbadaé twierdzenia odwrotne wzgledem -

twierdzen §§ 85, 86. Jakie stad wynikaja sposoby poznania, czy dany czworobok
jest, czy nie jest réwnoleglobokiem ?

2. Sformulowaé i zbadaé twierdzenia odwrotne wzgledem § 87. Jak po-
znaé, czy dany réwnoleglobok jest, czy nie jest rombem ?

3. Sformulowad i zbadaé twierdzenie odwrotne wzgledem § 88. Jak poznaé,
czy dany réwnoleglobok jest prostokatem ?

4. Punkt przecigcia sig¢ przekatnych réwnolegloboku jest
Srodkiem kazdego odcinka, ktéry przechodzi przez ten punkt
i ktorego konce lezg na bokach ré6wnolegtoboku (poréwn. éwiczenie
IX. 10, str. 61). :

Punkt ten bedziemy z tego powodu nazywali srodkiem réwnolegloboku.

5. Kazda prosta, przechodzaca przez srodek réwnolegloboku; dzieli réwno-
leglobok na dwie figury réwne.

6. Jezeli na dwéch przeciwleglych bokach réwnolegloboku odlozymy, po-
czynajac od przeciwleglych * wierzcholkéw, dwa réwne sobie odcinki,  wéwezas
prosta, laczaca konce tych odeinkéw, musi przejsé przez srodek réwnolegloboku.

7. Wierzcholki réwnolegloboku nie mieszcza sig na rysunku, tak, iz mamy
wykreslone tylko czeSci czterech jego bokéw; znalezé érodek réwnolegloboku.

Okreslenie. Jeieli dwa wielokaty tak zostaly zbudowane, ze wszystkie
wierzcholki jednego z nich leza na bokach drugiego, wéwczas pierwszy wielokat
nazywamy wpisanym w drugi, drugi za§ nazywamy opisanym na pierwszym.

8. W dany réwnolegtobok wpisaé dowolny réwnoleglobok i dowiesé, ze
maja one spélny Srodek (poréwn. éwiczenie 6):

9. Srodki bokéw kazdego czworoboku sa wierzcholkami réwnolegloboku,
wpisanego w ten czworobok.

Jaka figure otrzymamy, laczac srodki bokéw réwnolegloboku? rombu?
prostokata ? kwadratu?

: 9a. W kazdym czworokacie odcinki KL, MN, laczace srodki przeciwleglych
bokéw, oraz odcinek PR, laczacy Srodki przekatnych, przecinaja sie w jednym
punkcie i dziela si¢ w tym punkeie na polowy.

10. W czworoboku ABCD polaczylismy srodki bokéw i otrzymaliémy
prostokat; czy mozna twierdzié, ze ABCD jest rombem ?

Jezeli srodki bokéw czworoboku ABCD tworza romb, czy wolno twier-
dzié, ze ABCD jest prostokatem ?

Jezeli Srodki bokéw. czworoboku ABCD tworza kwadrat, czy wolno
twierdzié, ze ABCD jest kwadratem ?

11. Jezeli prostokat dany przetniemy dwiema prostemi, réwnolegtemi do
jednej przekatnej i jednakowo od niej odleglemi, 'wéweczas otrzymamy réwno-

~
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leglobok, wpisany w dany prostokat i majacy obwéd réwny sumie przekatnych
prostokata danego. Czy mozna uogélnié to twierdzenie na dowolny réwnoleglobok ?

12. Prowadzimy dwusieczne katéw wewnetrznych i zewnetrznych réwno-
legloboku; dowiesé, ze 1-o punkty przecigcia sig tych dwusiecznych sa wierz-
cholkami prostokatéw; “2-0 ze przekatne tych prostokatéw przechodza przez
srodki bokéw réwnolegloboku; 3-o0 e przekatna wiekszego prostokata réwna sig
sumie dwéch kolejnych bokéw réwnolegloboku.

Jak wielka jest przekatna mniejszego proétoka,ta?

[

»'
.

e e B O TS |

Rys- 50 SRy 60

13. Przez wierzcholek réwnolegloboku prowadzimy dowolng prosta MN,
nie przecinajgca réwnolegloboku i z trzech pozostalych wierzchotkéw prowadzimy
prostopadfe do tej prostej. Dowiesé, ze prostopadla ze Srodkowego wierzcholka
réwna si¢ sumie dwu drugich prostopadtych.

Jak-zmieni si¢ twierdzenie, jezeli prosta NM prze- y
cina réwnoleglobok ?

14. Jezeli w tréjkacie /\ ABC poprowadzimy dwu-
sieczng kata A4 i przez punkt je] przeciecia sig z bokiem
a poprowadzimy réwnolegle do bokéw &, c, otrzy-
mamy romb,

Czy mozna uogélnié to twierdzenie na dwusieczne
katéw zewnetrznych ?

15. Na kazdym boku réwnolegloboku budujemy
nazewnatrz kwadrat; dowiesé, ze érodki tych czterech
kwadratéw sa wierzchotkami nowego kwadratu.

16. Rysunek 59 przedstawia schemat wagi do
listéw. Opisaé sposéb dzialania wagi i wyjasnié, dlaczego
pret, podtrzymujacy szalke, jest zawsze pionowy ?

17. Rysunek 60 przedstawia schematycznie t. zw.
wage Robervala. Wyjaénié, dlaczego szalki wagi pozostaja
zawsze poziome. :

18. Cztery sztywne prety AD, FB, EF, ED osa- Rys. 61.
dzamy na zawiasach w punktach £, F, C, D (rys. 61).

Jak nalezy dobraé dlugo$é pretéw i gdzie umiescié zawias C, zeby przy rozsu-
waniu punktéw A4, B prosta FD byla zawsze réwnolegla do AB i zeby punkty
E, C kreslily prostopadly do 4B?

5*
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19. Rysunek 62 przedstawia ‘schematycznie (w przekroju) regulator ma-
chiny parowej. Opisaé sposéb dzialania przyrzadu i wyjasnié, jak wielkie powinny
byé prety i jak nalezy umieScié zawiasy, zeby uniknaé zbytecznego tarcia pier-
Scienia LN o pret CH?

Rys. 63 przedstawia taki sam rcgulator, widziany z boku.

”

Rys. 62. Rys. 63..

20. Odcinek, laczacy Srodki dwéch bokéw trapezu, jest réwnolegly do
obu jego podstaw i réwna si¢ polowie ich sumy.

20a. Odcinek, taczacy srodki dwéch przekatnych trapezu, jest réwnolegly
do obu podstaw trapezu i réwna si¢ polowie ich réznicy.

21. Jezeli kazda z przekatnych trapezu dzieli na polowy jeden jego kat,
woéwczas trapez ma trzy réwne sobie boki. Czy twnerdzeme odwrotne jest praw-
dziwe ?

Zbudowaé réwnoleglobok, majac dane:
22. ¢, f, o, 23 a0 =g (ai f)- 24. A, f, X (f, D).
25, d,: 30 (d, ), hs E) 26. A, d, hy. 21. 4, h,, h

28. Dane sa dwa punkty A, B i prosta m; zbudowaé prosta réwnolegla
do m i przechodzaca w réwnej odleglosci od punktéw A i B.

29. Dane sg trzy punkty A, B, C, nie lezace na jednej prostej; przez 4
wykresli¢ prosta tak, by odcinki, poprowadzone do tej prostej z punktéw B, C
i jednakowo do niej nachylone, byly sobie réwne.

Czy zadanie jest mozliwe, jezeli 4, B, C leza na jednej proste]?

30. Dane sa trzy punkty A4, B, C, nie lezace na jednej prostej; zbudowaé

*) Wysokoscia réwnolegloboku nazywamy odleglosé jednego jego boku
od boku przeciwleglego. Wobec tego réwnoleglobok ma, wogéle méwiac, dwie
rézne wysokoSei.
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prosta réwno odlegla od wszystkich trzech punktéw. lle rozwigzan posiada

zadanie ?
Zbudowaé romb, majgc dane:
3lizersf 324, = (a, e): 38.°4, h; 34. e. < (a. e).

35. Zbudowaé kwadrat tak, by jedna jego przekatna lezala na danej
prostej i jeden bok przechodzil przez dany punkt. Ile rozwiazan posiada zadanie ?
Jaki warunek moznaby dodaé tak, aby zadanie posiadalo 1 rozwigzanie?

36. Dane s trzy punkty A, M, N, nie lezace na jednej prostej; zbudowaé
kwadrat ABCD tak, by punkt M lezal na boku a (lub na jego przedluzeniu),
punkt za§ N na boku c (lub na jego przedluzeniu).

Cwiczenia XI. Wszystkie zadania konstrukcyjne rozwigzywalismy zapo-
moca dwéch przyrzadéw: linjalu i cyrkla. Mozna jednak poslugiwaé sie innemi
przyrzadami, np. ekierka i linjatem lub tez dwiema ekierkami.

Ekierka, jest to deseczka, majaca ksztalt tréjkata prostokatnego. Nadaje
sig¢ ona specjalriie do kreslenia prostopadiych
i réwnoleglych. Kreslenie prostopadiych nie =]
wymaga specjalnych wyjasnien ; co sie tyczy
kreslenia réwnoleglych, to mozemy postapié

M
o
w sposéb nastepujacy: /
Chcac przez punkt M poprowadzié

réwnolegla do prostej AB, przykladamy
brzeg ekierki do tej prostej;, do drugiego
brzegu ekierki przykladamy linjal i przesu-
wamy ekierke wzdluz linjalu (rys. 64), az
natrafimy na punkt M.

Postugujac sie wylacznie linja- &
tem i ekierka (a wiec kreSlac proste, -J
proste réwnolegle i proste prostopadle), Rys. 54.
rozwigza¢ nastepujace zadania:

1. Na prostej m dany jest odcinek AB; wykreslié odcinek réwny AB
i réwnolegly do niego.

1 a. Przy tem samem zalozeniu, co w poprzedniem zadaniu, odlozy¢ na
proste] m odcinek réwny AB. .

W szczegélnosci podwoié, potroié... odcinek AB.

2. Podzielié dany odcinek AB na 3 réwne czesci.

3. Zbudowaé tréjkat réwnoramienny.

4. Podwoié kat dany.

Nastepujace trzy zadania wymagaja znajomosci figur symetrycznych lub
tez wlasnosci katéw, wpisanych w kolo.

5. Zbudowadé punkt symetryczny z punktem A wzgledem danej osi m.
[Wskazéwka: na m obieramy dowolnie punkty B, D, wykreslamy réwnolegto-
bok ABCD, przez C prowadzimy p//m, wreszcie AA" L pl.

6. Podzielié kat dany na polowy.

7. W konicu danego odcinka AB poprowadzié prosta m i na niej odlozyé

AX = AB.
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ROZDZIAL VI.

0 figurach symetrycznych.

§ 90. Jezeli punkty A, A’ lezg po dwéch stronach prostej

m tak, Ze prosta m jest prostopadta do odcinka 44’ i dzieli go
na polowy, wéwczas powiadamy, ze punkty A4, A4° sq z sobq sy-
melryczne wzgledem osi m. Jezeli, majac dany punkt 4 i o$
symetrji m, budujemy symetryczny z nim punkt A, woéwczas po-
wiadamy, ze przeksztalcamy A na punkt
A, symetryczny z nim wzgledem osi m.
Rzecz jasna, ze jezeli A zostal prze-
ksztalcony symetrycznie na A’, wéwezas
mozemy tez odwrotnie uwazaé 4 za prze-

A.: ksztalcenie symetryczne punktu 4. Punkt 4
Rys. 65. nazywamy niekiedy obrazem symelrycznym

punktu A, i odwrotnie.

A
i

Okreslenie. Dwie figury nazywamy symetrycznemi wzgledem
osi, jezeli kazdemu punktowi Jednej figury odpowiada punkt dru-
giej figury, symetryczny z nim wzgledem tej osi.

Zauwazmy, ze jedli mamy dany dowolny punkt A i o$ sy-
metrji, wéwczas istnieje tylko ieden punkt 4’ syme-
tryczny z punktem A4 wzgledem tej osi. Spostrzezenie
to pozwoli nam z latwoscia odwracaé twierdzenia, ktére zaraz
poznamy.

§ 91. Twierdzenie. Jezeli dwie polproste, wychodzqce z tego
samego punkiu na osi, lezq po dwéch
§ stronach tej osi isq do niej Jjednakowo
! //' nachylone, wéwczas poiproste sq z sobg

D < s g symetryczne wzgledem tej osi.
AR Istotnie, jezeli z dowolnego punktu

Bt A jednej pélproste; poprowadzimy pro-

: stopadla AK do osi m, otrzymamy

Rys. 66. tréjkat réwnoramienny A 404

(gdyz wysokosé jego OK jest zarazem

dwusieczng kata < AOA’), musi wiec byé¢ AK=KA' i punkty
A, A’ musza by¢é z soba symetryczne wzgledem osi m.

Poniewaz dla kazdego punktu istnieje tylko jeden punkt

<
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symetryczny z nim wzgledem danej osi m, zatem musi byé praw-
dziwe nastepujgce twierdzenie przeciwne :

Twierdzenie przeciwne. Zaden punkt plaszezyzny, nie le-
2qcy na poiprostej OA' nie moze byc symetryczny z jakimkol-
wiek punktem pélprostej OA.

Mamy tedy prawo twierdzié, ze obrazem symetrycznym pél-
prostej OA wzgledem osi m jest pélprosta OA, tak polozona, ze
- AOK = = A'OK.

§ 92. Twierdzenie. Obrazem symetrycznym odcinka jest
rowny mu odcinek. Twierdzenie jest oczywiste dla odcinkéw ta-
kich, jak OA lub O4’, ktérych jeden koniec lezy na osi symetrji.
Cheac dowiesé twierdzenia w przypadku ogélnym, wystarczy za-
uwazyé¢ (rys. 66), ze AB= AD — BO = A0 — BO =A'B.

§ 93. Twierdzenie. Obrazem symeirycznym prostej réwno-
leglej do osi jest druga prosta rownolegla do osi i lezqca po dru-
giej jej stronie w tej samej od riiej odleglosci, co i pierwsza prosta.

§ 94. Twierdzenie. Obrazem symetrycznym tréjkqta jest
réwny mu tréjkqt.

Kazde dwa odcinki, majace sp6lny B
koniec, muszg si¢ przeksztalcaé na dwa Ac
odcinki o spélnym koncu, zaterm obra- A S
zem tréjkata jest trojkat. Na mocy L5
twierdzenia § 92 mamy !
AB = A'B', AC = AC, BC = BC.
a wigc A\ ABC =,/ A'BC.

'
|

A'v;c.

Wniosek. Obrazem symetrycznym -

wielokqta jest réwny mu wielokqt. Rys. 67.

- § 95. Istnieje inny jeszcze rodzaj symetrji. Jezeli mianowicie
punkt O dzieli na polowy odcinek AA’, wéwezas powiadamy, ze
punkty A, A" sq symetryczne 2 sobq wzgledem srodka O.

Dla kazdego punktu istnieje tylko jeden punkt syme-
tryczny z nim wzgledem danego $rodka O,

§ 96. Twierdzenie. Jezeli odcinek przeksztalcimy symetrycz-
nie wzgledem $rodka, otrzymamy réwny mu odcinek.

Niech bedzie dany odcinek A5 ; srodek symetrji O. La-
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czac punkty A4, B ze srodkiem O i odkladajac OB'=0B, 0A’=0A4,
otrzymujemy odcinek A’B’. Powiadam, ze odcinek ten 1-o0 réwna
sig odcinkowi AB i 2-0 jest z nim symetryczny wzgledem punktu O.

1-o Istotnie OA = OA4’, OB = OB/, < AOB — <<A4’OB’,

zatem /N AOB=/\ A'OB i AB= A'B'.

2-0 Jezeli przez punkt C, obrany dowolnie na jednym od-
cinku, poprowadzimy prosta CO,
przetnie ona drugi odcinek w
punkcie C’ (gdyz lezy ona w kacie
< AOB, a wiec i w wierzchol-
kowym kacie <<4'OB), przyczem
musi by¢ OC = OC’, poniewas
mamy

K AOC = < 4'0C/,
< CAO = 2 C'A'0, 0A=04,
Rys. 68. czyli A\ AOC=/\A'0C..

§ 97. Twierdzenie. Figurg symetryczng z danym tréjkqtem
wzgledem danego srodka jest rowny mu tréjkqt.
Wynika z powyiszego twierdzenia i z pewnika Il £

§ 98. Pomiedzy temi dwoma rodzajami symetrii istnieje
bliski zwiazek, o ktérym méwi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Jezeli figure przeksztalcimy kolejno wzgledem

dwu prostopadlych do siebie osi symetrji, wowczas punkt przecie-
‘ cia tych osi bedzie Srodkiem symetrji

dla pierwszej i dla ostatniej figury.

Niech beda dane dwie prosto-
padle do siebic osie m i m’. Jezeli
punkt A’ przeksztaleimy (wzgledem osi
m) na punkt A, ten za§ przeksztal-
cimy (wzgledem osi m’) na punkt A",
wéwczas A" i A" musza byé z sobg
symetryczne wzgledem s$rodka O.

Jakoz mamy odrazu

OA/ — O r’ — OA///‘
Pozostaje wykazaé, ze 04’ i 04 tworza jedng prosta.

Rys. 69.
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Istotnie, Ll=<c2, <3 =<4
a wiec X 1-+<4=2+ 93 = katowi prostemu.
skad <1+ 922 + 923 + < 4 = katowi pélpelnemu.

§ 99. Méwilismy dotad o dwéch figurach symetrycznych
z soba. Zdarza si¢ jednak, ze jakas figura sklada sie z dwéch
czesci réwnych i tak wzgledem siebie polozonych, ze jedna z nich
jest do drugiej symetryczna wzgledem pewnej osi lub tez wzgle-
dem Srodka. Przykladami takich figur moga byé tréjkat réwnora-
mienny (w ktérym osig symetrji jest dwusieczna kata miedzy
réwnemi bokami) ‘i réwnoleglobok (w ktérym $rodkiem symetrii
jest punkt przecigcia sig przekatnych).

Osie i $rodek symetrji nazywamy elementami symetrji danej
figury.

Uwaga. Latwo jest przekonaé sie¢ doswiadczalnie, 7e dwie (materjalne)
figury symetryczne wzgledem osi, pomimo ie sa sobie réwne, nie dadza sie
jednak doprowadzié do przystania, jezeli porusza¢ je bedziemy w ich pla-
szezyznie: musimy jedng z nich wyjaé z plaszezyzny i odwrécié na druga strone.
Natomiast dwie figury symetryczne wzgledem &rodka doprowadzié¢ mozemy do
przystania, jesli jedna z nich obrécimy (w jej plaszezyznie) dokola érodka sy-
metrii o kat pélpelny.

Cwiczenia XIL*) 1. Dana jest 0§ symetrji m i punkty 4, B po jednej jej
stronie oraz punkt A, symetryczny z A. ZnaleZé punkt symetryczny z B. [Wska-
z6wka: odwrécié¢ sposéb budowania dwusiecznej, podany w éwicz. 1V, 12 na
str. 34.]

2. Dane s3 dwie pary punktéw A4, 4 oraz B, B, symetrycznych z soba
wzgledem tej samej osi; wykreslié o§ symetrii.

3. Czy dwie pary punktéw symetrycznych wystarezajg do rozwiazania
poprzedniego zadania, jezeli proste AB, A'B’ s3 do siebie réwnolegle ?

4. Dane sa: o§ symetrji m, prosta b oraz dwa punkty 4, A4, symetryczne
z sobg (przyczem A nie lezy na prostej b); zbudowaé prosta &, symetryczna
zb. [Wskazéwka: dowolne dwa punkty prostej b przeksztalcamy symetrycznie.]

5. Dany jest srodek symetrjii O i dwie proste a, o/, wzgledem niego sy-
metryczne; zbudowaé prosta &', symetryczna wzgledem O z dang prosta b.

6. Dany jest érodek symetrji O i dwie proste a, o wzgledem niego sy-
metryczne; zbudowaé punkt P’, symetryczny wzgledem O z danym punktem P.
[Wskazowka: przez punkt P prowadzimy dwie dowolne proste i przeksztal-
camy je symetrycznie.]

7. Jakie sa elementy symetrji odcinka? dwéch réwnoleglych do siebie

*) Zadania Nr. 1—6 nalezy rozwigzaé zapomoca linjatu; nie wolno
tedy poslugiwaé si¢ w tych wypadkach cyrklem.
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odcinkéw? dwéch odeinkéw réwnoleglych i réwnych sobie? dwéch prostych
réwnoleglych ? dwéch prostych przecinajacych sie?

8. Jakie sg elementy symetrji tréjkata réwnoramiennego? tréjkata réwno-
bocznego ?

9. Jakie sg elementy symetrii réwnolegloboku? rombu? prostokata ? kwa-
dratu? trapezu réwnoramienego ?

10. Dany jest réwnoleglobok i prosta m, przecinajaca dwa jego sasiednie
boki; wpisaé w niego drugi réwnoleglobok tak, by jeden hok tego nowego
réwnolegloboku lezal na prostej m*),

11. Na danym réwnolegloboku opisaé drugi réwnoleglobok tak, by jeden
jego wierzcholek lezal w danym punkcie P. :

12. Dany jest réwnoleglobok i prosta m, nie przecinajgca jego konturu;
wykresli¢ réwnolegly do m.

13. W dany trapez réwnoramienny wpisaé romb, jezeli mamy zaznaczony
na rysunku $rodek jednego z nieréwnoleglych bokéw trapezu.

14. Dany jest -prostokat wraz z swemi osiami symetrji i prosta m, nie
przechodzaca przez 7aden wierzcholek prostokata. Wykreli¢ romb, ktdérego je-
den bok lezalby na m i ktéry miatby obie osie symetrji spélne z prostokatem.

15. W dany romb wpisaé prostokat tak, by jeden jego wierzcholek lezal
w danym punkcie. [Wskazéwka: poréwn. zadanie 1.]

ROZDZIAL VII.

0 pojeciu miejsca geometrycznego.

§ 100. Okreglenie. Miejscem geometrycznem punktéw, ma-
Jacych pewnq wlasnosé, nazywamy figure, ktéra spelnia dwa na-
stepujqce warunki : -

-0 kazdy punkt tej figury posiada owq wlasnosc,

-0 Zaden punkt, nie lezqcy na naszej figurze, nie posiada
tej wlasnosci.

Mozemy np. okrag kola nazwaé miejscem geometrycznem
punktéw plaszczyzny, réwno odleglych od jednego punktu, zwa-
nego srodkiem kola, gdyz: 1) wszystkie punkty odlegle sa od
srodka o promien; 2) zaden inny punkt plaszczyzny nie jest od-
legly od $rodka o promien. ‘

Cheae tedy dowiesé, ze jakas figura jest miejscem geome-
trycznem punktéw, majacych taka a takg wlasno$é, musimy
dowies$é dwéch twierdzen: Prostego i przeciwnego.

B SRR S e ke

*) Przy rozwiazaniu zadan Nr. 10—15 wolno poslugiwgc' sig tylko linjatem.
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Oczywista rzecz, ze zamiast twierdzenia przeciwnego mozemy do-
wies¢ twierdzenia odwrotnego, poniewaz oba te twierdzenia sg
zawsze jednoczesnie prawdziwe lub jednoczesnie falszywe™).

§ 101. Twierdzenie. Miejscem geometrycznem punkiéw pla-
szezyzny, rowno odleglych od koricéw danego odcinka, Jest os sy-
metrji tego odcinka. :

Jezeli prosta m jest osig odcinka AB, wéwczas

1) powiadam, ze jakkolwiek obierzemy na osi punkt C, zawsze
musi by¢ AC=CB, gdyz A ABC jest réwno- :
ramienny (dlaczego)? WG

2) powiadam, ze dla punktéw, nie le- ik
zacych na osi, réwno$é ta zachodzi¢ nie S

fr

moze, a mianowicie dla kazdego punktu X <. | v

L D
plaszczyzny, lezacego z tej strony osi, z kté- " <
rej znajduje si¢ punkt A, musi zachodzic e
nier6wnosé KA < KB.

Istotnie, jezeli poprowadzimy KL pro- Rys. 70,

stopadle do 4B, wéwczas musi by¢ KL||CD,
a wigc punkt L musi lezeé Po tej samej stronie osi, po ktérej
znajduje si¢ koniec A4 od-

cinka. Wobec tego mamy ; 4

AL < LB, ;
a wigc (§ 70) 5 :

KA < KB 7 >

§ 102. Twierdzenie. /

Miejscem geomelrycznem \
punktéw plaszczyzny, réw- 2 3
no odleglych od ramion kq- Rys. 71,

la, jest dwusieczna tego kqta.
Niech bedzie dany kat <= MAN i jego dwusieczna AC ;i niech
beda CE 1 AM, CD | AN.
1-0 Dla kazdego punktu C tej dwusiecznej musi by¢ EC=CD,
gdyz N\ AEC=,\ ACD (dlaczego?). !

*) Zgodnie z tem moznaby 'nieco inaczej okresli¢ miejsce geometryczne,
a mianowicie w nastepujacy sposéb: miejscem geometrycznem punktow, posiada-
Jacych pewnq wlasnosc, nazywamy figure, ktdra spetnia dwa nastgpujqce warunki :
1-0 kazdy punkt figury posiada te wlasnosé, 2-o kazdy punkt, majqcy owq
wlasnosé, lezy na naszej figurze.
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2-0 Jezeli punkt C plaszczyzny jest réwno odlegly od obu
ramion kata, wéwczas punkt ten lezy na dwusiecznej, gdyz w tréj-

katach prostokatnych /\ ECA, /\ DCA
EC=CD, bok AC jest wspélny,
a wiec NECA=/N\DCA i s-EAC=<-CAD.
Whniosek. Miejsce geometryczne punkitsw plaszczyzny, réwno
odleglych od dwdch przecinajgcych sie prostych. sktada sie z dwéch
dwusiecznych kqtéw, zawartych miedzy temi prostemi.

Cwiczenia XIIL 1. Miejsce geometryczne punktéwplaszczyzny,
jednakowo odleglych od danej prostej m, sklada sig z dwéch
prostych f6wnoleglych do niej i symetrycznie wzgledem niej
polozonych.

2. Miejscem geometrycznem punktéw plaszezyzny, jednakowo odleglych
od dwéch prostych réwnoleglych, jest trzecia prosta, rownolegla do nich i stano-
wigca ich 0§ symetrji.

3. Dany jest punkt A i prosta m, nie przechodzaca przez ten punkt;
znalezé miejsce geometryczne Srodkéw  wszystkich odeinkéw, poprowadzonych
z punktu 4 do prostej m. 2

4. Z punktu 4 prowadzimy proste, przecinajace prosts dang m w punktach
By, B,, B,,... Na tych prostych odkladamy (po jednej, ktérejkolwiek stronie prostej
m) odcinki B,C,—=3A4B,, B,C,—=34B,, B,C, =3 A4B;,... Jakie jest miejsce
punktéw C;, C,, G,...?

5. Na ramieniu danego kata odkladamy, poczynajac od wierzcholka, do-
wolne odcinki kolejne, na drugiem za$ ramieniu odkladamy (poczynajac réwniez
od wierzchotka) kolejne odcinki odpowiednio réwne poprzednim, wreszcie przez
kofice réwnych odcinkéw prowadzimy réwnolegle do ramion kata. Jakie jest
miejsce geometryczne punktéw przeciecia si¢ tych réwnolegltych ?

6. Mamy cztery prety, ktére tworza réwnoleglobok ABCD. Prety AB,
AD pozostaja nieruchome, prety zas BC, CD przesuwamy tak, by 1-o figura
ABCD byla zawsze réwnoleglobokiem, 2-0 Zeby odcinki AB, AD zmienialy sie

zawsze w tym samym stosunku*). Jakie
- jest miejsce geometryczne punktu C?

£\ F 7. Réwnoleglobok przegubowy
\ ABCD (rys. 72) poruszamy tak, iz bok
. AB' pozostaje nieruchomy, wierzcholek

za$§ D kresli okrag kola. Jaka linje za-
kresla wierzcholek C? Czy taka sama
Rys. 72. linje kresli kazdy punkt na boku CD?

: na przedluzeniu tego boku ?
Czy przy kolach parowozu istnieje podobny mechanizm i do czego stuzy ?

*) To znaczy, ze jesli odcinek AB wazrdst (lub zmalal) n razy, wéwezas
odcinek AD musial wzrosnaé (lub zmaled) n razy.

A
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ROZDZIAL VIIL

0 tréjkatach nieré6wnych.

§ 103. Twierdzenie. Jezeli dwa boki jednego tréjkqta row-
najq sie odpowiednio dwom bokom drugiego, lecz kqty migdzy
niemi zawarte nie sq sobie réwne, wowczas trzecie ich boki nie
sq réwne, a mianowicie wigkszy jest ten bok, ktory lezy uaprze-
ciwko wigkszego kqta.

B B

\‘ A L}
Rys. 73.

Niech beda dane tréjkaty N\ ABC, /\ A'B'C’ takie, ze
AB=A'B, BC=B'C ale <« ABC > <z A'B'C’; powiadam, ze
wéwezas musi byé AC > A'C.

Jakoz zbudujmy po drugiej stronie boku BC tréjkat
/\ CBA” = /\ C'B’ A’ *). Laczac punkty A i A”, otrzymamy tréjkat
réwnoramienny /\ ABA” tak, iz dwusieczna jego BD musi byé
osia odcinka AA”. Ale dwusieczna ta lezy niewatpliwie wewnatrz
kata << CBA (dlaczego?), wobec czego punkty C i A” leig
po jednej stronie osi symetrji odcinka AA”,

a wiec musi byé (§§ 101) AC > CA”
lub, co na jedno wychodzi, AC> A'C'.

§ 104. Wezmy pod uwage dwa tréjkaty A\ ABC, N\A'B'C’
w ktérych 6=0', c=c’. Twierdzenia, dowiedzione w §§ 46 i 103,
powiadaja, Ze

*) Gdybysmy mieli do czynienia z figurami materjalnemi, powiedzielibysmy :
przysuimy tréjkat A\ AB'C" do tréjkata A ABC tak, by réwne ich boki B'C”
i BC przystaly do siebie.
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Jezeli mamy <= A = <= 4’ to musi byé a = a,

» » %: A > {A,’ ”» » » a > a,’

» » A< {A,’ ) » w o a<al.
Mamy tu znéw przyklad t. zw. ukladu zamknietego twierdzen
(str. 50). Istotnie, poréwnywujac z sobg katy <= 4 i <= A’, mo-
zemy uczyni¢ o nich tylko trzy przypuszczenia: albo A > A,
albo 4 < A4, albo 4= A4, Wszystkie te trzy przypuszezenia na-
wzajem wylaczaja sie, a plynace z nich. wnioski réwnies wylaczaja
si¢ wzajemnie. Wobec tego, na mocy zasady Il o odwraca-

niu twierdzen (str. 49—50), mamy prawo wypowiedzieé na-

stepujace

Twierdzenie odwrotne (wz gledem § 103). Jezeli dwa boki
jednego tréjkqta réwnajq sie dwom bokom drugiego, lecz trzecie
ich boki nie sq sobie réwne, wéwczas kat przeciwlegly wickszemu
bokowi jest wigkszy.

Cwiczenia XIV. 1. Powtérzyé dowéd twierdzenia § 103-go w przypadku,
gdy suma katéw < ABC -+ < C'B'A’ jest. wicksza od kata pélpelnego.

2. Dowie§é, ze w réwnolegloboku przekatna, aczaca wierzcholki katow
ostrych, jest wicksza od przekatnej, {aczacei wierzcholki katéw rozwartych.

3. W czworoboku ABCD mamy AB = CD, ale przekatna BD jest wigksza
“od przekatnej AC; dowieié, ze > DCB > & CBA.

4. W czworoboku ABCD mamy AB = (D, ale zarazem *< BAD > 3= ADC;
dowiesé, ze woéwezas musi byé kat <+ BCD > x CBA.

5. W tréjkacie A ABC, w ktérym AB < AC, poprowadzono srodkowg AD;
dowiedé, ze kat < ADB jest ostry.

6. W poprzedniem zadaniu obieramy na Srodkowej AD dowolny punkt £
i faczymy go z wierzchotkami B, C; ktéry z dwéch odcinkéw: BE czy CE jest
wiekszy ?

ROZDZIAL IX.
0 kole.

A. 0 réinych polozeniach prostej wzgledem kola.

§ 105. Twierdzenie. Srednica, prostopadta do cieciwy, dzieli
ja na polowy. _

Niech bedzie dana cieciwa AB i srednica OC do niej pro-
stopadla w punkcie D; powiadam, ze AD— DB.

O kole. 79

Istotnie, .tréjkqt /N AOB jest réwnoramienny, przyczem
OA=O0B, a wiec wysoko$é, poprowadzona z wierzcholka O,
musi by¢ zarazem $rodkowa.

§ 106. Powyisze twierdzenie posiada dwa zalozenia, mozna
mu mianowicie nadac posta¢ nastepujaca:

zatlozenie I: jezeli prosta prze-
chodzi przez $rodek kola,

zatozenie Il: jezeli prosta ta jest
prostopadia do cieciwy,

wniosek: wéwczas prosta -dzieli
cieciwe na polowy.

Muszg wobec tego istnieé dwa twier-

dzenia odwrotne:

Rys. 74.

Twierdzenie odwrotne (wzgledem _
§ 105) I. Prostopadia, wystawiona w srodku ciectwy, przechodzi
przez Srodek kofa. ,

Il. Srednica, dzielgca cieciwe na polowy, jest do tej cieciwy
prostopadia.

Prawdziwos¢ obu twierdzen odwrotnych wynika z faktu, ze-
/NAOB (rys. 74) jest réwnoramienny. [Poréwn. § 58, str. 42.]

Whniosek. Kazda srednica jest osig symetrji okregu.

§ 107. Twierdzenie. Wszystkie punkty cieciwy, z wyjqtkiem
Jjej koncow, lezq wewnqtrz kola, wszystkie zas punkty, lezgce na
przedluzeniu cieciwy, znajdujq sie zewnqtrz kota.

Istotnie, jezeli D jest $rodkiem cieciwy AB i jezeli M jest
dowolnym punktem cigciwy, byle
réznym od jej koricow, woéwczas
mamy

MD < DB.
a wige OM < OB (na mocy § 70).

Wobec tego punkt M lezy
wewnatrz kola.

Jezeli natomiast punkt K
lezy na przedluzeniu cieciwy,
wowezas DK > DB (dlaczego?), a wiec i OK> OB, czyli
odleglos¢ punktu K od $rodka kola jest wicksza od promienia,
wobec czego K lezy zewnatrz kola.

Rys. 75.
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§ 108. Twierdzenie. Srednica Jjest wigksza od kazdej innej
ci@cizby.
Istotnie, w A\ ABO (rys. 75) mamy
AO + OB > AB,
ale suma AO + OB réwna si¢ s$rednicy kola.
§ 109. Twierdzenie. Prosta, przechodzqca przez dowolny
punkt wewnetrzny kota, przecina jego okrgg w dwéch punktach.

- Rys. 76.

Niech bedzie dane kolo, punkt wewnetrzny 4 i dowolna
prosta m, przechodzaca przez ten punkt.

Po obu stronach punktu 4 odktadamy odcinki AB, AB’, ré6wne
srednicy kola. Punkty B, B’ lezg niewatpliwie zewnatrz kola, gdyz
srednica jest wigksza od kazdej cieciwy, przechodzacej przez punkt
A. Mamy tedy na prostej m dwa odcinki AB, AB, ktére lacza
punkt 4, lezacy wewnatrz kola, z punktami zewnetrznemi B, B,
a wiec na mocy pewnika Vic
kazdy z tych odcinkéw musi przecigé
okrag w jednym punkcie.

§ 110. Twierdzenie. W tem sa-
mem kole (lub w réwnych kotach)
cigciwy, jednakowo odlegle od srodka,
sq sobie rowne.

Jezeli poprowadzimy ze §rodka
kola prostopadte OD, OC do dwéch

Rys. 77. danych cieciw i jezeli OD=0C, wéw-

czas NAOC=/\OBD (dlaczego?),

zatem BD=AC. Ale BD i AC sa to polowki cigciw BB’ i AA’;

skoro wigc poléwki réwnaja sie sobie, to i cieciwy BB’ i AA’
musza byé sobie réwne.

e g
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§ 111. Twierdzenie. Z dwéch cieciw tego samego kola (lub
réwnych kél) wieksza jest ta, ktorej odlegtosé od srodka Jest
mniejsza.

Jezeli do danych cigciw A4, BB poprowadzili$my ze srodka
kola prostopadle OC, OD i jezeli OC >0D,
wowczas powiadam, ze musi byé AA‘< BB’

Jakoz poréwnajmy z soba dwa troj-
katy prostokatne: A\ OC4’, A\ ODB. Majg 4
one réwne przeciwprostokatne (OA’=0B),
ale OC > OD, zatem na mocy déwiczenia
VII, 11, str. 52, musi byé CA’ < DB’ Stad
wynika, ze AA'" < BB

§ 112. W dwéch poprzednich twier- Rys: 78.
dzeniach mamy znéw przyklad ukladu za- s
mknigtego. Istotnie, oznaczajac przez a i o cigciv. , przez h i A’
ich odleglosci od srodka kola, mamy :

jezeli h = A’, wéwezas @ = a,
» h h,) ) a < (1/,
» h < hl! » a > (1,.

- O odlegloéciach A, 2’ mozna uczynié¢ tylko trzy wymienione
Przypuszczenia, ktére si¢ wzajemnie wylaczaja; tak samo wylg-
czajg si¢ nawzajem wnioski z nich plynace, a wiec na mocy
zasady Il o odwracaniu twierdzen (str. 49—50) musza
by¢ prawdziwe nastepujace twierdzenia odwrotne.

Twierdzenia odwrotne (wzgledem §§ 110, 111). L. W tem
samem kole (lub w réwnych kolach) réwne cigciwy sq jednakowo
odlegle od srodka kota.

. W tem samem kole (lub w réwnych kotach) wicksza
cigciwa lezy blizej srodka.

§ 113. Okreslenie. Prosta, majqca z okregiem kofa tylko
jeden punkt spélny, nazywa si¢ styczng do kota (lub do okregu).

Musimy, oczywiscie, wykaza¢ mozliwosé istnienia takiej pro-
stej; w tym celu najlepiej postapimy, jezeli podamy sposéb bu-
dowania prostej, majacej z okregiem tylko jeden punkt spélny.
Taki wlasnie jest sens nastepujacego twierdzenia.

§ 114. Twierdzenie. Prostopadia do promienia, poprowadzona
przez jego koniec, jest stycznq do kota.

Geometrja elementarna. 6
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Niech bedzie dany promien 04 i prosta m, prostopadla do
niego w jego koncu A. Punkt 4 niewatpliwie lezy na okregu
kola, natomiast kazdy inny punkt tej pro-

stopadlej, np. B, musi lezeé poza kolem,

gdyz OB jest pochyla, OA za$ prosto-

o padla do m, a wiec musi byé OB >O0A.

§ 115. Twierdzenie. Prosta, ktorej
odleglos¢ od srodka jest mniejsza od pro-
mienia, przecina okrqg w dwéch punktach.

5 4 P Jezeli mamy dana taka prosta m, ze

Rys. 79. prostopadla OA4, poprowadzona do niej

ze srodka kola, jest mniejsza od promie-

nia, wéwczas punkt A lezy wewnatrz kola, a wiemy juz (§ 109),

ze kazda prosta, przechodzaca przez

punkt wewngtrzny kola, przecina jego
okrag w dwéch punktach.

§ 116. Twierdzenie. Jezeli od-
leglos¢ prostej od srodka kola jest
wigksza od promienia, wéwczas prosta
nie ma z okregiem ani jednego punkiu

Rys. 80. spdlnego.
Jezeli prostopadla OA, poprowa-
dzona ze $rodka kola do prostej m, jest wigksza od promienia,
wowczas punkt A lezy zewnatrz kola.

i ATy Kazdy inny punkt tej prostej, np. punkt

‘ B, tem bardziej lezy zewnatrz kola, gdyz

OB> OA (dlaczego?).

Okreslenie. = Prosta, przecinajgca
okrqg w dwdch punktach, nazywa sie
sieczng. '

§ 117. Powyisze trzy twierdzenia

tworza znéw uklad zamknigty. Oznaczmy

Rys. 81. . przez (O)r okrag danego kola, przez m

dana prosts, przez h odleglosé jej od

srodka kola. Trzy twierdzenia, o ktérych mowa, mozemy tak
sformulowagé: ' ;
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jezeli h=r, wéwczas (O)r i m majg punkt spdlny,
o kS, . (O)r i m nie majq weale punktéw spolnych,
S 3 (O)r i m majq dwa punkty spéine.

Rzecz prosta, ze A=r, A>r, h<r s3 to jedyne trzy przy-
puszczenia, jakie mozna uczynié o odleglosci prostej od srodka
kola; wszystkie te trzy przypuszczenia wylaczaja si¢ nawzajem,
jak réwniez trzy plynace z nich wnioski, a wiec na mocy za-
sady I o odwracaniu twierdzen (str. 49 —50) mamy
prawo wypowiedzie¢ nastgpujace trzy twierdzenia odwrotne:

Twierdzenia odwrotne. 1. Styczna odlegla jest o promien od
srodka kola. Albo innemi slowami: Styczna jest prostopadia do
promienia, poprowadzonego do punktu stycznosci.

Il Jezeli prosta nie ma punktsw spélnych z kotem, wéwezas
odleglosc jej od srodka kola jest wieksza od promienia.

lIl. Jezeli prosta ma dwa punkty spéine z okregiem, wéwczas
odleglos¢ jej od srodka kota jest mniejsza od promienia.

§ 118. Zadania. Z punktu zewngtrznego poprowadzié styczng
do danego kota.

Mozna z latwoscia przewidzieé, ze o ilke zadanie posiada rozwiazania, musi
ich mie¢ dwa. Istotnie, prosta OP (rys. 82) jestt osia symetrii figury danej, jesli wiec
istnieje styczna po jednej stronie osi, to musiisstnieé symetryczna styczna po drugiej
stronie osi. Tak wiec z punktu P mozna pop>rowadzié parzysta liczbe stycznych.
Ale dostrzegamy odrazu, po jednej stronie ossi moze jstnied tylko jedna styczna,

Istotnie, niech précz stycznej PC istnieje druga styczna PX. Przypusémy,
ze X lezy na mniejszym z dwéch lukéw, wyznaczonych przez OCi OP, t. . lezy
wewnatrz zaréwno kats < COP, jak i kata <= CPO. W takim razie <X XOP
< % COP, XPO < % CPO, zatem <= XOP-1- xXPO < xOCP+<x CPO

Czy wobec tego katy <xOCP i <t OXP moga byé oba proste ?

Niech bedzie dany okrag (O)r i punkt zewngtrzny P (rys. 82).
Zadanie byloby rozwiazane, gdybySmy potrafili znalezé punkt
stycznosci C. Aby to uczynié, zauwazmy, ze tréjkat N\OCP jest
prostokatny, jesli wigc utworzymy réwny mu tréjkat A\CPA, otrzy-
mamy tréjkat réwnoramienny A\OPA, ktérego podstawa OA prze-
cina okrag dany w poszukiwanym punkcie C.

Rozwigzemy tedy zadanie; jezeli potrafimy zbudowaé tréjkat
réwnoramienny /\OPA. Otéz dwa jego wierzcholki O i P sa nam
dane, trzeci za$ wierzcholek A lezy: 1) na okregu (P)O, 2) na
okregu, zakreslonym z O promieniem dwa razy wigkszym od pro-
mienia kola danego (dlaczego?). Zadanie nasze ma tyle roz-

6"
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wigzan, ile punktéw wspélnych posiadaja dwa okregi (P)O i (O) 2.
Latwo dostrzec, ze tych punktéw wspolnych maja one zawsze dwa.

I

{

1

Rys. 82.

Istotnie, jezeli przedluzenie promienia OP przecina w punkcie
B- okrag (P)O, wéwczas mamy BO> 2r, skoro tylko OP>r. Tak
wige punkt B lezy zewnatrz kola (O) 2r, natomiast punkt O lezy
wewnatrz tegoz kola, a wobec tego okrag (P)O, taczacy punkt
O z punktem B, przecina w dwéch punktach okrag (O) 2r (§ 35
str. 11). Nazwijmy te punkty przeciecia A i A'. Laczac je z O’
otrzymamy dwa punkty stycznosci C i C. :

Uczefi sam sformutuje sposéb budowania stycznej z punktu
zewnetrznego.

§ 119. Okreslenia. Normalnq do kota (lub do okregu) nazywamy
P

Rys. 83.
kazdy odcinek, prostopadly do stycznej w jej punkcie stycznosci.

O kole. 5

Wobec tego kazdy promien kola jest normalna, poprowadzong
ze $rodka kola. Z kazdego innego punktu, nie lezacego na okregu,
mozna poprowadzi¢ dwie normalne ; sa to mianowicie dwa odcinki,
lezace na $rednicy, przechodzacej przez ten punkt. Np. z punktu P
(rys. 83) mozemy przeprowadzi¢ normalne PA, PB. Z nich jedna,
PB przechodzi przez érodek kola; przedluzenie drugiej normalnej
PA réwniez przechodzi przez srodek kola.

§ 120. Twierdzenie. Z posrod wszystkich odcinkéw, jakie
mozna poprowadzié¢ z danego punktu do okregu kota, najwiekszym
odcinkiem jest normalna, przechodzqca przez srodek kota, najmniej-
szym zas$ normalna, ktorej przediuzenie przechodzi przez srodek kota.

Niech bedzie danekolo O i punkt P (zewnetrzny lubwewnetrzny).
Niech PA, PB beda dwie normalne, PC za$ dowolna sieczna.

Z tréjkata /\ POC mamy OP+ OC > PC,

ze za§ OC = OB, zatem PB> PC.

Z tego samego tréjkata mamy
OC—OP< PC, jezeli punkt P lezy wewnatrz kola,
OP—OC< PC, jezeli punkt P lezy zewnatrz kola.
Poniewaz za§ OC=0A, zatem w obu przypadkach mamy
PA < PC.

CwiczeniaXV. 1. Prosta nie moze miee & zokregiem wiecej niz dwa punkty spélne.

2. Narysunku mamy dane kolo,leczr nie znamy jego $rodka; znalezé ten srodek..

3. Z dowolnego punktu P (lezaceggo wewnatrz lub zewnatrz kola) popro-
wadzono dwa réwne odcinki PA, PB, ktcérych konce 4, B lezg na okregu danego
kola; dowiesé, ze dwusieczna kata 3= AFPB przechodzi przez Srodek kola.

3a. Opierajac si¢ nu poprzedniem zadaniu, znalezé $rodek danego kola.

4, Jezeli dwie réwne cigciwy przecinajg sig, wéwczas odcinki na jednej
z nich réwnaja si¢ odcinkom na drugiej.

5. Jezeli dwie réwne cieciwy przecinaja sig, wéwczas sa symetryczne
wzgledem Srednicy, przechodzacej przez ich punkt przeciecia.

6. W kole mamy dane dwie réwnolegle cieciwy AA" BB’; dowiesé, ze
jesli proste AB, A'B’ przecinaja si¢ w punkcie P, proste za§ AB,A'B w punkcie
Q, wéweczas prosta PQ przechodzi przez Srodek kota.

Oprzeé na tem sposéb wyznaczania Srodka kola zapomocs linjalu i ekierki.

7. Dane jest kolo O, srednica MON, cigciwa AB oraz punkt 4’, syme-
tryczny z A wzgledem tej Srednicy. Poslugujac sie tylko linjalem, poprowadzié
przez A cigciwe réwng AB. :

8. Jezeli dwa kola sa spélsrodkowe (t. j. zostaly wykreslone z tego sa-
mego srodka), wéwczas na kazdej siecznej, przecinajacej oba kola, otrzymujemy
dwie pary réwnych odcinkéw.

8. Dane jest kolo O, odcinek a i prosta m; poprowadzié cieciwe, réwno-
tegla do m i ré6wng odcinkowi a.
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10. W poprzedniem zadaniu poprowadzié cigciwe, prostopadia do m i réwng a.

11. W poprzedniem zadaniu poprowadzié cigciwe, nachylona do m od.
danym kgtem << « | réwng danemu odcinkowi a. -

12. Przez dany punkt wewnetrzny kota poprowadzi¢ najkrétsza cieciwe

13 Pane jest kolo O, Srednica AOB oraz dwa punkty C, D na ékregu:
poprc:v-va‘dz'lc przez te punkty cigciwy, jednakowo nachylone do $rednicy AOB’
gozro.zmac dwa przypadki: 1-0 gdy CiD s3 zsoba symetryczne wzgledem dane"
Srednicy; 2-0 gdy nie sq symetryczne. :

14. Do danego kola O poprowadzi¢ styczng

a) jezeli jest dany punkt stycznosei .S,

b) jezeli styczna ma byé réwnolegta do danej prostej m

c) ]Ie%eli styczna ma byé prostopadta do danej prostej 77’1,

d) jezeli styczna ma byé nachylona do danej prostej m pod danym kgtem <= «.

l{ o Zbudowaé tréijkat A ABC, majac dane: )
5. a,

-, hy, - 16. a, h, A. 17. Ao, s, B.
18, q, Pty 19. q, ¢, it 20.%ac; arb.
2l. o, r, % (a s,). 225 alie; v (s5%¢) 23 s

24. Zbudowaé tréjkat, majac dane q, 5, B.
i Na dowo‘lnej prostej odkladamy odcinek BC=—q; znamy juz dwa wierz-
chotki B, C tréjkata; zadanie bedzie rozwiazane, jezeli znajdziemy trzeci wierz-

A

Rys. 84. Rys. 85. Rys. 86.

cholek A. Otéz ten trzeci wierzcholek lezy na ramieniu kata, zbudowanego przy
punkcie Biréwnego danemu katowi, a zarazem lezy w odleglosci od wierzcholka ¢
réwn'ajqce'i si¢ odcinkowi 4. Stad wynika nastqpuiace’
rozwigzanie: przy punkcie B budujemy kat réwny da-
nemu, a z punktu C, jako ze srodka, kreslimy kolo
promieniem = b; wierzcholek 4 musi byé punktem
* przecigcia sie tego okregu z ramieniem kata < B.
Badanie, 1-0. Jezeli b > q, okrag nasz prze-
cina rami¢ kata (lub jego przedluzenie) w dwéch
Rys. 87. punktach 4, 4’; otrzymujemy tedy dwa tréjkaty

*) W kazdem z tych zadad trzeba starannie zbadaé, ile mamy rozwiazan,

-

» O kole. 87

/A CBA N\CBA'. ale tylko pierwszy z nich odpowiada warunkom zadania, gdyz
s CBA' nie réwna sie katowi danemu — chyba, ze katy << CBA, < CBA’ sa
proste (rys. 85 i 86).

2-0 Jezeli b=a (rys. 84), wéwczas kat dany << B musi byé ostry (dla-
czego ?) i mamy jedno rozwigzanie.

3-0 Jezeli b<a (rys. 87), wéwczas kat dany << B musi byé ostry (dla-
czego?). Mamy w tym wypadku jedno lub dwa rozwigzania, lub wreszcie nie mamy
weale rozwiazan, zaleinie od tego, czy b=h, czy tez b>h, lub b< A,

Streszczajae tedy wyniki powyzszego badania i oznaczajae kat prosty
litera 3, mamy:

1-0 jezeli b > a oraz ZB--%. wéweczas istnieje 1 rozwiazanie,

S e, B s o X = 2 rozwiazania,

2-0 jezeli b=a , <XB<3?, = e 1 rozwiazanie,
b= g S e S8, - niema rozwigzan,

3-0 jezeli b<a , <LB>3, x 5 %
Seomb < By = istnieje 1 rozw. przy b=nh,,

» 2 rozw. przy b > h,
niema rozwigzan przy b < A,

Zbudowaé tréjkat N\ ABC, majac dane:
25" 0,°C; 55 26. b, s;, A(a, ).
28:-a.’u; .C. 29, G dpytiu,

27.7a. b, (b, sp)
30. aq, B, d.

31. Dane jest kolo O i punkt A; poprowadZié¢ w danem kole $rednice,
ktérej odlegtosé od punktu A réwnalaby sie danemu odcinkowi b.

32. Z kazdego punktu wewnetrznego mozna poprowadzié¢ do okregu dwa
réwne sobie odcinki; jezeli jednak z jakiegos punktu mozna poprowadzié wigcej

- niz dwa réwne odcinki, wéwczas punkt ten jest srodkiem kota. [Wskazdéwka:

sprowadzenie do sprzecznosci.]

33. Jezeli dwie cigciwy, przecinajac sie, dzielg sie na polowy, wéwczas sa
one obie Srednicami.

34. Na mocy poprzedniego twierdzenia dowiesé, ze jesli réwnolegtobok ma
nieréwne przekatne, wéwezas wierzcholki jego nie moga lezeé na okregu kola.

35. Jezeli dwie przecinajace si¢ cigciwy nie sa symetryczne wzgledem
srednicy, poprowadzonej do ich punktu przecigcia, wéwezas cigciwy nie sg sobie
réwne, a mianowicie wieksza jest ta, ktéra tworzy mniejszy kat ze Srednica.

MIEJSCA GEOMETRYCZNE.

36. Znalezé i wykre§lié miejsce geometryczne punktéw, odleglych o dany
odcinek a od danego okregu. [Odpow.: sklada si¢ z dwéch okregéw spélsrod-
kowych z danym. Czy zawsze ?]

37. Jakie jest miejsce geometryczne Srodkéw kél, przechodzacych przez
dwa dane punkty ?
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37 a. Wszystkie okregi, ktérych &rodki leza na danej prostej m i ktére
przechodza przez dany punkt A, przechodza jeszcze przez drugi staly punkt.

38. Znalezé miejsce geometr. srodkéw kél, stycznych do danej prostej
w danym jej punkcie.

39. Znalezé miejsce srodkéw réwnoleglych cigciw w danem kole.

40. Znalezé w danem kole miejsce geom. srodkéw réwnych cigciw.

41. Znalezé miejsce geom. &rodkéw kél, stycznych do dwu danych prostych.

42. Dane sa dwie proste przecinajace sig i odcinek r; promieniem réwnym
r wykresli¢ kolo styczne do obu danych prostych.

43. Mamy dane kolo, a w niem staly Srednice AB oraz réwnolegla do
niej cigciwg CD. Niech M, N beda odpowiednio punktami przecigcia sie prostych
CB, AD, oraz prostych AC, BD. Jakie jest miejsce geometryczne punktéw M,
N, jezeli cieciwa CD przesuwa sie, pozostajac réwnolegla do AB?

B. O kolach, przechodzacych przez trzy punkty lub stycznych
do trzech prostych.

§ 121. Twierdzenie. 77zy punkty, nie lezqce na Jjednej pro-
stej, wyznaczajq okrqg kofa.

Innemi slowy: przez trzy punkty, nie lezace na prostej, prze-
chodzi zawsze okrag kola i zawsze tylko jeden okrag.
' Istotnie, jezeli dane punkty A, B, C
nie leza na jednej prostej, wéwczas osie
symetrji odcinkéw AB, BC musza sie prze-
ciag¢ (gdyz w przeciwnym razie linja ABC
nie bylaby lamana); niech O bedzie tym
punktem przeciecia. Punkt O jest réwno
odlegly od wszystkich trzech punktéw A4,
B, 'C, poniewaz pierwsza o symetrji jest
Rys. 88. miejscem geometrycznem punktéw réwno

odleglych od A4 i B, druga za$ o jest

. miejscem punktéw réwno odleglych od B i G

Whniosek. Dwa okregi nie mogq mie¢ wigcej niz dwa punkty
spolne.

§ 122. Okreslenie. Opisanym na wielokqcie nazywamy
okrqg kola, przechodzqcy przez wszystkie wierzcholki wielokqta.
Wpisanym w wielokqt nazywamy okrqg kota, styczny do wszyst-
kich bokéw wielokgta. Wobec tego powyzsze twierdzenie da sie
ieszcze wyslowié w nastepujacy sposéb: na kaidym tréjkqcie
mozna opisac- kolo, ale tylko jedno.

O kolach przechodzacych przez trzy punkty. 89

- § 123. Twierdzenie. Dwusieczne kqtéw wewng.trzny’ch t.réj-
kaqta przecinajq si¢ w jednym punkcie. Punkt ten jest Srodkiem
kota, wpisanego w tréjkat. ' :

Niech bedzie dany A\ABC. PoprowadZmy dw.'usxeczn.e ka-
téw < ABC, <~BAC. Przedewszystkiem powiadam, ze dwusieczne
te przecinajg sie, gdyz suma katéow jednostronnych w:ewne,trznych
>~ WBA + < BAW jest mniejsza od dwéch katow pfostych

(dlaczego?). 2 i
Dalej dwusieczna BW jest miejscem geometrycznem punk-

téw réwno odleglych od bokéw a i ¢ tréjkata; tak samo dwu-

Rys. 89.

sieczna AW jest miejscem punktéw réwno odleglych' od bokc'mf
c i b, a wiec punkt W, w ktérym przecinajg sig dM{l}Sleczne, musi
byé réwno odlegly od wszystkich: trzech bo.kc')w tro]kalta..

Wynika stad: 1-o ze dwusieczna trzeciego kata musi przejsé
przez punkt W, gdyz na niej leza wszystkie punkty réwno odle-

bokéw a i b;

3 og-o ze jesli z p:mktu W poprowadzimy prostopadla .do kté-
regokolwiek boku i odcinkiem, réwnym tej prostopadlej, zakre-
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Slimy kolo, wéweczas kolo to i 3
musi b ; :
trzech bokéw tréjkata. ! Dyc styczne do wszystkich

§ 124. Twierdzenie. Dwus;

' ‘ , 5 sieczne kqtéw zewnetrznych prz
kidrychkolwiek dwéch wierzcholkach tréjkgta i dwusz’eci]na thz
wea/zcm,jirzne’go przy lrzecim wierzchotky przecinajq sie w Jednym
pun cle, /atory Jest srodkiem kola stycznego do boku tréjkata i d.
przedluzenia dwu drugich bokéw. o :
- Np.kd'wuswczne BW., CW, oraz AW, spotykajg si¢ w jed-
dy zun cie. Dowéd przeprowadzi czytelnik sam, wzorujac si€ na

owodzie poprzedniego twierdzenia,
Uwaga. Powyisze dwa twierdzenia mozna uja¢ w jedno nastepujace

Twi : e
wierdzenie. Miejsce geometryczne punktéw plaszczyzny, réwno odleglych

od trzech prostych, ktcre inajq si
: : 3 Przecinajq sie parami w trzech ie lez
na jednej prostej, sktada si¢ z czterech punktéw e e

(S)i tolna rys. 89 punkty W, W, Ws, We.
reslenie. Trzy kola, o ktér i
ych mowa w t iu niniej
ragrafu, nazywamy zawpisanemi w tréjkat A ABC, bex i e i

§ 125. Przygladajac si i
29. Prz Jac sig rysunkowi 89, dostrzegamy ciekaw
lf:;kstc W. tz‘((i)]lkqme AWa Wy W, odeinki AW., BW, CW. ysq wyso)-,
iami aczego?); przed chwila widzelis = i
: : B 3 widzieliémy, Ze przecinaj
:;qtr;rkle w ]e;ilnym pu.nk'c1e W, gdyz sa zarazem, dwusiecznerrllait
L i q.ci(e'kA .BC.. Jezeli na tym samym rysunku wezZmiemy pod
Str:eg;Z ja 1’olw.1ek inny tréjkat, np. rozwartokatny AW, W, W, do-
my rowniez, Ze trzy jego wysokosci i s
punkcie, mianowicie w punkcie W.*). S e
- P]c()w.s;a]e pytljnie, czy dostrzezona wlasnogé jest ogélna?
w aZ ym tro’- c- 14 . . . . . .
i : ikacie trzy wysokosci przecinaja si w jednym

Dowiedziemy zaraz, 3 i
5 : :
A y » ze odpowiedZ na to pytanie wypada

- .6d§ 126. TWIFrdze’me. Trzy wysokosci trojkqta przecinajq sie
J (’zvym ;?%mkc.'ze (ktéry nazywa si¢ ortocentrem tréojkata)
L étOJ];qgle danym AABC prowadzimy dwie wysokosci
. 5, taczymy punkty A" i B i budujemy katy < BB'C’
1 3¢ AA'C’, odpowiednio réwne katom < BBA' i < A4'B
W ten sposéb otrzymujemy tréjkat A A'BC". ;
Przedewszystkiem dowiedziemy, ze wierzcholek C’ tego troj-

= < i
) Nalezy zbadaé inne tréjkaty na tym samym rysunku

SRS S

O kolach, przechodzacych przez trzy punkty. 91

kata lezy na prostej AB. Istotnie, w trojkacie \A'B‘C' prosta
AA' jest dwusieczna wewngtrzng, prosta za$ AC, jako prostopadia
do dwusiecznej wewnetrznej BB,
musi byé dwusieczng zewngtrzna.
Na mocy twierdzenia § 124 przez
punkt A musi przej$¢ dwusieczna
kata zewnetrznego przy wierz-
cholku C". :

Tak samo BB’ jest dwu-
sieczng wewngtrzng, a BC dwu-
sieczng zewnetrzng, a wiec przez , B
B musi przejsé dwusieczna kata Rys. 90.
zewnetrznego przy wierzchotku
C'. Jak widzimy, dwusieczna tego kata zewnetrznego przechodzi
jednoczeénie przez A i przez B, a wiec zlewa si¢ z prosta AB
i wierzcholek C’' musi leze¢ na jej proste;j.

Jezeli teraz poprowadzimy dwusieczng kata wewnegtrznego
X A'C'B', musi ona przej$¢ zaréwno przez H (§ 123), jak przez
C (§ 124), a précz tego musi byé prostopadla do AB, zatem
jest ona zarazem trzecia wysokoscia w A\ ABC.

Tak wiec wszystkie trzy wysoko$ci przecinajg si¢ w jednym
punkcie H. :

Przytaczamy tu inny jeszcze dowéd, podany przez matematyka niemiec-

kiego Gaussa. |

Przez wierzcholki tréjkata A\ ABC poprowadimy réwnolegle do przeciw-
leglych bokéw. Tworza one nowy tréjkat
A\ ABC, przyczem punkty A, B, C sa
srodkami bokéw nowego tréjkata.

Istotnie, figura ABCB’ jest réwno-
leglobokiem, a wigc B'C = AB. Ale figura
ABA'C jest tez réwnoleglobokiem, zatem
AB = CA’, skad BC=CA'. W taki sam
sposéb dowiedziemy, ze B i A sa srodkami
bokéw A'C’ oraz C'B'.

Jezeli teraz w punktach A4, B, C wy-
stawimy prostopadle do bokéw tréjkata
A\ A'B'C’, musza one przeciaé si¢ w jednym punkcie, a to na mocy twierdzenia
§ 121. Ale te same prostopadle sa zarazem wysokoSciami w tréjkacie A\ ABC
(dlaczego?), zatem wysokosci tréjkata przecinaja si¢ w jednym punkecie.

§ 127. W ten sposéb poznalismy juz cztery rodzaje punktéw osobli-
wych tréjkata:

$rodek ciezkosci G, t.j. punkt przecigcia sie trzech Srodkowych (§ 81);

Rys. 91.
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ortocentr H, t, j. punkt przeciecia sig trzech wysokosci (§ 126);

srodek kota opisanego O, t. i. punkt Przecigcia osi symetrji bokéw (§ 121);

Srodek kota wpisanego W, t. i- punkt przeciecia dwusiecznych wewnetrznych
(§ 123);

3 $rodki kot zawpisanych Wa, W, W,
przeciecia dwéch dwusiecznych zewnetrznych i §

W celu latwiejszego porozumienia sie b
samemi literami,

z ktérych kazdy jest punktem
ednej wewnetrznej (§ 124).
edziemy je stale oznaczali temi

Cwiczenia XVI 1.
trzech jego wysokosci.
2. Zbudowaé tréikat,

Zbudowaé tréjkat, majac dane na rysunku spodki

majac dane na rysunku Srodki trzech jego bokéw.

Zbudowaé tréikat A\ ABC, majac dane:
3.4 0, ¢ 4. 4, B, p.

6. Suma odleglosci trzech wierzchotkéw tréjkata od dowolnej prostej, nie
Przecinajacej konturu tréjkata, jest trzy razy wigksza niz odleglosé srodka cigz-
kosci tréjkata od tej samej proste;.

Jak nalezy zmieni¢ wyslowienie twierdzenia,
i wéwezas, gdy prosta przecina kontur tréjkata.

7. Jezeli w A\ ABC ze irodka kazdego boku poprowadziliémy prosto-
padle do dwu bokéw, wéwezas 1-0 prostopadle te przecinajg si¢ parami na wy-
sokosciach tréjkata A ABC; 2-0 prostopadle, poprowadzone do 'tego samego
boku, sa sobie réwne i kazda z nich réwna sie polowie odpowiedniej wysokosci

tréjkata A\ ABC; 2-0 punkty przecigcia sie prostopadlych sa punktami
Eulera® w tréjkacie A\ ABC.

34, Ay, p.

aby pozostalo ono prawdziwe

C. O polozeniu dwéch két wzgledem siebie.

§ 128. Okreélenie. Linjq srodkéw dwé
zywali prosta, laczaca ich $rodki.

Odleglosciq srodkéw d
1aczacy ich érodki. :

§ 129. Poniewaz kazda grednica jest osig symetrji kola, za-
tem linja $rodkéw dwu kél jest osig symetrji obu tych kél. Stad
wynika bezposrednio prawdziwosé nastepujacego twierdzenia.
Twierdzenie. Jezeli duwa okregi majq spolny punkt, lezqey
po jednej stronie linji srodkéw, wowczas majq drugi jeszcze punkt
spolny, symetryczny 2 pierwszym wzgledem linji srodkéw.

ch ké! bedziemy na-

wéch két bedziemy nazywali odcinek,

*) Punktem Eulera nazywamy punkt, ktéry dzieli na

polowe czesé wyso-
kosci, zawartg migdzy ortocentrem a wierzcholkiem.

. . 93
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§ 130. Twierdzenie. Jezeli dwa okregi 'ma.jq pun]:d fp:lrcz%
lezqcy na linji srodkéw, wowczas nie majq zadnych inny
ezq ‘
punktéw spélnych.

'l . ” A
Istotnie, gdyby okregi dane O, O ml'aly punkt i;zogy nié
lezacy na linji $rodkéw, a procz tego inny jeszcze pl:n. rdz,enia)
l:;qcz na tej linji, wowczas (na mocy poprzedniego V\:iktem i
.a‘k by jeszcze trzeci punkt spélny B, §ymetryczr.1ylz ) o
mla'ycynie moglyby byé dwoma réznemi oqugam?l, ecz musialy
WI . . . %
2zllew::té si¢ (na mocy iakleg.o t“.llerdzoencl)a}n?a. e
Jezeli natomiast przypuscimy, ze k?la A 13 el
slne A, B, lezace oba na linji srodkéw, wowczas majg
spélne A4, B, a lin
éxl‘)ednicq AB, a wiec zlewaja sie.

- . . . ’1

Okredlenie. Jezeli dwa okregi majg tylko jeden punkt i;;(z)rr(;};

iadamy, ze sa one do siebie styczne, prztyczem -
B : i §ci: wewnetrzng -

i dwa rodzaje styczno i : e
m?nmytrznq stosownie do tego, czy !eden z tych of;qgii:vgiegz
xe\fnqtrz drugiego, czy tez kazdy z nich lezy zewnatr
(rys. 93 i 95). - ’ ;

§ 131. Twierdzenie. Jezeli odleglos¢ srodkéw dwdch okre
gow jest wigksza od sumy
ich promieni, wowczas okt:g-'
gi nie majq weale punktéw
spolnych.

Niech beda dane dwa
kota O, O'. Oznaczmy ich
promienie przez r, ', od- &
leglosé zas $rodkéw przez Rys. 92.

. Przypu$émy réwniez, ze o o
lsinja zézgdkéw przecina nasze kola odpowiednio w punktach 4,
B oraz A', B'.

Zgodnie z zalozeniem mamy:

s p oy
iec: OA'=s—r'>r
wiec: ;

: QWidzimy tedy, ze punkt A’ lezy zewnatrz kola O,Oa; po?:n

az OA’ jest normalng, poprowadzong z O do oqug.'u' : ‘:: i
raidy inny punkt C’ tego okregu lezy tem bardziej zewna
kola O, gdyz: 0A' < 0C.
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; § 132. Twierdzenie. Jezeli bdleglos’c’ srodkéw dwéch okre-
gow rowna si¢ sumie promieni, wéwczas okregi do siebi
wnetrznie styczne. e g

Jezeli s=r+r,
woéwcezas okregi majg spélny punkt 4 na linii ¢ i
s o inji $rodk
sa do siebie styczne. J T
Jezeli na okregu O’ obierzemy dowolny punkt C, bedziemy
mieli nieréwnos¢ 04 < OC’
(dlaczego?), okregi s tedy
istotnie zewnetrznie styczne.
§ 133. Twierdzenie. Je-
zeli  odleglos¢ srodkéw jest
mniejsza od sumy, lecz wigksza
od réznicy promieni, wéwczas
Rys. 93. okregi majq dwa punkty spolne
) (czyli przecinajg sie).
Zaléimy, ze r>r i ze r— p <s<r-+~r.

Z pierwszej nieréwnosci
wynika, ze s+ ' > r
czyli OO+ O'B'= OB’ > r,
zatem punkt B’ okregu O’ lezy
zewnatrz kota O.

Z drugiej nieréwnogci

mamy SIS ey
. czyli OO’ — O’'A'= 04" < »,
ys. 94, zatem punkt 4’ okregu O’ znaj-

e d duje si¢ wewnatrz kola O
- lP.omewaz okrag O’ %qczy dwa punkty 4/, B, z ktérych je-
ezy wewnatrz, drugi zewnatrz okregu O, zatem okregi te
maja dwa punkty spélne (§ 35, str. 21).
§ 134. Twierdzenie. Jezeli odle-

glos¢ srodkéw réwna sig réznicy promient,

3 w.o'wczas okregi sq wewnetrznie do sie-
bie styczne.
Jezeli S=ror £
Ron b5 czyli r=s+r =00+ 04, wéwezas

punkt A', w ktérym linja $rodké :
okrag O', musi leze¢ na okregu kola O, ] OwW przecina
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O polozeniu dwéch két wzgledem siebie.
Wszystkie inne punkty okregu O’ musza leze¢ wewnatrz
kola O, gdyz odlegloéé ich od punktu O jest mniejsza od nor-
malnej OA'". : ;
§ 135. Twierdzenie. Jezeli odleglosé srodkéw jest mniejsza
od réznicy promieni, wowczas okregi nie majq punktow spolnych
i jeden okrqg zawiera si¢ catkowicie we-
wnaqtrz drugiego.
Jezelis < r— 7' czyli OO’ < OA— 0’4,
wowczas mamy
QO+ QA <"y, :
a wiec punkt A’ lezy wewnatrz kola O. °
Poniewaz OA’ jest normalna, przechodzaca e
przez $rodek kola O, zatem z posrod Rys. 96.
wszystkich punktéw okregu O’ punkt A’
jest najbardziej odlegly od punktu O. Stad wynika, ze wszystkie
inne punkty okregu O’ tem bardziej musza leze¢ wewnatrz kota O.

§. 136. Poréwnywujac odleglos¢ $rodkéw dwoéch két z ich
promieniami, dowiedli$my pigciu nastepujacych twierdzen:
Jjezeli s> r+r', kazdy okrqg lezy zewnqtrz drugiego;
s = r'+ r okregi sq zewnetrznie styczne do siebie;
r+r > s> r—r, okregi przecinajq si¢ w dwéch punktach;
s=r — r, okregi sq wewnelrznie do siebie styczne;
s<r — r, jeden okrqg lezy catkowicie wewngqtrz drugiego.

»
»
”»
»
Jak widzimy, wyczerpalimy tu wszelkie mozliwosci: innych
przypuszczen co do odleglosci srodkéw dwu két uczynié¢ nie mozna.
Poniewaz zaréwno wszystkie zalozenia naszych twierdzen, jak i ply-
nace z nich wnioski wylaczaja sig nawzajem, zatem wszystkie pigé
twierdzen mamy prawo odwrdécié.
Czytelnik sam sformuluje te twierdzenia odwrotne.
§ 137. Mozemy teraz rozwiazaé zasadnicze zadanie kon-
strukcyjne, dotyczace budowania tréjkatow.

Zadanie. Zbudowad tréjkqt tak, by boki jego réwnaly sie
irzem danym odcinkom a, b, c. =

UstaliliSmy poprzednio (§ 68), ze kazdy bok tréjkata jest
mniejszy od sumy dwu drugich jego bokéw, lecz wigkszy od ich
roznicy. Zadanie byloby niemozliwe do rozwiazania, gdyby dane
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odcinki @, b, ¢ nie spelnialy tego warunku; przypusémy tedy, ze
warunek 6w jest spelniony.

Na dowolnej prostej odkladamy odcinek a. W ten sposéb
mamy juz wierzchotki B, C tréjkata. Z wierzcholkéw tych, jako
ze Srodkéw, kreslimy kola (B)c
oraz (C)b. Na mocy § 133 okregi
tych kol przecinajg sie w dwéch
punktach, lezacych symetrycznie
wzgledem linji $rodkéw BC.
Mamy tedy tréjkaty /\ BA'C
oraz /\ BAC, lezace po dwéch
stronach linji $rodkéw i réwne
Rys. 97. sobie; kazdy z nich odpowiada

warunkom zadania.

Uwaga. W § 68 dowiedliSmy, ze w tréjkacie kazdy bok musi
by¢ wigkszy od réznicy, lecz mniejszy od sumy dwu drugich bo-
kow. PoznaliSmy wéwczas warunek konieczny istnienia
tréojkata: o ile trzy jakie$ odcinki nie spelniajg tego warunku,
nie mozna z nich zbudowaé tréjkata.

Pozostalo jednak do rozstrzygnigcia pytanie: czy z kazdych
trzech odcinkéw, spelniajgcych powyzszy warunek, mozna zbudo-
waé tréjkat ? Innemi slowy: czy jest to zarazem warunek wy-
starczajacy do istnienia tréjkata, czy tez sg jeszcze jakies inne
warunki, ktérym muszg czyni¢ zado$é boki tréjkata ?

Konstrukcja niniejszego zadania wykazala, ze zadnych do-
datkowych warunkéw niema, ze wiec nier6wnosci

b—c<a<b+tec

sa warunkiem koniecznym i wystarczajacym do
istnienia tréjkata.

Cwiczenia XVIL 1. Przez punkt dany na okregu poprowadzié cigciwe,
réwng danemu odcinkowi.

2. Z danego punktu zewnetrznego poprowadzié sieczna, na ktérej kolo O
wyznaczyloby cieciwe, réwna danemu odcinkowi a.

3. Jakie jest miejsce geometryczne srodkéw kél o promieniu 7, styeznych
do danej prostej AB?

4. Jakie jest miejsce geometryczne srodkéw kél, zakreslonych promieniem
r i stycznych do danego kola O? .

5. Dane s dwa okregi O, O'; wykresli¢ trzeci okrag, styczny do dwu
danych i majgey promien réwny danemu odcinkowi r.
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6. Dany jest okrag O i prosta m; promieniem, réwnym danemu odcin-
kowi 7, wykresli¢ okrag, styczny do danego okregu i do danej prostej. Zbadaé
szczegélowo zadanie w zaleznoSci od polozenia prostej m i od wielkosci pro-
mienia 7.

7. Dana jest prosta m i punkt A, nie lezacy na niej. Wykreslié okrag,
przechodzacy przez A i styczny do prostej m. lle takich okregow wykreslic
mozna? Gdzie lezg ich érodki? Dodaj jeszcze jeden warunek tak, by zadanie
stalo sig oznaczone.

8. Wykresli¢ okrag, przechodzacy przez dany punkt 4 i styczny do da-
nego okregu O. Sprébuj uczyni¢ to zadanie oznaczonem.

9. Jakie jest miejsce geometryczne srodkéw kol, stycznych do danego
okregu w danym jego punkcie?

10. Dany jest okrag O, na nim punkt A oraz drugi punkt B, nie lezacy
na okregu. Wykreslié taki okrag, ktéry przechodzilby przez punkt B i byl
w punkcie 4 styczny do okregu O [Wskazéwka: jakie jest miejsce Srodkéw
két, przechodzacych przez A i B?].

11. Dwa kola, styczne do siebie wewnetrznie lub zewnetrznie w punkcie
A, maja w tym punkcie wspélng prosta styczna.

12. Dany jest kat <t « i kolo O, wpisane w ten kat; wpisa¢ w ten sam
kat drugie kolo, ktére byloby zarazem styczne do kola O.

13. W dany odcinek kolowy wpisaé kolo tak, by dotykalo ono cigciwy
w jei érodku. (Okreslenie odcinka kolowego w § 138.).

Zbudowaé tréjkat A\ ABC, majac dane:

1454, ¢ s, s dC. 16. a, s, s,- 17:5b5 5 8.

Zbudowaé réwnoleglobok ABCD, majac dane:
18. a, b, e. 18a.5g,5e, .

19. Jakie jest miejsce geometryczne punktéw takich, ze styczne, popro-
wadzone z nich do danego okrggu, réwnaja si¢ danemu odcinkowi a?

20. Zbudowaé miejsce geometryczne, o ktérem mowa w poprzedniem za-
daniu, majac dane: promien r kola i dlugosé stycznej m.

21. Dane jest kolo O i w niem cigciwa AB; na przedluzeniu tej cigciwy
znalezé taki punkt A, zeby styczne, poprowadzone z tego punktu, réwnaly sig
danemu odcinkowi d.

D. O katach w kole i o lukach.

§ 138. Okreslenia. Kgtem srodkowym nazywamy kqt
(wklesly lub wypukly), utworzony przez dwa promienie tego sa-
mego kota. Wycinkiem kolowym nazywamy figure, ograniczong
przez dwa promienie kota i przez luk, zawarty miedzy lemi pro-

Geometrja elementarna. q
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mieniami. Odcinkiem kolowym nazywamy figure, ograniczong
przez tuk kola i przez cigciwe, podpierajgcq ten luk™).

§ 139. Okreslenia. Rownemi tukami lego samego okregu
(lub réwnemi wycinkami tego samego kota) bedziemy nazywali
kaszde dwa jego tuki (lub wycinki), kidre zawierajq sig miedzy
ramionami réwnych katéw $rodkowych.

Jezeli w tem samem kole mamy dane nieréwne katy srod-

kowe, wéwczas luk, zawarly miedzy ramionami wigkszego kaqta,

nazywac bedziemy wigkszym.

7 okreélenia naszego wynika bezposrednio, ze srednica dzieli
okrag na dwa réwne luki (t. zw. polokregi), kolo za$ na dwa
réwne wycinki (t. zw. pélkola).

§ 140. Twierdzenie. W tem samem kole: 1) réwnym kq-
tom srodkowym wypuklym (a wigc i réwnym tukom) odpowiadajq
réwne cieciwy; 2) wiekszemu kqlowi $rod-
kowemu wypuklemu (a wiec i wigkszemu
tukowi) odpowiada wigksza cigciwa.

Jezeli mamy (rys. 98)

X1 =52
woéwezas /\ OAA'= /\ OBB’ (dlacze-
g07?); jezeli natomiast mamy
*3>x2
Rys. 98. wéwezas zwazywszy, ze boki OA4, OA’
tréjkata /\ AOA’ réwnaja sig bokom oc!
OC' tréjkata /\ OCC', ale katy miedzy temi bokami nie sa réwne
sobie, musi byé (na mocy § 103)
CE o Ak

§ 141. Twierdzenia, zawarte w poprzednim paragrafie, two-
rza uklad zamknigty (co czytelnik szczegolowo wykaze), a wige
twierdzenia odwrotne sa prawdziwe.

Twierdzenia odwrotne. W tem samem kole réwnym cieci-
wom odpowiadajq réwne kqty srodkowe wypukle (i réwne tuki),
wiekszej za$ cieciwie odpowiada wigkszy kat Srodkowy wypukly
(i wigkszy tuk).

*) O cieciwie, Iaczacej konce luku, powiadamy, ze podpiera ten tuk.
O kacie srodkowym, zawierajacym migdzy ramionami dany luk, méwimy niekiedy,
ze wspiera sig na tym luku.
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§ 142. Okreslenia. Jesli dwa luki AMB i BNC tego sa-
mego kola nie maja punktéw spélnych, oprécz kofca B, wéw-
czas luk ABC nazywamy sumga tamtych
dwu lukéw.

_ Analogicznie, réznica dwu tukoéw
ABC— BNC nazywamy taki luk AMB, ktéry
po dodaniu do odjemnika BNC daje odjem-
ng ABC.

§ 143. Twierdzenie. Kqt miedzy styczng
i cigciwq, przechodzqcq przez punkt stycznosci,
réowna si¢ pofowie kqta srodkowego, opierajg-
cego si¢ na tuku, zawartym miedzy ramionami pierwszego kqta

Niech bedzie dane kolo O, w niem cigciwa DA i st czna;
BAC. Powiadam przedewszystkiem, ze :

<= DAB =} <= AOD.

Jakoz poprowadzmy OFE | DA.
W trojkacie prostokatnym A\ AEO katy
<2 i <£3 dopelniajg si¢ do kata
prostego, ale tak samo <=1 i <= 2 do-
pelniajg si¢ (dlaczego?), a wiec

<c1=<3%,

Powiadam dalej, ze <= CAD réwna Rys. 100
sie polowie kata wkleslego <~ AOD. e

Istotnie, promienn OF, bedacy przedluzeniem dwusiecznej
OE, jest dwusieczng kata wklestego <= AOD. Wystarczy ted
dowiesé, ze << CAD = < AOF™*). ¢ 3

Otéz réwnosé ta jest oczywista, gdyz

: <= CAD + <=1 = <= FOA + <= 3= katowi pélpelnemu
a poprzednio dowiedliSmy, 7e <-1=-<-3. :

§ 144. Okreslenie. Kqgtem wpisanym nazywamy kqt wy-
pukly, utworzony przez dwie cieciwy, kidrych punkt przeciecia
lezy na okregu. ;

Twi.erd.zenie. Kqt wpisany réwna si¢ polowie kqta srodko-
wego, opierajqcego sie na tym samym {uku.

Niech bedzie dany kat wpisany <= BAC. Powiadam, ze

2 BAC=1 > BOC.
*) Oczywiscie, réwnosé ta wynika réwniez ze spostrzezenia, ze katy (1

i 93 maja ten sam zwrot, a ramiona ich sa odpowiednio do siebie prostopadte

(§ 77). To samo dotyezy katéw X CAD i & AOF.

Rys. 99.
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Aby tego dowiesé, wystarczy przez punkt A poprowadzi¢
styczng DA i zauwazy¢, ze mamy
> BAC= < DAC— <X DAB.
Na mocy poprzedniego twierdzenia katy
> DAC i <DAB sa dwa razy mniej-
sze od katow $rodkowych, opierajacych
sie odpowiednio na tlukach ABC i AFB,
a wiec roznica ich jest dwa razy mniej-
Rys. 101 sza od kata $rodkowego, opierajacego
plac sic na roznicy tukow ABC—AFB czyli
na luku BEC. Tak wiege istotnie <c BAC = << BOC.

§ 145. Twierdzenie. Kqt miedzy dwiema siecznemi, przeci-
najgcemi si¢ wewnqlrz kola, réwna sig sumie dwu kqtéw wpisa-
nych, wspierajgcych si¢ na tukach, ktére sq zawarle miedzy ra-
mionami pierwszego kqta i przedluzeniami tych ramion.

Niech beda dane dwie sieczne AA,
BB/, przecinajace si¢ wewnatrz kota w punk-
cie M.

W trojkacie N\AMB kat x 1 jest
zewnetrzny, ,
a wiec %:1=§:2+%:3,
te za dwa katy sa oba wpisane i opieraja
Rys. 102 sig: jeden na luku ACB’, drugi na luku

e BC'A'.

§ 146. Twierdzenie. Kqt migdzy dwiema siecznemi, ktore
przecinajq si¢ W punkcie zewnelrznym, réwna si¢ roznicy dwdéch
kqtéw wpisanych, opierajgcych si¢ na tukach, zawartych miedzy
ramionami pierwszego kqta.

Jezeli mamy dwie sieczne MAA',
MBB' i jezeli polaczymy punkty A i B,
wéwezas w  trojkacie NAMB kat <3
jest zewnetrzny, mamy wigc

X 3= 2+ 1
zatem %(1=%:3—-%:2,
katy za$ <=2 i >3 sg oba wpisane i opie-
raja sig: jeden na tuku ACB, drugi na
ACB.
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§ 147. Wyniki, osiagnigte w trzech ostatnich paragrafach
(§ 144, 145, 146) dadza si¢ stresci¢ w nastepujacy sposéb:

Jezeli na odcinku AB, jako na cigciwie, wykreslimy tuk
wowczas jakikolwiek obraliby$my punkt C na tym tuku zawszé
kat wpisany <= 1 musi by¢ staly, gdyz ’
réwna sie on polowie stalego kata Srodko-
wego <= AOB¥). Jezeli natomiast obie- : L
rzemy dowolny punkt D wewnatrz kola lub A
dowolny punkt £ zewnatrz kola, otrzyma-
my katy <=1 i <23, z ktérych pierwszy
jest wigkszy od kata wpisanego <= ACB,
drugi za$ jest mniejszy od tego samego A v B
kata wpisanego. ,

Mamy tedy znéw uklad twierdzen S5
zamkniety. Twierdzenia odwrotne musza byé prawdziwe, wobec
czego mamy prawo wypowiedzie¢ nastepujace :

@ e

N

Twierdzenie. Miejsce geometryczne punktéw ptaszczyzn
z ktérych dany odcinek wida¢ pod danym kqtem, s/dadz s‘lz{’
z dwéch réwnych lukéw két, polozonych symetrycznie wzgl denf
danego odcinka i obejmujgcych dany kqt™). -
Np. na rys. 105 miejsce geom. punktéw,
z ktérych widaé odcinek AB pod ka-
tem < a, sklada sie z 5 5w AC
ST e z dwéch lukow ACB
| W szczegélnosci mamy nastepujacy
wniosek, ktéry czesto bywa potrzebny w roz-
maitych zagadnieniach :

C

Whniosek. Miejscem geometrycznem
punktéw, z ktérych dany odcinek widaé pod
kqtem prostym, jest okrqg kola, wykreslony
na tym odcinku, jako na srednicy.

§ 148. Zadanie. Na danym odcinku
AB wykreslic tuk, obejmujqcy dany kqt <= C.
Przy koficu A danego odcinka budujemy <c BAD= <= C

*) O luku ACB powiadamy, ze obejmuje on kat staly s ABC.

#*) Jezeli punkt C nie lez i
: y na prostej AB, wé i z
z punktu C widaé odcinek AB pod kqt:m = Xco'gczag uinin il
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wystawiamy prostopadla AE | AD i prowadzimy oé'odcu-lka AB: .
Punkt O, w ktérym ta o$ przecina pros,tz.a" AEI, ]esé )s:’:(iilv:le):r; zz:a
kanego kola. Pozostaje juz tylko wykresl;:iel;:)l:k(po b
stronie cigciwy AB.

Latwo przekonac si¢,
ze wykreslony luk istotnie
obejmuje kat dany << 6%
Poniewazmamy ADLAO,
zatem AD jest styczng
do kola, a wiec kat mig-
dzy ADicigciwg AB(czyli
kat == BAD = <x C) row-
\ na sie polowie kata $rod-
kowego %: AOB; ale polowie tego samego kata $rodkowego
réwna sie kazdy kat, wpisany w luk AMB.

Cwiczenia XVIIL 1. Luki, sawarte miedzy dwiema réwnoleglemi cigel-

Rys. 106.

wami, sa sobie réwne.
2. Dany luk podzieli¢ na polowy.

3. Jezeli dwa okregi sa do siebie wewnetrznie lub zewngtrznie styczne

w punkcie A, wéwczas kazda sieczna, przechodzaca Przez pu‘nkt A,k :vyznacza
na tych okregach tuki podobne (t. zn. luki, obejmujace taki sam kg )
3 4, Kota O, O sa do siebie wewnetrznie styczne w punkcie M, przycl:e;n
: § s =
kolo O’ ma za érednice promien OM pierwszego kota. Dowies¢, ze mme;sl:: Mo o
dzieli na potowy kazda cieciwe wiekszego kola, prze;ichodtzqca przez pun ?
iedzied i i¢ twierdzenie odwrotne.
4 . Wypowiedzie¢ 1 udowodni¢ twier ; s
4b. Po)\'/vyisze dwa twierdzenia 4 i 4a (proste 1 odwrotne) ujaé razem,
i i jeci iej trycznego. :
luoujac sie pojeciem miejsca geome : e ;
- g.’)m Czy twierdzenie 4 pozostaje prawdziwe, le'zeh koto O pr;echi(;dz;
wprawdzie przez srodek O pierwszego kola, nie 1e§t jednak styc]:‘znle Oo’ Iil'fst
i jezeli punkt M, z ktérego prowadzimy sieczne, lezy na okregu kota i
w niem koncem linji srodkéw oo’ ?. .
6. Dwa okregi O, O’ przecinaja si¢ W
. : M
trednice LOM, LO'N, woéwczas punkty M, I :
o 7. Przez staly punkt A, lezacy wewnatrz danego l'cola, p;owadz;{r:;y;u?
chomg cieciwg; co kresli jej srodek, gdy cieciwa obraca sliq. doAkooz:a;z)u:unkt B..
i i hotkiem w punkcie 5
8. Dany jest pek prostych z wierzc ' :
jakie jest miejsce geometryczne spodkéw wszystkich prostopadiych, poprowa
2
d ¢h z B do prostych peku? i . .
i 8a. Co stanie sie, jezeli zamiast prostopadiych prowadzi¢ bedziemy po
5 | -
e z prostemi peku kat < a: : A
i gvzorzgctréi\:’a‘cie A LMN bok MN jest staly, natomiast wszystkie inne
: podki trzech wysokosci trojkata ?

punktach K, L; jezeli poprowadzimy
K, N leze¢ muszg na jednej prostej.

jego elementy sa zmienne; co kreslg s
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9. W tréjkacie prostokatnym /\ ABC przeciwprostokatna AB jest stala,
dwa drugie boki sa zmienne; co kresla srodki przyprostokatnych ?

[Wykonaé rysunek, biorac AB =28 cm.; obraé¢ kilka réinych polozen
wierzchotka C kata prostego, wykreslié tréjkat /\ ABC, odpowiadajacy kazdemu
z tych polozen, a w kazdym z tych tréjkatéw wyznaczyé polozenie srodka M
przyprostokatnej AC.]

10. Prowadzac w danem kole dwie réwnolegle cieciwy, AB, CD, otrzy-
mujemy trapez réwnoramienny ABCD, wpisany w kolo, Co kresla srodki jego
bokéw i srodki przekatnych, jezeli wierzcholki A, B trapezu pozostaja nieru-
chome, wierzchotki za§ C, D poruszaja si¢ po okregu (tak jednak, ze figura
pozostaje trapezem réwnoramiennym) ?

11. Na tréjkacie A ABC opisujemy kolo i prowadzimy dwusieczng kata
<I BAC; dowiesé, ze gdy wierzcholek A porusza sie po okregu, dwusieczna
przecina okrag w stalym punkcie.

11a: W tréjkacie A\ ABC o§ symetrji boku BC przecina dwusieczna kata
<< BAC w punkcie D, lezacym na okregu kola, opisanego na /\ ABC.

: 115. Jezeli w A\ ABC bok BC oraz kat << A sa stale, inne za$ elementy
tréjkata sa zmienne, wowczas punkt D, w ktérym dwusieczna d, przecina 0§
symetrji boku BC, jest staly.

12. Jezeli w tréjkacie /\ ABC srodkowa s, réwna sie polowie boku ¢,
wowezas tréjkat jest prostokatny, a mianowicie kat <C C jest prosty.

12a. W A\ ABC, w ktérym kat = A jest prosty, kreslimy kolo styczne
do bokéw @, b i majace srodek na boku c¢; kolo to przecina bok ¢ w punkcie
M i jest styczne do przeciwprostokatnej w punkcie D. Jezeli na przedluzeniu
boku & odtoiymy CE=AC, wéwezas punkty M, E, D muszg lezeé na jednej

rostej.

13. Po dwéch stronach spélnej cieciwy AB leza dwa luki (nalezace do
dwu réznych két). Na jednym z nich obieramy dowolny punkt C i prowadzimy
z niego proste CA, CB, ktére przecinaja drugi tuk w punktach D, E. Dowiesé
ze tuk DE pozostaje staly, gdy punkt C porusza sie po pierwszym luku.

14. Z punktu zewnetrznego A prowadzimy do danego kola styczne 4B,
AC; punkt D jest dowolnym punktem okregu. Dowiesé, ze suma katéw
<< ABD + = ACD jest stala, dopéki D, poruszajac sie¢ na okregu, znajduje sie
zewnatrz tréjkata /\ ABC. Co zajdzie, gdy punkt D znajdzie si¢ w wierzchotku
tréjkgta? wewnatrz tréjkata ?

15. -Dane sa trzy punkty A4, B, C, nie lezace na jednej prostej; nie znaj-
dujgc srodka kola ABC, wyznaczyé dowolng ilosé punktéw lezacych na okregu
tego kola.

16. Dwa kola sa wewngtrznie styczne w punkcie A. Niech cigciwa NM
wigkszego kola bedzie styczna do mniejszego kola w punkcie .S; dowiesé,
ze = MAS= x NAS. 3

17. Jezeli w tréjkacie réwnobocznym /\ ABC dwusieczne katéw <t 4, < B
przecinaja okrag kola opisanego w punktach A’, B, wéweczas boki CA, CB
dziela na trzy réwne czeSci cieciwg A‘B’.

18. Jezeli dwa réwne kola O, O’ przecinaja si¢ wedlug cigciwy AB,
wéwezas okrag, wykreslony na AB, jako na Srednicy, jest miejscem geome-
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O na
trycznem srodkéw wszystkich odcinkow, wyznacg;mych przez kola O
i i A (lub (B). '
ku, majacego wierzcholek w A AR
pmswc?;')az:sadni!z nastepujacy (najprostszy ze znanych) sposéb kreslenia stycznel
i kregu:
Y P‘::nlz‘::yn:k:ng% i na nim punkt P, obieramy dowolny Igu;kt tA :;Z
a . :
kr un; i‘:eélimy kolo (A) P, ktére przecina koto O w pun.ktakcqlr P o a; ;piest
:reZI%my kolo (P) R, ktore przecina kolo (A) P w punkcie O3 Pr
7adang styczna. .

Zbudowaé tréjkat ABC, majac dane: o
20. A h IS 90 ay by oe (b, sp)- :
23. a, r’ ' % 2. a, A hc. 25. a, = (b, sa)' 4)2 (c; so)-

.. r i ’ ® ) y .

o LT e 2l B A ) o Bl (ZI o
2. u , u,; C (porown. sadanie 1)L B0 ('a, S 150;4,_Céz gl
§ (.)dk‘:)’vva,b'CC’ przediuzymy i na przediuzeniu odlozymy C'C"=CL, y

r

réwnoleglobok ABCB".| #

S e as). 32. a A, sp : e
T 3§ W iréil:a‘cie A\ ABC przedtuzamy bok AC i odklac.iamy Clezcz o
Jezeli boic AB jest nieruchomy, wierzchotek za§ C porusza squp?o plaszezy
tak, ze kat 3 ACB pozostaje staly, co wéwezas kresli punkt D¢

, 34, Zbudowaé tréjkat, majac dane ¢, a+b, C.

0 jac dane:
¢ réwnoleglobok ABCD, majac ;
?;“‘20‘}’3‘24 36. f, A, = (e . 3la 3, ¢, < (a . Wska
6 o it zadanie 35 na str. 62.] Gy
zowkgg' ‘;’::ev:n::ny punkt A poprowadzié sieczng tak, by odciaé rt\)a'dal\‘l'l:;\l
; -’ CoeEs m
okregu luk réwnajacy Sie 1/, czeSci tego okregu. Ogdlniej: tuk, obejmuj
o, - =
s k;; T)ane jest kolo; znalezé taki punkt zewngtrzny M, by z d\:lm;l;ah; “:arwé-
awartycl.l miedzy stycznemi MA, MB, ten luk, ktérego strona WKIG
% .
cona jest ku M, byl dwa razy wiekszy od drugle%o tuku. b A9
40. Przez punkt A4 przeciecia si¢ dwéch kot poprowadzic
lo BA=AC. : ; e
o by4§)y znalei(': na plaszezyznie punkt, z ktérego wszystkie trzy boki trojkata
idaé pod réwnemi katami. : ik 1
bymby‘l‘;l ;(l:)u‘:lowac' trapez réwnoramienny, majac dane dwie jego podstawy
i ied ekatnemi. , ‘ . ; . 4
i “Z;* ZSOPW‘Zlny tuk AB zostal podzielony na 1lel‘<olw1ek, np. na 10 1;(;:\:;1;;
Sci w. nkboh oG 2 Ch e Gy Drugi punkt podzialu C, laczymy zmstq r
; & S y ik o > o ;
(gqsimprzegluiamy cieciweg C,Cy az do przeciecia sig W punkcie J z P
9
Lk RS T : : -
Dow,es‘;:l Z:Jor;:ln?c' ;oprzed;ie zadanie. Jak nalezy Iaczy¢ p\.xkaty wAtrol acl
' i Z .
A AJC,, ieby przy J otrzymaé kat, 215, 4.... razy wu:,ikszy mio;;; ystycznq 5
413, 7 punktu zewnetrznego M prowadzimy do danego

prowadZmy styczng w punkcie A. Jezeli
punkt C lezy wewnatrz kola (jak na rys. 108),
mamy << 1 > £ 2, x 3 > <« 4 (dla-
czego?), a wiec << BCD+ <-BAD > 29,
gdzie 0 oznacza kat prosty. Czytelnik przeprowadzi sam odpo-

wiedni dowéd w przypadku, gdy wierzcholek C lezy zewnatrz
kola ABD.

O katach w kole i o lukach. 105

i sieczng MAB. Punkt C niech bedzie punktem przecigcia sig dwusiecznej kata
> APB 7z sieczng MAB. Dowiesé, ze MP= MC.

46. Dwusieczna kazdego kata tréjkata jest zarazem dwusieczng kata

miedzy érednica kola opisanego i wysokoscia, poprowadzonemi z tego samego
wierzcholka.

47, Dany jest Vokra‘g i na nim punkty D, .S, W; wpisaé tréjkat tak, by dwu-
sieczna, Srednica kola i wysoko$é, poprowadzone z jednego wierzchotka, prze-
chodzily odpowiednio przez punkty D, S, W.

E. O czworobokach wpisanych i opisanych.

§ 149. Twierdzenie. W czworoboku wpisanym w kolo suma
dwu przeciwleglych kqtéw réwna sie kqtowi pélpelnemu.

Aby si¢ o tym przekonaé, wystarczy
z wierzchotka A czworoboku poprowadzié B

styczng do kola i zauwazy¢, ze na mocy ,
§ 143 i 144, str. 99, >

Sl rg nog ® :
a wiec : \ /
5 BCD +<- BAD=% 2+ < 4+ <BAD = .
katowi pélpelnemu.

=

Rys. 107.
& 150. Twierdzenie przeciwne. Jezeli
czworobok nie daje sie wpisaé w kolo, wéwczas suma dwu prze-
ciwleglych kqiéw nie réwna si¢ kqtowi pot-
petnemu.

Przez wierzcholki A, B, D prowadzi-
my okrag kola; wierzcholek musi sig zna-

lezé albo wewnatrz, albo zewnatrz tego

kola. Polaczmy, jak poprzednio, A z Ci po-

Rys. 108.

§ 151. Twierdzenie. W czworoboku opisanym suma jednej

pary bokéw przeciwleglych réwna sie sumie drugiej pary.
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E, F, G, H sa punktami stycznosci bokéw czworo-

Jezeli
boku ABCD z okregiem wpisanym, mamy
wowczas :
BE = BF
EA=AH
CG=CF
GD = DH.
Dodajac do siebie te cztery réwnosci,
mamy

BA + CD = BC + AD.

§ 152. Twierdzenie odwrotne (wzgle-

dem § 151). Jezeli suma jednej pary przeciwleglych bokéw réwna
sie sumie drugiej pary wéwezas w czworobok mozna wpisa¢ kofto.
Niech bedzie dany czworo-

bok ABCD, w ktérym

AB + CD = BC+ AD.

Zaléimy, ze CD > BC.
Mamy

CD— BC=AD— AB.
Odlézmy na bokach ¢, d odcinki
CB = CB oraz AB” = AB.
Otrzymamy tréjkaty A BAB",
Rys. 110. AN B"Z?B', A LBCHS ktor.e sa

wszystkie trzy = réwnoramienne

(dlaczego?). Wobec tego, jezeli poprowadzimy dwusieczne k3~
towids = G Do czworoboku, musza one by¢ osiami
Sw.BE BB, BB a poniewaz trzy te odcinki

Rys. 109.

symetrji odcink
tworza trojkat
naé sie w jednym punkcie W.
Ten punkt W jest rowno o
a wiec jest $rodkiem wpisanego W Czworo
sieczna AW jest miejscem pun
a, d; dwusieczna CW jest miejscem pun
bokéw b, c; dwusieczna DW jest miejscem pun

legtych od bokow ¢, d.

i katne i w ten sposéb otrzymujemy osi
i przekatnemi; dowiesé, ze wsréd tych

réwnych.

A BB'B’, zatem trzy osi symetrji musza przeci-

dlegly od bokéw czworoboku,
bok kola. Istotnie, dwu-
ktow réwno odlegtych od bokéw
ktéw rowno odleglych od
ktéow réwno od-

Cwiczenia XIX. 1. W czworoboku wpisanym prowadzimy obie prze-
em katéw, zawartych miedzy bokami

oémiu katéw mamy cztery pary katow

O czworobokach wpisanych i opisanych. 107

2, Sfox:mulf)wac' i uzasadni¢ twierdzenie odwrotne do poprzedniego
3. Obliczy¢ katy czworoboku wpisanego ABCD, jezeli mamy .
) B=2A4, C=3A4, §) B=34, A=2C. 7). A:iB:C=1:2:8%

g. N:;( 1ak1;h ro’vt'noleglobokach mozna opisa¢ kola? Na jakich trapezach ?
0, .k:]a 3 :ivasn.osc:, pos,lada czworobok wpisany, jezeli «) dwa przeciwle l.e
jeg oki sq. o siebie réwnolegle; 8) dwa sasiednie boki sa sobi 6 J
v) dwa przeciwlegle boki sg sobie réwne? e L

6. Jezeli w dowoln :

ym czworoboku poprowadzim i 6
i y dwusiecz -
wnqtrzncych, wyznaczg one, przecinajac sie, czworobok wpisany T

715‘/] r-n(I>.zna uogdlnié to twierdzenie na dwusieczne katéw zewnetrznych ?
e .Bc?z_e‘l .w.dam?m kole punkt A jest érodkiem luku, podpartego przez

QCIWQ’ ; 4 ]’ezell dwie dowolne sieczne 4D, AE przecinajs te cigciw + k
tach 38 Cv,vwowczas na czworoboku B'C’ED mozna opisaé kolo e

: czworoboku wpisanym i i :
; okt prowadzimy dwusieczne dwéch iw-
leglych l’cqtow, przecinajace okrag kola w punktach E, F. Dow‘e'?c i
EF jest $rednicg tego kola. 2 5 e
3 k9'. ‘jezeli’ w tréjkqtie /NABC oznaczymy przez A, B, C; spodki jego
ysokosci, wéwezas AN\ A;B;C, nazyw i s :
s 2 ywa si¢ ortocentrycznym wzgledem
Dowiesé, ze wysokosci troj
. ; jkata danego ostrokatne i
nemi wewnetrznemi w tréjkacie ortocentrycznym sdeds by
9a. Jak nalezy zmienié w, ieni :
ystowienie poprzedni i ia, jezeli troj
o e poprzedniego twierdzenia, jezeli tréj-
10. Jezeli w tréjkaci
. jkacie ostrokatnym A\ ABC po i sci
przecinajace kolo opisane w punktach A’, B/, C’ vséfv:;‘::'dmmy e o

1-0 wysokosci tréjkata A AB TR &

e jkata A\ ABC sa dwusiecznemi wewngtrznemi w tréj-

2-0 boki tréjkata A\ A'B'C’ 5

NABC sa réwnolegle d 5 51
e : gle do' bokéw tréjk -
trycznelglo JAAlB 1C'; i sa dwa razy od nich wicksze ol
. Jezeli na bokach a, b, c tréjk i :

: ‘ Dy jkata obierzemy dowoln k eBC
wéwezas kola:i opisane na tréjkatach N\ A'B'C, A\NB'C'A A;’gl’l; trj;:iz, -
cigé si¢ w jednym punkcie (zwan n / e

€ s ym punktem Steinera). [Wskazé
Jezeli kola, opisane na pierws i e

: ; pierwszych dwu tréjkatach inaja si i
woéwezas badamy czworoboki A’MB'C, AB’IA;C:’M]: Sy sl

12. Z punktu zewn : i

etrznego P prowadzimy dwie dowol i i

: ne sieczne, -
najace okra,g. w Punktach A, B oraz A' B'. Jezeli przez M, M’ ICVHFV' o
czymy’ odpowiednio $rodki odcinkéw PA, PA’, PB, PB’ w6wc’za Gl
MNN'M’ mozna opisaé kolo. : aneen

13. Teseli X
o 3doj:zel:kw.czworoboku wpisanym przediuzymy dwa przeciwlegle jego

potkania, woéwczas dwusieczna kata migd iemi i
; ; : ¢dzy niemi musi byé ré -
legla d;)4d3vu51eczne] kata miedzy przekatnemi czworoboku .
. Jezeli przekatne czworoboku wpi :
. zeli prz pisanego ABCD sa do siebi -
padie i przecinaja sie w punkcie E, wéweczas e
1-0 prosta, laczaca E ze Srodki

; ? iem boku cz j

przeciwleglego boku, i odwrotnie; Gl
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. . » . ” -u
9-0 cztery proste, © ktérych mowa, przecinaia boki czworoboku w osmi

5 S ; it
; ktére wszystkie leza na jednym o . :
P““ktacsh; r:;( puns{ctu E na boki czworoboku ABCD wyznaczaja nowy czwo

sl ’ AR T
robok, posiadajacy podwdina wlasno&é: daje sig on zaréwno wpisac W i
y
i opisaé na kole.
b It d)
Zbudowaé czworobok wpisany, majac dane:

B.
155 0, b Ay 16. ¢, R, A
18. Z B, a, . 19. a, b, R, < (e f)-

17. a, b, 4, B.
2. a, b, f, <ile b)-

ej liczbie bokéw i po-

zeli isalis i kat o parzyst
21. Jezeli na kole opisalismy wieloka p s i sl

jino j i, wo okow
aumerowalismy kolejno jego boki, woéwczas suma b

i ¢ i tych.

sie sumie bokéw o numerach nieparzys s : S
na 2; W wielokacie wpisanym, majacym parzysta liczbe w1er;ch.olk;vzv e
katow o numerach parzystych réwna sig sumie katéw o numerach niep y

YOW!

e L R e

: bok opisany, majac dane:
Zbudowaé czworobok Op: S 5

93, a, b A B 2. b, cde o
26. : A B O 27 a, f b A 28. a, p A
R

7 7 dwoch sa-
99, Na stole ufozono cztery monety tak, ze k‘azda do}t){)\‘c; wv;;;anego
siednich. Dowiesé, ze punkty stycznosci sa wierzchotkami czworo

i zas i i boku opisanego. :
srodki za§ monet — wierzchotkami czworo ]g.eéﬁmy s i

seli, majac czworobok wpisany, WY \ ; .
e ‘e lu:(a‘ kola, woéwczas luki te przetna sig parami w czterec
i i 0.
punktach, ktore sa wierzchotkami nowego czworoboklf wplsalt:(g e 2
31, W trojkacie prostokatnym ABC la‘czyr.ny wierzcho Ry
ze srodkiem M kwadraty, wykreslonego na przecxwprostokatne;, ,

jest dwusieczna kata prostego ACB.

jako na cigeiwi

SR e

bokéw odpowiednio przez AR

W tréjlacie A ABC emactemy (o0l M., M, My érodki od-

przez O i H irodek kola wpisanego i ortocentr. pr

inkéw AH, BH, CH. o '

e 32. Dowiesé, ze czworobok M MA'B 1est' prosto%ca"t'em' Eas ey

33. Na zasadzie poprzedniego twierdzenia dowiesc, Z€ e

A, B é' spodki wysokosci A,, B;, G, oraz punkty’M,, {bl/fg, il/!i lt:zoalo F]‘e“er-
ok,rqgl,l ko,Xa (tak zwane kolo dziewigeiu punktow albo tez

o a;;t $rodek N kola dziewieciu punktow jest srodkiem oficinl.ca OH (zwa-
nego od.cinkiem Eulera). [Wskazéwka: srodek N musi lez

symetrii odcinkow A'A;, B'B,.|

e& na osiach

O czworobokach wpisanych i opisanych. 109

35. Promien kola dziewieciu punktéw réwna sie polowie promienia kola
opisanego-

36. Jezeli z punktu K, dowolnie obranego na okregu kola opisanego,
poprowadzimy prostopadte do trzech bokéw tréjkata A\ ABC (lub do ich prze-
dluzen), wéwczas spodki tych prostopadiych lezeé musza na jednej prostej
(t. zw. prosta Simsona).

37. Przez wierzcholki tréjkata /\ ABC prowadzimy réwnolegle do jego
bokéw, ktére wyznaczaja t. zw. tréjkat dopelniajacy A A'B'C’ (przyczem
A’ lezy naprzeciwko A). Dowiesé, ze kolo dziewigciu punktéw tréjkata A\ ABC
jest styczne do kol dziewigeiu punktow trojkatow A A'BC, AB'CA A\ C'AB,
przyczem punkty stycznoici sa Srodkami bokéw BC, CA, AB. [Wskazéwka:
niech H i H’ beda ortocentrami tréjkatéw AABC, AB'C; D niech bedzie
érodkiem luku AC. Oznaczmy przez Q i Q' érodki odcinkéw BH, B,H'. Do-
wiesé, uwzgledniajac symetrjg figury, ze DQ, DQ' sa $rodkami kél dziewigciu
punktéw i ze D, Q, Q leza na jednej prostej.]

Cwiczenia z geometrji praktycznej.

Wiele ciekawych zagadnief geometrji praktycznej rozwiazaé mozna nawet
przy tym skromnym zasobie wiadomosci, ktéry dotad zdobylismy. Przyrzady,
potrzebne do tego celu, sa jak najskromniejsze: sznur do mierzenia odleglosci,
pewna iloéé drqzkdw, ktére nam sluzyé beda do wytykania.
linij prostych, oraz wegielnica.

Wegielnica, w najprostszej swej postaci, jest to prosto-
katna lub kwadratowa deseczka, umocowana na dowolnej
podstawie (czyli na ,pachotku®, jak méwili nasi geometrowie
XVII w.). Na deseczce tej zaznaczone zostaly w ten lub
w inny sposéb (np. wykreslone lub nacigte) dwie przecina-
jace sig proste. Proste te moga przecinaé sig pod dowol-
nym katem, dogodniej jest jednak wykresli¢ dwie prosto-
padle do siebie proste. Aby ulatwié wyznaczenie prostych zapomoca tego przy-
rzadu, dodajemy jeszcze t. zw. celownice, ktéra jak na rysunku 111, zastgpié
mozna przez stalowe igly, niegigtkie i dobrze umocowane. Przy wszystkich po-
miarach umieszczamy deske wegielnicy poziomo.

Poslugujac sig sznurem, drazkami i (w razie potrzeby) wegielnica, roz-
wiazaé nastepujace zadania:™)

1. Dana jest prosta m (t. zn. wytknieta zapomoca drazkéw); w oznaczo-
nym jej punkcie A wystawié¢ do niej prostopadla (t. i. wytknaé zapomocg
drazkéw i wegielnicy lub drazkéw i sznura).

*) Rzecz jasna, ze o kresleniu kol nie moze byé mowy w tych kon-
strukcjach, mamy natomiast prawo prowadzenia prostych w dowolnych kie-

runkach, prowadzenia prostopadlych i odkladania na danej prostej odcinkéw
dowolnej dlugosci.
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2. Przez punkt A poprowadzié réwnolegla do danej prostej b, postugujca
sig tylko: 1-o0 sznurem i drazkami, 2-0 wegielnica.

9. Dostepne sa tylko konce A, B pewne-
go odcinka; przez punkt O poprowadzié réwno-
legla do prostej AB, postuguijac sie tylko sznu-
rem i drazkami. [W skazéwka: wlasnoéci réwno-
legtoboku.]

3. Rozwiazaé zadanie 1, jezeli punkt A nie
lezy na prostej m.

4. Dane sa dwie proste; podwoié kat, mie-
dzy niemi zawarty.

5. Dany kat podzieli¢ na polowy.

6. Dany odcinek podzieli¢ na potowy.

7. Checemy wytknaé prosta AB, przyczem
na przedtuzeniu odcinka AB znajduie sie przeszko-
da (np. las, dom lub t. p.); w jaki sposéb ominaé
te przeszkodq? [Wskazéwka: oprze¢ sig na
wlasnosciach réwnolegtoboku lub, w szczegolnosci,
prostokata.]

Rys. 112.

8. Rozwiazaé¢ poprzednie zadanie, opierajac sig na wlasnosciach wysokosci
tedikata (rys. 112)-

9. Przez punkty A i B, miedzy ktéremi znajduje sig przeszkoda, popro-
wadzié prosta.

10. Dane sa dwie proste, kto-
rych punkt przeciecia sig jest nie-
dostepny; poprowadzié dwusieczng
kata, zawartego miedzy temi prostemi.

11. Dane sa dwie proste m,
n, ktérych punkt przeciecia si¢ X jest
niedostepny i niewidoczny. Przez
dany punkt C poprowadzi¢ prosta
CX. Podaé kilka rozwiazan.

12. W pewnej ksiazce fran-
cuskiej*) znajdujemy nastepujace roz-
wiazanie poprzedniego zadania: Wy~
obrazmy sobie, powiada autor, ze
dwie drogi AO, BO krzyzuja sie
w lesie (rys. 113); punkt C, lezacy
na skraju lasu, chcemy polaczy¢ prosta
droga z punktem O. W tym celu

wytykamy proste CDJ//AO, CE//BO, ,

Rys. 113.

prowadzimy dowolne poprzeczne mn,
m'n’, na ich przedluieniach odkla-
damy np = mn, n'p = m'n’; proste pO' || CD, pO || CE przecinaja  si¢
w takim punkcie O', ze O'CO jest linja prosta, 2 précz tego O:C =:0C;

# G. Longchamps: Géométrie de la régle et de Déquerre. Paris 1890.

O czworobokach wpisanych i opisanych.

Uzasadnié powyisze rozwigzanie.

13. Zmierzyé szerokoS¢ rzeki, ktorej
jeden brzeg jest dostepny.

14. Wyjaénié i uzasadnié przedsta-
wiony na rys. 114 sposéb znalezienia po
drugiej stronie rzeki punktu B, lezacego
na przedluzeniu prostej AB. Zakladamy
przytem: 1-o ze wyspa zastania nam widok,
9-0 #e brzegi rzeki sa do siebie réwno-
legle, a przynajmniej, Ze moZemy wytknad
dwie réwnolegle po obu brzegach rzeki.

111




Dodatek do ksiegi I

AL e

I. Przyklady poszukiwania miejsc geometrycznych.

v

§ 153. Mielismy juz do czynienia Z zadaniami, w ktérych chodzilo o zna-
nie linji, ktora zakresla

lezienie miejsca geometrycznego (innemi stowy: o znalezie
). Ze wzgledu na

punkt, poruszajacy sig po plaszczyznie wedlug pewnego prawa
wielks donioslo$é teoretyczna i praktyczna tego rodzaju zagadnien, podajemy tu
do rozwiagzania pewna ich ilosc.

Zapomoca, elementarnych wiadomosci, ktore dotad zdobylismy, potrafimy
rozpoznaé tylko takie miejsca geometryczne, ktére sa albo linjami prostemi, albo
okregami kol

Wobec tego pierwsze pytanie, ktére musimy sobie postawi¢ przy rozwia-
zywaniu ponizszych zadan, powinno brzmieé: czy punkt ruchomy, o ktorym
mowa w zadaniu, kresli prosta czy okrag kota?

Jesli odpowiedz na to pytanie nie nasuwa sie nam odrazu, jako prosty
whniosek ze znanych twierdzen, wéwczas dobrze jest wykresli¢ przynajmniej trzy
réine polozenia ruchomego punktu; z rysunku mozemy ZazZwyczaj domysli¢ sig,
czy szukanem miejscem geometrycznem jest prosta, czy okrag kola®). Nalezy
tylko pamietaé, iz miejsce geometryczne moze skladaé sie z kilku prostych lub
odcinkéw, jak réwniez z kilku okregéw lub lukéw kol

Rzecz jasna, ze nie poprzestajemy na takim domyéle, lecz zadajemy sobie
drugie pytanie: W jaki sposdb mozna dowiesé, Ze jakas linja jest
prosta lub okregiem kota?

Na zasadzie dotychczasowych naszych wiadomoéci mozemy W trzech wy-

padkach rozpoznad, CzZy jakas linja jest prosta. A mianowicie linja jest prosta, 1) je-
zeli odcinek, laczacy dowolne dwa punkty tej linji, lub przediuzenie tego odcinka
tworzy staly kat z jakas prosta dana; 2) jezeli odcinki, laczace dowolne

*) Jezeli figura zmieniaé sig moze tylko w pewnych granicach, wéwezas
wykreslenie skrajnych polozen ruchomego punktu daje nieraz cenna wskazowke
co do rodzaju szukanego miejsca. Précz tego nalezy zastanowié sig, czy owo

miejsce geometryczne jest, czy nie jest symetryczne, CO Zawszeé daje sig zgory:

przewidzied.
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p.quty tej linji, sa zawsze réwnolegle do jakiejs danej prostej; 3) jezeli
lu?]a ta‘ i.est miejscem punktéw réwno odleglych od ramion danego lk’ ta lileztel
miast linja plaska jest okregiem lub czescia okregu, jesli 1) albo ws: s.tk' s
punkty .leiq- w tej samej odlegloici od pewnego stalego punktu Z)y all;e e
w?z'yﬁt!uch jej punktéw widaé pod tym samym katem pewien s:tal od(') zl:
Pézniej spotkamy inne sposoby poznawania prostych i okregéw kél. is s

Z{idanie 1. Stalym promieniem r kreslimy kola, styczne do danej prostej
a dc? k.azdego z tych kol prowadzimy styczne, tworzqce z prostq mjlf t de] ¥
Jakie jest miejsce geometryczne punktow stycznosci tych stycznych®) S

Wykreslamy trzy lub cztery takie l i
kola i widzimy, Ze miejsce geom. sklada
sie prawdopodobnie z dwéch prostych
réwnoleglych do m, odpowiednio do dwu
stycznych, ktére mozemy poprowadzié¢ do
kazdego kola.

Z latwoscia mozemy dowie§¢ stu-
sznosci tego przypuszezenia. W tym celu
dowiedziemy najpierw, Ze odcinek KB,
prostopadly do m, ma stala dlugosé.

Jakoz w tréjkacie /\ BOL bok BO
i kat o< 1 s3 zawsze tej samej wielkosci Rys. 115
(dla.ciego?), a wiec i wielkosé boku BL i .
musi byé stala. W tréjkacie i
oAl sta;e? dlug%éc?LK bok BL i kat &= BLK sa stale, a wigc

o 'T:k -w:lqc punkfy B.,' ?1, B,... lei‘q niewatpliwie na prostej réwnoleglej
m; a'y jednak stwierdzié, ze prosta ta jest miejscem geometrycznem unktu B,
maity jeszcze dowiesé twierdzenia odwrotnego (ze 1aidy punkt tep' ut ;
1es't punktem stycznosci prostej ruchomej BL i kota ruchomego O)l lpbmste!
twierdzenia przeciwnego. Dowdd pozostawiamy czytelnikowi. : i

Zadanie 2. Po plaszczyzni ie, ni i

o A . yznie porusza si¢, nie zmieniajqc ksztaltu ani wiel-

/flo.sa, .tro]{cqt prosto{cqtny /\ ABC, przyczem wierzchotki A, B kqtow ostrych

sO x;ga_lcz s]z:; ;;o dfwochh r;teruchomych i prostopadlych do siebie prostych OX,
. Co kresli wierzchotek C sli - si i :

ek e. kqta prostego? Co kresli srodek przeciwprosto-

% . i
) T? samo zadanie mozna tak wyrazié: wzdluz prostej nieruchomej m
przesuwa si¢ druga prosta, nachylona do m pod stalym kqtem. Ta druga prosta
toc'z_z{ przed sobg po prostej m kolo o stalym promieniu ; co kiesli punkt st
nosci kola i ruchomej prostej ? 3
Uczen powinien' w podobny sposéb kazde zagadnienie, dotyczace miejsc
g'eo.mtlztrycznyc.h, wyraia¢ zapomocy pojecia ruchu. Pouczajaca rzecza bywa row-
n.llez‘ udowanie odpowiednich mechanizméw, zwlaszcza przegubowych, w celu
zilustrowania ruchu, o ktérym mowa w zadani i ,
ustro iu; w wielu razach i i
daje si¢ z latwoscig zbudowaé. ’ Tmeam

Geometrja elementarna. 8
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Wykreslenie trzech polozen punktu C wskazuje, ze punkt ten prawdopo-

dobnie porusza si¢ PO prostei. 7e tak jest istotnie, dowodzimy w sposéb na-
stepujacy:
Czworobok OBCA jest wpisany (dlaczego ?), zatem COA=-xABC.
Ale kat = ABC jest staly, jako nalezacy do
trojkata, ktory nie zmienia ksztattu, zatem
i kat COA ijest staly.

Punkt C, jak widzimy, porusza sie tak,
ze prosta, laczaca go z nieruchomym punktem 0,
tworzy z nieruchoma polprosta OX staly kat.
Wobec tego torem punktu C musi byé prosta
(lub czesé prostej), przechodzaca przez O ina-
chylona do OX pod katem, réwnym katowi X B
tréjkata danego.

Zkolei nalezaloby rozstrzygnaé¢ pytanie,
czy C porusza sie po odcinku prostei OL, czy
tez po calei prostej ? Wykreslenie skrajnych
polozen trojkata ruchomego moze nam nasunaé

Rys. 116. odpowiedz na to pytanie.

Przedewszystkim zauwazmy, ze (rys. 116)
zaréwno kat 3 BOA, jak = BCA sa proste, zatem przy kaidem polozeniu rucho-
mego tréjkata staly odcinek BAjest srednica kola, opisanego na czworoboku OBCA,
wobec czego odleglosé wierzchotka C od O moie co najwyzej réwnaé sig éred-
nicy czyli odcinkowi AB. Przypadek
ten zachodzi tylko wowezas, gdy czwo-
robok OBCA jest prostokatem czyli,
gdy przyprostokatna BC {est réwno-
legta do OX (polozenie A,B,C, na
rys. 117). Przy kazdem innem poto-
seniu trojkata mamy oC < AB.

Dwa skrajne polozenia trojkata
zostaly oznaczone na rys. 117 literami
A,B,C, oraz A;B,C,. Jeteli trojkat,
znajdujacy sie W polozeniu A;B.C;,
poruszaé bedziemy tak, by wierzcho-
lek B zblizal sig do O, wowczas
kat < CBO, ktéry poczatkowo réw-
nal sie katowi B trojkata (a wiec
byt ostry), rosnaé bedzie weiaz. Przy
polozeniu A,B,C, kat ten staje sig
prostym, nastepnie zas rozwartym coraz wiekszym, aZ wreszcie staje sie réwny
katowi rozwartemu S COYS

Aby zorjentowaé sig, W jaki sposéb porusza sig pur{kt C, przypomnijmy
sobie, ze kolo, opisane na czworoboku OBCA, porusza sie wprawdzie wraz
z trojkatem /A ABC, ale wielkosci swej nie zmienia. W kole tem kat wpisany
X CBO wspiera sie na cieciwie’ OC, jesli wiec kat = CBO roénie i z ostrego

790 T ¢

Rys. 117.
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taie si 2
:o?:iemq ?top;nu?wo ?rostym, potem za§ rozwartym, to cieciwa OC z poczatk
, az stanie si¢ réwng Srednic zeni 5 f
] y (polozenie A;B,C, tréjkata), potem za$
Jak widzimy, punkt C i
: 5 porusza sie¢ po prostej OL od punkt
lrzz p::rrtotlin: d.o C?. .Nalmmejsza odlegtosé od C do O révr;na s;lq in?? CZ'
przyp Csh":; z 1'-le:i n‘:lwu';ksza' ’réwna sig przeciwprostokatnej tréjkata daneelcs:"‘al
L ch m]zs'r:na ;wne.rdzxc, Ze miejscem geometrycznem punktu C jestg od).
1 Coy imy dowiesé, ze kazdy punkt te i Z :
‘mu go odcinka mozem zaé
p-ewne pColozem'e ruchomego punktu C, innemi slowy: Ze punkt yCuwazac la'ko
sie po W;fm nie lprzeskakuje zadnego punktu tego odcinka™) PArsaeed
ym celu wykazemy, ze jesli dowoln i
: - e 5 y punkt odcinka C; zaé
bedziemy jako wierzcholek kata prostego, wéwczas bedziemy mogli witflgci “waz?;
sposé

zbudowaé tréjkat prostok 5
. atny, réwny dane Z i i 5
S & 5 phlpstreh OX, OF, y mu, ze wierzchotki katéw ostrych

Y

Rys. 118,

Istotni 3

e N(i)e:}l,eb'z},;i:;:omeio pu.nktu C’ ?dcinka C,C, kreslimy okrag promié-

o ia iy seoatopail P“;n gm’lego przeciecia sie z pélprosta OY. W punkcie C’

{dlasisgo? PN T30 B’; prostopadla ta nie moze byé réwnolegla do OX
go?), przetnie wige te pélprosta w jakims punkcie A'. Powgia?.lam ze

/\ A'B'C’ réwna si¢ danemu tréjkatowi A\ ABC.

*) Ustalilié :
e 1ec)z .es:;a::!lsmy fakt., ze punkt C nie moze poruszaé sig po calej prostej
pOk,az e i;aky :; ]l::)o odcinku C,C,. Dowéd przeprowadzilismy bezposrednio bI
z pozyteczng rzecza bywa wykreslanie skrajnych polozen figury ,M ik
. Mo-

glismy ]ednak dOWOd ten pominac, d T a i twie odwrotnego
mingc, gyzpzybdan

WI rdzema d g

(t- 1- przy badamu, czy kazdy punkt proste] OL nalezy do poszuklwanego miejsca

geometrycznego) wyszloby samo przez si : i
i €G- przez sie majaw, ze C porusza si¢ tylko po

) Taki e ;
) Takie przeskakiwanie jest nieprawdopodobne, lecz nie jest, te
) , teore-

. . . aye . . . ”
tyczme rzecz biorac, . yby P W e p oW zach
b 0 memozllwe ( ;d b takle rzeskakl anl “nkt l 0~

dzito, nie moglibys z o
yémy zbudowa : !
punktu C; ¢ 7adnego mechanizmu, wyobrazajacego ruch

8*
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Jakoz czworobok OB'C'A jest wpisany (dlaczego?), a wiec
X CBA = < COA =X Baei
B€. = a = BC,
zatem e ABCE =5/ ABC.

Jak widzimy, istnienie tréjkata A\ AB'C’ zalezy od tego, czy okrag (C) a
ma punkty spélne z pélprosta OY. Oznaczajac przez C'K prostopadla, poprowa-
dzona do OY (rys. 118,) mamy:
jezeli a < C'K, wéwczas okrag (C')a i prosta OY nie maja punktéw spélnych

i tréjkat A A'B'C’ nie istnieje;
jezeli @ = C'K, wowczas okrag (C)a i OY maja jeden punkt wspélny, istnieje

wiec jeden tylko tréikat A ABC;
jezeli CK < a < C'0, wéwczas okrag (C)a i pélprosta OY maja dwa punkty

spélne, istnieja wiec dwa tréikaty A A'B'C':
jezeli CK < a oraz C'O < a, wéwczas okrag (C)ai polprosta OY maja jeden

punkt spolny, istnieje wice jeden tréjkat A\ A'B'C.

Pierwszy z tych czterech przypadkéw nie moze zachodzié, jezeli C’ lezy
na odcinku C,C, (dlaczego?); co sie tyczy ostatniego przypadku, to latwo
dostrzec, ze punkt C’ nie moze lezeé& miedzy O i C;, gdyz wtedy wierzcholek
A’ nie moglby lezeé na polprostej OX (dlaczego?).

Tak wiec istnieje zawsze przynajmniej jeden tréjkat A A'B’ C —oile C’
lezy miedzy C,C,, jezeli zas C' lezy miedzy C; i C,, to mamy dwa réwne sobie
tréjkaty AB'C', co zgadza sig W zupelnoSci z wynikami, do ktérych doszlismy
poprzednio.

Co sie tyczy miejsca geometrycznego srodka Z przeciwprostokatnej AB, to -

wystarczy zauwazy¢, e odcinek OZ (na rysunku nie oznaczony) réwna sig ¥ AB,
a wiec jest staty. Punkt 7 kresli wobec tego okrag (O)r, W ktérym r =% AB.

Zadanie 3. Znalezé miejsce geome=

tryczne punktow, z ktorych dane koto (O)r
X widaé pod danym kgtem 3= o)

Jezeli X jest punktem, nalezacym do
szukanego miejsca geometrycznego, wowczas
kat &= AXA' pomiedzy stycznemi réwna sig
danemu katowi x a.

Polowa tego kata musi byé réwniez
stala, czyli kat = OXA musi byé staly, ze
zaé w tréjkacie prostokatnym /\ OXA przy-
prostokatna OA =r jest stala, zatem i prze-
ciwprostokatna OX musi byé stala.

Rys. 119. Punkt O jest nieruchomy, punkt X,
znajduje sie od niego: w stalej odleglosci,

a wiec X lezy na okregu kola, ktérego srodkiem jest punkt O.
Aby mieé prawo twierdzié, ze okrag ten jest miejscem punktu X, czy-
telnik dowiedzie albo twierdzenia odwrotnego (kazdy punkt rzeczonego okregu

v

*) Jezeli z punktu zewngtrznego P poprowadziliSmy styczne PA, PA"do
kola, wéwczas powiadamy, e z punktu P widzimy koto pod katem <X APA'.
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:1;7:6 l;(ycl u;vgiany ilal;o punkt X; innemi stowy: z kazdego punktu tego ok

olo r pod danym katem), albo tez twi i e
\ . 5 ierdzenia przeci Z
innego punktu plaszezyzny nie widaé kola (O)r pod kate:x d:::;x:)go ietion

Zadanie 4.

o OAanloe, 1:' Dane' 5 dwa. kota (O)r i (O')F. Prowadzimy w nich pro-
ien - » przecinajqce si¢ w punkcie B pod stalym kqtem kie j
miejsce geometryczne srodka X odcinka AA’? T

Widaé odrazu, ze tem miej .
\ 4 em miejscem geometrycznem musi byé linj 6
; : g usi by¢ linja, ktérej osi
pz:lst:::p leslt .pr?sta OO0, gdyz punkt X przybieraé moze poy clwul ;tro::.ejho:"?
] pofozenia symetryczne. Wykreslenie kilku polozed punktu X wskcaz -
A : uje,

B

Rys. 120.

ze mamy do czynienia z linja k i i
. I ja krzywa, a wiec miejsce sklada si i
; h;k(l)‘w ko'l, fym?trycznych wzgledem OO, albo tez jest okrsw‘i pral:v C;OPOd?bme
rodek znajduje si¢ na prostej OO’ ey
Przekonamy sieg, ze to dru -+
g % gle prz ie j
réwnolegloboki OAXM, O'A'X'M'. Mzm:pvl:zzwczs:;e 1
% . . . OM = O’M"
a poniewaz odcinki te sg do siebie réwnolegle, wiec réwniez
* COM = %= COM, = CMO = CMO’
AN OMC — N OMC :
OC = 0C, CM = CM'
Punkt wigc C j § i ’ % ' |
; jest Srodki i i
e iem stalego odcinka OO', a odcinek XC jest

y > M est st ly y S1§¢ S ale nu kato 1
ZauwaZm teraz, ze < IMIY jest staty, g’d Z rowna t n W
MX — OA = M = =t ]

s X 0 A r
!kat A lu‘hu Zmienia swe P°lozeme mianowicie Oblaca s1g dokola
zatem tro (
puﬂktu C), leCZ nie zmienia ani kSZtaltU, ani WlelkOSCl (II Cecha rownosci tr o]kqtow).

prawdziwe. Zbudujmy

czyli
i co za tem idzie
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Widzimy wigc, ze punkt X lezy zawsze na okregu kola, ktérego srodkiem
jest punkt C, promien za$ réwna sie srodkowej takiego tréijkata, w ktérym dwa
boki réwnaja sie promieniom kot danych, kat za§ miedzy temi bokami réwna
sie katowi stalemu < OBO'.

Dowdd twierdzenia odwrotnego nie przedstawia trudnoéci. Budujemy mia-
nowicie tréjkat A\ MXM' tak, by punkt C byt irodkiem boku MM’ i zeby bylo
MX = r, MX = r,a zarazem, zeby kat << MXM' réwnal sie danemu katowi;
wierzcholek X znajduje sig woéwezas na kole, bedacem domniemanem miejscem
geometrycznem. Pozostaje poprowadzi¢ promienie OA, O'A’ réwnolegle do MX,
MX i dowiesé, ze AX = A'X.

Zadanie 5. Dane sq dwa punkty nieruchome A, O; przez O prowadzimy
wszelkie mozliwe proste i wzgledem kazdej z nich znajdujemy punkt A syme-
tryczny z A. Jakie jest miejsce goometryczne punktu A? :

Prosta QA musi by¢ osia symetrii
szukanego miejsca geometrycznego (dla-
czego?). Jezeli poprowadzimy prosta
OX prostopadla do AO, wéwczas obraz
symetryczny punktu A wzgledem osi OX
znajdzie si¢ w punkcie A,. Jeieli prosta
OX, obracajac sie dokola O, zbliza sig
do AO, obraz punktu A zbliza sig do
tego punktu, gdy wreszcie OX zlewa
si¢ z AO, obraz punktu A zlewa sig
z samym punktem A.

Rys. 121. Tak wiec miejsce geometryczne

jest linja, przechodzaca przez Ai4,

i symetryczng wzgledem prostej OA; stad wnosimy, ze wedle wszelkiego prawdo-

podobienstwa miejscem geometrycznem punktu A’ jest okrag kola, ktérego
irednica jest AA4;.

Przypuszezenie to latwo sprawdzié. Niech OK (rys. 121) bedzie dowolna
prosta, przechodzaca przez O i niech M bedzie rzutem punktu A na o8 OK,
punkt zas A’ niech bedzie obrazem symetrycznym punktu 4 wzgledem tej samej
osi. Laczymy A’ z 4.

Poniewaz AM = MA, A0 = OA4,,
zatem oM || A4y,
czyli kat = AA'A; jest prosty. :

Miejscem wiec punktu A’ jest istotnie okrag (0)A*).

Zadanie 6. W trdjkacie réwnoramiennym [\ ABC (CA = CB) prowa-
dzimy dowolng prostq CL, znajdujemy obraz symetryczny B’ punktu B wzgledem
osi CL i taczymy B’ z A. Niech proste AB', CL przecinajg si¢ W punkcie X.
Znalezé miejsce geometryczne punktu X.

*) W tym wypadku niema potrzeby dowodzié twierdzenia odwrotnego,
gdyz wiemy, Ze miejscem wierzchotka kata prostego, ktérego ramiona przechodza
przez dwa stale punkty A4, 4, jest okrag, zakreslony na érednicy AA;.
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Jezeli prosta CL zlewa si¢ z bokiem CB, wéwczas B’ (a wiec i X) zlewa

sie z B. Jeieli CL przybiera polozenie CK | AB, wé
. . il W 4 .
a wiec i X zlewa sie z A. Wreszcie, , wéwezas B’ zlewa sie z A4,

jezeli CL staje si¢ dwusieczna kata D
zewnetrznego <X DCB, wéwczas B’
zlewa si¢ z D (o ile, jak na rysunku,
DC = CB), a X zlewa si¢ z C.

Tak wiec miejscem geome-
tr)tcznem jest prawdopodobnie okrag,
opisany na tréjkacie A\ ABC. Jezeli
przypuszczenie nasze jest prawdziwe,
to czworobok ACXB musi byé wpi-
sany bez wzgledu na polozenie punktu
X. Tak jest istotnie. Jakoz wiemy,
ze czworobok KCMB jest wpisany
(dlaczego?), zatem

Ll=x2

Ale w . tréjkacie A\ AB'B
punkty K, M sa Srodkami dwéch
bokéw, zatem KM /| AB’, czyli

*2=<x3,
a wiec il =23 ‘ Rys. 122
i czworobok ACXB jest wpisany. .

Ze -wzgledu na twierdzeni 6 i i
B gle a twierdzenie § 147 dowéd twierdzenia odwrotnego jest

e IC\Vlczt‘ania' XX. 1. Dany jest okrag (O)r i staly punkt 4; znalezé miejsce
srodkéw odcinkéw, poprowadzonych z A do punktéw okregu.
S h?.bVVk’trol.chle A ABC podstawa c¢ jest nieruchoma, a réinica dwu
rugncd okow 1est. stala (= m). Znalezé miejsce spodkéw prostopadlych, po-
prowa zon}ych z wierzchotkéw A i B do dwusiecznej kata zmiennego <) C
[Wska;owka: wykreslié¢ kota (A)m i (B)m.]
. W czworoboku ABCD boki aq, b, d i
'3, 3 B, K : o
Znalezé miejsce geometryczne: Sl
1-0 srodka X przekatnej f;
» i-oDsrodka Z odcinka XY, gdzie X i Y sa $rodkami przekatnych f, e
3 . ;) danego' ’k.oia O prowadzimy dwie styczne PS, PS’ tak, ze
<x SPS =1 2. Znalezé i wykreslié miejsce geometryczne: ’
1-0 srodka kola wpisanego w tréjkat /\ PSS’.
g-o ‘xs,rodka kola opisanego na tréjkacie A\ PSS’.
A tréjkacie A\ ABC bok AB j i
: . o jest nieruchomy, kat zas -
wuje stala wielkosé. Jakie jest miejsce geometryczne: s Sadee e oay
1-0 srodka W kola wpisanego ?
2-0 Srodkéw Wa, Wh, We kél zapisanych?
3-0 ortocentru H?
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6. W trojkacie prostokatnym przeciwprostokatna jest 'nieruchox'na.l ‘,( dlu;
Sci dw;«réch przyprostokqtnych sa zmienne. Co kresli jego srod.ek ciez osc:i ;,
i 7. Kat prosty porusza sie tak, ze ramiona jego pozostaja styczne
dwéch kot spélérodkowych; znalezé miejsce
1-0 wierzchotka kata, s e
.o irodka odcinka, laczacego punkty S ycznos, S :
goDS;:e jest koto (O)r; danym promieniem 7 kreélimy koto, wyznac;lz:
s 4 . . piag: -, a
jace w kole (O)r cieciwe danej dlugoéci. Jakie jest miejsce geometryczne Sro
t drugiego kola? 2l -
- 9.ngne jest kolo (O)r; z dowolnych punktow‘ A4, A, AE"'AOl;qgtl 5\;?6
wadzimy réwne sobie i réwnolegte do siebie odcinki 4B, A.B; A3D3.e:5 |
iest miejsce punktu B? . : s
= l:). Dane jest kolo i czworobok wpisany AB_CD, w'k.torym l;ok’lAB ‘}:ls{t
nieruchomy, bok za$ CD f{est ruchomy, lecz statej diugosci. C/tl)c r;j) q?p
przecigcia prostych BC, DA oraz punkt przecigcia si¢ prostycl} AC, Lo
11. Dane sa dwa kola zmiennej wielkogci, styczne do siebie whp:ln - C;
a précz tego styczne do nieruchomej prostej m w stalych punktach A, D.

kresli kt X? ; :
e Fi;“ Dana jest prosta m i na niej staly punkt A. Prowadzimy wszystkie

kola, styczne do m w punkcie 4, do kaidego za$ z tych két prowadzimy stycz]r:tal;
réwr’lolegla do innej danej prostej 1. Znalesé miejsce geometryczne pun
i i § h przez nas kol
:ni X tych stycznych i wykreslonych p el i
Stycmof;l Dani' jesty kwadrat ABCD. Z punktu A promieniem AB kreslimy
kolo, a <'io luku, zawartego wewnatrz kwadratu, prowadzimy dowollnfa" st;;c:::;
‘ktér; przecina boki BC, CD odpowiednio w z[u{nktach K, L. Znalezé miej
. &rodka kola, opisanego na tréjkacie A\ : e
oo ;Z’ D:ne ie;t llzolo 0, a w niem dwie prostopadte do siebie i meruc;:\ome
$rednice .AOA’ BOB'. Prowadzimy dwa prostopadle do siebie, lecz ruc ':’fnxelt1
: romienie OX, ,OY, a przez ich korice kreslimy proste, réwnolegle do ;')ro.mlesi
‘ : ’
%A OB. Jakie jest miejsce geometryczne punktu Z, w ktérym przecinaja si¢
el o :
: t ? . . . - .

< dwwiSpr(;)sa:e sa dwa kola O, O, styczne do siebie w punkcie A3 niech m
bedzie sl;élna, ich styczng w tym punkcie, m’ za$ i m” niech beda dtme st:iczzn:e,

ti,,,nolegle do m. Po m porusza si¢ punkt M, z ktorego gl;owadzm'q! s ycs :

i '
Zloo obu kél, przecinajace proste m, m'" w punkt;;lllolll/f , M. Znalezé miejsc
5 inaja si te MO, M"O".

X w ktérym przecinajg si¢ pros ! ; :
Punkt“16’ Na plaszczyznie dane sa dwie przecinajace su:lprcl.)st(e:l a,b b l:t,punktrzl::
; : i X prowadzimy réwnolegia do 9, éra p
1 na a. Z punktu zmiennego dz et =
cei:::cyprostq a w punkcie Y. Jakie jest miejsce punktu X, jezeli mamy stale

=V - 3 ) o

o 17. Co kresli wierzcholek C trojkata AABC, w ktérym bok AB jes

R 5 tugo§é?
i homy, Srodkowa zas sa ma stala d ’ =
s 108 waa kola zmienne sa styczne W stalych punktach RLP d(;) dsviolecobcie
nieruchomych i przecinajacych sig prostych, a opl:ocz ;ego sg styczne do

z¢ miej tu A.

ie X. Znalezé miejsce geometryczne pun . :
- punl{lc;eé(V t:éaichie A]BC katy sa stale, wierzcholek A 1es't x.neru}clhclmllyé
wierzchol.ek B porusza si¢ po prostej danej m. Co kresli trzeci wierzchole

Przyklady poszukiwania miejsc geometrycznych. 121

[Wskazéwka: wykreslajac réine polozenia punktu C, uwzglednié to polozenie,
przy ktérem bok a lezy na prostej m.].

20. W tréjkacie prostokatnym /\ ABC, ktérego przeciwprostokatna AB
jest nieruchoma, na przedluzeniu boku a odkladamy CD = a i punkt D laczymy
ze Srodkiem O kola opisanego. Znalezé i wykreslié miejsce geometryczne

1-o punktu D;

2-0 punktu E, w ktérym prosta DO przecina bok b.

21. Dany jest staly kat << ABC, wewnatrz niego staly punkt M, wreszcie
kat 3 @, ktérego wierzcholek lezy w punkcie M. Kat <« obraca sig dokola
M, pozostajac zawsze réwny sobie. Niech ramiona obu katéw  przecinajg sig
w punktach K, L; z punktu M prowadzimy odcinek MS | KL. Znalezé miejsce
punktu S. [Wskazéwka: poprowadzié MD, | AB oraz MD, | CB i polaczyé
D, i D, z punktem E.]

22. Przez punkt C przecigcia si¢ dwéch kél prowadzimy sieczng nieru-
choma ACA’ i sieczng ruchomg BCB'. Niech P bedzie punktem przeciecia sig
prostych AB, A'B’. Znalezé i zbudowaé miejsce geometryczne punktu P.

23. Na odcinku AB, jako na $rednicy, kreslimy pélokrag; dowolny punkt
C tej krzywej laczymy z A i z B, na przedluzeniu odcinka AC odkladamy
AX=CB. Znalezé miejsce punktu X. [Wskazéwka: w punkcie A wysta-
wiamy prostopadls do $rednicy i odkladamy na niej AD = AB.]

24. W kole O mamy dane dwie nieruchome i prostopadle do siebie sred-
nice AOA’, BOB'. Na éwiartce AB okregu obieramy dowolny punkt M, przez
ktéry prowadzimy styczna, przecinajaca w punkcie K przedluzenie srednicy AOA'.
Niech W bedzie Srodkiem kola wpisanego w A\ OMK. Dowiesé, ze gdy M prze-
suwamy po okregu, punkt W przesuwa sie po bokach kwadratu, wpisanego
w kolo O.

Zbadaé szczegdlowo ruch punktu W w zaleznoSci od ruchu punktu M.
Czy W moze znalezé sie w wierzchotku kwadratu? w $rodku boku kwadratu?
Jak nalezy zmienié warunki zadania, zeby punkt ruchomy wykreslil caly kontur
kwadratu? [Wskazéwka: A\ OWA=O0OWM.]

25. Przy tych samych zalozeniach, co w poprzedniem zadaniu, zbadaé
ruch érodkéw W,, W, W, kél zawpisanych, stycznych odpowiednio do bokéw
OM, MK, OK.

26. Dane jest kolo O i w niem promien nieruchomy OA. Kreslimy pro-
mien zmienny OB i prowadzimy BC_l OA. Znalezé miejsce geometryczne srodka
W kota wpisanego w tréjkat /\ OBC.

[Odpow.: cztery luki, obejmujace kazdy po % 2.] :

27. Po przedluzeniu $rednicy kola O porusza si¢ punkt A; z punktu tege
prowadzimy styczna i na niej odkladamy AB = AO. Co kreéli punkt B, gdy A
porusza si¢ po OA?

28. Dokola wierzcholka A tréjkata stalego /\ ABC obraca sig¢ prosta,
ktéra przecina w punkcie A kolo opisane na tym tréjkacie, a w punkcie E
przecina prosta BC. Niech kolo CDE przecina prosta AC w punkcie F, a prosta
BF w punkcie G. 1-o dowiesé, ze prosta GE obraca sig dokola stalego punktu;
2-0 znalezé miejsce punktu G.

29. Znalezé miejsce geometryczne Srodkéw wszystkich réwnoleglobokéw,
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wpisanych w dany czworobok ABCD i majacych boki réwnolegle do przekat-

nych, AC, BD.
30. Z punktu stalego P prowadzimy do danego kola sieczng PAB, w punk-

tach zas A, B prowadzimy styczne AC, BC. Jakie jest miejsce geometryczne
ortocentru H tréikata /\ ABC, jezeli sieczna obraca si¢ dokola punktu P?
[Wskazéwka: punkt symetryczny z ortocentrem H wzgledem boku AB

lezy na okregu kola, opisanego na /\ ABC.]

II. O rozwiazywaniu zadan konstrukeyjnych.

A. Przyklady analizy geometrycznej.

§ 154. Zadania, z ktéremi dotad mieliémy do czynienia, byly
tak zgrupowane, Ze rozwiazania ich wynikaly nieraz bezposrednio
z twierdzen podanych i dowiedzionych w tekscie, lub z innych
zadaf, uprzednio rozwiazanych. W praktyce jednak zwigzek mig-
dzy danem zagadnieniem a znanemi twierdzeniami geometrji bywa
zwykle do$é odlegly. Aby ten zwiazek odnalezé, postepujemy
w sposéb nastepujacy. g

Zakladamy najpierw, ze zadanie zostalo juz rozwigzane, in-
nemi slowami: kreslimy figure mniej wiecej zblizona do poszuki-
wanej i zakladamy, Ze spelnia ona wszystkie warunki zadania.
Nastepnie, kreslac w razie potrzeby linje pomocnicze, staramy sig
wykazaé, ze nasze zadanie byloby rozwiazane, gdyby si¢ udalo
rozwigzaé pewne inne zadanie. Dalej wykazujemy, ze to drugie
zadanie byloby rozwiazane, gdybySmy umieli rozwiazaé trzecie
jakie$ zadanie i t. d. Postepujac w ten sposéb, dochodzimy wreszcie
do zadania, ktérego rozwiazanie jest nam znane.

Postepowanie to nosi nazwe analizy geometrycznej. Na czem
ono polega, zrozumiemy najlepiej na przyktadach.

§ 155. Zadanie 1. Dane sq dwa kota (O)r, (O)r, przeci-
najgce sie w punkcie A; poprowadzi¢ przez ten punkt siecznq
w taki sposéb, zeby suma cigciw, wyznaczonych na niej przez
oba kola, réwnafa si¢ danemu odcinkowi m.

Przypu$émy, ze ' >1 i ze kola oraz odcinek BB’, przed-
stawione na rys. 123, odpowiadaja warunkom zadania. Jesli po-
prowadzimy ze $rodkéw O, O’ prostopadle do cigciw, otrzymamy
odcinek CC’, ktéry réwna sig 1/, m, jest wigc znany. Odcinek ten

O rozwigzywaniu zadag konstrukeyjnych. 123

jest zarazem odlfeglos'ciq miedzy dwiema réwnoleglemi do siebie
prosteml. OC, OC'. Tak wiec zadanie nasze byloby rozwiazane
gdyby si¢ udalo rozwiaza¢ nastepujace ’

Zadanie pomocnicze I. Prze
3% : - z dwa dane punkty O, O'
wadzi¢ dwie réwnolegle tak, zeby punkty O, O popro-

odleglosé miedzy niemi réwnata sie
danemu odcinkowi f, m,

‘ Jezeli teraz poprowadzimy ze
/sodka mniejszego kola réwnolegla
po prostej CC’, wéwezas otrzymamy
tréjkat prostokatny A\ OO’D, w kts-
rym przyprostokatna OD réwna sie

;/gb m. Zadanie tedy pomocnicze by- “ Ly

oby rozwiazane, gdybysSmy potrafili 8 troj :
czyli, gdybysmy rozwi;,zaliyn:stqpuj:cszdowac e

. Zadanie pom?cnicze IL. Zbudowacé trojkqt prostokqtny /\ OO'D
ma]chdanq /?rzeczwprostokqtnq OO i przyprostokqtng OD=1/, m’
. o drugie ,zac:iame rozwiaza¢ mozemy, o ile tylko OO’ > ym
chtm?l,l na OO/, ]ako.na srednicy, kreslimy pétkole, z punktu zag

reslimy kolc.) promieniem réwnym 1/, m; punkt przeciecia si
tych kot jest wierzchotkiem D tréjkata :

Chcac teraz otrz : i :

, . olrzymac rozwigzanie zadania I, przediuzam
bol.c O,D tréjkata i z punktu A4 prowadzimy prosto’padlq do pros-'
stej OID; prostopadla ta jest zadana sieczna.

stotnie OD=CC’=1 ; $ BC=
B C'=1/; m, e za§ BC= CA, 'C'B=G4A 2
. lk‘Iak widzimy, 2qd,anq sieczng potrafimy zbudowaé wtedy
i { o .w-tedy, gdy OO->1/2 m — czyli, gdy zadana suma cieciw
jest mniejsza od podwojonej odleglosci srodkéw obu kél.

§ 155. Zadanie II. Popr 2ié spé j¢
danych nierswnych két (i O)rpio;u Oa)‘iz’w e e

L. Przypusémy znéw, ze r'> r i ze kola wraz ze styczng S5’
na, r/ysunku 124 odpowiadajg warunkom zadania, Promienie OS
O.S sq’prostopadle do stycznej SS, a jezeli przez O poprowa:
d?xmy réwnolegla do stycznej, przecinajaca w punkcie 7" promien
wigkszego kola, otrzymamy tréjkat prostokatn &pOO'T
w ktérym OT=," — , (dlaczego?). ' » ;
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Zadanie nasze rozwigzemy, o ile potrafimy rozwigzaC naste-
pujace
Zadanie pomocnicze. Zbudowac iréjkqt prostokginy, w kto-
rym mamy dang przeciwprostokqtnq, oraz przyprostokging, rowna-
jacq sie réznicy promicni r' —r
Tréjkat taki zbudowaé umiemy.
Po zbudowaniu go wystarczy prze-
dluzyé bok O'T az do przeciecia
sie z okregiem w punkcie S', przez 0
poprowadzi¢ promien OS réwnolegly
do O'S’ i polaczyé punkty S, S
Rzecz prosta, ze mozemy zbu-
dowaé dwa tréjkaty takie, jak
Rys. 124. /\ 00'T, polozone symetrycznie
wzgledem linji $rodkéw o0 5 po-
winnismy tedy otrzymaé dwie styczne, takie jak SS'. Styczne te
nazywamy zewneirznemi.
Wynik ten byl latwy do przewidzenia, gdyz linja $rodkéw OO0’
jest osig symetriji figury, ztozonej z dwéch két (O)r i (O)r'.
Rozwiazanie nasze wymaga, zeby bylo
00 > OT czyli 00 > r' — r (dlaczego?).
Innemi slowy: zeby zadanie bylo mozliwe do rozwigzania,
kola dane albo nie powinny mieé wcale punktéw spélnych, albo
powinny byé¢ zewnetrznie do siebie styczne, albo wreszcie powinny
si¢ przecinac,
We wszystkich tych trzech przypadkach kola maja dwie
spolne styczne zewngtrzne.
W przypadku granicznym, gdy mamy
00 =r—r/,
czyli, gdy kola sa wewnetrznie do siebie styczne, trojkat N\ OO'T
nie istnieje, lecz wtedy prosta, prostopadia do OO" w punkcie
stycznosci kol, jest spolna styczna zewnetrzng danych kél*).

*) Uczen wykresli wspélne styczne zewnetrzne dla kilku par két o tych
samych promieniach r, 7 i przekona sig, ze gdy odleglosé srodkéw stopniowo
maleje, tak, iz kolo (O)r stopniowo przechodzi w kolo styczne wewnetrznie do
kola (O)r/, obie styczne spélne coraz bardziej zblizaja sig do siebie. Co dzieje
sie z temi stycznemi w chwili, gdy mniejsze kolo staje sig wewnetrznie styczne

do wiekszego ?

O rozwiazywaniu zadan konstrukeyjnych. 125

i Il. Mozemy wyobrazié sobie jeszcze inna figure, odpowia-
dajaca warunkom zadania, mianowicie taka, jak na rysunku 125
Kreslimy znéw promienie :
0S, O, prostopadle do spélnej
stycznej SS’, przedtuzamy pro-
mieni O"S’, z punktu za§ O pro-
wadzimy réwnolegly do stycz-
nej, a wigc prostopadla do pro-
stej O'.S'.
W ten sposéb otrzymuje- Rys. 125
my tréjkat prostokatny A\ OO'T, o
w ktérym O'T = r + ' (dlaczego ?). Stwierdzamy znéw, ze

Zadanle nasze byloby YOZlelzane y y y o quz C
s d b
g sm potraflll Yoz a

. Za;anie pomocnicze. Zbudowac tréjkqt prostokqiny /\ OO'T,
majgc danq przeci e :
it g przeciwprostokqtng OO’ i przyprostokqing O'T =

Zadanie to rozwigzaé umie igzani
agza¢ umiemy. Po rozwigzaniu go wypadni
tylko \;)/oprowadzié OS//OT i polaczyé S z S. e
ten sposéb ot j ; .
s p otrzymujemy spdlnq stycznq wewnetrzng
Oczywista rzecz, 7e musi istnieé druga jeszcze styczna we-
wnetrzna, symetryczna z prostg SS' wzgledem osi OO'.
Rozwigzanie nasze wymaga, zeby bylo
00" > OT czyli-O0' > r + r'.
. Innemi slowy.: kola dane nie powinny mieé wcale punktéw
spolnych; otrzymujemy wéwczas dwie styczne wewngtrzne.
W ;?rzy.pa’dku granicznym, gdy OO’ =r+7r/, tréjkat A\ OO'T
przestaje istnie¢; kola sg wéwczas zewngtrznie do siebie styczne
b

a prosta, prostopadla do osi OO, jest jed ? :
wewnetrzng *). » Jest jedyna ich spélng styczng

§ 157: Zadanie III. Zbudowac tréjkqt prostokqtny, majqc
danq przeciwprostokqing c i promieri ¢ kola wpisanego.

,, Sl e
i ) Uczen znéw przekona sie, ze gdy kola (O)r, (O)Y zblizaja sie do sie-
ie, styczne wewngtrzne coraz mniej réznia sie od siebie. Co dzieje sig w chwili

. gdy kola staja sig¢ zewnetrznie do siebie styczne?
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Analiza. Przypusémy, ze zadanie jest rozwigzane i ze
/\ ABC na rysunku 126 przedstawia zadana figure. Niech W be-
dzie s$rodkiem kola wpisanego, Ay, Bi, Ci niech beda punktami

stycznosci tego kola z bokami, a, b, ¢ tréjkata.
Jezeli poprowadzimy pro-

odrazu, ze
C4, = CB = ¢ (dlaczego?).

Zwazywszy, iZ

AB = AC.: BAr = BC,
mamy a = BC T+ ¢
b = AC, T 0

zatem a + b = ¢ T 29,
czyli mamy dang sumg dwéch
przyprostokqtnych.

Jak widzimy, zadanie nasze daloby sig rozwiaza¢, gdybysmy
umieli rozwiazaé nastepujace :

Zadanie pomocnicze I: Zbudowaé tréjkqt prostokginy, ma-
i sume dwéch przyprostokqtnych

Rys 126.

Jjagc dang przeciwprostokqing
aicEabi
Jezeli przedtuzymy bok a, na przediuzeniu jego odlozymy
CC, = b i polaczymy A z C,, otrzymamy tréjkat /\ AC;B,
w ktérym znamy boki BC,, AB oraz kat > BC,A= 1,0 (dla-
czego?). Po zbudowaniu takiego troikata znajdziemy odrazu
punkt C. Istotnie, punkt ten, jako wierzchotek kata prostego,
powinien leze¢ na okregu, ktérego érednica jest bok AB.

Tak wiec zadanie nasze potrafimy rozwiazaé, gdyz umiemy

rozwiazaé nastepujace

Zadanie pomocnicze II: Zbudowaé tréjkat, majac dane dwa
boki i kqt przeciwlegly jednemu z nich (éwiczenie XV, 23, str.
85—87).

Konstrukcja. Budujemy kat, réwny 1/, 05 na jednem jego
ramieniu odkladamy odcinek C:B = a +b=c+20 iz punktu B
kreslimy kolo promieniem, rownym odcinkowi ¢. Punkt A, w kté-
rym to kolo przecina drugie ramie kata, laczymy z punktem B,
poczem na AB, jako na $rednicy, kreslimy kolo, przecinajace
prosta BC:; w punkcie C. Tréjkat /\ ABC jest zadany.

mienie WA,;, WB, zauwazymy -

O rozwiazywaniu zadan: konstrukeyijnych. 197

Badanie. Zadanie nasze m jwyzej igzan
i’le icl.x posiada zadanie pomocniczeall,c;c;l;i]w]zjfcz t};llfudmzwmzan’
srednicy AB, przeciaé moze tylko w jednym puni(cie r?)wtanzcna
: W .zadaniu pomocniczem mamy AB<BC;, kat zp' - 3:4 B
jest mniejszy od prostego, zachodzi s
tu wigc przypadek, o ktérym byla
mowa pod numerem 3-o na str. 86
przy rozwigzywaniu céwiczenia @ 24.
Jezeli poprowadzimy BK | G4,
p.rzekonamy sig, ze zadanie pomoc-
nicze ma

jedno rozwiazanie, gdy c¢=BK,
dwa rozwigzania , c¢>BK,
nie ma rozwigzan, , c<BK.

PowiedzieliSmy wyzej, ze nasze
zadar'lie moze mieé¢ co najwyzej tyle
;Zi:.:glz::é ile 1c’h ma zadanie pomocnicze. Istotnie, gdyby kolo
i nasrzlz St:edr:;cir AB,. nie przeciglo wcale odcinka BC2:
i s nie aloby si¢ rozwigzaé. Otéz przypadek ten

i8¢ wowezas, gdyby kat <cCy,BA byl
warty, ale to jest niemozliwe. gl el

Istotnie, gdyby kat <-C,BA b 5 J

/\C:AB bylby réwnoramienny 2(a(lacze};o 'x?)roisz’iel::);‘;’riz;s o
AB = BC,,
czyli ¢ =-¢ + 2,

co jest niedorzeczne. Gdyby k
& Rhilyiny yby kat <=C,BA byl rozwarty, wéweczas

Rys. 127.

: <BAC, < 2AC,B (dlaczego?)

i, co za tem idzie AC;, < AB

czyli Ci 22105 c,

co znéw jest niedorzeczne.
Tak wiec zadanie nasz i

B e ma dokladnie tyle rozwiazan, co
§ 158. Zadanie IV. Z, ¢ troj, 7

e budowac tréjkqt, majgc dane trzy jego

4 rI:I.lechh :)réjkqt. AAZ?C bedzie tréjkatem zagdanym; AA’, BB’
iech beda jego srodkowe, przecinajace sig w punk::ie G’
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Oczywista rzecz, ze znamy odcinki, wyznaczone na $rodko-
wych przez irodek ciezkosci G (§ 81, str. 57). Wobec tego, jeshi
przedluzymy érodkowa AA’ ina przedluzeniu odtozymy A'T=A'G,
to otrzymamy trojkat /A\GCI, w ktérym

ClI = GB= % ss, CG= %50 Gl = % Sa
Umiemy zbudowa¢ ten trojkat, gdyz mamy dane wszystkie trzy
jego boki.

Po zbudowaniu tego trojkata, mozemy zlatwoscia kilkoma spo-
sobami otrzymaé tréjkat zadany N\ABC.
Uczeh znajdzie sam konstrukecje.

Jak widzimy, zapomoca analizy
sprowadziliSmy nasze zadanie do roz-
wigzania nastepujacego

Zadania - pomocniczego. Majgc
dane odcinki Say Sby Ses 2budowadé troj-
kqt o bokach % Sa % Sy % Ser

b Latwo przekonaésie, 2€ Z kazdego
trojkata A\CGI mozemy otrzymaé jeden

tylko trojkat AABC, zatem zadanie nasze ma tylez rozwiazan
co i zadanie pomocnicze, t. j. dwa, ktére zreszta réznia sie tylko
polozeniem, s3 mianowicie symetryczne wzgledem prostej Al
(poréwn. § 137, str. 95). y
" Z powyiszych przykladéw widzimy, ze analiza geometryczna
o tyle prowadzi do celu, o ile zadanie dane potrafimy zastapic
przez zadanie latwiejsze lub poprzednio juz rozwiazane. Zalezy
tu wiele od umiejginego wyboru linij pomocniczych, ktére mamy
wykreglié. Nie mozemy Ww tym wzgledzie podac zadnych regut
ogélnych: trafnoéé wyboru zalezy od wprawy i od znajomosci

réznych zwigzkéw geometrycznych.

Gwiczenie XXL Jezeli w zadaniu chodzi © sbudowanie tréjkata i jezeli
woéwczas nalezy te sumeg lub

wskazéwkami zawartemi w €wi-
padku, gdy mamy dany
kolwiek odcinkow.

mamy dang sumeg lub réinice dwu jego bokow,
roznice wprowadzié do rysunku, kierujac si¢ np.
czeniach IX, 50—57, na str. 62. To samo dotyczy Przy
obwod tréjkata lub sume (czy tez réznice) innych jakich!
1. Zbudowaé AABC, majac dane a--b--c oraz A, B.
[Wskaz swka do analizy: na prostej AB odkladamy nazewnatrz tréj-
kata AABC odeinki AK—A4C; BL = BC i tworzymy trojkat AKCL. Zbadaé

jego katy i sformulowaé zadanie pomocnicze, do ktorego sprowadzamy rozwia-

zanie zadania danego.]

O rozwiazywaniu zadan konstrukeyjnych

2 =gt 7 yczem 4 A 5.
. Zbudowac A ABC, majac dane b, ry ay B, pPrz

4
3 ” a, ra rh, £ 1 B' G

’
kaazowka dO anallzy. lezelr 1 st wys SC13 E—
€ l CD € OkO Cl3 oraz 1;

”

wow

e e e A
: ; » majge dane: a, b, ra—r5, przyczem
% 4 3 Z - a, B, ra—rs, G
o 2 ,, 5 a, A, ra—rs, ,’,, :

”
»

s - . CnenidB
4 anal o e i ’ 5
woéwezas badany tréjkat A\ (,I‘IJ!Z;EI]Z ]

8. Zbudowaé N\ ABC, majac dane: a, b, s

9
” » » a, hay <(Q, Sc )-

10. 4 W

analizy: u : Agai o = 2 B0, o w

rym sq b lzl:Peh'llamy tréjleat A\ ABC tak, by otrz o [ rid i eatin
s ymac réwnoleglobok, w kté-

1k ¢ tréj
Zbudowaé tréjkat /\ ABC, majac dane: A4, b
. ) -¢

»

CD jest wysokoscia, DE=DA=r;

”

Sa .

Oznaczmy przez Do, Dy, D,
bokéw a, b ¢ tréj @ Db, De punkty, w ktrych koto wpi
lezace w kacie élikzta.dial; Sz;omo’Punkty, w ktérych kolow T:n?siw)p iy
symbolami A, Ap ,Ac Zylat 01,<°_W tréjkata lub ich przedlui:ﬁ R
4 e , . : atwoscia dowiedzie czytelnik na i, oznaczymy
V! ymbol 2p oznacza obwéd tréikat stepujacych zwigz-
Té ADb:ADc:p*a i aaAABC2
BDa =BDC =p _b,’
CDa = CD[; =p—c
IL. Adp= AAc =p, ;

BBa.= BB. =P,
CCo=CCp=p.
i 2 Z(l:udowaé tréjkat A\ ABC, majae danc:
" Zp, F, p;l. 152290 o 14. 2p. ¢
ik et ch Wi

o 17. p, A+ B i odcinek WA
22. P C Py Pa. 20. PG, A, ba :
S5 —Cy ©; P; 23. p—c, A, pa'

18. p—c¢, a, p.
21. p—c, C, pc—p.

W nastepujacej grupie zadah mamy da
pujacej grup 3
s l ’]' i 18 ’l ! y dane badz poszczegélne boki trojkata
badz sum. ¢ lub 'l’ozn’cq dwéch bokéw. Uczen oprze analize tych zadan na 'gurze,
podobnej do tej, ktéra dala nam rozwigzanie zadan grrupyt poprzednie fal mia
dob d d Y iej, ia-

nowicie na figurze, zlozonej J]
3 i z tréjkata A ABC 5
(We)pe oraz (w razie potrzeby) z kola opisanego, (ZOI;OIIQ Sl

*) Zaréwno w jak i

' tem, jak i-we ich i

S : , wszystkich innych zadani z &

sprosv x ewszystku'am o jasne sformulowanie zada?ﬁ s an‘laCh pe e
adzamy rozwigzanie zadania danego sy Wil

Geometrja elementarna

9



130 Dodatek do ksiegi L
Zbudowaé trojkat A ABC, majace dane:
2. ¢, C, ¢ 95 ¢l Crpus 2. ¢, R, ¢-
7. ¢ AP 28. a-+b, Pp Pp 29, a-+b, C, ¢,
30. a-t+-b, ¢ Pe 31. at+- b, p.—F (S 392. a+b, C, p,— Pp
33. a—b, ¢ P¢ 34. a—0b, B, ¢ 35. a—b, hy 0

36. Majac dany trojkat A\ ABC, wykreslié z jego wierzchotkéw, jako ze
srodkow, trzy kola, z ktérych kazde byloby styczne do dwu drugich.

37. Dane jest kolo (0)A4, na przedluzeniu zaé srednicy OA dany jest
punkt B; znalezé na proste] AB taki punkt X, zeby styczna XC réwnala sig
odcinkowi XB.

[Wska z6wka: przediuzamy BC az do przeciecia sie z kolem W punkcie D
i badamy katy trojkaty A\ DOB.]

38. Dany jest tréjkat A\ ABC i wewnatrz niego punkt K; wpisa¢ W troikat
réwnoleglobok tak, by punkt K byl srodkiem réwnolegloboku. [Wsk azowka:
jezeli poprowadzimy KL||AB oraz KM|/BC, woéwczas, znajac punkty L, M na
boku b, bedziemy mogli z latwoscia wyznaczyé wierzcholki D, E réwnoleglo-
boku, lezace na tym samym boku b.]

39, Zbudowaé czworobok ABCD, majac dane W plaszczyznie rysunku
irodki M, N dwéch przeciwleglych bokéw oraz cztery odcinki, réwnajace sie
odpowiednio bokom @, b,-¢; d- [Wskazéwka: jezeli K, L sa srodkami prze-
katnych, to KLMN jest réwnologlobokiem, W ktérym znamy dlugosci bokéw
(dlaczego?); jezeli P, S sa srodkami dwu innych bokéw czworoboku, Wow-
czas PLSK ijest tez réwnoleglobokiem o znanych bokach, a procz tego ré6wno-
legloboki KLMN, PLSK maja wspolny srodek.]

40. Na plaszczyznie dane sa cztery punktys wykresli¢ okrag réwno odlegly
od wszystkich czterech punktow.

41, Dany jest okrag kola i na nim dwa punkty 4, B; wpisa¢ w to kolo
trojkat A ABC tak, zeby bylo < A— < B=2.

42. Dany jest kat 3 AOB, ktorego wierzchotek O lezy poza granicami
rysunku. Majac dany punkt C na ramieniu A0, snalezé na drugiem ramieniu
taki punkt B, Zeby bylo OA= OB.

43. Zbudowaé tréikat A\ ABC, majac dane a-t+b, 24 P [Wska-
26wka: na dowolnej prostej m odkladamy odcinek atb i w jego koncach
kreslimy promieniami danemi kola, styczne do prostej m.]

B. Metoda miejsc geometrycznych.

§ 159. Zapomoca analizy geometrycznej mozemy kazde za-
danie konstrukcyine sprowadzi¢ do typu nastepujacego:

,Znalez¢é punkt X, ktory jest wyznaczony przez dwa znane
nam warunki®.

Niech bedzie dane np. do rozwiazania

(0] ’rozwiqzywaniu zadan konstrukcyjnych

Zadanie I. Dan ;
: - ym promieniem r z Erotlic
rostej danej . akresli¢ kofo st
Za j danej m, kidre byloby zarazem zewnetrzni fyczne do
nego kota (O)r'. etrznie styczne do
Rzecz oczywista, z ;
e e zadanie bedzi .
znajd : i edzie rozwigzane, sk
jdziemy Srodek zadanego kola. Tak wigc niewiz;er:;; t}(’lko
po-

St

Rys. 129.

. Zal6ézmy, ze r
ys. 129 przedstawia z :
0% 4 : awia zadana figure. S
fe )1’; : i Eyc zewr’lqtrzme styczne do kola szukagr‘le Qo (k)(()ro o
glos¢ ic srodkéw powinna réwnaé sie sumi A ).r, od-
musi by¢é ¢ sumie promieni, czyli
OX = + r,.

Sy :
oniewaz dalej kolo(X)r ma byé styczne do prostej
1 m,

zatem odleglosé
; : punktu X od 2 , g
ol Lola prostej m winna réwnaé sig pro-

W ten sposéb z i
adanie nasz ili§
cego zadania pomocniczego: SHp e e
Zadanie i
pomocnicze. Znalezé k
& i punkt X, speiniaj : 5
e ,zf: gwa waru'nkz. 1) odleglos¢ OX réwna s? s 2l ]ed'no'
r Ab) odlegtos¢ punktu X od prostej m ro'wni su:;n it s
i . ie r.
+ i y rozwigzaé to zadanie pomocnicze, bierzem jpi
l)agq pierwszy warunek: AR
oniewaz punkt O jest dan iej
: ; y, a miejscem
punktéw, odleglych od punktu O (,) odcir:ek rfi?mjztsrtyczl?em
’ oKrag

9*
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zakreslony z O promieniem s+ 7, zatem punkt X musi leze¢ na

tym okregu.

2) Przechodzimy teraz do wa
ometrycznem punktow, odleglych
jest uklad dwéch prostych, rownoleglych do m i lezacych syme-
trycznie wzgledem niej W odleglosci r od tej prostej. Wobec

ktu X szukaé na tych r6wnoleglych, a poniewaz

tego nalezy pun
lezy on jednoczesnie na kole, zakreslonem Zz punktu O promie-

niem r-+ 7/, zatem moze leze¢ tylko w punkcie przeciecia sig
tego kola w jedna lub druga z powyzszych réwnoleglych.

lloéé rozwiazan zalezy od ilosci punktow przecigcia sieg obu
miejsc geometrycznych. Uczen zbada szczegblowa wszystkie moz-
liwe przypadki. :

Jak widzimy,
niamy najpierw tyl
zadoéé punt X, i W

runku drugiego. Miejscem ge
od prostej m © dany odcinek 7,

postqpowanie nasze polega na tem, ze uwzgled-
ko pierwszy warunek, ktoremu winien czynié
ten sposOb wyznaczamy jedno miejsce geo-
metryczne tego punktu; nastepnie, uwzgledniajac tylko drugi wa-
znajdujemy drugie miejsce geometryczne tego samego

runek,
Wobec tego punkt szukany X znajdujemy, wykresliwszy

punktu X.

oba jego miejsca geometryczne. »
2 danego kqta > MAN znalezé

§ 260. Zadanie Il. Wewnatr
taki punkt X, zeby dane odcinki AB, AC, lezqce na ramionach

kqta, widaé bylo z punktu

Rys. 130.

Jezeli rys. 130 przedstawia figure zadana,
na tym rysunku spetnia dwa nastepujace warunki :

%:BXA =0, %:AXC: £,

wéwezas punkt X lezy 1) na luku,
i obejmujacym kat Xa: 2) na tuky, wykreslonym na cieciwie

i obejmujgcym kat <<8.

X pod danemi kqtami <= 6.

wykreslonym na cieciwie AB

s ——————

T ————

czyli jezeli punkt X }

lf

o : :
rozwiazywaniu zadan konstrukcyjnych
Zadanie i -
/ posiada jedno i tylk
;'e maja procz punktu A4 drugiy .
igura ABXC jest czworoboki
pf)Sladalo rozwigzanie
rownosé i

ieszci:dno ll'(ozwmizanie, jezeli tuki
i pun t spélny, czyli jezeli
e emi slowami, aby zadanie

wystarcza, zeby zachodzila nie-

czyli
~ FBACH yot <40

§ 161. Czase
b . m dopiero dtuz :
ow punkt X, fL uzsza analiza moz ;
. _]ak, do znalezienia ktérego sprowad °Ze'wskazac Ram
Zada - przyklad podajemy nastg¢pujac Za slg rozwigzanie
e
Ni }:l L 'I'“. Zbudowac #r O'ikthAB(? ;
iech tréjkat /\ ABC na r , majgc dane h

AD, AE, AF beda odpowiednio w };St;kl?l' S a; s;,i:ﬁ;
: trél?l:z:dewszystkiem iy n)lry’ oscia, dwusieczna i srodkowa,
b ika ’pf‘ostokqtnyAADE daje
. atwoscig zbudowaé, gdyz zna
jego przyprostokatng AD i pr 9
pr.osfokqtnq AE. To samop Z(‘:C‘.W'
gzxecbmoina o trojkacie Ailvg;:
kqt(,:, udO\;\(am}J tych dwéch tréj:
ol znzti I'blysmy wierzcholek A
L oggk réjkata, px:osta‘, na ktoérej
g o a, oraz Srodek F tego
ek .ta zdostale dwa wierzcholki B, C
: bq’ alyby sie latwo znalezé
(g)'pi); ySmy umieli wykreglié kolo,
ane na tréjkacie /
e l]i a‘znajdszzizﬁanymAABC. Otéz kolo to potrafimy

chodzi¢ przez znany nam y lego srodek X, gdyi musi ono prze-

e punkt A4.
gadnienie nas : ;
Zadani ; ze sprowadzilis :
niewiadomy:: l;ofl.l/: cniczego. Znalez¢ s’rodekn/lc};iflzo et
£ A5 magede i ol
fe o mka s kiore wysokosc, ; e e
- ’Ziwladom,ego tréjkqta tworzg - IOJZZiedwu.SIecz”a i $rodkowa
e y rozwigzaé to zadanie pomocni Fdehi
Isca geometryczne dla punktu X e

Rys. 131.

Oplsanego na

musimy znalezé dwa
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st to of symetrii

je
y $rodek F tego

miejsc znamy oddawna:
zemy wykreslic, gdyz znam
ktérej lezy bok a-

jsca geometrycznego,

Jedno z tych
boku a, ktora mo
boku i prosta DF, na

Co sie tyczy drugiego mie
je zapomoca dalszej analizy.

Niech AXA’ bedzie $rednica sz

131 musi by¢<r1= 2 (dlaczego ?),a poniewaz troijkaty NABD,

NAAC sa oba prostokatne, szatem pozostale ich katy ostre musza
m 3

rownaé sig sobie, czyli musi by¢
< BAD= A AC
> BAC czyli,
@

to znajdziemy

kanego kota. Na rysunku

am — e ————————————————

Zalozyliémy, Z€ AE jest dwusiecznd kata

ze mamy
X BAD + X DAE= s EAA + S AAC
7. réwnosci (1) 1 (2) wynika, ze
< DAE= S EAA.

N ADE, podwoimy jego kat

trojkat
na ktorej musi leze¢ $rodek

Tak wiec, majac dany
~ DAE i otrzymamy prosta AA,

X szukanego kota.

Wykonanie k amy uczniowi.

onstrukcii pozostawi

dane promienie T; e5li¢ niemi dwa kola,

r', zakr
tycznoéci 1

Cwiczenia XXIL 1. Majac
styczne do siebie i do danej prostej m. [Uwzglqdnié roine rodzaje S

ie punkty A, AL B BS wykresli¢ dwa kola

ez Bi B

chodzilo przez A i A’, i drugie prz
(O)r, (O)' oraz punkt A; zbudowaé

e do obu danych.
danej prostei M, przyczem

O, promien za§ drugiego

2. Dane sa na plaszczyin
jedno prze
tsrodkowe
tyczn
do siebie i do
m punkcie

spétsrodkowe tak, by
3.'Dane sa dwa kola spo
trzecie kolo, przechodzqce przez A is
4. Zbudowaé dwa kola, styczne
srodek jednego kola winien leze¢ w dany
powinien réwnaé sie danemt odcinkowi 7.
5. Dane sa na plaszczyinie trzy rowne SO

czne do wszystkich trzech.
6. Dany jest trojkat A ABC; znalezé punkt,

boki troikata widaé pod tym samym katem.
7. Zbudowac czworobok ABCD, maijac dane: @,
zeby na tym czworoboku mozna bylo opisa¢ kolo.

8. Na danym trojkacie réwnobocznym A AMN opisa
jeden jego wierzchotek lezal w punkcie A, boki za$ b ic prze
punkty Mi N [Wskazéwka do analizy: poprowadzic' przekatna AC]

9. W dane koto wpisa¢ trojkat prostokatny A\ ABC tak, by przyprosto:
danemu odcinkowi i zeby przedluienie drugiei przyprostor

przez dany punkt M, lezacy ZeW

bie kola; wykresli
sty
z ktérego

A, e, f oraz warunek,

& kwadrat tak, by

katna a réwnala si€
katnej b przechodzﬂo

& czwarte kolo,

wszystkie trzy i

natrz kola. [Wska-

i
L

chodzily przez

i~
¥
i

|
v
t
:
i

O rozwiazy {0} stlukcy!nycl).
w1 waniu zadan k n
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zé6wka do anali
: izy: czy wielkosé
5 ) 08¢
namy 1aOl \];;omlen kota opisanego?frzYPYOStokqtnej b jest wyznacz
5 dane kolo 5 ona, ieieli
w L4 &
B poechodity od pisac ‘trolkat prostokatny tak, b ;
e ff)ownkedmo przez punkty M, V. Z’b S dwa ramiona kata
r 3 ) . 3 .
kola; 3) gdy oba lez atrz kola; 2) gdy jeden les adaé przypaki: 1) gd
11. D eza zewnatrz kola ezy -wewnatrz, drugi zew gt .
. Danym promieniem ! g
wyznaczalo cieci : r wykreslié :
1; oDclqmwy, réwnajace sie dany,lnc :;lf),kktoreby na dwu danych prostych
> e AN SA kolo O i cinkom a, b. i o
g lezal na prostej m zewnplt‘OSta1 gt kresli¢ sieczng tak i
B e A e tienle:
B 5w Ao anal‘a przez te sieczna, réwnala siq daDEmu odcinkowi a
; i Sah iyt . -
o e s e
: 13. Przez punkt przea o !ezy wzgledem tego miej SN Syateons;
B e kOloch(;a.slq dwéch kot pOProwaljc'a ,260metrycznego ?]
14. Przez d podzielilo ja na pot zi¢ w jednem z nich
s 5 any punk poiowy. 1
cigciwa, wyznaczona nap ;.t A poprowadzié do danego kola si
sty . Pk assvka d] siecznej, zostala podzielona n il aicenan kil Y
. : o i a
siecznej.] analizy: poprowadzié promi::iﬂowy przez dang
15. Dany j 5 pEuRpatiyl
‘ y jest trdj e
B s ey Odoc;ikatkprqstokqtny A ABC; ‘mindz j
B o dok vas na nelep. tak, zeby konice jego 1 o ramionami kata pro-
odcinek DF o dpowiadr;fzeclwprostokqtnei_ [Wskazé izaly na ramionach tego
woéwczas laczymy E z w‘_”arunkom zadania, punkt z‘:§ aEl-io analizy: jezeli
B e 7] ierzchotkiem C kata prostego. C jest jego srodkiem
16. Dany i - Czy odcinek CE j
. Dany jest tréjkat . o
styczne do boku a w Purik:i AAJ‘_‘IBC i punt M na boku a;
17. Wykreslic kolo e i wyznaczajace réwne cieci a; wykreslié kolo
dwu danych réwnoleg} ch, p.rzfchodzqce przez dany REIWY 54 bokach- 4, ¢
ych cieciwy, réwnajace sie dan:r:nmt fil g i
u odcinkowi m

18. ZbudOWaC tro, kat ABC majgc dane P.
1 A ’ 1 A! B’

19.
e ey
g 2 ” i 2, 2 A+B, P
” W 2 A, dA’ p' c

22. W pt 255
7 plaszczyznie
XA-+-XA' réwnala siz S;eczdan‘ego kola znalezé taki punkt X,
93, W dane kolo w inely' PORYOWadzonej 2 oonlite , by suma stycznych
odcinka A4’, gdzie przez l;;ac t"’!kﬁjﬁ A ABC, majae dan [;)YZez srodek kola.
S iesedlisesion : : oznaczyliSmy punkt e .Ok a, oraz dlugosé
% Na d wusiecznej dA. przecigcia sie kola opi
e nyczw 1sanego
analizy: uwzglednié mie?::: oku ABCD opisaé kwadrat. [W !
jest dwusieczng jego kata.] geom. § 147 oraz fakt, 2; Sli<azowka do
L o wad tro: 5 ’ przekatna kwadrat
’ ¢ trojkat . atu
Siedbinia). pr: ojka prostokatny tak, b
kata prostegop (lzgh?‘:,zﬂy odpowiednio przez d:n: ZXEL:Stokatne a, b (lub ich
przyprostokatna CAI ] przediuzenie) przechodzil y L, M, dwusieczna za$
26. Dane réwnala si¢ danemu odcink a' }ZrZeZ punkt dany Ki ieby
'_ sg CZtery lekt A owt 0.
przechodzilyby odpowiednio prze)z’ te’ pBu' ]i, D; wykreslié kwadrat, kté o
nkty. td rego bo i
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27. Z danych dwéch punktéw 0,, O,, jako ze srodkéw, wykreslic dwa
réwne kota tak, by spolna styczna tych kot przechodzila przez dany punkt M.

28 Dane fest kolo (O)r, punkty A, B, nie lezace na niem i prosta m.
Przez A i B poprowadzié okrag kola tak, by spolna cieciwa tych dwu kot byla
prostopadia do prostej m.

29, Znalezé taki punkt X, by styczne, poprowadzone z niego do dwu
danych ko, réwnaly si¢ danym odcinkom m, m’.

30. W danem kole (O)r poprowadzi¢ cieciwe, nachylona pod katem =%
do danej prostej m i réwnajaca sig danemu odcinkowi a.

31. Z danego punktu A zakreslié kolo tak, by styczna, poprowadzona
z innego danego punktu B, réwnala si¢ danemu odcinkowi a.

32. Z danego punktu O zakredlié kolo tak, by z innego danego puntu 4
widaé je bylo pod katem = &. [Poréwn. uwage na str. 115.]

33. Dane sa dwa kola (O)r, (0)r ; wykreslié prosta tak, by przeciela ona
oba kola i wyznaczyla w nich cieciwy, rownajace sie¢ odpowiednio odcinkom
danym a, ad'. )

34. W danem kole poprowadzi¢ srednice tak, by z danego punktu A
widaé ja byto pod danym katem 3 ¢

35. Dane sa dwie réwnolegle m, m’, punkt A na prostej m i punkt K,
nie lezacy na zadnej z tych prostych. Przez K poprowadzié poprzeczna, prze-
cinajaca proste m, m’ w takich dwu punktach B, B, ze AB=AB'.

36. W dane koto wpisaé kwadrat tak, by przez dany punkt M przecho-
dzit bok tego kwadratu (lub przedluzenie boku). [Wskazowka do analizy:
czy mozna wyznaczyé kolo, wpisane w szukany kwadrat?]

37. Dane sa dwa kola o)y, (0, wewnetrznie do siebie styczne
w punkcie A; w wiekszem z tych k6t poprowadzié cigciwe prostopadia do OA
tak, zeby czesé cieciwy, zawarta miedzy prosta OA i okregiem wigkszego kola,
zostala podzielona na polowy przez mniejszy okrag.

38. Dane sa trzy punkty A, B, C; danym promieniem 7 nakreslié kolo
tak, by styczne, poprowadzone do niego z tych trzech punktow, réwnaly sie sobie.

39. W dane kolo wpisaé trojkat tak, by przez dany punkt K przechodzit
bok a tréjkata (lub jego przedluzenie) i zeby katy << A, < B réwnaly sig da-
nym katom.

40. Zbudowaé troikat A ABC, majac dane boki a, b oaz warunek, ze
musi byé <xA=2XB

41. Zbudowaé prostokat ABCD, majac dang sumg a-+b oraz kat =0

[Wskazéwka do analizy: na dwusiecznej kata <L © odkladamy
EF=1/, (a+b)]

42. Dane sa trzy proste, réwnoleglte do siebie; zbudowaé trojkat rowno-
boczny tak, by wierzcholki jego lezaly na tych trzech prostych. [Wskazéwka

do analizy: na tréjkacie opisaé koto.]

43. Na danym tréjkacie ABC opisaé trojkat A ABC, majac dane katy

X A, 2 B ibok c.

44. Dane sa dwa kola o)y, (05 wykresli¢ _odcinek AZA’, réwnolegly
do danej prostej BC, réwny danemu odcinkowi m i polozony tak, ze punkt 4
znajduje si¢ na jednym okregu, punkt za$ A na dn}gim.

45. Zbudowaé -czworobok ABCD, majac dane A, C e f, O

e n St S e

- FERTETT ™
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:g IV)V dan.y kwadrat wpisaé drugi dany kwadrat.
ik : : R
e jeliesEt' ll:;;:;) I w niem cigciwa AB; wykreslié druga cieciwe CD
_ na AB i zeby réwnala sie ona danemu odef l:vq i
cinkowi m.

48. Z dane
go punktu O wykresli¢ k i
w takich punkt i s ykresli¢ kolo, przecinajace rami
punktach A i B, ie prosta AB jest réwnolegla d:r::::i danegto 'kqta
prostej m.

49. W dane kolo isaé

g _wpisaé czworobok ABCD, i

[Ws aszoozll:addo ?nallzy: czy kat < D jest wyznatl:z]:;?]dane i chei

o . Zbudowaé tréjkat A ABC i

el 8 ! , majac dane A4, s, A . 5

i I1:3stz }:rt:ldkou'/q, woéwcezas na jej przedluzeniu szklaadirvnv 51:411’1242Wka:
y zbudowaé A\ ABC, jezeli uda sie zbudowaé AABAx ?] P

51. Dane S y
g dwa koia spofsrodkowe 1w ﬂlch dWa promienie; w kl (5 hc
’ S

styczna do mniej
jszego kola tak, by wi
: : : y wigksze kot teli
tej stycznej, zawarty mi¢dzy dwoma danemi Pro:)niz:xizr;e.mo na polowy odcinek

1.

C. Metody przeksztalcen.

§ 162. Z i

NS ‘:ip(:mo.cq anah?y sprowadzamy rozwigzanie danego
figury szukarie] sal ania zadania pomocniczego, czyli konstrukej
e Sijq gir:wadz.amfy do konstrukeji figury pomocniczeljez
raz, ze figura i duie si :

B : » Ze figura pomocnicza znajduje si -
¢ nie}i) :)as );m zw1aizku z figurg szukang, ze daje sie (;'na ztt‘;' ;ar’
ksztalceﬁpn:;;ca‘ atwego przeksztalcenia. Do najprostszych );,)rzaec
; a: przesuniecie (calej fi L §
mentéw), obrdt i symetrja wzglgder]n ‘i‘;ry NSl et [

L. Przeksztalcenie przez przesuniecie.

163. tlenie. lesel:
B gane? figll:l;’es;znle. Jejeh przez wszystkie punkty A4, 4, 4;
h prowadzi 5 . : s £73) £38y
réowne sobie odcinki A4, B; :I’Z gwiol:g;e l_ na nich odlozymy
St

czas konice tych odcinkéw B, A, B, = .., woéw-

By, B,... utworza nowg figure
o ktérej powiadamy, ze zo-
stala otrzymana z danej za-
pomoca przesuniecia.

: Twierdzenie L. Poprze-
sunieciu ofrzymujemy z da-
nego odcinka nowy odcinek,
réwny mu i do niego réw-
nolegly.

Tw. o -
ierdzenie I. Po przesunieciu otrzymujemy z danego kqta
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j 1 jednio 1o te do ramion
nowy kqt, majgcy ramiona odpowiednio réwnolegle

d o kqgta. . e :
anechzir’n dowiedzie sam tych dwu twierdzen, kierujgc si¢ np.

zalgczonemi rysunkami. Z twierdzen tych wyplywa

jeciu trdj. jemy trojkqt rowny

Wniogek. Po przesunzgczudZ:il;;;ia ioi;z(z;zgeboi z {{pci Jae
réwnolegte do bokéw danego tréjkata.
Twierdzenie III. Po przesu-
nieciu kola (O) A, otrzymujemy réwne

u koto (I) B:.
= ]ako(i)z promieni OA}, 0,142.-.
otrzymujemy po przesuniefcm rowne
Rys. 133. im, a wigc rowne sobie odcinki
IB,, IBs...

o dowiesé mozna twierdzen odwro’mych’ do po-
gcia zastosowac do za-

Réwnie latw

przednich. Teraz mozemy pojgcie przesuni
dan konstrukcyinych. |
§ 164. Zadanie L Zbudowad trapez, majqc dane cztery jego
boki a, b, ¢, d.
Jezeli z pu

nktu B poprowadzimy BE||CD (czy_li jezeli ,prze-
suniemy® bok CD do wierzchollf'a B), otrzy-
mamy, jako figurg pomocnicza, trolkqtgABE.,
w ktérym znamy wszytkie trzy boki, gdyz

AB =a, BE=c, AE=d—b.

Po zbudowaniu tréjkata /\ ABE czy-
telnik sam zbuduje zadany trapez.

§ 165. Zadanie IL Rownolegle 3, b
zostaly przecigte dwiema
drugiemi rownoleglemi &
b'. Przez dany punkt K
poprowadzi¢ poprzeczng
tak, by odcinek LM, wy-
.znaczony na niej przez
pierwszq parg réwno{e-
glych, réwnal sie odcin-
kowi L'M’, wyznaczone-
mu przez drugq parg.
135 odpowiada warunkom zadania.

M,

Rys. 135

Niech figura na rys.
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Dwie dane pary réwnoleglych tworza réwnoleglobok CDEF. Jezeli
odcinek LM ,przesuniemy“ do punktu C, drugi jego koniec
znajdzie si¢ na prostej b. Tak samo, jezeli L'V’ przesuniemy do
punktu C, drugi koniec tego odcinka znajdzie sie na prostej &'.
Ale oba odcinki, otrzymane skutkiem przesuniecia odcinkéw LM,
L'M', musza zlewaé si¢ w jeden odcinek, gdyz sa sobie réwne
(poniewaz LM—L'M' wedlug zalozenia) i oba s3 réwnolegle do
tej samej prostej LKL'. Poniewaz, dalej, koniec tego odcinka
lezy, jak widzieliSmy, na prostych & i &', zatem odcinkiem, otrzy-
manym z przesuniecia odcinkéw LM i L‘M’ jest przekatna CE
réwnolegloboku.

Rozwigzanie jest teraz oczywiste: przez punkt K prowadzimy
réwnolegla do jednej lub drugiej przekatnej iréwnolegloboku CDEF.

Cwiczenia XXIII. 1. Zbudowaé trapez ABCLD, majac dane podstawy b, d
i przekatne e, f. [Wskazéwka: przesunaé przekatina.]

2. Zbudowaé czworobok, majac dane a, b, ¢, dikat <I (b, d) miedzy prze-
dluzeniami dwéch bokéw przeciwleglych. [Ws kazéww ka: przesunaé bok ¢ lub a.}

3. Zbudowaé réwnoleglobok, majac dane a, bb, . [Wskazéwka: prze-
suwamy jedna z przekatnych.]

4. Zbudowaé trapez, majac dane a, ® i przekkatne e, f.

5. Zbudowaé czworobok ABCD, majac dane . A, B, C, aq, c.

6. Zbudowaé /\ ABC, majac dane s, s, h,. [Wskazéwka: prze-
suwamy h,.]

7. Zbudowaé réwnoleglobok, majac dane aq, e vy,

8. Dane s3 dwa kota (O)r, (O)” i punkt CO, lezacy zewnatrz obu két.
Przez O poprowadzié sieczng tak, by kola wyznaczylyly na niej dwie réwne cig-
ciwy. [Wskazéwka do analizy: przesuwamy koldo (O)7 réwnolegle do szu-
kanej prostej tak, by réwne cieciwy przystaly do sieebie; jezeli O; jest nowem
polozeniem srodka O, wéwezas A\ OQ,0’ daje sig l¥atwo zbudowadé.]

9. Zbudowaé czworobok, majac dane a, b, ¢, d oraz odcinek m, laczacy
srodki dwéch przeciwleglych bokéw a, c. [Wskazé5 wka do analizy: prze-
suwamy boki b, d do Srodka boku c; korice tych diwu przesunigtych odcinkéw
lezg na jednej prostej ze Srodkiem boku a.]

Jezeli chodzi o zbudowanie tréjkata /\ ABC, wéwczas nastepujace prze-
ksztalcenie bywa pomocne przy analizie zadania:

Przesuwamy bok ¢ do wierzchotka C, bok a do wierzcholka A, przez co
otrzymujemy réwnoleglobok ABCB’; jeieli teraz przesuniemy bok b do punktu C
tak, ze zajmie on polozenie CA’, wéwczas powstanie tréjkat /\ BB'A’. Tréjkat
ten ma, migdzy innemi, nastepujace wlasnosci, ktérych czytelnik dowiedzie sam:

1) bokinowego tréjkata sa dwa razy wieksze od srodkowych tréjkata A\ ABC,



140 Dodatek do ksiggi L

2) punkt C jest srodkiem ciezkosci tréjkata A\ BB'A’; 3) katy przy punkcie C
réwnaja sie katom tréjkata A ABC albo tez spelniaja si¢ z niemi; 4) katy
miedzy bokami a Srodkowemi réwnajs sig sobie
w obu tréjkatach i t. d.
Zbudowaé tréjkat A\ ABC, majac dane:
105 2 sz s 11. s, &, <X (g, s,)-
120 A s ook, 13. 4, h,, s
14. a, X (a. s,), X (b, s.)-
15. a, h,, X (a, s,)-
16. dane jest kolo, w niem Srednica AB
i dwa punkty C, D na jednym pélokregu; zna-
lez¢ na drugim pélokregu taki punkt E, by
proste CE, DE wyznaczyly na srednicy AB odeinek danej dilugosci FG=m.
[Wskazéwka: przesuwamy FG do punktu C.]

Rys. 136.

2. Obrét.

§ 166. Okreslenie. Majac dang jakakolwiek figure F, po-
laczmy wszystkie jej punkty Ai, As, A;... ze stalym punktem O,
a nastepnie poprowadzmy z punktu O odcinki

OB, = OA,, OB; = 0A,, OB; = OA;...
przyczem niech wszystkie odcinki drugiej grupy beda jednakowo
nachylone do odpowiednich odcinkéw pierwszej grupy, t. 1s
niech bedzie
%: A1081 = %: A;}OBZ == { AgOB3... = %: .

Konce B,, Bs, Bs... drugiej grupy odcinkéw tworza nowa
figure F’; powiadamy, ze powstala ona przez obrét figury F do-
kota srodka obrotu O.

§ 167. Twierdzenie. Wskutek obrotu linji prostej powstaje prosta.

Niech bedzie dana prosta a. Ze
érodka obrotu O prowadzimy do niej
prostopadla OA,; i obracamy te pro-
stopadla o kat <co czyli budujemy
X A,0B, = = i odkladamy na jego
ramieniu odcinek OB; = OA;. Jezeli
teraz przez punkt B; poprowadzimy
prosta b prostopadle do OB;, wéwczas
latwo bedzie przekonaé sig, ze jest on
wynikiem obrotu prostej a © kat ST« dokota $rodka obrotu O.

W tym celu musimy dowies¢ dwoéch prawd: 1) ze kazdy

o
b $

Rys. 137.
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punkt na prostej b powstal skutkiem obrotu odpowiedniego punktu
prostej. a o kat STa; 2) ze obracajac o kgt ra dowolny punkt
prostel]) a,o((i)ltrzymamy punkt na prostej b. g
6zmy na a odcinek dowolny 4,4 S 16
mu odcinek B,B;. Tréjkaty /\ OAIAZ, Al 53:1;2 bré":j:af'owrfy
sobie (dlaczego?), zatem iy
OA, = OB,,

oraz < A,04, = = B,OB,
1 co zatem idzie, < 4,0B, = <= 4,0B, = X .

2) Jezeli z punktu O
poprowadzimy dowolny od- 0 ;

~ cinek OA4; i wykreslimy A ‘(A

K B,04; = ¢, '

woéwczas musi byé réwniez ‘
< A,04, = ﬁ:B1OBz,
B2

Ze za$ mamy

OA4, = 0B,,
zatem musi by¢é R
. 138.
04, = OB, x

czyli punkt B,, lezacy na prostej b, j iki
, jest wynikiem obrot k
o kat << @ dokola $rodka O. T

Wniosek. Wskutek obrotu odcinka powstaje réwny mu odcinek.

§ 168. Twierdzenie. Wskutek obrotu kola powstaje réwne
mu kolo.

Uczenn dowiedzie twierdzenia sam, kierujac sie zalgczonym

rysunkiem 138-ym. m
K
SR /
Bl

Twierdzenie. Wskutek obrotu kqta B
Y
e

powstaje réwny mu kqt.
§ 169. Zadanie I. Dane sq irzy \
A 46

proste k, I, m i punkt A na jednej
z nich; wykreslié tréjkqt réwnobocz-
ny /\ ABC tak, by wierzcholki jego
lezaly na tych prostych.

Rzecz prosta, ze wystarczy zna-
lezé drugi jeszcze wierzcholek tréjkata,
np. C, poniewaz za§ wiemy, iz C lezy na prostej /, zatem wy-
starczy znalezé jakiekolwiek inne miejsce geometryczne tego wierz-
cholka. W tym celu zauwazymy, e jesli bok AB wraz z prosta

=

Rys. 139.
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m obrécimy dokota Aokat xA=39 wéwezas bok ten upadnie
wa hok - AC; pinkk B upadnie na punkt C, z prostej za$ m otrzy-
mamy prosta m’, przechodzaca przez szukany punkt %

Tak wiec, checac wykreslié¢ 7adany trojkat /\ ABC, kreslimy
najpierw AS | m i obracamy te prostopadlq dokola A o kat
réwnajacy si¢ § - W ten sposéb otrzymujemy odcinek AS'. Kre-
$limy teraz m’ 1 AS; punkt przecigcia sig prostej m’ z prosta )
jest drugim wierzcholkiem tréjkata. Aby otrzymaé trzeci wierz-
cholek B, wystarczy wykreslié koto A4 C.

§170. Zadanie Il Zbudowaé kwadrat ABCD, majgc dane
ie rysunku punkty O i A oraz znajgc odleglosci
punktu O od wierzchotkéw B i D kwa-
dratu (np. OB =n, OD = 1),

Rzecz jasna, ze kwadrat zbudujemy
odrazu, jezeli potrafimy znalezé drugi
jego wierzcholek, oprocz punktu 4, np.
jezeli znajdziemy wierzcholek B. PoniewaZ
znamy odleglos¢ OB=n, zatem punkt B
lezy na okregu (O)n. Zadanie sprowadza
sie tedy do znalezienia jeszcze drugiego
miejsca geometrycznego punktu B.

W tym celu zauwazamy, ze jesli trojkat A\ OAD obrécimy
.o kat prosty dokola punktu A, otrzymamy trojkat \ O'AB taki, iz

O'A=0A, OB=0D=r.

Punkt O’ mozemy Z latwogcia wyznaczy¢: wystarczy W punkcie
A wystawié prostopadtla do OA i odlozyé na niej 0’ A= 0A. Majac
punkt O, kredlimy okrag (01 ktory jest drugiem miejscem geo-
metrycznem punktu B; punkt ten zostaje wyznaczony przez
przeciecie sig okregow (O)n i (O)r.

Rozwiazan otrzymamy tyle, ile te dw
spolnych. Tak wiec przy zalozeniu, ze r>n,

dwa, jezeli r—n < 00'<r+n;

w plaszczyin

Rys. 140.

a okregi maja punktow
zadanie ma rozwiazan

jedno,  » O0i= 15
lub jezeli O0'=r—n
niema rozwiazan 00' < r—n.

Zauwazymy, ze jesli na danym odcinku OA zbudujemy kwa-
drat, wowczas OO’ musi by¢ przekatna tego kwadratu, tak, iz
majac dane odcinki n, 71 punkty O, A, mozemy zgbry przewi-

dzieé, czy zadanie da sie rozwiazaé i ile posiada rozwigzafl.

O rozwigzywaniu zadan konstrukeyjnych
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Cwiczenie XXIV
. 1. W dany k -
tak, by i g : y kwadrat wpisaé tréjkat ré
3; l%ge;la;ego’ wierzcholek lezal w danym pul:iii:t;l?wnol;ocznyAA!B!C,
. o r n
gdzie lezy érode{( Lmzztflgbqk i kwadrat. [W5k316w1ao:z kwadljatu,
kwadrat 7] u? ile wierzchotkéw trzeba znaé, by méc av:l lez,ls.’:
’ ykreslié
3. W dan 5
y tréikat A\ LMN wpisaé troi
. s 6 1
e vk C s Wil oimeas S ol
. Dane s3 dwie proste m i . 3
zakreslié¢ koto t e punkt O, nie lezac i
nafa sig danem:kc,)dac?r)),ksurrla cx[%?/lw’ symscionyel +1a t?’C{l I:;“N:‘Ch' th“l;’kt“ o
owi a. skazéowk : i e e ot
e e o e s e
. Dane s3 dwa kota (O)r i (O g
G Lo il (O') oraz punkt 4; 7
jego érodkiem y[wonﬁe jego lezaly na danych okregach nkt e
: Prze. sk azéwka: obracamy jedno ko?o O’kzt 5t z;;s A zeby byl
; z t SRR 3
by réinica . s Te aiich Lok pogiowad o
i ) V\:iyz.naizonych na niej, réwnala sie danem lec chznq tak,
. y odcine kolow ST i b ¢ u odcinkowi a.
dany punkt C na luku oraz kat g:wc{)’sac tréjkat réwnoramienny /\ ABC, majac
8. Wykreslié tréjkat ré ] :
jkat réwnoboc .
Y zny tak, b e 3
h 11 .dany‘:h okregach spélsrodkowych, prz ! Wlerzc}}o{lfl 1.ego lezaly na
cholka jest dane. przyczem poloZenie jednego wierz
9. Dane s3 dwie ré :
i éwnolegle a, b o
. £ x y raz punk : 0
;}'gy's;npoleilyc[h Wtakle dwa punkty X, Y, pi:b; i’y;:ecl‘;qcycna i
rosty. 5 4 e iz
y skazéwka: kat <t XCY obracamy dokola wif: : }zle‘}o]f 7o
rzchotka C_]

3. Przeksztalcenie symetryczne

§ 171. Poznalismy juz
y juz poprzednio (éwi :
szereg zadan : 3 cwiczenia X
przekgsrzt;c::iakonsuUchJ“YCh, dajacych si¢ rozwiazaé Ii,aStr. 2
tej metod S.}’metrycznego, ze wzgledu jednak d ST
1 ody podajemy jeszcze kilka przykladow i r:;st oniostosé
osowania.

Zadanie I. Dane sq dwa punkty

A, B,. lezgce po dwdch stronach o A
pros]iej m; znaleZé na prostej m taki ‘ \'\
punkt X, by prosta ta byla dwu- : i

sieczng kqta <= AXB. .
Poniewaz dwusi A
: w usieczna m jest B A
osia symetrji kata, wystarczy prze- Rys. 1
ys. 141,

ksztalci¢ jeden z danych punktéw

p g l S ’ r b
np. A Sy"letly(:zlue Wz 1Qde"l te 0Sl1 Ot Zymallly w ten SpOSO

punkt A’ wyznacza
prostg BA’ 5 :
danym punkcie X. ; : ‘ktara prccing prosta, ny W Za-

Dowéd pozostawiamy czytelnikowi
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Zadanie Il. Dane sq dwa kola (O)r, (O')r' i prosta m, lezqca
miedzy niemi; wykreslic odcinek prostopadly do m, jezeli wia-
domo, iz korice jego muszq leze¢
na okregach kél danych, $rodek
za$ ma znajdowad sie na prostej m.

Zaloézmy, iz LL’ jest zada-
nym odcinkiem (rys. 142). Prosta
m jest, oczywiscie, osig symetrii
tego odcinka, jesli wige kolo (O)r
przeksztalcimysymetryczniewzglq-
dem tej osi, wéwczas otrzymamy
kolo (O”)r, ktére powinno prze-
chodzié¢ przez punkt L’. Punkt
wiec L' jest wyznaczony, jako
punkt spélny okregéw (O
i (O")F.

Liczba rozwiazan jest taka sama, jak liczba punktéw spél-
nych tych dwu okregoéw.

Cwiczenia XXV. 1. Dane sa trzy proste m, n, p, przecinajace sig w punkcie
W, oraz punkt K, nie lezacy na zadnej z tych prostych. Zbudowaé tréjkat A\ ABC
tak, zeby trzy dane proste byly dwusiecznemi jego katéw wewnetrznych, punkt
zas K zeby Tezal na boku a.

2. Zbudowaé tréjkat /\ ABC, majac dane na plaszczyznie dwa jego wierz-
cholki 4, B, punkt P, lezacy na dwusiecznej zewnetrznej kata = C, oraz sume
dwéch bokéw a —+ b.

3. Dana jest prosta CD i dwa punkty A, B, lezace po jednej stronie tej
prostej; znalezé na CD taki punkt X, zeby réznica katéw == CXA i = DXB
réwnata sie danemu katowi = «. [Wskazowka do analizy: jezeli A’ jest
punktem symetrycznym z A wzgledem prostej danej, wéwczas nalezy zbadaé
katy tréjkata A\ A’XB.]

4. Zbudowaé kwadrat ABCD tak, by wierzcholek A lezal na danej pro-
stej m, wierzcholek C na danej prostej p, wierzchotki B, D na trzeciej danej
prostej g.

4, Na danej prostej m znalezé taki punkt X, zeby styczne, poprowadzone
z tego punktu do dwu danych két (O)r, (O)7, lezacych po {ednej stronie pro-
stej m, byly jednakowo nachyl-ne do prostej m.

6. Dana jest prosta AB i punkty C, D, nie lezace na niej; znalezé na
prostej AB taki punkt X, Zeby jeden z katow = CXA, = DXB byt dwa razy
wickszy od drugiego. [Wskazéwka do analizy: jezeli kat = CXA jest
wiekszy, wéwezas przediuzamy CX, budujemy D', symetryczny z punktem D
wzgledem osi AB, wreszcie badamy, jak lezy prosta XD’ wzgledem prostych
AB, CX.] :

7. Zbudowaé tréjkat /\ ABC, majac dane: ¢, r,, B—A.

Rys. 142.

-y
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8. Na obwodzie danego czworoboku ABCD znalezé taki punkt X, zeb
dwa przeciwlegle boki @, ¢ widziane byly z tego punktu pod réwnemi l’( : :
Ile mozna znalezé takich punktéw? [Wskazéwka: punkt B przeksztaz;‘ i
symetrycznie wzgledem prostej AD.] i

.9. Przez dwa dane punkty A4, B poprowadzié kolo styczne do danej
prostej m. [Wskazéwka do analizy: jezeli .S jest punk'tem styczno$ y
?rzekfztalcamy B symetrycznie wzgledem prostej m, otrzymujem yunktS(;;’
i poréwnywamy kat <t ASB’ z katem miedzy prosta m a prosta A;; ]p

10. Przez dany punkt A poprowadzi¢ kolo, styczne do dwé.ch danych
prostych m, p. [Wskazéwka: sprowadzié do zadania poprzedniego.] 5

. 11.. Dane s dwie réwnolegle a, b, poprzeczna k i punkt M, nie lezac
na zadnej z tych trzech prostych. Znalezé na réwnoleglych takie’dwa ?cty
X, Y, zeby prosta XY byla réwnolegla do k i zeby bylo XM=YM. dare

12. Zbudowaé czworobok ABCD, majac dane a, d, 4 ;
ze czworobok ma byé opisany na kole. i

[Wskazéwka: jezeli punkty B/, C’ sa syme :
dwusiecznej = A, wéwezas B'C’ jest styczna‘adoykol:i’cme b

D, oraz warunek,

§ 172. Przeksztalcenie symetryczne bywa szczegélnie po-
mocne przy rozwigzywaniu zadan, w ktérych chodzi o znalezienie
najmniejszych lub najwigkszych odcinkéw, czynigcych zadosé
pewnym warunkom®). Na przykladach najlepiej zrozumiem
w takich zadaniach chodzi. i i

Zadanie Ill. Dana jest prosta m i po jednej jej stronie dwa
punkty A, B. Znalezé na prostej m taki punkt X, zeby {ama
AXB byta mozliwie najmniejsza. A i

Jezeli zalozymy, ze punkt X na
rys. 143 czyni zado§é warunkom za-
dania, wéwczas lamana AXB powinna
by¢ mniejsza od kazdej innej lamanej
AYB, ktorej wierzcholek Y lezy na
prostej m.

Gdyby punkty A, B lezaly po
f'éinych stronach prostej m, znalezienie najkrétszej drogi od
Je‘dnego punktu do drugiego nie przedstawialoby trudnosci: bylb
nig odcinek, laczacy te punkty. To nasuwa nam pomysl. pyrze}:
ksztalcenia symetrycznego. Przeksztalcamy tedy punkt A w punkt

A, i l 4 i . o 2itis .
o iq;:'zl'ymy A' z B; punkt X lezy na przecieciu sie prostych

Rys, 143,

t) Mow1:c ogdlniej : najmniejszych i nawigkszych wartosci $réd wielkoéei
geometrycznych pewnego jakiegos : e 2
Saiib: yeRp go jakiego$ rodzaju, spelniajacych pewne zgéry zadane

Geometija elementarna. 10
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Istotnie jezeli jakikolwiek inny punkt Y prostej m polaczymy
z A, A’, B, wéwczas musi byé
AY=AY,
zatem AY+YB=AY+YB.
Tak samo mamy AX+XB=A'X+XB.
Ale punkty A, X, B leza na jednej proste;j,

zatem A'X+XB=A'B,

punkty A', Y, B sa wierzcholkami tréjkata i mamy
A'B<A'Y+YB,

czyli : AX+XB<AY+YB.

Zadanie IV. W dany kqt <= AOB wpisaé tréjkqt /\ A'B'C’
tak, zeby jego obwdd byt mozliwie najmniejszy i zeby wierzcholek
C* lezal w danym punkcie wewnqtrz keta <~ AOB, wierzchotki

zas A', B' zeby lezaly na ramionach tego kqta.
e Jezeli C”, C" sa obrazami symetrycz-
nemi punktu C’ wzgledem ramion kata da-
nego, woéwczas prosta C”C"” przecina ra-
miona kata w Zzadanych punktach A’, B.

[stotnie,

AC'=A4C" BC'=BC“

zatem obwéd tréjkata A\ A'BC' réwna sie

odcinkowi C“C*™. Jezeli wpiszemy w  ten
B Yo kat inny jakikolwiek tréjkat A\ C'KL, wow-

Rys. 144, czas musi by¢
KC'=KC”, LC'=LC",

zatem obwdd tego nowego tréjkata réwna si¢ lamanej C“KLC
i wskutek tego jest wiekszy od odcinka C“C*“.

Zadanie mozliwe jest tylko wéweczas, gdy prosta C'C*“ prze-
cina ramiona kata, nie zas ich przedluzenia, t.j. gdy prosta C*C*"
lezy migdzy punktami O i C'. Aby tak bylo, trzeba i wystarcza
zeby kat <=C“OC* byl mniejszy od 2 d.

Otéz <C"OA'=A'0C, < C"“OB = B'OC,
zatem S CIOCY =2 =< AOB:

Wobec tego warunkiem koniecznym i dostatecznym mozli-
wosci zadania jest nieréwnosé :

<< AOB <.

Cwiczenia XXVI. 1. Dany kat <x AOB przeciaé prosta EF tak, zeby
w tréjkacie /\ EOF suma bokéw EO--OF réwnala sie danemu odcinkowi m i zeby
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bok EF byl mozliwie najmniejszy [Wskazéwka: przecinamy ramiona kata prosta
KL tak, zeby tréjkat A\ KOL byl réwnoramienny i zeby bylo KO=OL=%,

poczem budujemy obraz punktu E wzgledem prostej KL.]

2. W dany kwadrat wpisaé kwadrat o mozliwie najmniejszym obwodzie.
[Wskazowka: Wykazaé, ze jezeli ABCD jest danym kwadratem, A‘B‘C'D’
szukanym, wowczas AA'+AD' jest wielkoscig stala, w jakikolwiek sposéb zostal
wpisany kwadrat. Po tem spostrzezeniu sprowadzié zadanie do poprzedniego.]

3. Dany jest tréjkat A\ABC; przez wierzcholek A prowadzimy prosta m,
rownolegla do BC; znalezé na tej prostej taki punkt A4, zeby suma A‘B-+A'C
byla jak najmniejsza. {(Wskazéwka: przeksztalcamy B symetrycznie wzgledem
prostej m i laczymy B’ z A]

4. Wewnatrz kata <= AOB dane s3 punkty Pi Q; znalezé na ramionach
kata takie dwa punkty A‘, B’, zeby linja tamana PA‘B‘Q byla mozliwie naj-
krétsza. : :

5. W dany czworobok ABCD wpisaé drugi czworobok o mozliwie naj-
mniejszym obwodzle tak, zeby jeden jego wierzcholek lezal w danym punkcie
P na boku AB.

6. Dany jest kat <t AOB i wewnatrz niego punkt C; na ramieniu OA
znalezé punkt M, ktéry bylby jednakowo odlegly od drugiego ramienia i od
punktu C. [Wskazéwka do analizy: przeksztalcamy ramie OB wraz z pro-
stopadlym do niego odcinkiem MN symetrycznie wzgledem ramienia OA.]%)

*) Uczniom, pragngcym zapoznaé sie gruntowniej z metodami rozwiazy-
wania zadan konstrukeyjnych i przerobi¢ wieksza ich ilosé, ‘polecamy klasyczne
dzielko:

J. Petersen: Metody i teorje rozwiqzywania zadan geometrycznych
konstrukcyjnych. Przettum. K. Hertz, Warszawa, 1881.

Liczne zagadnienia teoretyczne, zwigzane z teorja konstrukcyj geome-
trycznych, zostaly gruntownie opracowane w ksigzce:

F. Enriques. Zagadnienia dotyczqce geometrji elementarnej. Tom II.
Warszawa 1917. 2

Niektére rozdzialy tej ksiazki dostepne sa dla oséb, nie znajacych mate-

- matyki wyzszej.
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O rownowaznosci wielokatow.

ROZDZIAL 1.

Podstawowe twierdzenia i zadania o wielokatach
réwnowaznych.

§ 173. Okreslenie. Dwa wielokqty nazywamy réwnowaz-
nemi, jezeli mozemy je podzieli¢ na jednakowq ilos¢ wielokqtéw
odpowiednio réwnych sobie.

Wprowadzajac to nowe pojecie, musimy pokazaé, ze nie
zawiera ono sprzecznosci, czyli, Ze naprawde istniejg wielokaty,

A

Rys. 145,

ktére, majac rozne ksztalty (a wiec nie bedac réwnemi), dajg sig
jednak podzielié na jednakows ilo$¢ czesci odpowiednio réwnych.
W tym celu wystarczy przytoczy¢ nastqpu]qce przyklady.

Podstawowe twierdzenia i zadania o wielokatach. 149

1-0. Niech bedzie dany czworobok ABCD (rys. 145), w kté-
rym K, L sa $rodkami bokéw AB, BC. Przez jeden z tych punk-
téw, np. przez punkt K prowadzimy réwnoleglq do przeciwleglego
boku (a wigc do CD), ktéra przecina w punkcie M przekatna
AC; Jezeli teraz polaczymy M z L, to podzielimy czworobok na
cztery czeSci, z ktorych mozna ulozyé tréjkat NA'D’'M’ w sposéb
wskazany na rysunku. Tak wiec czworobok ABCD jest réwno-
wazny tréjkatowi N\ A'D'M.

Uczen wykona figure z tektury; zbada ruch, ktéry musza wykonaé po-
szczegdlne czeSci czworoboku, gdy ukladamy z nich tréjkat; wreszcie wykaze,
ze przy ukladaniu tych czesci wedlug zalaczonego rysunku kontury poszczegél-
nych czeSci dokladnie do siebie przystaja, wypelniajac caly obszar tréjkata. To
samo dotyczy nastepnego przykladu.

2-0. Niech K, L, M, N beda srodkami bokéw czworoboku
ABCD (rys. 136). Laczymy K zL, Mz N i w dowolnym punkcie
P prowadzimy spélng prostopadly PS do obu tych odcinkéw.

Rys. 146.

W ten sposéb czworobok dany zostal podzielony na cztery czesci,
z ktérych ulozyé moina prostokat P'P’S".S’, zatem czworobok
ABCD jest réwnowazny prostokatowi P’P”.S”.S'.

§ 174. Siecig bedziemy nazywali uklad odcinkéw, dzielacych
dany wielokat na czesci, z ktérych ulozyé mozna drugi wielokat,
réwnowazny pierwszemu. Np. na rys. 146 odcinki PS, KL, NM,
tworza w czworoboku sie¢ prostokatowa, cztery zas odcinki,
schodzace si¢ wewnatrz prostokata w punkcie £ (tenze rysunek),
tworza w prostokacie sie¢ czworobokowa. Tak samo na rys. 145
czworobok zostal pokryty siecig tréjkatowa, zlozong z odcinkéw
AC, MK, ML.

§ 175. Dany czworobok mozemy przeksztalci¢ badz w réow-
nowazny tréjkat, badZ w prostokat—czyli mozemy utworzyé dwie



150 O réwnowaznosci wielokatow.

figury (tréjkat i prostokat), réwnowazne tej samej trzeciej figurze
(czworobokowi). Powstaje pytanie: czy te dwie figury mozemy
uwazaé za réwnowazne sobie ?

Odpowiedz, rzecz prosta, wypadnie twierdzaca. Istotnie,
jezeli czworobok pokryjemy odrazu dwiema sieciami: tréjkatowa

L e
AN R [0

i prostokatowa, wéwczas podzielimy czworobok na pewng ilosé
czedei (na rys. 147 na dziewieé czesci), z ktérych mozemy ulozyé
zaréwno trojkat, jak i prostokat. Wobec tego tréjkat i prostokat
skladajg si¢ kazdy z tych samych wielokatéw (w naszym przy-
kladzie z tych samych dziewieciu wielokatéw), sa wigc réwno-
wazne sobie.

Mamy tedy nastepujace

Twierdzenie. Dwa wielokqty, réwnowazne trzeciemu, sq so-
bie réwnowazne.

Oczywista rzecz, ze prostokat nasz mozemy bezposrednio
przeksztalcié w tréjkat (lub odwrotnie); w tym celu wystarczy
np. pokry¢ prostokat dwiema sieciami: czworobokows i tréjkatowa.

§ 176. Okreslenie. Jezeli dwa wielokaty lezg w tej samej
plaszczyznie, tak, ze maja cze$é konturu spélng, lecz zadnych wie-
cej punktéw wspélnych nie maja, wéwczas wszystkie punkty obu
wielokatow tworza nowy wielokat, ktéry nazywamy sumgq tamtych
dwu. OczywiScie mozemy rozszerzyé pojecie sumy na wieksza
liczbe wielokatow.

Np. na rys. 146 ¢zworobok ABCD uwazamy za sume tréj-
katow 3 i 4 oraz pieciokatow 1 i 2.

Z okreslenia réwnowaznosci wielokatéw i z okreslenia ich
sumy wynika bezposrednio

Podstawowe twierdzenia i zadania o wielokatach. 151

Twierdzenie. Sumy réwnowaznych wielokqtéw sq sobie
réwnowazne.

§ 177. Twierdzenie. Rownolegloboki o réwnych podstawach
i wysokosciach sq sobie réwnowazne*).

Jezeli dwa réwnolegloboki maja spélng podstawe AB i réwne
wysokosci i jezeli oba leza po jednej stronie tej podstawy, wow-
czas boki CD, C'D’, przeciwlegle podstawie, znajduja sie na jednej
prostej, réwnoleglej do AB (rys. 148). Wyobrazmy sobie, ze pas

Rys. 148:

plaszczyzny, zawarty migdzy prostemi réwnoleglemi 4B, CD, po-
krylismy dwiema sieciami, przyczem jedna z nich (linje przery-
wane) sklada si¢ z odcinkéw réwnoleglych do AD i odleglych
od siebie tak, jak AD od BC, druga za$ sie¢ (linje kropkowane)
sklada si¢ z odcinkéw réwnoleglych do AD' i odleglych od sie-
bie tak, jak AD' od BC'.

Réwnolegloboki dane skladajg si¢ teraz z tréjkata zakresko-
wanego /\ ABE oraz z szeregu réwnoleglobokéw (na Yys: A
1, 2), ktére wszystkie sq sobie réwne, gdyz majg boki i katy
odpowiednio réwne. Réwnoleglobokéw czastkowych powstalo
w ABCD tyle, ile razy wysokosé tréjkata zakreskowanego /\ AEB
miesci si¢ w wysokosci réwnolegloboku ABCD. Oczywiicie mamy
tylez réwnoleglobokéw czastkowych w réwnolegloboku ABC'D’,

*) Przypominamy (poréwn. uwage na str. 67), ze kazdy bok réwnolegto-
boku mozemy nazwaé podstawa, a wéwczas wysokosciq nazywamy odleglo$é tego
boku od boku przeciwleglego. -
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Procz tego tworza si¢ (w przypadku ogélnym) pieciokaty (na
rys. 31 3) i trojkaty (4 i 49, ktére sa sobie rowne, gdyz maja
boki i katy odpowiednio réwne®). -

Tak wiec réwnolegloboki ABCD, ABC'D' zostaly podzielone
na jednakowa liczbg czesci parami réwnych sobie, a wigc s
réwnowazne.

W szczegolnosci kazdy rownoleglobok jest réwnowazny pro-
stokgtowi o tej samej podstawie i wysokosci.

Uwaga. W dowodzie naszego twierdzenia oparliémy si¢ na
tem, ze jesli na prostej DC odkladaé bedziemy, poczynajac od
dowolnego punktu, kolejno odcinki réwnajace si¢ odcinkowi DC,
wéwcezas otrzymamy ostatecznie odcinek, ktérego koniec lezeé
bedzie albo w punkcie C' albo tez pomigdzy D’ i C'; innemi
stowy: odkladajac na prostej dostateczng ilo§é razy odcinek DC,
mozemy zawsze przekroczyé punkt D’

Widzimy tedy, ze dowéd nasz opiera si¢ na pewniku Archi-
medesa dla odcinkéw (pewnik VI a). :

§ 178. Chcéac powyisze twierdzenie odwrécié, musimy wpro-
wadzié nowy pewnik. :

Pewnik V. Zaden wielokqt nie jest rownowazny swej czesci.

Innemi slowy: jezeli dany wielokat W podzielimy w jakikol-
wiek sposéb na czesci i jedna z nich usuniemy, wéwczas z po-
zostalych czesci nie uda nam sig¢ nigdy ulozyé wielokata réwno-
waznego wielokatowi W.

§ 179. Twierdzenie przeciwne (wzgledem § 177). Dwa
réwnolegloboki, majqce réwne podstawy, lecz nieréwne wysokosci,
nie sq réwnowazne sobie.

Niech beda dane dwa réwno-
legloboki ABCD, ABEF, o spdlnej
podstawie AB, lecz nieréwnych wy-
sokosciach i niech mianowicie wy-
soko§é drugiego réwnolegloboku
bedzie wieksza. Z

W takim razie prosta DC
musi przecinaé¢ boki AF, BE odpo-
wiednio w punktach D', C, przyczem (na zasadzie poprzedniego
twierdzenia) réwnoleglobok ABCD jest réwnowazny réwnoleglobo-

F E

Rys. 149.

*) Uczeh dowiedzie szczegélowo réwnosci tych figur.

o
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kowi ABC'D’, ktéry stanowi cze$é réwnolegloboku ABEF. Na mocy
pewnika V réwnoleglobok ABEF nie jest réwnowazny ABC'D’,
a wiec nie moze byé réwnowazny réwnoleglobokowi ABCD (gdyz
przeczyloby to twierdzeniu § 175).

§ 180. Twierdzenie. 7rdjkqt jest réwnowaziny réwnoleglobo-
kowi, majgcemu t¢ samq podstawe, lecz dwa razy mniejszq
wysokosc.

Jezeli w tréjkacie /\ ABC polaczymy
érodki D, E bokéw AB, BC, a przez C
poprowadzimy réwnolegly do AB, otrzy-
mamy réwnoleglobok ADFC, ktérego
wysokos¢ jest dwa razy mniejsza od wy-
sokosci tréjkata N\ ABC.

Réwnoleglobok ten jest rownowazny
tréjkatowi danemu, '
poniewaz ASEBD —/NECF,
Istotnie EB=EC, BD=CF, << EBD << ECF.

§ 181. Twierdzenie. Trapez jest réwnowazny réwnoleglobo-
kowi, majgcemu tg samq wysokos¢, podstawe zas réwnq Sredniej
arytmetycznej podstaw trapezu (albo inaczej: podstawe réwngq linji
Srodkowej trapezu). '

W trapezie ABCD przez $rodek
E boku CD prowadzimy réwnolegla
do boku AB i przedluzamy podsta-
we BC. Otrzymujemy réwnoleglobok
ABGH, ktérego wysokos¢ réwna sig
wysokosci trapezu, podstawa za§ AH Rys. 151.
jest o tyle mniejsza od AD, o ile

jest wieksza od BC, zatem jest ich srednig arytmetyczna.

Réwnoleglobok ten jest réwnowainy naszemu trapezowi,
gdyz /\ CEG=/\EHD (dlaczego?).

Cwiczenia XXVII. 1. Dowolny tréjkat /\ ABC podzielié na trzy czesci
tak, by mozna z nich bylo utworzy¢ prostokat.

la. Rozwiazaé to samo zadanie, dzielac tréjkat na cztery czesci.

16. Dany prostokat przeksztaleié w réwnowazny tréjkat A\ ABC tak, zeby
wysokosé h, tréjkata réwnala si wysokosci prostokata i zeby bok b tréjkata
réwnal sie danemu odcinkowi.

2. Podzielié trapez na dwie czesci, z ktérych moznaby utworzyé réwno-
wazny tréjkat. ]



154 O réwnowaznosci wielokatow.

2q. Zadanie odwrotne: dany tréjkat przeksztalcié w réwnowainy trapez.

2b. Podzielié trapez na trzy czesci, z ktérych moznaby ulozyé tréjkat.

3. W tréjkacie A ABC przez srodki D, E bokéw AB, AC prowadzimy
dwie dowolne réwnolegle, ktére przecinaj trzeci bok w punktach F, G. Dowiesé
zapomoca podzialu na czeci réwne: 1-o, zZe réwnoleglobok DEFG jest réwno-
wainy polowie tréjkata A\ ABC; 2-o, ze tréjkat /\ ADE jest réwnowazny polowie
réwnolegtoboku DEFG.

4. W kwadracie ABCD $rodek M boku AB laczymy z dowolnym punk-
tem N na boku AD, przyczem kreslimy odcinek M'N', symetryczny z MN wzgle-
dem &rodka kwadratu. Jesli teraz na MN obierzemy dowolny punkt S, polaczymy
go z M' i N/, a na przediuzeniu tych dwu prostych odlozymy M'P=M'S oraz
N’R = N'S, wéwczas otrzymamy tréjkat A\ SPR, réwnowazny kwadratowi ABCD.

5. Dany réwnoleglobok ABCD rozcia¢ na dwie czesci tak, by przeksztalcié
go w réwnowazny réwnoleglobok, majacy te sama podstawe AB i kat przy
wierzcholku B dany (mniejszy od kata 3C CBA).

6. W réwnolegloboku ABCD prowadzimy z wierzchotkéw A4, B dwie
dowolne proste, przecinajace si¢ wewnatrz réwnolegloboku. Dowiesé. ze dziela
go one na trzy czesci, z ktérych daje si¢ ulozy¢ nowy réwnoleglobok, réwno-
wazny danemu i nie majacy z nim ani jednego wspélnego boku.

7. Zapomoca konstrukeji poprzedniego zadania mozemy otrzymaé dowolng
iloéé réwnoleglobokéw, réwnowaznych danemu. Jakie warunki dodatkowe (précz

réwnowaznoéci) mozemy obraé tak, by nowy réwno-

B legtobok byl w zupelnosci wyznaczony? :
8. Dwa tréjkaty sa réwnowaine, jczeli maja po

dwa boki odpowiednio rowne, katy za$, zawarte mig-

dzy temi bokami, spelniajg si¢. Dowies¢ tego w dwo-
jaki sposéb: 1-o umieszczajac oba tréjkaty na spolnej
podstawie; 2-o umieszezajac je tak, by podstawa
A 5 jednego byla przediuzeniem podstawy drugiego.
v 9. Jezeli dwa tréjkaty o spdlnej podstawie
i réwnych wysokoiciach polozone sa tak, jak na

rys. 152, wéwczas mozna je podzielic na czeci réwne,
prowadzac w kaidym tréjkacie z punkta M réwno-

D legle do bokéw drugiego tréjkata.
10. Jezeli, poczynajac od dwéch przeciwleglych
Rys. 152. wierzchotkéw A4, C réwnolegloboku, odlozymy na

czterech jego bokach odcinki m, n tak, by réwne
odcinki lezaly na przeciwleglych bokach, wéwezas konce ich wyznacza nowy
réwnoleglobok. Jezeli te same odcinki w taki sam sposéb odlozymy od wierzchol-
kéw B, D, otrzymamy trzeci réwnoleglobok, réwnowainy drugiemu.

11. Jezeli na bokach dowolnego tréjkata /\ ABC zbudujemy 'nazewnatrz
kwadraty AA'B'B, BB'C'C, CC" A" A i potaczymy A z A", B' z B", C"z C",
otrzymamy trzy tréjkaty, z ktérych kaidy jest réwnowazny tréjkatowi A\ ABC.

12. Na bokach dowolnego czworoboku wypuklego budujemy nazewnatrz
po kwadracie i laczymy sasiednie wierzchotki kolejnych kwadratéw, jak w po-
przedniem zadaniu. Otrzymujemy w ten sposéb cztery trojkaty; zbadaé, jaka
zachodzi miedzy niemi zaleznosé.
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Czy znalezione twierdzenie mozna uwazaé za uogélnienie twierdzenia
poprzedniego, t. i. czy poprzednle twierdzenie z niego wynika?

13. Jezeli polaczymy srodki dwéch podstaw trapezu, otrzymamy dwa réwno-
wazne czworoboki. :

14. Réwnoleglobok, zbudowany z dwéch bokéw tréjkata i z kata miedzy
niemi zawartego, jest ré6wnowazny prostokatowi, zbudowanemu z trzeciego boku
i z wysokosci, poprowadzonej do tego trzeciego boku. 8

15. Réwnolegloboki, zbudowane z dwu ktérychkolwiek
bokéw tréjkata danego i z kata migdzy niemi zawartego, sa
sobie r6wnowazne.

Jakie stad wynika twierdzenie, dotyczgce prostokatéw,
o ktérych mowa w poprzedniem zadaniu?

16. Jezeli w réwnoleglobok ABCD wpiszemy tréjkat A\ AMN tak, by
mial on z réwnoleglobokiem spélny wierzcholek A, wierzcholki zas M, N zeby
lezaly na bokach BC, CD, wéwczas A AMN jest mniejszy od polowy réwnole-
globoku ABCD. [Wskazéwka: prowadzimy z M réwnolegla do AB i kreslimy
wysokosé CX w tréjkacie /\ ABC.]

17. W kwadracie ABCD laczymy wierzcholek A ze srodkiem boku BC,
wierzcholek B ze $rodkiem boku CD, wierzcholek C ze Srodkiem boku DA,
wreszcie D ze Srodkiem boku AB. Dowie§é, ze te cztery proste, przecinajgc sie,
wyznaczajg nowy kwadrat. Znalezé, ile razy kwadrat ten jest mniejszy od
kwadratu ABCD.

18. Dowolny punkt P plaszczyzny laczymy z wierzchotkami tréjkata
/A ABC; niech K, L, M beda $rodkami odcinkéw PA, PB, PC: dowiesé, ze
AKML =1,/ ABC.

19. Jezeli na prostej mamy dane punkty A4, B, C, D, nastepujace po
sobie w porzadku wskazanym, wéwczas prostokat, zbudowany z odcinkéw AC
i BD, jest réwnowazny sumie dwu prostokatéw, z ktérych jeden zbudowany
jest z odcinkéw. AC, BC, drugi za$ z odcinkéw AB, CD.

20. Przekatne réwnolegloboku dziela go na cztery réwnowazne tréjkaty.
Sformulowaé i zbadaé wszystkie twierdzenia odwrotne do powyzszego.

21. Mamy dany réwnolegtobok ABCD; jezeli M jest jakimkolwiek punktem
wewnetrznym tréjkata /\ ABC, wéwczas musi byé A MAB+ /\ MAC = /\ MAD.

§ 182. Poznamy tez twierdzenie, ktére bywa czesto po-
mocne przy przeksztalcaniu figur w inne, réwnowazne figury.

Twierdzenie. Jezeli w réwnolegloboku ABCD na przekqtnej
AC obierzemy dowolny punkt M i poprowadzimy proste FMG, HMI
(rys. 153), réwnolegle do bokéw AD, AB, wiéwczas otrzymamy
dwa réwnolegloboki MFBI, MHDG, réwnowazne sobie.

Przez punkt F poprowadZmy réwnolegla do przekatnej AC
i niech ta réownolegla przecina proste HI, BC i przedluzenie boku
DC odpowiednio w punktach N, K, C".
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Réwnolegloboki BIMF i KCMF sa sobie réwnowazne, jako
majace spélna podstawe FM i réwne wysokosci. '
Dalej mamy = MF=KC, MN=CC, G l=a2
a wiec ANAFMN=KCC'. '

Stad wynika, ze réwnoleglobok BIMF jest réwnowazny
réwnolegtobokowi MNC’'C, ale ten
jest réwnowazny réwnoleglobokowi
MHDG, o czem latwo przeko-
naé sie.

Istotnie, MN=AF=HM, maja
wigc one réwne podstawy i rowne
wysokosci (dlaczego ?)

Tak wiec réwnoleglobok BIMF
jest réwnowazny réwnoleglobokowi

MHDG.
Uwaga. Rzecz prosta, ze réwnolegloboki ABIH, AFGD sg

tez réwnowazne sobie.

Rys. 153.

Rozumowanie powyisze nasuwa réwniez pomyst sieci, zapomoca ktérej
moznaby wykazaé bezposrednio réwnowaznogé réwnoleglobokéw takich, jak
ABCD i AEFH. Budowe sieci widaé na rys. 154. Czytelnik sam dowiedzie
réwnowaznosci tych dwu réwnoleglobokéw.

E

1
> 47 : 2" P
- /\C 03 , 3 7 /& Z
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Rys. 154,

Jak widaé z rysunku 154, kaida czesé sktadowa réwnolegloboku ABCD
mozemy dwukrotnie przesunaé, jezeli chcemy otrzymaé odpowiednia cze$é réwno-
legloboku réwnowaznego CEFH (np. czesei 1, 17 i 17),

Okreslenie. Dwa réwnolegloboki BIMF i HMGD, o kto-
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rych mowa w powyiszem twierdzeniu, nazywaé bedziemy dopet-
niajgcemi. *)
§. 183. Twierdzenie przeciwne (wzgledem §182), Jezel
w réwnolegloboku ABCD (rys. 155) obierzemy dowolny punkt
wewnglrzny M, byle nie lezqcy
na przekqtnej, i przez ten punkt o
poprowadzimy réwnolegle do bokow, Z / Gt /
F B 6

wowczas olrzymamy dwa nowe

réwnolegloboki BIMF' oraz HMGD, Z~ K-- N

ktore nie mogq byé réwnowazne £ :

sobie. A H D
Czytelnik dowiedzie tego sam, Rys. 155,

kierujac si¢ zalaczonym rysunkiem.

§ 184. Zadanie 1. Dany prostokqt przekszialcic w prostokqt
réwnowazny, ktdrego jeden bok réwnatby sie danemu odcinkowi m,

Rozwiazanie mozna oprzeé na twierdzeniu o réwnoleglobo-
kach dopelniajacych (§ 182). Uczen sam znajdzie i uzasadni
rozwigzanie, kierujgc sie rysunkiem 156,
na ktérym ABCD jest prostokatem da-
nym, CFGH — szukanym, odcinek zag
BK=m.

Rzecz jasna, Ze mozna réwniez oprzeé
rozwigzanie na uwadze, podanej w § 182,
czyli na gnomonie. Rys. 156,

Uwaga. Zadanie nasze posiada jedno
tylko rozwiazanie, czyli istnieje jeden tylko prostokqt, réwnowazny
danemu prostokqtowi i majgcy dang podstawe (lub dang wysokosé.)

§ 185. Uczen rozwigze sam nastepujace zadanie ogolniejsze.

Zadanie II. Dany réwnoleglobok przeksztalcic w réwnowazny
réwnoleglobok, majqcy te same kqty, lecz podstawe réwnq danemu
odcinkowi m.

§ 186. Zadanie Ill. Dany tréjkqt /\ ABC przeksztalcié w trgj.
kqt réwnowazny, majgcy dang podstawe (=m) i kqt przy pod-
stawie, réwny kqtowi tréjkqta /\ ABC.

Rozwiazanie 1-sze. Uzupelniamy tréjkat dany A\ ABC do

*) Szeiciokat wklesty BADGMI, zapomocg ktérego z réwnolegloboku
IMGC otrzymujemy drugi réwnoleglobok BADC o tych samych katach, odgry-
wal wielka role¢ w badaniach geometréw greckich i zwal si¢ u nich gnomonem.
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réwnolegloboku (ABKC), odkladamy AD=m, przez punkt D
prowadzimy réwnolegla do boku AB, wskutek czego otrzymu-
jemy réwnoleglobok ABMD. Jezeli przekatng AM tego drugiego
réwnolegloboku przedluzymy az do spotkania w punkcie S z prze-
dluzeniem boku CK, otrzymamy nowy réwnolegltobok AB'SC,
a w nim gnomon AB'K’MKC.

Na zasadzie uwagi do § 182 réwnolegloboki AB'K'D oraz
ABKC sa sobie réwnowazne,
a wigc trojkaty /\ ABC oraz
IN\AB'D, jako polowy tych
rownoleglobokéw, musza tez
byé réwnowazne sobie.

Rozwigzanie 2-gie.
Jezeli, jak ‘na rys. 158, pod-
stawa AD=m trdjkata szu-
kanego jest mniejsza od pod-
stawy AC tréjkata danego,
woéwezas tréjkat szukany musi

Rys. 157. mieé wigkszg wysokos$é (dla-

czego?). Wobec tego caly

obszar /\ ABD powinien naleze¢ do tréjkata szukanego, ktérego

trzeci wierzcholek B’ powinien leze¢ na przedluzeniu boku AB.

Pozostaje tedy od tréjkata danego odjaé

‘tréjkat A\ BDC i na jego miejsce przystawic

réwnowazny mu tréjkat A\ BB’D, tak, by

razem z /\ABD utworzyl on jeden tréjkat

/\AB'D, ktéry w ten spos6b uczyni zadosé
warunkom zadania.

Aby znalezé tréjkat /\ BB’ D, zauwazmy,

Rys. 158. ze ma on podstawe BD spélng z tréjkatem

/A\DBC, a poniewaz dwa te tréjkaty powinny
byé réwnowazne sobie, zatem wierzcholki ich B’ i C powinny
leze¢ na réwnoleglej do podstawy.

Mamy wigc rozwigzanie nastepujace: lgczymy B z D i przez
C prowadzimy réwnolegla do BD. Punkt B’, w ktérym ta réwno-
legla przecina prostg AB, jest trzecim wierzcholkiem zadanego
trojkata N\ AB'D. '

Uwagi. 1. Poréwnanie rysunkéw 157 i 158 wskazuje, ze dwa te rozwia-
zania nie sg zasadniczo réine: drugie sprowadza si¢ pod wzgledem konstrukeyi-

B’
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nym do pierwszego, jakkolwiek zostalo otrzymane zapomocs zgola odmiennego
rozumowania.

2. Z poréwnania tych samych figur oraz obu rozwiazan wynika réwniez,
ze jesli od réwnolegloboku AB'SC (rys. 157) odejmiemy gnomon BB.SCDM,
otrzymamy réwnoleglobok ABDM, ktérego przekatna BD musi byé réwnolegla
do przekatnej B'C réwnolegloboku danego.

Zadanie IV. Dany tréjkqt N\ ABC przeksztalcic w tréjkqt
réwnowazny o danej wysokosci h, przyczem jeden z kqtow przy
podstawie nowego tréjkqta powinien réwnaé sie kqtowi /\ BAC.

Uczen uzasadni sam nastepujgce rozwiazania:

Rozwiazanie 1-e (rys. 159): wystawiamy prostopadls do
AC, na niej odkladamy LK=h, prowadzimy KB'//AC, taczymy
B’ z C i kreslimy BC'/|B'C. Tréikat /\ AB'C’ jest zadany.

Rys. 159. Rys. 160.

Rozwigzanie 2-e (rys. 160). Punkt B’ znajdujemy tak
samo, jak w rozwigzaniu 1-szem, poczem tréjkat dany A\ ABC
uzupelniamy do réwnolegloboku ABTC, budujemy rownoleglobok
AB'SC, prowadzimy w nim przekatng AS, wreszcie, majac punkt
M na tej przekatnej, kreslimy gnomon AB'UMTC., Tréjkat A AB'C’
jest trojkatem zadanym.

§ 187. Zadanie V. Dany wielokqt o n bokach przeksztalcic
w wielokqt réwnowazny, majgcy n—1 bokéw.

Niech bedzie dany np. szesciokat A, A, A3 A, A A, Popro-
wadZmy przekatng A;4;. Caly obszar pigciokata 4;4,A4,A4, A,
powinien wejS¢ w sklad nowego wielokata, chodzi wiec o to,
by tréjkat /\ A;4;A4; zastapié przez tréjkat réwnowazny, przyczem
wierzcholek tego nowego tréjkata powinien lezeé albo na prze-

dluzeniu boku A4,A4,, albo na przedtuzeniu boku A A4;.
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Prowadzimy tedy przez A; réwnolegla do przekatnej 4,4;;
punkt B’, w ktérym réwnolegla przecina prosts A,4;, laczymy
z A; (albo tez punkt B, w ktérym réwnolegla przecina prosta
A A, taczymy z A;).

§ 185. O kazdych dwéch odcinkach a, 5 mozemy powie-
dzie¢, Zze na pewno mamy albo a=5, albo a <5, albo a>b.
To samo da sie
o powiedzie¢ o kazdych
dwu katach. Wobec
tego powiadamy, ze
odcinki stanowiq klase
wielkosci (geometrycz-
nych). Katy réwniez
stanowig klasg wiel-
ko$ci geometrycznych.
~ Powstaje pytanie,
czy obszary wielokq-
towe mozemy tez uwa-
zaé za wielkosci geo-
metryczne ?
Odpowiedz na to pytanie daja nam zadania I i V. Istotnie
kazdy wielokat o n bokach mozemy przeksztalci¢é w réwnowazny
wiolokat o n — 1 bokach, ten znéw w wielokat o n — 2 bo-
kach.i t. d., az otrzymamy czworobok (zadanie V). Czworobok
mozemy przeksztalcié w prostokat (§ 173), ten za§ w inny pro-
stokat o danej podstawie (zadanie I).
W ten sposoéb kazde dwa wielokaty Wi, W, mozemy prze-
ksztalcié w prostokaty o réwnych podstawach; na mocy zas
pewnika V o tych dwu prostokatach P, P; zawsze mozemy

orzec, czy

Rys. 161.

Pi=P, czy tez P, > P, lub, P, < P,

(zalezy to od wysokosci prostokatéw Pi, P;), a wiec o kazdych
dwu wielokatach W;, W, mozemy orzec, czy sa one réwnowazne
sobie, czy tez jeden z nich jest wigkszy i ktéry mianowicie.

Widzimy wiee, ze obszary wielokqgtowe mamy prawo uwazaé
za nowq klase wielkosci geometrycznych.
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-Odtqd rownowaznos¢ dwéch wielokatéw oznaczaé bedziemy
znakiem = . Bedziemy wiec pisali

W, =W, albo W, > W, Iub W, < W,
przyczem W, W, moga byé wielokatami dowolnego ksztaltu.

Uwaga. Nasunaé sie tu moze pytanie, czy symbole =, >, <, zastoso

» . . - . d :

wane do poréwnywania wielokatéw, maja te same wlasnosci, co przy zastoso-
waniu do liczb bezwzglednych, t. I. czy mozemy niemi w taki sam sposéb

operowac¢? Innemi stowami chodzi o to, czy jesli W, W, W,, i W, oznaczaja

pewne wielokaty — mamy prawo twierdzié, ze
1) W, = W, (zwrotnosé)
2) jezeli W, = W;, to W, = W, (symetrycznosc)
3) jezeli W, =W, oraz W, = I,
to Wi = W, (przechodnioéé)
4) jezeli W, =W, to
5) jezeli W, =W, oraz W, > W,
to W, +W; > W, +w, (monofonja)
6) jezeli Wi, > W, oraz W, > W,,

to W, > W, (przechodniosé).

Uczen sprawdzi sam prawdziwosé powyiszych twierdzen

§ 189. Okreslenie. Jezeli 4, B, C sq trzema wielokqtami, przyczem
A= B + C, wowczas C nazywamy réznicq wielokqtéw A i B. Tak samo
B nazywamy roznicq wielokqtéw A i C, ;

Piszemy tedy 4 — B = Coraz 4 — C = B.

Twierdzenie. Roznice wielokqtsw réwnowaznych sq sobie réwnowazne.

Niech beda dane cztery wielokaty A4, B, 4, B, ]
przyczem A = A, B = K’ : (1)

Oznaczamy ich rézinice przez C i C' tak, i3 .

A BN G e o
Mamy dowiesé, ze C = C’.
W tym cela napiszmy (na mocy okreélenia réznicy wielokatéw):

B C— A4 B L C=— 4 (2)
Na mocy zwiazku (1) i (2) mamy
B C— B . C (3)

Gdyby wielokaty C i C’ nie byly réwnowazne sobie, gdyby np. bylo
C > (', wéwczas musialoby byé :
il e 4)
: fAle w takim razie, uwzgledniajac nasze zalozenie, ze B — B, oraz opie-
rajac si¢ na twierdzeniu, ze sumy wielokatéw réwnowaznych sa sobie réwno-
wazne, mieliby$my ;
B Cx— BL Ll ol (5)

Geometrja elementarna. 11
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a ze zwiazkéw (5) i (3) wynikaloby, Ze musi by¢
B+.-C = B4 €+ CY,
co jest sprzeczne z pewnikiem V.

Twierdzenie (przeciwne). Jezeli od wielokgtow nierdwnowaznych A, B,
odejmiemy réwnowazine sobie wielokqty A', B, wowczas otrzymane réznice nie
mogq byé rownowazne.

Dowéd przez sprowadzenie do sprzecznosci.

§ 190. Posiadamy teraz trzy sposoby poznawania réwnowaznosci dwéch
wielokatéw W, W,, a mianowicie: :

1-0 mozemy rozloiyé je na na jednakowa ilo&é czeSci, parami réwnych
sobie (§ 173);

2-0 mozemy wykazaé, ze wielokat W, nie jest ani wickszy ani mniejszy
od W, (§ 185);

3 0 mozemy odjaé od obu wielokatéw inne jakies wielokaty, réwnowazne
sobie, w,, w,; jezeli przytem okaze sie, ze

W — w = W, — w,,
wéwezas niewatpliwie musi byé

IV]ZWQ.

Cwiczenia XXVIIIL. Wiagno'ci tréjkatéw i réwnoleglobokéw, stanowiace
tresé zadan 1—6, pozostaja w Scistym zwiazku z wlasnosciami réwnoleglobokéw
dopelniajacych i gnomonu (poréwn. uwage do § 182, str. 156—7). Zostaly one
jednak ulozone w takim porzadku, Ze czytelnik dowiesé ich moze zupelnie nie-
zaleznie od teorji gnomonu. '

1. Jezeli poprowadzimy dowolna prosta, ré6wnolegla do
boku BC tréjkata A\ ABCiprzecinajaca boki AB, AC (lub ich przediu-
7enia) odpowiednio w punktach K, L, wéwczas §rodkowa AD tréj-
kata danego podzieliwpunkcie O na polowy odcinek KL. [Wska-
zéwka: Z tego, ze /\ BDK = A DLC, wynika iz A\ AKD = /\ALD, a wiec
wysokosci tych dwu tréjkatéw réwnaja sie sobie; stad wynika réwnowaznosé
trojkatow A AKO, A\ ALO, ze zas majg one wspélng wysokosé, poprowadzona
2 weerzchotka A, zatem podstawy ich KO, LO musza réwnaé sig sobie.]

2. Na poprzedniem zadaniu oprzeé sposéb dzielenia odcinka na dowolng
liczbe czesci réwnych,

3. Opierajac si¢ pa tem samem zadaniu i postugujac sie wylacznie
linjatem, rozwigzaé zadanie nastgpujace: dany odcinek AB podzieli¢ na po-
lowy, iezeli mamy dang prosta m, réwnolegla do AB.

4. Na mocy tego samego zadania 1-go dowiesé, ze jesli
prosta m, réwnolegla do przekatnej BD réwnolegloboku ABCD,
przecina boki a, d réwnolegloboku w punktach K, L, wéwczas
czwarty wierzcholek Xréwnolegloboku AKXL lezy naprostej AC.

5, Jezeli w réwnolegtoboku ABCD obierzemy-na przekatnej
AC dowolny punkt X izbudujemy réwnolegltobok AKXL, ktérego
wierzcholki K, L leza odpowiednio na ABina AD, wéwczas prze-
katna KL jednego réwnolegloboku musi byé réwnoleglta do
przekatnej BD drugiego réwnolegtoboku [Wskazowka: zalézmy,

o~
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7e tak nie jest, ze wiec inny odcinek KL’ jest réwnolegly do BD; w tak'm
razie, na mocy poprzedniego zadania, AKXL' musi by¢ réwnoleglobokiem etc.]

6. Jezeli w trojkacie /\ ABC srodkowe BD, CE przecinaja si¢ w punk-
cie M, wéwezas tréikat /\ BMC musi byé réwnowainy czworobokowi ADME.

7. Jezeliwtréjkatach A\ ABC, A\ AB'C’ katy < BAC, = B'AC’ s3a
wierzcholkowe i jezeli proste BB/, CC’, sq do siebie réwnolegle,
wowczas tréjkaty te sa rownowazne,

Dwa tréjkaty, w ten sposéb polozone, bedziemy nazywali wierzchol-
kowemi.

7 a. Czy twierdzenie pozostaje prawdziwe, jezeli tréjkaty zamiast katéw
wierzcholkowych majg przy A kat spélny ? =

8. W tréjkacie A\ ABC punkty C’, B’ sg srodkami bokéw c, b. Dowiesé
zapomoca réwnowaznosci tréjkatéw, ze C'B’ /| CB. ‘

© 9. Jezeli w tréjkacie /\ ABC na $rodkowej AA’ obierzemy dowolny
punkt P, wéwezas musi byé A\ ABP = A ACP.

10. Wewnatrz tréjkata A\ ABC znalezé taki punkt X, zeby bylo

A\ ABX = /\ ACX = /\' BCX.

11. Pun't P jest dowolnym punktem wewnetrznym lub zewnetrznym
réwnolegloboku ABCD; dowiesé, ze suma lub réznica tréjkatéw A\ PAB, /\ PCD
jest réwnowazna polowie réwnolegloboku.

12. Jezeli érodek jednego z nieréwnoleglych bokéw trapezu polaczymy
z koncami boku przeciwleglego, otrzymamy tréjkat, rownowazny polowie trapezu.

12 a. Laczac Srodki M, N bokéw AB, CD. czworoboku z wierzchotkami,
otrzymujemy tréjkaty A\ MCD, /\ NAB, ktérych suma jest réwnowazna czwo-
robokowi ABCD. :

13. Trojkaty A ABC, /\ A’ B C’' sa réwnowazne, jezeli a = a’, b = ¥/,
c=i2s :

14. Dwusieczne katéw wewnetrznych prostokata wyznaczaja kwadrat,
réwnowazny polowie kwadratu, zbudowanego na réznicy bokéw danego prostokata.

14 a. Znalezé twierdzenie analogiczne dla kwadratu, utworzonego przez
dwusieczne zewnetrzne prostokata. 7

15. Srodki bokéw czworoboku wypuklego wyznaczaja réwnoleglobok,
réwnowazny polowie czworoboku.

15 a. Srodki bokéw czworoboku zwigzanego wyznaczaja réwnoleglobok
réwnowazny réznicy dwéch tréjkatéw, z ktérych sklada sig obszar, ogranicz'ony
przez boki czworoboku.

16. Opierajac sie na konstrukeji, podanej na rys. 145 (str. 148), rozwiazaé
zadanie nastepujace: dany prostokat przeksztalcié w réwnowazny czworobok,
w ktérym mamy dane: bok a i katy A, B, przekatna za$ e réwna sie jednemu
z bokéw prostokata.

17. Tréjkat dany /\ ABC przeksztalcié w réwnowazny tréjkat /\ ABC,
majac dany kat ostry < C’, mniejszy od x C.

17 a. Tréjkat /\ ABC przeksztalcié w réwnowazny tréjkat prostokatny,
w ktérym bok ¢ bylby przeciwprostokatny. Kiedy zadanie jest niemozliwe?

18. Tréjkat dany przeksztalcié: 1-o0 w tréjkat réwnoramienny o tej samej

T1*
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podstawie; 2-o w trojkat réwnoramienny o tej samej wysokosci; 3-0 w tréjkat
prostokatny o tej samej podstawie.

18 a. Dany réwnoleglobok przeksztalei¢ w réwnowazny réwnoleglobok tak,
by zachowaé przytem jego wieksza przekatng i by w nowym réwnolegloboku
jeden bok réwnal si¢ danemu odcinkowi m. :

18 b. Réwnoleglobok ABCD przeksztalcié w romb tak: 1-0, by bok a byl
przekatng rombu, 2-o, by przekatna e byla przekatng rombu.

18 ¢. W dane kolo wpisaé prostokat, réwnowazny danemu prostokatowi.

Tréjkat /A MNP przeksztalcié w réwnowazny tréjkat /\ ABC, majac dane:

19. a, b. 20. a, A, 215 A, b
D h 23. h,, s, 24. h, R.

Réwnolegtobok MNPQ przeksztalcié w rownowazny réwnoleglobok ABCD
majac dane:

26 1 26. f, < (a, e). 27. a, o.

28. Czworobok ABCD przeksztalcié w taki czworobok, by przekatna dzie-
lita go na polowy. Przy tem przeksztalceniu winny byé zachowane e, f, 0.
[Wskazéwka: przez srodek przekatnej f réwnolegla od e, przez konce prze-
katnej e réwnolegle do f] :

29. Czworobok ABCD przeksztalcié w réwnoleglobaok, zachowujac e, 1o,

30. Pieciokat wypukly przeksztalcié bezposrednio w trojkat. :

31. Dany jest kat % BAC i punkt O na ramiéniu AB. Z punktu O wy-
kreslié ' koto, przecinajace drugie ramig kata w punktach M, N tak, by tréikat
A\ OMN byt réwnowainy danemu tréjkatowi /\ DEF. .

32. Dany jest kat 3 MNP i punkt O na jego drugiej dwusieczne;. Z punktu O
kreslimy kolo, przecinajace ramiona kata w punktach A, A, B, B'. W jakisposob
nalezy zbudowaé to kolo, jezeli trapez AA’BB’ mabyé réwnowazny danemu tréika-
towi A EDF? [Wskazéwka: 1) poréwn. éwiczenie 22. 2) mozna tez wyznaczy¢
injg Srodkowa trapezu, prowadzac z punktu © prostopadle do ramion kata.}

33. Zapomoca prostej, przechodzacej przez wierzcholek, podzielié tréjkat
na dwie cze§ci réwnowazne sobie.

34, To samo zadanie, jezeli zamiast tréjkata dany jest czworokat.

35. Dany tréjkat - podzielié na dwie réwnowazne czeSci zapomocg prostej
poprowadzonej przez punkt dany na boku tréjkata. '

36. Dany tréjkat podzielié¢ na dwie czesci, réwnowazne sobie, zapomocg pro-

stej: 1-o réwnoleglej do jednego z bokéw; 2 - o prostopadlej do jednego z bokéw.

37. Dany réwnoleglobok podzielié na dwie czeei réwnowazne zapomoca
prostej: 1-o przechodzacej przez dany punkt; 2- o prostopadlej do danej prostej.

38. Uzasadnié nastepujacy podzial tréjkata na 5 réwnowaznych ‘czesci za-
pomoca prostych, wychodzacych z jednego punktu na boku tréjkata: niech be-
dzie dany punkt D na boku BC tréjkata A ABC; dzielimy BC na 5 réw-
nych czesci w punktach E, E,, E,, E,, prowadzimy odcinki E; F"[/ E, =l
E, F, || E, F; || DA, wreszcie laczymy D z punktami Fy F, F; Fi.

39. Dany tréjkat podzielié na trzy réwnowazne czeSci zapomocg Ppo-
przecznych, poprowadzonych z jednego wierzchotka.

Podstawowe twierdzenia i zadania o wielokatach. 165

2 40, Réwnoleglobok podzieli¢ na n czesci réwnowaznych zapomocg po-
przecznych, poprowadzonych z jednego wierzcholka. Sporzadzi¢ dwa rysunki,
odpowiadajace dwom przypadkom: 1-0 gdy n jest liczba parzysta, 2-go gdy n jest
liczba nieparzysta. [Wskazowka: w przypadku pierwszym poréwn. rys. 162.]
41, Zapomoca konstrukcji analo-
gicznej do poprzedniej podzielié¢ dany
trapez na 3 réwnowazne sobie trapezy
tak, by ich podstawy lezaly na podsta-
wach trapezu danego. ;
42. Dane sa dwa réwnolegloboki
o réwnych katach; zbudowaé trzeci
réwnoleglobok, majacy te same katy
i réwnowazny réznicy danych réwnole-

globokéw.

43, Uzasadnié nastepujacy podzial
wielokata na n cze$ci réwnowaznychs :
zapomoca prostych, wychodzacych z danego punktu wewngtrznego. Niech bedzie
dany (rys. 163) wielokat 4, A, . .. A; i punkt wewnetrzny O. Przypu§émy, ze
mamy podzieli¢ wielokat na 5 czesci réwnowaznych, Laczymy najpierw O z do-

Rys. 163.

wolnym punktem K na konturze wielokata, nastepnie kreslimy KB,//OA,, potem
B,B,//OA,, B,B:/|OA, it.d. az otrzymamy punkt B; na przedluzeniu ostatniego
boku A, A, Tréikat /\ OKB, jest réwnowainy danemu wielokatowi (dla-
czego?). Bok KB; tréjkata dzielimy na 5 czesci réwnych i przez punkty po-
dzialu prowadzimy linje lamane (na rysunku oznaczone kropkami) réwnolegle do
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lamanej B, B,B;... B;. W ten sposéb na konturze wielokata otrzymamy 5 punktéw

K=K/, K, K, Ky, K’s. Laczac je wszystkie z punktem O, podzielimy dany
wielokat na 5 czeSci réwnowaznych sobie.
44, Jezeli mamy dane dwa wielokaty wypukle o jednakowej parzystej

liczbie bokéw 1 jezeli Srodki bokéw jednego z nich sa zarazem Srodkami bokéw

drﬁgiego, wéwczas wielokaty sa sobie réwnowazne. [Wskazéwka: laczymy
odpowiednie wierzcholki wielokatéw prostemi, ktére wszystkie sa do siebie réwno-
legle, i prowadzimy prosta m, do nich prostopadls.]

45, Jezeli kazdy wierzcholek réwnolegloboku polaczymy z srodkamx dwéch
bokéw, otrzymamy oSm prostych, ktére wewnatrz réwnolegloboku wyznaczaja
osmiokat, réwnowazny !/; czesci réwnolegloboku.

46. Dowiesé: 1-o0, ze z trzech srodkowych tréjkata AABC mozna zawsze

zbudowaé tréjkat;

2-0, ze srodkowe nowego tréjkata réwnaja sie 3/, bokéw
tréojkata NABC;

3-0, ze nowy tréjkat jest réwnowainy 3/, czeSciom tréj-
kata A\ ABC.

47. Jezeli przeciwlegle boki AB, DC czworoboku przecinaja si¢ w punkcie
M, punkty zas P, Q sa srodkami przekatnych AC, BD, wéwczas tréjkat A\ MPQ
jest réwnowazny czwartej czesci czworoboku ABCD.

48. Na zasadzie poprzedniego twierdzenia dowiesé, ze rodki trzech prze-
katnych czworoboku zupelnego lezg na jednej prostej*).

ROZDZIAL 1L

Zastosowanie do tréjkatéw: twierdzenie
Pitagorasa i jego uogélnienie.

§ 191. Twierdzenie. Prostokqt, zbudowany z boku tréjkqta
i z rzutu na niego drugiego boku, jest réwnowazny prostokqtowi,
zbudowanemu z lego drugiego boku i z rzutu na niego boku
plerwszego.

Jezeli w prostokacie DEFC (rys. 164) mamy DE = AC,
w prostokacie za§ CGHI mamy CI= BC, wéwczas wystarczy
poprowadzié odcinki

LF.[{ BC oraz IK: [/ AC:

*) Jezeli w czworoboku ABCD przedluzymy boki AB, DC az do prze-
cigcia w M, boki zas BC, AD az do przeciecia si¢ w L, powiadamy, ze otrzy-
maliSmy czworobok zupelny ABCDML. Ma on szesé wierzcholkéw i trzy
przekatne AC, BD, ML; kazdy jego bok przechodzi przez trzy wierzchotki.

———

S ————————Y-

x

Zastosowanie do tréjkatéw. 167

Réwnoleglobok LFCB jest réwnowazny prostokatowi DEFC
(dlaczego?), a réwnoleglobok ACIK jest réwnowainy prosto-
katowi CGHI (dlaczego?).

Ale dwa te réwnolegloboki sa sobie réwne, gdyz

Cl = LF, AC = CF, <t ICA = <=BCF.

Wobec tego istotnie prostokat CDEF jest réwnowazny pro-

stokatowi CGHI.

H
H
. W
X ! &/ :
b B\
. i
A D N ¢ A5 \[ ¢
L
L
E F 2 F

Rys. 164.

§ 192. W przydadku szczegdlnym, gdy tréjkat /\ ACB

H
K !
B
/ e
(4}
L \ r 2
E F FE 6
Rys. 165. Rys. 166.

jest prostokatny, przyprostokatna BC (rys. 165) jest zarazem
rzutem przeciwprostokatnej na prosta BC, wobec czego za-
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miast prostokata CGHI/ mamy kwadrat CBHI, W tym szczegél-
nym przypadku twierdzenie nasze przybiera postaé nastepujacy :

Twierdzenie. Kwadrat zbudowany na przyprostokqinej jest
rownowazny prostokgtowi, zbudowanemu 2z przeciwprostokqinej
Iz rzulu lej samej przyprostokqtnej na przeciwprostokqing.

 § 193. Twierdzenie Pitagorasa. Kwadrat, zbudowany na
przeciwprostokqtnej, jest réwnowazny sumie kwadratéw, 2budowa-
nych na dwu przyprostokqtnych*).

Istotnie, jezeli poprowadzimy DE 1 AB, wéwczas kwadrat
ABGF podzielimy na dwa prostokaty, oznaczone na rysunku

166 numerami 1’ i 2.
Na mocy § 192, prostokat 1’
i jest réwnowazny kwadratowi 1, pro-
stokat zas 2/ jest réwnowazny kwa-
dratowi 2.

Réwnie prosty dowéd mozna
I % otrzymad, dzielac te trzy kwadraty bez-
) i posrednio na figury paramiréwne sobie.

Dowéd ten wynika z rys. 167. Czytel-
nik przeprowadzi go szczegélowo.

§ 194. Jak twierdzenie Pitago-
rasa wynika z § 192, tak z ogolniejszej wlasnosci, dowiedzionej
w § 191, wynikaja dwa ogélniejsze twierdzenia, dotyczace tréjka-
téw dowolnych. -

Rys. 167.

\Q* o Twierdzenie. Kwadrat na boku przeciwleglym kqtowi osiremu

Jjest mniejszy od sumy kwadratéw, zbudowanych na dwu drugich

*) Wedlug tradycji greckiej twierdzenie to znalazt i udowodnil filozof
Pitagoras z Samosu (VI w. przed Chr.), ktéry zyl i nauczal w Kroton'e,
w poludniowej Italji, mniej wigcej w okresie wypedzenia Tarkwinjuszéw z Rzymu.
Pitagoras sam nic nie pisal; z dziel jego uczniéw dochowaly sie tak drobne
urywki, Ze nic pewnego nie moiemy powiedzieé o badaniach naukowych tego
filozofa. Z réinych powodéw wydaje sie rzecza prawdopodobna, ze Pitagoras
spedzit czas jaki§ w Egipcie, gdzie poznal szczegélne przypadki powyiszego
twierdzenie (np. tréjkat o bokach, réwnajacych sie 3, 4 i 5 jednostkom miary),
sam za$ uogdlnil twierdzenie na wszelkie tréjkaty prostokatne i pierwszy dowiédt
go. Dzi$ zreszta niepodobna zgadnaé, na czem mégt polegaé jego dowéd.:

Przekonamy si¢ w dalszym ciagu, ze tw. Pitagorasa nalezy do najwazniej-
szych twierdzen geometrii.

Zastosowanie do tréjkatéw. 169

bokach, o podwojony prostokqt, zbudowany z jednego z tych bo-
kéw i z rzulu na niego drugiego boku.

Niech ACED, AFGB,

BHIC beda kwadratami G H’,.
zbudowanemi na bokach 3
tréjkata A\ ABC, w ktérym s 8 4
kat <cABC jest ostry. Je- @ I
zeli  wykreslimy trzy wyso- 1 %

. Seas : F T
kosci tego trojkata i prze- SR\

dluzymy je, wowczas kazdy e
z trzech powyzszych kwa-
dratéw zostanie podzielony
na dwa prostokaty, przy-
czem (§ 191) prostokaty 1
i 1’ sg sobie réwnowaine, D : E
jak réowniez 212" oraz 3i 3. Rys. 168.
Wobec tego suma pro-
stokatéw 112, czyli kwadrat na boku AC, mniejszy jest od sumy
dwu drugich kwadratéw "o podwojony prostokat 3 (lub tez 3').
§ 195. Twierdzenie. Kwadrat boku przeciwleglego kqtowi
rozwartemu jest wigkszy od sumy kwadratéw dwu drugich bokéw
o podwojony prostokqt, zbudo- ;

2

'
|
X
|
1
'
'
I
i
'
!
L)
'
'
'
'
'
1
1
'
'

wany z jednego z tych bokéw E Jdp K
i z rzutu na niego drugiego boku. F

Jezeli w tréjkacie N\ ABC i
kat << B jest rozwarty, wowczas, g 3 H d4

prowadzac wysokosci i podluza-
jac je, mamy: :
prostokat 1 jest réwnowazny

prostokatowi ADEG, ktéry sklada
si¢ z kwadratu 3 i z prostokata

BDEF; LA
prostokat 2 jest rownowazny

prostokatowi HI/LC, ktéry sklada

si¢ z kwadratu 4 i z prostokata Rys. 169.

HIKB,
a poniewaz (§ 191) prostokaty H/KB, BDEF sa sobie

réwnowazne, zatem kwadrat na boku AC wiekszy jest od sumy
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kwadratéw 3 i 4 o podwojony prostokat BDEF (lub o podwo-
jony prostokat HBK ).

§ 196. Twierdzenie Pitagorasa wraz z twierdzeniami §§ 194,
195 tworza uklad zamknigty (poréwn. str. 48), co latwo
uwidocznié, streszczajac je w nastepujacy sposéb:

jezeli 3 C=4, to|c|=]a|+ 5];

[6];

o ‘all i ] bl.

Wobec tego mamy prawo odwrécié wszystkie trzy twierdzenia.
Uczen sformuluje sam twierdzenia odwrotne.

jezeli 3£C<d, to[ec]<|a]+

jezeli scC>4d, to 1c

Uwagi. 1. Jak widzimy, twierdzenie Pitagorasa wyraza ceche charakte-
rystyczng tréjkata prostokatnego: majac dane trzy boki tréjkata i opierajac sie
na §§ 193—196, mozemy zawsze orzec, czy dany bok lezy naprzeciwko kata
prostego, ostrego czy rozwartego.

2. Twierdzenie Pitagorasa
mozna uwazaé za przypadek szcze-
g6lny zardwno twierdzenia § 195
o boku, lezacym naprzeciw kata
rozwartego, jak twierdzenia § 194
o boku przeciwleglym katowi
ostremu. Istotnie, jezeli wyobra-
zimy sobie tréjkat zmienny ABC
(rys. 170), w ktérym bok BC
jest nieruchomy, bok za$ AB obra-

Rys. 170. ca sie dokola B w zwrocie ozna-

czonym strzatka, zachowujac stalg

dlugoéé, wéwczas kat ostry <t ABC musi rosnac. Wobec tego rosnie przeciw-

legly bok AC (§ 103), a wiec i kwadrat, na tym boku zbudowany; natomiast

rzut BD boku BC maleje, jak réwniez rzut BE boku AB. Innemi stowami: ma-

leja prostokaty 3 i 3, o ktére kwadrat boku AC rézni sie od sumy kwadratéw,

zbudowanych na bokach AB i BC. W chwili, gdy kat L ABC staje sie prosty,

znikaja (staja sie rowne zeru) zaréwno rzuty BD i BE, jak i prostokaty 3 i 3/,

a wowezas kwadrat na boku AC jest réwnowazny sumie kwadratéw na bokach
AB i BC i mamy twierdzenie Pitagorasa.

Uczerr zbada w podobny sposéb zmiany, ktére zachodza, gdy kat roz-
warty tréjkata stopniowo maleje, az staje sig réwny prostemu.

§ 197. Twierdzenie. W #rdjkqcie prostokqtnym kwadrat wy-
sokosci, poprowadzonej z wierzchotka kqta prostego, jest réwno-
wazny prostokqgtowi, zbudowanemu z dwéch odcinkéw, na’ kidre
ta wysokos¢ dzieli przeciwprostokqing.

Zastosowanie do tréjkatow. 171

Niech bedzie dany tréjkat N\ ABC, w ktérym <<B =9
i niech bedzie BD | AC. Jezeli BHGD jest kwadratem, zbudo-

wanym na wysokosci, a pro-

stokat CDEF zostal zbudo- # b; """"" ;T/"/V
wany z odcinkéw przeciw- /4 K
prostokatnej, wéwczas wy- i

starczyloby dowiesé, zekwa- 4| 4 L &
drat ten i prostokat sa t. zw. : 25D
réwnoleglobokami dopelnia- L.t : i

jacemi w prostokacie MHNF M 2 o7
czyli, ze linja MDN jest Rys. 171.

przekatna.

W tym celu wystarczy wykazaé, ze MDN jest linjg prosta,
Jakoz widzimy, (dlaczego?) ze <Ko= X, L= 2 i
zatem istotnie < MDN = 2 4.

Cwiczenia XXIX. 1. Zbudowaé kwadrat, ré6wnowazny danemu
prostokatowi, opierajgc sig na twierdzeniu § 192,
la. Rozwiazaé to samo zadanie, opierajac sig na § 197.

a
2. Jezeli w prostokacie ABCD mamy 5 < b < a, woéwczas zapomoca

nastepujacej konstrukcji mozemy podzielié prostokat na trzy czeSci, z ktérych
daje si¢ ulozyé réwnowazny kwadrat:

na boku AB, jako na &rednicy, kreslimy kolo; na tym samym boku od-
kladamy odcinek AD' = AD; w punkcie D’ wystawiamy prostopadls, ktéra prze-
cina kolo w punkcie E; wreszcie kreslimy prosta BE. W ten sposéb prostokat
dany zostal podzielony na 2 tréjkaty prostokatne i na wielobok; dowiesé, ze
z tych trzech figur mozna ulozy¢ kwadrat.

3. Zbudowa¢ ktwadrat, ktéry bylby réwnowazny:

._|_

1) sumie dwa danych kwadratéw ' a

’

b |;

2) réznicy dwu danych kwadratéw ; a

|

3) polowie danego kwadratu 1 a |

4, Jezeli przekatne czworoboku sa do siebie prostopadle, wéwczas suma
kwadratéw, zbudowanych na dwéch bokach przeciwleglych, jest réwnowazna
sumie kwadratéw, zbudowanych na dwu drugich bokach.

5. Budujemy pieciokat ABCDE, w ktérym kat (B jest prosty, bok zas
CD jest prostopadly do przekatnej AC. Jak nalezy wykreslié bok DE, zeby
kwadrat, zbudowany na boku AE, byl réwnowainy sumie kwadratéw, zbudo-
wanych na czterech innych bokach pigciokata

6. Matematyk hinduski Bhaskara (XIII w. po Chr.) podaje w swym
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traktacie matematyki twierdzenie Pitagorasa bez dowodu, zaopatrujac je tylko

» Wil |

e
=
=

Rys. 172. Rys. 172a.

Dowiesé tego twierdzenia, ustaliwszy najpierw zapomocs rysunku 172a
prawdziwo$é zwiazku

pa bl lal i fal - Fos)

(Poréwnaj z analogicznym wzorem w algebrze!)

7 Zapomocy rysunku 173 dowieéé prawdziwoéci zwigzku
f a-+b i = f a ! -+ ' b ) + 2 , a, b (, nastepnie dowies¢ twierdzenia Pita-

gorasa zapomoca rysunku 173a%),

Rys. 173, Rys. 173 a.

8. Dowie§é, ze . a—_b, a|+b f = ‘ a J — ‘ b ’ Jaki jest analo-

giczny wzér w a'gebrze ? ;
9. Jezeli w tréjkacie A ABC, w ktérym CB= C4, poprowadzirﬁy do boku
AB dowolny odcinek CD, wéwezas musi byé

| 4D, DB b L ABECD, AC CD

*) Niektérzy historycy matematyki przypuszczaja, ze takim moégl byé ory-
ginalny dowéd Pitagorasa,

Zastosowania do t;éjkqtéw. 173

10. Jezeli cieciwa AB przecina w punkcie C irednice, tworzac z nig

kat =123, wéwczas suma kwadratéw I AC ‘ e f CB ’ jest réwnowazna po-

dwojonemu kwadratowi promienia.

11. Kwadrat, zbudowany na wysokoSci tréjkata réwnobocznego, jest trzy
razy. wigkszy od kwadratu, zbudowanego na polowie boku,

12. Kwadrat, zbudowany na boku trojkata réwnobocznego, jest trzy razy
wigkszy od kwadratu, zbudowanego na promieniu kola opisanego.

13, Na bokach tréjkata prostokatnego A\ ABC budujemy nazewnatrz
kwadraty i lgczymy ich wierzchotki tak, ze Powstaje sze$ciokat wypukly. Dowiesé,
iz suma kwadratéw, zbudowanych na bokach tego szesciokata, jest 8 razy
wicksza od kwadratu, zbudowanego na przeciwprostokatnej AB.

14. W réwnolegloboku ABCD mamy zawsze

[e]+[fl=]a]+ o]+ [c]+]a],

15. Jezeli w réwnolegloboku ABCD przekatna e réwna sig bokom a i c,

wéwezas druga przekatna f spelnia warunek m = m -+ | b l -+ | d I i

16. Jezeli przez mc oznaczymy $rodkowa, poprowadzons do hoku ¢
w tréjkacie A\ ABC, wéwczas musi zachodzié zaleznosd nastepujaca :

4’mC —f—‘c‘:Zia!—l—Q!b(.
17. Jezeli w tréjkacie /\ ABC przedtazymy w tym samym zwrogie *)
boki @, b, ¢ o odcinki CE — —%, AF = —;—, BD = -;—i jezeli poprowadzimy

w tym tréjkacie Srodkowe AA,, BB/, CC’, wéwezas suma kwadratéw, zbudo-
wanych na odcinkach AE, BF, CD, musi byé wieksza od sumy kwadratéw, zbu-

-

dowanych na srodkowych, o sume kwadratéw bokéw, t.j. o ’ a t -+ ( b } -+ ' c

[Wskazéwka: bok a jest srodkowa w tréjkacie A\ CC'D, w ktérym C'D =¢

i £d] : .
18. Jezeli na $rednicy kola obierzemy punkty A, B w jednakowej odle-

glosci od srodka kola O i jezeli M/ jest dowolnym punktem okregu, wéwezas

suma kwadratéw !AM‘ + IBM ‘ jest wielkoscia stala, a mianowicie jest

dwa razy wigksza od sumy kwadratow ’ MO ‘ + I AO '

19. Jezeli suma kwadratéw odleglosci punktu M od dwéch punktéw nie-
ruchomych A, B jest wielkoscig ‘stala, wéwezas miejscem geometrycznem punktu
M jest okrag kola, ktérego srodkiem jest srodek odcinka A4B.

Wskazaé sposéb zbudowania tego okregu. /

20. Jezeli réznica kwadratéw odleglosci punktu M od dwéch . punktéw
nieruchomych A4 i B jest wielkoscia stala, wéwczas miejscem geometrycznem
punktu M jest prosta, prostopadla do AB.

*) Patrz odsylacz na str. 35.
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21. W trapezie suma kwadratéw przekatnych jest réwnowazna sumie
kwadratéw dwéch bokéw nieréwnoleglych, wiecej podwojony prostokat, zbudo-
wany z obu podstaw trapezu. ;

22. Na bokach &, ¢ tréjkata /\ ABC budujemy dowolne réwnolegtoboki,
boki ich DE, GH przedluzamy az do przecigcia si¢ w punkcie F; wreszcie na
boku a budujemy réwnolegtobok BLMC,
ktérego boki LB, CM sa réwnolegle do FA,
wierzcholki zas§ L, M leza na bokach DE,
GH - poprzednich réwnoleglobokéw. Do-
wieS¢, iz ten trzeci réwnoleglobok jest
réwnowazny sumie dwu pierwszych. (Twier-
dzenie Pappusa z Aleksandrji, slyn-
nego matematyka greckiego w III w. po
Chr.)

23. Wykazaé, iz twierdzenie Pitago-

rasa wynika z tw. Pappusa jako szczegélny
Rys. 174. jego przypadek.

24, Dane s3 dwa kola zewnetrznie
do siebie styczne; dowie$é, iz kwadrat ich

spolnej stycznej zewnetrznej jest réownowazny prostokqtowx, zbudowanemu ze

Srednic obu kol

25. Jezeli w tréjkacie A\ ABC kwadrat, zbudowany na wysokosei A,
jest mniejszy od prostokata, zbudowanego z rzutéw r,, r,, wéwczas kat %= C >
w przeciwnym za$§ razie mamy % C < 2.

26. Dany odcinek AB podzieli¢ na takie dwie czesci AC, CB, zeby za-
chodzil zwiazek | AB, AC | = m | CB

, w ktorym m oznacza liczbe dang

[Wskazéwka: budujemy prostokat l AB, AX I , gdzie AX = 1; AB.]

27. Jezeli z wierzchotkéw kwadratu ABCD poprowadzimy prostopadie
a, b, ¢/, d do dowolnej prostej, wéwczas suma kwadratéw dwéch prosto-
padlych, poprowadzonych z dwéch przeciwleglych wierzcholkéw, jest réwno-
wazna podwojonemu prostokatowi z dwu drugich prostopadlych wiecej dany
kwadrat, czyli

2]+

28. Suma kwédratéw, zbudowanych na bokach dowolnego czworoboku,

=2.| ¥, d |+

jest réwnowazna sumie kwadratéw, zbudowanych na przekatnych, wiecej cztery

razy wzigty kwadrat odcinka, laczacego srodki przekatnych.

Co staje sie z tem twierdzeniem, jezeli odcinek, laczacy srodki prze-
katnych, malejac coraz bardziej, staje sig réwny zeru ?

29. Suma kwadratéw, zbudowanych na bokach pieciokata, jest réwno-
wazna sumie kwadratéw wszystkich przekatnych, wigcej cztery razy wzieta suma
kwadratéw odcinkéw, aczacych srodki tych przekatnych.

30. Jezeli mamy dane state kolo i tréjkat /\ ABC, wpisany w to kolo,

jezeli wierzcholek A tréjkata pozostaje staly, wierzchotki zas B i C poruszaja

Prostokaty, zbudowane z cieciw. 175

sie po kole tak, iz suma kwadratéw { AB ‘—}—' AC [ pozostaje stala, wow-

czas Srodek X boku BC kresli prosts, prostopadly do srednicy, przechodzacej
przez A [Wskazéwka: éwiczenia 20 i 16.]

ROZDZIAL IIL

Prostokaty, zbudowane z cigciw.

§ 198. Twierdzenie. Jezeli z tego samego punktu poprowadzilismy do
kola stycznq i siecznq, wowczas kwadrat stycznej jest réwnowazny prostokatowi,
zbudowanemu z calej siecznej i z zewnetrznego jej odcinka.

Niech bedzie dany punkt M, lezacy zewnatrz kola; niech MA bedzie
styczna do danego kola, MBC za$ sieczna. Zbudujmy na stycznej kwadr.t, na

. odeinku za§ MB prostokat, ktérego drugi bok MD niech sie réwna siecznej MC.

Powiadam, iz kwadrat AEFM i prostokat MBRKD sa sobie réwnowasne.

Rys. 175.

Przedluzmy bok EF kwadratu az do przeciecia si¢ w punkcie H z prosta
KD, polaczmy M z H oraz A z B i niech [ bedzie punktem przeciecia sie
prostych AB, KD, Twierdze najpierw, ze prosta AB jest réwnolegla do MH.
Poniewaz < HDM = X MFH = 3,
zatem czworobok MFDH jest wpisany, musi tedy zachodzié réwno&é 1= % 2.
Trojkaty A\ MFD i /\ MAC réwnaja sie sobie (dlaczego?);
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zatem S TR
ale wiemy, iz *x 3 = x 4 (§ 143 i 144),
wobec zas réwnoleglosci prostych £H, AM musi byé

x4 = <35

Tak wiee x 1 = 3 5 i proste A/, MH s3 istotnie réwnolegle do siebie. ’
Jezeli jeszce zauwazymy, iz N\ GIH = /\ ABM (dlaczego?), to do-

wod twierdzenia stanie si¢ oczywisty.
Jakoz kwadrat AEFM = AGHM = BIHM = MBKD.

§ 199. Twierdzenie. Jezeli dwie sieczne wychodzq z jednego punktu, le-
Zqcego zewngqtrz kola, wowczas prostokqt, zbudowany z jednej siecznej i z jej
odcinka zewnetrznego, jest réwnowaziny prostokgtowi, zbudowanemu z drugiej
siecznej i z jej odcinka zewnetrznego.

Niech bedzie dane kolo i punkt
zewnetrzny M. Jezeli z M poprowadzimy
dwie sieczne, z ktérych pierwsza prze-
cina okrag w punktach B, B’, druga
w punktach C, C, wéwczas powiadam,
iz musi byé

| MB,MB |=| MC, MC |

Jakoz wystarczy zauwazyé, ze
Rys. 176. ~ oba te prostokaty sa réwnowazne kwa-
dratowi, zbudowanemu na stycznej MA.

§ 200. Twierdzenie. Dwie sieczne, przecinajqce sie wewnqtrz kota, dzielg
sig kazda w punkcie przecigcia na takie dwa odcinki, iz prostokqt, zbudowany
z odcinkéw jednej siecznej, jest réwnowaziny prostokatowi, zbudowanemu z od-
cinkdw drugiej siecznej.

Twierdzenie to da si¢ z latwoscia spro-
wadzi¢ do poprzedniego. Niech CC’, BB’ beda
dwiema cigciwami, przecinajacemi sie wewnétrz
kola w punkeie M. Powiadam, iz mamy

MB, MB’ f:] MC, MC’

Aby tego .dowiesé, odlézmy na cieci-
wach odcinki
MB" = MB' i MC" = MC'.
Proste B'C’ i B’C"” sa do siebie réwno-
legle (dlaczego?), zatem x 1 = x 2, ale
Rys. 177. poniewaz katy wpisane x 1, x 3 wspieraja
si¢ na tym samym luku, zatem
*1=%x3=x2
1 co za tem idzie, kat = 3 spelnia sie z katem x 4.

Prostokaty, zbudowane z cieciw. 177

Stad wynika, ze na czworoboku BB”C”C mozna opisaé¢ kolo. Punkt M
musi lezeé zewnatrz tego kola: mamy tedy kolo (na rysunku kropkowane), punkt
zewnetrzny M i dwie sieczne MB”B, MC"”C, na mocy wigc poprzedniego twier-
dzenia musi byé:

| MB, MB’ |=[ MC, MC" 1
Saiag . MB’ — MB, MC" = MC,
zatem | MB, MB | =| MC, MC' |

§ 201. Jezeli mamy dane kolo i dwie sicczne, wychodzace z punktu
(wewnetrznego lub zewnetrznego) M i przecinajace okrag: jedna w punktach
B, B’, druga w punktach C, C’; i jeieli na jednej z nich, np. na pierwszej,
obierzemy dowolny punkt K, nie lezacy na okregu, wéwczas prostokat

| MC, MC’

nie 'jest réwnowazny prostokatowi | MB, MK’
i

gdyz prostokat B

| MB, MK | C ’
¢ B

nie moze byé row-
nowazny prosto-
katowi

[, MB, MB'

Widzimy tedy,
iz twierdzenia prze-
: 5 1179;
ciwne (a wigc i twier- Rys. 178. Rys ; :
dzenia odwrotne) wzgledem twierdzen §§ 199, 200 musza byé prawdziwe.
Innemi slowy mamy nastepujace

Twierdzenie odwrotne. L. Jezeli na dwdch prostych, wychodzqcych z punktu
M, mamy po dwa odcinki o jednakowych zwrotach MB, MB' oraz MC, MC’ takie,iz

MB, MB |=| MC, MC

)

wowczas czlery punkty B, B' C, C' lezq na jednym okregu (rys. 179).
IL Jezeli na dwdch prostych, wychodzacych z punktu M, mamy po dwa
odcinki o zwrotach przéciwnych MB, MB', oraz MC, MC', przyczem

MB, MB |=| MC, MC' |,

wdwezas cztery punkty B, B' C, C' lezq na jednym okregu (rys. 178).
Mamy tedy nowy sposéb poznawania, czy cztery punkty leza czy nie lezg
na tym samym okregu. :

- Gwiczenia XXX. Twierdzefi rozdziatu III dowiedliémy, nie uciekajac sie
nigdzie do tych prawd geometrycznych, o ktérych byla mowa w rozdziale II,
a wiec do tw. Pitagorasa i do pokrewnych mu twierdzen o tréjkatach. Mozna
z latwoscia wykazaé, ze wszystkie wlasnoici trojkatéw, zawarte w twierdzeniu

Geometrja elementarna. 12
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Pitagorasa i w innych twierdzeniach rozdziatu II, sg poprostu wnioskami z prawd,
ktére wyloiylismy w rozdziale niniejszym. Taki jest wlaénie sens zadah 1—3,
1. Niech bedzie dany tréjkat ostrokatny /\ ABC. Na 4B, jako na érednicy,
kreslimy okrag, ktéry przechodzi przez spodki obu wysokosci 4, h, (dlaczego?);
zapomocy tej figury i twierdzenia § 199 dowiesé, ze prostokat z boku tréjkata
i rzutu na niego drugiego boku jest réwnowazny prostokatowi z tego drugiego
boku i z rzutu na niego boku pierwszego (§ 191).
- 1 a. Dowies¢ tego samego twierdzenia w przypadku, gdy w tréjkacie
A\ ABC kat = C jest rozwarty.

1 b. Niech bedzie dany 'tréjkat A\ ABC, w ktérym kat & C = &. Pro-
wadzimy w nim wysokos¢ CD i na AC, jeko na Srednicy, kreslimy koto, Za-
pomocy tej figury i twierdzenia § 198 dowiesé, ze kwadrat przyprostokatnej
jest réwnowazny prostokatowi z calej przeciwprostokatnej i z rzutu tej przy-
prostokatnej (§ 192).

2. Na przyprostokatnych CA, CB, jako na srednicach, wykreslié dwa
kola i, stosujac do kazdego z nich twierdzenie § 198, dowiesé twierdzenia
Pitagorasa.

2 a. Dowie$é twierdzenia Pitagorasa w nastepujacy sposéb: majac dany
tréjkat /\ ABC, w ktérym = C =3, kreslimy kolo (B)C, ktére przecina prze-
ciwprostokatng 4B w punkcie D, przedluzenie za$ jej w punkcie E; stosujemy
do tej figury twierdzenie § 198, vwzgledniajac, ze AD= AB — BC, AE=AB-BC

3. Majac dany tréjkat A\ ABC, w ktérym +« C = %, kreslimy kolo (B)C
i z punktu 4 prowadzimy do niego drugg styczng AC’, Laczac Cz C'i stosujac
twierdzenie § 200, dowiesé, ze kwadrat wysokoSci w tréjkacie prostokatnym
jest réwnowazny prostokatowi, zbudowanemu z odcinkéw, wyzn;czonycli na prze-
ciwprostokatne;j. B

4. W tréjkacie ostrokatnym ortocentr dzieli kazda wysokosé na takie dwa
odcinki, ze zbudowane z nich prostokaty sa sobie réwnowazne.

5. Czy twierdzenie to pozostaje prawdziwe dla tréjkatéw rozwartokatnych ?
Jezeli nie, to jak nalezy je w tym wypadku zmodyfikowaé?

6. Jezeli dwa kola przecinaja sie, wéwczas przediuzenie ich spélnej cie-
ciwy dzieli na polowy spélng ich styczna zewnetrna. ‘

7. Jezeli AB jest spélna cigciwg dwéch przecinajacych sig kél i jezeli
przez dowolny punkt C tej cigciwy poprowadzimy dwie nowe cigciwy: jedng
DCD’ w pierwszem kole, drugg ECE’ w drugiem kole, wéwezas punkty D, [
E, E' musza lezeé na jednym okregu’ kola; e

8. Jezeli tréjks,ty‘ A ABC, N\ABC' majs katy odpowiednio réwne,

wowcezas prostokat l a, b’

jest réwnowazny prostokqtowil a, b I [Wskazéw-
ka: budujemy kat wierzcholkowy wzgledem kata + C i na jego ramionach
odkladamy odecinki, réwnajace si¢ bokom o, ¥’ trojkata N\ A'B'C']
9.'Prostokqt, zbudowany z dwéch bokéw tréjkata, jest réwnowazny pro-
stokatowi, zbudowanemu z $rednicy kola opisanego i z wysokoSci, poprowadzonej

Prostokaty, zbudowane z cigciw. 179

do boku trzeciego. [Wskazdéwka: chcagc dowiesé, ze |a’, b l = ‘ h, 2R |

prowadzimy wysoko§é CD, $rednicg CE, laczymy A z E i stosujemy poprzednie

éwiczenie.]
10. Jezeli AB jest srednicg kola, punkt C lezy na okregu, O jest §rod-
kiem kola i jezeli cigciwa CD jest prostopadla do Srednicy AB, wéwczas musi

byé ’AC, CB' = )CO, CD{ [Wskazéwka: polaczyé D z B i oprzeé sig na

éwiczeniu 8-em,]

11. Jezeli w tréjkacie prostokatnym /\ ABC obierzemy dowolny puukt D
na przeciwprostokatnej AB i w punkcie tym wystawimy prostopadls, przecina-
jaca przyprostokatne (lub ich przedluzenia) w punktach E, F, okrag za$ kola

opisanego w punkcie G, wéwczas musi byé I DG | = lDE, DF[. [Wska-

zéwka: oprzeé sie na zadaniu 8-em.]
12. Jezeli AB jest Srednicg kola, CD za$ dowolng cieciwa, prostopadia
do Srednicy w punkcie M i jezeli prosta AX, laczaca A z dowolnym punktem X

cigciwy CD, przecina okrag kola w punkcie Y, wéwczas prostokat. | AX, AY

ma stalg wielkosé. [Wskazowka: czworobok MXYB.]
13. Na prostej mamy trzy stale punkty A4, B, C. Z punktu A prowadzimy

- styczne do wszystkich kol, przechodzacych przez punkty B i C; znalezé miejsce

geometryczne punktéw stycznosci tych stycznych.

14. Kres!imy uklad kél, zlozony z wszelkich mozliwych kél, lezacych po
jednej stronie danej prostej m i stycznych do niej w danym jej punkcie A. Do
két tych prowadzimy styczne, réwnolegle do innej prostej danej p. 1) Znalezé
miejsce geometryczne punktow stycznosci. 2) Wykazaé, ze jesli jedna z tych
stycznych przecina prosta m w punkcie 7, sama za$ jest przecigta przez inne

kolo tego samego ukladu w punktach B, C, wéwczas prostakat ' 1B TC ]
ma stalg wielkosé,

15. Jezeli mamy dane dwa kola O, O’ i ze $rodka kazdego z nich popro=
wadziliSmy styczng do drugiego kola, wéwczas dwie styczne OT' O'T, leiace
po jednej stronie linji Srodkéw, przecinaja si¢ w takim punkcie K, ze !

KO, KT' | = | KT, KO’

16. Jezeli dwa kola przecinajs si¢ w punktach A, A’, wéwczas styczne,
poprowadzone do tych két z dowolnego punktu prostej A4, réwnaja si¢ sobie.

Jaka postaé przybiera twierdzenie, jezeli kola s3 zewngtrznie styczne ?

17. Dwa kola =3 zewnetrznie styczne do siebie w punkcie A. W punkcie
tym prowadzimy do nich spélng styczna, na niej obieramy dowolny punkt X
i laczymy X ze srodkami kél. Niech B, B’, oraz C, C’ beds punktami prze-
cigcia tych prostych z kolami; dowie$é, ze na czworoboku BB'C'C mozna
opisaé kolo.

18. Jezeli CA, CB sa dwiema stycznemi do kola i jezeli z dowolnego
punktu D na luku AB poprowadzimy réwnolegle do stycznych,. mianowicie

12
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DE||/CA, DFJICB,. przecinajace cicciwe AB w punktach E, F wéwezas

| DE|=|DF| =] 4k rB |. [Wskazéwka: éwiczenie 8-e.]
19. Jezeli na érednicy AB obierzemy punkty D, F tak, zeby bylo
[ AE I = , AD, AB 1, i jezeli na AD i na AE, jako na $rednicach, wykre-

slimy pétkola, a w punkcie D wystawimy prostopadia do $rednicy, przecinajaca
kolo dane w F, kolo za§ wykreslonz na AE w punkcie G, wéwczas musi byé
| 4G | = | 48 4D |.

20. Dane jest kolo o §rednicy AB; w punkcie B prowadzimy do niego
styczna, na niej obieramy dowolny punkt C, kreslimy kolo (C)B, wreszcie kreslimy
prosta AC, ktéra przecina to drugie kolo w punktach D, E. Jezeli kolo (A)E

przecina styczna CB w punkcie F, wéwczas kolo, zakreslone na Srednicy AB,
dzieli na polowy odcinek AF

21. Opierajac sig na § 198, podaé nowy sposéb zbudowania
kwadratu, réwnowaznego danemu prostok atowi. (Poréwn. éwiczenia
XXIX, str. 171))

22. Dany kwadrat przeksztalcié w réwnowazny prostokat o danym boku.
Rozwiazaé to zadane: 1) zapomocg réwnoleglobokéw dopelniajgcych; 2) opie-
rajac si¢ na § 191; 3) opierajac sie na § 197; 4) opierajac si¢ na § 198,

23. W dane kolo wpisaé prostokat, réwnowazny danemu kwadratowi.

24. Dany kwadrat przeksztalcié w prostokat,w ktérym suma
dwu bokéw sasiednich a5 jest dana.

25. Kwadrat przeksztalcié w réwnowazny prostokat, w kté-
rym dana jest réznica dwu bokéw sasiednich a—b,

26. Dane jest kolo i punkt zewngtrzny A; poprowadzié¢ z punktu A sieczng
tak, by okrag kola podzielit j3 na polowy.

Zbudowaé tréjkat A ABC, réwnowazny danemu kwadratowi, majac dane:

27. A, c+h,. 28. 4, c— b, 2%ce Ry

30. s, c 44, 3lscc—h . C, 32. c+h,, h,

33. Zbudowaé tréjkat A\ ABC, majac dany prostokat, rownowazny prosto-

kqtowi‘ a,b l oraz podstawg ¢ i wysoko§é h,.

~ [Wskazéwka: poréwn. éwiczenie 9-te.]
34. Wykresli¢ kolo, przechodzace przez punkty A, B i styczne do danej
prostej m.
35. Zbudowaé kolo, styczne do dwéch danych prostych m, n i przecho-
dzace przez dany punkt 4. [Wskazéwka: budujemy punkt A’, symetryczny

z A wzgledem dwusiecznej kata = (m, n) i przediuzamy AA’ az do przeciecia

sig z c. Jak postapié, jezeli m//n?]

36. Zbudowaé tréjkat A\ ABC, majac dane punkty A4', B’, w ktérych kolo
wpisane dotyka bokéw a, &, oraz prosta, na ktérej lezy bok c.

37. Wykreslié koto, przechodzace przez dwa dane punkty A4, B’ i styczne
do danego kota (O)r.

Prostokaty, zbudowane z cigciw. 181

38. Dane sa trzy punkty A4, B, C; wykreslié kolo, przechodzace przez
A i B, przytem takie, zeby styczna, poprowadzona z punktu C, réwnala sie
danemu odcinkowi m.

39. Przez dane dwa punkty A, B poprowadzié kolo, przecinajgce dane
kolo (O)r wedlug srednicy (t. j. tak, zZe odcinek, laczacy punkty przecigcia, jest
srednica kola danego). [Wskazéwka do analizy; punkt 4 laczymy z O
i przedluzamy az do przeciecia z kolem, ktére mamy zbudowad.] :

40. Dany jest kat = BAC i punkt D, nie lezagcy na jego ramionach.
Przez D poprowadzié prosta, przecinajaca ramiona kata w takich punktach E, F

zeby prostokat ] DE, DF \ byl réwnowazny danemu prostokatowi. [Wska-
zéwka do analizy: jezeli na prostej AD obierzemy taki punkt G, zeby bylo
DA, DG | = | DE, DF |, wéwezas musi byé 3 DEG = 3 CAD.]

41. Zbudowaé tréjkat prostokatny] /\ ABC, majac danag prostoka‘tfuil a
oraz rzut ry. [Wskazéwka do analizy: na r;, jako na Srednicy, kreslimy

koto i z wierzchotka B prowadzimy styczna.]




KSIEGA L.

O polozeniu wzajemnem prostych
' i plaszczyzn.

ROZDZIAL 1.

O prostych i plaszczyznach réwnoleglych.

§ 202. Przedewszystkiem musimy przypomnieé nastepujace
pewniki, na ktérych opiera¢ si¢ bedziemy w dalszym wykladzie.

Pewnik lb. Prosta i punkt, nie lezqcy na niej, wyznaczajq
plaszczyzne.

WykazalisSmy juz (str. 9), ze pewnik ten mozemy zastapié
jednym z dwéch nastepujacych pewnikéw:

(1) trzy punkty, nie lezqce na jednej prostej, wyznaczajq
plaszczyzne;

(2) dwie pizecinajqce si¢ proste wyznaczajq plaszczyzne.

Teraz mozemy wypowiedzie¢ trzeci pewnik, réwnowazny
kazdemu z poprzednich:

(3) dwie proste réwnolegle wyznaczajq plaszczyzne.

Istotnie, rownolegle okreslilismy (§ 72) jako pewne proste,
lezace w jednej plaszczyznie; jesli wiec mamy dane dwie
proste réwnolegle a, b, to przez to samo dana jest plaszczyzna,
w ktorej one leza. Z drugiej strony, niema zadnej innej pla-
szczyzny, w ktérej moglyby lezeé proste a, b, gdyz jedna z tych
prostych; np. a i ktérykolwiek punkt M na drugiej prostej, wy-
znaczaja plaszczyzne.
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Pewnik Ic. Prosta, lgczaca dwa dowolne punkty plaszczyzny,
lezy na tej plaszczyznie czyli ma z nig wszystkie punkty spolne.

Pewnik Id. Dwie piaszcz_i;zny, majqce punkt spolny, przeci-
najq si¢ wedlug linji prostej, zwanej krawedzig tych plaszczyzn.

§ 203. Na tych pewnikach mozemy oprzeé nastepujgce sym-
bole, ktéremi wypadnie poslugiwaé sie:

[a, M] oznaczaé bedzie plaszczyzne, wyznaczong przez prosta
a i punkt M;

[4, B, C] oznaczaé bedzie plaszczyzng, wyznaczong przez
punkty 4, B i C;

[a, b] oznaczaé bedzie plaszczyzng, wyznaczong przez proste
ai b;

[, 6] oznaczaé bedzie krawedz dwéch plaszezyzn @ i §.

§ 204. Pewnik Ilc. Plaszczyzna dzieli przestrzen na dwie
czesci (na dwa obszary), z ktérych

i A
kazda zawiera dowolng ilos¢
punktéw. B.
Znaczy to, ze jesli punkty 3

A, B nalezg oba do tego same-
go obszaru, woéwczas odcinek |
AB nie ma punktéw spélnych |
z plaszczyzng ' ¢, jezeli natomiast ,
punkty B i C leza w dwu réz- Rys. 180.
nych obszarach, to odcinek BC

przebija plaszczyzng @ w jakim$ punkcie K*).

*) Popularnie moznaby te sama prawde tak wyrazi¢; plaszezyzna ma
w naszem pojeciu dwie strony; z jednej strony na druga nie mozna dostaé sig
inaczej, jak tylko przebijajac plaszczyzne.

Zdawaloby sie, ze ta zdolno§é posiadania
dwéch stron przystugiwaé powinna kazdej po-
wierzchni; latwo jednak zbudowac model t. zw.-
powierzchni jednostronnej. W tym celu pasek
papieru skrecamy raz jeden (lub wogdle niepa-
rzysta liczbe razy), poczem sklejamy jego konce
(rys. 181). Uczen przekona sig, ze caly pasek
mozna teraz jednem pociagnigciem pendzla pomalowaé z obu stron, czyli mozna
go obejsé z obu stron, nie przebijajac go nigdzie.

Powtérzyé to samo doSwiadczenie skrecajac pasek parzysta liczbe razy.
Czy teraz otrzymujemy znéw powierzchnig jednostronna ?
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Punkt K nazywamy punktem przebicia plaszczyzny o przez
prosta BC. Niekiedy moéwimy o przecinaniu sie plaszczyzny
z prostq, zamiast o przebijaniu. ° ; :

§ 205. Dwie proste moga lezeé w przestrzeni wzgledem
siebie w trojaki sposéb: albo przecinajg sig, albo sg do siebie
réwnolegle, albo wreszcie nie majg zadnej spélnej plaszczyzny.

W tym trzecim przypadku powiedzieliby$my popularnie, ze
dwie takie proste rozmijajg si¢ w przestrzeni (lub krzyzuja).

Okreslenie. Prostemi skosnemi nazywamy dwie proste, kidre
nie mogq leze¢ we wspdlnej plaszczyznie.

D Aby wykaza¢ istnienie
takich prostych, wystarczy

:B \ obraé dowolng plaszczyzng

¢ [ABC] oraz punkt D, nie
lezqcy w tej plaszczyznie.
\ Powiadam, ze proste DC

Rys. 182, i AB sa skosne.

Istotnie, gdyby lezaly
one w jednej plaszczyznie, wéwczas w tej plaszczyznie musialyby
lezeé cztery punkty A, B, C, D, co przeczy naszemu zalozeniu.

Cwiczenie XXXI. 1. Na Scianach pokoju, na meblach i t. d. wskazaé pary

prostych réwnoleglych, przecinajacych si¢ lub skosnych. Wskazaé . plaszczyzny,
wyznaczone przez te proste,

2. Wskazaé 'w pokoju prosta, przebijajqcé, plaszczyzne.

Znalezé réwniez przyklady, ilustrujace pewnik Ilc.

3. Wskazaé w pokoju dwie przecinajace sie plaszczyzny, krawedz ich oraz
wszystkie obszary, na ktére podzielily one przestrzen.

4. Mamy dane cztery punkty 4, B, C, D, nie lezace w jednej plaszczyznie.
Jak nazywa sie krawedz plaszezyzn [ABC], [ABD]? krawedz plaszczyzn [BCD]
[DAB]? Wyliczyé wszystkie plaszczyzny, wyznaczone przez te cztery punkty.

5. Dane sa dwie proste a, b, przecinajace si¢ w punkecie K, i punkt
nie lezacy w plaszezyznie [ab]. Nazwaé wszystkie plaszczyzny, wyznaczone na
naszej figurze. Nazwaé krawedzie kazdej pary plaszczyzn na naszej figurze.

Zrobié model tekturowy, na ktérym bylyby uwidocznione wszystkie pta-
szezyzny tej figury.

6. Wykazaé, ze jezeli mamy dane takie cztery punkty, jak na rys. 182,
wéwczas mozemy znalezé nie jedna, lecz trzy pary prostych ‘skosnych.

7. Obieramy cztery punkty 4, B, C, D w jednej plaszczyznie i punkt £
poza ta plaszczyzna. lle mamy na naszej figurze prostych, skoénych wzgledem AE?

8. Ile wogéle par prostych skoénych moznaby odszukaé na tej figurze?

9. Jezeli trzy proste przecinaja si¢ parami w trzech punktach, wéwczas
musza wszystkie trzy leze¢ w jednej plaszczyznie. Czy mozna to samo powie-
dzieé o trzech prostych do siebie réwnoleglych?

‘prawde proste i pla-
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10. Czy poprzednie twierdzenie da sig zastosowaé do czterech prostych,
przecinajacych sig parami? Ile punktéw przecigcia- mielibySmy wtedy ?

§ 206. Méwiac o teorji prostych i plaszczyzn réwnoleglych,
musimy przedewszystkiem zaznaczy¢, ze pewnik IV i wszystkie
wnioski z niego plynace pozostaja ‘prawdziwe i w stereometrji.
W szczegélnosci pozostaje prawda, ze przez dany punkt A mo-
zemy do danej prostej m poprowadzi¢ tylko jedna réwnolegla
(§ 75, str. 55), gdyz punkt ten i prosta wyznaczaja plaszczyzne
[mA], w ktérej, jak wiemy, istnieje tylko jedna réwnolegla do
prostej m, przechodzaca przez punkt A.

§ 207. Okreslenie. O prostej i plaszczyznie powiadamy, Ze
sq do siebie réwnolegle, jezeli nie majq ani jednego punktu spélnego.
Jak zwykle przy
wprowadzaniu nowego
pojecia, musimy wy-
kazaé, ze istniejg na-

szczyzny  réwnolegle

do siebie. W tym celu

pokazemy spos6b bu-

dowania takich figur.
Niech bedzie da-

na plaszczyzna @, a na

niej prosta m. Przez " Rys. 183.

dowolny punkt K, nie

nalezacy do plaszczyzny @, prowadzimy plaszczyzng [Km], a w niej

kreslimy przez punkt K prosta p, réwnolegla do m. Twierdze,

e prosta p odpowiada naszemu okresleniu i jest réwnolegla do
plaszczyzny a.

Istotnie, gdyby p i @ mialy punkt spélny, punkt ten mu-
siatby lezeé na prostej m (dlaczego?), czyli m i p przecinalyby
sie, co jest niedorzeczne.

§ 208. Twierdzenie. Jezeli proste m, p sq do siebie réwno-
legle, wowczas prosta p jest réwnolegla do kazdej plaszczyzny,
przesunietej przez m (o ile pominiemy plaszczyzng [mp], w ktérej
leza obie te réwnolegle).®)

*) Mozemy zreszta wyjatku tego nie robié i uwazaé, ze prosta a, lezaca
na plaszezyznie @, jest do tej plaszezyzny réwnolegla.
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Istotnie, gdyby prosta p przebijala w jakim$ punkcie X
plaszezyzne «, przesunigta przez prosta m, w takim razie ten
punkt przebicia X musialby leze¢ na prostej m, gdyz prosta p
lezy w calosci na plaszczyznie [mpl, a krawedzia plaszczyzn «
i [mp] jest wlasnie prosta m.

Zalozylismy, ze proste m, p sa do siebie réownolegle, zatem

wniosek nasz jest niedorzeczny.

§ 209. Twierdzenie. Jezeli
prosta p jest réwnolegta do
plaszczyzny o, wéwczas w kaz-
dym punkcie tej plaszczyzny
mozemy wykreslic réwnolegly
do prostej p.

Istotnie, jezeli na pla-
szczyznie @ obraliSmy dowolny
punkt 4, wéwczas plaszczyzna
[Ap] przecina plaszczyzne «
Rys. 184. wedlug krawedzi, ktéra jest
réwnolegla do p (dlaczego?).

§ 210. Twierdzenie. Jezeli prosta m jest réwnolegla do dwdch
przecinajqcych si¢ plaszczyzn @ i 6, to jest réwnolegta do ich
krawedzi [a g].

Istotnie, jezeli K jest dowolnym punktem na krawedzi, wéw-

czas przez K mozemy poprowadzié prosta,

o lezaca w plaszczyznie « i réwnolegla do
m, oraz prosta, lezaca w plaszczyznie g
i réwnologla do m. Ale przez K prze-
chodzi tylko jedna réwnolegla do m,
zatem obie te réwnolegle zlewajs sie
w jedng prosta i jest nig krawedz [e 4],
gdyz prosta ta lezy jednoczesnie w obu
plaszczyznach « i g.

§ 211. Twierdzenie odwrotne wz gle-
Rys. 185. dem § 210. Jezeli prosta m jest réwno-
legla do krawedzi [« ] dwéch plaszczyzn,
to jest réwnolegla do kazidej z tych dwu plaszezyzn o i 6.
Wynika to bezposrednio z § 209.
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§ 212. Twierdzenie. Duwie proste, réwnolegle do trzeciej
prostej, sq do siebie réwnolegte.

Niech beda dane proste a, 4, c takie, ze a//c, bllc; mamy
dowiesé, ze a/b.
: Zauwazmy, ze a i b nie moga przecinaé sie, gdyz wtedy
przez ich punkt przeciecia sig przechodzilyby dwie proste, réwno-
legle do tej samej prostej c.

Rys. 186.

Ale a i b nie moga byé réwnie skosne, jesli bowiem na a
obierzemy dowolny punkt K, wéwczas plaszczyzna [Kb] musi byé
réwnolegla do prostej ¢ [dlaczego?]. Gdyby wiec prosta a
nie lezala w plaszczyznie [KB), to przez punkt K mogliby$my po-
prowadzi¢ dwie réwnolegle do prostej ¢ (ktére mianowicie?).

Cwiczenia XXXIL 1. Dana jest plaszczyzna « i prosta m, do niej réwno-
legla. Przez m prowadzimy dowolna plaszczyzne f#; w jaki sposéb krawedz [« f]
lezy wzgledem m? Co si¢ dzieje z ta krawedzia, gdy B obracamy dokola m?

2. Czy dwie plaszezyzny «, B, réwnolegle do tej samej prostej m, moga
nie by¢ do siebie réwnolegle? Zilustrowaé na &cianach pokoju.

3. Dana jest plaszezyzna « i punkt X nie lezacy na niej; przez K popro-
wadzi¢ prosta, réwnolegly do «.*) Ile rozwigzan?

4. Czy dwie proste a, b, réwnolegle do tej samej plaszezyzny v, moga
sig przecina¢? Czy moga byé skoéne? Wskazaé odpowiednie przyklady w po-
koju, obierajac sufit jako plaszezyzne 7.

5. Jezeli proste a i b sa do siebie réwnolegle, a oprécz tego b jest
réwnolegla do plaszezyzny v, to a jest réwnolegla do 5

6. Sformulowaé i zbadaé twierdzenie odwrotne do poprzedniego.

7. Jezeli af/b i jednma z tych prostych przebija plaszezyzng «, to i druga
przebija te plaszezyzne. [Wskazéwka: uwzglednié plaszczyzne [ab] i jej kra-
wedz z plaszezyzng «].

8. Jezeli punkty 4, B, C, D nie leza w jednej plaszczyznie, wéwczas tworza
t. zw. czworobok skosny. Dowiesé, ze érodki bokéw tego czworoboku s3 wierz-
cholkami réwnolegtoboku.

*) W konstrukcjach stereometrycznych poszukujemy najpierw elementéw,
ktéreby wyznaczyly nam odpowiednia plaszczyzne, a w niej dokonywamy kon-
strukcji planimetrycznej. Np. w § 207 wyznaczyliSmy najpierw plaszczyzne |Km],
a w niej poprowadziliémy réwnolegla do prostej m.
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- Sporzadzié model figury z precikéw i drutéw.

9. Odcinki BD, AC mozemy nazwaé - przekatnemi' czworoboku. skosnego
ABCD. Dow1esc, iz_odcinek; laczacy Srodki tych przekatnych, przechodn przez
punkt przeciecia sig¢ odcinkéw, laczacych Srodki przeciwleglych bokow czworo-
boku, i zZe jest w tym punkcie podzielony na polowy.

10. Przez punkt K poprowadzié plaszczyznq, rownoleg{q do prostel o, lle
rozwiazan ?

11. Przez prostq m poprowadzi¢ plaszezyzne, rownolegla, do -prostej a.
lle mamy rozwiazai przy rozmaitych wzajemnych polozeniach prostych d i m?

§ 213. Okreslenie. Duwie plaszczyzny nazywamy réwno-
leglemi, jezeli nie majq one wcale punktéw spélnych.

Latwo znalezé mozna sposéb budowania takich plaszczyzn.
Niech bedzie dana plaszczyzna @ i punkt K, zewnatrz niej lezacy.
Poprowadzmy przez K dwie

K / proste m, p, réwnolegle do
>< plaszczyzny o (patrz zadanie 3,

str. 187); powiadam, ze pla-

szczyzna [mp] jest réwnolegla
/ do plaszczyzny .
e Istotnie, gdyby te dwie

plaszczyzny przecinaly si¢ we-

Rys. 187. dlug jakiej$ prostej s, wow-
czas prosta s albo bylaby
réwnolegla do obu prostych m, p, — co jest niedorzeczne (dla-

czego?) albo przecinalaby przy-

najmniejjedng z nich, np. prosta m.

/j Ale i to przypuszczenie jest niedo-

D rzeczne, gdyz w takim razie prosta
m przebijalaby plaszczyzne .

§ 214. Twierdzenie. Jezeli
dwie réwnolegle pltaszczyzny prze-
iniemy trzecig, otrzymamy dwie

L réwnolegle do siebie krawedzie.

L g Np. na rys. 188 krawedzie
A AB i CD sa do siebie réwno-

legle; gdyby bowiem przecinaly
sie, to plaszczyzny @ i § musia-
lyby réwniez przeciaé sie, co jest
Rys. 188, yoy P ac slg, ]

niedorzeczne.
(Dlaczego proste AB i CD nie moga by¢ skosne?)
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§ 215. Twierdzenie. Przez danqg prostq m, réwnoleglq do
plaszczyzny @, mozna poprowadzic
tylko jednq plaszczyzne, rowno-

legtq do a. s .
Istotnie, gdyby przez prosta - /
m przechodzily dwie plaszezyzny # /- /|

8, 7, obie rownolegle do @, wow-
czas wystarczyloby obraé dowolny
punkt B na krawedzi m oraz do-

wolny punkt A na plaszczyznie o A 7
i przez prosta AB przesunaé jaka- :
kolwiek czwarta plaszczyzne, ktéra .
musialaby, rzecz prosta, przeciaé '
wszystkie trzy plaszezyzny ¢, 6, 7. Rys. 189.
W ten sposéb otrzymaliby$my dwie

proste b, ¢, réwnolegle do prostej a i przechodzace przez punkt B,
co jest niedorzeczne.

Wniosek 1. Przez dany punkt A mozemy poprowadzic tylko
Jjednq plaszczyzne, réwnolegly do plaszczyzny o, gdyz najpierw
prowadzimy przez A prosta m, réwnolegla do @, przez co spro-
wadziliSmy zagadnienie do formy znanej.

2. Wszystkie proste, réwnolegle do danej plaszczyzny « i prze-
chodzqce przez jeden punkt A, tworzq plaszczyzne, réwnoleglq do a.

Cwiczenia XXXII. 1. Plaszczyzna, ktéra przecina jedng z dwu réwno-
leglych plaszezyzn, przecma i drugs. [Wskazowka sprowadzi¢ do niedo-
rzecznosci; § 215.] :

2. Prosta, ktéra przebija jedng z dwu réwnoleglych plaszczyzn, przebija
i drugg. [Ten sam § 215 oraz wniosek 2.].

3. Dwie plaszczyzny, réwnolegle do trzeciej, sa réwnolegle do siebie.
[Ten sam § 215]

" 4, Dane sg trzy plaszczyzny «, B, Y, przecinajace sig parami, przyczem
Plaszczyzna 7 jest réwnolegla do prostej [ef]. Jak leza proste [ay] i [B7]?

5. Dane sg dwie przecinajace sig¢ plaszczyzny «, B oraz punkt P, lezacy
w plaszezyznie . Czy mozna przez P poprowadzié prosta, réwnolegla do (§?
prosta, przecinajaca ? Ile prostych jednego i drugiego rodzaju poprowadzié
mozemy przez punkt P?

6. Dane sa dwie plaszczyzny «, B oraz prosta m, nie lezaca na zadnej
z nich. Przez m poprowadzi¢ trzecig plaszczyzng 7y tak, zeby prosta [« 7] byla
réwnolegla do plaszczyzny f. Ile rozwigzarn ma zadanie ?

7. Dane sa plaszezyzny «, § oraz punkt M i prosta p, lezace w pla-
szezyznie @. Przez M poprowadzié prosts, réwnolegla do B i przecinajaca prosts p,
(czy zadanie jest zawsze mozliwe ?); réwnolegla zaréwno do B, jak do p.
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8. Dane sa prosta a, plaszczyzna B i punkt M. Przez M poprowadzié
prosta, réwnolegla do B i przecinajaca prosta a.

9. Przez dany punkt M poprowadzié plaszczyzng, ktéra nie przecielaby
zadnej z dwéch danych prostych a, b.

10. Majac dane dwie proste skoéne, przesunaé przez jedng z nich pla-
szczyzng, réwnolegly do drugiej.

11. Dane sa proste skosne a, b oraz punkt M, nie lezacy na zadnej
z nich. Przez M poprowadzié prosta, ktoraby przeciela zaréwno a, jak &.
[Wskazéwka: prowadzimy plaszezyzne [M a], ktéra w punkcie K przebija
prosta b.]

12. Dane sa dwie proste skoéne a, b; poprowadzi¢ prosta, ktéraby prze-
cigla je obie i byla réwnolegla do danej prostej m. [Wskazéwka: przez a
plaszczyzne réwnolegla do m.]

13. Rozwiazaé zadanie 12 w zalozeniu, ze sieczna ma by¢ réwnolegla nie
do prostej m, lecz do danej plaszczyzny 7.

14. Mamy dang prosts nieruchoma a i prosta ruchomg g. Obie te proste
stale przecinaja si¢. Jak nalezy poruszaé prosta g, by zakreslila ona plaszczyzne ?

ROZDZIAL 11

O prostych i plaszczyznach prostopadlych.

§ 216. Jezeli mamy dany odcinek AA4’, wéwczas o$ sy-
metrji odcinka jest, jak wiadomo, miejscem punktéw na pla-
szczyznie, réwno odleglych od koncéw A, A’ odcinka. Nasuwa
si¢ pytanie, jakie jest analogiczne miejsce geometryczne punktéw
w przestrzeni ?

Obracajmy dokola 4A’ figure, utworzong przez ten odcinek
i przez jego o$ symetrji OB. Mamy wrazenie, ze of OB kredli
plaszczyzne; innemi slowami: ze wszystkie proste, prostopadle
do AA” w punkcie O, tworza jedng plaszezyzne.

To nasuwa nam mysl o mozliwosci nastepujacego okreslenia
i twierdzenia.

§ 217. Okreslenie. Prostq a nazywamy prostopadlq do
plaszczyzny o, jezeli jest prostopadia do kazdej prostej, lezqcej
w plaszczyznie @ i przechodzqcej przez jej punkt przebicia.

§ 218. Twierdzenie. W przestrzeni miejscem geomelrycznem
punktéw, jednakowo odleglych od korcéw odcinka, Jest plaszczyzna,
prostopadia do odcinka w jego srodku i zwana plaszczyzng sy-
metrii odcinka.
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Jak zwykle, gdzie chodzi o miejsce geometryczne, musimy
dowies¢ dwéch twierdzen: prostego i przeciwnego.

1-0. Wyobrazmy sobie,
iz przez AA' poprowadzilismy A
dwie plaszczyzny [ABA’]
i[ACA]l i ze OB, OC sa

osiami symetrji odcinka AA4’,

wykreslonemi w tych dwéch e

plaszczyznach. & D
Osie OB, OC wyzna- /

czaja plaszczyzng a. Dowie- "/

dziemy najpierw, ze kazdy =

punkt tej plaszczyzny jest jed- o

nakowo odlegly od 4 i 4’ Rys. 190.

i ze kazda prosta OD, lezaca
w plaszczyznie @, jest prostopadla do AA4’.

W tym celu obieramy na plaszczyznie @ dowolny punkt D
i prowadzimy przez niego prosta, przecinajgca osie symetrji
w punktach B i C. Mamy wtedy

ANABC= /\ A'BC (dlaczego?),
<< ABC = < ABC.
Dalej mamy N\ABD = /\ A’BD (dlaczego?),
zatem AD = A'D.

Poniewaz tréjkat /\ AA'D, w ktérym AO = 04/, jest
rownoramienny, zatem OD | AA’.

2-0. Niech bedzie dany punt E, A

0

nie lezacy w plaszczyznie ¢, a mianowicie

polozony ztej samej strony plaszczyzny, E

co i punkt A. Dowiedziemy, iz odle- ;
glosé jego od A jest mniejsza, niz od A’, i ;

Jakoz polaczmy £ z 4 i z A4’
i niech prosta £A’ przebije plaszczyzne
@ w punkcie K, K
W plaszezyinie [AEA'] mamy Rys. 191.
dany odcinek AA’, jego 0§ symetrji
OK i punkt E, lezacy po tej samej stronie osi symetrji, po ktére;j

znajduje sie koniec 4 odcinka. Wobec tego (§ 101, str. 75) musi by¢
AE < EA'.
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§ 219. Wnioski. 1. Wszystkie proste, prostopadle do pro-
stej AA" w punkcie O, lezq w jednej plaszczyznie @, kiéra Jest
prostopadia do AA’, a zatem:

2. Przez punkt dany na prostej mozemy poprowadzi¢ tylko
Jjednq plaszczyzne, prostopadia do tej prostej.

3. W dowodzie powyiszego twierdzenia plaszczyzna @ byla
wyznaczona przez dwie osie symetrji OB, OC odcinka AA4’, zatem

Jezeli prosta jest prostopadla do dwéch przecinajgeych sie
prostych, lo jest prostopadfa do calej plaszczyzny, wyznaczonej
przez te dwie proste.

§ 220. Okreélenie. Wszystkie plaszczyzny, jakie dajq - sie
przesunqc przez jednq prostq, tworzq pek plaszczyzn.
Prosta ta nazywa si¢ krawedziq peku.

§ 220 a. Okreslenie. Jezeli przez prostq, prostopadly do
plaszczyzny o, przesuniemy plaszczyzne 8, wéwczas powiadamy,
ze plaszczyzna @ jest prostopadia do «.

Zauwazmy, ze stosunek prostopadlosci plaszczyzn jast wza-
jemny, t. j. ze jesli 8 jest prostopadla do ¢, to i odwrotnie:
@ jest prostopadla do p. '

Istotnie, jezeli w plaszczyznie § lezy prosta BC i jezeli
BC 1 «, to kreslac w plaszczyznie @ prosta CD, prostopadls do
krawedzi [e 8], mamy:

CD 1 [e¢f], CD 1 BC, zatem CD | $, a wiec i ¢ | g.

Rys. 193.
Rys. 192,

Whnioski 1. Jezeli krawedi peku jest prostopadia do pla-
szczyzny @, wowczas wszystkie plaszczyzny peku sq prostopadie
do @, i odwrotnie (rys. 193).

O prostych i plaszezyznach réwnoleglych, 193

: 2. Jezeli dwie plaszezyzny «, sq do siebie prosiopadie
wowczas kazda prosta, poprowadzona w jednej z nich prosiopaa'le:
do ich krawedzi, jest prostopadla do drugief plaszczyzny.

. "]eieli mamy @ | ¢ (rys. 192), wéwczas f musi zawieraé
jakas prosta m, Prostopadla do @, a wiec i do krawedzi [« g]
obu plaszczyzn. Obierzmy na f dowolny punkt X i poprowadzmy
prosta KL prostopadle do krawedzi [¢6]. Musi byé KL//m
(dlaczego?)
: 'C'idyby prosta KL nie byla prostopadla do ¢, mielibysmy
jaka$ inng prostopadts, np. KR. Na mocy éwiczenia XXXV, 8
(pa.trz nizej) zachodzitby wtedy zwiazek KR//m. Ale w tak’im
razie z punktu K wychodzilyby dwie proste, KL i KR, obie
réwnolegle do m — co iest niedorzeczne. ’
Cwi?’zenia XXXIV. 1. Przez punkt A, nie lezgcy na prostej m, mozna
poprowadzic¢ tylko jedng plaszezyzne prostopadl do m. [Wskazéwk a" gdyb
plaszczyzn pros.topadlych mialo byé dwie « i 3, wéwczas przecinamy"e yla)-’
szezyzng [Am] i badamy figure plaska, utworzong przez ten przekréj.] £.f
. 2. Przez punkt 4, lezacy w plaszezyznie %, mozna poprowadzic'.do o tylko
!ednq prt')sta‘ prostopadts. [Wskazéwka: gdybySmy mieli dwie prostopadleyAB
i AC, wéwezas badamy przekrdj, Wyznaczony przez plaszezyzne {4BC].]
: 3. Przez punkt 4, nie lezacy na plaszczyznie o, mozemy popfowad'zié tylko
jedna prosta, prostopadla do «. [Wskazéwka: ta sama metoda, co w zadaniy 1 j 2]

4. Przez punkt 4 lezacy na prostej 1é
el 5 y na p 1.m, poprowadzi¢ plaszczyzne prostopadia

5. Przez punkt 4, nie lezac n ié
S acy na m, poprowadzié plaszezyzne prostopadly

6. II’ZCZ punkt A nalezq y do pia yzny «, op. owad (¢
’ C 1 SZCZyzZn
y» POPr Z1 plaszczyznq,

7. Przez punkt 4, nie lezacy w Plaszczyznie «, Poprowadzié plaszezyzne

. prostopadis do «.

8. Co mozna powiedzie¢ o ; zaj zZeni i
T ] wzajemnem polozeniu prostych a, &, jezeli
(1) prostopadte do tej samej prostej c; “
e (2) P ik »  Pplaszczyzny «?
... 7+ o moina powiedzie¢ o wzajemnem polozeniu dwéch plaszezyzn o g
jezeli plaszezyzny te sg T
(1) prostopadte do tej samej plaszezyzny «;
(2) ” By »  prostej m?
10. Co mozna powiedzieé o Wwzajemnem
jezeli oba te utwory s;
(1) réwnolegle do tej samej prostej a;
(2) prostopadte ,,
(3) réwnolegle |,
(4) prostopadle ,

poloZeniu prostej m i plaszczyzny o,

” ” ” a ;
5 i plaszczyzny B;

e o " B;

Geometrja elementarna, 13



194 O polozeniu wzajemnem prostych i plaszezyzn.

11. Prosta m jest prostopadla do plaszczyzny o; d.ru.g-a prosta p preveian
prosta m i jest réwnolegla do «. Co kresli pr.osta p, ijezeli poruszamy ja tak,
iz pozostaje ona réwnolegla do « i stale przecina prosta m?. S £

12. Poprowadzié prosta, prostopadla do plaszc.zyzny %1 preeeinaiqen wx;:
dane proste m i p. Rozwazyé réine przypadki, zalezne od polozenia prostyc
m, p wzgledem siebie i wzgledem plaszezyzny «. :

13. Jaki warunek musi by¢ spelniony, zeby wszystkie .prost.opadle, pf)p.ro';
wadzone z réznych punktéw prostej a do prostej b, lezaly w jednej plasz?zyzme ?

14. Mamy dwie plaszczyzny ¢, § i proste a, b, przyczem a lezy na o,
za§ b na fB. Jezeli ol b oraz «_| 8, wéwezas prosta [«3] jest pros,topadla alb’o do a
albo do b, a oprécz tego plaszczyzna [ab] jest prostopadla badz do «, ’quz do‘ 8.

15. Jezeli trzy plaszczyzny sa parami do siebie prostopadle, wéwczas ich
krawgdzie sa réwniez parami do siebie prostopadie. ;

16. Przez punkt A poprowadzié plaszczyzng, prostopadla do dwéch da-

zczyzn o, [3.
IEYCh p;‘_‘; Pr);ez punkt A poprowadzié plaszczyzne, prostopadly do plaszezyzny «
i réwnolegla do prostej .

: Okreslenie. Jezeli z koncéw odcinka
A/ AB poprowadzimy prostopadte 44, BB’ do
; ; « plaszeczyzny o, otrzymamy odcinek A'B,
A::——/B ktéry nazywa si¢ rzutem prostokginym od-
cinka AB na plaszczyzne «.
Plaszczyzna o nazywa sig plaszczyzng
Rys. 194. rzutéw.

[ 18. Jezeli z punktu zewnetrznego A poprowadzimy do ;')laszczy’zny [ k)!ka
odcin‘kéw, wéwezas dlugosci ich naogét nie beda réwne. Zbadad: 1) ld‘;o.ry z od'cm-
kéw jest najkrétszy ? 2) czy istnieje odcinek
A najdluzszy ? 3) czy i kiedy istnieja odcinki
réwne? 4) ktéry z dwéch pochylych od-
cinkéw jest dluzszy?
Sformulowaé odpowiednie twierdze-
/ nia, zbadaé, czy sa odwracalne i poréwnaé

: 0 B’ z § 70 (str. 51). : :
/ A ¢! 19. Rzuty prostokatne dwéch réwno-
leglych prostych na te samg plaszezyzng sa
Rys. 195. do siebie réwnolegle. Czy twierdzenie od-
wrotne jest prawdziwe ? ;
20. Dane s dwie przecinajace sie plaszczyzny «, 8 oraz prosta m, lezace

na plaszezyznie . Jak lezy rzut tej prostej na plaszezyzng 8? Czy twierdzenia
odwrotne jest prawdziwe?

O prostych i plaszezyznach réwnoleglych. 195

7 21. Dane sa dwie proste d i f oraz dwie prostopadte do siebie plaszczyzny
o i . Niech d i d” beda rzutami prostokatnemi pierwszej prostej na te pla-
szezyzny, f i f’ — rzutami drugiej prostej. Jeieli d'//f oraz d’/lf’, co moina
powiedzie¢ o prostych d i f?

€22. Jezeli proste AP i BQ' sa prostopadle do plaszezyzny «, proste zas
AP, BQ" sa prostopadte do plaszezyzny 3 i jezeli i 8 nie sa do siebie réwno-
legle, wéwczas plaszezyzny [P’AP"], [Q'AQ"] sa réwnolegte do siebie.

t 23. W plaszezyZnie « poprowadzié przez punkt A prosta tak, zeby prosto-
padle, poprowadzone do niej z punktéw B, C (nie lezacych na «), przecinaly i3
w jednym punkcie.

. 24. Dowiesé, ze dwie réwnolegle plaszezyzny sa réwno odlegle.

25. Jakie jest miejsce punktéw przestrzeni, réwno odleglych od trzech
punktéw A4, B, C? 5

26. Dane s dwie plaszezyzny i na jednej z nich punkty 4, B, C; zna-
lezé na drugiej plaszezyznie punkt, réwno odlegly od 4, B i C.

27. Dane s3 dwie proste skoéne a, b; znalezé na prostej b punkt, jedna-
kowo odlegly od punktéw A4, 4, prostej a.

28. Dane jest kolo (O)r i punkt 4, nie lezacy na plaszezyznie kota. Zna-
lez¢ najkrétsza i najdluisza odleglosé A od okregu kota.

29. Mamy dany pek plaszczyzn o krawedzi a oraz punkt O, nie lezacy na
tej krawedzi. Z O prowadzimy do wszystkich plaszezyzn peku proste prosto-
padle; jakie jest miejsce geometryczne spodkéw prostopadlych?

; 30. Dane s3 dwie proste przecinajace si¢ a, b; jakie jest miejsce geome-
tryczne punktéw przestrzeni, jednakowo odleglych od obu prostych?

31. To samo zagadnienie, jezeli a/[b.

; 32. Dane s3 dwie proste skoéne a, b; wykreslié prosta
ktora bylabhy prostopadia do obu
tych prostych.

[Analiza: prowadzimy przez a pla-
szezyzng I réwnolegla do b, przez b zas pla-
szczyzne Il réwnolegla do a; wszystkieAproste, —
prostopadle do plaszczyzny I i przecinajace
prosta b, leia w plaszczyznie I, przesu-
nigtej przez b prostopadle do plaszczyzny L.
Tak samo w plaszczyznie IV leza wszystkie
proste, prostopadle do plaszezyzny II i prze-
cinajace prosta a. Wobec tego zadana pro-
stopadla musi byé krawedzia plaszczyzn Rys. 19%.

I i IV.]

33. Wykazaé, ze prostopadla, zbudowana w poprzedniem zadaniu, jest za-

razem najkrétsza odlegloscia miedzy dwiema prostemi sko&nemi.

34. Uproscié konstrukcje z zadania 32-go, odrzucajac zupehnie pla-
szczyzne 1 i IIL ; '

m
paae

13%
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ROZDZIAL 1IL

0 katach miedzy prostemi i plaszczyznami.

§ 222. Twierdzenie. Dwa kqty plaskie o ramionach odpowiednio
rownoleglych albo réwnajq si¢ sobie, albo spelniajq sie — zaleznie
od tego, czy kqty majq len sam zwrot, czy zwroty przeciwne.

Wystarczy dowiesé twierdzenia dla przypadku, gdy ramiona

obu katéw maja zwroty zgodne, a wiec i katy maja ten sam zwrot.
W tym celu na ramionach katéw

A odlézmy réwne sobie odcinki
OA=0B=04=0B.
Czworobok OO’A’A jest réwno-

leglobokiem (dlaczego?),

tak, iz 00 = AA'.

Tak samo OO0’ = BB'.
stad wynika, ze czworobok AA’B'B
jest rownoleglobokiem (dlaczego?),
a wiec AB= AR
i NOAB=/N\O0'AB.
Stad wynika, ze <t AOB = <-A’O’'B'.

§ 223. Okreslenie. Kqtem miedzy dwiema prostemi nazy-
wamy kqt, zawarly miedzy dwiema réwnoleglemi do lych prostych,
poprowadzonemi z jednego punktu.

Mozemy tedy méwié o kacie miedzy dwiema skosnemi a, b;
wystarczy z dowolnego punktu A na prostej a poprowadzié réw-
nolegla do b: kat miedzy ta réwnolegla a prosta a nazywamy
katem miedzy a i b.

§ 224. W szczegélnoéci bedziemy nieraz méwili, ze dwie
proste s3 wzgledem siebie prostokqtne, jezeli kat migdzy niemi
okreslony jak powyzej, jest prosty. Termin prostopadfe zachowamy
dla takich prostych, ktére nietylko sa prostokatne, ale précz tego
przecinajg sie.

Uczen sam wykaze, ze wniosek 3, § 219 da sig ujaé w sposéb
nastepujacy :

Prosta jest prostopadia do plaszczyzny, jeieli jest prosto-
kqgtna wzgledem dwdch przecinajgcych sie prostych na tej pla-
szczyznie.

Rys. 197.

O katach migdzy prostemi i plaszezyznami. 197

§ 225. Przypusémy, ze z punktu zewngtrznego K poprowa-
dzono do plaszczyzny @ pochyla KO i wykreslono rzut jej OA
na t¢ samg plaszczyzne.
Z punktu O zakreslmy
koto (0)Aiwyobrazmy
sobie, ze punkt rucho-
my B przebiega, po-
czynajac od punktu 4,
potokrag ABC w zwro-
cie,zaznaczonymstrzal-
ka. Cigciwa 4B rosnie,
a wigc rosnie i pochyla
KB (dlaczego?).
W tréjkacie A\ KOB
dwa boki s3 stale Rys. 198.

(ktore?), trzeci za$
rosnie, zatem przeciwlegly mu kat < KOB wcigz roénie.

Jak widzimy, wsréd katéw, ktére prosta KO tworzy z pro-
stemi plaszczyzny ¢, najmniejszy jest kat <= KOA, migdzy prosta
KO i jej rzutem.

To nasuwa nam pomyst nastepujacego okreslenia.

Okreslenie. Kqtem nachylenia prostej do plaszczyzny (albo
krécej: kqtem miedzy prostq i plaszczyzng) nazywamy kqt miedzy
lg prostq a rzutem jej na plaszczyzne.

Jest to najmniejszy z kqtow, jakie prosta nasza tworzy
z prostemi, lezqcemi w plaszczyznie rzutéw.

§ 226. Twierdzenie.Kqt prosty rzutuje sie na plaszczyzne jako
kat prosty, jezeli jedno' jego ramie
iest do tej plaszczyzny réwnolegle A p

i jezeli kqt ten nie lezy w pla- ;
szczyznie prostopadiej do plaszczy- \
zny rzutow. : 0
Ze wzgledu na réwnosé katéw %
o ramionach réwnoleglych wystar-
czy zbadaé przypadek, gdy jedno
rami¢ kata prostego nietylko jest
réwnolegle do plaszczyzny rzutéw, Rys. 199.
ale poprostu lezy na niej:
Niech bedzie dany kat prosty < AOB, ktérego rami¢ OB

Vi

i
B




198 O polozeniu wzajemnem prostych i plaszezyzn.

lezy na plaszczyznie ¢; mamy dowie$é, ze rzut tego kata czyli
kat <= A’OB jest réwniez prosty.

W tym celu zauwaimy, ze proste A4’ i OB sa wzgledem
siebie prostokatne (dlaczego?). Tak wigc prosta OB jest pro-
stokatna wzgledem dwéch prostych 44’ i AO, lezacych w pla-
szczyznie (, zatem jest prostopadla do tej plaszczyzny czyli jest
réwniez prostopadla do prostej OA4’, lezacej w plaszczyznie g.

§ 227. Twierdzenie powyisze ma trzy zalozenia (jakie?).
Jezeli uméwimy sig, ze jedno z nich, mianowicie: »kat rzutowany
nie lezy w plaszczyznie prostopadlej do a* pozostawimy bez zmiany,
wowczas bedziemy mogli utworzyé dwa twierdzenia odwrotne.
Jedno z nich pozostawiamy czytelnikowi do sformulowania i zba-
dania; drugie, jako wazniejsze, podajemy ponizej:

Twierdzenie odwrotne. (wzgledem tw. § 226). Jezeli
rzutujemy na plaszczyzng kqt, kidrego jedno ramie jest do tej
plaszczyzny réwnolegle i jezeli w rzucie otrzymalismy kqt prosty,
dowdd to, ze rzutowany kqt byt prosty.

Znéw, jak w § 226, wystarczy zbadaé przypadek, gdy jedno
rami¢ kata lezy na plaszczyznie rzutéw « (rys. 199). Mamy tedy
dane, ze <CAOB =0 i ze prosta AA jest prostopadia do «;
trzeba dowiesé, ze <c AOB = 0.

Tak jest istotnie, gdyz prosta OB jest prostokatna wzgle-
dem dwéch prostych OA’ i AA’ (dlaczego?), lezacych w pla-
szczyznie (5, jest wigc prostopadla do prostej OA, lezacej w tej
samej plaszczyznie.

§ 228. Okreslenie. Dwuscianem albo klinem nazywamy
figure, utworzonq przez dwie péiplaszczyzny o spélnej krawedzi.

§ 229. Jezeli na Scianach dwuscianu wykreslimy prostopadle
do jego krawedzi (np. proste OA4, OB na

zwany kqtem linjowym dwuscianu.

Gdyby$my te sama konstrukeje prze-
prowadzili w innem miejscu krawedzi, np.
przy punkcie O, otrzymalibysmy kat
< A'OB', réwnajacy sie katowi <= AOB
(dlaczego?). '

Tak wigc (1) kazdemu dwuscianowi
odpowiada kqt linjowy, w zupetnosci wy-
Rys. 200. znaczony. ,

rys. 200), otrzymamy kat plaski (<= AOB),

O katach ‘miedzy prostemi i plaszczyznami. 199

Odwrotnie: jezeli obierzemy dowolny kat plaski < AOB
(rys. 201) z wierzcholka jego O wystawimy prostopadla OK do
plaszczyzny kata i przesuniemy dwie pélplaszczyzny: jedna przez
pétproste OK i OA, drugg przez OKi OB, otrzymamy dwuscian
w zupelnosci wyznaczony.

Tak wiec (2) kazdemu kqtowi linjowemu odpowiada
dwuscian, w zupelnosci wyznaczony.

Jak widzimy, miedzy dwuscia-
nami (klinami) z jednej strony, a ka- 5 TT
tami linjowemi z drugiej zachodzi
doskonala odpowiednoéé: kazdemu T
dwuscianowi odpowiada jeden i tylko
Jjeden kaqt linjowy, i odwrotnie: kaz- 0
demu kqtowi linjowemu odpowiada o) \
Jjeden i tylko jeden dwuscian.

Wobec tego poréwnywanie s
dwuscianéw (klinéw) mozemy za-
stapic poréownywaniem ich katéw
linjowych. W szczegélnosci mozemy Rys. 201.
ustali¢ nastepujace okreslenia:

Okreslenia. 1. Dwa dwusciany (kliny) nazywamy réwnemi,
Jjezeli réwnajq si¢ sobie ich kqly linjowe. :

2. Z dwéch dwuscianéw uwazamy za wigkszy ten, ktdrego
kat linjowy jest wigkszy.

§ 230. W § 19, str. 14 méwilismy, ze katom plaskim mo-
zemy przypisa¢ dwa zwroty, wprost sobie -
przeciwne. Mozemy to samo powiedzieé

A

o dwuscianach. Wyobrazmy sobie mianowi-

cie obserwatora, ktéry stoi na plaszczyznie «

(rys. 201) i ma glowe zwréconag w kierunku D
B

strzatki; jezeli dla takiego obserwatora kat
linjowy < AOB (a wraz z nim i dwuscian)
powstaje przez obrét pélprostej OA (pél-
plaszczyzny OAK) w zwrocie, przeciwnym
ruchowi strzalek zegaru, a wigc od prawe;j
reki ku lewej, wéwczas kat <= AOB i dwu-
Scian nazywamy dodatniemi.

W przeciwnym razie uwazamy kat linjowy i dwuscian za ujemne.

§ 231. Dwuscian oznaczaé bedziemy w dwojaki sposéb:

Rys. 202.
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symbol << (@) oznaczaé bedzie klin miedzy plaszczyznami a i g;

symbol << AB(CD) oznaczaé bedzie klin, ktérego krawedzia
jest prosta AB, $cianami zag sa plaszczyzny [ABC] i [ABD] (rys. 202).

) (Jwiczenia XXXV. 1. Kat ostry (lub rozwarty) rzutuje si¢ na plaszczyzne
w postaci kata ostrego (lub rozwartego), jezeli jedno jego ramig jest réwno-
legle do plaszezyzny rzutéw,

2. Zbadaé kliny odpowiadajace sobie, jednostronne etc., ktére otrzymamy,
jezeli dwie réwnolegle plaszezyzny przetniemy dowolng trzecia plaszczyzna.

3. Jezeli na jednej z dwéch przecinajacych sie plaszczyzn wykreslimy
wszelkie mozliwe proste, wéwczas okaze sie, ze ta z nich, ktéra jest prostopadla
do krawedzi, tworzy najwiekszy kat z druga plaszezyzna. -

4. Zbudowaé plaszczyzne, dzielgeg dany klin na polowy (t. j. zbudowaé
plaszczyzne dwusiecznq). Jakiem miejscem geometrycznem jest ta plaszczyzna?

5. Dana jest plaszczyzna « i na niej prosta m. Przez m przesunaé pla-
szezyzng, ktéra tworzylaby z plaszezyzna « klin o danym kacie linjowym,

6. Przez dany punkt Poprowadzi¢ prosta, ktéraby do dwéch danych prze-
cinajacych sie plaszczyzn byla nachylona pod danem;j katami,

7. Jezeli w ortocentrze H tréjkata A\ ABC wystawimy prostopadla HM
do plaszezyzny tréjkata i jezeli wykreslimy AK//BC, wéwezas mus; byé AM 1 AK.

8. Prosta 4O jest jednakowo nachylona do prostych OB, OC, jezeli rzut
iej na plaszczyzne BOC jest dwusieczng kata < BOC.

9. Majac dany klin, wystawiamy w punktach 4 i B dwie proste, prosto-
padte do jednej jego Sciany. Odleglosci punktéw 4, B od krawedzi klina réw-
naja sig¢ odpowiednio m cm i 5m em; obliczyé odpowiedni odcinek drugiej
prostopadte;j.

10. Z punktu A na $cianie klina, ktérego kat linjowy = 60°, prowadzimy
dwie prostopadle: jedna 4B do drugiej ciany, druga AC do krawedzi klina.
Jak wielki jest odcinek BC, jezeli AC =16 cm?

11. Przecinamy klin plaszezyznami, przechodzacemi przez ten sam punkt 4
na jego krawedzi. W kazdym z otrzymanych przekrojéw kreslimy dwusieczng.
Jak leza te wszystkie dwusieczne ?

12. Na danej prostej znalezé punkt, jednakowo odlegly od dwéch danych
plaszczyzn,

13. Dane sg dwie przecinajace sie plaszezyzny «, 8 Z dowolnego punktu 4
pierwszej plaszczyny wystawiamy do niej prostopadls, ktéra w punkcie B prze-
bija plaszczyzne . Précz tego z 4 prowadzimy prostopadla do plaszezyzny §, prze-
bijajaca te plaszezyzne w punkcie C. Jak lezy prosta BC wzgledem prostej [«3]?

14. Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym AC = BC =6 cm.
W wierzeholku B wystawiamy prostopadla do plaszezyzny tréjkata, na niej od-
kiadamy odcinek BD = 4 cm. i faczymy D z punktami 4 i C. Obliczyé diugosci
odcinkéw DC, DA 2 dokladnosciag do 1 mm. :

§ 232. Poznane dotad wlasnogci prostych i plaszczyzn dajg
moznos¢ dowiedzenia twierdzenia, dotyczacego figur plaskich,
ktérego dowéd planimetryczny (t. j. oparty li tylko na wlasno-

Sciach figur plaskich) jest bardzo trudny.

O katach miedzy prostemi i plaszczyznami, 201

Wyobrazmy sobie, ze w dwéch réinych plaszczyznach e i g
mamy dane dwa tréjkaty A ABC i A\ A'BC’ o bokach odpo-
wiednio réwnoleglych. Przedewszystkiem jest rzecza oczywists, ze
w takim razie o//¢ (dlacze-

go?). Jezeli tréjkaty te row- ; /3 /

najg si¢ sobie, wéwczas proste : y
A4, BB, CC’, laczace odpo- A
A

wiednie ich wierzcholki, sa do
siebie réwnolegle (dlacze-
go7?), jak na rys. 203.

Jezeli  za$ tréjkaty. nie y 4
réwnajg si¢ sobie, woéwczas ‘ ' '
latwo okazaé, ze proste AA4’, ' G !
BB', CC', przecinajy sie w je- ‘ A :
dnym punkcie. Istotnie, wy- :
starczy przesunaé trzy = pla-
szczyzny przez kazda z trzech
par réwnoleglych bokéw. Pro-
ste A4, CC’, jako lezace
W jednej plaszczyznie, nie moga
by¢ skosne, ale nie mogga tez
byé réwnolegle, gdy: wtedy czworobok ACC' A’ bylby réwno-
leglobokiem i mielibysmy AC=A4'C ', co przeczy zalozeniu. Niech
J bedzie punktem Przecigcia si¢ prostych AA’, CC’; powiadam,
ze przez ten sam punkt musi przejs¢ prosta BB’, a to dlatego,
ze prosta ta jest krawedzia dwdch plaszezyzn (jakich miano-
wicie?), z ktérych jedna zawiera prosta CC' (a wiec i punkt J),
druga zas zawiera prosta A4’ (a wiec i punkt )

Tréjkaty, o ktérych méwilismy, nazywajg sie jednokladnemi;
punkt / nazywa sie $rodkiem Jednokiadnosci tréjkqtow.

A teraz wyobrazmy sobie, ze plaszczyzna @ zbliza sie weiaz
do plaszczyzny «, pozostajac réwnolegla do niej. Dostrzezona
wlasnosé tréjkatow A\ ABC, AAB'C’ pozostaje prawdziwa, jak-
kolwiek blisko znajduja si¢ od siebie dwie nasze plaszczyzny;
wobec tego wydaje sie rzecza wielce prawdopodobna, ze wlasnogé
tréjkatéw nie ulegnie zmianie i wowczas, gdy plaszezyzna § upad-
nie na @, czyli prawdopodobnie zachodzi nastepujace

Twierdzenie. Jezeli w lej samej plaszczyznie mamy dane
dwa tréjkaty o bokach odpowiednio réwnoleglych, wowezas proste,
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lqczqce odpowiednie wierzchotki irdjkqtow, przecinajq sie w jednym
punkcie, o ile tréjkqty nie sq sobie réwne, Jjezeli zas tréjkqly row-
najq sig sobie, to proste te sq do siebie réwnolegle.

Rys. 204.

Niech bedzie dana plaszezyzna « i w niej tréjkaty N\ ABC,
INA'B'C' o bokach odpowiednio réwnoleglych i niech tréjkaty
te nie beda réwne sobie (rys. 205). PoprowadZmy dowolng pla-
szczyzng f, byle réwnolegla do « i niech A\ A“B“C* bedzie rzutem
prostokatnym tréjkata /\ A'‘B‘C’ na plaszczyzne 6. Rzecz oczy-
wista, Ze tréjkaty N\ ABC, N\ A“B“C* nie réwnaja si¢ sobie, leza
w réinych plaszczyznach i majg boki odpowiednio réwnolegle
(dlaczego?), zatem sa to tréjkaty jednokladne. Niech /' bedzie
ich srodkiem jednokladnosci. Powiadam, ze punkt J, bedacy
rzutem punktu /' na plaszezyzne @, jest $rodkiem jednokladnosci
dwéch danych- tréjkatow A ABC, A A'B‘C. :

Istotnie, plaszczyzny [AA'A“], [BB‘B“], [CC'C] sa wszystkie
trzy prostopadle do plaszczyzny « (dlaczego?), a poniewaz
majg spélny punkt /' zatem musza mieé sp6lng krawedz J'J.

B T

O katach miedzy prostemi i plaszezyznami. 203

Wobec tego slady tych trzech plaszczyzn czyli proste AA, BB,
CC’ musza przechodzi¢ przez punkt /.

Uczen dowiedzie sam drugiej czesci twierdzenia, t. j. roz-
wazy przypadek, gdy dwa dane tréjkaty sa sobie réwne.

§ 233. Twierdzenie poprzedniego paragrafu ma trzy zalozenia
(jezeli AB||A'B', BC||B'C" oraz CAJ/C'A’), zatem powinno mieé trzy
twierdzenia odwrotne, ktére zreszta zasadniczo od siebie nie réznig
si¢. Pozostaje tedy do zbadania, czy jest prawdziwe nastepujgce

Twierdzenie odwrotne. (wzgledem § 232). Jezeli proste
tqczqce odpowiednie wierzchotki _dwdch  tréjkqtéw nieréwnych,
przecinajq si¢ w jednym punkcie i jezeli dwa boki Jednego tréj-
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kqta sq réwnolegle do awéch bokéw drugiego, wéwczas trzecie
ich boki sq tez réwnolcgle do siebie.
Rozwazymy przypadek, gdy dane tréjkaty ABC, A‘B'C’ leza
w jednej plaszczyznie.
Niech bedzie AC//A'C’,
BCI/B'C’, Gdyby bok
A'B' nie byl réwno-
legly do AB, wéwczas
przez A' mogliby$my
poprowadzié réwno-
legla do AB i otrzy-
maliby$my tréjkat
ANA'C'B” o bokach
Rys. 206. odpowiednio réwno-
leglych do bokéw tréj-
kata A\ ABC. Ale w takim razie prosta BB“ musialaby przecho-
dzi¢ przez punkt J/, co jest niedorzeczne (dlaczego?).
Uczeni rozwazy przypadek, gdy dane tréjkaty leza w dwéch
réwnoleglych plaszczyznach.
Przekonamy sig¢ wkrétce, ze twierdzenie o tréjkatach jedno-
kladnych nalezy do’najwazniejszych twierdzen geometrii.

KSIEGA V.
O figurach jednokladnych i podobnych.

ROZDZIAL 1.

0 proporcjach miedzy odcinkami.

§ 234. Niech beda dane dwie wielkosci zmienne A i B.
Przypu$émy, ze gdy pierwsza przybiera wartosci liczebne
AR PN S e
druga przybiera odpowiednio wartosci
R e
Jezeli zachodzg przytem réwnosci

al_ag_ag_ _an_

5 == esesy

i e e
wowczas A i B nazywamy wielkosciami wprost proporcjonalnemi,

jezeli zas mamy

a1b1 5 azbg = a3b3 = ----anbn Gy

wéwczas A i B nazywamy wielkosciami odwrotnie proporcjo-
nalnemi. :

W pierwszym przypadku mozemy napisaé
gdzie k jest liczba stala i nazywa sie spdlczynnikiem prostej pro-

porcjonalnosci.
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W drugim za$ przypadku mamy analogicznie

@, b, = m,
przyczem liczba stala m nazywa sie spdlczynnikiem proporcjonal-
nosci odwrotne;.

Rzecz oczywista, ze zaréwno w pierwszym, jak i w drugim
przypadku, kazde dwie pary odpowiadajgcych sobie wartosci
tworzq proporcje. Mamy wiec np.

w przypadku proporcjonalnogci prostej

a5 e, A D,

b—l == E— czyll a— = 7

w przypadku za$ proporcjonalnosci odwrotnej
Lt
a, 3 bl ?

§ 235. Wszystko to sa rzeczy dobrze znane z arytmetyki
elementarnej, jezeli jednak zechcemy zastosowaé powyzsze pojecia
do wielko$ci geometrycznych (a wigc do odcinkéw, katéw i obsza-
r6w wielokatowych) *), natrafimy na powazng trudno$é. W zagad-
pieniach, z ktéremi mielismy do czynienia w arytmetyce, zakla-.
daliSmy zawsze, ze liczby

(- PR R B, S

815 Basesis = Dnscns
sg liczbami catkowitemi lub ulamkowemi. Innem; slowami, zakla-
dalismy, ze wielkosci 4 i B zmieniajg si¢ zawsze w taki sposéb,
iz dwa stany tej samej wielkosci, np. stany A, oraz A, majq
zawsze spélng miare.

Jezeli np. kupujemy wstazke jedwabna, placac po zl. 67/,
za 1 metr, wéwczas kazde dwa kawalki wstazki (t. j. kazde dwa
stany wielkosci A) maja spélng miare, ktéra jest metr lub centy-
metr, kazde za$ dwie ceny (t. j. dwa odpowiednie stany wiel-
kosci B) maja spélng miare, ktéra jest zloty.

Ot6z przekonamy sie zaraz, ze istnieja wielkosci geometryczne,
nie majagce zadnej spélnej miary; nazywamy je wielkosciami nie-
spotmiernemi.

§ 236. Twierdzenie. W tgjkqcie proslokqinym réwnoramien-
nym przyprostokqtna jest niespétmierna z przeciwprostokqing.

*) I wogéle do wielkosci ciaglych.

O proporcjach miedzy odcinkami, 207

Zastosujmy metode sprowadzenia do sprzecznoici, t]
przypusémy, iz boki tego tréjkata majg spolng miare, ze mia-
nowicie istnieje odcinek, ktory A"
miesci- sie¢ n razy w przypro-
stokatnej i p razy w przeciw-
prostokatnej. ‘ *

Zbudujmy na bokach tréj- A J
kata kwadraty, nastepnie odlé6zmy |
na bokach tych kwadratéw ich u
sp6lng miar¢ i polagczmy prze- s
ciwlegle punkty podzialu. L

Kwadraty ACC’A' oraz
CC'B" B zostaly podzielone
kazdy na n? réwnych  sobie (i B”
kwadracikéw; w kwadracie Rys. 207.
AA" B'B zawiera sig¢ p* takich
samych kwadracikéw. (Na rys. 170 mamy n = 3, p = 4)

Z twierdzenia Pitagorasa wiemy, iz

|Ac| + |cB| = | 4B

’

zastepujac za$ te kwadraty przez male kwadraciki, otrzymujemy
rownos¢ arytmetyczna

2n? = pt,
w ktére] n i p sa liczbami catkowitemi.

Otéz réwnosé ta jest niedorzeczna. Istotnie, jezeli n jest
liczbg parzysta, to n? zawiera czynnik 2 parzysta liczbe razy;
jezeli zas n jest nieparzyste, to n? nie zawiera wcale czynnika 2.
To samo powtérzyé mozna o liczbach p i p2. Wobec tego lewa
czg$¢ powyzszej rownosci czyli 2n® zawiera czynnik 2 r}iepa-
rzysta liczbg razy, natomiast p? albo wecale nie zawiera czynnika 2,
albo zawiera go parzystg liczbe razy.

Tak wiec przypuszczenie nasze, ze boki AC i AB majq
sp6lng miarg, bylo mylne *).

*) Wedlug tradycji, Pitagoras pierwszy dowiéd! istnienia odcinkéw nie-
spolmiernych. W kazdym razie mozemy z cala pewnoscia twierdzié, ze fakt ’te‘n
znany byl uczniom i nastepcom Pitagorasa. Podany przez nas dowéd jest wlasx'ue
oryginalnym dowodem pitagorejczykéw; przytacza go w jednem z swych dziel
Arystoteles.
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§ 237. Chcac ustali¢ okreslenie odcinkéw proporcjonalnych,
musimy poszukaé takiej ich wlasnosci, ktéra bylaby zupelnie nje-
zalezna od tego, czy dane odcinki $3 czy nie sa wspélmierne.

Niech bedzie dany na prostej dowolny ciag odcinkéw
spélmiernych AB, B CDE 0§ hiedk bedzie np.
AB = 2 e¢m, BC = 4 cm, CD =5 c¢m DE — 1 cm, .... Przez
punkt 4 poprowadzmy dowolna pélprosta, polaczmy B z- jakim-
kolwiek punktem B’ tej pélprostej, przez punkty zas Gl B
poprowadZmy réwnolegle do BB’ (rys. 208, ktéry zostal zrobiony
w skali 1: 2). Powiadam, ze otrzymaliSmy w ten sposéb ciag od-
cinkéw AB, B'C', C'D', D'EY, ... wprost proporcjonalnych do
odcinkéw danych 4B, BC i t. d. Istotnie, jezeli odcinek AB' ma

Rys. 208.

2 jakie$ jednostki miary (oczywiscie rézne od centymetra), to na
zasadzie § 79 (str. 58) odcinki BC, CD IV E= maja odpo-
wiednio 4, 5, 1, .... takich samych jednostek.

To spostrzezenie nasuwa nam pomys! nastepujgcego okre-
Slenia odcinkéw proporcjonalnych :

Okreslenie I. Jeseli nq Jjednem ramieniu kata odfozymy
cigg dowolnych odcinkéw a, b e, d .. i przez korice ich po-
prowadzimy réwnolegle, wowezas na drugiem ramieniu otrzymamy
ciqg odcinkéw a', b', ¢, d, ... ktére nazywac bedziemy propor-
cjonalnemi wzgledem odcinkdéw pierwszego ciqgu i bedziemy pisali

a Bli kg

W szczegélnosci, jezeli na pierwszem ramieniu odlozylismy
tylko dwa odcinki a, b, wéweczas powiadamy, ze otrzymane na

O proporcjach miedzy odcinkami. 209

drugiem ramieniu odcinki o, b tworzq z poprzedniemi proporcje
i piszemy '
= =L, albo tez a:a" = b: b,
a b
Okreslenie nasze obejmuje zaréwno przypadek, gdy dane

- odcinki @, b, ¢, .... s3 spélmierne, jak i ten, gdy sg one

niespolimierne. :

W przypadku odcinkow spétmiernych okrelenie
nasze jest zupelnie zgodne ze znanem z arytmetyki pojeciem
proporcjonalnosci.

§ 238. Nasuwaja sie tu odrazu dwa pytania:

1) czy proporcjonalno$é odcinkéw, okreslona w sposéb po-
wyzszy, zaleizy czy nie zalezy od wielkosci kata, na ktérego ra-
mionach dokonaliSmy konstrukeji ?

2) czy proporcja miedzy odcinkami ma te same wlasnosci,
co znana z arytmetyki proporcja miedzy liczbami wymiernemi ?

Zbadamy te pytania kolejno. '

Niech bedzie dany jakikolwiek kat 5= MAN. Przypusémy,
ze na jednem jego ramieniu odlozylismy jakiekolwiek odcinki
AB, BC i, prowadzac przez Bi C dowolne réwnolegle, otrzyma-
liSmy na drugiem ramieniu odcinki 4B/, B’ C’, o ktérych na mocy
powyzszego okreslenia powia-
damy, ze tworza proporcje
z odcinkami 4B, BC. Popro-
wadZmy przez A dowolng pél-
prosta AK i odlézmy na niej
odcinek AB" = AB’ (rys. 209).
Polaczmy B z B” i przez C
poprowadzmy do BB” réwno-
legla, ktéra przecina polprosta
AK w punkcie C”, Rys. 209.
© W ten sposéb otrzy-
maliSmy dwa nowe odcinki
AB’, B“C", ktére tworza proporcje z odcinkami AR, BC. Otéz
zachodzi pytanie, czy odcinek B C” réwna si¢ czy nie réwna
si¢ odcinkowi B C'?

Z latwoicia okazemy, ze B"C’ = B/ (. Istotnie, tréjkaty
INBE B A CCC spelniajg wszystkie warunki twierdzenia
§ 233: proste, laczace odpowiednie ich wierzcholki, przechodza

Geometrja elementarna. 14
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przez jeden punkt A; dwa boki BB’, BB”’ jednego tréjkata sa
réwnolegle do odpowiednich bokéw CC’, CC” drugiego, a wigc
trzecie ich boki B'B” i C'C” musza tez byé réwnolegle, tak, ze
trojkat /\ A'C'C” jest réwnoramienny, wobec czego B"C" = BC'.

§ 239. Powyisze rozumowanie prowadzi do nastepujacego ’

okreslenia i twierdzenia:

Okreslenie. Odcinek d nazywamy czwartym proporcjonal-
nym do trzech danych odcinkéw a, b, ¢, jezeli tworzq one proporcje
a c

B e

Twierdzenie. Istnieje jeden tylko odcinek czwarty proporcjo-
nalny do trzech danych.

§ 240. Wsr6d rozmaitych wlasnosci proporcyj miedzy licz-
bami (wymiernemi) zasadnicza jest ta, ktérg wyrazamy slowami:
iloczyn wyrazéw skrajnych réwna sie iloczynowi wyrazéw s$rod-
kowych. Zastanéwmy si¢ przedewszystkiem, jaki sens geometryczny
moglaby mieé¢ ta wlasno$é w przypadku proporcji miedzy odcin-
kami spélmiernemi.

Niech bgda dane cztery odcinki spéimierne, ktérych miary
tworza proporcje, np. odcinki o dlugosci 4 cm, 8 cm, 3 cm
i 6 cm. Mamy proporcje

4:06=326 »

Zbudujmy dwa prostokaty: bokami jednego niech beda od-
cinki o dlugosci 4 cm 6 cm (t. j. odpowiadajace wyrazom
skrajnym powyzszej proporcji), bokami drugiego odcinki o dlugosci
3cm i 8 cm (t. j. odpowiadajace wyrazom srodkowym proporcii).

Tl e

|

L

Rys. 210.

Jezeli na kazdym boku odlozymy spélna ich jednostke miary,
mianowicie 1 cm i przeciwlegle punkty polaczymy prostemi,
woéwczas oba prostokaty zostana podzielone na jednakowa liczbe
(na 24) réwnych kwadratéw, a wigc sa one réwnowazne sobie.

- réwnolegle. Zbudujmy prostokat

O proporcjach migdzy odcinkami. » 211

A teraz przypusémy, ze zachodzi proporcja
a.c =b ¢ d

migdzy czterema odcinkami niesp6imiernemi. Powstaje pytanie:
czy dostrzezona wlasnosé zostaje zachowana i w tym przypadku,
t. j. czy prostokat, zbudowany z a i z d, jest réwnowazny prosto-
katowi zbudowanemu z b i z ¢?

Aby na to pytanie odpowie-
dzieé, obierzmy kat prosty i od-
16zmy na jego ramionach odcinki
OA=a, OC=c, OB=b, OD=d
(rys. 211). Na mocy okreélenia
odcinkéw proporcjonalnych proste
AB, CD musza byé do siebie

OCKD, w ktérym CD jest prze-
katna. Opierajac sie na éwiczeniu
XXVII, 4, str. 162, albo tez na Rys. 211.

uwadze 2 na str. 159, mozemy

twierdzi¢, ze punkt X, bedacy wierzcholkiem prostokata OAXB,
lezy na przekatnej OK,, zatem istotnie :

la)d’-= b,c‘-

§ 241, Uczet dowiedzie na tym samym rysunku twierdzenia
odwrotnego: jezeli mamy dane dwa réwnowasne prostokqty

)a,d’=,b,c,,

wowezas zachodzi proporcja miedzy odcinkami
a:c=5b:d.

§ 242. Z prawdziwosci dwéch powyzszych twierdzen (prostego
i odwrotnego) wynika, ze okreslenie I, podane w § 237, mozemy
zastapi¢ przez nastepujace réwnowazne mu

Okreslenie. II. Cztery odcinki lworzq proporcje, jezeli prosto-
kat, zbudowany z plerwszego i czwartego, jest réwnowazny prosto-
kqtowi, zbudowanemu z drugiego i trzeciego.

§ 243. Twierdzenie. W kazdej proporcji, zachodzqcej migdzy
odcinkami, mamy prawo : :

14*



212 O figurach jednoktadnych i podobnych.

1-o0 przestawic wyrazy srodkowe ;
2-0 przestawi¢ wyrazy skrajne;
3-0 srodkowe uczynié skrajnemi — i odwrotnie.

Innemi slowy, jezeli mamy proporcje

a:b=c:d,
wowczas muszg réwniez zachodzi¢ nastepujace proporcje:
1-0 a.c=bh:6d
2-0 d:b=c:a
dic=b:a
3-0 b:a=d:¢c
b:d=a:c
c:a=d:b
¢c:d=a'h

Twierdzenie to wynika bezpoérednio z okreilenia § 242;
istotnie, kazda z tych proporcyj powiada to samo, co i proporcja
dana, mianowicie, iz

{a,d =|b,c

§ 244. Twierdzenie. Jezeli cztery odcinki a, b, ¢, d tworzq
proporcje

a:b=c:d,
wéwczas prawdziwe sq réwniez proporcje
1) na:b=nc:d

() a':nb=c:nd

w kidrych n oznacza liczbe calkowitq lub utamkowq.

Istotnie, jezeli mamy dane dwa prostokaty réwnowazne

‘a,dl'= b el

wéwczas musza byé réwnowazne prostokaty n razy wicksze lub
mniejsze *) czyli musi by¢

zarGwno na, d ’ = nbyc
jak a, nd ] = 1"h,nc .
*) Uczeni powinien zilustrowaé to zapomoca rysunku, kladac np. n = 3.

o
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§ 245. Twierdzenie. Jezeli cztery odcinki a, b, ¢, d tworzq

proporcje
a.b=c:d,
wowczas prawdziwe sq réwniez proporcje
1) (@athb):b=(c+d):d,
2) (@a—b):b=(c—d:d

Istotnie, jezeli na rys. 212 mamy
OA = a, AB = b
OC =¢ CD = d,-
wowczas wystarczy wyobrazi¢ sobie, ze
przez punkt O poprowadziliSmy réwnolegla
do AC i BD, aby odrazu stalo si¢ oczy-
wistem, Ze mamy nietylko
a:b=c:.d,
ale réwniez
(@a+d):b=(c+d):d
Kladac znéw ‘
OB =a, AB=0b
OD =¢, CD=d,
mamy z tego samego rysunku
(@a—b):b=(c—d):d.
§ 246. Twierdzenie. Z praw-
dziwosci dwich proporcyj

a:bh=c.d

eif=c:d
wynika prawdziwosé proporcji

a:b=e:f.

Niech bedzie na rys. 213
OA =a, OB=h.

Rys. 212.

Jezeli AC//BD i jezeli ozna- ¢
czymy

OC przez ¢, OD przez d,
wowczas zachodzi proporcija

a.:b=c:d
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Jezeli poprowadzimy CE||DF i jezeli oznaczymy OF przez
e, OF przez f, wéwczas

c:d=e¢e: f.

Ale z twierdzenia § 233 wynika, ze musi byé AE||BF,
zatem musi réwniez zachodzi¢ trzecia proporcja '

a:b=ce:f

§ 247. Wprowadzimy jeszcze nastepujace okreslenie, ktére
nam bedzie nieraz potrzebne przy badaniu rozmaitych figur.

Okreslenie. Jezel; mamy  dane takie trzy odcinki a, b, <,
Za:b=b:c (czyli 2e kwadrat odcinka b jest réwnowazny
prostokqtowi, zbudowanemu za i z ¢), wéwczas odcinek b nazy-
wamy Srednim proporcjonalnym miedzy odcinkami a i .

Cwiczenia XXXVI. 1. Opierajac sie na okreéleniu I (str. 210), zbudowaé
odcinek czwarty proporcjonalny do trzech danych a, b, c.

Czy mozna dowie$é na mocy okreslenia II, Ze istnieje jeden tylko odcinek
czwarty proporcjonalny do trzech danych ?

2. Trzema sposobami zbudowaé odcinek x Sredni
proporcjonalny miedzy dwoma danemi odcinkami a, b,
3. Dany odcinek 4B podzielié na trzy czeici,

‘0\ : o proporcjonalne do danych odcinkéw m, pr.
: : 4. Rozwigzad graficznie nastepujace zadanie:
trzej bracia, z ktérych jeden ma 16, drugi 20, trzeci
L/
(0

28 lat, maja podzieli¢ sig¢ sumg 128 zi. proporcjonal-
nie do swego wieku. Ile dostanie kazdy ?
5. Z proporcjia :b—¢:d wynika proporcja

(a+b) : a—b) = (c+d) : (c—d).

A A 6. Dowie$é twierdzenia § 245, opierajac sie na
= okresleniu II proporcji migdzy odcinkami.
; 7. Rozwazamy dwa katy wierzcholkowe (rys.214).
) i Dowiesé, ze jesli przetniemy ich ramiona prostemi
; réwnolegtemi AA'//BBj/CC//DD [ ...., otrzymamy
A dwa ciaggi odcinkéw proporcjonalnych.
Rys. 214, OA 5. OB (0]04 oD .

04" OB oc’

oD v

§ 248. Twierdzenie. Jezeli ramiona kqta <= O zostaly prze-
cigle réwnoleglemi AA’, BB', wéwczas zachodzi proporcja.

AO : A4’ = OB : BB,

-
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Poprowadzmy odcinek A'4A”, réwnolegly do AB oraz odcinek
A"C, réownolegly do OA4'.
Poniewaz OC = A'4A” = AB,
zatem :
BC = A0,
a ze mamy ;
BA" = A4,
tedy stosujac okreslenie I odcinkéw pro- 5
porcjonalnych do kata <c B, ktérego ra- 5/
miona przecigliSmy réwnoleglemi OB'//CA”, 7
otrzymujemy proporcje

OB:BC = BB': BA”

Rys. 215.
czyli

OB:BB' = OA:AA.

w‘;riczenia XXXVIL 1. Rysunek 216 przedstawia rodzaj cyrkla, slizacego
do zmniejszania fub zwigkszania odcinkéw w dowolnym stosunku.
Objasnié jego dzialanie.

Ryc. 216.

2. Opierajac si¢ na tej samej zasadzie, obmysli¢ przyrzad do mierzenia
grubosci cienkich plytek.

Majac dane odcinki m, &, zbudowaé prostokat ABCD, jezeli précz tego
mamy dane:

3. bok a oraz warunek, ze a:b=m:k;
G SH R a ¥ o v aze =m:k;
ST A a " % P e Y
L§. przekatng e, b o dbe=m ik
7. sume a-+b 4 b g bl = mes Ty
iyl atke % e aie=m:k

9. Zbudowaé romb ABCD, majac dang przekatna e i wiedzac, ze musi
byé e: f= m:k, gdzie m i k sa dwoma danemi odcinkami.
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10. Zbudowaé romb ABCD, majac dany bok a oraz warunek, ze
a:h=m:k, gdzie m i k oznaczaja dwa dane odcinki.

11. Zbudowaé romb ABCD, majac dang sume e -/ (lub réznice e — f)
oraz warunek, Ze e:f=m:k, gdzie m i k sa dwoma danemi odcinkami.

12. Zbudowaé tréjkat réwnoramienny, majac dany bok @ oraz warunek,
ze c:/zc =m:k, gdzie m i k sa to dwa dane odcinki,

Zbudowaé tréjkat /\ ABC, jezeli mamy dany warunek.
ryirg=m:k,
gdzie m ik sa odcinkami danemi i jezeli précz tego mamy dane:
1376, B. 14, e G 15..a, %,
16. ¢, = (s, R,). 7 e 18. ¢, % (dy A,).

19. Zbudowaé tréjkat, majac dana sumg dwu jego bokéw a 44, oraz
dwa nastepujace warunki:

a:b=p:r (a==0): h, = m:k,

. TR Agdzie ps 1, m, k sa to cztery dane odcinki.
N 20 Zbudowad tréjkat A\ ABC, majac dany jego obwéd, oraz warunki,
ze atb=m:k, b:c=k:p.

21. Wewnatrz kola (O) r dany jest punkt A; poprowadzié przez A taka
cigeiwg XY, zeby zachodzila proporcja AX: AY — m:n, gdzie min sa to dwa
dane odcinki. [Wskazéwka do analizy: przez X prowadzimy réwnolegla
do promienia YO, ktéra przecina prosta OA w punkcie Z.]

22. Na okregu kota (O) r dany jest punkt C; wykreslié cigeciwe CD, ktéra
przecinalaby dana cieciwe AB tegoz kola w takim punkcie X, zeby zachodzila:
proporcja CX: XD =m:n, gdzie m, n sa odcinkami danemi. [Wskazéwka
do analizy: kredlimy DY//AB.]

23. Na okregu kota dane sa dwa punkty C, C’; wykresli¢ cieciwe, réw-

najgca si¢ danemu odcinkowi a i polozong w taki sposéb, ze jesli z Ci C'°

poprowadzimy do niej prostopadle CX, C'X’, wéweczas zachodzié bedzie pro-
porcia CX: C'X' = m: n, gdzie m, n s3 odcinkami danemi. [Wskazéwka do
analizy: proste CC/, XX’ w razie

0] potrzeby przedluzamy az do prze-
cigcia sie w punkcie Z; czy polozenie
A B C punktu Z daje si¢ wyznaczyé ?]

24. Opierajac sig na § 248, do-
wies¢, Ze jesli pek prostych przetniemy
dwiema réwnoleglemi, otrzymamy

A B’ C’ na tych réwnoleglych odcinki pro-
/ porcjonalne. ;

25. Dowie&é nastepujgcego

Rys. 217. twierdzenia: jeSli trzy proste AA’

BB', CC’ wyznaczajg na dwéch réw-
noleglych odcinki proporcjonalne (przyczem wszystkie odcinki na jednej réwno-

—_—a
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leglej majg ten sam zwrot co odpowiednie odcinki na drugiej, lub tez odcinki
na jednej réwnoleglej maja zwroty przeciwne zwrotom odcinkéw na drugiej),
wéwcezas proste AA’, BB', CC’ przecinajs si¢ w jednym punkcie.

26. Na twierdzeniach, podanych w poprzednich éwiczeniach, oprzeé nowy
sposéb podzialu danego odcinka AB na czesci, proporcjonalne do danych od-
cinkéw k, m, p, r.....

27. Dane sa dwie proste m, n, ktérych punkt przeciecia sie O jest nie-
dostepny; polaczyé dany punkt 4 z O. |, :

28. Dane jest kolo (0) A i w niem cigciwa AB; wykreslié cieciwe XY
tak, by promienie OA, OB podzielily {3 na trzy réwne czesci.

29. Dane jest kolo (0) A i w niem cieciwa AB; wykreslié odcinek XY
tak, by korce jego lezaly na przedluzeniu promieni 04, OB i zeby okrag
kola (O) A dzielil ten odcinek na trzy czesci réwne.

30. Rozwiazaé zadania 28 i 29 w zalozeniu, ze odcinek XY ma byé po-
dzielony nie na trzy réwne czeici, lecz na trzy czesci, proporcjonalne do trzech
danych odcinkéw &, m, p.

Rozwigzaé geometrycznie (rozmaitemi sposobami) nastgpujace réwnania
i sprawdzi¢ odpowiedz zapomocsy rachunku, kladac na a, b, c¢ dowolne liczby
wymierne : -

e 5 =4 x, SZra b ==cix.

34, a: (@a—b) =c:x. 35 ax=bc

33. a:(at+b)=c: x.
36. ax = b2

3L W tréjkacie /\ ABC obieramy dowolny punkt D na boku BC i pro-
wadzimy odcinki DE//AC, DF]|AB. Dowiesé réwnowaznosci dwéch prostokatéw :

|DE, DF| = | BE, CF|

38. W tréjkacie réwnobocznym /\ ABC obieramy na boku BC taki punkt
D, zeby bylo BD = 1, BC, poczem z punktu D kreslimy odcinak DE | AB
Obliczyé, w jakim stosunku punkt £ podzielit bok A4B.

39. W tréjkacie A\ ABC mamy a =45 cm, b = 90 cm. Z punktu D,
w ktérym dwusieczna CD przecina bok tréjkata, kreslimy réwnolegle do bokéw
AC i BC. Jakiego rodzaju czworobok powstaje przytem? Obliczyé jego boki.

40. Obwéd tréjkata /\ ABC réwna sie 32 cm. Przez $rodek wysokosci
h, poprowadzono réwnolegla do boku a. Obliczyé obwody trapezu i tréjkata,
na ktére réwnolegla podzielita tréjkat A\ ABC.

41. W tréjkacie /\ ABC mamy dane nastepujace odcinki: e = 18 cm,
rq = 6 cm, r; = 4 cm. Na jakie odcinki zostal podzielony bok a przez os
symetrji boku ¢?
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; K 42, Jezeli prosle a, b, réwnolegle do
B siebie, przetniemy szeregiem plaszczyzn réwno-
:‘1.‘ leglych, otrzymamy dwa ciagi odcinkéw pro-
B, e porcjonalnych.
1

43, Czy twierdzenie 42 pozostaje praw-
/ dziwe, jezeli proste a, b przecinajg sig?
e

44. Czy twierdzenie to pozostaje praw-
dziwe, jezeli a i b sa wzgledem sobie skosne?

f \ [Wskazéwka: przez dowolny punkt K na
. ¥E prostej a prowadzimy réwnolegls do b rys. 218.]
3

b

Gt U T 45. Jezeli czworobok skosny ABCD

" przetniemy plaszczyzna, réwnolegly do obu

‘ ] jego przekatnych, wéwezas plaszczyzna po-
dzieli jego boki na odecinki proporcjonalne.

ROZDZIAL II

O przeksztalceniu jednokladnem.

§ 249. Niech beda dane na plaszczyznie figura F i punkt J.
Wyobrazmy sobie, ze wszystkie punkty A;, 4, 4,, A, ... tej
figury zostaly polaczone z punktem /i Ze na tych prostych odlo-

Rys. 219.
zyliSmy odcinki /B, /B, /B;, ..., odpowiednio proporcjonalne
do odcinkéw JA4,, JA;, JA; ... , tak, iz mamy

]Al AL jA2 — jA —_— = ﬂ

JB; JB: I SR e

gdzie m i k s to dwa dane odcinki, zreszta dowolnej wielkosci.

°

PR~
¥

~
» O przeksztalceniu jednokladnem. 219
Punkty B;, B,, B; ..... tworza nowg figure F” (rys. 219), ktéra

nazywamy jednokladnq z figura pierwotng F wzgledem srodka
jednoktadnosci .

Rzecz jasna, ze odcinki proporcjonalne do JA4,, /A3, J4; ...,
moglibysmy odlozyé w zwrocie przeciwnym, t. zn. tak, by srodek
jednokladnosci / lezal pomiedzy figurag pierwotng F' a figura
przeksztalcong F”. W celu odréznienia tych dwu przypadkéw
powiadamy, ze figury F' i F’ sa jednokladne wprost, figury zas
F i F' sa odwrotnie jednokfadne.

§ 250. Jezeli mamy dany $rodek jednokladnosci / i dwa

- jakiekolwiek odcinki m, k, wéwczas dla kaidego punktu A4 fi-

gury F mozemy znalezé na prostej /A po jednej stronie punktu /
jeden i tylko jeden punkt B taki, ze zachodzi proporcja

Jj% e N B ).

Istotnie, odcinki /A4, m, k sg dane, zatem /B jest wzgledem
nich odcinkiem czwartym proporcjonalnym, a taki odcinek, jak
wiemy, istnieje zawsze tylko jeden.

Rzecz jasna, ze na tej samej prostej istnieje po drugiej

~ stronie punktu / taki punkt B’, symetryczny z punktem B, ze

mamy proporcje

% = ©).

W ten sposéb kazdemu punktowi figury ' odpowiada jeden
i tylko jeden punkt figury F” (lub figury F”), jednokladnej z nim
wzgledem $rodka /.

Jezeli postapimy odwrotnie, t. j. na figurze F” obierzemy
dowolny punkt B (lub na figurze F” dowolny punkt B’), wéw-
czas w proporcji (1) odcinek /A bedzie czwartym proporcjonal-
nym do trzech danych odcinkéw /B, m, k (lub w proporcji (2)
do trzech danych odcinkéw /B’, m, k), punkt wiec A figury F
jest w zupelno$ci wyznaczony, skoro tylko mamy dane: $rodek
jednokladnosci J, punkt B na figurze przeksztalconej F” (lub
punkt B’ na figurze F”) i dwa odcinki m, k, do ktérych maja
by¢ proporcjonalne odcinki /4, /B (lub /A, JB).

Mamy tedy nastepujace



220 O figurach jednokladnych i podobnych.

§ 251. Okreslenie. Dwie figury F, F’ nazywamy jedno-
kladnemi, jezeli spetnione sq trzy nastepujqce warunki :

1) kazdemu punktowi A jednej figury odpowiada punkt B
drugiej figury,

2) prosta AB przechodzi przez staly punkt J, zwany srod-
kiem jednokladnosci:

3) odcinki JA, JB czyniq zadosé proporcji

JA 5 m
BT

gdzie m i k sq dwoma danemi odcinkami.

Jezeli odcinki JA, |B majq ten sam zwrot, a wigc figury
F i F’ lezq po tej samej stronie s$rodka Jednokladnosci [, wéw-
czas méwimy o przeksztalceniu jednokladnem prostem. Jezeli
zas odcinki JA, JB majq zwroty przeciwne, i. J. figury F, F’
lezq po dwdch stronach $rodka jednokladnosci, wéwczas prze-
ksztalcenie jednokfadne nazywamy odwrotnem.

’ Uwaga. Symetrja wzgledem punktu jest przypadkiem szcze-
g6lnym jednokladnosci odwrotne;j, gdy mianowicie m = k.

. § 252. Twierdzenie. Odcinek, lqczqcy dwa dowolne punkty
Jednej figury, jest réwnolegly do odcinka, lgczqcego dwa odpo-
wiadajgce im punkly drugiej figury, jednokladnej z plerwszq.

Bz

Rys. 220.

Jezeli mamy dane dwie figury, jednokladne z sobg wzgle-
dem $rodka / i jezeli punktom A4,, A4, pierwszej figury odpo-
wiadajg punkty B, B, drugiej figury, wéwczas powiadam, iz
odcinek A, A, jest réwnolegly do odcinka BiBs.

Istotnie na mocy okreslenia jednokladnosci, punkty A4,, B

- . . 1
leza na prostej, przechodzacej przez srodek jednokladnosci /,
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punkty zas§ A,, B, leza na drugiej prostej, przechodzacej przez
ten sam punkt /. Z okreslenia jednokladnosci wynika réwniez, iz
JAi o oA
JB: JB,y’
a wiemy, iz w takim razie od¢inki A,A4,, oraz B;B; sa do siebie
réwnolegle.

Uwaga. Z twierdzenia § 248 (str. 213) wynika, iz
. A1A2 o JAl oy m

o A L e
§ 253. Z tego podstawowego twierdzenia wynikajg wazne
wnioski. j

Whioski. 1. Przeksztalcajqc jednokiadnie odcinek, otrzy-
mujemy drugi, réwnolegly do niego odcinek. od

2. Przeksztalcajqc jednokladnie prostq, otrzy- :
mujemy drugq prostq, réwnoleglq do danej. '

3. Przeksztalcajqgc jednokladnie kqt, otrzy- ————
mujemy réwny mu kqt. .

Dowéd uczen przeprowadzi sam, kierujac :
si¢ rysunkiem 221. T

4. Przeksztalcajqc jednoktadnie tréjkat, otrzy- 2
mujemy zndw tréjkqt, majqcy te same kqty. Boki -
obu tréjkqtéw sq do siebie proporcjonalne.

Pierwsza cze$é tego wniosku wynika z wnio-
skéw 11 3. Co sig tyczy proporcjonalnosci bokéw, to mamy (rys. 222).

A AT JA . 4B
]A/ A/Cl’ oraz JA/ AIB/ ’

zatem

Rys. 221.

AB _ AC
A’ B’ g AC?
Stosujgc analogiczne rozumowanie
do bokéw CB, C’'B’, uczen sam otrzyma

zwigzek

AR AL LGB
¥y e o e L
5. Przeksztalcajqc jednokiadnie okrqg
kola, otrzymujemy drugi okrqg. Rys. 222.
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Przeksztalémy kolo (0O) A jednokladnie wzgledem s$rodka

jednokladnosci i niech gled
W punkt Ok x lech punkt O przeksztalci si¢ przytem

g d\?Viz.yst’kle promienie kola (0)4 muszg si¢ przeksztalcié
odcinki réwnolegle, przechodzace przez punkt O'. Wszystkie
te przeksztalcone odcinki sa sobie réwne, gdyz
JO:JO'=04: 04,
ze zas trzy pierwsze
odcinki JO, JO’, 04
S3 w zupelosci wy-
znaczone i stale, za-
tem O’4’, jako odci-
nek czwarty propor-
cjonalny, jest tez wy-
Znaczony i ma staly
wielkosé.
Rys. 223. : Widzimy tedy, iz
. wszystkie punkty fi-
gury pr?eksztalcone] s3 réwno odlegle od punktu stalego O
flg'ura wiec jest oqugiem. :
3 ICWicze_nia XXXV[!I.. 1. Odcinek AB przeksztalcié jednokladnie, majac
any Srodek jednoktadnosci J i wiedzae, ze dany punkt M’ powinien lezed
odcinku przeksztalconym. S
2. Na prostej m dany j i
y jest odcinek AB; przeksztalcid jed i
¢ HIl ) go jednoklad
wzglqd;m dar:eg"o punktu / tak, zeby otrzymany odcinek byt 3 razy wi;kszy o: ;g
ozwazyé trzy przypadki: 1) gdy [ lezy poza prosta m, 2) gdy J lezy
na pro;te}{m, lecz nie na odcinku AB; 3) gdy J lezy na odcinku A4B.
- Kazde dwa réwnolegle do siebie odcinki bg j | i
. zaréwno jednokladne wprost, jak i odwrotnie, e s ke
: 4. Da{ly trc')jk.qt A\ ABC przeksztaleié jednokladnie w tréjkat A\ A'B'C.
majac dany sx:odel'( jednokladnosci / i punkt M’ na boku a’ tréjkata przeksztal-
co’rflecgo. Rozww;zacf Fo zadanie przy czterech zalozenijach: 1) ze J lezy wewnatrz
:r?_!kqta A\ ABC i !est 'srodkiem jednokladnosci prostej, 2) ze J lezy wewnatrz
réjkata A:‘IBC i ].est srodkiem jednokladnogci odwrotnej: 3) i 4) ze ] lezy
zewnat;z lt;olkqt]f 1 jest srodkiem jednokladnoZci prostej lub odwrotnej
- Dany kwadrat przeksztalcié jednokladnie ‘wzgled srodk '
bok .nowego kwadratu przechodzit przez dany punkt. Ra wnptial,
ook te6. l)’wadll:wafir?l;¥, l;naj.'qce spélny srodek symetrji, s3 jednokladne wzgle-
0 Sro i 1 5 )
dmgiegg;;. a, jezeli bok a jednego kwadratu lest réwnolegly do boku o’

Czy mozna to samo iedzied 6
powiedzieé¢ o dwéch prostokatach, czy tez powi
s r . *r e 0
one spetniaé jaki§ dodatkowy warunek i jaki mianowicie ? S : 5

A
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7. Dowie$é, ze w kazdym trapezie Srodki podstaw, punkt przeciecia sig

przekatnych, oraz punkt, w ktérym przecinaja si¢ dwa nieréwnolegle boki, leza

na jednej prostej.

8. Na zasadzie poprzedniego zadania rozwigzaé zadanie nastepujace:
mamy dane dwa réwnolegle do siebie odcinki AB, CD; podzielié je na polowy,
postugujgc sie tylko linjatem.

9. Dany jest odcinek AB i srodek jego M; przez punkt C poprowadzié
réwnolegla do AB, postugujac sig tylko linjalem. ;

10. Dane sa dwie réwnolegle do siebie proste i punkt A4, nie lezacy na
nich; przez A poprowadzié trzecia prosta, réwnolegly do obu danych, postu-
gujac sie tylko linjatem.

11. Dane s3 dwie réwnolegle m, p i na jednej z nich odcinek AB;
zbudowaé na tej samej prostej odcinek AC
dwa razy wiekszy od AB, postugujac sig tylko «
linjatem (rys. 224)%). »

12. Dany czworobok ABCD przeksztalcié
jednokiadnie tak, by bok a’ nowego czworo-
boku réwnal sie danemu odcinkowi.

13. Opierajac si¢ na pojeciu jednokiad-
nosci i poslugujac sie rysunkiem 225, dowiesé
wlasnosci Srodkowych tréjkata (§ 81, str. 59).

14. Jezeli dwa tréjkaty sa z soba jedno- Rys. 224.
kladne, wéwezas odpowiadajg sobie ich srodki ;
cigzkosci, jak réwniez Srodki két wpisanych, zawpisanych i opisanych. To samo
dotyczy ortocentréw.

15. Jezeli w tréjkacie A ABC poprowadzimy wysokosé¢ A4, z punktu
za§ A’ poprowadzimy prostopadie A’'B”, A’'C"” do bokéw
¢ i b, wéwczas prosta B”’C” musi byé réwnolegla do

rostej B'C’, laczacej spodki wysokoSci Ay, A,.

16. W czworoboku ABCD z punktu E, w ktérym
przecinaja sie przekatne, kreslimy proste EK, EL, réw-
nolegle do bokéw a, d. Niech punkty K, L leza odpo-
wiednio’ na bokach b, c. Co mozna powiedzieé o polo-
zeniu prostej KL?

17. Przez dany punkt A poprowadzié prosts, kté-
raby przeszla przez niedostepny punkt przeciecia si¢ X dwéch danych pro-

Rys. 225.

stych m, p.

*) Czytelnika, pragnacego poznaé blizej sprawe rozwiazywania zadan
konstrukcyjnych bez uzycia cyrkla, odsylamy do klasycznego dzietka:
so-Jakéb Steiner; Konstrukcje geometryczne, wykonane zapomocq linji
/;:;stej i stafego kota. Przelozyl Stefan Kwietniewski, Warszawa 1915,
Rozprawa ta, napisana przez jednego z najwiekszych matematykéw XIX w.,
Szwajcara ]. Steinera (1796—1863 r.), nalezy do arcydziel literatury matema-
tycznej ze wzgledu na prostote, przejrzystosc i piekno wyktadu. Jest ona zupelnie
przystepna dla ucznia szkoly Sredniej. Z rozdzialu Il tego dzielka zapozyczylismy

metodg rozwiazywania zadan 7—10.
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18. Dane s dwie Proste m, p, przecinajace sie w punkcie niedostepnym
X, oraz jakakolwiek trzecia prosta s, nie przechodzaca przez X, Wykreslié
prosts, réwnolegla do s i przechodzacy przez punkt X, [Wskazéwka: uwa-
zajmy punkt X za wierzcholek jednego z dwéch tréjkatow jednoktadnych; srodek
jednoktadnoéci obierzmy dowolnie na prostej m i zbudujmy jeden trojkat tak,
by bok jego lezal na s lub byl réwnolegly do s.]

19. W czworoboku ABCD tylko dwa przeciwlegle wierzcholki 4, C sq

dostepne. Wykredlié prosta BD, [Wskazéwka do analizy: zbudowaé czwo-
robok jednokladny z danym wzgledem punktu 4, jako Srodka jednokladnosci.]

20. W tréjkacie A ABC kreslimy wysokosé AA’, z punktu 4’ kreslimy

~A'B” 1 b oraz A'C L ¢, a nastepnie prowadzimy z tego samego punktu dwie
prostopadle A‘B*“ oraz A/C* do wysokosci BB i CC* tréjkata danego /\ ABC.
Dowiesé. ze cztery punkty B“ B« Cu leza na jednej prostej. [Wska-
zéwka: tréjkaty A BB'C', N\ A'B“c s3 jednokladne — poréwnaj powyzej
zadanie 15-te.]

21. Dwa kola, lezgce w jednej plaszczysnie, sa zawsze jed-
nokfadne z soba, przytem dwoma sposobami, tak, iz mozemy je
uwazaé zaréwno za jednoktadne wprost, jak i odwrotnie. Srodek
jednoktadnosci prostej dwéch két nazywamy réwniez ich Srodkiem Jednoktad-
nosci zewnetrznym, $rodek zad jednok}adnosci odwrotnej nazywamy srodkiem
Jednoktadnosci wewnetrznym. [Wskazéwka: w kole O kreslimy dowolny pro-
mien OA4, w kole O réwnolegle do niego dwa Promienie O’4’, O‘A4“ poczem
A laczymy z A i A”] \

22. Jezeli dwa kola uwazamy za jednokladne, wéwczas kazdemu punktowi
jednego kola odpowiadaja w drugiem kole dwa punkty, symetrycznie polozone
wzgledem érodka tego kota. Tak samo kazdej cigciwie pierwszego kola odpo-
wiadaja w drugiem kole dwie réwnolegle do niej cigciwy, symetrycznie polozone
wzgledem $rodka kota,

23. Kazdej stycznej jednego kola odpowiadaja w kole jednokladnem dwie
réwnolegle do niej styczne,

. 24 Spélne styczne wewnegtrzne dwéch kot przechodzg
przez Srodek jednokladnosci wewnegtrzny, spélne zas styczne
zewngtrzne — przez Srodek jednoktadnoéeci zewnetrzny.

Spélne styczne, iak wiadomo, niezawsze istnieja; czy moga istnied Srodki
jednoktadnosci takich kot, ktére nie maja spélnych stycznych?

25. Na mocy poprzedniego zadania znalezd nowy sposéb budowania spél-
nych stycznych.

26. Dane jest kolo (O)4 i punkt J; ‘wykresli¢ drugie kolo tak, by bylo
ono jednokladne z danem wzgledem $rodka jednoktadnogci J i speln‘alo préez
tego jeden z nastepujacych warunkéw:

1) przechod:ilo przez punkt dany A4’ na prostsj. A J; -

2) mialo promien réwny danemu odcinkowi;

3) mialo $rodek na danej prostej.
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Niech bedzie dany tréjkat A\ ABC i w nim wysokosci A4‘, BB/, CC'.
Oznaczmy przez A4,, By, C,, srodki bokéw a, b. c, przez H ortocentr, przez O
srodek kola, opisanego na tréjkacie A ABC.

27. Tréjkaty A\ ABC, AB,C, s3 z soba jednokladne, Stad wynika, ze
srodkowe tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie (nazwijmy go G), przyczem
mamy AG =2 GA,, BG=2 GB,, CG=2GC,.

28. Tréjkaty A\ OB,C,, A CBH sa odwrotnie jednokladne wzgledem
punktu G ($rodka cigikosci tréjkata A ABC). Boki ich maja sie do siebie tak, jak
1 do 2, zatem GH =2 GO. (Odcinek OH nazywa si¢ odcinkiem Eulera —
poréun. ¢wiczenie XIX, 34.)

29. Poniewaz tréjkaty A\ ABC, A\ A B,C; s z soby jednokladne, zatem
kotu (O)A, opisanemu na pierwszym tréjkacie, odpowiada kolo, opisz.me na dru-
gim tréjkacie. Srodek tego nowego kola oznaczamy przez N, Dowxeéc" naste-
pujacych wlasnosci kola (V)4,, zwanego kolem dziewieciu punktéw lub
kolem Feuerbacha: '

1) Promieri kota dziewigciu punktéw jest dwa razy mniejszy cd promienia
kota (O)A. Sl

2) Kolo (M)A, przechodzi przez spodki A’, B, C’ wysokosci tréjkata
i przez srodki odcinkéw HA, HB, HC (poréwn. éwiczenie XIX, 33);

3) Ortocentr H jest srodkiem jednokladnosci zewngtrznym kel (O)f4f
(N)A;, srodek zas cigikosci G jest dla tych samych két érodkiem jednokladnogci
wewnetrznym;

4) Mamy GO=2 NG i, co za tem idzie, HO=2 HN, wreszcie NO = NH.

Pojecie jednokladnosci oddaje czesto powazne uslugi przy rozwiazywaniu
zadan konstrukcyjnych. Jezeli mamy zamiar zbudowad figure F lecz analiza wy-
kazuje, ze latwiejsza rzecza jest zbudowanie figury F* jednokla}dnei z szrlkanq
wzgledem jakiego$ znanego $rodka, wéwczas wskazane jest uzycie metody jedno-
kladnosci. Jak nalezy stosowaé te motode, poznamy najlepiej na przyklada.c'h.

30. Zbudowaé tréjkat /\ ABC, majac dane pod wzgledem wielkosei i po-
lozenia bok a, précZ'fego za$ kat U B oraz warunek, ze a:c— m:k, gdzie
m i k sa odcinkami danemi. [Wskazéwka: poniewaz mamy dany bok BC,
budujemy przy jednym jego koficu kat <C B i na jego ramionach odkladamy
odcinki m, k:] : :

31. Zbudowaé tréjkat A\ ABC, majac dany bok a oraz warunek, ze boki
a. b, ¢ majg byé proporcjonalne do trzech danych odcinkéw m, &, p. [Ws].ca-
zéwka: budujemy tréjkat A\ KPM, poczem przeksztalcamy go jednokladnie.]

32. Zbudowaé tréjkat prostokatny A\ ABC, majac dany kat ostry 3 4

srodkows s,. [Wskazéwka do analizy: tréjkat A\ CA'B’ jest jednokladny
z szukanym, jezeli ¢ A’ = 3 A)]
Zbudowaé tréijkat prostokatny A\ ABC, majac dane:
B3 VA 34. A, h, + ¢ 35 S A c—h

15

Geometrja elementarna.
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udowaé tréjkat A\ ABC, majac dane:

:’f: A, B, sc-il-hc. 314, Blath 38. 4, B, R+¢ ‘

39. ¢ oraz warunki h,:a =m:k, h,: b=p:n, gdzie m, k, n, p s3 to
cztery dane odcinki. [Wskazéwka do analizy: piert,s.lszy warunek wyznacza
ksztalt tréjkata /\ BC’C, gdzie CC’ jest wysokoscia t}'olkata szukanego.!

40. A, ¢+ h, i warunek, ze A, : a=m: k, gdzie m, k, sg odcinki dane.

41. Zbudowaé czworobok, majac dane: przekatng e, oraz cztery katy

b), "= (fe), 2= «(fd): :

4 (fazl,fz.{w(fda)ny tréifk:t VAN z(4fBC wpisaé kwadrat tak, by dwa jego wierzc’:holkl
lezaly na boku a, drugie za§ dwa na bokach b1 c. ‘[Wskazéwka': wykres!amy
dowolnej wielkoéci kwadrat, majacy dwa wierzcholki na boku a, jeden za$ na
boku b, i przeksztalcamy go jednokladnie wzgledem w1erz.cholka C] :

43. W dany tréjkat wpisaé prostokat, ktérego boki tworzylyby proporcije

i odeinkami m, k.
: danezz. onV ld]z:ny tréjkat wpisaé tréjkat o bokach réwnoleglych do trzech da-
ch x, y, z. :

it prl(;?t%V tréjlfqt dany A\ ABC wpisaé romb tak, by jeden jego bok lezal
na prostej c i jedna przekatna byla réwnolegla d? b.’ ‘

46. W polkole, zamkniete Srednicg AB, wpisaé kwadrat tak, by dwa jego

i i lezaly na AB.

wwrzc}xz]}.leV kw);dr:t wpisaé trojkat o danych katach tak, by jeden wierzcho-

5i lezal w wierzchotku kwadratu.
o tmill;t%Vykreélié okrag, przechodzacy przez dar'ly punkt A i styczny do ra-
mion kata = MON. [Wskazéwka: kreslimy najpierw dowolny okrag, styczny

ion kata = MNO. ;
- ram‘;;fl D:ne sa dwie grzecinajqce sig proste m, p i kolo O; wykreslié nowe
kolo, styczne jednocze$nie do danego kola i do obu' pro’st'ych 'm, P: [Wska-
zéwka do analizy: punkt stycznpéci S obu kél musi b.yo ich $rodkiem jedno-
kladnosci (wewngtrznym — przy styeznosci zewnqtr%n?j i zewnqt'rznym ey
stycznosci wewnetrznej); jako taki, musi punkt S lez'ec na prostej, taczacej dwa
jakiekolwiek odpowiadajace sobie punkty. Jeden taki punkt ?trz'ymamy, prowa-
dzac styczne do kola O, réwnolegle do prostych m, p; drugim jest punkt prze-
g 5513 %:i’:’c; ’tr:z; Lroste k, m, p, przecinajace sig¢ w punkcie J; wykreslié
okrag, st;'czny do %k, majacy Srodek na prostej m 1 wyznaczajacy na p cieciwe
S ‘;llu.glo)s::rlx.e s3 dwa kola; wykreslié trzecie kolo, styczne do nich w takich
dwu punktach X, Y, zeby prosta XY przechodzila przez de’my punkt M. j

52. W danem kole wykreélié pieé réwnych kwadratéw tak, by kazdy bolf
wewnetrznego kwadratu byl zarazem bokiem jednego z zewngtrznych, te za$
zeby mialy po dwa wierzcholki na okregu kola. i ey

53. Na danem kole opisaé romb, majac dany warunek, ze a: e—- m:k,
gdzie m, k sa to dwa dane odcinki. [Wskazdéwka: r.noina wykres'hc r'omb,
w ktérym bok = m, przekatna =k i wpisa¢ kolo w taki romb, poczém figurg

przeksztalcié.] : Srsien
54, W dany tréjkat wpisaé¢ romb, majac dany warunek, ze e:f=m:k.

y —————

O przeksztalceniu jednokladnem, 227

MIEJSCA GEOMETRYCZNE.

55. Z punktu A na okregu (O)A prowadzimy wszelkie mozliwe cigeiwy
i na ich przedluzeniu odkladamy odcinki 3 razy wicksze od tych cigciw: Jakie
jest miejsce geometryczne koricéw tych odeinkéw ?

55a. Z punktu M, nie lezacego na okregu (0)A4, prowadzimy do tego
okregu wszelkie mozliwe odcinki MA,, MA,... i na kaidym z nich (lub na
przediuZeniu kazdego z nich) odkladamy odcinki MB, = nMA,, MB, = nMA,....
gdzie n jest pewna stalg liczba. Jakie jest miejsce geometryczne punktéiw B?

56. W tréjkacie /\ ABC bok a jest nieruchomy, wierzcholek zas A po-
suwa sie tak, ze kat 3 4 pozostaje stalej wielkosci; co kresli srodek cigzkosci
trojkata ?

57. W tréjkacie A\ ABC bok a jest nieruchomy, §rodkowa za$ s obraca
si¢ dokola B, zachowujac stala wielko$é. Co kresli wierzcholek A? Co kresli
Srodek cigzkosci tréjkata ? s ;

58. W tréjkacie prostokatnym A ABC, w ktérym kat 30 C =2, na prze-
dluzeniu przyprostokatnej a odkladamy CD = a i punkt D Hiezymy ze Srodkiem O
kola, opisanego na tréjkacie A\ ABC. Niech proste AC, DO przecinajy sie
w punkcie K. Co kresli punkt K, gdy wierzcholek C kata prostego posuwa sie
po okregu kola opisanego, przeciwprostokatna za$ pozostaje nieruchoma?
[Wskazéwka: polaczyé A z D; czem jest punkt K w tréjkacie A ABD?]

59. W tréjkacie A\ ABC bok AB jest nieruchomy, jak réwniez spodek C’
wysokosci, poprowadzonej do tego boku. Jakie jest miejsce geometryczne wierz-
cholka C? Jakie jest miejsce rodka cezkosci tréjkata ?

60. Dane jest kolo i w niem nieruchoma cigciwa AB. Przez A prowadzimy
cigeiwe ruchoma AC i budujemy réwnoleglobok ABXC. Jakie jest miejsce geo-
metryczne Srodka £ tego réwnolegloboku_? Jakie miejsce geometryczne wierz-
chotka X'?

61. Dany jest odcinek AB, ktérego korice leza na ramionach kata
<X MON. Na odcinku tym obieramy punkt C taki, ze AC: CB— m : k, gdzie
m, k sa to dwa dane stale odcinki, Co kresli punkt C, gdy prosts 4B przesu-
wamy réwnolegle ?

62. Jakie jest miejsce Srodkéw wszystkich prostokatéw, wpisanych w dany
tréjkat /\ ABC tak, Ze dwa wierzcholki kaidego z nich leig na boku «?
[Wskazéwka: jezeli A jest srodkiem boku a, A, za§ spodkiem wysokosci,
woéwezas stosujemy poprzednie zadanie do kata ¢ 44‘A4,.]

63. Jakie jest miejsce geometryczne punktéw, ktérych odleglosci od ra-
mion danego kata sa proporcjonalne do danych odcinkéw m, k?

64. Na odcinku 4B, jako na srednicy, kreslimy kolo, punkt A/ okregu
taczymy z punktem A4, ze srodka kola prowadzimy prostopadla OK do cigciwy AM,
wreszcie taczymy M ze Srodkiem O promienia OA. Niech proste OK, O‘/ prze-
cinajg si¢ w punkcie X. Co kresli punkt X, gdy punkt M porusza si¢ po okregu ?

65. Na prostej mamy dane trzy punkty 4, B, C. Przez 4 i B prowa-
dzimy kola, z punktu zas C kre§limy styczne. Jakie jest miejsce geometryczne
punktu stycznosci?

15+
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ZASTOSOWANIA PRAKTYCZNE.

66. Zbudowaé réwnoleglobok przegubowy OAEB; umocowaé w nim dwa
prety A’D i B'C tak, by konce ich byly przytwierdzone na zawiasach do bokéw
réwnolegloboku i zeby punkt K, w ktérym te prety dotykaja sie (Slizgajac sie

Rys. 226.

po soble). przypad! na przekatnej OF réwnolegloboku. Unieruchomiwszy bok OB,
poruszajmy réwnoleglobok w jednej plaszezyznie. Zaobserwowaé, czy polozenie
punktéw O, K, E, wzgledem siebie zmienia sig. Uzasadnié rozumowo dokonane

Rys. 227.

spostrzezenie. Czy mozna zastosowaé ten przyrzad (i w jaki sposob) do kopjo-
wania figur w skali zwiekszonej lub zmniejszonej ?

67. Rysunek 227 wyobraza przyrzad zwany pantografem. Przyrzad
ten byl dawniej powszechnie uzywany do zwigkszania lub zmniejszania rysunkéw,

Y

&
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a i dzi§ jeszeze znajduje zastosowanie. Czy zasada tego przyrzadu ma cod
wspélnego z poprzedniem zadaniem? Objasnié dzialanie przyrzadu.

68. Dwa réwnolegloboki o réwnych katach sa sobie réwnowazne; czy po-
zostaja one réwnowaznemi, jezeli zmlemamy ich ksztalt, tak jednak, zeby boki
ich byly stale, a katy pozo-
stawaly réwne sobie? Czy
ma to jakiS zwigzek z za-
daniem €67?

69. Cheac zdjaé plan
zapomocy stolika, postepu-
jemy w nastepujacy spo-
so6b : ustawiamy stolik po- , S
ziomo; z punktu A na sto- 2k et
liku kreslimy proste do fere g e \
wierzchotkéw figury, kté- £l i
rej plan chcemy otrzymad;

przenosimy stolik do stano-
wiska I i ustawiamy po-
ziomo tak, by A4, 4’, B le- Rys. 228.

zaly na jednej prostej. Niech
A’ bedzie nowem poloze-
niem punktu A. Z B kreslimy proste, prowadzace do wierzcholkéw figury, kté-
rej plan zdejmujemy. Punkty przeciecia sie¢ odpowiednich prostych obu pekéw
wyznaczaja nam zadany plan figury.

1) Uzasadni¢ to postepowanie. 2) W jakiej skali wykreslimy plan? 4) Czy
mozna obraé punkty A i B nie zewnatrz danej flgury (jak na rys. 228), lecz
wewnatrz niej?

ROZDZIAL 1L

0 podobienstwie.

§ 254. Wyobrazmy sobie, iz majac dane na plaszczyznie
dwie figury jednokladne F i F’, jedna z nich przesunglimy lub
obréciliSmy. Figuty przestaly byé jednokladnemi, mianowicie nie
majg juz jednej z charakterystycznych cech jednokladnosci: nie
posiadajg punktu, w ktérym schodzilyby sie proste, laczace odpo-
wiednie punkty tych figur. Natomiast inne wlasnosci, zwiazane
z wielkoscig i ksztaltem figur, nie za$ z ich polozeniem, nie mogly
ulec zmianie.

Wiemy np., iz dwa tréjkaty jednokladne majg boki odpo-
wiednio réwnolegle, katy odpowiednio réwne, a précz tego boki
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ich s3 do siebie proporcjonalne. Po przemieszczeniu jednego tréj-
kata musza one utracié pierwsza wlasnoéé, lecz zachowaé druga
1 trzecia. Dwa takie trojkaty nazywamy podobnemi. Mamy tedy
nastepujagce okreslenie. :

Okreslenie. Dwa tréjkqty (lub wielokqly) sq podobne, jezeli
odpowiadajgce sobie boki tych tréjkqtow (lub wielokqtow) sq pro-
" porcjonalne, katy zas, zawarte miedzy odpowiedniemi bokami,
' réwnajq sie sobie.

Symbolem podobieristwa niech bedzie znak oo. Cheac tedy
wyrazié¢, iz tréjkaty A\ ABC, /\ A'B'C’ s3 do siebie podobne,
piszemy: /\ ABC oo A'B'C'.

§ 255. W mysl tego okreslenia, jezeli dwa tréjkaty /\ ABC,
A A'B'C’ s3 do siebie podobne, wéwczas mamy jednoczeénie -

FTATE AT Bea BE 0 C =
oraz Sk Ll S

Nie wszystkie te warunki sa od siebie niezalezne. Innemi
stowami: jezeli niektére z tych warunkéw sa spelnione, wéwczas
pociagajg one za soba istnienie pozostalych warunkéw, a wiec
i podobienstwo tréjkatéw*). To prowadzi do ustalenia t. zw. cech
podobienstwa tréjkatow.

§ 256. Twierdzenia (trzy cechy podobiefstwa tréjkatéw).
Dwa tréjkqty sq do siebie podobne, jezeli

1-0 albo majq po dwa kqty odpowieanio réwne,

2-0 albo majq po jednym réwnym kqcie, boki zas$, zawiera-
Jace ten kqt, tworzq proporcje,

3-0 albo majq wszystkie boki proporcjonalne.

W celu dowiedzenia tych trzech twierdzen mozemy zasto-
sowa¢ pewng jednostajng metode. Jezeli mianowicie chcemy wy-
kazaé, ze tréjkaty 71, T, sa do siebie podobne, wéwczas wystarczy
zbudowaé tréjkat 7y = T, tak, by nowy tréjkat 7, byl jedno-
kladny z tréjkatem 7;.

*) Mamy tu zjawisko zupelnie analogiczne do tego, ktére dostrzeglismy
przy réwnosci tréjkatéw: z szesciu warunkéw, okreslajgcych réwnosé tréjkatow,
trzy, odpowiednio dobrane, wystarczajg do wyznaczenia tej réwnosci (poréwn.

str. 27, § 40).

—
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I. Niech beda dane dwa tréjkaty /\ ABC, N\ A'B'C’ (rys.
229), w ktérych

B
<<A=<x A, <-B=<B.
Odkladamy na boku ¢ B’
odcinek arl o
BA" = BA’
i kt A“ kredli /L :
i przez pun reslimy x , ; ,

réwnolegla do AC.
W ten spos6b otrzy- Rys. 229.
mujemy tréjkat A\ A“BC
jednokladny z tréjkatem /\ ABC (dlaczego?). Otéz powiadam, ze
A\ BA'C' = N\ BAC.
Jakoz mamy BA* = B'A', <« B = B, < A" = £ A.
Z réwnosci tych tréjkatéw wynika, ze
N\ ABCoo N\ A'B'C. i
II. Majac dane dwa tréjkaty /\ ABC, N\ A'B'C', w ktérych

%:B=§:B’oraz% = C‘

c

powtarzamy te samga konstrukcje, co w przypadku pierwszym
i otrzymujemy znéw dwa tréjkaty jednokladne A\ ABC, A\ A“BC“.
Pozostaje do dowiedzenia, ze

N\ ABC' = N\ A'BC.
Przedewszystkiem wiemy, ze <« B = B, BA" = BA' = ¢
Dalej, z jednokladnosci tréjkatéw wynika proporcja

eL i
BAT ~ BC
: £ NG
czyli P ety o
Poniewaz moze istnie¢ tylko jeden odcinek czwarty pro-
porcjonalny do trzech danych odcinkéw i, wedlug warunkéw

twierdzenja, tym czwartym proporcjonalnym jest bok o' tréjkata
N\ A'B'C', zatem musi byé

a.l = BC”:
czyli N\ A"BC* = /\ A'B'C.

Stad wynika, ze N\ ABC o N\ A'B'C.



232 O figurach jednokladnych i podobnych.

Il. Zaléimy teraz, ze mamy dane dwa tréjkaty A\ ABC,

/N A B'C’, spelniajace warunek, ze
L e

Powiadam, ze i w tym wypadku tréjkaty sa do siebie podobne.

PowtarZam te sama konstrukcje, co w dwéch przypadkach
poprzednich; znéw otrzymuje dwa tréjkaty A\ ABC, N\ A"BC”
i znéw postaram sig dowiesé, ze

A’'BC’' = NABC.
Otéz z konstrukcji mamy rowniez
BA"=BA =¢.

Z jednokladnosci tréjkatéw wynika proporcja

Cislin ol
B 144 A//C// b
; c b
el A

Poniewaz istnieje tylko jeden odcinek czwarty proporcjo-
nalny do trzech danych ¢, ¢/, b6 — i tym odcinkiem jest, wedlug
warunkéw twierdzenia, bok & tréjkata danego N\ A'B'C’, zatem
mUSi byé A/IC// — A/C/ —_— b/

W taki sam spos6b uczen dowiedzie, iz

BC'=BC =d

Trojkaty N\ A”BC”, /\ AB'C’ réwnaja si¢ sobie, gdyz trzy
boki jednego réwnaja sie trzem bokom drugiego. Stad i z jedno-
kladnosci tréjkatow N ABC, A\ A”BC’ wynika, ze istotnie

. NABC>N\ABC.

Cwiczenia XXXIX. 1. Ile warunkéw wystarcza do wyznaczenia dwéch
tréjkatéw podobnych ?

+2. Tréjkaty prostokatne sa podobne: 1) jezeli maja po réwnym kacie
ostrym; 2) jezeli przyprostokatne ich tworza proporcje; 3) jezeli przeciwprosto-
katne wraz z jedng parg przyprostokatnych tworza proporcje.

3. Tréjkaty réwnoramienne sa podobne, jezeli ich katy, przeciwlegle pod-
stawom, sa sobie réwne. ;

4, W tréjkacie /\ABC wykresli¢c wysokosci, znalezé podobne tréjkaty
prostokatne i wykazad. ze boki tréjkata sa odwrotnie proporcjonalne do odpo-
wiednich wysokosci.

5. Zbudowaé tréjkat A\ ABC, majac dane trzy jego wysokosci.

6. W podobnych tréjkatach boki sa proporcjonalne do wysokosci, ktére
zostaly poprowadzone do tych bokéw. :

g

e

T

O podobienstwie. 233

7. Dwa tréjkaty sa popobne, jezeli majg po réwnym kacie, wysokosci za$, po-
prowadzone do bokéw, miedzy ktéremi zawierajs sig te réwne katy, tworza proporcje.
8. Tréjkaty A ABC, N\ A'B'C’ sa do siebie podobne, jezeli mamy
2B = o B Cavar Rk . .ah,
gdzie R i R’ oznaczaja promienie kol, opisanych na tréjkatach.

9. Tréjkaty /\ABC, A A'B'C’ sa do siebie podobne. jezeli mamy

10. Jezieli na tréjkacie A\ ABC opisalismy kolo, przez C poprowadzilismy
styczna, przez B za§ réwnolegla do tej stycznej i jezeli ta réwnolegla przecina
w punkcie X prostg AC, wéwczas musi byé

BX BC
AR T ACTE
11. Mamy dane dwie réwnolegle p; i p; oraz punkt 4, nie lezacy na zadnej

z nich. Przez A prowadzimy prosta, ktéra przecina réwnolegle odpowiednio
w punktach B i C. W B wystawiamy prostopadla do p,, ktéra przecina p,
w pnnkcie D. W C wystawiamy prostopadla do p;. Oznaczamy przez X punkt
przeciecia si¢ tej drugiej prostopadiej z prosta AD. Jakie jest miejsce punktu
X, gdy prosta AB obraca sie dokola A?

12. W tréjkacie A\ ABC mamy ¢ =56cm. Na bokach b, a obieramy
punkty D, E tak, zeby bylo AD=4DC, BE=4%EC. Obliczyé¢ dlugosé od-
cinka DE.

13. Tréjkat /N ABC przecigto prosta DE//AB, tak iz powstal trapez
ADEB, w ktérym AD = 3cm, DE =8cm, EB =5cm, BA=12cm. Obliczyé
boki tréjkata A\ ABC.

14. Podstawy trapezu maja: jedna 6cm, druga 11cm, przekatne za§ majg
Sem i 14cm dlugosci. Obliczyé odcinki, na ktére punkt przecigecia sig prze-
katnych dzieli kazda z nich.

15. Podstawy trapezn maja 9 i 27cm; w jakim stosunku dziely sie prze-
katne trapezu?

16. Podstawy BC i AD trapezu réwnaja sig¢ odpowiednio 15cm i 30cm;
przez punkt E przecigcia sig przekatnych prowadzimy odcinek FG, réwnolegly
do podstaw. Obliczyé dlugo$é odcinka FG i zbadaé, w jaki sposéb punkt E
dzieli ten odcinek.

17. Promieniami, réwnajacemi sig¢ 4cm i 6cm, zakreSlono dwa kola ze-
wnetrznie do siebie styczne, poczem przeprowadzono dwie ich spélne styczne,
ktére przecinaja sie¢ w punkcie /. Obliczyé odleglosé punktu / od srodkéw obu kél.

18. Jezeli dwa tréjkaty o réwnych wysokosciach zostaly zbudowane na
wspélnej podstawie po jednej stronie tej podstawy i jezeli przeciglismy je do-
wolna prosta, réwnolegla do podstawy, wéwezas odcinki tej réwnoleglej, zawarte
wewnatrz kazdego tréjkata, s sobie réwne,

19. Podstawy trapezu maja 40cm i 10cm, jedna za$ z przekatnych dzieli
trapez na dwa podobne do siebie tréjkaty. Obliczy¢ diugosé tej przekatnej.
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20. Podstawy BC i DA trapezu majg 5 ¢m i 11 cm dlugosci; bok 4B °

zostal podzielony na trzy réwne czeSci i przez punkty podzialu poprowadzono
réwnolegle do podstaw az do przecigcia sie¢ z bokiem CD. Obliczyé diugosé
tych réwnoleglych.

21. W trapezie odcinek, laczacy srodki. dwéch nieréwnoleglych bokéw =
18 cm; przekatne jego dzielg si¢ w stosunku 4 : 5; obliczyé dlugosé obu pod-
staw trapezu.

22. Promienie dwéch kol réwnaja si¢ odpowiednio 6 cm i 10 cm; od-
leglosé ich $rodkéw réwna sig 72 cm. Na jakie czesci dzieli te odleglo§é srodek
jednokladnosci wewnetrzny tych két?

23. Promienie dwéch két réwnaja si¢ odpowiednio 6 cm i 10 cm; od-
leglosé ich &rodkéw réwna sie 20 cm. Obliczyé odleglosé miedzy Srodkiem
jednokladnosci wewngtrznym i srodkiem jednokladnosci zewngtrznym.

24. Dane sa dwa kola zewnetrznie do siebie styczne. Odleglosé ich
srodkéw = 48 cm; sieczna, poprowadzona przez ich punkt stycznoSci,' wyznacza
w tych kolach cigciwy dlugosci 10 ¢m i 14 cm. Obliczyé promienie obu kél.

25, Boki réwnolegloboku réwnaja sig 25 cm i 40 cm; odleglosé pomiedzy
bokami mniejszemi = 16 cm; obliczyé odlegtosé migdzy bokami wigkszemi.

26. W tréjkacie A\ ABC kreslimy DE//AB. Obliczyé dlugo$é odcinka
DE, jezeli wiemy, iz ¢=15cm, h,=10 cm i ze odleglo§é miedzy prostemi
DE i AB wynosi 3 cm.

27. Jak nalezaloby wykreslié odcinek DE w zadaniu poprzedniem, gdyby
dlugo$é jego miala byé dwa razy wieksza od dlugosci boku AB?

28. W tréjkacie /\ ABC odkladamy na boku & odcinek AD = m, poczem
taczymy D z takim punktem K na boku AB, iz < ADK = % ABC. Obliczyé
odcinki AK i KD, kladac a=16 cm, 6 =19 cm, ¢ = 30 cm.

29. Czy w zadaniu poprzedniem moze sig zdarzyé, zeby punkt K upadl
na B? Czy moze zdarzyé sig, zeby K upad! na przedluzenie boku AB? [Wska-
zéwka: przy badaniu zakladamy, iz bok & jest niezmienny, natomiast odcinek m,
jak réwniez kat << B, moga zmieniaé sig. Zbadaé zadanie przy trzech zaloze-
niach: 1) ze kat < B jest prosty, 2) ze jest ostry, 3) Ze jest rozwarty.]

30. W tréjkat A\ ABC, w ktérym a =40 cm, h,— 28 cm, wpisano kwa-
drat, ktérego jeden bok lezy na BC. Obliczyé bok kwadratu.

31. W poprzedniem zadaniu zamiast kwadratu wzieto prostokat o bo-
kach x, y takich, iz x : y=1 : 4; obliczy¢ dlugosé odcinkéw x, y.

32."' W tréjkat réwnoramienny /\ ABC, w ktérym a = b, wpisujemy kolo.
Dotyka ono bokéw a, b odpowiednio w punktach A4;, B;. 1) Obliczyé dtugosé
odcinka A4, B,, kltadac ¢ =10 ¢cm, a =16 cm. 2) Czy da sie pomysleé taki tréj-
kat réwnoramienny, zeby bylo 4B, = !/,AB? :

33. W zadaniu poprzedniem kladziemy c¢ = 18 cm; jak wielkie musza byé

’ AiBi 3
boki a, b, zeby bylo /113‘ =T?

34, W tréjkacie réwnoramiennym /\ ABC, w ktérym @ = b, mamy dana
wysokos¢ h =16 cm oraz wiemy, ze zachodzi proporcja a: ¢ =35 : 4. Obliczyé
promieni kola wpisanego.
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ROZDZIAL 1V.

0 podziale harmonicznym odcinka.

§ 257. Zadanie. Dany odcinek AB podzielic proporcjonalnie
do dwu danych odcinkéw m, k.

Przez punkty A, B prowadzimy dwie dowolne réwnolegle,
na jednej z nich odkladamy odcinek M
AM=m, na drugiej odcinek BK=k,
poczem laczymy M z K. Prosta MK
przecina odcinek AB w zadanym
punkcie C, gdyz mamy

el o TR S ) Giom s e
Zwréémy jednak uwage na to, K
ze na drugiej réwnoleglej moglismy Rys. 230.

réwnie dobrze odlozyé odcinek

BK' =k, Iaczac zas M i K, otrzymaliby$my na przedluzeniu odcinka
AB punkt C’, czynigcy zado$é warunkom zadania, gdvi mamy
WG =k (2) L

Zadanie tedy posiada niewatpli-
wie dwa rozwigzania. Dowiedziemy
teraz, iz nie moze ono mieé wigk-
szej " liczby rozwigzan. W tym celu
wystarczy wykazaé, e polozenie
punktu C nie zalezy od kierunku, B
w ktérym prowadziliSmy réwnolegle Rys. 231,

z punktéw A i B. _

Jakoz wykreslmy w dowolnym kierunku odcinek AL = m,
polaczmy L z C i wyznaczmy punkt /, w ktérym prosta LC prze-
cina réwnolegly do AL, poprowadzong z punktu B.

Na mocy § 248 mamy

AC : CB=m : BI,
punkt zas C, znaleziony w poprzedniej konstrukcji, czyni zado$é
proporcji (1), zatem musi byé
Bl = k.

§ 258. O punktach C i C' powiadamy, iz oba one dzielg

odcinek AB proporcjonalnie do odcinkéw m, k, przyczem punkt C
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dzieli odcinek AB wewngtrznie, punkt C' zas dzieli ten sam
odcinek zewnetrznie.

Méwimy réwniez, ze punkty C i C' dzielg odcinek AB
harmonicznie. Dwie pary punktéw A, B oraz C, C’ nazywamy
harmonicznie z sobq sprzezonemi.

#Mamy tedy nastepujace

§ 259. Okreslenie. Dwie pary punktéw A, B oraz C, C',
nazywamy harmonicznie z sobq sprzezonemi, jezeli punkty C, C'
dzielg odcinek AB (wewngtrznie i zewnetrznie) proporcjonalnie do
dwu danych, zresziq dowolnych odcinkéw.

Z proporcji (1) i (2) w § 257 wynika, iz zwigzek harmo-
niczny migdzy czterema punktami wyraza sig proporcija

AC T ER AT S BC- o 7 3).

Uwaga. W celu zaznaczenia, iz dwie pary punktéw A4, B
oraz C, C' sa harmonicznie z soba sprzezone, bedziemy nieraz
postugiwali si¢ symbolem (4B, CC’). Symbol ten jest wiec réwno-
znaczny z proporcja (3).

§ 260. Wniosek. Jezeli punkty C, C' dzielq harmonicznie
odcinek AB, wéwczas i nawzajem: punkty AB dzielg harmo-
nicznie odcinek CC'. '

Istotnie, przestawiajac wyrazy w proporcji (3), mamy

CB : BC'= AC : AC';
innemi’ stowami, ze zwiazku (4B, CC’) wynika zwiazek (CC’, AB).

§ 261. W zadaniu, rozwigzanem w § 257, zakladalismy, iz
dane odcinki m, k sa stale. Przypu$émy teraz, ze odcinki te sg
zmienne, i zbadajmy, w jaki sposéb zmienia si¢ przytem polozenie
punktéw C, C’ na prostej.

1-0 Zalézmy najpierw, ze m > k i przypusémy, iz odcinek k
maleje, odcinek za§ m nie zmienia sie, albo tez wzrasta. Z kon-
strukcji, zaréwno jak z rozwazania proporcji (1) wynika, ze wow-
czas punkty C i C' zblizaja sig jednoczesnie i nieograniczenie do
punktu B*). Nie moga one zlaé si¢ z tym punktem, dopéki od-
cinek k nie zniknie, — czyli, jak méwig, nie stanie sie réwny zeru.

2-0 Jezeli przeciwnie, odcinek k rosnie lub m maleje, tak,
iz réznica migdzy niemi staje si¢ coraz mniejsza, wéwczas punkt C

*) Uczei wykona sam szereg rysunkéw, wykazujacych zmienno&é polo-
zenia punktéw C i C’.
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zbliza si¢ do $rodka odcinka AB, punkt zas C’ oddala sie coraz
bardziej w prawo od B.

3-0 W chwili, gdy m = k, punkt C staje sie $rodkiem od-
cinka, punkt C’ za$ przestaje istnie¢, gdyz prosta MK* (rys. 230)
staje sie rownolegla do AB.

4-0 Jezeli przy dalszem wzrastaniu odcinka k lub zmniej-
szaniu si¢ odcinka m mamy m < k, wéwczas punkt C stopniowo
zbliza sig do A, punkt C’ za$ ukazuje sig¢ po lewe] stronie punktu 4
i réwniez zbliza' si¢ stopniowo do tego punktu.

Jak i w przypadku pierwszym, punkty C, C’ nie moga zlaé
si¢ z punktem A, chyba ze odcinek m stanie si¢ réwny zeru.

§ 262. Z powyiszego badania widzimy, ze jakiekolwiek
bylyby dwa dane odcinki m, k, istniejs zawsze na prostej AB
dwa i tylko dwa rézne punkty C, C4 dzielace odcinek AB pro-
porcjonalnie do danych dwu odcinkéw m, k. Innemi stowami,
jezeli mamy dany odcinek 4B, wéwczas kaidym dwu danym od-
cinkom m, k odpowiada para punktéw, harmonicznie sprzezona
z punktami 4, B.

Wyijatek stanowi ten przypadek, gdy m = k (przypadek 3-o
w powyzszem ‘badaniu): mamy wéwczas tylko jeden punkt C,
ktory jest srodkiem odcinka AB.

Umowa. Poniewaz matematyka unika wyjatkéw i dazy do
takiego formulowania praw, by zaznaczanie wyjatkéw nie bylo
potrzebne, powiadamy wige, ze i w tym przypadku istnieje punkt
C’ i nazywamy go punktem niewlaciwym prostej AB.

Czytelnikowi umowa ta wyda si¢ niewatpliwie dziwaczna,
zobaczymy jednak wkrétce, iz jest ona niezmiernie cenna*).

§ 263. Jezeli chcemy, zeby punkt niewlasciwy spelnial te
same pewniki, co i punkt wlaiciwy, a w szczegélnosci pewnik /a,
wéwcezas musimy zalozyé, Ze na prostej istnieje jeden tylko punkt
niewlasciwy; punkt ten musimy konsekwentnie uwazaé za spélny
wszystkim prostym; réwnoleglym do dane;.

*) Gdy badamy liczby bezwzgledne, symbol @ — b ma dla nas sens tylko
wéwezas, gdy a > b; jesli chcemy uniknaé wyjatkéw przy odejmowaniu, musimy
wprowadzi¢ umowe, na mocy ktérej nawet przy a < b symbolowi powyzszemu
nadajemy pewien sens. W ten sposéb wprowadzamy do nauki liczby ujemne.
Umowa ta jest réwnie dziwaczna, jak wprowadzenie punktu niewlasciwego; do-
piero pézniejsze doSwiadczenie wykazuje, e pojecie liczby ujemne]j jest istotnie
praktyczne i plodne.
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W ten sposéb bedziemy mogli powiedzieé, ze kazde dwie .

proste, lezagce w jednej plaszczyznie, majg spélny
punkt: ten punkt jest wlasciwy, jezeli proste prze-
cinajag sig, lub niewlasciwy, jezeli proste sg do
siebie ro6wnolegle.

Chcge pozostaé w zgodzie z pewnikiem la, musimy za-
~ lozyé, iz dwie proste przecinajace sig¢ nie moga miec

(spélnego punktu niewlas$ciwego, gdyz musialyby mieé
dwa punkty spélne: jeden wlasciwy (punkt przeciecia sig), drugi
niewlasciwy.

Jesli chcemy zaznaczyé, ze X jest punktem niewlasciwym,
piszemy X_.

‘Poniewaz kazda prosta posiada, zgodnie z nasza umowa,
' jeden i tylko jeden punkt niewlasciwy, zatem prosta, laczaca dwa
punkty niewlasciwe, nie moze przechodzié przez zaden punkt
wiasciwy. Sklada sie ona wylacznie z punktéw niewlasciwych
i nazywa si¢ prosta niewlasciwa.

Jezeli chcemy zachowaé bez zmiany prawde, ze dwie proste
moga przecinaé si¢ tylko w jednym punkcie, wéwczas musimy
zalozyé, ze na plaszczyznie istnieje tylkojednaprosta
niewlasciwa.

Jak widzimy, przy wprowadzeniu t. zw. elementéw niewlaSciwych, czyli
punktéw i prostych niewlasciwych, pewniki grupy I i Il pozostaja bez zmiany;
pewnik IV nalezaloby wyslowié tak: dwie proste, ktére tworza z poprzeczna
katy naprzemianlegle wewnetrzne nieréwne, przecinaja si¢ w punkcie wlasci-
wym. Okreslenie réwnoleglych (§ 72) brzmialoby: dwie proste, lezace w pla-
szczyznie i nie przecinajace si¢ w punkcie wlaSciwym, nazywamy réwnoleglemi.
Dwie réwnolegle przecinajg si¢ w punkcie niewlasciwym. — Reszta teoriji,
a w szczegdlnosci dowody twierdzer §§ 73—83, nie wymagalaby Zadnych zmian,
précz dodania przymiotnika: ,wlasciwy®, tam, gdzie mowa o punktach.

§ 264. Okreslenie. Jezeli dowolny punkt O plaszczyzny,
nie lezqcy na prostej m, polgczymy z czwérka harmoniczng
punktéw (AB, CD), lezqcych na tej prostej, otrzymamy cztery
proste, o ktorych powiadamy, ze tworzq pek harmoniczny.

Proste OA, OB nazywamy harmonicznie sprzezonemi z pro-
stemi OC, OD.

Pek taki oznaczamy symbolem O (4B, CD). .

W szczegélnosci, gdyby punkt C byl $rodkiem odcinka AB,
woweczas sprzezony z nim punkt bytby punktem niewlasciwym D,
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prosta za§ OD _ bylaby réwnolegla do prostej AB. Pek ten wy-
padloby oznaczyé symbolem O (AB, CD,).

Rzecz jasna, ze jezeli mamy pek O(AB, CD), wéwczas jedna
z pélprostych OC, OD lezy wewnatrz kata <= AOB, druga zas
zewnatrz. :

Uwaga. Poniewaz prostym réwnoleglym przypisujemy spdlny
punkt niewlasciwy, mozemy tedy uwazaé, ze wszystkie proste
do siebie réownolegle tworza pek, ktorego wierz-
cholkiem jest 6w spélny punkt niewtasciwy.

W szczegélnosci, jezeli przez cztery punkty har-
moniczne (AB, CD) poprowadzimy cztery dowolne
réwnolegle, otrzymamy pek harmoniczny X (4B, CD),
gdzie X, jest symbolem punktu niewlasciwego, spélnego czterem
wykreslonym przez nas réwnoleglym. y

{

Cwiczenia XL. 1. Wykazaé, iz twierdzenie § 248 oraz okreslenie 1 w § 237
dadza sie ujaé w postaé jednego twierdzenia, jezeli wprowadzimy pojecie punktu
niewla§ciwego i réwnolegle uwazaé bedziemy jako proste jednego peku.

2. Dany jest odcinek AB i na nim punkt C; zbudowaé punkt czwarty
harmoniczny, opierajac sig na § 257.

2a. To samo zadanie, jezeli punkt C jcst dany na przedtuzeniu odcinka AB.

3. Na mocy tego samego § 257 zbudowa¢ pek harmoniczny, majac dany
wierzcholek peku O i trzy polproste OA, OB, OC, nalezace do tego peku.

4. Wykazaé, ze dwa boki a, b tréjkata, Srodkowa s, i prosta, poprowa-
dzona przez wierzcholek C réwnolegle do boku e, tworza pek harmoniczny.

5. Znalezé prosta czwarta harmoniczng do dwoch bokéw a, d réwno-
legloboku i do przekatnej e.

6. Rozwiazaé zadanie 3-cie, opierajac si¢ na zadaniu 5-tem.

7. Zbudowaé pek harmoniczny O (AB, CD) tak, zeby bylo:

1) <x AOB =<1 COD =3;
2) <x AOB=23, <t COD =0, gdzie « jest danym katem, zreszta
dowo'nym. v .

8. Wykazaé; ze $rodki jednokladnosci J, /' dwu danych kot (O)r, (O)r
dzielg harmonicznie odcinek OO -

8a. Opierajac si¢ na zadaniu 8-em, 1) podzieli¢ dany odcinek AB pro-
porcjonalnie do dwu danych odcinkéw m, k; 2) zbudowaé punkt czwarty har-
moniczny do trzech danych.

8b. Odcinek WW,, laczacy srodek kola, wpisanego w tréjkat A\ ABC, ze
érodkiem kola zawpisanego, lezacego w kacie 3 4, jest podzielony harmonicznie
przez wierzcholek A i przez punkt przecigeia sig prostej WW,_ z bokiem a.

8c. W tym samym tréjkacie rozwazamy dwa kola zawpisane, lezace
w katach <0 4 i I B; znalezé punkt czwarty harmoniczny wzgledem punktéw
W, W, C.
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9. Jezeli mamy czwérke harmoniczng punktéw (AB, CD), przyczem O
jest Srodkiem odcinka AB, wéwczas’ AO’ = ‘ 0C: -O0Db l

[Wskazéwka: z proporciji, cechujacej podzial harmoniczny, otrzymadé proporcje
(A0 + 0C): (A0 — OC) = (A0 + OD): (OD — A0).]

10. Opierajac sig na zadaniu 9-em, podaé nowe rozwiazanie zadania 2-go.

11. Jezeli mamy czwérke punktéw harmoniczng (4B, CD), wéwezas kolo,
majace za Srednice odcinek AB, przecina pod katem prostym kazde kolo, prze-
chodzace przez punkty C i D¥).

12. Jezeli dwa kola przecinaja si¢ pod katem prostym, to ich Srednice,
polozone na linji Srodkéw, dzielg jedna druga harmonicznie.

§. 265. Twierdzenie. Dwusieczna wewnetrzna i zewnetrzna,
poprowadzone z jednego wierzchotka tréjkqta, dzielg przeciwlegly
jego bok harmonicznie, a mianowicie dzielg go wewnetrznie i ze-
wnetrznie na odcinki, proporcjonalne
do -dwu drugich bokéw tréjkqta.

I. Niech bedzie dany tréjkat
/A ABC i w nim dwusieczna we-
wnetrzna BD. Mamy dowiesé, iz
AD DU =-"AB I BC .. . 1).

W tym celu z C prowadzimy
prosta CE, réwnolegla do dwu-
siecznej, tak, iz mamy

Rys. 232. ADCDC = 4R - BE -7 i~ 2),
Aby z proporcji (2) otrzymaé
proporcje (1), musimy wykazaé, iz BE = BC czyh, ze tréjkat
/\ BEC jest réwnoramienny. :
Tak jest istotnie, gdyz
x4=<x1=<c2=<3 (dlaczego?).

II. Jezeli w tym samym tréjkacie. BD" jest dwusieczng ze-

wnetrzng (rys. 233), woéwczas powiadam, ze musi byé
AL O = AR R e ).

Kreslimy, jak poprzednio, z wierzchotka C réwnolegly do

dwusiecznej i otrzymujemy proporcje
AL G = AB BB i A s (2.

Pozostaje do wykazania, iz £EB = BC czyli, ze tro]kqt N\ EBC

jest rownoramienny.

*) O dwéch kolach powiadamy, ze przecinaja si¢ pod katem prostym
w punkcie X, jezeli styczne, poprowadzone w tym punkcie do obu kél, sa do
siebie prostopadte.
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Tak jest istotnie, gdyz
<4=9x1=<xx2= 3.
Z proporcji (1) i (1') wynika, iz
AD : DC = AD': CD..

Rys. 233.

§ 266. Twierdzenie odwrotne (wzgledem § 265). Jezel;
prosta, poprowadzona z wierzchotka tréjkqta, dzieli przeciwlegly
bok proporcjonalnie do dwéch bokéw przyleglych, wéwczas prosta
ta jest dwusiecznqg wewnetrznq lub zewnetrzng tréjkqta.

Istotnie na odcinku AC (rys. 232 i 233) istnieje tylko jeden
punkt wewnetrzny D, dzielacy ten odcinek proporcjonalnie do
bokéw ¢, a, na przedluzeniu za$ odcinka AC istnieje jeden tylko
punkt zewnetrzny D, dzielacy go w taki sam sposéb. Punkty D
i D' sa spodkami dwusiecznych; jesli wiec prosta przechodzi
przez wierzcholek B i dzieli bok & proporcjonalnie do bokéw a,
¢, to musi przechodzi¢ przez jeden z tych dwu punktéw, czyli
jest dwusieczna wewnetrzng BD lub zewnetrzna BD'.

§ 2671. Twierdzenie. Jezeli mamy dany odcinek AB i punkty
C, D, dzielgce go wewnetrznie i zewnetrznie proporcjonalnie do
odcinkéw m, k, wowczas okrqg kola, zakreslonego na srednicy
CD, jest miejscem geometrycznem punktéw, ktsrych odleglosci od
A i B sq proporcjonalne do odcinkéw m i k. (Kolo to nazywa
sic kolem Apolonjusza.®)

#) Od imienia stynnego uczonego z Ill wieku przed Chr., ktéry przemieszkiwal
w Aleksandrii, a nastepnie w Pergamie. Apolonjusz byt obok Euklidesa i Archi-
medesa najwiekszym matematykiem starozytnosci. Prace jego dotyczyly gléwnie
teorji t. zw. przecieé stozkowych, t. j. krzywych, ktére tworza sie na powierzchni
stozka, przecietego plaszczyzng. Krzywe te sa to elipsa, parabola i hiperbola.

Geometrja elementarna. 16
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I. Najpierw ustalimy, ze wszystkie punkty, k'téryc.h
odleglosci od A i B sa proporcjonalne do mi k,leza
na kole Apolonjusza.

Rys. 234.

Istotnie, jezeli punkt L czyni zado$é powyzszemu warunkowi
t. j. jezeli mamy proporcig
AL :LB=m 'k,
wewnetrzna i zawnetrzna kata < L musza
przechodzi¢ przez punkty C, D,
dzielace wewnetrznie i zewnetrz-
nie odcinek AB proporcjonalnie
do m i k. Ale dwusieczne te
sa zawsze do siebie prostopadie
(dlaczego?),awiqc%:C'LDiest
prosty i punkt L lezy istotnie na
Rys. 235. kole, ktorego $rednica jest odci-
nek CD.
L. Odwrotnie: jezeli L jest dowolnym punktem na
kole Apolonjusza, wowczas musi by¢

AL : BL = m k.
Jakoz z punktu B poprowadzmy dwa odcinki: odcinek BE,
réwnolegly do LD i odcinek BF, réwnolegly do LC.

woéwcezas dwusieczne:

Mamy wowczas dwie proporcje:
ALV EL = AD:: BD -}
AL LF=AC: CB |
Poniewaz jednak mamy
zar6wno AD  BD = m ' k,
jak AC:CB = m 'k,
zatem proporcje (1) przybierajg postac nastepujaca:

A R el

oraz
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" g =m . )
A i ey
AL:LF = m  k
Z tych proporcyj (2) widzimy, ze musi by¢
BB SO T R e 1

gdyz istnieje tylko jeden odcinek, czwarty proporcjonalny do trzech
odcinkow AL, m, k.

Zwréémy teraz uwage na to, ze

< EBF = 0,

a to z powodu, iz EB|/LD, FB||LC i ze << CLD = 0.

Tak wiec tréjkat A BEF jest prostokatny. Punkt L jest
w nim $rodkiem przeciwprostokatnej [na mocy réwnosci (3)] czyli
érodkiem kola opisanego. Stad wynika, ze LB jest promieniem
kola opisanego i ze mamy

LB ="EL = LF,

Jezeli w proporcjach (2) zastapimy odcinki EL, LF przez LB
ofrzymamy

AL LB=m:k.

Cwiczenia XLI. 1. Odcinek AB podzielié proporcjonalnie do dwu danych
odcinkéw m, k, opierajac sig na twierdzeniu § 267.

2. Czy twierdzenie § 265 pozostaje prawdziwe, jezeli w tréjkacie /\ ABC
(rys. 232) mamy BA= BC?

3. Dany jest kat prosty; zbudowaé pek harmoniczny tak, by w sklad jego
wchodzily oba ramiona kata prostego.

4. Jezeli w tréjkacie réwnoramiennym /\ ABC podzielimy podstawe ¢ na
trzy réwne czesci i punkty podziatu polaczymy z przeciwleglym wierzchotkiem C,
wéwczas w ten sposéb nie podzielimy kata x C na trzy réwne czesci.

5. W tréjkacie /A ABC mamy dang sume bokéw a -+ b = 8 cm oraz od-
cinki, wyznaczone na boku ¢ przez dwusieczng wewnetrzna kata < C, mianowi-
cie u, = 2!/, e¢m, uy = 33/, cm. Znaleié boki a, b tréjkata 1) zapomocs ra-
chunku; 2) zapomocs konstrukeji.

6. W tréjkacie A ABC bok a =8 ¢cm, b = 5cm; obliczy¢ dlugosé boku c,
jezelil wiemy, Ze réznica odcinkéw, na ktére dwusieczna wewnetrzna dg dzieli
ten bok, réwna sie 1!/, cm.

7. Obliczyé odcinki, na ktére bok c tréjkata A\ ABC zostal podzielony
przez obie dwusieczne, poprowadzone z wierzcholka C. Mamy dane a =6 cm,
b=9cm, ¢ =12 cm.

8. Obliczyé promien kola Apolonjusza, ktére w tréjkacie /\ ABC prze-
chodzi przez wierzcholek A4, jezeli wiemy, ze a = 14 cm, b=17 cm, c =18 cm.

9. W tréjkacie /\ ABC mamy dane boki a =8 c¢m, ¢ = 10 cm, oraz wa-
runek, ze 3+ C = 2 = A. Dowiesé, ze odcinek a jest Sredni proporcjonalny

16*
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miedzy bokiem ¢ i odcinkiem u,, ktére dwusieczna d wyznacza na tym boku.
Obliczyé dlugosé tej dwusiecznej oraz dlugosé boku b.

10. W tréjkacie /\ ABC prowadzimy dwusieczna wewnetrzna AA4’, poczem
kreslimy A‘D|/AC. W jakim wypadku odcinki AD, DB moga réwnaé sig sobie ?

. < ; AD
Kiedy mamy AD 2 BD? Kiedy mamy DB a2

10a. W poprzedniem zadaniu kladziemy a =14 c¢m, b = 18 ¢cm, c =10 cm.
Obliczyé dlugosé odcinkéw A’D, AD, BD.

11. Jezeli dwie dwusieczne wewnetrzne réwnaja sig sobie, to tréjkat jest
réwnoramienny.

Zbudowaé tréjkat A ABC, majac dane dwa odcinki m, %, oraz

12. ¢, h, i warunek, ze a : b = m : k.
13.5c,5s 5 gt b
H:.c G = b —=m ik
185 e, h> 5 P B e oy
16, ¢, R - b Sk
17. ¢, dg 5 sarb=—=m:%
18.°C, s, 7 » @a:b =m:k [Wskazéwka: zastosowaé me-

tode przeksztalcenia jednokladnego. Patrz éwiczenia XXXVIII, str. 224.]

19. ¢, A, i warunek,zea:s, = m : k.

206k, 5 wa:s,=m:k

21. Zbudowaé tréjkat prostokatny /\ ABC (< C = 3), majac dane od-
cinki u,, u,.

22. Na prostej dane sa trzy punkty A," B, C; jakie jest miejsce geome-
tryczne punktéw X takich, iz << AXB = < BXC.

23. Na prostej dane sa w porzadku wskazanym cztery punkty 4, B, C, D
znalez¢ punkt, z ktérego odcinki AB, BC, CD widaé pod réwnemi katami.

24. Jakie jest miejsce geometryczne punktéw, z ktérych dwa dane kola
(O)r, (O°)r widaé pod réwnemi katami? [Wskazéwka: czy na linji srodkéw
OO’ sa punkty, odpowiadajagce warunkom zadania ?]

25. Na danej prostej g znalezé punkt, z ktérego dwa dane kola widaé
pod réwnemi katami.

26. Znalezé punkt, z ktérego trzy dane kola widaé pod réwnemi katami.

27. Zbudowaé tréjkat /\ ABC, majac dane u,, u;, s,.

W pastepnem zadaniu nalezy uwzglednié wlasnosé, dowiedziong w céwi-
czeniu XL, 9, str. 239,

28. Na prostej dane s trzy punkty A, B, C. Wyznaczyé na tej prostej
takie dwa punkty X, X,, zeby C byl Srodkiem odcinka X, X, i zeby si¢ utwo-
rzyla czwérka harmoniczna (4B, X, X;).

29. Dane sg dwa odcinki a, b; umiescié pierwszy z nich na drugim w taki
sposéb, by korce tych odcinkéw utworzyly czwérke punktéw harmoniczna.

o

g

ey e

_prosta réwnolegla do OD, na niej
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30. Danym promieniem r zakresli¢ kolo tak, by przeszlo ono przez dany
punkt A i podzielifo harmonicznie dany odcinek BC.

31, Dana jest czwérka punktéw harmoniczna (4B, CD); zbudowaé kwa-

drato danym boku a tak, zeby dwie jego przekatne (lub ich przedluzenia) prze-

chodzily przez A i B, proste za$, laczace $rodki przeciwleglych bokéw kwadratu,
przechodzity przez C i D.

32. Dana jest czwoérka harmoniczna (4B, CD); zbudowaé taki romb, by
bok jego réwnal si¢ danemu odcinkowi m, kat réwnal si¢ danemu katowi <} L
i zeby przekatne przechodzily przez punkty A i B, proste za$ laczace srodki
bokéw przeciwleglych, przechodzily przez C 1 D.

~§.268. Twierdzenie. Jezeli, majgc pek prostych harmoniczny
O(AB, OD), poprowadzimy réwnolegly do prostej OD, wéwczas
sprzezona z nig prosta OC podzieli na polowy odcinek tej réwno-

' leglej, zawarty miedzy prostemi OA, OB.

Wystarczy dowies¢ twierdzenia w przypadku, gdy réwno-
legla przechodzi przez punkt C,
jesli bowiem K'L‘//KL (rys. 236)
oraz CK = CL wéwczas (zadanie
25, str. 215) musi byé C'K* = C'L’
Prowadzimy tedy przez punkt C

odktadamy

CR = CL
i dowiedziemy, ze K lezy na pro-
stej OA.

Na mocy konstrukeji, po-
danej w § 257, prosta OK po-
winna wyznaczyé punkt czwarty
harmoniczny wzgledem trzech danych punktéw C, D, B. Ale
z § 252 wiemy, ze istnieje tylko jeden punkt, dzielagcy wraz
z punktem B odcinek CD harmonicznie, z warunkéw zas twier-
dzenia wiemy, ze tym punktem jest A. Wobec tego prosta OK
musi przechodzié przez A.

Rys. 236.

§ 269. Twierdzenie. Przecinajgc pek harmoniczny dowolng
prostq, otrzymujemy czwdrke harmoniczng punktéw.

Niech bedzie (AB, CD) czwérka harmoniczna punktéw. La-

czac punkty te z dowolnym punktem O, otrzymujemy pek har-

moniczny O(AB, CD). Jesli teraz przetniemy nasz pek dowolng
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prosta m, powiadam, ze otrzymamy znéw czwérke harmoniczng
punktéw (4'B, C'D’),

Jakoz przez C' poprowadzmy prosta K'L‘//OD. Na mocy
poprzedniego twierdzenia musi
byé CK'=CL,
ale z konstrukcji, podanejw § 257,
wynika, Ze punkty A‘, B’ dzielg
harmonicznie odcinek C'D', mamy
wigc istotnie czworke harmoniczna
punktow (A'B’, C'D’).

~ Wniosek. Jezeli trzy proste
wychodzq z jednego punktu,
wowczas istnieje jedna i tylko
: Jjedna prosta, wychodzqca z tego
samego punktu i tworzqca z tamitemi trzema pek harmoniczny.

JA 'c\ B\ B

Rys. 237.

§ 270. Okreslenie. Czworobokiem zupelnym nazywamy fi-
gure, utworzonq przez cztery proste, przecinajqce sie tak, ze zadne
trzy z posréd nich nie prze-
chodzq przez jeden punkt.

Np. na rysunku 238 proste
AB, AC, DB, EC tworza czwo-
robok zupelny.

Czworobok zupetny po-
siada szes¢ wierzchotkéw (A4,
B, C, D, E, F) i trzy przekqtne
(AF, DE, CB).

Punkty przeciecia sie
dwéch przekatnych nazywamy
punktami przekqtnemi czwo-
roboku.

Rys. 238.

§ 271. Twierdzenie. Kazde dwie przekgtne czworoboku zu-
pelnego dzielg harmonicznie trzeciq przekqtng.

Chcemy np. dowiesé, ze na przekatnej CB (rys. 239) tworzy
sig czwérka harmoniczna (BC, GH). Na przedluzeniu odcinka BC
musi istnie¢ jeden i tylko jeden punkt X, dzielacy wraz z punktem
G odcinek ten harmonicznie, czyli musi istnie¢ na prostej BC
czwérka harmoniczna punktéw (BC, GX).

Wyobrazmy sobie, ze punkty tej czwérki polaczyliSmy
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z wierzcholkiem F czworoboku; otrzymujemy pek harmoniczny
F (BC, GX). Z twierdzenia § 269 wiemy, ze wystarczy przeciaé
ten pek dowolng prosta, aby otrzymaé¢ nowa czwérke harmoniczna.
Przetnijmy go tedy zapomocg przekatnej DE. Gdyby punkt X
nie lezal na przekatnej DE, a wigc nie zlewal si¢ z punktem H

‘(jak na rysunku 240), wéwczas musielibySmy otrzymaé czwérke

Rys. 239. Rys. 240.

harmoniczng (DE, JX'). Laczac punkty tej czworki z wierzchol-
kiem A czworoboku, otrzymalibysmy pek harmoniczny 4 (DE, /X'),
a przecinajac ten nowy pek zapomoca przekatnej BC, otrzymali-
by$my na tej prostej czwérke harmoniczng (BC, GX”).

W ten sposéb istnialyby na prostej BC dwa punkty X, X*,
dzielace wraz z punktem G odcinek BC harmonicznie, co jest niedo-
rzeczne, gdyz przeczy badaniu, przeprowadzonemu w § 261—262.

Cwiczenia XLIL 1. Jezeli przez srodek réwnolegloboku wykreslimy réwno-
legte do jego bokéw, otrzymamy pek harmoniczny.

2. Jezeli w peku harmonicznym dwie sprzeione z soba proste sa do sie-
bie prostopadle, wéwczas sa one dwusiecznemi katéw, utworzonych przez dwie
drugie proste peku.

3. Jezeli w tréjkacie A\ ABC poprowadzimy wysokosci AA', BB, CC’
i wykreslimy t. zw. tréjkat spodkowy A A'B'C’, otrzymamy w kazdym wierz-
chotku nowego tréjkata pek harmoniczny.

3a. Na rysunku, odpowiadajacym poprzedniemu zadaniu, dowies¢, ze
wierzcholki tréjkata B, C, spodek wysokoéci A’ i punkt X, w ktérym prosta
B‘C’ przecina bok BC, tworza czwérke punktéw harmoniczna.

3b. Na zasadzie poprzedniego zadania dowie§é, Ze trzy wysokosci tréjkata
przecinaja si¢ w jednym punkcie.

4, Wykazaé, ze trzy wierzcholki czworoboku zupelnego, lezace na jednym
jego boku, oraz punkt przecigcia sig tego boku z prosta, laczaca ktérykolwiek
czwarty wierzchotek z punktem przekatnym, tworza czwérke punktéw harmoniczna.
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5. Wykreslié czworobok zupelny, majac dane trzy jego punkty przekatne
i jeden wierzcholek.

6. Na prostej m mamy dane trzy punkty 4, B, C; postugujac sig wy-
tacznie linjalem i opierajac sic na § 271, zbudowad punkt czwarty harmoniczny.

7. Na odcinku 4B mamy dany punkt C; zbudowaé punkt czwarty har-
moniczny, nie kreélac przedluzenia odcinka AB.

8. Wykazaé, ze twierdzenie § 271 jest uogélnieniem twierdzenia, iz prze-
katne réwnolegloboku dziela sie na polowy.

9. Dane sa trzy proste a, b, ¢, przecinajace si¢ w punkcie niedostepnym ;
wykreslié czwarta prosta, tworzaca z niemi pek harmoniczny.

10. Mamy dane dwie czwérki harmoniczne (4B, CD), (AB', D'CY), lezace
na dwéch réinych prostych, lecz majace punkt spélny A; gdzie znajduje sie
punkt przecigeia prostych CD’ i C’D? prostych CC’, DD'?

11. Dwa peki harmoniczne O (ab, cd), O’ (ab’, c'd’) maja spélna prosta a.
Jak leia wzgledem siebie punkty przecigcia sig prostych: b z &, ¢z ¢, d z d,
o e g

12. Zbudowaé pek harmoniczny, majac dang jedna prosta peku oraz wa-
runek, by trzy pozostale proste tego peku przechodzily przez trzy dane punkty
K, L M; nie lezace na jednej prostej.

13. Dane s punkty A4, B, C, D, nie lezace na jednej prostej; wykreslié
pek harmoniczny tak, by proste peku przechodzily odpowiednio przez 4. B, CiD,

14. Dane s3 cztery proste a, b, ¢, d, nie przechodzace przez jeden punkt;
przecigé je piata prosta tak, by otrzymaé czwérke punktéw harmoniczna.

15. Jezeli proste m, n, wychodzace z punktu 4, przetniemy pekiem do-
wolnych prostych, wychodzacych z punktu B, otrzymamy szereg czworobokéw
(zwyczajnych), ktérych przekatne przecinajs sie wszystkie na jednej prostej.
Prosta ta tworzy pek harmoniczny z prostemi m, n i z prosta AB.

16. Proste dane a, b przecinaja sie w niedostepnym punkcie M; przez
dany punkt C poprowadzié prosta CM, poslugujac sie tylko linjatem.

17. Proste a, b sa réwnolegle; przez dany punkt C poprowadzié trzecia
réwnolegla, postugujac sig tylko linjatem. Czy zachodzi jaki zwiazek miedzy tem
zadaniem a poprzedniem ? .

18. Dane sa dwa punkty A, B, ktérych nie chcemy lub nie mozemy po-
laczy¢ zapomoca prostej (np. dlatego, ze pomiedzy punktami znajduje sie prze-
szkoda); znalezé punkt przeciecia sie prostej AB z dang prostg m. ;

19. Kolo, przechodzace przez punkty przekatne czworoboku zupelnego,
przecina pod katem prostym wszystkie trzy. kola, wykreslone na przekatnych
tego czworoboku jako na $Srednicach*).

*) Czytelnikom, ktérzyby chcieli zapoznaé sie blizej z licznemi i pieknemi
zastosowaniami podzialu harmonicznego i teorji biegunowych (omawianej w roz-
dziale nastepnym) polecamy dwie prace w jezyku polskim:

Jakéb Steiner. Konstrukcje geometryczne, wykonane zapomocq linji prostej
i stalego kofa. Przelozyl St, Kwietniewski. Warszawa, 1915,

M. A. Baraniecki. Poczqtkowy wyklad syntetyczny wlasnosci przecieé stoz-
kowych na podstawie ich pokrewiehistwa harmonicznego z kotem. Warszawa 1885,

O podziale harmonicznym odcinka, - 249

CWICZENIA Z GEOMETR]JI PRAKTYCZNE].

Opierajac sig na teorji jednokladnoSci, a zwlaszcza na wlasnosciach czwo-
roboku zupelnego i poslugujac sie tylko najprostszemi przyrzadami, o ktérych
byta mowa na str. 111, mozna
podaé nowe rozwiazania zadan,
oméwionych na str. 111—112,
jak réwniez rozwiazaé niektére
nowe zadania.

1. Poshigujac sig tylko
wytykaniem linij prostych (a
wigecnie postugujacsiewe-
gielnica), przedluzyé prosta
AB poza przeszkode. [Wska-
zé6wka: zadanie sprowad'zzf Rys. 241.
sie do wyznaczenia po drugiej
stronie przeszkody dwéch punk- i
téw, lezacych na prostej AB. Rysunek 241 podaje sposéb wyznaczenia jednego
z tych punktéw.] :

2. To samo zadanie rozwiazaé zapomocs tréjkatéw jednokladnych (a wige

postugujac si¢ wegielniea). :

3. Droga AB przechodzi przez las; z punktu C wytknaé droge, przecina-
jaca AB w jej punkcie $rodkowym, poslugujac sig przy-
tem wlasnosciami tréjkatéw jednokladnych (rys. 242).

4. Mamy dane punkty 4, A’ oraz B, B’ niedo-
stepne, lecz widzialne zdaleka. Przez dany punkt K (do-
stepny) wytknaé prosta, ktéraby przechodzila réwniez /‘
przez punkt przeciecia sig prostych AA4‘, BB’ ;

5. Mamy dane dwa punkty niedostepne A, B, wi-
dzialne zdaleka, lecz polozone tak, ze prosta AB jest Rys. 242.

w calosci swej niedostepna. Przez dany punkt (dostepny)
K poprowadzié réwnolegla do prostej AB, opieraigc si¢ na przeksztalceniu
jednokladnem.

6. Rozwigza¢ to samo zadanie, opierajac sie na wlasnoSciach ortocentru

lub czworoboku zupelnego.

ROZDZIAL VI.

0 biegunaéh i biegunowych wzgledem kola.

§ 272. Okreslenie. Niech bedzie dane kolo (O)r i w niem $rednica AB.
Jezeli punkty C, C’ dzielg te Srednice harmonicznie i jeieli w punktach tych
wystawilismy prostopadle m, m’ do s$rednicy, wéwczas punkt C nazywa sig
biegunem prostej m wzgledem danego kola, prosta za§ m nazywa sig biegunowq
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punktu C. Tak samo, oczywiicie, punkt C’ jest biegunem prostej m’, ta zas jest
biegunows punktu C’ wzgledem danego kola (O)r.
Jezeli punkt C zbliza sie do B, wéweczas harmonicznie sprzezony z nim
punkt C’ oraz biegunowa m zblizajg
o si¢ z drugiej strony do tegoz punktu
B (§ 261); jezeli C zlewa sie z B,
m wowczas i C/ zlewa sig z tym samym
punktem B, biegunowa -za§ m staje
sig styczng do kola. Jezeli, przeciwnie,
C zbliza sig do $rodka kota O, wow-
czas C’, a wraz z nim biegunowa m
oddalaja sie nieograniczenie. Gdy C
zlewa si¢ ze Srodkiem O, punkt C’
staje si¢ punktem niewlasciwym, bie-
gunowa za$ m staje sie¢ prosty nie-
wlasciwa.

§ 273. Twierdzenie. Jezeli
z punktu danego C poprowadzilismy
do kola dowolnq sieczng, na ktdrej
kolo wyznacza cigciwe PQ, wowczas punkt X, stanowiqcy wraz z punktami P,
Q, C czworke harmoniczng (PQ, CX), lezy na biegunowej punktu C.

Jezeli mamy czwérke harmoniczng punktéw (4B, CC’) wéwezas pek
prostych P (4B, CC’) musi byé pe-
kiem harmonicznym. W peku tym
dwie proste, mianowicie AP i PB, sa

i

Rys. 243.

musza wiec one byé dwusiecznemi

* (wewnetrzng i zewnetrzna) kata
* CPC’, czyli, ze mamy

XIOPB—~=="BPS,

a poniewaz oba te katy sa wpisane,

zatem musza réwnac sie sobie dwa luki:
QB = SB.

Wynika stad, ze punkty S, Q sa

z sobg symetryczne wzgledem S$red-

nicy AB, albo innemi slowami: ze prosta AC’ {est dwusieczng kata x SC‘Q.

Jezeli teraz zwrécimy uwage na to, ze biegunowa m jest prostopadia do

tej samej prostej AC’, wéwczas dojdziemy do wniosku, iz proste C‘P, C‘Q two-

rz3 pek harmoniczny z prostemi m oraz C’A. Otéz przecinajac ten pek zapomoca

prostej PC, otrzymamy na niej czwérke punktéw harmoniczng (PQ, CX).

Rys. 244,

§ 274. Twierdzenie odwrotne (wzgledem § 273). Jezeli mamy dany punkt
C i jego biegunowq m wzgledem kota (O)r i jezeli dowolny punkt X biegunowej
polgczylismy z punktem C, przyczem prosta CX przecina koto w punktach P, Q,
wowczas otrzymalismy czwdrke harmoniczng punktéw (PQ, CX).

Dowéd przez sprowadzenie do niedorzecznosci.

do siebie prostopadle (dlaczego?),

——
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§ 275. Poslugujac sie poiqci:em miejsca geometrycznego, mozna dwa po-
wyzsze twierdzenia ujaé w jedno:

Biegunowa punktu C wzgledem danego kola jest miejscem geometrycznem
punktow X, ktore wraz z punktem C dzielg harmonicznie cieciwy, wyznaczone
przez to kolo na wszystkich siecznych, wychodzqcych z punktu C.

§ 276. Twierdzenie. Jezeli mamy dane dwa punkty C, C’, przyczem
punkt C lezy na biegunowej
punktu C’, wowczas i odwrot- T
nie: punkt C’ musi leze¢ na
biegunowej punktu C.
Niech prosta m’ bedzie
biegunows punktu C’ wzgle-
dem danego kola. Polgczmy C
z C’ i niech prosta CC’ prze-
cina kolo w punktach M, N.
Poniewaz C lezy na bie-
gunowej punktu C’, zatem, na N
mocy poprzedniego twierdze-
nia, (NM, C’C) musi byé
czwérka punktéw harmoniczna.
Ale na mocy tego same-
go twierdzenia biegunowa m
punktu C jest miejscem geometrycznem punktéw, dzielacych wraz z punktem C
harmonicznie wszystkie cieciwy takie, jak MN: wobec tego punkt C’ musi lezeéd
na m, czyli na biegunowej punktu C.

Rys. 245.

§ 271. Wniosek 1. Jezeli punkty A, A,... A,, . . lezq na jednej prostej
m, wowczas biegunowe ich przechodzq
przez jeden punkt, mianowicie przez bie-
gun prostej m¥*).

Istotnie, niech biegunowe dwéch
punktéw A, A, przecinaja si¢ w jakim$
punkcie M. Na mocy poprzedniego twier-
dzenia biegunowa punktu A/ musi prze-
chodzi¢ zaréwno przez punkt A4,, jak
i przez 4,, a wiec musi nig byé prosta
A, A, czyli prosta m.

2. Jezeli punkt A lezy na kole,
wowczas jego biegunowq jest styczna,
przechodzqca przez A.

§ 278. Zadanie. Postugujqc sie
wylqcznie linjatem, zbudowaé biegunowq
danego punktu C wzgledem danego kota.

Rys. 246.

*) Te samg prawde wyrazaja nickiedy slowami: jezeli punkt A porusza
si¢ po proste] m, wowczas jego biegunowa obraca si¢ dokola stalego punktu,
a mianowicie dokola bieguna prostej m.
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Mozemy oprzeé sie na wlasnosciach czworoboku zupelnego.
Wopisujemy w koto czworobok zwyczajny AA'‘BB’ tak, by C byl jego
punktem przekatnym, poczem przedluzamy jego boki tak, by utworzyé czworo-

A

Rys. 247.

bok zupelny. W takim razie dwa pozostale wierzcholki 4, N tego czworoboku
zupelnego wyznaczaja biegunows punktu C. {

Istotnie, jezeli proste MN oraz AB’ przecinaja sie w punkcie L, wowczas
mamy czwérke punktéw harmoniczng (4B, CL), zatem L lezy na biegunowej
punktu C.

Dalej, jezeli A‘B i MN przecinaja sie w punkcie D’ wéwczas (A‘B, CD’)
tworza czwérke harmoniczng i punkt D’ musi lezeé na biegunowej punktu C.

Wobec tego biegunowa punktu C musi byé prosta, laczaca punkty L
i DY, czyli prosta MN.

Cwiczenia XLIIL 1. Z punktu zewnetrznego M poprowadzilismy do kola

styczne MS, MS’; dowiesé, ze biegunowa punktu M jest prosta S

2. Postugujac sie tylko linjalem, poprowadzi¢ z danego punktu styczna
do kola.

3. Postugujac si¢ tylko linjatem, zbudowaé biegun danej prostej. [Wska-
z6wka: § 277, wniosek 1 oraz § 278.]

4, Jezeli, majac dany punkt P i jego biegunowa p obierzemy na prostej p
dowolny punkt M i poprowadzimy z niego dwie styczne MS, MS’ do kola,
wéwezas styczne te utworza z prostemi p oraz PM pek harmoniczny. [Wska-
zé6wka: na prostej S5, ktéra musi przejs¢ przez punkt P (dlaczego?),
otrzymujemy czworke harmoniczna.] *

5. Jezeli z dwéch punktéw A, B poprowadzilismy styczne do kola, wow-

e ————————

R
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czas punkty stycznosci wyznaczaja czworobok zwyczajny, ktérego przekatne
przecinaja sig W biegunie prostej AB.

6. Dana jest na rysunku czesé okregy, ktéry powinien przejs¢ przez nie-
dostepny punkt L. Précz tego dane sa proste /,, 1, ktore réwniez powinny
przejsé przez ten sam punkt L, Wykresli¢ styczna do kola w punkcie L. [Wska-
z6wka: szukamy biegunéw prostych L. L3

7. Jezeli mamy czworke punktéw harmoniczng (4B, C(?’), wéwczas ich
biegunowe (ab, cc’) tworza pek harmoniczny. [W skazéwka: a 1L A0, b L BO
it d, zatem x (ab) = x AOBi t. d.]

8. Jezeli na kole opiszemy kwadrat, a nastepnie poprowadzimy do tegoz
kola dowolna piata styczna, wéwezas boki kwadratu (lub ich przediuzenia) wy-
znacza na tej stycznej czwérke punktéw harmoniczna. [Wskazowka: oprzec
sie na zadaniu 7-em].

9. W danem kole kreslimy cigciwe AB i przez jej konce prowadzimy
styczne AX, BX. Jezeli prosta AB obraca sie dokola stalego punktu M, wowczas
miejscem geometrycznem punktu X jest biegunowa punktu M.

10. Jezeli ABCD jest czworobokiem wpisanym, wéwezas biegunowa punktu
F, w ktérym przecinaja sie proste BC, AD, jest prosta, faczaca punkt przeciecia
przekatnych BD, AC z punktem przecigcia prostych AB, CD.

11. W czworoboku wpisanym punkt przeciecia sig przekatnych jest bie-
gunem prostej, laczacej punkty przecigcia sig bokéw przeciwleglych.

12. Jezeli w czworoboku wpisanym przedluzylismy boki tak, iz powstal
czworobok zupelny, wowczas:

a) érednica, przechodzaca przez punkt przekatny, jest prostopadia do
prostej. laczacej dwa pozostale punkty przekatne;

b) kazda przekatna przecina kolo w punktach stycznoSci stycznych, po-
prowadzonych z trzeciego punktu przekatnego.

13. Mamy dane: prosta m i punkt M, nie lezacy na niej. Zbudowaé kolo
tak, by prosta m byla biegunowa punktu M wzgledem tego kola i zeby:

a) érodek kola lezal na danej prostej k. [Wskazéwka: srodek kola
wyznaczamy jako punkt przecigcia sig dwéch prostych, poczem promien znajdu-
jemy, jako odcinek sredni proporcjonalny.]

b) okrag przechodzil przez dany punkt 4;

c) promier') réwnal si¢ danemu odcinkowi;

d) kolo bylo styczne do danej prostej a. [Wskazowka: najpierw budu-
jemy prosta, tworzaca z trzema danemi pek harmoniczny.]

14, Dane jest kolo oraz punkt A, wewnatrz niego i prosta m, nie prze-
cinajaca kola. Wyznaczyé:

a) taki punkt na prostej m, by jego biegunowa przeszla przez A;

b) taka prosta, przechodzaca przez A, by iej biegun lezal na prostej m.

15. Dane jest koto, punkt M i prosta a; polaczyé M z takim punktem X
na prostej a, zeby odcinek MX zostal podzielony harmonicznie przez dane kolo.

" 16. Dane sa dwa kola (O)r i (O)r i punkt A na pierwszem z nich. Po-
prowadzi¢ w kole (O)r cieciwe tak, by przeszla ona przez Ai zostala podzielona
harmonicznie przez koto (O)r. '

17. Dane sa dwa punkty 4, A’ i kolo (O)r. Przez A poprowadzié sieczna

kola, przecinajaca okrag w takich punktach X, Y, ze PX: PY = P X2 PX.



254 'O figurach jednokladnych i podobnych.

[Wskazéwka do analizy: jezeli z A wystawimy prostopadta do prostej AA,
wéwezas punkt jej przeciecia si¢ z prosta XY lezy na biegunowej punktu A'.]

18. Dany jest czworobok ABCD oraz punkt E. Wykresli¢. takie koto
przechodzace przez E, 7eby biegunowe punktéw A, B, C, D wzgledem tego
kola tworzyly réwnoleglobok. [Wskazéwka do analizy: biegunowe punktéw
A, C maja byé do siebie réwnolegle, a wiec prostopadlte do tej samej srednicy,
ktéra winna lezeé na prostej AC]

§ 279. Jezeli miedzy dwiema figurami zachodzi taki zwiazek, jak miedzy
czworobokiem ABCD i réwnoleglobokiem w zadaniu poprzedniem, woéwczas
dwie te figury nazywamy biegunowo wzajemnemi wzgledem danego kota. Mamy
tedy nastepujace:

Okreslenie. Dwa wielokqty nazywamy biegunowo wzajemnemi wzgledem
danego kota, jezeli -wierzchotki pierwszego wielokgta sq biegunami bokéw dru-
giego i nawzajem — wierzchotki drugiego sq biegunami bokéw pierwszego.
Kolo dane nazywaja czesto kofem kierowniczem figur - biegunowo wza-
Jjemnych. ;

Twierdzenie. Majqc dany dowolny wielokqt W i kolo O, mozemy zawsze

Rys. 248.

zbudowaé wielokqt W', biegunowo z nim wzajemny wzgledem tego kola i ma-
jacy takq samq liczbe bokow, jak wielokqt W.

Istotnie, niech ABCD bedzie danym wielokatem W. Biegunowe wierzchol-
kéw A, B, C, D oznaczmy przez o', b, ¢ d’. Punkt (, '), w ktérym przeci-
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naja sie proste a’; b’, musi byé biegunem prostej AB (dlaczego?). Tak samo
punkt (b, ¢’) musi byé biegunem prostej BCi t d.

§ 280. Pojecie figur biegunowo wzajemnych odda¢ nam moze duze uslugi,
gdyz z twierdzen, w ktérych mowa o pewnych wlasnoéciach punktéw, mozna
wysnué bezposrednio twierdzenia, dotyczace odpowiednich wlasnoéci linij prostych.
Zrozumiemy to najlepiej na przykladzie dwéch nastepujacych twierdzen.

Twierdzenie Pascala. W kazdym szesciokacie wpisanym (wkleslym, czy
wypuklym) trzy punkty przeciecia si¢ trzech par przeciwleglych bokow lezq na
jednej prostej.

Niech bedzie dany sze§ciokat wpisany ABCDEF (na rys. 249 mamy
szeéciokat wklesty). Mamy dowie&é, ze punkty X, Y, Z leza na jednej linji pro-
stej. W tym celu opiszmy kola na tréjkatach A\ AXE, A EYC i oznaczmy
litera H ich punkt przecigcia sie.

Poniewaz

< AE 4+~ EC =~ AC
<~ DB + ~ BF =~ DF,
zatem ¥ AZC = x AXE + < EYC,
ze wzgledu za$ na to, ze
SAX i AHE e EX G =5 EHC,
musi byé x AZC = + AHC,
czyli czworobok ABZC musi byé wpisany w kolo.

Mamy tedy trzy czworoboki wpisane: AHZC, AHJXE, EHYC, z ktérych

wynika, ze

> XHE spelnia si¢ z katem == XAEE,

SRR TG,
* XAE ” » » » * ECYY,
a wiec SRR e e ERYY,

co za tem idzie, punkty X, ¥, H leia na jednej prostei.
W taki sam sposéb uczef dowiedzie, te H, Z, Y leia na jednej prostej
a wiec punuty X, Y, Z leza na jednej prostej*).

-

*¥) Jeszcze prostszy dowéd twier-
dzenia Pascala oprzeé mozna na wia-
snoéci trojkatéw jednoktadnych. Niech
bedzie (rys. 250) ABCDEF szeSciokat
wpisany. Na tréjkacie BEY opisujemy
kolo. Tréjkaty A\ AXD oraz AKYM
'maja boki odpowiednio réwnolegte (d1a-
czego?), a poniewaz proste AK, DM
przecinaja sie w punkcie Z, zatem prosta
XY musi przejs¢ przez ten sam punkt,
ktéry jest srodkiem jednokladnosci obu
trojkatow.
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§ 281. Poprowadzmy teraz styczne a, b, ¢, d, e, f, przez wierzcholki
szeSciokata wpisanego. Otrzymamy szeiciokat opisany, biegunowo wzajemny
z wpisanym. Wierzcholki przeciwlegle nowego szesciokata, np. (e, b), (d, )
sa biegunami bokéw przeciwleglych (AB, ED) szesciokata wpisanego, wobec
czego przekatne, laczace te wierzcholki, musza byé ‘odpowiednio biegunowemi
punktéw X, Y, Z poprzedniego twierdzenia. Poniewaz wedlug twierdzenia Pascala
punty X, Y, Z leza na jednej prostej, zatem biegunowe tych punktéw (czyli
przekatne szesciokata opisanego) przecinajg sig w 1ednym punkcie, ktéry jest
biegunem prostej XYZ., Mamy tedy nastepujace

Twierdzenie Brianchona. Przekqtne kaidego szesciokgta, opisanego na
kole, przecinajq si¢ w jednym punkcie.

Cwiczenia XLIV. 1. Z twierdzen Pascala i Brianchona otrzymujemy sze-
reg twierdzen o pigciokatach, czworobokach i tréjkatach, zakladajac, ze dwa,
trzy lub cztery wierzcholki szesciokata zlewaja sie z soba. Jezeli np. w szescio-
kacie wpisanym ABCDEF wierzchotek B zlal si¢ z wierzchotkiem A, wéwezas
zamiast szeSciokata mamy pieciokat, przyczem mozemy uwazaé, ze styczna
w punkcie A zastapila bok 4B, wobec czego otrzymujemy twierdzenie:

w pieciokacie opisanym ACDEF punkty przeciecia si¢ dwéch par bokow
AF, CD oraz AC, EF leza na jednej prostej z punktem, w ktérym piaty bok
DE przecina styczna, poprowadzona przez przeciwlegly wierzcholek A%).

2. W pieciokacie opisanym' przekatne, laczace dwie ktérekolwiek pary
wierzcholkéw niesasiednich, przecinaja si¢ w jednym punkcie z prosts, ktéra
Iaczy piaty wierzcholek z punktem stycznosci boku przeciwleglego.

3. W czworoboku wpisanym punkty przeciecia sig przeciwleglych bokéw
leza na jednej prostej z punktami przecigcia sig stycznych poprowadzonych przez
przeciwlegle wierzcholki.

4. W czworoboku opisanym proste, ktére lacza punkty stycznosci bokéw
przeciwleglych, przecinajs si¢ w tym samym punkecie, co i przekatne.

5. W tréjkacie wpisanym punkty przecigcia si¢ bokéw ze styeznemi, po-
poprowadzonemi przez wierzcholki przeciwlegle, leza na jednej prostej.

6. W tréjkacie opisanym na kole, proste, laczace wierzcholki z punktami
styczno$ci bokéw przeciwleglych, przecinaja si¢ w jednym punkcie (t. zw. punkt
Gergonne’a)*).

7. Jezeli przez wierzchotki czworoboku wpisanego (zwyczajnego) popro-
wadzimy styczne, utworzymy w ten sposéb czworobok opisany: (zwyczajny). Je-
zeli nastepnie przedluzymy przeciwlegle boki tych czworobokéw tak, by powstaly
z nich dwa czworoboki zupelne, wéwczas na kazdej przekatnej pierwszego czwo-
roboku lezeé musza dwa punkty przekatne drugiego czworoboku (opisanego).

8. Z poprzedniego zadania wysnué wniosek, Ze przekatne czworoboku
(zupelnego) opisanego przecinajg si¢ po dwie w punktach przeka,tnych czworo-
boku wpisanego.

*) W zadaniach 1—4 czytelnik zastanowi sie, czy twierdzenia pozostaja
prawdziwe, jezeli mamy jedna lub dwie pary bokéw réwnoleglych.
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9. Z wlasnosci ortocentru wysnué nastepujace twierdzenie, opierajac sig
na teorji biegunowych: jezeli w tréjkacie A\ ABC z punktu H poprowadzimy
proste HA, HB, HC oraz prostopadle do nich proste, wéwezas punkty M, N,
P, w ktérych te prostopadle przecinaja bokl tréjkata, musza lezeé¢ na jednej
prostej.

10. W tréjkacie rozwartokatnym ortocentr jest srodkiem kota, wzgledem
ktérego tréjkat jest sam z soba biegunowo sprzezony (t. . wierzcholki sa bie-
gunami przeciwleglych bokéw).

Geometrja elementarna. 17



KSIEGA V.

O mierzeniu figur plaskich.

ROZDZIAL 1.

O mierzenin odcinkéw, katéw i wielokatéw.

§ 282. Niech beda dane dwa odcinki spélmierne a i b
‘i niech bedzie a<b. Jezeli odcinek a sprébujemy odkladaé na
odcinku b, wéwczas moze si¢ zdarzyé, ze a zawieraé si¢ bedzie
w odcinku b dokladnie m razy, gdzie m jest liczba naturalna.

Mamy wéwczas '

ma =bh;
jezeli za$ a przyjmiemy za jednostke miary, wowczas mozemy
napisaé
a=1 oraz b=m.

Liczbe m nazywamy miarq dlugosci albo poprostu diugoscig
odcinka b.

‘Moze sie jednak zdarzyé, iz odcinek a nie miesci sig¢ — jak
to méwiag — w odcinku b czyli, ze ilekolwiek razy odlozymy na
prostej odcinek a, nigdy nie otrzymamy odcinka, réwnajacego si¢ b:
wynik bedzie zawsze albo za maly, albo duzy. Poniewaz jednak
odcinki a, b s3 wedlug naszego zalozenia spélmierne, t. j. posia-
daje spélng miare, istnieje wiec taka liczba %, ze jesli podzielimy
a na k czeéci rownych, wowczas taka czastka dokladnie ,miescié

e
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sie“ bedzie w odcinku b. Innemi slowami: odkladajac na prostej

dostateczna ilo$é razy——ta cze$é odcinka a, otrzymamy odcinek,
g YE y y

réwnajacy sie b.

£

Rys. 251.

Przypusémy, ze chcac otrzymaé odcinek, réwnajacy sig b,

musieliSmy s razy odloiyé/]; -ta cze$é odcinka a. W takim razie

piszemy
*Z—a=b;
jezeli za$ a obierzemy jako jednostke¢ miary, wéwczas mozemy
napisaé :
s
=1 b = —
a oraz z

Liczbe %nazywamy miara dlugosci odcinka b. Na rys. 251

liczbaTj— réwna sie =

§ 283. Jak widzimy, jezeli odcinek b jest spétmierny z obrang
jednostka miary, wéwczas 1stme1e zawsze liczba (calkowita lub
ulamkowa), bedaca miara dlugoscn odcinka b.

I odwrotnie: jezeli mamy dang ]ednostkq mlaryal llczbq

- ]: i wowczas 1stme1e odcmek b ktorego mlarq dlugoscn s Py
dane] ]ednostce — jest liczba—— k

Istotnie, aby znalezé odcinek b, wystarczy podzieli¢ 1ednostkq
miary a na k czesci réwnych i odlozy¢ na prostej s takich czedci.

§ 284. Nieco inaczej przedstawia si¢ sprawa, jezeli odci-
nek b jest niespélmierny z odcinkiem a, ktéry obralismy jako
jednostke miary.

Na ilekolwiek réwnych czesci podzielimy teraz ]ednotkq a,
nigdy przez odkladanie tych czesci nie otrzymamy odcinka b.

7



260 " O mierzenju figur plaskich.

Innemi stowy: niepodobna znalezé liczby calkowitej ani utamkowej
Ts: ktéra bylaby miarg odcinka b, jezeli za jednostke miary

obraliSmy niespéimierny z nim odcinek a.

Z drugiej strony intuicja powiada nam, iz kazdy odcinek
powinien mie¢ oznaczong dlugosé, oznaczona miarg. Aby wybrnaé
z tej trudnosci, mozemy postapié¢ w sposéb nastepujacy.

Kazdy odcinek m, spélmierny z jednostkq, musi by¢ albo

mniejszy albo wigkszy od b. Mozemy tedy wszystkie odcinki.

wymierne. (t. j. takie, ktérych miary sa liczbami wymiernemi) po-

dzieli¢ na dwie klasy: do ,nizszej“ klasy zaliczyé mozemy wszystkie

odcinki mniejsze od b, do ,wyiszej“ za$ wszystkie od b wigksze.
Podzial ten posiada nastepujace wlasnosci:

™ (1) Kazdy odcinek wymierny nalezy bqdz do jednej, bqdz

\ do drugiej klasy ;
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Niech A4; i C; beda kofcami przedzialu, na ktérym lezy
punkt B. Podzielmy odcinek A4,C; na 10 czeSci réwnych. Na
jednej z nich musi znajdowaé si¢ punkt B; przypusémy, ze lezy
on na drugiej, rachujac od punktu A;. Jezeli konce tego drugiego
przedzialu oznaczymy przez 4; i C; tak, iz punkt B lezy na od-
cinku A4;C;, w takim razie mamy

OA3 = 1,41- a,; OC3 T 1,42. a,
zatem 1,41. a < b < 1,42. a.

Zkolei dzielimy A;C; na 10 cze$ci réwnych. Jezeli punkt B
lezy w piatym przedziale, rachujagc od punktu As, i jezeli konce
tego pigtego przedzialu oznaczymy przez A, i C,, w takim razie
musi by¢

OA, = 1,414. a, OC, = 1415. a,
oraz 1,414. a < b < 1,415. a.

A (2) Kazdy odcinek klasy nizszej jest mniejszy od jakiego- Dzielac odcinek A,C, na 10 czesci réwnych, otrzymamy
/ kolwick odcinka klasy wyzszej; : jeszcze mniejsze przedzialy. Niech B lezy na trzecim z nich, ra-
[ () W klasie nizszej niema odcinka najwigkszego, w klasie chujac od punktu A4,, i niech koncami tego przedzialu beda punkty

\z\vyzsze] zas niema najmniejszego. » A, C;. W takim razie

Pierwsze dwie wlasnodci sa oczywiste, co za$ do trzeciej,
to najlepiej wyjasnimy ja na przykladzie.

Niech bgda dane dwa odcinki niespélmierne a, b, przyczem
odcinek a obieramy jako jednostke miary.

Wyobrazmy sobie, iz odcinek a odkladamy na odcinku b
i ze ,miesci sie“ on tylko raz jeden, przyczem pozostaje pewna
reszta. Mamy tedy

: 1 e < 2 a.

Jezeli mamy, jak na rys. 252, a=0A4,, 2a = OC;, b=083B,
wowczas punkt B leze¢ musi pomiedzy punktami 4, i C,. Po-
dzielmy A,C, na dowolng ilo$¢ réwnych czesci, np. na 10 czesci.

4, Re,g Ce <
0 7 16 14 2
Rys. 252.

Rzecz jasna, Ze punkt B musi lezeé na jednym z tych odcinkéw
czastkowych. Jezeli np. B lezy na piatym odcinku, rachujac od
A, (jak na rysunku), wéwczas mamy

1,4. a<b <15 a.

OA4; = 1,4142. a, OC, = 1,4143. a,
oraz 1, 4142. a < b < 1,4143. a.
b-bd;

Rzecz jasna, ze takie postepowaniemozemy ciggngd
do nieskonczono$ci: zaden punktpodzialunie moze
upas¢ na punkt B, gdyz odcinek OB jest niespél-
mierny z obrang przez nas jednostka miary.

Mamy tedy dwa nieskonczone ciaggi odcinkéw: jeden sklada
sie z odcinkéw

1. a; 1,4. a; 1,41, a; 1,414, a; 1,4142. a;....
drugi z odcinkéw
2oanl b g A2 T A1 T Bl A% Al

Odcinki pierwszego ciaggu rosna, pozostaja jednak mniejsze
od odcinka bjodcinki drugiego ciggu malejg, pozostajs jednak
wicksze od b. Tak wigc pierwszy cigg nalezy do klasy ,nizszej,
drugi zas do klasy ,wyiszej“. Précz tego jest rzecza oczywista,
ze postepujac dalej w sposéb powyzej wskazany, mozemy znalezé
taki odcinek pierwszego ciggu OA, i taki odcinek drugiego ciggu
OC,, ze réznica miedzy niemi (t. j. odleglo$¢ punktu 4, od punktu
C,) bedzie tak mala, jak si¢ nam podoba.
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Teraz latwo juz okazaé, ze

o8 klfzsie nizszej niema odcinka najwigkszego, w klasie zas

wyzsze] niema najmniejszego.

Jakoz, gdyby np. istnial w kla- Av B
sie nizszej odcinek najwiekszy OA,, :
to nigdy réinica miedzy odcinkami Rys. 253.
dwéch naszych ciagéw nie moglaby staé si¢ mniejsza od odcinka
AwB, co jest sprzeczne z poprzedniemi rozwazaniami*),

' § 285. Jezeli w powyiszych wywodach uwzglednimy, ze
odcmel.c a jest jednostka miary, woéwczas w calem naszem rozu-
mowaniu bedziemy mogli wyrazy: ,odcinek spétmierny z odcin-
kiem a“ zastapié przez wyrazy: ,liczba wymierna®.

;- W szczegélnosci bedziemy mogli powiedzied, ze wszystkie
ll(fzby ‘./vymierne podzielilismy na dwie klasy: na takie, ktére sg
miarami odcinkéw mniejszych od b (klasa nizsza), i na takie

K ktore. sa miarami odcinkéw wigkszych od b (klasa wyzsza). Tak;

( podzial liczb wymiernych na dwie klasy nazywajg zwykle pfze-

> krojem w dziedzinie liczb wymiernych.

Przekréj posiada nastepujace wlasnogci:
. (1) kaida liczba wymierna nalezy bqdz do niiszej klasy
bqdz do wyzszej; :
' (2) kazida klasa zawiera nieskoniczenie wiele liczb;
. (3) kazda liczba klasy nizszej jest mniejsza od jakiejkolwiek
liczby klasy wyzszej;

(4) w klasie nizszej niema liczby najwiekszej, w klasie zas .

wyzszej niema liczby najmniejszej.

O .taklm przekroju powiadamy, ze wyznacza on nows liczbe,
zwang llczba,. niewymierna, i f¢ liczbe niewymiernq uwazamy
za miarg odcinka b, niespétmiernego z Jednostkq miary.

§ 28§. K?idej liczbie wymiernej odpowiada réwniez przekrdj
((?Zyll podzial liczb na dwie klasy), bardzo podobny do poprzed-
niego. Istotnie, majac np. dang liczbg 7, mozemy wszystkie po-

*) Wyobrazmy sobie, ze kofice odcinkéw nizsze klasy (czyli punkty
A, AJ) zaznaczyliSmy barwa czerwona, ktére zaé odcinkéw klasy wyzszej
(c“zyll 'punk.ty C;, Gy, Cy...) zaznaczyliémy barwa niebieska; gdyby istnial w klasi;
nizszej odcinek najwiekszy OA4,, wéwezas istnialby odcinek 4,B, na ktérym nie
byloby ani czerwonych, ani niebieskich punktéw. Wobec tegokodlegloéé miedz:
punktami czerwonemi i niebieskiemi nie moglaby staé si¢ mniejsza od odcinka AkB}t

e
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zostale liczby wymierne podzielié na dwie klasy: na liczby mniej-
sze od 7 i na liczby wigksze od 7.

Podziat ten, jak latwo przekonaé si¢ mozna, posiada wlasnosci
(2), (3) i (4) przekroju poprzedniego, natomiast co do wlasnosci
(1), to podlega ona pewnemu ograniczeniu, mianowicie: kazda
liczcba wymierna, z wyjgtkiem liczby 7, nalezy badZz do klasy
nizszej, badz do wyzszej.

§ 287. Uwaga. Rzecz jasna, ze précz powyiszych czterech wlasnosci prze-
kréj (czyli pewien podzial na dwie klasy) liczb wymiernych posiada inne jeszcze wia-
snosci, wynikajace z powyzszych.

Np. z rozwazan § 284 widzimy, ze w klasie nizsze] mozna znalezé taka
liczbe a,, w wyiszej za$ taka liczbe c,, iz réinica c,—a, bedzie dowolnie mata.
Na tem spostrzezeniu polega t. zw. ,przyblizone* obliczanie diugosci odcinka
niewymiernego. Chodzi w takich razach o to, ze majac dany odcinek .niespéi-
mierny z jednostka miary, zastepujemy go odcinkiem wymiernym, przyczem mo-
zemy zawsze znalezé odcinek wymierny, ktérego dlugo$¢ tak malo rézni sig od
odcinka niewymiernego, jak tego wymaga dane zagadnienie praktyczne.

§ 288. W § 283 méwilismy, ze zachodza dwa twierdzenia:

(1) kazdy odcinek, spolmierny z jednostka, posiada miare,
ktora jest liczba wymierna;

(2) kazda liczbe wymierna mozemy uwazaé za miarg jakiego$
odcinka, spélmiernego z dang jednostka.

Co si¢ tyczy odcinkéw niespéimiernych z jednostka, to
w § 285 ustaliliSmy juz co$ analogicznego do twierdzenia (1),
mianowicie ustalilismy pojecie miary takiego odcinka. Powstaje
teraz pytanie, czy znajdziemy réwniez co$ analogicznego do twier-
dzenia (2), czyli zachodzi pytanie:

czy kazdg liczbe niewymierng mozemy uwazaé za miarg
jakiegos odcinka?

Cheac na to odpowiedzieé, wezmy przyklad konkretny. Niech
bedzie dana liczba niewymierna }7. Jest ona wyznaczona przez
pewien przekréj w dziedzinie liczb wymiernych czyli przez pewien
sposob uklasyfikowania tych liczb. Mozemy mianowicie zaliczyé
do klasy nizszej te liczby wymierne, ktérych kwadraty sa od

7 mniejsze, do wyzszej za$ te, ktérych kwadraty sg wigksze od 7.

Stosujac do liczby /7 znany sposéb wyciggania pierwiastka
kwadratowego, mozemy z klasy nizszej wybraé liczby, ktére two-
rza cigg rosnacy, mianowicie : :

2; 2,6; 2,64; 2,645; 2,6457;....
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Tak samo z klasy wyzszej mozemy wybraé ciag malejacy:

3; 2,7; 2,65; 2,646; 2,6458;... '

Réznica migdzy wyrazami tych dwu ciagéw maleje nieogra-
niczenie. :

= Qbierzmy teraz dowolna prosta, na niej punkt O i po usta-

eniu jednostki miary a odlézmy na naszej prostej cigg nieskon-
czony odcinkéw : :

OA4, =2: 04, = 2,6; 04, = 2,64; OA, = 2,645;....
oraz drugi nieskoriczony ciag
OC, = 3; 0C, = 2,7; OC; = 2,65; OC, = 2,646;....

. Otrzymamy w ten sposéb dwa ciggi punktéw, ktére posia-
daja nastepujace wlasnosci:

: 1) punkty A, 4,, A4;.... leia coraz dalej w prawo, punkty
za§ C, Gy, Gi,.. leza coraz dalej w lewo, niemniej jednak
wszystkie punkty A lezg w lewo od punktéw Cj

2) pu-nkty A zblizajg si¢ nieograniczenie do punktéw C,
tak, iz jesli nam kto zada dowolnie maly odcinek ¢, potrafimy
znalezé taki punkt A, i taki punkt C,, ze odcinek A.C, bedzie

mniejszy od .

‘ Zachodzi pytanie, czy na prostej istnieje punkt B, oddzie-
la}]qcy punkty A od punktéw C? (Innemi slowy: czy istnieje od-
cinek OB, wickszy od wszystkich odcinkéw OA, lecz mniejszy
od wszystkich odcinkéw OC?)¥).

: Odpowiedz na to pytanie brzmieé¢ musi twierdzaco — o tem
mk‘t -ch.yba nie watpi, kto dokladnie zrozumial zagadnienie, nie-
mniej jednak dowiesé tej prawdy nie umiemy. Zmuszeni wiec
JesteSmy do zalozenia nowego pewnika.

. Pewnik Vle. Niech bedq dane na prostej dwa nieskonczone
zbiory punktéw A i C, ktére spelniajq dwa nastepujqce warunki :

*) Kto mialby trudno$é w zrozumieniu zagadnienia, moze uciec sie do
nastepujgcego obrazu. Niech beda dane na prostej dwa rodzaje punktéw: czer-
wone (A) i niebieskie (C); punkty czerwone niech si¢ posuwajg coraz dalej
W prawo, niebieskie za§ w lewo, z tem jednak zastrzezeniem, ze nigdy zaden
punkt czerwony nie moze zamieszad si¢ miedzy niebieskie, ani tez odwrotnie.
[Wiasnosé (1).] Précz tego zakladamy, ze odleglosé migdzy punktami czerwo-
.nenfi i niebieskiemi maleje nieograniczenie [wlasnosé (2)]. Powstaje pytanie, czy
istnieje na prostej taki punkt, ktéry, nie naleiac sam ani do grupy punktéw
czerwonych, ani do grupy niebieskich, oddziela od siebie obie grupy punktéw ?
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(1) Punkty A leiq coraz dalej w prawo, punkty C coraz
dalej w lewo, przyczem jednak wszystkie punkty A znajdujq sig
w lewo od punktéw C;

(2) jakkolwiek maly bytby odcinek &, mozemy zawsze zna-
lez¢ taki punkt A, i taki punkt C,, ze odcinek A, C, jest mniej-
szy od .

Jezeii oba te warunki sq spelnione, wéwczas istnieje jeden
i tylko jeden punkt B, ktéry oddziela wszystkie punkiy A od
punktéw C.

Na mocy tego pewnika mozemy twierdzi¢, iz liczbie nie-
wymiernej ]/ 7 (i kazdej wogéle liczbie niewymiernej) odpowiada,
przy danej jednostce dlugosci, jeden i tylko jeden odcinek *).

§ 289. Analogicznie do mierzenia odcinkéw mozemy roz-
wigzaé zagadnienie mierzenia katow.

Jako jednostke obieramy kat prosty, ktéry dzielimy na 90
czedci réwnych, zwanych stopniami; stopien dzieli si¢ na 60 minut,
minute na 60 sekund. Chce zaznaczy¢, iz kat <“@ ma 10 stopni,
6 minut, 17 sekund, piszemy:

¥ o =—10%17".

Gdyby << @ byl niespélmierny z obrang jednostka, wowczas
pojecie miary tego kata ustalilibySmy zapomoca takiego samego
rozumowania, jak przy odcinkach.

Niech bedzie dany np. kat < @, majacy wigcej niz 300,
lecz mniej, niz 301” i niespélmierny z katem, ktéry nazwaliSmy
sekunda.

Mozemy podzieli¢ sekunde na 10, 100, 1000... czgsci réw-
nych i przekonaé sie, ile razy trzeba odlozyé kat, rownajacy sie

i" /" i
(Tlﬁ) : (%@) : (IOIW) ..., aby otrzymaé kat cokolwiek mniej-
szy lub cokolwiek wigkszy od kata 9z a.

Przypusémy, iz otrzymalimy nastepujace ciagi katéw:

300 = s canc 301
30094 = a0 <3005
300,“46 < <r @ < 300, 47
*) Innemi slowy: ustalllismy twierdzenie proste: ,kazdemu odcin-

kowi odpowiada przekréj w dziedzinie liczb wymiernych“; aby ustali¢ twier-
dzenie odwrotne: ,kazdemu przekrojowi odpowiada odeinek®, musielismy

wprowadzié¢ nowy pewnik.
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.Rzecz prosta, iz powyisze postepowanie mozemy ciggnad
do nieskonczonosci.
Ciag rosnacy liezb 300; 300,4; 300,46;....
i ciag malejacycy 301; 300,5; 300,47;....
wyznaczaja przekréj w dziedzinie liczb wymiernych czyli wyznaczajq
\opewnq liczbe niewymiernq, kiérq uwazamy za miare kqta << .
W praktyce poprzestajemy na przyblizonem wyznaczeniu miary
kata; zatrzymujemy si¢ mianowicie na ktérejkolwiek liczbie po-
wyzszych  ciagéw i uwazamy ja za przyblizona miare kata <2 a.
e §290. Jak z kazdym odcinkiem zwigzana jest pewna liczba, wy-
razajaca jego dlugo$é, tak samo z kazdym wielokatem zwigzana jest
liczba, zwana polem. Wystarczy ustalié tg prawde dla prostokatéw.
Pole prostokata znamy z kursu gimnazjum nizszego;
wiemy, ze gdy boki prostokata sa spélmierne z jednostka dtu-
gosci, wéwczas pole prostokata réwna sie iloczynowi dlugosci
podstawy przez dlugosé¢ wysokosci.
' Liczba ta wyraza, ile w prostokacie
| miesci sie kwadratéw jednostkowych,
t. j. kwadratéow, ktérych kazdy bok
l ‘ ' ma jednostke dlugosci.
Rys. 254. Za jednostke pola uwazamy wla-
$nie pole takiego kwadratu..
Powstaje teraz pytanie: czy pojecie pola da si¢ rozszerzyé
na prostokqty o bokach niespélmiernych z jednostkq dlugosci?
Przedewszystkiem przypomnijmy sobie z kursu algebry, co
nazywamy iloczynem dwéch liczb niewymiernych, np. iloczynem
liczb y2X77.
Pierwsza z nich, t. j. /2, jest wyznaczona przez dwie klasy
liczb wymiernych :
do klasy nizszej naleza wszystkie liczby, ktérych kwadraty
sa mniejsze od 2 (nazwijmy je liczbami a);
do klasy wyzszej naleza wszystkie liczby, ktérych kwadraty
sa od 2 wigksze (nazwijmy je liczbami o).
Tak samo liczba |/7 wyznaczona jest przez dwie nastepujace
klasy liczb: v
do nizszej klasy zaliczamy wszystkie liczby, ktérych kwa-
draty s3 mniejsze od 7 (nazwijmy je liczbami b);
do klasy wyzszej naleza liczby, ktérych kwadraty sg od
7 wigksze (nazwijmy je liczbami &).
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Oté% iloczyn J2X|7 okreslamy w algebrze jak.o 4t,a_!<ﬁi¢P£er‘_-
kroi, ze do jego klasy nizszej naleza wszystkie mozllw? llo,czyny'
aXb, do klasy za$ wyzsze] naleza wszystkie iloczyny a Xb'.

Poniewai do klasy liczb a naleza, miedzy innemi, liczby

1,4; 1,41; 1,414; 14142;.. ..

iczb §
Ly 2; 2,6; 2645; 2,6457;. ...
Z izszej kroju, wyznaczajacego iloczyn
1 do klasy & zatem do nizszej klasy przekroju, : i .
3%;:3_ naleza, miedzy innemi, wszystkie iloczyny w rodzaju nastepujacych:
2¢1,4; 2x1,41; 2X414; 23141425 o,
2,6X1,4; 2,6<1,41; 2,6X1,414, 2,6X1,4142, . ...
it d
Ueczen sam wskaze kilka liczb, nalezacych do klasy wyzszej tego samego

przekroju Y 2XV 7. ” g
§ 291. Teraz bedziemy mogli z latwoscig ustalié pojecie
pola w zastosowaniu do prostokata o bokach, niespoimiernych

~ z jednostka.

Niech bedzie dany prostokat ABCD, w ktérym 'dlugoécl
bokéw wyrazajg sig liczbami niewymiernemi.a, g. P‘rocz .tego
uméwmy sig, ze symbolem a oznaczaé qunen{y kazda liczbe
wymierna, nalezaca do nizszej klasy przekroju @, symbolem
zaé o oznaczaé be- | o
dziemy liczby wyzszej o i .
klasy tegoz przekroju,
tak, iz S S e

G< 0 <a.

Tak samo niech bgdzie
b<p<b.

Zbudujmy prosto-
kat AB, C,D,, mniejszy
od danego i majacy
boki wymierne, oraz : .
prostokat AB'C'DY, wickszy od danego i majacy boki wymierne.

Dlugosci bokéw AB,, AD, powinnismy oznaczyc symbo:
lami @, b, natomiast dlugosci bokéw AB’, AD" musimy oznaczy¢
przez @, b’ (dlaczego?). s

Pola prostokatéow AB,CiD, AB' C' D' wyraiajg sig odpo-
wiednio iloczynami

A DD D
Rys. 255.

aXb oraz a'Xb'.
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. Jei‘eli teraz wyobrazimy sobie, ze zostaly pobudowane wszyst-
kie mozliwe prostokaty o bokach wymiernych, mniejsze od ABCD
oraz wszystkie prostokaty o bokach wymiernych wieksze od ABCD,
wowczas pola tych prostokatéw utworzg dwa nieskonczone zbior ;
(dwie klasy) liczb wymiernych: .

klase nizsza aXb
i klase wyzsza a' X,
ktére wyznaczaja (zgodnie z okresleniem iloczynu) liczbe
aXp.

Liczl?a ta moze by¢ sama wymierna lub niewymierna.

Te llczbq nazwiemy polem prostokagta ABCD.

W .ten Sposéb zostanie zachowana znana nam z kursu pro-
pedeutyki geometrycznej
i I-R(;;gula. Aby obliczyé pole prostokqta, mnozymy przez sie-

te liczby, wyrazajgce dlugosé podstawy i diugods Sci fe
il P Y 1 dlugosc wysokosci tego
: 'Z reguly tej wynika, ze pole prostokata jest liczbg w zupel-

noscl wyznaczong; kazdy prostokat posiada pole i kazdy ma tylko
jedno pole.

. § 292. Jezeli teraz zalozymy, ze wielokaty réwno-
wazne maja to samo pole otrzymamy regul i i
pol rozmaitych wielokatow. ’ Ca s

. Wiemy rln(p. (§ 177, str. 151), ze réwnoleglobok jest réwno-
wazny prostokatowi, majgcemu te sama podstawe $¢
M e 4 a p ¢ 1 wysokosé.

. .Regula. A()y obliczyé pole réwnolegloboku, mnozymy diu-
£0s¢ jego podstawy przez dlugosc wysokosci.

§ 293. W taki sam sposéb z § 180 (str. 153) wynika
Regula. Pole trojkqia otrzymujemy, mnozqc dlugosé Jjego
vodstawy przez polowe dlugosci wysokosci.

§ 294. Z § 181 (str. 163) wynika
’R.egula. Pole trapezu znajdujemy, mnozqc dlugosé jego wy-
sokosci przez pofowe sumy dlugosci jego podstaw.

c?viczenie XLV. Malemi literami oznaczalismy dotad odcinki; teraz
w zadaniach rachunkowych, czesto posltugiwaé sie quziémy malemi ’literam’i
w celu oznaczenia dtugoseci odcinkéw. Gdy mowa np. o tréjkacie /\ ABC,
llt?ry a, b, c moga oznaczad nietylko boki tréjkata (jak w zadaniach konstruk-,
cyjnych), lecz réwniez pewne liczby, bedace miarami tych bokéw.
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Kazde z ponizszych zadan nalezy rozwiazaé najpierw w postaci ogédlnej;
potem dopiero mozina, w razie potrzeby, wstawié odpowiednie wartosci.

1. Oznaczajac przez a podstawe tréjkata, przez A jego wysoko$é, popro-
wadzong do podstawy, napisa¢ wzér na pole tréjkata.

la. Napisaé¢ wzér na pole trapezu.

1b. Kazdy bok tréjkata mozemy uwazaé jako podstawe; wobec tego mo-
zemy dla kazdego tréjkata utworzyé trzy iloczyny, z ktérych kazdy jest jego po-
lem; powstaje pytanie, czy te trzy liczby sa réine, czy tez tréjkat ma tylko
jedno pole? (poréwn. zadania 14 i 15 na str. 155).

2. Podstawa tréjkata jest stala, zmieniamy natomiast jego wysokosé; jak
zmienia sig¢ pole?

3. W tréjkacie A\NABC mamy dane: @ = 6 cm, b =14 ecm, h, = 4 cm;
obliczyé hy,

4. W tréjkacie A\NABC mamy dane, ze h, = 8 cm i ze zachodzi proporcja
a: b = 3 :4; obliczyé hy, ‘

5. W tréjkacie AABC bok a i wysokosé h, sa stale, natomiast bok &
zmienia sig; w jaki sposéb zmienia si¢ wysokosé A,?

6. W tréjkacie NABC boki a i b zmieniajg sig tak, ze stosunek ich po-
zostaje staly i réwna sig liczbie m; czy stosunek wysokoSci A, : h, zmienia sie
i w jaki sposéb?

7. Boki prostokata danego oznaczamy przez a i b; obliczyé podstawe x
réwnowaznego mu tréjkata, jezeli wysokosé tréjkata oznaczylismy przez A.

Zastosowania:

1) a =112 em, b = 84, h = 4,6 cm, x z dokladn. do 0,1 cm.

(2) e —=134, 56 — 54cm-h — 3«

(3) a =10 em, b = 16,8 cm, A = 3 x; obliczyé z dokladn. do 0,1 cm.

8. Pole rombu = S, jedna jego przekatna = e, obliczyé dlugosé f dru-
giej przekatne;.

Zastosowanie:

S = 40,38 cm? e = 16,2 cm, f z dokladnoscia do 1 cm.

9. Wyrazi¢ pole tréjkata jako funkcje jego obwodu 2 p i promienia kola,
wpisanego .

Zastosowanie 2 p = 72,16 cm, p = 4,8 cm; obliczyé pole z dokladnoscia
do 1 cm? d
10. Bok rémbu = @, pole jego = s. Obliczyé promien p kola wpisanego.

Zastosowanie: a = 24,08 cm, s = 164 cm?; obliczyé p z dokladnoscig
do 0,1 cm.

11. Pole trapezu = s, wysoko§é = A, réznica obu podstaw = k; obli-
czyé dlugosci obu podstaw.

Zastosowanie: s = 45 cm?% A = 4,5 cm, k = 3,6 cm.

12. W prostokacie ABDC prowadzimy z wierzchotka 4 do boku BC od-
cinek AK, ktéry dzieli pole prostokata w stosunku m : n. Obliczyé dlugosé od-
cinka BK.

13. W tréjkacie \NABC mamy dang podstawe ¢, wysekos§é h, oraz waru-
nek, iz a : b = k : m, gdzie kK i m sa to dwie liczby dane. Obliczyé pola obu
tréjkatéw, na ktére tréjkat dany zostal podzielony przez dwusieczng kata <x C.

14. Tréjkat A\ABC przecigto prosta KL, réwnolegla do AB; znalezé
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‘wzory na pola obu figur, na ktére zostal podzielony tréjkat /\ ABC, jezeli wia-
domo, iz wysoko$é jego A zostala podzielona w stosunku 1: 4.

15. Trapez, ktérego podstawy réwnajg sie odpowiednio a cm i b cm,
‘wysokoS§¢ za§ ma A cm, przecieto prosta, réwnolegla do podstawy tak, iz wy-
soko$é zostala podzielona w stosunku 1 : 2, Obliczyé pola obu czefci, na ktére
podzielilismy trapez.

§ 295. Z pojeé diugoséci odcinka i pola wielokata wynikaja
inne sformulowania wielu prawd geometrycznych, poznanych w roz-
dzialach poprzednich.

Np. w § 242 (str. 210) podaliSmy nastepujace okreélenie
odcinkéw proporcjonalnych :

cztery odcinki a, b, ¢, d tworza proporcje, jezeli prostokat,
zbudowany z @ i z d, jest réwnowazny prostokatowi, zbudowa-
nemu z b iz e

Zwazywszy, ze prostokaty réwnowazne maja réwne pola,
a pole prostokata réwna sie iloczynowi dlugosci dwéch jego bo-
kéw, mozemy to samo okreslenie sformulowaé tak :

o czterech odcinkach a, b, ¢, d powiadamy, ze tworzq pro-
porcje i piszeny :

aib—ecid
jezeli zachodzi réwnosé dwéch iloczynow :
ad'=—b.c*).

Rzecz prosta, ze w tem nowem okresleniu mowa wlasciwie
o dflugosci .odcinkow.

W szczegdlnosei jezeli a jest odcinkiem $rednim proporcjo-
nalnym miedzy b i ¢, wéwezas mamy

a?=—=bec.

§ 296. Twierdzenie Pitagorasa i jego uogdlnienia przybieraja
nastgpujgce formy, dogodne do wielu obliczen:
at + b=t (tw. Pitagorasa)
a® + 62— 2b. CD = c2 (kwadrat boku przeciwleglego ka-
towi ostremu)
(kwadrat boku przeciwleglego ka-
towi rozwartemu).

@+ b2+ 2b. CD = ¢

*) Jest to, jak widzimy, réwnoznaczne z okreleniem réwnodci dwéch
. . a c . - sty
atamkéw: ,ulamki B g5 sobie réwne, jezeli ad = bc*“,
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Uwaga. Jezeli précz dlugosci odcinkéw uwzgledniaé b.qdz.iemy
ich zwroty, wéwczas kazdemu odcinkowi odpowiadaé bedzie liczba
wzgledna. Jezeli np. powiemy, ze
odcinek MN = 5 cm, to odcinek o
NM= —5 cm. Uwzgledniajac te umowse, -
mozemy (jak w § 196, uwaga 2) prze-
konaé si¢, ze mamy tu wlasciwie do

czynienia z jednem tylko twierdzeniem
nie za$ z trzema roéznemi twierdze-

niami. e : 8 > 5

Istotnie, jezeli wyobrazimy sobie,
ze bok BC tréjkata obraca sig dokola Rys. 256.
punktu C w zwrocie, zaznaczonym
strzalka na rys. 256, wéwczas rzut CD maleje, wskutek czego we
wzorze

a®+ b2—2b. CD = ¢?
wyraz — 2b. CD maleje co do wartosci bezw'zglqdnej. 'Gdy
kat <= C jest prosty, mamy CD —0 i wzér przybiera postac
a® + bt=c,

Jezeli wreszcie kat <z C staje sig rozwarty,.rmft CD.ma
zwrot przeciwny temu, ktéry mial poprzednio, a wige lzne:k jego
musial sie zmienié na przeciwny; jezeli dlugosé odcxr.lka (,D. wy-
razali§my liczba dodatnig, teraz wyrazamy ja liczba ujemna, i od-
wrotnie. :

Uwzgledniajac to, otrzymujemy w tym wypadku wz6r

’ ot LhE R 25 Ol = ¢,

§ 297. Jezeli w tréjkacie prostokatnym /\ ABC, w kt(')ryrrz
kat <= C jest prosty, oznaczymy wysoko$é¢ CD przez h, rzuty za$
przyprostokatnych na przeciwprosto-
katng przez r., r;, woéwczas z twier-
dzen § 191 i 197 otrzymamy naste-
pujace bardzo wazne wzory:

}22—_—7‘,1.7'1,. e .(1)

0 e i (D) A D B

b2 = ¢ ;rb SRR By (3) Rys. 257.
co wyrazamy slowami:

W tréjkgcie prostokatnym wysokosé, poprowadzona z wiel:z-
chotka kaqta prostego, jest sredniq proporcjonalng migdzy odcin-

C
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kami, na kitére dzieli przecjwprostokqing, kazda zas przyprosto-
kqtna jest sredniq proporcjonalng miedzy calq przectwprostokqtng
a swoim rzutem na nigq.

// Cwiczenia XLVIL 1. W tréjkacie A ABC mamy dane boki a=6 cm.
=14 cm, ¢=9 cm. Jakiego rodzaju jest ten tréjkat i jak wielki jest rzut boku
¢ na bok a?

2. Mamy dane dwa odecinki a — 16 ecm, 5=20 cm, 2 ktérych chcemy
zbudowaé tréjkat rozwartokatny i w tym celu dobieramy odpowiedniej dlugosci

trzeci odcinek c. Jak wielki powinien byé¢ ten odcinek ¢, jezeli chcemy, zeby kat-

<L C byt rozwarty?
2a. To samo pytanie w zalozeniu, iz kat 3 B ma byé rozwarty.
3. W tréjkacie prostokatnym A ABC, w ktérym kat <t C jest prosty,
mamy dane: r, =2 cm, 7y =30 cm. Obliczyé boki i wysokosé tréjkata.
4. Dowie$é, iz w tréjkacie prostokatnym, w ktérym c jest przeciwprosto-
katng, mamy zawsze
1 1 1
ot
5. W tréjkacie prostokatnym./\ ABC (gdzie < C =2) mamy dane
ro:1y=1,25 oraz h=16; obliczy¢ boki tréjkata.
6. W poprzedniem zadaniu niech beda dane.
Ta:rb=3:4;q?— p2—12.
_ 7. Przekatne rombu réwnaja si¢ odpowiednio 8 em i 9 cm; obliczyé jego
bok z dokladnoicia do 1 mm,
8. Znalezé wzér na wysokoéé i na pole tréjkata foremnego, ktérego bok — a.
9. Mamy dane 3 odcinki o dlugoici 1 m, 2 m i 3 m; czy mozemy po-
wigkszy¢ je wszystkie o ten sam odcinek x tak, zeby z odcinkéw powiekszonych
mozna bylo zbudowaé tréjkat prostokatny ?
10. Dane jest kolo (O)r i punkt zewngtrzny 4. Prosta OA przecina kolo
w punktach B i B'; obliczyé dlugosé stycznej, poprowadzonej z punktu 4, jezeli
mamy dane, ze AB —Fk,
Zastosowanie: r =6 cm, k—14 em; obliczyé dlugosé styeznej z doklad-
nosciag do 0,1 cm.
11, Dane sa dwa kota (O)r i (O)r; obliczyé dlugosci ich spélnych stycz-
nych wewnetrznych i zewnetrznych.,
Zastosowanie: OO’ — 8 cm, r = 2 cm, ¥ = 4 cm,
12. W tréjkacie A\ ABC mamy dane: a=13 cm, < 4 =120%56+c=15cm
Obliezy¢ boki 4 i c.
13. W koto (O)r wpisaé prostokat, majac dang réznice dwéch jegobokéw =%
To samo zadanie rozwigzaé¢ zapomoeg rachunkuy, t. j. obliczyé boki a, b
majac dane, ze a—b—*%, >
14. Obliczy¢ promien kola, opisanego na tréjkacie réwnoramiennym A ABC,
majac dane, ze a=5b=10 em; h, =6 cm.
[Wskazéwka: Wysokosé CD przedluzamy az do przeciecia sig¢ w punk-
cie £ z kolem opisanem, poczem badamy tréjkat A\ EAC]
15. W poprzedniem zadaniu obliczyé:
1) promieri kola wpisanego;
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’

2) odleglo&é srodka O kola opisanego od boku c;
3) odleglosé OW, gdzie W jest srodkiem kola wpisanego

16. Promienie dwéch przecinajacych sig kél réwnaja sie 30 em i 26 cm,
wspolna ich cigciwa = 48 cm; obliczyé odlegloéé ich &rodkéw. pa

17. Do kola o promieniu r poprowadzono styczne AB=AC=a; obliczyé
odleglos¢ migdzy punktami stycznosci. : ' '

18. W trapezie réwnoramiennym ABCD mamy dane wszystkie boki; obli-
czyé jego wysokos§é i pole: i i

d Zastosowanie: a =8 cm, b=4 cm, d=10 cm; obliczyé A z dokladnoscia
do 1 mm. Z jaka dokladnoScig obliczyé mozemy pole, postugujac si¢ znaleziona
wartoscig na A? Ry

19. W kole dana jest srednica AB i réwnolegla do niej cieciwa CD.
Uwazajac jako znane odcinki AC = k, AD = m, obliczyé:

1) podstawy trapezu ABCD;
2) jego pole. ’

20. W tréjkacie /\ ABC mamy dane: =21 cm, b:c=3:8; x A=335
obliczyé bok c.

21. W tréjkacie /\ ABC mamy dane: = A= %3; 5=12 cm, a=28 cm;
obliczyé bok c. : :

22. Obliczy¢ z dokladnoscia do 1 em? pole rombu, ktérego wicksza prze-
katna /=108 cm, mniejsza za$ e réwna si¢ bokowi a rombu. :

23. Niech bedzie dany trapez réwnoramienny ABCD, w ktérym a = c.
Oznaczmy polowe sumy podstaw przez m, polowe ich réznicy przez &, pole trap’ezu
przez .S, wysoko$¢ przez h, przekatna przez f. Dowiesé nastepujacych wzoréw:

1) h=Va—&% f=)a"Fbd = AFm?

) h=Vlat+b+f) a+b—f G+f—a) (atf—)

2a 2
24. W trapezie réwnoramiennym mamy dane: wieksza podstawe d, boki

a==c oraz warunek, ze J(A=J(D=12. Obliczyé pole trapezu oraz pole tréjkata,
ktory powstaje wskutek przedluzenia bokéw AB, CD.

Zastosowanie: a=14 cm, d— 36 cm. s :

25. Opierajac si¢ na uogdlnionem tw. Pitagorasa, dowie$é, ze w kazdym
réwnolegloboku suma kwadratéw przekatnych réwna sie sumie kwadratéw czte-
rech jego bokéw. e , 5

26. Na mocy poprzedniego zadania otrzymaé wzér na érodkows tréjkata,
jezeli mamy dane trzy jego boki. : :

27. Sprawdzié nastepujacy wzér na dlugosé dwusxec;ne! kata wewngtrz-

nego w. tréjkacie:

e

d?__bclb+c]*—a?]
: AN g

28. Znale§é analogiczny wzér dla dwusiecznej kata zewnqtrzn‘eg.o.

29. Jezeli w czworoboku opisanym na kole przekatne sa d.o siebie pro'sto-
padle, wowczas iloczyny przeciwleglych bokéw réwnajs sie sobie. Wyobrazn’ly
sobie, ze w czworoboku opisanym ABCD kat <¢ A roénie, dazac do kata pél-
pelnego, przekatne jednak pozostajs zawsze do siebie ?rostopadle. W co za-
mienia sig figura? W co zamienia sig¢ twierdzenie powyzsze ? el

30. Jezeli dwie cieciwy, przecinajace si¢ wewnatrz kola, sa do 1;1eb1e

Geometrja elementarna.
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N

prostopadle, wowczas suma kwadratéw czterech ich odcinkéw réwna sig kwa-
dratowi Srednicy.

31. W trapezie suma kwadratéw przekatnych réwna sie sumie kwadratéw
bokéw wigcej podwojony iloczyn obu podstaw.

32. Pole tréjkata prostokatnego réwna sie iloczynowi dwéch odcinkéw,
na ktére punkt stycznosci kola wpisanego dzieli przeciwprostokatna.

33. Punkt stycznosci kola wpisanego dzieli przeciwprostokatng ¢ w sto-
sunku m : n; obliczyé dlugoé promienia kola wpisanego i pole tréjkata.

34. W tréjkacie ostrokatnym /\ ABC zachodza nastepujace zwiazki:

1
hy=h,, BH="h,, AH=h,,

gdzie H oznacza ortocentr tréjkata. Obliczyé: 1) boki tréjkata; 2) wysokosé
jego; 3) pole. [Wskazéwka: uwzglednié podobiefistwo tréjkatow.]

35. W tréjkacie réwnoramiennym /A ABC, w ktérym A, >% oraz a=b,

wyrazi¢ nastepujace wielkoci jako funkcje zmiennych h, io:

1) dlugosci odcinkéw, na ktére ortocentr dzieli wysokosé At

2) pole tréjkata \ AB'C, gdzie B’ jest spodkiem wysokosSci, poprowa-
dzonej z wierzcholka B.

36. Jezeli mamy dane dwa punkty nieruchome A, A oraz
punkt C, ktéry porusza sig po plaszczyznie w taki sposéb, iz
réznica kwadratéw jego odleglosci od punktéw Ai A’ jest stata,
wéwcezas C kresli prostopadla do prostej A4'. [Wskazéwka: wy-
kresli¢ prostopadia CC’ i zastosowaé dwukrotnie tw. Pitagorasa.]

37. Twierdzenie Ptolemeusza*). W czworoboku wpisanym w koto iloczyn

przekginych rowna sie su-
B mie iloczyndw bokow prze-
ciwlegtych.

Twierdzenie prze-
ciwne. Jezeli czworobok
nie daje si¢ wpisac¢ w koto,
wowczas iloczyn przekqt-

nych nie rowna si¢ sumie
iloczynow bokdw przeciw-
leglych, a mianowicie jest
mniejszy od tej sumy.

Zacznijmy od twier-
dzenia przeciwnego. Jezeli
na czworoboku ABCD nie
mozna opisaé kola, wéw-
czas powiadam, ze

AC.BD < AB.CD + AD . BC.

Rys. 258.

*) Klaudjusz Ptolemeusz, najwiekszy astronom czaséw starozytnych, na-
uczal w Aleksandrii w II w. po Chr. Ptolemeusz byt autorem stynnej hipotezy,
objasniajace] ruchy ukladu planetarnego w zalozeniu, ze slorice i planety kraza
dokofa ziemi. Dopiero Kopernikowi udalo sie obali¢ te hipoteze.
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3 P ey 9
Poniewaz << 3 nie réwna sig katowi < 2, mozenng sz};;u:]icw, ze L
jest od <x 3 wiekszy. Uczynmy 3C BCE=2C 2 oraz < = it
Poniewaz /\ BCENAABD, zatem
AD .BC=BD.CE . . . . 1)
L X2)
AB.BC=BD.BE . . . ( G a0
7 réwnosci (2) iz tego, ze << ABE — X CBD, wynika, iz /\ ABE SN v

= W5 O s B ARS8

7 réwnosei (1) i (3) mamy
AB . CD+AD . BC=BD (AE+CE), . . - (4),
a poniewaZ ES AE+CE> AC,
satem twierdzenie jest dowiedzione.
7 wzoru (4) uczen sam otrzyma dotn
Twierdzenie Ptolemeusza wraz z twier

czy cztery punkty lezg czy n .
twierdzenia stuza do tego samego celu

6d twierdzenia Ptolemeusza.
dzeniem przeciwnem daja nam nowy
6b nia ie leza na jednym okregu.
sposéb poznania,
Jakie inne : o
5%98 Wzér Herona. Zwykla regula na obliczanie pola trolkqtatn}'ekle.s
, ) ; i kosci w tréjkacie
~przy pomiarac turze, gdyz prowadzenie WysokosS i
gl sy n? lft:'ut;nf zo dokladnego wykonania. Naton.nast,
lub inny przedmiot w ksztalcie tréjkata, mozemy
ktére, jak wiemy,

byloby czynnoscia klopotli.wq.
majac dany jakis kawal ziemi
z wystarczajaca W praktyce doklad
wyznaczaja tréjkat.
To spostrzezenie nasuwa :
obliczyé pole tréjkata, majac
zy jego boki.

i gznzclzajic pole tréjkata A ABC
przez S, wysokosé CD przez h, mamy wzor
ch )
S=5, 4 3 5

2 ktérego nalezy wyrugowa'é wysokos¢ h. .

7 trojkata /\ ACD otrzymujemy Rys. 259.
h*=b>—AD>.
Z /\ ‘ABC zas mamy

noécig zmierzy¢ jego boki,

nam nastepujace zagadnienie :

a—b't+-ci—2 AD . c,

b4t —a? \?
zatem h2=0b"— ( 5% 2)
prbcr—a?) (2cb—b—cPta
£ 4c?bZ_(€:_2+.c2—-as)2 - (2¢b +- b2 +-c>—a )461
&3 c

[(b+c)?—al [a*— (b —0)]
4c?

(b-+c+a) (b+c—a) (a+bd—c) (a—b-<)
4¢?
18%
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Jezeli teraz oznaczymy obwéd tréjkata /\ ABC przez 2 p

dziemy mieli et by

at+b+c=2p

a+b—c=2 (p—c)
a—b+4-c=2 (p—b)
b+c—a=2 (p—a).

Wobec tego
w1626 0) (- b) (p— o :
£ 4c? ;
: c e LU T
Tak wiee S=5 =\ (=0 = 6) (p—c).

\§ 299 Badajac pola wiclokatow podobnych, natrafiamy na

nastqpuja}cé t.wierdzenie, majgce liczne zastosowania
przy 'cl)'bllczamu powierzchni i objetosci bryt :
wierdzenie. Pola podob 7 y

i odaobnych wielokqtéw q si ebi
tak, jak kwadraty bokéw odpowiednich. g foidial

i ‘TV\.nerdzenia dowiedziemy najpierw dla tréjkatow

Jezeli mamy dane dwa tréjkaty podobne ;
: A\ ABCooN\NA'B' C
i jezeli wykreslimy w nich wysokosci CD, C’D’
by¢ réwniez : s

zwlaszcza

woéwczas musj

A\ ACD o NA'C'DY

(dlaczego?)
4
: ‘ o]
- /I\
D 8 A DI e
Rys. 260.

Oznaczajac pola tr

Sikats o :
W i Jkatow danych odpowiednio przez Si .5,

D’ przez h i k', mamy (§ 293), str. 268) :
Cal

—— S R S/ 0'7’
Z troll;lqtéw INACD; /NA € D’ mamy

fer o : e
17" 775> a wiec réwniez — =
T € niez o (dlaczego?)
C yli A *
19
‘,/Z 5
o1 - b &F
i’ - © b
Y jt T"‘”}rv;"vll /A ; ]
i | & ? { A o \ 1/"
; S A

O mierzeniu odcinkéw, katéw i wielokatow. 277

II. Niech beda dane np. dwa podobne pigciokaty.
Oznaczmy boki ich odpowiednio przez a;, a3,..., a; oraz
G @ . A
Mamy —a,ixa—?= g e
aiq as as
Jezeli podzielimy nasze wielokaty w jednakowy sposéb na
trojkaty (np. zapomoca przekatnych, jak na rysunku 261), woéw-

Rys. 261.

czas otrzymamy szereg podobnych tréjkatow. Oznaczajac ich pola
przez S;, S;,..., mamy

5% ‘Sl2 S, ay ’
zatem
Sl + Sg + Sg Ba: 0‘12
S’l 2t Slg o S‘g a’lz ; /%/»
Cwiczenia XLVIL 1. Wykazaé, ze pola podobnych tréjkatéw maja sig do
siebie tak, jak kwadraty ich wysokosci, srodkowych, dwusiecznych, promieni két
wpisanych lub opisanych. 1
2. W tréjkacie prostokatnym /\ ABC, w ktérym <C C = 3, obliczy¢ wysokosé
CC' jako funkeje przeciwprostokatnej, jezeli wiemy, ze S , acc’ * S ppcc=m": n*
ize r, :c=k:l gdzie k, [, m, n, sa to liczby dane.
3. Pole tréjkata prostokatnego A\ ABC réwna sie k*; obliczy¢ pole tréj-
kata /\ ACC’, jezeli wiadomo, ze a:r, =m i ze CC’ jest wysokoscia.
4. W tréjkacie réwnoramiennym A ABC
bok ¢ =40 cm, a SACC'A:SAA’C=3:4;
obliczyé dlugo$é odcinka BA', jezeli A, C' sa spodkami wysokosci.
5. W tréjkat réwnoramienny /\ ABC wpisano kolo, dotykajace réwnych
bokéw aib odpowiednio w punktach A4, , B;. Obliczyé promien kola wpisanego,
jezeli wiemy, ze ¢=60 cm i ze pole czworoboku A;CB,W jest 3 razy mniejsze
od pola tréjkata /\ ABC.
6. Tréjkat /\ ABC przeciagé prosta réwnolegly do boku a tak, by po-
dzieli¢ jego pole w stosunku 9 : 16.
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Twierdzenie § 299 opiera si¢ jedynie na pojeciach pola i podobienstwa,
natomiast nigdzie w dowodzie nie opieraliSmy si¢ na tw. Pitagorasa. Jest wiec
ono niezalezne od tw. Pitagorasa i moze stanowid podstawe dowodu tego

twierdzenia.

7. Dowiesé twierdzenia Pitagorasa, opierajac si¢ na tem, ze wysokosé
dzieli tréjkat prostokatny na tréjkaty podobne.

Twierdzenie Pitagorasa i tw. §§ 296, 297 dadza sie z latwoscia uogélni¢
w nastepujacy sposob: .

8. W dowolnym tréjkacie A ABC prowadzimy odcinek BB’ tak, zeby
bylo: 3 AB'B=<cABC. Z podobiefistwa tréjkatéw otrzymaé zwigzek c*=b. AB’
i wykazaé, ze mamy tu uogélnienie twierdzenia § 297, wzér (2).

9. W dowolnym tréjkacie A\ ABC prowadzimy proste BB/, BB" tak, zeby
bylo: <x AB'B =  BB“C = X ABC. Wykazaé, ze wowczas mamy :

BB ==(BRI—~ AR "BIC
i ze otrzymaliémy w ten sposéb uogélnienie twierdzenia § 297, wzér (1).
: 10. Z zadania 8-go wysnué
uogdlnienie tw. Pitagorasa.

11. Uzasadnié nastepujaca kon-
strukcje odcinka $redniego propor-
cjonalnego. Niech beda dane od-
cinki @ i 5. Na dowolnej prostej
odkladamy odcinek MM = a oraz
odcinki MK = M' K’ = b, poczem
kreslimy kola (K)b i (K’)b, przeci-
najace si¢ w punkcie O. Mamy
MO? = ab.

12. Na zadaniu 9-em mozna oprzeé nows konstrukcje odcinka $redniego
proporcjonalnego. i

ROZDZIAL 11

O potedze punktu wzgledem kola, o osiach
pierwiastnych i o pekach kél.

§ 300. W §§ 198—201 (str. 175) poznaliSmy szereg twier-
dzeni o linjach stycznych i siecznych do kola. Wszystkie te twier-
dzenia dadza sig wyslowié inaczej i uja¢ w jedno nastepujace

Twierdzenie. Jezeli kolo przecina proste, nalezqce do jednego
peku, wowczas wyznacza na kazdej z nich po dwa odcinki, mie-

9
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rzone od wierzchotka peku; iloczyn tych odcinkéw jest wielkosciq

1 i danego kota.
talq dla danego wierzchotka i . : :
£ W szczegélnosci iloczyn ten réwna sig kwadratowi styc;n.e]
poprowadzonej z wierzchotka peku, jezeli wierzcholek ten lezy

trz kota. S ; T
z.ewandyby uczenh nie znal wlasnosci, o ktérych mowa w §§ 198—201,

ia niniej S i tarczy np.
moze dowies$é twierdzenia niniejszego bezposrednio. Wys y np

Rys. 263. Rys. 264.

; iB z(C ¢ dwa trojkaty
. 263 polaczy¢ B z Ci B z (', aby otrzymac :
:?)drg;ne A pOgCNA OB'C’ (dlaczego?), z ktérych wynika

odrazu, ze

OB 0OC
e O
czyli OB .08 =0€.0C;

Uczen sam zbuduje dowody dla przypadku,’gc%y w1erzcholil;
peku lezy poza kolem i gdy rozwaiyn'_ny 1) odcinki, wyzn?\czzone.
na dwéch dowolnych siecznych; 2) odcinki, wyznaczone na siecznej
: Stycgr::i'y iloczyn, o ktérym mowa w twierdzeniuc,l nazkyvl/: sie
potegq punktu (mianowicie wierzchotka peku) w.zglcg em to i(oka

Zwréémy uwage, ze jesli wierzchole-k O lezy ‘wewnatrz t,
woéwezas odcinki, wyznaczone na kazdej siecznej, maja zwroZ
przeciwne (jak np. OA4, OA’ na rys. ?63), a wiee d?ugo(;cl :)céé
wyrazaja sig¢ liczbami o znakach przemwnytzl’l (]efh WI-QE : llligzb
'OA uwazamy za liczbe dodatnia, to dlugosé OA’ musi by¢ a

i i odwrotnie). i
Ulemn_?éilel;xiatomias)t wierzcholek O lezy zewnatrz kola, woéwczas
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Odcinki OA OA/ it d <
L - d. majg wszystkie t .
dlugo;((;l = i liczbami o tym sam;m z:ake;n L
5 “czg:ll;aile:lt::, iet potega punktu, lezacego wewnatrz kola
o 4 y
dadarais, » potega za$ punktu zewngtrznego jest liczbg
kalt il
Jaka liczbg wyraza sie potega punktu, lezacego na okregu kola?

§ 301. Twierdzenie. Jezeli
mamy dane dwa kola (O)r, (O')r.
wowczas miejscem geometrycznem
punktow, majqcych te sarngq potege
wzg.lgdem obu kd, jest prostopadia
do ich linji srodkéw.

L Prostopadla ta zwie si€ osiq
plerwiasing kol danych.

I. Rozwazmy najpierw przy-

Rys. 265, ‘I[;ac.izk, gdy kola przecinaja sie.

i e g azdy punkt C, lezacy na -

ll:)uzell(u’u spf)lnej cieciwy, AA’, ma jednakowa potq;(;ywz lpéze

obu I;)l, mianowicie réwnajacy si¢ iloczynowi CA. A’ i s
o wtére, zaden inny punkt D : :

o : ‘ , plaszczyzny ni i j
wlasnosci, gdyz w takim razie mieliby$Smy (rys. y265)e PPRa

: DA.DD' = DA.DD"
czyli DD =DD",

co jest niedorzeczne.

: II. Jezeli dane kola
nie przecinajg sie, woéw-
czas przecinamy je oba
dowolnem trzeciem kolem
(rys. 266); wspélne cig-
ciwy AB, A'B’ niech sie
przecinaja w punkcie P,
Punkt ten ma jednakows
potege wzgledem obu
Rys. 266. danych két (O)r i O)r

(dlaczego?). Powiadam,

ze prosta PK, prostopadla do linji $ -
S inji srodkéw OO, jest ;
miejscem geometrycznem. ] w 00, l?st zgdanem
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Istotnie, jezeli wprowadzimy nastgpujace oznaczenia (rys. 267):
PS= Py = PO =g,
PO — b,

woéwczas musi byé
2= qt—12 = b2—r2,

zatem a?—b? =r:—r>.

Poniewaz 12— r? jest
wielkoscig stala (dlacze-
go?) zatem punkt P po-
siada te wlasno$é, ze rézni-
ca kwadratéw jego odle- Rys. 267.
glodei od dwéch stalych ;
punktéw O, O’ jest stala. Wynika stad, Ze miejscem geometrycz-
nem punktu P jest prostopadta PK. (Cwiczenia XLVI, 36,

str. 274).

Cwiczenia XLVIII#). 1. Zbudowaé o§ pierwiastna dwéch kél, nie postu-
gujge sie zwykla konstrukeja prostopadte;j.

2. Zbadaé, jak zmienia sig polozenie osi pierwiastnej dwéch kél (O)r, (O')r,
jezeli kolo (O)r jest nieruchome, drugie zaé kolo (O')i’ przesuwamy po pla-
szezyznie. W szezegélnosci zastanowi¢ sie nad polozeniem osi pierwiastnej, jezeli

1) kola sg do siebie styczne wewnetrznie lub zewnetrznie, .
2) jedno lezy wewnatrz drugiego,
3) kola sa spélsrodkowe.

3 Niech beda dane na plaszezyznie trzy kota (O)r, (07, (O")r", ktérych
Zrodki O, O/, O nie leia na jednej prostej. Dowies¢, ze trzy osie pierwiastne
tych kél przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Pnnkt ten nazywa sig Srodkiem pierwiastnym trzech kot.

4. Odszukaé $rodek pierwiastny trzech kél, ktérych srodki leza na jedne;j

prostei.

44, Czy zawsze istnieje Srodek pierwiasiny czterech kot?

5. Czy mozna odnalezé srodek pierwiastny trzech kél, stycznych do sie-
bie w tym samym punkcie A?

6. Jezeli ze $rodka pierwiastnego poprowadzimy styczne do wszystkich
trzech kél, wéwcezas ich punkty stycznoéci znajda sig na okregu czwartego kola,
przecinajacego trzy kola dane pod katem prostym **¥).

7. Ortocentr tréjkata jest érodkiem pierwiastnym kél, wykreslonych na
bokach tréjkata jako na srednicach.

#) Uczeh moze, précz wymienionych ponizej zadan, rozwiaza¢ Ewiczenia
XXX, na str. 177, stosujac poznane pojgcia miary odcinka i tw. § 300 zamiast
pojecia réwnowaznosci prostokatow.

*¥) Katem migdzy dwiema linjami krzywemi nazywamy kat miedzy stycz-
nemi, poprowadzonemi do tych krzywych w ich punkcie przecigcia sie.
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8. Ortocentr tréjkata jest Srodkiem pierwiastnym trzech kl, ktérych
srednicami s3 odcinki wysokosci tréjkata, zawarte migdzy ortocentrem a wierz-
chotkami.

9. Jezeli mamy dane dwa kola, wéwezas srodki wszystkich ich spélnych
stycznych lezg na jednej proste;.

10. Znalezé srodek pierwiastny trzech kol zawpisanych tréjkata A\ ABC.
[Wskazéwka: srodek boku jest zarazem Srodkiem spélnej stycznej do dwéch kél.]

11. Niech 4, B, C’ bedy srodkami bokéw a, b, c. Jaki zwiagzek zachodzi
miedzy Srodkiem pierwiastnym, o ktérym mowa w zadaniu poprzedniem, a kolem
Wpisanem w tréjkat A\ A'B'C’'?

12. Jezeli z dowolnego punktu osi pierwiastnej dwéch kél poprowadzimy
do nich po jednej siecznej wéwezas cztery punkty przecigcia sie siecznych z ko-
fami danemi musza leze¢ na okregu trzeciego kola.

13. Dana jest prosta m i punkt 4, nie lezacy na niej. Laczymy 4 z do-
wolnym punktem P prostej m i na prostej AP obieramy taki punkt Q, ze AP. AQ
jest wielkoscig stals. Co kredli punkt Q, gdy punkt P przesuwa sig po prostej m ?

14. Dane sa dwa kota (O)r i (O)r oraz dwie liczby k2 i m® Znalesé na
plaszezyznie taki punt P, ieby jego potega wzgledem pierwszego kola réwnata
si¢ k%; wzgledem drugiego réwnala sie m?.

15. Kazdy punkt mozemy uwazaé jako kolo o Promieniu réwnajacym sie
zeru. Czem wobec tego jest potega jednego punktu wzgledem drugiego ?

15 a. Zbudowaé o pierwiastna danego kola (O)r i danego punktu M,

16. Danym promieniem 7 zakredlié kolo, przecinajagce dwa dane kola pod
“katem prostym.

17. Danym promieniem r zakresli¢ kolo, przechodzace przez dany punkt 4
i przecinajace pod katem prostym inne dane koto.

18. Wykresli¢ kolo, przecinajace pod katem prostym trzy dane kola.

19. Dane s3 dwa kota, Wykreslié trzecie koo, przecinajace dwa pierwsze
pod katem prostym tak, zeby styczna do tego trzeciego kola, poprowadzona
z danego punktu A, réwnala sie danemu odcinkowi m.

20. Miejscem geometrycznem $rodkéw kél, przecinajacych dwa dane
kota (O)r, (O')~ wedlug §rednic, jest prosta, symetryczna z osig pierwiastng’
tych dwu kél wzgledem $rodka odcinka QO'.

21. Wykreslié koo, przecinajagce dwa dane kola wedlug $rednic, trzecie
za$ dane kolo pod katem prostym.,

AR IR ATA O N

22. Jezeli ze Srodka jednokladnosci J (lub J') dwéch ket poprowadzimy
sieczna, przecinajacg kola w punktach P, Q, P/, Q' tak, iz Pi P’ odpowiadaja
sobie, wéwczas musi byé 3

JP.JQ = jQ . JP.
23. Co dzieje sie z iloczynami, o ktérych mowa w zadaniu poprzedniem,
jezeli sieczna obracamy dokola &rodka jednoktadnosci ?
24. Ze srodka jednokladnosci J prowadzimy dwie sieczne, przecinajace
jedno dane kolo w punktach 4, B, C, D, drugie zas w punktach 4, B/, C‘, D",

283
O potedze punktu wzgledem kola.

ie cieci ‘D’ BC) prze-
Dowiesé, ze wszystkie nieodpowiadajace sobie cigciwy (n]::;l ,A g (;:ia: - i)e (};nym
cinajg si,q na osi pierwiastnej kot [Wskazéwka: B, C A D,

okregu. Dlaczego?]

Rys. 268.

st (O)r,
25. Jezeli wykreslimy dowolne kolo, styczn'e do 'dwu <.:|’a'nych l:oléri d)e)l'(
onr c-')wczas prosta, Iaczaca punkty stycznoSci, musi p;;;a]ch ]prze
4 w ; , . v s e s "
j(edn';kladnoéci k6t danych. [Wskazéwka: dowiesé, iz O'M]/

Rys. 269.

i 4 dzi przez Srodek
26. Kiedy w poprzedniem zadaniu prosta LL’ przechodzi p

: 5 2
jednokladnosci zewnetrzny, kiedy za$ przez wewnqtrznyd e Y
; 27. Jezeli wykreslimy dwa kola styczne do dwu danyc X

: . : saiigs
ierwiastna ktérejkolwiek pary kot przechodzi przez srodek lednokladtnzsz(:oéd?
el t ry. Jakie ograniczenie nalezy wprowadzi¢, dotyczace rodzaju sty
giej pary.

28 Dane sa punkty A4, B i kolo (O)r. Znalezé taki punkt X, iebyktbyl;
: > a ) . .
AX—XB, oraz zeby odcinek AX réwnal si¢ stycznej, poprowadzonej z punktu

i ko*zgdag(;flfr.eélic' dwa kola, majac dane ich srodki, o§ pierwiastng i srodek

jednokladnosci zewnetrzny.
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v § 30?. Okl.'e.élenie. Pekiem két nazywamy wszystkie kola
a]qc&/ spolnq linie srodkéw i spélng o plerwiasing :
prowadzajac pojecie peku kot i -

: ' , musimy wykazaé -
klada(l:\l;., ze taki uklad ké! naprawde istnieé n)lloiey i
o lec.h na ’prost.ej m beda dane dwa dowolne punkty 4, 4’

mke]e lrneskc?nczeme wiele koél, przechodzacych przez te ’dw:;

pun tty. SI"Odkl. tych kfil lezg wszystkie na jednej prostej (jakiej?)

pros :’i\x/ za; m jest spdlng osig pierwiastng tych kot ,
obec tego wszystkie nasze kola tw :

' . orz k. Jesttot,
pek pgr;z.)szego rodzaju albo pek eliptyczny. T
Moy :erlnyzna prostej m dowolny punkt B, nie nalezacy do
o w. l:).u}rlxktu’ B mozemy poprowadzié styczne BS,,
Zater;;.. 9 szgst ich k6l peku; styczne te réwnajg sie sobie
2l p nkty Si, Sy, S5 ,... lezg wszystkie na jednym okr :

orego Srodkiem jest punkt B. ; e
unktPowtarzatjqc to. samo rozumowanie dla kazdego innego
f : u p/l;ost?] m, ' nie nalezacego do odcinka AA’, otrzymam
; w.I ;tx; .ko{ drugzego rodzaju, albo pek hiperboliczny. .
n()Wicise c;)t:xe; wsz)ystkle te kola majg spélng linje¢ $rodkéw (mia-
: ostg m) oraz spdélna o$ pierwi i icie linj
g i, quu)rf 3 oS pierwiastng (mianowicie linje

& o
by tego dowies¢, wystarczy zauwazy¢, ze kazde kolo

pierwszego - peku przecina
pf)d katem prostym kota dru-
~giego peku, jak widaé zry-
sunku (dlaczego?).

pan: Punkt przecigcia sieg
linji $Srodkéw wszystkich kél
peku z osig pierwiastng tych
kol nazywa sie punktem
srodkowym peku.

§ 303. Cecha charate-
rystyczng peku kol pierwsze-
gf') rodzaju jestto, ze wszyst-
: kie kola peku przechodza

ys. 270. przez dwa stale punkty, zwa-
; ne punktami podstawowemi
peku. Wobec tego punkt $rodkowy peku lezy wewnatrz kazdego
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z kol peku, potega wige jego wzgledem kél peku wyraza sig
zawsze liczba ujemna (rys. 271).

W peku kol drugiego rodzaju punkt srodkowy lezy zewnatrz
k6t peku (rys. 272), ma wiec potege dodatnia wzgledem wszyst-
kich kol peku.

Jezeli w peku eliptycznym czyli w peku
(rys. 271) oznaczymy punkt
rodkowy przez O, punkty pod-
stawowe przez A i A, wreszcie
odcinek OA przez k, wowczas
potega punktu O wzgledem
kazdego kola peku wyrazi sig
iloczynem dlugosci odcinkow
OAiOA czyli réwnaé sig be-
dzie liczbie ujemnej —k?. Ozna- Rys. 271.
czajac przez d odleglosé¢ od
O do srodka M ktoregokolwiek kota peku, przez r promien tego

pierwszego rodzaju

kota mamy:
: pr=d+ k... (2)
na d mozemy dawaé wszelkie

Jak widaé z tego réwnania,
dlugoéé promienia r bedzie

mozliwe wartosci dodatnie i ujemne:
zawsze liczba rzeczy-

wista (dlaczego?). T i
Znaczy to, ze kaidy />( A
punkt na linji $rodkéw ‘
MN moze byé s$rod- ”"‘T}\‘—\’/ﬁ' T\T/C
i
/ i!' s

kiem kola, nalezacego i
do peku. .
Jezeli natomiast o e
Rys. 272.

mamy do czynienia
z pekiem drugiego ro-
dzaju (rys. 272), wowczas, oznaczajac przez k* potege punktu O
wzgledem kol peku, mamy
r=d2—k... (2),
skad wynika, ze musi by¢
albo d < — k, albo d>k (dlaczego?).

Dowodzi to, e jesli po obu stronach punktu O odlozymy
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odcinki OL — %k, OL' — — k, wéwczas na odcinku LL' nie moze

znajdowaé sie¢ $rodek zadnego z kél peku. S
Punkty Z, L' nazywamy punktami granicznemi peku drugiego

rodzaju, a to dlatego, ze przy d = * k mamy z réwnania (2)

=234

tak, ze punkty L, L mozemy uwazaé¢ za kola o promieniu réwna-
jacym sie¢ zeru i mozemy powiedzieé, ze te dwa kola naleza do_
peku.

Cwiczenia XLIX. 1. Jakie jest najmniejsze koto w danym peku pierwszego
rodzaju? Czy w peku drugiego rodzaju istnieje kolo najmniejsze ?

2. Czy mozna zbudowaé taki pek kél, by punkt srodkowy peku miat
wzgledem wszystkich jego kél potege réwnajgcg sie zeru (pek paraboliczny)?.

3. Dwa peki kél nazywamy sprzgzonemi, jezeli kola jednego peku prze-
cinajg pod katem prostym wszystkie kola drugiego peku i odwrotnie.

Wykazaé, ze pek hiperboliczny jest sprzeZony z eliptycznym, jezeli linja
Srodkéw pierwszego jest osia pierwiastng drugiego.

4. Jezeli mamy dane dwa peki sprzezone, wéwezas punkty graniczne jed-
nego sa punktami podstawowemi drugiego peku.

5. Dane s3 dwa punkty graniczne peku hiperbolicznego; zbudowaé
taki pek.

6. Dane jest jedno koto peku hiperbolicznego i jeden punkt graniczny ;
zbudowaé pek.

7. Mamy dane dwa kola peku  hiperbolicznego; zbudowaé to kolo peku,
ktére przechodzi przez dany punkt 4. [Wskazéwka: przez dany punkt A4
kreslimy dowolne kolo C, przecinajace dwa dane kola, érodek pierwiastny trzech
kél laczymy z punktem A,]

8. W peku hiperbolicznym punkty graniczne sa harmonicznie sprzezone
z konicami kazdej Srednicy, lezacej na linji $rodkéw.

9. Rozwigzaé zadanie 7, opierajac sie na zadaniu 8-em,

10. Rozwigzaé zadanie 7, jezeli zamiast dwéch kot peku mamy dang o$
pierwiastna peku i jeden z iego punktéw granicznych,

11. Mamy dane dwa peki eliptyczne takie, ze ich punkty podstawowe A4,
B oraz A, B’ lezg na jednej prostej. Dowiesé, iz spolne cigciwy két obu pekéw
przecinajg si¢ wszystkie w jednym punkeie, lezacym na prostej 44"

12. Kota peku eliptycznego dziela na odcinki Proporcjonalne kazda sieczna,

. Poprowadzong przez jeden z punktéw podstawowych peku.

13. Dane s punkty podstawowe peku eliptycznego oraz koto (O)r, nie
nalezace do peku; zbudowaé to kolo peku, ktére przecina pod katem prostym
koto (O)r.

14, Zbudowaé kolo, nalezace do danego peku i styczne do danego kola (O)r,

15. Jezeli prosta przecina dwa kola peku w punktach 4, B oraz 4, B
0§ za$ pierwiastng w punkcie C, wéwczas odcinki A4, BB’ widaé pod katem
prostym ze wszystkich punktéw okregu, ktérego srodkiem jest O i ktére prze-
cina pod katem prostym oba kota dane.
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16. Niech bedzie dany pek hiperboliczny i dowolny staly punkt A; do-

ie§é, ze biegunowe puktu A wzgledem wszystkicl.x két peku przec.hodza‘ p;‘(ziz
WIelS i unkt A’ Punkt ten jest srednicowo przeciwlegly pux'xktow1 Aw ole
jaLZ/ P dzie L 1 L' sa punktami granicznemi peku. [W.skazo.wka:' ;It.au;h dwz-i
kola ,prgzecinaia, sie pod katem prostym, wéwczas kazde z nich dzieli harmo

nicznie $rednice drugiego kota.]

17. Biegunowa punktu granicznego wzgledem dowolnego kofa peku prze-

chodzi przez drugi punkt graniczny.

ROZDZIAL 1L

—0 -poprzecznych.

§ 304. Twierdzenie Menelaosa®). Jezeli przetniemy tro’jlfqli ABS],:Z:
wolng prostq DEF, wéwczas otrzymamy na jego bokach lub na l.cl przet s
niach sze$é odcinkow, rachujqc od wierzchotkow trdjkqta, przyczem iloczyn trz
odcinkéw, nie majgcych spdlnych ko.r't- X "
cow, réwna sie iloczynowi irzech drugich
odcinkow czyli

AD: SBESCFE = AF...CE.. BD,
Przez A poprowadzmy réwnolegla
do boku BC. Niech poprzeczna spoty’ka
te réwnolegla w punkcie X. Z tréjkatow
podobnych (jakich?) mamy:

CF AF
CE.= AX
BE AX
BD ~ AD
Skad przez pomnozenie mamy

CF.BE  AF
CE:BD - AD
ADBE inCF-= AF: CE-.:BD.

§ 305. Twierdzenie przeciwne (wzgledem § 304). _]ez'elzk tnanoécaci;{z
tréjkata /\ ABC lub na ich przedtuzeniach ma.my'daneD trz_tg gunczv m-; n‘:oz.;
niej lezqce na jednej prostej, wowczas iloczyn ?dczfzkcw A Cl.;: B.D 3
réwnaé sie iloczynowi trzech pozostalych odcmko:w AF . . .l & . st

Istotnie, jezeli prosta DE (rys. 274) przecina bok AC (lub jego p
zenie) w punkcie F’, wéwczas mamy

AD'BE . CF‘ = AF.. CE . BD,

czyli

S R = AR e
*) Matematyk aleksandryijski; zyl i dzialal za panowania Trajana i Do

cjana (koniec I wieku po Chr.).
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AD . BE AF’
CE.BD = CF' """ " (1)

Gdybysmy mieli, whbrew naszemu twierdzeniu,
AD . BE . CF'='AF . CE . BD,
AD . BE AF

czyli

wowczas bylob B = e
6wcezas byloby CE.BD = CF """ (2)
Z réwnosci (1) i (2) wynikatoby, ze
AF’ AF
CECF = CF

clzi)h na odcinku AC istnialy dwa punkty F, F, dzielace go oba wewnetrznie
(lub oba zewnetrznie) w tym samym stosunku, co jest rzecza niemozliwa.

: A_é%%& Twierdzenie Cevy*). Jezeli proste, tqczace wierzcholki trojkata
z dowolnym punktem O, przecinajq przeciwlegle boki trdjkqta w punktach

M

Rys. 274. Rys. 275.

A, B, C', woweczas iloczyn trzech odcinkdw, nie majgcych spolnych korcow
AC’ . BA!, CB’ réwna si¢ iloczynowi trzech pozostalych odcinkéw A'‘C B'A. C'B.
Przez wierzcholek A poprowadzmy réwnolegla do boku BC. Niech N,
M beda punktami przecigcia sig tej réwnoleglej z prostemi BB CC 7 odo-’
bienstwa tréjkatéw (jakich?) mamy e

BA’ AM
AC ™ NA
CB’ BC
BiA e
AC’ NA
CB-7 RG>

® : Sy
skad przez pomnozenie wynika, ze

ACLBAL W CB = AIC I/ BIA 5 CB.

i ¢

2 ) _]atn Ceva, wybitny matematyk wloski, dowisdt tego twierdzenia wraz
z wie oma innemi zapomoca rozwazan, opartych na mechanice, w dziele De
lineis rectis se invicem secantibus statica constructio, w 1678 r.
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§ 307. Twierdzenie odwrotne (wzgledem § 306). Jezeli na bokach
trojkqta mamy dane takie trzy punkty A', B!, C', iz
AC T BAC: CBl — A C o 5A . Ch,
wowczas proste AA', BB', CC’ przecinajq si¢ w jednym punkcie.

Jakoz niech proste AA/, BB’ przecinaja si¢ punkcie O i niech prosta
CO przecina bok przeciwlegly w punkcie X’. Na zasadzie tw. Cevy powinno byé

AXIBASFCBS=VAIC EBA X B

zatem musi by¢ réwniez
AX = AC
XB = CB

czyli na boku AB istnieja dwa punkty C’ i X’, dzielace ten bok wewnetrznie
w tym samym stosunku, co jest niedorzeczne.

Cwiczenia L. Twierdzenia Menelaosa i Cevy wraz z twierdzeniami od-
wrotnemi (lub przeciwnemi) daja nam nowy sposéb rozpoznawania, czy trzy dane
punkty leza czy nie leza na jednej prostej, oraz czy trzy dane proste przecinajg
si¢ w jednym punkcie.

1. Dowiesé, ze dwusieczne tréjkata przecinaja si¢ w jednym punkcie.

2. Dowiesé, ze Srodkowe tréjkata przecinajg sie w jednym punkcie,

- 3. Dowie&é, ze wysokosci tréjkata przecinaja si¢ w jednym punkcie.

4, Proste, laczace wierzcholki tréjkata z punktami stycznosci kola wpi-
sanego przecinaja si¢ w jednym punkcie (punkt Gergonne'a).

5. Proste, laczace wierzcholki tréjkata z punktami stycznoSci tego samego
kola zawpisanego, przecinaja si¢ po trzy w jednym punkcie (t. zw. punkty
dolaczone Gergonne'a).

6. Proste, laczace wierzcholki tréjkata z punktami, w ktérych przeciw-
legle im boki dotykaja kot zawpisanych, przecinaja si¢ w jednym punkcie (t. zw.
punkt Nagela).

7. Spodki trzech dwusiecznych zewnetrznych tréjkata leza na jednej proste;.

8. Spodki dwéch dwusiecznych wewnetrznych i trzeciej zewnetrznej leza
na jednej prostej.

9. Dowies¢ istnienia prostej Simsona (éwiczenia XIX, 36, str.110) zapo-
mocg tw. odwrotnego do Menelaosa.

10. Tw. Ponceleta. Jezeli wierzcholki wielokata o nieparzystej liczbie bo-
kéw polaczymy z dowolnym punktem, otrzymamy na przeciwleglych jego bokach
takie odcinki, iz iloczyn wszystkich odcinkéw, nie majacych spélnych koncéw,
réwna sie iloczynowi pozostalych odcinkéw.

11. Srodki przekatnych czworoboku zupelnego leza na jednej prostej.

12. Jezeli mamy dane trzy kola, wéwczas kazda para posiada po dwa
érodki jednokladnosci. Te srodki jednokladnosci leza po trzy na czterech prostych,
zwanych osiami jednokladnoici trzech két danych, a mianowicie: trzy Srodki
jednokladnosci zewnetrzne leza na jednej osi, a précz tego kazdy $rodek ze-
wnetrzny lezy na jednej osi z dwoma $rodkami wewnetrznemi, nie sprzezonemi
z nim.

19

Geometrja’ elementarna.
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W ten sposéb osie jednokladnosci sa bokami czworoboku zupeinego,
ktérego przekatnemi sa linje srodkéw kot danych.

13. Twierdzenie Pascala. (Poréwnaj str. 254, § 280.) Jezeli mamy dany
szesciokat wpisany w kolo, wéwczas punkty przecigeia sig trzech par przeciw-
leglych bokéw leza na jednej prostej. [Wskazéwka: do tréjkata utworzonego

przez punkty przecigcia sig trzech par bokéw (a, ¢), (c, €), (e, a), stosujemy

trzykrotnie tw. Menelaosa, uwazajac trzy pozostale boki za poprzeczne.]

14. 7 wierzchotkéw tréjkata A\ ABC prowadzimy trzy proste AA’, BB,
CC', przecinajace si¢ w jednym punkcie. Jezeli punkty A", B", C" s syme-
tryczne z punktami A, B, C" wzgledem srodkéw bokéw a, b, c, wowezas proste
AA", BB”, CC" przecinaja sig tez w jednym punkcie.

15. W tréjkacie foremnym A ABC odkladamy na bokach ¢, b odcinki
AC’ = CB' = k; prosta BC’ przecina w punkcie A’ prosta BC. Obliczyé diu-
gosé odcinka BA'.

16. W tréjkacie A\ ABC dzielimy boki a, b, ¢ odpowiednio w punktach
A, B, C' w stosunku m : n. Jezeli proste CC’, AA’ przecinaja sie w punkcie
K, wéwczas mamy

AK : AA" = mn : (m*— mn + n?).

ROZDZIAL 1V.

/!

/ : : :
/0 zastosowaniu algebry do rozwiazywania
' zadan konstrukcyjnych.

§ 308. Zadanie konstrukcyjne da sig zawsze sprowadzi¢ do
wyznaczenia jednego lub kilku punktéw. Punkt mozemy znalez¢,
jezeli znamy jego odleglosci od dwéch stalych punktéw. Czegsto
sie zdarza, ze z warunkéw zadania mozemy latwo obliczy¢ te od-
leglosci, a wéwczas rozwigzanie zadania konstrukcyjnego sprowa-
dza sie do nastepujacego zadania: :

zbudowac odcinek, majgc dany wzdr, ktéry wyraza zaleznos¢
miedzy odcinkiem szukanym a innemi, danemi odcinkami.

Przekonamy sie zaraz, ze zadanie to potrafimy rozwiazac za-
pomoca cyrkla i linjatu, o ile zwiazek migdzy odcinkiem szuka-
nym a odcinkami danemi wyraza si¢ réwnaniem 1-go lub 2-go
stopnia (innemi stowami: o ile odcinek szukany jest funkcja stop-
nia 1-go lub 2-go odcinkéw danych).

§ 309. Istotnie, jezeli migdzy odcinkiem x a odcinkami da-

i
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nemi zachodzi zwigzek 1-go stopnia, wowczas mozemy zawsze
sprowadzi¢ go do postaci

b

i b

czyli 2

albo inaczej: % — i

Jak widzimy, odcinek szukany x jest odcinkiem czwartym
proporcjonalnym wzgledem odcinkéw g, b, 1, odcinek za$ czwarty
proporcjonalny budowaé¢ umiemy.

- § 310. Jezeli zwigzek miedzy odcinkiem x a odcinkami da-
nemi wyraza si¢ rownaniem 2-go stopnia, wéwczas mozemy mu
nadaé jedng z czterech nastepujacych postaci:

x—px+qg2=0....()
B pk =00V (2)
xt—px—q*=0....(3)
x2+px—qg:=0....(@4).
gdzie p i g% sg to liczby znane, przyczem p uwazamy zawsze za
liczbe dodatnig.

Formy (1) i (2) odpowiadaja przypadkowi, gdy pierwiastki
réwnania x;, x; maja znaki zgodne: w réwnaniu (1) oba sg do-
datnie, w réwnaniu (2) oba ujemne. Jak w jednym tak i w dru-
gim wypadku mamy

i G T R R
zatem wyznaczenie odcinka x sprowadza si¢ do zadania:
() znalezé dwa odcinki (x; i xy), majgc danq ich sume

" i iloczyn.

W réwnaniach (3) i (4) pierwiastki maja znaki przeciwne,
a mianowicie w réwnaniu (3) wiekszym co do wartosci bezwzgled-
nej jest pierwiastek dodatni, w réwnaniu za$ (4) wigkszym jest
piewiastek ujemny. W kazdym razie, w jednym czy w drugim
przypadku, mamy zawsze

p=|ul—|xl, ¢=[xxl%.

Mozemy tedy powiedzieé, ze w przypadku réwnan (3) i (4)
wyznaczenie bezwzglednych wartosci odcinkéw x; i xs, bedacych
pierwiastkami tych réwnan, sprowadza si¢ do zadania:

*) Symbol | a| czytamy: ,wartosé bezwzgledna liczby a“.
193
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. () zbudowaé dwa odcinki, majqc danq ich réznice i iloczyn.
Rzecz oczywista, ze po znalezieniu bezwzglednej wartosci
tych odcinkéw wypadnie uwzglednié
fakt, iz powinny one mie¢ zwroty

‘1F przeciwne.
\! Rozwigzemy teraz kolejno oba te
B

podstawowe zadania.

§ 311. Zadanie I. Zbudowac dwa
¢ odcinki, kiérych suma p i iloczyn gq*

sq dane. o
; Mamy do wyboru kilka rozwig-

Rys. 1276;+:¢ zan. Mozemy np. postgpi¢ w sposéb
‘ nastepujacy :

Na srednicy AB =p kreslimy kolo, przez A prowadzimy
styczng i na niej odkladamy AC = q. Jezeli poprowadzimy prosta
CE réwnolegla od AB, otrzymamy zadane rozwiazanie, gdyz

CD+ CEAB—p
(jak latwo widzieé, jezeli poprowadzimy styczng BF),
CD . CE= AC? = ¢~

Czy zadanie jest zawsze mozliwe ?

§ 312. Zadanie II. Zbudowaé dwa odcinki, ktorych réznica
v i iloczyn q® sq nam dane.

Niech bedzie dane kolo o $rednicy AB = p. W punkcie 4
kreslimy styczng i na niej odkladamy
¢ AC = g, poczem punkt C laczymy ze
D srodkiem O kola. Odcinki CD, CE,
otrzymane na tej siecznej, czynig za-

do$¢ warunkom zadania gdyz

B DE = AB = p,

a zarazem

A 0
CD . CE= AC? = g
§ 313. Zadanie Ill. Dany odcinek
£ a podzieli¢ na dwie czesci tak, by wiek-
sza z nich byta Sredniq proporcjo-
Rys. 277.

nalnq miedzy calym odcinkiem a mniej-
szq czescig. ;

Taki podzial zwie si¢ podziatem zlotym albo podziatem w stosunku skraj-
nym i srednim.

e

7
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Wieksza z dwéch czesci odcinka a nazywajg tez niekiedy czescig zlotq

tego odcinka.

Oznaczmy czes$é zlotg przez x. Mamy wéweczas
x2=a (a— x)
czyli x*+ax—at =0,
Sprowadzilimy wiec nasze zada- Fpse
nie do typu zadania II¥). e
Ma ono dwa rozwiazania, ktérych e
sens z latwoscia uprzytomnimy sobie : ’
po wykonaniu konstrukcji. .
Budujemy tedy kolo o S$rednicy \
AB = a, kreslimy styczng AC = a (rys.
278) i mamy
| x| = CD,|x,| = CE.
Pozostaje odlozyé te odcinki na
prostej AC w przeciwnych zwrotach,
poczynajac od punktu C. Otrzymujemy
punkty £ i D', ktére oba dzielg od-
cinek dany CA w stosunku zlotym:
jeden d'zieli go wewngirznie, drugi ze- Rys. 278.
wnetrznie.
Zadanie IV. Dane jest koto (O)A i cieciwa KN, prostopadta
do promienia OA w jego srodku. Przez punkt A nalezy popro-
wadzié¢ siecznq AB tak, zeby odcinek

jej BC réwnal sic danemu odcinkowi 4
a (rys. 279). L
Zakladamy, ze figura na rys. 279 S &

czyni zado§¢ warunkom zadania.
Niech bedzie AC = x.
Jezeli przez C poprowadzimy $red-
nice ML, wéwczas

CA.CB=CL.CM....(Q1,

a poniewaz /\ OCA jest réwnora-
mienny (dlaczego?), zatem z (1)
otrzymujemy

Rys. 279.

*) Rzecz prosta, Ze po otrzymania. réwnania powinniSmy sie najpierw:
przekonaé, czy ma ono pierwiastki rzeczywiste. W danym wypadku jest to
oczywiste (dlaczego?).
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ax=@x+n(r—x....(@Q
czyli tax—r=0......0)
tak, iz zadanie sprowadzili§my do typu zadania II.
Uczen sam przeprowadzi konstrukcje i zbada, czy oba
pierwiastki réwnania czynig zado$¢ warunkom zadania. (Uwzgled-
nié, w jakich granicach zmienia¢ si¢ moga x i a.)

Cwiczenie LI Zbudowaé odcinek x, odpowiadajacy ktéremukolwiek
z nastepujacych wzoréw, w ktérych a, b, ¢ sa odcinkami danemi: (1) x?=ab;
(2) x =ab; (3) ax = be; (4) x* = a®+ b%; (5) x* = a? — b2; (6) x*= a® -+ b’>—c’.

2. Tréjkat A ABC przeciaé poprzeczna MN tak, Zeby byto MN//AB
oraz CM — NB = f, gdzie f jest odcinkiem danym.

3. Przez punkt A, wewnatrz kola lezacy, poprowadzi¢ cieciwg XY tak,
zeby bylo XY . AX = m? gdzie m jest liczba dana.

4. W tréjkacie /AABC poprowadzié¢ MN]/AB tak, zeby bylo AM* 4 BN*=m?

5. Z punktu zewnetrznego A poprowadzi¢ do danego kola sieczng tak,
zeby jej odcinek zewnetrzny byl trzy razy mniejszy od wewnetrznego.

6. Wykazaé, ze rozwiazanie réwnan typu (1) i (I) w § 310 (str. 292) mo-
zemy otrzymaé w sposéb nastepujacy: niech bedzie AB=p, w punktach 4iB
wystawiamy prostopadle, lezace po tej samej stronie prostej 4B, na nich odkla-
damy AC = m, BD = n, gdzie m, n sa to dwie liczby, ktérych iloczyn réwna
sie g?; wreszcie na §rednicy CD kreslimy pétkole, przecinajace AB w punkcie E.
Odcinki AE, EB sa pierwiastkami réwnania (1) lub (2). _

7. Znalezé konstrukcje, analogiczna do poprzedniej i dajaca pierwiastki
réwnan (3) i (4) w § 310.

8. Zbudowaé taki odcinek x, zeby dany odcinek a byl jego czescia zlota.

9. Dane s3 odcinki a i b; podzieli¢é a na takie dwie czesci, by jedna
z nich byla §rednia proporcjonalng miedzy druga czeScia a odcinkiem b.

10. Na boku b tréjkata /\ ABC znalezé taki punkt X, zeby, prowadzac -

XY//AB, otrzymaé zwiazek AX?= XY . AB.
11. Przez punkt A4, lezacy wewnatrz kola, poprowadzié cigciwe tak, by
w punkcie A zostala podzielona w stosunku skrajnym i Srednim.

Zbudowaé tréjkat prostokatny, majac dane:

12k, ro— 3 13,5, 7 5 14, c+b, rp5 16.:at-r,, c.

16. Dany jest prostokat ABCD; réwnolegle do jego bokéw poprowadzié
proste, ktéreby wyznaczyly prostokat o polu 2 razy mniejszem (lub wiekszem)
od danego.

17. Dany tréjkat przeciaé poprzeczng tak, by podzielié na polowy zaréwno
jego obwéd, jak pole. .

18. Dane jest kolo (O)r. Znaleié taki punkt X, Zeby suma stycznych
XA + XB réwnala sie siecznej XOY.

19. Na Srednicy AOB odkladamy OC = OD = a; znalei¢ na okregu
taki punkt M, zeby bylo OM*>= MC . MD.

._@0‘.4
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20. Dane sa na plaszczyznie dwie proste KL, MN; zbudowaé tréjkat tak,
by podstawa jego lezala na prostej KL i réwnala sie¢ danemu odcinkowi c,
przeciwlegly wierzcholek C zeby lezal na prostej MN i zeby podstawa byla
érednig arytmetyczng dwu drugich bokéw tréjkata.

21. Newton, ktéry napisal pierwszy podrecznik, traktujacy w sposob
systematyczny o zastosowaniu algebry do zadan geometrycznych, podaje naste-
pujace éwiczenie: basen czworokatny ABCD otoczyé ze wszystkich stron Sciezka,
ktéraby miala wszedzie jednakowa szeroko$é i pole réwnajace sie danej liczbie a’

22. Zadanie Pappusa. Dany jest kat prosty i punkt A na jego dwu-
siecznej; przez A poprowadzié prosta tak, by odcinek jej, zawarty miedzy ramio-
nami kata prostego, réwnal si¢ danemu odcinkowi m. [Wskazéwka: niech O
bedzie wierzchotkiem kata prostego, B punktem przecigcia sig poprzecznej z ra-
mieniem kata, za niewiadoma obieramy OB = x i otrzymujemy réwnanie dwu-
kwadratowe. Newton rozwiazuje to samo zadanie, obierajac za niewiadoma
odleglo$é punktu O' od $rodka poprzecznej.]

ROZDZIAL V.

0 wielokatach foremnych.

§ 314. Okreslenie. Foremnym nazywamy wielokgt, ktorego
wszystkie boki i kqty réwnajq si¢ sobie.

Foremnq nazywamy tez kazda linje famang, ktorej boki
i katy réwnaja si¢ sobie.

§ 315. Twierdzenie. Na kazdym wielokqcie foremnym (lub
ogélniej: na kazdej famanej foremnej)
mozna opisaé kolo i w kazdy wielokqt
foremny (lub ogélniej: w kazdq famangq
foremng) mozna wpisac kolo. ‘

1-0. Trzy kolejne wierzcholki wielo-
kata A, A: As wyznaczajg kolo. Latwo
dostrzec, ze na okregu tego kola lezy
réwniez nastepny wierzcholek A,.

Istotnie, srodek O kola lezy na osi Rys. 280.
symetrii OB; boku A; A;, ale ta sama
prosta OB; jest osig symetrji dwéch bokow: A; A, i As A, za-

tem A, lezy na okregu kola, przechodzacego przez A, A, As.

W taki sam sposéb dowodzimy, Ze nastgpny wierzcholek A; lezy
na tym samym okregu i t. d. '
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2-o. Poniewaz boki A4,, A;, A5 A, . .. s3 réwnemi cieci-
wami tego samego kola, zatem musza byé jednakowo odlegle od
jego Srodka O, czyli musi byé:

OB, =0B,=0B; =. . .

Rys. 282.

Tak wiec punkt O jest zarazem $rodkiem kola wpisanego
w wielokat.

§ 316. Okreslenie. Promien kola wpisanego nazywajg réw-
niez apotemq wielokata foremnego.

§ 317. Twierdzenie. Jezeli przez r oznaczamy dlugos¢ pro-
mienia kola, opisanego na wielokqcie, wowczas

T-o diugosé boku szesciokqta foremnego = r,

2-0 dlugosé¢ boku kwadratu = r |2,

3-0 dlugosé boku tréjkqta foremnego = r |'3.

Dowéd pozostawiamy czytelnikowi, nadmieniajgc, ze dlugosé
boku tréjkata foremnego mozna obli-
czy¢ z rysunku 282 na mocy twierdzenia

§ 300, str. 279.

§ 318. Oprécz wielokatéw foremnych
wypuklych, o ktérych dotad méwiliSmy, istniejg
réwniez wielokqty foremne gwiazdziste (a wige
wkleste). Jezeli np., jak na rys. 283, podzielimy
okrag na 5 czeSci réwnych i punkty podzialu
polaczymy co drugi t. j. punkt 1 z punktem 3,

7 dalej z punktem 5 i t. d.), otrzymamy pigcio-
Rk 283, kat gwiazdzisty.
Twierdzenie. Jezeli podzielilismy okrag
kola na n czesci rownych i polgczylismy punkty podziatu co p, gdzie p jest liczbq
pierwszq wzgledem n, wdwczas powstal wielokqt foremny o n bokach.

o

R g —,
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1
Dwa kolejne punkty podzialu A;, A, wyznaczajg luk, stanowigcy o

czesé okregu, jezeli wiec laczymy punkty podziale co p (. i. punkt 4, z 4, +1)
woéwezas bok lamanej musi byé cigciwa luku, stanowiacego %czqéé okregu (np.

bok A,A; pieciokata wspiera luk, réwnajacy sig %/; czeSciom okregu).

Jezeli na tej drodze mamy otrzymaé wielokat, wéwczas tamana musi za-
mknaé sie czyli po wykresleniu, powiedzmy, k bokéw powinnismy powrécié do
punktu 4, z ktérego wyszlisSmny.

Innemi stowami: wykreslajac wszystkie k bokéw wielokata, obchodzimy
okrag dokola calkowit ilosé razy.

Tak wiec liczba

kp

n

musi byé liczba caltkowita. Poniewaz liczby p i n sa wzgledem siebie pierwsze,

zatem najmniejsza wartos¢ na k, przy ktorej przybiera warto§é catkowita,

n

jest k = n.
W ten sposéb dowiedlismy ze wielokat nasz ma istotnie n bokéw.

Uwaga. Gdyby liczby p i n nie byly wzgledem siebie pierwsze, gdyby
np. bylo p=da, n =db, wéwczas mielibysmy

} ka
gdzie a i b sa juz wzgledem siebie pierwsze. Jesliby tedy liczba =~ miala byé

catkowits, to najmniejsza wartoScia na k byloby k£ = b. Tak wigc wielokat miatby
nie n, lecz tylko & bokéw.

~§ 316. Twierdzenie. Jezeli mamy dang liczbe catkowitq n, wowczas wie-
lokatéw foremnych o n bokach istnieje dwa razy mniej, niz liczb pierwszych
wzgledem n i od mniejszych n. :
Dowbéd twierdzenia zrozumiemy najlepiej na przykladzie. Niech bedzie
dana liczba catkowita n = 15. Wypiszmy wszystkie liczby pierwsze wzgledem 15
i mniejsze od 15:

12,4, 78 11, 13, 14

Wyobrazmy sobie, ze okrag kola podzielilismy na 15 réwnych czesci. Na
mocy § 315, wszystkie mozliwe wielokaty foremne o 15 bokach otrzymamy, 13-
czac punkty podzialu co
a2t 78,915 A3 L4,

Mielibysmy tedy o$m pietnastokatéw foremnych. Latwo jednak przekonac
sie, iz kazdy wielokat zostal policzony dwa razy, czyli ze naprawdg istniejg tylko
4 rézne pietnastokaty foremne.

Istotnie, jezeli wykreslimy cigciwy A, A;, As4; i t. d., wéwezas mozemy
powiedzieé, ze polaczylismy punkty podzialu co 2, gdyz A; jest drugim punktem,
rachujac od 4,. Ale réwnie dobrze méglby ktos powiedzieé, ze polaczylismy
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punkty co 13, gdys iesli, poczynajac od A4, bedziemy rachowali punkty w zwro-
cie zaznaczonym sffrzalka na rys. 284, wéwczas okaze sig, ze A, jest istotnie
i trzynastym punktem.

Tak samo, jezeli wykreslimy cie-
ciwy A 4;, A4, it d, wéwezas mo-
zemy uwazaé, ze polaczylismy punkty co
czwarty, ale réwnie dobrze mozemy
twierdzié ze polaczylismy je co jedenasty.

Ogélnie: jezeli, majac n punktéw
podzialy, laczymy je co p, to jednoczesnie
nastepuje polaczenie punktéw co n — p-

“§ 320. Z powyzszego widzimy, ze
istnieja ogélem cztery pigtnastokaty fo-
remne: jeden wypukly i trzy gwiazdziste.

Rys. 284. : Uczen przekona sie sam, ze dziesigcio-

katéw mamy tylko dwa: jeden wypukly,

drugi gwiazdzisty. Tak samo picciokaty istnieja tylko dwa, natomiast szeScio-
katéw i czworobokéw gwiazdzistych niema weale.

Pokazemy jeszcze sposéb zbudowania dziesiecioksta i, co za tem idzie,
pigciokata i pietnastokata foremnego.

A A

§ 321. Twierdzenie. Bok dziesigciokqta foremnego otrzymu-
Jemy, dzielgc promierr w stosunku
zlotym,

Niech A4,, 4, 4, . . . Ao bedzie
dziesigciokatem foremnym wypuklym,
wpisanym w kolo o promieniu 7. Oznacz-
my jego bok symbolem a,,. Bok dzie-
sigciokata gwiazdzistego otrzymamy, 13-
czac punkty podziatu co trzeci. Oznacz-
my bok ten przez a'y,. Mamy tedy

A 4; = ayy, AiA, = a'y,.
s e Z § 84, str. 59 wynika, 7e suma
katéw wewngtrznych dziesigciokata wypuklego réwna sie

20.10—40=160=16 . 90,

kazdy kat réwna sie 161'%0900 = 144¢,
wobec czego X OA4,4; = x OA4,4, = 72°,
oraz - xA4,04; = 36°.

Latwo dostrzec, ze prosta 4,4, jest dwusieczng kata <x 04, 4,
mamy wigc X1 =<z 4, czyli AD = OD.
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Dalej mamy <x3=<5=<x6=<7 (dlaczego?),
czyli A A, = A,D = ay,
oraz DA, = OA,=r.
Poniewaz
A A, — A.D = DA,,
zatem O i S e LT (1)
Z podobienstwa tr6jkatéw réwnoramiennych
NA DO/ A 0A, (dlaczego?)
mamy
AA _ 04
OA, OD
5 a‘yo T
czyli R g
albo innemi stowami :
AT R e e e (2)

Roéwnosci (1) i (2) wskazuja, ze odcinki ayo, @‘yo znajdziemy,
dzielagc promien r w stosunku zlotym, przyczem bok ay odgo-
wiada podzialowi wewngtrznemu, bok za$ a‘;y odpowiada podzia-
fowi zewnetrznemu (§ 313, str. 291).

§ 322. Zbudowanie obu pigciokatéw foremnych nie przed-
stawia juz Zadnych trudnosci, co sig za$ tyczy pietnastokata, to
wystarczy uwzglednié tozsamo$é arytmetyczna

1 1 1

‘ ¥R TR

§ 323. Kazdemu, kto znalazl sposéb zbudowania a;, ay, as,
ag, a0, a1, Nasuwa si¢ pytanie, czy w podobny sposéb, t.j. za-
pomocga cyrkla i linjalu dadzg si¢ zbudowaé wszystkie wie-
lokaty foremne? :

Odpowiedz na to pytanie daje arytmetyka teoretyczna. Po-
wiada ona, ze liczba bokéw n powinna byé ksztaltu

R e L 1) (2 ) e

gdzie k=0;1, 2,3, ...
Hiezbyizas - 22 SEiin )l i, (s o o5
sa wszystkie bezwzgle¢dnie pierwsze i wszystkie réin.e
od siebie. Jezeli n spelnia powyzsze warunki, wielokat da sie
wykreslié zapomocg cyrkla i linjalu — i odwrotnie.
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Wobec tego mozna wpisaé w kolo siedemnastokat, gdyz
17 = 2% + 1, natomiast nie moina wpisaé dziewigciokata, gdyz
9=02+1) 2+1)%.

Cwiczenia LIL Wprowadzimy nastepujace symbole:
a, oznacza bok wielokata foremnego wypuklego wpisanego o n bokach,

it = o » % gwiazdzist. % e vrecs
b = % o = wypuklego opisanego ,, ,,
2p, » obwaéd ,, " > wpisanego , ,,
2P, 1 2 % = E: opisanego , ,
AT < pole 5 = = wpisanego ,, ,,

Sn ” ” ”» ” » opisanego » » »

1. Mamy dane a, =16 cm; obliczyé a;, a;.

2. 2p3 =12 cm; obliczyé 2p, i 2p;.

L3. Majac dane a,, obliczyé a;.

4. Majac dane a;, obliczyé aj,.

5. Obliczyé apotemy wielokatéw foremnych wypuklych o 3, 4, 6, 8, 12

6. Obliczyé pola tych samych wielokatéw.
\_7. Majac dane aj, obliczyé b;.
8. Tréikat i szesciokat foremny maja ten sam obwéd; w jakim stosunku
pozostajg do siebie ich boki? jaki jest stosunek promieni k6t opisanych na obu
wielokatach ?

9. Tréjkat i szeSciokat foremny sa sobie réwnowazne; jaki jest stosunek ;

ich bokéw ? N

,10. Wielokaty foremne o n bokach sa do siebie podobne. o

" 11. Obwody wielokatéw foremnych o n bokach s proporcjonalne:

(1) do promieni két opisanych:

(2) do apotem.

12. Pola wielokatéw foremnych o n bokach sa proporcjonalne:

(1) do kwadratéw promieni:

(2) do kwadratéw apotem.

13. Poréwnaé z soba pola wpisanych i opisanych tréjkatéw i szesciokatéw
oraz wpisanych i opisanych kwadratéw i oSmiokatéw i sprébowaé utworzyé
wzory, ktéreby dawaly

(1) S; w zaleznosci od S, i .S,

(2) SS ” ” S4 i S’U
(3) ‘Sle ” ” S3r S’B i Se»
(4) SIB » » S4; S’4 i Sg.

14. Spostrzezenia, uczynione w zadaniu poprzedniem, uogélnié na dowolne
wielokaty foremne, t. j. znalezé wzory, wyrazajace

*) Dowéd tego waznego twierdzcnia podatl slynny uczony niemiecki, Fry-
deryk Gauss (1777—1855 r). Rozmaite zagadnienia, zwiazane z budows
wielokatéw foremnych, znaleZé moina w tomie II dziela: F. Enriques. Za-
gadnienia dotyczqce geometrji elementarnej. Warszawa, 1917.

P

P S— - .

O wielokatach foremnych. 301

(1) S,,, w zaleznosci od S, i St

(2) S,2n » ” ” S,p S’nx San'

15. Niech bedzie 4,4, = a,, bokiem wielokata foremnego danego on bokach
Kreslimy A,C=CA4,, OB, 1 A,C, OB, 1. CA,; dowiesé, iz OB, jest promie-
niem, OD za§ apotema wielokata fo-
remnego, ktéry ma 2n bokéw, lecz
obwéd ma taki sam, jak wielokat dany.

Dwa wielokaty o réwnych obwo-

C

A, = ; “ dach nazywamy réwnoobwodowemi albo
/ A S AR tez z grecka: izoperymetrycznemi (od
:( 2 wyrazéw: isos = réwny, perimetron =

4‘0 obwéd).

16. Jezeli przez r, i f, oznaczy-
my odpowiednio promien i apotemg
wielokata foremnego o n bokach, wéwczas migdzy wielokatami izoperymetrycz-
nemi zachodza zwigzki:

Rys. 286.

t, + 1,
2

1271 = vl T V Tn t2n'

17. Dowiesé, iz
1]
Tyt < & (rn ¥ tn)'

[Wskazéwka: kreslimy kolo (O)B,, aby otrzymaé réznicg r,, —£,, i prowa-
dzimy dwusieczng kata IC CB,B,.]

18. Majac dany promien r kola opisanego, obliczyé a; i a';.

19. Majgc dany promien 7, obliczyé a5, a'i5, a”y;, @’y

20 W pigciokacie foremnym wypuklym kazde dwie przekatne dziela sig
w stosunku zlotym, przyczem wigkszy z dwéch odcinkéw przekatnej réwna sig
bokowi pieciokata.

21. W pieciokacie foremnym wypuklym przekatne przecinajg si¢ w taki
sposob, ze wyznaczajg drugi pigciokat foremny.

22. Uzasadnié nastepujaca konstrukcjg boku a,o: w kole (O)A4 prowa-
dzimy dwie prostopadle do siebie srednice AOA’, BOB'; niech O’ bedzie srod-
kiem promienia OB i niech D bedzie punktem przecigeia sig kola (0)'O z od-
cinkiem AQ’. Powiadam, ze A'D = a,,,.

23. Slynny matematyk Ptolemeusz*) podaje w swem wielkiem dziele ,, Alma-
geicie“ nastepujaca konstrukcje pieciokata: w kole (O)A kreslimy dwie prosto-
padle do siebie srednice AOA’, BOB'; niech bedzie C $rodek promienia OA4;
kreslimy koto (C)B, ktére przecina promiei OA" w punkcie D; odcinek BD=aq;.
Zbadaé prawdziwos§é konstrukcji.

24. Wykazaé, ze konstrukcja Ptolemeusza daje zarazem bok dziesigcio-
kata wypuklego foremnego oraz bok pieciokata gwiazdzistego.

25. Dowiesé, ze (a;)? = (ay,)? 4 (a;5). Dowéd przeprowadzié trzema spo-

*) Poréwn. o nim uwage na st. 274.
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sobami: (1) zapomoca rachunku, (2) zapomoca konstrukeji Ptolemeusza, (3) za-
pomoca rys. 287, w ktérym AC = a,, AD = a;.

26. Najprostsza ze znanych konstrukeyj pigciokata i dziesieciokata jest na-
stepujaca: niech AOA’, BOB' (rys. 288) beda dwie prostopadle do siebie srednice:

B

=
o

I

(o)

SR

B
Rys. 287. Rys. 288.

odkladamy B'C = AC’ = r, poczem kreslimy koto (C)C’, ktére przecina w punkcie
A promien OB. Mamy: OK = a;,, AK = as.

27. Jezeli w kolo wpiszemy trapez réwnoramienny, w ktérym jedna pod-
stawa jest Srednica, druga za$ a0, wéwczas oba réwne boki réwnaé sie musza
a;, przekatne za$ réwnaja sig aj, 7.

28. Zastosowaé tw. Ptolemeusza (str. 274) do trapezu, o ktdrym mowa
w zadaniu poprzednim. Do jakiego wniosku dochodzimy ?

29. W kole prowadzimy dwie prostopadle do siebie srednice AOA’, BOB'.
Na przedtuzeniu BA odkladamy AC = AB i prowadzimy srednice CO, przeci-
najaca luk BA" w D i luk AB’ w E. Dowie$é, ze 3 CE = bokowi dziesigciokata
foremnego wypuklego, a 3 CD = bokowi dziesigciokata gwiazdzistego.

W praktyce wystarcza zazwyczaj konstrukcja przyblizona wielokata, to tez
zdawiendawna rzemieslnicy, architekei, inzynie-
B rowie etc. starali si¢ wynalezé odpowiednie spo-
soby budowania rozmaitych wielokatéw. Oto
pare takich sposobéw:
30. Na srednicy AA’ budujemy tréjkat
réwnoboczny A\ ABA’ dzielimy AA" na n czesci
réwnych, drugi punkt podzialu C laczymy z B;
cieciwa AF albo dokladnie albo w przyblizeniu

A réwna sie a,.
- ¢ Jakoz uczen sprawdzi, ze kladac r=1,
mamy
F AF2=2_n—43"+Vn2—|—16n——32

DL (n— 1)+ 3 :
Rys. 289. wstawiajac za$§ kolejno n=3, 4, 5, 6, 8.,

RiLE
& 18
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otrzymamy dlugosci odcinkéw, ktére latwo poréwnaé ze znanemi wartoSciami
NBRAE AL 05,0 Oy s O ite sl s
31 Konstrukcja, przedstawiona na rys. 288, daje dokladne wartosci a;
i @y, a précz tego mamy:
KL réwna sie w przyblizeniu a,

Al SR » ays,
gdzie L jest punktem przeciecia sig tuku C'K z promieniem OA'.

32. Jezeli wewnatrz wielokata foremnego wypuklego obierzemy dowolny
punkt K, wéwezas suma wszystkich prostopadlych, prowadzonych z K do bo-
kéw wielokata, jest n razy wigksza od apotemy wielokata. Jakiej zmianie ulegnie
twierdzenie, jezeli punkt K obierzemy zewnatrz wielokata ?

33. Dowolny punkt L na okregu kola opisanego laczymy ze wszystkiemi
wierzcholkami wielokata; dowiesé, ze suma kwadratéw tych odcinkéw réwna sie
2nr?, gdzie r oznacza promien kola. [Wskazéwka: w punkcie L prowadzimy
styczna i na nig rzutujemy wszystkie wierzcholki wielokata.]

34. W dane kolo wpisaé szesé réwnych pigciokatéw foremnych tak, zeby
jeden z nich byl spétsrodkowy z kotem, a kazdy z pozostalych mial po jednym
wierzchotku na okregu kota danego i jeden bok wspélny z pieciokgtem Srodkowym.

ROZDZIAL VI.

0 pomiarze kola.

§ 324. Codzienne doswiadczenie nasuwa nam mnéstwo za-
gadnien, w ktérych musimy wyznaczaé¢ pole kola lub dlugosé
okregu. Z latwoscia wymysleé mozna rozmaite sposoby dokony-
wania odpowiednich pomiaréw na kole materjalnem: majac np.
dane w kolo z blachy jednolitej, mozemy zmierzy¢ nitkg dilugosé
jego okregu, mozemy zwazyé kolo i przez poréwnanie z cigzarem
kwadratu, zrobionego z tego samego materjalu, mozemy obliczyé
pole kola i t. d.

Oczywista rzecz, ze wszystkie otrzymane w ten sposéb
liczby daja nam tylko przyblizone wartosci dlugosci okregu lub
pola kola, ale przyblizenia te moga zupelnie wystarczyé do nie-
ktérych celéw praktycznych.

Jezeli jednak od figur materjalnych zechcemy przejs¢ do
figur geometrycznych, natrafimy odrazu na ogromne trudnosci.
Dlugo$é odcinka jest to liczba, ktérg otrzymujemy przez poréw-
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nanie tego odcinka z innym, zwanym jednostka miary. W jaki
spos6b moglibysmy poréwnaé okrag kola z odcinkiem, obranym
za jednostkg miary? Odkladanie jednostki nie da sig tu przecie
zastosowaé. Dopoki wigc nie znajdziemy jakiego$ sposobu po-
réwnywania okregu z odcinkiem prostej, nie bedziemy mogli mé-
wié o dlugosci okregu. To samo powiedzie¢ mozemy o polu
kola: odkladanie kwadratu jednostkowego na kole nie da si¢ za-
stosowac. ;

Spos6b poréwnywania, o ktéry chodzi, nasuwa sie nam przy
rozwazaniu wielokatéw wpisanych i opisanych na kole. Wyobrazmy
sobie, ze mamy dane kolo i dwa wielokaty foremne: jeden wpi-
sany w kolo, drugi opisany na niem; jezeli zwiekszaé bedziemy
liczbe bokéw tych wielokatéw, wowczas wydaje si¢ niemal oczy-
wistem, ze kontury ich zblizajg sig do okregu, obszary zas wie-
lokatowe zblizaja si¢ do obszaru kota. Powstaje tedy mysl trakto-
wania kola jako granicy, do ktérej daza nasze wielokaty przy
nieograniczonem zwigkszaniu liczby bokéw.

Niestety, intuicja moze nas latwo wprowadzié w blad. Aby
przekonaé sig¢ o tem, wystarczy rozwazyé jeden prosty przyklad.
Niech bedzie dany tréjkat prostokatny /\ ABC. Podzielmy obie
jego przyprostokatne na jednakows ilo$é czesci réwnych i przez
punkty podzialu poprowadZmy réwnolegle
do AC i BC. Réwnolegle te wyznacza
nam pewng linjg lamang AKMN . . . B.
Wyobrazmy sobie, ze zamiast na 5 czedci
réwnych (jak na rys. 190) podzielilismy
przyprostokatne na

" 10, 20, 40, 80,......

czesci réwnych. Rzecz jasna, ze lamana

Rys. 290. zbliza sie tem wiecej do odcinka prostej AB,

im wieksza jest liczba czesci, na ktére dzie-

limy przyprostokatne. Zwigkszajac coraz bardziej liczbe podzialek,

mozemy z latwoscia osiggnaé to, Zze najpotezniejsze przyrzady

optyczne nie zdolaja wykryé zadnej réznicy migdzy lamang a prze-
ciwprostokatna.

A

Powstaje pytanie: czy mozemy twierdzié, ze dlugosé prze-

ciwprostokatnej jest granica, do ktérej dazy dlugosé lamanej, je-
zeli zwickszamy nieograniczenie liczbe podzialek? Latwo jest
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przekonaé sie, ze tak nie jest, Ze intuicja wprowadzila nas w blad
Istotnie, uczen dowiedzie, ze dlugo$é lamanej jest stala. :

Wobec tego, jesli chcemy zastosowaé nasz pomyst trakto-
wania kola jako granicy pewnych wielokatéw, musimy najpierw
Przek.onac' sig, czy granice, o ktérych mowa, naprawde
istnieja, a w tym celu musimy mieé¢ dwa nieskonczone ciggl
oc%cinkc').w. (pol), czyniacych zado$é wymaganiom pewnika Vi-e
mianowicie : .

(1) wyrazy jednego ciagu musza rosnaé, drugiego zas maleé:

(2) wyrazy pierwszego ciagu muszg by¢ zawsze mniejsze od,
wyrazéw drugiego ciagu;

(3) .réinica mi¢dzy wyrazami obu ciagéw musi maleé nieo-
graniczenie.

- Innemi slowami, bedziemy musieli ustalié trzy twierdzenia

(1) obwody (pola) wielokatéw foremnych wpisanych rosn
opisanych za$ maleja; i :

(2) obwody (pola) wielokatéw foremnych wpisanych pozo-
stajqg mniejsze od obwodéw (pél) wielokatéw opisanych;

(3) réznica migdzy obwodami (polami) wielokatéw v:'pisanych
i opisanych moze by¢ uczyniona dowolnie mala.

Jezeli uda si¢ nam dowiesé tych trzech prawd, wéwezas na
mocy pewnika Vle bedziemy mogli twierdzi¢, ze istnieje od-
cinek wiekszy od obwodoéw wszystkich wielokatow foremnych
wpisanych, a mniejszy od obwodéw wszystkich wielokatéw fo-
remnych opisanych. Wtedy dopiero bedziemy mogli dlugosé tego
odcinka nazwac dlugosciag okregu. To samo powiedzie¢ mozna
o polu kola.

§ 325. Twierdzenie. Przy podwajaniu liczby bokéw wielo-
kqtéw foremnych obwdd wielokqta wpisanego rosnie, opisanego
zas maleje. ’ :

Chcac podwoi¢ liczbe bokow B,
wielokata foremnego wpisanego, dzie- i :
limy na polowy wszystkie luki, pod- \

E : i A
parte przez jego boki. W ten sposéb .
bok A, A, zastepujemy przez lamang Rys. 291
A By A, 1 przez to samo zwigkszamy o
obwéd wielokata. To samo da sie powiedzie¢ o kazdym innym
boku.

Chcac podwoi¢ liczbg bokéw wielokata foremnego opisa-

Geometrja elementarna. 20
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nego, dzielimy na polowy luki, zawarte miedzy punktami stycz-

noéci bokéw i w punktach podzialu (np. K) prowadzimy styczne.
W pierwotnym wielokacie obwod sktadal

si¢ z lamanych w rodzaju C,A;C,; teraz
lamana ta zostala zastapiona przez fama-
ng CB,B:C;. Otéz pierwsza lamana jest
suma odcinkéw.

C,B, + BA; + AsB, + B,C,,
druga za$ jest suma odcinkow

Bog 7% C.B, + B,B: + B.G;,
a wiec druga lamana jest krotsza (dlaczego?).

§ 326. Twierdzenie. Obwod wielokgta foremnego wpisanego
jest mniejszy od obwodu jakiegokolwick wielokqta foremnego opi-

sanego na tem samem kole.

Wystarczy dowies¢ twierdzeni
wej liczbie bokéw.

Niech bedzie dany wielokat foremny wpisany A4;4:4s ... An
Odpowiedni wielokat opisany otrzy-
mamy, prowadzac styczne w wierzchol-
kach pierwszego wielokata. Otrzymu-
B, jemy w ten sposob szereg trojkatow
B, NAi1B A;, A ABsAs ey Z ktérych
. R wynika, Ze

: AB, + B4, > A, As,
A,B, + B,A; > A4, it d.
a wiec obwod wielokata B1B,B; . .. B.
jest wigkszy od obwodu wielokata
A1 A A ... An

Obierzmy sobie teraz dowolna prosta, na niej punkt O

i odlézmy ciag odcinkéw OA;, OAs, OA, , ..., réwnajacych sig

a dla wielokatéw o jednako-

B,
Az A3

Rys. 293.

obwodom wielokatow wpisanych, majacych n, 2n, 4n, ... bokow,
AAA
0 .
Rys. 294. |
oraz ciag odcinkéw OC;, 0GC,, OCs .. .. rownajacych si¢ obwo-

dom odpowiednich wielokatow opisanych.
Na mocy § 325 mozemy twierdzi¢, ze punkty A, Az, As,- ..
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,po§uwa.jq sie coraz dalej w prawo, punkty zas Cj, C, osu-
wajg sig coraz dalej w lewo.. Poniewaz dowiedlis’r’ny (:N § p326)
Ze OAk' < OCy, zatem kazdy punkt A lezy w lewo od Cj, a wi :
wszysgcle punkty A lezg w lewo od punktéw C¥). L
”ozostaje do rozstrzygniecia jedno t ie:
leglos¢ miedzy punktami A iQC nlnoie by}gksczsﬁzrr]:‘dﬁgol?li;
mata ? Odpowiedz na to pytanie dajg dwa nastepujace twierdzenia:
§ 327. Twierdzenie. Roznica miedzy obwodami wielokqtow
J(‘Zl;n;nyC{z o n bokc?ch, z ktorych jeden jest wpisany w kolo,
tr'i topzs’any ga ]est' mniejsza od podwdjnej wysokosci
ojkqta réwnoramiennego, ktirego podstawq jest obwdd kwadratu

180°

opisanego, kqt zas przy podstawie réwna sig

: nK'o.ns.trukch, na ktérej oprzemy dowdd, mozna najproscie]
1 Bajjasuie] opisa¢ w sposéb nastepu- ;
jacy: wyobrazmy sobie, ze oba wielo-
katy — wpisany i opisany zrobione sg
z drutu; przecinamy drut w wierz-
cholku A; wielokata wpisanego i calg
figure rozginamy tak, by wyprostowad
kontur wielokata wpisanego. Otrzymamy
wtedy figure, zlozona z n malych tréj-
katéw réwnoramiennych A\ A4,B,A4,,
A\ ABAs ..., /\ A.B.A/, ktérych
p’odsta}wy tworzg jeden odcinek A4;A4,’, i
réwnajacy si¢ obwodowi wielokata wpisanego (rys. 296) *¥)
Latwo przekonaé siq; ze katy przy podstawie kazdego z tych

trojkacikéw maja po

e Istotnie (rys. 295) mamy

<< Bi4A:A4, + << A,A:4; + < B,A,A; = 180°,

ale S U Aol

n

— 1800 .o 3600 :
n

* 1 ¥

Lo t) lIl:stotme, idyby punkt A, wecisnal si¢ miedzy punkty Cﬁ ' méglby naste
¢ tylko po takim punkcie C,, gdzie m > n. Al i ® ;
k p s n. Ale to jest niedorzeczne, gdyz
punkt :4m, lezacy w prawo od A4, (§ 325), musi lezeé w lewo od C,, (§ §2g)
. r 3 o S

*) Calg te konstrukcje uczen opisze w zwyklym jezyku geometrii

20*
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360°
zatem x BAA, + << BAA; = i
skad << B,44, = 15;0 (dlaczego?).

Jezeli na rys. 296 przedluzymy boki A:B; i B.A4," pierw-
szego i ostatniego tréjkaty, otrzymamy tréjkat réwnoramienny
180°

n

/\ A,CA,, w ktérym katy przy podstawie réwnajg sig

Zbadajmy boki tego tréjkata. Z rys.‘296 uczen latwo dostrzeze,
¢ .

Rys. 296.

7e suma dwoéch bokéw A,C + CA,” réowna sie obwodowi wielo-
kata opisanego, trzeci za$ bok 4,4’ réwna si¢ obwodowi wielo-
kata wpisanego. Ot6z mamy (dlaczego?)

AC — AK.< CK,

CA, — KA, < CK,
gdzie CK jest wysokoscig tréjkata. Po dodaniu tych dwu nie-
réwnosci, otrzymujemy

(A.C + C4)) — AA' <2CK

czyli 2B, —p, < 2 LK. (1)

Jezeli na tej samej prostej odlozymy odcinek A4,4,”, réwna-
jacy sie o$miu promieniom kola O;A; czyli réwnajacy si¢ obwo-
dowi kwadratu opisanego, wéwczas odcinek ten okaze sig dtuzszym
od A;4," (dlaczego?). Zbudujmy na odcinku A;A4,"” tréjkat
A\ A,C' 4,”, podobny do tréjkata /\ A, CA," (rys. 296). Wysokosé
jego C'K’ musi byé wieksza od CK, zatem musi by¢

QP 2p, 2K 2)

§ 328. Pozostaje juz tylko jeden krok: musimy dowies¢ na-

stepujacego twierdzenia :

e

- kosé C"K’ réwna sie od-
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Twierdzenie. Majgc dany odcinek A, A, (réwnajgcy sie

8 promieniom kota) mozemy na nim zbudowaé tréjkqt réwno-
o

ramienny, kidrego kqt przy podstawie réwna sie » wysokosé

zas jest dowolnie mafa.
Istotnie, niech bedzie dany dowolnie maly odcinek m. Zbu-
dujmy najpierw tréjkat réwnoramienny N\ 4,C” 4, ktérego wyso-

cinkowi m. Na zasadzie m
pewnika VI b (pewnika
Archimedesa dla katéw)
mozemy znalezé tak wielkg >
liczbe n, ze Yn cze$é ka- A,

ta polpelnego { czyli 18,10 }
okaze si¢ mniejsza od kata <= C”A;A4,, jakkolwiek maly bylby
ten kat.
Jesli  wiec
1
< CA4,4; = 4 wewnatrz kata

< C"A,A,. Mozemy wiec istotnie zbudowaé tréjkat A\ C'A,A,,
ktérego wysokosé C'K’ okaze si¢ mniejszag od C”K’, a wiec i od
danego odcinka m.

Rys. 297.

po obraniu tej liczby n zbudujemy kat

o

» rami¢ jego A;C’ padnie

§ 329. Stresémy teraz cale to dlugie rozumowanie.
Na dowolnej prostej odlézmy odcinki

G4 =2y, OC. — 0L,

0OA4,, 2P2n, OC2n =2 P2n,

QA= 2pn, OC,,= 2P,,.

(1) Na zasadzie § 325 b
mozemy twierdzié, ze punkty 0 y I,(’:,DCZn &
A posuwajg sie coraz dalej 2 Aty
w prawo, punkty za§ C coraz Rys. 298.

dalej w lewo;

(2) Na zasadzie § 326 wiemy, ze punkty A leza zawsze
w lewo od punktéw C;

(3) Z §§ 327 — 328 wynika, ze roéznica migdzy obwodami

e : P
'i ;;Z‘-:';' S i <p
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jakkolwiek maly bylby odcinek ¢ mozemy znalei¢ taki punkt A
i taki punkt Cj, iz odcinek Ai Ci bedzie mniejszy od &.

Teraz mozemy (na mocy pewnika Vl-e) twierdzié, ze na
prostej istnieje jeden i tylko jeden odcinek OB, wigkszy od
wszystkich obwodéw wielokatéw foremnych wpisanych i mniejszy

- od obwé6dow wielokatéw foremnych opisanych.

Okreslenie. Diugosciqg okregu nazywamy dlugosé odcinka OB.

§ 330. W taki sam sposob, tylko o wiele latwiej, mozemy
ustali¢ pojecie pola kola. '

Jakoi rozpatrujac te same ciagi wielokatéw foremnych wpi-
sanych i opisanych, mamy:

(1) Pola wielokatéw wpisanych rosna, opisanych zas maleja,
jezeli wciaz podwajamy liczbg ich bokéw (dlaczego?).

(2) Pola wielokatéw wpisanych pozostajg mniejsze “od pol
wielokatéw opisanych (dlaczego?).

(3) Réznica miedzy polami wielokatéw wpisanych i opisa-
nych jest mniejsza od pola trojkata /\ 4;C'4A," (rys. 296), pole
za$ tego tréjkata moze byé uczynione dowolnie malem, gdyz
réwna sie ono iloczynowi 4 r. C'K’', w ktérym czynnik 4 r jest
staly, drugi za$ czynnik C'K’ moze by¢ uczyniony dowolnie ma-
lym (§§ 327—328).

To nas upowaznia do twierdzenia, Ze istnieje jedna i tylko
jedna liczba, wigksza od pdl wielokatéw foremnych wpisanych,
mniejsza zas od pdl wielokqtéw foremnych opisanych.

Te liczbe okre§lamy jako pole kofa.

§ 331. Twierdzenie. Dlugosci okregéw majq si¢ do siebie
tak, jak promienie tych okregow.

Niech beda dane dwa kola (O) ri (O) r. Oznaczmy dtugosci
ich okregéw odpowiednio przez ¢ i ¢'. Powiadam, ze mamy

c r

Sa

Istotnie, majac dane trzy liczby 7, 7' ¢, mozemy zawsze zna-
lez¢ jedna i tylko jedna taka liczbe d, ze zachodzi proporcja:
r:rr=c.d
Wpiszmy w oba kola wielokaty foremne o jednakowej liczbie
bokéw. Wielokaty te sa do siebie podobne (éwiczenie 10, str. 299).
Jesli wiec obwody ich oznaczymy przez 2 p, 2 p', wowczas musi
byc (éwiczenie 11, str. 299):
2p:2p'=r.r
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5G) 4
czyli 2p'2p'=cid. =
skad wynika, ze 2pic=2p . d g

Poniewaz w tej proporeji liczba ¢ jest wigksza ad 2p (dla-
czego?), zatem liczba d musi byé wigksza od 2 p'.

DowiedliSmy wiec, ze liczba d jest wigksza od obwodu kaz-
dego wielokata foremnego, wpisanego w kolo (O’) 7.

W taki sam sposéb uczen dowiedzie, ze liczba d musi byé
mniejsza od obwodu kazdego wielokata foremnego, opisanego na
kole (O') #’

A skoro tak, to liczba d nie moze byé¢ niczem innem, jak
dlugoscia ¢’ okregu tego k‘?Ia,,c‘zyli musi by¢ istotnie

G

§ 333, Twierdzenie. Stosunek diugoscz okregu do dtugosci
Srednicy jest lzczbq staiq.

Jakoz dowiedlismy, ze

€€ = rat,
zatem clc=2r12r’,
albo 2r=c¢:2r.
Ten staly stosunek c . 2 r oznaczmy literg grecka 7.
Mamy wiec c:2r=n
czyli c=2mr,

co daje nastepujgca

Regule. Aby obliczy¢ dfugosé okregu, mnozymy dlugosc jego
Srednicy przez stalq liczbe 7.

§ 333. Z kolei przechodzimy do sposobu obliczania pola.
Jakikolwiek wielokat foremny opiszemy na kole, pole jego réwnac
sie bedzie polowie iloczynu obwodu przez dlugo$é apotemy czyli
przez promien kola

1

W tym iloczynie czynnik r jest staly, natomiast czynnik 2 p
dazy do dlugosci okregu ¢ w miarg, jak podwajamy liczbg bokéw
wielokata, jest wigc rzecza wielce prawdopodobna, Ze zachodzi
nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie. Pole kola réwna sig¢ polowie iloczynu dlugosci
okregu przez dlugosé promienia, czyli:

1 == 2
=5 c.r=mr,

jezeli przez K oznaczyliSmy pole kola.
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Wykazalismy powyzej, ze pola wielokatéw foremnych wpisa-
nych w kolo i opisanych na niem tworza dwa ciagi nieskonczone,
dazace do wspélnej granicy. Te wspélng ich granicg nazwali$my
polem kola. Gdyby wiec udalo sie dowiesé, ze liczba 2 jest gra-
nicg ktéregokolwiek z tych dwéch ciagéw, wowezas ustaliby$my
tem samem, Ze jest ona istotnie polem kola o promieniu = r.

Otéz wiadomo, ze liczba jakas K jest granica ciggu nie-
skonczonego ;

Al A s B e
o ile spelnia trzy nastepujace warunki:

1) K musi byé liczbg stala;

2) réznica miedzy liczba K a wyrazami ciagu musi maleé
nieograniczenie (co do wartosci bezwzglednej), albo dokladniej
mowiac: jakkolwiek mala zadanoby nam liczbe dodatnie ¢, po-
winien istnie¢ taki wyraz naszego ciagu (powiedzmy, wyraz A4,),
zeby zachodzila nieré6wnos¢

’ R A, I < &

3) réznica ta powinna juz zawsze pozostawaé mniejsza od ¢
(co do wartosci bezwzglednej); to znaczy: kazda z nieskonczenie
wielu réznic :

| K—Ans1 |, | K—Aus2 |, K—Au+s|it d
powinna byé mniejsza od .

Wida¢ odrazu, ze liczba 772 spelnia warunek (1). Zbudujmy
tedy cigg pol wielokatéw opisanych
G FL ST el - R s I e i it o ()]

wezmy pod uwage rdznice

Pr —ar=r (P, — )
i zastanéwmy sig, czy moze ona by¢ uczyniona mniejsza od do-
wolnej liczby dowatniej ¢, choéby nie wiedzie¢ jak malej.

Przedewszystkiem zauwazmy, ze réznica

) P, — nr
jest liczbg dodatnia. Nastepnie, wiemy juz, ze jakkolwiek mala
bylaby liczba dodatnia 7, mozemy zawsze znalesé taki wielokat
opisany (o obwodzie = 2 P,) ze zachodzié¢ bedzie nieréwnosé
2B, — 2nari< g
a wigc tembardziej zachodzi¢ bedzie nier6wnosé

P, — ar <y (dlaczego?).
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Jesli tedy chcemy, zeby bylo 1

Pnr =y an < €, : y 2
trzeba tylko obraé taki wielokat, aby zachodzila nieréwnogé
P, — o el
r

Tak wiec liczba 72 spelnia réwniez warunek (2). Co sie
tyczy warunku (3), to rzecz jasna, ze jest on zawsze spelniony.
Istotnie wyrazy ciggu (I) stale rosna, a wiec réznice:

P,,+1r-—ﬂr2, s r—amart, Poysr—me? ... ...
stale maleja.

Wobec tego liczba 772 jest granicg ciagu (I) czyli jest tem,
<o nazwali§my polem kola.

§ 334. Pozostaje do rozstrzygniecia pytanie: w jaki spo-
s6b mozna obliczyé liczbe ©?

Ot6z przedewszystkiem musimy zaznaczy¢, ze liczba 7 jest
niewymierna*), zatem nie da sie nigdy wyrazié w postaci ulamka
skoniczonego. Co sie tyczy sposobéw obliczania wartosci przybli-
zonych na 7, to niektére tylko z nich naleza do dziedziny mate-
matyki elementarne;.

Najprostszy pod wzgledem pomystu jest sposéb Archime-
desa™). Wpiszmy w kolo dowolny wielokat foremny o n bokach
i opiszmy na niem drugi wielokat, réwniez o n bokach. Kladac r=1,
obliczmy obwody obu wielokatéw; nastepnie podwdjmy liczbe ich
bokéw, obliczmy obwody nowych wielokatéw i t. d. Otrzymamy
dwa ciagi liczb, miedzy ktéremi zawarta jest dlugosé okregu czyli
liczba 2 7, gdyz zalozylismy r= 1. : : ey W

Mamy w ten sposéb: 0 i/ YT

2p; =6 <2m<6928=2P

2p1s=6212 <217 <6430=2P,

2pss = 6266 <27 <6320=2P,,

2pis = 6278 <27 <6292=2P,

2 pys = 6282 < 2w < 6286 = 2 P,,
it d.

“) Fakt ten zostal ustalony dopiero w XVIII w. przez Szwajcara Lam-
berta i Francuza Legendre’a. Dowodu nie mozemy tu przytoczyé; ciekawych

odsylamy do ksiazki: Rudio Vier Abhandlungen iiber die Kreismessung, Leip-
zig, 1892,

**) Archimedes z Syrakuz (287—211 r. przed Chr.) pierwszy podal me-
tode obliczania ‘przyblizonych wartoéci na . Rozprawka Archimedesa O pomia-
rze kofa byla drukowana w przekladzie polskim w czasopi$mie matematycznem

»Wektor®, rocznik II, 1912 r.

A
{94
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Poprzestajac na wielokatach o 96 bokach, mamy:
3141 < = < 3143.

Archimedes znalazl nastepujgce granice dla 7:

1
3o

W pfaktyce wystarczajg zazwyczaj wartosci przyblizone 314

10
2

1
hlb 3 7 .
Dla ciekawych podajemy wartosé na 7 z dziesiecioma zna-

kami dziesigtnemi:

= 31415926535 . . . . . .

~§-335:-Bardzo ladny sposéb elementarny obliczania ©= mozemy oprze¢ na
éwiczeniu iS, str. 301. Jest to t. zw. metoda figur réwnoobwodowych.

poteme wielokata foremnego o n bokach oznaczymy przez a, pro-

zell aj :
- promien wielokata forem-

mien kola, na nim opisanego, przez r, apotemg zas 1 ' ;

nego, majacego ten sam obwéd, lecz dwa razy wigcej bokéw, oznaczymy odpo
; . .

wiednio przez o i r/, wéwezas bedziemy mieli wzory

St r+a
K=o

r'ZVra'.

Staly obwéd, o ktérym mowa w zagadnieniu, s lezs
7e szukamy promienia x kola ktérego obwéd réwna

niech sie réwna liczbie 2.
Wyobrazmy sobie,

1 : e ; : >
sie 2. Bedziemy mielisz. Zauwazmy dalej, ze obwéd c tego kola jest wiekszy
majacy obwéd = 2, mniejszy
zatem promien x

przyczem,

od obwodu kola, wpisanego w wielokat foremny, .
za5 od obwodu kola, opisanego na tym samym w1eloch1e.;
aé miedzy apotema a i promieniem 7 tego wielokata,

musi sig zawier 2 ' .
bokéw wielokata (a pozostawiajac bez zmiany jego

podwajajac weiaz liczbe ; .
obwéd), zamykamy x w coraz ciaSniejsze granice. . ; :
\,)V ten sposéb tworzymy dwa nieskoficzone ciagi liczb, miedzy ktéremi

zawiera sig liczba s

n n apotema H promien

D C I e B e

4 0:25 0°353....

8 0301... 0°326....
16 || 0°3142.. 0:3203....
32 0:3172.... 0-3188....
64 031805 0:31843....

128 0-318245.... 0-31834....
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<§-336._Chcac ustali¢ pojgcie dlugosci tuku i pola wycinka kolowego, mo-
zemy z temi figurami postgpié tak, jak z kolem. Mozemy mianowicie okreslié
dlugosé tuku jako spélng granice, do ktérej daza dlugoSci lamanych, wpisanych.
w ten luk i opisanych na nim. Tak samo okreslamy pole wycinka kolowego jako:
spolng granice pél wielokatéw, wpisanych w wycinek i opisanych na nim, przy-
tem majacych wierzcholek w srodku kola i dwa promienie kola jaki boki.

Cwiczenia LIIL 1. Obliczy¢ promien kola, jezeli wiadomo, ze katowi Srod--
kowemu, majacemu 25° 10/, odpowiada luk, majacy 4 m dlugosci.

2. Mamy dane dwa kola, ktérych promienie majg si¢ do siebie, jak 1: 100.
Promien kazdego kola zwigkszamy o 1 em; w ktérem kole obwéd bardziej sig
zwickszyl ? w ktérem pole bardziej sie¢ zwiekszylo ?

3. Pola dwéch két maja sie¢ do siebie tak, jak 1:8; jaki jest stosunek.
ich promieni? : -

4. Katy tréjkata majg sie¢ tak do siebie, jak 1:2:3; promien kola opi--
sanego réwna sig 12 cm; obliczyé dlugosci tukéw, podpartych przez boki tréjkata.

5. W kolo o promieniu 6 cm wpisano czworobok, ktérego katy kolejne
maja si¢ do siebie, jak 1:2:3:9. Obliczyé dlugosei czterech lukéw, na ktére:
zostal podzielony okrag.

6. W wycinek kolowy wpisaé kolo; obliczyé jego pole, jezeli kat wycinka
réwna sie (1) 60°, (2) 90o.

7. Pole kazdego tréjkata ma si¢ tak do jego obwodu, jak pole kola wpi--
sanego ma si¢ do dlugosci okregu tego kola.

8. Na bokach kwadratu, jako na $rednicach, kreslimy pétkola do wnetrza::
przeciecie ich wyznacza figure, zlozong z czterech soczewek. Obliczyé pole tej
figury, jezeli bok kwadratu = a.

9. Z wierzcholkéw tréjkata foremnego /\ ABC kreslimy trzy kola pro-
mieniem a; obliczyé pole tréjkata krzywolinjowego ABC.

10. Majac dane pétkole, obieramy dowolny punkt C na jego srednicy AB:
i kreslimy dwa nowe pélkola, lezace wewnatrz pierwszego i majace za Srednice
odcinki AC, CB. Obliczyé pole t. zw. sierpa Archimedesa, t. {. tréjkata krzywo-
linjowego, zawartego miedzy temi trzema pétkolami. Zbudowaé kolo, ktérego
pole réwnaloby sig polu sierpa.

11. Na S$rednicy AB danego pélkola obieramy punkty C, D tak, ieby
bylo AC= BD, poczem na AC i BD, jako na srednicach, kreslimy péikola,
lezace wewnatrz danego, na Srednicy zas CD kreslimy pélkole, lezace po prze-
ciwnej stronie prostej AB; w ten sposéb otrzymujemy t. zw. tarcze Archime-
desa. Obliczyé jej pole i zbudowaé kolo, majgce to samo pole.

12. Mamy dany éwiercian (t. j. wycinek, stanowiacy czwarts czgsé kola) AOB.
Na promieniach jego AO, OB, jako na $rednicach, kreslimy pétkola, przecinajace
si¢ w punkcie M. Dowiesé, ze M lezy na prostej AB i obliczyé pola czterech:
czesci, na ktoére podzieliliSmy éwiercian.

13. Z kaidego wierzcholka szesciokata foremnego kreslimy kolo, prze-
chodzace przez Srodki dwéch sasiednich bokéw. Znalezé pole szesciokata krzywo-
linjowego, ktéry powstal wewnatrz danego szesciokata.

14. Niech beda OA, OB dwa prostopadle do siebie promienie kola. Na
luku AB obieramy punkty C, D tak, zeby luki AC, BD réwnaly sie sobie..
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Z punktéw C i D prowadzimy prostopadle CE, DF do OA. Nie postugujac sig
rachunkiem, dowie&é, ze trapez krzywolinjowy EFDC i wycinek kolowy ocCD
maja pola rowne. 3

15. Dane jest kolo i punkt M na okregu. Wykreslié¢ takie trzy kola,
styczne wewnetrznie w punkcie M do danego kola, by podzielily one pole kola
danego na cztery czesci réwne.

16. Znalezé wzér na pole wycinka kolowego, ktérego kat ma e stopni.

17. Dowiesé, ie zaréwno pola wycinkéw podobnych, jak i pola podobnych
odcinkéw kolowych maija sie do siebie tak, jak kwadraty promieni®).

18. Pola podobnych odcinkow kolowych maja sig do siebie tak, jak kwa-
draty cigciw.

. 19. W kole (O)A na promieniu AO, jako na srednicy, kreslimy drugie
kolo. Jezeli poprowadzimy dowolna prosta AB, wéwczas dwa odcinki kolowe,
wyznaczone przez t¢ prosta w dwéch naszych kolach, beda si¢ mialy do siebie,
jak 4:1.

20. Majac dany odcinek kotowy, zbudowaé dwa podobne do niego od-
cinki, z ktérych jeden bylby n? razy mniejszy od niego, drugi za§ n® razy wiegkszy.

21. Pole kola, ktérego srednica jest przeciwprostokatna, réwna sig sumie
pél dwéch két, ktérych &rednicami sa dwie przyprostokatne.

22. Uogélnié poprzednie twierdzenie, postugujac sig odcinkami kolowemi.

Nad zagadnieniem pomiaru kola pracowano w starozytnej Grecii na wiele

lat przed Archimedesem. Wszystkie préby rozwiazania tego zagadnienia byly
bezowocne, natrafiono jednak przy tej sposobnosci na rozmaite cieckawe wla-
snoéci figur geometrycznych. Do naszych czaséw docho-
walo si¢ sprawozdanie z odkryé, ktére uczynit Hipo-
krates z Chiosu (okolo 440 r. przed Chr.) przy po-
szukiwaniu wielokata réwnawaznego kolu. Nie udalo mu
sie wprawdzie zmierzyé pola kola, ale zdolal dowiesé, ze
A B istnieja figury, ograniczone lukami két, ktérych pola row-
naja si¢ polom pewnych wielokatéw. Figurami temi sa
t. zw. ksiezyce Hipokratesa, o ktérych mowa w zada-
niach 23—25.
23. Majac dany tréjkat prostokatny réwnoramienny (rys. 299), opisujemy
na nim kolo, poczem na przeciwprostokatnej kre-
&limy odcinek kolowy, podobny do tych odcinkow,
ktére powstaly na przyprostokatnych**). Otrzy-
mujemy w ten sposéb ksiezyc, ktérego pole rowna
sig polu tréjkata A\ ABC.

24. Majac dany odcinek a, budujemy trapez
réwnoramienny tak, by dwa jego boki i mniejsza
Rys. 300. podstawa réwnaly si¢ a, wieksza zaé podstawa zeby

Rys. 299.

*) Podobnemi wycinkami lub odcinkami nazywamy te, ktérym

odpowiadaia réwne katy srodkowe.
#) W jaki sposéb moina zbudowaé odcinek kolowy, podobny do innego

danego odcinka?

-byla réwnolegla do $rednicy, poczem na tym samym
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byll:rrfxlwna a V3 Na trapezie opisujemy kolo, poczem na wigksze] podstawie
wykreslamy odcinek kolowy, podobny do tych odeinkéw, ktére powstaly na po-
zostalych bo.kach trapezu. Pole ksigzyca ABCD réwna sig polu trapezuy i
: 25ci Niech -quzw dane pétkole (O) A. W $rodku promienia OB wys.taWiam
prostopadia KX i przez punkt B prowadzimy sieczng tak, by odcinek {ej Dl)(r

Rys. 301. .

zawart’y. miedzy owa prostopadls a okregiem, réwnat sie r V?") Jezeli teraz z D
wykreslimy réwnolegla do OB, ktéra przecina prosta OK wspunkcie E, wéweza
punk‘ty D, O, B, E leie¢ beda na jednym hluku kols, punkty zas D, K, E n:
dr'uglm tuku. Jezeli M, N sa srodkami kél, odpowiadajacych tym d‘;vu ’hlkom
wéwezas pole ksigzyca, zawartego miedzy temi dwoma lukami, réwna sie pol:;

czworoboku DMEN.

il Préez ksigzycéw Hipokratesa mozemy utworzyé inne jeszcze figury, ogra-
niczone fukami két i réwnowazne pewnym tréjkatom lub wielokgtom. g
26. Na dowolnym tréjkacie prostokatnym /\ ABC opisujemy kolo poezem
n?lzewnqtrz tréjkata kreslimy dwa péikola, majace jego przyprostokatne’ za $red-
nice. Otrzymujemy dwa ksiezyce; suma ich pél réwna sie polu tréjkata /\ ABC.
: 27. W pélkole wpisujemy tréjkat prostokatny :
réwnoramienny /\ ABC tak, by przeciwprostokatna

trc'fjchie opisujemy kolo. Otrzymamy w ten sposéb
ksiezyc K, ktérego pole réwna sig polu tréjkata,
oraz dwa tréjkaty krzywolinijowe L, i L,, z ktérych
kazdy ma pole dwa razy mniejsze od pola tréjkata
AACB. :

28. W kolo dane wpisujemy: tréjkat prosto-
katny réwnoramienny A\ ABC, na kaidym jego

) Konstrukeje takiej prostej rozwazalismy w zadaniu IV, str. 294
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boku kreslimy po éwierci okregu, 2 oprécz tego na przyprostokatnych AC, CB

kreslimy po pétkolu, jak wskazuje rysunek 303. Dowiesé, ze
(1) zaréwno tréikat krzywolinjowy AFCHB:

K jak ksiezyc K maija pola réwne polu tréikata A\ ABC;
\ (2) pole figury krzywolinjoweiAECDB[réwna
’ I = sie polu kola danego;

(3) pole wycinka kolowego CAIB réwna sig
polu pétkola danego;

(4) pole soczewki, ktéra powstala na przy-
prostokatnej, réwna sie polu odcinka kolowego ABL.

29. Na przeciwprostokatnej dowolnego tréj-
kata prostokatnego /A ABC kreslimy nazewnatrz
Rys. 303. éwieré okregu, na przyprostokatnych za$ kreslimy
&wierci okregu, ale po stronie wewnetrz-
zawartego miedzy temi

réwniez po
wiesé, iz pole tréjkata krzywolinjowego,
lu tréjkata /\ ABC.
dzenie pozostanie prawdziwe, jezeli na kazdym
zie n-47?

nej tréjkata. Do
#rzema -lukami, réwna sig po

30. Czy poprzednie twier
boku wykreslimy po 1/n-tej czesci okregu, gd

31. Jezeli mna rys. 304 mamy
AB = CD, wéweczas pola figur P i S sa
sobie rowne.

32. Suma figur S, S, na rys. 305
&ini siec od ksiezyca P o pole kola K.

sujemy kolo, a oprécz tego na kazdym
boku szesciokata kreslimy nazewnatrz
po polkolu, tak, ze otrzymujemy szes¢
Rys. 304. ksiezycow. Wykresli¢ drugie kolo, spét-

srodkowe z pierwszem, tak, Zeby pole
umie potksiezycow.

figury, zawartej miedzy niem a szeSciokatem, réwnalo sig s

Rys. 305. ' Rys. 306.

34, Opisaé i uzasadni¢ wskazany na rys. 306 podzial kola na n czeSci,

:majacych réwne pola.

33. Na szeéciokacie foremnym opi-
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kwadDo,t na]slynniejsz‘ych zagadnien matematycznych naleza t. zw. zagadnieni
it .r: iy kota i wyprostowania (rektyfikacji) okregu Sfor:;a
nialemg z;r;(:lz:;ng’z s;;os?bknastqpujacy: postugujqc sie wylqcznie cyrklem i li
] ; ¢ kwadrat, ktorego pole réwnatoby si :
‘ ; et y sie polu danego kot ;
odcmekz, /ctorego dlugosé rownataby sie dlugosci danego okregu O
e se;fadmima ];e. niepokoily umysly ludzkie od chwili, gdy geometrja zaczeta
nauka. Dzi§ wiemy, ze oba te zagadnieni i zli
e : ; gadnienia sa niemozliwe d i
. : i . we do rozwia-
a5 al:.ii allyby. sie dw]];)rawdme wymysle¢ specjalne przyrzady do kwadratury i r:;:lt;
, ale niepodobna zbudowaé odpowiedniego k i
- ’ 3 > d : lez :
mamy {)'osluglwac sie¢ tylko cyrklem i linjalem. : e e
o samo jednak zagadnienie mozem Scl
= y z latwo iazad 5
przybllgony, co stanowi tres¢ nastepujacych zadan. R -
i ;b(l)\(l)ag‘stla’;'g(z)e znane nam dzielo matematyczne (podrecznik, ulozony po
i r. przed Chr. przez kapt ipski : :
: . : plana egipskiego Ah i
nastqpu;q;y przepis na obliczanie pola kola o érednicI; = e e
»odejmij 1/, czesé czyli 1; pozostaje 8; 554 i
B e p aje 8; pomnéz te liczbe przez 8; otrzy-
gzkljj wartoSci na © odpowiada ten przepis?
. Jaka warto§é przypiszemy liczbi jezeli §é
e p y liczbie w, jezeli za dlugo$é okregu uwazaé
37 Hi : SRl . :
A Hindusi ;.).osu.adah nastepujacy przepis budowania kola o polu, réwna-
o 0dt:.w"przybhzemu polu danego kwadratu: ,od polowy przekqt;lei kwa-
kwadratue]rm;: pf;lowq boku, réznice podziel na trzy czeSci réwne i ze srodka
e zakre§ ‘kolo, przechodzace przez pierwszy punkt podzialu®. Jakiej :
osci na = odpowiada ten przepis? e
38. Na i B :
EEp a d1le czesSci ro'wnych wypadloby dzieli¢ réznice miedzy przekatna
o wat 1:atu w z.:adamu poprzedniem, jezeli chcemy, by konstrukeja odpo-
a}; 9wartoscl 7, obliczonej z dokladnoscia do 0°0001? ‘*{M-——ﬁ
- 3{ éﬁi&(;le::av«:a llz?nstrikch okregu wyprostowanego podatl w 1685 r, jezuita\ =
chanski, sekretarz kréla Jana IIl. Odznacza si ;
: afiski, sekret: A a sie ona znacz
stopniem przyblizenia i daje si¢ wykonaé jednem rozwarciem cyrkla S

& B

Rys. 307. Rys. 308

prowadlz(ireslug)b srednicg AB, przez B prowadzimy styczna, kreslimy cigeiwe BC =r,
my prostopadle do tej cigciwy, od D odkladamy odcinek DE=-—3r:
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odcinek AE jest niewiele mniejszy od polowy okregu. Znalezé stopien przybli-
zenia tej konstrukecji.

40. Kreslimy dwie prostopadle do siebie srednice AA', BB’ i ktadac OB==1,
kreslimy OC=%, AD=%, DE//OB; DFJ|EC; ijezeli teraz odloiymy na prostej
odcinek réwny trzem promieniom i dodamy do niego odcinek AF, otrzymamy
nowy odcinek, malo réiniacy sig od dlugosci polowy okregu. Obliczyé w po-
staci ulamka zwyczajnego wartosé na =, odpowiadajaca powyiszej konstrukcii.
Warto$é te znalazt w XVI w. Adriaen Antonisz*); zreszta juz okolo 430 r.
po Chr. znal ia astronom chinski Tsu-ching-czi.

*) Zazwyczaj przypisuja to odkrycie jego synowi, zwanemu Metiusem, ten
jednak powiada wyraznie, ze oglasza jedynie odkrycie swego ojca.

KSIEGA VI.

- O katach brylowych i o wieloscianach

ROZDZIAL I

O katach brylowych (narezach).

§ 337. Niech bedzie dany dowolny wielokat (wypukty)
A, A,,. -+ Jezeli wierzcholki jego polaczymy pélprostemi
z punktem O, nie lezacym w plaszczyznie wielokata otrzymam
figure, zwana kqtem brylowym albo narozem. : £

Naroze ograniczone jest przez n katéw plaskich <= 4,04
g\:’ A, O4;. ..., 52 A0A4,, ktére nazywamy Scianami naroz';’
Pélproste OA,, OA,, ..., OA, nazywamy krawedziami punktd
za$§ wierzchotkiem naroza. :

|

Rys. 309.

Geometrja elementarna.
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Naroze, majace tylko trzy $ciany i trzy krawedzie, zwie sie
{réjscianem.

Tréjscian ma 3 kliny (jakie?) Naroze o n $cianach ma
n klinéw.

Tréjscian, odpowiadajacy rysunkowi 310 oznaczamy symbo-
lem O(ABC); analogicznie naroze wieloscienne na rys. 209 ozna-

czylibySmy symbolem O (4:4,4;4,4;).

§ 338. Twierdzenie. Suma dwéch S$cian tréjscianu jest
zawsze wigksza od trzeciej Sciany.

Wystarczy dowiesé¢ tego twier-
dzenia dla najwiekszej $ciany.

Niech bedzie dany tréjscian
OA'B’'C’) jak na rys. 311, i niech
najwiekszg jego S$ciane stanowi- kat
<< AOC’. Mamy dowie$é, ze

< AO0C' < - A0OB +<cBOC'.

W tym celu na najwiekszej Scia-

nie odkladamy kat

<~ AO0D = - AOB,
oraz odkladamy
Rys. 311. OD = OB,

poczem obieramy na krawedzi OC” taki
punkt C, zeby plaszczyzna [BDC] nie byla réwnolegla do kra-
wedzi OA’. Plaszczyzna ta przecina wszystkie trzy krawedzie tréj-
Scianu, przyczem w przekroju otrzymujemy tréjkat /\ ABC.

Zauwazmy najpierw, ze
N\ AOB=/,\ AOD (dlaczego?),
zatem AB = Al o e 1)
Ale z /\ ABC mamy nieréwnosé
AC < AB + BC
czyli AD + DC < AB + BC.
Stad i z réwnosci (1) wynika, zZe
aE e e @)
Poniewaz tréjkaty /\ DOC, /\ BOC majg po dwa boki réwne

(ktore?), lecz trzecie ich boki nie sg sobie réwne, zatem na-
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przeciw wigkszego boku lezy wigkszy kat. W ten sposéb z nie-
réwnosci (2) wynika, ze
<+ DOC < <= BOC,
a wigc réwniez
< AOC < <« BOC + AOB.

§ 339. Twierdzenie. Suma scian tréjscianu Jjest mniejsza od
czterech kqtéw prostych.

Rys. 312.

Niech bedzie dany tréjscian O(ABC). Przedluzmy jego kra-
wedz OA poza wierzcholek. Powstanie w ten sposéb nowy tréj-
scian O(A’'BC), ktéry ma z danym spélng Sciang <z BOC, dwie
za$ drugie Sciany <cBOA’, <=COA’ sa katami przyleglemi do
Scian 5= AOB, <= COA pierwszego naroza.

Mamy tedy

< AOB + < A'OB + 5t AOC + A'OC = 360 ... (1)
Ale zwazmy, ze w tréjicianie O(A’BC) mamy
< A’'OB + < A'OC > <= BOC;
stad i z réwnosci (1) wynika, ze
<= AOB + <= AOC + <= BOC < 360°.

Uwaga. Twierdzenie to daje’si¢ rozszerzyé na dowolne katy
brylowe wypukle. Niech bedzie dane np. naroze czworo$cienne
O(ABCD,). Plaszczyzny AOB i DOC nie s3 do siebie réwnolegle.
Niech OF bedzie krawedzig tych plaszczyzn. (Na rysunku 313 prze-
cigliSmy naroze plaszczyzng ABCD, aby uwidocznié, iz OF jest
istotnie krawedzig plaszezyzn OAB i ODC.) Naroze czworofcienne

2%
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dane zastgpilismy tréjScianem O(ADE), przez co powiegkszyliSmy
sume $cian naroza, gdyz

B0 = 5 BOE+ 5 COE
(dlaczego?).

Suma $cian troj$cianu jest mniejsza od kata pelnego, zatem
suma $cian w narozu czworosciennem byla tem bardziej mniejsza
od 360°.

§ 340. Dwa tréjsciany takie, jak O(ABC) i O(A’BC) na rys.
312, nazywamy przyleglemi. Maja one spélng Sciane, a pozostale
6}

Rys. 313. Rys. 314.

dwie $ciany jednego s3 katami przyleglemi do odpowiednich dwu
$cian drugiego. X

§ 341. Niech bedzie dany jakikolwiek dwuscian. Z dowol-
nego punktu O, lezacego wewnatrz
dwuscianu, prowadzimy prosto-
padle OA, OB do jego Scian.
Wyznaczaja one plaszczyzng o,
prostopadla do krawedzi dwu-
“écianu. W plaszczyznie tej mamy
czworobok AOBC, w ktérym prze-
ciwlegle katy << AOB i <= ACB
spelniaja sie (dlaczego?).

Opierajagc sie na tem spo-
- strzezeniu, mozemy wprowadzié pojecie frdjsciandw biegunowych
albo spetniajgcych sie.

miedzy 2 0 i 6 0.

O katach brylowych (narozach). 325

Niech bedzie dany tréjscian O(ABC) jak na rys. 315. Wewnatrz
niego obieramy dowolny punkt O’ i prowadzimy do $cian trzy pro-
stopadle O'A’, O'B’, O’C’. W ten sposéb powstaje nowy tréjscian
OlA'B’C’), ktéry nazywamy biegunowym albo
spelniajacym si¢ z danym.

Latwo dostrzec, e sciany jednego
tréjscianu spelniajq si¢ z kqtami linjowemi
drugiego (dlaczego?).

§ 342. Dla tréjScianéw mozemy wpro-
wadzi¢ symbole analogiczne do tych, kto-
remi postugujemy sie przy badaniu tréjka-
tow. Kazdy mianowicie klin mozemy ozna-
czyé jedna duza litera z dodaniem znaku
kata, gdyz z § 229, str. 198 wynika, ze mie-
rzenie klinéw zastapi¢ mozna przez mierzenie Rys. 316.
ich katow linjowych. Np. na rys.316 klin o kra-
wedzi OA oznaczylibySmy symbolem <= A; analogicznie mieli-
by$my na tej samej figurze <= B i <z C jako symbole dwdch po-
zostalych klinéw.

Sciany mozemy oznaczy¢ literami malemi. Wobec tego $ciane
<= AOB oznaczylibySmy przez <C ¢, jako przeciwlegla klinowi
== C, $ciang 5= AOC oznaczyliby$my przez < b, jako przeciwlegla
klinowi <= B, $ciang <= BOC oznaczylibysmy przez <= a, jako
przeciwlegla klinowi <= A.

Tak samo na rys. 317
w tréjScianie o wierzchotku O’
mieliby$my kliny <c 4, <= B, <= C’
i Sciany <C @' <C b, < c’.

§ 343. Twierdzenie. Suma

klinéw tréjscianu zawiera sig¢ po-

Aby tego dowiesé, wystar-
czy zbudowaz dwa dowolne tréj-
Sciany spelniajace sie, jak na rys.
317. Jakoz mamy: -

Seat > A =283 b+ B =283 e Lt CF24,
awege trat b +sd Hi(A+ 2B+ €)= 60;
poniewaz zas La+t+ <cb+ <ce< 40,

zatem 20< A+ B+ C' < 60.
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§-344. PoznaliSmy zasadnicze wlasnosci klinéw i $cian tréj-
$cianu. Zkolei wypadaloby zastanowié si¢ nad pojeciem réwnosci
narozy wogodle i tréjécianéw w szczegélnosci. Zdawaloby sie, ze
réowne tréjSciany mozna okreslié jako takie, ktére majg odpo-
wiednio réwne $ciany i kliny. Latwo jednak mozemy sig¢ przeko-
naé, ze takie okreslenie jest niedostateczne.

Jakoz obierzmy dowolny tréjscian O(ABC) i przedtuzmy
wszystkie jego krawedzie poza wierzcholek (rys. 318). Otrzymamy

Rys. 318.

w ten sposéb t. zw. #rdjscian wierzchotkowy O(A'B'C*). Rzecz
jasna, ze wszystkie $ciany i kliny jednego tréjScianu réwnaja sig
odpowiednim elementom drugiego, a jednak twierdze, ze tréjscia-
néw tych nie moiemy uwazaé za réwne sobie w tym sensie,
w jakim zwykle méwimy o réwnosci dwéch figur materjalnych.
Istotnie gdybySmy mieli dwa réwne sobie materjalne tréjSciany
o niezmiernie cienkich $cianach, wéwczas mozna byloby jeden

\

> Rys. 319.

z nich dokladnie nalozy¢ na drugi, tymczasem z tréjScianami
wierzchotkowemi uczynié tego nie mozna. Gdyby$my chcieli ma-
terjalny tréjscian O(A'B‘C’) nalozyé na O(ABC), wéwczas mogli-
bysmy albo obrécié go o 180° dokola punktu O tak, by 5= A'OB’
upadl na <= AOB, przyczem éciany < AOB, <c A'OB’ pozosta-
walyby podczas tego ruchu zawsze w jednej plaszczyznie (rys. 319),
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a.]bo tez moznaby O(A'B'C’) obrécié réwniez o 180° dokota dwu-
siecznej kata << A’OB (rys. 318). Rzecz prosta, ze podczas tego

_ ruchu Sciany << AOB, < A'OB’ nie moglyby leze¢ w jednej

plaszezyznie.

W pierwszym przypadku krawedz OC’ znalazlaby sie pod
plaszczy;nq AOB (rys. 319), w drugim przypadku krawedz OA’
upadiaby na OB, krawedz za§ OB’ upadlaby na OA, wobec czego
krawedz OC’ przybralaby polozenie OC’’ na rys. 318.

Widzimy tedy, ze gdy mowa o réwnych tréjécianach, mu-
simy uwzglednia¢ nietylko wielkosci klinéw i $cian, lecz i porza-
dek, w jakim sa one rozmieszczone. Istotnie, wyobrazmy sobie,
ze ktos, znajdujac si¢ w wierzchotku O tréjscianu O(ABC), zwré-
cony jest twarza ku otwo-
rowi tego trojScianu. Takie-
mu obserwatorowi wydawaé
si¢ bedzie, iz krawedzie OA4,
OB, OC nastepuja po so-
bie w zwrocie, przeciwnym
ruchowi wskazéwek zegara ;
(rys. 320). Jezeli jednak ten Rys. 320.
sam obserwator zwrdci sie
twarza ku otworowi tréjscianu wierzcholkowego O(A4’B‘C*), wéwezas
krawedzie OA’, OB', OC' beda z jego punktu widzenia nastepo-
waly po sobie w zwrocie, zgodnym z ruchem wskazéwek zegara.

W ten sposob obserwacja sklania nas do przypisywania tréj-
Scianom zwrotéw. Zwrot ‘
tré6jScianu O(ABC) w po- -
wyzszym przykladzie na- A i A
zywamy dodatnim, zwrot /\ --------- §

i

za$ tréjScianu O(A'B'CY) / \ / \ %
nazywamy ujemnym. B \ f / >B' |

Latwo dostrzec, iz \\ ’ . / i
trojsciany wierzcholkowe : i V
i ¢’

sq symetryczne wzgledem
srodka O, jezeli dla figur
przestrzennych zachowa- Rys. 321.

my to samo okreSlenie

symetrji wzgledem $rodka, ktére podalismy w § 95 (str. 71) dla
figur plaskich.
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Niemoznos¢ nalozenia na siebie tréjscianéw symetrycznych jest zupelnie
analogiczna do pewnego zjawiska planimetrycznego.

Niech bedzie dany tréjkat A ABC, nie posiadajacy katéw réwnych. Je-
zeli tréjkat ten przeksztalcimy symetrycznie wzgledem dowolnej osi m, otrzy-
mamy tréjkat A\ A'B‘C’, majacy te same katy i boki, co i trojkat dany. Gdy-
bysmy jednak cheieli tréjkat materjalny A\ A‘B‘C’ doprowadzié do przystania
z tréjkatem /\ ABC, nie opuszczajac pltaszczyzny, w ktérych oba
one leza, okazaloby sie to rzecza niemozliwa: trzeba koniecznie jeden z nich
wyjaé z plaszczyzny rysunku, obrécié na druga strong i wéwezas dopiero nalo-

zy¢ na drugi tréjkat.
To samo zjawisko mamy przy tréjscianach wierzchotkowych: nie mozemy
ich doprowadzié¢ do przystania, gdyz nie mozemy jednego z nich wyjaé z prze-
strzeni tréjwymiarowej, w ktérej sie oba znajduja.
Zauwazmy, ze kontury tréjkatéw ABC, A'B‘C’ maja zwroty przeciwne.

“§7345. Wszystkie te rozwazania prowadza nas do nastepu-
jacego

Okreslenia. Dwa tréjsciany nazywamy réwnemi sobie, jezeli
majq one odpowiednio réwne Sciany i kliny i jednakowe zwroly.

Aby zaznaczyé, ie dwa tréjSciany T, i T, sa sobie réwne,
bedziemy pisali: T, =T,

§-346." Jak przy badaniu tréjkatéw, nasuwa sie pytanie, czy
przy rozpoznawaniu réwnosci tréjScianéw musimy uwzgledniaé
wszystkie szes¢ réwnosci migdzy klinami i $cianami, czy tez wy-
; starczy zbadanie niektérych
z nich.

Odpowiedz na to znaj-
dziemy w nastepujacych za-
daniach i twierdzeniach.

-§-34%. Zadanie l. Zbu-
dowaé tréjscian, majqc dany
jeden jego klin i dwie scia-
ny przylegle do tego klinu.

Niech bedzie dany klin
o krawedzi OC, zawarty
, miedzy plaszczyznami I i Il

Rys. 322. (rys. 322) oraz dwa katy

plaskie<Z ¢i<2g. Zbudujemy

na plaszezyznie I kat <= AOC = <= «, na plaszczyznie za$ Il kat
<< BOC = <. Przez proste OA4, OB przesunaé mozemy tylko
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Jjedna plaszczyzne, tréjscian wiec O(ABC) jest w zupelnosci wy-
znaczony. .

Tak wiec, majac dany klin i dwie przylegle do niego Sciany,
mozemy zbudowaé jeden i tylko jeden tréjscian O(ABC), ma-
jacy dany zwrot.

Powiadam: ,majacy dany zwrot*, gdyz mogliby$my réwnie
dobrze odlozyé <= g na plaszczyznie I, kat <= ¢ za$ na plaszczy-
znie Il, ale otrzymany tréjscian miatby zwrot przeciwny.

Wynika stad nastepujace

-§ 358, Twierdzenie. Duwa tréjsciany sq albo réwne, albo
symelryczne, jezeli majq po réwnym klinie, zawartym miedzy
dwiema odpowiednio réwnemi $cianami.

§-349. Twierdzenie. Dwa irdjsciany réwnajq sie sobie, albo
sq symetryczne, jezeli majq po réwnej Scianie, zawartej miedzy
dwoma odpowiednio réwnemi klinami.

Istotnie, jezeli w tréjicianach 7} i T, mamy

{Al :{Az, X B, = x<B;, *e=c,
woéwczas w tréjScianach 7% i T, spetniajacych sie z danemi,
musi byé

Fa't= xay, by =b's, X C1=C,,
‘wobec tego, na mocy § 347° musi by¢é

Tll = TIZ,
a stad wynika (§ 347, 341), ze i
3= Tl = Tg.

. § 350. Zadanie . Zbudowaé tréjscian, majqc dane trzy

Jego Sciany < a, <= b, << c.

Rzecz prosta, iz te trzy katy powinny spelnia¢ warunki, za-
warte w twierdzeniach §§ 338, 339.

PrzeprowadZmy analize zadania. Niech O(ABC) bedzie 7a-
danym tréj$cianem. Jezeli z dowolnego punktu 4 na krawedzi OA4
poprowadzimy :

AB 1 OB, AC 1 OC

1 jezeli A’ jest rzutem punktu A na Sciane COB, wéwczas musi
byé réwniez

AC 1 OC, A'B 1 OB (dlaczego?).
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Tak wiec katy
<A'CA, S A'BA sa
katami linjowemi dwu-
Scianéw <. C i << B.

Figuranasza skla-
da sig z czworoboku
OBA‘C o dwéch ka-
tach prostych iz czte-
rech tréjkatéw prosto-
katnych. Wykonajmy
teraz klad tej figury
na plaszczyzne OBC
a mianowicie nary-
sujmy t. zw. siatke fi-
gury. Otrzymamy figure taka jak na rys. 324, przyczem odcinki
BA', BA; leza na jednej prostej, odcinki zag AC, CA, leia na
drugiej prostej, a précz tego mamy

BA; = BA,; A4, = A'A,; CA, = CA,.

Teraz jui z latwoscia przeprowadzié mozemy konstrukcje
trojscianu. W tym celu budujemy na plaszczyznie trzy kolejne
A2 katy 9 ¢,<xa,<0b o wspél-
: nym wierzchotku O, na
I dwéch skrajnych pétprostych
: odkladamy dowolne, lecz

rowne sobie odcinki
A | 'B _ OA, = OA4,

poczem kreslimy z punk-

S Al\_ _______ Trwn tow A,, A, prostopadle do
| \/ A4 ramion kata <C «a, ktére
! - przecinajg te ramiona w

punktach B, C, same za$
przecinaja sie w punkcie A’
> W punkcie A" wystawiamy
= prostopadie do prostych
T A A'Ay, A'A4;, z Biz C kre-

Rys' 324. slimy kola promieniami BA,,
CA,, tak, iz otrzymujemy

BA, = BA,, CA; = CA,.

Rys. 323.
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Teraz pozostaje juz tylko zloiyé zpowrotem te siatke, czyli
w punkcie A’ wystawié prostopadls do plaszczyzny BOC i na
prostopadlej odlozyé odcinek

AA=A'A;=AA,
oraz polaczyé punkt A z punktem O.

Poniewaz siatk¢ moznaby zlozyé po jednej lub po drugiej
stronie plaszczyzny (czyli na prostopadlej, wystawionej w A’
moznaby odcinek A’A = A'A; odlozyé po obu stronach pla-
szczyzny), zatem moznaby zbudowaé dwa tréjsciany, ktére jednak
mialyby rézne zwroty. Jesli wiec zwrot tréjécianu zostal zgory
wyznaczony, wowczas zadanie nasze ma tylko jedno rozwigzanie *).

§:351. Z jednoznacznoéci powyzszej konstrukcji wynika
5 Twierdzenie. Dwa #réjsciany réwnajq sie sobie (albo tez sq
z sobq symetryczne), jezeli trzy Sciany jednego réwnajq sie odpo-
wiednio trzem Scianom drugiego.

§-352. Przez zastosowanie takiej samej metody, jak § 349,
otrzymujemy stad

Twierdzenie. Dwa #réjsciany réwnajq si¢ sobie (albo sq sy--
metryczne), jezeli trzy kliny jednego réwnajq sie odpowiednio-
trzem klinom drugiego.

Istotnie jezeli mamy dane tréjsciany 73, T, takie, iz

XA =4 xBi=<8B,, £xC =G,
wowczas budujemy tréjSciany 7 Ty, spelniajace sie z niemi, za--
tem musi byé (dlaczego?)

Xa'y =y, £b,=3by, X=X,
Wynika stad iz mamy

/1 = T,Z;
a wobec tego musi byé réwniez
T —1..

*) Moznaby zarzucié¢ analizie na-
szej 1 konstrukcji, ze nie uwzgledni-
lismy przypadku, gdy punkt A’ nie
upadnie wewnatrz kata = AOC, jak np.
na rys. 325. Mamy wtedy jednak wyj-
Scie bardzo proste: zamiast tréjScianu
O(ABC), budujemy najpierw tréjscian
przylegly O(MAN).
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Cwiczenie LIV. 1. Jezeli w tréjécianie O(ABC) mamy = a = < b, wéw-
czas musi by¢ réwniez + 4= = B,

2. Zbadaé twierdzenie odwrotne do poprzedniego.

Dowody obu tych twierdzes poréwnaé z dowodami twierdzed w §§ 49
i 61 (str. 35 i 43).

3. Czy poprzedniego twierdzenia odwrotnego nie dalooy sie dowiesé me-
tods analogiczng do metody zadania 7 na str. 439

4. Jezeli w tréjscianie O(ABC) mamy +a=<b, wéweczas plaszczyzna
dwusieczna klina < C jest prostopadta do Sciany < ¢ i dzieli ja na polowy.

5. Sformulowaé i zbadaé whasnosci tréjscianu, analogiczne do tych wia-

snoSci tréjkata réwnoramiennego, ktére stanowia tresé zadan 3 i 4 na str. 37.

6. To samo pytanie w stosunku do zadania 5 na str. 37.

7. Na rys. 325 odszukadé katy iinjowe dwuscianéw B i + C. Wskazaé
spos6b zbudowania kata linjowego dla trzeciego dwuécianu.

8. Zbudowaé tréjscian, majac dane trzy jego kliny.

9. Dwa tréjsciany o &cianach odpowiednio ‘do siebie réwnoleglych albo
réwnaja sig sobie, albo sa wzgledem siebie symetryczne.

10. Mamy dane trzy fréjéciany, przyczem pierwszy jest symetryczny z dru-
gim, drugi za§ z trzecim. Wykazaé, iz pierwszy i trzeci réwnajg sig sobie.

11. Jezeli dwa naroza tréjécienne O(4BC) i O(ABC") maija spélna Sciane
L AOB i jezeli krawedz OC’ drugiego naroia lezy wewnatrz pierwszego, wéw-
czas suma' dwu pozostalych §cian drugiego naroia jest mniejsza od sumy od-
powiednich dwéch Scian pierwszego.

Jakie jest analogiczne twierdzenie w planimetrji ?

12. Na &cianie tréjécianu O(ABC) kreslimy dowolna prosta OD. Dowiesé,
ze suma trzech katéw, zawartych miedzy ta prosta a krawedziami trojscianu,
jest mniejsza od sumy trzech &cian tréjScianu.

13. Zbadaé to samo zagadnienie w przypadku, gdy prosta OD lezy we-
wnatrz tréjScianu. ‘

14. Jezeli wykreslimy dwusieczne (wewngtrzne) Scian tréjicianu, wowezas
suma katéw, zawartych migdzy kaida dwusieczng i przeciwlegla krawedzia, jest
mniejsza od sumy Scian tréjicianu. 5

15. Jezeli w tréjécianie dwie Sciany sa katami prostemi, Wowczas: przeciw-
legle im kliny sa tez proste i odwrotnie.

16. Jezeli w tréjscianie jedna ze $cian réwna sie katowi linijnemu przeciw-
legtego klinu, wéwczas dwie pozostale Sciany albo réwnaja sie katom linijnym
iprzeciwleglych klinw, albo spelniajg sie z temi katami.

17. Jezeli w czworoscianie~ kazda krawedz réwna sie przeciwleglej kra-
wedzi, wéwezas wszystkie Sciany jego sa tréjkatami ostrokatnemi.

18. Majac dane dwie Sciany i kat linjowy zawartego miedzy niemi klina,
zbudowaé (planimetrycznie) pozostale elementy tréjscianu.

19. To samo zadanie, jezeli mamy dabe katy linjowe dwoch klinéw oraz
~zawarta migdzy niemi Sciane.

20. To samo zadanie, jezeli mamy dane katy linjowe wszystkich trzech klinow.

2l. Dany jest tréjécian, ktérego wszystkie Sciany sa katami prostemi.
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Przecigé go plaszezyzng tak, by w przekroju otrzymaé tréjkat, réwnajacy sie
danemu tréjkatowi. Konstrukeja planimetryczna.

22. Na danej plaszczyZnie o znalezé punkt, jednakowo cdlegly od wszyst-
kich Scian danego tréjScianu. (Konstrukcja w przestrzeni.) .

23. Znalezé -punkt, ktérego odleglosci od trzech Scian tréjscianu réwna-
lyby sie danym trzem odcinkom. (Konstrukcja przestrzenna.)

ROZDZIAL 1I.
O wielos$cianach.

A. O graniastoslupach.

§ 349. Wieloscianem nazywamy bryle, ograniczong przez.
wielokaty w taki sposéb, ze kazdy bok jest spélny dla dwoch
wielokatow. .

Wielokaty te nazywamy §cianami wieloScianu; wierzcho?kl‘
ich i boki nazywamy wierzchotkami i krawedziami wie-

lo$cianu. . i ¥
W kazdym wierzchotku schodza sie co najmniej trzy Sciany,.

‘tworzac naroze.

Przekqtng wieloscianu nazywamy odcinek, laczacy ktérekol-
wiek dwa jego wierzcholki, nie lezace na jednej Scianie. :
 Plaszczyzng przekqing nazywamy plaszczyzne, pr:ze’w.mq‘tq
przez ktérekolwiek trzy® wierzéholki, nie lezace na jednej Scianie.
Np. na rys. 326 B;A,A; jest plaszczyzng przekatna. ' ;

 Przekrojem przekqginym nazywamy wielosz;t, kt.ory stanowi.
czes¢ tej plaszczyzny i jest Sladem przecigcia wieloscianu przez te
plaszczyzne. Np. czworobok A:B,B; A,
mozna nazwaé przekrojem przekatnym.

Wieloscian nazywamy wypu-
klym, o ile lezy w calosci po jednej
stronie plaszczyzny kazdej $ciany.
W ksigzce niniejszej mowié bedziemy
wylacznie o wieloScianach wypuklych.

§ 354. Szczegélnym rodzajem wie-
foScian6wsg graniastostupy. Jezeli
przez wszystkie wierzcholki wielokata :
AA:A; . .. A, poprowadzimy réwno- Rys. 326,
legle, przebijajace plaszczyzne wielo- : '
kata i jezeli wszystkie te réwnolegle przetniemy plaszczyzna, réwno--
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legla do plaszezyzny wielokata 4,4,4, . . A, otrzymamy wielo-
Scian, zwany gran iastostupem.

Graniastosltup jest ograniczony przez dwa wielokaty
A A4, . .. A., B\B,B, ... B., ktére rownajg sie sobie (dlacze-
'g07?), oraz przez n scian bocznych, majacych ksztalt réwnolegto-

Odcinki 4,3, AR nazywamy krawedziami bocznem;.

Jezeli krawedzie boczne sq prostopadle do podstaw, gra-
niastostup nazywa si¢ prostym; w Przeciwnym razie nazywamy go
pochytym.

Odcinek, prostopadly do oby podstaw, zawarty pomigdzy
‘niemi, nazywa sie wysokoscig graniastostupa.

Graniastoslup hazywamy réwnolegloscianem, jezeli podstawy
jego sa réwnoleglobokami.

Jezeli w réwnolegloscianie Prostym podstawy maja ksztalt .

-prostokatéw, wowcezas bryla ta zwie sig prostopadloscianem.
Prostopadlos’cian, w  ktérym wszystkie Sciany réwnajg sie
sobie, nazywa si¢ szescianem.
Trzy krawedzie prostopadtoscianuy, schodzace sie w jednym
“wierzchotkuy, hazywamy jego wymiarami.

§ 355. Polem powierzchni bocznej graniastostupa nazywamy

sume pél wszystkich ‘jego $cian bocznych.

Polem powierzchni zupeinej nazywamy sume pdl $cian bocz-
- ‘nych i obu podstaw graniastosfupa.

§ 356. Okreslenie. Duyq wielosciany réwnajq sig sobie, Jezeli
-Sciany i naroza Jednego z nich réwnajq sie $cianom i narozom
drugiego i sq wzgledem siebie jednakowo polozone.

§ 357. Okredlenie. Dwa graniastostupy nazywamy réwno-
waznemi, jezeli dajq sie one podzieli¢ na Jednakowq ilos¢ wielo-
Sciandw, odpowiednio réwnajgcych sie sobie *y

Mozliwog¢ takiego pojecia wynika odrazu z twierdzenia § 358.

Whiosek. Duq graniastostupy, réwnowazne trzeciemu, sq so-
-bie réwnowazne (poréwn. str. 150).

§ 358. Twierdzenie. Dwa réwnoleglosciany sq sobie réwnc-
‘wazne, jezeli majq réwne podstawy i wysokosci.

W celu uproszezenia rozumowania zalézmy, ze réwnoleglo-

*) Jak widzimy, pojecie réwnowaznosci okreslilismy tylko dla graniastoslu-
iPOW, nie zas dla wszystkich wielosciangw.
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Sciany maja sp6lng podstawe dolng i ze leza oba po tej samej
stronie spélnej podstawy. .
Moga tu zachodzi¢ dwa przypadki: e
1) Gérne podstawy réwnolegloscianow zawierajg si¢ miedzy
temi samemi dwiema prostemi réwnoleglemi (jak na rys. 327).

Rys. 327.

W takim razie stosujemy dokladnie te sama rfletode’; poste-
pbwania, co w § 177, str. 151. Uczen przeprowadzi dowéd szeze-
5 ierujac sie¢ rysunkiem 327. ) :
gOIOWQO)’ élg:nia‘ poc?sta};vy nie zawieraja si¢ miedzy temi samemi
réwnoleglemi, jak np.
na rys. 328 réwno-
legloboki 4" B C’ D’
1A"B"C” D". W ta-
kim razie przedluzamy
boki obu réwnoleglo-
bokéw; przeciecie sie
tych czterech prostych
. Wyznaczy nam nowy
réownoleglobok
A”’B""C"" D" ,réwna- ~ Rys. 328.
j i¢ obu poprzed- .
132’ ?Tzn now;; iéwnoleglobok przyjmujemy za gérng podst?lwq
trzeciego réwnoleglodcianu, majqcego podstawg dolng spélng
z dwoma danemi réwnoleglocianami.
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Na mocy poprzedniego przypadku zaréwno pierwszy jak

drugi réwnolegloscian $3 rownowazne trzeciemu, a wigc sg sobie

réwnowazne.
. § 359. Zadanie I Réwnolegloscian przekszialcic w réwno-
wazny prostopadioscian.

Zadanie IIL ‘Graniastostup o podstawie irdjkqtnej prze-
ksztalci¢ w réwnowazny réwno-
legloscian. -

Zadanie III. Graniastostup
o dowolnej podstawie wielokgtnej
przeksztalcic w réwnowazny pro-
stopadfoscian.

. Te trzy zadania uczen roz-
wiaze sam.

Zadanie IV. Majgc  dany
prostopadloscian ABCD A'B’' C "D,
zbudowac drugi prostopadioscian,
réwnowazny mu i majqcy dwawy-
miary odpowiednio réwne dwom
¥ : danym odcinkom PR i PiR,.
AHFENa]fé::o‘xva;laszcz'yz’ni.e s:ciaf]y A.A’B'B budujemy prostokat

3 y tej Scianie i majacy bok AH =P,R;. Na
podstawie AHFE budujemy pro-
stopadloscian o wysokosci AD.
Jest on réwnowazny prostopadto-
Scianowi danemu (dlaczego?)

Zkolei przeksztalcamy AEE D
W réwnowazny prostokat AMLK,
w ktérym AK— P,R,. Na tym
prostokacie, jako na podstawie,
budujemy prostapadloscian o wy-
sokosci AH': odpowiada on wa-
Rys. 330. runkom zadania (dlacz ego?).

Zadanie V. Dany graniastostup przeksztalcié w rownowazny
prostopadioscian o zadanej zgory podstawie.

-
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Czy na podstawie powyzszych zadan oraz § 358 mozna
twierdzi¢, iz graniastostupy tworza klase wielkosci geometrycz-

nych ? (Poréwnaj rozumowanie na str. 160).

§ 360. Zkolei mozemy przejéé¢ do obliczania objetosci gra-
niastostupéw, przyczem zalozymy, —jak to uczyniliSmy dla wie-
lokatéw — ze réwnowazne graniastoslupy maja réwne obijetosci.

Pojecie objgtoscei, jako liczby, zwia-
zanej z prostopadloscianem, jest nam do-
brze znane z kursu klas nizszych.

Jezeli mamy dany prostopadloscian,
ktérego wymiary sa spélmierne z obrang
jednostka dlugosci i wyrazajg sie np.
liczbami (wymiernemi) m, n, [, wéweczas 2
mozemy na jego dnie umiescié warstwe Rys. 331.
szescianéw jednostkowych (t. j. takich,
ktorych kazda krawedz réwna sie jednostce dlugosci), przyczem
warstwa ta zawiera¢ musi mn szescianéw. Warstw takich mozemy
utozyé [, zatem prostopadloscian zawiera mnl sze$cianow jednost-

kowych. Liczba mnl nazywa sie objetoscia prostopa-

dloscianu.

O wiele trudniej przedstawia si¢ sprawa, jezeli wymiary
prostopadioscianu s3 niespélmierne z jednostka dlugosci.

Rozwazmy odrazu przypadek najogélniejszy, gdy dlugosci
wszystkich krawedzi prostopadloscianu wyrazaja sie liczbami nie-
wymiernemi m, n, [

Kazdej z tych liczb (lub innemi slowami: kazdemu z tych
trzech przekrojéw) odpowiadaja dwie klasy liczb wymiernych.
Oznaczmy liczby, nalezace do ,nizszych® klas, przez m’, n’, [, te
za$, ktére nalezg do ,wyzszych“ klas, oznaczmy ‘przez m”, n*, [“.

Wyobrazmy sobie, iz zbudowalismy wszelkie mozliwe prosto-
padlosciany, ktérych krawedzie wyrazaja sie " liczbami wymier-
nemi, nalezacemi do klas ,nizszych, a wiec liczbami m’, u, i,
oraz wszystkie prostopadlosciany o krawedziach wymiernych, kts-
rych dlugosci wyrazaja. sig liczbami m”, n*, I,

Rzecz prosta, iz pierwsze zawieraé sie beda wewnatrz da-
nego prostopadlocianu; drugie za$, przeciwnie, beda go w sobie
zawieraly (jak na rys. 332).

Objetosci  mniejszych prostopadloscianéw (wewnetrznych)
22

Geometrja elementarna.
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wyrazaja sig iloczynem m‘n'l’, objetosci zas prostopadloscianéw
wqus%)(f/ch (zewnetrznych) wyrazaja sie iloczynem m*“n*J
ten sposéb powstaja dwa nieskon i dwi
’ czone zbiory (d ie-
skonczone klasy) liczb wymiernych : i

klasa ,nizsza“ liczb m’n'Z,
1, ,wyzsza“ ,,  m“n“l"
zgodnie z ok.reslemem iloczynu liczb niewymiernych, te dwie klasy
wyznaczajg liczbe (niewymierna lub wymierna)
mnl.

Te¢ wlasnie liczbe nazwiemy objetoscia prostopa-

/]‘ dlo$cianu. W ten
Sposéb  znana nam
J z kursu elementarnego
regula obliczania obje-
tosci prostopadlo$cia-
’ i/ nu, (ktéra tam stoso-
Al wala si¢ tylko do figur
‘ ‘ o krawedziach wymier-
: nych) pozostaje bez
: ; zmiany.
T J § 361. To samo

okreslenie  objetosci

zemy sformulowac tak:
Objetosé  prosto-
padloscianu  jest to
Rys. 332. liczba, réwnajqca sig
= iloczynowi z pol. =
stawyl przez dlugosé wysokosci prostopadioscianu S
stotnie, w powyzszym kladzi .

. w przykladzie pole podstawy ré

si¢ mn, dlugosé za$ wysokosci réwna sie L ; sy

§ 362. Mozem ; i i
objetosé w zupelnos’t}:’i x;zflalc(;c?jqe.mu grarflaStOSIupow‘ i
.Istotnie, kazdy graniastostup G mozemy przeksztalcié w réw-
no:/ivazny mu prostopadloscian P o tej samej wysokosci, prz czoevrvn
Ec;ks;av;y f)bu b.ryl musza by¢ wielokatami 1'6wnowain:3mi }s’obie
adajgc, ze graniastoslupy réwnowazne maja réwne obje:
T

prostopadtoscianu mo-
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togci, mozemy objeto$¢ prostopadloscianu P uwazaé za rowng
objetosci graniastostupa G. W ten sposéb otrzymujemy nastg-
pujaca regule:

Regula. Aby obliczyc objetos¢ graniastostupa, mnozymy pole
jego podstawy przez dlugosé wysokosci.

Cwiczenia LV. 1. W réwnolegloécianie przekatne dziela si¢ na polowy.

9. W réwnolegloécianie dzielg si¢ na polowy odcinki, laczace srodki prze-
ciwleglych krawedzi, jak réwniez odcinki, laczace srodki przeciwleglych scian,

3. Zaréwno przekatne, jak i przekroje przekatne prostopadioscianu row-
naja sie sobie.

4, W prostopadtoscianie kwadrat przekatnej réwna si¢ sumie kwadratéw
trzech jego wymiaréw.

5. W prostopadloscianie suma kwadratéw pél przekrojow przekatnych jest
dwa razy wieksza od sumy kwadratéw pol szeSciu jego Scian.

6. Na dwdch przeciwleglych Scianach réwnolegloécianu kreslimy przekatne
i przez nie prowadzimy przekroje przekatne; dowiesé, ze te dwa przekroje prze-
katne dziela si¢ na polowy.

7. Sformulowaé i zbadaé twierdzenie odwrotne do poprzedniego.

8. Réwnolegloscian jest prosty, jezeli dwie jego plaszczyzny przekatne
sg prostopadie do podstaw.

9. Graniastostup o podstawie czworokatnej jest réwnolegloscianem, jezeli
jego plaszczyzny przekatne przecinaja sie w jednym punkcie.

10. Przez konce trzech krawedzi réwnolegloscianu, schodzacych sie w jed-
nym wierzchotku, przesuwamy plaszezyzne; dowiesé, iz dzieli ona w stosunku
1 : 2 przekatna réwnolegloscianu, wychodzaca z tego samego wierzchotka.

11. W graniastostupie o podstawie tréjkatnej Iaczymy wierzcholki jednej
podstawy ze Srodkami przeciwleglych krawedzi drugiej podstawy. Dowiesé, ze
trzy te odcinki przécinaja si¢ w jednym punkcie, ktéry lezy na prostej, laczacej
srodki ciezkosci podstaw i ze dziela si¢ one w tym punkcie w stosunku 1 : 2.

12. Niech trzy odcinki, o ktérych mowa w zadaniu 11, przecinaja sig
w punkcie K. Poprowadimy w taki sam spos6b trzy odcinki z wierzcholkow
drugiej podstawy graniastoslupa i niech te trzy nowe odcinki przecinaja sig
w punkcie L. W jaki sposéb punkty K, L dzielg odcinek, laczacy srodki ciez-
koSci obu podstaw?

13. W graniastostupie tréjkatnym taczymy kazdy wierzcholek jednej pod-
stawy ze $rodkiem przeciwleglej temu wierzcholkowi &ciany bocznej. Wykazaé, ze
te trzy odcinki przecinaja si¢ w jednym punkcie i dziela si¢ w stosunku 2.0,

14. Niech odcinki, o ktérych mowa w zadaniu 13, przecinaja sie w punkcie M.
Poprowadzmy w taki sam sposéb trzy odecinki z wierzcholkéw drugiej podstawy
i oznaczmy przez N punkt przeciecia sig tej drugiej tréjki odcinkéw. Dowiesé,
1) ze M i N leza na odcinku, faczacym srodki ciezkosci obu podstaw graniasto-
stupa; 2) ze M i N dziela ten odcinek na trzy réwne czeSci.

15. W graniastostupie tréjkatnym przesuwamy plaszczyzny przez wierz-
cholki jednej podstawy i przeciwlegle krawedzie drugiej podstawy; dowiesé, Ze

22%
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te trzy plaszczyzny przecinajg si jed i z

y ; € W lednym punkcie, lezagecym na i 5
laczy srodki cigzkosci podstaw. G A
= 1'6.'Zbadaé rozmaite mozliwe przekroje szescianu, W szczegélnosei prze-
clqc’ szescl'an plaszczyzng tak, by otrzymaé szeSciokat foremny. Ile takich szeScio-
katéw mozna utworzy¢ w danym sze§cianie ?

17. O(‘iwrotnie: majac dany sze§ciokat foremny, zbudowaé szeScian, kté-
rego przekrojem plaskim bylby ten szesciokat. :

e o

18.-Dane sg t'rzy wymiary prostopadfosciany; zapomocy konstrukeji plani-
n;etryczne] zbudo:ac figure, ktéra otrzymamy, jezeli pProstopadloscian przetniemy
plaszczyzna, przechodzaca przez krawedz podstawy i srodki dwé i
S G y 1 dwéch przeciwleglych
19. Graniastostup prost i 5 i
Y © podstawie tréjkatnej foremne; i
| przecinam
plaszczyzna, przechodzaca przez krawedz podstawy j nachylona do te!P podstaw§
pod katem ’300. Zbud(_)wac’ (zapomoca konstrukcji planimetrycznej) otrzymany
w ten s}fosob przekrcfl, jezeli mamy dang krawedz podstawy graniastostupa
1 krawgdz boczng. Jakie przypadki moga tu zachodzié? #
0. Zbudowaé krawedZz szeécianu i
, ma d 6d i
e lac dany obwdéd jego przekroju
: 21. Majac danq. krawed? szescianu, zbudowad (zapomoca konstrukeji pla-
mmet.ryczne]) przekréj tego szeScianu, Poprowadzony przez Srodek jego prze-
katnej prostopadle do tej przekatnej. B
22. Zbudowaé sfatkq*) szeScianu, majac dang przekatna jego Sciany.
23. Zbudowaé siatke szedcianu, majac dang jego przekatng.

: 24. Zbudowac’: .Slatkq graniastostupa pochylego o podstawie kwadratowej
ma]q? dang kraweds lego podstawy, kraweds boczng oraz katy migdzy ta kra:
wedzig boczna, a dwiema sasiedniemi krawedziami podstawy

25. W tym sam i i 5 -
; ym graniastostupie, o ktérym mowa w dani
niem, zbudowad przekrdj przekatny. Tzl & iy

: 26.’ Wtzadaniach 18'—21 wyznaczyliSmy pewne figury zapomocy konstrukeii;
uczen sprébuje wyznaczyé te same figury zapomocs rachunku ?
27. Mamy dany szescian o kra i i :
4 wedzi = g; ile razy nalezy zwigkszyé ;
krawedz, jezeli chcemy, by objetosé wzrosta w dwéjnaséh? i

.Uwaga. Zadanie 27 mozna z tatwoscig rozwiazaé na drodze rachunkowe:
na’t?mlast odpowiednie zadanie konstrukcyijne (zbudowaé szeician, ktére :‘e]’
to'sc l:ylaby dwa razy wicksza od objetosci szeScianu danego) ni; daje g: e
w1a‘zac2vg slgxosébk_elementarny, t. J. zapomocy cyrkla i linjatu, i

- Powiekszajac dlugosé kr i Sci i
iogo Obitoié o b m. Oblicays diugost kmpeaer * " © ™ Wviskszamy
29. Krawedzie ProstopadloScianu maja odpowiednio am, 4 m i cm

) Siatka bryly nazywamy rozwinigcie jej powierzchni na plaszezyznie.
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dlugosci; obliczyé dlugo$é krawedzi takiego szeicianu, zeby stosunek objetosci
obu bryl réwnal si¢ stosunkowi pél ich przekrojéw przekatnych.

30. Rozwiazaé to same zadanie w zalozeniu, 7e stosunek objetosci ma sie
réwna¢ stosunkowi pél powierzchni zupelnych obu bryt.

31. Obliczyé objetosé prostopadloscianu, w ktérym pole przekroju prze-
katnego = a?, krawedzie za§ podstawy maja sie do siebie tak, jak b : c.

32. Obliczyé wymiary prostopadloScianu, majac dane: objetosé jego V,
pole powierzchni zupelnej 2.5 i obwéd podstawy 2p.

33. Podstawe réwnolegloscianu prostego stanowi romb o boku a i ka-
cie x A=60° Wieksza przekatna réwnolegloicianu nachylona jest do pla-
szczyzny podstawy pod katem 30°. Obliczyé objetosé réwnolegloécianu i pole
iego przekroju przekatnego.

34. Obliczyé objgtosé i pole powierzchni bocznej prostopadlo$cianu, majac
dang dlugo$é jego przekatnej (= a) i wiedzac, 7e dwie przekatne przecinajy sig
pod katem prostym, podstawa za§ ma ksztalt kwadratu.

35. Obliczyé objetosé graniastostupa prostego, ktérego podstawa jest
trojkat foremny, a pole ciany bocznej réwna sie polu podstawy.

36. W graniastoslupie o podstawie szeiciokatnej foremnej bok podstawy
réwna si¢ acm, a mniejszy przekrdj przekatny jest réwnowazny podstawie,
Obliczyé objgtosé graniastostupa i pole powierzchni bocznei.

37. Réw ma am dlugosci, gleboki jest na bm, szerokodé jego wynosi
u géry cm, u dolu za5 dm. Réw ten zostal do polowy glebokosci wypelniony
woda. Obliczyé ilosé metréw szeciennych wody. -

38. Czy réwnoleglosciany posiadaja wlasnoié, odpowiadajaca wlasnosci
réwnoleglobokéw dopelniajgcych ?

39. Graniastostup pochyly przeksztalcié w réwnowazny mu graniastostup
prosty, przecinajgc go jedng tylko plaszezyzna.

Okreslenie. Przekrojem normalnym graniastostupa pochylego nazywamy
figure plaska, ktéra olrzymamy, przecinajac graniastostup plaszczyzna, prosto-
padla do krawedzi bocznych.

40. Pole powierzchni bocznej graniastostupa réwna sie iloczynowi dlugogci
krawedzi bocznej przez obwéd przekroju normalnego. ;

41. Objetosé graniastoslupa o podstawie trojkatnej réwna sig polowie
iloczynu pola Sciany bocznej przez odleglosé tej §ciany od przeciwleglej krawedzi.

Jakie jest twierdzenie analogiczne w planimetrji?

42. Na trzech réwnoleglych do siebie prostych obieramy trzy rownajace
sig sobie odcinki AA"= BB’ = CC’, ktére wyznaczaja graniastostup. ‘Wykazaé,
Ze objetoS¢ tego graniastoslupa nie zmieni sie, jezeli jego krawedzie boczne
przesuniemy w dowolny sposéb po owych trzech réwnoleglych.

43. W wierzcholkach prostokata ABCD wystawiamy prostopadle do jego
plaszezyzny, ktére przecinaja w punktach 4’ B, C, D’ jakakolwiek inng pla-
szezyzng, nieréwnolegly do pierwszej.

1-0 Dowiesé, ze A'B'C'D’ jest réwnoleglobokiem;
2-0 b » AA + DD’ = BB - CC'.
3-0 Obliczyé objetosé otrzymanej bryly.
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44. W szescianie o krawedzi = a przesunigto plaszczyzne przez przekatna
podstawy i przez Srodek jednej z krawedzi, réwnoleglych do tej podstawy.
Znalezé ksztalt i pole przekroju. -

45. Dany jest graniastostup prosty o podstawie tréjkatnej, ktérego wszystkie
krawedzie réwnaja sig sobie. Przez srodek krawedzi bocznej i przez Srodki
dwéch krawedzi podstaw, schodzacych sig z ta krawedzia boczna, lecz nie réwno-
leglych do siebie, przesuwamy plaszczyzne. Znalezé ksztalt i pole przekroju.

B. O ostroslupach.

§ 363. Ostrostupem albo piramidg nazywamy wieloscian,
ktérego jedna Sciana — zwana podstawq — jest wielokatem,
pozostale zas $ciany sa tréjkagtami o spélnym wierzcholku.

Przez wierzcholek  ostrostupa,
jezeli nie zaznaczymy wyraznie, o ja-
kim wierzcholku mowa, rozumieé be-
dziemy wierzcholek, nie lezacy na
podstawie.

Krawedzie, schodzace sie w wierz-
chotku ostrostupa, nazywamy bocznemi.

Odcinek, poprowadzony z wierz-
cholka ostroslupa prostopadle do pod-
stawy, nazywa sie wysokoscig.

Ostroslup o podstawie trojkat-
nej nazywamy czworoscianem. Czwo-
roscian nazywamy foremnym, jezeli wszystkie jego Sciany sg troj-
katami foremnemi.

Rozrézniamy ostrostupy proste i pochyle. Ostrostupem prostym
nazywamy taki, ktéry spelnia dwa warunki: 1) w podstawe jego
mozna wpisa¢ kolo, 2) $rodek kola jest zarazem spodkiem wy-
sokosci. '

Jezeli ostrostup jest prosty (rys. 333), wéwczas wysokosci
Scian -bocznych réwnaja si¢ sobie (dlaczego?). I odwrotnie :
jezeli wysokosci $cian bocznych réwnaja sie sobie, wéwczas ostro-
stup jest prosty. :

Wysoko$é $ciany bocznej ostroslupa prostego nazywamy
apotemgq ostrostupa.

Polem powierzchni bocznej ostrostupa nazywamy sume pol
jego Scian bocznych.

Polem powierzchni zupelnej nazywamy sume pol wszystkich
Scian bocznych ostrostupa i jego podstawy.
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§ 364. Z powyiszych okreslen wynika nastepujaca regula,
ktérg uczen uzasadni sam.

Regula. Aby obliczyé pole powierzchni bocznej ostrostupa
prostego, mnozymy obwdd jego podsiawy pizez polowe dlugosci
apotemy ostrostupa.

§ 365. Wyobrazmy sobie, iz przeciglismy ostrostlup pla-
szczyzna, réwnolegla do podstawy. Podzielilismy go w ten sposéb
na dwie czesci, z ktorych jedna (na rys. 334 gérna czesé) jest
ostrostupem, druga za§ nosi nazwe ostroslupa scietego lub pnia
ostrostupowego.

Pien ostrostlupowy ma dwie 0
podstawy (na rys. 334 gérna A'B'C’ A
i dolng ABC), ktére sa wielokatami \\\
podobnemi. Sciany boczne pnia maja C\\
ksztalt trapezéw. Odleglo§é migdzy / I\
dwiema podstawami pnia nazywamy A s
jego wysokosciq. :

Piefi ostroslupowy nazywamy -
prostym jezeli powstal z ostrostupa , \
prdstego w spos6b powyzej opisany. \
Np. na rys. 335 pien ABCA'B'C’ A i
jest prosty. Odcinki MM', NN', PP, Ryc. 334.
bedace wysoko$ciami $cian bocznych
w pniu prostym, nazywamy apolemami pnia.

Uczen dowiedzie sam, iz apotemy pnia ostrostupowego réw-
naja sie sobie,

§ 366. Z wzoru na pole trapezu wynika nastepujaca

Regula. Aby obliczyc¢ pole powierzchni bocznej pnia ostro-
slupa prostego, mnozymy altugosc jego apotemy przez polowe sumy
obwodoéw obu jego podstaw.

§ 367. Twierdzenie. Jezeli ostrostup przecielismy plaszczyzng
réwnoleglg do podstawy, wéwczas pole przekroju i pole podstawy
sq proporcjonalne do kwadratéw odleglosci ich plaszezyzn od
wierzchotka ostrostupa.

Niech bedzie dany (rys. 336) ostrostup OA;B;CiD; i niech
plaszczyzna A,B,C;D,, przecinajaca ostroslup, bedzie réwnolegla
do plaszczyzny podstawy. Oznaczajac pola czworobokow A,B,C, D,
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oraz 4A;B,C,D, odpowiednio symbolami S, i .S,, mamy dowiesé,
iz zachodzi proporcja

S1 :Sg = OH12: OHqg, :
gdzie OH, jest wysokoscig ostrostupa.

Rys. 336

Istotnie, na mocy § 299, str. 276 mamy :
Sl s Sg — A1312 . A2B22)

AB, 04, OH, 5

4,5, _\OAQ_%OHg (dlaczego.)

a wigc musi byé réwniez

ale

AB* _ OH,®
A.B} ~ OH,

i twierdzenie “zostalo dowiedzione.

§ 368. Jak wiadomo, kazdemu graniastostupowi odpowiada
Pewna, w zupelosci wyznaczona liczba, zwana lego objetoscia.
Powstaje pytanie, ¢zy mozna to samo powiedzieé o ostrostupach
i w jaki sposéb, majac dany ostroslup, moznaby obliczyé jego
objetosé ?

Odpowied? na pierwsze Pytanie znajdziemy na drodze, po-
dobnej do tej, ktéra doprowadzila nas do pojecia pola kola.

Niech bedzie dany dowolny ostrostup. Na rys. 337 mamy
wprawdzie ostrostup o podstawie tréjkatnej, ale przekonamy sie
zaraz, ze ksztalt podstawy nie gra zadnej roli w naszem rozumo-
waniu, tak, iz otrzymany wynik stosuje sie réwnie dobrze do
ostrostupéw o podstawach dowolnych.

Wysokosé ostrostupa oznaczmy przez h, podzielmy ja na n
czesci réwnych (na rys. 337 na pieé czesci) 1 przez punkty po-
dzialu przesufimy plaszczyzny, réwnolegle do podstawy, otrzymujac
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w ten sposéb n wielokatéw podobnych, do ktérych stosuje sie
twierdzenie § 367.

Rys. 337, Rys 8

Na kazdym z tych wielokatéw, jako na !)odstawie, .zbudujmy
po dwa réwne sobie graniastostupy: jeden lezgcy nad w1el?kqte;m
i wystajagcy nazewnatrz piramidy (jal-( na .rys..338), 'drugl poto-
zony pod tym samym wielokatem i zawierajacy sie w.ewnf;drz
piramidy*). Wyjatek stanowi tu sama .podstawg A.BC piramidy,
na ktérej budujemy jeden tylko gramastoslup,.mlanowmle'wy-
stajacy. Niech przytem wysoko$¢é kazdego graniastostupa réwna

.sie —.
. i : ju moz ¢ krétko
Graniastostupy pierwszego rodzaju mozemy nazwaé
zewngetrzne mi, graniastostupy drugiego rodzaju — wewnetrz-
nemi. : : :
Zauwazmy przedewszystkiem, ze dla kazdego gramastoslupe}
zewngtrznego istnieje réwny mu wewnegtrzny. Wyjatek stan%m
tylko pierwszy od dolu graniastostup zewnetrzny ABCA,B,C;:
pomiedzy wewnetrznemi niema réwnego mu graniastostupa. :
Jezeli teraz obliczymy objgtosci wszystkich gramastoslup(,)\«t'
zewngtrznych i sume ich oznaczymy przez 3., sume zas objetosci
*) WiaSciwie, oba rodzaje graniastostupéw nalezato zaznaczyc'i na tym
samym rysunku; chcac jednak uniknaé gmatwaniny linij, narysowa]xsmy.obok
siebie dwie réwne piramidy i na jednej z nich zaznaczyliémy tylko gr-ama?to-
slupy wystajace, na drugiej za§ tylko te, ktére zawieraja sie wewnatrz piramidy-



{
{

/
/

346 O katach brylowych i o wieloScianach.

wszystkich graniastostupow wewnetrznych oznaczymy przez I,
wolwczas réznica
2‘z i ‘Sw
réwnac sie bedzie objetosci graniastostupa ABCAQB2C1 (rys. 338).
Oznaczmy jeszcze przez S pole podstawy ABC.

Objetosé graniastostupa  ABCA;B,C, réwna sie S. g,

mamy tedy I, — I = S.g = (Sh) . %

Zauwazymy dalej, Ze czei¢ prawa te] réwnosci sklada sie
z dwéch czynnikéw, z ktérych jeden, mianowicie Sh, jest liczba

stala, drugi zas czynnik,—, Jest zmienny i moze byé uczyniony
n

dowolnie malym Przez zwigkszenie mianownika n, a wige ‘caly

: h ; : : :

iloczyn S. ,, moze by¢ uczyniony dowolnie malym.

Widzimy tedy, ze jesli bedziemy nieograniczenie zwiekszali
Iiczbq czgsci, na ktére dzielimy wysokosé piramidy, wdéwczas
sumy = i 3, dazyé beda do wspélnej granicy.

Te ich wspdlng granice hazywamy objetoscia piramidy.
Mamy tedy nastepujace

Okreslenie. Objetosciq piramidy nazywamy liczbe, bedgcq
wspdlng granicq dwdich ciggéw zmiennych liczh : sumy objetosci
graniastostupéw zewnetrznych i sumy objetosci graniastostupéw

\wewnelrznych.

§ 369. Twierdzenie Objetos¢ ostrostupa réwna sie trzeciej
czesel iloczynu z pola podstawy przez dlugosé wysokosci ostro-
stupa.

Do dowodu postuzy nam ta sama konstrukcja, ktéra dopro-
wadzila nas do okreglenia objetosci ostrostupa.

Obliczmy mianowicie sumg 2, i znajdZmy granice tej sumy,
gdy n rosnie nieograniczenie. '

Podstawy kolejnych graniastoslupéw, poczynajac od gory,
oznaczmy przez S, S,, . . . S, objetosci ich przez i Uas S

| A\
Mamy Do — <;> : A2

czyli Si=

g
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; 4 2}1)2 e
Dalej S, : S = (7 =5h
228
czyli S, e
- W taki sam spos6b znajdujemy, 3228.5
Sg =T ne ’
4: S
S4 = n2 )
..... n25 ;
S"——S—- n2 ,’4,'114», + N, = o
LRSS LN e
Wobec tego S, =0 to +.. . + o, Vo= J, =
=—S;’h 12+ 22+ 32+ 42+ .. + n?)
n
Sh n(n+1) 2n+1) : *)
Tinb 6

J 4~

v 2

2 : 5
a dzielac licznik i mianownik przez n? mamy

si. 1+ (@+1) T
= 6

n_(n_.—%__'__l) mozipa z latwo--

2,

*) Wzér 12422324+ ... +n*= :
Scia otrzymaé rozmaitemi sposobami. Najprostszy moze jest sposéb nastepujacy:

w tozsamosci (1 + x)® = x>+ 3x>+ 3x+ 1 : bt
podstawiamy kolejno na x wartosci 1, 2, 3, 4,...(n — 1), n. y!

tozsamoSci 2 =1543.124+3.1+1
33—2813,221.3.2-+1
4 =3-1-3.324-3.3+1

n=hnh-—-12+30—124+3n—-1)+1
: 1
nt+1)P®=n"4+3.n2+3.n+ T ; ’
: Sumuiq(c te tozsamos$ci kolumnami, redukujac i oznaczajac przez S, sumg
liczb ciagu naturalnego, przez .S, sume kwadratéw liczb ciggu naturalnego, mamy
ic )

(n+12=1+435-+3S, +n
skad 3S, = n®+ 3n2+2n — 3.
_n(2n2+3n+1)
S

i i)
2

ik n(n+1) 2n-+1)

wreszcie Sy 6
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Aby wykazaé, iz =, dazy do granicy % s Wystarczyzauwa-
2y¢, ze 2, stale maleje, gdy n rosnie (dlaczego?), i dowiesé
=5k

Ze rdznica 3,

'moze by¢ uczyniona dowolnie mala.
Jakoz mamy

sa(1+ 1) (2 + 1) |
3200260 s

el irion] -3 2

2

Otrzymali$my i'loczyn,/lftérego pierwszy czynnik—S?h jest staly,

el el g ; .
«drugi zag ;4—; moze byé uczyniony dowolnie malym przez od-

}:)‘OWIednTe z“{le;kszeme liczby n, a wiec caly nasz iloczyn maleje
nieograniczenie, gdy zwickszamy nieograniczenie liczbe n.

Dowodzi to, ze i i 1 i i
0, ze istotnie stala hczba—3— lest granica zmien-

nej sumy 3, a poprzednio ius i$ : b da
i » & pop 10 juz nazwali$my te granice 9ijtOSCl§

-&370. Twierdzenie. Objetosc pni |
L3 jetosC¢ pnia ostrost 5
Si¢ wzorem : . Upowegoriwy{:{{;g

ok Sy
=% §(51 TS5, + \/S1sz)s

gdzie przez S, i S, oznaczylismy
pola psdstaw pnia.

' Objetosé pnia mozemy - uwa-
za¢ jako réznice objetosci dwéch
ostrostupow

OA,B,C.D, i OA,B,C,D,.

Rys. 339, Oznaczajac objetosé tych ostroshu-
, : Pow odpowiednio przez Vi iV,
p.ola u?h p’o’d.staw przez S; i S,, wysokosci przez Ay i h,, wres;-
~cie objetosé i wysokogé pnia przez Vi A, mamy
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Sy SH
V=I/1—‘V2= 131_ 23124

- %[Slhl o Sulhy e B

(S = S) + AS)]

¥ e iy o i
3 [ (S — VS) (VS + VS5) + AS]... (1)

Zauwazmy dalej, ze na mocy § 367 musi byé
S1 : Sz — }112 > (l'll = 11)2

cafls VS VS, = hyi (b — h),
h = *—b—-——\/SI e e L e
VS — .S
Podstawiajac do wzoru (1) warto$é na h, ze wzoru (2), mamy "/
h i poAk
=SS HES). V=i o

Cwiczenia LVI. 1. Jezeli w dowolnej piramidzie przesuniemy przez kazda-
krawedz boczna plaszczyzne, prostopadls do podstawy, wéwczas wszystkie te-
plaszczyzny przetng sie wedlug jednej proste;.

2. Na jednej ze Scian czworoscianu kreslimy trzy srodkowe i przez kazda.
z nich oraz przez krawedz, przeciwlegla tej srodkowej, przesuwamy plaszezyzny.
Dowies¢, ze trzy te plaszczyzny przecinaja sie wedlug jednej proste;.

3. Laczac Srodek cigzkosci kazdej Sciany czworoScianu z przeciwleglym
wierzchotkiem, otrzymujemy cztery odcinki, ktére przecinajs sic w jednym punk-
cie (zwanym Srodkiem cigzkosci czworo§cianu) i dziela sie w tym.
punkcie tak, Ze czes¢ kazdego odcinka, przylegla do wierzcholka, jest trzy razy
wigksza od czeSei pozostalej.

4. Wewnatrz czworo$cianu ABCD znalezé taki punkt, ze jesli go potaczymy
ze wszystkiemi wierzcholkami, otrzymamy cztery czworosciany, ktérych podsta-

wami sa Sciany czworoicianu ABCD i ktérych objetosci réwnaja sig sobie..

[Wskazéwka: Sformulowaé i rozwiazaé analogiczne zadanie dla tréjkatai]

5. Odcinki, laczace srodki przeciwleglych krawedzi czworoscianu, przeci-
naja sie¢ w Srodku cigzkoSci czworoscianu,

6. Srodki krawedzi czworocianu polaczyé w taki sposéb, by otrzymaé
czworokat plaski. Zbada¢ rodzaj tego czworokata oraz dlugosci jego bokéw.

7. Znalezé punkt réwnoodlegly od scian czworoscianu. [Wskazéwka: jak
rozwigzujemy analogiczne zagadnienie dla tréjkata ?]

8. Znalezé punkt réwnoodlegly od wszystkich wierzcholkéw czworogcianu.

9. Jezeli w dowolnej piramidzie punkt O jest jednakowo odlegly od wszyst--
kich krawedzi, wéwczas spodki prostopadiych, poprowadzonych z O do $cian pi--

ramidy, sa srodkami kél, wpisanych w te 5ciany.
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10. W kazdym ostrostupie suma pél $cian bocznych jest wieksza od pola
podstawy.

11. Jezeli w czworoécianie ABCD wszystkie kliny, nalezace do naroza A
sa proste, wéwczas kwadrat pola Sciany BCD réwna sie ’
trzech pozostalych §cian.

[Poréwnaj twierdzenie Pitagorasal].

; 1‘2. W czworoscianie ABCD dwie przeciwlegle krawedzie AC, BD réwnajg
sig sobie; to samo wiemy o dwéch innych przeciwleglych krawedziach BC, AD.
Czy czworoscian posiada réwne $ciany i réwne kliny i ktére mianowicie?

‘ 12a. Co mozna powiedzieé o czworoScianie, w ktérym kazde dwie prze-
ciwlegle krawedzie réwnaja sie sobie?

sumie kwadratéw pél

13. Zbudowaé czworoScian, majae dane wszystkie jego krawedzie.
14, Zbudowaé ostrostup ‘o podstawie kwadratowej, majac dang krawedz
podstawy i wysoko&é.

15. To samo pytanie, jeZeli mamy dang krawedz boczng i wysokosé,

. 16. Zbudowaé siatke czworoScianu, majac dang jego podstawe oraz kliny
miedzy podstaws i Scianami bocznemi.

: 17. Zbudowaé siatke ostrostupa prostego, majac dang jego podstawe
1 wysokos§é.

: 18. Czworoscian foremny o krawedzi = 5cm przecinamy plaszczyznas
réwnolegla do podstawy i poprowadzong w takiej odleglosci od tej podstawy
ze pole przekroju jest 9 razy mniejsze od pola podstawy. Zbudowaé siatke pni;
ostrostupowego, ktéry w ten sposéb otrzymali$my,

19. Prostopadlo$cian o wymiarach danych (a, &, ¢) wydrazono tak, ze
zaglebienie, ktére powstalo, ma ksztalt ostrostupa prostego. Ostrostup ten, ma
wspélna podstawe z prostopadloscianem, wysokosé zag dwa razy mniejsza od
“wysokosci prostopadloscianu. Zbudowad siatke otrzymanej w ten sposéh bryly.

20. Na rys. 340 wykazaé, ze graniastostup o podstawie trojkatnej da
si¢ podzielié na trzy piramidy, majace réwne
objetosci.

21. Analogicznie do okreglenia § 251,
str. 218, utworzyé okreslenie figur jedno-
ktadnych w przestrzeni.

22. Majac dany ostrostup, zbudowaé
ostrostup jednokladny z nim wzgledem jednego
z jego wierzcholkéw.

23. Zbadaé zwigzki ‘miedzy elementami
obu ostrostupéw (czy maja one réwne katy lub
kliny? co mozna powiedzieé o wielkoéci ich kra-
wedzi i Scian, jak réwniez o ksztalcie Scian ?)

24. Utworzyé okreslenie ostrostupow
(graniastostupéw) podobnych.
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25. Obliczyé pole powierzchni bocznej i objetosé czworosciinu foremnego
majac dang krawedz jego = a.

26. To samo pytanie dla piramidy prostej o podstawie szeSciokatnej
foremnej. Krawedz podstawy = a, krawedz boczna = b.

27. W wierzcholku A kwadratu ABCD wystawiamy prostopadla do jego
plaszczyzny i na prostopadlej odkladamy AM = b. Obliczyé pole powierzchni
bocznej ostrostupa MABCD, jezeli AB = a.

28. W szeScian wpisujemy ostrostup, laczac $rodek podstawy gérnei
szeScianu ze Srodkami krawedzi podstawy dolnej. Obliczyé pole powierzchni
bocznej i objeto§é ostroslupa, jezeli krawedz szeScianu = a.

29. Podstawg ostroslupa jest romb, ktérego kat ostry ma 60°. Obliczyé
krawedz podstawy i krawedzie boczne, jezeli wiemy, ze objetos¢ ostrostupa = v,
a wysokosé' = h.

30. Obliczyé pole powierzchni i objetosé ostroslupa, ktérego podstawe
stanowi tréjkat foremny, a jedna ze Scian bocznych réwna sie podstawie i jest
do niej prostopadla. Krawedz po 'stawy = a.

31. W ostroslupie prostym o podstawie sze$ciokatnej foremnej krawedz
boczna jest dwa razy wigksza od krawedzi podstawy. Objetosé ostrostupa = w.
Obliczyé krawedz podstawy i wielkosé kata, pod ktérym krawedz boczna jest
nachylona do podstawy.

32. Podstawa ostrostupa jest tréjkat réwnoramienny o bokach a, b, a;
Sciany boczne sg nachylone do podstawy pod katem 45°. Obliczyé objetosé
ostrostupa. -

33. Pien ostroslupowy przecicamy plaszczyzna réwnolegly do podsiaw.
Znalezé odleglo$é tej plaszczyzny od mnie'szej podstawy, jezeli pole przekroju
jest Srednig arytmetyczng podl obu podstaw.

34. W czworoscianie OABC mamy

AB = BC = AC = a; = AOB = = AOC = = BOC = 90~

1) Co mozina powiedzieé o dlugosci krawedzi O4, OB, OC?

2) Obliczyé pole powierzchni zupelnej czworoscianu.

3) Wykaza¢, ze pole Sciany /\ OAB jest $rednig proporcjonalng migdzy
polami tréjkatéw /A ABC i A ABH, gdzie H jest spodkiem wysokosci czworo-
Scianu, poprowadzonej z punktu O.

35. To samo pytanie, jak w zadaniu 33, jezeli pole przekroju jest $reduia

._geometryczng pdl «bu podstaw.

36. Ostrostup o wysososci A przecigto plaszezyzna, réwnolegly do pod-

* stawy. Pole przekroju réwna sig iloczynowi obu odcinkéw, na ktére podzielilismy

wysokos$é, pole za§ podstawy réwna sie¢ iloczynowi z dlugosci gérnego odcinka
przez dlugo$é calej wysokoSci. Obliczyé pola podstawy i przekroju.

37. Na tréjkacie foremnym, jako na podstawie, budujemy ostrostup prosty
i graniastoslup o réwnych wysokosciach. Jaki jest stosunek miedzy wysokoscia
tych bryl a krawedzig ich wspélnej podstawy, jezeli pola powierzchni bocznych
obu bryl maja sie do siebie, jak 1 : n?

38. W jakich granicach moze si¢ zmieniaé liczbe n w poprzedniem za-
daniu? Jaka warto§¢ na n otrzymamy, jezeli ostrostup jest czworoScianem
foremnym ?
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39. Rozwigzaé zadanie 37 w zalozeniu, iz wspélng podstawa bryl jest
jakikolwiek wielokat foremny i ze znamy apoteme wielokata = g,

40. Jezeli w czworoscianie ABCD przez krawedz AB przesuniemy pla-
szczyzneg dwusieczng klina CABD, podzieli on przeciwlegla krawedz CD na dwa
odeinki, proporcjonalne do pol Scian CAB oraz DAB. Jakie jest analogiczne
twierdzenie w planimetrji ?

41. Obliczy¢ pole powierzchni bocznej pnia ostrostupowego o podstawie
1) tréjkatnej foremnej, 2) kwadratowej, 3) oSmiokatnej foremnej, jezeli wiadomo,
-Ze pien jest prosty, i jezeli mamy dana wysokosé Jego 4 i krawedzie podstaw a i b,

42. W pniu ostrostupowym prostym o podstawie kwadratowej krawedz
podstawy gérnej = q, pole powierzchni zupelnej = S, iciany za§ boczne sg
nachylone do podstawy pod katem 30°, Obliczyé: 1) kraweds podstawy dolnej;
2) wysoko$é pnia; 3) wysoko$é piramidy, z ktérej otrzymano ten pien.

43. W paiu prostym o podstawie tréjkatnej foremne; krawedz boczna
nachylona jest do podstawy pod katem 45, Obliczyé pole powierzehni i obje-
to$¢ pnia, jezeli pola podstaw réwnajs sie odpowiednio q? i b2

44. Objgtosé pnia = o, wysokosé = A, krawedzie podstaw maja sie do
siebie, jak m : n, Obliczyé pola podstaw.

45. Obliczyé objetosé pnia prostego o podstawie kwadratowej, jezeli jego
przekatna = q, krawedzie zas podstaw réwnaja sie b i c.

46. W pniu ostroslupowym prostym o podstawie tréjkatnej foremnej wy-
drazono otwér w ksztalcie ostroshupa, ktérego podstawa jest podstawa gorna pnia,
wierzcholek za$ lezy w $rodku podstawy dolnej pnia. Obliczyé objetosé pozostalej
czeSci pnia, jezeli pola jego podstaw réwnaja sie a2 i 6% wysoko&é réwna sig A.

47. W pniu prostym o podstawie kwadratowej pola podstaw réwnajg sie
a® i b%; pole powierzchni bocznej réwna sie polowie pola powierzchni zupelne;j.
Obliczyé wysokosé pnia. v

48. Wysokos¢ pnia prostego podzielono na trzy czesci réwne i przez
punkty podzialu poprowadzono plaszczyzny, réwnolegle do podstaw. Obliczyé
pola otrzymanych przekrojow, jezeli pola podstaw réwnaja sig S i .5,

49. Pole podstawy ostrostupa = 100 cm?, wysokosé jego = 6 cm. Naile
czeSci nalezy podzielié jego wysokosé, jezeli chcemy, zeby objetosé wszystkich

graniastoslupéw wewnetrznych (zbudowanych tak, jak to uczynilismy w § 368) -

réznila sig od objetoéci wszystkich graniastostupéw zewnegtrznych mniej niz 1 cm®?
mniej niz o 0'1 cm®? mniej niz o 001 cm®?
50. To samo pytanie, jezeli chodzi o réznice migdzy sumg objetosci gra-
Sh
niastoslupéw zewnetrznych a liczba stalg ~3 > ktéra nazwalismy objgtoScia piramidy.
51. W ostrostupie .S — 550 cm?, h = 10 cm. Jak nalezy dobra¢ liczbe n
graniastostupéw zewnetrznych, Zeby bylo
2 Sh
2y — h3‘ < &

gdzie = jest jakakolwiek liczba dodatnig ?
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t 0 wieloScianach foremnych.

§ 371. Okreslenie. Wieloscian nazywamy foremnym, jezeli
wszystkie jego Sciany sq wielokqtami foremnemi réwnemi i jezeli
wszystkie naroza réwnajq sie sobie.

Poznalismy juz dwa wielosciany foremne: szescian j czwo-
roscian foremny. Powstaje Pytanie: czy istnieja jeszcze inne wie-
losciany foremne i ile ich jest?

Wiemy z planimetrji, ze wielokat foremny moze mie¢ do-
wolnie wielka liczbg bokéw, tak, iz mozemy utworzyé nieogra-
niczenie wiele rodzajéw wielokatow foremnych. Zdawaloby sie,
ze to samo da si¢ powiedzieé o wieloscianach, Przekonamy sie
jednak zaraz, ze wielo§cianow foremnych istnieé¢ mosze
tylko pigé. :

Jakoz z twierdzenia § 339 (str. 325) wiemy, e suma Scian
naroza musi by¢ mniejsza od 360°; jesli wigc wieloécian ma byé
ograniczony przez tréjkaty foremne, ktérych kazdy kat ma 60°,
to w kazdym wierzchotku moze schodzi¢ si¢ tylko 3, 4 albo 5
Scian, .gdyz

3. 60° <360° 4.600=240° < 360°; 5 . 600 = 3000 < 360°,

natomiast 6 . 60° = 360°,

W taki sam sposéb przekona si¢ czytelnik, ze jesli wielo-
scian ma byé ograniczony przez kwadraty lub przez pigciokaty
foremne, wéwczas naroze nie moze mieé wiece] nad 3 Sciany;
moze wigc istnie¢ tylko jeden rodzaj wielogcianéw foremnych
o scianach kwadratowych i jeden rodzaj o $cianach pigciokatnych
foremnych.

Kat wewnetrzny szeSciokgta foremnego ma 120° poniewaz
za$ 3 . 120°=360° a naroze musi miec conajmniej trzy Sciany,
zatem niepodobna utworzyé wieloécianu foremnego, ograniczonego
przez szesciokaty foremne.

§ 372. UstaliliSmy, ze nie moze istniec wigcej niz pieé ro-
dzajéw wieloscianow foremnych. Teraz przekonamy sig, ze wszyst-
kie one naprawde istnieja, a mianowicie pokazemy, w jaki sposéb
mozna je zbudowad.

1. Aby zbudowaé czworogcian foremny, wykreslamy
najpierw tréjkat foremny A\ BCD, w jego Srodku O wystawiamy
prostopadly OA do plaszczyzny tréjkata, wreszcie z punktu B

Geometrja elementarna. 23
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w plaszczyinie AOB kreslimy kolo promieniem, réwnajgcym

sie BC. :
Poniewaz OB < BC, zatem kolo przetnie prostopadla w ja-

kim$ punkcie A. Figura ABCD jest zadana (dlaczego?).

Rys. 442.

2. W $rodku O kwadratu ABCD wystawiamy prostopadla
do jego plaszczyzny i na niej po obu stronach plaszczyzny odkla-
damy odcinki OF = OF = OA. Bryla, wyznaczona przez punkty
A, B, C, D, E, F, jest zadanym oimioscianem foremnym.

ys. 344.

3. Kreslimy najpierw piecickat foremny KLNRP, w $rodku

O wielokata wystawiamy prostopadls do jego plaszczyzny .

i w plaszezyinie KOV kreslimy z punktu K kolo promieniem,
réwnajgcym sig¢ bokowi picciokata. ‘W ten sposéb budujemy kat
brytowy V(KLNRP), w ktérym kazda $ciana ma 60°.

Jesli teraz w powyiszy sposéb przy kaidym wierzcholku

tréjkata foremnego A\ ABC zbudujemy naroze o pieciu $cianach,

majacych po 60° przyczem kazda krawedz réwnaé sie bedzie AB,
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otrzymamy powierzchni¢ wypukla, zlozona z 10 réwnych iréjkatéw
foremnych i z jednej strony otwarta. Budujac drugs taka sama
powierzchnig i zestawiajac je wolnemi brzegami, otrzymamy d w u-
dziestoscian foremny.

4. Szescian uczei zbuduje sam.

A

Rys. 345,

E

5. Do  pigciokata foremnego ABCDE przystawiamy pieé
réwnych mu pigciokatéw tak, by przy kazdym wierzcholku utwo-
rzylo sie naroze o trzech $cianach. Otrzymujemy powierzchnie
wypukla, zlozong z szesciu foremnych i réwnych pigciokatéw
i z jednej strony otwarts. Budujac druga taka samg powierzchnig

‘i zestawiajac je wolnemi brzegami, otrzymamy dwunastogcian

foremny®).

Cwiczenia LVIIL 1. Jezeli Srodki wszystkich Scian szeScianu polaczymy
prostemi, otrzymamy oSmioscian foremny, wpisany w szecian.

2. Jezeli érodki Scian oSmioScianu foremnego polaczymy prostemi, otrzy-
mamy -szefcian, wpisany w oSmioScian,

3. Jezeli na kaidej parze przeciwleglych Scian szeicianu wykreslimy po
iednej przekatnej tak, by byly one wzgledem siebie skosne, otrzymamy czworo-
Scian foremny, wpisany w szeScian.

*) Nalezaloby dowiesé, Ze te brzegi istotnie przystana do siebie; dowdd
jako zbyt dlugi, opuscilismy.
23*
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4. Jezeli w o$mioicianie foremnym przedluzymy cztery §ciany, z ktérych
zadne dwie nie maja spélnej krawedzi, otrzymamy czworoScian foremny, opi-
sany na oSmioScianie.

5. Zbudowaé siatke o$mioScianu foremnego.

6. To samo dla dwudziestoscianu.

7. To samo dla dwunastoscianu. :

8. Majac dang krawedZ szeScianu, zbudowaé krawedz oémioScianu fo-
remnego, wpisanego w ten szeScian.

Cwiczenia 9—14 uczeri winien przerobi¢ na modelach, przez siebie zbu-
dowanych.

9. Jezeli w szeScianie materjalnym polaczymy srodki O, O’ dwéch prze-
ciwleglych Scian i obracaé bedziemy szeScian dokola osi OO’, wéwczas w ciaggu
obrotu zupelnego szeician 4 razy zajmowaé bedzie to samo polozenie.

Prosta OO’ nazywamy poczwdrng osiq symetrji szescianu. Ile poczwérnych
osi symetrji mozna odnalezé w szeScianie ?

10. Odszukaé w szeScianie wszystkie osie symetrji potréjne i podwdine.

11. Wykazaé, ze wszystkie osie symetrji szeScianu przecinaja sig w jednym
punkcie, ktory jest srodkiem symetrji tej bryly.

Okreslenie. Jezeli punkty 4, A’ tak s3 polozone wzgledem plaszczyzny «,
iz dzieli ona na polowy odcinek AA’ i jest do niego prostopadla, wéczas po-
wiadamy, ze o jest plaszczyzna symetrii dla punktéw 4 i 4.

Jezeli figure F mozemy jakas plaszczyzna « podzielié na polowy w ten
sposéb, ze kazdemu punktowi jednej polowy odpowiada symetryczny (wzgledem
plaszczyzny ) punkt drugiej polowy, wéwczas powiadamy; ze o jest plaszczyzna
symetrji danej figury F.

’ 12. Odnalezé w szescianie wszystkie plaszczyzny symetrji. Poréwnaé prze-
cigcia sig tych plaszczyzn z osiami szescianu.

13. Wykazaé, ze wszystkie osie symetrji szeicianu s osiami takiego sa-
mego rzedu w o$mioScianie foremnym wpisanym.

14. Odnalezé osie symetrji czworoScianu foremnego i poréwnad ie z osiami
symetrji szeScianu, opisanego na czworoScianie.

KSIEGA VILI.

Bryly obrotowe.

A. Walec obrotowy.

§ 273. Jezeli ze wszystkich punktéw okregu w.ystawimy
prostopadle do jego plaszczyzny, utworza one powierzchniz, zwang
powierzchnie walcowq (obrotowq). Prostopadla, wystawiona
w $rodku okregu, nazywa sie osig walca.

Powierzchnia walcowa jest miejscem geometrycznem punktéw
(w przestrzeni) réwnoodleglych od osi. e

W geometrji szkolnej poprzestajemy zwykle na rozwazaniu
pewnej czesci tej powierzchri. Jezeli mianowicie przetm.emy po-
wierzchnie walcowa dwiema plaszczyznami, prostopadlemi do osi,
otrzymamy bryle, zwana walcem prostym
(ograniczonym). 4 >

Jezeli prostokat materjalny ABCD
obracaé bedziemy dokola boku BC, wow-
czas bok przeciwlegly AD zakresli powierzch-
nie walca (ograniczonego), a caly prosto-

P
H

3

1]

:

i

kat zakresli walec. Z tego powodu walec i i
nazywamy bryla obrotowa. g_\i.:i(_]—/

Odcinek AD i wszystkie réwnolegle ‘
do niego odcinki, lezagce na powierzchni Rys. 346.

walca, nazywamy fworzqcemi walca.

Odcinek AB i wszystkie rowne mu odcinki, poprowadzone
z dowolnego punktu powierzchni walca prostopadle do osi, na-
zywamy promieniami walca. ;
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: Punkt X nazywamy punktem wewnetrznym walca, jezeli
o }eglosc jego od osi jest mniejsza od promienia walca; jezeli
za$ odleglos¢ ta jest wigksza od promienia, punkt X zwie sie
Zewneg'rznym. :

§. 374. Tu{ierdzenie. Plaszczyzna, réwnolegta do osi walca,
ma z jego ;Towzerzc/zm'q albo dwie tworzqce spélne, albo j dng,
albo wreszcie nie ma z nig weale punktéw wspolnych — zaleznie

od tego, czy odleglos¢ tej plaszczyiny od osi Jjest mniejsza od

promienia walca, réwna promieniowi,
czy tez wigksza od promienia.

W pierwszym przpadku, gdy
odlegltos¢ plaszczyzny « od osi jest
mniejsza od prom'enia, przetnijmy
calg figure nowa plaszczyzng g, pro-
G stopadla do osi. W przekroju otrzy-
[ mamy kolo (ktérego srodek lezy

na osi) przeciete prostg [¢5], stano-

: wigca krawedz tych dwu plaszczyzn.

Rys. 347. Jezeli w punktach przeciecia okregu

z prostg [ef] wystawimy prosto-

padle do plaszczyzny $, dw.e te proste, bedace tworzacemi walca,
musza leze¢ zarazem na plaszczyznie « (dlaczego)?.

Uczen dowiedzie sam twierdzenia dla dwu drugich przy-
padkéw, postugujgc si¢ rys. 347.

§ 375. W jedng z podstaw walca wpiszm; dowolny wielokat
z 2 x ‘(np. czworobok ABCD na rys. 348)
\ i przez wierzcholki jego poprowadimy
s ; tworzace. Utworzy si¢ wéwczas na drugiej
1{ podstawie réwny mu wielokat (4’B'C'DY
: na rys. 348), wpisany w te podstaue.
' E Otrzymamy zarazem graniastostup, zwany
_,s;—w.pe]{l" wpisanym w walec.
= Analogicznie, zbudujmy wielokat,
opisany na podstawie walca i przez jego
¢ boki przesunmy plaszczyzny, styczne do
Rys. 348, powierzchni walca. Na plaszczyznie. dru-
¥ o giej podstawy walca otrzymamy wielokat,
rownajacy sig pierwszemu (dlaczego?) i opisany na tej drugiej

A\

K\

N
&
o
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podstawie, a zarazem otrzymamy graniastostup, ktéry nazywac
badziemy opisanym na walcu.

§ 376. Pojecie pola powierzchni walca i objetosci walca
utworzymy w sposéb analogiczny do pojecia po'a kola.

Wyobrazmy sobie mianowicie, iz opisaliSmy na walcu i wpi-
saliSmy w niego dwa graniastostupy o podstawach foremnych.
Niech podstawy ich majg po n bokéw. Oznaczamy pola tych
podstaw przez S, i s., obwody ich przez P, i p. wysokosé zas
graniastostupéw (i walca) przez h.

Podwajajmy stopniowo liczbg $cian tych graniastostupéw.

Pola powierzchni bocznych graniastostupéw opisanych two-
rza ciag liczb nieskoficzony malejacy

2 o S G Sl
pola za$ powierzchni bocznych graniastostupéw wpisanych tworza
ciagg liczb nieskonczony rosnacy

Db, Prally Pinfty o sy = oime = o 2)
przyczem jednak wszystkie wyrazy pierwszego ciggu pozostaja
wieksze od wyrazéw drugiego ciagu (dlacze go?).

Zauwazmy jeszcze, iz réznica migdzy odpowiedniemi wyra-
zami obu ciagéw nieograniczenie maleje, gdyz

Peh — prh = h(Pr— pa),
przyczem h jest liczba stala, réznica za$ Py — pr maleje nieogra-
niczenie (§ 329, (3), str. 310).

Wobec tego istnieje jedna i tylko jedna liczba, wieksza od
wszystkich wyrazéw drugiego ciagu, lecz mniejsza od wszystkich
wyrazéw pierwszego ciggu. ~

Liczbe te nazywamy polem powierzchni bocznej
walca.

Jest to okreslenie tego pola.

Tak samo objetosci graniastostupéw opisanych i wpisanych
tworza dwa ciagi nieskonczone

th, Sznh, Suzh, e o o o 8 o o s s (ll)

NS T AR R e 2)
co do ktérych uczen dowiedzie, ze 1) pierwszy stale maleje, drugi
rosnie; 2) wyrazy pierwszego pozostaja wigksze od wyrazéw dru-
giego; 3) réinica migdzy odpowiedniemi wyrazami obu ciggow
maleje nieograniczenie. ; ‘
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Istnieje wiec znéw jedna i tylko jedna liczba, mniejsza od

Wyrazéw pierwszego ciagu, lecz wieksza od wyrazéw drugiego.

Liczbe te nazywamy objetoscia walca.

§ 377. Twierdzenie. Pole powierzchni bocznej walca réwna

sie iloczynowi z obwody Jjego podstawy przez dlugos¢ wysokosci

o Istotnie, jezeli promien walca oznaczymy przez r, wowczas
iczba

2nrh

jest wieksza od wszystkich liczb puh ciagu (2), lecz mniejsza od
Wszxstklch liczb Ph ciagu (1), a wiee — zgodnie z naszem okre-
$leniem — jest polem powierzchni bocznej walca.

§ ."'578. W podobny sposéb uczen dowiedzie sam nastepuja-
cego twierdzenia,

- Twierdzenie. Objetos¢ walca réwna sie iloczynowi z pola
Jego podstawy przez dlugos¢ wysokosci czyli réwna sig nirh, gdzie
I oznacza promien walca,

Cwiczenia LVIIL 1. Plaszezyzna porusza sig tak, Ze pozostaje wcigz réw-
noleglf; do danej prostej i ma od niej zawsze staly odleglosé. Znalezé figure,
do ktérej ta plaszczyzna Pozostaje przy swym ruchu styczna.

2. Przekroje walca, réwnolegle do osi, majg réwne pola, jezeli §3 rowno
odlegle od osi — j odwrotnie.

3. Kaz'z.ie dwie plaszczyzny styczne do walca albo s do siebie réwno-
legle, albo tez przecinaja si¢ wedtug krawedzi, réwnoleglej do osi walca.

4. Poprowadzi¢ plaszczyzne, styczng do danego walca wedlug danej
tworzacej.

5. Poprowadzié do walca plaszczyzne styczna, ktora bylaby réwnolegta
(lub prostopadta) do danej plaszczyzny.

Warunki mozliwosci zadania,

.6. Czy na kazdym graniastostupie o podstawie czworokatnej mozna opisaé
walec i czy w kazdy taki graniastostup mozna wpisaé walec ?

; 7. W prostopadloécian o podstawie kwadratowe; wpisano walec, ktéry
przec‘lqtc.) nastepnie plaszezyzng, réwnolegla do osi i odlegls od niej o polowe
promienia. Zbudowaé (planimetrycznie) ten przekréj, majac dane wymiary prosto-
padloicianu,

: 8. W dany klin wpisaé powierzchnie walcows nieograniczong tak, by prze-
chodzita ona przez punkt 4, dany wewnatrz klina,

9: D? dwéch walcéw, ktérych podstawy dolne lezg na jednej. plaszezyzZnie,
Poprowadzi¢ spélng plaszezyzne styczna.

10. Zbudowaé walec jednokladny z danym wzgledem punktu J/, lezacego

na osi. Promienie walcéw maja byé proporcjonalne do dwéch danych odcin-
kéw m i k.
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11. To samo zadanie, jedli punkt / lezy na powierzchni walca.
12. Przez dany punkt A wewnatrz walca poprowadzié¢ plaszczyzne, kté-
raby przecigla walec wedlug dwéch tworzacych, mozliwie bliskich do siebie.

13. Obliczyé pole powierzchni i objetosé walca, opisanego na szeicianie
o krawedzi = a.

14. Jaki musi byé stosunek wysokosci walca do promienia, zeby pole jego
przekroju osiowego (t. j. wyznaczonego przez plaszczyzne, na ktérej lezy o$
walca) réwnalo sie polu podstawy ?

15. Walec przecigto plaszczyzna réwnolegla do osi. Przekatna przekroju =a
pole przekroju = m?, odleglo$é przekroju od osi = k. Obliczyé promien i wy-
sokosé walca.

16. Objetosci bryl, utworzonych przez obrét prostokata dokota dwéch
sgsiednich bokéw, réwnajs sie v i o’ Obliczyé przekatna prostokata.

17. Walec opisano na szeicianie tak, iz osig jego jest przekatna szeScianu.
Obliczyé pole powierzchni bocznej walca, majac dane pole przekroju prze-
katnego m?.

18. W ostroslup prosty o podstawie kwadratowej wpisano walec tak, Ze,
dolna jego podstawa lezy na podstawie ostrostupa, gérna za$ dotyka jego §cian
bocznych. Obliczyé wysoko§é walca, jezeli kazda krawedz ostrostupa = a, obje-
tos¢ za$ walca jest m razy mniejsza od objetosci ostrostupa,

18. Majac dane objetoici v, ©* dwéch. walecéw o réwnych wysokosciach,
znalezé objetosé walca, majacego te sama wysoko$¢ i pole powierzchni bocznej,
réwnajace si¢ sumie pdl powierzchni bocznych danych walcéw.

B. Stozek obrotowy.

§ 379. Jezeli wszystkie punkty okregu polaczymy linjami
prostemi z dowolnym punktem O, nie lezacym w plaszczyznie tego
okregu, otrzymamy powierzchnie, zwana powierzchniq stozkowq
kolowq (nieograniczona). Proste, o ktérych mowa, nazywamy
tworzqcemi stozka; punkt O nazywa sie wierzchotkiem stozka.

Jezeli prostopadla, poprowadzona z wierzchotka do pla-
szczyzny okregu, przechodzi przez $rodek tego okregu, wowczas
stozek nazywamy prostym albo obrofowym. Prostopadla nazywa
si¢ wéwczas osig sfozka.

Wierzcholek dzieli na dwie czesci kazda tworzgca powierzchni
stozkowej, a wigc dzieli réwniez calg powierzchnie na dwie czeSci
zwane powfokami stozka (rys. 349).

W zagadnieniach elementarnych poprzestajemy zwykle na
rozwazaniu pewnej czeSci powierzchni stozkowej. Jezeli miano-
wicie wszystkie punkty okregu kota polaczymy odcinkami z punktem,
nie lezacym w plaszczyznie okregu, otrzymamy czgs¢ jednej po-
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wloki powierzchni stozkowej. Te wlasnie cze§é mamy zwykle na
mysli, gdy w geometrji elementarnej méwimy o powierzchni stozka.

Jezeli tréjkat prostokatny materjalny obracaé bedziemy do-
kola jednej z przyprostokatnych, wéwczas przeciwprostokatna
zakresli powierzchnie stozka prostego kolowego (ograniczonego).
Z tego wlasnie powodu stozek taki nazywajg réwniez obrofowym.

Plaszczyzna, przesunieta przez of stozka prostego, przecho-
dzi przez dwie jego tworzace, albo inaczej: przecina powierzchnig
stozka wedlug dwéch tworzacych (dla-
czego?); kat migdzy temi tworzacemi na-
zywamy kqtem rozwarcia stozka (np.: <t AVB
na rys. 349).

§ 380. Twierdzenie. Jezeli stozek obro-
towy przetniemy dowolng plaszczyzng, pro-
stopadlq do osi, otrzymamy w przekroju
kolo, kidrego sSrodek lezy na osi stozka.

Przedewszystkiem zauwazmy, ze pla-
szczyzna ta przecina wszystkie tworzace
stozka, gdyz kat rozwarcia stozka musi by¢
mniejszy od 180°.

Niech na rys. 349 punkt V' bedzie
Rys. 349. wierzcholkiem stoika. Tréjkaty prostokatne
NAOV, N\COV, ABOV réwnaja sie sobie
(dlaczego?), zatem O4A = OB = OC.

§ 381. Twierdzenie. Plaszczyzna, przechodzgca przez wierz-
cholek stozka, albo przecina go wedlug dwéch tworzqcych, albo ma
z nim jednq tworzqcq spélng (i wtedy nazywa sie plaszczyzng
stycznq) albo wreszcie nie ma z powierzchniq stozka zadnych
innych punkiéw spélnych, zaleinie od tego, czy kqt miedzy pla-
szczyznq a osiq stozka jest mniejszy, réwny, czy wickszy od po-
towy kqta rozwarcia stozka.

Dowéd przeprowadzi uczen sam, kierujac sie rysunkiem 350.

§ 382. Pojecia pola powierzchni i objetosci stozka, ustalimy
w taki sam sposéb, jak to uczynilismy dla walca.

Jezeli w kolo, stanowiace podstawe stozka, wpiszemy do-
wolny wielokat i wierzcholki jego polaczymy z wierzcholkiem
stozka, otrzymamy ostrostup, wpisany w stozek. Tak
samo, jezeli na podstawie stozka opiszemy dowolny wielokat
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i wierzcholki jego polaczymy z wierzcholkiem stozka, otrzymamy

ostroslup, opisany na stoiku. i, et
Wyobrazmy sobie, ze wpisaliSmy w stozek i opisaliSmy na

A

Rys. 350.

nim ostroslupy, majace za podstawy wielokaty foremne o n bo-
kach, i ze stopniowo podwajamy liczbe Scian ostrostupow. ;
Utwérzmy dwa ciagi nieskonczone liczb, bedacych obje-

tosciami tych ostrostupow

%snh,%s%h,%smh, R e

%th,%Sznh,%-Su.h, R Ce oy

Wyrazy pierwszego ciggu rosng, drugiego — maleja, przy-
czem jednak wyrazy pierwszego ciggu pozostajg zawsze n'mlejsze
od wyrazéw drugiego ciagu (dlaczego?). Zauwaim}" jeszcze,
7e réinice miedzy wyrazami obu ciagéw mozemy uczyni¢ dowol-
nie malg, gdyz réwna si¢ ona

—;’—Sk h——]s.— Sk h= %h(Sk——sk).

; 1
a wiec sklada sie z dwéch czynnnikéw, z ktérych pierwszy o h

jest liczba stala, drugi za$ Sp— sk moze byé uczyniony dowolnie
malym przez dobranie w odpowiedni sposéb liczby k (dlacz ego 7).
Wynika stad, Ze istnieje jedna i tylko jedna liczba, wicksza
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od wszystkich wyrazéw ciagu (1), a zarazem mniejsza od wszyst-
kich wyrazéw ciggu (2). Liczbe te nazywamy objetosciq stozka.

Latwo przekonaé si¢ mozemy, ze objetos¢ stozka réwna sie
wrth ; = : e
rT’ gdzie r oznacza promien podstawy stozka, A zag jego
wysokosé.

Istotnie, liczba ta jest wigksza od wyrazéw ciagu (1), lecz
mniejsza od wyrazéw ciagu (2) (dlaczego?); ze zas istnieje
tylko jedna liczba, czynigca zado$é temu warunkowi, zatem liczba
wnrth e T g Sie e

r3 Jest rzeczywiscie tem, co nazwali$my objetoscig stozka.

§ 383. Cheac utworzyc pojecie pola powierzchni stozkowe;j,
zauwazmy przedewszystkiem, ze jesli w dane kolo wpiszemy wie-
lokat foremny i bedziemy podwajali liczbe jego bokéw, wéwezas
dlugosé kazdego boku wielokata maleé bedzie nie ograniczenie.

Istotnie, gdyby tak nie bylo, gdyby np. bok wielokata wpi-
sanego nie mégl nigdy staé si¢ mniejszy od jakiego$ stalego
odcinka &, wéwezas Przy nieograniczonem zwickszaniu liczby bo-
kéw obwéd wielokata bylby zawsze wigkszy od ne, a wiec przy
ustawicznem zwiekszaniu liczby n musialby rosnagé bez granic,

wiemy za$, ze tak nie jest, ze obwéd

Ky ten pozostaje zawsze mniejszy od
obwodu jakiegokolwiek wielokata
opisanego.

Dalej zauwazmy, ze jesli w sto-
zek wpisalismy ostrostup o pod-
stawie foremnej, wéwczas réznica
migdzy jego krawedzia boczna (kts-
ra jest zarazem tworzaca stozka)

Rys. 325, a apotema jest mniejsza od polowy
boku podstawy, t. j. (rys. 351)
SA — SC < AC.

Mozemy tedy przez podwajanie liczby $cian takiego ostro-
stupa osiagnaé to, iz apotema jego dowolnie malo réznjé sig be-
dzie od tworzacej stozka.

§ 384. Teraz postapmy, jak poprzednio, t.j. wpiszmy w sto-
zek ostrolup o podstawie foremnej i opiszmy na nim drugi ostro-
slup o podstawie podobnej, nastepnie zas podwajajmy wciaz liczbe

Stozek obrotowy. 365

Scian bocznych obu ostrostupéw. Otrzymamy w tep sPoséb dw}al.
nieskornczone ciagi liczb, bedacych polami powierze¢hni bocznyc
tych bryl:

Pr Qny P2n Qany Pin Qyn, siim e el sl e (21)

Pﬂl’ P2nl’R1nl, . . . . . . . . ( ),
gdzié p,, P, oznaczajg polowy obwodéw podstaw, a, oznacza
apoteme¢ ostrostupa wpisanego, [/ za§ oznacza tworzacg stozka,
ktéra jest zarazem apotemsa ostroslupa opisanego.

Wyrazy drugiego ciagu stale maleja (dlaczego?), wyrazy
za§ pierwszego ciagu stale rosna, gdyz rosnie zaréwno czynnik Py
jak 1 czynnik -@,. Niemniej jednak wyrazy ciagu (1) p.c')zosta]a‘
mniejsze od wyrazow ciagu (2), réznica za$ miedzy niemi

Pk l—pk ar
moze by¢ uczyniona dowolnie malg przez powx'qkszergxe llczb¥ k ).A

Mamy tedy prawo twierdzié, ze istnieje jedna i tylko !e.dna
liczba, wicksza od wszystkich wyrazéw ciggu (1), lecz mniejsza
od wyrazéw ciagu (2). i ’ ;

{.iczbq te nazywamy polem powierzchni stozka. Réwna sig ona

irl,

gdyz liczba 7l jest wigksza od wyrazéw ciagu (1), a zarazem
mniejsza od wyrazéw ciggu (2) (dlaczego?). G

§ 385. Uczen dowiedzie sam nastepujacych trzech tw1.erdzen 5

Twierdzenie. Jezeli stozek przetniemy plasz.czyz.naml pr({sto‘-
padlemi do osi, wéwczas pola przekrojéw bedq si¢ mialy do siebie
tak, jak kwadraty ich odleglosci od wierzchotka.

§ 386. Stozkiem scietym albo pniem stoz"koz.uym n:'izlzwam):
cze$¢ stozka, zawarta miedzy jego podstawg a ]’aklrzxk(;)lwwd ]')rzeal
krojem, réwnoleglym do podstawy. Od}e:g;losc miedzy dwiem
podstawami pnia nazywamy jego wysokoscia.

*) Istotnie niech bedzie I — a; = u, czyli ay— [ — u;. Wobec tego mamy
Pl—pra,=P,l—p, (I — up) =(Pk—pk?l—i—{vk uy,. o

Otéz prawa czesé tej réwnoéf:i m.aleje nieogram;z)t?m:; gs;iqyzz :slert\;rzzz

. ",k) R n'iel:f;ﬁri‘:l:ez;;mgg: apizrzg:ie, ;)ozostaje on jednak

ir:iiil:zg; ::lz(::llekiali?;:;, If’: S’irugi za§ czynnik u;, maleje nieograniczenie, gdyz

wyraza réznice miedzy tworzaca [ i -apotems a.
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Twierdzenie. Objetos¢ pnia stozkowego wyraza sie wzorem
wh
V=?(R2+r3+Rr).

w kt'()rym przez h oznaczyliSmy wysokos$é pnia, przez R i r pro-
mienie obu jego podstaw.

§ 387. Twierdzenie. Pole powierzchni bocznej pnia stozko-
wego wyraza sie wzorem
al (R + ),
w ktérym przez / oznaczyliSmy tworzacg pnia.

; Cwiczenie LIX. 1. Jezeli mamy dane dwa nieréwne kola, lezace na dwéch
;ownoleglyc.h ]:?laszczyznach, wéwezas proste, laczace konce promieni, réwno-
eglych c(:io siebie i majacych jednakowe zwroty, przecinajg si¢ w jednym punkcie

zy zajdzie jaka zmiana w twierdzeniu, jezeli réwnolegte ieni .

mialy zwroty przeciwne? : S
B 2; f"?aszczyzna «, przechodzaca przez wierzcholek stozka, przecina go
wl:re ug troll'cata /\ AOB. Przesunaé przez wierzcholek druga plaszczyzne tak,

y otrzymaé w przekroju tréjkat, réwnajacy sie tréjkatowi A\ AOB.

3. .Czy w kazdy ostroslup prosty mozna wpisaé stozek i czy na kazdym
ostroslupie prostym mozna opisaé stozek ?
e 4. J;zeh plaszczyzna « jest styczna do stozka, wéwezas przecinajac figure

owolna plaszeczyzng f, prostopadla do osi, otrzymamy kolo, d 5
Py G y y , do ktérego prosta
s ’5. -OSiT dwéch stozkéw nieskonczonych leza na jednej prostej, wierzcholki
ich zas nie zlewaja sie. Czy stozki przecinaja sie? Jezeli tak jaki

Rl J ak, to jaki ksztalt ma
6. Stozek i walec maja wspdlng o$; jaki inj igcia si
e ja wspolng os; jaki ksztalt ma linja przecigcia sie

7. Przez dany punkt ié ' '
poprowadzié plasz z
SRR plaszczyzne styczng do danego stozka.
8. Poprowadzié plaszez zka i
: yzne, styczna do danego stozka i prostopadt
réwnolegla) do drugiej danej plaszczyzny. y e
= 9.d Przc;z dany punkt poprowadzié plaszczyzne, przecinajaca dany stozek
wedlug dwéch tworzacych tak, ze kat miedzy temi iré i
e i edzy temi tworzacemi réwna si¢ da-
. 10. Dane sa dwa stozki, ktérych podstawy leza na jednej plaszczyznie
zy zawsze mozna poprowadzié plaszczyzne, styczng d S 1w ik
Rl gl tyczng do obu stozkéw i w jaki
i 1141. Zbu’dowaé .stoiek (ograniczony), majac dany jego wierzcholek O
pull;t t , O !ctorym wiadomo, ze lezy na okregu podstawy, oraz punkty B o
. . . ’ . . i’ 4
Z orych' w:ladomo, ze maja leze¢ na powierzchni stozka, jezeli przytem zadne
wa z posréd punktéw A, B, C, nie leza na jednej prostej z punktem O.
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12. Zbudowaé stozek nieograniczony, majac dany jego wierzchotek O,
o% oraz punkt A na powierzchni stozkowej.

13. Dane sa dwa kola spélsrodkowe, zakrelone promieniami r i 2r. Po
jednej stronie ich plaszczyzny zbudowano na nich dwa stozki, przyczem stozek
na mniejszem kole ma wysokosé = 2h, stozek zas, na wiekszem kole zbudo-
wany, ma wysokos¢ = h. Zbudowaé linje, wedlug ktérej przecinaja sig stozki.

14. Dwa stozki, majace wspélua wysokosé, tak sa polozone, Ze wierzcho-
lek jednego lezy w Srodku podstawy drugiego. Majac dana wysoko$é A i pro-
mienie r i 7 podstaw obu stozkéw, wykreslié linjg, wedlug ktérej przecinaja sig
stozki, oraz zbudowaé figure, ktorej obrét dokola osi stozkéw méglby zakreslié
czeéé spélna obu tych bryl.

15. Majac dany stozek o promieniu podstawy = r i wysokosci = h,
sbudowaé stozek jednokladny z nim i majacy wysokosé = 2h, jezeli srodek
jednokladnosci J lezy:

a) w wierzchotku danego stozka;

b) na jego powierzchni bocznej;

¢) w dowolnym punkcie wewngtrznym lub zewnetrznym.

16. Gdzie nalezy poprowadzi¢ plaszczyzne prostopadla do osi stozka,
Zeby podzielié na polowy: 1) jego objetosé; 2) jego powierzchnie boczna ?

17. Obliczyé boki tréjkata prostokatnego  réwnoramiennego, ktory przy
obrocie dokola przyprostokatnej zakresla stozek o objetosci danej v.

18. To samo pytanie dla tréjkata prostokatnego A ABC o kaciex A= 30°,
jezeli przyprostokatna AC jest osia obrotu.

19, Obliczyé pole powierzchni i objetosé bryly, ktéra zakresla tréjkat
réwnoramienny A ABC, obracajac sig dokota jednego z réwnych bokéw. Dane
sg: a=b =12'5 em, X A—30° obliczenie przeprowadzi¢ z dokladnoscia do 1.

20. Boki tréjkata réwnaja sie a, b, c. Obracamy tréjkat dokola naj-
wigkszego boku a. Obliczyé¢ pole powierzchni i objetosé bryly zakreslonej przez

obrét tréjkata.
91. Znalezé pole powierzchni i objetosé stoika, wpisanego w czworoscian

o krawedzi = a.
22. Obliczyé w zadaniu 20 objetosci trzech bryl, utworzonych przez obrét

tréjkata kolejno dokola bokéw g, b, ¢. Jaki zwiazek zachodzi miedzy temi

objetosciami ?
23. Na kole (O)r zbudowano walec o wysokosci h i wydrazono w nim
zaglebienie w ksztalcie stozka, ktérego wysokosé = !/, i ktdrego o§ lezy na

osi walca. Przecinamy te bryle plaszczyzna, réwnolegla do podstawy i dzielacy
wysoko$é stozka w stosunku 1:3. Obliczyé pole przekroju.

24. Jaka zalezno&é zachodzi miedzy tworzaca stozka i promieniem jego
podstawy, jezeli pole powierzchni bocznej jest irednia geometryczna migdzy
polem podstawy a polem powierzchni zupelne;.

25. Obliczyé promien gérnej podstawy pnia stozkowego, jezeli objetosé
jego = v, wysokosé = h, promiens podstawy dolnej = r.

26. W pniu stozkowym wydrazono zaglebienie w ksztalcie stozka, kto-
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rego podstawa jest gérna podstawa pnia, wierzcholek za$ lezy w $rodku pod-
stawy dolnej. Wskutek tego objetosé pnia zmniejszyla si¢ m razy. Znalesé za-
leznosé migdzy promieniami podstaw pnia.

27. Obliczyé pole powierzchni bocznej pnia stozkowego, jezeli tworzaca
iego jest nachylona do podstawy pod katem 60°, a pola obu podstaw réwnaja
sig Sis.

28. Obliczyé pole powierzchni bocznej pnia stozkowego, jezeli wiadomo,
ze pole jego przekroju osiowego — S, a tworzaca nachylona jest do podstawy
pod katem 450, . :

29. Wysoko$é pnia podzielono na n réwnych czeSci i przez punkty po-
dzialu przesunieto plaszczyzny réwnolegle do podstaw. Wykazaé, iz zaréwno
promienie przekrojéw, jak pola warstw, na ktére podzielilismy powierzchnie
boczng pnia, tworza postep arytmetyczny.

30. Jezeli tworzaca pnia stozkowego réwna si¢ sumie promieni podstaw
wéwezas wysokosé pnia jest dwa razy wicksza od Sredniej geometrycznej tych
promieni, objeto$¢ za§ pnia réwna si¢ polu powierzchni zupelnej, pomnozonemu
przez szésta czesé wysokosci. '

31. Objetosci dwu bryl, ktére zakreila réwnoleglobok, gdy obracamy go
kolejno dokota dwéch bokéw, sa odwrotnie proporcjonalne do tych bokéw.

32. Siozek przecieto zapomoca n plaszezyzn, réwnoleglych do podstawy
i dzielacych wysoko$é stozka na n réwnych czesci. Na tych przekrojach zbu-
dowano walce tak, jak w § 368 budowalismy graniastoslupy. 'Wzorujac sie na
rozumowaniu § 368, 399, utworzyé nowe okreélenie objetosci stoika, otrzymad
wzér na te objetosé i wykazaé, ze to nowe okreslenie jest zgodne z okreéle-
niem, podanem w tekscie (§ 382, str. 363—4).

,’/
14/
;.Q’ 1V . C. O kauli.

§ 388. Okreslenie. Miejsce geometryczne punkidw przestrzeni,
jednakowo odleglych od statego punktu O, nazywamy powierzchniq
kulistq. 2

Punkt O nazywa sie srodkiem kuli.

Odgcinek, laczacy $rodek z dowolnym punktem powierzchni
kulistej, nazywa sie promieniem kuli.

Punkt nazywamy wewnglrznym lub zewnetrznym — zaleznie
od tego, czy odleglos¢ jego od srodka jest mniejsza, czy wieksza
od promienia kuli.

Kulg nazywamy zbiér wszystkich punktéw, polozonych badzto
na powierzchni kulistej, badZ wewnatrz kuli.

Czesto zamiast »powierzchnia kulista® méwimy ,kula®, jezeli
to nie moze wywolaé nieporozumienia. :
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§ 389. Twierdzenie. Jezeli odleglos¢ miedzy plaszczyzng
a srodkiem kuli jest mniejsza od promienia, wéwczas plaszczyzna
przecina powierzchnie kulistq wedlug okregu kofa.

Rozrézniamy dwa przypadki: 1) gdy plaszczyzna przechodzi
przez Srodek kuli, 2) gdy plaszczyzna nie przechodzi przez sro-
dek kuli.

. W pierwszym przypadku dowéd jest niemal oczywisty.
Zgodnie z okresleniem powierzchni kulistej, wszystkie punkty tej
powierzchni, jakie tylko znajduja si¢ na plaszczyznie «, tworza
okrag kola, gdyz ten jest miejscem punktéw na plaszczyznie
réwno odleglych od stalego punktu O.

Tym stalym punktem jest w danym razie $rodek kuli. Tak
wigc $ladem przecigcia sig plaszczyzny @ z powierzchnig kulista
jest' okrag kola, ktérego promien réwna sie promieniowi kuli.

Okrag taki nazywamy kolem wiel-
kiem na kuli.

Il. W przypadku drugim prowa-
dzimy promien kuli prostopadly do
plaszczyzny «, ktéry przebija te pla-
szczyzng, powiedzmy, w punkcie A4
(rys. 252).

Przesunmy trzy jakiekolwiek pla-
szczyzny przez ten promien. Przecinajg
one plaszczyzng @ wedlug trzech pro-
stych AB, AD, AC, powierzchnie za$
kulisty wedlug trzech okregéw.

Proste te musza, oczywiscie, przeciaé si¢ z okregami (dla-
czego?). Niech D, B, C beda trzema z posréd tych punktow
przecigcia (rys. 352). Odcinki AD, AB, AC réwnajg sie sobie
(dlaczego?), zatem twierdzenie zostalo dowiedzione.

Okrag taki, jak DBC na rys. 252, nazywa sie kofem ma-
tem na kuli.

Rys. 352.

§ 390. Uczen sam dowiedzie, 7e plaszczyzna i powierzchnia
kulista maja jeden punkt spélny (sq do siebie styczne), lub nie
maja wcale punktéw wspélnych — zaleznie od tego, czy odleglos¢é
plaszczyzny od $rodka kuli réwna si¢ promieniowi, czy tez jest
od promienia wieksza.

Geometrja elementarna. 24
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§ 391. Uczen zbada i sformuluje warunki, ktérym czyni za-
dosé prosta, jezeli: 1) nie ma punktéw spélnych z powierzchnia
kulista, 2) ma z nia jeden punkt spolny; 3) przebija tg powierzchnig
w dwéch punktach.

[Wskazéwka: przez prosta i $rodek kuli przesuwamy pla-
szczyzne, poczem sprowadzamy zagadnienie do polozenia prostej
wzgledem kola.]

§ 392. Twierdzenie. Z punktu zewnetrznego mozna popro-
wadzié¢ dowolnq ilo$é prostych, stycznych do powierzchni kulistej.

Proste te tworzq stozek, styczny do
kuli wedlug kola malego.

Niech bedzie dany punkt zewngtrzny
P (rys. 353). Kazda plaszezyzna, przesunigta
przez prosta OP, przecina kulg wedlug kola
wielkiego, do kazdego za$ z tych kot mo-
zemy z punktu P poprowadzi¢ po dwie
styczne.

Wszystkie te styczne réwnaja sig sobie
(dlaczego?). Jesli teraz z punktéw stycz-
nosci 4, B, C, D it. d. poprowadzimy pro-
stopadle do prostej OP, przetng si¢ one
wszystkie w jednym punkcie O’, a to z powodu réwnosci tréjka-
tow A\ OPB, /\OPC, \OPD i t. d. Wobec tego odcinki OB,
O'C, O'D . .. leig w jednej plaszczyZnie prostopadlej do pro-
stej OP, a ze réwnajg si¢ one sobie (dlaczego?), zatem linja
BCD . . . jest okregiem kola malego na kuli.

§ 393. Zauwazmy jeszcze, ze jesli plaszczyzna @ jest styczna
do kuli w punkcie M, wéwczas kazda prosta tej plaszczyzny,
przechodzaca przez punkt M, jest réwniez styczna do kuli (dla-
czego?).

§ 394. Jezeli pélkole obracaé bedziemy dokota $rednicy, za-
kreéli ono kule. To spostrzezenie ulatwi nam ustalenie pojgé pola
powierzchni kulistej oraz objetosci kuli. Najpierw jednak dowie-
dziemy nastepujgcego twierdzenia pomocniczego.

Twierdzenie pomocnicze. Pole powierzchni bocznej pnia
stozkowego réwna sie iloczynowi z wysokosci pnia przez obwéd
kota wielkiego kuli, ktéra dotyka powierzchni pnia wedlug kota
réwnoodleglego od obu podstaw.

zatem : S = 2nRA.
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Na rys. 354 mamy przekr6j pnia i kuli, o ktérej mowa
w twierdzeniu. Kladac DG = A, EM = R, mamy dowies$é, ze
pole powierzchni pnia wyraza sig
iloczynem 27RA.

Oznaczajac EJ przez r, two- S $
rzacg AD ‘przez I, mamy najpierw ; J \
4r = AB + DC,

A/\G B
zatem pole powierzchni pnia wy- M
raza sie. wzorem
S=2an . . . (1)
Z podobieﬁstwa) trojkatow

NADG > N\NME] wynika, iz

AD:DG=EM:EJ Bys od
czyli l:h=R:r
skad e RE v bl & P
z réwnan zas (1) i (2) wynika, Ze istotnie
S = 2nRh.

Uwaga. Latwo przekonaé sig, ze wzér ten nie ulegnie zadnej
zmianie, jezeli przez powiekszanie si¢ stopniowe podstawy gérnej
pien stozkowy przeksztalci sig

w walec. B

Tak samo, jezeli pod- :

stawg go6rng pnia bedziemy E l J

zmniejszali, pien przeksztalci

sie stopniowo w stozek, wzér p 0 =
jednak pozostanie prawdziwy. '\ <
Istotnie, pole S powierzchni o

bocznej stozka wyraza sig -
‘wzorem
S = nrl,

_gdzie Ti= AO, = AB. Rys. 355.
Zauwaimy, ze EJ = 4 r
i ze z podobienstwa tréjkatéw N\ ABO oo A\ EJM mamy
AB:BO=EM:E]

czyli l:h=R:}r
albo irl = Rh,

24#
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§ 395. Wyobrazmy sobie teraz, iz majac dany okrag kota
(O)r, wpisali§my w. niego wielokat foremny o n bokach.
Oznaczmy apoteme wielokata przez a,.
 Jezeli figure nasza obracaé bedziemy dokola $rednicy AB
(rys. 356), okrag zakresli powierzchnig kulista, wielokat za$ za-
kresli bryle, zlozong ze stozkéw, pni
A stozkowych i walcéw, a wige z bryl,
do ktérych stosuje si¢ twierdzenie po-
G mocnicze, dowiedzione w § 394.
Kula, zakreslona ze $rodka O pro-

bedzie styczng do powierzchni kazdej

z tych bryl, a kolo stycznosci przecho-

dzié bedzie przez srodki tworzacych.

Bedzie to wiec wlasnie ta kula, o kto-

-y 8 rej mowa w twierdzeniu pomocniczem.

Rys. 356. Wysokosci wszystkich poszcze-

golnych bryl dadza po zsumowaniu

érednice AB, zatem pole powierzchni, otrzymanej przez obrét
wielokata, musi sie rownac

2a, . 2r = 4nra,.
Jezeli teraz stopniowo podwajaé bedziemy liczbe bokow
wielokata, otrzymamy ciag nieskoficzony rosnacy
4Anra,, 4Anras,, 4nrag, - . -
Z latwoécia mozemy sig przekonaé, iz ten ciag dazy do
oznaczonej granicy, ktérg jest liczba 4mr®.
P Istotnie, roznica

MN

4mr? — 4mray = 4nr(r — ax)

maleje nicograniczenie, jezeli tylko réznica
miedzy promieniem r i apotema ax maleje
nieograniczenie.

Ze tak jest, mozemy przekonaé sig

w sposéb nastepujacy.
Rya. 357, Jezeli MN jest bokiem wielokata fo-
remnego o n bokach, OS jego apotems,
woéwcezas odcinek SP jest roéznica migdzy promieniem i apotema.

Ot6z mamy i o
P < MP,

mieniem, réwnajacym si¢ apotemie OC

O kuli. 373

se za$ odcinek MP, jako bok wielokata foremnego wpisanego,
majacego 2n bokéw, maleje nieograniczenie przy podwajaniu
liczby bokéw (§ 383, str. 363), zatem odcinek SP musi tem bar-
dziej male¢ nieograniczenie. :

Widzimy tedy, ze powierzchnia naszej bryly obrotowej dazy
do granicy 4nr2. Granice ¢ nazywam polem powierzchni kulistej.

§ 396. Jeieli zamiast okregu obracaé bedziemy luk kola do-
kola $rednicy, przechodzacej przez $rodek lub poczatek tuku, wow-
czas otrzymamy czg$é kuli, zwang odcinkiem kulistym. ‘

Wopisujac w ten luk lamang foremng i powtarzajac to samo
rozumowanie, ktére stosowalismy do kuli, otrzymamy wzor na pole
powierzchni bocznej odcinka kulistego

27rh,
w ktérym A oznacza wysoko$é odcinka, r za$ promien kuli.

Uczen przeprowadzi cale rozumowanie szczego6lowo.

§ 397. Chcac ustali¢ pojecie objetosci kuli, mozemy po-
stapié w sposob nastepujacy.

B/’:-} Br
. 4
A A, As Ans- O
Rys. 147.

Promieft OA pélkola podzielmy na n réwnych czesci i w punk-
tach podzialu wystawmy prostopadle do jego $rednicy, nastepnie
2a$ zbudujmy dwa ciagi prostokatow (jak na rys. 358), z ktorych
jedne mieszczg sig calkowicie w péikolu, inne za$ czeSciowo wy-
stajg poza pélkole.

Jezeli cala figure obracaé bedziemy dokola $rednicy, otrzy-
mamy dwa ciggi walcéw, z ktorych jedne leza. wewnatrz kuli
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(mozemy je nazwa¢ wewnetrznemi), inne za$ wystajg poza
kul¢ (nazwijmy je zewngtrznemi). :
Zauwazmy, ze kazdemu walcowi zewnetrznemu odpowiada
rowny mu walec wewnetrzny — z wyjatkiem tylko najwiekszego
walca zewnetrznego, t. j. zakreslonego przez obrét prostokata
An_1B.—1B,0: $éréd walcow wewngtrznych niema réwnego mu.
Jesli wigc zsumujemy objetosci wszystkich walcow wewnetrznych,
osobno zas dodamy do siebie objetosci wszystkich walcéw ze-
wnetrznych, to jedna suma rézni¢ sie bedzie od drugiej o naj-
wickszy walec zewnetrzny. Objetosé tego walca réwna sie

7S

r
. — ¢
n

n

—e

mozemy jg wigc uczyni¢ dowolnie maly przez zwiekszenie liczby n,
t. j. liczby podzialek.

Jak widzimy, przy nieograniczonem zwigkszaniu liczby po-
dzialek obie sumy daza do wspdlnej granicy. Te wlasnie granice
nazywamy objetosciq potkuli, zakreslonej przez obrét fuku AB,B,
dokola srednicy AO. ‘

§ 398. Postarajmy sie wyznaczy¢ te granice dokladniej.
W tym celu zauwazmy, ze jesli Przez ri, rs, rs ... r, oznaczymy
promienie podstaw kolejnych walcéw zewnetrznych, poczynajac.

od najmniejszego, wéwczas bedziemy mieli !
iy ry_ r e
r2l—7.(2r—7) = F(Qn—l) e (2n—1)
T 2r\ _ 22 2r’
r22 —7.(21‘—7) == F(ZH—Q) .'(72 5= s (2’1‘_2)
_. 3¢ 3r| _ 3r n3r3
r23—7.(2r—71—)——2(2n—3) U3 = o (271—3)
_ nr nr\ _ nr? anré
r2n—7.(2r—7) o F(Qn—n) Un = P (2n—n)

Sumujgc objetosci wszystkich walcow i oznaczajac t¢ sume przez I,
mamy

TTrs

2=—3[2n+2.2n+3.2n+...+n2n_(12+22+32+...+n2)L
n
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T lon (1 + 243+ — (2 B+ 3+ )]
n3

: n(n+1)@2n+1)
=”—’[n2(n+1)— ( 6 151l
n3 3 LT e e
1 1 " Y
b+ ) 1) )45 g
1 n n
4 n : ‘{‘
Teraz juz z latwoscig wykazaé mozemy, Zze przy nieograni-
czonem zwiekszaniu liczby n, suma 3 dazy do granicy, ktora |+
réwna sie 3 7ré. ‘ ){;
Istotnie
dine s
2————nr3=nr¢"\1+——?—2-n——6n?] 3nr ‘
ST G 3{1 i}
L ,“T T‘ e = mr Zl 6n2l’
Prawa cze$é tej rownosci sklada sig z dwéch cz;{nnik()xl/v,

! : : " g i
z ktérych pierwszy nr® jest liczbg stala, drugi 5% T E
maleje nieograniczenie, gdy n rosnie nieograniczenie, a Wigc roz-

nica miedzy X i stala liczba ?nr?’ istotnie maleje nieograniczenie

el :
Dowodzi to, ze sume = dazy do granicy §Nr3. Granica ta,

zgodnie z naszem okresleniem, jest objetoscig potkuli, objetos¢
zatem calej kuli wyraza sie wzorem

v = 4 mrd.

§ 399. Twierdzenie. Objelosé odcinka kulistego wyraza sig
wzorem v = ﬂhgl‘ it %ﬂh?’,
w ktérem A oznacza wysoko$é odcinka: ‘ ;
Uczen dowiedzie tego wzoru, stosujac t¢ sama metodg,

ktéra zastosowaliSmy do calej kuli.

Cwiczenia LX. 1. Jakie jest miejsce geometryczne Srodkéw kul, przecho-

; jeden punkt dany?
dzacych przez dwa dane punkty? przez je oy
v 2 pPrzez punkt dany wewnatrz kuli poprowadzi¢ plaszezyzne tak, by

i ‘mniej ie | i zadanie
otrzymaé kolo o mozliwie namniejszem polu. — Jakie jest analogiczne

planimetryczne ?
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3. Przez punkt A4 Poprowadzié plaszczyzne, styczna do danej kuli i réw-
nolegly do danej plaszezyzny «. Jaki jest warunek mozliwosci zadania ?

4. Przez punkt A4 Poprowadzi¢ plaszczyzne, styczng do danej kuli i réw-
nolegla do danej prostej m.

5. Przez punkt 4 Poprowadzi¢ prosta styczna, réwnolegly do danej pla-
szezyzny o. Czy zadanie jest zawsze mozliwe ?

6. Jakie jest miejsce geometryczne punktéw w przestrzeni, z ktérych dany
odcinek AB widaé pod katem prostym ?

7. Dowiesé, ze dwie kule przecinaja sie zawsze wedlug okregu kota. Jak
lezy to koto wzgledem linji srodkéw obu kul? Jaka figure plaska otrzymamy,
Przecinajac nasza figure plaszczyzng, przechodzacy przez $rodki oby kul ?

8. Jezeli z punktu M popiowadzimy wszystkie styczne do kuli, otrzy-
mamy, jak wiadomo, stozek, ktory dotyka kuli wedlug okregu pewnego kola
malego. Dowiesé, ze punkt M wraz ze Srodkiem tego kola dziely harmonicznie
Srednice kuli.

9. Wyznaczyé srodek jednokladnoéci dwéch danych kul,

10. Jakie jest miejsce geometryczne srodkéw kul, stycznych do plaszezyzny o
w danym jej punkcie M?

11. Jakie jest miejsce Srodkéw kul stycznych do danej prostej a w da-
nym jej punkcie M? stycznych do dwéch prostych réwnoleglych ? stycznych
do dwéch przecinajacych sie plaszczyzn ?

12. Dane s3 dwie przecinajace sie proste m, n. Zbudowad kule, ktéra
bylaby styczna do obu prostych i przechodzila przez punkt A, lezacy w pla-
szezyznie [mn]. lle rozwigzan posiada nasze zadanie ? ¥

13. To samo zadanie, jezeli proste m, n sg do siebie réwnolegte,

14, Dane s3 dwie plaszezyzny o, B i punkt M, lezacy wewnatrz klina [ef].
Zbudowaé kule, styczng do obu plaszczyzn i przechodzaca przez punkt M.

15. Jezeli mozna zbudowad kule, styczng do wszystkich szesciu krawedzi
czworoScianu, wéwezas suma dowolnej
pary przeciwleglych krawedzi czworo-
Scianu réwna sie sumie kazdej innej
pary jego krawedzi przeciwleglych.

16. Dane s3 cztery punk-
ty 4, B, C, D, nie lezace w jed-
nejplaszczyiznie, Przyczem
zadne trzy z posréd nich nje
leza na jednej prostej. Wyka-

: zaé, Ze istnieje w przestrzeni
/ ] o jeden i tylko jeden punkt réw-

: : Il .E' : no odlegty od punktéwA, B,C,D.

A ‘p [Niech P bedzie srodkiem kota

e ‘B ABC. Prosta PO, prostopadia do pla-
szczyzny tego kola, jest miejscem

Rys. 359. punktéw przestrzeni réwno odleglych

do punktéw A4, B i C. Jezeli teraz
polaczymy C z D poprowadzimy plaszczyzne, dzielaca odcinek CD na polowy
1 prostopadly do tego odcinka, bedzie ona miejscem punktéw réwno odleglych od
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koncéw odcinka CD, Plaszczyzna ta nie moze byé réwnolegla do prostej PO,
w przeciwnym bowiem razie punkt D lezalby w plaszezyznie ABC, co przeczy
zalozeniu. Tak wigc plaszczyzna ta przecina prosts w jakim$ punkcie O, ktdry
jest jednakowo odlegly od 4, B, C i D.]

17. Z poprzedniego zadania wywnioskowa¢, ile potrzeba punktéw do wy-
znaczenia kuli. ;

Czy mozna opisaé kule na czworoicianie i ile takich kul opisaé mozna?

18. W dany czworoscian wpisa¢ kule,

19.7 Jezeli mamy dany czworoscian foremny, mozemy zbudowaé kule,
styczna do wszystkich jego krawedzi,

20. Z punktu 4, jako ze srodka, zakresli¢ kule, styczng do’innej da-
xej kuli,

21. Z punktu A, jako ze srodka, zakresli¢ kule tak, by dana plaszczyzna
o przecigla ja wedlug kola o danym promieniu 7.

22. Zbudowaé kule, ktéra z dang plaszczyzng « przecinalaby si¢ wedlug
kola o promieniu = a. Ile rozwigzan ? Dodaj warunek nowy tak, by zadanie
‘uczyni¢ oznaczonem.

23, Zbudowaé kule, styczna do plaszezyzny o w punkcie M i przecho-
dzaca przez dany punkt L. Ile rozwigzan ?

24. To samo zadanie, jezeli zamiast M mamy dany promier 7 kuli.

25. Zbudowaé kule, przechodzacy przez trzy dane punkty A, B, Ci styczna
«do danej plaszczyzny e.

. 26. Laczymy punkt A4, lezacy zewnatrz kuli, z okregiem kola wielkiego
tak, iz powstaje stozek prosty. Stozek ten przecina kule. Zapomoca konstrukeji
planimetrycznej znalezé promied tego przekroju, jezeli mamy dane: dlugosé
stycznej do kuli, poprowadzonej z punktu A, oraz sume promienia kulj i Wyso-
koSci stozka.

27. Zbudowaé (planimetrycznie) przekr6j osiowy pnia stozkowego, opisa-
nego na danej kuli, majac dany promies kuli i tworzaca pnia.

28. Znalezé promien kuli wpisanej w pien stozkowy, majac dang tworzaca
'pnia i réznice promieni jego podstaw. :

Uczern znajdzie nastepujace miejsca geometryczne, dla kazdego z nich
Poszuka analogicznego miejsca punktéw na plaszczysnie i przekona sie, w jaki
Sposéb otrzymaé mozna miejsce punktéw na plaszczyznie, jezeli znamy odpo-
wiednie miejsce punktéw w przestrzeni.

29. Jakie jest miejsce geometryczne rzutéw punktu stalego 4 na wszyst-
kie plaszczyzny, przechodaace przez stsly punkt B?

30. Jakie jest miejsce srodkéw kol, wyznaczonych na kuli przez pek pla-
szczyzn siecznych (t. j. przez plaszezyzny o wspélne; krawedzi) ?

31. Rozwaimy wszystkie kule o promieniu 7, styczne do danej plaszezyzny «.
Jakie jest miejsce geometryczne punktéw stycznosci tych kul z plaszczyznami §,
ktére wszystkie s3 do siebie réwnolegle i tworza staly kat z plaszczyzng «?
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32. Jakie jest miejsce punktéw, z ktérych mozemy poprowadzié¢ do danej
kuli trzy styczne tak, iz w utworzonym przez nie tréjScianie wszystkie Sciany
sg katami prostemi?

33. Jakie jest miejsce punktéw, z ktérych mozna prowadzié réwne styczne
do dwéch kul danych?

34. To samo pytanie, jezeli mamy dane trzy kule.

34. Jakie jest miejsce geometryczne punktéw, ktérych odleglosci od dwéch
stalych punktéw sa do siebie w stalym stosunku ?

36. Kulg przecieto plaszczyzna w odleglosci = m od $rodka. Jaki jest
stosunek pola przekroju do pola kola wielkiego ?

:37. Kule przecigto dwiema plaszczyznami. Stosunek odleglosci tych pla-
szczyzn od $rodka kuli = m; pola przekrojéw réwnaja si¢ odpowiednio a? i 42
Obliczyé promien kuli.

38. W pétkule wpisano stozek, majacy z nia wspélng podstawe. Dwie te
bryly przecinamy plaszczyzna w polowie wysokosci stozka. Obliczyé pole pier-
Scienia kolowego, ktéry utworzyl si¢ na plaszezyznie siecznej, jezeli wiadomo, ze
promien pétkuli = 7 i Ze plaszczyzna sieczna jest réwnolegla do podstawy pétkauli.

39. Dana jest kula o promieniu r. Z dowolnego punktu na jej powierzchni
zakreslamy druga kule tym samym promieniem. Obliczyé dlugosé linji przeciecia
si¢ tych dwu powierzchni. :

40. Na wspélnej podstawie po jednej jej stronie zbudowano pétkule i sto-
zek. Wysoko§é stozka jest m razy wicksza od promienia pélkuli. Obliczyé pole
kola, wedlug ktérego przecinaja si¢ te dwie powierzchnie, oraz odleglo$é tego
kola od podstawy stozka.

41. Na wspélnej podstawie po jednej jej stronie zbudowano polkule i sto-
zek, ktérego wysokos$é jest m razy wigksza od promienia pélkuli. Na jakiej wy-
sokosci nad podstawa nalezy poprowadzié réwnolegta do niej plaszczyzne sieczna,
zeby pole przekroju pétkuli bylo k razy wieksze cd pola przekroju stozka ?

42. Na plaszczyznie polozono cztery réwne kule tak, iz Srodki ich tworza
kwadrat. Majac dany promiefi 7 tych kul, obliczyé: 1) promien najmniejszej kuli,
stycznej zewnetrznie do wszystkich czterech kul; 2) promien najmniejszej kuli,
do ktdrej cztery dane kule s3 wewnetrznie styczne. -

43. Na dnie szeScianu umieszczono cztery réwne sobie kule, z ktérych
kazda dotyka dwéch sasiednich kul i jest styczna do trzech &cian sze§cianu.
Obliczyé: 1) promien piatej kuli, ktéra lezac réwniez na dnie szecianu, bylaby
Styczna do czterech danych kul; 2) promien széstej kuli, ktéra lezac na czte-
rech danych, dotykalaby zarazem gérnej podstawy szeicianu.

44. Majac dang krawedz a szeicianu, obliczyé: 1) objetosé kuli wpisanej,
2) objetosé kuli opisanej, 3) objetosé kuli stycznej do wszystkich krawedzi sze-
Scianu.

45. Majac dang krawedz a czwcroscianu foremnego, obliczyé: 1) pole po-
wierzchni kuli wpisanej, 2) pole powierzchni kuli opisanej, 3) pole powierzchni
kuli stycznej do wszystkich krawedzi czworo§cianu.

Jaka zalezno$é zachodzi migdzy temi trzema liczbami?
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46. Objetosé walca réwnobocznego (t. j. takiego, iz przekréj jego osiowy
jest kwadratem) jest &rednia geometryczng miedzy objetoscia kuli opisanej na
walcu a objgtoscia stozka réwnobocznego *), wpisanego w te kule.

47. Na spélnej podstawie zbudowano potkule, walec opisany na niej
i stozek wpisany w nia. Jaki stosunek zachodzi miedzy objetoSciami {ych bryl?
migdzy polami ich powierzchni bocznych ?

48. Jezeli wysokosé pnia stozkowego jest Srednia geometryczna migdzy
Srednicami obu jego podstaw, wéwezas w pien ten mozna wpisaé kule.

49. Majac dany odcinek AB — a, zakreflono kolo (O)B tak, ie gdy po-
prowadzono do niego styczng AC, okazalo sig, iz przy obrocie figury dokola 4B
powstaj’q stozek i kula, ktérych pola powierzchni réwnaja sie sobie. Obliczyé
promien 7.

50. W kolo o promieniu » wpisano kwadrat, poczem cala figure zaczeto
obracaé dokola przekatnej kwadratu. Obliczyé objetosé wszystkich bryl, jakie
przytem powstaly.

51. To samo zadanie, jezeli osig obrotu jest Srednica kola, réwnolegla do
dwéch bokéw tego kwadratu.

52. Jaki jest stosunek migdzy objetosciami (lub miedzy polami powierzchni)
stozka réwnobocznego *), kuli wpisane] w niego i kuli na nim opisanej ?

. 53. To samo pytanie dla oémioScianu foremnego i dwéch kél: wpisanej
W Dniego 1 opisanej na nim.

54. Z punktu 4, lezacego na powierzchni kuli o promieniu r, zakreilono
drugg kule tym samym promieniem. Jak wielkie jest pole powierzchni i jak
wielka objetosé bryly, wspélnej obu kulom ?

55. Kulg przecieto plaszezyzna w odlegloici a od $rodka, poczem w oba
odcinki kuliste wpisano mozliwie najwigksze kule, styczne od kuli danej i do.
plaszczyzny siecznej. Obliczyé¢ stosunek objetosci obu wpisanych kul do kuli danej.

56. Na tréjkacie foremnym o boku = @ zbudowano graniastoslup prosty,
w ktérym pole powierzchni bocznej réwna sie polowie pola powierzchni zupelne;.
Obliczyé: 1) objetosé tej bryly; 2) pole powierzchni i objetosci kuli, opisanej na,
graniastoslupie.

57. W kulg o promieniu r wpisano piei ostrostupowy o podstawie kwa-
dratowej. Podstawa dolna pnia wpisana jest w kolo wielkie, Sciany za§ boczne
s3 nachylone do podstawy pod katem 60°. Obliczyé objetosé i pole powierzchni
bocznej pnia.

58. Na szeicianie opisano kule. Obliczyé objetosci odcinkéw kulistych,
ktére otrzymamy, przedluzajgc Sciany sze$cianu. Krawed? szeScianu = a,

59. To samo pytanie dla o$mioicianu foremnego.

60. Dang kule przecigé plaszezyzna tak, by pole przekroju réwnalo sie
réznicy p6l powierzchni obu odcinkéw kulistych. ;

61. W stozek réwnoboczny wpisano kule; nad nig umieszczono druga
kule, ktéra dotyka zaréwno pierwszej kuli jak powierzchni stozka; nad ta druga
kula umieszczono w taki sam sposéb trzecia kule i t. d. Obliczyé granice, do
ktérej dazy suma objetosci tych kul, gdy liczbe ich zwigkszamy nieograniczenie..

*) Réwnobocznym nazywamy taki stozek, ktérego przekrsj osiowy jest
tréjkatem foremnym.
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62. Cztery réwne sobie kule leza tak, ze kazda z nich jest styczna do
vtrzech pozostalych. Na kulach opisano stozek, ktérego powierzchnia boczna
i podstawa dotykaja kul. Wykazaé,

ze stosunek miedzy promieniem pod-

stawy stozka, jego- wysokoscis i two-
rzaca réwna sig stosunkowi 1 : VZ : V3.

63. Znalezé wzér na objetosé

otrzymamy, przecinajac kule dwiema
plaszczyznami, do siebie réwnole-
glemi.

Dodatek do stereometriji.

‘0 rysowaniu bry! w rzucie uko$nym réwnoleglym.

Kazda figur¢ plaska mozemy przedstawi¢ zapomocg rysunku
:tak wiernie i z takg dokladnoscig, na jakg tylko pozwalajg nasze
przybory rysunkowe. Inaczej rzecz ma sie, jesli chodzi o bryly;
‘mozemy co najwyzej wykonaé rysunek figury plaskiej, ktéra z bryla
pozostawaé bedzie w pewnym zwigzku geometrycznym, tak, iz
z wlasnosci tej figury plaskiej bedziemy mogli wnosié¢ o wla-
'snos$ciach bryly.

Istniejg rozmaite metody wykonywania (budowania) figur
plaskich, zwigzanych w ten sposéb z brylami. Do naszych celéw
najodpowiedniejsza jest t. zw. metoda rzutéw ukosnych
rownoleglych, gdyz obrazy dajg si¢ wedlug niej wykonaé
z latwoscia i moga wywolywaé w nas zludzenie, iz istotnie wi-
dzimy przed soba bryle.

Wyobrazmy sobie, ze na kwadrat ABCD, zrobiony z tektury
lub innego materjalu nieprzeiroczystego, pada wiazka promieni
réwnoleglych 1 ze te wiazke przecieliSmy plaszczyzne @, réwno-
legla do kwadratu i polozong za nim. Kwadrat nasz rzuci wow-
.czas na plaszczyzne o cien, ktéry bedzie mial réwniez ksztalt

kwadratu A'B'C'D’#).

*) Uczen przerobi zaréwno niniejsze do$wiadczenie, jak i wszystkie dalsze.

warstwy kulistej (rys. 360), ktéra -
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Cien ten nazywamy rzutem réwnoleglym kwadratu ABCD,
plaszczyzne za$§ @ nazywamy plaszczyzng rzutéw albo plaszczyzng
obrazu.

Promienie moga by¢ prostopadle do plaszczyzny obrazu —
woéwczas obraz nazywamy rzutem prostokqtnym; moga one byé
jednak nachylone pod innym jakim$ katem do plaszczyzny obrazu,
a woéwczas rzut zwie si¢ ukosnym réwnoleglym. — W dalszym
ciagu bedzie mowa tylko o rzucie ukosnym.

Rys. 361.

Przypuéémy teraz, ze kwadrat ABCD nachylilismy do pla--
szczyzny obrazu, tak jednak, iz dwa jego boki AB, CD s3 do tej
plaszczyzny réwnolegle. Jezeli promienie, przechodzace przez boki
AD, CB, leza w plaszczyznach prostopadlych do krawedzi prze--
ciecia sie plaszczyzny kwadratu ABCD z plaszczyzng rzutéw,
wowcezas obrazem naszego kwadratu musi by¢ prostokat A’B'C'D’,.
przyczem dwa jego boki A’B’, C'D’, réwnaia sig¢ bokom AB, CD-
kwadratu (dlaczego?), pozostale zas boki A’D’, C'B’ sa albo-
oba krétsze, albo oba dluzsze od odpowiednich bokéw kwadratu.

Uczen sam ustali, kiedy mianowicie dwa te boki prostokata
sa krétsze, kiedy za$ dluzsze od bokéw kwadratu.

 Przypusémy wreszcie, ze kwadrat znajduje si¢ w takiem sa--
mem polozeniu, jak poprzednio (t. j. boki jego AB, CD sa réwno--
legle do plaszczyzny obrazu), ale promienie, przechodzace przez
boki AD, CB, leza w plaszczyznach, ktére nie sa prostopadle do-
krawedzi, wedlug ktérej plaszézyzna kwadratu ABCD przecina sig:
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z plaszczyzng obrazu (rys. 361). Obrazem kwadratu musi byé
czworobok A'B'C'D’, w ktérym boki A'B'y, C'D’ sy réwnolegle
do AB, CD i réwnaja sie im (dlaczego?) boki zas A'D’,
‘C'B’ s3 do siebie rownolegle, réwnaja sie sobie i sa oba albo
krotsze, albo dluzsze od odpowiednich bokéw kwadratu (d]a-
czeg 0?), wreszcie katy na obrazie s3 jedne ostre, inne rozwarte.
Tak wiec obrazem kwadratu lest w tym wypadku réwnoleglobok.

Uczen dowiedzie sam: 1) ze odcinki réwnolegle rzutuja sie
zawsze w postaci odcinkéw réwnoleglych; 2) ze jesli a, b sa
dwoma odé¢inkami réwnoleglemi, za$ a’, b’ s ich rzutami, woéwczas
zachodzi zawsze proporcja a : b = ¢ : b'; 3) w naturalnej wiel-
kosci odwzorowujg sie wszystkie odcinki, réwnolegle do plaszczyzny
obrazu; 4) jezeli mamy dane dwie proste prostopadle do plaszczyzny
obrazu (np. AD, BC narys. 361), woéwczas na obrazie otrzymamy
dwie réwnolegle do siebie proste, nachylone pod tym samym ka-
tem § do prostej, laczacej punkty przebicia obu prostopadtych.

Ten kat ¢ jest w tym wypadku obrazem kata prostego; kat ¢,
bedacy jego dopelnieniem do 90° nazywa¢ bedziemy skrzywieniem
obrazu.

Jak widzimy, przy rzucie ukosnym kazda figura, z wyjatkiem
figur réwnoleglych do plaszczyzny obrazu, ulega znieksztalceniu,
ktére polegaé moze: 1) na skrzywieniu (oznaczaé je bedziemy
symbolem @) i 2) na skréceniu (oznaczaé¢ bedziemy symbolem ).
Rzecz prosta, ze to, co nazwaliSmy skréceniem, moze byé w rze-
czywistosci wydluzeniem pewnych odcinkéw.

Znieksztalcenie obrazu zalezy od dwéch przyczyn: 1) od
polozenia figury wzgledem plaszczyzny obrazu; 2) od kicrunku
promieni rzutujgcych. Zmieniajac kierunek promieni i polozenie
figury, mozemy osiagnaé dowolnej wielkosci skrécenie i skrzywie-
nie. Wobec tego przy rysowaniu figur w rzucie ukosnym mozemy
@ i v obiera¢ dowolnie, kierujac sie¢ tylko tem, by obraz robit
wrazenie naturalne i uwidacznial to wszystko, co chcemy na nim
ujrze¢. Wiekszosé figur stereometrycznych w ksigzce niniejszej zo-
stata wykreslona przy zalozeniu, ze @ = 300, v = s lub 1/,.

Jako przyktad rozwigzemy nastepujace /

Zadanie. Wykreslic obraz danego graniastostupa o podstawie
osmiokginej foremnej w zalozeniu, se plaszczyzna obrazu jest pio-
nowa, podstawa zas graniastostupa lezy na plaszczyznie poziomej,
przyczem « = 309, v = 1/,,
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Przedewszystkiem ustawiamy graniastostup w polozeniu naj-
dogodniejszem, mianowicie tak, by dwie krawedzie podstawy byly
réownolegle do plaszczyzny rzutéw, przez co na obrazie otrzymamy
je w wielkosci naturalnej. Nastepnie na rysunku pomocniczym
kreslimy te¢ podstawe w wielkosci naturalnej i przedluzamy boki
osmiokata tak, by utworzyé kwadrat opisany na ‘osmiokacie.

Rys. 362.

Zkolei rysujemy rzut uko$ny tego kwadratu. W tym celu kreslimy

E'C=EC, gdyz bok EC, jako rownolegly do plaszczyzny rzutéw,

musi odwzorowywaé si¢ w wielkosci naturalnej; na EC’ budu-
lemy réwnoleglobok o kacie ostrym = 90° — a = 60° i o boku
C'D" =1/, CD. Dalej odkladamy E’A’ = EA, A'B’ = AB. Ponie-
waz BFJ|ED, zatem obrazy tych odcinkéw musza by¢ réwniez do
siebie réwnolegle. Kreslimy tedy B'F'/|[E'D’ i mamy juz obrazy
trzech wierzcholkéw podstawy. Pozostale obrazy wierzcholkéw
uczen znajdzie sam, kierujac sie tem spostrzezeniem, Ze cztery
krawedzie podstawy sa réwnolegle do przekatnych kwadratu
(a wicc obrazy ich sa réwnolegle do przekatnych rownolegto-
boku), a cztery przekatne tej podstawy sa réwnolegle do bokow
kwadratu. Teraz pozostaje juz tylko wystawi¢ w punkcie A’
prostopadla do A'B’, odloiyé na niej w naturalnej wielkogci
(dlaczego?) krawedz AK’, a przez wszystkie inne wierzchotki
osmiokata poprowadzié¢ odcinki, réwnajace si¢ A'K’ i réwnolegle
od tej proste;.

Cwiczenia LXL*) 1. Na plaszczyznie obrazu mamy dane dwa punkty A,

B, w ktérych wystawiono do tej plaszezyzny prostopadle dlugosci 6 cm. Wy-
kresli¢ obrazy tych prostopadlych, zakladajac, ze

*) We wszystkich tych zadaniach nalezy wyobrazaé sobie plaszczyzne
obrazu jako plaszezyzne pionowa.



384 Dodatek do stereometrii.

() promienie padaja zgéry z lewej strony i @ = 30°, v = 1;
11 2 - » Z prawej ie =60 v =1;
(1) 5 »  zdolu o Hoosd e o

2. Szescian o krawedzi 6 cm dotyka plaszczyzny obrazu jedna swa ciana,
tak, Ze cztery jego krawedzie sa do tej plaszczyzny prostopadte. Wykresli¢ obraz.
szeScianu, zakladajac, ze

(I) promienie padaja zgéry z lewej strony i @ = 45°, ¢ —

1 s »  zdolu i3 > ia = 309 o =

3. Wykresli¢ obraz szeicianu o krawedzi 7 cm, widzianego z géry i ze
‘strony prawej i zaznaczyé na nim trzy plaszezyzny przekatne oraz krawedzie
ich przecigeia (2 = 60% v = 1).

4. Wykresli¢ obraz szecianu (¢ = 300, ¢ — %), wyznaczyé Srodki jego
Scian i polaczyé je odcinkami tak, by otrzymaé oémioscian wpisany w szeScian.

5. Wykresli¢ obraz piramidy prostej o podstawie kwadratowej. Bok pod-
stawy = 5 c¢m; wysokosé piramidy = 4 cm; o — 60°% v = 1; podstawa pi-
ramidy lezy w plaszczyinie poziome;, przyczem dwa boki podstawy sa prosto-
padle do plaszczyzny obrazu. [Wskazéwka: na obrazie wyznaczamy Srodek
podstawy.]

6. To samo zadanie przy zalozeniu, ze przekatna podstawy piramidy jest
prostopadla do plaszezyzny obrazu.

7. Narysowaé tréjkat foremny AABC o boku = 5 ¢m i obok niego wy-
kresli¢ obraz tego tréjkata w zalozeniu, ze promienie padaja z géry ze strony
lewej, « = 30°% v — % i ze bok AB tréjkata jest réwnolegly do plaszczyzny
obrazu, caly za§ tréjkat lezy na plaszezyznie prostopadlej do plaszczyzny obrazu.
[Wskazéwka: w tréjkacie kreslimy najpierw wysokosé CC'.]

8. Wykresli¢ obraz piramidy prostej, majacej za podstawe tréjkat foremny

>

Nl

’

o boku 6 cm i wysoko$é réwnajaca sie 4 cm. [Wskazoéwka: spodek wyso- °

kosci lezy w Srodku kola wpisanego w podstawe, w naszym zas$ przykladzie
srodek ten jest zarazem &rodkiem cigzkosci podstawy].
9. Wykresli¢ obraz czworoicianu foremnego o krawedzi = 7 cm w zalo-

zeniu, ze : :
(I) promienie padaja zgéry ze strony lewej i @ — 60°, v = 1;
I » » » » praweji a = 309 v = 1,

[Wskazéwka: na rysunku pomocniczym (planimetrycznym) znajdujemy naj-
pierw wysoko$é piramidy.]

10. Wykresli¢ graniastostup o podstawie tréjkatnei foremnej (rys. 362).
Bok podstawy = o; wysokosé bryly = &; o — 30°, o — 1.

11. Wykreslié piramide o podstawie kwadratowej, ktérej jedna Sciana

boczna, prostopadla do podstawy, jest tréjkatem foremnym. Plaszczyzna pod-’

stawy ma byé pozioma.

12. To samo zadanie w zalozeniu, ze pozioma jest iciana, majaca ksztalt
tréjkata foremnego. |

13. Wykreslié szescian, na dwéch jego réwnoleglych 3cianach poprowa-
dzi¢ po ;jednej przekatnej tak, by proste te byly do siebie skoSne, na czterech
za§ innych Scianach wykreslié po przekatnej tak, by otrzymaé czworocian fo-

remny, wpisany w szeScian.
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14. W szeician wpisaé dwa czworoSciany foremne, przenikajace sie wza-
jemnie.

Rys. 363.

15. Wykreslié szescian tak, by jedna jego przekatna byla prostopadta do

. plaszczyzny obrazu,

16. Wykreslié oémiocian foremny tak, by jedna jego 5ciana lezala na
.plaszczyznie obrazu (x=309,
v=1).

17. Cheac otrzymaé
rzut ukosny kota, postepu-
jemy w nastgpujacy sposéb :
Srednice AG dzielimy na do-
wolng ilosé czesci, wysta-
wiamy cigciwy MB, LC,...
prostopadie do tej Srednicy,
przez $rodek kola prowa-
dzimy prosta, nachylong do
Srednicy pod katem @, na
niej odkladamy

Ok = 0d = v . KD,
kreslimy bm//cl//dk// . . .,

wreszcie prowadzimy sze-
reg réwnoleglych Mm//Ll//Kk//... Mamy wéwezas um = o , uM, si=w. Js...,
Wobef: tego krzywa, wyznaczona Przez punkty A, m, Y SRR jest obrazem
kola danego. Krzywa ta nazywa sie elipsq.

Zauwazimy, iz prosta JN, styczna do kola, rzutuje sie w postaci stycznej
do elipsy.

Jezeli polaczymy cieciwami punkty 4 m, .. .. otrzymamy na rys. 364
dwunastokat wpisany w elipsg, ktéry jest obrazem dwunastokata wpisanego
w dane kolo.

Geometrja elementarna. 25
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18. Wykreslié rzut ukoény walca.
19. Wykreslié rzut ukosny szeéciokata foremnego wpisanego w kolo.

20. Dany jest w rzucie ukosnym (2=30°, v=}) obraz x A B,C, kata;

wykreslié jego dwusieczna. [Wskazéwka: budujemy najpierw réwnoleglobok,

4 p Wykreslamy prostokat, ktérego obrazem

jest ten réwnoleglobok, wyznaczamy w pro-

stokacie punkty A4, B, C, kreslimy dwu-
sieczng BE i t. d.]

21. Dany jest tréjkat A\ ABC. Kladac
«=30°, v=1, -wykreslié obraz A\ A4;B,C,
tego tréikata; zbudowaé rzut piramidy, ma-
jacej tréjkat A\ ABC za podstawe i krawedz
boczng AS prostopadig do podstawy w punk-

ET

T

.

:

:

i

'

; :

4 . B

p,. cie A. Po wykonaniu rysunku

M,/ (1) wyznaczyé prawdziwa wielko§é
' . SB, SC;

L e 2) wykreé.lic' siatke piramidy.
Rys. 365. 22. W piramidzie, o ktérej mowa
w poprzedniem zadaniu, znalezé:
(1) prawdziwa wielko$é kata miedzy Sciana SBC i plaszczyzna podstawy;
(2) prawdziwg wielkos¢ innych dwusScianéw, np. miedzy Scianami SBC
i SAC. :

23. Na danym kwadracie, jako na podstawie, zbudowaé piramide prosta

o takiej wysokosci, zeby Sciany boczne nachylone byly do podstawy pod da-
nym katem.

24. Na tréjkacie foremnym zbudowaé ostrostup o takiej wysokosci, zeby
pole jego powierzchni bocznej bylo cztery razy wieksze od pola podstawy.

25. W wierzcholkach tréjkata /\ ABC wystawiamy prostopadle do niego
plaszczyzny i na nich odkladamy trzy nieréwne odcinki AA,,BB;, CC,; znalezé
krawedz przeciecia sie plaszezyzny ABC z plaszezyzna A,B,C,.

26. Wykreslié graniastoslup oraz dwa punkty 4, B na jego powierzchni
bocznej; znalezé punkty, w ktérych prosta AB przebija obie podstawy gra-
niastoslupa.

Po czem poznaé mozna na rysunku, czy prosta AB jest, czy nie jest
réwnolegla do podstaw ?

27. Dany jest prostopadloscian ABCDA'B'C'D’. Przez przekatna prosto-
padloscianu B'D przesunaé plaszczyzne, réwnolegla do przekatnej AC podstawy
i wykresli¢ figure, wedlug ktérej przecina ona prostopadioscian.

28. Wykreslié w prawdziwej wielkoSci figure przekroju, o ktérym mowa
w zadaniu poprzedniem.

29. Dany jest tréjscian oraz trzy punktu A, B, C na jego Scianach;: wy-

kreslié trojkat, wedlug ktérego plaszczyzna ABC przecina tréjscian. [Wska-

<SR

T . il
~
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z6wka: jak znalezé punkt, w ktérym prosta AB przebija trzecig Sciane tréi-
Scianu ?] g

30. W prostopadloscianie ABCDA'B'C’'D’ znalezé punkt, w ktérym prze-
katna AC’ przebija plaszczyzne przekatna A'B'CD.

L)

Rys. 366.

31. To samo zagadnienie, jezeli zamiast prostopadlocianu mamy réwno-

; legloScian pochyly.

32. Na trzech krawedziach bocznych prostopadioicianu obieramy trzy
dowolne punkty A4, B, C. Wyznaczyé:

(1) punkt przebicia czwartej krawedzi bocznej z plaszczyzny ABC;

(2) krawedz przecigeia sie '
plaszczyzny ABC z plaszczyzna pod-
stawy prostopadloscianu.

33. Dana jest w rzucie ukoénym
piramida SABCDE (rys. 366) oraz
trzy punkty na jej krawedziach, mia-
nowicie Fna SA, G na SB, H na.SC.
Wykreslié (1) w rzucie ukoénym;
(2) w wielkosci naturalnej — wielo-
kat, wedlug ktérego plaszczyzna FGH
przecina piramide.

34. To samo zadanie, jezeli F,
G, H dane s3 na trzech niekolejnych
krawedziach bocznych.

35. To samo zadanie, jezeli
F, G, H sa trzema punktami, leza-
cemi na Scianach piramidy, lecz nie na krawedziach.

36. Na krawedziach szescianu dane sa trzy punkty 4, B, C. Wykreslié
przekr6j szeScianu, wyznaczony przez plaszczyzne ABC.

25*%
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37. Przeciaé szeScian dowolng plaszczyzna, prostopadls do jego przekatnej.

38. Dana jest piramida SABC o dowolnej czworokatnej podstawie; prze-
ciaé ja plaszezyzng tak, by otrzymaé w przekroju réwnoleglobok, ktérego jeden
wierzcholek winien leze¢ w punkcie A’ na krawedzi SA. [Wskazéwka: jezeli
zadany réwnoleglobok oznaczymy przez A'B'C'D’ wéwezas boki jego A'B, CD,
musza byé réwnolegle do krawedzi przeciecia sie plaszczyzn SAB i SCD (dla—
czego?)]

39. Czworoician foremny przeciaé tak plaszczyzna, by otrzymaé w prze-
kroju kwadrat.

Zbudowa¢é siatke obu czeSci, na ktére rozpad! sie czworoscian.

40. W dany ostrostup o podstawie kwadratowej wpisaé szeician.

41, Srodki dwéch przeciwleglych Scian szeScianu laczymy z wierzcholkami
tak, by otrzymaé dwa ostroslupy o podstawach kwadratowych. Wykre&lié czesé
spolng obu ostrostupom,

42. Zbudowa¢ siatke bryly, zlozonej z dwéch réwnych, przenikajacych sie
szeScianéw, jak wskazuje rys. 367.
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