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WSTEP.

1. Uktady ,odwracalne* powierzchnf potréjnie ortogonalny?h sq 'Fo
uklady, dla ktérych ruch wzgledny tréjscianu osi spétrzednych w odniesieniu
do tréjscianu trzech normalnych tworzy nowy ukiad o.rtogon.alny, lftéreg.o
osie, w ten spos6b przestawione, sg trzema normalnemi. Powierzchnie, kto-
re stanowia ten ukiad, sa to cyklidy Du pina. ' ‘

Uktadami odwracalnemi zajmowal sie po raz pierwszy znakomity ma-
tematyk francuski Gaston Darboux, ktory okolg korca T. .19]3 oglosit
w ,Comptes Rendus de I'Académie des sciences“ kilka not, do-

ch teoryi tych uktadow.

tycza?’(raca ni:iejgza ma na celu zbadanie tego samego pytania na dr0(.12e
czysto-geometrycznej; idac w tym kierunku, bez pomocy Ana{lzy, mozna
osiggnaé znaczng liczbg wynikow, otrzymanych przez D ar boux a. P’rzepro-
wadzam tutaj rozwazanie réznych ksztattéw, jakie moze przyt?terac _ukiad
odwracalny, i dowodzeg, ze wszystkie uktady ortogonalne, skladajace sig wy-
tacznie z cyklid, mogg by¢ otrzymane przez inwersye z ’ukladu odwracalnego.
Dotaczam wreszcie kilka uwag odnosnie do tych uktadow. ;

Metoda, ktorg stosujg, jest to metoda Dar bqux-Co m be scure’a, po-
legajaca, jak wiadomo, na podzieleniu zagadn.iema na dwie czgsci: !J.z%d:clmy
z poczatku ruch trzechparametrowy, dokola‘ wierzchotka statego, trojscianu
trojprostokatnego, ktorego krawedzie s3 rownolegke. do‘ qormalnyc!]_ ‘tr‘zeCh
powierzchni, i nastepnie poszukujemy sposobu prze{nesu?ma tego tro;s.;clarm
tak, aby przez zmienianie kazdego z trzech parametréw wierzchotek opisywat

jedne z powierzchni ukiadu.
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ROZDZIAL 1.

2. Lsinie krzywizny vkladn odwracalnego sa plaskie. Niech bedzie Oxyz
tréjScian ruchomy, ktérego krawedzie Oz, Oy, Oz sa odpowiednio réwno-
legte do normalnych powierzchni, otrzymanych przy zachowaniu stalosci
jednego z parametréw p, p,, p,, i O XY Z niechaj bedzie tréjscian staty,
utworzony przez trzy osie spotrzednych. Przemieszczenie tréjscianu Oxyz
zalezy od dziewigciu obrotow, z ktorych kazdy jest sktadowa, w kierunku jed-
nej z krawedzi tréjscianu ruchomego, obrotu tego tréjscianu, wyznaczonego
przez zmiane jednego tylko z parametréw p, p,, p,. Znane sg trzy warunki
konieczne i dostateczne na to, zeby ruch tréjscianu nalezat do uktadu potréj-
nie ortogonalnego: jest konieczne i dostateczne, Zeby trzy obroty byly réwne
zeru, mianowicie, obrét okoto osi Oz, kiedy zmienia sie tylko p; obrét
okoto osi Oy, kiedy zmienia sig tylko p,; obrét okolo osi Oz, kiedy zmie-
nia sig tylko p,. Pierwszy z tych warunkéw wyraza, ze, o ile zmienia sie
tylko p, trojscian ruchomy Oz yz obraca sig okoto osi, polozonej w plasz-
czyznie Oyz. Ruch tréjscianu ruchomego jest wiec wyznaczony przez to-
czenie sig plaszczyzny Uyz po stozku statym.

Ruch odwrotny, czyli ruch wzgledny tréjscianu osi spétrzednych OXYZ
w odniesieniu do tréjScianu Oxyz, bedzie wiec wyznaczony przez toczenie
sig tego stozka, ktory teraz jest ruchomy, na plaszczyinie statej Oyz. Ale
dlatego, aby ten ruch odwrotny tworzyt nowy uktad ortogonalny, trzebaby,
zeby stozek sprowadzat si¢ do ptaszczyzny, co jest niemozliwe. Stozek moze
sig sprowadzi¢ tylko do prostej, i wéwczas o$ obrotu jest to os, stale poto-
zona w plaszczyznie Oyz. Otoz aby uktad byt odwracalny, trzeba i wystar-
cza, by, o ile zmienia sig tylko p, obrét tréjscianu dokonywat sie okoto osi
stale poloZonej jednoczesnie w plaszczyinie OY Z i w ptaszczyznie 0V Z,
i zeby, o ile zmienia sig tylko p;, albo p,, dwa drugie warunki analogiczne
byty spetnione.

Wynika stad bezposrednio, ze linie krzywizny kazdej z powierzchni
ukfadu sq piaskie. Istotnie, zalozywszy, ze p, jest stalg, zmieniajmy p i p,.
Otrzymamy powierzchni¢ ukladu, ktdrej normalna bedzie réwnolegta do 0z
i ktérej odwzorowanie kuliste linij krzywizny otrzymamy przez przemieszcze-
nie punktu C osi Oz, znajdujacego sie w odleglosci jednostki diugosci od
punktu poczgtkowego. Linia krzywizny, odpowiadajaca tylko zmiennosci
parametru p, bedzie wigc miata za odwzorowanie kuliste linie, opisang przez
C, kiedy zmienia si¢ tylko p. Lecz poniewaz wéwczas obrot dokonywa sie
okoto osi stalej, to punkt € opisze koto kuli. Ot6z styczne w réznych pun-
ktach linii krzywizny sq réwnolegle do stycznych w punktach odpowiadaja-
cych jej odwzorowania kulistego. A wigc wszystkie te styczne sa polozone
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w jednej i tej samej plaszczyznie, — i omawiana linia krzywizny jest istotnie
ptaska. Oczywiste jest, ze to samo stosuje sie do wszystkich innych linij
krzywizny, otrzymanych przez zmienienie z osobna kazdego z parametréw
P, py lub p,.

3. Wayznaczenie odwzorowania kulistego nkladn orfogonalnego. Widzimy
nadto, ze odwzorowanie kuliste kazdej powierzchni ukladu sktada sie z sieci
kot ortogonalnych. Otéz wiadomo, ze podobna sie¢, nakreslona na kuli, jest
utworzona z ko, ktérych plaszczyzny przechodza przez jedne lub drugg
z dwoch prostych sprzezonych w odniesieniu do kuli.

Niech bedzie 0 A B(” jedno z polozeni czworoscianu ruchomego, przy-
czem 4, B, C znajduja si¢ w odleglosci, réwnej jednostce dtugosci od pun-
ktu poczatkowego. WidzieliSmy, Ze, o ile zmienia sie tylko p, czworo$cian
ten obraca si¢ okoto osi niezmiennej, ktéra jest linig przecigcia plaszczyzn
OBC i 0OYZ. Wigc punkt C opisuje koto mate, ktérego plaszczyzna jest
prostopadta do tej osi i przeto rownolegta do ptaszczyzny 0 A X, w szczegél-
nosci zas do prostej statej O X. Jezeli teraz bgdziemy zmieniali p,, ptasz-
czyzna tego kota bedzie si¢ przemieszczata, przechodzac przez prosta stalg
(D); poniewaz ta plaszczyzna zostaje réwnolegly do OX, jest przeto ko-
nieczne, aby prosta (D) byta réwnolegta do prostej O X. Zupelnie tak samo,
kiedy zmienia si¢ tylko p,, punkt C opisuje koto, ktérego plaszczyzna jest
rownolegta do 07, i kiedy nast¢pnie zmienia sie p,, plaszczyzna tego kota
obraca si¢ okoto prostej (D), réwnolegtej do OY. Wreszcie, poniewaz pro-
ste (D) i (D) sa sprzezone, przeto wepélna ich prostopadia przechodzi przez
srodek kuli; a wigc jest nig o§ O0Z. Widzimy wowczas, ze odwzorowanie ku-
liste catego uktadu powinno mie¢ tg¢ wlasnos¢, ze, jezeli jedna z trzech zmien-
nych pozostaje stala, punkt odpowiedni czworoscianu ruchomego opisuje sie¢
ortogonalng, utworzong z kol, ktorych plaszczyzny przejdg przez dwie proste
sprzgzone, prostopadte do odpowiedniej osi spétrzednych. Nalezy teraz wy-
kazac¢, czy podobne odwzorowanie kuliste jest mozliwe.

Niechaj bedzie 04 BC jedno z polozen szczegdlnych czworoscianu ru-
chomego. Przez punkt 4, w plaszczyznie stycznej do kuli prowadze proste
4@ i AR, odpowiednio rownolegle do OB i OC: tak samo, przez punkt
B— proste BP' i ("R, odpowiednio réwnolegle do 04 i OC, i wreszcie,
przez punkt ' — proste CP"” i C()”, odpowiednio rownolegle do 04 i O B.
Przez prosta A¢) prowadzg piaszczyzng, rownolegla do OY, ktéra spotyka
0os OX w punkcie & i przecina ptaszczyzng O XY wedtug prostej (E) row-
nolegtej do osi OY. Obieram naosi OX punkt G, sprzezony z G w od-
niesieniu do kuli i przez G, prowadze prosta (F), réwnolegla do osi 0Z.
Dwie proste (E) i (£) sq sprzgzone. Plaszczyzny, przechodzace przez punkt
4 i przez kazdg z dwoch prostych (E) i (F) muszgq wigc przecina¢ kule we-
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diug dwéch kot ortogonalnych; a wiec przecinaja one plaszczyzne styczng
w A wediug dwéch prostych prostopadiych; poniewaz za$ pierwsza plaszczy-
zna przechodzi przez prostq 4(), przeto druga przechodzi przez prosta AR.
Gdybym tedy przez prostq3 4 K poprowadzit plaszczyzne réwnoleglty do osi
0Z, to ta plaszczyzna, jako identyczna z plaszczyzna, przechodzacg przez
A i (F), przecigtaby 0§ OX w punkcie G,, sprzezonym z punktem G. Tak
samo, plaszczyzny réwnolegle do osi OX i 0Z, poprowadzone przez proste
BP'i C¢), wyznacza na osi OY dwa punkty sprzezone H i H,, przez ktére
przejdg dwie proste sprzezone (D') i (F'), rownolegte do osi 0X i OZ.
Wreszcie, plaszczyzny, przeprowadzone przez proste CP"” i CQ", réwnolegle
do osi OX i OY, wyznacza "na osi O0Z punkty sprzgzone K i K,, przez
ktore przejda dwie proste sprzgzone (D) i (£"), odpowiednio réwnolegte
doosi OX i OY.

Oznaczmy przez OU, OV, O W odpowiednie liuie przeciecia trzech
plaszczyzn OBC, OCA, OAB z ptaszczyznami spotrzednych OYZ, 0ZX,
OXY; OU jest prostopadla jednoczesnie do 04 i do 0X; OV do OB
ido OY; OW, do OCi do OZ.

Potozenie tréjScianu O A BC zalezy od trzech parametréw. Kazdemu
z tych polozeri odpowiadajg trzy pary punktéw sprzezonych, po jednej parze
na kazdej z osi. Zat6zmy, ze punkty K i K, s state. W ten sposob wyzna-
czy sig na kuli sie¢ k6t ortogonalnych, ktérych piaszczyzny odpowiednio
przechodza przez proste (D) i (E”),— sie¢, opisana przez punkt C. Stycz-
ne do dwéch z trzech két w jednyw z ich punktéw przeciecia przetna odpo-
wiednio proste (D”) i (E"), i tréjscian, utworzony przez promien kuli 0C
i réwnolegle, przeprowadzone ze $rodka do tych dwdch stycznych, bedzie
jednem z potozen trojScianu powyzszego; ale zbior tych nowych polozen za-
lezy tylko od dwoch parametréw. Jezeli punkt C bedzie przemieszczony na
jedno z tych dwéch kot, ktdérych plaszczyzna przechodzi przez prosta (D),
to obrét bedzie mial miejsce okoto osi OU, ktéra jest prostopadta do pla-
szczyzny tego kota, poniewaz jest prostopadta, z jednej strony, do stycznej
tego kota, rownoleglej do 04, i, z drugiej strony,—do osi 0X, rownolegtej
do (D"). Jezeli ten sam punkt bedzie przemieszczony na drugie kolo, obrét
bedzie mial miejsce okoto osi OV. Jezeli wiec zechcemy od jednego poto-
zenia przej$¢ do drugiego nieskonczenie blizkiego, lecz dowolnego w zbiorze
dwuparametrowym, wypadnie nada¢ obrét tréjscianowi okolo jednej osi, po-
tozonej w plaszczyznie OU V.

Zatozmy teraz, ze ustalamy punkty H i H,. Otrzymamy wéwczas no-
wy zbidr polozen tréjscianu, i mozna bedzie przej$¢ od jednego potozenia do
nieskoriczenie blizkiego drugiego przez obrét okoto osi, polozonej w plaszczy-
znie OUW. Jezeli ustalimy jednoczesnie punkty H, H, i K, K,, to tréj-
$cian bedzie mégt obraca¢ sig¢ tylko okolo osi OU, o ile trzy proste OU,
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OV, OW nie s polozone w jednej plaszczyZnie, co zawsze mozna zatozy¢,
poniewaz tréjscian poczatkowy jest zupelnie dowolny, jezeli, oprécz tego, po-
tozenie tréjscianu ruchomego istotnie zalezy, jak to zatozyliSmy, od trzech
zmiennych niezaleznych

Punkty &' i G, przy obracaniu si¢ tréjscianu okoto OU, koniecznie
muszg si¢ przemieszcza¢ na prostej OX. W samej rzeczy, tréjscian mozna
sprowadzi¢ do potozenia nieskorczenie blizkiego dowolnego w zbiorze trzech-
parametrowym, obracajac go kolejno okoto osi OU, OV i OW. Pierwszy
obrét zachowuje statosé¢ punktéw H, H,, K i K,. Dwa pozostate obroty
zachowujg statos$¢ punktéow G i G'. Stad wnioskujemy, Ze, o ile punkty
G i G, zostawaly statemi podczas obrotu okoto osi OU, to zostang nieru-
chome przy wszelkiem przemieszczeniu tréjscianu, nawet przy przemieszcze-
niu skoficzonem, kidre zawsze mozna uwazaé, jako ciag przemieszczen nie-
skoficzenie matych. Lecz wtedy otrzymaliby$my, ze, niezaleznie od wartosci
p, punkt 4 zawsze opisywalby te¢ samg sie¢ kulistg, i potozenie tréjScianu
zalezaloby tylko od dwdch parametrow.

W ten sposo6b otrzymujemy, ze, o ile tréjscian obraca si¢ okoto osi OU,
jego polozenie jest funkcyg potozenia dwoch punktéow sprzezonych G i G,
i, gdy rozpatrzymy zbior wszystkich potozen mozliwych tréjscianu ruchome-
go, widzimy, ze to polozenie jest funkcygq trzech zmiennych o, p,, p,, stuia-
cych odpowiednio dla ustalenia potozenia punktéow sprzezonych G i G,
HiH, KiK, Gdy zmienia sig tylko jedna z tych trzech zmiennych,
tréjscian obraca sie okoto jednej z trzech prostych OU, OV, O W stosownie
do warunkéw naszego zagaduienia, — i w ten sposob odwzorowanie kuliste
jest ustalone w calej ogélnosci.

4. Przypadek, kiedy zbior polozeri tréjscianu ruchomego zaleiy fylko od
dwdch parametréw. Rozwazmy teraz przypadek, kiedy trzy proste OU, OV,
O W sg potozone w jednej plaszczyzinie (7'). Prosta OU — przeciecie pta-
szezyzn O BC i O Y Z—jest prostopadia jednoczesnie do prostych 04 i OX.
Wiec ptaszczyzna O A4 X jest prostopadia do ptaszezyzny (7'). To samo sto-
suje sig do plaszczyzn OBY i OCZ. Otoz te trzy plaszczyzny przejda przez
jedne i tg sama prosta OS, prostopadly do plaszczyzny (7). Polozenie
tréjscianu jest wyznaczone przez polozenie prostej 08, a, poniewaz ta prosta
ma kierunek dowolny, to zbiér potozen tréjscianu, czyniacy zados¢ wskaza-
nemu warunkowi, zalezy od dwoch parametrow, jak to zreszta wynika z roz-
wazania poprzedniego. Zalozmy, ze punkty K i K, sa stale: otrzymamy na
kuli jeszcze jedne sie¢ kot ortogonalnych, ktdére opisze punkt C. Plaszczy-
zny tych kot przejda: jedna przez prosta (D), réwnolegty do OX, i dru-
ga — przez prosta (E"), réwnolegla do OY. Pierwsza zawiera oprécz tego
styczng do kota, ktéra jest réwnolegta do 04, i druga—styczng do drugiego
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kota, réwnoleglta do OB. A wiec pierwsza plaszczyzna jest réwnolegta do
plaszczyzny OA X, a druga — do plaszezyzny OBY. Linia przecigcia €1
ptaszczyzn dwéch kot jest wiec rownolegta do OS, a przeto rowniez do pla-
szczyzny OCZ, zawierajgcej prosta 0S. Ale plaszczyzna OCZ przechodzi
przez punkt C, skad wynika, ze prosta CI jest polozona w tej plaszczyZnie
i spotyka 0§ OZ. Z uwagi, Zze plaszczyzna jednego z dwdch kot spotyka os$
0Z w punkcie K, a druga— w punkcie K, wynika, ze dwa punkty K i K,
zlewajq sie, a poniewaz te punkty sg sprzgzone, to punkt, w ktérym sig zle-
waja, moze by¢ tylko jednym z punktéw Z,, w ktérym o$ OZ spotyka kulg;
dwie za$ proste (D) i (E") w tym to punkcie sq styczne do kuli.

Tak samo, punkty G' i G, zlewajg sie z jednym z punktéw przecigcia
X, kuliz osig OX, a punkty H i H, -— w jednym z punktéw przeciecia ¥,
kuli z osiag OY. Trzy zmienne p, p,, p, nie mogg juz stuzy¢ do ustalenia
polozenia tych punktéw, ktore staly sie nieruchomemi. Jezeli p, pozostawi-
my niezmienne, otrzymamy na kuli sie¢ kot ortogonalnych, ktérych ptaszczy-
zny przechodzg przez jedne lub drugg ze stycznych do kuli w punkcie Z,,
réwnolegtych do OX, albo do OY. Jezeli bedziemy zmieniali p,, to ta siec
pozostanie bez zmiany, ale kolo odpowiadajace tejze samej wartosci p lub p,
zmienia si¢. Stad wynika, ze wszystkie powierzchnie jednej i tej samej ro-
dziny majg jednakowe odwzorowanie kuliste i jeszcze to, ze wszystkie po-
wierzchnie trzech rodzin majg odwzorowania kuliste réwne, lecz ré6znie na
kuli potozone. Jasnem jest, ze podobne odwzorowanie istotnie zachodzi, po-
niewaz jest to odwzorowanie kuliste ukladu, utworzonego przez kule styczne
w punkcie poczatkowym do jednej, albo do drugiej z trzech plaszczyzn spol-
rzednych. Ponizej przekonamy sig, ze to samo odwzorowanie kuliste nalezy
réwniez do uktadéw, sktadajacych sig¢ z cyklid szczegoinych.

Wreszcie, nie nalezy pomijac¢ przypadku szczegdlnie prostego, kiedy po-
lozenie tréjscianu ruchomego zalezy tylko od dwdch zmiennych p i p, i pozo-
staje bez zmiany, gdy si¢ zmienia p,.

5. Powierzchnie, tworzgce nklad ortogonalny odwracalny, majg wszystkie
linie krzywizny kolowe. Przechodze teraz do zbadania powierzchni, tworzg-
cych uktad ortogonalny odwracalny. Z poprzednio znalezionego odwzoro-
wania kulistego, wynika, ze linie krzywizny sgq wszystkie ptaskie. Dowiode
teraz, ze sa one przytem kotowe. Niech M bedzie punkt jakikolwiek, przez
ktory przechodzg trzy powierzchnie ortogonalne. Kiedy zmienia sig tylko p,
tréjscian trzech normalnych Mxzyz obraca sig¢ okoto osi M T o kierunku
niezmiennym, pofozonej w plaszczyznie Myz, i podlega jednoczesnie ru-
chowi przeniesienia, ktorego kierunek niezmiennie stanowi kierunek prostej
M x, prostopadtej do osi obrotu. Sktadowa tych dwdéch ruchéw jest ruch po-
jedynczy okoto osi, rownolegtej do pierwszej, i polozonej rowniez w plaszczy-
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znie Myz, prostopadlej do kierunku przeniesienia. Ot6z miejscem osi chwi-
lowych w tréjscianie ruchomym jest plaszczyzna Myz, i ruch wynika z to-
czenia sig tej ptaszczyzny po walcu statym. Ruch odwrotny jest wigc wyzna-
czony przez toczenie sie¢ tego walca po plaszczyZnie stalej. Jezeliby uktad
byl odwracalny, walec ten musiatby by¢ plaszczyzna, co jest niemozliwe;
a wigc ruch musi zachodzi¢ okolo osi niezmiennej, i trajektoryg punktu M
jest koto. Poniewaz oczywiscie, rzecz ma si¢ podobnie, gdy si¢ zmienia p
lub p, to dochodzimy do wniosku, ze wszystkie linie krzywizny
uktadu sg kotami. Warunek ten jest dostateczny. Jedyne powierzchnie,
ktérych wszystkie linie krzywizny sa kolowe, sg to cyklidy Dupina, lub
powierzchnie, ktére z tych cyklid powstaja przez znieksztalcenie, jak to: kula,
plaszczyzna, stozki i walce obrotowe, o ile proste bgdziemy uwazali, jako kola
o promieniu nieskoficzonym. Pomijajac wigc te uktady pospolite, wnosimy,
ze wszystkie uktady ortogonalne odwracalne skladajg sie
z cyklid.

ROZDZIAL 1L

6. Cuklidy— obwiednie knl. Zanim przejdziemy do zadania, jak mozna
zbudowac ukiad ortogonalny, uwazam za wilasciwe przypomnie¢ tu gtéwne
wiasnosci cyklid, jakkolwiek powierzchnie te stanowily juz przedmiot badan
wielu matematykéw. Wymieni¢ tu prace Fouché'a, ktéry podat tresciwa
teorye cyklid, uwazajac je, jako obwiednie kul, niezmiennie stycznych do
trzech kul statych (por. ,Nouvelles Annales de Mathématiques“ za czerwiec,
sierpien i wrzesien 1892 r.). Zamierzam tu wyprowadzi¢ gléwne wiasnosci
cyklid, wychodzac tylko z tej prawdy, ze wszystkie linie krzywizny s kotowe.
Najprzéd zwazmy, ze podobna powierzchnia istotnie istnieje, gdyz otrzymu-
jemy ja przez inwersye ze stozka obrotowego wzgledem dowolnego punktu
w przestrzeni, jako bieguna. Wiemy juz z powyzszego, ze odwzorowanie ku-
liste linij krzywizny sklada sig z kot ortogonalnych, ktérych plaszczyzny prze-
chodzg przez jedng lub drugg z dwoéch prostych sprzezonych. Te proste
sprzgzone mogg przecina¢ wsp6lng do nich prostopadia w dwdch réznych
punktach, albo réwniez dobrze— by¢ stycznemi w jednym i tym samym pun-
kcie kuli. Lecz oto uwagi ogdlne, dotyczace dwoch przypadkéw. Plaszczy-
zna kotowej linii krzywizny przecina powierzchnig pod katem statym, a wiec
przez kazde koto krzywizny moze przechodzi¢ kula, opisana na powierzchni.
Powierzchnia jest obwiednig wszystkich powierzchni tych kul, ktére przecho-
dzg przez linie krzywizny jednej i tej samej rodzrny. Poniewaz istniejg dwie
rodziny linij krzywizny, przeto cyklida jest obwiednig wspélng dwéch rodzin
kul. Wynika stad, ze dwie kule, nalezace do dwoch rodzin r6znych, sq stycz-
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ne w punkcie cyklidy, przez ktéry przechodzg dwie odpowiednie linie krzy-
wizny, i ze kazda kula jednej rodziny jest styczna do wszystkich kul drugiej
rodziny. Potrzeba trzech kul dla wyznaczenia rodziny kul do nich stycznych;
lecz nadto, nalezy z pomiedzy $rodkow podobieristwa tych trzech kul wybrac
trzy z tych $rodkéw, lezace w linii prostej w ten sposéb, aby punkty stycz-
nosci kuli ruchomej z dwiema z kul statych byly antihomologiczne wzglgdem
jednego ze $rodkow. Poniewaz istniejq cztery osie podobiefistwa, otrzymuje-
my przeto cztery rodziny kul stycznych do trzech kul danych. Nalezy ogra-
niczy¢ sie do jednej z nich. Uwazajmy stycznos¢ wewnetrzng za dodatnia,
styczno$¢ za$ zewnetrzng za ujemng. Jezeli wyobrazimy sobie wszystkie kule
styczne do dwoch kul stalych, to, poniewaz punkty stycznosci sg antihomolo-
giczne wzgledem $rodka podobiefistwa S, dwie stycznosci beda jednego ro-
dzaju lub rodzajéw roinych, zaleznie od tego, czy punkt S bedzie Srodkiem
podobiefistwa prostego lub odwrotnego. Inaczej méwigc, iloczyn dwéch stycz-
nosci pozostaje bez zmiany, gdy zachowujemy srodek podobienstwa. Otéz,
w przypadku rozwazanej rodziny kul stycznych do trzech kul statych iloczyny
stycznosci, wzigtych po dwie, pozostajg bez zmiany; to znaczy, Ze jedna
ze stycznosci nie moze zmieni¢ rodzaju, gdy nie zmieniaja go dwie inne.
A wiec ostatecznie: cyklida jest obwiednig kul stycznych do trzech
kul statych, przyczem trzy stycznosSci sg jednego rodzaju,
albo zmieniaja rodzaj jednoczesSnie.

7. Punkty stoikowe, plaszczyzny opisane, plaszczyzny symefrgi. Trzy
kule stale przecinajg si¢ w dwoch punktach rzeczywistych albo urojonych,
ktore sa kulami o promieniu réwnym zeru, pierwszej rodziny, i powinny
przeto znajdowac sie na wszystkich kulach drugiej rodziny, do ktdrej nalezg
trzy kule state. Oprocz tego, pomiedzy kulami pierwszej rodziny wystepuja
dwie plaszczyzny rzeczywiste lub urojone, styczne do trzech kul pierwotnych.
Wszystkie kule drugiej rodziny musza by¢ styczne do tych dwoch ptaszczyzn.
Uwazajac powierzchnie, jako obwiednig¢ kul drugiej rodziny, widzimy, ze
cyklida jest obwiednig kul, przechodzgcych przez dwa pun-
kty state i stycznych do ptaszczyzny statej. Kule te sg wigc
réwniez styczne do plaszczyzny symetrycznej z pierwszg, wzgledem plaszczy-
zny prostopadtej do prostej, laczacej dwa punkty state, w srodku tej prostej.

Charakterystyczng osobliwoscig tych kul sq kota cyklidy, przechodzace
przez dwa punkty state i ktére dotykajg kazdej z dwoch plaszczyzn statych
na kole cyklidy, znajdujacem sie w tej ptaszczyznie. A wigc: cyklida jest
miejscem ko6t, przechodzgcych przez dwa punkty state i stycz-
nych do dwoch plaszczyzn statych, symetrycznych wzglgdem
ptaszczyzny prostopadtej do prostej, faczacej dwa punkty
state, w sSrodku tej prostej. Oczywistem jest, Ze w pewnych przypad-
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kach szczegdlnych dwa punkty stale moga sie zlewaé rowniez, jak i dwie state
ptaszczyzny.

Punkty stale sa punktami stozkowemi cyklidy, ptaszczyzny stale sa
plaszczyznami opisanemi. Poniewaz kazda rodzina kul zawiera dwie kule
o promieniu zero i dwie plaszczyzny, to cyklida posiada cztery punkty stoz-
kowe i cztery plaszczyzny opisane, rzeczywiste lub urojone, rézne lub zlewa-
jace sig. Bedziemy nazywaliosig pierwiastng cyklidy kazda z prostych,
taczacych dwa punkty stozkowe jednej i tej samej rodziny. Pomiedzy kulami
drugiej rodziny, ktére przechodza wszystkie przez te dwa punkty, znajduja
si¢ dwie plaszczyzny opisane tej rodziny, skad wynika, ze kazda z dwdch osi
pierwiastnych jest to prosta przecigcia si¢ dwéch plaszczyzn opisanych jednej
i tej samej rodziny. Sa one do siebie prostopadle i réwnoleglte do dwoch
prostych stalych, przez ktére przechodza plaszczyzny két odwzorowania ku-
listego.

Stad bezposrednio otrzymujemy, ze cyklida posiada dwie plaszczyzny
symetryi, z ktorych kazda przechodzi przez jedng z osi pierwiastnych i jest
prostopadta do drugiej w Srodku odlegtosci dwoch punktéw stozkowych, po-
tozonych na tej drugiej ptaszczyZnie. Kazda z tych plaszczyzn zawiera Srodki
wszystkich kul, przechodzacych przez punkty stozkowe, ktérych te ptaszczy-
zny nie zawieraja. :

8. (Cuklida jest powierzchnig analagmatyczna. Stoiek stycznpch w punkcie
stozkowym. [Mliejsce sSrodkéw knl jednej i tej samej rodzimy. Inwersya prze-
ksztatca cyklide na inng cyklide, poniewaz kotowe linie krzywizny przeksztat-
cajg si¢ na inne kota. Jezeli biegun inwersyi znajduje sie na jednej z osi
pierwiastnych i modul inwersyi jest odpowiednio obrany, wtedy wszystkie
kule, przechodzace przez punkty stozkowe, polozone na tej osi, przeksztalcajg
sig same na siebie — i cyklida si¢ odtwarza. Jest to powierzchnia analag-
matyczna. Jezeli biegun inwersyi jest w jednym z punktéw stozkowych,
to wszystkie kule, przechodzace przez ten punkt, przeksztalcaja sie na plasz-
czyzny, przechodzgce przez przeksztalcony drugi punkt stozkowy, polozony
na tej samej osi pierwiastnej, a poniewaz wszystkie te plaszczyzny muszg byé
styczne do kuli drugiej rodziny, to one owijajg stozek obrotowy, ktdry jest
przeksztalceniem przez inwersye cyklidy. Stozek ten staje si¢ walcem, jezeli
dwa punkty stozkowe zlewaja si¢. Wynika stad: stozek stycznych
w kazdym punkcie stozkowym jest stozkiem obrotowym, po-
niewaz kota, przechodzace przez punkty stozkowe, przeksztalcaja sie na two-
rzace stozka, tworzace kat staly z osia pierwiastna.

Twierdzenie to wynika rowniez z tego faktu, ze stozek, opisany wzdluz
kola krzywizny, jest obrotowy. Przy przejsciu do granicy stozek ten staje sie
stozkiem stycznych. Z powyzszego wynika jeszcze, ze kazda cyklida jest po-
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wierzchnig odwrotng wzgledem stozka lub walca obrotowego. Przetnijmy cy-
klidg jedng z jej ptaszczyzn symetryi (P). Kule, ktérych srodki sgq potozone
w tej plaszczyinie, przetng sie wedlug kot wielkich (C). Uwazajmy trzy
z tych wielkich két. W plaszczyznie (P) znajduja sie dwa kola (w) i (o),
styczne do tych trzech kél, z zastrzezeniem warunkow stycznosci. Sa to kota
wielkie dwoch kul stycznych do trzech kul, majacych za kota wielkie kota obra-
ne (C). Kule te nalezg zatem do drugiej rodziny i sq styczne do wszystkich
kul pierwszej rodziny. Wszystkie tedy kota (C) sa styczne do két () i (o),
a miejsce ich srodkéw, to jest miejsce $rodkow kul pierwszej rodziny, jest
stozkowg, posiadajgca ogniska w $Srodkach kot (e) i (o). Stad wnioskujemy,
ze cyklida jest obwiednia kul, majacych swéj Srodek w ptasz-
czyznie statej i stycznych do dwoéch két statych, poprowa-
dzonych na tej ptaszczyznie, — zawsze z temi samemi zastrzezeniami
co do rodzaju stycznosci. Jest rowniez oczywiste, ze jedno z két moze sig
sprowadza¢ do prostej lub do punktu.

Nadto dwie stozkowe, z ktérych kazda stanowi miejsce srodkéw kul jed-
nej z dwoch rodzin, sg ogniskowemi jedna drugiej. Istotnie, kazda kula S
jednej z rodzin dotyka wszystkich kul drugiej rodziny w punktach, znajduja-
cych si¢ na kole, wedtug ktérego kula (S) dotyka swojej obwiedniej. Proste,
taczace $rodek kuli (S) ze $rodkami wszystkich kul drugiej rodziny, przecho-
dza przez punkty stycznosci i tworza stozek obrotowy. Miejscem srodkéow
(S) jest wigc miejsce wierzchotkow stozkéw obrotowych, przechodzacych
przez stozkowa, miejsce Srodkéw kul drugiej rodziny, t.j., ogniskowg tej
stozkowe;j.

9. (uklida czwartego rzedn. Posiada onma dwie plaszczyzny opisane rze-
czywiste i dwie urojome. Powr6émy do odwzorowania kulistego, sktadajacego
sig z kol, ktorych plaszczyzny przechodza przez proste (D) i (E"), i zalézmy,
ze te dwie proste przecinaja swoja wspolng prostopadia w dwéch punktach
roznych. Kazda ptaszczyzna, opisana na cyklidzie, musi odpowiadac ptasz-
czyznie stycznej do kuli, poniewaz we wszystkich punktach stycznosci nor-
malne sg réwnoleglte. Otoz, z dwdch prostych sprzezonych (D) i (£") jedna
przecina kule, a druga jest zewnatrz tej kuli. Mozna wiec poprowadzic¢ przez
te proste do kuli dwie ptaszczyzny styczme rzeczywiste i dwie inne urojone.
Z drugiej strony, jezeli kierunek ptaszczyzny opisanej jest rzeczywisty, to
ta plaszczyzna jest réwniez rzeczywista, poniewaz musi przechodzi¢ przez
jedne z osi pierwiastnych powierzchni, ktdre sg obie rzeczywiste. Udowodni-
lismy wiec, Ze z posrod czterech ptaszczyzn, opisanych na cyklidzie, zawsze
dwie sq rzeczywiste i dwie urojone.

10. Roine ksztatty coklid czwartego rzedu. Mozemy teraz przejs¢ do
rozpatrzenia réznych ksztaltow, jakie moze przybiera¢ cyklida.
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Najprzod, jezeli jedna z prostych (D) lub (E") odsuwa sie w nieskoii-
czonos¢, to druga przechodzi przez srodek kuli, odwzorowanie kuliste skiada
si¢ z potudnikéw i réwnoleznikéw — i powierzchnia jest pier$cieniem
kolowym.

W_przypadku ogoélnym niech bedg (P) i (Q) dwie plaszczyzny opisane
rzeczywiste, przecinajace si¢ wedlug osi pierwiastnej (R). Druga o$ pier-
wiastna (7') jest prostopadta do osi (R). Przyjmijmy, ze nie przecina osi (R).
Przecina ona pfaszczyzny (P) i (¢)) w dwéch punktach 4 i B. Jezeli punkty
stozkowe, polozone na osi (7), sg 41i B, wtedy cyklida sprowadza sie do
kuli stycznej do (P)ido (¢)) w punktach 4 i B. Gdyby punkty stozkowe
byly zewnatrz odcinka 4 B, to wszystkie kule styczne do (2) i do () byly-
by urojone, i sama cyklida bylaby réwniez urojona. Zalézmy wiec teraz, ze
punkty stozkowe znajdujg si¢ migdzy 4i B. Miejscem punktéw stycznosci
plaszezyzny (P) z kulami, ktérych obwiednia jest cyklida, jest koto o $rod-
ku 4. Gdy promien p tego kota jest dostatecznie maty, kule styczne do
(P) przecinajg prosta 4B w dwéch punktach rzeczywistych, i cyklida ma
ksztalt scisnigtego z jednej strony pierscienia kolowego z punktami stozko-
wemi rzeczywistemi. Gdy promien p roénie, punkty A i B zblizaja sie, i jak
tylko koto o promieniu p stanie sie stycznem do osi pierwiastnej (R), te dwa
punkty stozkowe zlewaja sie¢ w srodku prostej 4 B. Wowczas cyklida jest
analogiczna z pierscieniem kofowym, utworzonym przez koto, obracajgce sig
okoto jednej ze swoich stycznych.

Gdy promiefi p rosnie dalej, pozostajgc mniejszym od odlegtosci pun-
ktu 4 od osi pierwiastnej (R), punkty stozkowe staja si¢ urojone, i cyklida
ma ksztalt pierscienia, ciefiszego z jednej strony, niz z drugiej. Gdy koto
o Srodku 4 staje sie stycznem do osi pierwiastnej (R), zmniejszenie grubosci
pierscienia staje sig takiem, ze w punkcie stycznosci ta grubos¢ sprowadza sie
do zera. Cyklida ma ksztalt wrzeciona, zagietego wzdtuz swojej osi, tak ze
punkty koncowe sie schodza. 4

Kiedy wreszcie koto o srodku A4 przecina os pierwiastng (R), punkty
stozkowe wystepuja w rodzinie kul, posiadajacych te 0§ pierwiastng, i cyklida
ma ksztalt dwoch wrzecion zagigtych jedno i drugie tak, ze ich punkty kon-
cowe sie schodza.

Dodajmy jeszcze, ze dwie osie pierwiastne przecinajg si¢ w punkcie,
w ktorym zlewajq si¢ wowczas punkty 4 i B. Kolo o srodku 4 jest zlozone
z dwoch czedci rownych, rozdzielonych przez os pierwiastng (R); dwa wrze-
ciona zagigte sq réwne, i cyklida przybiera trzecia plaszczyzne symetryi, ktora
jest plaszczyzng prostych (R) i (T).

'II. O cuklidach rzedn trzeciego. Powierzchnie, ktoresmy dotychczas
badali, s3 to powierzchnie rzedu czwartego, poniewaz ptaszczyzny, przecho-
dzace przez jedne z osi pierwiastnych, przecinajq je wzdtuz dwoch kol Roz-
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wazmy teraz przypadek, kiedy odwzorowanie kuliste skfada si¢ z kot, kto-
rych plaszczyzny przechodza przez jedng lub drugg z dwoch prostych (D)
i (E), prostokatnych i stycznych w jednym i tym samym punkcie kuli.
Witenczas dwie plaszczyzny opisane jednej i tej samej rodziny przystaja do
siebie, jak i dwie plaszczyzny styczne do kuli, poprowadzone przez pro-
sta (D). W kazdej rodzinie jest plaszczyzna opisana, i te dwie plaszczyzny
sa rownolegte. Dwie osie pierwiastne (R) i (T'), odpowiednio rownolegte
do (D) ido (E), sa to dwie proste prostopadle do siebie i potozone kazda
w jednej z plaszczyzn opisanych, naprzyktad, os (E) w plaszczyinie (P),
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i 0§ (T) w plaszczyznie (). Kule (S) przecinaja o$ pierwiastng (£) w dwéch
punktach 4 i B i sa styczne do plaszczyzny (). Miejscem ich punktow
stycznosci jest linia przecigcia tej plaszczyzny z plaszczyzna, prostopadia do
osi (R) w srodku prostej A B. Miedzy temi kulami sa dwie kule o promie-
niu zero, ktérych $rodki sa koniecznie potozone na linii miejsca punktow
stycznosci. Wynika stad, ze to miejsce jest osia pierwiastng (7'). W ten
sposob, kazda z dwdch plaszczyzn opisanych dotyka cyklidy wedtug osi pier-
wiastnej. Plaszczyzny symetryi sg to ptaszczyzny, przechodzace przez jedng
z osi pierwiastnych i prostopadte do drugiej osi.

Niech bedzie M N prostopadia wspodlna (Fig. 1) do dwéch osi pier-
wiastnych, [M na (R) i & na (7)]. Z posréd wszystkich kul (L), posia-
dajacych o$ pierwiastng (7'), jest jedna, majaca swodj Srodek o na prostej
MN i przechodzaca przez punkt M, w ktérym jest ona styczna do osi (R).
Kula ta przecina wediug kofa wielkiego ptaszczyzng (V'), przechodzaca przez
prosta MN i przez o (T') i ktdra obraliSmy za ptaszczyzng figury. Kule (S)
sq podéwczas kulami, majacemi swdj srodek w plaszczyznie (V') i sq styczne
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jednoczesnie do prostej (7') i do kota (w), przvczem styczno$é z tem kotem
pozostaje tego samego rodzaju o tyle, o ile kula pozostaje z jednej i tej samej
strony plaszczyzny opisanej, przechodzacej przez o§ (7'), zmienia za$ rodzaj
wtedy, kiedy kula przechodzi z drugiej strony plaszczyzny. Kule te musza
zawierac, jako przypadek graniczny, plaszczyzng prostopadla do (V), prze-
chodzacg przez (R). Miejscem $rodkéw tych kul jest parabola, majaca za
ognisko o i za kierownicg prosta réwnolegta do osi (7). Miejscem Srodkow
kul drugiej rodziny jest parabola ogniskowa pierwszej paraboli.

Niech bedzie jedna z tych kul rodziny (S). Jest ona styczna do kota (w)
i do prostej (7') w dwéch punktach Ci D, ktére, na mocy znanej wlasnosci
elementarnej, sa potozone w jednej prostej z punktem M. Rozwazana kula
dotyka wigc cyklidy wedlug kota o $rednicy CD, polozonego na plaszczy-
Znie prostopadtej do (7)), plaszczyZnie, istotnie zawierajgcej, jak to powinno
by¢, os pierwiastng (&), ktorej spodek jest w punkcie M. Cyklida jest wigc
miejscem tych kot O D, ktore sie otrzymuja przez obrot prostej okoto pun-
ktu M. Powierzchnie, w ten sposob otrzymane, sa rzedu trzeciego. Kazda
z nich jest w zupelnosci wyznaczona przez prosta (7T') i kolo (w), ktére jest
polozone w jednej i tej samej plaszczyZnie, ze wskazaniem tego z dwéch kon-
cow Srednicy kota (w) prostopadiej do osi (T"), ktéry winien odgrywac role
srodka obrotu.

12. Réine ksztatty cyklid rzedu trzeciego. Zalézmy z poczatku, ze kolo
(w) nie przecina prostej (7") i ze za $rodek obrotu jest obrany punkt kola,
najbardziej odlegly od prostej (7') (fig 1). Powierzchnia jest wowczas cat-
kowicie zawarta pomiedzy dwiema plaszczyznami opisanemi, przechodzacemi
przez punkty M i N. Ta powierzchnia ma ksztalt traby podwdéjnej, majace;j
swojg cze$¢ najwezszg wzdluz kola o srednicy EN, zawartego w plaszczyZnie
prostopadtej do (7'), pomigdzy (w) i (7"), i rozszerzajacej si¢ z obu stron
nieograniczenie. Moznaby jeszcze uwazac t¢ powierzchnig, jako utworzong
przez kota drugiej rodziny, znajdujace si¢ w plaszczyznach, przechodzacych
przez 0§ (T). Punkt M bedzie zastapiony przez punkt N, kolo (o) — przez
koto o Srednicy EN w plaszczyznie, prostopadtej do (V), i prosta (7') —
przez prosta (E). Tym sposobem znajdujemy powierzchnig, majaca ksztalt
traby podwdjnej z czescia najwezsza wzdtuz kola (w) i rozszerzajaca sig nie-
ograniczenie z kazdej strony plaszczyzny (V). Powierzchnia ta zawiera dwie
proste (7') i (R).

Jezeli kolo (w) jest styczne do prostej (7), to powierzchnia, majaca
ksztalt traby podwdjnej, skurcza si¢ w swojej najwezszej czesci tak, iz ta
czes¢ w koncu staje sig punktem stozkowym N. Jezeli zas rozpatrzymy kotla
tej samej rodziny, co i kolo (w), przekonamy sig, ze sa one wszystkie styczne
do prostej (7') w punkcie N. Stozek stycznych w punkcie stozkowym spro-
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wadza sig¢ do tej prostej. Przypadek ten jest rownoznaczny przypadkowi,

w ktérym koto (w) sprowadza si¢ do punktu.

Jezeli koto (w) przecina prostg (7)) w dwoch punktach 4 i B (fig. 2),
powierzchnia zawiera¢ bedzie dwie czesSci, majace ksztalt trgb, wychodzacych
z punktow stozkowych 41 B, i précz tego z czesci, majacej ksztatt wrzecio-
na, wgietego wewnatrz kuli (w) z drugiej strony (7).

Zakladajac teraz, ze koto (®) nie przecina prostej (7'), obierzmy za spo-
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Fig. 2.

dek prostej (R) punkt, najblizej potozony prostej (7); niech to bedzie
punkt E (fig. 1). Wowczas, jezeli rozpatrzymy kota drugiej rodziny, zajdzie
potrzeba zastapienia kota (w) kotem o $rednicy M N w plaszczyznie prosto-
padlej do (¥ ). Poniewaz ta ostatnia przecina o$ pierwiastng (R), ktorej spod-
kiem jest punkt K, cyklida bedzie miata ksztalt, jak w przypadku poprzed-
nim, — i dyskusya jest wyczerpana.

Wreszcie, jezeli dwie ptaszczyzny opisane przystaja do siebie, cyklida
sprowadza si¢ do kuli, majacej przy sobie ptaszczyzne dwoch osi pierwiast-
nych, jak to widzimy na figurze 2, zblizajac do siebie nieograniczenie punkty
MiN.

13. Przekroje plaskie cuklid. Zajmiemy sig teraz przekrojami plaskiemi
cyklid. Wszystkie kule jednej i tej samej rodziny, bedac opisane na powierz-
chni, przecinaja plaszczyzng sieczng (FP) wzdhuz kol, stycznych do przeciecia
ptaskiego. Krzywe te sa wigc obwiednia wsp6lng dwu rodzin két. Niech be-
dzie A punkt, w ktérym jedna z osi pierwiastnych cyklidy przecina plaszczy-
zne,sieczng (P). Punkt ten ma jednakowq potgge wzgledem wszystkich kot
odpowiednich, potozonych w plaszczyinie (P). Jezeli ten punkt A obierze-
my za biegun inwersyi o modulu réwnym potedze tego punktu, to kota nie
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ulegng zmianie, i wskutek tego ich obwiednia réwniez nie zmieni si¢. Ponie-
waz mamy dwie osie pierwiastne, to znaczy, ze przekroje plaskie cyklid sa
krzywemi podwdjnie analagmatycznemi.

Cyklida, bedac miejscem kot, zawiera réwniez kolo w nieskoficzonosci.
W cyklidach rzedu czwartego kolo to jest linig podwéjng powierzchni, pomnie-
waz kazda plaszczyzna, przechodzaca przez jedne z osi pierwiastnych, zawiera
dwa kota krzywizny, przecinajace sie w dwoch punktach cyklicznych tej plasz-
czyzny. Otéz widzimy, ze wszystkie przekroje ptaskie posiadajg jako punkty
podwdjne punkty cykliczne plaszczyzny siecznej. W cyklidach rzedu trze-
ciego koto w nieskoficzonosci jest linig pojedyncza powierzchni, poniewaz
kazda plaszczyzna, przechodzaca przez jedne z osi pierwiastnych, zawiera
tylko jedno kolo krzywizny; ale powierzchnia w nieskoficzonosci przecina po-
wierzchnie ponad to wediug prostej, polozonej w ptaszczyznach réwnolegtych
do ptaszczyzn opisanych. Wiec przekr6j, dokonany przez plaszczyzne (P),
ma za asymptoty dwie proste izotropowe plaszczyzny (P) i jedng réwno-
leglta do linii przeciecia plaszczyzny (P) z jedna z ptaszczyzn opisanych.
Punkty 4 i B, w ktérych plaszczyzna sieczna przecina dwie osie pierwiastne,
stanowig cze$¢ przekroju; styczna w tych punktach jest potozona w odpo-
wiedniej ptaszczyznie opisanej, i wobec tego, jest réwnolegta do asymptoty.

Powréémy do przypadku ogélnego: jezeli ptaszczyzna sieczna jest
styczna w punkcie M do powierzchni, wtedy punkt M jest punktem podwoj-
nym linii przeciecia, ktéry, w ten sposob, przedstawia wraz z punktami cy-
klicznemi trzy punkty podwdéjne. Przekroj jest wigc jednobiezny. Wniosek
ten utrzymuje si¢ w przypadku cyklid trzeciego rzedu. Kiedy wreszcie plasz-
czyzna jest podwdjnie styczna do cyklidy, wowczas mamy cztery punkty po-
dwoéjne na przekroju. Ten ostatni musi wiec rozpada¢ si¢ na dwie stozkowe,
ktore sq koniecznie kotami, poniewaz te stozkowe, jedna i druga, przechodza
przez punkty cykliczne. Wreszcie, inwersya wykazuje, ze, tak samo, kazda
kula podwdjnie styczna do cyklidy przecina sig z nig wedlug dwoch kél. Po-
zostalg czes¢ przeciecia stanowi kolo w nieskoriczono$ci, uwazane jako linia
podwojna. W przypadku szczegdlnym, kazda kula, przechodzaca przez dwa
punkty stozkowe, przecina cyklide wedtug dwdch kot.

Co sie tyczy cyklid rzedu trzeciego, to zauwazmy, ze plaszczyzny, row-
nolegle do plaszczyzn opisanych, przecinajg powierzchni¢ wedlug prostej
w nieskoriczonosci i wedtug stozkowej; ta ostatnia, o ile jest rzeczywista, jest
zawsze hyperbola, jezeli cyklida nie ma punktéw stozkowych rzeczywistych
(fig. 1). Jezeli punkty stozkowe sg rzeczywiste, przekrdj jest hyperbola, gdy
plaszczyzna sieczna przechodzi miedzy punktami M i N (fig. 2), — elipsa,
jezeli plaszczyzna sieczna jest polozona z drugiej strony prostej (7). Jezeli
plaszczyzna sieczna przechodzi przez punkt E, to, poniewaz Srodek stozko-
wej znajduje sie wiasnie w tym punkcie E, stozkowa sprowadza si¢ do
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dwoch prostych, ktére sg rzeczywiste w przypadku figury 1 i urojone w przy-
padku figury 2. Przekonamy sie zaraz, ze, wylaczajac osie pierwiastne, pro-
ste izotropowe i prostg w nieskoriczono$ci w plaszczyZnie réwnoleglej do
dwdch osi pierwiastnych, — powyzsze dwie proste (do ktérych sprowadza sig
stozkowa) sa jedynemi prostemi, znajdujgcemi sig¢ na powierzchni. Istotnie,
jezeli cyklida zawiera prosta (D), to zawiera¢ bedzie réwniez i prosta (D)),
symetryczng z prosta (D) wzgledem ptaszezyzny (V) figury 1. Wowcezas
ptaszczyzna (W) dwéch prostych (D) i (D) przetnie cyklidg wedlug trzeciej
prostej, ktéra zawiera¢ bedzie punkty cykliczne plaszczyzny (W). Bedzie to
wiec prosta w nieskoficzonosci. Ale powierzchnia nie zawiera Zadnej innej
prostej w nieskornczonosci, ponad te, ktéra jest polozona w plaszczyzinie
réwnolegtej do dwoch osi pierwiastnych. Wigc ptaszczyzna (W) jest rowno-
legta do dwoch osi pierwiastnych, i dwie proste (D) i (1) sa rzeczywiscie
takie, jak to wyzej powiedzieliSmy. Plaszczyzny podwojnie styczne do
cyklidy sg to plaszczyzny, przechodzace przez jedne lub druga z tych pro-
stych. Plaszczyzny te przecinaja cyklide wedlug kota, oprécz tej prostej.
Wreszcie kula podwéjnie styczna przecina cyklide wedlug dwoch két; pozo-
stala czes¢ przeciecia jest kotem w nieskoficzonosci.

ROZDZIAL 1IL

14. Uklad orfogonalny. Symetrya wzgledem trzech plaszczuzn prostokat-
nych. Przechodzimy teraz do budowy uktadu odwracalnego potrojnie ortogo-
nalnego. Bede zajmowal sie tylko ukladami rzeczywistemi. Rozwazajmy
z poczatku uktady, sktadajace sig z cykiid rzgdu czwartego, innemi stowy, te
uklady, ktére odpowiadaja przypadkowi ogélnemu odwzorowania kulistego.
Wiemy juz z wlasnosci tego odwzorowania kulistego, ze kazda cyklida uktadu
ma swoje dwie osie pierwiastne réwnolegte do dwdch z osi spéirzednych,
i wobec tego — swoje dwie ptaszczyzny symetryi rownolegte do dwoch plasz-
czyzn spotrzednych.

Niech bedzie (X) jedna z plaszczyzn symetryi cyklidy i (C') jedno z k6t
krzywizny tej cyklidy, ktorego plaszczyzna, prostopadia do (X'), moze nie by¢
w zatozeniu réwnolegta do zadnej z plaszczyzn spétrzednych. . Przez koto (C)
przechodzi cyklida drugiej rodziny, ktérej jedna z ptaszczyzn symetryi musi
przechodzi¢ przez o$ kola (C), polozona w ptaszczyznie (X). Na mocy
zalozenia ta o$ nie jest rownolegla do zadnej z plaszczyzn spétrzednych, réz-
nej od tej, ktora jest réwnolegla do (X). Wiegc plaszczyzna symetryi drugiej
cyklidy jest rowniez plaszczyzng (X). To samo zachodzi dla wszystkich in-
nych cyklid drugiej rodziny.

Przekonamy sie tak samo, ze druga plaszczyzna symetryi pierwszej cy-
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klidy réwniez bedzie ptaszczyzng wspélng symetryi wszystkim cyklidom trze-
ciej rodziny. Stad fatwo wnosimy, ze:

Plaszczyzny symetryi wszystkich cyklid sprowadzaja
sie do trzech plaszczyzn prostokatnych. Wszystkie cyklidy
jednej i tej samej rodziny sa symetryczne wzgledem dwéch
z tych trzech plaszczyzn statych. Kazda z tych trzech plasz-
czyzn jest ptaszczyzna symetryi, wspo6lna wszystkim cykli-
dom dwoch rodzin.

Obierzmy te trzy plaszczyzny za plaszczyzny spétrzednych. Poniewaz
istnieja dwie rodziny powierzchni symetrycznych wzgledem plaszezyzny
0XY, to zbior catego ukladu jest symetryczny wzgledem tej praszczyzny,
i poniewaz dla powierzchni trzeciej rodziny plaszczyzna ta nie jest plaszczy-
zng symetryi, przeto jest konieczne, by te powierzchnie byly parami syme-
tryczne wzgledem tej plaszczyzny.

15. Duwanascie pierscieni kolowuch: szes¢ rzeczywistych i szes¢ nrojonych.
Odwzorowanie kuliste jednej z cyklid sktada sie z kot, ktorych plaszczyzny
przechodza przez dwie proste prostokatne (D) i (E"). Jezeli jedna z tych
prostych jest odsunieta w nieskoficzono$é, odpowiednia cyklida jest pier-
scieniem kolowym. Kazdemu potozeniu prostych (D) i (E") odpowiadaja
dwie cyklidy réwne i symetryczne wzgledem plaszczyzny O X Y; poniewaz
kazda z dwoch prostych (D) i (E") moze by¢ odsunigta w nieskoriczonosc,
to kazda rodzina zawiera cztery pierscienie kolowe, parami symetryczne
wzgledem jednej z plaszczyzn spotrzednych. Wykazemy, ze z tych czterech
pierécieni kotowych dwa sg rzeczywiste i dwa urojone.

Uwazajmy cyklide symetryczna wzgledem plaszezyzny OXY i zat6z-
my, 2e plaszczyzna dwéch osi pierwiastnych (E), przez ktdre przechodza
dwie plaszczyzny opisane rzeczywiste, znajduje si¢ w plaszczyznie O XY
i jest rownolegia do OY. Te dwie plaszczyzny dotykaja cyklidy wedtug kof,
przez kazde z ktérych przechodzi cyklida drugiej rodziny. Ale ta druga cy-
klida musi by¢ normalna do ptaszczyzny (P), opisanej na pierwszej cyklidzie.
Wiec kula, ktéra przechodzi przez koto, potozone w plaszczyznie (P) i jest
opisana na drugiej cyklidzie, musi mie¢ swoj srodek w plaszczyznie (P),
i rozpatrywane koto jest to kolo wielkie tej kuli. Jezeli teraz uprzytomnimy
sobie to, co bylo powiedziane w §§ 7 i 8 o tworzeniu si¢ cyklid, przekona-
my sie, ze dlatego, aby kula dotykata cyklidy wedlug kota wielkiego, jest ko-
nieczne, by plaszczyzna tego kota wielkiego byla plaszczyzng symetryi cy-
klidy. Otéz plaszczyzna (P) jest to plaszczyzna symetryi drugiej cyklidy, a po-
niewaz plaszczyzna ta nie jest réwnolegta do zadnej z ptaszczyzn spotrzed-
nych, przeto jest konieczne, aby ta druga cyklida byta pierscieniem kolowym,
utworzonym przez obrét kola, potozonego w plaszczyznie (P) okolo prostej:
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potozonej w tej samej plaszczyznie i rownoleglej do jednej z osi spéirzed-
nych, innemi stowy — okolo prostej, rownolegtej do prostej (£), ktéra sama
jest réwnolegta do OY. Oprécz tego, poniewaz ta os pierscienia kolowego
znajduje si¢ w jednej z ptaszczyzn spotrzednych, przeto bedzie ona linig prze-
ciecia plaszczyzny opisanej (P) z ptaszczyzna O Y Z. Druga plaszczyzna opi-
sana (¢)) daje poczatek drugiemu pierscieniowi kolowemu symetrycznemu
z pierwszym wzgledem plaszczyzny O X Y.

W ten sposéb otrzymujemy: miejsce kot stycznosci ptaszczyzn
opisanych na cyklidach jednej i tej samej rodziny sktada sig
z dwéch pierscieni kotowych symetrycznych, dla ktérych te
kota sa liniami poludnikowemi. Wnosimy stad, ze wszystkie te kota
sq sobie rowne.

Plaszczyzny opisane urojone na pierwszej cyklidzie dadza poczatek, zu-
p.e{nie w ten sam spos6b, dwom pierscieniom kotowym, nalezacym do trze-
cn.ej rodziny cyklid, skad wiec wynika, ze kazda rodzina cyklid posiada dwa
pierScienie kotowe rzeczywiste i dwa urojone.

16. .Bndowa nkladn ortogonalnego. Budowa uktadu ortogonalnego nie
przedstawia teraz zadnej trudnosci. Uwazajmy dwa réwne pierscienie kotowe,
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majace swe srodki (i €' na osi OZ, osie réwnolegle do OY i symetryczne
wzgledem punktu poczatkowego. Polaczmy punkty Ci (" z punktem 4 osi
OX. Przez A poprowadzmy linie réwnolegla (R) do osi OY i uwazajmy
dwie ptaszczyzny (P) i (P'), przechodzace przez () i Ci (7, ktére przeci-
naja pierscienie kolowe wedtug két BD i B'D'. Cyklida drugiej rodziny be-
dzie obwiednia kul, dotykajacych dwéch plaszczyzn P i P’ wzdiuz k6t BD
i BD' (fig. 3, na ktorej jest przedstawiony tylko jeden z dwoéch pierScieni ko-
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towych, rzucony na plaszczyzne OXZ). Druga rodzina sklada sie ze
wszystkich cyklid, ktére otrzymuja si¢ przez nadanie promieniowi CBD
obrotu zupelnego. Z posréd tych cyklid wystepuja dwa pierscienie kotowe,
ktére otrzymujemy, odsuwajac punkt 4 w nieskoriczonos¢. Te ostatnie sq
symetryczne wzgledem plaszczyzny O ZY i posiadaja jako kota stateczne dwa
kota o $rednicach EF i F' F', albo G H, G' H', ktérych plaszczyzny sq row-
nolegte do ptaszczyzny OXY.

Trzecia para pierécieni kotowych otrzymuje sie przez obrot kazdego
z k6t statecznych pierwszego pierscienia kolowego okoto $ladu swojej ptasz-
czyzny na plaszczyznie OXY, sladu, ktory jest réownolegly do osi X; dwie
inne rodziny cyklid wywodza si¢ z tych dwéch par pierscieni kotowych tak
samo, jak druga rodzina otrzymana byta z dwoch pierscieni kotowych pier-
wotnych.

12. Uklad w fen sposéb wyznaczony jest rzeczuywiscie orfogonalny. Po-
zostaje wykaza¢, ze cyklidy w ten sposob otrzymane, istotnie przecinaja sig
pod katem prostym.

Cyklida, rozpatrywana na poczatku i majaca za plaszczyzny symetryi
ptaszczyzny OXZ i OXY, przecinala wediug kota BD pierscien kofowy
(), ktérego o$ jest rownolegtado OY. W ptaszczyznie O XZ prowadzimy
styczne w punktach B i D do két o promieniach C B i C D, ktore to styczne
przecinaja o§ OX odpowiednio w punktach IiJ; z tych dwoch punktow,
jako ze srodkéw, zakreslamy kota o promieniu B i JD. Te kota nalezg do
cyklidy omawianej i przecinajq si¢ w dwoch punktach L i L/, ktére sg dwo-
ma punktami stozkowemi tej cyklidy. Przez prostg L L' przechodzi ptasz-
czyzna, réwnolegia do plaszczyzny OY Z, przecinajgca cyklide wediug dwoch
kot (S)i(S’). Kazde ztych kot przecina pod katem prostym koto BD
w punkcie, ktérego rzut jest w srodku K odcinka BD i ktéry, wobec tego,
znajduje si¢ na kole statecznem pierscienia kotowego (C). Oprocz tego,
punkty przeciecia kofa (8) z kotami BD i B' D' sa koficami $rednicy kola
(S), poniewaz linie styczne w tych punktach do (S), potozone w plaszczy-
znach (P)i (). sa réwnolegte do osi OY. Wigc kolo (S), ktére ma za 0$
prosta, réwnolegla do 0 X, polozong na przecieciu plaszczyzny O XY z pla-
szczyzng stateczna pierscienia kolowego (), jest rownoleznikiem pierscienia
kotowego, majacego za o$ tg samg prosta, rownoleglya do O X, pierscienia,
nalezacego do trzeciej rodziny.

Oprocz tego, wykazemy, ze cyklida przecina ten pierscien kotowy pod
katem prostym. W samej rzeczy, kat dwoch powierzchni pozostaje niezmien-
nym wzdluz calego kota przecigcia, ktdre jest wspdlna linia krzywizny:
w punkcie za$, ktérego rzutem jest punkt K, plaszczyzng styczng do cyklidy
jest ptaszczyzna (P), ktoéra jest normalna do drugiego pierscienia kolowego,
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poniewaZ ona jest normalng do kota statecznego pierwszego pierscienia, kt6-
re to koto jest linig potudnikowa drugiego.

Zupelnie tak samo, kolo (') jest réwnoleznikiem drugiego pierscienia
trzeciej rodziny.

Wnosimy stad, ze kazda z cyklid, wyznaczona, jak to wyzej bylo wy-
tozone, przecina ortogonalnie kazdy z pierscieni kotowych rodziny, do ktérej
ta cyklida nie nalezy, wedlug linii potudnikowej, i kazdy z pierscieni kolo-
wych trzeciej rodziny—wediug réwnoleznika. Niech beda teraz dwie cyklidy,
nalezace do dwéch réznych rodzin. Te cyklidy przetna jeden z pierscieni ko-
towych trzeciej rodziny: jedna wedtug linii potudnikowej, druga wedlug row-
noleznika. W punkcie M, w ktérym przecinaja sie dwa kola, trzy powierzch-
nie sg ortogonalne, dlatego ze kazda z cyklid przecina piercienn kotlowy pod
katem prostym, i dwie krzywe przeciecia sg do siebie prostokatne.

Pozostaje wykazac, ze te cyklidy przecinajg sie wedtug kota.

Dia ustalenia uwagi, zalézmy, ze piericieri kolowy ma za o$ prosta,
rownolegty do OY i $rodek polozony na 0Z, jak to pokazuje figura 3.
Pierscienia tego plaszczyznami symetryi sq plaszczyzny OYZ i 0%X i na-
lezy on do rodziny, ktérej osie pierwiastne sa réwnolegle do OY i do OX.
Cyklida, ktéra przecina ten pierscien wedtug linii potudnikowej, ma jedne
ze swoich osi pierwiastnych réwnolegta do OY i polozona w plaszczyznie
OXY, adrugg — rownolegla do OZ i potozona w plaszczyznie OYZ. Cy-
klida, przecinajqca ten piersciefi kotowy wedhig réwnoleznika, jest symetrycz-
na wzgledem plaszczyzn OYZ i OXY. Jedna z jej osi pierwiastnych jest
rownolegfa do O X i polozona w plaszczyznie OX Y, druga jest rownolegta
do OZ i polozona w ptaszczyinie O XZ. Pierwsza cyklida przecina piersciefi
kolowy wedlug kota, ktérego plaszczyzna przechodzi przez o§ pierwiastna,
rownolegla do OX (ktorej rzut jest w A4 na figurze 3). Wiec drugie kolo cy-
klidy, przechodzace przez punkt M, lezy na plaszczyznie, kt6ra zawiera 0$
pierwiastna, réwnolegla do 0Z. Srodek tego kola jest wiec polozony na
ptaszczyinie OXY. Tak samo, druga cyklida przecina pierscien kotowy we-
diug rownoleznika, ktérego plaszczyzna, rownolegta do O X V wedtug prostej,
réwnolegtej do OX, ktéra jest jedna z osi pierwiastnych cyklidy. Wiec dru-
gie koto tej cyklidy, przechodzace przez punkt M, znajduje sie w plaszczy-
Znie, zawierajacej o$ pierwiastng, réwnoleglta do 0Z. Srodek tego kota jest
wigc rowniez potozony w plaszczyznie OX Y. W ten sposéb, dwa kota mu-
szg byc¢ styczne do normalnej pierScienia kotowego w punkcie M, potozone
w plaszczyinie réwnolegtej do OZ, przechodzacej przez te normalna, i wresz-
cie muszg mie¢ swoje Srodki w ptaszczyznie O X Y. Kola te zatem przystaja
do siebie, i dwie cyklidy przecinaja si¢ wedlug kola, ktore jest linig krzywizny
wsp6lng obu powierzchniom. Poniewaz te ostatnie sa ortogonalne w punkcie
M, to bedg ortogonalne wzdiuz calego kota przeciecia.
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18. Mliejsce punktéw podwdjnuch. Przekroje, nfworzone przez plaszczy-
ny spolrzednych. Zbiér calego ukladu jest symejfryc_zny w?cglth?m trzech
ptaszczyzn spoéhrzednych, poniewaz cyklidy jednej i te;lsamej rodziny sq sy-
metryczne kazda wzgledem dwéch z tych plaszczyzn i syn?etryczne parami
wzgledem trzeciej. Z posréd wszystkich tych cyklid jednej i tej samej rodzi-
ny wystepuje plaszczyzna, wzgledem ktorej te cyklidy sg symetryczne para-
mi. Naprzyklad, na figurze 3-¢j, cyklida, wyznaczona przez ko{o BD., spro-
wadza sie do ptaszczyzny O Y Z, jezeli promien OBD zlewa sig z osig 0Z.
Cyklida, symetryczna wzgledem plaszczyzny O XY, przecina tg plr-aszf-
czyzng wedtug dwoch kol, ktére przecinajg si¢ w dwoch punkta’ch G ! G,
bedacych punktami stozkowemi tej cyklidy. Przez kazde z tych kot powinna
przechodzi¢ cyklida drugiej rodziny, ktora to cyklida wla§'nn‘3 spfowadza sig
do ptaszczyzny OXY. Punkty G iG’ s3 to kola o promieniu réwnym zeru
rodziny linij krzywizny, réznej od rodziny dwéch kot poprzednich. .T.e pun%tty
musza wiec by¢ rowniez kolami o promieniu réwnym zeru trzecie| rodzm){
cyklid, skad wnosimy, ze dwie rodziny cyklid, symetrycz.nych wzglqde.n% tej
samej plaszczyzny spoirzednych, maja w tej ptaszczyznie ]edln?kowe: miejsca
swoich punktéw stozkowych. Z drugiej strony, cyklida drugiej rodzm‘y musi
przecinéé pierwsza omawiang cyklide wedtug kota, nalezacego do .te] samej
rodziny, co i dwa kota, potozone w ptaszczyznie O XY al.e wszyst%clfa te kgla
przechodza przez punkty G iG'; a wigc wszystkie cyklidy ('1r'uglej l’Olel:ly
przechodzg przez punkty G i G' i, wskutek tego — przez miejsce punktow
stozkowych wszystkich cyklid dwdéch innych rodzin. Odwrotnie, kazc}y |')unl'<t
przeciecia jednej z cyklid drugiej rodziny z piaszczyznq. O)_(Y zna‘]du]e. sie
na kole krzywizny, wspélnem tej cyklidzie i jednej z cyklid pierwszej rodzmy;
jest to wiec jeden z punktéw G lub G', przez ktory przechodza wszystkie
kota omawianej rodziny na cyklidzie rodziny pierwszej. . ]
Stad wnosimy: wszystkie cyklidy jedneji tej same]j roc'iza-‘
ny przecinaja ptaszczyzng spoéirzednych, wzglgdlem ktore._]
nie sa symetryczne, wedifug jednej i tej same] krzyw‘e],
ktéra jest miejscem punktéw stozkowych cyklid dw'c')ch in-
nych rodzin, ktére to punkty sa potozone wpowyzsze] ptasz-
czyznie. _ ’
Istniejg trzy z tych krzywych, po jednej w kazdejiz plaszczyzn spolrzed-
nych. Poniewaz kazda rodzina zawiera dwa pierscienie koiowe,' pr.zeto krzy-
we te stanowia czes¢ krzywych rzedu czwartego, ktore otrzymujg sig w prze-
kroju pierscienia kotowego przez plaszczyzng, réwnolegta do osi; s3 one sy-
metryczne wzgledem dwdch osi spétrzednych, potozonych w ptaszczyznie tych
krzywych. . :
Darboux spostrzegl, ze kazda z tych krzywych jest ogniskowg dwéch
innych, poniewaz wszelki punkt stozkowy cyklidy, bedac kula o promieniu
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rownym zeru, opisang na cyklidzie jest ogniskiem kaz j i
) ! ) azdego przekr -
g0 tej powierzchni. i Al o

ROZDZIAL V.

; 10. Rozw-aianie roznych przypadkéw. Majac na celu rozwazanie roz-
‘r:’ych przyp.adkow, moggcych sig przedstawi¢, zajmiemy sie badaniem mozli-
ych rozmieszczen trzech par pierscieni kotowych i ich igc

znami spétrzednych. ¢ L
; hPrzypomnijmy spbie, ze kazdy pieréciei kolowy przecina pierscien

rzec : plaszczyzn spotrzednych, wzgledem ktérego nie jest symetryczny
wzd}_uz krzywe].czwartegro rz?du, bedacej miejscem punktéw stozkowych’
wspolnyc!l cyklidom dwéch innych rodzin. Ksztatty tych trzech krzywyci;
wyznaczajg kazde z rozmieszczen, jakie moga si¢ przedstawiac.

} Oznacz.m‘y przez a promien Srodkowy pierscienia kotowego, innemi
stowy, promiei kola s.tat’ec‘:znego; Przez r promieni kota potudnikowego i przez
h odlegtosé srodka pl_ersmenia kotowego od punktu poczatkowego. Pierscien
kolowy ma p'unk‘ty' stpzkowa rzeczywiste, jezeli ¢ jest mniejsze od 7, i nie ma
tych punktow,’ jezeli a ]est_ wicksze od 7. Przekréj tego piers}ciénia przez
plas.,zczyzne;, row_'noleg%q do jego osi, polozong w odlegtosci A od jego $rodka
moze przedstawia¢ dos¢ znaczna rozmaitosé ksztaltow .

Niezaleznie od ksztattu, jaki moz letaé pierscies 5
il » Jaki moze przybiera¢ pierscien kotowy, przekrdj

ErOjOuY, ezl L L L LN e
phdkiem, jerell . b0 o o5 Uil h=a-1r;
krzywa owalng bez falistosci, jezeli a<h<a+tr i h>r—a

qua tem nalezy uwydatni¢, czy pierscien kotowy ma punkty stozkowe
rzeczywiste czy urojone, i w przypadku punktéw stozkowych rzeczywistych
czy koto stateczne jest wieksze lub mniejsze od kota wewngtrznego rc')\avnilm1
Jezeli punkty stozkowe sa urojone, mamy !

. s . (£>).’

1 przekrdj

jest: owalem falistym, jezeli . . . . . . . . | @ —1r< h<
« kKéztaltm B Jedeli + . o . . . . . . . . h=a-—r;

stanowig dwa owale rozdzielone, jeEeli: . . h<a—rvr
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Jezeli punkty stozkowe sa rzeczywiste i jezeli koto sta-

teczne jest wigksze od wewnetrznego kota réownika, innemi

stowy, jezeli

: ¥
d<r i r—a<ag; abo a> 5
przekroj
jest: owalem falistym, jezeli r—a<h<a;
, owalem z punktem odosobnionym w sSrod-
ku, jezeli h=r—a;
. owalem falistym z owalem pojedynczym
wewnagtrz, jezeli 10 ] CORR SN el Sl
h=0.

stanowia dwa kola, przecinajace sig, jezeli

Jezeli, wreszcie, koto stateczne jest mniejsze od kota
wewnetrznego réwnika, innemi stowy, jezeli

a<r—a, albo a,<;
przekrdj

jest: owalem bez falistosci z punktem odosob-

nionym w $rodku, jezeli . h=r—ua;

owalem bez falisto$ci z owalem pojedyn-
czym wewnatrz, jezeli .

»

ea=h<r—a;

owalem falistym z owalem pojedynczym
wewnatrz, jezeli ;

n

h<a;

stanowia dwa kota, przecinajace sig, jezeli =10

Rozpatrzmy dwa pierscienie kotowe, ktérych osie réwnolegie do OY
sg polozone w plaszczyznie OYZ. Druga para jest zlozona z dwoch pier-
scieni kotowych, ktérych osie s rownolegte do 0Z i ktore majg za kota sta-
teczne kola potudnikowe pierwszych pierscieni, potozone w plaszczyznach,
réwnoleglych do OXY: EF i G H na figurze 3-¢].

Oznaczajac przez a,, 7,, h, dtugosci dla tych pierscieni kotowych, od-
powiadajace dtugosciom @, 7, &, bedziemy mieli

A=, ¥y =N, h,=a.



162 Romuald Witwinski. (24)

Dla trzeciej pary rozumujemy w ten sam sposéb, wychodzac z drugiej
pary, wobec czego mozemy utozy¢ tabelke nastepujaca:

a; G, Oy r, ry Py By Ry, by
l=sza: Parady o s i s o @ r h
Zea PALE o ol e e oo ¥ h a
3.8, Ppara e ol pE e s s I a r

Pomijajgc na razie przypadek réwnosci, powiadamy, ze z trzech dtugosci
istnieje zawsze jedna, ktora jest wigksza od kazdej z dwdéch innych; niech ta
dtugoscia wieksza bedzie @:

a>r; @ > h.

Zawsze istnieje para pierScieni kotowych bez punktéw stozkowych rze-
czywistych, przecinajaca odpowiednig ptaszczyzne spotrzednych wzdiuz krzy-
wej rzeczywistej.

Nalezy odr6znia¢ naogdt cztery mozliwe przypadki:

1.4 h>a—7r i h>r;
28 r<<h<a—r,
co zaktada zachodzenie nierownosci

a>2r;
3(}
a—yr <<h<r,
co zaktada zachodzenie nieréwnosci
a<2r;
40
E<a—r i h<r.

Przypadek pierwszy
h>a—r, h>r.

Pierscienie kolowe pierwszej pary nie majg punktéw stozkowych rze-
czywistych i przecinaja odpowiednia ptaszczyzng spotrzednych wzdluz krzy-
wej falistej.

Dla drugiej pary mamy

r <R, r<a<r-t+h, a>k=h——r,
albo
i< ¥i a, <h <a,+r, hy >r,—a,.

Wigc pierscienie kotowe drugiej pary maja punkty stozkowe rzeczywi-
ste i przecinajg odpowiednia ptaszczyzne spotrzednych wzdluz owalu bez fa-
listodci.
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Przypadek drugi:
r<h<a—r.

Pierwsza krzywa sklada si¢ z dwoch owali rozdzielonych.
Dla drugiej pary mamy:

r < h i a>r—+h.
albo
G; <1y i hy > a, +71;.
Pierscienie kolowe drugiej pary majg punkty stozkowe rzeczywiste i ich
przeciecie z odpowiednia plaszczyzng spétrzednych jest urojone.
Dla trzeciej pary mamy:

h < a, r<a—~nh, r<h,
albo
gy < Ty, Ry < ¥, —t,, hy < @,.

Pierscienie kotowe maja punkty stozkowe rzeczywiste, i krzywa plaska
odpowiadajaca sktada sie z dwoch owali wewnetrznych, przyczem wigkszy
jest falisty.

Przypadek trzeci:
O6—r<h<T-

Pierwsza krzywa jest falista.
Dla drugiej pary mamy:

r>h i r<a<r-+h.
albo
a, > 1 i a < ki <a,+r,.
Pierscienie kotowe nie majg punktow stozkowych rzeczywistych, i krzy-
wa plaska odpowiadajaca jest owalem bez falistosci.
Dla trzeciej pary:

h<a, A a—h<r<a-th,

albo
a5 < T; h, > a,, Ty — Oy < By < 1y + Qy.

Pierscienie kolowe maja swoje punkty stozkowe rzeczywiste, i krzywa
plaska jest owalem bez falistosci.
Przypadek czwarty:

h<a—r, O i

Pierwsza krzywa sklada sig z dwdch owali rozdzielonych.

»
Prace mat-fiz., t XXV 11
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Dla drugiej pary:
r>h, a>r-t+h,
albo
ay > 1y, hy>a,+r.

Pierscienie kolowe nie majg punktow stozkowych rzeczywistych, i krzy-
wa plaska odpowiadajqca jest urojona.

Dla trzeciej pary

h<a, r<a—h, ry,
albo
Qy < 1y, hy <71, — @, hy, > a,,

Pierscienie kotowe maja swoje punkty stozkowe rzeczywiste, i krzywa
ptaska odpowiadajaca jest owalem bez falistosci z owalem pojedynczym we-
wnatrz.

Zbierajac to, co wyzej powiedziano, znajdujemy dla wszystkich czterech
przypadkow:

1°. Para pierscieni kolowych bez punktow stozkowych rzeczywistych
i dwie pary z punktami stozkowemi rzeczywistemi.

Krzywe plaskie: trzy krzywe rzeczywiste, z ktérych dwa owale faliste,
i jeden bez falistosci.

20, Para pierscieni kotowych bez punktéw stozkowych rzeczywistych
i dwie pary z punktami stozkowemi rzeczywistemi.

Krzywe plaskie: dwa owale rozdzielone, jeden owal falisty z owalem po-
jedynczym wewnatrz, krzywa urojona.

3°. Dwie pary pierscieni kolowych bez punktéw stozkowych rzeczywi-
stych, jedna para z punktami stozkowemi rzeczywistemi.

Krzywe plaskie: trzy owale, z ktorych jeden jest falisty.

49, Dwie pary pierscieni kolowych bez punktéw stozkowych rzeczywi-
stych, jedna para z punktami stozkowemi rzeczywistemi.

Krzywe plaskie: dwa owale rozdzielone, jeden owal bez falistosci z owa-
lem wewnetrznym, krzywa urojona.

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze nie istnieje nigdy wigcej, jak
jedna krzywa plaska urojona. Wnosimy stad, ze zadna z trzech rodzin cyklid
nie moze sktada¢ sie z cyklid, ktérych wszystkie punkty stozkowe sg urojone,
poniewaz, gdyby to istotnie miato miejsce, miejsca punktéow stozkowych cy-
klid tej rodziny, potozone w dwoch plaszczyznach spoirzednych, bylyby uro-
jone. W ten sposéb, kazda z trzech rodzin uktadu ortogonalnego sktada sig
badz to z cyklid, ktére wszystkie majg punkty stozkowe rzeczywiste, badz to
z cyklid, z ktérych jedne majg punkty stozkowe rzeczywiste, a inne maja tyl-
ko punkty stozkowe urojone.

20. Przgpadek, kiedy wszystkie cuklidy jednej i tej samej rodziny majg
swe punkty stoikowe rzeczgwiste. Znajdziemy teraz warunek, przy ktérym

(27) O ukladach odwracalnyeh powierzchni potrojnie ortogonalnych. 165

wszystkie cyklidy jednej i tej samej rodziny majq swoje punkty stozkowe rze-
czywiste. Mozna latwo zrozumie¢, ze wszystkie te punkty stozkowe rzeczy-
wiste znajduja sig na osiach pierwiastnych, réwnolegtych do jednej i tej sa-
mej osi spotrzednych, albo tez jedne znajdujq si¢ na tych osiach pierwiast-
nych, a drugie na osiach pierwiastnych, réwnolegtych do innej osi spé6irzed-
nych. k
Uprzytomnijmy sobie konstrukcyg, wskazang w N° 16 (fig. 3). Cyklida
majgca za plaszczyzne opisang plaszczyzng (P), ma za osie pierwiastne linig
rownolegla do OY, ktérej rzut jest w 4, i rownolegla do 0Z, poprowadzong
przez punkt K, $rodek linii BD; niech to bgdzie prosta KLR, przecinajaca
0$ 0X w punkcie B. Punkty stozkowe, potozone na pierwszej z tych osi pier-
wiastnych, znajduja sig na przecieciu tej osi z pierscieniem kotowym. Gdy
obracamy prosta (' 4 okoto punktu C, punkt A przebiega w zupetnosci o$
0X, z tem jednak zastrzezeniem, zeby Srodek pierscienia kotowego nie znaj-
dowat sie na osi OX. Jest wiec niemozliwe, aby prosta, ktorej rzut jest
w A, zawsze spotykala pierscien kolowy w dwoch punktach rzeczywistych.
Ot6z, jesli punkty stozkowe sg zawsze rzeczywiste na osiach pierwiastnych
réwnolegtych, to one beda znajdowaly sig na prostej K £. Te punkty stoz-
kowe sa to punkty przeciecia L i L' k6t o promieniu I B i JD, stycznych
do prostej AC. OS$ pierwiastna tych dwéch két jest prosta KR, a po-
tega punktu K wzgledem tych dwéch kot jest rowna KB? i réwniez
KL.KL'=KR? — RI?, skad

RI)=KR*—KB:.

Otéz, aby punkty L i L' byly rzeczywiste, wystarcza, by KR bylo wigk-
sze od KB. Trzeba najprzéd, by KR nie bylo zerem, innemi stowy, 0§ OX
nie powinna przecina¢ kota statecznego pierscienia kotowego. Wreszcie, je-
zeli bedziemy obracali prosta C4, KR bedzie miatlo wartos¢ najmniejsza,
kiedy CB bedzie skierowane w kierunku CO, i ta warto$¢ najmniejsza be-
dzie SO =h — a. Warunek szukany jest wigc:

h—a>r abo h>eae-47r,

czyli, ze pierscien kotowy, niezaleznie od swojego ksztaltu, nie moze przeci-
na¢ plaszczyzny OXY. Ta okolicznos¢ wystgpuje w przypadkach 2° i 4°,
gdy obierzemy nalezycie parg¢ pierscieni kotowych. W ten sposob, jezeli
jedna z rodzin sktada sig z cyklid, majacych wszystkie swoje punkty stozko-
we rzeczywiste na osiach pierwiastnych rownolegiych, to jedna z trzech krzy-
wych plaskich jest urojona, co zresztg bylo oczywiste, poniewaz puukty
stozkowe pierwszej rodziny, pofozone na drugiej osi pierwiastnej, sg wszyst-
kie urojone. Jesli zwr6cimy si¢ do N°-6w 2 i 4 powyzszego rozwazania, spo-
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strzezemy, ze jest to druga para pierscieni kotowych, ktora nie przecina pla-
szezyzny odpowiadajacej spotrzednych. Wigc jest to trzecia rodzina cyklid,
ktéra ma wszystkie swoje punkty stozkowe rzeczywiste, i miejscem tych pun-
ktow jest przekroj plaski pierwszej rodziny, sktadajgcy sig z dwoch owali 10z-
dzielonych, opisanych jeden przez punkt L, drugi przez punkt L'

Wreszcie, przypadek, kiedy wszystkie punkty stozkowe jednej i tej sa-
mej rodziny bylyby rzeczywiste, ale z ktérych jedne bytyby polozone na 0si
pierwiastnej, rownolegtej do jednej z osi spoirzednych, a inne na drugiej osi
pierwiastnej,— jest niemozliwy. Istotnie, zwracajac si¢ zawsze do figury 3-ej
spostrzegamy, ze trzebaby, ze kiedy punkty stozkowe znikajg na osi pier-
wiastnej, rownoleglej do OZ, te punkty wystepowaly na osi pierwiastnej,
réwnolegltej do OY. W ten sposob otrzymalibysmy dla tego przypadku gra-
nicznego cyklide, ktorej dwa punkty stozkowe zlewaja sig na jednej z tych osi
pierwiastnych, a dwa inne — na drugiej. Ot6z taka cyklida istniec nie moze.
Mozna zreszta zda¢ sobie sprawe z tej niemozliwodci na figurze 3-¢j, gdzie 0$
0X przecina kontur widoczny zewngtrzny pierscienia kotowego w punkcie 7
Punkty stozkowe wystepuja na osi pierwiastnej cyklidy, ktérej rzut znajduje
sie w S wtenczas, kiedy prosta C BD przybiera kierunek C'T'; ale wowczas
dlugosé¢ R K, ktora staje sig dtugoscia K’ B, jest mniejsza od pochytej K' T,
ktéra to pochyta jest réwna r,—tak ze, jesli przeniesiemy nieznacznie punkt
na lewq czesc¢ figury, otrzymamy cyklide bez punktéw stozkowych rzeczy-
wistych.

Zbierajac to, co wyzej powiedziano, wnosimy, ze, wyjawszy przypadek,
w ktérym jeden z pierscieni kotowych ma swéj srodek w punkcie poczatko-
wym sp6lrzednych, nie istnieje nigdy wigcej niz jedna rodzina cyklid, ktérych
wszystkie punkty stozkowe sa rzeczywiste. Te punkty stozkowe sa potozone
na osiach pierwiastnych réwnolegtych, i cyklidy tej samej rodziny naleza do
typu pierscienia kolowego znieksztatconego, z punktami stozkowemi rzeczy-
wistemi.

21. Przopadki szczegdlne. Przypadki graniczne sg dosc liczne; wylicze-
nie ich jednak byloby zmudne i mato ciekawe. Zresztg tatwo jest widziec,
czem stajg si¢ konfiguracye poprzednie, kiedy zastapimy jedne lub wiece]j
z nieréwnosci rownosciami. Ogranicze sie tutaj do rozwazenia kilku przy-
padkow szczegolnych:

Jesli jedna z diugosci jest réwna zeru, to ta dtugosé moze byc¢ 7 albo h.
Niech to bedzie h. Woéwczas pierwsza para pierscieni kotowych sktada sie
z dwéch pierscieni, do siebie przystajacych, bez punktow podwéjnych rzeczy-
wistych, i przecinajacych plaszczyzng O XY wedtug dwéch k6t rownych, nie
przecinajacych sie. Druga para sprowadza sig do két EF i G H (fig. 3, na
ktorej 0§ OX powinna by¢ przeniesiona na prosta HF'). Trzecia para spro-
wadza sie do dwoch kul, utworzonych przez obracanie si¢ kazdego z kot sta-
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tecznych pierwszego pierscienia kotowego okoto ich srednicy, réwnolegtej do
OX. Te dwie kule przecinaja ptaszczyzng O X7 wedtug jednego i tego sa-
mego .koia rzeczywistego. Rodzina cyklid, zawierajaca te dwie kule otrzy-
muje si¢ przez zastosowanie konstrukcyi N° 16 z parhy pierscieni koiowych
sprowadzonej do dwéch k6t EF i GH. Rodzina ta sktada sig z kul prze:
cho‘dzq‘cych przez kolo, potozone w plaszczyznie O X Z. Rodzina, ktdr:; otrzy-
muje si¢ z jednego tylko pierscienia kolowego, przedstawia te osobliwosé, ze
wszystkie cyklidy, z ktérych sktada sie ta rodzina, maja oS pierwiastng wsp;dl-
ng, ktérej rzut znajduje si¢ w €, i majg przeto dwa jednakowe punkty
sto:‘:kov\.re urojone w punkcie, w ktérym ta o$§ przecina piersciefi kolowy.
Wres'zme, trzecia rodzina skiada sig z cyklid, przechodzacych przez dwa kota
EF i G H. Wszystkie cyklidy, z ktérych skiada sie ta rodzina, majg réwniez
dwa ]edn?kowe punkty stozkowe urojone na osi OV, ktérej rzut jest w C.

Jesli r bedzie réwne zeru, wéwczas pierwsza para pierscieni kotowych
sprowadza si¢ do dwoch két, przecinajacych ptaszczyzne O XY w dwéch
punkt.ach odosobnionych na osi OX. Druga para sprowadza sie do dwéch
}'m_l, nie przecinajacych ptaszczyzny OXZ, i trzecia para — do jednego pier-
scienia kolowego, z punktami stozkowemi rzeczywistemi, przecinajgcego
plgsz_czyznq 0XZ wzdtuz dwéch kot réwnych, ktore zastepuja pierwsze pier-
scienie kotowe. Rodzina, ktorg otrzymujemy z dwoch kél, przez zastosowanie
konstrukeyi N° 16, sktada sie z kul ortogonalnych do tych dwdch két i maja-
cych za pfaszczyznq pierwiastng wspdlng plaszczyzne OY Z, ktora te kule
przecinajg wzdtuz jednego i tego samego kola urojonego. Rodzina, pocho-
d_zqca‘ z dwoch kul, skitada sie z cyklid, przechodzacych przez dwa kota i po-
S{ada]a,cych wskutek tego jako punkty stozkowe wspolue dwa punkty przecie-
cia tych kot z osig OX. Jest to rodzina, zawierajaca piersciefi kotowy,
i wszystkie cyklidy, z ktérych ta rodzina si¢ sktada, nalezg do typu pierécie;
ni:li kpfowego znieksztalconego. Wreszcie, trzecia rodzina, pochodzgca z pier-
s’c1em.a\ kolowego i zawierajaca dwa kota réwne, sklada sie z cyklid ksztattu
wrzeciona podwdjnego, majacych za wspodlne punkty stozkowe dwa te same
punkty osi OX.

J_es’li dwie diugosci sq réwne zeru jednoczesnie, h—=r=—0, to pierwsza
para pierscieni kolowych sprowadza si¢ do kota, potozonego w plaszczyznie
OXZI i majacego swoj srodek w punkcie poczatkowym; druga para sprowa-
_dza sig do' dwoch punktéw na osi OX, trzecia zas do jednej tylko kuli, ma-
jacej swé] srodek w punkcie poczatkowym. Rodziny, ktére otrzymujg sie
z kota i z dwoch punktéw, sg zlozone z kul, i trzecia rodzina sktada sie z cy-
klid, majacych trzy plaszczyzny symetryi.

Jest to zreszta jedyny przypadek, w ktérym spotyka sie ta osobliwosc;
apy cyk]ida miala trzy ptaszczyzny symetryi, jest konieczne, by dwie jej osie
pierwiastne przecinaly si¢. Na mocy konstrukcyi N 16 (fig. 3), bedzie wigc
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konieczne, aby punkt A zlewal sie z punktem R, a zatem i z punktem K,
co spelni sie, jezeli 0§ OX przecina koto srodkowe pierscienia kotowego,
i jezeli prosta 4 C przechodzi przez punkt przecigcia. Ale okolicznos¢ ta
moze zachodzi¢ dla wszystkich polozen prostej AC jedynie wtedy, kiedy
piersciefi kotowy sprowadza si¢ do kuli, majacej swéj Srodek na osi OX,
to jest, kiedy b =7 =20.

Najbardziej godnym uwagi jest przypadek, w ktérym trzy dlugosm sg
sobie rowne: @ =r = h. Wtedy wszystkie pierscienie kolowe sg rowne; te
pierScienie maja za linig¢ potudnikowa dwa réwne kota styczne, i miejsca pun-
ktéw podwdjnych sa to owale Cassini’ego, majgce swoje ogniska w odle-
glosci, réwnej promieniowi tych kot od srodka, o§ matg, réwng odlegtosci
ognisk, i promien krzywizny nieskoficzony w koficach tej matej osi.

W rozwazanym przypadku najbardziej interesujace jest to, ze wszyst-
kie cyklidy jednej rodziny sa odpowiednio réwne cyklidom dwoch pozosta-
tych rodzin. Pomiedzy temi cyklidami jedne sg z punktami stozkowemi rze-
czywistemi, typu znieksztatconego pierscienia kotowego, drugie sg bez pun-
ktéw podwéjnych rzeczywistych, trzecie zas sg z punktami podwdéjnemi rze-
czywistemi, typu, majgcego ksztalt wrzeciona podwojnego.

22. Rozmieszczenie cyklid jednej i tej samej rodzing. Powrécmy do przy-
padku ogdlnego. Cyklidy jednej i tej samej rodziny przedstawiajg godne
uwagi rozmieszczenia, ktérym nalezy poswiecic¢ stow kilka.

Sgq dwie rodziny cyklid, ktére skiadajg si¢ z powierzchni, majgcych
plaszczyznge OXY za plaszczyzng symetryi. Cyklidy jednej z tych rodzin
przecinaja te plaszczyzng kazda wzdtuz dwoch kot (w) i (g), majacych swoj
$rodek na osi OX. Ale te cyklidy sa parami symetryczne wzgledem plasz-
czyzny OYZ. W ten sposéb mamy dwie rodziny kot—rodzing kot (w) i ro-
dzine kot (p), przyczem kota kazdej rodziny sg symetryczne parami wzgle-
dem punktu poczatkowego 0. Cyklidy drugiej rodziny réwniei przecinajg
ptaszczyzne OXY wzdiuz dwdch rodzin két (') i (9'), majacych swoj sro-
dek na osi OY, przyczem kota kazdej rodziny s rowniez symetryczne para-
mi wzgledem punktu poczatkowego.

Trzeba, précz tego, aby kota (w’) byly ortogonalne do két (w), albo do
k6t (g): dajmy, ze do két (w). Wowcezas kota (v) begdg ortogonalne do
kot (¢'). W ten sposéb bedziemy mieli na plaszczyznie OXY dwie sieci kol
ortogonalnych (») i (o) z jednej strony, (¥) i (¢') z drugiej strony. Stad
wnosimy, ze punkt poczatkowy O bedzie mial jednakowa potege m wzgle-
dem wszystkich k6t (w), jednakowg potege — m wzgledem wszystkich kot
(o"), jednakowg potege n wzgledem wszystkich kot (g) i jednakowa pote-
ge — n wzgledem wszystkich kol (/).

Cyklida jest w zupelnosci wyznaczona przez kota (w) i () przy zacho-
waniu warunku, ze obierzemy jeden ze Srodkéw podobienstwa tych dwadch
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kot, S. Ta cyklida bgdzie miejscem kot opisanych w plaszczyznach, prosto-
padtych do plaszczyzny tych dwéch két i majacych za srednice odcinki EF,
taczace dwa punkty antihomologiczne. Niech beds (fig. 4) 4, B, C, D
punkty przecigcia dwoch két z prosta, laczacg srodki tych kél, wzietg za o$
0X, przyczem punkty antihomologiczne sg to punkty Ai D, BiC.

Na mocy powyzszego, dla wszystkich cyklid tej samej rodziny bedziemy
mieli

04.0B=m, 0C.0D=mn.

Ale rozwazana cyklida przecina plaszczyzne 0 ZX wzdtuz két, majacych
za Srednice AD i BC. Wiec dla wszystkich cyklid tej samej rodziny bedzie-
my mieli jeszcze:

0A.0D=w, OB.0OC=n/,
przy zachowaniu warunku
mn=m'n"=04A.0B.0C.0D.

W ten sposéb widzimy, ze wszystkie cyklidy jednej i tej samej rodziny
i wobec tego, uklad ortogonalny w catosci jest zupelnie wyznaczony przez

1

trzy liczby m, n, w/, tak samo, jak byl wyzej wyznaczony przez trzy licz-
by a, r, h. Wartos¢ m istotnie pozwala wyznaczy¢ koto 4 B, jezeli jest
dany srodek; warto$¢ m' pozwala wyznaczy¢ polozenie punktu D na osi OX
i warto§¢ n — wyznaczy¢ polozenie punktu C, co w zupelnosci wyznacza
figure. Dla otrzymania calej rodziny nalezy przemieszcza¢ srodek kota A B.

Otoz, tak samo uktad w cato$ci jest zupelnie wyznaczony,
jezeli jest dana jedna cyklida i punkt O na jednej z osi pier-
wiastnych tej cyklidy.

Latwo jest zbudowa¢ wowczas jeden z pierscieni kotowych, ktéremi po-
stugiwalismy si¢ w konstrukcyi N° 16.

Istotnie, rozpatrzmy (fig. 4) dwie ptaszczyzny, opisane na cyklidzie da-
nej, ktére przecinajg sie wzdtuz prostej, ktérej rzut znajduje si¢ w S, iz kto-
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rych jedna dotyka két (4 B) i (€' D) odpowiednio w punktach H i K. Prosta
SHK przecina OY w punkcie 7. Wykreslamy w ptaszczyznie OX Y dwa
kota o $rodku (7) i o promieniu 7H i TK, odpowiednio ortogonalne do
k6t (AB) i (CD). Pierscien kotowy szukany ma swoja o$, réwnolegla do
0Z, ktorej rzut znajduje si¢ w 7. Roéwnik tego pietScienia sklada sig z kot
TH i TK, a jego linia potudnikowa jest kolem, majacem za Srednicg HK,
i polozonem w plaszczyznie, prostopadlej do piaszczyzny OXY.

23. Uktady ortogonalne, sktadajace sie z cuklid rzedn frzeciego. Zajmie-
my sie teraz uktadami ortogonalnemi, ktoérych odwzorowanie kuliste skiada
sie z kot, ktore wszystkie przechodzq przez jeden i ten sam punkt kuli. W tym
przypadku wszystkie powierzchnie jednej i tej samej rodziny majg jednakowe
odwzorowanie kuliste, sktadajace sig z kot, przechodzacych przez punkt kuli
i stycznych w tym punkcie do jednej lub do drugiej z dwdch prostych prosto-
katnych, polozonych w plaszczyznie stycznej do kuli i przechodzacych przez
punkt stycznosci. Widzielismy juz (N° 11), ze cyklidy odpowiednie s rzedu
trzeciego i ze posiadajg one kazda dwie plaszczyzny, opisane wzdtuz prostej
i réwnolegte do ptaszczyzny stycznej do kuli w punkcie, przez kitéry przecho-
dza wszystkie kota odwzorowania kulistego. Te dwie proste sa réwnolegie
do prostych (D) i (E), okoto ktérych obracaja sig ptaszczyzny kot odwzoro-
wania kulistego i wszystkie linie krzywizny cyklid rodziny odpowiedniej sq
kotami, ktérych ptaszczyzny przechodza przez jedne z tych prostych. W od-
wzorowaniu kulistem ukladu ortogonalnego istniejg trzy sieci kot ortogonal-
nych, po jednej dla kazdej rodziny, i szes¢ prostych odpowiednich sg réwno-
legle do trzech osi spétrzednych, przyczem dwie proste, odpowiadajace jednej
i tej samej rodzinie, s styczne do kuli w jednym z koficéw jednej ze Srednic
kuli, réwnolegtych do osi sp6trzednych.

Stad juz z tatwoscia wynika, ze wszystkie plaszczyzny, opisane na cyKkli-
dach, sa réwnolegte do jednej z plaszczyzn spétrzednych i wszystkie proste
stateczne sa réwnolegte do jednej z osi spétrzednych. Nast¢pnie mozna be-
dzie dowies¢, jak to w N° 14, ze wszystkie cyklidy jednej i tej samej rodziny
sq symetryczne, kazda wzgledem dwoch z ptaszczyzn spolrzednych i syme-
tryczne parami wzgledem trzeciej ptaszczyzny. Uktad tedy moze by¢ zbudo-
wany w sposob nastepujacy:

Nakreslmy w plaszczyznie OX Y prosta M N (fig. 5), rownolegla do
0Y i przecinajaca O X w punkcie C, i kolo, majace swoj srodek na osi OX
i przecinajace t¢ o§ w punktach 4 i B. Jedna z cyklid pierwszej rodziny be-
dzie wyznaczona przez to koto i t¢ prosta, jezeli obierzemy 4 lub B za spo-
dek innej prostej, statecznej. Te proste stateczne sa jednoczesnie osiami
pierwiastnemi cyklidy. Naprzyktad, jezeli poprowadzimy prosta 4 DE, prze-
cinajaca kolo A B w punkcie I) i prosta M N w punkcie K, to cyklida bg-
dzie miejscem ko6l, majgcych swoje plaszczyzny, prostopadle do plaszczyzny
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O XY i majacych DE za srednice — jezeli prosta 4 DE obraca sie okolo
punktu 4. Ta sama cyklida moglaby jeszcze by¢ wyznaczona przez koto
plaszczyzny O X Z, majace C'B za Srednicg, prosta réwnolegla, poprowadzo-
ng przez punkt 4 do osi OZ, i punkt C, jako srodek obrotu

Jedna z cyklid drugiej rodziny przejdzie przez koto o srednicy ED i bg-
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Fig. 5.

dzie symetryczna wzgledem plaszczyzny 0XY. Ale pierwsza cyklida jest
obwiednia kul, ktérych kola wielkie, polozone w ptaszczyznie OXY, sa
styczne do kota A B i do prostej M N. Jedna z tych kul ma za koto wielkie
kolo, styczne w punkcie I do kola AB i w punkcie E do prostej MN.
Woéwezas kula ortogonalna, opisana na drugiej cyklidzie, bedzie miata swoj
srodek w punkcie F przeciecia prostej M N ze styczng w punkcie D do kota
AB. Ta druga cyklida, zawierajgca koto DE, bedzie miala jedng ze swych
osi pierwiastnych w plaszczyznie, przechodzacej przez prosta DE i prosto-
padiej do plaszczyzny figury, a poniewaz ta 0§ pierwiastna powinna by¢ row-
nolegta do jednej z osi spéirzednych i potozona w jednej z plaszczyzn spol-
rzednych, przeto osia ta bedzie prosta, réwnolegta do OZ, majgca rzut
w punkcie 4’ przeciecia prostej DE z osig 0Y. Druga o$ pierwiastna
bedzie rownolegta do osi 0 X. Wigc ta druga cyklida bedzie wyznaczona
przez o$ pierwiastna, réwnoleglg do 0 X, srodek obrotu A’, polozony na osi
07Y, i kolo, potozone w ptaszczyinie OX Y, przechodzgce przez A" i majace
swoj srodek na osi 0Y. Cyklida jest wowczas w zupelnosci wyznaczona.
Istotnie, srodek obrotu A’ jest, jak to juz widzieliSmy, W przecieciu
prostej ED z OY. Poniewaz 0s pierwiastna jest styczna do kuli o srodku
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w punkcie potozonym na kole D E, to ta o$ przechodzi koniecznie przez punkt
E; jest to prosta, réwnolegta do osi O X, przeprowadzona przez E i przecina-
jaca OY w punkcie C'. Wreszcie, koo przechodzgce przez A’ w plaszezy-
znie OXY, musi przechodzi¢ réwniez przez punkt D, poniewaz ED jest
srednicg jednego z kot cyklidy, ktérego ptaszczyzna jest prostopadia do pla-
szczyzny OX Y. Wigc kofo to przetnie OY w drugim punkcie B/, ktéry po-
wstaje z przecigcia osi OY z prosta BD, prostopadlg do ED. Koto to, jak to
by¢ powinno, jest istotnie styczne do kola o srodku F, poniewaz jest ortogo-
nalne do kofa A B, a to dlatego, ze te kolo jest opisane na tréjkacie 4’ DB,
ktorego boki sg odpowiednio prostopadie do bokéw tréjkata A DB, na ki6-
rym jest opisane koto 4 B; wynika stad, ze mozna przejs¢ od jednego do
drugiego przez homotetyg, po ktdrej nastepuje obrét na kat prosty.

Obracajgc prosta A’DE okolo punktu A’/, zbudujemy w ten sposéb
wszystkie cyklidy drugiej rodziny. Cyklidy trzeciej rodziny otrzymamy w ten
sam sposob, zastgpujac odpowiednio kolo 4 B prost4 M N i srodek obrotu
4 w plaszczyinie OX Y, przez kolo BC, prosta réwnolegla do 0Z, prze-
prowadzong przez punkt 4, i $rodek obrotu C w plaszczyznie O XZ. Wresz-
cie cyklidy pierwszej rodziny mozna zbudowa¢ w ten sam sposéb, wychodzac
z jednej z cyklid drugiej lub trzeciej rodziny.

24. UKlad jest istotnie ortogonalny. Zeby stwierdzi¢, ze uklad, w ten
sposob utworzony, jest rzeczywiscie ortogonalny, uwazajmy punkt M cykli-
dy poczatkowej. Przez ten punkt przechodzg dwa kota krzywizny DE i 8e.
Jedna cyklida drugiej rodziny przechodzi przez DE, jedna cyklida trzeciej
rodziny przez de, i te dwie cyklidy przecinaja ortogonalnie, na mocy tej
samej konstrukcyi, powierzchnie poczatkowa. Poza tem s3 one do siebie or-
togonalne w punkcie M, poniewaz ich przecigcia DE i 3¢ na cyklidzie po-
czatkowej sa prostopadie.

Ot6z, powtarzajac, z tatwemi modyfikacyami, rozumowanie, ktérem sie
koriczy N° 17, dowiedziemy, ze kazda cyklida drugiej rodziny przecina kazda
cyklide trzeciej rodziny ortogonalnie wedtug kota krzywizny, i odwrotnie.

Zal6zmy teraz, ze pierwsza rodzina byla zbudowana zapomocy cyklidy
(¢'y) rodziny drugiej. Ta cyklida (C,) przecina jedne z cyklid (C,) rodziny
trzeciej wzdtuz kota krzywizny (S,). Niech bedzie N punkt kota (8,). Przez
ten punkt N przechodza na dwéch cyklidach (C,) i (C;) dwa inne kota krzy-
wizny (S;) i (S,), i styczne do tych trzech k6t w punkcie N tworza tréjscian
0 trzech scianach prostopadtych dlatego, ze cyklidy (C,) i (Cy) sa ortogonal-
ne i ze kola krzywizny jednej i tej samej cyklidy sq ortogonalne. Jedna z cy-
klid (C,) rodziny pierwszej przechodzi przez koto (8,) i jest ortogonalna do
cyklidy (C,). Wiec jej plaszczyzna styczna zawiera styczna do (S,) i jest
prostopadta do plaszczyzny stycznych do két (S;) i (S;). Jest to wigc jedna
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ze §cian tréjscianu o trzech Scianach prostopadtych, i trzy cyklidy sa ortogo-
nalne w punkcie N. _ s
Rozumowanie N° 17 wykazuje, ze cyklidy (Cy) i (C;) przec'ma]a‘ sig we-
diug kota i ze wzdluz tego kola sg one ortogona.lne. W ten qusob, wsz_y§tk1e
cyklidy rodziny pierwszej przecinajg ortogonalnie cyklidy ‘rodz_my trze.c1'ej.
Uwazajmy wreszcie dwie cyklidy (Cy') i ((,7._,,’) ¥0dzm? pierwszej i fcrze-
ciej, przecinajace sig ortogonalnie wedtug kota 5 )i pos1ad’a]qce d.wa inne
kota krzywizny (Sy)1 (S,). Wiemy juz, ze przez koto (S,"), pokozc:nepna
cyklidzie (C,"), przechodzi cyklida drugiej rodziny, or.togonalna do (Cy")- ((1)-
wtarzajac rozumowanie poprzednie, dowiedziemy, ze jest ona ortogona_ln; 0
(C,"), tak ze kazda cyklida drugiej rodziny jestlortogonfalna do wszystkich cy-
klid pierwszej rodziny. W ten spos6b dowdd jest ukonczony.
Konstrukcya, wskazana w N° 23, wykazuje, ze (.1mga cykhda_ ]es't W ZU-
petnosci wyznaczona przez koto D E, poltozone na pler}v?,ze] cyl_dndme., skad
wynika, Ze rodzina druga jest wyznaczona w zupehlos_m przez jedng i tylko
jedng cyklide rodziny pierwszej; lecz poniewaz wszys.tkle cy?&hdy drugiej ro-
dziny sa ortogonalne do wszystkich cyklid rodziny pierwszej, przeto zn?]wu
mozemy znales¢ te samg drugg rodzing, jezeli zagtosm‘en%y.konstrukcyq N° 23
do jednej dowolnej z cyklid rodziny pierwszej i, ogélniej = u?dad lquelny
moze byé wyprowadzony, zapomoca konstrukcyi po.wstze], - ]edfle] i tylko
jednej cyklidy, jezeli tylko bedzie dany jednocz.er:".me_poczatek sp6trzednych
na prostopadiej wspoélnej do osi pierwiastnych tej cyklidy.
25. Rozmieszczenie cyklid. Rzeczywistosc pnnkiép) _st_uikowgch_. 'Nasu-
wajq sie¢ dwie wazne uwagi, dotyczace ksztaitow cyklid i ich przeciec z pla-
znami spoirzednych.
SZCZyRozwaiapnia tZ:\I" 3118, dotyczace punktéw stozkowych cyklid rz:;d.u czwar-
tego, stosuja sie bez zmiany do cyklid rzedu trzeciego, ale te ostatnie przeci-
najg wzdtuz krzywych stozkowych plaszczyzny, rownolegle do plaszczyzn,
isanych na cyklidach. A zatem: . '
g st(szystkiey cyklidy jednej i tej samej rodziny przecinaja wzdiuz ],ed_ne]
i tej samej stozkowej te z trzech plaszczyzn spélr‘zgdnych, wzgl'edem ktore] tE
cyklidy nie sgq symetryczne. Stozkowa ta jest miejscem p,m.lktow stpz_kow;;c
dwéch innych rodzin, potozonych w powyzszej plaszczyznie. [st?le]q w e;
spos6b trzy stozkowe, potozone kazda w jednej z p%aszczyzn spolrzqdnyc y
z ktorych kazda jest ogniskowa dwu innych. Jedna jest ehpsq rzeczyw1§t?,
polozona, naprzyktad, w ptaszczyznie O Y Z i majacq swe‘ogmska rzeczywiste
na osi 0Z; druga — hyperbola, potozona w ptaszczyznie O-XZ, majaca za
wierzchotki rzeczywiste ogniska poprzedniej elipsy, i za ogqlska r_zeczyww..te
wierzchotki tej samej elipsy na osi OZ. Trzecia stozkowa Jest thpsa urojo-
na, potozona w ptaszczyznie O XY i majaca jako wierzchotki ogniska urojone
poprzednich elipsy i hyperboli.
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Whnosimy stad, ze zadna z cyklid uktadu nie ma punktéw stozkowych
rzeczywistych w plaszczyzinie O Y Z,

Bedziemy nazywali rodzing pierwsza cyklid te rodzing cyklid, ktére maja
plaszczyzny opisane, rownolegle do plaszczyzny O Y Z. Te cyklidy wszystkie
przechodza przez elipsg, polozona w powyzszej plaszczyznie, i maja swe pun-
kty stozkowe rzeczywiste na hyperboli, polozonej w plaszczyZznie 0ZX
i majacej za 0§ poprzeczng oS OZ. Dwie osie pierwiastne tych cyklid sg
rownoleglte do OY ido OZ. Ta ostatnia przecina zawsze hyperbole. Ot6z
cyklidy pierwszej rodziny majg wszystkie swe punkty stozkowe rzeczywiste
na osiach pierwiastnych réwnolegtych, co zreszta wynika réwniez z tego fa-
ktu, ze te cyklidy dajg w przecigciu plaszczyzng O Y Z przekrdj eliptyczny.

Cyklidy drugiej rodziny beda te, kt6rych plaszczyzny opisane sg réwno-
legle do plaszczyzny OZX. Przechodza one przez hyperbole powyzsza i maja
swe punkty stozkowe na elipsie; ale o$§ pierwiastna réwnolegta do osi OX
moze zajmowac wszystkie mozliwe polozenia, jak to wynika z konstrukcyi
N°® 23; a wigc o$ ta przecina elipse, lub nie przecina jej w dwéch punktach
rzeczywistych. Ot6z cyklidy drugiej rodziny majg swe punkty stozkowe juz
to urojone, juz to rzeczywiste na osiach pierwiastnych réwnolegtych. Pomie-
dzy temi cyklidami sa dwie, ktérych punkty stozkowe sie zlewaja.

Wreszcie, trzecia rodzina zawiera cyklidy, ktorych osie pierwiastne sg
rownolegte do OX i do OY; cyklidy te przecinaja plaszczyzne O XYV wzdtuz
elipsy urojonej, i majg swoje punkty stozkowe jedne na elipsie, inne na hy-
perboli. Poniewaz cyklida ma nie wigcej niz dwa punkty stozkowe rzeczy-
wiste, jezeli o$ pierwiastna, rownolegla do O X, przecina hyperbole,— przeto
0§ pierwiastna rownolegta do OY nie przetnie hyperboli. Ale moze sie
zdarzy¢, ze zadna z'tych dwdch prostych nie przecina stozkowej odpowiedniej,
i to musi zachodzi¢ koniecznie dla niektérych cyklid rodziny, poniewaz,
W przeciwnym razie, mielibySmy przypadek graniczny, w ktérym jedna z pro-
stych bytaby styczna do elipsy, a druga do hyperboli, to jest mieliby$my cy-
klide, majgca dwa punkty stozkowe podwdjne, co jest niemozliwe.

W ten sposdb, nie istnieje rodzina, ztozona wytgcznie z cyklid bez pun-

ktow stozkowych rzeczywistych, wyjawszy jeden przypadek szczegélny, o kto-.

rym nizej pomowimy.

ROZDZIAL V.

26. Zwigzki metryczne. Oznaczmy przez @, &, ¢ odciete odpowiednie
trzech punktéw 4, B, C, polozonych na osi 0X (fig. 5); przez a/, ¥', ¢'—
rzedne punktéw A', B/, (', polozonvch na osi OY odgrywajacych role
jednakowe w jednej z cyklid drugiej rodziny; wreszcie przez @', b, e

(37) O ukladach odwracalnych powierzchni potrojnie ortog_unalnych._ 175

oznaczmy polozenie punktow analogicznych A", B”, (", potozonych na osi
0% i odpowiadajacych jednej z cyklid trzeciej rodziny.

1°. Wszystkie kota o $rednicy A’ B, bedac ortogonalne do kota 4B
i do kola symetrycznego z niem wzgledem osi OY, maja os OX za os pier-
wiastng; oprocz tego, potega wspdlna w punkcie O wzgledem wszystkich
tych k6t ma te samg warto$¢ bezwzglgdna, co i potega tego samego punktu O
wzgledem kota 4 B, lecz rézni sig znakiem:

0A'. OB =—0A.0B, albo a'b=—ab.
20, Na mocy twierdzenia Thalesa, mamy:
0C' AE _AC
gAr T A4 T AG)
= oc’ A Sr v Kich evklid
co dowodzi, ze stosunek 04 pozostaje niezmiennym dla wszystkich cykli

drugiej rodziny. Z ostatnich réwnosci wyprowadzamy:

co, po pomnozeniu przez réwnanie powyzsze, daje:
e =bec—ab.

Wynika stad, ze iloczyny @/b’ i #'c' pozostaja statemi dla wszystkich
cyklid drugiej rodziny. Podobniez dla kazdej rodziny otrzymamy dwa iloczy-
ny, ktére pozostang niezmienne.

Kladziemy

(1) ab=m, bec=n.

Dla drugiej rodziny bedziemy mieli:

(2) a'bl=—m, be=n—m.
Tak samo, dla trzeciej rodziny otrzymamy:

(3) a't'=m —mn, el =-—n.
Wezmy pod uwage rowniez, ze kazdy z trzech stosunkow

ocC ocr ocg”
@) 04’ . 64’ ud"
zachowuje wartosc¢ stala.
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Powrdcimy jeszcze nieco dalej do zwigzkow, zachodzacych pomigdzy
wartosciami tych trzech stosunkdw.

Widzimy, ze uklad ortogonalny jest w zupelnosci wyznaczony przez
dwie liczby m in. Jest on réwniez wyznaczony, jak to widzieliSmy wyzej,
przez jedng z trzech stozkowych ogniskowych, bedacych miejscami punktéw
stozkowych; wyznaczenie zalezy réwniez od dwoch parametrow.

27. Przypadki szczegdlne. Jeden z parametréw m lub n jest zastapio-
ny w jednej z dwéch drugich rodzin przez m —mn. Przypadki szczegdlne,
ktéremi obecnie zamierzamy si¢ zajac, sa to przypadki, w ktérych jeden
z tych parametrow staje sig¢ zerem: m =0, n =0 lub m =n. Lecz, ponie-
waz zawsze mozna zatozy¢, ze rodzina, majgca jeden parametr réwny zeru,
jest rodzing pierwsza, i Ze mozna zamieni¢ wzajemnie punkty 4 i B, uwa-

Y
/g: -
/R E
I / \\
Al
nb@a ¢ X

Fig. 6.
zajac jeden lub drugi, jako pochodzacy z dwéch sposob6éw generacyi cyklidy
przez swoje linie krzywizny kolowe —to wystarcza zatozy¢
m=ab=0.
Wtedy zerem moze by¢ albo @, albo 4.

Zatézmy z poczatku, ze
a=20.

Figura 5 przybiera wéwczas posta¢ figury 6. Widzimy, ze punkt 4
zlewa si¢ z punktem 4’, co jest zgodne z réwnaniem
o =—m=0.
Co do cyklid rodziny trzeciej, to one otrzymujg sie, zastepujac w kon-

strukeyi punkt 4 przez punkt C, o§ OY przez 0§ 0Z, i prosta CM przez
0s 0Z. Figura 6 przybiera wowczas postac figury 7.

(39) O uktadach odwracalnych powierzchni potrojnie ortogonalnych. i 177

Widzimy, ze A” zlewa sid z C"', co jest zgodne z réwnaniami (3), ktore
przybieraja postac
al! bH’ — /)H C” =—n,
skad:
a'l = ¢,

przyczem n jest rézne od zera. Srodkiem obrotu jednej z cyklid (C;) jest
punkt A"

-
N

Fig. 7.

Otoz cyklidy rodziny trzeciej, ktérych plaszczyzny opisane zlewajg sig,
sprowadzajg si¢ do kul ortogonalnych z kotem o Srednicy BC, polozonem
w ptaszczyznie O XY, majacych swoje srodki na osi 0Z i przechodzacych
koniecznie przez jedno i to samo koto ptaszczyzny O X Y.

Jedna z krzywych ogniskowych jest tem wlasnie kotem o $rodku O, po-
tozonem w plaszezyznie OXY, co fatwo stwierdzi¢ bezposrednio na figu-
rze 6, gdzie H jest to jeden z punktéw stozkowych cyklidy (C,). Mamy:
OH?=0C .0B =¥'¢' = const., jak to widzielismy wyzej.

Poniewaz wszystkie cyklidy dwoch pierwszych rodzin muszg przecina¢
ortogonalnie wszystkie kule peku, ktéry stanowi rodzine trzecia, wnosimy
stad, ze wszystkie te cyklidy przechodzg przez dwa wierzchotki tego peku,
ktére to punkty w ten sposob sg dwoma punktami stozkowemi wspélnemi
wszystkim tym cyklidom. Sg to wiasnie te dwa punkty stozkowe, do ktérych
sprowadzajq sig¢ dwie pozostate ogniskowe.

Mam
5 be="bc¢ =n.

Jezeli n jest dodatnie, B i C znajdujg sie z jednej strony punktu O,
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ktory zlewa sig z punktem A (fig. 6). Cyklidy pierwszych dwdéch rodzin bedq
miaty punkty stozkewe urojone w plaszczyznach, réznych od ptaszczyzny
0XY, iw takiej to ptaszczyznie jedne cyklidy beda miaty punkty stozkowe
urojone, drugie — punkty stozkowe rzeczywiste, w zaleznosci od tego, czy
punkty 4, B, C lub 4', B/, (" nastepuja po sobie w porzadku 4 B(' czy
czy ACB. Poniewaz istniejg punkty stozkowe rzeczywiste, to kule trzecie;
rodziny przecinaja plaszczyzne OXY wzdluz kola rzeczywistego. Latwo
znajdziemy, ze promien tego kota jest réwny ¥Vn.

Jezeli n jest ujemne, punkty B i C znajdujg sie¢ po jednej i po drugiej
stronie punktu A4; kule przecinajg ptaszczyzng O X Y wzdiuz kota urojonego,
i cyklidy dwoch innych rodzin majg wszystkie punkty stozkowe rzeczywiste
na osi 0Z.

Jezeli teraz zatozymy, ze b =0, z réwnan (1) otrzymamy, 2ze m in sq
rowne zeru, przeto na mocy rownan (2)i (3), ze & i 8" sa réwniez réowne
zeru. To wyraza ten fakt, ze wszystkie cyklidy uktadu przechodzg przez
punkt poczatkowy.

Na figurze 5-ej punkt B musi zlewac sie z punktem O. Otéz, ponie-
waz stosunek 8:461 jest niezmienuy, wszystkie cyklidy jednej i tej samej ro-
dziny sq homotetyczne, i, poniewaz jest to prawda dla trzech rodzin, przeto

ukiad caly nie zmienia sig, jezeli poddamy go przeksztalceniu homotetyczne-
mu, majacemu za $rodek punkt O.

Cyklida dowolna mie¢ bedzie swe punkty stozkowe urojone, jezeli pun-
kty 4 i C znajduja si¢ po obydwdch stronach punktu B, i— rzeczywiste —
jezeli A1 C znajdujg sie po jednej stronie punktu B. Wskutek homotetyi,
to samo rozmieszczenie bedzie zachowane dla wszystkich cyklid jednej i tej
samej rodziny, tak ze kazda rodzina sklada si¢ badzZ to z cyklid bez punktow
stozkowych rzeczywistych, badz to z cyklid z punktami stozkowemi rzeczywi-
stemi na jednej i tej samej osi pierwiastnej.

Niech beda w ptaszczyinie OXY (fig. 8) punkty 41 C, potoZone po
obu stronach punktu poczatkowego na osi 0OX, ikolo o srednicy 04. To
koto i punkt C wyznaczaja cyklide rodziny pierwszej, ktérej punkty stozko-
we sg urojone. Cyklida ta przecina plaszczyzne O YZ wzdituz dwdch pro-
stych OU i OU’, i, poniewaz wszystkie cyklidy pierwszej rodziny sq homo-
tetyczne wzgledem punktu O, to przechodza wszystkie przez te dwie proste.
jak to istotnie by¢ powinno, poniewaz te cyklidy przecina¢ musza ptaszczyzne
OY Z wzdtuz jednej i tej samej stozkowej, sprowadzajacej sie tu do dwéch
prostych OU i OU’.

Stosujac tedy konstrukcye N° 23, nalezy poprowadzi¢ przez punkt 4
sieczng dowolng A D E, ktéra przecina koto w punkcie D, i w punkcie F
rownolegig do osi OY, poprowadzona przez punkt ('. Punkt A’ znajduje
si¢ ma przecieciu prostych DE i OY, punkt C’ jest rzutem punktu E na

(41) Orﬂﬁiadach 2(_1_\:_\{@;1]_113‘;11 powierzch
EZ}OI’._ Sé\féwcza’s jedna z cyklid drugie; rodziny bedzie wyznaczona przez
migao srednicy iB w plaszczyznie OX Y i prosta EC'. Cyklidar'ta bedzie
dta swoje punkty stozkowe rzeczywiste na j {
: : prostopadtej do ptaszczyzn
tO'X;[L ]?o'prowz?dzonej przez punkt 4’; miejsce punktow stozkof:rych cyljliz
€] drugiej rodziny skfadac sie bedzie z prostych OU i oy, Wreszciey zu

12 ’
- | &
J =
Al N
1

Lmif
,/‘ fries
/ "‘ \ I
.

Fig. 8.

éje}me _tak samo prze:konamy sig, ze cyklidy rodziny trzeciej réwniez mie¢ be-
4 swoje pu;}ktéf stozkowe rzeczywiste na tychze prostych. Zbierajac to, po
wiemy, ze ukiad skladac sie bedzie z jednej i ) dhades
: ' ’ ) ) rodziny bez punktéw stozk h

rzeczymstyc’h iz dwoch. rodzin z punktami stozkowemi rzeczywistemi i
0 tGddybyls.rgly zatozglt. ze pierwsza rodzina ma punkty stozkowe rzeczywi
» 10 doszlibysmy do tego samego wniosky i ; :
STy » poniewaz byloby to 1d -

znaczne obraniu 2a pierwszg rodzing tej rodziny, ktérg my n:zyw);n;rrgxgz

28. Zwiazki pomiedzy trzema stosnnkami.

. ' Do te :
mozna dojs¢, szukajac zwiazkow, zachodzacych po it

migdzy trzema stosunkami

oc oc ocr
047 | OFEIN P
Kladziemy s
oc 04 1

~=h, skad = £
0OA X 1 W

Rysunek 5 daje dla przypadku ogélnego

0C _AE _AC 404 0c
OF ~ZF = o= Ty =1k

Prace mat.-fiz., t. XXVII
, 12
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1

Dla rodziny trzeciej, nalezy zastapi¢ C przez 1, czyli h przez i
otrzymamy wigc
zymamy wig oor 1
oA T

Ostatecznie, dla stosunkéw, odpowiadajgcych trzem rodzinom, mamy:

; 1
h 1 W 3
; 1
1—*h 1 h*:l 5
L dds B
h R
Jezeli zalozymy
o L T e
T 1—n T
to bedzie
BRI A =—==1,

co dowodzi, ze co najmniej jeden stosunek jest ujemny. Niech tym stosun-
kiem bedzie h; wowczas b/ i h/' sg dodatnie. Istnieje przeto zawsze jeden
stosunek ujemny i dwa dodatnie.

W przypadku szczegdlnym, kiedy punkt poczatkowy znajduje sig
w pnnkcie B, wartosci ujemnej liczby h odpowiadajg cyklidy bez punktow
podwoéjnych rzeczywistych, i odwrotnie. Wigc, w tym przypadku szczeg6l-
nym, istnieje jedna rodzina cyklid bez punktéw podwojnych rzeczywistych
i dwie inne — z punktami stozkowemi rzeczywistemi.

29. LUktady odwracalne, skladajgce sie ze stoikéw i walcow. Pozostaje
uwydatni¢ przypadek, kiedy odwzorowanie kuliste jest jednakowe dla wszyst-
kich powierzchni jednej i tej samej rodziny i kiedy tréjscian pozostaje nieru-
chomym, gdy bedziemy zmieniali jeden z parametrow, naprzyktad w. Przy
zmienianiu wielkosci w, plaszczyzny, styczne do kazdej z dwoch powierzchni
u = const. i v=const., pozostaja te same, i linia odpowiadajgca jest prosta,
poniewaz jej styczna pozostaje niezmienna. Kazda z tych dwoch powierzchni
jest wiec rozwijalna; poza tem jest stozkiem albo walcem obrotowym, ponie-
waz linie krzywizny drugiej rodziny sa kotowe. Ostatecznie, uklad sktada sig
z dwéch rodzin stozkéw obrotowych ortogonalnych o wspélnym wierzchotku
i z kul wspétsrodkowych, majacych swoj Srodek w wierzchotku wspélnym,
albo z dwdch rodzin walcéw obrotowych ortogonalnych okofo jednej i tej
samej osi i plaszczyzn, przez tg o$ przechodzacych.

(43) O ukladach odwracalnych powierzchni potréjnie ortogonalnych. 181

30. Wszystkie ukiady orfogonalne, skladajace sie z cuklid, powstajg przez
inwersue z ukladdw odwracalnych. Zauwazmy najprzéd, ze, przeksztalcajac
przez inwersyg ukiad odwracalny, otrzymujemy istotnie uktad ortogonalny,
zlozony z cyklid, ktéry w ogélnosci nie bedzie juz odwracalny. Powiadam,
fie, st(?sujqc inwersye, mozna otrzymacé wszystkie uklady ortogonalne, sktada-
jace sie z cyklid.

W samej rzeczy, niech bedzie dany taki uktad. WidzieliSmy juz w N° 18,
?e kazdy punkt stozkowy cyklidy, bedac kolem o promieniu réwnym zeru,
jest réwniez punktem stozkowym cyklidy drugiej rodziny i ze nalezy do
wszystkich cyklid trzeciej rodziny jako punkt zwyczajny. Te uwagi i wnioski,
ktc').re z nich wyprowadzamy, mianowicie, ze wszystkie cyklidy jednej i tej sa-
mej rodziny przechodza przez jedne i ta samg krzywa, i ze trzy krzywe, w ten
spos6b otrzymane, sa ogniskowemi jedna drugiej, stosuja sie zaréwno do
uktadéw nieodwracalnych.

Jezeli rozwazymy dwie cyklidy, przecinajace sie ortogonalnie wzdluz
kola w sgsiedztwie punktu stozkowego, to stozki, opisane na tych cyklidach
wzdluz tego kota, bedg réwniez ortogonalne. Stozki te sa obrotowe, ich
0sig obrotu jest o$ kola przeciecia tych stozkow. Wiec, w granicy, stozki
stycznych w punkcie stozkowym dwéch cyklid beda stozkami obrotowemi
dodatkowemi, majgcemi przeto o$ jednakowa.

Niech bedzie S, (fig. 9) punkt stozkowy wspélny dwém cyklidom (C,)
i (C5) dwoch ostatnich rodzin; S, drugi punkt stozkowy cyklidy drugiej ro-
dziny i 8," punkt stozkowy cyklidy trzeciej rodziny. Zaktadamy, ze proste
$,8," 1 8,8,” sa rézne. Niech bedzie réwniez S, X 0§ wspélna dwém stoz-
kom stycznych. Nakreslmy dwa kola 8S,’ i S,8,”, styczne do prostej S; X.
Kazde z nich tworzy kat jednakowy ze wszystkiemi kotami cyklidy odpowied-
niej, przechodzacemi przez punkty S, i S,’ albo przez punkty S, i S,”. Be-
dziemy nazywali te kola ,kotami osiowemi“.

Przez kazde koto cyklidy (C,), przechodzace przez S, i8,/, przechodzi
cyklida (C,) pierwszej rodziny, przecinajaca cyklide (C;) wzdiuz kola, prze-
chodzgcego przez punkty S,i8,” i ortogonalnego do kola poprzedniego.
Otéz, poniewaz dwa stozki stycznych o wspélnym wierzchotku S, sa dodat-
kowe, to dwie tworzace prostopadle tych dwéch stozkéw sg w jednej plasz-
czyinie z osig wspolng S, X. Niech (v,) bedzie jedno z két cyklidy (C),
przechodzace przez punkty S;1i8,". Ptaszczyzna, przechodzaca przez prosta
S, X istyczna w punkie S; do kola (w,), przecina stozek stycznych cyklidy
(C5) wzdiuz dwéch tworzacych, z ktérych jedna jest prostopadia do stycznej
kota (@,). Kolu (w,) odpowiada wigc na cyklidzie (C,) jedno jedyne koto
(ws), przechodzace przez punkty S, i S8, i styczne do tej tworzacej, istnieje
zatem cyklida (C,), przechodzaca przez kofa (w,) i ().

Dwa kota osiowe, bedac styczne do siebie, sa polozone na jednej i tej
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samej kuli (¥), ktéra moze sprowadza¢ sig do ptaszczyzny, i ktérej. plaszczy-
“zna styczna w punkcie S, przechodzi przez prosta S, X. Kula ta, jako prze-
chodzaca przez dwa punkty stozkowe kazdej z dwdch cyklid (C,) i (Cy), prze-
cina kazda z nich wzdluz dwoch kot (N” 13): ("), (0,”); (wy), (vy'), ktore
sa parami ortogonalne, poniewaz plaszczyzna styczna do kuli (X) prze-
chodzi przez prosta S; X. Naprzyktad, koto (»,’) jest ortogonalne do kota
(wg)) i koto (»,”) do kota (w;"). Oprécz tego, poniewaz piaszczyzna styczna
do kuli (£) przechodz: przez prosta S, X, to kula ta jest ortogonalna w pun-
kcie S, do kazdego z dwéch stozkow stycznych, a przeto ortogonalna do kaz-
dej z dwoch cyklid (C,) i (''s) wzdtuz calej dfugosci két (o’). Wynika stad
ze kula (E) jest podwojnie opisana na kazdej z dwéch cyklid (C)') i (C,"),
z ktérych jedna przechodzi przez kota (o)) i (vy/), druga — przez kota
(w,”") i (wy”"). Ale cyklida nie moze by¢ opisana na jednej i tej samej kuli
wzdtuz dwdch kot krzywizny réznych rodzin, nie stajac si¢ sama kulg. Wigc
dwie cyklidy (C,”) i (C,") sprowadzajg sie do kuli (Z).

W ten sposéb, kazda z trzech rodzin cyklid zawiera jedne kulg. Te trzy
kule sg ortogonalne i kazda z nich jest ortogonalna do wszystkich cyklid kaz-
dej z dwoch rodzin, do ktérej sama nie nalezy. Linie ogniskowe, miejsca
punkiéw stozkowych, sg potozone na kazdej z tych kul.

Wezmy tedy za biegun inwersyi jeden z punktéw wspélnych trzem ku-
lom. Kule te przeksztalcaja sig¢ woéwczas na trzy ptaszczyzny prostokatne,
z ktorych kazda jest ortogonalna do dwdch rodzin cyklid. Sg te wigc plasz-
czyzny symetryi. Poniewaz osie cyklid sa do nich prostopadie, to one beda
réwnoleglte do krawedzi tréjscianu o trzech sScianach prostopadtych, utworzo-
nego przez te trzy plaszczyzny symetryi. Odwzorowanie kuliste ukfadu beg-
dzie tedy odwzorowaniem kulistem ukfadu odwracalnego, i uktad sam bedzie
odwracalny wzgledem samego siebie, poniewaz, dlatego, zeby uklad byt od-
wracalny, wystarcza, by jego odwzorowanie kuliste posiadato t¢ wlasnos¢, ze
wszystkie linie krzywizny sg kotami (N" 5).

Godzi sie zauwazy¢, ze jezeli trzy kule majg swe punkty wspdlne uro-
jone, inwersya i uktad odwracalny sg rowniez urojone.

31. Przppadki szczegdlne. Zalézmy teraz, ze trzy punkty S,, S/, S,”
sa w linii prostej i ze osig wspolng dwoéch stozkow stycznych o wierzchotku
S, jest prosta S; X, rozna od prostej S;, S/, S,”. Stozek stycznych w pun-
kcie S, jest symetryczny wzgledem plaszczyzny symetryi, zawierajacej oS
pierwiastng §'S,’. Wigc jego 0§ OX jest potozona w tej plaszczyznie. Otéz
ptaszczyzna (P), zawierajaca dwie proste S;S,'S,” i S, X, jest plaszczyzng
symetryi, wspolng dwom cyklidom (C,) i (C;), i dwa kota osiowe s3 potozone
w tej plaszczyznie, ktora zastepuje kule ustgpu poprzedniego. Rezuitat nie
ulegt zmianie.
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Przyjmijmy wreszcie, ze o S, X zlewa si¢ z prosta S,S,’S,” i ze ta
osobliwos¢ zachodzi dla dwéch cyklid dowolnych dwéch ostatnich 1odzin,
aby unikna¢ powtérzenia rozumowania poprzedniego przez obranie dwoch
innych cyklid.

Widzimy wowczas bezposrednio, ze dwa kola osiowe sg zastapione przez
prostg §;S,'S,”. Kota nieskoriczenie mate, polozone w sgsiedztwie z pun-
ktem S,, maja swoje plaszczyzny réwnolegle, co odsuwa w nieskorniczonos¢
jedng z osi pierwiastnych cyklidy. Oto6z, wszystkie cyklidy dwéch ostatnich
rodzin s3 obrotowe i obrét ten dokonywac sie winien okolo tej samej osi,
poniewaz cyklidy te przecinajg sie wzdluz réwnoleznikow. Rodzina trzecia
sktada sig¢ z ptaszczyzn potudnikowych.

Jezeli dokonamy inwersyi dowolnej, ptaszczyzny potudnikowe staja sie
kulami, przechodzacemi przez kolo stale i tworzacemi przeto pek. Réwnolez-
niki stajg si¢ kotami ortogonalnemi do kul peku. Te réwnolezniki przecho-
dza wigc wszystkie przez dwie kule peku o promieniu réwnym zeru, i wszyst-
kie cyklidy dwéch ostatnich rodzin majg dwa punkty stozkowe wspélne. Te
samg wiasnos¢ posiadaly wigc i cyklidy pierwotne; wowczas inwersya, majg-
ca za biegun jeden z tych punktéow stozkowych, daje dwie rodziny stozkéw
obrotowych ortogonalnych i kule spétsrodkowe, co w gruncie rzeczy stanowi
jeszcze uktad odwracalny.

32. Ukiady ortogonalne, posiadajace jedne rodzine kul i dwie rodzing cyklid.
Jezeli zastosujemy inwersyg, wychodzac z uktadu odwracalnego ogélnego,
znajdziemy uklad ortogonalny, zlozony z trzech rodzin cyklid z trzema krzy-
wemi ogniskowemi, potozonemi na trzech kulach, z ktérych jedna, dwie lub
trzy mogq stawac sig¢ ptaszczyznami. Jedyne przypadki szczegdlne, ktdre na-
lezy rozpatrzy¢, sa te, w ktérych jedna albo dwie rodziny sprowadzajq sie do
kul lub do plaszczyzn. Zamiast otrzymywania ich przez inwersye z uktadu
ortogonalnego, dogodniej bada¢ je wprost. Zwazmy z poczatku, ze wszystkie
kule jednej i tej samej rodziny tworzg pegk, poniewaz kazda z nich jest orto-
gonalna do nieskoficzonej liczby kul, z ktérych kazda jest opisana na jednej
z cyklid dwdoch innych rodzin. Poza tem, kazde koto krzywizny cyklidy do-
wolnej musi by¢ ortogonalne do wszystkich kul peku, i wskutek tego musi
przechodzi¢ przez dwa wierzcholki tego pgku; wynika stad, ze wszystkie cy-
klidy majg za plaszczyzng symetryi plaszczyzng pierwiastng peku kul. Wresz-
cie, cyklidy muszg przecina¢ tg plaszczyzng pierwiastng wzdtuz sieci ortogo-
nalnej. Mozna wigc zbudowac uklad ortogonalny, jak nastepuje:

Nakresimy w plaszczyZnie () sie¢ ortogonalng, ztozona badz z két,
badz z prostych, i wezmy dwa punkty 4 i B rzeczywiste lub urojone, syme-
tryczne wzgledem plaszczyzny P. Jakakolwiek cyklida jednej z dwéch pierw-
szych rodzin bedzie miejscem kot, przechodzacych przez punkty 4 i Bi opie-
rajgcych sig na jednej z linij sieci. Rodzina trzecia jest to pek kul, zawiera-
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jacy punkty A i B, jako kule o promieniu réwnym zeru. Zauwazy¢ nalezy,
ze cyklidy dwéch pierwszych rodzin przecinajg plaszczyzne (P) wzdiuz dru-
giej sieci, ktora jest odwrotnoscig pierwszej wzgledem spodka H prostej 4 B
na plaszczyznie P wedtug modutu, réwnego — HA®

Jezeli sie¢ sktada sie z dwdch pekow koét, to, biorac za biegun inwersyi
jeden z wierzchotkéw tego peku, przeksztalcimy ja na sie¢, skiadajaca sig
z kot spotsrodkowych z ich promieniami, i otrzymamy rodzine cyklid rzedu
trzeciego. Jezeli sie¢ jest utworzona z prostych prostokatych, to wszystkie
cyklidy beda rzedu trzeciego; otrzymamy przypadek szczegélny uktadu od-
wracalnego, omoéwiony juz w ust. 27.

Uwydatnijmy teraz inwersye rzeczywiste i urojone, czego dotychczas nie
uczynilismy.

Jezeli punkty 4 i B sa rzeczywiste, bedziemy mogli obrac jeden z nich
za biegun inwersyi i uktad przeksztalci si¢ na uklad rzeczywisty, utworzony
ze stozkéw obrotowych ortogonalnych o wspélnym wierzchotku i z kul spét-
srodkowych.

Jezeli punkty A i B zlewaja sie w punkcie H, kazda cyklida jest miej-
scem rodziny kot stycznych w punkcie H do prostej, prostopadiej do ptasz-
czyzny (P), i inwersya daje uklad walcow obrotowych ortogonalnych, kto-
rych tworzace sa réwnolegte z plaszczyznami prostopadiemi do tych two-
rzqcych. :

Jezeli, wreszcie, punkty 4 i B sa urojone, to wszystkie kule pgku prze-
cinajg ptaszczyzng (P) wzdiluz jednego i tego samego kola. Biorgc za bie-
gun inwersyi punkt tego kota, przeksztalcimy uktad na inny ukfad, zawiera-
jacy dwie rodziny cyklid obrotowych okoto tej samej osi (pierscienie kolowe
lub stozki) z ich ptaszczyznami potudnikowemi.

33. MUklady, zawierajgce dwie rodzing kul. Podobny uklad otrzymamy,
jezeli 0§ pierwiastna jednego z pekéw kot ortogonalnych przechodzi przez
punkt H, i jezeli potega tego punktu H wzgledem kol peku jest rowna
— H 4% Ten uklad wynika wogdle w inwersyi ukladu, skladajacego sie: 1° ze
stozkéw obrotowych okolo tej samej osi, majgcych wspdlny wierzchotek S;
2° z ptaszczyzn, przechodzacych przez te o$; 3° z kul o Srodku S. Ale in-
wersya przeciwna jest rzeczywista tylko wtedy, kiedy punkty 41i B sg rze-
czywiste. Jezeli te punkty sa urojone, uktad przeksztalca sig na uklad obro-
towy, wyznaczony przez obrot sieci dwéch pekéw kot ortogonalnych okoto
osi jednego z tych pekéw. Jeden z pekéw kot daje kule, drugi pierScienie
kolowe, i uklad uzupelnia si¢ przez plaszczyzny poludnikowe.

Jezeli, wreszcie, punkty 4 i B zlewaja sie, uktad odwrotny zawiera wal-
ce obrotowe o wspélnej osi, ich plaszczyzny poludnikowe i plaszczyzny ich
przekrojéw prostych.
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34. 0s stoika stycznych w punkcie stoikowym cyklidy, stanowiacej czesc
nktadn potréjnie orfogonalnego, jest styczna do krzywej ogniskowej, przechodzg-
cej przez ten punkt. Koncze prace niniejszg kilkoma uwagami, dotyczacemi
uktadéw ortogonalnych, sktadajacych sie z cyklid.

\

Fig. 9.

Niech bedzie S, (fig. 9 10) punkt stozkowy, wspélny dwém cyklidom
(C,) i (C,) drugiej i trzeciej rodzin; (R,)-08 pierwiastna cyklidy (C,), prze-
chodzaca przez punkt S;, na ktérej znajduje si¢ inny punkt stozkowy S;;
(T,)-0$ pierwiastna cyklidy (C;), przechodzaca przez punkt S,, na ktérej
znajduje sig inny punkt stozkowy §,”. Kota osiowe dwoch cyklid przecho-
dzg odpowiednio przez punkty S, i S, i przez punkty S, i S,” i sg styczne
do jednej i tej samej prostej S, X, ktéra jest osig wspélng dwéch stozkéw
obrotowych, stycznych do kazdej z dwdéch cyklid w punkcie S,. Kula, ktéra
je zawiera, stanowi czes¢ pierwszej rodziny; ta kula jest styczna do prostej
S, X i zawiera ogniskowa, przez ktérg przechodzg wszystkie cyklidy tej pierw-
szej rodziny, z ktorych to cyklid kazda przecina cyklidy (C,) i (C;) odpowied-
nio wzdtuz dwoch k6t ortogonalnych, przechodzacych jedno przez punkt
S, 1 8,/, drugie — przez punkty S, i8,".

Plaszczyzna styczna w punkcie S; do jednej z tych cyklid (C;) musi
by¢ normalna do kazdego z dwoéch stozkéw o wierzchotku S, odpowied-
nio stycznych do dwéch cyklid (C,) i (C,). Wigce ta plaszczyzna przechodzi
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przez ich o$ wspélng S, X. Otéz, prosta S, X jest styczna do wszystkich
cyklid (C,), a wigc i do ogniskowej, przez ktora przechodza wszystkie te

cyklidy.
Sy & 33
/\
\
é‘( \ 2
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\
Y
/R, \
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Fig. 10.

35. Mie'sca osi pierwiastnych; obwiednia ptaszczyzn symetryi cuklid jed-
nej i fej samej rodziny. Plaszczyzna (P), prostopadla do prostej S, X w pun-
kcie S, , zawiera koto o promieniu zero S;, wspélne obu cyklidom ((,) i (C,).
wigc ta plaszczyzna zawiera réwniez druga o$ pierwiastng (7,) cyklidy (C.);
(fig- 9 1 10). Ale o$ (7,) znajduje jeszcze w plaszczyznie, prostopadiej
do prostej S, S,’, w Srodku tej ostatniej, i plaszczyzna ta przechodzi, jak
1 plaszczyzna (P), przez srodek o kota osiowego cyklidy (C)). Wiec 0§ (T5)
jest prostopadta do ptaszczyzny 8,8’ X’ tego kota osiowego i przechodzi
przez jego Srodek ». Dla tej samej przyczyny druga o pierwiastna (R,)
cyklidy (C;) przechodzi przez srodek w’ kola osiowego S;S,” i jest prosto-
padia do jego ptaszczyzny. Wigc te dwie osie przechodza przez érodek kuli
(U,), ktora zawiera dwa kota osiowe i ktdra jest kulg, nalezgcag do pierwszej
rodziny.

Tak samo, o$ pierwiastna (R,) przechodzi przez $rodek kuli (T,). na-
lezacej do trzeciej rodziny. Na tej osi pierwiastnej znajdujg sie dwa punkty
stozkowe S, i S,’, ktére oba leza na ogniskowej (F,), polozonej na kuli (U,).
Ta ogniskowa jest krzywa rzedu czwartego, poniewaz jest linig przeciecia kuli
i cyklidy. Proste (R,), przechodzac wszystkie przez srodek kuli (U,), tworza
stozek, ktérego kazda tworzaca przecina krzywa ogniskowg w dwoch pun-
ktach. Wigc ten stozek jest rzedu drugiego i krzywa ogniskowa (F,) jest
linig przecigcia kuli (U,) i stozka.

Ta sama krzywa ogniskowa jest réwniez linig przeciecia kuli (U,) i stoz-
ka, utworzonego przez o$ (T;), kt6ry ma swéj wierzchotek w srodku kuli (U,).

#9) Q ukladach odwracalnych powlerzchul potrbjale ortogonalaych. s

Wynika stad, ze te dwa stozki maja swe plaszczyzny symetryi rownolegte
i nawet, ze maja swoje cztery tworzgce izotropowe odpowiednio réwnolegte.

Ptaszczyzna symetryi cyklidy (C,), przechodzaca przez os pierwiastng
(R,), zawiera oS stozka stycznych S, X; ale prosta S, X jest styczna do krzy-
wej ogniskowej (F), polozonej na stozku, utworzonym przez o$ pierwiastng
(R,). Wigc plaszczyzna symetryi, o ktérej jest mowa, jest styczna do stozka,
utworzonego przez os (R,).

Z tej samej przyczyny, ptaszczyzna symetryi cyklidy (C,), przechodzaca
przez (T,), obwija stozek opisany przez o$ (7,), ktory ma swéj wierzcholek
w §rodku kuli (U,). Oprécz tego, ta plaszczyzna symetryi jest prostopadia
do osi (R,). Wiec stozek, ktéry ta plaszczyzna obwija, jest stozkiem dodat-
kowym stozka (R,), majacym swéj wierzchotek w §rodku kuli (U;). Dwa
stozki (R,) i (7},) sa wigc dodatkowe, maja przeto plaszczyzny symetryi row-
nolegte. Ostatecznie: _

Miejsca osi pierwiastnych cyklid sktadaja sig z szesciu
stozkéw rzedu drugiego, po dwa dla kazdej z trzech rodzin.
Te stozki maja parami jednakowy wierzchotek, ktéry jest
srodkiem jednej z trzech kul uktadu. Dwa stozki, ktére od-
powiadajq jednej i tej samej rodzinie cyklid, sa dodatkowe.
Te stozki w liczbie szesciu majg ptaszczyzny symetryi row-
nolegte. Wreszcie, plaszczyzny symetryi cyklid sa to ptasz
czyzny styczne do szesciu stozkéw, kazda wzdluz tworzgcej
odpowiadajacej.

36. Rierownice krzywych ogniskowych. Wszelki punkt G jednej z trzech
ogniskowych (F) jest ogniskiem kazdej z dwu innych; innemi stowy, kula
o promieniu réwnym zeru G jest podwdjnie styczna do kazdej z ogniskowych
(F,) i (Fy). Nazywam ,kierownicg“ ogniskowej (F,), odpowiadajaca
ognisku ¢, prosta, taczaca punkty stycznosci tej kuli z ogniskowa (£,)-

Uwazajmy punkt S, (fig. 9) za ognisko krzywej ogniskowej (F%), po-
tozonej na kuli (U,) i zawierajacej punkty stozkowe S, i8S,/ cyklidy (Cj),
polozone na osi pierwiastnej (R,), i szukajmy kierownicy, odpowiadajacej
temu ognisku.

Kula o promieniu réwnym zeru S, dotyka cyklidy (C,) wzdluz kota
o promieniu réwnym zeru, ktérego plaszczyzna jest prostopadia do proste]
S, X. Kula (U,) przecina to kolo w dwéch punktach, ktére sa szukanemi
punktami stycznosci. Otéz kolo o promienin rownym zeru S; nalezy do
rodziny kot krzywizny cyklidy (C;), ktére maja za o$ pierwiastna (R;). Koto
to przechodzi wiec przez dwa punkty stozkowe S, iS,” (fig. 9, na ktorej
przedstawiono schematycznie elementy urojone), polozone na tej osi. Te
punkty, bedac potozone na kuli (U,), sq szukanemi punktami stycznosci, kie-
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_(50)
rownicq jest prosta (£;). Tak samo przekonamy sie, 2e drugiemu punktowi
stozkowemu 8, cyklidy (C;), potozonemu na osi (7}), odpowiada ta sama
o$ pierwiastna (R;). Wiec:

Kazdemu z punktow stozkowych jednej i tej samej cy-
klidy, potozonych na jednej i tej samej osi pierwiastnej, od-
powiada na krzywej ogniskowej, zawierajacej dwa inne pun-
kty stozkowe tej samej cyklidy, jedna i ta sama kierownica,
ktéra jest druga osig pierwiastng tej samej cyklidy.

Zauwazmy, ze kolo o promieniu réwnym zeru S, sklada sie z dwoch
prostych izotropowych S,8,, S,S,/, prostopadiych do prostej S, X. Tak
samo, o§ S, X, stozka, stycznego do cyklidy (C,) w punkcie S,, jest réw-
niez prostopadta do prostej 8, S,. Wreszcie, prosta izotropowa jest prosto-
padia do siebie samej. Wiec proste S, X,, S, X, i 8,8, leza w jednej i tej
samej plaszczyznie, co dowodzi, ze osie dwdch stozkéw spotykajg sie. Roz-
wazajac dwa inne punkty stozkowe cyklidy (C,), wnosimy z latwoscia, ze
cztery osie stozkéw obrotowych, stycznych do cyklidy
w czterech punktach stozkowych, przechodzg przez jeden
iten sam punkt linii przeciecia dwéch plaszczyzn symetryi.

37. Gropa szedciu cyklid. Wszystkie cyklidy ukiadu ortogonalnego
dzielg si¢ na grupy, z szesciu cyklid kazda, tak ze dwie cyklidy jakiekolwiek
jednej i tej samej grupy maja punkt stozkowy wspélny.

Rozwazajmy zawsze punkt stozkowy S,, wspélny dwom cyklidom
(C,) i(C5). Cyklida (C,) posiada dwa inne punkty stozkowe S, i 8,/, poto-
zone na jej osi pierwiastnej (7,). Tak samo cyklida (C;) posiada na swojej
drugiej osi pierwiastnej (R,) dwa punkty stozkowe S, i 8,’. Kolo o promie-
niu réwnym zeru S;, wspélne dwom cyklidom (C,) i (C,), musi przechodzi¢
przez cztery punkty stozkowe S,, Sy, S,1S,; ale ono sktada sie z dwéch
prostych izotropowych, przechodzacych przez punkt S;. Jest wiec koniecz-
ne, aby te cztery punkty byly parami w jednej prostej z punktem S,. Na-
przyktad, jedna z prostych izotropowych jest §,8,S,, a druga S,;S,’S,’.

Rozpatrzmy teraz cyklide (C,), ktéra ma jeden punkt stozkowy w S,
wspélny z cyklida (C,). Ta cyklida posiada na swojej drugiej osi pierwiastnej
dwa inne punkty stozkowe s, i 5,”; dowiedziemy, jak wyzej, ze jeden z tych
punktéw, s,, naprzyktad, jest polozony na prostej izotropowej S,S,. Ale S,
lezy na ogniskowej (F,), S, — na ogniskowej (F,), S, — na ogniskowej
(Fy) i 5, — na ogniskowe]j (F,); punkty s, 8, leza wigc oba na kuli (U,).
Otéz, prosta izotropowa S, S, spotyka kule (U,) tylko w jednym punkcie.
w odleglosci skoficzonej; punktem tym jest punkt S,. Wigc s, zlewa sie
z 8,, icyklida (), ktéra juz miata punkt stozkowy wspélny z cyklidg (C,),
ma inny punkt wspélny z cyklidg (C;). Wogdle, jezeli dwie cyklidy
réznych rodzin maja punkt stozkowy wspélny, to kazda cy-
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klida trzeciej rodziny, majgca punkt stozkowy wspdlny
z jedng z dwéch cyklid, ma réwniez punkt wspélny z drugg
cyklida.

Albo jeszcze: Jezeli dwie cyklidy réznych rodzin maja
kazda punkt stozkowy wspélny z cyklida trzeciej rodziny, to
one maja punkt stozkowy wspolny. _

- Zanim péjdziemy dalej, zauwazmy, ze dwie cyklidy tej samej rodziny
nie moga mie¢ punktu stozkowego wspdlnego, nalezgcego do tej samej ro-
dziny linij krzywizny. Istotnie, osie pierwiastne dwéch cyklid, majacych
punkt wspélny S,, musiatyby przechodzi¢ przez Srodek jednej i tej samej
kuli; wiec przystawalyby do siebie. Ale ta o$ pierwiastna spotyka tylko
w dwdch punktach kule U,; na tej to osi znajdujg si¢ punkty stozkowe
o wskazniku 1. Wigc dwie cyklidy mialyby nie jeden, ale dwa punkty stoz-
kowe wspdlne na tej samej osi; wowczas, wskutek ortogonalnosci z cyklida-
mi dwoch innych rodzin, stozki stycznych w kazdym z tych punktéw stozko-
wych bylyby identyczne i dwie cyklidy przystawalyby do siebie.

Istniejg dwie cyklidy rodziny pierwszej (Cy) i (C/), ktére maja punkt
stozkowy wspdlny z cyklidg (C,), naprzyklad, cyklida (C,) ma punkt stozko-
wy wspélny Sy, i cyklida (C!) — punkt S,’. Te dwie cyklidy majg rowniez
punkt stozkowy wspélny z cyklida (C,), mianowicie: cyklida (C,) ma punkt
S,, icyklida (C,’) ma punkt S,’. Rozpatrzmy teraz dwie cyklidy (C,) i (C,),
ktére maja punkt stozkowy wspélny 8;. Istnieje druga cyklida (C,’), ktéra
ma punkt stozkowy wspélny S,” z cyklida (C,), i, poniewaz cyklida (C,) ma
punkt wspélny z cyklida (Cy), to cyklida (C,)) ma réwniez punkt wspélny
z cyklidg (Cy), ktory, bedac potozony na ogniskowej (F), moze by¢ tylko
albo punktem S,, albo punktem S,”. Ale to nie moze by¢ punkt S,, ponie-
waz wowczas cyklidy (@) i (C,) mialyby punkt stozkowy wspélny.

Tak samo rozpatrujemy dwie cyklidy (Cy) i (Cy), ktore majq punkt stoz-
kowy wspolny S,. Istnieje druga cyklida (Cy'), ktéra ma punkt stozkowy
S,”, wspolny z cyklidg (C,), i, poniewaz cyklida (C,) ma punkt stozkowy
wspolny z cyklida (G,), to cyklida (Cy") ma punkt stozkowy wspélny z cy-
klidg (C,), ktérym to punktem moze by¢ tylko punkt ol

Mozna tedy ulozyc tabelke ponizsza, w ktérej dla skrécenia pomijamy
nawiasy, i w ktorej symbol — oznacza: .maja punkt stozkowy wspdl-
ny, ktérym jest“:

C;C;— 8, C,C,—8,, C'C— 8", ,0'— 8,
GO —*8LY BB FEal l C.0,—+8,, CJC— 8,

CyOs="0y, (R B, O, 008, €08,
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Widzimy, ze cyklidy (C,’) i (C,") maja kazda punkt stozkowy wspélny
z cyklida (C,). Wiec te cyklidy majg punkt stozkowy wspdlny, ktéry oznacz-
my przez §,'" co pozwala uzupelni¢ tabelke powyzsza w ten sposdb:

G Gt — 8,
cl e, — 8",
c.cy — 8.

Rozpatrzmy wreszcie cyklide (C,") ktéra z cyklidg ((',) ma punkt stoz-
kowy wspélny S,’. Istnieje druga cyklida (C,”), ktéra z cyklida (C,) ma
inny punkt stozkowy wspélny S;; poniewaz cyklida (C,’) ma z cyklidg (C,)
punkt wspélny, to cyklida (C,”) ma réwniez punkt wspolny z cyklidg (Cy).
Tym punktem moze by¢ tylko punkt S, albo S,’; ale to nie moze by¢ punkt
Sy, poniewaz wéwczas cyklida (C,”) zlewataby sie z cyklida (C,), ita cyklida
(C,) miataby z cyklidg (C,) dwa punkty stozkowe wspdlne S,’ i S,. Wiec to
jest punkt S/, i cyklida (C,”) zlewa sie z cyklida (C.”).

Tak samo dowiedliby$my, ze wszelka cyklida, majgca punkt stozkowy
wspolny z jedna z trzech cyklid (C') i rézna od cyklid (C), zlewa sie z inna
z cyklid (C).

Otéz, grupe stanowi szesé¢ cyklid ((7), (C,), (Cy), (€, (G, (Cy).
i mozna uzupetni¢ tabelki powyzsze, jak nastepuje:

3 I 1 Y. fY. 1 ! T, ! e
Oy Cy— 8/, C, O — 8/, Gy Cf — 87,
C, 0 — 8!, G/ C'— 8, Cf¢C — 8",
c'c, — S, cc, — 8/, c'0, — 8",

co istotnie pokazuje, ze szes¢ cyklid tworzy grupe, dzielgca sie na osiem pod-
grup trzech cyklid. Trzy punkty S, nalezace do jednej i tej samej podgrupy,
sg potozone na jednej i tej samej prostej izotropowej.

38. Dwanascie osi pierwiastnych i frzy czworoboki plaskie. Szes¢ cy-
klid grupy posiada dwanascie osi pierwiastnych.

Wszystkie te osie pierwiastne musza przechodzi¢ przez jeden lub drugi
ze srodkow trzech kul (U,), (U,), (U;). Chociaz proste izotropowe sa urojo-
ne, przedstawiamy je schematycznie na figurze 10. Jezeli rozwazymy punkty
stozkowe o wskazniku 1, wspdlne dwom cyklidom o wskaznikach 2 i 3, jako
to punkty S;, S/, §,”, S,”’, przekonamy sie, ze cztery osie pierwiastne
8,8/, 8" 8,", nalezace do cyklid (C,) i (C,’), i osie 8,8,”, S,'S,”, nale-
zgce do cyklid (C;) i (Cy'), sa polozone w jednej i tej samej plaszczyZnie.
Cztery punkty S,, S/, S, S,/”” sg w ten sposéb czterema wierzchotkami

(53) 707u!g}adach odwracalnych powierzechni potréjnie ortogonalnych. 191

czworoboku ptaskiego, wpisanego w ogniskowa (F)), ktoérego boki przeciwle-
gle przecinajq sie¢ w srodkach kul (U,) i (U,). W ten sposdb istniejg trzy
takie czworokaty. Przez kazdy z wierzchotkéw kazdego z tych czworoka-
téw przechodza dwie proste izotropowe, z ktérych kazda przechodzi przez
dwa wierzchotki pozostatych czworokatéw, co stanowi osiem prostych izotro-
powych, zawierajacych dwanascie punktéw stozkowych.

Przez srodek kuli U, przechodzg cztery osie pierwiastne, z ktorych dwie
naleza do jednej rodziny i dwie do jednej innej. Tworzac mozliwe kombi-
nacye z temi, ktore nie nalezg do jednej i tej samej rodziny, zaajdujemy czte-
ry plaszczyzny, zawierajgce kazda dwie proste izotropowe. W ten sposéb
istnieje dwanascie ptaszczyzn, z ktdrych kazda zawiera dwie proste izotro-
powe.

Styczna do krzywej ogniskowej, kitéra zawiera punkt S,, jest w tym
punkcie, jak to widzieliSmy w ust. 35, prostopadla do kazdej z dwéch pro-
stych izotropowych, przechodzacych przez punkt S;. Poniewaz prosta izo-
tropowa jest prostopadia do siebie sarhiej, wnioskujemy stad, ze styczne do
krzywych ogniskowych w trzech punktach w linii prostej S,, S,, S, sa po-
tozone w jednej i tej samej plaszczyZnie.

Kazda z trzech ogniskowych jest linia podwdjna powierzchni liniowej
miejscem prostych izotropowych S,, S,, §;, poniewaz w kazdym punkcie S,
jednej z tych ogniskowych powierzchnia liniowa posiada dwie plaszczyzny
styczne, ktdre sa wyznaczone przez styczng do ogniskowej i kazda z tworza-
cych izotropowych. Otéz mozna wyznaczy¢ rzad tej powierzchni liniowej,
rozumujac, jak nastepuje.

Linia przeciecia powierzchni z plaszczyzng w nieskoficzonosci sprowa-
dza sie do kota w nieskorniczono$ci; lecz, poniewaz rzad powierzchni koniecz-
nie musi byé¢ wiekszy od 2, przeto kolo to jest linia wielokrotng. Stopien
szukany jest wiec parzysty. Zaldézmy, ze jest on réwny 2n. Kolo w nie-
skoficzonosci jest linig n-krotna. Powierzchnia musi przecina¢ kule U,
wzdtuz krzywej rzedu 4n. Otoz przecigcie skiada sig: 1° z krzywej ognisko-
wej, linii podwojnej powierzchni liniowej; ta linia, jako krzywa stopnia czwar-
tego, musi w rachunku by¢ uwzgledniona jako krzywa stopnia ésmego;
2° z kota w nieskonczonosci, ktére w rachunku stopnia musi liczy¢ 2n jed-
nosci, poniewaz jest stopnia drugiego i zarazem linig n-krotng. Mamy wiec

réwnanie
8+ 2n=4n,

skad 2n = 8. Powierzchnia liniowa, miejsce prostych izotropowych, jest
rzedu 6smego.

Jezeli uklad jest odwracalny, to trzy kule sg zastapione przez trzy pla-
szczyzny prostokatne, kidre obierzemy za plaszczyzny spélrzednych. Wobec
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symetryi uktadu, trzy czworokaty punktéw stozkowych stajg si¢ prostokatami,
potozonemi w tych ptaszczyznach spétrzednych, majacemi swoj sSrodek w pun-
kcie poczatkowym i boki, réwnolegle do osi spotrzednych. Grupa szesciu
cyklid sktada sig z trzech cyklid i z cyklid symetrycznych z powyzszemi, kaz-
da wzgledem plaszczyzny spolrzednych, kidra to plaszczyzna nie jest dla tej
cyklidy plaszczyzng symetryi. Szes¢ pierscieni kotowych, ktére stuzyly mam
za punkt wyjscia przy budowie uktadu odwracalnego, stanowi jedne z tych
grup.

RESUME.
Sur les systemes réversibles des surfaces triplement orthogonales.

Les systémes réversibles des surfaces triplement orthogonales ce
sont ceux pour lesquels le mouvement relatif du triedre des axes de coordon-
nées par rapport au triédre des trois normales engendre un nouveau systéme
orthogonal dont les axes ainsi déplacés sont les trois normales. Les surfaces
qui constituent ce systéme sont des cyclides de Dupin. Les systémes réver-
sibles ont été étudiés pour la premiére fois par M. G. Darboux qui a publié
vers la fin de 1913 dans les Comptes rendus de '’Académie des
Sciences quelques Notes relatives & ces systémes.

Je me suis proposé dans ce travail d’étudier la méme question par les
procédés de la géométrie pure, et je suis parvenu a retrouver par ce moyen,
et sans aucun calcul, un grand nombre des résultats obtenus par M. Dar-
boux. J'ai fait la discussion des différentes formes que peut affecter le sy-
stéme réversible, et j’ai démontré que tous les systémes orthogonaux composés
exclusivement de cyclides dérivent par inversion d’'un systéme réversible.
J’ai ajouté quelques remarques sur ces systemes. _

J' emploie la méthode Darboux-Combescure qui consiste, comme
on le sait, a partager le probléme en deux parties. On étudie d’abord le mou-
vement a trois paramétres, autour d’un sommet fixe, d’un triédre trirectangle
dont les arrétes sont paralléles aux normales aux trois surfaces, et ensuite on
cherche 4 déterminer la translation de ce triedre de maniére que, dans la va-
riation de chacun des trois parameétres, le sommet engendre une des surfaces
du systéme.
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