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OD TLUMACZOW.

literaturze naszej daje sie oddawna odczuwaé brak
Wpodrgcznika, ktéryby zawieral jasny, przystepny,
a zarazem dos¢ scisly wyklad poczatkéw rachunku réznicz-
kowego i calkowego. Poniewaz na podrecznik oryginalny
wypadloby zapewne dlugo jeszcze czeka¢, postanowilismy’
przettumaczy¢ odpowiednie dzielko.

Wsréd powodzi ksiazek tego rodzaju, ktore ukazaly
sie w ostatnich latach, zwlaszcza w jezyku niemieckim
I angielskim, ksiazka prof. Love'a zajmuje, naszym zda-
niem, pierwsze miejsce zaréwno pod wzgledem bogac-
twa tresci, jak prostoty i scistosci wykladu; przytym ksiaz-
ka ta dos¢ dokladnie odpowiada potrzebom szkol naszych,
a jednoczesnie stanowi dla przyrodnikow i wogdle dla kaz-
dego wyksztatconego czytelnika wyborny wstep do rachun-
ku nieskoriczonostkowego.

Wobec tego zwroécilismy sie do Sz. Autora z pros-
ba o pozwolenie wydania jego dzietka w jezyku polskim .
Prof. Love bardzo chetnie przychylil sie do naszej pros-
by, za co skladamy Mu serdeczne podziekowanie.



VI OD TEUMACZOW

W  przekladzie staraliSmy sie zachowaé wszystkie
wlasciwosci oryginalu, uwazaliSmy jednak za niezbedne
postugiwanie sie¢ wylacznie ukladem C. G. S.

Pozatym pozwolilismy sobie na kilka drobnych zmian
w §§149 i 170.

PRZEDMOWA.

d szesciu lat wykladam poczatki rachunku rézniczko-

wego i catkowego stuchaczom chemji i inzenierji. Krot-
ki ten kurs sklada sie z dwudziestu wykladéw. Przygoto-
wujac je, wyglaszajac i poprawiajac z roku na rok, nau-
czylem sie wielu rzeczy, uswiadomilem sobie, co sprawia
szczeg6lna trudnos¢ shuchaczom. Nieraz musiatem odste-
powaé od tradycyjnego ukladu i szuka¢ prostszych dowo-
dow dla wielu twierdzen. Przekonalem sie, ze zakres wie-
dzy matematycznej, niezbednej do rozpoczecia studjéw nad
rachunkiem nieskoriczonostkowym, jest o wiele mniejszy,
niz powszechnie si¢ przypuszcza. Okazalo sie np., Ze moz-
na obejs¢ sie bez dwumianu Newtona i bez wzoréw try-
gonometrycznych Simpsona. Napisalem te ksiazke w celu
ufatwienia i uprzystepnienia nauki rachunku nieskorczo-
nostkowego szerszemu gronu czytelnikow. Sadze, ze za-
sady tego rachunku powinny stanowié niezbedna czesé
skladowa wyksztatcenia kazdego mezczyzny i kazdej ko-
biety XX w., tak samo zupelnie, jak znajomo$¢ ukladu
Kopernika lub teorji Darwina. Do rozpoczecia studjow



VIII PRZEDMOWA

nad rachunkiem rézniczkowym i catkowym wystarczy zna-
jomos¢ elementarnej gieometrji i zasad algiebry oraz poje-
cie o funkcjach trygonometrycznych. Kto chce gruntownie
pozna¢ rachunek nieskonczonostkowy, musi poznaé doklad-
niej inne galezie matematyki. W ksiazce tej chce dopomée
czytelnikowi, stawiajacemu pierwsze kroki na tym polu. Gdy
zachodzila potrzeba, przypominatem i powtarzalem rzeczy,
ktére moga byé¢ czytelnikowi mniej lub wiecej znane.
Sciste dowody niektérych twierdzen opuscilem w tekscie,
podalem je natomiast w dodatkach na koricu ksiazki. Tam
réwniez znajdzie czytelnik pewne rozwazania dos¢ oder-
wane.

Dwie sprawy nastreczaja i, o ile mi sie zdaje, beda
zawsze nastreczaly pewne trudnosci. Sa to: calkowanie
poszczegdlnych funkejii teorja funkcji wyktadniczej. Wpra-
wa w calkowanie nie jest potrzebna czytelnikowi, ktére-
mu chodzi tylko o ogélng kulture umystu, jest natomiast
niezbedna tym, ktorzy chea stosowaé rachunek nieskon-
czonostkowy. Mamy tu do czynienia z trudnoscia czysto
techniczna. Chcac ulatwi¢ jej pokonanie, nie mialem
innej drogi, précz stopniowego zapoznawania ucznia z od-
powiedniemi metodami, ktére ilustrowalem wielu proste-
mi przykladami. Uczenn nie powinien zrazaé¢ sie, jesli go
w tym lub owym przypadku spotka niepowodzenie. Co
sie tyczy teorji funkcji wykladniczej, to jest ona z istoty
swej dos¢ trudna, a historja matematyki swiadczy, jak dalece
teorja ta byla kamieniem obrazy od czaséw wynalezienia

PRZEDMOWA IX

logarytméw przez Johna Napiera az do chwili, gdy Au-
gust Ludwik Cauchy poddal rewizji pojecia zasadnicze
analizy matematycznej. Calo$¢ teorji nie jest niezbedna
przy poczatkowych studjach nad rachunkiem, trzeba jed-
nak albo dowiesé, albo zalozyé co najmniej jedno twier-
dzenie, ktérego dowdd scisly jest zawily. Zdecydowalem
sie na zalozenie istnienia Tliim (1—%%)”. Potrzeba rozwaza-
nia tej granicy nasuwa sie przy rézniczkowaniu logaryt-
mu, logarytmy zas wynikaja w sposéb naturalny, jakkol-
wiek niezgodny z rozwojem historycznym, z rozwazania
wykladnikéw potegowych. Uwazalem jednak, ze popelnie
rzecz niewlasciwa, jesli zaloze istnienie tej granicy bez
wszelkich wyjasnien; wobec tego podalem pewne rozumo-
wanie arytmetyczne, ktére czyni to istnienie prawd op o-
d obnym. Takie rozumowania bywajg nieraz dla uczniéw
bardziej przekonywajace od scistych dowodow. Oczywista,
ze nie wolno tego rozumowania uwazac¢ za dowdd; ze zas
odsylanie czytelnika do jakiegos dziela obszerniejszego
byloby niewlasciwe, podalem na korncu ksiazki (str. 207
1 .d.) dowod scisty istnienia granicy, przyczym chodzilo
mi o dowéd, oparty na mozliwie najbardziej elementar-
nych wiadomosciach matematycznych, nie zas o taki, kto-
ry bylby najlatwiejszy do zapamietania i do powtérzenia
na egzaminie.

Kto chce opanowa¢ materjal, zawarty w tej ksiazecz-
ce, musi przerobi¢ ¢wiczenia i przyklady. Do niektérych
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potrzebne sa tablice pewnych funkcji matematycznych,

a w szczegolnosci trzeba umieé logarytmowacd.
czes¢ ksiazki mozna jednak przestudjowac, nie posiadajac

nawet tych wiadomosci...

Oxrorp, w lpcu 1909 r.
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funkeji zlozonej

na rys. 50, w kacie POA

| R ———

ROZDZIAL 1.
WSTEP.

1. Pomiedzy wielkosciami, ktore umiemy mierzy¢,
wiele jest zmiennych, jak np. temperatura powietrza albo
predkos¢ pociagu. Wielkosé, mogaca ulega¢ zmianom,
jest zazwyczaj zalezna od innych wielkosci, ktére tez mo-
g4 sie zmienia¢. Rozpatrzmy pare przykladéw zaleznosci
pomiedzy wielko$ciami zmiennemi .

(@) Wazenie na wadze sprezynowej. Przed
zawieszeniem ciala wazonego sprezyna posiada okreslona
dhugos¢, np. b cm. — zatym b jest okreslona liczba, nie-
koniecznie calkowita, o to bowiem wecale nie chodzi. Po
zawieszeniu ciala sprezyna sie wydhuza. Niech, dajmy na
to, po zawieszeniu 1 Kg. wydluzenie Sprezyny wynosi m
cm., zatym jej dlugos¢ bedzie (b+m) cm. Liczba m w 0gol-
nosci nie bedzie liczba calkowita. Niech dalej po zawie-
szeniu x Kg. dlugos¢ sprezyny wynosi y cm. Jezeli cie-
zary uzyte nie sa zbyt wielkie*, wydluzenia Sprezyny sa pro-
porcjonalne do zawieszonych ciezarow, czyli

(Yy—-b):m=zx:1,
albo y=ma+Db.

Jezeli przytym nie zostaje przekroczona t.zw. granica spre-
zystosei. (przyp. ti.)

Love, Rach. rézn. X



2 WSTEP [R.E

Liczby « i y nie maja by¢ koniecznie calkowitemi. Przy-
tym liczby m i b nie zaleza ani od z, ani od ¥, lecz ¥ za-
lezy od z.

(b)) Porownywanie skal termometrycz-
nych. Niech C stopni na termometrze Celsju-
sza i F stopni na termometrze Fahrenheita ozna- 212100
czaja jedna i te sama temperature. Z rys. 1-go

oczywiste jest rownanie e
E-ds b6
180 100
9
albo F=zC+ 32

45 ; 2 ;
Jezeli zamiast ¢, F, Z, 32 napiszemy z,y,m, b,
2
32——0
otrzymamy rownanie

Yy=mz+b. Rys. 1.

Zarowno z, jak y, moga by¢ liczbami ujemnemi.

W obu przyktadach uzyliSmy tych samych liter z,
y, m, b, zeby uwidoczni¢ podobiedstwo formy zalezno-
§ci, zachodzacych pomiedzy liczbami zmiennemi. Za po-
moca liter oznaczamy liczby , lecz wielko$ci zmierzone i wy-
razone za pomoca tych liczb sa rézne w réznych przy-
ktadach.

2. Wartosci dwuch zmiennych liczb, takich jak =
1 y w powyzszych przykladach, dadza sie przedstawic
graficznie. Rysujemy na papierze dwie proste, przecina-
jace sie pod katem prostym, t. zw. osie spolrzednych;
jedna z nich prowadzimy od lewej reki ku prawej i na-
zywamy osia x, druga, do pierwszej prostopadla, zo-

1, 2] WSTEP 3

wiemy osia y. Punkt, w ktérym przecinaja sie osie spol-
rzednych, nazywa sie poczatkiem spétrzednych.
Obieramy dalej pewna jednostke dlugosci, np. centymetr,
albo, o ile rysujemy na papierze kratkowanym, odleglosé
miedzy jego linjami. Jezeli # jest liczba dodatnia, moze-
my znalezé caly szereg punktéw na plaszczyznie papieru,
lezacych na prawo od osi y w odleglosci # jednostek dlu-
gosci. Wszystkie te punkty leza na prostej, réwnoleglej
do osi y (jedna z takich prostych zaznaczona jest krop-
kami na rys. 2). W podobny sposéb, jezeli y jest liczba
dodatnia, mozemy znalez¢ szereg punktéw na plaszczyznie
papieru, ktére leza nad osia @ w odleglosci y jednostek
dlugosci; wszystkie te punkty leza na prostej, rownoleg-

oSy

iy oy Rl e itk st o run s P e o ST

o i ofx

tej do osi z (druga linja kropkowana na rys. 2). Te
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dwie proste, rownolegle odpowiednio do osi # i do osi ¥,
przecinaja sie w punkcie, ktéry lezy w odlegtosci = jedno-
stek dlugosci na prawo od osi y i w odleglosci y jedno-
stek dlugosci nad osia #. Liczby « i ¥ nazywaja sie sp 61-
rzednemi tego punktu. Jezeli spélrzedne iy sa dane,
polozenie punktu jest zupelnie wyznaczone. Mozemy tedy
powiedzie¢, ze punkt przedstawia pare liczb = i w.

Jezeli jedna z liczb « i y, lub obie, sa ujemne, moze-
my rowniez te pare liczb przedstawi¢ za pomoca punktu.
Jezeli x jest liczba ujemna, to —z jest liczba dodatnia, a dla
przedstawienia pary liczb # i y bierzemy punkt w odleg-
losci —z jednostek dlugosci na lewo od osi y. Jezeli
y jest liczba ujemna, obieramy ten punkt w odleglosci—y
jednostek dlugosci pod osia 2. W ten sposéb znajduje-
my zawsze punkt — przytym tylko jeden, ktory przed-
stawia pare liczb « i y. Punkt ten nazywaja nieraz punk-
tem (z, y).

—
L
i
et
.

5]

Rys. 3.
3. Dla przykiadu na rys. 3. cztery punkty (2, 3),(2,-3),

’.

2-5] WSTEP 5

(=2, 3), (—2, —3) zaznaczone sa krzyzykami; za jednostke
dlugosci obrana jest w danym razie odleglos¢ miedzy réwno-
leglemi, tworzacemi na rysunku kratke.

4, Osie spolrzednych dziela plaszezyzne papieru na
cztery czesci, albo t.zw. kwadranty. Jezeli z jakiego-
kolwiek punktu P poprowadzimy prostopadla PN do osi
xz, odcinek PN nazywa sie rze unktu P, odcinek zas
ON nosi nazwe odcietej punktu P (rys. 4). Spolrzed-
ne x, ¥, o ile nie zwracamy uwagi na ich znaki, daja nam

y
P
P
Pl
pals o
|
N (o] N | 2
N = = |
¥
0 aLe
P
P
Rys. ¢.

dlugosci odcietej i rzednej; te same spélrzedne z wlasciwe-
mi znakami méwia nam précz tego, w ktérym z czterech
kwadrantéw lezy punkt p.

5. Wréémy do réwnania
Y= g— x4+ 32,

w ktérym z i y sa liczbami, oznaczajacemi te sama tem-



6 WSTEP [R. L.
perature na skalach Celsjusza i Fahrenheita. Zaznaczamy
na kratkowanym papierze kilka punktéw, ktérych spot-

f

C

~

=

)
(<]

10 5 0 10

Rys. 5.

rzedne czynia zado$¢ danemu rdéwnaniu. Nastepujaca ta-
blica daje szereg odpowiadajacych sobie wartosci = i ¥
:r" Lio =5/ ‘o | 510115
; |

y| 12| 23|32 |41 |50] 59

|
l
:‘
|
Mozemy przekona¢ sie, ze wszystkie punkty, majace po-
wyzsze spélrzedne, leza na jednej prostej. Czesé tej pro-
stej wykreslona jest na rys. 5-ym. Mozna sie latwo prze-
kona¢, ze kazda para wartosci % i y, ktéra czyni za-

5, 6] WSTEP 7

do$¢ danemu réwnaniu, wyobraza punkt, lezacy na tej
prostej; i odwrotnie: kazdy punkt na tej prostej jest obra-
zem dwuch liczb z i y, ktére czynia zado$¢ powyzszemu
réwnaniu. Nie bedziemy na razie tego dowodzili. Ta linja
: : 5 9

prosta nazywa sie wykresem rownania y:gx-:—S.?.
Latwo mozemy sie przekonaé¢, ze, jezeli m i b sa nieza-
lezne od z, wykres réwnania y=mxz-+b jest linja prosta®.

6. Jezeli jakie$ cialo, np. kamien, porusza sie, prze-
bywajac droge=s cm. w ciagu ¢ sekund, woéweczas je-

Ciato

s : . . & cm.
go predkos¢ srednia w tym czasie wynosi S

moze sie poruszal stale z ta sama predkos$cia —wowczas
ruch jego jest jednostajny. Oznaczajac przez v staly

§ . ; e . cm. :
stosunek 4» powiemy, Ze predkosé ciala wynosi v o Pi-

e la

AL}

Rys. 6.

szac y zamiast s, oraz x zamiast ¢, bedziemy mieli y=vz.
Wykres tego réwnania jest t. zw. linja odleglosci
(rvs. 6).

Obierzmy na tym wykresie dwa punkty A i B; niech

* Dowdd znajdzie czytelnik w dodatku I-ym,
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%4, Ya beda spélrzednemi punktu A, zas zj, s spolrzed-
nemi punktu B. W danym razie zp>ax4. Liczba xp—x,
wyobraza czas, zmierzony w sekundach, a yz—yy4 daje
droge, przebyta w tym czasie, zmierzona w centymetrach.

Yp—1
Stosunek ¥s

rp— Xy
daje nam srednia predkos¢ w tym czasie, Zmierzona w cen-

cm. Ulr .

tymetrach na sekunde (Se—k- ) Jezeli, jak w danym razie,
y=vz, gdzie v jest wielkoscia, niezalezna od z, to yz=vzp
oraz ys=vxs, wobec czego powyzszy utamek réwna sie v,
zatym posiada te sama wartosé¢ dla kazdego czasu.

7. Na danym wykresie prostolinjowym mozemy obra¢
Yp—Yu
2 — 4
da prosta interpretacje graficzna, bez wzgledu na to, czy
dana prosta jest linja odleglosci poruszajacego sie
ciala, czy nie.

dwa punkty A i B i utworzy¢ ulamek , ktéry posia-

a 8
Rys. 7.

Punkt B obieramy na prawo od A, tak ze 2p> .
Jezeli B lezy wyzej niz A, wowczas ys>ys (rys. 7.2); je-
zeli A lezy wyzej niz B, wtedy yz<ys (rys. 7.8). W pierw-
szym przypadku wykres jest pochylony na prawo ku gé-

. —1 . 3 .
rze i ulamek yﬂ——;{i posiada warto$¢ dodatnia; w dru-
Xp— T4

6—8] s WSTEP 9

gim—ku dolowi, a ulamek ten ma warto$¢ ujemna. O ile
nie zwracamy uwagi na znak, ulamek ten daje nam miare
spadzistosci danego wykresu. Rzecz sie ma tak, jak gdy-
by prosta przechodzila przez krawedzie szeregu stopni,
przyczym punkty A i B oznaczalyby krawedzie dwuch sa-
siednich stopni (rys. 8). Wowczas zz— 24 oznaczaloby sze-
rokos¢ stopnia, wartos¢ zas bezwzgledna yz—wys —jego
wysokosé. Wartos¢ bezwzgledna ulamku %daje nam
spadzisto$¢ tej prostej, znak zas ulamku méwi, czy prosta
skierowana jest na prawo ku gérze, czy ku dolowi. Ula-
mek ten wraz z jego wlasciwym znakiem nazywac bedzie-
my wzniesieniem danej linji.

A

Rys. 8.

: 2 oo Ya—Yp Yp—
Poniewaz oczywiscie Yo Uy — Y L , przeto otrzy-
X4—Xp Xp—T4

mamy to samo wzniesienie, niezaleznie od tego, czy obie-
rzemy punkt B na prawo, czy na lewo od punktu A.

8. Niech nasza prosta bedzie wykresem réwnania
y=mz+b. Mamy wtedy

Yp=mzxp+b, yi=mzy4+b,

a zatym Yp—Ya=m (xp—x4),
Yr—Ya

oraz Lo S
xXrp— Ty

A wiec liczba m w réwnaniu y=mxz+b jest zawsze wznie-
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sieniem wykresu tego rownania. Wykres wznosi sie lub
opada ku prawej stronie, zaleznie od tego, czy m jest
dodatnie, czy ujemne.

Jezeli prosta jest linja odleglosci pewnego cia-
fa, poruszajacego sie ruchem jednostajnym, wzniesienie
wyraza — w odpowiednich jednostkach — predkosé ciata.

Jezeli prosta przebiega rownolegle do osi z, to y
ma dla wszystkich punktéow tej prostej wartos¢ stala.
Wéwcezas Yp—Y1=0, oraz wzniesienie=0,

Przyrirapy,

Poda¢ wykresy oraz oznaczy¢ ich wzniesienia dla na-
stepujacych réwnan (1—17):

M y==, @ y=x+1, @) y=x-1,
@) y=—=, (5) y=-z+1, 6) y=—x—1,
7) y==+2, 8) y=—x—3, 9) y=2a,
(10) y=2x+4, a1 y=2z-1, (12) y= -2,
(18) y— —2:-3,  (14) y=_z, 15) y— o1,
(16) y = ‘ir‘ (17) y= —;Hz.

9. Kamieri, spadajac swobodnie, porusza sie coraz
predzej. Pomiedzy droga a czasem niema tu juz takiej
prostej zaleznosci, jak w ruchu jednostajnym. Oznaczmy
przez s cm. droge, przebyta w ciagu ¢ sek. Ani s, ani ¢
nie maja by¢ koniecznie liczbami caltkowitemi. Znaleziono,
ze, o ile nie uwzgledniamy poprawki, uwarunkowanej opo-
trmefm powietrza, mamy nastepujaca zaleznos$c:

. 1.5 L7 §=(490'5) 2.

f ¥ f "

A e " § 5
" Napiszmy 1 jast ——

piszmy y zamiast ;o
wtedy: Y=

oraz  zamiast ¢; otrzymamy

e

8, 9] WSTEP 11

Rownanie to rozni sie calkiem od tych , ktéresmy mieli
poprzednio. Narysujmy wykres tego réwnania. Podobnie
jak przedtym ukladamy tabelke:

z|0]| 01| 02| 03 ‘ 04 [ 05| 06 | 07 ‘ 08 | 09 !1
Y10]001][00%|009|016 | 025 | 0:36 | 029 | 064 | 0°81 | 1
Dla dogodnosci obieramy odleglosé pomiedzy linjami na
kratkowanym papierze za 01 jednostki dlugosci. Zazna-
czamy na tym papierze punkty o spélrzednych, podanych
w tabelce, nastepnie za$ prowadzimy przez te punkty krzy-
¥5

1

=, AT o v
o 5 4

y=_:2

Rys. o.
wa ciagla. Krzywa ta jest czescia wykresu réwnania y=a
Dla uzupelnienia krzywe;j powinnismy obliczy¢ wartosci v,
odpowiadajace ujemnym 2 oraz wartosciom z, wiekszym
od 1. Rys. 9-ty przedstawia ten wykres dla wszystkich
wartosci z, zawartych miedzy —1 a +1. W danym przy-
kladzie wykresem jest krzywa, zwana parabola.

Przygrapy.
1. Poda¢ wykres réwnania y=z? pomiedzy x=1a x=2.

2. Poda¢ wykres réwnania y— — 2 pomiedzy z= —1
a x=1.
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3. Ulozyé tabelke wartosci wyrazenia %xs, kiedy =
przybiera kolejno wartosei —5, —4, —3, -2, -1, 0, 1, 2, 3
4, 5. Zaznaczy¢ na papierze kratkowanym odpowiednie punk-

i ; 1 : E
ty wykresu réwnania y:Exz I narysowaé sam wykres.

10. W przypadku kamienia spadajacego mielismy

=500 Gl

s
s 490°5’
Obierajat 490°5 cm. za jednostke dlugosci, powiemy, ze
kamienn spada z wysokosci=y jednost. dlugosci w czasie
x sekund, oraz ze liczba y jest kwadratem liczby . Niech
A 1 B oznaczaja dwa punkty na wykresie y=x%. W czasie
24 sekund kamien spada z wysokosci ¥4, w czasie 2z se-
kund —z wysokosci ys. Obierzmy 23> z4. Rozwazmy okres
czasu, rozpoczynajacy sie w momencie x4, t.j. po uply-
wie x4 sekund od poczatku spadania, a konczacy sie
W momencie zg, t. j. po uplywie zz sekund od poczatku
spadania. W tym okresie, wynoszacym zp—xs sekund,
kamieri przebywa droge yz—y.4, i jego predkosé srednia

[¥ s=(5)E,  y-

w ciagu tego okresu wynosi ymz :z‘: JEdl;lf'mg'.

Dla krotkosci oznaczmy roznice xp—x4 przez h; w ta-
kim razie xp=u,+h. Bedziemy wiec mieli

yA=xf oraz yB:a:B'*‘:(a:AJrh)?: _42+2h.23A+h2'
yB—yA_:vA3+2}wA+h2—$A3_2h.-;cA+h2
Xp— X4 h h
Zatym w ciagu okresu, wynoszacego k sekund i rozpo-
czynajacego sie w momencie x4, predkosé¢ srednia ka-
dlug.

mienia jest (2z4+h) je_dlé-e_k_"_

wreszcie =2x4+h.

. Wartos¢ tej sredniej pred-

9=—11] WSTEP 13
kosci zalezy nie tylko od wartosci 24, ale takze od war-
tosci h.

Biorac na x, wciaz te sama wartos¢, na k zas kolej-
no wartosci coraz mniejsze, mozemy oczywiscie zblizyé¢
dowolnie wartos¢ 2z, +h do 2z4. Wyrazi¢ to mozemy przez
twierdzenie, ze gdy b dazy do zera, 2z4+h dazy do gra-
nicy 2xy4.

Obieranie na x4 wciaz tej samej wartosci oznacza
obieranie wciaz tego samego momentu poczatkowego dla
pewnego okresu czasu. Zmniejszanie h oznacza zmniej-
szanie tego okresu czasu. Dowiedzielismy sie, ze, gdy
okres czasu maleje, jego zas moment poczatkowy pozosta-
je bez zmiany, wtedy predkos¢ $rednia w tym okresie da-
zy do pewnej granicznej wartosci. Mowiac o predkosci
kamienia w danym momencie (ktéry w powyzszym
rozumowaniu uwazaliSmy za poczatkowy), mamy wlasnie
na mysli owa wartosé graniczna.

Poznalismy dalej, ze predko$é¢ kamienia w momencie

24 WYNosi 2x4 ‘lﬂii]—g—llli . Poslugiwalismy sie jednost-

ka dlugo$ci=490'5 cm., a zatym predkos$¢ ta wynosi
9819:A;—mk°—. Innemi stowy, predkosé¢ kamienia po uply-

wie ¢ sekund od poczatku spadania jest 981t:§:'.

11. Wezmy rzecz ogdlniej, rozwazajac wykres réw-
nania y=2* nie koniecznie jako linje odlegloéci. Niech be-
da, jak poprzednio, z4 i z4+h spélrzedne punktéw A i B.
W powyzszym rozumowaniu obralismy B na prawo od A,
tak ze h bylo dodatnie, i znalezliémy, Ze wzniesienie pro-
stej AB bylo=2z,+%. Rezultat ten pozostanie bez zmia-
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ny, jezeli wezmiemy B na lewo od A, czyniac przez to
h<0, gdyz proces algiebraiczny, za ktérego pomoca do-
chodzimy do rezultatu, pozostaje przytym bez zmiany .
Znalezlismy, ze, o ile k>0, 2z, +h dazy do wartosci
granicznej 2z4, w miare jak & dazy do zera. Kiedy k<0,
2z4+h jest mniejsze od 2x. Biorac na & wartosci wciaz
ujemne, lecz coraz bardziej zblizone do zera, mozemy ,
oczywiscie, 2x4+h dowolnie zblizy¢ do wartosci 22,. Za-
tym 2z,+h dazy do tej samej wartosci granicznej 2x,4 bez
wzgledu na to, czy h jest dodatnie, czy ujemne.
Zblizanie k do zera oznacza zblizanie punktu B8 do
punktu A. Wazniesienie siecznej AB jest 2x4+h. Moze ono
by¢ wieksze lub mniejsze od 2x4, lecz nie moze by¢
rowne 2x, dla zadnej siecznej, prze- '
chodzacej przez A. W miare jak punkt i 7
B zbliza sie do A, czy to z lewej, czy o0
z prawej strony, wzniesienie dazy do
wartosci granicznej 2x4. Linja prosta,
poprowadzona przez punkt A i majaca
wzniesienie =2z, , nie bedzie sieczna— A
stanie sie nia jednak, jezeli wzniesie-
nie bodaj odrobine zwiekszy sie lub
zmniejszy. Powiemy w danym razie, g
ze prosta jest styczna do krzywej
w punkcie A (rys. 10). Rys. 10.
Liczba 224 jest wiec wzniesieniem stycznej do krzy-
wej w punkcie A. Bedziemy ja nazywali wzniesieniem
krzywejw punkcie A. Z poprzedniego widzimy, ze wznie-
sienie paraboli, danej przez réwnanie y=a* w punkcie, kto-
rego spolrzedne sa x i 22, wynosi 2.

12. Proces tu opisany posiada bardzo szerokie za-

11, 12] WSTEP 15

stosowanie. Mozna go uja¢ w nastepujaca regule: obierz-
my 2 punkty A i B na krzywej. ZnajdZmy wzniesienie
prostej AB. Wartos¢ graniczna, do ktérej dazy to wznie-
sienie, gdy punkt B zbliza sie do A, daje nam wzniesie-
nie krzywej w punkcie A.

Zadaniem rachunku rézniczkowego jest oznaczanie
w kazdym poszczegdlnym przypadku wartosei granicznej,
do ktoérej dazy wzniesienie siecznej. Oznaczajac taka gra-
nicg, réozniczkujemy. W przypadku paraboli réznicz-
kowalisSmy 22 i otrzymalismy 2x.

Majac do czynienia z prosta, nie potrzebujemy zbli-
za¢ stopniowo punktu B do punktu A w celu oznaczenia
wzniesienia. Wzniesienie =0 dla wykresu y=a, wzniesie-
nie=m dla wykresu y=mz+b. Mozemy powiedzie¢, ze,
rozniczkujac @, otrzymujemy zero, rozniczkujac max+b,
otrzymujemy m, gdy @, b, m sa niezalezne od z.

Przygrapy.

1. Poruszajace sie cialo przebywa s cm. w ciagu ¢ se-
kund, przytym s i ¢ sa zwiazane réwnaniem s—#2, Jaka jest
predkosé ciala w koreu piatej sekundy od poczatku ruchu?
Jaka jest predkos¢ $rednia ciala w ciagu tej piatej sekundy?

cm. cm. |
) ot g =)
(Odp sek.” 7 sek. ]

2. Jak w zadaniu 1-ym, cialo porusza sie zgodnie ze
wzorem s=#*. Znalez¢ predkos¢ srednig ciala w ciagu 0-1 sek.,
0-01 sek., 0-001 sek., obierajac za poczatek tego okresu ko-
niec pigtej sekundy.

3. Punkt (1, 1) na paraboli, danej przez rownanie y=x?
faczymy prosta z punktem {L+4, (14+h)*}. Znalezé wzniesie-
nie siecznej, gdy & przybiera kolejno wartosci: 0¢1; 0:01; 0-001
oraz —0-1; —0-01; —0-001.
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Cwiczenia DoDATROWE.

Umieszezamy tu kilka przykladow dodatkowych na wy-
kresy i na wyliczanie. Przerobienie ich wszystkich przed za-
braniem si¢ do czytania dalszego ciagu ksiazki nie jest ko-
nieczne. Czytelnik uczyni lepiej, przerabiajac codzien po pa-
re tych éwiczen.

( 1. Wykreslié réwnanie y=1log,,x w granicach od z=0-1
do }": 10, biorac na = wartosci 0-1, 0-2, 2, 1 oxaz 1;°2% .. 10;

. 2., Wykresli¢ réwnanie y=10¢* w granicach od z= — 1
do x=1, biorac na z wartosci —1, —-09, —-08 .. —0-1, 0,
0-1, 0-2, ... 0-9, 1.

Lge
3. Ulozy¢ tabelke wartosci funkeji mlogm(l—i-;), biorge
na x wartosci 1, 2, 3, ... 9. Ulozy¢ podobniez tabelke warto-

$ci funkeji 1+} dla tych samych wartosci = i wykreslié ré-
13l ) 2y y N

wnanie y:(l—g—%) w granicach od z=1 do »=9.

4. Uczyni¢ to samo, co w przykladzie 3-im, biorac na
@ wartosci 10, 20, 30, ... 100.

: : B LE (3
5. Wykreslié réwnanie y=-, biorae na # wartosci 0-1,
%

02, ... 09, 1, 2, oraz odpowiednie wartosci ujemne (—0-1, ...).
6. Wykregli¢ na papierze kratkowanym réwnania y = ﬁxa

3 1 X
Ee—r (7x+2). Znalezé odciete punktéw, w ktérych te wy-
kresy si¢ przecinaja. [Odp.: 2:8, — 04, —2-4 w przyblizeniu.]
Zauwazmy, ze metoda ta daje przyblizone rozwiazanie
réwnania 3-ego stopnia
2—-Tx—2=0

7. Podac rozwiazania przyblizone réwnari szesciennych:
2*—9x+7=0 oraz 32— 5x+1=0.

S—

— J"Mh_._.-..—-.__-.., e
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8., Wykreslic réwnani i ; ;
8. 'ykreslié réwnanie y:x+}— w granicach od z=0-5

do x=1-5, biorac na z wartosci 0-5, 06, 0-7 .., 1-5.

L»@ oo

9. Wykreslié réwnanie y=x(1-22)* w granicach od
1

: a e T
=0 do z=1, b , t eV
=1, biorac na x wartosci 12’63 3’ 19’ 3’ 3"
235 11 )
251

10. Wykresli¢ réwnanie y—z (13 —-2x) (15— 2x) w gra-

nicach od z=0 do =10, dajac na z wartosci 05, 1, 1-5,

1. Wykresli¢ réwnanie y—z (13 -2z) (15-22) w gra-
mcac‘h od =65 do x=7-5 bardziej szczegolowo, niz w éwi.
czeniu 10-ym, biorac na x wartosci 65, 66, 6:7, 68, ... 74, 745,

 12. Dany log,oe=0-4343; ulozy¢ tabelke wartosc funk-
cji ¢ dla =0, 01, 0-2, 0-3, ... 0-9

?
13. Ueczyni¢ to samo, co w przykladzie 12-ym, dla ¢,
14. Wykresli¢ réwnanie Y=¢° w granicach od z— —1
do x=1.

15. Wykresli¢ réwnanie y=1—e%, zakladajac z =0, 05,
bbb, 2,253, 35, &, 45 5,

16. Dant_: Y=V (1 -z?); obliczy¢ z dokladnoscig do szé-
stego znaku ldzmsu:tnego wartosci y, odpowiadajace nastepujg -
cym wartosciom x: —0-5, — (-4, =03, —02, —0-1, 0, 0-1, 0-2,
0-3, O'fi, 0-5. Oznaczajac obliczone wartosci przez y,, y, ... Y1,
znalezé z dokladnoscia do piatego znaku dziesietnego wartosé
wyrazenia

1
3 0°1) {y, +y,y +2 Us+Ys+ya+tys) +4 o+ Y3+ Yo+ Ys+1y0)}-
[Odp.: 0-95661.)

1 /
17. Dane ¥ obliczyé z dokladnoscia do szesciu zna-

Love, Rach. rézn. 2
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k6w dziesietnych wartosci y, odpowiadajace nastepujacym war-

tosciom z: 1, 1-1, 12, ... 19, 2. Uczyni¢ dalej to samo, co

kladzie 16-ym. (Odp.: 0-69315). ) 4
23 prz}{ezultaty, otrzymane z ¢wiczenn 16-go i 17-go, zuzytku-

jemy w rozdziale X-ym.

ROZDZIAL. II.
O ROZNICZKOWANIU.

13. Rozpatrzylismy powyzej kilka przykladow, w kto-
rych zmienna y byla zwiazana réwnaniem z inna zmienna
x. Zmienne temozemy—ale nie musim y—uwazaé za
miary pewnych wielkosci zmiennych, wyznaczone w odpo-
wiednich jednostkach. Wyrazenia, za ktérych pomoca mo-
zemy obliczyé wartosci y, o ile x jest dane, moga by¢
znacznie wiecej skomplikowane od tych, ktoresmy rozpa-
trywali. Lecz bez wzgledu na to, czy wyrazenie to jest
proste, czy zlozone, rozwazamy je jako réwne pewnej licz-
bie y, ktéra zmienia sie, gdy x ulega zmianie. O ile wy-
razenie, zawierajace x, traktujemy jako wielko$¢ zmien-
na, przybierajaca rozne wartosci, zaleznie od wartosci x,
nazywamy je funkcja xz. Np. 2% log,,z, sin z sa funkcja-
mi &. W celu oznaczenia funkcji 2 poshugujemy sie zna-
kowaniem: f(z), F(x), ¢(z) it. d. Nie mozna w zadnym ra-
zie traktowac litery [ w symbolu f(z) jako wielkosci:
nalezy uwaza¢ to wyrazenie » ()" za skrot ,funkcja x*.
Wykreslajac jakiekolwiek réwnanie y={(x), rysujemy w y-
kres funkcji. Wszystkie funkcje, ktore dalej rozwa-
za¢ bedziemy, posiadaja wykresy *.

* Co do ograniczenia tego twierdzenia patrz dod. II.
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14. Okazuje sie, ze jestesmy w moznosci znalezé
wzniesienie wykresu w kazdym jego punkcie za pomoca
pewnego postepowania, o ile tylko potrafimy to postepo-
wanie zastosowaé. Jest ono nastepujace. Niech x4 bedzie
odcieta punktu. W wyrazeniu f(x), ktéremu rowna si¢ y,
dajmy naprzéd na z wartos¢ z,, nastepnie wartosc zs+h.
Wezmy dalej réznice f(za+h)—f(z4) i podzielmy ja przez
h. Znajdzmy wreszcie granice, ku ktérej dazy iloraz

[(za+h)—[(xs)
h y

gdy %, o ile jest dodatnie, zmniejsza sie stopniowo do ze-
ra, lub tez, o ile jest ujemne, stopniowo do zera wzrasta.
W otrzymanym rezultacie opusé¢my znaczek 5. Bedziemy
mieli wtedy wzniesienie wykresu w dowolnym jego punk-
cie (z, y).

W calym tym rachunku mozemy opusci¢ znak 4; czy-
niac tak, winniSmy jednak pamieta¢, ze x pozostaje w nim
wielkoscia stala, zmienna za$ jest jedynie A.

15. Napiszmy teraz Az zamiast k. Symbol A (delta)
nie moze by¢ uwazany za czynnik, przez ktory sie mnozy
x, lecz cale to wyrazenie Az ma oznacza¢ pewna wielkos¢,
a mianowicie przyrost zmiennej x. Owa wielkos¢ Az
moze byé¢ zaréwno dodatnia, jak ujemna. Jezeli w f(z)
zastapimy z przez z+h lub przez z+ Az, otrzymujac w ten
sposéb f(xz+Azx), mozemy réznice f(x+Ax)—f(x) oznaczyt
przez Ay, skad

y+.\y:f(sc+s\x),
gdyz y=f(z); Ay jest zatym przyrostem liczby y, uwa-
runkowanym przez Az, t.j. przez przyrost liczby x.

Iloraz &“%M
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rowna sie, oczywiscie, ilorazowi

En:tgzig\:lﬁz z;;l:zc granice, do ktérej dazy ten iloraz, gdy
Oznaczmy te granice przez
dy
EZE.
Symbol ten nie jest ani ulamkiem, ani ilorazem —jest
granica, do ktérej dazy iloraz ﬁ—i, kiedy Az dazy do zera.

l;he_ 1;51}u]my tedy nadawa¢ znaczenia czesciom symbolu
y i dax.

Granica, wyrazona przez éymbol ;l—?;, nazywa sie p o-
chodna y wzgledem z. ;

fi: 16. Wartos¢ pochodnej zalezy, oczywiscie, od war-
tosci z. Po znalezieniu pochodnej znowu traktujemy =
jako zmienna. Np., jezeli y=z* pochodna gg=2x, za$

v

2z jest funkcja . W celu zaznaczenia wlasnie tego, ze
Pochodna f{x) jest rowniez funkcja zmiennej x, oznaczamy
ja przez f'(z).

17. Poslugujac sie uméwionym teraz znakowaniem, mo-

Zemy napisa¢ wyniki, otrz i
_ ' . ymane w poprzed i
W nastepujacy sposéb: i, i

da

(I) Jezeli a jest niezalezne od &y rﬁ:O'

(II) Jezeli m i b nie zalezg od =z, @iﬂ:m
; d (x2 :
amy =)o,

dx
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Ze wzoru (II) mamy jako przypadek szczegélny d—'x=1,
co otrzymamy, zakladajac m=1, b=0. Wynik ten sprawdzili-
émy juz przy oznaczaniu wzniesienia w wykresie réwnania
y=x. W zadnym jednak razie nie mozna, opierajac si¢ na

: dx 3 i
ksztalcie symbolu d—:; , traktowaé¢ go jako ulamku, posiadajace-

go licznik, réwny mianownikowi; jak juz zaznaczyliSmy wy-
7ej, symbol ten ulamkiem nie jest.

18. Poznaliémy juz jedno zastosowanie pochodnych
przy znajdowaniu wzniesienia wykresu. Rozpatrzmy teraz
kilka innych zastosowan.

(@) Spadanie cial.Przypusémy, ze mamy do czy-
nienia z kamieniem spadajacym. Wiadomo, ze z pominie-
ciem poprawki na opor powietrza oraz przy zalozeniu, ze

: : m. 3 3 %
przyspieszenie =981 écé—ﬂ, mozemy w nastepujacy sposcéb
poda¢ wartosé drogi s, przebytej przez kamieri w czasie
t sekund: s=(490°5) 2.

Droga, przebyta przez kamieri w czasie ¢+ At bedzie s+ A4s.
Latwo tez znajdziemy

As=(4905) (2t + A¢) At.
W ciagu czasu Af kamienn przebywa droge As, a jego

Ae¢

P ) . . A cm. o
predkos$¢ srednia w tym czasie wynosi AL :e_k' Kiedy At

As ) 3 . d
dazy do zera, 7 dazy do wartosci granicznej %:. Oczy-
wiscie % _ g1,
di
Zatym' predko$¢ kamienia w momencie f, t. j. po uplywie

t sek. od poczatku ruchu, wynosi 981¢ SC::[I(
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() Predkosc¢ poruszajacego sie ciala,
Wezmy rzecz ogélniej. Poruszajace sie cialo przebywa
droge s cm. w ciagu ¢ sek., droge za$ s+As cm. w cza-

E As - cm.
sie ¢+ At sekund. y, Wyraza w v predkosé érednia cia-
la w ciagu czasu At sekund, wartosé zas graniczna a’
) As
do ktérej dazy X gdy At dazy do zera, wyraza w —E%
™ sek.

predkosé¢ jego w momencie .
_ (¢) P-re;.d_koé(" zmiany wogdle. Wezmy rzecz
jeszcze ogolniej. Niech ¢ wyraza w odpowiednich jednost-
kach jakakolwiek wielkosé zmienna w momencie ¢, t. j.
po uplywie ¢ sekund od momentu poczatkowego; ¢ jest za-
: : . &
tym funkcja ¢, pochodna zas J_tq daje nam predko$éé zmian
wielkosci ¢. .
Np. niech bedzie zawarta w naczyniu woda z lodem,

1 niech w momencie ¢ miesci si¢ tam ¢ gr. lodu. Jezeli e >0
)

pochodna ta wyraza w

dq dq
o 5 S e SR
it <0, g TR =

gr. o :
i predkosé krzepniecia. Jezeli

predkosé topnienia.

: (d) Styczna do krzywej. Widzielismy juz, ze
de €St Wzniesieniem stycznej do wykresu w punkcie (z, y).
Nlech styczna w.punkcie P, lezacym ponad osia z, prze-
€ina os w punkcie T; niech PN bedzie rzedna punktu p;

zgiozmy wreszcie, ze krzywa wznosi sie ku prawej stro-
nie (rys. 11). Ulamek
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liczba jednostek dlugosci, mieszczacych sie w o'dc‘inku NP
liczba jednostek dlugosci, mieszczacych sie w odcinku TN

daje nam wzniesienie stycznej w punkcie
P. Twierdzenie to jest sluszne w kazdym
przypadku, jezeli tylko utamkowi damy
odpowiedni znak (patrz rozdzial 1X). J?st
rzecza oczywista, ze, majac dane wznie-
sienie, mozemy narysowaé styczna.

Niech np. dana bedzie parabola przez

dy . :
réwnanie y=x%. Mamy d_i =2z. Odcinek PN —F N

i : Rys. 11.
zawiera x® jednostek dlugosci, gdy odcinek

ON zawiera ich x. Niech odcinek TN wynosi z jednostek diu-
- T i S e i odcinek
gosci. Wéwezas z—:.z.r, czyli 2=g »; innemi slowy,

TN stanowi polowe odcinka ON. W celu w1gc_ xleyk:'e[;s;en;a;
stycznej w punkcie P prowadzimy rzedna PN, dzie H;)?c,sta |;_P
odcieta ON w punkcie T i laczymy punkty ir‘)l P.

Jest styczna do paraboli w punkecie P (rys. 12).

y

Rys. 12.
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Przykrapy.

1. Cialo porusza si¢ w ten sposcb, ze droga s cm., prze-
byta przez nie w ciagu ¢ sekund, liczonych od chwili wyjscia,
jest proporcjonalna do kwadratu predkosci w momencie {, Wy-

il k : b ds .
razi¢c to za pomoca fownania, wiagzacego ze sobg LS ¢

=

2. Cialo porusza si¢ w ten sposéb, ze predkosé jego,

W momencie {, wzrasta Jjednostajnie. Wyra-

dv / 1)

zi¢ to za pomocy rownania, zawierajacego e L‘;,

— cm
wynoszaca v 3

3:/, Cialo porusza sic w ten sposéb, ze predkosé 'jego,

wynoszgca »
nie do wartosci . Wyrazié to za Pomoca réwnania.

4. Zbiornik z woda oprézniamy w ten sposcb, ze pred-
kos¢, z ktorg woda wyplywa, jest proporcjonalna w kazdym
Poszczegdlnym momencie do ilosci wody, Pozostajacej w zbior-
niku. Wyrazi¢ to za pomoca réwnania.

5. Pewna substancja przeksztalca sie w inng w ten spo-
s6b, ze predkosé tego przeksztalcenia (za jednostke czasu obie-
ramy sekunde) jest Proporcjonalna w kazdym poszczegolnym

momencie do ilosci substancji, nie podleglej jeszcze przeksztal-
ceniu. Wyrazi¢ to za pomocg réwnania,

19. Bedziemy mogli posuwag¢ sie predzej naprzod
i nabierzemy wiecej zaufania do dokladnosci naszej robo-
ty, jezeli Zastanowimy sie gruntownie nad tym, co wlasci-
wie znaczy powiedzenie: funkcja 4 dazy do pewnej gra-
nicy, gdy A dazy do zera. Jezeli np. w § 11 powiedziano,
Ze wraz ze Zmniejszaniem sie A (uwazanego za dodatnie)
do zera 2z,+h dazy do granicy =2x,, ma sie na mysli,
ze, nie zakladajac w Fzeczywistosci k=), mozemy ueczynic

cm. : 1R : iy P
k. v momencie {, zmniejsza sie proporc_pona* /
sek. -t

P
N
<

L
i
&
Bs

>4 A,

=
-
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92, +h dowolnie blizkim wartosci 2x,. Jezeli, dajmy na
to, pragniemy, aby 2z4+h réznilo sie od 2z, mniej niz
0 1ssisas, nalezy jedynie h uczyni¢ mniejszym od tgrhyoa-
W pojeciu granicy niema nic nieokreslonego. Granica w da-
nym razie jest 2x4, nie za$ 2z, + bardzo maly ulamek, albo
224 — bardzo maly ulamek. Gdyby kto sadzil, ze jest nia
wlasnie 2x,+bardzo maly ulamek f, wystarczyloby nam
obra¢ h mniejsze od [ dla wykazania, ze 2xz,+h bedzie
blizsze 2z4, niz 2z4+f. Nie przyréwnywujac k do zera,
mozemy dowolnie zblizy¢ 2#4+h do 2z4, lecz nie mozemy
uczyni¢ 2z4+h rownym 2x4.

W przypadku, podobnym do powyzszego, granica
jest dokladnie znana, nie przedstawia jednak wartosci funk-
cji, odpowiadajacej pewnej wartosci zmiennej. W rzeczy-
wistosci 24 +h jest funkcja k, zas h moze posiada¢ wszel-
kie wartosci z wyjatkiem 0; zeru nie moze si¢ ono row-
na¢, gdyz przez h dzielimy. W ten sposéb 2z,+h nie
moze posiadaé wartosci 2z, lecz, jak powiedzielismy, mo-
ze sie rozni¢ od tej wartosci o wielkos¢, mniejsza od do-
wolnie malej wielkosci.

Z drugiej strony bywaja przypadki, kiedy granica
nalezy do wartosci, ktére funkcja moze przybierac.

W' przykladzie, przed chwila rozpatrzonym, funkcja
jest 2z,+h, granica zas 2z4. Roznica

(funkcja) — (granica)
moze by¢ dodatnia lub ujemna. Wlasnos¢, ktora wyrédz-
nia granice z posrod wszystkich innych liczb, jest naste-
pujaca: wartos¢ bezwzgledna powyzszej réznicy moze byc¢
uczyniona dowolnie mala przez dostateczne zblizenie zmien-
nej h do zera.

20. Jako drugi przyklad rozpatrzmy réiniczkowanie funk-
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A=)
~

cji 3. Mamy (X +h)> =23+ 3h22 3Rz + R,

a wiec ; (T + k)% — 23 = 3ha? + 3h22 + J,3
) (@ + h)s — 23 :
= =3x®+ 3hx + A2,

M = s - .
mozt:.::y. d(_)ngSC, Z€ granica w danym razie jest 3x2. Uzyie-
d(ﬂjatniaé] IIVIII;IE_] metl({)dy 1 zalozymy, ze zaréwno x, jak hyjsa‘
- my wykaza¢, Ze biorac na & S¢ i
g s el . wartos¢ dostatecznie

ymié 3hx+h* tak mat i i

=45 2¢ ym, jak sie n -
b Doy o e 1< Wondy B
i e jle dowolr_ue mala liczbg dodatnig. Mamy wykazac'.
- rac dostatecznie male 1, mozemy uczynié 3kx+k2<e,
; :
5o Jezeli to czyni réwnies
: ; i : dx'’ 5
:n{eas:c Bzzd?];my xsmeh h<wx, jezeli e < 4x?. Poniewaz cheemy do-
Iiczby’ o +h mozr_la'uczynié mniejszym od dowolnie malej
: » moZemy zalozyé, ie =< 4x?, Bierzemy tedy e < 42

Oczywiscie, wystarczy wziaé h<

4 e
i k—<:’;§’ a zatym 3hr A% <=,

REGurLy ROZNICZKROWANIA.

(I) Jezeli y—az i i
( : =az, gdzie a nie z as j
. : zalezy od z, z zas jest
ii_g_adz
5 de " dx"
e a przekonania sie o tym zauwazmy
apimy przez z+ Az, z zamieni sie na z+:\3,
< ’

gdzie Ay=aAz. Zat Ay
i i ey, =

ze, gdy x za-
o a y na y+Ay,
PO Zalozmy, ze , jezeli Az da-

- 5 .\3 ti? : A

zy do zera, =% Zy icy —. Wow = v

y » 1= dazy do granicy Tz owezas 2/ dazy do
Az x Ay T
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i o Ay pE 'nej granicy, gra-
granicy a i’ Lecz gdy i dazy do pewnej g

dy
nica ta jest pochodna T

3ok jeseli zas s—=(L00I5 )L, to
Np., jezeli s=1#, wtedy i 2t; jezeli zas (
b gore i
% (II) Jezeli y=u+v, gdzie u i v sa funkcjami x,
my nastepujaca regule:
y puj i
de dz  dx B o
Dla przekonania si¢ o tym zauwazmy, ze, gdy % =
stapimy przez z+Az, w zamieni sie na w+Aw, v zas

Ay_Au+ﬂ)
v+Av, a y na y+Ay, gdzie Ay=Au+Av. Zatym AT

Aw , Rl
i Z L zy do wartosci
Zalozmy, ze, jezeli Az dazy do zera, & dazy
dv iy e
e S icy —. A wiec grani-
granicznej %, i, 2as dazy do granicy 3 g
! . Ay . du  dv
ca, do ktorej dazy Ay jest ZI-E:;er;;;'
dy )
Wezmy dla przykladu y=ux®+x; JTC:Q;H-I. / :
Regule powyzsza mozemy uogélni{::, stqsu]])qc ]:ik,;
sumy zloiognej z n skladnikow, gdzie n jest lg:z a Scumy
wita;,otrzymamy nastepujaca regule: poc_hg n 1;':16 =
réwna sie sumie pochodnych skladni ;
(III) Jezeli y—=wuv, gdzie u i v sa funkcjami zmiennej

tepujaca regule:
z, mamy nastepuj Yich ¢ .
@:lﬁﬁ, ) dg:.
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Dla przekonania sie o tym za uwazmy, ze
Y+ Ay =(u+Au) (v+ A0)=wv + u Ao + vAu + Aw Av,
€O pociaga za soba
Ay=wu Av+v Au + Au Av,
Ay Av Au  Awn
Zatym A‘m—ud—m-{-@ Tx‘f‘d-mA'b-

Wiemy Przypuszczalnie, ze, gdy Ag dazy do zera, é‘é da-
2y do granicy %, a %—; dazy do granicy %, Av zas dazy
do zera. Trzy wiec wyrazy z prawej strony ostatniego
: : . dv  du
wzoru daza odpowiednio do w Zat Doy 0, a zatym gra-
. it 1 LRI dv  du
nica, do ktorej dazy i Jest el
Ostatnia regula znana Jest jako regula r6zn i czko-
Wania iloczynu.
Dodatkowe reguly rézniczkow
2ej, w §§ 25 i 28. Blizsze omowieni
gul czytelnik znajdzie w dodatku [I

ania beda podane npj-
e dowodzenia tych re-

22, Zastosujmy regule rozni
otrzymania pochodnej lunkcji o
kowita i dodatnia.

\;V' “ d (2‘,'2) dx
== = —
lemy, ze o 2z oraz 1

czkowania iloczynu do
gdzie n jest liczba cal-

Teraz

=z, 22
Za}éz'my = u, - v,
wtedy &5 =uw,
d (z3) d (22) dz
oraz e R i 2ﬁ_:, . O ,2:3.j2.
o 5 S e de .2+ x 7
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Dalej znowu  z'=xz.2%

Zalozmy = et=mn
wtedy zh=uw,
1 3
oraz d;z)=md((ti)+x3%-—“m.3m2+aﬁ’:4m’.

Rezultaty powyzsze poddaja nam nastepujacy wzor:

d (x7)

da:

SprawdziliSmy, ze wzor ten jest stuszny dla n=2, 3, 4,

i w podobny sposéb mozemy sprawdzi¢ shisznosé jego dla

n=5, 6,... Przypusémy, zesmy sprawdzili ten wzér dla

wszystkich liczb calkowitych 2, 3, 4,.... az do liczby &
wlacznie. Mamy tedy

et

d(x) 1 i
o — kot
Zalozmy i L et
wtedy i =uv, _
-1 E
oraz d(z; )=md—§§‘—)+x" %:xk.t"—l+a:k=(lc+l):c".

Jezeli wiec wzor ten jest stuszny dla k, pozostaje rowniez
shusznym dla k+ 1. Sprawdzilismy go jednak dla 2, 3, 4.
Zatym jest stluszny dla kazdej wartosci n calkowitej,
dodatniej i wiekszej od 1.

Przypadek n=1 mozemy wlaczyé do powyz‘szegb, zwa-

zywszy, ze x"=1, a zatym zamiast d—:l moglibysmy na-
7

: dx
isa¢ —= 10
P A .
Rezultat, powyzej otrzymany, mozemy roéwniez napisac
y powyzej y Y, Y P

w postaci Y g, jezeli y=ux"
x

dr

k-
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28. Wz6r na rézniczkowanie funkcji a2 (gdzie n jest
liczba catkowita dodatnia) w polaczeniu z regutami (I) i (II)
§ 21-ego daje nam moznos¢ rozniczkowania obszernej
klasy funkcji. Funkcja, nalezaca do tej klasy, przedstawia
sie jako suma wyrazéw, z ktérych kazdy jest iloczynem
pewnej stalej liczby przez potege calkowita i dodatnia
zmiennej x. Forma ogolna takiej funkcji jest:

ax® +brliext 2+, . +prtq,

gdzie a, b, ¢e,... p, q, sa niezalezne od z, n za$ jest liczba
catkowita dodatnia. Taka funkcja nazywa sie funkcja
wymierna calkowita n-tego stopnia. Funkcja
mx+b, ktéra rozwazalismy w poprzednim rozdziale, jest
funkcja catkowita wymierna pierwszego stopnia; nazywa-
oy ja czesto funkcja linjowa, gdyz wykres jej jest li-
nja prosta.

Jezeli przed ktérymkolwiek wyrazem funkeji catko-
witej wymiernej stoi znak —, znak ten pozostanie i w funk-
cji pochodnej przed tym wyrazem. Np., gdyby w powyz-
Szym wyrazeniu zamiast ar® stalo — 2", pochodng tego wy-
razu byloby —mnz"—!; spélczynnik a w tym razie= — 1.

PrzykzaDY.
L“"If Znalez¢ pochodne nastepujacych (1) —(14) funkeji:

s o0 L 5
(1) —=2 (2 5% (3) 2*+2x, (&) 22-2x, () %x3+3x,
L 1 .
(6) —§:L-3+53;, (7)) x(1—=x), (8) »* (1+2x), (9) =3- 3z,

ST
(.10) gl.a, (11’ “m;r
1 3 1
4) a3 pa_
(14%) 3% ety

(12) 22— 322, (13) x— 42+ 102,
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2. Styczna w punkcie P do krzywej, danej przez row-
nanie %ky=ax?, gdzie k jest niezalezne od x, przecina o0$ x-Ow
w punkcie T, rzedna za$ punktu P przecina o$ z-6w w punk-

: A 1
cie N. Dowiesé¢, ze OT=5 ON.

3. Krzywa dana jest przez réwnanie ky=ux?; reszta da-
nych jest oznaczona tak samo, jak w przykladzie 2-im. Dowiesé,

ze OT=5 ON.

W b

. d(z*

24. Wykazmy teraz, ze wzor —((?x—:nx’*-‘ pozosta-
je shuszny, gdy n jest ulamkiem oraz gdy n<0. Przypom-
nijmy znaczenie wykladnikéw utamkowych oraz ujemnych.
Wiemy, ze znaczenie wykladnika wogdle ustalone jest

przez réwnanie e

wyrazajace t.zw. prawo wykladnikow. Wiemy dalej,
ze, kiedy u jest liczba calkowita dodatnia, 2" zgodnie z tym
prawem oznacza iloczyn n czynnikéw, z ktorych kazdy
=z. Wiemy rowniez, ze, gdy n jest ulamkiem dodatnim
o ksztalcie ;—9, gdzie p i ¢ sa liczbami catkowitemi i dodat-
P
niemi, prawo to wyraza, ze »", albo z7, jest p-ta potega
pierwiastku g¢-tej potegi z x, oraz ze jest to rowniez pier-
wiastek g-tej potegi z z#. Jezeli p i ¢ posiadaja inny spol-
ny dzielnik précz 1, mozna przezen skroci¢; zakladamy
wiec, ze gjest ulamkiem nieskracalnym, i ze z jest> 0, je-
2
zeli ¢ jest parzyste. Jezeli p jest parzyste, 9 jest zawsze

P
>0. Jezeli p i ¢ sa nieparzyste, 2¢ posiada ten sam znak,
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co z.  Wreszcie prawo to wskazuje, ze, jezeli n jest <0,

to przy n= —m, czyli m>0, z* albo z—™ oznacza im
x

25. Wprowadzimy teraz dwie dodatkowe reguly réz-
niczkowania, doliczajac je do szeregu podanych w § 21.

(IV) Jezeli dane jest y jako funkcja zmiennej 2, z zas
jako funkcja zmiennej x, mozemy uwazaé¢ y za funkcje
zmiennej z. Mamy wtedy nastepujaca regule:

dy dydz

dx” dz dz
Nalezy podkresli¢ z naciskiem, ze wzoru tego nie moze-
my uzasadni¢ za pomoca skrécenia przez dz, jakbysmy
to mogli uczyni¢ z ulamkami. Dla udowodnienia tej re-
guly musimy sobie przypomnie¢ znaczenia roznych wy-
razen.

Kiedy » przechodzi w z+Ax, z przechodzi w g2+Az,

4 zatym y przechodzi w y+Ay. Zakladamy, ze %g_/ oraz
z

% daza do pewnej granicy, gdy Az dazy do zera. Temi

wartosciami granicznemi sa % i g:—g. Zatym iloczyn %%
] 5 : . dyde ] Ay Az
(-iqzy do wartosci granicznej E}y e Lecz iloczyn A_g.rl_:c mo-
zemy skréci¢ przez Az, gdyz czynnikami sa tu ilorazy,
iEr0 4

otrzymamy wiec Ey Whioskujemy stad, ze i—z dazy do
dy de
dz dx’

‘ Podana tu regula znana jest pod nazwa reguly réz-
niczkowania funkecji zlozonej.

wartosci granicznej oraz ze ta granica jest

Love, Rach. rézn. " 3
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(V) Jezeli y jest funkcjg =, = jest rowniez funkcja

.. Az : :
y. Czasem latwo znalezé T Woéwczas mozemy zaraz na-
dy dx

drdy
Podkreslamy znowu z naciskiem, ze slusznosci tego
wzoru bynajmniej nie mozna oprze¢ na skréceniu przez
dx i dy.
Kiedy = przechodzi w xz+ Az, y przechodzi w y+Ay.
Zatym nie tylko y otrzymuje przyrost Ay, gdy x otrzymu-
je przyrost Az, ale rowniez x otrzymuje przyrost Az, gdy y

dy
pisaé wartosc d’ postugujac sie regu}a

otrzymuje przyrost Ay. Na podstawie tego do iloczynu = As i:c

mozemy zastosowac skracanie przez Az i Ay, skad wyplywa,
ze iloczyn ten=1.Z drugiej strony zakladamy, ze, w miare jak

Ay dazy do zera, Wy-

A—x dazy do granicznej warto$ d—f
Ry oo y g j ow ci 77

plywa stad, ze granica, do ktoérej dazy % jest d-15
dy
26. Zmienna, Wzgledem ktorej rozniczkujemy, nazywa
si¢ zazwyczaj zmienng niezalezna, zmienna zas, rozpa-
trywana jako funkcja zmiennej niezaleznej, nazywa su; zazwy-
czajzmienng zalezna. Regula (IV) stuzy do zmiany zmien-
nej niezaleinej. Regula (V) sluzy do odwrdcenia roli zmien-
nej zaleznej i niezaleZnej.

27. Mozemy obecnie sprawdzi¢ stuszno$é ogoélnego
d(z")
de

n—1

WZoru

Zalotmy naprzod ze nfg , gdzie p i ¢ sa liczbami catkowi-

temi i dodatniemi.
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: o
Niech dalej Yo"

mozemy wiec zalozyé z=uxzP, z=y1,

skad znowu gj: =pxPt ;E =gy,

Rl Elg_dydz oL dz _pxr—! by
dr dedz dz dx qui' q ¥z
dy
gl
LY _Poa g,
qx q

W ten sposéb stwierdzamy slusznos¢ wzoru dla wszyst-
kich wyktadnikéw dodatnich zaréwno catkowitych, jak utam-
kowych.

Zaltézmy teraz m= —m, gdzie m jest liczba dodatnia,
calkowita lub ulamkowa .

Niech —pr =™ — £

iec ¥t — = e

Wtedy gl
dx

x™y=1 oraz =mx™ 1

Zastosujemy teraz regule rézniczkowania iloczynu; otrzy-

e 0 d—(ggyﬁ): mam—ty 4 :c"*g%.
Lecz wobec tego, ze 22y —1,

:wypada_, ze d%::y_): ;

czyli. ‘ maxm—ly 4 pm g—z =0,

Skqd : %: —m 9‘%; =,

W ten sposéb stwierdzamy stusznosé wzoru dla WSZyst-
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kich wartosci n calkowitych i ulamkowych, dodatnich
i ujemnych.

Przy stosowaniu tego wzoru oraz reguly (I) z § 21 do
rézniczkowania funkcji ax® naleiy zwracaé uwage na znak.

g5
Bardzo wazny jest przypadek szczegélny, gdy n= —1.

z)

Np., rézniczkujac — x—*, otrzymamy

Mamy wtedy
—_—

28. Rozpatrzymy jeszcze kilka wzoréw dodatkowych
ogdlnego charakteru, ktére nie daja sie wlasciwie tak wy-
odrebni¢ od poprzednich, aby je mozna bylo uwazaé¢ za

cO0$ nowego.
(I) Niech y dane bedzie w formie i, gdzie u jest

taka funkcja x, ktéra umiemy rézniczkowaé¢. Mamy wtedy

dy dydu dig K
dr dudz 7" T "W
dy 1 du
sta_d : 3;:: —m%.

(II) Jezeli y dane jest w formie g, gdzie v i % sa
funkcjami #, mozemy rozpatrywac y jako iloczyn v przez
la i zastosowal regule roézniczkowania iloczynu. Mamy

i) Pamary.
dy 1dv w!/ 1dv 1de —dx dx
b ude' ' Az wde wdw . w

Wzor ten nazywaja regula rézniczkowania ilo-
razu.

==

.

wtedy
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29. Pomiedzy funkcjami, ktére moga byé przedsta-
; S :
wione w postaci _, s takie, w ktérych zaréwno v, jak w,

sa funkcjami calkowitemi i wymiernemi zmiennej z. Takie
funkcje nazywaja sie wymiernemi ulamkowemi
funkcjami zmiennej z. Funkcje wymierne ulamkowe
wraz z funkcjami wymiernemi calkowitemi tworza klase
funkcji wymiernych wogdle. Umiemy wiec réznicz-
k_owaé wszystkie funkcje wymierne. Umiemy réwniez roz-
niczkowa¢ niektore inne funkcje, zawierajace potegi ulam-
kowe. Takie funkcje nie sa juz wymiernemi. Jest r'zeczq
korfiecznq Cwiczy¢ si¢ w rézniczkowaniu, nie myslac na
razie o zastosowaniach, aby sie nauczyé¢ dokonywania tej
czynnosci bez bledow.

80. Przerébmy kilka przykladow.

1
(I ", el O
£ vV (1—2x?%
Niech u=1—-22 oraz y=u_"l’:___1q_.
V(1 -z
dy dydu 1

Wo == ) (—op )t = ® X
WwcCzas 5 g s 1 5% )( 2m)—xu —m-z ._.._...L._._
! 4V (@ -1). =-wy?
Niechu=2?—1 oraz y—zx 4+ ut,
dy d (u?) d(u?) d
Wtedy S e u?) du
dzl: dx 5 du dr
=14(zu? U B S S
= . (2_ ) T By i
0Zna to napisaé¢ jeszcze w nastepujacy sposcb:
£y=w+V(x2—1)_ y
de  V(@x2-1)  (@x*—-1)
x (1 -2x)2,

lech y=x(1-2x2)2 Zastosujmy regule rézniczkowania iloczy-
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{ d : d (1 —2x)*
nu. Otrzymamy .E"i:(l —2x)2+x'-ﬁ—dx—)i.
Y =207 _ag Y
o Bl R Lo T RS R 1) 1
B dx de  du de 4 B ( )
Stad ?jz(lﬂgw)?—4x(1—2x):(1—2x)(1—6x).
x
x
V) s
: ’ 5
Niech v=x, u=a*+1, y==
dv du
Erte s el
Wtedy o 1, = :
: dy (@+1)—x.2c 1-a
a zatym o (:c3+1)2 —(1 +£2)2.
PRrRzyrrADY.

Znalezé pochodne nastepujacych funkc]l (1)—(16), gdzie

a, b, p, ¢ sa niezalezne od x.
. 1 9 1 @ xr
W i @vemar @ va-
(5) V.(x?+2)—=x, (6)‘m(13—9r)(1349:c) (7) ,c(a~21:)(b 2x),

3 (4);c+ Vv (@ +2),

. % o) e S0 d i
) o O oo (10 75 (0475 0 Tt gy
PN x-{—l T+p _ z+p )
O Tt ‘..lf),- raery ) Vet

z—p
o TIOR SO A
(16) vV (g + 2px — x?)

DRUGA POCHODNA.

81. Pochodna wzgledem z pewnej funkcji y=/(),
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; dy ; .
oznaczana przez ﬁé’ albo f'(x), sama jest funkcja z; mo-

zemy te funkcje znowu rézniczkowaé. Pochodna jej ozna-

d?y
czamy przez ——

dmlé’ albo f"(x), i nazywamy druga po-

chodna y, albo f(x), wzgledem z. Pochodna

gg, albo

f'(x), czesto nazywaja pierwsza pochodna.

d*y ;
72 Za réwnoznaczny z sym-

Nalezy uwaza¢ symbol

d@)

1 : ;
bolem ciff , oraz uprzytomnic¢ sobie, co to znaczy. Okres-
lilismy pochodna gg jako granice, do ktérej dazy iloraz

A
A—g w miare tego, jak Az dazy do zera. Ta wartos¢ gra-

niczna wynosi tyle a tyle, powiedzmy 2, kiedy » posiada
dana wartos¢, i to 2z jest funkcja #. Kiedy z otrzymuje
przyrost Az, z otrzymuje przyrost Az, i mozemy utworzyé

Az
iloraz A" lloraz ten znowu dazy do pewnej wartosci gra-

nicznej w miare tego, jak Az dazy do zera, i ta wlasnie

a(Y

: ! X5 ey (@ :
wartoscig graniczng jest Tl albo P albo wreszcie
@’y

da®

2y
Gdy mamy do obliczenia P 2, musimy naprzod zna-

.. dy b
lez¢ i podlug wyzej podanych regut, potym za$ ponow-
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nie zastosowa¢ owe reguly do zrozniczkowania tej no-

wej funkcji g—z :

Np. w przypadku kamienia spadajacego (§ 9) mamy

$=(4905)¢#* oraz %z%lt.
Teraz rozniczkujemy te druga funkcje i otrzymujemy
d*s
E§=981.

Rezultat ten wyrazamy zazwyczaj, méwiac, ze ka-
mieni spada ze stalym przy$pieszeniem, wynosza-
cm.
sek.?’

82. Wogdle, jezeli poruszajace sie po linji prostej
cialo przebywa droge s cm. w ciagu ¢ sekund, pred-

cym 981

R cm., . ds = 2
kosé jego w Sﬁwynosn g’ Jezeli napiszemy v=—, v tez

ek. dt’

bedzie funkcja ¢, i g—:, o ile jest dodatnie, daje nam pred-
Je-

<0, mowi ono to samo, ale nie o wzroscie, lecz

cm.

kos¢, z jaka wzrasta predkosé ciala, mierzona w e
ek.

: 1-@
Zeldt

o zmniejszaniu sie predkosci. W kazdym razie g—;, albo
2
gﬁi jest miara, wyrazona w jednostkach, pochodnych od

em. i sek. (;cé%), pewnej wielkosci, zwanej przyspie-

szeniem — w kierunku wzrastania s, bez wzgledu na to,
czy predkosé w rzeczywistosci wzrasta, czy sie zmniejsza.

L .-cﬂi
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2
Wartos¢ bezwzgledna drugiej pochodnej % moéwi nam,
w jakim tempie predkosé¢ sie zmienia, znak jej zas poucza,
czy predkos¢ wzrasta, czy tez zmniejsza sie.

Jezeli wykreslimy linje predkosci, biorac ¢ i v

ds
dat’
wzniesienie tego wykresu da nam warto$¢ przys$pieszenia.

za spolrzedne punktu, przyczym v bedzie oznaczalo

2
38. Co do znaku drugiej pochodnej 6%2, mozliwa jest

prosta interpretacja graficzna. Jezeli, w miare wzrastania

dy d?y dy

x, —- rowniez wzrasta, ——, jest dodatnie. Jezeli zas ==

' dx Y oda? ] J dx
e . d*y . 5

zmniejsza sie wraz ze wzrostem z, p jest ujemne.

‘W pierwszym przypadku wzniesienie wykresu y, jako funk-
cji «, wzrasta, w drugim przypadku zmniejsza sie. Gdy

Rys. 13.
obierzemy dwa punkty na prostej, rownoleglej do osi y,
z tych jeden na wykresie, a drugi ponad nim, cze$¢
krzywej w poblizu nizszego punktu zwrécona jest wkles-
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toscia ku WyZSzemu punktowi, kiedy % >0, wypuktloscia

zas, gdy .,<0 (rys. 13).

PRZYKLADY.

1. Znalezé drugie pochodne tunkeji, podanych w przy-
kladach na str. 31 (przyki. 1) i 38.

2. Cialo porusza si¢ w ten sposcb, ze jego przy$pie-
szenie w kazdym momencie jest proporcjonalne do drogl, prze-
bytej do tego momentu. Wyrazié to przez réwnanie.

3. Cialo porusza SiQ w ten sposéb, Ze jego przyspie-
szenie w kazdym momencie Jec;t proporcjonalne do drogi, kté-
ra pozostaje do przebycia, by 051agna‘c punkt, polozony w odleg—
losci @ cm. od punktu wyjscia. Wyrazié to przez réwnanie.

4. Cialo porusza si¢ w ten sposéb, ze przyépieszenie
w kazdym momencie jest proporcjonalne do jego predkosei
w tym momencie. Wyrazié to przez réwnanie.

B. Dowies¢, ze wykres réwnania y=ox?+Bx+7v, gdzie
o, 3, T sa niezalezne od z, jest zwrécony wklesloscia, wzgled-
nie wypukloscia, do punktéw, polozonych ponad nim, zalez-
nie od tego, czy a>0, czy tez <0,

6. Dowiesé, ze wykres funkcji y=x3 jest zwrécony wy-

pukloscig do punktow, polozonych ponad nim, kiedy z<0,
wklesloscig zas, gdy x> 0.

ROZDZIAL 1L

NIEKTORE ZASTOSOWANIA RACHUNKU
ROZNICZKOWEGO.

34. Zanim przejdziemy do dalszego ciagu teorji, roz-
patrzmy niektére zastosowania otrzymanych rezultatéw.

Wiemy juz, co sie rozumie przez pojecie funkcji
oraz jak funkcja moze by¢ przedstawiona za pomoca wy-

kresu. Zamiast rozwaza¢ funkcje (jak np. «?) albo réwna-

nie (jak np. y=2? oraz odpowiedni wykres, mozemy

bada¢ pewna krzywa, jak np. kolo lub parabole. Krzywa

jest torem punktu, poruszajacego sie podlug okreslo-
Y

P
P
N ON x
N N
= P
Rys. 14.



44  NIEKTORE ZASTOSOWANIA RACHUNKU ROZNICZKOWEGO [R. III.

nego prawa. Np. kolo jest torem punktu, poruszajace-
g0 sie w ten sposéb, ze odleglosé jego od pewnego nie-
ruchomego punktu pozostaje stala. W celu wyrazenia te-
g0 prawa obieramy punkt nieruchomy za poczatek spél-
rzednych, dwie jakiekolwiek proste, prostopadte do siebie
i przecinajace sie w nieruchomym punkcie, za osie z i y
1 prowadzimy rzedna PN ktéregokolwiek punktu kota, za-
kladajac w dodatku odleglosé punktu nieruchomego od
poszczegllnych punktéw kota=r jednostek dilugosci. Po-
niewaz kat przy N jest zawsze prosty (rys. 1), mamy dla
dowolnego polozenia P, czyli punktu (z, y),

A

P ryt=rt,
Parabola powstaje z nastepujacego zagadnienia: ma-
jac dany jeden bok prostokata, znalezé drugi tak, by po-
le prostokata réwnalo sie polu pewnego kwadratu. Niech
na rys. 15 AB oznacza dany bok -
prostokata, ACDE kwadrat, ABMN
szukany prostokat, P za§ punkt
przeciecia MN i CD. Jezeli punkty le g

A i B beda nieruchome, punkt zas
C bedzie sie poruszal wzdhuz as, ‘

A ]
Rys. 15.

4
o
=

torem punktu P bedzie parabola.
Obierajac AB i AE za osie = i y
oraz zakladajac AB=F jednostek diu-
gosci, otrzymamy rownanie ky=a% Jezeli k=1, y=2? jak
w § 9.

Jezeli, jak w tych przyktadach, warunki gieometrycz-
ne, przez ktore punkty krzywej daja sie odrozni¢ od in-
nych punktéw, wyrazamy za pomoca réwnania, wiazace-
80 ze soba spotrzedne ktéregokolwiek punktu krzywej, row-
nanie to nazywa sie r6 wnaniem krzywej.

Ll 14

gk
et

:-‘_:‘t ;:_éﬁj.‘u._r I3
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35. Kiedy réwnanie paraboli dane jest w formie
ky:xzs
0$ y jest osia paraboli, poczatek spolrzednych wierzchol-
kiem, zas 0o$  styczna w wierzchotku. Krzywa lezy
ponad styczng w wierzcholku, lub pod nia, zaleznie od tego, czy
k jest>0, czy tez< 0. Réwnanie
k(4 — 9) = (@ — x,)?
jest réwnaniem paraboli, ktérej osig jest prosta o réwnaniu
& =x,, wierzcholek zas lezy w punkecie (x,, y,). Piszac to réwna-
2

nie w formie yzgxz—%sc—i—xiJ,-y
k k I Ty
widzimy, Ze ono si¢ sprowadza do ksztaltu ogdélnego
ot 50 SRR s e (1),

gdzie @, B, 7 sa niezalezne od x. Odwrotnie, réwnanie (1)
daje si¢ przeksztalci¢ w nastepujace

1 12 1B\2

21 (-13) =le+2a)
a zatym kaide réwnanie ksztaltu (1) wyobraza parabole, kt6-
rej o$ jest réwnolegla do osi y.

W ogélnosci mozemy zawsze znaleié parabole, majaca
0$ rownoleglg do osi y i przechodzaca przez trzy dane punk-
ty. Niech (x,y,), (%, ¥,), (x3,y;) beda temi punktami. Nalezy
znalezé trzy liczby a, B, v w ten sposcb, by

oz ? + By + 1=y, ax?+Br,+1=y,, g + Barg + 7 =gy unen(2).
Z réwnarni tych otrzymujemy

yziy1=a(x22_x12)+ﬁ('7"2_‘1'1)! ys—y2=a(x32—m22)+p(xs—xz),

Yo~ Ys— ¥,
1 — =
a zatym g o (zy +a,) + B, Sy & (xy+2,) + B one(3),
Ys—Ys Ys— ¥
skad B L. )
a e G, ) ).

Réwnanie (4) daje nam a. Po znalezieniu « otrzymamy
z ktéregokolwiek z réwnan (3) B. Gdy a i B beda juz wiado-
me, ktérekolwiek z réwnan (2) da nam 7.

Zakladamy w powyzszym, ze pomiedzy odcietemi danych
trzech punktéw niema sobie réwnych.
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86. Rownanie krzywej wyraza wlasno$¢ gieome-
tryczna, wspolna wszystkim punktom krzywej. Za pomo-
ca tego rownania oraz pewnych proceséw analitycznych,
np. rézniczkowania, mozemy wykry¢ inne wlasnosci krzy-
wej. Np. w przypadku paraboli, ktérej réwnanie jest y=x?,
znalezliSmy, ze styczna przecina na pél odciete (§ 18).

387. Rownanie linji prostej wyraza te jej wlasnos¢,
ze prosta posiada we wszystkich swych punktach to sa-
mo wzniesienie.

Réwnanie prostej, przechodzacej przez punkt (0,5)
i pos;adajace] wzniesienie m, jest

y=mz+b.

Roéwnanie prostej, ktora przechodzi przez punkt (z,,y,)
i posiada wzniesienie m, jest

Y—yp=m(x—xz).
Roéwnanie prostej, przechodzacej przez punkty (z,,) i (#5,%,)

Yt i Us—Uy

jest
x—2; Xy—x,’

i syl - s LA
gdyz ulamek i—s% daje nam wlasnie wzniesienie pro-

- R &
stej (§ 7).

88. Przez poczatek spolrzednych prowadzimy dwie
proste do siebie prostopadle; trzeba znalez¢ réwnanie,
wyrazajace zalezno$¢ miedzy wzniesieniami tych prostych.

Os oz lezy w jednym z czterech katéw, utworzonych
przez same proste; jedna wiec z nich wznosi sie wzgle-
dem oz ku goérze, druga opada ku dolowi. Jezeli przez m
oznaczymy wzniesienie pierwszej, przez m' drugiej, be-
dziemy mieli m>0 i m' <0. i

Niech p bedzie jakikolwiek punkt na pierwszej pro-
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stej, lezacej ponad osia 2, PNQ— prostopadta do osi z; niech
wreszcie odciete punktéw P i @ be-

da uwazane za dodatnie (rys. 16),

Katy OPN i NOP w sumie réwnaja sie P/
katowi prostemu; podobniez katy NOP / 2
i @ON. Stad kat oPN=katowi @oN. °C N

Wyplywa wiec, ze trojkaty prostokat-
ne OPN i QON sa podobne, a zatym
QN :ON=ON:PN.

Lecz rzedna punktu @ jest ujem- Q
na; niech—yy wyraza jej wartos¢
w pewnych jednostkach dlugosci. Ma-
: = x 1
my wiec —yQ:—P, albo —m'=—. Rys. 16.
Yp m

Poszukiwanym réwnaniem bedzie zatym
mm' = — 1.

39. Rownanie, wiazace ze soba wzniesienia, pozosta-
je bez zmiany dla dowolnej pary prostych, do siebie pro-
stopadlych, bez wzgledu na to, czy ich punkt przeciecia
przypada w poczatku spélrzednych, czy nie. Jezeli

Yy—tp=m(z—x)
jest réwnaniem prostej, przechodzacej przez punkt (z,,¥,),
wowczas (y—y)m+z—2,=0
jest réwnaniem prostej, przechodzacej przez ten sam punkt
i prostopadlej do pierwszej.

40. Mozemy utworzy¢ réwnanie stycznej do krzy-
wej w jakimkolwiek punkcie. Niech y=f(x) bedzie row-
naniem krzywej, z; i f(#) spolrzednemi jednego z jej

punktéw. Wzniesieniem stycznej ]est warto$¢ graniczna,
do ktorej dazy iloraz
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[y +h)—flxy)
h

w miare tego, jak & dazy do zera. Te warto$¢ graniczna
otrzymujemy, podstawiajac z; na # w pochodnej funkeji,
t. j. w f'(z). Mozemy oznaczy¢ te wartos¢ przez f'(x,).
Zatym réwnanie stycznej bedzie

Y—th=1"(z) (x—ay).
Aby znalez¢ f’(z,), nalezy wzia¢ pochodna funkcji £ (z)
i podstawi¢ na z warto$¢ z,.

Linja prosta, poprowadzona przez ktérykolwiek punkt
na krzywej prostopadle do stycznej w tym punkcie, na-
zywa sie normalna w danym punkcie.

Jezeli y=f(x) jest réwnaniem krzywej, wowczas wznie-

sienie normalnej ]eSt—m, gdzie f'(x,) jest wzniesieniem
1

stycznej, jak przed chwila zostalo wyjasnione. Réwnanie
wiec normalnej bedzie
@—y) () +(x—x)=0.
41. Jezeli dla jakiegokolwiek punktu krzywej %:0,

to, jak wiemy juz, styczna w tym punkcie do krzywej jest
réwnolegla do osi z. Jezeli punkt ten lezy na osi z, styczna
jest sama o$ x. Np. styczna do paraboli, danej przez
rownanie y=x* w poczatku spélrzednych jest os z.

zeli y= : ¢ oéle@— ; Wz6
Jezeli y= vz, wowczas mamy wog p e Lo

d
ten jednak nie daje nam wartosci Eg dla poczatku spol-

rzednych, gdyz kaze nam dokonaé dzielenia przez 0, cze-
g0 nie mozemy uskuteczni¢. Trudnos$é te pokonywamy,

d
ZWaZywszy, ze z—?a;=2v:c oraz ze dla =0 rdéwniez E;: 0.

- e
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Styczna wiec do krzywej y=vz w poczatku spélrzednych
jest o$ y.

o ; . dy . )
Jezeli wiec obliczenie 7, Wymaga dzielenia przez ze-

B0, t. j. jezeli %:0 dla pewnego punktu krzywej, stycz-

na do krzywej w tym punkcie jest réwnolegla do osi .
O ile punkt ten lezy na osi y, styczna jest sama o§ .

Przyreapy.

1. Dowies¢, ze, jezeli y=ax?+Bx+7 jest réwnaniem
paraboli, przechodzacej przez punkty (a — %, y,), (a, Ya), (@ + by y5),
wowczas 20h =y, +y,—2y,.

2. Dla tegoz przypadku dowiesé, ze
288* =dy,a—y, (2a+ k) —y, (2a—1),
2112 =y, a(a+h)+yqa (a— h) — 2y, (a® — A2).
8. Znalezé réwnanie styczne] 1 normalnej w punkcie
(x;, y,) do paraboli, ktérej réwnanie jest: ky—x?.

4. Znalezé réwnanie stycznej w punkcie (%1, %) do hi-
perboli, ktérej réwnanie jest y=-. Dowies¢, ze, jezéli stycz-
&

na w punkcie P przecina o$ # w punkcie T, o$ zas y w punk-
cie U, oraz jezeli PN jest rzedna punktu p, to punkt N jest rod-
kiem odcinka OT, P za$ jest srodkiem kola, przechodzacego
przez T, 0, U (rys. 17).

5. Dowiesc, ze, jezeli y= v/ (r? —2%) lub y= — v/ (2 — 22),
dy
=
Ze normalna do kola w jakimkolwiek jego punkcie przechodzi
przez srodek kola.

gdzie r nie zalezy od w, ——; sprawdzi¢é w ten sposcéb,
¥

Love, Rach. ré2n. 4
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¥
U
P
o N T =z
Rys. 17.

O PRZYBLIZENIACH.
42. Zastanawiajac sie nad tym, co oznacza rezultat

2 : i y i i W nim
w rodzaju ——>=mnax"!, przypominamy sobie tkwiace

dx
twierdzenie nastepujace:
(z+h)yr—an

prawie rowna sie nx"!

h
kiedy h jest bardzo male. Dogodne jest posiadanie okrfas-
lonego symbolu dla wyrazenia prawie rowna sie;

obierzmy w tym celu symbol ,=“. W ten sposéb napi-
szemy (x+h)y —z* =nx"th,
albo (z +h)y" = x" + nx"th.
Zakladajac w tym wyrazeniu x=1, otrzymamy
CEE AP — 1M ocrcnsns o arimcimcinii e (1)

Przyblizone to rdéwnanie czesto sie nam przydaje.
Daje ono przyblizona wartos¢ n-ej potegi liczby, roznia-

a1-45] O PRZYBLIZENIACH 51

cej siec malo od 1. Aby przyblizenie byto dostatecznie do-
bre, konieczne jest, by n nie bylo zbyt wielkie.

43. Rezultat (1) z § 42 moze by¢ czesto stosowany
do przyblizonego wyciagania pierwiastku drugiej, trzeciej

oraz innych poteg. Dla przykladu znajdzmy v 31.

Mamy (31)} = (32— 1)%:{32 (1 _%)}é:
: L
=Gt (1-55) =2 (1-55) =2(1- ;).
i (31 18509 =1-0875.

Rzeczywista wartosé tego pierwiastku z dokladnoscia
do piatego znaku dziesietnego jest 198734,

44. W celu innego zuzytkowania réwnania przybli-
zonego (1) z § 42 zalozymy, ze miara pewnej wielkosci
zmiennej jest z jakich$ jednostek, zas z» tychze jedno-
stek wynosi inna wielkos¢, pozostajaca w zaleznosci od
pierwszej. Jezeli pierwsza wielkosé moze byé zmierzona
z dokladnoscia do a jednostek, gdzie o jest malym ulam-
kiem, rzeczywista wartosé pierwszej wielkosci zawarta jest
pomiedzy z+a jednostek oraz z—a jednostek. Wartose
rzeczywista drugiej wielkosci zaleznej zawiera sie tedy
pomiedzy (z+a)* jednostek a (z—a)" jednostek, albo po-
miedzy x”(l +%)" jednostek a = (1 —;)" jednostek. W ten
Spos6b mozliwy blad pomiaru tej wielkosci zaleznej wy-
nosi w przyblizeniu maxz"—! uzytych jednostek.

45. Rowniez rézniczkowanie iloczynu daje nam row-
nanie przybliZzone - :
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A (wv)=vAu +ulv.

Rezultat ten moze by¢ zilustrowany wykreslnie. Po-
le prostokata, ktérego boki sa odpowiednio % cm. oraz
v cm., wynosi wv cm.?. Jezeli boki prostokata otrzymaja
male przyrosty Au cm. i Av cm., pole prostokata wzrosnie
w przyblizeniu o (vAuw-+wudv) cm.? Niech AB i AD na rys.
18 réwnaja sie odpowiednio
% cm. i v cm., dlugosci za$
BE i DG niech wynosza Au
cm. oraz Av cm. Pole prosto- |y
kata DGKC wynosi uAv cm.?
pole za$ prostokata BEHC wy-
nosi vAw cm.?. Rzeczywisty
przyrost pola rézni sie od war-
toéci, otrzymanej z rachunku przyblizonego, o wartos¢
pola prostokata KFHC, ktory jest znacznie mniejszy zarow-
no od DGKC, jak od BEHC.

46. Wezmy rzecz ogoélniej. Wobec tego, ze grani-

fle+h)—f(x)
h

G KF
5 c|i?

Rys. 18.

ca, do ktérej dazy

w miare zblizania sie & do zera, jest f(z), otrzymujemy
rownanie przyblizone
[ (@ +h)= [ (x) +hf' ().

47. Dla zilustrowania tego réwnania przybl'iz'onego, roz-
patrzmy spolczynniki rozszerzalnosci linjowej i rozszerzal-
nosci objgtosciowej ]akle]kohwek substancji, np. miedzi. Szta-
ba z tego materjalu wydluza sie przy ogrzewaniu. Niech jej
diugo$é poczatkowa wynosi ! cm., poczatkowa za$ temperatu-
ra t° C.

Gdy t otrzymuje przyrost Af, ! otrzymuje przyrost Al,

i o
i w miare tego, jak A¢ dazy do zera, A dazy do wartos$cl gra-

45 —47] O PRZYBLIZENIACH 53

d
nicznej EE Przypusémy, ze dlial Wtedy a nazywamy spoét-

czynnlklem rozszerza]nosc1 linjowej i otrzymuje—
my réwnanie przyblizone
I+ Al =1(1+aAf).

Widzimy, ze, kiedy Ai=1, t.j. gdy temperatura wzrasta
o 1°C., o prawie réwna sie stosunkowi przyrostu dlugosci do
poczatkowej dlugosci.

Jezeli bryta z tejze substancji o objetosci v cm.? jest ogrze-
wana i temperatura jej wzrasta od # C. do (¢+Af)°C., obje-
tos¢é .o zmienia sie na v+.\v i W’ miarc; dazenia Af do zera
Av
At
my wtedy f spolczyunlklem r ozszerza]nosci obje-
tosciowe]j i otrzymujemy réwnanie przyblizone

v+ Av =v (1 +BAY).
Podobnie jak wyziej, jezeli temperatura wzrasta o 1°C., B pra-
wie réwna si¢ stosunkowi przyrostu objetosci do obje;toscx po-
czatkowej.

Jezeli rozwazana bryla jest sze$cianem o krawedzi [ cm.,
dv F dl
at
czyli 3I°=3al? skad f=3a. Dochodznn} wige do wniosku, ze
spélczynnik rozszerzalnosci objetosciowe;j rOWna si¢ potréjne-
mu spélezynnikowi rozszerzalnosci linjowej.

dazy do wartosci granlczne_] Zalozmy d— _ﬁﬂ Nazywa-

wowczas v=1[% oraz

Przykeapy.
1. Znalei¢ metoda podana w § 43 wartosci przyblizo-
ne liczb (28)% i (80)%,

2. Krawedz szesScianu moze byé¢ zmierzona z dokladno-
scig do 001 cm. i pomiar tej krawedzi daje wartosé 10 cm.
Znalez¢ w przyblizeniu mozliwy blad w pomiarze objetoseci.

* Autor ma tu na mys$li wylacznie ciala réwnokierunkowe
(przyp. tt.).
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3. Boki prostokata moga by¢ zmierzone z dokladnoscia do
0-01 em. i pomiar obwodu daje wartosé¢ 125 cm. Znalezé
przyblizona wartos¢ mozliwego bledu przy obliczeniu powierzch-
ni prostokata.

4. Spolezynnik rozszerzalnosei linjowej miedzi jest
0-0000167. Jakie bedzie wydluzenie sztaby miedzianej, maja-
cej dlugosé 1 dm. przy 0° C., jezeli temperatura jej wzrosnie
do 10° C? Jezeli przy 0° przekrdj sztaby wynosi 1 cm.?, jaki
bedzie ten przekréj przy 10°?

Maxiva 1 Miviva.

48. Jako przyklad innego zastosowania rachunku réz-
niczkowego rozpatrzymy zagadnienie o najmniejszej war-
tosci obwodu prostokata, majacego pole dane.

Niech pole to wynosi a cm.?, obwé6d niech bedzie
y cm., dlugos¢ jednego boku z cm. Oczywiscie dlugosé
boku przeciwleglego rowniez jest z cm., dwa za$ pozosta-
te boki maja po (05y—z) cm. Mamy wiec

z (05 y—2)=a,

czyli y=2 (x+&)
Zatym @{:9(1—2)
(e Tl
Wni L dy ;
ynika stad, ze, jezeli 2% <a, to 7,01 wykres ¥, ja-

ko funkeji #, opada ku prawej rece. Jezeli z?>a, to ;iy> 0
U

i1 wykres danej funkcji wznosi sie ku prawej rece. Gdy
zaczniemy od malej wartosci z i bedziemy stopniowo prze-
chodzili do wartosci wiekszych, y bedzie sie z poczatku
zmniejszalo az do chwili, kiedy z?=a, albo z=v/a; po-

, 1;€£r.§.

&
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tym ¥ zacznie wzrasta¢ i bedzie wzrastalo nieograniczenie
w miare wzrastania . Wyplywa stad, ze y posiada war-
tos¢ najmniejsza, kiedy z=+\/a. Te warto$§¢ najmniejsza
znajdziemy, podstawiajac na z warto$¢ e w wyraZeniu

2 ( x—i—%); otrzymamy 4v/ a. Widzimy, ze prostokatem o da-

nej wartosci pola i najmniejszym przytym obwodzie jest
kwadrat, majacy to samo pole.

49. Rozpatrzmy drugie zagadnienie tegoz rodzaju.
Przypus$émy, ze mamy kawat tektury w postaci kwadratu,
ktéorego bok =1 dm., i ze chcemy zrobi¢ z niej pudlo
bez pokrywy przez zagiecie brzegéw ze wszystkich stron.
Chodzi o zrobienie pudla o mozliwie najwiekszej objeto-
sci. Linje ciagle na rys. 19 wskazuja krawedzie kwadra-

Rys. 19.
tu, kropki za$ — linje, wzdluz ktérych ma by¢ tektu-
ra zagieta. Niech wysokos¢ pudla wynosi z dm. (zx<1).
Bedziemy wiec mieli pudlo o podstawie kwadratowej, kto-
rej bok bedzie (1-2z) dm., i o wysokosci z dm. Ozna-
czajac przez y dm.® objetos¢ pudla, bedziemy mogli na-
pisac

y=(1-2x)x.
Biorac # bardzo male, otrzymamy nader plytkie pudio,
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o bardzo malej objetosci; biorac « prawie=0'5 dm., otrzy-
mamy glebokie wazkie naczynie, i znowu objetosé jego
bedzie bardzo mala. Lecz (przykl. IIl z § 30)

dy 1 1
Kiedy « jest bardzo male, oba czynniki z prawej strony

sa dodatnie, ggg jest dodatnie, i gdy « wzrasta do é, y

takze wzrasta. Kiedy wartos¢ « zawarta jest pomiedzy é—

dy

a 5, pierwszy czynnik jest dodatni, drugi ujemny, 7, Jest

: : 1 iz ;
ujemne, a wiec, gdy « wzrasta od é do 50 ¥ zmniejsza sie.
Najwieksza wartos¢ otrzymuje y, kiedy T ta najwieksza

wartoscia ¥ jest 57" Pudlo wiec o najwiekszej pojemnosci

posiada 1°(6) cm. glebokosci, a pojemnosé¢ jego wynosi
74'(074) cm.>

50. Zagadnienia te prowadza nas do ogélnych roz-
wazan, dotyczacych zastosowania rachunku rézniczkowego
do pytania o najwiekszosci i najmniejszosci. Jezeli y=f(x),
wtedy, dopdki f'(z) pozostaje > 0, wzrostowi z towarzy-
szy wzrost ¥, gdy f'(z) jest<0, wzrostowi z towarzyszy
zmniejszanie sie y. Dla tego punktu wykresu, w ktérym y»
przestaje si¢ zwigksza¢, a zaczyna sie zmniejszac¢ lub od-
wrotnie, f'(x) staje sie réwne zeru. W takim punkcie
wzniesienie wykresu = zeru, i styczna do wykresu jest
rownolegla do osi . W momencie, kiedy » przestaje
Wwzrasta¢, a zaczyna sie zmniejsza¢, posiada ono war-
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tos¢ najwieksza. W momencie, kiedy przestaje sie
zmniejszaC, a zaczyna wzrasta¢ — posiada warto$¢ naj-
mniejsza. Mozemy znalez¢ wartosci na =, ktére odpo-

N

maz. min;
Rys. 20.

wiadaja najwiekszosci i najmniejszosci y, o ile potrafimy
rozwiaza¢ réownanie f’'(x)=0, oraz mozemy znalezé war-
tosci najwieksze i najmniejsze y przez podstawienie do
f(x) liczb, czyniacych zado$¢ temu rownaniu.

51. Moze sie zdarzy¢, jak w zadaniu o pudle, ze
réownaniu f'(z) czyni zado$¢ wiecej, niz jedna wartosé z,
i wtedy musimy wybraé¢ warto$¢ wlasciwa. W prostych
zagadnieniach, podobnych do tych, ktére dotychczas spo-
tykalismy, mozemy zawsze to uczyni¢. Np. w zagadnieniu
o pudle widzimy, ze réwnaniu czynia zados¢ zaréwno 2 =05,

jak :L=% WidzieliSmy jednak, ze wlasciwa wartoscia by-

Ia %, gdyz, o ile z< é, y wzrasta, a kiedy x>é—, Y zmniej-

sza sie. MoglibySmy jeszcze to ustali¢ przez spostrzeze-
nie, ze wartosci =03 odpowiada y=0, objetosé¢ zas, réow-
na zeru, nie moze stanowi¢ najwiekszosci w takim zadaniu.

52. Punkt wlasciwy moze by¢ czesto wyrézniony
przez uzycie drugiej pochodnej (§ 31).

Wiemy, ze, gdy ['(x)>0, wzrostowi z towarzyszy
wzrost f(x), gdy zas f'(x)<0, wzrostowi z towarzyszy
zmniejszanie sie f(x). Wiemy réwniez, ze, gdy f(z) staje
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sie najwiekszos$cia lub najmniejszoscia, f'(x) staje sie réw-
ne zeru.

Jezeli f"(x)> 0, kiedy f'(z)=0, woéwczas f'(x) wzras-
ta wraz ze wzrostem z, a wiec, przechodzac przez zero,
f'(z) przechodzi od wartosci ujemnych do dodatnich. Niech
a bedzie wartoscia #, przy ktérym f'(z)=0, za$ f"(z)> 0.
Kiedy x jest cokolwiek mniejsze od a, f'(x) jest<0, f(x)
za$ zmniejsza sie, gdy « wzrasta, dazac do wartosci a.
Jezeli x jest cokolwiek wieksze od a, f'(z) jest>0 i f(x)
wzrasta, gdy z otrzymuje wartosci coraz wieksze od a.
Wynika stad, ze, gdy # wzrasta, przechodzac przez war-
tos¢ a, f(x) przestaje sie zmniejsza¢, a zaczyna wzrastaé,
Zatym a jest wartoscia @, przy ktérej f(x) staje sie naj-
mniejszoscia.

W podobny sposéb, jezeli b jest wartoscia z, przy
ktorej f'(z)=0, za$ ["(») <0, warto$¢ ta czyni f(x) naj-
wiekszoscia.

Np. w zadaniu z § 49

flx)=x(1-2x)? ['(x)=1-8x+ 1242
£ (@)= —8 (1 — 3x).

e

1
W tym przypadku f'(z)=0, kiedy x=_ albo=_. Kiedy

2 6

1 3 1 :

a::-é—, 1" (x) < 0, kiedy za$ =75, " (x)>0. A wiec z=g czyni
f(x) najwickszoseia, zas x=0-5 czyni f(x) najmniejszoscig.

53. Dlugos¢ normalnej, poprowadzonej z dowolnego
punktu do krzywej, dostarcza dobrego przykladu na maxima i mi-
nima. Niech P bedzie punktem na krzywej, N punktem na nor-
malnej, poprowadzonej przez P. Z punktu N, jako ze srodka,
kreslimy kolo promieniem NP. Laczymy N z punktem @, leza-
cym na krzywej w poblizu P. Jezeli czesé krzywej, lezaca w po-
blizu P, zwrécona jest wklesloscig ku N, lecz przypada po za ko-

N
\
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lem, N@ jest wieksze niz NP; wéwczas NP jest najmniejszym
z odcinkéw, ktére mozemy poprowadzié¢ z N ku poszezegélnym
punktom krzywej w okolicy P (rys. 2la). Jezeli czesé krzywej
lezaca w poblizu P, zwrécona jest wklesloscia ku N, lecz przy-
pada wewnatrz kola, N@ jest mniejsze niz PN — wéwezas PN
Jest najwickszym z odcinkéw, ktére daja sie poprowadzié z N
do punktéw krzywej w okolicy P (rys. 218). Jezeli wreszcie
omawiana cze$¢ krzywej zwrécona jest wypukloscia ku N, NP
jest znowu odcinkiem o wartosci najmniejszej (rys. 21 T )e

Rys. 21.

Przyrrapy.

1. Dany jest obwéd prostokata. Znalezé jego boki, od-
powiadajace najwickszej wartosci pola.

y 2. Dana jest dlugosé przekatni prostokata. Znalezé jego
boki, odpowiadajace najwiekszej wartosci (I) obwodu oraz
(1I) pola.

3. Rozwiaza¢ zadanie o pudle z § 49, zakladajac, ze ka-
wal tektury ma ksztalt prostokata o bokach, wynoszacych 13
cm. i 15 cm. (Odp.: glebokosé=2-3155 cm. w przyblizeniu).
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4, Rozwiazaé¢ to samo zadanie o pudeltku, zakladajac,
ze boki prostokata wynosza e cm. i b cm.

5. Najwigksze paczki, ktére jeszcze wolno przesylaé
w Anglji poczta, powinny mieé¢ takie wymiary, by suma dlugo-
sci paczki i obwodu jej poprzecznego przekroju nie przekra-
czala 6 stop. Znalezé wymiary najwiekszej paczki, majacej
ksztalt (1) graniastoslupa o podstawie kwadratowej, (II) walca
kolowego. (Odp.: w obu przypadkach dlugosé=2 st.). Zna-
lezé objetosci paczek obu tych ksztaltow.

6. Znalezé wymiary stozka kolowego prostego danej
objetosci przy najmniejszej wartosci powierzchni. [Odp.: sto-
sunek wysokosci stozka do promienia podstawy =1-4142 w przy-
blizeniu. ]

Twierpzenie o WarToscr Posrepniej.

54. Jezeli funkcja f(z) staje sie=0, gdy z=a oraz
gdy x=b, pochodna f'(x) powinna=0 przy pewnej warto-
sci z, zawartej miedzy @ i b. Twierdzenie to ilustruja
rys. 22a i 228.

P

— % a 8 =
A B

Rys. 22.

Na rys. 22a wykres funkcji f(x) lezy nad osia z-6w
pomiedzy punktami A i B, i f(x) przybiera warto$¢ naj-
wieksza w pewnym posrednim punkcie P. Na rys. 228
wykres funkeji lezy pod osia z-6w miedzy A i B, i f(x)
ma wartos¢ najmniejsza przy posrednim punkcie P. Funk-
cja f(xz) moze posiada¢, oczywiscie, wiecej, niz jedno ma-
ximum i minimum pomiedzy z=a i 2=>. Jest rzecza oczy-
wista, ze posiada co najmniej jedno.
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55. Twierdzenie to posiada wielka doniostosé¢ w dal-
szych czesciach rachunku réznicz- =

kowego. Mozemy sformutowac¢ je co-
kolwiek ogélniej, a mianowicie: je- 4 =
zeli A i B sa punktami na wykre-

sie funkcji, wowczas miedzy A i B
znajduje sie na wykresie zawsze taki
punkt P, w ktéorym styczna jest réownolegla do odcinka
AB (rys. 23).

56. Drugie sformulowanie twierdzenia daje sie spro-
wadzi¢ do pierwszego. Jezeli krzywa jest wykresem f(x),
a wzniesienie siecznej AB jest m, mamy

i (bg_l; (ﬁ):m,
gdzie a i b sa odciete punktow A i B. Oznaczmy przez
F (x) funkcje f(b)—f(x)—(D—x)m. F(x) staje sie=0, gdy
x=a lub x=b Zatym F'(z) staje sie=0 dla pewnej warto-
$ci z, zawartej pomiedzy e i b. Lecz F'(z)=—f'(x)+m.

Zatym f'(z)=m dla pewnej wartosci x, zawartej mie-
dzy @ i b.

Otrzymujemy zatym *

FO-1@_p

dla pewnej wartosci =, zawartej miedzy a i b.

Rys. 23

57. Twierdzenie to daje sie przedstawi¢ rdéwniez

w nastepujacej postaci
z+h)—f(z
gdzie ' jest liczba, zawarta miedzy = i z+h. Wzér

* O koniecznym ograniczeniu tego twierdzenia patrz dod. II.
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fl+h)—f(x).
[N TD . pr(a),

podany w § 46, wyraza w przyblizeniu to, co powyiszy
wzor daje zupelnie scisle.

Przykiapy.,

1. Znalez¢ wartosé z, czynigca zado$é réwnaniu

Q) -f@=(b-a)f' (2,
(I) kiedy f(z)==? (II) kiedy f(x)=2x*

2. Poda¢ interpretacje réwnania

) -rf@)=0-a)f' (=),
wykazujac, ze $rednia predkosé poruszajacego sie ciala w cia-
8u pewnego okresu czasu réwna sie predkosci tego ciala w pew-
nym momencie, zawartym w danym odstepie czasu.

Jezeli cialo przebywa droge s em. w ciagu ¢ sek. i s=af?,
gdzie a=const., moment ten dzieli dany odstep czasu na réw-
ne czesci. Jezeli s=(3¢* oraz B—const., moment ten przypada
zawsze pozniej od momentu, przypadajacego w $rodku danego
odstepu czasu. Dowiesé tego.

3. Twierdzenie, ze, jezeli f(z) staje sie=0 przy x=a
i z=b, to f'(x) staje sie=0 przy pewnej posredniej wartosci
%, mozZe znalezé czasem zastosowanie przy wyznaczaniu licz-
by i miejsca pierwiastkéw rzeczywistych réwnan. Np. réwnanie
22% 432+ 62— 10=0 posiada jeden tylko pierwiastek rzeczy-
wisty. Dowiesé tego.

4. Dowie$é, ze réwnanie x? +pa? +qr+r=0, w ktérym
P, q, r nie zaleza od z, nie moze posiadaé wiecej od jedne-
go pierwiastku rzeczywistego, jezeli p®< 3q.

ROZDZIAL 1V.
O CALKOWANIU.

58. Rozpatrzmy kilka znanych twierdzeni, dotyczacych
mierzenia figur.

(@) Jezeli jeden bok tréjkata posiada b jednostek
dlugosci, prostopadta zas, poprowadzona do tego boku
z przeciwleglego wierzcholka, p jednostek dilugosci, wow-

czas pole tréjkata wynosi 0'3bp jednostek powierzchni.
¥

A
P
: 4
z
: NM’ B
Rys. 24.

Rozpatrzmy tréjkat prostokatny OAB (rys. 24). Niech

OB i AB posiadajq,?.\, wzglednie z{ednostek dtugosci. Obierz-

my O za poczatek spélrzednych, a OB za 0$ z-6w. Niech

x, y beda spélrzednemi jakiegokolwiek punktu p, lezace-

g0 na OA, PN — rzedng punktu P; niech wreszcie pole

tréjkata OPN wynosi # jednostek powierzchni. Wéwezas
z=05xy.
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Poniewaz tréjkaty OAB i OPN sa podobne, mamy

0
z p’
- b 2
a zatym z=05 —x>.
r

Réwnanie to wyraza ¢ jako funkcje z. Poniewaz b i p
nie zaleza od #, przeto
dz b
a&:ﬁx:y,

Gdy P przesunie si¢ wzdluz 0A do @, tak ze x otrzyma
przyrost Az, y zmieni sie na y+ Ay oraz z na z+Az. Pole tra-
pezu PNMQ@ wynosi Az jednostek powierzchni. Mamy wice

b
Ae—0-5200 s Amyy 052 2 P00 LGB Ry,
P P p

y+dy b oy
LECZ —=—=="%
r+Axr p 'z
b
zatym Ay=—Az.

yy
Otrzymamy wiec
Az=Az (y+ 05 Ay)=05 {y + (y + Ay)} Ax.

Wzor ten wyraza znane twierdzenie, ze pole trapezu
PNMQ réwna si¢ polu prostokata, ktérego jeden bok=MN, drugi
zas=polowie sumy PN i QM. : ;

Zauwazmy, ze warto$¢ Az zawarta jest pomiedzy yAr oraz
(y + Ay) Ax.

() Niech promien kola ma r jednostek dlugosci.
Woéwezas obwdd kola wynosi 2ar jednostek dlugosci, gdzie
m™ oznacza pewna liczbe, w przyblizeniu=3-1416. Pole ko-
fa wynosi nr? jednostek powierzchni. *

* Pomiar kola omawiamy w dodatku V.

E
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Niech g==xy.
zatym - =2ar.
% dr

Jezeli promienie dwuch kot spolsrodkowych (rys. 25) wy-
nosza odpowiednio r i r+ Ar jednostek dlugosci, to pole, za-
warte migdzy temi kolami, wynosi m{(r +Ar)? — r*{ jednostek po-
wierzchni. Zmianie » na »+ Ar odpowiada zmiana z na z+ Az,
1 oczywiscie A2 =27x (r+ 0-5Ar) Ar,

Rys. 25.

czyli e wartos¢ Az zawarta jest miedzy 2rrAr i 22 (r+Ar) Ar.,
Zatym wartosé¢ pola omawianej figury zawarta jest migdzy
wartosciami pél dwuch prostokatéw, z ktérych jeden ma boki
réwne odpowiednio réznicy promieni oraz obwodowi jednego
};oia, drugi za$§ — réznicy promieni oraz obwodowi drugiego
kotla.

59. Dotychczas chodzilo o rézniczkowanie danych
funkcji; w wielu jednak zastosowaniach rachunku nie-
skoriczonostkowego znamy pochodna wpierw niz funkcje.

Wezmy kilka przykladow.

Love, Rach. réin, J 5
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(a) Pole, ograniczone krzywa. Rozpatrzmy
krzywa w rodzaju AB na rys. 26. Niech x i y beda spél-
rzednemi punktu P na krzywej. PoprowadZmy rzedna PN.
Pole figury ACNP, ograniczonej przez AC, 08 =, PN oraz
luk AP, niech wynosi z jednostek powierzchni. Przesu-

Rys. 26.

wajac punkt P po krzywej, bedziemy zmieniali z i y,
a zarazem bedziemy zmieniali z. Mozemy uwazaé¢ z jako
funkcie z. Zazwyczaj nie znamy 2z, lecz mozemy zna-
dz
Jezeli P przesuniemy do @, N przesunie sie do M.
Dlugos$¢ odcinka NM mozemy oznaczy¢ przez Axz; podob-
niez dlugosé¢ rzednej @m przez y+Ay. Pole ACNP otrzyma
przyrost PNMQ; oznaczmy ten przyrost przez Az. Na da-
nym rysunku® wartos¢ tego przyrostu jest mniejsza od
pola prostokata @MNR, ale wieksza od pola prostokata
PNMS; pola zas tych prostokatow sa odpowiednio (y+ Ay)Ax
i yAx,

Zatym warto$¢ Az zawarta jest miedzy yAz i (y + Ay)Azx,

lezé¢

* Na rys. rzedna punktn Q jest najwigksza, punktu zas P naj-
mniejsza ze wszystkich rzednych punktéw luku PQ. Bardziej ogolny
przypadek rozwazamy w rozdziale V, § 75.
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Az . : !
zas e miedzy y i y+A4y. Kiedy Ax dazy do zera, Ay da-

. e iR L Az ;
zy rowniez do zera, i stosunek " dazy do wartosci gra-
/ x et

nicznej y. Lecz, jezeli %"; dazy do pewnej granicy, kiedy Az

: . ; z
dazy do zera, granica ta jest pochodna A
X
Mamy wiec réwnanie
- dz .
P

zupelnie jak w § 38 (a).
Znajac réwnanie krzywej, mozemy wyrazi¢ y przez
dzx
(b) Objetosc¢ czesci kuli. Wezmy czesé kuli,
zawarta miedzy dwiema réwnoleglemi plaszezyznami, z kto-
rych jedna przechodzi przez srodek kuli. Obieramy sro-
dek kuli za poczatek spolrzednych i prowadzimy os =

x, a przez to samo bedziemy mieli wyrazone przez x.

Rys. 27.

prostopadle do wymienionych plaszczyzn. Powierzchnie
kuli otrzymamy przez obrét poélkola dokola srednicy.
Niech P bedzie jednym z punktéw péltkola (rys. 27), wzie-
tym na prawo od Oy; niech PN bedzie rzedna punktu p.
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W przecigciu kuli z plaszezyzna, przechodzaca przez Qy
prostopadle do oz, otrzymujemy kolo; podobniez otrzy-
mujemy kolo w przecieciu kuli z plaszczyzna, przecho-
dzaca przez PN prostopadle do oz. Niech z i y beda spél-
rzednemi punktu P, i niech czesé kuli, zawarta miedzy
obu wymienionemi plaszczyznami, posiada objetosé¢ v.
Wowcezas v jest funkcja 2. Nie znamy v, lecz mozemy
znalez¢ ot

dz’

Gdy P zostanie przesuniete do @ wzdhiz pélkola, 2
zmieni si¢ na z+Az, ¥y na y+4y, zas v na v+Av. Zauwaz-
my, ze dodatniemu Az odpowiada ujemne Ay. Czes¢ kuli,
zawarta miedzy dwiema plaszczyznami, ktére przechodza
przez PN i @M prostopadle do oz, stanowi wlasnie przy-
rost objetosci Aw.

Wykreslmy prostokaty PNMS i QMNR. Przy obrocie
figury kazdy z nich wykresli walec. Walec, wykreslony
przez PNMS posiada podstawe =y’ i wysokosé Az; walec,
wykreslony przez QMNR, posiada podstawe = (y+Ay)? i wy-
soko$¢ Az. Objetos¢ Av zawarta jest miedzy wartoSciami
objetosci tych dwuch walcow. Pamietajac, ze Ay jest ujem-
ne, mamy

dv<my?Ax oraz Av>=z(y+Ay)?Ax,

Av 3 :
a zatym — zawarte jest miedzy zy® oraz = (y+Ay).

Ax
Lecz, gdy Az dazy do zera, Ay réwniez dazy do ze-
. Av . .
ra, zas ¢ dazy do granicy i
Stad %:ﬁy'-’.
Jezeli promien kuli posiada a jednostek dlugosci,
wowczas e+ yt=as

—w:
it
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Zatym g—;=ﬂ (a* -z,

czyli otrzymujemy g;i jako funkcje .

60. Przykladow tych wystarczy do wykazania do-
niostosci nastepujacego zadania: znajac pochodna, znalezé
sama funkcje.

Najpierw zal6zmy, ze pochodna szukanej funkcji =
rowna sie zeru przy wszystkich wartosciach z. Oznaczmy
szukana funkcje przez y.

: dy

Mamy wiec =0
dla wszystkich wartosci . Wzniesienie wykresu tej funk-
cji powinno zatym wszedzie réwnaé sie zeru. Lecz, gdy-
by y wzrastalo przy pewnym punkcie, wzniesienie wy-
kresu funkeji w tym punkcie bytoby dodatnie; gdyby na-
tomiast y sie zmniejszalo, wzniesienie wykresu funkeji
w tym punkcie byloby ujemne. Z zalozenia wynika, ze y
ani sie zwieksza, ani zmniejsza. Jednym stowem, y posia-
da wartos¢ stala — jest niezalezne od z.

Mozemy wniosek ten wyrazié, piszac y=c, gdzie ¢
oznacza wielkos¢, niezalezna od z. Réwnaniu %__0
uczynimy zadosé, zakladajac y=c, jakakolwiek wartosc
(niezalezna od ) bedzie posiadalo c; i tylko w ten spo-
s6b mozemy uczyni¢ mu zadosé.

Poniewaz na ¢ mozemy zalozy¢ jakakolwiek wartos¢
stala, nazywamy je czesto stala dowolna.

Zalézmy teraz, ze pochodna=1, i oznaczmy sama
funkcje, jak wyzej, przez y. Mamy wiec
dy
=1
dz
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dla wszystkich warto$ci . Jednym ze sposobow zadosc-
uczynienia temu rownaniu jest zalozenie y=z; lecz nie
mozna powiedzie¢, ze jest to sposob jedyny. Jezeli to moz-
liwe, niech inna funkcja y, odmienna od z, czyni zadosé
rownaniu. Mozemy oznaczy( przez z rozmice y-—x. Be-
dziemy tedy mieli

. d
Yy=x+z, i i

dx
dy dz
Lecz S 1-F dp
¢ dz
a wiec (l_ﬂ_}go !

Wynika stad, ze z musi by¢ wielkoscia stala. Jak
poprzednio, jest to stala dowolna; oznaczajac ja przez C,

otrzymamy Yy=x+C.
Jako trzeci przyklad, obierzmy pochodna=2x. Zatym
dy
L — O
do~
dla wszystkich wartosci . Rownaniu temu uczynimy za-
dos¢, zakladajac Y=z,

podobnie za$ jak w poprzednim przykladzie, rozwiazanie
ogdélne bedzie wyrazone w formie
y=xz>+C,
gdzie c jest stala dowolna.
W drugim i trzecim przykladzie poznajemy w danej

. da :
wartosci Y otrzymane przez nas poprzednio pochodne

dx
pewnych funkcji. Rozwiazanie wiec zagadnienia dokony-
wamy w dwuch kolejnych czynnosciach: (1) rozpoznajemy
funkcje, ktorej pochodna jest dana pochodna i (2) dodaje-
my stala dowolna do tej funkcji.

60—63] O CALKOWANIU 7l

61. Gdy w funkcji f(x) poznajemy pochodna pewnej
funkcji ¢ (x), powiadamy, ze calkujemy funkcje f (%), a ¢(x)
nazywamy calka f(«). Dla oznaczenia calki f(x) piszemy

[ de.
Calka f(x) oznacza zatym funkcje, ktdrej po-
chodna jest f(z). Caloksztalt metod znajdowania ca-
tek tworzy rachunek catkowy.

62. Jezeli funkcje F(x) poznajemy jako taka, ktorej
pochodna jest f(z), piszemy

[f(2) dw=F (z)
bez dodawania statej. Lecz, gdy chcemy wiedzie¢, jakie
funkcje wogdle maja te sama pochodna f(x), a to w ce-
Iu wybrania wlasciwej z posréd nich przy rozwiazywaniu
pewnego zagadnienia, piszemy calke w formie F(x)+C.
W nastepnym rozdziale zobaczymy, jak sie wyznacza C
w poszczegdlnych przypadkach.

63. Podejmujemy zagadnienie calkowania danej funk-
cji, nie myslac na razie o zadnych zastosowaniach.

Roézniczkowanie jakiejkolwiek funkcji jest rownoczes-
nym catkowaniem innej. Np. wyrazenia

d(x?)
dax
oznaczaja w odmienny sposéb jedno i to samo.

Byloby jednak bezcelowe rézniczkowanie wszelkich
mozliwych do pomyslenia funkcji i spisywanie rezultatow
dla otrzymania kompletnej tablicy calek. Uczynimy to
jedynie dla pewnych przypadkéw typowych, zuzytkowu-
jac przytym reguly rachunku rézniczkowego. Patrz §§ 21
i 25 w rozdziale II. '

=9z i JQxdxz:c"’
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(I) Z pierwszej reguly otrzymujemy

fat @ dz=af(@)de.
(II) Druga regula daje nam

Jir@+r@lde= [ @dz+ [£@)az;
ogodlniej mozemy powiedzie¢, ze calka sumy kilku funkeji
rowna sie sumie calek tych funkcji.

64. Rozpatrzmy najpierw, do czego prowadzi nas
d (z)
dx
Oczywiscie, daje on nam

ffw"—ldxzm",
albo z uwzglednieniem reguly (I)
faf;"—l dxzin !
n

Zast(;puja,c w tym wzorze » przez n+1, otrzymamy

a1
it ®

Wzor ten jest sluszny dla wszystkich wartosci n do-
datnich i ujemnych, calkowitych i ulamkowych, z wyjat-
kiem n= —1. Wzér ten jest pierwszy w szeregu wzoréw
zasadniczych, gdyz z jego pomoca mozna znalezé
wiele innych calek.

Kombinujac wzér (A) z ustalonemi juz regulami, wi-
dzimy, ze mozemy dokonaé¢ calkowania kazdej funkcji,
ktéra daje sie przedstawic w postaci sumy wyrazow
o ksztalcie ax, gdzie a jest wielkoscia stala, n zas dowol-
na liczba dodatnia lub ujemna, calkowita lub ulamkowa
z wyjatkiem — 1,

WZOr

=nx*1

[R.IV.
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Calke fx—ldx znajdziemy w rozdziale VI.

Przyreapy.

Scatkowaé nastepujace funkcje (1)—(7):

1 1
M) #+3-1, @ l+3-zt () o= @
k 1 1. 2 . '
(3) = .F +2 v, (6) Z&C"" . (7) ',3'3',‘" —8x—=,

Rezultat, otrzymany w kazdym z tych przykladéw, mo-
ze by¢ sprawdzony przez rézniczkowanie.,

65. Sprowadzenia calek do form zasadniczych doko-
nywa sie w wielu przypadkach przez zmiane zmiennej nieza-
leznej i zastosowanie reguly rézniczkowania funkcji (§ 25).

Wezmy przyklad

A |
j(—m:T)_?dr'
Mamy znalez¢ funkeje y, czyniaca zado$¢é réwnaniw
d_q= 1
dr (z+1)%
Zakladajac z=(zx+1),

znajdziemy funkcje z, ktérej pochodna wzgledem =z jest

1 ; ;
%, czyli ol Funkcija taka jest—;. Postarajmy sie zna-

(z4+1)*
lez¢ y jako funkcje 2.
dy dyd: dy 1 1 dz

P ot R e 1.
dr dz da’ !

i I @r1P ' A
dy 1
zatym i = 227

] = _]'_(I;—_l—___l_
! y_fzz"_ 2  z+1’
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j 1 1
czyli b e sl i
y f(x+1)2dx z+1° :
66. Jako przyklad ogdlniejszy obierzemy
[ (az+ by da,
gdzie a i b nie zaleza od .
Niech y;f((tqub)nda:, z=axr+b;
dy w . Oy dydz dz
mamy dx—(ax+b) o e g it e
dy 1
St il
ar : dz_a’’
. Zlhrl
ora —z" d,
7 L j C e amr)
n-t1
b6 by doe _ (az+ byt
f(“"“+ S i

przy zalozeniu, Zze n nie réwna sie — 1.

67. Drugi pouczajacy przyklad:
f:c\,f(x2+1)dx.

Niech y= [zv(z®+1)dz, z=22+1;

dy e « dy dydz dz
mamy — = 2+ 1) = L Ehoy
y dx ke Ydx dedx’ dx "
(717 SRE 2 el
Stad : dg = Q_m:c T = §ZT -
1 :
oraz y=3 z,,(]zzéi:‘;_,

66—68] O CALKOWANIU 75
1 s
albo fm\/(mz—kl)dx:é—(sc"’—i—l)“f,
68. W ogodlnosci niech
y:ff(m) dﬂ,',
i niech z bedzie funkcja ». Mamy
@L B
r 7’{( 28 dx dz dx’
dy f(a:)
Al dz T )dz
d:c

Jezeli f(a:‘)% umiemy wyrazi¢ jako funkcje #z, daj-
my na to F(2), otrzymamy

' y= [F () dz.

PRZYKLADY .
Scalk()waé wzgledem z nastepujace funkcje (1)—(8):

W gime @ gogge O VEER), @ VE-),

1 5 @

(3) V@ —32)’ (6) zv(1—-22), (7) oy et )] \/(1+a:2)

Przyklady (1)—(5) lepiej rozwigzywaé przez odpowied-
nie podstawienie, jak to zostalo objasnione w § 66. Waina
jest metoda, a nie wzor. Ten, kto raz pojal metode, nie po-
trzebuje wzoréw. Otrzymane rezultaty moina we wszystkich
przypadkach sprawdzié¢ przez rézniczkowanie; dlatego przyta-
czanie rozwigzan jest zbyteczne.



ROZDZIAL V.

NIEKTORE ZASTOSOWANIA RACHUNKUV
CALKOWEGAO.

: 69. Rozpatrzmy przyktad wyznaczenia pola, ogra-
niczonego linja krzywa (§ 59a).
' Nie'ch krzywa bedzie wykresem funkcji y=z* i niech
1a przecina prosta PQ, rownolegta do osi = (rys. 28).
y

S\ L

M o N
Rys. 28.
Niech (#, ) beda spélrzednemi punktu p. Mozemy zna-
lez¢ pole figury, ograniczonej przez luk OP, 08 x i rzed-
na PN. Jezeli pole to wynosi z jednostek powierzchni, to,
dz A

jak wiemy, For 4 %%,

1
Stad £ §x3 +E,
gfizie C nie zalezy od x. Wzér ten jest stuszny dla wszel-
kich wartosci =. Przez przeniesienie wzdhuz krzywej punk-
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tu P do O, zmniejszymy z, zaréwno jak z, do zera. Stad
wypada, ze ¢ musi by¢ zerem. Mamy wiec
g—lxs
=37
70. Poniewaz dlugo$é PN wynosi x? jednostek dlugosci,
gdy ON wynosi « jednostek dlugosci, wypada, ze pole, ogra-
niczone przez luk OP, prosta ON i prosta PN, stanowi gpo-
la prostokata ONPL. Zatym pole, ograniczone przez luk OP,
2
prostg PL i prosta OL, stanowi 3 pola tegoz prostokata. Osta-
tecznie wiec pole, ograniczone przez luk QOP 1 prosta PQ,
2
wynosi 3 pola prostokata P@MN.

71. Wezmy rzecz ogdlniej: niech AC i BD beda dwie
rzedne punktéw krzywej (rys. 29), PN — rzedna, zawarta

pomiedzy tamtemi, a — odcieta punktu A, b — odcieta
punktu B, wreszcie #, y spélrzedne punktu P. Niech po-
B

C N D
Rys. 29.
le, ograniczone przez krzywa, rzedne AC i BD i 08 x, wy-
nosi § jednostek powierzchni, i niech pole, ograniczone
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przez krzywa, rzedne AC i PN i 0$ x, wynosi z jednostek
powierzchni. Podobnie, jak w § 59 (a), mamy

Niech y=f(z) bedzie réwnaniem krzywej. Mamy wtedy

z=ff(w)d;c+c,

gdzie C nie zalezy od 2. Niech ff(_:c)dw:F(x), czyli F(x)

niech bedzie calka f(x). Wtedy z=F (z)+cC. Lecz, jezeli
P porusza sie wzdhiz krzywej ku A, z dazy do zera,
czyli musimy mie¢

F(a)+c=0 albo c=—F(a).

Zatym Z=F (x)—F (a).

Kiedy =5, z przybiera wartos¢ s, a zatym

s=F(()—-F(a).

Zauwazmy, ze obliczamy tutaj pole, ograniczone przez
krzywa ACDB, rozpatrujac je jako przypadek szczegélny
wartosci pola, ograniczonego przez krzywa ACNP, gdy P
porusza sie wzdluz krzywej od punktu A ku B.

72. Pokazalismy w § 71, jak znalezé wartos¢ z, kie-
dy x=b, z warunkow

d
(D) =@,

(Iny . z=0, kiedy x=a.

Rozwiazanie otrzymujemy, znajdujac przedewszystkim
F (z), ktora jest catka funkcji f(x). Stala dowolna, ktora
nalezy doda¢ do tej calki, wyznaczamy z warunku (II).
Z danych tych znajdujemy z jako réwne F(z)—F (a). Nie-
ma nic dowolnego w wyrazeniu na z. Ostatecznie wartosc¢
szukana znajdujemy, podstawiajac b na miejsce . Zwiazek
owe]j poszukiwanej wartosci z z calka nieokreslona oraz

;
3

g o
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poszczeg6lnemi wartosciami @ i b zmiennej x wyrazamy,

b
piszac te wartos¢ w formie l f(x)dz. Wyrazenie to no-
a

o

si nazwe calki okreslonej funkcji' f(») wzgle-
dem x pomiedzy nizsza granica ¢ i wyzsza
granica b. Oznacza ono warto$¢, odpowiadajaca xz=h,
takiej funkeji, ktora staje sie rowna zeru przy r=a i kto-
rej pochodna wzgledem  rowna sie f(z) dla wszystkich
wartosci z, zawartych miedzy a i b (wlacznie).

Dla odréznienia caltke j f(xz)dxr nazywamy czesto cal-
ka nieokreslona funkeji 7 ().

PrzyreADY .

Znalezé wartosci nastepujacych calek okreslonych (1)—(8):

(1) J":g;rl.r, 2) f:.r:’dx_. (3) f:(_,,-z +x)dxe, (%) fl_xldx’

. 1 (b 21 ; o
) f_—xlzd;c,(ﬁ) jo(.s —x)ydz, (7) fl?l_érz._:. (8) Joml?c_?d”'

Rozwigzania:
1 1 A G
W) 5 @3 O @0,
2 1 1 :
i Tk e 0
® % O-F D5 6 X

73. Nastepujacy przyklad ma zwiazek z przyblizonym
obliczaniem calek *.

Niech P, R beda dwa punkty paraboli, ktérej os$ jest row-
nolegla do osiy; PL, RN ich rzedne; M srodek odeinka LN; MG
rzedna punktu @ paraboli (rys. 30). Mozemy w nastgpujacy
spos6b oznaczyé spolrzedne punktéw P, Q@ i R: (P) a—£, y;;
(@) a,y,; (R) at+h,y;.

# Patrz nizej rozdzial X.
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Jezeli rownanie paraboli jest
L= . y=ox’+fxr+q,
i :|eze11 poIe,. ograniczone przez luk PR, rzedne PL i RN oraz
0§ x, wynosi § jednostek powierzchni, wéwczas

a-th
o= F o rhor .

R/
v
Q
P
I
L (Y] N
Rys. 30.

Stad
1
S= ?“{ (a+h)3—(a—h)®}+ 058 (a+h)*—(a—h)*} +7i(a+ ) —(a—R)}

=z (6a2h+2 8% + 0-5 Bdah + ¢ 2h =2k (oa® + Ba+ ) + -i—ak’.

Lecz aa?+Ra+7=y,, oraz
Yy + s — 2y =al(a—0)?+ (a+ 1) —2a*! + Bla—h+a+h—2a) =20k
; (por. przykl, 1 na str. 49).
1
Zatym S 2hyy+ 3 (Y + Y3 —292) = 3 R (Y1 + Y5+ ).
74. Oznaczmy pole trapezu PLNR przez T. Bedziemy mieli
'5: 0-5.2h(y; +ya)=h(y, +4s5),
i o) !
} ok ‘ 2, [1+y
oraz T—8=3h(y,+y;—2y) =32k I%—yﬂ.
Spolrzedne punktu v srodka odcinka PR — sa «,
0:5 (11 +vs), d.lugoéé za$ v@ wynosi 05 (y, +ys) —y,. Pole od-
elnk_a parabgh , ograniczonego lukiem PQ@R i cieciwa PR, wy-
nost T—§ jednostek powierzchni. Zatym pole tego odcinka

 r—

|
(=
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2 : e of
stanowi 3 pola prostokata, ktérego boki réwnaja sig odpo-

wiednio LN 1 VQ.

Rezultat ten co do pola odcinka parabolicznego otrzyma-
lismy przy o>0, innemi stowy, gdy parabola zwrdécona byla
wklesloscia ku goérze. Pozostaje on jednak sluszny i dla przy-
padku, kiedy parabola zwrécona jest wklesloscia ku dolowi;
wtedy bowiem

2
S—T=3hy~v1-¥)-

75. Wogole, gdy chcemy znalez¢é pole figury, win-
ni$my czyni¢, jak nastepuje: niech prosta, réwnolegla do
osi y, przecina obwéd figury w dwuch punktach P; i P,.

Py

P, -

b

N M B

Rys. 31.
Niech #, i ¥, beda rzednemi tych punktéw, i niech zna-
czek 1 zawsze stosuje sie do punktu, polozonego wyzej,
znaczek zas 2 — do punktu, polozonego nizej. Wtedy
Yy, > Y,. Napiszmy Y=Y;—¥,- Niech prosta PP, przecina

Love, Rach. rézn. 6
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w punkcie N jakakolwiek prosta, rownolegla do osi z.
Woéwezas przy przesuwaniu prostej P, P, i zachowaniu jej
niezmiennego kierunku otrzymamy dwa polozenia granicz-
ne punktu N, mianowicie w punktach A i B (rys. 31).
Cala figura bedzie tedy lezala miedzy dwiema prostemi,
‘poprowadzonemi przez A i B réwnolegle do osi y. Niech
a, z, b beda odcietemi punktéw A, N, B. Wyobrazmy
sobie, ze N porusza sie wzdluz prostej AB od A do B.
Powiemy, ze v jest funkcja z, dajmy na to f(z).

Gdy N przesunie si¢ do M, = zmieni sie na z+Az,
Y za$ na Y+Ay, przyczym Ay moze byé albo dodatnie
albo ujemne. Gdy ruchoma prosta, réwnolegta do osi y,
przechodzi przez punkt, lezacy miedzy ™M i N, wartosé
funkcji f(x) moze nie by¢ zawarta miedzy Y a v+Ay.
Najwieksza z mozliwych wartosci moze byé cokolwiek
wieksza zaréwno od v, jak od Y+Ay, najmniejsza zas$ co-
kolwiek mniejsza od jednego i drugiego. Oznaczmy owa
najwicksza wartos¢ przez K, najmniejsza przez k. Gdy
Az dazy do zera, K i k¥ daza do tej samej wartosci gra-
nicznej Y.

Niech pole tej czesci figury, ktéra lezy na lewo od
prostej P,;P,, wynosi z jednostek powierzchni. Kiedy =z
zmienia si¢ na x+Ax, z zmienia sie na z+ Az, i pole skraw-
ka, zawartego miedzy prostemi, przechodzacemi przez N
i M, wynosi Az jednostek powierzchni. Pole tego skraw-
ka jest mniejsze od pola prostokata o bokach K i Az, wiek-
sze zas od pola prostokata o bokach %k i Ax. Zatym Az

zawarte jest miedzy KAz oraz kAz, zas A—l'i — miedzy
Kik.
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Az 3
Jezeli Ar dazy do zera, — dazy do wartosci gra-
nicznej Y; mamy wiec

dz

oy LY

Niech pole calej figury wynosi 8. Woéweczas s jest
wartoécia z, gdy z=>b; kiedy za$ x=a, zréwna sie zeru.

b
Stad §= f (4, —yy) de,

Zauwazmy, e rozumowanie powyzsze stosuje si¢ do pél,
ograniczonych przez krzywa i o$ x [§59 (e:_:)] .'W tym przypad-
ku y,=0; zamiast y; mozemy wprost napisac y.

PrzYRLADY.

1. Zastosujmy metode § 75 do znalezienia pola_ t'rc')jka-
‘ta., W kazdej z figur (rys. 32, 33) oznaczamy diugosci AB,

| Y b
oD, ON, P; P, przez b, p, =, Y 1 mamy E:;. Zatym

P 1
S :f ixd;v=—bp .
o 2

2. Dowiesé, ze pole odcinka kola o promien'iu r, gdy
cieciwa lezy w odleglosci ¢ od $rodka kola, wynosi

s:f o\ (2 — x?) de.
[Te calke nieokreslona znajdziemy w rozdziale VIIL.]
8. Narysowaé¢ wykres funkeji y=ax (1-x) 1 znalezé
pole, ograniczone krzywa i osia . [Rozw.: g jedn.. po-
wierzchni].
4. Uczynié to samo dla funkcji y==x (1—2z)* [Rozw,:

_1- jedn. powierzchni].

48
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5. Narysowa¢ wykres funkcji x(1—x)(2—=x) i znalezé
pole dwuch czesci figury, zawartych kazda miedzy krzywa
i osig ., [Rozw.: w obu razach 0-25 jedn. powierzchni.]

A

A
P, R
o\iN\D : B
P, N D
5 B o .1:
Rys. 32. Rys. 33.

OBjETOSCI BRYE.

76. ZnalezliSmy w § 59(b), ze, gdy odleglos¢ mie-
dzy dwiema réwnoleglemi plaszczyznami, z ktérych jedna
przechodzi przez srodek kuli, wynosi # jednostek dlugo-
Sci, a objetos¢ czesci kuli, zawartej miedzy temi plasz-
czyznami, wynosi v jednostek objetosci, wéwczas

%=“(a2_'w2))

gdzie przez a oznaczamy promien kuli. Pozatym v=0, kie-
dy z=0.

1
Sl
Stad v—fc(a:c Bxs).
Zakladajac z=a, otrzymamy objetos¢ polowy kuli,
a mianowicie %—m-” jednostek objetosci. Objetosé¢ catej ku-
‘1i wyniesie %ftas jednostek objetosci.

77. To samo rozumowanie pozwoli nam znalez¢ obje-
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tos¢ stozka. Niech 0 bedzie wierzcholek stozka, a jego
wysoko$é i b promienn podstawy. Obierzmy o$ stozka za
0$ z. Poprowadzmy przez jakikolwiek punkt N na tej osi
plaszczyzne, prostopadia do osi. W przecigciu otrzyma-
my kolo. Niech PN bedzie jego promien, zas$ xz,y spot-

y 8

Rys. 24.

rzedne punktu P. Pole tego kola wynosi #y* jednostek po-
wierzchni. Niech objetos¢ czesci stozka, zawartej miedzy
wierzcholkiem a tym przecieciem, wynosi v jednostek
objetosci. Gdy z sie zmienia na x+Az, v zmienia si¢ na
v+Av, i zupelie podobnie, jak w § 59 (b), znajdujemy, ze
Av zawarte jest pomiedzy

my?’Ar a = (y+Ay)Ax.

d
Stad c—% =Ty?
L
Lecz TR
dy B
a zatym T Tl
rowniez v=0, kiedy #=0. Zatym
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; 5 :
U=——ﬁ—§$.
MFTa

Jezeli objetosé¢ stozka wynosi v jednostek objetosci,
V jest wartoscia v, odpowiadajaca z=a, czyli

'v=;—'nb‘3a.

Objetos¢ stozka stanowi * objetosci walca, majacego
podstawe i wysokos¢ takie same, jak stozek.

78. Te sama metode mozemy zastosowaé¢ do znale-
zienia objetosci jakiejkolwiek bryly obrotowej. Zalézmy,
ze powierzchnia bryly tworzy sie przez obrét linji krzy-
wej dokola osi, ktéra obieramy za o$ z. Poprowadzmy
plaszczyzne stala prostopadle do tej osi, i niech plasz-
czyzna, przechodzaca przez punkt (z, y) na krzywej, prze-
chodzi réwniez prostopadle do osi . Niech objetosé cze-
sci ‘bryly, zawartej miedzy dwiema temi plaszczyznami,
wynosi v jednostek objetosci. Wtedy v jest funkcja x,
i @1—’=7:y2

dx :

79. Metode powyzsza mozna uogdlnié i stosowaé
do jakiejkolwiek bryly. Niech jedna plaszczyzna stala i dru-
ga ruchoma przechodza prostopadle do osi x, i niech =
bedzie odcigta punktu, w ktérym plaszczyzna ruchoma
przecina te os. Niech pole przekroju bryly przez plasz-
czyzne ruchoma wynosi z jednostek powierzchni, objetosé
zas czesci bryly, zawartej miedzy wymienionemi dwiema
plaszczyznami, wynosi v jednostek objetosci. Wtedy z i v

g . dv B ; s
sa funkcjami #z, i mamy & Jezeli umiemy wyrazi¢ z
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jako funkcje z oraz scalkowac te funkcje, mozemy zna-
lezé u.

80. Dla przykladu rozpatrzmy objgtosc ost_roslupa o troj-
katnej podstawie. Niech pole podstawy wynosi B ]ednosteff
powierzchni, dlugosé zas prostopadiej oD, poprowadzo_ng_l
z wierzchotka 0 do podstawy, wynosi p jednostek diugosci.
Obierzmy O za poczatek spéirzednych, zas OD za oS x (rys.
35). Przez jakikolwiek punkt N na osi x poprow_adzmy plasz-
czyzne, prostopadla do osi i przecina_]a,c.a, krawedzle‘gstroslupa
OA, OB, OC w punktach P, @, R. Niech pole tréjkata PQR

LS

C

Rys, 35.

posiada wartoé¢, oznaczona wyZej przez Z, co odp9w1a_da
ON=x. Objetos¢ ostroslupa o wierzcholku O i podstawie PQR
bedzie wtedy tym, co$my oznaczyli przez v. Otrzymamy wiec
dv
réwnanie o
Trojkaty PQR i ABC sa podobne, pola za$ figur podob-
nych sa proporcjonalne do pél kwadratow, zbudowanych na
odpowiednich bokach. Stosunek dwuch bokéw od}_)ow1_ed_1.nch
jest ten sam, co stosunek jakichkolwiek odpowiednich linji na

obu figurach, np. linji PN, AD albo ON, OD.

2 .
ZatynJ B'_pga
dv B ,

oraz ’

—_— =T
de p?
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poniewaz v=0, gdy =0, wiec

Jezeli objetosé ostroslupa wynosi v jednostek objetosei,
znajdujemy, zakladajac x=p, ze
: 1

V=§pr

czyli, ze objetos¢ ostroslupa réwna sie 3 objetosci graniasto-

slupa o tej samej wysokosci i podstawne

W calym rozumowaniu nic nie jest uzaleznione od tréj-
katnego ksztaltu podstawy, otrzymany wiec wniosek jest stusz-
ny dla kazdego ostrostupa.

Przyreapy.

1. Dowiesé, ze objeto$é pnia ostroslupowego lub stoz-
kowego wynosi

%ZA+G+ vV (Aa)}h

jednostek objetosci, jezeli A i @ oznaczaja pola dwuch pod-
staw, zas k odleglo$¢ miedzy niemi.

2. Euk paraboli y=+/x, zawarty miedzy poczatkiem
spolrzednych a danym punktem na paraboh obracamy doko-
la osi . Dowiesé, ze objetosé bryly, ograniczonej powierzch-
nig krzywa, wykreélona, przez obrét luku, a plaszczyzna,
przechodzaca przez dany punkt na paraboli prostopadle do
osi x, réwna su: polowie objetosci walca, majacego takie sa-
me podstawe i wysokosé, jak rozwazana bryla

3. kLuk paraboli y=2x?, zawarty miedzy poczatkiem spol-
rzednych a danym punktem na paraboli, obracamy dokola osi
x. Dowiesé, ze obje:tosc bryty, ograniczonej tak, Jak W przy-
kiadzie 2-i 1m réowna sie¢ 0-2 objetosci walca, majacego takie
same podstawe; 1 wysokosé, jak rozwazana bryla.
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RucH JEDNOSTAJNIE PRZYSPIESZONY

81. Gdy cialo jakies, np. kamieri spadajacy, po-
rusza sie t. zw. ruchem postepowym, t. j. nie podlega ani
obrotowi ani odksztalceniu, wszystkie punkty jego poru-
szaja sie zupelnie jednakowo. Spélrzedne ktéregokolwiek
punktu ciala moga zatym cechowaé polozenie ciala w da-
nym momencie.

Kiedy kazdy punkt ciala porusza sie réwnolegle do
danej nieruchomej prostej, powiadamy, ze cialo porusza
sie po linji prostej. Jezeli ta nieruchoma prosta jest os z,
polozenie ciala w danym momencie okresla w zupelno-
sci odcieta ktoregokolwiek punktu ciala. Obierajac za
jednostke dlugosci centymetr, bedziemy mieli omawia-
ny punkt na prawo od poczatku spéilrzednych, kiedy >0,
na lewo za$, kiedy #<0. Niech polozenie ciala dane be-
dzie przez = w czasie ¢, przyczym rachujemy od pewne-
go momentu, obranego za poczatek. Jezeli punkt porusza
sie w kierunku dodatnim (na prawo), cialo posiada pred-
kos¢ %EE SE::% w tym kierunku. Jezeli punkt porusza sig
w kierunku wrecz przeciwnym, predkosé ciala wynosi

dz cm.

S W obu 1azach - Wyraza zmierzong w jednost-

kach Eé? wielkos¢, zwana predkoscia w kierunku

wzrastajagcych z. Jezeli predkos¢ jest zmienna, dru-

d*x S L . 5 ;
ga pochodna El?’ o ile jest dodatnia, wyraza zmierzone

w jednostkach przyspieszenie, wskazujace tempo,

k?
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. s ok d2x
w ktérym predkosé T sie zwieksza. Jezeli — e jest ujem-

2

; s wy chze j k
ne, wéwezas — o5 w3-r32a w tychze jednostkach tempo,

de, . iy -
—- sie zmniejsza. W obu razach ¢y

W ktérym predkos’é i

wyraza zmierzona w ]ednostkdch wielkos¢, zwana

k 2
przyspieszeniem w kierunku wzrastajacych
x (por. § 32).

Jezeli linja, wskazujaca kierunek ruchu, jest o$ 7,
W powyzszym znakowaniu nalezy tylko z zastapié¢ przez y.

82. Cialo, niczym niepodparte i znajdujace sie w po-
blizu pownerzchm ziemi, spadaloby ze stalym przy$piesze-
niem, o ileby pow1etrze nie stawialo oporu.* Owo przy-
Spieszenie grawitacyjne oznaczamy zazwyczaj przez
¢, Tozumiejac przez to, Ze wynosi ono ¢ jednostek przy-
spleszemd (g=981 k 2)

Bierzemy uklad spolrzednych z pionowa osia y, skie-
rowana ku gorze. Niech polozenie ciala w czasie ¢, liczo-
nym od jakiegos momentu poczatkowego, dane jest przez
spélrzedne x, y ktéregokolwiek jego punktu. Jezeli cialo
spada swobodnie, opdr zas powietrza bedziemy ignorowa-
li, napiszemy

dy
T~

Jezeli cialo zaczyna spada¢ w momencie, ktéry obie-

- ramy za poczatek rachuby czasu, i jezeli w tym momen-

* Nie brana jest pod uwage bardzo mala zmiana, uwarunkowana
zblizaniem sig ciala ku ziemi. (Przyp. tlum.).

A
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cie wartos¢ rzednej rozwazanego punktu wynosi y,, be-

dziemy mieli y=y, i %:O,.gdy t=0.

Oznaczmy %‘g przez v. Woweczas
- dv
T
oraz v=0, gdy t=0
Zatym v= —gt,
dy
czyli thz —gt,
skad y=—0.5g+C.
Aby y=v,, kiedy t=0, musimy mie¢
ey,
Ostatecznie Yy=1o— 05 g’

Kazdy punkt ciala jest w czasie ¢ o 0'5gi? cm. nizej
do swego polozenia poczatkowego. Predkos$é punktu wynosi

; L : .
w tym momencie gi i jest skierowana pionowo ku

sek.
dolowi.

83. Jezeli cialo nie spada swobodnie, lecz zostalo
rzucone w jakimkolwiek kierunku, obieramy o$ z w plasz-
czyznie pionowej, przechodzacej przez kierunek pred-
kosci poczatkowej ktoregokolwiek punktu ciala. Wtedy
wszystkie punkty ciala beda sie poruszaly w plaszezy-
znach, rownoleglych wzgledem tamtej plaszczyzny. Je-
zeli, jak wyzej, nie bedziemy brali pod uwage oporu po-
wietrza, kazdy punkt ciala bedzie posiadal przyspiesze-
nie g w kierunku pionowym na dél, zas przyspiesze-



92 NIEKTORE ZASTOSOWANIA RACHUNKU CALKOWEGO [R. V.

nie=0 w kierunku poziomym. Bedziemy wiec mieli row-
d’x 0 d?y
dF T g L P

W momencie poczatkowym cialo posiada pewna skla-
dowa predkos¢ w kierunku poziomym i pionowym. Za-

nania:

& - dx . dy
16zmy, ze =i =, gdy t=0;
% i v sa niezalezne od czasu; w momencie wiec poczatko-
wym skladowa pozioma predkosci wynosi w 55:%, sktadowa

pionowa, skierowana ku gorze, v :e%
Obierzmy za poczatek spétrzednych punkt, z ktérego
rozpoczyna sie ruch rozwazanego punktu; zatym
z=01 y=0, kiedy t=0.
N dx
dt

5 . A
Réwnanie —= =0 wskazuje, ze

p7 jest wielkoscia stala,

.
warunek zas i = % przy t=0 wskazuje, ze przez caly

czas ruchu E'ﬁ'—"—u Zr16 i i
7 ~ Y- £réwnania — =u otrzymujemy x=ut+C,

dt
gdzie C jest stala, ktéra okresla warunek z=0 przy ¢t=0;
oczywiscie c=0 i r=ut.
Z réwnania vy t j dy
gz — 9 otrzymujemy —r= —gt+A; stala
; d
Zzas A otrzymamy z warunku d—?;=v przy t=0; oczywiscie
B dy e '
7 A=v, zatym E=v—gt. Z tego znowuz réwnania otrzymu-
: L, gt ; y
jemy y=1/t—A2—+B, gdzie B jest stala; warunek zas y=0

przy =0 daje nam B=0, czyli
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y=vt—0°5 gt
Rugujac ¢ z rownan z=ut i y=vt—05gt?, otrzy-

=« 9 v
mamy By Tt T

Z réwnania poznajemy (§ 35), (v
Ze torem poruszajacego sie punk-
tu jest parabola o osi pionowej,
lezaca pod styczna, poprowadzo-
na w wierzcholku (rys. 36). o z
Fig. 36.

PRrzYRELADY.

1. Cialo porusza sig po linji prostej ze stalym przyspie-

: cm. . ety ;
szeniem [ Sek?’ Dowiesé, ze, jezeli jego predko$é¢ w momen-
se
2 2y ICEHH ; :
cie poczatkowym wynosi % o il kierunku wzrastajacego s,

cm.
po uplywie za$§ ¢ sek. od momentu poczatkowego v ek to
v=u-+ft. Dowiesé, ze, jezeli cialo przebywa s cm. w ciagu
t sekund, to s=ut+ 05712
2. Podlug warunkéw przykladu 1-go —=fiv=—, a za-
d .
tym u%: fd—';. Dowiesé, ze v?—u?=2fs,.
3. Zakladajac taki ruch ciala, ktéry czyni zado$é¢ réw-
naniu (E) — 2fs=const., gdzie f oznacza wielkosé¢ stala, do-

dt
wieé, ze cialo porusza sig ze stalym przyspieszeniem.
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84. Okreslamy * logarytmy przy zasadzie 10 (zwykle
logarytmy), méwiac, zé, jezeli
A z="10¢,
to y=log,,».
& Okreslenie to pozwala nam ulozyé tablice logaryt-
moéw. Zacznijmy od znalezienia zwykla metoda v 10 z do-
kladnoscia do ktéregokolwiek znaku dziesietnego. Jezeli
zatrzymamy sie na 16 znakach dziesietnych, bedziemy mieli

10 = 3:1622776601683793 .

Stad mozemy obliczyé 10 z osmiu znakami dziesiet-
-nemi (1:77827941), dalej 108 dokladnie do czwartego znaku
dziesietnego (1:3335), wreszcie 1015 dokladnie do drugiego
znaku dziesietnego (1'15). Idac ta sama arytmetyczna dro-
ga, mozemy znalezé wartosci 10%%, 1075, 108, 107, 1075,
-10%, 10%“‘1‘, 10%, IOITE, 10%, 10%3_. Jezeli zatym zalozymy z =10,
otrzymamy szereg wartosci na =, odpowiadajacych szere-
gowi wartosci .

Mozemy wiec utozyé nastepujaca tablice:

* Okreslenie to omawiamy blizej w dodatku III.

i
|

[ ‘,".m‘ s ek ad

— C—
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TasLica 1.
Y 0 1% 3 s i s § 15 3
x 1 LS50 008305 1+54° I8 1 D45 L S g LDy RthEa Tt
y fi & Wb das gt
2 367 422 487 562 649 750 866 10

W tablicy tej wszystkie wartosci z sa dokladne do
drugiego znaku dziesietnego. Podlug tej tablicy mozemy
wyrysowa¢ wykres funkeji y=log,;z w granicach miedzy
x=11x=10, a nastepnie przy pomocy tego wykresu znalez¢
logarytm jakiejkolwiek liczby, zawartej miedzy 1 a 10. Je-
zeli wykonamy rysunek dokladnie, szukana wartos¢ loga-
rytmu z pewnoscia bedzie dokladna do pierwszego znaku
dziesietnego, a czesto do drugiego. Opierajac sie na pra-
wie wykladnikéw, mozemy rozszerzy¢ tablice, a takze wy-
kres, na wartosci z, ktére nie zawieraja sie miedzy 0 a 1.

7 T

riH

y=log,,x

Rys. 37.
Wykres log,sr w granicach miedzy =01 i z=2 po-
dany jest na rys. 37. ] .
Widzimy wiec, ze kazdy, kto dolozy dosy¢ staran
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i nie popelni bledu, moze przez proste obliczanie pier-
wiastkéw kwadratowych ulozy¢ sobie tablice logarytmow,
tak dokladna, jak sam zechce. Podobnie handlowiec mégl-
by sam ulozy¢ tablice rachunkowe , zaoszczedzi jednak so-
bie czasu, jezeli kupi gotowe. Nie dla innych powodéw
kupujemy tablice logarytmiczne *.

85. Przy logarytmowaniu poslugujemy sie nastepujacemi

zasadniczemi wzorami:
log (ab)=loga+logh,

log (g-) =loga—logh,

log (a®)=nloga.
Wzory te sa sluszne dla wszelkich zasad. Jezeli chodzi
o zmiane zasady, poslugujemy si¢ wzorami
logsx = (logyz) (logab),
(logsb) (logsa) = 1.
86. Rozwazajmy log;,=z jako funkcje z, i sprébujmy
ja rézniczkowa¢. Mamy
z+h h
log, (z+h) —logz=1logy, ‘?=10g10 (1 +§) )
h

logy, (x+h)—logx 1 1 h
z 7E10g10(1+5)ﬁ5'g-10g10 (1 4‘5)

ora
h

1 h\z
—Elogm (1 +§)" .
Wykazmy teraz, ze wyrazenie ostatnie dazy do pew-
nej granicy w miare dazenia & do zera. Oznaczmy 7 brzez

n; bedziemy mieli

* Tablice logarytmiczne ukladajg si¢ w rzeczywistosci nie w ten
sposob, przez wyciaganie pierwiastkéw kwadratowych, jak to zostalo
podane, lecz na catkiem innej drodze—przez poslugiwanie sig szeregami
nieskoficzonemi.

-_—
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log,, (x+h)—logz 1 e
A —Elogm(l-i-ﬁ] .

Lecz nie trudno sie przekonaé¢, ze [1+%) dazy do

pewnej granicy, w miare wzrastania n do nieskonczonosci.
Rozpatrujemy logm(lﬁu%) , albo n logm(lﬂ—%). W tablicy

II. mamy wartosci tego wyrazenia, odpowiadajace warto-
$ciom n, zawartym miedzy 11i 9. Widzimy, ze kazda z tych
wartosci jest cokolwiek wieksza od poprzedniej, lecz ze
roznice pomiedzy kolejnemi warto$ciami wciaz maleja.

Tasrica 1I.

n Bl 3 o By el L P e
1 :
nlog,, (1 + sz) 03010 0-3522 0-3748 0-3876 0°3959 0-4017 0-4059 0-4092 04118

Idzmy troche predzej naprzéd i utézmy tablice IIT.,
ktéraby zawierala wartosci tego wyrazenia, odpowiada-
jace kolejno warto$ciom n=10, 20,... 90. Widzimy, ze lo-
garytmy wciaz wzrastaja, lecz réznice miedzy kolejnemi
wartosciami staja sie coraz mniejsze.

Tasrica III.

n 10 20 30 40 5 60 70 80 90
1
nlog,, ( 1+ E) 04139 0°4238 0-4272 0-4290 04300 04307 04312 04316 04319

Posuwajmy si¢ jeszcze predzej naprzéd i ulézmy ta-
blice IV., zawierajaca wartosci danego wyrazenia dlan=100,
200,... 900. Widzimy, ze dany logarytm dazy do pewnej
stalej wartosci.

Love, Rach. réin. 7
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Tasrica IV.
n 100 200 300 400 500 600 700 8O0 900

1
nlog,, ( 1+ E) 04321 04332 04336 0-4338 0-4339 0-£339 0-4340 0-4340 0-4341

Jezeli posuniemy sie jeszcze dalej i wezmiemy na »
wartosci 1000, 2000,... znajdziemy, ze wszystkie logarytmy
w tych granicach beda az do trzeciego znaku dziesietnego
rowne, a mianowicie =0'434. Poslugujac sie tablicami sied-
miocyfrowemi, nie mozemy by¢ pewni wiecej, niz trzech
znakow dziesietnych. Wnosimy stad, ze, w miare wzras-

tania n, Iogm(IJr:—z) dazy prawdopodobnie do pewnej gra-

nicy, ktéora w przyblizeniu = 0434, zas (1 +%)"d:¢2y praw-

dopodobnie do pewnej granicy, ktora w przyblizeniu =
=272,

Mozna udowodni¢ caltkiem $cisle, ze (1 ‘L:J,) dazy do

pewnej granicy w miare wzrastania n* Granica ta jest
Scisle okreslona liczba, ktéra oznaczamy przez e. Wartosé
e, dokladna do czwartego znaku dziesietnego, wynosi 2:7183,
wartos¢ zas log,,e, dokladna do czwartego znaku dzie-
sietnego, wynosi 0'4343. Oznaczmy log,e przez m. Wow-
czas bedziemy mieli
dlog,x ™
de ="

87. Zamiast bra¢ logarytmy przy zasadzie 10, moze-
my je bra¢ przy jakiejkolwiek zasadzie a. Jako okreslenie

* Patrz dodatek IV.
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musimy przyjac, ze, jezeli x=a¥, wowczas y=log,z. Spo-
sobem, przyjetym w § 86, znajdziemy

loga (z+h)—loga(z) 1 hy%
h = loga (142,
dlog.z 1 |
a zatym —dﬂﬂ *.‘; Oga€=m.
W szczegolnosci mozemy obraé e za zasade ; znajdzie-
my wtedy dl?ii{@:%.

88. Rezultat ten daje nowy wzor zasadniczy dla cal-

1
f;dleog.x. B)

Mozna to napisa¢ jeszcze inaczej
1 1
f;dﬂ?:ﬁk’gm @

gdzie %:log. 10=2-3026.

kowania

Opierajac si¢ na §§ 66, 68, mozemy napisa¢ wzory

ogodlniejsze : fa%”dx=élog. (az +b),
1dz
; %dx: 10g¢ Z.

Funkcja wykrADNICZA .

89. Jezeli y=log.,z, to z=e¥; wiemy, ze w tym razie
oL
& =

Stad — =z

albo — =V,
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Rozpatrujemy tu e jako funkcje y. Jest ona znana
pod nazwg funkcji wyktadniczej. Piszac « zamiast
y, otrzymujemy wykladnicza funkcje x; bedziemy wiec

i< d(e?)
mieli — e
dzx

W podanej tu tablicy mamy wartosci funkcji e?, do-
kiadne do czwartego znaku dziesigtnego, dla szeregu war-
tosci na x, zawartych miedzy —1 i 1. Wartosci na ¢, od-
powiadajace wartosciom z, ktére leza w innych grani-
cach, moga by¢ wyprowadzone za pomoca reguly wyktad-
nikéw .

L —1 =09 —08 —07 —06 —0> —04 —03 —02 —D0L ©
€ (3679 04066 04493 0-1966 05488 0'6065 0°6703 0°7403 0'8187 0-9048

L

& oL 02 03 04 05 06 07 08 09 1
€* 11052 12214 1'3499 14918 1-6487 1'8221 2-0138 2:2255 24596 27183

Wykres funkcji e# w granicach miedzy z= -1 i 2=1
daje rys. 38.

90. Jezeli x jest ujemne i liczebnie wielkie, €* jest
dodatnie i liczebnie matle, a w dodatku predko sie zmniej-
sza, w miare jak ujemna warto$¢ x liczebnie wzrasta.
Innemi slowy, w miare wzrastania dodatniej liczby z, e—=
stopniowo sie zmniejsza i predko dosiega bardzo malych
wartosci. Z drugiej znowu strony, jezeli wykladnik z jest
dodatni, &* wzrasta razem z z i predko dosiega bardzo du-
zych wartosci.

91. Stosujac regule rézniczkowania funkcji ztozonej
(§ 25), otrzymujemy

3
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Y|

[1]
-1 i

y=e"
Rys. 38.

d(e=)_
T T

gdzie a jest wielkoscia stala. Dostajemy stad niezmier-
fe“dx:i—e“”. (C)

We wzorze tym a moze by¢ jakakolwiek liczba, do-
datnia albo ujemna.

nie wazna catke

92, Funkcja a* czesto tez sie zowie funkcjg wykladnicza .

Poniewaz a=elog8,
wiec a*=e=log 8
d(a*
oraz c(lx ) =log,a.e*'95,2=log,a.0%.
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To daje nam pewna waina granice. Usilujac zréznicz-
kowaé bezposrednio a?, musielibySmy utworzyé¢ iloraz
az-{»ﬁia.z
2ol
co jest rownoznaczne wyrazeniu
1
a

h

a<

S |
Wynika z tego, ze, gdy % dazy do zera, aT dazy do war-

. 10A—1
tosci granicznej log,a. W szczegélnosci W dazy do warto-

15—

éci granicznej %, rownej w przyblizeniu 2-3026; N dazy

do wartosci granicznej=0, za$ dazy do wartosci granicz-

nej=1. Liczba ¢ tym sie r6zni od wszystkich innych, ze, gdy

: : o @=L, .
a—=e, warto$cla graniczng wyrazenia jest 1; gdy zas a=e,

warto$cia graniczng nie jest 1.

PrzyreADY.
1. Zréziniczkowaé nastepujace funkeje (1)—(12):
1
(M) log,@+a), (@) log(1-22),  (3) logp
@) log2t1, () eloga, (6) zlog‘(@%”,
(7) =e, (8) =’ (9) e,
(10) =", (11) (1 -x)e?, (12) (1 —x)%~.
ee e ogdztv(@+CO)fl 1
2. Dowiesé, ze e . V(@+0)

gdzie C jest niezaleine od x.

3. Dowiesé¢, ze, gdy & jest bardzo male, log,(1+A)=#,

oraz log. (= + k) — log.x == B
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4. Dowies¢, ze, gdy h jest bardzo male, &==1+4.

5. Scalkowa¢ nastepujace funkcje (1)—(6):
=l 1 1

(1) e 2) T (3) BEy

log,z

(2) e—=

(5) ze—=’, (6)

£

Sprawdzi¢ otrzymane rozwiazania przez rézniczkowanie,
1 ; 1

S i— :

V@E+1) @ -1)

7. Dowiesé, ze, jezeli y jest funkcja zx, to

6. Scatkowaé

d(ye™)  dy
B T e €
8. Dowiesé, ze, jezeli m jest stale, réwnaniu
d*y
A
ar- "y

staje sie zadosé¢ przez zalozenie y—Ae™ 4+ Be ™, gdzie A i B
s3 dowolne stale.

9. Dowiesé, ze
By Ay [Py 1

—3 2 zaz
P A " Peam 1
gdzie « jest stale, y za$ jest funkcja x. Dowies¢ dalej, ze, je-
w
zeli x czyni zado$é réwnaniu b7 +kda;—.— n?x=0, to xe¥ czyni za-

do$¢ réwnaniu

dZ(mg;kt}_F 5
n
de* (
stale, x za$ jest funkcjg ¢.

1 i
~4—k2)(‘xe§*‘):0, gdzie k 1 n sa

ZASTOSOWANIA FUNKC]JI WYKLADNICZE] .

93. Rozpatrzmy kilka zagadnien, ktére moga by¢
rozwiazane za pomoca funkcji wykladniczej.
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W chemji fizycznej* spotykamy sie czesto z zagad-
nieniami, w ktérych liczba z, dajaca miare stezenia roz-
czynu, ma by¢ wyrazona jako funkcja liczby ¢, miary cza-
su, ktéry uplywa od pewnego okreslonego momentu, przy-

czym zalezno$¢ ta ma by¢ wyrazona réwnaniem i f(x),

gdzie f(x) jest dana funkcja. Np.: predkosé inwersji cukru
trzcinowego jest zawsze proporcjonalna wzgledem ilosci
cukru, ktora jeszecze w danym momencie nie ulegla in-
wersji. Ilos¢ za$ ta dana jest przez stopien stezenia.
Jezeli a jest miara stezenia poczatkowego, » zas miara
stezenia cukru, uleglego inwersji w ciagu ¢ minut, mamy
réwnanie
Y —kla-),

gdzie k jest wielkos$cia stala, rowna w przyblizeniu 00015.
Nalezy rozwiaza¢ to réwnanie, czyniac zadosé¢ warunkowi,

ze x=0, gdy ¢=0.

dt 1
Mamy ﬂ:m:?),
; dkt) 1
el & “a—z
zatym kit j —dz+C= —log,(a—x)+C.
Aby 2=0, kled} t=0, musi by¢
: c=log.a
z a
a wiec kt:log,a—vlog,(a—x)zlog,a—_—wf
ezyli afy:e“,

* Patrz J. W. Mellor, Chemical Statics and Dyna-
mics. London, 1904.
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albo jeszcze =

3 x
skad ostatecznie s 1—e %,

Wzér ten daje rozwigzanie zagadnienia.

94. Wezmy inny przyklad. Niech dana bedzie predkoéé
reakcji chemicznej przez réwnanie
f%:k(a—w)(b—x),
gdzie k, a, b sa stale; przytym x=0, kiedy f=0. Mamy zna-
lezé x jako funkcje ¢. Zaléimy, ze b>a.
dt 1

Mamy dr (a—x) (b—x)’

zauwazmy, Ze umiemy calkowaé sume ——-{—bﬁﬁ, zarowno

BT
1 1 B4
a—z b-=x (@a—x)(b-x)
Mnozac obie strony naszego réwnania przez (b—a), otrzy-
1 1

jak réznice ; zauwazmy dalej, ze
a x

j y b=—a)y—= .
mujemy k( a)d:z e

i
Stad k(b—a)t:f(%__b___) Bl

=
= —log.(aga:)Jrlog,(b—x)JrC:log.fa:;-l—c.
Aby =0, kiedy =0, musi by¢
C= —log,b ﬁlog,

b '
b—
a zatym k(b—a)t_loge( ';-:),
F
czyli g—ta——_jcc) = gh(i—a),

Ostatecznie x (beMv—0)t _ g) =qb (eb—2) - 1),
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1 rozwigzanie zagadnienia daje réwnanie
o—a)i_1
O pee—aig

95. W teorji pradu elektrycznego * spotykamy cze-
sto zagadnienia, w ktdrych ¢, natezenie pradu, ma byé wy-
razone jako funkcja ¢, czasu, ktéry uplynal od pewnego
momentu poczatkowego, w formie

e
R T
gdzie L 1 R sa stale i oznaczaja spélczynnik samoinduke;ji,
wzglednie opér obwodu, E zas jest wielkoscia stala, albo
funkcja czasu, wyrazajaca roznice potencjalu uzytego zréd-
ta energji elektrycznej. Nalezy znalez¢ ¢, czyniace zadosé
rownaniu z warunkiem, ze =0, kiedy ¢=0.
Wezmy przypadek, kiedy E=const., i zalézmy

=2,
Wiedy iy € L
dt 5
Lecz (przykl 7, str. 103)
d(iey i ..
—E‘——e (&i‘l‘b?),
d (et
a zatym —(;t—):fe“,
skad 3 M=_E_ bt | :E bt
1 e Lbe +C Re +C.
Aby i=0, gdy ¢=0, musi by¢
Gl E
R?

* Patrz J. J. Thomson, Elements of the Mathemati-

cal Theory of Electricit d M i
S 18%5. : ity an agnetism, Rozdz, XI

— ks
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a wiec iebtzg(eb' —1)

. . __E - bt
czyli @*R(l e~™).

Rozwiazanie zagadnienia dane jest przez rownanie

. E Rt
Wzor ten daje natezenie pradu, otrzymanego w ob-
wodzie ze zrédla o stalym napieciu i zamknigtego w mo-

mencie {=0.

96. Sprébujmy zdaé sobie sprawe z oporu, ktéry
stawia powietrze cialu spadajacemu, zakladajac, ze opor
ten jest proporcjonalny wzgledem predkosci ciala. Zalo-
zenie to do$¢ dokladnie okresla wplyw powietrza na ruch
malego ciala, poruszajacego sie bardzo predko.

Niech cialo spada z wysokosci s cm. w ciagu ¢

. ’ : cm.
sek. Predkos¢ jego w momencie ¢ wynosi -, ——, przy-
F dt sek.
: : g . d% cm. ; :
$pieszenie za$ w tym momencie =—5 ——,. Przy$pieszenie
di? sek.
: : : cm. : :
grawitacyjne jest g=981 =T Opoér powietrza warun-
; 5l ;408 cmy, : :
kuje przyspieszenie kd—t sek?’ skierowane wrecz przeciw-

nie wzgledem przyspieszenia grawitacyjnego; k jest tu pew-
nym stalym spélczynnikiem. Mamy wiec réwnanie

Bs_ds
a9 a
z warunkiem, ze s=0, oraz %:0, kiedy t=0. Rownanie

mozna napisa¢ inaczej
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d*s _ds
ae g
Podobnie, jak w § 95, mozemy nadaé mu ksztalt
d(e"‘d—s
dt
ds
skad e“EE=fge”dt+c=%e*‘+c.

ds :
Aby —=0, kiedy ¢t=0, musi by¢
d 7

En
k ’
a wiec %::%(1 —e k)

Widzimy, ze, w miare wzrastania t, wzrasta g—:, nie
przekraczajac nigdy wartosci ‘% Predkosé¢ dazy wiec do

i . . g cm.

wartosci granicznej '% T Predkos¢ ta nazywa sie pred-
koscia ostateczna,

Do znalezienia s jako funkcji ¢ postlugujemy sie réw-

. ds g }

naniem TF (1—e*)

z warunkiem, ze s=0, kiedy ¢=0. Réwnanie daje nam

9,.9 ’
S=];t+}c—ze_“+c,
gdzie C'=const. Aby $=0, gdy ¢=0, musi byé¢
c'=-£. '
g, 9
Stad s=pi—m(l—eH),
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Widzimy, ze, jezeli cialo spada w ciagu dlugiego
czasu (a wiec ¢ jest wielkie), droga, przez nie przeby-
ta, jest prawie taka sama, jaka zostalaby przebyta, gdy-
by cialo poruszalo sie ruchem jednostajnym z predkoscia

g cm

) : 1
T sek WV clagu t—]? sekund.

Przyrrapy.

1. W =zagadnieniu z § 93, zakladajac a=10-023 oraz
=0 przy t=0 i x=1946 przy (=60, znalezé k i ulozy¢
tablice wartosci, ktére otrzymuje x, kiedy ¢=30, 90, 120, 150,
180.

2. W zagadnieniu z § 94, zakladajagc a=10'023, b=
=89-977 oraz =0 przy {=0 i x=1'946 przy ¢=60, znalez¢
k i ulozyé tablice wartosci, ktére otrzymuje x, kiedy =30,
90, 120, 150, 180.

3. W zagadnieniu z § 95, zakladajac E=20, R=2, L=4%,
znalezé warto$¢, ktéra otrzymuje 4, kiedy ¢=1, 10, 60. Zna-
lez¢ to samo, zakladajac E=20, R=4, L=2.

4. Zbiornik opréinia si¢ w ten sposéb, ze predkosé
wyplywu wody w pewnym momencie jest proporcjonalna do
ilosci wody, pozostajacej wowczas w zbiorniku. Jezeli polowa
zawarto$ci zbiornika wyplywa w ciagu 5 minut, ile wyply-
nie w 10, 15, 20 minut?

5. Krople deszczu posiadajg predkosé¢ 1828 % Zakla-

dajac, ze predko$é ta rézni sie bardzo malo od predkosci osta-
tecznej (§ 96) i ze op6r jest proporcjonalny do predkoseci, zna-
lez¢ w przyblizeniu opéZnienie kropel, uwarunkowane przez opér,
i dowiesé, 2e czas, w ktérym predkosé¢ dosiega wartosei
1645 g{];, wynosi mniej wiecej 429 sek., a takie, Ze droga,
ek.

ktéra kropla przebywa w pierwszej sekundzie, wynosi mniej
wiecej 427 cm.
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97. Jezeli promien kola ma » jednostek dlugosci,
tuk zas ma takich jednostek s, to liczbe : mozemy uwa-
zaC za miare kata Srodkowego, zawierajacego miedzy ra-
mionami dany luk. Oznaczajac liczbe ; przez 6, powiada-

my, ze kat nasz ma 6 radjanéw.* Kat prosty ma 0’5z ra-
djanéw (czyli w przyblizeniu 1'5708 radjanéw), radjan za$

ma %ka,téw prostych (t. j. okolo 06366 kata prostego). Jezeli

kat ma 6 radjanow, promien zas r jednostek dlugosci, odpo-
wiedni wycinek kotowy ma 05720 jednostek powierzchni.-

98. Nieraz bywa dogodne przypisywanie katom
wszelkich mozliwych wartosci, zaréwno mniejszych, jak
wiekszych od dwuch prostych. W tym celu wyobrazamy
sobie, ze kat zostaje wykreslony przez obrét promienia
okolo wierzcholka, a mianowicie wyobrazamy sobie, ze
promien ruchomy wychodzi z polozenia, zajmowanego przez
jedno ramie kata i obraca sie okolo wierzcholka tak diu-
g0, az dosiega polozenia, zajmowanego przez drugie ramie.

Wierzcholek kata mozemy obraé za poczatek ukta-

* O radjanach poméwimy szczegolowo w dodatku V.
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du spolrzednych, pierwotne zas poloZenie promienia ru-
chomego za 0$ z-0w tego ukladu, przyczym za dodatni
bedziemy uwazali kierunek tej osi na prawo od poczatku.
Uwazajmy dalej 6 za liczbe dodatnia, jezeli kat, majacy
6 radjanow, zostal wykreslony przez obrét promienia w kie-
runku przeciwnym ruchowi wskazéwek zegara, ktory
umiesciliSmy na papierze tarcza do gory (rys. 39). Z umo-
wy naszej wynika, ze ramiona kata, majacego 2nx+0 ra-
djanéw (gdzie n jest liczba calkowita dodatnia), zajmuja
na plaszczyznie to samo polozenie, co ramiona kata, ma-
jacego b radjanow.

\

S~

Rys. 39.

99. Katy, wieksze od dwuch prostych, sa bardzo uzytecz-
ne przy badaniu ruchu obrotowego cial. Wyobrazmy sobie np.
obrét kola rozpedowego w maszynie i ruch jakiejkolwiek wy-
kreslonej na nim prostej. Przy kazdym obrocie zupelnym ko-
Ia prosta obraca sie o 2n radjanéw. W ciagu ¢ sekund prosta
obraca si¢ o pewien kat, powiedzmy o 6 radjancéw, przyczym
6 moze byé wigksze lub mniejsze od . Gdy kolo obraca sie,
O wciaz rosnie i jest pewna funkcjg czasu f; jeieli kolo obra-

ca si¢ jednostajnie, 6 jest wielokrotnoscia ¢, stosunek zas 7
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jest miarg t. zw. predkosci kato wej kola, wyrazona
w radjanach na sekunde. Jakkolwiek zreszta obraca sie kolo—

Z s s oy d . :
jednostajnie czy niejednostajnie—pochodna 3 Jest miarg pred-
kosci katowej, wyrazona w radjanach na sekunde.

100. Na plaszczyznie, wyznaczonej przez osie spol-
rzednych, bierzemy dowolny punkt P. Promieri OP niech
bedzie ramieniem kata, ktérego drugie ramie stanowi o$
oz. Przypusémy, ze kat, utworzony przez obrét promie-
nia, ktéry wyszedt z polozenia poczatkowego Oz i do-
szedl do polozenia OP, ma 6 radjanéw i ze odcinek Op ma

P
u

Rys. 40.
r jednostek dhlugosci. Spélrzedne punktu P niech beda
z, y. W takim razie liczby %, gzaleZa. ki tylko od liczby 6.

Sa to funkcje 6, zwane dostawa i wstawa (cosi-
nus i sinus). Piszemy

: x
g=smﬂ, —=cos 6.
r T
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101. Poniewaz z?+y*=r? mamy wiec
sin?f + cos?fi=1,
przyczym sin®8 znaczy tylez, co (sin6)? a cos?0 tylez, co
fcos )%

102. Na rys. 40 dwie proste, oznaczone literami POP,
sa do siebie prostopadle, wszystkie za$ tréjkaty oznaczo-
ne literami PON sa réwne. Stad, biorac pod uwage znaki
spéirzednych z,y, mamy wzory

cosi=sin (0'5%+6), sinf= —cos (032 +0) wuwenn(l),

sin = — sin (z +0), cos i=—cos (z+6) ............ (2),
sin 6=sin (27 + 6), cosf=cos (2n+0) .......... (3),

103. Na rys. 41 proste OP i OP’ sa jednakowo na-
chylone do osi z-6w. Jezeli kat ostry zOP ma 6 radjanéw,
to kat rozwarty 20P’ ma =—0 radjanéw. Biorac pod uwa-
ge znaki spélrzednych =z, y, mamy

sin (x—0)=sinb; cos(x—8)= —cosh ... (4)
P’ P
N ) N
Rys. 41.

Za pomoca tych czterech wzoréw mozemy napisaé
wartos¢ sinf lub cosb, odpowiadajaca jakiejkolwiek war-
tosci dodatniej 0, jezeli tylko znamy wartosci, ktére przy-

3 - . . . ™
biera sinf, gdy 6 zmienia sie od 0 do 5

104. W wielu przypadkach moze okaza¢ si¢ pozyteczna
nastepujgca uwaga. Niech beda dane dwie jakiekolwiek liczby
a i b; powiadam, ze mozna zawsze znalez¢ jedna, i tylko jed-

Love, Rach. réin. 8
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na liczbe dodatnia », jak rowniez jedna, i tylko jedna licz-
be 6, zawarta miedzy 0 i 2z, taka, ze
a=rcosf; b=rsinb.

Bez wzgledu na to, czy liczby a i b sa dodatnie, czy
ujemne, mozemy je uwazaé za spéirzedne zupelnie okreslone-
go punktu, np. punktu P. Odleglosé¢ tego punktu od poczatku
sp6lrzednych jest zupelnie wyznaczona; warto$¢ liczebna tej
odleglosci daje nam wlasnie liczbe . Réwnie dokladnie wy-
znaczony jest kat, o ktéry musi obréci¢ si¢ w kierunku prze-
ciwnym ruchowi wskazéwek zegara prosta, zeby, wychodzac
z polozenia Qx i nie wykonywujac calkowitego obrotu, zajaé
polozenie op. Wartosé liczebna miary tego kata, wyrazonej
w radjanach, daje nam liczbe 6.

105. Moglibysmy sami ulozy¢ tablice wstaw, jak
moglibyémy ulozy¢ wlasne tablice logarytméw. Gdybysmy
np. mozliwie doktadnie wykreslili kat=025d, na jednym
jego ramieniu obrali punkt P, z tego punktu poprowadzi-
li prostopadla do drugiego ramienia i zmierzyli doktad-
nie dlugosé¢ prostopadlej i odlegtos¢ P od 0, t.j. od
wierzcholka kata, to ulamek

liczba jednostek dlugosci zawartych w prostopadiej

liczba jednostek dlugosci zawartych w odcinku OP
bylby wstawa naszego kata. Widzimy tedy, Ze wstawg
mozna wyznaczy¢ z dokladnoscia, zalezna tylko od stop-
nia dokladnosci naszych pomiaréw. Zaréwno jednak tablic
logarytméw, jak tablic wstaw, nie ukladamy sami, lecz
kupujemy gotowe.*

Zwykle tablice wstaw podaja katy w stopniach i mi-
nutach, mozemy jednak z latwoscia wyrazi¢ kat w radja-
nach, pamietajac, ze 180°== radjanéw. Moznaby wigc na

* Tablice wstaw, zawarte w zbiorach tablic matematycznych, zo-
staly obliczone za pomoca innej metody, opartej na feorji szeregbw
nieskonczonych.
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podstawie zwyktych tablic zbudowa¢ nowe , w ktorych ka-
ty bylyby wyrazone w radjanach, a wstawy podane z kil-
koma dokladnemi znakami dziesietnemi. Nastepujaca ta-
bliczka zawiera wartosci kilku wstaw z dokladnoscia do
0-001.

¢ 0 01 02 03 0% 05 06 07 08
sin 0 0-100 0-199 0296 0-389 0-479 0-565 0-64k 0-717

6 09 1 1-1 12 1-3 1'4 125 16
sinf 0-783 0-841 0-891 0932 0-964 0-985 0-997 1

106. UwazalisSmy dotad 6 za liczbe zmienna, sin®
za funkcje tej zmiennej. Mowiac 6, mieliSmy zawsze na
mysli liczbe, wyrazajaca miare kata w radjanach. Taki
jednak spos6b pojmowania rzeczy nie jest konieczny.
Liczby 6 i sin6 mozemy réwnie dobrze uwaza¢ za warto-
sci, ktore przybieraja jedno-
czesnie dwie jakies zmienne ’
« 1 y, i mozemy powiedzie¢, A
ze y jest pewna funkcja =, -+
zwana wstawa x. Za pomoca
tabliczki, podanej w poprzed-
nim ustepie, mozna wykreslié o =
funkcje y=sinz, gdy = zawie- s
ra sie miedzy 0 a 0'5= (t. j. Rys. 42.
1-5708). Wykres funkcji mamy na rys. 42.

Za pomoca wzoréw podanych w §§ 102 i 103 mozna
przedluzy¢ nasz rysunek poza wartos¢ z=0'5%; otrzyma-
my szereg réownych i podobnych lukéw, polozonych ko-
lejno pod i nad osia z-6w (rys. 43).
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¥
r 2!’/\3# 47;/ x
o \/ \-/
y=sin x.
Rys. 43.
¥
o - /_\;: % /\
L 8 el
9 = COSZ.
Rys. 44,
Y
'?’/\r 0 Ll 214

y=sinx
Rys. 45
U = 3 gl 240
Yy = cosx.
Rys. 46.
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Na podstawie wzoru cosz=sin(0"5%+2) mozna wy-
kresli¢ funkcje y=cosz dla wartosci dodatnich z. Poda-
lismy ja na rys. 44, otrzymanym z rys. 43 przez przesu-
niecie krzywej na lewo o 057 jednostek dlugosci.

107. Zeby okresli¢ sinz i cosz dla ujemnych war-
tosci z, zakladamy, ze wykres funkcji sklada sie z nie-
skonczeme wielu takich lukéw, potozonych kolejno pod
i nad osia z-6w (rys. 45 i 46). Jezeli x jest dodatnie, —=x
jest ujemne. Oznaczmy —=z przez z'. Gdy z od zera ma-
leje, #' od zera wzrasta; otoz rysunek wskazuje, ze war-
tosci sinz i sinz’ sa zawsze réwne co do wielkosci, lecz
rézne co do znaku, a zatym okreslenie nasze prowadzi
do wzoréw

sin#’= —sinz, albo sin(—z)=—sinz. 7
Na obrazie funkcji y=cosz lub y=cos«’ wida¢, ze war-
tosci na cosz i cosz’ sa zawsze rowne i ]ednakowych zna-
kow a zatym mamy

cosz' =cosz, czyli cos(—x)=cosz.

108. Inne funkcje trygonometryczne (styczna, do-
styczna, sieczna i dosieczna) okreslamy przez wstawe i do-
stawe za pomoca nastepujacych réwnan: :

sinx cos x 1
tgx= neter— o See T — cosec:cﬁ

cosz sinx cosw

Zeby wykreslic funkcje y=tgxr, zauwazmy, ze
sin0'5%=1, sinl'5z=—1, i w ogoélnosci sinz= +1, gdy =

jest nieparzysta wielokrotnoscia 0'5#. Sa to najwigksze
i najmniejsze wartosci, ktore przybiera¢ moze sinz. Tak
samo cosz=1, gdy =0 lub gdy z jest parzysta wielo-
krotnoscia =; réwniez cosz=—1, gdy « jest nieparzysta
wielokrotnoscia =. Sa to najwieksze i najmniejsze warto-
$ci funkcji cosz. Gdy sinz= +1, mamy cosz=0, wsku-
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tek czego réwnanie nasze nie wyznacza weale tgz, gdy =
jest nieparzysta wielokrotnoscia liczby 0’57, gdyz ani 1,
ani —1 nie mozemy podzieli¢c przez 0. Jezeli = jest pra-
wie réowne 0'5%, to sinz jest prawie réwne 1, a cosx jest
bardzo mala liczba dodatnia, gdy « jest nie o wiele mniej-
sze od 0'5=, lub bardzo mala liczba ujemna, gdy = jest
niewiele wieksze od 0'5z. A zatym tgz jest bardzo wiel-
ka liczbg dodatnia, jezeli = jest troche mniejsze od 05,
—tgx zas jest bardzo wielka liczba dodatnia, jezeli = jest
troche wieksze od 0'5=.

Na podstawie wzoréw §§102 i 107 mozemy napisacé

1
tg (05n+x)= o tg(r+x)=tge, tg(-x)=—-tgx....(2),

znamy wiec wartosci na tgz, odpowiadajace wszelkim
wartosciom z (z wyjatkiem x=nie-
parzystej wielokrotnosci liczby 0°5%),

1.

fi
jezeli tylko poznalismy wartosci }'
tg x, odpowiadajace wartosciom =, 2
zawartym miedzy 0 i 0'57 (wlacza- 1]

Jac w to 0, lecz wylaczajac 0°57).
W sposéb podobny, jak w §105,
mozemy utworzy¢ tablice wartosci
funkcji tgx, odpowiadajacych war-
tosciom x , zawartym miedzy 0 a 0'5=. /
W koncu tego ustepu przytaczam
tabliczke takich wartosci z doklad- [
noscia do 0°001.

Wykres funkcji y=tgz, gdy =
zawiera si¢ miedzy 0 i 0'5%, mamy
na rys. 47. Stosujac wzor tg (—z)= ot
= —~tgx, mozemy otrzyma¢ wykres Rys. 47.
funkcji dla wartosci «, zawartych miedzy 0 a —0'5=.

N
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Peliejszy obraz (rys. 48) otrzymujemy, powtarza-
jac krzywa w pasach plaszczyzny, ograniczonych przez
proste, dane rownaniem ksztaltu

x =nieparzystej wielokrotnosci liczby 0'5%.

-4 -47 , il il x
(o]
y=tgax.
Rys. 48.

W podobny sposéb otrzymalismy tez wykres caltko-
wity funkcji y=sinx, powtarzajac krzywa w pasach ple.tsz-
czyzny ograniczonych prostemi, wzdluz ktérych x jest
wielokrotnoscia 2x.
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z Daal . 02 03 04, 05 06207
tgz 0 0100 0203 0309 0423 0-546 0684 0-843

x 08 09 1 Pop e R g S
tge 1030 1-260 1-557 1965 2572 3602 5798 14101

Przyreapy.

1. Czym réinia sie wykresy sinmz i cosmz od wykre-
s6w sinz i cosz, (I) gdy m>1, (II) gdy m<1? :

2. Czym roinia sie wykresy funkcji asinz i acosa
od wykreséw sinz i cosz, (I) gdy a>1, gdy a<1?

8. Narysuj wykres funkcji y=05cos2zx Jub y— 2sin0°5 x.
4. Wykresli¢ funkcje y=sinx — coszx.

5. Dla jakich wartosci z funkeja y=tgx staje sie réw-
ng 1? Kiedy réwna sie—17?

109. Cheac zrézniczkowaé funkcje sinf i cosf, po-
myslmy je jako wstawe i dostawe kata, majacego 6 radja-
néw. Z poczatku przypuscimy, ze 6 zawiera sie miedzy 0
i 05w,

Metoda, ktora bedziemy sie poslugiwali, opiera sie
na dwuch spostrzezeniach.

(1) Wezmy na okregu kola dwa bardzo
blizkie punkty Pi@ (rys. 49). Cieciwa p@ niech
ma m jednostek dlugosci, tuk zas I takich jed- ol
nostek. Liczby m i I malo sie roznia , 1, gdy

Q

Rys. 49,
@ zbliza sie do punktu p, stosunek -?% dazy do granicy 1

Dowéd tego twierdzenia znajdzie czytelnik w dodat-

b

+
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ku VI; na nim opiera si¢ mierzenie ka,tc_’)w za pomoca ra-
djanow. ' '
(2) Wezmy dwa punkty P i @ na okregu kola, kto-
rego srodek lezy w punkcie 0 (rys. 50). Przez O _popro-
wadzmy osie spélrzednych, wykreslmy rzedne PN, @M
i prosta PR, réwnolegla do osi z-0w; R niech bedzie punk-_
tem przeciecia sie PR z @M. Przedluzmy t(fe pros.tas n’a pr'a-
wo od P, wykreslmy styczna PT i przypus’c’my, ze' 0S 2-0W
przecina kolo w punkcie A. Katy zOP, PQ, = PT m_ech
maja odpowiednio 8, § i ¢ radjanow. Euki AP i AQ niech
maja s i s+As jednostek dlugosci, spélrzedne punktu P
niech beda z, ¥, spélrzedne zas @ niech beda x+Ax.,-y+A-y;
wreszcie cieciwa P@ niech ma m jednostek diugosci. W ta-

: : —~ —=cosfB — =gsinp.
kim razie " cosp, m 8
T
y
Perei il @
Qj B
P : z
R
0 - x
o ™M N /A
Rys. 50.

110. Mozemy teraz przystapi¢ do rozniczkowania
funkcji sinf i cosf.

Mamy z=rcosh, s=r8,

y=rsinf,
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przyczym r jest niezalezne od 6. Stad wypada, ze
@fd{co%ﬂ dy d(sinb)

ds 6 ' ds a8
d
Zauwazmy, ze E%C i % sa to granice, do ktérych da-

. Az
za, stosunki A; Oraz %, gdy As dazy do zera. Otéz mo-

zemy napisacé
Ar Az m m Ay Aym . .m
A?:E-Eé:cosﬁa—s; ,E:H-A—é=sm§3&.
Czynniki, z ktorych skladaja sie prawe strony réwnan,
daza wszystkie do znanych granic, a mianowicie B dazy
m

do ¢, granica za$ stosunku i

jest 1. Mamy wiec

y—:simp.

dx
a5 = COS¥i -

ds
Poniewaz, dalej, rp:g +6, wiec cosp= —sinf, sing
=cosf, i ostatecznie otrzymujemy WZOry:
d(cosb) d(sinf)

7 —sinf; B O el (a).

111. Wzor nasz otrzymalismy, zakladajac, ze As jest do-
datnie. Gdy As jest ujemne, jak na rys. 51, mamy

— = —cosf/, Ay

=sinf/;
m m B

kat x'P@ ma 7 —{ radjanéw, granica zaé stosunku z—t jest—1,
5
: Lo d ;
Mamy, jak poprzednio, g: cos g, -;I:smcp, zatym wzory
ds

nasze nie ulegaja w tym przypadku zadnej zmianie.

112. Poslugujgc si¢ znanemi wlasnosciami funkeji try-
gonometrycznych, mozemy wzory § 110 rozciagnaé na in-
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Jo L 3
ne wartosci liczby 6. Przypusémy, ze 0 zawiera sig miedzy 5

s ’ 455 > ) O
a =; jezeli napiszemy, ze 6:5-}-6’, to 6’ musi sie zawiera¢ mig

dzy 0 i g Stosujac wzér (1) z §102, mamy
d(sinf) d(cost) .1191: et odgh:

a8 4o db
d(cost)  d(sin®) d¥' o .

a0 de’  db
=
y
S
A
3 z
ﬁ‘_
R a
(] A x
o N M|
Rys. 51.

Dowiedlismy wzoréw dla wszelkich WtartoSci 6, zawar-
tych miedzy 0 a =. Jezeli 6 zawiera sig miedzy 7 a 211:_, pi-
sjz{emy 6—x+6; w takim razie & zawiera sig miedzy 0 a 7; sto-
sujac wiec wzor (2) z § 102, mamy

sl _f(sinb) ool —cosb' =cosf;

A a6 Tdb
d(COSB)= 7&?65'6,) _g%zsin6’= -Siﬂﬂ.
do

113. Zeby uog6lni¢ jeszcze bardziej masz wzdr, bedzie-
my uwazali zmienna niezalezna wprost tylko za jakas liczbe,
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nie zas, jak dotad, za wartosc liczebna miary kata wyrazona
w radjanach. Wiemy, ze, gdy x zawiera sie miedzy 0 1 2z,

d(sinzx) d(cosx :
D T —cesx, ‘(dm‘)z-wmx .............. ()

Mozemy Wzory rozeiagnaé odrazu na wszelkie wartosci
dodatnie z. Jezeli x>2x, to, kladac x=2zn 4o (gdzie ' za:
wiera sig migdzy 0 a 2=, liczba zas » jest calkowity), mamy

d(sinx) d(sinz') d(sinz’) dz' d(sinz'")

RN N e e
To samo Powtorzyé mozna dla pochodne;j dostawy.

Zeby otrzymaé wzér na wartosci ujemne zx, kiadziemy

=cosz' =cosz,

= —z'. W takim razie 2’ jest liczbg dodatnia,. Mamy wiec
d(sinm)_d{sin(ﬁm’)}% d(sinz’)  d(sinz)) dx'id(sinx’)i

dx dax: dx dr’ dr dx’
=cosz' =cosz. :

Tak samo postepujemy z dostawg.

Teraz dowiedlismy naszych wzoréw dla: wszelkich war-
tosci x, * i

114. Poslugujac sie réwnaniamj (1) z §108 i regu-
tami rézniczkowania, mozna otrzyma¢ wzory
d(secx) s

d(tg =)
h%—=seczx, T g TSeCHIen,
d(ctgx) d(coseczx) ‘
=7 — —casecix, T —ceseex; ctg e,
Zastosujmy np. regule rézniczkowania ilorazu- (§ 28)
do znalezienia wzoru na ﬂg@ Wiemy, ze tgz= 310%.
dx cosz’

cosx d‘_(sin %) —sin x‘d (CO—SE)
dx

Ly B e
dr cos?z

cos?z + sinz 1
U~ e —— S .
cos®z cos?z

Zatym

* Inny sposéb dowodzenia znajdzie czytelnik w dodatku VI.
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115. Wszystkim wzorom powyzszym 11\1;11'roz_x:lnlic:ez.lsi;)E—}
wanie odpowiadaja wzory na calkowanie. Najwaznie]

z nich: fsinxdx= —cosx (D)
fcoswdx: sinz (E)
()

fseczccd:c:tgx.
Sa to wzory zasadnicze.

PRZYRELADY.

Zakladajac, ze a, b, n, o, § sa liczbami stalemi, spraw-
y

’ iki rézni ia (1)—(10):
ic j ki réiniczkowania (
i naSt(?P‘;f;‘;e iy d(acosnz) i
1) id—(is—llf=o:nccns i ; (2) St o
i d(z?cosx) ., . Toidsn
o d(fj:;—nm—)=sinx+mcosx; (&) = R x(2cosx s
sinz ! ) 26
d( x ) xcosx—sinx, ) d(ﬁi)zg_s%f;
= ’ cos®x
- d(:c+sina:cos:c):2coszm;
@) o
d___(x_smxcosm)=l—cos2x:2sin3m;
(8) 7r 1
i dilg(cosx)}
©) d“g(mnx)g:ctgw; (10) 45%__ tgw.: ;
2 gﬁwieéé se dla bardzo malego & mamy przyblizone
i (2) cos(x+h)= cos z— hsinx;

in k) = sin x + kcosx;
T (3) tg(x+h)':.tgm+hsec3:§.
Jak zmieniaja si¢ te wzory, gdy =07 A
ieniu=7 cieciwa podpiera kat $rod-
3. W kole o promieniu=7 CcI§

SRy iy .
k .maja,cy 94 radjanéw; dowies¢, ze ma ona 2rsino ]
owy,



126

nostek dlugosci,

Wyprowadzi¢ stad wniosek
gdy a« jest bardzo male
ku z tabliczka § 105

» z ktérej wida¢, jak malo sina rézni sig
od o, gdy a<0-3]

4. Obserwator,
néza pionowej skaly,
Przy pomiarze kata obs
wyniknie stad
lo 15 m.).

znajdujacy sie o 100 metréw od pod-
widzi jej szezyt pod katem 40e°, Jezeli
erwator omylil sig o 1,°, jak wielki blad
przy obliczeniu wysokosci skaly? (Rozw.: oko-

5. Dowiesé, ze najwieksza wartoscia funkcji
Y= acosnx +bsinnx jest /(a?+ b2), najmniejsza zas — \/(a? + 6%).

6. Sprawdzi¢ nastepujace calki (1)—(7):
(1) f sin nxde = %cos nr+C, (2) fcos nxde = %sinm: +C,
: (3) fcoszxda: =05 (x +sinz cos x) + C,
(4) fsin’m dr =05 (z —sinz cos z) + C,
O) [tg?zdz—tgz—z1c, (6) ftg;cdw: —lg(cosz) + G,
@ fctg;cdx:lg (sinx) +G.

v o ; d*x
7. Dowiesé¢, ze, gdy x=acos (nt—B), to

—==—nir,
aeitl .
; d(e**cosnx <
8. Dowiesé¢, ze -(—dxk—) = e* (@ cos nx — n sin nzx)
: d (e** sin nx :
i -(T-g)=e”(asmn:c+ncosnx);

opierajac si¢ na tym, otrzyma¢ calki

O FUNKCJACH TRYGONOMETRYCZNYCH [R. VIL
a stad, opierajac si¢ na twierdzeniu § 109 (1),
dowies¢, ze, gdy « dazy do zera, stosunek Sj{:ﬁ dazy do 1.

» 2e sina niewiele rézni sie od a,
[zwracamy uwage na zgodno$é wyni-

115 116] ZASTOSOWANIA DO RUCHU WAHADLOWEGO 7
b

L ACOSNE +nSInAL
feucosnxd.r:e S T

@ sin nx — n COS L
fe“sin R dr—e%——

]

a? +n?
' i j ig krzy-
iesé, z miedzy jedna galezig
9. Dowiesé, ze pole, zawarte ’ e 4 v
wej y=asinnr a osig z-6w, rowna sig e

eS¢, Z i y —e—%cos (x —025x) zacho-

&é, ze dla funkcji y c : :

i 10.’ I?H?Wll?ieciy z=0 lub kiedy z jest Wlelokrognti)éc;a,

gZI ?ﬁr}:ilgum'zaé gdy z jest nieparzysta wielokrotnoscia .
x, ;

ZASTOSOWANIA DO RUCHU WAHADLOWEGO.
116. Do najwazniejszych zastosowan funkcji tr){;f:-
ometrycznych nalezy badanie ruchu wah_adlowego. ; S,iy
ﬁa' rostszym ruchu wahadiowym punkt cu‘ila porl;)szé z:
talf i z powrotem po prostej (ktora mozemy obra i
§ z) wedlug prawa, wyrazonego rownamemn .x:acosktl;
e ktorvm @ i m sa stalemi. Z poczatku odcigta putn
;Zst x—ya- uwazamy ja za dodatnia. Ruch polega na tym,
=a; ,
£ je si : kt prze-
je i ili {=— staje sie zerem,; punkt p
ze z maleje i w chwili ¢ S stal -

) x
hodzi wéwczas przez poczatek spolrzqdny{:h. ?otym.e_
gtaje sie ujemne, punkt porusza si¢ po 0Sl r-OW W ]ej

: ili z i ktu
i =-— dochodzi do pun
kierunku ujemnym, W chwili ¢ =

j ie i wr l'Z&ChO-
T a, tam chw ilowo zatrzymuje si¢ 1 wraca, P
= —a,

in
ych w chwili ¢=_—; w mo-
dzac przez poczatek spotrzednych w chwili ¢ St

_2“ i 5w do punktu z=a, zatrzy-
i § t=— dochodzi zZnow P
mencie zas ¢

muje sie chwilowo, poczym caly ruch powtarz;x Si(f ._é[gz::
li z]a jednostke czasu obralismy sekunde, ruch od j
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go polozenia kraicowego do drugiego i z powrotem trwa

Ex sekund.
n

Ruch tego rodzaju nazywa sie ruchem harmo-
oy : . 2m
nicznym (drgajacym) prostym, czas za$ F‘sekund

nazywamy okresem catkowitym.
Gdyby wzér nasz brzmial w—=acos(ni—B) zamiast
¥=acosnt, to i wéwczas mielibySmy ruch harmoniczny

: : 2O :
prosty. Okres takiego ruchu wynosi = sekund, polozenia

kraficowe dane sa przez réwnania r=a, x= —a, lecz cialo
2]

: : : m
dochodzi do nich w chwilach t::; oraz t:%ﬂ- (N ozna-

cza jakakolwiek liczbe calkowita dodatnia). Cialo docho-
dzi do punktu z=a, gdy N jest liczba parzysta, do punk-
tu zas x= —a, kiedy N jest nieparzyste.

117. Zbadajmy ruch ciala przyczepionego do spre-
zyny. Przypusémy, ze sprezyna lezy poziomo, cialo zas
umiescilismy tak, ze moze sie poruszaé¢ po linji poziome;j.
Na razie pomijamy wszelki opor. Linja, po ktérej odby-

Rys. 52,

wa sie ruch, niech bedzie 0§ z, poczatkiem spolrzednych
niech bedzie punkt, w ktérym znajduje sie srodek ciez-
kosci ciala, kiedy sprezyna ma dlugosé normalna. Jezeli
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)

i iu nie posiada predkosci, to znajdu-
F;aici'gwwt?;oSziﬁg?lgamlzegunek d(?datni osi z przyju_lie-
me ten, w ktérym sprezyna sigt:ycigga. Na rysunku jest

i u.
% klggnefofzagr;;?; sopdre;g;;f:tak, ze cialo przesuwa s.ig
na prawSrIJ oz (;m., sprezyna ciaggni_e cialo na I.;:wo zdsiai

proporcjonalng wzglgden} x, p0w1ed(zimy-z s; ;_Z p;lfn % -1_,
przyczym . jest wielkoscia sﬁala 'dla anej sp 1:3 ‘zoy.w.l_
la ta powoduje przySpieszenie slflerowane’n.a .a.réw_
dzielismy (§ 81), ze wielkos¢ takiego przyspieszenl

dio . SC teraz, ze
na sie ——dt-—za—: jednostkom (rys. 52). Przypuscmy !

masa ciala jest mgr.; gdyby cialo bylo s?mbodne, sita
wdyn (=myg) nadalaby mu przyspieszenie wynoszace

981 ™ czyli rowne g jednostkom. Wiemy, ze przyspie-
sek.?’ ; :
szenie, nadane cialu przez sile, jest proporcjonalne do sity,
b - i
zatym mozemy napisac
d?x

fa?z—:g:?‘m:wﬂ ‘CZyli
P e
dt? w
-px
[a]
iz
de?
Rys. 53.

Kiedy sprezyne $ciskamy, & staje sie Uje?:]-ne,- i .spri;
zyna wywiera na ciato ciénienie p(—x)dyn. Cisnienie

d’x
' i OWNE =
powoduje przyspieszenie skierowane na prawo, rowne -

9

Love, Rach. rézn.
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jednostkom (rys. 53). Na podstawie takiego samego rozu-
mowania, jak poprzednio, otrzymujemy réwnanie

Tie Yo
di? w
2x
Oznaczajac ‘9—& przez »* mamy fltz +niz=0.

Réwnanie 0dpow1ada wszelkim wartosciom, jakie tyl-
ko przybraé moze  w danym przypadku.

‘Wiemy (przyklad 7, str. 126), ze réwnaniu temu czy-
ni zadosé x =0 cos (ni—B). (1)

Zaraz przekonamy sie, ze jest to odpowiedz o tyle
ogolna, iz rachube czasu mozemy rozpoczaé od dowolnej
chwili, kiedy wychylenie i predkosé ciala sa jakiekolwiek.

dx

Yt
jezeli mamy w ogélnosci xz=acos(nt—B), to dla =0 po-
winniSmy mie¢

Przypusémy, np., ze dla chwili ¢=0 mamy z=a =u;

dx :
I ="ne sinf,

a zatym trzeba a i § wyznaczy¢ tak, by

r=acosf,

: 7
acosf=a, 1311}{3:7—3,

to zas mozna zawsze uczyni¢ (§ 104). Stad wniosek, ze
wzor (1) daje nam warto$¢ wychylenia z w jakiejkolwiek
chwili. Mozna tez dowies¢, ze zaden inny wzor nie czyni
zados¢ wszystkim tym warunkom, * ciatlo wykonywa wiec

ruch harmoniczny prosty, ktorego okres réwna sie X :
n

118. Zalézmy teraz, ze cialo napotyka w swym ru-
chu opér proporcjonalny do predkosci. Niech opér wy-

* Patrz nizej przyklad 5 na str. 135.
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nosi Avdyn, kiedy predkos$¢ réwna sie v k Jezeli d—x

jest dodatnie, cialo porusza sie na prawo, i opér powo-

Ag dx
duje przyspieszenie skierowane na lewo, wynoszace = S5

jednostek. Przyspieszenie to dodaje sie do przyéplesze-

nia, spowodowanego dziataniem sprezyny. Catkowite przy-
Ay dx vy

¥ sklada sig z ——= wa °raz z — %, mamy te-

s Ag d
dy réwnanie A

spieszenie
p d‘t!

Gdyby cialo poruszalo sie na lewo by’toby ujem-

? dt
ne, opor powodowalby przyspieszenie skierowane na pra-

WO, wynoszace %(—j—ﬁ jednostek, otrzymalibysmy zatym

takie samo rownanie, jak poprzednio. Ktadac w réwnaniu

%:fr, %:n’, mamy rownanie ksztaltu
d*z 2
k7 +L 7y +n =0,

Otéz wiemy (przyklad 9, str.103), ze takie rowna-
nie mozna napisa¢ w postaci
dz(xe';'” )
et
Rozwiazanie rownania przybiera rozmaite ksztalty,

2
zaleznie od tego, czy n’—kz<0, czy tez> 0.
Jezeli mamy do czynienia z oporem niewielkim, tak
2 2
iz ]z:—<n’, tedy, kladac n’-‘—%:mz, mamy

2»’?)3’:&**“:0.
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: d’(xe*“) 2, iH
—gg o tm (ze )=0. -
i Wiémy, ze ze™ —acos (mt—B), gdzie a i B sa stale-
ml, zaleznemi od wychylenia poczatkowego i predkosci
poczatkowej, a zatym x jako funkcja ¢ wyraza sie réw-
ganiem i , w=qe"*”cos (mt —B). '
" Jest to réwnanie ruchu wahadlowego. Cialo porusza
sie kolejno z lewej strony na prawo i z prawej na lewo;

: . 2% N z
okres wahania wynosi o Sekund, ale wartosci kraficowe

wychyleri ciagle zmniejszaja sie, na co wskazuje obecnosé

czynnika ¢ **, Cialo jak gdyby dazy do polozenia réwno-
wagi, wykonywujac okolo niego wahania o coraz mniej-
szej obszernosci.

Wigkszos¢ wahan zachodzacych w przyrodzie odby-
‘wa sie w taki wlasnie sposéb; ruch ten mozemy nazwaé
drganiem zanikajacym.

119. Przy znacznym oporze ruch jest zgola odmienuy.
. k2 k2 .
Jezeli e n?, to, kladac Z—nzzmz, mamy

———dz(zju) — mz(ace%“) =0.

Wiemy (przyklad 8, str. 103), ze réwnaniu temu czyni-
my zados$é, kladac
% xe™ =A™+ Be—mt,
‘gdzie 4 i B sa stalemi. Mozna tez dowiesé (§ 127), ze nie-
podobna w zaden inny sposéb uczyni¢ zado$é réwnaniu.
Przypusémy, zesmy przesuneli cialo na prawo o a cm.,
zatrzymali ‘je- w tym polozeniu i nastepnie puscili. Mamy wiec

dx
dla t=0 . == =0,
a : r=ua, X 0
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Jezeli m:e_'%u(Ae"“+ Be—""j, to a=4+B
i  A(m—05k)+B(—m—05k)=0,
a |k i a |k :
zatym A=§(2-_m+l)’ B=_§(ﬂ—1)’
@ ~sufl ¥ ),
z=g¢ ot 1)~ o= -

Poniewaz n? < 0:25k% i m2=0-25k2 — 22, wige 0-25%% —m?=n®

2m
byé¢ tez dodatnie. Na predkosé znajdujemy wzor' P
dx am [k k S e T
T2 bl e e,
predkosé zatym jest zawsze ujemna. To dowodzi, ze cialo po-
rusza sie w kierunku polozenia réwnowagi z predkoscia ciagle
malejaca ; mozna powiedzieé, ze cialo wlecze sie do tego punk-
tu, ale nigdy go nie dosigga. =

i 0°5k>m, czyli i>1. Skoro wiec a jest dodatnie, x musi

120. W § 95 byla mowa o pradach elektrycznych;
szczegolny przypadek tego zagadnienia zachodzi wowczas,
kiedy napiecie zrédta zmienia sie okresowo. Zachowujac zna-
kowanie § 95, przypus¢my, ze E=A cospt (liczby A ip sa
state) i ze ¢=0, gdy t=0. W takim razie otrzymujemy

- g A . !
rownanie L d—$+ Ri=E, czyli ﬂ-Hn:Z cos pt. Rownanie to

dt
jest jednoznaczne z nastepujacym:
de) _A
== t
7 Le”‘ cos pt,

skad mamy (przykl. 8, str. 126)
A, psinpt+bcospt
- 2. p2
L pE+b
Zeby i=0, kiedy 1=0, powinnismy mie¢
Ab
L(p*+b?)

7ebt —

+C=0,
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zatym it A (eufifm_f"tbﬁ’fﬁ b
T e e
czyli

E A A .
=[G P Sinpt+b cos pi—be),

o R ;
Wstawiajac [ Zamiast b, mamy

e A ¢ Rt
RI+pIL2 (PL sin pt+R Cospt—Re‘T)_

nego\‘f\rvzcc:{) tez flaje nat¢zenie pradu zmiennego wywola-
Wodzie przez napiecie okresowe. j oli

] ; . e, jezeli obwod
zqsta} zamkniety w chwili ¢=0, kiedy napi,ecie byt L
wieksze . » i

PRZYKLADY.

R .
lezy w ) ::Li:kp porusza si¢ po okregu kola (ktérego srodek
Eiicis haiow 1} Sposob, Ze promiern QP obraca sie z pred-
3 stala. Niech bedzie N rzut prostokatny punktu

P na stalg srednice: dowiesé. 3
: w
il : les¢, 2e N wykonywa ruch harmo-

2._ Zrobi¢ wykres predkosci Jako funkeji czasu w ruchu

harmonicznym prost 12
Sy ym prostym. Takiz wykres dla drogi jako funkcji

3. Jezeli i’f 2 ;
F7e +#*2=0, mozemy powiedzieé, ze {E’:E:v
. dv
B Dl LS :
dt wiesc, ze ‘Udt +n2.l’t§-:0 1 ze Zatym (j;::) +'n2.’17’
= stalej.

Dowies¢ tez, ze cialo, poruszajace sie tak, iz

(c%ﬂz et = Stalej ’

wykonywa ruch harmoniczny prosty.
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4. Cialo wykonywa ruch harmoniczny prosty dany réw-
Ll e f
naniem d?-{-n z—0.

(@) W czasie =0 wychylenie wynosi z,=a, predkosé
v,=0. Wyrazi¢ x jako funkcjg ¢.

(b)) W czasie t=0 wychylenie x,=0, predkos¢ v,=u.
Wyrazi¢ x jako funkcje ¢.

[Wskazowka : postepujac jak w poprzednim zadaniu, otrzy-
mamy v?+n%xz?=C; stala C musimy dobra¢ tak, by w przy-
padku (a) dla z=a mie¢ v=0, w przypadku zas (b) dla x=0
mie¢ v—u. Po wyznaczeniu stalej C piszemy w otrzymanym

przez nas rownaniu 5 zamiast v i wyciagamy pierwiastek z obu

stron réwnania; dalsze calkowanie wedlug §132. W calce
musimy dobraé stala tak, by dla =0 mieé w pierwszym przy-
padku x=a, w drugim zas$ z=0. Otrzymane odpowiedzi spraw-
dzi¢ przez dwukrotne rézniczkowanie wzgledem zmiennej nie-
zaleznej ¢. Przyp. tlum.].
5. Dowiesé, ze, kiedy dwie funkcje czynia zado$¢ row-
L e S ! . ) ; dx i
naniu W+n x=0 i obie daja na x 1 na F7 te same wartoscl
przy (=0, to réznica obu funkeji 2 czyni zados¢ réwnaniu

d* dz
o 2y — 1 r =0 1 = —=0.
ap T 0 i przy t=0 daje z=0, - 0

: ; da® L, ;

Dowieé¢ nastepnie, ze (;i'fz) 1p22=0 1 2ze z=0 przy
wszelkich wartosciach dodatnich na ¢. Stad wysnu¢ wniosek,
e istnieje jedna tylko funkcja, czyniaca zado$é¢ przepisanym
warunkom na x.

6. Cialo wykonywa drganie zanikajace wedlug réwna-
) _u : Ll 1 K2y . :
nia x=ae 2cos (mt—B). Dowiesé, ze a=av ( -1—5};2) 1tgﬂ:%,

jezeli dla t=0 mamy x—a oraz EZU' Dowiesé¢, ze. naj-

wieksze wychylenia zachodza w chwili, kiedy t=0 lub kie-
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dy ¢ jest wielokrotnoscia liczby %, i ze kazde nastepne naj-

wigksze wychylenie (jesli pominiemy sprawe znakéw) jest mniej-
k
sze od poprzedniego w stosunku e 2m: 1. Dowiesé réwniez, ze

. - . o - T .
cialo przechodzi przez polozenie rownowagi co — sekund (je-
m

zeli sekunde obierzemy za jednostke czasu), i wyznaczyé chwi-
lg pierwszego przejscia przez polozenie réwnowagi. Jezeli cia-
lo przechodzi przez polozenie réwnowagi w chwili, kiedy t=T,

tedy predkosé jego w tym momencie=mzeﬁ'ﬁcentymetrdw na
sekunde .

7. Wykres] krzywa odleglosci dla ruchu ciala w zadaniu
poprzednim. Wykresl réwniez miejsce gieometryczne najwick-
szosci z=ae ™ oraz z— =R S :

8. Brama obraca sie na zawiasach w ten spos6b, ze
poczatkowe jej polozenie tworzy kat 45° z polozeniem réwno-
wagi, przy nastepnym za$ wychyleniu najwiekszym z prze-
ciwnej strony kat 40° z polozeniem rownowagi; miedzy temi
dwoma najwiekszemi wychyleniami uplynela 1 sekunda, Przy-
puszczamy, Ze ruch odbywa sie zgodnie z réwnaniem

8=ae " cos (mt—B); wyznaczy¢ stale: a, j, 05k, m. [Odpo-
wiedz: 0°5k=01178; m==; B=0:0375; a=0-7909].
Wyznaczy¢ predkosé katowa, ktérg posiada brama, prze-
chodzac po raz pierwszy przez polozenie réwnowagi, oraz sto-
sunek, w jakim zmniejsza sie¢ ta predkosé przy kazdym nastep-
nym przejsciu przez polozenie réwnowagi. [Odpowiedz: pred-

kosé katowa=—2-34 radjanéw na sekunde; stosunek=§-].

9. Punkt wykonywa drganie zanikajace w ten sposob,
ze trzy jego kolejne wychylenia najwicksze wynosza: 10 cm.
na prawo od punktu A na torze, 9 cm. na lewo od A i
8 cm. na prawo od A. Wyznaczyé jego polozenie réwnowagi.

[Odpowiedz: % cm. na lewo od A].

120] ZASTOSOWANIA DO RUCHU WAHADLOWEGO 137

Rt
10. We wzorze na i, podanym w § 120, wyraz Re L po
pewnym czasie staje si¢ tak maly, Ze mozZna go opuscié. Je-
A : e
—— — jako najwiekszg war-
V(R pis 10 TS
tos¢ 1. Dowiesé, Zze maxima natezenia pradu wystepuja w s se-
kund po maximach napiecia, jezeli s jest najmniejsza liczba do-

: B
datnig, czyniaca zado§é réwnaniu psu—-p—R :

zeli to uczynimy, otrzymamy



ROZDZIAL VIIL
O METODACH CAELKOWANIA

Umiejetnos¢ catkowania prostych funkcji jest bardzo
wazna; dlatego podajemy przyklady pewnych metod, kté-
re da]a si¢ stosowa¢ do calkowania réznych rodza_]ow
funkcji.

METODA ROZKLADANIA NA ULAMEI PROSTE.
121. Zaczniemy od trzech przykladow.
(1) Niech bedzie jim
12

Wiemy, ze 1—2?=(1+x)(l —x); umiemy tez calkowaé su-
1 2

Sty 2 1+w+r:;a:1*’—=' ki
Sl 1
jTI.i& 2 1+.r 1%)‘?“”“
1 1+«
=.—)-Jlog=(1 +a) —log,(1 - z)] = 5logg—
(2) Wezmy teraz calke

1
Je=rn*
1 1 1

Zauwazmy, ze , a zatym

-2 z—1 (z—1)(x—2)
-2

—dx —]og.; S 1

f(:c—l)(:c 2)
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(3) Pamictaj ; Lot i oZiemy napi-
(3) amigtajac, ze l srv 2—(:1:—-1) #=3)’ m y nap
2:(: 3
= $(x— - 2)1
sac f(m—l)(w 2) log. {(z— 1) (z— 2)}
Zestaw:a;qc przyklady 3-ci i 2-gi, widzimy, ze

r—2
f(:c— N(x—-2) dz=log, {(x—1)(x—2)] + 3log,_— =

=4log,(x—2)—2log,(x— 1),

xdx (x 2)3
Sibo f(w_l)(x = 2108 (2 —2) ~ logu (e~ 1) = =
122. Z poprzednich przykladéw mozna wysnué¢ spo-
Az+B

s6b catkowania funkcji ksztaltu Trzeba mia-

(x—a)(x—-b)"
nowicie utworzy¢ sume :
h—l—'-+---1—:'wirdinicg LN i S
x—a x—b (x—a)(x-b) z—a xz-—b (z—a)(x—0)’
oraz zauwazyc, ze

b
Ax+3:332xw(a+b)§+{3+‘“a—2+)},
ze zatym
B+2(a+b)
‘”Ax-I-BM__L\(_l__'_ 1 ) 2 i )_
x—a)(@—b) 2\x—a z—b a—b —a xz-b"

_AatB 1 Ab+B 1

W ten sposéb funkcje nasza rozlozylismy, jak
powiadamy, na ulamki proste; wyraziliSmy ja miano-

o : : ; 1
wicie jako sume pewnej stalej, mnozonej przez utamek g

i drugiej stalej, mnozonej przez :F{—b Teraz mozemy na-

pisac
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. Ax+B AG+B +B o
(z—a)(z— b)d a— blog‘,(a: a)+ —a OB LD),

128. Rozciagajac nasza metode pa ulamki, majace
w mianowniku wieksza liczbe czynmkow, zbada}my catke

1
f(x a)(x—-0)(x~ c)
Mamy tozsamosé
1 1 I—M(xma)(x—b)
(x—a)(xz-Dd)(x—c) z—¢ (x—a)(x—=b)(z—c)
Dobierzmy ‘m tak, by licznik otrzymanego ulamku byt

podzielny przez z—e. W tym celu wystarcza zalozy¢, ze

(c—a)(c )—1, CZYII M—m
Mamy wiec: :
1 1
@-a)z-b)F-0 C-ae-b—0 '
A 1 (:c a)(x—b)— (c—a)(c b)
(c—a)(c—b) (x—a)(x—=b)(x—c) :
Poniewaz :
(z—a)(x—b)—(c~a)(e—b)=a?—¢—(a+b)(x—¢),
1 1
Zatym (a:—a)(:z:—b)(x—c):(c—a)(c—b)(.r—c)H

i z+c—(a+b)

(e—a)(e—b)(x—a)(z—b)
Na podstawie wynikéw, otrzymanych w §122, mamy
x+c—(a+b) _a+e—(a+b) 1 b+c—(a+b) 1
Beoaiz- b d-b: wa s 2

c—Db 1 c—a

gty
5’

zatym
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dx log(xz—¢) g log(x—a) i log (x—b)
@-—a)@-b0)@—0 (—a)@©—b) @-0@—-b) G-ab-0
Te sama metode mozna stosowa¢ do wszelkich funk-
¢ji wymiernych, ktérych mianowniki-sa iloczynami lub da-
ja sie przedstawi¢ w postaci iloczynu.

124. Wezimy calke

f{ﬁi&dx
: X +pr+q
Jezeli potrafimy rozlozy¢ mianownik na dwa czynniki
ksztaltu x+a lub x+b, funkcja da sie scalkowaé¢ przez rozlo-
Zzenie na ulamki proste. W tym celu mozemy postapié, jak
przy rozwiazywaniu réwnania kwadratowego z*+px+¢=0,
mianowicie, mozemy doda¢ do mianownika i odja¢é od niego
0-25p2.
W ten spos6b otrzymamy
x? + px + g==x* 4+ px + 0-25p* — (0-25p% — q).
Jezeli p?>4q, to, kladac +/(0:25p%—gq) =f{, mamy
2+ pr+q=(x+05p+7)(x+05p—17).
Jezeli teraz zalozymy, ze 0-5p++=a, 05p—7=b,

to 22+ px+g=(x+a)(x+b).

Mozemy is¢ droga cokolwiek odmienna od wskazanej
w § 122, kladac z+ 0-5p==z,
W takim razie
ox+B  az+B—05ap
o +pr+q 27

ox+p s f zdz o f_g_iz___
fm’-l—psc-i—gd e 23_724'(? b 2 _ 42
B—05aps x+b

a—"b lg.x'+a'/
Przypadek, kiedy p?<4g, rozwazymy w § 133,

?

=0'5alog, (x*+px+q)+
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PRZYKLADY.
Scatkowaé nastepujace funkcje:
Ooris Oty O @) g
() (?-*—_2%}__2); (6) (T:%?E—_l); (7) x—(m—l:—lﬁ).
® s O magas (1) okt

W2ZzOR LOGARYTMICZNY.

125. Z przyktadu 2 na str. 102 mozemy otrzymaé.

bardzo wazna calke: |
de & -
fm—-log,jx+ \/(.’L‘ +c); (G)-
Wzér ten, jeden z zasadniczych w rachunku catko-
wym, nie zalezy od tego, czy liczba C jest dodatnia, czy
ujemna.

126. Z poprzedniego latwo otrzymaé¢ wartosé calki

f__dwl_
VEi+pr+q)

Mianowicie z tozsamosci

T+ pr+g=(x+05p) +(g — 0:25p?),

kladac r+05p=z2,
otrzymam f i —f e =

YR J Vet +e) ) ViZTa—0ospd]

=log.lz+ v (2® + g — 0:25p2)};

ze zas 224+ q—-025p?=2%+pxr+q, wiec ostatecznie
! dx g
Wypadme f‘vm:logszx‘{'o 5P+ \/($2+px+9)2

127. Za pomoca wzoru (G) mozna przedstawié y jako
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H
funkcje ¢, jezeli y czyni zadosé réwnaniu g—y—_—_m’y, w ktérym
1€ %, ) y e y

m jest stals.

: L dy dv
Niech bedzie v=gp zatym d—ﬁ:m*y,
dv_ s 3y I
skad R o albozaﬁmyﬁ—

Ostatnie réwnanie mozina napisa¢ w takiej postaci:
d(0-5v% — 0-5m3y?) 0
dt o
Wypada wiec, ze v®—m?y? jest wielkoscig stala, tak iz
mamy prawo napisaé

v?— m2y2 e, mZC A

2 d;
skad, pamietajac, ze 1r=d—:l, mamy

2
(%) =m? (yz HE),
md_t = + _‘.i,,_ =
dy  V({*+C)
Wezmy naprzéd pierwiastek ze znakiem +; wypadnie
mi=log.ly+ v (¥*+C)} +a (2 jest stala),
czyli y+ v (y’;r C)=emt—a;

czyli
a2 |

zatym —mt

EATRY: - T
y+ vV +cC)

Dla znalezienia wartosci y, mnozymy w ostatnim réwna-
niu licznik i mianownik przez y/(y?+C)—y. Poniewaz

iv@+e)+yt v +c)—yl=c,

wiec v (y’:{-_c_) ¥ eo—mt,
C
czyli vV (42 +C) —y=Cez—m,
Poniewaz V@+C)+y=em—a
zatym 2y = emt—a _ Ceo—mt,
— @
albo tez, kiadac %:A, —%:B'
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mamy ostatecznie y=Ae™ - Be—™,

: L hathi e dt °LE
Gdybysmy byli wzieli pierwiastek ujemn M=
e 4 Y My VT o)

w rachunku trzebaby bylo wstawi¢ —¢ zamiast £ Wynik byl-
; 2
by ten sam. Widzimy, ze kazde rozwiazanie réwnania g—; =miy

ma ksztalt y=Ae™ -+ Be—™, przyczym A i B sa stale,

Przykrapy.

Scalkowa¢ funkcje (1)— (4):
s ik _ : 1
vz @ Jwre @ vy @ yeaEry

)

CALROWANIE PRZEZ CZESCI.
128. Bardzo wazna metoda catkowania opiera sie na
regule rézniczkowania iloczynu. Wiemy, ze
d(uv)_vd_u+ dv
dz  dz " Vdz’
g du dv
zatym : Wy = ”d}d‘”"‘f”@d‘cr
skad wyplywa nastepujacy wzér, zwany regutla catko-
wania przez cze$ci:

du dv
f’l)@dx:uv‘fuadx.
129. Jako przyklad wezmy calke
(D f log.xdx,

Niech bedzie u=x, v=Ilog,x; w takim razie

.1
f]og,:cdx:mlog,:n—J x;dxleog.x—m.

a f ol il
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Najdogodniej zalozy¢, ze v=Ilog,z, poniewaz g—: jest w ta-
kim razie funkcja wymierng. Wlasciwy ksztalt funkeji # znaj-
dziemy, zwazywszy, ze " powinno réwnaé sie £ Wynika stad,

s

n4+1"

Ze powinni$my wziaé u=

ol el ]
i s e
Zatym f:c"logewdw FET log,x fn+ i

a1 1 ot
T g
Wz6r ten pozostaje sluszny dla wszelkich wartosci wy-
kladnika » z wyjatkiem n= —1. Co sie tyczy tego przypadku, .
patrz przykiad 5 (6) na str. 103.
Powyisze przyklady daja pojecie o tym, jak nalezy
wybiera¢ funkcje w, v w calce, do ktérej chcemy stoso-
waé metode calkowania przez czesci.

Niech bedzie dana calka fcp () (x)dx; jezeli ¢ (x) wy-
bralismy jako v, to ¢(x)=g—:, czyli powinniSmy wziaé u=

= [#(x)dz. Jezeli catkujemy f f@)de, i jezeli f(@) daje sie

rozlozy¢ réznemi sposobami na dwa czynniki ¢(z) i ¢(x),
Powinnismy rozlozy¢ ja w taki sposéb, by jeden z czyn-
nikéw, np. ¢(z), dat sie latwo scalkowaé. Zwykle staramy
sie przytym otrzymaé¢ taki drugi czynnik ¢(z), ktéryby
Przy rozniczkowaniu przybral prostsza forme.

Jako przyklad wezmy (III) fa:e*da:. Kladac u=e*, v==zx,
mamy fxfdx:xe*—fe"dx:e"(w—l).

Love, Rach. réin. 10
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Albo np. niech bedzie dana catka (IV)- j x"e*dx (gdzie n
jest liczba calkowita dodatnia). Kladac u=e*, v=2" mamy
f xhePdx ="t —n f < | RN N S (o)
W taki sam sposéb znajdujemy dalej
fx““e’dx:x"—lez—(-n—l)j =2etdx i 1. d.

Ten sam rachunek powtarzamy, dopdki nie znajdziemy
zgdanej ca_lkl, co zawsze powinno nastapié, poniewaz n jest
catlkowite i dodatnie. Wzorem redukcyjnym bedziemy
nazywali taki wzoér, jak (2); za pomoca wzoru redukcyjnego
wyrazamy calke dang przez inna, prostsza, podobnego ksztaltu,
tak iz wartosé calki danej mozemy wyznaczyé, powtarzaja,c

ten sam rachunek pewna ilosé¢ razy.
Weimy jeszcze nastepujacy przyklad:

V) [va+ayds.
Vv (1+2?), mamy
f\/(1+x2)da: av/(1+a?)— f
A O
vV({Ii+a?)~ \/(1+w2) m'
wiec f\/(1+$z)d;c mv’(1+x2)—f\/(1+mﬂ)dx+j

Kladac u==x,

\/(1‘-353)

Poniewaz

e

skad wypada 2f\/(1+:c‘*)da: x\/(”’"'z)*f\/(u 7k
X

eoxii f\/(l +a)de=p /(1 +$2)+§Iog,[:c-|— V(1 +a2).

130. Weimy jeszcze kilka przykladéw calek, zawieraja-
cych funkcje trygonometryczne.

I f:ccos xdx.

Calkujemy przez czesci, kladac u=z, v=sinz. Mamy
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fa:cosscdx:xsinsc — fsina:dx:xsiux +cosx.

(II) fx” cos xdx .
Kladac u=2a" v=sinz, mamy
fzr:"cos xdr=x"sinx — fw, ' isinxdz;
jezeli w nowej calce zalozymy w=x"—!, v=cosx, otrzymamy
f:z"cos xdr=ux"sinz+nx"tcosx—n(n— l)f;zr"—2 cosxdx.
Jest to wzér redukcyjny. [Por. § 129 (IV)].
(1II) fe““cos brdz.
Zalézmy w=cosbx, v=e*; mamy
fe“” cos bxdx :lem‘cos b + lJ-fe‘“‘ sinbxdx;
W nowej calce zalézmy Ua; e, u=sinbx; otrzymamy

1 b
fe“-"‘cosbzcdx — et cosbr + —e“-”smba:e‘—j e*®cosbxdx,

{ b %
czyli (1 +? fe‘“'cosba:d:c:%e“"’cosbw +—-e'”‘smba:,
bsin bx + acosb.:c

zatym fe“-"cos bx dx = e** E L

PrzyRLADY.

1. Scalkowaé nastgpujgce funkcje:

@) log,z;  (2) 2*logyez;  (3) l_o%ﬁ (4) xte%;
(5) xtes; (6) xe—=; (7) zsinx; (8) x*cosz;
(9) x?sinz; (10) z’cosx; (11) x%sinz.

2. Dowiesé, ze
f\/(mz +A)d:c:% [zv (22 +A) + Alog,fz+ v (= + A)l].
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3. Znalezé calke j V(2 +pr+q)dx.
4. Znalez¢é wzér redukeyjny na calke f e e dr
5. Znalezé wartosé fe‘“sin badx, stosujac motode § 130(I1I).

FUNKC_]E ODWROTNE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH .

131. Pewnym wynikom otrzymanym w rozdz. VII
mozemy nada¢ inna posta¢. Zamiast wstawiaé¢ y na sin0
1 z na 6 w tabliczce §105, mogliby$my zamiast sin6 napi-
sa¢ x, zamiast 0 napisa¢ y; mielibySmy z=siny. Za pomoca
wspomnianej tabliczki daloby sie wykresli¢ 4 jako funkcje
zmiennej z (dla x zawartego miedzy 0 a 1); opierajac sie
na zwiazku sin(-y)= —siny, moznaby nawet przedhuzyé
wykres na lewo od osi y-6w; w ten sposéb mieliby$my y
przedstawione wykreslnie jako funkecje z dla wartosci 7
zawartych miedzy —1 a +1. Poniewaz wstawa kazdej licz-
by zawiera sie miedzy —1 a +1, zatym niema wartosci
na y jako funkcji z, jezeli z nie lezy miedzy +1 a —1.
Krasicowe wartosci na y sa to 05z i —05z. Réwnanie
x=siny, wyznaczajace taka funkcje, piszemy tez y=arcsinz.
Na rys. 54 mamy wykres funkcji y=arcsinz.

W taki sam sposob, opierajac sie na réwnaniu z=tg Y,
mozemy okresli¢c nowa funkcje zmiennej z; piszemy ja
y=arctgz. Wykres jej mamy na rys. 55 (dla -wartosci
zmiennej niezaleznej —2'5<x<2'5). Kazdej wartosci z od-
powiada zupelie okreslona wartos¢ y, i wszystkie one le-
23 miedzy —-05% a +05=.

Funkcje arcsinz, arctgz nazywamy odwrotnemi
funkcji trygonometrycznych (niekiedy zowiemy
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je tez cyklometrycznemi). W podobny sposéb da-
loby sie zdefinjowaé funkcje arccosz, arcsecx i t. d.

Y 7 0 e
T 3 [
y=arcsinx y=arctgx
Rys. b4, Rys. 55.

132. Nowe nasze funkcje mozemy odrazu zréznicz-
kowac.

(I) Poniewaz z=siny, y=arcsinz,

wiec %=cosy= Vv (1 —sin?y) = v (1 —2?),
s dy 1
czyli P e

Zmienna y zawiera sie miedzy —05% a +0°3 %, zgtym
cosy musi byé liczba dodatnia, i pierwiastek powinnisSmy
bra¢ ze znakiem +.

(II) Jezeli z=tgy, y=arctgz,
dz 1  cos’ytsin’y

- = —= =1+tgly=1+22,
o dy cos?y cos?y &Y
: dy 1
i P
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Stad otrzymujemy dwa nowe wzory na calkowanie,
mianowicie :

dx .
fm=arcsmx,

~ dx
jm=arctgas.

Poshigujac sie regula rézniczkowania funkcji ztozo-
nych (§ 25), mamy

dx -

fma—z_—xz):arc SIDE (H),
dx 1 &

JaETmaretey .

Wzory te naleza do zasadniczych.

133. Wprowadzenie funkcji arcsinz, arctga it. pP.
do elementarnego wykladu rachunku calkowego ma na

celu gléwnie calkowanie wyrazen ksztaltu (a?-z?) - i
(a*+2*)~* lub innych, dajacych sie do nich sprowadzi¢.
B+
V(g+pz—a?)’
Mozemy utworzyé tozsamosé
q + px — 2= (q+0:25p%) — (z — 0-5p)%

- Gdyby ¢+025p?<0, caly tréjmian pod znakiem pier-
wiastku bylby ujemny, i nie mieliby$my pierwiastku TZeczy-
wistego. Wobec tego zakladamy, ze ¢+025p?>0, a miano-
wicie ¢+025p=7%, czyli y=/(g+025p?). Kladac jeszcze
—0'5p=2, mamy

() Niech bedzie np. f

x—0-5p
V(g+025p%)°

f dz_ arcsi 4 i
= In—= arcsin
V(i -2%) ('

f dx i
V(g+pr—=x2)"

(II) Niech bedzie dana catka fﬂi
x?+px+q

W' § 124 nauczylismy sie calkowaé taka funkcje w za-
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lozeniu, ze p®>4q. Teraz zbadajmy przypadek, kiedy p? < 4q.
Mamy przedewszystkim tozsamosé :

x?+pr+g=(x+05p)® + (¢ —0-25p?).

Poniewaz ¢—0-25p?>0, wiec mamy prawo zaloiyé, ze

7=/ (g—0-25p?); oznaczajac tez x+0-5p przez z, otrzymujemy:
f(ax-}-ﬁ) dx 7faz+ (B—0-5ap) %
x:+pr4q 24 i

dz

z
=0 fmdz+(ﬁ—0 Sap)szJr?z
B—0-5ap

=0-5alog, (22 +71%) + arctg——

E o e . _B-—05ap x+05p
=0-5alog, (x +px+9.')-r:7@_—0_2—5pz)ar€tgm§p—?)'

Przyreapy.

1. Dowies¢, ze, gdy h jest bardzo male, zachodza réw-
g 2 : L : h
nosci przyblizone: arcsin (x + h)==arcsinx + T/r(l_i"_a;?) 5

: h
arctg(xd—h):—__arctgm—km—z.
2. Na wstawe pewnego kata znaleziono warto$é 0-4.
W przypuszczeniu, ze blad nie przekracza 0°001, znalez¢ w przy-
blizeniu blad, ktéry moznaby popelnié przy obliczaniu wiel-
kosci kata z danej wstawy. [Odpowiedz: 3'45"].

3. Na styczng kata znaleziono wartosé 1-5; blad nie
Przekracza 0-001; znalezé w przyblizeniu blad popelniony przy
obliczaniu wielkosci kata odpowiadajacego danej stycznej. [Od-
powiedz: 1’3"”5].

4. Zrozniczkowaé funkcje: xarcsinz; — arctge.
x

5. Scatkowa¢ funkcje (1)—(7):

1 - 1 - 1 .
OV Oy O Ve
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(&) ks el i (5) bl b, o) (6) 5w B
VvV (3+2x—=x%’ V(3 +x—22%)’ +z4+1!
% 2x+3
2?4224 3"

134. W wielu przypadkach podstawienie bywa do-
godniejsze, niz wprowadzanie funkcji odwrotnych.
&L

. d.
Jako prosty przyklad wezmy f V@ Przy cal-
kowaniu chodzi o znalezienie pewnej funkeji y takiej, zeby
dy 1
i V(@)
Jezeli zamiast z napiszemy asin, to v/ (a?— z?) =a cos 6,
zatym il acosf
db ;
Ostatecznie wiec mamy:
dy dyda
a0 dzds Y
czyli y=0 czyni zado$¢ réwnaniu. Jezeli wiec zalozymy,
ze x=asinb, to wszystkie wartosci calki f*d—x— beda
Vi@t—aty "

dane wzorem 6+cC, w ktérym c jest stala dowolna .
Moglibysmy zalozyé¢, ze xz—=acose; w takim razie
dy :
Eﬁ:—l’ czyli y=c'—g.
Obie odpowiedzi daja sie doskonale pogodzié, jeze-
li zwrécimy uwage na to, ze cos p=sin b, gdy 6=057—g.
135. Podajemy kilka przykladéw takich podstawier.
(8] f\/(az-—scz)da,':azj cos?fdl, jezeli x=asinb.
Nowga catke znajdujemy badz na podstawie przykladu
1 (7) na str. 125, badz za pomoca calkowania przez czesci.
Mamy kolejno:

.
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fcos”ﬂdﬁzsinﬁcosﬁ+fsiu26dﬁ:sinﬁcosﬂ—l-f(l —cos 62)db =
=sinBcos8+B—fcoszﬁdﬁ,

zatym 2fc0536d6=sin60056+ﬁ,

1
czyli fcoszﬂd6:§(6+sinﬁcosﬁ).
W taki sam sposéb moina przekonaé sie, ze
fsinzﬁ db =%(5—sinﬂcosﬁ).

Stad latwo otrzymaé wazne calki okreslone
T T
r2 (2 T
in®6 df = 20d6=—.
J s J 2608 3
a
Mozemy réwniez znaleié calke okreslona f V(a2 —x?) dx.
0

: = % . - . &L
Calka nieokreslona réwna sig 0-5 (a2 arcsin—+x v/ (a? — a:ﬁ)) i
a

Poniewaz cale to wyrazenie réowna sie zeru, gdy =0, wiec
niema potrzeby dodawaé stalej. Jezeli # wzrasta od 0 do a,

iy w
arcsin — wzrasta od 0 do 5 Zatym
a :

ra ma?
ij—w@= .
0 4
(II) fxz Vv (@® —a2?)dx.
Przy takim samym podstawieniu, jak poprzednio,
fscz\/(az —x?)dr= a“j sin?f cos? ﬁdﬁza‘ij (cos?f —cos*f)db.

‘W celu znalezienia catki J cos*Bdb stosujemy regule cal-

kowania przez czesci, kladac w=cos®@, wv=sinfi; mamy:
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| 58
i ? x df
4 —s5] 3 2 in2 £id ———— = —_—
fcos 6d6=sin 6 cos?6 + 3] cos?Bsin26df = _ zatym f\/(l g fsecﬂdﬂ i
= 1 6
:sinecossﬂ+3j (cos?6 — costf)d = : =log, (tg 6 + sech) =log, +Sslg— 2
: 3 :
=sinf cos’6+§(ﬂ+smﬂcos 6)— 3fcos46 dh. ]
L 4
Zatym fcos‘ﬁ db = 21; sin 6 cos36 + g (8 +sinfi cos 6) , 1. Scalkowaé funkcje (1)—(5):
: : s 48
Za pomoca latwego rachunku znajdujemy, ze 85 (1) sin*zcosz; @ c.oszxsm:c, (3) sin®x
f BLogh. s ey 1 1 5 (4) cos’z; (5) sintz.
—_ i 2 ol il 3 [
z?v/ (a® —x?) a (8 851nﬁcosﬁ )ismﬁcos 6). o i
Stad mozna rowme{ otrzyma¢ wazng calke okreslong: - 2. Dowiedé, ze f 2Sin4 a:dx=%.
ik PR 0
2 i T
A6 I 2
focos hn = 16° R 8. Dowiesé, ze fi@- :log,—————1 e
sinz sinz

+a
Mozemy tez znalezé wartosé calki f x?v/ (a® — x?) dx. B

Calka nieokreslona réwna sie PRZYRLADY DODATROWE,

1 g 1 3
8—a4arc 5111;-1——8—5;23;\/ (a2 — :1:2)—Ei-93(a2 —z2)%,

Dodajmy stala €, dobrana w taki sposéb, by catka réwnala
kilka przykladéw].
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[Czytelnik moze nie przerabiaé wszystkich przykladéw
przed rozpoczeciem nastepnego rozdzialu. Natomiast jest rze-
cza wielce pozyteczng przerabianie codziennie dla wprawy po

sig zeru, gdy x= —a. Poniewaz dla x=— a, mamy arcsin - =_Z
) a 2’ 1. Scalkuj nastepujace wyrazenia (1)—(50):
wiec C=%. Jezeli x wzrasta od — a do+a, arcsinxr wzras- i (1) Box? (2) 5 _0z2" (3) g—i-;_j-z‘ (4) 5—_5_—3.:”
ta od —0- 57: do +0-5%; kiedy x=a, warto$é calki nieokres- ) i G 3z+3 ( 1 )
lonej = =, Stad wynika, ze ¢ 5'52372,1 ) 5+ 32% s ) x?+4x+1’ m2+4ﬂc+2’
| L ' e St
f x?y/ (a* — mz)dx—~ c:’ff‘f, ) s 40 Arazes D w“‘+4:n+6’
— 16 8 12) 2zx+1 (13) 1
(II) Wezmy jeszcze pod uwage calke fd;ﬂa Wiemy, ' +dx+7’ (x—l)(:c—-?)(xug)'
cos o 5
- fﬁ_ﬁ=log,§x+'\/(l+xz)]. Zalézmy, ze x=tgh. W ta- ) (= "11) (z-2)(3-x) (z-1)@2-2)(3-x)
:
J 1 i3 e 8
(6) 9 —5), (17) \/(23&'2-—-6)’ (18) V(6— 2562)'

kim razie V(1 +x?)=sech, Z_gr_seczg; : IR - v (22

=
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(19) \/(s_fzxﬁ’ (20) v(222-3), (21) zv (22?+3),
(22) v(2-32%), (23) xv(1-3a%), (24) a?v (2a?+5),
(25) z*v (3 —22?), (26) (2 +2x+3)v(1+x),
(27) (@*-3z+2)v(1-2x), (28) zv/ (2x+x2),

29) (z— i Lodinial
S e ey \/(23:2-!-2.1:?5’
x 1
54 VvV (2x2—2x—1)’ (=) vV (2+2x—x2)’
(38— = (34 V@+a-1), (35) av(@+z+1),

v (1 +z =27’
(36) v(1+z—x?), (37) v/ (1 —xz—=?), (38) arcsinz,
(39) zarcsinz, (40) x®arcsinz, (41) 2® arc sinz, (42) arctgzx,
(43) warctgw, (44) x?arctga, (45) adarctge, (46) € coslz,
(47) e*sinx, (48) e<cos?z, (49) ¢ Zsinlz,
(50) (e*+e—=) sin x cos x.

2. Oblicz wartosci przyblizone nastepujacych dziesieciu
calek:
dx

A r3 dx 2
(1) f;,mi (2)‘]2(—;&%, (3) flm,
1 dx .3 ; i
@ [, vewrey © [, y@-bam © [ S5,
¢ 4¥L Pzﬂ; / 4 dx
: ) fs \/(25_372), (8) Jl\/(f’—x?)’ (9) fam)
(a0 [72 :
0

cosx’
[Odpowiedzi: (1) 0-128; (2) 0-462;(3) 1-317; (4) 0-569;
(5) 1:074; (6) 0°785; (7) 0-284%; (8) 0°646; (9) 13-803 ; (10) 0-881.
W przykladach (7), (8) i (9) mamy do czynienia z funkcjami

arc sin -, arc sin——, arc smg 1 musimy znalezé ich wartosci

5 V'3

przyblizone przy pewnych wartosciach zmiennej x. Zeby obliczy¢
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warto$é wyrazenia arc sinv? , musimy przedewszystkim za-

uwazyé, ze %':_0'8944272 ; nastepnie z tablic trygonometrycz-

nych mozemy przekonaé sie, Ze jest to warto$é¢ troche wigk-
sza od wartosci sin 63°26'. Poniewaz 63°26'=1:1071.... radja-
2

néw, kat zas 63°27'=1'1074.... radjanéw, wigc arcsin — =

Ve
=1-107].



ROZDZIAL IX.

KILKA ZASTOSOWAN DO KRZYWYCH PEASKICH
I DO POWIERZCHNI.

136. Chcac otrzymaé¢ wzér na dlugos¢ luku jakiej-
kolwiek krzywej plaskiej, zastosujmy to samo postepo-
wanie, ktérym postugiwalismy sie w § 109, kiedy mowa
byla o huku kola. Mianowicie, wyjdzmy z nastepujacego
zalozenia.

Jezeli luk Pa ma ! jednostek dlugosci, cieciwa zas

PQ ma k takich jednostek, to stosunek % dazy do grani-

cy 1, jezeli punkt @ zbliza sie nieograniczenie do P.
Jezeli luk AP ma s jednostek dlugo-
§ci, tuk AQ ma s+ As jednostek, cieciwa /

zas PQ ma k jednostek, to stosunek iﬁ

dazy do 1, gdy As dazy do zera, o ile, P
naturalnie, punkty A, P, @ tak sa polo-
zone, ze As jest dodatnie. Gdyby As by-
lo ujemne, granica byloby—1 (rys. 56). &

Jezeli punkt P ma spélrzedne z, v,
punkt @ spélrzedne =+ Az, y+ Ay, to mu-
si zachodzié¢ zwiazek:

k= (82 + Ay,

Rys. 56.

i a0

=
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skad wynikaja wzory:

Zi=i\/{l_+(%2}; %:i\/{u[g_:)z} ............. 1)

Znak + albo — powinnismy wybraé zaleznie od tego,
czy x i y wzrastaja, czy tez maleja, kiedy s wzrasta.

Z punktu P na krzywej (rys. 57) poprowadZmy na
prawo promien Pz’, réwnolegly do osi z, oraz styczna PT
w kierunku, w ktorym tuk s wzrasta. Niech kat 'PT (wy-

T T
Rys. 57.

kreslony przez promieri, ktéry, obracajac sie w kierunku
Przeciwnym ruchowi wskazéwek zegara, z polozenia z'p
doszed! do polozenia PT) ma ¢ radjanow.

Ze wszystkich krzywych na rys. 57 wynika, ze
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Ci{x—cosw- dy si
" A
Mozna tez wogdle powiedzieé, ze

dy dx
g BT @*Ctg P-

Co do dwuch ostatnich wzoréw, musimy zastrzec sie,
ze dla pierwszego z nich wykluczamy przypadek, kiedy ¢
jest nieparzysta wielokrotnoscia 0-5 &, dla drugiego zas przy-
padek, kiedy ¢ jest zerem lub wielokrotnoscia =.

137. Z powyiszego widzimy, ze wzniesienie krzywej
w danym punkcie, albo, co na jedno wychodzi, wzniesienie
stycznej do krzywej w tym punkcie jest styczna trygonome-
tryczna kata, utworzonego z osig x przez prostg, styczna w da-
nym punkcie do krzywej. Jezeli prosta przecina o$ z-6w w punk-
cie T, wyobrazamy sobie, ze kat, o ktérym mowa, powstaje
przez obrét promienia, wykreslonego z punktu T wzdluz osi
z-6w na prawo; obrot musi dokonywaé¢ si¢ w kierunku prze-
ciwnym ruchowi strzalek zegara w taki sposéb, zeby promies,
wychodzac z polozenia swego na osi z-6w, doszedl do polo-
Zenia stycznej. Zastrzezenie to jest niezbedne, jezeli chcemy,
zeby styczna trygonometryczna miala taki sam znak, jak wznie-
sienie krzywej.s

138. Zastosujmy wzér (1) (§136) do znalezienia dlugo-
$ci luku AP w kole, danym réwnaniem x2?+4y?=r? (punkt P
obieramy w pierwszej ¢wiartce okregu) (rys. 58). We wzorze
bierzemy znak +, co zgadza sie z rysunkiem naszym.

Z réwnania kola mamy y
x=/(r*—y?), zatym L ——f'—?, = P
dy V(r?—y?)
day? r2 ds r
L PR R R TN L
% (dy) e L dy V(r:—y?
Stad W;r;lka , Ze k i it
r~ o 0 T
§=r|————=rarcsin -+ C.
J v (r*—y?) % Rys. 58.

(e
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Poniewaz przy y=0 musimy mieé s=0, wigc stala c=0, i
§=1¢ arc sin g :
r

Jezeli kat AOP ma 0 radjanéw, to y=rsin®, i otrzymana
przez nas dlugos$¢ luku jest tozsama ze znanym wzorem
s=7r0,

139. Znajdizmy jeszcze dlugosé luku paraboli. Krzywa
niech bedzie dana réwnaniem y==x?; szukajmy dlugosci luku
migdzy poczatkiem spéirzednych a punktem (x, y) na krzywe;j.
Mozemy zalozyé, ze s i x wzrastaja jednoczeénie.

Y —2a; %=\/(1+4x3),
z warunkiem, ze =0, jezeli z=0,
Zatym

s.=f\/(1 +dat)dw=2 v/ (1+4a?) + 025 log, {22+ (1+4a?)+C.

Zwazmy, ze, gdy =0, to s=0, a wiec stala ¢=0. Osta-
tecznie mamy:
s=05xv/ (1 + 4x?) + 0-25log, {2z + v/ (1 + 4x?)}.

Mamy y=x2;

O ERrRzYWIZNIE.

140. Niech AB bedzie lukiem jakiejkolwiek krzywej,
P — punktem na tym luku (rys. 59). Wyobrazmy sobie,

b

Love, Rach. ré#n. 11
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ze P porusza si¢ po krzywej od A do B, i z dowolnegc?
punktu O wykreslmy promieri Op, réwnolegly do stycznej
w punkcie P, poprowadzonej w kierunku, w ktérym punkt
ruchomy wykresla krzywa. Mozemy wzia¢ tak maly huk
AB, zeby (lI) promien Op obracal sie dokgla O zawsze
w tym samym kierunku i (II) zeby kat pomiedzy skrajne-
mi jego polozeniami, 0a i 0b, byl ostry (r.ys. 59). Przy-
pusémy, ze luk AB ma [ jednostek dl‘ugoém-, a kat a0b ma
¥ radjandw. Jest to kat, o ktéry obrécita sie styczna, kle:
dy punkt P wykreslit tuk AB, mozemy go wigc nazwac
krzywizng zupelna luku AB. Za pomoca stosunku

% mozemy mierzyé w radjanach na jednostke dlugosci,

pewna wielko$é, ktéra nazwiemy krzywizng s".red.nia:
huku AB. Granice k, do ktérej stosunek ten dazy, kiedy
B bierzemy na krzywej coraz blizej punktu A, okrt?élimy
jako miare krzywizny krzywej w punkme’A.,
wyrazona w radjanach na jednostkeg dlugosci,
A

ts ] E‘. :

141. Jezeli krzywa dana jest kolem (rys. 60) 1 kat
srodkowy, odpowiadajacy lukowi AB, ma 7 radjanéw; jeze-

Rys. 60.
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li przytym r jest promieniem kola, to I=1r, zatym Ic=;1:.
Stad wynika, ze krzywizna kola jest we wszystkich punk-

tach jednakowa i wynosi % radjanéw na jednostke dhu-
R |

gosci (:‘T Fn)
142. Dla kazdej krzywej dlugosé réwna %jedn{)st-

kom bedziemy nazywali promieniem krzywizny
krzywej w punkcie A i bedziemy ja oznaczali litera p.

W punkcie A na krzywej poprowadzmy do niej nor-
malng i na normalnej wezmy punkt C taki, zeby (I) Ac=p
i (I) zeby krzywa w poblizu punktu A zwrécona byla swa
strong wklesta do C. Z punktu ¢, jako ze srodka, promie-
niem p wykreslmy kolo. Punkt ¢ nazywa sie §rodkiem
krzywizny krzywej w punkcie A, kolo zas przez nas
wykreslone —kotem krzywizny w punkcie A.

148. Niech s i ¢ beda okreslone, jak w §136. Rzecz
jasna, ze ¢ moze wzrastaé, kiedy s wzrasta, lub tez mo-
2e male¢. Gdy s przybiera wartosé s+A4s, ¢ za§ wartos¢
¢+Ap, wartos¢ bezwzgledna As jest liczba jednostek
dlugosci, zawartych w diugosci tuku, a wartosé bezwzgled-
na Ay jest liczbg radjanéw w krzywiznie zupelnej tegoz

haku. A zatym wartos¢ bezwzgledna pochodnej g:f jest to
o
k, czyh ;-

144. Jezeli krzywa jest dana réwnaniem ksztaltu
¥=f(x), mozemy z latwoscia znalez¢ wzér na p. Jakoz

mamy Y e
my: 2, =189 Z-=c0s¢;



164 ZASTOSOWANIA DO KRZYWYCH PLASKICH 1 DO POWIERZCHM [R. IX.

dy 1 d¢ dcp dr.p

a wigc cos ¢,

dx? cosl¢dx’ ds dx
d! d*y
skad &% =cos’p Tt

!

d
Warto§é bezwzgledna cos¢ réwna sie { (Ey) } ;
dy\?| @
mamy tedy: ',1,_:_1_{“_( y)} dac:‘i
2,
We wzorze tym nalezy braé znak +, gdy Eg‘: jest

dodatnie, znak — w przeciwnym razie.
145. Dla przykladu wezmy parabole y=x% Mamy
B_, Py
dx gt
p=05 (1+42?)},

146. Jezeli krzywa bardzo malo rézni sie od prostej,
prosta mozna wzia¢ za o$ x. W takim razie w kazdym punk-

=2.’B,

zatym

5 d
cie krzywej zaréwno y, jak pierwsza pochodna Ey, muszg byé

bardzo male, mozna wigc napisaé réwnosé¢ przyblizong:
1 o

g B =g’
w ktérej znak + lub — obieramy w zaleinosci od tego, czy
2
‘dim% jest dodatnie, czy ujemne.
Jezeli np. w réwnaniu krzywej y=asin(nx) spélczyn-
1 e b :
nik a jest bardzo malg liczba, to — w przyblizeniu réwna sig
warto$ci bezwzglednej wyrazenia an?sin(nx), czyli wyraze-
nia #’y.
O POLU POWIERZCHNI OBROTOWE].
147. Szukajmy pola powierzchni stozka obrotowego.

T, - .
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Przypusémy, ze stozek zostal utworzony przez obrét tréj-
kata prostokatnego ABC dokola boku AC (rys. 61). Bok
AB niech ma [ jednostek dlugosci, bok BC niech ma r

takich jednostek, pole za$ powierzchni krzywej s jedno-
stek powierzchni.

PQ
Rys. 61.

Podstawa stozka jest kolo ze srodkiem w punkcie ¢;
promieni jego ma r jednostek dlugosci. Przypusémy, ze
w kolo to wpisalismy wielokat o wielkiej liczbie bokéw
i wierzcholki jego P, Q@ ...... polaczylismy z A. W ten spo-
sob powstal ostrostup o podstawie wielokatnej. Prosto-
padla z wierzchotka A na bok P@ niech ma p jednostek
dtugosci, bok P@ niech ma s takich jednostek; pole tréj-
kata APQ=0°5ps jednostek powierzchni.

Zwiekszajmy teraz nieograniczenie liczbe bokéw wie-
lokata, zmniejszajac jednoczesnie dlugosé kazdego z nich;
ostroshup dazy do zlania sie ze stozkiem. Obwéd wielo-
kata P@... dazy do granicy 2ar, liczba p dazy do grani-
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cy 1, a wiec suma pél Scian bocznych ostrostupa dazy do
granicy =1, czyli s==rl.

Rys. 62.

Jezeli wielkos¢é kata BAC, wyrazona w radjanach, ozna-

czymy przez a, to —Z:sin o, zatym §=nl’sina.

Przypusémy, ze punkt B przesunal sie po tworzacej stoz-
ka do polozenia B' (rys. 62) tak, iz I przybralo wartosé [+ Al,
r zas warto$é r+Ar, 8 wartos¢ S+AS. Poniewaz liczba «
zmianie nie ulegla, wigc mamy

AS =2z (1 + 0-5Al) sin o . Al =27 (r + 0-54r) Al.

148. Przejdzmy teraz do pasa kulistego, wyznaczo-
nego przez dwie plaszczyzny réwnolegle. Mozemy sobie
wyobrazi¢, ze kula powstaje przez obrét pélkola dokola
srednicy. Os obrotu przyjmujemy za o$ z (rys. 63).

Na pétkolu bierzemy dowolny punkt P i prowadzi-
my jego rzedna PN; spolrzedne punktu P niech beda z, v.
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Przy obrocie pétkola punkt P zakresla okrag kola, ktére-

go srodek lezy w N, a promien ma y jedn. dlugosci. Po-

le czaszy kulistej, zawierajacej punkt O i majacej za pod-

stawe kofo, wykreslone przez P, niech ma s jedn. pow.,
y

Q
P

O NM
Rys. 63.
tuk OP niech ma s jedn. dlugosci. Jezeli zamiast punktu
P weZmiemy inny punkt, @, na pétkolu, dlugosé tuku s
przybierze warto$¢ s+A4s, pole za§ czaszy S — warto$é
S+A4S.

Przy obrocie pétkola luk P@, majacy As jedn. dhu-
gosci, wykresla pas kulisty, ktérego pole ma AS jedn.
pow. Cigciwa p@ kresli powierzchnie pnia stozkowego.
Przypusémy, ze cieciwa PQ ma k jedn. dlugosci, a pole
powierzchni pnia ma o jedn. pow. Wiemy, ze, gdy As da-
s

zy do zera, stosunek %

dazy do granicy 2rmy. Jezeli zwa-
3 y 7.7 IS . 3 .
zymy, Ze zaréwno % Jak —, daza do granicy 1, kiedy 4s
; ; As
dazy do zera, okaze sie, ze i dazy do granicy 2ry, czy-

i z e
e = 2my.

Przypus¢my, ze promieri kola ma 7 jedn. dlugosci;
w takim razie, jak wida¢ z rys. 64, przy kazdym poloze-
niu punktu P mamy
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x ; y
2 008 #PT=sin PCN="",
ds

% =9nr.
Poniewaz s=0, kiedy =0, wiec, calkujac, mamy
WZOr §=2nrz.

a wiec

Rys. 64.

Stad wynika, ze pole pasa kulistego, ktérego pod-
stawy sa odlegle od siebie o d jedn. dtugosci, ma 2mrd
jedn, pow., pole za$§ calej powierzchni kulistej ma takich
jednostek 4mr?,

149. Rozumowanie, ktére nas doprowadzilo do réw-
nania a;=21ry,
nie zalezy wcale od tego, jaka krzywa przyjmiemy za
tworzaca powierzchni obrotowej. Mozemy wiec wzor po-
wyzszy stosowaé do obliczania pola powierzchni, utwo-
rzonej przez obrét jakiejkolwiek krzywej plaskiej doko-
la osi x.

Przyrrapy.

1. Wycinek kolowy, bedacy rozwinieciem stozka na
plaszczyzne, jest 0:25 kola; znalezé kat przy wierzcholku stoz-
ka. [Odp.: w przyblizeniu=28°57'].
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: 2. Parabola y?=x obraca sie dokola osi x; dowiesé, ze
'3 %=1:V (1 +4x). Dowiesé réwniez, ze, gdy odcigta punktu P
rys. 65) ma dwie jedn. diugosci, po-

e powierzchni obrotowej, wykreslonej 7
przez luk OP , ma w przyblizeniu 13-6136
£ ~jedn. pow.
8. Dowiesé, ze pole powierzch-
~ ni, wykreslonej przez obrét jednego
- grzbietu sinusojdy y=sinx dokola osi o ~ =
.z, ma 47 jedn. powierzchni.
. Rys. 65.

: 4. Dowie$é, ze promien krzy-

 wizny w kazdym punkcie paraboli y?=2px jest dwa razy wigk-
 szy od odcinka normalnej, zawartego miedzy tym punktem
 a prostg x+03p=0.




ROZDZIAL X.
CALKA OKRESLONA JAKO GRANICA SUMY.

150. Przy badaniu pél, jak to, ktéresmy przepro-
wadzili w §71, nietyle chodzi o mierzenie pél figur plas-
kich, ile o przedstawienie wykreslne calek. Jezeli mamy
pole, ograniczone od géry przez wykres funkcji y=f(z),
od dolu —przez o$ x, ze strony prawej— przez ruchoma
rzedna, z lewej zas przez nieruchoma, tedy liczba zawar-
tych w nim jedn. pow. z jest funkcja zmiennej = i wyra-

za sig¢ przez sume calki f f(@)dx i stalej c; stala ta jest

wyznaczona przez warunek, ze, jezeli x=a, to 2=0. Gdy
b

z=b, warto$¢ 2z wyraza sie calka okreslona ff(m)dx.

Calke nieokreslona mozna pojmowaé jako calke okreslo-
na ze zmienna granica gornag i mozna ja przedstawiaé
wykreslnie jako pewne pole.

Naogot, jedynym sposobem obliczenia badz to catki
okreslonej, badz pola jest znalezienie calki nieokreslonej
za pomoca metod, wskazanych przez rachunek catkowy.
Gdybysmy jednak potrafili znalezé pole innym jakims spo-
sobem, mielibysmy catke okreslona, nie obliczajac wcale
calki nieokreslonej. Jezeli mamy do czynienia z calka nie-
okreslong, ktorej znalez¢é nie umiemy, mozemy obliczyé

P r—

~ wieksze od sumy pdl kwadra-

- stych srodkéw mozemy te me-

1 -:rhfﬁ_r_wri{@:ﬁ?w R

-
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w przyblizeniu odpowiednie pole i w ten sposéb otrzymaé
przyblizona wartosé calki.

151. Najprostszym sposobem przyblizonego oblicze-
nia pola bylby taki: na papierze kratkowanym wykresli¢
funkcje i zliczy¢ kratki, zawarte wewnatrz wykresu. Za-
dane pole byloby cokolwiek

tow. Za pomoca zupelnie pro-

i o P
tode znacznie ulepszy¢ i otrzy- B T
maé warto$¢ catki z wiekszym [ o[ 3F
przyblizeniem. P él_

(I) Zamiast rachowaé kwa-
draty, wezmy pod uwage pro-
stokaty takie, jak PNML (rys.66).
Suma pdl tych prostokatéw da-
je nam zadana wartosé¢ pola
z przyblizeniem wiekszym, niz
poprzednio suma kwadratéw.
Przypusémy, ze szerokos¢ kaz-
dej kratki=#% jedn. Niech y,, ¥,, ¥s,...¥» beda rzednemi
pierwszych » punktéw, wyznaczonych przez przeciecie sie
krzywej z prostopadlemi, suma pél ma &(y; +y,+ ... +Ya_1)
jedn. pow.

(Il) Zamiast prostokatow, takich, jak PLMN, wezmy
trapezy, takie, jak PQMN. Pole trapezu, wyznaczonego
przez r-ta i (r+1)-sza rzedne, ma

05k (¥ + Yry1) jedn. pow.

Suma pél trapezéw daje dobra wartos¢ przyblizona
na pole zadane. Warto$¢ ta wynosi

05h{(y, +Y)) + (Y2 + Y+ ...+ (Ya—1+¥a)} jedn. pow.,

N M
Rys. 66.
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albo 0'5h{y; +2(Ya+ Yy + oo + Yn—1) + Yul.

{I) Zamiast laczy¢ punkty P i @ prosta, bierzmy
po trzy punkty, np. P, @, R; R, S, T i t. d., i przypusémy,
Ze kazda taka tréjka lezy na paraboli, ktérej os jest row-
nolegla do osi y (§ 35). To da nam jeszcze wigksze przy-
blizenie. Wiemy (§73), ze pole, zawarte miedzy tukiem
paraboli, osia « oraz pierwsza i trzecia rzedna, ma

h .
3 (#1+9s+4y,) jedn. pow.

Taki sam wzér otrzymamy dla wszystkich odpowiednich
czegsci pola. Niech punktéw takich, jak P, @, R..., bedzie
2n+1; wzor na wartos¢ przyblizona pola bedzie:

h
gg(yx T Y3+ 4Yy) + (Y + Y5+ 4Y) + oo + Won—i + Yonia + 4yan)],
czyli
h
W Yot +2(Us Y+ o+ Y2u )+ E Yy + Yy F o+ Y2n))

W nawiasach mamy sume pierwszej i ostatniej rzed-
nej, podwojona sume innych rzednych o wskaznikach nie-
parzystych oraz sume rzednych o wskaznikach parzystych,
pomnozong przez cztery.
¥

B C Q D A
Rys. 67.

Wzér ten nosi nazwe wzoru Simpsona.

' dzy lukiem hiperboli y=i_— (rys.
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152. Wzér Simpsona mozna zastosowaé do przyblizo-
- nego obliczenia . Wezmy kolo o promieniu 1, wykreslmy osie
- spéirzednych, jak na rys. 67; zaznaczmy punkty C i D o spél-
- rzgdnych (—0-5, 0) i (05, 0), wykreslmy wreszcie rzedne CE,
- DF. Poniewaz EF=CD=0A, wiec tréjkat EOF jest réwno-
~ boczny, a kat EOF ma ; radjanéw. Odcinki EC i DF maja
fe V(1 —0-5%), czyli 0-5y/3 jedn. dlugosci. Pole figury krzywoli-
njowej, wyznaczonej przez luk EF, o$ z i rzedne EC, FD, jest
. suma p6l wycinka OEF i tréjkatéw EOC i FOD, czyli ma
F G R d
(3+T) jedn. pow.

3 Zeby to samo pole obliczyé za pomoca wzoru Simpsona,
* podzielmy CD na 10 réwnych czesci. Mamy y= v/ (1—2?); z; =—0-5;
N, — —0-4;..x,, =05,

h
- Na pole giyl+y11+2(y3—1—y5+y7+y9)+4(y2+y4+yﬁ+y8~£-ym)}'

‘ v.znajdujemy (przykiad 16, rozdz. I, str. 17) wartos¢ 0:95661
L 3 _“ (z dokladnoscig do 0-00001); 0-25y/3=0-43301 (z dokladnoscig

~ do 0-00001), a wige £ =052360
i ®=31416 (z dokladnoscia do 0-0001).

158. W taki sam sposéb mozna znalezé wartosé przy-
- blizong log,e. Znajdzmy wartosé liczebna pola, zawartego mie-

68), osia x oraz prostemi

- x=1, *x=2. Wiemy, ze wartosé y
ta = log,2. Czes$é osi x, zawarta
~ miedzy dwiema naszemi proste-
. mi, podzielmy na 10 réwnych od-
cink6w; bedziemy mieli A=0-1,

1
Oruyl“lyyz=ﬁ--'-y11=§' 2
Musimy znaleé wartosé li- © ' *

~ ¢zebna wyrazenia:
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h
?!y1+y:1+2(y3+y5 + ¥y +y9)+4(yz+y4+ys+ya +y19);-

Znajdujemy (przykt. 17, str. 17) wartosé¢ 0-69315. Ponie-

waz log,2=030103, wiec IOgme:(%]%)—g: 0-43429 (z dokladno-
Scig do 0-00001). Stad =2 i
20001, ) ad mamy e=2'7183 (z dokladnoscia do
. ‘l'54. Powr6émy do sposobu przyblizonego oblicza-
nia pol za pomoca sumowania pél prostokatow. Zauwaz-
my, 2e mozna w ten sposéb osiagna¢ niemal dowolne

B
R Q
Pl s
A
C N M D -
Rys. 69.

pr?yblizenie, biorac coraz blizsze rzedne. To nas prowa-
dzi do waznego wniosku.
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Przypusémy, ze f(x) przybiera wartosci dodatnie
1 wzrasta, kiedy z rosnie. Niech beda A i B dwa punkty
wykresu funkcji y=f(x), w ktérych y ma odpowiednio war-
tosci @ i b; Ac, BD niech beda rzednemi tych punktéw
(rys. 69). Miedzy Cc i D wezmy kilka punktéw, np. M, N...,
wykreslmy odpowiednie rzedne NP, M@ i zbudujmy na
nich prostokaty PNMS i GMNR. Pole zawarte miedzy hu-
kiem PQ, rzednemi PN, QM i osia £ ma wartos¢ posrednia
miedzy wartosciami pél obu prostokatéw. Suma pol wszyst-
kich prostokatow zewnetrznych, jak GMNR, jest wigk-
sza od sumy poél prostokatéw wewnetrznych, jak
PNMS, o pole prostokata, majacego za wysokos$¢ réznice
skrajnych rzednych BD, AC, za podstawe za$ odcinek mniej-
szy od najwiekszego z odcinkéw takich, jak MN.

Zwiekszajac liczbe punktéw posrednich (takich jak N)
izmniejszajacjednoczesnie dlugosé kazdego odcinka , zmniej-
szamy zarazem roéznice sumy pol prostokatow zewnetrz-
nych i sumy pol prostokatéw wewnetrznych i mozemy
ja uczyni¢ dowolnie mala. Spolna granica obu sum jest
pole figury krzywolinjowej ACDB.

Znaczy to, 2e, gdy napiszemy z, zamiast @, oraz x,
zamiast b, i wezmiemy n—1 wartosci posrednich z,, z,...
ZTp—1, to zaréwno suma

(.’Bl -xo)f(xo) +(5’3z —xl)f(xl) Tt +(xn“xn—1) f(xn—-l):
jak i suma

(@1 = @) [ (1) + (2 = 21) [ (@) + ... + (Tn — Zn—1) [ (20),
dadza warto$ci przyblizone catki okreslonej f bf (@) dz. Gdy-
bysmy znalezli taki sposéb zwiekszania liczby n—1 war-
tosci posrednich odcietych, zeby =z, zawsze rownalo sig

a, x, zawsze miato wartos¢ b, wszystkie zas réznice od-
cigtych kolejnych @x—a:—1 dazyly do zera, to obie nasze
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sumy dazylyby do spélnej granicy, ktora bylaby catka
b
f f(x)dx. Jezeli przez ', oznaczymy jakakolwiek wartosé

odcigtej, zawarta miedzy . a ,, to do tej samej gra-
nicy dazylaby tez suma
(21 = @) (') + (25 — ) f () + .. + (Zn = Tu—1) [ (@'5).
Suma ta daje si¢ napisaé pod postacia symbolu
b

Lf(z) Az,

w ktérym X (sigma) oznacza sume wszystkich wy-
razow takich, jak.., litery a, b oznaczaja pierwsza
i ostatnia warto$¢ x, znak Az wyraza réznice dwuch ja-
kichkolwiek kolejnych wartosci na = w szeregu warto-
sci, zawartych miedzy a i b.

155. Wynik, do ktérego doszlismy, nie zmienilby
sig¢, gdyby, przy wzrastaniu zmiennej z, funkcja f(x) ma-
lata, lub tez, gdyby w pewnych czesciach obszaru, wy-
znaczonego przez a i b, funkcja ta malala, w innych wzras-
tala. Nie jest réwniez niezbednym zalozenie, ze f(x) jest
zawsze dodatnia, gdyz mozna oddzielnie obliczyé sume
dla obszaru, w ktérym f(x) jest dodatnia, oddzielnie za$
dla tego, w ktérym przybiera wartosci ujemne,

Granice sum spotykamy nietylko w zagadnieniach
dotyczacych pdl, lecz i w takich, ktére z polami nic nie
maja spolnego. Przyszlismy do wniosku, ze temi granica-
mi sa calki okreslone; potrafimy wiec znalezé je, jezeli
bgdziemy umieli znajdowaé¢ odpowiednie catki nicokreslone.

156. Majac do zbadania pole figury plaskiej, mozemy
Jja przecia¢ prostemi, réwnoleglemi do osi y. Jezeli figura wy-
znacza na ktérejkolwiek prostej odcinek, majacy Y jedn. diu-
gosci, jezeli x jest odcigta kazdego punktu na tej prostej, a Az
— szerokoscia pasa miedzy nig a sgsiednig prostg, to pole te-

a=nraa

——

l
r ¢
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go pasa da sig zastapié¢ przez pole prostokata, majace w przy-
blizeniu Y Ax jedn. pow. (Wlasciwie moéwiac, doktadng war-
tos¢ mozna wyrazi¢ przez YAz, przyczym Y’ musi dazyé do ¥,
gdy Az dazy do zera). Granica sumy XYAz, jezeli sumowanie
rozciagamy na wszystkie pasy, jest liczba jedn. pow., wyra-
Zajaca pole naszej figury. Jest to wynik rownoznaczny z tym,
ktérysmy otrzymali w § 75.

Cheac znalezé objetosé bryly, mozemy jg plaszczyznami
réwnolegtemi podzieli¢ w mysli na znaczna liczbe warstw.
Jezeli pole jednego z przekrojéw ma z jedn. pow., odleglosé
zas plaszezyzny przekroju od nast¢pnej wynosi Az jedn. diu-
gosci, to objeto$¢ warstwy w przyblizeniu—z Az jedn. obje-
tosci. (Dokladna liczba jedn. objet. da sie napisac jako z'Ax,
przyczym z' musi dazy¢ do z, gdy Ax dazy do zera). Grani-
cg sumy XZAz, jezeli sumowanie rozciaggamy na wszystkie
warstwy, jest liczba jedn. objgt., wyrazajgca objetosé bryly.
Jest to wynik réwnoznaczny ze znalezionym w § 79,

Szukajac dlugosci luku AB, mozemy obra¢ na krzywej
n—1 punktéw, P, P, ... Pp_y, lezacych miedzy punktami A i B.
Diugosé k, cieciwy P,_; P, dana jest réwnaniem

krz = (GU,— it -rr—l)2 =1 (yr = yr—l)zl
w ktérym z,, y, sa spélrzednemi punktu pP,, Wzér ten jest
réwnoznaczny ze wzorem

K= (Ax)? + (Mg,

otrzymanym w § 136. Liczba jednostek dlugosci, zawartych
w luku AB, jest granica, do ktérej dazy Xk, jezeli liczbe m
zwickszamy nieograniczenie, a jednoczesnie zmniejszamy nie-
ograniczenie dlugosé¢ kazdej cigeiwy. Jezeli odcieta wzrasta,
kiedy punkt porusza sie od A do B, mamy

B dy\?
Lo, i hae
*““j,,\/{“f(;zx)}
W€ wzorze tym s oznacza liczbe jedn. dlugosci luku AB, a i b
zas sa odcietemi punktéw A i B. Wynik naszego rozumowa-
nia da sie tak wyslowié: dlugosé luku krzywej jest granicg,
do ktérej dazy dlugosé famanej wpisanej, jezeli dlugosé kaz-
dego odcinka lamanej dazy do zera,

3
dx;

Love, Rach. rézn. 12
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Majac powierzchnig obrotowa, utworzong przez obrét lu-
ku AB, mozemy luk podzieli¢ na czesci, jak w poprzednim
zadaniu, Cieciwa P,_; P, wykresla powierzchnie pnia stozko-
wego, majaca, przypusémy, o, jedn. pow. Polt? cal.ej powierz'ch—
ni obrotowej jest granicg sumy ZXo,. Jezeli osig obrotu jest
o$ x, 6, réwna sie w przyblizeniu 2xy,k,. (Dokladna wartosé
jest 2my', k., przyczym ¥, dazy do y,, kiedy k, dazy do zera):
Prowadzi to do tych samych wynikéw, ktéresmy otr;ymah
w §§ 148, 149, a ktore dadza sig tak wyrazi¢: pole powierzch-
ni naszej jest granica pola innej powierzchn{, utworzonej
przez obrét dokola tej samej osi linji lamanej, wpisanej w krzy-
wa tworzaca. )

W nastepnym rozdziale poznamy inne przyklady granic
sum, obliczanych w postaci calek okreslonych.

ROZDZIAL XI.

KILKA ZASTOSOWAN CALEK OKRESLONYCH
DO MECHANIKI.

157. Rachunkiem calkowym mozemy poslugiwaé sie
przy wyznaczaniu $rodka ciezkosci bryly. Zaczne od przy-
pomnienia pewnych terminéw, uzywanych w statyce.

‘ I

Rys 70.

Niech sita wdyn dziala z géry na dot, w kierunku
pionowej NM, i niech bedzie dana pozioma AB, skosna

= wzgledem Nm. (Na rys. 70 prosta AB nalezy sobie wy-
- Obraza¢ jako prostopadla do plaszczyzny rysunku). Niech,

dalej, plaszczyzna pozioma, przesunieta przez AB, przeci-

. na prosta MN w punkcie N, prostopadla zas, poprowadzo-
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na z N do AB, niech przecina te prosta w punkcie A. Je-
zeli dlugosé odcinka AN wynosi z cm., tedy iloczyn zw
daje nam wartos¢ momentu sity wzgledem osi AB. Mogli-
bysmy tez przesuna¢ przez AB i MN dwie plaszczyzny pio-
nowe i réwnolegle do siebie; w takim razie liczba z w ilo-
czynie zw wyrazalaby odleglos¢ miedzy temi plaszezy-
znami.

Moment opatrujemy znakiem + lub —, zeby wskaza¢
kierunek, w ktérym sila obraca cialo dokola osi AB. Na
plaszczyZnie pionowej, przesunietej przez AB, moznaby
obra¢ punkt o jako poczatek ukladu spélrzednych i o =
poprowadzi¢ prostopadle do tej plaszczyzny; wartos¢ mo-
mentu (z uwzglednieniem znaku) bylaby znéw zw, przy-
czym z oznaczaloby odcieta punktu L, w ktérym o$ x prze-
cinalaby plaszczyzne pionowa, przesunieta przez NM row-
nolegle do AB.

158. Sila ciezkosci dziala na wszystkie czesci ciala;
jezeli jednak mamy do czynienia z cialem sztywnym, to,
nie zmieniajac ani ksztaltu jego, ani wielkosci, mozemy
zrownowazy¢ jego ciezar jedna sila skierowana pionowo
do gory, o ile potrafimy znalez¢ odpowiednia linje dzia-
lania tej sily. Dla kazdego ciala istnieje staly punkt, przez
ktory linja ta musi przechodzié, niezaleznie od potozenia
ciala; punktem tym jest sSrodek ciezkos$ci ciala. W wielu
zagadnieniach mozna uwazaé ciezar ciala za jedna sile,
dzialajaca pionowo na dol po linji, przechodzacej przez
srodek ciezkosci ciala; mowiac o ,ciezarze ciala“, te wlas-
nie sile mamy cze¢sto na mysli.

159. Cialo mozemy pomysle¢ jako zlozone z czesci,

z ktorych kazda posiada okreslony ciezar i srodek cigz-
kosci. Regula na wyznaczenie srodka cigzkosci ciata brzmi:
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wzgledem osi poziomej moment ciezaru ciala, dzialajace-
g0 na jego srodek ciezkosci, rowna sie sumie momentéw
(wzgledem tejze osi) ciezaréw poszczegélnych czesci ciala,
dzialajacych na srodki ciezkosci tych czesci.

Niech beda «';, #,..... odciete srodkéw ciezkosci tych
czesci, my, m,...ich masy (w gramach), ciezary zas ich niech
beda odpowiednio Wy, W,...dyn, zatym w, =m,git. d. Niech
bedzie zg odcieta srodka ciezkosci calego ciala. Mamy
rownanie: zg(W;+W,+...)=2"; W,+2, W,+..., co mozemy
napisa¢ w taki sposob: =xzgEW=X2'W, albo zggXm=g¥x'm,
albo wreszcie xgXm=23Xx'm.

Stosujac powyzszy wzoér przy poszukiwaniu srodka
ciezkosci danego jakiegos ciala, wyobrazamy je sobie ja-
ko jednorodne, rozumiejac przez to, ze dla wszystkich
jego czesci ciezar jest proporcjonalny wzgledem objeto-
sci. Wartos¢ sumy Zz'm znajdujemy, zmniejszajac nieogra-
niczenie objetosci wszystkich czastek i przechodzac do
granicy. Granica takiej sumy wyraza sie przez calke okres-
lona. j

160. Dla przykladu znajdziemy srodek ciezkosci pél-
kuli. Wyobrazmy sobie pélkule o :

promieniu 7 cm., umieszczona tak,
jak na rys.71.Przecinajacja plasz-
czyzna réwnolegla do podstawy
i odlegla od niej o z cm., otrzy-
mamy kolo o polu==(r*-2?) cm.
kwadratowych. Objetosé¢ odcinka
kulistego o dwupodstawach,odleg-
lych od podstawy poélkuli odpo-
wiednio o z i z+Az cm., zawie-

Rys. 71.
ra si¢ miedzy =n(r’—z®)Ar cm.® a =«[r?—(z+Ax)?] Az cm.®
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Odlegtos¢ 2’ srodka ciezkosci tego odcinka od podstawy
polkuli zawiera sie miedzy = az+Az cm. Niech masa 1 cm.?
substancji, z ktérej zrobiono poétkule, wynosi s gr. Gdy
wszystkie liczby Az daza do zera, suma Zz'm dazy do gra-
nicy, ktéra jest calka

frd‘n (r*—a) zde,
0

A 2 !
ze za$ Em:;wr*a, wiec

2 i 3 el digcon
CL'G3*TW G—Gﬂ(’r 2—*—4—)—}:5’1‘7’
3
skad Za=gr.

Zatym odlegtosé¢ srodka ciezkosci od podstawy pél-
kuli =% promienia; srodek ten lezy oczywiscie na promie-
niu prostopadlym do podstawy pdélkuli.

161. W przypadku ogdlniejszym, kiedy mamy do
czynienia z jakakolwiek bryla, ktorej objetos¢=v cm.?,
pole zas przekroju plaskiego odleglego o z cm. od po-
czatku spoélrzednych= Zcm\, to samo rozumowanie da
nam wzor mevzj Za:d—x,

w ktérym a, b sa najmniejsza i najwieksza wartoscia od-
cietej =.

162. Wezmy np. ostroslup o podstawie tréjkatnej. Niech
pole podstawy bedzie Bcm.?, wysokos$¢ ostrostupa p em. Po-

e
le przekroju (jak w §80)= P—cm2 objeto$¢ ostroslupa =

—IB cm?, zatym x 1B = *a % d _1 2
i e Ay Piasagid o
3 P ’ y G3 P foB‘l2 €L ){Bp,

: czyli xe=yP-
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3

1
Tak wiec odleglosé srodka cigzkosci od podstawy:Z od-
leglosci przeciwleglego wierzcholka od tejze podstawy, bez
wzgledu na to, ktora sciane ostroslupa przyjmiemy za podsta-
we. Znaczy to, ze srodek ciezkoSci ostroslupa lezy w tym sa-

mym punkcie, co $rodek ciezkosci czterech rownych ciezaréw,
umieszczonych w wierzcholkach ostrostupa.

163. Mozemy réwniez mowié o srodku ciezkosci fi-
gury plaskiej, rozumiejac przez to srodek ciezkosci cien-
kiej blaszki, majacej ksztalt danej figury i jednakowa
wszedzie grubosé i gestosé. Niech pole figury ma s jed-
nostek pow. i niech x, i #; beda odpowiednio najmniejszg
i najwicksza odcieta punktéw tej figury. Przetnijmy figu-
re dowolna prosta réwnolegla do osi y; niech otrzymana
w ten sposob cieciwa ma v jedn. dlugosci; Y jest, oczy-
wiscie, pewna funkcja zmiennej z (rys.72). W takim ra-
zie odcieta $rodka ciezkosci wyznaczymy z réwnania:

i"“1
waszf zY dax.
%o
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Jezeli y, i y; sa odpowiednio najmniejsza i najwieksza
rzedna figury danej, cieciwa zas otrzymana przez przecie-
cie figury prosta réwnolegla do osi odcietych ma x jedﬁ.
dlugosci (rys. 73), to rzedna srodka ciezkosci obliczymy

- - s
Z rownania YaS= f % yX dy.

yﬂ
yl
LS y
Y

Rys. 73.
Przykrapy.

) 1 ; Doyvieé(: za pomoca rachunku calkowego, ze $rodek
cigzkosci tréjkata znajduje sie w punkcie przeciecia jego srod-
kowych.

2 Sred_nica zamykajaca polkole niech lezy na osi g,
$rodek kola niech bedzie w poczatku spelrzednych, promien
niech ma r jednostek dlugosci. Wskutek symetrji figury ma-

ar
my yg=0; sy Y=2v(r2—a?); x,=0, x;—=r. Dowies¢, ze

ar p : :
= czyli ze $rodek cigzkosci pélkola odlegly jest od $rod-

ka kola o 0-4244r (w przyblizeniu).

3. Kat srodkowy, odpowiadajacy pewnemu odcinkowi
kolowemu, ma 2a radjanéw; poczatek spélrzednych znajduje sie
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~ w srodku kota, o$ odcigtych jest prostopadia do cigciwy. Do-

0 2rsindo

— e —— = o

' "8 3 (a— sin a cos a)
4. Jezeli w poprzednim zadaniu zastapimy odcinek przez

wiesé, ze §=r?(a—sinacosa); yg

o si
wycinek kolowy, to yg=0, zg= r;;na
5. Srodek cigzkosci (xg, yg) luku mozemy okresli¢ wzo-
14 ~81
rami: lxg=fla:ds; lye=j yds,
% %0

w ktérych I oznacza dlugosé tuku; x, y sa spéirzednemi punktu
wzietego na luku w odleglosci s jedn. (mierzonych wzdluz
luku) od pewnego stalego punktu na krzywej, liczby zas s,
i s, sa to wartosci kraricowe na s. Srodek cigzkosci luku lezy
w tym samym punkcie, co $rodek ciezkosci jednorodnego dru-
tu, majacego ksztalt danego ltuku. W przypadku luku kotowe-
go, odpowiadajacego katowi srodkowemu 2« radjanéw, srodek

5 . L PSS
ciezkosci lezy na dwusiecznej tego kata w odleglosci

od srodka kola.

(O S$RODKU CISNIENIA.

164. Srodek ciezkosci jest pojeciem bardzo waznym
zar6wno w statyce cial sztywnych, jak w hidrostatyce.
Cisnienie cieczy w danym jakims$ punkcie mozemy mie-
rzy¢ w dynach na centymetr kwadratowy. Cisnienie wo-
dy, znajdujacej sie w stanie spoczynku, w punkcie polo-
zonym o y centym. pod poziomem wody =wy dyn na
centymetr kwadratowy, jezeli przez w oznaczymy ciezar
centymetra szesciennego wody. Za jednostke cisnienia

przyjmiemy cisnienie = éXPE:_-gL—
cm.* ¢m.sek.?
Zbadajmy cisnienie wody na zanurzona w niej czgsc
plaszczyzny pionowej, czyli t. zw. cisnienie calko-

wite wody na dana czesé¢ plaszczyzny. Czesé plaszezyzny,
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o ktérej mowa, bedziemy nazywali wprost figura. Przy-
pusémy, ze pole figury=s jedn. powierzchni. Plaszczyz-
na przecina powierzchnie wody wedlug prostej poziomej,
na ktérej obieramy poczatek spélrzednych o, i prowa-
dzimy o$ y pionowo na dél. Figura zawiera sie cala mie-
dzy dwiema prostemi poziomemi, lezacemi na glebokosci
jedna @, druga b centym. pod poziomem wody (rys. 74).
Kazda prosta, lezaca miedzy temi dwiema poziomemi,
przecina obwdd figury, ktéry wyznacza na niej odcinek
dlugosei x centym. W kazdym punkcie, ktérego glebo-

(o]
a
. -~y
b
v
Rys. 74.
kos¢ pod poziomem zawiera sie miedzy ¥ a y+Ay cm.,
ey 10 . dyn dyn
ciSnienie jest zawarte miedzy wy aw Ay) X,
J N cm.2 (y+4y) cm.?

; : s dyn
: & - . [a ’ ¥ ’
Mozemy uwaza¢, ze cisnienie to=wy oy 2! Przyezym y

oznacza jakas liczbe, zawarta miedzy y a y+Ay. Pole pasa,
zawartego miedzy poziomemi, lezacemi na glebokosci y
a y+A4y cm., wynosi XAy ecm? jezeli przez X' oznaczymy
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.~ pewna warto$¢ odcietej, posrednia pomiedzy najwieksza
" a najmniejsza wartoscia odcietej, jaka moga mieé¢ punk-
~ ty, lezace nal tym pasie. Wskutek tego cisnienie calko-
. wite na te cze$é figury=wy'x’Ay dyn, cisnienie za$ na ca-
* la figure wynosi

b
w Ey'X Ay.
a
Gdy Ay dazy do zera, wzdér na cisnienie calkowite

b
przechodzi w catke w f yXdy.

: Jezeli przez y, oznaczymy rzedna srodka ciezkosci figury,

bedziemy mieli (§ 163):
b
yGS:f yxdy,

wskutek czego cisnienie calkowite =wyeS dyn. Poniewaz

> ayn... .
cisnienie w srodku ciezkosci=wy ooy 2 Wiec cisnienie cal-

kowite ma taka warto$¢, jak gdyby ci$nienie w kazdym
punkcie figury bylo jednakowe i réwne ci$nieniu w $rod-
ku ciezkosci.

165. Cisnienie wody na figure da sie¢ zréwnowazy¢
jedna sila, ktérej wartosé¢ przed chwila wyznaczylismy. Kie-
runek tej sily przecina plaszczyzne figury w punkcie zwa-
nym srodkiem cisnienia. Mozemy wyznaczy¢, jak
gleboko pod powierzchnia wody lezy srodek cisnienia,

~ a to za pomoca nastepujacej reguly: uwazajmy figure za

zlozona z czesci; moment (wzgledem linji poziomu wody)
calkowitego cisnienia na figure, dziatajacego w srodku
cisnienia figury, réwna sie sumie momentéw (wzgledem
linji poziomu wody) cisnien calkowitych, wywieranych

~ na poszczegdlne czesci i dzialajacych w srodkach cis-

nien tych czesci.



188 KILKA ZASTOSOWAN CALEK OKRESLONYCH DO MECHANIKI [R. XI.

Wezmy pod uwage czesé figury, mianowicie pas za-
warty miedzy linjami poziomemi, lezacemi na glebokosci
y 1 y+Ay cm. pod powierzchnia wody. Wiadomo, ze po-
le tej czesci figury = XAy cm?, calkowite za$ cisnienie=
=wyy'X'Ay dyn, jezeli srodek ciezkosci tej czesci lezy na
glebokosci y,' cm. Przypusémy, ze srodki cisnien calej
figury i rozwazanej jej czesci leza odpowiednio na glebo-
kosci y, 1 y,' cm.; w takim razie otrzymujemy réwnanie:

YpttY S =wk y’Py’ oX'Ay.

Poniewaz dla naszego pasa srodkiem ci$nienia musi
by¢ punkt jakis, lezacy na pasie, zatym, gdy Ay dazy do
zera, y,' musi dazy¢ do y. Wskutek tego réwnanie nasze
przybiera ksztalt:

b
y,,yes=f yixdy.

Przyrrapoy.

_ 1. Niech bedzie tréjkat ABC (rys. 73), ktérego bok BC,
majacy a cm., lezy na poziomie wody; odleglos¢é od A do BC
niech bedzie p cm. Wskutek podobienstwa tréjkatéw APQ

i ABC mamy: B O C
K vy \
a p ! o 4
poniewaz Vg —131, = %? .
3 ap? P _a ap? A
wiec yp?=j y? (P y)dy:Tpg_,
0
skad Yp="05p. Rys. 75.

2. Jezeli prostokat umiescimy tak, by jeden jego bok
lezal na poziomie wody, $rodek cisnienia bedzie si¢ znajdo-

wal na gh:bokos’scx:g drugiego boku.
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3. Jezeli $rodek kola znajduje si¢ na powierzchni wo-

& dy, srodek cisnienia poéikola zanurzonego lezy na glebokosci
. 3zR

16 - [Co sie tyczy calkowania—patrz § 135 (II)].

O MOMENCIE BEZWEADNOSCI.

166. O ruchu bardzo malego ciala mozemy nabraé
pojecia przez badanie ruchu jednego jego punktu. Jezeli
cialo takie o masie=m gr. posiada predkos¢ » ——;:311{ ,jego
energja kinetyczna=(0'5mv? ergow. Jezeli cialo porusza sie
po okregu kola w ten sposéb, ze promien, laczacy cialo
ze srodkiem kola, obraca sie z predkoscia katowa=w ra-
djanéw na sekunde (t. is m—selk ), promien za$ ma 7 cm.
dlugosci, to v=rw, energja zas kinetyczna=0"3mrie® ergéw.

Mozemy wyobrazi¢ sobie, ze poruszajace sie cialo
sklada sie z drobniutkich czesci (ruch kazdej takiej czesci
mozna opisa¢, podajac ruch jednego jej punktu); energja
kinetyczna calego ciala jest suma energji kinetycznych
wszystkich tych czesci.

Jezeli cialo obraca sie dokola osi, mozemy uwazac,
ze wszystkie punkty, ktorych ruch ma nam posluzyé¢ do
opisania ruchu czastek ciata, zakreslaja dokotla tej osi ko-
ta i posiadajg jednakowe predkosci katowe =o radjanéw

1 :
na sekunde (wﬁ). Niech masy czastek bedg m,, m,,...
gr., promienie kol niech bedg r;, 7,, .... cm.; energja kine-
tyczna ciala=05 0 (m, r,2-m, 1,2 +myr2+....) ergéw. Suma
zawarta w nawiasie — mozemy j3 tez napisa¢ w postaci
Zmr? — jest miarg pewnej wielkosci, zwane] momentem
bezwladnosci ciala wzgledem osi.
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Zalézmy, ze cialo jest jednorodne. Przy obliczaniu
momentu bezwladnosci mozemy przypusci¢, ze cialo zo-
stalo podzielone na cienkie warstwy za pomocg walcow,
ktorych spolng osig jest o$ obrotu ciala. Czastki ciala, za-
warte miedzy dwoma walcami o promieniach r cm. i r-4Ar
¢m., posiadaja predkosci posrednie pomiedzy rw a (r+Ane
cm.
sek.
liczbami r a r+Ar, oraz oznaczajac przez m' mase wszyst-
kich tych czastek, znajdziemy na ich momient bezwladno-
sci wartos¢ m'r'2,

Jezeli masa jednego centym. szeSciennego ciala=s gr.,
to m'r"?=or'"?Av, gdzie Av cm.’ oznacza objetos¢ warstwy,
zawartej miedzy dwoma naszemi walcami. W takim razie
moment bezwladnosci calego ciala da sie wyrazi¢ w ksztal-
cie oXr'?Ap.

. Dobierajac odpowiednio liczbe r', zawartg miedzy

167. Niech bedzie dany krazek kolowy o jednostajnej
grubosci=4A cm. i promieniu=a cm.; przypusémy, ze krazek
ten wiruje dokola osi, prostopadlej do jego podstawy i prze-
chodzacej przez $rodek tej podstawy. W takim razie Av —
2hz(r+-0.5Ar) Ar (patrz § 58,b). Jezeli Ar dazy do zera, to X'2Av
dazy do pewnej granicy, a mianowicie do

f 2ahr.r?.dr, czyli do 0-5 what,
0

Moment bezwladnosci krazka — 0-5z5kat gr. cm 2; jezeli mase
ciala (ktéra wynosi szah gr.) oznaczymy przez M, moment
bezwladnosci =05 pa2.

168. Moment bezwladnosci ciala wzgledem osi daje
si¢ wogodle wyrazi¢ w postaci iloczynu ME&?, przyczym M
Oznacza mase ciala, k za$ jest liczbg, zalezna od ksztaltu
1 wielkosci ciala. Dlugos¢ =k cm. nazywamy ramie-
niem bezwtadnosci. Energja kinetyczna ciala jest ta-
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ka, jak gdyby cala jego masa byla rozmieszczona jedno-
stajnie na okregu kola o promieniu=Fkcm., majacego sro-
dek na osi obrotu i lezacego prostopadle do tej osi. Je-
zeli objetos¢ ciala=v cm.®, objetos¢ zas warstwy, za-
wartej miedzy walcami o promieniach r i r+Ar ecm. (por. .
§ 166),=4v cm.?, to VA® jest granicg, do ktérej dazy suma
Xr?Av, gdy Av dazy do zera.

Dla krazka, o ktérym moéwilismy w § 167, ramie bez-
wladnosci=0'5ay/2 cm.

169. W taki sam sposéb mozemy okresli¢ ramie
bezwladnosci dla kazdej figury plaskiej, obracajacej sie
dokola osi, lezacej w plaszczyznie figury. Stosujac ozna-
czenia § 163, znajdziemy ramie bezwladnosci wzgledem osi
Y-O0w z rownania

L1
kgs :f azsza:.
£

170. Wezmy np. prostokat, ktérego boki maja 2a i 2b
jedn. dlugosci (rys. 76), i przypusémy, ze o$ y-6w przecho-
dzi przez srodek ciezkosci prostokata, rownolegle do boku,
réwnego 2b. Mamy S=4ab, Y=2b, x,= —a, x;=a, zatym

a Tk
4k2ab = bezdngk- ba?, skad k= 3 al.
—a

¥

Rys. 76.
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Jako drugi przyktad wezmy kolo o promieniu = a jedn.
dlugosci; niech o y-6w przechodzi przez srodek. Mamy

s=ma?; Y=2/(a?—x?); Ty=—a; x,=a,
zatym wa2k2=fu 2w2\/(az—scz)dm=é1ra‘[por. § 135 (ID],

czyli k*=—_ a2

= =

TABLICA CALEK ZASADNICZYCH.

str.

f 3% dx=zn:11 ’ (A) 72
%— log, z, (B) 99
fwnm:%wg ©) 101
fsinxdx: —tosx, (D) 125
fcosmda::sinx, (E) 125
j}iifzgx, (B 125
f —\7—(;—?_’7;-)-: log, {x+v/ (z*+C)i, (G) 142
.f<765%%§?7=arcsh1§, (H) 150
a—?i%i=:—zarc tg%. (I) 150

DODATKI.

I. Wygres rungcy WYMIERNE] CALKOWITE] STOPNIA PIERWSZEGO.

Mamy dowies¢, ze wszystkie punkty, ktérych spét-
rzedne czynia zado$¢ réwnaniu Yy=mz+b, leza na prostej.
Niech beda A, B, ¢ trzema punktami takiemi, ze
Tc>Za>xa. Poniewaz y=max+b, wiec
Yo=Ys _Ya=Yn Yo—Ur
To—Ts Ta—Ta Lo—Ta
i wskutek tego, jezeli Yo>Yas 10 Yg>1y,, jesli zas y . <y,,
to y; < Yy
Rysunek 77 ilustruje oba przypadki. Na AB i BC zbu-
dujmy tréjkaty prostokatne AHB, BKC tak, zeby przypro-

T
: N

C

bl

Rys. 77.

stokatne AH i BK byly rownolegte do osi z-6w, boki zas
HB i KC zeby byly réwnolegle do osi y-6w. Z réwnania
yc —257 yB ¥gi

To— g rg —Ta

Love, Rach. ré#n, 13
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wynika, Zze CK:BK=BH:AH, zatym tréjkaty prostokatne
CKB i BHA sa podobne i kat cBK = katowi BAH. A wiec
A, B i C leza na jednej prostej.

Twierdzenie odwrotne: spélrzedne wszystkich
punktéow na prostej nieréwnoleglej do osi czynia zadosé
réwnaniu y=mx+b.

Niech prosta przecina 0$ y-6w w punkcie P, ktérego
spolrzedne sa 0,b; w ten sposéb spoélezynnik b jest zupel-
nie wyznaczony. Przypusémy dalej, ze prosta przecina o$

z-0w w punkcie @, ktérego spélrzedne sa——, 0; w ten

spos6b wyznaczylisSmy spélezynnik m. Niech punkt R (z, ¥)
bedzie dowolnym punktem na naszej prostej. Punkty P, @, R,
rozmieszczone w takim czy innym porzadku na prostej,
odpowiadaja punktom A, B, C narys. 77. Poniewaz punk-
ty te leza na prostej, wiec mamy:
CK:BK=BH:AH,

skad wynika réwnanie:

yc_ya yg—y,\

g — .'2'}3: xrg— Lp

Yo —Ya Yc—Ua

Tp— Xa _xc*SUA-
Otéz wartosci tych stosunkow, wzietych w takim czy
innym porzadku, sa

oraz

7 y—b

Y " Y ;

h? e
x+—
m

jezeli zas dwie ktorekolwiek z tych wartosci sa sobie réw-
ne, to powinniSmy mie¢ y=mx+b.

L 11 O GRANICACH 195

II. O GranicacH.

Chcac dowiesé, ze liczba L jest granica funkcji F(h),
gdy & dazy do zera, mozemy tak postapic: bierzemy do-
wolnie mala liczbe dodatnia ¢ i staramy sie dowiesé, ze
wartos¢ bezwzgledna roznicy F(h)—L stanie sie mniejsza
od ¢, jezeli & dostatecznie zblizymy do zera. Jezeli uda
sie¢ to zrobi¢ dla kaidego ¢, jakkolwiek malego, powia-
damy, Ze L jest granica funkecji.

W przykladzie, ktérysmy rozpatrywali w §20, wy-

padlo wzia¢ na h wartos¢ mniejsza od — : wykazalismy
] 2 4:1:‘ bl

ze, gdy O<h<£5j, roznica jest mmiejsza od . W ogélno-

Sci, uczyni¢ k dostatecznie malym znaczy tylez, co daé na
h jakakolwiek wartos¢, lezaca miedzy 0 a liczba dodatnia
k, jezeli k jest dodatnie, lub tez miedzy 0 a —k, jezeli h

jest ujemne. W naszym przykladzie k:é :

Ogolne okreslenie granicy mozemy tak wyslowié:
niech & bedzie zmienna dazaca do zera, F(h) niech be-
dzie jakas funkcja zmiennej %, liczba L niech bedzie gra-
nica, do ktérej dazy funkcja, gdy k dazy do zera. Bierze-
my dowolnie matla liczbe dodatnia ¢ i szukamy innej licz-
by dodatniej %, takicj, zeby warto$é bezwzgledna réznicy
F (k) —L byla mniejsza od =, gdy O<h<%k lub tez gdy
0>h>—Fk. Jezeli dla kazdego = mozna znalezé odpowied-
nig liczbe %, powiadamy, ze L jest granica funkcji, i wy-
rozniamy ja w ten sposéb z posréd wszystkich innych
liczb.

Latwo okazaé, ze powyzsze okreslenie granicy zawiera
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jako przypadek szczegélny wniosek §17, iz %:O, gdy y=a,

. d :
i Eg:l, kiedy y==.

Przypusémy, ze y=a, przyczym a nie zalezy od z. Je-
zeli x zamieni si¢ na x+ %, y zmianie nie ulegnie. Piszac f(x)
zamiast y, mamy f(x)=a; [(z+h)=a, zatym

f(a:-i—h)—f(sc)_o
h

przy wszelkich wartosciach na % réznych od zera. W danym
przypadku L=0. Jakoz na k mozemy wzigé¢ dowolng wartosé
dodatnia i zawsze bedziemy mieli:

O_f(w+i%—f($)<

jezeli tylko O <k <k lub tez 0>h> —k, gdyz réznica
o f@m—f@ _
h
Przypusémy teraz, ze y=x. Jezeli x zmieni sie na x|k,
to y zmieni si¢ na y+h; piszac f(x) zamiast y, mamy
fe+h) =) _
h

przy wszelkich wartosciach % réznych od zera. W tym przy-
padku L=1. Na k mozemy wziaé¢ dowolng warto$¢ dodatnia,

o e (O

zawsze ;

jezeli tylko O<h<k albo tez 03>h>—k.

W taki sam sposéb mozemy okresli¢ granice, do
ktorej dazy funkcja F(x), gdy = dazy do pewnej warto-
sci a. A mianowicie, mozemy powiedzie¢ tak: niech be-
dzie dana dowolnie matla liczba ¢; jezeli mozna znalezé
liczbe dodatnia k taka, iz dla wszystkich wartosci z za-
wartych badz to miedzy a i a+#%, badz tez miedzy aia—#,
wartos¢ bezwzgledna roéznicy F(x)—L jest mniejsza od e,
to funkcja F(x) dazy do granicy L, gdy z dazy do a.
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W § 13 méwilismy, ze kazda funkcja posiada wykres.
Twierdzenie to musi ulec pewnemu ograniczeniu. Jezeli
powiadam, ze y=f(x) posiada wykres, tym samym twier-
dze, ze, gdy = zastapie przez z+Az, y zas przez y+ Ay,
to Ay bedzie dazylo do zera, jezeli Az dazy do zera. Al-
bo innemi stowami: kiedy z dazy do jakiejkolwiek war-
tosci a, f(x) dazy do granicy=f(a). Funkcja odpowiadaja-
ca tym warunkom nazywa sie ciagla. W elementarnych
zagadnieniach mozemy natrafi¢ tylko na jeden rodzaj
nieciagltosci lub braku ciagltosci, a mianowicie,
kiedy istnieje taka wartos¢ na z, dla ktérej nie mozemy
obliczy¢ wartosci f(z), gdyz wypadloby dzielié przez zero.

Np. funkcja y=% jest nieciagta, gdy z=0.

Mozliwosé¢ takich przypadkéw wymaga ograniczenia
pewnych twierdzeri. Mozna np. dowies¢, ze twierdzenie
§ 56 jest stuszne dla kazdej funkcji f(x), ktérej pochodna
jest ciagla przy wszelkich wartosciach zmiennej z, od a
do b wilacznie. Mozna dowies¢, ze twierdzenie (§ 154),

]
iz calka okreslona f F'(r)dz, uwazana za granice sumy
a

b
En'.F'(x)A:c, rowna sie F(b)—F (a), jest shiszne dla kazdej

funkcji F (z), ktérej pochodna jest ciagla przy wszelkich
wartosciach x, zawartych miedzy a i b.

Dowiedziemy tu czterech twierdzen o granicach. Sa
one niemal oczywiste, dla scistosci jednak dobrze jest ich
dowiesc¢, opierajac sie na okresleniu granicy.

(1) Jezeli F(h) dazy do granicy L, gdy &
dazy do zera, to aF(h) dazy w tych samych wa-
runkach do aL (przyczym a jest stala).
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Wezmy dowolnie mala liczbe 7; mozemy znalezé licz-
be dodatnia k taka, iz przy 0<h<k lub tez przy—k<h <0,
warto$¢ bezwzgledna réznicy F (%) —L bedzie mniejsza od 7.
Niech bedzie e=ay, lub s= —by, zaleznie od tego, czy a
jest liczba dodatnia czy ujemna. W takim razie ¢ moze
by¢ dowolnie malg liczba dodatnig; warto$é¢ bezwzgledna
roznicy aF(h)—aL jest mniejsza od =, a wiec aL jest gra-
nicg funkcji ar(h).

Przy dowodzeniu pierwszej reguly rézniczkowania
(§21) poslugiwalismy sie szczegélnym przypadkiem tego
twierdzenia.

(@) Jezeli Fy(h) dazy do L, Fy(h) zas do L,, gdy
hdazy do zera, to Fy(h)+Fy(h) dazy do L,+L,.

Wezmy, jak poprzednio, dowolnie matg liczbe 7. Mo-
zna znalezé¢ liczbe dodatnia k, taka, iz przy 0<h<k, lub
—ky<h, <0 wartos¢ bezwzgledna F,(k)—L, jest mniejsza
od 7. Tak samo znalezé mozna liczbe dodatnig %, taka, iz
przy O<h<k, lub — k,<h<0 warto$¢ bezwzgledna roz-
nicy F,(h)—L, jest mniejsza od 7. Wezmy liczbe % mniej-
szg zarowno od k,, jak od k,, i niech 2q=¢. W takim ra-
zie ¢ jest dowolnie malg liczbg, a wartos¢ bezwzgledna wy-
razenia: F,(h)—L;+F,(h)—L,, czyli wyrazenia

{F1 () +F, ()] — (Ly+L,)
jest mniejsza od e, gdy O<h<k lub —k<h<(. Zatym su-
ma F;(h)+F,(h) dazy do granicy L;+L,.

W §21, przy dowodzeniu drugiej reguly rézniczko-
wania, poslugiwalismy sie szczegdlnym przypadkiem tego
twierdzenia.

Gdyby byly trzy funkcje Fy(R); F,(R); Fy(h), ktére da-
zylyby do granic L, L,, Ly, mielibysmy:

granica sumy |F,(0)-Fy (h)} =Ly +Ly;
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ze za$ Fy(h)+F,(h)+F,(h)=|F, (h)+F,(h)} +F;(h), wiec gra-
nica sumy {F;(h)+Fy(2)+F3(R)} =L, +Ly+Ls-

W taki sposéb mozna uogélni¢ twierdzenie na do-
wolna liczbe funkecji.

(3) Jezeli Fi(h) dazy do L, i Fu(k) dazy do L,,
gdy h dazy do zera, to F;(h).F,(h) dazy do L;L,.

Niech bedzie F,(A)=L;+X; Fo(B)=L,+Y.

Wiemy, ze X i Y daza do zera; otdz

Fi(R) . Fo(B)=(Ly +X) (L - Y) =L, Ly+L; YLy X+XY-

Jezeli k dobierzemy tak, jak w twierdzeniu (2), to
wartos¢ bezwzgledna iloczynu Xy bedzie mniejsza od %%
czyli mniejsza od 7, gdy 7 jest mniejsze od 1. A wiec
Xy dazy do zera. Na zasadzie twierdzenia (1) iloczyny
L,Y i L,X tez daza do zera; zatym na mocy twierdzenia
(2), LiY+L.X+X;Y dazy do zera. Stad wynika, Zze grani-
ca iloczynu Fi(h).Fo(B)=1L, L,.

W dowodzeniu reguly rézmiczkowania iloczynu po-
shugiwalismy sie szczegolnym przypadkiem tego twierdzenia.

Twierdzenie to mozna uogdélni¢c na dowolna liczbe
czynnikow.

(4) Jezeli F(h) dazy do t, gdy hdazy do ze-
ra, przyczym L nierowna sie zeru, to

1 1

i dazy do i

Niech bedzie dowolnie mata liczba 7. Mozna znalezé
takie k, ze przy 0<h<klub — k<h <0 wartos¢ bezwzgled-
na roznicy F(h)—L jest mniejsza od 7.

1 1 __F(]I.);L_
L F(B)  LF(

Zaloézmy dla prostoty, ze L>0; niech bedzie F(k)=

=L+X. Jezeli & dobierzemy tak, jak w poprzednich twier-
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dzeniach, to X<, warto$¢ zas bezwzgledna F(h)>L—7;

- 1 1 T
stad wartos¢ b il =T =t
ad wartos¢ bezwzgledna {L F(h)}< L(L—m)

Jezeli przez ¢ zastapimy ulamek po prawej stronie
nierownosci, ¢ bedzie dowolnie mala liczba dodatnia. Do-
wiedlisSmy wiec, ze dla kazdego ¢ mozna tak dobra¢ &,
ze, gdy 0<h<k lub —k<h<0, wartosé¢ bezwzgledna

{L_l}“
F(k) )
W §25 postugiwalismy sie szczegélnym przypadkiem
tego twierdzenia przy dowodzeniu wzoru d—y-@:l.
dx dy

Przy badaniu granic wielce dogodnym bywa rozpa-
trywanie zbioréw liczb w,, ,, #;...%,..., nastepujacych po
sobie wedlug pewnego prawa, tak iz m-ta liczbe, czyli
n-ty wyraz(=u,) mozemy znalez¢ na zasadzie tego pra-
wa. Zbidr taki nazywamy ciagiem. Ciag moze posia-
da¢ jakas granice L. Wezmy dowolnie mala liczbe dodat-
nig ¢ i przypusémy, ze znamy taka liczbe N, ze, gdy = jest
jakakolwiek liczba calkowita wieksza od N, wartos¢ bez-
wzgledna réznicy w,—L jest mniejsza od . Powiadamy
w tym przypadku, ze L jest granica ciagu. Dowiedziemy

np. w dodatku IV, ze dla u,,:(l—i—?l—z)" granica jest liczba e,

Niech ¢ bedzie dowolnie mala liczba, i przypusémy,
zesmy znalezli liczbe calkowita N taka, iz przy m i n cal-
kowitych i wiekszych od N, warto$é bezwzgledna réznicy
Um — Uy jest mniejsza od e. Powiadamy, Zze cigg ma granice.

Wielu twierdzen o granicach dowodzimy, postugujac
si¢ dwoma ciagami Z,, Z,,...Tneee i Yy, YayeoeeYno.. Jezeli
mozna dowiesé: (I) ze przy zwiekszaniu sie n wyraz z,
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rosnie, y, maleje, (Il) ze kazda liczba ciagu y jest wiek-
sza od jakiejkolwiek liczby ciagu x, (Ill) ze réznica y,— .
moze sta¢ sie dowolnie mala, bylebysmy wzieli » dosta-
tecznie wielkie — jezeli trzy te warunki sa zachowane, po-
wiadamy, ze oba ciagi majg spdlng granice. Zastrzegam
sie, ze, mowigc: x, rosnie wraz ze wzrostem z, nie twier-
dze wecale, ze @z, >, x;>x, i t. d. Chce tylko powiedzieé:
jezeli przy zwiekszaniu sie # zachodzi wogéle jakas zmia-
na w liczbach ciggu, moze nig by¢ tylko wzrastanie. Niech
¢ bedzie dowolnie malg liczba, k niech bedzie liczba cal-
kowitg taka, iz ¥ —axx <e; niech m i »n beda jakiemikolwiek
liczbami calkowitemi wiekszemi od %, i przypusémy, ze
m>n., W takim razie Ym<tw<i 0raz Tm>x.>xr, skgd wy-
nika, ze zn—x.<e 1 Yp—ym<e. W ten sposéb dowiedlismy
naszego twierdzenia.

Mozemy zilustrowaé gieometrycznie nasza metode. Przy-
pusémy, ze liczby x,, x,... oraz y;, ¥,... wyrazaja odleglosci
réznych punktéw prostej od pewnego jej stalego punktu O.
Gdy wskaznik ro$nie, punkt X posuwa sie weciaz na prawo,
punkt za§ Y na lewo (rys. 78). Przy dostatecznie wielkim =

0 X X XaX YV w v

Rys. 78.
odleglo$é miedzy punktami X i-Y jest bardzo mata. Wszyst-
kie dalsze punkty, nalezace do obu zbioréw, sa zebrane na
tym malutkim odcinku, a jednak kaidy punkt Yy lezy na pra-
wo od wszystkich punktéw X.

Zastosujmy naszg metode do nastepujacego zagadnie-
nia. Niech bedzie dany ciag u,, w,, #;...Us..., W ktorym
wyraz u, rosnie wraz ze wskaznikiem n; przypusémy, ze
kazdy wyraz ciaggu jest mniejszy od liczby A; powiadam
ze cigg posiada granice i ze jest nia liczba A lub tez licz-
ba od A mniejsza.
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Tworzymy dwa nowe ciagi ;, ,...Zn... 0TaZ Yy, Ys... Yn...
Niech z,=u,, y,=A. Wezmy pod uwage liczbe znajdujgca
si¢ dokladnie posrodku miedzy z; a y,, czyli liczbe

Uy +;-(A—u1); oznaczmy jg przez B,. Mozliwe sg dwa przy-

padki: albo ktéras liczba ciagu  jest wieksza od B,, albo
tez niema w ciagu tym liczby wiekszej od B;. W pierw-
szym przypadku uczynmy z,=B, i ¥,=¥,; w drugim — niech
bedzie z,=z, i y,=B;. Wezmy znéw liczbe B,, lezaca
dokladnie posrodku miedzy «, i y,, i w taki sam sposéb,
jak poprzednio, utwérzmy liczby @,, v,. Postepujac dalej
w ten sposob, bedziemy weciaz dzielili na polowy rézni-
ce miedzy wartoscia na y a odpowiednia wartos$cia na =
i wreszcie, po uskutecznieniu n— 1 takich podzialow, otrzy-

h —.’I:l £ - - -
mamy yn—xn=—_1 , CO moZze byC uczynione dowolme

malym, bylebysmy obrali dos¢ wielkie n. Otéz po tych
n—1 podzialach okazuje sie, ze ciag w zawiera liczby
wieksze od z,, lecz nie zawiera ani jednej liczby wiek-
szej od y,. Liczby ciagu zawarte miedzy z, a y. maja
wskazniki wieksze od pewnej liczby calkowitej N; jesli
zatym N bedzie dostatecznie wielkie i jesli wezmiemy licz-
by catkowite I i m wieksze od N, to wartos¢ bezwzgledna
roznicy u;—u, bedziemy mogli uczyni¢ dowolnie mala.
Stad wynika, ze ciag posiada granice.

Mozemy cale postepowanie zobrazowaé gieometrycznie.
Znalezé B znaczy to podzieli¢ na polowy odcinek X,Y;; zna-

(o] X, Xz Y2
35 B8, B, Y,
Rys. 79.

lezé B, znaczy podzieli¢c na polowy badz to odcinek B,Y;,
badz B,X,, zaleznie od tego, czy na prawo od B, istniejg czy
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tez nie istnieja punkty nalezace do ciagu. Przypusémy, ze po-
dzielilismy na polowy odcinek B,Y,. Nastepna zaraz czynno-
$cig bedzie podzial odcinka B,y; lub BB, zaleznie od tego, czy
na prawo od B, istnieja, czy nie istniejg punkty ciggu. W krot-
kim bardzo czasie dostrzezemy, ie wszystkie wartosci na u,,
odpowiadajace duzym wartoSciom na =», zawieraja sie mie-
dzy dwoma bardzo blizkiemi punktami, przyczym punkty te
mozemy dowolnie zblizyé¢, gromadzac w ten sposéb wszystkie
wartosci u,, odpowiadajace duzym wartosciom na n, w pobli-
zu jednego punktu. Punkt ten jest granica ciagu; na lewo od
niego lezg wszystkie punkty ciagu.

Jezeli u, wciaz maleje (gdy = ros$nie), lecz pozostaje
wieksze od pewnej stalej liczby A, ciag ma granice, ktoéra jest
albo A albo tez liczba od A mniejsza.

III. O WyReADNIRACH I LOGARYTMACH.

Okreslenie log,,z za pomoca réwnan 10¥=z lub
y=log,x nie jest zupelne. Mozna bowiem zada¢ pytanie:
skad wiemy, Zze kazdej liczbie =z odpowiada li¢zba y taka,
ze 10¥=xz? Zpamy wprawdzie wartosci na y, odpowiada-
' 10° % i wszel-
kim wogole calkowitym dodatnim lub ujemnym potegom
liczby 10. Potrafimy znalezé¢ y, gdy = jest pierwiastkiem
jakiegokolwiek stopnia liczby 10, ale istnieja przeciez
liczby, ktére nie sa ani potegami, ani pierwiastkami, ani
potegami pierwiastkéw liczby 10. Jezeli np. =2, to nie-

jace wartosciom na z rownym 1, 10, 100

ma takiego ulamka g, ktéryby sie rownat liczbie y. Gdy-

v
by 102 =2, mielibysmy: 10°=2¢, skad 5?=2¢7 czyli liczba
parzysta musialaby sie réwnaé nieparzystej.

Moznaby na to odpowiedzie¢, ze V10 i t. p. liczby

nie sa ulamkami typu Iql i ze, piszac 10¥=2, uwazamy wi-
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docznie y za taka szczegélna liczbe. Ale wtedy powstaje
nowe pytanie: co moze oznacza¢ 10%, jezeli y nie jest ani
liczba calkowita, ani utamkowa ? Przeciez 10¥ zostalo okres-
lone jedynie tylko dla wykladnikéw catkowitych lub utam-
kowych.

Odpowiedz na pytanie wymaga zastanowienia sie nad
wlasciwym znaczeniem liczb niewymiernych. Wszyst-
kie liczby calkowite i wszystkie ulamkowe, ktorych licz-
niki i mianowniki sa liczbami calkowitemi, tworza razem
klase liczb t. zw. wymiernych. Gdy znanym z arytme-
tyki sposobem szukamy wartosci przyblizonej jakiegos
pierwiastka, np. V10, wlasciwie wykazujemy tylko, ze
kwadraty liczb: &, 32, 3-17, 3163, 31623 it. d. sa wszyst-
kie wicksze od 10, ze natomiast kwadraty liczb tER 4
3116, 3162, 3'1622 i t. d. sa wszystkie od 10 mniejsze,
czyli ze dzielimy wszystkie liczby wymierne na dwie kla-
sy: do jednej zaliczamy kazda liczbe, ktorej kwadrat jest
mniejszy od 10, do drugiej te wszystkie, ktorych kwadra-
ty sa od 10 wigksze; V10 oznacza teraz dla nas liczbe,
wieksza od jakiejkolwiek liczby pierwszej klasy i mniej-
sza od jakiejkolwiek liczby, nalezacej do klasy drugiej.
Mozemy powiedzie¢, ze ,znamy* jakas liczbe niewymier-
ng, np. V10, jezeli o kazdej liczbie wymiernej da sie po-
wiedzie¢, czy jest wigksza, czy mniejsza od danej niewy-
miernej.
m+1

Jezeli y jest liczba wymierna ksztattu 2 (przez m

i m oznaczamy tu liczby calkowite), to 10¥ jest ,znana*
liczba niewymierna.

Zalézmy, ze y jest dodatnie; jezeli przypuscimy, ze
y jest albo ,znana“ liczba niewymierna, albo tez ulam-
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kiem wymiernym ksztaltu innego, niz %le—, ijezeli przytym

2m+1
an i

a>y, b<y, to 10 mozemy okresli¢ jako liczbe wieksza
od 10% lecz mniejsza od 10%. Majac dana jakakolwiek licz-
be wymierna v, mozemy teraz powiedziec, czyl0¥ jest wiek-
sze, czy mniejsze od 1. Wezmy dowolna liczbe a,, nale-
zaca do klasy liczb a, oraz dowolne b, z klasy liczb b,
Jezeli v>10%, to 10v<v; jezeli zas 1< 10%, to 10¢> 7.
Gdyby sie okazalo, ze 10% > 1> 10%, musieliby$my z pierw-
szej klasy wybraé¢ inna liczbe a,<a,, z drugiej za$ licz-
be by 3b; it dY

Moze sie zdarzyé¢, ze kazda liczba z klasy liczb 10®
jest wieksza od v, kazda za$ liczba 10°<y; w takim razie
powiemy, ze 10¢=v. Jezeli jednak taki przypadek nie za-
chodzi, to znalez¢ sie musi albo takie a,, ze 7> 10, albo
takie by, ze 1< 10%. Widzimy tedy, ze wszystkie liczby wy-
mierne, takie, jak v, dadza sie podzieli¢ na dwa rodzaje:
na wieksze od 10¢ i na mniejsze od 10v. Nie moze by¢
dwuch liczb wymiernych v, i 7, nie nalezacych do zadnej
klasy, gdyz na a, i na b, mozna wzia¢ wartosci tak malo
rozniace sig¢, ze 10% —10% stanie sie mniejsze od warto-
sci bezwzglednej réznicy v, —7,. Jezeli istnieje jedna licz-
ba wymierna 7 nie nalezaca do zadnej klasy, to 10¢ jest
wymierne i réwna sie v. Jezeli wszystkie liczby wymier-
ne naleza badz do jednej, badz do drugiej klasy, to po-
siadamy sposcb, za ktérego pomoca mozemy dowiedzieé
si¢ o kazdej liczbie wymiernej, czy jest mniejsza, czy wiek-
sza od 104 a w takim razie 10¢ jest znana liczba niewy-
mierna,.

e

@ i b sa takiemi liczbami wymiernemi ksztalu
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Pokazalismy, jak mozna okresli¢ 10¢ dla kazdej war-
tosci dodatniej wykladnika y; z latwoscia mozna wykazaé
na zasadzie naszego okreslenia, ze przy wszelkich rachun-
kach 10 podlega prawu wykladnikéw dla wartosci dodat-
nich y. Liczbe 10— okreslamy jako réwna ﬁ

Teorje, ktorasmy tu wylozyli, mozna poréwnaé z tym,
co w rozdz. VI méwilismy o ukladaniu tablicy logarytméw
przez wyciaganie z dowolna dokladnoscia pierwiastkéow
drugiego, czwartego i t. d. stopnia z 10 i poteg calkowi-
tych liczby 10.

Widzielismy, jak mozna okresli¢ 104, biorac jakis zna-
ny wyktadnik ¥ dodatni (wymierny lub niewymierny); umie-
my tez okresla¢ 10¢ przy y ujemnym. Zobaczmy teraz,
w jaki sposéb, majac dana liczbe dodatnia %, mozna
okresli¢ y tak, by 10#=xz. Przedewszystkim mozemy za-
tozy¢, ze x> 1, gdyz w przeciwnym razie musialoby by¢
%>1, i, znalazszy liczbe ¥ taka, ze 109’=i;, mielibysmy
odrazu y= —y. Przyjawszy takie zalozenie, wezmy dowol-
na liczbe wymierna ¢. Wiemy juz, co oznacza 10°; jezeli
10€ nie réwna sie #, musi by¢ ono albo wieksze, albo mniej-
sze od z. Mozemy wszystkie liczby wymierne ¢ podzie-
lic na dwie klasy: na takie, ktére czynia 10¢ wiekszym
od z, i na takie, dla ktorych 10°<z. Moze istnie¢ jedna
(ale tylko jedna) liczbha wymierna ¢ nie nalezaca do
zadnej klasy. Jezeli istnieje takie C. réwna sie ono szuka-
nej liczbie y, ktora zatym jest wymierna. Jezeli zas takie-
g0 C niema, to y jest liczba niewymierna taka, ze: (I) dla
wszelkiej liczby wymiernej @, wiekszej od y, musi by¢ 10%> z
i (II) dla kazdej liczby wymiernej b, mniejszej od y, musi

I, IV] O LICZBIE € 207

byé¢ 10°<z. W takim razie, na mocy okreslenia liczby 10¥,
mamy 10¥=zx.

IV. O LiczBE e.

Mamy dowies¢, ze (H-g)% dazy do pewnej granicy,
gdy h dazy do zera. Przypusémy z poczatku, ze h przy-
biera tylko takie wartosci, przy ktérych % jest zawsze licz-
ba calkowita, ktora oznaczymy przez =, i sprébujmy do-
wies¢, ze, kiedy = rosnie, (1+%’n tez rosnie, lecz pozo-

staje mniejsze od 4.

17 2L i 1\
Otoz (l+m] >(1+;&) ’
o i 1
jezeli (1+n—+1) R
co istotnie zachodzi, jezeli
T 1 1
(1+n+1) e 2

czyli (pomnozone przez n)
n+1
n{(l+ ' —,,—,1}>1_

n+1
1
)u przez a; wskutek tego

Oznaczmy (1 o

%H)’ czyli (a"—1)(n+1)=1.
Mamy zatym dowies¢, ze
nat—1)>m+1)(a"—1).
Otéz taka nieréwnos$¢ zachodzi istotnie przy wszel-
kich wartosciach a> 1, gdyz, jak wiadomo,

a":(l-l—
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atl—1=(a—1)(a"+a14a"—24. . 4a+ 1)
i a"—1=(a-1)(a"1+a*2+._.+a+1),
wobec czego nieréwnos¢ nasza przybiera ksztalt
n(a—1)a"+n(a—1)(@1+a2+..+a+1)>
>m+1)(a—1)(a"1+a" 2+ .. +a+1),
czyli n(@—1)a">(@—1)(@1+a"2+ .. +a+1).
Po stronie prawej mamy n wyrazéw, z ktérych kaz-
dy jest mniejszy, niz (a—1)a” (przy a>1), a wiec dowied-
liSmy nieréwnosci.

—n
Dowiedzmy teraz, ze, gdy = wzrasta, (1—:’-@) ma-

leje.
Otéz (1- :—z)_" > (1 _%ﬂ)-(n-i-i) :

czyli . > : ’
Eral i

jezeli (1 —}2 <o .hnilj]"“,

czyli, gdy ot 1_?%1)"%’1,

co zn6w istotnie zachodzi, jezeli
1-(1- ) <L,

czyli -7 e,

1
)5 przez b; w takim razie br=

Oznaczmy (1 e i -

1 )
=1—n—+1, a wigc (1-5")(n+1)=1. Mamy zatym dowiesé,
ze n(1-b0") < (n+1)(1-b).
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Otéz nieréwnos¢ taka jest stuszna przy b<1. Jakoz
mamy 1—bH=(1-b)(14+b+b2+ ... + b1 1 b7)
i 1-b0t=(1-0)(14+b+b>+. . b2 b))
tak iz nieréwno$¢ przybiera ksztalt
n(1—=0)(1+b+b+ . +0" 2+ b Y +u(l-b)br<
<m+1)A-b)A+b+b2+. . +b" 24+ b1,
czyli n(l-0)b<(1-0)(1+b+b2+..+b—24p ),

Na stronie prawej mamy » wyrazow, z ktérych kazdy
jest wigkszy niz (1-b6)d", jezeli b<1, a wiec dowiedlismy
nierédwnosci.

Zwréémy teraz uwage, ze przy n=2

—2

iliy=" 1
-3 =l ==
§ - ] n 1 n 1 n
iy el B s
co jest mniejsze od 1, jezeli n>1, ze zatym
1 n 1 —n
(1+a) <(t-3) -
Stad wynika, ze, gdy zmienna % rosnie, wzrasta tez
(1+%) , lecz pozostaje mniejsze od 4, a wiec dazy do pew-

nej granicy (patrz str. 201, 202). Granice te nazywamy licz-
ba e.

Wezmy teraz przypadek ogélniejszy, kiedy h dazy

; : h . : :

do zera w taki sposob, ze - Ppozostaje dodatnie, ale nie
jest koniecznie liczba calkowita. Jezeli x jest dodatnie,
w takim razie & musi tez by¢ dodatnie i, dazac do zera,
moze przybiera¢ wszelkie wartosci dodatnie — wymierne

lub niewymierne — mniejsze od pewnej liczby. Podobne
rozumowanie mozna zastosowa¢ w przypadku, kiedy z

Love, Rach. 16zn. 14
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. ) o
jest ujemne. Oznaczmy ; brzez z. Jakiekolwiek wartosci

ulamkowe dodatnie przybiera z, istnieja zawsze dwie licz-
by calkowite kolejne takie, ze n<z<n+1, przyczym n
rosnie nieograniczenie, gdy & dazy do zera. Mamy wiec
3 L 1 n 1 ] ] n+1 7
nier6wnos = = =
ci “+z)<@+z)<ﬂ+z)
1 1

<l+-<l+-,
7

oraz 1+
n+1 z

R T

3 1 1y m+1 i
czyli —— (14— =) <—=
y 5ol ‘ntl <(1+z) BT (H"E) ;
Jezeli liczba calkowita n rosnie do nieskoriczonosci,

n+1 ( )“"‘1

- (3 - s - * . 5

oba wyrazenia, miedzy ktéremi zawiera sie (1+1—) daza
o 123

: 3 . ; : 1ye
do tej samej granicy e, a wiec granica (1—5——) jesttez licz-

z
ba e.

Przypusém i e o i j zeli
yp y wreszcie, Zze —=2z jest ujemne. Jezeli

z= -2, to Z jest dodatnie i rosnie nieograniczenie, gdy
h dazy do zera. Oté6z

1,2 1 2’ z! Z” 1 s/—1
1 ] = —_ P | e L = 2 e .
( +z) (1 z') (z’—l) z’—l(1+z'—l) 2
ostatnie wyrazenie dazy do granicy e, gdy z' rosnie nie-
ograniczenie.

Liczba e jest rowniez granica, do ktérej dazy wyrazenie
1+1+1~+}—+1—+ +1—
AR TS R
gdy liczba calkowita k rosnie nieograniczenie, przyczym sym-
bol k! oznacza iloczyn 1.2.3.4...(k—1).k. Jakkolwiek powyz-
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sze wyrazenie moze sluzy¢ do przyblizonego obliczenia liczby
e, nie odegralo ono jednak zadnej zgola roli w naszym rozu-
mowaniu, i znajomo$é¢ jego nie jest wcale potrzebna przy do-

wodzeniu, ze (l—i—%) dazy do pewnej granicy.

Co$ podobnego mozna tez spostrzec na liczbie =. Moze-
my np. dowies¢, ze pole wielokata foremnego o 2” bokach,
wpisanego w kolo, dazy do pewnej granicy, gdy liczba catko-
wita n rosnie nieograniczenie, gdyz pole to wciaz rosnie, po-
zostajac jednak mniejszym od pola kwadratu opisanego. War-
tosé liczebna granicy mozemy oznaczy¢ przez mr? (przyczym 7
oznacza promien kola), co da nam okreslenie liczby =. W na-
szym rozumowaniu nie odgrywa najmniejszej roli fakt, ze licz-
ba = jest réwniez granica, do ktérej dazy wyrazenie

| Pl B 0 s e e
411 gtgsgitgT =t 1’2k+1[’

gdy k rosnie nieograniczenie, a jednak wyrazenie to moze
shuzyé do obliczenia liczby =.
W celu obliczenia e mozna skorzysta¢ z twierdzenia
§ 54, mianowicie, ze f'(x) réwna sie zeru dla jakiejs war-
tosci «, zawartej miedzy a i b, jezeli f(x)=0, gdy z=a
i gdy x=b. Potrzebny nam tez bedzie wzor %:ef.
Wiemy, 7¢ e>1. Oznaczmy e—1 przez R;. Wezmy
funkcie fi@)=e—e—(1-a)Ry,
ktora réwna sie zeru, gdy z=0 lub gdy z=1. Wskutek te-
go f(x) musi réwnac sie zeru przy jakiejs wartosci z po-
sredniej miedzy 0 a 1. Ale f{(x)=—€*+R;, zatym R, TOW-
na sie wartosci wyrazenia ¢ dla jakiejs wartosci zmien-
nej z, zawartej miedzy 0 a 1. Widzimy, ze R > 1, a wigc e>2.
Niech bedzie R,=R;—1=¢-2,
oraz fo(x)=e—e*—(1 —x) e —(1 - x)R,.
Poniewaz f, (z)=0, gdy z=0 lub gdy z=1, wiec f,'(z)
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musi réwnac sie¢ zeru dla jakiejs wartosci z zawartej mie-
dzy 0 a 1. Ale
Y (@=—-e+ef—(1-2)e"+2(1 —2) Ry=2(1 —2) (R, — 05 €°).

A wiec R, rowna sie 0'5¢* dla jakiej$ wartosci z, za-
wartej miedzy 0 a 1.

Rzecz oczywista, ze nie jest to ta sama wartos¢ zmien-
nej z dla ktérej mieliSmy R, =¢*. Widzimy, ze R,> 0'5, po-
niewaz za$ e=2+R,, wigc e>25. Widzimy réwniez, ze
Ry<0'5e, a wiec e<2+05e, czyli e<4.

Niech bedzie teraz

R;=R,—0'5=e—-2-0°5,
oraz fy(@)=e—e"—(1-2)e*-05(1 —x)*e*—(1—z)3R,.

Oczywista rzecz, ze f,(x)=0, gdy =0 lub tez gdy-

z=1, a wiec f,/(x)=0 dla jakiej§ wartosci zmiennej z, za-
wartej miedzy 0 a 1. Ot6z

15 (@) =—e"+eo~(1 - x)e* + (1 —x)e* — 0°5(1 —x)%e® + 3(1 — )R, =

=3(1 —m)z(R3—

o3l

Stad wynika, ze Re=% dla jakiejs wartosci z, zawar-

tej miedzy 0 a 1.

Widzimy tedy, ze %<R3<6£_, zatym e>2+é—{—é, czy-
li e>8 ale zarazem 2+l ¢ czyli -e<— kad e<3
e e S 2o :
3 g Tigy SRRl S S sl AR
- 8
Wiemy tedy, ze §<e<3.
Kladac dalej R,=R 7123_2__1__1 i
e b AW
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fi@)=e—e—(1—x)es—05(1 —a:)ge“’——é(l—w)ae“’—(l —z)'R,,

widzimy, ze f,(®)=0, gdy =0 lub gdy 2=1, a wiec
f/ (®)=0 przy jakiej§ wartosci zmiennej z, zawartej mie-
dzy 0 a 1.

Otoz f4’(w):—é—(1#w)3em+4(1 —) Ry—

=4(1—x)3(R4—§<%),

zatym R4=2_><e;—><-1; dla jakiej§ wartosci =, lezacej miedzy
. 1 e -
0 a 1. Stad wynika, ze o1 <Ru<gp czyli
1

el
6>2+2+2x3+2x3x4’

1 1 PR T
ale zarazem e<2+; e 2><3 ETEL czyli TR
: 65 64
a Z&tym 2 S <ﬁ

W ten sposdb mozemy postepowac dalej, otrzymu-
jac coraz bardziej przyblizone wartosci na e. Mozemy za-
lozy¢ w ogodlnosci, ze

1 1 I T
A T TR T N T G [ T
i (1—=)* (lfa:)a
1ze fi()=e—e—(1-2z)e"——5 e o

(1 — a1
T 2x3 x4 (k1)
Poniewaz fi'z) =0, gdy =0 lub gdy z=1, wiec f'()=0
przy jakiej$ wartosci na z, zawartej miedzy 0 a 1. Otoz
znajdujemy, ze

@ — (1 — ¥ Ry.
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(1 —x)*!
2% 3 X 4o (k—1)

_kQ —a:)"—‘{Rk—

e (x)= — e+ k a’1—;»c)k—1m:

e.l‘
2x 3 x4 (k- 1)._?5}’

4 wige Ry=g——>——— Przy jakiej$ wartosci z, zawartej
miedzy 0 a 1. Stad wynika, ze
-5 1 i
= e e e - 7

A EERE R S

przy jakiej$ wartosci x, zawartej miedzy 0 a 1. W ten
sposob dochodzimy do wniosku, ze e zawiera sie miedzy
1 1 1 1 1

B i o TS
B 8% Bxdnd i avivd =0} ouge
1 1 1 3

1
i e e = 7
SR 2 P 3 +2x3x4...(k—1)+2x3x4...k’
poniewaz e <3, gdy x<1.
Widzimy, wiec, ze ¢ mozna obliczy¢ z dowolnym
przyblizeniem.

V. O MIERZENIU KOEA I O RADJANACH,

Przypomnijmy w kilku slowach, jak mierzy sie pole
kola i dlugos¢ okregu. Niech bedzie kolo o promieniu,
majacym » jedn. dlugosci. Opiszmy na kole kwadrat
i wpiszmy w nie kwadrat, jak na rys. 80. Promienie, dzie-
lace na polowy boki kwadratu wpisanego, wyznacza na
okregu kola 4 punkty, ktore wraz z 4 wierzchotkami kwa-
dratu dadza nam wierzcholki foremnego o$miokata wpi-
sanego. Pole osmiokata jest wieksze od pola kwadratu
wpisanego. Dzielac na polowy boki osmiokata, otrzyma-
my w taki sam sposéb szesnastokat foremny wpisany, kt6-

2><3><4...(k—1)+2x3><4...k
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rego pole jest wicksze od podla osmiokata. Wpisujac da-
lej wielokaty foremne, majace 2" bokéw, dostrzegamy, ze

" pola wielokatéw wciaz rosna, wraz ze wzrostem #n. Po-

niewaz jednak zaden punkt wielokata wpisanego nie mo-
ze leze¢ poza kolem, pola wiec wielokatéw pozostaja
mniejsze od pola kwadratu opisanego, czyli mniejsze od

472, zatym daza do jakiej$ granicy (por. str. 201, 202). Powia-

damy: polem kola bedziemy nazywali pole, majace tyle jed-
nostek powierzchni, ile ich ma powyzsza granica. Jest to
okreslenie pola kota.

e

\

Przypusémy, ze w dwa kola o promieniach, maja-
cych r, i r, jedn. dlugosci, wpisujemy wielokaty foremne
o 2* bokach. Oba wielokaty sa podobne; pola ich sa pro-
porcjonalne do kwadratéow odpowiednich odcinkéw, po-
prowadzonych w obu figurach, a wiec proporcjonalne do
r.2ir,?. Wobec tego pola wielokatéw mozna wyrazi¢ wzo-
rami f.r? i fur,%, w ktorych f, jest liczba zalezna od =,
lecz niezalezna od 7, ani od 7,. Gdy = rosnie nieograni-

Rys. 80.
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czenie, f» dazy do pewnej granicy, ktéra nazywamy liczba =.
Pole kola o promieniu=r jedn. dlugosci ma #r? jednostek
powierzchni.

Niech obwod wielokata wpisanego, majacego 2" bo-
kéw, ma p jedn. dlugosci; dlugosé apotemy niech bedzie
¢ jedn.; pole wielokata =05 pg jedn. powierzchni. Mozna
dowies¢, ze, gdy m rosnie nieograniczenie, ¢ dazy do gra-
nicy 7, wskutek czego p dazy do granicy=2rr. Dhigosé
okregu kola okreslamy jako granice, do ktérej dazy
obwod naszego wielokata, a wiec dlugosé okregu kola
=27r.

Whpisujac w kolo wielokat foremny o 2* bokach, dzie-
limy czes¢ plaszczyzny, zawarta wewnatrz okregu, na 27
rownych wycinkéw kolowych, okrag zas na 2” rownych tu-
kéw ; katy srodkowe, odpowiadajace tym tukom, sg wszyst-

2
kie réowne. Pole kazdego wycinka:% jedn. powierzchni,

d_lugosé kazdego huku :%:jedn. dhugosci, kazdy zas kat

=% kata prostego.

Wezmy dowolny tuk kola AB i przypusémy, ze w A
znajduje sie wierzcholek wielokata foremnego wpisanego
0 2" bokach. Jezeli, przy pewnej wartosci wykladnika =,
w B znajduje si¢ inny wierzcholek wielokata, na tuku AB
moga leze¢ inne jeszcze wierzcholki, ale moze tez nie le-

ze¢ zaden. Oba przypadki mozemy uja¢ w jeden, méwige: -

na tuku AB lezy m—1 wierzcholkéw, przyczym liczba m
albo réwna sie 1 albo jest od 1 wieksza. W takim razie

. m
powiemy, ze luk AB ma —

fa 2zr jedn. dlugosci, kat srodko-

= f-k,,.,‘—,gm_;r-.'p& - M = _
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wy odpowiadajacy mu;—-ég kata prostego, wreszcie pole

” ‘ - -
wycinka kolowego =g?:—,1w2 jedn. powierzchni.

Jezeli niema takiej wartosci mn, przy ktérej w B le-
zalby jeden z wierzcholkow wielokata, mozemy przypus-
ci¢, ze m wierzcholtkoéw (jezeli nie rachowa¢ wierzchotka
A) lezy na luku AB pomiedzy punktami A i B. Kat srod-

. . m
kowy odpowiadajacy lukowi AB zawiera sie miedzy 42—,!

a 4_m2_+”1_ katow prostych, koniec za$ luku B lezy miedzy
dwoma punktami P i @, t.j. pomiedzy koricami dwuch tu-

kéw AP i A@, ktérych dlugosci wynosza odpowiednio

%Zﬂr i m;] 2zr jednostek. Pola wycinkéw, odpowiadaja-
L S
cych lukom AP i A@, réwnaja sie odpowiednio sz

m+1
on

i xr® jedn. powierzchni.

mo, m+1
Oznaczmy 5, 1 —5;—

stanéwmy sie, jak zmieniaja sie liczby #., ., gdy wskaz-
nik % wzrasta. Kiedy » zmienia sie na n+1, liczba bokéw

odpowiednio przez z,, y. 1 za-

“ wielokata podwaja sie i powstaja nowe wierzcholtki, le-

zace na dwusiecznych katéw srodkowych, utworzonych przez
promienie, laczace srodek kola z wierzchotkami wieloka-
ta o 2» bokach. Oznaczmy te katy numerami 1, 2, 3 it.d.,
poczynajac od tego, ktorego jedno ramie przechodzi przez
A. Jezeli dwusieczna (m+ 1)-ego kata nie przecina luku AB,
w takim razie m zamienia sie na 2m, jezeli za$ przecina,
to m zamienia sie na 2m+1. Jezeli n zamienia sie na n+1

A
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(t.]. liczba bokéw wielokata zostaje podwojona), a zara-
zem m na 2m, t0 X,p,=x,, lecz
2m+1 m+1 )
Yni1="7om < gus C2¥l Yap1 <¥a.
Jezeli, przeciwnie, m zamienia sie na 2m+1 przy podwoje-
niu liczby bokow, to

2m+1 m :
Tat1 =0 > G czyh wqi>a.,
2m+2 m+1 .
lecz s 2—4;, czyli Yap1=yu.

Przy kazdym dalszym podwojeniu liczby bokéw wie-
lokata jedna z liczb z,, y. pozostaje bez zmiany, druga
za$ zmienia si¢; przyczym z, rosnie, przeciwnie zas 1,
maleje. Poniewaz jednak kat srodkowy odpowiadajacy lu-
kowi AB zawiera sie zawsze pomiedzy iz, a 4y, katow
prostych, wiec wszystkie liczby «, sa mniejsze od kazdej
liczby y,.. Poniewaz, dalej, réznica ynﬁw,,:%n moze byé
uczyniona dowolnie mala, wiec x, 1y, daza do spodlnej
granicy (por. str. 201).

Oznaczmy te granice przez 2%. Kat srodkowy, odpo-

. : : 2
wiadajacy tukowi AB, ma ?a katéw prostych; dlugosci hu-

kéow AP I AQ daza do tej samej granicy =or jedn. dlugo-
sci; pola wycinkéw, odpowiadajacych tukom AP i AQ, da-

23 tez do spélnej granicy:fﬁj—‘ jedn. powierzchni. Dhugos¢
tuku AB i pole odpowiadajacego mu wycinka okresla-
my wlasnie jako granice, o ktérych dopiero co wspo-
mnielisSmy.

Stad wynika, ze bez wzgledu na to, czy B jest, czy
nie jest wierzcholkiem wielokata, istnieje zawsze taka licz-
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ba a, ze (I) kat srodkowy, odpowiadajacy lukowi AB, ma

e katéw prostych; (II) luk AB ma ar jedn. dlugosci;

: yd : ;
(IIl) pole odpowiedniego Wycmka:%— jedn. powierzchni.
Liczba o wyraza wartos¢ kata, zmierzonego pewna

nowa jednostka miary. Te nowa jednostke nazywamy ra-

2 :
djanem. Jest to ka‘t=&— katéw prostych.

oL
VI. O GRrANICY WYRAZENIA ———.
sina

Jezeli luk kota i cieciwa majaodpowied-
nio I i y jedn. dlugos$ci, w takim razie ida‘—

zy do 1, gdy konce cieciwy
zblizaja sie do siebie nie- P
ograniczenie.

Niech N bedzie srodkiem cie- ¢
ciwy PQ (rys.81), niech promien N[ AT
przechodzacy przez N przecina ko-
lo w A, styczna za$ PT niech prze- ()
cina promien CA w punkcie T. Przy-
pusémy, ze kat ACP ma o radja- Rys. 81.
néw, promien za$ kola » jednostek
dlugosci. W takim razie cieciwa P@ ma 2rsina jednostek
dlugosci, tuk zas p@ ma 2ro tychze jednostek. Musimy

o

zatem dowies¢, ze dazy do 1, gdy o dazy do zera.

sina
Odcinek PN ma rsina jedn. dlugosci, luk PA ma ra,
odcinek PT ma rtga tychze jednostek, wskutek tego pole
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trojkata PCA ma 0572sina jedn. powierzchni, pole wy-
cinka kolowego PCA ma 0'57%a jedn., wreszcie pole troj-
kata PCT 0'57%tga jedn. pow. Mamy wiec

057r%sina <05 12 <0572 tga,
czyli sina<a<tga,

1
skad e %
sina " cos a

; o
dazy do 1, a wiec ——

Gdy « dazy do zera, COI sina '

S

ktére wciaz lezy miedzy 1 a colsa’ musi tez dazy¢ do 1.

: 4 l1—cosa
Z latwos$cig mozemy stad wywnioskowaé, ze ———— da-

3
zy do zera, gdy o dazy do zera. Jakoz

sin?a=(1—cosa) (1 +cosa),
l1—cosa sina 1 :
— si
o o 1l+cosa

Jezeli a dazy do zera, cosa dazy do 1 i 1+cosa dazy

do 2, zatym granice czynnikéw po prawej stronie tozsamosci
sa odpowiednio=1, 0'5 i 0, a wigc granica calego iloczynu=0.
Opierajac si¢ na tych dwuch granicach oraz na wzorze

zatym

nao.

sin (2. + B) =sin o cos § 4 cos a.sin §,
mozemy zrézniczkowaé sinx. Jakoz mamy
sin (x+h)=sinz.cos h+cosx.sinh,
sin(z+h)—sinz _sin hcosz— (1 —cos k) sinz
h h
Sink—sin:c il —(;osh ;
2

Gdy & dazy do zera, prawa strona réwnosci dazy do
granicy =cos x.
Tak samo, wychodzac ze wzoru

cos (x+A)=cos x.cosh—sinx.sin k,

skad

=COos X
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cos(z+h)—cosx  sinz sin &+ cos z (1 —cosh)=
mamy A = 3
. _sink 1—cosh
= AR e08 B
Jezeli b dazy do zera, prawa strona réwnosci dazy do grani-

cy= —sinz. ; ) : =

Powyzsze rozumowanie wydaje sig krotszym od‘uzy ego
w rozdziale VII, ale wymaga ustalenia wzoréw na sin (ot;i—ﬁ)
oraz cos (o.+fB) dla wszelkich wartosci o 1 ?.—tfi_odatmch i ujem-
nych —jak to czynia podreczniki trygonometrji. Me:toda ; uzyta
w rozdz. VII, dowodzi, ze mozna zrézniczkowaé sinx 1 cosx,
nie postugujac sie temi wzorami.



SPIS RZECZY ABECADLOWY.

(Liczby wskazujq stromice)

Bezwladnosci ramig 190 i n.
Blad, patrz Przyblizenia.

Catka 71, nieokreslona 79, okreslo-
na 79, 1701 d.

Calkowanie 63 i d.; metody calko-
wania 71 i n., 138—155. C. przez
czesci 144 i d. C. przyblizone 171
id.

Chemja, zastosowania do ch. 104 in.

Ciag 200.

Ciezar ciala 180.

Ciezkosci sila, przyspieszenie gra-
witacyjne 90. Ruch ciala rzucone-
go, pod dziataniem sily ciezkosci
91. Srodek cigzkosci 150.

Cisnienia srodek 187,

Cisnienie calkowite 185.

Cosinus 112

Cukier trzcinowy, predkosé inwer-
sji 104,

Delta 20.
Dostawa 112.
Dowolna stala 69.

Drganie zanikajace 132,
Druga pochodna 38 i n.

Elektrycznosé, zastosowania do el.
106id.,133in.

Funkcja 19, linjowa 31, wykladni-
cza 99—102, wymierna 31, 37.
Funkcje trygonometryczne 112 —

125, ich funkcje odwrotne 148 —
150.
Fuikeji rozniczkowanie 33 i n.
Funkcji wykladniczej granica 98,
2071 d.

- Funkcji wymiernej calkowanie 31.

Granica 13, 25, 195—203.
Granice funkcji trygonometrycz-
nych 219 in.

Hiperbola 49.
Iloczynu rézniczkowanie 29, 52 (ilu-

stracja wykreslna). Granica ilo-
czynu 199.
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Jednorodnosé 181.

Kolaluk 120, 216, mierzenie 214 i n. .
pole 65, 214 i n., rownanie 44.

Kolo krzywizny 163.

Krzywizna 161 i d., jej promien 163.

Kuli objetosé 84, powierzchnia 166
in.

Kwadranty 5.

Liczby niewymierne i wymierne
204.

Linja odleglosci 8.

Linji predkosci wykres 41.

Logarytmy 9499, 2031 d.

Euk krzywej 120 i n., 158, 177.

Maxima i Minima 54—60, przykla-
dy 59 i n., 126.

Mellor J. W. 104.

Mierzenie 63, 67, 81, 84, 165,2141id.

Moment bezwtadnosei 189 i d., sity
180.

Normalna do krzywej 48,

Objetosei bryl 84 i a3 177,

Obliczenie = 173; obl. e 173 j LS
211 i d.

Obrot 110 i n., 189,

Odcigta 5.

Opér wzgledem ruchu 106, 130 i n.

Osie spélrzednych 2.

Ostroslupa objetosé 87, srodek
ciezkosei 183.

Parabola 11, 45, jako tor porusza-

jacego sie punktu 93, przecho-
dzaca przez trzy punkty 45, 49,
79, 172. Pole ograniczone para-
bolg 76, 80.

Paraboli krzywizna 164, dlugosé
tuku 161.

Pochodna 21, druga poch. 38 i d.

Poczatek spolrzednych 3.

Pole figury plaskiej 81, 176 i n;
powierzchni obrotowej 164 i d.
178; powierzchni ograniczonej
krzywa 65, 77, 170.

Polkola srodek ciezkosci 184, sro-
dek cisnienia 189,

Poétkuli srodek ciezkosei 181 i n.

Predkosé¢ katowa 112, 189,

Predkodé poruszajgcego sie ciala
23; pr. zmiany 23,

Predkosé srednia 7, 8, 13, 221 n.

Promien krzywizny 163.

Prostej réwnanie 45 i n., 194,

Prostokata ramie bezwladnosei 191 :
Srodek cisnienia 188.

Prostopadlosci warunki 46 i n.

Przyblizenia 50—54,102in.,125 in.,
151, 171.

Przyspieszenie 40, 90.

Radjan 110, 219.

Ramie bezwladnosei 190 i n.

Rozszerzalnosci spélezynnik 53.

Réwnania, liczba pierwiastkow 62.

Réwnania trzeciego stopnia przy-
blizone rozwigzanie 16.

Rownanie krzywej 44 in., prostej
45 in. 194

Rézniczkowania reguly 27 i d.,
33 i d.

SPIS RZECZY ABECADLOWY 225

Rézniczkowanie 15, R, iloczynu 29,
ilorazu 36, sumy 28,

Ruch ciala Przyczepionego do spre-
zyny 128—133.

Ruch harmoniczny (drgajacy) pro-
sty 128. Drganie zanikajace 132,

Ruch jednostajny 7.

Ruch wahadtowy 127--134.

Rzedna 5.

Sieczna gieometryczna 14, sieczna
trygonometryczna 117.

Sigma 176.

Sinus 112.

Spadajace cialo 10, 90, 107.

Spélrzedne 4.

Stozka objgtosé 85, powierzchnia
165.

Styczna gieometryczna 14,23, 47 in.
(réwnanie i wzniesienie), 160;
styczna irygonometryczna 117,
160. Funkeja odwrotna 149,

Sumy catkowanie 72, granica 198
i n., rézniczkowanie 28. (Calka
okreslona jako granica sumy
173—1786.

Tablica poteg liczby dziesieé 95.
Tablice funkcji wykladniezej 100,

Love, Rach. ré#n.

T. ilustrujace granice funkcji
wyktadn 97in. T. stycznych 120,
wstaw 115,

Thomson J. J. 106.

Trapezu pole 64.

Tréjkata pole 63, 83, srodek ciez-
kosci 184, srodek cisnienia 188

Ujemne liczby, ich wykres 4.
Utamki proste 139,

Wartosé posrednia, twierdzenie 60
id.

Wklestoseé, wypuklosé 42,

Wstawa 112, funkcja odwrotna 148,

Wykladniki 32, 203 i n.

Wykres 7. Cwiczenia na wykresy
16 i d.

Wykresy poszczegélnych funkeji 6,
11, 95, 100, 115 i n., 118 i n,
148 i n,

Waniesienie 9, 14, 22, 160; jego
znak 9, 54, 56, 69, ;

Wzor redukcyjny 146,

Wzér Simpsona 172 i n.

Zasadnicze wzory calek 72, 192,
Zmiennych zmiany 34, 73—75.
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DARWINIZM

A WIEDZA WSPOLCZESNA

R. 1.80, w oprawie R. 2.55

TRESC:

L. KErzywicki Slowo wstepne o wplywie George Darwin. Geneza gwiazd po-
darwinizmu na nasz §wiatopoglad io na- dwdéjnych.
stroju umystowym, jaki darwinizm wy- C. Bouglé. Darwinizm a socyologia.
tworzyl. J. B. Bury. Darwinizm a historya.

H Hoffding Wplyw pojecia ewolucyi P. Giles. Ewolucya a jezykoznawstwo.
na filozofig wspélczesna. J.F. Harrison Wplyw darwinizmu na

W. C.D. Whetham-Ewolueya materyi. badania w zakresie religii.

J6zef Nusbaum. Rozwéj Swiata Zwierzecego.
T. I. Embryologia Ogdlna. Zarys dziejowy. Plciowosé. Dzie-

e, o LT | S P e I

w opr. ploc. R. 480, w polsk. . . . R. 520

— Idea ewolucyl w biologii. Przesztos¢, stan obecny i wplyw
na rozwoj wiedzy ludzkiej A o R L

w opra\\ ie . R. 650

W. Bolsche. O pochodzeniu ezlowieka. Wydanie trzecie, poprawione
i znacznie powiekszone. Przeklad Dr. Z. Szymanow skiego R.—.50

— Milos$é w przyrodzie. Ser. II. Przekl. Dr. Z. Szymanowskiego R. 2.50

Harald Hoffding. Psychologja w zarysie na podstawie do§wiadcze-
nia. Przeklad Adama Mahrburga z czwartego wydania niemiec-
kiego wedlug wielostronnie zmienionego piatego wydania dunskie-

EMOENEINAI = v i oo Pl L e L R R oy
opr. w péiskérek . R. 420
A. Zieleniezyk. Drogi i bezdrozatilozofji . . . . . . R. 180

W DRUKU I NA UKONCZENIU:

Dr. J6zet Nusbaum. Rozwéj §wiata zwierzecego.

Tom II. Embryologia ogélna. Rozwé; osobnikowy. Mechanika rozwojowa.
Rozmnazanie bezplciowe.

— Tom III, Rozwdj rodowy $wiala zwierzecego.
R. Eucken. Poglady zyciowe wielkich myS$lieieli. Przeklad Dr Adama
Zielenczyka z dziéwiatego wydania oryginatu.



S. NEWCOMB

ASTRONOMIA

DLA WSZYSTKICH

Przetozyl z angielskiego R. MERECKI
R. 250, w kartonie R. 2.65, w ozdobnej oprawie ptéc. R. 320

-Ksigzka ta.. jest istotnie .dla wszystkich*. Czyta¢ ja moze z najwyzszym.zain-
teresowaniem i z prawdziwym pozytkiem (o ile wolno mi sadzié po sobie) zaréwne
czlowiek dorosly, ktéry mial nawet sposobnosé czestego spotykania sig z tym lub owym
dzialem astronomji, jak mlodziez... Ksiazka howien... odznacsa si¢ zaréwno m'ezwy{Ig
jas;m_sc_ig ‘wykladu. Jak gorgca mifodeia kazdego dzialu rozleglej tej dziedziny za-
gadnien...

Ludwik Silberstein (Przeglad Techniczny, 15. I 1912 i Nowe Tory, kwieeief 1912).

».-Autor, nietylko wybilny teoretyk, ale wytworny stylista i wytrawny pedagog,
umial ujaé w forme bardzo popularng, a zarazem $cile naukows zarys spélczesnej na-
uki o niebie, nie odrzucajac nawet jej najnowszych zdobyczy. W naszej ubogiej litera-
turze naukowo-pedagogicznej ksiazka S. Newcomba niewqtpﬂwie wypeinia luke, ktora
sig oddawna dawala odczuwaé, zwlaszeza nauczyecielom kosmograf)i, ktorzy nie mieli
do swego rozporzadzenia dziel. dajaeych im materjal wykladowy w formie opisowej.
a zarazem S$cistej...* Jan Krassowski (Wektor, kwiecien 1912),

.

TH. H. HUXLEY

ZASADY FIZJOLOGIJI

W OPRACOWANIU DR. I. ROZENTHALA
Przeklad Dr. Adama Landego. 105 rycin w tek$cie
R. 3.20, w oprawie piiciennej R. 3.80, w potskorek R: 420

»T. H. Huxley.., oprécz prac SciSle naukowych, pisal dzieta przeznaczone dla
szerszych mas myslacego ogoétu, a pisal je po mistrzowsku. Mistrzostwo to polegalo na
umiejetnosei opowiadania o rzeczach najbardziej ztozonych i trudnych w sposéb jasny,
przejrzysty, stylem prostym, ale jedrnym. na umiejetnosei odréznienia tege, co istotnie
Jest wielkiej wagi, od tego, co ma mniejsze lub zgota drugorzedne znaczenie dla ogar-
nigcia calosci danej nauki.. Te wszystkie wielkie zalety majastynne Za-
sady fizyologii.* Przeklad polski jest bardzo poprawny, a wydanie wprost wy-
kwintne; ..doskonaly dobér licznych rysunkdw,.. Dzieto Huxley’a polecam najgorecej
naszej studyujacej mlodziezy, nauczycielom, przyrodnikom i lekarzom.,

Prof. Dr. Jozef Eusbaum (Kosmos, Zesz. I—I1I 1912).

»--Jest to ksigzka popularna w najlepszym znaczeniu wyrazu
i w tym zakresie najlepsza moze w literaturze europejskiej. Autor nie Przypuszcza u czy-
telnika Zadnego przygotowania specjalnego, z wyjatkiem najelementarniejszych zasad
fizyki i chemji, wszystkie za§ wiadomosei przygotowawecze podaje
Wswoim wykladzie... ksigzka zaleca si¢ przedéwszystkim ukladem w y-
sokiej wartoseci pedagogiczne;j..
W. Jezierski (Nowe Tory, marzec 1912).
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