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WSTEP

Badanie wicloécianéw umiarowych, jako utworéw prze-
strzennych, wyrdzniajacych sie najdoskonalsza symetria
i harmonia budowy, pociagalo umysly wielu wybitnych
matematykéw, astronoméw i filozofow juz od zamierz-
chlej przeszloéci. Z historia tych badan wiaza si¢ nie tylko
rozmaite wazne dzialy matematyki, lecz takie pewne fan-
tastyczne, niczym nie uzasadnione pomysty, rzucajace cie-
kawe &wiatlo na historie kultury rozmaitych epok.

Poniewaz nauka o wielo§cianach umiarowych nie mie-
4ci sie w dzisiejszach programach naszych szkél $rednich,
przeto uwazamy za 1zecz pozyteczng uzupelnienie tej
luki za pomoca niniejszego tomiku Biblioteczki Matema-
tycznej.

Do zrozumienia definicji i wlasnogci wielodcianéw umia-
rowych niezbedna jest znajomosé definicji i wlasnodci wie-
lobokéw umiarowych i katéw brylowych umiarowych, totez
zajmiemy si¢ najpierw omdéwieniem tych prostszych utwo-
réw geometrycznych.
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CZESC 1
OGOLNE WIADOMOSCI O WIELOBOKACH
i WIELOSCIANACH

§ 1. Wieloboki a w szczegblnosci wieloboki umiarowe

Wielobokiem lub wielokatem plaskim nazywamy linie
lamang zamknieta, laczaca kolejno m réznych punktéw‘Al,
o . Peaging. Y lezacych na plaszczyZnie.! Poszczegolne od-
cinki tej famanej nazywamy bokami wieloboku, a ich konce
jego wierzchotkami. Wielobok nazywamy zwyczajnym, je-
zeli boki nie nalezace do tego samego wierzchotka, czyli
boki nie sasiadujace z soba, nie maja zadnego punktu
wspélnego, jak na rys. 1. Wielobok, w ktérym przynaj-
mniej dwa boki nie nalezace do tego samego wierzchotka
maja punkt wspélny, nazywamy wielobokiem zwigzanym lub
gwiatdzistym ; tak np. linie tamana ABCDEFA na rys. 2
uwazamy za jeden wielobok gwiazdzisty. Punktow, w kto-
rych sie przecinaja nie sasiadujace boki, nie zaliczamy do
wierzcholkéw, lecz nazywamy je punktami wielokrotnymi ;
na rys. 2 wystepuja np. punkty podwdjne (nie oznaczone
literami na tym rysunku). Wielobok zwyczajny dzieli pla-
szczyzne na dwie czesci: jedna skonczona, zwana wnes

1 Oméwienie rozmaitych wlasnoéei  wielobokéw znajdzie czytelnik
w 2 tomiku Biblioteczki Matematycznej pt. O wielobokach (S. Strasze-
wicz).
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trzem wieloboku, druga za$ nieskonczona, zewnetrzng. Wi
lobok zwiazany nie daje takiego podziahu. e
Kaz_da para sasiednich bokéw wieloboku tworzy dwa
kqty‘: ]e’den wypukly, tj. mniejszy od kata pélpelnego
firugl 7as wklesty, tj. wigkszy od kata péipetnego Jasnt;
je§t, ktore z tych katéw nalezy uwazaé za katy wew-ne;tnzne
wle}oboku, jezeli mamy do czynienia z wielobokiem zwy-
~€zajnym: s3 to mianowicie katy, ktérych czeéci p(’)lwlz-

F

Rys. 1. Rys. 2.

zace w otoczeniu wierzcholka naleza do wnetrza wielo-
boku. Okreélenie katéw wieloboku zwiazanego zaleiy od
tego, k'té?’y kierunek obrotu na plaszczyZnie uwazamy za
dodatni, i w jakim porzadku przebiegamy wierzcholki wie-
lt:_)boku. Jezeli np. ustalimy, ze obrét dodatni jest prze-
ciwny do ruchu wskazéwki zegarowej, to za kat wielo-
b()klll przy danym wierzcholtku uwazamy ten kat, o ktér
musi si¢ obrécié¢ w kierunku dodatnim nastepny ,bok ab§
padl' na promief nalezacy do poprzedniego boku; na ;'ys 2
(boki nastepuja po sobie w porzadku 4B, BO,C"D D;E‘
EFFA) zakreslono te katy strzalkami. Gdyl;yé111;r zasj;
przyjeli za dodatni obrét zgodny z ruchem wskazéwki
zegara, to za katy tego samego wieloboku nalezaloby uwa-
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zaé katy uzupélﬁiéjqce wszystkie katy poprzednio obrane
do katéw pelnych.

‘Dawniej uwazano za wieloboki tylko wieloboki zwy-
czajne, a wielobok gwiaZdzisty uwazano za zespot wielo-
bokéw zwyczajnych. Tak np. utwor przedstawiony na
rys. 2 uwazano za zespol czterech tréjkatéw. Laczylo sie
to z tjrm, 7e za wielobok uwazano nie lini¢ lamana, lecz
czesé plaszczyzny zamknieta ta linig.

Wieloboki dzielimy wedlug liczby bokéw na trojkaty,
czworoboki, piecioboki, 6-boki, og6lnie n-boki.

Wielobok zwyczajny lub gwiaidzisty, kidrego wszystkie
boki © katy sq sobie réwne, nazywamy wielobokiem umia-
rowym. Istnieje nieskoniczenie wiele gatunkéw wielo-

ADQOOQ,

a)

Rys. 3.

bokéw umiarowych i to zaréwno zwyczajnych jak i gwia-
#dzistych. I tak istnieje n-bok zwyczajny umiarowy, dla
kazdej liczby naturalnej n nie mniejszej od 3, a wiec ist-
nieje tréjkat umiarowy zwany réwnobocznym, 4-bok umia-
rowy zwany kwadratem, b-bok, 6-bok, T-bok itd. umia-
rowy zwyczajny (rys. 3).

Istnieja wieloboki umiarowe gwiazdziste dla n =5, 7, 8
i dla wszystkich wiekszych n, natomiast nie ma gwiazdzi-
stych umiarowych wielobokéw dla n = 3, 4, 6. Wieloboki
umiarowe gwiazdziste otrzymujemy 2z wielobokéw umia-
rowych zwyczajnych laczac z soba nie sasiadujace wierz-
cholki za pomoca linii famanej, ztozonej z odpowiednich
przekatnych. Mozna je takze otrzymaé przez przediuza-



nie nie s@siednich bokéw az do przeciécia sie. Tak np.
z pigcioboku umiarowego zwyczajnego (rys. 4) A, 4, 4,4
A, 45 otrzymujemy pieciobok umiarowy gwiazdzisty laczac
za pomocy przekatnych co drugi wierzcholek, tj. pierw-
szy A4, z trzecim A, trzeci A, z piatym 4y, piaty A,
z drugim A4, itd. Mamy wicc dwa rodzaje 5-bokéw umia-
rowych: zwyczajny, czyli rodzaju 1 i gwiazdzisty, rodzaju
2. Z 7-boku umiarowego zwyczajnego (rys. 5) otrzymujemy

A, A, A,
A, A, Ag A, E D
Ay <M
A A F
7 Aa 7 A, R . O
A, A, a) A 3 b) A, Aq A B
Rys. 4. Rys. 5. Rys. 6.

dwa réine 7-boki umiarowe gwiazdziste: jeden laczac prze-
katnemi co drugi wierzcholek (rys. 5a), drugi za$ laczac
co trzeci wierzcholek (rys. 5b). Mamy wiec 3 rodzaje 7-bo-
kéw umiarowych. Figura otrzymana w podobny sposéb
z 6-boku umiarowego zwyczajnego (rys.6) nie jest wielo-
bokiem wedlug podanej powyzej definicji. Mozemy ja
uwaza¢ albo za zespél dwdch tréjkatéw réwnobocznych
ACE i BDF, albo tez za jedna lini¢ lamana zamknietg,
lecz nieumiarowa, np. MESFRAPBOCNDMSRPONM,
w ktérej wszystkie boki sa réwne, lecz nie wszystkie katy
(np. <C NDM = 60° < OND = 240°, <c ONM — 1209).

U'z'mga. Udowodniono, e dla kazdego n istnieje tyle réznych
rodzajow n-bokéw umiarowych gwiazdzistych, ile jest liczb pierw-
szych wzgledem n w zbiorze liczb naturalnych, nie przekracza-
n—1 . n—1 T—1

3 Tak np. dla n =7 jest 3 =T73;

jacych
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w zbiorze liczb naturalnych 1, 2, 3 sa dwie liczby pierwsze wzgle-
dem 7 a mianowicie liczby 2 i 3, wobec czego istnieja tylko dwe
rodzaje T-bokow umiarowych gwiaidzistych, a zatem ogolem
; : : =
mamy 3 rodzaje T-bokéw umiarowych. Dla n = 8 jest = g

8—1
2
wzgledem 8, a mianowicie 3, wobec czego istnieje tylko jeden
8-bok umiarowy gwiazdzisty. Podobnie okazuje sig, ze ist-
nieja dwa 9-boki, jeden 10-bok, cztery 11-boki umiarowe gwia-
zdziste itd.

Dowdd tego twierdzenia zawierajacego tak interesujace za-
stosowanie teorii liczb do geometrii podal Poinsot w r. 1810,
w pracy pt. Mémoire sur les polygones et les polyédres. Prace
te wraz z pracami kilku innych autoréw dotyczacymi wielodcia-
now umiarowych gwiaZdzistych przeloiyl na jezyk niemiecki
R. Haussner i oglosit drukiem w znanym wydawnictwie:
Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften (nr 151). Dowdd
ten mozna znalezé takze w obszernym dziele M. Briicknera
pt. Vielecke und Vielflache. Theorie wund Geschichte. (Lipsk,
1900 r.). Tam tez znajdzie czytelnik dokladng definicje pojecia:
rodzaj wieloboku (str. 4 i nast.). :

— 3%; w zbiorze liczb 1, 2, 3 tylko jedna jest pierwsza

W dalszych naszych rozwazaniach bedziemy mieli do
czynienia tylko z czterema spoéréd wielobokéw umiaro-
wych, a mianowicie z tréjkatem réwnobocznym, z kwa-
dratem, z 5-bokiem umiarowym zwyczajnym i gwiazdzi-
stym. Zajmiemy si¢ tu tylko konstrukeja i wilasnosciami
5-bokéw, poniewaz wlasnodci tréjkata réwnobocznego i kwa-
dratu sa dobrze znane z elementarnej nauki geometrii.
Latwo jest zbudowaé 5-bok umiarowy wykreslajac przy
pomocy katomierza kat 108°. Mozna jednak wykonaé te
konstrukcje takze bez katomierza, przy pomocy tylko
lineatu i cyrkla, tj. stosujac konstrukcje platosiskq. Oprzemy
si¢ ‘w tym celu na stosunku, ktéry zachodzi miedzy prze-
katng 5-boku umiarowego a jego bokiem. Zbadajmy naj-
pierw stosunek podzialu jednej przekatnej 5-boku umia-
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rowego przez druga, np. przekatnej AC przez przekatna
BE (rys. 7). Tréjkaty ABC i BSA sa do siebie podobne,

Rys. 7.

bowiem <r CAB = X ABS = 36°i <t ACB = & BAS = 36".
Stad wynika proporcja:
AC : BA = BC: SA.

Poniewaz < CSB = < OBS = 72°, przeto BC = SC,

a zatem takzie BA = SC a wiec:
AC:8C = SC: 84.

Odcinek AC jest wiec tak podzielony pu1.1ktem _S,.ze
caly odcinek AC ma si¢ tak do wieksze] swe] czescl, jak
ta wicksza czeé¢ do mniejszej. Taki podzial nazywamy
podziatem zlotym. Poniewaz SC = AB, przet.o 40 : SC" =
— AC: AB, a wiec stosunek AC : AB jest takze stosunkiem
zlotego podziatu. _

Dowiedliémy zatem, ze pomigdzy przekatng 5-boku wmia-
rowego a jego bokiem zachodzi stosunek podziatu zlotego.

11

Whniosek. Wykredlmy o$ symetrii 4G piecioboku umia-

rowego. Poniewaz EBJ/DC, wiec FG: AF — SC: A4S, a za-

tem przekatna EB dzieli odcinek AG osi symetrii takze

- wedlug zlotego podziatu.

Uwaga. Stosunkiem zlotego podzialu zajmowano sie bardzo
wiele i to nie tylko w geometrii. Okazalo sie, 7e taki wladnie sto-
sunek podzialu odpowiada najbardziej upodobaniom czlowieka.
Tak np. stwierdzono, e w klasycznej architekturze greckiej,
pomigdzy wymiarami dtugosci i szerokodci rozmaitych budynkéw
zachodzi z wielkim przyblizeniem stosunek zlotego podziatu.

Opierajac si¢ na udowodnionym twierdzeniu, mozna
zar6wno obliczyé dlugo$¢ przekatnej 5-boku umiarowego,
znajac dlugos¢ boku, jak tez zbudowaé przekatna przy
pomocy konstrukcji platonskiej znajac bok. I tak ozna-
czajac dtugo$é przekatnej litera z, a dlugoéé boku litera a,
mamy proporcje:

z:ie=a:(z—a)

2

a stad: — ar = a? (7)

X£
ot i)l rm

Ujemna warto$¢ pierwiastka nie odpowiada warunkom
zadania, albowiem takze z ma wtedy warto$¢ ujemna.
Na podstawie tego wzoru otrzymamy konstrukcyjnie =z

budujac tréjkat prostokatny o przyprostokatnych a i g-

(rys. 7). Przeciwprostokatna PM ma dtugoéé V(3 a)? + a2;
odcinamy MC = MP na przedtuzeniu odcinka 4M = la,
to AC=4a+ YEa)? + a® =2 Stad wynika nastepu-
jaca konstrukcja 5-boku umiarowego o danym boku: na
znalezionej przekatnej AC, jako na podstawie, budujemy
trojkat réwnoramienny o ramionach 4B = CB —a: z pun-
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ktu B jako ze $rodka zakreélamy tuk kola o promieniu
AC, a z punktéw 4 i C, jako ze $rodkéw, tuki két promie-
niem réwnym @; otrzymamy w ten sposéb dwa pozostale
wierzchotki E i D zwyczajnego umiarowego 5-boku.
Chcac zbudowaé 5-bok umiarowy gwiazdzisty o da-
nym boku x, (ktéry jest przekatna zwyczajnego 5-boku),
uwazamy w danym réwnaniu (r) za niewiadoma a, a za
dang wielkoéé . Obliczamy @ i znajdujemy konstrukcyjnie
to @ przy pomocy odpowiedniego tréjkata prostokatnego.
Budujemy tréjkat réwnoramienny ADC z elementéw g,
z, z, a pozostale wierzchotki B i E znajdujemy wykresla-

jac na podstawach AC i AD tréjkaty réwnoramienne o ra-

mionach réwnych DC.

Uwaga. Z ta przedziwna harmonia budowy 5-boku umiaro-
wego gwiazdzistego wiaze si¢ niewatpliwie uzywanie piecio-
katnej gwiazdy jako mistycznego symbolu w rozmaitych epo-
kach. Tak np. pitagorejczycy uwazali te¢ figure za symbol
zdrowia, wypisywali na jej wierzcholkach litery greckiego stowa:
dylea (higiea, tj. zdrowie) i postugiwali si¢ nia, jako umowio-
nym znakiem porozumiewawczym.

Nauka o wielobokach umiarowych pozostaje w najscislejszym
zwiazku z algebra wyisza, a mianowicie z nauka o zupelnym
rozwiazaniu réownan postaci: «* = e.

§ 2. Katy brylowe a w szczeg6lnoSci katy brylowe
umiarowe

Wezmy pod uwage punkt S, nie lezacy na plaszczyZnie
danego wieloboku zwyczajnego lub gwiaZdzistego; wy-
kre§imy z punktu S promienie, przechodzace przez wierz-
cholki tego wieloboku a nastepnie przez kazda pare pro-
mieni sasiednich, tj. laczacych S z sasiednimi wierzchol-
kami wieloboku, przesufimy czes¢ plaszczyzny, zawarta
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miedzy tymi promieniami. Utwér geometryczny zlozony
z tych czeSci plaszczyzn nazywamy kglem brylowym. Punkt
S nazywamy jego narozem lub wierzcholkiem, promienie,
laczace S z wierzcholkami wieloboku, nazywamy jego kra-
wedziomi a czeSci plaszezyzn, zawarte miedzy sasiednimi
krawedziami, nazywamy scianami kata brytowego. (Nie-
ktérzy uzywaja nazwy ,,naroze” zamiast ,kat brylowy®).
Od kazdej $ciany kata brylowego mozna przejé¢ do kazdej
innej, posuwajac si¢ po jego S$cianach i przechodzac od
jednej $ciany do nastepnej tylko przez
krawedz w dowolnym jej punkcie réz-
nym od naroza. Wobec tego, np. ze-

spolu dwéch katéw brylowych, ktére
nie maja zadnego punktu wspdlnego
précz naroza, nie uwazamy za jeden
kat brylowy. Takie utwoér geome- \/

tryczny otrzymany przez polaczenie

wszystkich punktéw figury zlozonej

z dwéch krzyzujacych sie trdjkatow R 8

(jak na rys. 8), z jednym punktem _

S, lezacym poza plaszczyzna tej figury, nie jest katem bry-
lowym, lecz zespolem dwéch przenikajacych sie katow
brytowych. Wedlug liczby krawedzi rozrézniamy katy
brytowe 3-Scienne, 4-écienne, 5-§cienne itd. ogélnie n-Scienne.
W kacie brylowym wystepuja dwa rodzaje katéow: kgty
plaskie kata brylowego, zawarte miedzy sasiednimi kra-
wedziami 1 kgty dwuscienne kata brylowego, zawarte mie-
dzy sasiednimi $cianami, tj. $cianami o wspélnej krawe-
dzi. Dwa katy brylowe, ktérych wszystkie katy plaskie
i dwuscienne mozna tak uporzadkowaé, ze sa réwne pa-
rami i nastepuja po sobie kolejno w tym samym zwrocie,
nazywamy przystajacymi. Badanie przystawania dowolnych
katéw brytowych sprowadza si¢ do badania przystawania
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katéw brylowych tréjsciennych. Udowadnia sie, ze do przy-
stawania tréjSciennych katéw brylowych stosuja sig po-
dobne przypadki przystawania jak do tréjkatéw; tak np.
dwa katy brylowe tréjscienne sq przystajace do siebie, jesli
dwa katy plaskie i zawarty miedzy ich eianami kat dwuscienny
jednego kata brylowego trdjécienmego, sq réwne odpowiednim
elementom drugiego; podobnie wystarczy poréwnaé dwa
katy dwuscienne i kat plaski, zawarty miedzy ich krawe-
dziami lub trzy katy plaskie czy tez trzy katy dwuécienne.

Kat brylowy nazywamy zwyczajnym, jezeli zadne dwie
nie sasiadujace z soba $ciany (tj. Sciany nie nalezace do
wspolnej krawedzi) nie przecinaja sie. Najprostszymi wéréd

katéw brylowych zwyczajnych sa takie, ktére leza calko-

wicie po jednej stronie kazdej ze swych $cian; nazywamy
je katami brylowymi wypuklymi. Kat brylowy, w ktérym
przynajmniej dwie nie sgsiadujace z soba $ciany przeci-
naja si¢, nazywamy katem brylowym zwigzanym lub gwia-
idzistym. .

Kqt brylowy, kidrego wszystkie katy plaskie © wszysthie
katy dwuscienne sq sobie rowne, nazywamy katem brylowym
UMIAT OWY M.

Istnieje nieskonczenie wiele réznych pod wzgledem po-
staci katéw brylowych umiarowych i to zaréwno zwyczaj-
nych jak i gwiazdzistych. I tak przy pomocy kazdego
wieloboku umiarowego mozna zbudowaé nieskonczonag gro-
made katéw brylowych umiarowych. Trzeba w tym celu
obra¢ dowolny punkt na prostopadtej do plaszczyzny
wieloboku, przechodzacej przez jego $rodek, i polaczy¢ go
za pomoca promieni z wszystkimi punktami obwodu wie-
loboku. Wykazemy, ze otrzymany w ten sposéb kat bry-
towy jest umiarowy. Otéz réwnoséé katéw plaskich (rys. 9)
wynika z przystawania tréjkatéw: SAB =~ SBC =~ SCD =. ..
Chcac zas wykazaé, Ze katy dwuécienne, np. lezace przy

T et e

T
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krawedziach SB i SD, s sobie réwne, wykre§lamy przez
dowolny punkt B’ krawedzi SB proste B'4A’' | SBi B'C’' | SB,
nastepnie z punktu C’ prosta C'D']1S8D a w koncu
D'E’ | SD. Miarami badanych katéw dwuéciennych sa katy
< A'B'C' i £ E'D'C’. Réwnosé¢ tych katéw wynika z przy-
stawania 4'B'C" = E'D'C’, tego za$ przystawania dowodzi
sie¢ biorac pod uwage kolejno: SA’B'|= SB'C' = SC'D’' =~
=~ SE'D’', ABC =~ EDC, SAC = SEC i A'SC’' =~ E'SC".

Obierajac punkt S
w rozmaitych odleglo-
$ciach od O, otrzymu-
jemy rozmaite ka-
ty brylowe umiarowe,
ktére réznia sie za-
réwno pod wzgledem
wielkosci katéw pla-
skich jak i katéw dwu-
$ciennych. Biorac za
podstawe konstrukeji
wielobok  umiarowy
gwiaZdzisty otrzymu-
jemy katy brylowe
gwiazdziste. Rozrdz-
niamy tu podobnie jak
przy wielobokach rozmaite rodzaje katéw brylowych umia-
rowych. Tak np. istnieja dwa i tylko dwa rodzaje katéw
brytowych umiarowych 5-$ciennych.

W kazdym kacie brylowym umiarowym mozna otrzy-
maé, jako jego przekr6j odpowiednia plaszczyzna, wielo-
bok umiarowy. Wystarczy w tym celu odcia¢ na wszyst-
kich krawedziach od wierzcholka réwne odcinki 1 pola-
czyé ze soba ich konce. Prosta laczaca wierzcholek S
z $rodkiem O takiego wieloboku nazywamy osig kata bry-

Ryc. 9.
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towego. Jezeli obrécimy kat brytowy kolo tej osi o kat
<L AOB=aqa, to wszystkie katy plaskie i dwuscienne kata
brylowego w nowym polozeniu nakryja si¢ z katami pla-
skimi i dwuéciennymi pierwotnego. Tak samo ma si¢ rzecz
przy obrocie o kat 2. <t A40B, 3. <t AOB itd. Mozna wy-
konaé tyle takich réznych od siebie obrotéw (o katy 0,
@, 2a, ... mniejsze od 360°) sprowadzajacych kat bry-

lowy do nakrycia sie z pierwotnym polozeniem, ile Scian

ma kat brylowy. -

§ 3. Wielosciany

Dawniej pojmowano wielocian jako bryle ograniczong
skoficzona liczba plaskich §cian. W mnowszych czasach
uwaza sie za wieloScian figure utworzona w pewien Spo-
séb z wielobokéw, nie troszczac sie o to, czy powierz-
chnia zlozona z powierzchni tych wielobokéw ogranicza
jaka$ czeéé przestrzeni, czy tez nie. W naszych rozwazaniach
przyjmiemy nastepujaca definicje wieloScianu: wie-
lodcianem nazywamy zbidr skoriczonej liczby wielobokdw tak
ulozonych w przestrzeni, ze kaidy bok kazdego wieloboku jest
wspdlny dwom i tylko dwom wielobokom, kazdg zas pare wie-
lobokéw tego zbioru moina z sobq polaczyé za pomocq szerequ
takich wielobokdw nalezqcych do tego zbioru, Ze kaidy z wich
ma wspdlny bok z poprzednim i nastepnym.

Wieloboki tworzace wielocian nazywamy jego Scianamd,
ich boki krawedziami, a wierzcholki narozami wieloscianu.
Dwie §ciany o wspélnej krawedzi nazywamy sasiednimi.
Tak np. wieloboki, ktérych powierzchnie tworza powierz-
chnie graniastoslupéw, ostroslupéw, ostrostupéw scietych,
sa wielo§cianami. Takze utwér geometryczny przedstawio-
ny na rysunku 10, ktérego powierzchnia ogranicza rure

17

prostokatna zacieta ukosnie na obu koncach, jest wielo-
dcianem. W dalszych ustepach poznamy wiele innych,
bardziej skomplikowanych - wieloécianéw. Natomiast nie
jest wizlodcianem utwér geometryczny przedstawiony na
rys. 11, bowiem przednia (i tylna) Sciana nie jest wielo-

F
G

/)

A~ ID Pk

Rys. 10. Rys. 11.

bokiem, lecz sktada si¢ z dwdich oddzielnych wielobokéw.
Podobnie nie podpada pod nasza definicje wieloscianu
utwor otrzymany z kostki przez usuniecie z jej wnetrza
drugiej, mniejszej kostki (np. skrzynia zamknieta); utwoér
ten sktada sie z dwéch oddzielnych wielo$cianéw a nie za-
wiera takiego szeregu wielobokéw, ktéry by laczyl ja-
kakolwiek $ciane zewnetrznej kostki z jakas$ Sciana we-
wnetrznej.

Uwaga. Definicja, ktérasmy tu przyjeli, nie jest jedyna mo-
zliwa. Mozna by np. przyjac taka definicje, w mys$l ktorej takze
utwor przedstawiony na rys. 11 bylby wieloécianem. Najpowaz-
niejsze wspolczesne dzielo o wielocianach, E. Steinitza
i H. Rademachera pt. Vorlesungen iiber die Theorie der Poly-
eder, Tozpoczyna sie od nastepujacej uwagi o definicji wielo-

Yomnicki : Wielodciany umiarowe.
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écianu. , Nie ma jednolitej, ogdlnie przyjetej definicji wielo$cianu,
a nawet nie jest wskazane ustalenie takiej definicji, do teorii
wieloécianéw naleza bowiem badania rozmaitego rodzaju i za-
leznie od rodzaju tych badan moze sie okaza¢ celowe uzywanie
raz jednej, drugi raz innej deﬁnic}i W rozmaitych badaniach
definiuje si¢ wigc wieloSciany rozmaicie, w kazdym jednak przy-
padku trzeba sie trzymaé¢ konsekwentnie obrane] definicji;
nie mozna za$ automatycznie przen051c tego, co sie udowodnilo
o wieloécianach w jednym znaczeniu, na wielofciany w innym
znaczeniu.

Z definicji wieloécianu wynika, Ze kazde jego naroze
mozna potaczy¢ z kazdym innym za pomoca linii, zloZo-
nej z krawedzi tego wieloécianu. Aby to wykaza¢, obieramy
dowolne dwie éciany nalezace do tych narozy 4 i B, i la-
czymy je za pomoca szeregu wielobokéw, z ktérych kazdy
ma wspélna krawedZz z poprzednim. Posuwamy si¢ po ob-
wodzie wybranego wieloboku od naroza 4 az do poczatku
tej krawedzi, ktéra jest wspdlna z nastepnym wielobo-
kiem ; stad posuwamy sie podobnie po obwodzie drugiego
wieloboku i tak postepujemy dalej. W ten sposéb dojdziemy
w koncu do punktu B, nalezacego do wierzcholkéw ostat-
niego wieloboku z wybranego ich szeregu.

Wieloéciany dzielimy podobnie jak wieloboki na zwy- -

czajne 1 gwiaidziste, czyli zwigzane. WieloScian nazywamy
zwyczajnym, jezeli spelnia nastepujace warunki:

1° 4ciany sa zwyczajnymi wielobokami;

90 nie nalezace do tego samego naroza $ciany nie maja
zadnego punktu wspdlnego;

30 nie sasiadujace ze soba $ciany tego samego maroza
nie maja précz tego naroza Zadnego punktu wspdlnego
(wielodcian taki nie posiada zatem katéw brylowych gwiaz-
dzistych) ;

4% kazde naroze jest wierzchotkiem jednego tylko kata
brytowego (a wigc np. wieloician w postaci rogalka, kto-
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rego konce schodza sie z soba, nie jest wieloScianem zwy-
czajnym).

Wielo$cian, ktéry nie jest zwyczajnym, nazywamy zwia-
zanym lub gwiazdzistym.

Nalezy sobie dokladnie zdawaé sprawe z tego, ze do
krawedzi wieloscianu zwiazanego nie zaliczamy odcinkéw
tych prostych, wzdhiz ktérych przecinaja sie nie sasiadu-
jace z soba $ciany (nazywamy je prostymi wielokrotnymi
wieloécianu) ani tez do narozy nie zaliczamy tych punk-
téw, w ktérych sie przecinaja krawedzie nie nalezace do
tego samego naroza (nazywamy je punktami wielokrotnymi
wielodcianu). Tak np. Scianami wieloécianu gwiazdzistego,
przedstawionego w rzutach prostokatnych na rys. 30, str.
66), sa pelne, zwyczajne piecioboki umiarowe, z ktérych
tylko czesci sa widoczne od zewnatrz; otéz nie zaliczamy
do krawedzi tego wielodcianu linii ciefiszych na rysunku,
wzdtuz ktérych przecinaja sie pieciokatne $ciany, nie na-
lezace do tej samej krawedzi (np. éciana ABC... ze Sciana
ADCEF); nie zaliczamy do narozy tego wieloScianu gwiaz-
dzistego tych punktow (lezacych w zaglebieniach), w ktérych
sie przecinaja linie narysowane cienko, np. punktu H.
GdybySmy usuneli z tego wieloscianu gwiaZdzistego z kaz-
dego 5-boku zakryta jego cze$é, to otrzymaliby$my inny
wiclo$cian, a mianowicie wieloscian zwyczajny; $cianami
tego nowego wielodcianu sa tréjkaty réwnoramienne wi-
doczne na rysunku, linie cienkie naleza do jego krawedzi,
a ich punkty przecigcia do jego narozy.

Wielosciany, z ktérymi mamy do czynienia w elemen-
tarnej geometrii, sa wielo$cianami zwyczajnymi. Zwyczajny
jest takze wiecloscian, przedstawiony na rys. 10. Udowod-
niono, zZe powierzchnia kazdego wielo$cianu zwyczajnego
dzieli przestrzen na dwie czeSci: cze$é skonhczona, zwana
wnetrzem wieloScianu 1 cze$¢ nieskonczona zewnetrzna.
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Kazdy wieloécian zwyczajny mozna rozwina¢ na pla-
szczyzne w nastepujacy sposob. Rozcinamy wieloscian wzdtuz
pewnych krawedzi tak, aby si¢ nie rozpadl na oddzielne
czedci; nastepnie obracamy jego $ciany kolo pozostalych
krawedzi tak, by wszystkie padly na jedna plaszczyzne. Je-
zeli wielo$cian ma 8 écian a K krawedzi, to trzeba go rozciac
wzdhuiz K — (S — 1) krawedzi, a S — 1 krawedzi trzeba
pozostawié nierozcietych, by utrzymaé lacznoéé 8 $cian. Fi-
gure otrzymana w ten sposéb na plaszczyZnie nazywamy
statkq wieloScianu. Majac narysowana siatke wieloscianu spo-
rzadzamy jego model przestrzenny przez wyciecie tej
siatki, np. z kartonu i sklejenie lub zszycie ze soba odpo-
wiednich krawedzi.

Wéréd wielodcianéw zwiazanych spotykamy utwory o wia-
snosciach niezmiernie interesujgcych a zgola nieoczekiwanych.
I tak np. powierzchnia kazdego wielodcianu zwyczajnego ma dwie

A5 A3 Ag
A’g A; ‘\1
A’ Rys. 12. Rys. 13.

strony: zewnetrzna i wewnetrzng; strony te mozemy odroznié
od siebie, np. malujac je odmiennymi barwami na modelu. Wyka-
zemy, ze istnieja takie wielosciany zwigzane, ktorych powierzch-
nia ma tylko jedna strone, czyli jest powierzchnig jednostronng.
Zbudujemy taki wieloscian z dwoch czeéci. Siatke jednej czesci
przedstawia rys. 12; sklada si¢ on z 5 tréjkatéw, przyv czym
A, 4, = A, A’,. Obracamy tréjkat 4, 4, 4, okolo krawedzi
A, 4, pod plaszczyzne rysunku i podobnie nastepne tréjkaty

9

|

|
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w te sama strong, a w koficu laczymy punkt 4, z punktem
A,a A’y z A,. Polecamy czytelnikowi sporzadzenie takiego mo-

. delu z kartonu. Otrzymamy powierzchnie nie zamknieta przedsta-

wiona na rys. 13. Linia przestrzenna lamana A4, 4, 4, 43 4; 4,,
skladajgca sie z takich krawedzi, przez ktore przechodzi tylko jeden
trojkat, tworzy brzeg tej powierzchni otwartej. Ot6z ta powierzch-
nia ma tylko jedng strone, o czym si¢ mozna przekonaé w nastepu-
jacy sposéb. Jezeli si¢ po niej posuwamy od jakiego$ jej punktu
nie leiacego na brzegu, np. od punktu P na przedniej stronie
trojkata 4, 4, A;, nie przekraczajac brzegu, lecz tylko krawe-
dzie wspolne dwom $cianom, to przechodzimy kolejno przednia
strone tréjkata A4; 4, 4, tylna strone tréjkata 4, 4; 4,, gérna
strone trojkata A, 4, 4;, tylna strone tréjkata 4, 4, 4; i do-
stajemy sie na tylng strong trojkata wyjsciowego A, 4, 4.,
a dopiero wykonujac drugi taki obieg wrocimy do przedniej strony
tego trojkata. Gdybys$my pociagali te powierzchnie jaka$ farba
zaczynajac od przedniej strony tréjkata 4, 4, 4; i przediuzali
to malowanie poprzez krawedzie wspdlne dwom $cianom, to
doszliby$smy do zamalowania ta sama farba takze drugiej strony
trojkata 4, 4, 45, a nastepnie takze wszystkich inmych tréj-
katéw. Dowodzi to, ze ta powierzchnia jest jednostronna.
Latwie] mozna sporzadzié model krzywej powierzchni jedno-
stronnej wycinajac do$¢ diugi pasek z papieru (rys. 14), prze-
krecajac go tak, by punkt 4 padl ponizej punktu B i sklejajac

A B,

o €,

B Ay
Rys. 14.

z soba krawedzie 4 Bi 4, B, tak, aby punkt 4 padlna 4, a B na
B;. Powierzchni¢ te nazywamy wstegg Mobiusa. (Powierzchnie
jednostronne wykryt w r. 1858 matematyk niemiecki M6bius).

Powierzchnia przedstawiona na rys. 13 nie tworzy wieloscianu,
poniewaz nie kazda jej krawedZ jest wspdlna dwom S$cianom.
Mozna ja jednak z latwodcia uzupelié¢ do wielocianu przez
polaczenie dowolnego punktu M spoza tej powierzchni z wszyst-
kimi punktami brzegu za pomoca tréjkatow M 4, 4, M A, 4,,
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‘ M':dz 43, MA; A, M A; 4, (na rys. 13 nie narysowano tych
trojkatow, by nie gmatwaé linii). Otrzymuje si¢ w ten sposob
rodzaj ostrostupa o wierzcholku w M, a podstawie zloZonej
z pigciu tréjkatéw ulozonych tak, jak na rys. 13. Sporzadzenie
modelu tego wieloscianu jest trudne, poniewaz jest on zwiaza-
ny, albowiem jego $ciany nie sasiadujace przenikaja si¢ (np.
Sciana M 43 Ay przenika $ciany 4, A3 4,1 A, A, 4;). Powierzch-
nia tego wieloécianu jest jednostronng, tak samo jak powierzchnia
te] jego czesci skladowej, ktéra jest przedstawiona na rys. 13.
Wieloscian ten nie ma zadnego brzegu, jest wigc powier"zchnia,
zamk_mgta, Mimo to nie zamyka on zadnej czesci trojwymia-
rowej przestrzeni, nie mozna wigc méwic o jego objetosci w zwyk-

lym znaczeniu. Natomiast uogoélniajac odpowiednio pojecie ob-

jetodci, mozna mu przypisa¢ objetos¢ zero.

Wéréd  wielodcianéw  zwyczajnych spotykamy szereg
zasadniczo odmiennych typéw. Te istotne réznice wyste-
puja przy badaniu zamknigtych przekrojow na powierzchni

4 wielo§cianu. Obierzmy na powierzchni

> wieloécianu dowolna linie zamknieta cia-

E B gla (nieprzerwana), ktbra nie przecina
D sie sama z soba, np. na wielodcianie
przedstawionym na rys. 15, lini¢ famang
ABCDA lub AFEGHA albo dowolna
linig krzywa zamknieta, badZ to lezaca
H na jednej $cianie, badZz to przebiegajaca
< po kilku $cianach. Widzimy, ze powierz-
g chnia tego wieloScianu rozpada sig, przez
poprowadzenie takiej linii, na dwie od-

Rys. 15. rebne czedci. Gdyby$my np. rozcieli

model (powierzchniowy) tego wieloscianu
wzdhuz takiej linii zamknietej 7, to otrzymaliby$my dwie od-
rebne czeded, linia zaé I bytaby brzegiem kazdej z nich. Dwa
dowolne punkty jednej czesci nie lezace na brzegu mozna
polacc.zyé z soba za pomoca linii, lezacej calkowicie w te]
samej czeSci i nie majacej zadnego punktu wspolnego

A
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z brzegiem. Natomiast kazda linia, lezaca na powierzchni
tego wieloscianu i laczaca dowolny punkt jednej czesci
2 dowolnym punktem drugiej, musi przecinaé ich brzeg.

Linie laczaca punkty dwoch é4cian wieloécianu zwiaza-
nego uwazamy tylko wtedy za ciagla, jezeli przechodzi
z jednej éciany do drugiej tylko przez punkty krawedzi,
a nie przez punkty prostych (podwéjnych) wzdiuz kto-
rych sie przecinaja nie sasiadujace z soba $ciany.

Powierzchnie o te] wlasnoset, ze Laida lezgea na miej linia
zamknieta (ciggla) nie przecinajgea sig z sobq dzieli jq no
dwie odrebne cze$cr, nazywamy powierzchniq jednospdjng lub
jednokrotnie spojng. Taka jest np. powierzchnia kuli, po-
wierzchnia graniastostupa, ostroslupa i wiele innych, naj-
czeéciej spotykanych powierzchni.

Istnieja jednak wieloSciany, ktérych powierzchnie nie
sa jednospéjne. Takim jest np. wieloécian przedstawiony
na rys. 10. Na powierzchni tego wieloécianu istnieja bo-
wiem linie zamkniete, nie rozcinajace go na dwie odrebne
czeéei; np. rozcigele powierzchni tego wieloécianu wzdluz
linii zamknietej ABCDA nie wywoluje rozpadnigcia si¢ tej
powierzchni na dwie czebei. Co wigeej, mozna po wyko-
naniu ciecia ABCDA wykona¢ jeszcze drugie cigeie zamknigte
wzdtuz BEFGB, a powierzchnia bedzie tworzyla w dalszym
ciggu jedna calo$é. Dopiero kazde dowolne trzecie cigcie
zamkniete, dolaczone do tamtych dwdch, rozdziela t¢
powierzchnie na dwie czeéel. Taka powierzchni¢ nazywamy
tréjspéjng lub trzykrotnie spéjng. Te sama wlasno$¢ ma
krzywa powierzchnia obreczy zamknietej o przekroju- ko-
towym. Wstega Moébiusa, rozcieta wzdluz linii zamknie-
tej, otrzymanej z linii CC, na rys. 14, nie rozpada sie na dwie
czeécel; natomiast kazda nastepna linia zamknieta rozdziela
juz te powierzchni¢ na dwie odrebne czgsci. Fakty te mozna
latwo stwierdzié na modelu. Podobna wlasno§¢ ma po-
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wierzchnia zbudowana z pieciu tréjkatéw w sposéb uwi-
doczniony na rys. 13. Tak np. linia zamknieta laczaca érodki
krawedzi Ad,4,, A4, A;d,, A, 4;, A4, nie rozdziela tej
powierzchni na dwie czesci, natomiast kazda nastepna
linia zamknigta dokonuje juz takiego podziatu. Powierz-
chnie te nazywamy wobec tego dwuspdjng lub dwukrotnie
spoIng.

W podobny sposéb okreéla si¢ spéjnoéé dowolnie wyso-
kiego stopnia 7.

Najprostszymi wséréd wielocianéw  jednospéjnych sa
wielosciany wypukle, tj. wielosciany lezace catkowicie po
jednej stronie kazdej ze swych $cian. Taki wielocian mozna
postawi¢ kazda $ciana na plaszczyzne tak, ze Sciana ta
przylega do plaszczyzny wszystkimi swymi punktami.
Wykazano, ze kazdy wieloscian wypukly jest jednospdjny.
Istnieja jednak takze wielodciany jednospdjne niewypukle,
jak np. wieloécian, przedstawiony na rys. 16 d. Wielodciany
jednospéjne tworza wiec szersza klase anizeli wypukle.

§ 4. Twierdzenie Eulera o wieloscianach

W kaidym wieloboku liczba wierzchotkéw jest réwna
liczbie bokéw. Dla wieloécianéw nie zachodzi tak prosty
zwiazek ani miedzy liczba narozy i $cian, ani miedzy liczba
narozy i krawedzi, ani tez miedzy liczba krawedzi i $cian.
Zachodzi natomiast bardzo prosty zwigzek wmiedzy trzema
liczbami, a mignowicie miedzy liczbq narody, $cian i krawedzi.
Niechaj N oznacza liczbe narozy wielodcianu, S liczbe jego
scian, a K liczbe krawedzi. Zbadajmy te liczby dla rozmai-
tych wieloscianéw jednospéjnych (wypukitych i niewypu-
ktych), przedstawionych na rys. 16. I tak dla rys. 16a S =
—4 N—4 K—6; dlarys. 16b 5=6, N=8 K =12;
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dla rys. 16c S =5, N—=6 K=29; darys. 16d S=19
N — 9, K — 16. Zestawiajac ze soba te liczby spostrze-

/

Nk
Y4

a) b) c) d)
Rys. 16.

gamy, ze dla tych wieloécianéw liczba $cian powi@k.smfla
o liczbe narozy jest o dwa wieksza od liczby krawedzi, tj.:

S+ N—K=2 (I)

Niechaj czytelnik stwierdzi, ze to réwnanie sprawdza
siec dla rozmaitych innych wieloécianéw znanych z geo-
metrii, z krystalografii i z Zycia codziennego. : ;

Udowodnimy, ze twierdzenie to, zwane th‘erdzeme:rfa
Eulera, odnosi si¢ do wszystkich wielodciandw jednospdj-
nych, zardwno wypuklych jak @ Mewyp?ia}’clych. .

Dowdd. Obierzmy na powierzchni dowolnego. wielo-
4cianu jednospéjnego dowolna linie zamknic;t_a‘ o nie prze-
cinajaca si¢ z soba, zlozona z jego krawgt}zu (1.1 moze byc
np. obwodem jednej Sciany wieloécianu). N}ec}-la‘]. fy oznacza
liczbe krawedzi wchodzacych w sklad te]‘ linii, n, hf:ZbQ
narozy wielo$cianu przez ktére przechodzi I, a s liczbe
czeéci, na ktoére sig rozpadi wieloécial}. \Y ty?n Wypa’t-dku
jest my = ky, a 8, =2, bowiem wieloscian jest ']ednospo!ny,
a wiec rozpadl sie na dwie czesei C; 1 Cs. I'thorzr_ny z’ liczb
ny, ky, § wyrazenie odpowiadajace lewej stronie rowna-
nia (I), a otrzymamy s; + 73 — kn— 2 ﬁ ey 2.
Obierzmy teraz w ktérejkolwiek z tych czgsci, np. W Cy,
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nowa lini¢ I, taczaca dwa naroza 4,, B,, ktére leig na li-
nii [;, przy czym linia I, nie przecina sie sama z soba, lezy
catkowicie wewnatrz czesci C; (nie dotyka jej brzegu poza
punktami 4, i B,) i sklada sie z jednej lub wiecej krawedzi
wieloScianu. Jezeli l, przechodzi przez m nowych narozy
wieloScianu (moze by¢ takze m = 0), to sklada sie ona
z m + 1 nowych krawedzi i rozdziela C; na dwie czedci,
co wynika z jednospdjnosci wieloécianu i z tego, ze I, wraz
z odpowiednimi cze$ciami linii /; tworzy linie zamknieta.
Pierwotny wieloscian rozpadl sie zatem na s, — 3 czedcl.
Liczba narozy, przez ktére przechodza linie I, i I, jest
ny = ny; + m, a liczba krawedzi &k, = mn, - m + 1. Wo-
bec tego:

8y + By — ky=3+n+m—n, —m—1=2
a wiec: Sop + np — ky = s, + 0y — ky.

Jezeli zatem dobieramy w podobny sposéb coraz nowe
linie tamane 1;, I, ... I, w réznych czeéciach, na ktére sie
kolejno rozpada wieloscian (przy czym kazda z tych linii
laczy jakie§ dwa naroza lezace na poprzednio obranych
liniach 1), to zawsze utrzymuje sie zwiazek:

S+t —ky=s+ ny— k=8 +mn, —kg—............
...... =s4+n — k=2 (I1)
Posuwamy ten rozklad tak daleko, az wyczerpiemy wszy-
stkie krawedzie. Jezeli sie to stanie po wykredleniu r linii
ly, b, 13, ... I, to ostatnia liczba %k, ma warto$é &, = K.
Wtedy jednak wyczerpiemy tez wszystkie naroza, zatem
n, = N, a wieloScian rozpadnie si¢ na poszczegélne swe
Sciany, a wiec liczba czesci jest s, = S. Z ostatniego réwna-
nia (IT) wynika zatem:
S+ N—-—K=2 ci-b. d. el

Twierdzenie Eulera ma podstawowe znaczenie w te-
orii wielodcianéw. Znajac liczbe &cian i narozy mozemy
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obliczyé liczbe krawedzi, jezeli tylko Wieloécian jes.t jedno-
sp6jny, bowiem K =28+ N —2. Do _wyznaczenia ’na.tto-
miast liczby krawedzi nie wystarcza ani sama liczba $cian,
ani tez sama liczba narozy. Tak np. biorac pod uwage 3
wieloéciany o 6 Scianach: kostke, ostrostup 5—bocz31y i po-
wierzchnie zlozona z dwéch pobocznic os’tros?'mpow tro!-
bocznych (nie przenikajacych sig) o wspolne]_ podst.aw1e
widzimy, ze pierwszy wielodcian ma 12 krawedzi, drugi 10,
a trzeci 9. Wobec tego ciekawy jest fakt, Ze d? wyznacze-
nia sumy wszystkich katéw plaskich wieloé,.cmnu ]edm_)-
spéjnego wystarcza znajomosc %iczby Aty podobr'ue
jak dla wieloboku plaskiego. Wiadomo, z#e suma katow
wewnetrznych zwyczajnego wieloboku o = wierzcholkach
(narozach) ma wartosc:
s=(n—2).2D

gdzie D oznacza kat prosty. Jezeli wieloscian sklada si_(;
z S 4cian, ktére maja kolejno ny, %y, M3, ... Mg krav&'f(%dzl,
to sume A wszystkich katéw plaskich mozna wyrazic za
pomoca Wzoru:
Ad=(n—22D+ (ny—2) 2D + ...+ (ng — 2) 2D =
= (ny + ny + ... ng).2D — 28.2 D.

Suma 1y + ng + ... + ng jest réwna podwaéjnej lic‘zl?ie
krawedzi, kazda bowiem krawed# jest wspdlna dwu $cia-
nom. Zatem:

A = 9K 20— 982D — (K — 5).4D. (I1T)

Wedlug twierdzenia Eulera jest K — S =N % 2, wobec
czego otrzymujemy ostatecznie nastepujacy wzor .mr, sume
katéw plaskich wieloscianu jednospdjnego o N naroiach:

A= (N—2)4D. (IV)
Ten wzér jest uogélnieniem wzoru na sume katéw we-
wnetrznych zwyczajnego wieloboku plaskiego.
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. Uwaga 1. Twierdzenia I dowiédl i po raz pierwszy oglosil
je drukiem Euler w r. 1758. Z zapiskéw Leibniza (z lat
1672—1676) wynika, ze juz Descartes (w XVII wieku) znat
to twierdzenie. Przy dowodzie opart si¢ on na wzorze 1V, na-
stepnie dowiédt wzoru III, a stad juz latwo otrzymal wzor I.
Dowéd wzoru ITI nie sprawia zadnej trudnoéci, jak to widzie-
lismy poprzednio. Natomiast bez-
poéredni dowd6d twierdzenia IV
dla ogélnych wieloéciandw jed-
nospojnych nie jest prosty. Spe-
cjalnie dla wielodcianéw wypu-
ktych mozna dowiesé tego twier-
dzenia w nastepujacy sposob.
Utworzmy taki rzut wielogcianu
wypuklego na plaszczyzne, aby
rzut Zadnego naroza nie padal
ani na rzut innego naroza, ani
na rzut krawedzi nie nalezacej
do tego naroza (rys. 17). Przy
takim rzucie nie zmienia sie licz-
ba wierzchotkéw w Zadnym wie-
loboku, a wigc i suma katdéw
wszystkich wielobokéw pozosta-
je niezmieniona. Sume zas ka-
tow w tym rzucie plaskim obliczamy z tatwoscia biorac pod uwage
osobno te rzuty narozy, ktére leza wewnatrz konturu
Ay 4y A3 Ay A5 Ag 4, (tj. punkty B,, B, B;, B, B;, B, B,),
a osobno te, ktére leza na samym konturze, tj. punkty 4, 4,
Ay, Ay, A5, Ag, Ag. Jezeli do pierwszej grupy nalezy m narozy,
to do drugiej nalezy ich m’ = N — m, przy czym N oznacza
calkowita liczbe narozy wielodcianu. Suma katéw lezacych przy
punktach pierwszego rodzaju wynosi m razy po 4 katy proste,
suma zas katow, ktére leza przy punktach drugiego rodzaju,
jest rowna podwdjnej sumie katéw wewnetrznych wieloboku
ograniczajacego caly rzut (bowiem rzut wielodcianu pokrywa
podwojnie te czedé plaszezyzny), a wiec jest réwna
2-(m"—2)-2D=(N—m—2). 40D,
Suma zatem wszystkich katéw wynosi:
Ad=m-4D {H(N—m—2)-4D=(N—2)-4D c.b.d o
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Uwaga 2. Jeieli wieloScian nie jest jednospéjny, to pomiedzy
liczbami S, N, K zachodzi inny zwiazek. Tak np. dla wielodcianu
przedstawionego na fig. 10 jest S =16, N =16 a K = 32, a wiec
S8 + N — K = 0. Uogoélniajac odpowiednio podany wyzej do-
wod twierdzenia Eulera mozna wykazaé, ze dla wielodcianu
r-krotnie spéjnego zachodzi zwiazek :

FaN—KES3- (V)

Uwaga 3. Twierdzenie Eulera wuogélniono tez na prze-
strzenie wielowymiarowe. Jezeli a; oznacza liczbe elementéw
o wymiarze zero, tj. liczbe narozy wielo$cianu n-wymiarowego
jednospdjnego, a, liczb¢ elementéw o wymiarze 1, tj. liczbe
krawedzi, a, liczbg elementéw 2-wymiarowych, ktére wchodza
w sklad wielodcianu, tj. liczbe $cian, a; za$ ogdlnie liczbe elemen-
téw o wymiarze £, to miedzy tymi liczbami zachodzi nastepujacy
zwiazek :

Gy — @ + Oy — g + .n.... + (= 1)"a,=1 (VI)

czyli: 2 (—1) kak_= 1 (VI a)

k=t

Tak np. dla zwyklego wieloScianu 3-wymiarowego jest n = 3,
@, =N, a, = K, a, =8, a a;, = 1, rozwazamy bowiem wielo-
$cian zamykajacy jedng czeé¢ przestrzeni 3-wymiarowej. Z wzoru
VI otrzymujemy zatem N — K +8—1=1, czyli § + N —
— K = 2, a wigc twierdzenie Eulera. Dla wieloboku o m bo-
kach, tj. dla , wieloscianu®“ 2-wymiarowego, = = 2, @, = m,
ay = m, a, = 1. Wzor VI przyjmuje w tym wypadku postaé:
m — m + 1 =1, a wiec sprawdza sie i w tym przypadku.

Uwaga 4. Interesujace =zastosowanie twierdzenia Eulera
znajdzie czytelnik w polecenia godnej ksigzce H. Radema-
chera i O. Toeplitza, pt. Von Zahlen und Figuren w § 12 a:
Das Vierfarbenproblem i w § 12 b: Die reguliren Polyeder. (Ber-
lin, Springer, r. 1930).

Wnioski z twierdzenia Eulera.
Niechaj s, oznacza liczbe tréjkatnvch écian wieloécianu
3 € 1K4tny
jednospdjnego, s, czworokatnych itd., n, liczbe trojécien-
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nych narozy, n, czworosciennych itd. Catkowitg liczbe
scian S i calkowita liczbe narozy N mozna zatem wyrazié
W postaci:

S— 5,15, F s F s oo
N=ng+ng+n;+mg+ ......

Podwdjna liczbe krawedzi mozna wyrazié dwojako:
2K = 3s; + 48, +bs; +6sg +......
2K = 3n; + 4n, + Bng + 6ng +......

Zamiast 2K mozemy podstawi¢ po lewej stronie w obu
rownaniach 28 4 2N — 4, czyli 2(sg+ 5, +s;+...) +
+ 2(ng + ny + n; + ...) — 4 1 otrzymamy:

28;+2s;,+ 28, +...... +2n;+ 20, +2n;+ ... ...
—4=3s;+4s,+b5s;F......

28;+2s,+ 285 +...... L 2m 20+ 20+ .l
—4=3n;+4n,+5n;+ ... ...

czyli:

2ny + 20, + 20+ .. ... =44 s+ 28,+3s;+.....

2s;,+2s8,+2s;+...... :4+n3+2n4+3n5—|— .....

Mnozymy obie strony drugiego réwnania przez 2 i doda-
jemy do pierwszego, to po uporzadkowaniu otrzymamy:

3sg+ 254+ s, =124+ 2m,+4n;+ ...+ s+ 2854+ ...
Podobnie, zamieniajagc te réwnania z soba, otrzymujemy :
3mg+2ny + ;=12 + 25, 4+ 4 s, + ... 0+ 2mg ..
Stad wynikaja nieréwnosci :

383425+ s;=1
= 1

2
3ng + 2n, + ng 2
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a wiec sy + 8, + 83> 0 1 ng+ ny + n; > 0. Dowodzi to,
ze w kaidym wieloScianie jednospdjnym muszq sig znajdo-
waé Sciany tréjkatne lub czworoboczne lub pigcioboczne % Ppo-
dobnie ma si¢ rzecz z naroiami. Wobec tego mie istnieje taks
wieloscian jednospdjny, kidrego wszystkie Sciany miatyby
wiecej wiz po 5 bokéw, ani taki wieloScian jednospdjny, kid-
rego wszystkie naroia majg wiecej M po 5 krawedzi.



CZESC II
WIELOSCIANY UMIAROWE

§ 5. Definicja i najprostsze wlasnoSci wieloscianow
umiarowych '

Wieloscian, ktdrego Sciany sg wmigrowyms wielobokams
a katy brylowe wmiarowymi kgtams brylowyme, nazywamy
wieloscianem wumigrowym lub foremmnym.

Z tej definicji wynika, Ze wszystkie $ciany wumiarowego
wielo$cianu sq do siebie przystajgce.

Dowéd. Weimy pod uwage dwa dowolne wieloboki P
i @ wielo$cianu umiarowego. Z definicji wieloscianu wynika,
ze istnieje taki skonczony szereg $cian tego wieloScianu:
P, P, P, P, ... P, Q, ze kazdy ma z poprzednim wspélna
krawedZ. Niechaj AB bedzie wspélna krawedzia $cian
P i P,. Poniewaz kat brylowy o narozu 4 jest umiarowy,
przeto jego katy plaskie sa rowne, a zatem kat wieloboku
P, ktéry ma wierzcholek w 4 a rami¢ 4B, jest réwny ka-
towi wieloboku P; o tym samym wierzchotku i ramieniu.
Poniewaz za$§ wieloboki P 1 P, sa umiarowe, przeto wszy-
stkie ich katy sa parami réwne. Wieloboki te maja krawedZ
AB wspolna, a wiec takze wszystkie inne ich boki sa réwne.
Stad wynika, zz P ~ P,. Nastepny wielobok P, ma z P,
znowu krawedz wspélna, a wiec jest przystajacy do Py
bake samo P, = Py Bi~o P - Pl PSP~ ()7 heso
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taficucha przystawan wynika, ze P = @, co bylo do wy-
kazania.

Whioski. Wszysthie katy plaskie wielodcianu umiaro-
wego 1 wszystkie krawedzie sq sobie réwne. Kazida $ciana wie-
lodcianu wmiarowego ma tyle samo bokdw.

Uwaga. Wieloécian, ktérego $ciany sa przystajacymi wielobo-
kami umiarowymi, nie musi by¢ umiarowy. Tak np. wielodcian
przedstawiony na fig. 18, ktérego Sciany sa tréjkatami rownobo-
cznymi przystajacymi, nie jest umiarowy, bowiem kat brylowy
czworoécienny o narozu 4 nie jest umia-
rowy. Wynika to stad, ze kat dwuscien- D
ny, ktéry naleiy do krawedzi A B, jest
dwa razy wiegkszy od kata dwusciennego
nalezacego do krawedzi 4D. Definicja za-
tem: ,wieloician nazywamy umiarowym,
jezeli jego éciany sa umiarowymi wielo- B
bokami przystajacymi“ jest niezupelna;
mimo to spotykamy ja w niektorych
podrecznikach.? Niekiedy znowu spoty-
kamy zbyt obszerne definicje, Tak np-

M. Briickner (L c. str. 121) okresle

wieloécian umiarowy jako wielodcian,

ktérego $ciany i katy brylowe sa umia- =

rowe i przystajace. Otéz przystawanie
jest tu niepotrzebnie wlaczone do defi-
nicji, wynika ono bowiem z umiarowosci
écian i katéw brylowych. Poprawna definicje 1 dyskusje rozZ-
maitych definicji znajdujemy w nadzwyczaj cennym dla ma-
tematyki elementarnej dziele Killinga i Hovestadta pt.
Handbuch des mathematischen Unterrichts (Tom II, str. 285
i nast. 1913 r.; w ksiazce tej poéwiecono wiele miejsca wieloscia-
nom umiarowym wypuktym).

Rys. 18.

7 definicji wielofcianu umiarowego wynika takze, ze
wszystkie jego katy brylowe sq przystajgce.

1 np. M. Lazarski. Zasady geometrii wykreslnej, str. 69 (Lwow 1019,
wyd. 2); L. Brusotti. Poligoni e poliedri, str. 303 (w dziele pt. Enei-
clopedia delle matematiche elementari, 1937 r.).

FLomnicki : Wielosciany umiarowe. 3
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Dowéd. Weimy pod uwage dwa dowolne naroza L iM
wieloécianu umiarowego. Istnieje linia laczaca punkt L z M
ztozona z krawedzi wieloécianu (por. str. 18), np. z krawe-
dzi L Ly, L, L, ... L, M. Na obu koficach L i L, krawedzi
L L, leza katy brylowe, ktérych katy plaskie sa réwne
parami w my$l wniosku z poprzedniego twierdzenia. W celu
stwierdzenia przystawania tych katéw brylowych nalezy
jeszcze zbada¢ ich katy dwuscienne. Ot6z kat dwuscienny
nalezacy do krawedzi L L, jest wspolny obu tym katom
brylowym, poniewaz za$ s3 one umiarowe, przeto takze
wszystkie ich inne katy dwuscienne sa rowne parami. Stad
wynika, ze w wielodcianie umiarowym dwa katy brylowe,
o wspolnej krawedzi sa do siebie przystajace. Zatem katy
brylowe o narozach L i Ly, Ly 1 Ly, --- L, i M sa do sie-
bie przystajace. Z tego tancucha przystawan wynika, ze
kat brylowy o narozu L jest przystajacy do kata brylo-
wego o narozu M, c. b. d. o.

Whnioski. Wszystkie katy dwuscienne wieloscianu umiG-
rowego sq sobie réwne. Wszystkie katy brylowe wieloSciany
umiarowego majq tyle samo Scian.

W kazdym wieloScianie wmiarowym istnieje punkt réwno
oddalony od wszystkich jego Scian, narozy i krawedzi; jest
on érodkiem trzech kul, a mianowicie kuli opisanej na
wieloécianie, kuli wpisanej (tj. stycznej do plaszczyzn,
na ktérych leza Sciany) i kuli stycznej do wszystkich kra-
wedzi. Twierdzenie to odnosi si¢ zaréwno do wielo$ciandw
umiarowych zwyczajnych, jak i do gwiazdzistych.

Dowéd. Wesmy pod uwage plaszezyzng prostopadta
do dowolnej krawedzi 4B i przechodzaca przez jej srodek
M,. Plaszczyzna ta jest prostopadia do obu $cian schodza-
cych si¢ w tej krawedzi. Na tej plaszczyznie leia proste

sl
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prostopadie do obu tych $cian wykreslone przez ich $érodki
S, i 8, Te proste przecinaja si¢ w jakim$ punkcie O.
Z przystawania tréjkatéw 08, M; i O S, M, wynika, ze
08; = 08,. Z przystawania O M; 4 =~ 0 M, B(x O M, A =
— < O M, Bjako katy proste, M; A = M, B, 0 M,= OM,)
wynika, ze 0A — OB. Punkt O jest wigc réwno oddalony
od obu $cian i od obu narozy. Jezeli obrécimy wieloscian
okolo prostej 08, tak, aby sie krawedZz AB nakryla z na-

stepna krawedzia BC (tj. o kat % 360°, jezeli $ciana jest

n-bokiem umiarowym), to takze kat dwuscienny nalezacy
do krawedzi AB nakryje sie z katem dwusciennym nale-
zacym do krawedzi BC, a zatem i odcinek OS, nakryje
odpowiedni odcinek 0S;, odcinek OB odpowiedni odcinek
0C, a odcinek OM; odpowiedni odcinek OM, Wykonujac
dalsze obroty okolo OS; a nastepnie takie same obroty
okolo 08,, 08, i kolejno dokola coraz dalszych osi prosto-
padlych do dalszych $cian w ich $rodkach wykazujemy,
ze punkt O jest réwno oddalony od wszystkich $cian, od
wszystkich narozy i od wszystkich krawedzi. Punkt ten
jest zatem $rodkiem kuli opisanej, wpisanej i kuli stycznej
do wszystkich krawedzi w ich $rodkach.

Uwaga. Procz wielodcianéw umiarowych zajmowano si¢ takze
wiele wieloécianami pdlumiarowymi. Rozrézniamy dwa typy
takich wieloécian6w: 1) wieloéciany, ktérych $ciany sa wielo-
bokami umiarowymi a katy brylowe sa nieumiarowe, lecz przy-
stajace; 2) wielogciany ,,wzajemne“ do nich, tzn. takie, ktérych
katy brylowe sa umiarowe a $ciany nieumiarowe, lecz przysta-
jace. Okazano, Ze istnieje tylko 15 rodzajow wielodcianéw wy-
puklych w kazdym z tych typéw. Wielosciany wypukte pierw-
szego typu nazywamy wieloScianamu archimedesowymi, Zznane one
bowiem byly juz Archimedesowi. Dokladne omoOwienie tych
wielodcianéw 1 szczegolowe uwagi historyczne o tym przedmiocie
zawiera cytowane juz wyzej dzielo Briicknera (str. 1321 nast,,
156 1 nast., 166).

3%
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§ 6. WieloSciany umiarowe jednospojne

Zwréémy najplerw uwage na wieloSciany umiarowe
wypukle. Kazdy kat brytowy takiego wieloécianu jest takze
wypukly. W elementarnej geometrii dowodzi sig, ze suma
katéw plaskich kata brylowego wypuklego jest mniejsza
od kata pelnego.

Jezell sciany wielodcianu umiarowego sa tréjkatami row-
nobocznymi, to katy plaskie kazdego naroza wynosza po
60°. Z takich katow plaskich mozna zbudowaé tylko trzy
gatunki katéw brylowych wypuklych, a mianowicie kat
brylowy tréjécienny, czworoscienny lub piecio$cienny; nie
mozna za$ zbudowa¢ naroza wypuklego z 6, T ani z wiekszej
liczby katéw plaskich po 60° Jezeli Sciany wielodcianu
umiarowego sa kwadratami, to katy plaskie kazdego na-
roza wynosza po 90°; z takich katéw ptaskich mozna zbu-
dowaé tylko naroze trdjécienne (wypukle), gdyz suma 4
lub wigcej katéw po 90° nie jest mniejsza od kata pelnego.
Jezeli Sciany s3 5-bokami umiarowymi, to katy plaskie
‘kazdego naroza wynosza po 108 a z takich katéw plaskich
mozna zbudowaé tylko naroze tréjscienne (wypukle), po-
dobnie jak z kwadratéw. Z katéw 6-boku umiarowego
nie mozna zbudowaé kata brylowego wypuklego, poniewaz
te katy wynosza po 1209 a wiec nawet trzy takie katy nie
moga wystepowaé w kacie brylowym wypukltym. Tak
samo ma sie rzecz z wszystkimi wielobokami umiarowymi
o liczbie bokéw wigkszej od 6. Wynika to zreszta takze
z twierdzenia (udowodnionego w § 4), Ze nie istnieje taki
wieloécian jednospéjny, ktérego wszystkie $ciany mialyby
wiecej niz po 5 bokéw.

Widzimy stad, ze w wieloscianach umiarowych wypu-
klych moze wystepowac iylko & gatunkéw kgtéw brylowych.
Wykazemy, ze kazdemu z tych gatunkéw katéw brylowych
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odpowiada tylko jeden gatunek wieloscianéw umiarowych
wypuktych, przy czym do tego samego gatunku zaliczamy
tylko wielodciany podobne do siebie.

Zajmiemy sie¢ odrazu zagadnieniem ogdélniejszym, a mia-
nowicie wyznaczymy wszystkie mozliwe wielodciany umia-
rowe jednospdjne (nmiekoniecznie wypukle). W tym celu
oprzemy si¢ na twierdzeniu Eulera. Niechaj » oznacza
liczbe bokéw kazdej Sciany wielodcianu umiarowego jedno-
spdjnego, a m liczbe krawedzi kazdego kata brylowego.
Liczbe wszystkich krawedzi tego wieloscianu mozna wy-
razi¢ dwojako. I tak jesli S oznacza liczbe $cian, to n.S
jest podwdjna liczba krawedzi, kazda bowiem kraweds
jest wspdlna dwom $cianom. Zatem:

E=1%1n8 (VII)
Podobnie jezeli N oznacza liczbg narozy, to m.N jest po-

dwdéing liczba krawedzi, kazda bowiem krawedz jest wspdlna
dwom katom brylowym. Zatem:

K=4mN. (VIIT)

R L AR e e e i
T .- T!‘ﬁ-\ e '5'-""}‘ i J -'.

=
oo

W

Dla wieloécianéw jednospéjnych spelnia si¢ twierdzenie

Eulera:
R S+ N—K=2 (1)

Podstawiamy tu zamiast S i N wyrazenia otrzymane z po-
przednich wzordw i otrzymujemy :

P A T

2 2
K+ —K—K=2

2mn
 2m -+ 2n — mn

czyli: (IX)

To réwnanie o 3 niewiadomych K, m, n posiada oczywi-
écie nieskonczenie wiele rozwiazan, jednakze sposréd tych
rozwiazan tylko te maja znaczenie dla wieloscianéw, ktore
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sa liczbami calkowitymi, dodatnimi, przy czym m 1 n sa
nie mniejsze od 3. Rozwazmy po kolei wszystkie mozli-
wodcl.

@) Dla n = 3 otrzymujemy z réwnania (IX):

6 m

Kzﬁ_m-

K ma wartosci catkowite dodatnie tylko dla m = 3, m = 4,
m = b, a mianowicie ‘w pierwszym przypadku jest K = 6.,
w drugim K = 12, a w trzecim K = 30. Dla m = 6 nie ma
K oznaczonej wartoéci; mozna co najwyze] zauwazyé, ze
dla m dazacego do 6 dazy K do nieskonczonosci, co ma
tez pewna geometryczna interpretacje. Dla m= T jest K
ujemne, a wiec nieprzydatne.

b) Dla n = 4 ma réwnanie (IX) postac:

4m
K=1—w

Tylko dla m =3 otrzymamy stad catkowita dodatnig
wartoéé¢: K = 12. Dla m dazacego do 4 dazy K do nie-
skonczonoéci. Dla m = 5 jest K ujemne.

¢) Dla n = 5 réwnanie (IX) przyimuje postac:

10 m

- S T

Tylko dla m = 3 otrzymujemy calkowita dodatnia wartod¢:
K = 30. Dla m > 3 otrzymujemy ujemne wartosci K.
d) Dla n =6 jest:
3

K:m.

a wiec dla zadnej wartoéci m= 3 nie otrzymamy calko-
witej dodatniej wartoéci K. Gdy m dazy do 3, K dazy do
nieskonczonosci.
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Dla »n =17 jest K liczba ujemna przy wszystkich
m= 3. Piszac bowiem mianownik wzoru IX w postaci:

M=2m+2n—mn=2m—mn(m—2)
widzimy, ze dla # > 7 i dla m > 3 jest:
M<2m—7(m—?):14—5m\<14—5.3=ﬁ1.
Tak np. juz dla » =7 i m — 3, otrzymujemy K = — 42.
Z dyskusji tej widzimy, ze dla wielo§ciandéw umiaro-
wych jednospéjnych uklad liczb m, =, K moze miec t,yl.ko
pieé réinych wartosei. Wartosci te oraz odpowiadajace 1m

wartoéci liczb S i N, obliczone z wzoréw VII 1 VIII, sa
zestawione w nastepujacej tabelce:

g« | 5w 6l's

i
33\412‘86
4.3‘

5l 5 |3 30‘12 20

Wykazemy, Ze istnieja wielosciany umiarowe, odpowia-
dajace tym pieciu jedynie moZzliwym kombinacjom liczb
n, m, K, 8, N, a mianowicie 5 wieloécianéw wypuklych
i dwa zwiazane.

Uwaga. Przypadki, w ktérych K dazy do nieskoﬁczono?ci,
maja takze bardzo interesujace znaczenie geometryczne. Mozna
by powiedzie¢, ze wieloScian degeneruje si¢ wtedy do ]qdneJ pla-
szczyzny i posiada nieskoficzenie wiele krawedzi, a wiec 1 nie-
skoficzenie wiele &cian, ktére sq wielobokami umiarowymi. Otoz
latwo stwierdzi¢, ze tym trzem przypadkom n =3, m :.6;
n—4, m=4; n =6, m =3 odpowiadaja trzy jedynie mozliwe
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pokrycia bez luk calej plaszezyzny za pomocq przystajgeych wielo-
bokdw umiarowych, a mianowicie po 6 trojkatow réwnobocznych
w kazdym punkcie wezlowym, po 4 kwadraty lub po 3 szescio-
boki umiarowe.

Przystepujemy do dowodu istnienia pieciu wielodcianéw
umiarowych wypuklych.
1. Czworoécian umia- D
rowy. Chcemy zbudowaé wie-
loscian, zlozony z 4 przystaja-
cych tréjkatéw rdwnobocznych,

C A

Rys. 19. Rys. 19a.

o katach brylowych umiarowych, tréjéciennych. W tym
celu wykredlamy przez $rodek kola opisanego na tréjkacie
rownobocznym prostopadia do jego plaszczyzny (rys. 19)
1 wyznaczamy na niej punkt D, ktérego odleglo$é od wierz-
cholkéw tréjkata jest réwna jego bokowi. Ten punkt otrzy-
muje si¢ przez odciecie na tej prostopadlej przyprosto-
katnej tréjkata prostokatnego, ktéry ma druga przypro-
stokatng réwna 2 wysokosci tréjkata réwnobocznego, a prze-
ciwprostokatng réwna jego bokowi. Punkty 4, B, C, D
sa narozami szukanego wielodcianu. Siatke jego przed-
stawia rys. 19 a. Z konstrukcji wynika, ze éciany sa wielo-
bokami umiarowymi. Chodzi jeszcze o katy brylowe. Otéz

D' B D"

41

wszystkie katy plaskie kazdego kata brylowego sa tutaj
réwne, wynosza bowiem po 60°; w kacie brylowym tréj-
Sciennym naprzeciw réwnych katéw plaskich leza réwne
katy dwuscienne, a wigc takze wszystkie katy dwuscienne
kazdego kata brylowego sa sobie réwne (miarg takiego
kata dwusciennego jest <t DEO = a; cosa = }). Zatem
katy brylowe tego wieloécianu sg tez umiarowe, a to do-
wodzi jego umiarowosci. Nazywamy go czworoscianem
umiarowym.

Wszystkie wieloSciany wypukle, zbudowane z czterech
tréjkatéw réwnobocznych o takim samym boku sa  do
siebie przystajace. Wynika to z ogélnego twierdzenia o przy-
stawaniu wielo$cianéw (udowodnionego przez Cauchy’ego
w 1. 1812) orzekajacego, ze wielodciany wypukte, kto-
rych plaskie siatki sg przystajace, przystaja do siebie.
(Wielociany niewypukle moga mieé siatki przystajace,
mimo Ze same nie przystaja do siebie; tak np. prostopa-
dloscian zakonczony dwoma ostrostupami czworobocznymi,
z ktérych jeden jest zwrécony do wnetrza a drugi na ze-
wnatrz, nie przystaje do wielo$cianu o tych samych S$cia-
nach, w ktérych oba ostrostupy sa zwrécone do wnetrza).
Dwa czworosciany umiarowe o réznych krawedziach sa
do siebie podobne. Zaliczajac wszystkie wielosciany po-
dobne do tego samego gatunku, powiemy, ze istnieje tylko
jeden gatunek wielosciandw umiarowych wypuklych, czynigeych
zado$é warunkom zawartym w prerwszym wierszu nasze] tabelky.

Poniewaz istnieje tylko jeden rodzaj tréjkatéw umia-
rowych 1 jeden rodzaj narozy tréjéciennych (chodzi tu
o ,rodzaj” w znaczeniu, oméwionym na str. 8 dla wielo-
bokéw, a na str. 15 dla katow brylowych), przeto nie ist-
nieja inne wieloSciany umiarowe jednospdjne, a miano-
wicie niewypukle, ktére by spelnialy warunki zawarte
w pierwszym wierszu tabelki.




42

Fatwo mozna wykazaé, ze $rodki $4cian czworoscianu
umiarowego, tj. $rodki k6l opisanych na tych $cianach,
sa wierzchotkami drugiego, mniejszego czworodcianu umia-
rowego.

2. Szedcian czyli kostka. WieloScianem umiaro-
wym wypuklym, odpowiadajacym warunkom zawartym
w drugim wierszu naszej tabelki, jest szescian, czyli kostka
znana dobrze z elementarnej geometrii. Rys. 201 20a przed-

H’ G
H G
) F G H E
(= = E
5 G
A B s B c 5 A
Rys. 20. Rys. 20a.
ys o ro% ys. 20a

stawiaja rzut ukoény i siatke kostki. Wszystkie wielo-
§ciany wypukle sktadajace sie z 6 kwadratéw sa podobne,
istnieje wiec tylko jeden gatunek wielo$ciandw wmiarowych
wypuklych, czyniqeych zadoéé warunkom, zawartym w dru-
gim wierszu tabelki. Poniewaz istnieje tylko jeden rodzaj
czworobokéw umiarowych i jeden rodzaj katéw brylowych
tréjéciennych, przeto nie istnieja inne wielodciany umia-
rowe jednospéjne, a mianowicie niewypukle, ktére by spel-
nialy warunki zawarte w drugim wierszu tabelki.

3. O$mioécian umiarowy. Zbudujmy teraz wielo-
$cian odpowiadajacy warunkom zawartym w trzecim wier-
szu tabelki. Obieramy w tym celu uktad trzech prostopa-

=
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dtych do siebie prostych (rys. 21) przecinajacych si¢ w punk-
cie 0. Odetnijmy na kazdej z nich réwny odcinek, w obie
strony od O, taki sam na wszystkich trzech prostych. La-
czac punkty 4 i B z punktami C, D, E, F otrzymujemy
6 narozy wielofcianu zlozonego z 8 tréjkatow réwnobocz-
nych (réwno$¢ wszystkich bokow wynika z przystawania
A0C ~ COE ~ AOE itd.). Sciany sa tréjkatami, a zatem

’ El'
Dl

 VAYAY:

F B

Rys. 2L Rys. 21a. y
n — 3: w kazdym narozu schodza si¢ 4 kra- F’
wedzie, zatem m = 4; liczba Scian S =8, .
liczba narozy N = 6, a liczba krawedzi K = 12. Wielo-
écian ten odpowiada zatem warunkom zawartym w trze-
cim wierszu tabelki. Rys. 2la przedstawia jego siatke.
Aby wykazaé, ze ten wieloScian jest umimjowy, trzel?a}
jeszeze dowiesé, ze jego katy brytowe sa umiarowe. Ot6z
wiemy juz, ze katy plaskie kazdego kata br.yh)wego sa
réwne, Wynosza mianowicie po 60°. Katy dwuscienne sa tez
réwne, bo kazdy z nich jest réwny katowi u wierzchotka
tréjkata réwnoramiennego, ktérego podstawa jest réwna
AB, a wysokos¢ polowie krawedzi (<X AMB na rys: 21).
Wieloécian ten nazywamy o$mioscianem umiarowym.
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Wszystkie wielodciany wypukle, zlozone z 8 tréjkatéw
réwnobocznych o danej krawedzi, sa do siebie przystajace;
zmieniajac  wielko$¢ krawedzi, otrzymujemy wielosciany
podobne. Istnieje wiec tylko jeden gatunek wielosciandw
umsarowych wypuklych, kidre czyniq zadosé warunkom za-
wariym w trzecim wierszu tabelki.

Poniewaz istnieje tylko jeden rodzaj tréjkatéw umia-
rowych i jeden rodzaj katéw brylowych czworoéciennych
umiarowych, przeto nie istnieja inne wielodciany umiarowe
jednospéjne, a mianowicie niewypukle, ktére by spelnialty
warunki zawarte w trzecim wierszu tabelki.

Latwo mozna wykazaé, ze $rodki $cian szedcianu sa
narozami osmioScianu; stad wynika prosta konstrukcja
osmioscianu. Naodwrét érodki §cian 8-cianu sa narozami
szescianu. Miedzy tymi dwoma wieloScianami mozna zatem
ustali¢ taka wzajemna odpowiedniodé, ze punktom, prostym
1 plaszezyznom fjednej figury odpowiadajy plaszezyzny, proste
v punkty drugiej. Odpowiedniodé takq nazywamy wzajemno-
Sciq figur. Wzajemno$¢ te spostrzegamy takze, poréwnujac
ze soba liczby zawarte w drugim i trzecim wierszu tabelki.
Z tej wzajemnosci wynika, ze kazdemu twierdzeniu o na-
rozach szeécianu odpowiada analogiczne twierdzenie o $cia-
nach o$mioécianu i naodwrét.

4. Dwudziestod$cian umiarowy. Chcemy zdudo-
waé wielodcian umiarowy wypukly, o narozach 5-éciennych,
zlozony z 20 tréjkatéw réwnobocznych. Obieramy jakis
odcinek @ za krawedZ tego wieloscianu i budujemy naj-
plerw jedno naroze 5-Scienne umiarowe, majace katy pla-
skie po 60°. W tym celu budujemy ostrostup prosty piecio-
boczny, ktérego podstawa jest 5-bok umiarowy o danym
boku a, a ktérego krawedZ boczna jest réwna krawedzi
podstawy, mianowicie ostrostup PABCDE na rys. 22.
Wysokoscia tego ostrostupa jest przyprostokatna PF tréj-
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kata prostokatnego, ktérego druga przyprostokatng AF jest
promien kota opisanego na 5-boku, a przeciwprostokatna 4P
bok 5-boku, tj. obrana krawedZ a. Dwa takie przystajace
do siebie ostrostupy PABCDE i P, 4, B, C, D, E, ustawiamy
tak, aby ptaszczyzny ich den bylty do siebie réwnolegle,
a wierzcholki lezaly po przeciwnych stronach tych den na
prostej prostopadlej do tych den. Skrecamy nastepnie jeden

Rys. 22a.

7 nich wzgledem drugiego o 36° okolo osi P P, i zblizamy
tak, aby bylo BE, — BC. Osiggniemy to wtedy, gdy Odl(’i—
glo&c h obu den bedzie réwna przyprostokatnej trojkata, kto-
rego przeciwprostokatna jest wysokos¢ tréjkata r(')wn(’)bc;f:z—
nego o bokua, a druga przyprostokatna jest réwna. réznicy
miedzy promieniem kola opisanego na 5-boku umiarowym
o boku @ a promieniem kola wpisanego w ten 5-bok. Kazdy
wierzcholek 5-boku ABCDE laczymy z dwoma najbliz-
szymi wierzcholkami 5-boku 4, B,C; D, E,. Dna ostFoslupéw
opuszczamy. Otrzymujemy w ten sposéb wielodcian, zlo-
zony z 20 tréjkatéw réwnobocznych, ktérego katy l?rylowe
sg b-4cienne. Aby wykazaé, ze ten 20-Scian jest umiarowy,
trzeba jeszcze tylko stwierdzi¢, czy jego katy brylowe sa
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umiarowe. Otéz wszystkie katy plaskie kazdego kata bry-
lowego sa réwne, wynosza bowiem po 60°; katy dwuscienne
sq takze sobie réwne, a mianowicie kazdy z nich jest réwny
katowi u wierzcholka tréjkata réwnoramiennego, ktérego
podstawa jest przekatna 5-boku umiarowego o boku a,
a ramieniem wysoko$¢ tréjkata réwnobocznego o boku a
(np. kat <z PG4, na rys. 22). Dla zupeloéci dowodu trzeba
jeszcze tylko wykazaé, ze figura PBE A,D jest 5-bokiem
umiarowym. Polaczmy w tym celu B z D i poréwnajmy
z soba 5-boki ABCDE (o ktérym wiemy, Ze jest umiarowy)
1 PBE, 4, D. Ot6z odcigte tréjkaty BCD i BPD sa przy-
stajace (BD — BD, BC = BP, CD = PD); pozostata czeéé
ABDE jest trapezem réwnoramiennym, a E, B D A4, jest
tez trapezem, gdyz B D[/E, 4,, jak to wynika z obrotu
o 36%. Wobec tego do stwierdzenia przystawania 4 B D E ~
=~ E, BD A, wystarczy réwnoéé¢ bokdéw, ktéra tu istotnie
ma miejsce. 5-bok wiec P B E; A, D jest umiarowy, c. b.
d. o. Dowiedliémy w ten sposéb, ze zbudowany przez nas
wielo$cian jest umiarowy.

Nazywamy go 20-$cianem umiarowym. Rys. 22a
przedstawia jego siatke.

Konstrukcj¢ mozna wykonaé o wiele prosciej przy po-
mocy kuli opisanej (tylko dowdd jest wtedy trudniejszy).
W tym celu budujemy najpierw pobocznice ostrostupa
9-bocznego PABCDE tak jak poprzednio. Nastgpnie wy-
kreSlamy AP; | AP na plaszczyZnie wyznaczonej przez
PF 1 PA (<t PAP, musi by¢ prosty jako kat w pdlkolu).
Jej punkt przeciecia P; z prosta PF jest przeciwlegtym
narozem szukanego wielodcianu. Srodek O odcinka PP,
jest srodkiem kuli opisanej. Tworzymy obraz Srodkowo
symetryczny ostrostupa PABCDE wrzgledem $rodka O.
Otrzymane punkty 4,, B,, C;, D,, E, sa pozostalymi naro-
zami szukanego wieloscianu.

47

Uwaga. Z powyzszych rozwazaf wynika bardzo prosty spo-
s6b konstrukeji i obliczenia $rednicy kuli opisanej na dwudziesto-
écianie umiarowym o danej krawedzi, a mianowicie ta Srednica
jest przeciwprostokatna tréjkata, ktérego jedna przyprosto-
katna jest krawedZ 20-§cianu, a druga przekatna 5-boku umiaro-
wego (4 B E, P, C,) o boku réwnym krawedzi.

Liczba &cian tego wielodcianu S = 20, liczba narozy
N — 12, liczba krawedzi K = 30, liczba bokéw kazdej
dciany m = 3, a liczba krawedzi kazdego kata brylowego
m = 5. Spelnia on zatem warunki zawarte w 4. wier-
szu naszej tabelki. Wszystkie wielosciany wypukle, zloZone
z 20 tréjkatéw réwnobocznych o tej samej krawedzi, sa
do siebie przystajace, a jezeli zmienimy wielkos¢ krawe-
dzi, to otrzymamy wieloéciany podobne. Istnieje wigc tylko
jeden gatunek wielociandw wmiarowych wypuklych, ktdre
czynig zado$é warunkom zawartym w 4. wierszu tabelks.

Okazuje sig, ze istnieje ponadto jeden gatunek wielo-
écianéw umiarowych jednospéjnych niewypuklych, speinia-
jacych te same warunki. I tak oparliémy konstrukeje 20-$cianu
na budowaniu kata brylowego b5-éciennego umiarowego
o katach ptaskich po 60° przy czym uwzgledniliSmy tylko
zwyczajny, wypukly kat brytowy. Istnieje jednak takze
gwiazdzisty kat brylowy umiarowy b5-Scienny, o takich
samych katach plaskich; otrzymujemy go tak samo, jak
zwyczajny kat brylowy biorac jednak za podstawe ostro-
stupa 5-bok umiarowy gwiazdzisty. Przy pomocy kuli opi-
sanej mozna nastepnie zbudowaé wieloScian umiarowy
gwiazdzisty, ktéry ma 20 $cian, 12 narozy o katach bryto-
wych B-iciennych (gwiazdzistych) i 30 krawedzi, ktorego
Sciany sa tréjkatami réwnobocznymi. Wielodcian ten przed-
stawia rys. 33 (str. 69) w rzutach prostokatnych, a rys. 34
w perspektywie. W nastepnym paragrafie poznamy rozmaite
wlasnodei tego wielodcianu 1 podamy prostsza konstrukeje.
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Nazywamy go 20-scianem wumiarowym o narozach quwiatdzi-
stych.

5. Dwunastodcian umiarowy (wypukly). Nowy
wieloécian umiarowy wypukly otrzymuje sie laczac w 20-$cia-
nie umiarowym wypuklym érodki kazdej pary $cian sa-
siednich (tj. écian o wspélnej krawedzi). Zwréémy uwage
na pie¢ Scian 20-4cianu nalezacych do jednego naroza, np.
do naroza P na rys. 22. Latwo wykazaé za pomoca przysta-
wania odpowiednio dobranych tréjkatéw i katéw bryle-
wych tréjéciennych, ze odcinki laczace érodki tych $cian
tworza 5-bok umiarowy. Poniewaz 20-§cian ma 12 takich
narozy, przeto otrzymamy 12 5-bokéw umiarowych, two-
rzacych nowy wielodcian. Narozami jego sa érodki $cian
20-Scianu, posiada on zatem N = 20 narozy. W kazdym
narozu schodza si¢ po 3 krawedzie, bowiem z kazdym tréj-
katem 20-Scianu sasiaduja 3 $ciany. Katy plaskie kazdego
kata brylowego w nowym wieloicianie wynosza po 1089,
s zatem sobie réwne, a stad wynika, ze i katy dwulcienne
sg sobie réwne, a wigec wszystkie katy brylowe sa umiarowe.
Wielodcian ten jest wiec umiarowy. Posiada on S — 12

Scian, N = 20 narozy i K = }‘22—5 = 30 krawedzi; liczba

bokéw kazdej $ciany jest » = 5, a liczba krawedzi kazdego
kata brylowego m — 3. Wieloscian ten spelnia zatem wa-
runki zawarte w piatym wierszu tabelki. Nazywamy go
12-Scianem umiarowym (wypuklym). Rys. 23 przed-
stawia ten wieloScian w rzucie ukosnym, wraz z wpisanym
szescianem, figura za$§ 23 a przedstawia jego siatke.

Z konstrukcji opisanej powyzej wynika, ze 20-écian
umiarowy i 12-Scian umiarowy odpowiadaja sobie wza-
jemnie, tak jak 8-§cian i szedcian, co sie takze uwydatnia
w tabelce.

Bardzo prosta konstrukcje 12-§cianu umiarowego otrzy-
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mamy, opierajac si¢ na wlasnoéciach szeScianu wpisanego
w 12-4cian umiarowy. Aby otrzymac taki szedcian, wy-
kreSlmy z dowolnego naroza, np. z 4 na rys. 23, trzy prze-
katne Scian 12-4cianu, tak aby trapez odciety przez prze-
katng jednej $ciany mial wspélny bok z tréjkatem odeig-
tym przez przekatna Sciany. sasiednej. Takimi przekatnymi
sa np. AD, AK i AG. Taka sama konstrukcje wykonywamy

Rys. 23 a.

przy narozach D, K, G i przy narozu W, przeciwleglym
wzgledem 4. Dowiedziemy, Ze te przekatne sa krawedziami
szeécianu wpisanego w dany 12-§cian. I tak 4-bok AKMD
jest rownolegtobokiem réwnobocznym, gdyz wszystkie jego
boki sa rowne, jako przekatne przystajacych 5-bokéw ;
sasiednie za$ katy <t K4AD i <t MDA sa réwne, jak to
wynika z przystawania kata brylowego 3-Sciennego o na-
rozu A, a krawedziach AK, AB, AD do kata brylowego
o narozu D, o krawedziach DM, DC, DA. Réwnolegtobok

Lomnicki : Wielosciany umiarowe. 4
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AKMD jest zatem kwadratem, a wiec wpisany wielodcian
jest szeScianem.

Krawedz BC 12-4cianu jest réwnolegta do przekatne]
AD, a zatem jest réwnolegla do plaszezyzny ADMK. Od-
legloé¢ B, Y, tej krawedzi od tej plaszczyzny jest réwna
potowie krawedzi. Wynika to stad, ze By ¥ ¥ X =
— BY:YX —a:p (por. str. 11), przy czym e oznacza
bok B-boku, a p jego przekatna; poniewaz Y, X, = 4p,
a-Y, X, a-§p

o & i

Stad wynika nastepujaca konstrukecja 12-Scianu umia-
rowego o danej krawedzi a: wyznaczamy przekatna p
5-boku umiarowego o danym boku @ (np. w sposéb podany
na str. 11) i budujemy szeScian o krawedzi p: jego maroza
sa narozami 12-écianu. Dla znalezienia pozostalych 12
narozy, wykredlamy przez $rodki Scian szeScianu prosto-
padite do tych $cian i odcinamy na kazdej z nich {a na
zewnatrz szeécianu od érodkéw Scian; przez konce tych 6
odcinkéw wykre$lamy réwnolegle do krawedzi szeScianu,
tak aby réwnolegte do sasiednich Scian szeScianu byly
wzgledem siebie wichrowate (BC//AD, HJ||[AK, EF|/AG
itd.) i odcinamy na nich w obie strony od koncéw odcinkdéw
po 4 a. Drugie konce tych odcinkéw sa narozami 12-§cianu.
Sposéb ten nadaje si¢ szczegdlnie dobrze do konstrukeji
rzutu ukoénego lub rzutéw prostokatnych.

Wszystkie wieloéciany wypukle zlozone z 12 pieciobo-
kéw umiarowych sa podobne do siebie, a wiec isinieje tylko
jeden gatunek wielo$ciandw wmiarowych wypuklych, ktore
czyniq zado$é warunkom zawartym w piatym wierszu tabelki.

W nastepnym paragrafie wykazemy, ze istnieje ponadto
jeden gatunck wieloscianéw umiarowych jednospéjnych nie-
wypuklych, czyniacych zados¢ tym samym warunkom,
jednakze $ciany tych wieloSciandw s3 5-bokami umiaro-

przeto B, ¥, = $a.
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wymi gwiazdzistymi. WieloScian taki nazywamy 12-Scia-
nem gquwiaidzistym o 20 narotach (dodatek o liczbie narozy
jest potrzebny, istnieje bowiem takze 12-Scian umiarowy
gwiazdzisty o 12 narozach). Wieloscian ten jest przedstawiony
w rzutach prostokatnych na rys. 24, na str. 61, a w per-
spektywie na rys. 25. Jest on utworem geometrycznym
wzajemnym wzgledem 20-§cianu o narozach gwiazdzistych.

Wynik calej dyskusji streszcza si¢ zatem w tym, ze
istnieje tylko 7 gatunkéw wieloSciandw wumiarowych jedno-

" spéjnych, a mianowicie 5 wypuklych i dwa niewypukle, gwia-

4dziste. Dowiedziemy w dalszym ciggu, Ze wéréd wielo-
$cianéw wielospéjnych istnieja jeszcze tylko dwa gatunki
wieloécianéw umiarowych (oczywiscie niewypuklych); sa
one gwiazdziste i 9-krotnie spéjne. Eacznie zatem mamy
tylko 5 gatunkéw wielodcianéw umiarowych wypuklych
i 4 gatunki niewypuklych, a mianowicie gwiazdzistych.

Uwagi. Wielo§ciany umiarowe wypukle znano juz w staro-
zytnoéci. W Elementach Euklidesa jest o nich mowa w XIII,
XIV i XV ksiedze. W $wiatopogladzie pitagorejczykow odgry-
waly te wielodciany wazna role. Mniemali oni, Ze cztery Zy-
wioly tworzace $wiat skladaja sie wlaénie z wieloécianéw umia-
rowych, a mianowicie: ogiefi z 4-§cianéw, powietrze z 8-Scianow,
woda z 20-4ciandéw, a ziemia 7z szedcianéw, dwunastodcian zas
mial przedstawia¢ zarys wszech$wiata. Poglad ten podzielal
i rozpowszechnial réwniez Platon i z tego powodu nazywaja
wielodciany umiarowe wypukle wielodcianami platosiskimi. W poz-
niejszych czasach sadzono, ze piatemu wieloscianowl umiaro-
wemu odpowiada jaki$ tajemniczy, subtelny piaty Zywiol (quinta
essentia, stad — kwintesencja), co$ analogicznego do eteru
kosmicznego. W XVI wieku astronom Kepler oparl na wielo-
$cianach umiarowych swe fantastyczne, mlodziencze pomysty
astronomiczne. W dziele pod tytulem Mysterium cosmographi-
cum (w r. 1596) twierdzit on, Ze koltowe drogi planet w obiegu
kolo slofica pozostaja w $cistym zwiazku z kulami opisanymi
na wieloécianach umiarowych. Wyobrazmy sobie kule, ktorej

4%
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kolem wielkim jest droga Merkurego; na tej kuli niech bedzie
opisany 8-$cian, na nim kula; na tej 20-Scian, na nim kula, na
niej 12-§cian, na nim kula, na niej 4-§cian, na nim kula, na niej
sze§cian a wreszcie na nim kula. Promienie tych kolejnych
kul mialy przedstawia¢ wedlug Keplera kolejno promienie
drog wszystkich znanych wowcezas planet, tj. Merkurego, We-
nery, Ziemi, Marsa, Jowisza i Saturna. W poZniejszych swych
badaniach przekonal sie Kepler, ze pomyst ten nie zgadza sig
z Tzeczywistoscia.

W innym dziele Keplera znajdujemy opis i rysunki dwoch
wielo§cianéw umiarowych gwiazdzistych. Dokladne zrozumienie

ich budowy i odkrycie dwoch pozostalych wieloécianéw umia-

rowych gwiazdzistych jest jednak zdobycza dopiero wieku XIX.
Pierwszy Poinsot zbadal (w r. 1810) wszystkie wieloSciany
umiarowe niewypukle, a Cauchy dowiédl (w r. 1811), ze ist-
nieja tylko 4 gatunki takich wieloScianow.

§ 7. WieloSciany umiarowe niewypukle (gwiazdziste)

Wszystkie naroza wielo$cianu umiarowego leza na po-
wierzchni kuli (opisanej) bez wzgledu na to, czy ten wie-
loécian jest wypukly, czy tez nie, czy jest jednospdjny,
czy tez wielosp6jny. DowiedliSmy bowiem (w § b), ze na
kazdym umiarowym wieloscianie mozna opisaé¢ kule.

Dalsze rozwazania oprzemy na nastepujacym, dosc
oczywistym twierdzeniu: jezeli wszystkie naroza wieloscianu
niewypuklego leig na kuli, to istnieje jeden @ tylko jeden wie-
loscian wypukly o tych samych narozach.

Konstrukcje tego wieloScianu wypuklego mozna wy-
kona¢ w nastgpujacy sposéb. Eaczymy kazde naroze
z wszystkimi innymi narozami za pomoca odcinkéw linii
prostych. Przez kazde naroze wykreslamy plaszezyzne
styczna do kuli, np. przez naroze A plaszczyzne P. Przez
to naroze lub przez te naroza (o ile ich jest wiecej), ktore
leza najblizej punktu 4, wykre$lamy plaszczyzne P; réwno-

7
13

Wi

53

legta do P. Otrzymamy na niej skonczony zbiér Z punktéw,
w ktérych przecinaja ja te odcinki. Skonczony zbidr Z
punktéw plaszezyzny moina zamknaé (o ile nie lezy na
jednej linii prostej) w jeden &cifle oznaczony wielobok wy-
pukly W, ktérego wierzcholki naleza do punktéw tego
zbioru, inne zaé punkty leza wewnatrz tego wieloboku
lub na jego bokach. Laczac naroze 4 z wszystkimi punk-
tami obwodu tego wieloboku wypuklego otrzymamy przy
narozu A kat brylowy wypukly. Postepujac tak samo
z kazdym narozem otrzymamy zadany wieloscian wypukly.
Nazwijmy ten wieloScian wypukty opisanym na danym
wielo$cianie niewypuklym.

Wykazemy, ze wielodcian wypukly opisany na wieloscianie
umigrowym niewypulklym jest takze umiarowy.

Dowéd. Wezmy pod uwage figure F, zlozong z wielo-
écianu umiarowego niewypuklego U i z opisanego na nim
wieloécianu wypuklego W. Zbudujmy druga taka figure
F,, przystajaca do F, a wigc zlozona z wieloScianu umia-
rowego niewypuklego U, przystajacego do U i z opisanego
na nim wieloécianu wypuklego W, ktéry przystaje do W.
Polézmy dowolne naroze M, figury F; na jakies obrane
naroze A figury F tak, aby si¢ nakryly katy brylowe wielo-
$cianéw umiarowych niewypuklych U i U; nalezace do
tych narozy. Poniewaz te katy brylowe sa przystajace,
umiarowe i skladaja sie co najmmiej z 3 $cian, przeto mo-
zemy je sprowadzié do nakrycia co najmniej w trzy rézne
sposoby. Wtedy takze cale figury F i F, nakryja sig, a za-
tem takze katy brylowe wieloScianéw wypuklych W i W,
lezace przy narozach M, i 4, sa przystajace i mozna je
sprowadzi¢ do nakrycia z soba co najmniej w trzy rozne
sposoby. Naroze M, obraliSmy dowolnie, a wiec kazdy
dowolny kat brylowy wieloscianu wypuklego W, przystaje
do kata brylowego, nalezacego w W do naroza A4; to zna-
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czy, ze wszystkie katy brylowe wieloScianu W, a zatem
1 wieloScianu W sa do siebie przystajace, a wiec kazdy
z nich ma tyle samo $cian. Wiemy (na podstawie wniosku
z twierdzenia Eulera), Ze nie istnieje taki wieloécian
wypukly, w ktérym kazdy kat brylowy mialby wiecej
anizeli 5 $cian. Stad wynika, ze katy brylowe wielo$cianu
wypuklego W moga byc¢ tylko 3-§cienne, 4-Scienne Iub
5-8cienne. Takie za$ katy brylowe daja sie sprowadzié¢ do
nakrycia co najmniej w trojaki sposéb tylko wtedy, gdy
s umiarowe. (Dla katéw brylowych o 6 lub wigcej $cia-
nach warunek powyzszy nie wystarcza do zapewnienia
umiarowoscei, to znaczy, ze istnieja katy brylowe 6-Scienne
nieumiarowe, ktére mozna sprowadzi¢ do nakrycia z przy-
stajacymi katami brylowymi w 3 rdine sposoby).

DowiedliSmy zatem, ze katy brylowe wieloécianu wypu-
klego, opisanego na wielodcianie umiarowym niewypuklym,
sa umiarowe. Sprowadzajac do nakrycia dwie $ciany przy-
stajacych wieloscianéw umiarowych niewypuklych w fi-
gurach F 1 F,, dowodzi si¢ zupelnie podobnie, jak dla ka-
téw brylowych, ze $ciany wieloécianu wypuklego opisanego
na niewypuktym wieloécianie umiarowym, sa wielobokami
umiarowymi. Wieloscian W jest zatem umiarowy, c. b. d. o.

Udowodnione twierdzenie mozna wypowiedzie¢ takze
w nastepujacej postaci: kaidy wmiarowy wielodcian niewy-
pukly ma te same naroia co jaki§ umiarowy wielodcian wiy-
puldy.

O ile wiec istnieja jakie$ wieloéciany umiarowe niewy-
pukte, to musimy je otrzymaé z pieciu wielocianéw pla-
tonskich laczac w kazdym z nich naroza we wszelkie mo-
zliwe sposoby. Przejdzmy je po kolei.

W 4-$eianie wmiarowym nie ma procz krawedzi zadnych
odcinkéw, laczacych z soba jego naroza, a z tych krawedzi
nie mozna utworzy¢ innego wieloscianu précz danego 4-Scianu.
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W szedcianie trzy odcinki laczace naroze z trzema naj-
blizszymi narozami s$g krawedziami szeScianu, .a 7 _tych
krawedzi nie mozna utworzy¢ zadnego nowego w1el?éc1anu.
Trzy odcinki laczace naroze z trzema dalszymi naro-
zami (tj. przekatne Scian szeécianu), tworza kat brylowy
tréjécienny; laczac konce tych odcinkéw otrzymamy
4-4cian umiarowy wypukly. Wykonujac te sama ‘kon-.
strukcje od sasiedniego naroza otrzymujemy drugi taki
4-4cian. :

Niektérzy autorowie uwazaja zespdt tych dwoch 4—éCl?.-
néw za jeden wielodcian gwiazdzisty umiarowy 1 nazywaja
go o$miokgtng gwiazdg. Utwor ten nie jest jednak‘ wmk')-
4cianem wedlug przyjetej przez nas definicji, bowiem nie
ma takiego szeregu Scian tej figury (za dciany uwazamy
tylko cale tréjkaty réwnoboczne, ztozone z przeka‘tr_lych
szecianu), ktéry by laczyl Sciang jednego czworosScianu
ze 4ciang drugiego. Précz tych 2 rodzajow odcinl_«'.)w ta-
czacych naroza, istnieje jeszcze trzeci, a mianowicie od-
cinki laczace najdalsze, tj. przeciwlegle naroza; uklad tych
4 odcinkéw przecinajacych si¢ w jednym punkcie nie two-
rzy jednak ani wieloscianu, ani nawet wieloboku.

7 kazdego naroza 8-fcienu wmiarowego wychod_zac 4
réwne odeinki, ktére lacza to naroze z najblizszymi na-
rozami. Przesuwajac plaszczyzny przez kazda pare _s@sied:
nich odcinkéw otrzymujemy dany 8-cian. Przesuwajac s
ptaszczyzny przez kazda pare niesasiednich  odcinkéw
przy kazdym narozu, otrzymujemy ogblem 3 kwadraty
nie tworzace wielocianu. Trzy odcinki, ktére lacza z soba
najdalsze naroza, przecinaja sie w jednym punkcie a za-
tem nie tworza wieloscianu. .

Dwunastodcian umiarowy wypukty posiada naroza parami
przeciwlegte. Obierzmy dwa takie naroza; pozostale leza
po 3 i po 6 na czterech plaszezyznach prostopadlych do
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prostej laczacej te dwa naroza. Mamy tu wiec 5 odmian
odcinkéw laczacych ze soba naroza (por. rys. 23).

a) Trzy najkrétsze odcinki laczace naroze z najblizszymi
narozami sa krawedziami danego 12-4cianu; przesuwajac
plaszczyzne przez kazda pare takich odcinkéw nalezacych
do jednego naroza, otrzymamy dany 12-$cian.

b) Nastepnymi pod wzgledem dtugodci odcinkami sa
przekatne $cian 12-$cianu. Przez kazde naroze przechodzi
6 takich odcinkéw. Dwie sasiednie przekatne lezace na
jednej cianie (np. 4 Di 4 C na rys. 23) tworza wraz z prze-
katnymi nalezacymi do innych narozy tej sSciany 5-bok
umiarowy gwiaZdzisty. W kazdym narozu schodza sig
wprawdzie 3 takie 5-boki, lecz nie tworza kata brylowego,
poniewaz nie maja wspdlnych krawedzi. Dwie sasiednie
przekatne, ktére leza na dwdéch sasiednich §cianach, tworza
wraz z przekatna laczaca ich konce tréjkat réwnoboczny
(np. 4 J @ na rys. 23); w kazdym narozu schodza sie 3 takie
tréjkaty, nie tworza one jednak kata brylowego, poniewaz

nie maja bokéw wspélnych (np. tréjkaty AJ G, A KC,

A DF na rys. 23). Dwie przekatne przegrodzone jednag
przekatng sa krawedziami szeScianu wpisanego w 12-cian
(np. przekatne A D i A K na rys. 23). Z kazdego naroza
wychodza dwa takie szeSciany, a w catym 12-cianie jest
ich 5 (aby otrzymac¢ te liczbe, trzeba pomnoiy¢ liczbe na-
rozy, tj. 20, przez 2, a wynik podzieli¢ przez 8, gdyz kazdy
szescian jest wspélny 8 narozom). Dwie przekatne prze-
grodzone dwiema przekatnymi (np. 4D i A4J na Tys. 23)
sa bokami 5-boku umiarowego (np. DAJUN na rys. 23),
W kazdym narozu schodza si¢ wprawdzie 3 takie 5-boki,
lecz nie tworza kata brylowego, poniewaz nie maja bokdw
wspélnych. Widzimy stad, ze ten drugi rodzaj odcinkéw
nie prowadzi do zadnego nowego wieloécianu.

¢) Nastepnymi pod wzgledem dtugosci sa odcinki, z kté-
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rych kazdy laczy naroze z koncem linii tamanej, zloZonej
z trzech krawedzi 12-écianu nie lezgcych na tej samej $cia-
nie (np. AM, AL, AT, AS, AP, AO na rys. 23). Sa one
przekatnymi $cian szescianéw wpisanych w 12-§cian. Z kai-
dego naroza wychodzi 6 takich odcinkéw. Dwa sasiednie
odcinki tego rodzaju nie tworza wieloboku umiarowego
z innymi odcinkami tej samej dlugoéci, nalezacymi do
innych narozy (powstaja natomiast w ten sposéb wichro-
wate 10-boki, np. AOBNKWJRHP na rys. 23). Dwa nie-
sasiednie odcinki przegrodzone jednym odcinkiem (np.
AP 1 AT na rys. 23) sa bokami tréjkatéw réwnobocznych.
Biorac pod uwage trzeci taki odcinek, ktéry wychodzi
z tego samego mnaroza, otrzymamy 4-$cian umiarowy (np. .
APTM na rys. 23). Z kaidego naroza wychodza 2 takie
czworoéciany (wpisane w 2 szeiciany nalezgce do tego na-
roza), a zatem istnieje 20 - 2: 4 czyli 10 takich 4-$cianéw.
Dwa odcinki przegrodzone obustronnie dwoma odcinkami
nie prowadza do umiarowych wielobokéw (lecz do 10-bokéw
wichrowatych, jak np. ASNPGWCHRM na rys. 23). Ogé-
lem wige odcinki trzeciego gatunku nie prowadza do no-
wych wieloScianéw.

d) Nastepnymi pod wzgledem dilugosci sa odcinki ta-
czace naroze z tymi trzema narozami, ktoére sasiaduja
z przeciwleglym narozem (np. BP, BW, BS na rys. 23),
bowiem narozem przeciwleglym do B jest R, a naroza P,
W i S sa najblizej naroza R). Te odcinki tworza 5-boki
umiarowe gwiazdziste (np. 5-bok gwiazdzisty BPJDS wpi-
sany w zwyczajny 5H-bok umiarowy BDPSJ). Po 3 takie
5-boki gwiaZdziste schodza sie w kazdym narozu i to tak
ze kazdy z nich ma wspdlny bok z sasiednim. W ten sposéb
powstaje wieloscian wumiarowy niewypukly o narozach
3-&ciennych, ktérego S§ciany sa H-bokami umiarowymi,
guwiaidzestymi. Wielodcian ten nazywamy dwunastoscianem



58

umiarowym gwiaZdzistym o 20 naroZach. Wspomnie-
liémy juz o nim w poprzednim paragrafie jako o wielo$cia-
nie jednospéjnym . czyniagcym zado$¢ twierdzeniu Eulera
(por. rys. 24, 25).

e) Najdluzsze odcinki, tj. laczace przeciwlegle naroza,
nie tworza wieloécianu, lecz uklad 10 przecinajacych sie
w jednym punkcie odcinkdw.

7 12-4cianu umiarowego wypuklego -otrzymaliSmy za-
tem jeden nowy wielocian umiarowy (niewypukly).

Duwudziestodcian wmiarowy wypukly (rys. 22) ma naroza
parami przeciwlegle. Jezeli obierzemy dwa takie naroza,
to pozostale leza po 5 w dwdéch plaszczyznach prostopadtych
do prostej laczacej te naroza. Wobec tego istnieja tu 3 ro-
dzaje odleglodci narozy.

a) Najkrétszymi odcinkami laczacymi z soba naroza
90-¢cianu sa jego krawedzie. Z kazdego maroza wychodzi
5 takich odcinkéw. Przesuwajac plaszczyzny przez pary
sasiednich odcinkéw w kazdym narozu otrzymujemy dany
wypukly 20-écian. Przesuwajac za$ plaszczyzny przez pary
odcinkéw niesasiednich w kazdym narozu, otrzymujemy
zwyczajne B-boki umiarowe i to po dwa przy kazdej kra-
wedzi (np. na rys. 22 przy krawedzi PB 5-boki PB E, 4, D
i PBD,C, E). Otrzymujemy w ten sposéb katy brylowe
gwiazdziste, z ktérych kaidy jest zbudowany z pieciu zwy-
czajnych 5-bokéw. W ten sposéb powstaje nowy wieloscian
umiarowy niewypukly; nazywamy go dwunastoscianem

umiarowym o narozach gwiazdzistych. Rys. 31 (str. 66)

przedstawia perspektywiczny obraz tego wieloscianu.

b) Nastepnymi pod wzgledem dlugoéci sa odcinki, fa-
czace naroze z tymi marozami, ktére sasiaduja z narozem
przeciwlegtym (np. odcinki laczace P z 4y, B,,Cy, Dy, E, na
rys. 22). Z kazdego naroza wychodzi 5 takich odcinkow.

Biorac pod uwage w kazdym narozu sasiednie odecinki
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tego rodzaju (np. P D, i P E, na rys. 22), otrzymujemy
5-boki umiarowe gwiazdziste wpisane w zwyczajne 5-boki,
o ktérych byla mowa w poprzednim przypadku (np. 5-bok
taczacy kolejno punkty P, Dy, C, 4, E,, P narys. 22). Kazdy
bok takiego 5-boku gwiaZdzistego jest wspolny dwom i tylko
dwom takim 5-bokom (np. bok P E, na rys. 22 jest wspolny
5-bokom gwiazdzistym P E, DB A, P i PE, ACD, P).
W kazdym narozu schodzi si¢ 5 takich 5-bokéw gwiazdzi-
stych. Tworza one nowy wieloscian umiarowy niewypukly
o 12 écianach gwiazdzistych i o 12 narozach. Nazywamy
go 12-§cianem umiarowym gwiazdzistym o 12 naro-
zach. Rys. 28 (str. 63) przedstawia obraz perspektywiczny
tego wielodcianu.

Przesuwajac plaszczyzny przez kazda parg niesasiednich
odcinkéw tego rodzaju (np. przez P Dy i P A4, na rys. 232),
otrzymujemy przy kazdym narozu 5 trojkatéw réwno-
bocznych (np. P D, 4,, P 4,C,, PC, E,, PE, B, PB, D,
na rys. 22), tworzacych ket brylowy gwiatdzisty. Takich
tréjkatéw jest ogétem 12.5:3 = 20. Nowy wielo$cian
umiarowy niewypukly otrzymany w ten sposob nazywamy
dwudziestoécianem umiarowym o narozach gwiaz-
dzistych. Rys. 34 (str. 69) przedstawia obraz perspekty-
wiczny tego wielocianu. O wieloscianie tym wspomnielismy
juz w poprzednim paragrafie, jako o wielodcianie jednosp6i-
nym czyniacym zado$é twierdzeniu Eulera.

¢) Najdiuzsze odcinki, tj. odcinki laczace przeciwlegle
naroza nie tworza wieloscianu, lecz uklad 6 odcinkéw prze-
cinajacych si¢ w jednym punkcie.

Z calej tej dyskusji wynika, ze istniejq tylko cztery zasad-
niczo od siebie rézne wielofciany wmiarowe niewypukle (w tym
znaczeniu, ze wszystkie inne sa do nich podobne), a miano-
wicie: 3 dwunastodciany (12-$cian umiarowy gwiaZdzisty
o 20 narozach, 12-4cian umiarowy gwiazdzisty o 12 na-
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rozach, 12-§cian umiarowy o narozach gwiaZdzistych) i je-
den dwudziestoscian umiarowy o narozach gwiazdzistych.

Uwaga. Sposoéb dowodzenia, ktoregoSmy tu uzyli, podatl
Bertrand (w r. 1858). Dowdd Cauchy'ego (z r. 1811,
o ktérym wspominali§my w poprzednim paragrafie) polega na
rozumowaniach ,,wzajemnych® wzgledem uzytych tu rozwazan,
to znaczy, ze jeden dowdd otrzymuje sie z drugiego przez za-
stapienie we wszystkich rozumowaniach punktow plaszezyznami
1 odwrotnie. Tak wigc punktem wyjécia w rozumowaniu Cau-
chy’'ego jest twierdzenie, ze kaidy wieloScian wmiarowy nie-
wypukly jest ograniczony tymi samymi plaszczyznami, co wmiarowy
wieloScian wypukly. Wszystkie wiec wielosciany umiarowe nie-
wypukle mozna otrzymaé przez przedhizanie écian wielo$cianéw
platoniskich (zamiast wiec badaé linie proste wspdlne dwom
narozom, jak to czyniliSmy w naszym dowodzie, mozna badac
proste wspdlne plaszczyznom dwdch $cian wielodcianu wypuk-
lego umiarowego). Metoda Cauchy'ego jest uogolnieniem
metody otrzymywania wszystkich wielobokéw umiarowych gwia-
zdzistych przez przedluizenie bokéw wielobokéw umiarowych
zwyczajnych. Prace Bertranda i Cauchy'ego o wielo-
$cianach gwiazdzistych znajduja sie w wydanym przez Hauss-
nera zbiorze przekladéw prac o tych wieloécianach (cytowa-
lismy te przeklady na str. 9).

Zajmiemy sie jeszcze nieco blizej opisem budowy tych
skomplikowanych wielo$cianéw gwiazdzistych.

1. Dwunastoscian wmiarowy gwiaidzisty o 20 naroiach
otrzymaliémy z 12-§cianu umiarowego wypuklego, laczac
kazde jego naroze z trzema narozami sasiadujacymi z prze-
ciwleglym narozem. Opierajac sie na tym mozna otrzymac
z latwodcia rzuty prostokatne tego wieloScianu (rys. 24)
przy podanych rzutach prostokatnych 12-§cianu umiarowego
wypuklego. Rys. 25 przedstawia perspektywiczny obraz
tego wieloécianu. Sciany sa 5-bokami umiarowymi gwiazdzi-
stymi i schodza sie po 3 w kazdym narozu. Liczba $cian
S = 12; poniewaz naroza sa wspélne z 12-Scianem umiaro-
wym wypuklym, ten za$ posiada 20 narozy, przeto liczba

26,

Rys. 25.

Rys.
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narozy N = 20; z kazdego naroza wychodza po 3 krawedzie,
kazda za§ krawedZ jest wspdlna 2 narozom, zatem liczba

3-20

krawedzi K = = 30. Liczby 8, N, K czynig zadosé

twierdzeniu Eulera, bowiem S - N — K =12 + 20 —
— 30 = 2. Wicloscian ten jest jednospéjny. Z rysunku 25 jest
widoczne, ze gdyby$my odcieli od tego wielo$cianu 20 wy-
stajacych ostrostupéw 3-bocznych, to otrzymalibysmy jego
,,jadro” (nazwa ta pochodzi od Cauchy’ego) w postaci
wypuktego 20-§cianu umiarowego. Naodwr6t mozna by
sporzadzié model naszego wieloscianu, nakladajac na kazda
$ciane zwyklego 20-§cianu umiarowego wypuklego 20 ostro-
stupéw, ktérych podstawami sa $ciany 20-$cianu, a ktérych
krawedzie boczne sa przedluzeniami odpowiednich krawe-
dzi 20-cianu. Taki jest np. na rys. 22 ostrostup, ktory za
podstawe ma éciane B (' E,, a za krawedzie boczne przediu-
zenia krawedzi A B, D C, P, E,. Gdyby$my odrzucili jadro,
otrzymaliby$my niewypukly wieloScian zwyczajny, tj. nie
zwiazany, ktory jednak nie jest wieloscianem umiarowym
lecz czedeia takiego wielocianu widoczna z zewnatrz. Latwo
mozna sporzadzié siatke tej zewnetrznej czesci przedstawiona
na rys. 26; sklada si¢ ona z 60 tréjkatéw réwnoramiennych
o katach 369, 720, 72°, sa to bowiem wystajace czedci 5-bo-
kéw umiarowych gwiazdzistych, tworzacych Sciany naszego
wielodcianu. Sporzadziwszy taka siatke na tekturze rozci-
namy tekture wzdluz odpowiednich linii, nacinamy ja
z wierzchu wzdluz pelnych linii, a od spodu wzdiuz
linii przerywanych na rysunku i sklejamy model prze-
strzenny. Dokladniej mozna §ledzi¢ szczegoly budowy
tego wielodcianu na modelu nitkowym, ktéry sie buduje
sporzadzajac z drutu sztywny model 12-4cianu umiaro-
wego wypuklego i laczac nitkami naroza odpowiednio
od siebie oddalone.
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9. Dwunastoscian, umiarowy gwiazdzisty o 12 naroiach
otrzymuje si¢ z 20-§cianu umiarowego wypuklego przez po-
laczenie kazdego jego naroza z 5 narozami sasiadujacymi
z narozem przeciwleglym. Opierajac si¢ na tym wykresla
sie¢ z latwoscia rzuty prosto-
"katne tego wieloscianu (rys. 27)
przy podanych prostokatnych
rzutach 20-Scianu umiarowego

D B

Rys. 28.

wypuklego. Rys. 28 przedsta-
wia ten wielodcian w rysunku
perspektywicznym. Sciany sa
5-bokami umiarowymi gwiaz-
Hyme i dzistymi i schodza sie po 5

w kazdym narozu. Liczba $cian

S = 12; naroza sa wspdélne z wypuklym 20-$cianem umia-
rowym, jest ich zatem N = 12. Z kazdego naroza wychodzi
po 5 krawedzi, kazda zas jest wspdlna dwom narozom,
zatem liczba krawedzi K = % ‘91?5 — 30. Liczby S, N, K nie

-

o
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czynig tu zado$¢ twierdzeniu Eulera, bowiem S + N — K—
=12 4+12 — 30 = — 6.

Uwaga. Jezeli zastosujemy do tego wielodcianu uogélnienie
twierdzenia Eulera, wyrazone za pomoca wzoru (V) na str. 29
w uwadze 2, to jako stopieni r spdjnosci tego wielodcianu otrzy-
mamy liczbe:

r=3—8S—N+K=3—-12—12 +30 =9

Dowiedziono bezpoérednio, tj. bez pomocy twierdzenia E u-
lera, Ze ten wielodcian jest istotnie 9-krotnie spéjny. Dowdd
podal Mébius w pracy pt. Zur Theorie der Polyeder und der
Elementarverwandtschaft w r. 1863. (Gesammelte Werke, t. II,
str. 555 i nast.). Byloby rzecza interesujaca wskazanie na po-
wierzchni tego wieloscianu 8 takich cigé, ktérych zespdt zamie-
niatby ta powierzchni¢ na jednospédina.

Z rysunku 28 widaé dobrze, ze gdyby$my odcieli od tego
wieloscianu 12 wystajacych ostrostupéw 5-bocznych, to
otrzymalibyémy jego jadro w postaci wypuklego 12-$cianu
umiarowego. Naodwrét mozna sporzadzié model naszego
12-Scianu przez naloZenie na Sciany zwyklego (wypuklego)
12-Scianu umiarowego 12 ostroslupéw 5-bocznych, ktérych
podstawami sa $ciany 12-cianu wypuklego, a ktérych
Sciany boczne sa przedluzeniami przylegajacych $cian
12-Scianu wypuklego. Taki jest np. na rys. 23 ostrostup
majacy podstawe 4 E F G H, a krawedzie otrzymane przez
przedtuzenie krawedzi A B, ED, FP, G S, H J.

Gdybysmy odrzucili jadro, otrzymalibyémy wielocian
zwyczajny, niewypukly, ktéry jednak nie jest wielo$cianem
umiarowym, lecz tylko zewnetrzna czeécia takiego wielo-
scianu. Siatka tej czesci widocznej od zewnatrz, przedsta-
wiona na rys. 29, sktada sie z 60 takich samych tréjkatow,
jak siatka 12-écianu gwiazdzistego o 20 narozach, a tylko
rozmieszczenie tych tréjkatéw jest teraz odmienne.

Szezegdly budowy tego wielodcianu mozna  dokladnie
§ledzi¢ na modelu nitkowym, ktéry otrzymujemy budujac
z drutu sztywny model 20-§cianu umiarowego wypukltego
i laczac za pomoca nitek naroza odpowiednio od siebie
oddalone.

Opisane dwa wielodciany gwiazdziste posiadaja katy bry-
towe wypukle a Sciany gwiazdziste. Dwa pozostale wielo-
Sciany umiarowe gwiazdziste sa wzgledem nich wzajemne,
maja wigc katy brylowe gwiazdziste, a $ciany ich sa zwy-
czajnymi, wypuklymi wielobokami umiarowymi.

3. Dwunastoscian umiarowy o narozach qwiaidzistych otrzy-
muje sie z 20-Scianu umiarowego wypuklego przez przesu-
nigcie plaszczyzny przez kazda pare krawedzi wychodza-
cych z jednego naroza, lecz nie sasiadujacych z soba (prze-
grodzonych jedng krawedzia). Prostokatne rzuty tego wielo-
scianu otrzymuje si¢ latwo (rys. 30) majac narysowane

Fomnicki: Wielosciany umiarowe. 5
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rzuty 20-$cianu umiarowego wypuklego: trzeba tylko do-
rysowaé uwaznie ciensze linie, wzdtluz ktérych przenikaja
si¢ niesgsiednie $ciany kazdego naroza (linie te nie naleza
do krawedzi wieloscianu, jak to zaznaczyliémy juz na str.
19). Rys. 31 przedstawia per-
spektywiczny obraz tego wielo-
$cianu. W kazdym narozu
schodzi sie b scian, ktére sa
zwyczajnymi 5-bokami umia-

Rys. 31.

rowymi. Katy brylowe sa umia-
rowe, gwiaZdziste. Naroza ich
sa wspdlne z wypuklym 20-Scia-
nem umiarowym, jest ich za-
Rys. 30. tem N = 12. Krawedzie sa

\ takze wspdlne z tym 20-Scia-

nem, zatem jest ich K = 30. W kazdym narozu schodzi si¢
5 &cian, a kazda jest wspdlna pigeciu narozom, zatem liczba
dcian jest S = 12. Otrzymaliémy tu te same liczby S, N, K,
co dla 12-§cianu gwiaZdzistego o 12 narozach, a wiec twier-
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dzenie Eulera nie spelnia sie takze dla tego wieloScianu.
Jest on 9-krotnie spbéjny (por. uwage do opisu poprzed-
niego wieloécianu) i ,,wzajemny” wzgledem 12-§cianu umia-
rowego gwiazdzistego o 12 narozach.

5

Rys. 32.

Model 12-écianu umiarowego o gwiazdzistych narozach
mozna otrzymaé z modelu 20-Scianu umiarowego wypuk-
lego, zastepujac kazda $ciane pobocznica ostrostupa troj-
bocznego zwréconego wierzcholtkiem do wnetrza 20-Scianu;

5%
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krawedzie boczne tego ostroslupa sa odcinkami przekat-
nych b5-boku umiarowego o boku réwnym krawedzi 20-
scianu, otrzymanymi przez przeciecie sie tych przekatnych.
Model ten tez mozna otrzymac z gotowego modelu 12-$cianu
gwiazdzistego o 20 narozach (rys. 25) przez nalozenie 30
klinéw taczacych po dwie sasiednie piramidki tego 12-Scianu.
Krawedziami takiego klina sa odpowiednie odcinki prze-
katnych 5-boku umiarowego i krawedz 20-$cianu.

Jadrem tego wieloScianu jest wypukly 12-§cian umia-
rowy. Po odrzuceniu jadra pozostaje czesé zewnetrzna
widoczna na rysunku. Siatka tej widocznej czesci przed-
stawiona na rys. 32 sklada sie z 60 tréjkatéw rownoramien-
nych o katach 36° 36° 108° sg to bowiem czesci zwyczaj-
nego 5-boku umiarowego, otrzymane przez opuszczenie
wpisanego 5-boku gwiaZdzistego.

4. Dwudziestodcian umiarowy o naroiach gwiaidzistych
otrzymuje sie¢ z wypuklego 20-Scianu umiarowego, przesu-
wajac plaszczyzny przez kazda pare nie sasiadujacych
z soba odcinkéw, wychodzacych z naroza ku pigciu naro-
zom lezacym najblizej naroza przeciwleglego. Krawedzie
tego wieloscianu sa wiec identyczne z krawedziami 12-écianu
umiarowego gwiazdzistego o 12 narozach (rys. 27, 28), lecz
$ciany lacza niesasiednie krawedzie i sa tréjkatami rédwno-
bocznymi a nie pigciobokami gwiazdzistymi. Opierajac sie
na tym mozna narysowaé rzuty prostokatne tego wielo-
Scianu przez uwazne dorysowanie (w rzutach 12-§cianu
umiarowego gwiaZdzistego o 12 narozach) cienszymi liniami,
widocznych czesci tych prostych, wzdluz ktoérych przeni-
kaja sie mniesgsiednie $ciany (tak np. trzeba narysowac
tylko te cze$é odeinka 4 R z rysunku 23, ktéra siega od 4 do
prostej D E). Na rys. 33 przedstawiono rzuty prostokatne
tego wieloScianu. Rys. 34 przedstawia jego obraz perspek-
tywiczny.
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Wieloécian ten ma najbardziej skomplikowana budowe
ze wszystkich wieloécianéw umiarowych. Na rys. 35 przed-
stawiono sposéb powstawania jednej $ciany P D; 4, tego
wielodcianu 1 uwidoczniono 15 linii prostych, wzdluz ktérych
przecina . te $ciane 15 $cian
nie majacych z nia wspdlnej
krawedzi. Zacieniowane czesci
tej $ciany tworza zewnetrzna
widoczna na modelu czesé

Rys. 34

powierzchni tego wieloscianu.
Na rys. 36 widzimy klad
sciany P D; 4, na plaszczyzne
rysunku ; $rodkowa czesé kra-
wedzi P D, otrzymuje si¢ przy
pomocy 5-boku umiarowego gwiazdzistego, zbudowanego
na boku tego trojkata rownobocznego, dalsze zas szcze-
goly konstrukeji sa widoczne z rysunku.

Uwaga. Katy, ktore wystepuja w tych trojkatach, mozna wy-
znaczy¢ trygonometrycznie opierajac si¢ na tym, ze stosunek
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y : @ jest stosunkiem zlote-
go podzialu. Wobec tego
Y@

tgL (B —0)="——14

A e e
+6)= (V5 —2) tg60°. Stad
oraz z warunku & (3 + d) =
=60° otrzymuje si¢ f =
= 8201420, d=3T° 45740
a kat a otrzymujesi¢ z wa-
runku a + § = 60°.

Sciany sa tréjkatami
rownobocznymi, a katy
brylowe sa  5-Scienne
umiarowe, gwiazdziste.
Poniewaznaroza sawspol-
ne z 20-§cianem umiaro-
wym wypuklym, przeto
N = 12. W kazdym na-
rozu schodzi sie 5 $cian,
lecz kazda $ciana jest
wspélna 3 narozom, za-
tem liczba écian S =
= 5—;2 —=20. Kazda scia-
nama 3 krawedzie, a kaz-
da krawedz jest wspolna
2 &cianom, wobec tego
liczba krawedzi jest K =
g8 20.3 : .
=—5—=230. Liczby 8§,

-
N, K spelniaja twierdze-
nie Eulera, bowiem S+

EN K =00 L 12

—30 = 2. Wielo$cian ten
jest jednospojny.

A

Model tego wieloscianu mozna zbudowaé przy pomocy
12-§cianu umiarowego wypuklego o krawedzi réwnej érod-
kowej czeéci krawedzi P D; na rys. 36. Zastepujemy kazda
jego &ciane ostrostupem zwréconym do wnetrza, o krawe-
dziach bocznych réwnych krawedziom tego 12-§cianu.
W kazde takie wydrazenie wkladamy kat brylowy gwia-
7dzisty 5-écienny, ktdérego zewnetrzna powierzchnia sklada
sie z 10 tréjkatéw réznobocznych D, L K wzietych z rys. 36.

-

Rys. 37.

Do sporzadzenia siatki trzeba uzyé tylko tych czesci

'kaZdej sciany, ktére sa widoczne od zewnatrz. Trojkaty

te sa zacieniowane na rys. 36. Rys. 37 przedstawia siatke
tej zewnetrznej czeéci 20-Scianu o narozach gwiazdzistych.
Przy sporzadzaniu modelu z siatki praktycznie jest wlozyc
do kazdej piramidki kawalek kartonu w postaci 5-boku
gwiazdzistego celem usztywnienia modelu.
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Uwaga 1. Opisy i siatki umiarowych wieloécianow gwiazdzi-
stych znajduja sie w pracy Ch. Wienera pt. Uber Vielecke und
Vielflache (Lipsk, 1864 r.). Takze w podreczniku pt. Lekrbuch
der darstellenden Geometrie (tom I, str. 126 1 nast.; Lipsk, 1884 r.)
omawia Wiener obszernie wszystkie wielosciany umiarowe.

Uwaga 2. Pojecie wielo$cianéw umiarowych rozszerzono na
przestrzenie wielowymiarowe. Wykazano, Ze w przestrzeni
4-wymiarowej istnieje tylko 6 utworéw geometrycznych odpo-
wiadajacych wielo§cianom umiarowym, a w przestrzeniach
o wigkszej liczbie wymiaréw tylko trzy w kazdym wymiarze.
Te wielowymiarowe utwory umiarowe nazwano hiperwieloscia-
nami umiarowymi lub politopami. Krotkie informacje o tych ba-
daniach znajduja sie w ksigzce D. Hilberta i Cohn-Vos-
sena pt. Anschauliche Geometrie (Berlin, 1932 r.).

Uwaga 3. Procz wspomnianych w tekscie dziel i prac z teorii
wielos$cianow godne sa polecenia: z dawniejszej literatury ksiazka
E. Hessa pt. Einleitung in die Lehre wvon der Kugelteilung
(Lipsk, 1883 r.), a z najnowszej literatury, z wspomnianej juz
poprzednio pracy zbiorowej pt. Enciclopedia delle matematiche
elementart, t. 11, rozdzial XXVI. L. Brusotti, Poligoni e po-
liedri (Mediolan, 1937 r.) zaopatrzony w wyczerpujaca biblio-
grafie. Bardzo interesujace historyczne omoéwienie teorii wielo-
katow i wieloScianéw gwiazdzistych zawiera praca S. Giin-
thera pt. Vermischte Untersuchungen zur Geschichte der mathe-
matischen. Wissenschaften w rozdziale pt. Die geschichiliche Ent-
wickelung der Lehre von den Sternpolygonen und Sternpolyédern
in der Neuzeit (Lipsk, 1876 r. str. 1—92).
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