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PRZEDMOWA.

Przy kotcu osiemnastego i w poczatkach dziewietnastego stulecia stwa
rza Francya z Kasprem Monge'm 1 jego znakomitymi uczniami: Dupine’m,
Hachette’'m , Meunier’em i t. d. na czele, nows umiejetnosé ,geometryg wy-
kreslna®.

7 pomiedzy wszystkich narodéw Polacy wtargneli pierwsi w tajniki te]
umiejetnodci i glosza zasady tej wiedzy przez usta Franciszka Sapalskiego
w: Geometryi wykredlnej dla uzytku szkél wojskowych, Warszawa 1822, —
Garbifiskiego, w Wykladzie o wlasnoéciach powierzehni skosnych, Warszawa
1822, — Rumbowicza w Geometryi wykreslnej, Wilno 1829.

Kleski, jakie Polska w latach 1830—1831, 1846 i 1848 i w latach 1863
i 1864 poniosla, wstrzymaly zapal naukowy tak dalece, #e po onych nie-
szczesnych czasach pojawiaja sie jedynie tlémaczenia dziel z jezyka fran-
cuskiego: Lefebur de Fourcy, Warszawa 1849 i dziela uwzgledniajace jedynie
potrzeby szkol realnych: D. Wierzbickiego, Geometrya wykreslna, Krakow
1875, — Karola Maszkowskiego, Geometrya wykreélna dla szkol grednich,
Lwéw 1875 i 1883 i tegoz autora Zasady perspektywy wolnej, Lwow 1879 —
Wladystawa Daszyfiskiego Rzuty {rodkowe, Lwéw 1878, — Dra M. Fazar-
skiego: Zasady geometryi wykreslnej, Lwdw 1889 1 1902 lub dziela, ktére
wylaeznie pewnymi, szezegblnymi dzialami ceometryi wykreslnej sie zaj-
muja: Cuny, Zasady perpektywy linijnej , Warszawa 1873, — Yazarski,
Rembacz: Perspektywa linijna, Lwow 1880, — Sagajlo Ernest Wyklad geo-
metryi wykreélnej, Paryz 1882, — Rotter Jan, Podrecznik perpektywy ma-
larskiej, Krakéw 1885.

‘W pierwszych dzielach ceometryi wykreslnej, ktore stanowia podstawe
tej mmiejetnodei, jakotez w pozZniejszych znakomitych dzielach Leroy’a Géo-
métrie descriptive, — De la Gournerie, Manheima i t. d. wyprowadzono
zwiazki zachodzace pomigdzy zasadniczymi utworami przestrzeni i wynikami
tychze sposobem analitycznym, pomimo bowiem, Zze prace Pascala, Desar-
gues’a, ktore sig pojawily w polowie XVII stulecia, jakotez prace poZniej-
szych Geometrow, jak: Newton'a, Maclaurin’a i t. d. rokowaly szybki rozwdj
metod wykreslnych, lecz te wobec geometryi Descartes’a na zdobyte] wy-
Zynie utrzymaé sie nie mogly, albowiem metody analityczne badan utwordéw
przestrzeni pochlongly w wieku XVIII umysly wszystkich prawie mate-
matykow.
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Atoli juz z poczatkiem XIX stulecia Carnot — Hachette — Brianchon —
Poncelet i t. d. a pdzniej okolo roku 1830 Chasles — Steiner — Gergonne —
Bellavitis — zbudowali umiejetno$é geometryi ,wyzszej® — ,nowszej“ —
,syntetycznej* —-  rzutowej“, ktéra pod wzgledem wlasnosci niemiarowych
przestrzeni przescignela szybko analize.

To tez analiza szukaé¢ musiala nowych $rodkéw w skroconem znako-
waniu, w wynajdywaniu nowych ukladéw spolrzednych, w badaniu nie-
zmiennikéw, spélzmiennikéw i t. d. form algebraicznych, aby przynajmnie]
w czedei stangé na tej wysokosci, ktdra geometrya w krétkim stosunkowo
czasie osiagnela.

Geometrye rzutows rozwijali w dalszym ciggu Staudt, Cremona, Schro-
ter, Veronese, Sturm, Weyr, Pelz, tudziez w ostatnich czasach polscy auto-
rowie: G. Kramer; Rzecz o dwu na plaszczeni lezgcych krzywych rzedu
drugiego, Krakéw 1879. — M. A. Baraniecki: Poczatkowy wyklad syntety-
czny wlasnosei przecigé stozkowych, Warszawa 1885. — M. Rembacz: O bie-
gunowem przeksztalceniu krzywych rzedu drugiego na kola, Stanislawow

1884. — Przyczynek do Apolloniusowych zagadnien stycznosei, Stanislawow
1887. — M. Lazarski: Rozprawy umieszczone w rocznikach krakowskiej Aka-
demii umiejetnodci i sprawozdaniach szkél $rednich. — A. Lewenberg: Geo-

metrya rzutowa tworéw pierwiastkowych. Warszawa 1902.

Wyniki niektérych prac autoréw polskich ocenial p. D. w ,Jahrbuch
iiber Fortschritte der Mathematik“ i twierdzil, Ze to sg rzeczy znane, po-
mimo, %e byly zupelnie nowe, to tez autorowie niemieccy nie omieszkali
z wynikéw prac tych w dzielach swoich korzystaé¢ i oczywiscie, nie wska-
zywali zrddel, z ktérych czerpali.

Geometrya rzutowa rozwigzuje zwigzki zachodzace migdzy zasadni-
czymi utworami przestrzeni i wynikami z tychze, a bedge w $cislym zwigzku
z geometrys wykreslng, ruguje z tej umiejetnosci analize.

Pierwszem dzielem, ktore lgczy $cisle geometrye rzutows z geometrys
wykre$lng, jest Schlesingera: Die darstellende Geometrie im Sinne der neue-
ren Geometrie, Wien 1870, a drugiem dzielo W. Fiedlera: Die darstellende
Geometrie, Leipzig 1871—1883.

W naszej literaturze naukowej nie mamy dotad podrecznika, ktéryby
Iaczyl §cifle obie umiejetnodei. Ostatnie bowiem obszerne dzielo E. Sagajly:
Wyklad geometryi wykreslnej, Paryz 1882 wyklada rzecz czgscig kinetycznie
sposobem Manheima, czeécig analitycznie sposobem Monge’a i jego nastepcow.

W ksigzce, ktérej pierwszy tom przedkladam mlodziezy akademickiej,
a do napisania ktérej powoluje mnie 17-letni wyklad tego przedmiotu
w szkole politechnicznej, przedstawiam w sposéb zwiezly: I. Zasady geo-
metryi rzutowej, II. Metody geometryi wykreslnej (Rzuty s$rodkowe, rzuty
prostokatne, rzuty aksonometryczne, kolineacye utworéw przestrzeni) i 1II.
‘Wielosciany.

Korrekts ksigzki zajmowali sie pp. Stefan Goérka i Wladystaw Rembacz,
asystenci przy katedrze geometryi wykreslnej w Szkole politechnicznej Iwow-
skiej, za co im serdeczne skladam podzigkowanie.

We Lwowie, w maju 1903 r.
Autor.
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ELEST! L.
Zasady geometryi rzutowej.

0 utworach zasadniczych geometryi.

1. Punkt, prosta i plaszczyzna sa elementami przestrzeni.
Pomiedzy dwoma elementami réznorodnymi zachodzi najprostszy zwiazek,
jezeli jeden element lezy na drugim, albo jezeli jeden element przechodzi
przez drugi. Jezeli tedy przez element jednego rodzaju przesuniemy elementa
innych rodzajéw, albo jezeli na elemencie jednego rodzaju rozloZymy ele-
menta innych rodzajéow wedlug pewnego prawa, natenczas ofrzymamy za-
sadnicze utwory przestrzeni.
Takimi utworami sg:
a) Szereg punktéow, przez ktéry rozumiemy ogél punktéow A4, B, .., le-
zacych na prostej /. (rys. 1.).
Punkta A, B,... sa elementami szeregu; prosta [ nazywamy podstawsa
szeregu.

i) Pek promieni, ktory tworza promienie «, b, ..., lezace na plaszezyZnie
1 przechodzace przez jeden punkt W. Promienie @, ,.. sa elementami peku;
punkt W nazywamy wierzcholkiem albo $rodkiem peku, (rys. 2.).
Jezeli wierzcholek lezy w nieskoliczonodci, natenczas elementa peku sa
rownolegle.
¢) Pek plaszezyzn, przez ktéry rozumiemy wszystkie plaszezyzny z!, 2% ...,
przechodzace przez prosta I. Plaszczyzny =!, m% .. s3 elementami peku;
prosty ! nazywamy osig peku, (rys. 3.).
Jezeli 0% peku lezy w nieskonczonosci, natenczas elementa tegoz sa
rownolegle.
d) Wiazka, przez ktérg rozumiemy wszystkie proste i plaszczyzny,
przesuniete przez jeden punkt, zwany $rodkiem, albo wierzcholkiem wiazki.
Proste i plaszezyzny, przechodzace przez wierzcholek sg elementami wigzki.
¢) Uklad plaski, ktéry tworza punkta i proste, lezgce na jednej
plaszezyznie.
Szereg punktéw, pek promieni i pek plaszezyzn nazywamy utworami
zasadniczymi rzedu pierwszego; wigzke i uklad plaski nazywamy utworami
zasadniczymi rzedu drugiego. Przestrzen tedy, jako ogdél punktéw, prostych
1 plaszezyzn, jest utworem rzedu trzeciego.

Geom. wykreslna. 1
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lezy po stronie punktu B, czy po stronie punktu A.
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2. Zapomoca przekrojéw i rzutéw mozna polaczyé utwory tego samego
rzedu.

JakoZ przecinajac n. p. pek plaszczyzn prosta i plaszczyzng otrzymamy
szereg punktéw i pek promieni; a przesuwajac przez punkt i przez prosta
promienie wzglednie plaszezyzny, przechodzace przez elementa szeregu,
otrzymamy pek promieni i pek plaszezyzn i t. d.

Przekr6j wiazki plaszezyzna, ktéra nie przechodzi przez wierzcholek,
jest ukladem plaskim, a proste i plaszczyzny, przesuniete przez dowolny
punkt i przez elementa ukladu plaskiego tworza wiazke.

0 stosunku pojedynczego podziatu.

3. Dwa punkta 4 i I, lezace na linil prostej I, (rys. 1.) wyznaczajg od-
cinek, ktéry powstaje, jezeli punkt posuwa sie na prostej I od A do B, albo
od B do A.

,AB* oznacza nie tylko dlugos¢ odcinka , zawartego miedzy punktami
A i B, ale nadto kierunek od 4 ku B. — ,BA% tedy oznacza tesams bez-
wzgledna dlugoéé co ,AB¥, jednakze o kierunku wprost przeciwnym.

A zatem: AB=—BA4; AB+BA=0.

Trzy punkta A, B i C, lezace na linii prostej wyznaczaja trzy odcinki
AB AC i BC, miedzy ktérymi zachodzi zwiazek: 1. AB 4- BC = AC bez
wzgledu na wzajemne poloZenie punktéw A, B i (.

Réwnanie 1. mozna przedstawié w postaci:

2) AB+ BC4 (4=0, albowiem AC=—CA.

4 Dwa elementa stale A i B szeregu, ktérego podstawa jest prosta 1,
(rys. 1.), wyznaczaja z elementem ruchomym X dwa odeinki AX i BX, kto-
e nazywamy stosunkiem podzialu odcinka AB punktem X.

A
rych stosunek By

v

B : AX . -
Jezeli X schodzi sie z punktem A, natenczas stosunek Bx Towny jest zeru.l4 — 1

- - AKX
Dla punktéw X, lezacych poza obrgbem odecinka AB, jest odcinek BY

wiekszy lub mniejszy od jednosci dodatniej; stésownie do tego, czy punkt X\

y; > < s .
Jezeli punkt X lezy w nieskofczonoscl , natenczas o TOWIy jest jed-

nosci dodatnej.

' ! . .
Dla punktéw, lezacych w obrebie odeinka AB, jest stosunek Y iloscia

odjemna,.
Jezeli punkt X schodzi si¢ z punktem B, natenczas warto$¢ stosunku

- réwna jest ilosci nieskoriczenie wielkiej, dodatnej lub odjemnej.

BX
X 4 2
5. Kazdej wartosci ,4“ stosunku éX odpowiada pewien element szeregu
A, B, C, ..., ktérego polozenie z réwnan:
AX ’
Wig=cy L T G=AB
By i AX+X

mo#zna wyznaczyé. Kladac bowiem w réwnaniu pierwszem za AX i BX od-
powiednio AB+BX i AX—AF otrzymamy:

4

\J ,’\‘

y

e
/‘.
Sy R e
i
O
BX e R
i AR

Jezeli tedy ,k* zmienia swe wartoéci od —w do + o, natenczas punkt
X posuwa sie na podstawie ! szeregu od B ku A idazy przez punkt, lezacy
w nieskonczonosel napowrot do punktu B.

6. Dwa promienie @ i b, przechodzace przez punkt 1V, wyznaczaja kat,
ktéry powstaje, jeZeli prosta obraca sie okolo punktu W w kierunku od «
do b albo od ¥ do a, (rys. 2.).

Lab* oznacza nie tylko kat, zawarty miedzy promieniami « i #, ale
nadto kierunek obrotu od ,a¢ ku ,b“; .ba“ oznacza tedy tesamg bezwgledna
wielkodéé kata co ,ab*, atoli w kierunku obrotu wprost przeciwnym.

A zatem : ab=—ba, ab+ba=0.

Trzy promienie @, b i ¢ (rys. 2.), przechodzgce przez punkt W 1 lezace
na jednej plaszezyznie, wyznaczaja trzy katy ob, ac i be, miedzy ktorymi,
zachodza zwiazki: | '

ab+be=ac, ab-tbetca=0,
bez wzgledu na wzajemne poloZenie prostych a, b i c.

7. Dwa promienie stale « i 5 wyznaczaja z promieniem z peku:
sin ax

Wia, b,..z..) dwa katy ez i bz; stosunek wstaw —
sin b

tych katéw nazy-
wamy stosunkiem podzialu kata ab promieniem z.
Kazdemu promieniowi .z“ peku Wi(a, ,...,%,..) odpowiada jedna war-

Jr: sinax . : : 3 Lo e sin 4% :
toéé stosunku —.—— : 1 wzajemnie kazdej wartosci stosunku . .~ odpowiada
sin bz sin bx
jeden promien peku W(a, U,...), z rownai bowiem
sin ¢z

— =0 1 axtxb=ab
sinbz i g

mozna z latwosdcia wyznaczyé katy ar i bx.
Jing sin ax et b
Jezeli tedy stosunek in B Zhienia swe wartosei od —o do 40, na-
tenczas promien x obraca sie okolo wierzcholka W dazac od # przez « na-
powrot do promienia b.

0 stosunku podwdjnego podzialu,
8. Majgc dane cztery punkta A, B, X i ¥ szeregu, jeZeli podzielimy

2

BY

: AX
stosunek py Przez stosunek

: AX AY
podzialu BX BY czterech punktow.

natenczas otrzymamy stosunek podwdjnego

KRy = '),% .

Stosunek podwdjnego podzialu, ktéry takze stosunkiem anharmonicznym
nazywamy, oznaczaé¢ bedziemy symbolicznie (ABXY). .

‘ Symbol ten wyraza, Ze nalezy podzieli¢ stosunek odeinkéw, zawartych
miedzy punktami pierwszym i trzecim tudziez drugim i trzecim, przez sto-
sauek odeinkéw, zawartych miedzy punktami pierwszym i czwartym tudziez
drugim i czwartym.



Majac dane cztery promienie @, b, & 1y peku W(a, b, ..., ..), jezeli
g sin ax sin ay
podzielimy stosunek . przez stosunek — 4, natenczas otrzymamy sto-
sin bz sin by

sin ez sin ay
sin bz "sin by’
mieni «, b, z, y, ktory symbolicznie .(abxy)” oznaczamy.

10. Jezeli trzy elementa A, B i € utworn rzedu pierwszego sa dane,
natenczas dalszy element tworzy z danymi grupg, ktorej odpowiada pewna
wartod¢ stosunku podwéjnego podzialu; i wzajemnie: kazde] wartosel sto-
sunku podwéjnego podzialu, czterech elementéw z ktérych trzy sa dane od-
powiada element czwarty.

Jakoz przyjmujac, ze (ABCX)=I’, otrzymamy :

A(,-’_AX_]QD AN RN AG R
BC BX - BX. o\ % “BE
l'fi—l'AB’ B‘XZZ-; l_—l.AB, (art. B.).

Jezeli wartos¢ stosunku podwéjnego podzialu czterech elementow
(ABCX) jest réwna zeru, jednodci dodatnej albo ilosei nieskornczenie wielkiej,
natenczas element X schodzi sie odpowiednio z elementami B, ' albo 4.

sunek podwdjnego podzialu albo stosunek anharmoniczny pro-

Fys

a zatem : AX=

0 perspektywicznoSci utworow rzedu pierwszego.
11. Dwa szeregi 4, B, (,.. 1 A,, B, Cy, ..., otrzymane z przeciecia pgku

promieni W(a, b, ¢,..) prostemi [ i l;, nieprzechodzacymi przez wierzcholek
W, nazywamy szeregami perspektywicznymi, (rys. 4.).

Punkt przeciecia sie podstaw lil, jest elementem odpowiednio spélnym
obu szeregéw.

Dwa peki promieni W(g, b, ¢,..) i Wi(a, by, ¢, ..), otrzymane z prze-
ciecia peku plaszezyzn I(z!, n?, #° ..) plaszezyznami o i 0y, nieprzechodza-
cymi przez o$ [, nazywamy pekami perspektywicznymi. Promienie odpowiednie
tych pekéw @ i @y, b i b, .. przecinaja sig w punktach, lezacych na prostej
m, podlug ktérej plaszczyzny ¢ i o, przecinajy sig, (rys. 3.).

Jezeli peki Wia, b, ¢,..) i W(ay, by, ¢,) sprowadzimy na jedns plasz-
czyzne zapomocg obrotu plaszezyzn ¢ i o, okolo prostej , matenczas pro-
mienn WW,, laczacy wierzcholki obu pekéw bedzié elementem odpowiednio
spolnym tych utworéw (rys. 5.).

Dwa peki plaszezyzn I (nf, @2 ..) i l(7y, #%,..), ktérych odpowiednie
elementa z' i @', @#? i a?%,.. przechodzy przez promienie a, b, ... peku
Wa, b,...) nazywamy pekami perspektywicznymi.

Plaszczyzna przesunieta przez osi I il jest elementem odpowiednio
spélnym tych pekéw.

12. Dwa utwory rzedu pierwszego réznorodne sg perspektywiczne, jezeli
elementa jednego utworu przechodza przez elementa odpowiednie utworu
drugiego. N. p. Pek promieni W(a, J,..) i szereg punktow A, B, C;.., po-
wstaly z przeciecia tego pekn prosts I; pek plaszezyzn Iz, m% ...) 1 pek pro-
mieni Wi(a, b,..), otrzymany z przeciecia peku Uz’ %, ...) plaszczyzna o
i t. d. sa utworami perspektywicznymi.

et el

Perspektywiczno$é dwu utworéw rzedu pierwszego oznaczamy znakiem
(7\), umieszczonym miedzy symbolami tychze. I tak n. p. (4, B, C,...)(A),
W(a, b, ¢, ). —

13. Twierdzenie Pappusa. Jezeli dwa utwory rzedu pierwszego
sa perspektywiczne, natenczas stosunek podwdjnego po-
dzialu czterech elementéw jednego utworu jest réwny sto-
sunkowi podwéjnego podzialu czterech elementéow odpowie-
dnich w ntworze drugim.

Jakoz niech bedzie dany pek promieni W(a, &, ¢,...) i szereg punktow
(A, B, C,..), otrzymany z przeciecia tego peku prostg I, (rys. 4.).

Podwéjne powierzchnie tréjkatéw WAC, WBC, WAD i WBD mozna
wyrazié zapomocs wzoréw h.AC, h. BC, . AD, I .BD, gdzie I oznacza od-
leglos¢ wierzcholka peku od podstawy szeregu, albo zapomocy wzorow:

AW.CW.sinac, BW.CW.sinbe, AW.DW .sinad 1 BW.DWsin bd.

A zatem:
A( v Jif{_h & AwW.C ﬂ';sin ac AW.DW.sinad
BC. W BED.Ji- BW.CW.sinbe BW.DW.sinlbd ’
eyl AC AD sinac i sin ad

BC BD ™ sinbe sinbd’
albo symbolicznie (ABCD)=/(abed).

Przetnijmy nastepnie pek plaszezyzn I(w!, =% =%, ..) plaszczyzng do-
wolna ¢ i plaszczyzng o,, prostopadls do osi 7, to natenczas otrzymamy
dwa peki promieni W(a, b, ¢,..) i W,(a,, by, ¢,..) perspektywiczne z pgkiem
plaszezyzn (rys. 3.). Katy, zawarte miedzy promieniami a, i by, by i ¢,...
peku W,(..) réwne s katom dwusciennym =lan? z’z’ .. Stosunek tedy po-
dwdjnego podzialu czierech plaszczyzn peku I(..) réwny jest stosunkowi
pedwéjnego podzialu czterech odpowiednich promieni peku W, (...). Atoli
peki W(..) i W,(..) sg perspektywiczne z szeregiem (4, B, C..) punktow,
otrzymanym z przecigcia peku plaszezyzn I(..) prosts, podlug ktérej plasz-
czyzny o i g, przecinaja sie; stosunki tedy podwdéjnego podzialu:

(ABCD), (abed), (a,bye,d,) 1 (nt, =% =3, =Y),
sa rowne.

Zagadnienie: Majac dane trzy punkta A, B i (, lezace na linii
prostej, wyznaczyé taki czwarty punkt X, aby stosunek podwojnego po-
dzialu (ABCX) réwny byl , (rys. 6.).

Rozwiazanie: Obierzmy na prostej m, poprowadzone] przez punkt A,
dowolny punkt B, i wyznaczmy punkt C,, dzielacy odcinek ABy w sto-
sunku °,, polaczmy nastepnie punkta B i B, tudziez C i (; i wyznaczmy
punkt O, w ktérym proste BB, i ('/C;, przecinaja si¢, poprowadZzmy nareszcie
przez O prosta =, réwnolegla do m, to takowa przetnie podstawe [ szeregu
ABC w punkcie X, ktéry czyni zados¢ warunkom zagadnienia, albowiem
stosunek podwéjnego podzialu (ABCX) jest réwny stosunkowi podwéjnego
podzialu punktéw A, B,, ¢, i punktu, lezgcego w nieskoiiczonosci na prostej
AC, . 3

B,

m, wartosé zas tego stosunku réwna jest:
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0 utworach rzedu pierwszego jednokresinych.

14. Jezeli dwa utwory perspektywiczne rozdzielimy a nastepnie obrocimy
o dowolne katy, nie zmieniajac atoli wzajemnego poloZenia elementéw, na-
tenczas zniszczymy perspektywiczno$¢ tychze, jednakie réwnosé stosunkéw
podwéjnego podzialu ecazterech elementéw edpowiednich w obu utworach
pozostaje niezmieniona.

Utwory rzedu pierwszego, posiadajace te wlasnoéé, ze stosunki podwdj-
nego podzialu czterech elementéw jednego utworn sg rowne stosunkom po-
dwdjnego podzialu czterech odpowiednich elementéw w utworze drugim, na-
zywamy utworami jednokreilnymi. Jednokreslno$é oznaczamy umieszczajac
miedzy symbolami utworéow znak . A*.

15. Trzy pary elementéw odpowiednich wyznaczajg jed-
nokre§lnosé dwu utworow rzedu pierwszego.

Jakoz niech beds dane trzy pary 4 1 4;, Bi B, ('i C; elementdw
odpowiednich w dwu utworach jednokreslnych (4, B, C,..) i (4, By, C;,..):
elementowi X utworu (4, B,...) odpowiada w utworze (d,, B,,...) element X,
ktérego polozenie réwnaniem (ABCX)=A,B,(,X,) jest wyznaczone; skoro
bowiem utwory dane sa jednokreslne, natenczas stosunki podwdjnego po-
dzialu czterech elementéw jednego utworn sa réwne stosunkom podwdjnego
podzialu czterech odpowiednich elementéw utworu drugiego, (art. 10.).

Z twierdzenia tego wynika bezposrednio:

a) Jezeli trzy pary elementéw odpowiednich w dwu utwo-
rach jednokreslnych nakrywaja sie, natenczas schodza sie
wszystkie pary elementéw odpowiednich.

) Dwa utwory rzedu pierwszego, jednokreslne z trzecim
sa jednokreslne.

16. Jezeli dwa utwory rzedu pierwszego sa w ten sposéb
z sobg zlaczone, ze kazdemu elementowi jednego utworu od-
powiada tylko jeden element w utworze drugim, natenczas
te utwory sa jednokres$lne.

Jakoz niech beda dane n. p. dwa szeregi: S=A, B, (| ...i §,=— A, B, (',,..,
posiadajace te wlasno$é, ze elementowi A odpowiada tylko element A, ele-
mentowi I odpowiada tylko element B, i t. d., a nadto, Ze elementowi A,
odpowiada tylke 4 i t. d., to natenczas miedzy dwiema dowolnymi parami
punktéw odpowiednich A4 i A, tudziez € i | zachodzi zwiazek:

1) AC. A, C,+mAC+n A, C =0, gdzie m i n sa dowolnymi iloSciami
stalymi.

Wprowadzajac trzecig pare B i B; punktéw odpowiednich, mozemy
w réwnaniu 1.) podstawic

AC=AB4+BC, A, C,=A B, +B,C,
i otrzymamy po uproszczeniu
2.) BC.B,Ci+(m+A,B,) BU+(n+AB) B, C, =0,
Z rownania 1.) wynika:
St W
\ S e A,
a z rownania 2.) otrzymamy :
(n+AB) L, C,

. a zatem:
m+ A, C,

b=

el n.d; O]

%) B0™ w+4B)B, G,

Podstawiajac w réwnaniu 3) zamiast ' i € pare elementéw odpowied-
nich D i D, otrzymamy:

1) AD . A,D, e

" BD (n4+AD) B, D,

AC AD 4 ,C, A,D,

BC'BD™ B, C, B D,
stosunek podwéjnego podzialu czterech elementéw utworu S jest rowny sto-
sunkowi podwdéjnego podzialu czterech elementéw odpowiednich utworu ;.

17. Dwa utwory jednokreélne tego samego rodzaju, kto-
rych dwa odpowiednie elementa nakrywaja sig sa perspekty-
wiczne.

a) Jakoz niech beds dane dwa szeregi jednokreélne (4, B,..)1 (4, By, ..),
ktérych elementa M i M, nakrywajg si¢ (rys. 4); wyznaczmy punkt prze-
ciecia sie W prostych AA, i BB, i polaczmy dowolny punkt ' szeregu
(4, B, .., M) z punktem W, to promienn W przecina podstawe [, szeregu
(4,, By, ..., M,) w punkcie /;, odpowiadajacym punktowi C; wedlug zalozenia
bowiem stosunki podwéjnego podzialu (ABCM) i (A, B,C,M,) sa rowne.

Szeregi tedy (4, B, C..) i (4, B,, (},..) sa przekrojami peku promieni
W(A, B, C,..) prostemi ! i /,. Te utwory zatem sa perspektywiczne (art. 11.).

7) Niech bedg dane dwa peki jednokreslne Wi(a, &,..) 1 Wilay, by, ..);
promien WW,, laczacy wierzcholki niech bedzie elementem cdpowiednio
spélnym m i m; obu utworéw (rys. 5.). Polaczmy punkta 41 B, w ktorych
promienie @ i @, tudziez b i ), przecinaja sie, i wyznaczmy punkta prze-
ciecia sie prostej AB z promieniami pekéw danych, to natenczas otrzymamy
dwa szeregi jednokreslne (4, B, C...) i (4, By, C,,..), ktérych trzy elementa
odpowiednie 4 i 4,, B i By, M i M, nakrywaja sie, wszystkie tedy pary
elementéw odpowiednich schodza sig, a zatem promienie odpowiednie pekéw
danych przecinajg sie w punktach, leZacych na prostej AD.

. Z podzielenia réwnan 3) i 4) wynika:

0 sprowadzeniu utworéw jednokreslnych do polozenia perspektywicznego.

18. Utwory jednokreslne mozna zawsze sprowadzi¢ do poloZenia per-
spektywicznego.

Zagadnienie 1.: Sprowadzi¢ dwa peki jednokreslne do poloZenia
perspektywicznego.

Rozwiazanie: Niech beda dane trzy pary promieni odpowiednich
«ia, biby,e¢ie dwu pekéw jednokredlnych (rys. 7.). Obréémy pek
W, (ay, by,...) okolo wierzcholka W, tak, aby promienie « i ¢ byly réwno-
legle, przesufimy nastepnie ten pek tak, aby promienie @ i «, zeszly sig na
jednej prostej, to natenczas otrzymamy pek W(a'y, ¥y, 'y, ), preystajacy
do W(as, by, ¢,..) i perspektywiczny z pekiem Wi(a, b, ¢,...); promienie tedy
b iy, ¢1icy,.. przecinaja sie w punktach, lezacych na linii prostej /.

Zakreslmy na cieciwie W, W, kolo F, ktérego $rodek lezy na prostej (
i polaczmy wierzcholki W, i W, z punktami @ i B, w ktérych prosta [
przecina sie z kolem /, to natenczas otrzymamy dwie pary promieni odpo-
wiednio prostopadlych ¢ i ¢, tudziez » i »;. A zatem:
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W dwu pekach jednokredlnych znajdujg sie zawsze dwie
pary elementéw odpowiednio prostopadlych.

Zagadnienie 2.: Dany jest szereg punktéow (4, B, C,..), jedno-
kredlny z pekiem promieni W(a, b, ¢, ..), sprowadzi¢ te utwory do polozenia
perspektywicznego.

Rozwiazanie: Przyjmijmy, ze punkt B lezy w obrebie odcinka C

(rys. 8). ZakreSlmy na cigciwie AB kolo £, ktérego katy obwodowe, opiera-
jace sie swemi ramionami o punkta A i B sg réwne katowi ab; zakreslmy
nastepnie na cieciwie B(' kolo %, ktérego katy obwodowe, opierajace sig
swemi ramionami o punkta B i ', réwne sa katowi /i, natenczas kola /1 I,
przecinajg sie w punkcie W, ktéry jest wierzcholkiem peku W,(4, B, C,..),
praystajacego do peku Wi(a, b, ¢,..) i perspektywicznego z szeregiem
Ay B0

Zagadnienie: Majac dany pek plaszezyzn I(z? n?..) 1 pek pro-
mieni Wi(a, b, c,..); sprowadzié te utwory do poloZenia perspektywicznego.

Rozwigzanie: Przetnijmy pek l(m', @7 ..) plaszczyzng, prostopadly
do osi I podlug pekn W,(a,, by, ¢,..) i wyznaczmy promienie ¢ i g, tudziez
r i r, utworéw W(..) i W,(..), odpowiednio prostopadle, sprowadZmy na-
stepnie te utwory do takiego poloZenia, aby wierzcholki W i W, zeszly sig
w jednym punkcie, a promienie ¢ i ¢, na jednej prostej. Jezeli pek
W(a, b, ¢,..) obrécimy okolo prostej ¢, matenczas promief r opisze plasz-
czyzne a promien ,a“ opisze stozek obrotowy, ktéry przecina si¢ z elementem
nt peku I(z!, 7% ..) podlug dwu tworzgeych «, i a,; plaszezyzny, przesu-
niete przez promienie @, i @, tudziez «, i ¢, przecinaja pek plaszezyzn
(w1, 7% ..) podlug dwu pekéw, przystajacych do peku Wi, b, ¢, ..) 1 per-
spektywicznych z pekiem plaszezyzn l(w!, 7% ...).

0 uzupelnianiu utworow rzedu pierwszego jednokreslnych.

19. Zagadnienie. Majac dane trzy pary punktéw odpowiednich dwu
szeregéw jednokredlnych (4, B, C,..) i (4,, B, C,,..) wyznaczy¢ elementa
odpowiednie tych utwordw, (rys. 9.).

Rozwiazanie: Polaczmy punkt A z elementem szeregu (4, B,,..)
a punkt 4, z elementami szeregu (4, B, C,..), natenczas otrzymamy dwa
peki A(4,, B, Cy,..) i 4,(4, B, C,..), jednokreslue 1 perspektywiczne; albo-
wiem promien A4, jest elementem odpowiednio spélnym obu utwordw;
promienie tedy AB, i 4, B, AC, i 4,C, .. przecinaja si¢ w punktach, leZa-
cych na prostej p, ktéra nazywamy osig kierownicza szeregéw jednokreslnych.

0§ p posluzy nam do uzupelnienia danych szeregow.

Polaczmy w tym celu dowolny element X szeregu (4, B, C,..) z punktem
A, i wyznaczmy punkt M, w ktérym promiefr AX przecina si¢ z prosta p,
polaczmy nastepnie A z M, to promien AM jest elementem peku A(4,, B,,...),
odpowiadajacym promieniowi 4, X peku A(y, By,..), prosta AM przecina sig
tedy z podstawa I, w punkcie X,, odpowiadajacym punktowi X szeregu
(A By Oyl

Aby otrzymaé punkt Z, szeregu (4,, By, C,,...), ktdéry odpowiada punk-
towi, lezacemu w nieskoficzonosci na podstawie [, poprowadzmy promiefi
A, N, réwnolegly do podstawy [ i polgczmy A z N, to prosta AN przecina

B I, -

sie z prosta l; w punkcie Z,. W podobny sposéb wyznaczymy punkt B sze-
regu (4, B, C,..), odpowiadajacy elementowi Rf szeregu (A, By, Cy,..),
lezacymu w nieskonczonosei.
R i Z, nazywamy elementami wzajemnymi szeregdéw jednokreslnych.
Punkt przecigeia sie podstaw I il jest zaréwno elementem P szeregu
(A. B, C,..) jakotez elementem @, szeregu (d,, By, ..). 7 konstrukeyi ele-
mentéw odpowiednich dwu szeregdw jednokreslnych wynika bezposrednio,
7e punktom F i @ odpowiadajg punkta P, i @, w ktérych o$ kierownicza p
przecina podstawy [ i I;.
90, Wiadomo, %e stosunki podwdjnego podzialu czterech elementéw od-
powiednich w dwu szeregach jednokreélnych sa réowne, ze zatem:
(ABRZ*)=(A,B, i 7,),
rozwijajac te stosunki otrzymamy ;
AR AZ® A,BY AZ,
BRL PR B R B

4 AR Az,
czyli: BRfl.Bi—Zl.
a zatem: AR.A,Z, =BR . B, Z, =const.

Iloeczyn odcinkéw, zawartych migdzy punktami wzaje-
mnymiipunktami odpowiednimi dwu szeregdéw jednokresl-
nych jest iloscig stalg.

21. Jezeli punkta wzajemne dwu szeregéw jednokreélnych leza w nie-
skonczonodei, albo innemi slowy, jezeli punkta lezace w nieskonczonosci na
podstawach szeregéw jednokreslnych sg elementami odpowiednimi, natenczas
odeinki, zawarte miedzy punktami odpowiednimi, sg proporcyonalne.

Jakoz z réwnania (ABXR*)=(A,B,X,R7) wynika

AX" A X
BXER)E

Takie szeregi nazywamy szeregami podobnymi.

92, Zagadnienie: Dane sa trzy pary promieni odpowiednich @ 1 ay,
hib,, ¢ie, dwa pekéw jednokreslnyeh Wi(a, o, ¢, ) 1 Wi(ay, by, ¢, ...), Wyzna-
czy¢ dalsze elementa odpowiednie tych utworéw, (rys. 10.).

Rozwiazanie: Przetnijmy pek W(a, &, ¢,..) prosta a, a pek
W,(ety, by, €;,...) prosta ¢, to natenczas otrzymamy dwa szeregi (4, B, ',..)
i (4, By, C,,..) jednokredlne i perspektywiczne; albowiem elementa A i A,
schodza sie w jednym punkecie; proste zatem BB, i CC,... przecinaja si¢
w punkeie 0, ktéry nazywamy srodkiem kierowniczym pekéw jednokredlnych.

Srodek O postuzy nam do uzupelnienia danych pekdow.

PoprowadZmy w tym celu dowolny promien peku W(a,b,..) 1 wy-
znaczmy punkt przecigcia sie X prostych «, i z, polaczmy nastepnie punkt
X ze érodkiem kierowniczym O i wyznaczmy punkt X;, w ktérym promien
« przecina sig¢ z prosta OX, to prosta W,X,, lagczaca wierzcholek W,
z punktem X, jest promieniem peku W,(a,, by, ¢,..), odpowiadajacym pro-
mieniowi # peku Wi(a, o, ¢, ...).

Prosta WW,, laczaca wierzcholki, jest zaréwno elementem p peku
Wi(a, b, ¢,..), jakotez elementem g, peku Wi (agy Bk
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Z konstrukeyi promieni odpowiednich dwu pekéw jednokreslnych wy-
nika bezposrednio, Ze promieniom p i g, odpowiadajg promienie W,01i WO,
przechodzgce przez srodek kierowniczy.

23. Wiadomo, Ze stosunki podwdjnego podzialu czterech elementéw od-
powiednich (abgr) i (ayb,q,r,) dwu pekéw jednokreslnych sa réwne.

sinaq sinar  sina,q, sinaq,
) bg sinbr ~ sinb,q, sinb,r,’

Jezeli q i » tudziez ¢, i r; sa promieniami odpowiednio prostopadlymi

pekow, natenczas

Sin ar=cos (g, SIN ¢, =cos a,+y, sin bhr=cos bq.
Podstawiajac te warto$ci w réwnanie 1. otrzymamy :
tgaq  tgbr,
tgbh  tgayr,’

albo lgaq . tga,ry =tglq by r,.

Iloczyn stycznych trygonometrycznych katéw, zawar-
tych migdzy promieniami odpowiednimii promieniami pro-
stopadlymi nieodpowiednimi dwu pekéw jednokre§lnych jest
iloscia stala.

0 utworach harmonicznych.

24. Jezeli warto$¢ stosunkn podwdjnego podzialu czterech elementéw
utworu rzedu pierwszego jest réwna jednosci odjemnej, powiadamy, Ze owe
elementa tworza grupe harmoniczna.

Jezeli n. p. (ABCD)=—1, natenczas punkta A, B, ('i D tworza grupe
harmoniczna.

AC ' AD
BC' BD
sg rowne, atoli jedna z tych wartosci jest dodatna a druga odjemna.

Jezeli w grupie harmonicznej (ABCID)—=-—1 element (' schodzi sig
z punktem O, dzielscym odcinek 4B na dwie réwne czefcl, natenczas punkt

Z okreslenia tego wynika, ze bezwzgledne wartosci stosunkéw

D leiy w nieskoiiczonosci, albowiem stosunek B% rowny jest jednosci od-

jemnej. stosunek zas 3@“ rowny jest jednosci dodatnej (art. 4.).

Jezeli punkt (' lezy na odcinku .10 albo BO, natenczas punkt ) lezy

poza obrebem odecinka AFB po stronie punktu .4 albo B, w pilerwszym przy-
AC . AD

BC ' BD
dnosci, w drugim przypadku zas wartosei te sa wieksze od jednosei. —
Z tego wynika, Ze, jezeli punkt (' schodzi si¢ z A lub B, natenczas punkt
D schodzi sie rownoczesnie z tymisamymi punktami. ‘
25. Z rownania (ABCD)=1 wynika
AC, 4D AC :BC: CA OB
BCBD™ AD BD™ DA DB
Jezeli C i D dzielag harmonicznie odcinek 4B, natenczas
punkta A1 B dzielg ré6wniez harmonicznie odcinek CD. Z tego
powodu nazywamy punkta 4 i B tudziez (' i D) punktami harmonicznie
sprzezonymi w grupie (ABCD)=—1.

padku bowiem bezwzgledne wartosci stosunkéw sa mniejsze od je-

=(CDAB)=—1, to znaczy

= W] =

96. Cztery punkta A, B, C, D, z ktérych trzy nie leza na jednej proste]
wyznaczaja czworokat zupelny.

Punkta A, B, (', D nazywamy wierzcholkami a proste, laczace te punkta,
nazywamy bokami czworokata zupelnego.

Boki AB i €D, AC i DB, AD i BC, nieprzechodzace przez ten sam
wierzcholek, nazywamy bokami przeciwleglymi, a punkta przecigeia sig
tychze P, @ i R nazywamy punktami przekatnymi (rys. 11.).

W czworokacie zupelnym tedy mamy sze$é bokéw, cztery wierzcholki
i trzy punkta przekatne.

Tréjkat PQR nazywamy tréjkatem przekgtnym albo biegunowym.

97. Wyznaczmy w czworokacie zupelnym ABCD punkta przecigcia sig
LiF, GiH, JiK bokéw przeciwleglych z bokami tréjkata biegunowego,
to spostrzezemy, Ze:

#) Na kazdym boku czworoksta leig caztery punkta, a mianowicie dwa
wierzcholki, jeden punkt przekatny i punkt przecigcia sie tego boku z prosta
laczgea dwa dalsze punkta przekgtne.

) Na kazdym boku tréjkata biegunowego leza cztery punkta a miano-
wicie dwa punkta przeciecia si¢ tego boku z bokami przeciwleglymi czworo-
kata i dwa punkta przeksgtne.

¢) Przez kazdy punkt przekatny przechodza cztery proste, mianowicie
dwa boki przeciwlegle czworokata i dwa boki tréjkata biegunowego.

Powiadam, #e elementa wymienione pod @) %) i ¢ tworza grupy har-
moniczne.

Jakoz zwréémy n. p. uwage na grupy punktéw 4, B, E, Pi D, C,F, I
to takowe mozna uwazaé za przekroje pekéw Q (A, B, E, F) i R(4, B, E, )
prostemi AB i CD; stosunki tedy podwdjnego podzialu

(ABEP) i (DCFP) tudziez
(ABEF) i (CDFP) sa réwne,
a zatem : (DCFS) = (CDFP) czyli
BEDP CF LB
CF. P DF . DP
wartoéé tedy stosunku podwéjnego podzialu (DCEF) réwna jest swej od-
wrotnoéei, co tylko wéwezas jest mozebne, jezeli takowa réwna jest jednosci
odjemnej, a wiec, jezeli punkta D, C, F, P, — A, B, E, P — a nadto promienie
QA, QB, QE, QP — RA. RB, RE, RP tworza grupy harmoniczne.

Zagadnienie: Dane sg trzy punkta 4. B, C, lesace na linii prostej,
wyznaczy¢ punkt D), tworzgey z danymi grupe harmoniczng (ABCD)=—1.

Rozwiazanie: Poprowadzmy przez punkt A dwie proste «; 1 a,,
a przez punkt C prosta ¢ i polgezmy punkt B z punktami G i I, w kto-
rych proste @, i ¢ tudziez a, i ¢ przecinajg sie, wyznaczmy nast¢pnie punkta
przeciecia si¢ J i K prostych a, i BG tudziez «, i BH, to prosta JK prze-
cina sie z prosta AB w punkecie D), tworzgcym z danymi punktami grupe
harmoniczng (ABCD)—=—1; albowiem 4 i B sg punktami przekatnymi czworo-
kata zupelnego GHJK. a punkta (' i D leza na bokach przeciwleglych tego
wielokata.

98. Cztery proste a, b, ¢, d, z ktorych trzy nie przechodzg przez jeden
punkt wyznaczaja czworobok zupelny, (rys. 12.).
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Proste @, b, ¢, d nazywamy bokami a punkta przeciecia sig tychze na-
zywamy wierzcholkami czworoboku zupelnego.

Wierzcholki (a, b) i (¢, d), (a, ¢) 1 (d, b) (a, d) 1 (b, ¢), ktore nie lezg na
jednym boku, nazywamy wierzcholkami przeciwleglymi, a proste, laczace
te wierzcholki, nazywamy przekatnymi czworoboku zupelnego.

W czworoboku zupelnym odrozniamy tedy sze§é wierzcholkéw, cztery
boki i trzy przekatne.

Przekatne p, ¢ i r wyznaczajg tréjbok, ktéry nazywamy trojbokiem
biegunowym czworoboku zupelnego.

29. Polaczmy wierzcholki P, @ i R tréjboku biegunowego z wierzchol-
kami przeciwleglymi czworoboku wbed zapomoca prostych ¢, f, g, h 1k, to
spostrzezemy, ze:

@) przez kazdy wierzcholek czworoboku przechodza cztery proste, mia-
nowicie, dwa boki czworoboku, jedna przekatna i prosta, laczace ten wierz-
cholek z wierzcholkiem tréjboku biegunowego.

) przez kazdy wierzcholek tréjboku biegunowego przechodza cztery
proste, dwie przekatne i dwie proste poprowadzone przez wierzcholki prze-
ciwlegle czworoboku.

¢) na kazde] przekatnej lezg cztery punkta, dwa wierzcholki czworo-
boku i dwa wierzcholki tréjboku biegunowego.

Powiadam, ze elementa wymienione pod «) %) i ¢) tworzg grupy har-
moniczne.

Jakoz stosunki podwdjnego podzialu («dk#) i (becir) sa réwne, albo-
wiem proste a« i b, ¢ i d, k 1 r przecinaja si¢ w punktach, lezacych na prze-
katnej p; nadto stosunki podwdjnego podzialu (adkr) i (cbir) sa réwne albo-
wiem promienie « i ¢, b i d, i i &k przecinajg sie w punktach, lezacych na
przekatnej ¢; stosunki zatem (beir) 1 (¢bir) sg réwne, co tylko wéwcezas jest
mozebne, jezeli wartoéé tych stosunkéw réwna jest jednosci odjemnej.

W taki sam sposéb mozna udowodnié, Ze promienie a, b, p, ¢ —
b, d, p, q — q, r, ¢, f{ — ... tworza grupy harmoniczne.

Zagadnienie: Dane sa trzy proste @, b i ¢, przechodzace przez
punkt W, wyznaczyé¢ czwarta prosta d, ktéra tworzy z danymi grupeg har-
moniczng (abed)=—1.

Rozwiazanie: Poprowadzmy przez dowolny punkt C, lezgcy na
prostej ¢, dwie proste m i n, to takowe wyznaczaja z prostemi « i b czwo-
robok zupelny abmm, ktérego jedna przekatna jest prosta ¢: przekatne tedy
q i r tego czworoboku przecinaja sie w punkcie P, przez ktéry prosta d
przechodzi.

Zagadnienie: Udowodni¢, ze promienie m i n, dzielgce na dwie
réwne czesci katy, zawarte miedzy promieniami « 1 &, tworzg z prostemi
a i b grupe harmoniczng (abmn)= —1.

0 pekach spotsrodkowych i szeregach, lezgcych na spolnej podstawie.

30. Jezeli przetniemy dwa peki jednokreslne Wa, b, ¢, ..) 1 Wi(ay, by, eq,..)
prosta I, natenczas otrzymamy dwa szeregi jednokreslne (4, B, C,..,
i (4,, B,, C,,..) o wspolnej podstawie. Kazdy punkt, lezacy na prostej I)
mozna uwazaé za element X szeregu (4, B, C,..) i za element Y, szeregu
(4,, B, Cy,..), ktérym odpowiadaja elementa X, i ¥, nieschodzace sig
w ogélnosci w jednym punkeie.

—— P

Punkt P, w ktérym schodza sig elementa odpowiednie £'i F SZeregow

nazywamy punktem podwdéjnym.

Jezeli dowolny punkt W polgczymy z elementami dwu szeregow jedno-

kre§lnych , natenczas otrzymamy dwa peki jednokreslne spolérodkowe. Prosta
.. na ktorej schodza sie dwa promienie odpowiednie ¢ i ¢;, nazywamy pro-
mieniem podwdjnym pekow jednokresinych spélérodkowych.

Dwa peki jednokreslne spélérodkowe i dwa szeregl jedr_xokrfaélue o sil)élm’a‘],
podstawie mogg mieé tylko dwa elementa podwdjne, albowiem Jec-lnokreslno'se
dwu utworéw rzedu pierwszego jest wyznaczona trzema parami elementow
odpowiednich ; jezeliby tedy dwa utwory jednokreslne p(.)smd.aly trzy pt.mkta
podwdjne, natenczas wszystkie pary elementow odpowiednich schodzilyby
sie w tych samych punktach. i ‘

31. Celem zbadania warunkéw, pod ktérymi dwa szeregl Jednokx:eslne,
lesace na spblnej podstawie, maja punkta podwdjne, przyjmi.jmy, ie. Jedfm-‘
kre$lnodé owych szeregéw jest wyznaczona dwoma elementami odpowiednimi
Ai A, i punktami wzajemnymi Ri Z,. ! ;

Wiadomo, ze iloczyn odcinkow, zawartych miedzy punkta'ml ‘-VZE?J?-
mnymi i elementami odpowiednimi dwu szeregéw jednokreéln_;:c‘h ']Test iloseia
stala (art. 19.). Jezeli tedy dwa elementa szeregéw danych F i Ej schodza
sie w jednym punkecie, natenczas

1) ER*=ER.E,Z,=AR. A, Z,—v’, atoli

2.) ER=EZ —1IZ, a zatem
7 P 2 P LR T
3. Rz,iRgzi\/(Rg’) +AR.AZ,.

Podstawiajac w réwnanie 1j za EZ, ER+RZ,, otrzymamy

AN 7 A TR
4) ER:Jigt -_t\/(g-!) +AR . A Z,.
% réwnan 3.) i 4.) czytamy: -
@) Dwa szeregi jednokreslne o spolne) podstaw%e maja dwa falementa
podwéjne rzeczywiste, urojone lub schodzace sie w jednym punkcie, stoso-

Rf‘)iﬁ—AR.A, Z, jest dodatna, odjemna albo

wnie do tego, czy ilos¢ (

rowna zeru. :

b) Punkt, ktéry dzieli na dwie réwne czesci odcim’ak., zav’va,rty miedzy
punktami wzajemnymi, dzieli réwniez na dwie o©zgscl odcinek zawarty
miedzy punktami podwéjnymi. e

Zagadnienie 1. Wyznaczy¢ promienie podwéjne- dW’II pq?:ow _]er_lno-
kredlnych, spoélsrodkowych, ktérych elementa odpowiednie @ 1 ¢y, oAb
¢ 1 ¢, sa dane (rys. 13.). :

Rozwiazanie: Zakreslmy przez drodek W pekéw danych kolo k
id'y, By, C4;.. tego kola

: kt jecia sie A‘, B, C'...
e e e " arpstial pnie punkt A' z A,

z promieniami @, b, ¢, ... iay, by, ¢, .., polaczmy naste i o
B, (', a punkt A4 z A, B, (', to na.ts?ncze?s otrzymamy dwa ll)iqw
A4, B, ¢,.) i 4'4'y, B 1Ol e odpowwdx}lo. plrzglfst?]a,c‘e. ;AI'JQOO
W(a, b, ¢,..) 1 W(ag, by, €, ...); albowiem kafty ab i A{fliB, ac 1 A‘Ari ,St
tudziez a,b, 1 A4 A'B'y, @46 A A'C'y, ... sa TOWDE. Atoli promien . Je
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glementem odpowiednio spélnym pekéw A (..) i 4'...), elementa tedy A% B’
1 A'B'y, A" i A'C",,... przecinajg sie¢ w punktach, .IBZ.{:;,_C_\"C]I na prostej p.

Zapomoca prostej p mozna uzupelni¢ peki TV (. bjieyni) 1-Wiay, bigey, ...),
:.Pola,czmy w tym celu dowolny punkt M prostej p z wierzcholkami A* ilA’.j
1 wyznaczmy punkta przecigcia sig M' i M'; kola / promieniami AYMi A'M
Polgczmy nastgpnie wierzcholek 1 z punktami M’ i MY, to proste WM
I WM, sy elementami odpowiednimi pgkéw danych.

7Z konstrukeyi tej wynika bezposrednio, ze proste ¢ i f, laczace wierz-
cholek W z punktem E' i F', w ktérych prosta p przecina sie z kolem /I,
sg promieniami podwdéjnymi pekéw spélérodkowych Wia, Beia) 1 Wi B c!,..):
. Promienie podwdjne ¢ i f sg rzeczywiste, urojone albo schodza sie na
jednej prostej, stosownie do tego, czy prosta p przecina kolo / w punktach
rzeczywistych, urojonych albo czy owa prosta z kolem sie styka.

Uwaga. Jezeli katy al i a,b, ac i ayc, ..., zawarte miedzy promieniami
pekéw spolsrodkowych sa réwne, a nadto kierunki obrotu promieni zgodne
(rys. 14.), natenczas proste A'B‘ i A4 B', A'C',i A',(" .., sq réwnolegle, prosta
P leiy.tedy w nieskoliczono$ci. A zatem promienie podwéjne takich pekéw
sg urojone i przechodza przez punkta przeciecia sie kola z prosta, Ie“iqca
w nieskonczonosei. ;

; Jezeli zas owe katy sa rdwne a kierunki obrotu promieni odpowie-
dnich sg niezgodne, natenczas prosta p przechodzi przez srodek kola / (rys.
15.); promienie podwéjne tedy takich pekéw spolérodkowych sa prostopadle.

.Zagadnienie 2. Dane s3 dwie pary promieni odpowiednich a i a,
tudziez i b; a nadto promiefi podwéjny ¢ dwu pekéw jednokreslnych
Wis, B, -..) i Wikag bizis) spolsrodkowych wyznaczyé w sposéb linijny drugi
promienn podwdéjny.

. Rozwigzanie: Przetnijmy peki Wi(e, b,..) i W(a,, b,,..) prostemi
Ii Z?, przechodzacemi przez dowolny punkt, ktéry lezy na promieniu po-
d‘.vd_]nym ¢, to natenczas otrzymamy dwa szeregi jednokreslne perspekty-
wiczne (4, B,..)i(4y, By,..); prosta f tedy laczaca wierzcholek W z punktem
0, w ktorym proste A4, i BB, przecinaja sie, jest drugim promieniem po-
dwéjnym pekéw danych.

:Za.gadnienie: Dane s3 dwa promienie odpowiednie « i @,, a nadto
promien / na ktérym schodzg sie elementa podwdéjne pekéw spdlirodkowych
Wi(a,..) i W(a,, ..) nzupelnié te peki.

Zagadnienie: Wyznaczyé punkta pedwéjne dwu szeregéw jedno-
kreflnych, lezacych na spélnej podstawie.

33. Stosunek podwéjnego podzialu elementéw podwdj-
nych idwuelementéw odpowiednich w dwu utworach rzqd.u
plerwszego, ktére maja spélng podstawe, spélny wierzcholek
lub spdélng 0§ jest ilodeisg stals.

Jakoz, jezeli E i F s elementami podwéjnymi a X i X;, Vi ¥,,...
elemen_ta.mi odpowiednimi dwu utworéw jednokreélnych, natenczas stosunki
podwéjnego podzialu (EFXY) i EFYX, Y,) sa rowne. :

EX EX EX, FY,

A zatem Y FY=FYI ! FY,; mnozac obie strony tego réwnania
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b D o amins el oiehl #dy otrzymamy EX. } B e A
Prece g @ CESNE I B RY, o thib Tk | JEX 5 WX SERRE
(EFXX,)=(EFYY,)=const.

czyli

0 szeregach i pekach inwolucyjnych.
34. Dwa szeregi jednokreslne na spdlnej podstawie, ktorych punkta
wzajemne schodza sie tworzg szereg inwolucyjny.
Punkt O, w ktérym schodza sie punkta wzajemne nazywamy srodkiem
szeregu inwolucyjnego.

Jezeli A1 A, B i B,,.. sa elementami odpowiednimi szeregéw jedno-
kre§lnych, tworzacych szereg inwolucyjny, natenczas iloczyny odcinkéw OA
i 0O4,, OB i OB, ..., zawartych miedzy $rodkiem inwolucyi i dwoma punk-

tami odpowiednimi jest ilosciag staly (art. 32). Te ilos¢ nazywamy cecha
albo charakterystyka szeregu inwolucyjnego.

35. Srodek O i dwa elementa odpowiednie A i A, wyznaczajs szereg
inwolucyjny; dowolnemu bowiem punktowi X tego szeregu odpowiada punkt

; : ; RO LA,
X,, wyznaczony roéwnaniem OX, = e

7 réwnania tego wynika, Ze elementa odpowiednie szeregu inwolucyj-
nego sg zamienne; t. z. punktowi X, uwazanemu za element szeregu (4, B3, ...)
odpowiada w szeregu (4, B,..) punkt X;, a punktowi X, uwaZanemu za
element szeregu (A, B, ..), odpowiada w szeregu (A, B,,..) element, ktory
sie schodzi z punktem X. I wzajemnie: Jezeli w dwu szeregach jednokresl-
nych (4, B...) 1 (4, B, ..), lekgcych na spolne] podstawie, dwa elementa
odpowiednie sg zamienne, natenczas wszystkie elementa odpowiednie tych
szeregdw sa zamienne, tworzg tedy szereg inwolucyjny.

Jakoz, dajmy mna to, Ze w szeregach jednokreslnych (4, B, C,..)
i (4,, By, C,...), lezgcych na podstawie [ elementa A i A, sa zamienne, na-
tenczas stosunek podwéjnego podzialu (A4, BE,) elementow szeregu 4, B, C, ..
jest réwny stosunkowi podwéjnego podzialu (4,45, X,) elementéw odpowied-
nich szeregu (4,, B, C,...), gdzie X, oznacza punkt utworu (i Bz bl
odpowiadajacy punktowi B, utworn (4. B, ..).

Rozwinimy stosunek (4, 4B,X,) i przeksztalémy takowy:

ABpCAX, AKX AR L G v
A AR TR R

Atoli wedlug zalozenia (A4, BB,)=(4,4B,X,) a zatem:

; (A4, X, B,)=(44,BB,);
punkt X, schodzi si¢ tedy z punktem B: elementa tedy B i B szeregéw
danych sg zamienne.

36. Punkta szeregu inwolucyjnego, z ktérymi schodza si¢ dwa elementa
odpowiednie, nazywamy punktami podwdjnymi.

Jezeli E jest punktem podwdjnym szeregu inwolucyjnego A, 4,, B, By, ....
ktérego érodkiem jest punkt O, natenczas OE'=0A4.04,=0B.0B=..,

(4,48, X,)=

a zatem: &
Szereg inwolucyjny posiada dwa punkta podwodjne, sy-

metryczne wzgledem Srodka, ktore sg rzeczywiste, urojone,
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albo schodzg sie ze $rodkiem, stésownie do tego; czy cecha
inwolucyi jest dodatna, odjemna albo réwna zeru.

Jezeli elementa odpowiednie A i Ay, B i By, .., szeregu inwolucyjnego
lezg pe tej samej stronie érodka O. natenczas cecha inwolucyi jest dodatna,
punkta podwdjne zatem sa rzeczy wiste.

Taki utwér nazywamy szeregiem inwolucyjnym hiperbolicznym.

Jezeli elementa odpowiednie szeregu inwolucyjnego lezg po przeciwnych
stronach $rodka O, natenczas cecha inwolueyi jest odjemna, punkta po-
dwdjne zatem sa urojone.

Taki utwér nazywamy szeregiem inwolucyjnym eliptycznym.

Szereg inwolucyjny, ktérego cecha jest réwna Zeru, Nazywamy szere-
giem parabolicznym.

37. Punkta podwéjne £ i F szeregu inwolucyjnego tworza
z elementami odpowiednimi tego szeregu grupy harmoniczne.

JakoZz w szeregach Jednokreslnych A, B, C,... i Ay, By, ... tworzacych
szereg inwolucyjny A, A,, B, By, ... elementa odpowiednie A i Ay, iy 89 Z8-
mienne ; stosunki zatem podwdéjnego podzialu

(EFAA)) i (EFA4,4)
sa rowne, co tylko wdwezas jest mozZebne, jezeli wartosé tych stosunkéw
réwna jest jednogdei odjemnej, (art. 26.).

38. Dwie pary elementéw odpowiednich 4 i 4, tudziez

¢ S wyznaczajg szereg inwolucyjny; albowiem dowolnemu

punktowi X tego szeregu odpowiada punkt X, Wwyznaczony réwnaniem
(A4, BX)=(4, 4B, X,).
39. Proste, przechodzace przez frodek kierowniczy (art.
21.) dwu pekéw jednokre$lnych przecinajg sie z promieniami
odpowiednimi tych utworéw w punktach odpowiednich sze-
regu inwolucyjnego.

Jakoz niech beda dane dwa peki jednokredlne (rys. 16.) Wia, &e 5
1 Wi(ay, by, ¢, ..). ktérych srodek kierowniczy znajduje sie w punkeie S,.
Poprowadzimy przez punkt Sy prosta I i wyznaczmy szeregi (4', B,...)
1 (44, B, ..), w ktérych prosta / przecina .peki dame, to elementa odpo-
wiednie tych szeregéw sa zamienne. Jezel; bowiem punkt S, w ktorym
prosta I przecina si¢ z promieniem WW, uwazaé bedziemy za element P
szeregu (A4', B',..), natenczas element odpowiedni P, szeregu (.’ Bl el
zejdzie sie ze $rodkiem kierowniczym S, ; jezeli zad punkt S uwazaé¢ be-
dziemy za element g, szeregu (A';, B',,..), natenczas element odpowiedni @
szeregu (A', B',..) zejdzie sie réwniez z punktem S, ; $rodek kierowniczy S,
1 punkt przecigcia sie promienia W, z prosta [ .sa tedy elementami za-
miennymi szeregow (4, B,..) i (4y, By,..), te szeregi zatem tworza szereg
inwolucyjny.

40. Twierdzenie Desarguesa: Prosta dowolna przecina boki
przeciwlegle czworokata zupelnego w trzech parach punk-
té6w odpowiednich szeregu inwolucyjnego.

Jakoz niech bedzie dany czworokat zupelny ABCD i prosta 1 (rys. 17.),

ktdéra przecina boki przeciwlegle tego wielokata w punktach M i M,NiN,,
Pad

i

Uwazajmy punkta I’ i I', tudziez N i N, za elementa szeregu inwo-
lucyjnego i polaczmy wierzcholek A4 z punktami P i N a wierzcholek B

z punktami odpowiednimi P, i N,,..., szeregéw jednokreslnych, ktére utwof
rzyly szereg inwolucyjny N, N, P, P,, ..., to natenczas otrzymamy dwa peki

jednokreslne A(N, P..) i §(N,, F,;...), ktérych drodek kierowniczy lezy na

proste] / (art. 39.) i na prostej CT),llér%czqcej punkta przeciecia siq_ ¢i.D
promieni nieodpowiednich AP i CAftudziez AN i BP,. W szeregu inwolu-
cyjnym N, Ny, P, P;, odpowiada tedy punktowi M, punkt M w ktérym
prosta [ przecina sie z promieniem CJ) laczacym Wiell'zcholki pekiow A(N,_ P
i G(N, Iy), albo innemi slowy punkta przeciecia sie/1 i bokéw'r przeciw-
leélych ABi BD 2 prosta / sa elementami odpowiednimi szeregu inwolucyj-
nego M, M,, N, N,, ... '

4l. Zagadnienie: Majac dane dwie pary punktéw szeregu inwolu-
cyjnego A, Ay, B, B, wyznaczyé w sposéb linijny dalsze elementa odpo-
wiednie tego szeregu.

Rozwiazanie: Poprowadimy przez punkta A, B 1 przez dowolny
punkt €' prostdan, n i p i wyznaczmy punkta przeciecia sie M, N i @ pro-
stych m 1 s, m 1 p, mip, polaczmy nastepnie 4, z Q i B, z N, to proste
A, 1 BN przecinaja si¢ w punkcie P, ktéry z punktami M, Ni ¢ wyznacza
czworokat zupelny; bok tedy MP przecina sie z podstaws / danego szeregu
w punkcie U, ktéry odpowiada punktowi ' w szeregu inwolucyjnyn}.

Zagadnienie: Wyznaczyé w sposéb linijny drodek szeregu inwolu-
eyjnego 4, 4,, B;'B,, ... :

42. Zagadnienie: Wyznaczy¢ punkta podwdjne szeregu inwolucyj-
nego, ktérego dwie pary elementéw odpowiednich A i A,, tudziez B i B,
sa dane.

Rozwigzanie: Zakredlmy na cieciwach A4, i BB, kola k, i k, (ry.s.
18a i b) 1 polaczmy punkta przeciecia sie M i N tychze, to punkt przeciecia
sig O podstawy / szeregu jest $rodkiem inwolucyi; albowiem ;

04.04,=0B.0B,. :

Jezell tedy poprowadzimy z punktu O styczna do kola %, lub %, i dlu-
gosciy tejze 0@ zakreslimy ze srodka O kolo %,, natenczas punkta przeciecia
éi@ E 1 F tego kola z podstawa / sa punktami podwéjnymi danego szeregu
inwolucyjnego, albowiem:

OE*=OF"—0A4.04,=0B.0B,.

Jezeli odeinek, zawarty miedzy jedna para elementéw odpowiednich
szeregu inwolucyjnego, lezy w obrebie lub poza obrebem odeinka, zawartego
miedzy druga parg elementéw odpowiednich, natenczas szereg jest hiper-
boliczny (rys. 184.); albowiem s$rodek inwolucyi O lezy w tym przypadku
poza obrebem k6l £ i ky, styczne tedy, poprowadzone do tychze z punktu
(), sg rzeczywiste, a wiec i punkta podwéjne sa rzeczywiste. Jezeli zaé od-
cinki, zawarte miedzy elementami odpowiednimi czeSciowo nakrywajg sie,
natenczas szereg inwolucyjny jest eliptyczny; érodek inwolucyi lezy w obrebie
k6l %y ik, (rys. 18L.), styeczne tedy poprowadzone ze srodka O do tychze
kol s urojone, a wiec i punkta podwdjne szeregu sa urojone.

43. Dwa peki jednokreélne i spolsrodkowe W(a, b,..) i W(a,, b,,..),
ktéryeh promienie prostopadfe nieodpowiednie g i », tudziez » i ¢, nakry-
waja sie tworza pek inwolueyjny. o g
2

Geom. wykreslna,
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Wiadomo, Ze iloczyn stycznych trygonometryeznych katéw, zawartych
miedzy dwoma promieniami odpowiednimi i promieniami normalnymi nie-
odpowiednimi w dwu pekach jednokreslnych jest iloscia stala. W peku in-
wolucyjnym tedy Wi(a, a,, b, b, ... r, ;) iloczyny

tg ar g a,ry, tg9 br .ty byr, ..
tgar, . tgar,, tgbr, . tgbyr. ...
sa ilodciami stalymi. Atoli ar=90—a,r, @,7»=90-a,r,, a zatem:
1

tag ar . tga,r—= i, -L.fg((frj =1.

Iloczyn stycznych trygonometrycznych katéw, zawar-
tych miedzy promieniami normalnymi i promieniami odpo-
wiednimi peku inwolucyjnego jest iloscia stala.

44. Jezeli w dwu pekach jednokreslnych i spolsrodkowych W(a, b,...)
i W(a, b;,..) dwa elementa « i @, sg zamienne, natenczas wszystkie ele-
menta odpowiednie sg zamienne, te peki tworza zatem pek inwolucyjny.

Jakoz stosunki podwdjnego podzialu (aa,bb) i (a,abyx;) sa réwne, jezeli
x, oznacza promien peku W(a,, b,,..), odpowiadajacy promieniowi 4; peku
W(a, b,..). Rozwinmy i przeksztalémy stosunek:

sina b, sinaz, sinab, _ sinax, sin wry  sin ab,

(ayabyx) =

. e i : — : r— =(aa,xby);
sinab, sinaz, ' sinab, = sinaz, ' sinaa, sinab I

atoli podlug zalozenia (ta bb,)=(a ab,x,), a zatem (aa,x,by)=(ac,bb,) promien
x, schodzi si¢ z promieniem &, czyli innemi slowy promienie 4 i b, sa
zamienne.

45. Jezeli promien e jest elementem podwdjnym peku inwolucyjnego,
w ktérym # 1 7, sa promieniami normalnymi, natenczas #ger—1£ (art. 43.).

Pek inwolucyjny posiada tedy dwa promienie podwdjne, ktére sa rze-
czywiste , urojone albo schodza si¢ na jednej prostej, stosownie do tego, czy
ilog¢ ,k* jest dodatna, odjemmna albo réwna zeru. PoloZenie promieni po-
dwdéjnych ¢ 1 / wyznaczaja rownania tyer=+VEk, tgfr=—VE, = ktorych
wynika, Ze promienie normalne dziela na dwie réwne czesci
katy, zawarte miedzy promieniami podwéjnymi.

46. Proste, laczace elementa dwu szeregéw jednokresl-
nych (4, B, .)i(4,, B,,..) z dowolnym punktem osi kierownicze]
tychze, tworzg pek inwolucyjny.

Jakoz peki W (4, B,..P) i W(A,, B;,..F;) sa utworami jednokresl-
nymi, ktérych promienie odpowiednie WP i WP, sa zamienne, punktom
bowiem P, i @ szeregéw danych, lezacym na osi kierowniczej, odpowiadaja
punkta P i @, ktére sig schodza z punktem przecigeia sig podstaw szeregéw
A By # lifuley 4

47. Proste, laczgce dowolny punkt z wierzcholkami prze-
ciwleglymi czworoboku zupelnego, sg elementami odpowie-
dnimi peku inwolucyjnego. ¥

Uwazajmy promienie WP i WN tudziez WP, WN,, (rys. 19.), laczgce
dowolny punkt W z dwiema parami wierzcholkéw przeciwleglych czworo-
boku abed, za elementa odpowiednie peku inwolucyjnego, ktéry powstal
z pekéw jednokreslnych W(P, N,..) i WL, Ny,..), przetnijmy nastepnie
te peki prostemi « i &, to natenczas otrzymamy dwa szeregi jednokreslne
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(N, P) i N,, P,) ktérych o$ kierownicza s, laczy punkt W z punktem prze-
<-_-i(1'ci& sie M, prostych N, 7 i NP, promieniowl zatem WM, peku inwolucyj-
nego W(N, Ny,...), przechodzacemu przez wierzcholek M, czworoboku abed,
odpowiada promien WM, ktory przechodzi przez wierzcholek przeciwlegly M.

Zagadnienie 1.: Majac dane dwie pary promieni odpowiednich pekn
inwolucyjnego uzupelni¢ ten pek w sposéb linijny.

Zagadnienie 2.: Wyznaczy¢ promienie podwdjne i promienie nor-
malne peku inwolucyjnego hiperbolicznego.

Rozwiazanie: Uwazajmy dany pek inwolueyjny za utwoér dwu
pekéw spolsrodkowych jednokreslnych Wi(a, 4, 2) i W(a, b,, z,), ktérych
promienie « i a, schodza sie odpowiednio z promieniami ¥, i & (rys. 20.),
wyznaczmy nastepnie elementa podwdjne ¢ 1 f tych pekéw (art. 31. zag. 1.),
to takowe sg promiemiami podwdjnymi peku inwolucyjnego W(a, a,, 6, b,...).

Proste » i »,, dzielagce na dwie réwne czesci katy zawarte miedzy pro-
mieniami ¢ 1 /' sa promieniami normalnymi tego peku. '

Zagadnienie 3.: Wyznaczyé promienie normalne peku inwolucyjnego
eliptycznego, (rys. 2L.).

Rozwiazanie. Przetnijmy dany pek inwolucyjny W(a, a,, b, b,..)
prosta /71 zakre$lmy na $rednicach 44, i BB, kcla I ik, to takowe przetna
sie w punktach M i N, prostokatnie symetrycznych wzgledem prostej /. Za-
kreslmy nastepnie przez punkta W, M i N kolo %, i polaczmy wierzcholek
W z punktami K i @, w ktérych prosta ! przecina kolo %,, to proste W@
i W sa promieniami normalnymi danego peku.

7 konstrukeyi tej wynika bezposrednio, Ze jezeli dwie pary promieni
odpowiednich sa prostopadle, natenczas wszystkie elementa odpowiednie
peku inwolucyjnego sg prostopadle; w tym przypadku bowiem wierzcholek
W schodzi si¢ z punktem M lub N. Taki pek nazywamy pekiem inwolu-
cyjuym prostokatnym.

0 kolineacyi dwu ukladow plaskich.

48. Dwa uklady plaskie, powstale z przeciecia wigzki (art. 1. d i ¢)
dwiema plaszezyznami 71 %!, nazywamy ukladami srodkowo kolineacyjnymi
albo perspektywicznymi (rys. 22.). Wierzcholek wiazki O nazywamy srod-
kiem, a prosta ¢, podlug ktérej plaszezyzny = i m' przecinaja sie, nazy-
wamy osig kolineacyi.

Punkta 4 1 A4,,.. jakotez proste 71 1/,.. ukladéw = i n!, lezace na
tych samych promieniach wzglednie plaszezyznach wigzki, sa elementami
odpowiednimi owych ukladéw.

. Pomiedzy dwoma ukladami $rodkowo kolineacyjnymi zachodza tedy
nastepujace zwiazki:

@) Jednemu punktowi ukladu 7 odpowiada tylko jeden punkt w ukladzie
7!, 1 wzajemnie.

b) Dwa, odpowiednie punkta leZa na prostej przechodzacej przez srodek
kolineacyi.

¢) Dwie odpowiednie proste leza na plaszczyznie przechodzgcej przez
srodek kolineacyi, i przecinaja sie w punkeie, lezacym na osi kolineacyi.

d) Punktom A, B,.. ukladu =, lezacym na prostej 7, odpowiadaja
w ukladzie z' punkta 4,, B,,.., lezace na prostej odpowiedniej /,.
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7 powyzszych okreslen wnosimy, Ze szeregom i pekom jednego ukladu
odpowiadaja w ukladzie drugim szeregi i peki perspektywiczne z owymi
utworami.

49. Niech bedzie dana wigzka i dwie plaszezyzny = i &', przecinajgce
sie podlug prostej ¢, (rys. 22.).

Przesuiimy przez $rodek wiazki O plaszezyzny (0), z) i (0, »), odpo-
wiednio réwnolegle do plaszezyzn = i @', i wyznaczmy proste r i z; podlug
ktérych plaszezyzny = i (0, 7), tudziez n#* i (0, z,) przecinajg sig, to tym
prostym odpowiadaja w ukladach plaskich 7! i @ proste lezace w nieskon-
czonosei.

Proste r i z, nazywamy osiami wzajemnymi ukladéw Srodkowo koli-
neacyjnych = i zl.

Osi wzajemne sa rownolegle do osi kolineacyjnej 7.

Odlegloéé prostych # i r réwna jest odleglodei srodka kolineacyi O od
wsi z, a odleglodci prostych ¢ i z; réwna jest odleglosci $rodka O od osi ».

50. Niech beda dane dwa uklady plaskie srodkowo kolineacyjne a nadto
dwie proste odpowiednie 7 i 7;, (rys. 22.). Punktowi, leZzacemu w nieskoin-
czonodci na prostej 7, odpowiada punkt Z,, ktéry lezy na wsi z, a punk-
towi lezgcemu w nieskoficzonosci na proste] /, odpowiada punkt K, ktory
leZy na osi .

Jezeli obrécimy plaszczyzne m okolo osi # w ten sposéb, aby sie zeszla
z plaszezyzng n% jezeli nadto obrécimy punkt O okolo osi z; w tymsamym
kierunkn o kat OPO,, réwny katowi mm? natenczas uklady plaskie ! i =*
sa érodkowo kolineacyjne. Srodek tej kolineacyi znajduje sie w punkecie 0.

Jakoz punkt przeciecia sie T prostych /i /; nie zmienia swego polo-
zenia podczas obrotu plaszezyzny m, punkt Z; nie zmienia réwniez swego
polozenia podczas obrotu plaszezyzny (0, #,), albowiem proste 7 i OZ, sa
zawsze rownolegle; proste /, i /, sa tedy elementami odpowiednimi ukladow
a! i’ Z tréjkatéw podobnych ORA i OZ A, wynika nadto, ze:

‘Aizi :()11;?{41 3
Ze zatem polozenie punktu 4, w ukladzie @', odpowiadajacego punktowi A4
ukladu m, zalezy od ilodci, ktére przy powyzej okreslonych obrotach plasz-
czyzn 7 1 (0, z,) nie zmieniaja sie; punkt 4, odpowiada tedy punktowi 4,
ukladu =%

Jezeli tedy wykonamy klady plaszezyzn = i (0, z,) na plaszezyzne z?,
natenczas otrzymamy dwa uklady plaskie $rodkowo kolineacyjne i zlaczone
na jednej plaszczyznie. Srodek tej kolineacyi schodzi sie z kladami [0]
punktu O, a o§ wzajemna ukladu 7, odpowiadajaca prostej ukladu =', le-
zgce] w nieskoniczonodei schodzi sie z kladem (r) prostej ».

51. Kolineacye srodkowsa dwu ukladéw zlaczonych na jednej plaszczy-
Znie wyznaczaja:

a) Srodek [0], o # i dwa punkta odpowiednie 4 i 4, (rys.23.). figczac
bowiem dowolny punkt B z punktem A, otrzymamy prosta /, ktérej odpowiada
w ukladzie m? prosta [, przechodzaca przez punkt 4, i przez punkt prze-
ciecia sie TI' prostych 71 %

Promien [0]B przecina tedy prosta /, w punkcie B, ukladu z!, odpo-
wiadajacym punktowi B ukladu .

= 0

b) Dwa trojkaty ABC i A4, B, C; (rys. 24.), posiadajace te wlasnoic, ze
proste AA;, BB, i CC, laczace wierzcholki odpowiednie, przecinajg sie
w jednym punkeie [O].

Boki odpowiednie tych tréjkatéow AB i A, B,, BC i B,C,, C4 1 CA,
przecinajg sie w punktach, lezacych na linii prostej 7, ktéra jest osiag koli-
neacyi. Jakoz proste [0]4, [0O]B i [0]C moZna uwazaé¢ za rzuty krawedzi
bocznych ostroslupa trdjéciennego, a tréjkaty ABC A B, C, za rzuty dwu
trojkatéow podlug ktérych dwie plaszezyzny a™ i a* 6w ostroslup przeci-
naja, proste tedy ABi A, B, BC i B,C,, CA i C A, przecinaja sie w punk-
tach, lezacych na rzucie prostej, podlug ktérej plaszezyzny a™ i a" prze-
cinaja sie.

¢) Dwa trojboki abe i a,b,¢,, ktérych boki odpowiednie « i a,, & i by,
¢ 1 ¢, przecinajg sie w punktach, leZzacych na prostej ¢ (rys. 24.). Proste,
laczgce wierzcholki odpowiednie tych tréjbokéw przecinaja sie w jednym
punkeie, ktory jest srodkiem kolineacyi.

Jakoz trojboki dane mozna uwazaé za rzuty dwu tréjbokéw a,b,c,
i @,b,c, lezgeych na plaszezyznach m#™ 1 @ 1 posiadajgcych te wlasnosé, zZe
proste Gm i @y, by ib,, €, 1 ¢, przecinajg sie w punktach lezacych na prostej 7.
Plaszezyzny, przesuniete przez proste @, i an, bn i b,, ¢, 1 ¢, ograniczajs
kat brylowy tréjscienny, ktérego krawedzie przechodza przez wierzcholki
tréjbokéw abe i a,b,¢,, rzuty przeto tych krawedzi przecinaja sie w rzucie
|0] wierzcholka owego kata brylowego i przechodza przez wierzcholki tréj-
bokéw abe 1 a,byc.

Zagadnienie 1: Wyznaczy¢ osi wzajemne dwu ukladéow srodkowo
kolineacyjnych, zlaczonych na plaszczyZnie, jezeli érodek [0], 0§ kolineacyi
7 1 punkta odpowiednie 4 i A, sa dane, (rys. 23.).

Rozwigzanie: PoprowadZmy przez punkt 4 prosta / i wyznaczmy
prosta odpowiednia /,, poprowadZmy nastepnie przez srodek kolineacyi
promienia [0]Z; i [O]R odpowiednio réwnolegle do 7 i/, to proste /, i[0]Z,
tudziez ! i [O]F przecinaja sie w punktach #, i R, ktére odpowiadaja
punktom lezacym w nieskonczonosei na prostych 7 i /. Jezeli tedy popro-
wadzimy przez i i Z, proste # i z; réwnolegle do osi kolineacyi 7, naten-
otrzymamy osi wzajemne.

7 réownolegloboku OZ, T'li wynika, Ze odlegloi¢ srodka kolineacyi od -
osi z; rowna jest odleglosci prostych i i #, a nadto, Ze o§ » znajduje sie
w takimsamym poloZeniu wzgledem osi ¢ jak srodek kolineacyi wzgledem osi z,.

Zagadnienie 2.: Dany jest frodek kolineacyi O a nadto osi wza-
jemne » 1 2z, dwu ukladéow plaskich = i z', zlaczonych na plaszezyznie;
wyznaczy¢ wielokat M, N, P, ukladu #!, odpowiadajacy wielokatowi MNI
nkladu m, (rys. 25.).

Rozwiagzanie: Wyznaczmy punkta przecigecia sie T i I prostej MN
z osiami 7 i », to punkt 7 jest elementem odpowiednio spélnym obu ukladéw
punktowi za$ I odpowiada w ukladzie 7! punkt, lezacy w nieskonczonosci
na promieniu OFR. Jezeli tedy poprowadzimy przez 7, réwnolegla do OF
natenczas otrzymamy prostg ukladu z!, odpowiadajacag prostej AMN. Punkta
przeciecia sie M, i N; promieni OM i ON z prosta 77, sa punktami ukladn
7!, odpowiadajacymi punktom A/ i N,
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Wyznaczmy nastepnie punkt przeciecia sig T, proste] NP7z osig koli-
neacyi i polaczmy takowy z punktem N,, to prosta N, # odpowiada w ukladzie
n! prostej NT7 a punkt przeciecia T, promienia OF z prosty N, I] jest ele-
mentem ukladu =!, odpowiadajacym punktowil IPukladu 7.

Uwaga: Jezeli 08 wzajemna r przecina wielokat M NP.. ukladu
w ,n* punktach, natenczas wielokat odpowiedni M, N, P,... ukladu n' roz-
ciaga sie w ,n“ kierunkach do nieskonczonosci.

Jezeli zas oé wzajemna z, przecina wielokat M, N, P,... w ,n* punktach,
natenczas wielokat MNP rozcigga sie w ,u“ kierunkach do nieskoriczonosci.

52. Poprowadzmy przez érodek kolineacyi O dwu ukladéw plaskich
7 i w!, zlaczonych na jednej plaszczyzmnie, promien p (rys. 26.) 1 wyznaczmy
punkta odpowiednie 4 i 4,, B i B,,..., lezace na tym promieniu, to naten-
czas otrzymamy dwa szeregi jednokreslne (4, B,..) i (4, By, ..) (art. 48.),
ktérych punkta podwdéjne schodzg sie ze srodkiem kolineacyl 1 z punktem
przeciecia sig T prostych p i %

Wiadomo, Ze stosunek podwdéjnego podzialu punktéw podwojnych
i punktéw odpowiednich w dwu szeregach jednokreslnych, zlaczonych na
spolnej podstawie, jest iloScia stala.

A zatem: (0TAA,)=(0TBB,)=..=A4A

Poprowadzmy nastepnie przez érodek O drugi promien g 1 wyznaczmy
punkta odpowiednie M i M,, N i N,, lezace na tym promieniu, to stosunki
podwojnego podzialu (OT,MM,) i OTAA,, OT,NN, i OTBB,,.. sa rowne;
albowiem punkta O, T7,, N, N, i O, T, B, B, mozna uwaza¢ za przekroje
pekéw S0, T, A, A,) i S(0, T, B, B,) prostemi p i ¢.

A zatem: Stosunek podwdjnego podzialu, OTXX,, w jakim
punkta odpowiednie X i X, dwu ukladéw frodkowo kolinea-
cyjunych, zlaczonych na jednej plaszczyznie, dziela odcinek
OT prostej XX, zawarty miedzy Srodkiem i osig kolineacyl,
jest ilogcia stala. Wartod¢ tego stosunku nazywamy cechy albo cha-
rakterystyka kolineacyi.

B3, Jezeli do stosunku podwéjnego podzialu, wyrazajacego ceche koli-
neacyi wprowadzimy punkta wzajemne i odpowiadajace tymze punkta, le-
zace w nieskoficzono$ci, natenczas wyrazimy cechg zapomocs stosunku poje-

. dyrniczego podzialu.

1 e (‘(
Jakos 1.) A=(()FZ“°ZQ=%§;- : ;,2:1.- g? =g§:
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Zagadnienie: Wyznaczyé osi wzajemne dwu ukladéw drodkowo ko-
lineacyjnych, jezeli o$, $rodek i cecha kolineacyi sa dane.

9) A=(OTRR,*)=

b4. a) Jezeli cecha kolineacyl réwna jest jednosci odjemne], natenczas
osi wzajemne » i #, schodza sie na jednej prostej, ktérej odleglosci od srodka
i od osi kolineacyjnej sa rowne.

Szeregi jednokreslne punktéw odpowiednich, ktére lezg na promieniach,
przechodzacych przez érodek kolineacyi, tworza szereg inwolucyjny hiper-
boliczny, albowiem punkta wzajemne tych szeregéw R i 7, schodza sie
a punkta podwdjne sg rzeczywiste. ‘

— R

Taka kolineacye dwu ukladéw plaskich, zlaczonych na jednej plasz-
czysnie, nazywamy kolineacya inwolucyjna.

b) Jezeli $rodek kolineacyi lezy w nieskoniczonosei, natenczas os koli-
neacyi dzieli odcinki, zawarte miedzy punktami odpowiednimi w stosunku
stalym; w tym przypadku bowiem cecha:

- 04 0°A, TA,
A=(0 TAA”)=_TA_ T4, T4

Taka kolineacye nazywamy powinowactwem ukladéw plaskich.

Osi wzajemne ukladéw powinowatych schodza sie na proste] w nie-
skoficzonosci, prostym tedy réwnoleglym jednego ukladu odpowiadaja proste
rownolegle w ukladzie drugim.

Powinowactwo, ktérego cecha réwna jest jednosci odjemmej, nazywamy
symetrya osiowa; punkta odpowiednie bowiem ukladéw lezg w tym przy-
padku po przeciwnych stronach osi w réwnej od niej odleglosciach.

¢) Jezeli o kolineacyi lezy w nieskonczonosci, natenczas Srodek koli-
neacyi dzieli odcinki, zawarte migdzy punktami odpowiednimi, w stosunku
stalym, albowiem cecha kolineacyi:

5 04 - 04, 0A
A=0T AA‘=T’°A o

Taka kolineacye nazywamy podobiefistwem ukladéw. Osi wzajemne
ukladéw podobnych schodzg sie z prosta, lezaca w nieskoriczonosel; prostym
tedy réwnoleglym jednego ukladu odpowiadaja proste réwnolegle w ukladzie
drugim.

Podobiefistwo, ktérego cecha jest réwna jednodci odjemnej, nazywamy
symetrya $rodkowa; punkta odpowiednie bowiem ukladow leza w tym przy-
padku po przeciwnych stronach $rodka w réwnych od niego odleglosciach.

Jezeli cecha podobienstwa réwna jest jednosci dodatnej, natenczas
punkta odpowiednie ukladéw schodzg si¢, z podobienstwa tedy powstaje
przystawanie ukladéw.

55, Jezeli dwa uklady =z i !, érodkowo kolineacyjne, w ten sposob
przesuniemy, ze punkta odpowiednie nie beda lezaly na prostych, przecho-
dzacych przez $rodek kolineacyi, a proste odpowiednie nie beds sie przeci-
naly na osi kolineacyi, nie zmieniajac atoli przy tem przesunigciu wzajemnego
polozenia elementéw, natcnezas otrzymamy uklady kolineacyjne w polozeniu
ogolnem.

Kolineacye dwu ukladéw plaskich = i z! w polozeniu ogoélnem wyzna-
czaja cztery pary punktéw odpowiednich, z ktérych trzy nie lezg na linii
prostej, albo cztery pary prostych odpowiednich, z ktérych trzy nie prze-
chodza przez jeden punkt.

Jakoz niech beda dane cztery punkta 4, B, C i D ukladu # i cztery
odpowiednie punkta A,, B, 0; i D, ukladu z' a nadto punkt X ukiadu =,
zalézmy sobie wyznaczy¢ punkt odpowiedni X, ukladu z'.

Polaczmy w tym celu 4 z B, C, Di X i B z 4, C, D, X, polagczmy
réwniez 4, z By, C;, D, i B, z A, C,, D,, to natenczas otrzymamy peki
jednokreslne AB; C; D, X, ...) 1 A(By, Cy, Dy, ),
tudziez PBA L, D, X a4 By Gy Biiak

Jezeli tedy wyznaczymy promienie pekéw A,(..)1B(..), odpowiadajace
promieniom AX i BX pekéw A(..) i B(..), to punkt przecigcia sie tychze
bedzie elementem ukladu 7!, odpowiadajgcym punktowi X ukladu 7.
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W podobny sposéb moina wykazac¢, Ze majac dane caztery pary pro-
stych odpowiednich a, b, ¢, d i a,, b,, ¢;, d; dwu ukladéw kolineacyjnych
7 1 w', dowolnej prostej jednego ukladu odpowiada éciéle wyznaczona prosta
w ukladzie drugim.

Zagadnienie: Dane sa cztery pary prostych odpowiednich a i a,,
biby, cie, did dwun ukladéw kolineacyjnych w polozeniu ogélnem, spro-
wadzié¢ te uklady do polozenia érodkowego.

Rozwigzanie: Wyznaczmy punkta przeciecia sie B, €, D i B, E, F

prostych @ i b z prostymi b, ¢, d i @, ¢, d a nadto punkta przeciecia sie
B,, €, D, i By, E,, F, prostych a, i b, z prostymi b, ¢,, d, i a,, ¢,, d, na-
tenczas otrzymamy szeregi jednokresine:

(B, C, D..)i (B, C,, D,..) tudziez (B, E, F,..) i (B,, E,, F,..).

Wyznaczmy nastgpnie punkta wzajemne R¢ i Z2 tudziez R i 2, tych
szeregow, to proste R*[’ i Z% 7' s osiami wzajemnymi » i z ukladéw
kolineacyjnych = i ml.

Wiadomo, Ze proste, laczace $rodek kolineacyi z punktami Z¢ 1 Z7,
w ktérych of wzajemna z, przecina sig¢ z prostymi ¢, i d,, sa odpowiednio
réwnolegle do prostych ¢ i d.

Jezeli tedy zakreflimy na odecinku 74 2% kolo %, ktérego katy obwo-
dowe, opierajace si¢ swemi ramionami o punkta 7o, i Zt,, sy réwne katowil
ab, jezeli nadto zakre$limy na cigeiwie Z¢,Z% kolo k,, ktérego katy obwo-
dowe, opierajace sie swemi ramionami o punkta Z: 2%, sa réwne katowl ed,
to owe kola przetng sie w punktach 0O, i 0,, z ktérymi érodek kolineacyi
ukladéw danych sie schodzi.

Wiadomo réwniez, Ze proste, Igczace $rodek kolineacyi z punktami
ke 1 R, sg réwnolegle do prostych @, i b, a proste, laczace érodek koline-
acyl z punktami B¢ i R?, w ktérych proste ¢ i d przecinaja sie z osia 7, 88
réwnolegle do prostych ¢, i d,. Jezeli tedy zakre§limy na odecinku R+ R’ kolo
ks, ktérego katy obwodowe, opierajgce sie swemi ramionami o punkta It
1 I, sa réwne katowi a,b,, jezeli nadto zakreélimy na cieciwie R°R7 kolo
ky, ktérego katy obwodowe opierajace sie swemi ramionami o punkta R°i 17,
sy rowne katowi ¢,d, to kola &, i i, przetng sie w punktach 0, i 0,, z kt6-
rymi srodek kolineacyi sie schodzi.

Przesuimy tedy uklad ! w ten sposéb, aby punkt O, lub 0, zeszedl
si¢ z punktami O, lub O,, obréémy nadto tenze uklad tak, aby osi wza-
jemne 7 i z byly réwnolegle, to natenczas sprowadzimy uklady dane 7 i 7!
do polozenia srodkowego.

0 utworach pekéw i szeregow jednokresinych.

56. Jezeli dwa punkta W i W, okregu kola % polaezymy z punktami
A, B, C, ... tegoZ okregu (rys. 27.) natenczas otrzymamy dwa peki jednokreélne
Wia, b, c,..) i Wy(ay, by, ¢,,..) przystajgce, o kierunkach obrotu promieni
zgodnych ; albowiem katy ab i a,0, ac i a,¢,... zawarte miedzy promieniami
odpowiednimi tych pekéw sa réwne.

W miare, jak promienie pekéw W(a, b,..) i W,(a,, b, c...) zblizaja sie
do prostej WW,, laczacej wierzcholki, zblizajs sie promienie odpowiednie

el el
pekéw W,(a,, b;,..) 1 W(a, ,..) do stycznych ¢, i p, poprowadzonych do
kola & w punktach W, i W.

A zatem: Punkta okregu kola sa wierzcholkami pekéw
przystajacych, ktérych promienie odpowiednie przecinaja
sie w punktach, leZacych na tym#e okregu. Promieniowi, la-
czgcemu wierzcholki pekdéw, odpowiadaja styczne, poprowa-
dzone do kola w tych wierzcholkach.

57. Wyznaczmy punkta przecigeia sig 4, B,.. i,4,, B,,... stycznych
w i wy, poprowadzonych do kola %, ze styczmemi @, b,.. i polaczmy Srodek
0 z tymi punktami, to natenczas otrzymamy dwa peki jednokreslne O(4, B, ...)
i O(4y, By, ..) (rys. 28.), katy bowiem A0A4,; BOB,,.. sa réwne polowie
kata, zawartego migdzy promieniami stycznosci OP i 0@, stycznych w i w,,
szeregi zatem (4, B,..) i (4,, B,...) sg jednokreslne.

W miare, jak elementa szeregéw (4, B,..) i (4,, B,,..) zblizaja sie do
punktu przeciecia sig podstaw u i, zblizaja sie elementa odpowiednie
szeregow (4, By, ..) i (4, B) do punktéw styeznosci @, i T.

A zatem: Dwie styczne kola sa podstawami szeregdw je-
dnokreslnych, ktérych dwa odpowiednie elementa sg punk-
tami przecigcia sie dowolnej stycznej tego kola z owemi
stycznemi. Punktom stycznoéci podstaw odpowiadaja ele-
menta, schodzgce sie z punktem, w ktérym podstawy prze-
cinajg sie.

58. Przesunmy przez kolo /, lezace na plaszezyznie z stozek (0, k)
1 przetnijmy takowy plaszezyzng z!, to otrzymany przekréj ¢? bedzie elipsa,
parabola lub hiperbola, stésownie do tego, czy plaszczyzna @' przecina
wszystkie tworzace stozka (0, k), czy jest réwnolegla do jednej albo do dwu
tworzacych tegoz. :

Krzywe i ¢* sg $rodkowo kolineacyjne. Wierzcholek O jest érodkiem
a prosta 7, podlug ktére] plaszezyzny = i m' przecinaja sie, jest osig koli-
neacyl. Punkta odpowiednie kola / i krzywej ¢? leza na tworzacych stozka,
a styczne, poprowadzone w punktach odpowiednich do krzywych Z i c?leza
na plaszezyznach stycznych stozka (0, %), poprowadzonych wzdluz two-
rzgce], laczacej owe punkta.

Wiadomo, %e w ukladach kolineacyjnych utworom jednokreslnym je-
dnego ukladu odpowiadajg utwory jednokreilne w ukladzie drugim.

Wszelkie tedy twierdzenie o kole, opierajace sie na jednokreslnodci
szeregéw 1 pekéw, sg w réwnej mierze wazne dla elipsy, paraboli i hiperboli.

A zatem: @) Dwa punkta elipsy, paraboli lub hiperboli sa
wierzcholkami dwu pekéw jednokredlnych, ktérych promie-
nie odpowiednie przecinaja sie w punktach, lezZzacych na
tychze krzywych, Stycznym, poprowadzonym w wierzcholkach
pekdw, odpowiadaja promienie, schodzace sie na prostej,
faczgcej wierzcholki.

b) Dwie styczne elipsy, paraboli lub hiperboli sa podsta-
wami dwu szeregéw jednokredlnych, ktérych dwa elementa
odpowiednie lezg na dowolnej stycznej owych krzywych.
Punktom stycznodci podstaw odpowiadaja elementa, scho-
dzgce sie z punktem, w ktorym podstawy przecinajsg sie.
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59, Z latwoscia atoli mozna ndowodnié, zée miejsce geometryczne
punktéw przecigcia sie promieni odpowiednich dwu pekow
jednokreslnych jest krzywa kolineacyjna z kolem, a wigc
elipsa, parabolag lub hiperbola, a nadto, ze proste Igczace
punkta odpowiednie dwu szeregow jednokreslnych sa sty-
cznemi krzywej kolineacyjnej z kolem.

a) Jakoz, niech beda dane dwa peki jednokreslne Wi(a, b, ¢,..)
i Wiay, by, ¢), (rys. 29.). Przyjmijmy, ze promien @, schodzi sig z prosta,
laczaca wierzcholki W, i zakreslmy kolo 7, stykajace sie z promienlem
a, w punkcie W, wyznaczmy nastepnie punkta przeciecia sie W, 1', 2 kola
% z promieniami a,, b, ¢ a nadto punkta przeciecia sie 1 i 2 promieni b1 b,
tudziez ¢ i ¢;; polgczmy nareszcie punkt W, =z punktami 1‘, 24 ... okregu
kola, to natenczas otrzymamy pek Wy(l, 2 ..) jedunokresiny z pekiem
W(a, b, ¢,..), a jednokreslny i perspektywiczny z pekiem W,(a,, by, ¢;):
w miare bowiem, jak punkt 1 zbliza si¢ do punktu W =zbliza sie promien
b, do prostej WW,. Promienie tedy W,1'i W1, W,2¢ i W,2,... przecinajs
sie w punktach 7y, 7, .. lezgcych na prostej 7, a punkta 1°1 1°, 2 i 2 kola
i miejsca geometrycznego ¢? punktéw przecigeia sig promieni odpowiednich
bib,ecie¢,.. pekéw danych lezs na prostych, przechodzacych przez
punkt W. Krzywe tedy % i ¢® sg $rodkowo kolineacyjne ; punkt W jest
érodkiem a prosta 7, T, jest osia kolineacyl.

5) Niech beds dane dwa szeregi jednokreslne (A, B, 7...) W L
(rys. 30.). Przyjmijmy, Ze punkt P, schodzi si¢ z punktem przecigcia sie
podstaw w i w, szeregéw danych i zakreslmy kolo Z, stykajace sie z prosta

,w¢ w punkcie 7, poprowadZmy nastepnie z punktow A, B, ... styczne do
kola % i polaczmy punkta A i A, tudziez B i B,; wyznaczmy nareszcie
punkta przeciecia prostych Ad,, BB,,.., ze styczng uw,, poprowadzong

z punktu T, do kola %, to natenczas otrzymamy szereg [4,."'B,,5.] " jeiiie-
kreélny z szeregiem (A, B, ..), a jednokreilny i perspektywiczny z szeregiem
(4,, B,,..); w miare bowiem jak styczna A4, zbliza sie do prostej w, zbliZa
sig punkt A, do punktu 7,. Proste tedy A,4,, B, B,, ... przecinaja sie
w punkcie 0, a styczne AA, i A4,, BB, i Bb,, .. przecinaja sie w punk-
tach, lezacych na prostej w. Kolo / tedy i krzywa obwiednia prostych,
laczacych odpowiednie punkta pekéw jednokreslnych (4, B,..) i (4, By,..)
sy $rodkowo kolineacyjne.

60. Pie¢ punktéw 1, 2, 3, 4, b wyznacza przekrdj stozkowy; laczac
bowiem 1 i 2 z punktami 3, 4, 5 otrzymamy trzy pary promieni 13 i 23,
14 i 24, 16 i 25 dwu pekéw jednokredlnych, ktérych odpowiednie elementa
przecinajg sie w punktach przekroju stozkowego.

Jezeli punkta 3, 415 leza na linii prostej /, natenczas peki 1(3,4,5,...)
i 28, 4,5, ...) sy perspektywiczne, przekrd) stozkowy przedstawia sie wow-
czas w postaci dwu prostych / 1 12.

Zagadnienie: Wyznaczyé punkta przecigeia sie proste] [ z prze-
krojem stozkowym ¢’ ktérego pieé punktéw 1, 2, 3, 4, 5 jest danych.

Rozwiazanie: Punkta przeciecia sig prostej / z promieniami pekéw
1(3, 4, 5,...) i 2(8, 4, b,...) wyznaczaja dwa szeregi jednokredlne , ktérych
punkta podwdjne I i F' sy punktami przeciecia sie prostej / z krzywa c?,

1 | _—

w tych puuktach bowiem przecinaja si¢ promienie odpowiednie 1E i 2F,
tudziez 1F i 2F pekéw 1(3, 4, b,..) 1 2(3, 4, b,..).

Uwaga: Krzywa plaska, ktérg dowolna prosta przecina w ,n“ punk-
tach nazywamy krzywa rzedu n-tego: przekrdj stozkowy jest tedy krzywe
rzedu drugiego.

61. Pieé stycznych 1, 2, 8, 4, b wyznacza przekrdj stozkowy ¢? punkta
przeciccia sig¢ bowiem prostych 1 i 2 ze stycznemi 3, 4 15 wyznaczaja dwa
szeregi (4, B, C,..) i (4, B, C,,..\, laczac tedy elementa odpowiednie
X i X,... tychze otrzymamy dowolng ilo§é stycznych krzywej c*.

Jezeli styczne 3, 4 i 5 przechodza przez jeden punkt O, natenczas
szeregi (A, B, C,..) i (4,, By, C,,..) sa perspektywiczne, a przekrd] stoz-
kowy przedstawia sie w postaci dwu punktéw; mianowicie punktu O
i punktu przeciecia sie prostych 1 i 2.

Zagadnienie: Majac danych pie¢ stycznych przekroju stozkowego
¢: 1,2, 3,415, poprowadzi¢ z dowolnego punktu 7 styczne do tej krzywej.

Rozwigzanie: Polaczmy punkt W z punktami 4, B, C'i 4, By, C,
w ktérych styczne 1 i 2 przecinaja si¢ ze stycznemi 3, 4 1 5, to natenczas
otrzymamy dwa peki jednokreilne spélérodkowe, ktérych promienie po-
dwojne e 1 f sa stycznemi krzywej ¢

Uwaga: Krzywa plaska, do ktérej z dowolnego punktu mozna po-
prowadzié ,u“ stycznych, nazywamy krzywg klasy n-tej: przekroj stozkowy
jest tedy krzywa klasy drugiej.

62. Twierdzenie Paseala. Sze$¢é punktow przekroju stozkowego
wyznacza sze$ciokat wpisany w te krzywa, ktérego boki
przeciwlegle przecinaja sie w punktach, lezacych na linii
proste].

Jakoz niech bedzie danych szeéé punktéw 1, 2, 8, 4, 5 i 6 przekroju
stozkowego ¢? (rys. 31.). Polaczmy 1 15 z punktami 2, 3,4 1 6, to natenczas
otrzymamy dwa peki jednokredlne 1(2, 3, 4, 6) 1 5(2, 3, 4, 6); przekroje tych
pekéw A, B, C, D i Ay, By, C;, D, prostymi 34 1 23 sg szeregami per-
spektywicznymi, albowiem dwa elementa odpowiednie tychze Bi B, schodza
sie w punkeie 3, proste zatem Ad4,, CC, i DD, przecinaja sig w punkcie O.
Atoli proste A4, i CC, schodza sig z bokami przeciwleglymi 12 i 45,
a w punktach D i D, przecinaja sie boki przeciwlegle 23 i 56 tudziez 34
i 61. Punkta przeciecia sig tedy D, 0, D, bokéw przeciwleglych szedciokgta
123456 wpisanego w przekrdj stozkowy leza na linii prostej.

Zagadnienie 1.: Majac danych pie¢ punktow 1, 2, 3, 4, b przekroju
stozkowego ¢? (rys. 82.), wyznaczyé w spos6éb linijny punkt przeciecia sie
tej krzywej z prosta [, przechodzgca przez punkt 5.

Rozwigzanie: Wyznaczmy punkta przeciecia sie 4 i B prostych
12 i 45 tudziez 23 i 7 a nadto punkt C, w ktérym prosta 34 przecina sie
z prosta AB, to prosta 1C przecina sie z prostg / w punkcie ,6¢ przekroju
stozkowego ¢

Zagadnienie 2.: Dane sa punkta 1, 2, 3, 4, b przekroju stozkowego
¢?, wyznaczyé styczng, poprowadzona do tej krzywej w punkeie b. (rys. 33.).

Rozwiazanie: Styczna poprowadzona do krzywej ¢* w punkeie 5
nalezy uwazaé za prosta, laczaca punkta b i 6 tej krzywej, nastepujace po
sobie bezposrednio,
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Wyznaczmy tedy punkta przeciecia si¢ 4 i € prostych 12 145 tudziez
34 1 61, a nadto punkt B, w ktérym proste AC i 23 przecinaja sig, to prosta,
laczaca punkt b z punktem B jest styczna krzywej ¢? w punkcie 5.

Zagadnienie 3.: Dane sg cztery punkta 1, 2, 3, 4 i styczna s, po-
prowadzona do przekroju stoZzkowego ¢? w punkcie 4, wyznaczyé punkt
w ktérym prosta [, przechdédzaca przez punkt 1, przecina te krzywa,
(rys. 84.).

Rozwiazanie: Styczng, poprowadzong do krzywej ¢ w punkcie 4,
nalezy uwaza¢ za prosta, ktéra laczy dwa bezposrednio po sobie nastgpu-
jace punkta 4 i b tej krzywej.

Wyznaczmy tedy punkta przeciecia sie A4 i € prostych 12 i s tudziez
34 i I, a nadto punkt B, w ktérym prosta 23 przecina sie z prosta AC, to
proste I i bB przecinaja sie w punkcie 6, leZacym na krzywej ¢

Zagadnienie: Majac dane dwa punkta 1, 2, styczne s, 1 s,, popro-
wadzone w tych punktach do przekroju stozkowego 1 trzeci punkt tej
krzywej, wyznaczy¢ zapomoca twierdzenia Pascala dalsze punkta i styczne
tej krzywej.

Zagadnienie: Dana jest asymptota i trzy punkta hiperboli wyzna-
czyé¢ druga asymptote.

Zagadnienie: Majac dane dwie asymptoty i jeden punkt hiperboli
wyznaczy¢ dalsze punkta i styczne tej krzywej.

Zagadnienie: Danych jest pie¢ punktéw hiperboli wyznaczyé
asymptoty tej krzywej. (Przy rozwigzaniu tego zagadnienia musi by¢ uzyte
do pomocy kolo).

63. Twierdzenie Brianchon'a: Szed¢ stycznych przekroju stoz-
kowego wyznacza szefciobok, opisany na tej krzywej, kto-
rego przekatne, laczace wierzcholki przeciwlegle, przeci-
naja sie w jednym punkecie.

Jakoz niech bedzie danych sze$é styezmych 1, 2, 3, 4, b, 6 przekroju
stozkowego ¢? (rys. 3b.). Wyznaczmy punkta przeciecia sie M, N, P, Qi M,
N,, P,, @, stycznych 1 i b ze stycznemi 2, 8, 41 6 i polaczmy punkt W,
w ktérym proste 3 i 4 przecinaja sie¢, z punktami M, N, F, ¢, a punkt W,
w ktérym proste 2 i 3 przecinaja sie, z punktami M, N,, P, ¢, to naten-
czas otrzymamy dwa peki perspektywiczne; promienie odpowiednie tedy
WMi W, M, WPi WP, WQi W,@, przecinaja si¢ w punktach M, P, i B,
lezacych na linii prostej. Atoli punkta M i P, sa wierzcholkami przeciw-
leglymi szedcioboku 123456, a w punkcie B przecinajg si¢ przekatne W¢
i WQ, tegoz wieloboku, laczace wierzcholki przeciwlegle 23 i 56, tudziez
34 1 61.

Przekatne zatem szeScioboku, opisanego na przekroju stozkowym c*,
Iaczace wierzcholki przeciwlegle tegoz, przecinaja si¢ w punkcie B.

Zagadnienie 1.: Majac danych pieé¢ stycznych 1,2, 3, 4 15 krzywej
rzedu drugiego ¢%, wyznaczy¢ styeczna tej krzywej, ktora przechodzi przez
punkt A, lezaey na proste) 5.

Rozwigzanie: Poprowadzmy proste a i b, laczace punkta 12 i 45,
tudziez A i 28, polaczmy nastepnie punkt przecigcia sie B prostych @ i b
z punktem 34, to prosta laczaca BC przecina sie ze styczng 1 w punkcie P,
przez ktéry styczna AP krzywej ¢? przechodzi (rys. 36.).
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Zagadnienie 2.: Majac danych pieé¢ stycznych 1, 2, 3, 4, 5 przekroju
stozkowego ¢? wyznaczy¢ punkt stycznodei stycznej b.

Rozwiagzanie: Pankt stycznosel stycznej 5 nalezy uwazaé za punkt
przeciecia sig dwu bezposrednio po sobie nastepujacych styczmych 5 i 6
krzywe] ¢’. Polgczmy tedy punkta 12 1 45 tudziez 34 i H1 prostemi a i &
rys. 37.) 1 poprowadZmy przez punkt przecigcia B i przez punkt 23 prosta
¢, to takowa przecina sie ze styczng ® w punkcie stycznosdci tejize S.

Zagadnienie: Dane sg cztery styczne przekroju stozkowego ¢* a nadto
punkt stycznosei jednej z tychze, wyznaczy¢ punkt stycznosci drugiej.

Zagadnienie: Dane sa trzy styczne 1, 21 3 przekroju stozkowego ¢*
a nadto punkta stycznosci styeznych 11 2, wyznaczy¢ dalsze punkta i styczne
te] krzywej.

Zagadnienie: Wyznaczyé kierunek osi paraboli, ktérej cztery sty-
czne 1, 2, 8, 4 sa dane (piagta styczna lezy w nieskoriczonosei).

Rozwiazanie: Punkt stycznosci styeznej, lezacej w nieskoriczonosei,
z parabola wyznacza kierunek osi tej krzywej. "

Poprowadzmy tedy przez punkt przecigcia sig stycznych 1 i 2 prosta,
rownolegla do stycznej 4, a przez punkt przeciecia sie stycznych 3 1 4
prosta , réwnolegla do styczmej 1, i wyznaczmy punkt przecigcia sig tych
prestych, polaczmy nastepnie punkt B z punktem przecigcia sig styeznych
2 1 3, prosta a, to takowa jest réwnolegla do osi paraboli danej, (rys. 38.).

Zagadnienie: Udowodnié, Zze proste, laczace wierzcholki tréjkata,
opisanego na przekroju stoZzkowym, z punktami stycznosci bokéw przeciw-
leglych przecinaja sie w jednym punkecie.

64. Dajmy na to, Ze wierzcholki 1 i 2 tudziez 4 i b szesciokata 123456,
wpisanego w krzywa rzedu drugiego ¢?, (rys. 39.) schodza sie w punktach
A 1 B, to natenczas styczne a i b, poprowadzone w punktach 4 i B sg bo-
kami 12145 owego szesciokata. Styczne a 1 ) przecinaja sie przeto w punkeie
M, ktéry lezy na prostej », laczacej punkta przeciecia sie P i () bokéw 23
1 56 tudziez 34 i 61.

W taki sam sposéb mozna wykazaé, ze styczne ¢ i d, poprowadzone
w wierzcholkach 3 i 6 do krzywe] ¢?, przecinaja sie w punkcie N, lezacym
na prostej » 1 t. d. _

Punkta M i N sa wierzcholkami przeciwleglymi czworoboku abed, opi-
sanego na krzywej ¢Z a prosta JN jest przekatna tego czworoboku. A zatem :

Punkta przekatne czworokata, wpisanego w krzywa
rzedu drugiego ¢2, lezg na przekatnych czworoboku, ktérego
bokisa stycznemi, poprowadzonymi do krzywej ¢* w wierz-
cholkach owego czworokata.

65. Wiadomo, ze miejsce geometryczne punktéw przeciecia sie promieni
odpowiednich w dwu pekach jednokredlnych jest przekrojem stozkowym.
Zbadaé jednak nalezy, kiedy dwa peki tworza elipse, kiedy parabole a kiedy
hiperbole.

Jezeli w dwu pekach jednokredlnych znajduja sie dwie pary promieni
odpowiednich, ktére sa réwnolegle, natenczas utwor tych pekéw posiada
dwa punkta rzeczywiste w nieskonczonosci, jest przeto hiperbola.

Miejsce geometryczne punktéw przeciecia sie promieni odpowiednich
w dwu pekach jednokredlnych, ktérych jedna para elementéw jest rowno-




legla posiada jeden punkt rzeczywisty w mnieskoniczonosci, jest przeto
parabols.

Jezeli nareszcie w dwu pekach jednokreslnych niema promieni odpo-
wiednio réwnoleglych, natenczas wszystkie punkta utworn tych pekédw leza
w skonczonodci, ntwor ten jest przeto elipsa lub kolem.

Celem zbadania, czy w danych pekach jednokreslnych W (a, J,..)
W,(ay, b,,..) znajduja sie promienie odpowiednie, ktére sa réwnolegle, prze-
sunmy pek W,(..) réwnolegle do polozenia pierwotnego, tak, aby wierz-
cholki W i W, nakryly sie, to natenczas otrzymamy dwa peki jednokreslne
spolsrodkowe, ktore posiadaja dwa promienie podwdjne rzeczywiste, urojone
lub schodzace sie na jednej prostej.

W pierwszym przypadku znajdujg sie w pekach danych dwie pary
promieni odpowiednich, ktére sa réwnolegle; w drugim przypadku w pe-
kach W(..) 1 W,(...) niema promieni odpowiednich réwnoleglych; w trzecim
przypadku nareszeie znajduje sie w pekach danych jedna para promieni
odpowiednich, ktére sg réwnolegle.

66. Wiadomo, Ze proste, laczace punkta odpowiednie dwu szeregow
jednokredlnych, sa stycznymi przekroju stozkowego. Zbada¢ jednak nalezy
kiedy owe proste powléczg elipse, kiedy parabole, a kiedy hiperbole.

Jezeli szeregi jednokreélne (4, B, ..) 1 (4,, B,,..) sa podobne, natenczas
prosta, lezagca w nieskoficzonosci, jest styczna krzywej, powldczonej prostemi
AA,, BB,, .., ta krzywa jest tedy parabola.

Celem zbadania, czy dwa szeregi jednokreslne niepodobne (4, B,...)
i (4,, B,,..) wyznaczaja elipse czy hiperbole, wyznaczmy punkta wzajemne
R i Z, a nadto punkt ¢, szeregu (4,, By, ...), odpowiadajacy punktowi prze-
ciecia sie ¢ podstaw [ i [, szeregow danych.

Jezeli punkt @, ktéry jak wiadomo jest punktem stycznosci przekroju
stozkowego z podstawg szeregu (4,, B,..), lezy na odcinku @Z,, natenczas
ten przekrd] jest elipsg; jezeli zas punkt @ lezy poza obrebem odcinka @7,
natenczas 6w przekrdj jest hiperbola.

W pierwszym przypadku bowiem proste m,.., poprowadzone miedzy
prostemi Z*Z, i [ réwnolegle do podstawy 7/, przecinaja przekréj stozkowy
w punktach rzeczywistych, proste za$ p, .., réwnolegle do podstawy /, ktére
leza poza obrebem czesci plaszezyzny, ograniczonej prostemi Z”Z, il, prze-
cinaja owa krzywa w punktach urojonych.

W drugim przypadku przecinaja proste p, ... przekrdj stozkowy w punk-
tach rzeczywistych, a proste m,... przecinajg te krzywe w punktach urojonych.

0 hiegunach i biegunowych przekrojow stozkowych.

67. Niech bedzie dany przekrdj stozkowy c¢? (rys. 40.) i punkt P, lezacy
w obrebie lub poza obrebem tej krzywej.

Poprowadzmy przez punkt P dwie proste, przecinajace sie z krzywg ¢*
w punktach 4, €, B, D i wykreslmy w tych punktach styczne a, b, c¢id do
krzywej ¢%, to natenczas otrzymamy czworokat ABCD, wpisany w krzyws ¢*
1 czworobok abed, opisany na tej krzywej.

Wiadomo, ze punkta przekatne 7, @ i i czworokata ABCD lezg na
przekatnych p, ¢ i » czworoboku w@bed. Bok p trojboku biegunowego, lezacy
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naprzeciw wierzcholka I’ tréjkata biegunowego, nazywamy biegunowsa punktu
P ze wzgledu na przekrdj stozkowy e

Biegunowa p przecina sie z prostemi AC 1 BD w punktach U1 F,
tworzacych z punktami P 4, C i P, B, D grupy harmoniczne (PUAC)=—1
(PVBD)=—1.

Punkt U 1 punkt przeciecia sig M stycznych a i ¢ wyznaczaja biegu-
nowsa p. Jezeli tedy poprowadzimy przez biegun P dowolng prosta m, ktéra
przecina krzywg ¢* w punktach X i Y, natenczas punkt przeciecia sig V),
prostych p im tworzy z punktami P, X, ¥ grupe harmoniczng (PV, XY)=—1,
a punkt przecigcia sig N, stycznych » i y, poprowadzonych do krzywej ¢*
w punktach X i ¥, lezy na prostej p.

Proste PE i PF, laczace biegun F z punktami, w ktérych biegunowa p
przecina sie¢ z krzywa ¢’ sa stycznemi tej krzywej, jezeli bowiem dwa
punkta grupy harmoniczne] schodza si¢ w jednym punkeie, natenczas
1 trzeci punkt tejze grupy schodzi sie¢ z tymsamym punktem.

Biegunows tedy punktu F ze wzgledu na przekrd] stozkowy ¢? mozna
okresli¢ jako:

a) Miejsce geometryczne punktéw @, R, .., w ktérych przecinaja sie
proste , Iaczace punkta przeciecia sie krzywej ¢’ z prostemi, przechodzs-
cymi przez biegun P.

b) Miejsce geometryczne punktéw przeciecia sie M, N, .. stycznych a
ie¢ bid,.. poprowadzonych do krzywej ¢* w punktach 4 1 C, B i D, ...,
w ktérych proste, przechodzace przez biegun P krzywa ¢* przecinaja.

¢) Miejsce geometryczne punktéw U, V.., harmonicznie sprzeZonych
z biegunem P w grupach (FUAC)= -1, (PVBD)=—1,...

d) Jako cieciwe stycznosci stycznych krzywej ¢?, przechodzacych przez
biegun 7. '

68. Obierzmy na biegunowej p punktu ze wzgledu na krzyws ¢? szereg
punktéw ¥V, F,,.. (rys. 41.) i polaczmy elementa tegoz z punktem F, to
proste PV, PV,... przecinaja sie z krzywa ¢® w punktach C i D, X i ¥, ..,
tworzacych odpowiednio grupy harmoniczne (PVCUD)=—11 (PV,XY)=—1,...,
biegunowe tedy », », punktéw V, Vi, ... przechodza przez punkt P (art. 67.c).

PoprowadZmy nastepnie przez punkt P proste s, s,,.. 1 wyznaczmy
punkta przeciecia sie tychze 4 1 B, Ui D, ... z krzywa ¢’ wyznaczmy na-
stepnie punkta przecigeia sig M, N, .., stycznych a i b, ¢ i d,..., poprowa-
dzonych do krzywej ¢* w punktach 4 i B, C i D, to takowe sa biegunami
prostych s, s;,.. 1 leza na prostej p. A zatem:

‘Biegunowe punktow, lezacych na linii prostej, ze wzgledu
na przekréj stozkowy przechodza przez biegun tej prostej,
@ bieguny prostych przechodzacych przez jeden punkt leza
na biegunowej tego punktu.

Jezeli biegun U zbliza sie do punktu E, w ktérym biegunowa p prze-
cina sie z krzywa ¢ natenczas punkt przeciecia sig M biegunowych p i «
zbliza sie réwniez do punktu E. Skoro tedy biegun U zejdzie si¢ z punktem
E, zejdzie sie réwniez i punkt M z punktem E. A zatem:

Biegunowa punktu, lezagcego na przekroju stozkowym
jest styczna, poprowadzong do krzywej w tym punkecie.
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69. Dwa punkta, posiadajace te wlasnosé, Ze biegunowa jednego punktu
ze wzgledu na przekrd] stozkowy c¢? przechodzi przez punkt drugi nazy-
wamy biegunami harmonicznie sprzezonymi.

Jezeli P’ i ¢ sa biegunami harmonicznie sprzezonymi ze wzgledu na
przekrdj stozkowy c¢?, natenczas prosta P przecina sie z krzywa ¢ w punk-
tach, tworzacych z biegunami grupe harmoniczna. ;

Dwie proste, posiadajace te wlasnodé, Ze biegun jednej prostej lezy
na prostej drugiej, nazywamy biegunowemi harmonicznie sprzezonymi. Je-
zeli p 1 g sg biegunowemi, harmonicznie sprzeZonymi ze wzgledu na krzywa
¢’ natenczas styczne, poprowadzone do tej krzywej z punktu przeciecia sie
B prostych p i 4 tworza z temiz prostemi grupe harmoniczna.

70. Jezeli punkta I’ i ¢ sg harmonicznie sprzezone ze wzgledu na prze-
kréj stozkowy ¢? natenczas biegun R prostej P@ jest harmonicznie sprze-
zony z punktami P@. Punkta P, @ i B wyznaczaja tedy tréjkat, ktérego
boki s biegunowemi wierzcholkéw przeciwleglych. Taki tréjkat nazywamy
trojkatem biegunowo sprzezonym ze wzgledu na przekrdj stozkowy (rys. 40).

Z okreslenia biegunéw i biegunowych wynika bezposrednio, ze punkta
przekatne czworokgta wpisanego w krzyws rzedu drugiego ¢’ sa wierzchol-
kami, a przekatne czworoboku opisanego na tej krzywej sa bokami tréj-
kata biegunowo sprzezonego. Jeden wierzcholek tego tréjkata lezy w obrebie
przekroju stozkowego ¢’ a dwa wierzcholki tegoz leza' poza obrebem
krzywej ¢

7l. Bieguny sprzezone ze wzgledu na krzywa rzedu dru-
giego ¢’ lezace na linii prostej, tworza szereg inwolucyjny.

Jakoz niech beda dane czworokaty ABCD, ABXY, ... wpisane w krzywa
rzedu drugiego ¢* (rys. 41.), ktérych boki przeciwlegle AB, CD, XY,.. prze-
cinajg sie w punkcie P, polaczmy wierzcholki A4 i B z punktami C, X, ...
1 przetnijmy peki A(C, X, ..) i B(C, X, ..) biegunowa p, to natenczas otrzy-
mamy dwa szeregi jednokreslne (R, F,,..) i (@, @, ...

Elementa ¢ i R, ¢, i R, .. sa biegunami sprzezonymi ze wzgledu na
krzywa c* a przeto elementami zamiennymi szeregdw (I, R,,..) i (@, @,,..),
te szeregli tworza tedy szereg inwolucyjny (@, R, @,, I, .).

Punkta podwijne szeregu (@, R, ¢, I,,..) schodza sie z punktami E
1 F, w ktérych biegunowa p przecina krzywa ¢ Pojecie tedy punktow
przecigcia sig prostej z przekrojem stozkowym ¢ mozZna rozszerzyé, okre-
Slajge takowe jako punkta podwijne szeregu inwolucyjnego biegunéw sprze-
zonych ze wzgledn na krzywg ¢?, ktére na tej prostej leza.

Punkta przeciecia sie tedy prostej z krzywa rzedu drugiego sa rzeczy-
wiste lub urojone, stosownie do tego, czy 6w szereg jest hiperboliczny czy
eliptyeczny.

72. Biegunowe sprzezone ze wzgledu na przekrdj stoz-
kowy ¢* przechodzace przez jeden punkt, tworza pek inwo-
lucyjny. ; '

Jakoz niech beda dane czworoboki abed, abex, ... (rys. 41.), opisane na
przekroju stozkowym ¢?, ktérych wierzcholki przeciwlegle ab, cd, ay, ... leza
ua prostej p; wyznaczmy punkta przeciecia sig stycznych « il ze stycznemi
¢, @ .. 1 polaczmy biegun P z temi punktami, to natenczas otrzymamy dwa
peki jednokreslne, ktérych promienie odpowiednie, jako biegunowe har-

monicznie sprzezone ze wzgledu na krzywg ¢?
tworza pek inwolucyjny.

Promienie podwdjne tego peku schodza sie ze stycznemi e i f, popro-
wadzonymi z punktu # do krzywej ¢

Pojecia tedy stycznych, poprowadzonych do krzywej rzedu drugiego
z danego punktu mozna rozszerzyé, okreflajac takowe jako promienie po-

sa zamienne, te peki zatem

dwdjne peku inwolucyjnego biegunowych sprzeZonych ze wzgledu na krzywsy
¢*, przechodzacych przez dany punkt. Styczne tedy, poprowadzone z pew-
nego punktu do krzywej ¢ sg rzeczywiste lub urojone, stésownie do tego,
czy ow pek jest hiperboliczny czy eliptyczny.

73. Niech bedzie dany tréjkat biegunowo sprzezony PQL ze wzgledu
na krzywg rzedu drugiego ¢* (rys. 42.); polaczmy dowolny punkt A krzywej
¢* z biegunami sprzezonymi ¢ i I i wyznaczmy punkta przeciecia sig B
i C prostych AQ i AR z przekrojem stozkowym ¢2, a nadto punkta M i N
w ktérych proste AB i AC przecinaja sie z biegunowemi punktéw @ i R,
to spostrzezemy, Ze prosta BC przechodzi przez biegun P prostej @R ; stosunki
bowiem podwdjnego podzialu (ABMQ) i (ACKN) sa réwne jednosei odjemnej.

74. Majac dany tréjbok pgr, biegunowo sprzezony ze wzgledu na prze-
kréj stozkowy ¢? (rys. 42.), jezeli wyznaczymy punkta przeciecia sie dowolnej
styczme] a z biegunowemi ¢ i » i poprowadzimy przez te punkta styczne
b1 ¢ do krzywej ¢*, mnatenczas przetna sie takowe w punkeie, leZacym na
biegunowej p. Jakoz polaczmy prosta m punkt przeciecia sie stycznych aid
z punktem, w ktérym biegunowe p i » przecinaja sie, a prosta # punkt
przecigeia sig stycznych ¢ i ¢ z punktem w ktérym biegunowe p i g prze-
cinajg sig, to spostrzeZemy, Ze stosunki podwdjnego podzialu (& dm g} i (acrn)
sa rowne jednosci odjemnej, promienie tedy i ¢, m ir, g 1in przecinaja
sig. w punktach, lezacych na prostej p. ;

75. Biegunowa 7 punktu N¥, lezacego w nieskoficzonoéel na prostej /,
ze wzgledu na przekrd] stozkowy ¢® dzieli na dwie réwne czesei cieciwy
AB, CD, ..., rownolegle do prostej 7 (rys. 43.); albowiem punkta przeciecia
sig Oy, ... prostych 4B, ... z biegunowa » sa harmonicznie sprzezone z punktem
N* w grupach (N*0,, A, B)... Proste AC i BD tudziez BC i AD, a nadto
styezne @ 1 b tudziez ¢ i d, poprowadzone do krzywej ¢* w punktach 4 i B,
("1 D, przecinaja sie w punktach, lezacych na prostej n.

Prostg # nazywamy $rednica przekroju stozkowego ¢

Biegun M prostej, lezacej w nieskoficzonosei, ze wzgledu na krzywa ¢?
dzieli na dwie réwne czesci cigciwy EF'.. przezen przechodzace; punkt M
bowiem jest harmonicznie sprzeZony z punktami, lezacymi w nieskonczo-
nosci w grupach (M, o, E, F),.. (rys. 43.). Punkt M nazywamy sSrodkiem
przekroju stozkowego. Przez $rodek przechodzs $rednice przekroju stozko-
wego , albowiem biegunowe punktéw, lezgcych w nieskoriczonosei, przechodza
przez biegun prostej, lezacej w nieskoficzonodci.

76. Prosta, lezaca w mnieskolczonodci, przecina sie z krzywa rzedu
drugiego ¢ w punktach U” i 7*, ktére sa punktami stycznosci stycznych
% 1 v, poprowadzonych ze $rodka M do tej krzywej. Styczne u i v nazy-
wamy asymptotami przekroju stoZkowego ¢

Jezeli punkta U” i V™ sg urojone, t. z. jezeli krzywa c? jest elipsa,
natenczas asymptoty sa urojone, przecinaja si¢ jednak w punkeie rzeczy-
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wistym M, ktéry lezy w obrebie krzywej. Srednice elipsy tedy przecinaja
te krzywa w punktach rzeczywistych.

Jezeli prosta, lezaca w nieskofczonosci, przecina krzywa ¢? w punktach
rzeczywistych, t. z. jezeli ta krzywa jest hiperbola, natenczas asymptoty
sg rzeczywiste; s$rodek przekroju stozkowego ¢? leiy poza obrebem te]
krzywej, a Srednice przecinaja sie z krzywa c¢® czescia w punktach rzeczy-
wistych, czedcia w punktach urojonych.

Jezeli nareszcie prosta, lezaca w nieskonezonosci, jest styczng prze-
kroju stozkowego ¢? albo innemi slowy, jezeli ta krzywa jest paraboly, na-
tenczas asymptoty schodza sie z prosta w nieskonczonosei; punkt stycznosei
tejze jest miejako $rodkiem paraboli, srednice tedy sa réwnolegle.

77. Srednicami sprzezonymi przekroju stozkowego nazywamy dwie $re-
dnice, z ktérych jedna przechodzi przez biegun drugiej. Jezeli tedy = 1 #,
sa $rednicami sprzezonemi krzywej ¢” (rys. 43.), natenczas srednica n, dzieli
na dwie rowne czesci cieciwy, rownolegle do #, a $rednica » dzieli na dwie
réwne czesci cleciwy, rownolegle do #y.

a) Srednice, réwnolegle do bokéw réwnolegloboku ABCD,
wpisanego w przekrdj stozkowy ¢? sa Srednicami sprzezo-
nymi tej krzywej, dwa punkta przekatne bowiem czworokata ABCD
leza w nieskoficzonosei, a trzeci schodzi sie ze srodkiem M krzywe] ¢ (rys. 44.).

7 tego wynika bezposrednio: Cieciwy krzywej rzedu drugiego ¢? Ila-
czace dowolny punkt X tej krzywej z punktami, w ktérych dowolna sre-
dnica AC przecina si¢ z ta krzywa, sa réwnolegle do srednic sprzezonych.

) Przekatne rownolegloboku abed, opisanego na praze-
kroju stozkowym ¢% sga Srednicami sprzeZonymi tej krzywej;
te przekatne bowiem i prosta, lezaca w nieskonczonodei, sg bokami troj-
boku biegunowego ze wzgledn na krzywa ¢, (rys. 44.). Z tego wynika bez-
posérednio: Proste, Iagczace $rodek przekroju stozkowego z punktami, w ktd-
rych dwie styczne réwnolegle « i ¢ przecinaja si¢ z dowolng styczng z, sa
$rednicami sprzezonemi tej krzywej.

¢) Proste, laczace punkta X, Y, ... przekroju stozkowego ¢ z punktami
A i C,w ktérych $rednica # przecina krzywa ¢?, wyznaczaja na $rednicy #,,
sprzezonej z n szereg inwolucyjny, ktérego srodek schodzi sie ze {rodkiem
M krzywej ¢* (rys. 44.). Jakoz szeregi (U, V,...) i (U,, V,...), powstale z prze-
ciecia sie pekow A(X, Y, ..) i C(X, Y, ..) prosta m, sa jednokreslne, a ele-
menta odpowiednie tychZe sa zamienne. Punktowi, lezgcemu w nieskoniczo-
nodei na $rednicy #,, odpowiada punkt M. :

78. Srednice sprzezone przekroju stozkowego tworza pek inwolucyjny ;
albowiem sa biegunowemi sprzeZonemi ze wzgledu na przekrdj stozkowy
i przechodzg przez jeden punkt — przez srodek tej krzywej.

Promienie podwdjne peku inwolucyjnego $rednic sprzezonych sa asymp-
totami przekroju stoZkowego, a promienie normalne sa osiami tegoz.

Asymptoty dziels tedy harmonicznie katy, zawarte miedzy sSrednicami
sprzezonemi, a osi dziely na dwie réwne czeSci kaby, zawarte migdzy
asymptotami.

Zagadnienie: Udowodnié, ze wszystkie kola, leZzace na pla-
szczyznie, przechodza przez te same dwa punkta mrojone
w nieskoniczonoseci.

i

Rozwiazanie: Niech beda dane kola %, %,,.., a nadto peki srednic
sprzezonych tychze (a;, a'y, by, V', ..., (a, @'y, by, b'y,..) 1 t. d., ktérych pro-
mienie @, 1 @, by i b,,.. tudziez ', i o'y, ¥y i b'y,... sg rownolegle, to fta-

kowe przecinaja sie z prosta w nieskofczomo$ci w punktach, tworzaeych
szereg eliptyczny biegunéw sprzezonych ze wzgledu na wszystkie kola Ik,
k,, ... Punkta podwdéjne urojone tego szeregu J, i J, s tedy punktami prze-
ciecia sie wszystkich ko6l %, %, z prosta w nieskonczonosci.

Punkta J, 1 J, nazywamy punktami kolowymi.

Zagadnienie: Udowodnié, ze odcinki prostej, zawarte miedzy
hiperbola i asymptotami tejze, sa rowne.

0 prawie hiegunowej dwoistosci.

79. Majac dany uklad plaski i przekrd] stozkowy ¢?, lezacy na pod-
stawie z tego ukladu, jezeli wyznaczymy biegunowe a, b, ... punktéw A4, B, ...
i bieguny M, N,.. prostych m, n, .. ze wzgledu na krzywsa c? natenczas
otrzymamy uklad z!, biegunowo sprzezony z ukladem z.

Krzywa ¢* ktéra jest niejako lacznikiem ukladéw 7z i @', nazywamy
kierownica biegunowej dwoistosci. Punktom i stycznym kierownicy ¢* odpo-
wiadaja styczne poprowadzone w tych punktach do krzywej ¢? wzglednie
punkta stycznosei owych stycznych.

Pekom promieni i szeregom punktéw jednego ukladu odpowiadaja sze-
regi punktéw i peki promieni jednokreslne ukladu drugiego.

Jezeli tedy przyjmiemy w ukladzie # dwa peki jednokreslne Wi(e,b,¢,...)
i W, (ay, by, ¢,..), tworzace krzywa rzedu drugiego ¢? natenczas szeregi od-
powiednie (4, B, ', ..) i (44, B, C4,..), ukladu n! wyznaczajsg krzywsa
klasy drugiej ¢2, biegunowo sprzezona z krzywa ¢ Punktom przeciecia sie
promieni @ i @,, b i b, .. odpowiadaja proste, laczace punkta A' i A, B
i B, .. a stycznym krzywej ¢?, ktore, jak wiadomo, lacza dwa bezposrednio
po sobie nastepujace punkta tejze, odpowiadaja punkta przecigcia sie dwu
hezposérednio po sobie nastepujacych stycznych krzywej ¢?, ktére, jak wia-
domo, sa stycznemi tej krzywej.

Tréjkatowi PQR ukladu m, biegunowo sprzeZonemu ze wzgledu na
krzywg ¢2, odpowiada w ukladzie ' tréjbok p'q's', biegunowo sprzezony ze
wzgledu na krzywa c? ; wlasnoéciom bowiem trojkata PQE, wyplywajacym
z jednokredlnodci szeregéw i pekéw, odpowiadaja dwoiscle wlasnosci trdj-
boku, wyplywajace z wlasnosci pekéw i szeregow.

Jezeli tedy w twierdzeniach, wyrazajacych pewne zwiazki rzutowe
miedzy elementami utworu #, nalezacego do ukladu @ zamienimy wyrazy
~punkta® i ,proste“, natenczas otrzymamy twierdzenia, wyrazajace zwigzki
miedzy elementami utworu u!, biegunowo sprzezZonego z utworem u.

Twierdzenie o czworokacie i czworoboku zupelnym, twierdzenia o sze-
Sciokacie wpisanym i szescioboku opisanym na przekroju stozkowym, kon-
strukeye , ktérych celem uzupelnienia szeregéw i pekéw jednokreslnych i t. d.
sg twierdzeniami wzglednie konstrukeyami biegunowo dwoistymi.

Zagadnienie. Majac dane kola % i %, (rys. 4b.), z ktérych % jest
kierownica biegunowej dwoistosei ukladéw z! i #% wyznaczy¢ krzyws ¢
odpowiadajaca w ukladzie =? kolu %, jezeli srodek O kierownicy % lezy

poza obrebem kola Z;.
P
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Rozwiazanie: Punktowi O ukladu #!, do ktérego kolo %, nalezy,
odpowiada w ukladzie n* prosta, lezaca w nieskonczonosci. Stycznym @, 1 b,
poprowadzonym z punktu O do kola %; odpowiadaja punkta, w ktérych
prosta, lezaca w mnieskonczonosei przecina krzywa ¢ a punktom stycznosci
A, i B, stycznych a, i b, odpowiadaja asymptoty hiperboli ¢ Biegunowe
tedy a, i b, punktow 4, i B, ze wzgledu na kierownice sa asymptotami
krzywej ¢

7 konstrukcyi widoczna, Ze proste a, 1 b, przecinaja sie w punkecie M,,
lezacym na prostej 0,0, ktéra laczy srodki kél £, i/, a nadto, Ze ta prosta
dzieli na dwie rowne czesci kat, zawarty miedzy asymptotami a, i b,. Jezeli
tedy wyznaczymy biegunowe 7, 1 p, ze wzgledu na kierownice % punktéw
N, 1 P, w ktérych prosta 00, przecina kolo %, natenczas owe biegunowe
beda stycznemi hiperboli poprowadzonymi w wierzcholkach.

Uwaga: Jezeli kolo 4, ukladu #! przechodzi przechodzi przez $rodek
0, kierownicy % natenczas krzywa ¢? odpowiadajaca biegunowo kolu %, jest
parabola; punktowi bowiem O ukladu =! odpowiada styczna krzywej ¢
lezaca w nieskonczonosci, a stycznej, poprowadzonej w punkcie O, do kola
Iy odpowiada punkt stycznosci owej stycznej, ktory lezy w nieskornczonosei.

Jezeli srodek O kierownicy I leZzy w obrebie kola £, natenczas krzywa
¢? jest elipsa.

0 szeregach punktow i pekach stycznych przekroju stozkowego.

80. Jezeli dwa peki jednokreslne Wi(a, b, ¢,..) 1 W,(ay, b, ¢,..),
(rys. 46.) przetniemy krzywa rzedu drugiego ¢ przechodzaca przez wierz-
cholki W i W,, natenczas otrzymamy dwa szeregi jednokreslne (4, B, (...
i(dy, By, C,..); jezeli bowiem polaczymy dowolny punkt krzywej ¢ z ele-
mentami tych szeregdw, natenczas otrzymamy dwa peki jednokreslne.

Jezeli z punktéw odpowiednich dwu szeregow jednokreslnych (4, B, C)...)
i (4, By, C,..), (rys. 47.) ktérych podstawami sa proste / i /;, poprowa-
dzimy styczne (@, b, ¢,...) 1 (@, b, ¢;,...) do krzywe] rzedu drugiego ¢* na-
tenczas otrzymamy dwa peki jednokreslne stycznych; dowolna styczna bo-
wiem przekroju stozkowego ¢? przecina sie z prostemi a, b, ¢, .. 1 a,, b, ¢, ...
w punktach dwu szeregéw jednokresinych.

81. Niech beda dane styczne w, @, b, ¢, ..., poprowadzone do kola %
(rys. 48.) i punkta stycznosci tychze W, 4, B, C,... Polagczmy Wz A4, B, C,..
a $rodek O kola % z punktami 4,, B,, C,, .., w ktérych styczna w przecina
sie ze styczmemi a, b, ¢, .., to natenczas otrzymamy dwa peki jednokreslne
W4, B, C,..) i 04, B, C,..), albowiem katy 4,0B, i AWB, 4,0C,
i AWC, ... sa réwne.

Jakoz A,0B,=WOB —},(WOA+ WOB)=1,(WOB—W04) =1, AOB=
AWB i t. d.

Szereg tedy punktow przecigeia sig stycznych «, b, ¢,... z dowolng
styczng w kola % jest jednokreslny z szereregiem odpowiednich punktéw
stycznosci.

To twierdzenie jest wazne dla wszystkich przekrojéw stozkowych, od-
nosi si¢ bowiem do zwiazkéw jednokreslnosci, ktére w ukladach kolineacyj-
nych nie zmieniaja sie. A zatem’
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Pek stycznych przekroju stozkowego jest jednokredlny
z szeregiem odpowiednich punktéw stycznosel

82. Majac dane dwa szeregi jednokreslne 4, B, C,.. i 4, B,, C,, (rys.
46.), ktorych podstaws jest przekrd] stozkowy ¢?, polaczmy punkt 4 z A,
B, C,.., a punkt 4 z A, B, C, .., to natenczas otrzymamy dwa peki
jednokreslne i perspektywiczne, albowiem promien 44, jest elementem od-
powiednio spélnym obu utworéw; promienie tedy AB, i A4/ B, AC, i 4,C,..
przecinajy sie w punktach, lezacych na prostej p, ktéra przecina sie z pod-
stawa ¢* w punktach podwéjnych F i I szeregéw danych.

Jezeli zamiast A i 4, przyjmiemy punkta B 1 B,, C1i C,, .. za wierz-
cholki pekéw perspektywicznych B(4,, B,, C,,..)i B,(4, B, C,...), C(4,,B,,C,, ..)
i C,(4, B, C,..) natenczas promienie BA, i B,A, BC, i B,C, CA; i C/4,
CB, i OB, .. przetna sie w punktach, lezacych na prostej p, ta prosta bo-
wiem wyznaczona jest punktami podwdjnymi E i F.

A zatem: Proste, laczace elementa parami nieodpowiednie dwu sze-
regéw jednokreslnych, ktérych podstaws jest krzywa rzedu drugiego, prze-
cinajg sie w punktach, lezacych na linii prostej.

83. Niech beda dane dwa peki jednokreélne stycznych (a, b, ¢,..)
1 (ay, by, e,..) przekroju stozkowego ¢? (rys. 47.).

Przetnijmy pek (a, b, ¢,..) prosta a, a pek (a, b, ¢;,..) prosta a, to
natenczas otrzymamy dwa szeregi perspektywiczne (4, B, C,...)i(4,, By, C,,...),
proste tedy BB, CC,,.. przecinajg sie w jednym punkcie P. Styczne e i f
krzywej ¢?, przechodzaca przez punkt P, sa promieniami podwdéjnymi pekéw
danych.

Przyjmujac styczne & 1 b, ¢ i ¢,... za podstawy szeregéw, w ktérych
proste @ i a;, ¢ i ¢,,.. wzglednie a 1 a,, b i b;,.. owe styczne przecinaja,
wykazemy, Ze proste, lgczace punkta przeciecia sie stycznych nieodpowied-
nich & 1 a, tudziez b, i @, b 1 ¢, tudziez b, i ¢,.. przechodza przez jeden
punkt, ten punkt bowiem jest wyznaczony promieniami podwdjnymi e 1 f
pekow (@, B e, ) 3 (@500, g si):

84, Jezeli przetniemy pek inwolucyjny Wia, a,, b, 1,...) krzywa rzedu
drugiego, przechodzaca przez wierzcholek W tego peku, natenczas otrzymamy
szereg inwolucyjny A, 4,, B, B,, .., a prowadzac z punktéw szeregu inwo-
lucyjnego styczne do przekroju stozkowego, ktéry sig styka z podstaws
tego szeregu otrzymamy pek inwolucyjny styeznych.

Punkta stycznodei elementéw peku inwolucyjnego tworza szereg inwo-
lucyjny, a styczne, poprowadzone w punktach szeregu inwolucyjnego tworza
pek inwolucyjny stycznych (art. 81.).

85. Szereg inwolucyjny (4, 4,, B, B,,...), (rys. 49) moZna uwazaé za
utwoér dwu szeregdw jednokreslnyeh (4, B, X, ¥,..) i (4, B, X,, ¥,,...),
ktérych elementa odpowiednie X i X, tudziez ¥ i ¥, schodzg sie odpowie-
dnio z punktami 4, i 4 tudziez B, i B. Proste tedy AB, i A, B, AY, 1 A,Y,
a nadto proste AX, i 4, X, BY, i B,Y czyli styczne, poprowadzone w punk-
tach 4 i A, tudziez B i B, do krzywe]j ¢* przecinaja sie w punktach, leza-
cych na linii prostej p (art. 82.).

Prosta p przecina sie z krzywsg ¢? w punktach podwéjnych E i F' sze-
regu inwolucyjnego (4, 4,, B, B,,...).
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7 czworokata AA, BB,, wpisanego w krzywsg ¢?, jakotez z czworoboku
abed, opisanego na tej krzywej, wynika, ze prosta p jest biegunows punktu
P, w ktérym proste, lgczace odpowiednie punkta szeregu inwolucyjnego
przecinaja sie.

Jezeli tedy przez dowolny punkt poprowadzimy proste
i wyznaczymy punkta przeciecia sig tychzZe z krzywa rzedu
drugiego, natenczas otrzymamy szereg inwolucyjny elipty-
czny lub hiperboliczny, stosownie do tego, czy 6w punkt
lezy w obrebie, czy tez poza obrgbem krzywej.

Stosujac prawo biegunowej dwoistosci do twierdzen o szeregach inwo-
cyjnych, otrzymamy twierdzenie wazne dla pekéw inwolucyjnych stycznych
przekroju stozkowego.

A zatem: Jezeli z punktoéw, lezacych na prostej p, popro-
wadzimy styczne do przekroju stozkowego ¢? mnatenczas
otrzymamy pek inwolucyjny stycznych. Styczne krzywej ¢
przechodzace przez biegun proste] p s3 promieniami po-
dwoéjnymi owego peku.

Zagadnienie 1.: Wyznaczyé promienie normalne 1 promienie po-
dwéjne peku inwolucyjnego W(a, a;, b, by, ...), (rys. 50.).

Rozwigzanie: Zakreslmy kolo k, przechodzace przez wierzcholek W,
i wyznaczmy punkta, w ktérych to kolo przecina sig¢ z elementami danego
peku, to natenczas otrzymamy szereg inwolucyjny (4, 4y, B, B, ..). Popro-
wadZmy przez $rodek O kola % i przez punkt przeciecia sig P prostych A4,
i BB, prosta PO i wyzndczmy punkta przeciecia sie R iR, tejze z kolem £,
to R i R, sa elementami odpowiednimi szeregu (4, 4,, b, B,, ...); proste tedy
WR i WR, sa promieniami normalnymi peku danego.

Biegunowa p punktu P przecina sie z kolem % w punktach podwaj-
nych E i F szeregu (4, 4,, B, B;,...), proste zatem WE i WF sa promie-
niami podwéjnymi peku Wia, a;, b, by, ..).

Uwaga: Jezeli punkt P schodzi sig ze $rodkiem O kola [, natenczas
wszystkie elementa odpowiednie peku inwolucyjnego sa prostopadle.

Zagadnienie 2.: Dane sa dwa peki inwolucyjne spélsrodkowe
Wia, ay, b, by,..) i W(m, mg, n, n,,...), wyznaczy¢ elementa sprzezone, od-
powiednio spélne obu pekdw, (rys, H1.).

Rozwiazanie: Wyznaczmy szeregi (4, 4,, B, B, ...)i (M, M, N, Ny,...),
w ktérych kolo % zakre$lone przez wierzcholek W dane peki przecina a nadto
punkta przeciecia si¢ P i P, prostych A4, i BB, tudziez MM, i NN,, po-
Iaczmy nastepnie P i P, to prosta laczaca przecina sie z kolem % w punk-
tach Ui U, ktére sa elementami odpowiednimi szeregdw (4, 4,,..) i (M, M, ...),
proste tedy WU i WU, s3 promieniami odpowiednimi obu danych pekéw.

Promienie WU i WU, mogs tylko wéwczas by¢ urojone, jezZeli peki
Wi(a, a,,..) i W{m, m,,..) sa hiperboliczne, w tym przypadku bowiem punkta
P i P, leza poza obrebem krzywej /i, prosta PP, moze sie przecinaé z krzywa
i w punktach urojonych.

Zagadnienie 3.: Wyznaczyé punkta dzielace harmonicznie odcinki
AA, i BB, prostej L

Rozwiazanie: Punkta podwéjne E i F szeregu inwolucyjnego
(4, A,, B, B,,..) dzielg harmonicznie odcinki AA, i1 BB,, zawarte miedzy
elementami odpowiednimi.

= 88 =

0 kolineacyi przekrojow stozkowych z kolem.

86. Niech beda dane $rodek O i of ¢ a nadto osie wzajemmne # iz, dwu
ukladéw érodkowo kolineacyjnych = i1 m!, zlgczonych na jednej plaszczyznie
(rys. 52., b3., b4.), zalézmy sobie wyznaczy¢ $rednice sprzgzone, 0silasymp-
toty przekroju stozkowego c% ukladu =, ktéry odpowiada kolu & w ukladzie z.

Osi wzajemne] r ukladu z odpowiada w ukladzie n' prosta, lezaca
w nieskonczonoéei; punktom tedy M i N, w ktérych prosta r przecina sig
z kolem [, odpowiadaja punkta krzywej ¢, lezace w nieskoiiczonosei,
a stycznym @ i », poprowadzonym do kola w punktach Mi N odpowiadaja
asymptoty krzywej c?. Stosownie wiec do tego, czy o8 wzajemna 7 przecina
sie z kolem / w punktach rzeczywistych, czy urojonych (rys. 53. 1 52.)
jest krzywa ¢% hiperbola lub elipsa.

Jezeli za§ prosta r jest styczna kola %, natenczas krzywa c¢* jest pa-
rabola (rys. 54.).

Biegunowi fi osi wzajemnej r ze wzgledu na kolo % odpowiada w ukla-
dzie @' biegun R, prostej, lezace] w nieskonczonosci a ze wzgledu na krzyws
¢, a wiec érodek tej krzywej; a biegunowym sprzezonym a i @', b ib' kola
I:, przechodzgcym przez punkt F, odpowiadaja $redmice sprzezone a, 1 a'y,
b, 1 by krzywej ¢?, (rys. b2.).

Promienie 0A i OA‘..., laczace srodek kolineacyi z biegunami prostych
@ i a,.. sa réwnolegle do $rednic sprzezonych &' i @'y,.. 1 wyznaczaja pek
inwolucyjny O(4, 4', B, B',...); promienie normalne tedy 0@ i 0§ tego peku
sa roéwnolegle do osi krzywej ¢?.

Jezeli tedy wyznaczymy biegunowe ¢ i ¢' punktow ¢ i @' ze wzgledu
na kolo %, a nastepnie proste ¢, i ¢/, odpowiadajace kolineacyjnie prostym
g 1 ¢', natenczas otrzymamy osi przekroju stozkowego c?.

Punktom przeciecia sig 1, 2, 3, 4 biegunowych sprzezonych ¢ 1 ¢
z kolem J odpowiadajg kolineacyjnie wierzcholki 1,, 2,, 8,, 4, krzywej c?.

87. Jezeli krzywa ¢%, odpowiadajaca kolineacyjnie kolu jest hiperbols,
natenczas osi tej krzywej mozna wyznaczy¢ w sposéb nader prosty, (rys.53).

Wyznaczmy w tym celu asymptoty m, i #,, ktére, jak wiadomo, sa
prostemi, odpowiadajacymi stycznym i 1 » kola, poprowadzonym w punk-
tach przeciecia sie tegoZ z osia wzajemna », 1 podzielmy katy, zawarte
miedzy asymptotami na dwie réwne czedci, to proste, dzielace @ 1 b sa
osiami hiperboli.

Prostej @, odpowiada w ukladzie = kola & prosta a, przecinajaca to
kolo w punktach U i ¥, punkta odpowiednie tedy U, i ¥, sa wierzcholkami
hiperboli.

Prostej 4, odpowiada w ukladzie # prosta, przecinajaca si¢ z kolem %
w punktach nrojonych; prosta b, jest tedy osig urojona hiperboli

88. Aby wyznaczyé o$ paraboli odpowiadajacej kolineacyjnie kolu Z,
ktéra sie styka z prosta » w punkcie B (rys. b4.), polaczmy $rodek kolineacyi
0 z punktem R i poprowadzmy promien OR,, prostopadly do OR, popro-
wadZmy nastepnie przez punkt przecigeia sie R, prostych r i OR, styczna
Ry A do kola % i polaczmy punkt stycznosci A z punktem K, to prostej AR
odpowiada w ukladzie m! o§ paraboli a punktowi A odpowiada wierzcholek
4, tej krzywej.
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89. Majac dany przekrodj stozkowy ¢ i prosta z, ktoéra
przecina te¢ krzywag w punktach urojonych, jezZeli wyzna-
czymy bieguny sprzezone 4 1 A4, B, i B, ze wzgledu na
krzywa ¢? leZgce na prostej 2,1 zakredlimy na Srednicach
AAYy i BB, kola k ik, jezeli nastepnie jeden z punktéw praze-
cigcia sie O tych k61 uwazaé bedziemy za sSrodek kolineacyi
dwu ukladéw 71 7! a prosta z, za of wzajemna ukladu #t, do
ktérego przekréj stozkowy ¢% nalezy, natenczas wukladzie =,
srodkowo kolineacyjnym z #' odpowiadaé bedzie krzywej ¢
kotlo, (rys. 55.).

Jakoz osi wzajemne] 2, ukladu #' odpowiada w ukladzie = prosta,
lezaca w mnieskoneczonodci, a biegunowym sprzeZonym Z A4, 1 Z, A", Z| B,
i Z, By przekroju stozkowego ¢*, ktére przechodza przez biegun Z, proste]
2, odpowiadaja w ukladzie 7 érednice sprzezone krzywej ¢2, réwnolegle do
promieni 04, i 04", OB i OB’;, a wiec prostopadle; krzywa ¢? jest tedy
kolem.

Przy pomocy tego twierdzenia mozna zamienia¢ przekroje stozkowe na
kola a temsamem rozwiagzywaé zagadnienia rzutowe o krzywych rzedu dru-
giego w sposéb nader prosty.

Zagadnienie: Dane s cztery punkta urojone i jeden punkt rzeczy-
wisty M przekroju stozkowego ¢? wykresdlié te krzywa.

Rozwiazanie: Punkta urojone danego przekroju stozkowego niech
beda wyznaczone zapomoca szeregdéw inwolucyjnych eliptyeznych (4, 4,,
B, B,,..) i (P, P, Q, Q,..), ktérych podstawami sa proste 7 i m, (rys. 56.).

Zakreélmy na Srednicach 44, i BB, kola i uwazajmy jeden z punktiw
przeciecia sie O tychze za srodek kolineacyi, podstawe ! za o§ wzajemnsg
ukladu # krzywej ¢?, a prosta ¢, réwnolegla do 7 za os kolineacyi, to krzywa
k', odpowiadajaca danemu przekrojowi stozkowemnu jest kolem.

Celem wykreslenia tego kola, wyznaczmy punkt M', odpowiadajacy
kolineacyjnie punktowi M krzywej ¢? a nadto punkta P!, P’, ¢, @, od-
powiadajace elementom P, P, @, ¢, danego szeregu inwolucyjnego; wy-
znaczmy nastepnie srodek U’ szeregu eliptycznego (P'PY, @', @', ...) 1 wypro-
wadZmy zen prosta n' prostopadla do podstawy wm', to takowa przechodzi
przez s$rodek R’ kola %', kolineacyjnego z krzywa ¢

Prosta U'M' przecina sie z kolem %' w punkeie X', ktéry zapomocs
cechy inwolucyi U'P'.U'P', z latwoscia wyznaczy¢ mozna, albowiem

UP.U'P\=—U'M'. U'X".

Jezeli tedy wyprowadzimy z punktu Y’ dzielacego na dwie réwne
czesel odeinek M'X', prosta p', prostopadls do M'X', natenczas w punkcie
przeciecia sie R' prostych p' i #' otrzymamy srodek kola %'. Poszczegdlne
tedy punkta i styczne, osi i asymptoty przekroju stozkowego ¢? mozZna wy-
znaczy¢ w sposéb wylozony w art. 86., 87. i 88,

90. Zagadnienie: Dane sa asymptoty m i1 # a nadto wierzcholek
A hiperboli, wyznaczyé punkta przeciecia sie tej krzywej z prosta I,
(rys. b7.).

Rozwigzanie: Zakreslmy kolo £,, stykajace sie z asymptotami
w punktach M i N a z hiperbolg ¢*> w wierzcholku A4, ktére jednak po-
nadto niema z krzywsa ¢? Zadnych punktéw rzeczywistych spélnych, naten-
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czas krzywe ¢? i I, sa srodkowo kolineacyjne. Srodek kolineacyi schodzi sig
ze &rodkiem O hiperboli ¢?, prosta JMN jest osia wzajemny ukladu kola F,,
a styczna ¢ poprowadzona do hiperboli w punkecie 4 jest osig kolineacyi.

Jezeli tedy wyznaczymy prosty !, ukladu kola k, ktéra odpowiada
pmqte] ! ukladu hiperboli ¢% to takowa przetnie sig z kolem % w punLtach
P, i@, ktorym odpovvladaJ@ kolineacyjnie punkta przecigcia sig I 1 (Q
prostej / z hiperboly c*

91. Zagadnienie: Wyznaczy¢ punkta przeciecia si¢ prostej ! z pa-
rabola ¢? ktérej o$ p, wierzcholek A i styczna m s dane, (rys. 58.).

Rozwiazanie: Zakreslmy kolo %,, stykajace sig z prosta m w punkcie
M, a z parabolg ¢* w wierzcholku A, ktére jednak ponadto niema z krzywa
¢? zadnych punktéw rzeczywistych spélnych, natenczas krzywe ¢ i k sa
érodkowo kolineacyjne. Punkt przeciecia sig O osi p ze styczng m jest $rod-
kiem, styczna ¢, poprowadzona do paraboli w wierzcholku A jest osia ko-
lineacyi, a styczna z,, poprowadzona do kola w punkcie Z,, jest osia wza-
jemng ukladu kola k.

Jezeli tedy wyznaczymy prosta /, ukladu kola %,, odpowiadajacg proste]
! w ukladzie paraboli ¢?, to ta prosta przetnie si¢ z kolem %, w punktach P, i @,
ktérym odpowiadaja kohneacyjme punkta przecigcia sig prosteJ I z krzywa ¢

92. Zagadnienie: Dane sa $rednice sprzgzone AB i CD elipsy ¢,
wyznaczy¢ styezne, poprowadzone do krzywej ¢ z punktu M, (rys. 59.).

Rozwigzanie: Zakreslmy na srednicy AB kolo # i wyznaczmy
punkta przeciecia sig tego kola z prosta C,D);, poprowadzong przez srodek
0 krzywej ¢® prostopadle do prostej AP, to krzywa I, 1 ¢* sa powinowate.
Srodek powinowactwa lezy w nieskonczonosei na prostej, laczace] punkta
odpowiednie € i C;, a o$ powinowactwa schodzi sig ze $rednicag AB.

Polagczmy punkt €, z punktem 7, w ktérym of powinowactwa prze-
cina sie z prosta CM i poprowadzmy przez punkt M prosta AZM,, rowno-
legls do CC,, to proste C,T i MM, przecinaja sie w punkecie J, ukladu
kola I, odpowiadajacym punktowi M ukladu elipsy ¢’ Stycznym tedy
i n,, poprowadzonym do kola % z punktu M, odpowiadaja styczme m i #,
poprowadzone do elipsy ¢? z punktu B

Zagadnienie: Wyznaczyé osi elipsy, ktérej srednice
sprzgzone AB i CD sg dane, (rys. 61.).

Wiadomo, ze przekatne p i ¢ réwnolegloboku abed, opisanego na
krzywej ¢ sa $rednicami sprzezonymi tej krzywej.

Wiadomo réwniez, Ze promienie nmormalne peku inwolucyjnego srednic
sprizezonych sa osiami przekroju stozkowego.

Aby tedy wyznaczyé osi elipsy danej, poprowadZmy przez punkt A4
proste ACY, p’, ¢', odpowiednio réwnolegle do érednic CD, p, ¢ 1 wyznaczmy
promienie normalne # i #' quu inwolucyjnego, wyznaczonego promieniami
AB, AC", p', ¢', to proste 7'y i 7, poprowadzone przez srodek O réwnolegle
do promieni »* 1 7/, sa osiami elipsy ¢"

93. Wiadomo, Ze na promlenla.ch przechodzacych przez srodel. koline-
acyl dwu ukladéw plaskich z iz, zlgczonych na spélnej podstawie, schodza
sie proste, odpowiednie obu ukla.déw.

Jezeli tedy przyjmiemy w ukladzie 7 kolo &, ktérego srodek O schodzi
sie ze $rodkiem kolineacyi, natenczas $rednice sprzezone tego kola sa bie-
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gunowymi sprzezonymi przekroju stozkowego ¢, ktéry odpowiada w ukla-
dzie n! kolu Z.

Punkt, bedacy wierzcholkiem peku inwolucyjnego prostokatnego biegu-
nowych sprzezonych ze wzgledu na przekrdj stozkowy, nazywamy ogni-
skiem, a biegunows ogniska nazywamy kierownicg przekroju stozkowego,
(rys. 59u, H9D, 60).

Srodek kolineacyi O jest tedy w danym przypadku ogniskiem a of
wzajemna z,, odpowiadajaca w ukladzie 7! biegunowej punktu O ze wzgledu
na kolo %, jest kierownica krzywej c?.

Wyznaczmy punkta przeciecia sie Ri Z, osi wzajemnych » 12 z prosta
l, przechodzaca przez érodek kolineacyi, a nadto punkt przecigcia sig P tej
prostej z kolem % i punkt odpowiedni P, ukladu #!, natenczas stosunki po-
dwoéjnego podzialu

(0ZPR) i (0Z,P,R,”) sa réwne.

OF " OF Z o
A zatem: S i ol O
(e ok Z P " op e
Z tréjkatéw podobnych wynika
4P, _ 2\,
QR s OR 2
: T B¢y Oy OP O
a wigc O_R‘ = W) albo D@” ,Z_"P1 =F.

DR ol weos: ; gk,
Stosunek o jest ilodcia stala, albowiem OP jest promieniem kola /£,

a odcinek OR' réwny jest odleglosci $rodka kolineacyi od osi wzajemnej 7.
Stosunek tedy odlegloéci punktéw przekroju stozkowego
od ogniska i od kierownicy jest ilodcig stala.

Stosunek 3;; jest wiekszy, mniejszy, albo réwny jednosei, stosownie
do tego, czy o wzajemna r przecina sie z kolem L w punktach rzeczy wi-
stych, urojonych albo czy ta of z kolem /& sig styka.

Prosta OR', prostopadla do osi kolineacyjnej jest osia wieksza elipsy
wzglednie osia rzeczywista hiperboli. Ognisko tedy lezy na osi wigksze]
elipsy a na osi rzeczywiste] hiperboli.

7 symetryi elipsy i hiperboli wzgledem s$rodkéw tych krzywych wy-
nika, ze elipsa i hiperbola posiadaja po dwa ognika rzeczy wiste, (rys. 62.).

94, Niech bedzie dana krzywa rzedu drugiego c?, srodkowo kolinea-
cyjna z kolem &, ktdre sig styka z krzywa ¢* w punkeie O.

Wobec tego zalozenia jest punkt stycznodei O srodkiem, a prosta, Ia-
czgca punkta przecigeia sig P i @ krzywych ¢* ik jest osia kolineacyi.

Poprowadzmy przez $rodek O promienie 04 1 OB, 0Ci OD; ..., parami
prostopadle i wyznaczmy punkta przecigcia sie tychze 4 i A, Bi B,, C
i €, DiD,,.. z kolem k i z kraywa ¢’, to srednice AB, CD, ... kola %
przecinaja sig w érodku M, a cieciwy odpowiednie A, B, C\D,, .. krzywe]j
¢* przecinaja sie w punkcie M, odpowiadajacym kolineacyjnie punktowi M.

Biegunowa $rodka A/ ze wzgledu na kolo % lezy w nieskoriczonosei,
biegunowa tedy m, punktu M, ze wzgledu na krzywa ¢ jest osia wzajemna
ukladu tej krzywej.

7 tego wnosimy, ze wszystkie kola, stykajace sie z krzywsg ¢* w punkeie
0, przecinaja sie z ta krzywa w punktach lezgcych na prostych réwno-
leglych. I wzajemnie: Proste, réwnolegle do pewnego kierunku, przecinaja
sie z krzywa c¢? w punktach, przez ktére przechodza kola, stykajace sie
z krzywg ¢ w punkcie O.

Jezeli tedy poprowadzimy przez $rodek kolineacyi O prosty th réwno-
legly do osi kolineacyjnej #1i do osi wzajemne]j m,, natenczas takowa przetnie
krzywa ¢? w punkcie K, przez ktéry przechodzi kolo I,, posiadajace z krzywa
¢ w punkeie O trzy bezposrednio po sobie nastepujgce punkta spolne.

Kolo ‘%, nazywamy kolem krzywiznowem przekroju stozkowego t*
w punkeie O.

Aby tedy wykresli¢ kolo krzywiznowe przekroju stozkowego ¢* w punkeie
0, poprowadzmy przez ten punkt promienie peku inwolucyjnego prostokat-
nego i wyznaczmy biegun M, szeregu, w ktérym krzywa ¢ ow pek prze-
cina, a nadto biegunowa m, punktu M, ; poprowadzimy nastepnie przez
punkt O prosta réwnolegly do m, i zakreSlmy przez punkt przeciecia sig te]
prostej z krzywa ¢* kolo, stykajace sig z przekrojem stozkowym w punkeie
0, to takowe jest kolem krzywiznowem.

Zagadnienie: Wykredlié krzywa rzedu drugiego, ktora przechodzi
przez dwa punkta A i B i przez trzy punkta kola schodzace si¢ w jednym
punkeie.

Zagadnienie: Wykaza¢, Ze kolo krzywiznowe w wierzcholkach
przekroju stozkowego posiada z ta krzywg catery bezposrednio po sobie
nastepujace punkta spolne.

0 dwoch przekrojach stozkowych.

95. Wiadomo, Ze pieé punktéw albo pieé stycznych wyznacza przekro]
stozkowy. Dwa przekroje stozkowe nie moga tedy posiadaé wigee] niz cztery
punkta i cztery styczne spdlne.

Dwie krzywe rzedu drugiego ¢? ic?, przecinajace si¢ w jednym punkcie
A, przecinajg sie jeszeze w drugim punkcie B; jezeli bowiem punkt, poru-
szajacy sie na krzywej ¢* wchodzi przez punkt 4 w obreb krzywej ¢?, na-
tenczas przez punkt drugi owej krzywej z wychodzi z obrebu krzywej ¢

7 latwodcia jednak jednak mozna udowodnié, ze jezeli dwa przesia-
kroje stozkowe ¢ 1 ¢?, posiadaja dwa punkta A i B spélne, natenczas po-
daja jeszeze dwa dalsze punkta, rzeczywiste lub urojone, spoélne, (rys. 63.)

Jakoz polaczmy punkta 4 i B z punktami 1, 2, 3, ... krzywe] ¢* i prze-
tnijmy peki jednokreélne A(1, 2, 3,..) i B(1, 2, 3,...) krzywa ¢*, natenczas
otrzymamy dwa szeregi jednokreslne (M, N, P,..) i (M;, Ny, P, ..), ktérych
punkta podwéjne B i F' sy punkbtami przecigeia sig krzywych ¢* i Ex

Zagadnienie: Majge dane trzy punkta przecigeia sie 4, B, C dwun
przekrojéw stozkowych ¢ i ¢% a nadto punkta D i E krzywej ¢* tudziez
punkta G i H krzywej ¢, wyznaczy¢é w sposob linijny czwarty punkt prze-
ciecia sie tych krzywych.

Rozwiazanie: Wyznaczmy punkta M, N, M,, N, w ktérych proste
AE, AD, BE, BD przecinaja si¢ z krzywa c?, natenczas otrzymamy dwa
szeregi, ktérych jednokredlnodé wyznaczona jest punktem podwéjnym €
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i elementami odpowiednimi M, M, i N, N,. Drugi punkt podwdjny tych
szereg6w, ktdéry jest zarazem punktem przeciecia sie krzywych ¢? i ¢% lezy
na prostej, laczacej punkt C z punktem przeciecia sig I prostych MN,
M, N. Jezeli tedy wyznaczymy sposobem Pascala punkt K, w ktérym prosta
CP przecina krzywa ¢? lub ¢, natenczas otrzymamy czwarty punkt prze-
ciecia sie tych krzywych.

96. Punktom przeciecia sie dwu krzywych rzedu drugiego odpowiadaja
biegunowo spélne styczne krzywych klasy drugiej.

Jezeli tedy dwa przekroje stozkowe maja jedna styczna spdlna, naten-
czas posiadaja drugs a nadto dwie dalsze styczne spolne.

97. Prosta, na ktérej szeregi inwolucyjne biegunéw sprzezonych ze
wzgledu na dwa przekroje stozkowe ¢? i ¢% mnakrywaja sie, jest cieciwa
spolng tych krzywych.

Jezeli owe szeregi sa hiperboliczne, natenczas cieciwa spdlna laczy
punkta przeciecia sig¢ rzeczywiste krzywych ¢? i ¢%.

Jezeli za$ szereg biegunéw sprzezonych, ktérych podstawa jest cigeiwa
spélna 7, jest eliptyczny, natenczas ta cigeiwa laczy punkta przecigeia sig
urojone krzywych ¢? i ¢%. Taks prosta nazywamy cigeiwe spdlng idealng
dwu krzywych rzedu drugiego.

Punkt przeciecia sie spélnych styeznych dwu krzywych rzedu drugiego
mozna okreslié jako wierzcholek dwu pekéw biegunowych, sprzezonych ze
wzgledu na te krzywe, ktdre to peki nakrywaja sie.

Styczne spélne sa tedy rzeczywiste lub urojone, stosownie do tego,
czy owe peki sa hiperboliczne czy eliptyczne.

98. Punkt, ktérego biegunowe ze wzgledu na dwa przekroje stozkowe
¢ i ¢ schodza sie na jednej prostej, nazywamy spolnym biegunem tych
krzywych.

Punkt przeciecia sie P dwu cieciw spolnych AB i CD, rzeczywistych
lub idealnych, krzywych rzedu drugiego ¢* i¢% jest spélnym biegunem tych
krzywych ; albowiem prosta P, P,, laczaca punkta P, i F,, sprzezone z punktem
P w grupach harmonicznych (PP, AB) i (PF,CD), jest biegunowg punktu P
ze wzgledu na krzywe ¢ i ¢%.

W podobny sposéb mozna wykazaé, Ze proste, laczace punkta prze-
cigcia sie spélnych stycznych dwu przekrojéw stozkowych jest spélng bie-
gunowa tych krzywych.

98. Dwa przekroje stozkowe ¢? i ¢% maja trzy spélue bieguny z kto-
rych dwa mogs by¢ urojone.

Jakoz poprowadZmy dowolna prosta [ i wyznaczmy peki L(a, b,...)
i Ly(ay, by,..) biegunowych ze wzgledu na krzywe ¢* i ¢, odpowiadajace
szeregowi punktéw (4, B,..), ktérego podstaws jest prosta /, to miejsce
geometryczne punktéw przeciecia sig promieni odpowiednich @ i ay, b1 b;...
tych pekéw jest krzywa rzedu drugiego c?;.

Punkt przeciecia sie 4, promieni @ i 4, jest harmonicznie sprzeZony
z elementem A szeregu (4, B,..) ze wzgledu na obie krzywe ¢* 1 ¢% it. d.;
na krzywej ¢, lezg tedy spélne bieguny krzywych ¢* i ¢%.

PoprowadZmy nastepnie prostg m 1 wyznaczmy peki M(n, p,..)
i M,(ng, py,...) biegunowych ze wzgledu na krzywe ¢? i ¢%, odpowiadajace
szeregowi punktéw (M, N,..), ktérego podstawa jest prosta m, to miejsce
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geometryczne punktéw przecigeia sig promieni odpowiednich # iy, pip,, ..
jest krzywa rzedu drugiego c,.

Punkt przecigcia sig N, promieni % i %, jest harmonicznie sprzezony
z punktem N ze wzgledu na obie krzywe ¢? i ¢* it. d.; na przekroju stoz-
kowym ¢2, leza tedy spélne bieguny krzywych ¢* i ¢?.

Punktowi przeciecia sie prostych 7 i m odpowiada punkt lezacy na
krzywych ¢? 1 ¢%, te krzywe przecinaja sie tedy jeszcze w jednym punkeie
P, ktéry jest spélnym biegunem danych przekrojow stozkowych ¢* i e%,
biegunowa bowiem p tego punktu ze wzgledu na krzywa ¢ jakotez e
laczy punkta I i P,, lezace odpowiednio na prostych 71 m a sprzezone
harmonicznie z punktem P ze wzgledu na obie krzywe ¢ i ¢%.

Punkta @ i R odpowiednie i spélne szeregéw inwolucyjnych, jakie wy-
znaczajg bieguny sprzeZone ze wzgledu na krzywe ¢* i ¢%, leZace na spdlnej
biegunowej p sa réwniez spélnymi biegunami przekrojéw stozkowych ¢? 1 ¢%.
Te punkta sa jedynie woéwczas urojone, jezeli odcinki, zawarte miedzy rze-
czywistymi punktami przeciecia sie prostej p z krzywemi c¢*1i¢?, czeSciowo
nakrywaja sie.

100. Dwa przekroje stozkowe ¢* i ¢%, przecinajace si¢ w czterech punk-
tach rzeczywistyeh A, B, C i D, posiadajg trzy spdlne bieguny rzeczywiste,
ktére sa punktami przekatnymi czworokata ABCD.

Dwa przekroje stozkowe, przecinajace sie w dwu punktach rzeczywi-
stych 4 i B i w dwu punktach urojonych, lezacych na cieciwie idealnej #,
posiadaja jeden spélny biegun rzeczywisty P, ktéry jest punktem przeciecia
sie prostych AB i n. — Ten punkt tezy tedy poza obrebem krzywych ¢*i ¢%,
a spélna biegunowa tychze p przecina sig z tymi krzywemi w punktach,
ograniczajacych odeinki, ktére czesciowo nakrywaja sie; spolne bieguny
tedy, lezace na prostej p sa urojone.

Dwa przekroje stozkowe, przecinajace sie w czterech punktach urojo-
nych, posiadaja trzy spélne bieguny rzeczywiste.

Jakoz spélny biegun P krzywych ¢® i c¢%, ktory zawsze jest rzeczywisty,
lezy w obrebie albo poza obrebem obu krzywych, albo lezy nareszcie
w obrebie jednej a poza obrebem drugiej krzywej; inwolucye tedy biegunow
sprzezonych ze wzgledu na krzywe ¢? i ¢%, ktérych podstawa jest spélna
biegunowa p, sa odpowiednio eliptyczne albo hiperboliczne, albo nareszcie
jedna jest eliptyczna a druga hiperboliczna. We wszystkich tych przypad-
kach spélne punkta odpowiednie tych inwolucy] sa rzeczywiste; w przy-
padku drugim bowiem odecinki, zawarte miedzy punktami przeciecia - sig
prostej p z krzywemi e® i ¢% nie maja z soba nic spélnego, albo jeden od-
cinek lezy w obrebie odcinka drugiego.

Opierajac sie na zasadzie biegunowej dwoistosci wnosimy z powyzszych
twierdzen, Ze:

Jezeli dwa przekroje stozkowe posiadaja cztery styczne spdélne, rzeczy-
wiste lub nrojone, natenczas posiadaja trzy spélne biegunowe rzeczywiste.

Dwa przekroje stozkowe, majace dwie spdlne styczne rzeczywiste
a dwie urojone, posiadaja jedna spélng biegunows rzeczywista.

101. Jezeli dwa punkta przeciecia sig 4 i B krzywych rzedu drugiego
¢? i ¢%, lezace na cieciwie rzeczywistej lub idealnej, schodza sig w jednym
punkecie M, natenczas krzywe ¢* i ¢% stykaja sie w tym punkcie; styczna



tedy m, poprowadzona do tych krzywych w punkeie M jest spélna cieciwg
i spblng biegunowy a punkt stycznosei M jest spélnym biegunem krzywych
et il

W tym przypadku posiadajg przekroje stozkowe ¢? i ¢? jeszeze jedna
spolna biegunows rzeczywista. Celem wyznaczenia tejze, uwazajmy prosta
m za podstawe szeregu (N, F,..) 1 wyznaczmy peki M (#, p, -) i Mmyg, Py
odpowiadajace biegunowo temu szeregowi ze wzgledu na krzywe ¢? i ¢’ t0
takowe sa jednokreslne, posiadaja tedy dwa promienie pedwéjne z ktérych
jeden schodzi sig ze styczng ii; drugi promien podwojny ¢, ktéry jest spolng
biegunowa krzywych ¢? 1 ¢, jest zatem rzeczy wisty.

Punkt @ szeregu (N, P,..), odpowiadajacy promieniowl ¢ jest spélnym
biegunem krzywych ¢ i ¢%.

102. Niech beda dane dwa przekroje stozkowe ¢? i ¢%, ktore sie prze-
cinaja w czterech punktach 4, B, C, D, rzeczywistych lub urojonych, leza-
cych na spoélnych cieciwach AB i CD, rzeczywistych, wzglednie idealnych
Jezeli punkta 4 i B tudziez C i D schodza sie z soba, natenczas krzywe
¢? i ¢? stykaja sie z sobg w punktach rzeczywistych. Jezeli za$ punkta
urojone A i C tudziez B i D, lezace na roinych cieciwach idealnych schodzg
sie, natenczas krzywe ¢? i ¢ stykaja sie z soba w punktach urojonych.

Dwa przekroje stozkowe nie moga sig stykaé¢ w jednym punkeie uro-
jonym; jezeli bowiem dwa punkta przeciecia sig urojone A4 i C, lezgce na
réznych cieciwach idealnych AB i (D, schodza sie w punkeie stycznosel
urojonym krzywych ¢’ i ¢%, natenczas cigeiwy AB i CD schodza sig na
jednej prostej #; punkt M bowiem, W ktérym schodza si¢ punkta urojone
A i C niezespolone bylby w przeciwnym razie punktem rzeczywistym. Atoli
prosta rzeczywista nie moze laczyé dwu punktow urojonych mniezespolo-
nych B i D, te punkta tedy schodza w punkcie N, ktéry jest drugim
punktem urojonym stycznosei krzywych ¢ iey,

103. Jezeli dwie krzywe rzedu drugiego ¢? i ¢? stykaja sie w dwu
punktach A i B, natenczas cieciwa styczno$ci AB jest spélng biegunowa,
a punkt przecigeia sie P stycznych a i b jest spélnym biegunem tych krzy-
wych, (rys. 64.).

Biegunowe m 1 m; dowolnego punktu M ze wzgledu na krzywe ¢?i¢%
przecinaja sig W punkcie, lezgcym na cieciwie stycznosei AB, a bieguny
N i N, dowolnej prostej n ze wzgledu na te krzywe, lezg na prostej, prze-
chodzacej przez punkt P. Jakoz bieguny prostej MP ze wzgledu na prze-
kroje stozkowe ¢* 1 ¢% schodza sie w jednym punkeie ¢, lezgcym na spolnej
biegunowej AB, przez ten punkt zatem przechodza biegunowe 7 i m, punktu
M; punktowi zas Ny, W ktérym proste » i AB przecinaja sie, odpowiadajg
ze wzgledu na krzywe ¢? i ¢?, biegunowe schodzace sie na prostej n,, ktora
przechodzl przez punkt P, na tej prostej lezg tedy bieguny N i M.

104. Wszystkie punkta cieciwy stycznosei AB dwu przekrojéw stozko-
wych ¢? 1 ¢* s3 spélnymi biegunami, a wszystkie proste, przechodzace
przez punkt P sa sp6lnymi biegunami tych krzywych, albowiem biegunowa
dowolnego punktu €, leZgcego na prostej AB przecina sie z tg prosty
w punkeie, tworzacym grupg harmoniczng z punktami @, 4, B; i przechodzi
przez punkt ¥

i

3 105. Proste IE‘_S‘,ZQCB elementa odpowiednie dwu szeregéw jednokreslnych
ch-orycthocillstawa‘- jest przekrd) stozkowy ¢? powléczg krzyws rzedu dru-,
giego ¢ ttora sig styk KTy ? < 5]

SZEI.eg(')Wj_, e styka z krzywa c¢®* w punktach podwdjunych owych
_ ‘Jakoi- niech quq.dane dwa szeregi jednokreflne (4, B, C,..), ktorych
podstaws ‘]es-t przekrdj stozkowy ¢? (rys. 6b.); polaczmy dowolnj,punkt S
Ff e]en_lentalml szeregu (4, B,..) 1 wyznaczmy punkta przeciecia sig 4!, B',...
1;30523:0];;‘ .IS.A‘., SB, .2 lf'rzywq c?, to natenczas otrzymamy szereg inwoll;.cyj;ly
(4, kt, ,Bj...),“szeregl te.dy .(A“ B, C,.) 1, B, (..) s jednokreslne;
punvom Bodv:'OJnym U, 1 ¥V, tychze odpowiadaja w szeregu (4, B )
];:'J};l}kjsaf(i’ i 1;, lezace odpowiednio do prostych SU; i SV, proste, za”oem
J J,j 1VV, sa Jec‘lynemi stycznemi utworu szeregéw (4, B, C,..)i (4, B,, C,,...)
p:)plgwadzonyn_cu przez punkt S, ten utwior wiec jest krzywa rzqdvf d;:ug;:ago
A t)’vcznji eI;f krzywe]j ¢? poprowadzone w punktach podwéjnych E i F
szeregow ) bwniez s i j

punkimh.( , B,..) 1 (4, By,..) sa rowniez stycznemi krzywej ¢*, w tychze
d W _podobny spos()b mozna wykazac, Ze miejsce geometryczne punktow
plze]rilqt.:la elementow odpowiednich w dwu pekach jednokreslnych stycznych
przekroju stozkowego ¢” jest krzywa rzedu drugi N i

Bl ywa rze rugiego, ktora sie styka w dwu
e 1?6’. szereg‘) inwo}ucyjny (4, A,, B, By, ..), ktorego podstaws jest prze-
Jd‘o‘]Bs ozLj{)wy ¢’, mozna uwazac¢ za utwdr dwu szeregéw jednokreslnych
({- ; ,l) i (4,, B{, k3 pun_kt P tedy, w ktérym proste, laczace odpowie-
cmg e;mer_}ta A i A ,B 1 .B“ .., Pprzecinaja sie uwazac¢ nalezy za krzywsa
1‘2265 u drugiego, nieskonczenie mala, ktora sie styka z przekrojem stozkowym
¢! w punktach podwdjnych E i F szeregu (4, 4,, B, B,,...).
gl w 1.:ym sensie mozna okreslié ogniska krzywe] rzedu drugiego jako
ola o nieskoneczenie malych promieniach, ktére sie stykaja z ta krzywa
w dwzu punld;tach urojrnych, lezacych na odpowiednich kierownicach

agadnienie: Udowodnié, Zze kola spolsrodkowe, stykaja si ;
; _ ¢ aja si b

w punktach kolowych urojonych w nieskonczonosei. Fasnaaiil ol

0 kolineacyi dwu przekrojow stozkowych.

' 1{)7..Wiadomo, Ze kolineacya dwu ukladéw plaskich = i #' w polozeniu
z%olnefn ]e?t Wyznaczona czterema parami punktéw odpowiednich, z ktérych
ray N leza ma linii prostej, albo czterema parami prostych odpowiednich
z ktovryc-h trzy nie przechodza przez jeden punkt. ’
: BObu?rzmy tedy na przekrojach stozkowych ¢* i €% po trzy punkta
4, B, C i 4,, B,, C,, (rys. 66.) i wyznaczmy punkt przeciecia sie D sty-
cznyclh,_pop.rowadzonych do krzywej ¢* w punktach 4 i B, a nadto pun]);t
ipl;echla sxe;..l)1 stycznych, poprowadzonych do krzywej ¢ w punktach 4

15 to Przyjawszy, ze Ai A, BiB, CiC, DilD, sy elementami odi-
Egm;dm]:iu ul{la:dow s i_ni, odpowiada krzywej ¢® ukladu = krzywa ¢%
Stoz.aimu 7T .k{fi\.koz krzyweJ_ ¢? ukladu = odpowiada w ukladzie @' przekrdj
e wy, ktory przechodzi przez pul.Jkta. A,, B,, C, i ktéry sie styka z pro-
stemi D, 4, i D;B; w punktach 4, i By, ten przekréj stozkowy jest ted
ldentyczny z krzywa ¢%. A zatem: .
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Dwa przekroje stozkowe mozna zlaczyé kolineacy]jnie
w nieskoniczenie wiele sposobow. :

Punktom i prostym ukladu z, harmoniczmi'e sprzezonym ze Wzglqdu na
krzywa ¢?, odpowiadaja w ukladzie 7! punkta 1‘proste_harm(.)mczme sprze-
sone ze wzgledu na krzyws ¢’;, w ukladach bowiem .kohnea(:}rf‘]nych uti:;'ogox.n
jednokre$lnym jednego ukladu odpowiadajs utwory jednokresilne w ukladzie
drubull(l).& Jezeli dwa przekroje stozkowe ¢ 1 ¢ sg krzywemi odpow1ada:m-
cemi sobie w dwu ukladach powinowatych albo podojbnych, n?utenczas Sre-
dnicom sprzezonym jedne] krzywe]j odpowiada-jae.s'redmce sprzezone dd;ugle]i
krzywej, osi wzajemne bowiem ukladéw POW}HOW&tyGh albo po of nycm
schodza sig z prosta, leZzaca w nieskoﬁczo_noécl, ble.gun(?wym. tedy sprzqzo?y
krzywej ¢?, lezgcym w nieskoﬁcionoécl, Ofi%OWladaJﬂ“ bieguny sprzgzone
< . ¢ . ktére réwniez w nieskoficzonodel leza. ; :
eryﬁ%]&c.};éeﬁ dwa przekroje stozkowe ¢* 1 ¢% S8 érodklowo kol-me?,cyl]nle,
natenczas 1. proste, przechodzace przez srodek kolineacyi, przecinajg oblli
krzywe réwnoczesnie w punktach rzeczywistych. albo w pu'nktacAh u.ro_]on}:tc
9. Styczne poprowadzone ze srodka kolinf}acyl.do jedne]j krzywta_] S%hS y-
cznemi krzywej drugiej. 3. Peki inwolucyjne b}egun.owyc’h sprzq?oltlx}c ze
wzgledu na obie krzywe, ktorych wierzchc’)lklem Jl?st $rodek ko ;ngacylai
nakrywaja sie. 4. Szeregi inwolucyjne bieguno_w spr.zqzonych ze wzgledu n
krzywe ¢? i ¢%, ktorych podstaws jest os kolineacyl nakry.waja‘ sig- ,

Jezeli tedy dwa przekroje stozkowe sa s'rodkm.;vo ko}meacy;}ne, na 61}1-
czas érodkiem kolineacyi jest punkt przecigeia sig spo]n.ych styf:zng;o ;
a osia kolineacyi jest spélna cigciwa tych krzywych, rzeczyw%stz‘:. lub l.dea na.

Zbadaé atoli nalezy, czy dwa przekroje stoékowe. o 1 0“},‘1e‘za:cerlna
jednej plaszezyZnie, sg krzywemi s$rodkowo k.oh?ea.c.any:fm, jezeli spo n?l
cieciwg tychze przyjmiemy za oS a punkt przeclecia sig spolnych stycznyc
przyjmijmy za sSrodek kolineacyi (rys. 67.). | : , iy

Niech beda dane dwie krzywe rzedu drugiego ¢* 1 ¢, ktérych spolng
cieciwa jest prosta ¢, przechodzaca przez spolny bi.eg}m P , : .

Na biegunowej p punktu P leza punkta przecigeia sig 0 i 0, spolnyc
stycznych przekrojéw stozkowych o 6'21.. - joid O 2w 1

Przyjmijmy, Ze punkta, lezace na cigciwie t.zn:a,']du_]a, sie row'noczesme
w -obrebie albo poza obrebem obu krzywych gl ¢%, a nadto, ze prost;,
przechodzace przez punkd 0, przecinaja rownoczesnie obie krzywe w punk-
tach rzeczywistych albo urejonych. Loty e

Biegunowe o i o, punktu O ze wzgledu na k.rzywe ¢ ey przecP odza
przez spblny biegun P, punkt O bowiem lezy na biegunowej punktu k.

Poprowadzmy przez punkt O prosta m 1 wyznaoezmy pnnkta'przeclqgla.
sie tejze A i B tudziez 4, i By z krzywemil ¢ c‘i,‘poprowad'zm-y na fjg
styczme @ i b tudziez a; 1 by w tych punktach, t? Punk_t przecigcia sig
stycznych @ i b lezy na proste] o, a punkt przeciecia si¢ D stycznych a,
i b, lezy na prostej o,. Bl

Prosta 0D i OD, sa biegunowo sprze¢zone z promleniem i ze wzgledu
na krzywe ¢* i ¢% tworza tedy ze spdlnymi styczuen.li w i v.grapy hs.u-n%o-
niczne (u, v, m, OD) i (u, ©, m, OD,), punkta tedy D i D, leza na promieniu,
przechodzacym przez punkt O.

T

Poprowadzmy nastepnie przez punkt O prosta # i wyznaczmy punkta
przecigeia sig tejze K i K, z biegunowemi o i0,, natenczas otrzymamy dwa
trojkaty ADE i A, D, E,, wyznaczajace kolineacye srodkowa ukladéw =i =l
Punkt O jest srodkiem a prosta, laczaca punkta przeciecia sig bokéw odpo-
wiednich 4D i A4, D,, AE i A E,, DE i D, E, jest osia tej kolineacyi.

Przyjmijmy, Ze przekrdj stozkowy ¢? jest krzywa ukladu = i zalézmy
soble wyznaczy¢ krzywa odpowiednia ¢?, w ukladzie nl.

Punktowi B ukladu = odpowiada punkt B, w ukladzie z!, albowiem
punkta F' i F,, w ktérych prosta m przecina biegunowe o i o, sa elemen-
tfami odpowiednimi ukladéw m i #'i tworza odpowiednio z punktami 0, 4, B
i 0, 4, B, grupy harmoniczne.

Prosta OH, biegunowo sprzezona z prosta # ze wzgledu na krzywe c?
1 ¢*, przecina sig z biegunowemi o i o, w punktach H i I, ktére sa ele-
mentami odpowiednimi ukladéw = i 7! a zarazem punktami przekgtnymi
czworokatéw ABKL i A B K L, wpisanych w krzywe ¢* i ¢%. Boki
przeciwlegle AK i BL tudziez A, K, i B,L, przecinaja sie w punktach E
1 I, albowiem H jest biegunem sprzezonym z E ze wzgledu na kraywa c?,
a H; jest biegunem sprzesonym z E, ze wzgledu na krzyws ¢, 2

Proste EA i HB przecinaja sie w punkcie K krzywej ¢% ktéremu od-
powiada w ukladzie @' punkt przeciecia sie K, prostych odpowiednich F, 4,
i H B,. Punktowi zas L krzywe] ¢?, w ktérym proste EB i HA przecinaja
sig, odpowiada w ukladzie m' punkt przecigcia si¢ L, prostych E, B, i H, 4,.

Krzywa tedy c’. $rodkowo kolineacyjna z przekrojem stozkowym ¢? jest
wyznaczona czterema punktami 4,, By, K, L, i styczna @, w punkcie 4 ;
krzywa ¢ jest tedy identyczna z krzywa c2,.

0s kolineacyjna ukladéw z i #' schodzi sig ze spélna cieciwa ¢ krzy-
wych ¢* i ¢%, albowiem na osi kolineacyjnej, jakotez na spélnej cieciwie
dwu przekrojéw stozkowych inwolucye biegundw sprzezonych ze wzgledu
na te krzywe nakrywajg sie. A zatem:

Dwa przekroje stozkowe, lezace na jednej plaszczyznie
sg Srodkowo kolineacyjne. Osig tej kolineacyi jest spélnacie-
ciwa krzywych, ktérej punkta leza ré6wnoczesnie w obrebie
albo poza obrebem obu krzywych. Srodek kolineacyi schodzi
sig z punktem przecigcia sig dwu spélnych stycznych, ktéry
jest biegunowo sprzezony ze wzgledu na obie krzywe z tym
spélnym biegunem, ktéry lezy na osi kolineacyi.

110. Jezeli cieciwa spdlna rzeczywista lub idealna dwu przekrojéw
stozkowych ¢ 1 ¢? schodzi sig z prosta w nieskoficzonosei #°, natenczas
spolna biegunowa p, odpowiadajaca punktowi, przez ktéry prosta #° prze-
chodzi, 1gezy $rodki krzywych ¢? i ¢% 1 przechodzi przez punkta przeciecia
sig O i Oy spélnych styeznych tychze. Uwazajac tedy punkt O lub 0, za
srodek a prosta #° za of kolineacyi, odpowiadaja $rednicom sprzezonym
krzywej ¢* $rednice sprzezone krzywej ¢, do owych $rednic odpowiednio
réwnolegle. A zatem:

Przekroje stozkowe, ktérych spélna cieciwa rzeczywista
lub idealna schodzi sig¢ z prosta w nieskonczonos$ci sa krzy-
wemi podobnymi w podobmnem polozeniu. Takie krzywe nosza
takze nazwe krzywych homotetycznych.

Geom. wykreslna.
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Dwa kola sa homotetyczne, przechodza bowiem przez te same dwa
punkta w nieskonczonosel.

Dwie hiperbole, ktérych asymptoty sa réwnolegle, dwie parabole
ktérych osi sa réwnolegle, sa krzywemi homotetycznymi, prosta w nieskon-
czono$ci bowiem jest cieciwa spélng tych krzywych.

Dwa przekroje stozkowe, stykajace sig w dwu punktach
w nieskoficzono$ci sa homotetyczne i spélirodkowe, albowiem
biegun cieciwy stycznosei jest $rodkiem obu krzywych.

I wzajemnie: Dwa przekroje stozkowe homotetyczne i spélsrodkowe
stykaja sie w dwu punktach, lezacych w nieskoficzonosei.

0 pekach i szeregach przekrojow stozkowych.

111. Przekroje stozkowe ¢, ¢%,.., opisane na czworokacie ABCD,
tworza pek przekrojéw stozkowych. Krzywe ¢2, ¢%,.. nazywamy elemen-
tami a czworokat ABCD nazywamy podstawa peku.

Przez kazdy punkt X plaszezyzny, na ktérej podstawa ABCD lezy,
przechodzi jeden element peku, wyznaczony punktami 4, B, €, Di X. Boki
przeciwlegle czworokata podstawowego sa elementami peku, punkt bowiem
Y, lezgcy n. p. na boku AB, wyznacza z wierzcholkami czworokata podsta-
wowego krzywa rzedu drugiego, ktéra sie przedstawia w postaci dwu
prostych AB i CD.

Punkta przekatne P, @ i B czworokata ABCD sg spélnymi biegunami
wszystkich elementéw peku. Jezeli wierzcholki czworokata podstawowego
sa wszystkie rzeczywiste albo wszystkie urojone, natenczas wszystkie trzy
spélne bieguny sa rzeczywiste.

Jezeli za$ dwa wierzcholki czworokata podstawowego sa rzeczywiste,
a dwa urojone, natenczas jeden spélny biegun elementéw peku jest rzeczy-
wisty a dwa sa urojone.

112. Niech bedzie dany pek przekrojow (c? ..), ktérego podstawa jest
czworokat ABCD i prosta I, przecinajaca sie z krzyws ¢ w punktach M i M’
a z bokami przeciwleglymi podstawy w punktach G i G, H 1 8 s e

Polaczmy wierzeholki B i ' z punktami M, M', A i D to otrzymamy
dwa peki jednokreslne B(M, M, A, D)i C(M, M, A, D), stosunki tedy po-
dwdéjnego podzialu (MM'GH) i (MM H'G') punktéw, w ktérych prosta I owe
peki przecina s réwne. Atoli wartos¢ stosunku podwdjnego podzialu
(MMIF'G') nie zmieni sig, jezeli zamienimy odpowiednio elementa skrajne
M i G' z elementami $rednimi M' i II'; a zatem

(MM GH)=(M'MG'H).

Punktom tedy M, M‘, G, II odpowiadajs jednokreslne punkta A, M,
(', II'. Wiadomo jednak, ze G i G, H i If'y K i K' sa elementami odpo-
wiednimi szeregu inwolucyjnego, punkta tedy M i M' sa rowniez elemen-
tami odpowiednimi tego szeregu.

A zatem: Prosta dowolna I przecina sie z elementami peku przekrojéw
stozkowych w punktach odpowiednich szeregu inwolucyjnego. Punkta po-
dwéjne tego szeregu sa punktami stycznosci podstawy / z dwoma elemen-
tami peku.

7 tego wynika, Ze przez cztery punkta przechodza dwa przekroje
stozkowe , ktore sig stykaja z dowolng prosta, Ze zatem pomiedzy elemen-
tami peku przekrojéw stozkowych znajduja sie dwie parabole.

Zagadnienie: Wykazac, Ze w peku przekrojow stozkowych znajduje
sig jedna albo nieskoriczenie wiele hiperbol réwnobocznych, t. j. takich
hiperbol, ktorych asymptoty sa prostopadle.

Zagadnienie: Udowodni¢, ze wierzcholki tréjkgta i punkt przeciecia
sig prostych, poprowadzonych z wierzcholkéw do przeciwleglych bokédw,
wyznaczajs pek hiperboli réwnobocznych.

113. Jezeli wierzcholki 4 i B tudziez (' 1D czworokata podstawowego
schodzg si¢ odpowiednio w punktach M i NN, natenczas powstaje pek prze-
krojéw stozkowych, stykajacych sie w dwu punktach.

Dowolna prosta ! przecina sie z elementami tego peku w punktach od-
powiednich szeregu inwolucyjnego, ktérego dwa elementa odpowiednie leza
na stycznych, poprowadzonych w punktach M i N do krzywych peku,
a ktorego jeden punkt podwéjny lezy na cieciwie stycznosci MN; na tej
prostej bowiem schodza sie dwa boki przeciwlegle AC 1 BD czworokata
podstawowego.

114. Niech bedzie dany pek przekrojéw stozkowych (¢%, ¢%,...), ktéregc
podstaws jest czworokat ABCI, a nadto krzywa rzedu drugiego ¢?, ktora
przechodzi przez wierzcholki A4, B i przecina sie¢ z elementami peku ¢?,
w punktach R i §, (rys. 68.).

Wyznaczmy punkta przeciecia sig¢ H i1 H, tudziez K i K, prostej CD
z bokami przeciwleglymi AB i SB tudziez z krzyws c?, to natenczas otrzy-
mamy trzy pary elementéw odpowiednich C i D, H i H,, K i K, szeregu
inwolucyjnego, ktéry, jak wiadomo dwiema parami C,Di K, K, jest wy-
znaczony. Jezeli tedy polaczymy punkta R, iS,, R, i S, w ktérych elementa
f:ig,_cz,*,... peku przekrojow stozkowych krzywa ¢’ przecinaja, natenczas proste
By Sy, 11,8, przechodzi¢ beda przez punkt H,, sprzezony w szeregu inwolu-
cyjnym z punktem przekatnym /I czworokata podstawowego. — A zatem:

Jezeli przez dwa wierzcholki peku przekrojéw stozko-
wych przesuniemy krzywa rzedu drugiego, natenczas ta
krzywa przecina kazdy element peku jeszcze w dwu punk-
tach, ktére leza na prostych, przechodzacych przez jeden
punkt.

115. Biegunowe punktu ze wzgledu na elementa peku
przekrojow stozkowych przecinaja sie w jednym punkecie.
~ -Jakoz wyznaczmy biegunowe ¢, i @, punktu 4 ze wzgledu na elementa
¢ 1 ¢% peku przekrojow stozkowyeh (¢%, ¢%, ¢%,..) 1 polaczmy punkt 4
z punktem 4;, w ktérym proste a, i @, przecinaja sie, wyznaczmy nastepnie
punkﬁa Mi M, NiQN,,.., w ktorych prosta 44, przecina sie z krzywemi
%, €%, .., to punkta A i A, dziels harmonicznie odecinki MM, i NN,, te
punkta sg zatem elementami podwdjnymi szeregu inwolucyjnego (3, M,, N, N,);
punkt 4, jest tedy harmonicznie sprzezony z punktem A ze wzgledu na
wszystkie elementa peku przekrojéw stozkowych, biegunowe tedy punktu A
ze wzgledu na owe elementa przechodza przez punkt 4.

.Z twierdzenia tego wnosimy: Srednice elementéw peku prze-
kr?‘]év?f stozkowych, sprzezone z pewnym kierunkiem przeeci- .
Daja sie w jednym punkecie.

£
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116. Miejsce geometryczne punktéw, harmonicznie sprze-
zonych z punktami, lezacymi na linii prostej, ze wzgledu na
elementa peku przekrojéw stozkowych, jest krzywa rzedu
drugiego, ktéra przechodzi przez spdélne bieguny tego peku.

Jakoz szeregowi (@, I, J, ...), ktérego podstaws jest prosta {, odpowia-
daja ze wzgledu na elementa ¢, ¢? peku przekrojow stozkowych dwa peki
promieni L, (g, ky, iy ,..) 1 Ly(9s, by, ...), tworzace krzyws rzedu drugiego e
Punkta przeciecia sie promieni odpowiednich ¢, i gy, Ay i hy, sa harmoni-
cznie sprzeZone z punktami G, H, ... ze wzgledu na wszystkie elementa peku
przekrojéw stozkowych (art. 115.).

Krzywa ¢? przechodzi przez spélne bieguny Py, @, 1 I, peku (c%, ¢, ¢%,...);
punktom bowiem P, @ i F, w ktérych podstawa ! przecina sig¢ ze sp6lnymi
biegunowemi @, RB,, R, P, i P,Q, odpowiadaja w pekach IL(g,, by, %,..)
i L,(g,, hyy 4y, ...) promienie p, i p,, g 1 gy 7y 1 7y, przecinajace si¢ w punk-
tach P,, @, i R, krzywej ¢

7 twierdzenia tego wynika: Srodki elementéw peku przekro-
jow stozkowych lezg na krzywej rzedu drugiego.

Jezeli prosta I przechodzi przez spélny biegun P peku (e ehyyic)y) “ha~
tenczas przekrdj stozkowy ¢! przedstawia sie w postaci dwu prostych, prze-
cinajageych sie, z ktérych jedna schodzi sig ze spolng biegunows QR
a druga przechodzi przez punkt I

Jezeli tedy dwa wierzcholki A i B czworokata podstawowego ABCD
peku przekrojéw stozkowych lezg w nieskoficzonosei, albo innemi slowy,
jezeli elementa tego peku sa homotetyczne, natenczas jeden spélny biegun
lezy w nieskoficzonosei , srodki tedy elementéw tego peku lezg na linii prostej.

117. Przekroje stozkowe ¢%, ¢%, ¢%,.., wpisane w czworobok abed,
tworza szereg przekrojéw stozkowych. Krzywe c?, ¢%,., sa elementami
a ezworobok abed jest podstaws tego szeregu.

Kazda prosta z, lezaca na plaszczyznie czworoboku abed, wyznacza
jeden element szeregu; proste bowiem «, b, ¢, d i & wyznaczajg przekrd]
stozkowy. Wierzcholki przeciwlegle czworoboku podstawowego abed sg ele-
mentami szeregn; prosta y bowiem, przechodzaca n. p. przez punkt prze-
ciecia sig bokéw @ i b powlbczy z bokami czworoboku podstawowego krzyws
klasy drugiej, ktéra sie rozpada na punkta przecigeia si¢ prostych a i b,
tudziez ¢ 1 d.

Przekatne p, ¢ i r czworoboku abed sg spélnymi biegunowemi wszyst-
kich elementéw szeregu przekrojow stozkowych.

118. Na zasadzie prawa biegunowej dwoistosci wnosimy z twierdzen
uzasadnionych w artykulach 112, 113, 115 i 116 zZe,

1. Styezne, poprowadzone z dowolnego punktu L do elementéw szeregu
przekrojow stozkowych tworza pek inwolucyjny. Elementa podwdjne tego
peku sa stycznemi dwu krzywych rzedu drugiego, wpisanych w podstawe
szeregu i przechodzacych przez punkt L.

2. Styczne, wyprowadzone z dowolnego punktu do przekrojéw stoiko-
wych, stykajacych si¢ w dwu punktach B i N, tworzg pek inwolueyjny,
ktérego dwa promienie odpowiednie przechodzg przez punkta stycznosci
M i N, a ktérego jeden promien podwéjny przechodzi przez punkt prze-
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3. Bieguny prostej ze wzgledu na elementa szeregu przekrojow stozko-
wych lezg na linii prostej; $rodki tedy tych krzywych jako bieguny prostej,
lezace] w nieskonezonosci, leza réwniez na linii prostej.

4. Proste biegunowo sprzezone z elementami peku promieni ze wzgledu
na elementa szeregu przekrojow stozkowych powlocza krzywa rzedu dru-
giego , ktora si¢ styka z przekatnemi czworoboku podstawowego.

0 przekrojach stozkowych spologniskowych.

119. Przekroje stozkowe ¢%, ¢%,.., majace ogniska I, i F),
spélne, tworzg szereg przekrojéw stozkowych, ktérego pod-
stawa jest czworobok urcjony.

Jakoz peki inwolucyjne biegunowych sprzezonych ze wzgledu na krzywe
¢, ¢%,..., ktérych wierzcholki schodza sie z ogniskami F, i F, sa prosto-
katne, promienie podwdjne przeto tych pekéw czyli styczne wyprowadzone
z ognisk do elementéw c%, ¢, ... przechodza przez punkta kolowe urojone
I, i 1,, lezace w nieskoriczonodci. Czworobok tedy, opisany na przekrojach
stozkowych spélogniskowych, posiada dwa wierzcholki rzeczywiste, ktérymi
sa ogniska i cztery wierzcholki urojone z ktérych dwa schodza sig¢ z punk-
tami kolowymi w nieskonczonosei.

120. Polaeczmy dowolny punkt P z wierzcholkami przeciwleglymi czwo-
roboku urojonego, opisanego na przekrojach stozkowych spélogniskowych,
to natenczas otrzymamy pek inwolucyjny P(I, F,, 1,, 1,,...), ktérego pro-
mienie podwéjne s; i s, sg stycznemi dwu krzywych, przechodzacych przez
punkt P.

Te styczne sa prostopadle, tworzg bowiem z promieniami PI; i FI,,
przechodzacymi przez punkta kolowe, grups harmoniczna. Proste s, 1 s,
tworza réwniez grupe harmoniczng z promieniami PF, i PF,, przechodzacymi
przez ogniska; jedna z tych prostych jest tedy styczng elipsy a druga jest
styczna hiperboli.

Wiadomo, %e jeZeli promienie podwdjne peku inwolucyjnego hiperbo-
licznego sa prostopadle, natenczas dziely takowe katy, zawarte migdzy pro-
mieniami odpowiednimi na dwie réwne czesci. A zatem:

Styczne poprowadzone do elipsy i hiperboli dziela na
dwie réwne czeéci katy, zawarte migdzy promieniami lacza-
cymi punkt stycznodei z ogniskami.

Jezeli tedy ogniska krzywych rzedu drugiego, spélogni-
skowych, leza w skoficzonosci, natenczas przez kazdy punkt
przechodza dwie krzywe, przecinajgce sie pod katem pro-
stym, jedna z tych krzywych jest elipsa a druga hiperbola.

Jezeli zag jedno ognisko szeregu przekrojow stozkowych, spélognisko-
wych, lezy w nieskonczono$ci, natenczas wszystkie elementa tego szeregu
sa parabolami. :

121. Ogniska krzywej rzedu drugiego, leZgce w skoticzonoscel, sg rowno-
wazne z czterema stycznemi urojonemi tejze; ogniska tedy i jedna styczna
wyznaczaczaja elipse albo hiperbole.

122. 7 twierdzen podanych w art. 1183, wnosimy, ze:

1. Bieguny prostej ze wzgledu na krzywe spélogniskowe lezg na linii prostej.
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2. Proste : harmonicznie sprzezone z elementami peku promieni ze
wzgledu na przekroje stozkowe spélogniskowe, powlécza parabole, ktora sig
styka z osiami tych krzywych; osi bowiem i prosta, lezaca w nieskonczo-
nosei, sg spélnemi biegunowemi krzywych spélogniskowych.

0 przekrojach stozkowych, stykajacych sig w stopniu drugim i trzecim.

123. Powiadamy, %e dwie krzywe stykaja sie w stopniu n-tym, jezeli
posiadaja (n+1) bezposrednio po sobie nastepujacych punktéw spdlnych.
Dwa przekroje stozkowe stykaja sig tedy w stopniu pierwszym, drugim lub
trzecim, stosownie do tego czy posiadaja dwa, trzy lub cztery bezposrednio
po sobie nastepujace punkta spdlne. Krzywe rzedu drugiego, stykajgce sig
w stopniu czwartym nakrywaja sie, albowiem krzywa rzedu drugiego jest
wyznaczona piecioma punktami.

124. Majac dany punkt P, leZzacy na przekroju stozkowym ¢? (rys. 69.),
zalozmy sobie wyznaczyé krzywe rzedu drugiego, ktéreby sie stykaly
w punkcie P z krzywa ¢? w stopniu drugim wzglednie trzecim.

PoprowadZmy w tym celu przez dowolne punkta C i D krzywe rzedu
drugiego €%, ¢%, ..., stykajace sie w punkecie P z krzywa ¢® w stopniu pierw-
szym, to natenczas otrzymamy pek przekrojéw stozkowych, ktérego ele-
menta sa §rodkowo kolineacyjne z krzywa ¢”. Punkt P jest drodkiem, a spdlne
cieciwy B,S,, E,S,, ... krzywych ¢*1¢2, ¢ 1¢%, ... sg osiami tych kolineacyj.

Proste R, S,, R,S,,... przecinajg sie w punkeie H, lezgcym na proste]
CD (art. 114.). Przyjmujac tedy prosta PIH za o$ kolineacyl otrzymamy ele-
ment peku (¢%, ¢%,..), ktory posiada z krzywa ¢® trzy bezposrednio po
sobie nastepujace punkta spélne; albowiem jeden punkt cieciwy R, S, schodzi
sie z punktem P.

Jezeli punkt i lezy na stycznej p, poprowadzonej w punkcie P do
krzywe] ¢?, natenczas przyjmujac te styczna za of kolineacyi, a punkt sty-
cznosci P za srodek kolineacyi, odpowiada krzywej ¢? przekrdj stozkowy,
posiadajacy z ta krzywa w punkeie P cztery bezposrednio po sobie naste-
pujace punkta spolne. '

Aby zatem wykresli¢ przekrdj stozkowy, ktéry sie styka w punkcie F
z krzywa rzedu drugiego ¢* w stopniu drugim (rys. 70.) i przechodzi przez
punkta €, i D,, wyznaczmy punkta przeciecia sig Ci D prostych C,Pi D P
z krzywg ¢’ a nadto punkt A, w ktérym proste CD i C,D, przecinajg sie,
wyznaczmy nastepnie przekrdj stozkowy ¢2,, $rodkowo kolineacyjny z krzywa
¢, przyjmujgc I’ za srodek, prosta PH za o$ a punkta C i C, tudziez D
i D, za elementa odpowiednie, to natenczas 6w przekrd] stozkowy stykac
sie bedzie z krzywa ¢? w stopniu drugim.

Celem wyznaczenia przekroju stozkowego, ktéryby sie stykal z krzywg
rzedu drugiego ¢? w punkeie P w stopniu trzecim i przechodzil przez punkt
D, (rys. 71.), wyznaczmy punkt przeciecia sie D prostej FPD; z krzywsa ¢?
a nastepnie przekrdj stozkowy, s$rodkowo kolineacyjny z krzywa c?, przyj-
mujac punkt P za sSrodek, styczng p, poprowadzona w punkecie F do krzywej
¢? za o a punkta D) i D), za elementa odpowiednie kolineacyi, to natenczas
ow przekrd] stozkowy posiadaé bedzie z krzywa ¢! w punkecie P cztery bez-
posrednio po sobie nastepujace punkta spélne.

SR e

Zagadnienia o przekrojach stozkowych.

Zagadnienie 1.: Podzieli¢ luk AB kola & na trzy roéwne czesci.
Rozwiazanie: Odmierzmy od punktu A na okregu % dowolne luki
AP, AQ, AS, .., a od punktu B w kierunku przeciwnym luki BI, BQ,, BS,, 4.,
dwa razy wieksze od lukéw AP, AQ, AS, .., poprowadzmy nastepnie styczna
BM do kola / w punkeie B i polaczmy érodek O kola  z punktami P, 0.8,
a punkt B z punktami P, ¢, §,.., to natenczas otrzymam? dwa peki
jednokreslne przystajace o kierunkm obrotu przeciwnym. Miejsce geome-
tryczne tedy punktéw przecigcia sig promieni odpowiednich OP i BP,, ().(g
i BQ,,.. owych pekéw jest hiperbola réwnoboczng, ktira przecina sig
z kolem ] w czterech punktach.

Punkt U, lezacy na luku AB dzieli ten luk w stosunku jak jeden do
dwu albowiem kat AOU réwny jest polowie kata UOB.

Zagadnienie 2.: Udowodnié, ze boki dwu trojkatow, wpisanych
w krzyws rzedu drugiego, sa stycznemi przekroju stozkowego (rys. 72.).

Rozwiazanie: Wierzcholki dwu tréjkatéw ABC i DEF, wpisanych
w krzywa rzedu drugiego ¢’ wyznaczajg szesciokat, ktdérego boki przeciw-
legle AB i DE, BC i EF, CD i FA przecinaja si¢ w punktach M, N i O,
lezgcych na linii prostej p. Wierzcholki tedy Ai F, Di C; M i N trojkatow
ADM i FON leia na prostych, prazechodzacych przez punkt O, a wige boki
odpowiednie tychZe przecinaja si¢ w punktach P, @ i R, lezacych na
prostej #

Atoli punkta A i D, CiF, @ i R sy wierzcholkami przeciwleglymi
szedcioboku ABCDEF a proste AD, CF i ¢, laczace owe wierzcholki przeci-
naja sie w punkecie P, ten szeiciobok jest tedy opisany na krzywej rzedu
drugiego.

Zagadnienie 3.: Dane sg dwa uklady 7 i 7, $rodkowo kolineacyjne
i zlgczone na jednej plaszczyznie; do ukladu 7 nalezg dwa przekroje stoz-
kowe, przecinajace sie w dwu punktach rzeczywistych i w dwu punktach
urojonych wyznaczyé ) kola &) hiperbole réwnoboczne odpowiadajgce danym
przekrojom stozkowym w ukladzie =l

Zagadnienie 4.: Wykresli¢ przekrd] stozkowy, ktory przechodzi
przez punkta A, B, C, D i styka sie z prosta dowolna I.

Rozwigzanie: Krzywe rzedu drugiego, opisane na czworokacie
ABCD, przecinaja sie z prosta ! w punktach odpowiednich szeregu inwolu-
cyjnego, ktérego punkta podwdjne sg punktami stycznosci prostej ! z krzy-
wemi czynigcemi zado$¢ warunkom zagadnienia. Atoli punkta M i M,
N i N,, w ktérych prosta !/ przecina sig z bokami przeciwleglymi czworo-
kata ABCD sa elementami odpowiednimi tego szeregu; wyznaczajac tedy
punkta podwéjne E i F szeregu (M, M, N, N,,..), otrzymamy punkta,
w ktérych krzywe, przechodzace przez wierzcholki czworokata ABCD
z prosty I sie stykaja. -

Zagadnienie b.: Wykresli¢ krzywa rzedu drugiego, ktéra przechodzi
przez trzy punkta 4, B, C i styka sig z dwiema prostemi / i .

Dajmy na to, ze krzywa c¢? przechodzi przez punkta A, B, C 1 styka
sie z prostemi / i m w punktach L i M, natenczas mozna uwazac ciQBiW‘?
stycznodei LM za czworokat nieskoniczenie plaski, wpisany w kraywa ¢
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punkta przeciecia sig 4 i B tudziez P i ¢ prostej AB z krzywg c? i ze
stycznemi 7 i m wyznaczaja szereg inwolucyjny, ktérego jeden punkt po-
dwéjny E lezy na cieciwie LM. I wzajemnie:

Jezeli wyznaczymy punkta podwéjne E i F szeregu inwolucyjnego
A, B, P, Q, ..., natenczas cieciwy stycznodeli krzywych, czynigcych zadosc
warunkom zagadnienia, przechodzg przez kazdy z tych punktéw. Atoli owe
cieciwy przechodza réwniez przez punkta podwdéjne E; i F, szeregu inwo-
lucyjnego (4, C, P, @,,..), ktérego podstawg jest bok AC. Proste zatem
EEL,, EF,, E,F i FF, przecinajg sig ze stycznemi I i m w czterech parach
punktéw, ktére z punktami 4, B i C wyznaczajg cztery przekroje stozkowe
stykajace sie z prostemi / i . [l <5

Zagadnienie 6.: Dany jest spélny biegun P dwu przekrojow stozko-
wych ¢ 1 ¢%; wyznaczyé spélne cigeiwy tych krzywych, przechodzgce
przez punkt P.

Rozwiazanie: Wyznaczmy biegunowe @, i a, tudziez &, i b, dwu
dowolnych punktéw A i B ze wzgledu na krzywe ¢ i ¢% a nadto punkta
A, i B,, w ktérych proste @, i @, tudziez b, i b, przecinajg si¢, to proste
PA i PA, jakotez PBi PB, sa biegunowo sprzeZone ze wzgledu na wszystkie
elementa peku przekrojéw stozkowych, wyznaczonego krzywemi ¢% i ¢?.

Jednym elementem tego pekn sa spélue cieciwy krzywych ¢* i ¢%,
przechodzace przez punkt P, te proste zatem dziela harmonicznie katy
APA, i BPA,.

Zagadnienie 7.: Wyznaczyé kierunki osi przekroju stozkowego c?,
ktérego pie¢ punktéw A, B, C, D i E jest danych.

Rozwigzanie: Zakreslmy kolo %, przechodzace przez punkta 4, B,
i C i wyznaczmy punkt D,, w ktérym krzywe c? i k przecinaja sie, to na-
tenczas otrzymamy czworokat ABCD, wpisany w kolo % i w przekrd]
stozkowy ¢

Punkta przeciecia sie prostej, lezacej w nieskonczonosci z bokami
przeciwleglymi ezworokata ABCD, i z krzywemi ¢? K tworzs szereg inwo-
lucyjny, ktérego punkta podwdjne sa kierunkami osi danego przekroju stoz-
kowego, tworza bowiem grupy harmoniczne z punktami kolowymi urojonymi
w nieskoficzonodei i z kierunkami asymptot krzywej ¢* ktére, jak wiadomo,
sa punktami przeciecia sie prostej, lezacej w mnieskonczonosci z krzyws e

Atoli kierunki osi tworza réwniez grupy harmoniczne z kierunkami
bokéw przeciwleglych czworokata ABCD,, proste zatem, dzielace katy, za-
warte miedzy bokami AB i CD,, AC i BD,, AD, i BC sg réwnolegle do osi
przekroju stozkowego c¢*

Zagadnienie 8.: Wyznaczyé¢ ogniska krzywej rzedu drugiego, ktorej
osi m i m, styezna a i punkt stycznosei A sq dane, (rys. 73.).

Rozwiazanie: Ognisko krzywej rzedu drugiego ¢® okreélilismy jako
wierzcholek peku inwolucyjnego prostokatnego biegunowych sprzezonych ze
wzgledu na te krzywa.

Z okreélenia tego wynika bezposrednio, Ze ogniska znajdujg sie w obrebie
krzywej i leza na osiach tejZze; albowiem bieguny sprzeZone, przechodzgce
przez jakikolwiek inny punkt nie sa wogole prostopadle, gdy tymeczasem
biegunowa , sprzezona z osia, przechodzaca przez dowolny punkt tejze, jest
do niej prostopadla.
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Jezeli tedy wynajdziemy na osiach m i n takie punkta, przez ktore
opréez osi 1 prostej z nig sprzezonej przechodza jeszcze dwie biegunowe sprzg-
zone prostopadle, natenczas wszystkie biegunowe sprzezZone, przechodzgce
przez te punkta, sg prostopadle; te punkta wigc sa ogniskami.

Wyznaczmy w tym celu pek (a,, @, ay,..) biegunowych odpowiadaja-
cych elementom szeregu (4,, A,, 4,,..), ktérego podstaws jest srednica MA
krzywej ¢?, 1 poprowadZmy przez punkta A4, 4,, A,,.. proste p,, p,, Py, ...,
prostopadle do stycznej «, ktéra do biegunowych a;, a,... jest réwnolegla,
to natenczas otrzymamy pek (p,, py,..), jednokreélny z pekiem (a;, a,...):
szeregi zatem (B, B,,..) 1 (F,, B,,..) tudziez (C;, C,,...) i (@, &,...), w kto-
rych osi m i n owe peki przecinajg sa jednokresine.

Atoli punktowi M szeregu (A4,, A4,,..) odpowiada biegunowa a”, lezaca
w nieskonczonosci, a punktowi tego szeregu, lezacemu w mieskonczonosci,
odpowiada frednica a,, réwnolegla do stycznej a, punkta tedy M i B” sze-
regéw (B, B,,..) i (P, P,,...), jakotez punkta M i C* szeregow (C, Ci,..)
i(Q, @,..) sa zamienne, tworza zatem szeregi inwolucyjne (B, P, B,, P,,...)
1(C, @, G‘l! Qi:--')'

Punkta podwdjne tych szeregéw sg ogniskami krzywej rzedu drugiego ¢

Ogniska, leZzace na osi # sg urcjone albowiem szereg inwolucyjny
(C, @, C, ©,..) jest eliptyczny; ogniska zas, lezace na osi m sg rzeczy-
wiste, szereg inwoluecyjny bowiem (B, P, B,, P, ...) jest hiperboliczny.

Jezeli tedy zakreslimy na cieciwie B, P, kolo %, a ze srodka I prze-
kroju stozkowego ¢? zakreslimy kolo I promieniem réwnym dlugosei stycznej,
poprowadzonej z M do %, to natenczas kolo 4 przecina sie z osig m w punk-
tach F, i F,, ktére sa ogniskami krzywej c”.




CZESC 1L
Metody geometryi wykreslinej.

A. Rzuty $rodkowwe.
(Perspektywa linijna).

1. Niech bedzie dany punkt O, plaszczyzna = 1 utwoér przestrzeni
ABC, ... (rys. 74.). PoprowadZzmy promienie 0A, OB, OC,.. i wyznaczmy
slady A‘, B', (', .. tychie na plaszczyZnie =, polaczmy nastepnie punkta
A, B, € ... w takim porzadku, w jakim punkta A4, B, .., po sobie nastg-
puja, natenczas otrzymamy rysunek, ktéry nazywamy rzutem sSrodkowym
albo perspektywa linijna utworu ABC...

Wyobrazmy sobie, ze w punkcie O znajduje sie srodek optyczny oka,
natenczas promienie widzenia punktéw A, B, (.. schodza si¢ z prostemi
0A', OB, OC'; jezeli tedy nieuwzgledniamy ani barwy ani mocy oswietlenia
poszczegélnych punktéw przedmiotu ABC..., natenczas rysunek A'B'(CY, ..,
wywolala w oku O takiesame wrazenie jak przedmiot; wiadomo bowiem,
ze punkta, lezagce na tychsamych promieniach widzenia wywoluja w oku
teZsame wrazenia, a pozorne wielkosci przedmiotow zaleza od katéw, zawar-
tych miedzy promieniami widzenia.

2. Plaszczyzne m, na ktore] rysujemy rzuty srodkowe (perspektywy)
przedmiotéw, nazywamy tlem, punkt O nazywamy srodkiem rzutéw, prosta,
lgczaca dowolny punkt A przestrzeni ze $rodkiem rzutdéw, nazywamy pro-
mieniem rzucajscym punktu A4, a slad A’ promienia 04 na tle nazywamy
rzutem srodkowym albo perspektywa punktu A.

Polozenie $rodka rzutéw wzgledem tla wyznaczamy, prowadzac z punktu
O prosts 00,, prostopadla do tla i kreslac ze spodka O, tej prostopadle]
kolo % promieniem réwnym odeinkowi 00,.

Punkt O, nazywamy punktem gléwnym a kolo /& nazywamy kolem
oddalenia.

0 prostych, przechodzacych przez &rodek rzutow.
3. Prosta I, przechodzaca przez $rodek rzutéw O, przebija tlo w punkecie
Z'. w ktoérym schodza sie rzuty wszystkich punktéw 4, B, .., lezacych na
tej prostej. Kazdemu punktowi przestrzeni odpowiada jeden rzut srodkowy,
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atoli punktowi lezgcemu na tle odpowiada nieskonczenie wiele punktéw,
ktére lezs ma prostej, laczacej srodek rzutow z tym punktem.

Punkt Z' wyznacza tedy prosta OZ'=1 (rys. 75.). Kat 0Z'0,—=a jest
katem nachylenia prostej 7 do tla. Celem wyznaczenia prawdziwe] wiel-
kodci tego kata, mnalezy tréjkat 0Z'O,, prostokatny przy wierzcholku O,,
na tle narysowaé. Poprowadzmy w tym celu promien (0)0, kola oddalenia
l, prostopadly do 0,Z' i polaczmy punkta (0) i Z', to tréjkat (0)2'0, jest
przystajacy do tréjkata 00,Z'; kat zatem (0)Z'0, réwny jest katowi a.

Slady 2, Z',, ... prostych 7, I,, ..., nachylonych do tla pod kavem e,
lezg na okregu kola %, zakreslonego z punktu O, promieniem 0,7, albo-
wiem trojkaty (0)0,2', (0)0,4', (0)0,Z',,... sa przystajace, przyprostoksatne
tedy 0,2', 0,2, 0,7',... sa réwne.

Kolo &, nazywamy kolem nachylenia.

Slady prostych, przechodzacych przez $rodek rzutéw i nachylonych
do tla pod katem 45° leza na kole oddalenia.

Slady prostych, przechodzacych przez $rodek rzutéw a machylonych
do tla pod katem }Faw niz 45° lezg }..ii.. kola oddalenia.

Zagadnienie: Wyznaczyé miejsce geometryczne $ladéw prostych,
przechodzacych przez srodek rzutéw i nachylonyck do tla pod katem e,
(rys. 75.).

Rozwiazanie: PoprowadZzmy przez dowolny punkt (0) kola oddalenia
I prosta (0)Z', mnachylons do promienia (0)0, pod katem (90—e), popro-
wadZmy nastepnie prostsg 0,Z' prostopadla do (0)0, i wyznaczmy punkt Z',
w ktérym proste (0)Z' i 0,Z' przecinajg sie, to punkt Z' jest sladem prostej,
nachylonej do tla pod katem a. Kolo %, tedy, zakreilone z punktu O, pro-
mieniem 0,7 jest miejscem geometrycznem $ladéw prostych, przesunietych
przez srodek rzutéw i nachylonych do tla pod katem ea.

0 plaszezyznach, przesunietych przez $rodek rzutow.

4, Plaszczyzna m!, przesunieta przez srodek rzutéw O, przecina sie
z tlem 7w podlug prostej z;, na ktérej schodza sie rzuty wszystkich prostych
lezacych na plaszezyZnie m! (rys. 76.). Kaidej prostej w przestrzeni odpo-
wiada jeden rzut srodkowy, atoli prostej, lezacej na tle, odpowiada nieskon-
czenie wiele prostych, ktére leZa na plaszezyZnie, przesunietej przez
srodek rzutdw.

Prosta #/;, wyznacza plaszczyzne =l

Wyprowadzmy z punktu gléwnego O, prosta 0Oy A4, prostopadiy do
Sladu 2, i polaczmy spodek A, tej prostopadlej ze $rodkiem rzutéw O, to
prosta OA, jest prostopadla do $ladu 2/, kat zatem OA, 0,—=f jest katem
nachylenia plaszezyzny =! do tla.

Aby tedy wyznaczyé rzeczywista wielkosé tego kata, nalezy trojkat
0A4,0,, prostokatny przy wierzcholku O,, ktérego nadto obie przyprostokatne
sa dane, na tle narysowad, (rys. 76.).

Slady #'y,... plaszezyzn, przesunietych przez srodek rzutéw i nachylo-
nych do tla pod katem f, sa stycznemi kola, zakreslonego z punktu gléw-
nego promieniem O, 4,; albowiem tréjkaty (0)4,0,, (04,0, (0)4,0,,... sa

przystajace, boki zatem O,4,, 0, 4,, O 4,, ... sa réwne a $lady 2';, 25, 25,



— Gl e

sg prostopadle do prostych 0, 4,, 0,4, 04, .. élady plaszezyzn, nachylo-
nych do tla pod katem 45° sg stycznemi kola oddalenia.

Slady plaszezyzn, nachylonych do tla pod katem e, NiZ 456° prze-
cinaja kolo oddalenia w punktach ez,

Zagadnienie: Wyznaczyé $lady plaszezyzn, przechodzacych przez
srodek rzutéw i nachylonych do tla pod katem e.

Rozwigzanie: Styczne kola nachylenia (3. zag.) sg $ladami plaszezyzn
nachylonych do tla pod katem .

b. Jezeli plaszezyzne, przechodzaca przez srodek rzutéw O obrécimy
okolo $ladu &, tak, aby sie zeszla z tlem, albo innemi slowy, jezeli wyko-
namy klad plaszezyzny #' na tlo, natenczas $rodek rzutéw zejdzie sig
z punktem [0], lezgcym na $ladzie 0,4, plaszezyzny, przesuniete] przez
punkt O prostopadle do $ladu #/,. — Odcinek [0]4; réwny jest przeciw-
prostokatnej tréjkata, ktérego jedna przyprostokatna jest réwna promie-
niowi kola oddalenia, a ktérego druga przyprostokatna jest roéwna odleglosci
punktu gléwnego od &ladu 2y (rys. 76.).

Proste 0Z', 0Z',, lezace na plaszezyénie ! i przechodzace przez Srodek
rzutéw, schodzg si¢ po kladzie z prostemi [0)7,, [0]Z',, a katy, zawarte
miedzy owemi prostemi réwme sa katom nachylenia kladow [0)Z, i [0]Z,.

Zagadnienie 1.: Majac dany ¢lad #'y plaszezyzny m!, przesunietej
przez srodek rzutdéw, wyznaczyé slady prostych, lezacych na plaszezyZnie
1 przechodzacych przez $rodek rzutéw, ktéreby byly machylone do tla pod
katem e.

Rozwiazanie: Kolo nachylenia I przecina sie z prosta :, w punk-
tach 7', Z'), ktére sa §ladami prostych, czynigeych zadoéé warunkom za-
gadnienia.

Ziagadnienie 2.: Wyznaczyé¢ $lady prostych, dzielacych na dwie
réwne czesci katy, zawarte miedzy prostemi 0Z', i 0Z,, przechodzacymi
przez $rodek rzutdw.

Rozwigzanie: Wykonajmy klad plaszezyzny 07,7, na tlo i po-
dzielmy katy, zawarte miedzy tymi kladami (012, i [0]Z', na dwie réwne
czgSei, to proste dzielace [0]Z, i [0]Z, przecinajy sie z prosta 7', Z', w punk-
tach Z'; i Z',, ktére sa $ladami prostych, dzielgcych na dwie réwne czedcl
katy zawarte miedzy 02, i 0Z..

Zagadnienie 3.: Dane sa Slady 2/, #,, ¢, trzech plaszezyzn 7!, 72, n?,
przechodzacych przez $rodek rzutéw, a nachylonych odpowiednio do tla
pod katami §,, 8, i §,; wyznaczyé punkt glowny i kolo oddalenia (rys. 77.).

Rozwigzanie: Jezeli przez dowolny punkt O' przesuniemy pla-
szezyzny m'y, w%, n%, nachylone do tla odpowiednio pod katami 8, 8, i 8,
ktérych slady zbiegu 2%, ¢, i 2%, sa odpowiednio réwnolegle do 2/, 2,12,
natenczas otrzymamy tréjbok z“, z“,, #“, homotetyezny z trdjbokiem
8y, 8, 2. Srodek podobienstwa tych tréjbokéw schodzi sig z punktem O,
w ktorym prosta OO‘ przebija tlo.

Aby tedy rozwiazaé dane zagadnienie, obierzmy dowolny punkt O,
a dowolne kolo ', zakreslone ze $rodka 0', za kolo oddalenia i wyznaczmy
kola nachylenia I, &', i I';, odpowiadajace katom B;, 8, i f,, poprowadzmy
nastepnie styczme 2“;, z“; i 2“, do tych kél. odpowiednio réwmolegle do
sladoéw 2'(, #', i 2';, to natenczas otrzymamy tréjbok 2%, 2z, i 2“,, homote-

ey

i

tyczny z tréjbokiem #'; 2, 2';. Srodek podobienstwa O, tych tréjbokéw znaj-
duje sie w punkecie przecigeia sie¢ prostych m, n i p, laczacych wierzcholki
odpowiednie owych utworéw.

Jezeli tedy wyznaczymy punkt O, ukladu 2/, 2, #';,, odpowiadajacy
punktowi Oy ukladu z“, 2%, 2“;, natenczas otrzymamy punkt gléwny.

Aby wyznaczyé promiehn kola oddalenia, wykonajmy klad tréjkata
0'0',0, na tlo 1 wyprowadzmy z punktu gléwnego O, prosts O,(0), prosto-
padla do 0, 0,, to takowa przetnie sie z kladem (0) O, przeciwprostokatne]
trojkata 0'0' 0, w punkcie (0), ktéry jest kladem srodka rzutéw 0. Odcinek
tedy (0)0, jest réwny promieniowi kola oddalenia #.

0 prostych dowolnych.

6. Plaszczyzna (O, 1), przesunieta przez srodek rzutéw i przez dowolng
prosta /, przecina sig z tlem podlug prostej 7', ktéra jest miejscem geome-
trycznem rzutéw $rodkowych A‘, B',.. punktéw A, B, .., lezacych na
prostej I (rys. 78. aib). Plaszezyzne (O, I) nazywamy plaszczyzng rzucajaca
a prosta !’ nazywamy rzutem $rodkowym albo perspektyws prostej.

Rzut /' nie wyznacza poloZenia prostej I w przestrzeni, albowiem rzuty
wszystkich prostych, lezacych na plaszezyznie (0,7) schodza sie na prostej 7',
Jezeli jednak wyznaczymy punkt 7, w ktérym prosta / przebija tlo, a nadto
rzut srodkowy Z' punktu Z”, lezgcego w nieskoficzonosci na prostej 7, na-
tenczas polozenie tej prostej bedzie wyznaczone. Majac bowiem dane punkta
T1 Z', jezeli polaczymy $rodek rzutéw z punktem Z'i poprowadzimy przez
punkt T prosta , réwnolegla do promienia OZ', natenczas otrzymamy prosta /'

Punkt 7' nazywamy $ladem tlowym, punkt Z' nazywamy éladem zbiegu
& prosta OZ’ nazywamy promieniem zbiegu prostej L

7. Proste 7 i OZ' sg réwnolegle, katy nachylenia przeto tych prostych
do tla sa réwne. A zatem :

Slady zbiegu prostych, prostopadlych do tla schodzg sie
z punktem gléwnym.

élady zbiegu prostych, nachylonych do tla pod katem
456% lezg na okregu kola oddalenia.

Slady zbiegu prostych, nachylonych do tla pod katem

wickszym

muicjirem N1Z 46 znajdujg sie Fou & .. Kola oddalenia.

Slad tlowy i $lad zbiegu prostej m, réownoleglej do tla lezg w nie-
skoticzonodci. Rzut m' nie wyznacza tedy polozenia prostej m, albowiem
rzuty wszystkich prostych, réwnoleglych do tla, ktére lezs na plaszczyznie
(0, m), schodzy sie na prostej m', a $lady tych prostych schodzg sie z tymi-
samymi punktami w nieskonezonodei.

Aby tedy wyznaczyé polozenie prostej m, rownoleglej do tla, nalezy
oprécz rzutu m' tejze, wyznaczyé dowolny punkt na niej lezacy.

8. Rzut M' punktu M a nadto §lad tlowy T i slad zbiegu Z' prostej /,
ktéra przechodzi przez punkt M, wyznaczajs poloZenie tego punktu w prze-
strzeni; élady bowiem 7' i Z‘ wyznaczaja prosta 7, ktéra promien rzucajacy
OM' przecina w punkeie M.

Polozenie tedy punktu wyznaczamy zapomoca rzutu tegoz punktn
I prostej, przechodzacej przez 6w punkt, ktérej Slady leza w skoiiczonodei.
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9. Plaszczyzne ¢, przesunieta przez srodek rzutéw, rownolegle do tla,
nazywamy. plaszczyzng zniknienia.

Poprowadzmy dowolna prosta /1 wyznaczmy slad tlowy 7, sladu zbiegu
Z' 1 punkt R, w ktorym prosta ! przecina sie z plaszezyzna g.

Rzut $rodkowy R' punktu R, zwany s$ladem zniknienia prostej /, lezy
w nieskonczonosci, albowiem promien rzucajacy OR jest réwnolegly do tla.
Odeinki OR i TZ' sa réwne, proste bowiem OR i TZ' tudziez TR i OZ' sg
réwnolegle.

Jezeli tedy odecinki rzutéw sSrodkowyeh I, Iy, .. prostych I, [,..., za-
warte miedzy $ladami tlowymi i Sladami zbiegu sg réwne, natenczas slady
zniknienia prostych /, /,,..., leza na obwodzie kola, zakreflonego ze srodka

rzutéw promieniem 7'Z'. Jezeli w szczegolnosel rzuty srodkowe I, 1 Iy dwu
prostych 7, i I, sa réwnolegle a odcinki tychze 7,7', i T,7Z'; sa réwne, na-
tenczas proste [/, i/, przecinaja sie w punkeie, lezacym na plaszezyznie
zniknienia, ktorego odleglo$¢ od s$rodka rzutéw jest réwna odcinkom T2,
i T,7, albo przechodza przez dwa punkta, leZace na plaszczyznie zniknienia
symetrycznie wzgledem srodka rzutéw, stésownie do tego, czy kierunki
1,72y 1 T,7Z', sa zgodne czy przeciwne.

Rzut $rodkowy S' punktu S, lezacego na prostej / za tlem w odleglodci,
réwnej promieniowi kola oddalenia, dzieli na dwie rdéwne czesel odcinek
zawarty miedzy $ladem tlowym i sladem zbiegu prostej 7, tréjkaty bowiem
0'ZS' 1 S'TS sa przystajace. Punkta tedy S, S%,..., dzielgce odeinki 177,
T, 2";... rzutéw I' I'y,... na dwie réwne czesci, sg rzutami punktéw, lezacych
na plaszezyznie o, poprowadzonej rownolegle do tla w odleglosci od tegoz,
réwne] promieniowi kola oddalenia.

Z rysunku 78. czytamy w koncu:

a) Rzuty punktéw, lezacych na prostej ! za tlem, leza pomiedzy $la-
dami 7' i Z.

b) Rzuty punktéw, lezacych na prostej /! pomiedzy tlem i plaszczyzna
zniknienia, znajduja na proste]j 7Z' po stronie $ladu tlowego 7.

¢) Rzuty punktow, lezacych na prostej / za plaszezyzna zniknienia,
znajduja sie na prostej 7Z' po stronie sladu zbiegu Z'.

10. Prawdziwg wielko$¢ odeinka MN prostej I, ktérej slady 7 i Z' sa
dane, (rys. 79.) mozZna wyznaczy¢ zapomoca kladu plaszezyzny rzucajace]
(0, l) na tlo.

Po kladzie tej plaszczyzny znajduje sie Srodek rzutéw O na proste]
0,4, wyprowadzonej z punktu gléwnego prostopadle do rzutu TZ' prostej
!, w odleglosci od tegoz rzutu, réwnej przeciwprostokatnej trojkata, kto-
rego jedna przyprostokatna rowna jest promieniowi kola oddalenia, a kto-
rego druga przyprostokatna jest réwna odleglosei punktu gléwnego O; od
rzutu TZ'.

Tiaczac klad srodka rzutéw [0] ze sladem zbiegu Z' otrzymamy klad
promienia zbiegu O0Z‘, a prowadzac przez §lad tlowy I prosta, réwnolegla
do promienia [0]Z', otrzymamy klad (7) prostej i.

Jezeli tedy poprowadzimy proste [O]M' i [O]N‘, ktére sa kladami pro-
mieni rzucajacych punktéw M i N, natenczas w punktach przeciecia sig
tychze z prostg () otrzymamy klady (M) i (N) punktéw M i N; odcinek
(M)(N) rowny jest odeinkowi IMN,

e R it

Zaga,dnienie 1.: Wyznaczyc¢ rzuty srodkowe punktow, dzielgcych na
trzy réwne czesci odeinek MN prostej, prostopadlej do tla.

Rozwigzanie: Slad zbiegu prostej, prostopadlej do tla, schodzi sie
z punktem glownym O,; klad tedy s$rodka rzutéw wykonany OLOIO rzutu
TO, prostej MN, lezy na kole oddalenia.

Wyznaczmy klady (M) i (N) punktow M i N i podzielmy odeinek
(M)(N) na trzy réwne czeSci, polaczmy nastepnie punkta dzielace (1) i (2)
z kladem $rodka rzutéw, to proste [0](1) i [0](2) przetng sie z rzutem 70,
w punktach 1‘ i 2 ktére sg rzutami srodkowymi punktéw, dzielacych od-
cinek MN na trzy rowne czedci.

Zagadnienie 2.: Wyznaczyé na prostej I(1Z4) takie odeinki, ktérych
rzuty sa réwne prawdziwym wielkosciom tychze (rys. 80.).

Rozwigzanie: Punkta, lezace na prostej ! i odpowiednie rzuty
tychze tworza dwa szeregi perspektywiczne. Slad zbiegu #' i §lad zniknienia
IR prostej ! sa punktami wzajemnymi tych szeregow.

Wiadomo, zZe iloczyn odcinkéw, zawartych miedzy punktami wzaje-
mnymi i punktami odpowiednimi dwu szeregéw jednokreslnych jest iloscia
stala. A zatem:

MR.M'Z'=NR.N'Z
czyli MR: N'Z'=NR: M'Z
a stad: MR—NR:NZ'—MZ'=MR: NZ'=NR: M'Z'
wykonujac wskazane odejmowanie otrzymamy:
MN:N'M'=MR: N'Z'=NRE: M'Z',
MN MR  NR
MN ZN Z'M

Jezeli tedy odecinki MR i Z'N' albo NE i Z'M' sa rowne, natenczas
odcinek MN proste] / réwny jest odcinkowi M‘N' rzutu /'

Aby tedy wyznaczyé odeinki prostej [(IZ‘), ktérych rzuty sa rowne
prawdziwym wielkosciom tychze, wykonajmy klad plaszezyzny rzucajacej
(0, 1) i odmierzmy od §ladu zbiegu Z' na rzucie (' odeinki Z'4' i Z'A',
4101 20", ... odpowiednio réwne odeinkom (B)(R), (C)(F) kladu (/) proste]
[, wyznaczmy nastepnie rzuty B', €'.. i klady (4), (4,), (0), (C,),..., naten-
czas odeinki A'B' i (4)(B), 4.B' i (4,)(DB), ... sg roOwne.

czyli:

0 dwu prostych.

11. Niech beds dane proste ! i m, przecinajgce sie w punkecie P (rys.
81.), poprowadZzmy przez srodek rzutéw promienie zbiegu 02 i 0Z', tychze,
to takowe wyznaczaja plaszczyzne z‘, réwnolegla do plaszezyzny z!, prze-
sunietej przez proste 7 i m. Slady tlowe 7, i T, prostych 7 i m lezg na
prostej #, podlug ktore] plaszczyzna m! przecina sie z tlem, slady zbiegu
za§ Z'y 1 Z', leza na prostej 2, podlug ktérej plaszezyzna =' przecina
sig z tlem. :

Proste ¢, i #';, jako przekroje dwu plaszezyzn rownoleglych tlem, sg
rownolegle.

A zatem: Proste, laczace é¢lady tlowe i $lady zbiegu dwu
prostych przecinajacych sig sg ré6wnolegle.



Proste, rownolegle maja spolny slad zbiegu; albowiem pro-
mienie zbiegu tychze schodza sie na jednej prostej.

Jezeli dwie proste 4,1/, sg wichrowate, natenczas proste,
T.7, laczace $lady tlowe i slady zbiegu Z',7Z', tychze przecil-

naja sie.

0 plaszezyznach dowolnych.

12. Wyznaczmy proste #,, 2 (rys. 82a10), podlug ktérych tl? przecina
sie z plaszczyzng dowolng #' 1 =z plaszezyzna (0, #'), pl:zesumqtag przez
érodek rzutéw réwnolegle do plaszezyzny m', to proste # 1 z'y wyznacza)a
plaszezyzne =l , ;

Majac bowiem te proste, jezeli przez érodek rzutéw przesuniemy pla-
szezyzne (0, z'y), a przez I, plaszezyzng réwnolegla do (0, '), natenczas
otrzymamy plaszczyzng m'. ,

Prosta 7, nazywamy $ladem tlowym, prostg & nazywamy sladem
zbiegu, a plaszezyzne (0, #,) nazywamy plaszezyzna zbiegu. ‘ ‘

Proste #, i 2, jako przekroje plaszczyzn réwnoleglych a!i (0,z')) tlem
sa réwnolegle.

- 13. Kity nachylenia plaszezyzny z' i plaszezyzny zbiegu (0, ') do
tla sa rowne. — A zatem:

Slady zbiegu plaszezyzn, prostopadlych do tla przechodza przez punkt

lowny.
i Sslrady zbiegu plaszczyzn, nachylonych do tla pod katem 45°, sa sty-
cznemi kola oddalenia. ‘ iR

Slady zbiegu plaszezyzn, nachylonych do tl; pod katem [EGEN miz 45
przecinaja sie z kolem oddalenia w punktach pErare : : b

Slady plaszczyzn, réwnoleglych do tla, leza w nieskonezonosei. Po;lo—
zenie plaszezyzny réownoleglej do tla wyznaczamy zapomocy Punktu:,.lezac-
cego na tej plaszczyznie i na prostej, ktérej slady leza w skonczonoscl.

14. Plaszezyzna zniknienia ¢ przecina sig z plaszezyzng 'l ('r'ysr. 82a),
podlug prostej 7y, ktérg nazywamy sladem zniknien.ia‘ Odleglos¢ srodka
rzutéw O od éladu », jest réwna odleglodci sladow 7, 1 2. .

Jezeli tedy odleglodci Sladdw & 1 &'y, &, 1 &y, .. plaszezyzn 7', n‘l,... sg
réwne, natenczas $lady zniknienia tychze sa stycznemi kola, zakreslonego
ze rodka rzutéw promieniem, réwnym odleglosci sladow f gl ish Wi

Jezeli odleglodcei $laddw # 1 #/; tudziez #, 1 2, dwu plaszezyzn &' 17"
sa rowne, a nadto $lady tych plaszezyzn sg réwnolegle , ‘na.ifen(-:za.s pl.a-
szczyzny 7! i 7° maja spélny slad zniknienia, albo §lady zniknienia tychze
sa symetryczne wzgledem $rodka rzutéw, stosownie do tego, czy nastepstwa
dladéw t, i 2/, tudziez #, 1 2', sa zgodne czy przeciwne. _

Odleglosé $ladu zniknienia #, plaszczyzny z' od sladu tlowego #; jest
réwna odleglosei srodka rzutéw od gladu zbiegu 2. :

15. Prosta I, poprowadzona na plaszezyinie m!, przebija tlo w punkrfle
T,, ktéry lezy na $ladzie tlowym ¢ plaszezyzny, élad zbiegu Z; prostej !
lezy na $ladzie zbiegu z'; albowiem promien zblegu 0Z'; lezy na plaszezy-
snie zbiegu (0, '), przesunigtej przez $rodek rzutéw réwnolegle do pla-
szezyzny m'. A zatem:
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Jezeli prosta lezy na plaszczyznie, natenczas &lady tej
prostej lezg na odpowiednich $ladach plaszczyzny.

Pomigdzy prostemi, lezacemi na plaszczyznie, zasluguja na uwage
proste, ,prostopadle do sladu tlowego, ktore nazywamy prostemi najwiekszego
spadu. Slad zbiegu tych prostych schodzi si¢ ze spodkiem A, prostopadlej,
wyprowadzonej z punktu gléwnego do $ladu zbiegu 2/, plaszezyzny.

Zagadnienie 1.: Wyznaczy¢ $lady plaszezyzn, przesunietych przez
prosta (L Z4")).

Rozwiazanie: Proste réwnolegle # i 2, %, i #,,.., poprowadzone
odpowiednio przez punkta 7, i Z', s $ladami plaszezezyzn n!, =2..., prze-
chodzacych przez prostg [.

Zagadnienie 2.: Wyznaczyé $lady plaszezyzny, przesunietej przez
dwie proste rownolegle /(1,2",) i m(T,Z",).

Rozwiazanie: Prosta #, laczaca punkta 7, i 7, jest $ladem tlowym,
a prosta z';, poprowadzona przez spélny $lad zbiegu Z', danych prostych,
Jest Sladem zbiegu plaszczyzny, przesunietej przez proste I i m.

Zagadnienie 3.: Dany jest rzut M' punktu M, lezacego na prostej
1Ty, Z), wyznaczy¢ rzut prostokatny tego punktu na tlo.

Rozwigzanie: Prosta M'0,, lsczaca punkt gléwny z rzutem punktn
M, jest rzutem prostej p, przechodzacej przez ten punkt i prostopadlej do
tla. Celem wyznaczenia sladu tlowego tejze, przesufimy przez proste i p
plaszezyzne. Slad zbiegu z'; tej plaszezyzny laczy punkta OZ',, a §lad tlowy
t; przechodzi przez punkt 7, réwnolegle do #',. Punkt przeciecia sie tedy I,
prostych # 1 O, M" jest Sladem tlowym prostej p a wiec rzutem prostokatnym
punktu M na tlo.

Zagadnienie 4.: Wyznaczy¢ Slady plaszczyzn, przesunietych przez
prosta {1, Z';) i nachylonych do tla pod katem a.

Rozwigzanie: Wykreslmy kolo nachylenia %, odpowiadajace ka-
towl «, 1 poprowadZzmy dofi z punktu Z' styczne 2, i z,, poprowadimy
nastepnie przez punkt I, proste 4 i 4,, odpowiednio réwnolegle do prostych
#'y 1 2, to proste #, i 2 tudziez ¢, i #',, sa $ladami plaszezyzn, czyniacych
zados¢ warunkom zagadnienia. '

Zagadnienie b.: Dany jest rzut M' punktu, lezgcego na prostej

I(1y, Z), wyznaczyé $lady prostej, ktéra przechodzi przez punkt M i jest
réwnolegla do prostej m(T,Z',).
Rozwigzanie: Prosta M'Z', jest rzutem $rodkowym prostej, przecho-
dzgce] przez punkt 37 i réwnoleglej do prostej m. Celem wyznaczenia &ladu
tlowego tej prostej przesunimy przez proste 7,7 i M'Z', plaszezyzne; §lad
zbiegu z'y tejze laczy punkta 7 i 7', a $lad tlowy ¢, przechodzi przez
punkt 7, i jest réwnolegly do 2. Punkt przeciecia si¢ tedy 7} prostych ¢,
1 M7, jest $ladem tlowym prostej M'Z,.

Zagadnienie 6.: Wyznaczyé $lady plaszezyzny, przesunietej przez
prosta U(Ty, Z') i przez punkt 3, lezacy na prostej m(Z,, Z,), (rys. S3..

Rozwiazanie: PoprowadZzmy przez punkt M prosta #, réwnolegla
do prostej /, i wyznaczmy $lad tlowy tejze T, (zag. 5.), polaczmy nastepnie
punkta 7, i 7, i poprowadZmy przez punkt Z', prosta 2, réwnolegla do
7\T,, to proste T, 7, i z', sa $ladami plaszezyzny, na ktére] punkt M
1 prosta / leza.

Geom. wykreslna. b
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Zagadnienie 7.: Dane sa punkta M, i I, lezace odpowilednio na
prostych Ty, Z) 1 m(T}, Z')); wyznaczyé Slady proste] M, M, (rys. 84.).

Rozwiazanie: Wyznaczmy slady 7 i #', plaszezyzny, przesuniete]
przez punkt M, i przez prosty [ (zag. 6.) a nadto punkta przeciecia sig T}
i Z', rzutu M, M, z prostemi # i 7', to takowe sa dladami prostej M, M,.

Zagadnienie: Wyznaczyé $lady plaszczyzny, przesuniete) przez trzy
punkta, lezace odpowiednio na prostych 1, m i n, ktérych $lady sa dane.

16. Dwie plaszezyzny m'(fy, #4) 1 ®'(fy, &'3) przecinajg sig podlug prostej
d, ktérej $lad tlowy 7T, schodzi sig z punktem przeciecia sig Sladow 7, 1 t,,
a $lad zbiegu #4 lezy w punkcie przecigcia sig §ladéw zbiegu 2y 1 2.

Zagadnienie 1.: Wyznaczy¢ rzut drodkowy prostej; podlug ktérej
plaszezyzny #'(f, ) 1 %(fy, £'3) przecinaja sie, jezeli punkt przeciecia sig
Sladéw zbiegu 24 i #'; nie lezy w obrgbie rysunku (rys. 85.).

Rozwigzanie: Poprowadimy plaszezyzng & (t,, 2'), ktoérej slady
przecinajy sig z odpowiednimi $ladami plaszczyzn danych w obrebie rysunku,
i wyznaczmy proste 7,7 i T,Z',, podlug ktérych plaszezyzny 7* 1w tu-
dziez n® i n? przecinaja sie, a nadto punkt przeciecia sie M’ owych prostych;
polaczmy nastepnie punkt M' z punktem 7,, w ktérym slady tlowe 7, 11,
przecinaja sig, to prosta M'T, jest rzutem érodkowym przekroju plaszczyzn
al i #

Zagadnienie: Wyznaczy¢ rzut srodkowy prostej, podlug ktorej dwie
plaszczyzny przecinajy sig, jezeli ani ¢lady tlowe ani $lady zbiegu nie prze-
cinajg sie w obrebie rysunku.

Zagadnienie 2.: Wyznaczyé punkt przecigcia sie¢ dwu prostych
W, z) i m(T,, Z'y), lezacych na tej samej plaszczyznie rzucajacej (rys. 86.)

Rozwiazanie: Przesunmy przez prosta [ plaszezyzng i, #1);
a przez prosta m plaszczyzne m’(f,, #'y) i wyznaczmy prosta d(1;, Z';), po-
dlug ktérej te plaszezyzny przecinajg sig, to punkt przeciecia sie M’ prostej
(T,, Z';) ze $ladem z' plaszczyzny, rzucajacej proste [ im, jest rzutem srod-
kowym punktu przeciecia sie tych prostych.

Zagadnienie 3.: Przez punkt M, lezacy na prostej U1y, Z*,), popro-
wadzié prosta, ktora sie przecina z prostemi m(1y' Z'y) i n (1%, by

Rozwiazanie: Przesuimy przez punkt M i przez proste m i n pla-
szezyzny m'(ty, 2') 1 2ty ), (art. 15. zag. 6.), wyznaczmy nastepnie prostg
d, podlug ktérej plaszezyzny =' i 7* przecinaja si¢, to takowa przechodzi
przez punkt M i przecina sig z prostemi m 1 #.

0 prostych i plaszczyznach.

17. Jezeli prosta [ jest rownolegla do plaszczyzny w'(t,, &), natenczas
$lad zbiegu Z'; tej prostej lezy na dladzie zbiegu 2, plaszezyzny =, albo-
wiem promien zbiegu 0Z' prostej / lezy na plaszezyznie zbiegu (0, #'y).

Zagadnienie 1.: Wyznaczyé¢ slady plaszczyzny, ktéra przechodzi
przez prosta [,(T;, Z4) i jest réwnolegla do prostej Ih(Zy, Z'3).

Rozwiazanie: Polaczmy $lady zbiegu 72 i 2% prostych 7, i [,, po-
prowadzmy nastgpnie przez slad tlowy T, prosta t,, réwnolegla do prostej
2.7 to t, 1 Z'Z'y sa Sladami plaszezyzny, przesunietej przez prosty [
réwnolegle do prostej ;.
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Zagadnienie 2.: Wyznaczyé $lady plaszezyzny, ktéra przechodzi
przez punkt M, lezacy na prostej I(7,, Z',) i ktéra jest réwnolegla do
plaszezyzny ='(Z;, #'), (rys. 87.). +

Roz_wnyz_anie: Wiadomo, zZe $lady zbiegu plaszezyzn réwnoleglych
SC]:.IOdZQ si¢ na jedne] prostej. — Polaczmy tedy dowolny punkt Z, éladu
zbiegu &', Plas?czyzny n' z punktem M, to prosta M'Z‘, jest rzutem zprostej
m, prze.sumqte‘] przez punkt M réwnolegle do plaszezyzny m!; wyznaczmy
nastepnie slad tlowy 7, prostej m (art. 15. zag. 5.) i poprowédz’my przez
punkt T, prostg #, réwnolegla do 2, to takowa jest $ladem tlowym pla-
SZCZYZIY :fr‘g, przesuniete] przez punkt M réwnolegle do plaszczyzny nl.

“18‘ N1ef:h bedzie dana plaszeczyzna m'(f, #,) i prosta dowolna I(T,, Z',)
zalezm?f sobie wyznaczyé punkt, w ktérym prosta / przebija plaszczyzlx,lg 7;‘,
Przesuiimy w tym celu przez prosta ! plaszezyzng n(t,, #,) i Wyzna.czmy.
p.ros.tq. (_l.’, podlug ktérej plaszezyzny m' i @? przecinaja usiq, -to punkt prze-
cigeia sie D prostych ! i d jest punktem, w ktérym prosta I przebija pla-
szezyzne ml.

'Zagadn lenie 1.: Wyznaczy¢ punkt przeciecia sie prostej /,, réwno-
leglej do tla z plaszezyzna dowolna m!(Z,, &) 5
J Rozwigzanie: Prosta /, niech bedzie wyznaczona zapomoca rzutu /'
1 p.unktu M, lezacego na prostej m(T,Z") (rys. 88.). Przesufimy przez prost:e
4;," im ‘pl.aszcz)'rznq 7wty 2); slady tej plaszczyzny przechodza przez punkta
s 4 'Z1 1 89 réwnolegle do rzutu ;. Wyznaczmy nastepnie prosts d, podlug
I:'to_reJ plaszezyzny a! i n® przecinaja sie, to punkt I¥, w ktéryn; proste
Iy 1 d' przecinajg sie, jest rzutem Srodkowym punktu przeciecia sie pla-
szezyzny mw' z prosty /. 4

Zagadnienie 2.: Wyznaczyé prosta, podlug ktdrej plaszezyzna do-
wolna zl(Z,, '5'1) przecina sig z plaszezyzna m?, réwnolegla do tla.

. Rozwiazanie: Plaszezyzna n? niech bedzie wyznaczona Zapomocs
punktu M, lezacego na prostej U(T,, Z-,).

i ’Pla.sz.czyzny m! 1 @' przecinaja sig podlug prostej, réwnoleglej do
sladoxfr .rf, 1 24 plaszezyzny a'. Poprowadzmy tedy przez punkt M na pla-
szezyznie m® prosts m i wyznaczmy punkt przeciecia sie tejze D z pla-
szezyzng @' (zag. 1.), poprowadsmy nastepnie przez punkt I prosta, réwno-
legla .do.élad.[u ty, to takowa jest prosta, podlug ktorej pha,s;zczyzny,n:1 ir o5
przecinajg sle. :

Zagadnienie 3.: Wyznaczyé punkt przeciecia sie prostej {(T,, Z',)
: plaszezyzng @* réwnolegly do tla, ktéra przechodzi przez punkt .leI, 1:3-
Zgcy na prostej m(T,, Z',). :

Rozwiazanie: Przesufimy przez prosts ! plaszezyzne it £4) 1 wy-
znaczmy prosta o, podlug ktérej plaszczyzny m! i @? przecinaja sie (zag. 2.)
to p@kt przeciecia sie D prostych / i d jest punktem, w ktérym ros.ta..:.’
przebija plaszczyzne w2 , 5

Za_gadnienie 4.: Wyznaczy¢ prosts, podlug ktérej plaszezyzna (0, 2
przesquta przez srodek rzutéw, przecina sie z plaszezyzng a!, ktéra p’rze:
chodzi przez punkt M, lezgcy na prostej m(1,Z') i jest réwnolegla do tla.
' ‘Ro_z vffl@za,nie: Prosta d, podlug ktérej plaszezyzny (0, #) i ! prze-
cinaja sig Jest rownolegla do tla, a rzut d tejze schodzi sie ze $ladem 2z
Dowolny punkt tedy owej prostej wyznacza polozenie tejze w przestrzeni.

*
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Aby punkt ten wyznaczy¢, przesufimy przez prosta plaszezyzneg
n¥(t,, #',) i poprowadimy na tej plaszezyZznie przez punkt M prosts [ réwno-
legla do tla i do $ladéw #, i &y, to takowa lezy na plaszezyZnie @' i prze-
cina sie z plaszezyzng (0, 2') W punkeie D, lezgcym na prostej przekroju
plaszezyzn z=' i (0, £, ktére] polozenie w przestrzeni jest wyznaczone
punktem D).

19. Niech bedzie dana prosta [, prostopadla do plaszczyzny w(ty, #'4)
(rys. 89a i b). Poprowadzmy przez trodek rzutéw O prosta 0Z°°, prostopadly
do plaszezyzny zbiegu (0, #4), to takowa przecina sie z tlem w sladzie
zbiegu prostej I i wszystkich prostych prostopadlych do plaszezyzny s

Plaszczyzna 00,Z°°, przesunigta przez promien gléwny OO, 1 przez
promien zbiegu 0£%° prostej [, przecina sie z tlem i z plaszezyzng (0249
podlug prostych 4,Z° i 4,0, prostopadlych do $ladu zbiegu #', plaszezyzny
a'; prosta OA, jest przyprostokatng, a prosta A, Z* jest przeciwprostokatna
tréjkata OZ°°A,.

Aby tedy wyznaczy¢ $lad zbiegu prostych, prostopadlych do plaszezyzny
a\(t,, &) (rys. 89D), poprowadzmy promien (0)0; kola oddalenia, réwno-
legly do $ladéw ¢, i 2 1 polgczmy punkt (0) ze $ladem zbiegu A, prostych
najwiekszego spadu plaszczyzny n!, wyprowadzmy nastepnie z punktu (0)
prosta (0)Z°°, prostopadla do prostej (0)4,, i wyznaczmy punkt przeciecia
sie Z% tejze z prosty 04, to takowy jest $ladem zbiegu prostych , prosto-
padlych do plaszezyzny z'.

$lad zbiegu plaszezyzn, prostopadlych do prostej (I, Z4'), wyzna-
czamy w podobny sposéb. W tym celu lgczymy $lad] zbiegu 2/, prostej I
z punktem gléwnym O, i prowadzimy promier (0)0, kola oddalenia prosto-
padly do 0,24, wyprowadzamy nastepnie z punktu (O) prosta, prostopadia
do (0)Z', i prowadzimy przez punkt przeciecia sig A, te] prostopadiej
z prosta 0,7, prosta Z", réwnolegla do promienia 0,(0), to takowa jest
$ladem zbiegu plaszczyzn prostopadlych do prostej I.

Zagadnienie 1.: Przez punkt M, lezacy na prostej U1y, %), prze-
sungé prosts, prostopadla do plaszezyzny n(ty, ¢'4), i wyznaczyé¢ Slady tej
prostopadlej, (rys. 90.).

Rozwiazanie: Wyznaczmy slad zbiegu 4% prostych, prostopadlych
do plaszezyzny @' i polgczmy punkta Z i M, to prosta M'Z% jest rzutem
érodkowym prostej, przechodzace] przez punkt M i prostopadlej do pla-
szezyzny @' flad tlowy T°° tejze lezy ma proste] #, poprowadzonej przez
punkt 7, réwnolegle do prostej Z'Z"°.

Zagadnienie 2.: Przez prosty I(T,, Z')) przesunaé¢ plaszczyzng, pro-
stopadla do plaszczyzny 7ty £') i wyznaczyé $lady tejze, (rys. 91.).

Rozwiazanie: Wyznaczmy slad zbiegu Z°° prostych, prostopadlych
do plaszezyzny m' i polagczmy punkta Z4 i Z°°, poprowadzmy nastepnie
przez punkt T, prosta 7,, réwnolegla do 24, Z°°, to proste 7, 1 2, Z%" sg $ladami
plaszezyzny, przechodzgcej przez prosta I i prostopadlej do plaszczyzny i,

Zagadnienie 3.: Dana jest prosta m(T,, Z') i punkt M, leigcy na
prostej' I(T,, Z,); wyznaczy¢ slady plaszczyzny, przesuniete] przez punkt M
prostopadle do prostej m, (rys. 92.).

Rozwiazanie: Wyznaczmy slad zbiegu z°° plaszczyzn, prostopadlych
do prostej m, i polaczmy dowolny punkt Z', tego $ladu z punktem M, to
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prosta M'Z, jest rzutem srodkowym prostej, ktd ; S ini
1';1-zesun_iegt'ej przez punkt A prostgpadllz dctei),roitt:jrl. et e
Jezeli tedy wyznaczymy $lad tlowy 7, prostej M'Z:, i poprowadzi
przez punkt T, réwnoleglsy do 29, natenczas otrzymamuy é!ag tlow n;"y‘;
plaszczyzny, przesuniete] przez punkt M i prostopadlej do prostej m. fy

0 kladach plaszczyzn,

G o ;
. ._0. Jelzielll p’la.sz?zyznq.n’(ti, #'y) 1 plaszczyzng zbiegu (0z')) (rys. 93a)
o_1toel‘my okolo sladow ’fi 124 w tym samym kierunku i o ten sam kqt,
natenczas proste l.., lezace na plaszezyznie @' i odpowiednie promienit;

Zble.%l} ,l_}a;kote‘é proste OR .., laczace $rodek rzutéw ze $ladami zniknienia
prostych 7..., i rzuty tychZze prostych nie zmieniaja swych wzajemnych
polozen. : A

Po wykonaniu tedy kladu plaszczyzn (0z',) i 7' na tlo (rys. 93.a) bed
kla?dy (1)... prostych 7,.. réwnolegle do kladéw [0]Z,, ... swicil p'romiqena;
ibl.egt}, a klady prostych OR, laczacych srodek rzutéw O ze §ladami 21’3i-
nienia fi; prostych 7,.. beda réwnolegle do rzutéw 7', ... tych prostych
Kla-.d [0] (rys. 93.b) érodka rzutéw znajduje sie na,, prostej pO A yW : ro-
wadzone] 'z_punktu gléwnego prostopadle do $ladu zbiegu 2, plaszlczlyzn};'Pn1
::ﬂdﬁleglo;il’ od t--egoi sladu réwnej przeciwprostokgtnej tréjkata prosto:
lee;ia gz,ktéoregoé]edna. przyprostokatna réwna jest promieniowi kola odda-
Wneg; 3 éll‘:fq :}ga pl:zyprostoks,tna jest réwna odleglodei punktu glé-
B i 1; zdlleg;l 'z',. Klad (r,) sladu zniknienia jest réwnolegly do
ol B i 'tego kla}du od sladu tlowego # jest réwna od-
g oscT1 srodka rzutéw od &ladu zbiegu 2.
émdkg‘::)a,ki;.ngkla_d punktéw i pros!:t.yeh_ lezagcych na plaszezyznie m! jest
i : ‘acy.]fny zZ uklad»_em odpowiednich rzutéw na tle; po kladzie
SV. jlzzn 7' 1 (02,) otrzymujemy zatem dwa uklady, érodkowo kolinea-
éi;;e;clz gczone na tle. — Kla.d: srodka rzutéw, [0] jest srodkiem kolineacyi
' owy _151 plaszezyzny 7' jest osia kolineacyi a $lad zbiegu 2, i kil d’
sladu zniknienia (r,) sa osiami wzajemnymi. b z
E dwiééglzdogébp.rosltsj UT,Z') lezgcej na plaszczyZnie mozna wyznaczyé
R o d}; ¥ d aOoZ‘l. prov&iad_zazc przez slad tlowy T, tejze prostg
S érfd]a;a rzutf’t u([) Nz promienia z})legu 0Z'; albo 2. prowadzac przez
il ow %{t] prosta [0](.}{1') rownoleglay do rzutu T,Z', i lgczac
s Znil}{ruiein ii I;z];l em (R;) w ktérym prosta [O](R,) przecina sie z kladem
przecfoldx;nstiukcygl I()ilef'wsze'] Wyn’ika., ze klad (m) proste] m, ktérej rzut
oy kladp zesit al, ; $rodka rzutf)w [0], schodzi sie z rzutem ', Ze zatem
i pu;l u lezg na ’pros.te‘] przechodzacej przez klad $rodka rzutéw.
st z;la'(-) ProsteJ { le?qcej na plaszezyznie n!(t,z',), mozna w dwojaki
i [053 I.c:zg*c 131;;‘ l tf:‘._] prostej: albo 1. prowadzac przez klad srodka
hid FOSE o.;l QO[Z]I i f‘ownoleglad do kladu (7) i laczac punkt przeciecia
au;() épw Z{;c [} y 12 = pun-kt(?m Przeciqcia sie T, prostych ¢ 1 (I);
zniknie-nia}z,. )aci:za‘]rzt; I:iunkt przeciecia sie (Rf) prostej (I) z kiadem s$ladu
e, réwnollegi .,f . ?O]z(aj;frzez punkt przeciecia sie 7, prostych # i (/)
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92. Klad (M) punktu M, lezgcego na plaszczyinie.n* otrzymamy, wy-
znaczajac punkt przeciecia sig kladow dwu prostych [ 1 m, przechodzacych
rzez ten punkt na plaszezyznie.
X Zagapd nieniepl.: Da,};ly jest rzut $rodkowy trojkata A'B'C', lezacego
na plaszezyznie n' (#, #'y), wyznaczy¢ klad na tlo, (rys. 94.). .
Rozwiazanie: Wykonajmy klad plaszezyzny ' na tlo i Wyznaczm}:
§lad tlowy 7 i $lad zbiegu Z' prostej 4B, polaczmy nastepnie Punkt Z
z kladem $rodka rzutéw [0] i poprowadzmy przez Slad T Erostq (I) réwnolegla
do promienia [0]Z', to ta prosta jest kladem proste) A_B L_qcza,c .tedy
rzuty A' i B' z punktem [0], otrzymamy w punktach przecigeia sig (4) i (B)
prostej (/) z promieniami [0]4' i [0]B' klady punktow A i B. - gk
Aby otrzymaé klad punktu C, wyznaczmy punkt przecigela sig T,
prostej B'C' ze fladem tlowym ¢ 1 polgczmy punkta (B) 1.5'."1 to prosta
(B)T, jest kladem prostej BC; punkt przecigcia sie tedy prostej (B)T,, z pro-
mieniem [0]C" jest kladem (C) punktu C. 4
Uwaga. Jezeli rzut A'B'C*.. wielokata leiacego na plaszczy_zme !
przecina sie ze $ladem zbiegu z'y w ,n“ punktach, natenczas’ ]_ilad wielokata
(A)(B) (C)... rozeiaga sie¢ w % kierunkach do nieskoflczonosm:
Zagadnienie 2.: Dany jest klad tréjkata (4) (B) (C) lezacego na pla-
szezyznie w!(f,2',) wyznaczy¢ jego rzut, (rys. 95). ; _ :
Rozwiazanie: Wyznaczmy punkt przecigcia sig (L) prostej (A’)(b)
z kladem $ladu zniknienia (»,) 1 poprowadZmy przez punk-t ’l?', w ktérym
proste # i (4)(B) przecinaja prosta [ réwnoleglq 'do promienia [(’Il](.R}7 tc‘)
takowa jest rzutem prostej AB; punkta przeciqcla, sie z.atem A' 1 B’ proste]
I' z promieniami [0] 4) i [0] B) sa rzutami punktéw 4 i B. '
Celem wyznaczenia rzutu (, polgczymy punkt B zlpunktem T, w kto:
rym proste # 1 (B)(C) przecinaja sig, to prosta th.B‘ :]esb rzut‘em prostej
BC; punkt przecigcia si¢ tedy C' prostej T,B'z promieniem [0]C jest rzutem
punktu C. . puyesl
Uwaga: Jezeli klad wielokata (4)(B)(C) lezacego na plaszczyznie 7
przecina si¢ z kladem $ladu zniknienia (r)) w ,n° punk_t.ach, natenczas rzut
tegoz rozciaga sie w ,n“ kierunkach do nieskonczonosei. :
Zagadnienie 3.: Dany jest rzut $rodkowy A'B'C'D’ kwad’ratu, kto-
rego bok réwny jest odcinkowi MN; wyznaczyé ktad $rodka rm}tow a nadto
dlad tlowy i $lad zbiegu plaszczyzny, na ktérej ten kwad.rat lezy', (rys. 96.)
Rozwiazanie: Boki przeciwlegle AB i CD, tudziez BC i A.D kwa-
dratu ABCD sa réwnolegle, rzuty srodkowe zatem A'B'1 D, 'tudz1_ez'; B'C
i D'A' przecinajs sie w punktach 2 i 2% lezgeych na élad’me zblegu z',
plaszczyzny ABCD, prosta tedy Z'Z', jest dladem zbiegu tej plaszezyzny.
Boki AB i BC jakotez przekatne AC i BD kwadratu sg prosto.padl_e,
promienie zbiegu zatem tych prostych 0Z' i 07, ja._knrtez’ 0%, i ,(?Z“
tworza katy proste. Jezeli tedy na srednicach VAR L Aty zakr?shmy
kola, natenczas jeden z punktéw przeciecia sig tychze jest kladem $rodka
rzutow [O]. Ao
Wiadomo, e klad (B)(C) boku BC jest rownolegly do kladu promienia
zbiegu [0]4', prostej BC. Poprowadimy tedy przez punkt B pr‘osta‘ B'M,
réwnolegla do promienia [0]Z', i odmierzmy na tej proste] odcu'mk B'M,
réwny odcinkowi MN, poprowadZmy nastepnie przez M prosts, réownolegla

s B =

do promienia [0]B' i wyznaczmy punkt przeciecia sie (C) tejze z promieniem
[0]C", to ten punkt jest kladem wierzcholka €' kwadratu ABCD. Prosta
zatem (B)(C) poprowadzona przez punkt (C') réwnolegle do promionia [0]Z,
jest kladem prostej BC. Przez punkt przecigcia sie 7' prostych B'C* i (B)(C)
przechodzi tedy slad tlowy ¢, plaszezyzny ABCD.

Zagadnienie 4.: Dany jest rzut $rodkowy A‘B'C' tréjkata lezgcego
na plaszezyznie rownoleglej do tla, ktérej poloZenie wyznaczone jest punktem
M, lezgeym na proste] I(T,Z'); wyznaczyé rzeczywisty wielkosé tego tréj-
kata (rys. 97.).

Rozwigzanie: Jezeli dany tréjkat przesuniemy w kierunku dowolnym
na tlo, natenczas otrzymamy rzeczywista wielko$é tegoz.

Polaczmy w tym celu punkta A'B‘(C* ze $ladem zbiegu Z, prostej 7
1 z punktem M', wyznaczmy nastepnie $lady tlowe T,, T}, T, prostych 4'Z",,
B'Z'y i CZy to tréjkat T,T,T, przystaje do tréjkata ABC. — Punkta T,,T,, T,
otrzymamy prowadzac przez $lad tlowy T, prostej [, proste I,7,, I,7, i T, T,
odpowiednio réwnolegle do prostych M'A', M'B'i M'C' i wyznaczajgc punkta
przecigcia sig¢ tychze z prostemi A'Z, B'Z', i C"Z,.

Tréojkaty A'B'C* i T,T,T, sa homotetyczne. Punkt Z', jest $rodkiem
podobienstwa.

0 punktach dzielenia,

23. Niech bedzie dang plaszezyzna ='(#,2',) i prosta I(T,Z',) lezaca na
tej plaszezyznie (rys. 98).).

Wykonajmy klad plaszczyzny zbiegu (0z) na tlo i polaczmy klad
srodka rzutéw [0] z punktem Z',, poprowadZmy nastepnie przez punkt [0]
prostg (m) réwnolegla do $ladéw plaszezyzny a!, to katy @ i (180—e) za-
warte migdzy prostemi [0]Z', i (m) rowne sa katom zawartym miedzy $ladem
f;, 1 prosta [/, proste bowiem [0]Z", i 7 jakotez (m) i #, sa réwnolegle.

Podzielmy katy e i (180—«) na dwie réwne czeéci i wyznaczmy punkta
przecigeia si¢ D, i D, prostych dzielacych ze $ladem #;,, to te punkty sg
sladami zbiegu prostych # i », dzielacych na dwie réwne czedci katy, za-
warte miedzy sladem tlowym i prosta I. Proste tedy u, w#,.. i v,, v,,...,
poprowadzone na plaszczyZnie 7' réwnolegle do prostych « i » wyznaczaja
na prostych ' i # odcinki rzutowo réwne. Odcinki tedy 7,7,, 7,T;,... $ladu
tlowego #, zawarte miedzy prostemi ', #',, #',... réwne ss prawdziwym
wielkosciom odcinkéw T, 4', T, B, ... prostej I

Punkta D, i D, nazywamy punktami dzielenia, zapomoca tych punktéw
bowiem mozna wyznaczaé rzeczywiste wielkosci odcinkéw, ktérych rzuty
srodkowe sg dane, a nadto dzieli¢ takowe w dowolnych stosunkach.

Tréjkaty [0]Z',D, i [0]Z',D, sa réwnoramienne albowiem katy leiace
przy bokach [O]D, i [0]D, sa réwne boki zatem Z', D,, Z', D, i Z,[0] sg réwne.
A zatem:

Punkta dzielenia prostej /(7,7) lezgce]j na plaszezyznie
mi(##") znajdujg sie w punktach, w ktérych §lad zbiegu 2|
przecina sie z kolem zakre$lonem z punktu Z4 promieniem
ré6wnym odleglosci §rodka rzutéw od éladu zbiegu prostej L

Zagadnienie 1. Dany jest rzut $rodkowy A'B‘ odecinka prostej
I(T\Z'), wyznaczyé rzut punktu dzielgcego odcinek AB na dwie réwne
czesel (rys. 99.).
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Rozwigzanie. Przesuimy przez prosty ! plaszczyzne m'(f,2';) i wy-
znaczmy odleglosé¢ (0)Z srodka rzutéw O od éladu zbiegu Z';, zakreilmy
nastgpnie z punktu 2% promieniem Z,‘(0) kolo i wyznaczmy punkta prze-
cigcia sig D, 1 D), tego kola ze $ladem zbiegu s/, plaszezyzny 7', to punkty
te sa punktami dzielenia prostej /. Promienie tedy D,4' i D, B' wyznaezaja
na sladzie tlowym 7 odcinek 7,7, réwny odeinkowi AB. Jezeli tedy po-
dzielimy 7,7, na dwie réwne czesci i polgezymy punkt dzielacy T z punktem
D,, natenczas promien I),T przetnie prostg /' w punkcie 1', ktéry jest rzutem
srodkowym punktu 1 dzielacego na dwie réwne czesci odcinek AR,

24, Zagadnienia o punktach prostych i plaszczyznach.

Zagadnienie 1.: Podzieli¢ na trzy réwne czesci odcinek AR prostej
!, lezacej na plaszczyznie w'(f2'y) jezeli slady tej prostej znajduja sie poza
obrebem rysunku, (rys. 100).

Rozwigzanie: Polaczmy dowolny punkt 2 sladu zbiegu 2, z punk-
tami A’ i B’ i wyznaczmy punkty T, i T, w ktérych proste Z'A' i Z'B
przecinaja sig Sladem tlowym # plaszczyzny =, podzielmy nastepnie od-
" cinek 7,7, na trzy rowne czesei i polgczmy punkta dzielaee 1i 2 z punktem
Z', to proste Z'l i Z'2 przetna sie z prostg /' w rzutach $rodkowych 1/ i 2/
punktéw dzielacych odcinek AB na trzy réwne czedci.

Zagadnienie 2.: Podzielié na dwie réwne czesci odcinek AB zawarty
migdzy punktami lezacymi na prostych ,(7,2',) i I,(T,Z").

Rozwiazanie: Poprowadzmy przez punkt B' prosta Z' B', réwno-
legla do /;, i wyznaczmy $lad tlowy T, tejze, podzielmy nastepnie odcinek
T.T, na dwie rowne czesci i polaczmy punkt dzielacy T z punktem Z',, to
prosta TZ'; przecina sig z prosta A'B' w rzucie $rodkowym punktu dziels-
cego odcinek AB na dwie réwne czesci.

Zagadnienie 3.: Dany jest punkt M lezacy na prostej 7(7,Z',) dana
Jest nadto plaszezyzna w'(4#,); wyznaczy¢ odleglosé punktu M od pla-
szezyzny m! (rys. 101.).

Rozwiazanie: Poprowadsmy przez punkt M prosta p prostopadls
do plaszezyzny n! i wyznaczmy punkt przebicia sig tejze, D, z plaszczyzng
7!, wyznaczmy nastepnie rzeczywista wielkosé M, D, odcinka M'D' to takowa
jest rowng odleglosci punktu M od plaszezyzny =zl

Zagadnienie 4.: Wyznaczyé¢ odleglosé dwu plaszezyzn réwnoleglych
al(t 2')) i #m%t,2',), (rys. 102.).

Rozwigzanie: Przesuiimy przez srodek rzutéw O plaszezyzne (0Z"),
prostopadly do tla i do plaszezyzn danych i wyznaczmy przekroje tychze
(T, Z'y) 1 m(T,2") z plaszezyzng (0z'), wykonajmy nastepnie klad plaszezyzny
(0Z"), to odleglos¢ kladéw (I) i (m) prostych 71 m réwna jest odleglosei
plaszezyzn zn' i =2

Zagadnienie b.: Wyznaczyc¢ odleglodé punktu M lezacego na prostej
(T, Z') od prostej m(T,Z',) (rys. 103.).

Rozwiazanie: Przesuimy przez punkt M plaszezyzne w'(#z',), pro-
stopadla do prostej m 1 wyznaczmy punkt przecigcia sie I) tej plaszezyzny
z prostg m, to odcinek MD réwny jest odleglosei punktu M od prostej m.
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Rzeczywista wielkos¢ tego odcinka moZna wyznaczyé za pomoca punktéw
dzielenia albo za pomocg kladu plaszczyzny rzucajacej prosta MD.

Zagadnienie 6 : Dane sy dwie plaszezyzny ='(,2',) i #%{,',) wza-
jemnie prostopadle i prostopadle do tla; wyznaczyé takie punkta, ktérych
odleglosci od plaszezyzn =, #° i od tla réwne sa odpowiednio odeinkom
a, b, 1 ¢ (rys. 104.).

Rozwigzanie: Odmierzmy od punktu przeciecia sig 7, $ladéw ¢, it,
na sladzie t, odeinki 7y 4, i T,4, réwne odcinkowi @, a na $ladzie ¢, od-
cinki Iy B, i T\ B, réwne odcinkowi &, i przesufimy przez punkta A4, i 4,
plaszezyzny z'y(#,2'y) 1 m%y(#";2";) réwnolegle do plaszezyzny n!, a przez
punkta B, i B, plaszczyzny = (#,¢',) i #%(¢",2",) réwnolegle do plaszczyzny
7’ wyznaczmy nastepnie proste I, L, I, I podlug ktérych plaszezyzny
wly 1@, why 1wy, wly i @Y, 'y, i x% przecinaja sie, to odleglodci poszeze-
golnych punktéw tych prostych od plaszezyzn m'i #? réwne sa odpowiednio
odcinkom @ 1 b. Jezeli tedy odmierzymy zapomoca punktéw dzielenia D),
1 D, na prostych [, l,,... od punktu 7, odeinki 7,C,, T,C;, ... réwne odecin-
kowi ¢, natenczas otrzymamy osm punktdw, ktére czynig zado$é warunkom
zagadnienia.

Zagadnienie 7.: Wyznaczyé najkrotsza odleglo$é dwu prostych
wichrowatych (TZ')) i m(T,Z',) (rys. 10B).

- Rozwigzanie: Wyznaczmy $lady zbiegu 2, °°i 2,% plaszezyzn prosto-

padlych do prostych i i m, to punkt przecigeia sig Z' tychze jest $ladem
zbiegu prostych prostopadlych do prostych 7 i m. Jezeli tedy przesuniemy
przez proste ! i m plaszezyzny m'(t,z',) i m%(#2',) réwnolegle do promienia
0Z', natenczas prosta d, podlug ktérej te plaszczyzny przecinajg sie jest
prostopadly do prostych 7 i m i przecina takowe. Odleglo$é zatem punktéw
M i N, w ktérych prosta d przecina sig z prostemi 7 i m, jest najkrétsza
odlegloscig tychze.

Zagadnienie 8. Wyznaczyé katy zawarte migdzy prostemi (T, Z,)
1 m(T, 7).

Rozwiazanie: Poniewaz promienie zbiegu 0Z', i 0Z', sa réwnolegle
do prostych I i m, przeto katy zawarte migdzy tymi promieniami sg réwne
katom nachylenia prostych 7 i m; rzeczywiste wielkosci tedy tych katéw
otrzymamy w kladzie plaszezyzny 0Z',Z', na tlo.

Zagadnienie 9.: Wyznaczyé katy nachylenia dwu plaszezyzn =!(z,2',)
1 w¥(il2h).

Rozwigzanie: Katy nachylenia plaszezyzn ! i a2 sg réwne katom
zawartym miedzy promieniami poprowadzonymi ze $rodka rzutéw prosto-
padle do plaszczyzn n' i =2,

Jezeli tedy wyznaczymy dlady zbiegu Z,9°i Z,° prostych prostopadlych
do plaszezyzn ' i #* i wykonamy klad plaszezyzny 0Z,°°Z,°°, natenczas
katy zawarte miedzy kladami [0]Z,°° i [0]Z,%° sa réwne katom nachylenia
plaszezyzn danych.

Zagadnienie 10.: Wyznaczyé kat nachylenia prostej I(7,Z') do
plaszezyzny m!(Z,z',).

Rozwigzanie: Kat nachylenia prostej / do plaszezyzny n! dopelnia
do 90° kat zawarty miedzy prosta 7 i prosta prostopadls do plaszczyzny ml.
Wyznaczmy tedy slad zbiegu Z°° prostych prostopadlych do plaszezyzny =o'
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a nastepnie klad plaszezyzny OZ,'Z%, to kat ostry zawarty miedzy kladami
(012" i [0]Z°° promieni 0Z', i 0Z*° jest réwny dopelnienin do 90° kata na-
chylenia prostej 7 do plaszczyzny x!.

Zagadnienie 10.: Przez punkt M lezacy na prostej UT,Z')) popro-
wadzié¢ proste nachylone do plaszczyzny m'(f,2,) pod katem « (rys. 106.).

Rozwigzanie: Proste przechodzace przez punkt M i nachylone do
plaszezyzny a!' pod katem « sg tworzgcymi stozka obrotowego, ktérego
kierownica na plaszezyinie ' jest kolem, zakredlonem ze spodka prostej
wyprowadzonej z punktu M prostopadle do plaszczyzny =!, promieniem
réwnym przyprostokgtnej tréjkata, ktérego jedna przyprostokatna Jest
réwna odleglosei punktu M od plaszezyzny n!, a ktérego kat ostry, przy-
legly do tej przyprostokatnej rowny jest dopelnieniu kata a do 90°.

PoprowadZmy tedy przez punkt M prosty p, prostopadls do plaszezyzny
7' 1 wyznaczmy punkt przebicia D tejze z plaszczyzng =, wykonajmy na-
stepnie klad plaszezyzny z' na tlo i zakreslmy z kladu (D) kolo (%) pro-
mieniem (D)(4), réwnym przyprostokatnej QE tréjkata PQE, ktorego Przy-
prostokatnia PQ jest réwna odcinkowi MD prostej p, a ktérego kat RPQ
réwny jest (90—a), — to punkta lezace na obwodzie kola (%) sa kladami
punktéw, ktére wyznaczaja proste m, My, ... przechodzace przez punkt M
1 nachylone do plaszczyzny n! pod katem ea.

Zagadnienie 11.: Przez prosty /(1) Z';) przesunaé plaszezyzny nachy-
lone do plaszezyzny mi(4,2,) pod katem a.

Zagadnienie 12.: Dane sg dwie proste wichrowate (7, 2"), m(TyZ'y)
1 plaszezyzna ='(t,#,); wyznaczyé prostg réwnolegly do tla a nachylona do
plaszezyzny #! pod katem @, ktéra przecina nadto proste 7 im, (rys. 107.).

Rozwigzanie: Wyznaczmy punkt D, w ktérym promien zbiegu 0Z%°
prostych prostopadlych do plaszezyzny n!, te plaszczyzne przebija, i wyko-
najmy klad plaszezyzny @' na tlo, zakre§lmy nastepnie z kladu (D) punktu
przebicia kclo () promieniem, réwnym przyprostokatni 1), N trojkata, ktd-
rego jedna przyprostokatnia OD, réwna jest odleglosci érodka rzutdw od
plaszezyzny z', a ktérego kat, do tej przyprostokatni przylegly, réwny jest
dopelnieniu kata @ do 90% i wyznaczmy punkta przeciecia sig (P)1i () kola
(k) z kladem (r,) $ladu zniknienia plaszezyzny #!, to rzuty P i @ sa sla-
dami zbiegu prostych rownoleglych do tla a nachylonych do plaszezyzny =t
pod katem a.

Jezeli tedy przesuniemy przez proste ! im plaszeany #%(t,',) i w3(t,2',)
tudziez mi(#,2',) i w%t2,), réwnolegle do promieni OF i 0'Q i wyznaczymy
proste p 1 ¢, podlug ktérych plaszezyzny = i #% tudziez =3 i n® przecinajsg
sig, to takowe czynia zado§é warunkom danego zagadnienia.

Zagadnienie 13.: Pomiedzy prostemi wichrowatemi /(T, Z*,) i m(T,Z',)
umiescié odcinek AB tak, aby punkt A lezal na prostej ! a punkt B na
na prostej ‘m i aby nadto prosta AB byla réwnolegla do plaszezyzny
ml(#2'y), (rys. 108.).

Rozwigzanie: Wyznaczamy punkt przebicia D prostej / z plaszezyzna
7! 1 prostgy d, podlug ktérej plaszezyzna z! przecina sie z plaszczyna m2(t,2',)
sunigty przez prosty m réwnolegle do prostej /; zakredlmy nastepnie w kladzie
plaszezyzny 7' z punktu (D) kolo (k) promieniem réwnym odcinkowi AB,
1 wyznaczmy rzuty P i @' punktéw (P) i (@), w ktérych kolo (k) przecina
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sig z prosty (d). PoprowadZmy nareszcie proste P'Z', i Q'Z', réwnolegle do /,
a przez punkta przecigeia sie B’ i B', tychze z prosta m', proste réwno-
legle do promieni D'P' i D'Q' kola (k), to takowe przecinaja sie z prosta '
w punktach A% i A, wyznaczajacych z punktami B, i B', odcinki 4', B,
i A, B', rzutowo réwne odcinkowi AB.

Zagadnienie 14.: Wyznaczy¢ $lad zbiegu prostych nachylonych do
plaszezyzny a'(fz'y) pod katem @, a do plaszezyzny =%f,2,) pod katem g
(rys. 109.). i

Rozwigzanie: Wyprowadimy ze $rodka rzutéw O prosts 0Z, %
prostopadls do plaszczyzny n' i prosta OZ,°° prostopadla do plaszczyzny v,
odmierzmy na prostej OZ,°" odcinek OM, réwny m.sine, a na prostej 0Z,°°
odcinek OM, réwny m .sin@, gdzie m oznacza dowolny odcinek. Przesunimy
nastepnie przez punkt M, plaszezyzne =t (f,7',) réwnolegly do plaszezyzny
n', a przez punkt M, plaszczyzng =% (#z',) réwnolegla do plaszezyzny n?
1 zakreSlmy z punktu M, na plaszczyinie z', kolo %, promieniem: m.cosa,
a z punktu M, na plaszczyznie 7% kolo %, promieniem m.cosf, to te kola
przecinajg si¢ w punktach P i @, lezg bowiem na kuli, ktérej érodek znaj-
duje si¢ w punkeie O, a ktérej promieri réwny jest odcinkowi m.

Proste OP i 0, jako spdlne tworzace stozkéw (O, ky) 1 (0, E,) sa pro-
mieniami zbiegu, a rzuty ' i @' punktéw P i  sa $ladami zbiegu prostych
nachylonych do plaszezyzny n' pod katem @, a do plaszeczyzny z? pod
katem §.

Celem wyznaczenia tych punktéw wykonajmy klad plaszezyzny =% (#,2'))
1 zakre$lmy z kladu (M) kolo (k,) promieniem m.cose, wyznaczmy naste-
pnie punkta przeciecia sie (P) i (§)) kola (k) z kladem (d) prostej, podlug
ktérej plaszezyzny n'| i #% przecinajg sie, to takowe sa kladami punktow
P 1 @, przez ktére przechodzg promienie OP i 0Q, nachylone odpowiednio
do plaszezyzn n' i 2! pod katami @ i 8. Rzuty tedy P i Q' ktére sa za-
razem sladami zbiegu owych prostych mozna z latwoscia wyznaczyé.

Zagadnienie 15.: Wyznaczyé $lad zbiegu plaszezyzn nachylonych
do trzech prostych /,, 4, i I, pod tym samym katem.

Rozwigzanie: Odmierzmy na promieniach zbiegu 0Z,, 0Z', 1 02,
danych prostych, od punktu O, odcinki OM,, OM, i OM,, réwne dowolnemu
odcinkowi i wyznaczmy $lady zbiegu Z*,, Z“, i Z“, prostych M,M,, M,M,,
1 M,M,, to takowe lezs na prostej 2, ktéra jest Sladem zbiegu plaszczyzny
M, M, M, nachylonej do prostych /,, i, i I, pod tymsamym katem.

Zagadnienie 16. Obrécié punkt M, lezacy na prostej I(T,2',) okolo
osi m(T,Z') tak, aby po obrocie lezal na plaszczyznie ml(t2'y) (rys. 110.).

Rozwigzanie: Przesufimy przez punkt M plaszezyzne =%(t,z',),
prostopadls do prostej m i wyznaczmy punkt przeciecia sie I tejie z ta
prosta, a nadto rzeczywista wielko$¢ odecinka DM, zakredlmy nastepnie
w kladzie plaszezyzny z? z punktu (D) kolo (k) promieniem réwnym odcil}-
kowi DM i wyznaczmy punkta przeciecia sie (M) 1 (M,) kola (k) z kladem
(d) prostej, podlug ktérej plaszczyzny m! i m? sie przecinaja, to te punkty
sg kladami punktéw M, i MM, lezacych na plaszezyznie m!, z ktérymi punkt
M po obrocie sie schodzi.

Zagadnienie 17.: Obréci¢ wierzeholek C trojkata ABC, okolo boku
AB w ten sposéb, aby po obrocie rzut A'B'C' tréjkata ABC, byl tréjkatem
réwnoramiennym. :
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Rozwigzanie: Rzut ', panktu C po obrocie, lezeé bedzie na prostej
2" wyprowadzonej z punktu M' dzielacego na dwie réwne czeéci odeinek
A'B' prostopadle do prostej A'B'. Punkt C, zatem, z ktérym punkt C po
obrocie sig¢ schodzi, lezy na plaszczyznie rzucajacej (0Z).

Aby tedy punkt €, wyznaczyé, przesurimy przez punkt € plaszezyzne
7(t,z'y) prostopadla do prostej AB{7,Z',) i wyznaczmy punkt przeciecia sie
D plaszezyzny n® z prosta AB a nadto prawdziwa wielkosé¢ odcinka CD:
zakreS§lmy nastepnie w kladzie plaszezyzny z® z punktu (D) kolo (%) pro-
mieniem réwnym odcinkowi CD i wyznaczmy punkta przeciecia sig¢ (C))
1(C,) kola (k) z kladem (d) prostej, podlug ktérej plaszczyzny (0z) i n? prze-
cinajg sig, to takowe sg kladami punktéw O, i C,, z ktérymi schodzi sie
punkt € po obrocie. Rzuty tedy A'B'C, i A'B'C’, sa tréjkatami réwno-
ramiennymi.

Zagadnienie 18.: Obrécié plaszezyzng m'(f,2',) okolo osi /(T,Z',) tak
aby byla réwnolegla do prostej m(T,Z2',).

Rozwigzanie: Punkt W, w ktérym prosta / przebija plaszczyzn-q A
nie zmienia swego poloZenia podeczas obrotu. — Jezeli plaszczyzna z! ma
by¢ po obrocie réwnolegla do prostej m, natenczas przechodzié bedzie przez
prostg n(T;Z';) poprowadzong przez punkt W réwnolegle do prostej m.

Aby tedy wyznaczyé polozenie plaszezyzny m! po obrocie okolo osi I,
poprowadZmy plaszczyzng =’(#,2,) prostopadla do tej osi, i wyznaczmy
punkta przebicia D i E prostych /i n z plaszezyzng #? a nadto prosta d,
podlug ktérej plaszczyzny ='i a® przecinaja sig; zakreilmy nastepnie
w kladzie plaszczyzny z’ z punktu (D) kolo (k) promieniem réwnym odle-
glosei punktu (D) od kladu (d) prostej d i poprowadzmy przez punkt (E)
styczne (p) 1 (¢) do tego kola, to proste p i ¢ wyznaczaja z punktem W
dwie plaszczyzny, z ktéremi plaszezyzna m! po obrocie sie schodzi.

0 zmianie rzutow srodkowych,

25. W geometryi wykreslnej zdarza sie czestokroé, Ze rozwiazanie
pewnego zagadnienia nie nastrecza w zasadzie zadnych trudnosei, ze jednak
przy graficznem rozwiazaniu tegoz natrafiamy na wielkie przeszkody. Przy-
czyna tego lezy wylacznie w poloZenin utworéw, ktére mamy przedstawié
wzgledem tla i srodka rzutéw. W przypadkach, kiedy owe polozenia sa nie-
odpowiednie, wylania si¢ podezas konstrukeyi mnéstwo wykreslen posrednich,
ktére zaciemniajg wlasciwy tok rzeczy i powoduja niedokladnodé wynikéw :
nadto, ze wzgledu na te okoliczno$é, ze plaszezyzna rysunkowa jest ogra-
niczong, lezg niektére elementa poza obrebem tejze, co szczegblnie wéwezas
jest nadzwyczaj niedogodne, jezeli te elementa pozostaja w zwigzkach mia-
rowych z utworami.

Aby tym niedogodno$ciom rysunkowym zapobiedz, zmieniamy érodek
rzutéw, albo poloZenie utworu w przestrzeni, albo wreszcie tlo.

Czegstokro¢ zdarza si¢ jednak, Ze zmiana samego $rodka rzutéw, albo
samego tla, albo zmiana w polozeniu samego utworu, mie prowadzi do za-
mierzonego celu. W tych przypadkach nalezy wykonaé kolejno zmiane
srodka rzutéw i polozenia przedmiotu.
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Zmiana $rodka rzutow.

96. Jezeli na prostej OS, ktéra przebija tlo w punkecie S, prz_esuniex_:n;r
érodek rzutéw O do punktu 'O, natenczas zmieni sig punkt gléwny 1 promien
kola oddalenia (rys. 111.). Rzut prostokatny 'O, punktu 1O’t. z. zmieniony
punkt gléwny, lezy na prostej, laczacej pierwotny punkt gléwny z punktem
S. Z podobienstwa tréjkatéow 00,8 i '0'0,S wynika proporcya:

08:108=0,58:10,8=00, : 1010,,
z ktorej czytamy: :

Zmieniony $rodek rzutéw dzieli odcinek zawarty mx-q.dzy
pierwotnym §rodkiem rzutéw i sladem S na tle prostej, l.a,-
czacej oba $rodki rzutéw w takim stosunku, w j_a.kim zZmie-
niony punkt gléwny dzieli odcinek zawarty miedzy pier-
wotnym punktem gléwnym i $ladem 5.

Na zasadzie powyzszej proporcyi mozna réwniez wyznaczy¢ oddalenie
od tla zmienionego érodka rzutéw jezeli zmieniony punkt gléwny O, i $lad
S sa dane. '

97. Wskutek zmiany $rodka rzutéw zmieniajg sig rzuty punktow,
a nadto $lady zbiegu prostych i plaszezyzn; $lady tlowe nie zmieniaja
swego polozenia.

Niech bedzie dana prosta (T, Z') (vys. 112.). Jezeli $rodek rzutéw O
przesuwamy na prostej OS, natenczas promien zbiegu 0Z' prostej I posuwa
sie na plaszczyznie OSZ' réwnolegle do swego pierwotxllego polozenia; zmie-
niony tedy $lad zbiegu 'Z‘ prostej !, lezy na §ladzie plaszezyzny OSZ‘f,
a wiec na prostej Z'S, laczacej pierwotny slad zbiegu Z' z punktem S,
w ktérym prosta laczaca oba srodki rzutéw przebija tlo.

7 tréjkatéw podobnyeh OSZ' i 1081Z' czytamy:

08:108=82':8'Z,
t. z.: zmieniony élad zbiegu prostej dzieli odcinek zawarty
miedzy pierwotnym $ladem zbiegu i punktem S w ta.l.{lm sto-
sunku, w jakim zmieniony $rodek rzutéw dzieli odecinek za-
warty miedzy pierwotnym $rodkiem rzutéw i punktem &S

Plaszezyzny 00, Z'i 1010, 'Z" sg réwnolegle, albowiem proste 00, i 101_01,
jakotez OZ' i 10'Z' sa réwnolegle, proste zatem 0,2Z'1i '0,'Z’ lqczqc? pier-
wotny i zmieniony $lad zbiegu z odpowiednimi punktami gléwnymi, jako
przekroje dwu plaszezyzn réwnoleglych tlem, s3 réwnolegle. ;

98. Obierzmy na prostej ! dowolny punkt 4 i poprowadZzmy przezen
promienie rzucajace OA i '04 (rys. 111.), wyznaczmy nastepnie punkta
przebicia sie tychze A'i !4’ z tlem i poprowadzmy plaszezyzng 0'04, tc:
§lad tej plaszczyzny przechodzi przez $lad S prostej O'O i przez rzuty A
i 14' punktu 4. A zatem: s i

Zmieniony rzut punktu lezy na prostej, Iaczgce] pier-
wotny rzut ze éladem prostej przechodzacej przez oba srodki
rzutow.

29. Niech bedzie dang plaszczyzna m'(fz') zmieniony‘ punkt' glévfrny
10, i $lad S prostej laczace] pierwotny srodek O ze zmienionym srodkiem
rzutéw 10, zalézmy sobie wyzmaczy¢é zmieniony S$lad zbiegu plaszezyzny
al (rys. 112)).
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Poprowadzmy w tym celu na plaszezyznie m' dowolnag prosta I(TZ')
i polagczmy punkt Z' ze $ladem S, poprowadZmy nastepnie prosta '0''Z'
réwnolegly do prostej O,Z' i wyznaczmy punkt przeciecia sie tejze 'Z
z prosta Z'S, to punkt 'Z’ jest zmienionym $ladem zbiegu prostej /; prosta
tedy 'z poprowadzona rownolegle do sladu tlowego #, ktory wskutek zmiany
érodka rzutéw poloZenia swego nie zmienia, jest zmienionym $ladem zbiegu
plaszczyzny ='.

Zmienione rzuty '4',.. punktéw A4, .., lezacych na plaszczyZnie n',
leza z rzutami pierwotnymi na prostych przechodzacych przez punkt S,
a zmienione rzuty '7,... prostych 7, lezacych na plaszezyznie n!, przecinaja
sie z rzutami pierwotnymi /.. w punktach lezacych na sladzie tlowym 7.

Rzuty zatem ukladu plaskiego #' ze $rodkéw O i 'O na tlo sy srod--

kowo kolineacyjne; slad prostej O'O Iaczace] Srodki rzutéw jest $rodkiem
kolineacyi, a slad tlowy plaszezyzny ukladu jest osig kolineacyi.

30. Jezeli zmieniony $rodek rzutéw 'O znajduje sie na promieniu glo-
wnym OO, (rys. 113.) natenczas slad S prostej Iaczacej srodki rzutéw i zmie-
niony punkt gléwny schodzg sie z pierwotnym punktem glownym O,. Zmie-
nione tedy rzuty '4‘,.. punktéw A,.. i zmienione $lady 'Z',... prostych /,...
lezg na prostych, lgczacych punkt gléwny O, z pierwotnymi rzutami A/, ...,
wzglednie Sladami Z'.. Zmieniony $lad zbiegu Z' prostej dzieli odcinek
zawarty miedzy pierwotnym $ladem Z' i punktem gléwnym O, w takim
stosunku, w jakim zmieniony $rodek rzutéw !0 dzieli odeinek zawarty
miedzy pierwotnym $rodkiem i punktem gléwnym.

Rzuty ukladu plaskiego m'(#,z',) z punktéow O i 'O na tlo, sy $rod-
kowo kolineacyjne; punkt gléwny jest sSrodkiem a $lad tlowy 7, jest osig
kolineacyi.

31. Jezeli zmieniony Srodek rzutéw 'O lezy na plaszezyznie zniknienia
o (rys. 114)), natenczas §lad S prostej, laczgcej srodki rzutéw znajduje sie
w nieskoficzono$ei na prostej 0,'0,, ktora laczy pierwotny i zmieniony punkt
gléwny. Zmienione tedy rzuty 'A‘, punktéw 4,.. i zmienione §lady zbiegu
1Z', ... prostych [, .. leza mna prostych, poprowadzonych przez pierwotne
rzuty A',.. wzglednie $lady Z',... réwnolegle do prostej 0,10,.

Z réwnoleglobokéw 0'0'0,0, i 0'0Z'Z' wynika, Ze odcinek zawarty
miedzy pierwotnym i zmienionym $ladem zbiegu prostej /, réwny jest od-
cinkowi 0,10,, zawartemu miedzy punktami gléwnymi, a z trojkatéow 7414
1 I'ZZ czytamy, Ze zmieniony rzut punktu, '4‘, lezacego na prostej [,
dzieli odcinek, zawarty miedzy sladem tlowym a zmienionym §ladem zbiegu
1Z* w takim stosunku, w jakim pierwotny rzut punktu, 4‘, dzieli odecinek
zawarty miedzy sladem tlowym i pierwotnym $ladem zbiegu.

Rzuty ukladu plaskiego z dwu punktéw, lezgcych na plaszezyzZnie
zniknienia sa powinowate, srodek powinowactwa leZzy w mnieskonczonosci na
prostej, laczace] srodki rzutéw, a Slad tlowy plaszezyzny ukladu jest osig
powinowactwa.

Zagadnienie 1.: Na plaszezyznie m'(f,2',) dana jest prosta (T, 2",
ktorej slad zbiegu Z‘ lezy poza obrebem rysunku; odmierzyé na tej prostej
od danego punktu M odcinki réwne, (rys. 115.).

Rozwigzanie: Przesunmy s$rodek rzutéw O na linii najwiekszego
spadu OA; plaszezyzny zbiegu (0z') w ten sposéb, aby jego .odleglos¢ od
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tla réwna byla n-te] czesci pierwotnej odleglosci, to natenczas zmieniony
punkt gléwny !0, schodzi sie z punktem dzielacym odcinek OA; w stosunku
jak ,1% do ,%“. Zmienione rzuty punktéw i zmienione slady zbiegu prostych,
leza na promieniach wychodzgcych z punktu A,. Slad zbiegu 2 plaszezyzny
@ nie zmienia swego poloZenia przy tej transformacyi srodka rzutow.

Celem wyznaczenia zmienionego $ladu zbiegu prostej /(TZ‘) polaczmy
dowolny punkt M' proste] /' z punktem A, i odmierzmy na prostej 4, M’ od
punktu A, #n-ta czes¢ A X odcinka A, M', poprowadzmy nastepnie przez
punkt X prosta ,m“ réwnolegla do /* to takowa przetnie si¢ z prosta 2/
w punkcie 'Z‘, ktéry jest zmienionym sladem zbiegu prostej /; wiadomo
bowiem, Ze zmieniony $lad zbiegu proste] dzieli odcinek, zawarty miedzy
pierwotnym $ladem zbiegu i $ladem A, prostej, laczacej srodki rzutéw O
1 '0, w takim samym stosunku, w jakim zmieniony punkt gléwny !0, dzieli
odeinek zawarty miedzy sladem A, i pierwotnym punktem gléwnym.

Prosta T'Z' jest tedy zmienionym rzutem prostej ! a punkt przeciecia
sie M’ prostych A, M' i T'Z' jest zmienionym rzutem punktu M.

Wyznaczmy odleglos¢ zmienionego srodka rzutéw !0 od sladu zbiegu
17" 1 zakreslmy ta odlegloScig z punktu 'Z' kolo I, to takowe przetnie sie
z prosta 2, w punkcie dzielenia D, prostej T'Z,. JeZeli zatem polaczymy
‘D, z punktem 'M' i wyznaczymy punkt przeciecia sig¢ M, $ladu tlowego ¢
z prosta 'D, !B, jezeli nastepnie odmierzymy na $ladzie # od punktu M,
odcinki réwne M, B, M,C,.., natenczas promienie D B!, D, C,.. przetng
prosta T'Z w punktach 1B, 1C’,.. wyznaczajacych z punktem 'M' odcinki
prostej /, rzutowo réwne, atoli przy zmienionym $rodku rzutéw. Promienie
tedy A,'B' i A,'C",.. wyznaczaja na prostej ' odcinki M'B', M'C",... rzutowo
réwne przy pierwotnym s$rodku rzutéw.

Zagadnienie 2.: Przez punkt M lezacy na plaszezyinie m'(f,#';}, po-
prowadzié proste nachylone do $ladu tlowego pod danym katem, jezeli
klad érodka rzutéw, wykonany okolo prostej z', lezy poza obrebem rysunku
(rys. 116.).

Rozwigzanie: Jezeli $srodek rzutéw przesuniemy na promieniu 00,
w ten sposob, Ze zmienione oddalenie $rodka rzutéw od tla bedzie réwne
polowie oddalenia pierwotnego, natenczas $lad zbiegu 2!, plaszezyzny =?
zblizy sie do punktu gléwnego o polowe odcinka 0,4, a rzut M' punktu M
przesunie sie na prostej O,M'.

Wykonajmy klad zmienionej plaszczyzny zbiegu ('0’z';) na tlo i popro-
wadzmy przez klad $rodka rzutéw ['0] proste m i n nachylone do sladu 2
pod katem @, polaczmy nastepnie punkt 'M' z punktami 'Z', i 2%, w kto-
rych te proste przecinaja sig ze §ladem I2';, to proste 'M''Z‘, i 'M''Z', sg
rzutami prostych p i ¢ przechodzaeych przez punkt M i nachylonych do
dladu tlowego plaszczyzny m' pod katem «, atoli ze zmienionego Srodka
rzutéw. Slady tlowe 7, i 7, prostych p i ¢ nie zmieniajs swego poloZenia
przy zmianie érodka rzutéw; jezeli tedy polaczymy punkt M' z punktami
T, i T, natenczas otrzymamy rzuty prostych p i ¢ z pierwotnego $rodka
rzutéw.

Zagadnienie 3.: Majac dane dwie proste wichrowate (7} Z,) i m(T,Z';),
zmieni¢ na plaszezyznie zniknienia poloZenie $rodka rzutéw w ten sposéb,
aby rzuty prostych 7 i m byly réwnolegle i aby nadto odeinki tych rzutéw
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zawarte miedzy odpowiednimi §ladami tlowymi i $ladami zbiegu byly
rowne (rys. 117.).

Rozwigzanie: Jezeli $lady zniknienia K, i R, dwu prostych 7 i m
sa symetryczne wzgledem srodka rzutéw, natenczas rzuty. tych prostych sa
réwnolegle, a odcinki zawarte miedzy $ladami tlowymi i odpowiednimi $la-
dami zbiegu sg rdéwne.

Wyznaczmy tedy rzuty prostokatne R, i R, punktéw, w ktérych
proste / 1 m przebijaja plaszczyzne zniknienia i przesuimy punkt gléwny
0, tak, aby sig zeszedl z punktem '0, dzielacym na dwie réwne czesci od-
cinek R'\R';; to natenczas $lady zbiegu Z' i Z', prostych ! i m przesuns
sie w kierunku 0,'0, o takisam odcinek, jak punkt gléwny, a rzuty 7)'Z,
i T,'Z', prostych 1 i m, czyni¢ beda zado$¢ warunkom zagadnienia.

0 zmianie polozenia utworow przestrzeni.

32. Przesuwajac dany przedmiot w pewnym kierunku zmieniamy polozenie
wszystkich jego punktéw na prostych réwnoleglyeh do tegoz kierunku,
a wskutek tego zmieniy sie tylko s$lady tlowe wszystkich prostych i pla-
szezyzn , zas $lady zbiegu tychZe pozostang te same.

Niech bedzie dang prosta I(7'Z) i rzut $rodkowy A’ punktu A4, lezacego
na tej prostej.

Jezeli kierunek przesunigcia oznaczymy $ladem zbiegn Z', i polaczymy
punkty Z° 1 Z'y prostg z' a przez punkt 7 poprowadzimy prosia 7 réwno-
legla do ', natenczas ¢ i z' przedstawiaja plaszezyzne, ktéra tworzy dana
prosta podezas swego ruchu. Zmieniony slad tlowy prostej lezy tedy na
prostej ¢ a zmienione rzuty srodkowe poszczegélnych punktéw na prostych,
Igczgcych pierwotne rzuty z punktem Z,.

Zagadnienie 1.: Na plaszezyinie #'(f,z',) dana jest prosta I(7,Z)
ktorej slad tlowy lezy poza obrebem rysunku; wyznaczyé na prostej I punkt
ktérego odleglo§é od $ladu 7, réwng jest danemu odcinkowi (rys. 119.).

Rozwiazanie: Przesuimy prostg ! réwnolegle do $ladéw plaszczyzny
n' tak, aby slad tlowy tejie zeszedl sie z punktem 17, to prosta 7,2
Jest zmienionym rzutem prostej /. Wyznaczmy nastepnie za pomoca punktéw
dzielenia D); i D, odcinek 'T, A’ prostej I('T,Z',) rzutowo réwny danemu od-
cinkowi 1 poprowadZmy przez punkt 'A’ prosta m‘' réwnolegla do $ladéw
plaszezyzny z! to takowa przecina sie z rzutem 7 w rzucie A punktu A
czynigcego zadosé¢ warunkom zagadnienia.

Zagadnienie 2.: Na plaszezyznie n'(f,z,) dany jest tréjkat 1'2'3,
ktérego wierzcholek 3' lezy poza obrebem rysunku; przesungé plaszczyzne
7' w kierunku prostopadlym do tla tak, aby rzut punktu 3 znajdowal sie
w obrebie rysunku, (rys. 120.).

Rozwigzanie: Slady tlowe T, i T, prostych 13 i 23 zmieniajg swe
poloZenia na prostych 0,7, i 0,7,, $lady zbiegu za$ Z, i Z', jak wiadomo
nie zmieniajy sig. — Przyjmijmy, ze $lad tlowy 7, schodzi sie po przesu-
nigcin plaszezyzny z! z punktem '7) to prosta '/, poprowadzona przez punkt
'T; rownolegle do z'; jest zmienionym $ladem tlowym plaszezyzny =!, a punkt
przeci¢eia sig '7, $ladu ' z prosta 0,7, jest zmienionym $ladem tlowym
proste] 23. JeZeli tedy wyznaczymy punkt przecigeia sie prostych 17,7,
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i 17,'Z, natenczas otrzymamy zmieniony rzut !3‘ punktu 3. Zmienione rzuty
1' 1 2" punktéw 1 1 2 znajdujg sie w przecigeiach prostych 0,1 i e
tudziez 0,2' i '1,2',.

0 zmianie tla.

Jezeli tlo & przesuniemy rdwnolegle do pierwotnego poloZenia tegoz,
natenczas zmieni sig oddalenie $rodka rzutéw od tla a pierwotne $lady
tlowe i slady zbiegu prostych przesuna sie na prostych prostopadlych do
tla (rys. 121.). Wskutek zmiany tla zmieniajg sie $lady tlowe i $lady
zbiegu prostych a nadto rzuty $rodkowe punktéw.

Zalézmy sobie tedy zbadad, jaki zachodzi zwigzek miedzy pierwotnymi
a zmienionymi $ladami prostych, jakotez miedzy pierwotnymi a zmienionymi
rzutami punktow.

Przesufimy w tym celu przez promien gléwny 0O, i przez promierni
zblegu 0Z' prostej U(T,Z')) plaszczyzne, to takowa przecina sie ze zmie-
nionem tlem 'w podlug prostej 10,17, na ktérej zmieniony $lad zbiegu 12/,
prostej ! lezy.

Zmieniony $lad zbiegu prostej lezy tedy na prostej la-
czacej pierwotny $lad zbiegu z punktem gléwnym.

Z trojkatéw podobnych 0740, i 010,12, czytamy :

1) 0,2, :10,1Z', =00, : 010,,
t. z.: Zmieniony $lad zbiegu dzieli odcinek zawarty miedzy
punktem gléwnym i pierwotnym é§ladem w takim samym sto-
sunku, wjakim zmienione tlo dzieliodleglo$é drodka rzutdw
od tla pierwotnego.

Przesuiimy przez prosta OO, i przez promien rzucajacy punktu A, le-
zgcego na prostej [/ plaszezyzng, to takowa przecina sie ze zmienionem
tlem podlug prostej '0,14' na ktérej zmieniony rzut 14’ punktu A4 lezy.
7 trojkatéw podobnych 0OA'0; i 01410, czytamy:

2) 0,4 :10,14'=00, : 010,,
t. z: Zmieniony rzut punktu dzieli odcinek zawarty miedzy
punktem gléwnym i pierwotnym rzutem w takim samym sto-
sunku, w jakim zmienione tlo dzieli odleglo$é érodka rzutdéw
od tia pierwotnego.

Z réwnah 1) i 2) czytamy, Ze rzut pierwoiny i rzut zmieniony prostej
sa prostemi réwnoleglymi.

Przesufimy nareszcie przez prostg ! i przez promien zbiegu tejze 0Z,
plaszezyzny prostopadle do tla i odpowiednio réwnolegle, to proste podlug
ktérych zmienione tlo 'm przecina sie z tymi plaszczyznami sg réwnolegle,
proste zatem T\'T) i Z','Z';, 1aczgce pierwotne $lady z odpowiednimi $ladami
zmienionymi sg réwnolegle a odeinki 7,7, i 17,17, zawarte miedzy pier-
wotnymi i zmienionymi $ladami sa réwne.

Zagadnienie: Wyznaczyé rzeczywista wielko$é odcinka AB prostej
U(T,ZY), ktéra lezy na plaszezyinie m'(t2',), jezeli $lad zbiegu Z, znajduje
sig poza obrebem rysunku, (rys. 122.).

Rozwigzanie: Jezeli przesuniemy tlo ku $rodkowi rzutéw o polowe
pierwotnego oddalenia, natenczas promied zmienionego kola oddalenia
rowny jest polowie promienia pierwotnego kola oddalenia F.

Geom. wykreslna.
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Odleglosci zmienionego $ladu zbiegu 'z, plaszezyzny =' i zmienionych
rzutéw '4' i 1B’ od punktu gléwnego O, réwne sa polowie odleglosci tego
punktu od pierwotnego $ladu z';, wzglednie od pierwotnych rzutéw A'i B,
a odlegloé¢ zmienionego sladu tlowego '#, plaszezyzny =! od prostej !z
jest v6wng odleglosci pierwotnych $ladéw 7, i 2. Prosta, laczaca punkty
'A' i ‘B jest zmienionym rzutem prostej !, a punkta 7, i 'Z, w ktérych
slady %, i '2/, przecinaja sie z rzutem 41D sg zmienionymi $ladami pro-
stej ; rzeczywista wielko$¢ tedy odcinka AB moina za pomocs punktdw
dzielenia z latwos$cia wyznaczyé, albowiem slady 17, i 'Z', prostej AB leza
w obrebie rysunku.

34. Jezeli po;edyncze zmmny, o ktorych mowiliémy, nie prowadza do
celu natenczas nalezy zmieni¢ $rodek rzutdéw i polozenie przedmiotu w prze-
strzeni.

Zagadnienie: Wyznaczyé rzeczywista wielko$é odeinka AB prostej
UT,Z"), jezeli élad tlowy i élad zbiegu lezg poza obrgbem rysunku, (rys. 123.).

Rozwigzanie: Przesunmy prostg ! réwnolegle do tla w kierunku
sladéw plaszczyzny 7! od strony lewej ku prawej tak, aby zmieniony $lad
tlowy zeszedl sie z punktem !7), natenczas punkt M' dzielgcy na dwie réwne
czesci odcinek 77" przesunie sie w kierunku sladdéw # 12, od strony lewej
ku prawej o polowe odeinka 7, T,. Przesuiimy nastepnie $rodek rzutéw na
plaszezyZnie zniknienia w kierunku $ladéw plaszezyzny n! od strony prawej
ku lewej tak, aby wielko$é tego przesuniecia réwnala sie odcinkowi !T,7,,
natenczas punkt M' wréci do swego dawnego polozenia; prosta tedy !7, M
Jest podwdjnie zmienionym rzutem prostej /, a punkta przeciecia sie 14'i tB
tego rzutu z prostemi poprowadzonymi przez A' i B' réwnolegle do $ladéw
4 1 2'; sg zmienionymi rzutami punktéw 4 i B.

Aby wyznaczyé rzeczywista wielko$¢ odeinka AR, naleiy przede-
wszystkiem wyznaczyé zmieniony punkt gléwny. Podzielmy w tym celu od-
cinek '7)M' na dwie réwne czesei i poprowadzmy przez punkt dzielacy P’
prosta »' réwnolegly do $ladu #,, to natenczas odcinek FP'Q' zawarty miedzy
punktem P i punktem przecigeia sig @' prostych #' i A'B', réwny jest po-
fowie wielkos$ci przesuniecia prostej /, $rodka rzutéw O i punktu gléwnego
0,. Jezeli tedy poprowadzimy przez punkt gléwny O, prosta p' réwnolegla
do sladéw plaszczyzny n' i odmierzymy na tej prostej od strony prawej ku
lewej odcinek O,'0;, réwny podwéjnemu odcinkowi P @', to punkt !0, jest
zmienionym punktem gléwnym.

Majac tedy punkt gléwny !0, kolo oddalenia a nadto $lady 17,!Z,°
proste] !, mozna z latwodcia wyznaczyé rzeczywista wielko$é odeinka tej
prostej.

B. Rzuty prostokatne.

1. Polozenie punktéw i prostych w przestrzeni mozna wyznaczyé, od-
noszac takowe zapomocy rzutéw z dwu punktéw O, i 0, na dwie plaszezyzny
7' i #% ktére nazywamy plaszczyznami rzutéw. Promienie 0,4 i 0,4, rzu-
cajgce punkt A na plaszezyzny z' i #? (rys. 124.), wyznaczaja plaszczyzne,
na ktérej lezy prosta, laczaca $rodki rzutéw O, i O,; $lady zatem s, i s,
tej plaszeczyzny na pla.szczyznach rzutéw przechodza odpowiednio przez
punkta przebicia P, i F, prostej 0,0, z plaszezyznami z'i a2 i przez
rzuty 4' i A“ punktu A, a nadto przecinajq sig¢. w punkecie, leZzacym
na proste] x, podlug ktérej plaszezyzny rzutéw sie przecinaja. Dwa dowolne
punkta X' i ¥, tedy, z ktérych jeden leiy na plaszezysnie m#! a drugi na
plaszezyznie #? nie sa w ogéle rzutami punktu, proste bowiem O,X i 0, ¥
sa wogdle wichrowate. Jezeli jednak proste P, X i P,Y przecinaja sig w punkcie,
lezacym na prostej z, natenczas promienie 0,X i 0,Y¥ leza na jednej pla-
szezyZnie 1 przecinaja sig¢ w punkeie, ktérego rzuty schodza si¢ z punktami
X1 ¥. — Jezeli srodki rzutéw O, i 0, leza w nieskoniczonofei, natenczas
punkta przebicia P, i P, prostej 0,0, z plaszezyznami rzutéw leza réwniez
w nieskoficzonosei; $lady tedy s,... i s,.. plaszezyzn, wyznaczonych promie-
niami rzucajacymi na plaszezyznach rzutéw, sa odpowiednio réwnolegle.

Konstrukeya na dwu plaszezyznach nachylonych do siebie pod pewnym
katem, jest nader niewygodna, a czestokroé wprost niemozebna, dlatego
sprowadzamy obie plaszezyzny rzutéw do jednej plaszezyzny, obracajac
takowe okolo prostej » tak dlugo, dopoki sig nie zejda na jednej plaszczyznie.

- Najwigcej rozpowszechniong metods rzutéw na dwie plaszezyzny, ktéra
technice najwigksze oddaje uslugi, jest metoda rzutéw prostokatnych.

2. Rzutem prostokatnym A’ punktu A4 na plaszezyzne m! (rys. 125.)
nazywamy spodek prostopadlej A4’ WyprowadzoneJ z punktu A do plasz-
czyzny m'. Prosta AA' nazywamy prosts rzucajacy punkt A, a plaszczyzne
! nazywamy plaszezyzng rzutéw.

Rzut A’ nie wyznacza punktu 4, albowiem rzuty prostokatne na pla-
szezyzng ' wszystkich punktéw lezacych na prostej AA4' schodza sie
w punkcie A'. Jezeli jednak wyznaczymy rzuty prostokatne A' i A“ punktu
A na dwie plaszezyzny @' i #? przecinajace sie, natenczas punkta A' i A“
wyznaczajy poloZenie punktu A w przestrzeni; proste bowiem A‘A i A“A
wyprowadzone z rzutéw A' i A“ prostopadle do plaszezyzn z! i @% przeci-
najg sie w punkcie A.
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3. Przyjmujemy zwykle, ze plaszczyzna ! jest pozioma , a plaszezyzna
n* pionowa, ze zatem plaszczyzny rzutéw sa prostopadle. Prosta », podlug
ktorej plaszezyzny @' i @® przecinajs sig, nazywamy osia rzutéw, a punkta
A" i A“ nazywamy odpowiednio rzutem poziomym i pionowym punktu A.
0% =, dzieli plaszezyzne m' na dwie czesci: czesé przednia (+z') i czesdé
tylng (—=?).

0% rzutéw dzieli réwniez plaszezyzne n® na dwie czesci: czesé gorna
(+7? i czedé dolng (—n?). Plaszezyzny rzutéw zas m' i w? dzielg calg prze-
strzef na cztery czeéci, zawarte odpowiednio miedzy (+x!) i (4a%), (—=a')
i(4+n2), (—ab) i (—=?), (+7!) 1 (—a?), ktére odpowiednio pierwsza, druga,
trzecia 1 czwarty ¢wiartksa przestrzeni nazywaé bedziemy.

4. Plaszczyzna A'AA“, przesunieta przez proste, rzucajace punkt 4 na
plaszezyzny n! i m? jest prostopadly do osi z; proste tedy A'd, i A“A,,
podlug ktérych plaszezyzna A'AA“ przecina sig z plaszczyznami rzutow,
tworza z prostemi rzucajacemi prostokat 44'4.4“. A zatem:

a) Proste wyprowadzone z rzutéw punktu, prostopadle
do osi #, przecinaja sie w punkcie, lezgcym na tejze osi.

b) Odleglo$é punktu od plaszeczyzny poziomej rzutédw,
ré6wna jest odleglodci rzutu pionowego tego punktu od osi
rzutow.

¢) Odleglo$é punktu od plaszeczyzny pionowej rzutow,
réwna jest odleglosci rzutu poziomego tego punktu od osi
rzutow.

6. Wykreslenia na dwu plaszczyznach sa nader ucigzliwe, a czestokroc¢
niewykonalne, z tego powodu sprowadzamy plaszczyzny rzutéw do jedne]
plaszezyzny rysunku, obracajac takowe okolo osi x tak dlugo, dopoki czesc
przednia plaszezyzny poziome] rzutéw nie zejdzie sig z czgscig dolng pla-
szezyzny pionowej 72

Po sprowadzeniu plaszczyzn rzutéw do jednej plaszezyzny, leza rzuty
A'A* punktu A na prostej A'A”, prostopadlej do osix (rys. 1250), albowiem
proste A'A, i A”A,, prostopadle do osi rzutéw, nie zmieniaja podczas obrotu
plaszczyzn =' i 7% swego poloZenia wzgledem tejze osi. — A zatem:

Po sprowadzeniu plaszezyzn rzutéw do jednej plaszczy-
zny rysunku, lezg rzuty punktéw na prostych, prostopa-
dlych do osi x I wzajemnie:

Dwa punkta znajdujace sie na prostej, prostopadlej do
osi #, moZna uwazac¢ za rzuty punktu.

6. Rzuty punktu zajmuja wzgledem osi rzutéw rézne polozenia, za-
leznie od tego, w ktérej éwiartce 6w punkt sie znajduje. Jezeli punkt A4
znajduje sie w ¢wiartce pierwszej, natenczas rzut poziomy A' lezy pod osia,
a rzut pionowy A“ lezy nad osia.

Rzuty B' i B* punktu B, lezacego w c¢wiartee drugiej, znajduja sig
nad osig.

Jezeli punkt C lezy w d¢wiartee trzeciej, natenczas rzut poziomy €'
znajduje sie nad osia, a rzut pionowy C“ pod osig.

Rzuty D' i D* punktu D, lezgcego w Cwiartce czwartej, znajduja sig
pod osig.
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Jezeli punkt I lezy na plaszezyznie poziomej rzutéw s!, natenczas
rzut Poziomy H' schodzi si¢ z punktem H, a rzut pionowy H* znajduje sie
na osi .

R_zut pionowy V* punktu ¥, lezacego na plaszczyznie pionowej rzutéw,
schodzi sie z punktem V, a rzut poziomy V' znajduje sie na osi.

; 7. Pla,s.zczyzny 7'z 1 7%, przechodzace przez of » i dzielace na dwie
rowne czesci katy, zawarte miedzy plaszezyznami rzutow, sg miejscem geo-
metrycznem punktéw, ktérych odleglodei od plaszezyzn @' i 2? sa réwne.

Rzuty zatem M' i M“ punktu, leZgcego na plaszezyznie z!., ktéra
przechodzi przez ¢wiartke pierwszg i trzecig, sa symetryczne wzgledem osi
#, rzuty zas N' i N“ punktu N, lezacego na plaszczyznie w2, ktora prze-
chodzi przez ¢wiartke druga i czwarta, schodza sig¢ w jednym punkeie.

_ 8. Czestokroé nie wystarczaja rzuty na dwie plaszezyzny do wyzna-
czenla utworu przestrzeni. W tym wypadku przyjmujemy plaszezyzne n3,
pfostopadl@ do osi x za trzecig plaszezyzne rzutéw (rys. 126a). Plaszczyzne
7" nazywamy plaszczyzng boczng rzutéw, a rzuty na plaszezyznie z? nazy:
wamy rzutami bocznymi.

Plaszezyzny n', # i %, wzajemnie prostopadle, tworza uklad pla-
szezyzn wspolrzednych i przecinaja sie podlug trzech prostych, prostopa-
dlych Oz, Oy, Oz, ktére nazywamy osiami ukladu.

P.unkt. przecigeia sie O osi, zwany poczatkiem ukladu, dzieli kazda of
na_dwze- czedci. Przyjmujemy, Ze czedei osi Ox, Oy i Oz, lezace odpowie-
dnio po stronie prawej plaszezyzny =°, przed plaszczyzna n? i powyze])
plaszezyzny n!, sa czedciami dodatnemi, czedei za$ osi lezace odpowiednio
po stronie lewej plaszczyzny =° za plaszezyzng #? i ponizej plaszezyzny =t
sg czesciami ujemnemi.

9. Wyznaczmy rzuty 4, A, A" punktu 4 na plaszezyzny z!, z* i z°
grys. 126a) i przesufimy przez proste rzucajace AA' i AAd*, AA' i A4, A4
1 AA‘“'plaszczyzny, to takowe wyznaczaja z plaszczyznami ukladu réwno-
legloscian prostokatny, w ktérym trzy razy po cztery krawedzie sa réwno-
legle i réwne.

Krawedzie 04,, 04, i 04, tego réwnolegloscianu, ktére leza na osiach
Oz, Oy i Oz ukladu, nazywamy wspélrzednemi punktu 4 i oznaczamy
ta]_iowe odpowiednio literami #, » i s. Kazdemu punktowi tedy odpowia-
dajg trzy spélrzedne dodatne lub ujemne, stosownie do tego, czy takowe
lezg na czedciach dodatnych czy ujemnych osi ukladu. Jezeli zestawimy po
trzy spélrzedne ze znakiem ,+“ i ,—“ natenczas otrzymamy o$m tréjek,
ktérym odpowiadaja punkta lezace w oémiu cze$ciach przestrzeni, wyzna-
czonych trzema plaszczyznami rzutéw z!, @2 i m3:
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10. Aby plaszezyzny rzutéw z', n* i #° sprowadzié¢ do jednej plaszezyzny
r'y:s?.nku, obracamy plaszczyzne 2! okolo osi Ox (rys. 1268) tak dlugo, do-
poki czgsé przednia tejze nie zejdzie sie z czedcia dolna plaszezyzny =2,
na..ste;pnie obracamy plaszczyzne a® okolo osi Oz tak, aby cze$é przednia
teJ.z'Z zeszla si¢ z czeiciy plaszezyzny n° rozciagajaca sie po lewej stronie
osi Oez.
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Po pierwszym obrocie schodzg sie osi + 0Oy i —O0z, tudziez —Oyi + 0z
po drugim obrocie za& schodzg sie osi + 0Oy i —Oz tudziez —O0y 1 +0z.

Po sprowadzeniu plaszeczyzn rzutéw =!, 2 i 2’ do jednej plaszezyzny
rysunku, rzuty A4‘'i A“ leza na proste] prostopadlej do osi Oz ; rzuty A
i A" na prostej, prostopadlej do osi Oz, a odleglo$é rzutu poziomego A’ od
osi Oz réwna jest odleglo$ci rzutu boeznego A’ od osi Oz, co zresztg
z rownolegloScianu OA, A'A,A'... bezposrednio wynika.

Zagadnienie: Wyznaczyé rzuty punktu, ktérego wspolrzedne x=+1,
y=-—2, #=—3 sg dane (rys. 127.).

Rozwiagzanie: Odmierzmy na osiach Oz, Oy i Oz cdcinki OB,
OB, i OB, réwne odpowiednio wspélrzednym #, #, 2, i wyprowadZmy,
z punktéw B., B. i B, proste, prostopadle do osi Oz, Oy i Oz, to proste
B.B'i BB, B,B*i B.B", B.B"'i B,B" przecinaja sie w rzutach B’, B”, B
punktu B, ktérego wspélrzedne =, y i z sg dane.

11. Niech beda dane plaszezyzny rzutéw z! i m* i prosta /; przesunmy
przez te prostg plaszezyzny w', i n%, odpowiednio prostopadle do plaszczyzny
poziomej i pionowsej rzutdéw, to plaszezyzny z! i @', przecinaja sig podlug
prostej ', ktéra jest rzutem poziomym, a plaszezyzny =® i @% przecinaja
sie podlug prostej 7“, ktora jest rzutem pionowym prostej I Rzuty I' 1 7*
sa miejscem geometrycznem rzutéw A', B',.. i A“, B, .. punktéw A, B, ..
lezacych na prostej /. A zatem:

Rzuty punktéow lezacych na prostej, znajduja sig na od-
powiednich rzutach tejZze prostej i wzajemnie: jeZeli rzuty
punktéw lezg na odpowiednich rzutach prostej, natenczas
punkta lezg na proste].

Rzut pionowy i rzut poziomy wyznaczajg wogdle prosta, jezeli bowiem
przez rzut poziomy przesuniemy plaszczyzne prostopadla do z#', a przez
rzut pionowy plaszezyzne prostopadla do m% to takowe przecinaja sie podlug
owe] prostej. Wyjatek stanowi prosta m, prostopadla do osi rzutéw x, ktorej
plaszezyzny rzucajgce schodza si¢ na jednej plaszezyznie, a rzuty, poziomy
i pionowy, m' i m“, schodza si¢ na prostej prostopadlej do osi z.

PolozZenie takiej prostej jest wyznaczone, jezeli dane sg rzuty poziome
i pionowe dwu punktéw tejze, albo jezeli dane sa rzuty, poziomy, pionowy
i boczny prostej.

Zagadnienie: Dane sg rzuty, poziomy I' i pionowy 1“ prostej /, wy-
znaczy¢ rzut boczny tejze (rys. 128.).

Rozwigzanie: Wyznaczmy rzuty A4A' i A* tudziez B' i B* dwu
punktéw A 1 B, lezgcych na prostej 7 i poprowadzmy przez A“ i B“ proste
A“A; 1 B“B,, prostopadle do osi Oz, odmierzmy nastepnie na tych prosto-
padlych od punktéw A. i B. odeinki 4.4'" i B.B" réwne odpowiednio od-
leglosei rzutéw poziomych 41 B' od osi #, to punkta A i B sa rzu-
tami bocznymi punktéw A i B, a prosta A“B' jest rzutem bocznym
prostej . ]

12. Jezeli prosta ! przecina si¢ z osig x, natenczas rzuty tej prostej
przecinajs sie w punkcie, lezgcym na tejze osi (rys. 129.).

Rzut pionowy m“ prostej m, réwnoleglej do plaszezyzny poziomej
rzutow jest réwnolegly do osi », albowiem plaszezyzna n?,, rzucajgca pio-
nowo prosta m, jest réwnolegla do plaszezyzny =' (rys. 130.).
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Rzut poziomy #' prostej #, réwnoleglej do plaszezyzny pionowej rzutéw
jest rownolegly do osi @, (rys. 131.).

Rzuty p' i p* prostej p, réwnoleglej do osi rzutéw sg do tej osi réwno-
legle, (rys. 132.).

Jezeli prosta g jest prostopadla do plaszezyzny poziomej rzutéw, na-
tenczas rzut poziomy ¢' jest punktem, a rzut pionowy ¢“ jest prostg prosto-
padly do osi x, (rys. 133), plaszczyzna bowiem =?,, rzucajgca pionowo
prosta ¢, jest prostopadia do plaszczyzny poziomej ! i do plaszezyzny pio-
nowej w% jest tedy prostopadla do prostej z, podlug ktdrej te plaszezyzny
przecinaja sie.

Rzut pionowy s* prostej s, prostopadlej do plaszczyzny pionowej rzutdw,
Jest punktem, a rzut poziomy s jest prosts prostopadla do osi (rys. 134).

Dwie proste 7 i m, lezace na plaszczyznie rysunku, do ktérej sprowa-
dzono plaszczyzny rzutéw z' i 2%, moZna uwazaé za rzuty prostej, z wy-
jatkiem, jezeli te proste sa prostopadle do osi z i nie schodza sie na jednej
prostej; w tym przypadku bowiem plaszczyzny, przesunigte przez proste /
1 m, prostopadle do odpowiednich plaszczyzn rzutéw, sa réwnolegle.

13. Punkt, w ktéorym prosta przebija plaszezyzne rzutéw, nazywamy
sladem proste;j.

Punkta przebicia prostych z plaszczyznami, pozioms, pionowa i boczng
rzutdw, nazywamy odpowiednio $ladami poziomymi, pionowymi i bocznymi
prostych.

Zagadnienie 1.: Dane sg rzuty ', I“ i I prostej !, wyznaczyé
slady, poziomy, pionowy i boczny tej prostej.

Rozwigzanie: Rzut pionowy H*“ $ladu poziomego I, znajduje sig
w punkcie przeciecia sie rzutu pionowego !“ z osia; punkt H bowiem lezy
na proste] / i na plaszczyznie poziomej rzutéw.

Jezeli tedy wyprowadzimy z punktu 71* prosta, prostopadla do osi z,
natenczas w punkcie przeciecia sie tejze z rzutem poziomym /' otrzymamy
slad poziomy H.

Punkt przeciecia sie ¥ rzutu poziomego I' z osig x jest rzutem po-
ziomym £ladu pionowego V; prowadzac tedy z punktu V' prosta, prosto-
padlg do osi x, otrzymamy w punkcie, w ktérym ta prostopadla przecina
rzut 1“, $lad pionowy ¥ prostej I

Rzut pionowy K*“ $ladu bocznego prostej I, znajduje sie w punkcie
przeciecia sie rzutu ! z osig Oz, albowiem $lad K lezy na prostej 7 i na
plaszczyZnie bocznej #®; w punkcie przeciecia sie tedy rzutu "' z prosta,
wyprowadzong z K“ prostopadle do osi Oz otrzymamy slad boczny K.

Zagadnienie: Dane sy $lady, poziomy i pionowy prostej /, wykredlié
rzut poziomy i pionowy tejZe a nadto wyznaczyé¢ slad boczny prostej [, nie
kreslac rzutu bocznego '

Zagadnienie 2.: Wyznaczy¢ punkta przebicia prostej I(I', i) z pla-
szezyznami !, 1wk,

Rozwigzanie: Rzuty M* i M' punktu, w ktérym prosta I przebija
plaszezyzne @', sa symetryczne wzgledem osi z. /

Jezeli tedy poprowadzimy przez punkt przecigcia sie¢ P, rzutu 1“ z osia
«, prosta m, nachylong do osi pod katem, réwnym katowi nachylenia pro-



stych I i @, natenczas punkt M, w ktérym proste I' i m przecinajg sig,
jest rzutem poziomym punktu przebicia prostej ! z plaszezyzng m'..

Rzuty za$ N' i N“ punktu, w kiérym prosta ! przebija plaszczyzng 7%,
schodza sie z punktem przecigcia sig rzutéw 7' 1 7“.

Zagadnienie: Wyznaczyé rzuty i $lady prostej przechodzace] przez
punkta A, i 4,, ktérych spélrzedne z,, y;, & i @, ¥, 1 % sa dane.

14. Jezeli dwie proste ! i m, przecinaja si¢ w punkcie 4, natenczas
rzuty poziome I' i m' oraz rzuty pionowe [ i m* przecinajg si¢ w punktach
A" i A“, lezacych na prostej prostopadlej do osi z, (rys. 135.).

Rzuty poziome m' i »', pionowe m* i #* i boczne m' i n'' dwu pro-
stych réwnoleglych sg réwnolegle, albowiem plaszezyzny rzucajace te proste
na plaszezyzny rzutéw, pozioma, pionows i boczng sg réwnolegle (rys. 136.).

Jezeli dwie proste # i p sa wichrowate, natenczas rzuty poziome z‘1p’,
tudziez rzuty pionowe »“ i p“ przecinajg sie w punktach M i N, ktére nie
leza na proste] prostopadlej do osi # (rys. 137.).

Zagadnienie: Wyznaczyé cien rzucony punktu A(4', 4”) na pla-
szezyzny rzutéw, jezeli Zrédlo $wiatla znajduje sie w nieskoficzonodci (rys. 138).

Rozwigzanie: Kierunek promieni $wiatla niech bedzie wyznaczony
prosta s(s' i s*). Przyjmujemy zwykle, Ze rzuty s' i s*, sa nachylone do osi
x pod katem 45°.

Poprowadzmy przez punkt A4 prost@ 7, réwnolegla do kierunku $wiatia
i wyznaczmy $lady, poziomy H i pionowy V prostej I, to te punkta sg cie-
niami rzuconymi punktu A4 na plaszczyzny rzutow.

Cietr H jest w danym przypadku cieniem rzeczywistym, lezy bowiem
na przedniej, a wiec na widzialnej czeéci plaszezyzny poziomej rzutéow. Cien
V za$ jest idealny, leZy bowiem na dolnej, a wiec na niewidzialnej czgsci
plaszezyzny pionowej rzutdw.

15. Polozenie plaszczyzny @ wzgledem plaszczyzn rzutéw =z?, z? 73
wyznaczamy zapomocsg rzutéw trzech punktéw tejze, albo zapomoca rzutow
dwu prostych, ktére leZg na plaszezyznie .

Najczedciej wyznaczamy plaszczyzne zapomoca $ladéw t. j. prostych,
podlug ktérych plaszezyzna dana przecina sig z plaszczyznami rzutdw.

Proste @, m, i @, podlug ktéorych plaszezyzna = przecina sig z pla-
szezyznami rzutéw z!, 7’ i w3, nazywamy odpowiednio $ladem poziomym,
plonowym i boeznym , (rys 139«).

Sla.dy Wy 1 W, Wy 1 W, 7w, 1w przecinajy sie odpowiednio w punktach
lezgeych na osiach Oz, Oy, Oz.

16. Stosownie do poloZenia plaszczyzny wzgledem plaszczyzn rzutéw,
za,‘]mum slady tejze rdine polozenia wzgledem osi.

Slady @ i 7. plaszczyzny 7, nachylonej do plaszezyzn rzutow ='i a’
sa nachylone do osi x (rys. 1395).

Jezeli plaszezyzna n® jest prostopadla do plaszezyzny poziomej rzutéw
w1, natenczas $lad pionowy n% jest prostopadly do osi z, albowiem prosta
%, podlug ktorej plaszczyzny =m’ i #* prostopadle do plaszezyzny =!, prze-
cinaja sig, jest prostopadla do plaszezyzny poziomej rzutéw a wiec i do
osi z, (rys. 140.).

Slad poziomy 7% plaszezyzny m*, prostopadlej do plaszezyzny pionowe;]
rzutow jest prostopadly do osi z, (rys. 141.).
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Jezeli plaszczyzna z° jest rownolegla do plaszezyzny poziome] rzutéw,
natenczas slad pionowy 7% jest réwnolegly do osix, albowiem plaszczyzna
7w? przecina si¢ z plaszezyznami réwnoleglemi #° i @' podlug prostych
réwnoleglych #% i » (rys. 142.).

Slad poziomy 7% plaszezyzny x, réwnoleglej do plaszczyzny pionowej
Izutow jest rownolegly do osi rzutéw x, (rys. 143.).

Slady, poziomy =%, i pionowy =7, plaszczyzny 77, rownoleglej do osi
rzutow, sg do tejze osi réwnolegle, albowiem plaszczyzna. 7 przecina sie
z osia W punkecie, lezgecym w nieskonczonodei, przez ktory élady = i m,
przechodza (rys. 144.).

Jezeli plaszezyzna m® przechodzi przez of rzutéw, natenczas $lady, po-
ziomy 1 pionowy schodza sie z ta osia; polozenie takiej plaszezyzny wyzna-
czamy zapomocy sladu bocznego 7%, ktéry oczywidcie przez poczatek ukladu
0, plaszezyzn n', n* i #*® przechodzi (rys. 145).

Zagadnienie: Majac dany $lad poziomy =, i $lad pionowy =, pla-
szezyzny, wyznaczy¢ slad boczny m; tejze (rys. 1398).

Rozwigzanie: Wyznaczmy punkt przeciecia sig P, $ladu m; z osia
Oy i punkt przeciecia sig P, $ladu m, z osig Oz, zakre§lmy nastepnie z po-
czatku ukladu O, jako srodka kolo promieniem OP, i polgczmy punkt P,
z punktem P, w ktérym to kolo przecina o§ Oy, to prosta PP, jest $ladem
bocznym m; plaszezyzny m.

17. Jezeli prosta Ilezy na plaszczyznie m, natenczas §lad poziomy tejze
I, lezy na $ladzie poziomym =, a $lad pionowy ¥V lezy na $ladzie pio-
nowym 7, plaszczyzny.

Aby tedy Wyznaczyc rzuty prostej, leza,cej na plaszezyznie n(m,, 7w,),
obierzmy na $ladzie poziomym =z, dowolny punkt H, (rys. 146.), a na $ladzie
pionowym dowolny punkt ¥ i wyznaczmy rzuty H' i H" tudziez V' i V*,
to proste /' i [, laczace punkta H' i V' tudziez H“ i V* sa rzutami prostej
l, ktora lezy na plaszezyznie .

Proste lezace na plaszezyinie nm, ktére sa réwnolegle do $ladu pozio-
mego m;, nazywamy tworzgcymi poziomymi plaszczyzny .

Rzut poziomy p* tworzgcej poziomej p jest réwnolegly do $ladu pozio-
mego m; plaszezyzny, a rzut pionowy p” jest réwnolegly do osi #, albowiem
prosta p jest réwnolegla do $ladu 7, a temsamem réwnolegla do plaszezyzny
poziomej rzutow.

Proste, lezace na plaszezyznie =, ktére sa réwnolegle do &ladu piono-
wego 7, nazywamy tworzacymi plonowyml plaszezyzny m.

Rzut pionowy ¢” tworzacej pionowej ¢, jest réwnolegly do $ladu pio-
nowego, a rzut poziomy g’ jest réwnolegly do osi .

Zagadnienie 1.: Wyznaczy¢ rzut pionowy A punktu 4, lezgcego
na plaszezyZnie m(m,, m,), jezeli rzut poziomy tego punktu jest dany
(rys. 146.).

Rozwiazanie: PoprowadZzmy przez A’ dowolna prosta /' i uwazajmy
takows za rzut poziomy prostej 7, lezacej na plaszezyznie =, to punkt
przecigeia sig /1 prostej I' ze $ladem poziomym m;, plaszczyzny m jest éladem
poziomym prostej 7, a punkt przeciecia si¢ V' prostej I z osig x jest rzutem
poziomym sladu pionowego tej prostej. Jezeli tedy wyznaczymy rzut pm-
nowy [ prostej ! i wyprowadzimy z punktu 4' prosta, prostopadla do osi =,
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natenczas w punkcie przeciecia sie tej prostopadlej z rzutem I otrzymamy
rzut pionowy A" punktu A.

Zagadnienie 2.: Wyznaczy¢ rzuty tréjkata lezgcego na plaszezyimie
(7, 7,), (rys. 147.).

Rozwigzanie: Przyjmijmy, Ze dowolny trojkat A'B'C" jest rzutem
poziomym tréjkata, lezacego na plaszezy’inie =, i wyznaczmy rzuty pio-
nowe A"B“C"; w spbséb wylozony w poprzedniem zagadnieniu, to trojkat
A“B“C" jest rzutem pionowym tréjkata ABC, ktéry lezy na plaszezyinie 7.

Uwaga: Rzut poziomy i rzut pionowy wielokata, lezacego na pla-
szezyznie m, sa wielokatami powinowatymi, kierunek powinowactwa jesi:.
prostopadly do osi rzutéw @, a o$ powinowactwa ¢ jest prosta, na ktore]
schodzg sie rzuty d' i d" przekroju d plaszezyzn 7 i 7’

18. Zagadnienie 1.: Wyznaczyé slady plaszezyzn przesunigtych
przez prostg (1!, ).

Rozwiazanie: Wyznaczmy $lad poziomy H iélad pionowy V prostej
[ ipoprowadz’my przez punkta I1 i V proste w1 #l,, % 1 7%... to takowe
sa $ladami plaszezyzn, przesunigtych przez prosty /.

Slad poziomy plaszezyzny, przesunigtej przez prostg [, prostopadle do
plaszezyzny poziome] rzutow, schodzi sig z rzutem 7, a $lad pionowy jest
prostopadly do osi rzutow . Sahy

Zagadnienie 2.: Wyznaczyé¢ $lady plaszezyzny przesunigte] przez
dwie proste przecinajace sie (I, 1) i m(m', m"), (rys. 148.).

Rozwiazanie: Wyznaczmy $lady poziome If; i H,, tudziez slady
pionowe Vi i Vp, to natenczas otrzymamy $lady 7, 1 @, plaszezyzny przesu-
nietej przez proste I i m.

Zagadnienie 3.: Wyznaczy¢ slady plaszezyzny przesunigte] przez
punkt A(4’, A“) i przez prosta I(I', I).

Rozwiazanie: PoprowadZmy przez A’ prostg m', réwnolegls do 7,
a przez A' prosts m', réwnolegla do I, to m' 1 m" sa rzutami proste:]',
przesunietej przez punkt A4, réwnolegle do prostej [. Wyznaczmy .nasftqpme
Slady H, i V;, tudziez H, iV, prostej I i m i polaczmy Hy oz o ar Ve s Ve,
to natenczas otrzymamy $lady plaszezyzny przesunigtej przez punkt A
i przez prostg /.

19. Jezeli dwie plaszezyzny =' i @? sa rownolegle, natenczas slady
poziome 74 i %, 4lady pionowe zn!, i =% i slady boczne =% 1w sa
réwnolegle. :

Dwie plaszczyzny nieréwnolegle m! i #? przecinaja si¢ podlug proste]
d, ktérej $lad poziomy H, znajduje si¢ w punkcie przeciecia sie Sladéw
poziomych =% i 7%, a slad plonowy V., w punkecie przeciecia sig Sladéw
pionowych @', i @?.

Zagadnienie 1.: Wyznaczyé prosta d, podlug ktére] plaszezyzna
dowolna 7, przecina si¢ z plaszezyzng 7!, réwnolegly do plaszezyzny po-
ziomej rzutéw, (rys. 149.).

Rozwiazanie: Punkt przecigcia sie V; ladéw =, i #', jest sladem
pionowym prostej d, $lad poziomy tej prostej lezy w nieskonczonosci na
prostej 7;, albowiem slad poziomy plaszezyzny @' schodzi sig z prosts,
lezaca w nieskoficzonoéci na plaszezyznie poziomej rzutéw.

sz H =

Rzut poziomy tedy d', przechodzi przez V';, réwnolegle do sladu s,
a rzut pionowy d“ schodzi sie ze $ladem =l,.

Zagadnienie 2.: Wyznaczyé¢ prosta d, podlug ktérej plaszezyzna =
dowolna , przecina sig z plaszczyzna z!, prostopadla do plaszezyzny poziomej
rzutow. ! !

Rozwigzanie: Rzut poziomy d' schodzi sie ze $ladem poziomym
plaszczyny n!, a rzut pionowy d' laczy punkt przeciecia sie ¥, $sladow =,
iz, z rzutem pionowym F*; punktu, w ktérym slady poziome przecinajg sie.

Zagadnienie 3.: Wyznaczy¢é prosty d, podlug ktdérej plaszczyzny
& 1 @', réwnolegle do osi rzutéw z przecinaja sig (rys. 150.).

Rozwiazanie: Wyznaczmy Slady boczne m; i w%; plaszezyzn danych,
to punkt przecigcia sie¢ Kai tychze jest sladem bocznym prostej d. Rzut pio-
nowy K, lezy na osi Oz, a rzut poziomy K’ lezy na osi Oy. Jezeli tedy
poprowadzimy przez punkta K'; i K, proste d' i d“, réwnolegle do osi Oz,
natenczas otrzymamy rzuty prostej, podlug ktorej plaszezyzny = i @! prze-
cinaja sie.

Zagadnienie 4.: Wyznaczyé proste, podlug ktérych plaszezyzny =i,
i w%, przecinajg sie z plaszczyzng dowolng 7.

Rozwiazanie: PoprowadZzmy na plaszezyznie 7 dowolng prosta
m(m', m') 1 wyznaczmy w sposéb wyloZony w (art. 13. zag. 2.) punkta
M, M) i N(N', N*), w ktérych ta prosta przecina sie z plaszezyznami
7': 1 %, to proste laczace punkta M i N z punktem przeciecia sie P ladéw
7, 1 w, sg prostemi, podlug ktérych plaszezyzny =!, i @’ przecinaja sie
z plaszezyzng .

Zagadnienie 5.: Dane sg dwie plaszezyzny = i @', ktérych Slady
pionowe nie przecinaja si¢ w obrebie rysunku, wyznaczyé prosta d, podlug
ktorej te plaszezyzny przecinajg sie, (rys. 151.).

Rozwigzanie 1.: Poprowadzmy plaszczyzne n?, réwnolegla do pla-
szezyzny poziomej rzutéw 1 wyznaczmy proste d, i d,, podlug ktéryeh pla-
szczyzna 7® przecina sig z plaszezyznami # 1 @', a nadto punkt przeciecia
sig D prostych d, i d,, to prosta DIH, laczaca punkt D z punktem przeciecia
sie H $ladéw poziomych m;, i =, jest przekrojem plaszczyzn m i =l

Rozwigzanie 2.: (rys. 152.). PoprowadZzmy plaszeczyzne =®, réwno-
legly do plaszczyzny n', ktérej slady przecinaja sie ze sladami odpowiednimi
plaszeczyzny 7 w obrebie rysunku. Wyznaczmy naste¢pnie prosta d, podlug
ktérej plaszczyzny w i n® przecinaja sie, to prosta d, poprowadzona przez
punkt przeciecia sie I $ladéw m, i @'y, réwnolegle do prostej d, jest prze-
krojem plaszezyzn & i =,.

Zagadnienie: Wyznaczy¢ prosta, podlug ktorej dwie plaszezyzny
przecinajg sie, jezeli ani $lady poziome, ani $lady pionowe nie przecinaja
sie w obrebie rysunku.

Zagadnienie: Dane sy dwie plaszezyzny, ktérych slady przecinaja
sig w tymsamym punkcie na osi rzutdw, wyznaczyé prosts, podlug ktérej
te plaszezyzny przecinaja sie.

Zagadnienie: Wyznaczy¢ punkt przecigeia sie trzech plaszezyzn,
ktérych $lady sa dane.

20. Prosta !, réwnolegla do plaszezyzny m, jest réwnolegla do nieskon-
czenie wielu prostych, lezacych na tej plaszczyznie. :
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Aby tedy przez punkt A(4', A“) przesunaé prosta, réwnolegla do pla-
szezyzny 7E(7s, %), poprowadzmy na plaszczyznie w dowolna prosta m(m!, m*),
a przez punkt A4 prosta (7, 1), réwnolegla do m, to prosta /, jest réwno-
legla do plaszezyzny .

Zagadnienie 1.: Przez punkt A(A', A4“) przesunaé plaszezyzne,
réwnolegly do plaszezyzny a(m, =,) (rys. 163).

Rozwiazanie: PoprowadZmy przez punkt A prosts, réwnolegls do
plaszezyzny z n. p. prosta I(I', I*), réwnolegly do $ladu poziomego &, i wy-
znaczmy slad pionowy V) tejze, poprowadZmy nastepnie przez punkt V,
prosty m',, réwnolegly do m,, to ta prosta jest &ladem pionowym plaszczyzny
m', przesunietej przez punkt A, réwnolegle do plaszezyzny = ; $lad poziomy
7', przechodzi przez punkt przeciecia sig P prostych z!, i » réwnolegle do
sladu poziomego 7.

Zagadnienie 2.: Wyznaczyé cieri rzucony na plaszezyzny rzutéw
odcinka AP, jezeli Zrédlem $wiatla jest punkt lezacy w nieskoficzonosci na
prostej s (rys. 154).

Rozwigzanie: Cien rzucony prostej na plaszczyzny rzutéw schodz
si¢ ze sladami plaszezyzny, przesunietej przez tg prosts, réwnolegle do kie-
runku swiatla.

Poprowadzmy tedy przez punkta A i B proste s, i s,, réwnolegle do
proste] s 1 wyznaczmy s$lady m, i #, plaszezyzny, przesunigtej przez te
proste, to takowe sa cieniami rzuconymi prostej AB na plaszczyzny rzutéw.
Cien odcinka AR ograniczony jest cieniami 4, i B, punktéw A4 i B. Cien
A; punktu A4 na plaszezyinie poziomej rzutéw jest na rysunku rzeczywisty,
cien zas B, jest idealny; odcinek tedy ABrzuca ciefi czeicig na plaszczyzne
pozioms , czeScig na plaszezyzne pionowa rzutéw. Jezeli tedy wyznaczymy
clefi rzeczywisty B, punktu B na plaszczyznie pionowej rzutéw i polaczymy
takowy z punktem C;;, w ktérym prosta A, B, przecina sie z osig #, to
natenczas linia A, C;,B, jest cieniem odcinka AB na obie plaszezyzny rzutéw.

Punkt €y, jest cieniem punktu €, odcinka AB na o$ rzutéw, ktéry to
punkt otrzymamy z przecigeia sie proste] AB z prosta poprowadzona przez
punkt Cj; réwnolegle do kierunku $wiatla.

Zagadnienie: Wyznaczyé ciei rzucony wielokata na plaszezyzny
rzutow.

Zagadnienie 3.: Dane s3 dwie proste wichrowate / i m, wyznaczyd
cief rzucony jednej prostej ma drugs (rys. 155).

Rozwiagzanie: Wyznaczmy cienie rzucone 4 i g prostych 7 i m na
plaszezyzng pozioma rzutéw, a nadto punkt przeciecia sie K prostych 21 p;
wyprowadZmy nastepnie z punktu A prosta », réwnolegly do kierunku
$wiatla, to takowa przetnie si¢ z prostemi / i m w punktach M i N. Pankt
M jest cieniem rzuconym punktu N, lezacego na prostej m, na prostg L.

21. Jezeli prosta / jest prostopadla do plaszezyzny =, natenczas rzuty
te] prostej sg prostopadle do odpowiednich $ladéw plaszezyzny m. Jakoz
plaszezyzna @', przesunieta przez prosta /, prostopadle do plaszczyzny po-
ziome] rzutéw, jest prostopadla do $ladu poziomego m;, prosta tedy #, po-
dlug ktorej plaszczyzna m!, przecina sie z plaszezyzna poziomg rzutdw, jesl
prostopadla do §ladu poziomego s, plaszezyzny = i t. d.

e

Rzuty dwu prostych prostopadlych rnie sa wogdle prostopadle, jezeli
jednak jedna z tych prostych jest réwnolegla do plaszeczyzny rzutéw, na-
tenczas rzuty prostych na te plaszezyzne sa prostopadle.

Zagadnienie 1.: Przez prosta /(/'7*) przesunaé plaszczyzne, prosto-
padlg do plaszezyzny n(m, m,) (rys. 156).

Rozwigzanie: Obierzmy na prostej ¢ dowolny punkt A(A'A") i po-
prowadimy przez rzuty A' i A“ proste p' i p” odpowiednio prostopadle do
sladow m, i @, to p* i p” sy rzutami prostej p, prostopadlej do plaszezyzny m.

Jezeli tedy przesuniemy przez proste /i p plaszezyzne =!, to takowa
bedzie prostopadla do plaszezyzny z.

Zagadnienie 2.: Wyznaczyé¢ $lady plaszezyzny przesunietej przez
punkt A(A4'4“) prostopadle do prostej (I, I*) (rys. 157).

Rozwigzanie: PoprowadZmy przez rzut A’ prosta m, prostopadlyg
do /', a przez rzut pionowy A“ prostg m“, réwnolegla do osi z, o m' i m*
sg rzutami tworzgcej poziomej, plaszczyzny m, przesunietej przez punkt A
prostopadle do prostej /. Jezeli tedy wyznaczymy $lad pionowy V,, prostej
1 poprowadzimy przezen prosta, prostopadls do rzutu /“ natenczas otrzy-
mamy $lad pionowy 7, plaszezyzny z; $lad poziomy m; jest prostopadly do
rzutu poziomego /'

Zagadnienie: Przez dany punkt poprowadzié prosta, prostopadla
do plaszezyzny, wyznaczonej zapomocs dwu prostych, przecinajacych sie,
nie wyznaczajac poprzednio sladéw tej plaszczyzny.

22. Prosta /, prostopadla lub nachylona do plaszczyzny =, przebija ta-
kowg w punkcie, ktéry otrzymamy, przesuwajac przez prosta ! plaszezyzne
dowolng ' i wyznaczajac punkt przeciecia sie prostej /7 z prosta d, podlug
ktérej plaszezyzny = i m! przecinajg sie.

Zagadnienie 1.: Wyznaczyé punkt przebicia prostej (', i“) z pla-
szezyzng 7t(m, 7,) (rys. 158).

Rozwigzanie: Przesufmy przez prosta /, plaszczyzng m!, prosto-
padly do plaszezyzny poziomej rzutéw i wyznaczmy prosta d(@, d“), podlug
ktorej plaszezyzny = i a! przecinaja sig, to punkt przeciecia sie DD D)
jest punktem przebicia prostej / z plaszczyzna .

Zagadnienie 2.: Wyznaczyé punkt przebicia prostej 7, z plaszezyzna,
przesuni¢ty przez proste, réwnolegle m i n nie kredlge $ladéw tej plaszezyzny
(rys. 159.). %

Rozwigzanie: Przesuimy przez prosta ! plaszezyzne s, prostopadls
do plaszezyzny poziomej rzutéw i wyznaczmy punkta MM, M*) i N(N*, N*),
w ktérych proste w(m', m”) i n(n', n“) przebijaja plaszczyzne =, to prosta MN
przecina sie z prosta / w punkeie przebicia [) prostej / z plaszezyzna, prze-
sunietqy przez proste m 1 n.

Zagadnienie: Wyznaczyé prosta, podlug ktérej plaszczyzny, prze-
sunigte przez proste, réwnolegle ! i m, tudziez » i p, przecinaja sie, nie wy-
znaczajac poprzednio sladéw tych plaszezyzn.

0 obrotach punktow i plaszczyzn,

23. Jezeli punkt A obraca sie okolo prostej / natenczas opisuje kolo F,
lezace na plaszczyinie s prostopadlej do prostej I. Srodek tego kola znaj-
duje si¢ w punkcie przebicia prostej ! z plaszezyzng =.
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Prostg ! nazywamy osia, punkt O Srodkiem a odcinek O4 nazywamy
promieniem obrotu punktu A. ‘ \ |

Jezeli 0§ obrotu ! jest prostopadls do plaszezyzny poziome] rzutow,
natenczas rzut poziomy %' kola %, ktore opisuje punkt obracajacy siq._ Ok'(]l()
prostej [, jest kolem przystajacem do %, a rzut pionowy %“ jest. odcinkiem
prostej rownoleglej do osi rzutow #, — jezeli zas o$ obrotu [ jest prosto-
padla do plaszczyzny pionowej rzutéw, natenczas rzub pionowy. k“ kola kf
jest kolem przystajacem do % a rzut poziomy k' jest odcinkiem proste]
rownoleglej do osi .

Zagadnienie: Wyznaczy¢ prawdziwg wielkosé odcinka, ktérego rzuty
A'B i A“B* sa dane (rys. 160.).

Rozwiazanie: Obréémy odeinek AB okolo prostej I przesunigte] przez
punkt A prostopadle do plaszczyzny poziomej rzutéw tak, aby prosta AB
byla réwnolegla do plaszezyzny pionowej rzutéw, to rzut pionowy A“BY
bedzie réwny odcinkowi AB.

Podczas tego obrotu opisuje rzut pionowy B“ punktu B prosta & réwno-
legla do osi «, a rzut poziomy tego punktu opisuje kolo %' zakreslone
z punktu A’ promieniem A'B’.

Zagadnienie: Wyznaczy¢ prawdziwg wielko$é wielokata lezacego na
plaszezyznie prostopadlej do plaszezyzny pionowe] rzutdw.

24. Jezeli os obrotu ! punktu A4 jest rownolegla do plaszezyzny po-
ziomej rzutéw, natenczas $lad poziomy =, plaszezyzny kola &, opisanego
punktem A obracajacym sig okolo prostej 7, jest prostopadlym do rzutu po-
ziomego !' osi obrotu a s$lad pionowy =z, jest prostopadlym do osi x. Promien
obrotu réwnym jest przeciwprostokatnej tréjkata, ktérego jedna przyprosto-
katna réwng jest odleglosci rzutu poziomego A' od prostej I, a ktérego
druga przyprostokatna réwna jest odleglodei rzutu pionowego A“ od prostej 7*.

Zagadnienie 1.: Dana jest prosta ! na plaszczyZnie poziome] rzutéw
i punkt dowolny A(4'A”), obréci¢ ten punkt okolo prostej I w ten sposdb,
aby po obrocie lezal na plaszezyznie poziomej rzutéw (rys. 161.).

Rozwigzanie: Poprowadzmy przez punkt A plaszezyzne n(m, 7,)
prostopadls do osi obrotu 7 i zakreslmy z punktu O w ktérym $lad @, prze-
cina si¢ z prosty / kolo (k) promieniem réwnym przeciwprostokatnej tréj-
kata, ktérego jedna przyprostokatna réwna jest odcinkowi 0A' a ktérego
druga przyprostokatna réwng jest odleglodei rzutu pionowego A“ od osi z,
to natenczas punkt A zejdzie sie po obrocie z jednym z punktéw (4,) lub
(4,) w ktérych $lad poziomy =, kolo (k) przecina, stosownie do tego czy
punkt A okolo osi I w jedng lub w druga strone obracamy.

Zagadnienie 2.: Obrécié punkt A(4', A“) okolo prostej (¥, 1“)
rownoleglej do plaszezyzny poziomej rzutéw tak, aby po obrocie lezal na
plaszezyznie przesunigtej przez prosta I réwnolegle do plaszezyzny poziome]
rzutéw (rys. 162.). .

Rozwiazanie: Przesuimy przez punkt A plaszezyzne w(w;, 7,) pro-
stopadla do prostej !, i wyznaczmy punkt 00, 0“) w ktérym ta prosta
przebija plaszczyzng m, zakreslmy nastepnie z punktu O' luk kola promie-
niem réwnym przeciwprostokatnej tréjkata, ktérego jedna przyprostokatna
réwna jest odcinkowi 0'4’, a ktérego druga przyprostokatna réwna jest od-
leglosci rzutu pionowego A“ od prostej 7%, to punkta przeciecia sie 4‘, i 4,

=

owego luku ze $ladem poziomym plaszczyzny =, sa rzutami poziomymi
punktéw, z ktérymi punkt 4 po obrocie sie schodzi; rzuty pionowe A“, i 4%,
lezg na prostej I“.

Zagadnienie 3.: Na plaszczyznie poziomej rzutéw dana jest prosta
[, obréci¢ punkt (4,) lezacy na tej same] plaszezyznie o kat a (rys. 161.).

Rozwigzanie: Poprowadzmy przez punkt (4,) plaszezyzne =, prosto-
padla do osi obrotu /7, i zakreslmy z punktu O, w ktérym prosta ! przecina
si¢ ze sladem poziomym =, kolo (%) promieniem, réwnym odcinkowi O(4,),
poprowadZzmy nastepnie przez punkt O prosta O(A4), nachylong do $ladu 7,
pod katem @, a przez punkt (4) prosta prostopadly do tegoz $ladu, to ta
prostopadla przecina si¢ ze $ladem =, w rzucie poziomym A‘ punktu A,
z ktérym punkt (4,) po obrocie sie schodzi; rzut pionowy A“ lezy na pro-
stopadlej, wyprowadzonej z punktu A’ do osi x, w odleglodci od tej osi,
réwnej odeinkowi (A4)4°.

Zagadnienie: Obrécié punkt okolo prostej réwnoleglej do pla-
szezyzny pionowej rzutéw w ten sposéb, aby po obrocie lezal na pla-
szezyznie danej.

2b. Obrot plaszezyzny n(w,m,) okolo $ladu poziomego m;, wykonany
W ten sposob, Ze po obrocie plaszezyzna = schodzi sie z plaszezyzng po-
ziomg rzutéw, nazywamy kladem plaszezyzny a na plaszezyzne pozioma
rzutéw. — Przez klad plaszezyzny na plaszczyzne pionowa rzutéw rozu-
miemy podobny obrét tej plaszezyzny okolo Sladu pionowego.

Zagadnienie 1.: Wyznaczyé prawdziwa wielkosé trojkata ABC, le-
zacego na plaszezyznie m(m,, m,) (rys. 163.).

Rozwigzanie: Celem wyznaczenia prawdziwe] wielkosei utworu leza-
cego na plaszezyznie, nalezy wykonaé klad tej plaszezyzny na jedna z pla-
szeczyzn rzubow.

Obrécmy tedy punkt 4 okolo $ladu = w ten sposéb, aby po obrocie
lezal na plaszczyznie poziomej rzutéw i polaczmy punkt (A) ze $ladem po-
ziomym I/ prostej AB, to prosta (4)H jest kladem prostej AB na pla-
szezyzng pozioms rzutéw, punkt H bowiem jako lezacy na éladzie poziomym
plaszezyzny @ podczas obrotu polozenia swego nie zmienia. Klad (B) zatem
punktu B znajduje sie w punkcie przecigcia sie prostej (4)H z prostg wy-
prowadzong z rzutu poziomego B’ prostopadle do $ladu .

Polgezmy nastepnie punkt (B) ze $ladem poziomym H, prostej BC to
prosta (B)H, jest kladem prostej BC; jezeli tedy wyznaczymy punkt (C)
w ktorym prosta (B)H, przecina sig z prosta wyprowadzona z punktu €
prostopadle do ¢ladu poziomego 7,, natenczas otrzymamy klad punktu C.
Trojkat (A)(B)(C) jest przystajacy do tréjkata ABC,

Uwaga. Rzut poziomy A'B'C'.. i klad na plaszezyzne pozioms rzutéw
(A), (B); (O),... ukladu plaskiego 4, B, C,.. sa ukladami érodkowo powinowa-
tymi; slad poziomy plaszezyzny ukladu ABC... jest osia powinowactwa ;
srodek powinowactwa lezy w nieskoficzonodei w kierunku prostopadiym do
sladu poziomego plaszezyzny A, B, C..., proste bowiem A(A4), B(B),.. sa pro-
stopadle do $ladu poziomego, a proste AB i (A)(B), AC i (A)(C),.. przecinaja
sig w punktach lezacych na tym é&ladzie.

Zagadnienie 2.: Dany jest klad (4)(B)(C) tréjkata ABC lezgcego na
plaszezyZnie n(ww,), wyznaczyé rzut poziomy i rzut pionowy tegoz (rys. 164.),
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Rozwigzanie 1.: Wyznaczmy klad (X) dowolnego punktu X(X'X*),
lezacego na plaszczyznie 7, i polaczmy punkt (X) z punktami (4), (B), (0),
to proste (X)(4), (X)(B) i (X)(C) przecinajg sie ze sladem poziomym
w punktach 71, , 11, i H, ktére sg $ladami poziomymi prostych X4, XB i XC,
lezagcych na plaszezyZnie, rzuty poziome zatem tych prostych lacza odpo-
wiednio punkta H,, I, i H, z punktem X' a rzuty pionowe tychr’e lacza
punkt X“ z rzutami pionowymi H“ , H“, i I",, lezgcymi na osi x. Jezeli
tedy wyprowadzimy z kladéw (4), (B) 1(0) prOate prostopadle do sladu
natenczas w punktach przeciecia si¢ A‘, B', €' tychze z prostemi [1, X'
H,X'i H,X' otrzymamy rzuty poziome punktéw 4, B i C. Rzuty pionowe
tych punktéw lezs odpowiednio na prostych H“ X* H,"X* i H,*X".

Rozwigzanie 2.: (rys. 165.). Wyznaczmy klad (7)) dowolnego punktu
V, lezgcego na sladzie pionowym =, plaszezyzny i polaczmy takowy z pun-
ktem przecigeia sie P $ladéw um; 1 @, to prosta P(V) jest kladem $ladu pio-
nowego. Wyznaczmy nastepnie punkta H, i (V,), H, i(V,) w ktérych proste
(4)(B) i (A)(C) przecinaja sie z prostemi m; 1 (m,), to punkta H, i I, sa Sla-
dami poziomymi a punkta (V,)1i(V,) sa kladami ¢ladéw pionowych prostych
AB i AC.

Rzuty poziome V,* i V,” znajduja sie w punktach przeciecia sig osi x
z prostemi wyprowadzonymi z kladdéw (V,) i (V,) prostopadle do sladu po-
ziomego plaszezyzny m, proste tedy [, V,'i H,V,' sa rzutami poziomymi
prostych AB i AC, a punkt przeciecia sie tychze jest rzutem poziomym
punktu A. Jezeli tedy wyprowadzimy z kladéw (B) i (C) proste prostopadle
do $ladu m;, natenczas w punktach przecigcia sie tychze z prostemi H,V,
1 LV, otrzymamy rzuty poziome B’ i ' punktéw B i C.

Zagadnienie 3.: Wyznaczy¢ prawdziwa wielkosé odcinka, ktorego
rzuty A'B' i A“B* sa dane (rys. 166.).

Rozwigzanie: Wykonajmy klad tla.pezu ABB'A" okolo rzutu A'B’
na plaszezyzng pozioms rzutéw. Boki AA' i BB’ sy prostopadle do prostej
A'B' i odpowiednio réwne odleglosciom rzutéw pionowych A4“ i B” od osix
Jezeli tedy wyprowadzimy w punktach A4' i B’ prostopadle do prostej A'B’
i odmierzymy na tych prostopadlych odeinki 4'(4) i B'(B) odpowiednio réwne
odleglo$ciom rzutéw A“ i B“ od osi #, natenczas odcinek, zawarty miedzy
punktami (4) i (B) réwny jest odcinkowi AB.

Zagadnienie 4.: Wyznaczyé odleglo$é punktu A(A, A“) od pla-
SZCZYZNY T(7) , TT,).

Rozwigzanie 1.: (rys. 167.). Przesunimy przez punkt A, prostg p(p',
»*), prostopadla do plaszezyzny =, i wyznaczmy punkt D(D', D*), w ktérym
ta prostopadla przebija plaszczyzne =, to odeinek AD réwny jest odleglodci
punktu 4 od plaszczyzny .

Rozwigzanie 2.: (rys. 168.). Poprowadzmy przez punkt A plaszczyzng
#l(mw'mt,), prostopadly do éladu poziomego m; plaszezyzny = i wyznaczmy
prosta d(d', d), podlug ktérej plaszczyzny = i ! przecinaja sie, wykonajmy
nastepnie klad plaszczyzny =t na plaszezyzne pozioms rzutéw i wypro-
wadzmy z kladu (4) punktu 4 prosta prostopadls do kladu (d) proste_] d, to
odeinek tej prostopadlej, zawarty miedzy punktem (A) 1 prosta (d), réwny jest
odleglosei punktu A od plaszezyzny .

Zagadnienie 5.: Wyznaczyé odleglos¢ dwu plaszezyzn réwnoleglych
= 1zt

= e

Rozwiazanie: PoprowadZmy plaszczyzne m? prostopadls do $ladéw
poziomych 7, i #', 1 wyznaczmy proste d(d', d*) i d,(d';, d",), podlug ktérych
plaszezyzna =* przecina sie z plaszezyznami = i #', wykonajmy nastepnie
klad plaszezyzny n? na plaszezyzne pozioma rzutdw, to odleglodé kladdéw
(d) i (d,) prostych d i d; réwna jest odleglosci plaszczyzn danych.

Zagadnienie: Wyznaczyc slady plaszezyzn, ktérych odleglosé od
plaszczyzny m(w,, m,) réwna jest danemu odeinkowi.

Zagadnienie 6.: Wyznaczy¢ odleglosé punktu A(A‘, 4“) od proste]

I, 1) (xys. 169.)

Rozwigzanie: Przesunmy przez punkt A plaszezyzne n(mm,), prosto-
padla do prostej / i wyznaczmy punkt D(D'D*), w ktérym prosta ! przebija
plaszezyzne 7, to odcinek, zawarty miedzy punktami 4 1 D, réwny jest od-
leglosci punktu A od prostej /.

Zagadnienie: Wyznaczyé odleglodé punktu A(A4’, A“) od osi rzutéw z.

Zagadnienie 7.: Wyznaczy¢ najkrotsza odleglo$é dwu prostych wi-
chrowatych (', “) i m(m', m") (rys. 170.).

Rozwiazanie: Przesuimy przez prosta [ plaszeczyzne =!, réwno-
legla do prostej #, a przez prosta m plaszezyzne m? prostopadly do pla-
szezyzny m', 1 wyznaczmy punkt L, w ktérym prosta ! przebija plaszezyzne
m*; wyprowadZmy nastepnie z punktu L prosta p, prostopadla do plaszezyzny
7', to takowa przecina sie z prosta m w punkcie M; odcinek LM jest naj-
krotsza odlegloscia prostych 7 i .

Zagadnienie: Wyznaczyé najkrotsza odleglosé prostej (7', 1“) od osi
rzutow .

Zagadnienie 8.: Dane s3 dwie proste wichrowate / i m a nadto pla-
szezyzna 7(my, m,) 1 odcinek AFB, umie$ci¢ miedzy prostemi / i m odcinek
AB tak, aby prosta AB byla réwnolegla do plaszezyzny .

Rozwiazanie: Przesuimy przez prosta !/ plaszczyzne, réwnolegly do
prostej m, i wyznaczmy prosta did', d“), podlug ktérej plaszezyzny = i m!
przecinaja sig, wyznaczmy nastepnie punkt M, w ktérym prosta m przebija
plaszczyzng m, 1 zakreslmy z tego punktu na plaszczyznie m kolo % promie-
niem, réwnym odcinkowi 4B, to prosta d przecina sie z kolem % w punk-
tach P i Q. PoprowadZmy dalej przez punkta P i ¢ proste m, i m,, réwno-
legle do prostej m, a przez punkta przeciecia sig tychie R i S z prosts I,
proste RU i SV, réwnolegle do promieni MF i M@ kola &, to takowe prze-
cinaja si¢ z prosta m w punktach U i V; odcinki tedy RU i SV sy réwne
odcinkowi AB, a proste RU i SV sa réwnolegle do plaszezyzny =.

26. Zagadnienie: Wyznaczy¢ katy, zawarte miedzy prostemi /(I i 1¥)
i m(m', m"), ktére sie przecinaja w punkcie A(A‘, 4“) (rys. 171.).

Rozwigzanie: PoprowadZmy plaszezyzne =, réwnolegla do pla-
szczyzny poziomej rzutéw i wyznaczmy punkta L(LY, L“) i M(M', M*),
w ktorych proste ! i m przebijaja plaszezyzne m, obréémy nastepnie punkt
4 okolo prostej LI tak, aby sie zeszedl z punktem A,(4', 4“,), lezacym
na plaszezyznie m, i polaczmy rzut poziomy A z rzutami L' i M, to katy,
zawarte miqdzy prostemi A4 L' 1 A\ M' réwne sa katom, zawartym miedzy
prostemi 7 1 .

Zagadnlpnle Wyznaczyé katy, zawarte miedzy prosta /(#, 1) i osig
rzutow .

Geom. wykresina.
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Zagadnienie: Wyznaczyé rzuty prostych, dzielacych na dwie réwne
czesei katy, zawarte miedzy dwiema prostemi.

Zagadnienie: Dana jest prosta /(/, I“) a nadto rzut poziomy m’
prostej, ktéra przecina sie z prosta / w punkcie A i tworzy z nig kat a;
wyznaczy¢ rzut pionowy m“ (rys. 172.).

Rozwigzanie: Proste nachylone do prostej ! pod katem @ tworza
stozek obrotowy o, ktérego osia jest prosta /.

PoprowadZmy tedy plaszczyzne s, prostopadla do prostej I i wy-
znaczmy punkt L, w ktérym ta prosta przebija plaszezyzne m; wyznaczmy
nastepnie prawdziwg wielkosé 4,L, odcinka AL i wykredlmy tréjkat prosto-
kgtny, ktérego jedna przyprostokatna rowna jest odcinkowi 4,1, a ktérego
Jeden kat ostry réwny jest @, to druga przyprostokatna L, M, réwna jest
promieniowi kierownicy & stozka o, lezacej na plaszczyznie m.

Jezeli tedy wyznaczymy punkta przeciecia sie P i @ kola k z prosta d,
podlug ktérej plaszczyzna m przecina sie z plaszezyzna przesunieta przez
m', prostopadle do plaszczyzny poziomej rzutéw, i polagczymy te punkta
z punktem 4, natenczas otrzymamy proste AP i AQ, ktére czynia zadosé
warunkom zagadnienia.

Zagadnienie 3.: Wyznaczyé kat nachylenia prostej /(7%, 1“) do pla-
szezyzny (7, , 7w,) (rys. 173.).

Rozwigzanie: Kat nachylenia prostej ! do plaszezyzny m jest do-
pelnieniem do 90° kata, zawartego miedzy prosta ! i prosta prostopadla do
plaszczyzny .

PoprowadZmy tedy przez dowolny punkt A, lezacy na prostej i, prosta
»p'y p“), prostopadla do plaszczyzny =; wyznaczmy nastepnie kat @, za-
warty migdzy prostemi / i p, to kat (90—a) réwny jest katowi nachylenia
prostej ! do plaszczyzny z.

Zagadnienie 4.: Przez punkt A(4’, A*) przesunaé proste, nachylone
do plaszczyzny m=(m, m,) pod katem a (rys. 174.).

Rozwigzanie: Proste, nachylone do plaszczyzny # pod katem e,
sg tworzgcemi stozka obrotowego ¢, ktérego of jest prostopadla do pla-
szezyzny It '

Wyprowadzmy tedy z punktu 4 prosta p(p‘, p“) prostopadla do pla-
szezyzny @ 1 wyznaczmy punkt D(D' D*), w ktérym ta prostopadla prze-
bija plaszczyzng n, a nadto prawdziwa wielko$é 4,0), odcinka AD; wyko-
najmy nast¢pnie klad plaszezyzny m na plaszezyzne pozioma rzutéw i za-
kreslmy z kiadu (0) punktu 1) kolo (k) promieniem réwnym przyprosto-
katnej DB, tréjkata, kitorego jedna przyprostokatna réwna jest odeinkowi
A, D, , a ktérego kat ostry przylegly do boku D, B, réwny jest katowi e,
to kolo (k) jest kladem kierownicy stoika o, lezacej na plaszczyznie z. Je-
zeli tedy sprowadzimy plaszezyzng z do polozenia pierwotnego i polaczymy
punkt A4’ A*) z punktami X(X, X*), ¥(¥", Y“)... kola & natenczas otrzy-
mamy proste, nachylone do plaszczyzny = pod katem a.

Zagadnienie 5.: Przez punkt A(A4’, 4*) przesunaé prosta, nachylong
do plaszezyzny poziomej rzutéw pod katem @, a do plaszezyzny pionowej
rzutow pod katem f. ‘

Rozwigzanie: Suma katéw nachylenia prostej do dwu plaszezyzn
prostopadlych jest jak wiadomo réwna lub mniejsza niz 90°.
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Poprowadzmy plaszczyzng 7', réwnolegla do plaszezyzny poziomej rzu-
tow, w odleglosci od punktu 4, réwnej odecinkowi m. cos @; poprowadzmy
réwniez plaszczyzne m% réwnolegly do plaszezyzny pionowej rzutéw, w od-
leglosei od punktu 4, réwnej odcinkowi m. cos 8, gdzie ,m* oznacza dowolny
odcinek , i wyznaczmy spodki D, i D, prostopadlych , wyprowadzonych
z punktu A do plaszczyzn a' i z® a nadto prosta d, podlug ktérej te pia-
szczyzny przecinajg sie; zakreslmy nastepnie z punktu D, kolo promie-
niem m. sin @, a z punktu D, kolo %“, promieniem m. sin 8, to te kola prze-
¢inajg sie w punktach M i N, lezgcych na prostej d, albowiem leza na kuli,
zakreslonej ze srodka A promieniem m. Proste A, M i A, N sa nachylone do
plaszezyzny poziomej rzutéw pod katem @, a do plaszczyzny pionowej rzutéw
pod katem §.

Zagadnienie: Dane sy dwie plaszczyzny dowolne i punkt, wy-
znaczyé proste, nachylone do jednej plaszezyzny pod kgtem @, a do drugiej
pod katem j.

Zagadnienie: Przez prosta I przesunaé plaszezyzne nachylong do
prostej m pod katem e.

Zagadnienie 6.: Wyznaczyé katy nachylenia dwu plaszezyzn (s, ,
m) 1 wi(wl, =t,) (rys. 175.).

Rozwiazanie 1.: Wyznaczmy prostg d(d, d“), podlug ktérej dane
plaszezyzny przecinaja sie i poprowadZmy plaszezyzne wi(wh, n?), prosto-
padla do prostej d, wyznaczmy nastepnie proste m i m, podlug ktérych pla-
szezyzna ' przecina sie z plaszezyznami m i @', to katy zawarte migdzy
temi prostemi sy réwne katom nachylenia plaszczyzn = i m!. — Proste m
I n otrzymamy w sposéb najprostszy w razie, jezeli nie wszystkie odpo-
wiednie $lady plaszezyzn m, @' i 7 przecinaja sie w obrebie rysunku, wy-
znaczajac punkt I w ktérym prosta d przecina sig z plaszczyzna m?i laczac
takowy z punktami przeciecia si¢ $ladéw plaszezyzny n? i !, ktére lesa
w obrebie rysunku. Prawdziwa wielkodé tych katéw otrzymamy, wykonujge
klad plaszezyzny @? na plaszezyzne pozioma lub pionows rzutéw.

Rozwigzanie 2.: Wyprowadsmy z dowolnego punktu A(A‘, 4) proste
p(p's p*) 1 py(p'y, p“4), odpowiednio prostopadle do plaszezyzn = i z!, i wy-
znaczmy katy, zawarte migdzy temi prostemi, o takowe sg réwne katom
nachylenia plaszezyzn 7= i =l

Zagadnienie 7.: Przez punkt A(A', A“) przesunaé plaszczyzne na-
chylong do plaszezyzny poziomej rzutéw pod katem @, a do plaszezyzny
pionowej rzutéw pod katem g.

Rozwiazanie: Suma katéw nachylenia plaszezyzny dowolnej do
dwu plaszezyzn prostopadlych, jest réwna lub wieksza niz 90°.

Wyznaczmy tedy proste 7 i m, nachylone do plaszezyzny poziomej
rzutéw pod katem (90—«a), a do plaszezyzny pionowej rzutéw pod katem
(90—p) i przesunmy przez punkt A, plaszczyzny ! i 73, prostopadle do
prostych 7 i m, to takowe sa nachylone do plaszczyzny poziomej rzutéw
pod katem @, a do plaszezyzny pionowej pod katem g.

Ziagadnienie: Przesunaé¢ przez prosty ! plaszczyzne nachylong do
dwu plaszezyzn danych pod réwnymi katami. )
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0 zmianie plaszezyzn rzutowych.

27. Czestokro¢ zdarza sie, Ze rozwigzanie pewnego zagadnienia nie na-
strecza w zasadzie Zadnych trudnos$ci, natomiast przeprowadzenie odnosnyck
konstrukeyi polaczone jest z przeszkodami rysunkowemi, ktére powoduja
niedokladnodeci wynikéw. Przyeczyna tego lezy wylacznie w nieodpowiednich
polozeniach punktéw, prostych i plaszezyzn wzgledem plaszezyzn rzutéw.
‘Aby tedy owe niedogodnosci konstrukeyjne usunaé, nalezy zmienié jedna
albo dwie plaszezyzny rzutéw.

Jezeli zmienimy plaszezyzne pozioma rzutéw w ten sposéb, Ze nowa of
rzutow schodzi si¢ z prosta #, (rys. 176.), natenczas zmienione rzuty po-
ziome A',... punktéw A,... lezeé beda na prostych, wyprowadzonych z rzutéw
pionowych A“... prostopadle do osi x, , w odleglodciach od tejze osi réwnych
odleglodéciom pierwotnych rzutéw poziomych A'.. od pierwotnej osi rzutéw z.

Przy zmianie plaszczyzny pionowej rzutéw, zmieniaja sie rzuty pionowe
punktéw, lezg one mianowicie na prostych, wyprowadzonych z rzutéw po-
ziomych B'... (rys. 177.) prostopadle do zmienionej osi rzutéw z,, w odle-
glosciach od tejze osi réwnych odlegloéciom pierwotnych rzutéw pionowych
od pierwotnej osi rzutéw.

Zagadnienie 1.: Wyznaczyé prawdziwg wielkodé¢ odeinka AFB, kto-
rego rzuty poziomy A‘B' i pionowy A“B“ sa dane.

Rozwigzanie: Zmiefimy plaszczyzne pionowsa rzutéw w ten sposéb,
aby si¢ zeszla z plaszczyzng przesunietq przez prosta AB, a byla prosto-
padla do plaszezyzny poziome] rzutéw, to zmieniona of rzutéw z, schodzi
si¢ z rzutem A'B'. Jezeli tedy wyznaczymy zmienione rzuty pionowe A“,
i B“; punktéw A4 i B, natenczas odcinek A4“, B“, jest réwny odcinkowi AB.

Zagadnienie 2.: Wyznaczyé odleglos¢ punktu A(A', A4“) od pla-
szezyzny 7(m;,, m,) (rys. 178.).

Rozwiazanie: Zmienmy plaszezyzne pozioms rzutéw w ten sposéb,
aby sie zeszla z plaszezyzna ='(n'w',), przesunieta przez punkt A, prosto-
padle do sladu pionowego plaszezyzny =, to $lad pionowy =z!, jest zmieniong
osig rzutéw z,; wyznaczmy nastepnie zmieniony rzut poziomy A, punktu 4
1 zmieniony $lad poziomy 'z, plaszezyzny sz, ktéry niczem innem nie jest,
jak tylko kladem prostej, podlug ktorej plaszezyzny = i m! przecinaja sie,
natenczas odleglo$é punktu A'; od prostej 'm, réwna jest odleglosei punktu A
od plaszezyzny .

28. Zmieniajac kolejno plaszczyzne pozioma i pionows rzutéw, mozna
z dowolne] plaszezyzny utworzyé plaszezyzne rzutéw.

Jakoz, aby z plaszezyzny n(mw,, w,) utworzyé plaszezyzne pozioma rzu-
téw, poprowadZmy plaszezyzne m'(z',, ®',), prostopadla do $ladu =, i uwa-
zajmy takowa za nowa plaszczyzne pionowa rzutéw, $lad poziomy tedy =,
plaszczyzny m! jest nowa osia rzutdw z,; obréémy nastepnie plaszezyzny
7 i n! stale ze soba polgczone tak, aby nowa plaszezyzna pionowa zeszla
si¢ z plaszezyzng poziomsg rzutéw, to plaszczyzng m mozna uwazaé za nows
plaszezyzng poziomsa rzutéw; klad H(F) prostej, podlug ktérej plaszezyzny
7w 1 7' przecinaja sig jest drugs zmieniong osig rzutéw .

Zagadnienie: Wyznaczyé najkrotsza odleglos¢ dwu prostych wi-
chrowatych I, 1) i m(m', m*) (rys. 179.).
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Rozwigzanie: Przesunmy przez dowolny punkt A plaszczyzne a,
réwnolegla do prostych / 1 m; poprowadzmy nastepnie plaszezyzne m!, pro-
stopadla do $ladu =, i uwazajmy takows za nowa plaszczyzne pionows
rzutéw, to zmienione rzuty pionowe [“, i m“, sg réwnolegle do prostej,
poding ktérej plaszezyzny = i n' przecinajg sig. Odleglos¢ zmienionych
rzutéw pionowych réwna jest najkrétszej odleglosei prostych 7 i m. Aby
jednak wyznaczy¢ te prosta, ktéra jest prostopadla do prostych 7 i m i ta-
kowe przecina, uwazajmy plaszczyzne m za nowa plaszczyzne poziomg rzu-
tow, a klad z, prostej, podlug ktérej plaszczyzny = i @' przecinaja sie, za
zmieniona 0§ rzutéw, to zmienione rzuty poziome I'; i m‘, przecinajg sie
w punkcie P,* ktéry jest zmienionym rzutem poziomym prostej p, prosto-
padlej do prostych 7 i m i przecinajgcej takowe w punktach R i S, ktérych
zmienione rzuty pionowe Ii“, 1 S“, leza na prostej wyprowadzonej z punktu
P,* prostopadle do osi z,.




C. BEksonometrya prostokatna.

1. Niech bedzie dany uklad trzech plaszczyzn OXY, OXZ i 0YZ, wza-
Jemnie prostopadlych i punkt M, wyznaczmy rzuty prostokatne M‘, " i D
punktu M na plaszezyzny ukladu a nadto rzut B, punktu M i rzuty M/,
M,*, M, punktéw M‘, M“ i M“ na dowolna plaszezyzne n*, to miedzy
punktami M,, M', M“, M, M, M,“ i M,* zachodza pewne zwigzki. Zba-
danie tych zwigzkéw, a nadto podanie sposobéw wyznaczenia punktu M,
z rzutéw M', M" i M" jest zadaniem aksonometryi prostokstnej.

Plaszezyzng n® nazywamy plaszezyzng aksonometryi, punkt M, nazy-
wamy rzutem aksonometrycznym punktu M, a punkta M, M,“ i M, na-
zywamy odpowiednio rzutem aksonometrycznym poziomym, pionowym i bo-
cznym punktu M. !

2. Plaszezyzna aksonometryi ¢ (rys. 180.) przecina sie z plaszezyznami
ukladu O(X, ¥, Z) podlug trzech prostych X,Y,, X,Z,, Y.Z,, ktére wyzna-
czajg tak zwany tréjkat $ladéw aksonometrycznych. Wyznaczmy rzut pro-
stokatny O, poczatku ukladu O na plaszczyzne z* i polgczmy punkta X,,
Y. 1 Z, z punktem O,, to proste 0,X,, 0.¥, i 0,Z, sg rzutami prostokatnymi
osi OX, OY i OZ na plaszozyzne aksonometryi. Te proste nazywamy osiami
aksonometrycznemi.

Plaszezyzny 00,X,, 00,Y,, 00,Z, sa odpowiednio prostopadle do pro-
stych Y, Z,, X.Z,, X,Y,, osi aksonometryczne prezeto 0.X,, 0.Y,, 0.Z, sy
odpowiednio prostopadle do bokéw Y,Z,, X.Z,, X.Y, tréjkata sladow i prze.
chodza przez wierzcholki tegoz.

3. Niech bedg dane osi aksonometryczne 0,X., W, 0.2% zalézmy
sobie wyznaczy¢ katy, jakie plaszezyzny i osi ukladu O(X, ¥, Z) trzech
plaszczyzn wzajemnie prostopadlych tworza z plaszezyzna aksonometryi
(rys. 181.).

Poprowadzmy w tym celu proste X.Y,, X, Z,, Y.Z,, odpowiednio pro-
stopadle do osi 0.2, 0,Y, 0.X, i uwazajmy tréjkat X,¥,Z, za trojkat sladow
plaszczyzny aksonometryi #”, przesuiimy nastepnie przez osi 0,X, 0,Yi 0,Z
plaszezyzny n!, #* i a® prostopadle do plaszezyzny z%, to te plaszezyzny
przechodzg przez poczgtek ukladu O.

Plaszezyzny n' i OYZ, a* i OXZ, n* i OXY przecinaja sie podlug pro-
stych OF, ON, OM, odpowiednio prostopadlych do osi 0X, 07, 0Z. Jezeli
tedy wykonamy klady plaszezyzn n!, 7% i 2%, na plaszezyzne aksonometryi,
natenczas klady (0,), (0,) i (0,) poczatku O zejda sie z punktami, w kté-
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rych kola, zakre$lone na $rednicach X.F, Y,N i Z.M, przecinajsg sig Z pro-
stemi, wyprowadzonemi z punktu O, prostopadle do prostych (.)a].’,'O,,N
i 0.M. Katy (0)X.0,=a, (0,) Y,0,=8, (0,)Z,0,—=y, sa odpowiednio rowne
katom nachylenia osi OX, 0Y, 0Z do plaszczyzny aksonometryi a katy
(()h.:)H[(),,j{BO—gr), (0,)NO,=(90—3) i (0,)P0,=(90 —a) réwne sg ka{tom na-
uh.}'lenia plaszezyzn OXY, OXZ i OYZ do plaszezyzny aksonometryl.
4. Odmierzmy na kladach (0,)X,, (0,)Y, i (0,)Z, odeinki (0,)(4), (0,)(B),
i (0,)(C) réwne odcinkowi ,d* i wyznaczmy ruty aksonometryczne tychze
0,A,=m,, 0,B,=n,, 0,C,=p,, to natenczas my—=d.cosa, n;=d.cosp,
p,=d.cos y. ;
Wiadomo, ze rzuty réwnolegle odcinkéw réwnych i réwnoleglych na
plaszezyzne sa réwne. Rzuty aksonometryczne tedy odcink('}?v réwno%egly'cht
do osi O0X, OY, 0Z ukladu O(X, Y, Z) maja si¢ do prawdziwych wielkosci
tychze, jak dostawy katéw nachylenia @, #, y. Te dostawy nazywamy sto-
sunkami skrécen aksonometrycznych. 701
5. Katy @, 8 i y dopelniaja do 90° katy zawarte miedzy osiami OX,
0Y, OZ i prosta 00,, wyprowadzong z poczatku ukladu prostopad’]e do pla-
szezyzny aksonometryi. Uwazajmy odcinek 00, za przekstng row.noleglo-
Scianu prostokgtnego, ktérego trzy Sciany schodzg sie z plaszczyznami ukladu
O(X. Y, Z), a ktérego trzy dalsze Sciany sg odpowiednio réwnolegle do pIE_L-
szezyzn OXY, OXZ, OYZ i przechodzs przez punkt O,, na,tencz‘a,s k_raw?dzle
tego réwnolegloscianu, przechodzace przez punkt O sg 'odpowwdmo rowne
00,sine, 00,sinf. 00,siny; a poniewaz
002,=00%,(sin%a+sin?f+siny)

przeto ; 1) sin’e+-sin?3+sin?y=1 albo
2) cos’a+tcos’f+coslty=2.

A zatem: Suma kwadratéow skrécen aksonometrycznych
jest r6wna dwu jednostkom.

7 tego wynika, ze suma kwadratéw dwu skrdcen a,ksonometryczn.ych
jest réwna jednoéei albo wieksza niz jednodé, albowiem kwadrat trzeciego
skrécenia moze, co najwiecej, rowny by¢ jednosei. ;

Liczby: m=q.cos @, n=q.cos§ i p=q.cosy, otrzymam? z pc:mnoﬁ?nu'a
skréceri aksonometryeznych dowolna ilodcia, nazywamy liczbami skrécen
aksonometrycznych.

3) m?+nl4p—q?(coslatcos? B+ cosly)=2¢"

6. Zagadnienie: Dane sa dwa stosunki skrécen aksonometrycznych
cosa i cosfl, wyznaczyé rzuty aksonometryczne osi ukladu trzech plaszczyzn
wzajemnie prostopadlych (rys. 182.).

Rozwiazanie: Uwazajmy plaszezyzne rysunku za plaszezyzng akso-
nometryi, a dowolny odcinek 4B za bok tréjkata sladow, lezacy na }Jla-
szezyznie OXY, natenczas poczatek ukladu O znajduje si¢ 1?: na kuh’K,
kfc’»ruej érednicy jest prosta AB, albowiem kat AOB jest prosty; 2¢: na sfiozku
obrotowym I,; ktérego wierzcholek schodzi sig z punktem A, a ktorego
tworzace sg nachylone do plaszezyzny aksomometryi pod katem a; 3%: =
stozku obrotowym X, , ktérego wierzcholek schodzi sig z punktem B, a kto-
rego tworzace sa nachylone do plaszezyzny aksonometryi pod 'kadt..em 8.

Celem wyznaczenia punktéw przeciecia sig trzech wymienionych po-
wierzchni, przetnijmy takowe plaszczyzna, przesuniety przez prosta AB,
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prostopadle do plaszczyzny rysunku i wyznaczmy klady przekrojéw na pla-
szezyzne aksonometryi, natenczas otrzymamy kolo %, zakreélone na srednicy
AB; dwie proste AC i AC,, przechodzace przez punkt 4 i nachylone do
prostej AB pod katem ; a nadto dwie proste BD i BD,, przechodzace przez
punkt B i nachylone do prostej 4B pod katem B.

Wyznaczmy rzuty €' i D' na prosta AB punktéw C i D, w ktérych
proste AC'i BD przecinajg si¢ z kolem %, i zakreSlmy na s$rednicach AC*
i BD' kola ', i ¥y, to kolo I, jest rzutem prostokatnym na plaszcezyzne
rysunku krzywej, podlug ktérej kula K przenika sie z powierzchnia sto-
kowa 3, a kolo ¥, jest rzutem prostokatnym na plaszezyzne rysunkn
krzywej, podlug ktérej powierzchnie K i X, przenikaja sie.

JakoZ poprowadZmy przez punkt A plaszezyzne =, prostopadlag do
plaszezyzny rysunku, ktérej sladem jest prosta AFE, to takowa przecina
kule K podlug kola %;, zakreslonego na srednicy AE, a stozek 3, podlug
dwu prostych: AF, i AF, nachylonych do $ladu AE pod katem @; te prze-
kroje za$ przecinaja sie w punktach F, i F, krzywej, podlug ktérej po-
wierzchnie K i 3 przenikajy sig. Razuty prostokatne punktéw F, 1 F, na
plaszczyzng rysunku schodzg sie z punktem F lezacym na prostej AE.
Z tréjkatéw prostokatnych AF,E i AF,F wynika: AF'—=AE.cos’a; to zna-
czy : stosunek odeinkéw zawartych miedzy punktem A i punktami ¥ i B
"~ w ktorych prosta AE przecina sie z kolem F i ky jest iloscia stala. Krzywe
k 1k sy tedy homotetyczne, a wiec krzywa k, jest kolem.

W podobny sposéb moima uzasadnié, ze rzut prostokatny na plaszczyzne
rysunku krzywej, podlug ktérej powierzchnia 2, przenika sie z kulg K, jest
kolem [,, zakreslonem na $rednicy BD".

 Jezeli tedy wyznaczymy jeden z punktéw przeciecia sie kol ky 1 &y,
natenczas otrzymamy rzut aksonometryczny 0, poczatku uklada 0X, ¥, Z)
trzech plaszezyzn wzajemnie prostopadlych. Proste 0,4 i 0,B sa rzutami
aksonometrycznymi osi OX i 0Y, a prosta 0,6, poprowadzona przez punkt
0. prostopadle do prostej AB, jest rzutem aksonometrycznym osi 0Z.

Prosta AB i proste AG, BG, wyprowadzone z punktéw 4 i B prosto-
padle do osi aksonometrycznych O.B i 0,4 sa bokami tréjkata sladéw pla-
szezyzny aksonometryi.

Dajmy na to, Ze érednica AC' réwna Jest 2m, jednostkom, a &rednica
BD' réwna jest 2n, jednostkom, to natenczas

1) 2m, =AB.cos’a
2) 20, =AB.cos?f

Przyjmijmy nastepnie Ze :

3) 2p,=ADB.cos?, gdzie y oznacza kat nachylenia osi OZ do plaszezyzny
aksonometryi i dodajmy stronami réwnania 1), 2) i 3), natenczas otrzymamy :

2(my +n, +p,)—AB(cos’a+cos B+ cos, y)

a poniewaz cos’a+-cos?f+ cos?y=2
przeto my +n, +p, =AB
a zatem P =A_B—ég-;£)f
Aby tedy wyznaczyé kat y odmierzmy na prostej AB od punktun B
odcinek BH', réwny 2(Mmlj&;rég): 2M\ M, i wyprowadZmy z punktu H*
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prosta, prostopadla do 4B, wyznaczmy nastepnie punkét H, w ktérym ta
prostopadla przecina sig z kolem [ i polaczmy takowy z punktem B, to kat
HBA réwny jest katowi . ¥ s

Polagczmy rzut aksonometryczny O, poczatku ukladu OX, Y, Z) s
$rodkami M, i M, kol % i k,, natenczas otrzymamy tréjkat O,M;M,, ’kto'—
rego boki O M,, O.M, i M, M, majgs sie do siebie, jak kwadraty skr'(?cen
aksonometrycznych cos?a, cos?3 1 cos?y. Z tego powodu nazywamy trojkat
0,M, B, tréjkatem skrocen aksonometrycznych. :

Tatwo udowodnié, ze tréjkat A, B, C,, ktérego wierzcholki leza w spod-
kach wysokosel trojkata $ladéw, jest podobny do trojkata O, M, M,.

A zatem:

Boki tréjkata, ktérego wierzcholki schodza sig ze spoé-
kami wysokoseci trédjkata $ladéw plaszczyzny aksonometryi,
maja sie do siebie, jak kwadraty skrdécen aksonometry-
cznyech.

7. Niech bedzie dany trojkat sladéw X,Y,Z, 1 osi aksonometryczne
0,X,, 0, Y, 1 0,/,; wyznaczmy punkta 4,, B, i €, (rys. 183.) w k't;(')rych
osi aksonometryczne przecinaja sie z bokami tréjkata Sladéw, to osi 0.X,,
0,Y,, 0,7, dziely odpowiednio katy A,, B,, C, tréjkata skrécen A,giclc’na
dwie réwne czesdei; kat zatem Y,0,7Z,—B,0,C;=§ rowny jest 1800—%:

A
=90"+A1" albowiem A.'.Jﬁgiﬂﬁgou a zatem ig§=—catg§1.

g:
W podobny sposéb mozna wykazaé, ze katy Z,0.X, i X,0.Y,, _ktc'n.'e
greckiemi literami 7% 1 (Y oznacza¢ bedziemy, réwne sg odpowiednio
C B C.
90”—1—%, i 90°—|-—21, Ze zatem #yn= — coty ?’, tgl— _-coigg’

Wiadomo ze:
AI (‘A‘l 'Bl +B1 C‘l 2 C‘i ‘A‘l)(_AI B1 +Bl Cl + C'AL)
2 =“V (4,B,—B,C, + C,A)(A,B, + B,C,—C,A4,)
atoli A, B, :B,C, : C\ A, =cos’a: cos’: cos’y=m?:n?: p*
(art. b.), podstawiajac tedy w powyzsze réwnanie A, B, =cm? B C —en?
A, C,=cp?, gdzie ¢ oznacza ilosé stala, otrzymamy:
: i (m*+n*+p*)(—m*+n’+p?%)
T EH e =tg§:_v_(m2—n2+p%(m2+ n’—p?)
Podobnie otrzymamy :
' B, _ _\] P24 ph(m’—n?+p?)
2) —coly o P —\ (—mE+n24p3)(m+nitpd

— colyg

2 ) 2 n2 12 vy 2__m2
o~ §rut- | EERTEEC

Zapomoca wzorow 1, 2 i 3 mozna wyznaczy¢é katy, zawarte miedzy
osiami aksonometrycznymi, jezeli liczby stosunkowe skrécenn aksonometry-
cznych sg dane.

W tabliczce ponizej umieszczonej, podane sa katy, zawarte miedzy
osiami aksonometrycznymi, dla szesciu grup liczb . skrécen aksonometry-
cznych:
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‘ Liczby | i ] . :
f Aksonom. | _stosunkowe !. Siiofsmikl 7slfoicen [|_ Katy osxorwe M
L lm| n | p| cosa  cosf | cosy | & n | o5
| Tzometr. | 1| 1| 1[0816 0816 0816 1200 1900|1200

. 2 flies e B/ pea) 3 LS| .y flagl ot it - ay ol 4 i casll
i 2| 11 2| 943 | am ‘ 943 | 1310241 97011 ’131024;;

Dimetr. ‘ g
| | 3 1 3 973 / 324 ’ 973 ,133024&‘| SERIRIY ‘133024%‘
f— ) —— 1. I, o B e ——— =
il | 9| 5 10| 87| 493 | 985 | 10740 f 95°11° | 157" |
i Anizom. b| 4| 6| 806 | 64b 967 (108°13‘ |101°10" | 15037
| 7] 6] 8| 81| 695 927 |114%6' 1069 138714y|
:J | | ii I

Aksonometrye, ktérej wszystkie trzy stosunki skrécen sa réwne, nazy-
wamy aksonometryg izometryczna.

Jezeli dwa stosunki skrécen sa rowne, a trzeci jest wiekszy lub mniej-
szy, natenczas otrzymujemy aksonometrye dimetryczna.

Aksonometrye, ktérej wszystkie stosunki skrécens sg réine, nazywamy
aksonometrys anizometryczna,.

8. O podzialkach aksonom etrycznych. Niech beda dane osi
aksonometryczne O.X,, 0.7, 025 trojkat Sladéw X.Y,Z, (rys. 181.), wy-
znaczmy w sposob wylozony w art. 3. klady plaszezyzn 00,X,, 00,Y,,
00.Z, i odmierzmy na kladach (0)X., (0,)Y, i (0,)Z, osi OX, OY i 0Z
ukladu prostokatnego trzech plaszezyzn odcinki (0)(4), (0,)B) i (0,)C)
réwne jednosei (d=1), wyznaczmy nastepnie rzuty aksonometryczne 0,4,
0.B, i 0,C, tych odcinkéw, natenczas stosunki:

0.4, 0.8 0,0,
O)A) (0,)B) " (0,)(0)
sg stosunkami skrécen aksonometrycznych. :

Jezeli tedy podzielimy odecinki 0,4,, 0,B, i 0,C, na réwne czescl, na-
tenczas otrzymamy podzialki aksonometryczne odcinkéw réwnych jednogei
i réwnoleglych odpowiednio do osi OX, 0Y i OZ.

Podzialke , ktérej przy konstrukeyach aksonometrycznych czesto uzy-
wamy, otrzymujemy w sposéb nastepujacy:

Odmierzmy na prostej dowolnej 7 (rys. 184.) od punktu M odeinki MN,
MX, MY, MZ, odpowiednio réwne odcinkom (0,)(4), O.4,, 0,B,, 0.Z, i po-
lgczmy punkta M i N z dowolnym punktem 77, poprowadzmy nastepnie
przez X, Y i Z proste XX,, YY, i ZZ,, réwnolegle do prostej] WM, a przez
punkta przecigcia sie tychze X, Y, i Z, z prosta WN proste réwnolegle do
l, to odeinki X, X,, ¥,Y, i Z,Z, tych prostych, zawarte miedzy promieniami
WM i WN, sa oczywidcie réwne odcinkom MX, MY i MZ,

Jezeli tedy podzielimy odeinek MN na czedci réwne i polaczymy punkta
podzialu z punktem W, natenczas proste laczace wyznaczaja na prostych
X, Xy, ¥|¥, i Z,Z, podzialki aksonometryczne, odpowiadajace kierunkom osi
0X, OY i OZ ukladu trzech plaszezyzn wzajemnie prostopadiych.

Tak zwang podzialke aksonometryczna katowa otrzymamy, odmierzajac
na dowolnej prostej ! (rys. 185.) odcinki WD, WX,, WY,, Wz, odpowiednio
réwne wielokrotnosciom odcinkéw (0,)A4), 0,4,, 0,B,, 0,C,. Zakreslmy na-
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stgpnie ze srodka W promieniem WD luk kola %, wyprowadZmy z punktow
X, ¥, 1 Z, proste prostopadle do 7 i polgczmy punkt W z punktami X,
Y i Z, w ktorych te prostopadle przecinajg luk %, to katy XWX, FWE,
ZWZ, sy odpowiednio réwne katom nachylenia osi OX, OY i 0Z do pla-
szezyzny rzutéw aksonometrycznych. Jezeli tedy odmierzymy na prostych
WX, WY 1 WZ odcinki WM, WN i WP réwne danemu odcinkowi « i wy-
znaczmy rzuty prostokatne tychze: WAM,, WN, i WP, na prosts I, naten-
czas odcinki te sg réwne rzutom aksonometryeznym odcinka @, leZacego
odpowiednio na prostych, réwnoleglych do osi ukladu OX, OY OZ trzech
plaszezyzn wzajemnie prostopadlych.

9. Zagadnienie: Wykredlié rzut aksonometryczny przedmiotu, kto-
rego rzuty prostokatne sa dane (rys. 186. a, b, ¢).

Rozwigzanie: Niech beda dane rzuty prostokatne graniastoslupa
czworosciennego i takiegoz ostroslupa, dla ktérego poprzedni tworzy pod-
stawe, zaléZmy sobie wykreélié rzut aksonometryczny, anizometryczny tych
wieloscianéw, jezeli liczby stosunkowe skrécen m, » i p réwne sa odpowiednio
9, B0 I(art: 7).

7 tabliczki obliczone] w art. 7. czytamy:

X=X 2,0.Y,=107'49"; X n—X Z.0,X,=95°11"; X =X X,0,Y,—157";
osi tedy aksomometryczne sg wyznaczone.

Odniesmy dany przedmiot do ukladu prostokatnego trzech plaszezyzn
O(XYZ), ktérego plaszczyzny OXY i OXZ schodza sig z plaszezyznami po-
ziomg i pionowsg rzutéw. Punkt O niech bedzie poczatkiem ukladu.

Wyznaczmy nastepnie podzialki aksonometryczne. Obliczmy w tym celu
przedewszystkiem (art. 5.)

Q=\J.’W+gﬂ2=v9j—_‘-_5;+§i=10'14
I zakreslmy z dowolnego punktu W promieniem réwnym 10-14 jednostek luk
kola 7, odmierzmy dalej na dowolnym promieniu WD odecinki WX,, WY,
i WZ, réwne 9™, B i 10* jednostkom i wyprowadzmy z punktéow X,, ¥,
1 Z, proste X, X, ¥, Yi Z,Z, prostopadle do promienia WD, to katy XWX,,
YWY, i ZWZ, sa odpowiednio réwne katom nachylenia osi ukladu OX, 0¥
1 0Z do plaszezyzny aksonometryi.

Aby wyznaczyé rzut aksonometryczny punktu A, lezgcego na pla-
szezyznie OXY, odmierzmy na prostej WX (rys. 1864) odeinek WA, réwny
odeinkowi OA4” a na prostej WY odcinek WA,, réwny A'A“, i wyznaczmy
rzuty ‘tych odeinkéw WA', i WA', na prosta WD, odmierzmy nastepnie na
osi aksonometrycznej O,X, odcinek O,M,, réwny odcinkowi WA4', a na
prostej, poprowadzonej przez punkt M, réwnolegle do osi 0,¥, odcinek
M, A',, réwny odcinkowi WA',, to punkt A', jest rzutem aksonometrycznym
punktu A4°

W podobny sposéb wyznaczymy rzuty aksonometryczne rzutéw pozio-
mych B, ('.. wszystkich punktéw danego przedmiotu; konstrukcye odnogne
upraszczaja si¢ jednak z uwagi, Ze rzuty aksonometryczne prostych réwno-
leglych sa réwnolegle.

Aby wyznaczyé rzuty aksonometryczne E,, F,...S, punktéw, E, F...S,
odmierzmy na prostej WZ odecinki réwne odleglosciom tych punktéw od
plaszezyzny OXY, 1 wyznaczmy rzuty owych odcinkéw na prosta WD, po-




— 108 —

prowadzmy nast¢pnie przez punkia F',, F',...S', proste réwnolegle do osi
O.Z, i odmierzmy na tychie od punktéw E',, F'...S, odcinki, réwne
rzutom odcinkéw prostej WZ, to otrzymane punkta sa rzutami aksonometry-
cznymi FE,, F,... S,

0 konstrukeyach bezposrednich w aksonometryi.

Sposobami, ktére dotad poznalidmy, mozna jedynie przedstawi¢ akso-
nometrycznie wyniki konstrukcyi otrzymanych metodg rzutéw prostokatnych.
WykaZemy jednak, ze podobnie, jak rzuty érodkowe i rzuty prostokatne
jest aksonometrya samodzielng metods konstrukcyjna i rozwiazemy zapo-
mocy tejZe zasadnicze zagadnienia o punktach, prostych i plaszczyznach.

11. Polozenie punktu 4 w przestrzeni (rys. 187.) jest wyznaczone za-
pomocg rzutu aksonometrycznego A, i rzutu aksonometrycznego poziomego
A's, pionowego 4“;, albo bocznego A',. Jakoz punkt A‘ n. p. wyznacza
poloZenie rzutu A' na plaszezyznie OXY; jezeli tedy wyprowadzimy z punktu
A’ prosts, prostopadly do plaszezyzny OXY a z punktu A, prosts, prosto-
padlg do plaszczyzny aksonometryi (plaszczyzny rysunku), to te prostopadle
przetng sie w punkcie A.

Proste 4,4',, 4,4,, A, A", sa odpowiednio réwnolegle do osi aksono-
metrycznych 0,Z,, O.Y., 0.X,, albowiem proste, rzucajace punkt 4 na
plaszezyzny poziomg, pionows i boezng rzutéw, sa odpowiednio réwnolegle
do osi OZ, OY i OX.

Rzut aksonometryczny pionowy P“, punktu P, lezacego na plaszezyznie
OXY znajduje si¢ na osi 0,X, a rzut aksonometryczny boczny znajduje sie
na osi 0,Y,.

Rzut aksonometryczny poziomy @', punktu @), lezacego na plaszczyznie
0XZ, znajduje sie na osi O,X,, a rzut aksonometryczny boczny lezy na
osi 0,Z,.

Rzut aksonometryczny poziomy It', punktu R, lezgcego na plaszczyznie
OYZ, znajduje sie na osi 0,Y,, a rzut aksonometryczny pionowy L, lezy
na osi 0,Z,.

12. Prosty ! wyznacza rzut aksonometryczny 7, i rzut aksonometryczny
poziomy ., pionowy [“,, lub boczny I'‘,.

a) JeZeli proste /, m i n sa odpowiednio réwnolegle do plaszezyzn 0XY,
0XZ i OYZ, natenczas rzuty I, i I'y, m, i m“,, n, i n'", sg rownolegle
(rys. 188.). i

b) Jezeli proste I, m i u sa odpowiednio prostopadle do plaszezyzn
0XY, 0XZ i 0YZ, natenczas rzuty I',, m“, i »'", sa punktami a rzuty I,
m, 1 n, sa odpowiednio réwnolegle do osi 0,Z,, 0,Y, i 0,X, (rys. 189.).

13. Rzuty aksonometryczne H,, V, i K, $ladéw H, ¥V i K prostej I na
plaszczyznach spélrzednych ukladu O(XYZ) znajdujg sie w punktach prze-
cigeia sig rzutdw I, i Uy, I, 4 14,, 1, i 1", 3

Zagadnienie: Wyznaczy¢ rzuty aksonometryczne $ladéw prostej /,
ktorej rzut aksonometryczny /, i rzut aksonometryczny poziomy 1/, sg dane
(rys. 190.).

Rozwigzanie: Punkt przeciecia si¢ H, rzutéw [, i I, jest rzutem
aksonometrycznym sladu poziomego I prostej I Celem wyznaczenia rzutéw
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aksonometrycznych ¥V, i K, $ladu pionowego ¥ i $ladu bocznego K, wy-
znaczmy punkt przeciecia sig 4, 1 4, prostej /' z osiami 0.X, 1 0,Y,, po-
prowadzmy nastepnie przez punkt A4, i 4, proste, rownolegle do osi 0,24,
to takowe przecinaja si¢ z rzutem /, w punktach V, i K.

14. Rzuty aksonometryczne 7, i m,, jakoteZz rzuty aksonometryczne po-
ziome I, 1 m',, pionowe 1“, i m*",, boczne I'Y; i m'’, dwu prostych réwno-
leglych sa odpowiednio réwnolegle.

Jezeli dwie proste / i m przecinajg sie, natenczas prosta 4,4°,, lgczaca
punkta przecigcia sig rzutéw [, 1 m, tudziez I'; 1 m', jest réwnolegla do osi
0,%,, albowiem prosta AA‘, rzucajgca punkt przeciecia sie¢ 4 prostych 7 im
na plaszezyzne OXY jest réwnolegla do osi OZ.

Jezeli dwie proste ! i m sg wichrowate, natenczas prosta, laczaca punkt
przeciecia sie rzutéw aksonometrycznych /, i m, z punktem przecigeia sie
rzutéw aksonometryeznych poziomych 7', i m', jest nachylona do osi 0,7,.

15. Plaszczyzna dowolna m (rys. 191.) przecina sig z plaszczyznami
ukladu O(XYZ) podlug trzech prostych UV, UW i VW, ktorych rzuty akso-
nometryczne U, V,, UW, i V,W, wyznaczajs plaszczyzng n. Proste o 48
UW, i V,W, nazywamy sladami aksonometrycznymi plaszezyzny m.

a) Jezeli plaszczyzna jest réwnolegla do plaszezyzny poziomej rzutéw
OXY, natenczas $lad aksonometryczny pionowy jest réwnolegly do osi 0,X,,
a $lad aksonometryezny boczny jest réwnolegly do osi 0.Y, i t. d.

b) Jezeli plaszczyzna jest prostopadia do plaszezyzny poziomej rzutow,
natenczas $lady aksonometryczne pionowy i boczny sg rdwnolegle do osi
0,2, i 6. d.

16. Jezeli prosta 1 lezy na plaszezyznie 7, natenczas $lady aksonome-
tryczne tejze przechodza przez odpowiednie slady prostej [

Dwie plaszezyzny zn'(Ul,, Vi 1 W) i a¥U%, V2, W N irys: 192
przecinaja sie podlug prostej [, ktérej rzut aksonometryczny /, Iaczy punkta
przeciecia H,, V., K, $ladéw aksonometryeznych poziomych U', V. i U3, V.,
pionowych U, W1, i U, W?, bocznych V' Wi, i V2, W32,.

Zagadnienie: Wyznaczy¢ prosta, podlug ktérej plaszczyzna aksono-
metryi #%(X,Y,Z,) przecina si¢ z plaszezyzna dowolng =(U.V.W.).

Rozwigzanie: Prosta H,V,, laczaca punkta przecigcia sie sladéw
X.Y, i UV, tudziez X,Z,i U,W., jest rzutem aksonometrycznym d, proste]
d, podlug ktérej plaszezyzny m i m* przecinaja sie. Rzut aksonometryczny
poziomy d', otrzymamy, laczac punkt H, z punktem przecigcia sig ¥, osi
0.X, z prosta, poprowadzong przez punkt ¥V, réwnolegle do osi 0.Z,.

Zagadnienie: Wyznaczyé rzut aksonometryczny prostej, podlug
ktérej dwie plaszczyzny przecinaja sig, jezeli punkta przeciecia sig odpo-
wiednich éladéw aksonometrycznych leza poza obrgbem rysunku.

17. Prosta [/(l,, I's) przebija plaszczyzng (U, V.W,) w punkecie D, kto-
rego rzuty D, i D', otrzymamy w sposéb nastepujacy: (rys. 193.) Przesu-
wamy przez prosta ! plaszczyzne m' prostopadla do plaszezyzny OXY; é]gd
aksonometryczny poziomy U!, ¥, te] plaszezyzny schodzi sig z rzutem [,
a $lad aksonometryczny pionowy U', W1, jest réwnolegly do osi O.Z.; wy-
znaczamy nastepnie prosts d(d,, d'.) podlug ktérej plaszezyzny z i @' prze-
cinaja sie, to punkt przeciecia si¢ D, prostych [, i d, jest rzutem aksono-
metrycznym punktu, w ktérym prosta ! przebija plaszezyzneg m; rzut akso-
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nometryczny poziomy I, znajduje sie w punkcie przecigeia sig prostej /,
Z prosta, poprowadzong przez 1), réwnolegle do osi 0,7,

Zagadnienie: Wyznaczyé punkt przebicia prostej (i, I,) =z pla-
szCzyzng przesunicta przez proste rownolegle mmg, m'y) i nn,, #',) nie
kreslac Sladéw tej plaszezyzny.

Zagadnienie: Wyznaczyé prosta, podlug ktérej dwie plaszezyzny
wyznaczone dwiema parami prostych réwnoleglych przecinaja sie, nie kredlac
sladéow tychze plaszezyzn.

18. O prostych i plaszeczyznach Wzajemnie prosto-
padlyech.

Wiadomo, Ze rzuty: poziomy /' i pionowy 7 prostej /, prostopadlej
do plaszezyzny =, sa odpowiednio prostopadle do $laddw poziomego m; i pio-
nowego %,. Aby tedy wyznaczyé aksonometrycznie prosta {, prostopadls do
plaszezyzny 7z, nalezy wyznaczyé rzuty I, i 1“, albo rzut aksonometryczny
lo 1 rzut aksonometryczny poziomy /.

Rzut 7, jest prostopadly do &ladu plaszezyzny @ na plaszczyznie akso-
nometryi, wiadomo bowiem, Ze rzut prostokatny kata prostego na pla-
szezyzne réwnolegla do Jedrego ramienia tegoz kata, jest katem prostym;
rozwigzanie tedy zagadnien o prostych i plaszezyznach wzajemnie prosto-
padlych, sprowadza sie w plerwszym rzedzie do zagadnienia :

sMajae dang prosty m, ktéra lezy na jednej z plaszczyzn
spélrzednyeh uktadn prostokatnego O(XYZ), wyznaczy¢ kie-
runek rzutu aksonometrycznego prostej p, prostopadlej
do m“,

19, Dajmy na to, ze prosta mi(m,, m',) lezy na plaszezyznie OXY
1 przechodzi przez poczatek ukladu 0. Zalézmy sobie wyznaczyc¢ rzut akso-
nometryczny prostej p, poprowadzonej przez punkt O prostopadle do prostej
m (rys. 194.).

Przesuiimy w tym celun przez prosta m i przez osi 0Z plaszczyzne
1 wyznaczmy prosta ZA, podlug ktérej ta plaszezyzna przecina sie pla-
szezyzng aksonometryi, poprowadzmy nastepnie przez punkt O na pla-
szezyznie OXY prosta p, prostopadla do plaszczyzny 0AZ, to ta prosta jest
prostopadla do prostej m.

Prosta p jest prostopadla do proste] ZA, podlug ktérej plaszczyzna
aksonometryi przecina sie z plaszczyzng OZA, rzut aksonometryczny zatem
Pa Jest prostopadly do rzutu Z,4, prostej ZA.

Rzuty m, i p, dwu prostych wzajemnie prostopadlych,
ktdére lezg na plaszczyznie OXY j przechodzg przez poczatek
ukladu, maja zatem te wlasnoéé, ze jeden z nich jest pro-
stopadly do prostej, laczacej wierzcholek Z, tréjkata $la-
déw z punktem, w ktérym drugi rzut przecina bok X, ¥, tegoz
trojkata.

W podobny sposéb mozna wyznaczyé rzut aksonometryczny prostej p,
prostopadiej do dowolnej prostej m, jezeli proste p i m leZa na plaszezyimie
OXY 1 jezeli nadto prosta p ma przechodzié przez poczatek ukladu O
(rys. 195.).

Jakoz poprowadimy przez wierzcholek Z. tréjkata $ladéw X,¥,Z,
prosta Z,B, prostopadla do rzutu m, i polaczmy punkt 0, z punktem B,
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w ktérym proste XY, i Z,B, przecinaja sie, to prosta laczaca jest rzutem
s rycznym p, prostei p.
allmon‘.)(.-)(t)l.letzl}ag:ili i[en};e: 1i%rjjfznacz_'y'(': prosta prz?clvlodzqca, przez poczatek
ukladu O(XYZ) a prostopadla do plaszezyzny =(U, ["J_‘V‘,) (rys. 196.),. o
Rozwigzanie: Wyznaczmy rzut R,S. prost_e‘]., podlug k'tore_] pla-
szczyzna @ przecina sie z plaszezyzna gksonometryl 1 _poprowadzmy kprzez
punkt O, prosta p., prostopadls do KR.S., to takowa Jest. rzutem le?n;-
metrycznym prostej, przechodzace] przez poczatek ukladu i prost.opa. ej j‘0
plaszezyzny m. Celem wyznaczenia rzutu} aksonrome'trycznego %o?gmmego )t &
poprowadzmy przez wierzcholek Z, tréjkata sladéw prosta «bBa p?osB?-
padlg do $ladu U.,V, i polaczmy punk.t O, z punktem przeciecia sie :
prostych X,¥, i Z,B,, to prosta.(i 0,B, ‘]_e;t .rz'utem aksonometrycznym po
1 ', prostej p. Mozemy tedy powiedziec: -
Zlomyllinzﬁlt }e;,kso‘rllﬁmetrycyzny p. prostej p pro‘stopadle_] do pla-
szeczyzny @ jest prostopadly do élafiu tej plaszeczyzny na.-
plaszczyZnie aksonometryi, r%ut zas aksonon:ietryctznykpo_
ziomy p', jest aksonometrycznie plrostop;Zdjgn orzutu akso
Sladu poziomego plaszcz
o m;Z;yacdznni‘:§1(i)eiIWyznlz.czyé rzut? aksonometrycz?e s'lad(’)w’})laszvczyi;n?y,
przesunietej przez punkt A(4,.4',) prostopadle do proste] m(ni, , m',) (Ty s].{ .)_.
Rozwigzanie: Wyznaczmy przedewszystkiem plaszezyzne aksono
netryi : nieta przez punkt 4. .
metly];’ogpt{lf‘(;\\lf)algzzly i%t;;];m 09111)1 przez rzr’lt A, prosta I, Pro;f,({?ad? (lio -::;
0,Y,, przez rzut poziomy A', prosta réwnolegla do osi 0.X., to la ] #
rzutem aksonometrycznym a ', jest rzutem aksonometrycz'ny;lm p;zmmy :
prostej 7, lezacej na plaszczyZnie m“. 'VVyznaczmy tedy ;}a y atsog?n)l:
tryczne H, i K, proste] ! i poprowadzmy przez purnkt - prg; a‘doﬂ 0;
prostopadla do osi 0,7 a przez punkt 'K“ prosta Y.Z, p;osr/top'fm tq £ p
0.X, to prosta X,Y, jest éladem. pozmm;.rm .a, prosta k“tJ;] jes
bocznym plaszezyzny aksonometryl przesunigte] przez pun £ .d | siggyh
PoprowadZmy nastepnie przez .A prosta p., pr‘osiiOI; Ya, 0 s V“
prostej m, a przez punkt przeciecia sie M, prosty(.:h Pa 1 Aa¥a pI'IOS a;cz ;'ni";
aksonometryecznie prostopadla do rzutu m', to p. Jest s%adem na plaszezy e
aksonometryi a DM, V, jest rzutem aksonometrycznym sladu pozicmego pla:
szezyzny 7, przesunietej przez punkt A prostopadle do prostej m.t 5
Rzut aksonometryczny sladu p10nowego.plas?czyzny 7 orzymakt}'r,
Iaczac punkt przeciecia sie U, pro-stych MV, i 0,X, z punktem K, w kto-
rym proste p. 1 X,Z, przecinaja sie.

29 0 wyznaczaniu prawdziwych wielkosei odeinkow.

Zagadnienie 1.: Wyznaczyé odlleggsh))éé punktu A(A,, A's) od pla-
sonometryi #n%(X,Y.Z,) (rys. EN . 3
szczyglzzaﬁigzanie{’ Pr;esuﬁmy przez pm'lkt A plaszczyznqtn(;;sza OJ:
prostopadlg do boku X,Y, trojkata él'adéw i Wyzuaczmyl; pros a,tr ; :V, 11;0-
dlug ktérej ta plaszczyzna przecina sig z plaszczyzng a: SO{;OE:' i ’tak};W%
najmy nastepnie klad plaszczyzny = na plaszgczyznq 7t 0 beja;na‘dowaé
okolo prostej M,N,, to klad (U) punktu U, lezgcego na osi 3 jdowac



sie bedzie w punkcie przeciecia sig kola, zakredlonego na Srednicy M, N,
z prosta U.(U), wyprowadzong z punktu U, prostopadle do prostej M. N,.

Klad (4‘) rzutu poziomego A’ punktu A znajduje sie w punkcie prze-
ciecia sie proste] M,(U) z prostg wyprowadzong z punktu A‘, prostopadle
do prostej] M,N., a klad (A')(A) prostej A'A, rzucajacej poziomo punkt A,
schodzi sie z prosta, wyprowadzong z (4') prostopadle do M.(U). Jezeli tedy
poprowadzimy przez punkt A, prosta, prostopadly do sladu M,.N,, naten-
czas w punkcie przecigeia sie tejze z prosta (A')(A) otrzymamy klad
punktu A a zarazem odeinek A, (A), réwny odleglosci punktu A od pla-
szezyzny aksonometryi.

Zagadnienie 2.: Wyznaczy¢ prawdziwa wielko$é odcinka AB proste]
I, lezgcej na plaszezyznie O(X, Y) (rys. 199.).

Rozwiazanie: Wykonajmy kiad plaszezyzny OXY na plaszezyzng
aksonometryi, obracajac takows okolo osi X,Y,. Klad (0) punktu znajduje
sie w punkcie przeciecia sie osi 0,4, z kolem zakreélonem na srednicy X, Y,
a klady osi OX i OY schodzg sig z prostemi (0)X, 1 (@)X,

Jezeli tedy poprowadzimy przez punkta przecigcia sig M, i N, rzutu
1, z osiami 0,X, 1 0,X, proste, prostopadle do boku X.¥, tréjkata sladow
plaszezyzny aksonometryi, i wyznaczymy punkta (M) i (N) przecigeia sig tych
prostopadlych z prostemi (X, i (O)Y., jezeli nastepnie polgczymy punkta
(M) i (N), natenczas otrzymamy klad prostej /, lezacej na plaszezyznie OXY.

Odcinek (A)(B) prostej (M)(N), zawarty miedzy prostemi, poprowadzo-
nymi przez punkta A, i B, prostopadle do X,.Y., jest réwny prawdziwe]
wielkosci odeinka AB.

Zagadnienie 3.: Wyznaczy¢ prawdziwa wielkos¢ odcinka AR proste]
dowolnej Ul., I's) (rys. 200.).

Rozwiazanie: Przesuiimy przez prosty [ plaszezyzne (U, , Va, W2
prostopadly do plaszezyzny OXY i wyznaczmy prosta M.N., podlug ktorej
ta plaszezyzna przecina sie z plaszezyzna aksonometryi, wykonajmy na-
stepnie klad plaszczyzny 7 na plaszezyzne aksonometryi, obracajac takows
okolo prostej M,N., to klad (U)) punktu U, lezacego na osi 0X znajdowac
sie bedzie w punkecie przecigeia sie kola zakreslonego na Srednicy M,N,
z prosta, wyprowadzong z punktu U, prostopadle do $ladu M,N,, albowiem
kat MUN jest katem prostym.

Prosta laczaca punkta M, i (U) jest kladem (I') rzntu poziomego proste]
I a punkt przecigcia sie prostej (I') z prosta wyprowadzong ze $ladu akso-
nometrycznego poziomego I1, prostej ! prostopadle do M.N., jest kladem
H $ladu poziomego tejZe prostej.

Jezeli tedy wyznaczymy punkt D, w ktérym prosta I przebija pla-
szezyzne aksonometryi i polaczymy takowy z punktem (f), natenczas otrzy-
mamy klad (f) prostej I na plaszczyzng aksonometryi.

Odcinek (A)(B) prostej (/) zawarty miedzy prostemi, wyprowadzonymi
z rzutéw A, i B, prostopadle do proste] M,N, jest réwny prawdziwe] wiel-
kosc¢i odcinka AB.

Zagadnienie: Wyznaczyé odleglosé punktu A(4,, A'.) od pla-
szezyzny (U, V. W.,).

Zagadnienie: Wyznaczy¢ odleglogé punktu A(A,, A'.) od proste]
Iida, Va).
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Zagadnienie: Wyznaczyé odleglodé dwu plaszezyzn réwnoleglych
W Uay Vay Wa) i (U, Ve, W)

Zagadnienie: Wyznaczyé najkrétszg odleglos¢ dwu prostych wichro-
watych I(la, 's) 1 m(ma, m's).

23. O kladach plaszczyzn.

Niech bedzie dana plaszezyzna n(U.V.W.), przecinajgca sig z pla-
szezyzng aksonometryi n%(X,Y,Z,) podlug prostej M, N, (rys. 201.).

Aby wykonaé klad plaszezyzny = na plaszczyzne aksonometryi, nalezy
obrécié dowolny punkt, lezgcy na plaszezyznie m, n. p. punkt U okolo sladu
M,N, w ten sposéb, aby padl na plaszczyzng n“

Wyznaczmy w tym celu odleglosé¢ U,(U) punktu U od plaszezyzny akso-
nometryi (22. zagad. 1.) a nadto przeciwprostokatng tréjkata U U)A, ktorego
jedna prazyprostokatna réwna jest odcinkowi U,(U), a ktérego druga przy-
prostokatna U,4 réwna jest odleglosci rzutu U, od $ladu M.N.; zakreslmy
nastepnie z punktu A promieniem A(U) kolo, to punkt przeciecia sie (U,)
tego kola z prosta, poprowadzona przez punkt U, prostopadle do M,N,, jest
ktadem punktu U na plaszezyzne aksonometryi. .

Proste (U)M, i (U,)N, sa kladami §ladéw UV i UW plaszezyzny 7.

Aby wyznaczyé klad dowolnego punktu P(F., P*.), lezacego na pla-
szezyZnie m, polaczmy rzuty aksonometryczne U, i P, i wyznaczmy punkt
T, w ktérym proste U,P, i M,N, przecinaja sie, polaczmy nastepnie punkt
T z kladem (U,) i poprowadzmy przez rzut P, prosta, prostopadla do M,N,,
to takowa przecina sie z prosty 7(U,) w kladzie (P,) punktu P.

Zagadnienie: Wyznaczyé klad wielokata lezacego na plaszezyznie
W(Uay Va; Wa).

Zagadnienie: Wyznaczyé kat nachylenia dwu plaszezyzn (U, V., W)
b (B VI WL

Geom. wykresina.



D. KRolineacya utwwordww przestrzeni.

1. Dwa uklady o trzech wymiarach 2 i 3 nazywamy kolineac;;;]ny(;m.l,
jezeli punktowi jednego ukladu odpowiada t)rlko jeden p.unkt w u la.dzm
drugim, a prostej jednego ukladu przechodzace] przez pewlen pun]_;t, odpo-
wiada w ukladzie drugim prosta, przechodzgca przez p_unkt od}zmnedm.

7 okredlenia tego wynika, 2e w ukladach kolineacyjnych pla-
szeczyZnie jednego ukladu odpowiada plaszczyzna w uklta-
i im. ?

: meJi]z:ﬁgpoprowadz'my na plaszezyznie 7 ukladu X proste l,’ m 1 n, l_ztox.'e
nie przechodzg przez jeden punkt, a nadto 'pr?ste Py Py ktore przecinajg
si¢ z prostemi [, m 1n W punktach L, M i N, L, M.l'l N3 v WYyznaczmy
nastepnie elementa I, m', #', p', p'; ukls:du_ 2’,_ odpowm.fia_]a,-ce elementon%
I,m,... ukladu Z, to proste p‘, p'y.. przecinaja sig odpowiednio = pr?stem};
I, m'i n' w punktach L‘), M' i N', L'y, My 1 N, ..., odpowiadajgcyc

punktom L, MiN, L, M, i N,, proste zatem U, m', #', p', p's... lezg na
;_;)Iaszczyinie 7', ukladu 3, ktéra odpowiada pla.szczy-z'nie. T, !

9. Jezeli w szezegdlnodci proste, laczace odpowiednie punkta ,ukla.dow,
i plaszezyzny, przesunigte przez proste odpowiednie ty'chie ukla,do“_r, prze-
chodza przez jeden punkt O, natenczas te u].da.dy sg $rodkowo kolineacy]-
nymi. Punkt O nazywamy s$rodkiem kolineacyl. . ‘ g

Dwie proste odpowiednie 71 I’ ukladéw frodkowo kohne-acy.]'nych 2 T,
przecinaja si¢ w punkeie T, ktéry jest elementem odpowiednio wspélnym
obu ukladow. ,

Przesuhmy przez punkta przecigcia sig T, T1 i i5 trzec? par pro_stych
odpowiednich 7 i I, m i m', n i n' plaszczyzng x 1 poprowadzr'ny na tej pla-
szezyinie dowolna prostg ¢, to takowa odpow.la.da. sama so-ble w uklada.‘ch
érodkowo kolineacyjnych = i 3, punkta bowiem przecigeia siq pro.ste‘] ¢
z prostemi T7T,, T,7, i T,T sg elementamni odpowmdx.uo WSPO'hlyDll obu
ukladéw. A zatem: Punkta i proste, odpowiednio wspolPe_ dwu
nkladéw érodkowo kolineacyjnych lezg na pla.szc'zyznm. Te
plaszezyzne nazywamy plaszezyzng kolineac':yi. Proste. te.dy i plaszezyzny
odpowiednie dwu ukladéw $rodkowo kolineacyjnych przecinajg sig w punktach
wzglednie podlug prostych, lezgcych na plaszc.zyz'me kolineacyi.

Plaszczyznie w nieskonczonodci, uwazane] raz za element { u%{ladu 3
drugi raz za element ¢' ukladu =' odpowiadaja w ukladach 2 1.2 pla-_
szezyzny ' i ¢ réwnolegle do plaszczyzny kolineacyl; plaszezyzna kolineacyil
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bowiem przecina sig z plaszezyzng w nieskonczonosci podlug prostej, ktéra
lezy w nieskonczonosci. Plaszezyzny ¢ i {* nazywamy plaszezyznami wza-
jemnymi ukladéw X1 3. '

Prostym, réwnoleglym ukladu ¥, odpowiadajs w ukladzie 3 proste
przechodzgce przez jeden punkt, ktéry leZy na plaszezyinie {'. Prostym za$,
réwnoleglym ukladu 2', odpowiadajs w ukladzie I proste, przechodzace
przez jeden punkt, ktéry lezy na plaszczyznie g.

3. Szeregi punktéw, peki promieni i peki plaszezyzn, odpowiadajgce
sobie w dwu ukladach $rodkowo kolineacyjnych, sa perspektywiczne; albo=
wiem dwa szeregi odpowiednie sg przekrojami peku promieni, ktérego
wierzcholek znajduje si¢ w $rodku kolineacyi, dwa odpowiednie peki pro-
mieni sg przekrojami peku plaszezyzn, ktérego of przechodzi przez srodek
kolineacyi, a dwa odpowiednie peki plaszezyzn przecinaja sie z plaszczyzna
kolineacyi podlug tego samego peku promieni, ktérego wierzcholek schodzi
z punktem przeciecia sig osi, a ktorego promienie schodzg sie z prostemi
przekroju elementéw odpowiednich. : 13T

Stosunek tedy podwéjnego podzialu czterech elementéw utworu rzedu
pierwszego, naleZgcego do ukladu ¥, jest réwny stosunkowi podwéjnego
podzialu czterech elementéw odpowiednich ukladu 3 '

Kazda prosta, poprowadzona przez $rodek kolineacyi O ukladéw Fi ¥
Jest podstaws dwu szeregéw jednokreslnych, ktérych punkta podwdjne
schodzg sig¢ ze $rodkiem O i z punktem przeciecia sig plaszczyzny kolinea-
cyjnej z ows prosts.

Kazda prosta, lezaca na plaszezyznie kolineacyi, jest osia dwu pekéw
plaszezyzn jednokreslnych, kitérych elementa podwdjne schodzg sie z pla-
szezyzng przechodzacy przez érodek O i z plaszezyzng kolineacyi.

PoprowadZmy przez érodek kolineacyi O proste I; w2, n.. i wyznaczmy
punkta przecigeia siq tychze T, T), T,,.. z plaszezyzna kolineacyi , a nadto
pary punktéw odpowiednich L i I, M i M, N i NV',... lesacych na owych
prostych, przesuiimy nastepnie przez punkta L, M, N i L', M, N* pla-
szezyzny m i 7', to takowe sa elementami odpowiednimi ukladéw 3 i 3,
przecinajg sie zatem podlug prostej #, lezacej na plaszezy#nie kolineacyi x.

Plaszczyzny =, ', i plaszezyzna (0, #) przesunigta przez prosta f
1 przez $rodek O, tworzg pek czterech plaszezyzn, ktéry przecina sie z pro-
stemi 7, m i » w punktach L, L', T, 0, —M, M', T,, O—N, N, T,, 0, sto-
sunki tedy podwdéjnego podzialu (OTLLY), (OT,MM"), (OT,NN') sa réwne.
Atoli pary punktéw odpowiednich L, L',.. na prostych, poprowadzonych
przez Srodek kolineacyi obrano dowolnie, stosunek tedy podwéjnego podzialu
srodka kolineacyi, punktu, w ktérym dowolna prosta, poprowadzona przez
tenZe srodek przecina plaszezyzng kolineacyi i dwu punktéw odpowiednich,
lezgcych na owej prostej, jest staly. : tod, sdaT

Wartos¢ 4 tego stosunku nazywamy cechs albo charakterystyka ko-
lineacyi. - : ' [y

Ceche kolineacyi mozna przedstawié w postaci stosunku pojedynczego
podzialu przyjmujgc na prostej, poprowadzonej przez srodek O, zamiast dwu
dowolnych punktéw odpowiednich L i I/... punkta przeciecia si¢ Z' i R tej
prostej z plaszezyznami wzajemnymi {* i ¢ i odpowiednie punkta Zg 1A B,
otrzymamy bowiem : - ' parn pia ; ‘

*
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A=(0TLL")=(0TZy Z")= (0TER'y )=g_§,= gﬁ

Plaszczyzna n przesunieta przez Srodek kolinacyi przecina uklady
o trzech wymiarach, 3 i 3' podlug dwu ukladéw plaskich o i o srodkowo
kolineacyjnych. Srodek kolineacyi ukladéw o i ¢' schodzi sig ze s$rodkiem
kolineacyi ukladéw 3 i 3, oé kolineacyi ¢ jest prosta, podlug ktorej pla-
szezyzna m przecina sig z plaszczyzng kolineacyi a osi wzajemne z' 1 7
schodza sie z prostemi, podlug ktérych plaszezyzny wzajemne przecinajg sie
z plaszezyzng 7.

4. Kolineacya S$rodkowa dwu ukladéw X i X' jest wyznaczona, jezeli
dany jest $rodek, plaszezyzna kolineacyi i dwa odpowiednie punkta albo
cecha kolineacyi.

Zagadnienie: Majac dany érodek O, plaszczyzng kolineacyi x 1 dwa
odpowiednie punkta 4 i 4' ukladéw X i 3, wyznaczy¢ punkt X' ukladu 2'
odpowiadajacy punktowi X ukladu 3 a nadto plaszezyzny wzajemne ' 1@
(rys. 202.).

Rozwiazanie: Wyznaczmy punkt T, w ktérym prosta XA przecina
sie z plaszezyzng kolineacyi x i polgczmy takowy z punktem A', to prosta
TA' jest elementem ukladu 3, odpowiadajgcym prostej XA ukladu X,
punktowi tedy X odpowiada punkt przecigeia sig X' prostej T'A' z pro-
mieniem O0X.

Promieri 0Z' poprowadzony przez $rodek kolineacyi rownolegle do pro-
stej XA przecina si¢ z prostg X'A' w punkcie Z' przez ktéry plaszezyzna
wzajemna (' przechodzi, promien za§ OR réwnolegly do prostej X'A’ prze-
cina sie z prosta XA w punkcie I, przez ktéry plaszezyzna wzajemna ¢
przechodzi; albowiem punktowi R odpowiada punkt lezacy w nieskonczo-
nodci na prostej X'A', punktowi za$ Z' odpowiada punkt lezgcy w nieskon-
czonosci na prostej XA. ,

Boki 0Z' i RT réwnolegloboku OZ'RT s réwne, odleglosé tedy srodka
kolineacyi od plaszczyzny &' jest réwna odleglosci plaszezyzny wzajemnej @
od plaszezyzny kolineacyi.

b. Jezeli $rodek kolineacyi ukladéw =X i 3' znajduje sie w nieskonczo-
noéei, natenczas plaszczyzny wzajemne (' i ¢ schodza sig z plaszezyzng
w nieskoriczonoéci, prostym tedy i plaszezyznom réwnoleglym jednego ukladu,
odpowiadajs w ukladzie drugim proste i plaszczyzny réwnolegle.

Plaszezyzna kolineacyi x dzieli w tym przypadku odeinki zawarte mig-
dzy punktami odpowiednimi ukladéw w stosunku stalym; albowiem cecha

kolineacyi
e sy LA
A=(0y TAA)_TA

Taks kolineacye nazywamy powinowactwem ukladow.

Powinowactwo, ktérego cecha jest réwna jednosci ujemnej, nazywamy
symetrya ze wzgledu na plaszezyzne, odpowiednie bowiem punkta ukladow
kolineacyjnych lezg w tym razie po przeciwnych stronach plaszezyzny koli-
neacyi (symetryi) w réwnych od niej odleglosciach.

6. Jezeli plaszezyzna kolineacyi ukladéw =X i I lezy w nieskomczo-
nodci, a $rodek znajduje sig w skonczonosci, natenczas plaszczyzny wza-
jemne schodza sig na plaszezyznie w nieskonczonosci, elementom tedy réwno-
leglym jednego ukladu odpowiadajg elementa réwnolegle w ukladzie drugim.
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Srodek kolineacyi dzieli w tym przypadku odcinki, zawarte miedzy

punktami odpowiednimi ukladéw J i 3' w stosunku stalym; albowiem cecha
a0
A=(0Ty, 'AA)=_OA7

Taks kolineacye nazywamy podobieristwem ukladéw.

Podobienstwo, ktérego cecha jest réwna jednodei ujemnej, nazywamy
symetrys srodkowsg, odpowiednie punkta bowiem ukladéw kolineacyjnych
lezg w tym razie pc przeciwnych stronach érodka w réwnych od tegoz od-
leglosciach.

7. JezZeli $rodek i plaszczyzna kolineacyi lezs w nieskoficzonodei, na-
tenczas cecha

A=(0y Ty AAY)=1,
co tylko wéweczas mozZe nastgpié, jezeli wszystkie elementa odpowiednie
ukladéw kolineacyjnych schodzs sig, albo innemi slowy, jezeli te uklady
sg przystajgce.

8. Kolineacye ukladéw, ktérej srodek O i plaszezyzna kolineacyi leis
w skoficzonodei a ktérej cecha réwna jest jednodei ujemmej, nazywamy
mlwo-lucyaj ukladéw, punkta bowiem odpowiednie tychze, ktére leza na pro-
mieniach przechodzgcych przez érodek, tworzg szeregi inwolucyjne, a pla-
szezyzny odpowiednie, ktére przechodza przez prosts, lezaca na plaszezyznie
kolineacyi, wyznaczajg pek inwolucyjny.

Plaszezyzny wzajemne (' i ¢ ukladéw inwolucyjnych schodzg sie z pla-
szczyzng, I?f-téra lezy migdzy $rodkiem kolineacyi O i plaszczyzna kolineacyi
# w polowie odleglodci punktu O od plaszczyzny x; albowiem cecha
St A

FRTOZ [
co tylko wéwezas jest mozebne, jezeli punkta wzajemne R i Z' nakrywajs sie.

9. P-rzyjmijmy, %e plaszczyzny wzajemne (' i ¢ ukladéw I i I, $rod-
kov?o koh_nea.cyjnych, lezg po przeciwnych stronach $rodka O i plaszczyzny
k.ohneafzyl‘x, a nadto, Ze plaszczyzna [' znajduje sig blizej plaszczyzny ko-
lineacyi niz plaszczyzna wzajemna g, natenczas utworowi przestrzeni U, na-
lezgcemu do ukladu ¥, odpowiada w ukladzie 3' utwor U, lezgey miedzy
plfamsz'czyznami % 1 {'. Punktom 4 i B utworu U, z ktérych pierwszy lezy
blizej plaszezyzny kolineacyi niz drugi, odpowiadaja punkta A' i B', z kto-
rych A' lezy blizej plaszczyzny = niz B’

' Utwoér tedy U' zdolny jest wywolaé w oku, umieszezonym w $rodku
kolineacyi, takie same wrazenie, jakie wywoluje utwér U, oczywiscie, jezeli
wszelkim dalszym warunkom, od ktérych zalezs wrazenia wywolane w oku,
zadosé uczynimy. Mianowicie, jezeli U' lezeé bedzie w obrebie stozka obro-
towego, ktorego o$ jest prostopadla do plaszezyzny kolineacyi, a ktorego
tworzgce sq nachylone do osi pod katem, réwnym mniejwiecej 80°, jezeli
nadto utwér U' o$wietlony bedzie punktem, leZgcym na plaszezyznie I,
ktory odpowiada kierunkowi promieni oswietlajacych przedmiot U. Z réwns
tedy slusznoscig, jak rzuty $rodkowe przedmiotéw nazywamy perspektyws,
moz’rl_la nazwac utwory kolineacyjne przedmiotéw perspektywami przestrzen-
nymi albo modelami tychze.

Zaga,dr.tienie: Majac dany $rodek O, plaszezyzne kolineacyi x i pla-
szezyzng wzajemny (', wyznaczy¢ model przedmiotu ABC..N, znajdujacego
s1¢ za plaszczyzng kolineacyi (rys. 203.).
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Rozwiazanie: Wyznaczmy punkt przecigeia sig Z' plaszezyzny &
z prosta, poprowadzong przez irodek O réwnolegle do prostych AB i CD
i polaczmy punkt Z' z punktami T} i T,, w ktorych plaszezyzna kolineacyi
przecina sig z prostemi AB i €D, poprowadzmy nastepnie promienie O4,
OB, 0C i 0D, to takowe przecinajs si¢ z prostemi 1,7 i T,z w punktach
A', B, ¢*, D', odpowiadaj aeych kolineacyjnie wierzcholkom czworokata ABCD.
W podobny sposéb otrzymamy figury EFGH,.. odpowiadajgce CzZWOro-
katom EFGH... danego przedmiotu.

Celem wyznaczenia punktu W', odpowiadajgcego wierzcholkowi W, po-
prowadZmy promien OW, a przez punkt przeciecia sig M’ przekatnych
czworoboku E'F'G'H' prosta réwnolegly do prostej] WM, to punkt przecigeia
sie owej prostej z promieniem OW jest punktem W

10. Niech bedzie dany srodek 0O, plaszczyzna kolineacyl # 1 plaszczyzny
wzajemne {' i @ (rys. 204), & nadto proste odpowiednie 7 i I/ ukladéw érod-
kowo kolineacyjnych. Wyznaczmy rzut prostokatny O, $rodka O na pla-
szezyzne @ 1 rzut prostokgtny Z', punktu Z' na plaszczyzng kolineacyi, to
prosta TZ'; jest rzutem prostokatnym 7', prostej ' na plaszczyzne % Od-
cinki 00, i Z'Z'; sg réwnolegle i réwne; promieh 0,2’ jest tedy rowno-
legly do promienia OZ' a temsamem réwnolegly do prostej I, a zatem prosta
TZ, jest rzutem $rodkowym prostej I z punktu O, na plaszezyzng kolineacyi.

Rzut prostokatny przeto ukladu = na plaszczyzng koli-
neacyi jest zarazem rzutem srodkowym ukladu 2 z punktu
0,, w ktérym prosta wyprowadzona ze grodka kolineacyi
przebija plaszeczyzng wzajemns Q.

11. Jezeli trzy uklady: 3, i 3" sg parami srodkowo ko-
lineacyjne, natenczas érodki tych kolineacyileZg na linii
prostej. :

Plaszezyzny kolineacyi x, #;, #3 akladéw 3¢ i 3, 3¢ i 3, 3 i ' prze-
cinaja sig w punkcie P, ktory jest elementem odpowiednio wspélnym wszyst-
kich trzech ukladéw. Obierzmy na prostej I ukladu ¥, ktéra przechodzi
przez punkt P, dwa punkta A, B i wyznaczmy punkta odpowiednie A', B’
i A*B* ukladéw 3' i 3", to proste AA'1 BB, AA" i BB*, A'A" i B'B*
przecinaja sig odpowiednio W érodkach kolineacyi ukladéw Z i 2, Shdaty
> i 3¥; atoli wierzcholki tréjkatéw AA'A" i BB'B” leza parami na pro-
stych, przechodzacych przez punkt P, boki tedy odpowiednie tychze prze-
cinaja si¢ w punktach, lezgcych na linii prostej.

192. Kolineacyg dwu ukladéw 5 i3 wpolozeniu ogélnem
(niesrodkowem)wyznacza pieé par punktow, z ktérychecztery
tego samego ukladu nie lezg na jednej plaszczyinie.

Jakoz niech beds dane punkta odpowiednie 4, A'—B, B'—C, C'—D,
D'—E, E' a nadto punkt X ukladu 2, zalézmy sobie wyznaczy¢ odpowiedni
punkt X' ukladu 3. Przesufimy w tym celu przez prostg AB i przez punkta
C, D, E, X, przez prostg BC i przez punkta 4, D, E, X, przez prosta CD
i przez punkta 4, B, E, X plaszczyzny, natenczas otrzymamy trzy peki
AB(C, D, E, X), BC(4, D, E, X), CD(A, B, E, X) czterech plaszczyzn ukladu
3, ktérym odpowiadajg w ukladzie 3' peki jednokreslne A'B(C'D'EX"),...

Polozenie plaszczyzn A'B'X', B'C'X' 1 C'D'X' jest wyznaczone, stosunki
bowiem podwéjnego podzialu AB(C; D, E, X) i A'B/(C', D', E', X') nastepnie
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BCA, D, E, X) i B'C'(4', D, B, X)... sg réwne; punkt przecigcia sie tedy
owych plaszezyzn jest elementem ukladu 2, odpowiadajgcym punktowi X
ukladu 2. y

13. Zapomocyg kolineacyi srodkowej dwu ukladéw przestrzeni mozna
z latwoscia udowodnié, Ze, jezeli pomiedzy elementami przestrzeni
nie zachodza zwigzki miarowe, natenczas rzut frodkowy
uklad.u mozna uwazaé za rzut rownolegly ukladu kolineacyj-
nego i wzajemnie.

Jakoz niech bedzie dany uklad punktéw i plaszezyzn Z. Wyznaczmy
rzu't 3, ukladu = z punktu O na plaszezyzng x, a nadto uklad 2, srodkowo
kol%neacyjny z 3, przyjmujae dowolny punkt S za srodek, x» za plaszczyzne
kolineacyi, a plaszczyzng @ przesuniets przez punkt O réwnolegle do pla-
szezyzny kolineacyi za plaszezyzne wzajemng ukladu X, to natenczas
punktow-i 0 odpowiada w ukladzie 3' punkt Oy, lezgcy w nieskonczonosei
na promieniu SO. Promieniom 04, OB,... i plaszezyznom (0, 1), (O, m)... rzu-
cajgeym punkta 4, B,.. i proste I, m,... ukladu 3 na plaszczyzne » odpo-
wiadaja w ukladzie 3 proste O'gA4‘, O'q B'.. i plaszezyzny (O'e, 0)
(0' , M)... przechodzace przez punkt Oy . : R

: I.’romienie odpowiednie tedy 04 i O'y A'... tudziez plaszczyzny odpo-
wiednie (0, 1) i (0'gy1")... przecinaja si¢ w punktach 4,.. wzglednie prostych
l,..., lezgeych na plaszezyznie kolineacyi, uklad plaski zatem A;..l.. jest
rzutem $rodkowym ukladu 3 a zarazem rzutem réwnoleglym ukladu X', ko-
lineacyjnego z owym ukladem. ,




CZESC IIL

O wieloscianach.

Katy brylowe trojScienne.

1. Wyprowadzmy z dowolnego punktu W trzy promienie @, b 1 ¢ (ryﬁ.
205.) i przesunmy przez @ i b, bic¢, ¢ i a plaszezyzny, to takowe ograni-
czaja cze$é przestrzeni, ktérg nazywamy katem brylowym tréjsciennym.

Punkt W nazywamy wierzcholkiem, promienie a, b i ¢ nazywamy kra-
wedziami a plaszezyzny (@, D), (b, ¢ 1 (¢, @) nazywamy $cianami kata bry-
lowego W(a, b, ¢).

Katy nachylenia scian (a, 0) 1 (a, ©), b, a) i (b, ¢), (¢, @) i (¢, b) nazy-
wamy katami dwusciennymi i oznaczamy takowe odpowiednio literami 4,
B, C, a katy zawarte miedzy krawedziami b 1 ¢, ¢ ia, aib, lezgce na-
przeciw katéw dwusciennych 4, B, C nazywamy katami krawedziowymi
i oznaczamy takowe odpowiednio literami greckiego alfabetu: @, 3, ¥.

9. Jezeli przedluzymy krawedzie a, b i ¢ kata brylowego W(a, b, ¢
poza wierzcholek, natenczas otrzymamy kat brylowy W(d', ¥, ¢, ktérego
katy krawedziowe 1 dwuscienne sg rowne katom krawedziowym wzglednie
dwusciennym kata brylowego Wig, b, ¢); atoli porzadki, w jakich owe katy
atworéw Wi, b, ¢) i W(a', ¥', ¢') po sobie nastepuja, sa przeciwne, katy
brylowe zatem W(a, b, ¢) i W(a', V', ¢') s3 symetryczne wzgledem punktu W.

3. Poprowadzmy przez dowolny punkt W, lezacy w obrebie kata bry-
lowego tréjsciennego Wia, b, ¢) proste a, b, 1 ¢, odpowiednio prostopadle
do Scian (b, ¢), (a, ¢) i (e, ), to takowe wyznaczajs tak zwany kat brylowy
biegunowy W,(a;, by, ¢;) kata brylowego W(a, b, ).

Kat @, zawarty miedzy krawedziami b, i ¢ dopelnia do 180° kat dwu-
$cienny A albowiem prosta b, jest prostopadla do plaszezyzny (e, ¢) a prosta
¢, jest prostopadly do plaszezyzny (s, b). W podobny sposéb mozna wykazac,
ze katy krawedziowe B, i y, dopelniaja do 180° katy dwuscienne B i C.
Atoli kat brylowy Wia, b, ¢) jest katem brylowym biegunowym kata brylo-
wego W,(ay, by, ¢,) a zatem:

180°=a+ 4, =p+B,—y+C;,
jezeli 4;, By i C, oznaczajg katy dwudcienne, kata brylowego W(ay, by, ¢).

4. Jezeli kat brylowy tréjscienny W(a, b, ¢) przetniemy kulg, ktorej

érodek schodzi sie z wierzcholkiem, natenczas otrzymamy trojkat sferyczny-
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Boki tego trdjkata rowne sg katom krawedziowym a, §, 7, & katy tegoz
réowne sg katom dwuéciennym 4, B i C.

Trygonometrya rozwigzuje zapomocs rachunku tréjkaty sferyczne, jezeli
dane sa tréjki bokéw i kegtéw w dowolnem zestawieniu.

Zadaniem geometryi wykreslnej jest rozwigzanie kata brylowego trdj-
éciennego Wia, b, ¢) w sposéb konstrukeyjny jeZeli dane sg:

1) a? ﬁ! yl 2) a? ﬁ! 07 3) a! ﬂ) B’ 4) 'A'? B’ C! 5) A’ B? )’? 6) ‘4‘1 B! ﬁ'

5. Zagadnienie: Dane sa katy krawedziowe a, § i y kata brylowego
tréjéciennego Wia, b, ¢) wyznaczyé katy dwuscienne A, B i € (rys. 206.).

Rozwigzanie: Katy zawarte miedzy promieniami b i ¢, ¢ i a,, big
peku Wia,, b, ¢, a,) niech beda odpowiednio réwne katom krawedziowym
@, B, y. Jezeli obrécimy promien @, okolo prostej b, a promien a, okolo
prostej ¢, natenczas otrzymamy dwa stozki obrotowe 3, i 3, przecinajgce sig
podlug dwu tworzacych, symetrycznych wzgledem plaszezyzny rysunku,
z ktérymi schodzi sie krawedZ a, danego kata brylowego.

Jezeli kat y jest wigkszy niz suma katéw e i 8, albo jezeli kat a jest
wiekszy niz suma katéw 8 i y, natenczas stozki 3| i 3, przecinaja sig podlug
tworzacych urojonych. Ztad wnosimy, Ze suma dwu katéw krawedziowych
kata brylowego, tréjéciennego jest wigksza niz kat trzeci. — Wracajac do
konstrukeyi, odmierzmy na promieniach @, i @, odcinki réwne WA, i WA4,, :
obréémy nastepnie punkt 4, okolo osi b, a punkt 4, okolo osi ¢, to takowe
opisza kola %, i k,, ktére przecinajg sig¢ w punkcie 4, lezacym na krawedzi
a, kata brylowego Wi(a, b, ¢). Rzuty két %, i 'y na plaszezyzng rysunku
schodzs sie z prostemi A, B, i 4,C, wyprowadzonemi z punktéw A, 1 AQ’
prostopadle do krawedzi b i ¢; rzut tedy punktu 4 schodzi si¢ z punktem
A' w ktérym proste 4,, By, i 4,0, przecinajs sie, a prosta WA' laczaca
wierzcholek W z punktem A' jest rzutem krawedzi a.

Katy AB,A' i AC, A' sy odpowiednio réwne katom dwusciennym Bi C,
albowiem proste A'B; i AB, s prostopadle do krawedzi b, proste zas 4'C,
i AC, s prostopadle do krawedzi ¢c. Prawdziwe wielkosci tych katéw otrzy-
mamy, kredlac klady (4,)4'B, i (4,)4'C, tréjkatéw AB,A' 1 AC A"

Aby wyznaczyé kat dwuscienny A, lezgcy naprzeciw kata krawedzio-
wego @, poprowadzmy plaszezyzne 7, prostopadls do krawedzi a; slad =
tej plaszczyzny na plaszezyZnie rysunku jest prostopadly do rzutu o'

WyprowadZmy nastepnie z punktéw M i N, w ktorych slad z;, przecina
sie z krawedziami b i ¢ proste MP, i NP, odpowiednio prostopadle do pro-
mieni a, i @, 1 wykreslmy tréjkat MN(P), ktoérego boki réwne sg odcinkom
MN, MP, i NP,, to kat lezacy naprzeciw boku MN jest rowny katowi dwu-
Sciennemu 4.

Uwa ga. Wyznaczenie katéw krawedziowych @, g, y kata brylowego
tréjéciennego Wia, b, ¢), ktérego katy dwuscienne 4, B i C sa dane, mozna
sprowadzi¢ do powyzszego zagadnienia.

Jakoz, katy krawedziowe e, 8, 1 y Kkata brylowego biegunowego
W,(a,, by, ¢,) sy odpowiednio réwne (180°—4), (180°—B), (180°—C) (art. 3.),
jezeli tedy wyznaczymy katy dwusdcienne 4,, B, C; utworu W(a,, b, ¢;),
natenczas (180°—4,), (180°—B,), (180°—C,) beda odpowiednio réwne katom
krawedziowym «, 3, .
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6. Zagadnienie: Dane sa dwa katy krawedziowe « i # & nadto kat
dwuécienny C kata brylowego Wi(a, b, ) wyznaczyé kat krawedziowy y
i katy dwuécienne 4 i B (rys. 207.).

Rozwiazanie: Przyjmijmy, Ze kat krawedziowy « lezy na plaszczy-
snie rysunku i poprowadzmy przez wierzcholek W promieii (a,) nachylony
do krawedzi ¢ pod katem B, to takowy jest kladem krawedzi a na pla-
szezyzne rysunku, wykonanym okolo osi ¢.

Obierzmy nastepnie na prostej (a,) dowolny punkt 4, i obréémy go
okolo krawedzi ¢ w ten sposéb, aby sig zeszed! po obrocie z punktem A
lezgcym na plaszezyZnie przesunigtej przez prosty ¢ i nachylonej do pla-
szezyzny rysunku pod katem C, natenczas prosta lgczgca wierzcholek W
z punktem A jest krawedzia a danego kata brylowego. st

Rzut A' punktu A lesy na proste] A,C, wyprowadzonej z punktu 4,
prostopadle do krawedzi ¢, W odleglosci od tejze krawedzi réwnej przy-
prostokatnej C,A' tréjkata (4,)4'C,, ktérego kat przylegly do tej przypro-
stokatnej, réwny jest katowi dwusciennemu C, a ktérego przeciwprostokstna
réwna jest odcinkowi C;4,.

Jezeli wykonamy klad plaszczyzny przesunietej przez krawedzie a i b,
na plaszezyzne rysunku, natenczas klad A, punktu A, lezeé¢ bedzie na
prostej, wyprowadzone] z rzutu A" prostopadle do krawedzi b, w odleglosci
od wierzcholka W réwnej odcinkowi WA,. Promien WA, jest kladem kra-
wedzi; kat zatem zawarty migdzy prostemi & i WA, jest rowny katowi kra-
wedziowemu 7. \

Katy dwuécienne A i B wyznaczamy W sposéb wylozony w art. b.

Uwaga: Wyznaczenie kata dwusciennego C i katéw krawedziowych
a i f kata brylowego Wia, b, ¢) ktérego kat krawedziowy y i katy dwu-
$cienne A i B sa dane, mozna sprowadzi¢ na zasadzie wlasnoéci kata bry-
lowego biegunowego do powyzszego zagadnienia.

7, Zagadnienie: Dane sg katy krawedziowe « i § a nadto kat dwu-
cienny B kata brylowego W(a, b, ¢) wyznaczy¢ kat krawedziowy ¥ 1 katy
dwuécienne 4 i C (rys. 208.).

Rozwiazanie: Przyjmijmy, Ze kat krawedziowy @, lezy na plaszczy-
#nie rysunku i poprowadZmy przez wierzcholek W prosta (a,) nachylong do
krawedzi ¢ pod katem §, to takowa jest kladem krawedzi a, wykonanym
okolo osi ¢. Przesufimy przez prostg b plaszezyzng 7, nachylong do pla-
szezyzny rysunku pod katem B i wyznaczmy proste a, i a,, podlug kto-
rych ta plaszezyzna przecina stozek 3 powstaly przez obrot prostej (a,)
okolo krawedzi ¢, to natenczas otrzymamy krawedzie dwoéch katéw brylo-
wych tréjsciennych Wia,, b, ¢) i W(ay, b, ¢) czynigeym zado$¢ warunkom
zagadnienia.

Celem wyznaczenia owych krawedzi, poprowadimy plaszezyzne =nl,
prostopadls do prostej ¢, i wyznaczmy kolo &, podlug ktdérego plaszezyzna
ta przecina stozek = a nadto prosts d, podlug ktérej plaszczyzny = izt
przecinajg sig; wyznaczmy nastepnie punkta 4, i 4, w ktorych kolo k& prze-
cina sie z prostg d, to proste WA, i WA, schodzg sie z krawedziami q 1 a,.

Kolo (k) zakreslone ze s$rodka C, promieniem C,P jest kladem kola %,
na plaszezyzng rysunku.

Aby wyznaczyé prostg d podlug ktérej plaszezyzny = i = przecinajs
sig, poprowadzmy plaszczyzne 7* prostopadls do krawedzi b 1 wyznaczmy
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proste B, D i DI’, podlug ktérych plaszczyzna n? przecina sie z plaszczy-
znami 7 i 7! to punkt przeciecia si¢ D tych prostych lezy na prostej d.

Klady B,(D) i D'(D) prostych B,D i D'D,. wykonane okolo sladu =%
otrzymamy, prowadzac z punktu przeciecia sig¢ B, prostych z% i b, prosta
nachylong do $ladu #% pod katem B, a z punktu przecigeia sig D' $ladéw
', 1 w% prosta, prostopadls do $ladu m%.

Odcinek (D)Dr jest réwny odleglosci punktu D od plaszezyzny rysunku.
Jezeli tedy odmierzymy na proste] wyprowadzonej z punktu D’ prostopadle
do §ladu =Y, odcinek D'(D,) réwny odcinkowi (D)(D) i polagczmy punkt (D)
z punktem B,, w ktéorym $lad n', przecina si¢ z krawedzig b, natenczas
otrzymamy klad (d) prostej d, wykonany okolo osi w';. Tigezac tedy wierz-
cholek W z rzutami A', i A', punktéw (4,) i (4,), w kbtérych prosta (d)
przecina sie z kolem (k) otrzymamy rzuty krawedzi a, i a,.

: Katy krawedziowe y, i 9,, jakotez katy dwuscienne 4, i 4, tudziez C,
i C, wyznaczamy w sposéb wylozony w art. 5. 1 6.

Uwaga. Wyznaczenie kata dwusdciennego B i kgtéw krawedziowych
@ i f# kata brylowego trdjsciennego Wia, b, ¢), ktérego kat krawedziowy f
i katy dwudcienne 4 i B sg dane, mozna sprowadzié¢ na zasadzie wlasnosci
kata brylowego biegunowego do powyzszego zagadnienia.

8. Zagadnienie: Dane sg katy dwuscienne B i C a nadto kat kra-
wedziowy @ kata brylowego tréjéciennego W(a, b, ¢), wyznaczyé kat dwu-
Scienny A i katy krawedziowe f§ 1 y (rys. 209.).

Rozwigzanie: Przyjmijmy podobnie jak przy rozwigzaniu zagadnien
poprzednich , ze kat krawedziowy e lezy na plaszczyZnie rysunku i prze-
sur'l.my: przez krawedzie b i ¢ plaszezyzny (b, a) i (¢, @), nachylone odpo-
wiednio do plaszezyzny rysunku pod katami B i C, to takowe przecinajg
sig podlug krawedzi ¢ danego kata brylowego. Aby te krawedZ wyznaczyc,
poprowadzmy plaszezyzny m! i #% odpowiednio prostopadle do krawedzi
b ic¢ i wykre§lmy w kladach tych plaszezyzn katy (M)B,M'=B i (N)C,N'=C;
wyznaczmy nastepnie na ramionach B, (M) i C,(N) punkta (M) i (N), ktérych
odleglosei od $ladéw ='; i #% sa réwne dowolnemu odcinkowi i sprowadZzmy
plaszezyzny n! i #? do pierwotnego poloZenia, to rzuty M' i N' punktéw
M i N lezs odpowiednio na $ladach #!, i 7%. Jezeli tedy przesuniemy przez
punkta M i N plaszezyzne, réwnolegls do plaszezyzny rysunku, natenczas
ta plaszezyzna przecina sig z plaszczyznami (b, a) i (¢, @) podlug prostych
m i n odpowiednio réwnoleglych do krawedzi & i ¢; rzuty zatem m' i '
przechodzg odpowiednio przez M' i N' i sg réwnolegle do prostych & i c.

- Ligczac tedy wierzcholek W z punktem przecigeia sig P prostych m'in'
otrzymamy rzut a' krawedzi a.

Celem wyznaczenia kata krawedziowego §, poprowadzmy przez dowolny
punkt A’ rzutu a' prostag A'C, prostopadly do krawedzi ¢ i wykreslmy tréj-
]_;a,t prostokatny A'Cy(4,), ktérego kat przylegly do prostokatnej A'C;y réwny
jest katowi dwudciennemu C, odmierzmy nastepnie na prostej 4'C, odcinek
C,4,, réwny przeciwprostokatnej C,(4,) i polaczmy wierzcholek W z punktem
A,, to kat zawarty miedzy krawedzig ¢ i prostg WA, jest réwny katowi
krawedziowemu §. '

Podobnie wyznaczamy kat y a ket dwudcienny A otrzymamy w sposéb
wyloZzony w art. b.
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9. Zagadnienie: Dane sa katy dwuscienne 4 i B a nadto kat kra-
wedziowy @ kata brylowego W(g, b, ¢) wyznaczy¢ kat dwuscienny C i katy
krawedziowe 8 i y (rys. 210.).

Rozwigzanie: Przyjmijmy plaszczyzne kata krawedziowego ¥,
wprawdzie na razie nieznanego za plaszczyzne rysunku, a dowolng prosta
WB, za krawedz b kata brylowego i poprowadzmy przez wieracholek W
prosta (¢) nachylong do & pod katem e, to takowa jest kladem krawedzi c,
wykonanym okolo osi .

Przesuimy nastepnie przez krawedz b plaszezyzng (b, ¢) nachylong do
plaszezyzny rysunku pod katem B, a przez krawedZ ¢ plaszczyzne (¢, ) na-
chylong do tejZe plaszczyzny pod katem A4, to takowe tworzg z plaszezyzng
rysunku dany kat brylowy trdjscienny.

Celem wyznaczenia krawedzi «, obierzmy na krawedzi ¢ dowolny punkt
P i poprowadzmy przezen proste, nachylone do plaszezyzny rysunku pod
katem A, to takowe sg tworzacemi stozka obrotowego ¥, ktérego przekrdj
plaszezyzng rysunku jest kolem. Srodek tego kola schodzi si¢ z rzutem P
punktu P, a promiefr jest réwny przyprostokatnej tréjkata, ktérego jedna
przyprostokatna réwna jest odleglosei punktu P od plaszezyzny rysunku,
a ktérego kat do tej przyprostokatnej przylegly réwny jest (90°—4).

Jezeli tedy poprowadzimy przez punkt W styczne a, i a, do kola F,
natenczas otrzymamy krawedzie katéw brylowych, tréjciennych W(a,, b, c)
i W(a,, b, ¢) czynigcych zado$é warunkom zagadnienia.

10. Zagadnienie: Majac dane trzy katy dwudcienne 4, B i C kata
brylowego tréjéciennego, wyznaczyé katy krawedziowe.

Rozwigzanie: Uwazajmy plaszczyzne kata krawedziowego y za pla-
szezyzne rysunku a dowolng prosta leZgcs na tej plaszezyznie za krawedz
a, kata brylowego i przesuiimy przez prostg a plaszezyzne n'!, nachylong do
plaszezyzny rysunku pod kgtem A, a przez dowolny punkt plaszczyzne =?
nachylons odpowiednio do plaszezyzn y i #! pod katami B i C, to pla-
szezyzny vy, m! 1 n? wyznaczaja kat brylowy, ktérego katy dwuscienne
réwne sg katom 4, B i C.

Polozenie plaszezyzny m! jest wyznaczone, chodzi tedy o wyznaczenie
plaszezyzny z? Obierzmy w tym celu dowolny punkt P, ktérego poloZenie
wyznaczaja rzut P i odleglosé¢ P(P) od plaszezyzny rysunku i przesunmy
przezen proste nachylone do plaszezyzn y 1 &' pod katami (90°—B) i (90°—C)
natenczas otrzymamy dwa stozki obrotowe 32, i 3, przecinajace sig podlug
tworzgeych m 1 n, nachylonych odpowiednio do plaszezyzn y i w! pod ka-
tami (90— B) i (90—C). Plaszezyzny tedy prostopadle do prostej m lub n sa
nachylone do plaszezyzny y pod katem B, a do plaszezyzny n! pod katem
C. Aby otrzymaé tworzace m i #n, zakre§lmy z punktu P promieniem
réwnym odcinkowi (P)D,=(P)P.cosB kule K, to kolo % zakreslone z rzutu I
promieniem P D, =(P,D,.sin B jest krzywsa, podlug ktérej te powierzchnie 3
i K przenikajs sie.

WyprowadZmy nastepnie z punktu P, prosts prostopadls do plaszczyzny
#! i odmierzmy na niej odcinek PD,=FD),.cosC; przesufimy nastepnie przez
punkt D, plaszezyzne n° réwnolegly do m! i zakreslmy z punktu D, pro-
mieniem réwnym odeinkowi (P)D,.sinC kolo %, to takowe jest krzyws,
podiug ktorej kula K przecina sig¢ ze stozkiem Z,.
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Kola I i k, przecinajg sie w punktach M i N, lezacych na prostej z™,
podlug ktérej plaszezyzny y i @® przecinaja sie. Tigczac tedy punkt P
z punktami M 1 N otrzymamy rzuty m‘ i »' prostych m i n na plaszezyzne
rysunku. Kazda plaszczyzna tedy prostopadla do prostej m lub #, wyznacza
z plaszezyznami y i #! kat brylowy, czyniagcy zado$é warunkom danego za-
gadnienia. — Przesuiimy n. p. przez rzut I plaszezyzne w2 prostopadly do
proste] m; $lad tej plaszezyzny na plaszczyznie y przechodzi przez punkt
P, jest prostopadly do rzutu m' i schodzi sie z krawedzia b kata brylowego
a punkt przeciecia sie W prostych a i b jest wierzcholkiem tegoz kata. Aby
otrzymaé krawed#Z ¢ t. j. prosta, podlug ktérej plaszezyzny =! i @ przeci-
naja si¢, poprowadémy plaszezyzne %, réwnolegly do plaszezyzny y i wy-
znaczmy rzuty p' i q' prostych, podlug ktérych plaszezyzny =! i zt tudziez
#* 1 m* przecinaja sig, to prosta laczaca punkt przecigcia sig @' prostych
»' 1 q' jest rzutem krawedzi c.

11. Z rysunku 206. przedstawiajgcego rozwiazanie kata brylowego tréj-
Sclennego, ktérego katy krawedziowe @, § i y sa dane, moZna w sposGb nader
prosty wyprowadzi¢ zasadnicze wzory trygometryi sferycznej.

Jakoz przyjmijmy zZe: |

WA, =WA,=1 natenczas otrzymamy :
C,4y=C,(4;)=sin B, B, 4, =B(4,)=siny,
A'(4,)=C,(4,).sin C=sin f.sin C
A'(A,)=B,(A,)sin B=sinysin B
a poniewaz A'(4,)=A'(A,) przeto
1) sin #sin C—=siny.sin B albo

sin g sinB

siny sinC’

WyprowadZzmy z punktu C, prosta C,D, prostopadls do krawedzi b,
a z punktu A' prostg A'E, réwnolegla do tej krawedzi, natenczas WB, —
=WD+EA'; atoli WB;=cosy, WD=WQC,cos a=cosf.cos a, FA'=C, A'sina—
=0y (4,).cosC.sine=sina.sinf.cosC, zatem :

2) cosy=cosa.cosf+ sina.sinf.cosC.

Poniewaz DC,=DE+EC, a DC,=WCsina=cosfsine, DE=BA'—
=B,(4,).cos B=sin y.cos B, EC,—=A'C,cos a=(4,)C,.cosCcos a=cos 8. cos & cos
przeto :

3) cosf.sina=sinf.cosa.cosC+siny.cosB. !
Jezeli obie strony tego réwnania podzielimy przez sinf i za :f_ny pod-

inf

: sinC
stawimy nm“, natenczas otrzymamy:

4) cotgf.sine=cosa.cosC+ cotgBsinC.

0 rzutach wieloScianow,

12. Czeéé przestrzeni ograniczona ze wszystkich stron wielokgtami na-
zywamy wieloScianem. Wielokaty owe nazywamy $cianami, boki tychze na-
zywamy krawedziami, a punkta, w ktérych przynajmniej trzy krawedzie
1 trzy Sciany wielo§cianu si¢ schodza, nazywamy wierzcholkami wielociann.

Wieloscian ograniczony wielokatem i tréjkgtami, ktérych wierzcholki
schodzg sie w jednym punkcie nazywamy ostroslupem. Ow wielokat nazywamy
podstawa a trojkaty ograniczajace ostroslup nazywamy Scianami bocznemi.
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Jezeli podstawa jest wielokatem foremnym, a prosta Iaczaca srodek
tegoz z przeciwleglym wierzcholkiem ostroslupa, jest prostopadia do pla-
szczyzny podstawy, natenczas powiadamy, Ze ostroslup jest prosty.

Wielodeian ograniczony dwoma wielokatami przystajacymi, ktorych pla-
szezyzny sa réwnolegle i rownoleglobokami, nazywamy graniastoslupem.

Owe wielokaty nazywamy podstawami, a réwnolegloboki nazywamy
Scianami bocznemi. Graniastostup, ktérego pedstawy sa réwnoleglobokami,
nazywamy rownolegloscianem, a w szczego6lnodci réwnolegloscianem , prosto-
katnym, jezeli wszystkie Sciany tegoz sg prostokgtami.

18. Zagadnienie: Wykreshé rzut $rodkowy ostroslupa, ktorego pod-
stawa ABCD lezy na plaszezyZnie w'(#7'y) a ktérego wierzcholek W lezy na
prostej U7, Z') (rys. 211.). '

Rozwiazanie: Polaczmy punkt W' z A', B, ' i D' to proste 1a-
czace sa rzutami krawedzi bocznych danego ostroslupa. Odcinki A4'B', B'C',
W'C* i W'A' ograniczajg rzut ostroslupa, plaszezyzny tedy rzucajace kra-
wedzie podstawowe AB i BC, jakotez plaszezyzny rzucajace krawedzie
boczne WA i WC stykajs sie niejako z ostrostupem W(4, B, C, D) owe kra-
wedzie sg zatem widzialne dla oka umieszczonego w srodku rzutdéw.

7 polozenia punktéw B' i D' wzgledem Sladu tlowego % plaszezyzny
podstawowej m! widoczna, Ze punkt D lezy blizej oka niz B, Ze zatem
Sciany WAD i WDC zaslaniaja widok krawedzi WB.

Uwaga: Rzuty krawedzi widzialnych, przedstawiamy zapomocs linii
pelnych, rzuty za$ krawedzi piewidzialnych przedstawiamy zapomocs linii
punktowanych.

14. Zagadnienie: Wykreslié rzuty prostokatne ostroslupa piecio-
éciennego prostego o danej wysokosei A, ktérego podstawa lezy na pla-
szezyZnie m(mwn, 7,) a ktérego jedna krawedZ boczna jest réwnolegla do
plaszezyzny pionowej rzutéw.

Rozwiazanie: Poprowadzmy prosta /(, 1) réwnolegle do plaszezyzny
pionowej rzutéw i wyznaczmy rzut prostokatny 7,(,1“;) prostej I na pla-
szozyzne 7, a nadto punkt A(4', 4“), w ktérym proste I i /, przecinajg sig;
wyznaczmy nastepnie kit e, zawarty migdzy prostemi I i /; i odmierzmy
na prostej 7 od punktu A odcinek WA=hsine to punkt W(W'W*) jest wierz-
cholkiem ostrostupa, rzut prostokatny W,(W’ W*,) tegoz na plaszezyzng =
jest érodkiem pigciokgta podstawowego, a odcinek zawarty migdzy punktami
W, i 4, jest promieniem kola, opisanego na podstawie.

Jezeli tedy wyznaczymy w kladzie plaszczyzny = na plaszezyzng po-
zioms rzutéw prawdziwg wielkosc (A)(B)(C)D)(E) wielokata podstawowego
a nastepnie rzuty A'B'C'D'E' i A“B*C“D“E*, i polgczmy W' z 'A'B'CD'E
a W* z A"B"C*D“E* natenczas otrzymamy rzuty Zadanego ostroslupa.

15, Zagadnienie: Wyznaczy¢ srodek i promien kuli opisane] na
ostroslupie tréjsciennym W(ABC), ktérego podstawa ABC lezy na plaszezy-
Jnie poziomej rzutéw (rys. 212).

Rozwiazanie: Srodek M kuli opisanej mna ostrostupie tréjsciennym
W(ABC) jest punktem, ktérego odleglosci od wierzcholkéw A, B i C sg réowne.
Przez $rodek M przechodzi tedy sze$é plaszezyzn, ktére dziels na dwie rowne
czedei krawedzie ostroslupa i sg do tychze prostopadle.
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Przesutmy przez punkta NP i @ dzielgce na dwie réwne czescl kra-
wedzie podstawowe BC, CA i AB, plaszezyzny n!, n® 1 #® odpowiednio
prostopadle do prostych BC, CA i AB, to takowe przecinajg sie podlug
prostej I na ktérej srodek M lezy.

Punkt przeciecia sie I §ladéw poziomych =%, % 1 7%, jest srodkiem
kola % opisanego na tréjkacie ABC, ktére lezy na kuli opisanej K, a proste
laczace punkt W z punktami kola %, sa cigciwami tejze kuli.

Poprowadzmy tedy przez wierzcholek W cieciwe WD, réwnolegla do
plaszezyzny pionowej rzutéw i podzielmy rzut W*D* na dwie rowne czesci ;
poprowadzmy nastepnie przez punkt dzielgey J“ prosta m*,, prostopadlsg do
W#D*, to takowa jest $ladem pionowym plaszezyzny, przesunigtej przez
punkt E, prostopadle do cigeiwy WD kuli K ; punkt przeciecia sig zatem M*
prostych 7“ i m% jest rzutem pionowym $rodka kuli opisanej na ostroslupie
W(ABOC). _ :

Prawdziwag wielkosé M“A“, promienia tej kuli otrzymamy obracajac
n. p. prosta MA, w ten sposéb, aby byla réwnolegla do plaszezyzny pio-
nowej rzutow.

16. Zagadnienie: W dany ostroslup tréjscienny W(ABC), ktérego
podstawa lezy na plaszezyznie poziomej rzutéw, wpisac kulg (rys. 213.).

Rozwigzanie: Srodek kuli K wpisanej w ostroslup tréjécienny jest
punktem, znajdujaeym si¢ w réwnych odleglo$ciach od czterech $cian tegoz.

Miejsce geometryczne punktéw, réwno oddalonych od dwu Scian, sklada
sie z dwu plaszezyzn, prostopadlych, ktére przechodzs przez wspélng kra-
wedz tychze i dziela dwie réwne czedci katy, migdzy niemi zawarte. Srodek
tedy kuli, wpisanej w ostroslup W(ABC) jest w punkcie przecigeia sig szesciu
plaszezyzn, przesunigtych przez krawedzie WA, WB, WC, AB, BC, CA
i dzielacych katy dwudcienne tego ostroslupa na dwie réwne czesei. Atoli
trzy z tych plaszczyzn, ktére nie przechodzg przez temsam wierzcholek wy-
starczaja do wyznaczenia $rodka M.

Przesunmy tedy przez wierzcholek W plaszezyzne =', prostopadly do
krawedzi podstawowej AB, i wyznaczmy proste WE i W'E, podlug ktérych
ta plaszezyzna przecina si¢ ze scianami WAB i ABC. Obréémy nastepnie
plaszezyzne m! i prosta WE okolo prostej WW' w ten sposéb, aby byly
réwnolegle do plaszczyzny pionowej rzutéw, to natenczas rzut W“E*; tworzy
z osig « katy réwne katom nachylenia plaszezyzn WAB i ABC.

~ Podzielmy katy zawarte miedzy prostemi x i W“E“;, na dwie réwne
czedei i wyznaczmy punkta F, i G,, w ktérych proste dzielace przebijajg
plaszezyzng @, poprowadzong réwnolegle do plaszczyzny poziome] rzutéw,
sprowadZmy nast¢pnie plaszezyzng z! oraz punkta F, i Gy do polozenia
pierwotnego WEW" i poprowadzmy przez takowe proste ¢; i ¢, réwnolegle

‘do krawedzi AB, to plaszczyzny, przesuniete przez krawedsz AB i przez

proste ¢, i ¢, dziela na dwie réwne czeéci katy nachylenia Scian WAB i ABC.
W podobny sposéb otrzymamy proste b, i b,, ktére wyznaczajg z kra-
wedziag AC, plaszezyzny, dzielace na dwie réwne czesci katy nachylenia
ician WAC i ABC, jakotez proste a, i a,, ktére wyznaczajg z krawedzia BC
plaszczyzny dzielgce na dwie réwne czesci katy nachylenia écian WBC i ABC.
i Plaszezyzny 1. (BC, a,), (AC, b)) i (4B, ¢)
' 2. (BC, a,), (AC, b,) i (4B, &)
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. (BC, ay), (AC, b,) i (4B, ¢)

: (BC, a’j)? (‘AC; bz) 1 (A"BT Cz)

. (BGC, ay), (AC, by) 1 (4B, ¢)

. (BC, @), (A€, by) 1 (4B, ¢)

. (BC, ay), (40, b)) 1 (4B, ¢)

. (BC, ay), (AC, b)) i (4B, ¢)

przecinajg sie¢ w ofmiu punktach, ktérych odleglosei od scian ostros_lupa
W(ABC) sa réwne; te punkta zatem sg ¢rodkami kul, stykajacych sie ze
$cianami tegoz ostroslupa.

17. Zagadnienie: Wykredlié rzut srodkowy graniastoslupa prostego,
ktérego podstawy sa kwadratami lesgcymi na plaszezyznach réwnoleglych
a(t, ) 1 w'\({ty, &) (rys. 214.).

Rozwigzanie: Wyznaczmy §lad zbiegu Z°° prostych prostopadlych
do plaszezyzny 7, i wykreSlmy w kladzie plaszczyzny 7 na tlo kwadfa.t
(1), (2), (3), (4) nastepnie rzut §rodkowy 1'2'3'4’ tego kwadratu to proste 1'Z°"
279 ... s3 rzutami krawedzi bocznych graniastoslupa.

Rzuty 1', 2' i b, 6, — 2/, 3' i 6/, 7'—... krawedzi podstawowych, ktére
leza na tych samych $cianach bocznych graniastoslupa, przecinajg sie¢ w punk-
tach lezgcych na $ladzie zbiegu 2'.

18. Zagadnienie: Wykreslié rzuty prostokatne réwnolegloscianu pro-
stokatnego, ktérego podstawa ABCD lezy na plaszezysnie #(wt, 7o), jezeli
krawedzie AB, AC i AE przechodzace przez punkt A sg odpowiednio réwne
odcinkom @, b i ¢, a bok AB podstawy nachylony jest do $ladu =, pod
katem « (rys. 215.).

Rozwiazanie: Wyznaczmy klad (4) punktu A na plaszczyzng po-
zioms rzutéw i poprowadzmy przezen prosta (4)H;, nachylong do sladu
pod katem @, a nadto prosty (4)D, prostopadls do prostej (A)H, ; odr?ierzmy
nastepnie na prostych (A, i (A)D od punktu (4) odeinki (A)B) 1 (A){p)
odpowiednio réwne odecinkom « i i sprowadZmy plaszezyzng = do poloZenia
pierwotnego, to natenczas otrzymamy rzuty trzech wierzcholkéw _.él, B, D
podstawy ABCD réwnoleglodcianu ; rzuty zatem punktu C z latwoscia mozna
WyZnaczyc.

Jezeli tedy wyprowadzimy z punktéw A, B, C i D proste, prostopadle
do plaszczyzny =, i odmierzymy na tychie odcinki AE, BF, CG, DH, réwne
odcinkowi C, natenczas otrzymamy wierzcholki E, F, &, II, drugiej podstawy
réwnoleglodcianu.

W danym przypadku sg rzuty poziome krawedzi 4D, DC, CG, DH, AL,
EF, FG, GH, HE irzuty pionowe krawedzi AD, AB, BF, AE, DH, EF, Fa,
GIl, HE widzialne, rzuty poziome za$ krawedzi AB, BC, BF i rzuty pionowe
krawedzi BC, CD, UG s3 niewidzialne.

Zagadnienie: Wykrelié rzuty aksonometryczne dimetryczne gra-
niastostupa, ktérego podstawy sa kwadratami, leZagcemi na plaszezyznach
réwnoleglych do plaszezyzny 0ZY, a ktérego krawedzie boczne sg nachylone
do plaszezyzny OXY pod katem @ a do plaszczyzny OZY pod katem §.

W =1 O T W

0 rzutach wielosciandw foremnych.
Zagadnienie 19.: Wykreslié rzuty izometryczne czworoscianu, kto-
rego jedna $ciana lezy na plaszezysnie OXY, a ktérego jedna krawedz AB
jest réwnolegla do osi OY (rys. 216.).
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Rozwigzanie: Odmierzmy na proste] poprowadzone] réwnolegle do
osi 0,Y, odcinek A,.B,, aksonometrycznie réwny krawedzi AB i poprowadzmy
przez punkt M,, ktory dzieli 6w odcinek na dwie réwne czesci prosta M,C,
réwnolegla do osi O,X; odmierzmy nastepnie na tej proste] od punktn M,
odcinek M,C, réwny aksonometrycznie przyprostokatnej trojkata, ktérego
jedna przyprostokatna réwna jest odcinkowi AM, a ktorego przeciwprosto-
katna jest rowna odcinkowi AB, to punkt C, jest rzutem izometryecznym
wierzcholka C sciany ABC.

Punkt przecigcia sie D', prostej M,C, z prostyg N,B, laczaca rzut B,
z punktem N,, ktéry dzieli na dwie réwne czesci odecinek A,C,, jest rzutem
izometrycznym I)', $rodka D) sciany ABC. Jezeli tedy wyprowadzimy z punktu
D', prosta D'.D, réwnolegla do osi 0.Z i odmierzymy na tejze od punktu
D', odcinek D', D, aksonometrycznie rowny przyprostokatnej trojkata, ktérego
jedna przyprostokatna réwna jest odcinkowi MID' a ktérego przeciwprosto-
katna réwna jest odcinkowi MC, natenczas otrzymamy rzut I), czwartego
wierzcholka czworoscianu.

20. Zagadnienie: Wykreslié rzut srodkowy szescianu, ktérego jedna
$ciana lezy na plaszczyZnie a(l, '), prostopadlej do tla (rys. 217.).

Rozwigzanie: Wyznaczmy klad (1)(2)(3)(4) a nastepnie rzut 1'23'4
kwadratu lezgcego na plaszczyzZnie s 1 poprowadzmy przez rzuty 1Y, 2/ 3%
4', jakotez przez §lad tlowy T, prostej 23 proste 1'b‘, 2'6‘, 3'7', 48' 1 T, 4,
prostopadle do $ladéw # i z'; odmierzmy nastepnie na proste] 7,4, odecinek
réwny krawedzi sze§cianu i polaczmy punkt A, ze $ladem zbiegu Z, proste]
23, to prosta A, Z' przecina sie z prostemi, wyprowadzonymi z punktow
21 3" w rzutach 6' i 7' wierzcholkéw 6 i 7 szescianu. Rzuty 8' i ' wierz-
cholkéw 8 1 b otrzymamy z uwagi, Ze punkta 5, 6, 7 i 8 lezg na plaszczy-
Znie réwnoleglej do plaszezyzny =(?, 2).

21. Zagadnienie: Wyznaczyé rzuty prostokatne odmioseianu, ktorego
jedna sciana 4,4, 4, lezy na plaszczyZnie poziomej rzutéw (rys. 218.).

Rozwigzanie: Przez krawedzie 4,4,, 4,4, i 4,4, przechodzs trij-
katy rownoboczne 4,4,B;,, A,4,.B, i A, A B, nachylone do plaszczyzny po-
ziomej rzutéw pod katami réwnymi. Punkta B,, B, 1 B, sa wierzcholkami
$ciany odmioscianu, ktéra lezy na plaszczyZnie réwnoleglej do plaszezyzny
poziomej rzutéw, odleglosci bowiem punktow B,, B, i B, od tej plaszczyzny
sa rowne,

Rzuty poziome B',, B', i B'; lezs na prostych, odpowiednio prosto-
padlych do krawedzi 4,4., 4,4, i A 4,, ktére nadto dziely te krawedzie
na dwie rowne czesci; punkta tedy A4,, B',, 4,, B, 4, i B, sa wierzchol-
kami szescioboku foremnego, ktory ogranicza rzut poziomy o$mioscianu danego.

Odlegloéé $cian A,, 4,, A, i B,, B,, B, réwna jest przyprostokatnej
trojkata, ktérego jedna przyprostokgtna jest réwna rzutom A, B';, 4,B ..
krawedzi A4, B,, A,B,... a ktérego przeciwprostokatna rowna jest prawdziwej
wielkodei krawedzi o$mios$cianu.

Prosta tedy #,, poprowadzona réwnolegle do osi @ w odleglosci od
tejze osi, rownej odcinkowi BY, W jest sladem pionowym plaszezyzny, na
ktorej sciana B,, B,, B, lezy. Jezeli zatem wyznaczymy rzuty pionowe
B¥ B, BY, i'polgorymy B & A\ 1 A%, BY 7 4% 1 4%, B% 7 A% S8

natenczas otrzymamy rzuty plonowe szeSciu krawedzi osmiodcianu.

Geom. wykreslna,
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22, Zagadnienie: Wykredli¢ rzut aksonometryczny izometryczny,
o$miodciann, ktérego jedna o$ jest réwnolegla do osi OZ ukladu trzech pla-
szezyzn prostopadlych (rys. 219.).

Rozwiazanie: Wykredlmy w kladzie plaszczyzny OXY na pla-
szezyzne aksonometryi kwadrat (1)(2)(3)(4) a nadto rzut aksonometryczny
1., 2., 8., 4, i przesunmy tenze w kierunku osi 0.Z w ten sposéb, aby sie
zeszedl z réwnoleglobokiem A4,B.C,D,, poprowadZmy nastepnie przez punkt
przeciecia sig M, przekatnych A.C, i B.D., prosta, réwnolegla do osi 0,7
i odmierzmy na niej odcinki M.FE, i M,F, aksonometrycznie réwne przy-
prostokatnej tréjkata, ktérego jedna przyprostokatna jest réwna polowie
przekatnej kwadratu (1)(2)(3)(4), a ktérego przeciwprostokatna réwna jest
krawedzi odémiodcianu, to punkta F, i F, sa rzutami izometrycznymi dwu
wierzcholkéw oémioscianu. Faczac tedy punkta E, i F, z punktamil A, By,
C, i D, otrzymamy rzut aksonometryczny izometryczny o$mioscianu. Rzuty
aksonometryczne poziome krawedzi AB, BC.. AF, AE... schodzy sig z bokami
i z przekatnymi kwadratu 1,2.3,4..

93 Zagadnienie: Wykredli¢ rzuty prostokatne dwunastoscianu, kté-
rego jedna $ciana 4, 4,4, 4, 4, lezy na plaszczyznie poziomej rzutéw (rys. 220.).

Rozwigzanie: Przesufimy przez boki 4,4,, 4,4,... pigciokata danego,
pieciokaty 4,B,C,B,A4,, 4,B,C,B,A,,... i to w ten sposéb, aby przy wierz-
cholkach A4,, 4,.. powstaly katy brylowe tréjécienne, to natenczas wierz-
cholki B, B, B,..., znajdujace si¢ na przekatnych B, I,, B,B,, ... odpowiednio
réwnoleglych do bokéw A, A,, A,A4,.., leza na plaszczyZnie, réwnoleglej do
plaszczyzny poziomej rzutéw i wyznaczaja pieciokat homotetyczny z wielo-
katem A, A,A, A, A.. Yaczac tedy srodek O' rzutu 4’ 4,4, 4" 4", z wierz-
cholkami A’ 4',..., otrzymamy proste, na ktérych rzuty poziome B‘;, B,
B, B', i B'; lezs. Dlugos¢ bokéw pieciokata B, B, B, B, B; réwna jest prze-
katnej pieciokata A’ 4',4',4', A'; réwnoleglej do jednego z bokéw, a wiec
n. p. przekatnej A4’ A

Jezeli tedy poprowadmmy przez punkta A‘; 1 A'; proste APl AL
prostopadle do boku A, A4';, natenczas punkta przeciecia sig prostych 0'A‘
i A" P, tudziez 0’4’y i A',P; sa rzutami poziomymi B, i B', wierzcholkow
B, i B, pigciokata B, B,B,... Wierzcholki C,, G, C,, €, G WyzZnaczajs
réwniez pigciokat foremny, lezacy na plaszezyznie réwnoleglej do pla-
szczyzny poziomej rzutdéw, ktérego boki sa réwne bokom pieciokata B,
B,..., rzuty poziome przeto B', C,, B',(",.. sa wierzcholkami dziesigciokgta
foremnego, ktéry ogranicza rzut poziomy dwunastoscianu.

Sciana gérna D, D,D,D, D, dwunastodcianu, lezy na plaszczyznie, réwno-
leglej do plaszezyzny poziome] rzutéw a rzuty poziome D'y, D', D', .. wierz-
cholkéw D,D,D,,.. dziels odpowiednio na dwie réwne czedei luki A 4,
A4, Ar,, A',4%... kola opisanego na pigciokgcie A’y A, A", 4", 4. Odleglosé pla-
sgozyZny 7!, na ktérej wielokat B,B,.. lezy od plaszczyzny poziomej rzutiw,
jest réwna przyprostokqtne_] a tro_]ka‘ta, ktérego jedna przyprostokqtna rowna
jest rzutowi A B, krawedzi 4,B,, a ktérego przemwprostokqtna rowna jest
prawdziwe] Wlelkosm tej krawedzi. Odleglo$é zas plaszczyzny =' od pla-
szezyzny n® na ktére] wielokat C,G;.. 1ezy, réwna jest przyprostokgtnej &
trojkqta, ktérego jedna przyprostokatna réwna jest rzutowi By ('; krawedzi
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B,C,, a ktérego przeciwprostokatna rowna jest prawdziwe] wielkosci kra-
wedzi dwunastoscianu.

Odleglo$¢ sciany goérnej D, D,.. od plaszczyzny n? jest réwna od-
cinkowi a.

Jezeli tedy poprowadzimy proste =!,, #% i n°, réwnolegle do osi
rzutow w odleglosciach od tejze osi, réwnych odpowiednio odeinkom @, a+b
i 2440, natenczas otrzymamy $lady pionowe plaszezyzn n!, 72 i %, z kto-
rymi rzuty pionowe wielokatow B, B',.. C,C,.. i D L,... sie schodza.

24. Zagadnienie: Wykreélié rzuty prostokatne dwudziestoscianu,
ktorego jedna sciana A, 4,4, leZzy na plaszezyznie poziome] rzutow (rys. 221.).

Rozwigzanie: Wiadomo, Ze w kazdym wierzcholku dwudziesto-
scianu schodzi sie pie¢ wierzcholkéw tréjkatéw réwnoboeznych, ktére to troj-
katy sa sScianami bocznymi ostroslupa piecio$ciennego o podstawie foremnej.

Niech beda dane trzy takie ostrostupy B,(4,C, D, C,C,), B,(A,C,D,C A,),
i By(4,0,D,4,C,).

Zestawmy te ostroslupy tak, aby jedna krawedz kazdego z mich scho-
dzila sig¢ z bokiem Sciany 4,4,4,, i aby nadto po dwa boki podstaw owych
ostrostupéw nakrywaly sie, to natemczas wierzcholki DD, i D, lezace na-
przeciw bokéw tréjkata A4, 4,4, wyznaczajs tréjkat réwnoboczny, lezacy na
plaszezyznie, réownoleglej do plaszezyzny poziomej rzutow a rzuty poziome
D' D', i D'; dziely odpowiednio na dwie réwne czesci luki m, m,
Z‘_E kola, opisanego na tréjkacie A‘, A, A4",.

Rzuty (', i ¢, jakotez B',, B', i B'; wyznaczaja trojkaty odpo-
wiednio homotetyczne z tréjkatami A4/, 4,4, i D, D', D',, a boki owych tréj-
katéw sa rowne przekgtnym podstaw ostroslupéw danych, réwnoleglym do
bokéw sciany A', A, A’

Rzuty zatem B+, C',, B';,, (*,, B, i (', sa wierzcholkami szescioboku
foremnego, ktéry ogranicza rzut poziomy dwudziesto$cianu.

Odleglosci a, & i ¢ plaszczyzny poziomej rzutéw od plaszczyzny =', na
ktérej punkta B,, B, i B, leza“ plaszezyzny n! od plaszezyzny % na ktdrej
wierzcholki (/1(2 A lezq i plaszezyzny =’ od plaszezyzny =3 na ktérej
lezy S$ciana DiDzDs, sa odpowiednio réwne przyprostokatnym tréjkatow,
ktorych przeciwprostokatne sg rowne krawedziom dwudziestoscianu, a kto-
rych przyprostokatne ss odpowiednio réwne rzutom poziomym krawedzi
A B B8, Crti LD,

Rzuty pionowe tedy B“ B“, i B“, C“ C“ i C*, i D“.D*, i D*;, leis
na prostych, rownoleglych do osi «, ktérych odleglosci od tejze osi sg od-
powiednio rowne odcinkom a, a+b, i a+d+ec.

25. Zagadnienie: Wykresli¢c rzuty izometryczne dwudziestoscianu,
ktérego jedna 0§ jest réwnolegla do osi OZ.

Rozwigzanie: Kraice M 1 N osi dwudziestoscianu sg wierzcholkami
dwu ostroslupéw pieciosciennych o podstawach foremnych ABCDE i FGHIK,
ktérych plaszezyzny sa prostopadle do osi MN, a ktorych odlegloseci od
punktéw M i N réwne sa przyprostokgtnej PT trojkata APT, ktérego jedna
przyprostokatna AT jest rowna promieniowi kola, opisanego na pieciokgcie
ABCDE, a ktérego przeciwprostokatna AP réwna jest krawedzi dwudzie-
stoscianu.
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Dlugoéé osi MN jest rowna przeciwprostokatnej P¢ tréjkata, ktorego
jedna przyprostokatna AP réwna jest krawedzi dwudziestoscianu, a ktérego
kat przylegly do tej przyprostokatne] jest réwny katowi tréjkata ATP,
przyleglemu do przyprostokatnej PT.

Wykreslmy tedy w kladzie plaszezyzny OXY na plaszezyzng aksono-
metryi dwa pigciokaty foremme, spélirodkowe, w ten sposéb uloZone, Ze
wierzcholki jednego dzielag na dwie rdwne czesei luki kola opisanego na
tych wielokatach i odpowiadajace bokom wielokata drugiego, wyznaczmy
nastepnie rzuty aksonometryczne A B .C.D.Eyi F,GH I K, tych: wie-
lokatéw, to punkta A's, F'., Ba, G2y U, B i oty B, Blay (60
wierzcholkami dziesieciokata ograniczajacego rzut aksonometryczny poziomy
dwudziestoscianu.

Wyprowadszmy z rzutu 1", srodka T wielokatéow 4, B,.. FG.. prosta
M,N, réwnolegla do osi 0,4 1 odmierzmy na hiej odcinek M, N, aksonome-
trycznie réwny przeciwprostokatnej PQ tréjkata APQ a od punktéw M, 1 N,
odeinki M,S, i N,V,, aksonometrycznie rowne przyprostokatnej FI' tréjkata
ATP i poprowadimy przez punkta S 1 V plaszezyzny, rownolegle do pla-
szezyzny OXY, to na tych plaszezyznach leza odpowiednio podstawy
ABCDE i FGHIK ostrostupéw, stanowigcych czes¢ dwudziestoscianu, ktérych
wierzcholki schodza sie z krancami M i N osl.

Jezeli tedy wyznaczymy rzuty aksonometryczne Aoy Ba gl gie Hokitn e
i polaczymy punkt M. z 4,, B,, C., D,, E,, punkt N, z Fo, Go, £
K,, punkt 4, z F,i K,, punkt B, z F, i G,.. i t. d. natenczas otrzymamy
rzut aksonometryczny dwudziestoscianu.

0 przekrojach wielosciandw plaszczyznami.

96. Przekré] wieloScianu plaszezyzna 7 jest wielokatem ktérego wierz-
cholki schodza sie z punktami przebicia krawedzi z plaszezyzng 7, a kto-
rego boki sa prostemi, podlug ktérych ta plaszczyzna przecina sie ze scia-
nami wieloscianu.

Aby tedy wykresli¢ przekroj wielogcianu plaszezyzna 7, nalezy, albo
wyznaczyé punkta, w ktérych krawedzie wieloécianu owa plaszczyzng prze-
bijaja i polaczy¢ te z mich, ktére leza na tychsamych dcianach wieloscianu,
albo wyznaczyé proste, pedlug ktérych plaszczyzna 7z przecina sie ze scia-
nami wielodcianu, uwzgledniajac jedynie odcinki tych prostych , zawarte
miedzy krawedziami wieloscianu.

Przy rozwigzaniu zagadnien dotyczacych przekrojéw plaskich, laczymy
najczesciej obie metody; taki sposéb postepowania bowiem prowadzi naj-
predzej do celu.

97. Dwa przekroje ABC i A,B,C, ostroslupa W(ABC) plaszczyznami
7w i m! sy wielokatami grodkowo - kolineacyjnymi. Srodek kolineacyi schodzi
sie z wierzcholkiem W, a prosta podlug ktérej plaszezyzny 7 1 ! prze-
cinaja sie, jest osig kolineacyi. Osi wzajemne schodza sie z prostemi, podlug
ktérych plaszezyzny przesunigte przez wierzcholek W, réwnolegle do pla-
szezyzn 7 1 w! przecinaja sig % plaszezyznami @' 1 @ j

Dwa przekroje ABC i A, B,(, graniastoslupa plaszezyznami 7 i al sg
wielokatami powinowatymi; kierunek powinowactwa schodzi sig z kierun-
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kie_m krawedzi bocznych graniastoslupa, a prosta #, podlug ktérej plaszezyzny
7w 1 w! przecinaja sie, jest osig powinowactwa.

28. Rzuty A'B'C" i A", B', ¢, przekroju ostroslupa plaszezyznami =i #!
z dow.olnego punktu na dowolng plaszezyzne sa érodkowo kolineacyjne; rzut
W* wierzcholka jest srodkiem kolineacyi, a rzut d' prostej d, podlug l’{térej
plaszczyzny m 1 w! przecinaja sig, jest osig kolineacyi.

.Rzu.ty ré.wnolegle osi wzajemnych dwu przekrojéw plaskich ostroslupa
sq osiaml wzajemnymi rzutéw tych przekrojéw.

. Bzutom srodkowym za$ osi wzajemnych przekrojéw ostroslupa odpo-
wm(-ia..]@ slady zbiegu plaszezyzn przecinajscych, albowiem takowe sa rzu-
tami prostych, lezacych w nieskonczonosci na plaszezyznach przecinajacych.

‘Rzut.y réwnolegle dwu przekrojéow A‘B'C* i A, B',C', graniastostupa sg
powinowate, kierunek powinowactwa schodzi sie z rzutem kierunku krawedzi
b-ocz_nycl.l a rzut d' prostej, podlug ktérej plaszezyzny ABC i A,B,C, prze-
cinajg sie, jest osia powinowactwa. Rzuty srodkowe dwu przekrojow grania-
stostupa sg $rodkowo kolineacyjne; érodek kolineacyi schodzi sie ze $ladem
zbiegu krawedzi bocznych.

: 29. Zagadnienie: Dany jest rzut srodkowy ostrostupa W(4BCD)
ktérego podstawa lezy na plaszezyznie n(fz'), dana jest nadto pla.szczyznai
k250 Wy}ireélié rzut przekroju tego ostroslupa plaszezyzna ! (rys. 222.).

' Rozw1.at zanie: Wyznaczmy prosty d 1, Z",), podlug ktérej plaszezyzny
7 1 &' przecinajy sig, a nadto rzut A4', punktu, w ktérym krawedz WA pla-
szezyzng #' przebija, natenczas zwigzek kolineacyjny zachodzacy miedzy
rzutaml przekrojéw ostroslupa danego plaszezyznami = i m!, jest wyzna-
czony; prosta T,Z' jest osig, punkt W' jest $rodkiem, a rzuty 4' i A’ sg
elementami odpowiednimi kolineacyi. 1

Wierzcholki B';, D', rzutu $rodkowego wielokata przekroju 4,B,C,D
‘otrzymamy, .lqczatc punkt 4' z punktami M' i N, w ktérych proste: ;1‘1;‘
1‘A‘D‘ przecinajg si¢ z osig kolineacyi T, 7' i wyznaczajac punkta przeciecia
sie prostych A M' i W'B' tudziez A4, N' i W'D'.

Rozwigzanie 2.: Wyznaczenie punktu przecigcia sie krawedzi WA
z plaszezyzna 7' jest czestokroé polgczone z trudnodciami, zwlaszcza jezeli
slady prostej WA lezg poza obrebem rysunku. W tym przypadku mozna
wyznaczy¢ kolineacyg, zachodzaca miedzy rzutami srodkowymi przekrojéw
ostrostupa W(ABCD) plaszczyznami = i #! w sposéb nastepujacy.

Przesuﬁmy. przez wierzcholek W plaszezyzne n%{,2'), réwnolegla do
Plaqszczyzn.y ®, 1 wyznaczmy prosta UT,, Z')), podlug ktorej plaszczyzny m!
1 #* przecinajy sig, to rzut sSrodkowy T, i Z', i §lad zbiegu ' plaszezyzny
% sy elementami odpowiednimi ukladéw srodkowo - kolineacyjnych , ktérych
podstawami sa plaszczyzny m 1 =l ’

”Zwiatzek tedy zachodzacy migdzy rzutami A'B'C'D' i A, B, (", D', prze-
krojow ostrostupa W(ABCD) plaszezyznami = i #! jest wyzna.czouiy. 1
s 30. 'Dan?r Jest ostroslup W(ABCD) ktérego podstawa lezy na plaszezy-
Znie poziome] rzutdéw; wyznaczyé prawdziwa wielkodé przekroju tego ostro-
stupa plaszczyzng zn(m7.) nie kreflac rzutéw przekroju (rys. 224.).

Rozwiazanie: Podstawa ABCD i przekrsj A,B,C, D, ostroslupa
W(ABCD) plaszczyzng 7 sy wielokatami $rodkowo kolineacyjnymi. Slad po-
ziomy 7; plaszezyzny przecinajacej jest osig kolineacyi a o wzajemna, od-
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powiadajaca prostej ukladu 4,5, C,D,, lezacej w nieskonczonosel, schodzi sie
ze $ladem poziomym =z, plaszezyzny z’, przesuniete] przez wierzcholek W,
réwnolegle do plaszezyzny m. Wykonajmy tedy klady plaszczyzn 7 1 z'na
plaszezyzne poziomg rzutéw, to klad (A4,)(B)(C)(D,) wielokata przekroju
A, B,C, D, jest srodkowo kolineacyjny z podstaws ABCD ostroslupa; $rodek
kolineacyi schodzi sig z kladem (W) wierzcholka W, &lad m; jest osia koli-
neacyi a $lad m', jest osig wzajemns, ktéra odpowiada prostej ukladu
(A)NBOCHD,) lezace] W nieskonczonosei.

Punktowi przeciecia sie R prostej AD ze gladem =', odpowiada
w ukladzie (4,)(B,)(C,)(D,) punkt B, lezgcy w nieskofczonosci na proste]
(W)R. Prostej AC odpowiada tedy prosta, poprowadzona przez punkt prze-
ciecia sie H, prostych AC i m; réwnolegle do promienia (W)E.

Jezeli zatem poprowadzimy promienie (W4 1 (W)D natenczas punkta
przeciecia sie tychze z prostg H,R® sy kladami (4,) 1 (D,) wierzcholkéw
A, i D, wielokata przekroju. Klady (B;) i (0,) wierzcholkéw B, i C; otrzy-
mamy w podobny sposéb.

31. Zagadnienie: Dany jest ostroslup W(ABC) w rzutach srodko-
wych, ktérego podstawa lezy na tle, dana jest nadto plaszezyzna m'(f2'y),
wyznaczy¢ przekrdj tego ostroslupa plaszczyzng 7! zapomocy zmiany srodka
rzutéw (rys. 225.).

Rozwiazanie: Przesunmy $rodek rzutéw na prostej prostopadlej do
iladu zniknienia plaszczyzny ' w ten sposéb, aby po przesunieciu Srodek
rzutéw lezal na plaszezyznie m', natenczas slad zbiegu Z' prostej {(1Z') na
ktérej wierzcholek W lezy, przesunie sig na prostej prostopadlej do sladéw
{, i #, plaszezyzny m; 1 zblizy sie do sladu tlowego # o odcinek réwny od-
leglosci prostych # i #4; — zmieniony tedy rzut W' wierzcholka W znaj-
dowaé sie bedzie w punkcie przecigcia sie prostej Z'T z prostg W-W', po-
prowadzong przez pierwotny rzut wierzcholka, prostopadle do $ladu tlowego ;.

Po tej zmianie $rodka rzutéw jest plaszezyzna 7' plaszezyzng rzuca-
jaca, albowiem zmieniony slad zbiegu tej plaszezyzny schodzi sig ze Sladem
tlowym. Jezeli tedy przez punkta przecigcia sig 'l 19! §ladu tlowego 7, ze
zmienionymi rzutami W'4’, 'W'B' poprowadzimy proste, prostopadle do
éladu #,. to takowe przecinajgy sig z pierwotnymi rzutami WA 1 W'B' kra-
wedzi ostroslupa danego w pierwotnych rzutach 14, 2' wierzeholkéw przekroju.

32. Zagadnienie: Dane s rzuty aksonometryczne ostroslupa
W(ABC), ktérego podstawa lezy na plaszezyznie OXY dany jest nadto troj-
kat $ladéw S.U.V. plaszezyzny 7, wyznaczyé przekrdj tego ostroslupa pla-
szezyzng 7 (rys. 226.).

Rozwiazanie: Wyznaczmy punkt 1(1., 1%) w ktérym krawedz WA
przebija plaszezyzng 7 i polgczmy rzut aksonometryczny 1, z punktami
przeciqcia sie H1, i H?, prostych S U, i A,B, tudziez S,U, i A.C, to proste
H1, i W,B, przecinaja si¢ w rzucie aksonometrycznym 92, punktu 2, w kto-
rym krawedz WB przebija plaszczyzng 7, a proste H2,1, i W.C, przecinaja
sie w rzucie aksonometrycznym 3., punktu 3, w ktérym plaszczyzna 7 prze-
cina sie z krawedzia WC. — Wielokat 1,2.3, jest tedy rzutem aksonome-
trycznym przekroju ostroslupa danego plaszezyzng 7.

33. Zagadnienie: Dany jest graniastoslup w rzutach prostokatnych,
ktorego podstawa ABCD lezy na plaszczyznie poziomej rzutéw; dana jest
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nadtc? plaszezyzna n(;, ®,), wyznaczy¢ prawdziwg wielkodé¢ przekroju tego
graniastoslupa plaszezyzng m, nie kreslac rzutéw przekroju (rys. 227.).

Rozwiazanie: Wiadomo, ze przekrdj 1, 2, 3, 4 graniastoslupa i pod-
stawa tegoz ABCD sa wielokatami powinowatymi a nadto, Ze klad (1)(2)(3)(4)
wielokgta przekroju i1 wielokgt podstawowy sa utworami powinowatynﬁi.
Wyznaczmy tedy rzuty 1'i 1“ punktu w ktérym krawedz boczna grania-
stoslupa, przechodzaca przez punkt A4, przebija plaszezyzng m a nastepnie
klad (1) punktu 1 na plaszczyzng poziomg rzutéw, natenczas powinowactwo
zachodzace miedzy podstawsg ABCD i kladem wielokata przekroju jest wy-
znaczone; $lad poziomy bowiem s, plaszczyzny przecinajacej 7 jest osig
a prosta A(l) aczaca dwa odpowiednie punkta wskazuje kierunek powino-
wactwa. Celem wyznaczenia kladéow (2), (3) i (4) wyznaczmy punkté. prze-
ciecia sig¢ H,, H, i H, osi m, z prostemi 4B, AD i CD i polaczmy H, i H,
z kladem (1); poprowadZmy nastepnie przez punkta B i D proste, réwno-
legle do A(l), to takowe przecinajg sig z prostemi (1)H, i (1)H, w kladach
(2) i (4) wierzcholkéw wielokgta przekroju; — polgeczmy wreszcie punkt H,
z punktem (4) i poprowadimy przez punkt C réwnolegly do A(1) to w prze-
cieciu sig tych dwu prostych otrzymamy klad (3) wierzcholka 3, wielokata
przekroju.

34. Zagadnienie: Dany jest dwunastoscian foremny w rzutach pro-
stokatnych, dana jest nadto plaszezyzna m'(m':, m'); wyznaczyé przekrdj
tego wieloscianu plaszezyzng z'.

Rozwigzanie: PoprowadzZmy plaszezyzne mn’(w%7%), prostopadly do
dladu poziomego plaszezyzny =' i uwazZajmy takows za drugs plaszezyzng
pionows rzutéw, wyznaczmy nastepnie Slad ‘z', plaszczyzny ! na drugiej
plaszezyZnie pionowej rzutdéw, a nadto rzut danego wieloscianu na te pla-
szezyzne to punkfa przecigela sig '1*, 27, 134, 4« 16" i 16 $ladu a1,
z rzutem dwunastoscianu na plaszezyzne n? ss drugimi rzutami pionowymi
punktéw przeciecia sig danego wieloscianu z plaszczyzna =!, ta plaszczyzna
bowiem jest prostopadla do plaszezyzny rzutéw n? — Jezeli tedy wyzna-
czymy rzuty poziome 1, 2. leZzace z punktami 'l‘, '2'.. na prostych, pro-
stopadlych do sladu 7% 1 rzuty pionowe 1“, 2“.. lezace z punktami 1', 2',..
na prostych, prostopadlych do osi-z, a nastepnie te punkta odpowiednio
polgczymy, natenczas otrzymamy rzuty przekroju danego dwunastoScianu.

W podobny sposéb mozZna wyznaczyé przekroje jakichkolwiek wielo-
$cianéw plaszezyznami.

Zagadnienie: Dany jest dwunastoscian w rzutach srodkowych, wy-
znaczyé przekrd] tego wieloscianu, plaszezyzng, zapomocy zmiany s$rodka
rzutow.

0 wyznaczeniu punktow przeciecia sig prostej z wieloScianami.

36. Aby wyznaczyé punkta, w ktérych prosta I przebija wieloscian,
przesuwamy przez prosta [ plaszezyzng i wyznaczamy wielokat, podlug
ktérego ta plaszezyzna przecina éw wieloscian a nadto punkta przeciecia sig
prostej I z wielokatem przekroju, to takowe sa punktami przeciecia sig
prostej ! z wieloscianem.
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36. Zagadnienie: Dany jest ostrostup w rzutach $rodkowych, kto-
rego podstawa ABCD lezy na plaszezyznie z(t, &), dana jest nadto prosta
UT, 7') wyznaczy¢ punkta przecigcia sie prostej I, z danym wielodcianem
(rys. 228.). :

Rozwiazanie: Plaszczyzna przesunigta przez prosty ! i przez wierz-
cholek ostroslupa W(ABCD) przecina takowy podlug tréjkata, ktorego jeden
wierzcholek schodzi z punktem W; punkta przecigcia sig zatem prostej {
z owym tréjkatem sg punktami, w ktérych prosta ! przebija dany ostroslup.

Przesuiimy tedy przez wierzchelek W i przez prostg ! plaszczyzng
w(t,, 2,) 1 wyznaczmy prosta i, (T,, 7',), podlug ktérej plaszczyzny 7 i m!
przecinajg sie a nadto punkta przecieeia 1° 1 2 prostej m' z wielokatem
A'B‘C'I¥, polaczmy nastepnie rzut wierzcholka W z punktami 171 2, to
proste W'l' i W2 przecinajg sie z prosta I' w rzutach ' i II' punktow
przeciecia sig I i II prostej [ z danym ostroslupem.

Zagadnienie: Wyznaczyé punkta przecigeia sie proste] z ostroslupem
w rzutach @) prostokatnych, b) aksonometrycznych.

37. Zagadnienie: Dany jest graniastoslup w rzutach aksonometry-
cznych, ktérego podstawa ABCD leiy ma plaszezyznie YOZ dana jest nadto
prosta I(ls, I'a), wyznaczyé punkta przecigeia sie prostej I z tym graniasto-
slupem (rys. 229.).

Rozwiazanie: Plaszezyzna przesunigta przez prosta ¢, réwnolegle
do krawedzi bocznych graniastoslupa przecina ten wieloscian podlug czwo-
rokata, ktérego dwa boki sa réwnolegle do krawedzi boeznych, punkta prze-
ciecia sie zatem proste] ¢ z owym czworokatem przekroju, sa punktami
w ktérych prosta I przebija dany graniastoslup.

Przesufimy tedy przez prosta [ plaszczyzng 7, réwnolegly do krawedzl
bocznych AE.,.. graniastoslupa i wyznaczmy rzut aksonometryczny n% $ladu
bocznego 7; tejze, a nadto punkta przeciecia sie 1, 1 2, prostej 7% z rzutem
podstawy ABCD, poprowadzmy nastepnie przez punkta 1, 1 2, proste m.
i n, réwnolegle do A.E., to takowe przecinaja sig z prostg 1, w rzutach
aksonometryeznych I, i II, punktéw [ 1 II, w ktérych prosta @ przebija
dany graniastoslup.

Zagadnienie: Wyznaczy¢ punkta przecigeia sig prostej z graniasto-
slupem w rzutach @) $rodkowych b) prostokatnych.

38. Zagadnienie: Dany jest jakikolwiek wieloscian w rzutach pro-
stokatnych, dana jest nadto prosta (I, 1) wyznaczyé punkta przecigcia
prostej ! z tym wieloScianem (rys. 230.).

Rozwiazanie: Zalozmy sobie wyznaczy¢ punkta w ktérych prosta /
przebija osmio$cian ABCDEF.

Przesufimy w tym celu przez prosta [ plaszezyzne 7, prostopadla do
plaszezyzny poziomej rzutéw i wyznaczmy wielokat 1, 2, 3, 4, 5, 6, podlug
ktorego ta plaszezyzna przecina dany ofmiodcian. .

Rzut poziomy 1‘, 2', 3, 4, b, 6' lezy na $ladzie poziomym 7 pla-
szezyzny w, ktory sig schodzi z rzutem poziomym [ prostej [. Jezeli tedy
wyznaczymy rzut pionowy 149434445464 a nadto punkta przecigcia sig I”
i II tego wielokata z rzutem I, natenczas otrzymamy rzuty plonowe
punktéw I i I1 w ktérych prosta przebija dany wieloscian.
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0 przenikaniu sie wielofcianow.

'39.. Figura przenikania sig¢ dwu wieloscianéw jest wielokgtem w ogol-
1.10§01 wichrowatym, ktérego wierzcholki sa punktami przecigeia sig krawedzi
_]E‘zdnego wielo$cianu ze $cianami wielo$cianu drugiego, a ktérego boki schodza
sie z prf)stemi, podlug ktérych $ciany wieloscianéw przecinaja sig. Z tego
okreslenia wynikaja bezposrednio sposoby wykreslania wielokata przenikania,
{Jaleéy bowiem w tym celu wyznaczyé punkta przecigcia sie krawedazi
Jednego wielodcianu, ze d$cianami wielo$cianu drugiego i polaczy¢ te punkta
prze:chia sie, ktére leza réwnoczeéuie na $cianach jednego i drugiego wie-
lc.)ém-anu., albo wyznaczyé proste, podlug ktérych Sciany wieloscianow prze-
cinajg sig, uwzgledniajac jedynie odeinki tychze, ograniczone krawedziami.

Figura przenikania sie dwu wielodcianéw jest jednolita, albo sklada sie
z dw1'1 czedci; w pierwszym przypadku przenikaja sie wielosciany czesciowo
t. z. jeden wielodcian odrywa niejako cze$é wielocianu drugiego; w drugim
[')r.zypadku przenikanie wielosciandw jest zupelne t. z. czesé jednego wielo-
scianu jest objeta wielo§cianem drugim.

40. Zagadnienie: Dane sa dwa ostroslupy w rzutach aksonometry-
cznych W(ABCD) i W{MNPQ) ktérych podstawy leza odpowiednio na pla-
s'z?zyznach OXY i OYZ; wyznaczyé wielokat przenikania sig tych wielo-
scianow (rys. 231.).

Rozwigzanie: Wierzcholki figury przenikania sie ostroslupow otrzy-
o sposéb najprostszy, przesuwajac plaszezyzny pomocnicze przez po-
szezegélne krawedzie boczne i przez wierzcholki tych wieloscianow.

Wyznaczmy tedy $lad aksonometryczny poziomy H, i $lad aksonome-
’Fryczny boezny K,, prostej WW?', laczace] wierzcholki ostroslupéw danych
i przesuimy przez prosta WW!' i przez krawedzie WA, W’B,.WC i WD pla-
szezyzny WW1A, WW!B,.. to §lady aksonometryczne poziome tychze prze-
chodzg przez slad H, i przez punkta Ad,, B.,.. a slady aksonometryczne
b.oczne laczg $lad boezny K, z punktami Y, ¥,.. w ktérych o$ 0,Y przecina
sie % Prostemi Ho Azl B, ..

Slady boczne K,Y,, K,Y,,.. przecinaja sie z wielokgtem N.N,F.Q.
w punktach 1, i 2., 8, i 4,,.. tréjkaty tedy W1'1.2,, W'.3.4e.. sg rzutami
aksofxometrycznymi przekrojéw ostroslupa WHIMNPQ) plaszezyznami W4,
_VVW’B,... a punkta przecigcia sie I, i Il,, IIl, i IV,.. prostych W'l,
i W12, z prostg W,4,, prostych W13, i W'4, z prosta W,B,.. sa rzutami
a,‘ksonometrycznymi wierzchotkéw I, II, ILI, IV, V, VI, figury przenikania
sig danych ostroslupéw.

i Slad aksonometryczny boczny plaszezyzny WW!C nie przecina sig
z wielokatem M,N,P.Q,, krawedz tedy WC nie przecina si¢ z Zadng Sciang
ostroslupa W (MNPQ).
' Przesufimy nastepnie przez prosta WW, i przez krawedzie W'N, W'P
171V.1Q, plaszczyzny, to $lady boczne tych plaszczyzn przechodza przez slad
K, i przez punkta N,, P, i Q., a $lady aksonometryczne poziome lacza
p.unL.It H, z punktami ¥,, ¥;,.. w ktérych $lady boczne K, N,, K.FP,.. prze-
cinajg si.q z osia Y, Slady aksonometryczne poziome owych plaszczyzn
przecinaja sie z wielokatem A4,B,C,D, w punktach 7, i 845 943 104:4¢ brgje
katy przeto W,7.8., W.9.10,, .. sa odpowiednio rzutami aksonometrycznymi



— 138 —

przekrojéw ostrostupa W(4, BCD) plaszezyznami WW'N, WW1P,.. a punkta
przeciecia sie¢ VII, i VIII,, IX, i X, XI,1i XII,, krawedzi W,N, z prostemi
W7, i W,8,, krawedzi W,P, z prostemi W.9, i W,10,,... s3 rzutami wierz-
cholkéw figury przenikania sig ostroslupéw danych.

Slad aksonometryczny poziomy plaszezyzny WW,M nie przecina sie
z wielokatem A4,B,C,D,, krawedz W!DM nie przecina sig tedy z zadng Sciang
ostroslupa W(ABCD).

Proste lezace na tych samych $cianach obu ostroslupéw i laczace wierz-
cholki wielokata przenikania sie sa bokami tego wielokata.

Wyznaczenie atoli tych wierzcholkéw, ktére lezg na tych samych Scia-
nach jednego i drugiego wielo$cianu jest polaczone z trudnodciami rosna-
cymi z iloécia owych wierzcholkéw. NaleZy tedy celem unikniecia mozliwych
bledéw, przy laczeniu wierzcholkéw uprzytomnié sobie na ktérych gcianach
jednego i drugiego wieloscianu owe wierzcholki lezs.

I tak n. p. punkt I jako punkt przeciecia sig krawedzi WA ze sciang
WIMQ lezy na $cianach: WAB i WAD ostrostupa W(ABCD) i na Scianie
W(MQ) ostroslupa W'(JMNPQ); otrzymamy nastepujace zestawienie :

punkt I lezy na $cianach WAB, WAD i W'MQ

sqho-dilinl yratikig: LA VAL NP
e il g pslodsg WAB, WBC i W1PQ
N AR . , i WANP
Lo o W 4igiigena guus | WEAD,) WD i WAMY
SRS o; PETesm ., 1 WIMN
L VI[ . . . WAMN, W\NF i WAD
i T g o g 3 . i WeD
o I adoig o gk s RONE, WRPQ 1 WBE
n X n n n n n i }P’O‘D
XTIy, iy WIMQ, WIPQ i WAB
 Eillhyg ; : , i weD

n
Punkty: I i ¥V lesg na Scianach WAD i W'MQ ostroslupéw W 1 L
punkt 7 nalezy réwniez polaczyé z punktem XTI oba bowiem te punkty lezg
na $cianach WiMQ i WAB ostrostupéow W i W
W podobny sposéb mozemy wykazac, ze laczyc¢ nalezy:
punkt  I7 z punktami IV i VII
I, IX i X1

n n

5 WA bl o] B

g iy Mg ool BT

ERTY ' (RS SN
T TGRSR o

s ANIPARREI 1 ()

Kazdy wierzcholek wielokata przenikania sig dwu wieloscianow laczy
gie z dwoma wierzcholkami tychze wieloscianéw. Jezeli jednak dwie kra-
wedzie wielocianéw przecinajg sig, punkt przeciecia sie lezy na czterech
&cianach obu wieloscianéw, przez ten punkt przechodzg tedy cztery kra-
wedzie figury przenikania sig.

‘41, Zagadnienie: Dane sg dwa graniastoslupy w rzutach prosto-
katnych, ktérych podstawy lezg na plaszczyinie poziome] rzutéw, wyznaczyc
figure przenikania sig tych wielosciandw (rys. 232.).
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Rozwiazanie: Plaszezyzny roéwnolegle do krawedzi bocznych gra-
niastoslupéw przecinaja sig ze Scianami bocznymi tychze wieloseianéw podiug
prostych réwnoleglych. :

Przesufimy tedy przez dowolny punkt S plaszezyzng 7, réwnolegla do
krawedzi bocznych obu graniastoslupéw danych 1 wyznaczmy slad poziomy
m, tej plaszezyzny; przesunmy nastepnie przez krawedzie a, b, ¢, d, pierw-
szego graniastoslupa plaszczyzny réwnolegle do plaszezyzny 7, to slady po-
ziome tych plaszezyzn przechodza przez wierzeholki 4, B,.. podstawy ABCD
i sa réwnolegle do $ladu .

Jezeli tedy poprowadzimy przez punkta przeciecia sie 11 2, 31 4, ..
owych $ladéw z podstawa MNPQ drugiego graniastoslupa, prosty TOWnO-
legla do krawedzi m, %,.. 1 wyznaczymy odpowiednio punkta przecigeia sig
tychze z krawedziami «, b 1 ¢ natenczas otrzymamy wierzcholki I, 7 7 45
figury przenikania.

Slad poziomy plaszezyzny réwnoleglej do m, & przesunigte] przez kra-
wedz d, nie przecina sie z podstaws MNPQ, krawedZ d nie przecina sie
tedy z zadng $ciang graniastoslupa (m, n, p, q). Przesuiimy nastepnie przez
krawedzie m, n, p, q plaszczyzny réwnolegle do plaszezyzny = i popro-
wadZmy przez punkta przecigeia sig 71 8,.. $ladéw tych plaszezyzn z pod-
stawa graniastoslupa (ubed) proste réwnolegle do krawedzi a, b,.. to punkta
przeciecia sie tychze ViIIi VIII z krawedziami m, n,.. sg rowniez wierzchol-
kami figury przenikania sie.

Slad poziomy plaszczyzny przesunietej przez krawedz ,n“ réwnolegle
do plaszczyzny m, nie przecina sig z wielokatem A, B, €, D; krawedz ,n*
nie przecina si¢ tedy z Zadna $ciang graniastoslupa (a, b, ¢, d); boki wielo-
kata przenikania wyznaczymy podobnie jak w zagadnieniu poprzedniem & to
za pomoca protokolu, wskazujgcego, na jakich plaszezyznach wielosciandw
poszczegdlne wierzcholki wieloksta przenikania leza.

42, Zagadnienie: Dany jest ostroslup W(ABCD) i graniastoslup (m,
n, p, q) w rzutach srodkowych. Krawedzie boczne graniastoslupa sa rOWno-
legle do tla, a podstawy ABCD i MNPQ obu wielodcianéw leZg na pla-
szezyznie ni(t, 2); wyznaczy¢ figure przenikania sie tych wieloscianow (rys. 233.).

Rozwiazanie: Plaszczyzny przesunigte przez wierzcholek ostroslupa
réwnolegle do krawedzi boeznych graniastoslupa przecinaja ostroslup podiug
tréjkatéw, a Sciany boczne graniastoslupa podlug prostych réwnoleglych,
za pomoca tych plaszezyzn mozZna zatem najlatwiej wyznaczy¢ punkta,
w ktérych krawedzie jednego wieloscianu przecinaja sig ze $cianami wielo-

$cianu drugiego.

" Poprowadzmy tedy przez wierzcholek W prosta ! réwnolegly do kra-
wedzi m, n,.. graniastoslupa i wyznaczmy punkt D w ktérym ta prosta
przebija plaszczyzng =, to proste laczace punkt D z wierzcholkami 4, B, ..
i M, P,.. sa §ladami na plaszczyZnie =, plaszczyzn przesunietych przez
prosta ! i przez krawedzie WA, WB,... 19, P

Jezeli tedy poprowadzimy przez punkta przeciecia sig 1 1 2, 31 4.
prostych DA, DB,... z podstawg MNPQ, proste réwnolegle do krawedzi bo-
cznych m, n.. 1 wyznaczymy punkta przeciecia sie tychze I iI1, HTidV..
z krawedziami WA, WB, jezeli nadto polgczymy wierzcholek W z punktami
9110, 11 i 12, w ktérych proste DM, DN, ... przecinaja si¢ z wielokatem
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ABCD i wyznaczymy punkta przeciecia sie IX i X, X/ i XTI/ prostych W9
1 W10, W1l 1 W12, z krawedziami m, #%,.. natenczas otrzymamy wierzcholki
figury przenikania sie. Boki tej figury wyznaczymy w sposéb wyloZony
w zagadnieniach poprzednich.

43. Zagadnienie: Dane sa dwa wielosciany: graniastoslup ABCDEL
1 czworoscian MNP w rzutach prostokatnych; wyznaczyé wielokat, podlug
‘ktorego te wielosciany przenikaja sie (rys. 234.).

Rozwigzanie: Przesuimy przez krawedzie AD, BE,... graniastoslupa
plaszezyzny, prostopadle do plaszezyzny poziomej rzutéw, i wyznaczmy
wielokaty 123,.., podiug ktérych te plaszezyzny przecinajs sie z czworo-
scianem MNPQ, a nadto punkta przeciecia sie 1 1 II, III' i IV, V i VI kra-
wedzi AD; BE i CF z owymi wielokatami, to natenczas otrzymamy szesé¢
wierzcholkéw wielokata przenikania sie.

Przesuiimy nastepnie przez krawedzie czworoscianu plaszezyzny, pro-
stopadle do plaszezyzny poziomej rzutdw i wyzmaczmy wielokaty, podiug
ktérych te plaszezyzny przecinaja sie z graniastoslupem, to punkta prze-
ciecia sie V111 VIII tych wielokatéw z krawedziami czworoscianu sa rowniez
wierzcholkami przenikania sie. Krawedzie M@, MF, MN, P i PN nie prze-
cinaja sie z danym graniastoslupem. ‘

Jezeli tedy w sposéb poprzednio wylozony, uwidocznimy te plaszczyzny
-obu wielo$cianéw, na ktérych poszczegélne punkta I...VIII lezs, natenczas
z otrzymanego protokolu wyczytamy, Ze w danym przypadku rozpada sie
wielokat przenikania si¢ na cze$¢ plaska I V Il i na wielokat wichrowaty
4 VIE LV Vil Y111,

0 cieniach wlasnych i cieniach rzuconych wieloscianow.

44. Niech bedzie dany wieloscian ABCDEFGIH (rys. 23b.) i kierunek s
promieni $wiatla, poprowadZmy przez wierzcholki A4, B, C,.. proste Ae, Bj,
Cy,..., réwnolegle do s, to proste Aa, B, Fp, Gw, Hy i D, nie posiadajace
z wieloScianem nic wiecej spélnego précz wierzcholkéw, mozZna uwazaé za
krawedzie boczne graniastoslupa I', w ktérego obrebie lezg promienie, o$wie-
tlajace wieloscian dany.

Graniastoslup I' styka sie niejako z wielo$cianem ABC..H wzdluz kra-
wedzi AB, BF, FG, GH, HD i DA, ktore odgraniczaja czedé, zwrécong ku
srodlu $wiatla, a wiec Sciany oswietlone ABEF, AFHD, EFGH, od $cian
ABCD, BCFG, DCGH, do ktérych promienie $wiatla bezposrednio nie do-
chodza, ktore zatem znajduja sie w ecienin wlasnym.

Wielokat ABFGHDA nazywamy linija odgraniczajacs cien od swiatla
na danym wieloscianie.

Przekré] afgoyda graniastoslupa I' dowolng plaszezyzng @ ogranicza
cien rzucony wieloécianu AB.. Il na te plaszezyzne, promienie bowiem, od
bite od $cian o$wietlonych, nie dochodza do plaszezyzny 7; wszystkie punkta
tedy, lezace w obrebie wielokata @f.. de, sa w cieniu, wszystkie zas punkta
plaszezyzny 7, lezace poza obrebem owego wielokata sa oswietlone.

Linie, odgraniczajaca cien od $wiatla na jakimkolwiek wieloscianie,
mozZna wyznaczy¢ posrednio zapomocs cieni rzuconych wszystkich krawgdazi
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tegoz na dowolna plaszezyzne ; krawedzie bowiem, ktérych cienie ograniczaja
cien rzucony wieloscianu tworzs wielokat, odgraniczajacy cien od swiatla.

45, Zagadnienie: Dany jest ostroslup W(ABCD) w rzutach aksono-
metrycznych, ktorego podstawa lezy ma plaszezyznie m(7*,, 7%), réwnoleglej
do plaszezyzny Oxzy, dany jest nadto kierunek promieni swiatla s(s., 5'.);
wyznaczyé cienn wlasny i ciel rzucony tego wieloscianu na plaszezyzny Ozy
i Ozz (rys. 236.).

Rozwigzanie: Poprowadzmy przez rzut aksonometryczny W, i przez
rzut aksonometryczny na plaszezyzne n wierzcholka W proste s, i !s', réwno-
legle do rzutu aksonometrycznego i rzutu aksonometrycznego poziomego
promienia ,s, i wyznaczmy $lad W', tej prostej na plaszezyinie @, popro-
wadzZmy nastepnie przez W', proste 'W.B, 1 W'D, niejako styczne do
rzutu aksonometrycznego podstawy ostroslupa, to spostrzezemy, Ze krawedzie
WB, WD, AB i AD tworza wielokat, odgraniczajacy czei¢ oswietlong WBAD
od czedci, znajdujacej sie w cienin wlasnym WDCBA. 4

Jezeli tedy polaczymy cie rzucony W!, wierzcholka W na plaszczyzne
Oxy =z cieniami B!, i D!, punktéw B i D, a nadto polaczymy cien A',
punktu 4 z punktami B!, i D!, natenczas wielokat W1, B!,4',D!, ogranicza
cien rzucony danego ostroslupa na plaszczyzng Oxy.

Czes$é rzeczywista cienia na plaszezyzne Ozy rozcigga sie do osi 0,X,,
dalsza czes¢ tegoz clenia na te plaszczyzne jest idealna, albowiem pla-
szczyzna Ozz nie jest przeiroczysta pochwytuje tedy w danym przypadku
cze$é clenia rzuconego danego wieloscianu.

Jezeli tedy wyznaczymy cien rzucony W?, wierzcholka W na plaszezyzne
Oxz i polgczymy go z punktami w ktérych o§ 0,X, przecina sie z prostemi
w:,BY, i Wi, D!,, natenczas otrzymamy tréjkat ograniczajacy czgsc¢ cienia
rzuconego danego ostroslupa na plaszezyzne Ozz.

46 Zagadnienie: Dany jest graniastoslup Z'(4'B'C'D’) w rzutach
irodkowych, ktérego podstawa ABCD lezy na plaszezyznie n(f, #'), a ktérego
druga podstawa EFGH lezy na plaszczyznie, réwnoleglej do =, dany jest
nadto $lad zbiegu Z‘ promieni swiatla; wyznaczyé cien rzucony tego wielo-
cianu na plaszezyzng 7 (rys. 237.).

Rozwiagzanie: Slad zbiegu Z'Z', plaszezyzn, réwnoleglych do kra-
wedzi bocznych AE,.. graniastoslupa i do promieni $wiatla lgczy slady
zbiegu Z' i Z'..

Wyznaczmy tedy punkt przeciecia sig Z', $ladéw 2 i Z'Z', 1 popro-
wadzmy przezeii proste Z4B' i Z', I, ktére z rzutem A'B‘C'D' nie majg nie
spélnego précz wierzcholkéw B i D', to te proste sy $ladami na plaszczy-
znie s plaszezyzn, réwnoleglych do promieni $wiatla, i stykajacych sig nie-
jako z danym graniastoslupem wzdluz krawedzi bocznych BF i DH.

7 polozenia promieni $wiatla wzgledem podstaw graniastostupa wi-
doczna, Ze podstawa gérna EI'GH jest o$wietlona, podstawa dolna zas znaj-
duje sie w cienin wlasnym; wielokat wichrowaty przeto ADHGFBA jest
linija odgraniczajacg ciefn od $wiatla na danym graniastostupie.

Cienie rzucone krawedzi podstawowych AB i BD na pilaszezyzng 7
schodza sie z temi krawedziami a cienie rzucone H';, Gy i F' wierzcholkéw
H, ¢ i F schodza sie odpowiednio z punktami przeciecia sig prostych Z%D
iz W, 2.0 1 264, 2B i ZYF'; proste bowiem Z4 D', Z4,C' 1 Z%,B' s



cieniami rzuconymi krawedzi Z0), Z'(* i Z'B', a proste Z' M, Z'.G' i Z'F
sa rzutami Srodkowymi promieni $wiatla przechodzacych przez punkta
H, Gi F.

47. Zagadnienie: Dany jest dwunastoscian A, 4,..B, B,..C,C,..D,D,...
w rzutach prostokatnych, wyznaczy¢ cien rzucony tego wielodcianu na pla-
szezyzny rzutéw, przyjmujge, Ze promienie S$wiatla sa nachylone do pla-
szezyzny poziome] i do plaszezyzny pionowej rzutéw pod katem, ktérego

: ; 1
styczna trygometryczna jest réwna 5 (rys. 238.).

Rozwiazanie: Rzuty poziome i rzuty pionowe prostych, réwno-
leglych do promieni Swiatla, tworza z osig x katy réwne 45°.

Przedluzmy krawedzie A, B,, A,B,, . i (,D,, C,D,.. do punktéw prze-
cigeia sig W, 1 W, =z osia dwunastoscianu, prostopadla do pla.szczyzny
A A A,..., to te punkta sa wierzcholkami ostroslupéw pieciosciennych W, (4,,
4,..) 1 Wy(Dy, D,...), ktérych czesci zawarte miedzy plaszezyznami 4,4,4,..
i B, B,B,... tudziez DD, D,.. i C,C,0,.. sa czesciami dwunasto$cianu.

Wyznaczmy tedy w sposéb wylozony pod 1. 46. krawedzie boczne
owych ostroslupow W, 4, 1 W, A4, tudziez W,D, i W,D,, ktére odgraniczajs
Sciany oswietlone od scian znajdujacych sie¢ w cieniu, to krawedzie A, B,
i A, B, tudziez D, i D,C; sa bokami wielokata, odgraniczajacego cien od
$wiatla na dwunastoscianie. Oczywista, ze krawedzie B,C, i B, C, sg rowniez
bokami wielokata odgraniczajacego.

Widzimy dalej, ze Sciana Dy D, ... jest oswietlona §ciana zas A, 4,... znajduje
sig w cleniu wlasnym; wielokat wichrowaty tedy 4,8,C,D,D,D,C,B A, A A,
jest linia odgraniczajgca cienn od $wiatla na danym dwunastoscianie.

Rzut tego wielokata w kierunku réwnoleglym do promieni $wiatla na
plaszezyzny rzutéw ogranicza cien rzucony dwunastodcianu.

48. Zagadnienie: Wyznaczyé cieni rzucony prostej ,/“ na ostroslup
sciety ABCDEFGH, ktérego podstawa lezy na plaszezyznie P, jezeli kie-
runek promieni $wiatla wyznaczony jest prosta s (rys. 239.).

Rozwigzanie: Wyznaczmy cien rzucony DH,G,F|B danego ostro-
stupa scigtego na plaszczyzng P, a nadto cienie rzucone AE,, DH,, E H,
i F Gy krawedzi oswietlonych AE, DH, EIl i FG, i cieh rzucony I, prostej
I; wyznaczmy nastepnie punkta ITI, I i II, w ktorych prosta I, przecina
si¢ z cieniami DI, E\H, i F\G,, i poprowadZmy przez te punkta proste
I or, IIn, II1IY, réwnolegle do kierunku promieni $wiatla, to punkta
przecigeia sig IIT', I', IT' z krawedziami DH, EH i FG sy cieniami rzuco-
nymi punktéw leZzacych na prostej / na krawedzie wioloscianu.

Prosta ! rzuca tedy cien IITUI'II' na $ciany AEHB i EFGH danego
ostroslupa scietego.

4). Zagadnienie: Dane s3 dwa graniastoslupy I, i I, w rzutach
prostokatnych; wyznaczyé cienie rzucone tych wielocianéw na plaszezyzny
rzutdw, a nadto cien rzucony graniastostupa I', na graniastoslup I, (rys. 240.).

Rozwigzanie: Przyjmijmy, 4e podstawa ABCD graniastostupa I,
1 Sciana boczna KLMN graniastoslupa I, leza na plaszezyZnie poziomej rzutéw.

PoprowadZmy przez dwa dowolne punkta 4 i B proste s, i s,, réwno-
legle do kierunku promieni $wiatla, a nadto przez A prosts I,, réwnolegla
do krawedzi bocznych wieloScianu I, a przez punkt B prostg /,, réwno-

legly do krawedzi bocznych graniastostupa I',, i przesufimy przez proste s,
11, tudziez s, i /, plaszezyzny =! i a2

Przesuimy nastepnie plaszczyzny =!i =, tak, aby glad poziomy ml,
byl niejako styczng, poprowadzona do $ladu poziomego A'B‘C*D graniasto-
slupa Iy, a slad pionowy =? byl niejako styczna, poprowadzong do rzutu
pionowego M“N“}“S“ podstawy graniastostupa I, lezacej na plaszezyinie,
rownoleglej do plaszezyzny pionowej rzutéw, to spostrzezemy, Ze krawedzie
BF, Ft:, GI i ID tworza linije odgraniczajaca ciehi od $wiatla na graniasto-
slupie I'), a S$ciany MRPL, MNKL, KLFPO graniastoslupa I, znajduja sie
w cieniu wlasnym.

Cienie rzucone tedy wielokatéw BFGID i RMLKOPR na plaszezyzry
rzutéw ograniczaja cienie rzucone graniastoslupéw na te plaszczyzny.

Graniastoslup I'y rzuca jedynie cieft na plaszezyzny ofwietlone NSOK
i SEPO graniastoslupa I,.

Aby ten cien otrzymaé¢, wyznaczmy cienie rzucone krawedzi NR, SO
i RP wieloscianu I', na plaszczyzne pozioma rzutéw i wyznaczmy punkta
przecigeia sig tychze z cieniami rzuconymi krawedzi BS i DI graniastoslupa
I';; poprowadZmy nastepnie przez punkta przeciecia sig I.. tych cieni proste,
rownolegle do rzutu poziomego prostej, wskazujace] kierunek promieni
Swiatla, to punkta przecieeia sie tychze z prostemi R'P, 80" i K'N' sg
rzutamli poziomymi wierzcholkéw wielokata ograniczajgcego cien rzucony
wieloscianu ', na wieloscian T7,.

50. Zagadnienie: W rzutach aksonometrycznych dane sg catery belki
o przekrojach prostokatnych, z ktérych dwie sa odpowiednio réwnolegle do
osi OX i OZ a dwie s3 réwnolegle do plaszezyzny Oxz; wyznaczyé cien
rzucony tych belek na plaszeczyzng OXY (rys. 241.), a nadto cienie jakie te
belki na siebie rzucaja.

bl. Zagadnienie: Dany jest ostroslup wydrazony, ktérego wierz-
cholek W lezy na plaszczyznie poziomej rzutéw, a ktérego podstawa ABCDEF
lezy na plaszezyinie 7, réwnoleglej do plaszezyzny poziomej rzutéw: wy-
znaczy¢ clehi wlasny, ciefi rzucony na plaszczyzny rzutéw i ciedi jaki ten
ostroslup do swego wnetrza rzuca (rys. 242.).

Rozwigzanie: Poprowadsmy przez wierzcholek W prosta s, réwno-
legly do kierunku $wiatla i wyznaczmy punkt przeciecia sie tejze W, (W, W)
z plaszezyzng @, poprowadZmy nastepnie z punktu W, niejako styczne WA
1 W4,E do rzutu poziomego A'B'..F" podstawy, to spostrzezemy, ze kra-
wedzie WA, AB, CD, DE i EW tworzs linije odgraniczajacs cient od §wiatla
na danym ostroslupie.

Jezeli jednak przyjmiemy, ze ostroslup dany jest wydrazony, natenczas
wewngtrzne strony tych sScian, ktérych zewnetrzne sa w cieniu, beds
oswietlone, wewnetrzne za$ strony scian o$wietlonych znajdowaé bedg
W cieniu wlasnym, a nadto krawedzie AF i FE rzucad beda cieri do wnetrza
ostrostupa.

Cienie rzucone krawedzi podstawowych AF i FG na plaszczyzne =
schodzg sie z temi krawedziami, a rzuty tych cieniéw na plaszczyzne po-
ziomg rzutdw sa prostemi A'F* i P E': cienie krawedzi WB, WC i WD na
plaszezyzne n schodzg sie z prostemi W,B, W,C i W,D, a rzuty poziome
tychZze sa prostemi W',B, W0 i WD Jezeli tedy wyznaczymy punkta




P | gl

praemqma sie I, IT i III prostych A'F'i FE' =z prostemi W' B', W', ("
i WD, poprowadmmy przez te punkta proste 11, IIIIII‘ réwno-
legle do rzutu poziomego kiernnku promieni swmtla. to w punktach prze-
ciecia sie I', II', ITT' tych prostych z rzutami W7, B' w,C i W,D' otrzy-
mamy w1erzcholk1 wielokata A'I'TD'IIT'E, ogran'czajqceoo rzut poziomy
cienia, jaki dany ostroslup do swego wngtrza rzuca.
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0 krzywych plaskich,

1. Krzywa plasks okredlamy jako miejsce geometryczne punktu porusza-
jacego si¢ na plaszezyznie, albo jako obwiednig prostej, poruszajacej sie na
plaszezyznie wedlug pewnego prawa.

Nieskoniczenie maly czgstke krzywej, zawarta miedzy dwoma, bezposre-
dnio po sobie nastepujacymi punktami, nazywamy elementem, a kat zawarty
migdzy dwiema bezposrednio po sobie nastepujacymi polozeniami prostej powlo-
czgce)] krzywa obwiednia, nazywamy katem stycznosci. Prosta, ktora przecina
krzywg w dwu, trzech... punktach, nazywamy sieczna, a odcinek, zawarty
migdzy dwoma punktami przeciecia sie, nazywamy cieciwa krzywej.

2. Styczne, punkta stycznodci inormalne krzywej pl. Jezeli
punkt B (rys. 1.) porusza si¢ w sposéh ciagly na krzywej ,c“, zblizajac sie
bez konca do punktu A, natenczas sieczna obraca sie okolo punktu A4 i dazy
do granicy ,s“ ktéra nazywamy styczna, poprowadzona w punkcie A do
krzywej .c“. ;

Styczna laczy tedy dwa, bezposrednio po sobie nastepujace punkta na
krzywej, jest przeto przedluzeniem elementu tejze.

Obojetna jest wogdle rzecza, z ktérej strony punkt B zbliza sie do
punktu 4, jezeli granice, do ktérych daza sieczne AB i AB, schodza sie z ta
samg prosty ,s“. W tym przypadku powiadamy, ze krzywa ,c¢* jest w punkcie
4 ciagly ze wzgledu na styczne. Jezeli jednak sieczne AB i AB, daZa do dwu
réznych gramic ,s“ i ,5,%, natenczas powiadamy, Ze krzywa ,c“ nie jest cia-
gly w punkcie 4 ze wzgledu na styczne, albo Ze krzywa ,c* jest w punkcie
A zlamana (rys. 2.),

Uwazajac krzywa ,c“ za obwiednia prostej ,I%, poruszajacej sie na pla-
szezyznie w sposéb ciagly (rys. 8.), okredlamy punkt stycznodei 4 prostej ,I¢
Jako granice, do ktorej dazy punkt przeciecia sie 4, prostych 7 i 7, jezeli
prosta I, bez konca do prostej [ sie zbliza.

Punkt stycznosei jest tedy punktem przeciecia si¢ dwu bezposrednio po
sobie nastepujacych stycznych.

Prostg n, poprowadzona przez punkt stycznosdei prostopadle do stycznej,
nazywamy normalna krzywej.

8. O szczegdlnosciach zwyczajnych krzywych plaskich,

a) Jezeli punkt, opisujacy krzywa ,c¢, przechodzi dwa, trzy ,m¢ razy
przez ten sam punkt [, natenczas powstaje tak zwany punkt pedwéjny, trzy-

Geom. wykreslna. 1
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krotny... # krotny. Punkt, opisujacy krzywa, przekracza w ogélnosci punkt
n krotny, przychodzac w ogdlnosei kazdym razem z innego polozenia; w pun-
kcie D) mozna tedy w ogéle ,n“ stycznych do krzywej ,c“ poprowadzié.

I tak n. p. Punkt, poruszajacy sie na plaszezyznie, przechodzi pi‘zez
punkt D dwukrotnie, a to raz poruszajac sie od 4 przez B do D, drugi raz
od E przez F do D (rys. 4.); D jest tedy punktem podwéjnym, w ktérym
dwie styczne s, i s, do krzywe] poprowadzi¢ mozna.

b) Jezeli prosta ! powldczaca krzywa ,¢“ schodzi sie dwa, trzy... # razy
z ta sama prosta ,d“ natenczas ,d“ jest styczna dwu, trzy, ..m krotna krzy-
wej. Prosta ,/% schodzi sie z prosta d, wychodzac w ogéle kazdym razem z in-
nego poloZzenia na plaszczyZnie; styczna » krotna d posiada tedy w ogole ,n®
punktow styeznosei.

I tak n. p. Prosta ! powléczaca kraywa ,c¢“ schodzi sie dwukrotnie z prosta
d przechodzac raz od I, przez 1, do d drugi raz od [, przez [, do d, prosta
d jest tedy styczna, poprowadzona do krzywgj w dwoich réinych punktach
A1 B (rys. b).

¢) Jezeli punkt opisujacy krzywa ,c“, przekracza dwukrotnie punkt ,Z¢,
wychodzac kazdym razem z tego samego poloZenia na plaszczyznie, natenczas
styczne, poprowadzone w punkcie podwéjnym Z do krzywej, schodzg si¢ na
jednej prostej ,z“ (rys. 6.). Taki punkt nazywamy punktem zwrotu.

d) Jezeli prosta I, powléczaca krzywa ,c“ przekracza styczna podwdjna
», wychodzac kazdym razem z tego samego poloZenia, natenczas punkta sty-
cznosci 4 1 B (rys. b.) schodza sie w jednym punkeie, a styczna p (rys. 7.)
przecina krzywa ,c¢¢ w trzech, bezposrednio po sobie nastepujacych punktach.
Taks styczna nazywamy styczna przegiecia, a punkt stycznosei tejze, w kto-
rym zlaczone sa trzy bezposrednio po sobie nastepujace punkta, nazywamy
punktem przegiecia.

Sposéb, w jaki punkta zwrotu i styczne przegiecia powstaja, mozna ja-
$niej przedstawic, uwazajac krzywa ,c“ za miejsce geometryczne punktu po-
ruszajacego sie na plaszezyZnie, a zarazem za obwiednia stycznych, ktéore —
jak wiadomo — lacza po dwa bezposrednio po sobie nastepujace punkta krzywej.

Pomiedzy ruchem punktu i ruchem stycznej zachodzi pewien zwiazek,
punkt bowiem opisujacy krzywa porusza sie na stycznej, gdy tymezasem sty-
czna obraca sie okolo swego chwilowego punktu stycznosci.

Jezeli tedy niejednostajna predkosé¢ punktu, opisujacego krzywa, w pe-
wnym miejscu Z staje sie rowna zeru, poczem A w kierunku przeciwnym
sie porusza, gdy tymeczasem styczna jednostajnie sie obraca; natenczas w miej-
scu Z powstaje punkt zwrotu.

Jezeli za$ niejednostajna predkosc obrotowa stycznej, powloczace] krzyws
»€% W pewnem miejscu ,p“ staje sie rowng zern, poczem ta styczna w kie-
runku przeciwnym sie obraca, gdy tymczasem punkt stycznodei jednostajnie
postepuje, natenczas w miejscu ,p“ powstaje styczna przegiecia.

‘Wspomnieé réwniez nalezy o punktach i stycznych odosobnionych. —
Przez punkt odosobniony rozumiemy punkt podwéjny, ktérego styczne sg uro-
jone, a przez styczna odosobniong rozumiemy styczna, ktorej punkta stycznosci
sa urojone. Te szczegblnodei nie maja pozornie z krzywa nic spélnego, atoli
czynig zado$¢ tym samym warunkom, jakim punkta wzglednie styczne po-
dwdjne podlegaja.

.

Punkt podwéjny i styezna podwdjna, punkt zwrotu i styczna przegiecia
odpowiadajg sobie biegunowo dwoiscie.

7 polaczenia szezegdlnosei zwyczajnych powstaja szezegdlnosci zlozone.
I tak n. p. z polaczenia punktu przegiecia' P z punktem zwrotu Z powstaje
dzidb. (rys. 8.).

0 krzywych algebraicznych — rzed i klasa — zwigzki miedzy
rzgdem i klasg.

4. Jezeli za pomoca réwnania algebraicznego miedzy spélrzednymi pun-
ktu, opisujacego krzywa, albo migedzy spélrzednymi, proste] powloczace) krzywa,
mozna wyrazi¢ prawo punktu wzglednie prostej, natenczas powiadamy, Ze
krzywa jest algebraiczna *).

Tloé¢ punktéw, w ktérych dowolna prosta przecina krzyws plasks nazy-
wamy jej rzedem, a ilo§é stycznych, dajacych si¢ poprowadzi¢ z dowolnego
punktu do krzywej, nazywamy klasg tej krzywej.

Punkta przeciecia sie prostej z krzywa jakotez styczne, poprowadzone
z punktu do krzywej, moga byé parami urojone.

Punkt jest krzywa rzedu zerowego a klasy pierwszej.

Prosta jest krzywa rzedu pierwszego a klasy zerowej.

Przekrdj stozkowy jest, jak wiadomo, rzedu drugiego i klasy drugiej,
jezeli sie nie sklada z dwu prostych albo dwu punktow.

Krzywe algebraiczne sa jednolite albo zlozone z dwu lub wiecej galezi.
I tak n. p. przekrdj stozkowy 1 prosta razem uwazane, trzy proste razem
wziete sy odmianami zlozonymikrzywych rzedu trzeciego. Dwa przekroje stoz-
kowe, nierozerwalnie z soba polaczone sa odmiang krzywe) rz¢du czwartego
it d

Prosta w nieskonczonosci przecina sie z krzywa ¢™ rzedu m-tego w ,m“
punktach, ktére parami moga byé urojone. Krzywa tedy rzedu nieparzystego
rozeiaga sie przynajmniej w jednym kierunku do nieskoriczonosei.

Styczna, poprowadzona do krzywej w punkcie, leZgcym w nieskonczo-
nosci, albo innemi slowy, granice, do ktérej dazy styczna, jezeli punkt sty-
cznodei dazy do mieskoficzonodci, nazywamy asymptota. Jezeli dwa punkta
krzywej, lezace w nieskoniczonodci, schodzg sie w jednym punkcie, natenczas
prosta w nieskonczonosei jest styczna krzywej.

Galaz krzywej, ktérej jedna styczna lezy w nieskonczonosci, nazywamy
galezia paraboliczna. .

. Rzed ,m« krzywej ¢ okredlilidmy jako ilos¢ punktéw przecigcia sig
dowolnej prostej z ta krzywa; klase ,n¢ tejze krzywej okreslono jako ilosé
stycznych, poprowadzonych z dowolnego punktu do krzywej e. Pytanie —
czy miedzy rzedem i klasa zachodza jakies zwigzki.

Celem zbadania tej sprawy, przyjmijmy krzywa ,c™* rzedu m-tego i punkt
U=, lezacy w nieskoficzonosci na plaszczyznie te] krzywej, to z punktu U”
mozna do ,em¢ ,n¢ stycznych poprowadzié. Przesunimy krzyws dana w kierunku
U* o ilodé nieskonczenie mala, tak aby zajela polozenie ¢,™ to natenczas

#) Jezeli element (punkt lub prosta), tworzacy krzywa, wychodzac z pewnego polo-
Zenia odbywa ruch, prawem tworzenia sie krzywej wskazany, i kazdym razem do pierwot-

nego polozenia wraca, natenczas opisana wzglednie obwiednia krzywa jest algebraiczna.
#
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krzywe ¢* i ¢,”, ktére oczywidcie przystaja do siebie, przecinaja sie w m”
punktach®), z ktérych ,m¢ lezy na proste] w nieskoficzonosei.

Z kazdym punktem przeciecia sie krzywych ¢, i ¢,™ zlaczona jest styczna,
poprowadzona z punktu U” do tychze krzywych. Ilo§¢ tedy tych stycznych
jest réwna m*—m a zatem
klasa n=m (m—1).

Stosujac do tego wzoru prawo biegunowej dwoistofel otrzymamy: rzed
m=mn (1r—1).

7 powyzszych wzorow wynikaloby, ze m=m (m—1)[m(m—1)—1], co
jednak jest niemozebne.

Pozorng sprzecznos¢ powyzszych twierdzen, znang pod nazwa ,paradoks
Ponceleta“, uchylil Plicker wykazujac, Ze krzywa rzedu wyzszego niz drugi
posiada punkta szczegélne, ktore obnizaja klase, a krzywa klasy wyzsze] niz
drugiej ; posiada styczne szczegélne, ktére obnizaja rzed krzywej.

A mianowicie: Punkt podwéjny obniza klase o dwie,
a punkt zwrotu o trzy jednostki.

Styczna podwoéjna obniza rzed krzywej o dwie, a styczna
zwrotu o trzy jednostki.

Jezeli tedy m oznacza rzed

n ! klase

d - ilos¢ punktéw podwdéjnych
% A o - zwrotu

& " stycznych podwdjnych

L s o przegiecia,

natenczas otrzymamy wzory Plickera:
1.) n=m(m —1)— 20 —3x
2.) m=n(n—1)—23 -3¢
3.) (t—k)=3m—m)**).

*) T'wierdzenie, ze dwie krzywe plaskie rzedu m-tego i m,-tego przecinaja sie w m . m, pun-
ktach, jakotez bardzo wiele innych twierdzen geometryeznych mozna z latwoscia wysnud
z prawa zachowania ilodci, ktére opiewa: Ilosé wynikéw z dzialan utwo-
rami geometrycznymi nie zmienia sig, albo jest nieskorczenie wielka, je-
zeli zasadnicze okreslenia owych utworéw nie zmieniaja sie.

I tak n. p. @) Zamiast krzywych rzedu mtego i rzedu m 80 mozemy podstawié ,m
wzglednie ,m“ prostych razem wzietych, zasadnicze okreslenia bowiem krzywej ,e™* i ,m*
prostych nie zmienisja sie, gdyz dowolna prosta obie postaci krzywych rzedu mge w ,m*
punktach przecina; a poniewaz az ,m“ prostych przecina si¢ z ,m“ w m.m; punktach,
przeto i krzywe ¢ i ¢™! w m.m, przecinaéd sie beda.

b) Z dowolnego punktu mozna do krzywej klasy nte) ¢, " stycznych poprowadzié.
Jezeli jednak na plaszczyZnie tej] krzywej znajduje sie taki punkt X, z ktérego mozna do
owej krzywej (rn+1) stycznych poprowadzié, natenczas moina przez ,X“ poprowadzié nieskori-
czenie wiele stycznych, albo innemi slowy krzywa ,e “ sklada si¢ z punktu X i z krzywej
klasy (n—1)ej ... i t. d.

Zasada zachowania iloSci wynika z najogélniejszej zasady geometrycznej z prawa
cigglodei.

##) Pierwsze dwa wzory Pliickera mozna sposobem obrazowym wyprowadzié. — Niech
bedzie dana krrywa rzedu m-go ¢, zlozona z dwu galezi (¢ i ¢;)=¢, ktdére nie maja Zadnych
punktéw szezegdlnych (rys. 9.). Jezeli galezie ¢; i ¢, zbliZaja sie do siebie, to po ich zetknigeiu
sie powstaje punkt podwdéjny D; styczne s i s, poprowadzone z punktu 4 do ¢ i ¢y, schodza
sie z prosta AD, ktéra nie jest styczna krzywej ¢™; ilo§é tedy styeznych poprowadzonych
z punktu 4 do krzywej ¢™ zmniejszy sie wskutek pojawienia si¢ punktu podwdjnego na tejze
krzywej, o dwie jednostki,
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I tak n. p. Krzywa rzedu trzeciego; nie majaca zadnych punktéw szcze-
gélnych, jest klasy szostej, a krzywa klasy széste] jest rzedu trzydsziestego.
Zdawaéby sie tedy moglo, Zze wedlug paradoksu Ponceleta ta sama krzywa jest
raz rzedu trzeciego, drugi raz rzedu trzydziestego. Jezeli jednak krzywa klasy
széste] nie posiada zadnych punktow szczegdélnych, natenczas posiada dziewigé
stycznych przegiecia, ktére obniZaja rzed o dwadzieicia siedem jednostek.

Krzywa rzedu trzeciego z punktem podwdjnym jest klasy czwarte] 1 po-
siada trzy styczne przegiecia.

Krzywa rzedu trzeciego z punktem zwrotu jest krzywa klasy trzeciej
z jedna styczna przegigcia.

0 rzutach krzywej plaskiej.

6. Rzut ¢’ krzywej rzedu m-tego a klasy n-tej z dowolnego punktu O na
dowolng plaszezyzne m jest krzywa rzedu m-tego i klasy n-te]. Jezeli bowiem
prosta I przecina sie z krzywa ,c* w ,m¢ punktach 4, B,.. a z punktu L
mozna do ,e¢ ,n“ stycznych a, b,.. poprowadzié, to slad I' plaszezyzny (0, 1)
na plaszezyznie m przecina sie z rzutem ¢' w punktach A', B',... ktére sg rzu-
tami punktéw A4, B,... a $lady ‘@', ¥'... plaszezyzn (0, a), (0, b)... na plaszezyZnie
7 sa stycznymi krzywej ¢’ i przechodza przez rzut L' punktu L.

Rzuty punktéw i stycznych szczegdlnych krzywej ,c¢ sa takimi samymi
szezegdlnosciami rzutu tejze krzywej; a wige rzut punktu podwodjnego krzy-
wej ¢ jest punktem podwéjnym rzutu tejze krzywej i t. d.

W rzutach réwnoleglych sa réwniez rzuty asymptot krzywej ¢ asympto-
tami rzutu tej krzywej; w rzutach srodkowych jednak jest rzut asymptoty
styczng do rzutu krzywej w $ladzie zbiegu tejze asymptoty, ktéry to slad
w ogole w skonczonosci lezy.

Zagadnienie: Wyznaczy¢ rzuty punktu przegigcia i punktu zwrotu,
jezeli te punkta leza na plaszezyZnie zniknienia.

0 krzywiznie krzywych plaskich.

7. Powiadamy, e krzywa posiada w pewnym punkcie tem wigkszg krzy-
wizne im szybciej oddala sie od stycznej, poprowadzonej w tym punkcie.
Krzywizna kola, przez ktors rozumiemy odwrotng wartosé promienia,
jest we wszystkich punktach jednakowa, wszystkie bowiem punkta kola za-
chowuja sie jednakowo wzgledem stycznych tegoz.
Jezeli ,r¢ oznacza promien, ,o“ dowolny luk kola a ,p“ kat srodkowy,
P

1
odpowiadajacy lukowi ¢, natenczas krzywizng kola wyrazamy: i Ul

Krzywizne tedy jakiejkolwiek krzywej w punkcie 4 mierzymy krzywizng
kola %, ktére przechodzi przez punkt 4 i przez dwa nieskonczenie blisko A4
lezace punkty.

Jezeli wezel ZBZ krzywej ¢™ (rys. 10.), zawarty miedzy stycznymi s 1 s krzywej
w punkcie podwéjnym Z, zmniejsza sig, a styczne s i s zblizaja sie do siebie, natenczas
w granicy powstaje punkt zwrotu. Prosta 4Z traci charakter stycznej s;; skutkiem zmiany
tedy punktu podwéjnego na punkt zwrotu chniza sig¢ klasa krzaywej o jednosé. A zatem punkt
zwrotn obniZa klase krzywej o trzy jednostki. — (Przyklad zmiany krzywej rzedu czwartego
zlozonej z dwu galezi, na krzywa jednolita z punktem podwéjnym Ilub z punktem zwrotu
znajdziemy przy przekrojach plaskich pierscienia kolowego). ‘
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8. Niech beda dane dwa punkta 4 i B na krzywej ,c“ i styezna ,a®
poprowadzona do ,¢¢ w punkcie A. (rys. 11.). Zakreslmy na cigciwie AB kolo,
stykajace si¢ z krzywa ,¢“ w punkecie A, to srodek O tego kola znajduje sig
na normalnej ,n¢. — Jezeli punkt B zbliza sie do punktu 4, natenczas srodek
O zmienia swe polozenie na prostej ,»“, dazac do punktu przecigeia sig K
normalnej # z normalna .%, %, nastepujaca bezposrednio po ,n“.

Kolo %, zakreslone z punktu K promieniem KA posiada z krzywa .c*
trzy bezposrednio po sobie nastepujace punkta spélne, krzywizna tedy krzy-
wej ¢ w punkcie 4 jest réwna -krzywiznie kola k.

Kolo % nazywamy kolem krzywiznowym, a punkt K srodkiem krzywizny
»¢“ w punkcie A.

Kolo krzywiznowe przecina krzywa ¢, czastka te] krzywe] sasiadujaca
z punktem A z jednej strony znajduje sie w obrebie, czastka za$ te] krzywej
rozciagajaca sie po drugiej stronie punktu A lezy poza obrebem kola 7.

Zdarza sig czestokroé, zZe kolo krzywiznowe I krzywej z w pewnym
punkcie W posiada z nia cztery bezposrednio po sobie nastepujace punkta
spélne; w tym przypadku lezy czastka krzywej rozciagajaca si¢ po obu stro-
nach punktu W w obrebie lub poza obrebem kola . Taki punkt W nazywamy
wierzcholkiem krzywej c. _

9. Poprowadzmy w punktach 4, 4,, 4;.. krzywej ¢ (rys. 12.) normalne
Ny, Ny, My, 10 takowe sg stycznymi miejsca geometrycznego ¢, srodkow krzy-
wizny K,, K,, K,,.. Krzywsa ¢, nazywamy odwijajaca (ewoluta), a krzyws ¢
odwinieta (ewolwenta).

Nazwy odwinieta i odwijajaca sa oparte na nastepujacem wyobrazeniu:
Jezeli nitke, nawinieta na odwijajacej ¢, wyprezymy tak, by byla styczna do
tej krzywej, a nastepnie odwija¢ bedziemy, natenczas kazdy punkt tejze nitki
opisze odwiniets.

Wierzcholkom odpowiadaja punkta zwrotu odwijajace].
Wiadomo bowiem, ze w wierzcholku W krzywej odwinigtej ,¢“ schodza sig
cztery 1, 2, 3 1 4 bezposrednio po sobie nastepujace punkta, ktére leza na
jednem kole krzywiznowem, Ze zatem w srodku K, kola 1234 schodza sie
dwa punkta odwijajacej ,c, ¢ Jezeli tedy punkt 4 porusza si¢ na odwinigte]
w sposéb ciagly, zajmujac kolejno polozenia A4,, A4,.., natenczas normalne #,
ny, fy... powloczg krzyws c,, ktére] punkta K, K,,.. sg srodkami krzywizny
krzywej ,¢“ w punktach 4, 4,...

Niejednostajna predkosé¢ punktu K... na normalnych #,... staje sie w pun-
kecie K, réwna zeru, gdy tymczasem normalna (styczna do ¢, ) dalej sie obraca;
punkt K, jest tedy punktem zwrotu (art. 3. d).

Punktowi przegiecia I odwinigte] ¢ odpowiada punkt odwijajacej, lezacy
w nieskonczonosci; styczna poprowadzona w tym punkcie do krzywe] ¢
(asymptota) przechodzi przez punkt I prostopadle do stycznej przegiecia.

Odwijajaca ¢, krzywej ,c“, posiadajace] punkt zwrotu Z, przechodzi przez
ten punkt; promien krzywizny bowiem w punkcie zwrotu jest réwny zero;
styczna odwijajacej] w punkcie Z jest prostopadla do stycznej, poprowadzonej
w tymzZe punkcie do odwinigte] c.
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0 cykloidach.

10. Niech beda dane dwa wielokaty ABC... i 4, B,C,... (rys. 13.) o bokach
réwnych, ktérych wierzcholki A4 i A, schodzg sie w jednym punkcie, niech
nadto dany bedzie punkt P, polaczony stale z wielokatem A, B, C,... Przyjmijmy,
ze wielokat ABC.. jest staly, a wielokat 4, B,C,.. porusza si¢ w ten sposob,
7e boki tegoz A, B,, B,C,... schodza sie¢ kolejno z bokami AB, BC wielokata
stalego, to natenczas punkt P opisuje kolejno luki kol PP, P, P,... zakreslonych
ze $rodkéw A, B,.. promieniami AP, BP,,..; katy srodkowe PAP,, P, BP,,..
sa odpowiednio réwne katom B, ADB. C BC..

Jezeli przyjmiemy, Ze boki AB,.. 1 A,B,... sa nieskonczenie male, naten-
czas wielokaty ABC... i A, B,C,... zmieniaja sie na krzywe ¢ i ¢, stykajace
sie w punkcie 4, z ktérych jedna ¢, toczy sie po drugiej ¢, t. z. punkta sty-
cznosci krzywych zmieniaja sie w sposéb ciagly, a luki AB krzywej nierucho-
mej, zawarte miedzy dwoma punktami stycznosci A i B, sa réwne lukom A4,
B,... krzywej ruchomej ¢,, zawartym miedzy punktami 4,B,...

Gdyby owe luki nie byly réwne, natenczas krzywa ¢, nie tylko toczyla,
aleby sie slizgala po krzywej c.

Punkt P stale polaczony z krzywa ¢, opisuje krzywa c¢,, ktora uwazaé
mosma za zlozona z nieskoficzenie malych lukéw kél, ktorych srodki leza
w punktach stycznosci krzywych ¢ i ¢, kolejno po sobie nastepujacych; proste
tedy, laczace kazdorazowe polozenie punktu P z owymi punktami stycznosci,
sa normalnymi krzywej c,.

11. Jezeli kolo ,%k“ toczy sie po linii prostej, natenczas dowolny punkt,
stale polaczony z kolem % opisuje krzywa, ktérg nazywamy cykloida zwy-
czajna.

Zalézmy sobie wykresli¢ krzywa ,e,“, ktorg opisuje punkt stycznosci 4
kola & z prosta I, jezeli to kolo toczy si¢ po 7 (rys. 14.).

Srodek O kola ruchomego opisuje prosta ,m* rownolegla do . Odmierzmy
od punktu A na prostej ! dlugosé obwodu kola % i podzielmy otrzymany
w ten sposéb odcinek AA, na réwne czesei A L L IL,.. podzielmy réwniez
na taka sama ilo$¢ réwnych czesei obwéd kola & (41, 12, 23..) 1 zakreslmy
z punktéw O,, O,,.. kola promieniem OA, poprowadzmy nastepnie przez 1,
2,... proste iy, m,,... rtéwnolegle do I, i wyznaczmy punkta przecigcia sig A,
A“.... kOt ky, k, z prostymi m,, m,,.. to te punkta leza na cykloidzie ¢,. —
Proste A1 i AT, A2 i A“IL... sa réwnolegle; punkta tedy 4‘, 4%,... mozna wy-
znaczy¢ bez pomocy kél. Jezeli bowiem polaczymy punkt 4 z 1, 2, 3.. 1 po-
prowadzimy przez I, II, ITI, odpowiednio réwnolegle do Al, 42, 43... to pun-
kta przeciecia sie owych prostych z prostymi my, m,, m, sa punktami A4', 4,
A", cykloidy.

Styczne s,, $,,.. poprowadzone w punktach A4‘, A".. do krzywej c, sa
odpowiednio prostopadle do prostych I A4, IT A“,... Wszystkie punkta 4,, A,,...
z ktérymi punkt poczatkowy A4 podczas toczenia sig kola & ma prostej I sig
schodzi, sa punktami zwrotu cykloidy. Odcinki tedy, zawarte migdzy dwiema
po sobie nastepujacymi punktami zwrotu, sy réwne dlugosei kola k.

Punkt A6, z ktérym schodzi sie A, skoro pol obwodu kola % odwinie na
prostej I jest najwyZszym punktem galezi cykloidy, zawarte] miedzy pun-
ktami zwrotu 4 i A4,, a zarazem wierzcholkiem tej krzywej.
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12. Punkt P, lezacy poza obrebem kola % i stale z niem zlaczony, opi-
suje podczas toczenia sig tegoz kola po prostej cykloide skréocona ¢
(rys. 15.). Przyjmijmy, Ze punkt P lezy na prostej 04, wyprowadzonej z pun-
ktu O prostopadle do prostej /, i zaldézmy sobie wyznaczy¢ poszezegolne pun-
kta i styczne krzywej c,.

Podzielmy w tym celu obwdd kola % punktamil, 2, 3,.. na réwne czesel
1 odmierzmy te czastki na prostej I, poczawszy od A4 tak aby Al=AI,
12=11I,... to natenczas odcinek A4, bedzie réwny dlugoéci obwodu kola .

Jezeli kolo % potoczy sig na prostej I w ten sposéh, ze stykaé sie bedzie
z I w punkeie ITL, natenczas punkt P, opisujacy krzywa c,, obréci sie okolo
srodka O o kat A03 i przesunie sie réwnoczeénie na prostej m,, rownoleglej
do I o odecinek P,F® réwny odcinkowi AIIL. Aby tedy wyznaczyé polozenie
punktu P2, poprowadzmy przez P? prosta m,, réwnolegly do I, a przez III.
prosta III P*, réwnolegly do A3‘, to punkt przeciecia sie prostych ITLP?® i m,
jest punktem krzywej ¢,.

Styczna s;, poprowadzona w tym punkecie do cykloidy skréconej, jest
prostopadla do prostej IIT P? i ¢, d.

Punkt poczatkowy P jakotez punkta Pr., z ktérymi schodzi sie¢ P po
jedno, dwu, ..n-krotnem odwinieciu sie kola % na proste] I, a nadto punkta,
3 2n-1
i b et
sig odwinie, sa wierzcholkami cykloidy skréconej ¢,. Na prostych, wyprowadzonych
z punktu poczatkowego P iz punktéw P~.. lezs punkta podwdjne krzywej ¢,.

13. Punkt P, lezacy w obrebie kola % i stale z niem polaczony, opisuje
podezas toczenia sig tegoz kola po prostej ! cykloide wydluZona ¢, (rys. 16.).
Jezeli przyjmiemy, Ze punkt poczatkowy P lezy na promieniu 0A kola k,
prostopadlym do prostej I, natenczas poszczegélne punkta i styczne Wyzna-
czamy podobnie jak dla cykloidy skréconej.

Na kazdej galezi cykloidy wydluZonej znajduja sie trzy wierzcholki i dwa
punkta przegiecia.

14. Jezeli prosta ! toczy sie po kole k (rys. 17.) natenczas dowolny punkt
tejze opisuje krzywa, ktéra nazywamy odwinieta kola.

z ktorymi schodzi sie¢ P, skoro pél, obwodu kola % na prostej I

Aby wyznaczyé poszezegélne punkta i styezne krzywej, ktéra opisuje
punkt styeznosei 4 prostej I z kolem £, podczas toczenia sie prostej, podzielmy
to kolo na drobme czesci A1, 12, 23,... i poprowadzmy styczne w punktach 1,
2, 3..., odmierzmy nastepnie na tych stycznych od punktéw stycznosci odeinki
14,, 24,, 34,,... odpowiednio réwne lukom A1, A2, ~ A3, to miejsce
geometryczne punktéw A; 4, A, jest odwinietg kola k. Proste 14,, 24,,.. sa
normalnymi odwinietej w punktach 4,, 4,.. Odwinieta kola sklada sie z dwu
galezi prostokatnie symetrycznych wzgledem prostej 04,

15. Niech beds dane dwa kola % i %, stykajace sie z soba w punkcie A.
Przyjmijmy najpierw, Ze kolo ruchome %, lezy poza obrebem kola stalego £,
to punkt, polgczony stale z %, opisuje podczas toczenia sie kola %, po k
krzyws, ktora nazywamy epicykloids,.

Punkt, leZzacy na obwodzie % opisuje epicykloide zwyczajna, punkt, le-
Zgey poza obrgbem kola 7, opisuje epicykloide skrécons, a punkt lezacy
w obrebie kola %, opisuje epicykloide wydluzona.
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Zaldzmy sobie wykredli¢ epicykloide e¢,, ktéra opisuje punkt styeznosel
A kO ky ik, jezeli &, toczy sie po k. Srodek O, kola k, opisuje kolo %,, za-
kreslone ze $rodka O promieniem 00, (rys. 18.).

Jezeli &, potoczy sie po L w ten sposéb, Ze nowy punkt styeznodei kél
k i &, zejdzie sie z punktem M, natenczas luk kola % o dlugoseci AM odwi-
nie sig na kole nieruchomem % Jezeli tedy z punktu przeciecia sie O, kola
k, z prosta OM zakreslimy kolo %, promieniem O, 4 i odmierzymy na obwodzie
tegoz luk MA,,, réwny dlugosci luku AM, natenczas otrzymamy punkt A,
epicykloidy e,. Styczna poprowadzona w punkcie 4, do krzywej ¢,, jest pro-
stopadla do prostej MA,.

Poszczegolne punkta epicykloidy danej mozZna z latwoscia wyznaczyc
postepujac w sposob nastepujacy: Dzielimy obwdd kola %, mna drobme czesci
A1=12,=23=.... i przenosimy takowe na obwdd kola z; 4AB==41, BC=23....
krelimy nastepnie z punktéw O,, O,,.. promieniem 0, 4, kola a z punktow
B, C,.. Iuki promieniami A1, 42... to punkta przeciecia sie A1, 42.. sa pun-
ktami epicykloidy. — 7% tej konstrukeyi wynika bezposrednio, ze krzywa c,
jest obwiednia kol, zakreélonych z punktéw B, C.. promieniami A1, 42...

Punkt stycznosei A jakotez wszystkie punkta, lezace na obwodzie kola
k, ktére z punktem A4 wyznaczaja wielokrotnodei calkowite obwodu kola %, sa
punktami zwrotu epicykloidy ¢,. Jezeli tedy stosunek promieni kol % i %, jest
wymierny, natenczas ilo$¢ punktéw zwrotu krzywej ¢, jest skoriczona, w prze-
ciwnym razie jest ta ilos¢ nieskonczenie wielka.

16. Przyjmijmy, Ze punkt P, opisujacy epicykloide lezy poza obrebem
kola %, na prostej 0O,, laczacej drodki kol % i k, (rys. 19.).

Celem wyznaczenia poszczegdélnych punktéw tej krzywej =zakredlamy
z punktu O; promieniem O, P kolo Z' i dzielimy k&, i %' punktami 1, 2... wzgle-
dnie 1', 2°.. na drobne czesci, odmierzamy nastepnie od A na obwodzie k cze-
sei AB, BC,... odpowiednio rowne lukom A1, 12... 1 kreSlimy z punktow
I, II,... luki promieniami P1/ P2’ a z punktéw przeciecia sie 0,, 0., O,... prostych
OB, OC z kolem k, luki promieniem O,P, to punkta przeciecia sie P,, PF,...
lukéw zakreSlonych z punktéw I i O,, IT i O, leza na epicykloidzie skréconej.

Proste BP,, CP,,.. sy normalnymi epicykloidy w punktach P, P,... —
Epicykloida skrécona posiada nieskonczenie wielks ilodé punktéw podwdjnych,
jezeli stosunek promieni kol % i %, jest niewymierny. Na kazdej galezi epicy-
kloidy skréconej znajduja si¢ dwa punkta przegiccia i trzy wierzcholki.

Punkta i styczne epicykloidy wydluzonej, ktora opisuje punkt P, lezacy
w obrebie kola ruchomego %, wyznaczamy podobnie jak punkta epicykloidy
skréconej. Zauwazy¢ nalezy, ze na kaidej galezi te] krzywej lezg dwa punkta
przegiecia i trzy wierzcholki (rys. 20.).

17. Jezeli kolo %k, lezy w obrebie kola stalego % i styka si¢ z niem
W punkcie 4, natenczas dowolny punkt P stale z k polaczony opisuje pod-
czas toczenia sie kola %, po kole % krzywa, ktéra nazywamy hipocykloida.
Zalézmy sobie wykreélié najpierw hipocykloide, ktéra opisuje punkt stycznosei
4 koL ki E,.

Srodek O, kola k, opisuje kolo i,, zakreslone ze $rodka O promieniem
00;,. Jezeli kolo k, potoezy sig tak, ze nowy punkt stycznodei kél & i k, zej-

dzie sig z punktem M, natenczas luk kola k, réwny dlugodci luku AM odwi-
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nie sie na kole 1. Kredlac tedy z punktu O,, w ktérym prosta OM przecina
sie z kolem k,, kolo %, 1 odmierzajac na obwodzie tegoz luk M4, réwny
m otrzymamy punkt 4,, z ktérym punkt 4 sig schodzi. Styczna poprowa-
dzona do hipocykloidy w punkecie A, jest prostopadla do proste] MA.

Poszczegblne punkta hipocykloidy mozna wyznaczy¢ sposobem nastepu-
jacym: Dzielimy obwdd kola ruchomego &, na czastki A1, 12, i przenosimy
takowe na kolo nieruchome %, wskutek czego otrzymujemy luki AB=BC=... 41
kreslimy nastepnie z punktéw O,, O,,.. kola k,, k... promieniem O4 a z pun-
ktu O kola %, k'y... promieniami O1, O2.. to odpowiednie punkta przecig-
cia sie tychze A,, A,,.. sa punktami hipocykloidy. Punkt stycznosci 4 kol k
i k, jakotez wszystkie punkta kola F, z ktérymi A4 podczas toczenia sig k,,
sie schodzi, sa punktami zwrotu hipocykloidy (rys. 21 a).

18. Jezeli promienn 0,4 kola ruchomego %, jest rowny polowie promienia
0OA kola stalego k, natenczas hipocykloida schodzi si¢ ze érednica AP (rys. 21.).

Jezeli bowiem kolo %, potoczy sig tak, ze punkt stycznosci kol % i &,
zejdzie si¢ z M, to punkt 4 zejdzie si¢ z punktem A4,, leZacym na srednicy
AOP, kat bowiem A, O,M jest dwa razy wickszy niz kat AOM, luki tedy
A.M i AM s3 réwne.

19. Przyjmijmy, Ze promien 7, kola ruchomego jest wigkszy niZz pél pro-
mienia r kola stalego a mmiejszy niz r i zaldéZmy sobie zbadaé wlasnosci hipo-
cykloidy opisanej punktem poczatkowym A (rys. 22.).

Jezeli k, potoczy sie po & i zajmie poloZenie I, natenczas A zejdzie sig
7z punktem A,, ktéry otrzymamy odmierzajac na kole % od punktu M dlu-
go$é uku A,M, réwna dlugosci luku AM kola k. Polaczmy punkt 4, ze sro-
dkiem O, i poprowadzmy przez O prosta OB réwnolegly do O, 4,, a przez
A, prosta A, O, rownolegly do OM, to spostrzezemy, ze odeinek BO,'=0',4%,
jest réwny réimicy r—r, promieni kél % i k;, a nadto Ze lukom BM, 4. M
i BA, odpowiadaja katy érodkowe réwne BOM—A, O, M=B0 ,A,—a a za-

Y T
tem BM-=r.a, A, M=v,.a, BA,=(r—r,)e a poniewaz A,M= AM, przeto
BA,—BA.

7 tego wynika: Hipocykloida opisana punktem kola %, o promieniu 7,
wiekszym niz polowa promienia » kola ruchomego schodzi si¢ z hipocykloida,
opisang punktem kola %' o promieniu #»'=r—r,, jeZeli kierunek obrotéw F,
i k' jest przeciwny.

20. Przyjmijmy w koticu, ze promien r, kola ruchomego % jest wigkszy
niz promien ,7¢ kola stalego, to natenczas mozna w sposob wskazany w po-
przednim artykule udowodnié¢, Ze hipocykloida opisana punktem stycznosci A
ko6l & i %, schodzi sig z epicykloida, opisana tymze punktem, jezeli kolo '
o promieniu ‘=7, —r po stronie wypuklej kola % sig toczy. (rys. 23.)

0 wyznaczaniu stycznych, punktow stycznosei i normalnych krzywej
narysowanej lecz nie okreslonej.

21. Jezeli znany jest zwiazek miedzy elementami tworzacymi krzywa -—
albo innymi slowy, jeZeli znane jest prawo tworzenia si¢ krzywej, natenczas
mozna wszelkie konstrukeye na tejze krzywej geometrycznie wykonaé. Jezeli
jednak mamy krzywa narysowana, ktérej prawa tworzenia sig nie znamy,
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natenczas nie mozna wprawdzie z cala Scislodcia rozwiazaé zagadmien rysun-
kowych, odnoszacych sig¢ do tej krzywej, atoli cel ten mozna osiagnaé w wiel-
kiem przyblizeniu za pomoca tak zwanych krzywych bledu. I tak n. p.

Zagadnienie 1: Wyznaczyé punkt stycznosei stycznej ,s% poprowa-
dzonej do krzywej ¢, narysowane]j lecz nieokreslonej (rys. 24.).

Rozwiazanie: PoprowadZmy przez dowolny punkt P, lezacy na stycz-
nej s, w poblizu tejze, sieczne PA, PB.. i podzielmy cieciwy 44,, BB,...,na
dwie réwne czesei Al=14,, B2=2B, . to miejsce geometryczne punktéw
1, 2,... jest krzywa ¢, ktéra przecina styczna s w jej punkeie stycznosei z krzywa
¢; punkt stycznosci bowiem mozna uwazaé¢ za punkt dzielacy nieskornczenié
malyg cigciwe, lezaca na stycznej, na dwie réwne czesei.

Zagadnienie 2: Wyznaczy¢ styczna poprowadzona do krzywej ¢ w pun-
kcie 4 (rys. 25.).

Rozwiazanie: Zakreslmy z punktu 4 kolo % i poprowadzmy sieczne
AB,, AB,,.. ktére przecinaja kolo ,k“ w punktach C,, C,... odmierzmy na-
stepnie od punktéw C,, C,.. w kierunkach AC,, AC,,.. odcinki C,D,, C,D,,
odpowiednio réwne cieciwom AB,, AB,.. i polaczmy punkta D,, D,... krzyws
¢, to kolo & przetnie sie z krzywa ¢, w punkcie C, przez ktére styczna, po-
prowadzona do ¢ w punkcie 4 przechodzi.

_ Zagadnienie 3: Przez dany punkt 4 poprowadzié normalng do krzy-

we] narysowanej ¢ (rys. 26.).

: Rozwigzanie: Zakreslmy z punktu A kola %, %,,.. ktére przecinaja
si¢ z krzywa ¢ w punktach B i B,, C i (... podzielmy nastepnie cieciwy
BB, CC,...na dwie réwne czefei Bl=1B,, C2=20,,... to miejsce geometryczne
¢ punktow 1, 2,... przecina si¢ z krzywa ¢ w punkcie 7, ktéry wyznacza jedne
normalng krzywej ¢, poprowadzona przez punkt A ; proste bowiem, wyprowa-
dzone z punktéw 1, 2,... prostopadle do cieciw BB, CC,,.. przechodza przez
spolny $rodek A kol %, k, .. prosta tedy wyprowadzona z punktu 7' do nie-
skoniczenie malej cieciwy przechodzi réwniez przez punkt A. i

0 krzywych wichrowatych.

22. Miejsce geometryczne punktu poruszajacego sie¢ w przestrzeni w spo-
sob ciagly jest krzywa wichrowats, jezeli caztery bezposrednio po sobie naste-
pujace punkta nie leza w ogélnosci na plaszezyznie.

Proste, laczace po dwa bezposrednio po sobie nastepujace punkta nazy-
wamy plaszezyznami stycznemi krzywej wichrowatej.

Plaszezyzny, przesuniete przez trzy bezpodrednio po sobie nastepujace
styczne 12, 23 — 23, 34—... nazywamy plaszezyznami $cisle stycznymi krzywej
wichrowatej.

Proste, poprowadzone przez punkt stycznosci prostopadle do stycznej na-
zywamy normalnymi. Wszystkie normalne krzywej, poprowadzone w jednym
punkecie, leza na plaszezyznie, ktérg nazywamy plaszezyzng normalng. Nor-
malng, ktora lezy na plaszezyznie dcidie stycznej nazywamy normalng gléwna ;
normalna, prostopadla do plaszezyzny scidle stycznej nazywamy binormalna.

23. Z okredlen podanych na czele poprzedniego artykulu mozna sobie
wyobrazi¢, ze krzywa wichrowata powstaje w sposéb nastepujacy:

Punkt porusza sie w przestrzeni na stycznej, réwnoczednie styczna obraca
sig okolo punktu stycznosei na plaszezyznie $cisle styeznej, a plaszczyzna
scidle styczna obraca sie okolo stycznej.
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Jezeli predkosé punktu niejednostajnie opéZniona jest w pewnem miejscu
Z réwna zeru, poczem punkt rozpoczyna ruch wsteczny niejednostajnie przy-
$pieszony, gdy tymezasem styczna okolo punktu stycznodei 1 plaszezyzna $cisle
styczna okolo stycznej niejednostajnie sig obracajs, natenczas w Z schodzg
sie dwa punkta, a przez Z przechodzs trzy styczne i cztery plaszezyzny scigle
styczne.

Taki punkt nazywamy punktem zwrotu.

Jeizeli predko$é obrotowa stycznej w pewnem miejsen ,z“ jest réwna
zeru, gdy tymeczasem punkt po stycznej jednostajnie postepuje a plaszczyzna
§cidle styczna jednostajnie okolo styczne]j sig obraca, natenczas schodzg sie
na stycznej ,z¢ trzy bezposrednio po sobie nastgpujace punkta, a nadto przez
»2% przechodza trzy bezposrednio po sobie nastepujace plaszezyzny écifle styczne.

Taka styczna nazywamy styczng zwrotu.

Jezeli w koficu punkt jednostajnie na stycznej postepuje a zarazem sty-
czna jednostajnie okolo punktu stycznosci sig obraca, gdy tymeczasem predkosé
obrotowa niejednostajna plaszczyzny écisle stycznej w pewnem miejscu 7, jest
réwna zeru, poczem ta plaszczyzna ruch obrotowy w kierunku przeciwnym
rozpoczyna, natenczas, cztery bezposrednio po sobie nastepujace punkta i trzy
bezposrednio po sobie nastepujace styczne krzywej leza na plaszczyznie ..

Taks plaszczyzne nazywamy plaszczyzng zwrotu

Dwie bezpodrednio po sobie nastepujace plaszezyzny scisle styczne krzy-
wej wichrowatej ¢, przecinaja si¢ podlug stycznej te] krzywej, a dwie bez-
poérednio po sobie nastepujace styczne, albo trzy bezposrednio po sobie na-
stepujace plaszezyzny scisle styczne przecinaja sie W punkecie owej krzywej.

Krzywa wichrowata moina tedy uwazaé za obwiednig plaszezyzny poru-
szajace] sie w przestrzeni w sposéb ciagly wedlug pewnego prawa. Dwie bez-
posrednio po sobie nastepujace plaszezyzny wyznaczajg styczng krzywej, a trzy
bezposrednio po sobie nastepujace plaszezyzny wyznaczaja punkt krzywej.

Pojecia krzywej raz jako miejsca geometrycznego punktéw, drugi raz
jako obwiedniej plaszczyzny sg dwoiste. Punktowi krzywej ¢, odpowiada pla-
szezyzna $cisle styczna krzywej dwoistej ¢'y, stycane] poprowadzonej do ¢, od-
powiada styczna krzywej ¢ls, a plaszezyinie scisle stycznej krzywej ¢, odpo-
wiada punkt lezacy na ¢!y, i wzajemnie.

0 rzedzie, stopniu i klasie krzywych wichrowatych algebraicznych.

94, Krzywe wichrowate dzielimy podobnie jak krzywe plaskie na krzywe

algebraiczne i1 przestepne.

Krzywe wichrowate algebraiczne, ktére na razie beda przedmiotem na-
szych badan, dzielimy podlug rzeddw, stopni 1 klas.

Przez rzed rozumiemy ilosé punktéw przecigeia sig dowolnej plaszczyzny
z krzyws.

Stopniem nazywamy ilo$¢ plaszezyzn stycznych, krzywe] wichrowatej,
dajacych sig przesunaé przez jedna prosts.

Przez klase rozumieé bedziemy ilosé plaszezyzn scisle stycznych, prze-
chodzacych przez jeden punkt.

W dalszym ciagu oznaczaé bedziemy literami ,m#, ,7<1 ,n¢ odpowiednio
rzed, stopien i klasg krzywej wichrowatej.

Wy

Celem zbadania jakie zwiazki miedzy rzedem, stopniem i klasa zachodza,
nalezy pl:zedewszystkiem poznac wlasnosci rzutéw krzy wej wichrowatej, a nadto
wlasnoscl przekrojow plaskich powierzchni rozwijaluej, opisanej na tej krzywej.

0 rzucie krzywej wichrowatej.

25. Rzut ¢', krzywej wichrowatej ¢, z dowolnego punktu O na dowolna
P]ia,szczyznq 7 jest miejscem geometrycznem rzutéw wszystkich punktéw tej
}_51'zywe‘]. Rzut s'; stycznej s, poprowadzone] w punkecie ,1% do krzywej e,
Jest styczng krzywej ¢', w rzucie 1' punktu ,1¢; styczna s, bowiem laczy dwa
bezposrednio po sobie nastepujace punkta krzywej c., prosta s, laczy tedy
rzuty ty.rchie punktéw, ktére oczywiscie bezposrednio na krzywej ¢, p(; sobie
nastepuja.

Plaszczyzna s, przesunieta przez srodek rzutéw O przecina krzywa wi-
chrowaty ¢, rzedu m-tego w ,m* punktach 4, B, €. &lad tedy I plaszczyzny
7 na plaszezyZnie rzutéw przecina sie z rzutem ¢/, w ,m* punktach A4, B, C'..,
ktére sg rzutami punktéw 4, B, C. A zatem: Rzed drutu krzywej wi-
chrowatej jest r6wny rzedowi tej krzywej.

Twierdzenie o réwnosci rzedéw krzywej i jej rzutu jest tylko woéwezas
wazne, jezeli srodek rzutéw O mie ma z krzywa nic spélnego.

Jezeli drodek rzutéw lezy na krzywej wichrowatej ¢, rzedu m-tego, na-
tenczas rzed rzutu tej krzywej jest réwny (m—1); plaszczyzna bowiem prze-
sur'uqt-a, przez srodek O przecina sig z plaszczyzna rzutéw podlug prostej 7, na
ktérej lezy (m—-1) punktéw rzutu ¢', krzywej c,.

Latwo zrozumieé, ze jezeli $rodek rzutéw O jest punktem ,%* krotnym
krzywej ¢, natenczas rzed rzutu ¢, jest réwny (m—Fk).

- Klasa rzutu krzywej wichrowatej ¢, jest ré6wna stopniowi
tejze.

Jakoz z okreslenia stopnia krzywej wichrowatej ¢, wynika, Ze przez do-
wolng prosta p, ktéra przechodzi przez $rodek rzutéw, mozna poprowadzié ,r*
plaszezyzn styeznych do tej krzywej, slady zaé tych plaszezyzn sa stycznemi,
poprowadzonymi przez slad P prostej p do krzywej ¢’,. JezZeli érodek rzutéw
f) Ieéy na stycznej s, poprowadzonej do krzywej ¢,., natenczas klasa rzutu ¢',
jest réwna (r—1); albo rzut stycznej s jest punktem.

W dowolnym punkecie krzywe] przecinaja sie — jak wiadomo — dwie
styczne. Jezeli tedy obierzemy dowolny punkt krzywe] wichrowatej ¢, za $ro-
dek rzutéw, natenczas klasa rzutu ¢/,, bedzie réwna (r—2); albowiem rzuty
dwu stycznych przecinajacych sie w punkcie O schodza sie w jednym punkcie *),

Jezeli rzut ¢', krzywej c. posiada ,i“ stycznych przegiecia t. j. takich
prostych, ktére posiadaja po trzy bezposrednio po sobie nastepujace punkta

*) Twierdzenia, ktére o warunkowem obniZeniu rzedéw wzglednie klas rzutéw krzy-
wyech wichrowatych uzasadniliémy, sprzeciwiaja si¢ pozornie ,zasadzie zachowania ilogei®.
Spl‘zecz‘nos'é ta okaZe sig jednak pozorna, jezeli zauwaZymy a) ze rzut punktu ,k“-krotnego
krzywej ¢w schodzacego sie ze Srodkiem rzutéw O jest nieoznaczonym punktem ,%k“ krotnym
rzutu krzywej ¢‘w, &) Ze rzut stycznej ,k“- krotnej s z punktu lezacego na prostej s‘jest krzywa
klasy k-tej, ktéra sig przedstawi w postaei ,,k“ punktéw, schodzacych sie w $ladzie S stycznej
¢ na plaszezyznie rzutéw.
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spélne, to te styczne sa czescia ladami plaszezyzn écidle styeznych, przecho-
dzacych przez $rodek rzutéw, czescia rzutami stycznych zwrotu krzywej e,.
Oznaczajac tedy ilos¢ plaszezyzn fcidle stycznych, dajacych sie poprowadzié
przez jeden punkt do krzywej ¢, litera ,n“ (klasa krz. ¢,), a ilo$¢ stycznych
zwrotu tejze krzywej litera & otrzymamy i—=n+4 3.

Rzut D punktu poprzedniego D krzywej wichrowatej ¢, jest punktem
podwdjnym rzutu ¢', te] krzywej, a rzuty sy i s'; stycznych s,,s,, poprowa-
dzonych w punkcie D do krzywej ¢, sa stycznemi, poprowadzonymi w pun-
kcle D do ¢

Jezeli jednak przez dowolny punkt, a wigc i przez srodek rzutéw mozma
poprowadzi¢ takie proste p,, p,... ktore przecinaja krzywa ¢, w parach pun-
ktow 4, 1 4,, B, i B,,... natenczas §lady prostych 04,4,, OB,B,,... sa pun-
ktami podwdjnymi krzywej ¢,.

Oznaczajac tedy litera D ilo$é punktéw podwdjnych krzywej wichrowa-
tej, a literg ,h* ilo$¢ dwusiecznych tej krzywej, dajacych sie poprowadzié
przez jeden punkt, wyznacza suma (D4h) ilosé punktéw podwéjnych rzutu
owe] krzywej.

Z okreélenia punktéw zwrotu krzywej wichrowatej ¢, wynika bezposrednio,.

ze rzuty tychze sa punktami zwrotu krzywej ¢'.. JezZeli jednak ze srodka rzu-
téw moZna poprowadzié styczne do krzywej ¢., to natenczas slady tych sty-
cznych na plaszezyznie rzutéw sg réwniez punktami zwrotu rzutu ¢’,; styczne
bowiem krzywej lacza po dwa bezposrednio po sobie nastepujace punkta sg
tedy rodzajem dwusiecznych krzywej ¢,., slady przeto stycznych, poprowadzo-
nych przez drodek O, na plaszezyznie rzutéw sa punktami podwéjnymi, kto-
rych styczne parami nakrywaja sie. A zatem: Ilodé punktéw zwrotu rzutu
krzywej wichrowatej ¢, jest réwna ilosei ;8% punktow zwrotu tejze powigkszo-
nej ilodcia ,0“ stycznych, dajacych sie z dowolnego punktu do krzywej c.
poprowadzié. '

Rzuty stycznych podwdjnych krzywej c. sg stycznymi podwojnymi rzutu
¢'w tejze krzywej.

Jezeli z dowolnego punktu, a wiec i ze srodka rzutéw, mozna poprowa-
dzi¢ do krzywej ¢, takie plaszezyzny styczne, ktére sie stykaja z ta krzywa
w parach punktéw 4, i 4,, B, i B,,.. to natenczas $lady tych pla.szczyzn na
plaszezyznie rzutéw sa stycznymi podwdéjnymi krzywej ¢.

Oznaczajac tedy litera ,y“ ilo§¢ plaszezyzn, przesunietych przez 4rodek

rzutéow, z ktorych kazda styka sie z krzywa ¢, w dwoch punktach, litery ,d“
za$ 1losé stycznych podwéjuych tejze krzywej, otrzymamy sume (y+d) jako
ilos¢ stycznych podwdjnych rzutu ¢’,.

. Pomiedzy rzedem, klasa oraz ilosciami punktow 1 stycznych szezegdlnych
rzutu krzywej wichrowatej zachodza tedy mastepujace zwiazki:

1) r=m(m—1) —2(D+d)—3(3+0)
2) m=r(r—1)—2(y+d) —3n+9)
3.) (r+3) — (B+e) =3 (r—n).

- Jezeli krzywa wichrowata nie posiada zadnych szczegdlnosci nadzwyczaj-
nych (D=0, =0, d=0, $=0) natenczas powyzsze wWzory upraszczaja si¢ w na-
stepujacy sposéb:

: 1#) r—m (m—1) —2h —38

2%) m=r(r—1) — 2y—3n
3%) m—pB) =3 (r—m).

== 1H ==

0 przekrojach plaskich powierzchni rozwijalnej opisanej na krzywej
wichrowatej.

26. Jezeli krzywg wichrowats ¢, uwaZamy za miejsce geometryczne pun-
ktu poruszajacego si¢ w przestrzeni wedlug pewnego prawa, natenczas proste
12, 23,... 1aczace po dwa bezposrednio po sobie nastepujace punkta tej krzy-
we), sa stycznymi, a plaszezyzny, przesunigte przez dwie bezposrednio po
sobie nastgpujace styczne sg plaszezyznami $cisle stycznymi tej krzywej. Nie-
skoficzenie waskie paski plaszezyzn écidle stycznych, zawarte miedzy 12 i 23,
23 1 34,.. tworzg powierzchnie II,, ktéra bez zlamania i bez pomarszczenia
mozna rozwina¢ na plaszezyznie. Jakoz sprowadzajac plaszezyzng 123 przez
obrét okolo stycznej 23 do plaszezyzny 234, plaszezyzng 234 przez obrét okolo
stycznej 34 do plaszezyzny 345 i t. d. sprowadzimy w koncu wszystkie pla-
szezyzny Scisle styezne, a wiec 1 wszystkie elementa powierzchni do jednej
plaszezyzny.

Z przytoczonych powodéw nazywamy powierzchnie /I, powierzchnia roz-
wijalna opisang na krzywej ¢,. Tworzace tej powierzchni sa stycznymi krzy-
we] ¢., a plaszezyzny styczne tejze sy plaszczyznami scigle stycznymi krzywej
¢y, na tych plaszezyznach bowiem leza elementa powierzchni, zawarte miedzy
dwiema bezposrednio po sobie nastepujacymi tworzacymi.

Przekrd] ¢, powierzehni rozwijalnej 71., opisanej na krzywej wichrowatej
¢r, plaszezyzna m jest miejscem geometryczmem punktéw przecigcia sie pla-
szezyzny s ze stycznymi, poprowadzonymi do krzywej ¢,, albo obwiednia
prostych, podlug ktérych plaszezyzny $cisle styczne krzywej ¢, przecinaja sie
z plaszczyzna 7.

Rzed tedy krzywej przekroju ¢, jest rowny ilodei stycznych krzywej e,
przecinajacych prosta, ktora lezy na plaszczyznie m A zatem: Rzed krzy-
wej cp jest rOwny stopniowi % krzywej c,.

Jezell przez dowolny punkt, lezacy na plaszezyZnie # poprowadzimy
styczng do krzywej ¢,, to przez te stycang przechodzi plaszczyzna styczna
powierzchni II, czyli plaszezyzna scisle styczna krzywej c¢.. A zatem:

Klasa krzywej przekroju powierzchni II, plaszczyzna
jest ro6wna klasie krzywej wichrowatej.

Jezeli krzywa przekroju ¢, posiada punkt podwdjny, to punkt ten jest
albo sladem na plaszczyZnie m stycznej podwojnej ¢ krzywej ¢, albo punktem
w ktérym dwie styczne #, i 4, krzywej ¢, przecinaja sie.

W pierwszym przypadku plaszezyzny styczne powierzehni II,, poprowa-
dzone wzdluz stycznej podwéjnej przecinaja sie z plaszezyzng  podlug stycznych
poprowadzonych w punkcie podwéjnym do krzywej ¢,, w drugim za$ przy-
padku plaszezyzny styczne, poprowadzone do powierzchni IT, wzdluz tworza-
cych # i, przecinaja si¢ z plaszczyzng =m podlug styeznych krzywej ¢,
w punkcie podwdjnym.

Jezeli tedy ,d* oznacza iloéé stycznych podwdjnych krzywej c., a %
oznacza ilo$¢ punktéw, lezacych na plaszezyznie II, w ktérych po dwie styczne
krzywej ¢, przecinaja sie, natenczas iloéé punktéw podwéjnych przekroju pla-
skiego powierzchni II- jest réwna (d4-z)¥).

' ¥) UWAGA, Skoro na plaszezyZnie = lezy ,z takich punktéw, w ktérych dwie two-
rzace pow:erzchm H przecma._]a. Sl@, przeto na zasadzie prawa. o zachowaniu IIOSGI IBZy na

kazdej plaszezynie ,z takich punktéw; miejsce geometryczne tychie jest zatem krzywa
rz¢du ¢ wlasnego przenikania si¢ powierzehni II, opisanej na krzywej wichrowatej Cyr
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Punkta przecigcia sig Z plaszezyzny 7 z krzywaf chhr?.Watad' c;:r . n:,e]-(t;-
rej powierzchnia rozwijalna jest opisana, 58 punktami podw-OJny}IIll_ I;y ki() ;;
albowiem przez punkt Z przechodz@. dwie tworzace Powwrzcamkrzr ,We_ .
bezposrednio po sobie nastepuja. Ato}l styczne, PoprOWadz?lne 0 : ]y;rz JW ;j
schodza sie ze $ladem plaszezyzny $cisle stycznej, poprowa zon;_]t 0 ; .Zodu
¢, w punkeie Z. Punkt Z jest tedy punktefn zwro!:u krzywe]j ¢p. Z tego pov
nézywa,my krzywa ¢. krzywa zwrotu powierzchni LT.,,. ' RIS x

Slad stycznej zwrotu krzywej c. na plaszczyz’me ﬂI-JBSt I‘O.W'IEBZ Pl:,lll de?;
zwrotu krzywej ¢,, na stycznej zwro.t-u schodzg sie bowiem dwie bezposredn

obie nastepujace styczne krzywe] Cu. . : '
S A zatemq:plijs'é punktéw zwrotu krzywej. p.rzekr‘oju plasklego powierzchni
rozwijalnej, opisanej na krzywej Wichrowaf;e‘] jest réwna (m-{:- jF :

Prosta, podlug ktérej plaszczyzna cidle styczna podwdjna krzywej c.

przecina sie z plaszezyzna 7 jest styczng podwdjng krzywej ¢,; prosta, lezaca .

na plaszczyznie m, przez ktérs przechodza dwie plaszezyzny fcile styczne
krzywej ¢, jest réwnies styczna podwojng krzywej cp. s :
Oznaczajac liters ,A“ ilosé plaszezyzn scisle stycznych Pod,W’OJDyCh, a li-
tera .g¢ iloé prostych, lezacych na plaszezyinie z, przez ktoreAprﬁec’zl'loizq
N 3 i ; s
po dwie plaszczyzny fcisle styczne krzywej ¢,, wyraza suma (g+4) 1losc sty
cznych podwdéjnych krzywej ¢p. il it
Wiadomo, %e na plaszezyznie zwrotu krzywej) wn_:hrowate.] leza po t’rzy.r
bezposrednio po sobie nastepujace styczne, na proste] tedy,b pndlrugd 131;01;)3
1 i tu, leza trzy bezposredni
laszczyzna 7 przecina si¢ z plaszczyz’n@ zwrotu, ; '
Eobie nz.stqpujadce punkta krzywej ¢,; slady przeto plaszczyzn zwrotu krzywej
wichrowatej sa stycznemi przegiecia ¢p. - ’ - ;
Tlo$¢ plaszezyzn zwrotu krzywej wichrowatej oznaczaé bedziemy litera 1,1a“:
Stosujac tedy do przekroju plaskiego powierzchni rozwijalnej, opisane]
na krzywej wichrowatej wzory Pliickera, otrzymamy :
1) n=r(r—1) —2(d+z) —3 (m+9F)
2) r=n(n—-1)—2(g+4)—3e
3) a— (m+#) =3(n—r). \ -
. Jezeli krzywa wichrowata nie posiada zadnych szczegélno.sm Iila,dzwycza’{
nych (d=0, $=0, A=0), natenczas wzory powyZzsze Upraszczajg sig W Sposo
nastepujacy :
1%) n=r(r—1)—2x— 3m
2%) r=n(n—1) —2g—3a
3%) a—m=3 (n—7r). ' ;
Powy#sze réwnania w polaczeniu z réwnaniami, wy_prowadzonemI w art. ?0.
daja nam szedé zwigzkow miedzy dziewiecioma ilosciami g, h, m, n, 7, @, ¥, @1 8.
L) r=m(@m—1)—2h—38
IL) m=»(r—1)—2y—3n
IIL.) (n—p)=3 (r—m)
1IV.) n=r (r—1)—2x—3m .
V) r=n(n—1)—2¢9—3a ]
VL) a—m=3 (n—r), za pomoca ktérych z trzech danych
mozna dalszych szes¢ obliczy¢.

e P e

Atoli z réwnan IIL i IV. wynika, Ze miedzy ilosciami #, # i 8 zachodzi
zwiazek r (r—4)=2248; a z réwnan IL i VI otrzymamy z latwoscia zwia-
zek r (r 4)=a+2y; grupy tedy r, z i § tudziez r, @ i #.... 83 niedopuszczalne,
jezell rdwnanie o szesciu niewiadomych (I—VL) ma by¢ oznaczone.

0 powierzchniach stozkowych i walcowych.

L. Najprostsza powierzchnie rozwijalna tworzy prosta /, przechodzaca
przez staly punkt W i dlizgajaca sie po linii krzywej ,c“. Taka powierzchnie
nazywamy powierzchnia stozkowa. Punkt W nazywamy wierzcholkiem albo
srodkiem, a krzywsg ,c“ nazywamy kierownica powierzchni stozkowej.

Jezeli wierzcholek W leiy w nieskoficzonosci, natenezas powstaje po-
wierzchnia walcowa; tworzace walca sa tedy réwnolegle,

Rzedem powierzchni nazywamy ilodé punktéw, w ktérych dowolna prosta
przecina powierzchnie. Jezeli tedy prosta ,p“ przecina sie z powierzchnia stoz-
kowa w ,m* punktach, natenczas dowolna plaszczyzna, przesunieta przez ,p“
przecina si¢ z tg powierzchnia podiug krzywej rzedu m-tego, plaszczyzna zas
(W, p), przesunicta przez wierzcholek i przez prosta ,p“ przecina powierzchnie
stozkowa (W, ¢) podlug ,m“ prostych, przecinajacych sie w wierzcholku;
punkt W jest tedy punktem pm“-krotnym powierzchni (W, ¢).

2. Plaszezyzneg, przesuniets przez dwie bezposrednio po sobie nastepujace,
tworzace WA i WA, albo granice (W, s) do ktérej dazy plaszczyzna WAB,
Jezeli tworzaca WB bez kovica do tworzgce) WA sig zbliza, nazywamy pla-
Szczyzng styezng, poprowadzona do powierzchni. stozkowe) (W, ¢) wzdluz
tworzacej WA (rys. 27.)

Krzywa ¢,, poprowadzona na powierzchni stozkowej (W, ¢) przecina two-
rzace WA i WA* w dwéch bezposrednio po sobie nastepujacych punktach 4,
1 Ay, ktére wyznaczaja styczma §;, poprowadzong w punkcie 4, do krzywej
¢ ; styczna s, lezy tedy na plaszezysnie (W, s).

A zatem: Styczna, poprowadzona do krz
powierzchni stozkowej i tworzaca,
punkt stycznodci owej stycznej,
Styczna powierzchni stozkowej.

Tlosé plaszezyzn stycznych dajacych sie poprowadzié¢ z jednego punktu
do powierzchi stozkowej , nazywamy klasy tejze powierzchni.

Klasa powierzchni stozkowej jest réwna stopniowi kierownicy. Jakoz po-
laczmy dowolny punkt X z wierscholkiem W powierzchni (W, ¢) i popro-
wadZmy przez punkt przeciecia sie D prostej WX z plaszczyzna, na ktorej
lezy kierownica ¢, styczne s,, s, ... do tej krzywej, to plaszczyzny W, s,,
W, s .8 plaszezyznami stycznymi powierzchni (W, ¢) wzdluz tworzacych
WC, WE... poprowadzonych przez punkta stycznosci Ci E kierownicy ,¢* ze
Stycznemi s,, s, ...

ywej, lezacej na
poprowadzona przez
Wyznacza]jg plaszczyzne

0 rzutach powierzchni stozkowych i walcowych,

3. Wierzcholek i kierownica wyznaczaja powierzchnie stozkowa. W dal-
Szym ciagu nie nehybiajac ogélnodei rozumowad i konstrukeyj, przyjmowaé
bedziemy, e kierownica Jest krzywa plaska. Jezeli tedy dana jest plaszczyzna,
na ktérej kierownica lezy, a nadto dane sa rzuty kierownicy i wierzcholka,
natenczas powierzchnia stozkowa jest Wyznaczona,

Geom. wykresina. *i - 2
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Zagadnienie 1. Wykreslié rzut srodkowy powierzchni stozkowe] , je-
zeli dany jest rzut ¢’ kierownicy, leZacej na plaszczyznie 7 (% 2) i rzut W*
wierzcholka, lezgcego na prostej [ (T, Z) (rys. 28.).

Rozwiazanie: Proste W1/, W2'.... laczace rzut W wierzcholka z pun-
ktami 14, 2/,.. krzywej ¢' sa rzutami tworzacych W1, W2,. Slady T, 1 Z,',
T, i Zy,... tworzacych W1, W2,... leza na Sladach plaszezyzn, przesunigtych
przez proste I i W1, 1 1 W2

Miejsce geometryczne ¢, punktow Ty, T, ... jest dadem tlowym, a miejsce
geometryczne ¢, jest sladem zbiegu powierzchni stozkowej. Krzywe ¢; 1 ¢' s3
homotetyczne (podobne w podobnem polozeniu); albowiem $lady T.7T, i 7' %1
T,T, 1 Z,'Z,".. plaszczyzn, przesunigtych przez tworzace W1ii W2, W1i W3,..
sa réwnolegle, a proste TyZ;" 1,7, ... przechodzg przez punkt W, ktéry jest
érodkiem podobienstwa.

$lad zbiegu powierzchni walcowej jest punktem Z' (rys. 29.).

Pomiedzy rzutami tworzacych powierzchni stozkowej i walcowej zaslu-
guja na uwage styczne W'A', W'B' wzglednie Z'A’ i Z'B', poprowadzone
z punktu W' wzglednie 7' do rzutu ¢': na tych stycznych bowiem schodzg sie
rzuty dwu bezposrednio po sobie nastepujacych tworzacych, sa one przeto
$ladami plaszezyzn stycznych, poprowadzonych ze irodka rzutéw do powierzchni.

Zagadnienie 2. Wykreélié rzuty prostokatne powierzehni stozkowej,
jezeli dane sa rzuty W' i W wierzcholka, rzut poziomy ¢’ kierownicy ¢,
a nadto $lady = i =, plaszezyzny, na ktérej kierownica lezy (rys. 30.).

Rozwiazanie: Proste W'1'i W2, W i W2v ... laczace rzuty wierz-
cholka z odpowiednimi rzutami punktéw 1, 2, ... kierownicy ¢, sa rzutami
tworzacych W1, W2.

Styczne W'A* i W'B', poprowadzone do rzutu ¢' sg dadami poziomymi
plaszezyzn stycznych powierzchni (W, ¢) prostopadlych do plaszczyzny pozio-
mej rzutéw, a styczne Wi 4 i W' D“ poprowadzone przez W do rzutu ¢"
sa &ladami pionowymi plaszczyzn stycznych powierzchni (W, ¢), prostopadiych
do plaszezyzny pionowe] rzutéw; albowiem na prostych W'A'i W'B' schodzg
sig po dwa rzuty poziome dwu bezposrednio po sobie nastepujacych tworza-
cych, na prostych zas W ¢+ i W"D" schodza sie po dwa rzuty piomowe
dwu bezposrednio po sobie nastepujacych tworzacych powierzchni stozkowej.

Jezeli rzut pionowy ¢ kierownicy ¢ nie jest narysowany natenczas mozna
proste W C" 1 W D" sposobem nast¢pujacym wyznaczyé: Prowadzimy przez
wierzcholek W prosta ,p“, prostopadla do plaszezyzny pionowe] rzutdow 1 wy-
znaczamy punkt przeciecia sig P(PP") tej prostej z plaszczyzng kierownicy,
kredlimy nastepnie z rzutu P* styczne PD i PO do krzywej ¢!, to te styczne
sy rzutami poziomymi prostych WD i WC.

Punkt M, lezacy w obrebie kata, ktéry ogranicza rzut poziomy powierz-
chni (W, ¢), moina uwaza¢ za rzub poziomy kilku punktéw, lezacych na po-
wierzchni stozkowej; prosta bowiem, wyprowadzona z punktu M' prostopadle
do plaszczyzny poziome] rzutéw przecina powierzchnig stozkowa W punktach,
ktorych ilosé jest rowna rzedowl tejze.

Celem wyznaczenia rzutow pionowych tych punktéw, wyznaczamy punkta
przecigeia sig X', Y',... proste] W'DM' z rzutem c', a nadto rzuty pionowe X,
Y. to proste W*X", W"XY"..sa rzutami pionowymi tworzacych, ktérych
rzuty poziome schodza si¢ na prostej W* M, prowadzac tedy przez M' prosto-
padla do osi & otrzymamy punkta M,", M,"...

y Z a I;g) adn 1 eni }: : Wykreslié rzuty aksonometryczne a) powierzchni stoz-
KOWe owierzchni : . - = ;
d OWO‘{I,lej. P ni walcowej, ktérych kierownice leza na plaszezyZnie

0 konstrukeyi pla.szczyzq stycznych, poprowadzonych przez dany punkt
do powierzchni stozkowej i walcowej.

4. Wiadomo, Ze plaszczyzna, przesunieta przez
do kierownicy powierzchni stoz’kong (W, cfi }izez tit{)izzjasﬁfgopli{?o"::diizz
punkt stycznosci owe]j stycznej przechodzi, jest plaszczyzng styczna: OWierIz)chn'
(W, c%)lwe wszystkich punktach prostej WS. 5 :
aszezyzny styczne tedy powierzchni stozkowej i
P,_ przec]%odzak przez prosta T’T”I.;, ktora laczy ow pi;lirzzesi?;fzzhizfizm%mn]:
w1erz'ehn1, a nadto przez styczne, wyprowadzone do kierowniéy ¢ = unkrt)u
w ktérym prosta WP plaszezyzne kierownicy przecina. v ¢ :
=y Zag adgie nie 1. Wyznaczyé plaszezyzny styczne powierzchni stozko-
ér()_]d ,koli‘;zsl.lul(l;;z g;z)ez punkt P; konstrukecya ma byé wykonana w rzutach
_Rozw-lqza,nie: Polgczmy punkt P, lezacy na proste] m (T, Z,°)
Z Wlerz,eholkwm W powierzchni i wyznaczmy slady 7, i Z,’ prostej iW’iP
przesunmy nastepnie przez te prosts plaszczyzne =n! (¢, 21‘)2i Wyznaczm :
prostg d, podlug ktoérej ta plaszezyzna przecina sig z plaszezyzna ]a'erownicy
w (¢, &), to punkt przeciecia sie D prostych WP i d jest punktem, w ktoér 4
prosta ?Vlf‘ przecina plaszczyzne kierownicy danej powierzchni. : o
; Jezeli tedy wyprowadzimy z rzutu I* styczne s, 1 ‘.. do krzywej ¢’
1 wyznaczymy punkta T, i Z," tudziez T, i Z,', w ktérych Zowe styczne z Jro—
stemi ¢ i &' przecinaja sie, to te punkta sg $ladami stycznych s, i s pol}:))ro-
zlvzafizo;y;h _p]j;ezz punkt D do kierownicy ,c“; proste zatem Tzi'f3 1 2427;'Z3‘ tu-
1 4,7 S i
Wierzehgn : 4(m 62) ;r ;:azs;idsil glaszczyzn stycznych, poprowadzonych do po-
Zagadnienia: Rozwiazaé powyz ieni
katnych &) w rzutach aksono?netryljazn;rcz}i.ze B iy
: Zag a dnienie 2: Przez punkt P poprowadzié¢ plaszczyzny styczne do
powierzchni walcowej; konstrukeya ma byé wykonana w rzutach akson
trycznych (rys. 32.). o
Rozwigzanie: Kierownica ,c powierzchni walcowej niech i
:;izn_::lzona. 1& pomocy rzutu ff,ksonometrycznego ¢q 1 Sladow Ui Ve U, ﬂ]:fg;;i
kOte‘z in];:a: Ptm'.e!] ta klerowmca.]eiy.; kierunek tworzacych powierzchni ja-
2o pu I.uech b(;dz_ad f)deWleIllO wyznaczone za pomocs rzutow aksono-
e rygznych la'l P, tudziez rzutéw aksonometrycznych poziomych 7,41 P’
g ‘:I{);;);vzdz;nyll‘arzez A _pros:t@ My, réwpole.glq do I,, a przez P pros:q
i akS% @0 0t o'y t0 Ma 1 Ma' 4 odpow%edmo rzutem aksonometrycznym
P leudme Tyeznym poziomym prostej ,m“, poprowadzone] przez punkt
At g kto, prostej . Wyfnaczm.y nastepnie rzut aksonometryczny D,
s , W o’rym prosta nt® przecina plaszczyzne kierownicy ¢, i popro-
g g s‘]_alrz:azen stycznf_s Sty @ 8% 'do krzywej c., to slady poziome tychze
- «* leza na proste] U. ¥V, a slady pionowe V.5 i V.= leza na S$ladzie
plonowym U, Wa. Laczge tedy slad poziomych H,” prostej m z punktami

*
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Hs i H,» otrzymamy $lady poziome, a laczac $lad V.m z punktami V,%
i V. otrzymamy $lady aksonometryczne pionowe plasgczyzn stycznych, popro-
wadzonych przez punkt P do powierzchni walcowej. '

Zagadnienia: Rozwiazaé powyzsze zagadnienia @) w rzutach pro-
stokatnych b) w rzutach érodkowych.

Zagadnienie 3: Wyznaczyé plaszczyzny styczne powierzchni stozko-
wej, rownolegle do prostej /; konstrukcya ma by¢ wykonana w rzutach pro-
stokatnych (rys. 33.).

Rozwiazanie: Niech beds dane $lady m; i @, plaszezyzny, na ktérej
kierownica ,c“ powierzchni lezy, a nadto rzut poziomy ¢’ tejze. Poprowadzmy
przez rzuty W’ i W* wierzcholka W proste m i m' odpowiednio réwnolegle
do I' i I, to m' i m" sa rzutami prostej ,m“, przesunietej przez punkt W
réwnolegle do prostej . Wyznaczmy nastepnie rzut poziomy I’ punktu D
w ktérym prosta m przecina plaszezyzne kierownicy i poprowadZmy przezen
styczne s, i s,' do krzywej ¢'; rzuty pionowe s, i s," otrzymamy z latwoscia,
proste bowiem s, i s, leza na plaszczyznie = (w;, ,). Jezeli tedy przez proste
sy 1 m tudziez s, 1 m przesuniemy plaszczyzny, to one sa plaszczyznami sty-
cznymi, poprowadzonymi do powierzchni walcowej 1 réwnoleglymi do prostej I.

Zagadnienia: Rozwiazaé powyzsze zagadnienie a) w rzutach $rodko-
wych b) w rzutach aksonometrycznych.

Zagadnienie 4: Wyznaczyé plaszezyzny styczne powierzchni walco-
wej, rownolegle do prostej /: konstrukcya ma byé przeprowadzona a) w rzu-
tach srodkowych &) w rzutach aksonometrycznych (rys. 34. a i D).

Rozwigzanie: a) kierownica ,¢“ niech bedzie wyznaczona zapomocsg
rzutu ¢' i sladéw ¢ i z' plaszezyzny na ktorej lezy. Slady zbiegu Z‘ i Z', wy-
znaczajg odpowiednio kierunek tworzacych powierzchni i kierunek prostej I.

Jezeli polaczymy punkta Z' i Z,' natenczas otrzymamy s$lad zbiegu 2,
plaszezyzn réwnoleglych do prostej 7 i do tworzacych powierzchni walcowej ;
prosta ZZ' jest tedy sladem zbiegn plaszczyzn stycznych powierzchni, czy-
niacych zado$¢ warunkom zagadnienia.

Poprowadzmy przez punkt przeciecia sie Z, prostych z' i Z'Z, ' styczne
s, s,' do rzutu ¢' kierownicy i wyznaczmy slady tlowe T, i T,, to proste ¢,
1 t,, poprowadzone przez T, i T, rownolegle do Z‘Z,' sa $ladami tlowymi
plaszezyzn stycznych powierzchni walcowej, réwnoleglych do prostej, ktorej
$ladem zbiegu jest punkt Z, ‘.

b) Niech bedzie dany rzut aksonometryeczny e, kierownicy ,¢“ i Slady
U,Va., U, W, plaszczyzny, na ktorej ta krzywa lezy; niech nadto dane beds
rzuty 't., ', tworzacej powierzchni, przechodzacej przez punkt ,1¢ kierownicy
,c% 1 rzuty l., l,' dowolnej prostej.

Poprowadzmy przez punkt A4 (4., A.'), lezacy na tworzacej 'f, prosta m
(ma, m,'), rownolegly do ,I“ i wyznaczamy rzut aksonometryczny D, punktu
w ktérym prosta m przecina plaszczyzne kierownicy, polaczmy nastepnie
punkta 1, i D, i poprowadzimy styczne ‘s, i *s, do rzutu ¢, réwnolegle do
prostej 1,0),, to te styczne sy Sladami na plaszczyznie kierownicy plaszezyzn
stycznych powierzchni walcowej réwnoleglych do prostej 7 1 t. d.

Zagadnienie: Rozwigza¢ powyisze zagadnienie w rzutach prosto-
katnych.

— P

0 konstrukeyi punktow przecigcia sig powierzchni stozkowych
i walcowych z liniami prostymi i krzywymi.

5. Celem wyznaczenia punktéw przeciecia sig prostej I z dowolna po-
wierzchnig II przesuwamy przez ,l¢ plaszezyzne m i kre§limy krzywa ¢,
podlug ktérej = i II przecinajg sie; punkta przeciecia sie prostej 7 z krzywa
,¢“ s punktami, w ktérych prosta ,“ przecina powierzchnie II.

Zagadnienie 1: Wyznaczy¢ punkta przecigcia sie prostej I z po-
wierzchnig stozkows (W, ¢), ktérej kierownica lezy na plaszczysnie OXY;
konstrukcya ma byé wykonana w rzutach aksonometrycznych (rys. 35.).

Rozwigzanie: Poprowadsmy przez rzuty W, i W, wierzcholka W
proste m, 1 m,' odpowiednio réwnolegle do 7, i 7,/ i wyznaczmy §lady akso-
nometryczne poziome I, i H,™ prostych I i m, to H,}H,” jest $ladem akso-
nometrycznym poziomym plaszczyzny (W, I) przesunietej przez wierzcholek
stozka 1 przez prostg l. Y.gczac tedy punkt W, z punktami przeciecia sie 1,
2, krzywej ¢, z prostg H,H," otrzymamy proste, ktére przecinaja sie z prosta
I, w punktach I, i II,. Punkta I, i II, sg rzutami aksonometrycznymi punktow
przecigcia sie prostej ! z powierzchnig stozkowa.

Zagadnienia: Rozwiazaé powyZsze zagadnienia w rzutach a) $rod-
kowych b) prostokatnych.

Zagadnienie 2: Wyznaczyé punkta przeciecia sie prostej I z po-
wierzchnig walcows; konstrukeya ma byé wykonana w rzutach érodkowych
(rys. 36.).

Rozwiagzanie: Przyjmijmy, Ze kierownica ¢ lezy na plaszczyznie =
(£, #'); kierunek tworzacych powierzchni niech bedzie wyznaczony sladem
zbiegu Z', a prosta ! §ladami 7, i Z,’. Przesuimy przez prosta ! plaszczyzne
' (¢, "), réwnolegla do tworzacych powierzchni walcowej, i wyznaczmy
prosty d, podlug ktérej plaszezyzny = i ! przecinaja sie, polaczmy nastepnie
slad Z' z punktami A4' i B, w ktorych prosta d' przecina sie z krzywa ¢!, to
proste Z‘A' i Z'B' przecinaja prostg Y w punktach 1' i 2, ktére sa rzutami
punktéw przeciecia sie prostej ! z powierzchnia walcowa.

Zagadnienia: Rozwigzaé powyizsze zagadnienie w rzutach a) prosto-
katnych &, aksonometrycznych.

Zagadnienie 3: Wyznaczy¢ punkta przeciecia sie plaszezyzny (ma,
m,) z krzyws wichrowata ¢, (¢.', ¢.'').

Rozwigzanie: Uwazajmy rzut poziomy ¢, krzywej ¢, za rzut po-
ziomy ¢' krzywe] ¢, lezacej na plaszczyznie m, i wyznaczmy rzut pionowy ¢
tejze, to krzywe ¢” i ¢, przetna sie w punktach, ktére sa rzutami piono-
wymi punktéw przeciecia sig plaszczyzny m z krzywa e,.

Ziagadnienie 4: Wyznaczy¢ punkta przeciecia sie¢ krzywej wichro-
wate] ¢, (¢, ¢"') z powierzchnia stozkowsa (W, ¢), ktérej kierownica lezy na
plaszezyZnie poziomej rzutow.

Rozwigzanie: Przesunimy przez wierzcholek W i przez krzywa e,
powierzchnig stozkows (W, ¢.) i wyznaczmy $lad poziomy tejze ¢,, to krzywe
¢ 1 ¢ przecinaja sie w punktach 4, B,.. przez ktére przechodza tworzace
spélne powierzchni (W, ¢) i (W, ¢,). Tworzace tedy WA, WB,.. przecinajg
krzywa ¢, w punktach, ktére leza na powierzchni stozkowej (W, ¢).
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0 przekrojach powierzchni stozkowych i walcowych plaszezyznami,

6. Dwa przekroje ¢ i ¢, powierzchni stozkowej (W, ¢) plaszczyznami m
i #' sa krzywemi $rodkowo kolineacyjnymi. Wierzcholek stozka jest srodkiem.
a prosta ,#%, podlug ktérej plaszezyzny m i m! przecinajg sie, jest osig koli-
neacyi. Punkta odpowiednie 4 i 4, B i B,.. krzywych ¢ i ¢, lezg na two-
rzacych powierzehni, a odpowiednie cigciwy AB i A B,,.. jakoteZ styczne,
poprowadzone do krzywych ¢ i ¢, w punktach odpowiednich, przecinaja sie
na osi kolineacyi 7.

Punktom podwéjnym i punktom zwrotu krzywej ¢ odpowiadajg punkta
podwéjne 1 punkta zwrotu krzywej ¢, a stycznym podwdéjnym i stycznym
zwrotu krzywej ¢ odpowiadaja styczne podwéjne i styczne zwrotu krzywej c,.

Osi wzajemne » i £ ukladéw = i =!, Srodkowo kolineacyjnych, otrzy-
mamy, prowadzac przezsrodek W plaszczyzny #' i z,' odpowiednio réwnolegle
do m i #! i wyznaczajac proste, podlug ktérych plaszezyzny = i #‘ tudziez
w! i #'; przecinajs sie.

Jezeli o8 r, podlug ktérej plaszezyzny m i @', przecinajs sie, posiada
z krzyws ,c%, ,n“ rzeczywistych punktéw spdlnych, natenczas krzywa ,¢
rozciaga sie w ,n% kierunkach do nieskonczonosci; jezeli zad of #z,, podlug
ktérej plaszczyzny m! i @' przecinaja si¢, posiada z krzyws ,¢“ ,n¢ punktow
rzeczywistych, natenczas krzywa ,c¢“ rozcigga sig w ,»“ kierunkach do nie-
skonczonosei.

Przekroje powierzchni stozkowej plaszczyznami réwnoleglymi sa podobne
w podobnem polozeniu (homotetyczne), os kolineacyi bowiem lezy w nieskon-
czonosci a érodek w skonczonosel.

Przekroje powierzchni walcowe]j plaszezyznami sa krzywymi powinowa-
tymi, albowiem érodek kolineacyi lezy w nieskonczonosci a o§ w skonezonosci.
Wiadomo, Ze osi wzajemne ukladéw powinowatych leza w nieskonczonosci.
Jezeli tedy krzywa, podlug ktérej dowolna plaszczyzna przecina powierzchnig
walcows, rozciaga sie w ,n“ kierunkach do nieskonczonosci, natenczas wszyst-
kie krzywe plaskie, lezgce na tej powierzchni rozciagaja si¢ roOwniez w ,n“
kierunkach do nieskonczonosci.

Plaszczyzny réwnolegle przecinajs powierzchnie walcows podiug krzy-
wych przystajacych, albowiem srodek i o8 kolineacyi tych krzywych leza
w nieskonczonosei.

7. Rzuty ukladéw érodkowo kolineacyjnych z dowolnego punktu na do-
wolng plaszezyzne sa rowniez srodkowo kolineacyjne; jezeli tedy wyznaczymy
rzut $rodkowy lub réwnolegly powierzchni stozkowej (W, ¢), a nadto rzuty
¢' i ¢y przekrojéw plaskich tych powierzchni, natenczas krzywe ¢’ i ¢, beds
$rodkowo kolineacyjne; rzut W' wierzcholka powierzchni jest srodkiem, a rzut
¢ prostej, podlug ktérej plaszczyzny krzywych ¢ i ¢, przecinajg sie, jest osig
kolineacyl.

Rzuty réwnolegle przekrojéw plaskich powierzchni walcowej sg powino-
wate, rzuty za$ Srodkowe tych przekrojow sa w ogolnosci srodkowo kolinea-
cyjne, albowiem rzuty tworzacych powierzchni walcowej przecinaja sie w je-
dnym punkeie.

Jezeli jedna z plaszczyzn, przecinajacych powierzchnig stozkows (W, ¢)
n. p. ! jest plaszezyzng pozioms rzutéw, natenczas slad = plaszeczyzny =
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jest osig kolineacyi a Slad poziomy z, plaszezyzny, przesunietej przez wierzcho-
lek W réwnolegle do plaszezyzny =, jest osia wzajemns ukladu ' ktérej od-
powiada w ukladzie w prosta, lezaca w nieskonczonosci.

Zagadnienie 1: Dana jest powierzchnia stozkowa (W, ¢,) ktorej kie-
rownica ,¢,“ leZy na plaszczyznie poziome] rzutéw, dana jest nadto plaszezy-
zna 7 (7, 7,); WyznaczyG przekrd] powierzchni danej plaszczyzna m (rys. 37).

Rozwigzanie: Rzut poziomy ¢' krzywej ¢, podlug ktérej plaszezy-
zna 7 przecina powierzchnie (W, ¢,) jest srodkowo kolineacyjny z kierownics
¢,; Slad poziomy 7, jest osia a rzut W' jest srodkiem kolineacyi; of wzajemna
z,;, odpowiadajaca proste] ukladu =, leZzacej w nieskonczonodci, jest sladem
poziomym plaszczyzny, przesunigte] przez wierzcholek W réwnolegle do pla-
SZCZYZLY TE.

Pekowi promieni Z,' (@, b,,...) ukladu =,, kidrego wierzcholek Z,' lezy
na osi 2, odpowiada w ukladzie # pek promieni @, b... réwnoleglych do WZ,
rzuty poziome przeto a’, &',... elementéw tego peku sg rownolegle do promie-
nia W'Z',.

Wyznaczmy tedy punkta przecigcia sig sie 1, i 2,, 3, i 4,... promieni a,,
by,.. z krzywa ¢, a nadto punkta przeciecia si¢ tychze T, T,,.. z osia koli-
neacyi 7s, poprowadZzmy nastepnie przez punkta T, T,,.. promienie o', ¥'..
réwnolegle do W'Z’ i polaczmy W’ z punktami 1,, 2,,... to punkta przeciecia
sie 1’1 2' promieni @'d"... z promieniami W'1, i W'2, i t. d. sg punktami rzutu
¢' krzywej przekroju e. Styczna s, poprowadzona w punkcie 1, do kierownicy
¢, przecina si¢ z osig m, w punkcie T, prosta tedy T'1‘ jest styczng rzutu ¢
w punkeie 1 i t. d.

Rzuty poziomy ¢,' i pionowy ¢, krzywej przekroju ¢, sg powinowate.
Kierunek tego powinowactwa jest prostopadly do osi #, a 0§ powinowactwa
jest prosta, na ktérej schodzg sie rzuty # i ¢ prostej #, podlug ktérej pla-
szczyzna 7 przecina sie z plaszezyzna, dzielaca kat, zawarty miedzy plaszezy-
znami rzutéw, na dwie rowne czedci. Jezeli tedy sposobem ogélnym wyzna-
czymy rzut pionowy 1,” punktu ,1,%, leZacego na krzywej ¢,, natenczas za
pomocs powinowactwa miedzy ¢,' i ¢, moZna z latwodcia rzuty pionowe
dalszych punktow krzywej ¢, jakotez styczne krzywej ¢, wyznaczyé.

Zagadnienie 2.: Majac dany slad poziomy ¢; i rzuty W', W* wierz-
cholka powierzchni stozkowej , wyznaczyé $lad pionowy tej powierzchni (rys. 38.).

Rozwigzanie: éla.dy poziomy ¢; 1 pionowy ¢, powierzchni stozkowej
sa krzywemi srodkowo kolineacyjnemi; o$ ,x% jest osig kolineacyi, a wierzcho-
lek W powierzchni jest $rodkiem kolineacyi; proste r iz, poprowadzone przez
rzuty W i W' réwnolegle do ,x“ sg osiami wzajemnymi.

Jezeli plaszczyzne pozioms rzutéw obrdcimy okolo osi z, a plaszezyzne
(W, z,) okolo osi z,, tak, aby obydwie zeszly si¢ z plaszczyzna pionowsa rzu-
téw, natenczas zwiazek $rodkowo kolineacyjny miedzy krzywemi ¢; i ¢, nie
bedzie zniszezony. Srodek kolineacyi po kladzie owych plaszczyzn na plaszezy-
zne pionows rzutéw schodzi sie z kladem (W) wierzcholka.

PoprowadZmy tedy przez punkt Z,', lezacy na osi #,, promienie a,, b,,...
a przez punkta przeciecia sie tychze T, T,,.. z osia z proste a, b,.. réwno-
legle do promienia (W) Z,‘, to proste a, i a, b, i b,... sa elementami odpo-
wiednimi ukladéw plaskich ¢; i ¢,; promienie tedy (W)1,, (W)2,,.. poprowa-
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dzone przez punkta przecigcia si¢ 1,, 2,.. promieni a,, b,... z krzyws ¢, prze-

cinajg proste @, &,.. w punktach lezacych na sladzie pionowym e, powierzchni
stozkowej.

Zagadnienia: Wyznaczyé $lad poziomy powierzchni stozkowej, kté-
rej kierownica lezy na dowolnej plaszcezyZnie.

Zagadnienie: Wyznaczyé przekrdj powierzchni-stozkowej plaszezyzna
réw nolegla do osi #, jezeli kierownica powierzchni lezy na plaszczyzme, ktora
przechodzi przez cwmrtkq drugg i czwarty i dzieli na dwie réwne czesci kat
zawarty miedzy plaszezyznami rzutdw.

Zagadnienie 3.: Wyznaczyé prawdziwa wielkosé krzywej ¢,, podlug
ktorej plaszezyzna m! przecina powierzchnie stozkowa, nie kredlac rzutéw tej
krzywej (rys. 39.).

Rozwigzanie: Przyjmijmy, Ze kierownica ,¢* lesy na plaszczyznie
poziomej rzutéw.

Przesutimy przez wierzcholek W plaszezyzne n?, réwnolegla do plaszezyzny
7', 1 wykonajmy klad plaszezyzny =! okolo §ladu m';, a réwnoczednie i na te
samg strong klad plaszczyzny =2 okolo $ladu #?, na plaszczyzne pozioms rzu-
tow, to miedzy kierownica ,¢¢ powierzchni stozkowej (W, ¢) 1 kladem (¢,)
krzywej ,¢,“, podlug ktérej plaszczyzna m! przecina powierzchnie (W, ¢), za-
chodzi zwigzek $rodkowo kolineacyjny.

Klad (W) wierzcholka W jest érodkiem, élad z'; jest osia kolineacyi,
a Slad 7% jest prosts ukladu krzywej ,c% ktérej w ukladzie ,¢ ¢ odpowiada
prosta, lezaca w nieskonczonodei.

- Jezeli tedy poprowadzimy w ukladzie ,c¢ pek prostych a, b, ¢,.. kto-
rego wierzcholek Z lezy na prostej %, to elementom tego peku odpowiadaja
w ukladzie ,c “ proste ay, b,, ¢,..., réwnolegle do promienia (W) Z, ktére nadto
przez punkta przecigeia sie 7, T},.. osi kolineacyjnej @', z promieniami
b, ¢,... przechodza. '

Punktom przecigeia 1, 2,.. promieni @, b,.. z krzywa ,¢“ odpowiadaja
punkta przeciecia sig (1), (2) prostych a, b,,... z promieniami (W)1, (W)2,...
a stycznym, poprowadzonym do krzywej ,¢¢ odpowiadaja styczne, popi‘owa.-
dzone do kladu (¢,) krzywej przekroju powierzchni stozkowej plaszczyzna m.

Zagadnienie: Wyznaczyé w rzutach aksonometrycznych prawdziwa
wielkos¢ przekroju plaskiego powierzchni stozkowej, nie kreSlac rzutéw tego
przekroju.

Zagadnienie 4.: Wyznaczyé prawdziwg wielkoéé przekroju powierzchni
walcowe] plaszezyzng =! (n%, #',), jezeli kierownica ,c“ tej powierzchni lezy
na plaszczyznie poziomej rzutéw.

Rozwigzanie: Kierownica ,¢“ i krzywa ¢, %, podlug ktérej plaszczyzna
nm! przecina sie z powierzchnig }jwalcowa sa powinowate. Klad (¢,) na
plaszezyzng pozioma rzutdéw krzywe] przekroju i kierownica ,e“ sa réwnies
powinowate. Osia tego powinowactwa jest §lad poziomy =';, plaszczyzny m'.
Aby otrzymaé dwa odpowiednie punkta obu ukladéw, a tem samem kierunek
powinowactwa, wyznaczmy rzuty 1,* i 1, punktu 1,, w ktérym tworzaca po-
wierzchni, przechodzaca przez punkt ,1% powierzchni, plaszczyzne m! przecina,
to klad (1,) punktu ,1,“ i punkt ,1“ sa punktami odpowiednimi, a prosta
1 (1,) wskazuje kierunek powinowactwa. Zwiazek tedy miedzy kierownica ,c*
1 kladem (¢,) krzywej przekroju ¢, jest wyznaczony.

Zagadnienie: Rozwigzac zagadnienie 4. w rzutach aksonometrycznych.

i, 45

0 powierzchniach stozkowych rzedu drugiego.

1. Powierzchnie stozkowa, ktorej kierownica jest krzywa rzedu drugiego
¢* nazywamy stozkiem rzedu drugiego.

Dowolna prosta przecina te powierzchnie w dwu punktach, a dowolna
plaszczyzna przecina ja podlug krzywej rzedu drugiego.

Pie¢ tworzacych W1, W2, W3, W4 i Wb wyznacza tedy powierzchnig
stozkows, (W, ¢?); jezeli bowiem przez tworzace W1 i W5 tudziez przez punkta
2, 3 i 4 przesuniemy plaszczyzny, natenczas otrzymamy trzy pary elementéw
odpowiednich dwu pekéw jednokreslnych W1 (2, 3, 4...) 1 W5 (2, 3, 4...), kté-
rych elementa odpowiednie przecinaja si¢ podlug tworzacych powierzchni
stozkowej A zatem:

Elementa odpowiednie dwu jednokreélnych pekéw pla-
szczyzn, ktérych osi przechodza przez jeden punkt, przeci-
naja sie podlug tworzacych powierzchni stozkowe] rzedu
drugiego.

2. Pig¢ plaszezyzn styczmych WI, WII, WIII, WIV, WV poprowa-
dzonych do powierzchni (W, ¢?) wyznacza réwniez te powierzchnie. Jezeli bo-
wiem wyznaczymy proste W2, W3 i W4, tudziez W2, W3, i W4,, podlug
ktorych plaszezyzny WI i WV przecinajg sie z plaszezyznami WIIL, WIIL
i WIV, natenczas otrzymamy dwa peki jednokreslne W (2, 3, 4..) i W (2,,
3., 4,...) o spélnym wierzcholku, plaszczyzny tedy przesuniete przez odpo-
wiednie elementa tych pekéw, sg plaszezyznami stycznymi, poprowadzonymi
do powierzchni (W, ¢?%).

A zatem: Plaszczyzny, przesuniete przez promienie odpo-
wiednie dwu pekéw jednokreslnych, o spélnym wierzcholku,
sg plaszczyznami stycznymi powierzchni stozkowej rzedu
drugiego.

3. Szes¢ tworzacych powierzchni stozkowej (W, ¢?) wyzna-
czajg ostroslup wpisany w powierzchnie, ktérego seciany
przeciwlegle przecinaja sie podlug trzech prostych, leza-
cych na plaszczyznie,

Za pomocy tego twierdzenia mozZna rozwiaza¢ nastepujace zagadnienia:
Wyznaczyé tworzace powierzehni (W, ¢%), jezeli a) pieé¢ tworzacych, b) catery
tworzace 1 plaszezyzna styczna poprowadzona wzdluz jednej z tych tworza-
cych ¢) trzy tworzgce i plaszczyzny styczne, poprowadzone wzdluz dwu two-
rzacych, jest danych.

Szei¢ plaszczyzn stycznych, poprowadzonych do powierzehni (17, ¢2)
wyznacza ostroslup, opisany na tej powierzchni; plaszczyzny, przesuniete przez
krawedzie przeciwlegle tego ostroslupa, przecinaja sie podlug jednej prostej.

Na zasadzie tego twierdzenia moina rozwiazaé zagadnienia: Wyznaczyé
plaszczyzny styczne, poprowadzone do powierzchni (W, ¢2), jezeli a) plQC
plaszezyzn stycznych &) cztery plaszezyzny styczne i tworzatca. stycznosci je-
dnej z tych plaszezyzn, ¢) trzy plaszezyzny styczne i tworzace stycznosei dwu
z tych plaszezyzn, jest danych.
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4. Proste, poprowadzone przez wierzcholek powierzchni stozkowej nazy-
wamy Srednicami, a plaszczyzny przesuniete przez wierzcholek, nazywamy
plaszezyznami diametralnymi powierzchni stozkowej.

Poprowadzmy srednice WP powierzchni (W, ¢*), ktora plaszczyzne krzy-
wej ¢? w punkcie P przecina i wyznaczmy biegunows ,p“ tego punktu ze
wzgledu na krzywa ¢?, to plaszczyzne m, przesuniets przez wierzcholek W
1 przez prosta ,p“, nazywamy plaszczyzna diametralng biégunowa, §rednicy
WP ze wzgledu na powierzchnie stozkows (rys. 40.).

Jezeli érednica WP lezy poza obrgbem powierzehni (W, ¢?), natenczas
plaszczyzna biegunowa 7 przecina sie z powierzchnia stozkowa podlug dwu
tworzacych rzeczywistych, jezeli za$ srednica W P lezy w obrebie powierzchni
(W, ¢? natenczas plaszczyzna biegunowa tej srednicy przecina sie z powierz-
chnig podlug dwu tworzacych urojonych. Plaszczyzna biegunowa tworzace]j
schodzi si¢ z plaszezyzng styczng, poprowadzong do powierzchni wzdluz tej
tworzacej.

Dowolna plaszezyzna przesunieta przez srednice W P, przecina sie z pla-
szczyzng biegunowg = podlug proste] W@ a z powierzchnig stozkows podlug
tworzacych WA i WB.

Proste WP, W@, WA i WB tworzg czwoirke harmoniczng, przechodza
bowiem przez punkta P, @, 4 i B, ktérych stosunek podwdjnego podzialu
(PQAB) =—1.

Jezeli tedy przez dowolny punkt P,, leZagcy na érednicy WF, poprowa-
dzimy na plaszczyznie W PQ prosta ,/,* i wyznaczymy punkta przecigcia sig
tejze @, A, 1 B, z plaszczyzng biegunows 7 i z powierzchnig stozkows, na-
tenczas otrzymamy czworke harmoniczng (P, @ 4, B,).

Z tego wynika bezposrednio, Ze dowolna plaszczyzna n?, nie przecho-
dzgca przez wierzcholek W, przecina sie z plaszczyzna biegunows n Srednicy
W P podlug prostej p,, ktora jest biegunows punktu przeciecia sig P, érednicy
WP z plaszczyzng =n' ze wzgledu na krzywa ¢,% podlug ktére] m, przecina
si¢ z powierzchnia stozkows.

Plaszezyzny tedy %, 7n,.. réwnolegle do plaszezyzny biegunowej 7
§rednicy WP, przecinajg sie z ta $rednica w punktach P, P,,.. ktore sg
érodkami krzywych przekroju ¢,?, ¢.2... tych plaszczyzn z powierzchnig (W, c?).

Plaszezyzny m,, m,.. réwnolegle do srednicy W P przecinaja si¢ z pla-
szezyzng biegunows z podlug érednic krzywych przekroju ¢,? ¢,%... tych
plaszczyzn z powierzchnia (W, ¢?). A zatem:

Plaszczyzny réwnolegle przecinajs sie z powierzchnis
stozkowa rzedu drugiego podlug krzywych, ktérych §rodki
leza na §rednicy, biegunowo sprzezonej z plaszczyzng diame-
tralng, ré6wnoleglsg do tych plaszczyzn.

Plaszczyzny, réwnolegle do §rednicy powierzchni stozko-
wej rzedu drugiego, przecinaja sig z tg powierzchnia podlug
krzywych, ktérych §rednice leZg na plaszczyZnie diametral-
nej bie’gunowo z owg $rednicg sprzezZonej.

b. Srednice W@, Wg,,.. lezace na plaszczyznie biegunowej m $rednicy
WP, nazywamy $rednicami biegunowo albo harmonicznie sprzeZonymi ze
srednicg WP.
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Plaszczyzna biegunowa n' $rednicy W@ przechodzi przez srednice WP,
albowiem biegunowa ,q“ punktu @ przechodzi przez punkt P. A zatem :

Plaszczyzny biegunowe érednic powierzchni stozkowej,
lezacych na jednej plaszczyznie diametralnej #, przechodzs
.przez_s'red‘nicq WP, biegunowo sprzeionag z ta plaszczyzna;
1 wzajemnie: Srednice, biegunowo sprzezone z plaszczyznami
przechodzgcymi przez jedna $rednice powierzchni stozkowej,
leZg na plaszczyznie biegunowej tejze érednicy.

Plaszczyzna biegunowa n! érednicy W@ przecina sie z plaszczyzng 7
podlug prostej WIt, ktéra jest biegunowo sprzezona ze irednicami W i W P;
plaszc’zyzna, biegunowa tedy $&rednicy WR przechodzi przez srednice WP i W¢.

Srednice WP, WQ i WR, posiadajace te wlasnosé, ze plaszczyzna bie-
gUDOWA Jednej z nich przechodzi przez dwie dalsze $rednice, tworza trojke
srednic biegunowo sprzesonych ze wzgledu na powierzchnie stozkows. Jedno
ramig tréjki érednic sprzezonych lezy w obrebie, a dwa ramiona te] trojki
lezg poza obrebem powierzchni stozkowej. '

- 6. Biegun’y sprzezone ¢, R, ¢, E,... leZzagce na prostej ,p* tworza szereg
inwolucyjny. Srednice tedy WQ, WR, WQ,, WR, biegunowo sprzezone ze
wzgledu na powierzchnie (W, ¢2) tworza pek inwolucyjny hiperboliczny, pa-
raboliczny lub eliptyczny stosownie do tego, czy plaszczyzna diametralna 7,
na ktérej owe érednice leza, przecina sie z powierzchnis stozkowa (W, ¢?) po-
dlug dwu tworzacych rzeczywistych, jest plaszezyzna styczna powierzechni, czy
teZz przecina sie z ta powierzchnia podlug dwu tworzacych urojonych. ‘

: Przetnijmy tréjke érednic sprzezonych WP, WQ i WR a nadto powierz-
chnie (W, ¢?) dowolnsa plaszezyzne n® to trojkat przekroju P, ., R, ostro-
stupa W (P, @, R) jest tréjkatem biegunowo sprzezonym ze wzgledu na krzyws
¢’;, podlug ktérej plaszczyzna m* przecina sie z powierzchnia (W, ¢2) (art. 4.).

Jezeli plaszczyzna m? przecinajaca powierzchnig (W, ¢?) jest réwnolegla
do plaszezyzny m=WQR, natenczas punkta Q3 i R lezg w nieskonczonosci,
a punkt P, jest $rodkiem krzywej przekroju ¢?,.

Punkta @y i Ry sa biegunami sprzeZonymi ze wzgledu na ¢2,; $rednice
sprzezone tedy tej krzywej sa rownolegle do srednic WR, WQ, WR,, Wg,
powierzchni stozkowej, a osi tej krzywej sa réwnolegle do promieni normal-
nych peku inwolucyjnego W (QEQ, R,...). !
] 7. Na kazdej plaszczyznie diametralnej powierzchni stoizkowej lezy pek
mwoluqyjny $rednic sprzezonych z jedna para odpowiednich promieni normal-
nych. Srednice, biegunowo sprzeZone z owymi plaszezyznami diametralnymi,
sa do tych plaszezyzn pod réznymi katami nachylone.

Za.Pyta,é tedy na,]e.ﬁy, czy Pomj%dzy nieskonczenie Wlelk% loscig trc'gek
Srednic sprzezonych nie ma takiej tréjki, ktéra posiada te¢ wlasnodé, ze
plaszczyzny, przesuniete przez dwie z tych srednic, sg prostopadle do srednicy
trzeciej.

Poprowadzmy w tym celu przez wierzcholek W powierzchni (W, ¢2) dred-
nice WA, WB,... i wyznaczmy plaszezyzny diametralne (W, a), (W, b)..., bie-
gunowo z owemi Srednicami sprzezone; poprowadz’my nastepnie przez punkt
w proste WA', WB'.., prostopadle do plaszczyzn (W, @), W, b),... 1 wyznaczmy
punkta 4, B,. i A, B'.. w ktérych érednice WA, WB..i WA, WHB,...
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plaszezyzne kierownicy przecinaja, to natenczas otrzymamy dwa uklady koli-
neacyjne punktéw w poloZeniu ogdlnym *).

Takie dwa uklady posiadaja trzy punkta podwdjne. JakoZ przyjmijmy
dowolny punkt P w ukladzie 4, B,.. i poprowadZmy przezen pek promieni
P(m, n,..) wyznaczmy nastepnie w ukladzie A'B... odpowiedni pek P* (m' %'...),
to miejsce geometryczne punktéw przeciecia si¢ promieni odpowiednich m im',
n i n' jest krzywa rzedu drugiego c¢%.

Obierzmy nastgpnie na promieniu m dowolny punkt P, 1 wyznaczmy
odpowiedni punkt P, w ukladzie 4', B'... ktéry oczywiscie na promieniu '
lezy, to peki jednokre§lne promieni odpowiednich, przechodzacych przez wierz-
cholki P, i P,' wyznaczaja krzywa rzedu drugiego ¢?,, ktore przechodzi przez
punkt przecigcia si¢ M promieni m 1 m'. Punkt M lezy tedy na krzywych ¢*
i ¢%, te krzywe przecinaja sig zatem jeszcze w jednym punkcie rzeczywistym
X, ktory jest punktem podwéjnym ukladéw 4, B.. i A, B'.. przez ten punkt
przechodza bowiem promienie z i 2z’ pekow P i P jakotez promienie z, 1 2
pekéw P, 1 Py. >

Srednicy WX=p odpowiada plaszczyzna biegunowa m, prostopadla do
tej érednicy, a érednice biegunowo sprzezone i normalne ¢ i r, lezace na
plaszezyznie 7, tworzg ze Srednicg p tréjke $rednic sprzezonych prostopadlych.

Proste p, ¢ i » nazywamy osiami powierzchni stozkowe] rzedu drugiego.
Jedna oé lezy w obrebie a dwie osi lezs poza obrgbem powierzchni.

Plaszczyzny, prostopadle do osi, lezacej w obrgbie powierzchni przecinaja
sie z ta powierzchnig podlug elips, plaszczyzny za$ prostopadle do osi leza-
cych poza obrebem powierzchni przecinaj si z ta powierzchnig podlug hiperbol.

0 praekrojach powierzehni stozkowej rzedu drugiego plaszczyznami.

8. Przekr6j powierzchni stozkowej rzedu drugiego plaszezyzna jest hiper-
bola, paraboly lub elipsy, stosownie do tego, czy plaszezyzna, przesunigta przez
wierzcholek réwnolegle do plaszczyzny przecinajacej, przecina sie z powierz-
chnig podlug dwu tworzacych rzeczywistych, jest plaszezyzng styczng, czy
tez przecina si¢ z powierzchnig podlug dwu prostych urojonych.

Zagadnienie 1. Wyznaczyé osi elipsy, podlug ktérej plaszezyzna =
przecina si¢ z powierzchnia stozkowsg (rys. 41.).

Rozwiazanie: Przyjmijmy, ze kierownica ¢’ leiy na plaszczyznie
poziomej rzutéw, a wierzcholek W wyznaczony jest rzutami W' i W'

*) Dwa uklady kolineacyjne w polozeniu ogélnem sz wyznaczone czterema parami od-
powiednich punktéw, z ktérych trzy nie leza na jednej prostej, albo czterema parami odpo-
wiednich prostych, z ktérych trzy nie przechodza przez jeden punkt.

Jezeli bowiem dane sa cztery pary 4 i A, Bi B, i ¢, DiD odpowiednich pun-
ktéw w dwu ukladach A, B.. i 4‘, B.. kolineacyjnych, natenczas dowolnemu puntowi X
ukladu A4, B,.. odpowiada tylko jeden punkt X* ukladu A’ B'..., ktéry wyznaczamy postepu-
jac w sposéb nastepujacy:

Polaczmy punkt 4 z punktami B, C, Di X a nadto punkt B z punktami 4, C, Di X
polagcamy nastepnie punkt A’ z punktami B’ ¢’ i D' i wyznaczmy taki promien z‘, aby sto-
sunki podwéjnego podzialu A (B, ¢, D, X) i 4 (B C'D'z') byly réwne, wyznaczmy nastepnie
taki promiern z‘; peku B’ (4‘, ¢, D'..) aby stosunki podwéjnego podzialu B (4, C, D X)
i B* (4, ¢*, D* ;') byly réwne, to punkt przecieeia sie promieni X’ i X’ jest punktem
ukladu A4‘B,‘ odpowiadajgeym punktowi X ukladu 4, B..
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Przesufimy przez wierzcholek W plaszezyzne n! (mhi, #%), ktérej slad
poziomy 7% mie przecina sig z kierownica ¢’ to plaszczyzna = (m, 7,), réwno-
legla do m=! przecina sig¢ z powierzchnig (W, ¢*) podlug elipsy.

Jezeli wyznaczymy biegunowe @ i b dwu punktéw 1 i B, lezacych na
dadzie @', ze wzgledu na krzywa ¢?, to punkt przeciecia sig P tych biegu-
nowych jest biegunem prostej m', ze wzgledu na te krzywa; prosta WP jest
érednica, biegunowo sprzezona, z plaszezyzna diametralng z' a proste W A,
W B,, laczace wierzcholek W z punktami 4, i B,, w ktérych biegunowe «
i b przecinaja si¢ ze Sladem m';, sg srednicami powierzchni, biegunowo sprze-
zonymi z WA iz WB

Punkt M, w ktérym prosta W P przecina sig z plaszczyzna =, jest érod-
kiem elipsy przekroju, a proste WA i WA,, WB i WB, sa réwnolegle do
dwu par srednic sprzezonych tej krzywej.

Aby tedy wyznaczyé¢ osi krzywe] przekroju, wykonajmy klad plaszczy-
zny m' na plaszezyzne pozioms rzutéw i wyznaczmy promienie normalne (g)
i (r) peku inwolucyjnego (W) (4, A, B, B,...), polaczmy naste¢pnie wierzcho-
lek W z punktami H, i H,, w ktérych $lad =, przecina sig z prostemi (g)
i (r), to proste m i m,, poprowadzone przez $rodek M réwnolegle do prostych
WH,1 WH,, sa osiami elipsy.

Wierzcholki krzywej przekroju otrzymamy, wyznaczajac punkta prze-
ciecia sig 1 1 2 tudziez 3 1 4 osi m i m, z tworzacymi W1 i W2 tudziez
W3 1 W4, podlug ktérych plaszezyzny (W, m) i (W, m,) powierzchnie (W, ¢?)
przecinaja.

Zagadnienie 2: Wyznaczyé asymptoty i osi hiperboli, podlug ktorej
plaszczyzna m przecina si¢ z powierzchnig stozkows rzedu drugiego (rys. 42.).

; R oz w igzanie: Przyjmijmy, ze kierownica ¢? lezy na plaszczyznie
poziomej rzutow, i Ze plaszczyzna przecinajaca m jest réwnolegla do plaszczy-
zny m', ktéra przechodzi przez wierzcholek powierzchni i przecina ja podiug
tworzacych WA, 1 WA,.

Punkt przecigcia sie P stycznych, poprowadzonych do kierownicy ¢?
w punktach 4, i A4, jest biegunem sladu #'» ze wzgledu na krzyws c¢? a éred-
nica WP jest biegunowa plaszczyzny diametralnej ml.

Punkt M, w ktérym srednica W P przecina sig z plaszezyzng = jest érod-
kiem hiperboli przekroju, a proste @, i a,, poprowadzone przez punkt M réwno-
legle do tworzacych Wi, i WA,, albo innemi slowy proste a;, i a,, podlug
ktérych plaszezyzny styczne, poprowadzone do powierzchni stozkowe] wzdluz
tworzacych WA, i WA, przecinajg sig z plaszczyzna =, sa asymptotami hi-
perboli przekroju.

Celem wyznaczenia osi tej krzywej, wykonajmy klad plaszczyzny = na
Pla.sz'czyznq pozioms rzutéw i podzielmy katy zawarte miedzy kladami (a;)
i (a,) asymptot na dwie réwne czesci, to proste dzielagce (m) i (m,) sa kladami
osi hiperboli, a proste mim,, laczace srodek I hiperboli z punktami H, i Huy,
w ktérych élad 7 przecina si¢ z prostymi (m) i (m,) sa osiami tej krzywej.
Wierzcholki 1 i 2 hiperboli otrzymamy, wyznaczajac punkta przeciecia sig 0si
rzeczywistej ,m¢ z tworzacemi W1 i W2, podlug ktérych plaszezyzna (W, m)
powierzchnie (We?) przecina.

Zagadnienie 3: Wyznaczyé o§ i wierzcholek paraboli, podlug ktérej
plaszczyzna = przecina sig powierzchnig stozkows (W, ¢?) (rys. 43.).
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Rozwigzanie: Plaszezyzna n (m, =), réwnolegla do plaszezyzny
styczne] m' powierzchni, przecina si¢ z ta powierzchniy podlug paraboli.

Wykonajmy klad plaszezyzny =! na plaszezyzne pozioma rzutéw
1 poprowadzmy przez (W) prosta (W) A,, prostopadla do kladu (W) 4
tworzgce], wzdluz ktérej plaszezyzna m! styka sie z powierzchnia (We?), to
proste W4 i WA, sa promieniami normalnymi peku inwolucyjnego parabo-
licznego $rednic sprzeZonych, lezacych na plaszezyznie diametralnej =l

Plaszczyzna biegunowa tedy WAB $rednicy W4, przecina sie z plaszezy-
zng m podlug osi ,m* a punkt przeciecia sie M tejze i tworzaca WB jest
wierzcholkiem paraboli przekroju.

“Zagadnienie 4 Wyznaczyé srednice sprzezone przekroju powierzchni
walcowe] rzedu drugiego plaszczyzng =

Rozwigzanie: Przesurimy przez dwie érednice sprzezone AB i CD kie-
rownicy ¢* plaszezyzny réwnolegle do tworzacych walca, to proste m i m,
podlug ktérych te plaszczyzny przecinaja sie z plaszczyzna =, sa érednicami
sprzezonymi krzywej przekroju. Punkta przeciecia sig érednic m i m, z two-
rzgcemi walca, ktore przechodza przez 4 i B tudziez Ci D s punktami krzy-
we] przekroju.

0 powierzchniach stozkowych obrotowych.

1. Powierzchnie stozkowa, ktorej kierownica % jest kolem, a ktérej wierz-
cholek W lezy na prostej, wyprowadzone]j ze érodka O kierownicy prostopadle
do plaszezyzny tej krzywej, nazywamy stozkiem obrotowym.

. Srednica powierzchni (W, k), biegunowo sprzezona z plaszezyzna diame-
tralng, réwnolegly do plaszezyzny kierownicy k schodzi sie z prosta WO, ta
prosta jest tedy osia powierzchni stozkowe] obrotowej.

Wszystkie pary frednic powierzchni (W, ), lezace na plaszczyznie, réwno-
leglej do plaszczyzny kierownicy sq prostopadle, kazda para tedy tych rednic
tworzy z osig WO trojke $rednic sprzezonych prostopadlych.

Tworzace i plaszczyzny styczne powierzchni stozkowej obrotowej sa na-
chylone do plaszezyzny kierownicy, pod tym samym katem. Odcinki tworza-
cych jakotez pasy plaszczyzn, zawarte miedzy dwiema plaszczyznami, réwno-
leglymi do plaszczyzny kierownicy sg réwne.

Plaszezyzny styczne powierzchni stozkowej obrotowej sa prostopadle do
plaszczyzn, przesunigtych przez o$ WO i przez odpowiednie tworzace styczno-
$ci; przechodza bowiem przez styczne kierownicy, ktére do owych tworzacych
stycznosei, jakotez do osi powierzchni sa prostopadle.

Jezeli z punktéw, leZzacych na kierownicy ,k“ wyprowadzimy proste,
prostopa.dle do plaszczyzn stycznych powierzchni (W, k) natenczas te prosto-
padle przecinajg si¢ w jednym punkcie W), lezacym na osi WO, tworza tedy
p0W1erzc\hn1@ stozkows obrotowa (W, %) spélosiowa z (W, k).

2. Zapomocy stozkéw obrotowych mozna rozwiazaé rozne za.gadmema
o pow1erzchnlach sto7k0w3 ch dowolnych. A mianowicie: «) wyznaczyé two-
rzace: pow1erzchn1 stozkowej (W, ¢), nachylone do plaszezyzny kierownicy ,¢“
pod katem ,a.

Kolo ,%“ zakreslone ze spodka. 0 proste_] poprowadz.onej przez punkt W
prostopadle do plaszczyzny kierownicy ¢, promieniem, réwnym przyprosto-
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katnej tréjkata, ktorego jedna przyprostokatna jest réwna odcinkowi WO,
a ktérego kat przeciwlegly tej przyprostokatnej jest rowny katowi ,a“, prze-
cina sie z kierownica ,¢“ w punktach, przez ktére przechodza tworzace, na-
chylone do plaszezyzny = pod katem «. Kolo ,%k* bowiem jest kierownica
stozka obrotowego (W, k), ktérego wszystkie tworzace sa nachylone do pla-
szezyzny, na ktorej krzywa ,¢¢ lezy, pod katem a.

b) Wyznaczyé tworzace powierzchni (W, ¢), ktérych odeinki, zawarte
miedzy wierzcholkiem i kierownicg sa rowne danemu odcinkowi ,m*.

Kolo zakreslone ze spodka O prostej, poprowadzonej przez punkt W
prostopadle do plaszezyzny =, na ktérej kierownica ,¢“lezy, promieniem réwnym
przyprostokatnej tréjkata, ktérego jedna przyprostokatna jest réwna odcinkowi
WO, a ktérego przeciwprostokatna jest réwna odcinkowi ,m“, przecina sig
z kierownica ,¢“ w punktach, przez ktére tworzace zZadane przechodza.

¢) Wyznaczyé plaszezyzny styczne powierzchni stozkowej (W, ¢) nachy-
lone do plaszezyzny kierownicy pod katem ,a.

Spélne plaszczyzny styczne powierzchni (W, ¢) i powierzchni stozkowej
obrotowej, wyznaczone] w sposéb, wylozony pod a) rozwigzuja zagadnienie.

3. Krzywa ¢?, podlug ktérej dowolna plaszczyzna m przecina si¢ z po-
wierzchnig stozkowa obrotowa, jest krzyws rzedu drugiego, ktorej ogniska
schodzg sie z punktami stycznodci plaszezyzny przecinajacej z kulami, wpisa-
nymi w powierzchnie stozkows.

a) JakoZ przetnijmy powierzchnie¢ stozkows obrotows, ktérej of jest pro-
stopadla do plaszezyzny poziomej rzutéw, plaszczyzng 7 (%, %.), prostopadls
do plaszczyzny pionowej rzutéw podilug elipsy ¢? (rys. 44).

Wykreélmy rzuty pionowe % i k,* kul, ktére si¢ stykaja z powierzch-
nig stozkows wzdluz kél, lezgcych na plaszezyznach m! i #?-a z plaszezyzng
n w punktach F, i F,; wyznaczmy nadto punkt 1 (1‘, 1*) elipsy przekroju,
lezgcy na tworzace] WA. Proste 1F, i 1W sg stycznymi poprowadzonymi do
kuli %, odcinki tedy, zawarte miedzy punktem ,1¢ i punktami stycznosci F,
i P sa réwne. Proste 1F, 1 1W sg stycznymi, poprowadzonymi do kuli %,
odcinki zatem, zawarte miedzy punkitem ,1¢ i punktami stycznosci F, i ¢
tych prostych sg réwne. Suma tedy 1F,+1F, jest rOwna sumie 1P+1¢ a Wi.Qc
réwna odcinkowi tworzacej powierzchni stozZkowej obrotowe], zawartemu mie-
dzy plaszezyznami n! i m% Punkt ,1¢ lezy tedy na elipsie, ktorej ogniskami
s punkta F, i F,.

b) Poprowadimy plaszezyzng m, prostopadls do plaszczyzny pionowej_
rzutéw, ktéra przecina powierzchnie stozkows obrotows podlug hiperbo-h
(rys. 45.), Wpiszmy w dana powierzchnig takie kule %, i k,, ktére sig stykaja
z plaszezyzna n w punktach F, i F, a z powierzchnig podlug kol, le?':q,cych
na plaszezyznach m' i % wyznaczmy, nadto punkt 1 (1‘, 1“) hiperboli prze-
kroju, lezacy na tworzgce] WA.

Styczne 1F, i 1P, poprowadzone z punktu ,1¢ do kuli % sa r(?\.m%e;
styczne 1F, i 16, poprowadzone z punktu ,1¢ do kuli %,, sy réwne; roznica
tedy 1F, AlF, jest réwna réznicy 1¢ 1P a wige rowna odcinkowi tworzace]j
powierzchni, zawartemu miedzy plaszezyznami 7' i n®. Punkta F, i F, s3
tedy ogniskami hiperboli przekroju.
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¢) Poprowadsmy plaszezyzne m (m, 7,), réwnolegly do plaszezyzny sty-
cznej m! poprowadzonej do powierzchni stozkowe] obrotowe] wzdluz tworzace]
WB, to ta plaszezyzna przecina sie z powierzchnia podlug paraboli ¢” (rys. 46.).

Wpiszmy w powierzchnie stozkows kule %, ktéra sig styka z plaszczyzng
n w punkcie F, a z powierzchnia stozkows wzdluz kola, lezacego na plaszczy-
snie @', i wyznaczmy punkt ,1¢ paraboli przekroju, lezacy na tworzacej
WA, to styczne 1F i 1P, poprowadzone z punktu ,1¢ do kuli % sa rowne.

Atoli odeinek 1P jest réwny odeinkowi 1L, ktéry mierzy odleglosé pun-
ktu ,1¢ od prostej ,I4 podiug ktérej plaszczyzny = i 7' przecinaja sie;
punkt F jest przeto ogniskiem, a prosta ,I¢ jest kierownica paraboli przekroju.

4. Niech bedzie dana powierzchnia stozkowa obrotowa (W, %) i kule I,
i k,, wpisane w te powierzchnie. Plaszczyzna #, styczna do & 1k, W punktach
F, i F,, przecina sig z powierzchnia stozkowa podlug krzywe]j rzedu drugiego,
ktérej ogniskami sg punkta F, i F,.

Poprowadzmy promienie stycznosei O, F, i O,F, kul % i %,, a nadto
srednice UV kuli k,, wpisane] w stozek (W, k), réwnolegla do owych promieni,
a wiec prostopadla do plaszezyzny s, to proste UF, i VF, przechodza przez
wierzcholek W powierzchni stozkowej; kule bowiem %, %, ik, sa homotetyczne.

Twierdzenie tedy, uzasadnione w poprzednim art. mozna wypowiedzie¢
w sposéb nastepujacy:

Majac dang powierzchnie stozkowa obrotows i kule w nig
wpisana, jezeli przetniemy te¢ powierzchnig dowolna plasz-
czyznam, natenczasotrzymamy krzywarzedudrugiego, ktorej
ogniska leZa na prostych, laczacych wierzcholek 1" z pun-
ktami kuli, lezacymi na §rednicy, prostopadlej do plaszczy-
ZDy 7.

5. Niech beds dane wierzcholki A i B a nadto ogniska F, i F, elipsy c”
Zatoczmy kule k, stykajaca sie z plaszezyzna rysunku w punkcie F, i po-
prowadzmy z punktéw A i B styczne A(W) i B(W) do kladu kola, podlug
ktérego plaszezyzna przesunieta przez o$ AL prostopadle do plaszezyzny eli-
psy ¢, kule k przecina, to punkt (W) jest kladem wierzcholka powierzchni
stozkowej obrotowej, przesunietej przez elipse ¢

7 rys. 47. widoczna, Ze

AF,=F,B=A(M)|(M) punkt stycznosci stycznej AW |
BF,=AF,—BN)[(Y) . .,  BW]
(M) W=W|(N) a przeto
B(W)— A4 (W)=B @)+ ) (W) — A (M) — () (W)—B (N)— A (M)—
=BF,—AF,=F,F,. A zatem:

Miejsce geometryczne wierzcholkéw stozkéw obroto-
wych, przesunigtych przez elipsg jest hiperbola, ktora lezy
na plaszczyznie, przesunigte]j przez oS wigksza elipsy prosto-
padle do plaszczyzny tej krzywej; wierzcholki te] hiperboli
schodza sie z ogniskami, a ogniska z wierzcholkami elipsy.

W podobny sposéb mozna udowodnié, Ze miejsce geometryczne wierzchol-
kéw powierzchni stozkowych obrotowych, przesunigtych przez hiperbole, jest
elipsa, ktérej wierzcholki sa ogniskami a ogniska wierzcholkami hiperboli;
a nadto, ze miejsce geometryczne wierzcholkéw powierzchni stozkowych obro-
towych, przesunietych przez parabolg jest parabols.
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0 krzywych przenikania siq dwu powierzchni stozkowych rzedu drugiego.

1. Krzywa przenikania si¢ ¢ dwu powierzchni jest wogéle wichrowata.
Poszezegolne punkta tejie lezg réwnoczesénie na jednej i na drugiej powierz-
chni, a styczne poprowadzone do krzywej ¢ w poszczegélnych punktach sa
prostemi, podlug ktérych plaszezyzny styczne, poprowadzone w tych punktach
do obu powierzchni, przecinajg sie.

2. Dwie powierzchnie stozkowe rzedu drugiego (W,, ¢%) i (W2, ¢%) prze-
nikaja si¢ podlug krzywej rzedu czwartego ¢* t. j. takiej krzywej, ktéra do-
wolna plaszezyzna przecina w czterech punktach. Jakoz plaszczyzna m prze-
cina.siq z powierzchniami (W, ¢%), i (W,, ¢%) podlug dwu krzywych rzedu
drugiego, ktére sig przecinaja w czterech punktach, lezgcych na krzywej prze-
nikania sig ¢* tych powierzchni.

Na zasadzie prawa o zachowaniu ilosci, kazda plaszczyzna, a wiec i pla-
szczyzna w nieskonczonosei przecina krzyws ¢* w caterech punktach, ktére
moga by¢ wszystkie rzeczywiste albo dwa rzeczywiste a dwa urojone, albo
wszystkie moga byé urojone. .

W pierwszym przypadku rozciaga sie krzywa c* w cazterech kierunkach
do nieskonczonosei 1 posiada cztery asymptoty, w drugim przypadku rozciaga
sig krzywa w dwu kierunkach do nieskonczonosei i posiada dwie asymptoty,
w trzecim przypadku jest krzywa ¢* zamknieta.

Jezeli krzywa przenikania sie posiada cztery punkta rzeczywiste w mnie-
skonczonosel, natenczas dwa, trzy albo cztery z nich moga sie zej$é w jednym
punkecie; w pierwszym przypadku jedna galez krzywej ¢* jest paraboliczna,
hif drugim przypadku krzywa przenikania sie posiada jedna gales, ktirej
Jedna plaszezyzna $cisle styczna lezy w nieskoriczonosci, w trzecim przypadku
Jest plaszczyzna w nieskonczonosci plaszezyzna zwrotu krzywej c'.

' .Styczne, poprowadzone do krzywej c¢* sa tworzacemi powierzchni rozwi-
Jalnej, opisanej na tej krzywej, a plaszezyzny fciSle styczne krzywej ¢' sa
plaszczyznami stycznemi tej powierzchni,

3. Niech beds dane dwie powierzchnie stozkowe rzedu drugiego (W, ¢?)
1 (W, ¢%), ktorych kierownice lezs na plaszezyznie m (rys. 48.). Poprowadzmy
przez punkt [, w ktérym prosta WW, przecina plaszczyzne s, prosta 7, to
te prostg mozna uwaza¢ za slad na plaszczyznie m, plaszezyzny, przesunietej
przez wierzcholki W i W,; tworzace tedy WA i WB powierzchni (W, ¢2),
k.térfa przechodzs przez punkta przeciecia sie $ladu ,¢¢ z kierownica ¢ prze-
cinajg sig z tworzacemi W, 4, i W,B,, przechodzacymi przez punkta przeciecia
sig sladu ¢ z kierownicg ¢* w czterech punktach 1, 2, 3 i 4 krzywej c*

Styczne s, Sy, 53 1 8, poprowadzone do krzywych ¢? i ¢* w punktach
4, B, A, i By sa $ladami plaszczyzn stycznych powierzchni (W, ¢2) i ( Wil
poprowadzonych wzdluz tworzacych WA, WB, W,4, i W,B,, proste zatem
1, H,2,. laczace punkta 1, 2,.. z punktami przeciecia sie Sladéw s, i s,
Ssuul Syy 59 stycznymi, poprowadzonymi do krzywej ¢* w punktach 1, 2....

‘MIG‘]SCB geometryczne punktow Hy, H,... jest $ladem na plaszczyznie n
powierzchni rozwijalnej, opisanej na krzywej c*.

4. Slady ¢, #,, ¢,,... plaszczyzn, przesunigtych przez wierzcholki W i W,
na plaszezysnie w kierownic ¢’ i -¢%, tworzg pek promieni D (4, 4, ..
kidrego elementa, pozyteczne do wyznaczania punktéw krzywej przenikania

Geom. wykreslna. 3



= 24 ==

sie, pokrywaja tylko wowezas caly plaszczyzng 7, jezeli lad D, proste] WW,
na plaszczyznie 7 lezy w obrebie krzywych ¢* 1 ¢?, (rys. 49.). W tym przy-
padku wszystkie plaszezyzny, przesunigte przeéz wierzcholki Wi Wi, przeci-
najg obie powierzchnie stozkowe podlug tworzacych rzeczywistych: wszystkie
tedy tworzace jednej powierzchni przecinaja si¢ Z powierzchnig druga.

Jezeli styczne, poprowadzone przez punkt D do krzywej ¢’ przecinajgy
krzyws ¢% W punktach rzeczywistych, natenczas wszystkie tworzace powierz-
chni (W, ¢?) przecinajg si¢ z powierzchnig (W, ¢%); krzywa przenikania sig
¢t sklada sig z dwu galezi (rys. b0 a 1 b).

Jezeli styczne ¢ 1 fy; poprowadzone z punktu D do krzywej ¢ sa od sie-
bie oddzielone stycznemi ¢! ity poprowadzonymi do krzywej ¢, natenczas
przenikaja sig czesel powierzchni stozkowych zawarte miedzy plaszezyznami
(W, & i (W, 4" @ys 51.). Krzywa c* jest w tym przypadku zamknieta.

Przejscie od przenikania sig powierzchni stozkowych zupelnego do prze-
nikania sie czesciowego nastepuje skoro powierzchnie (W, e?) 1 (Wy, ¢ maja
jedng plaszczyzng styczna W Wit wspélna (rys. H2.). Punkt przecigeia sig P two-
rzacych stycznosei WA i W, A, jest punktem podwdjnym krzywej c¢*, proste
bowiem , poprowadzone przez punkt P na plaszezyznie WW,t, przecinaja sie
z krzywa ¢ w dwu punktach.

Jezeli powierzchnie stozkowe (W, ¢ i (Wy, ¢%) maja dwie plaszezyzny
styczne spélne WW,ti WWt (rys. 53.), natenczas tworzace stycznosci WA
i W,A, tudziez WB i W,B, przecinaja si¢ W dwu punktach podwojnych P
i Q krzywe] przenikania sie. Atoli krzywa rzedu czwartego, majaca dwa pun-
kta podwdjne, sklada sig z dwu krzywych rzedu drugiego.

Jakoz plaszczyzna PQX, przesunigta przez punkta podwojne 1 przez do-
wolny punkt X krzywej ¢* przecina sie z ta krzywa W pieciu punktach, albo-
wiem kazdy z punktéw podwéjnych awazaé nalezy za dwa, W jednym punkeie
zlaczone, punkta.

Na zasadzie tedy prawa O zachowaniu ilofci plaszczyzna PQX przecina
krzywa ¢* W nieskonezenie wielu punktach, albo innemi slowy: czgS¢ krzywej
¢* lezy na plaszczyznie PQX, ktora to czesc jest oczywiscie rzedu drugiego,
druga czesé tedy krzywej przenikania sie jest rowniez krzywa rzedu drugiego.

Powierzchnia rozwijalna, opisana na krzywej przenikania sig zlozone]
z dwu. krzywych plaskich, sklada sie z dwu plaszezyzn, na ktorych te krzywe
leza; a proste podiug ktorych te plaszczyzny przecinaja sig z plaszczyzna.mi
stycznemi WW,t i WW,i, sastycznemi, poprowadzony'mi do krzywej ct*=c**?
w punktach podwéjnych P i@

Przyjmijmy, Ze wierzcholek W powierzchni stozkowej W, ¢? lezy na
tworzace] W4, powierzchni (W,, ¢?), (rys. 54.). Poprowadzmy wzdluz two-
rzacej W4, plaszczyzng styczna Wit do powierzchni (W,e, ), to ta plaszezyzna
przecina si¢ ze stozkiem (W, ¢?) podlug tworzacych WEB 1 WC, ktore sg sty-
cznymi, poprowadzonymi do krzywej przenikania sig ¢t; punkt W jest tedy
punktem podwéjnym krzywe] c*.

Jezeli plaszczyzna styczna, poprowadzona do powierzchni W,e,? wzdluz
tworzacej W,4,, na ktorej wierzcholek W powierzchni (W, ¢?) lezy, jest
réwniez plaszczyzng styczng powierzehni (W, ¢?) wzdluz tworzacej WB, naten-
czas styczne, poprowadzone do krzywe] ‘przenikania sie ¢* w punkcie podwoj-
nym W, schodzg sie na tworzace] WB, punkt W jest tedy punktem zwrotu
Bz e Iy e e e e - 55.).

Jezeli nareszcie plaszczyzna styczna WW,i, nie przecina sig z powierz-
chnia stozkowa (W, ¢?) podlug tworzacych rzeczywistych, natenczas styczne,
poprowadzone do krzywej ¢* w punkecie W s urojone (rys. b6.). Taki punkt
nazywamy punktem odosobnionym.

5. Wiadomo, ze krzywa przenikania sie ¢* dwu powierzchni stozkowych
rzedu drugiego (W, ¢?) i (W,, ¢,?) posiada cztery punkta, lezgce W nieskon-
czonodei, z ktérych dwa albo wszystkie cztery moga byé urojone.

Ab‘y wyznaczy¢ punkta krzywej ¢, lezace w nieskonczonosei, poprowadzmy
przez wierzcholek W proste réwnolegle do tworzacych powierzchni (Wi, ¢ 2
to te proste sa tworzacymi stozka (W, ¢%), przystajacego do (W, ¢%).

Slad ¢2, powierzchni (W, ¢%) na plaszezyZnie kierownic ¢? i ¢% jest ho-
%noti_atyczny z krzywsa ¢, *, albowiem tworzace réwnolegle powierzchni (W, ¢ 3
i W, ¢,? leza na plaszezyznach, przechodzgcych przez prosta WW, odpowiednie
tedy punkta krzywych ¢* 1 ¢,? leza na prostych przechodzacych przez glad D
prostej WW,, a styczne, poprowadzone do krzywych ¢* i¢* W odpowiednich
punktach sa réwnolegle, plaszezyzny styczne bowiem, poprowadzone do po-
wierzchni stozkowych (W, ¢,?) i (W, &) wzdluz tworzacych réwnoleglych,
sa réowmnolegle.

Jezeli powierzchnie stozkowe (W, ¢*) i (We,?) przecinaja sig podlug czte-
rech tworzacych rzeczywistych WA, WB, WC 1 WE, natenczas tworzace od-
powiednie W,4,, W, B, W,C, i W,E, powierzchm (W, ¢,?) sa do owych
tworzacych réwnolegle; krzywa przenikania sig ¢* posiada tedy cztery rzeczy-
wiste punkta w nieskoniczonodci. Plaszczyzny styczne, poprowadzone do po-
wierzehni (W, ¢?) i (W,, ¢,?) wzdlui {worzacych W4 i W,A,, WB i W,B,..
przecinajg sig podiug asymptot krzywej c*, odpowiednio rownoleglych do two-
rzacych WA, WB...

Jezeli powierzchnie stozkowe (W, ¢2) i (W, c,?) przecinajg sig podiug dwu
tworzacych rzeczywistych, natenczas krzywa c¢* posiada dwa punkta lezgce
w nieskoticzonosci 1 dwie asymptoty.

.Jeﬁfali za$ powierzchnie (W, ¢;) i (W, ¢,?) nie maja zadnej tworzace] rze-
czywiste] wspolnej, natenczas krzywa c* jest zamknieta.

6. Powierzchnie stozkowe (W, ¢?) i (W), ¢,?), ktore maja tworzaca WW,
wspélng, przenikaja sig podiug krzywej rzedu czwartego ktora sig sklada z pro-
stej] WW, i z krzywej rzedu trzeciego c¢3.

.Krzywa. ¢® przechodzi przez wierzcholki W i W,; plaszczyzny styczne
bowiem WW,ti WW,t, poprowadzone do powierzchni (W, ety i (W, &)
wrzdluz tworzacej WW, przecinajg sig z temi powierzchniami podlug tworzg-
cych W, 4, i WB, te za$ przecinaja sig ze spolng tworzaca WW, w punktach
W i W, krzywej ¢

Plaszczyzna W nieskoficzonodei przecina sig z krzywa rzedu trzeciego,
¢ w trzech punktach, z ktérych dwa moga byé urojone.

Celem wyznaczenia punktow krzywej rzedu trzeciego, lezacych w nie-
skohczonosel, przesufmy przez wierzcholek W proste, réwnolegle do tworza-
cych powierzchni (W, ¢%), to te proste sg tworzacemi powierzchni stozkowe]
(W, ¢,2), ktérej przekrdj ¢,* plaszczyzng kierownic ¢? i ¢?,, jest krzywa ho-
motetyczng ¢, z krzywg ¢%,. Punkta odpowiednie krzywych ¢,* i ¢,* leza na
prostych poprowadzonych przez slad D spblnej tworzacej WW,. Powierzchnie
(W, ¢*) i (We,?) maja jedng tworzaca WD spélna, przecinajg sig tedy jeszcze

*
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podlug jednej tworzace] rzeczywistej WA a nadto podiug dwu tworzacych
W B i WC rzeczywistych lub urojonych.

Tworzace WA, WB i WC wskazuja kierunki w ktérych krzywa ¢? roz-
ciaga sie do nieskonczonosei.

Krzywa rzedu trzeciego wichrowata, ktora posiada w nieskoficzonosci
tylko jeden punkt rzeczywisty nazywamy elipsa kubiczna.

Krzywa rzedu trzeciego wichrowats, ktéra posiada w nieskoniczonosei
trzy punkta rzeczywiste, nazywamy hiperbola kubiczna.

Jezeli dwa punkta krzywej ¢?, lezace w nieskonczonosci, nastepuja po
sobie bezposrednio, natenczas jedna gales krzywej ¢* posiada jedna styczng
w nieskonczonosdci; taks krzywsa nazywamy parabola hiperboliczna.

Jezeli wszystkie trzy punkta, lezace w nieskonczonodci, nastepuja po so-
bie bezposrednio, natenczas plaszczyzna w nieskonczonosci jest plaszezyzng
scisle styczna krzywej ¢

Taks krzywa nazywamy parabola kubiczna.

7. a) Powierzchnia stozkowa, ktére] kierownica jest krzywa rzedu trze-
ciego wichrowata, a ktorej wierzcholek lezy na tej krzywej jest powierzchnig
rzedu drugiego.

b) Przez elipse kubiczna, ktéra posiada jeden punkt w nieskoriczonosei
T i jedng asymptote @, mozna przesunal tylko jeden walec eliptyczny. Two-
rzace tego walca sa rownglegle do asymptoty.

¢) Przez hiperbole kubliczng, ktéra posiada trzy punkta w nieskonczonosel
T*, U”, V7 i trzy asymptoty a, a, i ,, mozna przesunaé trzy powierzchnie
walcowe hiperboliczne. Tworzace tych powierzchni sg réwnolegle do asymptot
a, a,, @, & tworzace 1°U% i T°V >, L1~ i U”V*, ¥V*I* i V= U” sa two-
rzacemi tych walcow, ktoére lezg w nieskonczonoscl

d) Wiadomo, Ze parabola hiperboliczna posiada jeden punkt 7' 1 jedng
styczng U~ w nieskonczonosei.

Powierzchnia walcowa, przesunieta przez parabole hiperboliczng, ktérej
tworzace przechodza przez punkt 1, jest paraboliczna, albowiem plaszczyzna
w nieskonczonosci (1,«) jest plaszezyzng styczna te] powierzchnl

Walec za$, przesunigty przez parabole hiperboliczna, ktérego tworzgce
przechodza przez punkt stycznoici U™ stycznej U, jest hiperboliczny, posiada
bowiem dwie tworzace U*, 1” i U” lezace w nieskonczonosci.

¢) Przez parabolg kubiczng mozna tylko jedng powierzchnig walcows prze-
sunac¢, ktora jest paraboliczna.

8. Przy badaniu wlasnosei krzywych wyprowadziliémy zwiazki, zacho-
dzgce miedzy znamionami krzywych wichrowatych i rzutéw tychze krzywych
na plaszczyzng, a nadto zwigzki, zachodzace migdzy znamionami krzywych
wichrowatych i przekrojéw plaskich powierzchni rozwijalnych opisanych na
tych krzywych.

Wyniki tych badan zastosujemy do krzywych wichrowatych rzedu trze-
ciego 1 czwartego.

Rzut ¢'* krzywej przenikania sig z dowolnego punktu na dowolng pla-
szezyzne jest rowniez krzywa rzedu czwartego.

Wiadomo, Ze krzywa rzedu czwartego, nieposiadajaca ani punktéw pod-
wojnych ani punktéw zwrotu, jest krzyws klasy dwunastej. Z latwoscig atoli
wykazemy, Ze rzut ¢'* posiada dwa punkta podwojne, ze ten rzut Jjest przeto
wogole klasy osmej.

=

Jakoz polaczmy érodek rzutéw O z wierzcholkami W i W, powierzchni
stozkowych (W, ¢?) i (W,, ¢, 1 wyznaczmy plaszczyzny diametralne biegu-
nowe @ i ! $rednic WO i W, 0 ze wzgledu na powierzchnie (W, ¢?) i (W), ¢?)
a nadto prosta ,p“, podlug ktérej te plaszczyzny przecinaja sig, to wszystkie
punkta prostej ,p* sa harmonicznie sprzeZone ze srodkiem O ze wzgledu na
obie powierzchnie stoZzkowe.

Plaszezyzna tedy (O, p), przesunieta przez $rodek rzutdw 1 przez prosty ,p“
przecina sig z powierzchniami (W, ¢?) i (W), ¢,% podlug dwu krzywych rzedu
drugiego ¢, i ¢,% ktérych spélnym biegunem jest punkt O, a prosta ,p“ od-
powiednia spélng biegunowa.

Wiadomo, ze spélny biegun dwu krzywych rzedu drugiego jest punktem
przeciecia sig dwu cieciw spélnych tych krzywych, przez punkt O przechodzg
tedy takie dwie proste, ktére przecinaja sie z krzywa przenikania sig ¢* w dwu
punktach, $lady wiec owych prostych na plaszezyinie rzutéw sa punktami
podwéjnymi rzutu ¢4

JezZeli krzywa przenikania sie ¢* posiada punkt podwdjny natenczas rzut
¢'% jest klasy széstej. Rzut krzywej ¢* posiadajacej punkt zwrotu jest klasy
piatej.

Jezeli krzywa ¢* posiada dwa punkta podwdjne, natenczas rzut ¢'* jest
klasy czwartej, krzywa przenikania przeto sklada sig¢ z dwu krzywych rzedu
drugiego albo krzywej wichrowatej rzedu trzeciego ¢ i z prostej I.

Rzut I' prostej I jest klasy zerowej; rzut tedy ¢'? krzywe] rzedu trzeciego
wichrowatej jest klasy czwarte] posiada wiec jeden punkt podwojny. Z do-
wolnego punktu mozna przeto poprowadzié jedng prosta, ktéra przecina sig
z krzyws ¢* w dwu punktach.

Znamie tedy ,h* krzywej ¢* jest réwne jednosci, a znamig ,h* krzywe]
¢* jest rowne dwu jednostkom.

9. Jezeli punkt O, z ktérego, jako ze $rodka, rzucamy krzywa przeni-
kania sie powierzehni stozkowych, schodzi sig z wierzcholkiem W albo W,, na-
tenczas kazdy promied rzucajacy przecina sig z krzyws ¢* w dwu punktach,
wszystkie rzuty tedy punktéw, lezacych na krzywej ¢*, sa punktami podwéj-
nymi rzutu ¢’*, ktéry w tym przypadku przedstawia sie w postaci dwu krazy-
wych rzedu drugiego, nakrywajacych sie.

7 latwofcia atoli mozna wykazaé, Ze oprocz wierzcholkdw W i W,
istnieja jeszcze dwa punkta W, i W,, ktére sa wierzcholkami powierzchni
stozkowych rzedu drugiego, dajacych sie przesunaé przez krzywsa c*.

Jakos wyznaczmy plaszezyzny biegunowe 7 i @' $rednic WW, i W, W
ze wzgledu na powierzchnie (W, ¢?) i (W, ¢ %, a nadto prosta I/, podlug ktd-
rej te plaszezyzny przecinajg sie; wyznaczmy na proste] ,I“ bleguny sprzg-
zone M i M', N i N'.. ze wzgledu na powierzchnie (W, ¢?) i bieguny sprze-
zone M, i M', N, i N.. ze wzgledu na powierzchni¢ (W, ¢%, to MM,
NN‘..i M,, M',, N,, N', wyznaczajs szeregi inwolucyjne; elementa sprzezone
spélne W, i W, tych szeregdéw sy wierzcholkami powierzchni stozkowych rzedu
drugiego, ktére przez krzywa przenikania sie ¢! przesungé mozna. Punkta W,
i W, sa bowiem biegunowo sprzezone z prosta WW,, plaszezyzna biegunowa
tedy &rednicy W, W ze wzgledu na powierzchnie (W, ¢2) i (W, ¢,*) schodzi
sie 7z plaszezyzna WW, W,, jezeli wiec przez dowolng prostg p 1 przez punkt




W, przesuniemy plaszczyzne, to ta plaszczyzna przecina sie z powierzchniami
stozkowemi o wierzcholkach W i W,, podlug dwu krzywych rzedu drugiego,
ktéorych punkt W, jest spélnym biegunem, a prosta p spélng biegunows;
przez punkt W, przechodzg tedy spélne cigciwy owych krzywych przekroju
albo innemi slowy, punkt W, jest wierzcholkiem stozka rzedu drugiego, ktéry
przez krzywa ¢* przechodzi.

W taki sam sposéb moima uzasadnié, Ze punkt W3 jest réwniez wierz-
cholkiem powierzchni stozkowej rzedu drugiego, ktéra przez ¢* przesunaé mozna.
Punkta W, W,, W, i W,, posiadajace te wlasnos¢, ze plaszczyzna biegunowa
ze wzgledu na powierzchnie stozkowe rzedu drugiego , przesunigte przez krzywa
rzedu czwartego ¢, przechodzi przez trzy dalsze punkta, nazywamy czworka
biegunéw sprzezonych ze wzgledu na te powierzchnie stozZkowe i na krzywg ¢*.

10. Przesunimy przez wierzcholki W,, W, i W, plaszczyzn¢ = a przez
wierzcholek W i przez krzyws c¢* powierzchnie stozkows (W, ¢?), to natenczas
punkta przeciecia si¢ M i M,, N i N,,.. tworzgcych tego stozka z krzywa ¢,
tworza grupy harmoniczne z wierzcholkiem W i z punktami przecigcia sig
tworzacych z plaszczyzna m. Krzywa c¢* jest tedy sama z sobg w czterokrotnym
zwigzku inwolucyjnym.

Jezeli przeto poprowadzimy w punktach odpowiednich M i M,, N i N,,...
styczne do krzywej c*, natenczas te styczme przecinaja si¢ w punktach, leia-
cych na plaszezyznach WW, W,, W,\W,W,, W, W, W i WW,W,. A zatem:
krzywa wlasnego przenikania si¢ powierzchni rozwijalnej opisanej na krzywej
¢* sklada sie z czterech krzywych plaskich.

11. Jeseli krzywa przenikania sie dwu powierzchni stozkowych rzedu
drugiego nie posiada punktu szczegélnego, natenczas przez dowolny punkt
mozna poprowadzié dwie sieczne, ktére ja przecinajg w dwu punktach (h=2);
a powierzchnia rozwijalna, podwdjnie opisana na tej krzywej, sklada sig
z czterech powierzchni stozkowych rzedu drugiego (y==8).

Podstawiajac tedy wartodei m—=4, h=2, y=8 w réwnania wyprowadzone
na str. 16. otrzymamy :

n=12, r=8, =16, g=38, =16 t. z.:

7 dowolnego punktu mozna do krzywej ¢* dwanascie plaszezyn Scisle
stycznych poprowadzié, dowolna prostg przecina o$m stycznych krzywej c*,
ta krzywa posiada szesnadcie plaszczyzn zwrotu; przekrdj powierzchni rozwi-
jalnej opisanej na krzywej c* posiada 38 stycznych podwdjnych, a krzywa
wlasnego przenikania sie tej powierzchni jest rzedu szesnastego, a poniewaz
jak to pod 10. uzasadniliémy, ta krzywa rozpada sie na cztery krzywe plaskie,
przeto krzywa wlasnego przenikania sig powierzchni rozwijalnej, opisanej na
krzywej ¢*, rozpada sie¢ na cztery krzywe plaskie rzedu czwartego.

12. Jezeli krzywa rzedu czwartego c¢* posiada jeden punkt podwdjny,
natenczas m=4, h=3, =0.

Podstawiajac te wartodei w réwnania str. 16. otrzymamy

n—6, r=6, a=4, y=6, =6, y=4 t z.:

Krzywa c* jest w tym przypadku klasy széstej i stopnia széstego, posiada
cztery plaszezyzny zwrotu; przekrdj powierzchni rozwijalnej, opisanej na krzy-
wej c*, posiada szedé stycznych podwéjnych i krzyws wlasnego przenikania sig
klasy szostej, ktéra si¢ rozpada na dwie krzywe plaskie rzedu trzeciego, le-
Zace na plaszezyznach biegunowych prostej WW, ze wzgledu na powierzchnie

- 2

(W, ¢t i (W, ¢%); powierzchnia rozwijalna podwdjnie opisana na krzywej ct
sklada sie z dwu powierzchni stozkowych przenikajacych sie.

18. Jezeli krzywa przenikania sia ¢* posiada punkt zwrotu, natenczas
m=4, h=2, g=1.

Podstawiajac te wartosei w réwnania str. 16. otrzymamy :

n=4, r=5,a=1, g=2, =2 i y=2 t. z.:

Krzywa przenikania sie dwu powierzchni stozkowych (W, e?) i {W,
¢,?), ktéra w punkcie W, posiada punkt zwrotu jest klasy czwartej i st?pnl_a
piatego, posiada jedna plaszezyzne zwrotu; krzywa wlasnego Przeni].ia,m?t sie
powierzehni rozwijalnej opisanej na tej krzywej lezy na pla,szczyin}e blegl}—
nowej prostej W, W ze wzgledu na powierzchnig (W, ¢,?), a powmr.zchma.
rozwijalna, podwdjnie opisana, na krzywej ¢* schodzi si¢ z powierzchnig sto-
zkowa (W, ¢?).

14. Krzywa rzedu trzeciego ¢® wichrowata posiada te wlasnosé, Ze przez
dowolny punkt w przestrzeni mozna poprowadzié jedng prosta, ktéra ja prze-
cina w jednem punkcie (h=1). Krzywa ¢? nie ma plaszczyzny zwrotu a_-——O,
nie posiada rowniez plaszczyzny stycznej podwdjnej y=0; tworzace powierz-
chni rozwijalnej, opisanej na krzywej wichrowate] rzedu trzeciego mie prze-
cinaja sie, gdyby dwie tworzace ¢ i ¢, przecinaly sie z sobg, natenczas pla-
szezyzna, przesunieta przez te proste przecinalaby sie W czterech punktach
z=0.

Podstawiajac tedy w réwnanie, o ktérych poprzednio wspominalismy,
m=3, h=1, ¢=0, =0, 2=0, y=0 otrzymamy n=3, r=4, g=1 t. z.:

Rzut krzywej ¢* na dowolng plaszezyzng jest rzedu trzeciego a klasy
czwartej, posiada jeden punkt podwéjny i trzy styczne przegiecia. Slad po-
wierzchni rozwijalnej, opisanej na krzywej ¢?, na dowolnej plaszczyznie jest
krzywa rzedu czwartego a klasy trzeciej, posiada jedng styczng podwéjng
1 trzy punkta zwzotu. .

Rzed i klasa, ilo§é punktéw podwéjnych i stycznych podwojnych, ilosel
stycznych przegiecia i punktéw zwrotu krzywej ¢* i przekroju powierzchni
rozwijalnej, opisanej na ¢* sa réwne.

Przekréj powierzchni rozwijalnej, opisanej na krzywej rzedu trzeciego
wichrowatej, plaszezyzng Scisle styczng tej krzywe] jest krzywa rzgdu drugiego.

Szeéé punktéw 1, 2, 3, 4, b, 6, =z ktérych cztery nie lezg na jednej pla-
szczyZnie, wyznaczajy krzywy ¢? laczac bowiem punkt 1 z 2,3, 4,5,61 punkt
2z 1, 3, 4, b, 6 otrzymamy po pieé¢ tworzacych dwu powierzchni stozkowych,
ktére maja tworzaca 1, 2 spélna, ktore zatem przenikaja sig podiug krzywej
wichrowatej rzedu trzeciego.

15. Poznawszy wlasnodci zasadnicze krzywych wichrowatych rzgdu czwar-
tego i rzedu trzeciego, mozemy przystapié do rysowania tych krzywych.

Zagadnienie 1: Wykreslié krzywyg przenikania sie dwu powierzchni
stozkowych rzedu drugiego, zamknieta,.

Rozwiazanie: Wiadomo, ze dwie powierzchnie stozkowe (W, ¢ 3
(W,, e,) przenikajg sie wowczas podlug krzywej rzedu czwartego zamknietej,
jezeli stozek (W), ¢,?), przesunigty przez wierzcholek W,, réwnolegle do sto:
zka (W,, ¢,%), nie ma ze stozkiem (W,, ¢,?) Zadnej rzeczywiste] tworzace]
spolnej.




Na rys. B7. przyjeto, e kierownica c,? stozka (W, ¢,?) lezy na plaszczy-
Znie poziomej, a kierownica ¢,? powierzchni stozkowej (W,, ¢,?) lezy na pla-
szczyZnie plonowej rzutéw.

Na pierwszy rzut oka widoczna, Ze stozek, przesuniety przez punkt W,
réwnolegle do stozka (W,, ¢,2), nie posiada ze stozkiem (W, ¢,%) zadnych two-
rzgeych rzeczywistych spélnych, Ze przeto dane powierzchni przenikaja sie
podlug krzywej rzedu czwartego ¢t wichrowatej , zamknietej.

Celem wyznaczania poszezegélnych punktéw i stycznych tej krzywej,
wyznaczmy slad poziomy H' i élad pionowy V* prostej W,, W, laczacej
wierzcholki stozkéw i poprowadzmy przez te prosty plaszezyzny styczne n!
1 2 do powierzchni (W,, ¢,?) i (W,, ¢3); to spostrzezemy, ze w danym przy-
padku jedynie tworzace powierzchni, lezgce miedzy owemi plaszczyznami sty-
cznemi przecinaja sie, Ze przeto krzywa przenikania sie nie wystepuje poza
obreb tych plaszezyzn.

Plaszczyzna =' styka sie z powierzchnia (W,, ¢,?) wzdluz tworzacey W,1
a przecina powierzchnie W, ¢,* podlug tworzacych W,2 i W,3 punkta prze-
ciecia tedy I. i IL tych tworzacych sa punktami krzywej c*; styczne popro-
wadzone w tych punktach do krzywej przenikania schodza sie z tworzacemi
W,2 1 W,3 plaszczyzna styczna bowiem x!, poprowadzona do powierzchni
W2, ¢,” wzdluz tworzacej W,1 przecina sie z plaszezyznami stycznemi po-
wierzchni W, ¢,? poprowadzonemi wzdluz tworzacych W,2 i W,3, podiug
tychze tworzacych.

Plaszezyzna n* styka sie ze stoikiem W,, ¢, wzdluz tworzacej W4 i prze-
cina sig z powierzchnig (W, ¢,?) podlug tworzacych W,51i W,6: punkta prze-
cigeia sig IIL 1 IV. tych tworzacych lezs na krzywej c*, a tworzace W.,H
i W,6 sg stycznemi krzywej ¢* w tych punktach.

Plaszczyzna n* przesunieta przez prosta W, W, przecina sig z powierz-
chnig (W), ¢*) podlug tworzgcych W,7 i W,8, a z powierzchnia i, A
podlug tworzaeych W,9 i W,10, punkta przeciecia sie tedy V., VL., VIL i VIIL
tych tworzacych leza na krzywej przenikania sie c*.

Plaszczyzna m* przechodzi przez tworzaca W,9, ktérej rzut pionowy
W,"9" ogranicza z jednej strony rzut pionowy powierzchni (W, 6,%); reity
tedy VIL“iVIIL" sg punktamistycznoseci rzutu pionowego krzywej przenikania
z rzutem W,"“9", plaszczyzna styczna bowiem poprowadzona do powierzchni
(W,, ¢,) wzdluz tworzacej W,9 jest prostopadla do plaszczyzny pionowej rzutéw.

Styczne, poprowadzone do krzywej ¢* w punktach V. i VI, otrzymamy,
wyznaczajac proste, podlug ktérych plaszczyzna styczna, poprowadzona do
powierzchni (W,, ¢,%) wzdluz tworzacej W,10, przecina sie z plaszezyznami
stycznemi, poprowadzonymi do powierzchni (W,, ¢,?) wzdluz tworzacych W,7
i W,8. Laczac tedy punkta I'.. i I“.. i uwzgledniajac otrzymane styczne,
otrzymamy rzuty krzywe] przenikania sie danych powierzchni stozkowych.
Czesé krzywej lezaca na czeSciach widzialnych obu powierzchni jest widzialna,
czes¢ za$ lezaca ma czedclach niewidzialnych albo lezaca na czescl widzial-
nej jednej powierzchni a na czedei niewidzialnej drugiej powierzchni jest
niewidzialna.

Zagadnienie: Wykredlié krzywe przenikania sie wichrowate rzedu
czwartego, ktore posiadaja a) dwie asymptoty, &) cztery asymptoty, ¢) jedns
asymptote 1 plaszczyzng Scisle styczng w nieskonczonosci d) plaszczyzne zwrotu
w nieskoficzonosei.

Rozwiazanie: Niech bedzie dany stozek rzedu drugiego (W, ¢,?),
ktérego kierownica ¢,” lezy na plaszczyZnie poziomej rzut(')w,. za.kre.élmy na
tej plaszezyznie krzywsa rzedu drugiego ¢,?, ktéraby a) przecinala sig 2 kie-
rownicg ¢,> w dwu punktach rzeczywistych &) krzywa c¢?,, ktéraby si¢ prze-
cinala z ¢,> w czterech punktach rzeczywistych ¢) krzywa c?;, ktéraby prze-
cinala ¢, w jednym punkcie 1 stykala sie z ta krzywa w trzech bez.pos'redllno
po sobie nastepujacych punktach d) krzywa ¢;?, ktéraby posi.ada.la z ]-'I]Bl‘OW]ll‘C@.
¢,” cztery bezposrednio po sobie nastepujace punkta spélne, 1 przesuimy stozki
(W, &9 (W, e (W, &Y 1 (W, &* réwnolegle df) mch., ta,]'{ abgz
zajely polozenia (W,, ‘¢,?), (W,, ‘¢ ?).. to natenczas powierzchnie (T/I'il, s )
i (W, 1), (W, ¢, i (W, ‘¢,%)... przenikaé sie beda podlug krzywych wichro-
watych rzedu czwartego, wymienionych pod a, &, ¢ 1 d. _ X

Plaszezyzny styczne, poprowadzone do stoikéw (W, ¢%) 1 (W, '103 i
wzdluz tworzacych réwnoleglych przecinaja sie podlug prostych, ktore sy
asymptotami krzywe] przenikania sie tych powierzchni.

Zagadnienie 2. Wykrelié elipse kubiczna (rys. 58.). :

Rozwigzanie: Przyjmijmy, e kierownica ¢, ? stozka (W), ¢ ) lezy na
plaszezyZnie poziomej rzutéw i zakreélmy takie kolo ¢,?, ktore sig przecina
z krzywg ¢, w dwu punktach rzeczywistych B, i H; poprowad'z’my ua‘stqpn{e
tworzaca W,H i przesufimy przez W, i ¢,” stozek. Jezeli powierzchnig st?z:
kowa (W,, ¢,% przesuniemy w ten sposéb, Ze zmieniony wierzcholek ’Wz lezed
bedzie na tworzacej W, H, natenczas otrzymamy stozek W, 8.3.2._ kt—c?ry prze-
nika sie ze stozkiem (W, ¢, %) podlug elipsy kubicznej: te stozki bowiem maja
jedna tworzaca spélna, a nadto tworzace W, B, i W,B, sa rownolegle. _

Kola ¢,? i ¢,? sa podobne i leza w polozeniu podobnem; punkt H J_est
$rodkiem tego podobienstwa. Srodek 0, kola ¢,’ otrzymamy tedy wyznaczajac
punkt przecigcia sie prostej HO', z prosta W', 0,, poprowadzona przez punkt
W', réwnolegle do IHO,. ) %9

Wierzcholki W, i W, sa punktami krzywej przenikania sie c?, pla.szczy‘—
zny styczne bowiem m'i =% poprowadzone do powierzchni stoikmv};‘(-h (T/V“ Cre)
i (W,, ¢%) wzdluz tworzacej W, W, przecinajg z temi powierzchniami podiug
tworzacych W,1 i W,2, a te przecinaja sie z tworzaca W, W, w punktach
Wy i Wy.. : i

Tworzace W,1 i W,2 sy stycznemi poprowadzonymi do krzywej przeni-
kania sie ¢ _ :

Plaszczyzny styczne poprowadzone do powierzehni (Wi, ¢,%) i (W, 67
wzdluz tworzacych réwnoleglych W, B, i W,B, przecinajag. si'e}: p::)dlug asym-
ptoty a. Slad poziomy H, tej asymptoty jest punktem przecigcia sig s!:ycznych
H B, i H B, poprowadzonych do krzywych ¢ i¢, W punta.cl.l Bl 1 Bg.,

‘Celem wyznaczenia dalszych punktéw i stycznych krzywej ¢’ przesuimy
przez spélng tworzaca W, W, plaszezyzny =%, zm',. iwyznac?myj tv.vorzazce
W51 W,6, W,7 i W,8,... podlug ktérych te plaszczyzny przecinaja sig z po-
wierzchniami stozkowymi, to punkta przeciecia sie tych tworzacych I., IL,..
lezg na krzywej przenikania sie ¢, a plaszezyzny stxczn.e poprowadzone do
powierzchni wzdluz tworzacych Wb i W6,... przecinajy sig podlug stycznych
poprowadzonych do krzywej ¢* w punktach L.

Zagadnienie 3. Wykreslié hiperbole kubiczng (rys. 59.).
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Rozwiazanie: Przyjmijmy, Ze elipsa ¢,% lezaca na plaszczyZnie po-
ziomej rzutéw jest kierownica stozka (W, ¢?). Zakreslmy takie kolo ¢,?
ktére przecina sie z krzywa ¢,> w czterech punktach rzeczywistych 4,, By,
C, i H i przesufimy przez wierzcholek W, i przez kolo c,* stozek (Wys 629
przesufimy nastepnie ten stoZek tak, aby przesuniety wierzcholek W, lezal
na tworzacej W,IH, to natenczas powierzchnie (Wi, ¢,%) i (W, ¢,?) przenikaja
sie podlug hiperboli kubicznej; te powierzchnie bowiem maja jedng tworzacy
spélna a nadto trzy pary tworzacych WA, i W,d,, W, B, i WsB,, W,C,
i W,C, réwnoleglych.

Plaszezyzny styczne n! i n? poprowadzone do powierzehni (Wi, ¢ |
i (W,e,? wzdluz tworzacej W, W, przecinaja sig z temi powierzchniami podlug
tworzacych W,1 i W,2; punkta przeciecia si¢ zatem W, i W, prostej] W, W,
7 owemi tworzacemi sa punktami hiperboli kubicznej ¢®. Tworzace W,11i W,2
sa stycznemi, poprowadzonymi do krzywej c?.

Plaszezyzny styczne poprowadzone do powierzchni (Wi, ¢ i (Wy, ¢,%)
wzdluz tworzacych W, 4, i Wy4,, W,B, i W,B,, W,C, i W,C, przecinajg sig
podlug asymptot @y, @, i a, krzywej przenikania sie. Slady poziome H,, H,
i H, tych asymptot sa punktami przecigcia sie stycznych A, H, i AH, . B,
i B,H,, C,H,i C,H,, poprowadzonych do kierownic w punktach A4, i 4,,
B, 2 B, 83000,

Celem wyznaczenia dalszych punktéw i stycznych krzywej przenikania
sie postepujemy tak samo jak w zagadnienin poprzedniem.

Zagadnienie 4: Wykreslié paraboie hiperboliczna (rys. 60.).

Rozwiazanie: Przyjmijmy, Ze elipsa ¢,% lezaca na plaszczyznie po-
ziomej rzutéw jest kierownica stozka W,, ¢,%. ZakreSlmy takie kolo ¢,2, kto-
reby sie stykalo z krzywa ¢,? w punkcie B i przecinalo to kolo w punktach
A i H i przesunimy przez wierzcholek W, i przez kolo c,® stoZek, przesuimy
nastepnie stozek (W, ¢, réwnolegle do pierwotnego polozenia, tak aby
przesuniety wierzcholek lezal na tworzacej W,H, to natenczas powierzchnie
(W, ¢,?) i (W,, ¢, przenlkaja sie podiug paraboli hiperbolicznej, plaszczyzny
styczne bowiem, poprowadzone do tych powierzchni wzdluz tworzacych W,B,
i W,B, sa réwnolegle a tworzace W,4, i W,4, sa takie rownolegle. Krzywa
przenikania sig rozpada si¢ na czes¢ paraboliczna, ktéra posiada jedna styczng
w nieskoniczonoéei 1 na cze$é hiperboliczng, ktéra posiada jedna asymptote.

W taki sam sposéb jak w zagadnieniu drugiem moZna wykazaé, Ze pa-
rabola hiperboliczna przechodzi przez wierzcholki W, i W, stozkéw przeni-
kajacych. Punkta styczne i asymptote wyznaczamy tak samo jak w zagadnie-
niach poprzednich.

0 rozwijaniu powierzehni stozkowych i walcowych.

1. Powierzchnie prostokreélng IT,, ktérej dwie bezposrednio po sobie na-
stepujace tworzace #, 1 t,, #, iy, %, i¢,... przecinajg si¢ W punktach 4, B, C,...
mosna bez zlamania i bez zgiecia rozwinaé na plaszezyznie. Taka powierzchnig
nazywamy powierzchnig rozwijalng.

Miejsce geometryczne punktéw 4, B, C,.. nazywamy krzywg zwrotu po-
wierzchni rozwijalnej II,.
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Na plaszezyznach, przesunigtych przez dwie bezposrednio po sobie na-
stepujace tworzace f; i &y, fy 1 1;,... leza nieskoficzenie male czesci powierzchni,
plaszezyzny tedy (4, &), (&, &)... 54 plaszczyznami stycznemi powierzchni II,.

2. Celem rozwiniecia powierzchni JI, na plaszczyznie, obré¢my element
tejie (t,, t,) okolo tworzacej 7, tak, aby sig znalazl na plaszczyznie elementu
(t,, t,); zlaczone na tej plaszczyinie elementa (#, #,) i (¢, #,) obréémy okolo
tworzacej #, tak, aby padly na plaszczymne (4, %) i t. d. postepujac w ten
sposéb dalej sprowadzimy cala powierzchnig na plaszczyzng.

Jezeli na powierzchni IT, lezy krzywa MNPQ... natenczas po rozwinieciu
powierzchni zamieni si¢ na krzywg M,N,P,Q,... ktérg nazywamy przeksztal-
cona krzywe] pierwotnej.

Dlugosci krzywych MN... i M,N,... sy rowne, albowiem diugosci elemen-
téw MN i M, N,,.. sy rébwne; katy zawarte miedzy elementami MN, NP,.
i tworzacymi ¢,, £,,... nie zmieniaja sig¢ podczas rozwijania powierzchni I7r,
styczne tedy poprowadzone do przeksztalconej M, N,... sa nachylene do two-
rzacych po rozwinieciu powierzchni pod takimi samymi katami, pod jakiemi
sa do odpowiednich tworzacych nachylone styczne, poprowadzone do krzywe]
pierwotnej.

Natomiast katy stycznofei t. z. katy zawarte miedzy dwiema bezposre-
dnio po sobie nastepujacymi stycznymi MN 1 NP tudziez M,N, i N P, po-
prowadzonymi do krzywej MN... i do jej przeksztalconej M, N,... nie s réwne;
kat stycznosci MNP w punkcie N jest rowny (m—MNP), kat stycznosci zas
M,N,P, jest réwny zmn—X (MN,t,)—X (NP, ). Promienie krzywizny tedy
krzywych MN... i M,N,.. w punktach odpowiednich sa rozne.

Wyjatek pod tym wzgledem stanowi krzywa zwrotu ABC... 1 jej prze-
ksztalcona A, B,C,,.. katy stycznofci tych bowiem krzywych w punktach A4
i 4,, B i B,.. odpowiednich sg rowne.

3. Dajmy na to, ze elementa MN i NP krzywej MN... sg nachylone do
tworzacej ¢, pod katami réwnymi, to po rozwinigeiu powierzchni II, zejda
sie styczne MN i NP na jednej prostej, ktéra jest styczng przegiecia prze-
ksztalconej M, N,... w punkcie N,.

Jezeli elementa MN i NP sa nachylone do tworzacej 74, pod katami
réwnymi, natenczas leza na powierzchni stozka obrotowego 3, ktorego wierz-
cholek schodzi sie z punktem N, a ktérego osia jest prosta f,. Plaszczyzna
MNP jest plaszczyzng écifle stycznag krzywej MN.., zawiera bowiem trzy bez-
posrednio po sobie nastepujace punkta te] krzywej, a nadto jest plaszczyzng
styczng stozka I, zawiera bowiem dwie bezposrednio po sobie nastgpujace
tworzace MN i NP tej powierzchni.

Wiadomo, Ze plaszczyzna styczna MNP jest prostopadla do plaszezyzny
przesunietej przez of £, 1 przez tworzacy styezmosel AM—1,. Plaszczyzna (,,
t,) jest plaszczyzng SciSle styczna powierzchni rozwijalnej. A zatem:

Jezeli plaszczyzna Scisle styczna krzywej, lezacej na po-
wierzchni rozwijalnej II, w pewnym punkcie N jest prosto-
padla do plaszczyzny styczne] powierzchni w tym punkeie,
natenczas punktowi N odpowiada na przeksztalconej tej
krzywej punkt przegigcia N,.

Krzywa, ktérej wszystkie punkia te wlasnosé posiadajg, nazywamy krzyws
geodezyjng. Przeksztalcona tedy krzywej geodezyjnej jest linija prostg, droga
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zatem na powierzchni miedzy dwoma punktami tej powierzchni, wytyczona
linijng geodezyjna jest najkritsza.

4. Linija geodezyjna jakiejkolwiek powierzchni posiada tg sama wlasnosé,
co linija geodezyjna powierzchni rozwijalnej.

Jako# przyjmijmy, ze krzywa M... P jest najkrétsza, jakie na powierzchni
dowolnej IT miedzy punktami M i P wykresli¢ moZna. Poprowadzmy plaszczy-
zny styczne do powierzchni I7 w punktach lezacych na krzywej M...P i nie-
skoficzenie bisko siebie lezacych, to te plaszezyzny powlécza powierzchnig
rozwijalna IT,, ktéra si¢ styka z powierzchnig /T wzdluz krzywej M....P; linija
geodezyjna tedy M...P powierzchni IT jest réwniez linija geodezyjna powierz-
chni T7,; plaszezyzny dcidle styczne krzywej M...Pw poszezegélnych punktach
sa prostopadle do plaszczyzn stycznych powierzehni IT w tychze punktach.

Zagadnienie 1: Rozwinaé stozek obrotowy (W, %) na plaszczyznie
i wykreslié przeksztalcona krzywej, podlug ktérej plaszczyzna = ow stozek
przecina (rys. 61.).

Rozwigzanie: Odcinki W4, WB... tworzacych powierzchni (W, &),
zawarte miedzy wierzcholkiem W i kierownica k sa rowne, przeksztalcona
tedy kola & jest lukiem ﬂ; kola %,, o promieniu réwnym odcinkom WA,...
Diugodé luku 4,4, jest réwna dlugosei obwodu kierownicy .

Kat érodkowy 4, W, 4, odpowiadajacy lukowi 4,4, kola %, jest rowny

Qn;, gdzie r i R oznaczaja promienie kol & 1 ;.

Podzielmy obwéd kola  na réwne i tak male czescl AB=BC=CD=..,
aby dlugosci lukéw AB.. réznily sie bardzo malo od dlugosci cigeiw AB,...;
podzielmy réwniez luk 4,4, na tylez réwnych czedel 4, B, =B, C, =..., to pro-
ste W,4,, W, B,, W,C,,... sa tworzgcemi powierzchni stozkowej po rozwinieciu
tejze na plaszczyznie.

Aby wyznaczyé przeksztalcons ¢ (1;, 2,,...) krzywej 123..., podlug ktére]
plaszezyzna m przecina sig ze stozkiem (W, k), wyznaczmy prawdziwe wielkosci
odcinkéw W1, W2,.. za pomocy obrotu tychze okolo osi powierzchni WO
na plaszezyzng WOA, réwnolegla do plaszczyzny pionowej rzutéw, i odmierzmy
te odcinki od punktu W, na prostych Wi A4,, W,B,,.. to miejsce geometryczne
punktéw 1,, 2,,... jest przeksztalcona krzywej 123...

Wiadomo, Ze katy, zawarte miedzy tworzacemi W,D,.. powierzchni po
rozwiniecin, i stycznymi § .., poprowadzonemi do przeksztalconej 1,2,3,....
w punktach 2,,.. sa réwne katom, zawartym miedzy tworzacemi WB... i sty-
cznymi poprowadzonymi w punktach 2,.. do krzywej 123...

Wyznaczmy tedy $lady H,, H,.. stycznych 5%, s%.., poprowadzonych
w punktach 2, 3,... do krzywej przekroju, i odmierzmy na stycznych, popro-
wadzonych do kola k, w punktach By, C, .. odcinki B, H,', C,H,"..., odpowie-
dnio réwne odcinkom BH,, CH,..., to proste H,'2,, H,'3,,.. sa stycznemi s, 2,
$,! poprowadzonymi do przeksztalconej.

Plaszezyzna 7 jest plaszezyzng Scisle styczna krzywej przekroju 123...
we wszystkich jej punktach.

Poprowadzmy tedy przez wierzcholek W prosts p (', p'), prostopadly
do plaszezyzny @ i wyznaczmy plaszezyzny styczne, #¢ 1 n* przesuniete przez
ty prosta, to na tworzacych stycznosei WI i WK owych plaszczyzn lezg pun-
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kta M i N krzywej przekroju, ktérym odpowiadajg punkta przegiecia M,
i N, przeksztalconej 1,2,3,...

Zagadnienie 2: Rozwinaé powierzchnie walcows na plaszeayznie 1 wy-
kredli¢ przeksztalcony kierownicy tej powierzchmi (rys. 62).

Rozwiazanie: Przekroje powierzchni walcowej plaszczyznami, prosto-
padlymi do tworzacych sa linijami geodezyjnemi, elementa bowiem krzywe)
przekroju sa prostopadle do tworzacych.

Poprowadzmy tedy plaszczyzng z, prostopadly do tworzacych walca 1 wy-
znaczmy krzywa ¢ (1, 2..) podlug ktérej ta plaszczyzna przecina sig z po-
wierzchnia, a nadto klad tej krzywej (¢) na plaszczyzne pozioma rzutow; po-
prowadzmy nastgpnie prosta dowolng ! i odmierzmy na niej odeinki 1,2,
2,3,... rébwne lukom (1)(2), (2, 3)... krzywej (¢), to odcinek 1,1,, rowny sumie
odeinkéw 1,2,, 2,3,... jest przeksztalcony przekroju ec.

Proste m,, M,,... poprowadzone przez punkta 1,, 2,,.. prostopadle do pro-
stej [ sa tworzacemi powierzchni walcowe]j po rozwinigeiu tejze na plaszczyinie.

Aby wykredlié przeksstalcong ¢, kierownicy ¢, wyznaczmy prawdziwe
wielkogci odeinkéw 14, 2B,.. tworzacych, zawartych miedzy plaszczyzng n
i plaszczyzng pozioma rzutéw i odmierzmy te odcinki od punktow 1, 2. na
prostych m, ,,... to natenczas miejsce geometryczne punktdw A, B,,.. jest
przeksztalcong kierownicy c.

Wyznaczmy $lady I, I,,... stycznych, poprowadzonych w punktach 1,
2.... do krzywej przekroju i odmierzmy na prostej ! od punktow 1,, 2,,.. od-
cinki 1,H, ', 2,71, réwne prawdziwej wielkosci odcinkéw LH,, 2M,,... to pro-
ste II,'A,, H,'B,,.. sa stycznemi poprowadzonemi do przeksztalcone] ¢
w punktach 4, Bi,..

Punkta przegiccia I, i K, przeksztalconej lezg na prostych, odpowiada-
jacych po rozwinigciu tworzacym, ktérych rzuty poziome ograniczaja rzut
poziomy walca, plaszczyzny styczne bowiem, poprowadzone do powierzchni
walcowe] wzdluz tych tworzacych sa prostopadle do plaszezyzny poziome] rzutow,
ktéra jest plaszczyzng scisle styczna we wszystkich punktach tej kierownicy.

Zagadnienie 3: Rozwinaé dowolny stozek na plaszczyznie 1 WyzZnaczyé
przeksztalcong kierownicy tej powierzchmi (rys. 63.).

Rozwiazanie: Opiszmy z punktu W jako §rodka dowolnym promie-
niem ,r¢ kule K i wyznaczmy krzywa ¢,, podlug ktérej powierzchnie (W, ¢)
i K przenikaja sig, to przeksztalcona krzywej ¢, jest lukiem 1,1, kola i, za-
kres$lonego promieniem ,»“. Diugosc luku tego /lz_l?jest rowna diugosci krzy-
wej ¢.

Celem wyznaczenia punktéw i stycznych krzywej ¢, poprowadimy przez
wierzcholek W prosta W W', prostopadly do plaszezyzny poziomej rzutow
i przesufimy przez nig plaszczyzne =, réwnolegly do plaszczyzny pionowej
rzutéw 1 plaszczyzny =', m..

Te plaszczyany przecinajy sig ze stozkiem podlug tworzacych WA i WhB,
WCi WD, WE i WF,.. a z kulyg K podlug kol wielkich. Punkta przecigcia
sie 1", 2 rzutéw W< A” i W"B" z kolem K', ograniczajacym rzut pionowy
kuli K, s rzutami pionowymi punktéow 1 1 2, lezacych na krzywej c,.

Punkta przecigcia sig 3 i 4, b i 6.. tworzacych wceCi WD, WE i WE
z kulg A otrzymamy, obracajac plaszezyzny =' i m*. wraz z tworzgcemi
stozka okolo osi WW™ tak, aby sig zeszly z plaszczyzng m; jezeli nastgpnie
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wyznaczymy punkta przeciecia sie kola K' ze zmienionemi rzutami pionowymi
tworzacych WC i WD, WE i WF... i wrécimy obrotem wstecznym do pier-
wotnego poloZenia plaszezyzn z', n%... natenczas otrzymamy rzuty pionowe
3% 14" b" 16" punktéw krzywej ¢, podlug ktérej powierzchnie K i (W, ¢)
przenikaja sie.

Styczne, poprowadzone w punktach 1, 2, 3.. do krzywej ¢,, leZa na
plaszezyznach stycznych poprowadzonych do powierzchni stozkowej (W, ¢)
wzdluz tworzacych WA, WB, WC,.. 1 sa odpowiednio prostopadle do promieni
W1, W2, W3..

Aby n. p. wyznaczy¢ styczna, poprowadzong w punkcie 3 do krzywej
¢, poprowadzmy wzdluz tworzace] WO plaszczyzng styczng do powierzchni
(W, ¢) a przez punkt 3 przesuimy plaszczyzne prostopadla do promienia W3,
to te plaszczyzny przetna sie podlug stycznej, poprowadzonej w punkcie 3
do krzywej, podlug ktérej powierzchnia K i (W, ¢) przecinajg sie.

Rozwinmy dalej walec rzucajacy poziomo krzywa ¢, na plaszczyznie;
przeksztalcona podstawy tego walca jest linija prosta 14, 24, 3',... 1%, a prze-
ksztalcong krzywej ¢, otrzymamy odmierzajac na prostopadlych, wyprowa-
dzonych z punktéw 1',, 2,... odeinki 1,1,, 2',2,... rowne odleglociom rzutéw
pionowych 1%, 2“.. od osi rzutéw z.

Dlugosé krzywej 1,2,8,.. rowna jest dlugosci krzywej ¢,. Jezeli tedy
z dowolnego punktu W, zakreslimy kolo %, promieniem réwnym promieniowi
kuli K i od dowolnego punktu 1, odmierzymy odecinki 1,2,, 2,3,, 3,4,... od-
powiednio rowne lukom I,2,, 2,3,, 3,4,,.. to natenczas proste W,1,, W,2,,
W,3,,... 53 tworzgcemi powierzchni stozkowe] po jej rozwinigciu na plaszezyznie.

Odmierzmy nastepnie na prostych W,1,, W,2,... odecinki réwne prawdzi-
wej wielkosci tworzacych WA, WB . to otrzymamy punkta 4,, B,... ktérych
miejsce geometryczne jest przeksztalcong kierownicy ¢ powierzchni stozkowej.

Punkta przegiecia M, i N, przeksztalconej 4,B,... odpowiadaja tym pun-
ktom M i N krzywej ¢, w ktérych $lady poziome plaszezyzn stycznych, pro-
stopadlych do plaszczyzny poziomej rzutéw, z ta krzywa sie stykaja.

0 powierzchniach w ogdle i o powierzchniach rzedu drugiego.

1. Miejsce geometryczne prostej lub krzywej, poruszajacych sie w prze-
strzeni podlug pewnego prawa nazywamy powierzchnia. ILinie, opisujace po-
wierzchnig, nazywamy tworzacymi tejze. Krzywa, opisujaca powierzchnie,
zmienia swa postac¢ albo jej nie zmienia.

Powierzchnie I, ktora dowolna prosta przecina w ,»“ punktach, nazy-
wamy powierzchnig rzedu n-tego. Jezeli ,n“ jest iloscia skoniczong, natenczas
II* nazywamy powierzchnia algebraiczna; jezeli zas$ ,n* jest iloscig nieskon-
czenie wielks, natenczas powiadamy, Ze powierzchnia jest przestepna.

Dowolna plaszezyzna przecina tedy powierzchnig //* podlug krzywej rzedu
n-tego; albowiem proste lezgce na tej plaszezyznie przecinaja sie z powierz-
chnig [I* a wigc i z kraywa przekroju w ,#“ punktach.

Zdarzy¢ sig moze, ze prosta ,/“ posiada z powierzchnig rzedu m-tego
(n+1) punktéow spélnych; w tym przypadku posiada ta prosta z powierzchnia
nieskonczenie wiele punktow spélnych, lezy tedy w calej rozciaglosci na po-
wierzchni.

2. Prosta ,d“, laczaca dwa punkta 4 i1 B powierzchni, nazywa sie sieczna,
a granice s, do ktorej sieczma .d“ dazy, jezeli punkt B zbliza sie do A,
nazywamy styczng, poprowadzong do powierzchni w punkeie .1. Styczna tedy
mozna okredli¢ jako prosta, laczaca dwa bezposrednio po sobie nastepujace
punkta powierzchni.

Przez punkt 4 mozna poprowadzi¢ na powierzchni nieskonczenie wiele
krzywych plaskich lub wichrowatych, ktérych styczne sa stycznemi powierzchni.

Jezeli punkt 4 nie jest punktem szczegélnym powierzchni, natenczas
wszystkie styczne powierzchni, przechodzace przez punkt 4, leza na plaszezyznie,
kiéra nazywamy plaszczyzng styczng powierzchniw punkcie A (rys. 64. Tab. IX.).

Jakoz uwazajmy powierzchnie¢ I/ za miejsce geometryczne krzywej ,e*
ktora porusza sie w przestrzeni przecinajac dwie krzywe ¢, i¢,, przechodzace
przez punkt 4, w punktach M.. i N..

Jezeli krzywa ,c* zbliza sie do punktu A, natenczas sieczne M4, NA
i MN dazg do stycznych krzywych ¢, ¢, 1 ¢, a plaszezyzna MAN zbliza sie
do plaszezyzny, przesuniete] przez styczne s, i s,, poprowadzone do krzywych
¢, 1 ¢, w punkcie A. W granicy tedy, kiedy krzywa ,c“ przez punkt 4 prze-
chodzi, styczna ,s“, poprowadzona w punkcie A do tej krzywe]j, leZy na pla-
szezyZznie (s,, S,); styczne zatem, poprowadzone w punkcie 4 do krzywych,
przechodzacych przez ten punkt na powierzchni, leZa na plaszczyznie, prze-
suniete] przez dwie styczne powierzchni, poprowadzone w owym punkcie.

Plaszczyzna styczna 7, poprowadzona do powierzchni /7, rzedu #n-tego
w punkcie P przecina sie z tg powierzchnig podiug krzywej rzedu n-tego
,¢"%, ktéra posiada w punkcie P punkt podwdjny; wszystkie proste bowiem,
povrowadzone przez punkt F na plaszczyZnie m s stycznemi powierzchni 777,
przecinaja tedy krzywa ,e** w ,u“ punktach, z ktorych po dwa zlaczone sg
w punkecie P.

Pomiedzy prostymi, lezgcymi na plaszezyznie stycznej m, zasluguja na
uwage styczne, poprowadzone do krzywej ,c** w punkcie podwéjnym Z.

Obie te styczne s!, i s*, posiadaja z powierzchnig I/* po trzy bezposre-
dnio po sobie nastepujace punkta spdlne. Jezeli tedy przesuniemy przez pro-
ste sy 1 s, plaszezyzny ='... 1 #m%.. 1 wyznaczymy krzywe przekroju tychze
¢,"... 1 ¢,".. z powierzchnig [I*, natenczas owe proste sg stycznemi przegiecia
krzywych przekroju w punkcie P. .

Proste s% i s% nazywamy stycznymi gléwnymi powierzchni /1" w pun-
kcie P.

Styczne gléwne sg albo rzeczywiste 1 rézne, albo schodzg sie na jednej
prostej, albo sa urojone.

‘W pierwszym przypadku nazywamy ,P“ punktem hiperbolicznym, w dru-
gim przypadku punktem parabolicznym a w trzecim przypadku punktem
eliptycznym powierzchni.

Plaszczyzna styczna, poprowadzona do kuli w dowolnym punkeie P,
przecina te powlerzchnie podlug kola o nieskoiiczenie malym promieniu; sty-
czne, poprowadzone przez srodek P do tego kola, przechodza przez punkta
kolowe urojone w nieskonczonosei; a zatem punkta, lezace na kuli sg eliptyczne.

Punkta, lezace na powierzchni rozwijalnej sg paraboliczne, plaszczyzna
styczna bowiem, poprowadzona do tej powierzchni, przecina ja w dwu bez-
posrednio po sobie nastepujacych tworzacych, ktére tworzg styczng zwrotu
w punktach stycznosci owe) plaszczyzny z powierzchnis,.

b




— 4y —

Jezeli na powierzchni nierozwijalnej lezy prosta I, na,te'ncza._% wszystkie
punkta , lezace na tej prostej, sa hiperboliczne; prost;?, [ bowiem jest s.tyczn@
gléwng powierzchni we wszystkich punktach, na niej lezacych, drugie tedy
styczne gléwne sa rzeczywiste. : s s :

Punkta paraboliczne stanowia granice miedzy punktami eliptycznymi
i hiperbolicznymi. . < il '

Jezeli na powierzchni znajduja si¢ punkta el‘.ptyc.zue i hiperboliczne na-
tenczas granice miedzy niemi stanowia punkta pa,rab.ohczne.. :

4. Jezeli prosta p, ktéra nie jest styczng powierzchni, przecina te po-
wierzchnie /I w dwu punktach zlaczonych w & natenezas.dowolna, prosta p,,
poprowadzona przez F, przecina sie rowniez z pow:lerzchm@ w dwu p}mkta,ch
Zlaczonych w P. Jakoz przesunmy przez proste p 1 p, plfmszczyzn'g z', to ta
plaszezyzna przecina si¢ z powierzchnig podlug krzy.we‘] ¢,, ktora prosta p
przecina w dwu punktach , zlaczonych w P; punkt P jest tedy punktel':a.pod;
wéjnym krzywej ¢, wszystkie wiec proste, ktore leza na plaf;zczysza b3
i przechodzy przez punkt P przecinajg sig z krzywa ¢, a zatem 1 z POWI1erz-
chnig // w dwu punktach zlaczonych w P.

Przesunmy przez prosta p plaszezyzny el et Wyznaczmy krzy?ve oo
¢%,... podlug ktérych powierzchnia /I przecina sig z temi pljsn.szczyzn:.a,m1‘, po-
prowadzmy nastepnie W punkcie podwéjnym P styc‘zne $; 1 81y 8 1 8" do
krzywych ¢,, ¢,,.., to kazda z tych stycznych przecina sig 2z powlerzch;_'.uaJ 1
w trzech bezposrednio po sobie nastepujacych punktach, proste zatem $; 1§,%...
sa stycznymi gléwnymi powierzchni. 4 . : '

Przez punkt P przechodzi tedy nieskonczenie wiele stycznych gléwnych
powierzchni; ktore leza parami na plaszezyznach n!, #%,... owe styczne sa tedy
tworzacemi powierzchni stozkowej rzedu drugiego. ' .

Punkt P nazywamy punktem podwoéjnym powxerzch].n. : ¥

Plaszezyzny styczne, poprowadzone do powie.rzc.‘nm’ sto.v’;kowe‘]., ktOI‘(.E‘,J
tworzacemi sa styczne glowne powierzchni [/, przecinaja sig z tg powierzchnig
podiug krzywych, ktérych punkt P jest punktem zwrotu. _ ,sidd

Stozek stycznych podwdjnych powierzehni /[ w punkcie P moze sig skla.?
da¢ z dwu plaszezyzn réznych, albo z dwu plaszczyzn, zla,.czonych_ na jedne]
plaszezyznie; w plerwszym przypadku nazywamy [’ punktem biplanarnym
w przypadku drugim punktem uniplinarnym.

Jezeli prosta p przecina powierzchnig /1" w ke punktfa.ch zlagczonych w P,
natenczas P nazywamy punktem ,k“-krotnym powierzchni. : -

Plaszezyzna przesunieta przez punkt P przecina sie z powierzchnig [I"
podlug krzywej ,c'¢ rzedu n-tego, ktora posiada. w P pun'kt ,,k“—kr.otny. P-rzez
punkt P przechodzi tedy #k“ stycznych krzywej ¢', 2 ktérych kazda posiada
(k+1) punktéw spélnych zlaczonych w . _ ,

Styczne zatem poprowadzone do powierzchni /[" w punkcie I’ lezg na
powierzchni stozkowe] rzedu K-go. g wnl :

Rozumujac podobnie jak poprzednio dojdziemy do pojecia punktow
[uni — (% - 1)] planarnych ..[g - (k ¢q)] planarnych. [

5. Krzyws ,c* przez ktora powierzchnia /1" przechodzi ,,_'r“ P nazywamy
krzywa ,r“-krotng powierzchni. Punkta, lezace na krzywej .c¢*, sa punktami
r-krotnymi powierzchni.

Jezeli tedy przez dowolny punkt P te] krzywe) poprowadzimy plaszezy-
zny nl, #%.. 1 wyznaczymy krzywe ¢, ¢",... podlug ktérych te plaszezyzny
przecinaja sie z powierzchnig /1" natenczas styczne, poprowadzone do krzy-
wych ¢*, ¢*.. w punkecie ,r“krotnym P, leza na plaszezyznach stycznych,
poprowadzonych do powierzchni //* w punkcie P; punkta tedy, lezace na
krzywej r-krotnej, sa punktami ,»“ planarnymi powierzchni fI".

Punkta krzywej, lezace na krzywej podwdjnej, sa punktami biplanar-
nymi; punkta za$ leZace na krzywej zwrotu sa punktami uniplanarnymi po-
wierzchni.

0 powierzchniach rzedu drugiego.

6. Powierzchnie rzedu drugiego przecina dowolna prosta w dwu punktach
rzeczywistych, urojonych albo w dwu punktach schodzacych sie w jednym
punkeie rzeczywistym.

Poprowadzmy w punkcie A, lezacym na powierzchni rzedu drugiego /I%
styczne s,' i s,* do te] powierzchni i przesunmy przez te proste plaszczyzne
7, to ona jest plaszezyzna styczna powierzchni I7? w punkcie A, 1 przecina
sie z nia podlug krzywej rzedu drugiego ¢,, ktéra w punkecie 4 posiada punkt
podwdjny.

Styczne s,! i s,% poprowadzone w punkcie 4 do krzywej ¢? sa stycznymi
gléwnymi powierzchni, maja tedy z powierzchnig po trzy bezposrednio po
sobie nastepujace punkta spélne, przeto na zasadzie prawa o zachowanin ilosci
proste s, 1 5,2 leza w calej rozciaglosei na powierzehni [7%

Stosownie do tego czy styczme glowne s,' 1 s,” sa rzeczywiste i rozne,
czy schodzg sie na jednej prostej, czy tez sa urojone, jest punkt A4 punktem
hiperbolicznym, parabolicznym albo eliptycznym powierzchni I72

7. Przyjmijmy najpierw, Ze styczne gléwne s,!1i s, powierzchni II?
w punkcie A sy rzeczywiste 1 przesunmy przez nie plaszezyzny dowolne z!
1 m% to przekroje plaskie powierzchni temi plaszczyznami skladaja sie z dwu
par prostych s,' i g, s,% i I. Punkta przeciecia sie P 1 @ prostych s,!' i g tu-
dziez s?, il leza na powierzchni II?, a styczne gléwne w owych punktach
schodzg sie z prostemi s,' i ¢ tudziez s,” i I. A zatem:

Jezeli jeden punkt powierzchni rzedu drugiego jest hi-
perboliczny, natenczas wszystkie punkta tejZe sa hiperbo-
liczne.

Przyjmijmy dalej: %ze styczne gléwne powierzchni II* w pun-
kcie 4 sa urojone, to z latwodcia wykazemy, ze wszystkie pun-
kta tej powierzchni sg eliptyczne; gdyby bowiem na powierzchni II*
lezala prosta I, natenczas plaszczyzna (4, ) przecinalaby powierzchnig I72
podlug dwu prostych 7 i g a prosta g przechodzilaby przez punkt A, punkt
4 tedy nie bylby punktem eliptycznym.

Przejscie od powierzchni z punktami hiperbolicznymi do powierzchni
rzedu drugiego z punktami eliptycznymi stanowia powierzchnie stozkowe
tegosamego rzedu, ktorych punkta sa wylacznie paraboliczne.

8. Niech bedzie dana jakakolwiek powierzchniarzedu dru-
giego II* i punkt P, nie leZzgcy na tej powierzchni. Popro-
wadZmy przez P prostel, l, l,.. 1 wyznaczmy punkta prze-
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ciecia sie tychze 41 A" 4, 1 4, P, b {12',... z p?W1erzchn1q 1
anadto punkta @, @, @,.. harmo nicznie sprzezone z punktem
P w grupach (PQAA)=—1, (PQ4,4,)=~— 1 (PQ?A2AZ‘):H—1,... to puln—
kta @ @, @,.. leza na pla szezyZnie m, ktorg nazywamy Pp 1;2-
szezyzngbiegunowsg punktu P ze wzgledu na powierzchnig IS
a punkt Pnazywamy biegunem plaszczyzny = ze wzgledu na
powierzchnig rzedu drugiego. “dage _

Jakos przesuimy przez proste 1l tudziez I' 1 I, pla,sz.czyzny. i WS;
znaczmy krzywe ¢,% i ¢,% podlug ktérych te plaszezyzny przecinajy sig z I,
a nadto biegunowe p, i p, punktu P ze wzgledu na te l.irzywe, to. prosta p;
przechodzi przez punkta @ i @, prosta zas p, przechodm‘ przez @ i @,. Prze-
sufimy nastepnie przez punkt P’ dowolng pls‘a‘szczyznq. grr il w:yzngczmy krzywsa
¢;% podlug ktérej ta plaszczyzna przecina sig z pow'ler?chn}q I, a I%adto pro-
sta p,, podlug ktdérej plaszczyzny 7* 1 Q0 Qz' przecinaja sig, 1-;0‘ b}eiuno_wa
punktu P ze wzgledu na krzywa ¢z? schod@ sig z prosta, P.; .}em'ah ogn‘an’l
polaczymy punkt P z punktami przeciecia sig Q. i Q, prostych p. ip tudziez
P. 1 py, a nadto wyznaczymy punkta przecigcia sig _prostych PQ. ‘1 PQ, z po-
wierzchnia II%, natenczas otrzymamy grupy harmoniczne (PQ. XX

i (PQYY)=-1. :

7 tego wynika, Ze proste p, p,,.. leiace na pla,szczy’z'nle T=00Q,¢, sa
biegunowymi punktu P ze wzgledu na . krzywe podlug ktérych plaszezyzny
(P, p), (Pp,)... powierzchnig P przecina)a. - .

Punkt P i punkta leZace na plaszczyznie b1egunowe_3 7 nazywamy pxlm-
ktami biegunowo albo harmonicznie sprzqionyxmg laczac b?WIem dowolny
punkt €,, lezgcy na plaszezyznie m z punktem P i wyznaczajac punkta prze-
ciecia sig Z i Z' prostej P z powierzchnig II* otrzymamy grupe harmoni-
czng (PQ.ZZ")—=—1. !

9. Niech beds dane punkt P i plaszczyzna biegunowa 7 tego punktu ze
wzgledu na powierzchnig rzedu drugiego H 2, Przesunmy p?zez; P pla.‘._?.zc%yzge;
m! i wyznaczmy prostg p,, podlug ktoérej plaszczyzny win przecinaja 31;}
a nadto krzyws ¢, %, podlug ktére] plaszczyzna 7! przeou;a. POWIBrZChnIQPZ .
to p, jest biegunowsg punktu P ze Wzgl_qdu na k.t:zywad & Proste tedy 4,
PB,, laczace biegun P z punktami 4, i B, ) W ktérych b1egun.owa. p, przecina
sie z krzywa ¢,? sg stycznymi tej krzywej w punktach 4, i B, a zarazem
stycznymi powierzchni II* w tychze punktach. A za.tem,: .

Miejsce geometryczne punktéw stycznoscxl stycznj_reh, po-
prowadzonych z dow olnego punktu P do poww’rzc:hn1 rzedn
drugiego, jest krzywg rzedu drugiegf) podlugf' ktore] p‘Iaszczy-
zna biegunowa = punktu P te powierzchnig przecina. Albo
innemi slowy: . - i o

Stozek opisany na powierzchni rzedu d.ruglego' 5 p o
ktu P jest rzedu drugiego i styka sie z powierzchnig Wz'dluz
krzywej, podiug plaszczyzna biegunowa z punktu P powierz-

ig [I> przecina. .
Chnlgtosov}f)nie do tego czy styczne, poprowadzone z punktjl P do powierz-
chni II, sy rzeczywiste czy urojone, powiadamy, Ze punkt leiy w obrebie albo
poza obrgbem powierzchni [I%. ’ )

Plaszezyzny biegunowe tedy punktiw, lezacych poza obrebem powierz-
chni przecinaja te powierzchnig podiug krzywych rzeczywistych; plaszezyzny

biegunowe zas punktéw, lezacych w obrebie powierzchni II?, przecinaja te
powilerzchnie podlug krzywych rzedu drugiego urojonych.

10. Niech bedzie dany biegun P i plaszezyzna =, odpowiadajaca biegu-
nowo temu punktowi ze wzgledu na powierzchnie //2. Obierzmy na plaszezyznie
n dowolny punkt ¢ i wyznaczmy plaszczyzne biegunowa tegoz ze wzgledu
na I?, to ta plaszczyzna przechodzi przez punkt P; albowiem punkta P i @
dzielg harmonicznie odeinek AA’ prostej P¢), zawarty miedzy punktami prze-
ciecia A i A' tejze z powierzchnig II%. A zatem:

Plaszczyzny biegunowe punktéw,lezacychna plaszczyZnie
w, przechodzg przez biegun tej plaszczyzny i wzajemnie: bie-
guny plaszczyzn przechodzgcych przez punkt P leza na pla-
szczyZnie biegunowej tego punktu. :

Z tego wynika bezposrednio, Ze plaszczyzna biegunowa punktu P, w kto-
rym trzy plaszezyzny n!, 2 i #® przecinaja sig, przechodzi przez bieguny
Py, P, i P; tych plaszczyzn i nawzajem.

11. Niech beds dane dwa bieguny P i P, a nadto plaszezyzny biegunowe
tychze m i n' ze wzgledu na powierzchnie II. Wyznaczmy plaszezyzny bie-
gunowe punktéw lezgcych na prostej /,, podlug ktérej plaszezyzny = i n!
przecinajg sig to te plaszczyzny przechodza przez bieguny Pi P,, tworza tedy
pek plaszezyzn, ktérego osiay jest prosta m, = PP,; 1 wzajemnie.

Proste I, i m, nazywamy prostymi harmonicznie albo biegunowo sprze-
zonymi ze wzgledu na powierzchnie II% :

Jezeli przesuniemy przez jedng z prostych biegunowo sprzezonych n. p.
przez ,m,“ plaszczyzne m* 1 wyznaczymy punkt przeciecia sie M, tejze z pro-
stg !, a nadto krzyws e¢.?, podlug ktérej plaszezyzna n* powierzchnie II2
przecina, natenczas punkt M, jest biegunem prostej m, ze wzgledu na krzywa
¢,% Styczne poprowadzone z punktu M, do krzywej c.?, przechodza przez
punkta B i S5, w ktorych prosta I, powierzchnie II? przecina; punkta sty-
cznoscl stycznych M R i M, S schodzg sig z punktami R i S. Z tego wynika
bezposrednio, Ze plaszczyzny styczne powierzchni rzedu dru-
giego, przesunigte przez dowolna prosts, stykaja sie z nia
w punktach, lezacych na prostej, biegunowo z owa prosta
sprzezonej. :

12. Obierzmy na plaszczyznie biegunowej m punktu P ze wzgledu na
powierzchnig II* punkt P, i wyznaczmy plaszczyzng biegunows #' tego pun-
ktu, to ta plaszczyzna przechodzi przez punkt P. Wyznaczmy nastepnie
plaszezyzng biegunows z* punktu P,, lezacego na prostej p,, podlug ktérej
plaszezyzny = i #' przecinaja sie, to plaszczyzna n? przechodzi przez punkta
Pi P, a prosta p,, podlug ktérej plaszezyzny = i m? przecinaja sie przechodzi
przez punkt P, i przecina prosts p, w punkecie P,, ktéry jest harmonicznie
sprzezony z punktami P, P, i P, ze wzgledu na powierzchnie I7?; plaszezyzna
biegunowa #*® punktu P, przechodzi zatem przez punkta P, P, i P,.

Plaszczyzny biegunowe tedy punktéw P, P,, P, i P, przechodza odpo-
wiednio przez punkta P, P, i P,, P, P, i P,, PP,P,, PP, P,.

Cztery punkta, posiadajace te wlasnoéé, ze kazdy z nich jest biegunem
ze wzgledu na powierzchnie rzedu drugiego plaszezyzny, przesunietej przez
trzy inne punkta nazywamy czwérka biegunéw sprzezonych, a plaszezyzny
przesunigte przez te catery punkta, nazywamy czworodcianem piaszezyzn bie-
gunowo sprzezonych ze wzgledu na powierzchnie rzedu drugiego.

£
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Krawedzie przeciwlegle PP, i P,P,... czworofcianu, biegunowo sprzezo-
nego ze wzgledu na powierzchnig [I°, sg prostymi biegunowo sprzezonymi;
albowiem bieguny plaszezyzn, przesunietych przez jedna z tych prostych, np.
przez PP, leia na prostej P,P;.

7 okredlenia czworodcianu biegunowo sprzezonego ze wzgledu na po-
wierzchnie I1* wynika bezpodrednio, ze jeden wierzcholek tegoz lezy w obre-
bie, a trzy wierzcholki tego czworoscianu, leza poza obr¢bem powierzchni [

13. Przesufimy przez krawedz PF, czaworodcianu PR PP
biegunowo sprzezonego ze wzgledu na I, plaszezyzng z 1wWy-
znaczmy punkt przecigcia sig tejze X z prosta P,P,, a nadto
krzywa ¢ podlug ktérej plaszczyzna = przecina powierzchnig
12, to tré6jkat PP, X jest biegunowo sprzezony ze wzgledu na
krzywa ¢ Jakoz punkt X lezy na plaszczyznach biegunowych punktéw P
i P,, a plaszczyzna biegunowa punktu X przechodzi przez PR

Opiszmy z wierzcholka P czworoscianu biegunowo Sprzezonego powierz-
chnie stozkows na powierzchni [I*; to krzywa stycznosei ¢® tej powierzchni
ley na plaszezyznie P,P,P,, a punkta P,, P, i P, sg biegunami sprzezonymi
ze wzgledu na krzywa ¢ Krawedzie tedy PP, PP, i PP, sa srednicami po-
wierzchni stozkowej (P, ¢?).

14. Niech beds dane proste g i I biegunowo sprzezone ze wzgledu na
powierzchnie II?; wyznaczmy na prostej ! punkta A i A,, B i By,.. biegu-
nowo sprzezone ze wzgledu na krzyws c¢? podlug ktorej dowolna plaszezyzna,
przesunieta przez | przecina sig¢ z powierzchnig 13, to szereg AA,BB,... jest
inwolueyjny.

Plaszczyzny biegnnowe punktéw A4, B,.. ze wzgledu na [P przechodzg
przez A,, Bi,... i przez prostay g, a plaszczyzny biegunowe punktow A4,, B,...
przechodza przez A, B,.. i przez prosta g; pek plaszezyzn tedy (9, 4) (g, 4y)
(g, B) (g, B,)... jest inwolucyjny. A zatem:

Pek plaszczyzn biegunowo sprzezonych ze wzgledu na po-
wierzchnie rzedu drugiego jest pekiem inwoluecyjnym; pla-
szczyzny podwéjne tego peku'sa plaszezyznami stycznymi
tej powierzchni.

15. Poprowadzmy przez punkt P~, lezagcy w nieskonczonodci, proste I,
M,... 1 wyznaczmy punkta przecigcia si¢ tychze 4 i 4', B 1 B'.. z powierz-
chnia 1/?, podzielmy nastepnie kazdg z cigeiw AA‘, BB',.. na dwie réwne
czesci; to punkta dzielgce @, @... sa harmonicznie sprzezone z punktem P~
w grupach (P*QAA)=—1 (P*QBB)=—1,.. leis tedy na plaszczyZnie bie-
gunowej = punktu P*, ktérs mazywamy plaszczyzng biegunows diametralng
powierzchni [I* sprzezong z kierunkiem P~. .

Plaszezyzny diametralne 7 i m!, sprzezone z kierunkami P” i P=,, prze-
cinaja sie podlug prostej d, kiéra nazywamy $rednica powierzchni .

Plaszczyzny diametralne =, #' 1 7, sprzezone z kierunkami P*, P,”
i P,° przecinaja sie w punkcie M, ktéry jest biegunem plaszezyzny, lezace]
w nieskoficzonodci ze wzgledu na powierzchnie rzedu drugiego.

Punkt M nazywamy srodkiem powierzchni; wszystkie proste bowiem,
przechodzace przez M, przecinaja sie z powierzchnig [I* w punktach ulozo-
nych symetrycznie wzgledem M.
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16. Przesufimy przez prosty I“, lezaca w nieskorczonosci pek plaszezyzn
(7, @',...) 1 wyznaczmy krzywe ¢? ¢,%... podlug ktérych elementa tego peku
przecinaja sig z powierzchnig [I%, a nadto punkta przeciecia sig S, S;,... pla-
szezyzn m, m,.. ze frednica ,d“ powierzchni, sprzeiong z *, to punkta S,
S,... sa biegunami prostej I” ze wzgledu na krzywe ¢? ¢ °... a zatem srod-
kami tych krzywych. Srednice sprzezone krzywych ¢, %... przechodzg parami
przez punkta harmonicznie sprzezone powierzchni I, lezace na prostej I”.

A zatem: Krzywe, podlug ktérych pek plaszeczyzn réwno-
leglych przecina si¢ z powierzchnig rzedu drugiego, sg po-
dobne i podobnie polozone (homotetyczne); $rodki tych krzy-
wych leza na $rednicy, sprzezone] z osig peku

17. Wyznaczmy plaszezyzne biegunowsg z punktu P7, lezacego w mie-
skoficzonodei, ze wzgledu na powierzchnie rzedu drugiego, a nadto, prosta p°,
podlug ktérej ta plaszczyzna, przecina slg z plaszczyzng w nieskonczonosei;
obierzmy nastepnie na prostej p” punkt P,® 1 wyznaczmy plaszezyzne dia-
metralng @', sprzeZona z tem punktem, oraz prosta p,”, podlug ktérej pla-
szezyzna 7' przecina si¢ z plaszezyzng w nieskonczonosci, to ta prosta prze-
chodzi przez punkt P“ i przecina sig z prosts p” w punkcie P,”, biegunowo
sprzezonym z punktami P” i P,”; plaszczyzna tedy biegunowa #w? punktu P,*
ze wzgledu na powierzchnie II® przechodzi przez punkta P A

Plaszezyzny =, mi, m® i plaszczyzna lezaca w nieskonczonosci, wyzna-
czaja czworoscian, biegunowo sprzezony, ze wzgledu na powierzchnie II%;
a punkta P*, P, P,* i érodek M powierzchni wyznaczaja czwoérke biegunéw
sprzezonych ze wzgledu na powierzchnig rzedu drugiego.

Srednica P*M=d lezy na plaszczyznach diametralnych m! i 7% srednica
P,*M=d, lezy na plaszczyznach 7’ i # a srednica P*™ M=d, lezy na pla-
szezyznach n 1 ml.

Proste d, d, i d, nazywamy tréjka, srednic sprzezonych powierzchni
rzedu drugiego. Srednice d, d,, d, sa odpowiednio sprzezone z plaszczyznami
diametralnymi 7z, #! i a*

18. Przesuimy przez $rodek M powierzchni dowolng plaszezyzne m i wy-
znaczymy prosta p~ podlug ktorej ta plaszezyzna przecina sie z plaszezyzng
w nieskoficzonodci, wyznaczmy nastepnie na prostej p” szereg punktow
P,P,Q,Q,... biegunowo sprzezonych ze wzgledu na powierzchnie II7, to proste
MP, i MP,, MQ, i MQ,... tworza ze srednicy ,d“ sprzezong z plaszezyzng 7=
tréjki d, MP, i MP,... érednic sprzeZonych powierzchni.

Pomiedzy $rednicami MP, i MP,... ktére tworza pek inwolucyjny, znaj-
duje sie jedna para $rednic sprzezonych prostopadlych: gdyby $rednica d byla
prostopadla do swej odpowiedniej plaszczyzny diametralnej 7, natenczas mie-
libyémy tréjke $rednic sprzezonych wzajemnie prostopadiych.

NaleZy tedy zbada¢ czy powierzchnie rzedu drugiego posiadaja trojki
érednic sprzezonych wzajemnie prostopadlych.

Aby na to pytanie odpowiedzie¢, poprowadzmy na plaszczyznie diame-
tralnej @ pek érednic (@, b, ¢,...) przesufimy nastepnie przez $rodek M po-
wierzchni plaszezyzny diametralne @, f, y.., sprzezone z prostemi a, b, ¢,
i plaszczyzny e, ', ¥'... odpowiednio prostopadle do tych $rednic. Plaszezyzny
@, B... tworza pek, ktérego osig jest sredmica sprzezona z plaszczyzna 7 ;
plaszezyzny za$ a', ... tworzg pek, ktérego osia jest prosta, ktora przechodzi
przez $rodek M i jest prostopadla do plaszczyzny .
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Peki (e, B,...) i (', §'...) jako jednokreslne z pekiem srednic (a, b,...) Wy-
znaczaja stozek rzedu drugiego =, posiadajacy te wlasnosé, ze kazdej srednicy
powierzchni II? lezacej na plaszezyZnie diametralnej z odpowiada jedna two-
rzaca powierzchni 3, sprzezona z tg srednicy i do niej prostopadia.

Poprowadzmy nastepnie drugs plaszczyzng diametralna 7, a na niej pek
érednic a,, b,.., to plaszczyzny diametralne e, f.. biegunowo sprzezone ze
$rednicami aj, b,,.. tworza pek, ktérego osig jest srednica sprzezona z pla-
szczyzng m!; plaszezyzny zas a'y, ... przechodzgce przez $rodek M i prosto-
padle do prostych a,, b,.. tworza pek ktérego 0§ jest prostopadla do pla-
SzCZyZDy .

Peki (@, 8,.-) i (&4, f's..), jednokreslne z pekiem (ay, b,...), Wyznaczajs
powierzchnie stozkows I, posiadajaca te wlasnosé, ze kazdej srednicy, lezace]
na plaszezyznie z! odpowiada jedna tworzaca powierzchni =, sprzezona z ta
grednica i do niej prostopadla.

Srednicy d podlug ktérej plaszczyzny = i 7* przecinajg sie¢ odpowiada
tworzaca spélna obu powierzchni stozkowych i 3, ; te powierzchnie przeci-
naja sie tedy przynajmniej jeszcze podiug jednej ,m“ albo podlug trzech
tworzacych rzeczywistych.

Prostej ,m“ odpowiada na plaszczyznie 7 pewna $rednica ,n“ a na
plaszczyinie m' pewna Srednica ,p“, ktére z prosts m sa biegunowo sprzezone,
a nadto do niej prostopadle. Jezeli tedy na plaszczyznie diametralnej (n, p)
sprzeZonej z ,m*“ i prostopadiej do tej prostej wyznaczymy srednice prostopa-
dle ¢ i r, natenczas trzymamy tréjke m, ¢ i r Srednic sprzezonych wzajemnie
prostopadlych *).

Plaszezyzny (m, q), (g, 7) 1 (r, m) nazywamy plaszezyznami glownymi
powierzchni rzedu drugiego, te plaszezyzny sg plaszczyznami symetryl pro-
stokatnej powierzchni.

0 biegunowej dwoistosci.

19. Niech bedzie dany uklad 3 punktéw, prostych i plaszezyzn, wy-
znaczmy elementa, ktére sa biegunowo sprzezone ze wzgledu na dowolng po-
wierzchnie rzedu drugiego II? z elementami ukladu X, to natenczas otrzy-
mamy uklad 3 plaszezyzn, prostych i punktow. Punktowi 4 ukladu 2 od-
powiada biegunowo plaszczyzna «', prostym i plaszezyznom, przechodzacym
przez A odpowiadajg biegunowo proste i punkta ukladu 3.

Prostej laczacej dwa punkta jednego ukladu odpowiada w ukladzie dru-
gim prosta, podlug ktérej plaszezyzny biegunowe dwu punktéw owej proste]
przecinajg sie.

PlaszezyZnie jednego ukladu, wyznaczone] za pomocy trzech punktow,
odpowiada punkt, w ktérym plaszezyzny biegunowe owych trzech punktéow
przecinaja sie.

*) Za pomoca kola urojonego w nieskoficzonoSci mozna z latwosdcia udowodnié, Ze
tylko kula i powierzehnie rzedu drugiego obrotowe posiadaja nieskoriczenie wiele tréjek
osi, wszystkie za$ inne powierzchnie rzedu drugiego tréjosiowe posiadaja po jednej
trojee osi.

20. Krzywej ¢ ukladu 3, lezacej na plaszczyZnie @, odpowiada w ukla-
dzie 3 powierzchnia stozkowa o', ktérej wierzcholek jest biegunem plaszczyzny
a ze wzgledu na powierzchnig IP. Plaszczyzny biegunowe punktéw, lezacych
na krzywej ¢, sa plaszczyznami stycznymi powierzchni ¢, a proste biegunowo
sprzezone ze stycznymi, poprowadzonymi do krzywej ¢, sa tworzacymi tej
powierzchni.

Jezeli krzywa ¢ jest rzedu m-tego a klasy n-tej, natenczas powierzchnia
stozkowa ¢' jest rzedu m-tego a klasy m-tej; punktom przecigcia sig bowiem
prostej, lezacej na plaszezyZnie @, z krzywa ¢ odpowiadaja plaszczyzny sty-
czne powierzchni ¢’ przesuniete przez prosta , ktéra przechodzi przez wierzcho-
lek powierzchni, a stycznym, poprowadzonym do krzywej ¢ z dowolnego
punktu, odpowiadajg tworzace powierzchni ¢', lezace na jednej plaszczyznie.

21. Jezeli punkt porusza si¢ w ukladzie 3, opisujac krzywa wichrowats
¢, natenczas plaszczyzny biegunowe punktéw bezposrednio po sobie na krzy-
wej nastepujacych, powldcza w ukladzie 3 powierzchnig rozwijalng 1r,.

Dwa bezposrednio po sobie nastepujace punkta krzywej ¢ wyznaczaja
styczng tej krzywej, a odpowiednie plaszezyzny styczne powierzchni II', wy-
znaczajs, tworzacy tej powierzchni IF. Trzy bezposrednio po sobie nastepujace
punkta krzywej ¢ wyznaczaja plaszczyzng Scile styczna, a trzy bezposrednio
po sobie nastepujace plaszezyzny styczne powierzchni II'; wyznaczajg punkt
krzywej zwrotu ¢' tej powierzchni.

Jezeli krzywa ¢ jest rzedu m-tego klasy n-tej i stopnia r-tego, natenczas
przez dowolny punkt mozZna poprowadzié do powierzchni IT, ,m* plaszezyzn
stycznych, a wigc do krzywej ¢',m¢ plaszezyzn Scisle stycznych, dowolna
plaszezyzna przecina sig z krzywa ¢' w ,n% punktach, a dowolna prosta prze-
cina ,»* tworzacych powierzchni IF, czyli ,r¢ stycznych krzywej ,¢'“. Krzywa
¢' jest tedy stopnia r-tego.

99. Niech bedzie dana powierzchnia I ukladu X, ktoérg tworzy krzywa
,c“ poruszajaca sig wedlug pewnego prawa; przyjmijmy na krzywej ,c* pun-
kta 1, 2, 8,.. 1 pomySlmy, Zze krzywa ¢ wykonala ruch nieskonczenie maly
i zajela poloZenie ¢, poczem punkta 1, 2, 3,.. zajely polozenie L., IL, IIL..
to proste 11, 211, 31III,.. sa stycznymi, a plaszczyzny przesunigte przez te
proste i przez styczne s, Sy,... poprowadzone do krzywej ,c“ punktach 1, 2,...
sa plaszczyznami stycznymi powierzchni /1.

Krzywe] ,c“ odpowiada biegunowo w ukladzie 3' powierzchnia rozwi-
jalna IF',; punktom 1, 2,.. odpowiadajg plaszczyzny styczne nl, w2.. a stycznym
Sy, Sy... odpowiadajs tworzace te] powierzchni, plaszezyznom za$ stycznym,
przesunigtym przez s, Sy... odpowiadaja punkta krzywe] przenikania sig po-
wierzchni Il7 z powierzchnig rozwijalng IFy, odpowiadajaca biegunowo krzy-
wej »¢ ¢ '

93. Na dowolnej powierzchni IT niech beds dane dwie krzywe ¢ i ¢,
przecinajace sig w punkcie 4; styczne, poprowadzone do tych krzywych
w punkcie A4, leza na plaszczyZnie stycznej powierzchni.

Jezeli powierzchnig Il uwazamy za utwor ukladu ¥, natenczas krzywym
¢ i ¢ odpowiadaja w ukladzie ' dwie powierzchnie rozwijalne [F', i II';, ma-
jace jedna plaszczyzne styczng a' spélng. Plaszczyzna o odpowiada biegu-
nowo punktowi A.
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Stycznym, poprowadzonym do krzywych ¢ i ¢, w punkcie 4, odpowia-
daja tworzace powierzchni II', i IT',,, ktére sie przecinaja w punkcie 4' po-
wierzchni IT', odpowiadajacym biegunowo plaszczyznie stycznej a powierzchni
II poprowadzone] w punkcie A.

Krzywej ¢,... lezacej na powierzchni i przecinajacej krzywe ¢ 1¢, W pun-
ktach B i C,.. odpowiada w ukladzie 3' powierzchnia rozwijalna IT,,... posia-
dajaca z powierzchniami IF, i II',, plaszezyzny styczne 8 wzglednie p' spélne.
Powierzchnia IT jest tedy obwiednig powierzchni II',... \

Jezeli prosta I przecina sie z powierzchniag JI w ,m* punktach, natenczas
przez prosta I' biegunowo sprzezong z [, przechodzi ,m“ plaszezyzn stycznych
powierzchni II'' A zatem:

Rzed powierzchni II jest réwny klasie powierzchni [IF
biegunowo z nig zwiagzane].

Jezeli stozek ¢, opisany ma powierzchni II jest klasy n-tej, natenczas
iloé¢ punktéw przeciecia sie dowolnej prostej z powierzchnig II' jest rowna ,n.
Rzed tedy powierzchni II' jest rowny klasie powierzchni IL

Powierzchniom tedy rzedu drugiego i klasy drugiej odpowiadaja biegu-
nowo powierzchnie klasy drugiej i rzedu drugiego.

94, Niech bedzie dana powierzchnia rzedu drugiego II% punkt P na nie]
leZzacy, a nadto plaszczyzna styczna m, poprowadzona w punkeie P do tej po-
wierzchni.

Prosta s, przechodzaca przez pankt P na plaszczyznie =, jest styczna,
poprowadzona do powierzchni II* w punkecie P. Biegunowa s’ sprzgzona z pro-
stg s jest stycznag powierzchni w punkcie P. Styczne tedy s i s s 1 8.
poprowadzone w punkcie P do [I% tworzg pek inwolucyjny.

Promienie podwéjne d, i d, peku inwolucyjnego s, s', s;, §,'... ktdére na-
zywamy stycznemi gléwnymi powierzchni w punkcie P, maja z powierzchnig
po trzy bezposrednio po sobie nastepujace punkta spolne.

Jezeli styczne gléwne sa rzeczywiste i réime, natenczas punkt P jest
jest hiperboliczny, jezeli prosta d; i d, schodza si¢ na jednej prostej d, na-
tenczas punkt P jest paraboliczny, jezZeli wreszcie d, i d, sa urojone, natenczas
P jest punktem parabolicznym.

95. Obierzmy na powierzchni dowolnej II punkt P i punkta @, @, i @,
przesufimy przez punkt P i przez ¢ i @, @ 1 @ @, ¢ plaszezyzny wl,
@?1im?; wyznaczmy nastepnie krzywe ¢, ¢, i ¢;, podlug ktérych te plaszezyzny
przecinajg sie z powierzchnig /I, a nadto przesuimy przez punkta P, Q1 6Q,,
P, Q i@, P, @ i @ przekroje stozkowe, $cisle styczne do krzywych ¢, ¢
i ¢, w punkcie P.

Przez krzywe ¢, % ¢,? i ¢, przechodzi powierzchnia scisle styczna II*
rzedu drugiego z powierzchnig Il w punkcie P.

Powierzchni rzedu drugiego s$cisle stycznych z powierzchnia /I jest nie-
skonczenie wiele.

Punkt P jest punktem potréjnym powierzchni II, plaszezyzny II%.. tedy
przesuniete przez punkt II, przecinajs sie z powierzchniami /I 1 II.. podlug
krzywych ¢, 1 ¢,% Scisle stycznych w punkcie P.

Wiadomo, ze przekroje powierzchni rzedu drugiego plaszezyznami réwno-
leglymi sg podobne i podobnie poloZone.

s

Jezeli tedy przetniemy powierzchnie IT%, écisle styczng z dowolna po-
wierzchnia II w punkcie P, plaszezyznami m, i 7:, réwnoleglymi do plaszezy-
zny stycznej m, poprowadzonej do powierzchni II i II* to natenczas otrzy-
mamy dwie krzywe rzedu drugiego ¢?, i ¢ podobne i podobnie polozone.

Plaszczyzna m; lezaca nieskoniczenie blisko plaszezyzny m, przecina sig
z powierzchnig II i z powierzchniag 7I? podlug krzywej nieskonczenie malej
¢:?, ktorej srednice sprzeZone i asymptoty sa réwnolegle do $rednic sprzezo-
nych i do asymptot krzywej ¢,? wzglednie do stycznych biegunowo sprzezo-
nych i do stycznych gléwnych powierzchni [/, lezacych na plaszezyZnie sty-
cznej 7.

Krzywa ¢;> nazywamy krzywa wskazujaca (indicatrix) powierzchni II

Krzywa wskazujaca jest hiperbola, parabola lub elipsa, stosownie do
tego czy punkt P jest hiperboliczny, paraboliczny lub eliptyczny. Srodelk
krzywej ¢ lezy na prostej, laczacej punkt P ze srodkiem krzywej ¢,

27. Plaszezyzny, przesunigte przez styczne gléwne d; i d, przecinajg sig
z powierzchnia I podlug krzywych, ktérych punkt P jest punktem przegigcia.
Przesunimy punkt P na prostej d, o ilosé nieskonczenie mala PP', przesunmy
nastepnie punkt P’ na odpowiedniej stycznej gléwnej d,* o ilo$é nieskonczenie
mala P'P* it. d, it d., {o natenczas otrzymamy krzywa asymptotyczng c,
powierzechni /I — asymptotyczng, albowiem styczne PP, P'P",.. poprowadzone
do krzywej ¢., sa rownolegle do asymptot krzywych wskazujgcych w pun-
ktach P, F,..

Plaszezyzny styczne, poprowadzone do powierzchni JI w punktach P,
P,... sy plaszezyznami $cisle stycznymi krzywe] ¢., kaZda z tych plaszezyzn
bowiem przechodzi przez trzy bezposrednio po sobie nastepujace punkta krzy-
wej asymptotycznej.

Na powierzchniach, ktérych punkta sg hiperboliczne, lezs dwa uklady
krzywych asymptotycznych rzeczywistych, na powierzchniach, o punktach
parabolicznych, lezy jeden uklad krzywych asymptotycznych, na powierzchniach
za$, o punktach eliptycznych, krzywe asymptotyczne sa urojone.

28. Krzywe geodezyjne t. j. krzywe, ktore wskazujg najkrétszg droge
migdzy dwoma punktami lezacymi na powierzchni, posiadajg, jak to przy
powierzchniach rozwijalnych wykazalismy, te wlasnoé¢, Ze plaszczyzny scisle
styczne tych krzywych sa prostopadle do plaszczyzn stycznych powierzchni,
poprowadzonych w odpowiednich punktach.

29. Wyznaczmy osi @ i I krzywej wskazujacej ¢;* powierzchni /I w pun-
keie P i przesunmy ten punkt na osi a o ilosé nieskonczenie maly PP’, prze-
sufimy nastepnie punkt P na odpowiedniej osi @ o ilos¢ nieskonczenie malg
PP it d, it d., to miejsce geometryczne punktéow P, P!, P',.. jest krzywsg
krzywiznows ¢; powierzchni I/.

Na powierzchniach, o punktach hiperbolicznych i eliptycznych, znajduja
sie dwa uklady krzywych krzywiznowych.

Normalne powierzchni, poprowadzone w punktach krzywej krzywizno-
wej, leza na plaszczyznie albo tworzg powierzchnie rozwijalng, albowiem
normalne powierzchni, poprowadzone w wierzcholkach krzywych wskazuja-
cych powierzchni II przecinaja sie.




0 powierzchniach wichrowatych rzedu drugiego.

1. Powierzchnie prostokreslne, ktérych dwie bezposrednio po sobie na-
stepnjace tworzace nie przecinajg sig, ani nie sg rownolegle, nazywamy po-
wierzchniami wichrowatymi.

Prawo ruchu tworzacej ,/¢ powierzehni wichrowatej okreslamy za po-
mocy trzech krzywych ¢, ¢, 1 ¢;, po ktérych ta prosta sie Slizga. Krzywe ¢,
¢y 1 ¢; nazywamy kierownicami, a proste I, .., przecinajace si¢ % kierowni-
cami, nazywamy tworzgcymi powierzchni.

Tworzace powierzchni wichrowatej, okreslonej kierownicami ¢, ¢ 1 ¢
otrzymamy przesuwajac przez punkta A, A,..., lezace na krzywej ¢', stozki
A, (¢, i 4,)... przez punkta B, B,.., lezace na ¢,, stozki (By, ¢;) 1 (By; €3)-e
przez punkta C, C,.. lezgce na krzywej ¢, stozki (Cy, ¢;) 1 (Cy; &) 1 wyzna-
czajac tworzace przenikania sig tychze.

7 konstrukeyi te] widoczna, Ze przez punkta lezgce na krzywej ¢, prze-
chodzi m, .m,, przez punkta krzywej ¢, przechodzi m, .m,, a przez punkta
lezace na krzywej ¢, przechodzi my .m, tworzacych powierzchni wichrowatej,
jezeli m,, m, i m, oznaczajs rzedy krzywych ¢, ¢, 1 ¢

Powierzchnie stozkowa (W, ¢”), ktorej wierzcholek jest punktem dowol-
nym, a ktére] tworzace sg réwnolegle do tworzacych powierzchni, nazywamy
stozkiem kierowniczym powierzchni. Plaszczyzna w nieskoficzonosel przecina
sie z powierzchnig wichrowata i ze stozkiem kierowniczym tejze podlug tej
samej krzywej.

Dwie krzywe tedy ¢, 1 ¢, lezace w nieskoficzonodei i krzywa ¢* w nie-
skoficzonoéei, wyznaczaja powierzchnig wichrowata.

9. Stosownie do rodzaju kierownic dzielimy powierzchnie wichrowate na
powierzchnie wyznaczone @) trzema krzywemi, b) dwiema krzywemi i jedna
kierownica prosta, ¢) jedng kierownicg krzywa i dwiema prostymi, d) trzema
prostymi wichrowatymi.

Powierzchnia , wyznaczona krzyws i dwiema prostymi m i n”, z ktorych
jedna lezy w nieskorczonosci, nazywa sie konoida. Jezeli kierownica ,m“, le-
Zaca w skoficzonodci jest prostopadla do plaszczyzny, na ktérej n” lezy, na-
tenczas powstaje konoida prosta.

Powierzchnie, wyznaczong trzema kierownicami prostymi wichrowatymi,
nazywamy hiperboloida wichrowata albo hiperboloidg o jednej powloce.

Jezeli prosta slizga sig po trzech prostych wichrowatych, z ktérych jedna
lezy w nieskoriczonosci, natenczas powstaje tak zwana paraboloida hiperboli-
czna; ta powierzchnia jest tedy najprostszg konoida.

Niech beds dane dwie bezpo$rednio po sobie nastepujace tworzace ¢ i ¢,
powierzchni wichrowatej II* a nadto punkt 4, lezacy na prostej g; popro-
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WﬂtdZ'I?l’y przez A dowolng plaszezyzne @ i wyznaczmy punkt przeciecia sie
A, tejze z prosta g,, to prosta ,s“, lgczaca punkta 41 A, jest styczna popro-
Wadzopq w punkcie 4 do krzywej ¢, podlug ktérej plaszczyzna m przecina sig
z pow1erzch.niag II,; a plaszczyzna (g, s) jest plaszczyznag styczna, poprowa-
dzong do tej powierzchni w punkcie 4, prosta g jest bowiem styczna popro-
wadzong do samej siebie we wszystkich punktach.

: Plaszczyzna (g, s) styka sie z powierzchnia I7, tylko w punkcie A4, je-
zeliby l?owiem ta plaszczyzna byla styczna poprowadzona do powierzchni
w dl'lilglm punkcie B, lezgcym na tworzacej g, natenczas plaszczyzna (g, s)
przecma-l.la,by sig z dowolng plaszczyzna m!, przesunigta przez punkt B podlug
stycznej, poprowadzonej do krzywej przekroju ¢, powierzchni I7,, plaszezyzng
7'; tworzace tedy g i g, lezalyby na jednej plaszczyinie co sprzeciwia sig
zaloZeniu.

Do“_rol.na plaszczyzna m, przesunieta przez tworzaca ¢ powierzchni wi-
chrowatej, jest plaszczyzna styczna tejze powierzchni w pllnjgcie Y, w ktéorym
prosta g przecina si¢ z krzywa przekroju powierzchni II, plaszezyzna .

A zatem: Plaszczyzny styczne powierzchni wichrowatej
przechodzg przez tworzgce tejze.

Elementa peku plaszczyzn, ktdrego osia jest tworzgca

powi'erzchni wichrowatej, sa plaszczyznami stycznymi tej
powierzchni

?3. _Pla.szczyzny styczne, poprowadzone w punktach, lezacych w nieskon-
czonoscl na powierzchni, nazywamy plaszczyznami asymptotycznymi.

Plaszczyzna asymptotyczna powierzchni wichrowatej /7,,, przesunieta przez
pros'ta, g, pr‘zechodzi przez styczng s” poprowadzong w punkecie, leZacym w nie-
sko?czonos'c% na tworzacej g, do krzywej ¢”, podlug ktérej plaszczyzna w nie-
skonczonosci przecina sie z powierzchnia I7,,.

) Plf.xszczyzna (9, 87) jest rownolegla do plaszezyzny stycznej (W, s*) stozka
k1er0.wmczego (W, ¢*) powierzchni, poprowadzone] wzdluz tworzacej, rowno-
leg¥e.] mdo g, te plaszczyzny przechodza bowiem przez te sama styczna s* krzy-
wej ¢”.

A. zatem: Plaszczyznyasymptotyczne powierzchni wichro-
watej, przesuniete przez poszczegdélne tworzace, sa réwno-
leglte do plaszczyzn stycznych stozka kierowniczego, popro-
wadzonych wzdluz tworzacych, réwnoleglych do odpowied-
nich tworzacych powierzchni I7,.

4. Plaszezyzna, przesunigta przez tworzaca g powierzehni wichrowate]
11, pros.topadle do plaszezyzny asymptotycznej, przechodzace] przez owa two-
rzges, jest plaszezyzng styczng powierzchni w punkeie, ktéry nazywamy pun-
ktem $rodkowym. Miejsce geometryczne punktéw $rodkowych nazywamy
krzywsg zwezZenia albo krzywg strykecyjna powierzchni wichrowatej.

b. Wiadomo, Ze trzy proste wichrowate g,, ¢,, ¢,, lezace w skoficzonosci
wyznaczajs hiperboloide o jednej powloce.

Je.éeli przez punkta 4, B, C,.. lezgce na prostej g,, i przez proste g, iy,
przesuniemy plaszazyzny (¢9,4) i (g, 4), (9,B) 1 (9, B),... to krawedzie przeciqci;
sig tych plaszezyzn [, l,... przecinaja wszystkie kierownice hiperboloidy, sa
tedy tworzgcemi tej powierzchni. Peki plaszezyzn g, (4, B,..) i g, (4, J},)



R

sg jednokredlne, plaszczyzny bowiem odpowiednie tych pekéw przechodza przez
elementa A, B, C,... szeregu punktow, ktéry lezy na prostej ¢

Mozna jednak z latwodcia udowodnié, ze dwa dowolne peki plaszczyzn
8y, gpeer) 1 (@4, o)y jednokresine, o osiach wichrowatych g, 1 ¢;, Wyzna-
czajs hiperboloide wichrowata.

Jako# wyznaczmy proste I, l, i I, podlug ktérych przecinaja sig pla-
szezyzny my 1 @'y, Wy 1 Wy, Ty i @'y, a nadto prosta »9% ktéra przecina sig
z prostemi , I, i l; W punktach 4, B, iC,.

Prosta g przecina sig z pekami (m,...) 1 (w',,...) poding dwu szeregOw je-
dnokreélnych, ktére majy trzy punkta podwéjne Ay, B,, C,, te szeregi zatem
nakrywaja sie; plaszezyzny tedy odpowiednie pgkom (7y..0) 1 (7'4000) przechodza
przez punkta, lezgce na prostej g. Prosta g przecina sig przeto ze wszystkiemi
tworzacemi [, l,.. hiperboloidy, lezy tedy w calej rozciaglodel na tej powierzchni.

Polozenie prostej ,g“ ograniczone jest jedynie warunkiem , Ze ma Pprze-
cinaé trzy proste wichrowate; takich prostych jest jednak nieskonczenie wiele;
na hiperboloidzie tedy o jednej powloce lezg tedy dwa uklady prostych g...
i L., posiadajace te wlasnoéé, ze proste tego samego ukladu sa wichrowate,
proste za$ jednego ukladu przecinajg siq ze wszystkieml prostemi ukladu
drugiego.

6. Tworzace 1, l... hiperboloidy o jednej powloce, wyznaczonej za po-
mocs trzech prostych wichrowatych gy, ¢, 1 J3) mozna takze wyznaczy¢, prze-
suwajac przez prosta ¢ pek plaszezyzn (7, 7 ) 1 laczac punkta przeciecia
sie A, 1 4y, By 1 B;... prostych g, 1 g; z plaszezyznami tego peku.

Szeregi A;, By,... i 43, B lezace ma prostych ¢, iy, s3 jednokreslne,
tworzace tedy I, l,... hiperboloidy lacza punkta odpowiednie dwu szeregow
jednokreslnych, ktore otrzymamy 2z przekroju dwu prostych wichrowatych do-
wolnym pekiem plaszezyzn.

7 latwoscia jednak mozna uzasadnié, Ze proste laczace elementa odpo-
wiednie dwu szeregéw jednokreslnych, o podstawach wichrowatych, sa two-
rzacemi hiperboloidy.

Jakoz niech beda dane dwa szeregi jednokresine (4,, By, Cyyerr) 1 (43, B,
C,,...) lezace na prostych wichrowatych ¢, i g;, polaczmy punkta A, 1 4,
B,iB, CiC prostemi i wyznaczmy taks prosta ¢, ktoraby te proste
przecinala , przesunmy nastepnie przez ¢, 1 przez punkta (4,, B, C,...) a nadto
przez g, i przez punkta (4,, B,. C;..) plaszezyzny, to natenczas otrzymamy
dwa peki jednokresine o trzech plaszezyznach podwéjnych, te peki zatem na-
krywaja sig; na kazdym elemencie tego peku plaszezyzn leza dwa odpowiednie
punkta 4, i 4; B, 1 B,.., proste zatem A4, B,B,.. sy tworzacymi hiper-
boloidy.

Prosta g, czyni jedynie sadodé warunkowi, Ze przecina sig z prostemi
wichrowatymi 1, I, 1 &, takich prostych jest jednak nieskonczenie wiele,
a kazda z nich jest osig peku plaszczyzn g () ly...) przesunigtego przez proste
A

A zatem: Tworzace jednego ukladu hiperboloidy przeci-
naja sig¢ z tworzacymi drugiego ukladu podlug Szeregow
jednokreslnych.

Sposoby tworzenia hiperboloidy, podane pod d. i 6. sa z sobg biegunowo
zwiazane.

.

7. Przetnijmy peki plaszczyzn ¢, (.) 1 gy (...), tworzace hiperboloidg do-
wolna plaszezyzng 7, to natenczas otrzymamy dwa peki promieni W, (...)
i W, (..) jednokresine, wyznaczajace Krzywa rzedu drugiego, ktéra jest miej-
scem geometrycznem punktow przeciecia sig tworzacych hiperboloidy z pla-
szezyzna, I

Hiperboloida o jednej powloce jest tedy powierzchnig
rzedu drugiego.

Plaszezyzna %, przesunigta przez tworzaca ¢ przecina
sie z hiperboloida podiug krzywej rzgdu drugiego, ktora sie
sklada z dwu tworz geych g 1l

8. Przez punkt 4, lezacy na hiperboloidzie przechodzy dwie tworzace ¢
i I, mnalezace do réznych ukladdéw, kazda z nich jest styczna, poprowadzona
do hiperboloidy w punkcie A. Wsz ystkie tedy plaszczyzny, przesu-
niete przez tworzace hiperboloidy, nalezace do jednego
ukladu, sa plaszczyznami stycznemi tej powierzchni w pun-
ktach, w ktorych tworzace drugiego ukladu owe tworzace
przecinaja.

Jezeli przez tworzacs Yy przesuniemy pek plaszezyzn (m, m!, m%..), naten-
czas te plaszczyzny przecinaja si¢ z hiperboloidg podlug tworzacych 1, 4, by,
a punkta przecigcia sie 4, Ay, Ase tych prostych z tworzaca g tworzg szereg
jednokreslny = pekiem (m, =', 7%..) art. 6.

A zatem: Pek plaszezyzn, przesuniqtych przez tworzacha
hiperboloidy, jest jednokreslny =z szeregiem odpow iednich
punktéw styczno §ci tych plaszezyzn.

Plaszczyzna asymptotyczna hiperboloidy przechodzi przez dwie tworzgce
obu ukladéw, ktére sa réwnolegle.

Aby tedy otrzymaé plaszczyzng asymptotyczng hiperboloidy, Wyznaczo-
nej za pomocy kierownic gy, gy 1 75 ktéra przechodzi przez tworzacs Js, prze-
sufimy przez g, 1 9s plaszczyzny 7' i n2, réwnolegle do gy i wyznaczmy
prosta 1, podiug ktorej te plaszczyzny przecinaja sie, to plaszezyzna przesu-
nieta przez proste réwnolegle g, i l; jest plaszczyzng asymptotyczng.

9. Niech beda dane dwa szeregi jednokreslne 4, B, C,.. i 4;, By, Cy...
lezace na prostych wichrowatych g i gy, to proste 1, I,... 1aczace odpowiednie
punkta tych szeregbw sg tworzacymi hiperboloidy.

Poprowadzmy przez dowolny punkt W i przez punkta 4, B,... iA,,By...
proste, to natenczas otrzymamy dwa peki jednokreslne W (4, B,C.)i W4,
By G Wyznaczajace powierzchnig stozkowa rzedu drugiego o plaszczyznach
stycznych (Wg), (Wg,), WAA, WBB,... Wymienione atoli plaszezyzny, sa
plaszezyznami stycznemi hiperboloidy. A zatem:

Stozek, opisany na hiperb oloidzie, jest rzedu drugiego.

Wyznaczmy punkta stycznosei M, N 1 P trzech plaszezyzn stycznych
hiperboloidy, przechodzacych przez punkt W, i przesunimy przez te punkta
plaszezyzng =, to ta plaszczyzna przetnie hiperboloidg podiug krzywej ¢%
a stozek opisany z punktu W na tej powierzchni podiug krzywej ¢, 2, Te dwie
krzywe majg punkta M, N i P a nadto styczne, poprowadzone w tych pun-
ktach spélne, albowiem proste s;, §; 1 83 podiug ktérych plaszezyzna 7 prze-
cina sie z plaszozyznami stycznemi, poprowadzonymi do hiperboloidy W Pur-
ktach M, N i P, sastycznemi krzywych ¢ ?i¢,; te krzywe zatem nakrywaja sig:
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Powierzchnia stozkowa opisana na hiperboloidzie styka
sie z ta powierzchnia po dlug krzywej rzedu drugiego.

10. Krzywa rzedu drugiego ¢’ i dwie proste wichrowate g, i ¢, ktore sig
przecinaja z ta krzywa w punktach 4 1 B wyznaczaja hiperboloide o jednej
powloce; plaszczyzny bowiem przesunigte przez proste g, ig, i przez punkta
C, D,.. lezace na krzywe] ¢%, tworza dwa peki jednokreslne g, (C, D'..)
i g, (C, D..), ktérych odpowiednie elementa przecinajg sie podlug tworzacych
ukladu ,I¢ hiperboloidy.

Krzywa rzedu drugiego ¢’ , lezaca W nieskoniczonoéci, ktora wyznacza
stozek rzedu drugiego (W, ¢?), a nadto dwie proste wichrowate g; 19, rowno-
legle do dwu tworzacych powierzchni (W, ¢?) wyznaczajg hiperboloidg o jednej
powloce; jezeli bowiem przez proste gy 1 g, przesuniemy plaszezyzny 7, 17,
1wy, w1 Y. réwnolegle do tworzacych WC, WD... powierzchni stozko-
wej, natenczas otrzymamy dwa peki jednokreslne plaszczyzn (7y, ®'y, ®"3-)
i (75y, 7'y, w..) ktore tworzy hiperboloide o jednej powloce.

11. Wyznaczmy tworzace Iy, I, i I, odpowiednio réwnolegle do kierownic
Gy T2 1 93 hiperboloidy, to plaszezyzny (95, 1,)1 (9, b) 1 (95, 15) 58 plaszczyzx}ami
asymptotycznymi tej powierzchni, a zarazem plaszezyznami przekatnymi r0-
wnolegloicianu , ograniczonego Scianami (9y, &)y (9 L)y (92s )y (92 l,), (s> 1),
(9‘31 Zz)- v A 3 ;

Plaszczyzny przekatne tego réwnolegloscianu - przecinajg sig W punkcie
M, ktoéry nazywamy $rodkiem (rys. 64.).

Poprowadzmy tworzaca I, hiperboloidy, ktéra przecina si¢ z tworzacymi
hiperboloidy ¢y, ¢, 1 95 W punktach 4, B, i C; i polaczmy te punkta ze srod-
kiem M réwnoleglodcianu, to proste MA,, MB, i MC, przecinajg sig z tworza-
cymi Iy, lp 14, W punktach 4,, B, 1 C,, symetrycznych z punktami 4, B,
i €, ze wzgledu na érodek M, te punkta leza tedy na prostej g,, ktora jest
tworzaca hiperboloidy. Plaszczyzna (9,, 1) jest plaszczyzna asymptotyczng
powierzchni.

Jezeli tedy polaczymy dowolny punkt P,, lezgcy na hiperboloidzie z pun-
ktem M, i wyznaczymy punkt P,, symetryczny z Py, ze wzgledu na $rodek
M, natenczas punkt P leze¢ bedzie na hiperboloidzie.

Plaszezyzny asymptotyczne (4y, L), (95, &)y przechodzg przez srodek M
hiperboloidy 1 powléeza stozek rzedu drugiego, ktoéry przechodzi przez krzywa
lezaca ma hiperboloidzie w nieskonczonosei. .
Ten stozek nazywamy stozkiem asymptotycznym hiperboloidy o -jedne]
powloce. -

Tworzace stozka asymptotycznego sa réwnolegle do tworzacych réwmno-
leglych hiperboloidy; plaszczyzna asymptotyczna bowiem (9, 1,) hiperboloidy
styka sie z ta powierzchnig w punkcie przecigcia sie prostych réwnoleglych
g, 11, tworzgca stycznosel tedy te] plaszczyzny ze stozkiem asymptotycznym
jest do prostych g i I, réwnolegla. -

12. Przetnijmy hiperboloide o jednej powloce 1 stozek asymptotyczny te]
powierzchni plaszczyzng 7, to natenczas otrzymamy dwie krzywe rzedu dx:u—
giego ¢? 1 ¢ Krzywa ¢,2 moina uwaZaé za miejsce geometryczne punktow
PiQ,PiQ, W ktorych tworzace réwnolegle g, i 1, g5 1 lyyeee p'laszczy-
zne 7 przecinaja; krzywa za$ ¢, jest miejscem geometrycznym punktow prze-
ciecia sig T, T, i plaszezyzny 7 z tworzgeymi 1y, &y stozka réwnoleglymi
do tworzacych g, 1 1y, 93 1 by hiperboloidy.
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Slady P, @,, P;Q,... plaszezyzn asymptotycznych (gy, 1), (9y, §)... 58 sty-
cznemi, poprowadzonymi do krzywej ¢,%, a punkta stycznosci tychze By Type
dziela na dwie réwne czesci odeinki P, Q,, P,Q,, krzywe tedy ¢,? i ¢.” sg spol-
irodkowe , podobne i podobnie poloZone. A zatem:

Dowolna plaszczyzna przecina hiperboloidg o jedne]j
powloce i jej stozek asymptotyczny podlug dwu krzywych
spolérodkowych podobnych i podobnie polozonych.

7 tego twierdzenia wynika tedy bezposrednio :

a) Plaszezyzna m przecina sig z hiperboloidg o jednej powloce podiug
hiperboli, paraboli lub elipsy, stosownie do tego czy plaszczyzna m!, popro-
wadzona przez srodek M powierzchni réwnolegle do plaszczyzny #, przecina
sie ze stozkiem asymptotycznym podlug dwu tworzacych rzeczywistych , jest
plaszezyzng styczng tego stozka, albo nie posiada ze stozkiem asymptotycznym
zadnych tworzacych rzeczywistych spélnych.

b) Plaszczyzny réwnolegle przecinajg sig z hiperboloidg podlug krzywych
podobnych, "ktérych érodki lezg na srednicy stozka asymptotycznego, Sprae-
Jonej z plaszczyzna, poprowadzong przez frodek hiperboloidy, réwnolegle do
plaszezyzn przecinajacych.

¢) Plaszezyzna, przesunigta przez érodek hiperboloidy przecina sig z ta
powierzchnia podiug krzywej rzedu drugiego, ktérej érodek schodzi sig ze
érodkiem powierzchni.

13. Osi powierzchni stozkowej asymptotycznej a, b i ¢ sa osiami hiper-
boloidy o jednej powloce.

Plaszczyzny prostopadle do osi ¢, ktéra lezy w obrebie powierzchni stozko-
we]j asymptotycznej, przecinajg sig z hiperboloidg podlug elips.

Przekrdj hiperboloidy plaszezyzng przesuniety przez osi b i ¢, nazywamy
elipsa szyjna. Przekroje hiperboloidy plaszczyznami przesunigtymi przez 0§ u
sa hiperbolami, ktérych wierzcholki lezg na elipsie szyjnej.

04§ a jest urojona nie przecina bowiem powierzchni w punktach rzeczy-
wistych, osi za§ b i ¢ sa rzeczywiste, albowiem przecinaja si¢ z hiperboloidg
w punktach, lezgcych na elipsie szyjnej.

14. Plaszezyzna biegunowa m punktu W_ lezacego w nieskoneczonosci, ze
wzgledu na hiperboloide o jednej powloce, przecina sig z tg powierzchnisg,
podlug krzywej, ktére] érodek schodzi si¢ ze érodkiem powierzchni.

Rzut réwnolegly tedy hiperboloidy jest krzywsa rzedu drugiego, ktérej
érodek schodzi sie z rzutem érodka M powierzchni.

Plaszezyzna biegunowa z! punktu W), lezacego na prostej] MW_, jest

" réwnolegla do plaszezyzny 7 i przecina sig z hiperboloida podiug krzywej

rzedu drugiego, ktorej srodek lezy na prostej MW,. Przekroje tedy hiperbo-
loidy i stoZzka opisanego na te] powierzchni plaszczyznami sg krzywemi, sp6i-
érodkowymi, podobnymi i podobnie poloZonymi.

15. a) Czworobok wichrowaty gy, s, by, b, ktérego boki I, i I, przecinaja
sie z g, i g, & nadto punkt 1% wyznaczajs hiperboloide o jedne] powloce,
albowiem plaszezyzny (95, 1) 1 (95 1), (4, 1) i (I, 1) przecinajg si¢ podlug
dwu tworzacych 7, i g, tej powierzchni.

b) Dwie proste wichrowate g, i ¢,, & nadto trzy punkta 1, 213 wyzna-
czaja hiperboloide o jednej powloce, plaszczyzny bowiem (g,,1) 1 (gy, 1), (95, 2)
i (g5, 2), (95, 3) 1 9o, 3) przecinajy si¢ podlug trzech tworzacych i, I il, tej
powierzchni,
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i l,, a nadto cztery punkta 1, 2,3 14
wWyzZnaczaja hiperboloide jezeli bowiem przez 1 2478 przesuniemy plaszezy-
zne , to punkta przecigcla sie Gy 1 Iy prostych ¢, i 1, z ta plaszezyzna i pun-
kta 1, 2, 3 WyzZnaczaja przekrd] stozkowy c¢?, a plaszezyzny (g, 1) 1 (4 B
przecinaja sie z krzywa ¢* W punktach , WyzZnaczaj acych odpowiednio tworzace
I i.g, hiperboloidy, ktére przechodzy praez punkt SA4 1 przecinaja sie odpo-
wiednio z tworzaca gy 1 -

Peki tedy jednokreslne (7, 1 (9 2 @15 3) 1 (920 1) Yo 2), (92
ZNacZa]a hiperboloide.

16. Jezeli przez dwie proste wichrowate g, 1 ¢» przesuniemy dwa peki
iy, Wy Wiy ktérych elementa odpowiednie 7 e
natenczas miejsce geometryczne prostych I, g

¢) Dwie proste przecinajace sig ¢y

3) wy-

plaszezyzn 7y, Ty, s
sa wzajemnie prostopadle,

podiug ktorych te olementa przecinaja sie, jest powierzclmia,, ktora nazy-
wamy hiperboloida prostokatna.
Plaszezyzna T, prostopadia do tworzace]j Yi; przecina owe peki plaszezyzn

podiug dwu pekéw promient, ktorych wierzeholki schodza si¢’ Z punktami
przecigeia sie prostych ¢y 1 9 Z plaszozyzng m, 2 ktérych promienie sg Wza-
bowiem dwie plaszczyzny prostopadle 7 1 7'y prze-
natenczas proste (7, m) 1 (w 7'y)

jemnie prostopadle; jezeli
tniemy plaszczyzng 7, prostopadia do 7,

sa prostopadie. i
Przekroje tedy hiperboloidy prostoka;tnej plaszczyznami

prostopadlymi do osi pekow tworz acych te powierzchniq sS4
kolami. Albo innemi slowy: Miejsce geometryczne k6l lezacych
na plaszczyznaeh prost opadlych do prostej 9i, ktérych sre-
dnicami sa odcinki, zawarte miedzy punktami przecigeia sig
proste] gy % temi pla.szczyzna.mi 1 punktami przeciqcia sig
tychize z prosta gy wichrowata z g5, Jest hiperboloida prosto-
katna.

Stozek asymptotyczny = hiperbolo
prostokatnym; jezeli bowiem przez dowo
réwnolegle do plaszezyzn pekow gy (7 Tyee) 1 Gy (T4, LI
elementa tychze przecinaja sig poding prostych réwnoleglych do tw orzacych
Lyy Uy hiperboloidy, plaszczyzny tedy prostopadle do ¢, 1 92 przecinajg sie
z powierzchnia 3 podlug kol

‘ 17. Przesufimy przez S urojong na“ 1 prez o4 rzeczywista ,b* hiperbo-
loidy II, plaszczyzng diametralng (¢, b) 1 nwazajmy ja za plaszezyzng powi-
nowactwa , ktorego srodek lezy W nieskoficzono$ei na 0si rzeczywiste] ¢
a ktorej cecha jest rowna stosunkowi b:e.

Przetnijmy powierzchnie 11, tudziez stozek asymptotyczny tejze = pla-
do osi ,a%, to przekrojom eliptycznym tych po-
kredlonym , kola.

idy prostokatnej jest réwniez stozkiem
Iny punkt W przesuniemy plaszezyzny,
, to odpowiednie

szezyznami, prostopadlymi
wierzchni odpowiadaja W ukladzie powinowatym, powyZzej o
Przez kazdy punkt A4 hiperboloidy IIx przechodzg dwie tworzace g 1,
ktérym w ukladzie powinowatym odpowiadajs proste g i l', przechodzace
przez odpowiedni punkt A'. Tworzacym zad stozka asymptotycznego 3, TOWno-
leglym do tworzacych ¢, ... odpowiadaja powinowate proste, ktére przechodzg
przez $rodek M hiperboloidy IT, i sa réwnolegle do prostych ¢' 1 U
Hiperboloide tedy o jedne] powloce Il zmienilismy na powierzchnig 1,
ktéra posiada tg wlasno$é, ze przekroje tejze plaszczyznami prostopadlymi do
osi ,a%, sa kolami, ktére przecinaja sig z dwoma ukladami ,¢'“ 1 ¢ prostych.
Powierzchnie II; mozna otrzymac, obracajac tworzacs .y albo tworzacg Sh
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gbl?i(zo:l lg: J?D;J, te powierzchni¢ nazywamy hiperboloida o jednej powloce
OWa,. ozek asymptotyczny B i 3 s e :
: ; 3 powierzchni IT; . stozk
W oy d i & Jest stozkiem obrot 5
bO].OidZiZZiufl'e .Z&:,a(:]memz? LOnst-rukcy‘]ne, ktére ma,‘]zg byé Wykonane na Olzy:;—
tacinie aarO_JOS_lOWBJa ‘mozna.‘za, pomoca powinowactwa zamieni¢ na odpovgie-
Wynikigt c’}:‘lle];ﬂﬁ;t ktore. maja, _by.é wykonane na hiperboloidzie obrotowej;
s 1})’ kons %'flkz‘:yl przeniesione za pomocs odwrotnego powinowact 7
1i)§r {)‘;(')uge; tréjosiowa daja rozwiazanie owych zagadnien. b
onnoéci. n1: 01_110.,}1 ze pl:?.szczyzny biegunowe punktéw, lezacych w nieskon-
oy téd osiach a, b 1’0 schodza sie z plaszezyznami (b, ¢), (a, ¢) i (b, a)
i 7 a.ypl];;z?mlemy,‘ ze plaszczyzna pozioma rzutéw jest prostopadla’. dc;
ace (s zezyzna pionowa rzutdéw jest rownolegl
(a, b _ sht v egla do plaszezyzny gléwnej
0 i ek g . poiony gy ot iy
i’ punkta!]c?:l %Ieégc ;:LPSY SZI}TJH?J’ plaszczyzny styczne bowiem - hiperboloidy
h na elipsie szyjnej sa rd 1 i e oar
b A A - e My egle do osi urojone i
Str:-yt:a. ;z kzas, ograniczajgca rzut pionowy hiperboloidy jest ]:LipegloolaJ pz; i
¥ a;]S‘a; Ca; Z(]):l riyw‘el] ,h% podlug ktérej plaszczyzna (a, b) hiperboloide przecinz-
: y yu 0W1<:3m poprowadzone do hiperboloidy w punktach iezZ h :
rzywe] ,h% sg réwnolegle do osi ,e¢ o e
L 2 % ; i
pOZiomle1piz U—stz'y]n:a: ,e%, lezgca na plaszezyznie m, rownoleglej do plaszczyzny
i lpzui,]:éW oW, 1 Puflkt A, leilqcy na hiperboloidzie i na plaszezyznie pozio-
e l‘zecin, "V_Yzll:a.cz.a]ad te .POWIGI‘ZChIIiQ (rys. 66.); plaszczyzna pozioma rzu-
{i ‘}1)0 nie-a 313 bowmm z hiperboloids podlug elipsy ¢, spolérodkowe] z krzyws
ik Wz,]g 15(;)“0 g, }()ilalzzr;;yzna. za$ symetryczna z plaszczyzng poziomg rzu
: na Srode powierzchni ina si : . i
krzywej przystajacej do ¢;., ni, przecina sig z hiperboloida podlug
Styczne AP i1 AQ'
) , poprowadzone do ¢' sg sladami i i
. ; poziomymi pl
selgrc:_nych‘, p.oprowad’zor}ych do hiperboloidy w punktach P i yQ lega‘,_a:zz];zlyi:
yeh ukiadow inaj : s i
NS s , przecinajacych si¢ w punktach lezgcych na elipsie
Slad i .
elips sa:; v)"np?mo];n s tw?m%cych 9y 1 gy, przechodzacych przez punkta P i @
Pmst);' ‘LJ:) ‘e] schodza sie z punktami 4, i 4,, punkta przeciecia sie 4 i 4
4 ] z krzywa ¢; sa $ladami poziomymi tworzacych 7, i 4
zacych przez punkta P i @. ych 7, i l,, przecho-
T . .
£ pun;i;ci)zzaga gi priic:ma sie z plaszczyzna m?, przesunieta przez osi a i b
: , przez ktory przechodzi druga twor . g
S AL i 5 % ; - 5 ) & Z3ca Zg rzut ionowe ¢*
Stycgzxfz' (fzag ilﬁél I.la jednej pro.ste‘]7 ktora jest sladem pic;nowyr.jrrl I]T:)laszczyzg‘n1
0 R]zutlper = oidy w punkcie B, prostopadlej do plaszezyzny pionowej rzuy:
Ogrﬂniézaj;ejpl()zr;iwe- tedy iw.orzgcych hiperboloidy sg stycznemi krzywej
: pionowy tej powierzchni, a k nl s :
d S . , a punkta stycznosei tych =
S.izq si¢ z rzutami pionowymi punktéw, w ktérych owe -T’LWOH 1 tychze éc}u‘)
e z plaszezyzng (a, b). gce przecinajg
7z . . il ’
s : }ia d ]131155'111.«3 1 3 Da,n?r jest rzut poziomy P’ punktéw P, i P,, leza-
08 i R P:I‘ }(;01&21;? jednej powloce, trdjosiowej, wyznaczyé rzuty pzizmowe
i . tych punktéw, a nadto i
wierzchni w punkeie P, (rys. 67.). Hopmkii  plamde fuie
R i <N !
ST Zonz :; igzanie: Nlec‘h bedzie dana elipsa szyjna lezaca na plaszezyZnie
ona osiami AB i CD a nadto punkt E $ladu poziome hiperb
Geom. wykreslna. i AR
5
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loidy. Przesufmy przez 0 urojong ,a* plaszezyzng n!, réwnolegla do plaszezy-
zny pionowej rzutéw, i uwazajmy ja za plaszezyzng powinowactwa miedzy
hiperboloidg tréjosiowa IT, i hiperboloida obrotowsa I, to rzuty poziome pun-
ktéw, lezacych na hiperboloidzie zmieniaja swoje polozenia, rzuty pionowe
za$é tych punktéw nie zmieniaja swego poloZenia, albowiem kierunek powi-
nowactwa jest prostopadly do plaszczyzny pionowej rzutéw.

Pomiedzy rzutami poziomymi punktéw, lezacych na powierzchni 17, 1 rzu-
tami punktéw, lezacych na powierzchni 1/, zachodzi zwiazek powinowactwa.

Slad m,! jest osia powinowactwa, rzutowi elipsy szyjne] odpowiada kolo
sakredlone na srednicy A'D' a elipsie, podlug ktérej plaszczyzna pozioma
rzutéw przecina sig z powierzchnia 11, odpowiada”kolo ,, zakreslone z pun-
ktu @' jako $rodka promieniem a'E, ktore to kolo jest sladem poziomym hi-
perboloidy 11

Prostej P'C', poprowadzone] przez wierzcholek €' rzutu elipsy szyjnej,
odpowiada w ukladzie hiperboloidy obrotowej prosta T'C, ktéra przechodzi
przez punkt przecigcia sig T prostej P'C' z osig a,! 1 przez punkt C', kola
k,, zakreslonego na grednicy A'B'. Jezeli tedy poprowadzimy przez I* prostg
PP,, prostopadla do 7,1, natenczas w punkecie przeciecia sig tejze z prosty
TC", otrzymamy rzut P’y punktu, lezacego na hiperboloidzie obrotowej, ktory
odpowiada rzutowi P punktu lezacego na hiperboloidzie tréjosiowe].

Poprowadzmy przez punkt P, styczne P, @, i PR do kola k, i Wy-
znaczmy punkta przeciecia sie T, i T, z osig m' polaczmy nastepnie P e T
i T,, to proste T,P' 1 T,P’ sy stycznemi poprowadzonymi do elipsy szyjnej
w punktach @' i E'

Na prostych 7,P 1 T,P' schodzg sig rzuty poziome dwu par tworzacych
hiperboloidy I, przechodzacych przez punkta @ i R elipsy szyjnej. Slady
poziome tych tworzacych H, i H,, ;i H, odpowiadajg powinowato punktom
gy sy By 1 Hs W ktérych styczne P @'y, P',R',, poprowadzone do kola
F,, przecinajg sig ze dladem poziomym F, hiperboloidy obrotowej.

Tworzace H,Q i I,R tudziez H,Q i HR przecinaja sie w punktach P
i P,; proste tedy H,H, i H,H, sa $ladami poziomymi plaszezyzn stycznych
poprowadzonych do biperboloidy Il» W tych punktach.

Zagadnienie 2: Dana jest elipsa szyjna ,e“ i punkt E sladu pozio-
mego ¢, hiperboloidy tréjosiowej o jednej powloce; wyznaczy¢ srednice sprzg-
Zone przekroju te] powierzchni plaszczyzna 7 (rys. 68.).

Rozwigzanie: Zamieimy podobnie jak w zagadnieniu 1-szem hiper-
boloide tréjosiows I, na hiperboloidg obrotows Ilx i wyznaczmy $lady pla-
szezyzny ‘m w ukladzie II,, odpowiadajace] plaszczyznie w W ukladzie II.
Slad poziomy 'm przechodzi przez punkt przecigcia sig T prostych m i m,
a nadto przez punkt 'P, odpowiadajacy powinowato punktowi P, lezacemu
na 4ladzie IT,; $lad pionowy 7, jest réwnolegly do prostej, podiug ktore]
plaszezyzny 7 1 7 przecinaja sie, a Wigc jest réwnolegly do sladu m, i lezy
na plaszczyZnie réwnoleglej do plaszczyzny pionowej rzutow przesunigtej przez
prostag 'z, odpowiadajaca osi z. Jezeli jednak nows plaszezyzng pionowsg rzu-
téw przesuniemy do jej pierwotnego polozenia, natenczas rzuty pionowe nie
zmieniajg sie.

Aby sie dowiedzie¢, podiug jakiej krzywej plaszczyzna i przecina sig
z hiperboloidg II, wyznaczmy stozek asymptotyczny te] powierzchni. Popro-
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wadzmy w tym celu przez $rodek M hiperboloidy prosta '/, réwnolegla do
e - £ 1 : e
t”\VO’IZQCB'] 9, i wyznaczmy §lad poziomy H tej prostej to kolo %, zakreslone
ze §rodka M’ promieniem M'H jest §ladem poziomym stozka asymptotycznego.
: Plaszczyzna irc. poprowadzona przez Srodek M powierzchni réwnolegle
do plaszezyzny !m nie przecina sie ze stozkiem asymptotycznym (M, k.) po-
dlug:; tworzacych rzeczywistych; przekroje tedy plaszczyzny 'z z powierzchniami
I i (M, k,) sa elipsami homotetycznymi.
: Przesutimy przez of urojong ,a“ hiperboloidy plaszczyzne *z prostopadla
_0 plas?czyzny 'z, to ta plaszczyzna dzieli hiperboloide na dwie czesei pro-
stf)kaﬂ.;me- syfmet.rycznej, prosta tedy ,'p“, podlug ktérej plaszezyzny !m i °m
przecinaja sie, jest osig krzywej przekroju '¢? powierzchni Il plaszczyzng 'm.
i Ce]e’n'l wyznaczenia wierzcholkéw krzywej przekroju ‘c?, lezacych na osi
,,tp , 0bréémy FQ prosta okolo osi urojonej ,a® hiperboloidy, to natenczas
g st(?zek Wk,, ktéry sie przenika z hiperboloida 7z; podlug dwu kol
na ktérych wierzchotki 'l i '2 krzywej l¢? leza. :
Srodki tych. kol lezg na osi ,a“, a dwa punkta obwodéw tychie otrzy-
;ﬂam_y, wyznaczajac punkta przeciecia sie X i ¥ dowolnej tworzacej !¢ hiper-
?101dy Hk'z. 'powwrzchniag (W, k). Podzielmy nastepnie odcinek 1 12 na dwie
i‘owne czedel 1 poprowadzmy przez punkt dzielacy !S plaszezyzne ‘m, réwno-
egla d01pla.szczyzny poziome] rzutéw, i poprowadimy na tej plaszczyZnie
Er'OSt%- ,;%g‘f Elrostopadlq do 'p, to ,'g“ jest druga osia krzywej ‘¢ Wierzcholki
e] osi 13 1 leza na kole, podlug ktérego pla : i i i
wyeyedli i P g go plaszezyzna ‘m przecina sie z hi-
B Jezeli tedy Wyznaczymy w ukladzie hiperboloidy tréjosiowej I/, proste.
. i 34, odpowiadajgce powinowato prostym !1'2 i 13'4 ukladu hiperboloidy
L naténczaﬁ otrzymamy $rednice sprzezone elipsy, podlug ktérej plaszezyzna
7t przecina sie z powierzchnig [l
" Zagadnienie 3: Wyznaczyé asymptoty i osi hiperholi, podlug ktérej
aszczyzna m przecina sie z hiperboloids obroto Il ' j
i P g wg I, o jednej powloce
Rozwiazanie: Kolo szyj 48 i j i
; - yjne % i $lad poziomy £ -
boloide obrotowa II.. H et SO r
Przesunmy przez wierzcholek M stozka asymptotycznego (I, k.) taks
Eirajzc'zj}zrj 7%, ktéra przecina sig z ta powierzchnig podlug dwu tworzacych
i (L ,, to plaszezyzna m, réwnolegla do =* przecina si hi i
podlug hiperboli. ’ 3 LR
: ]?Ia,szczyzny styczne, poprowadzone do powierzchni stozkowej (M, k.)
wzdluz ’eworzaicych l!ﬁ’Al i MA, przecinaja sie z plaszczyzng n podlug asym-
pi_zot a, i a hiperboli przekroju, a punkt przeciecia sig S tychze jest srodkiem
hiperboli przekroju ¢
Jer.lna. c?é »p¢ krzywej c? schodzi si¢ z prosts, podiug ktorej plaszezyzna
m przecina sie z plaszezyzna m! przesuniets przez oS urojony ,a“ powierzchni
prostopadle .do p%aszczyzny 7, druga of g jest prosta, podilug ktérej plaszezy-
zna 7z przecina sie z plaszezyzna 7°, przesunigty przez srodek S i réwnolegly
do plaszezyzny poziomej rzutdw.
& J eé.eh _p ijst osig rzeczywisty, natenczas wyznaczamy wierzcholki 11 2
llperboh !pr:zekro[]-u za pomocs kél, podlug ktorych hiperboloida II; przenika
sie ze stozkiem, jaki prosta p opisuje, obracajac sie okolo osi ,a“.
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Jezeli ,g“ jest osia rzeczywistsy, natenczas wierzcholki 1 i 2 leza na
obwodzie kola, podlug ktérego plaszczyzna m° przecina sie z hiperboloida,.

0§ ,p“ jest rzeczywista, jezeli plaszczyzna m przecina sie z kolem szyj-
nym ,k“ w punktach urojonych, o$ ,q“ za$ jest rzeczywista, jeZeli plaszczy-
zna 7w przecina sie z kolem szyjnem w punktach rzeczywistych.

Zagadnienie 4.: Wyznaczyé parabole, podlug ktérej plaszczyzna
7 przecina sie z hiperboloida obrotowa o jednej powloce (rys. 70.).

Rozwigzanie. Niech bedzie dane kolo szyjne ,%“ 1 §lad poziomy %,
powierzchni. Wyznaczmy stozek asymptotyczny (M, k,) i poprowadZmy don
plaszczyzne styczna n' wzdluz tworzacej WA, to plaszczyzna m réwnolegla
do m!, przecina sie z hiperboloidg podlug paraboli ¢,

Aby wyznaczyé o8 tej krzywej, przesufimy przez ,a“ plaszczyzne m’
prostopadls do plaszezyzny n, i wyznaczmy prosta ,p“, podlug ktérej pla-
szezyzny © i m® przecinajg sie, to prosta ,p¢ jest osia a punkt P, w ktorym
prosta p przecina sie z hiperboloida, jest wierzcholkiem krzywej przekroju ¢,

Punkt P, styczna poprowadzona do paraboli w tym punkcie, ktéra jest
réwnolegla do plaszezyzny poziomej rzutéw, i punkta przecigeia sig @ 1 R
gladu poziomego m; ze $ladem poziomym %, hiperboloidy wyznaczaja krzywsa
przekroju ¢,

Zagadnienie B.: Wyznaczyé walec, opisany na hiperboloidzie obro-
towej o jednej powloce, ktérego tworzace sg réwnolegle do prostej I (7, 1)
(rys. 71.).

Rozwigzanie: Powierzchnia walcowa, opisana na hiperboloidzie,
styka sie z ta powierzchnia podlug elipsy, paraboli lub hiperboli, stosownie
do tego, czy prosta ,m* poprowadzona przez wierzcholek stoZzka asymptoty-
cznego powierzchni I7; réwnolegle do prostej I, lezy w obrgbie, jest tworzacs,
albo lezy poza obrebem tego stoZka.

Jezeli bowiem prosta ,m“ lezy poza obrebem stozka asymptotycznego,
natenczas plaszezyzny asymptotyczne, poprowadzone do hiperboloidy i réwno-
legle do prostej ,i¢, sa rzeczywiste, dwa punkta przeto krzywe] stycznosci
¢? leza w nieskoniczonosei.

Jezeli prosta ,m“ jest iworzacy stozka asymptotycznego, natenczas jedna
plaszezyzna asymptotyczna hiperboloidy, jest réwnolegla do prostej I, krzywa
stycznodci ¢? jest przeto parabols.

Jezeli za§ prosta ,m“ leZy w obrebie stozka asymptotycznego, natenczas
plaszczyzny asymptotyczne hiperboloidy, réwnolegle do prostej I, sg urojo,pe;
krzywa stycznosci tedy walca opisanego na hiperboloidzie jest elipsa.

Na rys. 71. wyznaczono wierzcholki 1.1 2. i asymptoty a, i 4 sladu
poziomego ¢,? walca, opisanego na hiperboloidzie, o tworzacych réwnoleglych
do prostej ,/¢, w przypadku, kiedy krzywa stycznodei jest hiperbols.

Wiadomo, Ze prostam, przechodzaca przez srodek M i réwnolegla do prostej I,
jest osig owego walca, $lad poziomy tedy Hn te] prostej jest srodkiem sladu
poziomego ¢,* tej powierzchni walcowej, a styczne a; i a@,, poprowadzone
z punktu H, do podstawy %k, stozka asymptotycznego, sg asymptotami $ladu
¢,%. Wierzcholki 1 i 2 krzywej ¢,® lezg na Sladach poziomych ;! 1 7% pla-
szczyzn styeznych, poprowadzonych do powierzchni walcowej, opisanej na
kole szyjnem % i réwnoleglych do prostej ,I%

Zagadnienie 6.: Wyznaczyé punkta przeciecia sie prostej ,m“ z hi-
perboloidg obrotows o jednej powloce [/

Rozwigzanie: Obréémy prosta ,m“ okolo osi urojonej ,a“ hiperbo-
loidy II;, to natenczas otrzymamy drugg hiperboloide II!. Powierzchnie II;
i II,! przenikajg sie podlug dwu kol %, i k,, ktére przecinajg sie z prosty ,m*
w punktach lezgcych na hiperboloidzie 1.

Plaszczyzna n!, przesunigta przez o$ ,a“ réwnolegle do plaszezyzny pio-
nowej rzutéw przecina si¢ z hiperboloidami /I; i II;! podlug hiperbol ¢; i e:';
asymptoty a, i a, tudziez a, i @, krzywych przekroju schodzg si¢ z prostymi,
podlug ktérych plaszezyzna zm! przecina sie ze stozkami asymptotycznymi
owych powierzchni; wierzcholki krzywych przekroju lezg na kolach szyjnych
hiperboloid I7, i II;1.

Punkta przecigcia sie 4%, B”, C“ i D“ tych hiperbol moZna wyznaczyc
za pomocy dowolnego kola %,*).

Jezeli tedy promieniami «’4’' i a'C' zakreslimy ze srodka «' kola, naten-
czas punkta przeciecia sie P/ i @' tychze z rzutem I' sa rzutami poziomymi
punktéw P i @, w ktérych prosta ,m* przecina sie z hiperboloidg Il

Zagadnienie 7.: Wyznaczyé plaszezyzny styczne hiperboloidy o je-
dnej powloce obrotowej I1;, réwnolegle do danej plaszezyzny = (rys. 72.).

Rozwigzanie: Przesunmy przez srodek M hiperboloidy plaszczyzng
7!, réwnolegla do plaszezyzny =, to ta plaszczyzna przecina sig ze stozkiem
asymptotycznym podlug dwu tworzacych MA, i MA,, albo jest plaszczyzng
styczng powierzchni (M, %,), albo przecina sie z tym stozkiem podlug tworzs-
cych urojonych. W pierwszym przypadku leza na hiperboloidzie dwie pary
tworzgcych, naleZzacych do réznych ukladéw, z ktérych jedna i druga para jest
réwnolegla do tworzacych WA, i WA, stozka asymptotycznego, te pary wy-
znaczajg przeto plaszezyzny styczne I, réwnolegle do plaszczyzny =. W drugim
przypadku jest plaszezyzna styczna stozka asymptotycznego jedyna plaszczyzng
styczng , réwnolegla do plaszczyzny m; a w przypadku trzecim nie ma hiper-
boloida plaszezyzn stycznych, réwnoleglych do . '

Aby wyznaczyé plaszezyzny styczne, rownolegle do plaszezyzny =, w przy-
padku, kiedy plaszczyzna m! przecina sie ze stozkiem asymptotycznym podiug
dwu tworzacych MA, i MA,, poprowadzmy styczne do rzutu poziomego kola
szyjnego, réwnolegle do M'A', i M'A',, to natenczas na kazdej z tych stycz-
nych schodza sie rzuty poziome g', i Iy, g, 1 ¥, 9's 1 'y, ¢', 1 V', tworzaeych
hiperboloidy, przecinajacych sie w punktach, lezgeych na kole szyjnem. Two-
rzgce I, iy, tudziez g, i I, sa odpowiednio réwnolegle do prostych MA,
i MA,, plaszezyzny tedy (I, 9,) i (45, I,) sa plaszezyznami stycznemi hiper-
boloidy, réwnoleglymi do plaszezyzny .

Zagadnienie 8. Wyznaczyé srodek, oé obrotu i stozek asymptotyczny
hiperboloidy obrotowej IT;, jezeli dane sg dwie tworzace g, i g, naleZace do
tego samego ukladu, a nadto punkt P lezacy na tej powierzchni.

Rozwiazanie: Prosta I,, ktéra przechodzi przez punkt P i przecina
sig z prostemi g, i g, jest tworzaca powierzchni II;.

1

*#) Jezeli jest znany jeden wspdélny biegun dwu krzywych rzedu 2-go, natenczas za
pomoca kola moima wyznaczyé punkta przecigeia sie tych krzywyeh. W danym wypadku
$rodek hiperboloidy jest spélnym biegunem krzywych ¢p i c¢'p.
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JeZeli tedy przez dowolny punkt W ‘przesuniemy stozek obrotowy, kto-
rego trzy tworzace t,, ¢, 1 #, sa odpowiednio réwnolegle do g¢,, ¢, 1 1 ;Ja,ten-
czas otrzymamy stozek kierowniczy hiperboloidy. g e

Plaszczyz_ny styczne, poprowadzone do stozka kierowniczego wzdluz two-
rzgeych 4, 4, 1 2,, sa rownolegle do plaszczyzn asymptotycznych z!, #? i »°
poprowa?dz.onych do hiperboloidy przez tworzace g,, g, 1 I,. ; :

:Tez‘eh .tedy wyznaczymy punkt M, w ktérym ;plaszczyzny zl, a*i w®
przecinajg si¢, natenczas otrzymamy srodek powierzchni 1, ; prostaj a“, po-
prowadzgna przez srodek M rownolegle do osi stozka kierowﬁiczego j:est,oii
obrf)tu h_lperboloidy, a stozek, przesuniety przez wierzcholek M réwnolegle df:
stozka klerown%czego jest stozkiem asymptotycznym hiperboloidy I, E
k6 Zagadnienie 9.: Wyzaczyé takie hiperboloidy obrotowe Iy i I,

ore ]pos.laav,\'i:a,‘]ad te wlasnos¢, Ze podczas obrotu tychze okolo osi urojonych
@ i a, oble Powierzchnie majg tylko jedne tworzaca spdlng (rys. 73.).

Ro’zvinaéza:nie: Przyjmijmy, Ze o urojona e powierzchni IL; lezy na
p%a.szczyzm.e poziomej rzutéw, a o§ a, powierzchni 77! lezy na plaszezyZnie
rownoleg-lej do plaszczyzny poziomej rzutéw. Odcinek MM *, prostej Wypro-,
W_adzone‘] z pm_lktu przeciecia sie M’ rzutéw a' 1 a',, zawarty miqdzy’ rzutami
pionowymi a' i a",, jest najkrotsza odleglodcia prostych @ i a,.
= Podz1el’my odcinek M*M*, punktem 1“ w jakimkolwiek stosunku 1:#
! p'oprowadzmy plaszezyzny n' i m? prostopadle do plaszczyzny poziomej
1'rownctlegle do @ i @, w odleglosciach od tych prostych, ktérych stosunek
rowny' _]est_ 1:# i wyznaczmy punkt przeciecia sie N, sladéw m!' 1 =% to pro-
sta M'N'; jest rzutem poziomym g, tworzacej g, powierzchni /Iy i I1;!; ;'zut pio-
nowy g.“1 prze(':hodzi przez punkt 1 i jest réwnolegly do osi z. ’

' Hlperbolmd}’r, opisane 1')1'0:%133d gy, przez obroty okolo osi @ i ¢, stykajs
sig z sobg wzdluz te] prostej; jedna powierzchnia lezy poza obrebem drugiej

'19. Pl:osta. I, shizgajaca sie po trzech prostych wichrowatych ¢,, 9 i g ‘
z ktorych jedna lezy w nieskofczonoécei, opisuje paraboloide hiperbolliczng. »

Plaszczny]fny T nz przesuniete przez prosta g przecinajg sie z prostemi
g};’: gjzﬂgzﬁupaizzigloiléyl' A,, B, i B,,.. ktére wyznaczaja tworzace 4,4,=1,

. Szereg1’ A, B,... i A,B,... jako przekroje peku g_ (m!, w2..) prostemi'g ig
83 jednokreslne i podobne; plaszezyzna bowiem w nieskofczonodci jest1 ele%
men.tem quy qm‘(...) punkta tedy N! i N?_ lezace na prostych g, i g, sg elemen-
’f,a.m'1 0(.1p0W1edmmi szeregéw A, B,.. 1 A,B,... Prosta I_, Igczaca Iz)unkta. N
i N2 jest tworzgca paraboloidy. A zatem: ) 8

'Parabol?ida posiada dwie tworzgce g il _, lezgce w nie-
skonczonosci; plaszczyzny =, 1im, ktére wskazujg poloZenia
ty.ch prostych, nazywamy plaszczyznami kierowniczymi po-
wierzchni. s

_Twc‘)rz@ce ly, l,... paraboloidy przecinaja sie z kierowni-
cami tejZze g, i g, w dwu szeregach podobnych.

Z latwoscia atoli moZna wykazaé, Ze i wzajemnie dwa szeregi podobne
A,, B,.. N'_, A,, B,.. N’ , leigce na podstawach wichrowatych ¢; i g, wy-
znaczaja, paraboloide hiperboliczng. .

Jeie.h' bowiem przesuniemy przez prosta A, A, plaszczyzne n', réwnolegly
do prostej B, B,, a przez B, B, plaszczyzne 7%, rownolegly do prostej 4,4,, naten-
czas te plaszczyzny przecinajg sie podlug prostej 7., lezace] w nieskonczonosel.

Pek plaszezyzn przesunietych przez g, i przez proste A4, i B,B,..
Ni_, N?_ przecina si¢ z prostemi gy 1 gy W punktach, ktére parami wyzna-
czaja tworzace paraboloidy hiperbolicznej.

90. Przesufimy przez prosta g, pek plaszezyzn, ktérego elementa 7!, 7%..
przechodza przez punkta A,, B,... N2, lezace na proste] g,, a przez prosta
g, pek plaszezyzn nly, ml..., ktérego elementa przechodzg przez punkta sze-
regu A,, B,.. N  lezace na prostej g,, to natenczas otrzymamy dwa peki
jednokreslne plaszezyzn, ktérych jedna para elementéw odpowiednich (gy, N?,)
i(gy, N1,) jest réwnolegla. Plaszezyzny tedy odpowiednie dwu pekow jedno-
kreélnych, ktérych jedna para elementéw odpowiednich jest rownolegla, prze-
cinaja sie podlug tworzacych [, 1. paraboloidy hiperbolicznej; w sposéb tedy
wylozony w art. b. moZna uzasadnié, ze paraboloida hiperboliczna
posiada dwa uklady tworzacych ,9¢ 1 ,I; tworzace jednego i tego
samego ukladu sa wichrowate, tworzace zaé jednego ukladu przecinajg sig ze
wszystkimi tworzacemi ukladu drugiego. Pomigdzy tworzacemi obu ukladow
znajduja sie prosta g, 1 [, ktérych polozenie wskazuja plaszezyzny kierowni-
cze II, i II,; wszystkie tworzace tedy ukladu ,I“ sg réwnolegle do plaszczyzny
IT,, wszystkie tworzace zas ukladu ,g¢ sa réwnolegle do plaszezyzny 11,

91. Paraboloida hiperboliczna jest powierzchnia rzedu drugiego, dowolna
prosta ,p“ przecina bowiem peki jednokreslne (7!, wl.. ") 1 (Y 7t 7,
ktérych elementa 7" 1 7" sa réwnolegle, w dwu szeregach jednokreslnych,
ktére maja dwa punkta podwdjne, lezace na paraboloidzie.

Plaszozyzna 7 przecina sig tedy z paraboloida hiperboliczng podiug hi-
perboli albo podlug paraboli, stosownie do tego, czy plaszczyzna 7 przecina
proste g, 11, w dwu réznych punktach, czy tez przechodzi przez punkt prze-
ciecia sie 4_ tych tworzacych.

Plaszezyzna n' przesunigta przez tworzacy gy, przecina sig z paraboloidg
podlug drugiej tworzacej 1,, to plaszczyzna jest tedy plaszczyzng styczng po-
wierzchni w punkcie P, w ktorym tworzace g, i 1, przecinaja sie. Plaszczy-
sna w nieskoriczonodei jest wige plaszezyzng styczna paraboloidy hiperboliczne]
w punkcie 4, W ktérym przecinaja sig tworzace g eI

99, Tworzace I, ly,... przecinaja sig z prosta g, W punktach B'_, B .o
plaszezyzny styczne zatem poprowadzone w tych punktach do paraboloidy hi-
perbolicznej, przechodzg przez tworzgce g, il,, g, ily,..; plaszezyzny styczne
poprowadzone do paraboloidy w punktach lezacych w nieskoficzonosci na two-
rzacych gy, gy,... przechodzg przez Lworzace I, igy, 1, 195

A zatem: Plaszczyzny asymptotyczne paraboloidy hiper-
bolicznej tworza dwa uklady plaszczyzn réwnoleglych do
plaszczyn kierowniczych tej powierzchni.

93. Poprowadsmy plaszezyzng 7, prostopadla do prostej ,s“, podiug kto-
rej plaszezyzny kierownicze m, i 7, przecinajg sie, i wyznaczmy proste y id
podlug ktérych plaszezyzna 7 przecina sig z plaszczyznami 7, i 7, Przesufimy
nastepnie przez tworzace l, il, plaszczyzny =' 1 72 réwnolegle do y, a przez
tworzace ¢, 1 g, plaszezyzny a3 i w4, réwnolegle do 4, to ! i n? tudziez =
i m* przecinaja sig podlug tworzacych ¢ i I paraboloidy réwnoleglych do pro-
stych y i 4. Plaszczyzna przesunieta przez tworzace ¢ i1 jest plaszczyzng
styczng paraboloidy w punkcie przecigeia si¢ 4 tych tworzacych i jest pro-
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stopadla do prostej ,a“ poprowadzonej przez punkt 4 réwnolegle do prostej
. Prostg ,a“ nazywamy osia paraboloidy.

Plaszczyzny réwnolegle do osi ,a“ jaraboloidy przecinaja sie z ta po-
wierzchnia podlug parabol, ktérych osi sa réwnolegle do prostej ,a; plaszczy-
zny, ktére nie sa réwnolegle do osi ,a“, przecinaja si¢ z paraboloida hiperbo-
liczng podlug hiperbol.

24. Stozek, opisany na paraboloidzie hiperbolicznej z punktu W, ktéry
lezy w skonczonodci, jest stozkiem rzedu drugiego, a krzywa ¢? wzdluz ktorej
ten stoZek styka sig z powierzchnia, jest hiperbola; plaszczyzny asymptotyczne
bowiem (W, g_)1 W, 1,) przecinajg sie z plaszczyzna, na ktérej krzywa ¢? lezy,
podlug asymptot tej krzywe;j.

Jezeli punkt W lezy w nieskonczonosci, albo innemi slowy, jezeli na pa-
raboloidzie hiperbolicznej opiszemy walec, natenczas obie plaszczyzny asym-
ptotyczne poprowadzone do tego walca schodza sig z plaszczyzng w nieskon-
czonoscl, krzywa stycznofci zatem walca opisanego na paraboloidzie hiperbo-
licznej jest parabola.

A zatem: Rzut §rodkowy paraboloidy hiperbolicznej z pun-
ktu lezgcego w skoficzonosdci, jest hiperbola, rzut za$ tej po-
wierzchni z punktu, lezacego w nieskoniczonodci jest para-
bolsg. Rzuty tworzacych sg stycznemi krzywych ograniczaja-
cych rzuty powierzchni.

25. Niech bedzie dana plaszczyzna m, ktéra przecina paraboloide hiper-
boliczng podlug hiperboli ¢2. Celem wyznaczenia asymptot krzywej przekroju
wyznaczmy proste y, 1 4, podlug ktérej plaszczyzna =!, réwnolegla do pla-
szczyzny =, przecina sig z plaszczyznami kierowniczymi m; i #,, a nadto
tworzace g 1 I paraboloidy, réwnolegle do prostych y, i 4,%), to plaszczyzny
asymptotyczne (g, 7,) i (I, g,) przecinaja sie z plaszezyzna = podlug asymptot
@y 1 a, hiperboli przekroju ¢®. Punkt przeciecia sig O asymptot a, i a, jest
srodkiem krzywej c2.

Plaszezyzny n? m3.. réwnolegle do plaszezyzny =, przecinaja sie z pa-
raboloidg podlug hiperbol ¢,? ¢,?... ktérych asymptoty lezs na plaszczyznach
(9, ,) 1 (I, 9,), srodki tedy tych krzywych leza na prostej, podiug ktérej te
plaszczyzny przecinajg sie, a wiec na prostej, réwnoleglej do osi paraboloidy
hiperbolicznej. A zatem:

Plaszczyzny réwnolegle przecinaja sie z paraboloidsg
hiperboliczna podlug krzywych podobnych i podobnie polo-
zonych; $§rodki tych krzywych leza na prostej, réwnoleglej
do osi powierzchni.

26. Poprowadzmy cieciwy réwnolegle AB, A,B,,... paraboloidy hiperbo-
licznej i podzielmy te cieciwy punktami M, M. na dwie réwne czesel, po-
j.prowadz’my nastepnie przez AB, A,B,.. plaszezyzny réwmnolegle =, nt,.
1 wyznaczmy srodki O, 0,,... krzywych ¢?, ¢, ?,... podlug ktérych te plaszezyzny
przecinajg si¢ z paraboloidg, to proste OM, O,M,... sa $rednicami krzywych
€% ¢;%... podobnych i podobnie polozonych; proste O, O,M,,... lezg tedy na

\ *¥) Plaszezyzny przesuniete przez tworzace Iy i J, réwnolegle do prostej y1; przecinaja
sie po.dlug twox.'zadc‘:e.] ,.,g“, a plaszezyzny przesuniete przez tworzace gy i g, réwnolegle do
prostej A przecinajg sig podlug tworzacej 1. .
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plaszezyZnie, a poniewaz punkta O, O,,.. leZzg na prostej réwnoleglej do osi
paraboloidy, przeto:

Punkta, dzielgce na dwie réwne czesdci cieciwy réwnole-
gle paraboloidy hiperbolicznej, leza na plaszczyZnie réwno-
leglej do osi tej powierzchni.

Uwaga: Z wlasnosci biegunéw i plaszczyzn biegunowych powierzchni
rzedu drugiego mozna twierdzenia wyprowadzone w art. 25. i 26. wprost
wyprowadzié.

Prostej m_, lezacej w mieskonczonosci, odpowiada biegunowo prosta ,n¢,
przechodzaca przez punkt A, w ktérym tworzace g, i I, przecinajg sig;
plaszezyzny tedy, przesuniete przez prosta m_, przecinajg si¢ z paraboloidg
hiperboliczng podlug krzywych rzedu drugiego, ktérych srodki na prostej
an¢ leza.

Plaszczyzna biegunowa = punktu P_, ze wzgledu na paraboloide hiper-
boliczna, przechodzi przez punkt A_ idzieli na dwie réwne czesci cigeiwy 4B,
A, B,... paraboloidy, ktére lezg na prostych, poprowadzonych przez punkt P, .

27. @) Trzy proste wichrowate g,, g, i g,, réwnolegle do plaszczyzny =,
wyznaczajs paraboloide hiperboliczng; prosta bowiem, lezgca w mnieskonczono-
$ci na plaszezyznie m, jest tworzaca powierzchni.

b) Jezeli przez elementa A, B, C,.. szeregu, lezgcego na prostej g,, po-
prowadzimy proste I,, Iy, I;... réwnolegle do promieni a, b, ¢,... peku lezgcego
na plaszczyznie m, jednokreslnego z szeregiem A, B,... natenczas te proste sg
tworzacymi paraboloidy hiperbolicznej.

JakoZ prowadzgc przez punkta A4, B, C... plaszczyzny =', n% n’.. réwno-
legle do plaszczyzny =, a przez prosta g, plaszczyzny =, !, 7, ?... réwnolegle do
promieni (@, b, ¢...), otrzymamy dwa peki jednokreslne g_(...) i g,(...) ktdére wy-
znaczajg paraboloide hiperboliczng.

28, Niech beds dane dwie proste wichrowate g, 1 g, a nadto plaszezyzna
74, prostopadla do prostej g,, na ktérej kierownica gy, lezy, to plaszezyzny
n?, w%.. réwnolegle do =, przecinajs si¢ z prostemi g,, g, w punktach L,
i L,, L', 1 L',... wyznaczajacych tworzace l,, l,,... paraboloidy hiperbolicznej.
Druga plaszezyzna kierownicza m; tej powierzchni jest réwnolegla do kierownic
g, 1 ¢,, a poniewaz ¢, jest prostopadla do plaszczyzny =, przeto plaszczyzny
kierownicze 7, i 7, sg prostopadle.

Prosta I, ktéra odcina najkrétsza odleglosé¢ tworzacych g, i g,, jest
rownolegla do plaszezyzny m, 1 prostopadla do plaszczyzny um,;, prosta g,
ktéra odcina najkrotsza odleglosé tworzacych /, i, jest réwnolegla do plaszczy-
zny m; i prostopadla do plaszczyzny m,. Atoli wszystkie tworzace U, ly;.. 53
réwnolegle do plaszczyzny 7, a tworzace g, g,,.. s3 réwnolegle do plaszczyzny
7, tworzaca tedy ! przecina sig ze wszystkiemi tworzacymi g, g,.. i jest do
nich prostopadla, tworzaca g za$ przecina sie¢ ze wszystkiemi tworzacymi [,
ly,... 1 jest do nich prostopadla.

Paraboloide hiperboliczna, ktdrej kierownice sy prostopadle nazywamy
paraboloida prostokatng.

29. aj Majac dane dwie proste wichrowate g, i g, jezeli z punktéw A4,
B... lezacych na g,, poprowadziiay proste /,, I,,... prostopadie do g. to te pro-
ste sg tworzacymi paraboloidy hiperboliczne] prostokatnej; plaszczyzna kie-
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rownicza bowiem 7, jest prostopadla do prostej g, a plaszezyzna kierownicza
7, jest réwnolegla do prostej g.

) Dwa peki jednokreilne plaszezyzn g (%', #%..) 19, (@', m?%.), po-
siadajace te wlasnosé, Ze elementa pekm g (. .) sa prostopadle do osi g, wy-
znaczajs paraboloide prostokatna; plaszczyzny bowiem odpowiednie 7* i i,
a? i m2... przecinajg sie podlug prostych Z, {;... prostopadlych do prostej ,g*.

¢) Proste [, [,.. poprowadzone przez punkta d, B.... szeregu lezgcego na
prostej g, réwnolegle do promieni peku (a, b,..), ktéry lezy na plaszczyznie r,
prostopadlej do prostej g, i jest jednokreSlny z szeregiem A, B,... s tworzg-
cemi paraboloidy prostokatnej.

d) Dwa peki jednokredlne plaszezyzn ¢, (7',...n") 1 g, (@, '..my”) Wyzna-
czaja paraboloide hiperboliczng prostokatna, jezeli plaszezyzny odpowiednie
7" i @™ tych pekéw sa réwnolegle, a plaszezyzny n' i &' przechodza przez
prosta I, ktéra wyznacza najkrétsza odleglosé osi gy 1 g,.

Zagadnienie 10. Dane sa kierownice g,, ¢, i ¢, paraboloidy hiper-
bolicznej, prosta g, lesy na plaszczyznie poziomej rzutéw; wyznaczy¢ a) two-
rzace powierzchni, ktére naleza do ukladu ,I¢, b) poprowadzi¢ w dowolnym
punkcie, lezacym na paraboloidzie, plaszczyzne styczng do te] powierzchni,
¢) wyznaczyé plaszczyzne kierownicza m;, d) wyznaczy¢ krzywa, ograniczajacs
rzut poziomy powierzchni (rys. 74.).

Rozwiazanie: a) Plaszezyzny n!, #%... rownolegle do plaszezyzny po-
ziomej rzutéw przecinaja sie z prostemi g, i g, w punktach 4, i 4,, B, i,
przez ktére przechodza tworzacc I, I,,.. paraboloidy. Pomiedzy temi tworza-
cemi zasluguje na uwage tworzaca [,, prostopadla do plaszezyzny pionowe;j
rzutéw, ktérej rzut pionowy I,” lezy w punkcie przeciecia sie rzutéw ¢,” 1¢,"
i tworzaca I,, lezaca na plaszczyZnie poziomej rzutéw, ktora Igczy Slady H,
1 H, kierownic g, 1 ¢,.

b) Przesufimy przez punkt M, lezacy na proste] I, 1 przez tworzacs i
plaszczyzne m* i wyznaczmy punkt przecigeia sie H, tej plaszczyzny z prostg
ls, to prosta MH, jest tworzaca g, paraboloidy, plaszczyzna tedy, przesunieta
przez proste I, i g, jest plaszczyzng styczna, poprowadzong do paraboloidy
w punkcie M.

¢) Jezeli przez dowolny punkt P przesuniemy proste m, im,, rownolegle
do tworzacych g, i g,, i przesuniemy przez te proste plaszczyzng 7, to na tej
plaszezyZnie lezy prosta [_.

d) Rzuty poziome ¢, ¢y, Iy, I'y... tworzacych paraboloidy sa sladami
poziomymi plaszczyzn stycznych, poprowadzonych do tej powierzchni i pro-
stopadlych do plaszezyzny poziomej rzutéw, owe rzuty tedy sa styczmemi pa-
raboli, ktéra ogranicza rzut poziomy tej powierzchni. Rzut pionowy parabo-
loidy hiperbolicznej pokrywa w danym przypadku calgy plaszezyzne pionows
rzutow.

Zagadnienie 11. Wyznaczyé plaszczyzng styczng paraboloidy hiper-
bolicznej, réwnolegla do plaszczyzny m (74, 7.).

Rozwiazanie: Przyjmijmy, jak w zagadnieniu poprzedniem, Ze two-
rzaca ¢, lezy na plaszezyznie poziomej rzutow.

Przesutimy przez dowolny punkt plaszczyzng kierowniczy 7, rownolegla,
do prostych g, i g, i Wyznaczmy proste y i 4, podlug ktérych plaszezyzna m
przecina sig z plaszezyznami kierowniczymi #, i m, to prosta ,y“ schodzi sig

XYy, N

ze $ladem poziomym =, plaszezyzny m. Przesuimy nastepnie przez proste g,
i ¢, plaszezyzny m' i =? réwnolegle do y, a przez tworzace I, i1, plaszezyzny
7% i w4, réwnolegle do ,2%, to plaszezyzny m' i #® przecinaja sig podlug two-
rzacej 1, a plaszezyzny @3 i m* przecinaja si¢ podiug tworzgce] g, ktore sa
réwnolegle do plaszezyzny m. Plaszczyzna (g, ) jest tedy réwnolegla do
plaszezyzny m, a punkt przeciecia sig P prostych g i 7 jest punktem styczno-
ici tej plaszezyzny z paraboloida hiperboliczna.

Ziagadnienie 12. Wyznaczy¢ punkta przecigcia sie prostej m (m', m')
z paraboloidg hiperboliczna, a nadto poprowadzié w punktach przecigcia sig
plaszczyzny styczne do tej powierzchni.

Rozwiazanie: Wyznaczmy $lad poziomy walca, opisanego na parabo-
loidzie, ktérego tworzgce sa réwnolegle do prostej ,m<. Prosta ), laczaca slady
poziome A, i H, tworzacych g, i ¢,, oraz $lady plaszczyzn réwnoleglych do pro-
stej ,m“ i przesunietych przez tworzace l,, g, 1 ¢,, D2 plaszczyznie poziomej
rzutéw sa stycznemi poprowadzonymi do $ladu poziomego c¢* owego walca.

Jezeli tedy poprowadzimy ze $ladu poziomego H, prostej ,m“ styczne
s, i s, do paraboli ¢?, to na s, schodzg sig¢ rzuty gm i ln, Da proste] zas s,
schodza sie rzuty ¢, i l,, wykonane na plaszczyzng pozioma rzutéw w kie-
runku proste] ,m®.

Punkta przeciecia si¢ M i N tworzacych gu i ln tudziez g, il, sa pun-
ktami przeciecia sig prostej ,m“ z paraboloidg hiperboliczng a plaszczyzny
(g,,., 1,) i (ny In) sa plaszczyznami styczneuwi tej powierzchni poprowadzonymi
przez prosta ,m¢; punkta przecigcia sig P i € tworzacych g, i I, tudziez
g» 1 l, s3 punktami stycznosci owych plaszczyzn stycznych.

Zagadnienie 13. Wyznaczyé¢ asymptoty i osi hiperboli, podlug ktorej
plaszczyzna I przecina si¢ z paraboloida hiperboliczny (rys. 7B.).

Rozwiazanie: Tworzace wichrowate g, ¢, 1 prosta g, leZgca w nie-
skoficzonosci na plaszezyZnie poziome] rzutéw wyznaczaja paraboloidg hiper-
boliczng,.

Poprowadzmy przez punkt A plaszezyzng kierowniczg 7, réwnolegla do
tworzacych g, i g,, 1 wyznaczmy proste y i 4, podiug ktéorych plaszezyzna 7
przecina sie z plaszczyzng m; i z plaszezyzna poziomg rzutow, to te proste
wskazuja nam kierunki, w ktérych hiperbola przekroju rozciaga sie do mie-
skoficzonosei.

Celem wyznaczenta tworzacych g i [ paraboloidy, réwnoleglych do y i 4
przesufimy przez Iy i I, plaszezyzny =' i @? réwnolegle do 4, a przez g, 1 ¢,
plaszczyzny m* i m* réwnolegle do y, to @' 1 n? przecinajg sie podlug two-
rzacej ,g%, a plaszezyzny =® 1 @' przecinajy sig podlug tworzace] .

Plaszezyzny asymptotyczne m, i 7, przesunigte przez tworzace g il, od-
powiednio réwnolegle do plaszczyzny kierowniczej 7 i do plaszczyzny pozio-
mej rzutéw przecinajg sie z plaszczyzna m podlug asymptot @ i b hiperboli
przekroju ¢’ Punkt przecigeia sig B prostej /, ze $ladem poziomym s pla-
szezyzny w lezy na krzywej ¢*. Wykonajmy klad plaszczyzny = na plaszczyzne
pozioma rzutéw i podzielmy prostemi (m) i (n) katy zawarte migdzy (a) 1(b)
na dwie réwne czesci, to te proste sg kladami osi m i » hiperboli ¢®. — Za-
kredlmy kolo k, stykajace si¢ z kladami asymptot w punktach P i @ 1 wy-
znaczmy punkt przecigcia si¢ B, kola %, z prosts, (0) B laczaca punkt B hi-
perboli z punktem przecigcia sig (0) kladéw asymptot (@) 1 (b), to natenczas
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pomiedzy kladem hiperboli przekroju (¢?) i kolem I zachodzi zwiazek koli-
neacyjny. Punkt (0) jest srodkiem, prosta z';, laczaca punkta P 1 @ jest osia,
ktérej odpowiada w ukladzie hiperboli prosta lezaca w nieskoriczonosci a pun-
ktowi B, kola odpowiada punkt (B) kladu (¢*). Jezeli tedy wyznaczymy pun-
kta (C) i (D), odpowiadajace punktom C, i D, w ktérych os (m) przecina sie
z kolem k,, natenczas otrzymamy wierzcholki kladu hiperboli, podlug ktorej
plaszczyzna Il przecina sie z paraboloidg hiperboliczna.

Zagadnienie 14. Wyznaczyé parabole, podlug ktérej plaszczyzna
réwnolegla do osi paraboloidy hiperbolicznej, te powierzchnig przecina (rys. 76.).

Rozwiazanie. Przyjmijmy jak poprzednio, Ze paraboloide wyznaczaja
kierownice g, i g,, a nadto prosta g, lezaca w nieskofczonosci na plaszezyznie
poziomej rzutéw.

Wyznaczmy plaszezyzne kierowniczg I, powierzchni, to plaszczyzna [l
(I, 11,), réwnolegla do $ladu poziomego Il przecina sie z paraboloida hiper-
boliczna podlug paraboli.

Wyznaczmy punkta B (B, B) i C (€', C'), w ktérych tworzace g, 1g,
przecinaja sig z plaszezyzng II i poprowadimy w tych punktach plaszczyzny
styczne do paraboloidy; §lady poziome [7,' i [I,* tych plaszczyzn przechodzg
odpowiednio przez $lady H, i H, tworzacych ¢, i g, i sa réwnolegle do rzu-
téw I', i I, tych tworzacych I, i l,, ktére przechodzs przez punkta B i C.
Jezeli tedy polaczymy punkta B i C z punktami przeciecia si¢ H; i H, éla-;
déw II; i IT,! tudziez II, i II,?, natenczas otrzymamy styczne s, 1 s, popro-
wadzone do paraboli przekroju ¢* w punktach B i C.

0§ paraboli przekroju ,a“ jest réwnolegla do sladu poziomego /I pla-
szezyzny Il Aby wyznaczyé rzut poziomy wierzcholka tej osi, poprowadzimy
przez B' prosty B'B’, prostopadly do Sladu /1, i podzielmy punktem 0/, na
dwie réwne czedci odcinek, zawarty miedzy spodkiem B, tej prostopadle]
i punktem przecigcia sig H, prostych s'; i I/, to wierzcholek A" rzutu pozio-
mego paraboli lezy na prostej B'0',; poprowadZmy nastepnie przez (' prosty
C' C',, prostopadly do $ladu I, i podzielmy punktem O', odcinek C'H, tego
ladu na dwie réwne czedci, to punkt przecigcia sig 4' prostych B'0Y i C'0Y
jest wierzcholkiem rzutu poziomego paraboli przekroju ¢

Zagadnienie 15. Wyznaczyé parabole, wzdluz ktérej walec o tworzg-
cych, réwnoleglych do prostej ,p“ styka sig z paraboloidy hiperboliczng (rys. 77.).

Rozwiazanie: Przyjmijmy, Ze trzy kierownice gy, ¢, 1 4, % ktorych
g, leiy na plaszczysnie poziomej rzutéw wyznaczaja paraboloide.

Przesunmy przez tworzace ¢, i g, plaszezyzny =' i @ réwnolegle do
prostej ,p“ i wyznaczmy punkta przecigeia si¢ B; i B, prostych g, 19,
z plaszezyznami m' i 7%, poprowadZmy nastepnie przez punkta B, 1 B, pro-
ste I, i I, réwnolegle do $ladéw poziomych II', i II%, to te proste s3 tworzg-
remi ukladu ,l¢ paraboloidy, a punkta przecigcia sie Ci.D tworzacych g, i,
tudziez g, i [, sa punktami stycznofci plaszezyzn n'ia® z paraboloids. J ezeli
tedy przez prostq CD przesuniemy plaszezyzng 7 réwnolegla do sladu pozio-
mego I} plaszezyzny kierowniczej, réwnoleglej do tworzacych g, i g,, albo
jezeli przez prosta OD i przez punkt F dzielacy na dwie réwne czesci odei-
nek B, B,, ktéry lezy na prostej réwnoleglej do ,p“, przesuniemy plaszczyzng
7, to ta plaszczyzna przecina sig z paraboloidg hiperboliczng podlug paraboli,

wzdluz ktérej walee, o tworzacych réwnoleglych do ,p“ z ta powierzchnia
sie styka.

Zagadnienie 16. Wyznaczyé krzyws rzedu drugiego, wzdluZ ktorej
stozek opisany z punktu W na paraboloidzie hiperbolicznej z tg powierzchnia
sie styka.

Rozwigzanie: Przesufimy przez punkt W i przez proste g, i ¢, pla-
szezyzny m' i m? i wyznaczmy prosty d, podlug ktérej te plaszezyzny prze-
cinajg sie, wyznaczmy nastepnie punkta przecigcia sie A 1 B prostej d z two-
yzacemi g, i g, i poprowadsmy przez A prosta I,, réwnolegly do Ih?* a przez
B prosta [, réwnolegla do II,%, to proste g, i I, tudziez g, 1 I, przecinaja sie
w punktach stycznosci P i @ plaszezyzn stycznych z' i n?, poprowadzonych
do paraboloidy.

Prosta ,d“ przechodzi przez punkt W i przecina sig z paraboloida hiper-
boliczna w punktach A4 i B; jezeli tedy wyznaczymy punkt R, ktéry z pun-
ktami W, A. B tworzy grupe harmoniczna (P, R, A, B)=—1, natenczas
plaszczyzna 7w, przesunieta przez punkta P, @ i R przecina sie z paraboloida
podlug hiperboli, wzdluz ktdrej stozek, opisany z punktu W z ta powierzchnig
sie styka.

Zagadnienie 17. Przez prosta p przesunaé taka plaszczyzne, ktéra
przecina sie z paraboloida hiperboliczng podlug paraboli réwnobocznej.

Rozwigzanie: Wyznaczmy punkta przeciecia si¢ M i N prostej p
z plaszezyznami kierowniczymi I, i II, paraboloidy hiperbolicznej, przesuimy
przez prosta ,a* podlug ktérej plaszezyzny I, 1 II, przecinaja sig i przez punkt
O, dzielacy na dwie réwne czesci odcinek M N, plaszczyzng II; zakreslmy
nastepnie na tej plaszczyznie ze srodka O kolo ,k“ promieniem O, to proste
MP i NP tudzies M@Q i NQ, laczace punkta M i N z punktem P i @, w kté-
rych kolo % przecina sie z prosta ,a“, sa prostopadle, asymptoty przeto hi-
perbol, podlug ktérych plaszezyzny MPN i MQN przecinajg sie z paraboloida
hiperboliczng, sa prostopadle.

0 krzywych zwezenia (strykeyjnych) na powierschniach wichrowatych
rzedu drugiego.

30. Poprowadémy przez tworzace (.., l;.., plaszczyzny asymptotyczne
.. II,*... i przesufmy przez te proste plaszczyzny ... =2... prosto-
padle do II,'... II,2.., to miejsce geometryczne punktéw stycznosci plaszezyzn
II; nazywamy krzywa zwezenia.

Aby wysznaczyé punkt S, linii zwezenia leigcy na tworzacej g, hiper-
boloidy o jednej powloce tréjosiowej, przesuiimy przez ¢, plaszezyzng asym-
ptotyczng 11 (I, II,) i poprowadsmy przez srodek M tej powierzchni prosts
» (p', p"), prostopadls do m, przesunimy nastgpnie przez ¢, 1p plaszczyzne 7,
to tworzaca I, hiperboloidy leZzaca na tej plaszczyZnie przecina sie z tworzgesg
9, w punkcie S, lezacym na krzywej zwezenia.

Plaszezyzny (a, b) i (a, ¢) przesunigte przez os urojong na‘ i przez osi
rzeczywiste sa prostopadle do dwu par plaszezyzn asymptotyeznych i stykaja
sig z hiperboloida w wierzcholkach B i C tudziez D i E elipsy szyjnej;
plaszezyzna tedy, na ktérej lezy elipsa szyjna, przecina sie z krzyws zweze-
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nia hiperboloidy o jednej powloce trojosiowej w czterech punktach, ta krzywa
jest tedy rzedu czwartego.

Plaszezyzny, przesuniete przez tworzace hiperboloidy o jednej powloce
obrotowej i prostopadle do plaszezyzn asymptotycznych, sa plaszezyznami
stycznymi tej powierzchni w punktach lezacych na kole szyjnem, to kolo jest
zatem krzywa zwezenia hiperboloidy obrotowej.

Wiadomo, ze plaszezyzny asymptotyezne paraboloidy hiperbolicznej sa
réwnolegle do plaszezyzn kierowniezych 1, i IT,, na ktérych tworzace g, i1,
tej powierzchni leza. Jezeli tedy przez tworzace l,, 1,,... poprowadzimy plasz-
czyzny I1,%,... prostopadle do plaszczyzny m,, a przez tworzace ¢, Uy DO-
prowadzimy plaszczyzny II%.... prostopadle do plaszczyzny m;, to plaszezyzny
11,... i 11, powlécza dwie powierzchnie walcowe, ktérych krzywe stycznosei
z paraboloida hiperboliczng tworza krzywa zwezenia tej powierzchni.

Jezeli plaszezyzny kierownicze II, 1 1L paraboloidy hiperbolicznej sa
prostopadle, natenczas w ukladzie .l znajduje sig jedna tworzaca [, prosto-
padla do wszystkich tworzacych ¢.... a w ukladzie ,g“ znajduje si¢ jedna two-
rzaca g, prostopadla do wszystkich tworzacych ... plaszezyzny tedy (I, s,
Ly F2)r 1 (G5 L)y (91: b)ee 58 prostopadle do plaszczyzn asymptotycznych,
przesunigtych przez tworzace ¢, 7y, wzglednie 1,, I,... a punkta stycznosei
tychze lezg na tworzacych , 1 g, wzajemnie prostopadlych. Krzywa zwezZenia
paraboloidy hiperboliczne] prostokatnej sklada sig tedy z dwu tworzacych, le-
Zacych na plaszezyZnie styczne] poprowadzonej w wierzcholku do tej powierzchni.

0 powierzchniach rzedu drugiego krzywokreslnych,

1. Najprostsza powierzchniy rzedu drugiego krzywokreslng jest kula,
miejsce geometryczne punktéw, réwno oddalonych od punktu O, ktoéry nazy-
wamy $rodkiem tej powierzchni. Odcinek prostej, zawarty miedzy $rodkiem
i punktem, lezgcym na kuli, nazywamy promieniem, a odcinek proste] prze-
chodzgcej przez $rodek, zawarty miedzy dwoma punktami kuli nazywamy
Srednica.

Plaszezyzna, przesunieta przez srodek O przecina sie z kuly podiug kola,
o promieniu réwnym promieniowi kuli i dzieli te powierzchnie na dwie pro-
stokatnie symetryczne czefel. Z tego wynika, ze kula posiada, nieskonczenie
wiele ¢rednic sprzezonych prostopadlych.

Plaszezyzna biegunowa I7 punktu, lezgcego w nieskoficzonosci na srednicy
,a¢ ze wzgledu na kule przechodzi przez $rodek O tej powierzchni i jest pro-
stopadla do prostej ,a“. Plaszczyzny biegunowe I, II... punktéw 4, B,...
lezacych na frednicy ,a“ sg réwnolegle do plaszezyzny II, przecinaja sie tedy
z kula podlug kol. Plaszczyzna styczna przeto m, poprowadzona do kuli
w punkcie przeciecia sig S osi ,a“ z ta powierzchnia jest prostopadla do
promienia stycznodei OS.

9. Wyznaczmy plaszezyzne biegunows II" punktu M_, lezacego W nie-
skohczonodei na prostej !, ze wzgledu na kule i plaszezyzng biegunows II*,
punktu N, w ktérym prosta I przecina sie z plaszezyzng II*, to plaszczyzna
IT* przechodzi przez $rodek O kuli i jest prostopadla do prostej /, plaszczyzna
zaé II* jest prostopadla do prostej ON. Prosta l,, poding ktérej plaszczyzny
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I i [I* przecinaja sic jest biegunowo sprzeZong z prosta ! ze wzgledu na
kule, a prosta ON jest prostopadla do prostych /i /,. A zatem:

Proste biegunowo sprzgzone ze wzgledu na kule sg pro-
stopadle i wichrowate; najkrétsza odlegloséé tych bieguno-
wych lezy na prostej, przechodzacej przez $rodek kuli

.Czworoéeian biegunowo sprzgzony ze wzgledu na kule
p(?Slada te wlasnod§é, ze proste, na ktérych wysokoscl tego
wielodcianu i najkrétsze odleglodci krawedzi przeciwleglych
lezg, przechodza przez srodek kuli.

3. Poprowadsmy przez $rodek O kuli K trzy proste a, b 1 ¢, wzajemnie
p'ros'topadle, i wyznaczmy punkta N,”, N,” i N,”, w ktérych te proste prze-
cinajg sie z plaszezyzna w nieskoficzonosci to punkta O, N,™, N,” i N” sg
wierzcholkami czworoscianu biegunowego ze wzgledu na kule.

Punkta N,*, N,” i N,* wyznaczajs tréjkat biegunowo sprzeiony ze
“fzglqdu na kolo urojone, podlug ktérego plaszezyzna w nieskonczonosci prze-
cina sie z kula.

Proste a', b' i ¢/, poprowadzone przez $rodek O kuli i wzajemnie pro-
stoa})adle, przecinaja sie z plaszczyznag w nieskonczonosel w punktach P,%,
P, i P,”, ktére sa wierzcholkami tréjkata biegunowo sprzezonego ze wzgledu
nakk;)l'o ;rojone, podlug ktérego plaszezyzna w nieskonczonosci przecina sie
z kula K.

Jezeli tedy przez srodki O,... kul K,... poprowadzimy proste a,, b, 1¢
—a'y, V', i ¢',.. rtéwnolegle do a, b i ¢, a', ' i ¢'..., to te proste przecinaja, sie
z plaszczyzna w nieskoficzonosei w wierzcholkach N,”, N, i N,"— P7,
P,* i P tr6jkatéw biegunowo sprzezonych ze wzgledu na kola, podlug kto-
rych plaszezyzna w nieskoficzonodci przecina si¢ z kulami K,..; a poniewaZ
trojki érednic sprzezonych ze wzgledu na te kola sg spolne, przeto te kola
nakrywaja sie. A zatem:

Wszystkie kule przechodza przez jedno kolo urojone, le-
Zgce na plaszczyzZnie w nieskonczonoscl

Plaszczyzna 7, prostopadla do prostej /, przecina sig z plaszczyzna w nie-
skonczonosci podlug biegunowej I, punktu L_, lezgcego na prostej I ze wzgledu
na kolo urojone w nieskonczonosei.

Dwie proste prostopadle przecinajg sig z plaszezyzng w nieskonczonosci
w biegunach sprzezonych a dwie plaszczyzny prostopadle przecinaja sig
z plaszezyzng w nieskornczonosei podlug biegunowych sprzezonych ze wzgledu
na kolo urojone w nieskornczonoscl

4. Dwie kule przenikaja sie podlug krzywe]j rzedu czwartego, ktora sie
sie sklada z dwu kél, jedno schodzi si¢ z kolem urojonem w nieskonczonosci,
a drugie lezy w skoficzonodci i jest rzeczywiste lub urojone.

Dwie kule stykaja sie tedy w dwu punktach urojonych, w ktérych kola
przenikania przecinaja sie.

Powierzchnia rozwijalna, opisana na dwu kulach sklada sie z dwu po-
wierzchni stozkowych obrotowych, ktérych wierzcholki ($rodki podobienstwa)
leza na prostej laczacej $rodki tych kul.

5. Niech_beds dane dwa uklady w przestrzeni ¥ i 3, érodkowo koli-
neacyjne, ktérych zwigzek wyznacza érodek O, plaszezyzna kolineacyi /1*
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i plaszezyzna g, odpowiadajaca plaszczyznie p,” ukladu Z,, lezace) w nieskon-
czonosei.

Przetnijmy kule K ukladu 3 prosta ! w punktach 4 i B, to kuli K od-
powiada w ukladzie 3, powierzchnia [12, ktéra prosta l,, odpowiadajaca pro-
stej I, przecina w dwu punktach 4, i B,; powierzchnia /77 jest tedy rzedu
drugiego.

Kolom %, k... lezacym na kuli i na plaszczyznach =, @',... odpowiadaja
kolineacyjnie krzywe rzedu drugiego, leZace na powierzchniach stozkowych
(0, k), (0, k),... 1 na plaszczyznach odpowiednich s, n‘,,... ukladu Z,. Kolom
za§ k... lezacym na plaszczyznach, réwnoleglych do plaszezyzny kolineacyi
odpowiadaja w ukladzie =X, kola Z,...

Jezeli przez kolo %", przesuniemy dowolng kule K" i wyznaczymy krzywa
przenikania si¢ powierzchni /1% i K", natenczas otrzymamy krzywa rzedu
czwartego, ktéra sie sklada z kola %k* i z krzywej rzedu drugiego, lezacej na
kuli K, a wiec z drugiego kola. A zatem:

Na powierzchni odpowiadajacej kolineacyjnie kuli znajdujg sie dwa
uklady kél; kola jednego i drugiego ukladu lezs na plaszezyznach réwno-
leglych.

Plaszezyzny styczne, réwnolegle do plaszezyzn, na ktorych lezs kola
powierzchni IT? stykajs sie z ta powierzchnia w czterech punktach, ktére
nazywamy pepkami powierzchni.

6. Kula K moze zajmowaé wzgledem plaszezyzny wzajemnej @ rozne
polozenia.

a) Jezeli plaszczyzna ¢ niema z kulg K Zadnego punktu spélnego, naten-
czas wszystkim kolom, lezacym na kuli i na plaszezyznach, nachylonych do
plaszezyzny kolineacyi, odpowiadaja elipsy; wszystkim zas kolom, leZzacym na
kuli i na plaszezyznach, réwnoleglych do plaszczyzny kolineacyi odpowiadaja
kota.

W tym przypadku odpowiada tedy kuli K ukladu X powierzchmia [
ktéra mozna przeciaé tylko podiug elips lub kél, Taks powierzchnie nazy-
wamy elipsoida.

b) Jezeli kula K styka sie z plaszczyzng ¢ w punkcie R, natenczas punkt
odpowiedni R,* w ukladzie Z, lezy w nieskonczonosci, kolom tedy, lezacym
na kuli K i przechodzacym przez punkt R, odpowiadajg w ukladzie 3, pa-
rabole; a wszystkim innym kolom odpowiadaja elipsy lub kola, stosownie do
tego czy plaszczyzny tych kol sa nachylone do plaszezyzny kolineacyi, czy
tez do tej plaszczyzny sg réwnolegle.

Powierzchnie, ktéra mozna przeciaé¢ tylko podlug parabol, elips lub kol
nazywamy paraboloida eliptycznsg.

Poprowadzmy przez srodek kolineacyl O plaszczyzne (0, r), prostopadia
do promienia OR i przesunmy przez prosts ,r“, podiug ktoérej plaszczyzny
¢ i (O, r) przecinaja sie, plaszezyzne styczng (r, 4) do kuli K, to plaszczyznie
(r, A) odpowiada w ukladzie 3, plaszczyzna =!, réwnolegla do (O, r), a pun-
ktowi stycznodei A plaszezyzny (O, r) z kulg K odpowiada punkt A4, lezacy
na paraboloidzie, przez ktéry przechodzi prosta 4, R,”, prostopadla do
plaszezyzny stycznej m!, poprowadzonej do paraboloidy w punkcie A,.

Prostg 4, R, nazywamy osia paraboloidy eliptycznej.
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Plaszczyzny, prostopadle do osi, przecinaja sie z paraboloida podlug elips
podobnych i podobnie poloZonych, ktérych érodki lezg na osi, plaszezyzny tedy
przesuniete przez os A,, R,“ i przez osi owych krzywych sa plaszezyznami
gléwnymi paraboloidy. Trzecia plaszezyzna gléwna schodzi sie z plaszczyzna,
lezaca w nieskonczonosci.

¢) Jeieli plaszezyzna ¢ przecina sie z kula K podlug kola ,k“, naten-
czas kolom, lezacym na kuli odpowiadaja w ukladzie =, hiperbole, parabole,
elipsy lub kola, stosownie do tego czy plaszczyzny, na ktérych te kola leia
przecinaja sie z kolem k% w punktach rzeczywistych, stykaja sie z tem ko-
lem, nie maja z kolem ,%“ Zadnych spélnych punktéw rzeczywistych, albo
sa rownolegle do plaszezyzny kolineacyi.

Kolu ,%k“ odpowiada na powierzchni /1% kolineacyjnej z kuly K, krzywa
lezaca w nieskonczonosci ¢? .

Powierzchni stozkowej tedy (M, k), opisanej na kuli K wzdluz kola Z,
odpowiada stozek (M,, ¢’ ), ktérego plaszczyzny styczne sa plaszezyznami
asymptotycznymi powierzchni /72 Plaszczyzna ¢ dzieli kule K na dwie czesci,
kazde] z tych czesci odpowiada czesé powierzchni II? rozciggajaca sie do nie-
skonczonosel.

Powierzchnig, ktérs plaszeczyzny przecinaja podlug hiperbol, parabol,
elips 1 kol, ktéra sie¢ sklada z dwu czedci 1 posiada stozek asymptotyczny
rzedu drugiego, nazywamy hiperboloida o dwu powlokach.

Punkt M jest biegunem plaszczyzny ¢ ze wzgledu na kule K, punkt M,
tedy jako biegun plaszezyzny w nieskonczonosci ze wzgledu na hiperboloide
o dwu powlokach jest srodkiem tej powierzchni.

Plaszczyzna II'!, przesunieta przez wierzcholek M stozka (M, k) przecina
si¢ z kula K podlug kola &' a ze stozkiem podlug dwu prostych MP i M@;
w ukladzie 2, odpowiada kolu %' hiperbola, a prostym MF i M¢) odpowiadaja
asymptoty tej krzywe]. Plaszczyzny tedy, przesuniete przez srodek hiperbo-
loidy, przecinaja sie z ta powierzchnia podlug hiperbol, a ze stozkiem asym-
ptotycznym podlug asymptot tych krzywych.

7. Przetnijmy hiperboloide o dwu powlokach i stoZzek asymptotyczny tej
powierzchni plaszczyzng II podiug krzywych ¢,”1i ¢, poprowadzmy nastepnie
przez srodek S krzywe)] ¢,® na plaszczyznie IT dowolng prosta 1 wyznaczmy
punkta przeciecia sie A i B tudziez C i D tejze z krzywemi ¢,* i ¢’ to od-
cinki AC 1 BD sa, jak wiadomo, réwne; punkt S jest tedy spélnym $rodkiem
krzywych homotetycznych ¢,* i ¢,2 A zatem:

Plaszczyzny przecinajg sie z hiperboloida i ze stozkiem
asymptotycznym tej powierzchni podlug krzywych spolsrod-
kowych podobnych i podobnie polozonych.

Plaszezyzna = przecina sie tedy z hiperboloida o dwu powlokach podlug
hiperboli, paraboli lub elipsy, stosownie do tego czy plaszczyzna ', przesu-
nieta przez &rodek M, powierzchni, przecina sie ze stozkiem asymptotycznym
podlug dwu tworzacych rzeczywistych, czy jest plaszczyzna styczna tego stozka,
albo nie posiada ze stozkiem asymptotycznym zadnych tworzacych spélnych.

Osi stozka asymptotycznege hiperboloidy sg zarazem osiami tej po-
wierzchni; jedna z osi jest rzeczywista a dwie sa urojone.

8. Plaszczyzna styczna z, poprowadzona w punkecie S do hiperboloidy
o dwu powlokach, przecina si¢ ze stozkiem asymptotycznym tej powierzchni
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podlug krzywej rzedu drugiego, ktorej srodkiem jest punkt S: proste bowiem,
poprowadzone przez punkt S na plaszczyznie II przecinaja sie ze stozkiem
asymptotycznym w punktach, symetrycznych wzgledem S.

9. Opiszmy z punktu W na kuli K, ktére] odpowiada kolineacyjnie po-
wierzchnia II % stozek 1 wyznaczmy krzywa c¢®, podlag ktérej plaszczyzna ko-
lineacyi m; przecina sie z tym stozkiem, to punkta przecigcia sig F, i F,
plaszezyzny II, z prostymi OP i OP', lgczacymi s$rodek kolineacyi O z pun-
ktami przeciecia sie P i P' kuli z prosta, przechodzaca przez srodek tejze
i prostopadls do plaszezyzny kolineacyi, sa ogniskami krzywej ¢®. Punktom
P i P’ odpowiadajs na powierzchni II? pepki. A zatem:

Jezeli z dowolnego punktu opiszemy stozek na powierz-
chni krzywokreslnej rzedu drugiego i przetniemy ten stozek
plaszczyzng #, ré6wnolegla do plaszczyzn, na ktérych prze-
kroje kolowe tej powierzchni leZa, natenczas punkta prze-
ciecia sig plaszczyzny m z prostemi, Iaczacemi wierzcholek
stozka z pgpkami, leZzgcymi na plaszczyznach réwnoleglych
do plaszeczyzny = sg ogniskami krzywej przekroju.

10. Poprowadzmy w punkecie 4, leZgcym na powierzchni rzedu drugiego,
plaszczyzne styczng do te] powierzchni, i wyznaczmy prosta /, podlug ktorej
ta plaszczyzna przecina si¢ z plaszczyzng gléwna. Punktowi A4 odpowiada
punkt 4,, symetryczny z A ze wzgledu na plaszczyzne gléwna; plaszezyzna
styczna tedy, poprowadzona do powierzchni w punkcie 4, przechodzi przez
prosta I Proste I i A4, sa biegunowo sprzezone ze wzgledu na powierzchnie,
punkt A’ tedy, w ktérym prosta AA, przecina si¢ z plaszczyzng gidwna, jest
biegunem prostej ! ze wzgledu na krzywa, podlug ktérej plaszczyzna gléwna
przecina si¢ z powierzchnis.

11. Jezeli érodek S kuli K, ktérej odpowiada kolineacyjnie powierzchnia
rzedu drugiego, lezy na prostej wyprowadzonej ze srodka kolineacyi prosto-
padle do plaszezyzny kolineacyi, natenczas kolom, leZzgcym na plaszczyznach,
przesunietych przez prosta OS odpowiadajg w ukladzie 2, hiperbole, parabole
albo elipsy przystajace, stosownie do tego czy plaszczyzna o przecina sie
z kula podlug kola rzeczywistego, czy sig¢ styka z ta kuls, czy tez przecina
sie z kula K podlug kola urojonego. ;

Kolom, lezacym na kuli K i na plaszczyznach réwnoleglych do plaszezyzny
kolineacyi, odpowiadaja w ukladzie 3, kola, ktérych srodki leza na prostej OS.

Takie powierzchnie rzedu drugiego mozna utworzy¢, obracajac hiperbole
okolo osi rzeczywistej, parabole okolo osi, elipse okolo osi wielkiej lub malej.

Przez obrét hiperboli okolo osi rzeczywiste] otrzymujemy hiperboloide
o dwu powlokach obrotows, przez obrét paraboli okolo osi otrzymujemy pa-
raboloide eliptyczng obrotowsa, przez obrét elipsy okolo osi wielkiej otrzymu-
jemy elipsoide obrotows wydluZona (dwuogniskows), a przez obrét elipsy
okolo osi malej otrzymujemy elipsoide obrotows splaszczong (sferoide).

12, Z latwosdcia mozna wykazaé, Ze wszystkie powierzchnie rzedu dru-
giego krzywokreslne i tréjosiowe mozna zamieni¢ za pomocs powinowactwa
na powierzchnie obrotowe.

Jakoz przyjmijmy, Ze «, b i ¢ sa osiami powierzchni /I% a nadto, Ze
plaszezyzny, prostopadle do osi a, przecinaja sie z ta powierzchnig podlug elips.

e

— N e

Plaszczyzng (a, b) uwazajmy za plaszczyzne powinowactwa, kierunek
powinowactwa niech wskazuje prosta prostopadla do plaszezyzny (a, b), a sto-
sunek % niech bedzie cechg powinowactwa.

Elipsom, lezacym na powierzchni trdjosiowej II1? i na plaszczyznach pro-
stopadlych do osi ,e“ odpowiadaja kola, zakreilone ze $rodkéw tych elips
promieniami, réwnymi osiom réwnoleglym do prostej 4. Te kola leza na po-
wierzchni obrotowej [1,?, powinowatej z powierzchnia tréjosiows II2

Prostym i plaszezyznom réwnoleglym, utworom jednokreslnym, krzywym
podobnym i podobnie poloZonym w ukladzie 3| odpowiadaja w ukladzie 3,
powinowatym z 2%, proste i plaszezyzny réwnolegle, utwory jednokreslne,
krzywe podobne i podobnie polozone; twierdzenia tedy niemiarowe o powierz-
chniach rzedu drugiego obrotowych mozZna przenieéé na powierzchnie tréj-
osiowe, powinowate z owymi powierzchniami obrotowymi; a wyniki zagadnien
niemiarowych, otrzymane na powierzchniach rzedu drugiego obrotowych, mozna
przenies¢ za pomoca powinowactwa na odpowiednia powierzchnie trdjosiows.

13. a) Plaszezyzny, prostopadie do osi obrotu ,a“ powierzchni obrotowych,
przecinaja si¢ z temi powierzchniami podlug kél, ktérych érodki leza na pro-
ste) @. Te kola nazywamy réwnoleZnikami.

b) Plaszezyzny, przesuniete przez os obrotu ,«“ przecinajg sie z powierzch-
nia podlug krzywych przystajacych, ktére nazywamy poludnikami.

¢) Przez kazdy punkt A, leZacy na powierzchni obrotowej, przechodzi
jeden réwnoleznik ¢, i jeden poludnik ¢,; plaszczyzna styczna, poprowadzona
do powierzchni w punkcie 4, przechodzi przez styczna s., poprowadzonsg
w punkcie A do réownoleznika i1 przez styczna s,, poprowadzong w tymze
punkecie do poludnika.

Styczna s, jest prostopadla do promienia stycznosci rownoleznika i do
osi obrotu ,a, lezy bowiem na plaszczyznie prostopadlej do tej osi; plaszezyzna
styczna tedy (s, s,), poprowadzona w punkecie 4 do powierzchni obrotowej,
jest prostopadla do plaszczyzny poludnika, na ktérej punkt A4 lezy.

d) Plaszczyzny stycznme, poprowadzone do powierzchni obrotowej w pun-
ktach A4, B,.. lezacych na poludniku (a, A4), sa prostopadle do plaszczyzny
tego poludnika, powldécza tedy walec o tworzacych prostopadlych do plaszezy-
zny (a, A

e) Poprowadzmy w punkecie A styczng s, i normalng n, do poludnika
i wyznaczmy punkta przeciecia sie W i W, tych prostych z osia ,a% za-
kreslmy nastepnie z punktu W, jako érodka kolo % promieniem W, A4 i obréémy
poludnik z prostemi WA, W, 4 i z kolem % okolo osi ,a“, to natenczas sty-
czna s, opisze stozek, stykajacy sie z powierzchnig obrotows wzdluz réwno-
leznika ¢,, na ktérym punkt A lezy, normalna n, opisze stozek prostopadly
do powierzchni, a kolo & opisze kule, ktora sie styka z powierzchnig obro-
tows wzdluz réwnoleznika ..

14. a) Elipsoida dwuogniskowa i sferoida ss powinowate z kulami za-
kreslonemi na réwnikach tych powierzchmi. Kierunki powinowactw sa prosto-
padle do plaszczyzn réwnikéw, a cechy powinowactw sg réwne stosunkom
osi elips przez ktorych obroét elipsoidy powstaja.

) Opiszmy na paraboloidzie eliptyczne] obrotowej I1? stozek (O, ¢,),
stykajacy sie z ta powierzchniag wzdluz réwnoleinika ¢,, i wpiszmy w ten
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stozek taks kule K, ktéraby sie stykala z paraboloida w wierzcholku A tej
powierzchni, to II* 1 K sa powierzchniami srodkowo kolineacyjnymi.

Wierzcholek O stoika opisanego jest srodkiem, plaszezyzna n*, przesu-
nieta przez wierzcholek A 1 prostopadla do osi ,a“ powierzchni jest plaszezy-
zng kolineacyi, a plaszczyzna przesunieta przez punkt Z,, w ktérym prosta
0A przecina sig z kuly K1 réwnolegla do 7* jest plaszczyzng, ktére] w ukla-
dzie paraboloidy odpowiada plaszczyzna w nieskonczonosei.

¢) Wpiszmy w stozek asymptotyczny hiperboloidy obrotowej o dwu
powlokach /1? kulg K, ktéra sie styka z powierzchnig II* w wierzcholku 4,
to powierzchnie II* 1 K sg érodkowo kolineacy]ne. Srodek O hiperboloidy
jest érodkiem kolineacyi, plaszczyzna m*, przesunigta przez punkt A 1 pro-
stopadla do osi obrotu ,a‘ jest plaszczyzng kolineacyi, a plaszczyzna, na
ktérej lezy kolo stycznosci stoika asymptotycznego z kulay K jest plaszczyzna
wzajemna ukladow kolineacyjnych.

Uwaga: Za pomocy podwéjnego powinowactwa mozna zamieni¢ elipso-
ide tréjosiows na kulg, a zapomoca powinowactwa i kolineacy] srodkowych
mo#na zamienié¢ paraboloide eliptyczng i hiperboloidg o dwu powlokach na kule.

15. Wpiszmy w powierzchnie obrotows rzedu drugiego 1% kulg K, ktora
sig styka z ta powierzchnig wrzdluz kola ,k“, lezacego ma plaszezyZinie =,
i przetnijmy obie powierzchnie plaszczyzna 7!, to kolo przekroju & kuli K
i krzywa przekroju ¢,? powierzchni I1* stykaja sie w punktach 4 i B, leza-
cych na prostej [, podlug ktérej plaszezyzny 7 i @' przecinajg sie, bez wzgledu
na to czy te punkta sa rzeczywiste czy urojone.

Szeregi inwolucyjne biegunéw sprzeZonych, lezacych na prostej ! ze
wzgledu na krzywe £ 1 ¢,? nakrywaja sig, punkta 4 i B sa bowiem punktami
podwéjnymi tychze.

. Plaszczyzna styczna m? poprowadzona do kuli K, styka sie z ta kula
w punkcie F, ktéry uwazaé nalezy za kolo o nieskoficzenie malym promieniu,
i przecina si¢ z powierzchnia I ? podlug krzywej rzedu drugiego ¢,

Na prostej ,m“, podiug ktérej plaszezyzny 7 1 @ przecinaja sig, lezy
spélny szereg inwolucyjny eliptyczny biegunéw sprzezonych ze wzgledu na
kolo ,F* i na krzywg ¢*; spélny pek biegunowych sprzezonych, ktérego
wierzcholek lezy w punkecie F' jest tedy pekiem inwolucyjnym eliptycznym
prostokatnym ; a zatem punkt F' jest ogniskiem krzywej ¢,*.

Ogniska krzywe] przekroju dowolnej powierzchni obro-
towej rzedu drugilego schodza sie z punktami stycznosel
plaszeczyzny przecinajgcej z kulami wpisanymi w te po-
wiierzchnie.

16. Zagadnienie 1. Wyznaczy¢ punkta przeciecia sig prostej I (7', %)
z kula K (rys. 78). :

Rozwigzanie: Walce opisane na kuli i prostopadle do plaszczyzny
poziome] wzglednie pionowej rzutéw przecinaja sig z temi plaszezyzami po-
dlug k61 K* i K, o promieniach réwnych promieniowi kuli, te kola ogra-
niczaja tedy rzuty poziomy 1 pionowy kuli.

Przesufimy przez prosta ,0¢ plaszezyzng 7, prostopadls do plaszezyzny
poziomej rzutéw, i wyznaczmy punkta przecigcia sie A' i B' $ladu poziomego
@, z rzutem poziomym K’ to odcinek A'B' jest rednicg kola ki, podlug kto-
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rego plasz_'czyzna % przecina sie z kula K; srodek M (M', M"), tego kola lezy
na prostej, wyprowadzonej ze $rodka O (0‘, 0") kuli prostopadle do plaszczy-
Zny 7.

Jezeli tedy wykonamy klad plaszczyzny n wraz z kolem % i z prosta
,“ na plaszezyzne pozioma rzutéw i wyznaczymy punkta przeciecia sie (D)
i (D,) ktadéw (k) i (1), jezeli nastepnie sprowadzimy plaszezyzne 7 do pier-
wotnego polozenia, natenczas otrzymamy punkta przeciecia sig Dy @Dy Dy
i D, (D, 1 D,") prostej | z kulg K.

Zagadnienie 2. Wykresli¢ rzut srodkowy kuli, ktorej srodek M lezy
na prostej I (7, Z'), a ktérej promien ,r“ jest rowny danemu odcinkowi (rys. 79).

Rozwiazanie: Przesufimy przez $rodek rzutéw O i przez punkt M

plaszezyzne, prostopadly do tla, to $lady tej plaszczyzny schodzg sie z prosta,
ktéra laczy punkt gléwny O, z rzutem M' érodka kuli. Wykonajmy nastepnie
klad plaszezyzny OO, M na tlo, i zakredlmy z kladu (M) promieniem ,r* kolo
(k), poprowadzmy nastepnie z kladu (0) srodka rzutéw styczne OP' i 0" do
(k), to punkta przeciecia sie tych stycznych z prosts O, M’ sa wierzcholkami
krzywej rzedu drugiego ¢?, ktdéra ogranicza rzut srodkowy kuli.
. Poprowadzmy przez (M) prosta (4) (Bj, prostopadly do proste] 0,M’,
i wyznaczmy punkta przeciecia sie tej proste] z kladem (), polaczmy na-
stepnie punkta '4) i (B) z kladem (O) srodka rzutéw, to proste (0)(A4)i(0)(B)
przecinajg sie z prosta O,M' w ogniskach F’ i F,' krzywe] ek

Zagadnienie 3. Wyznaczyé przekrdj kuli dowolng plaszezyzng 7
(s, 7,) (rys. 80).

Rozwiazanie. PoprowadZmy przez $rodek M kuli K plaszczyzne 7l
(m'y, '), prostopadla do plaszczyzny = 1 wyznaczmy prosta I, podlug ktorej
plaszezyzny n i m' przecinajg sie, to prosta I jest osig symetryi prostokatnej
kola przekroju K, albowiem plaszezyzna m' jest plaszezyzng symetryi prosto-
katnej ze wzgledu na kule K i na plaszezyzng 7.

Aby wyznaczyé punkta przeciecia sig prostej ! z kulg K, obrécmy te
prosta okolo osi p, przechodzacej przez srodek kuli i prostopadlej do plaszezy-
zny poziomej rzutéw, tak aby po obrocie lezala na plaszezyznie n* réwnoleglej
do plaszezyzny poziomej rzutéw 1 wyznaczmy punkta przecigcia sig 4, 1 B,
prostej ,, z ktéra 7 po obrocie sig schodzi, i kola, lezacego na plaszczyznie
n?; jezeli nastepnie obrotem wstecznym sprowadzimy prosta I, do jej pier-
wotnego polozenia, natenczas otrzymamy punkta przeciecia sig A i B proste]
[ z kula.

Podzielmy odcinek AB punktem S na dwie réwne czesel 1 przesunmy
przez ten punkt plaszezyzne m% réwnolegly do plaszezyzny poziome] rzutéw,
wyznaczmy nastepnie kolo k, i prosta m podlug ktorej plaszczyzny = i =
przecinajg sie, to punkta przeciecia sig C 1 D proste] m z kolem k, lezg na
kole przekroju f.

Odcinki A'B' i C'D' sa osiami rzutu poziomego kola k, odcinki za$ 4" B"
i C"D" sa érednicami sprzezonymi rzutu pionowego kola przekroju.

Zagadnienie 4. Przez prosty I (I', I") poprowadzi¢ plaszezyzny styczne
do kuli K (rys. 81.).

Rozwiazanie: Walec, ktérego tworzace sg rownolegle do prostej I,
styka sie z kula K podlug kola wielkiego %, lezacego na plaszczyznie prosto-
padlej do prostej I. Plaszczyzny styczne, poprowadzone do tego walca sg
plaszezyznami stycznemi kull.
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Poprowadzmy tedy przez érodek O kuli K plaszczyzng 7, prostopadla
do I, wyznaczmy kolo wielkie K, podlug ktérego ta plaszczyzna przecina sig
z kula, i poprowadzmy z punktu przeciecia si¢ D prostej I z plaszczyzng 7
styczne ¢ 1 ¢, do kola k, to plaszezyzny, przesunigte przez proste 7 1 ¢, tu-
dziez 1 i t, sa plaszczyznamil stycznemi kuli w punktach A4 i B, W ktoérych
styczme ?, i ¢, z kolem wielkim £ sie stykaja.

Celem wyznaczenia stycznych ¢, 1 %, nalezy wykonaé¢ klad plaszezyzny
7 na jedne z plaszezyzn rzutow.

Zagadnienie b. Wyznaczy¢ plaszczyzng biegunows punktu P (P, K gt
ze wzgledu na kule (rys. 82.).

Rozwigzanie: Przesufimy przez punkt P 1 przez érodek O kuli K
plaszczyzne =, prostopadly do plaszczyzny poziome] rzuUtOW 1 obréémy te
plaszczyzne okolo proste] 2, poprowadzonej przez érodek O i prostopadlej do
plaszczyzny poziomej rzutéw tak, aby sie zeszla z plaszczyzna n!, réwnolegla
do plaszezyzny pionowej rzutéw, Wyznaczmy nastepnie biegunowa p, punktu
P,, z ktérym P po obrocie sig schodzi ze wzgledu na kolo, lezace na plaszczyznie
#! i sprowadZzmy punkt P! i blegunows p, do plaszczyzny =, to plaszezyzna
n? przesunigta przez prosta ,p“ prostopadle do prostej PO jest plaszczyzna
biegunows punktu P ze wzgledu na kule K.

Zagadnienie 6. Przez punkt 4, lezacy poza obrebem kuli K, popro-
wadzié takie plaszczyzny styczne do te] powierzchni, ktéreby byly nachylone
do plaszczyzny poziomej rzutow pod katem ea.

Rozwigzanie: Poprowadzmy styczng 7. do rzutu pionowego K" da-
nej kuli nachylonej do osi z pod katem a i nwazajmy prosta 7z, za Slad pio-
nowy plaszczyzny =, prostopadlej do plaszezyzny pionowe]j rzutow, a nachy-
lonej pod katem a do plaszezyzny poziomej rzutéw. Obroémy nastepnie
plaszczyzne = okolo $rednicy ,a“, prostopadlej do plaszczyzny poziomej rzu-
téw, to natenczas otrzymamy stoZzek obrotowy, ktérego wierzcholek W jest
punktem przeciecia sig prostej a z plaszczyzng 7, & ktérego slad poziomy k
jest kolem zakreslonem ze rzutu O' $rodka kuli promieniem réwnym odleglo-
$ci punktu ' od Sladu poziomego 7 plaszczyzny 7.

Plaszezyzny styczne, poprowadzone do powierzchni stozkowej (W, k)
przez punkt 4 czynia zado$é warunkom zagadnienia.

Zagadnienie 7. Wyznaczyé plaszezyzny styczne, poprowadzone do
kuli, ktére sg nachylone do plaszezyzny poziome]j rzutéw pod katem e, a do
plaszczyzny pionowej rzutdéw pod katem f (rys. 83.).

Rozwiazanie: PoProwadzimy styczne 7', i n?, do rzutu pionowego
K* kuli K, nachylone do osiz pod katem” @, i wyznaczmy punkta stycznosei
A" i B" tychze: plaszczyzny styczne, poprowadzone do kuli, w punktach
lezacych na réwnoleznikach %, 1 &y, ktére opisuja punkta 41 B, sa nachylone
do plaszezyzny poziomej rzutow pod katem e.

Poprowadzmy nastepnie do rzutu poziomego K* kuli K styczne g LR

nachylone do osi # pod katem g, i wyznaczmy punkta stycznosei e i
tychze; plaszczyzny styczne poprowadzone do kuli w punktach, lezacych na
kolach %, i k,, ktére opisujg punkta C i D na kuli i na plaszezyznach rowno-
leglych do plaszezyzny pionowej rzutéw, sg nachylone do plaszczyzny piono-
wej rzutow pod katem 8.
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Kola k, i k, przecinaja sig z kolami Z; ik, w oémin punktach, ktore
parami moga by¢ urojone. Plaszczyzny styczne, poprowadzone do kuli w tych
punktach, sa nachylone do plaszczyzny poziomej rzutéw pod katem @, a do
plaszezyzny pionowej rzutéw pod katem fJ.

Zagadnienie 8. Przez punkt 4 poprowadzié spolne plaszezyzny sty-
czne do kul K i K, (rys. 84.)

Rozwiazanie: Wiadomo, ze dwie kule K i K, sa powierzchniami ho-
motetycznymi; srodki podobienstwa tych powierzehni W i W, sa wierzchol-
kami stozkéw, ktorych plaszezyzny styczne stykaja sie z obiema kulami. Pun-
kta W i W, leza na prostej OO, laczacej srodki kul K i K.

Poprowadzmy tedy do rzutow poziomych K* i K;'spdlne styczne zewng-
trzne m', 1 w2 i spélne styczne wewnetrzne 2%, i w% 1 uwazajmy je za $lady
poziome spélnych plaszezyzn stycznych, poprowadzonych do kul i prosto-
padiych do plaszezyzny poziomej rzutéw, to slady z's i %, tudziez 7wl 1 7w
przecinaja si¢ z prostg O' 0, w punktach W' i WY, ktére sa rzutami pozio-
mymi érodkéw podobienstwa kul X i K,.

Rzuty pionowe W* i W*, leza na prostej O 0.

Jezeli tedy polaczymy punkt A z wierzcholkami W i W, 1 wyznaczymy
w sposéb wylozony w zagadnieniu 4. Plaszezyzny styczne, poprowadzone do
kuli i przechodzace przez AW i AW,, natenczas te plaszczyzny s rOwniez
plaszczyznami stycznemi poprowadzonemi do kuli K,. Dwie kule majg tedy
cztery plaszezyzny styczne spolne.

Zagadnienie 9. Wyznaczy¢ plaszezyzny styczne, poprowadzone do
trzech kul K, K, 1 K,.

Rozwiagzanie. Wyznaczmy srodki podobienstwa zewngtrzne A A 1A,
tudziez érodki podobienstwa wewnetrzne B, B,iB kalKikKk,Ki K,, K,
i K, i polaczmy punkta 4 i 4,, 41 B, Ai B, Ai B,, to plaszezyzny sty-
czne, poprowadzone do kuli K i przechodzace przez proste A4,, AB, AB,
i AB, sa plaszczyznami stycznemi, poprowadzonymi do wszystkich trzech
kul. Takich plaszczyzn jest tedy osm.

Zagadnienie 10. Przez prosta ! przesunaé taka plaszezyzne, ktéra
przecina sie z kuly K podlug kola o danym promieniu ,r¢.

Rozwigzanie. Przesunmy przez srodek O kuli K plaszezyzng 7, pro-
stopadla do prostej / 1 wyznaczmy punkt przeciecia sig tej prostej z @, a nadto
punkt 4, w ktérym prosta 0D, laczaca srodek kuli O z punktem D przecina
sie z kula K, zakreslmy nastepnie z punktu D jako érodka na plaszezyinie
(0, 1) kolo & promieniem DO a z punktu O jako srodka kolo %, promieniem
rownym drugiej przyprostokatnej trojkata, ktérego jedna przyprostokatna jest
réwna odeinkowi . a ktérego przeciwprostokatna jest réwna promieniowl
04 kuli K i wyznaczmy punkta przecigcia sie Bi Ckol kik,, to plaszezyzny
1, B) i (I, C) przecinajg si¢ z kula K podiug kol, o promieniach réwnych
odeinkowi 7.

Zagadnienie 11. Wyznaczyé érodek kuli K, ktéra sie styka z kulg
K, i z plaszezyzng = w punkcie A. ‘

Rozwiazanie. Punkt stycznosei P dwu kul K i K, jest srodkiem po-
dobienstwa tych powierzchni.

Wyprowadzmy w punkcie A prosta ,p“, prostopadly do plaszczyzny 7
i przesufimy przez te prosty i przez érodek O, kuli K, plaszezyzng 7' Srodek
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0 kuli lezy na prostej ,p“. Zakreslmy z punktu O, ktérego dotad nie znamy
kolo % promieniem 0O0,, to punkta przecigcia sie B 1 C tego kola z prosta
¢ lezeé beds powyze] 1 ponizej punktu 4 w odleglodci réwnej promieniowi
0,P kuli K,. Jezeli tedy odcinki 0,B i 0,C podzielimy na dwie réwne czedcl
i w punktach dzielacych wyprowadzimy na plaszezyZnie m* prostopadle do
tych odcinkéw, to natenczas w punktach przeciecia sig tychze z prostg ,p“
otrzymamy srodki O i 0' kul, ktore sie stykaja z kulg K, i z plaszczyzna 7
w punkeie A.

Zagadnienie 12. Wykredlic kule K, ktéra przechodzi przez punkta
A i B i styka sie z plaszczyznami z' 1 A,

Rozwiazanie: Przesuimy przez punkt C, dzielacy na dwie réwne
czedci odcinek AB plaszezyzng 7’ prostopadla do proste] AB i podzielmy
plaszczyzng = kat zawarty miedzy plaszezyznami z#' i #° na dwie rowne
czedei, to na prostej I, podlug ktérej plaszezyzny s i m* przecinajy sie, lezy
érodek kuli, ktéra czyni zado$¢ warunkom zagadnienia.

Wyznaczmy punkt przeciecia sie D proste] AB z plaszczyzng z!, to po-
tega tego punktu ze wzgledu na kulg K jest réwna iloczynowi DA.DB.
Jezeli tedy wyznaczymy rzut prostokatny I prostej ! na plaszczyzne #' 1 za-
kredlimy z punktu D kolo promieniem V' DA.DB, natenczas punkta przecie-
cia sie P' 1 @' tego kola z prosta I' s punktami stycznoei kul, czyniacych
zadoéé warunkom zagadnienia. Srodki tych kul schodza sig z punktami prze-
cigcia sie prostej / z prostemi, wyprowadzonymi z punktéw P’ 1 Q' prosto-
padle do plaszezyzny n'.

Rozwiazania rzeczywiste tego zagadnienia sa tylko wowezas mozliwe,
jezeli plaszczyzny z' i m* nie przecinaja sie z odcinkiem AB.

Zagadnienie 13. Wyznaczy¢ punkta przeciecia sie elipsoidy obroto-
wej m? dowolna prosta 7 (rys. 85.).

Rozwiazanie: Przyjmijmy, Ze o§ obrotu ,a“ powierzchni 72 jest pro-
stopadla do plaszczyzny poziomej rzutéw. Zakreslmy na réwniku k powierzchni
kule K,, spélsrodkows z dang powierzchnia, to K, 1 % sg powinowate; sro-
dek tego powinowactwa lezy w nieskoficzonodei na prostej, prostopadlej do
plaszezyzny poziome]j rzutow ; plaszezyzna powinowactwa schodzi sie z plaszezy-
zna réwnika, a stosunek osi obrotu ,a“ do promienia réwnika jest cecha po-
winowactwa.

Przy tej zamianie powierzchni z* na kule K, nie zmieniaja sig rzuty
poziome elementow, nalezacych do ukladu elipsoidy, zmieniajg sie jednak rzuty
pionowe tych elementdw.

Aby otrzymaé zmieniony rzut pionowy 14, prostej !, polaczmy dowolny
punkt P, lezacy na prostej 7", z punktem A, w ktérym rzut a” przecina
sie z elipsa, ograniczajacs rzut pionowy powierzchni =% poprowadimy przez
P prosta P"P",, prostopadla do §ladu =%, wyznaczmy punkt przecigcia si¢
P#, tej prostej z prosts A T i polaczmy go z punktem T, W ktorym
prosta [ przecina sig ze sSladem m,% to natenczas otrzymamy zmieniony rzub
pionowy 1“.

Wyznaczmy nastepnie w sposéb wylozony w zagadnieniu 1. punkta prze-
ciecia sie M, i N, prostej !, z kulg K, i przesunmy te punkta za pomoca
prostych, prostopadlych do sladu pionowego plaszczyzny kolineacyi, na prostg
I, to otrzymane punkta M i N sg punktami przecigeia sig prostej [ z elipsolda
obrotowa.

Zagadnienie 14. Wyznaczy¢ osi przekroju elipsoidy obrotowej I7°
plaszezyzng (rys. 86.).

Rozwiazanie. O§ obrotu AB elipsoidy obrotowej jest prostopadla do
plaszczyzny poziomej rzutéw, réwnik k¢ o srednicy CD, lezy na plaszezyznie ;.

Plaszczyzna n!, przesunieta przez o$ AB i prostopadla do plaszezyzny
7, jest plaszezyzna symetryi prostokatnej ze wzgledu na powierzchnig 7%
a prosta ,m* podlug ktérej plaszczyzny m i m! przecinaja sig, jest osig sy-
metr;;ti prostokatnej ze wzgledu na krzywa ¢, podlug ktérej plaszezyzna 7
przecina si¢ z powierzchnia,.

Obréémy plaszezyzne m! oraz prosta m okolo osi AB tak, aby sig zeszla
z plaszezyzng w2, réwnolegly do plaszczyzny pionowe]j rzutdw, a prosta m
z prosta m, 1 wyznaczmy za pomoca powinowactwa migdzy elipsg A“C"B"D*
i kolem F, zakredlonym na érednicy C“D“, punkta przeciecia sie M*; i N*
prostej m, z ows elipsa; obréémy nastepnie te punkta tak, aby po obrocie
lezaly na prostej ,m*, to natenczas otrzymamy rzuty pionowe M* i N* wierz-
cholkéw krzywej przekroju, lezgcych na osi ,m“; rzuty poziome lezs na Sla-
dzie poziomym n', plaszezyzny ='.

Poprowadzmy nastepnie przez punkt S dzielacy na dwie réwne czescl
odcinek MN, plaszczyzne =}, réwnolegla do plaszczyzny poziomej rzutdw,
i wyznaczmy za pomoca powinowactwa punkta E“ i G*, w ktérych slad pio-
nowy =% przecina sie z elipsa A“C“B“D", to kolo I,, zakreslone na plaszczyznie

. #® z punktu S jako $rodka z promieniem SG jest przekrojem powierzchni z*

plaszezyzng z.

. Prosta ,n*, podlug ktérej plaszczyzny m i m® przecinajg sig, jest druga
osig krzywej ,c“, a punkta przeciecia sie¢ @ i R tej prostej z kolem £, sg
wierzcholkami tejze.

Zagadnienia: Rozwigzaé za pomocs powinowactwa elipsoidy z kula
nastepujace zagadnienia:

a) Poprowadzié w punkecie P, ktéry lezy na elipsoidzie obrotowej, a kto-
rego rzut pionowy P* jest dany, plaszczyzne styczna do tej powierzchni.

b) Wyznaczy¢ plaszezyzny styczne elipsoidy obrotowej, réwnolegle do
plaszezyzny 7.

¢) Poprowadzi¢ plaszezyzny styczne do elipsoidy obrotowej, réwnolegle
do prostej I, i wyznaczyé miejsce geometryczne punktéw stycznosci tych
plaszezyzn z powierzchnig.

Zagadnienie 15. Wyznaczy¢ slad poziomy stozka, opisanego z punktu
P (P', P") na elipsoidzie obrotowej I1? (rys. 87.).

: Roz-wia,zanie: Przyjmijmy, zZe elipsa, przez obrét ktorej powierzchnia
n* powstaje, jest wyznaczona osiami AB i CD; of obrotu AB jest prostopadla
do plaszezyzny poziomej rzutéw, a o§ CD jest réwnolegla do osi z.

Kula K zakreslona na érednicy €D jest powinowata z powierzchnig 7*;
punktowi F*“ ukladu elipsoidy odpowiada punkt P“, w ukladzie kuli.
. Przesunimy przez punkt P i przez prosta AB plaszczyzne =!, obréémy
ja wraz z punktami P i P, okolo osi AB, tak aby sie zeszla z plaszczyzng
.’?‘l?', réwnolegla do plaszezyzny pionowe] rzutéw, to natenczas poludnik elipso-
idy, lezacej na plaszczyznie n' zejdzie sie z poludnikiem gléwnym, lezacym
na plaszezyznie n%, punkt P schodzi sie¢ z punktem F, a punkt P, z punktem 2.
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Opiszmy z punktu P, na kuli stozek i przetnijmy go plaszczyzna 7* na
ktérej réwnik powierzchni II* lezy, to natenczas otrzymamy krzywa rzedu
drugiego ,c,“; styczne s, 1 s;, poprowadzone z punktu P do kola K*“, ogra-
niczajacego rzut pionowy kuli, przecinaja sie z plaszezyzng 7t W wierzcholkach
M, i N, krzywej ¢,. a proste, laczace punkt P, z punktami 4, i B, kuli,
ktére odpowiadaja wierzcholkom A i B elipsoidy, przecinajg sig z plaszczyzng
n* i w ogniskach F, i F, krzywe] ¢,

Krzywa ¢, lezy na plaszezyZnie powinowactwa, zachodzacego miedzy
kula K i elipsoida JI%. Jezeli tedy polaczymy punkt P, z My, Ny, F, i F
i wyznaczymy $lady poziome M,, N,, F, i F, tych prostych, natenczas otrzy-
mamy wierzcholki i ogniska krzywej, podlug ktére] plaszczyzna ‘pozioma rzu-
téw przecina sie ze stozkiem, opisanym z punktu P, na elipsoidzie.

Jezeli plaszczyzne 7m° Wraz z punktami 3, N, F,, F, przez obroét wste-
czny sprowadzimy do plaszczyzny 71, natenczas otrzymamy wierzcholki M i N
a nadto ogniska F i F, krzywej, podlug ktérej plaszezyzna pozioma rzutow
przecina si¢ z powierzchnig stozkowa, opisang z punktu P na elipsoidzie obro-
towej.

Zagadnienie 16. Wyznaczy¢ rzuty elipsoidy obrotowej, ktéra opisuje
elipsa w osiach AB i CD, jezeli 0é obrotu AR jest nachylona do obu plaszezyzn
rzutow.

Rozwigzanie: Przesufimy przez os AB plaszczyzne 7, prostopadla do
plaszczyzny poziomej rzutéw 1 wykonajmy klad tej plaszczyzny okolo rzutu
poziomego A'B’, poprowadZzmy nastgpnie styczne (s,) i (s,) do kladu (c) po-
udnika, prostopadle do proste] A'B’, to punkta przeciecia sig M’ i N’ tych
stycznych z rzutem A'B' sg wierzcholkami krzywej, ograniczajace] rzut po-
ziomy elipsoidy.

Opiszmy nastepnie na danej powierzchni walec wzdluz réwnika 1 popro-
wadzimy don plaszezyzny styczne, prostopadle do plaszczyzny poziomej rzu-
téw, to $lady poziome tych plaszezyzn sa oddalone od prostej A'B' o polowe
irednicy CD réwnika; druga os tedy rzutu poziomego powierzchni jest réwna
odcinkowi CD.

W podobny sposéb mozna wyznaczyé osi krzywej, ktora ogranicza rzut
pionowy elipsoidy obrotowej.

Zagadnienie 17. Wyznaczyé krzywa, ograniczajacg rzut srodkowy
elipsoidy obrotowej, jezeli os obrotu AB tej powierzehni jest nachylona do
tla (rys. 83.).

Rozwiazanie: 0§ AB elipsoidy [I* lezy na prostej I, wyznaczonej £la-
dem tlowym 7 i §ladem zbiegu Z'.

Przesunimy przez $rodek rzutow O i przez prosta I (TZ') plaszczyzng
i wykonajmy klad tejze 1 klad prostej ! na tlo, wykreslmy nastepnie klad (¢)
poludnika, lezacego na plaszezyznie (0, ) 1 poprowadzmy z kladu [0] srodka
rzutéw O styczne [0](N) i[O](N) do krzywej (¢), to punkta przeciecia sie tychze
M'i N' z rzutem TZ' osi I sa punktami krzywej ¢';, ograniczajacej rzub srod-
kowy elipsoidy.

Plaszezyzny styczne, poprowadzone do elipsoidy obrotowej W punktach
M i N, sa prostopadle do plaszezyzny (0, 1), 8lady zatem tych plaszczyzn la-

cza punkta M' i N' ze sladem zbiegu Z,, prostych, prostopadlych do pla-
szezyzny (0, 1).

=gl .

Proste Z4,, M' 1 Z,, N' sa st 1 i y (e
BB Mfﬂj S foo sg stycznemi poprowadzonymi do krzywej] ¢,

Poprowadzmy przez srodek S elipsoidy plaszczyzne =' (¢, #'), prosto-
padla do osi AB i opiszmy na réwnikn, lezacym na tej plaszczyznie powierz-
chnie ’Wa.lcowa,.

Slad zbiegu tworzacych tej powierzchni schodzi sie z punktem Z'. Slady
pla,szc?yzn stycznych, poprowadzonych przez punkt O do tego walca sa sty-
cznemi krzywej, ograniczajacej rzut srodkowy elipsoidy.

P?prowadz'my tedy przez punkt O prosty OZ‘, réwnolegla do tworzacych
walca 1 wyznaczmy punkt przeciecia sie D tej proste] z plaszczyzna z' (4, 2,)
to rzut srodkowy D' schodzi sie ze sladem Z'. ;

Aby wyznaczyé styczne poprowadzone do réwnika elipsoidy, przecho-
d;gc‘e przez punkt D, wykonajmy klad plaszezyzny m' wraz z punktem D na
tlo i poprowadZzmy z kladu (D) styczne (s,) i (sy) do kladu (r) réwnika, to
rzuty $rodkowe s' i s', sa stycznemi, poprowadzonymi do rzutu »‘, a zara-
zem do krzywej, ograniczajgcej rzut elipsoidy. Ta krzywa jest wyznaczona;
znamy bowiem dwie styczne Z,, M', Z,, N', punkta stycznosci M’ i N'
tychze, a nadto styczne s', 1 sy tej krzywej.

Zagadnienie 19. Wyznaczyé punkta przeciecia sig prostej I (I, I*)
z paraboloids eliptyczng obrotows (rys. 89.).

Rozwigzanie: Przyjmijmy, Ze 0§ obrotu AD paraboloidy I1* jest pro-
sf.ol_)a.dla, do plaszczyzny poziomej rzutéw. Wierzcholek 4 i punkt B wyzna-
czaja w tym razie parabole, przez ktérej obrot powierzchnia I1? powstaje.

‘ I?oprowa.dz’my w punkcie B styczng OB do poludnika gléwnego parabo-
loidy i obréémy ja okolo osi 4D, wpiszmy nastepnie w tak otrzymany stoZek
kule K, to pomiedzy powierzchniami n? i K zachodzi zwigzek kolineacyi
srodkowej.

Punkt O, w ktérym styczma BO przecina sie z osig AD jest srodkiem,
pu..nkt przeciecia sie A, proste] OA z kula odpowiada wierzcholkowi parabo-
1(?1(1:?’, pl_a.szczyzna, styczna m?, poprowadzona do kuli w drugim punkcie prze-
cigela sig Z proste] OA z kulg K, jest plaszczyzna, ktérej w ukladzie para-
boloidy odpowiada plaszczyzna w nieskonczonosci.

Przez punkt przeciecia sie T prostych odpowiednich AR, i 4, R, prze-
chodzi plaszezyzna kolineacyi #*%, réwnolegla do ==

. Wyz_na,czmy punkt przeciecia si¢ T, (7', T;“) prostej [ z plaszczyzng
kolineacyi =%, a nadto punkt Z, (Z,, Z,“,) w ktérym prosta poprowadzona
przez $rodek O, réwnolegle do prostej I, przecina sie z plaszczyzng wzajemns
w¢, to prosta 7,Z, odpowiada w ukladzie kuli K prostej ! paraboloidy.

tIe_ﬁ_eli tedy sposobem, wyloZonym w zagadnieniu 1. wyznaczymy punkta
przeciecia sie M, i N, prostej 7Z, z kula K i rzuémy te punkta ze $rodka
O na prosty I, natenczas otrzymamy punkta przeciecia si¢ M i N prostej
z paraboloidg eliptyczng obrotowa.

Zagadnienie 19. Wyznaczyé osi krzywej ,¢“, podlug ktére] plaszezy-
zna ® (7, 7,) przecina sie z paraboloida obrotows (rys. 90).

.Rozwi@za,nie: Przyjmijmy, jak w zagadnieniu poprzednim, ze o$ AD
powierzchni jest prostopadla do plaszezyzny poziomej rzutéw i poprowadzmy
w punkecie B“ styczng B“0“ do paraboli, ktéra ogranicza rzut pionowy po-
wierzchni.
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Przesunmy przez o$ AD plaszezyzne n?, prostopadla do plaszezyzny 7,
i wyznaczmy prosta ,m*“, podiug ktérej te plaszczyzny przecinaja sie. to ,m“
jest osia krzywej przekroju ,c.

Obréémy plaszczyzne m? wraz z prosts ,m* okolo osi AD tak, aby sie
zeszla z plaszezyzna nf, réwnolegla do plaszezyzny pionowej rzutéw, to rzutb
pionowy prostej ,m“, po dokonanym obrocie, zejdzie si¢ z prosta m”.

Wyznaczmy nastepnie punkta przecigeia sig M, i N*“, prostej m", z rzu-
tem pionowym poludnika gléwnego, a to zapomoca kolineacyi $rodkowej mie-
dzy tym rzutem i kolem K*, i przenieSmy obrotem wstecznym punkta M*,
i N“, na prosta ,m“, natenczas otrzymamy rzuty pionowe M* i N* wierzchol-
kéw krzywej przekroju ¢, lezacych na prostej ,m<.

Punkt S dzielacy odcinek MN na dwie réwne czescl, jest srodkiem krzy-
wej ¢.

Przesufimy przez ten punkt plaszezyzne z? prostopadly do osi AD, i wy-
znaczmy za pomoca kolineacyi punkta przeciecia si O 1 E“ $ladu #?®, z pa-
rabola, ograniczajaca rzut pionowy powierzzhni, to kolo %y, a zakreslone na
drednicy CE jest przekrojem paraboloidy plaszczyzna m®. Punkta przeciecia sig
Pi Q tego kola z prostay ,n“, podlug ktore] plaszczyzny 7 i m3 przecinajg
sie, sa wierzcholkami drugiej osi krzywej c.

Zagadnienie 20.: Poprowadzi¢ plaszczyzng styczng do paraboloidy
obrotowej w punkcie P, ktérego rzut pionowy P“ jest dany (rys. ik

Rozwiazanie: Wyznaczmy za pomocg kolineacyl srodkowej punkta
P, i P“,, w ktorych glad pionowy m. plaszczyzny, przesunietej przez punkt
P réwnolegle do plaszezyzny poziomej rzutéw, przecina sie z rzutem piono-
wym poludnika gléwnego, i poprowadimy w tych punktach styczne QP
i QP, do paraboli ograniczajacej rzut pionowy powierzchni, to prosta @ P“
jest rzutem pionowym stycznej, poprowadzonej w punkcie P do poludnika,
ktéry przez ten punkt przechodzi.

Kolo ', zakre§lone z punktu A’ promieniem réwnym polowie odcinka
P“, P“, jest rzutem poziomym réwnoleinika paraboloidy, przechodzacego przez
punkt P. Na tem kole lezy tedy rzut poziomy P* punktu P. Styczna s', po-
prowadzona do kola r' w punkcie P jest rzutem poziomym stycznej popro-
wadzonej w punkcie P do réwnoleznika 7, przechodzacego przez ten punkt.

Prosta A'P' jest rzutem poziomym stycznej QP, a rzut pionowy s, schodzi
sie ze §ladem m,. Plaszczyzna, przesunieta przez proste QP i s, jest plasz-
czyzng styczna paraboloidy w punkcie P.

Zagadnienie: Wyznaczy¢ plaszczyzng styczng paraboloidy obrotowej,
réwnolegla do plaszezyzny 7.

Rozwiazanie: Przesufimy przez o$ paraboloidy plaszczyzng w!, pro-
stopadla do plaszczyzny =, i wyznaczmy prosta ,m<, podlug ktérej plaszczyzny
7 i w! przecinajg sig, przesunmy nastepnie prosta ,m“ na plaszczyZnie !,
tak, aby byla styczna m,, poprowadzona do poludnika, lezacego na tej plaszczy-
snie, to plaszezyzna przesunigta przez i réwnolegla do plaszezyzny 7 czyni
zadoéé warunkom zagadnienia.

Zagadnienie 21. Wyznaczy¢ krzywa 4c4, wzdluz ktore] walec o two-
rzacych réwnoleglych do prostej I, (I, "), styka sig z paraboloidg obrotows,
a nadto wyznaczyé przekrdj ¢y tego walca plaszczyzng pozioma rzutéw (rys. 92.).
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Rozwiazanie: Plaszczyzna w nieskonczonodci jest plaszezyzng styczna
paraboloidy, krzywa stycznosci ,c* walca, opisanego na tej powierzehni jest
przeto parabola, ktéra lezy na plaszezyznie, réwnoleglej do osi obrotu ,a“
powierzchni.

Opiszmy wzdluz §ladu poziomego %', paraboloidy stozek (W, &) na te]
powierzchni i poprowadzmy don plaszezyzny styczne m' i 7%, réwnolegle do
_prost-ej [, podzielmy nastepnie cieciwe stycznosci E' F' $ladéw poziomych ;'
i ;2 na dwie rowne czedci, to punkt dzielacy A', jest rzutem poziomym
wierzcholka A, i osi a, paraboli stycznosci ,e“.

Rzut pionowy A“, wyznaczamy za pomocs twierdzenia Pascala, poludnik
bowiem AGK, na ktérym lezy punkt A4, jest wyznaczony.

Poprowadzmy nastepnie przez punkt A, i przez wierzcholek A parabo-
loidy proste, réwnolegle do 7, i wyznaczmy S$lady poziome 4, i F tych pro-
stych, to punkt A, jest wierzcholkiem, a punkt F jest ogniskiem paraboli ¢,,
podlug ktérej plaszczyzna pozioma rzutéw przecina sie z walcem, opisanym
na paraboloidzie i réwnoleglym do prostej /.

i Zagadnienie: Wyznaczyé krzywe, ograniczajace rzut poziomy 1 rzut
pionowy paraboloidy obrotowej, jezeli 0§ ,a“ tej powierzchni jest nachylona
do obu plaszezyzn rzutéow.

Rozwiazanie: Przesunmy przez prosta ,a“ plaszczyzne, prostopadla
do plaszezyzny poziomej rzutéw, i wykonajmy klad tej plaszczyzny wraz
z poludnikiem ¢,, na niej lezacym, na plaszczyzng poziomg rzutéw, popro-
wadsmy nastepnie styczna (s) do kladu (c,), prostopadla do rzutu a', to punkt
przeciecia sie M’ prostych (s) i a' jest wierzcholkiem krzywej, ograniczajacej
rzut poziomy paraboloidy.

Przetnijmy paraboloide plaszezyzng n', prostopadly do osi ,a* podlug
kola %, i opiszmy na tej powierzchni wzdluz tego kola stozek (O, k), popro-
wadzwmy nastepnie plaszczyzny styczne z? i m® do tego stozka, prostopadle do
plaszczyzny poziomej rzutéw, to slady =? 1 7% sa stycznemi krzywej ogra-
niczajacej rzut poziomy paraboloidy; wierzcholek M', oS a 1 styczne m?, 17,
wyznaczaja krzywa ograniczajaca rzut poziomy powierzchni.

Zagadnienie 22.: Wyznaczy¢ punkta przecigeia sig¢ prostej ! ¥, 1*)
z hiperboloida o dwu powlokach obrotows II* (rys. 93.).

Rozwiazanie: 03§ rzeczywista AB hiperboloidy jest prostopadla do
plaszezyzny poziomej rzutéw. Poludnik gléwny jest wyznaczony wierzchol-
kami 4 i B tudziez asymptotami OC i OD.

Obréémy asymptoty okolo osi AB, i wpiszmy w tak otrzymany stozek
kule K, to powierzchnie K i IT? sg $rodkowo kolineacyjne. Srodek 0 powierz-
chni jest érodkiem kolineacyi, punkt przecigcia sig¢ 4, proste] AB z kulg od-
powiada wierzcholkowi A hiperboloidy, plaszczyzna =°, na ktérej leiy kolo
stycznosei powierzchni I72 1 K, jest plaszezyzng wzajemng ukladu kuli, ktérej
odpowiada w ukladzie hiperboloidy plaszczyzna, lezgca w nieskonczonosei.

Plaszezyzna kolineacyi ¢ jest réwnologla do plaszezyzny 7* 1 przechodzi
przez punkt przeciecia sig 7' dwu prostych odpowiednich A, R i AE_.

Wyznaczmy punkt przeciecia si¢ Ty (I';, T*;) proste] I z plaszczyzng ko-
lineacyi =%, a nadto punkt Z, (Z,, Z“,), w ktorym prosta, poprowadzona

przez érodek kolineacyi O réwnolegle do prostej /, przecina si¢ z plaszczyzng
7, to prostej 7T,Z, ukladu kuli odpowiada w ukladzie hiperboloidy prosta i




Jezeli tedy wyznaczymy punkta M, i N,, w ktérych prosta 7,Z, prze-
cina sie z kulg K i rzucimy te punkta ze $rodka O na prosta [/, natenczas
otrzymamy punkta M i N, w kitérych prosta ! przecina sie z hiperboloida..

Zagadnienie 23.: Wyznaczy¢ asymptoty i osi hiperboli, podlug ktore]
plaszezyzna m (7, ) przecina si¢ z hiperboloida obrotows o dwu powlokach
II? (rys. 94.).

Rozwiazanie. Przyjmijmy, ze hiperbola, opisujaca powierzchnie 112,
lezy na plaszezyinie 7', réwnoleglej do plaszezyzny pionowe] rzutéw, o$ rze-
czywista AB tej powierzchni niech bedzie prostopadla do plaszeczyzny pozio-
mej rzutow.

Obréémy asymptoty OC i OD okolo osi AB, to natenczas otrzymamy
stozek asymptotyczny (O, k) powierzchni I1%. Przekroje powierzchni I1%1 (0, k)
dowolna plaszezyzng sa krzywemi spolsrodkowemi 1 homotetycznymi.

Aby tedy wyznaczy¢ taka plaszezyzng =, ktéra przecina sig z hiperbo-
loidg podlug hiperboli, jrzesunmy przez wierzcholek O stozka asymptotycznego
plaszezyzne m? ktéra przecina sie z tym stozkiem podlug dwu tworzacych
0G i OK i poprowadzmy plaszezyzne @ (7, ), réwnolegla do 7%, to plaszczy-
zna m przecina sig¢ z powierzchnig IT% podlug hiperboli, ktérej asymptoty sa
réwnolegle do prostych OG i OK.

Przesunimy przez oé AB plaszczyzneg 7?, prostopadls do 7 1 wyznaczmy pro-
sta ,m“, podlug ktérej te plaszczyzny przecinaja sie; prosta m jest osig rze-
czywista hiperboli przekroju.

Obréémy plaszczyzng z® 1 prosta m okolo osi AB tak, aby sie zeszla
z plaszczyzng n’, to po dokonanym obrocie zejdzie sie rzut pionowy m" z pro-
sta m*,, a poludnik leZgcy na plaszezyznie =* schodzi sie z poludnikiem
gléwnym.,

Wyznaczmy za pomocs kolineacyi $rodkowej punkta przecigcia sig M
i N“, prostej m*; z hiperbola, ograniczajaca rzut pionowy powierzchni [1*
i przeniedmy te punkta obrotem wstecznym na prosta m*, to natenczas otrzy-
mamy rzuty pionowe M* i N“ wierzcholkéw hiperboli przekroju.

Punkt S, dzielagcy na dwie réwne czedei odcinek DN jest srodkiem a pro-
ste @, i @,, poprowadzone przez ten punkt réwnolegle do tworzacych OG
i OK stozka asymptotycznego, sa asymptotami krzywe] przekroju.

Zagadnienia: Wyznaczyé przekroje plaskie a) eliptyczny, b) parabo-
liczny hiperboloidy o dwu powlokach obrotowej.

Zagadnienie: Poprowadzié plaszczyzne styczna do hiperboloidy obro-
towej o dwu powlokach w punkcie P, kiérego rzut pionowy P* jest dany.

Zagadnienie 24. Wyznaczyé krzyws ,c“, wzdluz ktére] walec o two-
rzacych, réwnoleglych do prostej 1 (I, 1), styka si¢ z hiperboloida obrotowa
o dwu powlokach I1?, a nadto wyznaczyé przekrd] ¢!y tego walca plaszezyzna
poziomg rzutéw (rys. 95.). :

Rozwiazanie: Plaszezyzna ', przesunieta przez os obrotu AB hiper-
boloidy i réwnolegla do prostej ,I“ dzieli powierzchnie na dwie czesel prosto-
katnie symetryczne, na te] plaszezyznie lezy tedy os krzywej stycznosci ,c“.

Wyznaczmy poludnik, lezgcy na plaszczyznie =, i poprowadzmy don
styczne, réwnolegle do prostej ,l* to punkta stycznosci tychze A, 1 By sa
wierzcholkami krzywej ,c¢, wzdluz ktére] walec, réwnolegly do .l i opisany
na powierzchni I1* z tg powierzchnig sig styka.

a1 W
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Plaszczyzna biegunowa n® ze wzgledu na stozek asymptotyczny srednicy
,1,%, réwnoleglej do prostej /, przecina si¢ z tym stozkiem podlug dwu two-
rzacych rzeczywistych OG i OK lub urojonych, ktére sa asymptotami krzywej ,c*.

Proste 4, 4, 1 B, B, tudziez AF i BF,, poprowadzone przez punkta A,
1 B, tudziez A i B réownolegle do prostej ./, przecinaja sie z plaszczyzna
poziomg rzutéw w wierzcholkach 4, i B, wzglednie w ogniskach F' i F, prze-
kroju walca plaszezyzng pozioma rzutdw.

Zagadnienie 25. Wyznaczyé krzywe, ograniczajace rzuty poziome
i pionowe hiperboloidy o dwu powlokach obrotowej, jezeli os ,a“ tej powierz-
chni jest nachylona do obu plaszezyzn rzutéw (rys. 96.).

Rozwiazanie: Niech beda dane klad (¢) poludnika ¢, lezgcego na
plaszezyznie, prostopadlej do plaszczyzny poziomej rzutéw, i klady () i (a,)
asymptot tej krzywej, wykonane okolo rzutu a'; poprowadzmy styczne MAM'
i NN, do krzywej (¢), prostopadle do prostej «’, to punkta przecigcia sie tychze
z prosta a' sa wierzcholkami krzywej ¢/, ograniczajacej rzut poziomy hiper-
boloidy.

Przesufimy nastepnie przez $lad poziomy H osi ,a“ plaszczyzne =, pro-
stopadla do tej prostej i wyznaczmy rzut &' kola %, podlug ktérego plaszczyzna
n! przecina sig¢ ze stozkiem asymptotycznym hiperboloidy. Odecinek A'; 4/,
zawarty miedzy éladami poziomymi asymptot a, i a, jest osig wielka, a odci-
nek A‘, A%,.cos a, gdzie @ wyraza kat nachylenia plaszczyzny n' do plaszezy-
zny poziomej rzutdw, jest osig mala elipsy £‘. Styczne =% i =%, poprowadzone
przez O' do krzywej %' sa asymptotami hiperboli ¢';.

W podobny sposéb mozna wyznaczy¢ oé i asymptoty hiperboli ¢/, ogra-
niczajgcej rzut pionowy hiperboloidy o dwu powlokach obrotowej.

Zagadnienie 26. Dany jest rzut poziomy P’ punktu P, lezacego na
elipsoidzie tréjosiowej I1?%, wyznaczyé rzut pionowy P* tego punktu i popro-
wadzi¢ w punkecie P plaszczyzne styczng do powierzchni I1? (rys. 97.).

Rozwiazanie: Przyjmijmy, ze os wielka AB powierzchni jest prosto-
padla do plaszezyzny poziomej rzutéw, o§ srednia CD jest réwnolegla, do osi
rzutéw ,x¢ a 0§ najmniejsza jest prostopadla do plaszezyzny pionowej rzutow.

Obréémy elipse ABCD okolo osi AB, to natenczas otrzymamy elipsoide
obrotows II, 2, powinowata z elipsoida II2

Kierunek powinowactwa jest prostopadly do plaszczyzny pionowej rzu-
tow, plaszczyzna ABCD jest plaszezyzna kolineacyi, a stosunek osi EF i CD
jest cecha tego powinowactwa.

Punktowi P’ ukladu I7? odpowiada punkt P‘, w ukladzie [1,*

Zakreslmy nastepnie na $rednicy CD kule K,, to pomiedzy powierzchniami
K, i II,? zachodzi zwiazek powinowactwa, ktorego kierunek jest prostopadly
do plaszezyzny poziomej rzutéw; plaszezyzna powinowactwa schodzi sie
z plaszezyzng CDEF, a stosunek osi CD i AB jest cechs tego powinowactwa.

Wyznaczmy rzut pionowy P“, punktu P,, lezacego na kuli, ktérego rzut
poziomy schodzi si¢ z punktem P7, i poprowadzimy w P, styczna 0O, P, do
kola, ktére lezy na kuli K, i na plaszezyznie ABP,; sprowadZmy nastepnie
punkta P“, i 0%, do ukladu elipsoid //;*1i II* i polaczmy otrzymane po zZmia-
nie punkta P“ i 0“, to P“ jest rzutem pionowym jednego punktu P, leza-
cego na elipsoidzie trdjosiowej I1%, a prosta O” P“ jest styczng s,“, poprowa-
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dzona do rzatu pionowego elipsy, podlug ktore] .plaszczyzna 1‘4[9‘1’ przecina
sie z powierzchnia [1% Rzut poziomy s'; schodzi sig z prosta {1P : o
Celem wyznaczenia styczne] S, poprowadzonej W punkeie P_ do elipsy,
podlug ktérej plaszczyzna, przesunieta przez I 1 prostopadla do osi 'AB Eﬁj_
cina sie z elipsoida II 2 gakredlmy z punkiu A' jako érodka promientem A
kolo %/, i poprowadimy W punkcie P’ styczna s' do tt-ago‘ kolfa., polq‘czn?y na-
stepnie punkt P! z punktem T',, w ktorym prost-e» s 1 (J’D. przecmj:\g% i:%
to prosta T, P jest rzutem poziomym sy stycznej $,; rzut pionowy $%, SC 0-
dzi sie ze $ladem plonowym 7 ', plaszezyzny, przesunigte) przez punkt P irowno-
leglej do plaszezyzny poziomej TZutow. da 9 HEon
Plaszezyzna (5, S) Jest plaszcezyzng styczng elipsoidy trojosiowe] W pun-
kcie P (P¢, P*). b 2 ‘
Ziagadnienie 27. Wyznaczy¢ punkta przecigeia sie prostej ! (
z elipsoidg trojosiows 1 (rys. 98.). A i
Rozwiazanie. Prayjmijmy, ze osi powierzehni za,_]ml?.]ad‘wzglqdem '
szezyzn Tzutow takie same polozenia, jakie obrano w zagadnieniu poprzed_mm.
Jezeli elipse ABCD obrécimy okolo osi AB, natenczas otrzymamy elipso-
ide obrotows I1,? powinowata z 2 : i
Srodek powinowactwa lezy na prostej, prostopadle] f‘iO plaszczyzny Die-
gunowej rzutow, plaszczyzna ABCD jest plaszczyzng powinowactwa, & stosu-
nek osi EF i CD jest cecha tego powinowactwa. sfrl 2
Wskutek tej transformacyl zmieni sie rzut poziomy_ I i_ze.]dme sig z pro-
st I'y, Tzut pionowy za$ [* nie zmieni swego pqloﬁenia, jezeli plaszczyzng plo-
nows rzutéw do jej pierwotnego polozenia sprowadzimy.
Opiszmy nastepnie na érednicy CD kulg K,, to powierz
sa powinowate; frodek tego powinowactwa leﬁy_na proste] R €
plaszezyzny poziomej rzutéw, plaszezyzna CDEF jest pla:sz?zyznq pOWH‘:.O“ a-
ctwa, rzut pionowy tedy zmienia swe polozenie 1 schodzi sig z prc:staé 24 il
Jezeli tedy wyznaczymy punkta przeciecia si¢ M, i N, proste] I, (I 2 “y)
z kula K,, a to za pomocg kladu plaszezyzny rzucajace] te pr.ostag na jedng
z plaszezyzn 1ZUtOW, albo za pomocg obrotu prostej ! okolo osi AB lub ‘EE' :
i przeniesiemy je za pomoca dwu odwrotnych powinowactw na p_rosta'l (@, l_)
natenczas otrzymamy punkta M i N w ktorych prosta I przecina Sig z eli-
psoidg tréjosiows 1> 8 :
Zagadnienie 28. Wyznaczy¢ $rednice sprzezone krzywej ¢ wz.dh‘fz
ktérej walec, o tworzacych réwnoleglych do proste] [, opisany na elipsoidzie
tréjosiowej I1% z ta powierzchnig sig styka (rys. 99.). .
Rozwiazanie: Zamiefimy powierzchnie II* za pomocq powinowactwa,
ktérego plaszczyzng kolineacyi jest ABCD na elipsoidg obrotowa % s fzut
poziomy [’ proste] I na odpowiedni rzut poziomy ' ukla,du_n,l; przesufimy
nastepnie przez o§ AB plaszczyzng 71, réwnolegla do prostej (1"1, 1"1)1'1 po-
prowadzmy do poludnika, leZgcego na tej plaszezyZnie styczne s, 1 83, TOWNO-
legle do prostej /. to punkta stycznoscl tychze Py 1 Q, sa Wierzcholk.aml
krzywej ¢,!, wzdluz ktérej walec, o tworzacych réwnoleglych do prostej Iy,
z powierzchnig obrotows 11,* sie styka. : gt
Wierzcholki U, i ¥, drugiej osi krzywej ¢,' sa punktami stycznoscl
plaszezyzn stycznych powierzchni 7%, prostopadlych do plaszezyzny poziome]
rzutéw i réwnoleglych do prostej /.

l‘, 2

pla-

chnie I1,% 1 K,
prostopadlej do

Jezeli tedy przeniesiemy za pomoca powinowactwa punkta P, i @ tu-
dziez U, i V, do ukladu elipsoidy trojosiowej I12, natenczas otrzymamy sre-
dnice sprzezone PQi UV krzywej c,, wzdluz ktérej walec o tworzacych rowno-
leglych do prostej [ styka sig z powierzchnia I1°.

Zagadnienie. Wyznaczy¢ srednice sprzezone krzywej, podlug ktorej
dowolna plaszezyzna przecina sie z elipsoida trojosiowa.

Zagadnienie. Wyznaczy¢ osi krzywej przekroju elipsoidy trojosiowe]
plaszezyzna przesunieta przez oS rzutow.

Zagadnienie 29. Dany jest rzut poziomy P' punktu, lezacego na pa-
raboloidzie eliptycznej, wyznaczy¢ rzut pionowy P* (rys. 100.).

Rozwiazanie: Celem uproszezenia konstrukeyj na paraboloidach eli-
ptycznych, przyjmujemy, ze osi AD, tych powierzchni sg prostopadle do
plaszezyzny poziomej rzutéw, a nadto, %e jedna oé §ladu poziomego powierzchni
jest réwnolegla, a druga prostopadia do osi rzutow ,z*.

Wyznaczmy za pomocs powinowactwa punkta M' i N', w ktérych pro-
sta A’P' przecina sie z elipsg BCEF.—A*, M*, N* i punkt U“_, lezacy w nie-
skofezonoéei na prostej A“D* oraz styczne, poprowadzone w punktach A4*
i U*_ -wyznaczaja az nadto rzut pionowy paraboli, podlug ktérej plaszczyzna
ADP' paraboloide przecina. Za pomocy twierdzenia Pascala mozna tedy wy-
znaczyé punkt przeciecia sig P“ paraboli A“M“N“U”_ =z prosts, poprowadzona
przez punkt U“, prostopadle do osi rzutow ,z“.

Zagadnienie 30. Dany jest rzut pionowy P“ punktu, lezgcego na pa-
raboloidzie eliptycznej II?; wyznaczy¢ rzuty poziome P, i F'; tych punktow,
ktérych rzuty pionowe schodzg sie¢ w punkecie P, a nadto poprowadzié
plaszezyzne styczna do powierzchni w punkeie (P*, P'y) (rys. 101.).

Rozwiazanie: Poprowadimy przez P* $lad pionowy 7,! plaszezyzny,
réwnoleglej do plaszczyzny poziome] rzutéw, i wyznaczmy za pomocy koli-
neacyi $rodkowej punkta G* i K“ w ktérych plaszczyzna n’ przecina sie
z parabola A“B“C".

Przekr6j paraboloidy eliptycznej plaszczyzng m! jest elipsa ¢* homotety-
czng ze $ladem poziomym B'CEF! powierzchni /7% Odcinek G'K’ jest osia
rzutu poziomego krzywej ¢?, drugg oS U V' tego rzutu otrzymamy, wyzna-
czajac punkta przecigcia sig prostej E'F’ z prostemi G’ U 1K'V, poprowa-
dzonymi przez G i K' réwnolegle do prostych B'E' i C'F".

Za pomoca powinowactwa miedzy elipsa G'K'U'V' i kolem £ zakreslo-
nym na srednicy &' K' wyznaczamy punkta przecigeia sig P’ i P, krzywej
G'K*U'V* z prosta, poprowadzong przez P* prostopadle do osi ,z¥.

P, i P, sg rzutami poziomymi punktow, lezacych na paraboloidzie,
ktéryeh rzuty pionowe schodza si¢ w punkcie P’

Celem wyznaczenia plaszezyzny stycznej, poprowadzonej do paraboloidy
II* w punkcie (P, P';), poprowadzmy styczna s, do elipsy G'K'U'V' w pun-
kcie P‘,, a nadto styczng s“; do paraboli A“B*C" w punkcie G* i wyznaczmy
punkt przeciecia sig¢ O“ tejze z rzutem pionowym AD“ osi powierzchni, to
prosta O”P*, jest rzutem pionowym s stycznej, poprowadzonej do paraboli,
ktéra lezy na plaszczyznie ADP';.

Rzut pionowy s“, stycznej s, schodzi sig ze dladem 7', a rzut poziomy
s', schodzi sie z prosty A“P“,.

Geom. wykreslna.
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Styczne s, 1 8, wyznaczaja plaszezyzng styczna, poprowadzona do para-
boloidy w punkeie (PP

Zagadnienie. Wyznaczyt¢ {rednice sprzezone krzywej ¢*, podlug kto-
rej plaszczyzna 7 (7T8; T2) przecina. sie z pan“flbolcoidad eliptyczna 112

Rozwiazanie: Zamiehmy J1?% na paraboloide obrotows I1,? i wyznaczmy
ie 71; Wyznaczmy na-

plaszezyzng n! odpowiadajaca W ukladzie IT,? plaszezyZn
i P 4 sprowadzmy

stepnie W spos6b wylozony W zagadnieniu 19. osi M, N,
je do ukladu paraboloidy 112, to natenczas otrzymamy 4rednice sprzezone
MN i UV krzywej ¢

Zagadnienie 31. Wyznaczy¢ plaszezyzng biegunowa punktu U,, le
%3Ceg0 W nieskoriczonosei na prostej I, ze wzgledu na paraboloide eliptyczna
I1? (rys. 102.).

Rozwiazanie: Plaszezyzna biegunowa 7 punktu, lezacego W nieskon-
czonosei, ze wzgledu na paraboloide eliptyczna jest do osi AD tej powierzchni

réwnolegla. ‘

Aby tedy wyznaczy¢ dalsze dwa punkta, przez ktére m przechodzi,
opiszmy na powierzchni 112, wzdiuz sladu poziomego BOETF tejze, powierzchnie
stozkowa i poprowadzmy do niej plaszezyzny styczne xt i =2, réwnolegle do
prostej I, to tworzace stycznosel WP i WQ przecinaja sie z krzywg BCEF
w punktach P 1 Q, przez ktore plaszczyzna biegunowa punktu U, przechodzi.
Plaszczyzna 7 przechodzi tedy przez punkta Pi Q, a nadto jest réwnolegla
do osi AD paraboloidy.

Krzywa ¢? wzdluz ktorej walec, o tworzacych réwnoleglych do prostej I,
styka sig z paraboloidg eliptyczng [I%, lezy na pla.szczyz’nie .

Zagadnienie: Wyznaczy¢ plaszczyzng biegunowsa punktu P e
ze wzgledu na paraboloide eliptyczna, 2 to za pomocy powinowactwa i koli-
neacyi $rodkowej.

Zagadnienie 32 Dany jest rzut poziomy P’ punktéw P i P,, leza-
cych na hiperboloidzie o dwu powlokach trojosiowe] IT?, wyznaczyé rzuty
pionowe tychze, & nadto plaszezyzng styczna poprowadzona W punkcie (P, P4)
do powierzchni 7?2 (rys. 108.).

Rozwiazanie: Przy rozwiazywaniu zagadnien 0 hiperboloidach dwu-
powlokowych przyjmujemy, 76 o& rzeczywista AB jest prostopadla do plasz-

czyzny poziome] rzutéw, jedna o§ urojona jest rownolegla, a druga prosto-

padla do osl S —
Wierzcholki A i B, a nadto dlad poziomy ¢ stozka asymptotycznego
WYyZnacza)a powierzchnig 11 A,

Zamienimy za pomocs powinowactwa stozek asymptotyczny (0, ¢) i hi-
perboloide I7* na powierzchnie obrotowe (0, ¢Y) i II,* wyznaczmy punkt P's,
odpowiadajacy W ukladzie (0, ¢') punktowi P’ i obréémy plaszezyzng ABP',
okolo osi AB tak, aby sig zeszla z plaszezyzng ABP“,, réwnolegly do plasz-
cZyZNY pionowe] rzutow; wyznaczmy nastepnie za pomocs kolineacyi $rodko-
wej kola I, z rzutem ¢*, poludnika gléwnego powierzchni m,? punkta prze-
ciecia sig P"; 1 P, krzywe) ¢“p Z prosta, wyprowadzong Zz P!, prostopadle
do osi ,z* i sprowadzmy te punkta obrotem wstecznym na plaszezyzng ABP',,
to natenczas otrzymamy rzuty pionowe P¥; 1 P* punktow, lezacych ma hi-
perboloidzie II 2. yzuty poziome P’ i P, schodza sig z punktem P‘.

_ Wyznaczmy na.nstqpnie punkta przeciecia sie @', i ¢, prostej P i
z elipsa C'D'E'F' iz kolem k', zakreslonem na srednicy C' D poprowadzm -
:.styclzn‘av, T' @', do kola /', i polaczmy punkt przecigcia sie T" prostych C‘I;‘
1 T Q', z @, to prosta T'Q', jest styczna, poprowadzona do elipsy ¢. w pun-
kcie @', a prosta s';,, poprowadzona przez P réwnolegle do T'¢)' ‘jest sty-
czma, poprowadzong w punkcie P' do rzutu poziomego elipsy pocilug kt(')rij
pftaszclzyzna,’ przesunieta przez punkt (P, P“) réwnolegle do élaszczyzny o-
ziomej rzutdw, z powierzchnig /I? sie przecina. i
Pop_rowa.dz’my nastepnie w punkcie P, ktéry odpowiada kolineacyjnie
pllﬂ]lkt-OWl P“., lezacemu na krzywej c¢“,, styczng s“; do kola %“, i polaczm
f.) . z punktem przeciecia sig 7, prostych #“ i s“;, a nadto punlkt przeciqciss;
sie W* prostych _A"B” i T P“ z P*“, to prosta W*“P* jestrzutem stycznej
S, ) p:oprowa,dzone;] w punkeie (P‘, P*,) do hiperboli, ktéra lezy na powierzchni
2 i na plaszezyznie ABP'. Rzut poziomy s‘, schodzi sig z prosta PO’
: Plaszezyzna (s;, s,) jest plaszczyzng styczna, poprowadzona do hi .erbo—
loidy Zo dwudpowloka.ch tréjosiowej w punkeie (P!, P*,), X d
agadnienie: Wyzn ¢ iecia sl ] i
perboloidg o dwu powlokicha:f%is?:izfa et Loals el
Rozwm,? anie: Zamiefimy hiperboloide tréjosiowa /I*na powierzchnig
obroto“:q, 11,? i sprowadzmy do tego ukladu prosta I, wyznaczmy nast ]:LieEz
w sposob. wylozony w zagadnieniu 22, punkta prze;ciqcia si¢ M, i N, %’I;ste',
i = I?ow.'lerz_chnia& 1%, to tym punktom odpowiadaja w ukla.dziie H21 Punkti
przeelzqcm s:f: }_)rosifej I z hiperboloidg tréjosiowa. i
agadnienie: Wyznaczyé osi elipsy c* ktorej
(7T, T85) prze‘cina. sie z ]ni]per]:;oloyirdaJ 0 dwﬁ )Ir)owﬁloi:,illiu%rgtgi‘?wg.l i
Rozwiazanie: Przekroje hiperboloidy plaszczyznami z,... rtéwnoleglymi
do plaszezyzny m', ktéra przechodzi przez wierzcholek O stozka as to-
tycznego (0, ¢,) i nie przecina tej powierzchni podlug tworzacych r i
stych, sg elipsami. 4 58 i
Obierzmy na $ladzie m,! dwa dowolne punkta 1‘ i 2!, wyznaczmy biegu-
nowe tychze a‘ i b' ze wzgledu na $lad poziomy C'D'E'F" stoika as mgt
tycz‘uago (0, ¢,), a nadto punkt przecigcia si¢ P’ tych biegunowych i ymfk;:.
1 i 2.'1, w ‘ktérych $lad 7,! przecina sie z prostemi a' i &', to prjcr)ste O]i i0
E.g'z:lei 202 i 0?;13 sg rév?'nc.)]eglfe dyo dwu par ¢rednic sprzezonych krzywej przei-
i Jkrzy,w :j.pun przeciecia sie S prostej OF z plaszczyzng 7 jest srodkiem
zn&czfykc)?:gln.ly -klad plaszezyzny :t.‘ na plaszezyzne pozioma rzutéw i wy-
i y promienie no?malne {(')) R i (0) @ peku inwolucyjnego (0) (1, 1j,
; 2...), to osi krzywej ¢* sa réwnolegle do prostych OR i 0Q; jezeli ted
Wyznaczymy w 'sposéb wyloZony w zagadnieniu poprzedniem punk,ta. przeciqeii
21% I_Jr(g,;ych m i m, poprowadzonych przez $rodek S rdwnolegle do promieni
Prze}.k b 1; natenczas otrzymamy wierzcholki M i N tudziez Ui ¥V osi krzywej
Zagadnienie 34. Wyznaczy¢ plaszczyz i 1R
ze wzgledu na hiperboloide o dwuypogvloka.c)}; ]:Eé‘?;:i:i:: WI? 21.)1111]‘1"“ et
i WYZB;::Z:JM‘JZ anie: Pola,'ezIny punkt. P ze $rodkiem O powierzchni I7?
X, : y‘ llegunowa, .d $ladu poziomego I prostej PO ze wzgledu na
erownice C*D'E'F' stozka asymptotycznego (0, ¢), to plaszezyzna (0, d)
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jest plaszezyzna diametralna, biegunowo sprzezong ze srednicg OP ze wzgledu
na hiperboloide I71? i ze wzgledu na stozek asymptotyczny tej powierzchni.

Jezeli tedy wyznaczymy punkta przecigeia U1 ¥V prostej /'O z hiperbo-
loida, a nadto czwarty harmoniczny punkt P, w grupie (PP,UV)=—1, naten-
czas plaszezyzna, przesunieta przez punkt P i réownolegla do (0, d’) jest
plaszezyzna biegunowa 7 punktu BE.

Zagadnienie: Wyznaczy¢ biegun plaszczyzny 7 ze wzgledu na hiper-
boloide o dwu powlokach tréjosiows.

Zagadnienie: Wykresli¢ clen rzucony hiperboloidy na plaszczyzny
rzutéw, jezeli zrédlo swiatla jest punktem, lezacym w nieskonczonosci.

Zagadnienie 356. Wyznaczyc prosta pi, biegunowo sprze¢zona z prosta
p ze wzgledu na hiperboloide o dwu powlokach tréjosiows 12,

Rozwiazanie: Prosta p przecina sie z plaszczyznami gléwnymi, prze-
chodzacymi przez o$ rzeczywista w punktach M i N; plaszezyzny biegunowe
Ttw i 7a tych punktéw przechodzs przez biegunowe m i m tychze ze wzgledu
na przekroje hiperboloidy plaszczyznami ABCD i ABEF i sa do tych plasz-
czyzn prostopadle.

Prosta p, tedy, podlug ktérej plaszezyzny om 1 7, przecinaja sie, jest
- biegunows sprzezong z prosta p ze wzgledu na powierzchnie I1%

0 dwu powierzchniach rzedu drugiego.

1. Dwie powierzchnie rzedu drugiego I,* i Ih,? przenikaja sie podlug
krzywe]j rzedu czwartego ¢!, albowiem dowolna plaszezyzna 7 przecina te po-
wierzchnie podlug dwu krzywych rzedu drugiego, ktére maja cztery punkta
spolne.

Krzywa c* jest jednolita, jezeli powierzchnie II,* i I1,”> przenikaja sie
czeSciowa, albo sklada sig z dwu czesel, jezeli owe powierzchnie przenikaja
sie zupelnie.

W szczegdlnych przypadkach sklada sig krzywa przenikania sie ¢* a) = krzy-
wej rzedu trzeciego i z prostej, &) z dwu prostych i z krzywej rzedu dru-
giego, ¢) z czterech prostych, d) z dwu krzywych rzedu drugiego.

W przypadkach @, b i ¢ powierzchnie przenikajace sie, sy prostokreslne.

" Powierzchnia rozwijalna [, opisana na dwu powierzchniach rzedu dru-
giego jest klasy czwartej, stozki bowiem, opisane na obu powierzchniach z dowol-
nego punktu maja cztery plaszczyzny styczne spélne, ktore jako spolne plaszczy-
zny styczne powierzchni I1,1 Il,*, s3 plaszczyznami styeznemi powierzchni [J;.

Powierzchnia II, jest jednolita albo sklada sie @) z linii prostej i po-
wierzchni klasy trzeciej, &) z dwu prostych i z powierzchni stozkowe] rzedu
drugiego, ¢) z czterech prostych, d) z dwu powierzchni stozkowych rzedu
drugiego. \

2, Dwie powierzchnie rzg¢du drugiego, ktére maja dwie
plaszczyzny styczne m, i 7, a nadto punkta stycznodci 41 B
tych plaszczyzn spdlne, przenikaja sig podlug dwu krzywych
rzedu drugiego.

# Celem wyznaczenia punktu ,P“, przez ktére plaszczyzna biegunowa punktu P
przechodzi, mozna zamiast prostej PO uzyé dowolnej prostej, poprowadzonej przez g

=RTE)

Jakoz niech beda dane dwie powierzchnie rzedu drugiego I1,* g I
ktére majs plaszezyzny styczne 7z, i @, a nadto punkta stycznosei tychze
A i B spélne. Przesunmy przez prosta AB plaszczyzny ml,.... 1 wyznaczmy
krzywe ¢, i ¢;,.. podlug ktérych te plaszczyzny przecinaja sie z powierzch-
niami, a nadto proste @, i b,,.. podlug ktérych plaszezyzny =, 1 7, przeci-
naja sie z plaszezyznami m',.. to krzywe ¢ i ¢/;,... maja punkta 4 i B, a nadto
styczne «, i b,, poprowadzone w tych punktach spélne; proste zatem, popro-
wadzone przez punkt A lub B i lezgce na plaszezyznie m, lub 7, przecinaja
sie z krzyws przenikania sie powierzchni II,? i /1,* w dwu punktach ; punkta
tedy 4 i B sa punktami podwdjnymi krzywej ¢*. JezZeli przeto przesuniemy
przez punkta A i B i przez dowolny punkt X krzywej ¢* plaszczyzng o7,
to natenczas ta plaszczyzna przecina sie z krzywa c¢* w pigeiu a wige W nie-
skoficzenie wielu punktach; krzywa tedy rzedu drugiego, wyznaczona punktami
4, B i X, a nadto stycznemi a, i b,, poprowadzonymi w punkiach 41 B jest
jedns czedcia krzywej przenikania sig ¢%, druga cze$é tedy tej krzywej jest
réwniez krzywa rzedu drugiego.

Powierzchnia rozwijalna, opisananadwu powierzchniach
rzedu drugiego, ktére maja dwie plaszezyzny styczne i pun-
kta stycznogci 4 i Btych plaszczyznspolne, sklada sie z dwu
powierzchni stozkowych rzgdu drugiego, ktérych wierzcholki
leza na biegunowej sprzezonej z prosta AB.

3. Jezeli dwie powierzchnie rzedu drugiego 1 I, maja
trzy punkta 4, Bi C a nadto plaszeczyzny styczne, poprowa-
dzone w tych punktach spolne, natenczas stykaja sig wzdluz
krzywej rzedu drugiego.

Plaszczyzna ABC przecina si¢ z powierzchniami J7,* i I1,> podlug dwu
krzywych rzedu drugiego, ktére majg trzy punkta, a nadto styczne, poprowa-
dzone w tych punktach spélne, te krzywe schodza si¢ zatem.

Biegun plaszeczyzny ABC ze wzgledu na powierzchnie IL? 1 I, ? jest
wierzcholkiem stozka (W, ¢?), opisanego na powierzchniach wzdluz krzywej
stycznosci ¢? tych powierzchni. Wierzcholki tréjkatéw biegunowych krzywej
¢* tworzg z punktem W czwirki biegunéw sprzezonych ze wzgledu na po-
wierzchnie I7,% i 11,2

Jezeli przetniemy powierzchnie [I,* i II,* plaszezyznami, réwnoleglymi
do plaszezyzny ABC, natenczas otrzymamy krzywe spélérodkowe, homotety-
czne. Srodki tych krzywych leza na prostej, laczace] punkt W ze srodkiem
krzywej stycznosci ¢’

4. Poprowadzmy na powierzchni rzedu drugiego II,? dwie krzywe pla-
skie ¢, 2 i ¢;2, wyznaczmy nastepnie prosta ,I*, podlug ktérej plaszczyzny tych
krzywych przecinaja sie, to inwolucye biegunéw sprzezonych, lezacych na pro-
stej I, ze wzgledu na krzywe ¢, * i ¢,* schodza sie z inwolucya tych biegunéw
ze wzgledu na powierzchnig II,%; krzywe tedy ¢,*1 ¢ ? sa srodkowo koli-
neacyjne. A zatem:

Przez dwie krzywe rzedu drugiego, leigcena powierzchni
rzedu drugiego, przechodza dwie powierzchnie stozkowe
rzedu drugiego.

Dwa stozki opisane na powierzchni rzgdu drugiego prze-
nikaja sie podlug dwu krzywych rzedu drugiego.

|
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) 5. Dwie powierzchnie rzedu drugiego 1,2 i IL? ktére majg plaszezyzny
gléwne @, 8 1 y spolne, przenikajs sie podlug krzywe] rzedu czwartego ¢t
ktorej punkta sa prostokatnie symetryczne wzgledem plaszezyzn gléwnych
i érodkowo symetryczne wzgledem spélnego $rodka M powierzchni.

Przez krzywa ¢t przechodzg tedy trzy powierzchni walcowe rzedu dru-
giego, ktérych tworzace sg prostopadle do plaszczyzn gléwnych, a nadto sto-
zek rzedu drugiego, ktérego wierzcholek lezy w $rodku M.

Kierunki P,*, P, i P,*, prostopadle do plaszezyzn gléwnych e, givy
jakotez $rodek M sa spélnymi biegunami powierzchni I7,? i I1,%, a plaszczyzny
a, B, y i plaszezyzna w nieskohczonodci sa spolnymi plaszezyznami bieguno-
wymi tych powierzchni.

Jezeli tedy uwazaé bedziemy powierzchnie II; 2 II,® za utwor ukladu
3, natenczas w ukladzie 2 kolineacyjnym z =2, odpowiadajs punktom s
P,* i P,° i M spélne bieguny powierzchni I i 'IL% kolineacyjnych z II,*
i I1,?, a plaszczyznom &, 8, y 1 plaszczyZnie W nieskoniczonosci odpowiadaja
spélne plaszczyzny biegunowe owych powierzchni.

Walcom i stozkowi, przesunietym przez krzywsa ¢*, odpowiadaja w ukla-
dzie 3 stozki, przesunigte przez krzywa przenikania sig ict powierzchni
ifra 3 LA

A zatem: Dwie powierzchnie rzedu drugiego majg cztery
spélne bieguny i cztery sp6élne plaszezyzny biegunowe.

Krzywa przenikania sietych powierzchni jestsama z sobg
czterokrotnie inwolucyjnie kolineacyjna. Srodki tych koli-
neacyi schodzg sig ze sp6élnymi biegun ami, a plaszeczyzny ko-
lineacyi schodzgsigze spélnymi plasz czyznami biegunowymi.

6. Przez krzywa przenikania sigctdwup owierzchni rzedun
drugiego I,?i II,* przechodzi nieskohczenie wiele powierzchni
tego samego rzedu, ktére tworzg pek powierzchni rzedu dru-
giego. Powierzchnie stozkowe rzedu drugiego, przesuniete
przez krzywa c¢* sg elementami tego peku

Jakoz przesuhmy przez dowolny punkt P plaszezyzny =, 7t,.... 1 Wyznaczmy
punkta przecigeia sig tychze 1,2, 8,411, 2, 3, 4, ... z krzyws gt oo
krzywe rzedu drugiego (P1234) = ¢?, (P1,2,3,4)=¢ 2. leZa ma powierzchni
rzedu drugiego II%,, ktora przechodzi przez punkt P1i przez krzyws ¢* krzywe
bowiem ¢2, ¢ ... przecinaja sig z powierzchniami II,* i II,* w czterech pun-
ktach, gdyby bowiem krzywa c?.. przecinala sig z powierzchnig I/, W pieciu
punktach, natenczas punkt P lezalby na powierzchni 7%

7. Niech bedzie dany pek powierzchni rzedu drugiego (II;%..I1.%..), kto-
rego podstawsa jest krzywa rzedu czwartego c.

Wiadomo, ze przez dowolny punkt 4 mozna poprowadzi¢ dwie proste l
i I,, ktére przecinaja sie z krzywa ¢t w dwu parach punktéw M i N tudziez
M, i N,. Wyznaczmy czwarte punkta B i B, harmonicznie sprzezone z ,A“
w grupach (ABMN)=—1 1 (AB,M,N,)=—1, to przez prosta BB, przechodza
plaszezyzny biegunowe punktu A ze wzgledu na elementa peku (I, i 11,%.)

A zatem: Plaszczyzny biegunowe punktu ze wzgledu na
elementa peku powierzchni rzedu drugiego przechodza przez
jedng prosta.

R

Proste gy gn-» biegunowo sprzgzone Z prosta ,m* ze
wzglgdu na elementa peku powierzchni rzedu druglego sg
tworzacymi hiperboloidy o jednej powloce.

Bieguny plaszeczyzny ze W zgledu na elementa peku po-
wierzchni rzedu drugiego leza na krzywej wichrow ate] rzedu
trzeciego. Srodki tedy elementow peku leza na krzywej wi-
chrowatej rzedu trzeciego, a przeto migdzy elementami pgku
powierzchni rzedu drugiego znaj duja sig trzy paraboloidy,
z ktérych dwie moga by¢ urojone.

8. Powierzchnia rozwijalna klasy czwarte] 11,7, opisana na dwu powierzch-
niach klasy drugiej II,* i Il,* jest styczng do nieskoniczenie wielu powierzchni
tej samej klasy; takie powierzchnie klasy drugie] tworza gromade.

Spélne plaszezyzny biegunowe elementéw gromady tworzg czworosclan,
ktérego wierzcholki O, X, Y i Z sa biegunami plaszczyzn przeciwleglych e,
B, v i 6 tegoz wieloscianu ze wzgledu na wszystkie elementa gromady.

Na kazdej $cianie spélnego czW oroscianu biegunowego
lezy krzywa rzgedudrugiego, ktéra jest zwyrodnialymelemen-
tem gromady.

Bieguny plaszczyzny ze wzgledu na elementa gromady
leza na linii prostej.

Plaszczyzny biegunowe punktu ze wzgledu na elementa
gromady sa plasz czyznami Scisle stycznemi krz ywej klasy
trzeciej. (Powyzsze twierdzenia sg przekszt.a.lcenia.mi biegunowemni twierdzen
wyprowadzonych w biez. ustepie pod 5, 6 i. /).

9. Przyjmijmy, e spélna plaszczyzna biegunowu e=XY¥YZ schodzi sig
z plaszezyzng W nieskoficzonodci, a nadto, ze zW yrodnialy element gromady,
lezacy na tej plaszczyznie, jest kolem urojonym Fi, to biegun O plaszczyzny
,a* jest spélnym Srodkiem wszystkich elementow gromady, a proste 0X i 0Y
i 0Z, wzajemnie prostopadle, sa osiami tych elementow ; punkta bowiem X,
Y= i Z* sa wierzcholkami tréjkata biegunowego ze wzgledu na kolo urojone,
lezace w nieskonczonosci. Plaszczyzny tedy @, y i 6 czworoscianu biegunowego
sa plaszczyznamil gléwnymi wszystkich elementéw gromady.

10. Bieguny plaszczyzny 7 ze wzgledu na powierzchnie klasy drugiej,
tworzace gromade, leZg na proste] »p*, prostopadlej do tej plaszezyzny, bie-
gun bowiem L” prostej 7”, podlug ktorej plaszczyzna W nieskonczonosci prze-
cina sie z plaszczyzng 7, ze wzgledu na kolo urojone w nieskonczonoéei, lezy
na prostej ,p%, prostopadlej do plaszczyzny 7.

7 tego wynika bezposrednio, Ze bieguny M,, M,,... proste] ,mY. lezace]
na plaszezyznie OXY,.. ze wzgledu na wszystkie krzywe '¢;% eyt - e
podlug ktérych plaszezyzna 0OXY,.. przecina si¢ z elementami gromady, lezg
na prostej ,n%, prostopadlej do ,m*.

Wiadomo atoli, Ze na proste] ,m* Po prowadzonej przez biegun M pro-
stopadle do biegunowej ,m“ tego punktu ze wzgledu na krzywa rzedu dru-
giego, lezy ognisko tej krzywej ™).

+) Ognisko ' krzywej rzedu drugiego ¢? jest kolem, o nieskorniczenie malym promieniu,
ktére sie styka z krzywa ¢? w punktach urojonych kolowyeh I i I, lezacych w nieskon-
czonodei; punkta tedy A% 1 A,*, biegunowo sprzezone ze wzgledu na krzywa ¢? 1 lezace
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Punkt przeciecia sig F' prostej ,n“ z 0sigy 0X lub OY jest spolnym ogni-
skiem krzywych ‘¢, % ‘e’

Plaszezyzny gléwne OXY, 0XZ i OYZ przecinajg sig tedy z powierzch-
niami spélosiowemi, tworzacemi grupe, podlug krzywych Jp ot 4g A T gy 2
2,2 36,2 Y3’y spologniskowych. Krzywe rzedu drugiego, lezace na plaszczy-
znach glownych, zwyrodniale elementa gromady maja spélne ogniska z krzy-
wemi ¢, ... —26y Boey—"61 Hee

Takie powierzchnie nazywamy powierzchniami spélogniskowemi.

11. Plaszczyzny biegunowe punktu P ze wzgledu na elementa gromady
powléczg krzywg klasy trzeciej ¢,; plaszezyzny biegunowe tedy =l m? i =*
przechodzgace przez punkt P, sa plaszezyznami stycznymi, poprowadzonymi
w punkcie P do trzech elementéw 11,2, II,% i II,* gromady powierzchni spol-
ogniskowych. A zatem:

Przez dowolny punkt przechodza trzy elementa po-
wierzchni rzedu drugiego spélogniskowych.

Na proste] i, wyprowadzonej z punktu P prostopadle do plaszezyzny
!, lesg bieguny tej plaszczyzny ze wzgledu na wszystkie elementa gromady,
a wiec i bieguny plaszczyzny w! ze wzgledu na powierzchnie I1,? i I1,% Atoli
plaszezyzny =* 1 7° sg plaszczyznami stycznymi powierzehni II,* i 11, w pun-
koie P, bieguny tedy tych plaszczyzn leza na prostej, podiug ktore] plaszczyzny
n? i 73 przecinaja sig, prosta p, schodzi sie przeto z prosta podlug ktore]j
plaszezyzny 7 1 7° przecinaja sie it. d. A zatem: Elementa powierzchni
spélogniskowych, przechodzgce przex jeden punkt, sg W tym
punkcie wzajemmnie prostopadle.

19. Przesufimy przez punkt P plaszczyzny styczne m!, 7”1 7 powierzchni
spologniskowych T om,?im,t przechodzacych przez ten punkt, to prosta
(n?, m¥)=p, Jest normalng powierzchni 7% a proste (7!, #%) =p; i(m!, 7°) =p,
sg stycznemi, poprowadzonymi do krzywych, podlug ktérych powierzchnie
IL? i IT,? tudziez II,* i II,? przenikaja sig.

Styczne p, 1 p, 58 stycznemi sprzezonymi normalnymi powierzchni o2
w punkcie P.

Obierzmy na krzywej (/1% IL?) dowolny punkt @ 1 przesunmy przezen
powierzehnig 'I7,% ktéra z I1,? i II,? tworzy trojke powierzchni spolognisko-
wych, to styczne poprowadzone W punkcie @ do krzywych (IL% IL?) i (I]; i
111,2) sa biegunowo sprzezone i wzajemnie prostopadle; krzywe tedy (I1,% 11,7%)
i (I1,% 11, sa krzywemi krzywiznowymi poprowadzonymi przez punkt P na
powierzchni 7, .

Normalne powierzchni I * poprowadzone W punktach krzywych krzy-
wiznowych, sa tworzacymi powierzchni rozwijalnej.

13. Na dwu powiezzchniach rzedu drugiego I1,* i IL? ktére maja dwie
plaszezyzny styczne 7. i m;, a nadto punkta stycznosci 4 i B tych plaszezyzn
spolne, mozna opisad dwie powierzchnie stoZkowe rzedu drugiego W, i Wy
wiadomo, #e owe powierzchnie przenikaja sie podlug dwu krzywych rzedu
drugiego ¢;? 1 ¢,”

w nieskoniczonoéei dziela odecinek I I harmonicznie albo innemi slowy proste m i n po-
prowadzone przez punkta A® i A;® sa prostopadle.

Jezeli tedy poprowadzimy przez punkt M i przez ognisko F krzywej c? prosta =
i wyznaezymy biegunows punktu M ze wzgledu na krzywa ¢?, to proste n i m sa Wza-
jemnie prostopadle.
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Przesufimy przez wierzcholek W,, ktéry jak wiadomo, lezy ma prostej,
biegunowo sprzezonej z prosta AB ze wzgledu na powierzchnie I1;* 1 1,
dowolng plaszezyzne 7, 1 Wyznaczmy krzywe ¢, 1 ¢, a nadto prosta M. No,
podlug ktérych ta plaszezyzna przecina si¢ z powierzchniami m2 i 1,’
i z plaszezyzna =', na ktére] krzywa ¢, * leiy, (rys. 104.), to tworzace prze-
kroju m i » powierzchni W, sa spélnymi stycznemi krzywych ¢. i ¢, a prosta
M, N, jest spolna cieciwa tych krzywych; krzywe ¢. 1 ¢, 53 tedy srodkowo
kolineacyjne, punkt W, jest érodkiem, a prosta M, N, jest osig kolineacyl.

7 tego wynika bezpodrednio, Ze powierzchnie 1% i 1, sy dwukrotnie
érodkowo kolineacyjne; srodki tych kolineacyi schodza sig z wierzcholkami
W, i W,, a plaszezyzny, na ktorych krzywe ¢, 1 c,” leza, sa odpowiednio
plaszezyznami kolineacyi.

0 przekrojach kolowych i pepkach powierzehni krzywokreslnych
rzedu drugiego.

1. Dwie powierzchnie rzedu drugiego, ktére majg dwa punkta a zarazem
plaszezyzny styczne, poprowadzone w tych punktach spélne, przenikaja sig
podlug krzywej rzedu czwartego, zlozonej z dwu krzywych rzedu drugiego.

Jezeli jedna z owych powierzchni jest kula, natenczas krzywa przenika-
nia sklada sie z dwoéch kol

Przetnijmy tedy elipsoide plaszczyzng, prostopadla do osi najwiekszej,-
paraboloide eliptyczng plaszezyzna prostopadly do osi, a hiperboloidg o dwu
powlokach plaszczyzng, prostopadla do osi rzeczywistej, to przekroje sa
elipsami: kule ktérych plaszezyzny styczne, poprowadzone W wierzcholkach
osi wiekszych tych elips, schodza sie z plaszczyznami stycznemi elipsoidy, pa-
raboloidy lub hiperboloidy; poprowadzonymi w tychze punktach, przecinaja
sie z temi powierzchniami podlug kol

Plaszezyzny, réownolegle do plaszczyzn, na ktérych owe kola leza prze-
cinaja sie z powierzchniami podlug kél, a plaszczyzny styczne, réwnolegle do
plaszezyzn kolowych stykaja, sie z powierzchniami w punktach, ktére nazy-
wamy pepkami.

Dwa tedy uklady plaszczyzn réwnoleglych przecinajy sig z powierzchniami
rzedu drugiego krzywokredlnymi podlug kol; elipsoida i hiperpoloida o dwu
powlokach majg po cztery pepki, paraboloida eliptyczna posiada dwa pepki
w skonczonofci, dwa za$ schodzg sie z punktem stycznosci te] powierzchni,
lezacym w nieskonczonosei ¥).

Zagadnienie 1. Wyznaczy¢ przekroje kolowe i pepki elipsoidy troj-
osiowe] (rys. 105.).

Rozwiazanie: Przyjmijmy, Ze oé najwieksza AB elipsoidy z* jest
prostopadla do plaszczyzny poziomej rzutéw, 0S érednia CD jest réwnolegla,
a o najmniejsza EF jest prostopadia do osi rzutow ,z¢.

Opiszmy na $rednicy CD kule K i wyznaczmy rzut boezmy ¢ elipsy
ABEF i rzut boezny k“* kola k, podlug ktérego plaszczyzna ABE przecina

#) Powierzchnie stozkowa rzedu drugiego i hiperboloide o jednej powloce mozna prze-
ciaé dwoma ukladami plaszezyzn podlug kél; pepkéw atoli te powierzehnie nie maja, pun-
kta bowiem, lezace na powierzchniach stozkowych sa paraboliczne, punkta za$ lezace na
hiperboloidzie sa hiperboliczne.
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sie z kulg K, to proste mle i mwl, laczace punkta przecigcia sig P 1 Q' tu-
dzies S i R“ krzywych ¢* i k", sa $ladami bocznymi plaszezyzn, przesu-
nietych przez o$ CD i przecinajacych sig z elipsoidg 1I? podlug kol

Wyznaczmy za pomocg powinowactwa styczne s, i 8, tudziez s;"" Y s
poprowadzone do elipsy ¢ i réwnolegle do $ladéow m' 1 w%, to punkta
stycznodci tychze N 1 N, tudziez N,''1i N, sg rzutami bocznymi pepkow
N, i N, tudziez N, i N, elipsoidy tréjosiowej I1%

Zagadnienie 2. Wyznaczy¢é przekroje kolowe i pepki paraboloidy
eliptycznej = (rys. 106.).

Rozwiazanie: 0§ AD paraboloidy jest prostopadla do plaszezyzny
poziomej rzutéw; slad poziomy te] powierzchni jest elipsa, ktérej o$ wieksza
BC jest réwnolegla do osi ,c“, a 0é mniejsza EF jest prostopadla do tej osi.

Poprowadzmy w punktach B i € normalne BW i CW do paraboli ABC
i zakreslmy z punktu przecigcia sie W tych prostych jako $rodka kule K pro-
mieniem WC,to krzywa przenikania sig powierzchni K i I1” sklada sie z dwéch kol.

Aby otrzymaé plaszczyzny, na ktérych owe kola leia, wyznaczmy rzutb
boczny ¢’ paraboli AEF i rzut boczny &' kola k, podlug ktérego plaszczyzna
AEF przecina sie z kulg K, a nadto punkta przeciecia sig P 1 Q" tudziez
R i 8 krzywych ¢ i k", to proste P i RS sa Sladami bocznymi
plaszezyzn przesunigtych przez o$ BC i przecinajacych sig z paraboloidg po-
dlug kol ™).

Punkta stycznodei N, 1 Np' stycznych s, 1 83" poprowadzonych do
krzywej ¢’ 1 réwnoleglych do prostych P Qi R* 8" sa rzutami bocznymi
pepkéw paraboloidy JI°. -

9. Srodki kél, podlug ktérych plaszezyzny, nalezace do tego samego ukladu,
przecinajg sig z powierzchnig rzedu drugiego, a mnadto wierzcholki stozkow,
opisanych na powierzchni wzdluz tych kél, lezs na srednicy powierzchni,
ktéra laczy pepki, nalezace do tego ukladu.

Zagadnienie 3. Wyznaczy¢ plaszezyzny, ktore przecinajg hiperboloide
o dwu powlokach tréjosiows I1? podlug kél, o promieniach ,#* (rys. 107.).

Rozwigzanie: Przetnijmy powierzchnie 7* plaszczyzng a!, prostopadly
do osi rzeczywistej AB podlug elipsy C,D,E,F,, i wyznaczmy kulg K, ktora
sie styka z hiperboloida W wierzcholkach €, i D, osi wigksze] przekroju,
to powierzchnie 1% i K przenikaja si¢ podlug dwu kot &, 1 k.

Wyznaczmy nastepnie érodek M, kola ky i polaczmy go ze érodkiem O
powierzchni, to prosta OM, jest miejscem geometrycznem ¢rodkow kol, leza-
cych na powierzchni /I* 1 na plaszezyznach, réwnoleglych do plaszezyzny =3,
na ktorej kolo k&, leZy.

Jezeli tedy odmierzymy na rednicy GK kola [k od punktu M, odcinek
M, P, réwny odcinkowi ,r* i poprowadzimy przez P, prosta my, réwnolegla
do OM,, to plaszezyzny, przesunigte przez punkta przeciecia sig ¢ 1 B tej

#) Punkta przecigcia sig dwu krzywych rzedu drugiego ¢ i ¢, ktéryeh spolny biegun
P i odpowiednia spélna biegunowa ,p* sa dane, mozna wyznaczyé za pomocs kola.

Jako# poprowadimy przez P pek promieni (a, b, ¢..) i Wyznaczmy odpowiednie pro-
mienie, biegunowo sprzgzone (ayy by, cgo) 1 (2, Dy; € .) z elementami a, b, c.. ze wzgledu
na krzywe ¢, i ¢, to agbby.. 1 adybby... Wyznaczaja dwa peki inwolucyjne spoélsrodkowe ;
promienie spélne tych pekéw sa spolnemi cieciwami krzywyeh ¢ i 6.
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prostej z hiperboly ABE,F, przecinaja si¢ z powierzchnia 1I* podlug kol,
o promieniach réwnych odeinkowi ,r“.

Zagadnienie: Wyznaczyé punkta przecigcia sie prostej z powierzchnia
rzedu drugiego krzywokre$lng za pomoca jednokrotnej zmiany kolineacyjnej.

0 powierzchniach obrotowych.

1. Jezeli krzywa ,c¢, plaska lub wichrowata, nie zmieniajac ani swej
postaci ani swej wielkoéci, obraca sie okolo proste] ,z“, natenczas pozostawia
w przestrzeni $lad, ktoéry nazywamy powierzchnig obrotows.

Prosta ,z° nazywa sie osig obrotu.

Poszezegolne punkta, lezgce na krzywej nc¢ opisuja kola ry, #y,... lezace
na plaszezyznach, prostopadlych do osi .z¢. Te kola nazywamy rownolezni-
kami powierzchni obrotowej I1,. Punkta A4, 4,.. B, B...,... lezace na réwno-
leznikach 7,, 7,,... opisuja takie same réwnoleimiki jak punkta 4., B.... lezace
na krzywej ¢ i na réwnolesnikach r,, 7,... dowolna tedy krzywa, lezagca na
powierzehni [T, opisuje, przez obrét okolo osi z, te sama powierzchnie obrotows.

Plaszezyzny, przesuniete przez os z, przecinajg sig z powierzchnig obro-
towa [I,, podlug krzywych przystajacych p?, p*..., albowiem odleglo&é punktow
A, B..., A,, B,...,... lezagcych na krzywych p!, p*..1ina réwnoleznikach 7y, 75...
od osi ,z“ sa réwne.

Te krzywe nazywamy poludnikami powierzchni II,.

Przez obrét tedy poludnika okolo osi ,2% otrzymujemy powierzchnie
obrotows (rys. 108.).

9. Przez kazdy punkt 4, lezacy na powierzchni obrotowej przechodzi
réwnoleznik r, i poludnik p'.

Przez styczne s; 1 s, poprowadzone do krzywych », 1 p' W punkcie A4,
przechodzi plaszezyzna styczna, poprowadzona do powierzchni obrotowej w tym
punkcie; atoli styczna s, jest prostopadla do promienia stycznodei ZA kola 7
a nadto lezy na plaszezyZnie, prostopadlej do osi obrotu #, a zatem:

Plaszczyzny styczne, poprowadzone do powierzchni
obrotowej, sa prostopadle do plaszcezyzn tych poludnikow,
kt6ére przechodza przez punkta stycznoscl

Plaszczyzny styczne, poprowadzone do powierzchni obrotowej w punktach
A, B.. lezacych na jednym poludniku sg plaszezyznami stycznemi powierzchni
walcowej, o tworzacych prostopadlych do plaszezyzny Owego poludnika.

3. Jezeli styczng s, 1 normalng 7, poprowadzone do poludnika p* w pun-
keie A, obréémy okolo osi 5z natenczas otrzymamy dwie powierzchnie
stozkowe (W,, r,) i (W,, r,) obrotowe. Plaszezyzny styczne, poprowadzone do
powierzchni (W, r,) s& plaszezyznaml stycznemi powierzchni obrotowej :
w punktach, w ktérych tworzace stycznodci przecinaja sie z réwnoleznikiem
r,, & tworzace powierzchni (W, ry) sa normalnymi powierzchni w punktach,
lezgcych na réwnolezniku 7.

Powierzchnia normalnych powierzchni obrotowej w punktach, lezacych
na poludniku p' schodzi sie z plaszczyzng tego poludnika; powierzchnia mnor-
malnych w punktach, lezacych na rownolezniku 7, jest powierzchnig stozkows,
obrotows (W, ry). A zatem:




Rownolezniki i poludniki powierzchi obrotowej sa krzy-
wemi krzywiznowymi tejze.

4. Przy rozwigzywaniu zagadniei o powierzchniach obrotowych w rzu-
tach prostokatnych przyjmujemy zwykle, Ze 0§ ,z% jest prostopadla do pla-
szczyzny poziomej rzutéw, a nadto, Zze tak zwany poludnik gléwny p,, ktéry
lezy na plaszczyznie, réwnoleglej do plaszczyzny pionowej rzutéw wyznaczaja
powierzchnie,

Jezeli styczne s, i s,, poprowadzone do poludnika gléwnego p, (rys. 109.)
w punktach B i C, sg rownolegle do osi z, natenczas réwnolezmiki r, i #,,
opisane temi punktami, sg kierownicami powierzchni walcowych, opisanych
na powierzchni I1,, o tworzacych prostopadlych do plaszczyzny poziomej rzutéw.

Réwnoleznik r;, ktérego promien jest wiekszy niz promienie réwnolezni-
kéw z nim sgsiadujacych, nazywamy réwnikiem.

Roéwnoleznik r,, ktorego promien jest mniejszy niz promienie réwnolezni-
kéw z nim sasiadujgcych, nazywamy kolem szyjnem powierzchni obrotowsj.

Zagadnienie 1. Majac dany rzut pionowy A“ punktéw, lezgcych na
powierzchni obrotowej, wyznaczyé rzuty poziome tychze (rys. 110.).

Rozwiazanie: Rzuty poziome réwnoleznikow powierzchni sa kolami,
ktorych srodki schodza sie z rzutem poziomym 2z’ osi obrotu. Rzuty pionowe
poludnikéw sg krzywemi prostokatnie powinowatemi z rzutem pionowym po-
ludnika gléwnego: rzut pionowy z“ jest osia, a dostawa kata, zawartego mie-
dzy plaszczyzna pionows rzutéw i plaszezyzna, na ktérej 6w poludnik lezy,
Jest cecha powinowactwa (rys. 110.).

PoprowadZzmy tedy przez A“ $lad =', plaszezyzny, prostopadlej do osi z,
1 wyznaczmy punkta przeciecia sie Z“ i Q“ tej proste] z rzutami z“ i p,“,
zakreslmy nastepnie z punktu 2’ jako $rodka promieniem Z* @ kolo r,, to na
nim lezy rzuty poziome A’ i A‘, tych punktéw, ktérych rzuty pionowe scho-
dzg si¢ z punktem A“.

Ziagadnienie 2. W punkcie A4, lezagcym na powierzchni obrotowej 11,
ktérego rzut poziomy A’ jest dany, poprowadzi¢ plaszezyzne styczna do te]
powierzchni (rys. 110 a).

Rozwiazanie: Zakredlmy z punktu 2/ jako érodka promieniem z' A’
kolo ' i wyznaczmy punkt przeciecia sie B’ §ladu poziomego 7, plaszczyzny
poludnika gléwnego p, z kolem 7', to na prostej #', poprowadzonej przez B*
rownolegle do osi x, lezy rzut pionowy 4“ punktu A.

a) Styczna s',, poprowadzona w punkcie A4' do kola #* jest rzutem po-
ziomym stycznej s,, poprowadzonej w punkcie 4 do réwnoleznika r, rzut pio-
nowy s“; schodzi sie ze sladem pionowym =!,.

Poprowadzmy nastepnie w punkecie B“ styczne B“W*, do rzutu piono-
p," poludnika gléwnego i polaczmy punkta W<*, i A“ to prosta W* 4“=s",
jest rzutem pionowym stycznej s,, poprowadzonej do poludnika (2, 4) w pun-
keie A4 ; rzut poziomy s, schodzi sie z prosta 2z 4'¥).

*) Jezeli punkt W, lezy poza obrebem rysunku, natenczas styczna s" mozna wyzna-
czy¢ w sposéb nastepujacy:

Przesunimy stozek (W, r) i powierzchnie obrotowa I, tak, aby punkt W," zeszedl
sig z punktem W (rys. 1105.) i poprowadZmy prosta 2W* 1B“, réwnolegla do W, B”, to
plaszezyzna réwnoleinika r przesunie sie o odeinek B 1B% a punkt 4’ zejdzie sie z pun-
ktem 'A4”. Styezna s’ poprowadzona w punkcie A/ do rzutu poludnika, lezacego na pla-
szezyznie (2, 4), jest rownolegla do prostej W+« 14,
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Plaszczyzna przesunieta przez proste s, i s, jest plaszczyzna styczng,
poprowadzong do powierzchni II, w punkcie A. .

b) Wyprowadzmy z punktu B“ prosta B“W*,, prostopadla _do styczne:]‘
B*W*,, i wyznaczmy punkt przecigcia sig tejze W*, z rzutem plomowym 2
osi obrotu z, to prosta W*, A” jest rzutem pionowym normalnej, poprowa-
dzonej do powierzehni I, w punkcie A. Plaszczyzna tedy, przesunieta przez
punkt 4 i prostopadla do prostej (2 A’ W, A") jest plaszczyzng styczng po-
wierzchni obrotowej w punkcie A. ‘ .

Zagadnienie 3. Wyznaczy¢ punkta przecigcia sie powierzchni obro-
towej z prosta I, ktéra sie przecina z osig obrotu z (rys. 111.). .

Rozwiazanie: Obréémy poludnik p,, na kléorym prosta I lezy okolo
osi z tak, aby sie.zeszedl z poludnikiem gléwnym p, 2 prosta ! z pr'ostav ki
i wyznaczmy punkta przeciecia sie A“; i B rzu!:u 1, z krzywg p,“, spro-
wadZmy nastepnie obrotem wstecznym punkta A, i B, na p-rost@ I to naterll-
czas otrzymamy punkta A i B, w ktérych prosta / przecina si¢ z powierzchnig
obrotows. \

Zagadnienie 4. Wyznaczy¢ krzywa ¢ podlug ktérej dowolna plaszezyzna
7 (i, m,) przecina sie z powierZchnig obrotows (rys. 112.).

Rozwiazanie: Przesuimy przez o§ ,z° plaszczy_znq m?, pros‘sops_a,d13i
do plaszezyzny =, 1 wyznaczmy prosty m, podlug kt(')rel]_ plaszc-z.yzngr 1T
przecinajg sie, to prosta m jest osig symetryi prostokatnej krzywej ,¢ , podlug
ktorej plaszezyzna m przecina sie z powierzchnig ob'rotowaa. ' i

Poludnik p! powierzchni, lezacy na plaszczyznie {51 prEpcinaEgy prosta
,m* w punktach 1. i 2., lezacych na krzywe] przekroju nc“: styczme popro-
wadzone w punktach 1.1 2. do tej krzywej, s3 roéwnolegle do pla.s%czyzn)f
poziomej rzutéw, plaszczyzny styczne bowiem, poprowadzone do powwrzchx?
Il, w punktach, lezacych na poludniku p;, s prostopadle do plaszezyzny s

Poludnik gléwny p, przecina sig z plaszczyzng 7 W punlfta.ch 3.14
krzywej ¢; styczne, poprowadzone w rzutach 3“ 1 4” do krzywe}] e schodz%
sie ze styczmemi poprowadzonemi w tychze punktach do rzutu pionowego py"
poludnika gléwnego; plaszczyzny styczne bowiem poprowadzone do powierzchni
obrotowej w punktach, lezacych na poludniku gléwnym sa prostopadle do
plaszczyzny pionowej rzutéw. J

Réwnik ,r¢ powierzchni obrotowej przecina sig z pla,szczyz.n.atJ :r‘r W pun-
ktach b. i 6.; styczne poprowadzone w rzutach 5' i 6° do krzywej ¢’ schodzg
sie ze stycznemi, poprowadzonemi w tychze punktach do k?la ', pla.sz?zyz.ny
styczne bowiem, poprowadzone do powierzchni w punktach lezacych na réwniku
sa réwnolegle do osi obrotu. _ : ’

Celem wyznaczenia dalszych punktéw krzywej przekroju, .po%)rowad’zrflyi
plaszczyzny 2. prostopadle do osiz 1 Wyznaczmy proste Iy,... 1 rowno.lezmkl
7y, podlug ktérych te plaszczyzny przecinajg sig z pl.a\,slzczyznaJ 71z po-
wierzchnia II,, to punkta przecigcia sig 7. 1 8.,... proste] I, z kolem r,,... sa
punktami krzywej c. ‘ ‘ . o

Plaszezyzny styczne, poprowadzone do powierzchni obrotowe] w punktac
7, 8,... przecinaja sie z plaszczyzng 7 podlug stycznych, poprowadzonych w tych
punktach do krzywej przekroju. ¥ ;

5. Jezeli krzywa rzedu drugiego c¢?, leZaca na plaszczy.zm.e 7 ol?raca sig
okolo prostej z, lezacej na tej same] plaszczyZnie, natenczas opisuje powierzchnie
obrotowa rzedu czwartego II,*% ktérg nazywamy pierscieniem (Iys. 113.).
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Punkta przeciecia sie S; i 5, krzywej ¢* z osia £ sa punktami stozko-
wymi powierzchni [1,% plaszczyzny styczne bowiem, poprowadzone w tych
punktach do powierzchni piericieniowej, s plaszezyznami stycznemi dwu po-
wierzehni stozkowych obrotowych.

Poprowadzmy styczne AA, i BB, do krzywej ¢’ prostopadle do osi z,
a nadto taka cieciwe DE'. prostopadla do 2, ktéra odcinek S, S, dzieli na dwie
réwne czedci, to punkta powierzchni I7,% lezace na réwnoleznikach, opisanych
punktami 4 1 B s3 paraboliczne, punkta leZace na czedci powierzchni opisa-
nej lukami AD i EB sy eliptyczne, punkta zas lezace na te] czesci powierzchni,
ktéra opisuja luki AS, i BS, s3 hiperboliczne.

Zagadnienie 5. Wyznaczyé przekréj pierscienia, utworzonego kolem,
lezacym na plaszczyznie poludnika glownego, plaszezyzna !, réwnolegla do
plaszezyzny pionowej rzutéw (rys. 114.).

Rozwiazanie: Rzut poziomy ¢ krzywe] przekroju lezy na sladzie
poziomym ;' plaszezyzny przecinajacej.

Prosta y,, podlug ktérej plaszczyzna m* przecina sig z plaszezyzna >,
przesunieta przez o ,z“ prostopadle do plaszczyzny n! jest osia krzywej ¢;.

Prosta »,, podlug ktérej plaszczyzna n? przesunieta przez Srodek O po-
wierzchni réwnolegle do plaszczyzny poziome] rzutdéw, przecina si¢ z plaszczyzna
7! jest druga osia krzywej ¢;.

Zalézmy sobie wyprowadzié réwnanie krzywej przekroju ¢, W rzutach
prostokatnych, uwazajac proste z, iy, za osi, a punkt przeciecia sie tychze
M za poczatek ukladu.

Nazwijmy w tym celu ,r¢ promien kola ,%“, opisujacego pierscied I,
,a¢ odleglosé srodka S kola % od osi obrotu z, ,b“ odleglodé plaszezyzny o
od plaszezyzny poludnika glownego.

Obierzmy na krzywej przekroju ¢ dowolny punkt A i nazwijmy »o*
odleglo$é rzutu poziomego A’ tego punktu od rzutu poziomego M' poczatku
ukladu M, ,y“ za$ niech oznacza odleglo$¢ rzutu plonowego A“ od proste]
z“,, to 1. 0" A'=V2?+ b2

Odcinek y jest érednig geometrycznie proporcyonalng miedzy ilogciami
(a+r— O'4") i [0'A'— (a—)] a przeto

2. yi=(o+r— Vz24+b2) [\/xz-t—b'*—(a—r)]
- a po rozwigzaniu 1 uporzagdkowaniu otrzymamy réwnanie krzywej przekroju.
3. (-y2+x2+a2~rzjz—4a2zﬂ2=4a2b2.

a) Jezeli przyjmiemy, ze b=r, natenczas réwnanie 3. przedstawi sig w po-
staci 4. Vyr+(z+a) Vyi+(x—a)’=2ar,
ktére powiada, ze iloczyn odcinkéw, zawartych miedzy punktami krzywej
przekroju ¢, i dwoma punktami stalymi, leZacymi na osi &,, po obu stronach
poczatku ukladu M, w odleglodciach od tego punktu, réwnych promieniowi
. kola & jest iloscig stals. (Krzywa Cassiniego).

) Przyjmijmy nastepnie, Ze b=r, ?‘=%, to natenczas plaszczyzna prze-
kinajaca m! jest styczng do pierécienia w punkcie, lezgcym na kole szyjnym.
Réwnanie tej krzywej
! ‘ b. \/y2+(x+a)2,\/yT—l,-(xﬁa)_2=a2,
ktére powiada to samo, co réwnanie krzywej Cassiniego, z poprzednich
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nadto badan wynika, Ze ta krzywa posiada punkt podwéjny. (Krzywa Ber-
nouliego).

Zagadnienie 6. Wyznaczy¢ przekro] ,¢“ pierdcienia kolowego dowolna
plaszezyzng 7 (Tys. 115.).

Rozwiazanie: Plaszezyzna m?, przesunieta przez os obrotu ,z“ i pro-
stopadla do plaszezyzny 7, przecina sig z ta plaszezyzna podlug prostej ,m*,
ktéra jest osia symetryl prostokatne] punktow krzywej przekroju c.

Punkta przeciecia sig 1, 2,... prostej ym‘ z poludnikiem, lezacym mna
plaszezyinie 7%, sa wierzcholkami krzywej przekroju; styczne poprowadzone
w tych punktach do krzywe] ¢, 53 réwnolegle do plaszezyzny poziome]j rzutOw-

Réwnik » 1 kolo szyjme 7 przecinaja sig z plaszezyzna @ W punktach
b, 6,...; styczne, poprowadzone do rzutu poziomego ¢' krzywej przekroju w pun-
ktach 5, 6'... schodza sie ze stycznemi, poprowa.dzonemi w tychze punktach
do rzutow #' 1 7.

Poludnik gléowny p, przecina sig z plaszczyzng © W punktach 9, 10,...:
styczne poprowadzone do rzutu pionowego ¢ W punktach 9%, 10* schodza sie
ze stycznemi, poprowadzonymi w tych punktach do rzutu pionowego polud-
nika gléownego.

Réwnolezniki r, 1 7y, na ktérych punkta paraboliczne powierzchni pier-
dcieniowe] leza, przecinaja si¢ z plaszczyzng 7 W punktach 13, 14,.. styczne
poprowadzone do rzutu pionowego krzywej przekroju w punktach 13, 147,
schodza sie ze sladami pionowymi plaszczyzn n? i w% na ktorych owe rowno-
lezniki lezs, styczne poprowadzone W punktach 13/ 14-.. do krzywej ¢’ sa
rzutami poziomymi p' i ¢’ prostych, podiug ktorych plaszezyzna przecina
sie z plaszezyznami n® i 7°.

Jezeli punkta 13. 1 14., lezace na réwnolezniku para.bolicznym pierécienia.
schodzg sie z soba W punkcie U, natenczas styczna, poprowadzona do krzywej
przekroju w punkcie U przechodzi przez catery bezposredniopo sobie nastgpu-
jace punkta tej krzywej ; punkt U nazywamy punktem undulacyjnym. A zatem:

Plaszezyzny przesunigte, przez styczna, poprowadzong do jednego z réwno-
leznikéw parabolicznych pierscienia, przecinaja sie z ta powierzchnig poding
krzywej, ktorej punkt stycznosci owe] stycznej Jest punktem undulacyjnym.

Plaszczyzny styczne, poprowadzone do stozka i walca, przesunigtych przez
kola paraboliczne pierscienia przecinaja sig z ta powierzchnig podlug krzy-
wych, z ktérych kazda posiada dwa punkta undulacyjne.

6. Poprowadzmy Pprzez érodek O powierzchni piericieniowe] styczng 2o
do poludnika gléwnego (Tys. 116.) i przesunmy przez tg styczng plaszcezyzng
m, prostopadla do plaszezyzny pionowe]j rzutéw, to punkta stycznosel D, iD,
prostej ,s¢ z poludnikiem p, sa punktami podwéjnymi krzywej rzedu czwar-
tego ¢*, podiug ktorej plaszezyzna 7 przecina sig Z pierscieniem kolowym.

Krzywa c* sklada sig tedy z dwu krzywych rzedu drugiego.

Dowolna plaszczyzna n! przesunigta przez oé obrotu ,z* przecina sie
z plaszezyzng 7 podlug proste] n%, na ktérej lezg cztery punkta 4 i 4, tu-
dziez B i B,.

Jezeli plaszczyzng 7' obrécimy okolo osi ,z¢ tak, aby byla réwnolegla
do plaszczyzny pionowe] rzutéw natenczas punkta 4, 4, B, B, schodza si¢
odpowiednie z punktami 4,, 43, B,, B,; atoli 04,=—0B,, 0A,=—0B, a za-
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tem OA,.OB,=04,.0B,=04. OB=04,.0B,=0D. 0D, ; punkta przeto Ik
By, -A i B, fj,, D,, A, i B, lezg na obwodach dwach kol, tworzacych krzywa
przekroju c*. Eolils i

Plaszczyzny styczne, poprowadzone przez .érodek pierscienia kolowego do
tej powierzchni przecinaja si¢ z ta powierzchnia podlug krzywe) rzedu czwar-
tego, ktora sig sklada z dwoéch kol

Zagadnienie 7. Wyznaczy¢ krzywa ¢, Wzdlui. ktore] walec, ? tworza-
cych réwnoleglych do proste] S1¢ styka sig z powierzchnig obrotows 11, (rys. 117).

Rozwiazanie: Opiszmy wzdluz rownika r i wzdluZz kola szyjnego )
powierzchni If, walec, o tworzacych prostopadlych do pl.aszczyz’ny poziome]
rzutéw i poprowadzmy styczne Vi s Byl U de kél 1 7'y, rm';vnolegle do
rzutu ', to te proste sg iladami poziomymi plaszczyzn stycznych réwnoleglych
do prostej I poprowadzonych do owych walcow. i

Punkta stycznosei 1' 1 2° prostych ¥y 10, z kolem a tu(_imez Punkta.
stycznodei 3' 1 4 prostych @'; il z kolem #', sa rzutaml poziomymi pun-
ktow lezacych na krzywej ¢; rzub ¢ styka sig z kolem 7' W punktach 1' 1 2
a z kolem 7', w punktach 3’1 4%

Opiszmy nastepnie na poludniku glownym 2, W&]E'EC prostopadly dElo
plaszezyzny pionowej rzutdw i poprowadzmy styczne 4 i _l“ﬁ do rzutu p, s
réwnolegle do I to punkta stycznodci 5 1 6“ prost‘ych (L l"‘ﬂ z krzywa P,
sa rzutami pionowymi punktow lezacych na krzywej ¢; rzut plonowy ¢ styka
sie z krzywa pg" W punktach 5 1 6% ;

Dalsze punkta krzywe] ¢ mozna wyznaczy¢ za Pomoca a'ttoﬁkéw. opisa-
nych na powierzchni wzdluz réwnoleznikow, za pomocs wa.lcow:, opma..nych
wzdluz poludnikéw i za pomoca kul, ktore stykaja sie z powierzchnig 1,
wzdluz réwnoleznikow.

Opiszmy wzdluz réwnoleznika r, na powierzchni 'H , stozek (W), ry) 1 po-
prowadzmy don plaszezyzny styczne W,l, i Wy, l:ownolegl‘e.do prostej 1,
to tworzace stycznoscl W,7 1 W,8 przecinaja sl¢ z réwnoleznikiem #, W pun-
ktach 7 i 8, lezacych na krzywej ¢ i t. d.

Opiszmy na poludniku p;, ktéry lezy na plaszezyznie :n:"3 réwnolegle] d_o
prostej ,I¢ walec i obréémy go okolo osi 78 f:ak aby Poludmk 2 zeszedl sie
z poludnikiem glownym, obréémy réwnoczesnie O 'ta.kl sam kéﬂi'l w tym sa-
mym kierunku prosta m, ktéra lezy na plaszezyZnie ! 1 jest %ownolegla do
.14, aby po obrocie zeszla sig z my 1 poprovciadzmy styczne 71‘1“2"1 .1011,”3 do’ rzui:,lu
p," Téwnolegle do m*,, wyznaczmy nastepnie punkta: stycznosei tychze 97
i 10“, i sprowadzmy je obrotem wstecznym na Poludmk P,, to uatenczarj otrzy-
mamy punkta 9 i 10 krzywej ¢, wzdluz ktorej walec o tworzacych réwnole-
glych do ¢ z powierzchnia I, sie styka i t. d. :

Poprowadzmy W punkele A" styczng s* 1 normalna »n" do' rzutu piono-
wego p," poludnika gléwnego i zakreslmy z punktu. 0" w kto.rym n"l prze-
cina sie z 2z kolo k” to patenczas otrzymamy rzut pionowy kuli K, ktora sie
styka z powierzchnia IT, wzdluz réwnoleznika r,, oplsanego p}ln]:{tem A. Po-
prowadzZmy przez punkt O plaszezyzng 7 prostopadla do p‘roste:] [ 1 wyznaczmy
prosta n,g¢, podiug ktorej plaszezyzna réwnoleznika 3 przecina sig z plaszezyzna
7%, to punkta przecigeia sig 11 i 12 prostej g z kolem 7, sa punktami krzy-
wej ¢ i t. d.
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Zagadnienie: Z punktu W (W7 W*“) opisa¢ powierzchnig stozkows
na powierzchni obrotowej.

Zagadnienie 8. Wyznaczy¢ plaszezyzny styczne powierzchni obroto-
wej, réwnolegle do danej plaszczyzny.

Rozwiazanie: Przesunmy przez oS obrotu ,z% plaszezyzne m' prosto-
padla do plaszezyzny m i wyznaczmy prosta ,n*, podiug ktorej te plaszezyzny
przecinaja sie, poprowadzmy nastepnie do poludnika p,, lezacego na plaszezyznie
x!, styczne n,, n,.., rownolegle do =, to plaszezyzny, przesuniete przez te
proste i réwnolegle do plaszezyzny =, czynia zado$¢ warunkom zagadnienia.

Zagadnienie 9. Wyznaczyc krzywe ograniczajace rzuty poziome i pio-
nowe powierzchni obrotowej, ktorej os ,2% jest nachylona do obu plaszczyzn
rzutow (rys. 118.).

Rozwiazanie: Niech bedzie dany klad (p) poludnika p, lezacego na
plaszezyznie m, prostopadlej do plaszezyzny poziomej rzutéw, a nadto klad
() osi obrotu

Poprowadzmy z dowolnego punktu (M), lezacego na prostej (2) styczna
(M) (4) i normalng (4)(0) do krzywej (p), to odcinek tej normalnej, zawarty
miedzy punktem (4) i kladem (2) jest promieniem kuli K, stykajace] si¢ z po-
wierzchnia obrotowa wzdluz réwnoleznika r,, ktéry opisuje punkt A.

Jezeli tedy z rzutéw O' i O“ punktu O jako srodkéw zakreslimy promie-
niem (0)(4) kola K' i K*“ natenczas otrzymamy rzuty K¢ 1 K* kuli K.

Styczne M'1' i M'2' poprowadzone z rzutu M’ do kola K’ sa $ladami
poziomymi plaszezyzn stycznych poprowadzonych do kuli 1 do powierzchni
Il, przez punkt A i prostopadlych do plaszczyzny poziomej rzutdw, w pun-
ktach 1 i 2 lezacych na réwnolezniku 7.

Styczne M* 8 i M*“4*, poprowadzone z M* do kola K*“ sa sladami
pionowymi plaszezyzn stycznych, poprowadzonych do kuli Kido powierzchni
obrotowej II,, przez punkt M i prostopadlych do plaszczyzny pionowej rzu-
téw, w punktach 8 i 4, lezacych na réwnoleZniku 7 P

Punkta 1/, 2'... i styczne M1, M+ 2'... jakotez punkta 3“, 4. i styczne
M*3%, M*“A4“.. wyznaczaja krzywe c'y 1 ¢“y, ograniczajace rzuty poziome
i pionowe powierzchni obrotowej.

Zagadnienie 10. Wyznaczy¢ krzywa, ograniczajaca rzut srodkowy
powierzchni obrotowej, ktérej o I (I, Z') jest prostopadla do tla (rys. 119.).

Rozwiazanie: Niech bedzie dany klad (p) poludnika p, lezacego na
plaszezyznie (0, 1), przesunigtej przez srodek rzutow.

Punkta A, B,.. lezace na poludniku p, opisuja podczas obrotu krzywej
20¢ kola 7, ry,... ktdére lezg na plaszezyznach réwnoleglych do tla. Razuty
Srodkowe 7, #!,... tych réwnoleznikéw sa przeto kolami; punkta przecigcia sig
A, B'.... prostej TZ' z promieniami [O] (A), [0] (B),... lezg na okregach kol »,
»,,.. a punkta przeciecia si¢ M’, M’,... promieni [0] (M), [0] (M), .. z rzutem
TZ‘ sa érodkami tych kol.

Krzywa powldczaca kola 7, ;...

ogranicza rzut sSrodkowy powierzchni
obrotowej.

Zagadnienie 11. Wykredlié krzywa ograniczajaca rzub srodkowy po-
wierzchni obrotowej, ktérej o§ ! (TZ‘) jest nachylona do tla pod dowolnym
katem (rys. 120.).

Geom. wykreslna. 8
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Rozwiazanie: @) Wykonajmy klad na tlo plaszczyzny (0, 1), przesu-
‘rodek rzutdéw 1 przez o obrotu, poprowadzmy do Kkladu (p) po-
7 kladu [O] styczne [0] 14, [0] 2, to
i [0]2 z rzutem TZ' osil sa

niete] przez
ludnika p, lezacego na te] plaszezyinie,
punkta przecigeia sie 1' 1 2 promieni (o)1
punktami krzywe] ograniczaj@cej G

Plaszczyzny styczne 2! i % poprowadzone
w punktach 1 i 2 lezacych na poludniku p, S
(0, TZ"), Slady zatem owych plaszezyzn przechodzg przez puakta 17
dlad zbiegn Z°° prostych, prostopadlyc-h do plaszezyzny (0, TZ'); proste Z0 it
i Z°02' s tedy stycznemi krzywej ¢ W punktach 1' 1 4,

Poprowadzmy styczng () i normalng (#,) W punkcie (4) do kladu (p)

to odcinek (4) (V) normalnej, zawarty miedzy (4) 1 kladem (I) osi
yka z powierzchni@ obrotowsa

do powierzchni obrotowe]

prostopadle do plaszezyzny
121 przez

poludnika,
obrotu jest promieniem kuli K,, ktéra sig sb
wzdluz réwnoleznika, opisanego punktem A.

Wyznaczmy rzut N' punktn N 1 poprowadZmy przez ten punkt prosta
m, (0y N’ Py), ]_:rrc;si:opadlaJ do tla, wyznaczmy nastepnie klad [0,] (m,) plaszezyzny
(0, m,) na tlo ; zakreslmy z kladu (N,) punktn N jako érodka kolo (k) pro-
mieniem (4) (), to styczne 0151, (0,111, poprowadzone z punktu [O0;] do
kola (k&) przecinaja sie z rzutem M’y W wierzcholkach I/ 1 II', a proste [0,1(P))
i [0,](Q,), laczace klad [04] z punktami (Py) i(Q,), w ktorych prosta (m,) prze-
cina sie z kolem (%), przecinaja sig prosta m’y W ogniskach Fy i F', krzywe]
rzedu drugiego ¢,?, ktora ogranicza rzub irodkowy kuli K, stykajace] z po-
wierzchnia obrotowa wzdluz rownoleznika, opisanego punktem A.

W podobny spos6b Wwyznaczumy krzywe €7 €37 ograniczajace rzuty
irodkowe kul K, e wpisanych w powierzchniq obrotowa, krzywa tedy itk
powlbczaca krzywe R e ogranicza rzut srodkowy powierzehni obrotowej.

b) Przyjmijmy, Ze ¢rodek rzutéow O, powierzchnia obrotowa I, i plasz-
czyzna tlowa s3 stale z soba zwigzane, i wyznaczmy ktad [0](1) na tlo
plaszczyzny (0, 1) oraz klad (p) poludnika, lezacego Da te] plaszezyznie, to
pierwotne tlo obréci sie o kat (180—(0) A0,); slad tlowy 1, tla pierwotnego
schodzi sie z prosta TZ' a $lad zbiegu 2 jest symetryczny z prosta 1 ze wzgledu
na punkt Oy (rys 120 a).

Jezeli tedy wyznaczymy Dna powierzchni I, krzywg ¢, wzdluz ktore]
stozek, opisany Z punktu [0] z ta powierzchniad sie styka (rzut ¢ tej krzywej
se irodka O na plaszczyzng (B, 2'4), jezeli nastepnie obrotem wstecznym Spro-

wadzimy plaszezyzng (¢, #') na tlo, to natenczas otrzymamy krzywy (¢'), ogra-
niczajacs rzub $rodkowy powierzchni ..

7a) Wykreslenie krzywej, podiug ktore]
H: Va0 o osiach wichrowatyeh 2, iz, przenikajsg sie, jest polaczone z wiel-
kimi trudnosciami mechanicznymi; poszezegdlne punkta bowiem tej krzywej
mosma otrzymac, przecinajac obie powierzchnie plaszezyznami !, w%.. pro-

i wyznaczajac punkta przeciqcia. sie rownoleznikoéw 7y,

stopadlymi do osi 2 1
7y, lezgcych na plaszczyznach mY, mi. 1 Da powierzchni 11! z krzywemi ¢,

¢,y podlug ktérych te plaszezyzny przecinaj@ sie Z powierzchniq 11,2
b) Jekeli osi 2z i 2, powierzchni .ri 1,2 sa réwnolegle (rys. 121.), na-
tenczas krzywa przenikania sie tychze ,c¢ Jjest prostokaztnie symetryczna ze

wzgledu na plaszezyzng (2,, 2,). Plaszczyzny ml, 7. prostopadle do osi %,

dwie powierzchnie obrotowe
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1 2 przecinaja si¢ z powierzchniami /7, i I1,? podlug réwnoleznikéw », 1 »
r, i 7,,.. a punkta przecigcia sie tychze 112, 3 1 4. leZa na ]ﬂ‘zywe?] .31“’}2’
b -P;\'Toita, S1y popro?v?ndzona. przez punkt ,1¢1 'prostopabdla do norn;;!a?iny:ch
i1 1V !po'wwr.zchn} jest styczna, poprowadzong do krzywej ¢ w punkeie ,1¢
plaszsi)iizaeh(zom 714 przecinaja sig W punkcie M (rys. 122), natenzza.s.
e &k ;) ‘]es’t _plaszc.zyzn@ symetryi prostokatne] ze wzgledu na
rzywsa ,c¢*, podlug ktore] powierzchnie I1,' i I1,* przenikaja sie.
émdk;]el];mkuvii;y?acz;mai1;:;zzjlzeg61nyihlplinkté\? krgzywej nC“L, opiszmy ze
il znaczmy kola ‘ry 1 'ry, Py 1 Prg. t0-
r?fc}:-t ku.le K,, K,,.. przenikajg si¢ z powierzcllniam?ﬂojti Hozbto 1?1?1(11]]:25 I;ZZ
ciecia sie 1, 2... kol, lezacych na tych samych kulach sg punkt,aml krzywe'P c“-
. I‘\Ta. rys’unku 122, przyjeto, Ze o z Jest prostopadla do plaszczyzngr ; o:
ziome] rzutow, % 04 z, jest réwnolegla do plaszczyzny pionowej rzutéw rz1}1)t
g)()"zmm_a1 t:edy réwnoleznikéw ‘r', i %',,. sg kolami a rzuty piom)W; ‘r“y
P4y 1 W4y, %"y,.. sg prostemi prostopadlymi do rzutow 2%, 1 2“;. .
i, Pr;)s‘te _Wyprowadz9ne_ z punktéw przecigcia sig V*y, V“,... prostych 'r*
irzr ‘%; _"'; 1 2‘1"2 przecinajg sig z réwnoleznikami 'r,, %ry,... w punktach 1, 2,i
= e T . . I - I . i
= i)}a E;]ZEZ yz:;l; E:a:;}f ,¢%. Krzywa ¢ jest prostokatnie symetryczna ze wzgledu

0 powierzchniach wichrowatych.

o lﬁw;agzzo,c ze:3 13rzy klrzywe G5 €y i ¢, wyznaczaja powierzchnie wichro-
b 1 - ace te] 'powmrzc_hm otxzzymamy przesuwajac przez punkta A,,
Ay, lezace na krzywej ¢, powierzchnie stozkowe (4, ¢,) 1 (4;, €), (4s; &)
i(4,, cgg),.._. i wyznaczajac spOlne tworzace tych stozkow 2:'L f d.“ i it
Jezeli tedy krzywe ¢, ¢; 1 ¢; 53 odpowiednio rzedu m,5%, m,=° 1 Mm,8°
natencz_a,s przez kazdy punkt krzywej ¢, przechodzi i, . 1, prlzez, ka,ZZdy mstxkt,.
krzywej ¢, przechodzi m, .m; a przez kazdy punktA krﬁywej ¢ rzefh dzi
m, . m, tworzacych powierzchni. Fa ol
Kr.zywe tedy kierownicze ¢, ¢; 1 €; 53 odpowiednio krzywemi m, . m
m, .my i my .m, krotnymi powierzchni wichrowatej II. e o
: 2. Zbadajmy, jakiego rzedu jest powierzchnia, powyzej okreslona, t. zn
w ilu pt}nktaoh dowolna prosta g, przecina sig z powierzchnig Wich’rm‘;va.t .
11, OkI'BSIO.I-l@ zapomocy trzech krzywych ¢, ¢, 1 ¢; rzedu my., m, 1 Mg :
Nz_zzwgmy , M« ilogé punktow, w ktérych prosta g, prze;cing. siqsz two-
rzqcym1.powi.erzchni I, to M jest réwna ilosei punktéw, w ktérych krzywa
¢; przecina sig z powierzchnia wichrowata I, =(gy, ¢, €), & jezeli rz d po-
wierzchni II,' nazwiemy M' natenczas 0 i
: \r ; M=DM".in,.
b Ilos?_};_)unktow M ‘,. w kt:érych_ pro.sta dowolna g, przecina sie z powierz-
Ci ia _Hw = (94, Lt i) :]est réwna ilodei punktéw, w ktorych krzywa ¢, prze-
z aI,I;V iS:fn yz ﬁ?.wiiﬁii IL."=(g,, 0y, ¢;); Jjezeli tedy rzed powierzchni Il*

! M'=M".m,.

v priiei;iapgwmrzchn’i 1 t z. ilosé pun'ktéw, w ktérych dowolna prosta
A s ig z p0w1farzchma{ (G;3 92 cj),. jest réwny ilosel punktéw przecie-
e krzywej ¢, z hiperboloidg o jednej powloce (gy, s g,); a zatem
M*=2m, M'=2m, my, M=2m,.n,.M;.




— 116 —

Rzed powierzchni I1,=(¢y, ¢, ¢;) jest tylko wéwezas rowny ilosel 2m,.
m,. m,, jezeli krzywe kierownicze nie maja zadnego punktu spolnego.

Jezeli krzywe ¢, i ¢, przecinaja si¢ W punkc’e P, natenczas tworzace
powierzchni stozkowej (P, ¢;) sa niewlasciwymi tworzacymi powierzchni TR
rzed tedy M tej powierzchni obmiZa sig w tym razie o ,m,“ jednostek.

Jezeli tedy krzywe ¢ i €, ¢, i ¢, ¢ 16 maja odpowiednio py, Pa P
punktéw spélnych, natenczas ilogé niewlagciwych tworzacych powierzchni wy-
nosi pymy +pyniy +pym,, rzed tedy powierzehni [, jest réwny 2m ., . My —
— Py My — Dy Ny — P3 M.

3. Niech beda dane dwie powierzchnie wichrowate 11} i 11,2, ktére maja
trzy plaszezyzny styczne m', m* i 7%, poprowadzone w punktach 4, Bi C,
lezacych na tworzacej g spolne.

Przetnijmy obie powierzchnie plaszezyznami #', n* 1 &', przechodzgcymi
przez punkta 4, B i C, to natenczas oftrzymamy trzy pary krzywych ¢ 1 ¢,
¢, i ¢", ¢; 1 ¢, ktorych styczne, poprowadzone w punktach 4, B i C, schodzg
sie z prostemi I,, I, i l;, podlug ktorych plaszezyzny =!ia', 7 i#’, 7*iat
przecinaja sie; punkta tedy A, B' i (', lezace na stycznych 1, I iy, 1 nie-
skohczenie bliskie punktéw 4, B i C, lezg na prostej g,, wichrowate] wzgle-
dem g.

Jezeli tedy przesuniemy przez dowolny punkt X lezacy na tworzacej g,
plaszezyzng 7% 1 wyznaczymy punkt przecigeia sie X' tej plaszezyzny z pro-
sta g,, to XX' jest styczna, poprowadzong W punkcie X do krzywych c. 1%,
podlug ktérych plaszczyzna n* przecina sig z powierzchniami 1,' 1  § e
plaszczyzna tedy (g, XX') jest plaszczyzna styczng, poprowadzong do obu po-
wierzchni w punkcie X. A zatem:

Jezeli dwie powierzchnie wichrowate IL* i II,’ majs
jedne tworzacg i trzy plaszczyzny styczne, poprowadzomne
w punktach, lezgcych na tej tworzacej, spolne, natenczas
plaszczyzna styczna, poprowadzona w punkcie, lezgcym na
owej tworzacej, do jednej powierzchni jest plaszczyzna sty-
czna, poprowadzona w tymze punkecie do powierzchni drugiej.

4. Nieh beda dane krzywe ¢, ¢, €5,.. €, leZace na powierzchni wichro-
watej Il,, i tworzaca g, ktéra przecina sig z temi krzywemi w punktach A4,
B L

Styczne I, I, i l,, poprowadzone do krzywych ¢, ¢ i ¢; w punktach
A, B i C, wyznaczaja hiperboloide o jednej powloce 112, ktora sie styka z po-
wierzchnia II,, we wszystkich punktach tworzacej g.

Wiadomo atoli, Zze pek plaszezyzn stycznych, przesunigtych przez two-
rzaca hiperboloidy, jest jednokreslny z szeregiem odpowiednich punktéw sty-
czmodci, a poniewaz plaszezyzny styczne hiperboloidy, poprowadzone w pun-
ktach 4, B, C.. X, schodza sie z plaszczyznami stycznemi, poprowadzonymi
w tychze punktach do powierzchni II,, przeto:

Szereg punktéw, lezagcych na tworzacej powierzchni wi-
chrowatej, jest jednokreslny z pekiem plaszczyzn stycznych
poprowadzonych do powierzchni w owych punktach.

Hiperboloidy, wyznaczone kierownicami Uy, Iy i Iy, Iy, 1y 1 sy gy &y & Layus
nie schodza sie z soba, spelniaja one bowiem jedynie warunek, Ze przechodza
przez dwie, bezposrednio po sobie nastepujace tworzace g i g, powierzchni
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II.; hiperboloida przeto, wyznaczona kierownicami ¢,, ¢, 1 kierownica g., wi-
chrowata wzgledem g, i g,, styka sie z powierzchnia II, wzdluz tworzacej g.

Jezeli prosta g, lezy w nieskoficzonogci, natenczas kierownice ¢, ¢, 1 92"
wyznaczaja paraboloide hiperboliczna, ktora sie styka z powierzchnig 11, wzdluz
tworzacej 7.

b. Plaszczyzna ¢, przesunigta przez tworzacsy g powierzchni wichrowa-
tej II, i réwnolegla do tworzace] ¢y, nieskoficzenie zblizonej do prostej g, jest
plaszezyzna asymptotyczna powierzchni, przechodzi bowiem przez punkta g
i U,”, lezace w mnieskonczonoscl na tworzacych sasiednich ¢ i g;, a wige przez
styczng s_, poprowadzona w punkcie U® do krzywej, podlug ktorej plaszczy-
zna w nieskoficzonodci przecina si¢ z powierzchniy IZ,.

Plaszczyzna n¢, przesunieta przez prostg g i prostopadla do plaszezyzny
asymptotycznej a%, styka sig z powierzchnia II, w punkcie Z, ktéry lezy na
krzywe] zwezenia powierzchni.

Punkt Z lezy na prostej VZ, wyznaczajacej najkrotsza odleglos¢ tworza-
cych g i g,; prosta bowiem VZ lezy na plaszezyznie 7* i jest styczng do krzy-
wej, podlug ktérej ta plaszczyzna (7°) przecina sig z powierzchnia wichro-
wata [,

Poprowadzmy przez punkta Vi, ¥,.. lezace na tworzacej g, (rys. 123.),
proste I, l,,... prostopadle do tworzace] g, to te proste sg tworzacemi para-
boloidy hiperbolicznej, ktérej plaszezyznami kierowniczemi sg plaszezyzna
asymptotyczna n* 1 plaszezyzna prostopadla do tworzace] ¢.

Tworzaca g paraboloidy jest prostopadla do prostej, podlug ktérej pla-
szezyzny kierownicze przecinajg sig, do tej samej prostej jest prostopadla
tworzaca VZ paraboloidy, punkt Z jest tedy wierzcholkiem paraboloidy hiper-
bolicznej (I, l,...) styczne] do powierzehni IT,, wzdluz tworzace] »g%, 0 two-
rzacych 0% drugiego ukladu prostopadiych do tworzacej ¢.

6. Niech beda dane tworzace g 1 g, (rys. 128.), nastepujace bezposrednio
po sobie na powierzchni IL..

Wyznaczmy plaszczyzng agymptotyczna 7%, przesunieta przez tworzaca
¢, a nadto rzut prostokatny g, tworzace] g, na te plaszczyzng; poprowadzmy
nastepnie z punktu V), leZacego na tworzacej g,, prosta V,Z,, prostopadly do
g, to plaszezyzna (g, Z, V) jest plaszczyzna styczna, poprowadzona w punkcie
Z, do powierzchni IT,; prosta V,Z, jest bowiem tworzgca paraboloidy hiper-
bolicznej prostokatnej, opisane] na powierzchni I1, wzdluZ tworzacej g.

Nazwijmy ,a“ kat nachylenia plaszczyzny stycznej (g9, Z, V,) do plaszczy-
zny asymptotycznej n® to tange = ?%: Z—Ffﬁ

Y e

Jezeli tworzaca g, zbliza sie do tworzacej g, natenczas kat @ maleje,
a jezeli dwie bezpoérednio po sobie nastepujace tworzace g 19, przecinajy sie,
natenczas kat @ jest réowny zeru.

Tworzacs ¢, z ktéra przecina sig tworzaca 4y, bezposrednio po niej na-
stepujaca, nazywamy krawedzia, a punkt przeciecia sig Z tworzacych g 1 g,
nazywamy ostrzem powierzchni wichrowatej.

Plaszezyzny styczne, poprowadzone do powierzchni w punktach Z,,
Z,.... lezacych na krawedzi g schodzg sig z plaszezyzng (g, g;), albowiem

=0; plaszezyzny styczne poprowadzone w ostrzu Z do po-

b 24 0
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O)
przesunigte przez ostrze Z mozna uwazaé za plaszczyzny styczne, pOprowa-
dzone do powierzchni wichrowatej.

7. Poznawszy najwazniejsze wlasnosei powierzchni wichrowatych, przy-
stapimy do badania niektérych powierzchni, ktére do tej rodziny naleza.

wierzchni sa nieokreslone, albowiem tange— ., wszystkie tedy plaszezyzny,

0 sklepieniu wichrowatem.

Dwa kola %, i k,, ktére lezg na plaszezyznach réwnoleglych, a ktérych
promienie sg réwne, a nadto prosta I, przechodzgca przez punkt O, dzielacy
na dwie réwne czedei odcinek MM, zawarty miedzy $rodkami kol &y 1 &,
prostopadla do plaszezyzn na ktorych owe Lkola leza, wyznaczajs, jako
kierownice, powierzchnie stozkowa (0, ky, k,), o wierzcholku 0 i sklepienie
wichrowate. W dalszym ciagu nie bedziemy zwracaé uwagi na stozek (0, &y, k).

Na rysunku 124. przyjeto, ze kolo k, lezy na plaszczyZnie plonowej rzu-
téw, a kolo %, na plaszczyZnie @', réwnoleglej do tej plaszezyzny, nadto przy-
jeto, Ze plaszczyzna, przesunigta przez proste M, M, il, jest réwnolegla do
plaszezyzny poziomej rZutoOw.

Celem wyznaczenia tworzacych sklepienia wichrowatego, przesufimy przez
prosta ,I* plaszezyzny m?,... i wyznaczmy punkta przeciecia sig tychze 4, i4,
tudziez B, i B,,.. z kolami %, 1 k,, to proste 4,B,—=¢,, A3By;=9;,.. 53 tWO-
rzacymi sklepienia. (Proste A,B, i A,By,... s3 tworzacymi stozka (O, ky, k).

Tworzace sklepienia g, i g,,.. lezace na tych samych plaszezyznach, prze-
suni.qtych przez prosta [, sa réwnolegle i symetryczne wzgledem punktu O,
a to z powodu symetryi kol kierowniczych &, 1k, wzgledem punktu O.

Punkt O jest tedy érodkiem sklepienia wichrowatego.

8. Przesufimy przez punkt P, lezacy na prostej 7, i przez kolo % po-
wierzchnie stozkowa (P, k) 1 wyznaczmy élad pionowy k, tej powierzchni,
przesuimy rowniei przez punkt P i przez kolo k, stozek (P, ), to powierz-
chnie (P, k) i (P, k,) przecinajg sig podlug dwu tworzaeych PC i PD skle-
pienia wichrowatego, symetrycznych wzgledem plaszezyzny (4, M,M,).

Przez kazdy punkt prostej ! przechodzg dwie tworzace rzeczywiste lub
urojone sklepienia, ta prosta jest wiec prosty podwojng powierzchni.

Plaszczyzna m, przesunigta przez prosta I, przecina sig ze sklepieniem
podlug krzywej rzedu czwartego, ktéra sie rozpada na cztery proste; dwie
7z nich schodza sie z prosta podwéjng [, a dwie sa tworzgcemi powierzchni
symetrycznymi wzgledem grodka O.

Sklepienie wichrowate jest tedy powierzchnig rzedu czwartego.

9. Przesuhmy przez prosty ,/“ plaszczyzng 7%, rownolegly do plaszezyzny
poziomej rzutéw 1 Wyznaczmy punkta przecigcia sig A, i A, tudziez B; i B,
k6l k, i k, z plaszczyzng =% to proste A, B, i A, B, sa tworzacemi sklepienia.

Przez punkta przeciecia sig R, i R, prostej | z tworzacemi A,B; 1 4,B,
przechodzg tworzace, symetryczne wzgledem plaszezyzny (I, M, M,) z temiz
tworzacemi. Atoli te tworzace symetryczne schodza sig z prostemi A, B,
i A, B, (art. 8.) Proste 4, B, 1 A, B, sa tedy krawedziami sklepienia wichro-
watego. Punkta R, i K, sa ostrzami powierzchni.

-_0 R T

Jezeli przez prosta ! mozna poprowadzi¢ takie plaszezyzny n* i n®, kto-
rych §lady pionowe m,% i m,° sa stycznemi do rzutéw %, i k,* kierownic skle-
pienia, natenczas leza na tych plaszczyznach dalsze dwie krawedzie po-
wierzchni.

Jakoz $lad 7z, przecina si¢ z kolami % “ i k* w dwu parach punktow
A4 1 A" tudziez Dt it nieskonczenie blisko siebie lezacych, tworzace
tedy A,B; i 4;B;, réwnolegle, gdyz leza na plaszezyZnie, przesunigtej przez
prosta 7, nakrywajg sig 1 tworzg krawed# sklepienia. Ostrze tej krawedzi lezy
w nieskonczonosci i t. d.

10. Poprowadzmy przez srodek O sklepienia wichrowatego (rys. 125.) pro-
ste mi,... rownolegle do tworzacych g, 1 gg,-- lezacych na plaszezyznach. prze-
sunietych przez ,l* 1 wyznaczmy slady pionowe D,,... tychze, to punkta e
dziela na dwie rowne czedei odeinki By B, ... i leza na obwodzie kola Fu, Z8-
kreslonego na srednicy OM,.

Stozek kierowniczy zatem sklepienia wichrowatego, jest stozkiem rzedu
drugiego i posiada tg wlasnoéé, ze plaszezyzny, réownolegle do plaszezyzn, na
ktérych kola kierownicze powierzchni lezy przecinaja sig z nim podlug kol.

Plaszczyzny asymptotyczne, poprowadzone do sklepienia wichrowatego
przez tworzace ¢, i g,y sa TOwnolegle do plaszezyzn stycznych, poprowadzo-
nych do stozka kierowniczego wzdluz tworzacych ;... réwnoleglych do gy 1 9.

Zagadnienie 1. Poprowadzi¢ w punkcie P lezgcym na sklepieniu wi-
chrowatem, plaszezyzng styczna do tej powierzchni.

Rozwigzanie: Przyjmijmy, Ze punkt P lezy na tworzacej ¢, = A4, B,
powierzchni (rys. 125.).

a) Poprowadimy Ww punktach 4, i B, styczne s, is, do k6l %y 1k,
przesufimy przez proste g, is,, tudziez g, 1 s, plaszczyzny 7?1 m* i wyzna-
czmy nadto plaszczyzng asymptotyczng a7, przesunigty przez tworzaca g, to
stosunek podwdjnego podzialu punktow stycznosci 4, B,, U., P, lezacych
na prostej g;, jest rowmy stosunkowi podwdjnego podzialn plaszezyzn sty-
cznych = nt, n%, ¥, poprowadzonych do powierzchni W owych punktach.

Slad pionowy 7,7 plaszczyzny styczne] , poprowadzone] do sklepienia
w punkcie P wyznaczono na rysunku za pomocy szeregow jednokreslnych
A% B U4 P A%, B,”, U,", leZgcych na podstawach ¢, 1 p*

b) Styczne s, i 8, poprowadzone W punktach 4, 1 B, do kOt &y 1k,
a nadto prosta [ wyznaczaja hiperboloide, ktora sig styka ze sklepieniem wi-
chrowatym wzdluz tworzacej ¢, Do ukladu ¢ tworzacych hiperboloidy, na-
lezy prosta g, prostopadla do plaszczyzny pionowej rzutow, przesunigta przez
punkt przecigcia sie rzutéw s“ 1 8% przecina sig bowiem z prosta { w mnie-
skoticzonodci, a nadto prosta g,, ktora laczy punkta przecigeia sig S, i 8, pro-
stych sy i s, z plaszczyzna, przesunieta przez prosta I 1 réwnolegly do pla-
szezyzny poziomej rzutow.

Plaszezyzny (P, 9y) 1 (P, 95) przecinaja sig podlug tworzace) sy hiperbo-
loidy, plaszezyzna tedy (4i, s,) jest plaszczyzng styczna, poprowadzong w pun-
kcie P do sklepienia.

11. Prosta I jest, jak wiadomo, prosta podwdjna sklepienia, przez kazdy
punkt bowiem, lezacy na tej proste], przechodza dwie tworzace powierzchni,
rzeczywiste lub urojone.

1
-
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Krzywa rzedu drugiego ¢?_, podlug ktoérej plaszezyzna W nifa'skoﬁcziono-
ei przecina sig ze sklepieniem wichrowatem, jest krzywa podwc.)_]n@ te] po-
wierzchni; przez kazdy punkt bowiem tej krzywe] przechodzg dw1f3 tworzace,
a przez kaZda styczng poprowadzona do krzywej ¢*, przechodza dwie plaszczy-
zny asymptotyczne powierzchni.

Krzywa podlug ktérej plaszczyzna 7 przecina si¢ ze sklepiez&iem wichro-
watem jest rzedu czwartego ¢t poszezegdlne punkta tej krzywe] otrzymamy,
wyznaczajac punkta przeciecia si¢ tworzacych ¢,,.. z plaszezyzng 7. ’

a) Jezeli plaszczyzna 7 przecina sig z prosts ! w punkcie, przez ktory
dwie rzeczywiste tworzace przechodza, a krzywa ¢t, wdwu punkta.ch_ TZECZY-
wistych, natenczas krzywa ¢* posiada trzy punkta podwodjne rzeczywiste. :

b) Jezeli plaszazyzna 7 przecina si¢ z prosty ! w punkcie, przez ktor;y
dwie urojone tworzace przechodzy a krzywa ¢, w dwu punktach rzeczywi-
stych, natenczas krzywa c* posiada punkt odosobniony i dwa punkta pod-
wojne rzeczywiste. :

¢) Jezeli plaszezyzna 7 przecina sig z prosta 1 w punkcie przez kto_ry
przechodzg dwie tworzace rzeczywiste , a krzywsg ¢t, w dwu punkt:;ach urojo-
nych, natenczas krzywa c* posiada jeden punkt podwéjny rzeczywisty a dwa
urojone. \ ,

d) Jezeli plaszczyzna 7 przecina sig z prosta ! w punkcie, przez ktory
przechodza dwie urojone tworzgce, a krzywa ¢?, wdwu punktach MO]Olly'flh,
natenczas krzywa c* posiada jeden punkt odosobniony i dwa punkta podwojne
urojone.

12. Przesunmy przez wierzcholek O stozka kierowniczego (O,. ko) .pla-
szezyzne 7wl réwnolegla do plaszczyzny 7, to ta plaszczyzna przecina sig ze
stozkiem podlug tworzacych OM i ON; krzywa ¢t zatem p.odlug ktérej pla-
szczyzna m przecina sig ze sklepieniem wichrowatem, posiada dwa punkta
podwdjne w nieskoficzonodei D,* i D,* (rys. 126.).

Przesufimy przez kolo %, walce o tworzacych réwnoleglych do prosty.clf
OM i ON, i wyznaczmy slady pionowe k; i k; tychze, to kola k; 1 Ic_.i tudziez
I, i k, przecinaja sie W punktach B, 1 B, tudziez B, i B,, przez ktore prze-
chodza tworzace ¢y 1 g, tudziez g, 1 9, sklepienia, odpowiednio réwnolegle do

tworzacych OM i ON stozka kierowniczego tej powierzchni.

Plaszezyzny asymptotyczne ige i 2m°, przesunigte przez tworzace ¢; 19,
przecinaja si¢ z plaszezyzng # podlug stycznych, poprowadzonych do _krzy-
wej ¢* w punkcie podwéjnym Dy* ; plaszezyzny asymptotyczne *z% 1 e,
przesunigte przez tworzace g3 1 Ui przecinaja si¢ z plaszczyzng 7 podiug
stycznych , poprowadzonych do ¢t w punkeie podwijnym By

Punkt D,, w ktérym plaszezyzna 7 przecina sig z prosty 1 jest trzecir':a
punktem podwéjnym krzywej przekroju ¢*. Przez punkt D, przec-hodzag dwie
tworzace ¢, i [; sklepienia wichrowatego. Jezeli tedy poprowadzimy W,p‘llll-
keie D, plaszezyzny styczne do powierzehni, uwazajac ze 6w punkt lezy ma
dwu tworzacych, 1 wyznaczymy proste, podlug ktérych te plaszczyzny prze-
cinaja sig z plaszczyzna 7, natenczas otrzymamy styczne, poprowadzone do
krzywej przekroju ¢, W punkecie podwoéjnym D,

13. Plaszezyzna, przesunigta przez kierownice ! sklepienia Wichrowa.tc?go,
przecina si¢ z tg powierzchnig podiug dwu tworzgceych réwnoleglych g, 1 9,

o
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i jest plaszezyzna styczng poprowadzong do powierzchni w punktach, w kto-
rych tworzace g, i ¢, przecinajg sie z prostg /.

Plaszczyzny m..., przesuniete przez tworzace f,... sklepienia i prostopadle
do plaszezyzny symetryi (I, M;M,), sa plaszezyznami stycznemi, poprowadzo-
nymi w dwu punktach do powierzchni, i przecinajg sie z ta powierzchnia po-
dlug krzywej rzedu drugiego; na kazdej bowiem z tych plaszezyzn lezy two-
rzaca I, symetryczna z ¢ ze wzgledu na plaszezyzne (I, M I,) (art. 8.).

Plaszczyzny, poprowadzone przez tworzace sklepienia
wichrowatego, sa plaszczyznamli stycznemi walca hiperbo-
licznego, albo, rzuty tworzacych sklepienia wichrowatego na
plaszeczyzne, réwnolegla do plaszezyzny symetryi I, M,M,, po-
wlécza hiperbole.

Jakoz przesufimy przez prosta podwdjng ! plaszezyzng m! i wyznaczmy
punkta przecigeia sie B,* i B,* dadu m,' z kolem % “, a nadto punkt P*,
w ktérym $lad #! przecina sie z biegunows p“ punktu O* ze wzgledu na k",
to 0, P*, B,", B,” i rzuty tych punktéw 0, P’ B, i B,' na 05 ,z“ two-
rza grupy harmoniczne (rys. 127.).

Jezeli &lad w! obraca sie okolo punktu O“, natenczas punkta O,' i P’
nie zmieniaja swego polozenia, rzuty zas B,' 1 B/,... dziely harmonicznie od-
cinek 0,’P; szeregi tedy By, By',.. i By, B,' sa jednokreslne.

Atoli punkta 4,“ i 4,“,.. sg symetryczne z punktami B,* 1 B“... ze
wzgledu na 0“; rzuty tedy B,‘, By',... 1 14,/, 14,,... tudziez B,', B;,... i '4,
‘A,’,... a nadto 4,', 4;',...1 B, By',... tworzg szeregi jednokreslne; proste tedy
A'B,'=g,’, 4,'B,'=¢,";... 1aczace elementa odpoiiednie szeregow jednokresl-
nych, sa stycznemi, poprowadzonymi do krzywe]j klasy drugiej ¢’

Punkt 0 jest srodkiem krzywej ¢’ rzuty bowiem poziome tworzacych,
ktére leza na plaszezyznach, przesunigtych przez I, sy rownolegle i symetry-
czne wzgledem O'. :

Przez $rodek O' przechodzi prosta (', rzut tworzacej podwojnej I, i pro-
sta ¢!, rzut dwu krawedzi ¢, i £, sklepienia, ktore leza na plaszezyznach sty-
cznych, poprowadzonych przez kierownice ! do kol &, 1 Z,.

Proste I' i ¢ sg przeto asymptotami krzywej ¢

0 konoidach rzedu czwartego i trzeciego.

14, Powierzchnie wichrowata, ktére] kierownicami sa krzywe rzedu dru-
giego ¢?, prosta m i prosta I, lezgca w nieskoficzonodei, nazywamy konoidg
przekroju stozkowego.

Jezeli prosta m mie przecina si¢ z krzywa ¢?, natenczas konoida jest
rzedu 2.2 czwartego, jezeli za$ prosta m przecina sie z kierownicg ¢* w jednym
punkcie natenczas konoida jest rzedu 291 trzeciego (art. 2.).

W dalszym ciagu bedziemy moéwic przedewszystkiem o konoidach rzedu
czwartego.

15. Przyjmijmy, ze kierownice c* i 1, lezg odpowiednio na plaszezyznach
pionowej i poziomej rzutéw (rys. 128.). '

Przesufimy przez punkta M,,... lezace na kierownicy m, plaszezyzny Ll
réwnolegle do plaszezyzny poziomej rzutéw 1 wyznaczmy punkta przecigcia
sie 4, i B,,.. tychze z krzywa c* to proste M4, =g, i M, B, =g;,.. sa two-
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rzacymi konoidy. Przez punkta tedy, lezace na proste] om® przechodzg po
dwie tworzace powierzchni, kierownica tedy ,m“ jest prostg podwojng konoidy.
Przesunmy przez punkta L. lezace na prostej I, i przez krzyws o
walce (L, €%),... & przez prostg m 1 przez punkta L - plaszczyzny (L, M)
to proste, podiug ktorych plaszezyzny (L, n); przecinajd sig z walcami
(L, ¢ 5% tworzacemi konoidy-

Kierownica [, jest tedy prosta podwdjng konoidy (art. 1.).

Plaszczyzna Ta, przesunigta przez punkt D, W ktorym prosta un przecina
sie z plaszezyzng plonows rzutéw, i rownolegla do plaszezyzny poziome] rzu-
tow, przecina sig z krzywa ¢* W punktach A, i B,; tworzace DA, i DB,
schodza sie na tworzace] podwodjne] ,p* powierzchni.

Plaszczyzny styczne, poprowadzone przez prosta [, do kierownicy ¢?
przecinaja sie z ta krzywa W dwu parach punktow, bezposrednio Ppo sobie
nastepujacych, ktore sie schodzg z punktami K, i K,; tworzace tedy ‘MK, —k
i MK,=k, s3 krawedziami konoidy, ostrza tychze schodza sie # punktami
K, i K,.

PoprowadZmy przez punkt D styczne s, is, do kierownicy ¢ & przez
punkta stycznosel tychze K, 1 K, tworzace k; ik, powierzchni, to proste k&,
ik, sg krawedziami konoidy, ktorych ostrza leza na proste] l,-

Jezeli kierownica ¢* jest hiperbola, natenczas prosta M, UiV, 18
czace punkt M, lezacy na prostej ,m“ Z punktami i V™ ktorych hi-
perbola ¢* przecina si¢ z plaszeczyzng W nieskonczonoscl, s& tworzacemi kanoidy.

Jezeli kierownica c¢* jest parabola, natenczas prosta U, P, laczaca punkt
U, z punktem, lezacym W nieskonczonosci na krzywej ¢ jest krawedzig
konoidy.

16. Plaszezyzny ‘%, 7. przetunigte przez tworzaca podwojng LD prze-
cinaja sie % konoida podiug krzywych rzedu czwartego, ktore sig sklada)a
z proste] P i z krzywych rzedu drugiego ¢, % g N

Krzywe ¢, % €% 58 miejscaml geometrycznemi punktéw 1y, 2. 1y 2g500p0ne
w ktérych tworzace gy, Jar- powierzchni przecinaja sie z plaszczyzna.mi V1,

g,...; szeregi tedy 1y, Lge 245 2,5 JaKO przebicia peku plaszezyzn 17z, 298,..
prostemi gy, gy 5% jednokreslne.

Atoli przez punkta 1, 24 1gy Zageeere przechodza krzywe ¢% €37
A zatem:

Krzywe rzgdu drugiego, lezgce na konoidzie, przecina,jq
sie z tworzacemi te] powierzehni w elementach odpowiednich
szeregow jednokreélnych.

17. Rzuty przekrojow stozkowych konoidyna plaszczyzng
kierownicy ¢* % punktu, lezgcego na proste] ,m* sa srodkowo
kolineacyjne z kraywa e

Slad Z,' na plaszezyznie kierownicy ¢ (rys. 129.) wyznacza prosta ,m“,
p wyznacza tworzacs podwojna, 2 glad zbiegu #', rownolegly do p, wyznacza
plaszczyzng, na ktérej kierownica l, lezy.

Plaszczyzna 0Z° 2", przesunigta przez prosta m, przecina sig z konoida
podlug dwu tworzacych T,Z'y 1 T,Z',, ktérych slady tlowe Ty i T leza na
krzywej ¢?, slady zbiegu za$ schodzg sie z punktem Z,', lezgcym na 2"

¥) Z tego powodu mozna wyznaczyé konoide za pomocs kierownicy ¢? lezace) na jednej,
i za pomoca kierownicy lu, lezacej na drugiej plaszezyznie rzutow.

— L T

Wyznalc.zmy za pomoca plaszezyzny (T,T,, 2,'Z,") punkt przecigcia sie
§0l _tworza&.ce.] (1,Z,") z plaszczyzng (p, &), przesuniety przez prosta podwdjng
p, i poprowadzmy przez Z,' prosta Z, M’ réwnolegla do 7,7}, to z podobieni-
stwa trojkatow
Z'D'M i D'Z,Zy tudziez Z,'T,T, i Z,'Z,'P"
_ Zept Z'M Z'T, ZT
ks 1 =21 i A pehaed)
wynika DZ, 2,2 T,Z T,P" a przeto
7%, 2D _ZTy AH
. FZLE D R * Gt
atoli z podobiefistwa trdjkatow M Z'T, i T,P'Z, wynika:
_M‘ij 2 ZilTﬂr—_Zsl_Pr . P! 1"31 Mizilg,zl_‘g‘itl;z_igl.:
PZ, :

1.

podstawiajac th wartodé w réwnanie 1. otrzymamy:
AT A & Z' T e
Tﬁ;; $ ﬁg= ﬁ: ij=(zilzsziD)ngl 24=n'

Tlo§é ,m* jest zalezna jedynie od polozenia gladu zbiegu z,‘ plaszezyzny
(p, 2',), przesunietej przez prosty podwojng p, rzut tedy ¢’ (D'...) krzywej ¢,
podlug ktorej ta plaszczyzna przecina sie z konoida, z punktu O, leigcego na
prostej m, na plaszczyzng kierownicy c¢? jest krzywa, srodkowo kolineacyjng
z ¢ Punkt Z,' jest érodkiem, prosta # jest osig, a wartosé ,n’ jest cechs tej
kolineacyi.

18. Plaszezyzny styczne, poprowadzone do konoidy w punktach, lezgcych
na.‘tworzqcej tej powierzchni, mozna z latwoscia wyznaczyeé, opierajac sig na
tw1erdzen‘iu: ,pek plaszczyzn przesunigtych przez tworzaca powierzchni, wi-
chrowatej jest jednokreslny z szeregiem punktow stycznosei tychze.

Aby tedy wyznaczy¢é plaszczyzng styezng, poprowadzong do konoidy
w punkcie P, lezgcym na tworzacej g, (rys. 130.) wyznaczmy $lady pionowe
plaszezyzn stycznych 7%, L poprowadzonych do tej powierzchni w pun-
ktach A,, M, 1 3_, lezacych na prostej g, ; dlad pionowy 7. jest styczng po-
prowadzong w punkcie 4, do kierownicy ¢?, élad 7, laczy punkt 4, z pun-
ktem D w ktérym prosta ,m‘ przecina sig z plaszczyzna pionowsg rzutow,
a flad @ jest réwnolegly do osi z i schodzi sie z prosta g,”.

Slady nt, =%, #°... przecinajg si¢ z osig rzutdw z W punktach 1, 2, St
szeregu jednokrestnego i perspektywicznego z szeregiem punktow stycznodci
A_” M,, 3, P... lezgcych na tworzacej gy. Jezeli tedy polaczymy punkt prze-
cigela sie O promieni 4“1 i M,“2 z punktem P“ i wyznaczymy punkt By
w kt-or.ym prosta OP* przecina sie z osig X, natenczas prosta A, P, jest sla-
dem pionowym plaszezyzny stycznej, poprowadzonej W punkcie P do konoidy.

Zagadnienie: Poprowadzié do konoidy plaszezyzny styczne, rowno-
legle ‘do plaszczyzny m'. :

;Rozv_vi%za.nie: Wyznaczmy prosta [, podlug ktérej plaszczyzna wl
przecina sig z plaszczyzng 7, na ktérej kierownica [, lezy, przesunmy na-
stepnie przez prosty podwdjng m plaszezyzng 7%, réwnolegla dol 1 wyznaczmy
punkta A4, i By, w ktorych ta plaszezyzna przecina sig z krzywg kierownicza
e t? proste g, 1 s, poprowadzone przez A, i B, réwnolegle do l, sa tworza-
cymi kc_)noidy, réwnoleglymi do plaszezyzny nl; plaszczyzny tedy n? i 7w’
przesuniete przez proste g, i g, i réwnolegle do plaszezyzny nY, sg zadanymi
plaszezyznami stycznemi. Punkta stycznosei tych plaszczyzn wyznaczymy
w sposob, wylozony W ustepie poprzednim.
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19. Krzywa, podlug ktérej dowolna plaszezyzna s’ przecina sig z kono-
ida jest rzedu czwartego c¢*. Punkta przecigeia sig Dy 1 D_ prostych podwdj-
nych m i I, z plaszczyzng =', a nadto punkt D, w ktérym plaszezyzna z!
przecina sie z tworzacg podwojng p (rzeczywistg lub urojong), sa punktami
podwéjnymi krzywej przekroju c*.

Przez punkt D, przechodzg dwie tworzace gy 1 ¢, konoidy, plaszczyzny
tedy (m, g,) i (m, g,), przecinaja sie¢ z plaszczyzng u' podlug stycznych, po-
prowadzonych w punkcie podwéjnym Dy do krzywej c¢,.

Aby wyznaczyé styczne, poprowadzone do krzywej przekroju w punkecie
D, przesufimy przez prosta podwdéjng ,m¢ plaszczyzng n?, réwnolegla do pro-
stej I, podlug ktérej plaszezyzna kierownicza przecina sie z plaszczyzna 7',
poprowadZmy nastepnie przez punkta przeciecia sig A, i B, plaszczyzny 72
z krzyws kierownicza ¢? tworzace ¢, i g,, réwnolegle do 1, to plaszczyzny
(75, ) 1 (9, ) sa plaszczyznami asymptotycznymi konoidy, przechodzacymi
przez D_, a proste podlug ktérych te plaszczyzny przecinaja sig z plaszczyzng
71, sa stycznemi, poprowadzonymi w punkcie D_, do krzywej c*

Dowolna plaszczyzna, przesunieta przez tworzacy podwéjng p jest pla-
szozyzng styczng poprowadzong do konoidy w dowolnym punkcie, lezacym
na prostej p, plaszczyzna bowiem, na ktérej kierownica ¢® lezy, plaszczyzna
(p, m) i plaszczyzna asymptotyczna przesunigta przez p sg plaszezyznami sty-
cznemi w punktach 4, i B, (art. 15. rys. 128) w punkeie D i w punkeie le-
zgcym w nieskoficzonogel na p.

20. Jezeli kierownice m i ¢ przecinaja sie w punkcie M (rys. 131.) na-
tenczas konoida jest rzedu trzeciego (art. 14.).

Plaszezyzny ml.. przesunigte przez kierownice [, i przez punkta M.
lezgce na prostej m, przecinajg sig¢ z krzywg ¢? w punktach 4, i By,.. proste
M, A, i M,B,,.. sa tedy tworzacemi konoidy. Kierownica ,m jest prosta pod-
woéjna (jedyna) konoidy rzedu trzeciego (rys. 131.).

Na plaszczyznach stycznych =* i 73, poprowadzonych przez kierownicg
I do krzywej ¢* leza krawedzie & ik, powierzchni. Jezeli kierownica ¢ jest
parabola, natenczas prosta M, P, laczaca punkta. lezace na prostej 1 ma pa-
raboli w nieskonczonosci, jest krawedzia konoidy.

Plaszczyzny, przesuniete przez prosta podwéjng ,m“, przecinajg sie z po-
wierzchnia podlug tworzacych. Plaszczyzny, przesuniete przez tworzgca,
przecinaja sie z konoidy rzedu trzeciego podlug elips, parabol lub hiperbol,
stosownie do tego czy kierownica powierzchni jest elipsa, parabola czy hiper-
bola, konoida bowiem eliptyczna nie ma tworzacych rzeczywistych w nieskon-
czonoéci, konoida paraboliczna posiada jedng, a konoida hiperboliczna rzedu
trzeciego posiada dwie tworzgce W nieskonczonosci.

0 linijach i powierzchniach $rubowych.

1. Krzywa, lezaca na powierzchni walcowej obrotowe]j, ktérej elementa
sa, nachylone do tworzacych pod tym samym katem, nazywamy linija srubowa.

Podzielmy powierzchnie walcowa za pomocy tworzacych a, b, e... (rys.
132.) na nieskoficzenie waskie paski ab, be.... i przyjmijmy, Ze element Ol linii
srubowej jest machylony do tworzacych i b pod katem @, to elementa 12,
23,... lezace na dalszych paskach sg nachylone do tworzgcych b 1 ¢, ¢ 15
pod tym samym katem.
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7 tego wynika bezpoérednio, ze styczne 01, 12,.. poprowadzone w pun-
ktach 1, 2,... do linii $rubowej ¢ sa nachylone do tworzgcych walca pod ka-
tem @ a do plaszczyzny kola kierowniczego £, prostopadlej do tworzacych a,
b,... pod katem (90 - a)=4.

Obréémy pasek (a, b) okolo tworzgcej b tak, aby sig zeszedl z paskiem
(b, ¢), to punkt O, lezacy na kole % i na linii srubowe] ¢, opisze nieskoncze-
nie maly luk 01, kola zakreslonego z punktu 1’ promieniem 1'0, a element
01 zejdzie sie z elementem prostej 12, obro¢my nastepnie zlaczone na jednej
prostej elementa O1 i 12 okolo tworzacej ¢ tak aby po obrocie lezaly na
plaszezyznie (b, ¢), to punkt 1, opisze luk 1, 2, kola zakreslonego z punktu
2' promieniem 2'1, a elementa 011 12 zejda sig z elementem prostej 23 ..1t. d.

Po rozwinieciu tedy powierzchni walcowej na plaszezyznie jest prze-
ksztalcona linii $rubowej prosta, nachylona do tworzacych walca rozwinigtego
pod katem a@. A zatem:

Miejsce geometryczne punktéw przecigeia si¢ plaszezyzny, prostopadle]
do tworzacych walca, ze stycznemi poprowadzonymi do linii §rubowej, jest
odwinieta kola (str. S).

Linie érubowe sa krzywemi geodezyjnemi powierzchni walcowe] (str. 43).

9. Jezeli na rozwinietej powierzchni walcowej nakreslimy prosta 7, a na-
stepnie sprowadzimy te powierzchnie do pierwotnej postaci, natenczas prosta
zamieni si¢ na linie $rubowa. Punkt tedy, ktéry lezy na powierzchni walco-
wej obrotowej i wykonujs dwa ruchy, o chyzoséciach proporcyonalnych, mia-
nowicie ruch obrotowy okolo osi powierzchni i ruch post¢powy na tworzacych,
opisuje linie $rubowa. '

Czesé linii érubowej, zawarta migdzy dwoma punktami, ktére leza na
jednej tworzacej powierzchni walcowe] i nastepuja po sobie bezposrednio na
tej krzywej, nazywamy krokiem, a odleglos¢é owych punktéw nazywamy wy-
sokoscia kroku linii $rubowej.

3. Przyjmijmy, Ze kierownica % powierzchni walcowe]j lezy na plaszczy-
énie poziomej rzutéw, a nadto, ze odcinek MN jest réwny wysokosei kroku
$ruby (rys. 133).

Rzut poziomy ¢' linii srubowej, lezacej na owym walcu, schodzi sie z ko-
lem k. Aby wyznaczyé rzut pionowy ¢“ tej krzywe] podzielmy okreg ,k“ na
,n¢ réwnych czedei 01, 1'2',... i poprowadzmy przez 0+, 14, 2.... proste prosto-
padle do osi rzutéw z, podzielmy réwniez odcinek MN na ,n“ réwnych czegsci
0,1,, 1,2,,... 1 poprowadZzmy przez punkta 1,, 2,.. proste réwnolegle do ,
to punkta przeciecia sig 1*, 27,.. prostych 1414, 2:2%,... z prostemi 1,1%, 2,27
leza na rzucie pionowym o¢”“.

Slady poziome H,, H,,... stycznych poprowadzonych w punktach 1, 2, 3...
do linii $rubowej, leza na odwinietej ¢ kola kierowniczego & powierzchni
walcowej.

Rzut poziomy s,’ stycznej s;, poprowadzonej w punkeie ,6¢ do krzywej
o, schodzi sie ze styczna, poprowadzona w punkecie 6' do kola &/, a rzut pio-
nowy s,“ laczy 6“ z rzutem pionowym I1;* punktu, w ktérym s;' przecina
sie z odwinigta kola.

Przez dwie bezpoérednio po sobie nastepujace styczne, poprowadzone do
krzywej, przechodzi plaszezyzna scisle styczna.
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Slad poziomy plaszezyzny, przesunictej przez s; i przez styczna sasiednig
schodzi sie z prosta m% ktéra przechodzi przez punkt I7; i jest prostopadla
do stycznej s, plaszczyzna tedy (s;, 7.°) jest plaszczyzng $cisle styczna krzy-
wej srubowej w punkcie 6.

Plaszezyzna fciéle styczna m%, poprowadzona w punkcie ,8% do krzywej
o, jest prostopadla do plaszczyzny pionowej rzutow; na §ladzie pionowym 7,*
tej plaszczyzny schodzg si¢ rzuty pionowe dwu bezposrednio po sobie naste-
pujacych styeznych, Slad z,° jest tedy styczna przegiecia krzywej ¢“ w pun-
keie 8“. A zatem:

Rzut prostokatnyliniidrubowejo”na plaszczyzng, rOwno-
legla do osi §ruby, przecina si¢ z rzutem tej osi w punktach
przegiecia krzywej ¢

4. Niech ,r% oznacza promien kola %, 5 rzut poziomy, a S rzut pio-
nowy punktu S, lezacego na linii srubowej.

Przyjmijmy, Ze o8 rzutéw ,z“ i prosta, poprowadzona przez $rodek O
kola % prostopadle do z, sa osiami ukladu spélrzednych (rys. 134.).

e

Rzedna punktu S y—=S,8“=H.S'.tg f—0'S'.tg B, gdzie »B% oznacza
kat nachylenia styeznych, poprowadzonych do linii srubowej, do plaszczyzny
poziomej rzutéw.

JSI
Odcigta punktu S z=7r.sin 4 , a poniewaz o0'S'= Elﬁ_ przeto z=
o
(=]

=r.sin . Rzut pionowy tedy ¢” jest sinusoids.

Yy
r.tg g

Podstawiajgc w réwnaniu y —=o0'S‘.tg f za o'S’' wartosc obwodu kola
2wy, otrzymamy wysokosé kroku sruby w=2nr.tg .

5. Rzuty réwnolegle linii srubowej ¢ na plaszezyzng prostopadly do two-
rzacych walca, na ktérej ta krzywa lezy, sa cykloidami. Stosownie do tego,
czy proste rzucajace sg nachylone do plaszezyzny rzutow pod katem §, réwnym
katowi jaki styczne, poprowadzone do linii $rubowej, tworza z plaszczyzna
rz_ut(')w’_, czy pod katem wigkszym niz kat 8, czy tez pod katem mniejszym
niz B, jest rzut krzywej ¢ cykloida zwyczajng (z punktami zwrotu), cykloidg
s].{ré_czqnaz (z punktami podwdéjnymi), cykloidg wydluZona (ze stycznemi prze-
gigcla).

' P‘rzyjmijmy, %e kierunek rzutu linii $rubowe] jest wyznaczony prosts s,
ktoxl'a. Je?t réwnolegla do plaszczyzny pionowej, a nachylona do plaszczyzny
poziomej rzutéw pod katem y wiekszym niz g (rys. 134.).

Poprowadzmy przez punkt S, lezacy na krzywej o plaszczyzne z', pro-
stopadla do osi y i wyznaczmy rzut k, kola %, podlug ktorego ta plaszezyza
przecina sie z walcem, a nadto rzut S; punktu S. Zakreslmy nastepnie ze
$rodkéw O i O, kola k, i k,, ktérych obwody sa réwne rzutowl w.cotg y wy-
sokos'(.zi ,w* kroku éruby i poprowadzmy styczng o,0, do tych kol, réwnolegla
do osi ,z%, wyznaczmy réwniez punkta s, i s, w ktérych promienie OS’,
i 0,8, przecinajg si¢ z kolami %k, i %, to spostrzeZemy, ze

—

_ 0,0,=00,=s,5, =88, =8,8,“=8"8,.cotg y= 0,5,
Jezeli tedy kolo [, toczy sie po prostej 0,0, i opisze droge 0,0, TéWna
lukom o,5,, natenczas punkt o, leZacy na kole % opisuje cykloidg skrdcons,

—_— s v

ktéra przechodzi przez punkt S, albo innemi slowy rzut linii srubowej jest
w danym przypadku cykloida skrocona.

Jezeli kat nachylenia promienia ,s¢ do plaszczyzny poziomej rzutéw jest
réwny katowi f, natenczas kola I, i k sa przystajace, jezeli zas ow kat jest
mniejszy niz @3, natenczas obwéd kola &, jest wiekszy niz obwod kola .

W pierwszym tedy przypadku opisuja punkta kola /£ eykloide zwyczajna,
a w drugim cykloide wydluzona.

0 powierschniach $rubowych rozwijalnych.

6. Styczne, poprowadzone do linii érubowej o, (rys. 135.) sa tworzacemi
powierzchni érubowej rozwijalnej II, (str. 15. art. 26). Punkta przeciecia sig
stycznych, poprowadzonych do linii érubowej, z plaszczyzna prostopadly do
osi éruby, leza na odwinietej kola (art. 1); $lad poziomy tedy powierzchni
srubowej rozwijalnej jest odwinigta ¢ rzutu poziomego k' krzywe] srubowej o.

Plaszezyzny styczne, poprowadzone do powierzchni érubowej I7, wzdlnz
tworzacych 1H,, 2H,,... sa plaszezyznami Scisle stycznemi krzywej ¢ w pun-
ktach 1, 2,... lady poziome tedy Z;, %5-.. tych plaszezyzn sg stycznemi, popro-
wadzonymi do odwinietej ¢ W punktach IT,, H,,...

Tworzaca SH,, jej rzut poziomy S'H, leza na plaszezyznie prostopadle]
do éladu 7, podlug ktérego plaszczyzna styczna, poprowadzona do powierzchni
érubowej wzdluz tworzacej SH, przecina sig z plaszezyzng poziomg rzutow ;
kat nachylenia tedy plaszezyzny (&, SH,) do plaszczyzny poziomej rzutdéw jest
réwny katowi f.

7. Jezeli styczna SFH., poprowadzona W punkcie S do linii srubowej o,
w ten sposob sie porusza, Ze punkt stycznosel S zmienia w sposob ciagly
swoje polozenie na krzywej o, natenczas dowolny punkt 4, lezacy na styczne]j
SI1,, wykonuje ruch obrotowy okolo osi ,y* &ruby, o tej same] katowe] chy-
zodci co punkt S i ruch postgpowy na prostych, réwnoleglych do tej osi;
punkt A opisuje tedy linie srubowa o wysokosci kroku éruby, réwnej wyso-
kogci kroku krzywej o.

Walec tedy spolosiowy z powierzchnig srubowsg rozwijalng przecina sig
z ta powierzchnia podlug linii érubowej, o kroku rownym krokowi krzywej
érubowej, na ktore] owa powierzchnia jest opisana.

8. Slady poziome stycznych, poprowadzonych do linii $rubowe] w pun-
ktach, lezacych pod plaszczyzng poziomsg rzutow lezz na galezi ,¢“ odwinie-
tej kola [, symetrycznej z galezia ,c* ze wzgledu na prosta O'o".

Przez punkt D, tedy, W ktérym galezie ¢ 1 ¢, przecinaja sie, przechodzi
styczna s,, poprowadzona do linii érubowej w punkcie S;, lezacym na gbrnej
czesci tej krzywe) 1 styczna sy, poprowadzone W punkcie S, do dolnej czesci
krzywej $rubowej.

Jezeli tedy styczne s, 1 Sy, stale z soba polaczone, wykonuja ruch sru-
bowy okolo osi y, przyczem punkta stycznosei tychze S, 1 5, poruszaja sie
na krzywej o, natenczas punkt D, opisuje linig drubowa o,, lezacg na waleu,

o kierownicy ;.
Krzywe przestepne
D,, D,... z ktérych kazdy opisuje linijg srubowg oy, 0y....

A zatem: Tworzace powierzchni srubowej rozwijalnej przecinaja sig
w punktach, lezacych na nieskoniczenie wielu krzyw

¢ i ¢, przecinajy sig W nieskoficzenie wielu punktach

ych érubowych spolosio-

T
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wych z krzywa zwrotu o; wysokodei krokéw tych krzywych sa réwne wWyso-
kodci kroku krzywej zwrotu. Krzywe gy, 0,... nazywally krzywemi wlasnego
przenikania sig powierzchni $rubowe] rozwijalnej.

9. Przesufimy przez dowolny punkt W proste, réwnolegle do tworzacych
powierzchni srubowej rozwijalnej, to natenczas otrzymamy stozek obrotowy
>, albowiem tworzace tego stozka sa nachylone do prostej #;, poprowadzonej
przez punkt W i réwnoleglej do osi powierzchni srubowej, pod katem = (90—p)-

Plaszczyzna, przesunigta przez dwie bezpoérednio po sobie nastepujace
tworzace powierzchni 3, jest réwnolegla do plaszezyzny stycznej powierzchni
érubowej, poprowadzone] przez tworzace, réwnolegle do owych tworzacych
stozka. A zatem:

Plaszeczyzna styczna, poprowadzona do stozka kierowni-
czego wzdluz tworzacej f, jest rownolegla do plaszeczyzny
stycznej powierzchni srubowej rozwijalnej, poprowadzone]
wzdluz tworzacej s, rtéwnoleglej do £ '

10. Plaszezyzna 7 przecina sig z powierzchnig srubowg rozwijalna II,,
podlug krzywe] przestepnej ¢, ktora posiada mnieskoficzenie wielka ilo&¢ pun-
ktéw zwrotu i nieskoficzenie wielka ilo$é w potedze drugiej punktéw pod-
wojnych.

Punkta przecigoia sig Z;... plaszczyzny 7 z krzywa zwrotu ¢ sa pun-
ktami zwrotu, a punkta przeciecia sie D..., D,,... te] plaszezyzny z krzywemi
wlasnego przenikania sig 6y, 0y,.. powierzchni I, sa punktami podwojnymi
krzywe]j przekroju.

Plaszezyzny Scidle styczne, poprowadzone do krzywej o w punktach Z,...
przecinaja sig¢ z plaszezyzng 7 podlug stycznych zwrotu, a plaszezyzny sty-
czne, poprowadzone do powierzchni 1I, wzdluz tworzacych, ktére przechodza
przez punkta Dy, .. Dj,... przecinaja sie z plaszezyzng 7 podlug stycznych,
poprowadzonych do krzywej ¢ w punktach podwdjnych,

Jezeli plaszezyzna m!, poprowadzona przez wierzcholek W stozka kie-
rowniczego 3 powierzehni II, i réwnolegla do plaszezyzny m przecina sie
z ta powierzchniag stozkows podlug dwu tworzgcych, natenczas na kazdym
kroku powierzchni $rubowej leZg dwie tworzace s, i 8.. rownolegle do
plaszezyzny =, krzywa c przecina sig zatem z prosta, lezaca w nieskonczo-
noéci, w dwa razy nieskonczenie wielkiej ilosci punktéw i posiada taka samay
ilos¢é asymptot.

Jezeli plaszczyzna m! jest plaszczyzna styczna, poprowadzona do po-
wierzehni stozkowej =, natenczas krzywa przekroju posiada nieskofczenie
wiele punktéw w nieskoriczonosei i nieskonczenie wiele asymptot.

Jezeli za$ plaszczyzna @' przecina sig ze stozkiem =X podlug tworzacych
urojonych, natenczas krzywa ,c“ dazy wprawdzie do nieskoificzonosci, nie po-
siada jednak Zadnej asymptoty.

7 okredlen linii érubowej o, podanych w art. 1. i 2. wynika, Ze rowne
czedci te] krzywej sa przystajace. Jezeli tedy przez punkta 1, 2, 3—2, 3, 4.,
bezpodrednio po sobie nastepujace na krzywej o, przesuniemy plaszczyzny
4cidle stycznme m®.. i kola 123—F, 234=F,... to promienie tych kol sa rowne.
Wiadomo, #ze plaszczyzna $cisle styczna, poprowadzona do linii $rubowej
w punkcie S jest prostopadla do plaszezyzny, przesunietej przez ten punkt
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i przez o$ krzywe) o; érodki tedy kél krzywiznowych &, k... lezg na linii $ru-
bowej @,, spélosiowej z krzyws o.

19. Obréémy plaszezyzne Scisle styczng (1, 2, 3) okolo stycznej 23 tak,
aby sie zeszla z plaszezyzng (2, 3, 4), ztaczone na jednej, plaszezyzny (1, 2, 3)
i (2, 3, 4) obréémy okolo stycznej 34 tak, aby plaszezyzny (1, 2, 3)1 (2, 3, 4
zeszly sie z plaszezyzny (3, 4, B)... it. d., to wskutek tych obrotéw katy na-
chylenia elementéw 12 i 23, 23 i 34... nie zmieniaja sie, promienie krzywi-
znowe tedy przeksztalconej linii érubowej, po rozwinigciu powierzchni Iy,
opisanej na tej krzywej, sg réwne. A zatem:

Jezeli powierzchnie rozwijalna, opisana na linii $rubo-
wej, rozwiniemy na plasz czyZnie. natenczas przeksztalcona
krzywej zwrotu i przeksztalcone wszystkich linij srubowych,
lezgcych na tej powierzchni, sg Inkami kol

Nazwijmy ,»“ promien kola kierowniczego B (rys. 185.) ,8“ kat nachy-
lenia tworzacych powierzchni II, do plaszezyzny poziomej rzutéw, ,d* dlu-
go$é jednego kroku 012...n linii $rubowe] o, to d=620%.

Jezeli kolo k' jest kierownica stozka kierowniczego (W,, &) powierzchni

11, natenczas odcinki tworzacych tej powierzchni zawarte miedzy W, 1 pun-

ktami kola % sg réowne o
cos 3

Suma ,w“ nieskonczenie malych katéw, jakie tworza bezposrednio po
sobie nastepujace tworzgce s, 1 8, $; 1 83 Sn—t is, powierzchni rozwijalnej,
jest réwna sumie nieskonczenie malych katéw, zawartych miedzy tworzacemi
W,0i W1, W,1i W,2,.. Wyp 41 W, n, stozka kierowniczego.

Po rozwinieciu tedy powierzchni (W, k) (rys. 136.) otrzymamy

1. 2nr=6(—:;—ﬁw, w=2m cos f.

Jezeli rozwiniemy krok powierzehni Srubowej II,, zawarty miedzy two-
rzacemi S, 1 s, natenczas czesé Ol..n krzywej o zamieni si¢ na luk oyn; kola k,
o promieniu ¢. A zatem:

2mr 2m

- - rr r
cosﬁ=o'm’ a podstawiajac z 1. wartos¢ na ,w, otrzymamy - =g.27.cos f,

g

4 r
a Zzatem Q—Eo?—ﬂ-

TWOTZACe Sop.... Sa, Powierzchni II, schodzg sig po rozwinigciu tejZze na
plaszezyznie ze stycznemi, poprowadzonymi w punktach oy,..2 do kola £,.

Zagadnienie 1. Wyznaczyé rzuty pionowe punktéw, lezacych na po-
wierzchni §rubowej rozwijalnej, ktérych rzuty poziome schodzg sig z punktem A'.

Rozwigzanie: PoprowadZmy przez punkt A’ styczne s,'is,' do rzutu
poziomego k' linii §rubowej o (rys. 137.).

Prosta s,’ jest rzutem poziomym nieskoficzenie wielu tworzacych s,...
powierzchni II,, ktérych punkta stycznosci S;,. z krzywa zwrotu ¢ leZa cze-
Scig powyzej, czgfcis poniZej plaszczyzny poziome] rzutow.

Slady 'H,!,.. tworzacych s,,... ktérych punkta stycznosci z linig Srubowa
leza powyze] plaszczyzny poziome]j rzutéw, schodzg si¢ z punktami przecigcia
sie prostej s,’ z odwinieta ¢, kola &'; slady poziome za$ tworzacych, ktérych

Geom. wykresina. 9
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punkta stycznosci z krzywsg o lezs ponizZe] plasz.czyzny poz_io%nej rzutow, s?ho-
dza sie z punktami *I',... przeciecia sig proste] si.‘ Z od.wmlezt@ ¢, kola '
W podobny sposéb wyznaczamy §lady poziome twgrzmych Sgyee PO-
wierzchni rozwijalnej II,, ktérych rzuty poziome schodzaﬂsug Z pr‘ostag 857
Aby wyznaczy¢ rzubty pionowe 8 " iy ",...' punktt_)w Szl Sﬂ,..:'przeyj
ktére przechodzg tworzace s, .. i 8,,.. powierzchni, podmelmj.' vc.rysokosF _ZJIL‘\
kroku linii érubowej ¢ punktami P i @ W takim stosunku w .]:Ei,klm Iuki o'S,
i 0'S," dziela obwéd o'S;'S,'o’ kola %' i odmierzmy na pI_‘O_Ste‘]_:S’i'S’_ wypro-
wadzonej z S,' prostopadle do osi £ od punktu S?" powyze] te_]z? 031Todc1nk1
MP, MN+ MP,2MN+MP,... a ponize] tej osi odeinki NP, JM_N—FNP, 2MN —i—NIj,_..
to natenczas otrzymamy rzuty pionowe punktéw krzywej zwrotu, przez ktore
przechodzg tworzace Sy,... ‘ , 3
W podobny sposéb wyznaczymy rzuty pionowe punktéw krzywe] $rubo-
wej, przez ktore przechodzg tworzace Ss,... _ Wi .
Punkta przeciecia sig 4”... prostej A' A,z rzutafrm 8" 1 8" 83 rzutami
pionowymi punktéw, lezacych na powierzehni 'L, ktérych rzuty poziome scho-
dza sie z punktem 4. - : ‘
Zagadnienie 2.: Poprowadzi¢ tworzace powierzchni srubowe) rtozwi-
jalnej, rownolegle do danej plaszczyzny 7 (rys. 138.). Bl i
Rozwigzanie: Pray rozwigzywaniu tego zag?.d.nlema, zZwrécimy uwage
jedynie na pierwszy krok powierzchni, lezgcy powyze] plaszezyzny poziome]
rzutow. : ‘ ! .
Przesunmy przez wierzcholek W stozka kierowniczego (W, &) pqwmrzchm
Il, plaszezyzng ', réwnolegla do m, 1 Wyznaczmy tt‘vorzayce’ WA i WB ’po-
dlug ktérych ta plaszezyzna przecina si¢ z pow1erzchnla,. (W, k), poprm\iadzn;ly
nastepnie styczne s;' i sy’ tudziez s,' i s,' do rzutu &’ linil sr}l'bo?vel], réwnole-
gle do W'4A' i W'B', to z dwiema z tych stycznych schodzié sig beda rzu:ty
poziome tworzacych powierzchni srubowej, réwnoleglych do WA i WB, a wige
réwnoleglych do plaszezyzny 7. 4 .
Abv otrzymaé rzuty piomowe s§;“, sy, 53" is,” tworzgcych sy, S5, 5318,
powierzg];ni H}:, Wyznaczrc})y glady poziome I, 'Hg,_ H, 1 H&_ tych p'rostych,
i polagczmy rzuty pionowe H,“, H,",.. z rzutami plon?wymlqpunktow Ilz'jl:
3 i 4, przez ktore przechodza owe tworzace, to spostrzezemy, ze rzu.ty W
i s, tudziez W*B" i s, sa réownolegle, Ze p'rzeto tworzqce s, 18, plerwszego
kroku powierzchni srubowej rozwijalne] sa réwnolegle do plaszezyzny 7.
Zagadnienie 3.: Wyznaczy¢ slady pl.aszczyzn stycznych, poprowadz;)—
nych do powierzchni irubowe] rozwijalnej 1 przechodzacych l?rzez p}m:kt .
Rozwigzanie: Wiadomo, ze pla.szczy.zna. s‘tyczn’a, powierzchni srubo-
wej rozwijalnej poprowadzona wzdluz tworzace ,,.s“ jest rownolegl_a, do C%Za,isz:zy-
zny stycznej stozka kierowniczego tej powierzchni, poprowadzonej wzdluz two-
rzacej ,i¢ réwnoleglej do ,s“. : :
Przesunimy tedy przez punkt P stozek kj.er'owniczy (J_P, k)1 poprowladzmy
spélne styczne my, My,... do kola %, i do odwinietych ¢ 1 ¢ r.zutu pozmm]:tg,o
k' linii §rubowej ¢, polaczmy nastepnie punkt P z punktami 1, 2,.'..'VIV Ho—
rych proste my, fiy,... stykajg sie z kolem k’i a przez punkta stycznosci ,Ch,l.].;
tych prostych z krzywemi ¢; 1 ¢, poprowadzm’y tWOrzace Sy, Syy- pow1e}r)'z :
1I,, to jezeli proste W,1 is, W21 sy 88 réwnolegle, plaszczyzny (£, m4),

— RO —=

(P, m,),... sa plaszczyznami stycznemi powierzchni srubowej, przesunietemi
przez punkt P.

Przez punkt P_, lezacy w nieskonczonosci na prostej ,/“ moZna rowniez
z latwosdcia poprowadzié plaszczyzny styczne do powierzchni I7,.

Wyznaczmy w tym celu plaszezyzny styczne m' i m? poprowadzone do
stozka kierowniczego (W,, k,), réwnolegle do prostej ! i tworzgce styczmosci
tychZe #, i ¢, a nadto tworzace s, i s, powierzchni $rubowej, réwnolegle
do ¢ 1 t,, to plaszczyzna przesunigta przez s, réwnolegle do z' 1 plaszezy-
zna, przesunieta przez s, rownolegle do m? sa plaszczyznami stycznemi, po-
prowadzonemi do powierzchni fJ, przez punkt P, .

Zagadnienie 4.: Wyznaczy¢ krzyws e, podlug ktérej plaszezyzna =
przecina sie z powierzchnia srubowa rozwijalng (rys. 139.).

Rozwigzanie: Miejsce geometryczne punktow 1,.. w ktérych tworzace
S;,... powierzchni $rubowej rozwijalnej przecinaja sie z plaszczyzng 7, jest
krzywa przestepns.

Styczne, poprowadzone do tej krzywej w punktach 1,... schodzg sig z pro-
stemi, podlug ktérych plaszezyzna m przecina sig z plaszezyznami stycznemi
#l,... poprowadzonemi do powierzchni I, wzdluz tworzacych s,...

Plaszczyzna 'z, poprowadzona przez wierzcholek W stozka kierowniczego
(W, k), przecina sie z ta powierzchnia podlug tworzgcych urojonych, krzywa
przekroju ,¢“ nie posiada tedy w danym przypadku asymptot.

Punkt przecigcia sie Z linii §rubowej ¢ z plaszczyzna = jest punktem
zwrotu, a punkta przeciecia si¢ P,, P,,... plaszczyzny @ z krzywemi wlasnego
przenikania sig oy, 0,,.. powierzchni I, sa punktami podwdéjnymi krzywej c.

Punkta Z i P, leza na elipsach e i ¢, podlug ktérych plaszczyzna =
przecina sie z walcami, prostopadlymi do plaszczyzny poziomej rzutéw, w kie-
rownicach % 1 %,.

Przez punkt podwéjny P, przechodza dwie tworzace p, i p, powierzchni
II,, plaszezyzny styczne, poprowadzone do powierzchni srubowej wzdluz tych
tworzgcych, przecinaja sie z plaszczyzng m podlug styczanych, poprowadzonych
do krzywej ,c* w punkecie P,.

Plaszczyzna $cile styczna krzywej zwrotu ¢ w punkcie Z przecina sig
z plaszczyzna m podlug styczne] zwrotu poprowadzonej do ,c“ w punkcie Z.

0 powierzchniach srubowych wichrowatych.

13. Niech beda dane dwie proste przecinajace sig y i, (rys. 140.), z ktd-
rych y jest prostopadla do plaszczyzny poziomej rzutéw. Jezeli prosta I
wykonuje ruch $rubowy okolo osi y, natenczas punkta W, A,.. lezace na pro-
stej 7, opisuja linie $rubowe, o réwnych krokach. Podstawy powierzchni wal-
cowych, na ktérych owe linie leza, sa kolami zakreslonemi z punktu y’ pro-
mieniami y' A',... réwnymi odlegloéci punktéw A,... od osi y.

Prosta y mozna uwazaé za granice, do ktorej dazglinie Srubowe w miare
jak odlegloéé punktéw, lezgcych na tworzacej I od osi y sig zmniejsza.

Tworzace I, l,,.. powierzchni, opisanej ruchem s$rubowym prostej /, sa
nachylone do osi y pod katem a, a do plaszczyzny poziome] rzutéw pod ka-
tem (90—a)=p; stozek kierowniczy tedy tej powierzchni jest stozkiem obro-
towym. Linia srubowa o, 0§ y i stozek kierowniczy (W, k) wyznaczajg te po-

wierzchnig, ktéra nazywamy powierzchnia srubowa wichrowatsy o ostrym
gwincie , I1,%“.

E]
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Kolo %, lezace w nieskoficzonodei na stozku kierowniczym (W, %), jest
krzywa nieskonczeniekrotng powierzchni IT*

14. Jezeli prosta ! przecina sig z osia 7, jest do niej prostopadla (rys.
141.) i wykonuje ruch srubowy okolo tej osi, natenczas opisuje konoidg sru-
bows prosta ,II,}%. Stozek kierowniczy tej powierzchni jest plaszczyzna 7,
prostopadla do prostej u.

Plaszczyzna 7 przecina sig z plaszezyzng w nieskoniczonosei podlug nie-
skoticzeniekrotnej prostej powierzchni IT,°.

Linia $rubowa ¢, of y tej krzywej i prosta lezgca w nieskoriczono$ci na
plaszezyinie, prostopadlej do prostej ¥, s& kierownicami konoidy srubowej
proste;j.

Linie §rubowe, leZace na konoidzie, s3 osiowo kolineacyjne, prosta ¥
jest osig, stosunek promieni podstaw walcéw, na ktérych te krzywe leia jest
cecha, a plaszczyzna w nieskonczonosci jest plaszezyzng tej kolineacyl.

Zagadnienie: Dana jest linia érubowa o i jedna tworzaca ! powierz-
chni $rubowej wichrowate] o ostrym gwincie, wyznaczy¢ rzuty plonowe
punktéw lezacych na te] powierzchni, a ktérych rzuty poziome schodzg sie
z punktem M (rys. 140.).

Rozwiazanie: Prosta y'M' jest rzutem poziomym ln' tworzacych po-
wierzchni $rubowej, przechodzacych przez punkta M,... te] powierzchni, kto-
rych rzuty poziome schodzg sig z M', a punkt przecigcia sig ' prostej y' M'
z rzutem poziomym o' linii $rubowej o jest rzutem poziomym punktow m,...
przez ktére owe tworzace przechodza.

Jezeli tedy wyznaczymy stosunek ,a%, w jakim Iuk Al7m’ dzieli obwod
A1' A kola ¢', jezeli nastepnie na prostej m'my“, wyprowadzonej z m' prosto-
padle do osl , odmierzymy od m“, powyzej osi x odcinki a.w, w(1'+a),.'.;
a ponizej tej osi odeinki (1 @)w, (2-a)w,... gdzie w=A"8" Wyx_:aéa. wielkosc
kroku éruby o, natenczas otrzymamy rzuty pionowe m*,... punktow m,... przez
ktére tworzace ln,... przechodza.

Rzuty pionowe l“n,... tych tworzacych sg réwnolegle do rzutu W *m*,
tworzace] Wm stozka kierowniczego (W, k). ‘

Zagadnienie: Rozwiazaé poprzednie zagadnienia, jezeli powierzchnia
irubowa jest konoidg prosty (rys. 141.).

Zagadnienie: Wyznaczyé plaszezyzng styczna, poprowadzong w pun-
keie M (M', M*) a) do powierzchni érubowej o ostrym gwincie, b) do konoidy
rubowej prostej (rys. 140. 1 141.). .

Rozwiazanie: Zagadnienie a) rozwiazemy w sposéb najprostszy, bio-
rac do pomocy znane twierdzenie o jednokrelnosci pgku plaszczyzn, przesu-
nietych przez tworzaca powierzchni wichrowatej, z szeregiem odpowiednich
punktéw stycznosei tych plaszezyzn z powierzchnia. ; .

Punkt M leiy na tworzacej ln., ktora przecina sig z 0sig ¥ pow-lerzc_hm
w punkcie W,: plaszczyzna tedy !, przesunigta przez proste_ y iln Jest
plaszezyzng styczna, poprowadzong do powierzchni IT,* W punkcie W,. Slad
poziomy II,! schodzi si¢ z rzutem A

Plaszczyzna m? przesunigta przez prostg I, 1 przez styczng m H,, po-
prowadzong W punkeie ,m* do ’linii srubowej o, jest plaszczyzna styczna po-
wierzchni I, w punkcie ,m*. Slad poziomy 7,* laczy dlady S i Hn prostych
Im 1 M Hpe

-_— AWy T

Plaszczyzna asymptotyczna m® powierzchni, przesunigta przez tworzaca
I., jest réwnolegla do plaszezyzny styczne]j stozka kierowniczego, poprowa-
dzonej wzdluz tworzacej Wmy, réwnoleglej do I Slad poziomy tedy m® te]
plaszczyzny przechodzi przez punkt S, i jest prostopadly do rzutu [’

Slady 7l 7% =, plaszezyzn m!, m% n° i rzuty poziome Watom M-
punktéw stycznosci tychze z powierzchnig I wyznaczaja dwa utwory jedno-
kreslne.

Jezeli tedy za pomocs szeregdéw perspektywicznych W', m/, (M
i W', m,', U, lezacych na prostych y'm' i y'3' wyznaczymy punkt M,’, od-
powiadajacy punktowi M’ natenczas prosta S M*, jest sladem poziomym
plaszezyzny stycznej a™, poprowadzonej w punkcie M do powierzchni srubo-
we] wichrowate;j.

b) Wyznaczmy styczng MH,, poprowadzons do linii srubowej g, ktdra
przechodzi na konoidzie przez punkt M, to prosta m™, poprowadzona przez
slad H, tej prostej i réwnolegla do rzutu poziomego I’ tworzacej, na ktorej
punkt M lezy, jest sladem poziomym 7" plaszezyzny stycznej, poprowadzo-
nej do konoidy srubowej w punkcie M.

15. Przekréj powierzchni érubowej wichrowatej o ostrym gwincie
plaszczyzna prostopadly do osi tej powierzchni jest spiralng Archimedesa.

Jakoz podzielmy rzut poziomy o' (rys. 142.) linii $rubowej o, lezace] na
powierzchni 11’ i krok w te] krzywej na ,n® réwnych czesci; nazwijmy ,y¢
kat $rodkowy odpowiadajacy m-tej czesci obwodu o'

Jezeli tworzaca WA obréci sie okolo osi ,y“ o kat y=2?n 1 wykona ruch

postepowy w kierunku tej osi o odcinek g, natenczas odleglo$é¢ o=y'H, sladu
H, tworzacej W, H, od $rodka y' kola o jest rowna.
1. e=W,“W,.cotg 8=(W* W,,—t—g) cotgﬁ:rw{—g.cotgﬁ, gdzie r oznacza

promien kola ¢, a § kat nachylenia tworzacych powierzchni do plaszczyzny

poziomej rzutow.

w . cotf
DT

mamy réwnania g=r+py $ladu poziomego powierzchni $rubowe] wichrowatej.

Podstawiajac w rownaniu 1.) za ,n“ 4;, a za 1losé stalg p* otrzy-

16. Przesunmy przez of ,y“ stozka kierowniczego (W, k) powierzchni
érubowej, o ostrym gwincie IL plaszezyzng m (rys. 142.) 1 wyznaczmy two-
rzace g i I, podlug ktérych plaszezyzna m przecina sie z powierzchnia (W, &),
to na kazdym kroku powierzchni Srubowej leza tworzace g, ¢y, rownolegle
do g i tworzace I, l,,... réwnolegle do .

Ruch érubowy tworzacych g, i I, g, i ... okolo osi ¥ opisuje po-
wierzchnie IL, a kazdy punkt, leZzacy na tych prostych opisuje linig Srubowa.

Atoli proste gy, ¢, .. przecinajg sig z prostemi [, &y,.. W nieskonczenie
wielkiej ilosci do potegi drugiej punktéw S, S,,...: te punkta opisuja tedy li-
nie srubowe podwdjne, przez kazdy punkt bowiem tej krzywej przechodza
po dwie tworzace powierzchni. A zatem:

Powierzchnia $§rubowa o ostrym gwincie posiada nieskon-
czenie wielks ilo§é linii stubowych podwéjnych.
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Rozumujac podobnie jak p0przednio MOoZNa wykazaé, 7e konoida STU-
: : o
bowa nie osiada krzywych podwojnych. G prh 40 A
17 Plj:zekr(')j powierzchni &rubowe] o ostrym gwinele pla.:,zc_z‘} z'nadtn 1{;:»
krzywa przestepng ¢ ktoérej punkta 1, 2,.. %8 punktami przech;a sie v:’vot ; f_h
cych gy, Gare 2 plaszczyznd % a ktorej styczne Si; Sy poprowadzone .naySi%
punktach, schodza sig Z prostemi, podlug ktér.ych plaszezyzna 1:'5 1;1%30(1i Sy
Z pla.szczyzna.mi stycznemi, poprowadzonem1 w punktach . B P
wierzehni IL." . ; _ ?
Jezeli plaszczyzna wl, przesuniqta. przez wierzcholek W stozka kierownl

czego 1 réwnolegla do plaszezyzhy przecmaja‘cej 7 przelcina. sig tymkst?::;z}i
odlug dwu tworzacych m 1 %, natenczas Brzywa s Posmda. nieskon Sl
Iv)viele asymptot réwnoleglych do SmE 1 nieskonczenie wiele asymptot, TOWI
|
leglych do ,n®. . ' :
gyjez':eli”pzaszczyzna ! jest plaszczyzng styczns? stogka. kl?rolzvx}f::]ic;
(W, k) wzdluz tworzacej M natenczas Krzywa A0 posiada 118s on
; ; - -
jele asymptot, réwnoleglych do te) twoxzzgce;. & .
ok eJ e'z{alipzaé plaszczyzna q! przecina sig Z€ StO-Zklel.]l kle?ownlc.:zym poiﬁ:g
tworzacych urojonych, natenczas EKrzywa przekroiu niema za;lliel?a‘ jisgxglig Pj(()._
1 i 1 snego DPIYZ
Plaszczyzna 7 przecin? sig z Kkrzyweml wlasne, .
wierzchni IIZ’ w nieskonczenie wielu punktach t... kt_sore sg punktaml tpodv;r;iz
nymi krzywej ¢ Plaszezyzny styczne powierzchm .H,‘;’, przesunigte P %
tworzace Ju 1 Ly, ktOT® prez punkta %... przechodzaz i przez sty;zne s,.,t;:m?; :
prowadzone do linii srabowych podwéjnych w tychze punkta.ckt, .ErzeOdW 3?_
sig z plaszczyZD¥ m podlug stycznych, poprowadzonych w punktach P
ch do krzywe] rzekroju C. _
= 18. Prz{\krc'])j pkonoidy srubowej Ilu* plaszezyzna T jest krzywa pr.zestqg;fu
ktora posiada nieskonczenie wiele asymptot, r(’)wngleg};yc'h do p}"ostej,. E(Z)C}m?
ktorej plaszczyznd 7 przecina sie z plaszezyzna leI‘OrWI%l(}Zq te] poWI1erzc ch.
Z agadnienie: ‘Wyznaczy¢ krzy Wa, wzdluz ktore) walec 0 tworza.ccjifl m,
: . i = .
réwnoleglych do proste] m (m',m"), styka sig Z powmrzohmq srubowsg Wl
wata o ostrym gwincie (rys- 143.). _ \ o
8kRozwiaﬂ:a\.nia: W yznaczy dlad poziomy AH, H,... powierzchni 51;;
i i e -
bowej IL:’ (spiralna Archimedesa) 1 przesuimy przez HWOrZace 91y In Ekt&
szezyzny T réwnolegle do proste} 7, Wyznaczmy nastgpnie pu s
stycznoscl j L tych plaszezyzlt z powierzehm@ srull)owa“ to miejsce gech
metryczne tych punktéw jest krzywa, wzdiuz ktor;; walec o tworzacy
; j  srzchnis I sig Styse
réwnoleglych do prostej m z pOW! rzc . -
Prfeysruﬂmy n. p. przez tworzaca g, plaszczyZne 9:5?‘, rowno.leglaijL d.o ];31:1'
stej M, 1 zalozmy sobie Wyzna.czyé punkt stycznoscl tejze 2z powierzchnig 3
bowq.,éla.d poziomy "t plaszezyziy o laczy féla.d poziomy H’:3 tworza,ci]n{q{i
ze Sladem Hn proste] My, réwnoleglej do Sm 1 poprowadzonej przez P
W.. lezacy n& Ja- oy _ ‘ ‘
2’ élzdypozior;y m,! plaszezyziy styczne) 77, POPTOWB.d.ZOI.lel] do p(t)wwrz;z:il_
w punkcie W,, lezacym 12 osi y 1 na proste] Js schodzi si¢ z rzutem P
= égfa.'d m,l plaszezyZiy styczne] powierzchni I, v punkcie 92, lezgcym na

] $le S,
linii érubowe] kierowniczej 1 Da tworzace] Y2 X_eyczy punkt H, ze dladem 9y
styczne] poprowadzonej w punkcie 9 do krzywe} O

Slad 2m,% plaszezyzny asymptotycznej , przesunietej przez tworzaca ¢,
przechodzi przez punkt H, i jest do rzutu ¢y’ prostopadly.

Wiadomo, Ze stosunek podwdjnego podzialu plaszezyzn stycznych (m!,
73, n%; w") powierzchni wichrowatej, przesuniqtych przez tworzaca ¢, jest
réwny stosunkowl podwojnego podzialu (W, @ Tk o B czterech odpowiednich
punktow stycznosei tychze plaszczyzn. Stosunki tedy podwojnego podzialu
dadow ml, m?, m a1 rzutow W 2 u., II* sa rowne.

Celem wyznaczenia punktu II', poprowadzmy przez W' dowolng prosta
p' 1 wyznaczmy punkta przeciecia sig tejze Wy's 24, U/ i1L

ze S$ladami
Ty 1’ ﬂ:k2, 2Tﬁha 1 n;,“,

natenczas otrzymamy szereg czterech punkt(')w, perspe-
ktywiczny z szeregiem W,', 2 U_* 1 II'. Laczac tedy punkt Iy z punktem
0, w ktérym proste U/'U_*12'2 przecinaja sie, otrzymamy W punkecie prze-
ciecia sig proste] OIL,‘ z rzutem ¢, punkt IT'.

0 liniach rownego o§wietlenia na powierzehniach.
1. Jezeli na plaszczyzng AB (rys. 144.), prostopadla do réwnoleglych

promieni 4wiatla s, pada ,i“ promieni, albo innemi slowy, jeZeli stopien oswie-
tlenia tej plaszczyzny jest réwny ni“, natenczas stopien oéwietlenia plaszczy-
zny A, B nachylonej do promieni pod katem ,a¢ jest rowny 2,

Wiadomo, #e na kazde] Powierzchni II znajduje sig krzywa ,c4, wzdluz
ktére] walec, 0 tworzacych réwnoleglych do promieni 4wiatla, styka sig z po-
wierzchnia, ktora tedy dzieli powierzchniq na cze$é ofwietlong,
sroédiu $wiatla, i na czesé ktéra znajduj

—¢.sin a.

zwrocona ku
e sie w cieniu wlasnym (rys. 145.).

Przyjmujemy jednak, ze promienie, odbite od otoczenia powierzchni
odwietlaja réwniez czgsé znajdujaca sl W cieni
wie 4 ¢ sily promieni bezposrednich.

Przy dalszych konstrukeyach przyjmowa.é bedziemy, Ze powierzchnie
przedstawione sa W rzutach réwnoleglych i ze srédlo Swiatla jest punktem
lezacym W nieskonczonosci, a to z powodow, ktére poZnie] wyjasnimy.

9. Miejsce geometryczne punktow, ‘lezacych na powierzchni I, ktore po-
siadaja te wlasnos¢, Ze plaszezyzny styczne, poprowadzone W tych punktach
sa nachylone do promieni $wiatla pod katem @a,
oéwietlenia, o stopniu ip="%.SiN Cy.

u wlasnym, sily, réwng polo-

nazywamy linig réwnego

Owe plaszezyzny styczne Wyznaczajg powierzchnie rozwijalne, opisane
na powierzehni II, o stozkach kierowniczych obrotowych, ktérych tworzgce
sa nachylone do kierunku $wiatla pod katem &s-.

Na czedci oéwietlone] powierzchni uwzgledniamy tylko linie rownego
oiwietlenia o stopniach in=10, 09, 08, 07, 06, 06, 04, 03, 02, 01, 00.
Na czeéei, znajdujace] sie w cieniu wlasnym rysujemy tylko te krzywe,
7

ktére odpowiadaja skalom é—.sin a,—05, 04, 03, 02, 01.

Zagadnienie 1. Wyznaczyé punkta réwnego o$wietlenia na kole
(rys. 146).

Rozwigzanie: PoprowadZmy przez érodek O kola %k o promieniu
réwnym jednosci, prosta [, réwnolegla do kierunku $wiatla ,s“
punkta A i B, w ktérych k11 przecinajs sie. 4 i

i wyznaczmy
est punktem najjaéniejszym
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w $wietle, a B jest punktem najjasniejszym w cieniu, styczne bowiem popro-
wadzone w tych punktach sa prostopadle do promieni, padajacych i odbitych.

Promien s, ktéry pada na punkt 8, jest nachylony do stycznej ¢, po-
prowadzonej W tym punkcie do kola & pod katem a, stopieh tedy oswietle-
nia tego punktu jest rowny i.sina—i.cos (90 - @)=icos §—=08, gdzle i ozna-
cza stopien o$wietlenia punktu A

Podzielmy tedy promiei OA na dziesieé réwnych czedei 1 wyprowadzmy
w punktach dzielacych 1, 2,... 9 cigeiwy 1,1,, 2,2 ... 9,9y, prostopadle do /,
natenczas stopien o§wietlenia punktow 9 i 9, jest réwny 0'9 ¢, stopien o$wie-
tlenia punktéw 8, 8, jest réwny 08 i... a punkta 01 0, sa punktami odgra-
niczajacymi czesé kola oéwietlona od czedei znajdujacej sie W cienin wlasnym.

Podzielmy réwniez promien OB na pieé réwnych czesci i poprowadzmy
przez punkta dzielace cieciwy 434, 3334~ prostopadle do [/, to natenczas
otrzymamy punkta 4; 1 4,, 0 stopniu o§wietlenia —;.sin a1=12 cos 4, 0B pro-
mieniami odbitymi ...

Zagadnienie 2.: Wykreslié na kuli K linig réwnego oswietlenia o sto-
pniu 05 (rys. 147.).

Rozwiazanie: Obréémy okolo osi I rys. 146.) kolo & i punkta 1,, 2,...
1,, 2,,..., to natenczas otrzymamy kule K i kola ¢, Cypry €% C3'5ene posiadajace
te wlasnosé, Ze plaszczyzny styczne, poprowadzone do owej kuli w punktach,
ktére lezg na kolach ¢, ¢,,.. sa nachylone do promieni $wiatla pod katami,
ktérych dostawy s réwne O, 02.... Kola tedy ¢;, ¢;--- 58 liniami réwnego
oéwietlenia na kuli K.

Aby wyznaczyé kolo ¢;, ktérego stopienn oswietlenia jest réwny Obi
poprowadzmy przez érodek kuli O prosta (¥, 1), réwnolegla do promieni
&wiatla i wyznaczmy punkt 4, w ktorym ta prosta przecina sie z czedcig po-
wierzchni, o$wietlons promieniami bezposrednimi, podzielmy nastepnie pro-
miefi OA na dwie réwne czedci i przesufimy przez punkt dzielacy b plaszczy-
zne 7 prostopadls do prostej I, to na te] plaszczyznie lezy kolo ¢;.

Celem wykreslenia osi i $rednic sprzezonych rzutéw tego kola, popro-
wadzmy przez ! plaszezyzng m!, prostopadly do plaszezyzny poziome]j rzutow,
i wyznaczmy prosty m, podiug ktére] m! i m° przecinajg sig, Wyznaczmy na-
stepnie za pomocg obrotu plaszczyzny m! okolo osi y kuli, prostopadle] do
plaszezyzny poziomej rzutéw, punkta przecigeia sig M i N proste] m z kulg
K, to rzuty M‘N' i M" N* odcinka M N sy érednicami rzutéw ¢’ 1 ¢

Jezeli odcinek M N podzielimy na dwie réwne czedci 1 przez punkt dzie-
lacy S poprowadzimy plaszczyzng n?, réwnolegly do plaszezyzny poziomej]
rzutéw, jezeli nastepnie wyznaczymy punkta przecigeia sig Pi@ kuli K
z prosta ,m*, podlug ktérej plaszezyzny m® 1 =° przecinajg sig, natenczas
rzuty P'Q i P“ Q" odcinka PQ sa $rednicami sprzeZonymi z M'N'i M“N”.
&rednice M' N* i P' Q' sg osiami rzutu poziomego kola ¢5%).

*) Wrazenie, jakie punkt 4, lezacy na powierzehni I, oéwietlony punktem S, leza-
cym w skorczonofci, wywiera na oku 0, zalezy pomijajac inne wplywy od bezwzglednego
oéwietlenia tego punktu, a wiegc od oddalenia 7 tego punktu od Zrédla Swiatla Siod kata
nachylenia « plaszezyzny stycznej, poprowadzonej w tym punkeie do TI, a nadto od odle-
glodci ,p* oka od punktu 4.

Zagadnienie 3.: Wykresli¢ linie réwnego o$wietlenia na powierzchni
stozkowej obrotowej (rys. 148).

Rozwiazanie: Plaszezyzny styczne, poprowadzone do powierzchni
rozwijalnych, stykajs sie z temi powierzchniami wzdluz tworzacych, z tego
powodu sg linie rownego o$wietlenia na powierzchniach rozwijalnych liniami
prostemi.

Wpiszmy w dang powierzchnig (W, ) (rys. 148.) kule K i wyznaczmy
plaszezyzny #°, 7',... na ktérych lezs kola réwnego oswietlenia tej powierzchni.

Plaszezyzny n°, 75 przecinajg sie z kierownicg k w punktach 0, i 0,,
1, i ly... ktérych stopien o$wietlenia jest réwny 0, O-L... Jezeli tedy polaczymy
te punkta z wierzcholkiem W natenczas otrzymamy tworzace odgraniczajace
cieh od $wiatla WO, i WO, i tworzace réwnego o$wietlenia W1, i Wl,....

Zagadnienie 4.: Dana jest powierzchnia walcowa o tworzacych pro-
stopadlych do plaszczyzny poziomej rzutéw, ktérej kierownica jest elipsa c?
wyznaczy¢ linie réwnego o$wietlenia tej powierzchni (rys. 149 a).

Rozwiazanie: Wpiszmy w powierzchnig walcowsa, obrotows (rys. 149 b)
kule K i wyznaczmy w podobny sposéb, jak w zagadnieniu 3. tworzace
réwnego o$wietlenia 2, 1 %, % i 1%,,... poprowadzmy nastepnie w punktach
1, i 11, 2, i '2,... styczne do kierownicy walca obrotowego 1 przesufimy je
réwnolegle do ich polozenia tak, aby byly stycznemi, poprowadzonymi do
elipsy i zajmowaly poloZenie podobne do tego, jakie zajmowaly wzgledem
kola %, to przez punkta styeznosei I, i 'L, TL; i 'L, tych stycznych przecho-
dza tworzace réwnego ofwietlenia walca eliptycznego.

Zagadnienie b.: Wykredlié linie réwnego o$wietlenia na powierzchni
érubowej rozwijalnej.

Rozwiazanie: Wiadomo, Ze stozek kierowniczy powierzchni érubowej
rozwijalnej jest obrotowy, a nadto, ze plaszezyzny styczne, poprowadzone do
stozka kierowniczego, sa réwnolegle do plaszczyzn stycznych , poprowadzo-
nych do powierzchni érubowej wzdluz tworzacych, réownoleglych do tworza-
cych stycznodei stozka kierowniczego.

Dajmy na to, Ze wyznaczylismy na powierzchni T takie krzywe i, ¢, G35 ktérych
stopien o$wietlenia, zaleiny od zmiennyeh # iz, jest odpowiednio réwny iy, i3, f3... t0
punkt M, lezacy na krzywej e, ktérego odlegloéé od oka jest réwna p, wywiera na oku

wrazenie %; takie same wraZenie wywoluja w oku tylko te punkta krzywej ¢;, ktérych
odleglosé od oka jest réwna p.

Jezeli na krzywych ¢, ¢;... lezg takie punkta X, Y... dla ktdrych wartosci -;Lzzpizs
z y

i — 1%‘ sa véwne wrazeniu jakie punkt M wywolal w oku, natenczas miejsce geometry-

ezne MXY.. owych punktéw jest tak zwana isofenga ¢ (iooc gawopa) t. zn. krzywa, ktorej
punkta przy wspomnianych powyzej warunkach, wywolujg w oku takie same wrazenia.

Krzywa ¢, lezaca na powierzehni Il zalezy tedy od trzech zmiennych «, r i p.

Jezeli punkt Swiecacy lezy w nieskoriczonodei, natenczas ,+* jest iloscia stala, krzywa
¢r zalezy wéwezas od dwun zmiennyeh « i f

Konstrukeya isofeng, zaleznych od trzech lub od dwéch zmiennych jest nader ucig-
zliwa; dlatego przyjmujemy, ze i ,p“ jest iloScia stala i rysujemy krzywe réwnego oswie-
tlenia (isofoty ise: gotes) przy oéwietleniu punktem lezacym w nieskoticzonoéei, krzywe za-
lezne od zmiennej =.
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Jezeli tedy w sposéb wylozony w zagadnieniu 3-cim wyznaczymy two-
rzace réwnego o$wietlenia stoika kierowniczego i na kazdym kroku powierz-
c¢hni érubowej poprowadzimy tworzace, réwnolegle do owych tworzacych na-
tenczas otrzymamy linie réwnego oswietlenia tej powierzchni.

Zagadnienie 6.: Wykreslic tworzace 0 stopniu oswietlenia 04, po-
wierzchni stozkowej (W, ¢), ktorej kierownics jest krzywa rzedu drugiego ¢
(rys. 150.).

Rozwiazanie: Poprowadimy przez wierzcholek W prosta #, réwno-
legla do promieni swiatla i uwazajmy ja za of stozka obrotowego (W, k),
o tworzageych nachylonych do osi y pod katem e, ktérego wstawa jest
réwna 04

Przetnijmy nastepnie stozki (W, ¢) i (W, k) plaszezyzna 7! prostopadly
do y, to przekrdj stoika (W, ¢) bedzie krzywa rzedu drugiego ¢; *), a prze-
kréj stozka (W, k) jest kolem k,, zakreslonem z punktu przecigcia sig I pro-
stej y z plaszczyzng z! promieniem réwnym WD.tga.

Wykonajmy klad plaszezyzny =' na plaszezyzng poziomg rzutéw 1 po-
prowadzmy do kladdw (¢;) 1 (k) spolne styczne (f) i (f,), wyznaczmy mna-
stepnie rzuty 1‘1i 1 tudziez 2 i 2* punktéw stycznosei (1) i (2) owych
stycznych to proste W'1'i W*1“ tudziez W'2' i W*2“ sy rzutami tworza
cych odpowiadajacych skali oswietlenia O-4.

Jezeli z punktu D jako $rodka zakreslimy kola stykajace sig z krzywsg ¢,
natenczas przez punkta styczmosci g i %, tych krzywych przechodzg two-
rzace Wn, najjasniejsza w $wietle i Wa, najjadniejsza w cieniu wlasnym.

Zagadnienie 7.: Wyznaczyé na elipsoidzie obrotowej punkta naj-
jaséniejsze w §wietle i w cienin wlasnym, a nadto linie réwnego os$wietlenia
o stopniu 05 (rys. 151.).

Rozwiazanie: PoprowadZzmy przez dowolny punkt, lezgcy na osi ,y“
prosta U réwnolegla do promieni Swiatla i obréémy plaszezyzne (y, =7
okolo osi tak, aby sie zeszla z plaszczyzng poludnika glownego.

PoprowadZmy nastgpnie styczne do poludnika glownego, prostopadle do
prostej I, z ktora prosta I po obrocie sie schodzi i sprowadZmy obrotem
wstecznym punkta stycznosci tychze na plaszezyzng @, to natenczas otrzy-
mamy punkt N najjasniejszy w Swietle i punkt N, najjasniejszy W cieniu
wlasnym elipsoidy.

Przetnijmy dana powierzchnig plaszezyznami %!, w%,... podlug réwnole-
snikéw 7y, 7,.. i opiszmy wzdlui nich stozki styczme (W, ry), (W,, r3)... do
powierzchni, wykreslmy nastepnie rzuty kuli K, ktérej srodek, dla uproszcze-
nia rysunku, przyjmujemy na osi # 1 wyznaczmy plaszczyzng n% na ktore]
lezy kolo ¢; o stopniu o$wietlenia O5.

Jezeli opiszemy na kuli K stozki (AW, 49), (*W, *)... przystajace do (W 1)
(W,, ,) i wyznaczymy na nich za pomocy plaszczyzny 7° te tworzace 1WA,
i \WB,, *WC, i *WD,,... ktérych skala oswietlenia jest réwna 05, jezeli na-
stepnie poprowadzimy przez punkta W, W,,.. tworzgce w,Ai W,B, W,C
i W,D,... réwnolegle do prostych W4, i ‘WB,, WO, i *WD,... to punkta
przecigcia sig tych tworzaeych z réwnoleznikami ry, 75, S8 punktami krzywej
réwnego odwietlenia ¢y o stopniu 05

*) O bezpoérednim wyznaczeniu kladu przekrojéw stozkowych (patrz str. 24.).

Z konstrukcyi widoczne, ze plaszezyzna m=(y, l) jest plaszczyzng sy-
metryi prostokatne) krzywych réwnego o$wietlenia powierzchni obrotowych,
styczne przeto, poprowadzone do tych krzywych w punktach, lezacych na
plaszcezyZnie m, sg réwnolegle do plaszczyzny poziome] rzutéw.

Celem wyznaczenia punktéw krzywej cv, lezacych na plaszezyZnie 7,
przesuimy przez srodek O kuli K plaszczyzne 'm, réwnolegla do #, 1 wy-
znaczmy punkta przeciecia sig tejze 'P i 2P z kolem ¢, opiszmy nastgpnie
stozki styczne (3W, °r), (*W, *r), kuli wzdluZ kél 3 i %, ktoére leza na pla-
szezyznach rownoleglych do plaszczyzny poziomej rzutéw i przechodzgy przez
punkta 'P i 2P, to stozki Wyr, 1 W,r, opisane na elipsoidzie i przystajace
do stozkéw (PW, r) i (*W, *r) stykaja si¢ z ta powierzchnia wzdluz réwno-
leznikéw r, i r,, na ktérych lezg punkta najwyzszy P, i najnizszy P, linii
réwnego oswietlenia cy.

3. Poprowadzmy przez Srodek O powierzchni rzedu drugiego tréjosiowej
I1* prosts I, réwnolegla do promieni $wiatla, 1 proste, nachylone do / pod
katem @, natenczas otrzymamy stoZek obrotowy (0, k), ktérego plaszezyzny
styczne tworza z promieniami Swiatla kat @, stopien tedy oSwietlenia tych
plaszczyzn jest réwny i.sine.

Plaszezyzny styczne m, i m,! powierzchni 112, réwnolegle do plaszczyzny
styczne] n! stozka (O, &), stykaja sie z ta powierzchnia w punktach 4, i 4,1,
ktére leza na srednicy s,, biegunowo sprzezone] z plaszczyzng diametralng 7'
ze wzgledu na powierzchnig /1%, a nadto na krzywej réwnego oswietlenia
€isine te] powierzchni.

Srednice s,, 8,,... biegunowo sprzezone z plaszezyznami stycznemi 7', "
poprowadzonemi do stozka obrotowego (0, %) sa tworzacemi powierzchni
stozkowej rzedu drugiego, ktéra przenika sig z powierzchnig I1? podlug krzy-
Wej Cisinee A zatem:

Krzywe réwnego oswietlenia ¢, ¢;;... N powierzchniach rzedu drugiego
leza na powierzchniach stozkowych rzedu drugiego, biegunowo sprzezonych
ze stozkami obrotowymi, ktérych tworzace sg nachylone do promieni $wiatla
pod katami, o wstawach 0, 0'1, 02, 0'3,... ‘Wierzcholki tych powierzchni stozko-
wych schodzg sig¢ w érodku powierzchni.

Linie réwnego o$wietlenia na paraboloidzie eliptycznej i na paraboloidzie
hiperbolicznej lezg na powierzchmiach walcowych rzedu drugiego, ktérych
tworzace sg réwnolegle do osi powierzchni.

Linie réwnego o$wietlenia na powierzchniach rzedu dru-
giego sg krzywemi rzedu czwartego.

Walce, przesunigte przez linie réwnego oéwietlenia powierzchni rzedu
drugiego, o tworzacych prostopadiych do plaszczyzny symetryi prostokatne]
tych krzywych sa rzedu drugiego. A zatem:

Rzuty prostokatne krzywych rownego oSwietlenia po-
wierzchni rzedu drugiego obrotowych na plaszezyzng syme-
tryi prostokgtnej tychze sa krzywemirzedu drugiego.

Rzuty linii ré6wnego o§wietlenia paraboloidy eliptyczne]
i paraboloidy hiperbolicznej na plaszczyzny prosto padle do
0osi tych powierzchni sg krzywemi rzegdu drugiego.

Zagadnienie 8.: Wykreslié linie réwnego oswietlenia na elipsoidzie
trojosiowej (rys. 162a 1 D).
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Rozwiazanie: a) Przyjmijmy, ze o wielka AB, prostopadla do pla-
szezyzny poziomej rzutéw, o$ srednia CD, réwnolegla do osi .z 1 os mala
EF, prostopadla do plaszczyzny pionowej rzutéw, wyznaczajy elipsoide [I?
(rys. 152 a).

Obréémy elipse leZzaca na przekroju glownym ABEF okolo osi 4B, to
natenczas otrzymamy elipsoide obrotowa J1,* (rys. 152 b), powinowaty z po-
wierzchnia IT2

Jezeli przy tym samym kierunku oéwietlenia s wyznaczymy na po-
wierzchni obrotowej 1% n. p. krzywa l¢;, odpowiadajacy stopniowi oswietle-
nia 0'54, natenczas otrzymamy z latwoicia krzyws o tym samym stopniu
o$wietlenia na powierzchni trdéjosiowej I72

Jako# przetnijmy powierzchnig I7,? plaszczyznami !z,.. prostopadlymi
do osi ,z%, to natenczas otrzymamy krzywe homotetyczne ‘c,,... z przekrojem
oltéwnym ABEF. Plaszczyzny =,... prostopadle do osi .z“ przecinajg sig z eli-
psoida I7? podlug krzywyche,,.. podobnych i podobnie polozonych z elipsa A BEF.

Jezeli tedy opiszemy wzdluz krzywych ‘c,.. na powierzchni /I,* stoiki
(W, 1¢),... a na powierzchni I1* wzdluz krzywych ¢,,... opiszemy stozki (W, ¢)...
natenczas pary tych stozkéw, o tworzacych réwnoleglych sa przystajace.
Wierzcholki owych stozkéw leza na osiach 'C'D wzglednie CD.

Poprowadzmy w punktach '3 i 'N, w ktérych plaszezyzna 'w przecina
sie z poludnikiem 14!B1C!D styczne 'W'M i 'W!N do tego poludnika, to
punkt przeciecia sig tychze 1W jest wierzcholkiem stozka, opisanego na po-
wierzehni 17,2 wzdluz krzywej '¢,. Poprowadzmy nastepnie styczne WM i WN
do przekroju gléwnego ABCD, réwnolegle do 'W!M i 'WIN i przesunmy
przez punkta stycznosei M i N tychze plaszezyzne m, prostopadla do osi x,
to ta plaszczyzna przecina sie z elipsoids II'? podlug krzywej ¢, podobnej do
i¢,. Powierzchnie stozkowe tedy (We, i 1W le,) sa przystajace, tworzace tedy
réwnego oswietlenia obu tych powierzchni sa réwnolegle.

Plaszezyzna im przecina sig z krzywa '¢; w punktach '1 i '2, tworzgce
przeto powierzchni (W, ¢,), réwnolegle do tworzgcych W1l i 'W 2 stozka,
(W 1¢,) przecinaja sig z krzywsg ¢, w punktach 1 i 2 krzywej réwnego oswie-
tlenia ¢, elipsoidy tréjosiowej II* i t. d.

b) Przesunimy przez $rodek O powierzchni IT? prosty ,s“, réwnolegly do
promieni $wiatla, i uwazajmy ja za 0§ powierzchni stozkowe] obrotowej 2,
do ktérej tworzace sa nachylone pod katem a.

Przetnijmy stozek = plaszezyzna m, prostopadls do osi ,s¢ podiug kola
k i wykonajmy klad tej plaszczyzny na plaszczyzng pozioma rzutéw, prze-
sufmy nastepnie przez prosta s plaszezyzny 'z i *m prostopadle do plaszczyzn
poziomej i pionowej rzutéw i wyznaczmy proste 04, i 04, tudziez U4; i U4,
podlug ktérych te plaszczyzny przecinajs si¢ z powierzchnig 2, a nadto
obierzmy na tej powierzchni piata tworzaca 0A4,.

Poprowadzmy nastepnie plaszczyzny styczne a', @% =% m*17®do stozka
3 wzdluz tworzacych OA4,, OA,,.. i OA; i zamieimy powierzchnig II* przez
obrét elipsy ABCD okolo osi AB na elipsoide obrotowa II,% to plaszezyznom
stycznem 7!, m?... odpowiadajs w ukladzie powierzchni II,* plaszczyzny 'z’
172 .. ktére sa plaszezyznami stycznemi powierzchni stozkowej rzgdu drugiego 2.

Zamiefimy wreszcie powierzchnie II,? za pomocs powinowactwa na kule

K,, a plaszezyzny ‘m!, 'm®.. ukladu I, na plaszczyzny odpowiednie drty

LA

el AN, o

2g?... w ukladzie K,, to te plaszezyzny sa plaszezyznami stycznemi stoZka
rzedu drugiego 3,, ktérego wierzcholek schodzi si¢ ze srodkiem kuli.

Srednice kuli K,, 2!, 2d? *d*.. odpowiednio prostopadle do plaszezyzn
71 g% 7%, sa tworzacemi powierzchni stozkowej 23,, biegunowo sprz¢zo-
nej ze stozkiem 3.

Celem wyznaczenia krzywej przenikania sig *c* powierzchni 3, z kulg
K, przetnijmy obie powierzchnie plaszczyznami réwnoleglymi #‘, 7“,... to
przekroje tych plaszezyzn ze stozkiem 23, s krzywemi rzedu drugiego ¢, ¢“,...
homotetycznemi, a przekroje tych plaszczyzn z kulg K, sa kolami F', k“,...

Punkta przeciecia si¢ tedy krzywych &' i ¢!, k* i ¢*.. leza na krzywej
przenikania sig %¢% Jezeli tg krzywsg za pomocy powinowactwa sprowadzimy na
powierzchnie I7, % a nastepnie na elipsoide tréjosiowa I1%, natenczas otrzymamy
linie réwnego o$wietlenia o stopniu i sina.

Sposobem wyloZzonym pod @) mozna wykresdlié linie réwnego os’wietlen.ia,
na powierzchniach rzedu drugiego krzywokreélnych i na hiperboloidzie o je-
dnej powloce; za pomoca metody podanej pod ) mozna rowniei te same za-
gadnienia rozwigzaé, atoli zauwazy¢ nalezy, ze przy konstrukeyi linii réwnego
o$wietlenia na hiperboloidzie o jedne] powloce jedna tylko zmiana koline.a,-
cyjna jest mozebng, Ze przeto do zamierzonego celu dochodzimy poére(.imo,
wyznaczajac najpierw krzywa przenikania sig ' hiperboloidy o jednej po-
wloce obrotowej z powierzchnia '3, biegunowo sprzezong ze stozkiem 2.’1
i przenoszac te krzyws nastepnie za pomoca transformacyi odwrotnej na hi-
perboloide o jednej powloce trojosiows

4. Niech beda dane tworzace gy, Ja;-- powierzchni wichrowatej II,, kto-
rej linie réwnego oswietlenia mamy wyznaczyeé.

Przesufimy przez proste ¢y, §,... plaszezyzny Yy Bylye— Ml Myl
7, 3, 53, 7,0, — ... tworzace z kierunkiem promieni $wiatla katy, ktorych wstawy
sa réwne 01, 02, 0-3... to punkta stycznosci 4,1, 4,%... plaszezyzn TR AL
leza na linii réwnego ofwietlenia ¢, o stopniu 01 i, punkta stycznoscei 4,1, 4,%...
plaszezyzn stycznych 7%, my%.. poprowadzonych do powierzehni II,, leig na
linii réwnego oéwietlenia ¢, o stopaiu 0241 t. d.

Aby tedy w sposéb powyzszy wyznaczy¢ punkta krzywych_ rév’rnego
oéwietlenia na powierzchniach wichrowatych , naleiy najplerw rozwigzac:

Zagadnienie 9.: Przez prosty g przesunaé pek plaszezyzn, tworza-
cych z promieniami $wiatla katy, ktérych wstawy sg réwne 0, 01, 02.. 14
(rys. 153.).

Rozwiazanie: Poprowadzmy przez punkt M, lezgcy na prostej g pro-
sta ,s¢, réwnolegly do promieni $wiatla, a przez $lad poziomy H, owej pro-
stej plaszczyzne m prostopadly do s.

Wyznaczmy odleglos¢ MDD punktu M od plaszezyzny =, prosta #, podiug
ktérej plaszezyzna !, przesunigta przez prosta s i réwnolegla do sladu 7,
przecina sie z plaszezyznag 7 1 wykonajmy klad plaszezyzny 7 2 prosta n
i z punktem D na plaszezyzng pozioma rzutow.

Zakredlmy z punktu (D) promieniem MD kolo (k) i wyznaczmy punkta
przeciecia sie (A4) i (B) tudziez (C) i (D) prostych (n) i ' z tem kolem, wy-
znaczmy nastepnie, przyjmujac ze s' jest kierunkiem promieni §wiatla, na Tuku
(C)(A) punkta (E), (F), (G), ktérych stopien odwietlenia jest réwny 02, 0'b, 0-8.
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Jezeli z punktu (C) poprowadzimy proste (0) (E,), (C)(Fy), (C) (G,) pro-
stopadle do promieni () (E), (D) (F), (D) (@) 1 wyznaczymy punkta przecigcela
sie tychze (E,), (F}), (G,) z prosts (n), tO kola (ky), (ks), (fs), zakreslone ze
érodka (D) promieniami (D) (E,), (D) (Fy), (D) (G,), sa kladami kierownic stozkéw
obrotowych, o wierzcholku M, posiadajacych te wlasnodé, ze plaszezyzny sty-
czne, poprowadzone do tych powierzchni sa nachylone do promieni s$wiatla
pod katami, ktérych wstawy sg odpowiednio Téwne 0-2, 05, 0:8.

Jakoz kat, zawarty migdzy promieniem s’ 1 styczna poprowadzong w pun-
keie (E) do kola (k) jest réwny katowi (E;)(C) (D); jezeli tedy sprowadzimy
kolo (k,) obrotem wstecznym na plaszezyzng 7, to natenczas tworzace stozka
(M, k,) zawiera¢ beds z osig s katy, ktorych wstawy sg réwne 02 1 t. d.

Poprowadzmy 2 punktu H, styczne (py) 1 (g2), (05) 1 (g5)- do kot (&), (k;)--
to te styczne sa kladami dladow na plaszezyZnie 7 plaszezyzn przesunigtych
przez prosty g i nachylonych do promienia s pod katami ktérych wstawy s3
réwne 02, 06,

Prosta H, (D)=p, jest kladem §ladu tej plaszczyzny przesunietej przez
prostg g, ktére] stopiehi o§wietlenia jest rowny zeru.

7 powyzsze] konstrukcyi wynika, Ze przez prosta g nie mozna Przesu-
ngé plaszczyzn O dowolnym stopniu oéwietlenia; jezeli bowiem odcinek H, (D)
jest mniejszy niZ odcinek (D)(E.), natenczas z punktu H, nie mozna POPro-
wadzié stycznych rzeczywistych do kola (k.).

Jezeli jednak prosta g jest prostopadla do kierunku promieni $wiatla,
natenczas mozna przez nig poprowadzié plaszczyzng o dowolnym stopniu oswie-
tlenia , albowiem $lad I, lezy w nieskonczonosei.

Plaszezyzny, przesunigte przez prosta g 1 przez proste P, Py 143 Ps 1q;,
P 1 g rozwiazujg dane zagadnienie.

Przez kazda prosta przechodzi jedna plaszezyzna o0 stopniu odwietlenia
réwnym zeru; jezeli jednak przez teg prosta przechodzi jedna plaszezyzna
o stopniu odwietlenia #,, natenczas przechodzi przez niag druga plaszczyzna
o tym samym stopniu oéwietlenia.

7 tego wynika, Ze na tworzacej powierzchni wichrowatej lezy jeden
punkt krzywej odgraniczajacej cien od $wiatla, 1 po dwa punkta krzywych
o tem samem stopniu odwietlenia, z ktérych jeden znajduje sig¢ na czesel,
bezposrednio ofwietlonej, a drugi na czescl oiwietlonej promieniami odbitymi.

5. Wiadomo, Ze linie réwnego -oiwietlenia na powierzchniach rozwi-
jalnych sa tworzacemi tej powierzchni. " J ezeli tedy na powierzchni II mozna
wzdluz krzywych ¢, ¢“... opisaé takie powierzchnie rozwijalne 1LY, IL? kto-
rych linie réwnego oswietlenia 'y, Uyye 14y Eigee—en mozna z latwoscia Wy-
znaczy¢, natenczas punkta przeciecia sig tworzacych Uy, 1“4 2 krzywemi ¢,
¢”,... lezg na linii réwnego ofwietlenia ¢, punkta przeciecia sie tworzacych
Posilh s B krzywemi ¢, ¢“,... lezg na linii réwnego oSwietlenia ¢, 1 & d.

Zagadnienie 10.: Wykreslié krzyws rownego oéwietlenia, odpowia-
dajaca skali 02 na powierzchni srubowej wichrowatej o ostrym gwincie [I,°
(rys. 164 a i D).

Rozwiazanie: Opiszmy wzdluz linii érubowej kierowniczej o—0123...
danej powierzchni 11,; powierzchnig érubows rozwijalng II, i wyznaczmy na
tej powierzchni tworzace, O stopniu oswietlenia 0°2.

— Ll

'P'rzyjmijmy w tym celu kulg K, ktérej srodek lezy mna osi x i opiszmy
na niej stozek (W, k), ktérego tworzace s3 réwnolegle do stycznych popro-
W:_adzonych do krzywej 6, wyznaczmy nastepnie tworzace WA i WB, odpo-
Wladaj.a‘ce skali oéwietlenia 02, 1 poprowadzmy na powierzchni rozwijalnej
1l, opisanej wzdluz krzywej o tworzace t, i ty, odpowiednio réwnolegle do
WA i WB, to punkta przeciecia sig tychze 1 1 2 z krzywy o sa punktami
krzywej réwnego oswietlenia ¢, na powierzchni I7,°.

Przetnijmy dana powierzchnig walcami II,,... spélosiowemi z powierzchnia
érleowq wichrowata, to krzywe przenikania sig powierzchni Il,,... z PoO-
wierzchnig I7,° sa liniami $rubowymi 0,=0,1,2,... o takim samym kroku co
krzywa kierownicza.

Opiszmy na krzywej o, powierzchnig rozwijalng II,! 1 wyznaczmy na
stozku kierowniczym (W,, k,) te] powierzchni, opisanym na kuli K, linie
réwnego o$wietlenia W,C i W, D, poprowadzmy nastepnie na powierzchni 7,1
tworzace ', i !4y, réwnolegle do W,C i WD, to punkta przecigeia sig tych
tworzacych z krzyws o, sa punktami 3 i 4 linii réwnego o$wietlenia ¢, 1 t. d.
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