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,,Characteristica geomefrica* Lseibniza i jej znaczenie
w [MMatematyce.

(Studyum nad podstawami Matematyki).

a. Wstep.

W historyi nauk mozna niejednokrotnie zauwazy¢ fakt pojawiania
sig tych samych teoryj w odstegpach czasu niekiedy bardzo znacznych.
Nie méwie tu o stopniowem udoskonalaniu hypotez; zdarza sig bowiem,
%e my§li porzucone w pewnym czasie pojawiaja sig napowr6t, uzupelnione
nowemi zdobyczami naukowemi. Przykladem moze byé teorya fluidu
elektrycznego B. Franklina i teorya elektronéw. Mam natomiast na
my$li teorye wyksztalcone zaledwie w swych najpierwszych podstawach,
porzucone bez zbadania ich doniostosci. Teorye takie, zjawiajac sie po-
nownie, dajg tem samem $wiadectwo swego uprawnienia. S3 one w swej
dawnej postaci dowodem bystroéci ducha ich twércy, a dla wznowicieli
nadzieja. Wielokrotne powstawanie tych samych mysli jest bowiem waz-
nym probierzem ich stosownosci, a wige i wskagéwkq dla przysziego roz-
woju. , et

Na polu Logiki i Matematyki okazaly si¢ idee Leibniza dla
nauki wspélczesnej szczegdlnie korzystnemi. Okolo polowy XIX stulecia
wykryt G. Boole po raz drugi zasady Logiki symbolicznej, kto-
rej podstawy byly Leibnizowi znane w zakresie o wiele wigkszym,
niz sie powszechnie przyjmuje. Wydane niedawno przez L. Couturata
fragmenty pomysléw Leibniza, odnoszace si¢ do Logiki symbolicznej,
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dowodza tego najjawniej!), , Characteristica universalis® o.diyla w wieku
XIX i XX w szacie Logiki symbolicznej G. Boole’a, E. Schroedera,
W. Wundta, H. Mac Colla, G. Peana, B. Russella, G. Fre-
gego iin. W dalszym ciggu postaramy si¢ wykazaé, ze pomysly te
byly w cistym zwigzku z ogélnym pogladem Leibniza na metodg na-
uki, i ze szczegélowem rozwinigciem tych idei byla jego ,Characteri-
stica geometrica“. I Charakterystyka geometryczna pojawila sig
w nowszej Geometryi, jako tres¢ w Geometryi rzutowej, deskryptywnej
i w Analysis situs, jako metoda—szczegélnie w systemach H.Grassman-
na i G. Peana.

Celem niniejszej rozprawy jest przedstawienie Charakterystyki geo-
metrycznej w postaci, jaka nadat jej Leibniz, wykazanie zwigzku mig-
dzy nig a innemi teoryami Leibniza, ujecie tej idei geometryczne]
z ogblnego stanowiska, na jakie naprowadza nas wspélezesna Matematyka,
przedstawienie zwigzku z dzisiejszemi teoryami Geometryi i okreslenie
pewnych metod geometrycznych na podstawie rozwazah nad metodg in-
nych dyscyplin matematycznych. Na usprawiedliwienie ostatniego ustgpu
przytaczam stowa H. Grassmanna, najznakomitszego nastgpcy idei
Leibniza, posiadajgce i w dzisiejszych czasach swa pierwotng wartosé:
, -... einerseits ist das Ideal dieser geometrischen Analyse, wie es Leib-
nizen als Ziel einer kiinftigen Entwickelung vorschwebte, keineswegs
schon vollkommen erreicht, noch von den Mathematikern hinreichend als
solches erkannt, andrerseits ist auch die eigentiimliche Gestaltung, welche
er dieser 1dee durch seine freilich mebr beispielsweise gegebene Bezei-
chnungsart verliehen hat, keineswegs schon durch einen neueren Mathema-
tiker auf sahnliche Weise ausgebildet worden*.?

Nie mam bynajmniej zamiaru zajmowaé sie przy tem drobiazgami
historycznemi, Bede sig natomiast staral skoncentrowaé uwage na isto-
cie Charakterystyki geometryczne]j i to w zwigzku z idealnym
rozwojem nauki, a szczegélnie Geometryi. Nie chcg ukrywaé, ze mam

) Opuscules et fragments inédits de Leibniz, wyd. L. Couturat,
1903. Por. tez dzieta filozoficzne Leibniza w wydaniu Gerhardta, szcz.
t. VIL

3 H. Grassmann, Geometrische Analyse, gekniipft an die von Leib-
niz erfundene geometrische Charakteristik. Mit e. erlduternden Abhandlung
v. A. F. Mo6bius, 1847, str. 2. ;

.Q.

.
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zamiar w ten sposob poprzeé doniostym faktem historycznym mysli o isto-
cie Matematyki, wypowiedziane w jednej z poprzednich swych prac?) i za-
stosowaé je do metod Geometryi.

b. Charakterystyka geometryczna w postaci pierwotne;j.

Leibniz nazywa charakterami przedmioty, zapomoca ktérych
mozemy badaé inne ?. Slowa méwione albo pisane sg charakterami my-
$li, modele sg charakterami przedmiotéw, ktére przedstawiajg, rysunki
machin charakterami samych machin, réwnania charakterami krzywych
it. d. Bez charakteréw obej$é sig nie mozemy 3. Nalezy je wige tak
wybraé, aby umozliwialy i ulatwialy poznanie w jak najwigkszej mierze.
Konstrukeye geometryczne czy to realne, czy to przedstawione na plasz-
czyznie, sg utworami niekiedy bardzo zawiklanemi. Wobec tego nalezy
Je zastgpié charakterami jak najprostszemi?). To umozliwi nam pozna-
wanie wlasnosci figur geometrycznych bez pogladu, w sposéb czysto ab-
strakcyjny. Metody algebraiczne nie s3 najprostszemi. Wyrazajs
one wprawdzie dane geometryczne korzystnie, jednak dzieje sig to czesto
w sposéb zawiklany. Przytem wprowadzamy do Geometryi czynniki
obce. ,Algebra jest tylko charakterystyks liczb nieoznaczonych i wiel-
kosci, ale nie wyraza bezposrednio polozenia, katéw i ruchu 9,

Leibniz rozwingl pomyst Charakterystyki geometrycz-
nej w sierpniu 1679 9. Uderzony pigknoscig mysli, napisal w tej spra-
wie 8 wrzesnia 1679 list do Hny gensa, przedstawiajgc w nim zasad-
nicze idee tej metedy ). Huygens odpisal jednak, nie bardzo za-
checajge do kontynuacyi, i to moglo’ byé, jak mniema Cantor® powo-
dem, ze Leibniz zaprzestal dalszej pracy w tym kierunku.

) Czem jest i czem bedzie Matematyka?, ,Wiadomosci matematyczne®,
t. XIV, 1910, str. 181—196.

?) Leibniz, Mathemat. Schriften, wyd. Gerhardt, t. V, str. 141.

3 Leibniz, Philos. Schriften, wyd. Gerhardta, t. VII, str. 193; wy-
dania Gerhardta oznaczamy: Math. Gerh.—wydanie pism matematycznych,
Phil. Gerh.—wydanie pism filozoficznych.

4) Math. Gerh., t. V, str. 141.

5) Math. Gerh,, t. II, str. 20; Philos. Bibliothek, t. 107 (Diirr) wydanie
Cassierera, t. I, str. 77. Znaczymy to wydanie: Phil. Bibl. 107.

) M. Cantor, Vorles. ii. Geschichte d. Mathematik, t. III, 1901, str. 33.

) Math. Gerh., t. II, str. 20—25; Phil. Bibl., 107, str. 77—83.

$-Qantor, 1. e, str. 36;
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Charakterystyka geometryczna jest wedlug Lieibniza zupelnie
dostosowana do figur geometrycznych i zawiera zarazem takze rozwigza-
nie, konstrukeye i dowéd geometryczny, i to zupetnie okreslone ). Uwaga
ta odnosi sig¢ do niedogodnosci, jakg spotykamy w tym kierunku w meto-
dzie algebraicznej. Leibniz wspomina raz, ze ta ostatnia metoda nie
zawsze prowadzi do dogodnych konstrukeyj, na co musial sig nawet sam
Descartes zgodzié przy rozwigzaniu pewnego problematu Pappusa
w 3-e] ksigdze swej Geometryi?. To jest takze zaleta Charakterystyki
geometrycznej, Ze analizg pojeé sprowadza do ostatecznych krancow.
Leibniz spodziewa sig, ze gdyby ta metoda geometryezna byla zupet-
nie rozwinigta, to moznaby zapomocg prostych bardzo charakteréw, liter
abecadla, da¢ opis najbardziej skomplikowanej machiny, a w ten sposéb
umozliwié jej calkowite zrozumienie nawet w szczegélach, jej zastosowa-
nia i ruchy bez zadnych figur i modeli, bez pogladu. Moznaby uzy¢é tej
metody do dokladnego opisywania ksztaltu i budowy utworéw natury, np.
roslin i zwierzat. Z pomocy Charakterystyki geometrycznej méglby kaz-
dy, komu rysowanie figur sprawia trudno$é, w zupelnosci porozumieé sie
z kimkolwiek, i swoje mysli i do§wiadczenia przekazaé potomnosei. Dzi-
siaj jest to bez figur, méwi Leibniz, niemozliwe, poniewaz stowa nie
majg zupelnie okreslonych znaczen ),

Zauwazy¢ moze nalezy, ze te korzysci Charakterystyki geometrycz-
nej pojmuje Leibniz jednostronnie. Jest rzecza wielce watpliwg, czy
nawet dla umyslu abstrakcyjnego bylyby komplikacye, powstale w ten
sposéb przy opisywaniu ksztaltu cial, latwiejsze do pojecia, anizeli bezpo-
Srednie wyobrazenie ksztaltu. A obok abstrakcyjnych istniejg przeciez
umysty intuicyjne, dla ktérych abstrakcya jest wprost niemozliwa, jezeli
wychodzi poza pewne granice. Dodaé jeszcze trzeba, ze formy Leibni-
zowskie]j Charakterystyki geometrycznej sa nawet dla prostych utwo-
réw geometrycznych weale zawiklane, jak juz zauwazyl H. Grassmann®,

Ale jest to nawet wedlug L.eibniza korzy$é mata. Przy opisach
bedzie czlowiek zawsze chetniej postugiwal si¢ figurami i modelami, je-

5SS PhilABIble 1107, stris 77,

?) Phil. Bil, 107, str. 69. Descartes, Geometrya w ttém. niemieckim
Schlesingera, str. 109 n.

NSLPRIEEBIDE = 107 Sstrs 77 .

%) Geom. Analyse, 1847, str. 5

=

g
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#eli zechce poswigeié na ich sporzgdzanie czas i koszta. Istotna ko-
rzy§6é tkwi jednak we wnioskach, wynikajacych z dzialanh cha-
rakterami; dzialania te nie dadzg sie wykonaé ani z pomocy figur, ani
modeli. Musieliby$my bowiem figury te nieraz pokrywaé niezliczonemi
liniami i punktami; Charakterystyka geometryczna pozwala natomiast na
osiggniecie celu prawie bez trudu. Moznaby na tej podstawie opracowaé
Mechanike podobnie jak Geometryg, a nawet dojéé w ten sposéb do ab-
strakeyjnych—moznaby powiedzie¢é—préb materyaléw. Kto wie nawet,
czy bedzie mozna wogdle rozwingé w doskonaly sposéb Fizyke bez po-
przedniego rozwinigeia Charakterystyki geometrycznej, ktéra pozwoli nam
przeciez na uwolnienie wyobrazni od niepotrzebnego balastu. Iluz to
wnioskéw natury geometrycznej potrzeba do objasnienia juz tak prostego
fenomenu jak tecza; jakich wige lafhcuchéw wnioskéw trzeba bedzie, aby
okreslié sklad pewnych mieszanin, o ktérych nawet mikroskop nie daje
nam zadnych wyja$niefi, Charakterystyka geometryczna moglaby jednak
daé nam chociaz malg nadzieje do postapienia naprzéd w tym kierunku b,
Leibniz mniemal, ze bedzie mozna zastosowaé Charakterystyke geome-
tryczng nawet do przedmiotow, nie podlegajacych zmyslowemu pogla-
dowi?.

Aby wige potomnych pobudzié do wykonania tego wielkiego przed-
sigwzigeia, gdyby jemu jakie§ nieprzewidziane okolicznosci stanely na
przeszkodzie, dolgczyl! Leibniz do wspomnianego powyzej listu do
Huygensa zarys zasadniczych idei Charakterystyki geometrycznej .

Nie nalezy jednak sgdzié, ze Leibniz uwazal ten zarys za osta-
teczny. Ta okolicznosé, ze précz pojeé zasadniczych, uzywanych w tym
zarysie, mial on zamiar postugiwaé si¢ jeszcze innemi*), o czem wspomni-
my pézniej, dowodzi, ze byl to raczej szkic, majacy daé jakie takie wyob-
razenie o oryginale, i ze szkic ten nalezaloby dowolnie zmienié, gdyby sig
to okazalo koniecznem.

Leibniz rozréznia punkty stale i biezgce; oba rodzaje ozna-
cza literami, pierwszy poczatkowemi, drugi koficowemi alfabetu. Zbiér

Y Phil. Bibl.,, 107, str. 78 n.
) WES) PN R
R (i A 0
£) = Math, 'Gerhg 'V, str=172.
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polozeh punktu biezgcego np. X oznacza przez (X)». Spotykamy sig
tez u Leibniza z oznaczaniem punktu zapomocg dwéch liter, gléwnej
i wskaznika? .

Znamienng cechy podanego systemu Charakterystyki geometrycznej
jest to, Ze opiera sig ona na pojgciu przystawania. ,Podezas gdy
w Algebrze uzywa sig wzglednosci réwnosci czyli réwnah, postuguje sig
tu wzglednodcia przystawania“?® . Dwie figury sg przystajace, jezeli
zajmujg dokladnie tg samg przestrzefi, i jezeli mozna je nakryé bez zadnej
zmiany procz zmiany miejsca. To samo mozna powiedzieé o mnogosciach
punktéw. Wzglednoéé przystawania oznacza Leibniz symbolem 8 (sto-
jaca 6semka, przerwang na gérnym brzegu)?, Jest to znak réwnosei
Descartes’a, odmiennie ustawiony. Descartes oznaczal réwnosé a
z b symbolem @ ocb. Leibniz uzywa znaku oc w znaczeniu toz-
samosdci®), Oznacza on tez przystawanie znakiem —~ 6. Bedziemy
uzywali tu znaku 8 z listu Leibniza do Huygensa. Oznaczamy
wige, jezeli F, i F, sg symbolami dwéch aggregatéw punktowych,
lub wogoéle dowolnych figur, ich przystawanie symbolem

F, 8 F,.

Przytem znaczymy grupy punktoéw, piszac oznaczajace je litery obok sie-
bie. Np.:
ABC 8 DEF.

Nalezy sobie uswiadomié, ze system Charakterystyki geometrycznej
Leibniza opiera sig na dwoéch pojeciach zasadniczych, na
pojeciu punktéw i przystawania. Leibniz okresla utwory geo-
metryczne za pomocg pojecia ruchu?; ostatecznym rezultatem bylyby
wiec trzy pojecia zasadnicze, punktéw, kongruencyi i ruchu. Bedziemy

1) Phil. Bibl,, 107, str. 79 n.

2). Por. Cantor, Gesch. d. Mathem , III, 1901, str. 35.

3) Phil. Bibl,, 107 str. 79 n.

)yt acs st 79,

%) Math. Gerh,, V, str. 150.

$)i L.ic. str. 185

7) Np. Initia rerum mathematicarum metaphysica, Math. Gerh., VII, str.
17 n; Phil. Bibl, 107, str. 53 n.

(7) ,Characteristica geowetrica® Leibniza i jej znaczenie w Matematyce. 49

jeduak widzieli, ze ostatnie z nich mozemy pomingé, okreslajgc utwory
geometryczne z pomocg charakteréw ksztaltu

A

Leibniz wyobrazal sobie jasno mozliwosé takiego postepowania. Osta-

tecznie spoczywa wige Charakterystyka geometryczna, précz punktéw, na

pojeciu przystawania. H. Grassmann wyraza sig o tem w naste-
pujacy sposéb: ,Diese einfache Betrachtungs- und Bezeichnungsweise
wird ihm nun der Keim zu einer Reihe hochst tiberraschender Resultate;
ja er ist dadurch in den Stand gesetzt, wirklich auch schon an dieser
Probe nachzuweisen, wie eine rein geometrische Analyse moglich ist, und
zwar eine solche, welcher alle riumlichen Beziehungen unterworfen wer-
den konnen“ D,

Zobaczymy w nastgpstwie, ze fakt ten jest tylko na pierwszy rzut
oka tak zadziwiajacy, i Zze wlasciwie w kazdej dyscyplinie matematycznej
podobnie postgpujemy. '

Najwazniejszem zadaniem Geometryi jest wedlug Leibniza ba-
danie miejsc geometrycznych?. Nalezy wige zaczaé od przed-
stawienia tych miejsc zapomoca wybranych charakteréw.

Zwigzek
A8 X, (1)

gdzie A oznacza punkt dany, X punkt szukany, oznacza przestrzen
nieskonczong. Albowiem wszystkie punkty wiata sa nawzajem przy-
stajace, t. zn. kazdy punkt moze byé przeniesiony na miejsce kazdego in-
nego. Zwigzek (1) mogliby$my tez napisaé w nastgpujaey sposéb:

X 8 (X),

poniewaz przez (X) zgodziliSmy sig oznaczaé ogét szukanych punktow.
Symbol
AX 8 A(X)

przedstawia ogél punktéw (X ), majgcych te wlasnosé, ze A i kazdy

) H. Grassmann, Geom. Anal, 1847, str. 3 n.
. ?) Przedstawione tutaj i ponizej rezultaty w Math. Gerh,, II, str. 23 n.,
lub Phil. Bibl,, 107, str. 80 n.
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z nich, uwazane za figure, sg przystajace do A i do pewnego z nich X.
Jest to wiec kula o drodku 4 i o promieniu AX. Moznaby symbol
" ten napisaé takze w postaci

AB 8 AX, @)

gdzie A i B s punktami dowolnemi.

Zwigzek
AX 8 BX (3)

jest charakterem plaszczyzny. Dane s3 w tym przypadku dwa pun-
kty A4, B; szukamy ogélu takich punktéw (X), aby kazdy z nich
z punktem A, jako figura byl przystajacy do figury skladajacej sie
z niego i drugiego danego punktu B. Jest to oczywiscie plaszczyzna
nieskoficzona, Albowiem dla kazdego punktu X tego zbioru mamy
AX 8 BX, azaden punkt, nie nalezgey do tego zbioru, nie jest punktem
dane] plaszezyzny. Zbidr ten jest agregatem tych punktéw, ktére wzgle-
dem - A majg to samo polozenie jak wzgledem B. Bedzie to oczywiscie
plaszezyzna, polowigca odcinek A B i prostopadla do niego V.

Jezeli A, B, C oznaczajg trzy dowolnie dane punkty, to charakter

ABC 8 ABX 4)

oznacza linig kolowg. Jest to ogél punktéw (X ), z ktérych kazdy
ma wzgledem A i B to samo polozenie, jak C wzgledem 4 i B. ,To
okreélenie czyli definicya kola nie opiera sig — jak definicya Eukli-
desa — na pojeciu plaszezyzny, ani nawet na pojeciu prostej“. Aby sig
nie zdawalo, ze ta definicya kola zalezy od pojecia prostej, a wige w da-
nym przypadku od prostej przechodzgcej przez A i C np, daje Lieibniz
w nastepstwie takie objasnienie. Mozemy sobie wyobrazié, ze punkty
A i B sg stale, a punkt trzeci C polgczony z A i B zapomocg dowol-
nych prostych lub krzywych ale sztywnych linij, a wige bedacy
wzgledem A i B w tem samem polozeniu, obraca sig okolo 4 i B, opi-
sujae w ten sposob linig kolowa. Pojecie polozenia wzglgdnego dwoch
‘punktéw nie zalezy wige od pojecia prostej, poniewaz mozemy sobie wy-
obrazié, ze punkty te sg polaczone linig dowolng. Jezeli zalozymy, ze
linia ta jest sztywna, bedzie i wzgledne polozenie obu punktéw niezmienne,

) Nie jest to oczywiScie wniosek z definicyi (3).
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Mozemy powiedzieé, ze dwa punkty majg to samo wzgledne polozenie jak
dwa inne dane, jezeli mozemy je polaczyé linig, praystajacg do linii tgczg-
cej drugg pare.

Co do wyrazenia kola w formie (4) nalezy zauwazyé, o czem Leib-
niz nie wspomina, Ze (4) przechodzi na (2), t. z kolo na kulg, jezeli
A jest identyczne z B.

Zwigzki

przy danych 4, B, C przedstawiajg prosta. Na plaszczyinie wy-
starczaja do wyznaczenia prostej dwa punkty.

I tu nalezy wspomnieé, ze wyraZenie (5) przechodzi na (3), jezeli
ktérekolwiek dwa punkty sa identyczne. Otrzymamy wtedy plaszczy-
zng. Jezeli za$ bedzie 4 = B = C, to (5) redukuje sig do (1), czyli
oznacza przestrzen nieskonczong.

W koneu wyrazajg zwigzki
AX8 BX8 CX8DX (6)
punkt, majacy te wiasnosé, ze odcinek
AXe=Bl=6X=DX,

Widzimy tu, ze w szczegdlnych przypadkach, ktore latwo okre-
glié, przechodzi wyrazenie (6) na wyrazenie prostej, plaszczyzny lub
przestrzeni.

Z tego stanowiska jest wiec przestrzen niejako szczegblnym przy-
padkiem plaszczyzny, plaszczyzna szczegélnym przypadkiem prostej, a ta
ostatnia szczegblnym przypadkiem punktu. Nie jest to jednak wylgezng
wlasnodcig systemu Leibniza. W kazdej Geometryi, w ktérej np.
plaszezyzna jest okreslona jednoznacznie zapomocy mniejsze]j liczby
punktéw niz prosta, musi byé pierwsza szczegélnym przypadkiem ostat-
niej. Stosunki te sj oczywiscie przeciwne stosunkom w Geometryi
Euklidesa. :

Leibniz poprzestaje na tych miejscach geometrycznych. Wspo-
mina, ze dadza sig one wyrazié jeszcze w inny sposob, lecz ze ten jest
najprostszy. Mozna te wyrazenia, méwi on, uwazaé za definicye od-
powiednich utwordw.

AX 8'BX.8.CX (5)



52 E. Stamm. (10)

Na podstawie tego stanowiska znika, jak wspomnieli§my trzecie za-
sadnicze pojecie Charakterystyki geometrycznej, ruch; zostajg tylko poje-
cia punktéw i przystawania. Utwory geometryczne mozna okre-
$1ié z pomocg charakteréw (1)—(6). W dalszym rozwoju nalezaloby
jeszcze udowodnié, ze utwory (1)—(6) majg wlasnosci, jakie spotykamy
u odpowiednich utworéw natury, aby tem usprawiedliwié ich nazwe.

Aby wykazaé, jak latwo ksztaltuja sig dowody w Charaktery-
styce geometrycznej, podaje Leibniz wyrazenia na przecigcia po-
szezegdlnych utworéw V.

Przecigcie powierzchni dwéch kul jest linig kolowg. Cha-
rakterem kola jest bowiem wyrazenie

ABC 8 ABX,
z czego wynika

AC8 AX i BC 8 BX;

zwigzki te przedstawiajg jednak powierzchnie dwoéch kul o srodkach
w A, B, o promieniach AC i BC.

Przecigcie plaszczyzny i powierzchni kuli jest ko-
Yem. Symbolem kuli jest bowiem zwiazek

AC 8 AKX,
symbolem plaszezyzny zwigzek

AX 8 BX.
Z tego wynika

AC 8 BC,

poniewaz C jest jednym z punktéw X . Poniewaz za§ mamy

BO-8. AC 1408 4%
wige bedzie tez

BC 8 AX,
a na podstawie

AX 8 BX
takze

BC 8 BX.

Skladajac te przystawania razem, otrzymamy

) Phil. Bibl,, 107, str. 82n.
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ABC 8 ABX (a)
t. zn,

AB 8 AB, BC8 BX, ACS8 AX.

Wyrazenie (o) jest jednak charakterem linii kolowej; twierdzenie jest
wige udowodnione. Dowéd odbyt sig, jak widaé, zupelnie symbo-
licznie.

W podobny sposéb mozna wykazaé, ze przecigcie dwoch pla-
szezyzn jest prostg. Mamy bowiem jako symbole plaszczyzn wy-
razenia

AXCBERX DA X SO
z czego wynika
AX 8 BX 8 CX,
co przedstawia prostg.
W konicu jest przecigcie dwoch prostych punktem. Z cha-

rakterow

AX8-BXRUOX 1+ BXSECX S DX
wynika bowiem wprost wyrazenie na punkt:
AX 8 BX 80X 8 XY

Zarzucié mozna tym dowodom, Ze nie okreslaja nam przypadkow,
w ktorych przecigcia s3 rézne od kola, prostej wzglgdnie punktu.
W szezegblnych bowiem przypadkach moze byé przecigeie dwéch kul pun-
ktem np. Dotychczasowe przedstawienie nie pozwala okreslié takich rezul-
tatbw. Nie wiemy réwniez, czy istnieje zawsze przecigeie dwoch
plaszezyzn. Leibniz przyjmuje dane plaszezyzny w postaci

ATFBY XX BOX,

Jest to oczywiscie juz szczeg6élny przypadek. Najogélniejszym by-
laby forma
AX 8 BX, CX 8 DX;

aw tym przypadku nie mozna z danych podstaw udowodnidé, ze odpowied-
nie przeciecie zawsze istnieje. Podobnie nalezaloby w przypadku prze-

) Phil. Bibl, 107, str. 82 n.
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cieé prostych napisaé najogélniejszg postaé danych prostych w nastgpu-
jacy sposéb

AX 8 BX8 CX, DX 8 EX 8 FX,
a nie

AX 8 BX 8 CX, BX 8 6X 8 DX.

Z innych #zrédel wiemy oczywiscie, ze w przypadku plaszczyzn otrzyma-
my zawsze przeciecie wlasciwe lub niewlasciwe, a w przypadku prostych
nie zawsze. Podane dowody nie méwig jednak o tem zupelnie.

Powodu nalezy szukaé w podstawach. Przyjete powyzej definicye,
ktéremi Leibniz sie postuguje, pozwalajy jeszcze na geometrye r6z-
nych rodzajéw. Przestrzen nie musi byé koniecznie zapelniona punkta-
mi w sposéb ciagly; owszem mogs dane geometrye byé geometryami form
niecigglych. Zupelne okreslenie nalezaloby do dalszych pewnikéw. Précz
tego, aby udowodnié np., ze przecigeie (istniejace) dwéch plaszezyzn jest
prosta, nalezaloby przyjaé pewnik o nastgpujacej mniej wigcej tresci:

Jezeli

AN8E BN i O -8 DX

jest charakterem plaszczyzny (w), to istnieje zawsze przynajmniej jeden
punkt F majacy te wlasnodé, ze wyrazenie

ALB BX, BYSER

jest symbolem plaszezyzny (m).

W ogoéle jest podany przez Leibniza szkic Charakterystyki geo-
metrycznej ze stanowiska dzisiejsze] metody Matematyki dogmaty cz-
nym; brak systemu pewnikéw, ktére dzisiaj stawiamy na czele. Wytt6-
maczyé to mozna oczywiscie tem, ze Leibniz podawal w liscie do
Huygensa tylko szczuply szkic; ze jest to pierwszy pomysl, nie oble-
czony jeszcze w szate systematyczng. Nie mozna watpié, ze gdyby
Leibniz byl w stanie system ten opracowaé, to' postawilby na jego
czele uklad pewnikéw, i w ten sposéb otrzymalby nie tylko scisle sy m-
boliczny, ale i écisle dedukcyjny system Geometryi.

Codo wyboru charakteréw, to uderza nas przedewszystkiem
niemozliwo$é wyrazenia pewnemi symbolami ogétu punktéw.
AB 8 CX przedstawia np. powierzchnig kuli, lecz nie mozna na powyz-
szych podstawach utworzyé wyrazenia, ktoreby ten ogél przedstawialo.
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Innemi stowy zwigzek A B 8 (' X nie dasig rozwigzaé wagledem X.
Powodem jest brak znaku réwnosei, a wige wybér charakteréw.

Zostajac przy pojeciu przystawania, mozna wprowadzié w powyzej
podane wyrazenia znak réwnosci. Formg ogélng wyrazen w znakowaniu
Leibniza jest symbol

Fy 8 Fy, ' ®

gdzie F| i F, oznaczaja pewne zbiory punktéw. Wyraz F' sklada sie
Jednak z dwéch czedci, pewnej figury, ktérg znaczymy przez f,
i pewnego szukanego punktu lub zbioru takich punktéow, Np. w wyra-
zeniu kola

ABC 8 ABX @)

jest f, = A B, X jest za$ szukanym zbiorem. Jest to charakterystyczng
cechg wyrazenia (8), ze f, znajduje sig takze po lewej stronie, np. 4 B
w charakterze (7). W przykiadach podanych przez Leibniza spoty-
kamy zawsze f, i po lewej stronie znaku przystawania; wyjatek stano-
wig przypadki, w ktérych f, sklada sie z jednego punktu. Jest to oczy-
wiscie zwigzane z wzglednoScig przystawania. Wobec tego i lewa strona

' zwigzku (8) musi si¢ skladaé z dwéch grup. Pierwsza z nich f)

musi byé przystajgca do f,, druga za§ jest punktem stalym lub
zmiennym. Zamiast zwigzku (8) mozemy wigce napisaé

[i, P8 [, X, @)
albo
fi, X8 f, X, (@)
przyczem musi byé
fi 8 f,- ()

Zwigzek () jest zbyteczny, jezeli bedzie

f1Ef27 (’I)

ktéry to przypadek zachodzi stale u Leibniza. Jezeli za§ f; redu-
kuje sig do pojedyficzego punktu, to f, moze byé dowolnym punktem,
gdyz wszystkie punkty przestrzeni sg prazystajace. Spotykamy tutaj
pewne ograniczenie, ktore jest wadg logiczng systemu Leibniza.
Uwazajac forme () lub (0/) za zasadniczg, musimy zrobié zastrzezenie, ze
f; ma byé przystajace do f,, a wiec musimy przyjaé zwigzek (e), jezeli
nie chcemy sig ograniczaé do zwigzku (1), ktérego z drugiej strony nie mo-
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zemy ogdlnie przyjaé, gdyz w przypadku, w ktorym f; redukuje sig do
pojedynczego punktu, ograniczenie to jest zbyteczne i szkodliwe.

W symbolu (3) i (&) chodzi zawsze o oznaczenie punktu X
lub zbioru takich punktéw. Na tem polega wiasnie okreslanie utwor6w
geometrycznych, Punkt X mozna wige uwazaéza wynik polgcze nia
utworéw f,, f, P i na podstawie tej uwagi wprowadzié¢ znak
ré6wnogci. Zamiast (9) i (¢/) mozemy napisaé

[fi. P, fz] =X, )
[fi, X, 1] =X CY)

Przez to umozliwiamy poczesci napisanie zbioréw punktéow X,
czyli rozwigzanie zwiazkow wzglgdem X. (') nie jest oczywiscie zu-
petnem rozwigzaniem (por. analogiczne wyrazenia w Algebrze Logiki, np.
rozwigzania réwnan logicznych). Okreslone przez Lieibniza utwory

lub

geometryczne otrzymujg teraz postaé:

(A iB ] —k (plaszczyzna)
4 5 X Ble=—=1X |

i B l (prosta)

(4o P oA =X (kula)

[4B, C, AB]= X (koto).

Na tej podstawie mozemy napisaé wyrazenie prostej w nastgpu-
jacy sposob:
[AB =X SARE—= X

t. zn. prosta AB jest ogblem punktéw X czynigcych zadosé powyisze-
zwigzkowi. Jasnem jest bowiem, ze jezeli w definicyi kola

4B, C, AB|=X

(' lezy na prostej, przechodzgcej przez A i B, wtedy ogol punktéw X
redukuje sig do C'. Moinaby wigc zapomocg zwigzku

[AB, C, AB]=C

okreslié kolinearnogé¢ punktu O zpunktami 4 i B; wtedy moznaby
zdefiniowa¢ prosta jako ogél punktéwkolinearnych z dwoma

-
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danemi. Z definicyi tej mozna latwiej wywnioskowa¢ zasadnicze wla-
snosci prostej, anizeli z definicyi

A X B =X, -8 X Ci— %

Znikajg tez z tej definicyi zbyteczne punkty pomocnicze 4, B,' C.
Znakowanie A

[f;P1f2]=X

wskazuje nam jeszcze pewien powainy brak metody Lieibniza, W dy-
scyplinach matgmatycznych, w ktérych uzywamy symboléw podobnych
do powyzszego (np. w Arytmetyce @ 4 b =c, w teoryi grup ab=c¢,
w Algebrze Logiki @b = ¢ it. d.) symbole te s3 jednoznaczne. Na
tem polega wielka dogodnosé i prostota w ich uzyciu. W naszym pray-
padku jest jednak symbol

[flaP7f2]=‘X

ogélnie wieloznaczny, Dlatego tez uwaza H. Grassmann? ko-
lineacye za wzglednosé pod tym wzgledem prostszg od przystawania, jak-
kolwiek jest on funkcyg 6 punktow (w przestrzeni), podczas gdy przy-
stawanie jest funkeya 2 punktow.

Précz pojecia przystawania mial Leibniz zamiar uzywaé w Cha-
rakterystyce geometrycznej wzglednosci podobienstwa i ruchu.?
Byé moze, %ze wskutek nieprzychylnej odpowiedzi Huy gensa zamiaru
tego nie wykonal®), nad czem nalezy oczywiscie ubolewad, zwlaszcza, ze
pojecie ruchu zaprowadziloby go prawdopodobnie od rezultatéw o wiele
piekniejszych ¥,

; Wzglednosé podobienstwa jest prawdopodobnie jeszcze mniej
korzystna do zbudowania systemu Charakterystyki geometrycznej.
Kladac bowiem analogicznie do znakowania powyZzszego

[fl,ny2]=X1 (%)
gfI,P7f2E:X, (%,)

lub

) H. Grassmann, Geom. Analyse, 1847, str. 7. Por. takze ustep e)
niniejszej pracy. :

2) Math. Gerh., V, str. 172.

3 Por. M. Cantor, Gesch. d. Math., t. II, 1901, str. 36.

9) Por. ustepy e) f) tej pracy.
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jezeli szukamy punktu, albo ogétu punktéw X, dla ktorych bedzie
f 1 P~ f 2 P ’

spotykamy sig z tem samem ograniczeniem, jak przedtem: w wyraZeniu (%)
wzglednie (%') musi byé
fi=f,.

Symbol (%) jest réwniez wieloznaczny, a definicye utworéw geometrycz-
nych mniej proste. Wzér

AB=~CX

nie okreéla juz kuli, lecz obejmuje wszystkie punkty przestrzeni, ponie-
waz wszystkie odcinki sg podobne. Réwniez definicye

A X'=:BX"
AX = BX = (X
nie dajg zadnych utworéw. Charakter
A BC SN
okresla zas, jak poprzednio, kolo. Wyraéenie

ABCD =~ ABCX

okresla polozenie punktu.

Niema potrzeby uzywaé wiecej punktow niz trzy w czesciach fy, f,,
poniewaz dla czterech punktéw A BCD jest wzér

ABCDE = ABCDX
rownowazny z wyrazeniem

ABCE = ABCX.

To samo odnosi si¢ i do wzglednosei przystawania. Widzimy wige, ze
charaktery najprostsze nie okreslajg zadnych utworéw.

¢. ,Characteristica geometrica“ i ,Characteristica universalis“.

Przedstawiona powyzej metoda geometryczna Leibniza nie jest

w jego pomystach przypadkiem pojedyhczym, réznigecym sig od innych
jego idei; nie jest ona wyskokiem wybujalej fantazyi, nie opartym na

pr—
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faktach pozytywnych, nie uzasadnionym pewnemi rozwazaniami nad me-
todg innych nauk i metods rozumowania wogéle. Leibniz wspomina
wprawdzie o latwedci tworzenia nowych pogladéw u siebie D; $wiadczg
tez o tem jego pomysly we wszystkich prawie dziedzinach mysli ludzkiej;
spotykamy nawet niejednokrotnie bgdz to w listach, badZ to we fragmen-
tach catkiem nieuzasadnione marzenia, o ktérych mozna napewno powie-
dzieé, e sg tylko mrzonkami, ale w naszym przypadku mamy przed sobg
przekonania, zro$nigte Scile z najwainiejszemi zagadnieniami, z dgZenia-
mi, ktére byly trescig catego zycia Lieibniza.

Przedewszystkiem Igczy sig z Charakterystyks geometryczng ,Ana-
liza polozenia“. Jest to niejako uogélnienie Charakterystyki geome-
trycznej, idealny cel Geometryi; Charakterystyka geometryczna jest nato-
miast pierwsza ezgdciows prébg Analizy polozenia. W jednej z prac 2 mé-
wi Leibniz, #e znana Analiza matematyczna zajmuje sig¢ pojgciem
wielkogci, anie pojeciem polozenia, i dlatego mozna jg zastosowaé
do Geometryi tylko po$rednio. Zastosowanie to ma te zle strony, ze
dowody i konstrukeye staja sig ucigzliwe i dlugie, podezas gdy odpowied-
nie twierdzenia dadza sig wywiedé z pojecia polozenia o wiele proseiej.

Wigke sig z temi zagadnieniami pojecie miejsc geometrycznych.

Widzimy z tego, ze Lieibniz mial na mysli oczyszczenie nauki
Geometryi z czynnikéw jej obeyech; dazyl en do utworzemia metody,
opierajacej sig tylko na pojeciach czysto geometrycznych.

Metoda ta da sig wedtug Leibniza wyksztalcié w szacie sym-
bolicznej; wtensposéb moznaby uzyskaé nowy Rachunek, zasad-
niczo rézny od algebraicznego. Ueczynimy na tej podstawie
dowody nie tylko latwiejsze, ale byé moze wynajdziemy zakresy nowych
prawd, dla wyobrazni nie dostgpnych. Nawet dyscypliny praktyczne
potrzebne przy wynalazkach machin odniostyby stad wiele korzysei *.

Leibniz podal probe tej wiedzy geometrycznej, ale niestety zno-
wu tylko prébe.

Figury geometryczne posiadaja précz wielkosci jeszeze jakosé
ksztaltu, Z wielkocig dane jest pojecie ré wno#gci, z ksztaltem po-

1 Phil. Bibl,, 107, str. 31.
2) Math. Gerh., V, str. 178 n.
3) Phil. Bibl, 107, §tr. 76 1.

Wiad. Matem. t. XVIL 5
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jecie podobiefistwa., Prawdziwa Analiza geometryczna musi wigc
uwzgledniad, précz réwnosei i proporeyi (opierajacej sig na réwnosci), takze
podobieistwo i przystawanie (wynikajace z polgczenia réwnosci i podo-
biefistwa). - Aby mozna méwié o wielkosei, nalezy przedmioty poréwny-
wane bezposrednio zestawié. Ksztalt natomiast jest niezalezny od poréw-
nania. Podobnem jest wigc to, co, rozpatrywane bez wzgledu na inne
przedmioty, nie moze byé odréznionel. Dwie figury nazwiemy po-
dobnemi, jezeli nie bgdziemy w stanie w jednej z nich, rozpatrywanej bez
wzgledu na drugg, podaé cechy, ktérejby nie bylo i w drugiej. Wobec
tego musi byé stosunek odpowiednich skladnikéw identyczny. 2

Na podstawie tych definicyj udowadnia Leibniz pewne twierdze-
nia. Jedna ich czes$é da sig wedlug Leibniza wypowiedzie¢ w naste-
pujacy sposéb w formie najogélniejszej: w utworach podobnych maja sig
homologiczne linie, powierzchnie i ciata przestrzenne tak jak dlugosci,
kwadraty i trzecie potegi homologicznych bokéw 2.

Ze Leibniz uwazal swg Charakterystyke geowmetryczna za czq-
Sciowe zrealizowanie owej Analizy geometrycznej, przynajmniej co do
ogblnego kierunku, dowodzi tego np. zdanie wypowiedziane przez niego
po wyliczeniu korzysci Charakterystyki geometrycznej w liscie do Hu y-
gensa: ,Osiggnigcia tego celu moznaby sig spodziewaé, gdyby ta rze-
czywiscie Analiza geometryczna (t. zn. Charakterystyka geome-
tryczna) byla w swych podstawach okreslona .

Dalsze uogélnienie prowadzi nas do ,Charakterystyki ogél-
nej“. ,,Characteristicé, universalis“, owa nauka i metoda, ma-
jaca objaé wszystkie poszezegélne nauki, byla od chlopigcych lat Leib-
niza ulubionym tematem jego rozmyslan.

Leibniz byt gleboko przekonany, ze wszystkie pojecia zlozone
dadzg sig rozlozy é na proste, tak jak kazda liczba na liczby pierwsze ©).
Definicye nominalne sa zbiorem cech, ktére pozwalaja nam na odréznienie
zdefiniowanych przedmiotéw od wszelkich innych. Jezeli cechy bedziemy

Lostr 721 1.~ Por; tez str. 155:

yalco

4 S TR o ey )

3) 1 c: str. 73—6.

835 Ecsin 70,
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ustawicznie rozkladali na skladniki prostsze, to w koficu musimy doj$é do
takich, ktére sa bezwzglednie proste, ktérych okreslié nie podobna V.
Tej ogdlnej Analizy Lieibniz nigdy nie dokonal. Nie waipit on jednak,
ze kilka bystrych umystéw w krétkim stosunkowo czasie zadaniu temu
podota. Niestety, do dzi§ dnia nie posiadamy takiego katalogu zasadni-
czych pojeé, tego abecadta filozoficznego, mimo ponownych zgdan 2. Nie
mozna z gory powiedzieé, ze zadanie to jest nierozwigzalne. Zaznaczy¢
jednak nalezy, ze rozwigzanie to musi zawsze pozostaé wzglednem,
przynajmniej w czedci. Niema zupelnie objektywnego kryteryum zasad-
niczych pojed; wielky rolg bedzie zawsze odgrywala umowa. Odbija sig
to we wzglednodei podstaw Geometryi. Ale ta Analiza jest tylko wste-
pem do Syntezy, ktéra ma z tych zasadniczych pojeé tworzyé pojecia
ztozone. Pojecia te nie mogg byé oczywiscie sprzeczne® . I to prowadzi
nas znowu do wzgledno$ci?. Synteza ta zezwoli wigec na utworzenie
wszystkich prawd, zwlaszeza jezeli bedziemy sig postugiwali metodg me-
chaniczng, na jakg wskazuje nam Kombinatoryka. Mniemanie to
jest oczywiscie mozliwe tylko na stanowisku Leibniza, dla ktérego
tresé duchowa kazdej monady jest niezalezna od tresci innych, jest
w niej potencyalnie w calosci zawarta., Wszak kazdy postep wiedzy
jest tylko rozwinigeiem intelektualnem jazni ).

sCharacteristica universalis“ Leibniza przedstawia za-
czgtki kilku nauk, ktére i dzisiaj nie sg jeszcze ostatecznie zréznicowane.
Wigze sig z nig ,Ars combinatoria“, ktérgsig¢ Leibniz zajmowal
jeszeze w latach mlodzienczych, a ktora jest zarazem podstawsg dzisiejszej
Kombinatoryki, dyscypliny matematycznej o charakterze jakodciow ym.
Leibniz pojmowal jg szerzej, niz sig to dzisiaj dzieje; identyfikowal jg

«_6)

nawet z ,Charakterystyka ogdlng I w tem znaczeniu byla dla niego

Algebra zwyczajna zastosowaniem Kombinatoryki do wielkosei, Iloczyn

) Phil. Bibl., 107 str. 41.

2) Por. np. W. Ostwald, Vorles. u. Naturphilosophie.

8) Phil. Gerh, VII, str. 261 n.; Phil. Bjbl,, 107, str. 42

%) Por. moja prace ,,O apryoryczno$ci Matematyki“, Przegl. filoz., 1909,
XII, str.- 507.

5 Phil. Gerh., VII, str. 61 n.

%  Phil. Bibl.,, 107, str. 50.
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a-+b+cit d przez |4 m -+ n it d. jest przeciezs sumg wszyst-
kich par powyzszych liter?).

Lwig cze$é Charakterystyki ogélnej stanowi Logika symbo-
liczna i ta czgéé Ontologii, ktéra wigze sig scisle z Logika, a ktorg
uwaza si¢ powszechnie za nauke o pojeciach; w Logice symbolicznej nazy-
wa sig ja Rachunkiem klas?. Jest to zarazem symbolicznie przed-
stawiona elementarna Teorya mnogosci®. Leibniz znal juz wiele i to
zasadniczych twierdzen tej dyscypliny. ,Initia rerum mathematicarum
metaphysica“ ¥ majg takize wykazaé, Ze istnieje ta uniwersalna nauka,
ogodlniejsza od Matematyki 9, Leibniz podaje tam procz innych defi-
nicye czasu, przestrzeni, punktu, linii, powierzchni, prostej, plaszczyzny,
przecigeia czyli iloczynu logicznego, wielkosei, jakosci, podobienstwa it.d.
Mamy tutaj oczywiscie do czynienia z pojeciami ontologicznemi,
i stojgcemi na granicy Ontologii i dyscyplin matematycznych.

7 twierdzen Algebry Logiki znanych Leibnizowi wspom-
nimy tylko o zasadniczych. Znane mu bylo pojecie iloczynu, sumy i ne-
gacyi 8, prawo symplifikacyi

ao.< a, a<ab,?
prawo skladania, z ¢ < b i @ < ¢ wynika
0 =.bc,
a+c<b,”

z < b, c<b wynika

< - ) 9 i3
prawo przemiennosci, ¥ tautologii

A==y at+a=a'",

1) 1. c. str. 62; Math. Gerh., VII, str. 17—29.

?) Por. E. Schroeder, Vor. ii. Algebra d. Logik, I, 1890.

3) Por. L. Couturat, Les principes des Mathém., 1905, dod. I.

4) Math. Gerh,, VII, str. 17 n.

%) Phil. Bibl,, 107, str. 53.

6) 'Phil. Gerh., VII, str. 218, 222,340.

) L c. Znak << oznacza stosunek subsumpcyi.

8) ol e st 229,

9 Leibniz, Philos. Schriften, wyd. Erdmann, str. 98.

10)  Phil. Gerh., VII, 230 n; G. Peano, Formulaire mathém., IV,
1902—3, Log. math., § 2, #31.
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prawa kontrapozycyi i podwdjnego przeczenia D), pojecie zera logiczne-
go ¥, a nawet takie prawa, jak nastgpujgce: z @ < O wynika

a=ab i =a-+409.

Z przedstawienia tego wynika, ze Charakterystyka geome-
tryczna byla tylko jednem z ogniw rozmyslan nad Charakte-
rystyka ogdlng. Byla ona tylko czedciowem urzeczywistnieniem tej
rachujgcej, chociaz niekoniecznie wielkosciami, metody ogoélnej, obejmuja-
ceji Algebre zwyczajng i Geometrye i wogble metody poznawania intelek-
tualnego ¥. Cechuje obie te Charakterystyki mechanizowanie akcyi my-
Slenia, a wigc udoskonalanie i umozliwianie dowodéw. Bledy w rozumowa-
niu bedzie mozna z ich pomocg tak latwo wykryé, jak bledy wrachunkach.
Znikng wige jalowe spory uczonych, a uwolniona w ten sposéb energia
postuzy celom wyzszym. |, Nalezy si¢ dziwié niedbalosci ludzi marnujg-
cych czas na drobnostkach; to, coby moglo polepszyé ich zdrowie i byt,
lezy tymczasem odlogiem. Gdyby ludzie tylko zechcieli na podstawie
istniejgcych, bardzo obfitych obserwacyj naszego stulecia zajaé sig owg
Analizg, to w ich mocy byloby moze zapobiedz wielkiej liczbie nieszczgsc.
Ludzkie poznanie natury wydaje mi sig jednak dzisiaj skladem, zaopa-
trzonym doskonale w towary wszelkiego rodzaju, w ktérym brak jednak
porzadku i spisu zawartogei®. )

W zwigzku z temi dgzeniami zostaja tez machiny do racho-
wania, réowniez przedmioty ulubionego zajecia Leibniza; wszak i one
doskonalg poznawanie.

Aby zrozumieé dgzenia Leibniza jeszcze lepiej, musimy je ocenié
ze stanowiska Matematyki i nauki wspoélczesnej.

d. Stanowisko Charakterystyki geometrycznej w Matematyce.

Leibniz przeciwstawia niejako Charakterystyke og6lng Charakte-
rystyce geometrycznej. Charakterystyka ogélna odnosi si¢ do kazdej

Y. Formul. mathém., 1. c.,.§ 7, *1.

ay: =Phil =Gerhe, TV, str 9219230234
Hyie At stir. D14,

s hil BibL 107, Tste: 50,

5y, Phil. “Bibl.; 107; str 47,
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nauki, Charakterystyka geometryczna tylko do Geometryi. Przypatrzmy
sig najpierw ze stanowiska wspolczesnego Charakterystyce ogélnej.

Wspomnieli$my juz, ze tkwig w niej poczatki kilku nauk, miano-
wicie Logiki ogélnej, Ontologii i badan stojacych na granicy mig-.
dzy Ontologia a dyscyplinami matematycznemi, szczegélnie Teoryi
wzglednodeil),

Ze Lieibniz zaliczal i Logike do Charakterystyki oglnej, pra-
gnac w ten sposéb udoskonalié 6wezesne Metody logiczne, o tem latwo sig
przekonaé, odczytujac fragmenty jego Charakterystyki ogélnej. Zwrécié
tez nalezy uwage na pewne miejsce w ,Nouveaux Essais“. Czytamy tam
o0 uogdlnieniu form sylogistycznych,‘ o zaliczaniuich do przysziej wiedzy;
bedzie to ,rodzaj Matematyki uniwersalnej, ktérej donioslosé
Ta Matematyka uniwersalna bylaby
oczywiscie o wiele obszerniejsza, anizeli Logika symboliczna Lieibniza.
Reszta nalezalaby do Ontologii, ogélnej nauki o przedmiotach, zwanej
tez Metafizyks, a zarazem do Teoryi wzglednodci. Niema Sciste] gra-
nicy migdzy Ontologia a dyscyplinami matematycznemi. Ontologia zajmu-
jac sig najogélniejszemi wlasnosciami przedmiotéw, ma do czynienia i z ta-

nie jest dostatecznie oceniona“? .

kiemi wlasnoéciami, ktére nalezg do Teoryi wzglednosei i do t. zw. formal-

nej Teoryi dzialan, Ostatecznym problematem Ontologii jest problematem

najogélniejszej klasyfikacyi przedmiotéw, a ta nalezy, w odniesieniu do sto-
sunkéw do Teoryi wzglednosei. Niektore z pojeéd ogélnej Teoryi wzglednosci
poznamy w ustgpie ostatnim; pozwolg nam one objaé jednem pojgciem
metody poszczegélnych dyscyplin matematycznych i zastosowaé je do
Charakterystyki geometrycznej. Rozwinigta dzisiaj Teorya wzglgdnosci
dwdjkowych ® jest tylko szczegblnym przypadkiem Teoryi wzglednosci.
Jak $ciéle wiaze sig z dyscyplinami juz ta cze$é, wynika z pogladu
Russella na istote czystej Matematyki, ¥ wedlug ktérego czysta Ma-

) Nazywam za porada p. Dicksteina Teoryg wzglednoS$ci
to, co zagranicg zowia ,Theorie der Relative® (Schroeder), ,calcul
des relations* (Russell), a wlasciwie uogélnienie tej dyscypliny. Por. f)
tej pracy.

2) Nouv. Ess, 1V, 17, § 4.

3) Literatura podana np. u Schroedera, Vorl. ii. Alg. d. Logik, 1—1II,
1890 - 1907.

4 B. Russell, The principles of mathematics, 1903, str. 1 n.
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tematyka jest tylko kontynuacya Logiki. Cala czysta Matematyka da

sig zbudowaé na pojeciach nalezacych tylko do Logiki. Jezeli jednak

. rozwazymy, co Russell nazywa Logiks, to dojdziemy do przekonania,

ze czysta Matematyka jest kontynuacyg nie Logiki, lecz przedewszystkiem
Ontologii. Rachunek wzgleduosei i Rachunek klas nalezg bowiem przede-
wszystkiem do Ontologii. Zalezy to oczywiscie od tego, co nazwiemy
Logiks. Uwazamy za$§ za Logike nauke o ogélnej i szezegélowej meto-
dzie intelektualnego poznawania $wiata, Taka Logike uznaé zawsze mu-
simy. Préez nie] mozemy przyjmowaé Logike teoretyczng lub inaczej je-
s7zcze nazwang, ale ta bedzie zawsze od prawdziwej, zwyklej Logiki rézng.
Drzisiejszy Rachunek klas, zwigzany z jednej strony z Teoryg sagdéw, a wige
Logikg, 1aczy sig z drugiej strony z Ontologia i Teoryg mnogosci, a wige
i z dyscyplinami matematycznemi. ) Wogéle nalezy sobie u$wiadomié,
ze w Logice, Ontologii i pewnych dyscyplinach matematycznych istniejg
précz pojeé typowych takze pojecia graniczne, i ze wskutek tego nietatwo
jest oddzieli¢ Logike od Ontologii, Ontologi¢ od dyscyplin matema-
tycznych.

Ot6z druga czesé Charakterystyki ogélnej Leibniza jest Onto-
logig, a zarazem wigze sig z Teoryag wzglednosdci idyscyplinami
matematycznemi, Nalezg tutaj ,Initia rerum mathematicarum me-
taphysica“ 2), ktére sam Leibniz zalicza do Charakterystyki ogélnej ®.
Nalezy tez ,, Ars combinatoria“,a po czedci réwniez Rachunek klas, wyna-
leziony przez Leibniza i przedstawiony symbolicznie 4.

Zgadzaja sig z tym pogladem badania tak bystrego krytyka i filo-
zofa jak Husserl. Husserl rzecznik czystej Logiki ® nie odrzuca
oczywiscie Logiki praktycznej, tej, ktérg my nazywamy Logika. Sadzi on
jednak, ze ta praktyczna Logika opiera si¢ teoretycznej nauce, i t¢ na-
zywa czysta Logika. Z naszego stanowiska czysta Logika Husserla
— to w czesci Ontologia, w czesci najogélniejsze dyscypliny matematycz-

1) Por. mojg prace ,Czem jest i czem bedzie matematyka?* Wiad. mat.,
1910, t. XIV.

)  Math. Gerh., VII, str. 17 n.; Phil. Bibl, 107, str. 53 n.

3) Phil. Bibl.,, 107, str. 53.

4 Np. L c. str. 62; Math. Gerh,, VII, str. 24, 49 n, 61, 250 n, 297 n.
Por. tez c). :

5) E. Husserl, Logische Untersuchungen, 1900—1.
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ne; a 0 nazwe przeciez nie chodzi. Zgodzimy sig na te identyfikacye, gdy
uprzytomnimy sobie, jakie problematy stawia Husserl na czele czy-
stej Logiki. A wige: ustanowienie kategoryj, praw do nich si¢ odnosza-
cych i teorye form czyli czysta Teoryg mnogosei!’. Sam Husserl wy-
raza sig o swojem stanowisku w nastepujgcy sposéb:  Unter den grossen
Philosophen, auf welche die hier vertretene Auffassung der Logik zuriick-
weist, nannten wir oben auch Leibniz. Ihm stehen wir relativ am
niichsten“ 1.

Opréez réznicy tresei migdzy idealng Charakterystyksa ogélng

Leibniza aéwezesng Logikg, Ontologig i ogélnemi dyscyplinami matema-

tycznemi spotykamy zasadniczg réznicg metody. Charakterystyka ogél-
na Leibniza ma przynajmniej idealnie szat¢ symboliczng i de-
dukecyjng; symboliczng, gdy# jest zbudowana na charakterach mozliwie
najprostszych, dedukeyjng, gdyz jej wzorem Algebra. Leibniz nie
zdolal nadaé szaty dedukeyjnej i symbolicznej wszystkim swym pomy-
stom; bylo to nawet przed wlasciwem wykonczeniem wigkszych czeseci
wprost niemozliwe. Niektore fragmenty posiadaja jednak symbolike.
Przedewszystkiem wymienié nalezy Rachunek klas?. Nie mozna so-
bie nawet inaczej ttémaczyé owej nadziei Leibniza udoskonalenia do-
, Ut sufficiat duos
disputantes omissis verborum concertationibus sibi invicem dicere: cal-

wodéw, zamiany myslenia na rachunek charakterami.

culemus, ita enim perinde, ac si duo arithmetici disputarent de cal-
culi quodam errore“.

Badanie rozwinigtych dzisiaj o wiele bardziej teoryi Charaktery-
styki ogélnej i wspélczesnego stanu dyscyplin matematycznych, z ktérych
wszystkie prawie przedstawione sg i dedukecyjnie i symbolicznie
w ,Formulaire mathématique“ G. Peana?), a zarazem rozwazania na-
tury ogdlnej doprowadzity mnie do przekonania, %e to, co nazywamy Ma-
tematykg, nie jest czems Scisle odgraniczonem od innych nauk, lecz ze za
Matematyke uwazamy te dyscypliny, ktére osiggnely
stan dedukcyjno-symboliczny. Innemi slowy, ze Matematyka

)

) L oc I str. 219, 243 n.

2) Por. c).

3) Formulaire mathématique, wydawany przez G. Peana od r. 1894.
Wspomnie¢ tez nalezy tutaj o pracach G. Fregego, szczegdlnie o ,,Grundge-
setze d. Arithmetik* 1893—1903.
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nie jest naukg lecz metods, owym idealnym dedukecyjno-
symbolicznym stanem, do ktérego dgzg wszystkie nauki,
Nie nalezy jednak mieszaé¢ stanu dedukeyjno-symbolicznego z mierzeniem
i liczeniem; stanowisko nasze jest o wiele ogélniejsze, Nie mozemy za-
trzymywaé sig na tym punkcie dluzej, odsylajagc po szczegély do innych
prac, gdzie przedstawiliSmy problemat ten w zwigzku w ogélnemi zagad-
nieniami nauki 1),

Na podstawie tego, co powiedzieliSmy o Leibnizu, mozemy $mia-
lo twierdzié, ze jego Charakterystyka ogélna wraz z Charak-
terystykami szczegdétowemi, ktérych przykladem jest Analiza
polozeniaiCharakterystyka geometryczna jest wladnie owym
dedukcyjno-symbolicznym stanem nauk. Wszak i dla Leib-
niza byla Matematyka tylko specyalnym przypadkiem takiego deduk-
cyjno-symbolicznego opracowania.

Charakterystyka ogélna nie wystarcza jednak do symboliczno-de-
dukcyjnego przedstawienia poszczegélnych nauk, Aby dang nauke przed-
stawié dedukeyjnie i symbolicznie, nalezy mieé nie tylko dedukeyjno-sym-
boliezng Logike, ale tez symboliczne przedstawienie tych wszystkich nauk,
ktérych pojecia w danej nauce sg uzywane, a wigc przedewszystkiem On-
tologii. Wszedzie postugujemy sig bowiem terminami, nalezgcemi do tej
nauki. I tylko dzigki temu, ze potrzebne czesci Ontologi i Logiki maja
szatg dedukcyjng-symboliczng, ze nastepnie dyscypliny matematyczne
opieraja sig tylko na Logice i Ontologii, by} G. Peano w stanie nadaé
tym dyscyplinom postaé¢ dedukeyjno-symboliczng, po ustanowieniu cha-
rakteréw wlasciwych tym naukom. Trzy czynniki skladajg sig wiec na
idealny stan nauk: dedukcyjno-symboliczny stan Logiki (czynnik lo-
giczny), nauk pomocniczych (czynnik pomocniczy) i danej nauki
(czynnik wlasciwy). Tylko dlatego, ze Leibniz zajmowal sig
Charakterystyka geometryczng i ze przytem na pierwszy plan wysu-
wal wlasnosci czysto geometryczne, ze nastgpnie jego Charaktery-
styka ogélna obejmowala po czesci czynnik w tym przypadku pomocniczy
(Ontologig), mozna usprawiedliwié jego odréznianie dwéch czynnikdw,
Charakterystyki ogélnej i geometrycznej,

1) Czem jest i czem bedzie Matematyka?, Wiad. matem., 1910, z. 5 - 6;
D. Prinzip der Identitit u. der Kausalitit, Vicrteljahrsschr. f. wiss. Philos. u
Soziol., 1910, t. 34, z. 3.

Wiaa. Matem. t. XVIIL 5¥
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Leibniz wspomina tez, jak widzieliSmy, o symbolicznem opraco-
waniu Mechaniki, nastgpnie pewnych faktéw nauk przyro !ni-
czych, a nawet przedmiotéw niedostepnych dla wyobrazni; jezeli jednak
nie chodzi-tutaj o fakty ,matematyczne“ tych nauk, t. zn. o czynnik po-
mocniczy, to mozemy powiedzieé, ze stan dedukcyjno-symboliczny tych
dziedzin méglby byé osiggnigty dopiero po dodaniu czynnika wlageci-
wego. Na tym punkcie nalezy zarzucié Leibnizowi jednostronnogé.

Ostatecznie mozemy powiedzieé, ze Charakterystyka geo-
metryczna Leibniza jest wla§ciwym czynnikiem jego pbmysléw.

Przypatrzmy sig teraz, jaki jest jej zwigzek z dzisiejszg Matematy-
kg, Odréznié przedewszystkiem nalezy dazenia Leibniza do wydzie-
lenia prawd czysto geometrycznych od usilowania utworzenia szaty de-
dukeyjno-symbolicznej. Co do pierwszego, to dzisiejsza Geometrya rzu-
towa i deskryptywna, pierwsza oparta na pojeciach punktéw i pro-
stej nieograniczonej, druga na pojeciach punktéw i odcinka, a nastepnie
Analysis situs zawierajg najwieksza czesé twierdzen czysto geome-
trycznych. Pod tym wzgledem jest wige ideal Leibniza urzeczywist-
niony. Brak jednak niektérym czgSciom tych dyscyplin (Analysis situs)
szaty symbolicznej. Nastepnie tak z Analizg polozenia Lieibniza, jak
i z jego Charakterystyka geometryczng, wigza sig Scisle pewne badania
Mébiusa, a szczegolnie Nauka rozcigglosci H. Grassmanna
i systemy Geometryi G. Peana. Prace tych dwoch ostatnich matema-
tykow sg najdalej idgcem zrealizowaniem mys$li Leibniza. Co do re-
zultatéw, to Nauka rozcigglosci ziscila w kazdym razie przewazng czgsé
tych nadziei, jakie zywil Leibniz, o ile odnoszg sig one rzeczywiscie
do Charakterystyki geometrycznej. Naleiy sie tez spodziewad, ze
i w prazyszloéci beda teorye Grassmanna jednem z najdogodniejszych
narzedzi w badaniach geometrycznych i fizycznych, Prace Peana od-
noszg sig wigeej do podstaw logicznych Charakterystyki geometrycznej.
Blizsze rozpatrywanie dyscyplin matematycznych wskazaloby nam praw-
dopodobnie jeszcze wiele fragmentéw, ktére moznaby uwazaé za urzeczy-
wistnienie planéw Leibniza; rozpatrywanie to zaprowadziloby nas jed-
nak za daleko.

Zbierajac krétko otrzymane w dwéch ostatnich ustgpach rezultaty,
mozemy powiedzieé, ze Charakterystyka ogélnai geometryczna
Leibniza oznacza idealny, dedukcyjno-symboliczny stan, do
ktérego dazg nauki, Ze jest ona— inaczej méwigc—Matematykg
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w prawdziwem znaczeniu. Charakterystyka ogélna jest
zaczgtkiem dedukcyjno-symbolicznej Logiki, Ontologii
iogélnych dyscyplin matematycznych; Charakterystyka
geometryczna —wskazéwkg do tworzenia dedukecyjno-symbo-
licanych systeméw Geometryi, Précz tego zada Analiza po-
tozenia opracowania zjawisk czysto geometrycznych.

W dalszym ciggu zajmiemy sig najpierw kontynuacyami Charakte-
rystyki geometrycznej Leibniza. Poniewas Nauke rozcigglogci Grass-
manna uwazaé¢ nalezy za taka (takze wedlug samego “autora), wige
zaczniemy od krétkiego przedstawienia zwigzku Charakterystyki geome-
trycznej Leibniza z Naukg rozcigglosci, ograniczajac sig tylko do za-
sadniczych punktéw. Nastgpnie przedstawimy krétko rys badan Peana
nad systemami pokrewnemi Charakterystyce geometrycznej.

e. Nauka rozciagtosci H. Grassmanna i systemy G. Peana.

W r. 1846 otrzymal H. Grassmann z fundacyi naukowej ks.
Jablonowskich nagrode za pracg nad dalszem rozwinigciem Charaktery-
styki geometrycznej Leibnizal. System Grassmanna jest tylko
dalszym ciggiem Charakterystyki geometryczne] ze wzgledu na metode,
a nie na tre$é. Prdcz szaty dedukeyjno-symboliczne], obu systemow nie
wigze prawie zadna $cislejsza nié?. Sam Grassmann wyraza sig
w tej kwestyi w nastepujacy sposob: , Odbieglbym zanadto od celu, gdy-
bym cheial na tem miejscu przedstawié chodéby tylko szkielet budowy tej
nauki (t. zn. Charakterystyki geometrycznej Lieibniza), do czego na-
lezg oczywiscie koniecznie odpowiednie pewniki i dowod, ze s one wy-
starczajgce“. 3)

Szukajge wyrazenia na prosta, przechodzges przez dwa dane punkty
A, B i na plaszezyzne, przechodzacy przez trzy dane punkty 4, B, O,
przychodzi Grassmann do wniosku, Ze wyrazenia te, jakkolwiek od-
nosza sig do utwordw stosunkowo prostych, sa skomplikowane.

) H. Grassmann, Geometrische Analyse, 1847.

?) Por. zreszta zwiazek miedzy teorya wektorow a systemem Peana
z r. 1902 przedstawiony ponizej.

%) Geom. Anal, 1847, str. 4.



70 E. Stamm. (28)

W pierwszym przypadku mamy bowiem, jezeli A’, B', C’ oznaczaja
trzy punkty pomocnicze:

A'X 8 B X'8'C X,
A'A 8 B48 C'A,
A'B-8 B'B:$ CLB, i
czyli, zbierajac razem dwa ostatnie zwigzki,
: AX8BX8CX
ABA' 8 ABB 8 ABC'.

Dla plaszezyzny otrzymamy odpowiednio, jezeli A/, B’ sa dwoma punk-
tami pomocniczemi,

AX 8 BX,
A'A 8 B'A,
A'B 8 BB,
AGC8TREC:

czyli krécej

A'X 8 BLX,
ABCA" 8 ABCH'.

W zwigzkach tych znajdujg sie¢ punkty nieistotne pomocnicze, ktére
nalezaloby, wedlug Grassmanna, wyrugowad, jezeli chcemy otrzymac po-
staé jak najprostszg. Znakowanie Leibniza nie pozwala jednak na to.
Utwory mniej proste beds wigc miaty charaktery bardzo skompliko-
wane, bedg zawieraly bardzo duzo punktéw pomocniczych nieisto t-
nych,

Brak w znakowaniu Leibniza polega, wedlug Grassmanna,
na tem, ze zamiast wzglednosci réwnosci, ktéra nam pozwala na pod-
stawianie form réwnych, postugujemy si¢ wzglednodcig przystawania,
bedacs wprawdzie przechodnig, ale nie pozwalajgcg ogélnie na ta-
kie podstawianie. VY Ze zwigzku

1yl o. s,

-y
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AB 8 CD
M 8 N

nie wynika bowiem

ABM 8 CDN.

Nalezy wige przedewszystkiem zmienié znakowanie Leibniza
i to w ten sposéb, aby umozliwié wspomniane podstawienia, Grassmann
uskutecznia to jednak w ten sposob, ze zmienia rownoczesnie wzglednosé
przystawania na inng, a przez to nadaje calemu systemowi inny charak-
ter; zamienia Charakterystyke geometryczng Leibniza
na swg Naukg rozciggloéci. Bieg jego my§li jest nastepujacy: ¥

Aby wprowadzié¢ wzgledno§é réwnosei do Charakterystyki geome-
trycznej, nalezy tylko to uwazaé za rowne, co da sig podstawiaé. Jezelinp.
A B ( jest przystajace do D E F, to oznaczmy to, co jest w tych figurach
réwnego, a wige pewns funkeye punktéw przez fig (ABC) i fig (DEF).
Zwigzek

ABC 8 DFE

zamieniamy wigc na

fig (ABC) = fig (DEF).

Poniewaz ostatecznie odpowiednie zwigzki dla przystawania figury skla-
dajgcej sig z n punktéw dadzg sig przedstawié w formie systemu

fig (4 B) = fig (DE),

il
ktory otrzymamy biorge kazda pare punktéw, wiec nalezy tylko ozna-

czyé funkeye
fig (AB).

Widzimy wige jasno, ze wraz ze zmiang wzglednosci przystawania zmie-
nia sig zupelnie i stanowisko. Po okresleniu funkcyi fig bedziemy mieli
do czynienia z pojeciami r6znemi od-poprzednich.

Grassmann uogdlnia nastgpnie pojecia Leibniza, zamieniajac
np. zwigzek

ABC 8 DEF

na zwigzek

) L c. str. 6—20.
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ABCO~DEF,

a wigc wzgledno§é przystawania na wzgledno$é podobiefistwa,
przyczem postepuje nie§wiadomie w my$l Leibnizal). Ogoélniejszg
Jjeszeze formg bedzie, wedlug Grassmanna

cokin (A B ... F)i=— colin ¢(44Bt. . BV,

gdzie colin oznacza kolineacye rw przestrzeni). Przystawanie jest
na pierwszy rzut oka wzglednoscig prostszg od kolineacyi, poniewaz ozna-
czona jest w przestrzeni dwoma punktami, podczas gdy kolineacya jest
funkeyg szedciu punktéw. Z drugiej strony jednak prowadzi nas zwigzek

AB 8 CX

do og6tu punktéw (powierzchni kuli), podezas gdy kolineacya przy 5 da-
nych punktach i 5 odpowiednich (z ktérych zadna czworka nie lezy w jed-
nej plaszczyznie) okresla szosty punkt jednoznacznie; a to jest ko-
rzyScig zasadniczg 2.

Rozpoczyna wige Grassmann swe badania, wychodzge z koli-
neacyi (na plaszezyznie), bedacej funkeys 5 punktéw. Otéz w koline-
acyi mozna, jezeli z punktéw 4, B, C, D zadna tréjka nie lezy na pro-
stej, kazdy inny punkt plaszczyzny otrzymaé zapomocg linearnej kon-
strukeyi, albo absolutnie dokladnie, albo z dowolnem przyblizeniem. Na-
lezy wige zbadaé przedewszystkiem prawa konstrukeyj linearnych.

Uwazajac punkty i proste w przestrzeni za wielkos§ci (obdarzone
pewnemi wartociami metrycznemi), dochodzi Grassmann na podstawie
analogii z dzialaniami algebraicznemi, starajgc sig o jak najwigksze podo-
biefistwo do znanych zasadniczych pojeé swej Nauki rozciaglosci.
Na tej podstawie dopiero okresla Grassmann funkcye

fig (A B).

Odrézniajac pojecie. wielkosei liniowej A B, gdzie A i B oznaczaja
punkty od odecinka B—A (w pierwszym praypadku bedzie 4B=CD,
jezeli AB i CD sg réwnej dlugosci, jednako skierowane i leza na tej sa-

1y Parsi6).
A5 Por, 6).
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mej prostej, w drugim B — A= D — C, jezeli odpowiednie odcinki
majy tg samg dlugo$é i ten sam kierunek), wykazuje Grassmann, ze
przystawanie zbliza sig najbardziej do réwnosci odcinkéw B — 4.
Ilekroé wigc bedzie
A—B=C—D,
bedzie tez
fig (4B) = fig (CD);

fig {4 B) mozemy wigciwazaéza pewng funkeye wyrazenia A—D.
W ten sposéb zamieniamy réwnanie powyzsze na

f (A—B) = f (C—D)

(f oznacza wspomniang funkcye).

Krok ten jest czeScig zapowiedzianej przez Grassmanna powy-
7ej zamiany wzglednogei przystawania na wzglednosé réwnosei, Opiera-
jac sig w dalszym ciggu na analogii z dzialaniami Algebry zwyczajnej,
przychodzi Grassmann w koncu do wyniku, ze zwigzek

fig (4B) = fig (C D),
a wiec
AB 8 CD,
zamienié nalezy na
(A4—B X (4—B) = (C—D) X (C—D),
ezyli

(4—Bj = (C—D}t,

gdzie znak X oznaczn mnozenie wewngtrzne. Na tem kofczy sig
kontynuacya metody Leibniza. W ten sposéb przechodzi Charakte-
rystyka geometryczna na Nauke rozcigglosei.

System podany przez G. Peana w r. 19021 jest bardziej prawo-
wierny niz Nauka rozcigglosci. Jest to system Geometryi metrycznej;
Charakterystyka geometryczna Leibniza wykazuje bowiem wiele po-
dobienstwa do Geometryi metrycznej. Z tego stanowiska moznaby do-
patrzeé sig inkongruencyi migdzy pojeciem Leibniza o Analizie poloze-
nia a jego Charakterystyka geometryczng.

) La geom. basata sulle idee di punto e distanza, Atti d. R. Accad.
d Scienze di Torino, 1902, 38.
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Peano opiera wspomniany system Geometryi metryeznej na poje-
ciu punktéw i réwnoodleglogeci punktéw. Jest to wige najprost-
szy przypadek przystawania, przystawanie par punktow. Przytem
ma jeszcze zasadnicze pojecie réwnoodleglodei specyalny charakter,
nie jest réwnoodlegloscia dwoéch par dowolnyeh punktéw 4, B, €D,
lecz pary AB i BC, a wigc waglednoseig tréjkowa. Definicye
prostej i plaszczyzny sg analogiczne do okreslen Leibniza, Po
zdefiniowaniu prostej nie przedstawia okreslenie §rodka dwoéch pun-
ktéw zadnych trudnosci. Srodkiem dwéch punktéw A, B jest punkt
prostej A B, réwnooddalony od A i B. Poniewaz dwa réwne wektory
tworza z prostemi laczacemi odpowiednio ich punkty poczgtkowe i kofico-
we réwnoleglobok, ktérego przekatne sig polowis, i poniewaz naodwrot,
po odpowiedniem polgezeniu koficéw polowigcych sig odeinkéw, powstaje
réwnoleglobok, wige zapomocg pojecia $rodka dwéch punktéw da sig
okreslié r6wnodé dwoch wektoréw. Dwa wektory AB i CD be-
da wtedy i tylko wtedy réwne, jezeli $rodek pary A D jest identyczny
ze $rodkiem pary BCO. Réwnosé odleglosci okresla sig potem za-
pomocg wektordw.

Badania te wykazujg, %e korzystniejszg bedzie droga odwrotna.
Peano przyjmuje w innym swoim systemie ! za pojecia pierwotne
punkty i wektory, wzglednie zwigzek migdzy caterema punktami
A, B, C, D, ktéry da sig np. tak wypowiedzieé stowami 4, B, C, D
jest réwnoleglobokiem, Peano znaczy wektor punktem poczgtkowym
i koncowym. A—B oznacza wektor z poczatkiem w B, a z kofcem
w A. Po okresleniu zasadniczych wlasnosci wektoréw i wektora zer o-
wego, sumy punktu i wektora, sumy dwéch wektorow,
iloczynu wektora i liczby, iloczynu wewngtrznego i mo-
dulu wektora, mozna okresli¢ odleglo§é dwéch punktéw A4 i B jako
dlugosé wektora B—A, t. zn. modul tego wektora.

W ten sposéb laczy sig znowu teorya Leibniza, udoskonalona
i wyksztalcona przez Peana, zteoryg Grassmanna, Z drugiej strony
zobaczymy pézniej, ze system ten zostaje w pewnym zwigzku z systemem,
o jakim mys$lal juz Leibniz, mianowicie opartym na pojgeiu ruchu.

) Analisi d. teoria dei vettori, Atti d. R. Accad. d. Science di Torino,
1898, 33.
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g

O innych systemach, opartych na pojeciu przy stawania miano-
wicie M. Pascha®), G. Veronesego? i D. Hilberta ¥ mozemyna
tem miejscu tylko wspomnieé.

Szatg zupelnie symboliczng majg tylko systemy Peana.
Uwolnienie wyobrazni od pracy przedstawiania figur geometrycznych od-
bywa si¢ tam kosztem Rachunku logicznego i specyalnego geometrycz-
nego. [Pod tym wzgledem przewyzszajg wige te systemy fragmenty zo-
stawione przez Leibniza, posiadajace tylko Symbolike geometryczng,
ale nie logiczng. Jezeli zwazymy jednak, ze ,Characteristica universalis“
Leibniza miala i t¢ strong uwzglednié, to zniknie ta réznica migdzy
obydwoma systemami.

Rozwinigte badania nad podstawami Geometryi wykazaly jednak
pewng wazng okoliczno$é, o ktérej Leibniz nie mial jasnego pojecia,
mianowicie wzglednos§dé systeméw geometrycznych. I Leibniz mé-
wi wprawdzie o réznych rachunkach geometrycznych, ale rachunki te al-
bo odnoszg sig do réznych dziedzin badania, albo sg tylko prébami przy-
gotowania do jednego, ktéry nalezaloby zaakceptowaé po przekonaniu sig
o0 jego szczegblnych wlasnodciach. Duzisia] wiemy, ze mozliwe sg systemy
Geometryi i to w réznych kierunkach. Jedne z nich rozpatrujg stosunek
prawd geometrycznych do $wiata, sg to Geometrye euklidesowe
i nieeuklidesowe; drugie zalezg od pewnych przeksztalceni zostawia-
jacych dane wlasnosci niezmienne, ogélniej od zasadniczych pojeé uzytych
do ich zbudowania. Nalezg tutaj Geometrye rzutowe, deskrypty w-
ne, metryczne, inwersyjne it.d.

W nastgpnym ustepie sprobujemy zajaé stanowisko, ktére zblizy
nas do dyscypliny zyskujgcej coraz wigksze znaczenie, do Teoryi wzglqd-
nosci, i pozwoli moze na dalsze urzeczywistnienie zamiar6w Leibniza.

f. Zasadnicze pojecia Teoryi wzglednosci w zwiazku z Geometrya.

Jezeli zapytamy, na czem polega wspdlna szczegélowa me-
toda podstaw dyscyplin matematycznych, przynajmniej ich wigkszosei,

1) Vorl. ii. ueuere Geometrie, 1882.
?) Fondamenti di geom. a piti dimensioni, 1891; niem. tt6m. 1894.
) Grundl. d. Geometrie, 1899, trzecie wyd. 1909.

Wiad. Matem. t. XVIIL 6
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to juz pobiezne zbadanie przekona nas, Ze po pierwsze ta niezmienna me-
toda istnieje, a po drugie, Ze nazywa sig ja dziataniami, kompozycya ope-
ratoréw, grup, wzglednosciami dwoéjkowemi, odpowiedniosciami i t. d.
Posiadamy nawet daleko rozwinigte ogélne teorye fych pojeé, i tak
Teorye dzialan formalnych, rozwinigta przez Hankela, Grassmanna,
Schroedera i in., Teorye grup, Teorye wzglednosei dwojkowych, V)
Rachunek pokrewiefistwami? i t. d. Na tej podstawie nalezy utworzy¢
ogblng ,Teorye wzglgdnosci®, W teoryi takiej liczba twierdzen,
odnoszacych sie do wszystkich wzglednosci, bedzie oczywiscie szczupla.
Dopiero klasyfikacya wzglgdnogei rozwingé moze szezegélowe teorye, ob-
fite w twierdzenia, Podane ponizej zasadnicze pojecia majg na celu umo-
zliwienie ogélnego stanowiska w Geometryi, a nie samg Teorye wzgled-
noéei. Mozna bowiem przypuscié, ze metody Arytmetyki, Teoryi grup,
Algebry Logiki i t. d. nie s odosobnionym przypadkiem, lecz ze dadzg
sig zastosowoé i do innych dyscyplin matematycznych, przedewszystkiem
do Geometryi.

Niechaj beda dane dwie mnogosci Mi N, z ktérych kazda moze
sig sktadaé z innych mnogosci, a te z elementéw. Jezeli pewnemu agre-
gatowi elementdw mnogoéci M, oznaczonemu przez 4,, odpowiada
w jakikolwiek sposob agregat elementéw mmnogosci N, mianowicie 4,,
to méwimy, ze miedzy A4, i 4, istnieje wzglednodé i znaczymy to
symbolem

: B — . h (1)

Termin ,odpowiada“ oznacza, Ze jezeli 4, jest w jakikolwiek sposéb
zrealizowane, to i 4, bedzie zrealizowane. Wyrazenia 4,, i 4, muszg
byé rézne, gdyz w przeciwnym przypadku byloby (1) tozsamoscig.  Dla-
tego nalezy odrézniaé strone lews i prawg wyrazenia (1). Nalezaloby
wigc na miejsce znaku réwnosei napisaé inny np.

1) W formie dawniejszej, E. Schroeder, Vorl. ii. Algebra d. Logik.
‘t. 1ll, Algebra u. Logik d. Relative, 1895. W formie nowszej, G. Peano,
Form. mathém., np. IIl, 1897, Logique mathém., 500- 531, takze Mathem
Annalen, 37, 1890, str. 187—194. B. Russell, Sur la log. des relations,
Theorig génér. des rel, Revue mathém., 7, 1900--1.

‘ ?) C. Stephanos, Math. Annalen, 1883, t. 22; H. Wiener, Ber. d.
sichs. Ges. d. Wiss., 1890.

e

Ao —> 4as (a)
Jezeli sig jednak umdéwimy, ze wyrazenie
An == Am

nie znaczy nic innego jak (o), to mozemy uzywaé znaku réwnosei. Tak
np. w wyrazeniu

a+b=c

odpowiada liczbom @, b i znakowi -}~ liczba ¢. Liczbie ¢ nie odpo-
wiada jednak (bez blizszego okreslenia) zaden agregat; piszemy mimo to:

c=a-b.

Symbol A4,, mozna wstawié na miejsce A, w dowolnem wyrazeniu,
gdyz A,,, jako odréznione od A, i wyréinione jako lewa strona zwigzku
(1), nie oznacza nic innego jak A,, t. zn. nie moze byé wskutek tego wy-
réznienia uwazane za zbiér pewnych elementéw bez wzgledu na A4,.
Tylko w tych przypadkach, w ktérych powyisze warunki sa spelnione,
mozemy uzywaé znaku réwnosci.

Wzglednosé (1) nie jest najogélniejszym przypadkiem. Jest ona
wzglednodecig dwudzielng, poniewaz rozréznié w niej mozna
dwie czgfci. Nazywamy agregat A, poprzednikiem, zbiér 4,
nastepnikiem. Mozliwe sg wzglgdnosci, ktore nie dadzg sig¢ roztozyé
na dwie grupy, np. ,tréjkat réwnoboczny“ uwazany za zbiér trzech
punktéw réwnooddalonych wzajemnie. W dyscyplinach matematycznych
odgrywajg szczegllng role wzglednosci dwudzielne.

Jezeli wezmiemy pod uwage liczbe elementéw poprzednika
i nastepnika, to mozemy wzglednosci sklasyfikowaé w nastepujacy spos6b:

1) Wazglednosei pierwszego rodzaju, Liczba elementéw po-
przednika stala, réwna 7 ; liczba elementéw nastepnika stata, réwna 7
Wyrazamy sig dokladniej, ze wzglednodci te majg znamig m/n.

2) Wzglednosci drugiego rodzaju. Liczba elementéw po-
przednika stala, réwna 7 ; liczba elementéw nastgpnika zmienna. Wazgled-
nosci te majg znamig Mm/v (przez v oznaczamy liczbg zmienny).

3) Wazglednosci trzeciego rodzaju. Liczba elementéw po-
przednika zmienna, liczba elementéw nastepnika stata, réwna 7. Zna-
mig¢ v/n.
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4) Wizglednosei czwartego rodzaju. Liczba elementéw po-
przednika i nastgpnika zmienna. Znamig v,/v,.

Ta klasyfikacya, opierajgca sig na liczbie elementéw poprzednika
i nastgpnika, nie jest powierzchowna, jak si¢ moze zdawaé. Xatwo spraw-
dzié na poszezegdlnych praykladach podanych ponizej, ze zasadnicze wia-
snodci wzglednosci zalezg wlanie od liczby elementéw poprzednika
i nastepnika. Inne s3 wlasnosci wzglednosci mniejszosci, inne dodawa-
nia arytmetycznego, lub tréjkowych logicznych dziatan Kempego®.

Jezeli danemu poprzednikowi odpowiada p nastepnikéw, przyczem
p jest stale, to méwimy, ze wzglednosé jest klasy pierwszej, mia-
nowicie p-znaczna. Piszemy to w nastepujacy sposéb: |p|. Jezeli
p =1 to mamy wzgledno$¢ jednoznaczng. Sa one w dyscyplinach
matematycznych najwazniejszemi. Jezeli danemu poprzednikowi
odpowiada zmienna liczba nastgpnikéw, to nazywamy wzglednosé wzgled-
nodcig klasy drugiej; oznaczamy to symbolem | v |. Nazywamy zna-
mieniem w rozszerzonem znaczeniu symbole x/y i |z |.

Jezeli elementy nastgpnika wszystkie, a elementy poprzednika
wszystkie z wyjatkiem jednego sg tego samego rodzaju, to nazywamy
dang wzgledno$é jednorodng. Niema wzglgdnosei w tem znaczeniu
jednorodnych, aby wszystkie elementy poprzednika i nastgpnika byly
tego samego rodzaju. Jeden przynajmniej z elementéw poprzednika rausi
byé bowiem znakiem okreslajgcym charakter odpowiadania nastepnika,
gdy% w przeciwnym razie nie wiedzieliby$my, w jakiem znaczeniu ,odpo-
wiada“ nastepnik poprzednikowi, nie mogliby$my przy danym poprzed-
niku wyszukaé nastepnikéw. Tylko wskutek tego, Ze opuszczamy
dla wygody lub innych wzgledéw ten element réznorodny, oznaczajac go
w jakikolwiek inny spos6b, np. przez nawiasy, proste ustawienie elemen-
t6w obok siebie i t. d. moze sig zdawaé, Ze istniejs wzglednosci zupelnie
jednorodne. Wazglednosei jednorodne sg najprostszemi, jednak nie jedy-
nemi w Matematyce. p

Przyklady. Dodawanie arytmetyczne dwéch liczb (rze-
czywistych) jest wzglednodcig jednoznaczng, dwudzielng. Posiada ono
znamig 3/1, | 1|. Poprzednik sklada sig bowiem z dwoch liczb i znaku

) A. B. Kempe, On the relation betw. the logical theory of classes
and the geom. theory of points, Proc. of the Lond. math. soc., 21.
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-, nastepnik z jednej liczby. Jezeli podzielimy mmogodé M na trzy.

mnogosei, to dwie z nich ‘beda sie skladaly z liezb, trzecia z jednego
znaku . Dodawanie arytmetyczne jest wzglednoscia jednorodng.

To samo mozemy powiedzie¢é o mnozeniu arytmetycznem,
przy ktérem znak X moze byé opuszczony, a wyraza sig ustawieniem
liczb obok siebie; o potggowaniu, przy ktorem znak potggowania
wyraza sig wyZszem polozeniem wykladnika potggowego; o odejmowa-
niu i dzieleniu. Drugi pierwiastek liczb dodatnich np. jest
wazglednodeig dwuznaczng o znamieniu 3/1 |2].

Dodawanie, mnozenie, odejmowanie i dzielenie lo-
giczne sg waglednoseiami o znaczeniach 8/1 | 1| (dod., mnoz.)i3/1,
|v| (odejm., dziel). Negacya logiczna jest wzglednoseig o zna-
mieniu 2/1, | 1|; poprzednik sklada sig z przedmiotu logicznego i znacz-
ku negacyjnego.

,Rezultat symetryczny“ Kempego [abc]? jest wagled-
noscig dwudzielng o znamieniu 4/1, |1].

Wzglednosé mniejszodci migdzy liczbami (rzeczywistemi) jest
wzglednoscig o znamieniu 2/1, |v|. Albowiem danej liczbie @ i zna-
kowi < odpowiada mnogos¢ liczb wigkszych od @.

Wazglednosé ,mnie jsza o @“ w zakresie liczb (rzeczywistych)
jest wzglednoscig o znamieniu 3/1, |1 ].

Wzgledno$é subsumpeyi logicznej jest wzglgdnoseig o zna-
mieniu 2/1, |v|. Dla zakresu logicznego, skladajacego sig np. z dwéch
przedmiotéw @, b, jezeli przyjmiemy jeszcze @ < b mamy (< ozpa-
cza subsumpeye, @ negacye przedmiotu @)

a<a, 6<b, a<atb, a<l,;
natomiast dla b

VS

W pierwszym przypadku wynosi liczba nastepnikéw 4, w drugim 2.

Pseudododawanie Thielego jest wzglednoscig o znamieni
3/1, | 1|; podobnie pseudomnozenie ?. i

) L c. Proc. of the Lond. math. soc., 21.
2) N. Thiele, Analytiske Studier, Sidskrift for Mathem., 1880 wedl
S. Dicksteina, Pojecia i metody Matem,, I, str. 92 n.
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Dodawanie wektor6w jest wzglednoscig o znamieniu 3/1, |1

Kompozycya operatoréw w Teoryi grup wzglednoseig o zna-
mieniu 3/1, [1].

Jezeli bedziemy uwazali prostg za rezultat polgczenia dwéch
réinych punktéw, to wzglednosé ta bedzie dwudzielna, niejednorodna

o znamieniu 3/1, | 1|. Dwoma elementami poprzednika beds dwa pun-
kty, trzecim znak, ktéry ustanowimy na oznaczenie tej wzglgdnosci. Sa-
me dwa punkty mogg bowiem oznaczaé i inne utwory, np. kwadrat zbu-
dowany na odcinku utworzonym, trzeci punkt réwno oddalony od obu,
srodek odcinka i t. d.

Odbicie punktéw w przestrzeni wzgledem danej plaszezyzny
jest wzglednodcig o znamieniu 2/1, | 1|; podobnie odwzorowanie

zapomocg promieni odwrotnych, Jezeli weimiemy pod uwagg-

ogét wszystkich inwersyj na plaszezyZnie np., to wzglednosé ta
bedzie réwniez miala znamig 2/1, | 1|. Podczas gdy jednak w poprzed-
nim przypadku wystepuje zawsze jako jeden element dana inwersya,
a wiee zawsze jedna i tasama, mamy w ostatnim razie nieskon-
czong liczbe inwersyj. W obu razach jest wzglgdno$é jednorodna,
gdy# jeden element poprzednika i jeden (jedyny istniejacy) nastepnika
sa punktami (w inwersyi punktowej).

Poprzestaniemy na tych przykladach; mozna ich liczbg dowolnie
zwigkszaé w razie potrzeby. Opracowanie wzglednosci geometrycz-
nych z tego stanowiska byloby nawet bardzo pomocne w przysziych
badaniach, o czem jeszeze bedziemy mieli sposobnosé sig przekonad.

Przedewszystkiem rzuca si¢ nam w oczy ta okolicznosé, ze uzywane
w dyscyplinach matematycznych wzglednodci sg przewaznie rodzaju
pierwszego o znamieniu 7/l. Wobec tego powiemy jeszcze parg
stéw o wzglednosciach tego rodzaju,

Mnogo$é M niechaj sklada sig z m mnogosci A,, By,..., M,
mnogosé N z jednej. Poprzednik tworzymy w ten sposéb, ze z kazdej
mnogoéci A;, By,..., M, bierzemy po jednym elemencie; nastepnik

bedzie pewnym elementem mnogosci N. Bedzie wige analogicznie do (1)
Qg , bb,...., My, = Ny« (2)

Wizgledno$é te nazywamy zasadniczg albo pierwotng. Jezeli
wzglednodé dana jest oznaczona, to ,réwnanie wzglednosci®

(o ol IR S (e

—_
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nie prowadzi nas do nowych wzglgdnosei; skoro bowiem dany jest po-
przednik, to wskutek oznaczonosci musi byé dany i nastepnik. Natomiast
réwnania

La bba"-~, My = Ny, 4
aas xb,-..., mm:nn,

(3)
Ay 5 bb ..... . Ly e

mogy okreslaé¢ nam nowe wzglednosei, ktére nazywamy odwrotnemi,
W tym praypadku pytamy sig o elementy 2, ktére, wstawione w od-
powiednie wzglednosci (3), wzglednosciom tym czynig zadoéd. Wy-
znaczenie tych niewiadomych moze odbywaé si¢ w rézny sposéb. W dy-
scyplinach matematycznych oznacza sig te elementy zapomocs po przed-
nik6w, ktére zachowujg mozliwie jak najwigkszg liczbg
danych elementéw.

Mamy np. dla dodawania arytmetycznego
czyli

t. zn. okreslamy 2 zapomocs poprzednika, w ktérym zostajg liczby @ i b,
a tylko znak -~ zamienia sig na —, W tym przypadku utrzymuje sig
m — 1 z m danych elementéw.
W ten sposéb zmienia sig wzglednosé zasadnicza (2) na odwrotng;
tych bedzie ogdlnie tyle, ile jest elementéw w poprzedniku,
Jezeli jedna z mmogosci poprzednika np. A4, sklada sig tylko
z jednego elementu (np. znaku ), to oczywiscie odpowiednia wzgled-
nos¢ odwrotna niema znaczenia, gdyz zawsze bedzie z, identyczne
z tym elementem. W niektérych przypadkach sg wzglednosci odwrotne
wszystkie identyczne; réwniez moze byé wzglednosé odwrotna iden-
tyczna z zasadniczg.
W przypadku negacyi logicznej mamy:
A=y
czyli
b=



e
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t. zn. we wzglednodcei odwrotnej utrzymuje sig 2 danych elementéw,

przedmiot @ i kreska negacyi. : :
Po wstawieniu poprzednika wzglednodci odwrotnej zamiast

2w odpowiednie réwnanie (3) otrzymamy zwigzek charakte-
ryzujgey wzgledno$é zasadniczg do odwrotne]j, np.

a-t(b—a) =0>b.

Wzglednosei prowadzg nas jeszcze w inny sposéb do nowych
wzglednosci. Podamy tutaj tylko przyklad, ktory wystarczy do wyja-
énienia sprawy. Wezmy pod uwage wzgledno$é ksztattu

0.0 b=x. ®)
Jezeli odwrotna wzgledno&é, okreslona np. réwnaniem
aox—=c,

istnieje, ale nie zawsze jest mozliwa, t. zn. nie dla kazdych aic,
to mozemy okreslié nowg wzglednosé w nastepujacy sposéb: Miedzy
@ i ¢ istnieje wtedy i tylko wtedy wzglednosé pewna—oznaczmy j3 przez

a—rhc (1)
jezeli istnieje przynajmniej jeden element i, taki, ze bedzie
G0 x;=¢,

W tym przypadku mozna z wlasnosci wzglgdnosei (f5) waioskowaé o wla-
sno$ei wzglednosei (y). Dodawanie arytmetyczne okresla w ten sposob
wzgledno$é mniejszosci, muoozenie wzglednosé ,by¢ dzielnikiem®, doda-
wanie logiczne wzgledno§é subsumpeyi i t. d.

Jezeli bedziemy mieli wzglednosé formy
B Do Gl =

to mozemy powiedzieé analogicznie, jezeli odpowiednia wzglednosé
odwrotna nie zawsze jest mozliwa, ze miedzy @ i e istnieje wtedy i tylko

) Por. moja pracg: Zur Theorie d. Beziehungen u. Operationen, Prace
mat.-fiz., XXI, 1910, str. 43 n.
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wtedy wzglednosé pewna, jezeli istnieje przynajmniej jedna tréjka ele-
mentéw b, , ¢,, d, takich, ze bedzie

a, by, ¢, dy=e.

Charakterystyka geometryczna Leibniza, oparta na po-
jeciu przystawania, przedstawia sig z tego stanowiska jako wzglednosé
niejednorodna o znamieniu 4/1, |v|. Ogélng formg wyrazen
byt bowiem symbol

LB SR reX
czyli
[f17 P, fz]:X7
wzglednie
: flP 8 f2X7
czyli

T Al e

Znak 8 zastepuja tutaj klamry []. Jedna mmnogodé sklada sig z figur
punktowych (wystarcza, jak wspomnieli$my, pojedynicze punkty, dwoéjki
i tr6jki punktéw), podobnie druga; prayczem musi byé

fl 8 f27
flEfa

z pewng modyfikacyg w przypadku gdy fl redukuje si¢ do jednego
punktu; trzecia mnogosé sklada sig z pojedyficzego punktu (P albo X ),
czwarta ze znaku przystawania. Mnogo$é nastepnika jest zbiorem
punktéw.

To samo da sig powiedzieé o symbolach, odpowiadajacych podo-
biedstwul), ‘

Dlatego 'tez paralela, przeprowadzona przez Leibniza migdzy
znakiem réwnosci w Algebrze zwyczajnej a znakiem przystawania w Cha-
rakterystyce geometrycznej, jest bledna. 2 Znakowi przystawania w Cha-
rakterystyce geometrycznej odpowiada znak dodawania albo mnozenia
it. p, Algebry, a nie znak réwnosei,

wzglednie

e wPor.nb):
2):. Phil: BibL.; -107, str." /79 n.: .
Wiaa. Matem. t. XVII. 6%



84 E. Stamm. (42)

System Grassmanna jest bardziej zawiklany. Pojedyficze dzia-
tania na punktach i wektorach latwo, na podstawie klasyfikacyi wzgled-
nosci wyzej podanej, zanalizowaé. System ten jest zarazem dowodem, 7e
prostota wzglednosci nie jest ostatecznem kryteryum jej korzysci. Ko-
rzy§¢ wzglgdnosci nie moze byé przedmiotem ogélnych rozpatrywan,
lecz musi by¢ stwierdzona doswiadczeniem. Musimy ograniczyé sie do
prostoty i dopiero ze wzglednosci najprostszych wybieraé najkorzyst-
niejsze.

Najprostszemi sg wzglednosei ksztaltu
o, =0 (©)

Przytem prostota bedzie jeszcze od tego zalezna, czy wzglednosé (8) be-
dzie jednorodna czy nie, i jaka bedzie budowa odpowiednich mnogosei.
Jednorodno$¢ wzglgdnosci zostaje bowiem w prostym stosunku do liczby
zasadniczych pojeé podstaw Geometryi; a im tych pojeé bedzie mniej,
tem dany system bedzie prostszy. Nalezy wige przedewszystkiem
przyjaé, ze mnogosci 4 i C, do ktérych naleza odpowiednio elementy
@ic, sg tego samego rodzaju, a wige pojeciowo identyczne, Beda
sig one sktadaly albo z punktéw, albo z prostych i t. d., zaleznie od tego,
jakie elementy uznamy za zasadnicze.

Co do mnogoéci B, do ktérej nalezy element &, to w najprost-
szym przypadku powinna si¢ ona skladaé z jednego elementu. Przykla-
dem takiego rodzaju wzglednosci jest negacya logiczna

= C.

Mnogo$é B sklada sig z symbolu negacyi. Nalezy sie jednak spodzie-
waé, ze wzglednodé tak bardzo prosta nie pozwoli nam zbadaé réznorod-
nych wzglgdnosci geometrycznych. Opierajae sie na analogii, widzimy, ze
wlasnosei samej negacyi redukujg sig do bardzo malej liczby twierdzen.

Musimy wige przyjaé, ze mnogo$é B sklada si¢ z wigkszej
liczby elementéw.

Nadaje si¢ tutaj przedewszystkiem mnogoéé przeksztalcen.
W ten sposoéb ‘dochodzimy do klasy mozliwie najprostszych wzglednosci,
od ktérych mozna sie spodziewaé rezultatbw pomyslnych. Maja one
forme

== ' ‘ (4)
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gdzie T' oznacza przeksztalcenie geometryczne, naleigce do klasy
pewnych okreslonych przeksztalcen (oznaczmy te klase przez T'), a i b
punkty lub ogélnie pewne elementy zasadnicze. Symbol (4)
oznacza, e przeksztalcenie 7' przeksztalca punkt (element) @ na b.

Widzimy, #e metoda ta bylaby szczegélnie korzystna do bada-
nia zwigzkéw migdzy pewnemi wilasno§ciami geometrycznemi
a przeksztalceniami. Przypomnijmy sobie, Ze jest to jedno z naj-
wazniejszych stanowisk Geometryi wspolczesnej.

Przedewszystkiem korzystne bylyby przeksztalcenia jednoznacz-
ne. Wtedy bylaby bowiem wzglednodé (4) jednoznaczna.
Ograniczmy sig do wzglednosei tego rodzaju. Sg to wzglednosci dwu-
dzielne jednorodne o znamieniu 2/1, |1].

Dla dzialania
Wi at+b=c

dzialanie odwrotne, okreslone réwnaniem
arb==.

nie ma znaczenia, poniewaz dla kazdej tréjki @, b, ¢ bedzie

@, b, ¢)=+.

Inaczej ma sig rzecz we wzglednosci (4).
Mnogoéé T' zawiera w naszym przypadku nieskonczenie wiele
przeksztalcen. Roéwnanie

Xa=20b
ma wigc znaczenie. Mozemy wtedy napisaé
b—a=2X. ().

Widzimy wiege, ze stanowisko to zbliza nas do Teoryi przeksztalcen.
Wiasnosci wzglednosei odwrotnych beds sie Scisle wigzaly z Rachun-
kiem pokrewienstw. Rachunek ten zyska nawet na bogactwie
twierdzefi, poniewaz zmieniamy proste symbole pokrewiefstw na pary
punktéw. Odnosi sig to oczywiscie, stosownie do zalozenia, przede-
wszystkiem do przeksztalceri jednoznacznych. X moze przedstawiad
jedno lub wigcej przeksztalcen, t. zn. wzgledno§é odwrotna (5) moze byé
jednoznaczna lub nie.
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Od poszezegolnych przeksztalcen bedzie zalezalo, czy mamy poslu-
giwaé sig jedng wzglednoscia, czy tez wiekszg ich liczbg, analo-
gicznie do dzialan w Arytmetyce.

Réwnanie

D =b

prowadzi nas do drugiej odwrotnej wzglednosci, ktérg mozemy
napisaé w formie

R v ok (6)

Wstawiajac wyrazenia (5) i (6) w odpowiednie rownania, otrzyma-
my zwigzki okreslajgce zwigzek wzglednodci pierwot-
nej z odwrotna:

b—a)a=0b, l
®.(0)
TT%=5b. |

Jezeli wzglednosci odwrotne s wieloznaczne, to réwnania (7) odnoszg sig
do kazdej ich wartosci.

7Z tego stanowiska mozemy latwo utworzyé system, oparty na poje-
ciu wektora. Wektor jest symbolem przesunigcia. Jezeli wige
do klas A i B zaliczymy punkty przestrzeni, do klasy 7' ogét wszystkich
przesunigé w przestrzeni, oznaczajac je przez V, to otrzymamy wzgled-
nosé pierwotng w formie

Va=0, (8)

ktéra oznacza, ze punkt @ przesuwamy o V'; punktem koficowym bedzie
b. Jest to wlasnie suma punktu i wektora Peanal., Wazgled-
noé (8) jest jednoznaczna, Dzialanie od wrotne, okreslone row-
naniem

V=05
daje nam

el [ /1 (9)

t. zn. znowu wektor, odwrotny wzgledem danego. To dzialanie odwrot-

Q

ne jest wiec identyczne z pierwotnem.

Rownanie

X0

)i Ror.te)
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natomiast prowadzi nas do wzglednosci

X=b—a. (10)

Widzimy wiee, Ze nawet znakowanie ostatnie zgadza si¢ z wybranem

przez Peanal,

W ten sposéb otrzymamy réwnania zasadnicze

VV*b:b,l
(11)
(b——a)a=b.l

Wzglednosei odwrotne sag w tym przypadku obie jednoznaczne.

Juz po przyjeciu je%oznacznoéci wyrazeh (8), (8) i(10), tudziez
po przyjeciu tozsamoscei rodsaju wzglednosei V! ze wzglednoscig V'
i zalozeniu, ze iloczyn wzgledny dwéch wektorow V,V,, zwany w tym
przypadku ich sumg jest réwniez wektorem, co wynika z jednoznacznosci
wyrazenia (10), gdyz ze zwigzku

a="Vb, c=7V,V,0,
wynika

V,Vi=¢—0b,

mozemy tatwo udowodnié kilka twierdzen. Np.:
Z réwnania

Va=TVb
wynika
(FAs==t I
Mamy bowiem
Fur=—sihi—"0
a wige
fr e R W s R S s
t. zn,
Melee=la=—=h"
7 réwnania
Wa=—W¥,a
wynika
V1 0 Vz

Mamy bowiem

4ot ot e)
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V10L= Vga:b,

t. zn.

b—a=V=1V,.
(b-—a)+(—b=c—a,

Mamy nastepnie

jezeli znak |- oznacza sumg (iloczyn wzgledny) wektoréw. Polozyw-
szy bowiem

Vlazb, Vzb:C

otrzymamy
Vzbz Vlea::c,
a wiec
Vi=b—a, V,=c¢c—b,
a zarazem

VaVi=Vy=c¢ —ia;

(b — a)—+ (c— b) jest jednak identyczne z V, V.

Z réwnania A
a—c=0b—c¢
wynika
(1 =y
Mamy bowiem
a—-c=bb~c=VF,
t. zn.

Q=0 =K ¢.

Jezeli dane sg trzy punkty @, O, ¢ to istnieje zawsze punkt z,
czynigey zadosé réwnaniu
z—a=0b-—c¢.
Polézmy bowiem

b—c=1V,
to otrzymamy
x—a=1V,
czyli
z="Va.

Wektor zerowy np. da sig¢ zdefiniowaé rownaniem

a="V,a
dla dowolnego a.

') Por. Peano, l. c. Atti d. R. Accad. d. science di Torino, 1898, 33,
str. 516, 9.
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Jawnem jest, ze, po odpowiedniem przyjeciu pewnik6w, moglibyén;y
system ten uczynié réwnowainy z systemem Peana . System powyz-
szy zostaje w pewnym zwigzku z pomystem Charakterystyki geometrycz-
nej Leibniza, opartej na pojeciu ruchu. I z tego stanowiska mozna
réwniez uwazaé system Peana i Grassmanna za zrealizowanie nie-
wykonanego pomystu Leibniza?.

Korzystnem wydaje si¢ rowniez odbicie wzgledem plasz-
czyzny w przestrzeni. Jezeli mamy dang plaszczyzng (S), to kaz-
demu punktowi @ odpowiada punkt symetryczny wzgledem (S). Moze-
my wige uwazaé punkty i og6t odbié wzgledem plaszezyzny w prze-
strzeni za pojecia zasadnicze i napisaé

A Sa=1b

Mamy tu uzywaé znakéw analogicznych do poprzednich:

Srh=m 8
t. zn. z réwnania

Sa=1b
wynika

Shi ="
czyli jest dla kazdego @

SSa =a.

Drugie dziatanie odwrotne jest ,od biciem“. Jest to waglednosé jed-
noznaczna, gdyz dwa punkty (rézne) okreslaja w przestrzeni jedno-
znacznie plaszezyzng odbicia.
Plaszczyzng mozemy okreslié jako ogét punktéw 2 posiadaja-
cych przy danem S wlasnosé
e == o

Kazdemu odbiciu odpowiada jedna plaszczyzna i naodwrét, t. zn. kazda
plaszezyzna jest okreslona dwoma réznemi punktami. Pod tym wzgle- -
dem jest ta definicya identyczna z okresleniem Leibniza w jego Cha-
rakterystyce geometrycznej ¥ .

="l Por.itez:e).

?) Co do innych system6éw opartych na pojeciu ruchu p. M. Pieri,
Della geom. elem., Mem. d. R. Accad. d. Scienze di Torino, 1899; G. Peano,
Sui fondamenti d. Geom., Rev. d. Mathém., IV, 1894.

3) Por. b).
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Prosta okreslajg rownania

AT
(814:*2)
x=S2x;

jezeli S, jest okreslone punktami a, b, to S, jest okreslone punktem @
np. i S,a@ (@ ==8,a). Trzy punkty oznaczajg wigc prosta. Definicya
Leibniza byla jak widzieliSmy zupelnie podobna.

Podobnie mozna uzyé zamiast odbié ogélu inwersyj w prze-
strzeni i t. d.

Nie bede mnozy! przykladéw. Chciatem tylko daé wyobrazenie
o tego rodzaju Charakterystykach geometl;;e?znych i wykazaé (po czesci)
ich mozliwogé, V) :

Wspomne tutaj jeszcze, Ze mysl dwujednoznacznego odwzorowania
migdzy pewnemi przeksztalceniami a pewnemi utworami danego systemu
Geometryi, zbudowanego na pojeciu tego przeksztalcenia, jak np. migdzy
odbiciami a plaszezyznami, jest analogiczna do mysli, jaks podal Russell
w swym systemie Geometryi deskryptywnej 2. W systemie tym uwaza
Russell za zasadnicze pojgcia punkty i pewng dwéjkows wzglednosé
migdzy punktami. Wzglednos$é ta, majgca ceche asymetrycznosci i prze-
chodniosci, nie jest niczem innem jak prosta opatrzong kierunkiem.

Réwniez Teorya wzglednosci dwojkowych, szezegblnie w rozwinigeiu
Peana i Russella wigze sig ze wzglednosciami geometrycznemi formy

Tea ==

T nie jest bowiem niczem innem, jak wzglednoscig odpowiadajaca zna-
kowi R. Russella® i znakowi funkcyonalnemu (signe de fonction)
Peana?.

1) Systematyczne rozwinigcie tych my$li spodziewam si¢ wkrétce oglosié.
%) The Principles of Mathem., I, 1903, § 367.
3) Sur la logique des rel, Rev. de Mathém., 7, 1900 —1.

4) Démonstr. de I’intégrabilit¢ des équ. diff. ord., Math. Annalen, 37,

1890, § ¢, 1; § ¢/, 3.




	img_001
	img_002
	img_003
	img_004
	img_005
	img_006
	img_007
	img_008
	img_009
	img_010
	img_011
	img_012
	img_013
	img_014
	img_015
	img_016
	img_017
	img_018
	img_019
	img_020
	img_021
	img_022
	img_023
	img_024
	img_025
	img_026

