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/7t </\\/\ \/Gi .)1 ) 1. Kazda figure plaska moiemy narysowaé na plaszezyinie
f ¥ A 8 } \

). z taka dokladnoécig i wiernoscia, na jakq tylko pozwalajg nasze
y przybory rysunkowe.

- Inaczej rzecz si¢ ma z brylg: tej narysowaé bezposrednio
na plaszczyznie nie mozemy. Mozemy ja jednak przedstawié
[odwzorowaé] na plaszczyznie zapomoca figury, zwanej rzu-
tem, a pozostajacej z bryla w Sciste] geometrycznej lacznosci.

Te czesé Geometrji, ktéra uczy o rzutach utworéw prze-
strzennych, nazywamy Geometrja rzutowa, takie Geo-
metrjg wykres$lna.

2. ) WeZzmy na uwage dowolny graniastostup ABCDEF
[rys. 1]. Trzymajac go przed nieprzezroczystg plaszczyzng P,
patrzmy na niego jednem okiem [przymknawszy drugie].

Oznaczmy S$rodek optyczny tego oka przez S. Z niezli-
czonej ilosci promieni §wiatla, ktére odbijaja sie od wierzchotka
bryly 4, jeden dostaje si¢ do naszego oka, przechodzgc przez
srodek S. Idge w przedtuzeniu tego promienia, widzimy w jego
k' punkcie przebicia z plaszezyzna P obraz wierzchotka 4 na tejze

plaszczyznie. Oznaczmy go przez 4'.
W ten sam sposéb powstajg obrazy B, C', D/, E, F'
; wierzchotkéw B, C, D, E, F, jako punkty przebicia z plaszezyzna
P promieni widzenia tych wierzcholkéw.

Srodek S i krawedz AB wyznaczajq plaszezyzne widzenia
tej krawedzi. Plaszczyzna ta przecina sie po przediuzeniu z pla-
szezyzng P podlug prostej A'B’, ktéra jest obrazem krawedzi
AB na plaszezyznie P.

; S m czeg6lnemi krawedziami
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podiug prostych, stanowigcych obrazy tych krawedzi na pla-
szezyznie P.
Obrazy krawedzi ograniczaja obrazy poszczegolnych Scian.
Wskaz na rysunku obrazy poszczegdélnych wierzchotkéw, krawedzi,
cian!
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Rys. 1

b) Najdalej wysunigte obrazy krawedzi stanowig kontur
(zarys) obrazu bryly. Boki konturu tego sg obrazami takich
krawedzi bryly, ktére stanowia jej kontur (zarys) widzialny.

‘Wskaz na rysunku kontur obrazu i kontur widzialny bryly!

Patrz z pewnej odleglosci na szafe, piec, stél i wskaz kontury
widzialne i kontury obrazéw tych bryt na przeciwlegtych Scianach !

¢) Zastapmy w mys$li Srodek optyczny oka przez punkt
geometyczny S, promienie widzenia poszczegélnych wierzchot-
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kow przez proste geometryczne S4, 8B, SC, ...., plaszczyzny
widzenia poszczegélnych krawedzi bryly przez plaszczyzny geo-
metryczne S/AB], S[BC], S[CD], S[DE],...., natenczas obraz
optyczny A'B'C'D' E' F' danej bryly na ptaszezyznie P nazy-
waé bedziemy rzutem tej bryly na plaszezyzne P z punktu
S, krétko rzutem Srodkowym.

Punkt S nazywamy Srodkiem rzuto6w, plaszczyzne P
ptaszeczyzng rzutéw (plaszczyzng tlowa).

Proste S4, 8B, SC,... nazywamy prostemi rzuca-
Jacemi punkty 4,B,C,D,...., plaszczyzny S[AB], S[BC],
S/CD],... ptaszczyznami rzucajgcemi krawedzie AB,
BC, CD,... '

d) Kontur widzialny bryly na rys. 1, t.j. linja tamana
ABEFCA, dzieli powierzchnie bryly na dwie czesci, na czesé
zwrécong do Srodka rzutéw S, ktéra jest zatem dla oka w punk-
cie S umieszczonego widzialng, i na cze$é odwrécong od srodka
rzutow, a zatem dla oka w punkcie S umieszczonego niewi-
dzialng [przyjmuijac, Ze bryla jest z materjalu nieprzezroczystego].

Rzuty wierzcholkéw, krawedzi i Scian widzialnych beda
rowniez widzialne.

Rzuty krawedzi widzialnych rysujemy linjami
pelnemi.

Rzuty wierzcholtkow, krawedzi i Scian niewidzialnych sa
rowniez niewidzialne.

Rzuty krawedzi niewidzialnych
linjami kreskowanemi.

Kontur rzutu rysujemy linjg petna najgrubsza.

1) Wskaz na omawianej bryle [rys. 1] krawedzie i Sciany wi-
dzialne, a nastepnie odszukaj je na rzucie bryly!

Wskaz na bryle i na jej rzucie krawedzie i Sciany niewidzialne !

2) Utrwaliwszy w jaki sposéb bryle [rys. 1] w jej pierwotnem
potozeniu wzgledem plaszezyzny rzutéw P, umie$é w punkecie S plo-
mien $Swiecy! Zauwazysz, ze cien rzucony bryly na plaszezyzne P na-
kryje soba poprzednio rozwazany rzut tej bryty.

Wskaz przy tem doSwiadczeniu cienie poszezegdlnych wierzcholkdw,
krawedzi !

Wskaz krawedzie, ktdére odgraniczaja Sciany oSwietlone od $cian
bedacych w cieniu wlasnym! [Kontur cienia wlasnego; schodzi
sig on z poprzednio rozwazanym konturem widzialnym].

rysujemy

3. Trzymajac graniastostup ABCDEF w jego pierwotnem
potozeniu wzgledem plaszeczyzny rzutéw P, oddalajmy srodek
rzutéw S na dowolnie obranej prostej s [rys. 2]!




Zauwazamy, ze proste rzucajace S4, SB, SC.... zamy-
kaja ze soba i z prosta s coraz mniejsze katy. Jezeli wyobra-
zimy sobie w koncu, Ze Srodek rzutéw zajmie miejsce nieskon-
czenie dalekie na prostej s, natenczas proste rzucajace stang
sie rownoleglemi wzgledem prostej's, a zatem i wzgledem siebie.

Rzut 4’ B’ C'D'E’' F' danej bryly na plaszczyzne P przy
takiem zatozeniu nazywa sie rzutem réwnoleglym.

Rys. 2

Prosta s nazywamy kierunkiem rzutu réownoleglego.

7 takim rzutem nakryje sie cied bryly na plaszczyzne F
przy oSwietleniu stonecznem (réwnolegtem), jezeli promienie
swiatta bedg réwnolegle do prostej s (oczywiscie przy
niezmienionem potozeniu bryly wzgledem 2y

1) Ustaw graniastostup przed oknem i wskaz cien jego rzucony

na lawke, podloge! Uwazajac cien ten za rzutréwnolegly bryly, wskaz
na nim rzuty poszezegolnych wierzchotkow, krawedzi, Scian!
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2) Wez na uwage krawedzie rownolegte rozwazanego graniasto-
stupa i poréwnaj rzuty ich na rys. 1 i na rys. 2!

Zauwazasz zatem, Ze:

Proste réwnolegle przedstawiaja sie w rzutach srodkowych
w ogdlnosci jako proste przecinajace sie, w rzutach rownole-
glych jako proste rownolegle.

Zbadaj te wlasciwo$é jeszcze na cieniach dwéch prostych
réwnoleglych przy o$wietleniu 1) srodkowem, 2) réwnolegtem !

4. Proste, rzucajace bryle réwnolegle na plaszczyzne P,
mogg mieé¢ wzgledem tej plaszczyzny rézne katy nachylenia.

Jezeli kat nachylenia prostych rzucajacych do plaszezyzny
rzutéw jest F#90° nazywamy rzut réownolegly ukosnym,
jezeli za§ kat ten = 90°, natenczas rzut réwnolegly nazywamy
prostopadlym (prostokgtnym).

Rzuty prostopadle maja ze wszystkich rodzajow
rzutéw najwieksze zastosowanie tak teoretyczne jak praktyczne;
zapoznanie uczniéw z gtéwnemi zasadami tych rzutow jest ce-
lem niniejszej ksiazki. ‘




CZESC I
RZUT PROSTOPADLY NA JEDNA PLASZCZYZNE

§ 1. RZUT PROSTOPADLY PUNKTU

5. a) Przyjmijmy dowolng plaszczyzne P i obok niej do-

wolny punkt 4 [rys. 3]. Przez punkt 4 poprowadZmy prosta,
prostopadla do plaszezyzny P; nazwijmy jg p.

Punkl przebicia prostej p z plaszczyzng P nazywamy rzu-
tem prostopadlym punkiv A na te plaszczyzne. Oznaczamy go
przez A'. [Czytaj: 4 z kreska].

Plaszczyzne P nazywamy ptaszczyzng rzutdéw, prosta
p — prostg rzucajaca punkt 4.

b) Niech punkt 4 porusza si¢ po prostej p= [4A'] —po jed-
nej stronie plaszczyzny rzutéw, po drugiej stronie. Jego rzut pada
ciggle w ten sam punkt plaszezyzny rzutéw, t. j. w punkt 4'.

Poznajemy zatem, Ze:

Kazdy punkt plaszczyzny rzutow jednoczy w sobie rzuty
prostopadle niezliczonej ilosci punkiow, kiore znajduja sie na
prostej, przechodzacej przez ten punkt, prostopadle do plaszczyzny
rzutow.

¢) Przyjmijmy na plaszczyznie P dowolny punkt B i szu-
kajmy jego rzutu na te plaszezyzne. [Rys. 3].

W tym celu nalezy poprowadzi¢ przez punkt B prosta,
prostopadtg do plaszczyzny P, i wyszukaé punkt B’, w ktérym
ona przecina te plaszezyzne. Punkt B’ schodzi si¢ jednak
z punktem B. A zatem:

Jezeli punkt ledy na plaszczyinie, natenczas rzut jego pro-
stopadly na le plaszczyzne znajduje sie w nim samym.

d) Cwiczenia.

1) Przyjmij dowolny punkt A obok Sciany i znajdz jego rzut
prostopadly na te Sciane!

9) Wykonaj rzut prostopadty dowolnego punktu na podioge, na
tablice, na sufit, na lawke!

3) Niech plaszezyzna rzutow bedzie plaszezyzna stolu. Przyjmuj
rozne punkty powyzej stotu, ponizej stolu, na stole i wykonuj ich pro-
stopadie rzuty!

4) Wyobraz sobie, ze prayjates

punkt w jednym z narozy klasy; %
gdzie jest jego rzut prostopadly na A :
podioge, na sufit, na §ciane? - B

5) Niech plaszezyzna rzutow S

bedzie plaszczyzna zeszytu. Przyjmij
na niej punkt i uwazaj go za rzut :
jakiego$s punktu w przestrzeni. /i

Gdzie znajdowaé sie bedzie ten
punkt? Ile jest takich punktéw? 4

oA’

6. W poprzednim artykule /
poznaliSmy, ze:

1) Jezeli jest dana pla- 9
szezyzna rzulow, to rzut prosto-
padly na te plaszczyzne jakiego-
kolwiek punkiu w przesirzeni
da sie zawsze wyznaczyc jednoznacznie, to znaczy, ze dla ja-
kiegokolwiek punkiu znajdziemy tylko jeden jedyny jego rzut
prostopadly.

9) Jezeli jednak przyjmiemy na plaszczyinie rzutow do-
wolny punkt za rzul prostopadly jakiegos punktu w przestrzeni,
natenczas istnieje niezliczona ilos¢ punkiow, ktorych rzuty pro-
stopadle schodzq sie z rzutem przyjetym.

Rys. 3

3) Jezeli jednak procz przyjetego rzutu prostopadlego punkiu
bedzie podana odleglosc tego punklu od plaszczyzny rzutow, na-
tenczas polosenie punktu w przestrzeni bedzie doktadnie wy-
znaczone.

Odlegtosé punktu od plaszezyzny rzutéw, osobliwie jezeli
ta jest pomyslana jako plaszezyzna pozioma, nazywamy cechg
punktu.

Ceche punkiu piszemy obok rzutu punktu, ujmujgc ja
w nawias. Np. 4’(5) oznacza rzut punktu 4, znajdujgcego si¢
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w odleglosci 5 jednostek od plaszezyzny rzutéw po tej samej
stronie, co nasze oko; B'(—3) oznacza rzut punktu B, znaj-
dujacego sie w odleglosci 3 jednostek po przeciwnej stronie pla-
szczyzny rzutéw, co nasze oko.

Rzuty prostopadfe na jedng plaszczyzne, przy kiérych sa
podane cechy poszczegdlnych punktéw, nazywaja sie rzutami
cechowanemi.

§ 2. RZUT PROSTOPADLY ODCINKA I LINJI PROSTE]

1. a) Niech bedzie dany obok plaszczyzny rzutéow P do-
wowolny odcinek 4B. Wyznaczmy rzuty prostopadie 4’ i B
punktéw koncowych tego odcinka [rys. 4].

Proste rzucajace AA' BB’ wyznaczaja plaszczyzne P,
ktéra jest prostopadia do plaszczyzny rzutéw. Plaszezyzne te
nazywac bedziemy ptaszczyznag rzucajgcg odcinek A4B.

Plaszezyzna rzucajaca P, przecina plaszezyzne rzutéw
wzdluz prostej l', ktora taczy rzuty 4’ i B'.

Przyimijmy na odcinku 4B punkty 1, 2, 3, 4,.... i po-
prowadZmy przez nie proste rzucajace p;, Py, Ps,... Przeko-
namy sie, zZe proste te leza na plaszezyznie rzucajgcej P ; ich

P U
) 4
Rt R . O )

_—

Rys. 4
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punkty przebicia z plaszezyzna rzutéw znajdowaé sie muszg
na prostej ' migdzy rzutami 4’ i B’. A zatem:

Odcinek A'B’ jest wmiejscem geometrycznem rzuléw pro-
stopadtych wszystkich punkiow odcinka AB i nazywa sie r2u-
tem prostopadiym tego cdcinka.

Rzut prostepadly odcinka taczy rzuty prostopadlie punk-
tow koncowych tego odcinka.

Jeseli punkt lezy na odcinku, to jego rzut prostopadly lezy
na rzucie prostopadlym tego odcinka.

b) Cwiczenia.

1.) Uzasadnij, ze:

Gdy rzut prostopadly punktu lezy na rzucie prostopadiym od-

cinka, to punkt ten w przestrzeni niekoniecznie musi leze¢ na tym
odcinku!

2) Uzmystowiwszy sobie odcinek AB prostym druncikiem, wykonuj
jego rzut prostopadlty na tablice, podtoge, sufit, Sciang!
3) Przyjmij odcinek AB na plaszczyznie rzutéw i uzasadmij, ze
rzut jego znajduje sie w nim samym. [Por. art. 5¢) rys. 3].
8. Kat o ktory tworzy odcinek AB z prostg AI, popro-
wadzong preez koniec A (lub B) rdwnolegle do rzutu prosto-
padlego A'B' tego odcinka na plaszczyzne P, nazywamy ke~
tem nachylenia“ tego odcinka do plaszczyzny P. [Rys. 4].
a) Stosunek rzutu prostopadtego 4'B’ do odcinka 4B na-
zywamy ,spélezynnikiem skrécenia“ rzutu tego odcinka.
Oznaczajac spélezynnik skrocenia przez ¢, otrzymamy :
A'B' Al
c— = ——=(080a.
AB AB

A zatem:

Spélezynnik skrdcenia rzutu odcinka rowny jest dostawie
kata nachyleria tego odcinka do plaszczyzny rzutow.

b) Stosunek réznicy odleglosci (cech) punktéw koncowych
odcinka od plaszezyzny rzutéw — do rzutu prostopadiego tego
odcinka nazywamy ,spadkiem odcinka“ wzgledem tej
plaszezyzny. i

Oznaczywszy spadek odcinka AB litera ¢, odleglosci (ce-
chy) punktéw koncowych 4 i B od plaszezyzny rzutéw przez
2 1 %, otrzymujemy:

T S T —tga

WA e T T

l
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A zatem:

Spadek odcinka rowna sie stycznej trygonometryczne)
kata nachylenia tego odcinka.

¢) PoprowadZmy przez odcinek 4B plaszczyzne rzucajaca P
i obracajmy w niej
odcinek AB dokola
punktu A4, obserwu-
jac zmiane rzutu pro-
stokatnego tego od-
cinka [rys. 5]:

1) Jezeli odcinek
AB zajmie polozenie
A B, réwnoleglewzgle-
dem plaszczyzny rzu-
tow, nalenczas jego
reut rownac sie le-
dzie co do wielkosce
samemu odcinkows:.

A zatem:
A’B’z - AB-Z-

Uzasadnij wtedy, ze:

1) Kat nachylenia
takiego odcinka:

a—0:
2) Spélezynnik skrécenia rzutu takiego odcinka:

A' By’

c=——""=cos0=1.
AB,
3) Spadek takiego odcinka :
By,By—AA’
t= =fg0=0
A,Bg’ g

1) Jezeli kat nachylenia o« roswie od 0 do 90°, natenczas
rzut odcinka maleje.

1) Wykre§l rzut odcinka AB, jezeli a=45°! Jak wielki jest
wtedy spélezynnik skrdcenia, a jak wielki spadek odcinka?

2) Wykresl rzut, oblicz spdlczynnik skrocenia i spadek odecinka
AB, dla «=30° 45° 60° 75°!
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1) Jeieli odcinek zajmie poloiemie prostopadle do pla-
szczyzny reutdw [na rys. AB;], natenczas rzut odcinka jest punk-
tem, schodzacym sie z punktem przebicia przediuzenia tego od-
cinka z plaszczyzng rzutow.

Uzasadnij wtedy, ze:
¢=00890=—=0
l= lg 90 = oo,

9. a) Niech beda dane w przestrzeni dwa wzgledem siebie
réwnolegle odcinki a, b i plaszezyzna rzutéw P [rys. 6].
Poprowadzmy przez odcinek @ plaszezyzne rzucajaca P,
przez odcinek b pla- .
szezyzng rzucajaca b. ﬂ 1
Na plaszczyznie Hl 5
P, leza proste rzuca- J
jace 11" i 22’ punktow
koncowych odcinka a, :
na plaszczyznie zas
P, lezg proste rzuca- | H
jace 33" i 44" punktow
koncowych odcinka b. 3 ?f
Z réwnoleglosci
tych prostych rzuca-
jacych i odcinkéow a ,
i b wynika rownole- nnnneEem
glo$§é plaszezyzn B
i B,. Wiadomo jednak, |
ze dwie plaszczyz.ny _é%\
rownolegte przecina
trzecia  plaszczyzna
(w tym wypadku pta- Rys. 6
szezyzna rzutéw) po-
diug prostych do siebie réwnolegtych. Rzuty wiec a’, b’ odein-
kéw @, b leze¢ muszga na prostych wzgledem siebie rownole-
glych. A zatem:
Reuty odcinkow réwnoleglych sq rdwnies wzgledem siebie
rownolegle.

=
==

O
L]
39,55

<
L T
ALY
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O
¢
§ g
Aﬂ{ bt
=

b) PoprowadZmy przez punkt I prostg réwnolegla do rzutu
«’; prosta ta musi leze¢ w plaszczyznie P; [dlaczego ?], prze-
cina przeto prosta rzucajaca 22’ w punkcie I. — Tak samo
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prosta, poprowadzona przez punkt 3 r6wnolegle do rzutu ¥, lezy
w plaszezyinie P, i przecina prosta rzucajgcg 44’ w punkcie 1.

DoszliSmy w ten sposéb do dwéch tréjkatow 127 i 3411,
lezacych w réwnoleglych plaszczyznach P, i P, i majgcych
boki parami rownolegle. Trojkaty te sa zatem jednokladne,
a z ich jedookladnoSci wynika réwno$¢ stosunkéw :

11 311 i 11 o
P L e

Podstawiajac w ostatniem réwnaniu 1/=a’, 3II="¥', otrzy-
mamy :

r

L
5

Z| R

To znaczy:

Stosunek rzutdw dwdch odcinkow rdwnoleglych jest réwny
stosunkowi tych odcinkow.

Z jednokladnoSci tréjkatow 121 i 3411 wynika roéwniez
réwnosé katow <X 217 i X 4311, A zatem:

Odcinki, wzgledem: siebie rownolegle, maja rdwne katy na-
chylenia do tej samej plaszczyzny.

Z tego twierdzenia wynika dalej, ze:

Rownolegle wzgledem siebie odcinki maja rowne spolczyn-
niki skrocenia i rowne spadki w odniesieniu do tej samej
plaszezyzny rzutow.

10. a) Przesuimy w przestrzeni plaszczyzne P, réwno-
legle do jej pierwotnego polozenia tak, by odcinek a padt
na przedtuzenie odcinka b, czyli by odcinki @ i b lezaly na
jednej prostej I. [Rys. 7]. Natenczas i rzuty a’ i b’ tych odecin-
kow bedg lezaly na jednej prostej ', a ich stosunek bedzie
rowny stosunkowi odcinkéw samych, to jest:

A zatem:

Stosunek rzutdw dwdch odcinkow ledacych na jednej pro-
stej rowny jest stosumkowi tych odcinkow.

Z tego twierdzenia wynika nastepnie, Ze:

Jezeli punkt R dzieli odcinek AB [rys. 8] w stosunku
mw:w, to rzut R punktu R dzieli rzut A'B’ odcinka AB w tym
samym stosunkuw m :n.

e

W szezegodlnosei:
Jezeli punkt R polowi odcinek AB, to R’ potowirzut A'B'.

Czyli:
Rzul srodka odcinka jest srodkiem rzutu tego odcinka.

Rys 7

Powyzsze trzy twierdzenia uzasadnij wprost przy pomocy rysun-
kéw 7 i 8!

b) Uzasadnij w koficu przy pomocy rysunku 4, ze:

Jezeti odcinek podzielimy ma m rownych czesci, to reuty
punkiow podzialu podzielg rzut tego odcinka réwnie: na n
rownych czescs.

11. @) W poprzednim artykule poznaliSmy, ze rzut pro-
stopadly jakiegokolwiek odcinka na przyjeta
plaszczyzne rzutow da sie zawsze jednoznacznie
wyznaczyé.

Zastanéwmy si¢ obecnie, czy — naodwrot — prostopadly
rzut odcinka okreSla jednoznacznie polozenie i wielkoSé tego
odcinka w przestrzeni ?
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R : g’
O @—|*
P
Rys. 8

Niech odcinek A'B’, dowolnie przyjety na plaszczyznie
rzutow [rys. 9], przedstawia rzut pewnego odcinka AB w prze-
strzeni. By odszuka¢ w przestrzeni pofozenie odcinka 4B, na-

lezy odnalezé poloze-

nie jego punktéw kon-

: : cowych 4 i B. Jest

— ; jednak  niezliczona

) : ilo§¢é punktéw 4 i nie

zliczona ilo$¢ punk-

téw B, ktérych rzu-

ty schodzg sig¢ z A4’
wzglednie B'.

Przekonujemy sie

zatem, ze:

Sam rzut odcinka
nie WYLNACIA aNi Po-
dogenia ani wielkosci
tego odcinka w prze-
strzeni. — Czyli:

Istnieje niezliczo-
Rys. 9 na ilosé odcinkow,
ktdrych rzuty schodzq
sie z przyjetym odcinkiem na plaszczyinie rzulow.
Odcinek bedzie dokladnie wyznaczony dopiero wiedy, jezeli
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oprdcz jego rzutu prostopadlego beda podane cechy jego kon-
cowych punkiow — czyli jeieli bedzie dany rzut cechowany
tego odcinka. [Dlaczego ?].

b) W art. 9 a) poznaliSmy, ze jezeli odcinki @ i b sa wzgle-
dem siebie rownoleglte, to ich rzuty a’ i b’ sg ré6wniez wzgle-
dem siebie réwnolegte [Rys. 6]. .

Trzymajac plaszczyzny rzucajace te odecinki P; i P, w ich
niezmienionych polozeniach, przesuwajmy odcinek a w pla-
szezyznie Py, odcinek za$§ b w plaszczyznie P,. Przekonamy sig,
ze rzuty tych odcinkéw beda ciagle do siebie réwnolegle, cho-
ciaz odcinki same sg wzgledem siebie skosne. A zatem:

Jezeli rzuly dwdch odcinkow sa do siebie rownolegle, to
odcinki same miekoniecznie muszq byc do siebie rowmnolegle.

12, Cwiczenia.]

1) Przyjmujac plaszezyzne zeszytu za plaszczyzne rzutéw, wykresi
rzut odcinka @ —5cm, ktérego kat nachylenia wynosi o —0° 30°,
459, 60° 759 809, 90°!

Oblicz diugo$¢ rzutu rachunkiem i poréwnaj go z wynikiem otrzy-
manym zapomoca konstrukeji!

Oblicz spélezynnik skrécenia i spadek tego odcinka!

2) Majac dany rzut odcinka i spélczynnik skrdécenia tego rzutu,
wyznaczy¢ odcinek sam: @) konstrukeyjnie, 4) rachunkiem.

Przyjmijmy np., ze rzut odcinka @’ — 4 cm, skrdcenie za$ c=l,

Obliczy¢ spadek odcinka i jego kat nachylenia!

Zauwaz w tych Cwiczeniach, ze rzut odcinka i jego skroce-
nie (wzglednie kqt nachylenia) nie wyznaczajq jeszcze pofozenia
tego odcinka w przestrzeni. Jest niezliczona ilos¢ takich odcinkow,
ktérych rzuty schodzq sig z rzutem danym.

Wskaz miejsce geometryczne tych odcinkdw !

3) @) Dany jest rzut cechowany odcinka A'(3) B'(8) = 5.

Wyznaczy¢ konstrukeyjnie i rachunkiem dingosé¢ odeinka. Obliczy ¢
spélezynnik skrécenia i spadek.

b) Przeprowadzié te same éwiczenia dla A’(8) B'(—8)=>5.

Wskazdwka, Odcinek AB w przestrzeni, proste rzuvcajace
punkty kohcowe odeinka i rzut A’B’ tworza trapez prostokatny, ktd-
rego trzy boki sa znane. [Por. rys. 4]. Celem wykreslenia tego trapezu,
nalezy obroci¢ jego plaszezyzne P, dokola jej krawedzi z plaszezyzng
rzutéw [t. j. dokola A’B’], by nakryla sie z plaszczyzna rzutéw. [Mo-
wimy, ze wykonujemy kiad plaszezyzny P, na plaszczyzne rzutow].

>

B. Kalicun-Chodowicki Zarys geoxj?rji wykresinej
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J eit?li cec’hy. obu punktéw koncowych majg znaki rowne, to oba te punkty
znajdowac sie _beda po obrocie po tej samej stronie rzutu A’B’, za§ po
stronach przeciwnych, jezeli cechy ich maja znaki przeciwne ’ 7
4) Wyznaczy¢ rzut odcinka AB—17 .
/ ye rz =7 na plas jezeli
cechy punktéw koficowych wynosza: SRR e G 4
a) zy=3, z,=38; b) zy=—38, zg=——8;
C) Zl=3,’ ZZ=—8; d) zl=2’5’ Z2=6%-
ngznaczyc spofczynnik skrdcenia, kat nachylenia o, spadek!
5) Dany jest rzut cechowan i '
y odcinka A'(2) B'(6,56) =6, précz
tce%) rzat cechowany punktu C’'(1). Wyznaczyé rzut cech’owany ,od(I:)iuka
== 8, przechodzacego przez punkt C, réwnolegle do odcinka AB.

Wskazdwka., Plaszezyzna rzucaj i j )
legta do'pl.aszczyzny rzucaja,cejyodcinek /i%c.a [(})E’i(;l.ner];s.c g oo Trlacs
3 dJ]:z;,ll Wyk‘onamy kt.dy qbu rtych plaszczyzn na plaszezyzne rzo-
d(::va t;)’ ota rz;ﬁgy danych’ ot?cmkow, natenczas otrzymamy w kiadach
réwm)l:;}zz,y BA i CDPC, ktorych boki sa parami do siebie
T giiﬂetgggk;t;nﬁufmlezy wtedy zmierzy¢ na rysunku i wpisaé ja

6)' Rzuty cechowane dwéch odcinkéw sa réwnolegle :

 A(—=2)B#)=a, C'(1) D'(6)=b'. Przekonaé si%; czy odcinki
a ib w przestrzeni sa do siebie rownolegle ? :

7) Dany jest rzut cechowany odcinka (& ¢ :
rzuty puqktéw, dzielacych ten odci);ek na 5 r(ﬁvf]?;th(Zgéci.wyzuaczyc

Zmierz cechy tych punktow i przekonaj sie, ze sa ome liczbami

catkowiremi, zawartemi
W Szeregu naturalnym
0 Qil e . Sm P ‘(%)' liczb miedzy 2 i 7! :
: AR ( oéé-'i : Podziat  odcinka
. punktami, kidrych ce-
Z?"/ S c-:hy sq po sobie nastepu-
L I Jjacemi liczbami catko-
Z;;_/ ; o b witemi, zawarteni mie-

. : dzy cechami punktéw
koncowych, nazywa-
; ) L my zestopniowaniem
(Ri).-" ; ; G danego odcinka.

g ; s o | 8) Dany jest rzut ce-
chowany odcinka A'(2,5)
B'(6,8). Wyznaczy¢ rzut
cechowany punktu R,

6,6

8 n
: . ‘B(66) lezacego na tym odcinkn
'@ —0——" g ktoérego cecha wynosi 5:
) ) 9) Zestopniowaé od-
cinek A'(1,2) B'(6,6).
Rys. 10 [Rys. 10]. g

T T e ———— T —
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Wskazéwka. Wykonaj kiad trapezu A'A BB' na plaszczyzng
rzutéw i wyznacz rzut puuktu R, ktdrego cecha wynosi 2 i rzut punktu
R,, ktérego cecha wynosi 6. Odcinek R’,(2) R,'(6) podziel na cztery
réwne czeSci. Punkty podzialu beds rzutami takich punktéw na odcinku
AB, ktérych cechy wynosza 3, 4, 5.

10) Zestopniowaé odcinek A'(2,8) B'(—17,5).

11) Uzasadnij, ze:

a) Jezeli dwa odcinki przecinajq sig, natenczas przecinajq
sie i ich rzuty!

b) Jezeli rzuty dwéch odcinkdw przecinajq sie, - to odcinki
same niekoniecznie muszq sig przecinac!

12) Dane sa rzuty dwoch odcinkow : A'(8)B'8) i C'(—2)D'(6).
Rzuty te przecinaja si¢ W punkcie R'. Zbadaj, czy odeinki same prze-
cinaja si¢ w przestrzeni?

Wskazéwka. Uwazaj R za rzut punktu R,, lezacego na od-
cinku AB i wyznacz jego ceche. Uwazaj nastepnie R’ za rzut punktu Ry,
lezacego na odcinku CD i wyznacz jego ceche. JeSli cechy punktéw 72
i R, sa réwne, to punkty te schodzy sie w przestrzeni w jednym punk-
cie, a mianowicie w punkecie przecigcia sie tych odcinkdw. Jebli za$ ce-
chy te sa rézme, to odcinki nie przecinaja sie.

18) Dany jest rzut odcinka A’ (3,5) B'(7) i rzut punktu
C (—2).

Wyznaczy¢ diugos¢ odcinka: a) aczacego punkt C ze srodkiem
odcinka AB; b) aczacego punkt C 7z punktem R, dzielacym odcinek
AB w stosunku $.

14) Dane s rzuty dwoch odeinkéw A'(1) B'(7), C'(—2)(D'4),
ktére nie przecinaja sie. Zbadaé, czy ich przedluzenia przecinajg sie
Jezyli czy odcinki te leza na jednej ptaszezyznie] ?

13. a) Jeieli odcinek AB (rys. 4) przedluzymy w tym sa-
mym kierunku poza jego punkty koncowe, otrzymamy linje
prosta I, na ktérej lezy odcinek AB.

Cheae wyznaczy¢ rzut prostopadly prostej / na plaszezyzng
P, poprowadimy przez poszezegolne jej punkty proste, prosto-
padle do plaszezyzny P. Proste te wypelnig ptaszezyzne Py,
prostopadia do plaszczyzny P, kiéra nazywamy plaszezyzng
rzucajacg prostg I

Krawedz U plaszczyzny Py z plaszezyzna P jest rzutem
prostopadlym prostej ! na plaszczyzng P.

Poznajemy zatem, Ze:

Reut prostopadly prostej 1, laczacej punkty A i B, Jest

prosta U, taczacq rauty A’ i B punktow A i B.
2%
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b) Uzmyslowiwszy sobie plaszezyzne rzucajaca P, zapo- -

mocg kartki kartonu a prostg ! zapomocg drucika, poruszaj
prostg ! na plaszczyznie P, i wyznaczaj kazdorazowo jej rzut.
Rzuty wszystkich tych prostych schodza sie z rzutem /.
A zatem:

Jezeli przyjmiemy na plaszczyinie rzutdw dowolng pro-
stg U za reut prostopadly prostej I w przestrzeni, natenczas
istnieje niezliczona ilosc prostych, kiorych rzuty schodzq siez l'.
Wiszystkie te proste lezq ma plaszczyinie P,, poprowadzonej
przez rzut U, prostopadle do plaszczyzny rzutow.

Prosta 1 bedzie jednoznacznie wyznaczona wiedy, jeieli
procz jej prostopadlego rzutu U beda dane cechy dwdch jej
punktow [dlaczego ?] — czyli jezeli bedzie dany rzut cechowany
tej prostej.

¢) Punkt S, w ktérym prosta 7 przecina swéj rzut prosto-
padly na plaszczyzne P [Rys. 4], nazywamy S§ladem pro-
stej !l na plaszczyinie P.

Kat, zawarty miedzy prostg ! a jej rzutem prostopadiym
na plaszczyzng P, nazywamy katem nachylenia prostej
Il do ptaszczyzny P.

Zauwaz, 7e:

1) Kai nachylenia prostej 1 do plaszczyzny P réwny jest
katowi nachylenia do tej plaszczyzny jakiegokolwiek odcinka AB,
lezacego na tej prostej. [Por. rys. 4].

2) Dostawa (cosinus) kata nachylenia prostej 1 do pla-
szczyzny P rowna sie spolczynnikowi skrdcenia rzutu prosto-
padlego jakiegokolwiek odcinka AB tej prostej; stycana (tan-
gens) tego kata réwna sie spadkowi jakiegokolwiek odcinka tef
prostej i@ nazywa sie spadkiem tej prostej.

14. a) Niech bedzie dany rzut cechowany linji prostej Z,
wyznaczonej przez dwa punkty 4 i B, ktérych cechy sg 3,5
i 9,2. [Rys. 11]. Chcemy wyznaczyé rzuty takich punktéw tej
prostej, ktérych cechy sa po sobie nastepujgcemi liczbami cat-
kowitemi — czyli chcemy zestopniowaé¢ te prosta.

Wyobrazmy sobie plaszczyzne rzucajgca te prostg i wy-
konajmy kitad tej plaszczyzny na plaszezyzne rzutéw. Naten-
czas prosta rzucajgca A4’ zejdzie sie z prosta A'(4), wykre-
slong prostopadle do ! w rzucie 4. Na tej prostej w odleglosci
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3,5 od 4’ znajduje si¢ ktad (4) punktu A. W ten sam sposob
wyszukaj ktad (B) punktu B.
Prosta (4) (B)=(1) jest kladem prostej L ' :
Wykreslmy dowolng prosta p, prostopadtg do. ' i nanie-
§my na niej odcinki réwne 1, 2, 3, 4,... przyj(;t’ym ]ednostkf)m
dtugosci, a z koncéw tych odecinkéw poprowadzmy proste row-
nolegte do U'. Proste te przetng prosta (1) w punktach (I), (I),

9/77

L B BN (l
5 K S (B)
92%
8 |
7
6
3
ol
35]
3]
2 - 3 : % . . E ]
AR R A T e S L

Rys. 11

(I1D),..., ktore sa kladami takich punktéw I, II, III., 1V, t k
prostej I, ktérych cechy wynosza 1, 2, 3, 4,.... jednoste
dlugosci.

Jak dojdziesz do rzutéw tych punktow ?

b) Wezmy na uwage na prostej l odc.inek .VI VII., ktérego
punkty koncowe maja cechy roéznigce sig (') Jedga ]edno.stke
dtugoéci. [Rys. 11]. Rzut prostopadty VI’ YII taklego odcinka
nazywamy modutem prostej l; oznaczac¢ go bedziemy przez
m. A zatem: .

1) Modulem prostej nazywamy reul prostopa’dly takzego
odcinka, lesgcego na tej prostej, kldrego pwn‘kty koricowe majaq
cechy rdéniqce sie o jedng jednostke dtugosci. .

2) Modut prostej zalezy od jej kata nac.hylema do. z')la-
szoayzny rzuldw ; im wiekszy jest kat nachylenia, tem mniejszy
jest modu? i naodwrdt.
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Uzasadnij, ze:

1) Jezeli kat nachylenia =90, to modul m=0;

2) ” » a= 0, , py M= 00;

3) ” » » “_—"4501 "
jetej dlugoéei.

4) Przy pomocy tréjkata (VI) (VIL) Z [Rys. 11] udowodnij, ze:

1
= e to znaczy:

Modut i spadek linji prostej sq liczbami odwrotnemi.

¢) Przy pomocy rysunku 6 uzasadnij, ze:
Dwie proste réwnolegle maja rzuty rownolegle, moduly
rowne ¢ o tem samem nastepstwie cech.

15. Cwiczenia.

1) Dany jest rzut cechowany /= A’(2,5) B'(7,3) prostej / i rzut
cechowany punktu C o cesze 5. Poprowadzi¢ przez punkt C prosta g,
ktéraby przecinata prostq / w punkcie 7" o cesze 10,4.

Wyznaczy¢ kat nachylenia do plaszczyzny rzutéw jednej prostej
i drugiej prostej, zestopniowaé obie proste.

Przekonaj sig, ze proste, ktore 1acza punkty na obu prostych o tych
samych cechach sa réwnolegle do prostej, iaczacej §lady obu prostych!

2) W powyzszem ¢wiczeniu poprowadz przez punkt C prosta g tak,
by przecinala prosta / w punkcie I, ktéry jest Srodkiem odcinka AB!

3) Dany jest rznt cechowany /= A’(1) B'(5) linji prostej /i rzut
cechowany dowolnego punktu C o cesze 7.

Wyznaczy¢ rzut cechowany prostej g, przechodzacej przez C row-
nolegle do /.

4) Rozwiaz powyzsze zadanie dla !’ = A'(2,6) B'(6,3), jezeli cecha
punktu C wynosi 7,2!

§ 3. RZUT PROSTOPADLY PLASZCZYZNY | FIGURY NA NIE]
LEZACEJ.

16. a) Niech bedzie dana plaszczyzna rzutéw P i pla-
szezyzna dowolna P,. [Rys. 12]. Gdybysmy wyznaczyli rzuty
poszczegllnych punkiéw plaszezyzny F,, natenczas rzuty te
nakrylyby sobg calg plaszczyzne rzutow P, lo znaczy, ze: kaz-
dy punkt plaszczyzny rzutéw mozZna uwazacé za
rzut pewnego punktu ptaszezyzny P,.

Obieraj dowolne punkty na ptaszezyznie rzutéw, uwazaj je za

rzuty punktéw plaszezyzny P, i wyznaczaj potozenia tych punktéw na

plaszezyznie P!

» m=1jednostce przy-

—
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[Plaszczyzne P, uzmystowi¢ zapomoca tektury, prosta rzucajaca
drucikiem !].

b) Polozenie plaszczyzny P, w przesirzeni bedzie wyzna-
czone, jeieli beda dane rzuty cechowane elementow, ktore te
plaszczyzne wyznaczaja. A zatem:

1) Przyjmijmy na plaszezyznie P, trzy punkty 4, B, C
[Rys. 12], wyznaczmy ich rzuty 4', B, C', zmierzmy odleglosci
(cechy) punktéw 4, B, C od plaszezyzny rzutéw i wpiszmy
obok ich rzutéw.

Otrzymamy rzuly cechowane trzech punkiow plaszczyziy
P,, przez kidre ta plaszczyzna jest w zupetnosci w przestrzeni
WYLNACZONA.

Istotnie, rzuty cechowane A4’'(4), B'(4), C'(2) wyznaczaja
w przesirzeni trzy punkty 4, B, C, przez ktére mozna popro-
wadzié jedna jedyng plaszczyzne P.
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czyznie zeszytu tréjkat rownoboczny O boku
hotki ozmacz przez P’ (1), Q (—3) R’ (6),
nowane wierzehotkéw P, Q, R pewnego tréj-

Narysuj na plasz
a =5 cm, jego Wierzc
uwazajac je za rzuty Cec
kata w przestrzeni !

Przedstaw sobie plaszezyzng W przestrzeni, na ktorej trojkat PQR

lezy, Wyznacz po kolei prawdziwe wielkosci bokéw tego tréjkata i na-
rysuj go na plaszezyznie zeszytu !
wyznaczona przez dwie

2) Plaszczyzna P, moze by¢
np. przez proste przecina-

jakiekolwiek na niej lezace proste,

jace si¢ m i n. [Rys. 12].
Rzuty cechowane prosty

snaczaja w z2upelnosci polozenie plaszczyzny W
Przyjmij rzuty cechowane dwdch prostych przecinajacych sie pigq.

Wyznacz Slady tych prostych, a nastepnie potozenie W przestrzeni pla-
szczyzny, ktora przez te proste przechodzi i zauwaz, ze $lad ptaszczy-

zny, laczy Slady tych prostych!
[Rys. 12] przecina plaszczyzng rzutow
my §ladem plaszczy-

ch preecinajacych sie m i n Wy-
przestrzent.

c) Plaszczyzna E,
F wzdtuz prostej s, kiorag nazywa
zny FBi.

Przekonaj sie, Ze: .

1) Slad jakiejkolwiek prostej, lezacej na plaszezyinie Py,
lezy ma Sladzie tej plaszezyzny !

Stad wynika, Ze:

2) Jezeli prosta g, lezaca na plaszezyinie P, jest rowno-
legta do sladu s tej plaszczyzny, to i rzut g tej prostej musi
byé réwnolegly do tego sladu. [Rys. 13].

Albowiem prosta g i jej rzut ¢ musza si¢ przecina¢ na
sladzie s plaszezyzny Fi.
g jest ré6wnolegta
i do plaszeczyzny rzutéw P. Wszy
¢ maja te same odleglosci (cechy) od plaszezy

Prosta g nazywamy prosta gtowna,
prosta warstwicowa plaszezyzny P

Prosta gléwna g,
cechy wynosza po 4 jednostek, dlatego rzu
czono na rysunku przez g's

Wyznacz rzat g's tworzacej o cesze 3!
przejdzie rzut g’y tworzacej o cesze 2?7

zny rzutow.

Z tego wynika nastepnie, Ze pros ta
do swego rzutu g, a zatem
stkie punkty prostej

tworzacg lub

lgczy na plaszczyZnie P, punkty, ktérych
t tej prostej ozna-

Ktéredy na rys. 13
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17. Najdogodniej j
e ] Jest przedstawiaé

zapoxigcﬁ jej sladu i jednego jej Punl:tslaszczyzne SeesEkn
E chovvl::;}; geflz(;e danz.l }.)laszczyzna P, zapomocy §ladu s i rzutu

R go jednego jej punktu 4, ktérego cech :
[Rys. 13]. J go cecha wynosi 5.

Przez punkt 4 mozn
A a poprowadzié¢ niezli .

stych, I p* niezliczonag il )
wgllai iciz'c};i(;hin;a;;ﬁ?zcl\zayz‘;ne P,. [Wykre§l kilka z gc;l(;s;isg?l)z
iedzy temi - : ?
nole , : 1 prostemi jed Ea
drug:(:rlla :‘Z‘;tSladu v RN e o, pr‘:)stall1 agi];::nzow.
B vI:sz atlkl')’ prostopadta do §ladu s, a wiec prosto adg’
prosta flsa.mh. prostych giéwnych plaszezyzny nazywl; =
Po rost.l‘.”le.k.szego spadku plaszczyzn’y 2, i
0 post ',E)ém ej n{JWlekszego spadku sptywataby wodal;, punktu
SZCZyznq' oy. sobie wyobrazili, ze plaszczyzna rzutéw jest pla-

o 1131 az1k<l>lllwl, a plaszezyzna P, jest plaszezyzng teren
szczyzny rzu(taévy;f errll:zl . prost;:j 3 e L lﬂ::

ywam t :

zny F, do plaszezyzny lc'zu);éw.al e Ty

Spadek, modut i nai

: ¥ Dprostej najwiek

spadkiem, modulem plaszczym‘; Ii szego spadku p nazywamy
-

0 1 2

Rys. 13
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Rzut prostej najwiekszego spadku rysujemy zwykle po-
dwojna linjg.

Plaszczyzna jest w przestraeni w zupelnosci wyznaczon:,
Jezeli jest dany rzut cechowany jej prostej najwiekszego spadku.

1) Zauwaz na rys. 13, ze rzut p’ prostej najwiekszego spadku
plaszezyzny P, jest prostopadiy do
Sladu s tej plaszczyzny, a zatem
iy do rzutéw wszystkich prostych
glownych tej plaszezyzny!
on . 2) Dany jest rzut cechowany
G - i it g ~SA(7) prostej najwiekszego spadku pew-
- 2 nej plaszczyzny P, irzut C' pew-
¢ A nego punktu C tej plaszczyzny.
T - I’ G g’ Mamy wyznaczy¢ ceche tego
S ——— =~ ©--=  punktu [rys. 14].

N Wskazdwka. Prosta g/,
N poprowadzona przez rzut C' prosto-
B padle do rzutu p' prostej naj-
B e = ’(2) wigkszego spadku, jest rzutem pro-
— stej gtdwnej g, przechodzacej przez
punkt C. Jezeli wyznaczysz ceche
f punktu I, w ktérym prosta g prze-
cina prostg p, to cecha ta bedzie

réwniez cecha punktu C.

Rys. 14

18. @) Przyjmijmy na plaszczyznie P, [rys. 15] dowolny
tréjkat ABC i wyznaczmy jego rzut A’B’'C’ na plaszczyzne P.

Chcemy zbadaé, jaki zwigzek zachodzi miedzy powierzch-
nig tréjkata ABC a powierzchnig jego rzatu A'B'C'?

Poprowadzmy przez wierzcholek 4 danego iréjkata prostg
gléwng g plaszezyzny F,; rzut g’ tej prostej przejdzie przez 4’
i bedzie réwnoleglty do g. Prosta g przecina bok BC tréjkata
ABC w punkcie I; rzut I' tego punktu lezy na boku C'B’ tréj-
kata 4’B'C’, a odcinek 4'I’ jest v6wny odcinkowi 41, [Dlaczego ?].

Prosta g dzieli iréjkat ABC na dwa trojkaty ABI i ACI,
ktérych wspélng podstaws jest odcinek AI. Rzut g’ dzieli trojkat
A'B'C’ réwniez na dwa trojkaty A'B'I' i A’C'T' o wspéluej pod-
stawie 47,

Poprowadzmy przez puunkt B prostg najwiekszego spadku
BS; jest ona prostopadta do podstawy 4 w punkecie II (dia-
czego ?). Rzut prostej BS, to jest B'S, musi byé prostopadiy
do podstawy 4’1’ [dlaczego ?]; przecina on podstawe 4’1’ w punk-
cie II', ktéry jest rzutem punkiu I7.
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Odcinek B'II' jest wysokoscia trojkata A'B'I' i jest rzu-
tem odcinka BII, ktéry jest wysokoscig trojkata ABI. Stad

nika:
. BII'—=BIIl.cose. . ... 1)

gdzie a oznacza kgt nachylenia prostej najwigkszego spadku BS,
a zatem rowniez kat nachylenia plaszezyzny P;.

Powierzchnia tréjkata A'B'I' réwna sie:
f! — ‘% AIII 2 BIIIV.

Podstawiajac w tem rownaniu za odcinek 4'I' réwny mu
odcinek AI, za$§ za B'II' warto§é z réwnania 1), a nastepnie
oznaczajac iloczyn } AI.BII przez f jako powierzchnie tréjkata
ABI, natenczas otrzymamy:

fl — % AIII p BI]II
=141 .BIl,cosc

=" f. Coslalinrss 2)
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Uczen oznaczy powierzchnie tréjkata ACI przez f,, zas
powierzchnig¢ rzutu 4'C'I’ tego tréjkata przez f,’ i wykaze sa-
modzielnie, ze:

fe—f o5 3)

Dodajgc réwnania 2) i 3) stronami i oznaczajac powierzch-
ni¢ tréjkata ABC przez F, zas powierzchnie jego rzutu 4’B'C’
przez F', natenczas otrzymamy:
‘ F'— Fcosa. — czyli:

’

= — 008 4)
F

To znaczy:

Stosunek powierzchni rzutu trdjkgta do powierzchni traj-
kata samego rowna sie dostawie kata nachylenia plaszczyzny
tego trdjkata do plaszcayzny rzutdw. Stosunek ten jest przeto
iloscia stala, jedeli plaszczyzna tréjkata wie zmienia swego na-
chylenia wzgledem plaszczyzny rautéw.

Czyli innemi stowy:
Gdy trdjkat ABC, nie zmieniajac swej wielkosci, POrUSZA
sie po plaszczyinie Py, to raut A'B'C' tego trdjkata, poruszajac

sie po plaszczyinie reutdw, nie zmienia wielkosci swej powierzchni,

Jezeli tylko plaszczyzna tréjkata P, wie zmienia swego nachy-
lenia wzgledem plaszczyzny rzutdw.

A zatem wszystkie rzuty A'B'C' sqg w tym wypadku rén-
nowasnems figurami.

1) Zauwaz tutaj analogje do niezmiennodci rzutu odcinka, porusza-
Jacego sie po tej samej linji prostej [por. art. 13 ¢)]!

2) Jak nalezy poruszaé tréjkat ABC na jego plaszezyznie 2y
by rzuty jego na plaszczyzme P byly figurami przystajacemi?

b) Nie zmieniajac wielkosci tréjkata ABC, obracajmy jego
plaszezyzng P, dokola jej Sladu s. Zauwazymy, ze ze zmiang
kgta nachylenia « plaszeczyzny P, zmienia ksztatt
i wielkosé rzut A'B'C przyjetego tré6jkata ABC.

Jakie nachylenie musi mie¢ plaszczyzua P,, by powierzchnia F'
rzutu A'B'CY tréjkata ABC o powierzehni F réwnala sie:

1) F =4I 2)F’==1L?-’; 3)F’=MgF?
" 2 2

Rl
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1) Jezeli plaszezyzna P, zajmie polozenie prostopadte
wzgledem plaszezyznyrzutéw,
a wiec o =90° natenczas:

F'= Fc0s90° a zatem:
F'=.

Bzut trdjkata ABC, kto-
rego plaszczyzna P, jest pro-
stopadia do plaszczyzny rzu-
tow, jest odcimkiem, leiacym
na Sladzie plaszczyzny P,.
[Rys. 16].

2) Jezeli pltaszczyzna P,
nakrywa plaszczyzne rzutéw,
a wiec a=0, natenczas :

F'—=Fcos0, a zatem:
F'=F,

Rzut trojkata, ABC, le-
Zacego ma plaszczyinie rzutdw schodzi sie z tym trdjkatem.

Rys. 16

[Uzasadnij to twierdzenie pogladem !]

3) Niech plaszczyzna P, zajmie polozenie réwnolegle do
plaszezyzny rzutéw [rys. 17]. Natenczas rzuty bokow, katéw
tréjkata ABC, beda réwno-
legle i rowne bokom wzgled-
nie katom tréjkata danego.
A zatem:

Jezeli plaszczyzna trdj-
kata jest rownolegta do pla-

szezyzny rzutow, fo rzul tego
trdjkata jest réwny temu trdj-
katow:i.

19. Na sztywnej tektu-
rze P; narysuj dowolny wie-
lokat ABCDE...=F, a trzy-
majgc tekture w pewnem po-
tozeniu wzgledem plaszezyzny
rzutéw P, wyznacz rzuty po-
szezegblnych  wierzcholkow




30

AR

i bokéw wielokata [rys. 18]! Otrzymasz na plaszczyznie rzutow
wielokat A'B'C'D'E ...=F’, kiéry nazywamy rzutem wie-
lokagta F na plaszczyzne P.

Zauwaz, ze:

Rezut wielokata na pewnag plaszczyzne jest wielokatem o tef
samej ilosci wierzcholkdw, bokow, przekatnych! '

a) Na podsta-
wie art. 18 uzasad-
nij, ze:

Jezeli kat na-
chylenia plaszczy-
zny P, na kiorej
lezy wielokat, do
plaszczyzny reutow
oznaczymy prez o,
powierzchnie wie-
lokgta przez I, po-
wierzchnie zas rzu-
tu tego wielokata
przez F', natenczas
zachodzi zwigeek:

F' = Fcosa

_ Jakie polozenie
musi zajaé plaszczyzna
P, wzgledem plaszczy-
zny rzutéw, aby rzut
wielokgata na niej le-
zacego byl réwny temu
wielokatowi, a jakie,

by rzut byl odcinkiem na Sladzie plaszczyzny P, ? Wskaz te przypadki

na powyzszym modelu! [Rys. 18]. .

Rys. 18

b) Na podstawie artykulu 9 uzasadnij, ze:

1) Reut véwnolegloboku jest rownies réwnoleglobokiem.

2) Reut trapezu jest réwnieé trapezem, ktdrego stosunek bo-
kéw rownoleglych rdwny jest stosunkowi bokdw réwnoleglych
trapezu danego.

¢) Wielokat plaski jest wyznaczony przez swdoj rzub tylko
wiedy, jezeli sq¢ podane cechy trzech jego wierzcholkow.

Uzasadnij to pogladem !

.
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20. Cwiczenia.

1) Dane sa rzuty cechowane trzech punktdéw plaszezyzny P, :
A'(1), B'(4), C'(8, 38).

Mamy wyznaczy¢: a) $lad plaszczyzny P,; &) prosta najwiek-
szego spadku; ¢) modut i spadek tej plaszezyzny ; d) prawdziwa wielko§é
trojkata ABC; e) stosunek powierzchni rzutu tego tréjkata do powierzchni
samego trojkata.

szezyzna P, jest wyznaczona przez dwie proste przecinajace sie w punk-
cie C(0), a mianowie: g' =[C"(0) A'(4, 5)], I =[C'(0) B'(—2, 1)].
3) Plaszczyzna P, jest wyznaczona przez swdj §lad s i jeden jej
punkt A’'(6,7). Na tej plaszezyznie lezy tréjkat ABC, ktérego rzut
A'B'C’ jest réwnobocznym tréjkatem o boku q—4 cm.
Rozwiazac takie same zagadnienia jak w éwiczenin 1).

2) Rozwigza¢ takie same zagadnienia jak w éw. 1), jezeli pla-

4) Dany jest rznt cechowany réwnolegtoboku, ktéry przedstawia
sig jako prostokat P'(1) Q'(3,2) R'(9,1).S" o bokach P'Q =4cm,
Q'R = 6cm.

RozwigzaC takie same zagadnienia jak w éwiczeniu 1).

5) Plaszczyzna jest dana przez rzut cechowany swej prostej naj-
wickszego spadku: p'=[A'(—2,5) B'(8,5)]. .

Narysowaé rzut cechowany kwadratu o boku @ —6, lezacego na
tej plaszczyznie, jezeli: @) jeden jego bok schodzi sie ze §ladem danej

. Plaszezyzny; b) jeden jego bok jest réwnolegly do $ladu i odlegly od

niego na 8 jedn.; ¢) kwadrat dotyka plaszczyzny rzutéw jednym wierz-
chotkiem, za§ jego przekatna, wychodzaca z tego wierzchotka, jest pro-
stopadta do $ladu plaszczyzny; d) jeden wierzcholek kwadratu schodzi
sie z punktem B’(3,5), a' przekatna przez ten wierzcholek przechodzaca
Jjest prostopadia do §ladu plaszezyzny.

Uzasadnij, ze rzut kwadratu w polozeniu ¢) i d) musi by¢ rombem!

Przekonaj sig, ze rzuty kwadratu we wszystkich tych potozeniach
83 réwnowaznemi réwnolegtobokami! [Dlaczego?].

6) Rozwiazaé zagadnienia w ¢éw. 5), jezeli plaszczyzna kwadratu
Jjest wyznaczona przez swdj §lad s i kat nachylenia o= 30°.

7) Chcielibyémy, by rzut kwadratu o boku g na plaszezyzne P
(plaszezyzna rysunku) byt @) prostokatem, ) rombem, o powierzchniach

‘réwnych :

0o |

o
a:, K{)—a% ?az, $a® 036108a% 0087164a?% ..

RO,

Podaj warto$¢ kata nachylenia o plaszezyzny P, kwadratu do
plaszezyzny P w kazdym z tych przypadkéw, a przyjawszy mnastepnie
slad plaszezyzny P,, wykre$l rzuty cechowane kwadratu w kazdem z tych
potozen !

-
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8) Na plaszezyznie P;, danej przez jej $lad s i kat nachylenia
a=45° lezy trapez réwnoramienny o podstawach a—6, b= 8, wyso-
kobci w=—4. Wykresli¢ rzuty tego trapezum, jezeli jego podstawy sa
réwnolegle do $ladu plaszezyzny P;.

9) a) Trapez, o ktérym byla mowa w ¢w. 8, opiera si¢ jedna pod-
stawa o plaszczyzng zeszytu. WykreSl jego rzut na plaszezyzne zeszytu
tak, by powierzchnia rzutu byla rdwna polowie powierzchni trapezu
danego !

b) Dany jest rzut cechowany trapezu: A'(2,3) B'(2) C'(5,1) D'-
Wyznaczyé naturalna wielko§é tego trapezu oraz kat nachylemia jego
plaszezyzny do plaszczyzny rzutow.

10) Dany jest rzut cechowany réwnolegtoboku P'(—2) Q'(2,5)
R'(6,2) S'.

Wiykreslié naturalng wielkosé tego réwnolegtoboku oraz wyznaczy¢
polozenie jego plaszezyzny wzgledem plaszczyzny rzutdw przez Wyzna-
czenie kata nachylenia i §ladu tej plaszczyzny.

11) Prostokat o bokach a i b opiera sie jednym bokiem o pla-
szezyzne rzutéw; jak nachylisz jego plaszczyzne do plaszezyzny rzutow,
by powierzchnia rzutu prostokata wymosila :

3, |z
at, Lat, L2a, $ab, 012187a,..

12) Wykresl rzut szeSciokata umiarowego o boku @, opierajacego
sie 0 plaszezyzne rzutéw jednym bokiem, jezeli rzut ten ma mie¢ po-
wierzehnie réwna polowie powierzchni szeSciokata damego!

13) Plaszczyzna P, jest wyznaczona przez rzut cechowany
p =[A’(10) S'(0)] swej prostej najwigkszego spadku. Przyja¢ na tej
plaszczyznie punkt C o cesze 6 i wykre$lié rzat cechowany prostej g,
prostopadlej do plaszezyzny P; w tym punkcie C-

Wskazéwka. Punkt C o cesze 6, jezeli lezy na plaszezyzuie
P,, to lezy na prostej gidwnej tej plaszczyzny g o cesze 6.

Rzut g’ prostej g jest prostopadly do rzutu p’ prostej najwiek-
szego spadku plaszczyzny P, i przecina ten rzut w punkcie P'(6).
Cheac wiee mie¢ rzut g, nalezy przedewszystkiem wyznaczy¢ rzut P'(6)
takiego punktu prostej najwiekszego spadku p, ktdérego cecha wynosi
6, i t. d. [Rys. 19 b)]. .

‘Wyobrazmy sobie w przestrzeni plaszczyzng P, a na niej przyjety
punkt C [Rys. 19 a)]. Prosta g, prostopadla do ptaszczyzny P, w punkcie
C, jest prostopadla do prostej gtéwnej g, przez tem punkt przechodzacej
[dlaczego ?]; przeto rzut @' prostej g musi byé prostopadty do g’ [dla-
czego? Kiedy rzut kata prostego jest katem prostym ?].

Poniewaz nastepnie prosta g jest prostopadia do prostej najwiek-
szego spadku p,, przechodzacej przez punkt C, i lezy z ta prosta w jednej
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plaszczyznie, prostopadiej do plaszczyzny rzutéw, przeto rzut q’ prostej g
schodzi si¢ z rzutem p,’ prostej p;. A zatem:

Rzut q' prostej q, prostopadlej do plaszczyzny P, w punkcie
C, przechodzi przez rzut C'’ tego punktu, prostopadle do rzutu g’
prostej glownej g, przechodzqcej na plaszczyznie P, przez punkt C.

Znamy wiec kierunek rzutu ¢’ prostej prostopadlej ¢ do plaszczyzny
P, i rzut cechowany jednego jej punktu, t. j. C’(6). By prosta g byla
w przestrzeni doktadnie wyznaczona, musimy znac rzut cechowany jeszcze
jednego jej punktu,

&

r\}3/‘1 10)

q \

Rys. 19

W tym celu wykonajmy klad na plaszczyzne rzutéw trdjkata
prostokatnego C.S; C' dokota ¢’ [Rys. 19 a)i b)], ktéry sie zejdzie
z tréjkatem C°S, C’, i w punkcie C° wykreslmy prosts go, prosto-
padla,' do przeciwprostokatnej S, C° Prosta qo jest kladem prostej g,
przecina sie przeto z rzutem ¢’ w $ladzie A prostej g. Punkty H i C
wyznaczajs dokladnie prosta g.

14) Plaszczyzna P, jest dana przez rzut cechowany p’ =[A’ (0, 5)
B'(2, 6)] prostej najwiekszego spadku, précz tego dany jest rzat C'(7, 5)
punktu C, lezacego na tej plaszczyznie. Wyznaczyé rzut cechowany
prostej q, prostopadlej do ptaszczyzny P, w punkcie C.

) 15) Plaszczyzna P, jest wyznaczona przez rzuty cechowane trzech
jej punktow A'(2), B'(4), C'(8). a) Wyznaczy¢ rzuty cechowane pro-
stych, prostopadtych do ptaszczyzny P, zbudowanych w punktach 4, B, C.
b) Wyznaczyé rzut cechowany prostej, prostopadlej do ptaszczyzny P,
zbudowanej w dowolnym punkcie tej plaszczyzny.

‘ 16) Dana jest plaszezyzna P, przez rzut cechowany prostej naj-
wiekszego spadku p,"=/[S’(0) A'(7)], nadto dany jest rzut cechowany

B. Kalicun-Chodowicki, Zarys geometrji wykresinej 3
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M'(9) dowolnego punktu M, znajdujacego si¢ w przestrzeni obok pla-
szezyzny Pj.

Wyznaczyé: a) rzut cechowany prostej g, poprowadzonej z punktu
M prostopadle do plaszczyzny P ; b) wyznaczyé odlegtos¢ punktu M
od plaszezyzny P.

Wskazéwka. Ze wskazéwki do Céwiczenia 18 i rys. 19 a)
wynika, ze rzut g’ prostej g, poprowadzonej w przestrzeni prostopadle
do ptaszezyzny P, jest prostopadty do rzutéw prostych gidwnych pla-
szezyzny P, i przechodzi przez rzut M’ punktu M.

Aby wyznaczy¢ rzut cechowany jeszcze jednego punktu prostej g,
nalezy wykonaé klad plaszczyzny rzucajacej prosta ¢ dokola rzutu qQ —
wraz z punktem [ i prosta najwigkszego spadku py, wzdluz ktorej
plaszezyzna rzucajaca przecina ptaszezyzne dana. [Por. rys. 19 b)].

Prosta- q°, wykreslona prostopadle z punktu Mo do prostej p,°
przecina ¢’ w punkeie H (0), ktory jest Sladem prostej g.

Prosta ¢° przecina prosta p,° [Rys. 19 b)] w punkeie C°, ktéry
jest kladem punktu” C plaszezyzny P,, w ktérym prosta g t¢ plaszczyzne
przebija. Odcinek M° C° jest naturalng wielkoécia odlegtosci punktu M
od plaszezyzny P,; rzutem tej odlegtoSci jest odcinek M'(9) C’(6).

17) Plaszczyzna P, jest dana: a) przez §lad s; 1 rzut cechowany
jednego jej punktu D'(7, 5); b) przez rzuty cechowane trzech punktow
A'(—2), B'(1,5), C'(6,7); c) przez rzut cechowany prostej I =[A'(3)
B'(—2, 5)] i rzut cechowany punktu C! (10, 1).

Jest dany précz tego rzut cechowany M’(6) punktu M, znajdu-
jacego si¢ obok plaszezyzny P, w przestrzeni.

Wyznaczyé odleglosé punktu M od plaszezyzny JER

18) Przez punkt M'(7) poprowadzié prosta r, réwnolegla do pla-
szezyzny P,, danej przez prosta najwigkszego spadku p' =[A'(15) B'(7)].

Wskazéwka. Ze stereometrji wiadomo nam, ze prosta jest réw-
nolegta do plaszczyzny, jezeli jest réwnolegta do jakiejkolwiek prostej,
lezacej na tej plaszczyzuie.

Poprowadzmy zatem na plaszczyznie P, dowolng prosta m, ktdre]
rzut schodzi sie z m’ [Rys. 20]. Rzut m' przecina rzuty prostych gléw-
nych g'(7) i g'(15) w punktach P'(7) i Q'(15), ktore sg rzutami punk-
téw o cechach 7 i 15, Rzuty P'(7) i Q'(15) wyznaczaja W zupelnosci
prosta m.

Jezeli przez M'(7) poprowadzimy prosta ¥, réwnolegly do m’,
natenczas otrzymamy rzut prostej r, przechodzacej przez punkt M, réw-
nolegle do plaszezyzny P;. Drugi punkt G'(15) tej prostej otrzymamy
na podstawie réwno$ci modutéw prostych réwnolegtych, jezeli zatem ode-
tniemy w tym samym kierunku odcinek M'(7) @ (15)= P'(7) Q'(15).

19) Plaszczyzna P, jest dana przez trzy punkty A'(2), B'(8), C'(7)-
Obok plaszezyzny tej znajduje si¢ punkt M, dany przez swoj rzut ce-
chowany M'(10). Wyznaczy¢ rzut cechowany prostej 7, poprowadzonej
przez punkt M, réwnolegle do plaszczyzuy 2

20) W ¢wiczeniu 18 poprowadzi¢ przez punkt M'(7) plaszczy-
zne, rownolegla do plaszezyzuy B
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- Wkazéwka, Przez punkt M mozna poprowadzi¢ niezliczona
ilo$¢ prostych, réwnolegtych do plaszezyzny P, [rys. 20 @)]. Proste te
wypelniaja plaszczyzne P,, réwnolegla do plaszezyzny P,. Plaszczyzna
P2 jest wyznz:iczona przez dwie proste réwnolegle do P, np. prosta r
ing — it d

Rys. 20

: 2.1) Plaszczyzna P, jest dana przez swdj §lad s irzut cechowany
A'(6) jednego jej punktu. Poprowadzi¢ do niej przez punkt A/’(12) pla-
szczyzne rownolegla.

22)#) Wedtug podrecz. Geometrji dla kl. III powtdrz o rzucie
prostopadiym kota!

238)*) Wielka poéto§ elipsy jest @, mata poto§ . Uwazajac elipse
te za rzut kota k o promieniu @, uzasadnij, ze dostawa kata nachylenia
o plaszezyzny tego kola do plaszezyzny rzutéw jest:

COoOS &b — —-.
a

Wskazdwka. @) Wyobrazmy sobie koto k o promieniu g,
o’érodku S, lezace na plaszczyznie P,, nachylonej do plaszezyzny rzu-
téw P pod katem c. [Rys. 21]. Narysujmy w kole jedna Srednice
AB — 2q, réwnolegle do plaszczyzny rzutéw, a zatem réwnolegla réw-
niez do §ladu s plaszezyzny P,. Rzut A’B’ tej s$rednicy jest zatem
rowny dtugosci érednicy samej, to jest A’'B’ = 2a.

Tak samo w naturalnych wielkoSciach przedstawiaja sie rzuty
wszystkich cieciw 7, réwnolegtych do érednicy AB.

Wezmy nastepnie na uwage Srednice CD Xkota, prostopadta do $red-
nicy AB. Srednica ta lezy na prostej najwiekszego spadku plaszczyzny

) Cwiczenia z gwiazdka sa przeznaczone dla kl. VII gimnazjum hu-
manistyeznego.

3%
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P,, poprowadzonej przez punkt S; kat nachylenia zatem $rednicy CD
do plaszezyzny rzutéw réwny jest katowi nachylenia plaszezyzny P, do
tej plaszezyzny rzutdw, a zatem:

CD 2 b
a

== COS &

CD 2a

b) Stosunek b jest spolczynnikiem-
a

{)

skrocenie wszystkich cigciw g kola,
réwnolegtych do CD, to znaczy :

g __b

Rys. 21
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Z tej wlasciwosci wynika nadzwyczaj latwa konstrukecja elipsy, je-
zeli sa dane jej polosie @ i b. [Rys. 21...3)]:

Zakre$lmy ze §rodka elipsy S kota k i K promieniami & i q,
a nastepnie poprowadzmy przez frodek S dowolna prosta p, ktéra prze-
tnie koto K w punkcie /, koto za§ k w punkcie //. Z punktu / wy-
kre§lamy odcinek [/ [/, prostopadly do C’D’, z punktu za§ /I odeci-
nek //7, réwnolegty do C’D’. Punkt /, w ktérym przecinaja sie te
odeinki, jest szukanym punktem elipsy. Z podobnych tréjkatow [ [[[.S
i /771 wynika bowiem, ze:

mi_q _b

L el

Udowodnij tak samo, ze punkty 2, 3,4, 5, 6, . .. s3 punktami elipsy !

¢) Z artykulu 19 wiadomo, ze miedzy powierzchnig F figury pla-
skiej, a powierzchnia F'' rzutu tej figury zachodzi réwnosc:

F'==Fcosa, gdzie & jest katem nachylenia plaszczyzny tej figury
do plaszezyzny rzutow,

Jezeli koto k [rys. 21...1)] uwaza¢ bedziemy za wielokat o nie-
zliczone) liczbie bokéw, rzut zas jego e, t. j. elipse, za rzut tego wie-
lokata, natenczas miedzy powierzchnia kola @®m, a powierzchnia elipsy
F’ zajdzie zwiazek :

F'=a?acosc.

a

Podstawiajac za cos & = i otrzymamy :
b
F'=a’n.—
a

F'—abm.

To znaczy: Powierzchnie elipsy obliczymy, mnozqc iloczyn
polosi elipsy przez liczbe w (Ludolfing).

§ 4. KLAD PXASZCZYZNY
PODNIESIENIE 'PYXASZCZYZNY

21. Jezeli obrécimy plaszezyzne P, [Rys. 22 a)] dokola jej
sladu tak, by sie nakryla z plaszezyzng rzutéw P, méwimy wtedy,
ze potozyliSmy ptaszczyzne P, na ptaszczyzng P,
lub, ze wykonali§my ktad ptaszezyzny P, na pta-
szezyzne P.

Ze zmiang polozenia plaszezyzny P, zmienia réwniez po-
tozenie kazda figura, lezaca na tej plaszezyznie. Gdy plaszczy-
zna P, nakryje sie z plaszczyzna rzutéw, to réwniez figura,
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lezaca na P,, padnie na plaszezyzne rzutéw. To nowe poloze-
nie figury plaskiej nazywamy jej ktadem na plaszczyzng
rzutéow.

Naodwrét: jezeli plaszczyzna P, nakrywa sie z plaszczyzng
rzutéw, a my. ja obrécimy dokola pewnej prostej s tak, by two-
rzyla z plaszezyzng rzutow pewien kat nachylenia «, natenczas
méwimy, ze podnieslismy plaszczyzne P, o kat «.
Z plaszezyzng P, podniesie si¢ o ten sam kat kazda figura,
lezaca na tej plaszezyZnie.

22. a) Trdjkat ABC opiera si¢ bokiem AB o plaszczyzne
reutéw P, wierzcholek zas C jest odlegly od tej plaszczyzny
o 10 jednostek. [Rys. 22a),b)]. Mamy wykonad ktad tego trdj-
kata ma plaszczyzne reulonw.

Jezeli tréjkat ABC obraca sig dokola boku AB, natenczas
jego wierzcholek C zakreSla w przestrzeni luk kola k. Pla-
szezyzna tego kofa jest prostopadia do plaszczyzny rzutéow
(dlaczego?) i do osi obrotu, tj. do boku AB, przecina sig
przeto z plaszczyzng rzutow podlug prostej k, ktéra przechodzi
przez rzut C’' punktu C i jest prostopadla do osi obrotu AB.
Punkt M, w ktérym prosta h przecina prosta AB, jest Srodkiem
kota k.

Promiefi  kola k lezy na prostej najwiekszego spadku,
poprowadzonej na plaszezyznie trojkata P, przez punkt C.
Promien ten tworzy zatem ze swoim rzutem, a wiec z prosta &,
kat a, réwny katowi nachylenia plaszezyzny tréjkata do pla-
szezyzny rzutéw. A zatem:

Jeseli plaszozyzna P, obraca sie dokota swego sladu, to
dowolny jej punkt C zakresla w przestrzeni kolo, kidrego pro-
mien 1 jest rowny przeciwprostokatnej lrdjkata prostokatnego,
w ktdrym jedna przyprostokatng jest wysokosc (cecha) punkiu
C, drugg przyprostokatng jest odleglosé rzutu C' punktu C od
sladu plaszczyzny (w danym przypadku od prostej AB), jed-
nym katem ostrym jest kat nachylenia o plaszczyzny Py, do
plaszczyzny rauiow.

Promiers r jest wiec wyznaczony, skoro jest podana cecha
punktu C albo kat nachylenia o plaszezyzny Py do plaszczyzny
rzutow.

Jezeli plaszczyzna P; wykona obrét, rowny katowi z, na-
tenczas punkt C zejdzie si¢ z punktem ( C), prostej h; jezeli

39

za§ plaszczyzna P; wykona obrét réwny katowi 180-a, naten-
czas punkt C zejdzie sie z punktem (C) prostej k. A zatem:

Jezeli wykonamy klad plaszczyzny P, na plaszczyzne
rzutdw przez obrdt dokola jej sladu ma lewo lub na prawo, na-
tenczas dowolny jej punkt C zejdzie sie z punktem (C) ub (C,)
prostej h, wykreslonej przez rzut C' fego punktu, prostopadle
do sladu plaszczyzny P;.

Punkty (C) i (Cy) sa odlegle od sladu s plaszczyzny P
o odcinek r, réwny promieniow: kola, kiore punkt C zakresla
w przestrzeni.




40

Podczas obrotu trojkgta ABC wierzcholki Ai B nie zmie-
niaja swych potozen, ezyli ich klady schodza sie z niemi sa-
memi. Z tego wynika, ze klady bokéw AC i BC tréjkgta ABC
otrzymamy, jezeli ktad (C) lub (C,) polaczymy z wierzchot-
kami 4 i B.

Tréjkaty (C)AB i (C)AB sa ktadami tréjkata 4BC.
Oba klady sg figurami symetrycznie sobie odpowiadajacemi
wzgledem prostej 4B.

Rys. 22 b) przedstawia rozwigzanie powyzszego zagadnie-
nia, jezeli za plaszczyzne rzutéw przyjmiemy plaszczyzne ry-
sunku. Celem wyznaczenia promienia » narysowano na pla-
szezyznie rzutéw trojkat MC'C° réwny tréjkatowi MC'C w prze-
strzeni.

b) Opisz, jak postgpisz przy rozwigzaniu zagadnienia od-
wrotnego : :

Dany jest ktad AB(C,) trdjkata ABC. Podniesc trdjkat
AB(C;) o kat o dokota boku AB i wyznaczyc jego rzut w tem
nowem polozeniu.

Przekonaj sie, ze przy podwiesieniu trdjkata danego o kat
180-0. otrzymasz taki sam rzut, jak przy podniesieniu o kat a!

1) Podnie$ ten tréjkat i wyznacz jego rzut dla kata podniesienia:

o =100, 30°, 60°, 90°, 1000, 1200, 150°,...

2) Podnie$ ten trdjkat tak, by punkt C miat zadana wysokosc

(ceche) :
z=2, 6, 8, 10, ... jednostek.

Jaka moze by¢ najwieksza warto$é na z?

Zauwaz, ze dla tej samej wysokosci otrzymujemy dwa rzuty trdj-
kata, symetrycznie polozone wzgledem prostej AB!

23. Trapez prostokainy ABCD opiera sie bokiem AB,
do ktorego przylegaja katy proste, o plaszczyzne rzulow; odle-
glos¢ wierachotka C od plaszczyzny rzutow wymnosi: z=29 jed-
nostek. Wykonaé klad tego trapezu na plaszczyzne rzutéw przez
obrdt jego plaszczyzny P, dokola bokw AB. [Rys. 23].

Obracajac plaszczyzne P, trapezu dokola prostej 4B, wi-
dzimy, ze punkt C zakresla koto K promieniem r = BC ze Srodka
B, punkt D zakresla kolo K, promieniem » = AD ze §rodka 4.
Kiad punktu C padnie na przediuzenie rzutu BC', klad punktu
D padnie na przedtuzenie rzutu 4D'.
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Ktad puuktu C oznaczono na rysunku przez (C), punktu
D przez (D).

Bok DC przecina si¢ ze swoim rzutem D'C’ w punkecie S,
ktory lezy na §la-
dzie s=A4B pla-
szczyzny P,. Pod-
czas obrotu pta-
szezyzny P, punkt
Sniezmieniaswego
polozenia, klad za-
tem boku DG, t.j.
prosta (C)(D), prze-
chodzi¢ musi przez
punkt S.

A zatem:

Klad prostej,
lezacej na plaszczys-
nie Py, irzut tej pro-
stej przecinac sie
musza w punkcie S,
lezacym na sladzie

OLLLLLLLLL LI 1107

s plaszczyeny P,. © o) £
Jezeli wiecraut . 0 1 7dm
prostej jest rowno- T S e RN

legty do sladu, to
rowniez kiad tej
prostej bedzie row-
nolegly do tego
Sladu.

Powyizsza wla-
Sciwos¢  mozemy
zreszta uzasadnié
nastepujaco :

WeZimy na u-
wage trojkgty rzu-
cajace BOC'i DAD'.
Sa one podobne
do siebie, gdyz ma-
japodwa katyrow-
ne, a mianowicie
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XA=XB, X0 =XD= 90¢ [dlaczego ?].
Stad wynika, ze:

BC" AD . BC’ :
=" czyi ——=—, a wWiec:
r 7y AD' 7y
B, sl B(C)
AD'  A(D)
Poniewaz ——=B—S, przeto:
AD AS
B(C) ____Bﬁ
A(D) AS

a ta r6wnosé moze zajsé tylko wtedy, gdy proste c'D, (C)(D)
przechodzg przez ten sam punkt S na s$ladzie s piaszezy-
zny P,.
Z powyzszej wlasciwosci wynika nadzwyezaj fatwy spo-
s6b konstruowania ktadu punktu D, jezeli jest dany ktad punkt C.
Opisz wedlug rysunku tg konstrukeje!

b) Rozwigz samodzielnie zagadnienie odwrotne:

Dany jest ktad trapezu prostokatnego AB( C)(D)[Rys.23b)];
podniesé ten trapez tak dokola boku AB, aby a) jego wierz-
cholek C znalazl sie ma wysokosci z=9 jednostkom : b) aby
jego plaszczyzna tworzyla z plaszczyzna reutow kat a=30°, 45°,
600, 90°, ... 120°, 135°, 150°, ...

24. Dany jest rzut 4'B'C’ tréjkata ABC, lezacego na pla-
szezyznie P;, wyznaczonej przez swoj §lad s i rzut cechowany
jednego jej punktu np. A’(10). Wyznaczy¢ klad tego trojkata
i zbadaé zalezno§¢é geometryczna, ktora zachodzi miedzy kfa-
dem a rzutem. [Rys. 24].

a) Wiadomo, ze klady wierzchotkow A4, B, C beda lezaly
na prostych, wykreslonych przez rzuty 4', B', C', prostopadle
do éladu s plaszezyzny P,. Proste te przecinajg Slad s w punk-
tach M,, M,, M,, ktére sa srodkami k6t K,, K,, K;, zakreslo-
nych w przesirzeni przez wierzchotki 4, B, C, gdy ptaszezyzna
P, obraca sie dokola gladu s.

Promienie tych kol sa przeciwprostokgtnemi trojkatow
rzucajaeych 44'M,, BB'M,, CC'M,, w ktéryeh kat nachylenia «
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Rys. 24

plaszczyzny Pl wystepuje jako kat ostry. Tréjkaty te sa zatem
w’!)rzestrzem podobne. To podobienstwo nie zmieni sie, jezeli
tréjkaty te obrécimy dokota przyprostokatnych M, 4', M,B’,

M;C" w tym samym Kkierunku, by nakryly si
rzutéw. M yly sig¢ z plaszezyzng
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Jezeli zatem wykreSlimy na plaszezyznie rzutéw trojkat
M A°A', w ktorym jedna przyprostokatna jest odcinek M, 4’,
a druga odleglos¢ punktu A od plaszezyzny rzutow, otrzymamy
tréjkat rzucajacy M,AA’, narysowany na plaszezyZnie rzutow.
Przy pomocy tego tréjkata narysujemy z tatwoscig trojkaty
M,B°B’', M, C°C’, réwne tréjkatom rzucajgcym M, BB, M;CC'.

Przeciwprostokgtne tych tréjkatow sa promieniami 7y, 75, 7
obrotéw wierzcholkow A, B, C.

Kreslac nastepnie kota z punktéw M,, M;, M; znalezio-
nemi promieniami, otrzymamy w punktach przecigcia si¢ tych
kot z prostemi A'M,, B'M,, C' M, klady wierzchotkow A, B, C.

Jezeli plaszczyzne P; obrécimy o kat jej nachylenia «,
otrzymamy klad po tej samej stronie §ladu s, co rzut trojkata;
rysunek wtedy bylby zagmatwany. Dlatego wykonujemy zwykle

kiad przez obrét plaszezyzny o kat 180-x, tak, ze kiad irzut °

figury lezg po przeciwnych stronach $ladu s plaszczyzny Py

W obu przypadkach nalezy jednak pamieta¢ o wlaSciwosci,
poznanej w art. 23 a), ze ktady bokéw przecinajg sie z odpowied.
rzutami tych bokéw w punktach S, Sg, S;. lezaeych na Sladzie s.

b) Pomiedzy rzutem trojkata a jego kladem sposirzegamy
zatem nastepujgca zalezno§¢ geometryczng:

1) Rzuty wierzchotkdw i klady tych wierzcholkow leza na
prostych, prostopaddych do sladu s plaszozyzny trojkata.

Rzut wierzchotka i jego klad nazywamy punktami
odpowiedniemi tych figur.

II) Reuty bokdw i ich kiady przecinaja sie w punktach,
lezacych na sladzie s.

Rzut boku i jego klad nazywamy bokami odpowied-
niemi tych figur.

Takg zalezno§é dwoéch figur geometryeznych nazywamy
powinowactwem geometrycznem tych tigur.

Slad s ptaszezyzny, w ktorej lezy figura, nazywamy osig
powinowactwa, kierunek  prostych rownolegtych A’ (A4),
B (B), (" (C) nazywamy kierunkiem powinowactwa.

Powinowactwo miedzy rzutem a kladem ma kierunek
prostopadly do osi powinowactwa.

IlI) Powinowactwo wmiedzy rzutem figury plaskiej a jej
ktadem jest wyznaczone, jeieli jest dana 08 powinowactwa s
i jedna para punkidw odpowiednich.

:L'Z)

! ?5. Zapon}oca poznanego powinowactwa wykres§limy z la-
twoscia klad figury plaskiej lub jej podniesienie, jak to po-
znamy na ponizej podanych przyktadach.

.a) Wyznaczyc ksztalt ¢ wielkosc rdwnolegloboku, ktorego
rzut jest rombem A'B'C'DY, jezeli sa podane cechy wierzcholkow
A i B i $rodka O. [Rys. 25].

) ‘Ksztfllt i wielko§¢ réwnolegloboku otrzymamy, jezeli wy-
kreslimy jego klad. Klad ten jest figura, pozostajgeq z rzutem
w geometrycznem powinowactwie.

i P(fwinowactwo to bedzie wyznaczone, jezeli wyznaczymy
0§ powinowactwa i par¢ punktéw odpowiednich. ‘

Rys. 25

Os-ia‘ powinowactwa jest §lad s plaszezyzny, na ktorej fi-
gura lezy, pare punktéw odpowiednich tworzyé bedzie np. O
i klad tego punktu (0).

UC-ZGI:I objasni, w jaki sposéb wyznaczono na rysunku §lad s pia-
szczyzny rownolegloboku i ktad (O) punktu O!

Majac wykreslony ktad (0) punktu O, znajdziemy ktad (4)
punktu A w sposéb nastepujacy :

Rzu.t O'A’ przekatnej OA przecina 0§ powinowactwa s
w.punkme S.. Przez punkt S przechodzié musi réwniez klad
tej przekatnej. Laczac wiec klad (0) z punktem S, otrzymamy
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ktad przekatnej OA. Na tym kladzie i na prostej, poprowadzo-
nej z rzutu A’ prostopadle do osi powinowactwa s, znajdowac
sie musi ktad wierzchotka A.
Uczen objaéni, w jaki sposéb wyznaczono na rysumku klady dal-
szych wierzchotkéw, bokdw i przekatnych danej figury!
b) Dana jest plaszczyzna przez swdj slad s i rzul cecho-
wany A'(6) jednego jej punktu. Wykresli¢ rzut kwadratu, lea-
cego na tej plaszczyinie,

4 jeseli odcinek A’ (6)C' jest
7 "\. rzutem przekatne) tego kwa-
LT B dratu. [Rys. 26].

Wyznaczmy klad (A)
punktu A i polaczmy ten
ktad z punktem S, w kt6-
rym rzut A’'C’ przecina
§lad s plaszczyzny kwa-
dratu. Prosta (A)S jest
ktadem przekatnej kwa-
dratu (dlaczego ?). Dlugos§é
tej przekatnej otrzymamy,

L VRl jezeli wyznaczymy ktad (C)
%/ ! ' punktu C. Na przekatnej
bk Y K (A) () kreslimy kwadrat,

B2 @ ey ktérego rzut wyznaczymy
g zapomocg powinowactwa.

Wyjaénij na rysunku kon-
strukcje tego rzutu.

Sof ¢) Dany jest slad s pla-

szeczyzny Py 1 rownoleglo-

bok A'B'C'D'. Jaki kat nachylenia musi mie¢ plaszczyzna P,

aby réwnoleglobok A’ B'C' D' byt rzutem prostokata, lezacego na
plaszczysnie P, ? [Rys. 27].

Oznaczmy punkty, w ktérych boki A'B’ i A'D' przecinajg
slad s przez S; i S;. Na odcinku S, §; jako na §rednicy za-
kre§lmy koto K. Prosta, wykreSlona przez A’ prostopadle do
sladu s, przecina to koto w punkcie (A), kiéry mozemy przy-
jaé za ktad wierzchotka prostokata.

Odcinek (A) M jest promieniem obrotu punktu A. Jezeli
zatem promieniem tym zakreSlimy z punktu M kolo K,, to
przetnie ono prosta, prostopadla w punkcie A’ do prostej A’ (A),

w punkcie A° Punkty L
M, A’, A° sa wierzchol- st R
kami trojkata prostokat-
nego, w ktérym kat ostry
przy M jest katem na-
chylenia « plaszezyzny
prostokata do plaszezy-
zny rzutow.

d) *) Na plaszczys-
wie P,, wyznaczonej przez
Slad s @ kat nachylenia
o, znajduje sie kolo o pro-
mieniu R, srodku O.

Wykreslic rzut tego
kola,jezeli rzut jego srod-
ka schodzi sie 2 punktem
O’! [Rys. 28].

Wiadomo, ze rzut
kola bedzie elipsg e, kt6-
rej Srodkiem bedzie rzut O'.

Wykonajmy klad (0) punktu O dokola sladu s i z tego
kladu zakreSlmy kolo
(K) promieniem R.
Kolo (K) bedzie kia-
dem danego kota.

Miedzy ktadem (K)
a elipsg e zachodzi
zwigzek powinowac-
twa, dla ktorego slad
s jest osig, punkty O’
i (O) punktami odpo-
wiedniemi. Powino-
wactwo to jest zatem
doktad. wyznaczone.

Punktom (A), (B),
(0), (D), (E), (H),....
kola (K) odpowiadajg
w tem powinowactwie
punkty A", B, C', D',
E',H,.... elipsy.

Rys. 27
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Uczen przeprowadzi samodzielnie konstrukcje tych punktéw !

Cigciwie kota np. (4) (C) odpowiada cieciwa A'C’ elipsy.

Cigciwom kola, przechodzacym przez jego Srodek, to jest
srednicom (A)(B), (C) (D), (E)(H),.... odpowiadaja Srednice
elipsy A'B, C'D', EH',....

Wykre§lmy styczna (1) do kota w punkcie (E). Styczna
t¢ mozemy uwazaé za cieciwe, laczaca dwa blizko siebie le-
zace punkty na obwodzie kola. Styeznej tej odpowiada cieciwa
t" elipsy, ktéra laczy dwa bezposrednio po sobie nastepujace
punkty tej krzywej, a zatem styczna do elipsy w punkcie E’!

Wykresimy styczne () i (4) do kola w koncach srednicy
(E) (H). Styezne te, bedac prostopadle do $rednicy (E) (H), sa
do siebie réwnolegle. Z tego wynika, Ze réwniez styczne "
i1, elipsy, ktére odpowiadaja stycznym (t) i (), musza byé
do siebie réwnolegte.

Poznajemy zatem nastepujaca wlasciwosé elipsy :

Styczne elipsy, wykreslone w kosicach sredmicy, sa nzgle-
dem siebie rownolegle.

Najlatwiej wykresli¢ elipse wtedy, gdy §a wyznaczone jej
osie. Osie te odpowiadajg Srednicom kola, z ktérych jedna
(A)(B) jest réwnolegla do osi powinowactwa s, druga (C) (D)
prostopadla do tej osi.

Przeprowadz konstrukcje tych osi, a nastepnie wykres] elipse spo-
sobem, podanym na rys. 21.

26. Cwiczenia.

1) Plaszezyzna P, jest wyznaczona przez $lad SW0j s i rzut ce-
chowany jednego jej punktu O’ (7,5). )

Wykresli¢c rzut pieciokata umiarowego, lezacego w tej plaszezyz-
nie, jezeli Srodek jego schodzi si¢ z punktem O, rzut jednego wierz-
chotka jego jest dowolnie przyjety punkt A’.

- 2) Na plaszczyznie, wyznaczonej przez punkty P’ (10,3), Q' (.—2),.

R’ (5,6), lezy szeciokat umiarowy, ktdrego érodek jest w punkecie R,
a ktérego bok lezy na prostej PQ.

Wykresli¢ rzut tego szeSciokata. '

3) Plaszczyzna P, jest dana przez swdj $lad s i kat nachyl,eqla
o. Wykreslic rzut kwadratu o boku g, lezacego mna tej plaszczyznie,
jezeli jedna para jego bokéw przecina $lad s pod katem 8 —'300

4) Na plaszczyznie, wyznaczonej przez prosta najwi‘ekszego spadku
p'=[A"(2) B'(8,5)] lezy réwnolegtobok, ktérego rzut jest kwadratem
0 boku a. Wykreslic rzeczywista wielko$é i ksztalt tego réwnolegtoboku.
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5) Dany jest rzut g’ = [A'(2,3) B'(6,5)] prostej g. Poprowadzié
przez prosta g plaszezyzne tak, by kat Jjej nachylenia o — 600,

Wskazowka. Wykredl trojkat prostokatny, ktérego jedna przy-
prostokatna jest rowna cesze punktu B, jeden kat ostry réwny jest
@ = 60°. Druga przyprostokatng tego trdjkata zakresl z rzutu B’ koto
k. Styczna, wykreslona ze $ladu prostej g do kota k, jest $ladem pla-
szezyzny szukanej.

Dowdd! Tle jest rozwiazan? Pod jakim warunkiem rozwiazanie
Jjest niemozliwe (urojone) ?

6) Na plaszezyznie P,, danej przez §lad s i rzut cechowany A4'(7)
Jjednego jej punktu, poprowa-
dzi¢ prosta /, kiéraby two-
rzyta ze ladem s kat f — 30°.

Ile jest rozwigzan ?

7) *) Dane s3 osie
elipsy e, a mianowicie g —
3 ¢m, b= 2cm. Uwazajac
elipse te za rzut kota, kto-
rego jedna Srednica schodzi
si¢ z wigksza osia elipsy,
wykresl te elipse na podsta-
wie powinowactwa, zacho-
dzacego miedzy ta krzywa
a kiladem kola. [Rys. 29]!

Jaki kat tworzy pla-
szczyzna kola z plaszezyzna
rzutow ? Rys. 29

§ 5. RZUT PROSTOPADLY WIELOSCIANU.

27. Przez rzul prostopadly wieloscianu na pewnag pla-
szozyzne rozumied bedziemy figure, #lozong z rautdw prostopa-
dtych nma te plaszczyane wszystkich wierzchotkdw i wszystkich
krawedzi tego wieloscianu.

W najblizszych artykulach zajmiemy sie rzutami zasadni-
czych wieloScianéw, w szcezegllnych polozeniach wzgledem pla-
szczyzny rzutéw. Przy wyznaczaniu tych rzutéw uczeri powi-
nien postugiwaé sie modelami tych wieloscianow.

28. Trzymaj model szescianu umiarowego obok plaszczy-
zny rzutéw P w ten sposéb, by dwie jego Sciany byly réwno-
legle do tej ptaszezyzny [Rys. 30 a)]!

Przedluz krawedzie boczne EA, FB, @C, HD az do prze-
bicia z plaszezyzng rzutéw. Otrzymasz cztery wierzchotki kwa-
dratu A'B'C'D’, réwnego §cianie sze§cianu,

B. Kalicun-Chodowicki, Zarys geometrji wykresinej 3 4




50
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C;E (dta) 58&”
A'ld) P Fld+a)

Rys. 30

Przekonasz sie, ze obraz lego szescia

2 poprzednio otrzymanym rzutem.
Wskaz z arys (kontur) szeScianu, widzialny z powyzszego

polozenia twego oka!

Przekonaj sie, ze:

a) Kazdy wierzcho-
tek kwadratu A'B'C'D
laczy w sobie rzuty co
dwéch wierzcholkow sze-
§cianu, lezacych na tej
samej krawedzi bocznej!

b) Kazdy bok kwa-
dratu tego tgczy w sobie
rzuty co dwéch krawedzi
szeScianu, rownoleglych
do plaszezyzny rzutow !

¢) Kazdy bok kwa-
dratu mozna uwazac
réwniez za rzut Sciany
bocznej szescianu !

d) Pole kwadratu 13-

czy w sobie rzuty obu.

Scian szeScianu, rowno-
leglych do plaszczyzny
rzutow !

Kwadrat, o ktorym
mowa, nazyw. rzutem
szeScianu w przyje-
tem potozeniu. Obwéd
kwadratu tego stanowi
zarys rzutu szeScianu.

e) Nie zmieniajac po-
lozenia szeScianu wzgle-
dem plaszezyzny rzutéw,
patrz na niego z dosé
znacznej odleglosci wkie-
runku prostopadiym do
plaszezyzny rzutéw !

nu (prawie) schodzi sie

f) Przekonaj sie rowniez, ze z rzutem tym zejdzie sig
cien rzucony szeScianu, gdy promienie sloneczne bedg

ERE  SEEEEEE

S — o
.

réwnoleglte do krawe-
dzi boeznych (do pro-
stych rzucajacych)!
g) Przesuwaj sze-
scian w przestrzeni po
przediuzeniach kra-
wedziboeznych! Prze-
konasz sie, ze rzut
szeScianu nie zmienia
sie. Poznajesz z tego,
ze Sam rzut mie wy-
znacza poloZenia sze-
scianu w przestrzeni.

Wyznacz rzut ce-
chowany szescianu w po-
wyzszem polozeniu, je-
zeli liczbe wymiarows
Jego krawedzi oznaczysz
przez a, liczbe zas odle-
gloSei podstawy dolnej od
plaszezyzny rzutéw przez

d! [Rys. 30 b)].

29. Model o$mio-
Scianu  umiarowego
trzymaj w ten sposob,
by jedna jego prze-
katna W W, miata
polozenie prostopadle
do plaszezyzny rzu-
tow P! [Rys. 31 a)].

Patrz. na model
z dos¢ znacznej od-
legtosci, w kierunku
prostopadlym do pta-
SzZCzyzny rzutéw !
Kwadrat ABCD sta-

- nowi zarys o§mio-

Scianu, widzialny
Z powyzszego poloze-
nia twego oka.
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Rzut tego zarysu, tj. kwadrat A’B’C’D’ stanowi zarys rzutu
oSmioS§cianu.

Zarys widzialny ABCD dzieli oSmioScian na dwa ostro-
stupy, na ostrostup ABCD W, zwrécony w strone naszego oka,
a wiec dla nas widzialny, i na ostrostup ABCDW,, odwrécony
od naszego oka, a wigc niewidzialny.

Rzuty wszystkich krawedzi pierwszego ostrosiupa sg wi-
doczne, wyciagnieto je dlatego linjami petnemi, rzuty krawedzi
bocznych drugiego ostrostupa sg niewidoczne i nakrywaja sie
z rzutami krawedzi bocznych pierwszego ostrostupa.

1) Uzasadnij, dlaczego rzuty krawedzi bocznych obu wyzej wspo-
mnianych ostrostupéw parami nakrywaja sig?

2) Wyznacz $rodki 6 krawedzi oSmioScianu, wychodzacych z wierz-
chotkéw trojkata ADW,. Polacz je, otrzymasz szesciokat umiarowy
123456 [Dlaczego?]. Wyznacz rzut tego szeSciokata, wskazujac na
nim krawedzie widzialne i niewidzialne!

3) Oznaczajac liczbe wymiarows dlugosci polowy przekatnej osmio-

: ‘
— g Hk 7
r £ A D |
P 4 Y {
: I’-—é:[_’(l‘\ X!
““““““““ (i O = N
O === ~:—~-—-‘—\- ————— Fal ‘;C
== =K
= = =
o K
K lloswg 3 D
] Hig
scianu przez @, zas liczbe wymiarows, b ) ' '- bitd
odleglosci wierzchotkéw kwadrata ~ : ~ /?k)‘
ABCD od plaszezyzny rzutéw przez | o NG -
d, wyznacz rzut cechowany tego t(k) o

o$miofcianu! [Rys. 31 §)].

30. Rys. 32 przedstawia
rzut graniastostupa prostego, 3
ktorego podstawy jest szeSciokat J')
umiarowy, lezacy na plaszczyz-
nie rzutéw P, majgcej poloze-
nie pionowe. Rys. 32
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Zréb odpowiedni model graniastostupa, przyjmij plaszczyzne
tablicy za plaszczyzne rzutéw, a trzymajac model w powyzszem
polozenin wzgledem tablicy, narysuj jego rzut na tablice! Prze-
rysuj nastepnie ten rzut w stosownej skali w zeszycie!

Wskaz zarys bryly, widzialny w kierunku prostopadtym
do plaszezyzny rzutéw, zarys rzutu, rzuty poszczegélnych wierz-

cholkéw, krawedzi, Scian!

Wpisz przy rzutach wierzchotkéw odpowiednie ich cechy

[Rys. 32 b)]!

ol e

~i
b ()

31. Model ostrostupa pro-
stego o podstawie pieciokata
umiarowego trzymaj przed
plaszczyzng P tak, by pod-
stawa jego byla réwnolegia
do ptaszezyzny rzutéw, wierz-
cholek za§ ostrostupa byl
zwrocony w strone twego
oka, umieszczonego na pro-
stej, poprowadzonej przez ten
wierzchotek, prostopadle do
plaszezyzny rzutéw! [Rys. 33].

Zaznacz na bryle zarys
widzialny, nastepnie zarys
rzutu !
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Zauwaz, ze rzut wierzcholka ostrostupa padnie w Srodek
kota, opisanego na pieciokacie umiarowym, ktéry jest rzutem
podstawy ostrostupa !

Wskaz rzuty poszezegélnych krawedzi bocznych i zauwaz,
ze sg one wszystkie widoczne!

1) Wyznacz rzut cechowany tej bryly, oznaczajac jej wysoko§é
przez w, odleglos¢ za$ podstawy od plaszezyzmy rzutéw przez d! [Ry-
sunek 33 5)].

2) Wyznacz rzut cechowany tego ostrostupa, gdy wierzchotek jego
lezy na plaszezyzmie rzutéw, za$ jego podstawa Jjest rédwnolegla do pla-
szezyzny rzutow !

Rzuty krawedzi niewidocznych narysuj linjami przerywanemi !

32. Wiegksza podstawa Scietego ostroslupa jest prostokat
o0 bokach @ i b, drugg podstawg jest prostokat o bokach a;iby,
wysokoscig ostrostupa jest odcinek .

Wyznaczyé rzut tego ostrostupa, gdy podstawy jego sa
rownolegle do plaszczyzny rzutéw P. [Rys. 34 a)].

Wskaz zarys tej bryly, widzialny ze znacznej odlegltosci
w kierunku prostopadlym do plaszezyzny rzutéw, zarys
rzutu !

Jak sie przedstawiaja rzuty podstaw, rzuty Scian bocz-
nych? Ile jest Scian niewidocznych ?

Wykresl rzut cechowany tej bryly, gdy jej podstawa
wigksza schodzi sie z plaszezyzng rzutow! [Rys. 34 b)].

Wykresl rzut cechowany tej bryty, gdy jej podstawa mniejsza scho-
dzi sie z plaszczyzna rzutéw !

Ktérej podstawy rzut bedzie widoczny, a ktorej niewidoczny ? Czy
rzuty Scian bocznych beda widoczne ?

Rzuty krawedzi niewidocznych zaznacz linjami kreskowanemi !

33. Trzymaj szeScian umiarowy o krawedzi a obok pta-

szezyzny rzutéw tak, by plaszezyzna przekatna EFGH byl
réwnoleglta do plaszezyzny rzutéw ! [Rys. 35].

Wskaz zarys widzialny bryly w kierunku prostopadltym
do plaszezyzny rzutow !

Uzasadnij, ze zarys rzutu bedzie stanowil rzut prostokata
przekatnego EF @ H, ktéry jest r6wny temuz prostokatowi!

Wskaz Sciany, ktérych rzuty beda widoczne, i Sciany,
ktorych rzuty bedaq niewidoczne!

Ktére $ciany przedstawiajg sie w rzutach jako odcinki?

lle jest krawedzi, ktérych rzuty sg niewidoczne?

A % B

Rys 34

Oznaczywszy odleglosé najblizszej krawedzi sze,é(fianu od plaszcgyzny
i rzutéw przez d, wyznacz rzut cechowany tego szecianu! [Rys. 85 b)].
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34, Model druciany szeScianu umiarowego trzymaj tak,
by przekatna AB miata polozenie prostopadle wzgledem pta-
szezyzny rzutéw! [Rys. 36].

Patrzac na bryle z do§¢ znacznej odleglosei w kierunku
prostych rzucajgcych, zauwaz, ze zarysem widzialnym tej bryly
jest linja lamana CDEFGH, utworzona z krawedzi, nie prze-
chodzgcych przez wierzchotki A i B!

Zauwaz nastepnie, ze wierzcholki C, D, E, F, G, H maja
rowng odlegto§é » od przekatnej AB! Wobec tego rzuty tych
wierzcholkéw znajdowaé si¢ bedg na obwodzie kola k, zakre-
slonego promieniem 7 z punktu A’B’, ktéry jest rzutem prze-
katnej AB.

Przyjawszy odcinek o za krawedZ szeScianu, wyznacz diu-
goéé promienia r przy pomocy prostokata przekatnego AC BF

“_Ev
e

[Por. rys. 36 ¢)]! SprawdZ nastepnie rachunkiem, ze r —

Wykresliwszy koto k, wyznacz rzuty wierzcholkéw C, D,
E, F, G, H! Uzasadnij, ze rzuty te tworzy¢ beda wierzcholki
szesciokata umiarowego, wpisanego w koto k! Boki tego sze-
Sciokata bedq rzutami krawedzi szeScianu, stanowigcych jego
- zarys widzialny, z czego wynika, Ze szeSciokat C'D'E'F'G'H’
} ; jest zarysem rzutu bryly.
S L. q) G’;&i"ﬂ Pozostaje jeszcze wyznaczyC¢ rzuty szeSciu innych kra-
!
|
i

wedzi szeScianu, z kitérych trzy wychodza z wierzcholka A
i sa widoczne, trzy inne wychodza z wierzchotka B i sg nie-
widoczne. Zaznacz to na rysunku!

Wyznacz rzut cechowany tej bryly! [Rys. 36 b)].

b~
v

, 35. Model réwnolegtoscianu pochylego trzymaj w ten spo-
Alald! (aiztd) C'iarra) s6b, by podstawy jego, ktére sa prostokatami ABCD i EFGH,
B ‘ byly réwnolegite do plaszczyzny rzutéw P! [Rys. 37].

Rzuty podstaw ABCD i EFGH przedstawig si¢ w natu-
ralnych wielkoSciach, a odpowiadajace sobie boki tych rzutéw
| beda do siebie rownolegte (dlaczego ?).

Jezeli polgczymy odpowiadajgce sobie wierzcholki tych
- rzutéw, otrzymamy rzuty krawedzi bocznych réwnolegtoscianu.
¢ & % W ten sposéb wyznaczymy rzut réwnolegloScianu. Wy-
E a2 ] F[&21d) ciagajae grubo boki, ograniczajace ten rzut, otrzymamy zarys
tego rzutu, tj. obwod A’BF' G HDA'.

Rys. 35
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Rys. 36 Rys. 37
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Zaznacz na réwnolegloscianie linja podwéjna te krawe-
dzie, ktérych rzuty stanowig zarys rzutu réwnolegloscianu !
Otrzymasz na réwnalegloscianie linje tamang ABFGHDA,
stanowigeg zarys widzialny tej bryly dla oka, umieszczonego
w znacznej odleglosci nad plaszczyzng rzutéw. Zarys ten po-
dzieli powierzchnie réwnolegloscianu na dwie czeSci, na wi-
doeczng i niewidoczng.

Wskaz rzuty wierzchotkéw, krawedzi, $cian widocznych,
rzuty wierzchotkow, krawedzi, §cian niewidocznych! Rzuty
krawedzi widocznych narysuj linjg pelna, rzuty krawedzi nie-
widocznych linjg przerywana !

Zauwaz, ze ze szeSciu rzutéw krawedzi, ktére nie naleza
do zarysu rzutu, trzy wychodza z rzutu B i sg widoezne, trzy
wychodzg z rzutu C' i sg niewidoczne! Do roztrzygniecia za-
tem, ktére z rzutéw tych krawedzi sa widoczne, a ktére sg
niewidoczne, wystarczy wiedzieé, ktéry z wierzcholkow E i C
jest dalej, a ktory blizej plaszezyzny rzutéw.

36. a) Model réwnolegloscianu pochylego trzymaj znowu
tak, by podstawy jego byly réwnolegle do ptaszezyzny rzutow !
[Rys. 38 a)]. '

Wyznacz $rodki 1, 2, 3, ... 11, 12 wszystkich krawedzi
réwnolegtoscianu i przyjmij je za wierzcholki wielo§cianu, ktéry
otrzymasz, jezeli kazdy kat brylowy réwnolegloscianu zetniesz
plaszczyzng, przechodzgea przez srodki krawedzi, wychodzg-
cych z wierzcholka tego kata.

WieloScian ten jest ograniczony 6 réwnoleglobokami i 8
trojkatami.

Uzasadnij, ze:

1) Réwnolegloboki te, ktére leza na przeciwleglych Scia-
nach réwnolegloscianu, sg figurami, odpowiadajgcemi sobie sy-
metrycznie wzgledem Srodka S réwnoleglocianu !

Z tego wynika, ze odpowiadajace sobie symetrycznie boki
tych réwnoleglobok6éw sa sobie réwne i do siebie rownolegle.

2) Tréjkaty, ktére sa Scieciami przeciwleglych katéw bry-
fowych, odpowiadajg sobie réwniez symetrycznie wzgledem
srodka réwnolegloscianu. Ich zatem boki sg réwniez do siebie
parami réwnolegte !

Wskaz wszystkie pary réwnoleglobokéw i tréjkatow, odpowiada-
Jjacych sobie symetrycznie wzgledem &rodka wielodcianu !
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3) Wielo§cian, o ktorym mowa, ma 24 krawedzi. Le'ia, gni
po 6 na czterech plaszczyznach, przechodzacych przez srode

réwnolegloScianu.
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Weskaz te szeScioboki i z Zg - 7 i

g § auwaz, ze boki tego samego szeSci

- . . ’ SCI

83 parami do siebie réwnolegle ! : g

] l?) Po poznaniu wlasciwosci powyzszego wielo§cianu, wy-
kresl' iego rzut, wykreslajac nasamprzod rzut réwnolegloscianu
z ktérego on powstat! ’

' Zarys rz.utu wieloScianu otrzymasz, jezeli polaczysz po
sobie nastgpujgce Srodki rzutéw krawedzi, stanowigcych zarys
rzutu réwnolegloscianu.

T
1
1
|
|
l
|
i
|

Rys. 388)

e Wedlug za}rysu rzutu wyznacz zarys widzialny wielo-
scianu! SprawdZ zarys widzialny wedlug pogladu!

W ?qzostanle nastepnie do roztrzygniecia, ktére krawedzie
wieloScianu, nie nalezace do jego zarysu, sa widzi b
oo ysu, sa widzialne, a ktére

Zauwaz, ze:
1). Rzut Wi.erz.chokka wieloScianu jest tylko wtedy widzialny;
gdy lezy na widzialnej krawedzi réwnolegloscianu.

2) Rzut krawedzi wieloscianu j idzi
Rz jest wtedy widzialn
lgczy widzialne rzuty dwéch wierzchotkéw. . S
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3) Rzut krawedzi jest niewidzialny, gdy oba lub jeden
2 rzutéw wierzchotkow, ktére krawedz taczy, sa niewidzialne.

Przekonaj sig, ze:

Skoro wiadomo o jednej krawedzi wieloscianu, nie nale-
zacej do jego zarysu, Ze jest widzialna lub niewidzialna, na-
tenczas mozna rozpoznaé wszystkie krawedzie widzialne i nie-
widzialne tego wieloScianu.

Wezmy na uwage np. rzut 9'- 12" krawedzi 12-9. Rzut
ten jest widzialny, gdyz laczy rzuty dwoch widzialnyeh
wierzchotkéw 9 i 12, lezacych na widzialnych krawedziach
EH i EF réwnolegloécianu. Jezeli jednak jest widzialny wierz-
cholek E, to musi by¢ widzialng rowniez krawedz EA, a wigc
i wierzcholek 5, lezacy na tej krawedzi.

Trzy inne wierzcholki wieloscianu, nie lezace na zarysie
rownolegloscianu (i wieloscianu), sa niewidzialne, gdyz leza
one na krawedziach niewidzialnych réwnolegloscianu.

Wiylicz te wierzcholki!

Jezeli wiec sg widzialne rzuty 9, 12’, 5, natenczas sg
widzialne krawedzie 9'-12', 12'-5', 5-9, 5-1, 9-6', 9-10,
12 -11, 12'-8, 5 -4. Wszystkie inne krawedzie sa niewi-
dzialne !

Rozeznaj widzialne i niewidzialne krawedzie takiego wieloscianu
na rys. 385), wiedzac, ze rzut krawedzi 2’7’ jest niewidzialay !

37. Cwiczenia.

1) Wyznacz rzut cechowany prostopadio$cianu o wysokoseli w =
8 cm, ktdrego podstawa jest kwadratem o boku @ = 5 cm, jezeli:

a) prostopadioscian dotyka podstawa plaszezyzny rzutéw ;

b) dotyka Sciang boczng plaszezyzny rzutéw ;

¢) dotyka jedna krawedzia podstawows plaszczyzny rzutéw, prze-
ciwlegla za$§ plaszczyzna przekatna jest réwnolegla do plaszezyzny
rzutow ;

d) dotyka jedna krawedzia boczna plaszezyzny rzutéw, przeciw-
legta za$ plaszezyzna przekatna jest réwnolegta do plaszczyzny rzutéw ;

e) jedna przekatna prostopadlo$cianu jest prostopadia do plaszezy-
zny rzutéw!

9) Wykresl rzut powyzszego graniastostupa, jezeli jedna jego kra-
wedz podstawowa lezy na plaszezyznie rzutéw, a krawedzie boczne sg
nachylone do plaszezyzny rzutéw pod katem o = 300, 45° 60°!
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3) Wykresl rzut tego graniastostupa, jezeli jedna krawedz boczna
lezy na plaszezyZznie rzutéw, a krawedzie podstawowe sa nachylone do
plaszezyzny rzutéw pod katem o =— 309, 45° 60°!

4) Wykresl rzut graniastostupa, o ktérym byta mowa w éwicz. 1),
Jjezeli jego podstawa lezy na plaszczyznie P,, wyznaczonej przez $lad s
i kat nachylenia o == 60°. [Por. ¢wicz. 13, art. 20]!

5) Podstawa graniastostupa prostego o wysokoici w — 8 cm jest
szeSciokat umierowy o boku g == 8 cm, opierajacy sie jednym bokiem
0 plaszezyzne rzutéw. Wyznaczy¢ rzut tego granmiastostupa, jezeli kra-
wedzie boczne sa nachylone do plaszczyzny rzutow pod katem o — 09,
309 459, 60° 90°!

6)*) Podstawa walca prostego o wysoko$ci w =— 7 cm jest kolo &
o promieniu = 2 e¢m. Wykresl rzut tego walca, jezeli podstawa jego:
a) lezy na plaszczyznie rzutéw, b) lezy na plaszczyznie P,, ktéra tworzy
z plaszezyzng rzutéw kat o.

Wskazdwka do ¢w. §):

| Przyjmijmy dowolng prosts s

za Slad plaszezyzny P; [Rys. 39]

i wyobrazmy sobie, ze wykona-
liSmy klad plaszezyzny P, dokota
sladu s wraz z kolem k., Niech
klad tego kola zejdzie sie z ko-
tem (k), zakreSlonem promieniem
r z dowolnego punktu (O). Przez
podniesienie plaszezyzny P, wy-
kresl elipse e, ktora jest rzotem
kota k! Ze $rodka O’ tej elipsy
poprowadz prosta w’, prostopadia
do $ladu s! Bedzie to kiernnek
rzutu osi walca. Dlugo$¢ rzatw
tej osi wyznaczysz jako rzut od-
cinka @ =7 cm, nachylonego do
plaszezyzny rzutéw pod katem
B =90-a. [Dlaczego ?]. Drugi ko-

elipsy e;, ktéra jest tylko réw-
nolegtem przesunieciem elipsy e
[Dlaczego ?]. Styczne wspdlne do
obu elips, a réwnolegte do rzutu
osi, beda prostolinijng czescia za-
rysu rzutu walca; cze$¢ krzywo-
linijna zarysu stanowi¢ bedzie po-
lowa obwodu elipsy e i polowa
obwodu elipsy e;.

7) *) Wykresl rzut walea pro-
stego o wysokosei w — 6 cm,
ktorego podstawa jest kolo o pro-

"Wykresl rzut kola podstawowego

niec O,’ rzutu osi bedzie Srodkiem -
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mieniu » = 4 cm, lezace na plaszczyznie P,, danej przez swa linje naj-
wigkszego spadku: p' = [A’(3) B’ (6,6)]!

8) Wykre§l rzut ostrostupa prostego o wysokoSei w = 8 cm,
ktérego podstawa jest pieciokat umiarowy, wpisany w kolo o promieniu
r — 3cm, jezeli: @) ostrostup dotyka podstawa plaszezyzny rzutéw;
b) dotyka jedna Sciana boczng plaszezyzny rzutéw; c¢) dotyka ptaszezy-
zny rzutow wierzcholkiem, a plaszezyzna podstawy jest réwnolegta do
plaszezyzny rzutéw!

9) Wykresl rzut ostrostupa, o ktérym byla mowa w poprzednin
¢wiczeniu, jezeli jego podstawa lezy na dowolnej plaszezyznie P,, danej
przez rzuty cechowane trzech punktéw: A’ (0), B’ (5), C'(8)!

10)*) Wykresl rzut stozka obrotowego o wysokosci w = 5 cm,
0 promieniu » = 2 cm, jezeli: q) dotyka podstawa plaszczyzny rzutéw ;
b) dotyka jedna tworzacs plaszczyzny
rzutéw; ¢) dotyka wierzchotkiem
plaszczyzny rzutéw, a plaszczyzna
podstawy jest rdwnolegla do pla-
SZCzyzny Trzutow.

Wskazdwka do éwicz. b):

[Rys. 40] i rzut wysokoSci. Z rzutu
wierzcholka wykre§l styczne do rzutu
kola; styczne te i czes¢ elipsy sta-
nowi¢ beda zarys rzutu stozka.

11) Ostrostup prosty o wyso-
koSei @ =— 8 cm ma za podstawe
kwadrat o boku @ = 5 cm. Ostro-
stup ten Scinamy plaszczyzna, réw-
nolegta do podstawy, przechodzacg
przez Srodek wysokoSci.

a) Wykre§lié rzut cechowany
powstalego ostrostupa $cietego, jezeli
wieksza jego podstawa schodzi sie
z plaszczyzng rzutdw.

b) Wykre§li¢ rzut tego ostro-
slupa &cietego, jezeli opiera sie on
jedna S§ciang boczng o plaszezyzne
rzutow.

12)*) Stozek, o ktérym byta
mowa w ¢w. 10, opiera si¢ jedng
tworzaca o plaszczyzne rzutéw.
Przetnij go plaszezyzna, rownolegla
do podstawy w odstepie 1 wysoko-
sci od wierzchotka, i wykre§l rzut tak powstalego stozka Scietego!

13) Rownolegtoscian pochyly, ktérego podstawa jest romb o prze-
katnych e i f, opiera sie swa podstawa o plaszczyzng rzutéw. Wykre-

B. Kalicun-Chodowicki, Zarys geometrji wykreslnej 2

Rys. 40
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§li¢ rzut tego réwnolegloScianu, jezeli krawedzie b(())cznez) o dugosci k,
sa nachylone do podstawy pod katem B = 300, 459, 60°. g

14) Wykreslié rzut wielo§cianu, powstatego przez ic;ecw1 2 :,c;)w-
brytowych réwnolegtoscianu, o ktér.ym byta mowa w CW. h, P oszczi.
znami, przechodzacemi przez Srodki kfalwedm, wychodzacych z p
g6lnych wierzchotkéw tego réwnolegloscianu.

CZESC I

RZUTY PROSTOPADLE NA DWIE PLASZCZYZNY, PRO-
STOPADLE WZGLEDEM SIEBIE.

38. W czesci L. poznaliSmy, ze rzut prostopadly utworu
geometrycznego na jedng plaszczyzne nie wyznacza jeszcze
tego utworu. Do wyznaczenia ksztaltu, wielkosSci i polozenia
utworu w przestrzeni musialy byé, précz rzutu, podawane ce-
chy poszezegélnych punktéw utworu.

Dowiemy si¢ obecnie, Ze podawanie cech poszczegélnych
punktéw utworu moze byé zastapione przez rzut prostopadly
tego utworu na druga plaszczyzne rzutéw, ktéra ma polozenie
prostopadle do pierwszej plaszezyzny rzutéw.

§ 1. RZUTY PUNKTU

39. Zréb sobie nastepujgcy przyrzad: Wytnij z czarnej
tektury, na ktérej mozna pisa¢ kreda, prostokat, dlugi 3 dm,
a szeroki 1,5 dm! Polgez Srodki dluzszych bokéw prostokata
prostg x i wzdluz tej prostej natnij tekture!

Zegnij nastepnie tekture wzdluz prostej x tak, aby kwa-
draty, na ktére prosta x podzielila prostokat, tworzyly ze
sobg kat prosty, i utrwal je w tem polozeniu za pomocg dwéch
drueikow !

W tem polozeniu bedziemy brali te kwadraty za pta-
szezyzny rzutow. Plaszezyzne jednego kwadratu oznaczaé be-
dziemy literg P, i nazywaé bedziemy pierwszg plaszczyzng
rzutéw ; plaszezyzne drugiego kwadratu oznaczaé bedziemy li-
terg P; i nazywaé bedziemy druga ptaszczyzng rzutéow.

Zwykle plaszczyzny te tak trzymamy, ze plaszczyzna P,

ma polozenie poziome, a plaszczyzna P; polozenie pionowe.
B¥
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Plaszezyzne P, nazywamy wtedy plaszczyzng poz iomg
rzutéw, plaszezyzne P, plaszezyzng pionowg rzu tow.

Krawedz przeciecia si¢ plaszezyzn P, i P, bedziemy na-
zywali osig x-6w lub osig rzutow.

40, a) Przyjmijmy w przestrzeni dowolny punkt A. [Ry-
sunek 41 a)]. ‘

PoprowadZmy przez punkt A prosta, prostopadla do
pierwszej plaszczyzny rzutow P,. Punkt, w ktérym ta prosta
przebija plaszczyzne P;, oznaczamy A’ [czytaj: A z kreska!],
a nazywamy pierwszym (poziomym)rzutem punktu A.

R b et
) A ¢
o) ] F e
£ £
. b z
Al AR A B SR 7 Al
g |
i U i
= y
Y \\\a\]q' oA

~0
.0

Rys. 41

PoprowadZmy nastgpnie przez punkt A drugg prosta,
prostopadla do drugiej plaszczyzny rzutéw P,. Jej punki prze-
bicia z ta plaszezyzng oznaczamy A" [czytaj: A z dwiema
kreskami!], a nazywamy drugim (pionowym) rzutem
punktu A.

b) Wykreslmy na plaszezyznie P, przez rzut A’ prosta,
prostopadtg do osi x-6w. Punkt przecigcia sie jej z ta osig
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oznaczmy A, Jezeli nastepnie na plaszezyinie P; przez rzut
A" wykre§limy prosta, prostopadia do osi x-6w, to prosta ta
przecina o x-6w réwniez w punkcie A,

Punkty A A” A, A’ tworzg w przestrzeni prostokat, kto-
rego bok AA’ jest odlegloscig punktu A od pierwszej pla-
szezyzny rzutéw, bok zas AA” jest odlegtoscia tego punktu
od drugiej plaszczyzny rzutéw; bok A”A. jest odlegloscia
drugiego rzutu od osi x-6w, bok zas A'A, jest odlegloscig
pierwszego rzutu od tejze osi. A poniewaz AA' = A"A;,
AA” — A'A,. przeto spostrzegamy nastepujace wlasciwosei:

Odleglosé pierwszego (poziomego) rzutu jakiegos punktu od
o0si x-dw réwna sie odleglosci tego punktu w przestrzeni od dru-
giej (pionowej) plaszczyzny rzutow.

Odleglosé drugiego (pionowego) rzutu tego punktu od osi
x-0w réwna sie odleglosci tego punkiw w przesirzeni od pieri-
szej (poziomej) plaszczyzny rzuion.

41, Uzyskawszy w ten sposéb pierwszy rzut A" i drugi
rzut A" punktu A, obracamy pierwsza plaszezyzng rzutow
dokola osi x-6w o 90°, aby utworzyla z druga plaszczyzng rzu-
téw pierwotny prostokat [rys. 41]. Powiadamy, ze sprowadzi-
lismy obie plaszczyzny rzutow do jedwej plaszczyzny (rysun-
kowej). :

Podczas tego obrotu plaszezyzny P; odeinki A'A. i A"A;
sa ciagle prostopadle do osi x-6w W punkcie A. Pozostajg
one réwniez prostopadle i wtedy, gdy plaszczyzna P, utworzy
z plaszczyzng P, jedna plaszczyzne. Odcinki te utworzg wtedy
jedna prostg A’A”, prostopadla w punkcie A, do osi x-6w.

Dochodzimy zatem do nastgpujacej wlasciwosei dwoch
prostopadlych rzutéw tego samego punktu w przestrzeni:

Jezeli sprowadzimy obie plaszczyzny rautéw do jedmej pla-
szezyzny, to pierwszy rzut © drugi rzut tego samego punkiu
w przestrzeni najdujg sie zawsze Na jednej prostej, prostopadiej
do 0si x ow.

Te prosta nazywamy odnoszgcg tego punktu.

Sprowadzone na jedng plaszczyzng rzuty przenosimy
w wymiarach naturalnych lub w skali pomniejszonej na pla-
szezyzne zeszytu lub na papier rysunkowy. [Rys. 41 b)].

%2, Odleglosé punktu w przestrzeni od pierwszej plaszczy-
zny rzutéw nazywamy ,spoéirze dng z“, odlegtos¢é punktu
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e 3 &3 - 3
rz}; gis;l‘z;il.l od drugiej plaszczyzny rzutéw nazywamy ,.spoél-
a) l?rzyjmij dowolny punkt H na plaszczyznie P, !
Gdzie bedzie pierwszy rzut, a gdzie drugi rzut tego punktu ?
Ile wynosi spéirzedna z? Zmierz spélrzedng y! Narysuj
?zuty tego punktu po sprowadzeniu obu plaszczyzn rzutéw do
jednej plaszczyzny rysunkowej! [Rys. 41 b)].
Zauwazasz zatem :
5, Jezeli punkl lezy na pierwszej plaszczyinie rzutow, to jego
pzeirws‘zy rzut znajduje sie w nim samym, a drugi ’rzut ﬁa
0si x-0w,

b) Przyjmij dowol iej zni

il yimij wolny punkt V na drugiej plaszczyznie
. G(!zie znajduje sie drugi rzut, a gdzie pierwszy? Ile wy-

nosi spélrzedna y ? Zmierz spéirzedng 2!

Zauwazasz zatem :

Jezeli punkt ledy na drugiej i j ]

: e lesy giej plaszczyinie rzulow, to jego
drugi rzut znajduje sie w nwim samym, a pierwszy na 0si x{dgv
— = Gdzie bedg oba rzuty punktu,

~ 14 72 o .
1 %C ktory lezy na osi x-6w?

{

™
e

: @B" 43. Przyjmijmy na prostej,
i prostopadtej do osi x-6w [Rys. 42],
1 :. dowolny punkt B’ ponizej osi i do-
| wolny punkt B"” powyzej osii uwa-
zajmy te punkty za pierwszy i drugi
: : rzut pewnego punktu B w prze-
S i Dn -~ strzeni.
oulls 03 O o R 1, Zachodzi pytanie, cz foze-
: : - , czy poloze
: : E nie punktu B w przesirzeni bedzie
: przez te rzuty dokladnie wyzna-
e czone ?
y Celem wyznaczenia punktu B
: : w przestrzeni musimy postapi¢ od-
! @ D’ vsimtnie, niz przy wykreslaniu rzu-
tow punktu, ktérego polozenie
| P w przestrzeni jest dane. A miano-
| 168 pz wicie :
Uwazajmy czeS§¢ plaszezyzny
Rys. 42 rysunkowej, ponizej osi x-6w, za

|
|
1
I
!
|
J \
|
|
:
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pierwsza plaszezyzng rzutéow P,, druga czesé plaszezyzny ry-
sunkowej, powyzej osi x-6w, za druga plaszezyzng rzutow By

Obréémy plaszczyzne P dokola osi x 6w tak, aby za-
jeta polozenie, prostopadte do F,. W rzucie B’ zbudujmy pro-
stopadla do P, w rzucie B" prostopadla do F;. Te proste
przetng sie w jednym punkcie B, ktéry bedzie punktem szu-
kanym. Rzuty tego punktu na plaszczyzny rzutow P, i B,
schodza sie z B' i B". :

Zmierz odleglosé z punktu B od plaszezyzny P, i odle-
glosé y od plaszezyzny J 2

Czy te odleglosci wystepuja na rysunku? Jezeli tak, to
zmierz je wprost na rysunku!

Na rys. 42 sa dane rzuty punktéw C, D, E. Oznacz polo-
zenie tych punktow w przestrzeni i zmierz ich spélrzedne !

A zatem przekonujemy sie, Ze: Polozenie punktu w prze-
strzeni jest dokladnie wyznaczone, gdy znamy jego prostopadle
reuty na dwie do siebie prostopadle plaszczyzny.

K4, Cwiczenia.

1) Spéirzedne punktu B sy y=>5cm z=7cm Wykreslic
rzuty tego punktu!

2) Podobnie jak w poprzedniem ¢wiezeniu, wykregli¢ rzuty: a) punktu
C(y=35,2=0); b) punktu D (y=0,z=6) ; c) punktu E(y=0,2=0);
d) punktu F(y=>5,2z=>3) [J=1 cm].

3) Plaszezyzna podtogi niech przedstawia plaszczyzne pozioma rzu-
tow, plaszczyzna §ciany plaszczyzne pionowa, rzutéw.

Przyjmij punkt M, odlegly od plaszezyzny poziomej rzutéw 11 m,
od plaszezyzny pionowej rzutéw 2 m! Wskaz rzut poziomy M', rzut
pionowy M" tego punktu! Wykreél te rzuty w zeszycie W skali 1:100!

4) Odnie$ do tych samych plaszczyzn rzutéw : naroza klasy (po-
koju), lawki, katedry, pieca; zmierz spélrzedne z i y tych punktow,
oznacz ich rzuty poziome i piomowe, a nastepnie narysuj te rzuty w ze-
szycie w stosownej skali! :

5) Punkt /N zmienia swoje polozenie W przestrzeni w ten sposdb, ze
rzut poziomy [V’ pozostaje ten sam, zmienia sie natomiast rzut pionowy.

Jaka linje w przestrzeni musi opisa¢ punkt NNV, a jaka ma pla-
szezyznie pionowej rzutéw, rzut pionowy N2

.6) Punkt M zmienia swoje polozenie W przestrzeni w ten sposob, 7%e
rzut pionowy M pozostaje tem sam, zmienia sie tylko rzut poziomy.

Jaka linje opisuje punkt M, a jaka rzut poziomy M?

7) Wyobraz sobie plaszczyzne, réwnolegla do plaszcezyzny poziome]
rzatéw (podloga), w odstepie 2 m. Na tej ptaszczyznie przyjmuj rézne
punkty i oznaczaj ich rzuty poziome i pionowe (pi. §ciany)! Jakie beda
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spoirzedne z wszystkich tych punktéw? Na jakiej linji znajdowaé sie
bedy ich rzuty piomowe ?

Przedstaw rzuty tych punktéw w stosownej skali w zeszycie !

8) Narysowa¢ rzuty punktéw, lezacych na plaszezyznie, réwnolegtej
do plaszczyzny pionowej rzutéw, w odstepie 5 cm!

§ 2. RZUTY ODCINKA I LINJI PROSTE]

45. Trzymaj odcinek AB w dowolnem polozeniu wzgle-
dem plaszezyzn rzutowych P, i P,, ktore sa wzgledem siebie
prostopadie [rys, 43 a)]! :

Jezeli wykreslisz rzuty prostopadte A', B' punktéw kon-
cowych 4, B na plaszczyzne P, i polgczysz je linjg prostg,
to otrzymasz pierwszy rzut odcinka 4B.

Ne)

Rys. 43

Wykresl tak samo rzuty prostopadte 4” i B” tych punk-
tow na plaszezyzne P, i polgez je linjg prosta, a otrzymasz
drugi rzut odcinka 4B.

Jezeli plaszezyzna P, ma polozenie poziome, a piaszczy-
zna F, polozenie pionowe, wtedy A’B’ nazywamy rzutem
poziomym, A”B” rzutem pionowym odcinka AB.
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Sprowadz obie plaszezyzny rzutéw do jednej plaszezyzny
rysunkowej [rys. 43 b)]! Rzut pierwszy A'B’ znajdowaé sie
bedzie pod osig x-6w, rzut drugi 4”B” nad osig x-6w.

46. Przyjmijmy teraz, ze na rysunku 43 b) sa narysowane
rzuty A'B' i A”B” jakiego§ odcinka AB.

Zachodzi pytanie, czy przy pomocy tych rzutéw odnaj-
dziemy polozenie i wielko§é tego odcinka w przestrzeni ?

@) Odcinek AB jest dokladnie WYzZnaczony przez swe
punkty koricowe A i B. Punkty zas 4 i B sa doktadnie wy-
znaczone przez swe rzuty 4’ i A”, B' i B".

Obréémy zatem dolng czesé P, plaszezyzny rysunkowej -

dokola osi x-6w o 90°; zbudujmy nastepnie w 4’ i B’ prosto-
padte do P, za§ w 4” i B” prostopadle do P,. Prostopadte
w A" i A" przecinajg si¢ w szukanym punkcie A, prostopadte
w B' i B” przecinajg si¢ w szukanym punkcie B [rys. 43 a)].

Odcinek 4B, Igczacy punkty 4 i B w przestrzeni, jest
odcinkiem szukanym.

b) Weimy pod uwage trapez AA’'B'B [rys. 43 a)], ktory
tworzg proste rzucajagce 44', BB', odcinek 4B i jego rzut A'B'.

Przedewszystkiem widzimy, ze katy X 4’ i <X B, lezace
przy boku A'B’ tego trapezu, sg proste, boki zas rownolegle
AA' i BB sg réwne odleglosciom punktéw 4 i B od pierwszej
plaszezyzny rzutéw P,; te jednak odleglosci sa réwne odle-
gloSciom rzntéw pionowych A4” i B” od osi x-6w. A zatem :

AL = A"A, =2,
BB — B'B, — z,.

" Jezeli oba rzuty odcinka sg narysowane na jednej pta-
szczyznie rysunkowej, jak to widzimy na rys. 43 b), natenczas
trapez ten z fatwoscia narysujemy na plaszezyzinie P,, obré-
ciwszy go dokola rzutu A'B’ o kat 90°. A mianowicie w rzu-
tach A’ i B’ wykre§lamy prostopadte do odcinka A’'B’ i na tych
prostopadtych odcinamy spélrzedne z, i 2, punktow A i B,
to jest 2, — A"A, #, — B"B,

Otrzymujemy wierzchotki 4° i B° narysowanego trapezu,
ktére odpowiadaja wierzcholkom A i B trapezu w przestrzeni.
Odcinek A4°B° réwna si¢ odcinkowi AB w przestrzeni.

Poprowadz w przestrzeni przez punkt B odcinek BI, réw-
nolegly do rzutu A’B’! Kat m, ktéry odcinek AB zamyka z od-
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cinkiem BI, jest katem nachylenia odcinka AB do pierwszej
plaszezyzny rzutow P,

Na rys. 43 b) kat nachylenia m wyznaczamy, rysujac przez
punkt B° odcinek B°I, réwnolegty do rzutu A'B'.

¢) Wez pod uwage trapez AA”B"B, zapomoca kidrego
rzucasz odcinek AB na druga plaszezyzne rzutow B!

Ktérym spoirzednym punktéw A i B réwnajg sie boki
réwnolegle tego trapezu? Jakie polozenie wzgledem A"B"
majq te boki?

Narysuj ten trapez na plaszezyznie Ps, obrociwszy go
dokota rzutu A”B” o kat 90°! [Rys. 43 b)].

Wierzcholki A+, B+ narysowanego trapezu odpowiadajg
wierzcholkom A, B trapezu w przestrzeni. Odcinek ATB+ jest
zatem roéwny odcinkowi AB w przestrzeni, kat za§ n, jaki
tworzy A+BT z odcinkiem A+II, réwnoleglym do rzutu A”B”,
jest rowny katowi nachylenia odcinka AB do plaszezyzny P..

Rozumowania i konstrukcje powyzszych ustepéw 2), b), ©)
przekonujg nas, ze:

Polosenie w przestrzeni wielkosé odcinka sg dokladnie
wyznaczone, jezeli s@ dane jego prostopadde rzuty na dwie pla-
szczyzny, prostopadle wegledem siebie.

47. a) Ustaw odcinek AB: 1) prostopadle do pierwszej
plaszezyzny rzutéw Py, 2) prostopadle do drugiej plaszezyzny
rzutéw P;!

Wyznacz rzuty tych odcinkéw nasamprzéd, gdy plaszezy-
zny rzuléw sg wzgledem siebie prostopadle, a nastepnie na-
rysuj te rzuty na plaszezyznie rysunkowej, sprowadzajge do
niej obie plaszezyzny rzutéw! [Rys. 44].

Wskaz w obu przypadkach, ktory rzut jest réwny da-
nemu odcinkowi!

Przekonujesz si¢ naocznie, Ze: i

Jezeli dany odcinek jest prostopadly do plaszczyzny -
tow P, to jego rzut na te plaszczyzne jest punkiem reut na
druga plaszczyzne rautonw P, jest odcinkiem, prostopadtym do
0si x-Ow i rownym danemu odcinkows.

Opisz podobnie rzuty odcinka, prostopadlego do plaszczy-
zny B!

5

b) Narysuj rzuty odcinka AB, ustawiwszy go: 1) rowno-

legle do plaszezyzn 5 -
y rzutow B, 2 W
rzutéw B! [Rys. 45 i 46]. L s

Zq’/ P D - i
‘Q el 5 2 \’ [ V7 R l
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: : = i
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° | 4 T BY‘(
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i i
Rys. 44
¥ Rys. 45 Rys. 46

Uzasadnij pogladowo, ze:

szczyzgyJ:jZl:o' nila;y todc?nek Jest rownolegly do pierwszej pla-
1 10 jego rzut drugi jest rownol :

x-0w; raut pierwszy twors io x-6 Hialegey da o3
2, Y 2 osig x-ow kat n, kidry j i

katowi nachylenia da : il il Jest rowny

reutdn P, mego odcinka do drugiej plaszcayzny
Rzut pierwszy jest ré / 4

[Rys. 45]. Y Jest rowny danemu odcinkowi w przestrzeni.
2) Naodwro6t:

s ;Zf;f:v d;;@y tod(fz'nek Jest rownolegly do drugie) plaszczy-
- 2y 10 jego rzut pierwszy jest réwmnolegd .
x-0w; rzut drugi tworzy z osig x-ow k #y. 80 oes
; > t m, kidry j o
kglowi nachylenia Silbad i 108 L Y jest rowny
reutow. % danego odcinka do pierwszej plaszozyzny

Bzul drugi jest ro ; )
T 7 wny danemu odcinkowi w przestrzens.
0 J?; :;Iilelkda .jes]i odlegtosé drugiego rzutu odecinka od osi
) 2 odcinek ten jest réwnolegl
i odlegly od niej na 1,5 em? g
Jak wielka jest odleglo§é pierwszego rzutu od osi x-6w

jezeli odcinek jest réwnolegly d .
niej na 1,5 cm? gly do plaszczyzny P, i odlegly od

A
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¢) Na rys. 47 przyjeto odcinek CD na pierwszej pla-
sgezyinie reutow.

Uzasadnij, dlaczego pierwszy rzut C' D' tego odcinka scho-
dzi sie z tym odcinkiem, drugi zas reut C"' D" jest w osi x-0w?
Na tym samym

o 2 rysunku  preyjeto
= :
: na drugiej pla-
) : szczyinie rzutow od-
o cinek EF'. Uzasa-
‘x| dnij,dlaczego drugi
rzut B'F" tego od-
£ : cinka schodzi Sie
' He et z tym odcinkiem,
Sonl NSl | pierwszy zas rzut
H | BEF jest w osi
Rl xow?
Rys. 48 d) Na rys. 48 sa

narysowane rzuty
odcinka GH. Oba rzuty sg réwnoleglte do osi x-6w. Rzut G"H"”
jest odlegly na 2 cm od osi x-6w, rzut za§ G'H' na 1,5 cm.

Jakie polozenie w przestrzeni ma odcinek GH wzgledem
osi x-6w, wzgledem plaszczyzn rzutéw ?

Ile wynosi odlegloS¢ jego od pierwszej, a ile od drugiej
plaszezyzny rzutéw? A zatem: '

Jezeli odcinek jest rownolegly do osi x-6w, to oba jego
rauty s@ rowniez réwnolegle do osi x-6w. Odleglos¢ reutu dru-
giego od 08i x-6w réwna sie odleglosci odcinka od pierwsze)
plaszezyzny rautonw, odleglosc zas pierwszego rzutu od 0si X-0w
réwna sie odleglosci odcinka od drugiej plaszczyzny rauton.

A8, Cwiczenia.

1) Narysowaé rzuty odcinka AB, prostopadiego do Py, jezeli spol-
rzedne punktéw kohcowych sa: A (z,=0, y—=3), B(zz="6, y=3)-
FJ=1 cm].

s 2) Narysowaé rzuty odcinka GH — 6 cm, prostopadiego do 2
jezeli odleglosé drugiego rzutu od osi x-6w wynosi 4 cm.

3) Narysuj rzuty i wyznacz katy nachylenia do plaszezyzn rzutow
_odcinka CD = b cm, jezeli spélirzedne punktéw kofcowych sa:

a) C(zy =4 y1=06)s D(zz=4% ya=3);
b) C(Zl=61 !]1:4)’ D(22:3s y2=4)i
¢) C(z, =6, ys = 6); D(z,=06 y.=06) [J]= 1 cm].

-1
-3

4) Narysuj rzuty odcinka EF, wyznacz jego wielko$¢ i katy na-
chylenia do plaszezyzny rzutéw, jezeli:

a) jeg'o rzut pierwszy tworzy z osia x 0w kat 45° a spohrzedne
punktéw koncowych sa: E (z, =23, y, =3), F (z3=235, y3=56);

b) jeg’o rzut drugi tworzy z osig x-0w kat 30° wspdlrzedne za$
punktéw kohcowych sa: E (z, =23, y;==135), F(z,=06, y, = 3).

5) Przyjmij plaszczyzne podlogi za plaszezyzne pozioma rzutow,
plaszezyzne §ciany za plaszczyzne piomows rzutéw !
: Wyznaczaj rzuty poziome i pionowe krawedzi Scian i przedmiotow :
a) pionowych, b) prostopadtych do plaszczyzny piomowej rzutéw, c) réw-
noleglych do plaszezyzny poziomej rzutéw, d) réwnoleglych do ptaszczy-
zny pionowej rzutéw, e) réwnolegtych do obu plaszczyzn rzutéw !
Narysuj te rzuty w stosownej skali w zeszycie!

6) Rzut poziomy A'B’ odcinka AB mierzy 5 cm i tworzy z osia
x-6w kat 30°; odlegloSei punktéw A i B od plaszczyzny poziomej rzu-
tow s3: 2z, — 3 cm, z; =— 4 cm; odleglos¢ zad rzutu A’ od osi x ow
wynosi 3 em.

I'*Iarysowaé rzut pionowy tego odcinka, a nastgpnie wyznaczyc jego
dtugcéé i katy nachylenia do plaszczyzny poziomej i pionowej rzutdw !

~7) Razut pionowy odcinka CD lezy na prostej /, ktéra tworzy
z osia x-6w kat 459; spéirzedne punktéw koncowych sg: C (z; =3,
m=3) Diz.=6, ys=2) [[]—1 cm].

Narysuj rzuty tego odcinka, wyznacz jego wielkosé i'katy nachy-
lenia do plaszczyzn rzutéw !

8) Odnoszace punktéw koficowych odcinka EF przecinaja 0§ x-0w
w punktach £, F,; odcinek Ey F, = 4 cm.
Wykresl rzuty odeinka EF, jezeli spéirzedne punktéw koncowych
sa: E(zy=0, yy=05), F(2s=06, yp=0)! [J =T cm].
T Z'najdi wielko§¢é odeinka EF i jego katy nachylenia do plaszczyzn
rzutéw !

9) Rozwiaz Cwiczenie 8, jezeli oprdcz E.F,— 4 cm sa dane:

a) zZy = 0, Zy =6, yl = 5 i ka‘t n— 600, ktdl‘y odcinek EF
tworzy z druga plaszczyzng rzutéw ;

b) yy =2, yy =4, zy = 2,5 i kat m = 30° nachylenia odcinka
do plaszczyzny P, !

10) Rzut poziomy odcinka AB schodzi sie z prosta A, ktéra: two-
rzy z osig x-6w kat 75°. Narysowaé rzuty odcinka AB, jezeli sa dane:

a) spéirzedne punktu A (z; — 2 cm, y, = 3 cm), dtugosé odcinka
AB — 5 cm i kat m = 45° nachylenia odcinka do plaszczyzny pozio-
mej rzutéw ; i

b) spéirzedne punktu A (z;, =2cm = 3

yy =4 cm), spéirzedna

punktu B (y; = 6 cm) i kat m = 35°; s ¥ :

¢) spélrzedne punktu A (z, =10, = (), spéirzedna punktn
AR R :



%9, a) Przedtuzajgc odcinek AB [rys. 43] poza jego punkty
konhcowe, otrzymamy linje prosta 1 = [AB], na ktérej odcinek
ten lezy.

Rzut pierwszy ' = [A'B'] prostej | bedzie przedituzeniem
pierwszego rzutu odcinka AB, rzut drugil" = [A"B"] prostej !
bedzie przediuzeniem drugiego rzutu tego odcinka. Katy na-
chylenia m i n odcinka AB do plaszezyzn rzutéw P, iP;sa
rownoczesnie katami nachylenia prostej 1 do tych plaszczyzn.

A zatem:

Pierwszy i drugi rzul prostej sg wyznaczone, jedeli sq
dane pierwsze  drugie rzuty dwdch jej punkiow.

1 naodwrot: :

Jeseli dame sq pierwsze i drugie reuty dwoch pusnktonw
prostej, natenczas polokenie jej w preestrzeni jest dokladmie
wyznaczone.

b) Prosta | = [AB] [Rys. 43] przebija pierwszg plaszezy-
zne rzutéw w punkcie H, ktéry nazywamy pierwszym
sladem tej prostej, druga plaszczyzng rzutéow w punkcie V,
ktéry nazywamy drugim §ladem tej prostej.

Okre§l, gdzie znajduja si¢ rzuty §ladu H, a gdzie rzuty Slada Ve
[Por. rys. 41 b)]-

Zauwaz na rys. 43, e pierwszy (drugi) slad prostej 1
otrzymamy, jekeli w punkcie preeciecia sie drugiego (pierwszego)
reutu tej prostej z osig Xx-0w wykreslimy do tej osi prostopadiq
i wyenaczymy punkt przeciecia sie tej prostopadlej z pierrwszym
(drugim) rzutem tej prostej.

50. Cwiczenia.

1) Dany jest pierwszy i drugi rzut dowolnej prostej [. . Wyzna-
czyé rzuty takiego na niej lezacego punktu, ktérego a) spbirzedna
z=—0, 2, 3,...; b) spéirzedna y =0, Gl by e

2) Przyjmij rzuty prostej r, réwnoleglej do pierwszej plaszczyzny
rzutéw i wyznacz rzuty punktu, lezacego na tej prostej, ktérego spoi-
rzedna y = 0, 1, 2, 3,...

3) Przyjmij rzuty prostej g, réwnolegtej do drugiej plaszczyzny
rzutéw, a nastepnie wyznacz rzaty takiego punktu, lezacego na tej pro-
stej, ktéregoby spélrzedna z=0, 2, 3, 5,...

4) Wyznacz katy nachylenia do pierwszej i drugiej piaszczyzny
rzutéw prostej: a) dowolnej, b) réwnoleglej do pierwszej plaszczyzny
rzutéw, c) réwuolegtej do drugiej plaszezyzny rzutéw, jezeli oba rzuty
tej prostej sa dane!

E———

—_—
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§ 3. RZUTY PLASZCZYZNY I FIGUR NA NIE] LEZACYCH.

: S1. P-rzez pierwszy i drugi rzut plaszczyzny F; rozumiemy
pierwszy i drugi rzut elementéw, ktére te¢ plaszezyzne wy-
znaczaja. A zatem:

a? Pierwsze i drugie rzuty trzech punktow 4, B, C wy-
Znaczajq pierwszy i drugi rzut plaszczyzny P, ktéra przecho-
dzi w przestrzeni przez te punkty. [Rys. 49].

Rys. 49

Punkty 4, B, C sa wierzchotkami tréjkata ABC, ktéry
lezy na plaszczyinie Py; A'B'C’ jest pierwszym rzutem tego
trojkata, A”B"(C" jest drugim rzutem tego trdjkata.

b) Pierwsze i drugie rzuty dwéch prostych réwnolegtych
p, @ wyznaczajg pierwszy i drugi rzut plaszezyzny F;, ktéra
przechodzi w przestrzeni przez te proste. [Rys. 50].

Uzasadnij pogladowo, zZe:
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Jezeli dwie proste p, q sa w preestrzeni wzgledem siebie
rownolegle, to sa rdwniez réwnolegle pierwsze rzuty i drugie
reuty tych prostych.

SV
E e Vs
: [y
g 2 e
QA1 ¢
//l
o
H =——C
5 HI Pi
Rys. 50
I naodwrot:

Jezeli pierwsze rzuty i drugie rzuly dwdch prostych sa

rdwnolegle, to rdwniez te proste w przestrzeni sqg wzgledem .

siebie rdwmnolegle.

c) Pierwsze i drugie rzuty dwéch prostych przecinajacych:
si¢ k, | wyznaczaja rzuty plaszezyzny P, ktéra przechodzi:
W przestrzeni przez te proste. [Rys. 51].

Zauwaz pogladowo, ze:

Jezeli dwie proste w przesirzeni przecinaja sie w punkcie
A, to pierwsze rzuty obu prostych przecinaja sie w pierwszym.
raucie A', drugie rzuty tych prostych przecinaja sie w drugim.
rzucie A” lego pumkiu A. Stad wynika:

Prosta, lgczaca punkt przeciecia sie pierwszych rzutdw
dwdch prostych przecinajacych sie — z punktem przeciecia sie
drugich rzutow tych prostych, jest prostopadle do o0si x-dw.

kﬁwif._
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Rys. 51

d) 1) NajezeSciej przedstawiamy plaszczyzne P, w rzutach

zapomoca dwéch jej pro-
stych przecinajacych sie
h i v w ten spos6b, ze
ich punkt przecigcia sig
jest w osi x-6w, prosta
h lezy na plaszczyZnie
rzutéw £, prosta v na
plaszezyznie rzutéw B,
[Rys. 52].

Prosta b, ktora jest
krawedzia plaszczyzny

Py z pierwszg plaszczy- 4

zng rzutéw, nazywamy
pierwszym §ladem
plaszezyzny F;.

Prosta v, ktora jest
krawedzia plaszezyzny

et

Rys. 52

B. Kalieun-Chodowicki. Zarys geometrji wykreslnej
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F; z drugg plaszczyzng rzutéw, nazywamy drugim §ladem
plaszczyzny Ps.

2) Wykresl na plaszczyznie P; dowolng prostg ! i prze-
diuz jg do przebicia sie¢ z plaszczyznami rzutéw P, i P,. [Ry-
sunek 52].

Punkty te sg Sladami prostej !; oznacz je przez H i V.
Spostrzegasz, ze:

Jezeli prosta U lezy na plaszczyinie Py, natenczas pierwszy
slad H tej prostej lety ma pierwszym Sladzie h tej plaszczyzny,
drugi zas slad V lej prostej lesy na drugim Sladzie v tej pla-
szezyzny.

I naodwrét:

Jezeli plaszczyzna Py przechodzi przez prosta 1, natenczas
pierwszy slad h tej plaszczyany przechodzi przez pierwszy slad
H tej prostej, drugi slad v plaszczyzny przechodzi przez drugi
slad V prostej.

e) Wykresl Slady plaszczyzny P;, wyznaczonej :
1) przez trzy punkty [Rys. 49];

2) przez dwie proste réwnolegte [Rys. 50];

3) przez dwie proste przecinajace si¢ [Rys. 51]!

52. Sztywny karton papieru niech ci przedstawia pla-
szezyzne Pg. Narysuj na niej dowolng figure, np. tréjkat ABC,
a nastgpnie zaznacz Slady k i v plaszezyzny P, i oba rzuty
figury, jezeli plaszezyzna P; ma wzgledem plaszezyzn rzutéw
nastepujace polozenie :

a) plaszczyzna Py jest prostopadla do pierwszej plaszczy-
zny rzutéw P,. [Rys. 53].

Takg plaszezyzng nazywamy pierwszg ptaszczyzna
rzucajacay.

Pierwszy reut jakiejkolwiek figury, ledacej ma pierwszej
plaszczyinie rzucajacej, pada w pierwszy slad tej pla-
szczyzny.

Szczegblnym przypadkiem pierwszej plaszezyzny rzuca-
jacej jest plaszezyzna, réwnolegla do drugiej plaszczyzny rzu-
téow P;. [Rys. 54].

Rys. 53

Rys. 54

6*
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Taka plaszczyzna ma tylko pierwszy $lad k, ktéry jest
rownolegly do osi x-6w.

Uzasadnij, ze:

Figura, letaca na takiej plaszczyinie, przedstawia sig
w drugim rzucie w prawdziwej wielkosci ¢ ksztalcie.

b) Plaszczyzna P; jest prostopadla do drugiej plaszczyzny
rzutéw P,. [Rys. 55].

Rys. 55

Taka plaszczyzne nazywamy druga plaszczyzng
rzucajaca.

Drugi rzut jakiejkolwiek figury, letacej ma lej plaszczyénie,
pada w drugi slad lej plaszczyzny.

Szczeglnym przypadkiem takiej plaszczyzny jest pla-
szczyzna réwnolegta do pierwszej plaszezyzny rzutéow P
[Rys. 56].

Taka plaszezyzna ma tylko drugi §lad v, ktéry jest row-
nolegly do osi x-6w.
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Uzasadnij, ze:
Figura, letaca na lakiej plaszczyinie, przedstawia sie
W plerwszym rzucie w prawdziwej wielkosci i ksztalcie!

H” Bn g C”
@99
Bl

X

Rys 56

§ 4. KLAD I PODNIESIENIE PXASZCZYZNY RZUCAJACE].

53. a) Wyobrazmy sobie pierwsza plaszczyzne rzucajaca
P,, a na niej dowolny trojkat ABC. Odleglosci wierzcholkéw
A, B, C od pierwszej plaszczyzny rzutéw oznaczmy Kkolejno
przez z;, %, %; |Rys. 53 a)].

Odleglosci te sg rowne, jak wiadomo, odlegloSciom dru-
gich rzutow 4”, B”, C” od osi x-6w.

Jezeli plaszczyzne P; obracaé bedziemy dokola jej pierw-
szego Sladu h, natenczas kazdy jej punkt, a wiec i wierzcholki
A, B, C zakre$la tuki két, ktorych Srodki znajdowac si¢ beda
w pierwszych rzutach tych punktéw, a ktérych promienie réw-
naé sie beda spoirzednym 2 tych punktéw. Jezeli zatem pla-
szczyzna P, podczas tego obrotu zejdzie si¢ z pierwsza pla-
szezyzng rzutéw, natenczas wierzcholki 4, B, C zejda sie
z punktami 4° B° C° lezigcemi na prostopadlych do §ladu h
w rzutach 4’, B’, ' — w odleglo§ciach, rownajacych sie spol-
rzednym 2z,, 2, 2.
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Trojkat A°B°C° jest kladem tréjkata ABC, a wiec temu
trojkatowi réwny.

Na rys. 53 b) przeprowadzona jest konstrukeja ktadu tego
trojkata na pierwsza plaszczyzne rzutéw, gdy pierwsza i druga
plaszezyzna rzutéw tworzg jedung plaszezyzne rysunkowaq.
Opisz te konstrukcje!

b) Na podstawie rys. 53 rozwigz zagadnienie odwrotne :

Wyobraz sobie, ze plaszczyzna P, ktorej pierwszy Slad
schodzi sie z prostg h, nakrywa sie z pierwsza plaszczyzng
rzutéw. Na plaszczyznie P; narysuj tréjkat A4°B°Ce, a nastepnie,
podniésiszy plaszezyzne P; wraz z tym tréjkatem o kat 90°,
narysuj rzuty tego tréjkata w nowem polozeniu !

Opisz konstrukcje stowami !

54. Analogicznie do kladu i podniesienia pierwszej pla-
szezyzny rzucajgcej przeprowadz klad i podniesienie plaszezy-
zny P;, prostopadlej do drugiej plaszezyzny rzutéw [t. zw. dru-
giej plaszezyzny rzucajacej]. [Rys. 55].

Zauwazasz przytem, ze:

Jezeli jest dany pierwszy i drugi rzut figury, letacej na
drugiej plaszczyinie rzucajacej, kidrej drugi slad schodzi sie
z prosta v, to klad tej figury na druga plaszczyzne rzutow wy-
kreslamy w sposob nastepujacy :

W drugich rzutach wierzcholkow tlej figury wykreslamy
prostopadte do drugiego Sladu v plaszczyzny, a nastepnie od-
cinamy na tych prostopadlych, po tej samej sironie Sladu v,
odlegltosci y pierwsgych rzulow tych wierzchotkow od osi x-dw.
Otrzymamy w ten sposcb punkty A+, B+, C+, kidre sa kldadami
wierzcholkow A, B, C danego trdjkata.

Tréjkat A+B+C+ jest rowny tréjkatowi ABC.

I naodwroét :

Niech prosta v bedzie drugim sladem plaszezyzny F;,
prostopadlej do drugiej ptaszczyzny rzutéw, zas$ tréjkat A+B+C+
[Rys. 550b)] ktadem tréjkata ABC, lezacego na plaszczyznie P;.

Rzuty tego tréjkata wykreslimy w sposéb nastepujgcy :

Z wierzcholkow A+, B+, Ct+ wykreslamy prostopadle do
sladu v ; punkty przeciecia sie tych prostopadiych ze sladem v
s@ drugiemi rzutami wierzcholkdw trdjkaia.

Pierwsze rzuty tych wierzcholkdw leia ma odnoszacych,
ponizej osi x-0w, w odleglosciach y od tejée osi, réwnajocym
sie odleglosciom wierzcholkdw A+, B+, C+ od sladu v.

87

55. Cwiczenia.

1) Tréjkat rownoboczny o boku @ opiera sie jednym bokiem
0 pierwszg plaszezyzng rzutow. Wykresl rzuty trojkata, jezeli jego pla-
szezyzna jest prostopadla do pierwszej plaszczyzny rzutéw, zas z druga
plaszezyzng rzutéw tworzy kat § = 0, 309, 459, 60°, 900

2) Kwadrat o boku q opiera sie jednym wierzcholkiem o pierwsza
plaszczyzne rzutéw, a przekatna g, przechodzaca przez ten wierzcholek,
jest prostopadta do tej plaszczyzny.

Obréé ten kwadrat dokola przekatnej g tak, by powierzchnia dru-
giego jego rzutu byla réwna:

02, E a2, E a2
2 2

W kazdem z tych polozen kwadratu wykresl jego rzuty !

3) Wykresli¢ rzuty szesciokata umiarowego o boku a, jezeli ptaszczy-
zna jego jest prostopadia do pierwszej plaszezyzny rzutéw. [Por. rys, 57].

Jaki kat musi tworzyé z osia x-Ow pierwszy $lad A tej plaszczy-
zny, jezeli powierzchmia drugiego rzutu ma byé réwna 4 powierzchni
tego szesciokata?

4) Na plaszezyznie, prostopadtej do drugiej plaszezyzmy rzutéw
lezy prostokat, opierajacy sie jednym wierzchotkiem o druga plaszczyzne
rzutdw. Wykreslic rzuty tego pro- :
stokata. [Rys. 58]

) %a2; 0-02-

Rys. 58
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5) Jak nalezy narysowa¢ klad prostokata, o ktérym byla mowa
w C(wicz. 4), jezeli ma on mie¢ w przestrzeni dwa boki réwnolegte do
drugiej plaszczyzny rzutéw ?

Wykredl rzuty takiego prostokata !

6) Prostokat o bokach @ < b umie$¢ tak w przestrzeni, by jego
drugi rzut byt odcinkiem, za$ pierwszy rzut kwadratem o boku q!

7)*) Wykreslic rzuty kola, lezacego na pierwszej plaszczyznie
rzucajacej [Rys 59 b)].

8)*) Wykresli¢ rzuty kota, lezacego na drugiej ptaszezyznie rzu-
cajacej [Rys. 59 a)].

Rys. 59

§ 5. KLAD DOWOLNE] PEASZCZYZNY NA PIERWSZA PEkA-
SZCZYZNE RZUTOW I PODNIESIENIE DOWOLNE] PLASZCZYZNY
Z PIERWSZEJ PLASZCZYZNY RZUTOW

56. Niech plaszczyzna Py bedzie dana przez swdj pierwszy
Slad h i przez jeden jej punkt M, kidrego pierwszym rzutem jest
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M', drugim rzutem M" [Rys. 60]. Na plaszczyinie tej lezy trojkat
ABC, kldrego pierwszy rzut A’ B'C' jest dany.

Mamy wyznaczyc: a) drugi rzut tréjkata ABC; b) praw-
- dziwa wielkosc tego trdjkata.

=

Rys. 60

@) Polaczmy rzut 4’ z rzutem M’, otrzymamy pierwszy
rzut prostej AM, lezgcej na plaszczyznie P,. Rzut 4’M’ przecina
slad k w punkcie H, ktéry jest Sladem prostej AM [dlaczego ?].
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Drugi rzut H” §ladu lezy na osi x-6w. Jezeli polaczymy H”
z M", otrzymamy drugi rzut prostej 4M. Na rzucie H"’M"”
i na odnoszacej lezy drugi rzut 4” punktu 4. Drugi rzut B”
punktu B mozemy teraz wyznaczyé przy pomocy rzutéw
punktu 4. Nastepnie rzut C” przy pomocy rzutéw punktu A
lub B [lub M].

Przeprowadz te konstrukeje samodzielnie! Dlaczego drugi
rzut A”C” boku AC wypadt réwnolegle do osi x-6w?

b) Z art. 24 wiadomo, ze pomigdzy rzutem prostopadiym
figury plaskiej na plaszezyzne rzutow P, a kladem tej figury
na te plaszczyzne zachodzi zwigzek powinowactwa geometrycz-
nego. Slad & plaszezyzny P; jest osiag powinowactwa, kierunek
powinowactwa jest prostopadly do tej osi. Pare punktéw, od-
powiadajacych sobie w tem powinowactwie, jest rzut M’ i kitad
(M) punktu M.

Celem wyznaczenia kadu (M) punktu M, wyobrazmy sobie
nad pierwsza plaszczyzng rzutéw tréjkat prostokatny M M'I.
Jedng przyprostokatng jest odlegltosé rzutu M’ od $ladu h, druga
przyprostokatng jest odleglo§¢ punktu M w przestrzeni od
pierwszej plaszczyzny rzutéw, ktéra jak wiadomo, rowna sie
odleglosci drugiego rzutu M” punktu M od osi x-6w. Tréjkat
ten mozemy wiec z latwoScia wykreslic na pierwszej pla-
szczyzuie rzutéw, a jego przeciwprostokatna bedzie promie-
niem 7, ktérym punkt M zakreS§la w przestrzeni koto dokola
punktu I, gdy plaszczyzna P, obraca si¢ dokota swego $ladu /.

Zakreslajac promieniem r dokola punktu I tuk kola,
otrzymamy w jego przecieciu si¢ z prostopadla do h, wykre-
slong z rzutu M’, ktad (M) punktu M.

Przy pomocy kiadu (M) wykresli uczen samodzielnie ktady
wierzcholkow 4, B, C tréjkata ABC'!

Kiad (4) (B) (C) réwny jest prawdziwej wielkosci tréj-
kata ABC.

Zauwaz, ze w trojkacie M'M°[ kat przy wierzchotku [/ jest ka-
tem nachylenia plaszczyzny danej P, do pierwszej plaszczyzny rzutéw !

§7. Plaszczyzna P, jest wyznaczona przez pierwszy slad
Iv @ jeden jej punkt V, ledacy na drugiej plaszczyinie rzuicw.
Na tej plaszczyinie mamy przyjac kwadrat ABCD o boku c
© wyznaczyc jego rzuty. [Rys. 61].
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Rys. 61

Wyobrazmy sobie, ze wykonaliSmy kilad plaszczyzny F.
dokota §ladu # na pierwsza plaszezyzne rzutow. Punkt V zajmie
wtedy polozenie (V), ktére znajdziemy przy pomocy iréjkata
prostokatnego V V'I w ten sam sposéb, jak w poprzednim arty-
kule klad (M) punktu M.

Narysujmy teraz w ktadzie kwadrat (4) (B)(C) (D) o boku
a; a nastgpnie podnieSmy plaszczyzne P, do jej pierwotnego
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polozenia — wraz z kwadratem (4) (B) (C) (D), ktéry ozna-
czymy w tem nowem polozeniu przez ABCD. Pierwszy rzut
ABCD tego kwadratu wyznaczymy na podstawie powino-
wactwa tego rzutu z ktadem (4) (B) (C) (D), ktdérego osig jest slad
I, para odpowiadajacych sobie punktéw — rzut V' i ktad (V).

Uczen przeprowadzi samodzielnie konstrukcje pierwszego rzutu,
a nastepnie drugiego rzutu kwadratu!

Jezeli polaczymy klad (V) z punktem, w ktérym przecina slad
h 08 x-6w, otrzymamy klad drugiego $ladu [dlaczego ?].

Na rysunku przyjeto kiad kwadratu tak, ze bok jego (4) (D)
jest réwnolegly do kladu (z) drugiego $ladu plaszezyzny, co spowodo-
walo, ze drugi rzut kwadratu jest prostokatem. Wytlumacz dlaczego?

58. Cwiczenia.

1) Dane sg oba rzuty dowolnego tréjkata ABC, opierajacego sie
bokiem AB o pierwsza plaszezyzne rzutéw, wierzchotkiem zas o drugg
plaszezyzne rzutéw.

e Wyznaczy¢é prawdzi-

yo P

wa wielkoS¢ tego troj-
kata i kat nachylenia
o. jego plaszczyzny do
pierwsze]j plaszczyzny
rzutéw. [Rys. 62].

2) Na pierwszej
plaszcezyznie rzutéw
lezy tréjkat rowmno-
boczny ABC. Podnies
go 0 kat a = 459
dokota boku ABi wy-
znacz jego rzuty!

8) Na pierwszej
plaszczyznie rzutéw,
lezy dowolny trdjkat
AB(C). Podnie§ go
dokota boku AB tak,
by wierzchotek C zna-
lazt si¢ na plaszczyz-
nie, rownoleglej do
pierwszej plaszezyzny
rzutéw, poprowadzo-
nej w odstepie d,
(d < w, jezeli w jest
wysokoscig tréjkata,
wykreslong z wierz-
chotka C do boku AB)
Rys. 62 [Rys. 63].
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Wskazdwka. Wy-
kreé] z wierzchotka (C) pro-
stopadla do boku AB1i oznacz
punkt przeciecia sie tej pro-
stej z AB przez [; odcinek
(C)I jest promieniem obrotu
punktu C dokela punktu /.

Wykresl prosta ¢°
réwnolegla do prostej (C) [
w odstepie d. Koto (K),
zakre§lone z punktu / pro-
mieniem r = (C) I, przeci-
na prosta ¢° w punkeie C°,

Jezeli z punktu C°
wykre§lisz prostopadla do
I(C), to w punkecie prze-
cigcia sie tej prostopadlej
z prosta [(C) bedzie rzut
C’ wierzchotka C danego
tréjkata.

Dalsza  konstrukeje
pierwszego i drugiego rzutu
tego trdjkata przeprowadzi
uczen samodzielnie.

4) Na pierwszej pla-
szczyznie rzutéw lezy pro-
stokat o bokach ¢ i 6. Ped-
nie§ ge dokota boku q tak,
by jeden jego wierzchotek
pad? na druga plaszczyzne
rzutéw i wykresl rzuty pro- Rys. 63
stokata w tem nowem po-
tozeniu !

Jak nalezy przyja¢ prostokat na pierwszej plaszczyznie rzutéw,
by drugi jego rzut- byl rowniez prostokatem ?

Obro¢ ten prostokat dokota boku a tak, by przeciwlegly bok
znalazl si¢ na pewnej wysokosci d < b i wykresl wtedy jego rzuty!

5) Na pierwszej plaszezyznie rzutéw lezy kwadrat (A4) (B) (C)
(D) ; podnie§ go dokola wierzchotka (A4) tak, by jego przekatna (D) (B)
zajela polozenie réwnolegle do pierwszej plaszczyzny rzutdw, wierzcho--
tek za$ C znalazl si¢ na wysokosci d < (4) (C)! Wykresl rzuty kwa-
dratn w tem nowem poloZzeniu !

Uzasadnij, ze pierwszy rzut kwadratu musi by¢ rombem !

Jak nalezy umiesci¢c kwadrat (4) (B) (C) (D) wzgledem osi x-6w,
by oba jego rzuty byly rombami?

6) Szeciokat umiarowy ABCDEF, lezacy na pierwszej pla-
szezyznie rzutéw, podnie§ dokota boku AF [Rys. 64] tak, by jego pia-
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szczyzna tworzyla z pierwsza plaszezyzng rzutéw kat o i wykredl rzuty
tego wieloboku w tem nowem polozeniu, jezeli o — 309, 459, 600, 900!

§ 6. RZUTY BRYLY
I. Rzuty graniastostupa (i walca*)

59. Ustaw model prostopadtoscianu o podstawie prosto-
katnej, a o krawedziach 2 ecm, 3 cm, 5 cm, tak, aby podstawa
jego ABCD lezata na pierwszej plaszczyinie rzutéw P, a dwie
sciany boczne ABEF i CDGH byly réwnolegte do drugiej pla-
szezyzny rzutéw P,. [Rys. 65 1)]. '

@) Szukajmy nasamprzéd rzutu pierwszego tej bryty!
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Musimy wyznaczyé pierwsze rzuty poszezegélnych wierz-
chotkéw, krawedzi i Scian, patrzac na bryle z géry w kie-
runku prostych, prostopadtych do P,. A zatem:

Wskaz, gdzie bedq pierwsze rzuty wierzcholkéw podstawy
ABCD, a gdzie wierzcholkéw podstawy EFGH?
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Rys. 65

Gdzie beda pierwsze rzuty krawedzi podstawy dolnej,
a gdzie krawedzi podstawy gérnej?

Czy krawgdzie obu podstaw wystepuja w pierwszych rzu-
tach w prawdziwych wielkoSciach ? [Dlaczego ?].

Wskai pierwsze rzuty poszczegélnych krawedzi bocznych !
Dlaczego rzuty te sg punktami?

Wskaz pierwszy rzut podstawy gérnej!
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Zauwaz, ze pierwsgy rzut podstawy gornej nakrywa sobg
rzut calego grawiastoslupa. Rzuly pierwsze bokow tej podstawy
stanowia zarys [kontur] pierwszego rzutu graniastostupa.

b) Szukajmy teraz drugiego rzutu bryly.

Musimy wyznaczyé drugie rzuty poszczegélnych wierz-
cholkéw, krawedzi i Scian, patrzac na bryle w kierunku pro-
stopadlym do drugiej plaszczyzny rzutéw P,.

Wskaz, gdzie bedg drugie rzuty wierzchotkéw Sciany
ABFE, a gdzie wierzcholkéw Sciany DCGH?

Gdzie beda drugie rzuty krawedzi Sciany ABFE, a gdzie
krawedzi Sciany DCGH?

Czy krawedzie te wystgpuja w drugich rzutach w praw-
dziwych wielkoSciach ? [Dlaczego ?].

Wskaz drugie rzuty krawedzi AD, BC, FG, EH! Dlaczego
rzuty te sg punktami?

Wskaz drugie rzuty §cian BCGF, ADHE i obu podstaw !
Dlaczego rzuty te sg odcinkami ?

Wskaz rzuty Scian ABFE i CDHG! Zauwaz, ze drugi
rzut sciany A B F E nakrywa sobg drugi rzut calego grawia-
stostupa. Drugie rauty bokow tej $ciany stanowiq zarys [kontur]
drugiego reutu tej bryly.

Naszkicuj rzuty bryly nasamprzod na plaszezyznach rzu-
tow w polozeniu prostopadtem! Wyobraz sobie nastepnie, ze
obie plaszczyzny rzutéw sprowadzile§ do jednej plaszezyzny,
ktora schodzi sie z plaszczyzng twego zeszytu! Na plaszezyi-
nie zeszytu wykonaj dokladny rysunek obu rzutéw na pod-
stawie poprzedniego szkicu! [Rys. 65 2)].

¢) Obréé graniastostup w pierwotnem polozeniu [Rysu-
nek 65 1)] o kat 30°!

Przez ten obrét zmienia sie tylko polozenie §cian bocz-
nych wzgledem drugiej plaszezyzny rzutéw, a mianowicie
sciany boczne nie beda juz prostopadle wzglednie réwnolegte
do tej plaszczyzny.

Czy drugie rzuty Scian boeznych w nowem polozeniu
mogq byé¢ odcinkami ?

Jezeli nie, to powiedz, jakiemi figurami?

1) Poniewaz wszystkie elementy graniastostupa zatrzy-
mujg swe dawne polozenia [réwnolegle lub prostopadie]

. zny rzutéw, przeto pierwszy

wzgledem pierwszej plaszezy-

rzut graniastoslupa w nowem
polozeniu bedzie rowny pierw-
szemu rzutowi graniastoslupa
w dawnem polozeniu, tylko
obréci sie o kat 30° [rys. 66,
por. rys. 65 2)]. Jezeli zatem
narysujesz ponizej osi x-6w
prostokat o bokach 2 cm
i 3 em, ktérego. jedna para
bok6éw rownoleglych tworzy
z osig x-6w kat 30°, to otrzy-
masz pierwszy rzut graniasto-
stupa w nowem polozeniu.

Wskaz na tym prosto-
kacie pierwsze rzuty wierz-
cholkéw podstawy dolnej,
podstawy goérnej, rzuty kra-
wedzi bocznych, krawedzi
podstawy dolnej i gornej,
rzuty Scian bocznych !

2) Drugi rzut graniasto-
slupa w nowem polozeniu
otrzymasz, jezeli wyznaczysz
drugie rzuty wierzcholtkéw By 65
obu podstaw i polgczysz od-
cinkami rzuty tych wierzcholkéw, ktére w przestrzeni leza na
tych samych krawedziach bocznych.

Drugie rzuty wierzchotkéw podstawy dolnej znajdowaé
sie beda w osi x-6w. Dlaczego ? :

Drugie rzuty podstawy gérnej znajdowaé si¢ beda na pro-
stej v, rownolegtej do osi x-6w w odstepie 5 cm. Dlaczego ?

Jezeli zatem z wierzcholkéw prostokata ABCD, przedsta-
wiajacego pierwszy rzut graniastostupa, wykreslisz prostopadte
do osi x-6w, to przetng one te 0§ w punktach 4", B”, ", D",
prosta zas v w punktach E”, F”, H", G”. Punkty 4", B", C",
D" sa drugiemi rzutami wierzcholkéw dolnej podstawy, punkty
E”, F", H", G" sa drugiemi rzutami wierzchotkéw gérnej

B. Kalicun-Chodowicki, Zarys geometrji wykre$lnej i
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podstawy. Odcinki A”E”, B'"F"”, C'G", D"H" sa wiec dru-
giemi rzutami krawedzi bocznych graniastostupa.

Patrzac na graniastostup w kierunku, prostopadlym do
drugiej ptaszezyzny rzutéw, widzimy te krawedzie boczne,
ktére lezg na Scianach, do nas zwroéconych; drugie rzuty tych
krawedzi bedg réwniez widoczne. Krawedzie zas§ boczne, ktére
leza na §cianach odwr6conych od nas, sa niewidoczne; ich
drugie rzuty beda tak samo niewidoczne.

Rzuty widoczne narysuj linjg pelna, rzuty niewidoczne linja prze-
rywana !

60. Nadajmy powyzszemu graniastoslupowi takie poto-
zenie, aby plaszczyzny podstaw jego byly prostopadte do
pierwszej plaszczyzny rzutéw !

1

|
v

Gn 3

Rys. 67
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Oznaczmy proste, wzdluz ktoérych plaszezyzny podstaw
przecinaja pierwszg plaszczyzne rzutéw, literami % i k,. [Rys. 67].

Jaka musi by¢ odleglosé tych prostych, jezeli krawedzie
boczne sg dlugie na 5 cm?

Narysuj rzuty tych podstaw sposobem, wskazanym w arty-
kule 53. .

Polgcez rzuty wierzcholkéw obu podstaw prostemi linjami
tak, jak one sg polgczone na graniastostupie w przestrzeni!

Wskaz na graniastostupie te krawedzie, ktérych pierwsze
rzuty sg widoczne!

Wskaz te krawedzie, ktérych drugie rzuty sa widoczne!

Wskaz krawedzie, ktérych drugie rzuty tworza zarys
(kontur) drugiego rzutu graniastostupa!

Wskaz krawedzie, ktérych pierwsze rzuty tworza zarys
(kontur) pierwszego rzutu graniastostupa !

61, Zagadnienie. Rdwnolegloscian pochyly, kiorego
podstawa jest prostokatem A B C D, leégcym ma pierwszej pla-
szczyénie  rzulow,
ma Erawedzie bocz-
ne rownolegte do
drugiej ptaszczyzny
rzutow. [Rys. 68].

1) Wykreslic
rzuty tego rowno-
legloscianu, jezeli
Jjest dana jego wy-
sokosc i kat nachyle-
nia krawedzi bocz-
nych do pierwszej
plaszczyzny  rzu-
tow.

2) Wykreslic
rauty i wyznaczyc
prawdzivg  wiel-
kosc przekroju tego
rownolegloscianu
plaszczyzna, pro-
stopadlg do krawe-
dzi bocznych.
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Wskazéwka. 1) Ponizej osi x-0w narysuj prostokat ABCD
i wyznacz jego drugi rzut A”B"C"”D'" ; pierwszy rzut prostokata scho-
dzi si¢ z nim samym. Przez rzuty A", B”, C”, D” poprowadz proste
réwnolegle, nachylone do osi x-0w pod danym katem. Na tych prostych
znajdowaé sig beda drugie rzuty krawedzi bocznych. [Dlaczego ?]. Popro-
wadZ nastgpnie prosta, réwnolegla do osi x-6w w odstepie, réwnajacym
sie wysokosci danego graniastostupa.

Ta prosta przetnie drugie rzuty krawedzi bocznych w punktach
E", F", G”, H", ktore s3 drugiemi rzutami wierzchotkéw gérnej pod-
stawy. [Dlaczego ?].

Pierwsze rzuty krawedzi bocznych wychodza z wierzchotkéw A,
B, C, D dolnej podstawy i sa réwnoleglte do osi x éw. [Dlaczego ?].
Pierwsze rzuty wierzcholtkéw podstawy goérnej znajduja sie na odnoszg-
cych i na pierwszych rzutach odpowiednich krawedzi bocznych.

Krawedzie widoczne i niewidoczne w pierwszym rzucie rownole-
gloscianu oznaczysz, patrzac na niego w kierunku prostopadiym do pierw-
szej plaszczyzny rzutéw, Patrzac na réwnolegloScian w kierunku pro-
stopadlym do drugiej plaszczyzny rzutéw, oznaczysz widoczne i niewi-
doczne krawedzie w drugim rzucie.

2) Plaszczyzna prostopadta do krawedzi bocznych danego rowno-
legloScianu jest réwniez prostopadta do drugiej plaszezyzny rzutéw.
[Dlaczego ?]. Drugi §lad v tej plaszezyzny bedzie zatem prosta, prosto-
padla do drugich rzutéw krawedzi bocznych. [Dlaczego ?]. Na §ladzie v
znajdowaé sie bedzie drugi rzut figury, podtug ktdrej ta plaszczyzna
przecina rownolegloscian ; drugie rzuty wierzchotkéw tej figury sa w punk-
tach 7”, 2" 3", 4", w ktérych §lad v przecina drugie rzuty krawe-
dzi boczezych. Pierwsze rzuty 7', 2’, 3/, 4’ tych wierzchotkéw znajduja
sie na odnoszacych i na odpowiednich pierwszych rzutach krawedzi
bocznych.

Boki figury przekroju, lezace na Scianach widocznych, sa widoczne,
lezace za$ na Scianach niewidocznych, s niewidoczne.

Prawdziwa wielko§¢ figury przekroju otrzymasz, jezeli wykonasz
ktad A+B+C+Dt tej figury dokola §ladu v na druga plaszczyzne rzu-
téw. [Por. art. 54].

62. Zagadnienie. Prostopadloscian o podstawie kwa-
dratowej ma krawedzie boczne réwnolegle do 0sé x-ow. Prosto-
padloscian ten przecina plaszczyzna, prostopadia do pierwszej
plaszczyzny rzutow. L

Wykreslic rzuty tego graniastostupa i wyznaczyc jego
przekraj, jezeli kraweds podstawy a == 3 cm, krawedz boczna
k= 5,6 cm, a plaszczyzna tnaca przecina pierwsza piaszczy-
zne rzutow wzdiuz prostej h, tworzacej z osia x-ow kat n.

Rozwigzanie. 1) Poniewaz krawedzie boczne grania-
niastostupa sa réwnolegte do osi x-6w, przeto plaszezyzny obu
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podstaw sa prostopadle réwnoczeSnie do obu plaszezyzn rzu-
tow, a wiec i do osi x-6w. [Rys. 69].

Plaszezyzna podstawy ABCD niech przecina drugg pla-
szczyzng rzutow wzdluz prostej v, pierwsza plaszezyzne rzutow

Rys. 69

wzdluz prostej %,. Obie te proste sg prostopadte do osi x-6w,
przeto po sprowadzeniu obu plaszezyzn rzutéw do jednej
plaszezyzny rysunkowej utworzg jedng prosts, prostopadig
do osi x-6w.

Plaszezyzna drugiej podstawy EFGH niech przecina
drugg plaszczyzne rzutéw wzdluz prostej v,, pierwsza wzdluz
prostej hy. Proste te réwniez utworzg jedna prosts, prosto-



102

padla do osi x-6w, jezeli plaszczyzny rzutéw sprowadzimy do
jednej plaszczyzny rysunkowe;j.

Odleglosé prostych v, i v, h; i hy réwna si¢ dlugosci
krawedzi bocznej graniastostupa, a zatem 5,5 cm. Dlaczego?

Obr6é plaszezyzne podstawy ABCD dokola prostej v,
tak, aby sie nakryla z plaszczyzna pionowg rzutéw, i narysuj
kwadrat A+B+C+D+, réwny kwadratowi ABCD! Z wierzchot-
kéw kwadratu ATB+C+D+ poprowadZ proste, prostopadte do
v, ! Proste te przetng v, w punktach A”, B”, C”, D", bedacych
drugiemi rzutami wierzchotkéw A, B, C, D.

Odcinki ATA” = y,, BtB"' =y, CtC"'=y,;, DTD" =y,
sg réwne odleglosciom pierwszych rzutéw punktéw A, B, C, D
od osi x-6w. (Dlaczego?).

Jezeli zatem odetniesz spoélrzedne y;, ¥s, ¥s, Y. D& pro-
stej hy, to otrzymasz rzuty A’, B, ¢/, D' wierzcholkéw pod-
stawy ABCD.

Proste, wykreslone przez drugie rzuty A”, B”, C", D",
réwnolegte do osi x-6w, przedstawiaja kierunki rzutéw pio-
nowych krawedzi bocznych; przecinajg one prostg v, w dru-
gich rzutach E”, F", G”, H" wierzcholkéw drugiej podstawy
EFGH.

Proste, wykreslone przez pierwsze rzuty A', B, €', I,
réwnolegle do osi x-6w, przedstawiajg kierunki pierwszych
rzutéw krawedzi bocznych ; przecinaja one prostg h, w pierw-
szych rzutach E', F', G';, H' wierzcholkéw drugiej podstawy.

Co do widocznych i niewidocznych krawedzi zorjentowac
sie mozna wedlug kwadratu A+B+C+D+.

2) Plaszezyzna tngca przecina krawedzie boczne grania-
stoslupa w punktach 1, 2, 3, 4, kitérych pierwsze rzuty sa w punk-
tach przeciecia sie §ladu kb z pierwszemi rzutami tych krawedzi.

Drugie rzuty tych punktow znajduja sie tam, gdzie od-
noszgce, poprowadzone przez I', 2, 3', 4, przecinaja drugie
rzuty odpowiednich krawedzi becznych.

Aby otrzymaé rzeczywista wielkos§¢ figury przekroju, na-
lezy plaszezyzne tnaca obrocié dokola prostej h o 90° tak,
aby sie nakryla z pierwsza plaszczyzng rzutow. Przekroj
1 2 3 4 zejdzie sie z czworobokiem 1° 2° 3° 4, ktéry otrzy-
mamy, jezeli w rzutach 7', 2’, 8', 4 wykreSlimy prostopadte
do h i na nich odetniemy odleglosci 2, 2, s, % rzutéw pic-
nowych 1", 2”, 3", 4" od osi x-0w.
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63. Cwiczenia.

1) Model prostopadioscianu o krawedziach 2 cm, 3 cm, 5 cm —
trzymaj tak, aby jego podstawa spoczywala na pierwszej plaszczyznie
rzutow.

Wykresl jego rzuty i rzuty figury przekroju, jezeli:

a) prostopadioScian ma dwie Sciany, réwnolegte do pierwszej pia-
szezyzny rzutow ; plaszezyzna tnaca laczy $rodki krawedzi podstawowych.
[Por. rys. 65];

b) krétsze krawedzie podstawowe tworzg z osia x 6w kat 45°;
plaszezyzna tnaca laczy érodki dwodch przeciwlegtych krawedzi podstawy
gornej ze Srodkami dwdch krawedzi bocznych. [Por. rys. 66].

2) Ten sam model prostopadiocianu trzymaj tak, aby podstawa
Jego dotykala jedna krawedzia drugiej plaszezyzny rzutéw, druga zas
llirawedé tej podstawy byla odlegla od drugiej plaszeczyzny rzutéw na

cm.

Wiykre§l rzuty tego prostopadtoscianu, a nadto rzuty jego prze-
kroju, jezeli plaszezyzna tnaca jest réwnolegla do drugiej plaszczyzny
rzutéw w odstepie 8 cm!

3) Wykresli¢c rzuty szeScianu o krawedzi a = 6 cm, jezeli:

a) dotyka jedna §ciang pierwszej plaszezyzny rzutéw ;

b) dotyka jedna S$ciang drugiej plaszczyzny rzutéw ;

¢) ma dwie Sciany prostopadte do pierwszej plaszczyzny rzutow ;

d) ma dwie §ciany prostopadle do drugiej plaszczyzny rzutéw ;

e) ma dwie $ciany prostopadle do osi x-6w.

4) Rownolegloscian prosty ma za podstawe romb o przekatnych

==4 cm, ¢ = 6 cm; wysokoS¢ prostopadtocianu wynosi 7 cm. Row-

nolegtoScian przecina plaszezyzna laczaca Srodki dwdch przeciwlegtych
bokéw podstawy gornej ze $rodkami dwéch krawedzi bocznych.

Wykrefli¢ rzuty réwnolegtoScianu i figury przekroju, jezeli réw-
nolegtoscian :

a) dotyka podstawsy pierwszej plaszczyzny rzutéw ;

b) dotyka podstaws drugiej plaszczyzny rzutéw ;

c) plaszczyzny jego podstaw sa prostopadte do pierwszej plaszczy-
zny rzutéw ;

d) plaszczyzny jego podstaw sa prostopadle do drugiej plaszezy-
zny rzutéw ;

e) plaszczyzny jego podstaw sa prostopadie do osi x-6w.

5) Narysuj rzuty réwnoleglo§cianu pochytego, ktéry podstawa pro-
stokatna, o bokach 3 cm i 4 cm, dotyka drugiej plaszezyzny rzutéw,
a ktérego krawedzie boczne, dlugie na 8 cm, sa réwnolegte do pierwszej
plaszezyzny rzutéw ; odleglo$é obu podstaw wynosi 6 cm.

6) Zbuduj model dowolnego réwnolegloScianu, ustaw go podstawa
na pierwszej plaszezyznie rzutéw i narysuj jego rzuty, a nadto rzuty
jego przekroju plaszczyzna, rownolegla do drugiej plaszezyzny rzutéw !

7)*) Présty walec kolowy o promieniu =8 cm, wysokosci w,
opiera sig¢ podstawa o pierwsza plaszczyzne rzutéw. Walec ten przecina
plaszczyzna, prostopadla do drugiej plaszczyzny rzutéw !
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Wykreslic rzuty walca i przekroju, a nastepnie wykreSlic praw-
dziwa wielkosé¢ tego przekroju. [Rys. 70].

Wskazdwka. 1) Zarys pierwszego rzutu walca stanowié bedzie
koo, zakre§lone promieniem r. Zarys drugiego rzutu stanowi¢ bedzie

prostokat o bokach 2r i w. WykreSlenie zatem rzutéw tego walca nie
przedstawia najmniejszych trudnosci.

5 O i R M R

2) Niech A i v beds $ladami drugiej plaszczyzny rzucajacej,
ktora przecina pobocznice walca podiug krzywej e. Krzywa e mozna
uwazac :

a) za miejsce geometryczne punktéw 7, 2, 3,... w ktérych pla-
szczyzna tnaca przecina poszczegdlne tworzace walea £, 4, f5,...5

b) za miejsce geometryczne rzutéw ukosnych, w kierunku tworzaf-
cych, punktéw lezacych na obwodzie kola podstawy gérnmej lub dolnej.

Krzywa przekroju e jest zatem elipsa. Rzut pierwszy tej elipsy
jest kotem, rzut drugi odcinkiem.

Prawdziwg wielkosc tej elipsy otrzymasz, wykonujac ktad ptaszczyzny
tnacej na pierwsza plaszczyzne rzutéw — sposobem na rys. wskazanym.
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Il. Rzuty ostroslupa (i stozka®)

64. Wez na uwage model ostrostupa prostego o wyso-
kosci w, ktérego podstawg jest kwadrat ABCD o boku a!

@) Ustaw model pod-
stawg na pierwszej pla- D W
szczyznie rzutéw. [Rys. 71]. =

Gdzie bedzie pierw-
szy rzut podstawy, a gdzie
drugi rzut?

Jak si¢ przedstawi
pierwszy rzut wysokosci
ostrosfupa, a jak drugi
rzut? W ktéorym z rzutéw
wystapi wysokoS¢ w rze-
czywistej wielkoSei ?

Wskaz pierwsze i dru-
gie rzuty poszezegélnych
Sciau ostrostupa!

Wskaz te §ciany, ktére
W pierwszym rzucie s nie-
widoczne !

Wskazte Sciany, ktére
w drugim rzucie sg nie-
widoczne !

Jezeli pierwszy rzut
wierzchotka ostrostupa po-
taczysz linjami prostemi
z pierwszemi rzutami wierz-
chotkéw podstawy, otrzy- Rys. 711
masz pierwsze rzuty kra-
wedzi bocznych. Patrzac na ostrostup z géry, widzisz wszyst-
kie krawedzie boczne; dlatego ich pierwsze rzuty narysujesz
linjami petnemi.

Tak samo, laczac drugi rzut W” wierzchotka ostrostupa
z rzutami A", B”, C", D" wierzcholkéw podstawy, otrzymasz
drugie rzuty krawedzi bocznych.

Patrz na ostrostup z boku w kierunku, prostopadltym do
drugiej plaszezyzny rzutéw, i wskaz, ktére krawedzie beda
widoczne w drugim rzucie!
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Co stanowi zarys pierwszego rzutu, a co zarys rzutu dru-
giego ostrostupa ?

b) Trzymaj model ostrostupa tak, aby plaszezyzna jego
podstawy bylta prostopadia do pierwszej plaszczyzny rzutéw,
a jeden wierz-
chotek podstawy
dotykat pierw-
szej plaszezyzny
rzutéw! [Rysu-
nek 72].

Jakie poloze-
nie  wzgledem
pierwszej pia-
szczyzny rzutow
ma  wysokoS¢
O W ostrostupa ?
Jak sie przed-
stawi pierwszy
rzut, a jak drugi
rzut tej wyso-
kosei ?

Wktérymrzu-
cie wystapi wy-
soko§¢ wrzeczy-
wistej dlugosei ?

Pierwszy idru-
girzut podstawy

Rys. 72 ABCD wykre-

slisz sposobem,

wskazanym na rys. 57, obréciwszy plaszczyzne podstawy o 90°

dokola prostej h, wzdluz ktorej przecina sie¢ z pierwsza pla-
szczyzng rzutéw.

Patrzac na ostroslup w kierunku, prostopadlym do dru-
giej plaszczyzny rzutéw, widzisz calg podstawe; dlatego
taczysz drugie rzuty wierzchotkéw podstawy linjami prostemi
pelnemi.

Wykresl rzut pierwszy i drugi $rodka kwadratu O!

Jezeli z punktu O’ wykreslisz prostopadla do % i na niej
odetniesz od O’ wysoko§¢ w ostrostupa, to otrzymasz pierwszy
rzut wysokosci i wierzcholka ostrostupa. [Dlaczego ?].
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Drugi rzut wysokoSci ostrostupa bedzie przechodzil przez
0" réwnolegle do osi x-6w. [Dlaczego?]. Na tej prostej znaj-
dowaé sie bedzie drugi rzut wierzcholka W.

Jezeli W’ polgczysz z A, B, U, D', otrzymasz pierwsze
rzuty krawedzi boeznych. Tak samo, jezeli polaczysz W'’
zA",B",C", D", otrzy-
masz drugie rzuty
tych krawedzi.

Zbadaj na mo-
delu, ktére z krawedzi
bocznych sa widoczne
W pierwszym rzucie,
a ktére w drugim
rzucie ?

Jaka figurg jest
Zarys pierwszego rzu-
tu, a jaka jest zarys
drugiego rzutu ostro-
stupa ?

65. Zagadnie-
nie. Osmioscian wu-
miarowy o krawedzi
a = 4 cm ma jedna
przekatng W W, pro-
stopadta do pierw-
szej plaszczyzny rzu-
tow, a wierzcholek W,
lezy ma tej plaszczysi-
nie.

Wykreslic rzuty
osmioscianu, a nadto
rzuty ¢ rzeczywistq
wielkosé  przekroju
Jjego plaszczyzna, pro-
stopadia do pierwsze)
plaszezyzny  rzutow.
[Rys. 73].

Rozwigzanie.
1) Ustaw model o§mio- Rys. 73
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Scianu przekgtng W W, prostopadle do pierwszej plaszezyzny
rzutéw !

Pierwszy rzut przekatnej W W, bedzie punktem, rzut
drugi odcinkiem, prostopadtym do osi x-6w i réwnym tej prze-
katnej. (Dlaczego ?).

Plaszezyzna przekatna osmioscianu, prostopadla do prze-
katnej WW,, przecina o§mioScian podiug kwadratu 4BCD, ktéry
w pierwszym rzucie przedstawi si¢ w prawdziwej wielkosci
i ksztalcie, w drugim rzucie jako odcinek, r6wnolegty do osi x-6w.

Wykresliwszy zatem pod osig x-6w kwadrat A’BC'D’
0 boku @, mozemy go przyjaé za pierwszy rzut kwadratu ABCD.
Srodek tego kwadratu bedzie pierwszym rzutem przekatnej
W W,, przekatne kwadratu rzutami co czterech kraw edzi
osmioScianu. [Uzasadnij to pogladem !].

Wskaz na modelu te krawedzie, ktérych pierwsze rzuty sa wi-
doczne, i te krawedzie, ktdrych pierwsze rzuty sa niewidoczne !

Rzuty krawedzi widocznych pokrywaja rzuty krawedzi niewidocz-
nych, dlatego na rysunku narysowano przekatne kwadratu linjami pelnemi.

Wykresl ze srodka kwadratu A’B'C’'D’ prostopadla do
osi x-0w, a na tej prostopadlej odetnij powyzej osi x-6w prze-
katng tego kwadratu 4'C’' = W,” W”! Otrzymasz rzut pionowy
przekatnej W W, o$mioScianu, ktéra jest prostopadia do pierw-
szej plaszezyzny rzutéw i dotyka tej plaszezyzny w punkcie W,.

Przez $rodek odcinka W” W,” poprowadZ prostg, rowno-
leglg od osi x-6w! Na tej prostej i na odnoszacych, poprowa-
dzonych przez A', B', C', D', znajdowaé si¢ beda drugie rzuty
AV, B O

Jezeli rzuty A”, B”, C"", D" polaczysz z rzutami W” i W,”,
to otrzymasz drugie rzuty krawedzi o$mioScianu, wychodza-
cych z wierzchotkow W i W,.

Ktire z tych rzutéw sa widoczne, a ktére niewidoczne, osadz za-
pomoca pogladu na bryle!

2) Niech plaszezyzna tngca przecina pierwsza plaszczyzne
rzutow wzdiuz prostej k.

Na prostej i bedzie pierwszy rzut figury przekroju. Rzuty
pierwsze wierzcholkéw tej figury sg w punktach przeciecia sie
prostej  z pierwszemi rzutami krawedzi o$mioscianu ; oznaczmy
je 1, 2, 3l 5,6,

Rzuty drugie tych wierzcholk6w bedg punktami przeciecia
sie prostopadtych do osi x-6w, wykreslonych przez 1,2, 3', £, 5', 6',
z drugiemi rzutami odpowiednich krawedzi o$mioScianu.

109

Laczac wierzcholki figury przekroju, otrzymamy jej boki.
Rzeczywista wielkosé figury przekroju otrzymamy, jezeli
wykonamy klad plaszczyzny tnacej na pierwsza plaszczyzne
rzutow i narysujemy w znany sposéb wielokat 192030405060,

66. %) Ustaw model prostego stozka kolowego o promieniu
r, wysokoSci w, podstawa na pierwszej plaszczyznie rzutéw.
[Rys. 74]!

a) Patrz na stozek z géry!

Gdzie bedzie rzut poziomy kola podstawowego ? Gdzie
padnie rzut poziomy wierzchotka ?

Widzisz, ze obwéd kola podstawowego stanowi zarys
pierwszego rzutu stozka.

Patrz na stozek z boku, w kierunku, prostopadlym do dru-
giej ptaszczyzny rzutéw!

Wyobraz sobie pta-
szczyzne, poprowadzo-
ng przez wierzcholek
stozka W, réwnolegle do
pierwszej plaszezyzny
rzutéw !

Plaszczyzna ta prze-
cina stozek podiug tréj-
kata WAB, ktérego
dwoma bokami sg two-
rzace WA i WB, trzecim
bokiem Srednica kota
podstawowego AB.

Plaszczyzna  tréj-
kata W AB dzieli stozek
na dwie czesci, na czesé
widoezng i na cze§é nie-
widoczng. Rzut drugi
tego tréjkata stanowi
zarys drugiego rzutu
stozka.

Czy drugi rzut
W”A"B"” tréjkata WAB
jest réwny temu tréjka-
towi ? (Dlaczego ?) Rys. 74
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Czy drugi rzut W”0” wysokoSci stozka jest rowny tej
wysokosci ? (Dlaczego ?)

b) Na rysunku 74 przyjeto pierwszy rzut W’'C' tworzacej
WC i wyznaczono drugi rzut W”C"” tej tworzacej. Objasnij te
konstrukeje !

Na tym rysunku przyjeto drugi rzut 7" punktu 7, leia-
cego na powierzchni stozka i wyznaczono pierwszy rzut tego
punktu. Objasnij konstrukeje! Ile otrzymano rzutéw pierwszych ?

Przetnij stozek plaszczyzng, réwnolegla do pierwszej pta-
szezyzny rzutéw! Przekonaj sie, Ze przekroj ten jest kotem K,
i wyznacz rzuty tego kota! [Rys. 74].

Objasnij na tym rysunku konstrukecje rzutu pierwszego
i drugiego punktu I, w ktérym tworzgca stozka WC przecina
koto %, !

67. Cwiczenia.

1) Ostrostup prosty o wysokosci w = 6 cm ma za podstawe sze-
$ciokat umiarowy, wpisany w kolo o promienin r = 2,5 em. !

a) Wykresli¢ rzuty tego ostrostupa, jezeli podstawa jego lezy na
pierwszej plaszezyznie rzutéw. . '

b) Wykresli¢c rzuty przekroju tego ostrosﬂlupa plaszczyzna, row-
nolegla do drugiej plaszezyzny rzutéw w odstgpie 3 cm.

2) Ten sam ostrostup, co w ¢w. 1, ma plaszezyzne podstawy pro-
stopadla do drugiej plaszczyzny rzutéw. .

Wykredli¢ rzuty ostrostupa w tem polozeniu, a nadto rzut'y jego
przekroju plaszczyzna, réwnolegla do pierwszej plaszczy?ny rzutow.

3) Wykre§li¢ rzuty czworoScianu umiarowego, stojacego na pierw-
szej plaszezyznie rzutoéw, jezeli krawedz jego @ = 5 cm.

Wskazéwka. Odleglos¢ drugiego rzutu wierzcholka’, prze,ciw-
legtego podstawie (Sciana, lezaca na plfiszczyinie'poziomej rz,u.tow), rowna
sie wysokoéci czworo$cianu. Wysoko$¢ czworoscianu wykreslisz 7apomoc
przekroju czworoscianu plaszczyzna, przechodzaca przez krawedz boczna,
prostopadle do plaszezyzny podstawy. L .

Majac wykre§lone rzuty czworosScianu, w;rkresl rzuty jego prze-
kroju plaszczyzna: g) prostopadis do pierwszej glaszczyzny rzutdv'v§
b) prostopadls do drugiej plaszczyzny rzutdw; c) réwnolegla do d’ru%rle_)
plaszezyzny rzutéw; d) réwnolegly do pierwszej plaszczyzny rzutow!

4) Ostrostup o wysokosci 6 cm, ktdrego podstawez‘ jest tréj,ke}t
ABC o bokach 5 cm, 6 cm i 8 cm, stoi na pierwszej plaszezyznie
rzutéw. b : : ’
Wykreélié jego rzuty i rzuty jego przekrojow plaszczyzna'm.l, ktére
sa rownolegle do pierwszej plaszezyzny rzutéw W odlegtoéciach co
" 2 cm!
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5) Przedstawi¢ rzuty poziome i pionowe linij réwnych pozioméw
na osmioScianie umiarowym o krawedzi @ == 6 cm, jezeli ofmioScian ma
wzgledem plaszezyzn rzutédw takie polozenie, jak na rys. 73.

6) Przy pomocy rys. 86 narysuj rzut pierwszy i drugi szeScianu
umiarowego o krawedzi @ — 3 cm, jezeli jedna przekatna tego szefcianu
Jjest prostopadta do pierwszej plaszczyzny rzutéw !

7)*) Wykre$l pierwszy i drugi rzut kuli o promieniu r — 6 cm,
jezeli spéirzedne Srodka sa: yp—9o6cm, zz — 6 cm!

a) Wykresl rzuty kilku przekrojéw kuli, réwnolegtych do pierw-
szej plaszezyzny rzutéw !

b) Wykresl rzuty kilku przekrojéw kuli, réwnolegtych do dru-
giej plaszczyzny rzutéw !

¢) Wykresl rzuty przekroju kuli plaszezyzna, przechodzacy przez
Srodek kuli prostopadle do pierwszej plaszczyzny rzutéw !

d) Wykre§l rzuty przekroju kuli plaszczyzna, przechodzaca przez
srodek kuli prostopadle do drugiej plaszezyzny rzutéw !

“III. Rzuty najprostszych przedmiotéw
technicznyech. :

.

68. a) Przy wykre§laniu rzutéw przedmiotéw technicz-
nych przyjmujemy plaszezyzne podstawy tych przedmiotow za
pierwsza plaszczyzne rzutéw. Pierwsza plaszezyzna rzutéw ma
zatem polozenie poziome; nazywamy ja wtedy plaszcz yzng
poziomg rzutéw, a pierwszy rzut rzutem poziomym.

Druga plaszezyzna rzutéw musi mieé wtedy polozenie
pionowe; nazywamy ja zatem plaszczyzng pionowa
rzutéw, a prostopadle rzuty na taka ptaszczyzne rzutami
pionowemi.

b) Rysunek 75 przedstawia rzut poziomy i pionowy ka-
tedry szkolnej i stopnia, na ktérym katedra spoczywa. Za
plaszezyzng pozioma rzutéw przyjeto plaszczyzne podlogi, za
plaszczyzne pionowa rzutéw przyjeto Sciane, ktorej katedra
dotyka.

Wskaz na rysunku poszezegélne wymiary katedry, szuflad,
ptyty, stopnia!

Zauwaz, ze kazda dlugo§é (réwnolegla do osi x-6w) wy-
stepuje w prawdziwej dtugosci w rzucie poziomym i piono-

~wym, kaida szeroko§¢ wystepuje w prawdziwej wielko$ci

tylko w rzucie poziomym, a kazda wysokosé tylko w rzucie
pionowym !

Przerysuj ten rysunek w skali 1:10, 1:20!
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< 10 AN Odczytaj wymiary ubikacyj, gruboSci muru, okapu [wysuniecie
— — U0 dachu poza mur], wysoko$¢ dachu, wymiary okien!
\ \ \\\\\\\\k\ T\\\*\ \\\\\\\\\\% ‘ 3) Narysuj plan znanego ci domu, uzyskawszy wymiary tego domu
i 365 r <1 5boi——3 65— przez zmierzenie go na miejscu !
FEE AR i 0 VR T e L I : 4) Narysuj rzut poziomy i pionowy [plan] ubikacyj, w ktérych
mieszkasz !
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69. Cwiczenia.

1) Wykre§l w stosownej skali rzut poziomy i pionowy: a) pieca;
b) szafy; c) calej klasy, zaznaczajac na nich rzuty okien, drzwi, roz- : :
mieszczenie przedmiotéw. : :

2) Na rysunku 76 jest dany rzut poziomy i pionowy domku parte- 20;705 6,60
rowego — czyli plan domku!
Odczytaj z tego planu szeroko$¢, dtugo$¢ i wysokos¢ domku! ‘ Rys. 76

B. Kalicun-Chodowicki. Zarys geometrji wykreslne 8
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5) Narysuj plan katedry, biurka, fawki, pieca!

6) Jezeli rysujemy plan jakiegos przedmiotu z glowy, to méwimy,
ze projektujemy plan tego przedmiotu.

a) Zaprojektuj plan tawki szkolnej, w ktdrej byloby ci wygodnie
siedzied !

b) Zaprojektuj plan potki na ksiazki !

¢) Zaprojektuj plan stotu do nauki!

d) Zaprojektuj plan jadalni, sypialni!

e) Zaprojektuj plan biurka !

f) Zaprojektuj plan takiego domu wiejskiego, w ktérym cheiatbys
mieszkaé w czasie feryj letnich!

§. 7. ZAGADNIENIA MIAROWE, DOTYCZACE WIELOSCIANOW,
KTORYCH OBA RZUTY PROSTOPADLE ZOSTALY WYKRESLONE.

70. Zagadnienie 1. Dane sg rzuty gramiastostupa
prostego, kidrego podstawa w ksstaleie pigciokqta umiarowego
ledy ma pierwszej plaszczyinic rzutow. Gramiastostup ten Sci-
namy plaszczyzna, prostopadéy do drugiej plaszczyzny rzulow.
Mamy :

a) wykreslié siatke pozosialej czesci grawiasiosiupa;

b) wyznaczyc déiugosé odcinka, taczacego jeden wierzcho-
ek podstawy dolnej z jednym z wierzcholkdw podstawy gornej.
[Rys. 77].

Rozwigzania. a) Niech prosta v bedzie drugim Sladem
plaszezyzny tnacej, prostopadiej do drugiej plaszczyzny rzutéw.
Drugi rzut figury przekroju padnie na prostg v, a rzuty wierz-
cholkéw zejda sig z punktami, w kiérych ta prosta przecina
drugie rzuty krawedzi boeznych.

Gdzie znajduja sig pierwsze rzuty wierzchotkéw figury
przekroju ?

Prawdziwg wielko§é figury przekroju wyznaczysz przez
klad plaszezyzny tnacej na druga plaszezyzng rzutow. [Por.
rys. 55]. Oznacz ten ktad przez F°2°3°4°5°!

Sciany boczne graniastosiupa Scigtego sa prostokgtnemi
trapezami; jezeli je rozpostrzemy na plaszezyZnie, otrzymamy
siatke §cian bocznych graniastostupa Scigtego.

Aby otrzymaé siatke catkowitej powierzehni graniasto-
stupa §cigtego, nalezy do siatki jego Scian bocznych dotgezyé
podstawe gérng F, 2, 3,4, 5, = F02°3°4°5° i podstawe dolng
graniastostupa.
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'b) Niech bedzie dany odcinek, taczacy dwa wierzcholki
graniastostupa, przez swe rzuty DG i D"G".

Prawdziwg dtugo$é tego odcinka wyznaczysz, jezeli wy-
konasz kilad na pierwsza plaszczyzne rzutéw trojkata D G B.

5, °
£ D

—_
(,/L

Rys. 77

71. Zagadnienie 2. Na rys. 68 dane sa oba rzuty réw-
wnolegloscianu pochylego. Wykreslié jego siatke.

: 'Rozwiazanie. Siatke takiego réwnolegloscianu najta-
twiej wykresli¢ przy pomocy jego przekroju ptaszezyzng, pro-
stopadla do krawedzi bocznych [Przekréj normalny]. Obwéd
ta}nego przekroju, po rozwinieciu na plaszczyznie rysunku po-
wierzchni §cian bocznych, przedstawi sie jako prosty odcinek.
[Dlaczego ? Uzasadnij to pogladem !].

8%
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Poniewaz na rys. 68 prawdziwa wielko§é takiego prze-
kroju jest juz znaleziona w kladzie 1t2+3+4t, przeto nalezy
stad boki jego odcigé na prostej linji — jako odeinki 1,2,
2,3y, 314, 1,4, [Rys. 78].

E,

€

G

Rys. 78

Odcinek 4, 4, bedzie wigc wyprostowaniem na plaszezyz-
nie rysunku obwodu przekroju normalnego 12 34,

Wykre§lmy w punktach 1,, 2,, 3,, 4,, 4, prostopadle do
odcinka 4,4,. Z prostemi temi zejdg si¢ krawedzie boczne roz-
winietej powierzchni bocznej graniastostupa. Diugo$ci odcinkow,
na ktére plaszczyzna tngca dzieli te krawedzie, odczytamy
z drugich rzutéow tych krawedzi na rys. 68.

72. Zagadnienie 3. Dane sq oba rzuty ostrostupa pro-
stego, kidrego kwadratora podstana lety ma pierwszej pla-
szczyinie rzutow.

Wyznaczyé: a) kat nachylenia do podstawy Scian bocz-
nych; b) prawdziwa wielkosé krawedzi bocznych; c) sciaé ten
ostrostup plaszczyzna, prostopadia do drugie) plaszczyzny rzu-
tow, nastepnie wykreslic siatke lak powstalego ostrostupa scie-
tego. [Rys. 79].

Rys. 79

Rozwigzanie. a) Poprowadz przez wierzchotek W pla-
szczyzng, prostopadlg do krawedzi podstawowej BC! Przetnie
ona ostrostup podlug tréjkata, ktérego jedna polowa jest troj-
katem prostokatnym WIW’'. Kiad tego tréjkata na pierwsza
plaszezyzne rzutéw jest W’ WOI.

Objasnij, jak wykreslono ten ktad!

Kat ostry « tego tréjkata Jjest miarg kata nachylenia §cian
boeznych ostrostupa do podstawy. Dlaczego ?

b.) Wykonaj ktad na pierwsza plaszczyzne rzutéw Sciany
BCW i 0ZDACZ gO przez BCW,°. Promieniem obrotu » wierz-
chotka W jest przeciwprostokatna WoI trojkata WW°L, Jezeli
zatem zakreSlisz promieniem * kolo ze Srodka 1, to kolo to
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przeinie przedluzenie odecinka W'I w punkcie W,° ktéry be-
dzie ktadem wierzchotka W. Tréjkat W,°BC jest kladem Sciany
bocznej, a wiec przedstawia jej prawdziwa wielkoSc.

¢) Proste v i h przedstawiajg §lady plaszezyzny tngcej.
Objasnij jak wykreSlono na rysunku rzuty przekroju, a jak
klad jego na drugg plaszczyzne rzutow!

Siatke ostroslupa S§cietego wykreslisz, wykreSlajac prze-
dewszystkiem siatke catego ostrostupa.

Obierz wige na plaszezyznie rysunku dowolny punkt W,
i zakres$l z niego kolo promieniem, réwnajscym si¢ krawedzi
bocznej ostrostupa. Na obwodzie tego kola rozepnij obwéd pod-
stawy ABCD ostrosiupa, jako cieciwy B,C;, C,D,, D,4,, A,B,.
Cieciwy te przedstawia rozwiniecie obwodu podstawy ostrostupa.

Jezeli punkty B,, C,, D,,... polaczysz z punktem W,
otrzymasz siatke §cian bocznych calego ostrostupa. Siatke Scian
bocznych ostrostupa Scietego otrzymasz, jezeli wyznaczysz
prawdziwe diugosci krawedzi bocznych.

By otrzymaé siatke catkowitej powierzchni ostrostupa Scig-
tego, nalezy do siatki §cian bocznych dofaczyé obie podstawy.

73. Cwiczenia.

1) Graniastostup pochyly, ktérego podstawa jest szesciokat umia-
rowy o boku a, a wysokos¢ jego jest rowna odcinkowi w, zajmuje takie
polozenie wzgledem plaszczyzn rzutdw, ze opierajac sig podstawa o pierw-
sza plaszczyzne rzutéw, ma krawedzie boczne réwnolegle do drugiej pla-
SZCZYZUY TZutow.

Wykre$li¢ rzuty, a nastepnie siatke tego graniastostupa.

[Por. zagadnienie 2 art. 71!].

2) Ostrostup prosty o wysokoSci w = 5 cm ma za podstawe pie-
ciokat umiarowy, wpisany w kolo o promieniu r= 3 cm.

Wykresli¢ rzuty tego ostrostupa, jezeli opiera sig podstawg o pierw-
sza, plaszezyzne rzutéw, a nastepnie:

a) Wyznaczyé prawdziwg diugo$é i kat machylenia do pierwszej
plaszezyzny rzutéw krawedzi boczmych; b) wyznaczyé kat nachylenia
do pierwszej plaszczyzny rzutéw Scian bocznych; c¢) zetnij tem ostrostup
plaszczyzna, prostopadla do drugiej plaszezyzny rzutéw i wykresl nastepnie
siatke powstatego ostrostupa Scietego !

3) Przyjmij pierwszy i drugi rzut dowolnego ostrostupa pochytego,
a nastepnie wyznacz prawdziwe wielkosci §cian boeznych!

Narysuj je obok siebie, a otrzymasz siatke §cian bocznych tego
ostrostupa! Wyznacz katy nachylenia do podstawy $cian bocznych!

4) Na rys. 34 b) przedstawiony jest rzut cechowany ostrostupa
écietego. Przyjmij druga plaszezyzne rzutow, wykresl drugi rzut tego
ostrostupa, a nastepnie wyznacz:
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a) dtuogo$¢ prawdziwa krawedzi bocznych; &) katy nachylenia
§cian bocznych do podstawy; ¢) siatke tego ostrostupa.

5) Przyjmij rys. 38 §) za pierwszy rzut réwnolegtoscianu, stoja-
cego podstawa na pierwszej plaszczyznie rzutdw. Przyjawszy dowolnie
druga plaszczyzne rzutdw, prostopadle do pierwszej, a dowolny odcinek
w — 6 cm za wysokoS¢ tego réwnolegtoScianu, wykresl jego drugi rzut,
jak rowniez drugi rzut wielofcianu, powstalego przez polaczenie Srodkdw
krawedzi rownolegloScianu, jak to widzisz na rys. 88 q)!

Wyznacz katy nachylenia do pierwszej plaszezyzny rzutéw :

a) krawedzi bocznych rdwnolegloScianu i wieloscianu; ) $cian
bocznych rdéwnolegloScianu i wieloscianu! ¢) Wyznacz prawdziwe din-
go$ei krawedzi bocznych réwnolegloScianu i wieloScianu! o) Wykresl
siatke $ciam bocznych réwnoleglodcianu i zazmacz na niej te Sciany wie-
loscianu, ktore sie mieszeza na $cianach bocznych réwnolegloscianu !

Dolacz nastepnie stosownie Sciany tréjkatue wieloScianu i obie pod-
stawy, a otrzymasz siatke catkowitej powierzchni wieloscianu !
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§ 1. RZUTY PROSTOPADLE NA TRZY PEASZCZYZNY, WZGLEDEM
SIEBIE PROSTOPADXLE.

74, a) Niech bedg dane dwie plaszezyzny rzutéow P, i B,
ktore sg do siebie prostopadle i przecinajg si¢ wzdtuz osi x-6w.
Przetnijmy plaszezyzny te trzecig plaszczyzng P, prostopadig
do osi x-0w, przyjmujgc jg za trzecig plaszczyzne rzutow.
[Rys. 80].

KrawedZ plaszczyzny FP; z plaszezyzng P, oznaczmy przez
Y, z plaszczyzna P, przez z. Otrzymamy w ten sposéb trzy
osie X, ¥, #, wzgledem siebie prostopadle w punkcie O, w kté-
rym przecinaja sie wszystkie trzy plaszezyznoy.
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Rys. 80

Majaec model trzech do siebie prostopadiych plaszezyzn
rzutéw [Rys. 80], przyjmijmy w przestrzeni dowolny punkt 4
i wyznaczmy jego rzut prostopadly na F,, oznaczajac go przez
4’ [pierwszy rzut], na P,, oznaczajac go przez 4" [drugi
rzut], w koncu na plaszczyzne P;, oznaczajac go przez A"'.

121

Rzut 4" nazywaé bedziemy trzecim rzutem punktu 4,
takze rzutem bocznym, gdyz trzecia plaszczyzna rzutéw P
nosi czesto nazwe ,plaszezyzny bocznej“.

Zauwaz na modelu, jak rowniez na rys. 80, ze:

1) Odlegtosé rzutu bocznego A od osi y jest réwna od-
leglosci rzutu drugiego A" od osi x.

2) Odleglosé remtu bocanego od osi z réwna jest odleglosci
rzutu pierwszego od 0si X.

b) Obréémy plaszezyzne Py dokola osi y tak, by nakryla
sie z pierwszg plaszczyzng rzutéw P;; rzut 4"’ padnie wtedy
na prost, poprowadzong z pierwszego rzutu A4', prostopadle
do osi ¥.

Jezeli nastepnie obrécimy plaszczyzne P, wraz z plaszczy-
zng Py dokola osi x-6w tak, by padla na przediuzenie drugiej
plaszezyzny rzutéw, natenczas o§ y padnie na przediuzenie
osi z [Rys. 80].

Rysunek 80 wskazuje, w jaki sposéb wykresla si¢ wtedy
trzeci rzut 4’ punktu 4, ktérego pierwszy i drugi rzut jest dany.

Objaénij na rys. 80 konstrukcje drugiego rzutu punktu A, przyj-
mujac pierwszy i trzeci rzut za -dane!

75. Zagad-

nienie 1. Dany
fest pierwszy ¢ drugi
rzul klina prosto-
katnego ABCDEF,
kiorego jedna $cia-
na przyprostokatna
lezy ma pierwszej
plaszczyinierzutow,
druga zas jest row-
nolegta do drugiej
plaszezyzny rzutow.
Wykreslic rzut tego
klina ma plaszczy-
zne boczna, przeci-
najace — piermwsza
plaszczyzne rzutow
wzdduz osi y. [Ry-
sunek 81].
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Rozwigzanie. Trzeci rzut podstawy ABCD znajdowaé
si¢ bedzie w osi y. Dlaczego ?

Krawedz EF, réwnolegla do osi x, przedstawi sie w rzu-
cie bocznym jako punkt E"F", ktérego odleglo§é od osi v
rowna jest odleglosci rzutu E” (lub F”') od osi x.

Jak przedstawi si¢ rzut boczny Sciany ABEF, a jak
Sciany BCFH?

Wykresl rzut boczny tego samego klina, jezeli $viana BCF bedzie
rownolegla do drugiej plaszczyzny rzutéw !

76. Zagadnienie 2. Belka, ksztallu umiarowego gra-
niastostupa szesciosciennego, ledy na pierwszej plaszozyinie rzu-
tow tak, 2e krawedzie boczne sg rdéwnolegle do drugiej pla-
szeczyzny rzutow. Na lej belce © pierwszej plaszczyinie rzutdw
opiera sie druga belka, kidrej mormalny przekrdj jest kwadra-
tem. Wykreslic rzuty tych belek. [Rys. 82]Y).

Rozwigzanie. Wyobraz sobie plaszczyzne boczna, prze-
cinajgcg pierwsza plaszczyzne rzutéw podlug osi ! Rzut boeczny
pierwszej belki bedzie szeSciokgtem umiarowym, belki drugiej
prostokatem. Kazdy wierzchotek tych figur bedzie laczyl rzuty
boczne co dwéch wierzcholkéw belek. Dlaczego ?

Od wykreélenia rzutéw bocznych belek nalezy zatem za-
czaé rysunek.

Dlaczego szeSciokgt na rysunku ma jeden bok wspdlny
z osig ¥ ? Dlaczego prostokat narysowano tak, ze jeden jego
wierzchotek lezy na osi y, a jeden bok przechodzi przez wierz-
chotek szesciokata ?

Objasnij na rysunku konstrukcje rzutu pierwszego! Za-
znacz, ktére krawedzie w rzucie tym beda widzialne, a ktére
niewidzialne !

Drugi rzut tych bryt wyznaczysz, wykreslajae drugie rzuty
poszczegllnych wierzchotkéw — na podstawie wlasciwosci,
poznanych w art. 74 a), i baczac na to, ktére krawedzie sa
w drugim rzucie widzialne, a ktére sa niewidzialne!

Narysuj rzuty tych belek w nastepujacych potozeniach:

1) belka pierwsza ma pierwotne polozenie, belka za§ druga opiera
sig tylko na pierwszej belce $ciang ABEF, bedac rownolegla do pla-
szczyzny bocznej ;

2) belka pierwsza ma pierwotne polozenie, belka druga opiera sie
na pierwszej ciang ABEF i jest prostopadia do plaszezyzny bocznej.

') Nalezy uzmyslowié zagadnienie odpowiednim modelem.
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Rys. 82

77. Dotychezas . jednoczyliSmy plaszezyzne boezng z pierw-
sza plaszezyzng rzutéw, obracajac plaszezyzne boczng dokota
osi y. Mozemy jednak zjednoczy¢ plaszczyzne boczug z drugg
plaszezyzng rzutéw przez obrét dokola osi 2. .

Zauwaz przytem na rys. 80 i na stosownym modelu, Ze
po zjednoczeniu plaszczyzny bocznej z drugg plaszezyzng rzu-
tow, zachodza nastepujgce zwigzki: :

1) rzut bocany ¢ rzut drugi lego samego punktu leza na
jednej proslej, prostopadlej do 0si z;
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2) odleglosé rzutu bocznego punkiu od osi z réwna sie
odleglosci pierwszego rzutu tego punktu od osi x. :

Na podstawie tych zwigzkéw wykreslono na rys. 83 rzut
boczny szafki nocnej, ktérej pierwszy i drugi rzut sg dane.

'Objaénij rysunek, odezytaj wymiary szafki, nastepnie prze-
rysuj rysunek w skali 2:1!

RZUT BOCZNY 2 S7AFKA
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Zauwaz, ze w rzucie boczmym widzimy te $cianke szafki,
kidrej mie widzimy w obu pierwszych rzutach.

Wykreslanie zatem rzutu bocznego jakiego§ przedmiotu
moze mie¢ dwojakie znaczenie :

1) ulatwia wykreslenie pierwszego i drugiego rzutu tego
przedmiotu [por. rys. 82];

2) reut boczny daje widok tej czesci przedmiotu, kiorej
czesto mie widzimy ani w pierwszym ani w drugim rzucie.

78. Cwiczenia. ;

1) Przyjawszy stosownie plaszczyzng boczna, narysuj rzut boczny
katedry, ktdrej pierwszy i drugi rzut sa podane na rys. 75!

2) Wykresl rzut boczny domku, danego na rys. 76,

3) Wykre§l rzut boczny graniastostupa §cietego, przedstawionego

na rys. 77!
4) Wykre$l rzut boczny ostrostupa §cietego, przedstawionego na

rys. 79!
5) Przedstaw we wszystkich trzech rzutach: @) piee szkolny,

b) tawke, ¢) biurko, d) znany ci domek.

§ 2 OBROT UTWORU GEOMETRYCZNEGO, DANEGO PRZEZ
SWE RZUTY PROSTOPADLE, DOKOLA OSI, PRQSTOPADLEJ DO
PIERWSZE]J PLASZCZYZNY RZUTOW.

79. Celem nadania utworowi geometrycznemu dogodniej-
szego polozenia wzgledem plaszezyzn rzutéw, obracamy go
dokota pewnej osi.

W nastepnych artykutach zastanowimy sig¢ o obrotach
dokola osi, prostopadtej do pierwszej plaszczyzny rzutow.

80. Niech punkt I, ktérego pierwszy rzut oznaczono przez
I', drugi rzut przez II” [Rys. 84 a)], obraca sig dokola prostej
1, prostopadtej do pierwszej plaszczyzny rzutéw. Punkt I opisze
wtedy kolo w przestrzeui K, ktérego plaszczyzna P; jest row-
nolegta do pierwszej plaszezyzny rzutow, a wiec prostopadia
do drugiej plaszczyzny rzutéw. Oznaczmy punkt przeciecia sig
osi | z plaszczyzng P; przez S. Punkt S bedzie wlasnie Srod-
kiem kola K.

Spostrzegamy przytem nastgpujace wlasciwosei :

1) Gdy punkt I, obracajac sie W przestrzent dokota 1,
opisuje koto K, to jego pierwszy rzut I’ opisuje takie same
koto K' ma pierwszej plaszczyinie rzutow, dokola punktw U,
w ktdrym prosta U preebija te plaszczyzng.
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2) Drugi rzut I" punktu I opisuje wtedy prosta, rowno-
legla do osi x.

Rys. 84

Zbadaj te wlasciwosei na pogladzie, obracajac np. graniastostup
prosty, stojacy na pierwszej plaszczyznie rzutéw, dokola jednej jego kra-
wedzi bocznej !

Wiykresl pierwszy i drugi rzut punktu /, jezeli go obrdcisz dokola
prostej / o kat a = 30° 45° 50° 1800 ... zgodnie ze wskazéwka
zegarka.

81. Zagadnienie 1. Dany jest pierwszy i drugi rzut
odcinka A B, wyznaczyc jego prawdzing diugosé [Rys. 85].

Rozwigzanie. Pomyslmy sobie, ze poprowadziliSmy
przez jeden koniec np. B tego odcinka o$ I, prostopadls do
pierwszej plaszczyzny rzutow.

Pierwszy rzut I’ tej osi bedzie punktem, schodzgcym sie
z B, drugi rzut I” bedzie prosts, prostopadta do osi x.

Jezeli odcinek AB obracaé sie bedzie w przestrzeni dokota
tej osi /, to punkt B bedzie w spoczynku, punkt zas koncowy
4 opisze kolo, ktérego pierwszy rzut bedzie kolem, zakreslo-
nem promieniem A'B’ ze §rodka B’, drugi za$ rzut tego kola
bedzie prosta, przechodzgca przez A”, réwnolegle do osi x.

W kazdem wiec polozeniu, jakie przyjmuje odcinek pod-
czas tego obrotu, mozemy z latwosScia wykreslié jego rzuty.
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Wyobrazmy sobie
w koncu, ze obroéciliSmy
odcinek tak, ze zajagl on
potozenie réwnolegie do
drugiej plaszczyzny rzu-
tow; wtedy drugi rzut tego
odcinka bedzie r6wny sa-
memu odcinkowi (dlacze-
go ?), pierwszy za$S rzut 3
bedzie réwnolegly do osi x. o) : B! A;

Takie poloienie od- Q"""-“—-'—"-Z,O—--—~-~~—~-—-~—-©
cinka wzgledem drugiej v \
plaszezyzny rzutow mozesz 5
osiggnaé przez obrét jego Y Ko \: it
dokola osi ! — w prawo ko S
jub w lewo. Rysunek wska- e _,,/C)'/gl
zuje, jak wykresla sig rzuty
odcinka w tem szczeg6lnem Rys. 85
polozeniu.

Wyznacz prawdziwg wielko$é tego odcinka przez klad plaszczyzny
rzucajacej !

82, Zagadnienie 2. Dane sg rzuly wielokata (piecio-
kala), lezacego ma pia-
szczyinie, prostopadlej
do pierwszej plaszczy-
zny rautow. Wyznaczyc
prawdziwg wielkosc tego
wielokata [Rys. 86].

Wskazéwka. 1) Obrée
plaszezyzne wielokata doko-
ta jej drugiego $ladu o tak,
by zjednoczyla sie z druga
plaszezyzng rzutéw. Drugi
rzut wielokata w nowem
polozeniu bedzie réwny da-
nemu odcinkowi.

Przeprowadz konstruk-
cje!

2) Rozwiaz to zagadnie-
nie przez obrét wielokata
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dokola prostej /, prostopadtej do pierwszej plaszczyzny rzutéw, a leza-
cej na plaszczyznie wielokata ! |

3) Rozwiaz to zagadnienie przez klad plaszczyzny wielokata na
pierwsza plaszezyzne rzutow !

83. Zagadnienie 3. Narysowac rzuty szesciokata wmia-
rowego, lezgcego ma pluszczyinie prostopadlej do pierwszej pla-
szezyzny rzulow, danej
przez Slady v i h. [Ry-
sunek 87].

Wskazéwka. Wy-
obrazmy sobie, ze plaszczy-
zne szeSciokata obrociliSmy
dokota $ladu v tak, ze zjed-
noczyla sie z druga pla-
szezyzng rzutéw. SzeSciokat
przedstawi sie wtedy w praw-
dziwej wielkosei A, B, C D,
E,F,. Majac narysowany
juz szeSciokat, mozemy so-
% Wi _bie pomyS$le¢, ze obracamy
i g0 wraz z jego plaszczyzna

do pierwotnego polozenia
Rys. 87 dokota osi .

84, Zagadnienie 4. Szescian umiarowy, opierajacy sie
jednag Sciang o drugq plaszczyzne rzulow o jedng krawedszig
o pierwszq plaszczyzne rzutow, obrdcic o kat o dokoia prostej
l, przechodzacej przez jeden z wierzchotkow, leéacych na drugiej
plaszczyinie rzuldw, prostopadle do osi x. [Rys. 88 a)].

Wskazéwka. Rysojesz drugi i pierwszy rzut szeScianu w pier-
wotnem potozeniu. Drugi rzut przedstawi si¢ jako kwadrat, pierwszy
rzut jako prostokat, obejmujacy w sobie cztery prostokaty. Czemu sie
réwnaja diugoci poszcezegdlnych prostokatow ?

Niech 0§ obrotu przechodzi przez wierzchotek B. Poprowadz przez
B’ prostg B'D,’, nachylona do osi x pod katem e, a nastepnie zakre§l
z B’ tuki promieniami B'A’, B'D’, B'C’. Otrzymasz na prostej B’D,’
punkty A,’, D,’, C,’, ktére beda pierwszemi rzutami wierzchotkow
kwadratu ABCD w zmienionem potozeniu. Drugie rzuty zmienione tych
wierzchotk6w wykreslisz znanym sposobem.

Podobnie wykreslisz rzuty w zmienionem polozeniu kwadratn

EFGH.

- szczyzny rautow. Obro-
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85, Zagadnienie 5. Na rys. 88 b) done sg rzuly gra-
niastostupa prostego, o podstawie prostokainej, kidrego sciany
boczne majq polozenie
skosne do drugiej pla-

cic len grawmiastostup
dokola krawedzi AE
tak, aby jedna jego
sciana boczna przed-
stawita sie w praw-
dziwej wielkoscinw dru-
gim rzucie, zas druga
dctana boczna w lrze-
cim rzucie (bocznym).

Uczen przeprowa-
dzi rozumowania i kon-
strukcje samodzielnie!

Na ile sposobéw
mozesz wykona¢ taki
obrét ?

b)
86. Cwiczenia. s
p F 7 E n G n HI[ H " E”/ "
1) Na drugiej pla- e £ s
szezyznie rzutéw lezy % WF TSR Q_QG " OH m OF,
kwadrat i prosta [, pro- 1 1 3 1

stopadla do osi x. Obré-
ci¢ kwadrat dokola pro-
stej I o kat « == 809,
450, 909, ... i wykreslic
jego rzuty.

2)%)  Wykreéli¢
rzuty kota, lezgcego na 7 1 " 2 el ) oY 1 Yolld
plaszczyznie prostopadie] _@M%LA ,-Bi Dy .Cl
do pierwszej plaszezyzny - : P n
rzutéw, jezeli promieh
kolta r = 8 cm, za$§ kat
nachylenia plaszezyzny
kota do drugiej pla-
gzczyzny rzutéw wynosi
%= 80% 60% 6% .

Rozwisz zadanie
to dwiema metodami: za-
pomoca kladu i obrotu!

B. Kalieun-Chodowicki, Zarys geometrji wykresinej 9
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8) Dany jest pierwszy i drugi rzut ostrostupa prostego, ktdrego
podstawg jest szeSciokat umiarowy, lezacy na pierwszej plaszezyznie rzu-
tow. Ostrostup ten &cina plaszczyzna, prostopadta do drugiej plaszczyzny
rzutéw. Wykreslic siatke ostrostupa scigtego, wyznaczajac prawdziwe
wielkosci krawedzi bocznych przez ich obrét do potozenia réwnolegtego
wzgledem drugiej plaszczyzny rzutéw.

4) Obréé szecian, dany przez pierwszy i drugi rzut na rys. 88 a),
0 kat @ == 90° i wykre$l jego rzuty w tem nowem polozeniu !

5) Graniastostup dany na rys. 77 obré¢ dokola krawedzi £ ] o kat
o = 380° i wykreSl jego rzuty w nowem polozeniu !

6) Ostrostup dany na rys. 79 obréé dokola wysokosei tak, by
krawedz AB byla réwnolegla do osi x i wykreél nastepnie rzuty ostro-
stupa i przekroju /234!

CZESC 1V
O ROWNOLEGLYM RZUCIE UKOSNYM.

§ 1. ZASADNICZE WEASCIWOSCI ROWNOLEGYEGO RZUTU
UKOSNEGO

87. Rzuty prostokatne sa znakomita metodsg do przedsta-
wiania rysunkiem przedmiotéw, jezeli chodzi o ich wymiary;
podobiefistwo jednak ksztaltéw przedmiotéw czesto w tych
rzutach zaciera sie. Zato wielkie zludzenie ksztaltéw przed-
miotu daje nam jego réwnolegly rzut uko$ny na jedna pla-
szczyzng. Dlatego czgsto, obok rzutéw prostopadlych jakiegos
przedmiotu, rysujemy jego
rzut ukosny ).

W praktyce ocdbywa
sie rysowanie réwnol. rzutu
ukoSnego na podstawie na-
stepujgcych wlasciwosci :

1° Rzuty wukosne od-
cinkow rownoleglych sq
rowmnolegle. [Rys. 89].

Uzasadnij te wilasci-
woS¢ pogladem, ustawiwszy
trzy proste druciki wzgle-
dem siebie rownolegle,
a ich cienie przy Swietle
stonecznem niech ci przed-
stawiajg réwnolegle rzuty
ukodne tych odcinkow !

) Tu nalezy powtérzyé ,wstep* na str. 2—7.

O*



Te wiaéciwosé uzasadnia réwniez rysunek 89; objasnij go!

20 Reut ukosny odcinka moze byc mmiejszy, wiekszy lub
réwny temu odcinkowi — zalezy to od kata machylenia do pla-
szczyzny reutow prostych rzucajacych i odeinka samego.

Uzasadnij te wlasciwosé poglgdem, zmieniajac kat nachy-
lenia prostych rzucajacych i kgt nachylenia odcinka samego!

Oznaczywszy kat nachylenia prostych rzucajacych przez B, za$ kat
nachylenia odcinka przez «, uzasadnij, ze dla a = 0, 180— 2B rzut
ukosny odcinka réwny jest odcinkowi samemu, bez wzgledu na
wielkosé kqta B!

Stosunek dlugosci rzutu odcinka do dlugosci samego od-
cinka nazywamy spo6lczynnikiem skrécenia rzutu
odcinka.

Zauwaz na rys. 89, ze % = % — % = @, to znaczy:

Jeseli odcinki sa wzgledem siebie rdwnolegle, natenczas ich
reuty majg ten sam spolezynnik skrdcenia.

3% Jekeli punkt 1 dzieli odcinek a w pewnym stosunku,
np. 1:4, to w tym samym stosunku dzieli rzut ukosny 1’ tego
punkiu rzut ukosny a' odcinka a.

Przeprowadz dowéd tego twierdzenia wediug rys. 89!

Jezeli wiec punkt 2 jest srodkiem odecinka a, to rzut ukofny Z
jest grodkiem rzutu o',

4° Rezut ukosny kgta prostego, kidrego oba ramiona sg
rdwnolegle do plaszczyzny rzulow, jest katem prostym.

Uzasadnij te wlasciwosé pogladem! [Por. réwniez rys. 90].

88. a) Niech beda dane trzy plaszczyzny, do siebie pro-
stopadle P,, F,, F;. [Rys. 90]7).

Plaszczyzny te tworzg t. zw. prostokgtny ukiad pla-
szezyzn, a ich krawedzie x, y, 2 t. zw. prostokatny uklad
osi. Punkt O, w ktérym przecinaja si¢ te plaszczyzny, nazy-
wamy poczgtkiem uktadu. .

Odniesmy do tego ukladu plaszczyzn dowolny punki A
i wyznaczmy jego rzut prostopadly 4’ na pierwsza plaszczyzne
P,. Odcinek A4’ oznaczmy przez 2;.

Przez A’ poprowadzmy réwnolegle do osi x i do osi ¥,
a odcinki, ktére te proste odcinajg na tych osiach, oznaczmy
Przez ¥i, %.

1) Zaopatrzyé si¢ w odpowiedni model.
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Zauwaz na modelu, ze odcinek X, jest réwny odleglosei
punktu 4 w przestrzeni: od plaszezyzny P;, za$§ odcinek ¥,
odleglosci tego punktu od plaszczyzny P;!

Odcinki x,, ¢, % nazywamy spélrzednemi punktu A.

Rys. 90

b) Wyobrazmy sobie, Ze trzymamy powyiszy prostokginy
uklad plaszezyzn tak, Ze plaszezyzna P, ma polozenie réwno-
legte wzgledem plaszczyzuy rzutéw, ktérg jest np. plaszczyzna
rysunku. Z tego wynika, Ze réwniez osie x i 2 bedg réwno-
legle do plaszczyzny rzutow.

Obrawszy dowolny kierunek w przestrzeni, rzuémy row-
nolegle do niego na plaszczyzng rysunku uklad osi X, y, # wraz
z punkiem A, jego rzutem prostopadlym A’ i spolrzednemi
X1y, Y15 %

Zauwazymy przytem, ze:

1) Jakikolwiek przyjmiemy Kierunek prostych rzucajacych,
to zawsee rzuly X & & osi x i z bedg tworeyly = soba kal pro-
sty. [Por. 4° art. 87].
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2) Rezuty wszystkich odcinkow, rownoleglych do 0si x lub

do o0si #, bedg rownies réwnolegle do rzutéw tych osi i ronwmne .

tym odcinkom. [Por. 1° 2° art. 87). -

3) Razut y' 0si y bedzie mial kierunek zaleény od preyjeiego
kierunku prostych rzucajgcych.

Zwykle przyjmujemy kierunek prostych rzucajgcych tak,
by kat C ¢’y = 120°, 135°, 150°, 210°.

4) Wszystkie odcinki réwnolegle do osi y beda mialy swe
rzuty rownolegle do rzutu ¥y’ tej osi; co do wielkosei jednak
bedg kroétsze, wigksze lub réwne odcinkom samym, zaleznie
od przyjetego kierunku prostych rzucajacych.

5) Prayjowsezy raz kierunek rzutu y' osi Y, mogemy, nwie-
amieniajac tego kierunku, proste rzucajace tak emieniac, by od-
cinki, rownolegle w przestrzeni do o0si y, skrdcily sie w 2ade-
nym stosunku, np. %, £, 1.

Uzasadnij powyzszg wlaSciwosé przy pomocy rys. 89, zmie-
niajac proste rzucajgce w plaszezyznach rzucajgeych aa’, b, c¢’!

¢) Jezeli zatem na rys. 90 proste ¥, y’, # sg rzutami osi
ukladu prostokgtnego xy 2, wyobrazonego sobie w takiem po-
tozeniu wzglgdem plaszezyzny rzutéw (ph rys.), ze x i 2 sa
réwnolegle do tej plaszezyzny, to cheae otrzymaé rzut ukosny
As punktu 4, ktérego spélrzedne sg x,, ¥, 2, postapimy w spo-
s6b nastepujacy :

Od punktu Oy, kiéry jest rzutem ukosnym poczatku uktadu
O, odcinamy na prostej x' niezmieniona spéirzedng x,, na pro-
stej y’ skrécong spéirzedng y,. Skrocenie spéirzednej ¥ mozemy
przyjac z géry, wedlug umowy, np. przyjmiemy tak, by v =%
a zatem ¢ = {. [Por. 2° art. 87].

Otrzymamy w ten sposéb na prostych x', y' rzuty spol-
rzednych x;, y, punktu 4. Kreslac z koficéw tych rzutéw réw-
nolegle do x' wzglednie g’, otrzymamy w ich przecieciu sie
punkt A’s ktéry jest rzutem ukoénym punktu A’. [Dlaczego ?].

Prosta, wykreslona przez 4's, réwnolegle do #, bedzie
rzutem prostej 4’4 w przesirzeni. [Dlaczego?]. Jezeli zatem na
tym rzucie odetniemy od 4’s spélrzedng #, w naturalnej wiel-
kosci, otrzymamy punkt As ktéry jest rzutem ukosnym na pla-
szezyzng rysunku danego punktu A.

Dlaczego rzut uko$ny spélrzednej z, jest w danym przypadku
réwny dlugoSci spolrzednej samej?
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§ 2. RYSOWANIE ROWNOLEGLEGO RZUTU UKOSNEGO
WIELOSCIANOW

89, Zagadnienie 1. Na rysunku 91 dany jest pierw-
szy © drugi rzut prostopadly ostrostupa prostego, kidrego kwa-
dratowa podstawa ledy ma pierwszej plaszczyinie rautow.

Wykreslic rzut ukos-
ny tego ostrostupa na dru-
ga plaszczyzne rzutow pro-
stokatnych (na plassczy-
2ne pionowa).

Rozwigzanie.
OdnieSmy ten ostrosiup
do prostokgtoego uktadu
trzech osi'). O$§ x niech
schodzi sie z dang osig x,
0§ # z prosta, wykreslong
na drugiej plaszczyZnie
rzutéw prostopadle do x.
0§ y nalezy sobie wy-
obrazi¢ jako prostg, pro-
stopadla do obu osi po-
przednich w punkcie ich
przeciecia sig 0. OF y jest
zatem prostopadia de pla-
szezyzny rzutu ukoSnego
(t. j. do plaszezyzny pio-
nowej). )

Rzuty osi x i # schodzg si¢ z niemi samemi, ukoSny rzut
osi y niech przedstawia prosta y’, tworzgca z osig ¥ ka‘.t 150°,

Waszystkie odcinki, réwnolegle w przestrzeni do ¥, jak n;z.
1,B, DA bveda mialy swe rzuty ukosne réwnoleglﬁ do y'.
Rozchodzi sie tylko w jakim stosunku majg si¢ skrécié¢?

Niech stosunek ten bedzie ¢g=4%. W tym przypadku rzut
ukoény odcinka I, B otrzymasz, jezeli na prostej I, Bs, réwno-
leglej do ', odetniesz odeinek I, Bs = § I,B.

Rzut ukoény punktu C znajdziesz, jezeli przez C popro-
wadzisz réwnolegla do BB, gdyz wtedy I,Cs =14 1,C, i t. d.

1) Zaopatrzyé si¢ w odpowiedni model.
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Objasnij konstrukcje rzutéw ukoSnych innych wierzcholkéw kwa-
dratu ABCD!

Kwadrat ten przedstawi si¢ w rzucie ukoSnym jako réw-
nolegtobok A BsCsD; przyczem Srodek tego réwnolegloboku
bedzie rzutem ukoSnym Srodka kwadratu. [Dlaczego ?]

Objasnij na rys. konstrukcj¢ rzutu ukosnego wierzchotka W, poszcze-
gllnych krawedzi! Wskaz rzuty ukoSne poszczegdlnych §cian, rozeznaj,
ktére krawedzie i Sciany sg widzialne, a ktdére sa niewidzialne !

Uwaga. Przy rozwigzywaniu powyiszego zagadnienia
poznaliSmy, ze do wykreslenia rzutu ukosnego jakiego$§ przed-
miotu nalezy przyja¢ z gory: 1) kat y'x', zawarty miedzy rzu-
tami ukosnemi osi ¥ i ¥ [w powyzszym przypadku 150°];
2) spolezynnik skrécenia rzutéw odcinkéw, réwnoleglych do osi ¥
[w danym przypadku ¢ = }]. Od doboru tych wielkoSci zalezy
wyglad (charakter) rzutu ukosnego danego przedmiotu. Dlatego
wielkosci te nazywamy charakterystykg rzutu uko-
§nego. Méwimy i piszemy, Ze powyzszy rzut ukoSny zostal
wykreslony dla charakterystyki (150°, §).

90, Zagadnienie 2. Wykreslic rzul ukosny grawniasto-

Z SE? stupa prosiego, kidrego pod-

g stawa jest osmiokatem uméa-

rowym, lesgcym na plaszcgys-

nie, prostopadlej do plaszczy-

eny rzutu  ukosnego, jesels

charakterystyka rzulu jest:
(135, ).

Wskazdwka. Plaszczyzna
rzutu uko$nego niech bedzie pta-
szczyzna rysunkuw; plaszezyzna
podstawy bedzie przeto prostopadla
do plaszczyzny rysunku i z nia
gie przecinata wzdluz prostej x.

‘Wyobrazmy sobie trzecia pla-
szezyzne, prostopadia do obu pierw-
szych, ktdra przecina plaszczyzne
rysunkn wzdlvz prostej z, pla-
szczyzng podstawy wzdtuz prostej y.

Otrzymujemy w ten sposdb
uklad prostokatny trzech pla-
szczyzn i trzech osi, do ktdrego
odnosimy dany graniastostup, usta-
wiajac go tak, by krawedzie boczne
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byly réwnolegle do osi z, krawedzie za$§ podstawowe byly czescia réw-
nolegte do osi x, czesciag do osi y

Wskaz krawedzie podstawowe, ktére nie beda rownolegte do zadnej
z tych osi!

Wyobrazmy sobie teraz, ze wykonaliémy rzut ukosny prostokatnego
ukladu osi x, y, z i graniastostupa. Rzuty osi x i z zejda sie z niemi
samemi (dlaczego?), rzut osi y moZemy narysowac tak, by tworzyl
z osia x zadany kat 1359. [Por. art. 88 §), 8)].

Celem wykreélenia rzutn ukosnego podstawy dolnej graniastostupa,
wykonujemy klad jej plaszczyzny dokola osi x na plaszczyzne rysunku
i w kladzie rysujemy te podstawe w rzeczywistej wielkosci.

Z kladu tego przychodzimy do rzutu ukosnego podobnie jak na
rys. 91, z tg tylko réznica, ze tutaj wszystkie odcinki, rdwnolegte do
osi y, maja sie skraca¢ w stosunku 1:3.

Przyjawszy zatem odcinek A”A; réwnoleglty do osi y', réwny
1 A”A, wykreslimy rzuty ukoéne wszystkich innych wierzchotkéw pod-
stawy dolnej przy pomocy réwnoleglych do y’ i do prostej A A.

Jezeli odcinek E"” A" przedstawia rzeczywista diugos¢ krawedzi
bocznych graniastostupa, to diugoéé¢ ta nie zmieni si¢ réwniez w rzucie
uko$nym. Dlaczego?

Objaénij samodzielnie dalsza konstrukeje rzutu ukosnego!

Wykresl rzut ukoSny tego graniastostupa dla tej samej charakte--
rystyki w dwukrotnem powigkszeniu!

91. Zagadnienie 3. Dany jest prostopadly rzut poziomy
ceworoscianu umiarowego, kidrego jedna Sciana ledy na pla-
swczydnie poziomej rzutdw, a jedna krawedé schodzi sie z 0sig
X-0m, >

Wykreslic reut ukosny = W,
tego caworoscianu na pla- >
szczysme pionowg rzulow
dla charakterystyki (150, 3).
[Rys. 93].

Wskazowka. Nary-
suj pod osia x-6w tréjkat row-
noboczny i uwazaj go za rzut
poziomy czworoscianu. Punkt
przeciecia sie wysokosei W'
bedzie rzutem poziomym wierz-
chotka tego czworoscianu. Wy-
sokos¢ czworoscianu znajdziemy
przy pomocy trdjkata prosto-
katnego WW'A.

Wskaz ten tréjkat na
modelu czworo§cianu !
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Przez dowolny punkt osi x-0w kreSlimy nastepnie prosts z, prostopadia
do x, i prosta y', tworzaca z osia x kat 1509 przyjmujac te proste za rzut
uko$ny ukladu prostokatnego osi, do ktérego odnosimy dany czworoScian.

Przedtuzmy wysokos¢ AW’ tréjkata ABC do przeciecia sie z osia
Xx-0w, a przez ten punkt poprowadzmy réwnolegla do y'. Na tej prostej
bedzie rzut uko$ny wspomnianej wysokosci, jednak skrécony w stosunku 1.

: Objaénij dalsza konstrukcje rzutn ukosnego tej bryly ! Dlaczego wyso-
kos¢ czworoScianu wystepuje w rzucie ukoSnym w rzeczywistej wielkosci ?

Przerysuj rysunek w dwukrotnem powiekszeniu !

92, Cwiczenie. Na rys. 94 dany jest rzut poziomy i pionowy

. 1 W/I
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Rys. 94
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pomnika. Wykresli¢ rzut ukofny tego pomnika na plaszezyzne pionowa
rzutéw dla charakterystyki (1509, 3).

Objasnij nasamprzéd konstrukcje rzutu ukosnego na rysunku, a na-
stepnie narysa) ten rzut samodzielnie w skali 1:2!

93. Jezeli jaki§ wieloScian ma trzy do siebie prosto-
padie osie symetrji lub
trzy prostopadle, w jed-
nym punkecie schodzace
sie krawedzie, naten-
czas mozna te proste
przyja¢ za uktad osi,
do ktérego odniesiemy
ten wieloScian.

a)Na rys. 95 przed-
stawiono rzut ukoSny
oSmioScianu umiarowe-
go dla charakterystyki
(150°, 3), przyjmujae trzy
osie symetrji oSmioScia-
nu za osie ukladu. Prze- Rys. 95
kroj tego oSmioscianu
plaszczyzng xy jest kwadratem A°B° C°D°.

Obja$nij ten rysunek przy po-
, mocy modelu (drucianego), a na-
C. stepnie wykonaj rys. samodzielnie !

T
3

b) Rys. 96 przedstawia rzut
sze§cianu umiarowego dla cha-
rakterystyki(135° 1), przyczem
przyjeto trzy krawedzie sze-

c” §cianu, schodzgce si¢ w wierz-

< cholku D, za osie ukladu.

Jak widzimy, rzut ukos$ny
szeScianu dla powyzszej cha-
rakterystyki nie robi dobrego
_ wrazenia: szeScian przedsta-
o i lﬁ g wia sie zanadto wydtuzony.
—IB"  Tego sposobu rysowania uzy-

l wa sie jednak w praktyce
Rys. 96 bardzo czesto, dla tatwosci
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Rys. 97
przenoszenia odcinkéw y do

rzutu ukosnego. l 3
Rzut ukosny dla powyz- / \

szej charakterystyki nosi na- \

podpora drewniana w trzech
rzutach prostopadlych, na
podstawie ktérych narysowa-
no rzut uko$ny dla charakte-
rystyki (150°, %).

Objaénij ten rysunek i prze-
rysuj go w innej skalil!

Narysuj nastepnie rzut uko-
ény podpory drewnianej, danej na
rysunku 98, przyjawszy stosowny Rys. 98

]
\
[;

Ld

1) Nazwa pochodzi od wloskiego geom. Cavalieri’ego [1598 —1647].

zwe perspektywy ka- %
walerskiej?). & !
¢) Na rys. 97 dana jest ]

uklad prostokatny osi i charaktery-
styke. "
d) Przedstaw w rzucie ukosnym dla
charakterystyki (150° 4) podpor¢ maro-
wang, dang przez trzy prostopadle rzuty
na rys. 99.

e) Na rys. 100 przedstawione s
w trzech rzutach prostopadtych schody.
Narysuj ich rzut ukoSny dla charaktery-
styki (135°, 1), przyjawszy za uktad
trzech osi krawedzie, schodzace si¢ w punk-
cie O,. "

9%, Waszystkie dotychczasowe
rzuty ukosne sa wykreSlone dla kata
(y' x') < 180°.

Obrazy te przedstawiajg si¢ nam
tak, jak gdybySmy patrzyli na przed-
mioty z bardzo wielkiej wysokosei.
Takie rzuty uko§ne nazywamy dlatego
.perspektywa ptasia“.

<
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§ 3. RZUT UKOSNY KOEKA, WALCA (STOZKA), KULI

Z a) Rysunek 101 przedstawia 3 :
5 nam 3zutysze§cianu dlg charakte- 96. @) Na dowolnej plaszezyZmie ) narysu]mg 1::;0 lI){’
ST rystyki (210°, 1). Podstawa dolna a nastepnie rzuémy go .réwno}egle nalgiaszczywe 2 y Y
LS e v szeScianu jest dla nas widoczna; rzut §rodka O zeszed’l si¢ z 0. ﬂ%’ys. ]-1 £y A B
E szeScian przedstawia sig¢ tak, jak Rzuty poszcze.g(-)ln.ych punktéw kola 1, &, z;dz;m . r:)st é
. ! gdybySmy oko nasze umiescili po- C, D otrzymamy, jezeli przez te p\{nl.(ty poprowm icl? I:mkty
& ! nizej bryly. rzucajace, rownolegte do pros'te] '00:1 v:ymaczy 5 gzut(’)w
3 X Rzuty ukoéne dla charaktery- przebicia ', 2, 8, 4, ... A, B,’ o el plasiggzll{lgh K
styk, w ktérych kat (3’ ¥) > 180° P,. Rauty te utworzq krzywa K', ktéra jest rzuie )
nazywamy ,perspektywsg za-
big®.
7.l
Rys. 101 L=z
b) W takiej perspektywie __ %
dla charakterystyki (2100, {) jest "l NS
przedstawiona na rys. 102 korona EEarE
stupa o przekroju kwadratowym. e

Narysuj rzut poziomy i piono- o
wy tego stupal ;

95, Cwiczenia.

1) Narysuj rzut ukosny dla charakte-
rystyki (2109, }) gotyckiego stupa podporo-
wego, ktérego pierwszy i drugi rzut s dane
na rys. 103.

TR R o A

2) Przedstaw w rzucie ukoSnym katedre, ;
dang w rzutach prostopadiych na rys. 75, i Rys. 104

8) Narysuj rzut ukoény szafki, danej

przez swe rzuty prostopadle na rys. 88. . A b
nastepujace wiasciwosci krzywej B :
4) Przedstaw w rzucie uko$nym piec b) Spostrzegamy epuja

szkolny dla charakterystyki (2109, 1). 1o Przyjmijmy dowolne Srednice W kole K', mp. A g,;,CD’
Rysunek wykonaj w podzialce 1:10. 13, 24,... i wyznaczmy ich rzuty Ar’Br, C"D', 1’3. ’h l-
Rzuty te przechodzi¢ musza przez 0’, ktéry musi by¢ ich wWSpo
nym Srodkiem. [Dlaczego ? Por. 3° art. 87].
Rys. 103
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Rezut O jest zatem Srodkiem krzywej K', zas rzuty A'B’,
CD, 13, 24,... sg Srednicami tej krzywej.

2° Wiemy, ze styczne kola K, wykreslone w koncach ja-
kiejkolwiek srednicy s3 do siebie réwnolegle; np. styczne s,
i 8, 8 i 8, wykre§lone w koricach §rednicy AB, CD.

Rzuty s;', S’y 8, 8., ... stycznych kola K sa stycznemi
krzywej K’ [Uzasadnij to!]. A poniewaz rzuty ukosne dwoch
prostych réwnolegtych sa réwniez réwnolegle, przeto s, Il 85",
85 ||8y... A zatem:

Stycane krzywej K', wykreslone w kovicach jakiejkolwiek
jej $rednicy, sa do siebie rdwmnolegle.

3° Wezmy na uwage w kole K dwie jakiekolwiek srednice,
do siebie prostopadle, np. AB i CD. Zauwazymy po pierwsze,
ze kazda z tych érednic potowi cieciwy, réwnolegle do drugiej;
po drugie, ze styczne kola, wykreSlone w koncach jednej §red-
nicy, sa réwnolegle do drugiej. Takie dwie Srednice kola nazy-
wamy parg §rednic sprzezonych.

Rzuty dwéch srednic sprzezonych kola, np. A'B' i C'D',
tworza pare Srednic krzywej K’, ktére niezawsze sg do siebie
prostopadle, jednak zatrzymujg zawsze obie powyZej naprowa-
dzone wlasciwosci érednic sprzezonych kotla, to jest:

Po pierwsze :

Kazda ze srednic A’B’ i C'D' krzywej K' polowi ciecinwy,
réwnolegle do drugiej. [Uzasadnij to przy pomocy art. 87].

Po drugie:

Styceme krzywej K', wykreslone w kowctch jednej & tych
$rednic, sg réwnolegle do drugiej. [Dlaczego ?].

Takie dwie S§rednice krzywej K’, jak A'B' i C'D’, nazy-
wamy parg §rednic sprzezonych.

Jezeli §rednice sprzezone krzywej K’ sg do siebie prosto-
padle, nazywamy je osiami.

4° Na rys. 104 przyjeliémy jedng Srednice AB w kole K,
réwnolegle do plaszczyzny rzutéw P, z czego wynika, ze rzut
tej érednicy, jak réwniez rzuty wszystkich cigciw, réwnole-
gltych do niej, przedstawiajg si¢ w prawdziwych dlugosciach.
[Dlaczego ?].

Rzut érednicy sprzezonej CD, jak réwniez rzuty wszyst-
kich cieciw, réwnolegtych do niej, skracaja si¢ w tym samym
stosunku. [Por. art. 87].
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. Wobec tego mozemy wykreslié punkty 7, 2/, 3, 4,...
krzywej K’ przy pomocy kota K,, zakreslonego na srednicy 4'B’.

Uzasadnij te konstrukcje i ‘opisz ja stowami!
Tej konstrukeji punktéow krzywej K’ nie mozna zastosowac wtedy,
gdy Srednice sprzezone krzywej K’ sa do siebie prostopadie. [Dlaczego ?].

5° Krzywa K’ mozna uwaza¢ za przekrdj ptaszezyzng
rzutéw walca, opisanego na kole K, ktérego tworzgce sg réw-
nolegte do kierunku rzutu ukoénego 0O0'.

Krzywa K' nazywamy elipsa?).

97. Zagadnienie. Dana jest elipsa e, kiorej obndd jest
wykreslony. Wyznaczyc: @) pare srednic sprzesonych, b) sro-
dek, c) osie tej krzywej. [Rys. 105].

Wskazéwka. Wy-
kresl dwie rdwnolegle cig- N
ciwy 72, 34. Prosta, laczaca
§rodki tych cieciw, jest jedna
Srednicy r tej krzywej. Wy-
kre$l nastepnie cieciwe 25,
réwnolegla do 7. Jezeli przez
srodek tej cigciwy poprowa-
dzisz prosta g, réwnolegty do
cigciwy 72, to bedzie to sred-
nica, sprzezona z 7.

Punkt przeciecia sig O
tych $rednic jest Srodkiem
elipsy.

Celem wyznaczenia osi
krzywej e, zakreSl z jej Rys. 105
$rodka dowolne kolo, a punk-
ty, w ktérych ono przecina elipse, oznacz przez 6, 7, &8, 9.

Jezeli polaczysz $rodek cieciwy 67 ze Srodkiem O, otrzymasz
jedng of tej krzywej. Prosta ta bowiem jest prostopadia do wszystkich
cieciw, rownolegtych do 6 7, a zatem rowniez do Srednicy z nig sprzezonej.

98. a) Na rys. 106 przyjeliSmy na plaszczyznie P, kolo K,
narysowaliémy pare Srednic sprzezonych ABi CD, a nastgpnie
opisaliSmy na kole kwadrat, styczny w koncach tych Srednic.

Poszczegélne punkty a, b, ... éwiartki obwodu kola BC
mozemy otrzymac¢ w sposob nastepujacy :

1) Wedlug podrecznika Geowmetrji dla kl. III powtérz o rzucie prosto-
padiym kota! — Rozwigz éw. 23 art. 20! :

Czem jest przekrdéj walca obrotowego w ¢w. 7) art. 63 ze wzgledu na
kolo podstawowe tego walca?

B. Kalicun-Chodowicki. Zarys geometrji wykredla. 10
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Podzielmy polowe boku kwadratu CE na pewna ilo§é
rownych czesei, np. na 3 czesci punktami 7 i 2. Nastepnie po-
dzielmy na taka samgq ilo¢ réwnych czesci promien OC punk-
tami 7 i 11,

L tadeie P st e

P
;
@)
|
Q
|
!.
(o 38
fi
|

o~
Rt - e CEA LI

Rys. 106

Punkty podzialu 7, 2 na CE polgczmy z punktem B,
punkty za8 podzialu I, II na OC z punktem A. ;

Udowodnimy przedewszystkiem, ze punkt b, w ktérym
przecinajg sie proste BI i Al, znajdowaé sie musi na obwodzie
danego kola.

Wezmy na uwage tréjkaty BE1 i AOIL Tréjkaty te sg przy-
stajgce, gdyz BE == 40, E1 — OI, ¥ E — X 0 — 90°. Stad
wynika, ze C B w pierwszym tréjkgcie jest rowny < 4 w dru-

" érednice sprze-
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gim tréjkgcie. A poniewaz rami¢ BE kata B jest prostopadie
do ramienia 40 kata A, przeto réwniez rami¢ BI musi by¢
prostopadte do ramienia 41. Punkt wiec b, w ktérym przecinajg
sie te ramiona, znajdowaé si¢ musi na obwodzie danego kola.
Udowodnij tak samo, ze punkt g, w ktérym przecinaja sig proste
B2 i Al znsjduje si¢ rowniez na obwodzie kota K.
Objaénij analogiczng konstrukeje punktéw cwiartki obwodu kota

AC, AD, DB!

b) Wyobraimy sobie teraz, ze rzuciliSmy koto K ukoénie
va plaszcezyzne P,.

Rzuty 4’B’ i C'D’ érednic AB i CD beda Srednicami sprze-
zZonemi elipsy K'.

Rzut kwadratu, opisanego na kole K, bedzie réwnolegto-
bokiem, opisanym na elipsie K’ w koncach Srednic sprz¢zonych
AB i CD.

Rzuty 7', 2’ punktéw 1, 2 dzielq na 3 rowne czeSci odei-
nek C'E’, podobnie rzuty I, II' punktéw I, 11 dzielg na 3 ré6wne
czeSci odcinek O'C’. [Dlaczego ?].

Proste B'1I' i A'I' sq rzutami prostych BI i AI; ich punkt
przecigcia si¢ b’ jest zatem rzutem punktu b kola, jest wigc
punktem elipsy K'. Podobnie uzasadnimy, ze punkt &', w ktérym
przecinaja sie proste A'II' i B'2’, jest rowniez punktem elipsy K'.

Objaénij konstrukcje punktéw dalszych czesci elipsy.

Doszliémy zatem do konstrukeji elipsy, ktéra si¢ da prze-
prowadzié przy uzyciu samego tylko lineatu.

Opisz te kon-
strukcje stowami!

Kounstrukeji
tej] mozna uzy¢é
i wtedy, gdy

zone 83 prosto-
padie do siebie,
gdy zatem elipsa
jest dana przez
swe osie, jak to
widzisz na ry-
sunku 107.
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Objasnij konstrukcje elipsy na rys, 107! Wykresl elipse, jezeli
a) osie jej sg diugie 10 cm, 6 cm; ) érednice sprzezone sg dlugie 10 cm,
8 cm, kat za$ miedzy niemi zawarty wynosi 80°.

99. Zagadnienie. Wykreslic rzut ukosny walca obro-

towego dla charaklerystyki (135, }), jedeli plaszczyzna jego pod-
stawy ma polotenie prosiopadle do plaszczyzny rzutéw. [Rys. 108].

Rozwigzanie. Przyjmijmy plaszezyzne poziomg rzutéw
za podstawe walca, a plaszczyzne pionowg za plaszczyzne rzutu
ukosénego.

Jak si¢ przedstawi walec w rzucie poziomym, a jak w rzucie
pionowym ?

10/

Rys. 108
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Przyjmijmy w walcu trzy osie do siebie prostopadie: os
# niech sig schodzi z osig walca, 0§ x z srednica AB kola pod-
stawowego, réwnolegla do plaszezyzny rzutu ukosnego (pla-
szezyzna pionowa); o§ y bedzie wtedy prostopadla do tej pla-
8ZCZyzny.

Weskaz rzuty poziome i pionowe tych osi!

Jezeli wyobrazimy sobie teraz, Ze rzucamy walec uko$nie
na plaszczyzne pionowg rzutéw, natenczas rzuty x' i ¥’ osi x
i z bedg zawsze tworzyly ze sobg kat prosty, rzutowi zas y’
osi ¥ mozemy nada¢ dowolny kierunek, a wigc wedlug tematu
zagadnienia taki, by tworzyt z x’ kat 135°.

Kolo podstawowe K walca przedstawi sie w tym rzucie
ukoénym jako elipsa K', ktérej jedna Srednica 4'B’ réwnaé sie
bedzie §rednicy 4B kola, $rednice za§ z nig sprzezong C'D’;
lezgca na osi y’, mozemy skrécié w dowolnym stosunku, a wige
wedlug tematu jak 1:2.

0§ walca przedstawi si¢ w rzucie ukosSnym w prawdziwej
wielkosei ; rzut ukosny kota gérnego bedzie elipsg, przystajacg
do elipsy K'.

Uczen wykresli te elipsy zapomocg konstrukeji, wyjasnionej na
rys. 106.

Kontur rzutu ukosnego walca sktadaé si¢ bedzie ze wspol-
nych stycznych obu elips, rownoleglych do osi walca i czesci
obwodéw tych elips.

Wykredli¢ rzut ukosny stozka obrotowego, ktorego plaszczyzna
podstawowa jest prostopadta do plaszczyzny rzutdw.

100. Zagadnienie. Wykreslic reut ukosny kuli dla
charakterystyki (135° $). [Rys. 109].

Rozwigzanie. Niech §rodek kuli O bedzie poczatkiem
uktadu prostokatnego osi. O§ 2z i x przyjmijmy réwnolegle do
plaszezyzny rzutu ukoénego, o§ y prostopadle do tej pla-
SzZczyzny.

Na plaszezyznie (xz) lezy kolo wielkie kuli K, ktoére
w rzucie uko$nym przedstawi sie jako kolo K’ w tej samej
wielkosei.

Na plaszezyZnie (xy) lezy kolo wielkie K,. Rzut jego K,’
wykreélisz znanym ci sposobem.

Tak samo z latwoScig wykre§lisz rzut kola wielkiego K,
lezacego na plaszczyinie (zy). ‘
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Wykreél rzut ukofny dowolnego potudnika, dowolnego réwnolez-
nika kuli!

Kontur rzutu ukosnego kuli stanowié¢ bedzie obwied-
nia rzutéw wszystkich kél, lezgcych na kuli.

Rys. 109

Kontur ten jest elipsg e, podtug ktérej przecina plaszeczy-
zna rzutéw walec, opisany na kuli, réwnolegle do kierunku

rzutu ukosnego.

Podaje bez dowodu konstrukc]e osi tej elipsy:
Osig mniejszg jest Srednica kota K', prostopadia do y'.

Pélos O'L = MC',

SPIS RZECZY

Wstep

CZESC I
Rzut prostopadly na jedna plaszczyzne

. Rzut prostopadly punktu

. Rzut prostopadly odcinka i linji plosteJ -

- Rzut prostopadly plaszezyzny i figury na niej le?qce|
. Kfad ptaszczyzny. Podniesienie ptaszezyzny .

. Rzut prostopadly wieloscianu .

un UR AL L L
U W N =

CZESC II

Rzuty prostopadte na dwie plaszczyzny, prostopadie
wzgledem siebie

§ 1. Rzuty punktu ;

§ 2. Rzuty odcinka i linji proste1

§ 3. Rzuty plaszezyzny i figur na niej lechych

§ 4. Klad i podniesienie plaszezyzny rzucajgcej . ;

§ 5. Kiad dowolne]j plaszezyzny na pierwsza plaszezyzne lzutdw i pod-
niesienie dowolnej plaszezyzny z pierwszej plaszezyzny rzutéow .

§ 6. Rzuty bryly

§ 7. Zagadnienia miarowe, dotycmce w1elo§clan0w ktérych rzuty pno-
stopadle zostaly wykre§lone

CZESC III

§ 1. Rzuty prostopadie na trzy plaszczyzny, wzgledem siebie prosto-
padtle

§ 2. Obrét utworu geomehyczuego danego przez swe rzuty prosto-
padle, dokola osi, prostopadlej do pierwszej plaszezyzny rzutéw .
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CZESC 1V
O réwnoleglym rzucie uko§nym 8tr.
§ 1. Zasadnicze wiasciwosci rownoleglego rzutu uko$nego . . . 131
§ 2. Rysowanie réwnoleglego rzutu ukoénego wieloScianéw . . PR, 2310 i 1% b
§ 3. Rzut ukosny kola, walca (stozka), kuli . . . . . . . 143 3

Zauwazono blad drukarski: na str. 7 wiersz 12 zamiast 3 90°, ma
byé = 900







