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PRZEDMOWA

Tom I ,,Architektoniki $wiata*“ mial na celu uzasadnie-
nie gnozeologiczne metafizyki, jako $cistej nauki o strukturach
uniwersalnych, opartej o logike geometryczna. Stawiajac sobie
jednak tego rodzaju zadania, ,,Prolegomena do architektoniki
$wiata® mogly tylko w sposéb bardzo ogélnikowy zajaé sie sa-
ma podstawa tej metafizyki, ta wlaénie logika geometryczna,
architektoniczna; obszerniejsze bowiem jej traktowanie rozbi-
toby sp6jnosé tych ,,Prolegomenéw®, obracajacych sie przede-
wszystkiem wokél zagadnien teorjopoznawczych. Teraz jednak
z kolei rzeczy musimy uzupelnié¢ te braki i postaraé sie w sposéb
bardziej systematyczny zalozy¢ dla tej metafizyki podstawy rze-
czowe. Blizej wigc musimy zaja¢ sie teraz ta logika geometrycz-
no-architektoniczna, ta topologika, pamietajac jednak, ze traktu-
jemy ja tutaj, mimo wszystko, nie jako samodzielng dyscypline,
nie jako cel sam w sobie, lecz tylko jako czlon integralny archi-
tektoniki Swiata, i ze wobec tego te jedynie jej strony powinny tu
przyj$¢ zasadniczo do glosu, ktére mieszcza sie¢ w ramach tej ar-.
chitektoniki §wiatowej. W my§l tego tylko w dodatkach pozwo-
lilismy sobie rozpatrze¢ bardzo krétko z punktu widzenia archi-
tektonicznego dwie kwestje czysto logiczne, azeby wykazaé
obecno$¢ pierwiastkéw architektonicznych nietylko w logice po-
jeé, lecz réwniez sadéw i wnioskdw. Natomiast wielki nacisk

polozylismy na sprawe odkrytych przez nas logicznych struktur
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harmonicznych, ktére posiadaja pierwszorzedne znaczenie dla
architektoniki §wiata, spokrewniajac logike architektoniczna nie-
tylko z dziedzina geometrji rzutowej, lecz réwniez z arytmetyka
i akustyka. Do jakiego stopnia realna dziedzina akustyczno-
muzyczna jest przepojona pierwiastkiem logicznym i, odwrot-
nie, w jak wysokim stopniu dziedzina logiczna kryje w sobie
mozliwoéci akustyczno-harmoniczne, widac to specjalnie z roz-
dzialu XIII, w ktérym podajemy system logiki tonéw harmo-
nicznych.

Tom niniejszy ,Architektoniki §wiata™ zawiera tedy w sobie
nietylko bardziej systematyczne ugruntowanie logiki geome-
tryczno-architektonicznej, lecz przedstawia réwniez bardziej
szczegblowe jej rozwinigcie, specjalnie co do tych kwestyj, kto-
re w pierwszym tomie byty tylko wzmiankowane, a wigc prze-
dewszystkiem wlaénie, gdy chodzi o elementy i struktury har-
moniczne oraz ich odwzorowania geometryczne i akustyczne.
Uzupelniwszy w ten sposéb rzeczowe podstawy ,,Architektoniki
§wiata®, zaznajomiwszy sie¢ blizej z architektonikg §wiata lo-
gicznego, uprzytomniwszy sobie przytem doktadnie pozalogicz-
ne znaczenie tych struktur, bedziemy jui teraz nalezycie przy-
gotowani do tego, aby otrzymane rezultaty architektoniczne gle-
biej prze$wietli¢ w tomie IIT z punktu widzenia kategorjologji
i metafizyki.

Warszawa, w czerwcu 1934 r.
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Rozdziatl L

ZGEOMETRYZOWANIE SYSTEMU PEWNIKOW LOGIKI
SCISLE].

Zanim przejdziemy do spraw wla$ciwych logiki geometrycz-
nej, musimy przedewszystkiem zajaé si¢ nieco blizej logika al-
gebraiczng ktéra mamy zamiar podda¢ geometryzacji. Ta lo-
gika algebraiczna (algebra logiki) przedstawia system, oparty
o szereg zasad naczelnych (pewnikéw), z ktérych juz droga de-
dukcji otrzymujemy dalsze twierdzenia'). Oprzemy si¢ przy po-

nizszem przedstawieniu algebry logiki na pierwszym systemie

1) Jezeli chodzi o blizsze zorjentowanie si¢ w dziedzinie algebry logiki,
ktéra lezy u podstawy logiki geometrycznej, to czytelnik polski znajduje sig
tu w nader szcze$liwem polozeniu, moze bowiem korzystaé z calego szeregu
prac oryginalnych w jezyku polskim. A wicc, Ajdukiewicz: ,,Gléwne zasa-
dy metodologji i logiki formalnej*, 1928 (autoryzowany skrypt wykladéw);
Kotarbinski: ,,Elementy teorji poznania, logiki formalnej i metodologji
nauk®, 1929; Lukasiewicz: ,Elementy logiki matematycznej*, 1929 (auto-
ryzowany skrypt wykladéw); Stamm: ,Zasady algebry logiki“, 1913; J. Sle-
szyhski: ,, Teorja dowodu® (t. I, 1925, t. II — 1929). Do wyzej wymienio-
nych prac dolaczyé nalezy réwniez: Czezowski: ,Klasyczna nauka o sadzie
i wniosku w §wietle logiki wspélczesnej*, 1927 oraz tlomaczona z francu-
skiego ksiazke Couturata: ,Algebra logiki®, 1918.

Z prac wyzej wymienionych ksiazka Stamma zaklada u swej podstawy ten
sam, co i my, system pewnikéw (pierwszy system Huntingtona) i z tego po-
wodu bodaj ze najlepiej nadaje sie jako ksiazka pomocnicza dla czytelnika,
ktéryby odczuwal potrzebe takiej pomocy, gdy chodzi o strong algebra-
iczna poruszonych tu zagadnief.
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pewnikéw, podanym przez E. Huntingtona w jego pracy: ,,Sets
of independent postulates for the Algebra of Logic* (Transac-
tions of the American Mathematical Society. Vol. 5, 1904, str.
292—296).

Huntington bierze pod uwage ogét elementéw, w ktérym ist-
niejg przynajmniej dwa rézne od siebie elementy, przyczem je-
zeli do-systemu tego naleza elementy @ i b, to nalezeé¢ do nie-
go beda réwniez elementy @ + b i ab czyii suma i iloczyn lo-
giczny elementéw @ i b (u Huntingtona i ta konstytucja syste-

mu sformulowana jest w postaci dwéch pewnikow).
Pewniki, rzadzace tym systemem elementéw, sa nastepujace:
1* Istnieje element 0 taki, ze dla dowolnego elementu @ ma-
my a4-0=a

1> Istnieje element I taki, ze dla dowolnego elementu @ ma-

my g X [—=a
22 at+b=b+a
2> ab=ba

3 a+-bc=(a+0b)(a+ o)

8 a(btco)=ab-+ac

4* Istnieje taki element o', odpowiadajacy elementowi a, ze
atd =1
oraz

4> Istnieje taki element «’, odpowiadajacy elementowi a, ze
aa =0.

Ad. 1. Elementy 0 i I sa to dwa graniczne elementy systemu
algebry logiki, co do ktérych pézniej przekonamy sig, ze 0 jest
najmniejsza treicig logiczna, I za$ treécia najwicksza (por. str.
32, tw. 12). Pewnik 1-y stwierdza istnienie tych elementéw, ja-

ko modutéw dodawania i mnozenia, t. j. takich elementéw, kt6-
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re — podobnie jak 0 i 1 w arytmetyce — nie zmieniaja elemen-
téw, z ktéremi sa polaczone znakiem + (modul 0) lub znakiem
X (modut 7).

Istote modutéw logicznych zrozumiemy, jezeli sobie uprzy-
tomnimy to, co$my przed chwilg powiedzieli, ze 0 jest najmniej-
sza, za§ 1 najwigksza treécig logiczna. Otéz najmniejsza, naj-
ubozsza, najmniej zdeterminowana treé¢ logiczna — to pojecie:
,»przedmiot® (,,byt — ,,co§”). Jezeli tak, to jest rzecza zrozu-
miala, ze powiedzieé¢ o jakim$ elemencie, ze jest @, jest réwno-
wazne z powiedzeniem, ze jest on @ + 0, albowiem @ + 0 zna-
czy wlaénie ,,przedmiot . Co za§ do wzoru a X I = a, to glo-
si on w my$l znaczenia mnozenia logicznego, ze, szukajac naj-
wiekszej czeSci wspélnej dla treéci logicznych @ i 1, znajdujemy
ja —a. Wobec tego ze I jest to tre$¢ najwicksza, najbogatsza,
taka, ktéra obejmuje (zawiera w sobie) wszystkie inne tresci,
wiec i tre§¢ a zawarta jest cala w I; jezeli za$ tak, to, oczywi-
$cie, czeScia wspblna a i 1 jest a.

Ad 2. Wzory @ + b = b + a oraz ab = ba wyrazaja t. zw.
prawo przemienno$ci dodawania i mnozenia logicznego, w mys$l
ktérego suma i iloczyn logiczny nie zaleza od porzadku dzia-
tan: ten sam rezultat otrzymamy, dodajac pojecie b do pojecia a,
co i dodajac pojecie a do pojecia b; podobnie w mnozeniu. Pra-
wo to obowiazuje i w zwyklej algebrze.

Ad 8. Wzory 3* i 8" wyrazaja t. zw. prawo rozdzielnosci
(dystrybucji). Wzér 8°: a (b + ¢)=ab + ac znany jest z alge-
bry zwyklej. W algebrze logiki ma on nastgpujace znaczenie:
element wspélny') pojeciu @ i pojeciu b + ¢ sklada si¢ z dwoch
czebci: elementu wspdlnego pojeciu a i pojeciu b oraz elemen-
tu wspdlnego pojeciu a i pojeciu ¢ (i vice versa). Ten moment

1) Wiasciwie: maksymalnie wspélny.
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wspllny miedzy a i b + ¢ zostal wigc tu rozdzielony, roztozony
na dwie czgéci, stad nazwa prawa rozdzieino$ci (tutaj rozdziel-
noSci mnozenia logicznego). Wobec za§ dodawania logicz-
nego obowiazuje wzor 3% a 4 bc = (a+ b) (a + ¢). Znaczy to:
azeby doda¢ do a iloczyn logiczny b . c, trzeba dodaé do « raz b,
drugi raz ¢ i sumy te pomnozy¢ przez siebie (i vice versa).

Ad 4. Wzory 4% i 4° podaja okreflenie elementu negatyw-
nego (przeczacego) @ (czyli otrzymanego z elementu a przez
dzialanie negacji) przy pomocy odpowiadajacego mu elementu
pozytywnego (twierdzacego) @ oraz elementéw 0 i 1. W mysl
tych wzoréw element @’ jest to taki element, ktéry 1) dopelnia
element @ do 1 (@ + & = 1) i 2) ma minimum wspélnoéci z ele-
mentem @ (@ X @ = 0).

Do tych wstepnych wyjasnien, dotyczacych powyzej podane-
go systemu pewnikéw algebry logiki, musimy dolaczyé jeszcze
szereg dalszych. Ot6z przedewszystkiem musimy zwrécié uwage
na to, ze elementy @, &, ¢ nie sa to w naszem rozumieniu klasy
(mnogosci) przedmiotéw, podpadajacych pod jakie§ pojecie,
lecz ze sa to wlasnie przedewszystkiem same pojecia a, b, ¢ —
tresci myslowe, sensy, a wiec np. pojecie ,,czlowiek® znaczy tu
nie ,klasa ludzi, lecz ,,0g6t cech, wlasciwych kazdemu czlo-
wiekowi®. Stowem, powyzszy system pewnikéw jest u nas prze-
dewszystkiem systemem pewnikéw logiki treéci, nie za$ logiki
zakresu (klas).

Nastepnie zwracamy uwage na pewien charakterystyczny rys
powyzszego systemu pewnikéw. Otéz wszystkie pewniki wyste-
puja w nim w dwéch postaciach, rozdwajaja si¢, wyrazaja sie
podwojnie: pierwszy wzér dotyczy dodawania, drugi mnozenia.
Mamy tu do czynienia z t. zw. dwoistoécia (dualnoscia) logicz-

nego dodawania i mnozenia. Ta dwoisto$¢ jest wyrazem nie-

—.

L [ e

zwyklej harmonji, panujacej w $§wiecie logicznym, a wyrazaja-
cej si¢ w tej wlaénie odpowiednio$ci wzcréw dla dodawania
i mnozenia logicznego. Prawo dwoistoSci (dualnoSci) dotyczy,
jak widzimy, wszystkich powyzszych pewnikow algebry logiki.
Pozwala nam ona w wyrazeniach typu naszych pewnikoéw prze-
chodzi¢ od jednego wzoru do dwoistego z nim przez zamiang
znaku -+ na X i vice versa oraz I na 0 i vice versa, jak to wi-
dzimy we wzorach 1 — 4.

W pewnikach powyzszych, zalozonych u podstawy wszyst-
kich twierdzen algebry logiki, nie widzimy znaku <<, oznacza-
jacego. wazny w logice stosunek zawierania sig. Otoz ten stosu-
nek zawierania sie daje sie¢ sprowadzié do stosunku ,,=* i dzia-
tan logicznych, uwzglednionych w powyzszych pewnikach, tak
ze

e<b—=(b—a+b) (I¥

Ta definicja stosunku zawierania si¢ stanie sig oczywista, gdy
wezmiemy pod uwage, ze istotnie, jezeli {re$c a zawiéra sig
w treéci b, to dolaczajac do tresci b tre§¢ juz zawarta w niej a,
treéci b nie zmieniamy, czyli @ + b =20, jezeli a << b, i odwrot-
nie: jezeli przez dodanie treéci @ do treSci b ta ostatnia zmia-
nie nie ulega, to znaczy to wlaénie, ze ta dodawana tres¢ a za-
warta juz jest w treéci b.

Powyzej ustanowiona réwnowazno$é, jak wszelka zreszta
réwnowazno§¢ logiczna, oznacza wzajemne zawieranie si¢ (wyni-
kanie) czlonéw tej réwnowaznoéci, a wige ze z (@ < b) wynika
(b=a + b) i vice versa. T¢ istote wszelkiej rownowaznoéci, to,
ze polega ona na wzajemnem zawieraniu si¢ czlonéw, wyraza

nastepujaca jej definicja:

(a=b)=(a<b)+ (b<a) (I
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W zwiazku z rozpatrywanym obecnie przez nas stosun-
kiem << chcemy zwréci¢ uwage, ze prawo dualnosci (dwoisto-
$ci) dotyczace wzoréw, wyrazajacych réwnowazno$é miedzy ele-
mentami, zwigzanemi dzialaniem + i X, dotyczy réwniez i wzo-
réw, wyrazajacych nieréwnosci (<) miedzy takiemiz elemen-
tami. A wigc np. wzorowi @ << @ -+ b odpowiada wzér: ab < a,
wyrazajacy te niewatpliwa prawdg, ze czg§¢ wspdlna (maksy-
malna) elementéw @ i b miesci si¢ w elemencie a. Jak widzimy,
azeby przej$¢ od wzoru dla nieréwno$ci do dwoistego wzoru,
trzeba nietylko znak -+ zamieni¢ na X i vice versa (wzgl. je-
szcze 0 na 1 i vice versa), lecz poza tem przestawié czlony sto-
sunku wynikania. W ten sposéb przechodzimy np. od wzoru
0 < a do dwoistego dlah wzoru: @ << I1').

*
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Przechodzimy obecnie, po przedstawieniu i wyjasnieniu pew-
nikow algebry logiki i kwestyj z tem najblizej zwiazanych, do
naczelnej sprawy naszej pracy, mianowicie do ustanowienia
systemu wspolrzednych logiczno-geometrycznych i do zgeome-
tryzowania w ten sposob algebry logiki.

Fakt, ze stosunki logiczne, przedewszystkiem stosunki logiki

zakresu, dopuszczaja schematyzacje przestrzenna, jest znany

1) Nalezy tu zwrécié baczna uwage na to, ze zakres stosowalnoéci zasady
dwoistosci, pozwalajacej nam przechodzi¢ od wzoréw dla dodawania do wzo-
réw dla mnozenia i odwrotnie, jest ograniczony nastepujacemi warunkami:
wzory te musza przedstawia¢ prawdziwe zawsze réwnoéci lub nieréwnosci
migdzy wyrazami (stronami), w ktérych wystepuja znaki dzialan logicznych,
natomiast nie moga wystepowaé w stronach tych znaki réwnoéci i nieréw-
noéci, t. j. znaki stosunkéw réwnowaznosci (=) i zawierania sie (<C). A wiec
np. nie mozemy stosowaé zasady dwoistoSci do zawsze prawdziwego wzoru:
(x < @) + (x < b) = x << (a X b), poniewaz w stronach tej réwnosci (réw-
nowazno$ci) oprécz znakéw + i X wystepuje jeszcze znak ,<*.

SRR

kazdemu, kto uczyl si¢ logiki i positkowal sie t. zw. kotami Eu-
lera. Otéz juz w mozliwosci tych diagramatéw eulerowskich, czy
podobnych schematow, tkwi jadro naszego zagadnienia. Zamiast
jednak méwi¢ o tych diagramatach kolistych, ktére spopulary-
zowaly si¢ od czasu, gdy zaczal uzywa¢é ich Euler (chociaz zna-
ne byly juz dawniej), weZmiemy pod uwage diagramaty prost-
sze, prostolinijne, ktéremi z predylekcja, postugiwat si¢ Leibniz.
Jezeli chcemy unaocznié to, ze dwie klasy a i b maja cze§é
wspolna ab, wtedy bierzemy zwykle dwa odcinki (@ i b) tej sa-
mej linji prostej w ten sposéb, ze czeSciowo zachodza one na
siebie. Czes¢ wspoélna tych dwéch odcinkéw unaocznia wtedy
klasg (ab), wspélna danym dwém klasom, ich iloczyn logiczny.

Oto6z tego rodzaju schematyzacja, jak powyzsza, w ktérej za-
réwno a i b, jak tez i ab sa przedstawione zapomoca odcinkéw
prostolinijnych, ma t¢ wade¢ zasadnicza, ze nie wyraza tego fak-
tu, iz ab jest wytworem, tworem pochodnym w stosunku do
a i b, a wigc nalezy, jakgdyby do innego pokolenia, do innego
wymiaru. W powyzszym jednak schemacie wytwér ab przed-

stawiony jest tak samo zapomoca odcinka prostolinijnego, jak

i elementy a i b, ktére go tworza. Gdyby$my te niewatpliwg

réznowymiarowo§é gatunku z jednej strony, rodzaju za$§ i réz-
nicy gatunkowej — z drugiej chcieli odwzorowaé w schemacie
przestrzennym, wtedy nalezaloby klasy @ i & przedstawi¢ w po-
staci dwoch przecinajacych sig¢ prostych @ i b: punkt ich prze-
cigcia symbolizowalby wtedy klase ab, zawarta zaréwno w a,
jak i w b, przyczem wlaénie ta klasa-wytwér bylaby tworem
o innym wymiarze, anizeli klasy tworzace.

Nam jednak w pracy niniejszej chodzi w pierwszym rzedzie
o logike treici, nie zakresu. Zachodzi przeto pytanie, czy dwie
przecinajace si¢ (np. pod prostym katem) linje proste moga
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symbolizowaé réwniez dzialanie, dotyczace tresci logicznych.
Odpowiedz na to pytanie wypadnie, oczywiscie, twierdzaca, tyl-
ko ze punkt przecigcia tych prostych nie bedzie juz przy trescio-
wym punkcie widzenia oznaczal tworu wspélnego klasom a i b,
lecz nowa tre$¢, powstala z kumulacji tresci pojeciowych a i b,
klasom tym odpowiadajacych. Bedzie to punkt ¢ 4 b. Wytwoér
ten nie zawiera si¢ teraz w @ i b (jak to bylo w dziedzinie mno-
zenia zakresowego), pojecie np. ,,prostokat rownoboczny* nie za-
wiera si¢ w pojeciu ,,prostokat”, czy w pojeciu ,,réwnoboczny®,
lecz, przeciwnie, pojecia konstytuujace: ,,prostokat™ (a) i ,,réw-
noboczny* (b) zawieraja si¢ w tem pojeciu-wytworze: ,,prosto-
kat rownoboczny® (a+b). Innemi stowy: a << a+b, b < a+b.
Pojecia @ i b, jako tresci logiczne, wzigte przytem oddzielnie,
sa tylko mozliwo$cia wytworu @ + b, czem§ mniej okre$lonem,
mniej zdeterminowanem, anizeli ten wytwor @ -+ b. W niniej-
szej wiec schematyzacji treSci logicznych punkt @ + b bedzie
unaocznial pojecie zasadniczo pod wzgledem tresci bogatsze, po-
jecie bardziej zrézniczkowane i wyspecyfikowane (gatunek),
anizeli linje proste @ i b (rodzaj i réznica gatunkowa); punkt
@ + b nie bedzie tu elementem prostej a czy b, lecz ich deter-
minacja, ktora wlasnie proste @ i b konstytuuja, w ktérej, jako
takie, tkwia, zawieraja sie. Nie bedzie to, oczywiScie, zawieranie
si¢ ekstensywne, lecz zawieranie si¢ jako§ciowych czynnikéw
wytworu w ich syntetycznym wytworze, ,,tkwienie w nim tych
czynnikéw. W tem znaczeniu wlasnie trzeba rozumieé tu prze-
strzenny stosunek prostych @ i & do punktu @ - b: proste te prze-
zen przechodza, ,,tkwia" w nim, jako w swym syntetycznym wy-
tworze — i w tym sensie zawieraja si¢ w nim *).

Pozostaje teraz kwestja, jak w takim razie schematyzowaé

1) Proste peku tkwia, zawieraja si¢ w punkcie-wierzchotku peku.

e ol S

mamy tre$¢ ab, tre§¢ bardziej ogélna, mniej zdeterminowana
od tresci tworzacych @ i b. Otéz na zasadzie powyzszego rozu-
miemy, ze temu procesowi abstrakcji odpowiadaé bedzie w dzie-
dzinie przestrzennej przejécie od elementéw bardziej wyspecy-
fikowanych (punktéw) do zasadniczo mniej wyspecyfikowanych
(prostych), innemi stowy, jezeli a i b beda unaocznione przez
punkty, to schematem iloczynu ab bedzie prosta, laczaca te
punkty. Prosta ta bedzie unaoczniala to, co maja te punkty
wspélnego, najblizszy jakoSciowo element, ktérego sa specyfi-
kacjami. Odpowiednio do tego, ze tre$é¢ ab, jako mniej zdeter-
minowana, zawiera sie¢ zarébwno w treéci a, jak i b, réwniez
1 prosta ab, jako utwér mniej zdeterminowany, zawiera¢ sie be-
dzie w bardziej od niej zdeterminowanych punktach a oraz b.
Zaréwno wigc w schematach mnozenia, jak i dodawania treéci,
prosta zawiera sig, tkwi w punktach, ktére wyznacza. Jezeli te-
raz na przecinajacych si¢ pod prostym katem linjach prostych
a i b wezmiemy punkty @ i b i polaczymy je prosta, to schemat

b

a+b

8
4 Rys. 1.

w ten sposéb otrzymany bedzie przedstawial przestrzennie za-
réwno mnozenie, jak i dodawanie pojeé (por. rys. 1).
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Mamy tu, jak juz wiemy, uprzestrzenione stosunki:
a<a+b b<a+tb
oraz ab<a, ab<b

Zarysowuje si¢ tutaj wyraznie dwoisto$¢ podstawowa formut
logistycznych, i wida¢ juz jej zwiazek z podstawowa dwoistoscia,
geometryczng (planimetryczna), wyrazajaca si¢ w tem, ze dwie
proste (a i b) wyznaczaja punkt (¢ -+ b), gdy réwnocze$nie dwa
punkty (a 1 b) wyznaczaja prosta (eb). Widzimy tu tem samem
odpowiednio$¢ zupelna migdzy dwoma dzialaniami logiki, do-
dawaniem i mnozeniem, a dwoma podstawowemi dzialaniami

geometrji rzutowej, cigciem i laczeniem (rzutowaniem).

b b a+b
0’6 3
X
\
s
7 = 50 Rysse2t

Otéz diagramat 1-y nasuwa sam przez si¢ my$l, ze punkt
a + b jest to punkt, wyznaczony przez wspélrzedne a i b, ze
wigc odpowiednio do tego punkty @ i b beda to punkty na osiach
wspotrzednych. Kre§limy przeto system prostokatny wspolirzed-
nych z poczatkiem w punkcie 0, o osiach Oa i 0b, wybiegaja-
cych z tego punktu 0. Tréjkat nasz z rys. 1 umieszczamy w ra-

mach tego ukladu wspétrzednych (rys. 2).

o A e

W ten sposob kategorja gatunku @ +b, ktérej konstytucyjne-
mi elementami, czyli wspolrzednemi, beda kategorje rodzaju
a i réznicy gatunkowej b, znajduje tu wraz ze swemi wspél-
rzednemi logicznemi wyraz geometryczny. Elementy a i b beda,
juz teraz wspolrzednemi logiczno - geometrycznemi. Oczywiscie,
wspolrzedne te, proste @ i b, nie oznaczaja tu wielkoSci, lecz po-
siadaja tu znaczenie czysto jako$ciowe, rzutowe, kierunkowe.

Tak wigc mamy tu zaczatek systemu Idwuwyrniarowego
wspolrzednych logiczno-geometrycznych. Wystarczy teraz wpro-
wadzi¢ kierunki ujemne, t. zn. dopelnié osie wspélrzednych
z rys. 2, wyprowadzi¢ je réwniez i w odwrotnych kierunkach
z poczatku wspoélrzednych 0 (poza tem dodaé jeszcze przekatne
zewnetrznego kwadratu), a dwuwymiarowy system wspéirzed-
nych logiczno-geometrycznych bedzie gotowy. Rozszerzenie go
w miarg potrzeby na trzeci wymiar nie bedzie juz przedstawiato
zadnych trudnoéci.

Zatrzymamy si¢ tymczasem na ukladzie ptaskim (dwuwymia-
rowym) wspéirzednych logiczno-geometrycznych, konstytuuja-

cych geometrycznie dwuelementowa przestrzen logiczna, ,,prze-

4 z 13
strzenn my$lna ‘.

Schemat tej dwuelementowej przestrzeni logicznej bedzie sig
przedstawial, jak na rys. 3 (patrz str. nast.).

Otéz przechodzimy teraz do rozpatrzenia geometrycznych od-
powiednikéow podstawowych zasad (pewnikéw) algebry logiki,
a wigc do wladciwego ukonstytuowania logiki geometrycznej.

Pewnik 1* glosi istnienie elementu 0 takiego, ze @ + 0 = a.
Czem jest w naszym systemie (tymczasem dwuelementowym)
logiki geometrycznej ten element 0, element o treéci najuboz-
szej? Jezeli @ + 0 = a, to — w my$l okreflenia I* (str. 13) —

jest to réownowazne twierdzeniu: 0 << @, okre§lajacemu 0 ja-
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ko tre$¢ mniejsza od wszelkiej treéci @, czyli jako tre§¢ mini-
mum. Bedzie ten element tutaj plaszczyzna, przechodzaca przez
osie wspotrzednych, bedzie on wila$nie sama dwuwymiarowa

przestrzenia ($ci$lej: -przestrzenno$cia) logiczna, a wigc czems$

ab b arb
N %
a’ 0 a
O‘d, 6‘0
ab' b’ a+b’
Rys. 3.

wlasnie zupelnie niezrézniczkowanem, treScia réwniez i geome-
trycznie najubozsza, umozliwiajaca jednak istnienie wszelkiej
bogatszej treSci geometryczne]j i przejawiajaca sig (zawierajaca
sie) w tej treSci, podobnie wlasnie jak tres¢ logiczna ,,przedmiot™
(0), zawiera sie we wszelkie]j juz zrézniczkowanej tresci logicznej
i ja umozliwia. Kazdy wigc element geometryczny, jako prze-

strzenny wlasnie, ma juz w sobie ten przestrzenny pierwiastek,
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i powiedzenie a+0 (element geometryczny a, posiadajacy ceche
przestrzennosci 0) bedzie, oczywiscie, tem samem, co powiedze-
nie wprost a@. Przestrzenno$¢, jako taka, nic nie dodaje do treéci
elementu geometryczno-przestrzennego (gdyz w tej treéci juz
jest zawarta) — takie jest geometryczne znaczenie pewnika
1*: @ + 0 = a. Jak widzimy, mamy tu najsci$lejsze analogon
czysto logicznego znaczenia tego pewnika, z ta tylko rdznica, ze
teraz mowimy o przestrzennoéci, jako takiej, o przestrzenno$ci
wogoéle, gdy wtedy mowa byla o przedmiocie jako takim,
o przedmiocie wogéle. Jezeli chodzi za§ o 0 juz wyspecyfikowa-
ne w postaci osi zerowej 0o lub Opy, to pewnik 12 (a4 0 = a)
bedzie geometrycznie oznaczal, Ze przecigcie prostej a z osig
0. daje punkt @, jak to stwierdzamy na diagramacie. Podob-
nie dla osi Opy 1 wzoru b-0=25. Te osie zerowe 0 1 Opy
facza si¢ w poczatku wspdtrzednych, w punkcie 0.

Pewnik 1°, dualny do poprzedniego, glosi, ze istnieje ele-
ment 1 Y) taki, iz @ X 1 = a.

Przechodzac odrazu do jedno$ci (I), dualnych wzgledem 0,y
1 Ow', a wigc do Iayy 1 Ipyy, zobrazujemy je latwo w posta-
ci punktow w nieskoficzonoéci na osiach Ouy i 0ur; beda to
punkty przecigcia prostych a i @' (a—+a'=I.ra) oraz bild'
(640" = In1v). Rzut oka na diagramat 3-ci wystarczy, by spraw-
dzié, ze prosta, laczaca punkt @ z punktem I.i.’, jest istot-
nie prosta a, zgodnie z pewnikiem 1° : @ X 1 = a. Podobnie
i dla elementu b.

Najscislej z pojeciami granicznemi I i 0 zwiazany jest poza
1-ym pewnikiem jeszcze pewnik 4, dlatego tez teraz bezpo$red-

1) Jest to, oczywiscie, element maximum; jezeli bowiem z wszelkim ele-
mentem @ posiada on cze§¢ wspélna a, znaczy to, ze wszelki element a za-

wiera si¢ w nim («<I), czyli innemi slowy, ze / jest to maximum logiczne
(por. nizej nastr. 32 tw. 12b).
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nio przejdziemy do rozpatrzenia jego znaczenia geometryczne-
go, odkladajac na pézniej rozpatrzenie pod tym wzgledem pew-
nikéw 2 1 3.

Pewnik 4 glosi istnienie elementu negatywnego (&) wzgledem
elementu @ i okreéla ten element negatywny, jako taki, ktory
dodany do a daje w sumie element / (¢ + & = 1), pomnozony
za$ przez a, daje element 0 (a . @ = 0). Zobrazowuja sig te okre-
§lenia elementu negatywnego bardzo latwo; wiemy mianowicie,
ze proste a i @ istotnie przecinaja si¢ w punkcie Jatw (punkt
w nieskoficzono$ci na osi  Opp), z drugiej za§ strony widzimy na
diagramacie, ze 0§ 0O,y istotnie jest podiozem wsp(')inem ele-
mentu @ i @ (laczy mnoznie te elementy). Glebsze geometrycz-
ne a zarazem i logiczne znaczenie tego okreflenia elementu ne-
gatywnego przy pomocy @, 0 i I odsloni si¢ nam pézniej, gdy
ujrzymy w dziedzinie logiki geometrycznej elementy harmo-
niczne.

Przechodzimy zkolei do odwzorowania geometrycznego pew-
nika 2-go, wyrazajacego t. zw. prawo przemiennoéci (komutacji)
dla sktadnikéw i iloczynéw: @ + b = b + a (2*) oraz ab =—
=ba- (")

Geometrycznie sprawdzamy pewnik 2* natychmiast, gdyz
oczywista jest rzecza, ze otrzymamy ten sam punkt, niezaleznie
od tego, czy linje a przetniemy linja b (punkt a + b), czy tez
linje b przetniemy linjg @ (punkt b + ). Podobnie i dla komu-
tacji czynnikéw.

Wreszcie pewniki rozdzielno$ci (dystrybucji): @ + bc =
= (a + b) (a + ¢) — pewnik 3* oraz a (b + ¢) = ab + ac —
pewnik 8. W pewnikach tych wystepuja juz trzy elementy:
a, b, ¢ i dlatego tez w tej pelnej postaci pewniki te wychodza

poza obrab logiki geometrycznej dwuwymiarowej (dwuelemen-

i PR de,

towej), do ktérej teraz tymczasowo ograniczyliSmy si¢. Kazdy
element (a, b, ¢) jest dla nas przedstawicielem odmiennego wy-
miaru, odmiennej kategorji, i z tego tez powodu wzory, w kto-
rych wystepuja elementy @ i b (pozytywne lub negatywne), od-
wzorowuja si¢ na plaszczyznie, natomiast wzory tr6jelemento-
we — w przestrzeni tréjwymiarowej. Dlatego tez obraz geo-
metryczny pewnikéw 3 w ich pelnej, tréjelementowej postaci
damy nieco pézniej, gdy przejdziemy do ukonstytuowania trdj-
wymiarowe] ' przestrzeni logiczno-geometrycznej (por. str. 35
i 36). Postaramy si¢ jednak juz teraz poda¢ odwzorowanie geo-
metryczne dla pewnikéw 3, zredukowanych do plaszczyzny przez
podstawienie elementu &’ na miejsce elementu ¢. Jednakze przy
takiem podstawieniu opuszczamy juz dziedzing wlasciwych pew-
nikow i przechodzimy do twierdzen poéhodnych. Dlatego tez te
najblizsze wnioski z pewnikow 3 rozpatrzymy juz w nastgpnym
rozdziale, po$wigconym geometryzacji twierdzen pochodnych.
Antycypujac geometryzacje trojelementowego pewnika 3
1 opierajac si¢ na wykazanej ponizej schematyzacji przestrzen-
nej pewnikéw 1, 2, 4, mozemy wyrazi¢ pewno$é, ze i wszystkie
pochodne zasady algebry logiki, jako ze sa oparte o pewniki

1 — 4, znajda réwniez swe odwzorowanie przestrzenne.



Rozdziatl II.

ZGEOMETRYZOWANIE TWIERDZEN LOGIKI

SCISLE].
Przedewszystkiem — jak zapowiedzieliémy przy koncu po-
przedniego rozdzialu — wyprowadzimy wnioski najblizsze

z pewnikéw 8. Podstawimy mianowicie na miejsce elementu
¢ we wzorach 31 3" eléement &’. Da nam to bardzo wazne pra-
wo logiki, t. zw. prawo dwudzielnoSci (dichotomji). Otrzymamy
wtedy:
a-+bb'= (a+b) (a+b)
a (b+b')= ab+-ab’

Wobec tego ze bb’ = 0 (pewnik 4P), za§ @ + 0 = a (pewnik
1) — i odpowiednio dwoiscie dla I — otrzymamy dwa dwoiste
wzory zasady dichotomji:

a=(a+b) (a+¥) (5%)
a=ab—+-ab’ (5°)

Np. 5% ,,czlowiek” (@) jest tem, co maja maximum wspélne-
go ,,cztowiek dobry (a+b) i ,,czlowiek niedobry® (a+-8').

Jako zasada logiki geometrycznej zasada ta jest niezwykle
przejrzysta (por. rys. 8). Wzér 5* przedstawia prosta a, jako
iloczyn logiczno-geometryczny jej punktéw a+b i a+b'. Prosta
a jest tem, co majg wspblnego punkty a+b i a4, jeét rodza-
jem (a) wspélnym dwém gatunkom tego rodzaju a-+b i a+¥'.

— ‘/ ‘,_,_T_A____.‘__ ————— '

=

-

ey b o

Na te dwa gatunki wlaénie podzielit si¢ rodzaj @ — stad nazwa
zasady dichotomji. Podobnie przedstawia si¢ rzecz z formula
dwoista 5. Tylko zamiast podzialu prostej na dwa elementy
punktowe, mamy tu dwoiscie podzial punktu @ na dwa elementy
linjowe ab i ab’. Widzimy, jak te proste ab i ab’ sa wtasnie
zjednoczone w punkcie a, z ktérego si¢ rozwidlaja. Dwoistos¢
wzoréw dichotomicznych wystepuje tu w przestrzeni niezwykle
przejrzyécie; widzimy przytem, ze element @ réwniez zmienia
swa postaé przy przejéciu od formuly 5* do formuly 5°:
w pierwszej z nich jest prosta, w drugiej — punktem.

Wyprowadzimy teraz t. zw. zasade tautologji, wyrazajaca
najdobitniej nieilo§ciowy charakter logiki; glosi ona:

a-ta=a (6%)
a-a—a (6°)

Wyprowadzimy wzory te, opierajac si¢ na pewnikach: 1, 3
i4, przyczeth twierdzenie 6* opiera si¢ na pewnikach 1,
82 i 4, twierdzenie za§ 6* na pewnikach 1, 8®i 4.
atd=(a+a) X 12=(at-a)(a —|—a')La—|—aa'ﬂ—*a +0lyq
ae=aat+0=aa+‘ad’—a(a+da)=aX1=a

Przestrzenne znaczenie twierdzenia tautologji jest oczywiste:
prosta @, przecieta przez sama sicbie, nie zmienia sig. Podob-
nie punkt @, polaczony z samym soba.

Przejdziemy teraz do t. zw. prawa absorpcji, wyrazonego
przez wzory:

a-t+ab=ua (7%
a . (a+b)=a ()
Oto dowéd tych wzoréw dwoistych, oparty o pewniki 1, 3, 4,

2 oraz twierdzenie 6.

1) pewnik [P in 4% e, 8% i 4> 5) po 12
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atab=a.l-}-ab=a(14-b)=a(b+b +b)=ab+b+b)=
=ab+b)=a . 1=a

ala+b)=(a~0) (a+b)=a -+ 0.b=a}+bb' .b=1a —+ bbb'—
=atbb'=a+0=a

_ Rzut oka na rys. 3 pozwala nam znalezé odwzorowanie prze-
strzenne tych wzoréw. Stwierdzamy, mianowicie, z jednej
strony, ze prosta @ i prosta @b przecinaja si¢ istotnie w punkcie
a (czyli ze a+ab = a), z drugiej za$ strony, ze dwoiscie: punkt
a i punkt a+b sa polaczone prosta a (czyli ze a(a-t+b) = a).

Zkolei przechodzimy do t. zw. rozwiniecia 1 i 0 wzgledem
a i b. Wyprowadzimy odno$ne wzory przez oparcie sie o pew-
niki 4 i o zasadg dichotomji.

Pewnik 4 glosi: 1 = a-a'. Podstawiajac teraz zamiast @ —
zgodnie z 5 — ab + ab’ i odpowiednio zamiast @ — &’b—+a’b’
otrzymamy:

1 = ab+-ab'+-a'b-+-a't’ (8%)
Podobnie, dwoiécie:
0 = (a-+b) (a-Fb') (+-B) () ()
otrzymamy, podstawiajac we wzér 4° (0 = ad’) ai d we-
dlug wzoru dichotomicznego 5%

Na naszym podstawowym diagramacie plaskim widzimy prze-
strzenne schematy tych rozwinigé: 4 wierzchotki zewnetrznego
kwadratu (o bokach a, @, b, V') sa elementami rozwiniecia 0
(zera), jego czynnikami; 4 boki wewnetrznego kwadratu
(o wierzchotkach @, &, b, &) sa elementami rozwiniecia I (jed-
nosci), jej skladnikami. Elementy dwoiste powyzszych dwoi-
stych wzgledem siebie kwadratéow daja nam niezwykle prosty
1 pickny obraz przestrzenny dwoistych wzgledem siebie rozwi-
nie¢ 0 1 1.

Znajac teraz wzory i schematy rozwinieé 0 i 1 mozemy przej$é

= poop

do bardzo wazinych formul de Morgana, panujacych nad zagad-
nieniem negacji pojeé. Formuly te glosza:

(a+b) = 't (99

(ab) = d-}b (9%)

Czyli: zaprzeczenie sumy dwéch pojeé jest identyczne z ilo-
czynem ich negacyj (9%) oraz zaprzeczenie iloczynu dwéch po-
jeé jest identyczne z suma ich negacyj (9°). [Np. zaprzeczy¢ po-
jeciu ,,dobry i rozumny®, to znaczy stwierdzié: ,,albo niedobry,
albo nierozumny,* przyczem pamietaé nalezy, ze stéwko ,,albo”
nie ma w algebrze logiki wylaczajacego znaczenia, a wigc ze
,,albo niedobrym, albo nierozumnym® moze by¢ réwniez ten,
kto jest réwnoczeénie ,,niedobry i nierozumny*‘].

Wzory powyzsze tatwo wyprowadzimy z formul rozwini¢cia
dla 1 i 0, pamictajac o pewnikach 4. Zaczniemy od dowodu
wzoru 9°.

Pewnik 4 ustanawia: I = a+a’. Znaczy to, ze skladnik ja-
ki§ i jego negacja daja w sumie I. Jezeli tak, to we wzorze 8%
biorac ab, jako jeden skladnik, otrzymujemy, ze jego negacja
jest: ab/+ad’b+a'l’, czyli:

(ab) = ab'+a'b+ad't
Lecz ab’ +a’b-+a'b’=d+b'. Mozemy to stwierdzi¢, rozwi-
jajac @ -+b" wedlug wzoréw dichotomji 5. Mianowicie:
d=ab+a’t', ¥=Vba-}ba, a wiec d’+b'=dab-+ab +
+ab’+a'b’=ab’+a'b-a’b’. A wiec
(ab))=a'+ b

W ten sam sposéb postepujac dwoiScie, dowiedziemy wzoru.
(a+b) = b (9).

Przestrzennie ten ostatni wzdér znaczy: zaprzeczeniem Wwierz-
cholka zewnetrznego kwadratu jest bok wewngtrzny kwadratu,

znajdujacy sie w éwiartce przeciwleglej (na krzyz). Wzér zas.
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9® tlomaczy si¢ przestrzennie: zaprzeczeniem boku wewnetrz-
nego kwadratu jest wierzcholek zewngtrznego, polozony w
¢wiartce przeciwleglej (na krzyz). W ten sposéb odrazu z dia-
gramatu 3 odczyta¢ mozemy cztery formuty de Morgana, doty-
czace zaprzeczenia sumy oraz wzory dwoiste, dotyczace zaprze-
czenia iloczynu:

(a+b) =a'b (ab) =’ b
(a’+b) = ab’ N (@b) =a-+b 4
(a/_l__ bl)/: ab 9 ) (a,bl),: a + b 9 )
(a +b)=a'b (ab’) =a’+ b

Dowéd kazdej z tych formul daje si¢ réwniez tatwo przesle-
«dzi¢ geometrycznie krok za krokiem. Np. dowéd wyiej poda-
ny: (ab) = d’+b’. Wychodzimy z przestrzennego obrazu roz-
winigcia I w postaci sumy czterech bokéw wewngtrznego kwa-
dratu. Negacja jednego z tych bokéw (ab) bedzie si¢ geome-
trycznie przedstawiala, jako suma pozostalych trzech bokéw:
ab + db + abl. Lecz widzimy na diagramacie, ze a’b +
+ @'b’ daja w zjednoczeniu &, za§ b’ + ab’ daja b° — tak
ze suma trzech prostych @’b + &b’ + ab’, czyli (ab) zwija sie
do punktu @’+2’. 1 tak we wszystkich innych przypadkach.
Trudno o bardziej wymowne spelnienie si¢c marzenia Leibniza,
aby kazdy krok rozumowania abstrakcyjnego mégt znalezé swe
analogon przestrzenne; istotnie widzimy tu, ze ,,scriptura philo-
sophica posset etiam exhiberi per linearum ductum, seu geome-
triam* (Gerh. Phil., VII, 41).

Wreszcie rozpatrzymy pare najwazniejszych twierdzen,
w ktorych wystepuje stosunek zawierania si€.

Okreslilidmy ten stosunek (str. 13) w ten sposéb:

(@t == o b b) (1%

v
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Otéz tatwo wykazaé, ze jezeli b = a-b, to ab — a.
Mianowicie, podstawiajac w @b zamiast b réwnowazne mu
wedlug zalozenia a-+b, otrzymujemy:
ab = a (a+b) = a
I' odwrotnie, jezeli ab = a, to a+b = b.
Mianowicie, podstawiajac w a-+b zamiast ¢ réwnowazne
mu wedlug zalozenia ab, otrzymujemy:
at+b =ab+b=>
Widzimy tedy, ze réwno$¢ b — a-+b jest rbwnowazna row-
noéci @ = ab. Wobec powyzszego i okreslenia I* stosunek ¢ << &
mozenty zastapi¢ przez réwno$¢ a = ab, czyli
a<b = (a=ab) (I*)
Mozemy jeszcze inna réwnowazng réwno$cia zastapi¢ stosu-
nek a < b. Jezeli, mianowicie, a = ab, to
abt —lab b= anili—alna i —lar ah—0:
I odwrotnie: jezeli ab” — 0, to a = ab.
Wedtug bowiem zasady dichotomji: a = ab-ab’ (5°). Jezeli
za§ ab’ = 0, to otrzymujemy:
a = ab+0 = ab.
Wobec powyzszego i twierdzenia I° stosunek @ << b moze-
my zastapi¢ przez réwnosé ab’ = 0, czyli:
a=< b={(abl = 0) (I
Podobnie, wychodzac z réwnowazno$ci a < b = (b = a-+b),
otrzymujemy réwnowazno§c:
a<=b=—{ad+b=1) (I9)
Mamy tedy szereg réwnowaznych okreélen stosunku zawiera-
nia sie:
(a<b) = (b—=a+b)=(a—=ab)=(ab’= 0) =(’+b=1) Iy
Rozpatrzmy teraz geometryczne odwzorowania tych réwno-
waznych okreslen stosunku @ < b.
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Sens geometryczny znaku zawierania si¢ polega — jak wie-
my — na tem, ze linja prosta, element mniej zdeterminowany,
przechodzi przez punkt, jako element bardziej zdeterminowany
(zawiera si¢ w tym punkcie, tkwi w nim). Tak wigc wzér I*:
a < b = (b= a+b) méwi nam, ze tylko wtedy prosta a przej-
dzie przez punkt b, gdy punkt a+b utoisami sie przestrzennie
z punktem b — i zaleinoé¢ t¢ istotnie stwierdzamy na diagra-
macie 3, prosta bowiem a przechodzi przez punkt a5, i trzeba
dopiero przesunigcia si¢ tego punktu do punktu & (wzglednie
punktu b do punktu a+b), by réwnoczeénie i prosta a przepro-
wadzi¢ przez punkt b. Wtedy jednak réwnoczeénie prosta a zaj-
mie polozenie prostej ab (wzglednie prosta ab polozenie pro-
stej @), sprawdzajac w ten sposdb réwnowainoéé¢ I° : @ < b =
= (a = ab). Réwnowaino$¢ za$ I a < b = (ab’ = 0), spro-
wadzong do réwnowainosci (@ = ab) = (ab’ = 0), mozemy
otrzymac geometrycznie, tlomaczac przestrzennie wszystkie po-
suniccia, ktore nas do niej doprowadzily. A wiec przede-
wszystkiem: wynikanie ab’ = 0 z wyrazenia a = ab (réwno-
wainego a << b). Otéz prosta ab’ otrzymujemy, mnozac punkt a
przez punkt b’; mnozenie za$ prostej ab przez b’ rozbijamy na
dwa etapy: mnozymy nasamprzéd punkt b przez punkt &’, a na-
stepnie w ten sposéb otrzymany iloczyn przez punkt @. Mnoze-
nie punktu b przez punkt &’ daje nam 0§ Oy, ktéra zastepujemy
przez réwnowazny jej punkt 0; nast¢pnie mnozymy punkt ten
przez punkt @, otrzymujac w rezultacie laczaca te punkty oé
0. W ten sposéb z réwnowaznoéci @ = ab otrzymujemy réw-
nowazno$¢ ab’ = 0, jako réwnowainos$¢ prostej ab’ i osi Oy
Krécej moznaby to przedstawié¢ ad oculos, zwracajac uwage
na to, ze gdy prosta ab doprowadzamy przez obrét okoto punktu

a do koincydencji z prosta a, to tem samem prosta ab’ (prosto-

o
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padla do ab) zajmie polozenie osi 0.v. I odwrotnie, gdy pro-
sta ab’ zajmie polozenie 0., to prosta ab zajmie polozenie
prostej @. Podobnie odwzorowujemy przestrzennie wyrazenie
I¢. a<<b=(a'+b=1).

Przechodzimy teraz do t. zw. zasady symplifikacji (upro-
szczenia), wyrazajacej si¢ w znanych juz nam wzorach:

a <a+b (10%)
ab<a (10>)

Twierdzenie to mozemy natychmiast wyprowadzié, opiera-
Jjac si¢ na okresleniu stosunku zawierania sie (I°) i zasadzie ab-
sorpcji (7).

o= = = i) ()
podstawiajac zamiast b element a+5, otrzymamy:
@< @ -+bh=fa— g fa -8

Wobec tego ze a=ua (a-+b) jest zawsze prawda (7°), wicc
1 zawsze prawdziwg jest zasada:

a < atb.

Podobnie przeprowadzamy dowéd (10P).

Widzimy to wla$nie na diagramacie: prosta @ przechodzi
przez punkt a+-b, prosta ab za§ przez punkt a. W geometrji ten
stosunek przechodzenia prostej przez punkt, czy tez lezenia
punktu na prostej, nosi nazwe stosunku incydencji.

W analogiczny do poprzedniego sposéb dowiedziemy jeszcze
zasady tozsamoSci, ktéra w algebrze logiki wystepuje przewaz-
nie w postaci:

a < a (11)
Twierdzenia te wyprowadzamy, opierajac sie na okreéleniu
stosunku zawierania sie I* i na zasadzie tautologji 6%
a =~ b—\(b =a -] 1%,
podstawiajac @ zamiast b, otrzymujemy:

a<a=(a=ata)
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Wobec tego ze @ = a-+a jest zawsze prawda (6*), wigc za-
wsze prawdziwg jest zasada:

a<a.

Twierdzenie 11 mozna réwniez, opierajac si¢ na okresleniu
rownowaznoéci 11 (str. 13), pisa¢ w postaci:

a—a (117)

Przestrzenny odpowiednik twierdzenia 11 (¢ << @) widzimy
na diagramacie: prosta @ przechodzi przez punkt a. '

W podobny sposéb, jak tw. 10 dowie$¢ réwniez mozna, opie-
rajac sie na okre§leniu stosunku zawierania si¢ i pewnikach .1,‘
znanych nam juz twierdzen, charakteryzujacych 0 i I, jako mi-
nimum 1 maximum logiczne:

0<a (1:22)
a<l (129

Geometrycznie: 0§ 0,y przechodzi przez punkt a; i dualnie:

prosta a przechodzi przez punkt w nieskonczonoSci lata .
* *
*

Podali$my i przestrzennie przedstawiliSsmy szereg najwazniej-
szych twierdzen logiki dwuelementowej. Gdy okaze sig potrze-
ba innych jeszcze twierdzen z dziedziny logiki plaskiej, podamy
je juz oddzielnie w odpowiedniem miejscu, teraz za$ przecho-
dzimy do ukonstytuowania przestrzeni logicznej trdjelemento-
wej, trojwymiarowej.

Jako punkt wyjécia bierzemy pozytywna, ¢wiartke (a-+b) pla-
szczyzny zerowe]j topologiki (logiki geometrycznej) dwuelemen-
towej z jej polosiami 0, i 0y przecinajacemi si¢ w poczatku
wspétrzednych 0. Prostopadle do tej plaszczyzny w punkcie 0
przeprowadzamy trzecia oé (wlasciwie p6lo$) wspélrzednych lo-

giczno-geometrycznych 0. i na niej wyznaczamy punkt ¢, obraz

kategorji ,,réznica indywidualna® (podobnie jak na osi @ mie-
liSmy punkt @, obraz kategorji »rodzaj, 1 na osi & — punkt b,
obraz kategorji ,,réznica gatunkowa®). Na plaszczyznie znale-
zli$my obraz geometryczny sumy (a+5) i iloczynu (ab) wspél-
rzgdnych plaskich @ i b. Obecnie chcemy daé obraz sumy i ilo-
czynu wspolrzednych a, b, ¢, a wiec przejéé musimy od obrazu
przestrzennego @ + b i ab do odwzorowania przestrzennego
a-t+b-c i abc. Aieby uprzestrzenié¢ sume logiczna, a+b+c¢ (ka-
tegorja ,,indywiduum®, ,,jednostka‘), prowadzimy w punkcie
a-+0b (por. rys. 4) prosta prostopadla do plaszczyzny osi a i b.
Bedzie to prosta réwniez a-+b, podobnie jak w logice geome-
trycznej plaskiej prosta prostopadla do osi w punkcie @ byta
réwniez prosta . Nastepnie przez punkt ¢ pélosi ¢ prowadzi-
my plaszczyzng réwnolegla do plaszczyzny osi @ i b (podobnie
jak na plaszczyznie prowadzili$my przez punkt b prosta b, réw-
nolegla do osi @) i bierzemy punkt przecigcia tej plaszczyzny
z prosta a+b. Bedzie to wlaénie punkt a+b-+tc, ktérego wspoi-
rzednemi beda proste a, b, ¢c. Dla uprzestrzenienia iloczynu lo-
gicznego abc prowadzimy przez prosta ab i punkt ¢ plaszczyzne,
ktéra przetnie plaszczyzny wspétrzednych wedlug prostych ab,
be i ac, tworzac tréjkat abe o wspbtrzednych punktowych a, b,
¢. Ta wlasnie plaszczyzna (wzgl. tréjkat) abe bedzie przestrzen-
nem odwzorowaniem tré jelementowego iloczynu logicznego (por.
rys. 4 na str. nast.).

Musimy pamietaé, ze plaszczyzna jest tu tworem uboz-
szym tresciowo od prostej, podobnie jak prosta jest tworem
ubozszym od punktu, i ze przeto plaszczyzna przechodzi przez
swe proste i punkty (zawiera si¢ w nich). Pamigtajac o tem, mo-
zemy wprost z diagramatu 4 odczytaé nastepujace zwiazki:
a+b<a+b+c, podobnie: atc <atbtc i be <atbtc (182)
abc < ab, podobnie: abc <ac 1 abc <bc (13%)
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Sa to, oczywiscie, wzory, wyrazajace w przestrzeni zasadg
symplifikacji, analogiczna do zasady, wyrazonej dla plaszczyzny
we wzorach 10.

Wzory 13 sa rowniez, jak widzimy, wzorami dwoistemi,
albowiem od wzoru 18* do wzoru 18 przechodzimy przez

zmiane -+ na X oraz przeniesienie czlonéw stosunku zawiera-

(o) C a+c
c S o
(¥
/B a
b a+b+c,
bec
< 4 a
b )
b 3
ab @
b b a¢b
Rys. 4.

nia sie. W dwoistych wzorach 13 znajdujemy wyraz podstawo-
wej dwoisto$ci geometrycznej, panujacej w przestrzeni. Miano-.
wicie: prostej a+b odpowiada tu dwoiscie prosta ab, punktowi
za$ a+b-c odpowiada dwoiscie plaszczyzna abc. Jest to wla-
énie dwoistoé¢ ustanowiona dla przestrzeni przez geometrjg rzu-
towa: w przestrzeni odpowiada dwoiécie punktowi plaszczyzna

i vice versa, prostej za§ dwoiscie — prosta.

<
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Wystarczy teraz wprowadzi¢ kierunki ujemne, t. zn. dopel-
ni¢ osie wspélrzednych z rys. 4, wyprowadzajac je z poczatku
wspolrzednych w przeciwnych kierunkach, a otrzymamy tréj-
wymiarowy system wspétrzednych logiczno-geometrycznych,
konstytuujacy geometryczna tréjelementowq przestrzen logicz-
na, przestrzen juz nie gatunkéw, lecz jednostek (por. rys. 5).

asb'+c b+c a+bsc

aebrc
a+b'

a+b

awic’

e a+bec’
Rys. 5.
Otéz przedewszystkiem — zanim przejdziemy do geometry-
zacji twierdzen tréjelementowej logiki — musimy wywiazaé

si¢ z zobowiazania, ktérego$my dotychczas jeszcze nie spelnili,
mianowicie poda¢ odpowiednik geometryczny pewnika rozdziel-
nodci (dystrybucji), ktéry w pelnej swej postaci wybiega poza
dziedzing plaska (por. str. 28). Dwoista formuta zasady dy-
strybucji tak si¢ przedstawia:
a+bc = (a+b) (a+c) (3%
a(b+c) = ab+ac (37}
Zwréémy si¢ do rys. 4. Lewa strona réwnoéci 8 przedsta-
wia przecigcie dwéch plaszczyzn: plaszezyzny a i plaszczyzny be,
przechodzacej przez prosta be, réwnolegle do osi 0a. Ta pla-
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szczyzna be (przechodzaca przez proste b i ¢) przetnie plaszczy-
zne @ — jak to widaé na obrazie przestrzeni logicznej — wzdluz
prostej, przechodzacej przez punkty a+b i a-tc, a wige wzdluz
prostej (a+b) . (a+c), jak to wlasnie stwierdza prawa strona
réwnoéci 8% Przeciccie (zespolenie) wige plaszczyzn a i be nie
jest niczem innem, jak prosta (a+b) (a+c) — 1 to wlaénie glo-
si zasada topologiczna 3%

Zasada dwoista 3® méwi geometrycznie, ze przecigciem pla-
szezyzn ab i ac jest prosta a (b-+c). Istotnie, jezeli Zwrocimy
sie do schematu przestrzeni logicznej, to stwierdzimy naocznie,
ze plaszczyzna ab (przechodzaca przez proste a i b, a wige przez
punkty a+c i b+c) oraz plaszczyzna ac (przechodzaca przez
proste @ i ¢, a wicc i przez punkty a+b i b+c) majg wspolne:
1) punkt b+-c, a nastepnie jeszcze punkt a. Znaczy to wiec, ze
przecieciem plaszczyzn ab i ac (ab+-ac) jest prosta a (b+-c), co
wlaénie glosi zasada 3°.

Przyjrzyjmy sig tu jeszcze nieco blizej pickne] dwoisto$ci ge-
ometrycznej powyzszych zasad, idacej krok za krokiem wélad
ich dwoistosci logicznej. We wzorze 3* mieliémy po stronie pra-
wej znaku réwnoéci dwa punkty a+b i a+c zlaczone prosta
(a-+b) (a+c). Temu odpowiadaja dwoiScie we wzorze 8b
dwie plaszczyzny ab i ac, przecinajace si¢ wzdtuz proste] ab—+ac.
Dalej, lewa strona réwnoéci 8* wskazuje, ze prosta (a+Db) . (a+c)
jest identyczna z prosta, wzdluz ktére] przecinaja si¢ plaszczy-
zny be i a. Odpowiednio do tego lewa strona wzoru 3b wska-
zuje dwoiscie, ze prosta ab—+ac jest identyczna z prosta, ktora
taczy punkty b+c i a.

Wywiazaliémy si¢ teraz calkowicie z naszego ‘przyrzeczenia,
danego na str. 28, i mozemy przej$¢ do wykazania przestrzen-

nych odpowiednikéw twierdzef logiki tréjelementowej. Ogra-
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niczymy si¢ tu do paru tylko najbardziej waznych przyktadéw.
Przedewszystkiem znana z algebry zwyklej zasada lacznosci
(asocjacji):
(a+-b)--c=a-H(b-tc) (142)
abXc=aXbc (14%)

Nie podajemy tu — nie cheac nuzy¢ czytelnika — nieco skom-
plikowanego dowodu tego twierdzenia i zadowalamy si¢ bez-
posredniem sprawdzeniem go w intuicji przestrzennej. Rzut oka
na rys. 4 pozwala stwierdzié: 1) ze ten sam punkt (a+b-+c)
otrzymujemy niezaleznie od tego, czy przecinamy prosta a-+b
plaszczyzng ¢, czy tez prosta b-+c tniemy plaszczyzna a (14%);
2) ze t¢ sama plaszczyzne (abc) otrzymujemy przez polaczenie
prostej ab z punktem ¢, jak i przez polaczenie prostej bc z punk-
tem a. Wszedzie widzimy tu przytem calkowite odwzorowanie
dwoistoéci logicznej dodawania i mnozenia w postaci dwo-
istoSci geometrycznej ciecia i laczenia (rzutowania).

Na zakoniczenie podamy jeszcze wyjatkowo przejrzyste pod
wzgledem geometrycznym odwzorowanie zasad rozwiniecia
110, rozszerzonych na trzy elementy, oraz uogodlnionych w ten-
ze sposéb zasad de Morgana.

Uogélnione zasady rozwinieé 1 i 0 otrzymamy, rozwijajac di-
chotomicznie wzgledem ¢ i ¢ kazdy element ich rozwinigé pla-
skich (por. str. 26, wzory 8). Otrzymamy w ten sposéb:

1 = abc + abc’ + ab’c + ab’c’ + a’bc + d'bd +

+ a'b'c + a’b'c (152)

O0=(@+b+d @+b+c) @a4b 40 @+ -+
@440 @~+b+) @4V +0 @Ly+¢)  15Y)

Wzory te posiadaja niezwykle prosta i pigkng interpretacje
geometryczng (por. rys. 5). Elementami rozwiniecia 0 jest
8 punktéw-wierzchotkéw szeécianu o écianach: a, o, b, v, c,
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¢’; elementami rozwinigcia I jest 8 tréjkatow, tworzacych Scia-
ny oémioécianu, posiadajacego wierzcholki @, &, b, V,c,d w
§rodku $cian powyiszego szeScianu. Dwa powyzsze wielo$ciany
Platona sa — jak wiadomo — wzgledem siebie dwoiste, t. j. ma-
ja t¢ sama liczbg krawedzi, a kazdej $cianie m-krawedziowe]
(m-katnej) w jednym odpowiada wierzchotek kata m-$cienne-
go w drugim. Mianowicie, szeScian posiada: 6 §cian czworokat-
nych, 8 wierzcholkéw katow tréjéciennych, 12 krawedzi’); os$-
miodcian zaé: 6 wierzchotkéw katéw czworo§ciennych, 8 Scian
tréjkatnych, 12 krawedzi. Ta dwoisto$¢ geometryczna wieloécia-
néw Platona okazuje sie tylko odbiciem dwoistosci logiczne]
rozwinieé tréjkowych 0 i 1. Na plaszczyznie, jak pamigtamy,
dwoistoé¢ logiczna dwéjkowych rozwinigé 0 i I wyrazala sig
w dwoistoéci dwéch kwadratéw (o bokach, wzgl. wierzchotkach
a, d, b, 1), ktére sie okazuja przecigciami w mowie bedacych
wieloécianéw foremnych przez pozioma plaszczyzne wspélrzed-
nych (por. rys. 5). Trudno o pickniejsze uwidocznienie réwno-
legloéci my$li i rozciaglosci.

0d wzoréw, dajacych tréjkowe rozwinigcie 0 i 1, krok juz
tylko do uogélnionych formut de Morgana:

(@a+ b -4 ¢ = abc (162)
(abe) = a + b + ¢ (16®)

Znaczy to geometrycznie (por. rys. 5): zaprzeczenie (dopel-
nienie) §ciany tréjkatnej abc jest to punkt a’+b'+4-¢’ (form.
16°), zaprzeczeniem za§ (dopelnieniem) punktu a--b-+c jest

§ciana tréjkatna @’b’c’ (form. 16%). Czyli: zaprzeczeniem (dopet-

1) Te trzy liczby: 6, 8, 12 stanowia szereg, odpowiadajacy czlonom pro-
porcji harmonicznej, w jakiej znajduja si¢ tony akordu, skladajacego sig
z primy, kwarty i oktawy (1, */,, 2). Z tego powodu pitagorejczycy nazy -
wali szeécian ,,harmonja geometryczna‘.
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nieniem) $ciany o§mio$cianu Platona jest wierzcholek dwoistego
z nim, obejmujacego go szeScianu, wierzcholek, polozony w prze-
ciwleglej 6semce przestrzennej; i odwrotnie: zaprzeczeniem (do-
pelnieniem) wierzcholka szeScianu jest przeciwlegla §ciana za-
wartego w nim o$mioScianu. W ten sposéb odrazu z rysunku
odczyta¢ mozemy 8 uogélnionych wzoréw de Morgana dla za-
przeczenia sumy i tylez wzoréw dwoistych, dotyczacych zaprze-
czenia iloczynu.

Dowéd kazdej z tych formul réwniez da sie latwo geome-
trycznie przesledzi¢ krok za krokiem. Azeby np. zaprzeczyé
abc (16°), rozwijamy czlony tego iloczynu przy pomocy wzo-
réw dichotomicznych. Wobec tego ze

=(a+b)@a+b)=(a+b+c)(atb4¢) (a4b"+¢
(a + b 4 ¢’) — iloczyn czterech wierzchotkéw $ciany a,
b=(bta)bt+d)=(b+a+c)b+a+tc)(b+a )
(b 4+ & + ¢’) — iloczyn czterech wierzcholkéw Sciany b,
c=(cta)(ctd)=(c+a+b)(c+a+b)(c+ o +b)
(¢ + @ + ¥’) — iloczyn czterech wierzchotkéw éciany c,
otrzymujemy abc = (a b +¢) (a+ b+ ) (a + b + ¢)
@+ +c)(@+b+c@+b4c)@+ b+ o
Czlony powyiszego iloczynu przedstawiaja 7 wierzchotkéw
szescianu. Jezeli wigc iloczyn powyiszy abe ($ciane tréjkatna
o$mioScianu) zaprzeczamy, otrzymamy oczywiScie brakujacy
do 1 6smy wierzchotek szeécianu, punkt: @’ -~ b" - ¢’.

Przyklady powyisze wystarcza do wykazania, w jaki sposéb
przedstawiaja si¢ przestrzennie zasady tréjelementowe logiki
Scistej. Fundamenty pod $cista logike geometryczna w ten sposéb
zostaly zalozone.



Rozdziatl III
PLASZCZYZNA KATEGORJALNA I JE]J ELEMENTY.

Logika geometryczna powyzej ugruntowana posiada charak-
ter wybitnie kategorjalny, nie-mnogoéciowy. Plaszczyzna logicz-
no-geometryczna, takaz przestrzen tréjwymiarowa zostaly zre-
dukowane — jak widzieliSmy wyzej — do niewielkiej tylko
liczby elementéw, ktére juz przez to samo otrzymuja znaczenie
elementéw typowych, kategorjalnych. Azeby si¢ z tym kate-
gorjalnym charakterem przestrzeni logiczno-geometrycznej bli-
zej zaznajomié, wprowadzamy do naszego diagramatu plaskie-
go nastepujace uzupelnienia, ograniczajac przytem nasze bada-
nia do plaszczyzny.

Przedluzamy proste b i b’ oraz proste ab i ab’ z diagramatu
trzeciego (por. rys. 6). Prosta b przetnie ab” w punkcie b+ab’,
prosta &’ przetnie ab w punkcie &’+ab. Lecz

b-tab = atb (17)

Przekonamy sig o tem latwo, podstawiajac we wzorze rozdziel-

noéci (por. 3%):

ab + ¢ = (a + ¢ (& + o),

zamiast ¢ — b’, otrzymamy wtedy:
ab +b =@+0b) 0+ 00)=a-+ ¥
Podobnie: al) + b =a -+ b

W ten sposéb prosta, laczaca te punkty przecigé, bedzie
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(a+b) (a+b’) = a, i punkt jej przecigcia z osia pozioma réw-
niez bedzie a. Widzimy z tego, ze wszystkie proste réwnolegle
do @ w prawej polowie plaszczyzny beda zawsze prostemi a,
wszystkie punkty prawej pélosi réwniez zawsze beda punkta-
mi a, wszystkie punkty prostej b w prawej polowie plaszczyzny
beda punktami a+b it. p. A wigc nasza przestrzen logiczno-

ab
a'th b a+b brab'=a+b
[ X6
a 0 Q a
Q)'o’: a‘o
a4b
6 a+b’ b'rab=a+b’
ab’
Rys. 6.

geometryczna nie jest przestrzenia zwykla, mnogo$ciowa, gdzie
np. kazda prosta, réwnolegla do @, jest inna prosta. a wigc pro-
sta a,, @, a; 1 t. d., a kazdy punkt na osi poziomej rozni si¢ od
innego jej punktu a,, @, a; i t. d., lecz jest przestrzenia, gdzie
prosta @ i punkt @ (analogicznie i w innych przypadkach) repre-

zentuja wszystkie ,,podobne‘ proste i punkty, sa typami, forma-
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mi, kategorjami tych przedmiotéw. Stad tez ta zastanawiajaca
wlasno$¢ przestrzeni logiczno-geometrycznej, ze daje sie ona
przedstawi¢ w postaci tak prostej niezwykle, tak wieloéciowo
nieskomplikowanej, tak zwigzlej, tak ,,ekonomicznej*. Ttomaczy
si¢ to wlasnie tem, ze mamy tu do czynienia z przestrzenia nie
wieloSciowq, lecz kategorjalna. Znika w niej odlegloéé od po-
czatku wspolrzednych rozmaitych punktéw i prostych, ta
odlegtos¢, ktéra czyni réinic¢ miedzy @ i @, ktéra je
zdwaja i powiela, a pozostaje tylko typ, kategorja jakoSciowa,
np. linja prosta pionowa w prawej polowie ptaszczyzny. Uwie-
lokrotnienie takich elementéw kategorjalnych bedzie w prze-
strzeni kategorjalnej tylko odbiciem pierwowzoru; te odbicia
nie moga w swej pseudo-odrebnej postaci pretendowaé do mia-
na odrebnych kategoryj (np. drugi punkt czy prosta a, lub dru-
gi punkt a+b na prostej poziomej b). Ten zasadniczy rys
kategorjalnosci przenosi sig, oczywicie, z przestrzeni logiczno-
geometrycznej i na nauke, ktéra przestrzen te bada, innemi sto-
wy, na logike geometryczna, ktéra tez cechuje w calej rozcia-
glosci.

Kategorjalna przestrzen logiczna posiada charakter wybitnie
strukturalny, architektoniczny, ktéry si¢ nam narzuca natych-
miast i nieodparcie, skoro tylko zwrécimy sie do jej obrazu;
plynie ten charakter z dwéch zrédel: przedewszystkiem z dwo-
istodci (dualnoéci), panujacej niepodzielnie w przestrzeni logicz-
no-geometrycznej, a nastgpnie z sytuacji jej elementéw pozy-
tywnych i negatywnych. Ten charakter architektoniczny §wiata
logicznego zostal wydobyty na jaw i uwidoczniony dzieki powy-
zej uskutecznionemu uprzestrzenieniu logiki algebraicznej,
i blizsze zbadanie tej przedziwnej architektoniki logiczno-prze-

strzennej bedzie zadaniem II czeéci niniejszego tomu.

- A

Nasamprzéd jednak postaramy si¢ droga rozwazan czysto geo-
metrycznych wyprowadzi¢ podstawowe typy, podstawowe ka-
tegorje, ktére widzimy w naszej przestrzeni logiczno-geome-
trycznej. I tutaj, u podstaw logiki geometrycznej, przekonamy
si¢ raz jeszcze o zasadniczej a tak zadziwiajacej odpowiednio-
§ci, taczacej nieprzestrzenny $wiat logiki i przestrzenny $wiat
geometrji.

Dla uproszczenia kwestji ograniczymy si¢ obecnie do topolo-
giki ptaskiej, dwuelementowej, odktadajac sprawe analogiczna,
dotyczaca logiki geometrycznej trojwymiarowej, do nastepne-
go rozdzialu.

A wiec mamy plaszczyzng kategorjalno-geometryczna z dwo-
ma jej podstawowemi elementami, punktem i prosta. Zachodzi
pytanie: jakie moga by¢ w tej plaszczyznie rozmaite rodzaje,
rozmaite jakoSci tych punktéw i prostych? Rozumiemy, ze pyta-
nie to jest réwnoznaczne z pytaniem o rozmaite kategorje tych
elementéw geometrycznych (bedacych obrazami odpowiednich
kategoryj logicznych). Céz jednak znaczy ,jako$¢™ w prze-
strzeni geometrycznej, na czem polegaé tu moze odrebnos¢ ja-
ko$ciowa punktéw, wzgl. prostych? Odpowiedz nasuwa si¢ sama
przez sie: odrebnosé ta polega na rozmaitych polozeniach tych
utworéw w stosunku do osi wspélrzednych i wyznaczonych
przez nie ¢wiartek (kwadrantéw) plaszczyzny, przyczem pewne
utwory znajduja sie tylko w jednej z tych ¢wiartek (np. punkt
a-+b), inne za§ w dwbch (np. prosta @) lub nawet w trzech czy
wszystkich czterech ¢éwiartkach. Otéz otrzymamy wszystkie
mozliwe kategorje, wszystkie mozliwe jakosci logiczno-geome-
tryczne na plaszczyZnie, gdy odpowiemy na pytanie, jakie to
utwory (punkty, proste) znajduja sie: ;

I. tylko w jednej z éwiartek plaszczyzny,



II. w dwoch,

II1. w trzech,

IV. we wszystkich czterech ¢wiartkach plaszezyzny,

V. pozewnatrz ¢wiartek plaszczyzny 7).

Przechodzimy do systematycznego rozpatrzenia kazdego z tych
pytan, zaczynajac od pierwszego.

I*. Jezeli chodzi o punkt geometryczny, to najbardziej pospo-
litym, nasamprzéd przychodzacym na mys$l bedzie ten rodzaj
punktéw, ktére wlasnie znajduja sig tylko w jednej z Ewiartek,
i nawet mozliwo$§¢ innych rodzajéw punktéw w pierwszej chwili
wydaje nam sie problematyczna. Te pospolite jedno-¢wiartko-
we punkty—to punkty typu: & - B gdzie o jest albo wspotrzed-
na logiczno-geometryczna a, albo tez &/, B za§ wspolrzedng b
lub &'. W zaleinoéci od ¢éwiartki plaszczyzny, w jakiej taki
punkt kategorjalny si¢ znajduje, otrzymamy cztery kategorje
punktdw, nalezacych do grupy I*:

a+b, at+b', d+b, -+ (por. rys. 3, wzgl. 6).

Te punkty logiki geometrycznej odpowiadaja, oczywiscie,
czterem rodzajom punktéw geometrji analitycznej, wyznaczo-
nym przez proste (x =a,y=2"5), x=a,y=—10),(x =—a,

=0) 1= —aly = =Db)

I’. Jezeli teraz od punktéw przejdziemy do prostych i zapy-
tamy o takie proste, ktéreby znajdowaly si¢ tylko w jednej
z éwiartek plaszczyzny, to prostych takich nie znajdziemy; kaz-

1) Dla przestrzeni jednowymiarowej, dla linji prostej, pytania te redu-
kuja sie do 8-ch: jakie utwory znajduja sie w jednej z poléwek tej linji,
jakie w obydwéch i jakie pozewnatrz tych potéwek. Utworéw tych — jak
latwo si¢ przekonaé — bedzie cztery: dwa z nich, kazdy w jednej z po-
téwek linji, to elementy @ i @’; trzeci element w obydwéch potéwkach (wla-
§ciwie na ich wspélnej granicy polozony) to poczatek wspéirzednych 0; wre-

szcie czwarty element — to element I, punkt w nieskoficzono$ci na danej
linji prostej.

A

da nieograniczona prosta (nie odcinek prostej!) wybiega poza
obreb jednej z ¢wiartek plaszczyzny, nie mieéci sie w jej obre-
bie.

II*. Przechodzimy tedy z kolei rzeczy do punktéw, ktére znaj-
dowa¢ si¢ maja w dwoch ¢éwiartkach plaszczyzny. Oczywiscie,
jest to mozliwe wtedy, gdy beda to punkty graniczne, t. j. znaj-
dujace si¢ na wspélnej granicy dwoch ¢wiartek. Te punkty
graniczne to przedewszystkiem punkty typu: «, wzgl. B czyli
punkty - wspolrzedne logiczno - geometryczne. Mamy cztery ta-
kie punkty graniczne:

@l axNbe

Punkt @ — graniczny dla ¢wiartki I 1 II (prawa polowa) na
polosi 0a
Punkt & — , i - I i I (gérna polowa) na
potosi Ob
Punkt " — 5 “ 5 I i IV (lewa potowa) na
potosi Oa”
Punkt " — ’ ’ - IV i II (dolna polowa) na

polosi Ob’

Te punkty graniczne przedstawiaja kategorj¢ punktéow ele-
mentarnych, ktére to punkty dopiero w polaczeniu wyznaczaja
utwory bardziej zlozone.

Kategorjom punktéw granicznych logiki geometrycznej od-
powiadaja punkty-wspoélrzedne geometrji analitycznej:
(= 0), 0, 3), (— = 0),; (0, — y).

Lecz na tem nie koniec. Mamy jeszcze dwa punkty graniczne
»dwuéwiartkowe®, mianowicie dla ¢wiartek przeciwleglych T i
IV oraz II i III. Beda to punkty w nieskonczono$ci na przekat-
nych zewngtrznego kwadratu, przechodzacych przez wspomnia-
ne ¢wiartki, punkty:
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a’b + ab’ oraz
ab -+ a’b’
Wiecej o nich nizej, w drugiej czesci ustepu IIP (str. 48, 49).
I. Jezeli teraz od punktéw przejdziemy do prostych i za-
pytamy o takie proste, ktére znajduja si¢ w dwoch ¢éwiartkach
(przechodza przez dwie ¢wiartkid), to pytanie nasze z natury rze-
«czy rozdwoi si¢ na pytania: czy istnieja proste, przechodzace
przez ¢éwiartki oboklegle (np. I'i II, I i III), oraz: czy istnieja
proste, przechodzace przez éwiartki przeciwlegle (np. Ti IV).
Jeieli chodzi o pierwszy rodzaj prostych ,,dwuéwiartkowych®,
to odpowiednio do 4 kategoryj punktéw ,,dwuéwiartkowych®

znajdujemy cztery tego rodzaju proste wspolrzedne:

@ b, a5 b

Prosta @ — znajduje sie w ¢éwiartce I i II (prawa polowa)
i jest || do osi Oppr
Prosta b — x. % I i I (gérna polowa)
i jest || do osi Ou
Prosta a’ — - - I i IV (lewa polowa)

i jest | do osi Ow
IVi II (dolna polowa)
i jest || do osi Our

Prosta b — » o

Te okoliczno$¢ geometryczna, ze kazda z prostych a, b, &, V'
przechodzi przez 2 ¢wiartki plaszczyzny, mozemy wyrazi¢ alge-
braicznie, przedstawiajac te proste sposobem dichotomicznym:

g =(a45) (a +¥)
b= (a-+ b (@~ b
d= (ad+ b (a4 V)
Y= (a+ b)@—+b)
Jako proste wspolrzedne, linje wyznaczajace lacznie utwory

wyiszego typu, sg to utwory proste (mniej zlozone, anizeli np.

.

proste typu ab). Odpowiadaja one prostym-wspélrzednym
geometrji analitycznej Descartesa, ktérych réwnania sa:

x=ay)=bx=—ay=—b

Lecz to nie wszystkie jeszcze proste ,,dwuéwiartkowe”. Moga
by¢ takie proste, ktére przechodza nie przez 2 ¢éwiartki obok-
legte, lecz przez 2 ¢éwiartki na krzyz lezace. Takich éwiartek
mamy dwie pary: I i IV, II i III, i odpowiednio do tegn
dwie proste kategorjalne, z ktérych jedna przechodzi przéz
¢wiartki 11 IV, druga za§ przez ¢éwiartki II i III. Pierwsza
z nich taczy punkty a+b i @/+0’, druga za§ punkty a+b’
1 @’+b. Beda to wiec proste:

(@ + b) (a + V),

Wobec tego za$ ze

(@ + b) (@ + V) = ad’ + bd + ab’ + bb = a’b + ab’,

'zaé (a+b)(@ ~+b) = ad +b'a + ab + b'b = ab -+ ab’,
wi¢c powyzisze dwie proste mozemy réwniez przedstawié

w postaci dodajnej:
a'b-+ ab’,

(@ + V) (' + b).

ab—-+a'b’.

Tym dwém prostym kategorjalnym logiki geometrycznej od-
powiadaja proste geometrji analitycznej, przechodzace przez
poczatek wspélrzednych (a wigc wlaénie przez przeciwlegle
¢wiartki), przytem pod tym samym katem wzgledem obydwéch
osi. Rownania ich sg, jak wiadomo:

X — S =— =Ry

,Otéi tymczasem nie widzimy zadnego zwiazku miedzy temi
rownaniami a powyzszemi wzorami logiki geometrycznej. Wy-
starczy jednak przypomnie¢ sobie wzér I¢, gloszacy, ze a < b =
= ab’ [iciSlej = (ab’ = 0)], aby ten zwiazek stal si¢ widocz-
nym.
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Wzér bowiem: a’b-}-ab’ przyjmie wtedy postaé: (b<<a)4(a<b),
czyli zgodnie z def. rownowaznosci: a=b
wzor za$: ab—-+a’b’ przyjmie wtedy postaé: (a<<b’)-+ (b'< a)
czyli a=0b’".

I tu wiec widzimy odpowiednio§¢ migdzy wzorami topologiki
1 wzorami geometrji analityczne].

Reasumujac dzial II°, mozemy powiedzieé, ze mamy 6 kate-
goryj prostych ,,dwuéwiartkowych®:

Da=(a+ b (a4 b)

b=(a+0b(d+ b

8 &= (@+ b @+ b)

4 b= (a+b)@+b)

5) (a+ b) (@ + b') czyli a’b + ab’ czyli a = b

6) (a-+ b') (’+b) czyli ab + &b czyli a = b'.

Przyjrzyjmy si¢ stosunkowi prostych 5) i 6) do pierwszych
czterech prostych. Widzimy, ze, podobnie jak i pierwsze cztery,
sa one réwniez polaczeniem punktéw ,,jednoéwiartkowych® z ta
tylko réznica, ze stanowia one polaczenie punktéw przeciwle-
glych, nie za$§ obokleglych (przyleglych) — stad szes¢ takich
prostych, nie za$ cztery.

Odpowiednio do tego, dwoiécie, réwniez i w II* mamy nie
cztery punkty, lecz sze$¢ punktéw dwuéwiartkowych. Punkty
,,dwuéwiartkowe: a, b, @’, b’ mozemy — dwoiscie do prostych:
tego samego miana — przedstawi¢ w postaci dichotomicznej:

a = ab + ab’
b= "ub - db
a=dab -+ b
b= ab’ + a't’
Otéz brak jeszcze dwéch mozliwych kombinacyj dodajnych:

[

— -
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linij prostych, figurujacych w prawych stronach powyzszych
réwnan, mianowicie kombinacyj bokéw przeciwleglych kwa-
dratu wewnetrznego, nie za§ przyleglych, jak w powyiszej
czworce. Beda to punkty:

ab ~+ a’'b’ [=(a + V') (' + b)] oraz

b+ ab’ [=(a + b) (@ + V)]
dwoiste do prostych 5) i 6).

Punkty te, przecigcia prostych réwnoleglych, leza — jak to
wida¢ z rys. 3 — w nieskoficzonoéci na prostych tego same-
go miana.

IIT*. Szukamy obecnie punktéw, ktére moglyby si¢ znajdo-
waé w 3 (¢wiartkach; oczywidcie, bytyby to punkty graniczne
dla 3 ¢wiartek (i tylko dla 3 ¢wiartek). Ale takie punkty sa
niemozliwe, jak niemozliwe byly proste, ktéreby si¢ znajdowa-
ly w obrebie tylko jednej éwiartki. ,, Trzyéwiartkowych® punk-
téw by¢ nie moze. :

III°. Natomiast bardzo pospolita kategorja topologiczna sa
proste, przechodzace przez 3 ¢wiartki; kategorja ta w swej po-
spolito$ci  czy normalnoéci odpowiada catkowicie kategorji
punktéw ,,jednoéwiartkowych®. Moga istnie¢ 4 rodzaje, 4 typy
takich prostych:

Prosta, przechodzaca przez éwiartke 1, II, III — bedzie to

: prosta ab

” 5 o 0 I, I, IV — bedzie to
prosta ab’

” ”» > ” I, II, IV — bedzie to
prosta a’b

5 5 % - I, I, IV — bedzie to

prosta a’b’
Oczywiicie, mowa tu nie o odcinkach ab i t. p., lecz o pro-
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stej nieograniczonej, przechodzacej przez punkty a i b’; 'taka
prosta istotnie bedzie przechodzita nietylko przez /I—szq cww:t—
ke, lecz i II-ga (prawg dolna) oraz II1I-cia (lewa gorr‘la,). .Zac o-
dzi teraz pytanie, czy mozemy analitycznie (alg‘ebralcz‘me) wy-
razié to, ze prosta ab przechodzi przez 3 éwiarfkl.: I, 11 i III. Na
pytanie to odpowiemy twierdzaco, skoro wezmiemy pod uwa-
ge, ze:
b = (@~ b (a+ )@+ b,

albowiem a = (a -+ b) (a + V'), zas b = (a -+ b) (¢’ 4 b).

W ten sposéb prosta ab mozemy przedstawi¢ w takiej posta-
ci, ktéra wskazuje nam, ze przechodzi ta prosta prze‘z Punkty:
a+b, at+b, d+b, czyli 3 punkty kategorjalne wyzej wspo-
mnianych éwiartek. Lecz w jaki to sposob, zapytafn}./, proli:a
ab przechodzi¢ moie przez punkty powyzsze, przec1e.z pur; .y
te — jak widaé na obrazie plaszczyzny geometrycz'ne] ,—. eza
wlaénie pozewnatrz tej prostej? Otéz musimy ;')amlqtac,.zeb—'
jak wykazaliémy na str. 42 — element kategorJal-Illy. moze byc¢
uwielokrotniony, zajmowaé wiele polozen, ocz.yw1sc1e w obri—
bie tych éwiartek, do ktérych kategorjalnie nfilezy (tak. np. pgr;,f
a, lub prosta a, lub punkt a-+b" i t. p. (na dlagra‘mame 6) 6z
na diagramacie tym widzimy juz, ze pr(.)sta ab jednakze prze-
chodzi przez punkt a+?’, a jezeli wezmiemy pod uwage p’rzi
ciecie tej prostej z prosta @, to otrzymamy punkt db‘l‘tf ;—
— &-+b; czyli prosta ab przechodzi réwniez przez punkt a—,{— ;

Pozostaje teraz tylko wykazaé, ze prosta ab przechodzi r0v1v{—
niez przez punkt a-+b. W tym celu wezmiemy pod uV\./ag’q punb,t
przeciecia tej prostej z prosta (a+b) (a’—l—b’). cz?rh ab+a b
Punktem tym bedzie ab+a’b+ab’ = a+b. A Wl-f;c i punkt a—l;(
lezy na prostej ab, i prosta ta istotnie przechodzi przez 3 punk-
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ty: a+b, a+¥’, a’+b, charakteryzujace I, II i III ¢wiartke pla-
szczyzny.

W ten sposéb proste kategorjalne dziatu IIIP mozemy przed-
stawi¢ w takiej postaci, ktéra bytaby odpowiednikiem algebra-
icznym ich »tréjéwiartkowej* natury geometrycznej.

A wiec:

ab = (a + b) (a +¥) (@4 b)
ab’ = (a + b')(a + b) (@ + b')
b= (a4 b) (@~ b)(a + b)
b= (@ + b)@+ b) (a + b)

Wzorom ab, ab’, a’b i &' w ich oryginalnej postaci odpo-
wiadaja wzory geometrji analitycznej, wyznaczajace prosta
przy pomocy punktéw (@, b), w ktérych prosta ta Przecina osie
wspétrzednych x i y.

Przechodzimy teraz do rozpatrzenia dwéch ostatnich, kran-
cowych mozliwoéci kategorjalnych (IV i V), dotyczacych utwo-
réw o rozleglosci maksymalnej i minimalnej.

IV®. A wiec przedewszystkiem, czy mozliwy jest punkt obec-
ny we wszystkich 4 ¢éwiartkach? Otéz, jezeli punkt taki bylby
mozliwy, to mégtby byé nim tylko punkt graniczny dla wszyst-
kich ¢wiartek (gdyz w tem tylko znaczeniu, w znaczeniu ,,obec-
no§ci na granicy mozemy méwié o obecnoéci punktu w wie-
cej, niz jednej éwiartce). Dotychczasowe rozwazania nasze,
dotyczace ,,rozciagania® sie elementéw topologiki kategorjalnej,
Wykazuja, ze im element jest bogatszy, ,»Wwigkszy* tre$ciowo,
t. j. bardziej zdeterminowany, tem jego »rozciaganie si¢”, jego
»Zasiag™ jest mniejszy. A wiec, gdy mamy szereg zmniejszaja-
cych sig elementéw a+b > a > ab, to rozciaganie sie ich,
przeciwnie, wzrasta i od ,,jednoéwiartkowoéci dla a+b poprzez

»dwuéwiartkowoéé dla g przechodzi do »tréjéwiartkowosci®



dla ab. ,Cztero¢wiartkowym® punktem bedzie tedy element
(punkt) minimum, 0 logiczne, ktére tez widzimy w poczatku
wspolrzednych, na granicy, gdzie stykaja sie z soba 4 ¢wiartki
plaszczyzny logicznej.

IV®. Czy mozliwa jest prosta, obecna we wszystkich éwiart-
kach? Na zasadzie tego, co bylo przed chwilag méwione, rozu-
miemy, ze taka prosta bedzie 0§ aa’ = 0., oraz os bb' = Oy .

Punkt @ znajduje si¢ w I-szej i II-giej ¢wiartce, punkt @’ —
w III-ej i IV-tej, prosta wiec aa’ bedzie obecna w I, II,
ITII i IV ¢wiartkach. Podobnie dla prostej b0'.

Te¢ ,,czteroéwiartkowo$¢™ osi zerowych przedstawié mozemy
algebraicznie, rozwijajac 0 wedlug a, &, b, & (p. str. 26).

Mianowicie:

0 = (a+b) (a+¥) (a-+b) (a'-}+-b').

Mozemy réwniez sama plaszczyzng ukladu wspélrzednych
rozpatrywa¢, jako maksymalnie wspélny substrat osi aa’ i bb’
(podobnie jak prosta ab rozpatrujemy jako to, co jest maksy-
malnie wspolne punktom « i b), i to ad’bb’ — 0 uwazaé za ma-
ximum rozciaglosci, za co$, co jest obecne we wszystkich kwa-
drantach (por. str. 20, 21).

V2. Wreszcie: czy istnieja elementy geometryczne — przede-
wszystkiem  punkty — pozewnatrz kwadrantow plaszczyzny,
nieobecne w zadnym z jej kwadrantéw? Takiemi punktami be-
da, jak juz wiemy, elementy tre$ciowo maksymalne, punkty
10giczno-geometryczne = 1.

Beda to punkty, dualne do osi aa’ 1 bb’, punkty a+a = 1
1b-b" = 1, punkty w nieskoniczonoéci: pierwszy na osi Oy, dru-
gi na osi O,y. Prosta @ przechodzi przez ¢wiartke I i II, prosta
@ — przez ¢wiartke II1 i IV, punkt ich przeciecia znajduje sie
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w ¢wiartce wspélnej pierwszej i drugiej parze ¢wiartek?),
a wiec w zadnej z tych éwiartek.

VP. Mamy réwniez i prosta, lezaca pozewnatrz kwadrantéw
plaszczyzny. Jest nia prosta maximum, dualna do poczatku
wspotrzednych (0 = 0,0 - Ouy), prosta I = I, o X Ipip).
Bedzie to prosta w nieskoniczonoci, laczaca punkty w nieskon-
czonoici lay (= a + ) i Iy (= b + ).

Zreasumujemy teraz otrzymane rezultaty.

Wszystkie elementy kategorjalne plaszczyzny logiczno-alge-
braicznej wyprowadziliémy i podzieliliémy, kierujac sie ich
przestrzennemi wla$ciwo$ciami, mianowicie tem, w ilu i w ja-
kich ¢wiartkach plaszczyzny znajduja si¢ (sa obecne) te elemen-
ty. Jezeli zwazymy, ze maximum treéci elementu kategorjalne-
g0 jest zwiazane z minimum jego obecnosci, to, chcac uporzad-
kowa¢ teraz elementy kategorjalne wedlug wzrastajacej ich
obecnoéci, nalezy zaczaé od grupy o maksymalnej tresci, gdyz
bedzie to wlasnie grupa o obecnosci minimalnej — grupe te na-
zwiemy tez z tego powodu 8rupa zerowa.

Otrzymujemy w ten sposéb tablice I (p. str. 54).

Jezeli teraz wszystkie elementy kategorjalne réwnowazne, t. j.
wystepujace w tych samych ¢éwiartkach plaszczyzny, raz tylko
uwzglednimy w tablicy, wtedy przedstawi i ona W uproszczo-
nej postaci (p. tabl. II, str. 54).

') Podobnie jak np. punkt e, jako punkt przeciecia prostych ab i ab’,
znajduje si¢ w éwiartkach I i II, wspélnych ¢éwiartkom, przez ktére
przechodzi prosta ab (I, II, III) i prosta ba’ (I, 11, IV).
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Tablica I.
ELEMENTY KATEGORJALNE] PLASZCZYZNY
LOGICZNO-GEOMETRYCZNE].
Elementy plaszczyzny wedlug ich obecnobci
w zadnej w 1 w 2 w3 1";11 Y::Zit:
z Cwiartek ¢wiartce ¢wiartkach éwiartkach kach
0 1 2 &) 4
Tatar a—b @O |a @ W), « L IV) | ab (I, II, III) Oaa’
In4br a-b (II) | & (I, ID), & (I, IV) |ab (1,11, 1IV) Obb’
Iatab+b) | @b (D) | abt-a’b’ (11, 110), a'b (L IULIV) | Oaa'+bb!
ab’ 4 a'b (I, IV) '
) a'4-b" (IV) a'b! (IL 1L IV) )
oraz 6 elementéw dwoi-
stych: @, a’; b, b'; ab’4
—+a'b, ab+-a'l’.
Tablica I1

ELEMENTY NIEROWNOWAZNE KATEGORJALNE]
PLASZCZYZNY LOGICZNO-GEOMETRYCZNE]

Elementv nieréwnowazne plaszezyzny wedlug ich obecnosci
w zadnej w1 w 2 w3 l‘:fe VizySt
3 f - A ich éwiant-
z Cwiartek ¢wiartce ¢wiartkach ¢wiartkach kach
0 1 2 3 4
1 a-+b a, a' ab 0
a-b' b, b’ ab’
a'--b ab+-a't’, ab’'+a'b a'b
(l’+b, a/b’

*) Liczba rzymska oznacza tu éwiartke, w ktérej obecny jest dany element.
**) Dochodza tu jeszcze dwa elementy: Lot ar) bty 1 0 gar . by» Koincydu-
jace odpowiednio z elementami Opartbb 1 1 (atar)btb) (por. odnoénik na str.

58 oraz odno$niki na str. 701 71).

e

Pierwsza z tych tablic obejmuje 26 (wzgl. 28) elementdw,
druga — 16 = 2* (wykladnik potegi wskazuje tu ilo§¢ éwiartek
plaszczyzny, wzgl. reprezentujacych je punktow).

W ten sposéb otrzymaliémy wszystkie elementy geometrji ka-
tegorjalnej plaskiej, wszystkie rodzaje (formy, kategorje) polo-
zen, wzgl. kierunkow mozliwych na plaszczyznie. 1 ta katego-
rjalna analiza daje w rezultacie nietylko wszystkie rodzaje po-
fozeh w dwuwymiarowej dziedzinie geometrycznej, lecz
1 wszystkie zarazem rodzaje poje¢ w dwuelementowej dziedzi-
nie logicznej, $wiadczac w ten sposéb o calkowitej odpowied-
nioéci dziedziny my$li i dziedziny przestrzeni.

Te mozliwe polozenia logiczno-geometryczne zostaly zdobyte
przez odniesienie ich do 4 kwadrantéw plaszczyzny. Kazdy ta-
ki kwadrant jest reprezentowany kategorjalnie przez punkt
typu & @ (grupa I), gdzie o jest wspdtrzedna a albo &, § za§ —
wspoélrzedna & lub &’. Mozemy tedy otrzymaé powyzsza tablicg
(elementéw . nieréwnowaznych) na drodze czysto analitycznej,
wychodzac z oznaczen dla czterech kwadrantéw (a-+b, a0/,
@+ b, @ +b') i rozpatrujac wszystkie mozliwe (w liczbie 16)
kombinacje (a wiec po 1, 2, 3, 4 elementy oraz 0 elementéw)

z powyzszych punktéw-kwadrantéw *).
Kombinacje te przedstawiaja si¢ w sposéb nastepujacy:

1) a+b —!—‘ 2 a-+bl—| 8)a-tbl— 4)a—]—b~—
e a--b'H a—+b— a-bi—
a+b|— a-b|— a-+b |-+ a—+b |—
a—+b'|— d+b'|—- a-+b'|— ad—+b'+

1) W powyzszem zadaniu mamy analogon wyszukania wszystkich elemen-
tarnych funkcyj prawdziwo$ciowych dwéch argumentéw.
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5) a—+b|H 6)a-b|L| 7) a—b |+
a+b+|  a-+b|— a—+b'|—

depbi—| db i - d-h
a+b|—| d+b— a-+b' |+

8) a+b|—| 9a-+b|—|10)a-}b|—
a+b|l+ a4+ a-Fb|—
a+bH| d+bl—| Jd+b|+

a'+b' a+b |+ JHYH

11) @b+ 12)a-tb-H 18)adb|| 14) a-b|—
a—+b'|+ a-+b'|-+ a—+b|— a—+b'|+
a+b |+ a+b|— a+b |+ a—+b |+
-l e el e

15) a+b |-+ 16)a-+b
a-+b'+ a—-b|—
ad-+b |+ a'+b|—
a—+b' |+ a—+b'|—

|

Znak + figurujacy obok elementu konstytuujacego (t. j. ele-
mentu: a-+b, a+b’, d+b, a’+b’) oznacza, ze element ten wcho-
dzi w rachub¢ w danej kombinacji. Jezeli dana kombinacje
konstytuuje 2 lub wigcej elementéw, to element przez nie wy-
znaczony jest iloczynem logicznym elementéw konstytuuja-
cych?). Innemi stowy, kombinacje elementéw konstytuujacych

sg tu kombinacjami rozlacznemi czyli iloczynowemi. W ten spo-

1) Lub tez, réwnowaznie, jest negacja iloczynu logicznego elementéw, nie
wchodzacych w rachube w danej kombinacji (oznaczonych znakiem minus).

~

h TR ——— g —= =
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s6b kombinacje powyzsze konstytuuja 16 nastepujacych ele-
mentéw nieréwnowaznych (réznowainych) logiki dwuelemento-

wej:
1. 25 3 4.
a+b a+b' a—+b a—+b
5. 6. 7.
a[=(a1b) (a-b')] b[=(a-}b)(d+b)] (at+b)(d-}b)
8 9 10.

(a+b)(@+b) b [=(atb) (d+b)] o [=(d+b)(@+b)]
11. 12

ab [=(a--b) (a+-b') (d-b)] ab’ [=(a+b) (a+-b) (d'4b')]
13 14

a'b=[(a+b) (d+b) (d+V)] a'bt = [(a+b) (d+b) (a'+b')]

15.
0 [=(a+-Db) (a-+V') (d'+b) (d+b)]
16.
1 = [(a+b) (a+-V) (d'4-b) (V)] =
=d'b'+d' b+ab’+ab.

Wszystkie te elementy widzimy na naszym obrazie dwuele-
mentowego $wiata logicznego, ktéry nam jednakze ad oculos
wskazuje, ze w §wiecie tym mamy wiecej, anizeli 16 elemen-
tow, albowiem niektére z nich wystepuja w rozmaitych, choé
réwnowaznych postaciach. Stosuje si¢ to, mianowicie, prze-
dewszystkiem do elementéw ,,dwuéwiartkowych® (5 — 10),
ktére wystepuja nietylko jako proste: a, b, (a-}+b) (d'+b),
(a+b') (@'+b), V', @, lecz i jako réwnowaine tym prostym
punkty: a,b, a'b--ab’, ab--a'¥’, b, ', poza tem za§ do elemen-
tow granicznych 0 i I, z ktérych kazdy wystepuje w 3 po-
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staciach ). Mianowicie, zero — jako 0§ aa’, o bb’, poczatek
wspolrzednych (aa’+-bb'); za§ jedno§é jako punkt w nieskon-
czono$ci a+a’, punkt w nieskofczonoéci b-+0b’, prosta w nie-
skonczonosci (a-d') (b-+4b’).

Zapewniwszy sobie w ten sposob calkowite wyczerpanie moz-
liwych kategoryj (rodzajéow) elementéw plaskich logiczno-geo-
metrycznych, przejdziemy niecbawem do blizszego rozpatrzenia

zwiazkow, jakie istnieja migdzy temi elementami.

!) Gdyby$my prosta w nieskoficzenoéci wyznaczyli jako iloczyn punktéw,
lezacych w nieskonczonosci na osiach skoénych, a wiec jako (a'b--ab’) (ab+
+a't’) = (a+b) (@'+4b') (a4b) (a'+b) = 0, to otrzymalibyémy jeszeze cawar-
ta posta¢ zera; jednakie ta posta¢ zera koincydowalaby juz przestrzennie z jed-
noscia, jako prosta w nieskoficzonoci, wyznaczona przez punkty w nieskon-
czonosci, lezace na osiach zwyklych. Dwoiécie: gdyby$my poczatek wspétrzed-
nych wyznaczyli, jako sume osi skoénych, a wigc jako (a'~b) (a-b') 4 (a-+-b)
(@) = ab+-a’b'+-ab'-a’b = 1, to otrzymalibyémy jeszcze czwarta postaé jed-
noSci; jednakze ta posta¢ jednoéci koincydowalaby juz przestrzennie z zerem,
jako- punktem-poczatkiem wspérzednych, wyznaczonym przez przeciecie sie osi
zwyklych.

Rozdziatl IV.

TROJWYMIAROWA PRZESTRZEN KATEGORJALNA
I JE] ELEMENTY.

Opuszczamy obecnie na chwile logike geometryczng dwuele-
mentowg czyli topologike plaska (planilogike) i przechodzimy
do logiki geometrycznej tréjwymiarowej czyli do stereologiki.
Obraz ,,przestrzeni logicznej* tr6jwymiarowej mamy juz poda-
ny na rys. 5 (str. 35), obecnie za§ postaramy sie¢ blizej
zapozna¢ z elementami tej przestrzeni kategorjalnej, prze-
prowadzajac badania analogiczne do tych, ktére nas zajmo-
waly w rozdziale poprzednim ze wzgledu na plaszczyzne kate-
gorjalna,.

Podobnie jak tam otrzymali$my wszystkie mozliwe jako$ci
logiczno-geometryczne plaskie, rozpatrujac plaskie elementy
logiczno-geometryczne z punktu widzenia ich obecnoéci w zad-
nej, jednej, dwoch... i t. d. éwiartkach plaszczyzny, tak samo
1 teraz rozklasyfikujemy wszystkie przedmioty przestrzeni lo-
gicznej z punktu widzenia ich obecno$ci w zadnej, jednej,
dwoch... oémiu ésemkach przestrzeni tréjwymiarowej. Kazda
taka dsemka przestrzenna jest reprezentowana kategorjalnie
przez punkt typu a—-8--7 gdzie « jest wspbirzedna a albo &,
B — wspolrzedna b lub &', v za$ wspblrzedna ¢ lub ¢’. Wszystkie

mozliwe kombinacje iloczynowe z powyzszych 8-miu punktéw
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dadza nam wszystkie mozliwe elementy (réznowazne Y)
przestrzeni logicznej tréjwymiarowej w liczbie 209 — 98—
= 256. Wszystkim tym elementom analitycznym (logicznym)
przyporzadkowa¢ mozemy odpowiadajace im ksztalty geome-
tryczne (por. rys. 5). Jak wiemy z teorji kombinacyj, ta liczba
ogélna 256 elementéw rozpada si¢ na 9 grup, z ktérych pierw-
sza nazwiemy grupg zerowa, albowiem zawiera element nie
znajdujacy si¢ w zadnej z ésemek przestrzennych. Obsadzenie
tych grup przez elementy jest — jak wiemy — nastepujace:

Nazwa (numer) grupy Liczba elementéw
Zerowa 1
Pierwsza 8
Druga 28 2)
Trzecia 56 2)
Czwarta ' 70 2)
Piata 56
Sz6sta 28
Siédma 8
Osma 1

Pomijamy tymczasem grupe graniczng zerowa, ktéra rozpa-
trzymy na koncu w zwiazku z druga grupa krafdcowa, grupa
6sma, i zaczynamy od rozpatrzenia elementéw grupy pierwszej
(i siédmej).

I i VII). Grupa pierwsza zawiera 8 elementéw, przedstawia-
jacych rezultat kombinacyj ,,po jeden“ z 8 podstawowych ele-

*) Elementami réwnowaznemi przestrzeni logicznej zajmowaé sig tu blizej
juz nie bedziemy.
? 87 8:7:6 8-7-6 8-
1

8:——— — ——3 = —1
4 o8, i 1-2.3 S 0

LT

mentow, innemi slowy, przedstawia te wlasnie podstawowe ele-

menty:

atbtc, atbtd, atb4-c, atb4c, b a-+b+-,
a—-b'-c, d+b'-F

Mamy tu 8 punktéw-wierzcholkéw szeécianu kategorjalnego.
Kazdy z tych elementéw znajduje sic w jednej tylko 6semce
przestrzeni logicznej (ktérej jest przedstawicielem).

Nie przejdziemy teraz bezposrednio do grupy drugiej, lecz
wezmiemy pod uwage grupe dualng (dwoista) do pierwszej,
a jest nig grupa siédma. Kazdemu elementowi grupy pierwszej
bedzie odpowiadal dualny element w grupie siédmej, a ta jedno-
jednoznaczna odpowiednio§¢ zapowiedziana jest juz w tem,
ze liczba elementéw grupy I i VII (tak jak IIi VI oraz III i V)
jest jedna i ta sama. Kazdy z tych 8-iu elementéw grupy siéd-
mej bedzie obecny w 7-iu ésemkach przestrzeni, co wyraza sie
analitycznie w ten sposéb, ze przedstawia on iloczyn 7-iu ele-
mentow podstawowych.

Istotnie element dualny do a+4b-c czyli element abe jest to
element, ktéry przedstawia si¢ jako iloczyn nastepujacych 7-iu
podstawowych elementéw:

(a+b-+c) (atb-+) (a4-b+-c) (a4b'+) (@+b-1<) (d+-b]-C)
(@—-b"--) (por. str. 39) i przedstawia plaszczyzne, przecho-
dzaca przez wszystkie dsemki przestrzeni logicznej z wyjatkiem
6semki, reprezentowanej przez element (@’--b'-f’). Tego whas-
nie rodzaju 8 elementéw dualnych wzgledem elementéw gru-
py I stanowi zakres grupy VIl-ej:

abe, abc’, ab'c, ab'c’, d'be, d'bd, db'c, 'V

Elementy te sa plaszczyznami zgodnie z zasada ‘dualnobci
w przestrzeni, przyporzadkowujacej dualnie punktowi w prze-

strzeni plaszczyzng i odwrotnie. Przedstawiaja one 8 $cian
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o$mioscianu dualnego do powyzej wzmiankowanego sze$cianu.

IT i VI). Przechodzimy do grupy drugiej, zawierajacej 28 ele-
mentow, bedacych rezultatem kombinacyj ,,po dwa* 8 podsta-
wowych elementéw. Grupa ta rozpada si¢ na 3 podgrupy w za-
leznosci od tego, czy kazdy z 8 podstawowych punktéw (np.
punkt a+b-c¢) kombinuje si¢ mnoznie z punktem podstawo-
wym o jednym tylko elemencie réznym co do znaku (*) od ele-
mentéw danego punktu'), czy tez z punktem podstawowym
o dwéch ?) czy tez trzech *) elementach, rézniacych sie znakiem
od elementéw danego punktu.

Pierwsza podgrupa zawiera 12 prostych *), bedacych krawe-
dziami sze§cianu, a wiec proste a+b, a+d’, d+b, d+V,
atc,....b}ec, .. ..

Druga podgrupa obejmuje 12 prostych ®), bedacych przekat-

(por. tutaj — jak zawsze — rys. 5).

nemi 6-iu Scian szeScianu, a wigc proste:

(a+b+c) (a+-b+) = at-(b+c) B'+C), (a+b+c) (d+b+C),
(a+b-+c) (d+b+c) it p.

Proste te przedstawiaja rzuty osi skoénych (b-}+c) (b'-c')
i (b+<c') (b'4+c) na §ciany @ i o', dalej osi skoénych (a-tc)
(a'4c') 1 (a+c') (a'+c) na éciany bib’, wreszcie osi skoénych
(a+b) (d4-b') i (a+b') (@+b) na éciany ¢ i (.

) Np. — jezeli chodzi o punkt a4 b-+c¢— z punktem: a-b-c’, a+b'--c,
a'++b-+-c. Odpowiednie kombinacje beda: (a—bc) a+b—|—c’)=a+b (a+-b--c)
(a+b'+c) = ate; (atbte) (a'4-b+c) =b+c

2) Np. z punktem: a+b'-c’, a’4b+c’, a’+b'+c. Odpowiednie kombinacje
beda: (atb+4c) (a4b'+c") = a + (b+c) b'+c') = atbe’+bc i t. p.

3) Np. z punktem: a’--b/-¢’. Odpowiednia kombinacja bedzie: (a-b--c)
(a’+b'+c").

%) Wzglednie 12 punktéw tego samego miana.
%) Wzglednie 12 punktow tego samego miana, lezacych w meskonczonosm
na danych prostych. i | i

| RS —
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Trzecia podgrupa zawiera 4 przekatne calego sze§cianu:
(atbc) (@+4-b'+"), (a4-b"+-c) (d'+-b-+'), (@ +-b+-c) (a-b'-')
(d'+b'+c) (a+-b-C).

Przechodzac teraz do grupy VI, dualnej wzgledem powyzszej
grupy II, otrzymamy réwniez 28 elementéw podzielonych
na 3 podgrupy (dualne wzgledem 3 podgrup grupy II). Beda to
linje proste, przechodzace przez sze$é ésemek przestrzeni.

Pierwsza podgrupa zawiera 12 prostych'), bedacych krawe-
dziami o$mioécianu, a wiec proste ab?), ab’, &b, &V, ac....., be......

Druga podgrupa zawiera 12 prostych, przechodzacych po dwie
przez 6 wierzchotkéw o$mioScianu, mianowicie proste: abc +
+ab'c’) = albe-+-b'c'), abct-a’b’, abe+-a’b'¢ i t. p. Druga pro-
sta, przechodzaca przez wierzcholek @, bedzie prosta: ab’c-
~+abc’ = a(b'c+-bc’) i t. p.

Trzecia podgrupa zawiera 4 proste w nieskoficzonoéci, bedace
przecieciami przeciwleglych (réwnolegltych) $cian oémioécianu,
mianowicie: abe-{-a'b'c’, ab'c4-a'bc’, d'bet-ab'c’, a'b'c--abc’.

Przechodzimy obecnie zkolei do rozpatrzenia grup III i V.

IIT i V). Grupa trzecia zawiera 56 elementéw, bedacych re-
zultatem kombinacyj ,,po trzy” 8-miu podstawowych elemen-
tow punktowych. Grupa ta sktada sie¢ z 8 podgrup o skladzie na-
stepujacym:

Pierwsza podgrupa obejmuje 24 proste, przedstawiaja-
ce przekatne malych kwadratéw na bokach sze$cianu:

(a+b) (a+-cp®) = a+tbc, (a+b) (a+c'), (a+b) (b-+c), (atb)
(b+¢') it p.

) Wzglednie 12 plaszczyzn tego samego miana.

%) Prosta ab = (a+-b-1-c) (a+-b-+-c') (at-b'~c) \a+b'-+c') (d/+b--c) [a'+b+c)
jest obecna w 6 6semkach reprezentowanych przez punkty, ktérych przedstawia
iloczyn.

) (@td) (at<) = (atb+c) (atbtc) (a+b+o).
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Druga podgrupa obejmuje 24 proste, laczace $rodek krawedzi
szeScianu, np. punkt a+b z wierzchotkami przeciwleglej kra-
wedzi, np. z punktem @'+-b"-f-¢ lub a-}b'+'. Beda to proste
typu (a+b) (@'4b'-¢)), wzgl. (a+b) (@-Fb'-).

Trzecia podgrupa grupy IIl-ej zawiera 8 plaszczyzn, prze-
chodzacych kazda przez 3 przekatne $cian sze§cianu, jak np.
plaszczyzna (a+-b--¢) (a-+b'+c) (d+b'c).

Grupa V, dualna wzgledem powyzszej, obejmuje réwniez 56
elementéw w 3 podgrupach.

Pierwsza podgrupe skladaja tu 24 proste, przedstawiajace
przekatne 8-iu malych sze$cianéw, sktadajacych wielki sze-
§cian, o typie; a(b+c) = ab+-ac, b(a+c), c(a+b) i t. p. (por.
rowniez rys. 4).

Druga podgrupa obejmuje 24 proste, bedace przecieciem pla-
szczyzn typu ab z plaszczyzna typu &’b'c (wzgl. &'b'c’). Beda
wiec to proste typu ab—+a'b’¢, wzgl. ab+ad'b'c’.

Trzecia podgrupa obejmuje 8 punktéw typu abc+ab’c’+
+a'b'c = a(be--b'¢") 4 a'b'c. Beda wigc to punkty, lezace na
przecieciu prostych typu a(bc+-b'¢’) i plaszczyzny typu a'blc.

IV). Przechodzimy do grupy IV, dualnej wzgledem samej sie-
bie, to znaczy takiej, ktérej elementy posiadaja elementy dualne
wewnatrz tejze grupy. Jak wiemy, zawiera ona 70 elementdw,
a kazdy z nich posiada element dualny badZz w réwnowainej
sobie (cho¢ odmiennej) postaci, badZz w postaci nieréwnowaz-
nej, lecz zawarte] wewnatrz tej grupy IV-tej. Konieczno$é te-
go wynika z tej wlasno$ci elementéw dwoistych kazdej grupy,

ze zawierajq si¢ one w grupie, dopelniajacej do 8-ki liczbe da-

) (a+b) (a’4+b'+c) = (at+b+c) (a-+b+c') (a'+b'<).

B
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nej grupy. Wobec tego element dwoisty do elementu grupy
IV-tej réwniez musi by¢ zawarty w tej grupie.
Elementy tej grupy mozemy podzielié na nastepujace pod-
grupy:
1) 6 plaszczyznl): a,a’.b,b’,¢,c’
2) 24 plaszczyzny typu: (a-+b) (a+t-c) (@' -b'-~c')
8) 6 prostych: (a-b) ('), (@+b) (a+b); (a-c) (@),
(@"4-c) (a+-c); (b+0) (B'=c), (B'-c) (b+<)
4) 24 proste typu: (ab) (b'-c)
5) 8 plaszczyzn typu: (a+b) (atc) (b-+c) = ab-tact-bc
6) 2 proste?): (a-+b-c') (a+b'~c) (@+btc) (@) =
= abd’+-ab'c4-d'be+ad'b'c’ oraz (at+b-tc) (et
~+b'4-=") (d+-b+c") (@+b'-Fc) = abet-ab'cd -
—+a'bd+-d'b'c.
Wreszcie pozostaja nam do rozpatrzenia grupy kraficowe:
VIII i 0.
Grupa VIII, jako iloczyn 8-miu elementéw podstawowych,
wierzchotkéw szeScianu, bedzie przedstawiata 0 logiczne (po-

czatek wspélrzednych), grupa za$ do niej dualna, zerowa, be-

!) Przypominamy tu raz jeszcze, co$émy méwili o elementach réwnowaz-
nych, cho¢ innej postaci. Oczywiécie, bedziemy w tej podgrupie mieli nie-
tylko 6 plaszczyzn, lecz i 6 punktéw, a poza tem dwa razy po 6 prostych te-
go samego miana, co plaszczyzny.

?) Kazdy z tych elementéw przedstawia iloczyn dwéch prostych, przekat-
nych przeciwleglych §cian sze§cianu, przytem przekatnych nieréwnolegtych.
$a to przekatne kwadratu zewnetrznego jednej z plaszczyzn wspétrzednych,
np. plaszezyzny b0c [a wice proste: (b--c’) (b'~+c) oraz (b-+c) (b'-c')], kaida
na inng plaszczyzng rzutowana: jedna na plaszezyzne szeScianu @, druga na
plaszczyzne a@'. Jednakie zamiast iloczynu tych prostych mozemy wziaé iloczyn
réwnowaznych tym prostym punktéw w nieskoAczonoéci na mich lezacych,

w ten sposéb nasze dwa elementy przedstawia si¢ jako dwie zlewajace sie

soba proste w nieskoniczonoéci na plaszczyznie wspélrzednych.
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dzie reprezentowana przez element dualny do 0, przez I logicz-
na (plaszczyzne w nieskoficzonosci ).

W ten sposéb podaliémy elementy geometryczne, odpowia-
dajace 256 nieréwnowaznym elementom przestrzeni logicznej.
Ponizsza tablica grupuje te logiczno-geometryczne elementy,
przyczem liczba w nawiasie oznacza ilo$¢ elementow, reprezen-
tujacych dany typ.

ELEMENTY NIEROWNOWAZNE KATEGORJALNE] PRZESTRZENI
LOGICZNO-GEOMETRYCZNE].

Typy elementéw nieréwnowaznych przestrzeni logicznej wedlug ich obecno$ci

= =l
gl -8 ‘ g 83
<ol g w 2 w 3 w 4 w5 wb =2 N
; s 3\% 6semkach | ésemkach | 6semkach | 6semkach | ésemkach | * 5 i"S

8|z E

1 |a+b+|(a+b) ( 2)(a+Db) (a+-|(a-D)(a-t-|ab—+tac (24)] ab (12) |abc | 0
4 |at (o) | o) (24) [Hc) (btc)| ab+-a'b'c |a(bet-b'c)| (8)
®) | O+4c) | (atb) (8) (24) (12)
(12) |(a'+tb'+-c) a (6) abe+  |abeta'b'c
(a+b+-c) (24) |(a-+b)(a—t| Fab'c+ (4)
(a'-+b'+ | (a-+b+-c) | ) (a'+ | F-a'b'c (8)
+¢') (4) |(a4-b'=4=c") +-b+c')
(a’'+b'+-c) (24)
®)| (atb)
(a+b') (6)
(a+b) :
(b'c) (24)
oraz:
abe'++
~+ab'c+
~+a'be+
—+a'b'c!

abe+
—+-ab'c'+4
—~+a’bc’+-
—+a'b'c (2)

1) Musimy pamictaé o tem, ze te elementy grupy VIII-ej i 0-wej posia-
daja szereg rozmaitych postaci, ktérych tu nie rozpatrujemy.

Ceun prnrARETRD
3 "‘%s\"..ilf-g"i" NS B
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ARCHITEKTONIKA ELEMENTOW PELASZCZYZNY
KATEGORJALNE].



Rozdziatl V.

ELEMENTY PLASZCZYZNY KATEGORJALNE]
A DWOISTE KWADRATY ZUPELNE.

Cze$¢ integralna i rzucajaca sig odrazu w oczy naszego obra-
zu logiki dwuelementowej stanowia dwa kwadraty dwoiste
(patrz rys. 8). Kwadraty te okazuja si¢ dwoistemi, gdyz 4
bokom wewnegtrznego kwadratu (ab, ab’, @b, a'V’) odpowiadaja
dwoiScie 4 wierzcholki zewnetrznego kwadratu (a-+b, a+¥’,
d+b, d+0b'), 4 za§ bokom zewnetrznego kwadratu (¢, &,
b, b') odpowiadaja dwoiécie 4 wierzchotki kwadratu wewnetrz-
nego (a, @, b, b’). Otéz i pozostale w liczbie 10 (wzgl. 12*) ele-
menty logiczno-geometryczne bedziemy mogli zwiazaé najéci-
Slej z naszemi dwoistemi kwadratami, jezeli kwadraty te poj-
miemy jako ,kwadraty zupelne®.

Musimy si¢ zwréci¢ w tym celu do pojeé ,,czworokata zupel-
nego® i ,,czworoboku zupetnego® ), ktére w nowszej syntetycz-
‘nej czyli rzutowej geometrji odgrywaja bardzo waina role
i Scifle sa zwiazane z pojeciem struktur harmonicznych *).

Przez ,,czworokat zupelny“ rozumie si¢ figure okreélona przez

') Por. odnoénik drugi na str. 54 oraz odnoéniki na str. 58, 70 i 71.

%) Por. F. Enriques. Wyklady geometrji rzutowej, tt. polskie, Warszawa, 1917
str. 37.

%) Por. odnoénik na str. 95 i 96.



cztery wierzcholki, ktére wyznaczaja (w 6-ciu kombinacjach
po dwa elementy) sze§¢ prostych, t. zw. sze§¢ bokéw czworokata
zupelnego. Te sze§¢ bokéw czworokata zupelnego tworza trzy
‘pary bokéw przeciwleglych (t. j. nieprzechodzacych przez ten
sam wierzcholek), przecinajacych si¢ w trzech punktach, t. zw.
punktach przekatnych czworokata.

I dwoiécie: przez ,,czworobok zupelny* rozumiemy figure,
okre$lona przez cztery boki, ktére wyznaczaja (w 6 kombina-
cjach po dwa elementy) sze§¢ punktéw, t. zw. szesc wierzchol-
kéw czworoboku zupelnego. Te sze$¢ wierzcholkéw czworobo-
ku zupelnego tworza trzy pary wierzchotkéw przeciwleglych
(t. j. nielezacych na tym samym boku czworoboku), polaczo-
nych trzema prostemi, t. zw. linjami przekatnemi czworoboku.

Otéz spéjrzmy teraz na rys. 3, majac na widoku pojecia
,,czworokata zupelnego® i ,,czworoboku zupelnego®, a natych-
miast nasze podstawowe kwadraty pojmiemy jako ,kwadraty
zupelne®.

A wiec przedewszystkiem kwadrat wewnetrzny, jako ,,czwo-
rokat zupelny*, bedzie posiadal:

4 okre$lajace go wierzcholki (a, @, b, b’);

6 bokéw, wyznaczonych przez te wierzcholtki, mianowicie:
cztery boki kwadratu prostego (ab, ab’, @'b, a'b’) i dwie prze-
katnel): aad’ = O,y 1 bb' = Owp; oraz

3 punkty przekatne, utworzone przez przecigcie (zjednocze-

1) Gdybyémy w wewnetrznym kwadracie zupelnym wzieli jeszcze 3-cig prze-
katna, jako linje laczaca jego punkty przekatne: ab+-a'b’ i a’b+ab’, to otrzy-
malibyémy 7-y bok tego kwadratu, prosta w nieskonczonosci (ab-+a'l') X (d'b+
~ab’) = [0], koincydujacy wprawdzie z 3-cia przekatna kwadratu zewngtrzne-
go: (at+da') (b+Y)=lata " Intb =1, lecz bedaca nimo to innego od niej
miana (por. odnoénik na str. 58).

_— P s

nie) trzech par bokéw przeciwleglych, a wigc punkty: ab-+a'd’,
a'b+ab’ 1 ad'+-bb' (= 0a—0uy = 0).

I dwoiscie: kwadrat zewngtrzny, jako ,,czworobok zupelny®,
bedzie posiadat:

4 okre$lajace go boki (a, &, b, ¥’);

6 wierzcholkow, wyznaczonych przez te boki, mianowicie:
cztery wierzchotki kwadratu prostego (e-b, a-+-b', a’+b, o’ 1)
i dwa punkty przekatne!): at+d = I 4o 1 b+b" = Ipy; oraz

8 linje przekatne, utworzone przez polaczenie trzech par
wierzchotkéw  przeciwleglych, a wiec linje: (a+b) (d5'),
(d+4-b) (a+b) i (a+d) (b+b) (= Laya * Iopy = 1).

W ten sposéb kwadrat wewnetrzny, jako ,,czworokat zupel-
ny", jest zespolem 13 jego elementbw:

4 wierzchotkow, 6 bokéw i 8 punktéw przekatnych.

I dualnie: kwadrat zewnetrzny, jako ,,czworobok zupelny®,
jest zespolem 13 jego elementéw dualnych do poprzednich:

4 bokéw, 6 wierzcholkéw i 3 linij przekatnych.

Mozemy teraz przedstawi¢ dwadzieScia sze$¢ powyzszych
elementow plaszczyzny kategorjalnej (por. tabl. I na str. 54)
w postaci dwdch szeregéw dwoistych (dualnych) w ten réw-
niez sposob, ze wszystkie elementy pierwszego szeregu beda
linjami prostemi, wszystkie za§ dwoiste wzgledem nich ele-
menty drugiego szeregu bedg punktami. W terminologji ,,.kwa-
dratow zupelnych® te dwoiste szeregi — kazdy zawierajacy po

138 elementéw — tak si¢ przedstawiac beda:

!) GdybySmy w zewnetrznym kwadracie zupelnym wzieli jeszcze 3-i punkt,
jako punkt przeciecia jego przekatnych (a-+b)(a’-+b')i(a’-+b) (a-+b'), to otrzyma-
libyémy 7-y wierzcholek tego kwadratu, poczatek wspétrzednych (a--b) (a’+b")+
-(a’+4-b) (a-+b") =[1], koincydujacy wprawdzie z 3-cim punktem przekatnym
kwadratu wewnetrznego (= aa’--bb’ = Oaa’ + Obb! = 0), lecz bedacy mimo to
innego od niego miana (por. odnos$nik na str. 58).
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6 bokéw kwadratu wewn. 4 boki kwadratu zewngtrznego
0., 0y,ab, ab',d'b, d't'; a d, b, b;
3 linje przekatne kwadratu zewngtrznego
(a-+b) (@), (@+-b) (a+b), 1
6 wierzchotkéw kwadratu zewnetrznego 4 wierzch. kw. wewn.
1. Loy, atb, atd, d+b, d+V;  a d, bl
3 punkty przekatne kwadratu wewnegtrznego

ab-+d't’, a'b+-ab’, 0

Znaczy to: wszystkie elementy kategorjalnej plaszczyzny lo-

giczno-geometrycznej okazuja si¢ elementami naszych podsta-
wowych dualnych kwadratéw, pojetych jako dualne ,kwadra-
ty zupetne®?), lub jeszcze inaczej: plaszczyzna kategorjalna lo-
giczno-geometryczna sktada si¢ z dwoch dualnych , kwadratéw
zupelnych®.

Mozemy réwniez ustanowi¢ odpowiednio$¢ juz nie miedzy
elementami dwoistemi podstawowych kwadratéw zupelnych,
lecz miedzy ich elementami tej samej postaci, a wigc punktami
i punktami, prostemi i prostemi. Taka odpowiednio$¢, laczaca
elementy plaszczyzny logiczno-geometrycznej, tak si¢ przedsta-
wiaé bedzie:

7 prostych?) kwadr. wewn.: [0], Ou, Oy, ab, ab, a'b, a'b’
7 prostych kwadr. zewn.: 1, (a+b) (V). ('+b) (a+b'), a
b, b, d
7 punktéw kwadr. wewn.: 0, (ab+d'V'), (¢'b~+-ab'), a, b, V', a
7 punktéw?) kwadr. zewn.: [1], 1., 1,y (a-t+b), (a+b'),
(@+b), (d+V)
Kazdy z tych odpowiadajacych sobie elementéw pelni

1) Przy zaliczeniu do ich elementéw punktéw wzgl. prostych przekatnych.
?) Po wlaczeniu 7 boku /0] kwadratu wewnetrznego i 7 wierzchotka /1] kwa-
dratu zewnetrznego (por. odnoéniki na str. 70 i 71).
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w kwadracie, do ktérego nalezy, t¢ sama rolg, jaka pelni w dru-
gim kwadracie odpowiadajacy mu element. Np. przeciwle-
glym bokom wlasciwym kwadratu zewnetrznego a i @ odpo-
wiadaja w powyzszej tabeli przeciwlegle boki wlasciwe kwa-
dratu wewnetrznego ab i @b’ i t. p. Dzigki ustanowieniu tej od-
powiednio$ci bedziemy mogli przechodzi¢ od zwiazkéw mig-
dzy elementami logiczno-geometrycznemi jednego kwadratu
do zwiazkéw odpowiadajacych im elementéw drugiego kwa-
dratu.

Ustanowimy tu jeszcze jedna odpowiednio§¢, wysoce znamien-
na dla architektoniki $wiata logicznego. Bedzie to odpowied-
nio§¢ réwniez miedzy elementami tej samej postaci, lecz bedzie
ona tutaj wewnetrzna, w obrebie elementéw tego samego kwa-
dratu (wewnetrznego, wzgl. zewngtrznego). Postuzy ona spe-
cjalnie do uwydatnienia stanowiska, jakie zajmuja w systemie
topologiki dwuelementowej jej dwa osobliwe elementy: 7-my
bok wewnetrznego kwadratu, t. j. 0, jako prosta w nieskonczo-

noéci, oraz 7-my wierzcholek zewnetrznego kwadratu, t. j. 1, ja-

ko poczatek wspolrzednych (por. odnoéniki na str. 70 i 71 oraz

stronice 72).
Utéimy elementy plaszczyzny logicznej w dwa szeregi dwoi-
ste, zaczynajac od elementéw prostych i konczac nadzltozone-

mi*). Szeregi te tak si¢ przedstawia¢ beda:

1) Przez elementy nadzlozone rozumiemy tu clementy: ab’-t-a’b, ab+-a'l’, ich
iloczyn: (ab’-+a'b) (ab+a't’) = (a+b) (a'4b')(a'+b)(a + b') = [0] (zero jest tu
prosta w nieskoficzonosci, nie za§ punktem - poczatkiem wspéirzednych) oraz ich

elementy dualne: (a-+b') (a'-+b), (a+b)(a’+b'), ich sume: (a+-b') (a'~+b) -+

-+ (a+b) (@) = ab'+a'b+tab+a'b’ = [1] (jednos¢ jest tu punktem -

poczatkiem wspétrzednych, nie za§ prosta w nieskonczonosci).
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Elementy proste!) Elementy ztozone

a b d, b; 0w, Oy ab, ab’, a'b, a't’
punkty l. proste 1. proste

@, b;d, b; 1w, Lty a+b.a+b', d'+b,d+b
I. proste punkty punkty

Elementy nadztoione
ab’++a'b; ab--a'b’; [0]

purkty I. prosta
(@4b) (a+0b'); (a+Db) (a’+b'); [1]
I. proste punkt

Ot6z miedzy skrzydlami tych szeregdéw, miedzy elementami
prostemi i nadzlozonemi kazdego szeregu, zachodzi odpowied-
nio$¢, w ktorej wyraza si¢ pokrewiefistwo kategorjalne, istnie-
jace miedzy wierzcholkami a dwoma punktami przekatnemi
kwadratu prostego, wzgl. dualnie: miedzy jego bokami i dwie-
ma przekatnemi *).

Odpowiednio$¢ ta tak sie przedstawia:

Kwadrat wewngtrzny
(1) Punktowi @ wzgl. b odpowiada punkt ab’-}-a'b
(2) Punktowi @' wzgl. b’ 2 punkt ab-t+a'b’
(8) Prostej 0. wzgl. Oy - prosta /0]

Kwadrat zewneirzny
(4) Prostej @ wzgl. b odpowiada prosta (a'-+b) (a-}+b')
(5) Prostej @ wzgl. b o prosta (a-+b) (d+b')
(6) Punktowi Z.i. wzgl. Iptry ,, punkt /1]

1) Elementy Oaa,, Opprs 1a+a,, Ib+b’ zaliczamy tutaj do elementéw prostych,
w tym tylko sensie, ze kaidy z nich jest funkcja jedynie elementéw tego samego
wymiaru (np. @—a’), gdy natomiast elementy w tym sensie zlozone sa juz
funkcjami elementéw a i b.

#) To pokrewienstwo kategorjalne uwidocznione jest na tabl. I (str. 54) przez
wskazanie ,,dwuéwiartkowej” natury wszystkich tych elementéw.

s RN

Widzimy, ze wyzej wspomniane pokrewiefistwo kategorjalne,
wyrazajace si¢ w odpowiednioéciach (1), (2) oraz (4), (5), pro-
wadzi do pokrewiehstwa kategorjalnego dwoéch (zwyklych)
przekatnych kwadratu wewnetrznego z trzecia (dodatkowa)
przekatna, wzgl. dwéch (zwyklych) punktéw przekatnych kwa- .
dratu zewnetrznego z trzecim (dodatkowym) punktem przekat-
nym, ktére to pokrewiefistwa znajduja wyraz w odpowiednio-
§ciach (3), (6). W istocie bowiem iloczynowi

ad’ (wzgl. bb') czyli 0. (wzgl. Ovy)
odpowiada iloczyn elementéw, odpowiadajacych elementom
a, @ (wzgl. b, b’), a wigc iloczyn

(ab'+-a'b) (ab-d'¥) = (0],
sumie za$
a+a’ (wzgl. b+0b') czyli 1o (wzgl. Tnyv) ‘

odpowiada suma elementéw, odpowiadajacych tym sktadni-
kom, a wigc suma

(@4-5) (a-+b)-H(a-+-b) (d4-b) = (1]

Geometrycznie odpowiednioci te przedstawiaja si¢ w ten
sposob: (nadzlozony) trzeci punkt [1] i trzecia (nadztozona) pro-
sta [0] zajmuja odwrotne polozenie, anizeli proste jednostki i ze-
ra. Mianowicie, gdy I.w i Isy byly punktami w nieskon-
czonobci, [I] jest tu punktem w poczatku wsp6lrzednych; [0]
natomiast jest tu prosta w nieskonczonosci, gdy Oar 1 O
byly osiami, przechodzacemi przez poczatek wspolrzednych.
Proste a-a’ i b-b’ zbiegaly sie w nieskonczono$ci; natomiast od-
powiadajace im proste nadzlozone przecinaja si¢ w poczatku
wspolrzednych, i podobne odwrécenie zachodzi w dwoistych
elementach.

Jezeli teraz przejdziemy do rozwinieé elementow prostych

z jednej strony, elementéw za$ nadzlozonych z drugiej,” to
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z dwoch przeciwnych stron znajdziemy si¢ na tym samym te-
renie elementéw zlozonych. Albowiem:

punkt prosty @ rozwija sie na proste: ab i ab’, za$

punkt nadzlozony ab’-}-a’b') rozwija si¢ na proste: ab’ i a'b.
Podobnie punkt prosty &' i jego nadzlozony odpowiednik.

I dwoiscie:
prosta @ rozwija si¢ na punkty: a+b i a+¥’, za$
prosta nadzlozona (&’+b) (a+b’) rozwija sie na punkty:
(&+b) i (a+0).

Podobnie prosta & i jej nadzlozony odpowiednik.

Jak widzimy, odpowiednio$¢ ta wskazuje dwie odwrotne dro-
gi, prowadzace do elementéw zlozonych. Jedna z nich bedzie
prowadzita od Z.ya i Ibyr wzgl. O 1 Opy przez dichotomje
tych elementéw na elementy proste i przez dalsza dichotomje
tych elementow prostych na elementy zlozone. Druga za§ — od-
wrotnie — bedzie szta od elementéw: trzeciego punktu [1], wzgl.
trzeciej prostej [0] przez dichotomje ich na elementy nadzlozo-
ne i przez dalsza dichotomje¢ tych elementéw nadztozonych na
elementy zlozone.

Odpowiednio$¢ funkcyj elementéw prostych i nadztozonych
jest tu catkowita.

!) Punkt w nieskoficzonosci na osi skosnej (a—b)(a’--b ,

—

Rozdzial VL

DZIALANIA LOGICZNE A CZWORKI ELEMENTOW
PLASZCZYZNY KATEGOR]JALNE].

Dwoém elementom dwoistym, sumie i iloczynowi logicznemu,
odpowiadaja w logice matematycznej dwa dwoiste dzialania
logiczne, dwoiste dzialania 1aczace, syntetyczne: dodawanie
i mnozenie logiczne (por. str. 12—13). Jezeli jednak mamy
dzialania syntetyczne, to musimy réwniez uwzgledniaé dziala-
nia proste, ktérych wytworem beda elementy proste, takie jak
a, b, wzgl. &, b’. Otéz algebra logiki, jak wiemy, moéwi tylko
o jednem dzialaniu jednomiennem, dzialaniu prostem, miano-
wicie o negacji (przeczeniu). Nalezy jednak u boku negacji,
a nawet przed nia, postawié dzialanie jeszcze pierwotniejsze,
mianowicie pozycje, ktéra powoluje do zycia elementy proste po-
zytywne (a, b), z ktérych dopiero negacja wytwarza elementy
proste negatywne (o, b’). Otéz wobec tego ze logika geome-
tryczna doprowadza do odkrycia dwéch postaci elementéw pro-
stych, zaréwno pozytywnych jak i negatywnych (por. réwniez
nizej str. 86), wigc i1 dzialania proste pozycji i negacji (tezy
i antytezy) przedstawia si¢ nam w dwoistej postaci, calkowi-
cie analogicznie do dwoiste] postaci, w jakiej wystepuja dziala-
nia syntetyczne (dodawanie i mnozenie). Jezeli za$ zkolei za-

pytamy, czy tez dla dzialah taczacych niema takiego odpo-
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wiednika, jaki wéréd dzialan prostych widzimy w odpowiedni-
kach pozycji i negacji, to odpowiedZ wypadnie twierdzaca, gdyz
mozemy mowié, oczywiscie, nietylko o syntezie @i b w a+b, lecz
i o analizie, podziale a+& na elementy proste a i b. Tych dzia-
fain analitycznych logika algebraiczna nie uwzglednia z tego
przedewszystkiem wzgledu, ze istotnie znajduja one wyraz
w tych samych wzorach, co i dzialania syntetyczne, tylko z in-
nej strony, w innym kierunku czytanych i rozpatrywanych.
Jednakze sa to dzialania wrecz przeciwne syntetycznym 1 jako
takie powinny by¢ wyréznione. W ten sposéb pelna tablica dzia-
tan logicznych, uwzgledniajaca rowniez dzialania proste w ich

dwoistej postaci, przedstawia sig, jak nastepuje:

DZIAL.ANIA LOGICZNE.

il

jednomienne dwumienne
POZY‘)’WUC negatywne') faczace rozdzielajace
(tetyczne) (antytetyczne) (syntetyczne) (analityczne)
podsta- dwoiste podsta- dwoiste podsta- dwoiste?) podsta- dwoiste
wowe wowe wowe?) (mnoze- wowe (odwr.
(doda- nie) (odwr. mnoz.)
wanie) dodaw.)

W ten sposéb, jezeli chodzi o dzialania proste, logika geome-
tryczno-architektoniczna zamiast jednego dzialania prostego,
uwzglednianego przez algebre logiki (dzialania negacji), od-

) W szerokiem tego stowa znaczeniu.

%) Jest rzecza wzgledna i umowna, ktére z dwdch dwoistych dzialan taczacych
przyja¢ za podstawowe.

————
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roznia cztery takie dzialania (i ich wytwory): 1) pozycje (tezeg)
podstawowa, 2) pozycje (tezg) dwoista wzgledem podstawowej,
3) negacje¢ (antytezg) podstawowa i 4) negacje (antyteze) dwo-
ista wzgledem podstawowej. Taka wlaénie dwoisto§¢ w dzie-
dzinie poje¢ negatywnych widzimy juz w logice tradycyjnej,
ktora odroéznia pojecia: zly i niedobry; pojecie ,,zty" — jest to
pojecie przeciwne (biegunowe) wzgledem pojecia ,,dobry, po-
jecie ,niedobry” — to wlasciwa negacja (zaprzeczenie) poje-
cia ,,dobry®. I takie wlasnie jest znaczenie dwoistych elemen-
tow negatywnych (antytetycznych) w logice architektonicznej:
jeden z nich jest biegunem podstawowego elementu pozytyw-
nego (tetycznego), drugi — jego wlasciwa negacjq (tutaj?)
w znaczeniu prywacji, braku elementu pozytywnego). Stosunek
elementu biegunowego do negatywnego (w Scistem tego stowa
znaczeniu) okazuje si¢ stosunkiem dwoisto$ci, catkowicie analo-
gicznym do stosunku, w jakim znajduje si¢ element pozytywny
podstawowy do elementu pozytywnego dwoistego. W ten spo-
sob czwoérka naszych elementéw prostych tak sie bedzie przed-
stawiala:

1) element pozytywny podstawowy

2) element dwoisty (wzgledem 1)

3) element biegunowy (wzgledem 1)

4) element negatywny (wzgledem 1),
przyczem nietylko element 2) jest dwoisty wzgledem 1), lecz
i element 4) jest dwoisty wzgledem 3), bedac negacja 1).

Rozpatrzymy te czwérke elementéw na obrazie plaszczyzny
logicznej (rys. 3, str. 20).

Wezmy, jako podstawowy element pozytywny, punkt a.
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Wtedy prosta @ przedstawiaé bedzie element pozytywny dwo-
isty wzgledem punktu @, punkt @’ bedzie odpowiednio podsta-
wowym elementem negatywnym (w szerszem tego stowa zna-
czeniu), prosta @ bedzie przedstawiala element negatywny dwo-
isty wzgledem punktu @’. Punkt o’ bedzie réwnocze$nie ele-
mentem biegunowym, czyli biegunem wzglgdem punktu @, pro-
sta zaé @ bedzie w stosunku do punktu @ jego negacja (za-
przeczeniem) *). Przytem mozemy stosunek biegunowosci prze-
nieéé z dziedziny elementéw punktowych na elementy réwno-
waine dwoiste, a wiec nalezace do dziedziny linjowej, 1 mo-
wi¢ w ten sposéb nietylko, ze punkty @ i @’ (elementy 1 i 3)
stanowia wzgledem siebie bieguny, lecz ze biegunami s3 v gle-
dem siebie réwniez proste @ i @ (elementy 2 i 4), czyli ele-
menty: dwoisty i negatywny wzgledem podstawowego elemen-
tu pozytywnego (1). W ten sposéb nietylko struktura dwoista
przenosi sig z dziedziny pozytywne] na negatywna, lecz i struk-
tura biegunowa przechodzi z dziedziny podstawowej na dwo-
ista wzgledem niej.

Algebraicznie mozemy wyrézni¢ réwnowazne elementy pro-
ste w ten sposob:

1) element pozytywny podstawowy: a=a + 0 (punkt a)

9) element dwoisty (wzgledem 1): a=a .1 (prosta a)

8) element biegunowy (wzgledem 1): & =d 4+ 0 (punkt a’)

4) element negatywny (wzgledem 1): @ =d .1 (prosta ).

Przy przejéciu od elementu danego do dwoistego widzimy tu
zastosowane znane nam prawidla przejécia od danego wzoru do
dualnego (p. str. 13), podobnie jak przy przejéciu od ele-
mentu danego do jego negacji zachowane sa prawidla de

1) Prosta @ wyraza sie, jak wiemy, wzorem: @ = a. 1, punkt @ wzorem
a =a -0, punkt a’ wzorem: a’ =a’ -+ 0. Otéz — zg?dme z wzorami c'le Mor—
gana (p. str. 28) —(a.l) =a'+}0, to za$ znaczy, z€ negacja })rqste] a jest
punkt a’. Prosta za$ a’ bedzie juz nie negacja prostej a, lecz jej biegunem.
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Morgana (p. str. 28). Elementy biegunowe nie sa odrézniane
w algebrze logiki od elementéw negatywnych, i wobec tego
algebra logiczna nie podaje prawidel przejicia od elementéw
danych do ich biegunéw. Jak widzimy jednak z powyzszego
zestawienia, azeby przej$¢ np. od elementu a + 0 do jego bie-
guna, nalezy a zamieni¢ na jego biegun & (prosta a na prosta ),
znak + pozostawi¢ bez zmiany i zamiast prostej 0 wziaé jej
biegun, ktérym tez bedzie prosta 0. Biegunem zera jest wiec
zero, a przechodzi ono w jednoé¢ tylko pod dzialaniem nega-
cji i dwoistosci; podobnie réwniez biegunem jednosci jest jed-
nos$¢, nie za$ zero!). Ogélniej: przy przejéciu od sumy
(wzgl. iloczynu) dwéch lub wiecej elementéw do elementu
biegunowego mnalezy zamiast skladnikéw tej sumy (wzgl. czyn-
nikéw iloczynu) wstawié elementy wzgledem nich biegunowe,
nie zmieniajac znaku dzialania i pozostawiajac bez zmiany 0
oraz I. Mozemy jednak uniknaé tego nowego bezpo$redniego
przejécia od elementéw danych do biegunowych, sprowadza-
jac je do dwéch przej$é¢ juz znanych, mianowicie, przejécia
od elementu danego do elementu dwoistego i nastepnie do ele-
mentu negatywnego wzgledem tego dwoistego (albo tez w od-
wrotnym porzadku). Istotnie bowiem, jak to widaé z powyz-
szego zestawienia, element @’ + 0, biegunowy wzgledem pod-
stawowego @ + 0, jest negacja elementu a . 1, dwoistego wzgle-
dem elementu podstawowego (lub w odwrotnym porzadku:

') Te réwnowainoé¢é biegunéw elementéw granicznych widzimy réwniez
w arytmetyce, gdzie 0 arytmetyczne jest + 0, i podobnie co jest + co. Ze
istotnie biegunem zera logicznego jest zero, biegunem zaé jednoéci logicznej
jest jedno§¢, widzimy réwniez z wzordw aa’ =0 oraz ata’ = 1, ktére przy
przejsciu do elementéw biegunowych daja w swych lewych czesciach a’a oraz
a’-a, a wiec znowu 0 oraz 1.
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jest dwoisty wzgledem elementu @’ . I, bedacego negacja ele-
mentu podstawowego a + 0). I podobnie element dwoisty mo-
zemy okre$li¢ przy pomocy biegunowosci i negacji elementu
podstawowego, za$ element negatywny przy pomocy dwoisto-
§ci 1 biegunowosci.

Zwiazki miedzy czterema elementami prostemi staly sig
przejrzyste dzigki temu, ze elementy proste przedstawione zo-
staly jako granice elementéw zlozonych (np. a jako a + b.
gdzie b = 0). Nie ulega wigc watpliwosci, ze takie czworki
elementéw odnajdziemy réwniez w dziedzinie elementow zlo-
zonych. I tak tez jest w rzeczywistoSci. Spojrzmy na rys. 3,
biorac jako punkt wyjscia element ztozony a + b. Natychmiast
odnajdziemy cztery w mowie bedace elementy, zsuwajac sig
po przekatnej wickszego kwadratu.

1) element podstawowy: a + b (punkt)

9) element dwoisty wzgl. 1): ab (prosta)

3) element biegun. wzgl. 1): & + & (punkt)

4) element negat. wzgl. 1): @’ b’ (prosta).

Analogiczna czwérke elementéw otrzymamy, biorac za punkt
wyjécia element o + b, element mieszany, sktadajacy sig
z elementu pozytywnego i negatywnego (w szerszem tego sto-
wa znaczeniu). W ten sposéb wszystkie elementy plaszczyzny
kategorjalnej przedstawi¢ mozemy w postaci zespolow czwor-
kowych (element podstawowy, element wzélqdem niego dwoi-
sty, biegunowy i negatywny). Otrzymarﬁy wtedy nastepujaca
tahlice elementéw topologicznych plaszczyzny kategorjalnej

(pé;rz str. 83).

FEE 1

El. podstawowy || punkt a | punkt & | punkt @b | punkt a’--b
El. dwoisty prosta @ | prosta b | prosta ab prosta a’b
El. biegunowy || punkt &' punkt &’ |punkt &'-&'| punkt a -8
El. negatywny | prosta @’ prosta b’ |prosta a'b’ |prosta ab’
El. podstawowy || punkt a’b-}abd’ punkt Zaja

EL dwoisty prosta (a’-}b) (a-}0b') | prosta Opa

El. biegunowy || prosta (a+b) (a'+-b')|prosta I')

El. negatywny || punkt ab-a'b’ punkt 0%

El podstawowy || punkt Ip s | punkt /1]

EL. dwoisty prosta Opy | prosta [0]

EL biegunowy | prosta I!) |prosta IY)

El. negatywny | punkt 0% |punkt 0?)

Jak wiemy, element dualny wzgledem I jest réwnowazny z
elementem negatywnym wzgledem 1; podobnie element dualny
wzgledem @b + ab’ jest rbwnowazny z elementem negatyw-
nym wzgledem a’b+ ab’; i tak samo przedstawia sie spra-
wa elementéw dualnych i negatywnych wzgledem 0 i (@’ + b)
(a+ V) = ab+ &'b’. Otéz dopiero logika geometryczna wy-

) Ta sama prosta I (prosta w nieskoficzonosci) wystepuje tu w 3 réinych
kompleksach.

?) Ten sam punkt 0 (poczatek wspélrzednych) wystepuje tu w 3 réznych
kompleksach.

Trzy ostatnie czwérki wobec powtarzania si¢ w nich elementéw bie-
gunowych i negatywnych mogliby$my przedstawi¢ w postaci jednej jedynej czwérki
strukturalnej o potréjnych elementach biegunowych i negatywnych, mia-
nowicie: element* podstawowy — punkt 0, clement dwoisty — prosta I,
element biegunowy — proste Oaa’, Obbr, [0], el. negatywny — punkty lata’,
Iv4br, [1]. Gdyby$my teraz zechcieli uwzglednié nie wszystkie elementy
rownowazne plaszczyzny kategorjalnej, lecz tylko te wéréd nich, ktére
si¢ przedstawiaja w réznych postaciach (punkt—prosta), wtedy powyzsza
czwoérka strukturalna elementéw zredukowalaby sie do zwyklej, prostej
czwoérki, 1 odpowiednio liczba elementéw plaszczyzny (z uwzglednieniem
elementéw réwnowaznych o réznej jednak tylko postaci) okazalaby sie
rowna 24.
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kazuje ad oculos, ze te elementy algebraicznie réwnowazne
sa jednak w istocie rzeczy roéine, ze np. element dwo-
isty wzgledem punktu Zais przedstawia si¢ w postaci pro-
stej O.s (elementy dwoiste sa wyznaczane przez t. zw. biegu-
nowoé¢ wzajemna wzgledem kola — por. nizej str. 109), ele-
ment za$ wzgledem punktu .;. negatywny przedstawia sig
w postaci punktu 0 na osi Ow. Przytem, jezeli chodzi o
w mowie tu bedace elementy graniczne, to okazuje si¢ , ze tu-
taj elementy biegunowe (podstawowy i biegunowy, wzgl.
dwoisty i negatywny) wystepuja w rozmaitych posta-
ciach geometrycznych; podczas gdy zawsze elementem bie-
gunowym punktu byl punkt, linji za$ prostej = linja pro-
sta, tutaj odwrotnie: biegunem punktu jest prosta, biegunem

prostej — punkt (por. ostatnie 4 czworki).

Rozdziatl VIL

DWOISTOSC ORAZ NEGACJA ELEMENTOW I ICH
INTERPRETAC]JE.

Dwoisto$¢ (dualno$¢) panuje — jak wiemy — nad cala pta-
szczyzng 1 przestrzenia (por. str. 69—72 oraz 77—79) i ona
przedewszystkiem nadaje jej wybitne pigtno architektoniczne,
przejawiajace si¢ z natury rzeczy i we wszystkich wzorach,
wiazacych jej elementy. Przyjrzyjmy sie tej dwoistosci dzia-
fan i zwigzanej z nia dwoistoéci elementéw nieco blizej.

Dwoisto§¢ ta — przebijajaca si¢ juz w pracach ojca no-
wej syntetycznej geometrji, Desargues‘a (1598—1662) — zo-
stala ostatecznie najaw wyprowadzona w dziedzinie geome-
trji rzutowej przez Ponceleta (1822) i Gergonne‘a (1826), jako
dwoisto$¢ cigcia i rzutowania (laczenia), w dziedzinie za$ czy-
sto logicznej przez jednego z wspéltwércéw wspélczesnej lo-
gistyki, przez Peircea (1867) i niezaleznie od niego w dziesieé
lat pozniej (1877) przez Schrodera, jako dwoistoé¢ dodawa-
nia i mnozenia logicznego. Ta uderzajaca koincydencja mie-
dzy wlasnoSciami dzialan logicznych i geometrycznych byla
dla nas wskaznikiem niewatpliwym, ze miedzy $wiatem logi-
ki i Swiatem geometrji istnieje gleboka odpowiednio§é, i ta
wlasnie koincydencja pobudzila nas do tego, by calej lo-
gice algebraicznej nadaé postaé¢ geometryczna, zdolna dwoi-
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sto$¢ te uwypuklié specjalnie plastycznie. I nietylko uwy-
pukli¢. Zgeometryzowanie logiki odkrywa dwoisto$¢ tam,
gdzie przy stosowaniu metody tylko algebraicznej dlugo je-
szcze pozostalaby ona niewykryta. Mamy tu na my$li dwo-
istoé¢ elementéw prostych: a, b, @, ¥, z ktérych kazdy wy-
stepuje w dziedzinie geometrycznej w dwoistej postaci, jako
punkt a i jako prosta @, i ta wlaénie dwupostaciowos$¢ geo-
metryczna przekonywa nas o dwoisto$ci kazdego elementu pro-
stego i kaze nam szuka¢ dla niej algebraicznego odpowied-
nika *).

Postaramy si¢ teraz u$wiadomi¢ sobie dokladniej stosunek,
w jakim znajduje si¢ element dwoisty wzgledem elementu
podstawowego (i podobnie: element negatywny wzgledem bie-
gunowego).

1) Przedewszystkiem mozemy interpretowaé sens elementu
dwoistego w stosunku do elementu podstawowego, opierajac si¢
na bardziej nam znanych znaczeniach elementow biegunowych
i negatywnych. Z zestawienia czterech elementow na str. 80 to
sprowadzenie dwoistoéci do biegunowosci lacznie z przeczeniem
daje sig fatwo uskuteczni¢. Widzimy tam bowiem, ze element
dwoisty wzgledem podstawowego jest zaprzeczeniem (negacja)
elementu biegunowego wzgledem podstawowego. Jezeli wigc
element pozytywny podstawowy bedzie np. reprezentowany
przez pojecie ,,dobry® (1), wtedy jego biegunem bedzie po-

1) Dwoistoé¢ algebraiczna elementow prostych a, b, @, b’ moina przed-
stawié, wyrazajac te elementy dwojako przy pomocy wyrazen dwoistych,
mianowicie element @, jako @ = a + 0 oraz jako @ — a . 1, i podobnie dla
innych elementéw prostych. Geometrycznie pierwszy wzér: @ — a + 0 be-
dzie oznaczat punkt a, jako przeciecie prostej a z osia zerowa 0, wzbr
zaé dwoisty: @ = a . I oznaczal bedzie dwoiscie prosta a, jako polacze-
nie punktu ¢ z punktem w nieskoficzono$ci 1,y .-
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jecie ,,zty* (jego negacja pojecie ,niedobry” (4) = ,taki,
ktérego cechuje brak dobroci®), za§ elementem dwoistym
wzgledem pojecia ,,dobry* bedzie pojecie ,,niezly”, beda-
ce wlasnie w takim samym stosunku (mianowicie stosunku
dwoisto$ci) do pojecia ,,dobry” (1), w jakim pojecie ,niedo-
bry* (4) jest do pojecia ,,zty” (8). Z powyiszej czwérki po-
je¢ logika klasyczna pomija pojecie dwoiste do podstawowe-
go (tutaj: pojecie ,niezty), zadowalajac sie tréjka pojeé:
dobry — niedobry — zly, w ktérej dwoistoSci po stronie ne-
gatywnej nie odpowiada dwoisto§¢ pozytywna; logika za$ al-
gebraiczna, nie wyrézniajac dwoistych pojeé prostych, sprowa-
dza te czwoérke do dwdjki, nie odrézniajac wérdd pojeé prostych
nawet elementéw wilasciwie negatywnych od biegunowych.

Musimy tu jednak zwrdci¢ uwage na to, ze pojecie dwoi-
stoSci (a w zwiazku z nia 1 negacji), jakie powyzej bylo wy-
fozone, dotyczy tylko logiki ,,jednorodnej“, a wiec takiego
systemu, w ktéorym wszystkie elementy s np. pojeciami ogdl-
nemi, albo tez wszystkie reprezentuja pojecia klas i t. p.
Sprawa jednak przedstawia si¢ zasadniczo odmiennie, kiedy
w plaszczyznie kategorjalnej pewne elementy beda przed-
stawialy np. pojecia ogélne, inne znéw pojecia klas, odpowia-
dajacych tym tre$ciom. Wtedy odsloni si¢ nam zupeklie od-
mienny i znacznie donioSlejszy sens dwoisto$ci topologicznej,
okaze sig¢, mianowicie, ze stosunki migdzy treSciami danemi
(pojeciami ogdlnemi) maja w stosunkach miedzy odpowiada-
jacemi tym treSciom klasami (zakresami) swoje dwoiste od-
powiedniki. Rozpatrzmy blizej t¢ interpretacje dwoisto$ci w sy-
stemie topologiki ,niejednorodnej”, mianowicie w systemie
tresciowo-zakresowym.

2) Miedzy treScia i zakresem poje¢ ujawnil nam sie zwiazek
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(por. Geometrja logiki kategorjalnej, Przeglad Filozoficzny
r. 1926, t. 29, str. 176—177), polegajacy na tem, ze jeze-
li jedna z dwoistych formul logiki bedziemy interpretowali
treéciowo, to formula wzgledem pierwszej dwoista wyrazac
bedzie stan rzeczy miedzy zakresami poje¢ (oraz ich sum
i iloczynéw), wystepujacych w pierwszej treSciowej formule.
I to samo — mutatis mutandis — dotyczy interpretacji za.
kresowej jednego z dwoistych wzoréw. Wezmy np. zasadg di-
chotomyji:
a=(a—+b)(a+¥) _(5)

Interpretujemy ja tre$ciowo i bierzemy pod uwage, ze wy-
stepuja w niej: pojecie a, suma pojeé: @ + b, suma pojec:
a -+ b oraz iloczyn tych sum. Twierdzimy, ze formula dwo-
ista do powyzszej wyraza stosunki, zachodzace migdzy zakre-
sami tych pojeé. Rozpatrzmy to systematycznie.

Treéci @ niechaj odpowiada zakres (klasa) a, treSci b — za-
kres (klasa) b. Jaki zakres odpowiada tresci @ + b, a wigc
jakie to przedmioty beda posiadaly zaréwno cechg a, jak i
ceche b, a wicc ceche a + b? Beda to, oczywiscie, te elemen-
ty, ktére naleza réwnocze$nie (zaréwno) do klasy a, jak i kla-
sy b; gdyz takie wlasnie elementy podpadaja zaréwno pod
tre§¢ a, jak i b, innemi slowy, posiadaja zar6wno ceche a,
jak i b, a wiec cechg @ + b. Ogél za§ elementéw, nalezacych
zaréwno do klasy a, jak i do klasy b, t. j. maksymalnie wsp6l-
nych tym klasom, jest — jak wiemy — iloczynem logicznym
tych klas, a wiec klasa ab. Na pytanie wiec, jaki zakres (kla-
sa) odpowiada treéci @ + b, odpowiedZz brzmi: zakres (kla-
sa) ab. Np. zakres, odpowiadajacy treéci ,czlowiek dobry”
(a-+b), bedzie to ogdt elementéw, z ktérych kazdy nalezy za-
réwno do zakresu ludzi (a), jak i do zakresu istot dobrych
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{(b), a wigc bedzie to zakres @ X b, zakres (klasa) ludzi dobrych.
A teraz odpowiemy na pytanie: jaki zakres odpowiada treéci
a X b? Odpowiada tej treéci zakres @ + & (suma zakreséw a
1 b), gdyz kazdy element tego zakresu, tej sumy zakreséw a
i b — i tylko taki element — posiada ceche ,,albo @ albo
b*, czyli odpowiada treéci @ X b (mnozenie logiczne wyraza
wszak te¢ dysjunkcjg, to ,,albo*). W ten sposéb widzimy:
tresci @ + b odpowiada zakres ab ( i odwrotnie), za$
tresci ab odpowiada zakres @ + b (i odwrotnie).

Jako przyklad przyporzadkowania zakresu do iloczynu tre-
Sci, wezmiemy zakres, odpowiadajacy treSci ab, gdzie a ,,czlo-
wiek®, b — |, dobry", tre§¢ wiec ab — ,,albo czlowiek, albo istota
dobra®. Tej tresci odpowiadaé bedzie zakres, obejmujacy za-
réwno wszystkich ludzi, jak i wszystkie istoty dobre, gdyz
istotnie, kazdy z elementéw tego zakresu podpada pod poje-
cie: ,,albo czlowiek, albo istota dobra®.

Teraz juz przyporzadkowanie zakreséw pojeciom, ich su-
mom i iloczynowi tych sum we wzorze 5% nie bedzie przedsta-
wialo zadnych trudnoéci.

Podobnie jak treSci @ + b odpowiada zakres ab, tak sa-
mo treSci @ + &' odpowiadaé bedzie zakres ab’. Wobec tego
za$, ze treéci ab odpowiada zakres @ + b, wigc tresci (¢ + b)
(a + ¥’), figurujacej w prawej czeSci wzoru 5% odpowiadaé
bedzie zakres, skladajacy si¢ z sumy zakreséw czynnikow tej
tresci, a wiec zakres ab + ab’. Tresci za$ a, wystepujacej w
lewej cze$ci wzoru 5% odpowiada réwniez zakres a, tak ze
jako odpowiednik zakresowy tego wzoru otrzymamy wzor:

a = ab + ab'.

Wzér ten — jak wiemy — jest to wzér 5°, dualny wla-

énie wzgledem 5% W ten sposéb wykazaliSmy, ze formula
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dwoista do formuly: @ = (@ + b) (a + ¥’), interpretowane]
tresciowo, wyraza stosunki miedzy zakresami tych tresci.

Wezmy jeszcze jako przyklad ze znakiem nieréwnosci (za-
wierania si¢) wzor

a < atb (102).

Interpretujemy go treSciowo; znaczy on wtedy: tre§¢ a za-
warta jest w tre$ci a+b; i zapytujemy, jaki wzor bedzie wy-
razal zwiazek migdzy zakresami treSci a i tresci a+b? Tredci
a niech odpowiada zakres @, treSci b — zakres b, tresci a+b od-
powiadaé¢ wtedy bedzie — jak wiemy — zakres ab. Lecz za-
kres ab jest mniejszy, ubozszy od zakresu a, zawiera si¢ w nim,
otrzymamy wiec, jako stosunek omawianych zakresow:

ab < a (10°)

Wzér ten — jak wiemy — jest to wlaénie wzér dwoisty (du-
alny) wzgledem (102). I podobnie we wszystkich analogicznych
przypadkach.

Dochodzimy w ten sposéb do bardzo wainego twierdzenia:
Przeksztalcenie zawsze prawdziwych zwiazkéw tresciowych
(wzgl. zakresowych) na zawsze prawdziwe zwiazki zakresowe
(wzgl. treciowe) jest przeksztalceniem przez dwoisto$¢. Row-
niez i odwrotnie: przeksztalcenie przez dwoisto$¢ jest prze
ksztalceniem zawsze prawdziwych zwiazkéw treciowych (wzgl.
zakresowych) na zawsze prawdziwe zwiazki zakresowe (wzgl.
treciowe).

W zwiazku z powyzszemi rozwazaniami dwoisto§¢ samych
elementéw logiki geometrycznej mozemy pojmowaé jako dwoi-
stos¢ ze wzgledu na treé¢ i zakres (klasg). Np. element @, znaj-
dujacy si¢ w lewej czeéci wzordw 5, bedzie czem innem we wzo-
rze 52 i czem innem we wzorze 5°. Mianowicie, jezeli we wzo-

rze 52 bedzie on oznaczal tre§¢ (wspdlng treSciom a+b i a+0d'),

EC s

to we wzorze 5" oznaczaé on bedzie zakres (laczacy dodajnie
zakresy ab i ab’) — i odpowiednio do tego prosta a bedzie
oznaczala tre§é pojecia ogdlnego, punkt za§ @ — jego zakres
(klase). Elementem dwoistym wzgledem pojecia ogélnego
,,dobry* nie bedzie tu juz pojecie ogélne ,,niezty”, lecz poje-
cie klasy ,,dobry* (lub wprost: klasa ,,dobry*). Podobnie ele-
mentem negatywnym wzgledem pojecia ogélnego ,,dobry™ nie
bedzie tu juz ogdlne pojecie prywatywne ,niedobry®, lecz po-
jecie klasy ,,zly“.

8) Przechodzimy teraz do innej jeszcze interpretacji dwoi-
stosci w systemie logiki o elementach ,,niejednorodnych®. In-
terpretacja, ktéra tu wprowadzamy, bedzie pokrewna poprzed-
niej, treSciowo-zakresowej, z ta jednak roéznica, ze pojecie za-
kresu (klasy) bedzie zastapione przez pojecie kolektywne (ca-
osciowe). To ostatnie pojecie jest pokrewne pojeciu klasy pod
tym wzgledem, ze 1 jego réwniez przedmiot przedstawia mno-
go§¢ jednorodnych elementéw, mnogo$é jednakze nie rozdzie-
lona, dystrybutywna, jak przedmiot pojecia klasy, lecz kolek-
tywna, zjednoczona, stanowiaca calo§¢ sp6jna. I podobnie jak
pojeciu ogblnemu a (np. ,,cztowiek” = ,,czlowieczenstwo®) od-
powiadata poprzednio klasa a (klasa ,,czlowiek®), przedstawia-
jaca mnogo$¢ rozproszona wszystkich istot, posiadajacych ceche
,,czlowieczenstwo®, tak samo pojeciu ogélnemu a (,,czlowiek® =
,czlowieczenstwo*) odpowiadaé teraz bedzie dwoiScie pojecie
kolektywne a (,,ludzko$é™), ktérego przedmiot bedzie przedsta-
wial caloéé organiczna wszystkich istot, podpadajacych pod po-
jecie ogdlne ,,czlowiek®, a wiec posiadajacych ceche ,czlowie-
czenstwo*‘. Dwoisto$¢ pojeé: pojecie ogélne — pojecie klasy be-
dzie mogla byé zastapiona przez dwoisto§¢: pojecie ogblne —

pojecie kolektywne (caloéciowe). Elementem dwoistym wzgle-
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dem pojecia ogélnego ,,dobry* bedzie teraz pojecie kolektywne:
»zwiazek (calo$é) istot dobrych® i podobnie elementem nega-
tywnym wzgledem pojecia ogélnego ,,dobry* bedzie pojecie
kolektywne: ,,zwiazek (calo$¢) istot ztych®.

Na tem konczymy szereg interpretacyj pojecia dwoistodci
oraz negacji w logice dwuelementowej pojeé, bynajmniej zre-
szta nie uwazajac, ze wyczerpaliSmy tu juz wszystkie mozliwo-
§ci ich rozumienia. Chcemy tu tylko raz jeszcze podkresli¢ ten
fakt, dotyczacy negacji, ze — jak widzieli§my — element ne-
gatywny w §cistem, wezszem tego stowa znaczeniu (a wigc nie
element biegunowy wzgledem danego) niekoniecznie musi by¢
pojmowany jako brak, jako prywacja czego§ pozytywnego, ze,
przeciwnie, w systemie logiki ,niejednorodnej“ element wla-
§ciwie negatywny moze nie zawiera¢ w sobie nic z brakuy,
z prywacji, lecz by¢ — jak i element biegunowy — nosicie-
lem cechy posiadanej, a nie brakujacej. W systemie takim
(por. wyzej punkty: drugi i trzeci) element, pelniacy role
elementu wlasciwie negatywnego wzgledem elementu podsta-
wowego, nie bedzie niczem innem, jak jego elementem biegu-
nowym, przeniesionym tylko z dziedziny podstawowej do dzie-
dziny dualnej. Tak wiec np. w systemie logiki niejednorodnej,
ktérej elementami beda pojecia ogdlne i pojecia calodciowe,
elementem wla$ciwie nega/tywnym wzgledem pojecia ogdélnego
,,dobry* bedzie pojecie ,zty”, pojete juz jednak jako element
dualnej dziedziny pojeé calo$ciowych (,zly* = ,,zwiazek istot

ztych®).
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HARMONICZNOSC I PROPORCJA
W LOGICE GEOMETRYCZNO-ARCHITEKTONICZNE].



Rozdziat VIIL

ELEMENTY HARMONICZNE
W LOGICE GEOMETRYCZNO-ARCHITEKTONICZNE].

Przechodzimy obecnie do rozpatrzenia kwestji, ktéra bedzie
moze najwymowniejszym dowodem plodnoSci metody geome-
trycznej w logice. Dzigki zgeometryzowaniu $wiata logiki be-
dziemy w stanie dojrze¢ w nim i stwierdzié tego rodzaju wia-
snodci zasadnicze, ktérych, byé moze, na drodze czysto logicz-
nej nie udaloby si¢ nigdy odkryé. Spdjrzmy oto uwaznie na
obraz geometryczny plaszczyzny logicznej, a ujrzymy w czte-
rech wierzchotkach wewngtrznego kwadratu nastepujaca struk-
ture. W wierzcholku np. b spotykaja sie dwie proste ab i @b,
ich dwusieczna — o§ Oy oraz prosta b, prostopadta do tej
dwusiecznej. I podobnie w wierzchotkach ¥, a i . Kazdy, kto
jest obznajmiony z poczatkami geometrji rzutowej, odpozna
w tej strukturze, o ile zwréci na nig uwage, pek harmonicz-
nych promieni z wierzchotkiem w punkcie b, i podobne peki

b

Oy

z wierzchotkami w punktach &/, @ i @’*). W ten sposéb intuicja

1) Jezeli tu zwrécimy uwage jeszcze na pek harmoniczny promieni z wierz-
chotkiem w $rodku wspélrzednych, pek wigc caterech prostych: (a-+b)(a'--b'),
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geometryczna doprowadza bezpoérednio do odkrycia w dzie-
dzinie logiki elementéw harmonicznych. Zbadajmy teraz kwe-
stje te blizej, i analitycznie sprawdZmy otrzymane intuicyjnie
wyniki.

Nazywamy, jak wiadomo, cztery punkty A, B, C, D danej

linji prostej harmonicznemi, gdy mamy:

Slhas s = — 1 czyli:
BC BD S
AC _ AD

B =~ BD (@)
Méwimy wtedy réwniez, ze mamy dwie pary punktéw har-
monicznie sprzezonych, pare punktéw A4, B i pare C, D.
Oznaczmy AB przez x, AC przez a, AD przez b (rys. 7).

(a'+-b) (a+b'), 0, i 0, to harmoniczno$é tej grupy 4 prostych daje si¢ na-
tychmiast zwiaza¢ z istnieniem zewngtrznego kwadratu, jako czworobol'm zupﬁl-
nego, i z istnienia jego wyprowadzi¢. Nasz kwadrat zewnetrzny ;:osmda,, jak
wiemy, 3 pary wierzcholkéw przeciwleglych: (a—'l-b)‘—— (a'+b'), (a+b ) — (a’+-b)
oraz 1,4 — Iy - Otbéz z geometrji rzutowej w1a(.ior¥10 (por: Enrlque.s. Wy-
kiady geometrji rzutowej, str. 54 — 55), ze 4 promienie, naleza‘.ce .do ']ec.lnego
peku, tworza grupe harmoniczna, jezeli na jednym z tych promlem‘lezy jedna
para wierzchotkéw przeciwleglych czworoboku zupeine.go, na .druglm—.—druga
para takich ~wierzcholkéw, trzeci za$ i czwarty promien zawiera po Jedn,yr.n
2z elementéw, stanowiacych trzecia pare wierzchotkéw przeciwleglych. Te wiasnie
warunki spetnia pek promieni z wierzchotkiem w érodkt'l wspélrz’qdnych, 'albo-
wiem na promieniu (a+b) (a’4-b') lezy pierwsza para w1erzcholkoyv [.)rzeciwle-
glych kwadratu zewngtrznego, punkty (a-b) i‘ (a’+b'), nal promieniu (a +b)
(a-+b') lezy druga ich para, punkty (ll+b.’).l (a'+Db), za§ .kazdy z }:)romw:m
0, 1 Oy, zawiera jeden z elementéw trzeciej pa:ry t]ych wierzchotkéw, mia-
nowicie promief 0,,, zawiera punkt 7y, promief zas Opy — punkt I, 1.

W mysl powyzszej definicji elementéw harmonicznych («)
punkty A, B, C, D beda punktami harmonicznemi, gdy mieé
bedziemy:

a___° ®

Bl | =0

Méwimy wtedy réwniez, ze odcinek AB — x zostal podzie-
lony harmonicznie przez punkty C i D, a sam odcinck AB — x
nazywamy S$redniq harmoniczng dla AC (a) i AD (b). Z wzo-
ru (B), przedstawiajacego proporcje harmoniczna ciagla, otrzy-
mujemy dla $redniej harmonicznej:
2ab
i 09

Oznaczmy teraz punkt wyjécia 4 przez 0, wtedy punkt C
bedzie oznaczony przez a, punkt B przez x i punkt D przez b,
1 na podstawie wzoréw () i (8), wzgl. (@) i (1) mozemy powie-
dzie¢: Srednia harmoniczna (x) jest to czwarty element harmo-
niczny do trzech danych: 0, @, b lub dokladniej: element har-
moniczny sprzgzony z 0 ze wzgledu na pare harmonicznie
sprzgzona a 1 b (por. rys. 8).

X =

Aot ¢ B D
0 % x 3
Rys. 8.

Jak wida¢ z powyiszego, staramy si¢ teraz nawiazaé kon-
takt migdzy elementami harmonicznemi geometrji rzutowej
a dziedzing logiki, korzystajac z wlasnoéci metrycznych elemen-
téw harmonicznych, wiasnoéci, wyrazonych wzorami (o) 1 (B);
innemi stowy, staramy si¢ nawiazaé tu 6w kontakt nie wprost,
nie bezposrednio, lecz przy pomocy algebry, wzgl. arytmetyki.
Otéz posuniemy si¢ o krok dalej na tej drodze, przytem o krok
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zasadniczy, gdy z pojeciem punktéw harmonicznych zwiaze-
my réwniez i pojecie $redniej arytmetycznej. .

Wezmy teraz, mianowicie, za punkt wyjécia (A) nie 0,
lecz oo i szukajmy punktu harmonicznie sprz¢zonego z o z'e
wzgledu na podstawowa parg punktéw a i b. Wobec tego ze
punkt A oddalil si¢ teraz w oo, mie¢ bedziemy AC = AD,
i wzbr (#) przybierze postaé: CB = BD. Jezeli teraz punkt G
oznaczymy przez a, punkt D — przez b, za$ punkt B przez X —
X—a=b—X (9) czyli
a+b

: ©

Wzér (3) przedstawia proporcje arytmetyczng ciagla 1 po-
zwala okreéli¢ X, jako $redniq arytmetyczng dla a i b (8‘).

W ten sposéb nietylko érednia harmoniczna, lecz i $rednia
arytmetyczna pojeliSémy jako czwarty harmoniczny punk't do 3
danych punktéw: $rednia harmoniczna dla punktéw a i b. to
punkt x harmonicznie sprzezony z 0 ze wzgledu nz? pu.nkty a 1.b;
§rednia arytmetyczna dla @i b to punkt X harmom‘czme s?rzqzo.—
ny z oo ze wzgledu na punkty a i b. Tego rodza]u'pc')ww‘zame
§redniej arytmetycznej ze érednia harmoniczna w pojeciu czwar-
tego harmonicznego elementu do 3 danych posiada podstawowe

’
znaczenie dla naszych dalszych wywodow. ,
’ ’ 4 Ao
Poréwnywujac, mianowicie, czwoérke elementéw, wéréd kto

to otrzymamy:

INE—

rych wystepuje §rednia harmoniczna (p. rys. 8), z czt'erema od-

noénemi elementami, wéréd ktérych wysigpuje Srednia arytme-

tyczna, latwo zauwazymy nastepujaca ich odpowiednio$¢:
elem. 0 odpowiada element o

” a » » a

b = b
» ” X
”» X ” ”

(¢r. harm.) (§r. arytm.)

s

— e

Jezeli teraz zwrécimy uwage na to, ze elementy graniczne
0 i >~ w algebrze zwyklej pehnia, jako graniczne, role te sama,
co dwoiste elementy graniczne 0 i I, minimum i maximum lo-
giczne w algebrze logiki, oraz na to, ze §rednia harmoniczna
i §rednia arytmetyczna dla @ i b sa jednoznacznie wyznaczo-
nemi funkcjami @ i b, podobnie jak dwoiste elementy logiczne:
suma i iloczyn @ i b, to narzuca sie my$l, ze dwie powyzsze
kolumny przedstawiaja odpowiednio§¢ dwoista, i paraleliza-
cja migdzy algebrg ilodci i algebra jakoéci (logika algebraicz-
na) na podlozu harmonicznoéci geometrycznej nie przedstawi
juz powazniejszych trudnoéci. Ta paralelizacja algebry i logi-
ki prowizorycznie) wyrazitaby sic w sposéb nastepujacy:

Elementy algebry ilosci Elementy logiki (algebry jakoscy)

a odpowiada a

b ’ b

0 g o

co : 1])
$r. harmon. - at+-b
§r. arytm. ¥ b

W ten sposéb dwie odpowiadajace sobie czwérki harmonicz-
ne przedstawiaja w jezyku logiki dwa logiczne szeregi dwoiste
(dualne): 0 odpowiada dualnie 7, elem. ¢ — dualne a, elem.
b — dualne b, wreszcie a + b odpowiada dualnie ab. Rzecza
za§ tu dla nas najwazniejsza jest to, ze kazda z dwoistych
czworek przedstawia czwérke elementow harmonicznych lub,
inaczej méwiac, dwie pary elementéw harmonicznie sprzgzonych
z soba.

!) Méwimy: prowizorycznie, gdyz, jak zobaczymy na str. 102, zeru i nieskon-
czonosci algebry zwyklej (czy arytmetyki) w logice dwuelementowej odpowiada
jeszcze inna para elementéw granicznych poza parg logiczna 0 i 1.
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Paralelizacje te miedzy logika a geometrja przedstawia pro-

wizorycznie ponizsza tabliczka:

Elementy logike Elementy geomelryi rzutowej

a, b Para punktéw harmonicznie sprzezonych
z soba
0, 1') Jeden z punktéw drugiej pary elementéw

harmonicznie sprzezonych z soba
a+b, ab Czwarty punkt harmoniczny

Zasadniczym momentem, ktory nam umozliwil osiagnigcie
powyzszego rezultatu, bylo sparalelizowanie $redniej arytme-
tycznej 1 $redniej harmonicznej z iloczynem, wzgl. z suma lo-
giczna. Ze odwzorowanie to jest stuszne, ze istotnie stosunki
miedzy iloczynem i suma logiczna sa identyczne ze stosunka-
mi, jakie wiaza S$rednia arytmetyczna i $rednia harmonicz-
na, wykaza¢ daje sie latwo, zalozywszy nasuwajaca si¢ od-
powiednio$¢ miedzy odwrotnoécia algebraiczna (czy arytme-
tyczna) elementu i1 jego logiczng negacja ?). Znamy bowiem
okreslenie $redniej harmonicznej dwich elementéw, jako od-
wrotnosci §redniej arytmetycznej wzietej dla odwrotnosci tych
elementow.

Niechaj temi elementami beda @ i b. Mamy wigc:

Srednia arytm : ”—}_Tb

1 1
___l_,?

i
Srednia arytm. ich odwrotno$ci: oo -

1) Wzglednie inna para elementéw granicznych, odpowiadajacych zeru inie-
skonczonosci algebry zwyklej (por. poprzedni odnoénik).

2) Te¢ odpowiednio$¢ wlaczyé przeto nalezy do wyzej podanej tabelki (str. 99),
umozliwiajacej przejécie od algebry iloéci do logiki (algebry jakoSci).

g —
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) . 2ab
Sr. harmoniczna: —

1 1 a—+b

a b

Otéz identyczne stosunki wiaza iloczyn i sume logiczng. Mo-

zemy bowiem okre$li¢ sume logiczna dwéch elementéw, jako
negacjg iloczynu logicznego, wzigtego dla negacji tych elemen-
tow (wzér de Morgana 9%, por. str. 28).

A wiec:
[loczyn log. elementéw: a Xb
Iloczyn ich negacyj: a Kb

Suma logiczna: (@@ X b)=at+b

Widzimy wigc, ze $rednia harmoniczna powstaje ze sredniej
arytmetycznej w ten sam sposéb, w jaki suma logiczna po-
wstaje z iloczynu logicznego — mianowicie przez zamiane ele-
mentéw na ich odwrotnoéci (negacje) i nastepne odwrécenie
(negacje) w ten sposéb otrzymanego rezultatu. Tak oto wykaza-
liSmy Scista analogj¢ miedzy suma i iloczynem logicznym z jed-
nej strony, $rednia harmoniczna za$ i érednia arytmetyczng
z drugiej.

Pozostaje jeszcze do rozpatrzenia przyporzadkowanie zera lo-
gicznego i jednosci logicznej arytmetycznemu 0 i oo, ktére wy-
stepuja w dwéch czwérkach, wzgledem siebie dwoistych. Przy-
porzadkowali$my te elementy logiczne elementom arytmetycznym
0 1 oo dlatego, ze zero i jedno$¢ logiczna sa wzgledem siebie
nietylko dwoiste, lecz i przedstawiaja réwniez wzajemne nega-

cje, tak wlasnie jak 0 i oosa wzajemnemi odwrotno§ciami

(0 = —1—, oo = 71) Zachodzi jednak teraz pytanie, czy wa-

O
runkom stawianym tu przez 0 i ~o, a wiec dwoistoéci i od-

wrotno$ci (negacji), odpowiadaja w dziedzinie logiki tylko ele-
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menty logiczne 0 i I, czy tez moze istnieje tam jeszcze inna
para, wzgl. pary, czyniace zado§¢ tym wymaganiom. Otéz w
istocie rzeczy mamy w kategorjalnej topologice dwuelemen-
towej jeszcze jedna par¢ — i tylko jedna — elementéw, czv-
niacych zado§¢ powyzszym warunkom; sa to elementy: @’ b +
+ ab’ oraz ab + & b’, przekatne wigkszego kwadratu. Sa
one — jak latwo sprawdzi¢ — wzgledem siebie dwoiste i row-
noczeénie sa wzajemnemi negacjami.. W ten sposéb tabliczki
przejécia od algebry iloéci do logiki i od logiki do geometrji
w pelnej swej postaci przedstawiaja sig, jak nastgpuje:
Elementy algebry — Elementy logiki Elementy geomelrji rzu-
tosce towey

Elem; a, b Elem: a, b

Para elem. harmonicznie
sprzgzonych z soba

Odwrotnosci Negacje tych ele- Para elementéw w ¢wiart-
tych elem.: mentow: ce przeciwleglej?)
1 1
-l i Y
a b K
7 Para: 0,1 wazgl. Jeden z elementéw dru-

para: ab+d'b’,  giej pary harm. sprz¢zo-
a'b+ab") nych z sobg elementow

a-+b, ab?)
W ten sposéb zostaje ugruntowane przejécie od algebry zwy-

klej do algebry logiki i geometrji rzutowej, a wraz z tem 1 wpro-

wadzenie elementéw harmonicznych do dziedziny logiki &ci-

Sr. harm., ér. aryt. Czwarty punkt harm.

stej.

1) Przytem elementy te beda innej postaci, anizeli elementy powyzej wy-
mienione (por. odno$nik na str. 80). ‘

?) Nizej zobaczymy, kiedy wystepuje jedna z tych par, kiedy za$ druga.

3) O restrykcjach, jakim podlegaja tu @ i b, patrz nizej str. 145, 146.

T T e —Y——
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Rozpatrzmy teraz t¢ kwestj¢ przy pomocy innej zupelnie,
przytem bardziej systematycznej metody.

Do wprowadzenia zespoléw harmonicznych w dziedzine lo-
giki mozemy doj§¢é réwniez droga czysto geometryczna, bez po-
srednictwa elementéw algebry zwyklej czy arytmetyki (po-
je¢ sredniej arytmetycznej i harmonicznej). Droga ta bedzie tu
teorja biegunéw i biegunowych wzgledem kota (Desargues,
Poncelet, Gergonne), odgrywajaca tak wielka role w nowej
syntetycznej (rzutowej) geometrji i najéciélej zwiazana z za-
gadnieniami dualnoéci *).

Sprawa tak si¢ mianowicie przedstawia (por. Enriques. Wy-
kltady geometrji rzutowej, str. 188—200). Jezeli na plaszczyz-
nie mamy dane kolo i punkt P, lezacy zewnatrz kola (por. rys.
9 na str. 104), i jezeli z punktu tego przeprowadzimy siecz-
-ne kota (PS,, PS,, PS;it. d.), to — jak wiadomo — utworzone
w ten sposéb cigciwy kola (AB, CD, EF i t. d.) beda podzielone
harmonicznie przez dany punkt (P) i punkty ich wewnatrz ko-
ta (S, S., S; i t. d.), lezace na pewnej wspélnej prostej (KL).

Prosta te¢ (KL) otrzymamy, prowadzac z danego punktu (P)
styczne do kola i laczac otrzymane punkty stycznoéci (K i L).
W ten sposéb otrzymamy czwoérki harmoniczne punktéw AS,
BP, CS,DP, ES,FP i t. p., w ktérych parami punktéw har-
monicznie sprz¢zonych beda punkty na kole (np. A, B) oraz
dany punkt P i punkt S, na prostej KL.

!) Zwracamy tu uwage, ze teorja biegunéw i biegunowych wzgledem kota
nie jest jedyna czysto geometryczna metoda wprowadzenia elementéw harmo-
nicznych do dziedziny topologiki. W odno$niku do str. 95 widzielimy, ze
w tym celu wyj$¢ mozemy réwniez z pojecia czworobokéw (wzgl. czworo-
katéw) zupelnych, jako konstytuujacych grupy harmoniczne.



Rys. 9.
b
ab 2 a+b
a%
N 4 4
0
a% axd'
a'+b a-t’
Rys. 10.
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Prosta KL nazywamy biegunowq punktu P ze wzgledu na
dane kolo, punkt za§ P — biegunem prostej KL. Jeieli punkt
P odsunie si¢ w nieskoficzono$¢, to jego biegunowa bedzie éred-
nica kola (prostopadta do linji, faczacej $érodek kola z danym
punktem w nieskoficzonoci), i odwrotnie: dla wszelkiej érednicy
kola biegunem bedzie punkt nieskonczonoéci (lezacy na pro-
stopadlej do tej $rednicy). Jezeli za§ punkt P zajmie poloze-
nie na kole, wtedy jego biegunowa bedzie styczna do kota w
tym punkcie, i odwrotnie: dla wszelkiej stycznej do kola bie-
gunem bedzie jej punkt styczno$ci z kotem.

Na podstawie tej teorji biegunéw i biegunowych wzgledem
kota mozemy przystapi¢ do wykazania istnienia elementéw
harmonicznych w logice geometrycznej, rozumiejac przez gru-
p¢ harmoniczna elementéw logicznych zespél elementéw lo-
gicznych, przyporzadkowanych topologicznie zespolowi geome-
trycznych elementéw, tworzacych grupe harmoniczna. W tym
celu w naszym podstawowym diagramacie plaskim opisujemy
z poczatku wspétrzednych 0 dwa kota: jedno wokét mniejsze-
go, drugie wokét wickszego kwadratu, przyczem mniejsze ko-
lo bedzie réwnoczeénie wpisane w wickszy kwadrat (por. rys.
10%).

Nastepnie z punktéw w nieskoficzonoéci prowadzimy do két
tych sieczne (ktére beda tu prostemi réwnolegltemi). Te punkty

w nieskoficzonosci (innemi stowy: kierunki na ptlaszczyznie)

!) Azeby nie komplikowaé diagramatu, nie wprowadzamy tu oznaczeh bokéw
wewnetrznego  kwadratu (ab, ab’, a'b, a’b’), natomiast wprowadzamy punkty
przecieé tych bokéw z przekatnemi wickszego kwadratu, punkty a--b, a0/,
a'+b, a'+4-b', réwnowaine 4 wierzcholkom wickszego kwadratu (np. przeciecie
prostej ab z przekatna (a+-b)(a’+b') = a’b+ab' daje punkt: ab-a’b-ab’ czyli
a+-D).



— 106 —

wybieramy w ten sposéb, by siecznemi tych kél, ich cigciwami,
byly boki i przekatne naszych kwadratéw. Takiemi punktami
w nieskoficzonoéci okazuja si¢ 4 punkty: 1) punkt w nieskonczo-
noéci na osi bb’, 2) punkt w nieskonczonosci na osi ad/, 8) punkt
w nieskoniczono$ci na osi skosnej (a+0b) (¢/+0b’) i 4) punkt w nie-
skoficzonoéci na osi skoénej (’+b) (a+b’). Z pierwszego punktu
w nieskoficzonodci (1 ata)) prowadzimy 3 proste rownolegle a, @’ 1
0wy, dwie cieciwy wiekszego kola i érednicg mniejszego, a réwno-
cze$nie dwa boki wickszego kwadratu i przekatng mniejsze-
go; podobnie z drugiego punktu w nieskoficzono$ci (Zb411)
przeprowadzone 8 proste réwnolegle: b, &’ i 0., jako dwie cig-
ciwy wigkszego kola i érednica mniejszego, daja dwa pozostale
boki wiekszego kwadratu i druga przekatna mniejszego. Trze-
ci punkt w nieskoficzonoéci &’b + ab’ czyli (a + b) (d S00)
da nam trzy sieczne réwnolegle @b, ab’ i (a+b) (¢+0V'), a wige
dwie cieciwy mniejszego kola i érednice wigkszego, a réwnocze-
énie dwa boki mniejszego kwadratu i przekatna wigkszego; po-
dobnie czwarty punkt w nieskoficzonosci ab + &b czyli (¢ +
+b) (a + ¥) da nam, jako dwie cigciwy mniejszego kola
(ab i ab’) i $rednice wigkszego (a’ + b) (a + b’), dwa pozosta-
le boki mniejszego kwadratu i druga przekatna wigkszego kwa-
dratu.

W ten sposéb do 12 prostych naszego diagramatu daja sig
natychmiast zastosowaé twierdzenia o biegunowosci wzajem-
nej wzgledem kola, i kazda z tych prostych okaze si¢ pod-
ktadem czwérki punktéw harmonicznych.

We#my np. prosta a, przeprowadzona z punktu w nieskon-
czonoéci I.1w, jako bieguna ze wzgledu na wicksze kolo. Bie-
gunowa punktu /... jako punktu w nieskoficzonoici, bedzie —

jak juz wiemy — érednica prostopadta do kierunku 65’ lub, co na

12a) (@'+-b) (a-+-b'), b, a4, o
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jedno wychodzi, do kierunku @, t. j. 0§ O.. Tak wiec na
prostej @ otrzymamy czwérke harmoniczna, skladajaca sic z
dwéch punktéw na kole wigkszem, w ktérych sieczna to koto
przecina, oraz dwoch innych punktéw harmonicznie sprzezo-
nych: bieguna ,1» oraz punktu @, w ktérym biegunowa punk-
tu oo t. j. 0§ O, przecina nasza prosta a. Punktowi P
naszego rys. 9-go odpowiada tu punkt 7, ., w nieskonczo-
nosci, jego biegunowej KL — biegunowa punktu Z,i» t. j.
0§ O, a czworce harmonicznej punktéw AS,BP — czwbr-
ka harmoniczna punktéw a + ¥, a, a + b, Iyo. I tak sa-
mo rzecz si¢ przedstawia z kazda inng z 12 prostych, jako pod-
ktadem szeregéw harmonicznych.

Tak wigc otrzymujemy 12 nastepujacych czwérek harmonicz-
nych !), ktére piszemy w porzadku przestrzennym, tak ze ele-
menty sprzgzone jednej pary sa tu podzielone przez elementy
sprzezone drugiej.

la) 1.4, at+b, a, a+b" (o podkladzie «)
2a) Lot a, b, 0, v (s Obb')
Sa)Ea ) a-+b, o, a+v ( ,, a’)

4a) Iy v, a+b, b, a+b ( ,, b)

5a) Intur, a, 0, a & 0.a7)
6;1) 1 b-+b', a—l—b', b', a'—{—b' ( ” b’)

7a) (a-Fb) (a'+1V'), a, atb, b (s ab’)
8a) (a{-b) (@' +V'), a+b, [1]?), a+b ( ,, (at+b)(d+b)
9a) (a+b) (d+b'), b, a-+b, o (€5 ab)
10a) (a'+b) (a+-b'), a, a0, b (0 ab)
12) (@) (@+b), at¥, [1P),  a+b ( , (atb)(@-b)

(it=s a'b')

1) i ?) patrz str. nast.
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Dotlaczy¢ tu nalezy jeszcze graniczny szereg harmoniczny
13-ty na prostej w nieskonczonoéci:
13a%) 1a1a, (@ + b)(a + V'), Iy, (@ + U')(d + b)

Jezeli teraz zwazymy, ze algebraiczne wyrazy oznaczaja tu
nietylko elementy geometryczne (punkty i proste), lecz i po-
jecia, to istnienie czwoérek harmonicznych w logice geometrycz-
nej zostanie tem samem stwierdzone. '

Odpowiednio do powyzszych 12 czwérek logiczno-geome-
trycznych (oraz 13-tej granicznej) mozemy natychmiast otrzy-
mac¢ dalszych 12 czwoérek (oraz 18 graniczna), ktérych elemen-
tami beda juz nie punkty, lecz proste, podklad za§ linjowy
zostanie zastapiony przez punkt-wierzcholek. Beda to peki har-
moniczne, ktore otrzymamy z powyzszych czwérek punktowych,
zamieniajac kazdy punkt na jego biegunowa wzgledem kota,
podklad za$ szeregu punktéw na jego biegun. Mozemy za$ to
uczyni¢ w myS$l twierdzenia geometrji rzutowej, ze o ile punkt
jaki$ lezy na prostej, to jego biegunowa przechodzi¢ bedzie
przez biegun tej prostej, tak ze 4 punktom pewnej prostej be-
da odpowiadaly 4 proste, przechodzace przez biegun tej pro-
stej, przytem jezeli punkty te tworzyly szereg harmoniczny,
to i odpowiednie proste (ich biegunowe) réwniez utworza ze-

sp6t harmoniczny (pek harmoniczny). W my$l powyzszego

!) Zwracamy uwage na to, ze wszystkie elementy czwoérki harmonicznej sg
tej samej postaci (tutaj sa punktami), ze wiec i suma dwéch elementéw bedzie
tu elementem o tej samej postaci, co skladniki tej sumy.

2) [1] przedstawia tu poczatek wspdlrzednych. Albowiem dla sko$nych osi
poczatek wspélrzednych, w ktérym si¢ one przecinaja, wyraza si¢ — jak wiemy
z odno$nika na str. 58 — nie jako 0, lecz 1, poniewaz (a-}+b)(a’+b') 4 (a’+b)
(a+b') = 1.

3) Harmoniczno$¢ tej grupy punktéw najprosciej daje si¢ wyprowadzi¢ z kwa-
dratu wewngtrznego (czworokata zupelnego) jako konstytuujacego grupe harmo-
niczna (por. przypadek dwoisty w odnoéniku do str. 95).
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z czwérki harmonicznej punktowej la): 1,y., @ + b, a, @ + b
o podkiadzie linjowym a otrzymujemy natychmiast pek pro-
stych harmonicznych: 0., ab, a, ab’ o wierzchotku w punkcie
a, albowiem, przedewszystkiem, prostej a, jako stycznej do ko-
ta, odpowiada — jak wiemy — biegun w punkcie stycznoéci @
(i odwrotnie), a dalej: punktowi I.1o odpowiada, jako bie-
gunowa, Srednica 0 ., punktowi @ + b odpowiada bieguno-
wa ab, jako linja, taczaca punkty stycznodci stycznych, przepro-
wadzonych do wewnetrznego kota z punktu ¢ + b, i z tej sa-
mej racji punktowi @ + &’ odpowiada prosta ab’.

Z powyiszego przekonywamy sie przedewszystkiem, ze zwia-
zek migdzy biegunem i biegunowa nie jest niczem innem, jak
znanym nam zwiazkiem dwoistym (dualnym), t. j. ze biegun
1 jego biegunowa przedstawiaja elementy dwoiste.

Tak wiec z powyiszych punktowych czwérek harmonicznych
otrzymujemy biegunowo wzajemnie (dwoiécie) nastepujace peki:

1b) 0., ab, a, ab’ (o wierzchotku a)

2b) 0., (el JL b

3b) 0., s 0

4b) Oy, ab, b, d'b

5b) O, (s =l b T o)

6b) Oy, ab’, b’,  a'b’ 1 ')

( " Iy i)
(
(
(
(
7b) (a’-b) (a+b’), a, ab’, b’ ( % a+b")
(
(
(
(
(

5 a’)

”» b)

8b) (a'+-b) (a+-b"), ab, [0]Y), a'b ” (@'+-b) (a+-b")
9b) (a'4-b) (a-¥), b, b, o - @'-L)
10b) (GB) @b, a, ab, b . a-4-5)
11b) (a+-b) (a’-}-b’), ab’, [0]Y), a’b i (a—+b) (a'+b)
12b) (a-1b) (@b), ¥, ¥, & 2 pany
*) [0] przedstawia tu prosta w nieskoficzonodci. Albowiem dla sko$nych osi

prosta ta przedstawia si¢ — jak wiemy — jako iloczyn z (a+b)(a' + V')
(@) (a-b)
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Dotaczy¢ tu nalezy jeszcze graniczny pek harmoniczny 13-ty
z wierzcholkiem w poczatku wspoélrzednych:

18b) 0ax, (@’—-b) (a—+-b"), O, (a+-b) (')

W ten sposéb kategorjalna plaszczyzna logiczna okazuje sieg
domeng elementéw harmonicznych: kazdy z 26 jej elementéw
jest oérodkiem (podkladem lub wierzchotkiem) czwérki har-
monicznej 1, co wiegcej, wszelka czwérka jej elementow
o tym samym podkladzie lub wierzchotku jest czwérka harmo-
niczna,

Jak si¢ przekonywamy, kazda z tych czwoérek harmonicz-
nych zawiera przynajmniej jako jeden ze swych elementéw
element graniczny, t. j. element polozony w nieskoniczonosci
(4 punkty i prosta w nieskoficzonoéci) lub tez dualny wzgle-
dem niego (4 osie i poczatek wspdlrzednych), podczas gdy inny
element, z pierwszym harmonicznie sprzezony, przedstawia ilo-
czyn logiczny lub sume logiczna dwéch pozostalych elemen-

tow *). Przytem ten iloczyn lub suma wyrazaja réwniez

') Zauwazy¢ nalezy, ze wéréd 24 zespoléw harmonicznych (dwa ze-
spoly graniczne pomijamy tu) w kazdej trdjce takich -zespoldw, majacych
wspélny element graniczny, jest jeden zesp6l, w ktérym wystepuje nietyl-
ko ten wspélny trzem zespolom element graniczny, lecz poza tem drugi
jeszcze taki element, z pierwszym tworzacy pare sprzezona. W ten sposéb
mamy 8 zespolow harmonicznych (2a, 5a, 8a, 1la i dwoiste), z ktérych
w kazdym wystepuja 2 elementy graniczne (sprzezone), przytem tak, ze
gdy jeden z nich jest suma (iloczynem) dwoéch elementéw drugiej pary,
to drugi z nich przedstawia ich iloczyn (wzgl. sume).

Tak wigc np. w zespole

Lotann b, 0,0
oprocz elementu granicznego 1,,,, mamy jeszcze element graniczny, punkt
0, przyczem nietylko b + &’ = I, lecz réwniez bb’ = 0.
Podobnie w zespole:
(a+Db) (@+V'), a+b, [1], a’+b'
oprécz elementu graniczmego (a—b) (a’+b’), punktu w nieskoficzonoéci na osi
skoénej, mamy jeszcze element graniczny, punkt I — poczatek wspotrzednych,
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iloczyn lub sumg pierwszej pary sprzezonych ze sobg elemen-
téw i przedstawiaja réwnowaznie podkiad wzgl. wierzcholek
czworki. W' pierwszej grupie (w 12 czwérkach harmonicznych
punktowych’) ten element podkladowy (linja prosta) oznacza
ten sam iloczyn elementéw par harmonicznie sprzezonych, w

drugiej grupie (w 12 czwérkach harmonicznych linjowych o)

przyczem nietylko (a-b) X (a'+-b") = (a+b) (a’-+b'), lecz réwniez (ab)-+
~H(a’+b') = 1. Podobnic dla wszystkich 8 wspomnianych zespolow harmonicz-
nych, z ktérych 4 (punktowe) leza na 4 osiach, 4 za§ (peki prostvch) przecho-

dza przez dwoiste do tych osi punkty w nieskoficzonosci.
Ot6z tego rodzaju osiowe czy nieskoficzonoéciowe zespoly harmoniczne

moga by¢ interpretowane zaréwno dodajnie, jak i mnoznie, w zaleinodci

od tego, ktéry z dwéch granicznych elementéw wybierzemy jako element

funkeyjny (+ wzgl. ) wzgledem pary podstawowej. Tak wiec zespol:
ltan 6,0, 0

méwi nam z jednej strony, ze:

b Xb' =0 (przy 1, jako elemencie, wystepujacym tu w charakterze granicz-

nym),

z drugiej za$§ strony, ze:

b4b' =1 (przy 0, jako elemencie, wystepujacym tu w charakterze granicz-

nym).

Otéz te dwie otrzymane tutaj réwnoéci wicle nam méwia. Mamy wszak
w nich znana nam dobrze definicje elementu negatywnego przy pomocy
elementu pozytywnego oraz 0 i I. Mozemy teraz nadaé sens glebszy tej
definicji (por. str. 22), widzimy bowiem, ze czwérka elementéw, wchodza-
cych tu w gre, przedstawia zespél harmoniczny, tak ze element negatyw-
ny (b’) moze by¢ okreSlony, jako element sprzezony harmonicznie z ele-
mentem pozytywnym (b) w grupie harmonicznej, ktérej druga pare ele-
mentéw stanowia 0 1 1. W ten sposéb rozwiniecie naczelne 0 i I ze wzgle-
du na b, b’ polega, jak widzimy, na wyznaczeniu pary clementéw har-
monicznie z soba sprzezonych w grupie harmonicznej, ktérej druga parg
stanowia wlaénie rozwijajace sie elementy 0 i 1.

!) Trzynasta para, absolutna, zlozona wylacznie z elementéw granicznych,
przedstawia osobliwosci, ktéremi si¢ tutaj blizej zajmowaé nie bedziemy, a ktére
plyna ze znanej nam wiasnoici punktu, bedacego poczatkiem wspéirzednych,
oraz proste] w nieskonczonosci, polegajacej na tem, ze kazdy z tych elemen-
téw w zalezno$ci od sposobu, w jaki jest wyznaczony (przez osie poziomo-
pionowe, czy tez przez osie skoéne), przedstawia si¢ badZ jako 0, badz ja-
ko 1. Tutaj 0 staje sie¢ réwnowazne 1.
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element wierzchotkowy (punkt) oznacza te sama sume elemen-
téw, nalezacych do par harmonicznie sprz¢zonych.

Gdy teraz w drodze czysto geometrycznej stwierdziliSmy ist-
nienie w logice zespoléw harmonicznych, jest juz rzecza pro-
sta ustosunkowa¢ te zespoly logiczne do pewnych zespoléw aryt-
metycznych. Wystarczy tu wziaé pod uwage wyzej podane wla-
snodci $redniej arytmetycznej i éredniej harmonicznej, jako
elementéw harmonicznych czwérek arytmetycznych, i zestawié
je z odpowiedniemi wlasnoéciami harmonicznych czwérek lo-

gicznych. Zestawienie to tak sie przedstawia:

Srednia arytmetyczna wzgl.
$rednia harmoniczna dwéch da-
nych liczb przedstawia jeden
z elementéw  harmonicznej
czworki arytmetycznej, przy-
czem elementem z nig sprze-
zonym bedzie element granicz-
ny (o, 0), dwoma za§ pozo-
stalemi elementami (sprzezone-
mi) beda dwie dane liczby.

lloczyn logiczny wzgl. su-
ma logiczna dwéch danych e-
lementéw logicznych przedsta-
wia jeden z elementéw har-
monicznej czwérki logicznej,
przyczem elementem 2z nim
(z nia) sprzezonym bedzie ele-
ment graniczny 1,0 wazgl.
(a+b) (@4-0b"), (d4-b) (a1,
dwoma za$ pozostalemi elemen-
tami (sprz¢zonemi) beda dwa
dane elementy logiczne.

Uderza tu natychmiast analogja migdzy §rednia arytme-

tyczna wzgl. $rednig harmoniczna i funkcjami logicznemi ilo-

czynu wzgl. sumy, i analogja ta okazuje sie analogja praw-

dziwa, gdyz istotnie, przyporzadkowujac negacji logicznej od-

wrotno$¢ arytmetyczna, mozna dowieéé (jak to uczynili$my

na str. 101), ze stosunek iloczynu logicznego do sumy logicz-

——r

= I SEe—

nej jest identyczny ze stosunkiem Sredniej arytmetycznej do
$redniej harmonicznej?).

W ten sposéb teraz — w przeciwiehistwie do pierwszego spo-
sobu (por. str. 95—102, specjalnie str. 97) — systematycznie
zostaja wprowadzone do logiki zespoly harmoniczne wprost
przez oparcie si¢ o wlasno$ci elementéw przestrzeni rzutowej
1 0 wykazana juz dawniej ich odpowiednio$é¢ z elementami lo-
gicznemi, i nastepnie dopiero logika zostaje tu zwiazana z aryt-
metyka za po$rednictwem tych wla$nie zespoléw harmonicz-
nych, jako ze posiadaja one odpowiedniki liczbowe.

Postaramy si¢ teraz podaé okreélenie logicznych elementéw
harmonicznych catkowicie immanentne dziedzinie pojeciowe],
to znaczy oderwane zupelnie i uniezaleznione od podloza geo-
metrycznego. Bedzie ono brzmiato:

Cztery elementy logiki dwuelementowej tworza zespét har-
moniczny, gdy:

1) jedna para (elementéw sprz¢zonych) sklada si¢ badZ
z elementéw prostych, badz tez ztozonych tego samego

typu®), trzeci element przedstawia sume wzgl. iloczyn

') Przy arytmetyzacji logicznych czwérek harmonicznych wszystkie elementy lo-
giczne graniczne, "a wicc 1,0, (a--b) (a’--b'), (a'+b) (a+-b') otrzymuja, jako odpo-
wiednik arytmetyczny oo wzgl. 0, przyczem I logiczna — jako ze wystepuje za-
wsze w sprzezeniu ze $rednia arytmetyczna (szeregi la— 6a) — ma za odpowiednik
zawsze oo arytmetyczna, 0 za$ logiczne — jako ze wystepuje zawsze w sprze-
zeniu ze $rednia harmoniczna (szeregi 1b — 6b) — ma za odpowiednik zawsze
0 arytmetyczne, eclementy za$ (a-b) (@’~+-b') oraz (a'+-b) (a--b’), wystepujace
zardwno w sprzezeniu ze $rednia arytmetyczna (szeregi 7b — 12b) jak i $rednia
harmoniczna (szeregi 7a — 12a), otrzymuja w pierwszym przypadku odpowied-
nik oo, w drugim — 0 arytmetyczne.

%) Tego samego typu — to znaczy dodajnego lub mnoznego. Elementy pro-
ste s3 — jak wiemy — natury dwoistej: a =at0ia=a.l.
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logiczny elementéw pierwszej pary w zalezno$ci od tego,
czy elementy zlozone sg typu mnoznego czy dodajnego,
czwarty za§ element (sprzezony z trzecim) jest elemen-
tem granicznym: 0, 1, (a+b)(a—+¥") lub (a’ + b)
(a + b')

i 2) posiadaja te wlasno$é, ze trzeci element wraz z czwar-
tym tworzy sume wzgl. iloczyn réwny (réwnowazny)
sumie wzgl. iloczynowi pierwszej pary (elementéw har-
monicznie sprzezonych!). Przytem w przypadku ele-
mentéw prostych pierwszej pary w gre¢ wchodzi iloczyn,
gdy trzeci element przedstawia sumg, i suma, gdy trzeci
element przedstawia iloczyn, w przypadku za$ elemen-
téw zlozonych w gre wchodzi iloczyn, gdy trzeci ele-
ment przedstawia iloczyn, i suma, gdy trzeci element
przedstawia sume.

By¢ moze, ze to okreSlenie logicznych elementéw harmonicz-

nych uda si¢ jeszcze uproécic?).

1) Ta podstawowa wlasnoéé¢ grup harmonicznych stuzy do jednoznacznego
wyznaczenia czwartego (granicznego) elementu. 3

2) Nie bedziemy blizej rozpatrywali sprawy elementéw harmonicznych w lo-
gice trojwymiarowej (stereologice), albowiem przedstawia si¢ ona catkowicie
analogicznie do odnosnych kwestyj planilogieznych. tylko ze wystepuja tu na
plan pierwszy peki plaszczyzn harmonicznych oraz dwoiste do nich szeregi punk-
téw. A wicc np. zamiast logicznej czwérki harmonicznej: a+-b, a, a0, 1 oraz
dwoistej do niej czworki: ab, a, ab’, 0 mieé bedziemy w stereologice dualne
czworki:

a-+b-+c, at+b, at+b+c’, 1 (cztery punkty)

oraz abc, ab, abc’, 0 (cztery plaszczyzny).

Rozdzial IX.

DICHOTOMICZNY PODZIAEL, HARMONICZNY POJEC
W LOGICE GEOMETRYCZNE].

Z nauka o harmonicznych elementach w logice najécilej
bedzie sig laczyl dzial o podziale pojeé¢. Podstawowemi wzora-
mi, wyrazajacemi zwiazek miedzy pojeciem podlegajacem po-
dzialowi i wytworami tego f)odzialu, sg znane nam (por. str.
24) dwoiste formuty dichotomji.

a=(a+b)(a+"b") (5%)
a = ab+ab’ (5®)

Otéz wiemy, ze rodzaj a i jego gatunki (¢ + b) i (a + V')
przedstawiaja wraz z elementem I czwérke elementéw harmo-
nicznych, i podobnie elementy wzoru 5* wraz z elementem 0.

Zatrzymajmy si¢ nad temi wzorami, przedewszystkiem nad
drugim z nich. Wyraza on podzial logiczny elementu @ na
dwa elementy mniejsze od @, mianowicie ab i ab’. Jaki jest
stosunek elementéw, wystepujacych w tym podziale, do. ze-
spolu harmonicznego 0, ab, a, ab’ (lub réwnowaznego z nim: 0,

abl, a, ab?), przedewszystkiem wiec, jaka role odgrywa przy

1) Zesp6l harmoniczny 0, ab’, a, ab jest réwnowazny z zespolem 0, ab, a, ab’
(zesp6l 1b ze str. 109) — jak to natychmiast z rys. 8 widaé. Mozemy bowiem
réwnie dobrze dla otrzymania czwoérki harmonicznej obracaé 0§ Oaa’ w kie-
runku przez ab, jak i przez ab'.
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tym podziale element 0, nieujawniony wprawdzie we wzorze 5,
lecz w nim implicite zawarty, albowiem wzér: @ = ab + ab’
jest réwnowazny wzorowi: @ + 0 = ab -+ ab'.

Otéz sprawa przedstawia si¢ tu catkowicie analogicznie do
podziatu harmonicznego ilo$ciowego, kiedy to odcinek AB (por.
rys. 8 oraz 11) zostaje podzielony harmonicznie przez punk-
ty C i D, przyczem punkt wyjécia A przyjmuje sie za 0 (aryt-
metyczne); elementom ab i ab’ odpowiadalyby wtedy — w myfél
analogji Scislej migdzy iloczynem logicznym i érednia aryt-

metyczng — elementy arytmetyczne:

1

a+b : 2 TL
2 gie ek g, )

Jezeli np. @ = 1, b = 2, to mieliby$my:

zespot arytmelyczny: O ] 7 3 scisle analogiczry
4 I o , do harmonicznego
y N (& [*) D
2zespotu logicznego: Q ab’' a ab
Rys. 11.

Otéz podobnie jak odstep arytmetyczny 0 — I zostal przez
liczbg %/1 1 3/2 podzielony harmonicznie [t. j. podzielony we-
wnetrznie 1 zewngtrznie w tym samym stosunku (%, — 0) :
2 (1 —3/4) = (32 — 0) : (3/2 — 1)], tak samo harmonicznie zo-
stal tu podzielony odstep logiczny 0 — @ przez elementy lo-
gicznie ab’ i ab. To za$ znaczy, ze zamiast mowié: wzér 5° wy-
raza podzial harmoniczny elementu logicznego @ na ele-
menty ab’ i ab, mozemy powiedzie¢: wzér 5° wyraza po-
dzial harmoniczny odstepu logicznego 0 — a przez powyisze
elementy. Widzimy tedy, ze rola elementu logicznego 0 jest
taka sama, jak rola arytmetycznego 0 w analogicznej sytu-

acji arytmetycznej: jest on punktem wyjécia podziatu pewnego

- —

e
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odstepu, ktory to odstep wobec modulowego charakteru tego
punktu wyjécia moze by¢ réwnowainie wyrazony przez swoj
punkt krancowy (odstep arytmetyczny 0 — 1 przez liczbg -
punkt I, odstep logiczny 0 — a przez pojecie - punkt a).

Musimy si¢ teraz zatrzymaé nad pojeciem ,,odstepu‘®, ,,réz-
nicy” migdzy dwoma elementami logicznemi. Pojecie to, kté-
re spotykamy juz u Arystotelesa, gdy méwi o przeciwien-
stwie (évavtioy) jako o najwiekszej réznicy miedzy ga-
tunkami tego samego rodzaju (Metafizyka X. 4, poczatek), nie
rozwingto si¢ w logice dotychczas, i tutaj dopiero okazuje sig
jego znaczenie w dziedzinie logiki i matematyki jakoSci, prze-
dewszystkiem w zajmujacej nas teraz kwestji podzialu po-
jet.

Jak widzieliSmy przed chwila, zwykly podzial logiczny po-
jecia a jest to w istocie rzeczy podzial harmoniczny jakoécio-
wego odstgpu (réznicy), ktéry dzieli to pojecie od 0. Ten od-
step 0 — a nalezy podzieli¢ na dwa odstepy logiczne, ktérych
suma logiczna bedzie réwna (réwnowazna) danemu odstepowi
logicznemu (podobnie jak przy podziale harmonicznym odste-
pu arytmetycznego z poczatkiem w 0 dzielimy go na dwa
odstepy, ktorych srednia harmoniczna réwna sie danemu od-
stepowi).

Tak wigc w mys$l teorji elementéw harmonicznych w logice
wzor dichotomiczny:

a = ab + ab’,
przedstawiajac sume¢ logiczna dwoéch elementéw logicznych,
przedstawia réwnocze$nie sume logiczng dwéch odstepéw lo-
gicznych (od 0 do ab i od 0 do ab’), przyczem ten odstep
a, bedacy suma, jest harmonicznie sprzezony z 0 ze wzgledu na
elementy tego podzialu, tak ze wzér a4+ 0 = ab + ab’ = a
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wyraza tu podstawowa wiasno$¢ zespoléw harmonicznych (por.
str. 114): réwnowazno$§¢ sum (wzgl. iloczynéw) elementéw
w parach sprzezonych.

Wezmy przyklad, ktéry nam zilustruje te teorje dichotomji

logicznej.

Niechaj a bedzie tu tre§¢ ,,czlowiek®, & ,istota dobra®,
b’ — ,istota niedobra“’), tak ze ab znaczy ,,albo czlowiek, al-
bo istota dobra‘“, ab’ za§ — ,albo czlowiek, albo istota nie-

dobra®. Podzieli¢ w sensie wla§ciwym pojecie a ze wzgledu
na b, b’ nie jest to nic innego, jak znalez¢ takie dwa pojecia
zlozone z a i b, wzgl. a i b’, ktére tacznie (+) wypehia odstep,
jaki dzieli pojecie @ (,,czlowiek™) od treéci zerowej (przedmiotu
wogoéle). Otéz niechaj pierwsza z tych tre§ci mniejszych od a
bedzie tre$¢ ab, tre§é ,albo czlowiek, albo istota do-
bra®; jest to tre§¢ juz wigksza od 0 (przedmiotu wogéle), lecz
jeszcze mniejsza od @, mniej od @ zdeterminowana, nie jest
to jeszcze tres¢ ,,czlowiek, lecz: ,,albo czlowiek, albo istota
dobra®. Azeby teraz osiagnaé tre$¢ a, azeby przej$é caly od-
step od 0 do a, cala tg réinice wypelnié, trzeba jeszcze drugi
krok uczyni¢, mianowicie od 0 do ab’, czyli utworzy¢ tre§é ,,al-
bo czlowiek, albo istota niedobra®“. Jezeli bowiem tre§é te ab’
dofaczymy do poprzedniej ab, to osiagniemy tre$é o determi-
nacji = @ 1 wypelnimy temi dwoma zlaczonemi krokami réz-
nicg, jaka dzieli pod wzgledem determinacji tre§¢ a od tre-
§ci 0.

Ten podzial harmoniczny treci @ zobrazowuje nasz rys. 3
w ten sposob, ze odstgp treSci @ od treéci zerowej przedsta-
wiony tu jest w postaci kata miedzy prosta a i osig 0., i od-
step ten jest podzielony przez proste (treSci) ab i ab’, dziela-

1) Por. odno$nik na str. 131.
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ce kat ten wewnetrznie i zewngtrznie zgodnie z prawem grup
harmonicznych.

Oméwilismy dotychczas tylko druga z dwoéch formul dicho-
tomji (5*). Zaczeliémy od miej, gdyz ona to wyraza podzial
w sensie wlaéciwym, kiedy wladnie czlony podzialu sa
mniejsze od dzielonego elementu (ab < a, ab’ < a). Dualna
formula dichotomji 5% nie wyraza takiego podzialu, elementy
jej sa wicksze, bogatsze pod wzgledem tresci, bardziej zdeter-
minowane od pojecia, podlegajacego podzialowi (@ + b > a,
a + ¥ > a). Sci§le méwiac, mamy tu nie podzial wlaiciwy,
lecz determinacje, mozemy powiedzie¢: podzial wyznaczajacy
w odréznieniu od podzialu wlasciwego ,,dzielacego®.

Miedzy temi dwoma podziatami zachodzi $cista odpowied-
nio$¢ dualna:

Dichotomja dzielgcea Dichotomja wyznaczajqca
(a=ab-}+-ab’) a=(a+b) (a+70')
Calo$¢ podlegajaca podziatowi Element podlegajacy wyzna-
(totum dividendum — @) czeniu (determinandum — a)
Czynnik wyznaczajacy
(determinans — b,b’)

Czynnik dzielacy
(dividens — b,b")
Czlony - wytwory podzialu Czlony - wytwory wyzna-
(membra divisa — ab, ab’) czenia (membra determinata —
(a+b) (a+-b')

Ot6z wszystko, cosmy dotychczas méwili o dichotomji dzie-
lacej, daje sig dwoiscie przenie§¢ na dichotomj¢ determinujaca,
z ta tylko rdinica, ze tre$¢ a bedzie tu odniesiona do tresci
granicznej 1. Tutaj, przy dichotomji determinujacej, punktem
wyjécia jest nie 0 logiczne, lecz I logiczna, za$ ,,odstepy” du-
alne wyrazaja sie iloczynem danej treci i 1, a wigc w istocie

rzeczy wskazuja to, co dany element ma wspélnego z I. Tre§é
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a, wspllna a i 1, osiaga si¢ tu dwoma logicznemi krokami, wy-
chodzacemi z 1. Pierwszy krok, nie osiagajac @, zuboza jednak
tres¢ 1 do @ + b, drugi zuboza ja z innej strony do a + ¥,
a biorac to, co te dwa kroki maja wspélnego, osiagamy zmniej-
szenie tresci I do a. W tym sensie ,,odstep” @ . I jest harmo-
nicznie podzielony przez tresci- odstepy (a+ b) i (a + V'),
z ktorych sie¢ ,sklada® mnoznie, a wzér a . 1 = (a + b)
(a + b') = a wyraza podstawowa wlasno$é zespotéw harmo-
nicznych: réownowazno$¢ iloczynéw (wzgl. sum) elementéw
w parach sprzezonych.

To zréinicowanie harmoniczne treéci rodzajowej na dwie
treSci gatunkowe zobrazowuje nam rys. 3 w ten sposéb, ze
podaje nam grupe harmoniczng na prostej a, sktadajaca sie
z punktow a +&’, @, a + b i punktu w nieskoniczonoéci I (=
a+ ). Odstep @ — 1 (= a. 1) jest tu podzielony przez punk-
ty a+ b ia+ ¥, dzielace go wewnetrznie 1 zewnetrznie zgod-
nie z prawem grup harmonicznych.

P
x *

o
b

Zastanowimy sie teraz blizej nieco w zwiazku z kwestja po-
dzialu pojeé¢ nad stosunkiem elementu @ do elementéw & i b'.
Otéz wszelki stosunek @ do &b i &', przy ktérym zachodzi nie-
zawieranie sie:
b<faib<a,

nazywaé bedziemy stosunkiem ,,neutralnosci a wzgledem b i

b’ i dla oznaczenia tego stosunku wprowadzimy znak: Z,] a,

tak ze okre§lenie tego stosunku neutralno$ci bedzie nastepu-
jace:
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b ,
Ja=(b €0+ <a)
W tym stosunku neutralno$ci zawsze pozostaje 0 wzgledem b
y P

i b’, albowiem zawsze mamy:

bi=00 b =210
Zawsze wiec zachodzi stosunek: bb,] 0.

I dwoiécie: wszelki stosunek @ do b i &', przy ktorym za-
chodzi
ad<Lbiat?,
nazywaé bedziemy stosunkiem ,.dwoistej neutralnosci a wzgle-
dem b i ¥ i dla oznaczenia tego stosunku wprowadzimy znak
bb,Da, tak ze okrelenie tego stosunku dwoistej neutralnosci
bedzie nastgpujace:

b
p>a = (a £ b)+-(a<b).

W tym stosunku dwoistej neutralno§ci zawsze pozostaje 1

wzgledem b i &', albowiem zawsze mamy:

Tbhidb.
Zawsze wiec zachodzi stosunek: blZDJ.

Natura logiczna w mowie bedacych stosunkow jest nader
prosta i specjalnie wazna, jezeli chodzi o kwestje podziatu
pojeé. Istotnie bowiem to, co nazwaliémy tu stosunkiem neu-
tralnoéci, nie jest niczem innem, jak stosunkiem rodzaju (tre-
§ciowego) a do réznic gatunkowych (tre$ciowych) b i b'. Je-
zeli bowiem ani pojecie b nie zawiera sig, a wigc i nie wynika
z a, ani tez pojecie b’ nie zawiera sig, a wigc 1 nie wynika z a,
znaczy to, ze a nie sklania sie koniecznie ani ku b, ani ku &,

jest wzgledem b i &’ neutralne i moze z niemi, jako z rozni-
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cami gatunkowemi, utworzy¢ dwa gatunki (tresciowe) a+b i
atb'.

Rozumiemy, ze nie wszelkie b i b’ w stosunku do danego a
petni¢ moga funkcjg réinic gatunkowych i tworzyé z niem od-
powiednie gatunki. Tak np. pojecie $miertelny (b) i nieémier-
telny (&’) nie beda réznicami gatunkowemi w stosunku do po-
jecia czlowiek (a), albowiem pojecie to sklania sie ku b, nie za-
chowujac stosunku neutralnoéci miedzy & i &'; tutaj b < q,

: : b
niema wiec stosunku b’]a i odpowiednio do tego niema dwdch

gatunkow: a+b 1 a+b’, lecz cztowiek jest zawsze czlowiekiem
$miertelnym (¢ = a-+b).

Ten zwiazek stosunku neutralno$ci z podzialem dichotomicz-
nym wla$ciwym, t. j. takim, w ktérym mamy dwa czlony po-
dziatu, niezredukowane do jednego, mozemy wyprowadzié ci-

z . . .
Sle, opierajac si¢ na formule dichotomji i naszem okreéleniu
stosunku neutralnoéci:

b
Stosunek ten: b;]a =(b<a)-+ (b’ a) mozemy réwnowaznie
przedstawi¢ w ten sposéb (por. str. 29 wzér I¢ i 19);
b
b,]a = (b€ @)+ € o) = (a’bF0)-Hd'V *+0)=[a+b =+ 1]+
+ [a+b=+1].
S b
Jezeli wigc mamy b,]a, to a-b'=+1 i a+b+F1, czyli oba czlo-

ny podziatu dichotomicznego pojecia @ = (a+b) (a-+¥’) istnie-
ja w postaci wladciwej, niezredukowanej do I i @ nie redukuje
si¢ ani do @ = a-}b, ani do @ —a--b". Jezeli wiec a jest neutral-
ne migdzy b i ¥/, to zachodzi dichotomja wlasciwa, t. j. niezre-
dukowana (i odwrotnie).

- ;w’e’ -
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Co za$ dotyczy 0, to wzgledem niego wszelkie b i b’ moga
pelni¢ funkcje réznic gatunkowych i tworzy¢ z niem dwa ga-
tunki & i &, jako wyniki dichotomji wiasciwej:

0= (0-+b)(0+¥b') = bV,
albowiem zawsze mamy b’ﬂo.

Rozpatrzymy teraz pokrétce nature logiczng stosunku dwoi-
stej neutralnosci. Najproéciej i najjasnie] przedstawi si¢ nam
ten stosunek dwoisty do poprzednio rozpatrzonego, gdy pojmie-
my go jako stosunek rodzaju (zakresowego) a do rdznic gatun-
kowych (zakresowych) b i &' Istotnie, jezeli klasa a nie za-
wiera sie ani w klasie b, ani &’ (np. klasa ludzi nie za-
wiera sie ani w klasie istot dobrych, ani w klasie istot nie-
dobrych), to klasa @ nie wyréznia zadnej z dwéch klas b i b/,
zachowuje wzgledem nich neutralno$¢ dwoista (tutaj znaczy
to: zakresowa) i z kazda z nich moze wejs¢ w zwiazek mnoz-
ny, dajacy dwa gatunki klasowe (zakresowe), jako wyniki di-

chotomji wlasciwej.
Istotnie stosunek: bb,|>a:(a<tb)—|—( a<b’) mozemy rownowaznie
przedstawi¢ w ten sposob:
;Da = (a4 b)(ab’)= (ab' +0) | (ab=+0).
Jezeli wiec mamy >a, to czlony dichotomji @ = ab-+ab’

nie redukuja sie do jednego (albowiem ani ab, ani ab’ nie row-
naja si¢ zeru), innemi stowy, mamy tu dichotomje wlasciwa,
w ktérej b i & pelnia funkcjg réznic gatunkowych.

Co za$ dotyczy I, to wzgledem niej wszelkie b i b’ pelié mo-
ga funkcje réznic gatunkowych i tworzyé z nia dwa gatunki.
b i ¥, jako wyniki dichotomji wladciwej:
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PP=dcb4+1.0=97154

. b
albowiem mamy zawsze b’D 1.

Jezeli zaréwno stosunek neutralnosci, jak i stosunek dwoistej
neutralno$ci pojmowaé bedziemy treciowo, to zauwazymy la-
two, ze z prawdziwoéci jednego z tych stosunkéw nie wynika
prawdziwoéé¢ drugiego. Natomiast zwiazek migdzy temi stosun-
kami jest nastgpujacy:

el b b b5
b,]a = b,Da (wzgl. b,]a = b,Da ).
. b Vs 7 7 s i
Albowiem: b,]a =0b<d)+W<L<a))=(@<L<b)}+ (akb)=
el
=

Wkoncu przyjrzymy sie geometrycznemu odwzorowaniu sto-

>a.

sunkéw neutralnoéci.

Przedewszystkiem rozpatrzmy geometrycznie na rys. 3 za-

wsze prawdziwe stosunki: Z,:I 0 i Z,DI.
Pierwszy z tych stosunkéw logicznych bedzie zobrazowany
przez stosunek osi b5" = 0 do prostych réwnoleglych b i b" —

a wiec przez stosunek prostopadlosci tej osi do dwéch prostych

réwnolegtych — stad tez nasz symbol tego stosunku: Z,]O. Drugi

stosunek, stosunek dwoistej neutralnoéci, bgdzie w mys$l swej
dwoistoéci zobrazowany przez stosunek punktu Zp4r na osi Oaw
do punktéw b i b’, a wiec przez polozenie na prostej, bedacej
geometrycznem miejscem punktéw réwnoodleglych od punktow
b i — stad symbol Z,DI.

N b<<a' =(ab=0)=a<<b';b/<<a'=(ab'=0) = a<b.
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Podobnie stosunek neutralno$ci l;,]a bedzie zobrazowany przez
prostopadloé¢ linji prostej @ wzgledem prostych & i b, za$

dwoisty stosunek Z,Da — przez réwnoodlegtoéé punktu a od
punktéw b i . Tylko ze te stosunki neutralno$ci micdzy
a i b-b niezawsze — jak wiemy — sa prawdziwe, nieza-
wsze a zajmuje neutralne stanowisko wzgledem b i &/, umozli-
wiajac polaczenie dodajne wzgl. mnoine z obydwoma temi ele-
mentami, a wiec wlaéciwa dichotomje elementu a. Moze si¢ zda-
rzyé, ze oba warunki neutralnosci a wzgledem b i (b<aib'da )
nie sa spelnione, i ze np. b << a. Wtedy dichotomja a przesta-
je by¢ wlasciwa i redukuje si¢ do @ =a + b"), punkt a z polo-
zenia $rodkowego miedzy a + b i a + ' przechodzi do punktu
a+ b, i prosta b, przechodzaca przez punkt a + b, przechodzi
wlaénie teraz tem samem przez punkt a (czyli b < a)?).

1) (@ =a+}b) =b<<a (por. str. 13 wzér I2).
2) Por. str. 30.



Rozdzial X.

TETRATOMICZNY PODZIAL HARMONICZNY POJEC
W LOGICE GEOMETRYCZNE].

Mozemy teraz z innej jeszcze strony rozpatrzeé sprawe har-
monicznych podzialéw logicznych, uwazajac, mianowicie, ele-
menty, wyznaczajace odstep logiczny, juz jako wytwory po-
dzialu. Spéjrzmy z tego punktu widzenia na formuly, ktére
wyrazaja harmoniczna natur¢ podzialéw logicznych:

@ =g 1 = {a=tblla-E¥) (5*)

a.=a + 0= ab + abf (5b1)
a uderzy nas natychmiast, ze obie strony réwnowaznoéci a . =
= (a+b) (a+ ') maja te sama dwuczlonowa budowe, i ze
to samo daje si¢ stwierdzi¢ réwniez o stronach réwnowaznosci

dualnej: @ + 0 = ab + ab’. Utwierdzimy sie za$ jeszcze bar- .

dziej w pogladzie na istotne pokrewienstwo natury dwéch stron

naszych réwnowazno$ci, jezeli wyrazy a.1 (odstep a — 1)

ia+ 0 (odstegp @ — 0) przedstawimy w sposéb nastepujacy:
a.l=(a+0)(a+ 1)
a+-0=a.1-+a.0

Wtedy bowiem odrazu zobaczymy, ze a.I nie jest ni-

czem innem, jak tylko granicznym przypadkiem (a + b)

(a + V') dla b = 0, za§ a + 0 przedstawia graniczny przypa-
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dek ab + ab’ dla b = 1. Jezeli tedy elementy (a + b) i (a + b')
sa juz wytworami podzialu, to nic nie stoi juz na przeszkodzie
uwazaé réwniez elementy @ i I za wytwory podziatu dichoto-
micznego. I to samo stosuje si¢ dualnie do elementéw a i 0
wzoru dualnego. Lecz w takim razie zachodzi pytanie, jaki
element podlega tu tej dwukrotnej dichotomji, co dzielimy tu
tetratomicznie, gdzie jest tu determinandum czy dividendum?

Odpowied# otrzymamy, zwréciwszy si¢ do wzordéw 5% i 5°1.
Kazdy z tych wzoréw oprécz czterech elementow, powyzej
przez nas rozpatrywanych a stanowiacych czwérkowe grupy
harmoniczne, zawiera jeszcze element piaty, mianowicie a pro-
ste, jeszcze nierozwinigte, réwnowazne iloczynowi a . 1 [wzgl.
a + 0] oraz iloczynowi (a —+ b) (a + V) [wzgl. ab + ab'].
Otéz to wlaénie a proste rozwija sig tetratomicznie, dwukrot-
nie dzieli sie dichotomicznie, jest owem poszukiwanem przez
nas determinandum, wzgl. dividendum. Natychmiast odpozna-
jemy natur¢ geometryczng tego a: to a proste wzoru 5% be-
dzie linja prosta @, podktadem grupy harmonicznej punktow:
1,a + b, a, a + ¥'; za§ a proste wzoru 5°1 bedzie punktem a,
wierzchotkiem peku harmonicznego prostych: 0, ab, a, ab’ i ja-
ko takie wlaénie te @ proste beda réwnowazne dwom iloczy-
nom, wzgl. sumom elementéw harmonicznie z sobg sprzezonych
(por. str. 111—112). Co jednak oznacza logicznie prostota tego
elementu a? Otéz oznacza ona wlaénie jego naturg jeszcze nie-
okre§lona, niezdeterminowang aktualnie, niezrozniczkowana,
niepodzielona; to niewyznaczone aktualnie @ — linja prosta —
dwukrotnie sie wyznacza') jako a . 1 i (a + b) (a + ¥), to
znaczy raz jako prosta, przechodzaca przez punkt @ i punkt 1,
drugi raz jako prosta, przechodzaca przez punkt (¢ + b) i (a +

1) Przez przeciecie linjami 0 i1 (prosta w nieskonczonoéci) oraz linjami bib'.
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+ ¥’); zaé niewyznaczony aktualnie, prosty punkt a dwukrot-
nie si¢ wyznacza®) jako @+ 0 i ab + ab/, to znaczy raz jako
punkt przecigcia prostej @ i prostej 0, drugi raz jako punkt
przecigcia prostej ab i prostej ab’. W ten sposéb na proste]
a zjawiaja si¢ jej 4 punkty-determinacje, punkt za$ a przeci-
naja 4 linje-sktadniki, wytwory tetratomicznego podziatu lub
rozwinigcia prostego elementu a.

Z wzoréw dwoistych dla dichotomji 5% i 5"1 otrzymujemy
natychmiast wzér dwoisty harmonicznego podziatu (rozwinig-
cia) tetratomicznego, taczacy w sobie dwa podzialy dichotomicz-
ne, w postaci nastepujacej:

a=(a+b).(a+¥).a.1 (V9
a=ab + ab’ + a + 0 (VP)
lub tez w postaci pelniejszej:
a=(a+b)(a+¥)(a+0)(at+1) (V)
a—ab + abl +a.1+ a.0 (Vh1)
Woreszcie w postaci najbardziej pelnej:
a=(a-+b)(a+ b)(a+ bV)(a+ b+ b) (Vaz)
a=ab+at +a.(b+V)+ a.bb (V)

Niechaj @ bedzie tu tre§é: ,czlowiek, b — tres¢: ,,do-
bry*, b’ — tre$¢ biegunowa: ,,zty". Wtedy wzér V? bedzie zna-
czyl: cztowiek jest albo ,,czlowiekiem dobrym®, albo ,,czlowie-
kiem ztym®, albo ,,czlowiekiem dobrym lub ztym“, albo ,,czlo-
wiekiem dobrym i zlym‘“. Dwie ostatnie mozliwoSci wymaga-
ja blizszych wyjaénien. A wigc przedewszystkiem, co to jest
_czlowiek dobry lub zty“? Otéz jest to czlowiek o charakterze
moralnym jednoznacznie niewyznaczonym (,,albo”), zmiennym,
chwiejnym, wahajacym sig to w tg, to w tamte strong, wyste-
pujacym badz w tej, badz w innej postaci. Natomiast czlo-

1) Przez polaczenie z punktami I i 0 oraz punktami b ib'.
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wiek, ktérego charakter jednoczy w sobie przeciwne wyzna-
czenia dobra i zla (,,czlowiek dobry i zly”) w tej swojej supra-
determinacji moralnej, oznaczajacej zréwnowazenie (zneutra-
lizowanie, zobojetnienie) przeciwnych tendencyj moralnych, jest
juz wyprowadzony poza obrab wila$ciwej moralnodci, jest czlo-
wiekiem, stojacym poza dobrem i zlem na tej granicy, gdzie
nie dochodza juz do glosu zneutralizowane przeciwne tenden-
cje moralne?). Tak wiec tetratomja logiczna pojecia ,,czlo-
wiek* ze wzgledu na jego charakter moralny przedstawia sig
w tej postaci: czlowiek jest albo dobry, albo zly, albo waha-
jacy si¢ miedzy dobrem i zlem, albo poza dobrem i zlem sto-
jacy — i te cztery jego gatunki przedstawiaja, jak wiemy, har-
moniczng grupe logiczna.

Wszystko, cosémy dotychczas méwili o podziale elementu a,
daje si¢ mutatis mutandis przenie¢ na podzial elementu 0,
wzgl. jego dwoisto$ci — elementu I.

I tutaj mie¢ bedziemy:

0.0 = 0 . 1 = ad’ (harmoniczny podzial dichotomiczny)
0. = a.d’.0.1 (harmoniczny podzial tetratomiczny) (A)

oraz dwoiscie:

1) Te zneutralizowane tendencje sa tendencjami przeciwnemi, biegunowemi
wzgledem siebie, lecz nie sprzecznemi z soba, t. j. negatywnemi w znaczeniu
prywacji (por. str. 79). Ich polaczenie, prowadzace do ich neutralizacji, jest
rébwnowazne brakowi tych tendencyj, bezjakoiciowosci, jezeli o nie chodzi,
co stanie sie dla nas bezpoérednio oczywiste, jezeli elementy biegunowe b id’
pojmowaé bedziemy nie jako element podstawowy i jego biegun (por. str. 80),
lecz jako dwoistoéci tych elementéw, jako megacjg bieguna (&) i negacjg ele-
mentu podstawowego (b), a wiec nie jako punkty, lecz wiaSnie jako proste, Iaczace
sie w punkcie 7. Wtedy istotnie pojecie I = (b')'4-(b) wykaze brak wszelkich
w gre wchodzacych jakosci, brak (negacje) nietylko jakosci b, lecz ib. W ten
sposéb brzmiace paradoksalnie pojecie ,.cztowiek dobry i zly* moze by¢ réwno-
wainie zastapione przez-pojecie: ,czlowiek ani dobry, ani zly*.
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1,12 = 1-+0 = a-}+a’ (harmoniczny podzial dichotomiczny)
lita = a-}-a’+1-0 (harmoniczny podziat tetratomiczny) (B)
Jezeli teraz, idac za przykladem dopiero co wspomnianych
zdwojonych dichotomij, chcieliby$my rozwina¢ nasza jednowy-
miarowa tetratomje harmoniczna przez podzial tetratomiczny
kazdego jej elementu, wtedy wyszlibySmy na plaszczyzne
i otrzymaliby$my nastepujace czwérki harmoniczne, czlony po-
dzialu elementéw linjowych (a, @, 0, 1) [por. rys. 3].
a = (a+b).(a+b).a.la
d = (a’+b) . (d+V).d .1.1a
Oy =b.0 .0.1u4n
1 = (a+b) (d+V) . (a+V)(d+b). 1oty . Laya?)
Skad, podstawiajac w (A), otrzymamy nastepujace trzynasto-
elementowe (zredukowane z szesnastoelementowego = 4%) roz-
winiecie 0:
0= (a-+b). (a+V). a. (@+b).(d+b).a’. b. b 0. [(a+Db)(d+
+0')]. [(a+b) (a’+-b)] . T Latar
I dwoiécie, przez podstawienie w (B) czwérkowych podzialow
harmonicznych punktéw: @, @, I i 0, otrzymamy nastepujace
trzynastoelementowe rozwinigcie I:
1,1y = abt-ab'~+ata'b+ta'b'+-d'+b+b'"+1 + [ab+a’b’ ]+
—’—[ub'+a'b]+05b'+ (1
Jak widzimy: wszystkie elementy — w liczbie 26 — pla-
szczyzny kategorjalnej mozemy otrzymaé przez dwukrotna te-
tratomje¢ harmoniczna 0 i I, przyczem rozwiniecie 0, jako osi,

da nam 13 punktéw tej plaszczyzny, rozwinigcie za$ dualne 1,

1) Por. czwérke 18a na str. 108. W niniejszym rozdziale elementy sprze-
zone czwérek harmonicznych piszemy jeden po drugim, jako nalezace do
tej samej dichotomji.

v
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jako punktu w nieskoficzonoéci, da nam jej 138 linij prostych
(por. str. 72).

Widzimy tu zasadnicza réznice, jaka zachodzi miedzy podzia-
lem dichotomicznym a tetratomicznym ze wzgledu na ich zu-
pelno$é: podczas gdy podwédjna dichotomja zera oraz jednoci
daje nam tylko 22 + 22 = 8 elementéw plaszczyzny kategorjal-
nej, podwodjna tetratomja zera oraz jednoSci wyczerpuje caloéé
tej plaszczyzny (424-42=32, zredukowane do 26 naskutek
czterokrotnego powtarzania sie elementu Iata i 0ptar)?).

: 1? Nasuwa si¢ tu kwestja: w jaki sposéb juz podzial dichotomiczny po-
Jecia (np. pojecia ,,czlowiek®) moze byé uwazany za zupelny. Ot6z upraw-
nione jest to tylko wtedy, gdy jego czlon negatywny (np. ,,czlowiek nie-
dolbry“) oznacza o0g6l istot, do ktérych natury nie nalezy dobroé (ludzie,
ktiorzy nie sa zawsze dobrzy), nie za§ ogél istot, do ktérych natury naleiy
n‘zedobroc' (zt0$¢) (ludzie, ktérzy nigdy nie sa dobrzy =— ktérzy zawsze sa
nled?brzy). W tym ostatnim przypadku dichotomiczny podzial oczywiscie
quzl.e niewyczerpujacy: migdzy ludZmi ,,zawsze dobrymi* i ,,zawsze niedo-
br.yml“ (-zawsze zlymi“) znajda sie jeszcze grupy poérednie, podobnie jak
miedzy dwoma sadami przeciwnemi A i E.



Rozdzial XI
PROPORCJA (ANALOGJA) LOGICZNA.

Do dziedziny logiki daje sie przenie$¢ poza pojeciem harmo-
nji réwniez pojecie proporcjonalnoéci po odczyszczeniu go od
momentéw iloéciowych. Daje si¢ to uczyni¢ latwo, gdyz pro-
porcja, jako taka, posiada charakter wybitnie jakoSciowy, ktory
moze sie tylko, lecz nie musi, wigza¢ z pierwiastkiem iloscio-
wym. Wedtug Euklidesa (ks. VII, def. 20) cztery liczby two-
rza proporcje (sa liczbami proporcjonalnemi, apudpol avddoyor)
jezeli pierwsza i trzecia mozemy otrzymaé, mnozac (lub dzie-
lac) druga i czwarta przez tg sama liczbe catkowita. Wobec te-
go za$, ze ta liczba calkowita bedzie tem, co nazywamy stosun-
kiem liczby pierwszej do drugiej i trzeciej do czwartej, wiec
okre§lenie powyzsze jest réwnowazne z okresleniem proporcji
liczbowej, jako réwnoéci dwéch liczbowych stosunkow. Jezeli
teraz w pierwszem okreleniu, zamiast méwi¢ o mnozeniu dru-
giego i czwartego czlona proporcji przez t¢ sama liczbg, mo-
wié bedziemy o mnozeniu logicznem przez ten sam element
jako§ciowy drugiego i czwartego czlona (jako$ciowego) dla
otrzymania pierwszego i trzeciego czlona (réwniez jako§ciowe-
go), wtedy otrzymamy okre$lenie proporcji jako$ciowej, logicz-
nej, przytem proporcji logicznej mnoznej (odpowiadajacej licz-
bowej proporcji geometrycznej). W podobny sposéb okreslimy
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przy pomocy dodawania logicznego proporcj¢ logiczna dodaj-
na (odpowiadajaca liczbowej proporcji arytmetycznej). Te
okres$lenia dwdch rodzajow proporcji (analogji) logicznej beda,
oczywiscie, rownowazne z okre$leniem jej jako tozsamosci dwéoch
stosunkdéw logicznych (jako$ciowych)?'), wyrazonych przez od-
powiedni element logiczny (ten, ktéry w sposéb dodajny lub
mnozny przeksztalca czlon drugi i czwarty na pierwszy i trze-
ci). Podczas gdy proporcja liczbowa byla tozsamoscia dwoch
stosunkéw liczbowych czyli ,,analogja™ ilosciowa, proporcja
logiczna, jako tozsamo$§é dwodch stosunkéw jakosciowych, oka-
zuje sie analogja jako$ciowa, czyli analogja we wlasciwem
tego slowa znaczeniu. Ten jej charakter specjalnie wyraznie
sie zaznacza, gdy powyzej podane okre$lenie proporcji logicz-
nej wyrazimy w ten sposéb: czlon pierwszy proporcji tak po-
wstaje z drugiego przez dodawanie lub mnozenie logiczne,
jak trzeci z czwartego. Widzimy, ze tak pojeta proporcja lo-
giczna posiada wybitnie genetyczny charakter.

Wezmy czwérke elementéw logicznych: a + b, a, b, 0. Czy
tworza one proporcj¢ logiczna dodajna:

(a+b)—a=b—0.

Istotnie tworza te cztery elementy proporcje logiczna, gdyz
czlon trzeci (b) powstaje z czwartego (0) przez dodanie logicz-
ne elementu b, i w ten sam sposéb przez dodanie logiczne
elementu b powstaje czlon pierwszy (a+b) z drugiego (a).

Tak samo rzecz sie przedstawia z czwoérka elementow dwoi-
stych wzgledem poprzednich: ab, a, b, 1, i one réwniez tworza
proporcje logiczna — tym razem mnozna:

gb:a=b21,
1) Najogélniejsze za§ pojecie proporcji, obejmujace proporcje¢ zaréwno

ilo$ciowa, jak i jakoSciowa, bedzie dane przez okre§lenie jej, jako toz-
samoéci dwéch stosunkéw wogdle (por. odn. drugi na str. 135).
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albowiem pierwszy czlon jej tak powstaje z drugiego, jak
trzeci z czwartego, mianowicie zapomocg pomnozenia przez
bY).

Podobnie jak proporcje algebry zwyklej daja sie zobrazo-
waé geometrycznie, tak samo 1 proporcje logiczne czyli pro-
porcje algebry jako$ci. Spéjrzmy na obraz plaszczyzny lo-
gicznej, a przekonamy si¢ o tem przedewszystkiem, jezeli
chodzi o powyzsza proporcjg logiczna dodajna. Mianowicie:
punkt b powstal z prostej 0 (o8 Owy) przez przecigcie jej pro-
sta b, i w ten sam sposéb powstal punkt a + b z proste] a: tez
pfzeciqé ja nalezalo w tym celu prosta b. W proporcji wigc
dodajnej logiczno-geometrycznej: (a +b) — a = b— 0 czlony
a- b ib beda to punkty-wytwory z dwéch drugich czlonéw
linij prostych a i 0 przy pomocy prostej b (wartoSci stosun-
ku).

Podobnie rzecz sie przedstawia z obrazem geometrycznym
proporcji logicznej mnoznej, dwoistej do powyiszej dodaj-
nej. Prosta b powstala z punktu I (punkt w nieskoficzonosci
Ivy) przez polaczenie tego punktu z punktem &, i w ten sam
spos6b powstata prosta ab z punktu a: tez polaczy¢ go-nale-
zalo w tym celu z punktem b. W proporcji wigc mnoznej
logiczno-geometrycznej ab : a = b : 1 czlony ab i b beda to
linje proste-wytwory z dwoch drugich czlonéw punktéw a i 1
przy pomocy punktu b (wartoSci stosunku).

Musimy teraz zwrécié uwage na to, ze stosunki: ,,(a+b)—a"”

i ,,ab:a‘ nie sa jednoznacznie wyznaczone, gdyz nie jeden,

1) Powyzsze elementarne proporcje logiczne, ktérych pierwszym czlo-
nem jest suma wzgl. iloczyn logiczny drugiego i trzeciego czlonu, czwar-
tym za$ logiczne 0 wzgl. I, sa analogonem proporcyj arytmetycznych.
okreélajacych sume wzgl. iloczyn arytmetyczny, np.: 8§(=8+5)—3=5—
— 0 lub 15 (=38.5):83=5:1.

=
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lecz wiecej elementéw spelnia warunek: x +a = a-+ b lub
xa = ab.

Z tego wiec wzgledu nalezy przy proporcji podawa¢ stosunek
(wartoé¢ stosunku), ktory sprawdza proporcje i o ktéry w da-
nym przypadku chodzi.

Tak wiec pisaé nalezy:

(a+b) —a=10b—0(D=2b)"
ab:a=05b:1(Q=05)

Jezeli teraz zapytamy, w jakim zwiazku pozostaja te nowe

113

stosunki, oznaczone znakiem ,,/ 1 ,,— do stosunku ,,<<, to
odpowiedz nie bedzie trudna, o ile tylko u$wiadomimy sobie,
ze stosunek x : y posiada taka warto$¢, ktora pomnozona lo-
gicznie przez y daje x, za$ stosunek x — y taka, ktéra dodana
do y daje x. Z tego okazuje sig, ze W stosunku x : y jest x
mniejsze od y, w stosunku za§ x —y jest x wieksze od y, czy-
li, innemi stowy, w pierwszym przypadku mamy stosunek
x <y, w drugim za§ x > y. Tak ze proporcje powyzsze mozna
byloby réwniez pisa¢ w ten sposob:
at+b>a=05b>0(D=0>b)
ab<a=b<1(Q=10b)

Nawias, towarzyszacy réwnodci, wystarczy do poinformowa-
nia o znaczeniu, jakie posiada tu znak =, i zabezpieczy przed
mieszaniem proporcji logicznej, jako tozsamo$ci (réwnowarto-
§ci) 2) dwéch stosunkéw, z réwnowaznoécig dwdch stosunkéw,

t. j. z ich wzajemnem wynikaniem.

1)vZamiast D = b moizemy pisaé wprost (1 b), zamiast Q = b wprost

(X b).
?) Méwiliémy tu niejednokrotnie o proporcji logicznej, jako tozsamoéci
dwéch stosunkéw jakoéciowych. Postaramy sig teraz — w my$l wywodow

rozdziatu 3-go tomu I-go — blizej sprecyzowaé to pojecie tozsamosSci stosun-
kéw, jak réwniez i odrebnoSci elementéw w proporcji logicznej. Istotnie,
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Wezmy teraz pod uwage proporcje bardziej ogélnej na-
tury:
ab:a=0b:a+b(Xb)

Przedewszystkiem wskazuje nam ona — jak tego zreszta
mozna bylo si¢ spodziewaé, znajac wlasnoéci dodawania
i mnozenia logicznego — ze trzy czlony proporcji logicznej
nie wyznaczaja jednoznacznie czwartego, nawet przy tej sa-
mej wartosci stosunku, ktéry w nich wystepuje. Przed chwila
bowiem mieliémy proporcje o tych samych, co teraz, trzech
czlonach, czwartym za$§ odmiennym, mianowicie proporcje:

ab: a = b : 1 przy Q réwniez = b.

jak sie tego nalezalo spodziewaé, i w proporcji o elementach logicznych czy
topologicznych odnajdujemy dwa momenty: kategorjalno§¢ i substratowosc,
przytem zaréwno, jezeli chodzi o stosunki, jak i o elementy proporcji (ana-
logji) logicznej.

WeiZmy np. proporcje:

(a+b) —a=b—0(+b)

dla uproszczenia za§ jej obrazu geometrycznego przyjmijmy, ze wszystkie
jej elementy sa punktami (rys. 8). Jej czlony analogiczne, punkty a+b i b,
maja wspblny element — prosta b i podobnie jej czlony analogiczne, punk-
ty @ i 0, maja wspblny element — prosta 0. Otéz te proste b i 0 (=aa’) beda
to clementy kategorjalne, ktére sie réinicuja przy pomocy réznych substra-
téw - prostych a i 0 (= bb’), tworzac dwie pary punktéw analogicznych:
a+bib oraz ai 0. W ten sposéb w elementach analogicznych naszej ana-
logji logicznej widzimy wyraznie skladajace je momenty toZsamoSciowe
(kategorjalne) i réznosciowe (substratowe). I podobnie ma si¢ sprawa sto-
sunkéw w analogji logicznej.- Stosunki: (a+b do @) i (b do 0) przedstawia-
ja w istocie rzeczy ten sam kategorjalny stosunek b do 0 (stosunek miedzy
prostemi kategorjalnemi & i 0), tylko Ze raz skonkretyzowany w postaci sto-
sunku punktéw w substracie @, drugi za$ raz w stosunku punktéw w sub-
stracie 0. Tak wiec to, co w skréceniu nazywamy tozsamoscia stosunkéw,
w analogji logicznej, &cisle rzecz biorac, okazuje si¢ ich izokategorjalnoScia
przy odrebnoSci substratow.

W przypadku, gdy elementy analogiczne beda linjami prostemi, ich ele-
mentami kategorjalnemi beda punkty, w ktérych te proste tkwia, jako sklad-
niki — por. nizej o analogji dwoistej (analogji sktadnikéw), dodatek B.

P
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Rzecza interesujaca bedzie przeSledzi¢ geometrycznie, jak
dwie proporcje powyzej przez nas wzmiankowane:

(1) dodajna: (@ + b) —a=b — 0 [+ b]

(2) mnozna: ab : a = b : 1 [Xb]
przechodza przez zamiang 0 na ab i I na a+b w proporcje,
jedna dodajna, druga mnozna o tych samych algebraicznie
elementach (tylko w innym porzadku):

(') (a+b) — a = b — ab [+ b]

(2)ab :a=0b:a+b [Xb]

Proporcja dodajna (1), jak pamigtamy, przedstawia si¢ prze-
strzennie w postaci: #aT_I;b' — wobec tego, ze punkt & moz-
na otrzymaé réwniez przez przecigcie prostej b nie z osig 0,
lecz z prosta @b — moze byé przeksztalcona na proporcje (1')

b atb

o strukturze
%

, - Otéi na strukturg o tych samych alge-

braicznie elementach mozemy przeksztalci¢ proporcje mnozna
B
(2) o postaci %\ , zwrdciwszy uwage na to, ze prosta b
a
moina otrzymaé réwniez przez polaczenie punktu b nie z punk-
tem w oo-ci (Ivivr), lecz z punktem a-+b. Wtedy wiasnie otrzy-
mamy mnozna proporcj¢ logiczno-geometryczng o strukturze
b atd

% , przyczem w dziedzinie przestrzennej okaze sig, ze te
a

dwie proporcje (1) i (2) o pozornie tych samych elementach,
w istocie rzeczy posiadaja elementy dwoiste, albowiem w

pierwszej proporcji a jest prosta, czlon za$ b jest punktem,
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natomiast w drugiej czlon @ jest punktem, czlon za§ b jest
prosta, poza tem za$ wykladnik (warto$¢) stosunku w pierwszej
proporcji przedstawia si¢ pod postacig prostej b, w drugiej
za$§ pod postacia punktu b. Zndéw spotykamy sie tu z tem
cickawem zjawiskiem, ze dziedzina przestrzenna ostatecznie
dopiero wykazuje nam nieujawniona calkowicie w dziedzinie
algebraicznej dwoisto§¢. Widzimy, jak przestawienie termi-
now krancowych wiaze si¢ tu ze zmiang charakteru propor-
cji (z dodajnego na mnozny), ta za§ zmiana wyraza si¢ w zmia-
nie elementéw proporcji na elementy dwoiste.

Proporcja: ab : @ = b : a+ b (X b) jest proporcja bardzo
wybitna, gdyz mamy w niej przeniesiong na grunt jakoScio-
wy t. zw. proporcj¢ muzyczna.

Przez proporcje muzyczna rozumie si¢ proporcje geome-
tryczna, wiazaca $rednia arytmetyczna i $rednig harmoniczna

elementéw @ 1 b z temi elementami, mianowicie:

 2ab
“a-t+b

Proporcja ta zawdzigcza swa nazwe temu, ze wiaze ona wy-

a

b
9 Sa—th

sokoéci: tonu podstawowego (a), jego oktawy (b), kwinty (ktd-

ra jest §rednig harmoniczng tondéw a i b czyli ﬂ)

2

oraz

kwarty (ktora jest §rednig harmoniczna tonéw @i b czyli aii%—).
Otéz w proporcji logicznej
ab:a=0>b:a+ b [XDb]
natychmiast odpoznamy proporcje muzyczna w jej jakoS$cio-
wym charakterze, o ile tylko przypomnimy sobie, ze $redniej

arytmetycznej elementéw @ i b odpowiada w dziedzinie lo-

e —
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giki iloczyn logiczny tych elementéw, S$redniej za$ harmo-

nicznej — ich suma logiczna.

Pomijajac tu wywéd systematyczny wlasnosci proporcyj lo-
gicznych, zatrzymamy si¢ jedynie na tej ich elementarnej wla-
§ciwoéci, ktéra polega na tem, ze suma logiczna wyrazéw kran-
cowych w proporcji logicznej dodajnej (wzgl. iloczyn logicz-
ny tych wyrazéw w proporcji mnoznej) jest réwnowazna su-
mie logicznej (wzgl. iloczynowi logicznemu) jej wyrazéw $rod-
kowych.

Wiasciwoéé ta wynika natychmiast z okreSlenia proporcji
logicznej, jako takiego zespolu 4 cztonéw, w ktérym czlon
pierwszy tak powstaje z drugiego przez dodawanie lub mro-
zenie logiczne, jak trzeci z czwartego.

Niechaj cztery elementy xy, y;, ., y. stanowia proporcjg
logiczng dodajna i niech x, powstaje z y, oraz x, z ), przez

dodanie logiczne elementu a.

Wtedy:
X" 0
X, =9, T a

x1+y2=y1+a+y2:y1+y2—|—a=y1+x2 c.b.d.d.
I analogicznie dla twierdzenia o réwnowaznosci iloczynéw
wyrazéw §rodkowych i kraficowych w proporcji logiczne]
mnoznej. Mianowicie niechaj cztery elementy xi, y:, %, ¥
stanowia proporcje logiczna mnozna i niech x;, powstaje z y,

oraz x, z y, dzieki pomnozeniu logicznemu przez element a.

Wtedy:
x =y Xa
Xi= 9, X a

XY =Y. Q. Vo= 1. Y. a=y:%; €. b.d. d.
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Przytem — w przeciwiefistwie do proporcyj iloSciowych —
z rébwnoéci (rownowazno$ci) sumy logicznej, wzgl. iloczynu, wy-
razéw $rodkowych i kraficowych nie wynika bynajmniej, ze
taka czwérka wyrazéw tworzy proporcje logiczng (przyktad
nizej).

Ta wlasnoéé réwnowaznosci sumy logicznej, wzgl. iloczynu
logicznego, elementéw §rodkowych i kraficowych, stanowia-
cych proporcje logiczna, zbliza czwérke logicznych elementéw
proporcjonalnych do znanej nam juz czwérki logicznych ele-
mentéw harmonicznych. Albowiem i w grupie harmonicznej
sumy logiczne, wzgl. iloczyny logiczne, elementéw harmonicz-
nie sprzezonych sa sobie réwnowazne. Zachodzi wobec tego
pytanie, czy wszelka czwérka logicznych elementéw propor-
cjonalnych stanowi czwérke harmoniczna, i czy wszelka
czwérka harmoniczna przedstawia proporcje?

Ot6z, gdyby réwnowazno§¢ sum logicznych, wzgl. iloczy-
néw, elementéw dwéch par stanowila juz o proporcjonalnosci
tych elementéw, to wszelka czwérka harmoniczna, jako ze po-
siada te wlasnoé¢ réwnowaznoSci sum, wzgl. iloczynéw lo-
gicznych, bylaby réwniez czwérka proporcjonalna; podobnie,
gdyby wspomniana réwnowazno§¢ stanowila juz o harmo-
nicznoéci grupy tych elementéw, to wszelka czwérka propor-
cjonalnych elementéw, jako ze t¢ wlasno$¢ réwnowaznosci
posiada, bylaby juz tem samem czwérka harmoniczna. Wtedy
wiec wszelka proporcja przedstawialaby grupe harmonicznych
elementéw, i odwrotnie. Ale tak nie jest. Wiemy bowiem, ze
ta wlasnoéé réwnowaznoéci sum logicznych, wzgl. iloczyndw,
dwéch par elementéw skojarzonych nie wystarcza do nada-
nia czwérce elementéw charakteru harmoniczno$ci (por. str.

114), podobnie jak nie wystarcza do nadania jej charakteru

/T ———

——— A

— 141 —

proporcjonalnoéci. To za§ znaczy, ze z proporcjonalnosci
czwérki elementéw nie wynika ich harmoniczno$é, ani z ich
harmoniczno$ci — proporcjonalno§é. Nie znaczy to jednak,
oczywiscie, ze wogdle niema zespoléw czworkowych réwno-
czeénie proporcjonalnych i harmonicznych.

Weimy pare przyktadéw, ilustrujacych wyzej omoéwione
stosunki miedzy proporcja logiczna a logiczna grupa harmo-
niczna. A wiec np. grupg harmoniczna 10a ze str. 107:

( -b)(a+ b)), e, a+.b, b,
grupe 4 punktéw o podkladzie ab.

Otéz iloczyny ich elementéw sprzezonych sa sobie réwno-
wazne [(@ + b)(a+b) X (a+b) = a X b], jednakie te
dwie pary elementéw nie stanowia proporcji, nieprawda bo-
wiem jest, ze:

(@ +bjle+b) - u = b :ax+b

Natomiast cztery elementy ab, @, b, a + b stanowig znana

nam proporcje logiczna (muzyczna):
abia =10 .'a+5[xb]
lecz chociaz mamy tu: ab X (a+b) = a X b, jednakie ta

czwérka elementéw nie stanowi grupy harmonicznej, albo-
wiem element, stanowiacy pare z elementem a—+b, nie jest tu
elementem granicznym, nie jest (a/+b)(a+b'), lecz jest ab.
Z drugiej jednak strony moga istnie¢ czwérki elementéw,
laczace w sobie zaréwno cechy harmonicznosci, jak i pro-
porcjonalnosci. Np. grupa punktéw (5a ze str. 107):

1,a,0,d

jest nietylko grupa harmoniczna, lecz réwniez przedstawia

proporcje, albowiem & tak powstaje z 1, jak 0 z a, mianowicie
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przez X @’. W ten sposéb dwie powyzsze pary elementéw har-
monicznie sprzezonych stanowia, istotnie, proporcje:
0:a=d :1[Xd],lubinaczej 0 <a=da <1 [Xd]
Podobnie stanowia proporcje wszystkie czwoérki harmonicz-
ne, lezace na prostych, réwnolegtych do osi poziomo-piono-
wych (la—6a), i czwérki do nich dwoiste (1b—6b).

CZESC TV

LOGIKA ARYTMETYCZNA I AKUSTYCZNA.




Rozdziatl XIIL

LOGIKA GEOMETRYCZNO-ARCHITEKTONICZNA
A ARYTMETYKA.

Architektonike¢ logiczna odnajdujemy réwniez w dziedzinie
arytmetycznej, w dziedzinie liczb, ktéra zwykle uchodzi za te-
ren obcy wszelkim jako$ciowym zwiazkom. Otéz na przykla-
dzie trzech pitagorejskich $rednich — $redniej arytmetycznej,
harmonicznej i geometrycznej — postaramy sie wykazaé, w jak
wysokim stopniu struktury logiczne przenikaja §wiat arytme-
tyczny, odwzorowujac si¢ w tym §wiecie m. in. w postaci
wspomnianych trzech $rednich. Ujawni si¢ logiczna natura
tych trzech podstawowych zwiazkéw arytmetycznych, i zjawi
si¢ mozliwo$§¢ wykrycia pewnych nieznanych dotychczas sto-
sunkow, zachodzacych migdzy niemi, przez u$wiadomienie so-
bie tych struktur jakoSciowych, ktérych sa one wyrazem.

Kwestje tg poruszyliSmy juz w tomie I-ym ,,Architektoniki
$wiata (por. tam str. 90—94). Obecnie zajmiemy si¢ nig blizej
nieco i gruntowniej. Wiemy juz (por. przedewszystkiem str. 100
1101 obecnego tomu), ze §rednia arytmetyczna odwzorowuje ilo-
czyn logiczny, §rednia za$§ harmoniczna — logiczng sume. Musi-
my jednak uprzytomni¢ sobie teraz, ze to odwzorowanie nie jest

bezwzgledne, lecz jest poddane pewnym warunkom.
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Nie mozna go stosowaé wtedy np., gdy chcemy zarytr-nety—
zowaé zwiazek logiczny, wyrazajacy réwnowaznosc¢ ml.c;d,zy
sumg (wzgl. iloczynem  logicznym) ijednysm.ze sktadnikow
tej sumy (wzgl. iloczynu), powiedzmy zwiazek (‘mezawsze z‘resz—
ta zachodzacy) @ = a -+ b, albowiem éredma: harrflomczr%a
(wzgl. érednia arytmetyczna) dwoch r(')iny'ch ?mzb mgdy‘ m.e
moze byé réwna jednej z tych liczb. Jezeli wiec ,r,namy jaki-
kolwiek wzér logiczny, wyrazajacy r(')wnowainos/c elementu
prostego z pewna funkcja elementéw, w sktad ktérych wch(-)-
dzi dany element prosty, to w mowie be;d:«.),ce odwzorowanie
tego wzoru wtedy tylko da sig przeprowadzi¢, gdy wyla,czor—lf
zostana przypadki, sprowadzajace dany wzébr do typu @ = a =
+ b, wzgl. a = ab. :

Jezeli np. chcemy w sposéb powyiszy odwzorowac arytme-
tycznie zasade dichotomji:

a=(a+b)(at?V)
to uczyni¢ to mozemy tylko pod tym warunkiem, ze b « ci
i b’ <& a. Warunek ten bowiem jest rbwnowazny temu,‘ze a+t+b
+ Jia+b *+ 1 (por. wzér I¢ na str. 29), co zabez.plecza Z.a—
sade powyisza przed redukcja do postaci, niedajacych sig
w omawiany sposéb zarytmetyzowac. . .

Analogicznie warunek zarytmetyzowania zasady dichotomji
dwoistej wzgledem poprzedniej:

a = ab + ab’ ’
bedzie polegal na tem, by @ € b1 a € b, to za$ jest rowno-
waine temu, by ab’ = 0 i ab == 0 (por. wzér I¢ na str. 29).
Wtedy zasada @ = ab + ab’ zabezpieczc‘)na ?'est prz'ed reduk-
cja do postaci @ = ab wzgl. e = ab’, mniedajacych si¢ w oma-
wiany sposéb zarytmetyzowac. o

Powyzsze warunki, ktérym podlega zarytmetyzowanie 1o
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gicznych wzoréw dichotomji, nie sa wiec niczem innem, jak
warunkami, zabezpieczajacemi normalno$é dichotomji, jej
dwucztonowo$¢, i sprowadzaja sie one — jak to sobie przy-
pominamy (por. str. 120—125) — do tego, by a znajdowalo sig
w stosunku neutralnoéci wzgledem b i & [jeéli chodzi o wzbr:
a = (a4 b)(a+ b')] wzgl. w stosunku dwoistej neutralno- -
$ci [jezeli chodzi o wzér: @ — ab + ab’]. Te za§ stosunki neu-

tralnosci okresliliémy wlasnie w ten sposéb:

pierwszy: Z,]a =0b<a)t0 <« a

drugi: ¥ >a = (@ €OHakb) = (< o) Hb ) — L e.

Jezeli teraz zdolamy w dziedzinie liczb odpoznaé ten stosu-
nek logiczno-geometryczny neutralnoéci, jezeli zdolamy prze-
tlomaczy¢ go na jezyk arytmetyczny, tak jak przettomaczy-
lismy na ten jezyk pojecia sumy i iloczynu logicznego, to od-
wzorowaniu arytmetycznemu zasad dichotomji nic juz na
przeszkodzie sta¢ nie bedzie.

Azeby odpoznaé w dziedzinie arytmetycznej stosunek lo-
giczny neutralnoSci, musimy dobrze uéwiadomié sobie jego
najogélniejsza nature, polegajaca na tem, ze element @ nie
sklania si¢ ani ku elementowi &, ani ku odwrotnoéci (negacji)
b, elementowi ¥, ie zajmuje miedzy niemi neutralne wlaénie,
srodkowe, érednie miejsce. Nasuwa sie tu natychmiast myf$l,
ze ten element @, neutralny miedzy elementami b i ¥, przed-
stawia si¢ w dziedzinie liczb w postaci jakiej$ éredniej migdzy
dwiema liczbami. Lecz jakiej $redniej?

Srednia arytmetyczna odwzorowuje juz sumg logiczna, $red-
nia harmoniczna — iloczyn logiczny, i dla odwzorowania ele-
mentu neutralnego pozostaje tylko §rednia geometryczna. Je-
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zeli jednak tak jest w istocie rzeczy, to §rednia geometryczna
bedzie odwzorowywala nietylko stosunek neutralnosci pro-
stej, lecz i dwoistej. Elementy bowiem b i &’ sa wzgledem sie-
bie w stosunku negacji, ich odpowiedniki arytmetyczne sa
wiec wzgledem siebie w stosunku odwrotnosci (por. str..100),
i érednia geometryczna miedzy niemi bedzie I (b o)l == Ji g é )_
Ta sama jednak I odwzorowuje nietylko element a, lecz

: : . . - . 1
i negacje a czyli element @', albowiem odwrotno$cia I jest T

= 1. A wiec érednia geometryczna miedzy dwiema odwrotno-
ARk sk RO N b ;
$ciami (b‘p) odwzorowuje nietylko stosunek b,]a, lecz 1 sto-
b 14 /4 2 r4 . . . . . °
sunek b’] &, ktéry jest réwnowainy — jak juz wiemy — dwoi-

stej neutralnoéci elementu a wzgledem boathl = b,Da.

Teraz mozemy juz przeprowadzié odwzorowanie arytme-

tyczne zasad dichotomji, positkujac sie naszym slowniczkiem:

logiczny iloczyn — S$rednia arytmetyczna,
logiczna suma — $rednia harmoniczna,
logiczna $rednia neutralna — $rednia geometryczna,

pamigtajac przytem o warunkach, ktérym czyni¢ musza zado§¢

wystepujace tu elementy.
Otrzymamy pewne — dotychczas nieznane — zwiazki laczace

3 érednie arytmetyczne, ktore daja sig sformutowaé w nastepu-
jacych 8 twierdzeniach *).
1) W twierdzeniach tych zamiast elementu%( odpowiadajacego elementowi lo-

gicznemu b') wystepowa¢ moze element ogélniejszy w postaci ¢, tak ze dla

1 ks
¢ =t bedziemy mieli poszczegdlny przypadek tych twierdzen (patrz nizej).
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Twierdzenie 1.

Jezeli a jest $rednia geometryczng miedzy b i ¢ (bc = a?)
to Srednia arytmetyczna ze $rednich harmonicznych z @ i b
oraz a i ¢ jest rowna a (tw. I ), i odwrotnie (tw. IpB).

Twierdzenie 11 (dwoiste do I).

Jezeli a jest $rednia geometryczng miedzy & i ¢ (bc = a2)
to $rednia harmoniczna ze $rednich arytmetycznych z a i b
oraz @ i ¢ jest réwna a (tw. II2), i odwrotnie (tw. II B).

Twierdzenie 111 (wniosek z tw. I i II).

Jezeli a jest Srednia geometryczna miedzy b i ¢ (be = a2)
to Srednia arytmetyczna ze §rednich harmonicznych z a i b
oraz a i ¢ jest réwna $redniej harmonicznej ze $rednich aryt-
metycznych z powyzszych elementéw (tw. III o), i odwrotnie

(tw. TII B).

Dowéd twierdzenia I.

o) Hypy=ér.harm. zai b= —aQ—_T_%; Awp=S$r.arytm. z aib=aT_i_b
2ab 2ac
Aw,, . B, = otb g L8 _,._L_
9 a+b atc

_ab (a+c) +ac (a+b)  a’b+-2abc+ta*c
(a+b) (atc) T @*tab-tactbe

Srad 9 2 9
Jeieli be =@, to Au,. s, =2 b4-2a.a>t-a%c

 atabtacte® T

a?(2a-+-b
e, e e bid. d.

T a4 2atbtc) ¢

5 2
A @bt 2abcta%
p) Hog el a2+ab+ac+bc v ot




— 150 —

a’b+-2abc+a*c = P+a*b-+a’c+-abe
abc = a?
bc = a>. c. b.d.d.

Dowéd twierdzenia II.

2( & ) = ) _ (a+b)(ato) _
&) Hypyotoe="4Tp & a+t-c a-+b+a-+t-c
2 2

a’+ab—+ ac+ta?
2a+b--c
s a®>+ab+act+a*  a(2at+b-+tc)
Jezeli be = a?,t0 Hu,,. 4, = 9atbec  : %afbic

—q, c. b.d.d.
__ a*+abtactbe
) Higray =
a’+-ab+-ac+bc = 2a*>+-ab—+-ac
bc=a2. c. b. d. d.
Dowéd twierdzenia III.

@) Jezeli bc = a?, to Auy. u,=a (10) i Hy, .4, =a(llo).

A wiec, jezeli bc = a2, to Am,.n,= Ha,. 4, c. b. d. d.
a®b—2abc +a%  a*+-ab+act-be
B Angye = Hiy i a>t+ab+act+bc 2a+btc '

(a*~-ab-+-ac-+bc)* = (a®b+-2abc+-a’c) (2a+-b--c);
a*-+a2b2 a2+ b22-2a3b+2a c+-2a2be-2a%be+-2ab%c--2abc®—
= 9a’b+4abc-+-2ac-+a?b*-2ab*c--aPbe+-a*be-+-2abc®-a*c?;
a*-2a2bc--b%c* = 4a*bc; a*—2abc+-b%c*=0; (a>—bc)* =0,

bc = a2. c. b. d. d.
Poszczegblny przypadek tych twierdzen otrzymujemy dla

(— fz—. Wrtedy trzy interesujace nas twierdzenia logiczne, do-

.
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tyczace dichotomji, odwzorowuja si¢ w trzech ponizszych
twierdzeniach arytmetycznych.

Twierdzenie logiczne Twierdzenie arytmelyczne

Jezeli @ jest érednia neutralng Jezeli a jest $rednig geome-

. 5 ] .1
miedzy b 1 b, to tryczng migdzy b 1 to

1) a = (a+d) (atb’), gdzie 1) a = Ay,.u, 1,iodwr.
a+b=+1, a+b'=F 1,1 odwr., ' :

2) a =ab-t+ab’, gdzie ab=+0, 2) a = HAab,A,z.’Ta 1 odwr.
ab' # 0, i odwr.

8) (a+b)(a+b)=ab-Fab’, 3 Ary-ry. L =Hay. 1,1,
gdzie (e+4b)=F1, a+b"+1, ;i odwr.

ab=F 0, ab’ £ 0, 1 odwr.

Widzimy tedy, ze istotnie logiczna $rednia neutralna od-
wzorowuje si¢ arytmetycznie, jako $rednia geometryczna,
podobnie jak logiczna §rednia typowa (iloczyn logiczny) od-
wzorowuje si¢ — jak juz o tem wiemy — w postaci $redniej
arytmetycznej, i jak logiczna $rednia caloéciowa (suma logicz-
na) odwzorowuje si¢ w postaci éredniej Harmonicznej.

Widzimy tu zastanawiajaca odpowiednio$é miedzy $wiatem
logiki, §wiatem jakoSci i §wiatem liczb. Swiat bowiem liczb
okazuje si¢ niepozbawionym jako$ciowego charakteru, jezeli
jego $rednie tak SciSle odpowiadaja $rednim logicznym, ja-
koSciowym. I w arytmetyce wiec mozna méwié o liczbach,
ktére sa jakgdyby éredniemi typowemi wzgledem innych liczb,
oscylujacych wokolo nich, jakgdyby je réznicujacych, tak
np. jak okoto 2 ($redniej arytmetycznej dla I i 8) oscy-
luje 1 =2+ (—1)i 838 = 2+ (4 1); albo tez o liczbach,
stanowiacych calo$ci jakoSciowe innych liczb, te calo$ci, kté-
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re zwiemy $redniemi harmonicznemi dwéch liczb; wreszcie
widzimy tam liczby $rednio-geometrycznie proporcjonalne
wzgledem dwéch liczb, liczby mieprzechylajace si¢ ku zadnej
stronie, liczby realizujace w swym S$wiecie jakoSciowa kate-
gorje neutralnoéci. I jezeli w tych $rednich dziedziny aryt-
metycznej zwréci¢ uwage na t¢ ich jakosciowa strone, to po-
krewienstwo tych liczb z odpowiedniemi $redniemi pojecio-
wemi  (logicznemi) bedzie tak wyrazne i tak zreszta zado-
kumentowane przez odpowiednio§¢ twierdzen, ktére ich do-
tycza, ze $mialo i $ciéle bedzie mozna zastosowa¢ do nich
nazwe platonska: opwdpot eidnuxoi = liczby idealne = licz-
by-idee, liczby-pojecia. Podobnie wigc, jak méwimy o geo-
metrji jako$ciowej, méwié mozemy i o arytmetyce jakosci,
i — jak widzimy — ta arytmetyka jakoSci, tak zreszta jak
i geometrja jakoSci, znajduje si¢ w najécislejszym zwiazku
z logika.

Spbjrzmy teraz w zwiazku z powyiszem na nasz podstawo-
wy diagramat logiczny, na nasza charakterystyke geometrycz-
na (rys. 3). Normalne « zajmuje w niej neutralne pofozenie
wzgledem b i &, podobnie b wzgledem a i &. Otéz, jak gle-
boka odpowiednio$é laczy te logiczna przedstawicielke neu-
tralnoSci z jej odpowiednikiem arytmetycznym, mozemy sig
przekonaé, rozpatrujac zagadnienie wstawiania dwoéch $red-
nich (geometrycznych) proporcjonalnych migdzy dwie dane
liczby — zagadnienie $ci$le zwiazane z t. zw. problemem delij-
skim.

Niechaj a i b beda temi liczbami. Szukamy x i y takich,
aby:

S
%
I

X't
y:b

i
I
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[Czyli ay = x* 1 bx =»? a wiec ab = xy, skad x® = a2 i
98— ab?/.

Analogonem logicznem tego zagadnienia bedzie nastepuja-
ce: wstawi¢ dwie $rednie neutralne miedzy dwa dane ele-
menty logiczne @ i b (wierzchotki wewnetrznego kwadratu).
Szukamy wigc takich elementéw logicznych x i y, aby

el. x byl $rednia neutralng miedzy a i y, za$

el. y byl $rednig neutralng miedzy x i b.

Te dwa elementy natychmiast odpoznajemy w dwéch po-
zostatych wierzchotkach kwadratu wewnetrznego. Wiemy bo-
wiem, ze normalne &’ przedstawia wtlaénie érednia neutral-
ng miedzy @ i &, @ za$ $rednia neutralna miedzy &’ i b, tak ze x
jest to wierzcholek &', y za§ wierzcholek «’:

b’ — érednia neutralna miedzy a i @, za$
@ — S$rednia neutralna miedzy &’ i b.
Poréwnajmy z tem teraz ten sposéb, w jaki Platon — tak
glosi przynajmniej tradycja — rozwiazywal w zwiazku z pro-

blematem delijskim to zagadnienie w dziedzinie ilo§ciowej,
jako wstawienie dwéch $rednich (geometrycznych) proporcjo-
nalnych migdzy dwie dane wielkoéci®).

Postepujemy tu tak oto zgodnie z konstrukcja, przypisywa-
ng Platonowi’). Od punktu 0 przeciecia dwéch prostopa-
dlych osi odkladamy na jednej z nich odcinek wielkosci a do
punktu A, na drugiej — odcinek wielkoSci b do punktu B
(por. rys. 12). Przez punkt B przechodzi bok BC prostokata
BEDC, ktérego drugi bok DE, réwnolegty do BC, przechodzi
przez punkt A, za§ wierzcholek C lezy na osi 0A. W pro-

1) Por. M. Cantor. Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik, 1880,
tom I, str. 195 oraz A. Herrmann. Das Delische Problem, 1927, str. 43
(Mathem.-physikalische Bibliothek, Nr. 68, Teubner).
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stokacie tym boki BE i CD moga sie odpowiednio zwicksza¢
lub zmniejsza¢, albowiem bok BC jest ruchomy (moze sie prze-

suwa¢ réwnolegle do DE). Teraz obracamy czworokat ten

Rys. 12.

okolo punktow B i A, co w zwiazku z przesuwalno$cig boku
BC pozwoli nam doprowadzi¢ punkt D do polozenia D’ na
osi OB (punkt za$ C zajmie przytem polozenie C’ na osi 0A).
Wtedy 0D i 0C’ beda szukanemi $redniemi proporcjonalnemi
x 1 y, albowiem z trdjkatéw prostokatnych AD'C’ i D'C’B
otrzymujemy:
@ X =Ky
x:y=y:b
Juz rzut oka na powyzsza konstrukcje Platona wystarcza, by
stwierdzi¢ zasadnicze pokrewiefstwo w rozwigzaniu poréwny-

wanych przez nas zagadnien. Dwie $rednie neutralne wsta-
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wione miedzy dwa wierzcholki kwadratu, lezace mna osiach
(por. rys. 8), okazuja si¢ dwoma punktami, z ktérych jeden:
lezy na osi, przechodzacej przez 0 i b, drugi na osi, przecho-
dzacej przez 0 i a; dwie za$ §rednie geometryczne wstawione
miedzy dwa punkty, lezace ma osiach (por. rys. 12), okazuja
sie wyznaczone (jako odcinki) przez dwa punkty, réwniez le-
73ce na osiach: jeden na osi, przechodzacej przez 0 i B, dru-
gi na osi, przechodzacej przez 0 i A. Przy tem zasadniczem
pokrewienstwie konstrukcji dwdch $rednich meutralnych i dwéch
§rednich geometrycznych zachodzi, oczywidcie, zasadnicza
réznica punktéw widzenia: w drugim przypadku chodzi o
wielko$ci odcinkéw wyznaczone na czterech osiach, o wielko-
éci a, b, x, y, a wiec o odlegloSci punktéw na osiach od po-
czatku wspélrzednych; w pierwszym natomiast odlegloéci te sa
calkowicie obojetne, chodzi za§ o samo polozenie tych punk-
tow, o to, ze leza one wlasnie na tych osiach symetrji, na.
osiach neutralnoéci, wszystko jedno blizej czy dalej od po-
czatku wspolrzednych. Mamy tu to samo zagadnienie w dwéch
odmiennych postaciach: jakoSciowej i ilo$ciowej, i w dwoch
postaciach widzimy tu elementy $rodkowe, jako logiczna.
érednia neutralna i $rednia geometryczng (iloSciowa). Ta ilo-
§ciowa strona $redniej geometrycznej wyodrebnia ja od $red-
niej logicznej, z ktéra znéw identyfikuje ja jej strona jako--

$ciowa.

Posuniemy si¢ teraz o krok dalej i, korzystajac z odpo--

wiednioéci elementéw wewnetrznego i zewngtrznego kwadra--
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tu, ktéra poznaliSémy z rozdziale V (por. str. 72, 78), postaramy
sie znalez¢ érednie neutralne réwniez migdzy elementami ze-
wnetrznego kwadratu (por. rys. 3). Zachodzi, mianowicie, odpo-
wiednio§¢ miedzy wierzcholtkami @, b, &', @ wewngtrznego
kwadratu i wierzchotkami ¢ + b, a + &', & + b, & + b’ kwa-
dratu zewnetrznego, i nasuwa sie¢ nieodparcie my$l, ze jezeli a
jest $rednia neutralng miedzy & i &/, to takaz neutralng bedzie
réwniez element @ + b w stosunku do @ + &’ i @ + b. Powta-
rza sie tu, niewatpliwie, ta sama konfiguracja, jaka istniata
miedzy a, b i b’; i tu réwniez mamy trzy wierzcholki trojkata
(at+b, a+b', @+b), opartego o o§ wspolrzednych, tylko orjen-
tacja tu jest zmieniona z pionowo-poziomej na sko$na. Mysl
ta zyskuje jeszcze na pewnoSci, jezeli przyjrzymy si¢ blize)
tym elementom zlozonym. Otéz istotnie a+b zajmuje miedzy
dwoma pozostalemi polozenie érednie, jednakowo od nich od-
legte pod wzgledem jako$ciowym. Od a-+bd" réini si¢ zna-
kiem b, od &’+b znakiem @, a réznice te sa tej samej warto-
§ci, tego samego znaczenia wobec zupelnie symetrycznego udzia-
tu elementu @ i elementu b w sumie a-+b.

I tak samo sprawa sie przedstawia w dziedzinie dualnej:
podobnie jak prosta @ zewngtrznego kwadratu byla $rednia
neutralna miedzy prostemi do niej prostopadlemi b i &', tak
samo w wewnetrznym kwadracie prosta @b musi by¢ $rednia
neutralna miedzy prostemi do niej prostopadlemi ab” i a’b.
Oczywiscie, neutralno§¢ elementu ab i elementu a+b w sto-
sunku do oboklegtych uwarunkowana jest normalnoscig tych
elementow, inaczej méwiac, normalno$cia w gre tu wchodza-
cych dichotomij. Zaréwno wigc dichotomja:

a = (a+b)(a+0b') i a = ab+ab
jak i b = (a+b)(ad+b)i b= ab+db,
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musza by¢ normalne, co, jak wiemy, jest uwarunkowane tem,
ze a jest $rednig neutralna (zwykla i dualna) miedzy b i &', za$
b miedzy a i .

W ten sposéb otrzymujemy twierdzenie:

Jezeli a jest $rednia neutralna miedzy &’ i b, za$ b $rednia
neutralna miedzy @ i @ (innemi slowy, jezeli @ 1 b sa dwiema
éredniemi neutralnemi miedzy &’ i &), to a+b jest srednia neu-
tralna miedzy a+b’ i @’+b, zaé ab miedzy ab’ i @’'b. Jezeli jed- -
nak tak jest, to prawdziwem by¢ musi réwniez twierdzenie aryt-
metyczne, ktére otrzymamy jako odwzorowanie powyzszego
twierdzenia przy zamianie logicznej ,$redniej neutralnej” na
,érednia geometryczna', ,,sum logicznych” ($rednich calo$cio-
wych) na ,,érednie harmoniczne® i ,,iloczynéw logicznych® ($red-
nich typowych) na ,$rednie arytmetyczne®.

Otéz istotnie — rezygnujac z tego, zeby dwa z powyzszych
czterech elementéw prostych byly negacjami (odwrotno$ciami)
dwéch pozostalych!) — mozemy dowie$¢ ponizszego (dotych-

czas nieznanego) twierdzenia arytmetycznego.

Twierdzenie 10.

Jeieli @ jest $rednia geometryczna miedzy d i b?), za$ b
jest érednia geometryczna migdzy @ i ¢?) (innemi stowy, jezeli
a i b sa dwiema éredniemi geometrycznemi miegdzy d i ¢?), to
érednia harmoniczna z @ i b jest §rednia geometryczna dla

érednich harmonicznych z @ i d oraz z b i ¢ — oraz dwoiscie:

1) Por. odno$nik na str. 148.

2) Czyli d: a=a:b lub a® = bd.

3) Czyli @: b=">:c lub b*=ac.

%) Oba warunki lacznie daja: @? b* = abdc czyli ab = cd.
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Twierdzenie U.
Jezeli a jest §rednia geometryczng miedzy d i b, za§ b jest

§rednig geometryczng migdzy @ i ¢, to §rednia arytmetyczna -

z a 1 b jest $rednia geometryczna dla $rednich arytmetycz-

nychzaidorazzbiec.
Dowéd twierdzenia IV.
2ab 2bc _ 2ad

Hab == ?I—_b; el — _b:{—T’ Had—m
e 4a%b>

[Ha] S

e 4.bc.ad 4ab . cd

(b-Fc) (a+d) ~ ab+actbdfcd
Jezeli a® = bd, b> = ac i przeto ab =cd, to

4.ab.ab _ 4o’
bt ab  (atbP
Dowéd twierdzenia V.

_atb . btc , _atd
Anb"—' 2 ,Abc——‘ 2 ,Aad— 2

e — e c. b. d. d.

_fatbr
[Aab]2 L Tu

G e ) ;Hd) = ab—l—aC—I;bd—l—cd

Jezeli a®>=bd, b*=ac i przeto ab=cd, to
3| 2 2
Abc.AadZ ab+b —l;a —}—ab = (a_};b) =[Aab]2 c. b d d.

Ponizszy diagramat unaoczni nam na przykladzie te twier-
dzenia dwoiste, dotyczace czterech liczb, z ktérych dwie sa
$redniemi proporcjonalnemi miedzy dwiema drugiemi. Wezmy
np. a = 20, b = 10, ¢ = 5, d = 40. Wtedy bedzie:
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a2=>bd(20.20==10.40) i b>=ac (10.10= 20.5), a wiec

rowniez:

a3 _[40\2 20 80
[H 3] = H,. H czyli (3 ) =3 .3 oraz
: ", 15
[Aw]P= As. A czyli (15 = —2~.30
(20)b+c L) a-b/4p)
b"® od/{s)
(5¢ a(20)
A
o
d4'0} a¢d[§(l/
Rys. 13.

Ten réwniez diagramat unaocznia nam tw. I, II, III niniej-
szego rozdziatlu (przy zamianie w nich znaku ¢ na d), przyczem
+ oznacza tu zawsze wziecie §redniej harmonicznej, X — wzig-
cie §redniej arytmetycznej.

Na tem konficzymy nasze rozwazania, dotyczace zwigzku mig-
dzy dziedzing logiki geometrycznej i arytmetyki. Przekonalis-
my sie, jak gleboko sigga zadziwiajaca odpowiednio$¢ tych
$wiatdéw, i ze §cisla analogja, ktéra laczy dziedzing pojeé i dzie-
dzing liczb, pozwala nawet odkrywaé nieznane dotychczas, cho¢
tak elementarne zwiazki arytmetyczne (twierdzenia I — V, str.
149 i 157, 8) Niewatpliwie dalsze rozbudowanie tej arytmetyki
logiki, opartej o odpowiednio$¢ érednich logicznych i $rednich



— 160 —

arytmetycznych, doprowadzi do systematycznego zbogacenia na-
szej wiedzy o zwiazkach migdzy trzema $redniemi arytmetycz-

nemi i temi funkcjami, ktére pozostaja z niemi w stosunkach *).

1) Podajemy tu jeszcze pare twierdzen, dotyczacych zwiazkéw miedzy
$rednia arytmetyczna i §rednia harmoniczna, odkrytych na drodze analogji
z dziedzing logiki:

Twierdzenie logiczne (VI) Twierdzenie arytmetyczne (VI)

Srednia harmoniczna ze érednich

arytmetycznych z @ i odwrotnoéci

- 7 1
ab'+-a'b = (a-+b) (a'+b') b(= 7) oraz z b i odwrotno$ci a(= 7)'

jest réwna $redniej arytm' tycznej ze
¢érednich harmonicznych z @ i b oraz

q T
z ich odwrotnoéci (= o i F) . (Dowéd

elementarny z wzoréw na $rednig a-
rytmetyczng i harmoniczng).
Twierdzenie arytmetyczne (VII)
Srednia harmoniczna ze $érednich
arytmetycznych z @ i b oraz ich od-
wrotnoéci jest réwna $redniej arytme-

ab+-a'b’ = (a'+b) (a+b") tycznej ze $rednich harmonicznych.

Twierdzenie logiczne (VII)

z25 i b oraz z ich odwrotno$ci.

Twierdzenia te mozna otrzymaé z poprzednich (VI) przez zmiang elementu.
a (lub b) na jego negacje (odwrotno$c).

Twierdzenie logiczne (VIII) Twierdzenie arytmetyczne (VIII)

Srednia harmoniczna ze $rednich-

1
arytmetycznych z @ i - oraz z ich od-

wrotnoéci jest odwrotnoécia $redniej
harmoniczne] ze $rednich arytmetycz-
ab'+a'b=(ab+a'b') =[(a’+4Db)(a+b")]’ nych z a i b oraz z ich odwrotnosci,
lub tez — w my$l twierdz. VII —jest
odwrotnoécia éredniej arytmetycznej

ze §rednich harmonicznych z — - i b

oraz z ich odwrotnosci.

(Dowéd elementarny z wzoréw na.
érednia arytmetyczng i harmoniczna).-

Rozdziatl XIIL
LOGIKA TONOW HARMONICZNYCH.

Jak widzieliSmy w cze§ci III niniejszego tomu, logika ar-
chitektoniczna jest przepojona pierwiastkiem harmonicznodci,
ktéry ja laczy najéciélej z dziedzing geometrji i arytmetyki.
Bedzie tu tedy rzecza zgola naturalna, ze te logike architekto-
niczno-harmoniczng odkryjemy w tej réwniez dziedzinie, kt6-
ra jest pierwotng domena harmonji, w dziedzinie realnej aku-
styczno-muzycznej. I nie zdziwi nas takze, ze w tej dziedzinie
akustyczno-muzycznej odnajdziemy budowe dualna, albowiem
— Jak widzielismy w logice, geometrji i arytmetyce — struk-
tury harmoeniczne wystepuja zawsze w postaci dwoistej, dual-
nej, przyczem ta dwoisto§é elementéw i polaczeh wczesSniej na-
wet zostala odkryta w geometrji i akustyce wzgl. muzyce, ani-
zeli w samej logice. Obecnie okaze si¢ niewatpliwie, ze zwiazki
harmoniczne i dualne, ktére wystepuja w akustyce (wzgl. mu-
zyce), sg natury wyraznie logicznej, i ze — podobnie jak mé-
wimy o logice geometrycznej i arytmetycznej — mozemy mo-
wié o logice akustycznej wzgl. akustyczno-harmonicznej. Sy-
stem tej logiki, logiki tonéw harmonicznych, logiki dotyczacej
juz dziedziny realnej, podajemy ponizej. Zanim jednak to
uczynimy, musimy blizej nieco zapoznaé si¢ ze zwiazkami i sto-
sunkami akustycznemi, jako przedstawicielami dzialah i sto-
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sunkéw logicznych. Przedewszystkiem za§ musimy sléw pare
powiedzie¢ o zasadzie dualnoSci w akustyce. . : .

Woyraznie juz zaznaczony dualny poglad na §wiat tono.w wi-
dzimy w XVIII w. u kompozytora i teoretyka muzyki l.ia-
meau (Noveau Systéme de Musique, 1726) oraz u znakomite-
go fizyka i matematyka d‘Alemberta, ktory rozwma‘,l [.)oglazdy
tego muzyka (Eléments de Musique suivant les I?rmcflpes de
M. Rameau, 1762). Istota ich pogladow w interesujacej nas tu
kwestji polega na nast¢pujacem?). : e

Gdy dzwieczy pewien ton (zasadniczy), wtedy rownoczes.nle
styszymy jeszcze dwa inne tony, tak zwane tor.l.y harmonicz-
ne, bedace oktawa kwinty i druga oktawa tercji .tor'lu zasad-
niczego. W ten sposéb w tonie zasadniczym (.wlas'ic1w1'e .w dru-
giej oktawie dolnej tego tonu) zawarty juz jest implicite cal.y
akord dur, skladajacy si¢ wlaénie z trzech tonéw: zasadni-
czego, jego tercji wielkiej i kwinty. Oté6z — moéwia Rameau
i d‘Alembert — odpowiednio do tego, jak tony akordu dur
(c-e-g) sa zawarte w tonie C,, tak znow tf)ny- ak?rdu moll
(c-es-g), t. j. ton zasadniczy, jego mala terCJa' i kw1nfa, ch.a-
rakteryzuje to, ze kazdy z nich zawiera pewien wspélny im
ton, mianowicie ton harmoniczny g”.

Ta odpowiednio$¢ miedzy akordami dur i moll — to ,za-
wieranie sie”“ tonéw akordu dur w jednym i tym samym
tonie oraz to ,zawieranie* przez tony akordu moll tegf) sa-
mego wspblnego tonu — stanowi podstawe tego. wspolcze-
snego dualnego pogladu na $wiat tondéw i harmf)n]q muzycz-
na, jaki widzimy w dzietach fizyka Artura Oettingena. Roz-

1) Por. H. Helmholtz. Die Lehre von den Tonerr}pfindungex;.l, ags d_ie
physiologische Grundlage fiir die Theorie der Musik. Wydanie drugie,
str. 851, 352.

— 168 —

winat on zaréwno akustycznie, jak i muzycznie my$li podsta-
wowe Rameau i d‘Alemberta i w ten sposéb dopiero stworzyt
wlasciwie ,,dualny system harmonji muzyczne;j* Y.

Rozpatrzymy teraz blizej owe wspomniane wyzej dane, le-
zace u podstawy dualnego systemu akustyczno-muzycznego
Oettingena.

Nasuwa sie tu przedewszystkiem pojecie tonéw harmonicz-
nych. Otéz juz Mersenne w XVII w. zauwazyl, ze w docho-
dzacym do nas dzwieku muzycznym mozemy odréinié caly
szereg tondw, ,tondw skladowych® owego dzwigku ?). Sréd
tych ,,tonéw sktadowych“  lub »»czgSciowych wyrézniamy
przedewszystkiem dominujacy ton ,zasadniczy*, pierwszy ton
sktadowy, nastepnie za$ szereg tondw slabszych, wyzszych od
niego, ktére nazywamy tonami harmonicznemi gérnemi lub
nadtonami harmonicznemi (;;harmonische Obertdne* Helm-
holtza). Nadtony harmoniczne cechuje ta wlasnoéé, ze ich wy-
sokosci (Scilej: odpowiadajace im liczby drgan czyli czesto-
§ci) sa calkowitemi wielokrotno$ciami wysokoéci tonu zasad-
niczego, tak ze szereg tonéw sktadowych (harmonicznych) da-

*) Podstawowem dzietem Oettingena jest »Harmoniesystem in dualer
Entwickelung. Studien zu Theorie der Musik®, Dorpat 1866. Jako drugie,
zmienione wydanie tego dzicla mozemy uwazaé jego ksiazke: , Das duale
Harmoniesystem®, 1918, bedaca rozszerzeniem szeregu artykuldw, ktére
pod podobnym tytutem ukazaly sic w ,,Annalen der Naturphilosophie* Qst-
walda (tomy 1—V). W r. 1916, a wiec w 50 lat po wydaniu podstawo-
wego swego dziela, pisze jeszcze Oecttingen , Die Grundlagen der Musik-
wissenschaft und das duale Reininstrument"* (odbitka z XXXIV t. ,»Ab-

handlungen der mathematisch-physischen Klasse der Konigl. Sichsischen Ge-
sellschaft der Wissenschaften®, Leipzig).

2) Ponizej dla ujednostajnienia terminologji w tych miejscach, gdzie
kwestja zlozonosci dzwicku bedzie dla nas obojetna, bedziemy réwniez
i diwigk zlozony nazywali tonem,
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nego diwicku charakteryzuja wysokoéci (czesto$ci drgan) pro-
porcjonalne do szeregu liczb maturalnych:
Ao 25354 5, 651 td:

Jezeli za ton zasadniczy weZmiemy np. ton ¢, wtedy tonami
skladowemi dzwieku ¢ beda:

1) ton zasadniczy ¢; 2) ton ¢’ — oktawa jednokreSlna tonu
zasadniczego ¢ o liczbie drgan dwa razy wigkszej; 8) ton g’
— kwinta jednokre§lna o liczbie drgan trzy razy wiekszej;
4) ton ¢” — oktawa dwukreslna o liczbie drgan 4 razy wigk-
szej; 5) ton ¢” — tercja w oktawie dwukre§lnej o liczbie
drgah 5 razy wigkszej, anizeli liczba drgan tonu zasadnicze-
goit d,it d W ten sposéb znajdywanie nadtonéw har-
monicznych dla danego zasadniczego nie przedstawia naj-
mniejszej trudnoéci, a tem samem i znajdywanie nadtonéw
wspélnych dwém lub wigkszej iloSci diwickow. Réwnie latwe
bedzie zadanie dualne (dwoiste) do poprzedniego, polegajace
na znalezieniu diwiekéw, zawierajacych dane tony w cha-
rakterze nadtonow.

Wezmy najprostszy przypadek, a wiec dotyczacy tylko
dwéch tonéw (dwudzwiek). Wobec tego ze harmoniczne wla-
snoéci tonéw nie zaleza od ich wysokosci (czestosci) bez-
wzglednych, lecz tylko od ich stosunku, od interwaltu, ktory
tworza, wiec zawsze bedziemy mogli tutaj wyrazaé zespoly
tonéw w postaci liczb catkowitych wzglednie pierwszych, t. j.
takich, ktére nie maja innego wspdlnego dzielnika précz jed-
noSci.

Wezmy np. dwa tony ¢ i g, t. j. tony, stanowiace interwal
kwinty, a wiec takie, ktérych czestoci sa wzgledem siebie

3 : ;
w stosunku 1 : iy 2 : 8, i poszukajmy: 1) tonéw, w ktérych

TRECT R e
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sktad wchodza tony ¢ i g, jako nadtony (tony gérne), i 2)
tonéw, bedacych wspélnemi nadtonami (tonami gérnemi) tonéw
cig.

Co do 1) kwestja natychmiast si¢ rozwiazuje, skoro tylko
uSwiadomimy sobie, ze 2 i 3 sa obie wielokrotno$ciami 1, a
wigc jej tonami czeSciowemi i1 nadtonami, nie sa zaé obie wie-
lokrotno§ciami (nadtonami) zadnego tonu, lezacego miedzy
11 2. Bedac jednakze wielokrotno$ciami I, sa tem samem wie-
lokrotno$ciami Vo, Y3, Y4 i t. d. (harmonische Unterténe
Helmholtza). Jednakze ten szereg podtonéw I blizej nas te-
raz obchodzi¢ nie bedzie; wazny dla nas bedzie przede-
wszystkiem ton najwyzszy ') z wszystkich tych, w ktérych
sktad wchodza nasze tony o czestoSciach wzglednych 2 i 8 jako
nadtony, a tym tonem, jak widzieliémy, jest ton I (a wiec
oktawa dolna tonu ¢ czyli ton C). Jest to najwigkszy wspélny
dzielnik naszych tonéw (méwimy tak w skrécie, w istocie rze-
czy: ton o czestosci przedstawiajacej najwiekszy wspdlny dziel-
nik liczb, wyrazajacych czesto$ci wzglgdne naszych tonéw). I o
ile tylko czestoSci tondéw beda wyrazone przez liczby wzglednie
pierwsze, zawsze najwyzszym tonem, zawierajacym dane to-
ny, jako nadtony, bedzie ton o czestoéci wzglednej 1, albowiem
czestodci danych tonéw, wyrazone przez liczby wzglednie
pierwsze, moga by¢, jako takie, wielokrotno$ciami tylko I.

Co do 2) postepujemy w sposéb nastepujacy. Wypisujemy
szereg tondéw czeSciowych (poczynajac od drugiego beda to
nadtony) dla naszych danych tonéw ¢, g o czestoSciach wzgled-
nych 2 i 3.

1) Zwracamy tu jeszcze tylko uwage na to, Ze ten ton najwyzszy (I) zawie-
ra si¢ w kazdym z innych tondéw (Y5, Y3 i t. d.), w ktérych sklad wchodza
nasze tony.

IS - — | T o)

i———
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Szereg ten dla ¢ = 2 bedzie: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18...

Szereg ten dla g = 3 bedzie: 3, 6, 9, 12, 15, 18...

Znajdujemy natychmiast wspélne nadtony dla naszych to-
noéw; bedzie to przedewszystkiem ton o czestoSci wzglednej 6, na-
stepnie ton 12, ton I8 i t. d. Zwracamy uwage tylko na naj-
nizszy z tych nadtonéw, ktorym bedzie ton 6, a wiec oktawa
gorna tonu g, czyli ton g’ (dalsze nadtony, wspélne naszym
tonom, a bedace nadtonami zawartemi w tonie 6, obchodzié
nas tu specjalnie nie beda). Jest to — jak widzimy — naj-
mniejsza wielokrotna czgsto$ci naszych tondw, ktéra w przy-
padku liczb wzglednie pierwszych sprowadza sie do ich ilo-
czynu. Majac dwa tony, ktérych czestoSci wyrazone sg przez
liczby wzglednie pierwsze, natychmiast odnajdujemy liczbe
porzadkowa najnizszego wspélnego im nadtonu, np. jezeli te
czestoéci sa 2 1 8, to bedzie to trzeci ton cze$ciowy tonu 2 i dru-
gi ton czeSciowy tonu 3. I wogdble, jezeli beda to tony o cze-
stoSciach wzglednych m i n, to bedzie to n-ty ton czeSciowy to-
nu m ¢ m-ty ton czgSciowy tonu 7.

Teraz juz bardzo latwo i szybko znajdziemy interesujace
nas obecnie tony w przypadku wiekszej liczby tondw, ktérych
czgstosci beda dane w liczbach calkowitych. Wezmy np. ja-
kis trojdiwigk, choéby akord dur, skladajacy sie z tonu za-
sadniczego, jego tercji wielkiej i kwinty (¢ - e - g), a wigc z to-
néw o czestoSciach w stosunku 71 : —Z— : —32—

najwyzszym z tondéw, zawierajacych tony naszego akordu, beg-

=4 :5:6. Wtedy

dzie ton = 1 (=C,), t. j. ton, ktérego czesto$§¢ drgan bedzie
najwigkszym wspélnym dzielnikiem naszych tonéw, najniz-
szym za$ z nadtonéw, wspdlnych naszym tonom, bedzie ton

o czestoéci drgan, wyrazonej przez najmniejszg wielokrotnag

o

¥

p—
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tych tonéw, t. j. ton = 60 (= k). Albo tez weimy akord

moll (c-es-g), skladajacy si¢ z tonu zasadniczego, malej ter-
cji i kwinty, a wigc z tondéw, bedacych w stosunku 7 : %% =
= 10 : 12 : 15. Wszystkie tony tego akordu beda zawarte
przedewszystkiem w tonie I, ich najwickszym wspélnym dziel-
niku (tutaj bedzie to ton As,,), z drugiej za$ strony wszyst-
kie one beda zawieraly, jako pierwszy wspélny nadton, ton g”
= 60, bedacy najmniejsza wspélna wielokrotng tych tonow.

Wiasnoéé¢ dwudzwiekéw i akordéw, ktéra polega na pokre-
wiehistwie sktadajacych ich dzwiekéw (,Klangverwandschaft®
Helmholtza), plynacem z tego, ze sa one zawarte jako nad-
tony w tym samym dzwicku — Oettingen nazywa ich to-
nicznoécia (Tonizitit). I dwoidcie: te wlasnoé¢ dwudzwickéw
i akordéw, ktéra polega na pokrewienstwie skladajacych ich
dzwiekéw, wyrazajacem si¢ w posiadaniu tych samych nad-
tonéw — Oettingen nazywa ich fonicznoécia (Phonizitit).
Odpowiednio do tego najwyzszy z tondw, zawierajacych dane
tony, nazywa on tonicznym tonem zasadniczym (tonischer
Grundton) i dwoiécie: najnizszy z nadtonéw, zawartych w da-
nych tonach, nazywa on fonicznym nadtonem (phonischer
Oberton) *).

Rozpatrzyliémy nieco blizej podstawe systemu dualnego
akustyki muzycznej. Zwréémy teraz uwage szczegélng na isto-
te tych dwoistych (dualnych) wzgledem siebie tondw: na to-
niczny ton zasadniczy (mogliby§my powiedzie¢: toniczny pod-
ton) i foniczny nadton. Toniczny ton zasadniczy zawiera w so-
bie dane tony, przytem jest to najwyiszy w szeregu tonow,

zawierajacych dane tony, a wigc sam jest zawarty w kazdym

1)  Harmoniesystem in dualer Entwickelung”, str. 31, 32.
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innym tonie, ktéry zawiera dane tony. Foniczny za§ nadton
jest tonem, zawartym w danych tonach, przytem jest to naj-
nizszy w szeregu tonow, zawartych w danych tonach, a wiec
sam zawiera w sobie kazdy inny ton, w tonach tych zawarty
(kazdy inny nadton).

Wystarcza uSwiadomié sobie w ten sposéb istote toniczne-
go tonu zasadniczego i fonicznego nadtonu, aby w tej chwili
zrozumie¢, ze mamy tu przed soba §cisty odpowiednik sumy
i iloczynu logicznego dwéch lub wigcej elementéw, i ze dwoi-
sto§¢ akustyczno-muzyczna tych tonéw nie jest niczem in-
nem, jak realizacja dwoistoSci logicznego dodawania i mno-
zenia. Przez sumeg bowiem logiczng dwéch (lub wiecej) pojeé ro-
zumiemy przeciez ,,pojecie, zawierajace kazde z tych pojeé i za-
warte we wszelkiem innem pojeciu, ktére zawiera kazde
z nich®; za$ przez iloczyn logiczny — ,,pojecie, zawarte w kaz-
dem z tych poje¢é i zawierajace w sobie kazde inne pojecie,
ktore jest zawarte w kazdem z nich*?).

Te réwnoleglo$é miedzy elementami akustycznemi z jednej
strony i logicznemi z drugiej przedstawia ad oculos ponizsze
zestawienie:

a) Przez ,toniczny ton za- Przez ,sume logiczna‘
sadniczy dwdéch lub wiecej dwodch lub wigcej danych po-
danych tonéw rozumiemy j¢é rozumiemy pojecie, za-
ton, zawierajacy kazdy z da- wierajace kazde z danych po-
nych tondéw i zawarty we je¢ i zawarte we wszelkiem
wszelkim innym tonie, ktéry innem pojeciu, ktére zawiera
zawiera kazdy z danych to- kazde z danych pojec.
now.

1) Por. Couturat ,,Algebra logiki* (tl. polskie) 1918, str. 8.

Dualnie (dwoiscie):

b) Przez ,foniczny nadton®
dwéch lub wigcej danych to-
néw rozumiemy ton, zawarty
w kazdym z danych tonow
i zawierajacy wszelki inny ton,
ktéry jest zawarty w kazdym
z danych tonéw.

69 —

Dualnie (dwoiscie):

Przez ,iloczyn logiczny“
dwéch lub wiecej danych po-
je¢ rozumiemy pojecie, za-
warte w kazdem z danych po-
jeé i zawierajace wszelkie in-
ne pojecie, ktore jest zawarte
w kazdem z danych pojec.

]ak. widzimy, wystarczy zamieni¢ wyraz ,ton” na wyraz
,pojecie” oraz wyrazy: ,toniczny ton zasadniczy” na ,sumg
logiczna*, za$ ,foniczny nadton® na ,iloczyn logiczny®, aze-
by przejé¢ od dziedziny akustyczno-muzycznej do logiczne]
(mutatis mutandis réwniez i odwrotnie). Mozemy wobec tego
,toniczny ton zasadniczy“ nazwal ,suma logiczna™ lub bar-
dziej akustycznie: ,,suma harmoniczng™ dwéch lub wigcej to-
néw, zaé ,foniczny nadton* — iloczynem logicznym® lub ,,ilo-
czynem harmonicznym® tych tonéw. Odpowiednio do tego
méwié mozemy o dwéch podstawowych dwoistych dzialaniach
akustycznych, o ,,dodawaniu harmonicznem® () i ,,mnoze-
niu harmonicznem® (X), polegajacych na wyznaczaniu ,har-
monicznej sumy* i ,harmonicznego iloczynu® tonéw, t. j. to-
nicznego tonu zasadniczego i fonicznego nadtonu.

Powyzej wykazana przez nas najsciSlejsza odpowiednio$é,
zachodzaca miedzy tonicznym tonem zasadniczym i fonicz-
nym nadtonem z jednej strony, za$ suma logiczna 1 iloczynem
logicznym z drugiej strony, manifestuje sig wyraznie w ich
odpowiednikach arytmetycznych. Dawno juz zauwazono (J. Can-
tor, Dedekind) najblizsze pokrewiefistwo, zachodzace migdzy
wspomnianemi elementami logicznemi i elementami arytme-

tycznemi: najmniejsza wspolng wielokrotno$cia 1 najwigk-

B ————
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szym wspélnym dzielnikiem. Otéz — jak pamigtamy — ta
odpowiednio$¢ réwniez zachodzi miedzy naszemi elementami
akustycznemi i temiz elementami arytmetycznemi. Tylko ze
»sumie harmonicznej* (,,tonowi zasadniczemu* Oettingena) od-
powiada tu nie najmniejsza wspélna wielokrotna, lecz naj-
wickszy wspdlny dzielnik, za$ ,,iloczynowi harmonicznemu®
(-nadtonowi fonicznemu®) nie najwickszy wspolny dzielnik,
lecz najmniejsza wspélna wielokrotna. Jest to najzupelniej
zrozumiale i zgodne z natura rozpatrywanych elementéw, al-
bowiem nadton foniczny, jako nadton, ton goérny, posiada
wysoko$¢ (czesto$¢) wyzsza od tonéw, dla ktérych jest wspél-
nym nadtonem, jest ich wspélna wielokrotnoécia, i dlatego tez
musi mu odpowiada¢ liczba wyzsza, anizeli tym tonom, a wige
nie ich wspélny dzielnik, lecz ich najmniejsza wspélna wie-
lokrotnosé ).

Odkrywszy w ten sposéb najéciélejsza odpowiednio$¢ pod-
stawowych dualnych dzialah i elementéw w dziedzinie aku-
styki i logiki, mozemy teraz posunaé sie dalej i, starajac sie
odnalez¢ dalsza tozsamo§¢ struktur w tych dziedzinach, da-
zy¢ do zbudowania logiki dZzwickéw.

Przedewszystkiem wprowadzimy do dziedziny akustycznej
Sciste pojecie zawierania sig. Jest ono w algebrze logiki zwia-
zane z dzialaniem dodawania i mnozenia logicznego. Wobec

tego za$, ze te dzialania znajduja — jak widzieli$my — do-

) Sprawa przedstawialaby sie odwrotnie, gdybySmy tony charaktery-
zowali nie przez ich wysoko$¢ (czesto§¢ drgan), lecz przez odwrotno$é
tej czestosci — okres drgania lub przez dlugoéé fali, proporcjonalna do
okresu drgania. Moznaby réwniez przywrécié odpowiednio$§¢ Cantora-De-
dekinda miedzy elementami logicznemi i arytmetycznemi w ten sposéb, ze
czesto$é tonu, zawierajacego w sobie tony skladowe, rozumieliby$§my jako ilo-
czyn harmoniczny czestoici tych tonéw, nie za$ ich sume.
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réwnang realizacj¢ w dziedzinie akustycznej, wigc i logiczne
pojecie zawierania si¢ (<<) réwniez znajdzie w tej dziedzinie
swe wierne odbicie.

Jak wiadomo (por. wzér.I* na str. 13), w logice twierdzenie,
ze b < a jest rownowazne twierdzeniu, zea —=a -+ b [b < a =
fa'= a1 b} ".

Odpowiednio do tego i w dziedzinie akustycznej musimy
przy okresleniu zawierania si¢ tonow oprzeé si¢ o odkryte juz
tam dzialanie dodawania (wzgl. mnozenia) i powiedzieé:

Ton o czgstoSci drgan b jest zawarty w tonie o czesto$ci
drgan a (jest tonem skladowym tonu @), znaczy to, ze suma
harmoniczna tych tonéw jest tonem o czgstoéci drgan a.

Wezmy np. dwa tony, stanowigce interwal oktawy, np. to-
ny C (= 1)1 ¢ (= 2). Wiemy, ze ¢ < G, gdyz ton ¢ jest dru-
gim tonem skladowym (a pierwszym nadtonem) dzwigku C.
Y.atwo sprawdzié, ze istotnie C + ¢ = C. Suma bowiem har-
moniczng C -+ ¢ jest — jak wiemy — ton o czestosci drgan
réwnej najwigkszemu wspdélnemu dzielnikowi czesto$ci drgan
tonéw C i ¢, a wigc w danym przypadku ton o czesto$ci drgan
= 1, czyli wlaénie diwiek C.

Podobnie tatwo sprawdzi¢ w dziedzinie akustycznej oczy-
wista zasade logiczna, gloszaca, ze wszelki element logiczny
zawarty jest w sumie logicznej, ktérej jest skladnikiem, i du-
alnie: wszelki iloczyn logiczny zawarty jest w kazdym ze
swych czynnikéw (por. wzory 10? i 10° na str. 31):

a<atbiab<af(orazb< at+biab < b)

W dziedzinie akustycznej zasada ta bedzie glosila:

1) W rozprawie p. t. ,,5ad a konsonans* (,Polskie Archiwum Psycholo-
gji t. V, 1932, Nr. 1) wykazujemy znaczenie tego wzoru dla teorji sadu
i akustyczno-muzycznego konsonansu.
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Wszelki ton zawarty jest w tonie, bedacym suma harmo-
niczng, ktérej jest skladnikiem, i dualnie: wszelki iloczyn har-
moniczny zawarty jest w tonie, ktéry jest jego czynnikiem.

Wezmy np. dwa tony, stanowigce interwal kwinty, np. ¢
= 2) 1 g (= 3). Wtedy ich suma harmoniczna bedzie dzwick
C (= 1), za$ ich iloczynem harmonicznym dzwiek g’ (= 6). I,
istotnie, wtedy ¢ << € oraz g’ < ¢, albowiem ¢ (= 2) jest
wielokrotnosdcig C (= 1), za$§ g’ (= 6) jest wielokrotnoscig ¢
(—2)

Przechodzimy obecnie do dzialania logicznego negacji
(przeczenia) i w zwiazku z tem do wprowadzenia do dziedzi-
ny akustycznej elementéw negatywnych. Jezeli, mianowicie,
mamy pewien ton, np. ton o wzglgdnej czestoSci drgah = 2,
a wigc bedacy oktawa gérna tonu zasadniczego (= 1), to bio-
rac oktawe dolng tego zasadniczego tonu, oktawe wiec w od-
wrotnym, niz pierwsza, kierunku, otrzymamy ton o wzgled-
nej czestodci drgan = 14, i ten wiaénie ton, jako odwrot-
nos$¢ tonu o czestoéci drgan = 2, bedzie pelnit w akustyce
rolg¢ tonu negatywnego, odwrotnego (ogélniej: przeciwstawne-
go) w stosunku do dzwieku = 2*). Przypuszczenie to potwier-
dza sig istotnie, albowiem t. zw. wzory de Morgana, dotycza-
ce dzialania negacji logicznej, znajdujg zastosowanie w aku-
styce, przy tak wilasnie pojetych negatywnych elementach aku-
stycznych.

Przyjrzymy si¢ temu nieco blizej.

Wezmy linjg¢ prosta i wyznaczmy na niej w postaci punktu
I (jednostka arytmetyczna) ton zasadniczy (wlaéciwie: jego
wysoko$¢ wzgl. czesto§¢ drgan), poza tem jeszcze na tej pro-

1) Jak widaé z powyiszego, szereg tondéw negatywnych nie jest niczem
innem, jak szeregiem podtonéw tonu zasadniczego (por. str. 165).

e
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stej dwa inne tony a i b, skladowe tonu 1, a wigc o czgsto-
éciach, bedacemi wielrkrotnosciami I, oraz dwa tony, bedace ich
odwrotnoéciami (negacjami), a takze sumy i iloczyny harmo-
niczne tych pozytywnych i negatywnych tonéw. Otrzymamy
wtedy nastepujacy uklad tonéw (por. rys. 14):

arb’ o a' ae / a+b a b ab

Rys. 14.

Ton (o czestoéci) @ + b bedzie zawsze zawieral si¢ w tonie
(o czestosci) @b’ (a+ b < a'l’), albowiem bedzie zawieral si¢
w tonie I (bedzie wielokrotnoécig tonu I), ten zas bedzie za-
wieral sie w tonie @’b’, ktérego czestos¢ drgan bedzie wyra-
zona przez utamek wlaéciwy. W przypadku, gdy tony @ i b be-
da wyrazone przez liczby wzglednie pierwsze, tony a + b i
@ b beda sie wyrazaly przez I (jednostke) i beda w niej ko-
incydowaly. Wtedy mieé bedziemy uklad ponizszy (por. rys. 15).

+ ! — |
avb' o g grg a b ab
Rys. 15.

Wesmy np. dwa tony o czestoéciach drgan, wyrazonych
przez liczby wzglednie pierwsze: a (=2) i b (=3). Maja one
pierwszy wspblny nadton harmoniczny, to znaczy iloczyn har-
moniczny ab (= 6), ktéry wlaénie, jako nadton, ton gérny,
posiada, oczywicie, czesto§¢ drgan (wysoko$¢) wigksza od
dzwiekéw a i b i lezy — odpowiednio do tego — na diagra-
macie 15 bardziej od nich na prawo. Suma za$ harmoniczng
tych tonéw bedzie ton a + b, ton od nich nizszy, ten sam ton
— 1 dla jakichkolwiek tonéw a i b, byleby wyrazonych przez
liczby calkowite wzglednie pierwsze. Przechodzimy teraz do

e
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. Lo
tonéw negatywnych o’ (———?) 10 (= —i,—) Beda to tak zwa-

ne podtony tonu zasadniczego (= 1), t. j. takie tony, ktérych
wspdlnym nadtonem bedzie ton zasadniczy (= 1). I rzeczy-

A A 1 S . :
wiscie ton @ = —- ma juz ton I, jako pierwszy swéj nadton

2

id ’ 1
(? O — 1), ton za§ b’ — = ma ten ton 1, jako swéj dru-

. 1 A,
gl nadton (—3— =T ) A wigc iloczynem harmonicznym tych
negatywnych tonéw (a’b’) bedzie ton od nich wyzszy, przytem

1
zawsze ten sam ton I (7) dla jakichkolwiek tonéw & i ¥,

byleby wyrazonych przez ulamki typu é, gdzie n liczby cal-

kowite wzglednie pierwsze. Jezeli teraz utworzymy sume har-
moniczng tych tonéw negatywnych o« i ¥, to otrzymamy ton
@ + ¥, ktéry bedzie nizszy od tych tonéw (bardziej wiec na
lewo od nich lezacy), a czestoéé jego drgan bedzie najwyisza

z tych, ktérych wielokrotno$ciami sa czestoéci drgan o’ |= i) 16’

1 e
(=§>_ Takim tonem bedzie tu ton &/+" — é(dz’wiqka'=é.3,
diiek o = L .9,

I oto tutaj widzimy, ze w dziedzinie akustycznej znajduja
realizacje wzory de Morgana (por. str. 28), dotyczace negacji,
przedewszystkiem wzér: (ab) = &+, albowiem istotnie nega-

cja (odwrotnoscia) tonu ab (= 6) jest ton a'—l—b’(: é)
Podobnie sprawdza si¢ tu inny wzér de Morgana: (a+b) =
= da'b’/, albowiem negacja (odwrotnoécig) tonu a+b (= 1)

jest istotnie ton &b’ (= 1).
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Przyjrzyjmy si¢ teraz blizej stosunkom, ktére lacza pozy-
tywne elementy akustyczne z negatywnemi. Otéz spostrzega-
my tu natychmiast pewna swoistos¢, polegajaca na tem, ze
wszelki element akustyczny pozytywny zawiera si¢ w swej ne-
gacji:

el Aty

wobec tego ze wszelka liczba calkowita jest wielokrotnoscig
swej odwrotnoéci. Co wigcej, nietylko ¢ < & 1 b < ¥, lecz
wszelki wogéle ton negatywny naszego szeregu (rys. 14, 15)
zawiera w sobie wszelki ton pozytywny, wobec tego ze za-
wiera w sobie ton I, ktory znéw zawiera w sobie wszelki ton
pozytywny. Nierdwno§¢ ¢ << & jest, jak wiadomo (por. wzor
I na str. 29), réwnowazna z jednej strony réwnosci a = ad/,
z drugiej za$§ réwnosci @ = a+a’ — i obie te réwnosci mozemy
natychmiast sprawdzi¢ w dziedzinie tondéw przy zastosowaniu
arytmetyczno-akustycznych odpowiednikéw elementéw i dzia-
fan logicznych.

Obecnie, po wprowadzeniu do dziedziny tondéw i nadto-
néw odpowiednikéw dzialan logicznych dodawania i mnoze-
nia, stosunku logicznego zawierania si¢ oraz elementow ne-
gatywnych i po stwierdzeniu pewnych cech swoistych, charak-
teryzujacych stosunki akustyczne elementéw pozytywnych i
negatywnych, mozemy juz przystapi¢ do systematycznej budo-

wy matematycznej logiki tonéw harmonicznych.
* *

*

1) W algebrze logiki wzér ten stosuje sie do elementéw negatywnych
granicznych, mianowicie do zera logicznego i jedno$ci logicznej (0<I).
Paradoksalno$é wzoréw takich, jak: 0<ZI lub a<C(«& zostaje usunieta, gdy
pamietamy, ze nie wszelka negacja jest prywacja pozytywnego elementu,
a wiec czem$ istotnie z nim sprzecznem (por. rozdzial VII).
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System logiki tonéw harmonicznych bedzie, jak juz wiemy,
w jednym punkcie réznil si¢ zasadniczo od logiki pojeé zwy-
kiych (bedzie natomiast zgodny z logika poje¢ granicznych,
por. odno$nik na str. poprz.). Punktem tym bedzie twierdzenie,
orzekajace, ze wszelki element pozytywny zawiera sie, jest sktad-
nikiem elementu negatywnego (odwrotnego). W innych punk-
tach logika tonéw harmonicznych bedzie zgodna z logika po-
je¢ zwyklych, tak ze budujac system logiki akustycznej, mo-
zemy oprze¢ sig¢ na ukladzie pewnikéw algebry logiki, wpro-
wadzajac odpowiednie modyfikacje. Za podstawe bierzemy tu
system pewnikéw logiki algebraicznej, ktérym operowaliémy
dotychczas, przyczem wprowadzamy wspomniane wyzej mody-
fikacje, dotyczace elementéw negatywnych 1).

Pewniki logiki tonéw harmonicznych.

i la) a<a-tb 1b) ab<a (zasada uproszczenia)

I‘Qa) a+b =_bta 2b) ab=ba (zasada przemiennoéci)
8a) at-bc=(a-+b) (a--c) 3b) a(b-+c)=ab-+ac(zasada rozdzielnoéci)
4) (a+b)=a’t’ (zasada de Morgana negacji sumy)
5a) at-a'=a’ 5b) aa’=a?)
6) (a')=a (zasada podwdjnej negacji)
I) b<a=(a=a+tb) (okre$lenie zawierania sie)
II) (b=a)=(b<a)+(a<<b) (okreslenie réwnowaznoéci)

Widzieli$my juz na str. 171—175, ze zasady 1, 4, 5 oraz I sa
zasadami, panujacemi w dziedzinie tonéw harmonicznych.
') Bardzo by¢ moze, ze ponizszy system pewnikéw da sie jeszcze uproéci¢ —

dla nas jednak sprawa ta nie posiada tu zasadniczego znaczenia.
%) Te wlaénie zasady (5) odrézniaja logike tonéw harmonicznych od logiki

zwyklych pojeé, w ktérej ata’ =1 i a.a’ =0. Odpowiadaja one natomiast.

zasadom poje¢ granicznych: 041 =11 0.1 =0. W tomie III blizej rozpa-

trzymy, jakie znaczenie posiada ten fakt istnienia logiki, odbiegajacej w pew--

nym punkcie od systemu logiki zwyklej.
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Waino$¢ w tej dziedzinie zasad 2 i 6 oraz II nie wymaga
blizszych wyjaénief. Co za§ dotyczy zasady 3 (zasady roz-
dzielnosci), ktéra zreszta nizej rozpatrzymy bardziej szczego-
towo, to jej realizacja w dziedzinie akustycznej réwniez sie
potwierdza przy zastosowaniu odpowiednikéw arytmetyczno-
akustycznych dzialah dodawania i mnozenia. Wobec tego ze
w ten sposéb dziedzina tonéw harmonicznych realizuje pewni-
ki wyzej podane, wiec realizowaé bedzie réwniez i twierdzenia
z pewnikéw tych wynikajace, przyczem wszystkie te twierdze-
nia — z wyjatkiem tych, ktére opieraja si¢ o pewniki 5 —
beda z natury rzeczy twierdzeniami formalnie identycznemi z
twierdzeniami zwyklej algebry logiki. Ponizej podajemy sze-
reg wazniejszych twierdzen logiki tonéw harmonicznych.

7) ata=a (prawo tautologji dla sumy elementéw)
Dowéd: 5b, 1b, I

8a) a—l—éb=a 8b) ala+b)=a ~ (prawo absorbcji)
Dow. 1b, L Dow. 7, 3a, 8a.

9) b<a=(b=ab) (pochodne okreélenic zawierania sie)
Dow. I, 8a, 8b, II.

10) aa=a (prawo tautologji dla iloczynu elementéw)
Dow. 7, 1, 9.

11) a<a’ (prawo zawier. si¢ elem. pozytywn. w jego negacji)
Dow. 5a. I.

12) (a<c) < [(a<b)4-(b<c)] (prawo sylogizmu)
Dow. 9.

13) a<bd’
Dow. 1a, 4, 11, 1b, 12.

14a) b'= a0’ 14b) a = ab’

Dow. 13, L ~ Dow.: 13, 9.
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15) (a+b) (a+c) (b-+c) = ab+-ac{-be
Dow. 3a, 3b, 2b, 10, 7.
* *

*

Z powyzej podanych praw, dotyczacych tonéw harmonicz-
nych, ktérych ilo§é -zreszta moznaby powigkszy¢ kilkakrot-
nie, wybierzemy pare przykladéw i wyrazimy je explicite w
terminach fizycznych. Pozwoli nam to blizej wniknaé w isto-
te otrzymanych rezultatéw.

Azeby z jezyka logiki przej$é na jezyk akustyki, positkowac
si¢ bedziemy wyzej ustanowionem odwzorowaniem:

a+b — suma harmoniczna tonéw (o czestosci) @ i b = to-
niczny ton zasadniczy tondéw a@ i b = najwyiszy z
tonéw, zawierajacych tony a i b (jako swe nadtony).
aXb — iloczyn harmoniczny tonéw (o czestosci) a i b = fo-

niczny nadton tonéw a i b = najnizszy z tondw skla-
dowych (nadtonéw) zawarty w tonach a i b.

& — negacja (odwrotno$é) tonu (o czestoSci) a = ton sy-
metryczny (dolny) wzgledem tonu (gérnego) a.
b<<a — ton (o czestoéci) b zawiera si¢ w tonie (o czestodci)
a — ton b jest tonem sktadowym (nadtonem) to-
nu a.

Jezeli do powyiszego odwzorowania akustycznego elemen-
téw logicznych dodamy jeszcze odwzorowanie arytmetyczne
elementéw akustycznych, wtedy otrzymamy taki stowni-

czek:

Elementy logiczne  Elementy akustyczne Elementy arylmetyczne

a+b Suma harmoniczna to- Najwigkszy wspdlny
néw (o czestoéci)aib dzielnikliczb, wyraza-
jacych czestosci @ 1b

s
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axb Iloczyn harmoniczny Najmniejsza wsp6lna
tonéw (o czestoéci) wielokr. liczb, wyraza-
aib jacych czestoscia i b
a Negacja tonéw (o cze- s
stoéci) a 4
b<a b jest nadtonem to- b jest wielokrotno-
nu a Scial) a

Wezmy, jako przyklad, dualne prawo rozdzielnoéci (dystry-
bucji), figurujace wéréd pewnikéw logiki tonéw pod p. 3.
W postaci formalno-logicznej wyraza sie ono:

1) at+bc = (a+b)(a+tc), 2) a(b+c) = ab+tac

Po przettomaczeniu przy pomocy powyiszego stowniczka na
Jjezyk akustyki bedzie ono glosito:

1) Czestos¢ najwyiszego tonu (najwyzszego podtonu), za-
wierajacego: ton o czestoéci @ oraz najnizszy z nadto-
néw, zawarty w tonach o czestoci b i ¢, jest ta sama,
co czgstoS¢ najnizszego tonu, zawartego: w najwyzszym
tonie, zawierajacym tony o czestosci @ i b, oraz w naj-
wyzszym tonie, zawierajacym tony o czestosci a i c.

Krécej: Czestoé¢ tonu, bedacego suma harmoniczng to-
nu o czestoSci @ oraz iloczynu harmonicznego tonéw o
czestosci b i ¢, jest ta sama, co czestoéé¢ tonu, bedacego
iloczynem harmonicznym z sumy harmonicznej tonéw
o czestoSci @ i b przez sume harmoniczng tonéw o cze-
stoSci a i c.

2) Czesto§¢ najnizszego tonu (najnizszego nadtonu), zawarte-

) Wyrazu ,,wielokrotno§¢” uzywamy tu zawsze w znaczeniu ,,wielokrotnoé
catkowita”.
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go: w tonie o czestoéci @ oraz w najwyzszym (pod)tonie,
zawierajacym tony o czesto$ci b i ¢, jest ta sama, co cze-
stoS¢ najwyzszego tonu, zawierajacego: najnizszy ton,
zawarty w tonach o czestoéci @ i b, oraz najnizszy tom,
zawarty w tonach o czestosci a i c.

Krocej: Czesto§é tonu, bedacego iloczynem harmonicz-
nym tonu o czgstoSci @ przez sume harmoniczng tondéw
o czesto$ci b 1 ¢, jest ta sama, co czgsto$§¢ tonu, bedacego
suma harmoniczna iloczynu harmonicznego tonéw o cze-
stoci @ i b i iloczynu harmonicznego tonéw o czestoéci
aic.

Jedno z tych dualnych twierdzen akustycznych daje sie

otrzymaé z drugiego przez zamiane wyrazéw:

,»NaJWyzszy na ,najnizszy‘
,»podton‘* na ,,nadton‘
»zawierajacy na ,zawarty"

,»,suma harmoniczna® na ,,iloczyn harmoniczny* —

1 vice versa.

Jezeli za§ teraz z dziedziny akustycznej przejdziemy przy
pomocy podanego wyzej slownika do dziedziny liczb, wyraza-
jacych w mowie bedace czestoSci tondéw, to otrzymamy dual-
ne twierdzenia arytmetyczne, ktére réwnocze$nie beda odwzo-
rowaniem logicznych zasad rozdzielnoci:

1) Najwigkszy wspélny dzielnik liczby @ oraz najmniejszej
wspolnej wielokrotnej liczb & i ¢ jest réwny najmniejszej
wspolnej wielokrotnej najwickszego wspdlnego dzielnika liczb
a i b oraz najwigkszego wspélnego dzielnika liczb @ i c.

2) Najmniejsza wspélna wielokrotna liczby a oraz najwiek-

szego wspolnego dzielnika liczb & i ¢ jest réwna najwieksze-

—
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mu wspélnemu dzielnikowi najmniejszej wielokrotnej liczb a
i b oraz najmniejszej wielokrotnej liczb a i c.

Jako drugi przyklad twierdzen logiki akustycznej wezmiemy
twierdzenie, bedace odwzorowaniem zasady logicznej (p. 15),
gloszacej:

(a+b) (a+c)(b+c) = ab+ac+bc.

Jest to twierdzenie logiczne dualne wzgledem siebie same-
go; druga czeS¢ rownoSci jest tu dualna wzgledem czesci
pierwszej, i odwrotnie.

Przy uzyciu naszego stowniczka logiczno-akustycznego otrzy-
mujemy (w krétkiem sformulowaniu) nastepujace dualne
wzgledem siebie samego prawo akustyczne:

Czesto§¢ tonu, bedacego iloczynem harmonicznym trzech
tonéw, przedstawiajacych sumy harmoniczne tonéw o czesto-
sci@ib, aicoraz bic, jest ta sama, co czestosé tonu, be-
dacego suma harmoniczng trzech tonéw, przedstawiajacych ilo-
czyny harmoniczne tonéw o czestoSci @i b, @ i ¢ oraz b i c.

Jezeli za$ teraz przejdziemy do odwzorowania liczbowego
tych stosunkéw akustycznych, to otrzymamy interesujace, du-
alne wzgledem siebie samego twierdzenie arytmetyczne, kté-
re rownocze$nie jest odwzorowaniem liczhowem zasady logicz-
nej: (a+b)(a+tc)(b+c) = ab+ac+bc. To twierdzenie aryt-
metyczne bedzie brzmialo:

Najmniejsza wspélna wielokrotna trzech najwigkszych
wspolnych dzielnikéw z liczb: @ i b, @ i ¢ oraz b i ¢ jest row-
na najwigkszemu wspélnemu dzielnikowi trzech najmniej-
szych wspélnych wielokrotnych z tych samych liczb.

Wkonicu jeszcze jedna uwaga natury ogdlniejszej. Od cza-

sow Ohma wiemy, ze ucho nasze rozklada przy pomocy orga-



*
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nu Cortiego dochodzacy je diwigk na tony proste, ktére od-
powiada¢ beda tonom fizycznym o czesto$ciach, proporcjo-
nalnych do szeregu liczb naturalnych. W ten sposéb mamy tu
stwierdzony dokladny paralelizm migdzy analiza (i synteza) @
dzwigkéw psychicznych i fizycznych i mozemy formuty lo-
giki tonéw zastosowa¢ réwniez do akustyki psychologicznej :
(por. tom I, str. 167, 168). l

W ten sposob zasiag stosowalno$ci metody logicznej, meto- |
dy jakoSciowo-matematycznej okazuje sie w zasadzie rozle- |
glejszy, anizeli matematyki ilo$ciowej, obejmuje bowiem nie- |
tylko $wiat fizyczny, lecz i psychiczny. A réwnocze$nie prze-
konywamy sig, jak daleko odbiegliémy od czaséw, kiedy to
Whitehead, autor ,,A treatise of Universal Algebra“ (1898), D O DAT K I.

mogl stusznie twierdzié, ze logika pojeé jest ,,the only known !

member of the non-numerical genus of universal algebra®.
Nietylko bowiem widzimy teraz te¢ algebre jakoéciowa zasto- @
sowang do elementow geometrycznych (logika geometryczna),
lecz widzimy ja réwniez w §wiecie realnym, fizycznym i psy-
chicznym, jako wyrazicielke tej logiki, ktéra panuje w $wie-

cie tonéw harmonicznych *).

) Nietylko w $wiecie dzwigkéw, lecz 1 w dziedzinie §wiatta i barw prze- ]
jawia si¢ ta logika negacji (dopelnief) i dualno$ci. Spraw tych tutaj jednak |
juz nie rozpatrujemy.



Dodatek A.

SADY
W LOGICE GEOMETRYCZNO-ARCHITEKTONICZNE].

Przechodzimy obecnie do krétkiego rozpatrzenia kwestji,
w jaki sposéb wyrazaja si¢ sady w logice geometryczno-archi-
tektonicznej. Rachunkiem sadéw, jako calosci, interesowaé sie
tu nie bedziemy, zwrécimy sie natomiast do sadéw rozczlon-
kowanych juz na podmiot i orzeczenie i zobaczymy, jak
si¢ one wyrazaja w logice geometrycznej. Westmy nasam-
przéd sad powszechny twierdzacy: ,,wszystkie a sa & i szu-
kajmy jego wyrazu logicznego i geometrycznego. Otéz wie-
my, ze wyrazem symbolicznym tego sadu w logice algebraicz-
nej bedzie wyrazenie: @’b, pojete jako orzeczenie do podmio-
tu ,,wszelki przedmiot” (a’b = 0). Istotnie sad: ,,wszelki przed-
miot jest albo o, albo &“ jest réwnowainy sadowi ,wszyst-
kie a sa b“, albowiem sad ,,wszelki przedmiot jest albo o,
albo b jest réwnowazny sadowi ,,jezeli coé nie jest @, to jest
b = ,jezeli co§ jest a, to jest b, to za§ znaczy wlaénie, ze
»wszystkie @ sa b*. Np. sad: wszelki przedmiot jest to albo
nie-czlowiek albo $miertelny jest réwnowazny sadowi: ,je-
zeli co$ jest czlowiekiem, to jest §miertelne®, a wiec i sadowi:
»wszelki czlowiek jest $miertelny”. Sad wiec powszechny
»wszystkie @ sa b wyraza logika algebraiczna zapomoca
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wzoru @’b = 0 lub wprost zapomoca wyrazu @’b, pojetego ja-
ko orzeczenie dla wszelkiego podmiotu. Wobec tego za$, ze
z punktu widzenia logiki treSci orzeczenie b tego sadu zawie-
ra si¢ w podmiocie @ mozemy sad ten wyrazi¢ réwniez za-
pomocg wzoru: b<<a (ktéry mozemy czytaé réwniez: ,,z tre-
§ci @ wynika tres¢ b, lub: ,jezeli a, to b“) i w ten sposéb
otrzymujemy znang juz nam rownowazno$é: b < a = (d'b =
= 0), ktorej obie strony wyrazaja sad ,,wszelkie a jest b*.

W podobny sposéb wyraza algebra logiki nietylko sad E:
»zadne a nie jest b* (= ,,wszelkie a jest ‘) zapomoca wyra-
zenia: @’'b’, lecz 1 dwa powszechne sady o zaprzeczonym pod-
miocie (wprowadzone przez de Morgana): ,,wszelkie @’ jest b*
i ,zadne & nie jest b (= wszelkie &’ jest &’). Pierwszy z tych
sadow (oznacza¢ go bedziemy przez A,) wyraza si¢ zapomo-
ca wyrazenia ab, drugi za$ (oznaczaé go bedziemy przez E,) —
zapomoca wzoru ab’.

Co dotyczy czterech sadéw szczegélowych: ,,niektére a sa b*
(1), ,miektére a sa b (0), ,niektére & sa b (I1) i ,niektdre
a sa b’ (0,) (dwa ostatnie wprowadzone zostaly przez de
Morgana), to otrzymamy natychmiast wyrazenia im odpowia-
dajace, jezeli uprzytomnimy sobie tylko, ze:

Sad [ jest zaprzeczeniem (negacja) sadu E,

sad 0, » » sadu 4,
Sazd ]1 2 25 2 Satdu E19
i sad 0, ., i Ly sadu A,.

Stad, stosujac wzory de Morgana (por. str. 28), otrzymu-
jemy nastepujace wyrazenial) dla czterech sadéw szczegélo-
wych:

Y) Wyrazenia te nalezy rozumieé, jako orzeczenia dla podmiotu: ,niektére
przedmioty*.

ey u— -

SR T A—

iy

— 187 —

I = (a¥) = a+b
(@b) = a+¥
L= (abfy = d+b
0= (abf = &+ V¥

Jak widzimy, sady te rozmieszczaja si¢ niezwykle syme-

trycznie na naszym schemacie logiki dwuelementowej (patrz
rys. 16): sady powszechne zajmuja cztery boki wewnetrznego
kwadratu, sady za$ szczegblowe cztery wierzcholki kwadratu
zewngtrznego, przyczem sad powszechny (prosta) i sad szcze-

gélowy (punkt), bedacy jego zaprzeczeniem, leza w ¢wiartkach

(T)a%b b 3+b(J)
\7 N
& S
% i\
a' a
°3 @
& 5
(O)ab % a+b(0)
Rys. 16.

przeciwleglych, np. sad 4 i sad 0.

Sady arystotelesowskie: A, E i sprzeczne z niemi sady 0, I zo-
brazowane sg przez dwie proste, wychodzace z punktu a,
i dwa punkty, lezace w éwiartkach im przeciwleglych. Orjenta-
cje w stosunkach miedzy sadami bardzo ulatwia tu ta okolicz-
noé¢, ze éréd czterech sadéw, rozmieszczonych wzdluz osi sko-
énych (I, A,, E, 0, oraz I, A, E,, 0), tylko dwa moga by¢

prawdziwe.



— 188 —

Tych 8 elementéw nie wyczerpuje ogétu sadéw logiki dwu-
wymiarowej.  Zobaczymy, jakie to sady reprezentowane sa
przez pozostale elementy.

A wigc nasamprzéd, jaki to sad jest reprezentowany przez
element: (a+b)(a + b)) = b + ab’ oraz dwoisty don
iz nim sprzeczny element: ab - o’d’ — (@ +b)(a+ V). Pierw-
szy z tych elementéw jest polaczeniem elementéw &b j ab’, t. zn.
sadow b <<a (sad 4) i a<<b (sad E,), a wigc w my$l definicji
réwnowaznosci wyraza sad: @ — b, ktéry jako polaczenie sadéw:
»wszystkie @ sa b“ i ,,wszystkie b sa o jest sadem: wszystkie
@ sa wszystkiemi b (= wszystkie « i tylko @ sa &%), czyli jest
hamiltonowskim sadem U. Drugi z tych elementéw [dwoista
negacja pierwszego = (@’ + b)(a + b')] jest polaczeniem ele-
mentdéw ab i @', t. zn. sadéw b < & (sad A4,) i & < b (sad
E), a wiec w my$l definicji réwnowaznoéci wyraza sad @ = b
(czyli @ = V'), a wiec sad: »wszystkie nie-a sa wszystkiemi b
(wszystkie nie-a i tylko nie-a sa &) lub réwnowazny z nim sad:
»wszystkie @ sa wszystkiemi ,,nie-b* (wszystkie a i tylko a
s3 ,nie-6"). Nazwijmy go sadem U’

Jak widzimy na rys. 16, sad U = (a+ b) (a + ¥) wyraza
si¢ geometrycznie przez prosta (a+b)(a 4+ V'), t. j. jedna
z osi sko$nych, jedna z przekatnych zewnetrznego kwadratu.
Podobnie sad U’ = («/'+b) (a+b') wyraza sie przez druga o
skos$na, druga przekatna zewnetrznego kwadratu.

Przechodzimy teraz do czwérki elementéw prostych (nie-zlo-
zonych): a, &, b, V.

Analogicznie do tego, jak element @’b oznaczal sad: ,,wszel-
ki przedmiot jest albo & albo b*, element @ (= a . 1) oznaczaé
bedzie sad: ,,wszelki przedmiot jest albo a, albo a + & (a wiec
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réwniez @), czyli innemi stowy oznaczaé bedzie sad: ,,wszelki
przedmiot jest a“. Znaczy to, ze zakres klasy @ jest maximum,
a wige tre$¢ pojecia — minimum. Podobne znaczenie maja
elementy @ (=& .1),b(=b.1)i ¥ (= V. 1). Obrazem geo-
metrycznym tej czwérki sadéw sa proste: a, &, b, ¥’.

Zachodzi teraz pytanie, jakie sady wyrazaé beda elementy
dwoiste do wyzej rozpatrzonych, a wiec do a, jako a + 0, do o,
jako @+0, do b, jako b+-0, 1 do &, jako &’ +02 Otéz analogicznie
do tego, jak element a+b jest negacja sadu b’ (,,zadne a nie
jest %) i jako taki oznacza sad: ,niektére a sq b, tak samo sad
a+-0 jest negacja sadu @ . 1 (,,zaden przedmiot nie jest @) 1 jako
taki oznacza sad: ,,niektére przedmioty sa a“. Gdy wiec sad
& (= d . 1) wyraza, ze klasa a jest pusta — jego negacja, sad
z nim sprzeczny @ (= @+ 0) wyraza stan faktyczny, ze ,,nie-
ktére przedmioty sa a, a wiec ze klasa a nie jest pusta, gdy
natomiast sad przeciwny sadowi & (=« . 1), t. j.sada(=a.l)
oznacza, jak wiemy, ze ,,wszelki przedmiot jest @, a wiec
oznacza petnig klasy @, to, ze obejmuje ona wszystkie przed-
mioty, Ze ma maximum zakresu, ze wigc pojecie @ przedstawia
minimum treéci. Podobne znaczenie maja elementy o (= o +
+0),b(=b+0)ib (= ¥ -+ 0). Obrazem geometrycznym
tej czworki sadéw sa punkty: a, &, b, ¥’

Dla odréznienia dwoistych sadéw prostych dodamy im in-
deksy: sad szczegblowy a oznaczymy przez a,, sad powszechny
a przeza,. Sad a,, stwierdzajacy, ze ,niektére przedmioty sa
a”, stwierdza innemi tylko stowy, ze ,,przedmioty a istnieja®,
mamy wigc w sadach prostych a,, @, by, b, czwérke sadéw
egzystencjalnych. Sad za$§ a,, gloszacy, ze ,,wszelki przedmiot
jest @, glosi tem samem, ze do istoty wszelkiego przedmiotu
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nalezy cecha a, a wigc obwieszcza powszechny, ontologiczny,
transcendentalny charakter cechy a. T¢ czwérke dualnych sa-
déw prostych: @,, @,, by, ¥’y nazwiemy sadami ontologicznemi.
Widzimy w ten sposéb, ze na plaszczyznie logicznej, pomija-
jac juz elementy graniczne 0 i I, mamy oprécz 8 sadéw de
Morgana jeszcze sady U i U’ (= negacjg¢ U) oraz dualne sady
proste: ontologiczne (powszechne) i egzystencjalne (szczegélo-
we).

Poruszymy tu jeszcze pokrétce spraw¢ dichotomji sadéw, po-
mijajac juz zupelnie sprawe ich tetratomicznego podziatu.

Otéz mozemy méwié nietylko o dichotomji pojeé, lecz i sa-
déw. Weimy np. sady: a+0,a+bia+¥. Sad a+0 =
=a, (punkt a) jest to sad: niektére przedmioty sa @ = przed-
mioty a istnieja, i jako taki, jako sad egzystencjalny, jest on sa-
dem o tresci niezréznicowanej (niewyznaczonej) w stosunku do
sadéw a + b i a + ¥, ktére glosza nietylko, ze a istnieja, lecz
ze niektére @ sa b, niektére za$ b’. Sad (egzystencjalny) a, roz-
nicuje si¢ tu, dzieli si¢ na dwa sady i jest tem, co maja one
wspélnego z soba (,,a istnieje”), co si¢ przejawia dwojako,
okoto czego one w swej konkretnoéci jakgdyby oscyluja [a =
— (a + b) (e b)].

Przejdzmy teraz do sadéw powszechnych, dwoistych wzgle-
dem poprzednich, a wiec do sadéw: a . 1, ab, ab’. Sad a . 1 — a,
(prosta @) jest to sad: wszystkie przedmioty sa @ = zaden
przedmiot nie jest a’. Ot6z te¢ niemozliwo$é, sprzecznoéé przed-
miotéw @’ mozemy réwniez wyrazi¢ w sposéb bardziej roz-
winiety w postaci zespotu dwéch sadéw powszechnych: ,,wszyst-
kie @’ sa b (sad ab) i ,wszystkie &’ sa & (sad ab’), wyraznie

wskazujacych w swym zespole, ze zaden przedmiot (niesprzecz-

e — N—
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ny) nie moze by¢ a’. Istotnie wigc sad ontologiczny a.l = a
jest tu caloscia, dajaca si¢ wyrazi¢ dichotomicznie zapomoca
sumy sadow ab i ab’ [a, = ab + ab']?).

1) Ograniczamy si¢ tu do rozpatrzenia sadéw w logice geometrycznej
plaskiej (planilogice). Sprawe analogiczna sadéw w logice tréjwymiarowej
(stereologice) pomijamy tu, zwracajac tylko uwage na to, ze w stereolo-
gice mie¢ bedziemy do czynienia z sadami o naturze bardziej zlozonej,
z sadami wyrazonemi zapomoca symboléw troistych: abe, a+b+c i t. p.
Beda to np. sady o treSci: ,,wszystkie (ab) sa ¢ (abc) lub ,niektére a+b
sg ¢ (at+b+c) it p.



Dodatek B.

DUALNE RODZA]JE WNIOSKOWANIA W LOGICE
ARCHITEKTONICZNE] 1).

Zaczynamy od wnioskowania z analogji, od ktérego juz ta-
two nastepnie przej§¢ mozemy do wnioskowania indukcyjnego
i dedukcyjnego. Przez I-y rodzaj wnioskowania z analogji
pojmujemy wnioskowanie nastgpujacego typu. Pierwsza z prze-
stanek przypisuje gatunkowi & (wzgl. poszczegélnemu przed-
miotowi) pewna ceche czy zespdl cech P, przytem stwierdza,
ze P przynalezy gatunkowi b, juz jako przedstawicielowi ro-
dzaju @, ze wigc jest P niezalezne od rdznicy gatunkowej tego
gatunku. Druga przestanka stwierdza analogj¢ (izokategorjal-
noé¢) elementéw b i ¢ ze wzgledu na rodzaj @, innemi slowy
stwierdza, ze nietylko b, lecz i ¢ jest gatunkiem rodzaju a. (Tej
wlaénie drugiej przesltance, stwierdzajacej istnienie analogji
miedzy elementami & i ¢, zawdzigcza wnioskowanie z analogji

1) Jak zobaczymy nizej, nietylko wnioski dedukcyjne, lecz réwniez wnio-
ski indukcyjne i z analogji sa wnioskami §cislemi, t. j. dajacemi sie uza-
sadni¢ na podstawie zasad formalnej logiki. A wigc nie kazdy Scisty wnio-
sek jest wnioskiem dedukcyjnym (od ogélu do szczegélu), i w ramach
ogblnego, rodzajowego pojecia wnioskowania ($cistego) nalezy odrézniaé —
wedlug dawnego zwyczaju — poszczegblne jego gatunki: dedukcje, induk-
cje, wnioskowanie z analogji. Z tych wzgledéw uwazamy za wysoce niece-

lowe tworzenie rodzajowego pojecia dedukcji, jako réwnoznacznika wszel-
kiego §cislego wnioskowania.

———-
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swa nazwe). Oczywidcie, jezeli cecha P przynalezy elementowi
b juz z tej racji, ze jest on a, to przynaleze¢ réwniez musi
wszelkiemu elementowi ¢, réwniez bedacemu a. Wnioskowanie
to jest bezwzglednie éciste wobec tego, ze przestanka pierwsza
nietylko stwierdza, ze P <5, lecz rowniez, ze P zawiera sie
w b, jako w gatunku rodzaju a !). Mozemy je przedstawié alge-
braicznie w sposéb nastepujacy:

I przestanka: P < ba.

(P zawiera si¢ w b, jako a, czyli: P zawiera si¢ w tem, co
jest wspélne b i a).

II przestanka: ba = ca = a.

(Wobec tego ze a <b czyli @ — ba oraz a << ¢ czyli @ =
=—*cq),

Whiosek: P < cq, a V\;iQC P <ec.

Znaczy to: Jezeli P jest cecha elementu b, jako gatunku ro-
dzaju @, to jest réwniez cecha elementu ¢, o ile ¢ réwniez jest
gatunkiem rodzaju a.

Taka jest zasada pierwszego rodzaju wnioskowania z analo-
gJji; pozwala ona przenosié cechy, przynaleine rodzajowi, z jed-
nego gatunku danego rodzaju na inny gatunek tegoz ro-
dzaju.

Otoz struktura formalna powyzszej zasady wnioskowania z
analogji, polegajaca na zawieraniu sie elementu P w iloczynie
logicznym ba, nasuwa myél, ze istnieé moze inny jeszcze ro-
dzaj wnioskowania z analogji, rodzaj do powyiszego dualny,
w ktérego zasadzie wystepowalyby zwiazki do poprzednich du-
alne, a wigc zawieranie sie sumy logicznej b + @ w elemencie

dualnie odpowiadajacym elementowi P. Ten dualny rodzaj

B ; it ;
)Mat.er]alna prawdziwos¢ tego twierdzenia i jej kryterja tutaj nas
oczywiscie, nie interesuja. ,
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wnioskowania musiatby mie¢ jako przestanke r("aniei fakt an'a-
logji dwdch elementow, analogji jcdnak.od'ml.cr,nnego rodza?u,
analogji dwoistej wzgledem tej, ktora w1dz1ells'my I’)rz'y' 'wmo—
skowaniu powyzszem. Istotnie, jezeli poprzednio -mow1hsmy 0
dwéch elementach, jako analogicznych, gdy zavgmraly on? w
sobie wspélna kategorje, rodzaj (byla to analogja gatunkow),
to teraz, dwoiécie, moéwi¢ mozemy O dwéch elementach ana-
logicznych, jezeli oba one sa zawarte w t?rm samyr'n ,elem;n—
cie, w tej samej caloéci (mamy tu analogje sktadnikow). Z—
przednio elementy analogiczne spokrewnione b}fly przez skla_ -
nik wspélny, w nich zawarty, obecnie spokrewnione bylyby ]al;
ko sktadniki tej samej caloSci, w ktorej bylyb?' zawarte, ta
se mielibyémy zaréwno b < a, jakic < @ CZY]:I b+a=c+
+ @ = a. Taka bylaby druga przeslanka drulglego (dualnego)
rodzaju wnioskowania z analogji. Pierwsza zas. przestanka teg.o
wniosku stwierdzataby, ze jaki§ podmiot S posmdaf cechg b,' nie
jako ceche oddzielna, niestowarzyszong z innemi, lecz Jakfl
sktadnik wiekszej calosci, mianowicie zespotu (kompleksu) cec
a; tak ze w S zawarte jest nietylko b, lecz i b —l— c,z..Z tych .przi-
stanek wynika juz niewatpliwy, bezwzglqdr.ne §cisty wmo.sek,
ze S posiada réwniez ceche ¢, albowiem posiada .cechq b, ja .o
sktadnik zespolu @, obejmujacego réwniez 1 c. Moz.em)f to dwoi-
ste wnioskowanie z analogji przedstawi¢ algebraicznie W spo-
sOb nastepujacy: 2
zestanka: b + a -
iIP;rzeslanka: b4 a = c+ a= a (wobec tego ze b <a
ifc—a).
Whiosek: ¢ +a < S, a wiec i ¢ < S. . 5
Znaczy to: Jezeli element S posiada ceche b, jako sktadni
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calosci (zespotu cech) @, to posiada réwniez ceche ¢, o ile ¢
rowniez jest sktadnikiem calodci a.

Taka jest zasada drugiego (dualnego) rodzaju wnioskowania
z analogji; pozwala ona przechodzi¢ w obrebie elementu, kté-
remu przynalezy pewien zespél cech, od jednego sktadnika da-
nego zespolu do innego sktadnika tegoz zespolu.

Dwoisto§¢ tych dwéch rodzajéw wnioskowania z analogji
wystapi specjalnie wyraznie, jezeli poréwnamy ich zasady.

Zasada I rodzaju Zasada II (dualnego) rodzaju

wnioskowamia z analogyi
Jezeli P jest cecha elementu Jezeli element S posiada ce-

b, jako gatunku rodzaju @, to che b, jako skladnik catoéci a,
jest rdwniez cecha elementu c,

wmioskowania z analogji

to posiada réwniez ceche ¢, o
o ile c réwniez jest gatunkiem ile ¢ réwniez jest skladnikiem
rodzaju a. caloéci a.

Jak widzimy, mozna przejé¢ od jednej zasady do drugiej
przez zamiang pojeé: ,,cecha® na ,,element* (,,substancja‘®), ,,byé
cecha na ,,posiadaé ceche®, »rodzaj“ na ,,calo§é”, , gatunek*
na ,sktadnik” — i odwrotnie, przytem cecha P (praedicatum)
przechodzi w element § (subjectum). Wraz z podstawowa dwo-
isto$cig ogdlnosci i caloéci (por. str. 91), mnozenia i dodawania,
jako przejécia od gatunkéw treéciowych do rodzaju z jednej
strony 1 przejScia od skladnikéw do calosci z drugiej strony,
wystepuje tu jeszcze dwoisto$¢ substancji i cechy, podmiotu
1 orzeczenia. Gatunki i rodzaje wystepuja w charakterze nosi-
cieli cech, w charakterze podmiotéw, sktadniki i zespoly w cha-
rakterze samych cech, a wiec orzeczen.

Przechodzimy teraz do rozpatrzenia wnioskowania indukcyj-

nego, ktére w istocie rzeczy lezy w postaci ukrytej, nierozwi-
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nietej, u podstawy wnioskowania z analogji. Jezeli tak jest, to
wobec dwoistej natury wnioskowania z analogji nalezy sig spo-
dziewaé ujawnienia réwniez dwoistego rodzaju wnioskowania
indukcyjnego. Przedewszystkiem jednak o indukcji, ukrytej w
przestankach wnioskowania z analogji. Mamy tu na mysli prze-
stanke pierwsza I-go rodzaju wnioskowania z analogji. Twier-
dzi ona nietylko, ze cecha P przynalezy gatunkowi b (P << b),
lecz ze jest ona zalezna tylko od cech rodzajowych tego ga-
tunku, od tego, co ma on wspélnego z rodzajem (@), ze wigC
przynalezy mu, jako przedstawicielowi rodzaju a (P < ba).
Lecz w tem twierdzeniu miesci si¢ juz sposobem ukrytym prze-
niesienie cechy z gatunku na rodzaj, skoro bowiem twierdzi-
my, ze cecha ta zawarta jest w gatunku b, jako przedstawicielu
rodzaju a, to stwierdzamy innemi tylko stowy, zachowujac je-
szcze kontakt z gatunkiem b, ze jest ona cecha, przynaleina
rodzajowi a. Skad juz krok formalny tylko dzieli nas od twier-
dzenia jawnie indukcyjnego P << a (P < ba; ba < a).

Otéz przestanka pierwsza II-go rodzaju (dualnego) wniosko-
wania z analogji réwniez — jak sig¢ tego nalezato spodzie-
waé — przedstawia nam wynik wnioskowania indukcyjnego,
niedoprowadzonego tylko do swej ostatecznej postaci. Twier-
dzi ona bowiem nietylko, ze element S posiada ceche b (b < S),
lecz e ja posiada, jako stanowiaca skladnik caloéci @, ze posiada
wiec element S caly kompleks cech b+a(b+ a<S$). Lecz w
tem twierdzeniu mieéci si¢ juz sposobem ukrytym przypisanie
clementowi S nietylko cechy skiadowej b, lecz catego ich ze-
spolu @, przejécie od sktadnika & do caloéci a, dzialanie dwoi-
ste wzgledem przejscia od gatunku do rodzaju. Skad juz krok

formalny tylko dzieli nas od twierdzenia jawnie indukcyjnego

a<S{b+a<$; a < bta)

v

-

— 197 —

W ten sposéb architektonika dualna $wiata logicznego do-
prowadzila nas do stwierdzenia istnienia drugiego (dualnego)
rodzaju wnioskowania przez indukcje, ktére wznosi si¢ tu nie
od gatunku do rodzaju, jako podmiotéw pewnej cechy, lecz
dualnie: od cechy sktadowej do zespolu (caloéci) cech, jako
orzeczen pewnego elementu (substancji) ).

Rozpatrzymy blizej nieco zasady tych dwéch rodzajéw wnio-
skowania indukcyjnego. Indukcja zwykta, uogélniajaca (abstra-
hujaca), wychodzi z przestanki o posiadaniu przez element b ce-
chy P (P <<b). Nastepnie za$ zaklada 2), ze, jezeli chodzi o ceche
P, element b wchodzi tu w gre tylko jako przedstawiciel ro-
dzaju a, a wigc tylko w tych swoich skladnikach, ktére sa
wspélne dla b i a (b = ba czyli b < a). Tak ze oprécz a < b
(rodzaj tresciowy a tkwi w gatunku swym b), mamy tu je-
szcze b < a, a wiec a = b.

I przestanka indukcji uogélniajacej (abstrahujacej): P <<b

1) Ten drugi rodzaj indukcji zostal odkryty juz dawniej przez B. Erd-
manna (por. jego Logik, str. 564 i nast. w wyd. z r. 1892 lub str. 691 i nast
w wyd. z r. 19238), ktéry jednak nie u§wiadamial sobie gtebokich podstaw du-.
alno'-ar'chitektonicznych, decydujacych o koniecznoSci tego rodzaju roz-
dWO]Cn/la w dziedzinie wnioskowania. Erdmann ten drugi rodzaj indukcji
w odroifneniu od indukcji uogdlniajacej (verallgemeinernde Induktion)
nazywa indukcja dopelniajaca (ergdnzende Induktion). MybySmy chetnie
nadal.l temu dwoistemu rodzajowi indukcji miano indukcji caltkujacej
([.)r?e]écie od skladnika do caloSci). Zarzuty Bieganskiego (por. Zasady lo-
giki ogélnej, 1903, str. 296-8), skierowane przeciwko wyodrebnieniu przez
Erdmanna tego drugiego rodzaju indukcji, nie moga tu byé blizej rozpa-
trzone; naszem zdaniem sa one zupelnie nieprzekonywajace, tem bardziej
teraz, gdy to odréznienie dwdch rodzajéw wnioskowania okazuje sie gieboko
ugruntowane w podstawowej dla logiki zasadzie dwoisto§ci mnozenia i do-
dawania.

.2).Materjalna prawdziwo$§¢ tego zalozenia 1 jej kryterja tutaj nas, oczywiscie
nie interesuje. Rowniez obojetna jest tu dla nas iloéé elementéw & posiada:
jacych ceche P (w pierwszej przestance wniosku). :
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II przestanka indukcji uogélniajacej (abstrahujacej): b =a
[=(a<b)+ (b<a)]

Whiosek indukcji uogdlniajacej (abstrahujacej): P < a.

I dwoiécie dla indukcji typu dualnego, catkujacego. Wycho-
dzi ona z przestanki, ze element S posiada ceche b (b << §).
Nastepnie za§ zaklada, ze, jezeli chodzi o element S, to cecha
b wchodzi tu w gre jako przedstawiciel (przejaw) wigkszej ca-
toéci, catego zespolu cech @, tak ze, majac b, mamy tem sa-
mem b + a (b = b + a czyli a < b). Wobec tego za$, ze b < a
(@ = b + a), mamy wiec @ = b.

I przestanka indukcji catkujacej: & <<§

IT przestanka indukcji caltkujacej: b =a [b <a + a < )]

Whiosek indukcji catkujacej: ¢ < S.

Mozemy teraz w sposdb nastepujacy sformulowaé zasady

dwéch dwoistych rodzajéw wnioskowania indukcyjnego.

Zasada I rodzaju Zasada II (dualnego) rodzaju

wnioskowania indukeyjnego wnioskowama indukeyjnego

Jezeli P jest cecha elementu Jezeli element S posiada ce-
b, element za$ ten wystepuje che b, cecha za§ ta wystgpuje
tu,jako przedstawiciel (gatunek) tu, jako przedstawiciel (skta-
rodzaju a, to P jest cecha ro- dnik) caloéci a, to element §

dzaju a. posiada jako cechg calo$¢ a.

Jak widzimy, mozemy przej§¢ od zasady indukcji uogolnia-
jacej do zasady indukcji calkujacej przy pomocy tego samego
odwzorowania (stowniczka), jakiem positkowalismy si¢ przy
przejéciu od jednego do drugiego rodzaju wnioskowania z ana-
logji. I tutaj réwniez widzimy, ze indukcja od gatunku do ro-
dzaju dotyczy substancji, podmiotu sadu, indukcja za$ od

-
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sktadnika do caloéci dotyczy cech i wyraza si¢ w orzeczeniu
sadu.

Podobnie jak stwierdziliémy dotychczas istnienie dwoistego
wnioskowania z analogji oraz dwoistego wnioskowania induk-
cyjnego, tak tez w naturalnej konsekwencji rzeczy skonstatu-
jemy teraz istnienie dwoistej dedukcji. Jezeli bowiem moglis-
my dwoiécie indukowaé: z jednej strony — od podmiotu ga-
tunkowego do podmiotu rodzajowego, jako posiadajacego pew-
na ceche, z drugiej za§: od skladnika do zespolu cech, jako
orzeczeh pewnego podmiotu, to, oczywiscie, bedziemy mogli
réwniez odwrotnie wnioskowaé, i dedukowaé z jednej strony
podmiot gatunkowy z podmiotu rodzajowego, jako posiadajacy
pewna ceche (dedukcja zwykta), z drugiej za§ — sktadnik z ze-
spotu cech, jako orzeczenie pewnego podmiotu (dedukcja du-
alna). I jezeli za zasade zwyklej dedukcji przyjmiemy dictum
de omni (w pojmowaniu tre{ciowem: dictum de genere lub
ogélniej: dictum de abstracto), to dedukcje dualnag obowiazy-
waé musi zasada dualna wzgledem powyzszej, zasada, ktorg na-

zwaliby$my dictum de toto. Tak wigc:

Zasada I wrodzaju Zasada II (dualnego) rodzaju

wnioskowama dedukcyjnego wnioskowania dedukeyjnego

Jezeli P jest cecha rodzaju a, Jeieli element S cechuje ca-
b za$ jest gatunkiem?) rodzaju @, 1o§¢ (zespdt) cech a, za$ b jest
to P jest cecha gatunku?®) &. skladnikiem calo$ci @, to ele-
ment S cechuje skladnik b.

Pierwsza z tych zasad —dictum de genere (de abstracto)?®) —
przypisuje to samo orzeczenie P dwém podmiotom (jezeli ro-
1) wagl. osobnikiem.

2) wzgl. osobnika.

3) Jest to w istocie rzeczy kantowska zasada: nota notae est nota rei ipsius.
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dzajowi, to i jego gatunkowi), druga (dualna) — dictum de
toto — przypisuje temu samemu podmiotowi S dwa orzeczenia
(jezeli zesp6l cech, to i jego skladnik). Pierwsza jest dedukcja
wyszczegolniajaca (konkretyzujaca), druga nazwaliby$my rézni-
cujaca (dzielaca). W ten sposéb okazuje sie, ze, dedukujac sad
jaki$, mozemy postgpowaé¢ dwojako: badz dedukujac jego pod-
miot wedlug dictum de genere, badZ jego orzeczenie wedtug dic-
tum de toto. A wigc np. ze ,,Sokrates jest $miertelny*, mozemy
dowie§¢: 1) kladac za podstawe dedukcji przestanke: ,,Czlo-
wiek jest $miertelny®, a nastepnie, stwierdziwszy, ze ,Sokrates
jest czlowiekiem®, przenosimy orzeczenie $miertelnoéci z pod-
miotu rodzajowego na nowy podmiot ,,Sokrates; 2) kladac
za podstawe dedukcji przeslanke: ,,Sokrates jest czlowiekiem
(w znaczeniu: Sokratesa cechuje zespél cech, ktéry nazywamy
»czlowieczenstwem®), a nastepnie, stwierdziwszy, ze czlowiek
jest $§miertelny (to znaczy, ze zespdl cech ,,czlowieczenstwo* za-
wiera w sobie jako cechg skladowa ,,$miertelnos¢”), przypisuje-
my Sokratesowi nowe orzeczenie: ,$miertelny”“. W ten sposob
droga do sadu ,,Sokrates jest §miertelny* poprzez pojecie ,,czlo-
wiek” jest dwojaka; badZz wychodzimy z pojecia: $miertelny
(4 czlowiek), badz z pojecia: Sokrates (+ czlowiek). W pierw-
szym przypadku we wniosku ,,Sokrates jest $émiertelny* mamy
nowy podmiot ,,Sokrates” zamiast dawnego ,czlowiek®”, w
drugim przypadku we wniosku tym mamy nowe orzeczenie
n$miertelny® (,,$miertelno§¢”) zamiast dawnego ,,czlowiek"
(,,czlowieczenstwo®).

Rekapitulujac wszystko, powiemy, ze, biorac za punkt wyj-
§cia dwoisto$¢ pojeé ogblnych i calo§ciowych, nalezy odréz-
ni¢ w kazdym ze sposobéw wnioskowania dwa jego rodzaje,
a wiec:

— Pl

I: 1) wnioskowanie z analogji gatunkéw i 2) wnioskowanie
z analogji skladnikow,

II: 1) wnioskowanie indukcyjne abstrahujace i 2) wnio-
skowanie indukcyjne catkujace,

III: 1) wnioskowanie dedukcyjne konkretyzujace i 2) wnio-

skowanie dedukcyjne réznicujace (dzielace).
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