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PRZEDMO WA.

Spolczesna teorja funkecji rzeczywistych wytonita
sie w drugiej polowie ub. stulecia z luZnych badan z dziedziny
podstaw Analizy i z dorywezych konstrukeji tworéw analitycz-
nych o dziwacznych i nieoczekiwanych wiasnosciach. Nieufnosé,
z jaka spotkal si¢ ten kierunek zainteresowan, najlepiej maluje
poglad Poincaré’go: ,Niegdys, kiedy wynajdywano nowq funkcje,
robiono to ze wzgledu na jakis praktyczny cel; dzis wynajduje sig
je umyslnie po to, by wystawic na szwank rozumowania naszych
ojcéw, i nie wydobedzie si¢ z nich nigdy nic ponadto®.

Poglad ten nie byt odosobniony. Hermite wyrazat sie
bardziej jeszcze dosadnie. ,Odwracam si¢ ze wstretem — pisat
w liscie do Stieltjesa — od tego, pozatowania godnego, trze-
sawiska funkcji bez pochodnych”. W badaniach, wprowadzajacych
w zakres rozwazan funkcje nie-analityczne, wylamujgce si¢ krngbr-
nie z praw, ktére uwazaé¢ chciano za ogélne, widziato sig¢ niele-
dwie-ze przekorne szerzenie nieporzgdku i anarchji tam, gdzie
poprzednie pokolenia zabiegaly o tad i harmonje. A nawet
i pierwsze préby zbudowania teorji pozytywnej przyjete byty
raczej sceptycznie: obawiano sig, czy zbyt pedantyczna skrupu-
latno$é w formulowaniu zalozen nie zniszczy elegancji klasycznych
metod i czy rozwazania poS$wiecone szczegélom nie przestonig
przewodnich idei Analizy. Prawda, Ze pierwsze te badania nie
wykraczaly istotnie poza tradycyjny aparat, ktéry — ustalony od
czasé6w Cauchy’ego i Riemanna — z trudem naginat si¢ do
nowych problematéw. Ale badZ-co-badZ otworzy¢ juz zdolaty
furtke do Analizy metodom teorji mnogos$ci, a wielki autorytet
Kamilla Jordana ,daf — wedlug slé6w Lebesgueal) —

1) Z przeméwienia inauguracyjnego w Collége de France (prze-
klad polski S. Dicksteina w , Wiadom. Matemat.“, (1922), t. 26).
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nowej szkole cenng zachete, ktora szczodrze wynagrodzita jej za-
rzuty, jakim podlegata“.

Baire, Borel, Lebesgue — oto nazwiska, ktére repre-
zentujg teorje funkcji rzeczywistych juz nietylko jako temat badan,

lecz rOwniez — i jako metode. Nazwiska te wskazujgq zarazem
ré6zne kierunki teorji. Imiona Baire’a i Borela zwigzane sg
nazawsze z metoda rozbudowy — w pozaskonczona herarchje —

klasy funkcji lub zbioréw elementarnych, przez poddawanie ich
pewnym ustalonym i prostym operacjom. Kierunek ten jest juz
doskonale reprezentowany i w naszej literaturze podrecznikowe;j:
wystarczy wspomnie¢ tu tylko monografje Wactawa Sierpin-
skiego: ,Funkcje przedstawialne analitycznie“ oraz ,Topologja
Ogélna“ (Zarys teorji mnogosci. T. II). W naszym wyktadzie temat
ten pozostawiamy na uboczu.

Kierunek drugi, wylaniajagc si¢ bezposrednio z badan nad
podstawami teorji calki, Scislej sie¢ moze jeszcze zbiega z nurtem
Analizy poprzedniego stulecia. Uogélnienia dawnego procesu C a u-
chy-Riemanna podejmowane byly wielokrotnie, istotny jednak
postep zawdzieczamy dopiero Lebesgue’owi. Lecz zastugi Le-
besgue’a nie nalezy tu upatrywaé¢ tylko w zbudowaniu nowej,
ogélniejszej definicji catki, w &cislem zwigzaniu jej z teorjg
miary. O priorytet tego uogoélnienia toczyla sie zreszta, przed
niespetna dziesieciu laty, drazliwa nader polemika z Borelem.
O wartoSci dzieta Lebesgue’a zdecydowala w pierwszym rze-
dzie jego teorjarézniczkowalno$ci, zbudowana rownolegle
z teorjg catki. Dzieki temu jedynie, odkrycie Lebesgue’a zna-
lazlo tyle zastosowan w najréznorodniejszych dziatach Analizy,
a z punktu widzenia metodologicznego umozliwito zblizenie oby-
dwu podstawowych idei calki — calki oznaczonej i funkeji pier-
wotnej — rozdzielonych, zdawaloby sie, definitywnie z “chwila
wyjscia poza calkowanie funkeji cigglych.

Teorja Lebesgue’a stanowi temat tego .podrecznika. Wy-
odrebniajac ja od kierunku baire’owskiego, nie chcemy wszakze
wznosi¢ sztucznych przegréd miedzy ideami, ktére, z natury rze-
czy, muszg sie nawzajem przenika¢. Przeciwnie, w koncowych
rozdziatach tych wyktadéw znajdziemy jeszcze sposobno$é, by
podkreslié, jak w dalszych swych etapach kieruneklebesgue’ow-
ski nawigzuje nietylko do wynikéw, lecz i do metod teorji
Baire’a. Czyz zreszta pomys! catki Denjoy nie jest w istocie
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rzeczy $mialem zastosowaniem idei, ktérg odnajdujemy u Baire’a?
Gdy Baire przez kolejne stosowanie przejScia do granicy cig-
géw — czy szeregébw — funkeji rozszerza klase funkeji ciagtych,
Denjoy buduje analogiczng pozaskonczona herarchie algoryt-
méw catkowych, i wychodzac z algorytmu Lebesgue’a, wigie
kolejne szczeble herarchji przez stosowanie dwu uogdélniajgcych
operacji, z ktérych jedna odpowiada doktadnie catce niewlasciwej
Cauchy’ego, druga zas§ — calce niewlaSciwej Harnacka
i Jordana.

Dzisiaj, gdy — tracge, by¢ moze, ,§wiezos¢ pierwszej mto-
doSci“ — teorja funkeji rzeczywistych przestala juz byé nauka
~nowa“, zbyteczne jest omawianie, raz jeszcze, jej znaczenia.
Wiemy, ze pozwolita wykryé regularnosé¢ (istnienie granicy, po-
chodnej, stycznej) tam czesto, gdzie dawne metody nie pozwalaly
niczego oczekiwaé. Wystarczy tu wspomnieé tylko, dla przyktadu,
o pospolitych juz dzi§ twierdzeniach, zwigzanych z zachowaniem
si¢ funkcji holomorficznych na brzegu — lub przy zblizaniu sie
do brzegu — kola zbieznoSci. A liczne gatezie Analizy — ze
wymienimy chocby analiz¢ harmoniczng, réwnania catkowe, ope-
racje funkcjonalne — bynajmnie] nie stracily swych waloréw
estetycznych tam, gdzie przeniknaé je zdotaty metody teorji fun-
keji rzeczywistych. NauczyliSmy sie conajwyzej podziwia¢ w ro-
zumowaniach nietylko zreczny rachunek, lecz réwniez i og6lno$é,
ktéra na drodze pozornej abstrakcji pozwala wyluskaé niejedno-
krotnie istotng tre§¢ problematu.

% & *

Celem uwag powyzszych byto wskazanie miejsca, jakie w teorji
funkeji rzeczywistych zajmuje przedmiot iych wyktadéw. Na
zakoficzenie — st6w parg¢ o budowie samego podrecznika. Wy-
ktad nosi charakter elementarny. Zaklada sig¢ jednak, iz czytel-
nik — ktéry opanowal oczywiScie elementy Analizy (rachunek
r6zniczkowy i catkowy) w zakresie zwyklego kursu uniwersytec-
kiego — obyty jest z podstawowemi metodami i znakowaniem
teorji mnogos$ci. Ksigzka prof. Sierpinskiego ,Wstep do
teorji mnogosci i topologji“ stanowi tu najzupeiniej dostateczne
przygotowanie. Paragrafy, wzgl. grupy paragraféw, ktére — lu-
Zniej zwigzane z catoScia podrecznika — moga by¢ przy poczat-
kowem czytaniu pominiete, oznaczone zostaly gwiazdkg (*).
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Pigé pierwszych rozdziatéw obejmuje wtasciwg teorje L e-
besgue’a, a wigc temat, ktéry nalezy juz dzi§ do ogélnego
wyksztatcenia matematycznego i wchodzi nawet w skiad progra-
mu pewnych grup naszych egzaminéw magisterskich. Uzupelnia
te czeS¢ podrecznika rozdziat VI, poswiecony zastosowaniu catki
Lebesgue’a w podstawach ogolnej teorji rozwinieé ortogonal-
nych. Wiadomo, iZ zastosowanie to — wigzgce sie $cisle z zu-
petnosSciag przestrzeni funkcji o kwadracie sumowalnym —
stanowito jedno z pierwszych kryterjum wartosci odkrycia L e-
besgue’a, a twierdzenia Riesza i Fischera otworzyly
nowej calce droge do wielu zagadnien Analizy. Rzecz prosta,
W jednym rozdziale nie moze by¢ mowy o gtebszem ujeciu tematu,
ktéry stanowié¢ winien przedmiot specjalnej monografji, przygoto-
wywanej—o ile wiemy—przez osobe najbardziej tu kompetentna,
bo przez prof. Hugo Steinhausa.

Cztery ostatnie rozdzialy obejmuja dalsze badania (teorje
Perrona i Denjoy). Poprzedza je — w rozdz. VII — paragraf
zawierajacy ogélny poglad na Tozwoj idei catki. Nie chcac roz-
szerza¢ zbytnio ram tego podrecznika, zmuszony bytem—niestety—
zrezygnowac¢ z uwzglednienia teorji funkeji wielu zmiennych,
ktéra — poglebiona ostatnio dzigki pracom Banacha, Rado
i Tonelli’ego — prowadzi do nowych, nierozwigzanych dotad,
zagadnien.

Noty bibljograficzne maja na celu ulatwienie czytelnikowi
orjentacji w rozwoju teorji. Moglem cytowac zreszta tylko ,Zrédta”
publikowane. Winienem wszakze podkresli¢, iz, jako stuchacz
Uniwersytetu Warszawskiego, i p6zniej jeszcze, korzystatem wiele
ze znakomitych wykladow i seminarjum, prowadzonych przez
prof. Wactawa Sierpifiskiego. Wptyw tych wykladéw odnaj-
dzie czytelnik na wielu stronach tej ksigzki.

Wigkszg czesé rekopisu zechceiat byt przejrzeé prof. A. Zy g-
mund, dzielgc si¢ ze mng niejedna uwagg i spostrzezeniem
Za pomoc te sktadam mu tu serdeczne podziekowanie.

Podrecznik obejmuje wyktady na Uniwersytecie Warszaw-
skim z ub. r. ak. oraz z dwu semestréw r. ak. 1927/28.
Uprzejma pomoc i ofiarnosé¢ Kasy im. Mianowskiego umoili-
wita mi oddanie tych wykladéw do rgk szerszego grona czytel-
nikéw. Niechze mi wolno tedy bedzie zfoiyé tu Komitetowi
Kasy wyrazy prawdziwej wdziecznosei.
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- ROZDZIAL I

Funkeje figury elementarnej.

Funkecje zbioru. Uwagi wstepne.

§ 1. Przedmiotem niniejszego Zarysu beda obok funkeji,
ktérych argumentem jest liczba zmienna, lub og6lniej uktad n-liczb
(punkt przestrzeni n-wymiarowej), rowniez i takie funkcje, w kto-
rych role zmiennej niezaleznej odgrywaja pewne zbiory punktow.
Charakter tych zbioré6w — innemi stowy zakres ich zmiennosci—
zostanie w § b blizej sprecyzowany. Tymczasem zauwazymy, iz
funkcje takie byly jui, w wielu szczeg6lnych i waznych przypad-
kach, rozwazane przez analize klasyczna, jakkolwiek badanie ich
w calej ogélnosci rozpoczyna sie dopiero w zwigzku z rozwojem
teorji mnogosci i tych dziatéw analizy, ktore bezposrednio si¢ na
teorji mnogosci opieraja. : :

Jesli np. dana jest funkeja f(x) calkowalna w kazdym prze-
dziale, wéwczas przez przyporzgdkowanie kazdemu przedziatowi
I wartosci catki funkeji f(x) w tym przedziale, otrzymujemy
pewng funkeje F(/), ktéra jest funkejg przedziatu. Zupetnie ana-
logicznie, rozwazanie calek wielokrotnych funkejit (5, Xoraiy in)
n-zmiennych prowadzi do funkeji zbiorow, potozonych w prze-
strzeniach o wyzszej liczbie wymiaréw; argumentem [ w stosunku
do takiej funkecji F(/) moze byé kazdy zbior, na ktorym catka
ustalonej funkeji f(x;, Xy, ..., Xs) jest okreslona'). Zwracamy na

) Qczywiscie, ze zbiory, ktére moga by¢ w ten spos6b uwazane za war-
tosci argumentu / funkeji F(/), stanowig wezszg lub szerszg klase, zaleznie od
tego, jaka przyjmiemy definicje catki. Zawsze jednak, jakakolwiek przyjeli-
byémy ze znanych dotgad definicji calki, jesli funkeja f(xy, Xy, ... Xn) jest w pe-
wnym obszarze calkowalna, wéwezas calkowalna jest réwniez w kazdej kostce,
zawartej w tym obszarze. g




§ 2 B

przyktady te uwage, by podkreslié naturalny zwiazek,. jaki zachod.zi
miedzy pojeciem catki (w jakimkolwiekbadZ sensie) a funkcl.e%
zbioru. Mozna oczywiscie podaé wiele innych przyktadéow funkeji
zbioru: geometrja elementarna rozwaza np. dtugosé odcinka lu.lf
pole wielokgta; zakresem zmiennoSci argumentu dla tych funlfcn
(dlugo$é, pole) jest w pierwszym przypadku klasa od.cmkow,
w drugim — klasa wielokgtow. Zagadnienie rozszerzenia tych
zakres6w zmienno$ci doprowadzito do stworzenia ogélnie]szycp
teorji miary, uogélniajgcych pojecia dtugosci, pola, objetosci,
okreslonych dla pewnej, do$é¢ waskiej, klasy figur przez geo-
metrje elementarng, na znacznie rozleglejsze kategorje zbiorow
punktowych 1). , :

Réwniez elementarne rozwazania fizyki niejednokrotnie kryja
w sobie pojecie funkcji zbioru. Jesli np. w przestrzeni. znajduje
sie pewne cialo C, wéwczas, przyporzadkowujgc kazdej kostce /
miare masy tej czesci ciata C, ktéra zawarta jest w I c{trzymam.y
pewng funkcje F(/) kostki. Zdefinjowana w ten spc.>sob funkc!a
posiada pewne wtasnosci, ktére znajdujg réwn.iez mtgrpre?acle
fizyczng; wychodzge z okreSlenia pochodne] funkcl'l_zbloru,
(ktére podamy w § 1 rozdziatu III), czytelnik z 'lat.wo’sclq zau-
wazy, iz pochodna rozwazanej funkcji F (/) w jakim§ punkcie
oznacza gesto§¢é ciata C w tym punkcie.

Zuakowanie, terminologja.

§ 2. Zanim przystapimy do sprecyzowania poj.gé, 0 ktéryc.h
wspominaliSmy ogélnikowo w § poprzednim, ustal’lmy,.dla uni-
kniecia nieporozumienia, sens kilku terminéw i znakéw, uzywanych
powszechnie w teorji mnogosci?). :

Jezeli A i B sq dwoma zbiorami jakichkolwiek przedmiotéw,
woéwezas A (C B oznacza, iz zbiér A zawiera si¢ w B, t. j. iz kazdy
element zbioru A nalezy de B.

A =B oznacza, iz zbiory A i B skladaja sie z tych samych
przedmiotéw, t. j., iz jednoczesnie A (B i B(CA.

Znak acA oznacza, iz a jest elementem zbioru A.

Jesli dana jest rodzina (zbior) 2 zbioréw, wowezas ’suma,
zbioréw, nalezgcych do rodziny 2 nazywaé bedziemy zbidr tych

) p. rozdz Il § 1. ' :
?) Korzystaé tu bedziemy przewainie z terminologji i znakowania, przy-
jetych w podrecznikach Sierpirniskiego (L. P.i T. O.).

= § 2

wszystkich przedmiotéw, z ktorych kazdy nalezy przynajmniej
do jednego ze zbioréw rodziny ; sume te oznaczaé bedziemy
znakiem EA. Iloczynem zbioréw, nalezgcych do 2, bedziemy
nazywali zbiér tych wszystkich przedmiotéw, ktére naleig jed-
noczesnie do wszystkich zbioréw rodziny ; iloczyn ten oznaczaé
bedziemy przez I192.

Moze sig¢ oczywiscie zdarzyé, iz niema wogéle takich przed-
miotéw, ktére nalezg jednoczesnie do wszystkich zbioréw rozwa-
zanej rodziny. W przypadku tym iloczynem zbioréw rozwazanej
rodziny jest zbidér pusty. Przez zbiér pusty rozumiemy zbiér
ktory nie zawiera zadnego przedmiotu'); oznaczaé go bedziemy
czesto symbolem 0.

Jesli zbiory, nalezgce do rodziny 2, tworza ciag skonczony
Ay, A, ..., A, lub nieskonczony A,, A, ..., Am, ..., wéwezas dla
oznaczenia sumy tych zbioréw uzywaé bedziemy znakéw

2/1,1 Jabiod b Ak sl g
=

wzgl. An lub: A;+ A+ ...+ A4

analogicznie, iloczyn oznaczaé bedziemy przez

[MA: lnb: A X A, X ... X Ap,

n—1

oo

wzgl. []4. lub: 4; X A, X .. . X4, X...

n=1

Jesli, dla kazdego n, A, (C Ant1, wzgl, A, ) Any1, wowezas cigg
zbioré6w A, nazywa si¢ monotonicznym, wstepujgcym
lub niemalejgcym, wzgl. zstepujgcym Ilub nierosna-
cym. Sume, wzgl. iloczyn, ciagu wstepujgcego, wzgl. zstepuja-

) Niektérzy matematycy uwazaja, iz nie moze istnieé¢ ,zbiér, nie zawie-
rajgcy zadnego przedmiotu“, a wiec termin ,zbiér pusty® nie ma sensu. Nie
wechodzimy tu w dyskusje tych kwestji. Czytelnik zauwazy z latwoscis, iz
pojecie ,zbioru pustego“ moze byé usunigte ze wszystkich naszych, rozumowan

w ktérych wystepuje, przez zwykle om6wienie pewnych przypadkéw szczegol-
nych.
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cego, zbiorow. A, nazywamy rowniez granica tego ciagu, ozna-
czajac przez lim An.
n

Dwa zbiory, ktérych iloczyn jest pusty, t. j. ktore nie po-
siadaja elementéw wspolnych, nazywac bedziemy roztacznemi.

Réznica dwu zbioréw A i B, nazywaé bedziemy zbior
tych wszystkich przedmiotow, ktore nalezg do A, ale nie nalezg
do B; oznaczaé ja bedziemy symbolem A —B.

Zbiér A nazywa si¢ przeliczalny, jesli istnieje jedno-
jednoznaczna odpowiednio§é miedzy elementami zbioru A a cig-
giem liczb naturalnych 1, 2,..., 7...; lub, co -jest rownowaine,
jesli istnieje ciag nieskonczony 4, @y ..., @n .., taki, iz zbior
jego elementow jest identyczny ze zbiorem A.

§ 3. Definicje ustalone w § poprzednim nalezg do t. zw.
abstrakeyjnej teorji mnogosci, zajmujace] sie wlasno$ciami zbio-
réw, rozwazanych w catej ogélnosci. Zbiory, ktéremi zajmowac
sie bedziemy w dalszym ciagu, beda przewaznie zbiorami p un k-
towemi zawartemi w przestrzeni euklidesowej. Przez prze-
strzenn euklidesowa r-wymiarowa M. rozumiec bedziemy zbior
wezystkich uktadéw n-liczb (Xy, Xy« .., Xn), gdzie X; ((=1,2, ... n)
oznacza dowolng liczbe rzeczywista. Kazdy taki uktad nazywac
si¢ bedzie punktem w przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej.
Odlegtoscia dwu punktow

a= (x1> Koy vy xﬂ)’ b= (J’u)’z, ’yﬂ):

polozonych w tej przestrzeni nazywaé bedziemy liczbg nieujemng

> -y,
=i
ktérg oznaczaé bedziemy przez p (a, b).

Jezeli M jest dowolnym zbiorem, wéwczas gorny kres odle-
gtosci dwuch dowolnych punktéw tego zbioru t. j. gorny kres
liczb p(a, b) dla a, be M, nazywacd sie bedzie §rednicag zbioru M;
oznaczaé ja bedziemy przez d(M). Jesli d (M) jest liczba skon-
czona, wowezas zbiér M nazywa sie ograniczony.

Wreszcie, jezeli p jest pewnym ustalonym punktem, za§ M
pewnym zbiorem, wowczas dolny kres wszystkich liczb p (x, p),

gdzie x jest dowolnym punktem zbioru M, nazywaé si¢ bedzie
odleglto§cia punktu p od zbioru A odlegto$¢ te oznaczaé be-
dziemy przez p(M, p).

Otoczeniem punktu a, o promieniu 7> 0, nazywac bedzie-
my zbiér wszystkich punktéw x takich, iz p(a, x) <r. Punkt a
nazywaé sie bedzie punktem skupienia zbioru A, jesli w kaz-
dem swem otoczeniu zawiera . conajmniej dwa rézne punkty
zbioru A. Zbiér, ztozony ze wszystkich punktéw zbioru A oraz
ze wszystkich jego punktéw skupienia, nazywaé bedziemy d o m-
knieciem zbioru A i oznaczaé przez A,

Jesli: A=A, wowczas zbiér A nazywaé sie bedzie zbiorem
domknietym; zbiory domknigte nazywac bedziemy czesto zbio-
rami typu F (fermé).

Punkt a nazywa sie punktem wewnegtrznym zbioru A,
jesli istnieje takie otoczenie punktu @, ktore zawiera si¢ w A.
Zbiér wszystkich punktéw wewnetrznych zbioru nazywa sie¢ wne-
trzem zbioru A; oznaczamy je przez J(A).

Jesli: A=J(A), woéwczas zbior A nazywa si¢ zbiorem
otwartym; zbiory otwarte oznacza¢ bedziemy ogélnie literg G
(Gebiet).

Uzupelnieniem zbioru A, rozwaianego w pewnej prze-
strzeni M, w stosunku do tej przestrzeni, nazywaé¢ bedziemy
réznice M, — A; oznaczaé ja bedziemy przez CA. :

7Z definicji zbioréw F (domknietych) oraz G (otwartych) wy-
nika natychmiast, iz kazdy zbiér CF jest zbiorem G, oraz, iz od-
wrotnie, kazdy zbiér CG jest zbiorem F.

Sumy i iloczyny skonezonej liczby zbioréw domknietych, wzgl.
otwartych, sa réwniez zbiorami domknietemi, wzgl. otwartemi.
Suma ciagu (skoficzonego lub nieskoiiczonego) zbiorow otwartych
jest nadal zbiorem otwartym; iloczyn ciggu (skonczonego lub nie-
skonczonego) zbioréw domknietych jest domkniety.

Natomiast iloczyn ciagu (nieskonczonego) zbioréw otwartych
moze nie byé otwarty; zbiory, ktére sg iloczynami ciggu zbioréw
otwartych, nazywaé bedziemy zbiorami Gy analogicznie, zbiory,
ktére sa sumami ciggu zbioréw domknigtych, nazywac bedziemy
zbiorami F, ). Miedzy zbiorami G; i F; zachodzg analogiczne zwiaz-
ki jak miedzy zbiorami F i G; uzupetnienie zbioru F; jest pewnym
zbiorem Gj, i odwrotnie.

1) Znakowanie to wprowadzone zostalo przez Hausdorffa (M. I)
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§ 4. Bedziemy opierali si¢ w dalszym ciggu na nastepuja-
cych twierdzeniach teorji mnogosci:

1. Twierdzenie Bolzano - Weierstrassa. Kazdy
2bidr ograniczony nieskoriczony posiada punkty skupienia.

9. Twierdzenie Cantora (Durchschnitssatz). Jezeli
A, Ay ..., As ... jest ciggiem zstgpujacym zbioréw domknigtych
i ograniczonych, wowczas istnieje punkt, nalezqcy do wszystkich
zbiordw tego ciqgu.

3. Twierdzenie Borela-Lehesgue'a Jezeli rodzina
Q zbioréw otwartych pokrywa zbiér domknigty i ograniczony F
t. j. jesli FC X Q, wowczas istnieje w Q uklad skoriczony zbiorow
Gy, Gy, ..., Gn, réwniez pokrywajqcych tqcznie zbior F, t. j. takich, iz:

FCi a..
i=1

Pomijamy tu dowody powyzszych trzech twierdzen; znaj-
dzie je Czytelnik w kazdym podreczniku teorji mnogosci punkto-
wych oraz w obszerniejszych kursach analizy elementarnej.

Przedzial, figura elementarna.

§ 5. Przystgpimy obecnie do okreSlenia pewnych klas ele-
mentarnych zbioréw punktowych.

Jezeli ay, b; ay, by; ... ; an, by stanowi uklad 2z liczb rzeczy-
wistych takich, iz a;<b;|i=1,2,..., n|, woweczas przedzialem
[=(a,,b;ay, by; ... ; @n, by) W przestrzeni M, nazywaé bedziemy zbior
wszystkich punktéw (X, Xy, ..., Xx), ktérych spétrzedne czynig za-
do$é warunkom: a; < x; < b; |[i=1,2,...,n|. W szczegolnosci,
w przypadku n =1 (prostej) przedzial oznacza odcinek, w przy-
padku n = 2 (plaszczyzny) — prostokat o bokach réwnolegtych do
osi spélrzednych. Polem przedzialu [ nazywaé sig bedzie ilo-
czyn (b; — a,) (b, — a,) ... (b, — @), ktéry oznaczaé bedziemy przez
\I|. W przypadku, gdy & —a, = b, — @, = ... = bn — @, przedziat
nazywa sie kostka n-wymiarowa, w szczegélnosci dla n = 2
kwadratem; w przypadku 7 = 1 termin ,kostka“ pokrywa si¢—
rzecz prosta — z terminem ,przedzial®.

Zbiér, ktéry jest pusty lub jest sumg skonczonej liczby prze-
dzialéw, nazywaé bedziemy figurg elementarng. Widoczne
jest, iz suma skorficzonej liczby figur elementarnych jest znowuz
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figura elementarng, natomiast iloczyn, wzgl. réznica, dwu figur
elementarnych moze nie by¢ figurg elementarng.

Wprowadzimy tu dwie operacje, analogiczne do operacji ilo-
czynu i odejmowania zbioréw, posiadajace ponadto jednak te wla-
snosé, iz wykonane na figurach elementarnych dajg w wyniku
zawsze znowuz figury elementarne. Jako symbole tych operacji
przyjmiemy znaki x oraz - ; definiujemy je, dla dwu dowolnych
figur elementarnych A i B, przez zwigzki:

A X B=J(AXB).
A=~ B= J(A—B).

Zwiazek A % B =0 wyraza, w szczegblnoSci, iz figury A i B nie
majg wspélnych punktéw wewngtrznych; w tym przypadku mowié
sie bedzie, iz figury A i B na siebie nie zachodzag.

W wielu dalszych rozwazaniach postugiwaé si¢ bedziemy
pewnemi ukladami kostek (kwadratéw) w przestrzeni.

Nazywaé mianowicie bedziemy siatka kwadratowa o
krawedzi ¢ w przestrzeni M, kazdy uklad niezachodzgcych
na siebie kostek o krawedzi ¢, pokrywajacych tacznie przestrzen M.

Ciag siatek {9} nazywaé bedziemy regularnym, jesli
1° kazda kostka siatki 9.1 (n>>0) zawiera si¢ w jednej z kostek
siatki ., i jesli 2° dtugosé krawedzi siatki P, dazy do zera,
gdy n - oo,

Jesli dana jest kostka K, wowczas przez siatke kwadra-
towa o krawedzi ¢ na tej kostce rozumieé bedziemy kazdy uktad
kostek o krawedziach réwnych e, zlozony z kostek, zawartych
w K, niezachodzacych na siebie i pokrywajacych lacznie K.

Analogicznie, jak poprzednio dla siatek, pokrywajacych prze-
strzen, okre$la sie ciag regularny’ siatek na kostce K.

Zauwaiymy wreszcie, iz kazda siatka kwadratowa, pokrywa-
jaca przestrzeni, sklada sie z przeliczalnej mnogosci kostek; kazda
natomiast siatka kwadratowa, pokrywajaca kostke, zawiera zawsze
tylko skoficzong liczbg kostek.

Funkeja figury elementarnej.

§ 6. Jesli kazdej figurze elementarnej R, wzgl. przedziatowi /,
w pewnej przestrzeni :M, przyporzadkowana zostata jednoznacz-
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nie pewna liczba skoniczonal) F(R), wzgl. F(I), wéwcezas F(R),
wzgl. F(I), nazywaé sie bedzie funkcja figury elementar-
nej, wzgl. przedziatu, w tej przestrzeni. Zamiast w calej
przestrzeni, rozwaza si¢ niekiedy tylko figury elementarne (prze-
dzialy) zawarte w pewne] figurze elementarnej R, w przedziale /,
wzgl. w jakim$ zbiorze otwartym G. Bedziemy moéwili wéwezas
o funkecji F okreslonej w Ry, I, wzgl. w G.

Funkcje ciagtle.

§ 7. Funkcja F figury elementarnej lub przedziatlu, nazy-
waé sie bedzie ciagta w pewnym przedziale /, w ktérym
jest okreslona, jesli, oznaczajac przez [ dowolny przedziat, zawar-
ty w I, wartos¢ F (/) dazy do 0, gdy pole / dgzy do zera (t. j.
jesli kazdemu ¢>0 odpowiada takie 1>0, iz, dla kazdego prze-
dzialu /I, |I| <7 pociaga za soba | F(I)| <¢). Jesli funkcja F (R)
jest okreslona w calej przestrzeni, wéwczas zdanie, iz F(R) jest
ciagla w caltej przestrzeni, oznacza, iz funkcja ta jest ciggla w kai-
dym przedziale tej przestrzeni.

Nazywaé bedziemy oscylacja funkecji F w przedziale /,
gorny kres wartosci |F(/)| dla przedzialow /(/,; oscylacje te
oznaczaé bedziemy przez O (F; 1), lub wprost przez O(l), jesli
funkcja F jest ustalona.

Oscylacja O (/) funkeji F jest znéw pewna funkcjg przedziatu;
ciaglosé jej jest oczywiScie r6wnowazna ciggloSci funkeji F.

Z terminéw tych korzystaé bedziemy obszernie w rozdz. dal-
szych (VI, VII, VIII) tego wyktadu.

Funkeje addytywne.

§ 8. Funkcja figury elementarnej F(R) nazywa si¢ addy-
tywna, jesli dla kazdych dwu niezachodzacych na siebie figur
elementarnych R;, R, ma miejsce zwigzek:

6y F(Ri+R) =F(R)+ F(Ry).?)

) Jako warto$ci funkeji przedziatu, wzgl. figury elementar-
nej przyjmujemy w dalszym ciggu zawsze liczby skorniczone, natomiast funkcje
punktu (por. rozdz II, §§ 9—11) bedg mogly przyjmowaé réwniez wartosci
nieskonczone.

?) 7 definicji tej wynika w szezegdlnosci, iz warto§é kazdej funkeji addy-
tywnej na zbiorze pustym jest zerem.
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Niekiedy za punkt wyjscia wykladu teorji funkeji przyjmuje si¢ funkcje
addytywne przedzialu, t. j. funkeje F (/), ktérych argumentem jest przedzial
i ktére zwiazek (1) speiniaé majg w przypadku, gdy R, Ry, R, + R, sa prze-
dziatami. Jednakze widoczne jest, iz kazda funkcja addytywna przedziatu daje
si¢ natychmiast —i to w sposéb jednoznaczny —-rozszerzy¢ na funkcje addy-
tywng figury elementarnej. Przykltadem takiego rozszerzenia funkeji addyty-
wnej przedziatlu na funkcje dowolnej figury elementarnej, moze byé rozszerzenie
pojecia pola, ktére—zgodnie z definicjs § 5— jest pewng funkecjg addy-
tywna przedzialu. Rozbijamy w tym celu figure elementarng na skoriczong
liczbe niezachodzgcych na siebie przedzialéw i sume ich pél, ktéra, rzecz
prosta, nie zalezy od sposobu, w jaki rozbicie zostalo dokonane, nazywamy
polem rozwazanej figury elementarnej.

Jak zaznaczyliSmy juz w § 6, rozwazamy naogé! funkcje
figury elementarnej, a wiec w szczegélnosci funkcje addytywne,
okreslone badZz dla wszystkich figur elementarnych jakiej$ prze-
strzeni, badZ tez dla wszystkich figur zawartych w jakims$ zbio-
rze otwartym, wzgl. w jakiej§ figurze elementarnej, W kazidym
z tych trzech przypadkéw zakres rozwazanych figur elementar-
nych, t. j. zakres zmienno$ci argumentu rozwazanej funkcji, spet-
nia dwa nastepujgce warunki:

(1) jesli jaka$§ figura elementarna R nalezy do rozwazanego
zakresu, wowczas nalezy don kazda figura elementarna R'(C R;

(2) jesli dwie figury elementarne R;, R, nalezg do rozwaza-
nego zakresu, wowczas nalezy don réwniez figura R, + R,.

Moznaby byto (i niekiedy bytaby nawet ogé6lno$¢ ta dogod-
na) rozwazaé jako dopuszczalny zakres dowolnej funkeji addytyw-
nej kazdg klase figur elementarnych, spelniajacych warunki (1),
(2). Wszystkie twierdzenia tego rozdzialu (i nastepnych), jak
réwniez i ich dowody pozostalyby nadal w mocy.

Wahania funkeji addytywnych.

§ 9. Niech F(R) oznacza funkcje addytywna figury elemen-
tarnej i niech R, bedzie dowolng figurg elementarng, nalezgcg do
zakresu, w ktorym funkecja F jest okreslona.

Nazywaé bedziemy odp. gérnym i dolnym wahaniem
funkeji F na figurze R,, gorny, wzgl. dolny, kres wartosci, jakie
funkcja ta przyjmuje na figurach elementarnych R( R,. Wahania
te (ktére moga by¢ nieskoficzone) oznaczaé bedziemy odpowiednio
przez

W(FR,), W(FR).
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Poniewaz na zbiorze pustym F znika, przeto:
W (F,R) > 0> W (FR,).

Wahaniem bezwzglednem funkeji F na R, nazywac sie
bedzie liczba, widocznie nieujemna:

W(F,R)+ | W(FR)| =W(FR) — W(FR),

ktéra oznaczaé¢ bedziemy przez W (F;R,).

Funkcja F(R) dla ktorej W (F;R,) jest liczbg skonczong, na-
zywaé sie bedzie funkcjg o wahaniu skonczonem na R,.
Widoczne jest, iz jesli funkcja F jest o wahaniu skonczonem na R,
wéwezas jest réwniez o wahaniu skoriczonem na kazdej figurze
elementarnej R, (C R,, poniewaz woweczas:

W(FR) <W(FR), WFER)>WFER), WEFER)WER).

Widoczne jest réwniez, Ze suma, réznica — i og6lniej kazda kom-
binacja linjowa a, F, + a, F, — dwu funkeji £, F,, addytywnych,
o wahaniu skoficzonem, jest réwniez funkcjg o wahaniu skonczonem.

Wprowadzimy tu jeszeze wyraZnie pewne rozréznienie ter-
minologiczne miedzy wyrazeniami: wahanie funkeji F na
pewnej figurze elementarnej R, i wahanie funkecji
Fw pewnej figurze elementarnej R,. Pierwsze z tych
wyrazen oznacza, zgodnie z naszg definicjg wprost liczbe W (F; R,);
drugie—oznacza¢ bedzie funkcje addytywna W (F; R), okreslong dla
figur elementarnych R(C R,. Analogiczne rozréznienie stosowacé
bedziemy do wahan wzglednych oraz odchylen (p. niz. § 12) funk-
cji addytywnej.

Rozklad kanoniczny Jordana.

§ 10. Z definicji funkcji addytywnej o wahaniu skoficzonem
wynika, iz kazda taka funkcja posiada skornczone obydwa wahania
wzgledne (gérne i dolne). Odwrotnie, tatwo zauwazy¢, iz, jesli
jedno z tych dwu wahan jest skoficzone, wowczas skonczone jest
i drugie, a wiec skonczone jest réwniez wahanie bezwzgledne.
W samej rzeczy, jeSli np. :

W(F; R) <+ o
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wéwczas skoficzony musi by¢é réwniez, dla R (C R,, kres dolny liczb

F(R) = F(R) — F(R—R)) > F(R,) — W(F;R,),
a wiec:

W(FR) > F(R) — W(F;Ry)> — o,
.. b..d. d.
Ostatnig nier6wno$§¢ napisa¢ mozna réwniez w postaci:

F(R) < W(F,R) + W (F; Ry).

Zastepujac funkcje F przez — F, otrzymujemy stad nier6wnos$é
przeciwng:
F(R) > W(FR,) +W(F Ry,

a wiec ostatecznie réwnos¢:
(1) F(R) = W(F;R,) + W(F; R,).

Kazda funkcja addytywna jest tedy na kazdej figurze elemen-
tarnej, na ktorej jest o wahanin skoriczonem, sumaq swych dwuch
waharh wzglednych.

Rozktad funkcji, okreslony przez réwnanie (1), nazwiemy
pierwszym rozkladem kanonicznym funkeji addytywnej
o wahaniu skonczonem albo rozktadem Jordana.

Funkecje monotoniczne.

§ 11. Funkecje addytywna, ktéra przyjmuje stale wartosci
nieujemne, wzgl. stale wartosci niedodatnie, nazywac¢ bedziemy
funkcja monotoniczng. Funkcje monotoniczng nieujemng na-
zywaé bedziemy réwniez funkcja niemalejgca, poniewaz dla
kazdej takiej funkeji )

(1) Rl D R-z
pocigga za sobag
F(Rx) & F(Rl - Rz) i F(Rz) >F(Rz)-

Analogicznie, funkcja monotoniczna nieujemna nazywac sig
bedzie réwniez funkcja nierosnacag, poniewaz dla kazdej takiej
funkcji zwiazek (1) pocigga za soba

F(R) <F(R).
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Kazda funkcja monotoniczna jest funkejg o wahaniu skoii-
czonem. Istotnie, dla kazdej funkcji F(R) monotonicznej, nieujem-
nej zachodzg zwigzki:

W (F;R) = W(F;R) = F(R),
W(F;R) =0.

Analogiczne zwigzki majg miejsce dla funkecji monotonicznej nie-
dodatnie;j.

Skoro kazda funkcja monotoniczna jest o wahaniu skonczo-
nem, przeto (§ 9) kazda réznica dwu funkcji monotonicznych jest
réwniez funkcja o wahaniu skonczonem. Twierdzenie to moZna
odwrécié: w samej rzeczy, jesli funkcja addytywna F(R) jest
o wahaniu skoriczonem na figurze elementarnej R,, wéwczas obydwa
jej wahania W (R), W(R)!) sa pewnemi funkcjami addytywnemi,
monotonicznemi. Rozklad Jordana (§ 10)

F(R) = W(R) — [-W(R)]

pozwala tedy przedstawi¢ kaidg funkcj¢ o wahaniu skorniczonem
jako réznice dwu funkcji monotonicznych niemalejgcych. Otrzy-
mujemy tedy nastepujace twierdzenie (Jordana):

Twierdzenie I. Na to, aby funkcja addytywna figury ele-
mentarnej byta o wahaniu skoriczonem, trzeba i wystarcza, aby byta
réznicq dwu funkcji monotonicznych niemalejqcych.

Odchylenia funkeji, funkcje bezwzglednie ciagle.

§ 12. Wprowadzimy obok wahan funkeji jeszcze trzy inne
liczby, ktore nazwiemy odchyleniami funkeji.

Niech F(R) bedzie dowolng funkcjg addytywng i R, figurg
elementarng nalezgca do zakresu zmiennoSci jej argumentu. Ozna-
czymy, dla dowolnej liczby & > 0, przez E.(F; R,) kres gérny war-
tosci, jakie funkcja F(R) przyjmuje na figurach R(C R, o polu
<. Tak okresloua liczba E. maleje wraz z ; granice

"E(F; R,) = lim E(F; R,)

) W przypadku, gdy niema obawy nieporozumienia, gdy np. funkeja F
jest ustalona, bedziemy opuszczali symbo] tej funkeji w znakach W (F;R).
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nazywaé bedziemy odchyleniem gérnem funkeji F(R) na
figurze R,.
Analogicznie definiujemy liczby E.(F; R,), ktérych granica

E(F; R,) = lim E(F; Ry)
= £—>0
nazywaé si¢ bedzie odchyleniem dolnem funkeji F na R,.

Liczbe b i
E(F;R)=E(F;R)+ |E(F;R) =E—E

nazwiemy wreszcie odchyleniem bezwzglednem funkeji?).
Miedzy odchyleniami a wahaniami funkeji zachodzg zwigzki

. oczywiste

0SELW; 0>E>W

I\

0 ELW.

W szczeg6lnosci, wynika z nich, iz, dla funkcji o wahaniu
skoriczonem, skoriczone sa réwniez wszystkie trzy odchylenia,
i, jak tatwo zauwazyé, sa réwniez pewnemi funkcjami addytyw-
nemi.

Roéwniez odwrotnie, jesli ktérekolwiek z odchylen funkeji
addytywnej jest skonczone na pewnej figurze R,, wowczas funkcja
jest o wahaniu skonczonem na tej figurze. W samej rzeczy, jesli
np. E (R) <+ oo, wowczas skoriczona jest réwniez dla pewnego
¢> 0 liczba E.(R,). Podzielmy R, na skoiiczong liczbe przedzia-
téw I,,...,I, o polu <e kazdy. Mamy woéwezas dla kazdego
E=1,2,...n W) < E(R)<+oo, a wiec liczba

W(R,) = 2 W (Ix)
k=1

jest skonczona. Stad zas§ (§ 10) wynika juz, iz funkcja F jest
o wahaniu skonezonem.

Jesli odchylenie bezwzgledne funkeji F na R, rowne jest
zeru, wowczas funkcja F nazywa sie bezwzglednie ciggta

1) Innemi stowy, odchylenie gérne (dolne) na R, jest graniéq géorng (dol-
ng) wartosci F (R), gdy pole figury R CR, daiy do zera. .
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na R, Jest wowczas oczywiScie bezwzglednie ciggta rowniez
i na kazdej figurze elementarnej R, (_ R,.

Funkcja F(R) nazywa si¢ bezwzglednie ciggta w ca-
tej przestrzeni, jesli jest cigglta bezwzglednie w kazidej figurze
elementarnej przestrzeni.

Z rozwazan tego § wynika, iz kazda funkcja bezwzglednie
ciagla, jako posiadajaca odchylenia réwne zeru, a wiec skoficzo-
ne, jest funkecjg o wahaniu skonczonem. Nie kazda jednak funkcja
o wahaniu skonczonem jest bezwzglednie ciggta. Klasa funkcji
bezwzglednie cigglych stanowi tedy pewng pod-klase klasy funkcji
o wahaniu skonczonem, istotnie od klasy tej wezsza.

Czytelnik zauwazy z latwoscia, iz definicj¢ funkeji bezwzglednie cigglej
otrzymaé mozna, zastepujgec w podanej w § 7 definicji cigglo$ci zwyklej termin
,przedzial“ przez termin ,figura elementarmna“ Modyfikacja ta jest
istotna: klasa funkeji addytywnych bezwzglednie ciaglych jest istotnie wezsza
od klasy funkecji addytywnych i cigglych w sensie zwyklym.

Mozna tatwo podaé przyklady funkeji addytywnych, ciaglych, o wahaniu
skoficzonem, figury elementarnej na plaszeczyinie, ktore nie sa bez-
wzglednie ciggle.

Niech w tym celu K, oznacza kwadrat o wierzchotkach przeciwlegtych
(0,0), (1,1), I za$ przekatnie kwadratu, 1gczgeq te wierzcholki. Dla dowolnego
prostokata /C K, przez F(I) oznaczymy dlugo$§¢ odcinka prostej / zawartego
w I. Tak okreslona funkcje przedzialu rozszerzamy nastepnie na dowolne
figury elementarne R (K,, i otrzymujemy w ten sposéb funkcje addytywna,
ciagla, nieujemns, (a wigc o wahaniu skonczonem), na Ky funkcja ta jednak
nie jest bezwzglednie ciagla, poniewaz, jak latwo zauwazyc:

E(F:K))=E (F; Kj)=V2>0.
Konstrukcja analogicznego przykladu mna linji prostej jest juz bardziej

skomplikowana (p. rozdz. III, § 8).

Ze zwiazku:
E(kF,+1F;R) <|k|.E(F3R)+ L. E(F5R),

gdzie F,, F, sq dwiema funkcjami addytywnemi, /, k, sp6tczynni-
kami stalemi, wynika, iz kazda kombinacja linjowa — a wiec
w szezeg6lnosci suma i réznica —dwu funkeji bezwzglednie cig-
glych jest bezwzglednie ciagta.

Funkeje osobliwe. Rozklad kanoniczny Lebesgue’a.

§ 13. Sume odchyleni wzglednych funkcji addytywnej F(R)
o wahaniu skoficzonem nazwiemy funkcja osobliwo$§ci danej
funkcji; -oznaczaé jg bedziemy przez S (F;R), lub — gdy nie bedzie
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nieporozumienia — wprost przez S(R). Funkcja S(R) jest oczy-
wiécie funkecjg addytywna, o wahaniu skonczonem.

Funkeja addytywna F(R), ktéra na kazdej figurze elementar-
nej jest identyczna ze swojg funkcjg osobliwosci t. j- spelnia
warunek

F(R) = S(F;R),

nazywaé si¢ bedzie funkecjg osobliwg (w sensie Lebes-
gue’a). Jak wynika z tej definicji, funkcja bezwzglednie ciggia
jest wtedy i tylko wtedy osobliwa, gdy jest tozsamos$ciowo zerem.

Pokazemy w tym §, ze kazda funkcja o wahaniu skonczonem
jest suma pewnej funkeji bezwzglednie ciagtej i funkcji osobliwej.

W tym celu udowodnié nalezy uprzednio pare drobnych
twierdzen pomocniczych.

Twierdzenie 2. Odchylenie gorne (dolne) wahania gornego
(dolnego) funkcji addytywnej o wahaniu skoriczonem, jest identyczne
2z odchyleniem gérnem (dolnem) funkcji danej, t. j.:

E(W;R) = E(F;R)
E(W;R) = E(FR).

Dowo6d: Niech, R, bedzie dowolng figura elementarna,
¢ liczbg dodatnig. Istnieje takie

(1) RAC Ry {R|<%
iz:

©) W(F;R")>E(W;R,) — e.
Istnieje z kolei takie

(3) R'CR,

iz:

F(R"> W(F,R") —=.
Stad, oraz z (1), (2) i (3):
_ E.(F;R)>F(R")> E(W;R,) — 2¢,
a wiec:
(4) E (F Ry) > E (W, Ry).
Poniewaz za$ stale:

F(R) < W(R),

zatem rowniez
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E(F;R) < E(W;R),
skad z uwagi na (4) otrzymujemy réwnosé:
E(FR,) = E(W; Ry).

Twierdzenie 3. Na to, aby funkcja addytywna o wahanin
skoriczonem byta bezwzglednie ciqgta, konieczne jest i wystarcza,
aby bezwzglednie ciqgte byly obydwa jej wahania wzgledne.

Dow6d: Jesli funkcja F(R) jest bezwzglednie ciggla, wéwezas
znikajg jej obydwa odchylenia, a wiec — na zasadzie twierdzenia
poprzedniego — znikajg temsamem réwniez i odchylenia jej wa-
han, ktére sg tedy ciggle bezwzglednie.

Odwrotnie, jesli bezwzglednie ciggle sa wahania wzgledne
funkcji, wéwezas bezwzglednie ciggla jest rowniez sama funkcja,
jako iz — w my$l twierdzenia § 10 — jest suma swych wahan.

Twierdzenie 4. Na to, aby funkcja addytywna o wahaniu
skoriczonem byta osobliwa, konieczne jest i wvstarcza, abyv osobliwe
byty jej obydwa wahania wzgledne.

Dowd6d: Niech F(R) bedzie funkejg osobliwg, R, dowolna
figurg elementarng. Dla kazdego R ( R,

E(W;R,) = E(F;R,) > E(F;R) > S(F;R) = F(R);

poniewaz za§ W (R,) jest gérnym kresem wartosci F(R) dla R (_ R,
przeto z powyzszej nier6wnosci otrzymujemy:

; E(W;R) > W(R),
a wiec:
E (LV, Ro) = W(Ro),
skad:
S(W; R)) = E(W; Ry) = W(R,).
Poniewaz za$ R, jest dowolng figura elementarng, rownosé ta
oznacza tedy, iz W (R) jest funkcjg osobliwa.
Odwrotnie, jesli obydwa wahania — gérne i dolne funkecji
F(R) — sa osobliwe, wéwczas na zasadzie twierdzenia 2 mamy
na kazdej figurze elementarnej:

F(R)=W(R)+ W(QR)=E(W;R)+ E(W;R) =
= E(F,R)+ E(F; R) = S(F/ R,

a wiec funkcja F(R) jest osobliwa.
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Twierdzenie 5, Warunkiem koniecznym i dostatecznym na
to, aby funkcja addytywna F(R) o wahaniu skoticzonem byla oso-
bliwa, jest kazdy z dwu warunkéw nastepujqcych:

(A) dla kazdej figury elementarnej R i kazdego >0 istnieje
figura elementarna R', taka, iz:

R'CR |R'|<g
|F(R=R")| <g

(B) dla kazdej figury elementarnej R i kazdego ¢ >0 istnieje
figura elementarna R', taka, iz:

R'C R [R'[<s
W(R - R")<e.

Do w6 d: Wystarczy oczywiScie udowodnic¢ dostatecznosé wa-
runku (A) i konieczno$é warunku (B).

1° Zakladamy, iz warunek (A) jest spetniony. Dla kazdego
e>0 oraz dla kazdych dwu figur elementarnych R (_ R, istnieje
tedy figura elementarna R' taka, iz:

RCRCR, |R|<s |[FR=R)|<e.

Przeto:

F(R)<F(R)+¢<E.(F,R)+e.
Poniewaz za§ W(R,) jest kresem gérnym liczb F(R), gdy R(C R,
zatem: #: <
W(R0)<Ea (F’ Ro) ={=i5,
a wiec, poniewaz ¢ jest dowolng liczba dodatnig i W(R,) > E(F; Ry),
W (Ry) = E (F; R,)-
Zupelnie analogicznie:

W (R, = E(F; Ry),

a wiec na kazdej figurze elementarnej
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F(R)=W(R)+ W(R) = E(R)+ E(R) = S(Ry).

F(R) je'st tedy funkcjg osobliwa.

2" Zaktadamy z kolei, iz funkcja F(R) jest osobliwa. Obydwa
wahania jej sg tedy (tw. 4) r6wniez osobliwe. Zatem, dla kaz-
dej figury elementarnej R,

a wiec dla kazdego ¢> 0 istniejg takie figury elementarne

R, R, C R, iz

Ry | =iy W(R)<W(R) + 3’
R<z WER)>WR)—5-

Stad, ktadac R' = R, + R;:
W(R) = W(R)— W(R)<W(R)— W(R,)+e
<SWQR) — W(R') ++

<W(R') +¢,
a wiec:

W(R, = R) <,

gdzie ' =R +R,C R i |R'|<|R |+ R | <=
Warunek (B) jest tedy spelniony.

Twierdzenie 6. Kombinacja linjowa o statych spd{czynni-
kach dwu funkcji osobliwych, jest funkcjq osobliwg.

I.)‘owéd: Wystarczy oczywiScie udowodnié, iz suma dwu
funkeji osobliwych F, F, jest rowniez osobliwa.

Niech: F = F, 4+ F,, i niechW, W,, W, oznaczaja odp. wahania
bezwzgledne funkcji F, F;, F,.

.Niech R, bedzie dowolng figurg elementarns, ¢ — liczbg do-
datnig. Na zasadzie twierdzenia poprzedniego istnieja tedy dwie
figury elementarne R, R, takie, iz

o g § 13
R Ry Ry LR <5

WiR,~R)<5 (i=12).

Ktadgc tedy: R' = R, 4+ R,, otrzymujemy:
R CR, |IR|<ce
W (R~ R) < Wi (Ry—Ry) + Wy (R = Ry) <&

Funkcja F spelnia zatem warunek (B) twierdzenia poprze-
dniego i jest temsamem osobliwa.

Twierdzenie 7. Odchylenia oraz funkcja osobliwosci do-
wolnej funkcji addytywnej o wahaniu skoticzonem sq funkcjami 0so-
bliwemi.

Dowé6d: Niech E(R) oznacza odchylenie gérne funkeji ad-
dytywnej F(R) o wahaniu skoniczonem; niech R, bedzie dowolng
figura elementarng, ¢ — liczbg dodatnig. Dla kaidej figury ele-
mentarnej R' (_ R, takiej, iz

|R'| <k,
mamy:

(5) ' E.(R) > F(RY+E(R, = R).
R' ustali¢ mozna tak, aby:
F(R') > E.(R)) —=.
Stad oraz z (5):
ER, - R)<-.

Funkcja E(R) spelnia przeto warunek (A) twierdzenia 5, a wigc
jest osobliwa.

Podobnie zupelnie dowodzi sie, iz odchylenie dolne rozwa-
zanej funkcji jest funkcjg osobliwa. Stad za$ juz — na zasadzie
twierdzenia poprzedniego — wynika, iz osobliwemi sa odchyle-
nie bezwzgledne E(R) = E(R) — E(R), oraz funkcja osobliwos$ci
S(R) = E(R)+E(R).

Twierdzenie 8. Dla kazdych dwu funkcji monotonicznych
nieujemnych F, i F, mamy:

(6) E(F, + Fy; R) = E(F;; R) + E(Fy R).
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Dowoéd: Niech F=F, 4+ F,. Ze wzgledu na nieujemno$é
obydwu funkecji 7, F, mamy dla kazdych dwu figur elementar-
nych Ry, Ry

F(R +R) > F,(R) +F, (Ry),

a wiec dla kazdej figury elementarnej R i kaidego ¢>0:

Es (F; R)> E.(F; R) + E.(F; R),

a wiec réwniez, skoro ¢ - 0:
) E(F; R)> E (F; R) 4+ E(Fy; R).

Skadinad, dla kazdych dwu funkeji addytywnych F,, F,
ma miejsce zwigzek:

E(F1+F2;R)<E(F1§R)+E(F2§R),

zatem Zadana réwno$¢ (6) wynika z nier6wnosci (7).

Twierdzenie 9. Kazda funkcja addytywna o wahaniu skor-
czonem jest sumq swej funkcji osobliwosci oraz pewnej funkcji bez-
wzglednie ciqglej. Rozklad taki jest jedynym sposobem preedsta-
wienia funkcji jako sumy funkcji osobliwej oraz Sfunkcji bezwzgle-
dnie cigqgtej,

Dowé6d: Niech F(R) bedzie funkcja o wahaniu skoriczo-
nem i niech W(R), W(R), E(R), E(R) oznaczaja odp. jej waha-
nia i odchylenia. Pot6zmy:

(8) @ (R) = W(R) — E(R).

l?oniewaz stale W (R) > E (R), przeto @ (R) jest funkcjg mo-
notoniczng, nieujemng i na zasadzie twierdzenia poprzedniego

(9 E(W; R) = E(®; R) + E(E; R).
Ale (tw. tw. 2, 7):
E(W;R)=E(F;R)=E(E; R) = E(E; R),

zatem z (9):
E(®;R)=0,

a wigc funkcja @ jest bezwzglednie ciggta.

Podobnie, ktadac:
(10) P (R)=W(R)— ER),

stwierdzamy, iz ® (R) jest funkcja bezwzglednie ciagly.

Niech teraz: ® (R) = ®(R) + ®(R); funkcja @ jest tedy bez-
wzglednie ciggla i ré6wnosci (8) i (10), przez dodanie ich strona-
mi, daja:

(1)  FR)=WR)+WR)=®R)+ER) +ER)
= ®(R) + S(R),

co stanowi zgdany rozktad funkeji F(R).

Jest to jedyny rozktad funkecji na sume funkeji bezwzglednie”
cigglej i osobliwej. W samej rzeczy, zatéimy, iZ ma miejsce inny
jeszcze taki rozktad:

(12) F(R) =2, (R)+ S; (R);
odejmujac te rownosé od (11), otrzymujemy:
P (R) — P, (R) =S5, (R) — S(R),

® — @, jest funkcjg bezwzglednie ciagla, za§ S, — S (tw. tw. 7, 6)
funkcjg osobliwg. Réwno$é ta moze byé tedy spetniona jedynie
w przypadku, gdy obie jej strony tozsamosciowo znikajg. Rozktad
(12) jest tedy identyczny z rozkladem (11), c. b. d. d.

Rozklad funkcji addytywnej o wahaniu skonczonem na sume
funkeji bezwzglednie ciggtej i funkcji osobliwej (ktéra jest—w my$l
ostatniego twierdzenia — zarazem funkcja osobliwo$ci funkeji da-
nej) nazywaé bedziemy drugim rozktadem kanonicznym
funkeji albo rozkladem Lebesgue’a.

Definicje funkeji osobliwesei funkeji o wahaniu skonczonem zawdzigezamy
Lebesgueowi!), termin: funkcja osobliwa (f. singuliére) wpro-
wadzit de 1a Vallée-Poussin, ktéry przez rozwazanie ogélnych funkeji
zbioru pogtebil i wyjasnit wlasciwy sens rozkladu Lebesgue’a dla teorji
calki?). Obydwaj wymienieni Autorowie postugujq sie¢ zresztg dla wyprowadzenia
rozkladu kanonicznego rozwinietg juz uprzednio tg teorjg.

W wykladzie naszym nadaliSmy charakter elementarny definicjom funkecji
osobliwej i funkeji osobliwosci, oraz uzasadnieniu rozkladu kanonicznego funkeji,

) Lebesgue, Intégration des fonctions discontinues, Ann. Ec. Norm. 1910.
2) Por. de la Vallée-Poussin. (/. L. p. 94).
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zamierzajgc z kolei oprzeé¢ sie na tym rozkladzie w rozwazaniach dalszych,
tyczgeych sie calki. :

Jako prosty przyklad funkeji cigglej monotoniczuej i osobliwej siuzyé
moze — w dziedzinie funkeji figury elementarnej na plaszczyinie — funkecja,
ktérg podaliSmy na konicu § 12 jako przyklad funkeji monotonicznej, nie beds-
cej funkejg bezwzglednie ciggla.

Analogiczny przyklad na linji prostej (lub — co jest réwnowazine —
w dziedzinie funkeji cigglych jednej zmiennej rzeczywistej) podany bedzie
w rozdz. III (§ 8). ;

Funkcje jednej zmiennej rzeczywistej.

§ 14. Najwazniejsze z twierdzen i definicji tego rozdzialu
podane byly poczatkowo w innej nieco formie; odnosily si¢ mia-
nowicie nie do funkeji addytywnych przedzialu (lub—co jest réow-
nowazne — figury elementarnej), lecz do funkcji jednej zmiennej
rzeczy wistej.

Mozna jednak latwo ustali¢ miedzy funkecjami jednej zmien-
nej rzeczywistej a funkcjami addytywnemi przedzialu linjowego
pewng odpowiednio$é, ktéra czyni r6wnoznacznem rozwazanie tych
dwu klas funkcji.

Niech mianowicie f(x) bedzie dowolng funkeja rzeczywists,
okreslong w przedziale /, i przyjmujaca tylko wartosci skoficzone.
Nazwiemy przyrostem funkecji f(x) na dowolnym przedziale
[ = (a, b), zawartym w I, réznice: f(b) — f(a). OkreSlone w ten
spos6b wyrazenie jest pewna funkcjg addytywnag przedziatu linjo-
wego [ (I, przyporzadkowang jednoznacznie funkecji f(x). Od-
wrotnie, skoro dana jest dowolna funkcja addytywna przedziatu,
F (I), wéwczas okre§lona jest temsamem, z doktadnoscig do sta-
tej addytywnej, funkcja f(x), ktérej przyrosty na przedziatach /
pokrywaja si¢ z warto$ciami odpowiedniemi funkcji F (/).

Latwo zauwazyé, iz funkcja f(x) jest ciagla w przedziale /,
w sensie zwyklej definicji Cauchy’ego, wtedy i tylko wtedy,
jesli przyrost jej jest funkcjg ciggla przedziatu w sensie definicji,
ktérg podaliSmy wyzej w § 7. Podobniez stwierdzamy natych-
miast, iz oscylacja przyrostu funkeji f(x) w jakim§ przedziale
I pokrywa si¢ z réznicg kres6w—goérnego i dolnego—funkeji f (x)
w przedziale I. Liczbe te¢ bedziemy nazywali rowniez oscylacjg
funkeji f(x) w I; podobnie, jak oscylacje funkcji przedziatu, ozna-
czaé sie ja bedzie przez O[f; I].

Przyjmiemy dalej nastepujace definicje: przez wahanie
gérne, dolne, bezwzgledne, odchylenie gérne i t. d.
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na jakim$ przedziale / funkcji zmiennej rzeczywistej f(x) rozu-
mieé bedziemy odp. wahanie gérne, dolne, bezwzgledne, odchy-
lenie gérne i t. d. przyrostu funkeji f(x) na tym przedziale. Dla
oznaczenia tych liczb uzywaé bedziemy symboli analogicznych do
tych, ktére ustalone zostaly dla funkeji addytywnych, t. j. W(f; 1),
W(iD, WD), E(fil) it d

Jesli wahania funkeji f(x) sg skoficzone, funkcja f(x) nazywa
sie funkcjg o wahaniu skoficzonem, jesli odchylenia jej w ja-
kim$ przedziale znikaja, wowczas nazywa si¢ cigglg bezwzgle,
dnie w tym przedziale. Widoczne jest, iz, zgodnie z ta definicja,
funkcja f(x) jest wtedy i tylko wtedy funkcja o wahaniu skon-
czonem, wzgl. ciagla bezwzglednie, w jakim§ przedziale, gdy jej
przyrost jest funkcja przedzialu o wahaniu skoriczonem, wzgl.
ciagla bezwzglednie, w tym przedziale.

Jak zaznaczyliémy na poczatku tego §, definicje funkeji o wahaniu skoii-
czonem oraz funkeji bezwzglednie cigglej ustalone byly pierwotnie dla funkeji
jednej zmiennej rzeczywistej, pézniej zas§ uogélnione zostaly na funkcje addy-
tywne przedziatu (figury elementarnej) w przestrzeni o dowolnej iloSci wymiaréw.

Pojecie funkeji o wahaniu skoficzonem wprowadzone zostalo do Analizy
przez C. Jordamna, w jego znakomitym wykladzie ,Cours d' Analyse de I'Fcole
Polytechnique“.)

Funkecje bezwzglednie ciagle zostaly w istocie wyréznione po raz pierwszy
jeszeze przez Lebesgue’a, ktory w odsylaczu, u dotu str. 129, swych ,Legons
sur Uintégration* (1904), zauwazyl, iz wlasno§é, ktérg postugujemy sie dzi§ celem
okre§lenia funkeji cigglej bezwzglednie, stanowi warunek konieczny i dosta-
teczny na to, aby funkecja byta calka nieoznaczong w sensie ustalonej przez
Lebesgue'a definicji. Termin ,funkcja bezwzglednie ciggta“ zostat
wprowadzony dopiero nieco pézniej przez G. Vitali'e go?).

ZauwazyliSmy juz wyzej (§ § 9, 12), iz kazda kombinacja
linjowa dwu funkeji addytywnych o wahaniu skorficzonem, resp.
ciggltych bezwzglednie, jest funkcjg o wahaniu skoficzonem, resp.
cigglta bezwzglednie. Uwaga ta zachowuje sie oczywiscie dla
funkeji zmiennej rzeczywistej, nadto jednak mozemy jq rozszerzy¢
w tym przypadku fatwo na iloczyn dwu takich funkeji.

Niech, w tym celu, F(x) i G(x) beda dwiema funkcjami
o wahaniu skonczonem w przedziale (a, b). Jak latwo zauwazy¢,
kazda funkcja o wahaniu skoficzonem w jakim$§ przedziale jest

) QOstatnie wydanie tego dzieta (t. I) ukazalo si¢ w r. 1909.
?) Vitali, Atti Accad. Torino, t. 40, (1905), p. 1021.
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ograniczona w tym przedziale, 1 istnieje temsamem liczba skon-
czona M, ograniczajgca z géry wartosci bezwzgledne funkeji F(x)
i G(x) jednoczes$nie.
Niech teraz
X)) = F{x), 0 65)

i niech W, W, W, oznaczaja odp. wahania bezwzgledne funkecji
H, F, G na (a, b) oraz E, E,, E, odchylenia bezwzgledne tych trzech
funkcji na tym samym przedziale.

Mamy dla kazdego ukladu niezachodzgcych na siebie prze-
dzialéw (a;, b;) zawartych w (a, b):

2 [ (b:) — H(a)] = Z [F(b:) F(a:) — G (b:) G (a))]

<M[ZIF(@)—F(;M+2!G(bf)—G(ai)J],

skad:
W< M. (W, + W,),
£

<M. (E\ + Ey).

Z dwu tych nieréwnosci wynika natychmiast, iz jesli funkcje
F(x) i G(x) sq o wahaniu skoticzonem, resp. bezwzglednie ciggte,
wowczas iloczyn ich jest rowniez funkcjqg o wahaniu Skoriczonem,
resp. funkcjq bezwzglednie ciqglq.

Na zakoriczenie tego § podamy jeszcze pewne proste, ale
czgsto pozyteczne twierdzenie, orzekajace, iz kazda Junkcja zmien-
nej rzeczywistej o wahaniu skoticzonem posiada tylko conajwyzej
przeliczalng mnogosc punktow nieciqgtosci ). Ze wzgledu na twier-
dzenie Jordana (§ 11) o pierwszym rozkladzie kanonicznym
funkeji o wahaniu skoficzonem, wystarczy udowodnié wymienione
twierdzenie tylko dla funkeji monotonicznej niemalejgce;j.

Niech tedy A oznacza mnogosé punktéw niecigglosci funkeji
monotonicznej niemalejgcej F(x). Oznaczajac, jak zwykle, przez
F(a—0), F(a+0) odp. granice lewostronng i prawostronng funkeji

1) Twierdzenie to moznaby — rozmaitemi zresztg sposobami—rozszerzyé
na funkcje addytywne przedziatu w przestrzeni dowolnej; pomijamy te—latwe
do§é—uogolnienia, poniewaz nie bedg nam w dalszym ciggu tego wyktadu po-
trzebne; czytelnik znajdzie je np. w podreczniku Hahna (R. F.).

$ :_-ve."im
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F(x) w punkcie @, mozemy kazdemu punktowi a € / przyporzad-
kowaé liczbe wymierng r(a) taka, iz:

F(a—0) <r(a)<F(a+0).

Yatwo zauwaiyé, ze wzgledu na monotoniczny charakter
funkeji F(x), iz dwum réznym punktom a,be H odpowiadajg
wowczas dwie réine liczby wymierne r(a), #(b). Poniewaz za$
zbiér liczb wymiernych jest przeliczalny, przeto temsamem prze-
liczalna jest mnogosé /7, co nalezalo uzasadnic.
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Miara Lebesguce’a.
Zbiory mierzalne, funkcje mierzalne.

Uwagi wstepne.

§ 1. Uwazajmy dowolng przestrzen euklidesowa, — dla usta-
lenia terminologji — plaszeczyzne. Geometrja elementarna przypo-
rzgdkowuje jednoznacznie pewnej klasie zbioréw o prostej stru-
kturze okreSlone liczby, ktére nazywa ,polami“ tych zbioréw.
,Pole“ jest tedy pewnag funkcjg zbioru, okreslong w zakresie
ofigur geometrji elementarnej“. Zakres ten nie jest w zwyktych
wyktadach geometrji elementarnej catkiem wyraznie sprecyzowa-
ny, obejmujgc, w kazdym razie, zawsze wielokaty i, ogélniej, cze-
sci ptaszczyzny, ograniczone przez skonczong liczbe linji wielo-
katnych; nalezg don tedy, w szczegélnosci, zbiory, ktére w roz-
dziale poprzednim nazwaliSmy figurami elementarnemi. Pole, ktére
przyporzagdkowaliSmy tam kazdej figurze elementarnej, pokrywa
sie z jej polem, rozumianem w sensie geometrji zwyktej.

Poza temi zbiorami, geometrja elementarna, przy pomocy
dodatkowych definicji, przyporzadkowuje pola jeszcze i innym
figurom (kolu, elipsie i t. d.). Dopiero jednak badaniom og6lnym,
nalezgcym do zakresu ogélnej teorji mnogosci, zawdzigczamy roz-
szerzenie, w spos6b systematyczny, pojecia pola na bardziej roz-
legte klasy zbioréw. Jest uwagi godne, iz badania te, z ktérych
wytonity sie spétczesne teorje miary zbioro6w, rozwinety sie
nietyle z zagadnien natury geometrycznej, ile w zwigzku z po-
trzebami Analizy, a — przedewszystkiem —z dgzeniem do uogdl-
nienia i sprecyzowania pojecia calki oznaczonej!?).

) Znajduje to sw6j wyraz niejednokrotnie w terminologiji: du Bois-Rey-
mond nazywa zbiorami calkowalnemi zbiory, ktére nazywamy dzi§ zbio-
rami miary zero wedlug Jordana.

{
i
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W rozwoju swym teorje miary ulegaly pewnym mody-
fikacjom rownolegle do zmieniajacych si¢ wymagan teorji funkcji.
Dla nas, w wyktadzie tym, najwazniejsza role odgrywaé bedzie
teorja zbudowana przez Lebesgue’a —1i jej poSwiecony bedzie
niniejszy rozdzial.Nalezy jednak zaznaczy¢, iz dla Lebesgue’ow-
skiej teorji miary przygotowaly juz grunt wlasciwy dawniejsze
teorje, zwigzane z nazwiskami Cantora, Stolza, Harnacka,
du Bois-Reymonda, Peano, Jordana i in., dzi§ juz
wszakze posiadajgce znaczenie raczej tylko historyczne. W szcze-
gé6lno$ci, na rozwo6j pomysié6w Lebesgue’a wpltynely w sposéb
decydujgcy idee Jordana.

Dla wyja$énienia postgepu dokonanego przez Lebesgue’a zatrzymamy
si¢ chwile w celu zestawienia teorji lebesgue’owskiej z teorjg Jordana.

Sposéb, w jaki geometrja elementarna okre§la pole (objeto§é) figur nie-
prostolinjowych, polega, jak wiadomo, na aproksymowaniu ich przez pewne —
ad hoc zbudowane — ciagi figur, ktérych pola (objetosci) zostaly zdefinjo-
wane juz wezesniej. Metode te podejmujg réwniez ogélne teorje miary, usuwa-
jac z niej jednak pewna dowolnosé i sztuczno§¢ w wyborze sposobéw aproksy-
macji, przez ustalenie jednego, a_wtasciwie dwu, sposobéw aproksymacji dla
wszystkich zbioréw jednoczesnie. Dwa te sposoby aproksymacji w ogélnej
teorji miary zbioréw odpowiadajg dwum, znanym i stosowanym w geometrji
elementarnej, metodom przyblizania figur (bryl) krzywolinjowych (krzywopo-
wierzchniowych): od wnetrza przez pewne figury wpisane, i od zewngtrz—
przez figury opisane. W przypadkach, rozwazanych w geometrji elementarnej,
dwie te metody dajg w rezultacie te same wartoSci na pole (wzgl. objetosé),
ktére obliczamy. Zgodno§é ta znika wszakze z chwilg, gdy przechodzimy do
zbioréw dowolnych: stagd konieczno$é—w teorjach ogélnych—rozrézniania dwu
,miar“ zwanych najezeSciej miara ,zewnetrzng“ i ,wewnetrzng”

W teorji miary Peano-Jordana miarg zewngtrzng dowolnego zbioru
ograniczonego E okresla sie w sposéb nastepujacy: niech {Sn} bedzie dowolnym
ciagiem regularnym siatek kwadratowych; oznaczamy przez s, sume pél tych
wszystkich kwadratéw siatki S,, ktére zawieraja punkty zbioru E. Liczby {cn}
tworzg cigg monotoniczny, nierosngcey, a wige zbiezny do pewnej liczby o,
ktéra jest — ex definitione — miarg zewnetrzng zbioru EY). ;

Okreslona w ten sposéb liczba o zalezy pozornie od sposobu ustalenia
ciggu regularnego siatek {Sn}. To tez dogodnie jest zdefinjowaé te liczbe
w spos6b nieco odmienny, lecz, jak tatwo zauwazyé, calkowicie réwnowazny:
rozwazamy dla danego zbioru ograniczonego E wszystkie uktady @ skoriczonej
liczby prostokatéw, pokrywajacych lacznie zbiér FEj; oznaczamy dla kazdego
takiego ukladu & przez ¢ (@) sume poél wszystkich prostokatéw, nalezgcych
do ukladu &; dolny kres s wszystkich liczb (&) jest wéwczas miarg
zewnetrzng zbioru £ w sensie Peano-Jordana.

) Definicja ta rézni si¢ nieco formalnie -od definicji oryginalnych
Peano i Jordana, jest jednak im réwnowazna.
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Szezesliwy pomyst Lebesgue’a polegat na usunigciu z powyzszej defi-
nicji zastrzezenia, iz, pokrywajace rozwazany zbiér E, rodziny prostokgtéw
majg by¢ zawsze skonczone; ta drobna napozér modyfikacja, zastepujgca
skonczone rodziny & przez ,skorniczone lub przeliczalne“, stanowila
jednak krok decydujacy w rozwoju teorji miary; jej konsekwencja okazaly sie
istotnie nowe wlasnosSci, ktérych nie posiadala zadna z miar dawniejszych
i ktére pozwolily sta¢ sie mierze lebesgue’owskiej podstawsg doniostego uogol-
nienia dawnych metod calkowania.

Miara Lebesgue’a, w ciggu ostatnich lat kilkunastu, ulegata dalszym
jeszcze uogdlnieniom, polegajacym na jej relatywizacji w réznych kierun-

kach. Miara Lebesgue’a polega bowiem na rozszerzeniu na dowolne zbiory,

w pewien okreSlony sposéb, ,pola“ kwadratu, wzgl. ogélniej — w przestrzeni
R, —,objetosci n-wymiarowej kostki. Wychodzac z innych — anizeli
pole (ditugosé, objetosé) — funkeji przedziatu, mozna doj§é metodami
analogicznemi (cho¢, niemniej, stosownie zmodyfikowanemi) do ,m1iar“ innych.
Jesli wige, jako funkcje podstawowsa, weimiemy dowolng funkecje addytywna,
nieujemng, wéwczas —zamiast miary zewngtrznej Lebe s g u e’a—otrzymujemy
jej uogélnienie w postaci pewnej funkeji zbioru, nazwanej przez de la Vallée-
Poussin’a waga zewnetrzng (poids extérieur); relatywizacja ta
stanowi¢ moze podstawe naturalng dla t. zw. calki Stieltjesa—Lebesgue’a.

Inne znéw uogélnienia otrzymujemy, okreslajac funkcje podstawowg
przedzialu jako réwng dlugosci jego przekatni; osiggamy woéwezas — dla
zbioréw polozonych w dowolnej przestrzeni euklidesowej — liczbe, ktéra jest
uogélnieniem dlugoSci; w sposéb podobny dochodzimy ogéinie do miary
sN-wymiarowej“ w przestrzeniach m-wymiarowych (n<Cm), ktéra w przypadku
n=m pokrywa sie ze zwykla miarg Lebesgue’a. Pigkne te uogélnienia
zawdzigezamy Carathéodory’emu; poglebil je i rozwingl, otrzymujge zarazem
nowe uogdélnienia le b esgue’owskiej teorji funkeji, Bezikowicz.

Zakres tego podrecznika nie pozwoli om6éwié blizej tych kwestji; czytelnik
zechce sie tedy zwréci¢ bezposrednio do prac oryginalnych?).

Miara Lebesgue’a.

§ 2. Roéwniez i w dalszym ciggu (podobnie, jak w § poprze-
dnim) rozwazaé bedziemy wylgcznie zbiory w przestrzeni N,,
t. j. polozone na plaszczyznie. Czynimy to zresztg wylacznie dla
latwiejszego sposobu wystowienia twierdzen i definicji; wszystkie
rozwazania tyczy¢ sie beda w istocie w réwnej mierze linji pro-
stej (M), jak i przestrzeni o wyisze] liczbie wymiaréw; chcac

'y Dela Vallée-Poussin, /. L. (Chap. VI) oraz Trans. Americ. Math.
Soc., t. 16, (1915).

Carathéodory, Nachr. Gesellsch. Wissensch. Gottingen, (1914), pp. 404—426.

Hausdorff Math. Annal., t. 79, (1918), pp. 157—79.

Sierpinski, Fund. Math., t. 9, (1927), pp. 172—185.

Besicovitech, Math. Annal., t. 98, (1928), pp. 422—464.
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przej$é do nich, nalezy tylko uczyni¢ zmiany o charakterze for-
malnym i terminologicznym.

Niech & bedzie dowolnym skonczonym lub przeliczalnym
ukladem prostokatéw; bedziemy oznaczali przez o(F) sumg pol
prostokatéow, nalezacych do @; jest to oczywisScie zawsze pewna
liczba nieujemna, ktéra moze by¢ zresztg réwna -+ oo.

Nazywamy miarg zewnetrzng zbiorun E dolny Kres
wszystkich liczb o (E), gdzie € oznacza dowolny uktad skoficzony
lub przeliczalny prostokatéow, pokrywajacych Igcznie zbiér E;
miare te oznaczamy przez m.(E)?).

Pokazemy przedewszystkiem, iz miara zewnetrzna uogélnia
w samej rzeczy pole przedzialu, t. j., iz dla prostokata, lub —
ogélniej nieco — dla kazdej figury elementarnej, pokrywa sig
z polem.

Niech tedy R bedzie dewolng figura elementarng i niech €
bedzie dowolnym ukladem, skonczonym lub przeliczalnym, pro-
stokatéw, pokrywajacych tacznie R. Niech ¢ bedzie dowolng liczba
dodatnig. Zastapmy w uktadzie & kaidy prostokat K przez inny,
K* zawierajacy K wewnatrz, i taki przytem, iz

) |K* [ <A +9)[K].

Whnetrza otrzymanych w ten sposéb prostokgtéw K* stano-
wig pewien uklad zbioréw otwartych, pokrywajgcych lgcznie R,
a wiec, na mocy twierdzenia Borela-Lebesgue’a (por. § 4,
rozdz. poprzedniego), istnieje skonczona liczba prostokatow

K*—Kj, K;,..., K, — takich, iz

R K.
-
Z prostego tedy rozwazania o charakterze elementarnym
wynika, na mocy (1), iz
[RISD K< (1 +9) 0 (@),

i=1
) Znak m, (wprowadzony przez Lebesgue’a) pochodzi od terminu
francuskiego: mesure extérieure.
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poniewaz zas ¢ jest liczbg dowolng i G dowolnym uktadem pro-
stokgtow, pokrywajacych R, przeto temsamem:

(2) |IR| < m.(R).

Z drugiej strony, rozbijajac R, w jakikolwiekbadZ sposob,
na skonczong liczbe niezachodzgcych na siebie prostokatéw, otrzy-
mujemy pewien, pokrywajacy R, uktad G, prostokatéw, przyczem
(€, =IRI, skad:

. ‘ R! = me (R);

co tacznie z (2) daje:

(R|=m(R).

Symbol | | uzywany byl dotychczas tylko dla figur elemen-
tarnych. W dalszym ciagu bedziemy uzywali dogodnego tego spo-
sobu znakowania dla dowolnych zbioréw, rozumiejac ogélnie przez
|E| miarg zewnetrzng zbioru F, t. j. liczbe m, (E); wynik, powy-
zej ustalony, umozliwia to uogélnienie.

Zbiory o mierze zewnetrznej réwnej zeru nazywacé bedziemy
krotko zbiorami miary zero. W przypadku, gdy wszystkie
punkty pewnego zbioru E, z wyjatkiem tylko mnogosSci punktéw,
tworzacych zbiér miary zero, posiadaja pewng wtasnosé (W), mé-
wimy (wraz z Lebesgue’m), iz prawie wszystkie punkty
zbioru E posiadaja wtasnoéé (W), lub iz warunek (W) spetniony
jest w zbiorze E prawie wszedzie.

Z definicji miary zewnetrznej wynika natychmiast, iz kazdy
zbiér skoriczony jest miary zero; z twierdzenia § nastepnego
wynika¢ bedzie, iz kazdy zbiér przeliczalny jest réwniez miary
zero, co zresztg tatwo jest udowodni¢é bezposrednio.

§ 3. Twierdzenie I. Dla kazdego ciggu Skoticzonego lub
nieskoriczonego zbioréw {E,}

(1) SB[« 8.

Dowd6d. Niech ¢ bedzie dowolng liczbg dodatnia. Przypo-
rzadkujemy kazdemu zbiorowi E, taki, pokrywajacy go, uktad G,
prostokatow, iz

() o(@n><rEn\+2i,,

?
!
i
1

Niech:

G = z@

Uktad prostokatéw @& pokrywa oczywiscie sume zbioréw En,
mamy wiec, na mocy (2)

‘25,1‘<o((§)<20(@”)<2\m+e,

n

co, z uwagi na to, iz ¢ jest dowolng liczbg dodatnia, daje zgdang
nier6wno$é (1). . s

Twierdzenie 2. Dla kazdego zbioru E i kazdej liczby do-
datniej ¢ istnieje zawsze taki zbior otwarty G, i2

ECG i |GI<IE|+s
oraz taki zbior Gy, H, iz:
B ol ores o L= tELR

Dowo6d. 1° Niech E bedzie dowolnym zbiorem, ¢ dowolng
liczba dodatnig i G = (K, K,, ..., Ky, ...) takim .ukladem przeli-
czalnym prostokatow, pokrywajacych tacznie E, iz

(3) E[>e (@) —5="> | K|~ 5.

Kazdemu z prostokatéw K, mozemy przyporzgdkowac zawie-
rajacy go wewnatrz prostokat K, w ten sposéb, by:

- E
(4) ‘lKvn‘>‘Kn‘\—W

Mamy woéwezas, kladac G = 2 J(K}),
ECY> KCG,

i, z drugiej strony, z uwagi na (3) i (4):

E,>/z[u<:;\— Sl K | o il

n
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. 20 Cl%ca‘c otrzymac¢ z kolei Zadany zbiér Gj, przyporzadko-
wujemy zbiorowi E, dla kazdego 7, taki zbiér otwarty G, ii:

E(C G, oraz \G,Z|<}E‘+;1i,

co jest mozliwe na zasadzie udowodnionej juz czesci twierdzenia.
Mnogosé

H=1]] G,

jest oczywiScie pewnym zbiorem Gj, spelniajgcym zgdane wa-
runki.

. § 4. Z twierdzenia poprzedniego nie mozna bynajmniej
wnioskowaé, ze dla kaidego zbioru E i kazdej liczby ¢ >0, ist-
nieje taka mnogos$¢ otwarta G, i:

() ECG oraz |G—E| <k

Dowodzi sig¢, w samej rzeczy, iz istniejg zbiory E, ktére nie po-
siadajg powyzszej wlasnosci. Mimo to klasa zbioréw, spetniajg-
cych rozwazany warunek, jest nader rozlegla, obejmujgc wszyst-
kie mnogosSci o prostszej budowie, spotykane w zagadnieniach
analizy. Zbiory te nazywamy mierzalne mi; zbiér E jest tedy
mierzalny, jesli dla kazdej liczby ¢ > 0 istnieje zbiér otwarty
G, spelniajacy warunki (1)7).

. Ml.':.ll‘(; zewnetrzng zbioru mierzalnego E nazywa si¢ wprost
jego miara, oznaczajac ja przez m(E) (t. j. pomijajac znaczek
e w symbolu m.); w dalszym ciggu, bedziemy jednak uzywali za-
zwyczaj nadal znaku |E| dla oznaczenia miary zewnetrznej, za-
rowno zbioré6w mierzalnych, jak i niemierzalnych.

‘ Jak wynika bezpo$rednio z podanej powyzej definicji, wszyst-
kie zbiory otwarte sa mierzalne; widoczne jest réwniez natych-
miast (z uwagi na tw. 2), iZ mierzalne sg wszystkie zbiory miary
zero. Pokazemy, Ze mierzalne sg rowniez wszystkie zbiory dom-
knigte oraz iz najprostsze operacje — dodawania i mnozenia

) Pierwszy przyklad zbioru niemierzalnego podal Vitali (1905). Jak-
kf)lwiek dzi$ juz rozporzgdzamy wielksa iloScig metod, prowadzacych do zbioréw
mex'nierzalnych, niemniej jednak wszystkie te metody opierajg sie na t. zw.
ak'swmacie wyboru Zermeli i nie znamy dotad przykladu efektywnego
zbioru, ktéryby nie byl mierzalny. Blizsze szczegély: Sierpinski, L'Axiome
de M. Zermelo, Bull, Ac. Sc. Cracovie, A, (1918), pp. 97—152, i
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ciagu zbioréw, oraz odejmowania — nie wyprowadzajg poza Klasg
zbior6w mierzalnych.

Twierdzenie 8. Suma ciqgu (skoriczonego lub przeliczal-
nego) zbioréw mierzalnych jest mierzalna.

Dowod. Niech {4,) bedzie ciggiem zbioréw mierzalnych,

A= 2/1,1, i ¢ dowolng liczbg dodatnig. Dla kazdego 7 istnieje

n=1

tedy zbiér otwarty G. taki, iz
AnCGn oraz ]G,I—Anl<§sl_l.

G=ZGn,

Ktadgc

bedziemy mieli

i, z uwagi na tw. 1,
E <
}GﬂA (§ZIG"_AHI<2’2}}=3-

Zbiér A jest tedy mierzalny.

Udowodnimy teraz pewien lemmat, ktory péZniej zreszta zo-
stanie znacznie uogélniony. -
Lemmat. Jezeli F,,F, sg dwoma zbiorami dom-
knietemi, ograniczonemi i rozlgcznemi, wowczas:

iF1+Fz‘:iF11+|F2l-

Dowéd. Poniewaz zbiory Fj, F, sa domknigte, ograniczone
i roztaczne, przeto istnieje taka liczba dodatnia 8, iz dla kazdej

pary punktow x, y
(2) xeF,, yeF, pocigga za sobg p (x,y) >0

Niech ¢ bedzie dowolng liczba dodatnia, i niech & bedzie
takim ukladem prostokatow, pokrywajacych lacznie mnogos¢
F,+ F,, iz
3) (@) <|F+ F[+e.

Moi?ﬁy zalozyé oczywiscie, iz rodzina @& sktada sie wy-
tacznie z prostokatow o Srednicy mniejszej niz 8. Wéwczas, Zaden
‘ 3
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z prostokatow tej rodziny nie zawiera, z uwagi na (2), jednoczesnie
punktéw obydwu zbioréw F, i F,. Oznaczajac tedy, przez G,
wzgl. @,, zbiér tych prostokatow rodziny @, ktére. zawierajg
punkty zbioru F, wzgl. F,, bedziemy mieli:

3(G) > o (G)) + 3 (6,),

I, poniewaz rodziny G, @, pokrywaja odp. calkowicie zbiory
Fy i F,, zatem z uwagi na (3):

|Fit B >0(@)— > o(@) +6(C) —e > |F, | +|Fy| —-
Stad za$, skoro ¢ jest dowolng liczbg dodatnia:
|Fi+F| > | A+ | R,
a wige, na mocy tw. 1, wprost:
| Fi+ Fy| = |Fy | +|F, |

Twierdzenie 4. Wszystkie zbiory domkniete sq mierzalne.

Dowé6d. Poniewaz kazdy zbiér domkniety przedstawi¢ mo-
zna jako sume ciggu zbiorow domknietych i ograniczonych, przeto,
z uwagi na twierdzenie 3, zalozyé mozemy, iz zbiér F, ktérego
mierzalno$¢ nalezy udowodnié, jest ograniczony.

Niech & bedzie dowolng liczbg dodatnig i G takim zbiorem
otwartym, iz:

4 PO G G AR
Zbior
H="G2F

jest oczywiScie réwniez pewnym zbiorem otwartym i przedstawi¢
go tedy mozna jako sume ciggu niezachodzacych na siebie pro-
stokatow: K, K;, ..., Ky, ... ).

) Ciag ten mozemy okresli¢ w 8posdéb nastepujgcy: niech {‘)&n} bedzie
ciggiem regularnym siatek kwadratowych (por. § 5 rozdz. poprzedniego).
Oznaczmy przez {Ki} ciag, skonczony lub przeliczalny, tych kwadratéw siatki
W, ktére zawierajy sie w H, — przez {K,Zl} ciag, zawartych w H, tych kwadra-
téw siatki W,, ktére nie zawieraja sie w zadnym z kwadratéw K,11 it. d. Uktad
wszystkich kwadratéw Kfz sklada sig, jak latwo zauwazy¢, z kwadratéw, nie-
zachodzgceych na siebie i pokrywajgcych tgcznie zbiér H. 3

V7e)
S

e ot

Bedziemy mieli dla kazdego 7

n

21{,.741::0,

=1
a wiee, na mocy lemmatu poprzedniego oraz (4),

‘;&-HF%:ZKHrFﬁG <|F |4,

skad

ZfKi <e, a wiec le(’,-.{s
i=1 =1

iG—Fi::H< EK;'\ g,

/

i\t

co, tacznie z (4), stwierdza mierzalno$¢ zbioru F.

Niech teraz A bedzie dowolnym zbiorem mierzalnyn} i.B =CA
jego uzupelnieniem. Dla kazdej liczby naturalnej 7 istnieje zatem
taki zbiér otwarty G, iz

1
ACGIZ oraz [G,,——A|<E

Ktadac tedy F, = C G, otrzymujemy ciag zbioréw domknie-
tych F, takich, iz dla kazdego 7

: \ i
(5) BDF” i ’B—Fn‘: G”—A\<;’l'

Mamy tedy:

1 B S F/[ ‘ —= 0,
a wiec mozemy polozy¢
(6) B= Z g
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gdzie Q jest pewnym zbiorem miary zero, a wigec napewno mie-
rzalnym. Poniewaz zas, na mocy twierdzenia poprzedniego, mie-
rzalny jest kazdy zbioér domknigty, przeto z réwnosci (6), z uwagi
na twierdzenie 3, wynika mierzalno$é¢ zbioru B, a wigc uzupelnie-
nia kazdego zbioru mierzalnego.

Niech teraz B bedzie dowolnym zbiorem mierzalnym; jego
uzupelnieniem jest tedy réwniez zbiér mierzalny, lub — co jest
rownowazne — B jest uzupelieniem zbioru mierzalnego. Dla kaz-
dego 7 istnieje tedy zbiér domkniety £, spelniajgcy warunek (5);
odwrotnie, jesli dla jakiego$§ zbioru B, istnieje dla kazdej liczby
naturalnej 7, zbiér domkniety F,, spetniajgcy warunek (5), wéw-
czas spefniona jest a fortiori réwnosé (6), gdzie Q jest pew-
nym zbiorem miary zero, — i mnogos§é B, jest, na mocy twier-
dzen 3, 4 — mierzalna.

UdowodniliSmy w ten sposéb dwa twierdzenia nastepujgce:

Twierdzenie 5. Uzupetnienie zbioru mierzalnego jest zbio-
rem mierzalnym.

Twierdzenie 6. Na to, aby zbior E byt mierzalny, konieczne
jest i wystarcza, aby dla kazdej liczby => O istniat taki zbidr dom-
kniety F, iz

FCE oraz |E—F|<e))

Twierdzenia 4 i 5 mozemy jeszcze uzupetni¢ nastepujgcem
twierdzeniem, ktére jest ich natychmiastowg prawie konsekwencja:

Twierdzenie 7. lloczyn ciqgu zbioréw mierzalnych oraz
roznica dwu zbiorow mierzalnych sq zbiorami mierzalnemi.
Dowé6d. 1° Niech {4,} bedzie ciggiem mnogos$ci mierzal-
nych i -

A= E-EAH-

=]

A= ci ol

n=1

Wowezas:

i dzigki twierdzeniom 4 i 5, stwierdzamy kolejno mierzalnos¢

') Wilasnosé charakterystyezna zbioréw mierzalnych, wyrazona w tem
twierdzeniu, uwazana by¢ moze za odpowiednik definicji mierzalno$ei: definicja,
ktéra podalismy, méwi o pewnym sposobie aproksymacji zbioréw mierzalnych
od zewngtrz przez zawierajgce je zbiory otwarte, obecne zas twierdze-
nie — o aproksymacji od wewn qtrz, przez zbiory domkniete.

(o1

Bt - R §
zbiorow C Ap, ZCA,,, oraz A = CZ oA

2° Druga cze$¢ twierdzenia wynika natychmiast juz z pierw-
szej, z uwagi na tw. 5 oraz rownosc

A—B=A.CB.

Poniewaz wszystkie zbiory otwarte sg mierzalne, prze’fo
! z twierdzen 3, 5, 6 wynika, iz mierzalne sg r(’)wnie’z wszystkie
zbiory G; oraz uzupelnienia ich, 7. Czyte.lnik, kt(?reml.l znana
jest ogolna definicja mnogosci borelow§klc}1, stwierdzi tu na-
lychmiast, iz wszystkie te mnogosci sa mierzalne.

§ 5. Twierdzenie 8. 1° Miara sumy ciqg.u ?bioréw mie-
rzalnych roztacznych rowna jest sumie miar tych ?bt?row.'

2°.  Miara granicy ciqgu monotonicznego zbiordw mze/'fza{nyclz
o mierze skoriczonej réwna jest granicy ciqgu miar tych 'zbzorow.

Dowéd. 1° Niech {4,} bedzie ciagiem zbioréw mierzalnych
roztgcznych, i ,

(1) b g i 2o

n=1

Zalozymy najpierw, iz

a) kazdy ze zbioréw A, jest ograniczony. .

Niech ¢ bedzie dowolng liczba dodatnig. W myél“twwrdze-
nia 6 istnieje, dla kazdego n, taki zbior domknigty /5, iz

| €
FI!CAI{ oraz iA,,—F”E<,271.

Mamy, na zasadzie lemmatu § 4, dla kazdego m:

>

m m mn

mn m
-1 <5 1 e — e
LA | > 3 = ‘> | Fn | > X Ap|— Z o
s s P 1
n=1 =

n=1 n=1 i

przechodzac tedy do granicy, gdy m - oo, otrzymujemy
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dla katdego >0, co z uwagi na twierdzenie 1 (§ 3) daje ré6wno$é

A':iA,,.

n=1

b) Mozemy latwo teraz usungé chwilowe zastrzezenie, iz zbio-
ry A. sg ograniczone, przedstawiajagc kazdy z nich jako sume
zbior6w mierzalnych, roztacznych i ograniczonych, t. j. ktadac

kR
An: E Afz,
k=1

. . , R s . -
gdzie kazdy ze zbioréw A, jest ograniczony!); mamy woéwezas:

>34
n=1 k=1
a wiec z uwagi na wynik juz otrzymany:

\AI:zzlAm—Z§ZAfi

co nalezalo udowodnidé.

=% (i)

2°. Niech {B.} bedzie ciggiem monotonicznym zbioréw mie-
rzalnych o mierze skoficzonej, i niech

B — lim Bn.

Rozréznimy dwa przypadki:
a) Rozwazany ciag jest wstepujacy.

Woéwezas:
B= ZB,, _31+Z<Bn+1 By,

n=1

a wiec na mocy udowodnionej pierwszej czesci twierdzenia

') Rozktad ten otrzymujemy np., kladac ogélnie A A, (S,—S o)
gdzie S, oznacza kolo o promieniu £ i $rodku w poczqtku ukladu dla # >1,
oraz zbiér pusty — dla 2= 0.

f,

— 39 — § 6
Bl =|By|+ D" |Bupr = Ba| = [By| + > [ Bags|— | Ball
=l =1
= lim | B, |,
c. b. d. d.
b) Rozwazany ciag jest zstepujacy.
Wowezas:

B, =B +z (Be =381,

a wiec, na mocy pierwszej czeSci twierdzenia:

iBl‘:IB ’*1—2‘3,1—‘3;1.‘_1‘:|B|+2[!Bﬂ‘_|3ﬂ+1\]
R n=1

=|B|+4|B;|—1lim|B.|,

skad
| B| =lim | Bx \
co nalezato udowodnicé.

§ 6. Twierdzenie ostatnie uogdélnia sie czesciowo na zbiory
dowolne t. j. niekoniecznie mierzalne; mamy mianowicie naste-
pujace

Twierdzenie 9. Miara zewnetrzna sumy ciggu monoto-
nicznego, wstepujgcego zbiordw rowna jest granicy ciqgu miar ze-
wnetrznych tych zbiordw.

Dowé6d. Niech {4,} bedzie ciggiem wstepujacym zbiorow

= 11m val — z AR

, przyczem —ze wzgledu na

nalezy udowodnié, iz |A|= lim | A,
zwigzek A ) A, a wiee |A|> \A,,\ — wystarczy pokazaé tylko, iz
1) | 4] < hm\ A

Niech, w tym celu, {G,} bedzie ciggiem zbioréw otwartych
takich, iz dla kazdego n:

: | 1
(2) Aﬂ C Gn oraz ‘A,,\)‘ Gﬂl_ﬁ



Pol6zmy:

oo

Hn = n Gm-

m=n

Zbiory H, tworza cigg wstepujgcy zbioréw G, a wiec mie-
rzalnych; na zasadzie przeto twierdzenia poprzedniego (§ 5)

(3) /ianli”menl;

poniewaz za$, ze wzgledu na (2), dla kazdego n,
< 1
AHCHHCGH, ACZHH, ‘H17;>’!An]>/'Hn]“;’
n=1
otrzymujemy tedy z réwnosci (3), zwigzek
[A|<‘ H,| = lim | Hy | = lim | 44|,
; l n n

ktéry zawiera zgdana nier6wnosé (1).

§ 7. Twierdzenie 10. Warunkiem koniecznym i dostatecz-
nym mierzalnosci zbiorn E jest kazdy z trzech warunkéw naste-
pujacych:

(A) Istnieje pewna mnogosc Gs, zawierajqca zbior E i réznigca
slg odeti conajwyzej o zbiér miary zero;

(B) Istnieje pewna mnogosé F,, zawarta w zbiorze E i rozniqca
- Sig oderi conajwyzej o zbidr miary zero;

(C) (warunek Carathédory’ego). Dla kazdego zbioru Q

|QI=1QXE|+|Q—E]|.

Dowéd. Dwa pierwsze warunki sa natychmiastowemi kon-
sekwencjami — (A) — definicji zbioréw mierzalnych (§ 4), (B) —
twierdzenia 6. Pozostaje tedy udowodnié tylko trzeci.

1°. Zaléimy, iz warunek ten jest spetniony dla pewnego
zbioru E,

Niech S, oznacza kolo o promieniu # oraz srodku w poczat-
ku uktadu,

b
'?
1

— 41 — § 7
Dla kazdego n istnieje (tw. 2, § 3) taki zbiér G, H,, iz
(1) EX S, C . Hy o a¥ag . [EX Sz =1TH;|.
Poniewaz warunek (C) jest spelniony, przeto
| Hy| = |Ha XE| 4+ |Hyn — E| > | Sa X E|+ | Ha — EJ,
a wiec ze wzgledu 'na (1) oraz na |H,|<oco:

|H, — E|=0.

H:EHH,

|H—E|<2\HH—E\=0,

Ktadgc tedy:

mamy réwniez

i mnogo$¢é H, zawierajaca zbior E, réini si¢ od E conaj?vyz’ej
o zbiér miary zero. Poniewaz za$ /, jako suma ciggu ZblOI‘(?W
G, jest oczywiScie zbiorem mierzalnym, przeto temsamem mie-
rzalny jest rowniez zbior E.
2°. Zaktadamy z kolei odwrotnie, iz zbiér E jest mierzalny.
Niech Q bedzie dowolnym zbiorem, /7 — pewng zawierajgcg go
mnogoscig Gj, taka, iz: :
‘H|=1qQ.
Na mocy twierdzenia 8 (§ 5), bedziemy mieli wtedy:
QI =|H|=|HXE|+|H-E|>|QXE|[+|Q—E]|,

poniewaz za$ oczywiscie (tw. 1, § 3)

QI <IQRXE[+|Q—-E],

przeto ostatecznie

.

'\Q%=\QXFW+\Q—E
co nalezalo udowodnicé.

Warunek (C) podany zostal przez Carathéodoryego w zwi.az'kg
z ogélng, abstrakeyjng teorjg miary, w ktérej warunek ten stuzy dla def1n1c31
zbioréw mierzalnych (por. Carathéodory, R. F., Kap. V,oraz Hahn, R. F,,

Kap. VI, § § 5—7).
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Z warunku (C) wynika natychmiast nastepujace uogoblnienie
twierdzenia 8 (§ 5):

: Twierdzenie 8bis. 1° Jezeli {E,) jest ciqgiem zbioréw
mierzalnych, roztqcznych, wowczas dla kazdego zbioru Q

5Q><2£,,‘:21Q><E,4.

: 2". Jezeli {En} jest ciggiem monotonicznym zbioréw mierzalnych
i E = lim E,, wéwczas dla kazdego zbioru Q o skoticzonej mierze ze-

n

wnetrznej
QX E|=1im| QX E,|.

Dow6d. Mamy istotnie, na mocy twierdzenia poprzedniego,
dla kazdego zbioru Q i kazdych dwu zbioréw A, B mierzalnych
i rozlacznych

IQX(A+B)I:1Q><(A+B)><A!+![Q><(A+B)]—Af
=1 QX A|+[QX B

Stad, przez indukcje, dla kazdego ciggu E,E,...,E,... zbioréw
mierzalnych, roztgcznych,

fo;Ek’>§(Q><Ek>j:§Q><Ek

dla kazdego 7; zatem

’QXSEk,)ilQXEk
R—il B=—1

i z uwagi na tw. 1 (§ 3)

/QXZEk :Z!Qxa,

: Druga czg¢s¢ twierdzenia dowodzi sie z kolei w ten sam Spo-
sob, jak analogiczna czesé tw. 8.

|
1
i

- 4 = § 17

Mozemy zaostrzyé teraz tatwo druga czesé tw, 2 (§ 3):
Twierdzenie 11. Dla kazdego zbioru E istnieje taki, za-
wierajqcy go zbior G, H, iz dla dowolnego zbioru mierzalnego A

@) EXA|=|HXA[Y

Dowéd. Wystarczy oczywiscie pokazaé tylko, iz istnieje
zbiér mierzalny H ) E, spelniajgcy warunek (2) dla kazidej
mnogos$ci mierzalnej A; zbiér taki, mozemy bowiem z kolei (tw. 10)
zastgpi¢ zawsze w rownosci (2) przez zawierajacy go zbiér G
ktéry roznitby sig¢ oden conajwyzej o zbiér miary zero.

Zbiér dany E posiada¢ moze miare zewnegtrzng nieskonczo-
ng. Przedstawimy go tedy przedewszystkiem jako sume ciagu
niemalejacego zbior6w E, ograniczonych. Kazdemu z tych
zbioréw, En, przyporzadkujemy zawierajacy go zbiér G;, K, taki,
iz
®) L

Niech
H= z Fa

Zbiér H, jako suma ciggu zbioréw G, a wiec zbior6w mie-
rzalnych, jest réwniez mierzalny. Powiadamy, iz spetnia waru-
nek (1).

Niech, w tym celu, A bedzie dowolnym zbiorem mierzalnym.
Mamy woéwezas, na mocy twierdzenia 10 (C)'i z uwagi na (3)
oraz na skonczono$é liczb |Ex|, | Hy|

|En X A| = | Ea| = | En— Al 3 | Hal = | Ha— Al = | Hi X A,

Hn == ﬁ Km D Eﬂ,

m=n

a wiee, w my$l twierdzenia 8 (2°),
lEXAl>Tim |E. X A|'> Iim | H, X A|=[HXA[,

co, z uwagi na
E@ H,
daje zadang réwnosé (2).

1) Jesli A oznacza caly plaszczyzne, wéwczas otrzymujemy drugg czgsé
twierdzenia 2. =
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Twierdzenie Vitali’ego.

§ 8. W rozwazaniach teorji funkcji rzeczywistych odgry-
waja wielokrotnie wazng role t. zw. twierdzenia o pokry-
waniu zbior6éw; do takich twierdzei naleiy np. cytowane
w rozdz. I (§ 4), twierdzenie Borela-Lebesguea. Zajmiemy
si¢ obecnie pewnem twierdzeniem tego typu, zwanem twierdze-
niem Vitali’ego, ktére odgrywa zasadniczg role w teorji Le-
besgue’a rézniczkowalnosci i catkowalnosci funkeji (por. §§ 2, 3
rozdz. III). ,

Bedziemy moéwili, iz rodzina kwadratéw & pokrywa w sensie
Vitaliego pewien zbiér E, jesli dla kazdego punktu x ¢ E i do-
wolnej liczby >0, istnieje zawsze w rodzinie G kwadrat o sred-
nicy <e, zawierajqcy punkt x.

Z definicji tej wynika natychmiast, iz, je§li zbiér E zawiera
si¢ w pewnym zbiorze otwartym G, i przez G, oznaczymy uklad
tych wszystkich kwadratéw rodziny @, ktére zawieraja sie w Q,
wowczas rodzina @, pokrywa réwniez zbiér £ w sensie Vital i’ego.

Twierdzenie 12 (Vitali’ego)!). Jesli rodzina kwadratéw &
pokrywa w sensie Vitali'ego zbiér ograniczony?) E, wéwczas
istnieje zawsze ciqg, skoriczony albo przeliczalny, kwadratéw rozlqcz-
nych rodziny @: K,, K,,..., K, ..., taki, iz

E~§;‘ 1’,‘.“‘: 0.

Dowd6d. Niech H bedzie dowolnym kwadratem, zawierajq-
cym wewnatrz zbior £. Mozemy zatozy¢, nie zwezajac ogblnosci
twierdzenia, iz rodzina kwadratéw @& zawiera sie réwniez catko-
wicie w kwadracie H. %*

Wybierzemy, przez indukcje, z rodziny tej ciag kwadratéw
roztgcznych, ktére pokrywaé beda prawie calkowicie mno-
gosé E.

') Sam Vitali podat dowéd swego twierdzenia tylko dla mnogosei linjo-
wyeh (Aiti Ac. Torino, t. 48, (1907/8)); uogélnienie na przestrzenie WYZSzego
wymiaru dokonane zostalo przez Lebesgue'a (Ann. Fe. Norm. (3), t. 27,
(1910), p. 365). .

Dowod, ktéry podajemy w tekscie, zawdzieczamy Banachowi (Fund.
Math., t. 5, (1924), p. 130).

%) Zalozenie ograniczonogci zbioru nie jest istotne i moze byé ratwo
usuniete,

Etll § 8

W tym celu, niech K, oznacza dowolny kwadrat rodziny @;
zakladajac za$, iz ustalonych zostato n pierwszych kwadratéw roz-
tacznych K, K, ... Ky, oznaczymy przez #, kres goérny dlugosci
bokéw wszystkich tych kwadratéw rozwazanej rodziny, ktére nie
posiadajg punktéw wspdélnych z zadnym z wybranych juz kwadra-
tow K; (=1, 2,..., n), i jako K,i1 ustalimy jakikolwiek kwadrat
roztaczny z kwadratami K; (=1, 2,..., n), o boku wiekszym

od % - Kwadrat taki istnieje zawsze, jesli tylko kwadraty K, K,, ..., K,

nie pokrywaja juz same calkowicie zbioru E; w tym jednak przy-
padku, kwadraty te stanowityby same juz cigg skonczony, spet-
niajacy wymagane warunki. Mozemy przeto zalozyé, iz indukecja
nasza nie urywa sie dla zadnej wartoSci naturalnej 7, t. j. okreSla
pewien cigg istotnie nieskoniczony kwadratéow rozlgcznych {K.};
pokazemy, iz cigg ten pokrywa prawie caly zbiér E. '

Niech tedy
: =2
P = E via }<il
(1) }f
i zatézmy, iz
(2) | P| >0,
Szereg

o

%
SN K < |H
1

=

jest widocznie zbiezny; oznaczajac tedy, dla kaidego n, przez p.
bok kwadratu K, oraz przez K, — kwadrat spélsrodkowy z K,
o boku réownym 5 p,, mozemy ustali¢ takg liczbe A, iz

oo | J i><:_‘
> K| =25.> " |Ku| <|P].
n=N~+1 n=N+1

Wowezas
| Sw“
| P — [\/z = 07
| el |

n=~N+1

a wiec istniejg napewno punkty zawarte w P, a nienalezgce do
7zadnego z kwadratow K, dla n> N+ 1. Niech x, bedzie dowol-
nym takim punktem.
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Poniewaz x,, nalezac do P, znajduje sie, na mocy (1), poza
‘wszystkiemi kwadratami K, przeto przyporzadkowaé mu mozna
taki zawierajgcy go kwadrat Ke G, iz

3) KXK,=0 dla n=1,2, ..., N,

Powiadamy, iz kwadrat K musi mie¢ jednak punkty wspélne
z jednym przynajmniej z kwadratéw K,. W samej rzeczy, w przy-
padku przeciwnym;, mieliby$my, oznaczajac przez p bok kwadratu K,
dla kazdego n:

p < ¥y <2Pn+1,

a wiee, ze wzgledu na lim p, = 0, réwniez p = 0, co jest oczywiscie
n

niemozliwe. Niech tedy n, bedzie najmniejsza z wartosci wskaz-
nika n, dla ktérych

KX Kn #0.

Z uwagi na (3), mamy oczywiscie n,> N, a wiec kwadrat K
posiada punkty, lezgce zewnatrz kwadratu K ,, mianowicie punkt x,.
Wynika stad natychmiast, jako, iz jednoczesnie K X K, = 0,

p > 2 Pn, = Frg—1.
Z drugiej wszakze strony

KXHa=0 dla -n=1,2 ..., t#,—1,
a wiec

Tn—1 > p,

co sprzeczne jest z nier6wno$cig poprzednig. Zalozenie (2) pro-
wadzi tedy do sprzecznosci. Zbior P jest przeto miary zero i tem-
samem ciag {K,} spetnia zgdane warunki.

Twierdzenie Vitali’ego stosuje sie czesto w odmiennej
nieco postaci, ktéra podamy jako nastepujacy

Wniosek. Jezeli rodzina kwadratéw & pokrywa w sensie
Vitaliego zbiér ograniczony E, wowczas, dla kazdej liczby 1> 0,

Istnieje w rodzinie G taki skoriczony uktad kwadratéw Ky K, o s 1
P P '
@ DKl = <IEI<|EX Y Ka| 4.
n=1 =1

—— s
T o

A §9

Dowo6d. Niech G bedzie zbiorem otwartym, zawierajacym
E i takim, iz '
|Gl <

Ef .

Mozemy zaltozy¢, iz rodzina kwadratéw & miesci sie¢ calkowicie
w G. Oznaczajac tedy przez {K,} ciag kwadratow roztacznych,
wybranych z G w ten sposéb, by

®) E—iKn:O,
n=1 :

bedziemy mieli przedewszystkiem
(6) ZIKM»<1GJ<15}+-Q<+&
n=1

Niech p bedzie liczbg naturalng, dla ktorej

Otrzymujemy woéwczas z (5)

iE:[EXEKn <[E><il<n
n=1 n=1

co, lacznie z (6), pokazuje, iz uklad skoficzony kwadratéw
Ky, K, ..., Ky, czyni zado$¢ zgdanemu warunkowi (4).

==

Funkeje punktu.

§ 9. Bedziemy méwili, iz f(x) jest funkcjg punktu
w przestrzeni M, jesli kazdemu punktowi x tej przestrzeni odpo-
wiada doktadnie jedna liczba — skoniczona, lub nieskonczona okre-
Slonego znaku (4 oo lub — o0). Bedziemy rozwazaé najczeSciej
w dalszym ciggu funkcje, okreslone w catej przestrzeni, wzgl. na
jakiej§ figurze elementarnej.

Dwie funkcje, ktére r6znig sie conajwyzej w punktach, two-
rzacych zbiér miary zero, nazywaé sie bedg r6wnowazne.
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Wprowadzenie w zakres rozwazan funkeji, przyjmujacych réwniez wartosci
nieskonczone, nastrecza¢ moze pewne trudno$§ci w przypadku wykonywania
dzialan elementarnych na tych funkejach. Uogé6lnienie dziatai elementarnych
na liczby nieskoriczone narzuca sie jednak calkiem naturalnie w wielu przy-
padkach tak, ze zbyteczne si¢ staje precyzowanie tego unogélnienia w postaci
oddzielnej definicji. Tak np. jasne jest, co rozumieé¢ nalezy przez sume a-b,
gdy jedna z liczb a, b jest skonczona, lub obydwie nieskonczone, lecz jednako-
wego znaku, lub przez nieréwno$ci ¢ >0, a> b i t. d., gdy jedna, lub nawet
obydwie, z tych liczb sg nieskonczone.

W przypadku, gdy wynik dzialania na ,nieskonczono§ciach®
moglby budzié¢ jakiekolwiek watpliwo$ei, bedzie nalezato domyslaé si¢ zawsze
stosownych zastrzezen, choéby nawet zastrzezenia te nie byly explicite
formutowane.

Tak np. gdy mowa jest o sumie dwu funkeji f-+ ¢, nalezy zakladaé, iz
punkty nieskoficzono§ei réznych znakéw tych dwu funkeji wzajemnie sig
wymijajg.

W dalszym ciggu, naogé! (choé¢ niezawsze) bedziemy mieli do czynienia
tylko z takiemi funkecjami, ktére wartoSei nieskonczone przyjmujg wylacznie
w zbiorze miary zero.

Rozwazanie funkecji punktu f(x) w przestrzeni M, roéwno-
znaczne jest oczywiscie rozwazaniu funkeji f(x,, X, ... X,) # zmien-
nych rzeczywistych.

Funkecje mierzalne.

§ 10. Zakladamy, iz ustalona jest przestrzen M, (wzgl. jakis
zbior pewnej przestrzeni), w ktérej rozwazamy funkcje punktu.
Jesli A(x) oznacza ogélnie pewien warunek, tyczacy sie
punktéw x rozwazanej przestrzeni, wéwczas symbol E[A (x)]
X

oznacza¢ bedzie zbiér wszystkich punktéw, spetniajgcych waru-
nek A. Np., jeSli f(x) oznacza funkcje punktu, a — jakgkolwiek
liczbe, wowczas

1) El7 (x> a

oznacza zbiér punktéw x, w ktérych f(x)> a.

Funkecje f(x) nazywamy mierzalng, jesli dla kazdej licz-
by skonczonej a, zbiér okreslony przez (1) jest mierzalny.

Zauwazy¢ tu mozna latwo, iz dla mierzalnosci funkecji f(x)
wystarczy juz tylko, aby zbiér (1) byl mierzalny dla liczb a wy-
miernych; w samej rzeczy, dla kazdej liczby rzeczywistej a moz-
na okre$li¢ ciagg monotoniczny, malejacy liczb wymiernych {r,},
zdazajacy do a. Wowezas:

— 49 — § 10
EU@ﬁNﬂ=§SEUMﬁ>m,

skoro za§ kazdy ze zbioréw, wystepujgcych pod znakiem X, po
prawej stronie réwnosci, jest mierzalny, zatem (§ 4) mierzalna jest
réwniez ich suma, t. j. zbiér (1) dla dowolnej liczby a.

Wynika dalej natychmiast z definicji funkcji mierzalnej, iz
kazda funkcja réwnowazna funkcji mierzalnej jest rowniez mie-
rzalna. W samej bowiem rzeczy, jeSli wartoSci funkeji ulegng
modyfikacji w zbiorze miary zero, wowczas, dla kazdej liczby a,
zbiér (1) zmieni sie réwniez tylko o zbiér miary zero.

Zwiazki wreszcie:

E[f(x)<a]l=CE[f(x) > a]

B> a-TE >e— 1)

=1

@ E[f(9) <al = CE[f() >d],

Ela<f(x) <8l = E[f()>al.E[f() <8]

oo

E[f()>—col = 3 E[f (> —1l,

it d

pokazuja, iz dla funkcji mierzalnej f(x) i dowolnej liczby a (wzgl.
pary liczb a, b) zbiory, wystepujgce po lewych stronach réw-
nosci (2), sa wszystkie mierzalne.

Udowodnimy teraz pare prostych twierdzen o funkcjach
mierzalnych, ktére pokazuja, iz mierzalno$¢ jest wiasnoScia, za-
chowujaca sie przy elementarnych operacjach na funkcjach.

Twierdzenie 13. Dla kazdych dwu funkcji mierzalnych
g(x), h(x) zbiory

E[gx)>r®], Elg@>h®)]  Elgx)=hx)]

sq mierzalne,
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Dow6d. Twierdzenie wynika natychmiast ze wzoréw:

4os Ao

Elg () > 1] = > Z{ [g(x)>%]-§[h(x)<g]}-

n=—co m=—1

Elg>h=CE[h>g],
Elg=h=E[g>h.E[h=>g].

Twierdzenie 14. Jesli f(x) jest funkcjq mierzalng, wiow-
czas | f(x)|* jest rowniez funkcjq mierzalng.
Dowéd wynika ze wzoru:
! af

E[|f(®)[ > al = ELf(x) > a®] + E[f(x) <—a"],

ktéry zachodzi dla kaidego a > 0; dla a <0 zbiér, stojacy po
lewej stronie réwnosci, oznacza calg przestrzen, a wigc jest row-
niez mierzalny.

Twierdzenie 15. Kombinacja linjowa o statych spiélczyn-
rikach oraz iloczyn dwu funkcji mierzalnych sq mierzalne.

Dowé6d 1°. Z wzoréw:

a—B

E[Ag(x)+ B~ al=

] dla 4 > 0,

E[Ag(,\)+B>a]

B], dla 4 <0,

ktére zachodza dla kazdej funkeji g (x) i dowolnych liczb @, A, B
(A==0), wynika, iz, jesli g(x) jest funkcja mierzalng, wowczas
mierzalna jest réwniez kazda funkcja A g (x) + B.
2° Jesli mierzalne sg dwie funkeje g(x) i Z(x), wowezas
mierzalno§é ich kombinacji linjowej A & + B/ wynika — na pod-
stawie 1° oraz tw. 13 — ze wzoru:
a
[U/’ /1h~+14];

ktéry ma miejsce dla kazdego A > 0. Przypadek A <0 rozstrzy-
ga sie analogicznie.

Eng—I-Bh/ aj =

£ G § 10

3" Jesli funkcje g i 2 sg mierzalne, wéwczas mierzalnosé ich
iloczynu wynika, na podstawie 2° i twierdzenia 14, z tozsamosci:

B 1+ = (g — by Y

Twierdzenie 16. Kresy—gorny Supf (x) i dolny inff,, (x)—
oraz granice—gorna lim sup Jn(x) i dolna le inf f (x)— czqgu Junkcji |

mierzalnych f,(x) sq rowmez Junkcjami mzerzalrzemz
Dow6d 1° Niech: F(x)=sup f,(x). Mierzalnoéé funkeji F(x)

w przypadku, gdy wszystkie funkcje f.(x) sa mierzalne, wynika
z rownosci:

E[F(x)>a] = zg[f,l(xpa].

Przez zmiane znaku otrzymujemy dowéd mierzalno$ci kresu
dolnego.

2° Niech: F, (x) = sup [fut1 (x), fors (%), ....].
Woéwezas: lim sup f(x) = lim F, (x) = inf F, (x). Na zasadzie 1°

wynika juz stgd mierzalno$¢ funkecji lim sup f, (x).

Przez zmiane znaku funkecji f»(x) otrzymujemy mierzalnosé
granicy dolne;j.

W wielu zastosowaniach uzyteczne bedzie jeszcze nastepujgce

Twierdzenie 17. Kazda funkcja mierzalna nieujemna jest
granicq monotonicznego niemalejqcego ciqgu funkcji mierzalnych,
nieujemnych, skoriczonych i przyjmujqcych tylko skorczong liczbe
wartosci rézZnych. i

Dowéd. Niech f(x) bedzie dowolng funkcjg mierzalng nie-
ujemng. Potézmy dla kazdej wartosci # naturalnej:

fn(x)zl;li, jesli: l;—ll<f(x)<2in (=1,2,...,n.2%,
oraz
=" jesli:  f(x) > n.

1) Dowdd ten wymaga w przypadku, gdy g i & przyjmujg wartosci nie-
skonczone, drobnego uzupelnienia, ktoére nie przedstawia trudnosci i ktére mo-
zemy pozostawié czytelnikowi.
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Funkeje fn(x) tworzg widocznie ciagg monotoniczny niemale-
jacy. Powiadamy, iz w kazdym punkcie:

lim fr (x) = f(x).

W samej rzeczy, niech
10, f(x,) <+ oo. Mamy woéwczas dla kazdego n > f(X,)

0 < Fxe) —falx0) < 21

lim fn (xo) o f(xo)-

zatem:

20, f(xg) =+ 2. Wéwezas, dla kazdego n, fa(x,) =1, a wiec
lim fn (.’CO) a + oo = f(xo)'

Wszystkie powyzsze rozwazania zachowujg sig, rzecz prosta,
bez zmiany, jesli zamiast funkeji, okreslonych w calej przestrzeni,
rozwazaé funkcje, okreslone tylko w jakim$ zbiorze mierzalnym,

np. na figurze elementarnej.

Funkcje ciagle, pélciagle.

§ 11. Niech f(x) oznacza funkcje punktu, okreslong w cale.j
przestrzeni Mn, wzgl. tylko w jakim$ zbiorze Z tej przestrzenrl.
Niech x bedzie dowolnym punktem, nalezacym do zakresu, w kto-
rym funkcja jest zdefinjowana. Oznaczmy przez K(x,r) .kolo 1)
o §rodku w punkcie x i promieniu 7>0. Oznaczymy dale]. przez
M(f, x, 1), wzgl. m(f, %, 1), kres gérny, wzgl. dolny, wartosci, jakie
funkeja f przyjmuje w punktach potozonych wewnqtr.z kqla K(x,r).
Gdy r - 0, liczby M(f, x, 1), m(f, x,r) daig monotonicznie do pew-
nych granic, ktére moga by¢ zresztg nieskor’xc.z‘one. Nazw1.emy
granice te odp. maximum i minimum funkeji f.\.w.punkcw X,
oznaczajac je odp. przez M(f; x), m(f; %), — pomijajac fresz’t’a‘
czesto znak f, jesli mowa bedzie o jednej ustalone] fllnkC].I. Réz-
nice M(f; X) —m(f; X) oznaczaé bedziemy przez O (f; X) i nazy-
waé oscylacja funkeji f w punkcie x. -

Widoczne jest, iz w kaidym punkcie x, W ktérym funkcja

jest okreslona
6] M(x) > f(x) > m(x).

) Przyjmujemy i tu terminologje plaszezyzny, jakkolwiek rozwaiania

tyczg sie dowolnej przestrzeni.

Jes§li w jakim$§ punkcie x
M(x)=f(x), wigl. f(x)=m(x),

wéwezas funkecja f nazywa sie w tym punkcie pdéiciggta
z gory, wzgl. z dotu. Funkcja, ktéra w jakim$ punkcie jest
poétciggla z géry i z dotu jednoczesnie, nazywa sig ciggta w tym
punkcie.

Funkcja, ktéra jest pélciagla z goéry, wzgl. z dotu, wzgl
ciagta, w kazdym punkcie zbioru, w ktéorym jest okreslona, nazywa
si¢ wprost p6tciggta z géry, wzgl z dolu, wzgl. ciggta,
w tym zbiorze.

Zgodnie z ta definicjg funkcja ciggla moze przyjmowacé war-
toéci nieskonczone. Jednakze w dalszym ciggu tego wyktadu,
moéwige o funkejach ciaglych na jakim$ zbiorze, bedziemy zwykle
zakladali, iz funkcje te przyjmuja wszedzie w rozwazanym zbiorze
warto$ci wylgceznie skonczone.

Z definicji powyzszych wynika natychmiast, iz, jesli g (x) jest
funkcja pélciagla z géry (z dotu), wowczas funkcja — g(x) jest
poétciagta z dotu (z gory); dalej, iz suma dwu funkeji pétciggtych
z goéry (z dolu) jest réwniez funkcja pélciagla z géry (z dolu);
oczywiscie, aby umozliwi¢ dodawanie, musimy zatozyé, iz w zad-
nym punkcie funkcje, ktére dodajemy, nie osiggaja wartosci nie-
skonczonych réznych znakow.

Bedziemy méwili w dalszym ciggu, dla wiekszej prostoty
wystowienia, o funkcjach pélciaglych, okreslonych w catej
przestrzeni; tatwo jednakze spostrzec, iz wszystkie rozwazania
tego § zachowujg sie bez zmian istotnych dla funkeji, okreslonych
na dowolnych zbiorach domknietych.

Z uwagi tej skorzystamy w przyszloSci, poniewaz — nieje-
dnokrotnie — bedzie sie miato do czynienia z funkcjami, okreslo-
nemi tylko na jakiej§ figurze elementarne;j.

Twierdzenie 18. Na to, aby funkcja f(x) byta pdiciagta
z gory (wzgl. z dolu), konieczne jest i wystarcza, aby, dla kaZdej
liczby rzeczywistej a, zbior

(2) E[f(x)>a] (wzgl E[f(x) <a])

byt domknigty.
" Dowé6d. Wystarezy oczywiscie udowodnic¢ twierdzenie nasze
tylko dla funkecji péiciaglych z gory; przej$cie do funkeji pétciag-

= EX LIBRIS ~ ’
Bibiieteki Kuratorium 0.7.B
w Blatymstolu



§ 11 — 854 —

gtych z dotu uskutecznia si¢ natychmiast przez zmiang znaku
funkecji.

1% Warunek jest konieczny. Niech f(x) bedzie funkcja
potciagta z goéry i niech x, bedzie punktem skupienia zbioru
E[f(x) > a]. Dla kazdego zatem r > 0, kolo K (x,,7) zawiera
wewngtrz punkty zbioru E[f} al, a wiee: M(x,,r) > a i row-
niez: M (x,) > a. Poniewaz za$ M (x,) = f(x,), zatem f(x,)>a
i punkt x, nalezy do rozwazanego zbioru (2), ktéry jest tedy
domkniety.

2° Warunek jest wystarczajgcy. Niech x, bedzie dowol-
nym punktem oraz ¢>0. Pol6imy:

3 EE) = EIf (9> F () + ol

Ze wzgledu na warunek nasz, ktéry — zakladamy — jest spet-
niony, zbior E (¢) jest domkniety dla kazdego &, poniewaz zas
nie zawiera oczywiscie punktu x,, przeto dla dostatecznie matego
koto K(x,, r) jest roztgczne ze zbiorem E (¢). Mamy wtedy:

Fxg) &> M (xo, 1) > M (%),
poniewaz zas ¢ jest dowolng liczbg dodatnig, zatem:

f(x0) > M(x,),
co — ze wzgledu na (1) — daje:

f(xo) =M (x0)~
W przypadku f (x,) = — o druga czes¢ dowodu wymaga modyfikacji for-
malnej. We wzorze (3) nalezy podstawié na miejsce f(x,) ¢ liczbe — n, gdzie n
jest dowolng liczbg naturalng. Otrzymamy wowczas:

M (x) = f () = — e=.
W przypadku f(x,) = -+ = réowno$é: M (x,) =f (%)) = = jest oczywista
jako konsekwencja (1).

Wniosek. Kazda funkcja potciaglta (a wiec, w szczegdlnosci,
funkcja ciqgta) jest mierzalna.

Istotnie bowiem, na zasadzie twierdzenia poprzedniego, zbiory
Ig[f(x) > a] sg dla kazdej funkcji polcigglej z géry domknigte,

a wiec mierzalne. Temsamem mierzalne sg zbiory

b - e § 12

. My grlsall jetivadd g
EV@>al= £l >atl].
ktére sg zbiorami Fs.

Pojecie poétcigglosci wprowadzone zostalo do Analizy przez R.Baire’a,
w jego Tezie doktorskiej (Ann. di Matematica, (3), t. 3. 1899). OgraniczyliSmy si¢
tu tylko do wskazania tych wlasnosei funkeji poleciggtych, ktore uzyteczne
beda w dalszych zastosowaniach. Blizsze szczegily o funkejach pé6lcigglych
i ich uogélnieniach znajdzie czytelnik w dzietach Hahna (R. F., rozdz. II),
Hausdorffa (M. II, rozdz. 1X), Sierpinskiego (F. A., rozdz. 1I).

Badania lat ostatnich podkreélity role pojecia péleiggtosei réwniez i w tych
dzialach Analizy, ktére nie nalezg juz do wlasciwej teorji funkeji zmiennej
rzeczywistej, np. w rachunku warjacyjnym (por. L. Tonelli, Calcolo delle
Variazioni. 1921).

Twierdzenie Egoroff’a.

§ 12. Rozdzial ten zakoneczy pare twierdzen, ktére — nale-
zac juz dzi§ do rezultatéw klasycznych teorji — odegraty w ro-
zwoju jej wazng role. Dwa pierwsze z tych twierdzen — twier-
dzenia Egoroffa i Luzina — zapoczgtkowaly serje badan nad
budowa og6lnej funkcji mierzalnej. Twierdzenie trzecie, ktore
zawdzieczamy F. Riesz'owi, stalo si¢ podstawg zastosowan calki
Lebesgue’a do ogélnej teorji rozwiniec ortogonalnych.

Metody dowodu trzech tych twierdzen znajdujg sie ze soba
w widocznym zwigzku. Rozpoczniemy od udowodnienia twier-
dzenia Egoroff’a.

Lemmat. Jesli Q jest pewnym zbiorem mierzalnym, o mierze
skoriczonej, i jesli {f.(x)} jest ciqgiem funkcji mierzalnych i skoriczo-
nych na Q, zbieznym na tym zbiorze do pewnej funkcji mierzalnej
i skoriczonej f(x), wowczas dla kazdej pary liczb dodatnich e, 7
istnieje taka liczba N oraz taki zbior P o mierze mniejszej od w, ig
nieréwnosc

| fa(x) —f(x)| <e

zachodzi dla kazdego wskaznika n> N i kazdego punktu x € Q — P.

Dowé6d. Oznaczymy ogélnie przez Qn zbioér tych wszyst-
kich punktéw x e Q, dla ktérych nier6wnosé

[fu(X) = f(x)| <e



§ 12 — 86 —
spetniona jest dla kazdej liczby n> m. OkreSlone w ten sposob

.mnogos’ci Qn s4 mierzalne i tworza ciag monotoniczny niemale-
jacy, mamy bowiem dla kazdego m

Qn= [ E[f()—fu(x)|<e].

n=m+1*

Nadto, z uwagi na zbieinosé ci

i agu n (X d

PN T gu {/.(x)} do f(x) na calym
Q 2 QMy

| Q| =1im | Qn|,

skad (§ 5, tw. 8):

lub:
lilm\Q— Qn| = 0.

Mamy tedy dla pewnej wartosci m,:

‘ Q— Qmo

=&

Kiadac N =m, i P= Qn, otrzymuj ; ; a
Mg ymujemy zgdana liczbe N
mnogosé P, ey Zguandg Lemne i zagdang

: Twz.erdzenie 19 (Egoroffal)). Jezeli Q jest dowolnym
zb.zorem mierzalnym o mierze skoriczonej i {f,(x)} jest ciqgiem funkcji
mzerzal{zyc/z i prawie wszgdzie skoriczonych na Q, zbieinym prawie
wszedztcj na tym zbiorze do pewnej funkcji mierzainej i Skoriczonej
f (.x), wowczas, dla kazdej liczby <> 0, istnieje podzbior domkniety F
zbioru Q taki, iz funkcje f, (x) sq zbiezne Jjednostajnie do f(x) na F oraz

|1Q— F|<e.

.D'owéd. Usuwajgc ewent. ze zbioru Q zbiér miary zero
zalozy¢ m-oZemy przedewszystkiem, iz funkcje f,(x) sa wszystkiej
Wszgfime skoriczone i wszedzie na Q zbiezne do funkeji f(x)
W mysl tedy poprzedniego lemmatu bedziemy mogli dla kaZdeJ:

m, r ] -] v fznz-}- )

taki wskaznik N,, iZ nieréwno$é:

) Egoroff, Comptes Rendus, t. 152, (1911), pp. 244 — 246.

J
“

= A0 = § 13

@ , ) = F <o

spetniona jest dla kazdego n> Ny oraz kazdego punktu x € Q — Pn.

Niech:
Q:Q—ZSHD
m=1
Bedziemy mieli:

@ -« S Pl St -1

/iy — m=1

Z uwagi na nier6wnos¢ (1), spetniong dla 7> N, we wszyst-
kich punktach zbioru Q'(C Q— Pn, ciag { fn (x)} jest zbiezny jedno-
stajnie na Q' do f(x). Oznaczajac tedy przez F podzbiér domkniety
(§ 4, tw. 6) tego zbioru taki, iz

(=
(3 [QF = Fl= =

otrzymujemy zadany zbiér domknigty, poniewaz, z uwagina (2) i (3),
| Q 3 F‘ < g,

cigg za$ {f.(x)}, jako zbiezny jednostajnie na Q', jest tembardziej
jednostajnie zbiezny na zbiorze F Q'

Twierdzenie Luzina o funkecjach mierzalnych.

§ 13. Niech Q bedzie dowolnym zbiorem mierzalnym, ogra-
niczonym, w dowolnej przestrzeni euklidesowej, i f(x) dowolng
funkecja, okreSlong w punktach tego zbioru. Bedziemy mowili, iz
funkcja f(x) posiada na tym zbiorze wlasnosé (C), jesli dla kaz-
dej liczby €>0 istnieje zbiér domkniety F(C Q, taki, iz

‘Q—F\<E7

funkcja za$§ f(x) jest ciggta i skoficzona wszedzie na F.
Luzin udowodnilt!), iz wlasnosé (C) jest rownowazna mie-

rzalno$ci funkeji f(x) na Q.
Udowodnimy najpierw jedng cze§é tego twierdzenia w przy-
padku szczegOlnym.

) Luzin, C. R, t. 154, (1912), p. 1689. Por. takze: Sierpinski, Sur
les fonctions mesurables, Fund. Math., t. 3, (1922), p. 320.
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Lemmat: Jezeli funkcja f(x) okreslona, skoriczona i mierzalna
na pewnym zbiorze mierzalnym Q, o mierze skoriczonej, przyjmuje

tylko skoriczong liczbe wartosci réznych, wéwczas ;
; osiad -
snosc (C). 4 . Ao niais

: .D’o w6 d. . Ni.ech L, b, ..., I, bedzie ciagiem wszystkich war-
tos’m. r6znych, jakie f(x) przyjmuje na Q, i niech Q; bedzie mno-
goscig tych wszystkich punktéw x e Q, w ktérych

f(x)=14.

Kazdy ze zbioréw Q; jest mierzalny, istnieje tedy (§ 4, tw. 6),
dlz}’kazdeJ liczby >0 i dla kazde] wartoSci i =1, 2,..., n, taki
zbiér domkniety F; (C Q,, iz ;

(1) FQ o Fll e
Niech: i

Fzgﬂ.

o .Fur}kcja f(x), jako stala na kazdym ze zbioréw F;, jest oczy-
wiscie ciggta na zbiorze F, poniewaz za$, z uwagi na (1),

\Q—F\<2|Qi—Fi‘<E,

przeto spetnia temsamem warunek (C).

: Twierdzenie 20 (Luzina). Na to, aby funkcja f(x), okre-
Slona i skoriczona wszedzie na pewnym zbiorze migrzalnym, ograni-
czonym Q, byla mierzalna na tym zbiorze, potrzeba i wystarcza, aby
posiadata na Q wtasnosc¢ (C). :

Dowé6d. 1° Warunek jest wystarczajgcy. Niech
dla kazdej liczby naturalnej #, F, oznacza zbiér domkniety, zawart§;
w Q i taki, iz funkeja f(x) jest ciggta na F,, a nadto

0L
n

Zbiér taki istnieje zawsze jako, iz funkcja f(x) posiada wtasnosé (C).

Mamy tedy
(2) Q = 2 Fn + P;

gdzie P jest pewnym zbiorem miary zero.

Niech teraz a bedzie dowolng liczba rzeczywistg; oznaczmy
ogélnie przez Q(a), Fn(a), P(a) zbiér tych punktéw x e Q, wzgl.
xeF,, wzgl. xe P, w ktérych f(x)>a. Wowezas, z uwagi na (2):

(3) QW)=2£EAM+JN®;

ale kazdy ze zbior6w F,(a) jest mierzalny, poniewaz funkcja f(x)
jest ciggla, a wiec tembardzie] (§ 11) mierzalna, na kazdym ze
zbioréw F,; nadto, zbiér P(a) C P jest miary zero. Z (3) wynika
tedy, iz mierzalny jest rowniez zbior Q (a), a wiec, iz funkcja
f(x) jest na Q mierzalna.

29 Warunek jest konieczny.

Niech f(x) bedzie funkcja mierzalng na Q.

Istnieje wowezas (tw. 17, § 10), zbiezny do f(x), ciag funkcji
mierzalnych i skoficzonych, {f»(X)}, z ktérych kazda przyjmuje
tylko skonczong liczbg wartodei réznych, a wigc — na mocy
Jemmatu poprzedniego — spelnia warunek (C). Istnieje tedy,
dla kazdej liczby dodatniej ¢>0 i kazdego n>1, zbiér F, C Q,
na ktérym funkcja fa (x) jest ciagta i taki przytem, iz:

€

€Y 1Q—Fal<gui (n=1,2,....).

Wreszcie, w mysl twierdzenia E goroffa (§12), funkcje
f.(x) dgza jednostajnie do f(x) na pewnym zbiorze domknie-
tym F, takim, i:

&

5) Q-Fil<5
Niech:

Na zbiorze F funkcja f(x) jest tedy granica jednostajnie
zbieznego ciggu funkeji ciaglych, jest wige rowniez ciagla na



Bl = o

t ] : F R
tym zbiorze. Poniewaz za$ zbiér F jest widocznie domkniety

I — z uwagi na (4) i () —
Q-FI<DIQ-Fl< &

n=0
przeto funkecja f(x) posiada na Q wlasnogé ().

Zbieino$¢ asymptotyczna ciagéw funkcji.

okreé?o:l. hB?dZi‘m}y mowili, iz ciag funkeji mierzalnych {f,. (x)}
dar Jeth Skoncz.onych na pewnym zbiorze mierzalnym Q,
flilnl)(r ApTT zbiorze asymptotycznie do pewne',

cji f(x), jesli dla kazdej liczby ¢ >0 miara zbior R
x e Q, w ktérych u punktéw

| fu (%) = F(x)] >,
dazy do zera, gdy n — oo, Bedziemy pisali wéwezas:

limﬂas Ja(x) = f(x) (Q).

uzngefcm:fw te mozemy. poda¢ jeszcze w innej nieco formie
ik Wj/a‘(a) ogodneg.o‘ w wielu przypadkach sposobu znakowania:
oznacza, iz liczba a spelnia pewien warunek W, WéWCZ&S.

W [f () 0

(‘);n::;zac bl(g(.izie., iz zbi'c’)r punktéw x € Q, w ktérych f(x) warunku
Wiedzmzpej;zzi Jes;c miary mniejsz.ej niz e. Mozemy wéwezas po-
i ; j tag .unkc.]l Jn (x),. mierzalnych i skorficzonych na Q

ymptotycznle na tym zbiorze do f(x) wtedy i tylko wtedy,

jesli dla kazdej pary liczb - Shllets
iz dla kazdego ng/\?f czb dodatnich e, 7 istnieje taka liczba N,

‘f(x)—fn(x-)‘<8 Q, 7.

okreéljxigozzz\‘r]s‘;’:zxc”i-z gran}'ca’asyr.nptotyczna jest jednoznacznie
wszystkie funkcje, ]ﬁs ! pomijac zbiory miary zero; inn. slowy
et foge samle, f)re s Jedn'(.)czes’nie granicami asymptoty(:z.’
réwnowazne naetgo L funkeji /. (x) na zbiorze Q, sa sobie
b gul?lkzc?:l?;‘lzi .w’ls.amt?j rzeczy, jesli f(x) i ¢ (x) sg
istniet bedzie napewn6 liczba]e; iask:::si;.dowolna liczbg, wéwezas

— 61 — § 15
| f(x) = fa(x)| <e (Q, ©
"‘P(x)—f” (,’C)\<E (Q7 E)!
skad
| fx)—o(x)][<2¢ (Q, 2¢).

poniewaz za$ ¢ jest dowolna liczba dodatnia, zatem f(x) = ¢ (x)
prawie wszedzie na Q.

Podobnie dowodzimy tatwo, iz granica asymptotyczna posiada
réwniez i inne wtasnosci podstawowe granicy w sensie zwyktym,
np. iz suma i iloczyn dwu ciggow funkeji mierzalnych, asympto-
tycznie zbieznych na jakim$ zbiorze, sg réwniez asymptotycznie
zbieine na tym zbiorze, oraz iz ich granice asymptotyczne s3
odp. réwne sumie i iloczynowi granic ciagow danych.

7 lemmatu § 12 wynika bezposrednio, iz, jesli ciag funkeji
mierzalnych i skonczonych na zbiorze mierzalnym Q, o mierze
skoficzonej, jest zbiezny na tym zbiorze (w zwyktym sensie) do
pewnej funkeji skoriczonej, wowczas jest temsamem zbiezny do
niej asymptotycznie. Twierdzenie odwrotne byloby oczywiscie
fatszywe, jak wida¢ na przyktadzie nastgpujgcym: oznaczmy dla
kazdej liczby naturalnej n, przez k(n) i h(n) dwie liczby calko-

wite takie, iZ:

n = 2k - h (1)
oraz

o< hny<2@,

Niech teraz, dla kazdego 7, f (x) oznacza funkcje jednej

iy Rl 1
&w’km))
i jednosci poza tym przedziatem. Widoczne jest wowezas, iz
funkecje fn(x) daza asymptotycznie na calej osi x do funkeji
f(x) =1, jakkolwiek tworzg cigg rozbiezny w znaczeniu zwyktem

w kazdym poszczegdlnym punkecie.
Natomiast okaze sie, iz z kazdego, zbieznego asymptotycznie,

ciggu funkcji wyja¢é mozna zawsze ciag prawie wszedzie zbieziny
w sensie zwyklym.

zmiennej rzeczywistej, rowna 0 w przedziale

Twierdzenie F. Ries z’a.

§ 15. Twierdzenie, o ktérem wspomnielismy w § poprzednim,
udowodnimy w zwigzku z innem zagadnieniem.

Niech f» (x) bedzie ciagiem funkeji mierzalnych i skonezonych
na pewnym zbiorze Q; bedziemy mowili, iz ciag ten spelnia
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asymptotycznie warunek Cauchy’ego, jesli, dla kazdej
liczby dodatniej ¢, miara zbioru punktéw Q, w ktérych

| fa (%) = fu ()| > ¢

dazy do zera, gdy n,m— oo inn. stowy, — jesli kazdej parze
liczb dodatnich ¢, 1 odpowiada taka liczba N, iz

(1) o () — [ ()| < (Q )

dla kazdej pary wskaznikéw n, m> N.

Widoczne jest, iz warunek ten jest konieczny na to, aby
cigg {fa (x)} byl zbiezny asymptotycznie. W samej rzeczy, jesli

lim naS fn (.X?) o f(x) (Q)’

wowezas, dla kazdej pary liczb e, 1 > 0 okreslié, mozna taka liczbe
N, iz dla n > N:

(2) | fa (%) = f (%)

<3 @ 3)

Jesli tedy jest jednoczesnie m >N i n > N, woéwezas, obok
(2), zachodzi réwniez zwigzek

) = f ()| < : (Q, g)

ktory, dodany do (2), daje (1).

Udowodnimy, iz — analogicznie, jak w dziedzinie ciggow
liczbowych—rozwazany przez nas warunek jest nietylko konieczny,
ale — zarazem — | dostateczny. W tym celu udowodnimy
uprzednio nastepujgcy

Lemmat. Jesli ciqg {f, (¥)} funkcji mierzalnych i skoriczo-
nych na pewnym zbiorze Q Spetnia na tym zbiorze asymptotycznie
warunek Cauchy'ego, wowczas istnieje taki ciqg wskaZnikéw
Ny SillgSontas SN i ciag funkcji {fn, (x)} jest w zbiorze Q
zbiezny asymptotycznie, a zarazem prawie wszedzie zbiezny.

i

=) s § 15

Dowéd. Mozemy kazdej liczbie naturalnej' k’ przypo;z?\;lj
kowaé taka liczbe N, iz dla dowolnej pary wskaznikow n, m > Ni:

|fn(x)—fm(x)\<% (Q, %)

mozemy zalozyé przytem oczywiscie, iz liczby N, tworza ciag

snacy. :
e aO)zrnaczaja;c przeto przez P zbiér tych wszystkich punktéw x

zbioru Q, w ktérych 1
lka+1 @oyns ka (x)| > ; )

bedziemy mieli:

1
| Pr| < ot
Ktadgc tedy: b
Ri=N'P  oraz
=
3 ps
[\) = H Rk;
k=1
bedziemy mieli: ]
| Re| <2k—1 /
(4)
|R|=0.

Niech teraz x, bedzie dowolnym punktem zbioru Q — R.

Poniewaz
Q—R=D(Q— Ry,

istnieje zatem taka wartosé &, wskaznika k, dla ktoérej
Xy € Q = Rko)

L B e 51 e Sk e <6
skad, z uwagi na (3) i definicje zbioréw R, Py, wynika, iZ nier6wnos
)

1
| Fveps (%o) — fav, () | < o
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spetniona jest dla kazdego k> k,; stad jednak otrzymujemy na-
tychmiast zbieznosé¢ szeregu

D Uy (50) = i ()

ktéra réwnowazna jest zbieznosci ciggu S, (%,).
Ciag fn, (x) jest tedy zbiezny we wszystkich punktach zbioru
Q— R, a wigc —ze wzgledu na (4) — prawie wszedzie w Q.

Oznaczajac teraz przez f(x) granice ciggu funkeji S, (%)
(w tych punktach, w ktérych granica ta istnieje), mamy dla
kazdego £,

1760 = Fre ()| < D | oy (0) — iy (9)] <

1
21

w kazdym punkcie x € Q — Ry, a wiec, z uwagi na (4),

1 1
2k—1 (Q; ﬁ)’

skad wynika, iz ciag {fy, (x)} dazy réwniez i asymptotycznie do
funkeji f(x) na zbiorze Q. )

Twierdzenie 21 (F. Riesz’a). 1° Na to, aby ciqg
Sunkcji {fo (x)}, mierzalnych i skoriczonyeh na pewnym zbiorze mie-
rzalnym Q, byt asymptotycznie zbiezny na tym zbiorze, konieczne
jest i wystarcza, aby ciqg ten spetniat asymptotycznie warunek
Cauchy’ego.

20 Jezeli ciqg funkcji f,(x) jest asymptotycznie zbiezny na
zbiorze Q, wowczas wyjac zerh mozna cigg { I, (x)} zbiezny prawie
wszedzie na Q.

‘Dowoéd. Konieczno$é warunku sformutowanego w pierw-
szej czesci- twierdzenia zostala juz udowodniona na poczatku tego
§; pozostaje tedy udowodnié, iz warunek ten jest réwniez dosta-
teczny.

Niech tedy ciag {f. (x)} spelnia asymptotycznie na Q waru-
nek Cauchy’ego. Na zasadzie lemmatu poprzedniego istnieje
rosnaey ciag wskazinikéw N, taki, iz ciag funkeji fu, (x) jest
zbiezny asymptotycznie na Q. Oznaczymy przez f(x) funkcje,
ktéra jest na Q granicg asymptotyczng tego ciggu wyjetego,

| f(x) — fa, (%) | <

S = § 15
i pokazemy, iz jest ona zarazem granicg asymptotycznag ciagu

danego.

Niech w tym ce ‘ ;
dodatniemi. Niech N, bedzie liczba taka, 15'
pocigga za sobg

€ ﬂ ;
® o) — P, 1 <3 @ 3

i i liczbami
€ beda dwiema dowolnemil
B nier6wno$§¢ 7 > Np,

: N0
Poniewaz wszakze ciag fu, (x), dazy sam asymptf)tytcznkl)iqna
funkeji f(x), przeto zalozy¢ mozna, iZ liczha Ng, jest obra

jednocze$nie w ten sposéb, iz:

€ 7
lkao (x) — (%) | < —é v (Q, 5)
Dodajac te nierownos¢ do (5), otrzymujemy dla kazdego
A JACEIGIES @ ,
skad wynika, i%: seme it i o

twierdzenia jest — z uwagl na udowo-
—tylko innem sformutowaniem poprze-

’

Cze$é druga naszego
dniong juz czeS¢ pierwsza
dniego lemmatu.



ROZDZIAL TII. -

Funkecje o wahaniu skonezonem.

Pochodne funkeji przedzialu.

§ 1. Rozwazania tego rozdzialu po$wigcone b@d%} zaga(’inie-
niom elementarnym rézniczkowalnosci funkeji o W?balllu sl.(onczoj
nem. Wsrod twierdzen, ktére podamy, naczelne mxe;sce' Z.a]mowz?c
bedzie twierdzenie Lebesgue’a o réiniczlfcowah}os?l prawie
wszedzie funkcji o wahaniu skonczonem; .zna]doiwac sig z niem
beda w S$cistym zwiazku, i inne twierdzenia, — i to z.arowno ze
wzgledu na swa tresé, jak i na metode dOWOdl.l. Nalezy przytem
zauwazy¢, iz wigkszo$¢ twierdzen tego rozdziatu zawdzigczamy
réwniez Lebesgue’owi.

Jesli F(R) jest dowolng funkejg figury elementarnej., wowczas
przez jej pochodng gdérna, wzgl. dolng, w punkcie x rozu-

F(K)

mieé bedziemy granice goérna, wzgl. dolng, wyrazenia K| , gdzie

K oznacza dowolny kwadrat, zawierajgcy punkt X, o polu daza-
cem do zera. Pochodne te oznaczaé si¢ bedzie odp. przez

F(x), wzgl. F(x).

W przypadku, gdy a

wspélna warto$é tych dwu liczb nazywa sig pnochodnrfl‘ ozna-
czona lub wprost krotko pochodng funkeji w punkcie x; po-
chodng te oznaczaé bedziemy przez F'(x). :

Gdy funkcja F(R) posiada w jakims'. pugkme x'poc.llo(.inq
oznaczong i skonczong, wéwczas mowiC sie bedzie, iz jest
w tym punkcie ré6zniczkowalna.

Rt Ot

- ——

4_._._..._?._-.

G R § 2

Dla funkeji przedzialu linjowego, oprécz wymienionych juz
powyzej pochodnych, definjuje sie jeszcze cztery inne pochodne,
zwane pochodnemi Dini’ego.

Nazywaé bedziemy prawo stronng gérna (wzgl. pra-
wostronng dolng) pochodng Diniego funkcji F (/) prze-
dzialu / na linji prostej, w punkcie x, granice gérng (wzgl. dolng)
£) '

/

ilorazu , gdzie / oznacza przedziat, ktérego lewy kraniec usta-

lony jest w punkcie x i ktérego diugosé dazy do zera; dwie te
pochodne oznaczaé bedziemy odp. symbolami

FHix), FEx).

Zupelnie analogicznie definjuje si¢ dwie pozostate pochodne

- jednostronne, ktére nazywaé sie beda odp. gérna i dolng

lewostronng pochodng Diniego i oznaczane beda odp.
przez

F7(0, F ()

Wreszcie, prawostronng (wzgl lewostronng) liczba
pochodng posSredniag funkeji F(/) w punkcie x nazywaé
bedziemy kazdg liczbe ), dla ktérej istnieje taki ciag zdazajacych
do zera przedziatéw [, o lewym (wzgl. prawym) kraficu ustalo-
nym w punkcie x, iz

S
lim =
1 a|

A

Zauwazmy, iz, jesli funkcja F (/) jest addytywna, wéweczas
jej pochodna goérna (dolna) jest réwna wigksze] (mniejszej)
z posrdd jej dwu pochodnych gérnych (dolnych) Diniego.

Ustalone wyzej definicje pochodnych funkcji przedziatu lin-

jowego przenosza sig, rzecz prosta, bezposrednio na funkcje jed-
nej zmiennej rzeczywistej.

§ 2. Rozpoczniemy rozwazania tego rozdziatu od udowo-
dnienia pewnego ogélnego twierdzenia, ktére rozstrzyga sprawe
mierzalnosci pochodnych dowolnej funkcji figury elementarnej,
niekoniecznie nawet addytywne;.

Twierdzenie 1%Y). Obydwie pochodne — gorna i dolna —
dowolnej funkcji figury elementarnej sq mierzalne.

) Banach, Fund. Math., t. 6, (1924), p. 174.
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Dowéd. Niech F(R) bedzie dowolng funkcja figury ele-
mentarnej R. Udowodnimy mierzalnosé jej pochodnej gé.rnej F(x).
Niech w tym celu a oznacza dowolna liczbe i 7, m niech b'e;dq
dwiema dowolnemi liczbami naturalnemi. Przyjmiemy nastepujace

oznaczenia: i
A=E [F(x)>a],

1) Anzflﬁ(x)>a+ﬂ,

B, E [F<x)>/a i ,11] -

Niech @&, » oznacza rodzine wszystkich kwadratow K

o $rednicy <l, dla ktorych:

F(K)>(a+%.)lKl-

Widoczne jest, iz dla kazdej pary liczb 7, m rodzina G, m
pokrywa zbior A, w sensie Vitaliego (p- rozsiz. 11, § E}). Na
zasadzie tedy twierdzenia Vitali'ego istnieje ciag przel}(fzalny
kwadratéw rodziny Cn m, pokrywajacy prawie caly zbiér An.
Oznaczajac tedy przez Sp,m SUME kwadratéw tego ciagu, mamy

(2) AnC Slz,m+ Tn,m,

gdzie Tpm oznacza pewien zbior miary zero. Niech teraz:

T:Zn,

» oo
Tn = 2 Tn,m,

m=1

3)

Mamy oczywiscie:

@) : lT\<iilTn,m\=0.
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7 drugiej strony, zbiory Spm sa wszystkie zbiorami F;, sa wige
mierzalne; ze wzgledu tedy na wyraZenia (3), mierzalny jest row-
niez zbior S.

Ze wzoru (2), poniewai zachodzi dla dowolnego 7, mamy:

(B) AR f[(sn,m e ﬁs,,, ﬁi Trm = Su+ Tn.
m=1 m—1 m=1 _

Odwrotnie, jesli jaki§ punkt x nalezy do S, wowczas, dla
kaidej liczby naturalnej m, istnieje zawierajacy go kwadrat rodziny

G, n; zatem F (x) >a+ l, a wiec x € B,, Mamy tedy:
n

S, (C Bs, dla kazdego 7.

Stad oraz z (5) otrzymujemy na zasadzie (3):

5=f‘[sncﬁ3n=A=ﬁAncﬁsn+in=S+ )
: ; n=1 n=1

n=1 n=1 n=1
a wiec, z uwagi na (4):
|A—S|<|T|=0.

Zbiér A ré6zni sie tedy od zbioru mierzalnego S o zbiér miary
zero, jest wiec rowniez mierzalny; skoro za$ zbior (1) jest mierzalny
dla kazdej wartosci g, przeto mierzalna jest temsamem funkcja F(x).

Twierdzenie Lebesgue’a.

§ 3. Poprzedzimy twierdzenie Lebesgue’a o rézniczko-
walnogci funkeji o wahaniu skonczonem pewnym lemmatem, ktory
uzyteczny bedzie i w wielu innych jeszcze rozwazaniach,

Lemmat 1. Jesli F(R) jest funkjq addytywng nieujemnq
i jesli w kazdym punkcie x zbioru BEIER,

¢Y) F(x)>a,
fwo’zg}czas:

"F(R) > a|Ry|.

Dowéd. Mozemy zatozyé, nie zwezajac ogo6lnosci twierdze-
nia, iz zbior E miesci sig calkowicie wewnatrz R,, poniewaz
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przez ew. usuniecie zefi punktéw, znajdujgcych sie na brzegu R,
zmniejszamy go tylko o zbiér miary zero.

Oznaczmy przez @ rodzine kwadratéow K, zawartych wewnatrz
R, i takich, iz:

(2) F(K)>al|K]|.

Rodzina & pokrywa oczywiscie zbiér E w sensie Vitali'ego,
istnieje tedy (rozdz. II, § 8, wniosek), dla kazdego 7>0, uktad
skoniczony roztgcznych kwadratéw tej rodziny (K, K,, ..., Kp)
taki, iz:

V4

3) ESMM>4ﬂ—n

n=1

Poniewaz za$ funkcja F(R) jest monotoniczna, niemalejgca,
przeto z (2) i (3) otrzymujemy:

D j p
FR) > F( D k)= > FKD>a > [Kal>a(E| = ;

7 jest dowolng liczbg dodatnia, przeto wynika stgd natychmiast
juz niero6wnos$¢ (1).

Lemmat 2. Jesli F(R) jest funkcjq addytywng monotoniczng
nieujemnq, wowczas prawie wszedzie

4) F (x) < + oo

Dowo6d. Wystarczy oczywiscie udowodnié, iz nier6wnosé (4)
ma miejsce prawie wszedzie, w kazdym kwadracie. Niech K| bedzie
tedy dowolnym kwadratem i niech:

E=EI[F(x) =+ co; x e K,].

Na zasadzie lemmatu poprzedniego mamy dla kazdej liczby
naturalnej 7:

F(K)>n|E|,
skad oczywiscie | E| = 0.

Twierdzenie 2 (Lebesgue’a). Kazda funkcja addytywna,
o wahaniu skoriczonem, F(R) jest prawie wszedzie réiniczkowalna.
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Dowé6d. Poniewaz — wedtug twierdzenia Jordana —
kazda funkcja o wahaniu skonczonem jest réznicg dwu funkeji
monotonicznych, nieujemnych, przeto zalozy¢ mozemy odrazu, iz
funkcja F(R) jest stale nieujemna.

Niech w tym celu

E= E[R®) 2 &0
i zatézmy, iz: :
(5) |E| > 0.

Niech dla dowolnej pary liczb naturalnych m, n:

m-+1

(6) Emn=E[F)>ZT 52 p)],
X n n il

Mamy oczywiscie:

(@) E:iEm'”'

m, n—=1

Z (5) wynika tedy, ze istnieje jedna przynajmniej para liczb
(my, ny), dla ktorej:

1 Emu' ny > 0'

Zbior Ey, ., moze byé nieograniczony; zawiera jednak napewno
pewien podzbiér ograniczony!), A, ktéry jest réwniez miary
zewnetrznej > 0.

Oznaczmy przez @ rodzine wszystkich kwadratéw K takich, iz:

®) ﬂm<%wm.

Z uwagi na (6), rodzina € pokrywa mnogo$é A w sensie
Vitali'ego; istnieje tedy (II, § 8, wniosek), dla kazdej liczby
1> 0, skonczony uklad kwadratéw roztgeznych rodziny @,
(G, G 7 2 I ekl

®) ﬁKs<\A+n,

) Poniewaz kazda mnogo$é moze byé przedstawiona jako suma ciggu
przeliczalnego mnogo$ci ograniczonych.
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oraz:
(10) ‘iKSXA\NA\—n.

Ktadac teraz:

otrzymujemy z (8) i 9):

4 )4
(11) F(Ro)=ZF(KS)<%21KS\<%(\A|+71)-

§=1 0 “s=1

7 drugiej strony, na zasadzie lemmatu 1, otrzymujemy
z (6) i (10):

m0+1\_p my+1 o
FR)> " l2Ks><A\>——ﬂ (A]— ).

n
s=1 .

Stad jednak i z (11):
m, (‘A‘+'f))>(mo+1) (14] !

_co dla 1~ 0 daje, z uwagi na | A|>0, widoczng sprzecznosé.

Nier6wnosé (5) jest zatem sprzeczna. Funkcja F(R) posiada
tedy prawie wszedzie pochodng oznaczona. Skonczono$¢ pra-
wie wszedzie tej pochodnej, a wiec rézniczkowalnosé prawie
wszedzie funkeji F(R), jest z kolei bezposrednig konsekwencja
lemmatu poprzedniego.

Twierdzenie powyzsze podane bylo poraz pierwszy przez Lebesguea
(L. I1.) dla funkeji jednej zmiennej rzeczywistej, pézniej zas (1910) uogdlnione na
funkcje addytywne w przestrzeni dowolnego wymiaru. Na szerszg klase funkeji.
anizeli funkecje addytywne, uogdlnit je Banach (Fund. Math., t. 4, (1924), p. 177).
Dowéd, ktéry podaliSmy w tekscie, przenosi sie, bez zmian istotnych, rowniez
i na twierdzenie Banacha. Por. takze inne uogOlnienia: Fund. Math., t. 10,
(1927), p. 211.

§ 4. Twierdzenie Lebesgue’a o rézniczkowalnosci funk-
cji o wahaniu skofczonem uzupelnimy jeszcze dla funkcji bez-
wzglednie ciagtych twierdzeniem nastgpujacem:
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Twierdzenie 3. Na to, aby funkcja addytywna bezwzgle-
dnie ciagta F(R) byla stale niedodatnia (wzgl. nieujemna), konieczne
jest i wystarcza, aby w prawie kazdym punkcie

1) F'(x) <0 (wzgl. F'(x) > 0).

Dowo6d. Konieczno$§¢é wymienionego W twierdzeniu
warunku jest widoczna, pozostaje udowodnié¢ tylko jego wystar-
czalnoS§é.

Niech w tym celu R bedzie dowolng figura elementarna,
E zbiorem tych wszystkich punktéw xeR, w ktérych funkcja F
jest rozniczkowalna i speitnia (1). Zaktadamy, iz

R|=|E].

Niech ¢ bedzie dowolng liczbg dodatnia. Poniewaz F jest
funkcja bezwzglednie ciaggla, przeto istnieje taka liczba v, iz

(2) R'(C R oraz |[R'|<n pociaga za soba | F(R)|<e.

Oznaczmy teraz przez & rodzine wszystkich kwadratow K
zawartych w R, dla ktérych

3) | F(K) <:¢|K]|.

Rodzina G pokrywa widocznie zbior E w sensie Vitali’ego.
Na zasadzie tedy twierdzenia Vitaliego, istnieje skonczony
uklad kwadratéw roztacznych rodziny G, (K, ..., K,), takich, ii:

S k| > 1El-1 =Rl =%
skad: T

Stad, oraz z (2) i (3), otrzymujemy:

v F )=2F(&)+F(R;jx,~)<si\Ki|+s\<s(\R|+1).
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Poniewaz za$ ¢ jest dowolng liczbg > 0, zatem

F(R) <0.

Natychmiastowym wnioskiem z udowodnionego twierdzenia
jest

wzglednie ciggta byla tozsamosciowo zerem, konieczne jest i wystar-
cza, aby pochodna jej znikata prawie wszedzie.

Twierdzenie to wyraza, iz funkcja bezwzglednie ciagla jest
okreslona przez warto$ci swej pochodnej, dane prawie wszedzie.
Uogélnienie tego twierdzenia na dowolne funkcje o wahaniu skon-
czonem bytoby oczywiscie falszywe.

Ciagi monotoniczne funkcji addytywnych.

§5 Twierdzenie 4. Jezeli {F,(R)} jest ciqgiem monoto-
tonicznym funkeji addytywnych prawie wszedzie rozniczkowalnych,
zbieznym do pewnej funkcji F(R), wéwczas funkcja F(R) jest row-
niez prawie wszedzie rozniczkowalna i prawie wszedzie

F'(x) = lim F,' (x).

Dowoéd. Mozemy zaloiyé, iz cigg F, jest monotoniczny
niemalejacy t. j. iz na kazdej figurze R

(1) Fa(R) < Frta(R) < F(R).
Niech:
(2 ¥, (R) = F(R) — F. (R).

Z uwagi na (1) oraz na F(R)=lim F,(R), mamy:

(3) Uy (R) > Wopi (R) >0, dla kazdego n,
oraz
4) lim¥,(R) =0.

Fankcje ¥, (R), jako monotoniczne (co wynika z (3)), sa na
zasadzie twierdzenia 2 wszystkie rézniczkowalne prawie wszedzie.
Pochodne tych funkeji, w kazdym punkcie, w ktérym istniejg, —
a wigc prawie wszedzie, — tworza cigg monotoniczny nierosngcy

Twierdzenie 8 bis. Na to, aby funkcja addytywna bez- -
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liczb nieujemnych, mamy bowiem w kazdym takim punkcie na

zasadzie (3):
(X)) 2 0ruilx)y = 0.

Prawie wszedzie zatem istnieje granica ciggu tych pochodnych

(5) lim W' (x) > 0.

Udowodnimy o niej, iz znika prawie wszedzie.
Oznaczmy w tym celu, przez E zbior tych punktéow, w kto-
rych granica (5) jest dodatnia, przez E, zas mnogo$¢ tych punktéw,

w ktérych granica ta jest >l. Mamy oczywiScie
J/

6) E:ZE,,.

Zaltézmy, iz:
(7 |E| > 0;

istnieje tedy, ze wzgledu na (6), liczba naturalna p, taka, iz

| Ep| > 0.

Zbiér E, moze byé¢ oczywiScie nieograniczony; posiada je-
dnak napewno podzbiér ograniczony A, ktéry jest réwniez miary
zewnetrznej dodatniej. Niech K bedzie dowolnym kwadratem,
zawierajagcym A. Mamy dla kazdego n, w kazdym punkcie x € A:

]Fn' (X) >/ hm 1Fﬂl (JC) = l ’

0
zatem, na zasadzie lemmatu 1 (§ 2),
A 1
V. (K) > —|4A],

0
a wiec rowniez:

lim ¥, (K) > = | A|> 0,
A

0

co sprzeczne jest widocznie z (4).
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Zatozenie (7) prowadzi tedy do sprzeczno$ci, skad wynika,
iz prawie wszedzie lim W', (x) = 0.

Stad zas, z uwagi na (2), wynika juz bezposrednio zgdane
twierdzenie.

W dziedzinie funkcji zmiennej rzeczywistej, z twierdzenia, ktére

udowodniliémy, wynika nastgpujace twierdzenie Fubini’ego'):
jesli szereg

1/

F) =" hn(x)

n=1

I

jest szeregiem zbieZnym funkeji monotonicznych niemalejacych,
wowczas szereg ten jest rézniczkowalny prawie wszedzie wyraz 2a
wyrazem, t. j. prawie wszedzie

(®) £y =Dl ().

Dowéd. Niech F(R), wzgl. Hx(R), oznaczajg funkcje addy-
tywne figury elementarnej odpowiadajace (por. rozdz. I, § 14)
- funkeji f(x), wzgl. /i, (x). Poniewaz funkcje £, (x) sa monotoniczne
niemalejace, przeto na kazdej figurze elementarnej R

(9) H,(R) > 0.
Niech dalej:

Fi(R) = Z H, (R).

Funkeje Fr(R) sa z uwagi na (9) monotoniczne (a wigc pra-
wie wszedzie rézniczkowalne) i tworza nadto ciag monotoniczny.
Na mocy tedy udowodnionego twierdzenia, prawie wszedzie:

H,' (%),

[/

F'(x) = lim F'x (x) =
k

=1

il

co, dla funkeji f(x), ha(x), rtownowazne jest zwigzkowi (8).

1) Rend.. Acc. Linc., (5), t. 24, (1915), p. 204.
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Punkty gestosci zbioru.

§ 6. Niech E oznacza dowolny zbiér przestrzeni. Nazwiemy
funkcja miary zewnetrznej tego zbioru, i oznaczymy
przez Mg (R), funkeje rowng na kazdej figurze elementarnej R
liczbie | E X R|. :

7, twierdzenia 10 (C) rozdz. II (§ 7), wynika, iz funkeja miary
zewnetrznej dowolnego zbioru jest funkcja addytywna. Nadto,
nier6wnosc:

(1) 0 < Ms(R) = |RX E| <|R|

pokazuje, iz funkcja miary zewnetrznej jest funkcjg bezwzglednie
ciagla, stale nieujemna. Mamy dalej, jak wynika z (1), w kazdym
punkcie x:

0 < M (x) < Me(x) < 1,
przyczem — Z uwagi na twierdzenie Lebesgue’a — pochodna
Mg (x) prawie wszedzie istnieje.

Liczby Mg (x)i Mk (x) nazywacé sie beda odp. gérng i dolng
gestoscia zewnetrzng zbioru £ w punkcie x, w przy-
padku za$, gdy Mg (x) = Mg (), wprost—gestoscia ze-
wnetrzng zbioru E w punkcie x.

W przypadku, gdy mnogo$¢ E jest linjowa i rozwazana na
linji prostej (w przestrzeni M), odpowiadajaca jej funkcja miary
rewnetrznej Me(R) jest funkcjg addytywng figury elementarnej
na linji prostej i (§ 1) rozwazaé mozemy w kazdym punkcie X
cztery jej liczby pochodne D ini’ego /T/Igr (%), ME(x), M, (x), M (x),
ktére nazywaé sie beda odp. prawostronna——gérnq i dolna—

oraz lewostronna — gorng 1 dolng — gestoscia ze-
wnetrzng zbioru E W punkcie x.

Punkty, w ktérych Mg (x) istnieje i
Mg (x) =1, wzgl. =0,

nazywaé sie beda punktami gestos ci zewnetrznej, wzgl
rozrzedzenia zewngtrznego, zbioru.

Jegli zbiér E jest mierzalny, wyraz jzewnetrzny® we
wszystkich wyzej ustalonych terminach bedzie opuszczony.
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Dla zbior6w mierzalnych E miedzy funkcjami miary zbioru
i miary jego uzupetnienia zachodzi zwigzek:

°

Me(R) + Mce(R) = |[EXR[+|CEXR|=|R|,
skad — w kazdym punkcie x —
Mg (x) 4+ Mck (x) = Mg (%) + Mcg(x) = 1,
a wiec — prawie wszedzie —
(2) MEe(x) + Mce(x) = 1.

Zwigzek ten w twierdzeniu 5 bis sprecyzujemy jeszcze do-
ktadniej.

Twierdzenie 5. (Leb esgue’a o punktach gestosci zbio-
ru). Prawie kazdy punkt zbioru jest punktem jego gestosci zewnetrznej.

Dowéd. 1° Twierdzenie jest niemal oczywiste dla zbioru
otwartego G. Istotnie, jesli x € G, woéwezas, x € K pociaga zawsze,
dla dostatecznie matego kwadratu K, K(G, a wiec Mg (K)=|KXG
=|K|; stad: M¢'(x) =1 w kazdym punkcie x ¢ G.

2° Niech, z kolei / bedzie dowolnym zbiorem G;. Mozemy
wiec potozyé

3 H :ﬁan,
n=1

gdzie {G.} jest ciagiem zstepujacym zbioréw otwartych.
Oznaczajgc tedy przez AM,(R) funkecje miary zbioru G, mamy
z (3), na zasadzie tw. 8 (2°) rozdz. II (§ 5):

My (R) = lim M, (R),

przyczem funkcje M, (R) tworza cigg nierosnacy.
Z twierdzenia 4 (§5) wynika tedy, prawie wszedzie,

My (x) =lim M, (x),

poniewaz za$, na zasadzie 1°, dla kazdego xe H ( G, mamy
M, (x) =1, zatem

My (x) =1
prawie wszedzie w H,

e

~
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3’ Niech wreszcie £ bedzie dowolnym zbiorem. Istnieje
wowezas (II, § 7, tw. 11) pewien zbiér G;, H, zawierajacy zbiér
E i posiadajacy z nim wspélng funkcje miary zewnetrznej. Ze
wzgledu wiec na 1° '

ME (%) = My (x) = 1

prawie wszedzie w /1, a wigc temsamem w E (_ H.

Dla zbioréw mierzalnych udowodnione twierdzenie ujaé
mozna jeszcze w taka forme, bardziej nieco dokladng:

Twierdzenie 5bis. Jezeli zbior E jest mierzalny, wowczas
prawie kazdy punkt x ¢ E jest jego punktem gestosci, prawie kazdy
zas punkt x € CE jest jego punktem rozrzedzenia.

Twierdzenie to jest natychmiastowg konsekwencjg twierdze-
nia poprzedniego oraz réwnosci (2).

Yiuzin (Teza, p. 17) w taki oto, pogladowy sposéb wyjasnia sens twier-
dzenia Lebesgue’a o gestosci zbior6w mierzalnych: ,Spotykamy sie tu z inte-
resujqcq okolicznosciq, iz zaden zbiér mierzalny M miary p, (0<<p. << 1), nie moze
byé — z geometrycznego punktu widzenia — rozmieszczony jednorodnie na odcinku
(0,1). Istotnie, dla kazdego takiego zbioru, istnieje — na mocy cytowanego twier-
dzenia — przynajmniej jeden punkt gestosci €, i jeden przynajmniej punki rozrze-
dzenia t,. Wnosimy stqd, iz na odcinku (0,1) istniejq dwa rozlqczne odcinki 8, 0,
0 rownych dtugosciach, przyczem jeden z nich obfituje wyraénie w punkty zbioru H,
drugi za$ — przeciwnie — jest w punkty tego zbioru ubogi. Zaden zatem zbidr
mierzalny, miary réznej od 0 i 1, nie moze pokrywac jednorodnie odcinka 0,1),
i kazdy taki zbidr jest niejako rozmieszczony niejednorodnie, skupieniami,
w pewnych miejscach odcinka nadmiernie si¢ zageszczdjqe, w innych znéw — zbyt
si¢ rozrzedzajqc.

O budowie zbioréw linjowych por. réwniez Knopp (Math. Ann., t. 95,
(1926), pp. 409 — 426).

Funkeje osobliwe.

§ 7. Twierdzenie 6. Na to, aby funkcja addytywna F(R)
o wahaniu skoriczonem byta osobliwa, konieczne jest i wystarcza,
aby pochodna jej byta prawie wszedzie rowna zeru.

Dowé6d. 1° Warunek jest wystarczajacy. Niech
istotnie F(R) bedzie funkcjg addytywna o wahaniu skoficzonem
taka, iz prawie wszedzie

(1) F'(x) =0,
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i niech R, bedzie dowolng figurg elementarna. Oznaczmy, dla
dowolnie obranej liczby &>0, przez G rodzine wszystkich kwa-
dratow K, zawartych w R,, dla ktérych

(2) \F(K)\<TRJ\K\-

Rodzina @, z uwagi na (1), pokrywa, w sensie Vitaliego,
prawie calg') figure R,; istnieje tedy uktad skonczonej liczby
roztacznych kwadratéw tej rodziny (K, K., ..., Kp) takich, iz:

r
Eumweo\—e.
=1

o .
Kladac teraz: R" = z K., R'=R, =~ R", Dbedziemy mieli,
n=1

z uwagi na ostatnia nier6wnos¢,

[R'|<e,
a z uwagi na (2)

1ﬂ&+RM:wwmpﬂdj2my<j2wmm

|

n=1

P

P 3

< K| <ce.
ORo!;

Funkcja F(R) speinia tedy udowodniony w rozdz. I (§ 13,
tw. b (A)), warunek dostateczny (i konieczny zarazem) na to, aby
funkcja byla osobliwa.

2° Warunek, podany W twierdzeniu, jest ko-
nieczny.

Niech, w samej rzeczy, F(R) bedzie funkcja osobliwa. Ponie-
waz kazda funkcja osobliwa jest sumg dwu funkeji osobliwych
monotonicznych (mianowicie swych waharn, por. rozdz. 1, § 13, tw. 4),
przeto mozemy odrazu zalozyé, iz funkcja F(R) jest monotonicz-
na nieujemna.

1) t. j.z pominigciem ew. zbioru miary zero, obejmujacego te punkty R,
w ktérych (1) nie ma miejsca.

e, L - § 7

Niech teraz
M = E[F(x)>0],
P

3) m:gkm>ﬂ.
x n

Zalézmy, iz:
(4) | M|>0.

Poniewaz M = E M., przeto istnieje liczba naturalna 7,, dla
7.3 . n:1 .
ktorej

| My, | > 0.

Oznaczmy przez A dowolny podzbiér ograniczony zbioru M,

0 m'ierze zewnetrznej réznej od zera, i przez K dowolny kwadrat
zawierajacy A. ,

Niech R bedzie dowolng figurg elementarna taka, iz

5) RCK!Rxfy.

Mamy woéwcezas na zasadzie lemmatu 1 (§ 3), z uwagi na (3):

F(K'R)>’—:—l(K+R)><A}>’i,

a wiec: § o
(6) U (R)y= FK)— F(K=R) < Fiy— 121
2 n,

Zwiagzek (5) pociaga zatem za soba zawsze (6), a wiec

diai,

S(FK) = E(FK) <F(K) - 5 < F(K),

0

(gdzieﬂ E(F; K) sjest odchyleniem, i S(F; K) . funkeja osobliwosci

funkeji F na K), co jednak oznacza, iz funkcja F nie jest osobliwa.
Nier6wnos$é (4) prowadzi tedy do sprzecznosci.
Zatem: | M| = 0. i pochodna F'(x) prawie wszedzie znika.
Zauwaimy, iz z udowodnionego twierdzenia wynika réwniez twierdzenie

5-bis (§6), poniewaz funkcja bezwz i i j i
. glednie ciggla jest wtedy i tylko wt
osobliwa, gdy znika tozsamo$ciowo. 4 % o

6
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*§ 81), Podamy w tym § pewng ogolna metode konstrukeji
funkcji osobliwych przedzialu linjowego, Iub — co jest rowno-
waine — jednej zmiennej rzeczywistej.

1° Niech P bedzie dowolnym zbiorem doskonalym, nigdzie-
niegestym zawartym w ‘przedziale (a, b); przedZIalel'n prz’yle-
glym do zbioru P nazywaé bedziemy kazdy ‘prz_edz1’al, k.torego
krance naleza do P i ktéry nie zawiera wewnatrz punktgw Zbl(’)I’.u P.
Oznaczajac przez m i n odp. lewy i prawy k’res mnogo.sm P,
nazywaé¢ bedziemy przedzi_aly (a, m) i.(n, b) (ktére mogg 51.@ zrej
Msth redukowaé¢ do punktu, jesli a =m, lub'n ='b) przedzialami
p6l-przylegltemi do P w przedziale (a,b).

Kazdemu zbiorowi doskonatemu, nigdzieniegestemu P w_p.rze-
dziale (a, b) mozna przyporzgdkowaé funkcje o (x), spetniajgca
warunki nastepujace: . .

«) jest ciggta i niemalejgca w calym przedziale (4, 0);
0 (@) =0 00 =1 _ :

) jest stala w kazdym przedziale przylegtym lub pot-
przylegtym do P; . SR

1) nie jest stala w zadnym przedziale, zawierajgcym w e-
wnatrz punkty zbioru P. )

Istnienie takich funkeji (ktére noszg nazwe funkeji ’monoto-
. nicznych o wszedziegestym zbior.ze prze.dzialow sta-
Yo§ci) wynika natychmiast z rozwazania na.ste;pu]a}f'ego:

przedzialy przylegle do P tworzg .pew'len Zbl.OI‘ uporzadko-'
wany linjowo, wszedziegesty, nie posiadajacy Plerwszggo, ani
ostatniego elementu; na mocy tedy znanego tw1erdzem.a te'or}}
mnogosci?), mozna ustalié jedno-jednoznaczr.lq odpow1ed'mo’sc
miedzy liczbami wymiernemi # (0<u<1) a zbl.orem 'przedZ}alow
przylegtych, w ten sposob, iz, jesli uy, u, 54 dwiema .hczl')aml wy-
miernemi i 0<<u;, <u,<1, wowczas przedzial odpowiadajacy licz-
bie #, znajduje si¢ na lewo od przedziatu, przyporzadkowanego
liczbie u,. ) .

Okreglamy teraz funkcje o(x), jako rowng w kazdym prze-
dziale przylegtym do P tej liczbie wymiernej, ktéra danemu prze-
dziatowi odpowiada, w przedziatach zas pot-przylegtych kladziemy

 W§ .tym, korzystamy z paru terminéw (zbiér nigd z'i eni ‘e g‘Q 8 t.y,
zbi6ér C an tor a), ktére. nie byty omawiane w rozdz. [ czytelnik znajdzie nie-
zbedne wyjasnienia w podrecznikach Sier pinskiego (7. O. lub Wstep).

) Por. np. Sierpifiski: L. P., p. 150, lub Wstep, p. 54.

B

R e
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odp. o (x) =0 (w przedziale lewym) oraz o (x) =1 (w przedziale
prawym). Wreszcie, w punktach zbioru P, ktére nie nalezg do
zadnego z przedzialéw przyleglych, ani p6t-przylegtych, okreslamy
funkcje o(x) w ten sposéb, aby cigglo$¢ jej byla zachowana;
widoczne jest, iz w kazdym takim punkcie nalezy nadaé funkcji
warto$¢ rowng kresowi gérnemu wszystkich tych liczb wymier-
nych, ktére przyporzadkowane sa przedzialom  przyleglym, znaj-

“dujgcym sie na lewo od rozwazanego punktu.

Funkeja o (x) okreslona jest w ten sposéb w calym prze-
dziale (a, ), i widoczne jest, iz spelnia wszystkie trzy warunki
(2, B, 7)- A

2" Jezeli dany zbiér doskonaly P jest miary zero,
wowczas odpowiadajgca mu funkcja o (x), ktéra spetnia warunki
(¢, B, 1), jest funkeja osobliwa wedlug Lebesgue’a. W samej
rzeczy: kazdy punkt przedziatu (a, b), nie nalezacy do P, znajduje
sie wewnatrz jednego z przedzialow stato$ci funkeji o (x),
a wigc pochodna o'(x) w kazdym takim punkcie jest réwna zeru.
Skoro tedy |P| =0, przeto, na mocy twierdzenia 6 (§ 7), funkcja
o (x) jest funkcja osobliwag ).

Konstrukeja zbioré6w doskonalych o mierze zero nie przed-
stawia, jak wiadomo, zadnych trudnosci?); rozwazania powyzsze
dajg tedy ogélng metode budowania pewnych funkeji osobli-
wych, monotonicznych i cigglych (nie redukujgcych sie do statej).
Struktura funkeji, ktére metoda powyisza pozwala otrzymac,
jest przytem b. prosta. Z tego tez powodu Vitali, zajmujgc sie
og6lng budowag funkeji osobliwych, wyréznia z posréd ogétu
wszystkich funkcji osobliwych klase tych funkeji, ktére spelniajg
w stosunku do zbioréw doskonalych P o mierze zero, warunki
(o, B, 1); funkcje te obejmuje nazwg funkeji osobliwych ele-
mentarnych (scarto elementare)?).

3" Metoda, podana powyzej, pozwala budowaé¢ funkcje oso-
bliwe, ciaglte, nie redukujace sie do stalej w calym przedziale

) Opieramy sie¢ tu na wylozonej w tym rozdziale teorji réiniczkowal-
nosei. Moznaby jednak latwo nadaé rozwazaniom tego § charakter bardziej
jeszcze elementarny, nawiazujac je bezposrednio do definicji funkeji osobliwej
podanej w rozdz. L. 1

%) Najprostszym przyktadem takiego zbioru jest klasyezny zbiér C an-

- tora, przy pomocy ktérego Lebesgue zbudowal pierwszy przyktad funkeji

monotonicznej osobliwej, niebedacej stals.
8 Vitali, Rend. Circ. Matem. Palermo, t. 46, (1922), p. 388.
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(a, b); funkcje wszakze, przy pomocy jej otrzymane, posiadaja
zawsze pewne przedzialy statosci, a nawet — jako funkcje ele-
mentarne — posiadaja wszedziegeste zbiory takich przedziatow.

Przez czesto stosowane w analizie t. Zw. ,zageszczenie
zbior6w osobliwo$ci“ mozna jednak podaé tatwo ogoélng
metode konstrukeji funkcji ciaglych, osobliwych i rosngcych
w kazdym przedziale').

Niech an bedzie dowolnym szeregiem liczbowym bez-
=1 .
wzglednie zbieznym, i {v,(x)} dowolnym ciggiem funkeji osobli-
wych elementarnych; szereg

(1) Q (x) = > kn 01 ()

jest wowczas zbiezny (poniewaz dla kazdego n:0 Lo, (x) 1),
i przedstawia pewna funkcje osobliwa. Istotnie, mozemy zalozy¢,
iz spotczynniki k., wyrazow szeregu (1) sa wszystkie nieujemne,
poniewaz szereg O spolezynnikach k, o znakach réznych, mozina
przedstawi¢ zawsze jako r6znice dwu szeregéw, rowniez zbiez-
nych, o spé6lczynnikach dodatnich. Zaktadajqc zas, iz k., sa licz-
bami dodatniemi, stwierdzamy natychmiast, iz Q(x), jako suma
szeregu funkcji monotonicznych niemalejacych, jest réwniez funk-
cja niemalejaca; z drugiej strony, na mocy twierdzenia Fubi-
ni’ego (§ 5), mamy prawie wszedzie:

Q(x) = D hnon () =03
1

Q (x) jest tedy funkcja osobliwag.
Jegli teraz oznaczymy przez 7. dlugosé najwigkszego z prze-
dzialéw statosci funkeji o, (x) i zalozymy, iz

(2) lim r, = 0,

n—»oo

1) Przyktady takich funkcji podawane byly wielokrotnie; por. np. D e n-
joy, Journ. des Math., (1915); Sierpin ski, Giorn. di Matematiche, t. 54,
(1916); Hahn, R. F., p. 533; Rajchman, Fund. Math., t. 2, (1921), p. 50.
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wéwezas, dla kazdych dwu punktéw ¢ <<d przedzialu (q, b),
istnieé bedzie taka warto$é m, ii: rn <d — ¢, a wigc, Z uwagi na
warunki () i (1): on (@) > on (¢). Jesli tedy zalozymy, iz wszyst-
kie spotczynniki k. sa dodatnie, wowczas:

Q(d) — 2 () > on(d) —on(c) > 0;

funkcja Q (x), przy ustalonych w stosunku do #n i kn zaloZzeniach,
bedzie tedy nietylko osobliwa, ale réwniez rosngca (wlasci-
wie) w kazdym przedziale.

Funkcje o, (x), spelniajagce warunek (2), mozna zresztg efe-
ktywnie ustalié, jesli dana jest jakakolwiek elementarna funkcja
osobliwa o (x); funkcje o (x), okreslona np. w przedziale 0,1),
mozna rozszerzyé przedewszystkiem na cala prosta, kladac

ox+1)=0(x)+1.
Funkcje o, (x) = o (nx) spelniajg woéwczas widocznie waru-

nek (2) i funkcja 2 (x)= anw(n x), o spotezynnikach k. do-
n=1 :
datnich i tworzacych szereg zbieiny, posiada oczywiscie Zadane
wtasnoSci.
Mozna réowniez pokazaé '), iz, odwrotnie, kazda funkcja oso-
bliwa w przedziale (a,b) daje sie przedstawi¢ w postaci sumy

szeregu
c + 9 kn (OF) (.)C) ’

~gdzie o, (x) sa elementarnemi funkcjami osobliwemi w tyin prze-

dziale, za§ C oraz k. stalemi spétczynnikami, ktérych szereg jest
zbieiny bezwzglednie.

Latwo jest wreszcie podaé przyktad funkeji ciagte], ktora
posiada wprawdzie prawie wszedzie pochodng réwng zeru, lecz
nie jest funkcjg o wahaniu skonczonem, a wige nie jest funkcjag
osobliwa.

Istotnie, jesli ©(x) oznacza dowolng funkcje ciagla o waha-

niu nieskonczonem w przedziale (0,1) (np. ¢(x) =X sin —), za$
3

) Vitali, L e.
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o(x) jest dowolng funkcjg osobliwg elementarna w przedziale
(a, b), wowczas funkcja zlozona ¢ [0 (x)] spelnia Zgdane warunki;
dowo6d nie przedstawia trudnosei. - Gt : \

Zauwazymy przytem, iz mozna zbudowaé przyklad funkecji,
posiadajgcej pochodng réwng prawie wszedzie zeru, a nie bedg-
cej osobliwg w zadnym przedziale.

*Krzywe prostowalne.

§ 9. Uzupelnimy wyniki, wylozone w tym rozdziale, naj-
prostszemi ich zastosowaniami do teorji krzywych prostowalnych.
Nazywaé bedziemy krzywa, okreslona w przedziale (a, b),
kazdy uktad dwu funkejit)
: x =x(t), :
© (e <t <D).
y=y(®),

Zmienna ¢ nazywa sie parametrem krzywej C; o punkcie
[x (2), y ()] ptaszezyzny (a < ¢t <b) m6éwié si¢ bedzie, iz lezy na
krzywej C, odpowiadajgc warto$ci ¢ jej parame-
tru; mozliwe jest oczywiscie, iZ jeden punkt odpowiada wielu —
a nawet nieskonczenie wielu ~—— wartoSciom parametru. Punkt
krzywej C, odpowiadajgcy wartosci ¢ parametru, oznaczaé sie be-
dzie — dla skrécenia — przez p (C; 7).

Niech /= (2,8) bedzie dowolnym przedziatem. Nazwiemy
tancuchem miedzy krancami «, 8 tego przedzialu kazdy ciag
T = (Lo, Ly, - - « o tny taki, iZ

S P A

W prijrpadku, gdy przedzial " (o, B) ‘zawarty - jest w prze-

dziale (a, b), w ktérym okreslona jest krzywa C, kazdemu lancu-: =

chowi == (ax=¢,¢,." ., =B) przyporzadkowaé moiemy liczbe
(»dtugosé wielokgta wpisanego w krzywa C, odpo-
wiadajgcego tafcuchowi 7 wartoséci parametru‘):

) Ogélnie, w przestrzeni n-wymiarowej, krzywa jest uktadem n funkeji

xi=xi(f) (@<t<b;i=1,2,...,n). Wszystkie rozumowania tego § prze-

noszg si¢ oczywiScie, bez zmian, na krzywe, rozwazane w dowolnej prze-

strzeni euklidesowej. Zauwazymy, iz krzywe, ktére tu rozwazamy mogg byé
nieciggte (t.j. niecigglte moga byé funkecje x'(¢), v (), przez ktore krzywe
sg okreslone).
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n

A (G 7) = z o (Pi—1, Pi),

i=1

gdzie pi=p (G t) (i=0,1,..., n), za§ p(pi—1, pi) oznacza —.jak
zwykle — odlegto$é punktow pi—i, pi Gorny kre's wszystkich,
okreslonych w ten sposoéb, liczb A (C; =) — gdzie = jest d(?wolnym
taficuchem miedzy punktami o, § —nazywa sig ditugo éc.l g tuku
krzywej C w przedziale I = (2, 8) i oznacza si¢ przez
L (C; @, B) Iub-LAC; D).

W przypadku, gdy liczba L (C; /) jest skonczona, kljzywa C,
nazywa sie prostowalna w przedziale [

7 definicji tej wynika natychmiast, iz dla kazdego prze-
dzialu (¢, B), w ktérym krzywa C jest okreslona,

LB >plp@,p®17

(,dtugosc tuku krzywej jest niemniejsza od diugosci odpowiadajqcej
jej cieciwy“). » e

Mamy dalej, dla kazdych trzech punktéow o <B <7 prze:
dziatu, w ktérym krzywa C jest okreslona, i kazdych dwu tan-
cuchéw =, =, miedzy odp. punktami o, { oraz Boim 2

A, B)+A G <L(x7),

lub, zastepujac wyrazenia, stojace po lewe] stronie tej nierow-
nosci, przez ich kresy gorne,

1) L)+ LEnN<LE7).

Z drugiej strony, niech = = (@=1tg ti,eestn="1) bgc?zie do-
wolnym tancuchem migdzy punktami 2,7, i niech % bedzie taka

liczbg naturalna, iz
i fr ot B i

oznaczajac tedy odp. przez =/, =" tancuchy T o W R T )
i B, th...,t=1), bedziemy mieli

A@®<KAE)FAE)<LEB G,

1) Qpuszezamy tu, jak réwniez we wzorach dalszych, symbol C rozwa-
zanej krzywej w znakach L (C;a,B), p(C;0) it p., co oczywiscie nie moze tu
prowadzié do nieporozumienia.
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a wiec rowniez

Lo,7)<L(,B)+LGv),

co, tgeznie z (1), daje réwnosé
)] L(,v)=L(xB8)+LE®G7

dla kazdych trzech punktéow o < <.

Twierdzenie 7. 1. Na to, aby krzywa C: x=x(t), y=y (1),
okreslona w przedziale I, = (a, b), byla w tym przedziale prosto-
walna, konieczna jest i wystarcza, aby obydwie funkcje x (t), y (t)
byly o wahaniu skoriczonem w I,.

2. Jesli krzywa C jest prostowalna w przedziale I, — (a, b),
wowczas prostowalna jest rowniez w kazdym przedziale I ( I,

I dtugosc jej, L (C; 1), jest funkcja addytywnq nieujemng prze-
dziatu I (I, na to, aby funkcja ta byla ponadto funkcja bezwzgle-
dnie ciqglq przedziatu I, konieczne jest i wystarcza, aby bezwzgle-
dnie ciqgte byly obydwie funkcje x (t), y (¢).

Dow6d. Niech /= (o, f) bedzie dowolnym przedzialem za-
wartym w (@, b). Dla kaidego laricucha = = (¢ = #,,¢,, ..., t, = B)
miedzy punktami o, § mamy

A(m) = z Vis@) —x )P+ [y (&) =y G2,

a wiec, z jednej strony

D lx () = x ()|
Dy —y ¢

<A@,

z drugiej za$

A@® < D128 =@ |+ D 1yt) =yt

T §9

Oznaczajac tedy przez W, (/) oraz W, (/) odp. wahania funk-
cji x(¢), y(t) w przedziale /, otrzymujemy nieréwnosé

W ()
W, ()

<A@ W D)+ W, (),

dla kazdego tancucha = miedzy krancami przedziatu /; stad wresz-
cie, zastgpujac liczby A (z) przez ich kres gérny L (J),

W ()
©) <LAOSW )+ W, (D),
W, (1)

co uzasadnia w szczegdlnosSci pierwsza czes$é naszego twierdzenia.

Jesli krzywa C jest prostowalna w /,, wowezas — jak wynika
ze zwigzku (2) — prostowalna jest zarazem w kazdym przedziale
I (C I, dlugo$é zas jej, L (1), jest funkejg addytywna (oczywiscie—
monotoniczng, nieujemng) przedziatu /. Nier6wno$é (3) pokazuje
wowcezas, iz funkeja ta jest wtedy i tylko wtedy ciggla bezwzgle-
dnie, gdy bezwzglednie ciagte sg wahania W, (/) i W, (/), a wiec
(I, § 13, tw. 3) wtedy i tylko wtedy, gdy ciagte bezwzglednie sg
obydwie funkcje x (%), y (¢).

Udowodniona jest w ten sposéb rowniez i druga czesé na-
szego twierdzenia.

Pierwsza cze$¢ powyiszego twierdzenia udowodniona zostata jeszcze
przez Jordana. Z czeSci drugiej skorzystamy w rozdz. nastepnym w celu
wyrazenia dlugo$ci krzywej przez calke oznaczong.

Twierdzenie 8. Jesli krzywa C: x.=x(t),y=y(t), jest
prostowalna w przedziale I, = (a, b), wéwczas w prawie kazdym
punkcie t tego przedzialu

(4) LG =V [« OF + [y OF,

Dowé6d. Zauwaimy przedewszystkiem, iz, skoro krzywa C
jest prostowalna, przeto—z uwagi na twierdzenie poprzednié
oraz tw. Lebesgue’a (§ 3) — wszystkie trzy funkcje x (), y (¢),
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L (I) sa prawie wszedzie rézniczkowalne w przedziale (a, D).
Pokazemy najpierw, iz prawie wszedzie

(5) L't >V ¥ OP+1y OF.

Mamy, w samej rzeczy, dla kazdego przedzialu (¢, ¢ + %)
la<t<t+h<Lb],

Lt tthy>YIxErn—x@OF +(y@E+nH-y@Or;

dzielagc obydwie strony tej nieréwnosci przez 7 i przechodz.ac do
granicy dla 2 — 0, otrzymujemy w kazdym punkcie t réinlczko-
walnosci wszystkich trzech funkeji x (1), y(), L(I) —a wigc pra-
wie wszedzie w (a, b) — zgdany zwigzek (5).

Oznaczmy z kolei przez Q mnogo$¢ tych wszystkich pu_n{c#
tow 7, w ktérych istnieja pochodne x'(£), y' (t), L'(t) i spetniajg
nieré6wnos¢

L' >VIx OF +1Y OF,
oraz —'pi'zez Qs dia kazdej liczby naturalnej k, mnogos$é tych
wszystkich punktow ¢ ¢ Q, dla ktérych nieréwnosci

1
«<t<B, 0<Pp—a<_

pociagaja za soba, dla kazdego przedziatu (2, B), zawartego
w (a, b), nier6wnosé

2ot oty o smgeggele T ey eiesre e et e g

L8 V [&—M@]z n [y (@)—y(a)]z it
f—ua B—a B —oa

)

lub, co jest rownowaine, nier6wnosé¢

(6) L@ —plp@),p@E)]> B—%

Mamy woéwczas, jak latwo zauwazyd,

ety Q=iQk.

k=1

— 91 — § 9

Niech % bedzie teraz dowolng liczba naturalng i ¢ dowolng
liczba dodatnig. Istnieje taki laficuch == (a=14¢,¢,...,t,=Db)
miedzy punktami (a, b), iz

®) L(a, b) <A (%) +c¢,
a wiec

9) Z (L@, t)—VIx () — x ()P + [y () — y G2} < e,

Mozemy zalozy¢' przytem, iz dlugosci wszystkich przedzia-

1)'

ow (fi—i, t;) sa mniejsze od L1

Dla kazdego przedziatu (f;—, ;) mamy zawsze

Lt t) >V [0 () — x G+ [y (&) — y Gz

oznaczajac tedy przez Z sumowanie rozciggniete na te tylko
wartosei wskaznika /, dla ktorych odpowiednie przedziaty (¢;—i, ¢;)
zawieraja punkty zbioru Q«, bedziemy mieli, z uwagi na (6) i (9),

i

| Q| < zl(fi =t )< kZ'{L (tier, 8) —p [p (Lim), P @)]}
<k 2 {Ltis, ) —p [p (i), p (8]} <K,

1) W samej bowiem rzeczy, jesliby diugosci niektérych z tych przedzia-
16w nie byly mniejsze od ;; woéwezas moglibySmy uzupelnié¢ lancuch = skon-
czong liczbg punktéw, tak, aby w otrzymanym w ten sposéb nowym laficu-

1
chu =’ odleglosé¢ kaidych dwu kolejnych punktéw byla juz napewno od —
mniejsza.

Bedziemy mieli wéwezas A (z’) > A (r), a wige tancuch =’ spelniaé bedzie
réwniez nier6wnosé (8), jesli podstawimy go w niej zamiast tancucha =.
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skad, poniewaz ¢ jest dowolng liczbg dodatnig,

[ Qx[=0

dla kazdej liczby naturalnej %, a wigc réwniez, na mocy (7),

| Q[=0.

Mamy tedy prawie wszedzie

L)<y« ®OF+1y®F,

co, tacznie z (5), daje — prawie wszedzie — zadang réwnosé (4).

§1

ROZDZIAL IV.

Calka Lebesgue’a

(definicja opisowa).

Funkcje sumowalne.

§ 1. Niech f(x) bedzie dowolng funkcja punktu w prze-
strzeni M,. Bedziemy moéwili, iz funkcja ta jest catkowalna
w sensie Lebesgue’a, calkowalna (), lub — krétko —
sumowalna, jesli jest prawie wszedzie pochodng jakiejs funkeji
addytywnej i bezwzglednie ciaglej F(R) figury elementarnej;
piszemy woéweczas :

F(R) = [ f(x) dx,

o/

R

i funkcja F(R) nazywa si¢ calka (w sensie Lebesgue’a)
funkeji f(x).

Punkt zmienny x przestrzeni :M, okreSlamy czesto przez n
jego spotrzednych (x;, X, ..., X») i, stosownie do tego, funkeje f (x)—
przez f (X X,, ..., %), calke za$ jej — przez symbol calki
wielokrotnej:

ff ff(xlx.z...x,,) dxepidisn. ) . dixcy,
ey

wskazujgcy explicite na wymiar przestrzeni, w ktérej funkcja f
i jej catka sg rozwazane.

Zauwazymy, iz definicje powyisze moga by¢é natychmiast
zrelatywizowane dla funkeji f, okreslonych — zamiast w calej
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przestrzeni — tylko prawie wszgdzie na pewnej figurze elemen-
tarnej R,. Mozna tedy méwié o funkeji sumowalnej na pewnej
figurze elementarnej R,!); jej catka jest wowczas pewna funkeja
addytywng i bezwzglednie cigglg figury elementarnej R ( R,.

Niekiedy odréznia si¢ calke nieoznaczong Lebesgue’a od
catlki oznaczonej Lebesgue’a, rozumiejgc przez catke nieoznaczong
okreglong wyzej funkeje addytywng i bezwzglednie ciagta F(R), przez calki
oznaczone natomiast — wartosei tej funkeji na indywidualnych figurach
elementarnych.

W przypadlku, jesli f(x) jest funkeja sumowalng jednej zmiennej rzeczy-
wistej, catka jej jest funkejg figury elementarnej na linji prostej; calce tej
odpowiada woéwezas, z dokladnoscia do dowolnej statej addytywnej, pewna
funkcja bezwzglednie ciggla zmiennej rzeczywistej F(x) (I, § 14), ktéra nazy-
wamy rowniez calkg nieoznaczong Lebésgu e’a funkeji f(x).

§ 2. 7 definicji calki:Lebesgue’a oraz rozwazai rozdzia-
I6w poprzednich wynikaja natychmiast nastepujace elementarne
wlasno$ci funkeji sumowalnych.

Twierdzenie 1. Kazda funkcja sumowalna posiada dokta-
dnie jednq catke.
- Jezeli z dwu funkcji rownowaznych jedna - jest sumowalna,
wowczas jest sumowalna rowniez i druga, i catki tych dwu funkcji
sq identyczne; odwrotnie, jesli dwie funkcje sq sumowalne i majq
catki identyczne, wowczas sq réwnowazne.

Pierwsza czeéé twierdzenia jest konsekwencjg tw. 3 bis rozdz.
poprzedniego (§ 4). Druga — wynika natychmiast z samej juz
definicji calki. Z definicji te] wynika takze bezpos$rednio

Twierdzenie 2. Kombinacja linjowa o statych spdtczynni-
kach A f, + Bf, dwn funkcji sumowalnych fi, [o jest rowniez sumo-
walna, przyczem ;

Rj(_AflJrsz) dx:AJfldx—}—BRffzdx.

na kazdej figurze elementarnej R.

Twierdzenie 3. Jesli funkcja sumowalna f(x) jest prawie
wszedzie nieujemna (wzgl. niedodatnia), wowczas catka jej jest row-

1) O uogélnieniu definicji calki na funkecje okre§lone na dowolnych
zbiorach mierzalnych — p. rozdz. nastepny.

B § 2

niez stale nieujemna (wzgl. niedodatnia). Ogolniej, jesli dwie funk-
cje sumowalne f,, f, spetniajq prawie wszedzie nieréwnosé f; < f,,

wéwczas na kazdej figurze elementarnej R

Rffl dax \<Rff2 ax.

Twierdzenie to jest natychmiastowa konsekwencjg tw. 2,
oraz tw. 3 rozdz. poprzedniego (§ 4).

Twierdzenie 4. Jesli funkcja sumowalna f(x) jest nieujemna
prawie wszedzie na pewnej figurze elementarnej R, i f f(x)dx =0,

wowczas funkcja f(x) znika prawie wszedzie w R,. g

Dowé6d. Z uwagi na twierdzenie poprzednie, catka funkeji
f(x) jest nieujemna na wszystkich figurach R (_ R,; poniewaz
za$§ znika na R,, przeto znika zarazem na kazdej figurze R ( R,.
Funkcja f(x), ktéra jest prawie wszedzie pochodng swej catki,
znika tedy rowniez prawie wszedzie w R,.

Twierdzenie 5. Kazda funkcja sumowalna jest mierzalna
i prawie wszedzie skoriczona.

Twierdzenie to wynika bezposrednio z tw. 1 rozdziatu po-
przedniego (§ 2).

Twierdzenie 6. Jesli {f.(x)} jest ciqgiem prawie wsze-
dzie niemalejqcym funkcji sumowalnych na pewnej figurze elementar-

nej R, i jesli ciqg catek f fadx jest ograniczony z gory, wowczas

Ro
funkcja f(x) = lim f, (x) jest rowniez sumowalna na R, 1

(1) XY d =T |, () dx:
Jrasezie]

.Dow6d. Niech: Fa(R) = f f.(%) dx. Funkcje Fn(R) tworza
R

cigg monotoniczny (tw.3), ograniczony z zalozenia na R,, a wigcina
kazdej figurze R (_ R,, dazg zatem do pewnej granicy skonczonej
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F(R), ktéra jest réwniez pewng funkcja addytywng. Powiadamy,
iz funkcja ta jest bezwzglednie ciggta na R,. Istotnie, oznaczajac,
jak zwykle (por. rozdz. I, § 12), przez E(F; R), E(Fn; R) odchy-
lenia bezwzgledne odp. funkcji F, F,, mamy, z uwagi na bez-
wzgledng cigglosé funkeji Fr,

E(Fn; R)) =0,
a wiec:
E(F: R) < E(Fn; R)+ E(F — Fu; R) < F (R) = Fu(Ry)-

Poniewaz zas:

(2) lim Fﬂ'(Ro) & F(Ro)r

zatem E(F; R,) =0 i funkcja F(R) jest bezwzglednie ciagta na R,.
W my$l tedy definicji catki

3) F(R) = f F'(x) dx, dla kazdego R(C R,
.

7 drugiej strony, na zasadzie twierdzenia o rézniczkowal-
noSci ciagow monotonicznych (IIL, § 5, tw. 4), prawie wszedzie

F' (x) = lim F/ (x) = lim Sl x) =%

Wzér (3) oznacza wiec sumowalnosé funkeji f(x), w zesta-
wieniu zas ze wzorem (2) daje zwiazek (1).

Twierdzenie powyzsze nosi czesto mnazwe twierdzenia Lebesgue’a
o catkowaniu wyraz za wyrazem monotonicznych ciggéw funkcji. Twierdzenie to
wyréznia w sposob istotny calke Lebesguea od catki Riemanna, dla
ktorej analogiczne twierdzenie byloby falszywe: mozna tatwo podaé przyktad
monotonicznego ciggu funkeji calkowalnych w sensie Riemanna, wsp6lnie
ograniczonych, ktérych granica nie jest jednak bynajmniej W sensie Rieman-
na catkowalna. :

Lebesgue, przypisujac shisznie doniostg wage temu twierdzeniu,
umieseil je (w cokolwiek innej formie niz ta, ktérg podaliSmy wyzej w tekscie)
wér6d pewnikéw swej aksjomatycznej definicji catki (L. I, I, rozdz. V).

Twierdzenie 7. Pochodna funkcji o wahaniu skoriczonem

jest sumowalna.

Kazda funkcja o wahaniu skoticzonem jest sumq dwu funkcji,
z ktorych jedna jest catka jej pochodnej, druga zas — jej funkcjq
osobliwosci.

— 97— § 3

Dowéd. Niech F(R) bedzi i
: . edzie dowolng funkecjg o wahani
skonczonem, S(R)— jej funkcja osobliwosci. Mamy (I, § 18, tw n91;1

() F(R) =W (R)+ S(R),

gdZie IP'(R) jest peWna qukc. A 3
ja bezwzgledn
w prawie kazdym punkcie x, ¢dnie ciagly. Zatem,

() F(x) =T (x) + ' (x) = V' (x),

poniewaz fl’mkcja S(R), jako osobliwa, posiada prawie wszedzie
pochodng réwng zeru (IIL, § 7, tw. 6). Mamy wiec z (4) i (5):

F(R) =f‘1f'<x> dx+ S(R) = [F’(x) dx+ S(R),
R R

na kazdej figurze elementarnej R.

Funkecja charakterystyezna zbioru.

§ 3. Nazywamy funkcj

: ja charakterystyczng dowol-
ilego zb.loru Z w przestrzeni M, funkcje ré6wna jednosci w punk-
ac}} ZblOI'}l Z oraz zeru poza tym zbiorem'). Funkcje te ozna-
cza.c bedziemy zwykle symbolem e,(x), gdzie x oznacza punkt
zmienny przestrzeni.

Wldoczne. jest, iz funkcja charakterystyczna sumy skonczo-
nego lub przeliczalnego ciggu zbioréw roztgcznych jest sumg funk-
cj c‘harakterystycznych tych zbior6w. Podobniez, jesli {Z,} jest
ciggiem monotonicznym (wstepujacym lub zst u', : ioré
i Z=1im Z,, wowczas rowniez R

e,(x) = lim e, (x).

Twierdzenie 8. 1° Funkcja charakterystyczna dowolnego

2bioru mierzalnego jest sumowalna i catka jej jest funkcjq miary

tego zbioru.

2" Na to, aby funkcja charakter '
‘ by ystyczna zbioru byla sumo-
walna, konieczne jest i wystarcza, aby zbior ten byt mz'erzjf}zlfzy

) De la Vallée-P i
L Espe 7 oussin (7Trans. Am. Math. Soc. 1915; réwniez

7
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Dowo6d. Pierwsza czgSé twierdzenia jest tylko innem sfor-
mulowaniem twierdzenia Lebesgue’a o punktach gestosci zbio-
r6w mierzalnych (III, § 6, tw. b bis). Dostateczno$é warunku,
wypowiedzianego w czeSci drugie] twierdzenia, zawiera sie¢ oczy-
wiscie w cze$ci pierwszej, konieczno§é — wynika natychmiast
z tw. b § poprzedniego.

Pierwsza czgs¢ udowodnionego twierdzenia mozZemy jeszcze
wyrazi¢ w postaci ogblniejsze].

Twierdzenie 8bis. Jesli funkcja mierzalna i skoriczona f(x)
przyjmuje skoriczonq tylko liczbe wartosci roznyeh by byy o .. 5 In, kazdg
2 nich odp. w zbiorze Zi, Z,, ..., Zy, wowczas funkcja f(x) jest
sumowalna oraz

ff(x) dx =1, My (R)+ by My (RY+ ...+ bn Mu(R),
-

gdzie M, M,, ..., M, oznaczajq odp. funkcje miary zbioréw Z,
Zz, vy Zﬂ.

Dowé6d. Twierdzenie wynika natychmiast z twierdzenia 8,
oraz z twierdzenia 2 § poprzedniego, poniewaz funkcja f(x) jest
w przypadku rozwazanym kombinacja linjowa funkcji charaktery-
stycznych odp. zbiorow Zs Loy =yl © spotezynnikach réwnych
o Wy o

Twierdzenie 9. Jezeli funkcja addytywna F(R) jest catkq
funkeji f(x), wowczas @ kazdym punkcie X, W ktérym funkcja f
jest potciqgta z gory (wzgl. z dolu)
¢Y) F (x5) < f(x0) [wzgl. F(x,) >/ (x0)].

W szczegdlnosci, w kazdym punkcie, w ktorym funkcja f(x)
jest ciqgta, catka jej F(R) ma pochodng oznaczonq, rowng wartosci
funkeji f.

Dowé6d. Niech f(x) bedzie funkeja potciagta z gory (II,
§ 11) w pewnym punkcie x, i niech ¢ bedzie dowolng liczbg do-
datnig. Jesli K jest jakimkolwiek, byle dostatecznie matym, kwa-
dratem zawierajacym x,, wowezas, dla x ¢ K, bedzie f(x) <f(x)+e.
Zatem (tw. tw. 3, 8):

F(K) <[f(x)+2l- | Kl

a wiec rowniez Flx,) = lilmlsup fl(—K—) LX)+ E.
K|—>0

K|

— § 4

Poniewaz ¢ jest dowolng liczbg dodatni

t !

i el Ty a atnia, przeto otrzymujemy
Jesli funkcja.l J (%) jest ciagta w punkecie x,, t. zn. — pélciggta

Z obdeu stron jednoczesnie, wowczas, na zasadzie poprzednie-

g0: F(x,) < f(x) < F(x0), a wige F'(x,) = F(x,) = F(,) = £(%,)

co bylo do dowiedzenia. o X

Sumowalnosé¢ bezwzgledna funkeji.

§ 4. Niech f(x) bedzie dowoln j

' Tet ; a funkcjg punktu. Przypo-
fzadkulemy jej dwie *funkcje, ktore nazywaé bedziemy odp cyfe-
Scig nieujemng f(x) i czeScig niedodatnia f(x) funkeji
f(x); definjujemy je w sposéb nastepujacy: ¥

FE=f), jesli f() >0 f(0)=f(x), jesli f(x) <0;
= 0, jesli f(x)<O; = 0, jesli f(x)>o0.

2 Miedzy funkcja f, jej wartoScia bezwzgledng oraz funkcjami
i f zachodzg nastepujace oczywiste zwigzki:

(1) f=7+/

R LN e il ah

B 1
f=S A+, f==2lfI-11.

Twierdzenie 10. Jesli funkcja ; ' ke Mk,
prawie wszedzie Junkcja f(x) jest mierzalna i Jjesli

2) f (| <),

gdzie ©(x) jest funkcjq sumowaln 5 - o
funkeja sumowalng. G reeses G0 Blgian e

Df)wc’)d. Poniewaz—jak wskazuje (1) —kazda funkcja mie-
Fz?l'na jest réznicg dwu funkeji mierzalnych nieujemnych 1](t6
.]eSl.l f spetnia zwigzek (2) — réwniez spelniaja ten zwiaze’k rret_
mozemy .()(-irazu zatozyé, iz funkcja f(x) sama jest nieujen,lrlljaze :
' Istnle]f za.tem (I, § 10, tw. 17)- ciag monotoniczny nien;ale-
]S?foyﬁczl:;kcjlr mgerzalnycl’l _f”’ z ktorych kazda przyjmuje tylko
ey ﬁq lczbe wartoSci réinych, i ktére dazig wszedzie do
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Mamy tedy z uwagi na (2), dla kazdego n, prawie wszedzie
fa() < f(x) < 9(%)3

ale, na zasadzie twierdzenia § poprzedniego, kazda z funkcji. f’f (x)
jest sumowalna, a wiec z uwagi na tw. 3 (§ 2), na kazdej figu-
rze R,

R

fo)dr < [ () dx.
Rf x)dx Jcpx X

7 twierdzenia Lebesgue’a o calkowaniu ciagéw.mono’to-
nicznych funkeji (§ 2, tw. 6) wynika tedy, iZ sumowalna jest row-
niez funkecja graniczna f(X) = li;n S (X).

W szczeg6lnosci z udowodnionego twierdzenia wyl-lik-a, iz
kazda funkecja mierzalna ograniczona jest sum’ow'alr.la, t. . iz dlla
funkeji ograniczonych warunki mierzaln’osc.l'l sumowal-
nosSci sa réwnowaine. Wynika zen ro‘wnle? natychmiast,
iz iloczyn funkcji sumowalne] przez .flilnk(:]@ m}er.zalna, ogra-
niczona na jakiejs figurze elementarnej, jest na tej figurze sumo-

walny.

Twierdzenie 11. Jesli funkcja f(x) jest sumowalna oraz

F(R) = ff(x) dx, woéwczas sumowalne sq rowniez wartosc bez-
R

wzgledna oraz obydwie czeéci, niedodatnia i nieujemna, funkcji f,
przyczem:

R R R
gdzie W, W, W oznaczajg odp. wahania funkcji F.
Dow6d. Mamy istotnie w kazdym punkcie X, w ktéorym po-

chodna W'(x) istnieje oraz F(x) = (%)s

Flo) < W' ().

Nierowno$é powyzsza zachodzi tedy prawie wszedzie. 'Ponie-
waz zas W(R) jest, wraz z F(R) (I, § 18, tw. 3), fun}(cla‘ bez-
wzglednie ciagta, przeto, na mocy twierdzenia poprzedniego oraz

— 101 — §4.

tw. 3 (§ 2), funkcja ;(x) jest sumowalna i na kazdej figurze ele-
mentarnej R;:

3) f Fax < f W' (x) dx = W(R,).
Ro

R,

Z drugiej strony, niech R bedzie dowolng figurg elemen-
tarng, zawartg w R, Poniewaz stale:

f>7 f>o,
przeto:

Stad za$, zwazywszy, iz W (R,) jest kresem gérnym war-
tosci F(R) dla R C R,, otrzymujemy:

[Fax=wr),
R,
co — w zestawieniu z (3) — daje rownosé:
@) [fax=w®).
R,

Analogicznie (wzgl. przez zmiane znaku funkeji f) dowodzi
sie réwnoSci:

i{jdh W (R,).

Z odjecia tej rownosci od (4), otrzymuje sie bezpoSrednio
juz zwigzek

me=W®y
R,

Twierdzenie poprzednie moziemy jeszcze w pewnym stopniu rozszerzyé
na dowolne funkcje addytywne o wahaniu skonczonem.



§5 — 10F —

Twierdzenie 11 bis. Jesli F (R) jest funkcjg addytywnq o wahaniu skori-
czonem i W(R), W(R), W(R) oznaczaja odp. jej wahania, wowczas w prawie
kazdym punkcie x

(5) W) = [F'l, Ww=Fw, We=Fmn).

Dowo6d. Z uwagi na twierdzenie o rozkladzie kanonicznym funkeji
o wahaniu skonczonem (I, § 13)

(©) F(R) = ®(R) 4 S(R),

gdzie ® (R) jest pewng funkeja bezwzglednie ciggla, zas S (R) pewng funkcja
osobliwa. Pochodna funkeji S (R) znika zatem prawie wszedzie (I, § 7, tw. 6),
a wige prawie wszedzie:

@ F'(x) = ' (x).

7 drugiej strony, oznaczajac odp. przez W, (R), W, (R) wahania bezwzgle-
dne funkeji ® (R) i S(R), otrzymujemy z (6)

W, (R) — W, (R) < W(R) < W, (R) + W (R),
a wiec — prawie wszedzie —
®) W,/ (x) — W (x) < W' (x) < W/ (x) + W' ().

Ale funkeja W, (R), jako wahanie bezwzgledne funkeji osobliwej, jest
réwniez (I, § 13, tw. 4) funkejg osobliwg, a wige pochodna jej znika prawie
wszedzie; zwigzek (8) daje tedy prawie wszedzie

W' (x) = Wy (%),
lub, ze wzgledu na twierdzenie poprzednie oraz (7),
W (x) = @' (x)| = |[F'(®)].

Udowodniony jest w ten sposéb pierwszy ze zwigzkéw (5); pozostate
wynikajg zen natychmiast, z uwagi na réwnosei:

2W=F +W, 2W=F—W,
2F =F +|F|, 2F = F' —|F'|,

z ktérych dwie gérne sg rownowaine rozkladowi kanonicznemu Jordana
(I, § 10) funkeji o wahaniu skonczonem, dolne za$ sg bezposrednig konsekwen-
cja definicji czesei nieujemnej i niedodatniej funlkeji punktu.

- Twierdzenie 5,0 calkowaniu przez czegsci‘.

§ 5. Definicja catki Lebesgue’a w postaci, jaka przyje-
lismy w tym rozdziale, pozwala uzasadnié latwo t. zw. twierdze-
nie ,0 catkowaniu przez czegsci’. Twierdzenie to, jak

1) F:', f’ oznaczaja odp. czes$é nieujemng i niedodatnig pochodnej Fi
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wiadomo, znajduje zastosowanie nietylko w technice catkowania
funkecji elementarnych (gdzie -— rzecz prosta — aparat catki Le-
besgue’a jest catkiem zbedny), ale réwniez i w wielu rozwazaniach
Analizy, w ktérych catka Lebesgue’a odgrywa role istotnego
narzedzia.

Poniewaz twierdzenie ,0 catkowaniu przez cze$ci”
stosuje sie do funkcji punktu na prostej, t. j. do’ funkeji,
ktérych calki sa funkcjami przedzialu linjowego, przeto w sfor-
mulowaniu tego twierdzenia uwazaé¢ bedziemy catke jako funkcje
zmiennej rzeczywistej. ‘

Twierdzenie 12 (,0 calkowaniu przez czesci®). Jesli F(x)
jest funkcjq ciagtq bezwzglednie w przedziale (a, b) i v (x)—funkcjq
sumowalng w tym przedziale, wéwczas funkcja F(x)¢(x) jest réw-
niez sumowalna w (a, b), przyczem

b b
(1) j F(x) 9 (x) dx = F(b) ® () — ffb (x) F'(x) dx,

gdzie:

D (x) =fcp B dt (a<x<b)

Dow6d. Zauwazmy przedewszystkiem, iz funkcja @ (x) F' (x),
jako iloczyn funkcji sumowalnej F'(x) przez funkcje ciagta @ (x),
jest napewno sumowalna'). Polézmy:

@) H(x) = F(x) ® (x) — f ®(f) F' (¢) dt.

- Poniewaz funkcia F(x) ®(x), jako iloczyn dwu funkcji bez-
wzglednie cigglych, jest ciggla bezwzglednie ?), przeto temsamem
bezwzglednie ciggta jest rowniez funkcja F(x). Rézniczkujac ja,
otrzymujemy z (2), prawie wszedzie:

H! (x)=F () D' (x) = F(x) g(x),

) por. § poprzedni.
%) por. rozdz. I, § 14.
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skad:
b b
fF(x) o (x) dx = H(b) — H(a) = H(b) = F(b) ®(b) —fd)(x) F'(x) dx,

co nalezato udowodnié.

W rozdziale koncowym podamy uogélnienie tego twierdzenia na catki
Denjoy; uogélnienie poprowadzone bedzie jeszeze i w innym kierunku: zasta-
pimy mianowicie, w prawej stronie réwnosei (1) calke Lebesgue’a przez
calke Riemanna-Stieltjes’a, co pozwala rozszerzy¢ twierdzenie ,o0 cat-
kowaniu przez czes§ci“ na dowolne funkcje F (x) o wahaniu skoriczonem.

Calki wielokrotne. Twierdzenie Fubini’ego.

§ 6. Niech Kuym (n, m > 1) oznacza kostke (@, a,, ..., Guim;
by, by, ..., bnym) w (n+m)-wymiarowej przestrzeni :M,i .. Oznacz-
my przez K, kostke (a,, a,,..., as; b, b,, ..., b,) w przestrzeni N,
przez K, kostke (@uy1, ..., @nym; bny1, ..., buym) W przestrzeni
m-wymiarowej M, .

Niech ¢ (x,, X,, ..., Xn1m) bedzie funkcja cig gta punktu, okre-
slong w kostce Kyi1m. Przy ustalonych wartosciach (x?, x), ... x%)
n pierwszych spéirzednych, tworzacych pewien punkt w kostce
K., funkcja ¢ jest funkcja cigglg m pozostalych spoirzednych,
inn. stowy — funkecjg ciggla punktu w kostce K,. Jako funkcja
ciggta posiada tedy rozciggnieta na K, calke, przyczem catka ta
' rozwazana by¢ moze nawet w sensie Cauchy’ego?). Catka ta
jest funkcjg punktu (x7, x93, ..., x%) ¢ K, i mozemy poltozy¢:

R, X e 5y =
M ff fcp (] 50000 X0 Kty Vod ) Mlim) GxaYd B AXp i
i
Wiadomo — od czasé6w Cauchy’ego — iz dla funkeji cig-
gtych (o ktérych tylko dotychczas méwimy) catka w kostce Kyin

moze by¢ sprowadzona do dwu kolejnych catkowan w kostkach
odp. K» i K,. Mamy mianowicie, jak wiadomo:

(2)ff f@ dx; dXyui s @nim =ff fh(xl,_,,,x,,)dxl dx,...dx,,

Krz-}-m Ky,

1) Por. rozdz. VII, § 1.
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gdzie funkcja % okreslona jest przez wzor (1). Przez kolejne ite-
racje tego przeksztalcenia mozna kazdg catke w kostce przestrzeni
p-wymiarowej sprowadzi¢ do p kolejnych catkowan na odcinkach
linji prostej.

Niema potrzeby wyjasniaé, jak wazna jest ta wlasno$é catek
przestrzennych funkeji ciggtych i jak donioslg role odegrata i od-
grywa w zastosowaniach. To tez, wprowadzenie nowej catki
Lebesgue’a narzuci¢ musialo pytanie, czy omawiane wyzej
twierdzenie analizy klasycznej pozwoli sie rozszerzy¢ na dowolne
funkcje sumowalne.

OdpowiedzZ jest pozytywna, wymaga jednak pewnych zastrze-
zen. Funkcja ¢ moze byé bowiem sumowalna w kostce Kujm,
natomiast funkcja @ (x9,..., X%, Xy41,..., Xntm), uwazana, przy
ustalonych dowolnie 7 pierwszych spoéirzednych, za funkcje punktu
w kostce K, moze by¢ nie tylko niesumowalna, ale nawet
i niemierzalna w K,. Funkecja %# moze byé tedy dla pe-
wnych punktéow (x?,...,x%) kostki K, wogéle, przez wzér (1),
niezdefinjowana.

Jednakze okazuje sie, iz zbiér tych punktéw wyjatkowych
(%9, ..., x%) kostki K, dla ktérych funkcja ¢ jest w kostce K
niesumowalna, stanowi w kostce K, zbiér miary zero !); funkcja £
jest tedy przez wzoér (1) zdefinjowana w K, prawie wszedzie
1 okazuje sie, iz wzér (2) ma istotnie miejsce 2).

Wazny ten dla teorji calki Lebesgue’a wynik zawdziecza-
my Fubini’emu ?); nosi tez zwykle nazwe twierdzenia Fu-
bini’ego o catce wielokrotnej.

Przystapimy obecnie do dowodu tego twierdzenia. Dla
uproszczenia znakowania przyjmiemy m =n=1; rzecz prosta,
pozorne to zwezenie twierdzenia nie jest istotne; wszystkie po-
nizsze rozwazania przenosza sie natychmiast na przypadek ogélny,
gdy n i m sg dowolnemi liczbami naturalnemi.

§ 7. Niech K oznacza na plaszczyznie (x,y) prostokat (0, 0;
a,b). Bedziemy mowili, iz funkcja ¢ (x, y), okreSlona w caltym
prostokacie K i sumowalna na nim, spelnia warunek (F), jesli:

1) Rzecz prosta w sensie miary 7 - wymiarowej.

%) Zauwazmy, iz dla okreSlenia calki, wystepujacej po prawej stronie
wzoru (2), potrzeba tylko, aby funkecja # byla okreSlona prawie wsze-
dzie w Kn.

%) Rend. Acc. Linc., (5), t. 161, (1907), p. 608.
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1% dia prawie wszystkich wartosci x przedziatu (0, a)
funkcja o (x,y), uwazana jako funkcja zmiennej y w przedziale
(0, b), jest w (0, b) sumowalna;

2%) ff o(x,y) dedy = fh(x)dx.
- 0

gdzie h(x) jest funkcjq zmiennej x, okreslonq — ze wzgledu na
1° — prawie wszedzie w (0, a) przez wzor

b

(1) h(x) = f o (x,9) dy.

s
0

Zadaniem naszem bedzie dowiesé, iz kazda funkceja, okreslona
i sumowalna w K, spetnia warunek (F). Dowdd, dla wigkszej
przejrzystoseci, rozbijemy na bardziej elementarne ogniwa.

Lemmat 1. Kombinacja linjowa o spotczynnikach stalych
skoticzonej liczby funkcji, Spehzzajqcyclz warunek (F), spetnia réwniez
ten warunek.

Lemmat ten wynika natychmiast z tw. 2 (§ 2).

Lemmat 2. Jezeli funkcja sumowalna ¢ (x,y) jest granicq
(w catym prostokqcie K) monotonicznego ciqgu funkcji 9., spet-
niajacych warunek (F), woéwczas funkcja ¢ spelnia rowniez ten
warunek.

Dowé6d. Mozemy zatozyé odrazu, iz cigg . jest niemale-
jacy; przez zmiang znaku przechodzimy natychmiast do przypadku,
gdy on tworza ciag nierosngcy.

Niech: hn ()C) == ft?ll (x, J’) dy

Kazda z funkeji 2, (x) jest okreSlona prawie wszedzie w (0, a),
wszystkie wiec okreslone sa jednoczesnie w calym tym prze-
dziale, z wyjatkiem conajwyzej pewnego zbioru N miary (linjo-
wej) zero.
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Funkeje %, (x) tworzg — wraz z funkcjami ¢. (X, y) —w Kkai-
dym punkecie x, w ktérym sa okreSlone, a wigc prawie wszedzie,
cigg monotoniczny niemalejgcy; potézmy:

h(x) = lim /%, (X)

Mamy ponadto, dla kazdego 7n:

jh,,(x)dx f(cp,,(xy)dxdy chp(xy)dxdy

0

7 twierdzenia tedy Lebesgue’a o calkowaniu wyraz za
wyrazem ciagéw monotonicznych (§2) wynika, iz funkcja h(x)
jest w (0, @) sumowalna oraz, iz

f/z(x)dx_hmf/z (x)dxéhmffw,,(xy)dxdy—

{f (x5, ) dx dy.

Oznaczmy przez M zbiér wartosci x, w ktoérych £ (x) =+ oo
Zbiér ten (tw. 5, § 2) jest miary zero. W kazdym przeto punk-
cie x przedzialu (0, @), z wyjatkiem punktéw zbioru M+ N, ktéry
jest jednak, jak udowodniliémy, miary zero, wszystkie funk-
cie hn(x) sa okreslone i tworza ciagg ograniczony z gory przez
liczbe skoficzong /£(x). Na zasadzie tedy cytowanego przed
chwila twierdzenia Lebesgue’a mamy w kazdym punkcie, nie
nalezgcym do M4 N,

@)

b

b
(3) hi(x) = lim hy (x) = lim f on (X, y) dy = fcp (x,3) ay,

co, wraz z (2), wyraza, iz funkcja ¢ spelnia warunek (F).

Lemmat 3. Funkcja charakterystyczna zbioru'), ztozZonego
ze skoriczonej liczby odcinkéw réwnolegtych do osi spotrzednych,
spetnia warunek (F).

1) Méwimy w tym § zawsze tylko o zbiorach, zawartych w prosto-
kacie K.
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Dowéd. Niech Z bedzie mnogo$cia, zawartag w prostoka-
cie K i ztozong ze skonczonej liczby odcinkéw. Mamy: |Z| =0,
a wiec, jesli e(x,y) oznacza funkcje charakterystyczng zbioru Z,

wowezas (tw. 8, § 3):
ffe(x,y) dx dy = 0.
K

Z drugiej strony, funkcja e (x,y), uwazana jako funkcja
zmiennej y, jest zawsze funkcja charakterystyczng zbioru pustego
lub zlozonego ze skonczonej liczby punktéw, — z wyjatkiem
skoficzonej conajwyzej liczby wartosci x, dla ktérych e (x,y) moze
byé funkejg charakterystyczng odcinka. W kazdym razie catka

mmiﬁmw@

istnieje zawsze, i — wyjawszy conajwyzej skonczong liczbe war-
tosci x — jest rowna zeru. Zatem:

a
e

R{xX) dx = 0= (x,y) dx dy.
J x) dx f{(fexy x dy

0

Lemmat 4. Funkcja charakterystyczna dowolnego prostokqta
otwartego ') spetnia warunek (F).

Dowo6d. Niech P bedzie prostokatem otwartym t. j. wne-
trzem pewnego prostokata domknietego (2, 7; B, ), zawartego w K.
Niech dalej e (x,y) bedzie jego funkcja charakterystyczng. Mamy
zatem (tw, 8, § 3):

ffe(x,y) dx dy = |P|= (¢ —a) (3—1).
K

Funkcja e(x,y), przy stalym x, jest zawsze funkcja charakte-
rystyczng zbioru pustego lub odcinka otwartego *). Calka
b

hm=jémw@

) t.j.wnetrza zwyklego prostokata.
2) t. j. odcinka zwyklego pozbawionego koncéw.
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istnieje tedy zawsze i mamy nadto:

h(x)=0, jesli: 0 < x Calub B <L x L aq,

oraz: h(x)=20—y, jesli: a <x <B.
Zatem (tw. 8): f h(x)dx=(B—o) (E—7) = f { e (x,y) dx dy.
0 f ;(

Lemmat 5. Funkcja charakterystyczna dowolnej figury ele-
mentarnej spetnia warunek (F).

Dowd6d. Kazda figura elementarna jest suma skonczonej
liczby niezachodzacych na siebie przedziatéw (prostokatéow), a wiec
uwazana byé moze réwniez za sume rozigcznych prostokagtow
otwartych oraz — rozlacznego z temi prostokatami — zbioru, zto-
zonego ze skoriczonej liczby odcinkow.

Funkeja charakterystyczna kazdej figury elementarnej jest tedy
sumg skonczonej liczby funkeji, ktére — na zasadzie dwu poprze-
dnich lemmatéw—spetniaja warunek (F), a wiec, z uwagi na lem-
mat 1, spelnia réwniez ten warunek.

Lemmat 6. Funkcja charakterystyczna dowolnego zbioru Gy
spetnia warunek (F).

Dowéd. Kazdy zbioér otwarty G jest granicg pewnego
ciagu wstepujacego figur elementarnych '), jego funkcja charakte-
rystyczna jest tedy granicg niemalejacego ciggu funkeji charaktery-
stycznych figur elementarnych, a wiec funkecji, speiniajacych —
na zasadzie lemmatu 5 — warunek (F); z uwagi na lemmat 2 —
spelnia przeto réwniez rozwazany warunek.

7 kolei, kazdy zbiér Gj jest granica ciggu zstepujgcego zbio-
réow @G, jego funkeja charakterystyczna jest granicg niemalejgcego
ciagu funkeji charakterystycznych zbioré6w otwartych i—z uwagi
na tenze sam lemmat 2 — spetnia takze warunek (F).

Lemmat 7. 1°. Kazdy zbior miary zero (ptaskiej) jest miary
zero (linjowej) na prawie kazdej prostej rownolegtej do osi spdi-
rzednych ?).

1) Por. odsytacz u dotu p. 34.
2) t.zn. na kazdej prostej x =E, wzgl. y =7, z wyjatkiem conajwyzej
prostych, odpowiadajacych wartosciom &, wzgl. 1, tworzacym zbiory miary zero.
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20, Funkcja charakterystyczna dowolnego zbioru miary zero
spetnia warunek (F).

Dowéd. 1°% W czeSci pierwszej twierdzenia, zatozy¢ mozna,
iz rozwazany zbiér miary zero jest zbiorem Gj;, poniewaz kazdy
zbiér miary zero zamknaé moina zawsze w zbior Gy tej samej
miary. Na zasadzie tedy lemmatu poprzedniego, oznaczajac przez
e (x,y) funkecje charakterystyczng zbioru H, ktéry jest zbiorem Gy
miary zero (plaskiej), mamy:

a

Oj[fe(x’y)dy]dx:f}fe(&y)dxdy=\H\:o,

0

Zatem (tw. 4), dla prawie wszystkich wartosci x:

b

{e(x,y) dy=20,

0
co jednak (tw. 4) oznacza, iz zbiér /1 jest miary zero na prawie
kazdej prostej rownolegte] do osi y.

20, Niech H (_ K bedzie dowolnym zbiorem miary zero
(ptaskiej), e(x,y) jego funkcja charakterystyczna. Na zasadzie
1°, e(x,y) jest funkecja charakterystyczna zbioru miary zero (lin-
jowej) na prawie kazdej prostej r6wnolegtej do osi y-6w, a wiec
dla prawie kazdej wartosci x, istnieje i jest rowna zeru catka

b
HMZIH&W@;

0

zatem: fh.(x)dx=0:\H£:ffe(x,y)dxdy.
K

Lemmat 8. Funkcja charakterystyczna dowolnego zbioru mie-
rzalnego spetnia warunek (F).

Dowd6d. Niech Z bedzie dowolnym zbiorem mierzalnym,
zawartym w K istnieje tedy pewien zbiér G;, H, taki, iz:

ZCH, |H—Z|=0.

L
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Oznaczajac przez e (x,y), e, (x,¥), e, (x,y) funkcje charaktery-
styczne odp. zbioréw Z, H, H — Z, mamy:

e(x,y) = e (xy) —e(x,y).

Poniewaz za§ — z uwagi na dwa poprzednie lemmaty —
obydwie funkcje e, i e, spetniaja warunek (F), przeto (lemmat 1)
spelnia go réowniez funkcja e, ktéra jest ich réznicg.

Twierdzenie 13 (Fubiniego). KazZda funkcja sumowalna
w prostokqcie K spetnia warunek (F).

Dowo6d. Poniewaz kazda funkcja sumowalna jest réznicg
dwu funkcji nieujemnych, r6wniez sumowalnych (tw. 11), przeto—
z uwagi na lemmat 1 — mozemy odrazu zaltozyé, iz rozwazamy
funkcje sumowalng nieujemnag o.

1°. Zaléimy najpierw, iz ¢ przyjmuje tylko skonczong liczbe
wartosel' réznych 4,4, .. . ils 0dp.. W, zbiorvach £, Lossr b nia.
Oznaczajac odp. przez ey, ¢, ...,¢, funkecje charakterystyczne
tych zbior6w, mamy:

o=Le +..4+1len,

a wiee, z uwagi na lemmat poprzedni oraz lemmat 1, funkcja ¢
spelnia warunek (F).

20, Kazda funkcja sumowalna nieujemna jest (II, § 10, tw. 17)
granicg monotonicznego ciggu funkeji mierzalnych, przyjmujacych
tylko skonczong liczbe warto$ci réznych, a wieec — ze wzgledu
na lemmat 2 — spetnia réwniez warunek (F).

Poniewaz role obydwu zmiennych x i y sg w rozumowa-
niach powyiszych zupeinie réwnorzedne, przeto z twierdzenia
Fubini’'ego wynika natychmiast nastepujacy wniosek o prze-
miennos$ci porzadku caltkowania w catkach wielokrotnych:

Wniosek. Jezeli funkcja o(x, y) Jest sumowalna w prosto-

kqcie K= (0, 0; a, b), wowczas catki j o(x, y) dx, f o(x,y) dy istnie-

ja dla prawie wszystkich wartosci y, wzgl X, omz

(4) falfcp dy]dx =fb[fcpdx]dy=ffcp dx dy.
o o o o K
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Z istnienia obydwu pierwszych calek, wystepujacych w row-
nosci (4), nie mozna nic jednak wnosi¢ naogél o istnieniu catki

powierzchniowe] ff(p dx dy. Jak pokazal Sierpinski, funkcja
% moze nie byc¢ wél;vczas nawet mierzalna na plaszczyZnie, a wigc
tembardziej nie musi byé sumowalna.?)

Mozna jednak podaé¢ rowniez tatwo przyklad funkeji mie-
rzalnej, dla ktorej obydwie calki iterowane wystepujace w row-
nosci (4) istnieja i sa rowne, podczas gdy sama funkeja ¢ nie jest
sumowalna w prostokacie.

Niech w samej rzeczy K bedzie kwadratem (0,0, 1, 1) i niech Dy, D,, .. .,Dn, ...
bedzie ciggiem nieskoriczonym niezachodzgeych na siebie i zawartych w K
kwadratow, takich przytem, iz gtéwne ich przekatne?) leza na gléwnej prze-
katnej kwadratu K.

Kazdy z kwadratéw D, dzielimy na cztery kwadraty, przyczem we wne-
trzach jednej pary kwadratéw przeciwleglych, na ktore Dn zostal podzielony,

kladziemy ¢(x, y) :%4 , we wnetrzach zas drugiej pary ¢ (x,y) = — \_DIT We
|n n

wszystkich pozostatych punktach kwadratu K, w ktérych funkeja ¢ (x, y) nie

zostala okres§lona przez powyzsza definicje, kladziemy wprost: ¢ (x, y) = 0.
1 1

Latwo zauwazyé, iz obydwie catki Jcp (x,y) dy, ‘ ¢ (x,y) dx istniejq dla

o o
wszystkich wartosei x, wzgl. ¥, i sa réwne zeru. Obydwie calki iterowane,
wystepujace w relacji (4), istniejg tedy réwniez i sg réwne zeru, Natomiast,
funkeja ¢ (x, v) nie jest sumowalna w kwadracie K. Istotnie w przypadku
przeciwnym, jej wartos¢ bezwzgledna bylaby réwniez sumowalna (§ 4, tw. 11);
woéwezas jednak mielibySmy dla kazdego k:

k
f {M dx dy > E f (M dx dy =k,
K i 5]1

K g1t

co oczywiscie jest niemozliwe?).

Y Fund. Math., t. 1, (1920), p. 112. Konstrukeja Sierpinslkiego polega
na zbudowaniu (przy pomocy pewnika Zermeli) zbioru ptaskiego, niemie-
rzalnego, ktéry z kazda prostg réwnbleglq do osi spoirzednych ma doktadnie
jeden punkt wspélny. Funkecja charakterystyczna tego zbioru jest funkejg
zadanag.

?) Przez przekatna gléwna prostokata rozumiemy te przekatna,
ktéra laczy lewy kraniec dolny z prawym goérnym.

3) Powyzszy prosty przyktad podal p. Zygmund.
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Zauv.v.aimy wreszceie, iz Fichtenholz!) podat przyktad, duzo mocniej-
szy, funkc_p fp(x, ¥), dla ktérej obydwie calki iterowane istniejg i sq réwne
fi kt91'a nie jest wszakze sumowalna w zadnym prostokacie; przyklad teI:
Jest jednak dos$¢ skomplikowany.

. Prawdziwe jest natomiast nastepujace
S Twzerd_zenie 14*).  Dla funkcji mierzalnej, stale nietjemnej
istnienie ktdrejkolwiek z catek, wystepujacych w rownosci (4), po-
. . 3 . %
clqga za sobq istnienie obydwu pozostalych.

. Dowéd. W samej rzeczy, niech o (x,y) bedzie funkcja
mierzalng, stale nieujemng w prostokacie K = (0, 0; a, b). Zal6z-
my, iz catka

b
h (x) :j@ (x,y) dy

istnieje dla prawie kazdej wartosci x oraz iz funkcja 7% (x) jest
sumowe.llna w przedziale (0, a). Oznaczmy, dla kaidej liczby na-
tl.lralne] n, przez ¢, (x,y) funkcje réwng o (x,y) w kazdym punk-
cie (x, ¥), w ktérym o (x, y) < n, — oraz rowng n we wszystkich
punktach pozostatych. Kazda, z okreslonych w ten sposéb, funkeji
¢. jest mierzalna i ograniczona, a wiec napewno (§ 4) sumowal-
na (plasko) w prostokgcie K. W mysl przeto tw. Fubini’ego, dla
kazdego 7,

a

b a
[[[on o3 e ay = (U%@c,wy] de < [19) dx <+ o
./K ; o o

z drugiej strony, poniewaz funkcje ¢, tworza ciag monotoniczny,
niemalejgcy i zbiezny do funkeji ¢, zatem, z ustalonej przez po-
Wyzszg nier6wnos¢ ograniczonoSci ciagu catek funkeji ¢y, wynika
(§ 2, tw. 6) sumowalno$é funkeji ¢ (x, y) w prostokacie X, co na-
lezato udowodnié.

*Dlugosé uku krzywej.

§8. Wylozone w koncowym § rozdz. poprzedniego wia-
snosci krzywych prostowalnych mozemy uzupelnié obecnie, korzy-
stajgc z pojecia catki, twierdzeniem nastepujgcem:

Twierdzenie 15. Jezeli C: x=x(t), y =y (t), jest krzy-
wq prostowalng w przedziale I, = (a, b) oraz L, oznacza dlugosc

Y Fund. Math., t. 6, (1924), p. 30.
}) Tomnelli, Rend. Acc. Linc., 18, 11, (1909), p. 246.
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jej w tym przedziale, wowczas
b
M L > [VIFOF + [y OF d,

a

przyczem réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy obydwie funkcje
x (¢), y(t) sq ciggte bezwzglednie.

Dowéd. Oznaczajac ogélnie przez L (I) diugosé krzywej C
w przedziale [ I, oraz przez S () — funkcje osobliwosci
funkeji L (), mamy, w mys$l tw. 7 (§2),

b b
@) L) = ( Lty dt + S () > f L) dt,

a

zwigzek ten staje si¢ réwnoscig wtedy i tylko wtedy, gdy
@) S &) =0;

funkecja S (/) jest jednak stale nieujemna, warunek (3) jest tedy
réwnowainy znikaniu tozsamo$ciowemu funkeji S (I) w przedziale
I, = (a, b), a wiec — ciaglosci bezwzgledne] funkeji L (1); to zas —
z kolei — réwnowazne jest (I, § 9, tw. 7) cigglosci bezwzgled-
nej obydwu funkeji x (¢) i y (¢) jednoczesnie.

Poniewaz, z drugiej strony, (III, § 9, tw. 8), prawie wszedzie

Lty =VIx@Or +1y®)* dt,

przeto nieréwnosé (1) réwnowaina jest zwigzkowi (2) i twierdze-
nie nasze jest w ten sposéb udowodnione.

Twierdzenie powyzsze, udowodnione przez Lebesgue’a jako uzupel-
nienie dawnych wynikéw, dotyezacych krzywych prostowalnych, stanowilo
jedno z pierwszych — i latwiejszych zarazem — zastosowan nowej metody
calkowania; metody dawne pozwalaty udowodnié wzér na diugosé tuku

b
@) Ly =fl/ W OF + O dt

tylko przy pewnych specjalnych zalozeniach, dotyezacych pochodnych xX(t),
y'(¢) (np. przy zalozeniu, iz pochodne te istniejs wszedzie i sg ciagle); calka
Lebesgue’a nietylko, ze wzor ten uogélnita, ale — zarazem — pozwolita

podaé¢ prosty warunek konieczny i dostateczn
spelniona.

Analogiczne badania dla powierzchni prostowalnych juz iej
zkin}p(l;kj/w)va_ne, Jakkolwi?k = jes’:li chodzi o powierzchsr,lie, ;aa‘n:ufv b;g::;g
gue,ow;kiej tezgf'iovaad;alj.a .SIQ' réwniez do rozwazan, nalezacych do lebe s-
el ljgadun. cji, i nie prze.dst'awiaja‘ trudnosci geometrycznych lub
e Zec.hce .am? ’te. ‘wykraczam Jednak poza zakres tego podrecznika
el Lt ;1@ Z'W récié bezposrednio do prae oryginalnych; przedewszyst-
(1927;. Akl M(’,t/, u{r‘z1 . Math., t. 7, (1925), p. 225, Rado, Fund. Math., t. 10
(1927), X 131, - Ann., t. 100, (1928), p. 445; Acta Litt. Scient. Szeged, t 3’

S . Schauder, Fund. Math., t. 8, (1926), p. 1. Tonelli, ’Re.rzdj

AC . 1 ) S t 3 (1 2 ) p. . 1o ond oy
C L ne . 6&1, P 2 9 6 35; 445 6 3 714 Y oun F
( ) ) 3 3 3 sy g, C. L . R .

y na to, aby réwno$é (4) byla
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ROZDZIAL V.

Calka Lebesgue’a

(definicja geometryczna).

Wykres i pola funkeji.

§ 1. Przedmiotem rozwazan tego rozdziatu dezi.e przege-
wszystkiem uzgodnienie definicji catki rozdz, poprzltj,drkl)lego ie’z
bwniez przez Lebesg :
inicj eometryczna, podang I‘.OWIl.le.Z p! 18 :
gg;(i:i?cji ta nawiazuje do najdawniejszej i najbardzie] naturz:illtile}
idei calki, — calki, rozumianej jako miara p’ola, przyporzgdko
wanego funkcji w pewien, dobrze znany,1 sposob.
tali iem terminologje.
Ustalimy przedewszystkiem g ;
Niech x oznacza jakikolwiek punkt (x4, x.g, ...x,z’) przestrzeni
9, Jesli y oznacza dowolng liczbe rzeczywista, wow’czas prze}?
(xn.y) oznaczaé sie bedzie punkt przestrzeni M, o spbirzednyce
,.x,...,xn,y). ! : 2
Wi i\liech teraz f (x) bedzie funkcja okreslong na pewnymb'zblo
rze Q (C M, Nazywaé bedziemy jei Wyk’resem na tynzx;z) ;r;e‘
zbior wszystkich punktéw [x, f (xX)], dlawl/{t((gy;;l xeQif :
kres ten oznaczaé bedziemy przez = 1) ”
i I‘Nazwiemy dalej polem gérnem (w_zgl. fiolnem) funkeji f
na Q zbiér wszystkich punktéw (x, y) takich, iz xe Q oraz

0<y<f(o, (wagl 0>y>[),

gdzie ; (wzgl. f) oznacza czgs$¢ nieujemng (niedodatnig) funkeji /

( Pole to oznaczaé bedziemy przez S(Qf) (wzgh S (/)

W przypadku, gdy funkeja f jest nieujemna (niedodatnia), je]

— 117 — § 2

pole gérne (dolne) nazywaé bedziemy wprost jej polem i ozna-
cza¢ przez S (Q; f) (bez gwiazdki). Widoczne jest, iz pole gorne
(dolne) funkcji jest identyczne z polem jej czeSci nieujemnej
(niedodatniej), t. j.

$(@N=5@hH s@n=s bk

Wykres i pola funkeji, okreslone] w przestrzeni M, (wzgl.
w jakim$ zbiorze, zawartym w tej przestrzeni), sg oczywiscie pew-
nemi zbiorami w przestrzeni :M,,;. Poniewaz mogtaby niekiedy
powstawac watpliwosé, w jakiej przestrzeni rozwazamy zbiory
i — stosownie do tego — o jakiej mierze jest mowa, przeto
w przypadkach takich, dla uniknigcia nieporozumienia, bedziemy
miarg zbioru Q w przestrzeni k-wymiarowej oznaczali w ni-
niejszym rozdziale przez my (Q).

Celem uproszezenia wystowien twierdzen, do ktérych dowo-
du obecnie przystepujemy, rozwazaé¢ bedziemy funkcje punktu,
okreslone na linji prostej. Oczywiscie, wystarczy tylko formal-
nej zmiany terminéw, aby przejs¢ do twierdzen w przestrzeni
o dowolnej liczbie wymiaréw?).

§2. Lemmat 1. Jezeli Q oznacza dowolny zbidr linjowy
i Q zbior ptaski wszystkich tych punktéw (x, y), dla ktorych x € Q
oraz 0 <y <1l (I>0), wéwczas mierzalnosc (plaska) zbioru Q'
rownowazna jest mierzalnosci (linjowej) zbioru Q, przyczem w przy-
padku mierzalnosci®) tych dwu zbiordw

my(Q) = 1. my(Q).

Dowéd. Mozemy odrazu zalozy¢, iz mnogo$é¢ Q jest ogra-
niczona, zawsze bowiem przedstawié ja mozna, jako sume ciggu
niemalejacego mnogos$ci ograniczonych.

Zalézmy tedy, iz Q zawiera sie w pewnym przedziale (0, a),
a wige Q' w prostokacie K = (0, 0; a, /).

Uwazajmy funkcje charakterystyczne e, (%), ey(x, ¥) odp.
zbioréw Q, Q.

) Za wyjatkiem drugiego twierdzenia o wartoseci Sred-
niej (§5, tw. 6), zwigzanego — z natury rzeczy — z funkejami jednej zmien-
nej rzeczywistej.

) Mozna zreszta pomingé mierzalnosé, zastepujgec miar e zwykla przez
miarg zewnetrzng.
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1° Niech Q' bedzie zbiorem mierzah?ym plasklo.
Mamy wéwezas, ze wzgledu na twierdzenie Fubiniego (IV,§ 7)Y,

®  m@ = [egn) dxay=| [j g (5, ) dx] dy,
K 0 o

przyczem funkeja e, (X, y) jest na prawie kazdej prostej y=17)
sumowalna, a wiec temsamem — mierzalna, wzgledem . Ale, jak
latwo zauwazy¢, mamy, w calym prostokgcie K, ‘f@’(x’ y? = eQ(x),
zatem funkeja e (x) jest mierzalna wzgl(;.dem x; zbior Q jest tem-
samem mierzalny linjowo. Wzoér (1) daje zarazem:

1

m, (Q) = f UgeQ(x) dx] dy =fm1 (Q) dy = 1. m (Q)

o o o

20 Pozostaje jeszcze udowodnié, iz, odwrotnie mierz a’l-’
no$é zbioru Q pocigga za soba mierzalnos§¢
zbioru Q. . : : :

W samej rzeczy, jesli zbiér Q jest mierzalny, wowczas przed
stawi¢ go mozna zawsze jako sumeg

Q =iFk + N,
pas)

gdzie Fr sa pewnemi zbiorami domknietemi, za§ N zl?i’orem mia’ry
zero linjowej. Oznaczajgc przez Fi, wzgl N', zbiér punktow
(x,y) € Q, dla ktérych x € F, wzgl. x ¢ N, mamy:

By
k=1

P za§ Fi sa wi i i i domknietemi, a N' jest
niewaz zaé F, sa widocznie zbiorami .
fn?grl';wzero plaskiej, przeto Q' jest zbiorem mierzalnym plasko.
Twierdzenie 1. Wykres funkcji mierzalnej na zbiorze mie-
rzalnym jest miary zero (plaskiej).

1) Wystarczy zreszta odwolaé sie tylko do lemmatu 8 tamtego §.

= Wy = § 2

Dowé6d. Niech f(x) bedzie funkeja mierzalng na zbiorze
Q linjowym i niech W= W (Q; f). Zatézmy chwilowo, iz zbiér Q
jest ograniczony.

Niech ¢ bedzie dowolna liczba dodatnig, oraz
Qu=Q.E[ne < f(x)<(n+1)],

Zbiory Q. sg oczywiscie mierzalne, poniewaz funkcja f(x)
jest mierzalna na Q, — i mamy, na zasadzie lemmatu 1,

+ oo + o
m, (W) <Z’"? (W) < s};ml(@z) <em (Q).

N = —oco n—=—oo

Poniewaz zas$ m, (Q) ma warto§é skoinczong i ¢ jest dowolng
liczba dodatnia, zatem:

my, (W) = 0.

PrzejScie do przypadku, gdy zbiér Q jest nieograniczony,
uskutecznia sie natychmiast, przedstawiajac zbiér Q jako sume
ciggu zbior6w mierzalnych ograniczonych.

Lemmat 2. Jesli f(x) jest funkeja mierzalng, skoticzong,
stale nieujemnq, przyjmujgcq na pewnej figurze elementarnej R skorn-
czong tylko liczbe wartosci réznych, wowczas pole jej jest réwniez
mierzalne oraz

@ [F@dv=mIS®; £)].
R
Dowéd. Niech [, 1, ..., 1, bedg wartosciami, jakie funkcja

J (x) przyjmuje — odp. na zbiorach Qi, Qs ..., Qu, — w figurze
elementarnej R. Pol6zmy, dla skrécenia:

S=ASI( Qi) Si= SHO¢ 1) =19 00
Mamy (IV, § 3, tw. 8bis):

) [F@de = 1m Q.
® =\

poniewaz za$, na zasadzie lemmatu 1,
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my (S) =an2 (S) =_n21f- my (Qi) »

przeto z (3) wynika réwnosé (2).

Twierdzenie 2. 1° Warunkiem koniecznym i dostatecznym
mierzalnosci funkeji f(x) na zbiorze mierzalnym Q, jest mierzalnosc
jej obydwa pol - S(Q: f), S(Qf).

2° Na to, aby funkcja f(x), okreslona i mierzalna na pewnej
figurze elementarnej R, byla na niej sumowalna, konieczne jest
i wystarcza, aby obydwa jej pola na R mialy miare skoticzong; jesli
warunek ten jest spefniony, wowczas

[7 oy de = ma 18 (R 131 = s [S (R
R

Dowéd. Zatozyé mozemy odrazu — w dowodzie obydwu
czeéci twierdzenia — iz funkcja f(x) jest stale nieujemna; kazda
bowiem funkcja jest sumg swoich dwu czesci — nieujemnej i nie-
dodatniej.

1° Udowodnimy najpierw pierwsza czgs¢ twierdzenia.

4) Zakladamy, iz pole S(Q;f) jest mierzalne.

7 twierdzenia Fubiniego (IV, § 7)) wynika tedy, iz zbior
S(Q;f) jest — dla prawie kazdej wartoSci 1 — mierzalny na
prostej y = 7; inn. slowy, dla prawie kazde] wartosci 7, zbior

f[xe Q; f(x)>1]

jest mierzalny linjowo.
Kazdej tedy liczbie rzeczywistej a przyporzadkowa¢ mozna
taki ciag malejacy liczb 7., zbiezny do a, iz kazdy ze zbioréow

E[.VEQ; f(x)>7]n] (7221’2"")

jest mierzalny linjowo. Temsamem jednak jest mierzalny row-
niez zbiér

ElxeQ f(9)>al=>ElreQ [(x)>ml

1) Wystarczy zreszty oprze¢ sie tylko na lemmacie 8 tego §. Wprawdzie
w dowodzie tego lemmatu zaktadato sie, iz rozwazany tam zbiér plaski mie-
rzalny jest ograniczony, ale oczywiscie przejscie do zbioréw nieograniczonych
nie nasuwa zadnych trudnosci.

S e 3§

i poniewaz liczba a jest dowolna, przeto funkcja f(x) jest na Q
mierzalna.

B) Zakladamy, iz funkcja f(x) jest mierzalna na Q;
jest wéwezas (I, § 10, tw. 17) granicg pewnego ciggu niemaleja-
cego funkcji nieujemnych, f,(x), mierzalnych i skonczonych na Q,
z ktorych kazda przyjmuje skonczong tylko ilo$¢ wartoSei réz-
nych. Wowczas

®) S(QF) =S (@Qf)+ W (Qf)

poniewaz zas, w mysl lemmatu poprzedniego, pola funkeji fu (x)
sq wszystkie mierzalne i wykres, W (Q;f), funkecji f(x) na Q
jest (tw, 1) miary zero, przeto z rownosci powyzszej wynika bez-
posrednio, iz pole S (Q;f) jest rowniez mierzalne.

2° Azeby udowodnié, z kolei, czes¢ druga (2°) twierdzenia,
zaktadamy, iz Q jest figurg elementarng i f(x) funkcjg na niej
mierzalng. Zachowujac ustalong pod 1°(B), definicje ciggu funkecji
fn (x), mamy z (4) na zasadzie lemmatu 2:

©) my 1S (@5 ) = lim my S (Q: f) = im | £y .
Q

Jesli teraz pole S (Q;f) ma miare skonczong, wowczas
z twierdzenia Lebesgue’a o calkowaniu ciaggédw monotonicznych
funkeji (IV, § 2, tw. 6) wynika, z uwagi na (5), iz granica f (x)
ciggu funkeji f. (x) jest sumowalna oraz iz

my [S (@ /)] =ffdx.
Q

Odwrotnie, jesli funkcja f(x) jest sumowalna na Q, wéwczas

calkiffn dx tworza cigg z goéry ograniczony przez ‘fdx i — ze
Q Q

wzgledu na (5) — pole S (Q;f) ma miare skonczong.
Twierdzenie nasze jest tedy udowodnione w catoSci.

Definicja geometryczna calki.

§ 3. Twierdzenie 2 § poprzedniego pozwala uogélni¢ detych-
czasowq definicje calki Lebesgue’a w sposéb nastepujacy:

Bedziemy mowili, iz funkcja f(x), okreslona prawie wszedzie
na pewnym zbiorze mierzalnym E, jest sumowalna na tym
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zbiorze, jezeli obydwa jej pola §(E;f), S (E;f) sa mierzalne

i maja miare skonezong; przez calk@ff(x)dx rozumiemy wowczas

réznice: £
(1) m[S (E; f)] —m [S(5N]D
Ze wizgledu na twierdzenie 2, definicja ta — w przypadku,

gdy E jest figurg elementarng — réwnowazna jest definicji, przy-
jete] w rozdz. poprzednim (§ 1). Mozna jednak réwniez i catke
na dowolnych zbiorach mierzalnych sprowadzi¢ do catki na figu-
rach elementarnych, a wiec do calki, ktéra okreslona jest zaréw-
no przez wyzej podana definicje geometryczna, jak i przez defi-
nicj¢ rozdziatu IV. Mianowicie, jak tatwo zauwazy¢, jesli funkcja
f(x) jest sumowalna na pewnym zbiorze E i f,(x) jest funkcjq iden-
tyezng z f(x) na E oraz réowng zeru poza E, wowczas dla kazdej

figury elementarnej R:
[frax= [fax;
R ER

w Sszczegdlnosci, dla kazdej figury elementarnej R, zawierajqcej E:

fode=(fdx.
7?( X IZJ X

Oduwrotnie, jesli zbior E jest ograniczony, wowczas sumowal-
nos¢ funkcji f na E réownowazna jest sumowalnosci funkcji f, na
jakiejkolwiek figurze elementarnej R ) E.

Twierdzenie powyZsze pozwala przeniesé natychmiast wszyst-
kie wtasnos$ci catki Leb esgue’a, ustalone w rozdz. poprzednim,—
na ogoélna catke Lebesgue’a, zdefinjowana na dowolnych zbio-
rach mierzalnych.

W przypadku funkcji stale nieujemnych dogodnie jest
rozszerzy¢ definicje calki oznaczonej réwniez i na funkcje niesu-
mowalne. Przyjmiemy mianowicie dla kazdej funkeji f, mierzal-

) Zachowanie si¢ funkeji f w podzbiorze miary zero zbioru E nie wply-
wa oezywisScie ani na mierzalno$é p6l funkeji £, ani na skoniczono$é ich miary;
z tego tez powodu w podanej w tekscie definicji zaktadamy tylko, iz funkeja f
jest okreSlona prawie wszedzie na E.
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nej, nieujemnej i niesumowalnej na zbiorze mierzal-
nym E,

[reoae=+.
E

Formalne to rozszerzenie definicji calki oznaczonej pozwala
zachowaé réwnosé

@) |7 dx=mis &
I

dla wszystkich funkeji / mierzalnych i nieujemnych na
zbiorze mierzalnym E,

Twierdzenie Lebesgue’a o calkowaniu ciggéw monotonicz-
nych funkeji uogélnia sie réwnolegle w spos6b nastepujacy: jesli
f(x) jest granicg ciggu niemalejacego funkeji f,(x)
mierzalnych i nieujemnych na zbiorze mierzal-
nym £, wéwezas zawsze

limff,, dx% — Jf dx.
nE £

Z uwagi na réwno$é (2) oraz tw. 1 § poprzedniego, twier-
dzenie to wynika natychmiast z ogélnych wtasnosci miary lebes-
gue’owskiej (II, § 5, tw. 8 (29).

Podkreslimy jeszcze pewne konsekwencje przyjetej definicji
geometrycznej catki: :

1° kazda funkcja jest sumowalna na kazdym zbiorze miary
zero i posiada na nim catke réwnq zeru;

2° jesli funkcja f jest sumowalna na pewnym zbiorze mierzal-
nym, wowczas sumowalna jest rowniez na kazdym podzbiorze mie-
rzalnym tego zbioru;

3° jesli funkcja f jest sumowalna na sumie E ciqgu (skoriczo-
nego lub przeliczalnego) zbioréw mierzalnych i rozlqcznych {E,),
wowezas:

co

f F(x) du :Z ’f (x) dx.

E n=1 E,

Jezeli kazdemu zbiorowi mierzalnemu, ograniczonemu E w pewnej

przestrzeni W odpowiada liczba rzeczywista, skoriczona F (E), wéwezas F (E)
nazywa si¢ funkecjg zbioru mierzalnego w R.
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Funkecja F (E) nazywa sig zupelnie addytywna, jesli dla kazdego
ciagu (skonczonego lub przeliczalnego) zbioréw En, mierzalnych i rozlacznych,
ktéryech suma jest ograniczona,

FAE,Ey-... - CEn-Lo. ) =FE)FEE) - .- E(En)es

Funkeja F(E) nazywa sie¢ ciggla absolutnie, jesli znika dla kaz-
dego zbioru ograniczonego miary zero.

Jesli funkeja punktu f(x) jest sumowalna w jakiej$ przestrzeni N,") wow-
czas jest sumowalna na kazdej figurze elementarnej, a wige temsamem (2°) na
kazdym zbiorze mierzalnym ograniczonym rozwazanej przestrzeni; polézmy,
dla kazdego zbioru mierzalnego E,

®) F(E) :ff(x) dx.
E -

Sformulowane powyzej wlasnosei (19, 2° 8° calki mozna teraz wyrazic
w sposéb nastepujacy: okreslona przez wzor (3) funkcja zbioru mierzalnego B
jest zupelnie addytywnaiabsolutnie ciggta.

Mozna dowie&é, iz rowniez odwrotnie, jesli w jakiejs przestrzeni R dana
jest funkeja F(E) zbioru mierzalnego, zupeinie addytywna i absolutnie ciggta, wow-
czas istnieje zawsze funkcja sumowalna f(x) w tej przestrzeni taka, iz

F (E) :ff(x) dx
E

na kazdym zbiorze E mierzalnym, ograniczonym.?)

Calkowanie ciggéw funkeji.

§ 4. Z definicji calki nieoznaczonej Lebesgue’a, jako
funkeji bezwzglednie ciagtej, wynika natychmiast, iz, jesli funkcja
f(x) jest sumowalna na pewnej figurze elementarnej R, woéwczas
catka

ff (x) dx
o

1) Nalezy odrézniaé wyrazenie ,,funkeja sumowalna wprzestrzeni
M“ od wyrazenia ,funkecja sumowalna na przestrzeni R“. Pierwsze
wyraienie oznacza tylko — zgodnie z definicja rozdz. IV — iz funkecja jest
sumowalna na kazdej figurze elementarnej przestrzeni, a wige réwniez (2°) na
kazdym zbiorze mierzalnym ograniczonym.

‘Drugie natomiast wyrazenie — w my$l podanej w tym § definicji geo-
metrycznej — oznacza, iz funkeja posiada catke skonczong rozeiagnietg na
calg przestrzen.

2) Por. de la Vallée-Poussin, . L. (Chap. V, VI); dalsze uogol-
nienia: Nik ody m, Fund. Math., t. 15, (1930), p. 168.
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dazy jednostajnie do zera wraz z polem R', gdy R' oznacza
dowolng figure elementarng, zawarta w R. W zwiazku z rozsze-
rzeniem obszaroéw catkowania na dowolne zbiory mierzalne, na-
rzuca sie tu natychmiast uogélnienie powyzszej wilasnos$ci w ten
sposéb, by figury elementarne R i R' zastgpié przez jakiekolwiek
zbiory mierzalne. Uogdlnienie to zawiera nastepujgcy

Lemmat. Jesli funkcja f(x) jest sumowalna na pewnym zbiorze
mierzalnym E, wowczas dla kazdej liczby =>0 istnieje liczba 1> 0,
taka, iz dla kazdego zbioru mierzalnego E'(_ E nieréwnosc

s |E'| <7
vociqga za sobq

j\f(x)\dx<s.
Y

Dowo6d. Oznaczmy przez f. (x) funkeje rowng |f (x)|, jesli
|f(x)|<mn, i réwng n, jesli | f(x)| > n. Funkcje fu(x) tworza cigg
monotoniczny dazacy do |f(x)|, zatem

J W B = ]imjf,l dx,
3, . B
i istnieje liczba N taka, iz:

0<f{f\dx—}f‘vdx<%-

Polézmy: 1 = 257\/

Dla kazdego zbioru mierzalnego E' (_ E, nier6wnosé |E'| <7
pociaga za sobg wéwczas

[171dx=[C171=rdst [oax <[ (1717 dx+ [ 1,
E E )4 E %

<%+N\E'¢ <%+N7}:s,

Z lemmatu powyzZszego wynika tatwo nastepujace
Twierdzenie 3. Jezeli ciqg funkcji mierzalnych f, (x) na
zbiorze mierzalnym Q dqzy prawie wszedzie do funkcji f(x) i jesli
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istnieje przytem funkcja g (x) sumowalna na Q taka, iz — prawie
wszedzie —

(1) fa (0) < & (%),

wowczas

(2 li;nffn (x) dx = f f(x)dx.
Q Q

Dowéd. Zauwazimy przedewszystkiem, iz funkeja g (x), jako
sumowalna, jest prawie wszedzie skonczona. Modyfikujgc tedy
ewent. warto$ci funkeji f, (x) w zbiorze miary zero (co oczywiscie
na zwigzek (2) nie wplywa), mozemy zalozyé, iz wszystkie roz-
wazane tu funkcje f, (x), f(x), g (x) sg w zbiorze Q wszedzie
skonczone.

Niech teraz ¢ bedzie dowolng liczbg dodatnig, Mozemy prze-
dewszystkiem, w my$l lemmatu poprzedniego, okresli¢ taka liczbe
1> 0, iz, dla kazdego zbioru mierzalnego Q' (C Q, nier6wnosé

g
(3) | Q| <7 pocigga za sobg fg (x)dx<g -
LQI

Z drugiej strony, mnogo$¢ Q — ktéra mie¢ moze oczywiscie
miare nieskonczong -— przedstawié mozZzna zawsze jako sume
ciagu niemalejgcego zbioréw mierzalnych i ograniczonych Qg
mamy woéwecezas, jak wynika natychmiast z definicji geometrycznej
catki,

fg (x) dx = limfg (x) dx,
k
Q

Qr

a wiec istnieje napewno w ciagu {Q} taki zbior P = Q,, iz

4) fg(x)dx<;—'

Q—P

Zbiér ten, jako ograniczony, zawiera napewno (II, § 12) pe-
wien podzbiér mierzalny P' miary mniejszej od 7, taki iz, poczaw-
szy od pewnej wartosci wskaznika 7, niezaleznej od punktu x,
nier6wnosé
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£

(5) F@ =0 <gp

spetniona jest w kazdym punkcie x ¢ P — P

Mamy woéwczas, zwazywszy na (3), (4) i (5), dla dostatecznie
wysokich wartosci #,

Jir=slde= 17~ st 417 rutdn + [ 1 ] a
Q P P

Q—Pr p—p’

<2Jgdx+2f7‘]P—P’+2fgdx
QP P

<8 &

= g

€
4 ’

;fodx—b[f,zdx‘<s,

skad wynika oczywiscie zadany zwigzek (2).

a wigc tembardziej

Twierdzenie powyzisze udowodnione zostalo przez Lebesgue’a jako
uogélnienie dawnych twierdzen (Arzeli i in.) o calkowaniu Riem ann’ow-
skiem ciggow funkeji. De la Vallée-Poussin (/. L., p. 44) uwaza je
za yjeden znajpiekniejszych wynikéw teorji.«

Udowodnimy w zwigzku z twierdzeniem poprzedniem pewne
inne jeszcze twierdzenie o catkowaniu ciggéow funkeji, znane
zwykle pod nazwa lemmatu Fatou.l)

Twierdzenie 4. Jesli ciqg funkcji {f,(x)}, mierzalnych
[ stale nieujemnych na pewnym zbiorze mierzalnym Q, dgzy na tym
zbiorze prawie wszedzie?) do pewnej funkcji f (x), wéwczas

') Znajdujemy je bowiem — po raz pierwszy — jako pewng przestanke
pomocniczg w rozprawie Fatou, poSwigconej szeregom trygonometrycznym
(Acta Mathematica, t. 30).

?) Ze wzgledu na twierdzenie F. Riesza (L, § 15, tw. 21 (29) mozemy
w sformulowaniu zaréwno twierdzenia Fatou, jak i poprzedniego twierdzenia
Lebesgue’a, zastapi¢ zbieznos¢ prawie wsz edzie przez zbiezno$é
asymptotyczna; zreszta — w dowodach obydwu tych twierdzen — wy-

starczyto skorzystaé tylko ze zbieznoseci asymptotycznej rozwazanych ciggow
funkeji.
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©) lim inf f Fo () dx > J}(x) dx.b)
Q Q

Dowdd. Zbior Q — ktéry moze byé naogét miary nieskon-
czonej — przedstawimy przedewszystkiem (podobnie jak w dowo-
dzie twierdzenia poprzedniego) jako granice ciagu niemalejacego
zbioréw mierzalnych i ograniczonych Qn. Oznaczymy dalej, dla
kazdej liczby calkowitej m, przez f7 (x) funkcje réwng £, (%)
w punktach, w ktérych fu (x) < m, oraz réwng m w pozostatych
punktach rozwazanego zbioru. Podobnie, oznaczymy przez f7Ax)
funkcje réwna f (x), wzgl. réwna m, zaleznie od tego, czy w punk-
cie x mamy f (x) < m, czy tez f(x)> m.

Okreslone w ten sposob funkcje f (x) tworza dla kazdej,
ustalonej wartoéei m, ciag funkeji nieujemnych, zbieznych prawie
wszedzie do funkeji f™(x) i wspolnie ograniczonych przez liczbe
stata m, ktéra jest oczywiscie sumowalna na kazdym zbiorze
mierzalnym ograniczonym; w mysl przeto twierdzenia po-
przedniego, dla kazdej liczby m,

ff’” (x)dx = limff;z" (x) dx <lim infff,Z (x)dx,
Qm Q

Qm

skad przechodzac do granicy, gdy m — oo, otrzymujemy
ff(x) dx = lim ff’” (x)dx <lim infff,z (x) dx,
Q Qm i

co nalezato udowodnic.

Twierdzenia o wartosci Sredniej.

§ 5. Osiagniete rezultaty pozwalajg podac obecnie pewne
dwa twierdzenia, ktére — znane pod nazwa ,twierdzen o war-
tosci sredniej“ — znajdujg liczne zastosowania w wielu dzia-
tach Analizy; twierdzenia te naleza w istocie rzeczy do Analizy

2

1) Funkeje, wystepujace tu pod znakiem catek, moga byé niesumowalne
calki te wszakze sa i w tym przypadku okreslone (sa nies konczone), jako
7e rozwazane funkeje sa z zalozenia nieujemne. Natomiast, ze skonczonosci
granicy po lewej stronie nieréwnosei (6) wynika juz a fortiori, iz funkcja
f (x) jest sumowalna.

— 129 — §5

klasycznej, gdzie dowod i i
g g odzone sy dla catek Cauchy’ego i Rie-

Ple.rwsze z nich jest niemal oczywiste!) i w sformulowaniu
dla catki Lebesgue’a orzeka:

Twierdzenie 5. Jesli g (x) i f(x) s j
: 0. a dwiema funkcjami
sz.tmowaln.emz w pr?edgzale (@, b), g (x) jest w tym przedziale fjunk-
¢jq prawie wsze¢dzie nieujemnq, zas f (x) funkcjq ograniczong, wow-

czas funkcja I jwniez j
przycjzfem ja g (x) f (x) jest rowniez w przedziale (a, b) sumowalna,

b b
fg(x)f(x) dx = ufg(x)dx,

gdzie p. oznacza pewnq liczbe zawartq miedzy kresami wartosci

funkeji f (x).

Dowé6d. Oznaczajge przez M i m odp. k . :
- . kres
funkeji f(x) w (e, b), mamy p y gbérny i dolny

b b b
Mfg (x)dx>ff<x)g<x) dx>mfg(x)dx,

przyczem f.unkcja f(x) g (x) jest sumowalna, jako iloczyn funkeji
sumowalnej przez funkcje mierzalng ograniczong.?)
Oznaczajgc tedy przez p. stosunek

b
ffgdx
b 6

fgdx

a

stvfuerdzar.ny natychmiast, iz m <p <M, co uzasadnia nasze
twierdzenie.

G.hgbszy jt.lz charakter nosi twierdzenie nastepujace, zwane
drugiem twierdzeniem o warto$ci Sredniej.

) W §8 (tw. 15) podajemy uogélnienie t i i iRi
B g ie tego twierdzenia dla calki Rie-

%) Por. rozdz. IV, § 4.
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Twierdzenie 6. Jesli funkcja f(x) jest sumo-z.a)alna w przle-
dziale (a, b) i g (x) jest funkcja skoriczona, monoto./uczm'; m.en'za e-
jécq w t;/m przedziale, wowczas funkcja f(x) g (x) jest rowniez su-
mowalna, przyczem

b g b
(1) ff (%) g(x) dx = g (@) f F(x) dx -+ g (b) J £ (x) dx,

gdzie & jest pewnq liczbg zawartq @ przedziale (a, b).%)
Dowéd. Udowodnimy najpierw zwigzek (1) w przypadku
6lnym, gdy : ; . ; _
SZCZei) 3frunicja g(x) jest funkcjg niemalejacgibez
wzglednie cigglta w przedziale (a, b).
Ktadgce woéwczas

Fe) = s,
mamy na mocy twierdzenia ,o catkowaniu przez czesci® (IV, §5)
b
b
(@) (76980 dx =F 0 g 0)- [Fe gwax

2 : el v vh
Na zasadzie ,pierwszego twierdzenia o wartosci Sredniej”,
jako ze pochodna g' (x) jest nieujemna,

b b
j F(x) g(x) dx = p f () dx = p [g (0) — g (@),

gdzie p jest pewng liczbg, zawartg miedzy k.resami funkeji F (x)
w (a, b). Poniewaz jednak funkcja F (x) jest ciagla, zatem w prze-
dziale (a, b) istnieje punkt & taki, iz

F(E):1L7

i ze zwigzku (2) otrzymujemy

= . e - . . c Wiste'_
1) Twierdzenie to dotyczy wylaeznie funkeji jednej zmienne] rzeczy i
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b

[£() g0 dx=F@®) g )~ F@).lg ¢)— g (@)
. =2 @F (&) +£(®).[F ) — F@)]
E b

=g@|[f®ditg (b)ff (x) dx,
t. zn. zwiazek (1). ; : ;

B) Funkcja g(x) jest dowolng funkcja skon-
czona, niemalejacg w (q, b). Oznaczmy przez G wiekszg
z dwu liczb | g (a)|, | g (b)|. Niech dla kazdej warto$ci naturalnej 7,
&n (x) oznacza funkcje linjowg w kazdym z przedziatéw

b—a
n

(a+k % a+(k+1)i;l) ¥ e 8

i identyczng z g (x) na krancach tych przedzialéw. Kazda z funkeji
&n (X) jest niemalejgca i bezwzglednie ciggla, na zasadzie tedy
(A) istnieje dla kazdego n punkt & w przedziale (a, b) taki, iz:

b B b
a7 dx = 0@ (709 a5+ 2000) [ 19

a Q E_-ﬂ
®

En b
= (a)ff (x)dx+ g (b){f (x) dx.
a E,ﬂ

Mozemy wyjac¢ z ciagu {&,) cigg zbiezny {gnk} do pewnego
punktu &,

Ciag g, (x) jest, jak tatwo zauwazy¢, zbiezny do funkeji g (x)
w kazdym punkcie ciaglosci tej funkeji, poniewaz za$ funkcja
monotoniczna moze posiadaé conajwyzej tylko przeliczalng mno-
gos¢ punktéw nieciggtosei (I, § 14), zatem, z pominieciem conajwyzej
przeliczalnego zbioru punktéw,

lim g, (x) f (¥) = g (%) f (%),
i z uwagi na

&0 (%) f (%) | < G.|f ()]

oraz na twierdzenie 3 (§ 4):
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b

lim fgn (%) F(x) dx = f g (x) F(x) dx.

a

i Z < Gwniez:
Z drugiej strony, poniewaz &, — 3, przeto réwni

li:nf;k(x) dx :ff (%) dx;

b b
limff(x) dx :ff(x) dx,
: B 6
i, ktadac w (3) n=rs, otrzymujemy, przechodzgc ‘nastgpnie do
granicy dla k& — oo,

b E b
fg (%) f () dx = g(a)ff(x) dx + g(b)ff(x)dx.
a E

Twierdzenie Vitali’ego-Carathéodory’ego.

§6. Lemmat. Jezeli dwie funkcje nieujemn.e : fi(x) i‘ 1 ()f)’
mierzalnél) na pewnym zbiorze mierzalnym Q, spetniajq na nim nie-

rownosc

fi (%) > 1, (%),
i jesli pola tych dwu flmk'cji na Q.rdz‘m'q sie conajwyzej o zbidr
miary zero, wowczas prawie wszedzie w Q
fi (%) = fo ().
Dowé6d. Oznaczmy przez A, wigl. A, p, zbiér tych wszyst-

kich punktow x e Q, w ktérych
fi (%) > 1z (%),

wzgl.

fix) > ”—}1 > 2 >h ().

i ji, nieko-
1) Twierdzenie to jest zreszta prawdziwe dla dowolnych funkeji,

niecznie mierzalnych.
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Mamy oezywiscie

A= : AnSaey
Zaléimy, iz:
my (A) > 0.

Istnieje tedy para liczb ny, Po taka, iz:
my (Any» p,) > 0.

Oznaczajac tedy przez S, i S, odp. pola funkeji f, if,na Q,
oraz przez S zbiér tych punktéw (x, y), dla ktérych

ﬂ0+1>y>n_0’

X € Anyp, oraz & 5
0

otrzymujemy z uwagi na lemmat 1 (§ 2):

my, (4,
m, (Sl _Sz) />”Z2 (S) =1\(p(i‘i>0’

0

co oczywiscie sprzeczne jest z zalozeniem, iz pola S, i S, réznig
sie¢ conajwyzej o zbior miary zero.

Twierdzenie 7 (Vital i’ego - Carathé odory’ego).

Jesli f(x) jest funkcjq mierzaing na pewnej figurze elemen-
tarnej R, wowczas istniejq zawsze dwa ciqgi monotoniczne funkcji
potcigglych, zbiezne prawie wszedzie do f (x) — ciag nierosnqcy funkcji
potciagtych z dotu {u, (x)} oraz ciqg niemalejqcy Sunkcji potciggtych
2 gory {vn (x)} — spetniajace warunki nastepujqce:

1° kazda z funkeji u, jest ograniczona z dotu, kazda z funkcji
Un jest ograniczona z gory;

2° dla kazdego n, w kazdym punkcie x ¢ R:

ln (%) > [ (%) > v (x);
3" jesli ponadto funkcja f (x) jest sumowalna na R, wéwczas

Junkcje u, i v, mogq byc okreslone w ten Sposob, aby wszystkie
byly sumowalne i wéwczas:
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lim | u, (x) dx = 1imf'vn (x) dx sz (x).9
n i n 5 .R

R

Dowé6d. A) Udowodnimy najpierw twierdzenie nasze
w przypadku, gdy funkcja f(x) jest stale‘nieu]emna.

Al. Rozpoczniemy od zbudowania ciggu u, (x). -

Oznaczmy w tym celu przez R' zbior tych Wszystkfch punk-
téw (x, ), dla ktérych x € R oraz y > 0. Oznaczmy dale] przez0 S
pole funkeji f (x). Poniewaz pole to jest mierzalne (§ 2, tw. 2(19)),
przeto istnieje pewien zbiér G, f, taki, iz

(1) HDS oraz my(H—S)=0.

Zbiér H przedstawié mozemy w postaci

gdzie {G.} jest pewnym ciggiem zstepujacym zbioréw otwartych.
NieCh Fn:R"—‘Gn.

Zbiory F, tworza oczywiscie ciag wstepujacy zbiorow
domknietych; mamy przytem dla kaidego 7:

(2) FnXS-:O.

A}

) Warunek (3°) zastapiéby tu mozna warunkiem ogélniejszym, nieza-
leznym od sumowalnos$ei funkeji f:

(3°bis) lim f(un —fldx = li;n f(f— v,)dx =0.
: R R

Dow6d — w istocie rzeczy — tensam, wymaga tyll::o nast@puj'qce.go }1;’)52:
nienia lemmatu poprzedniego: jesli fi, fo (fi=1.) sa dwwmt’l funkcjami m
nemi na zbiorze Q, i S;, S, oznaczajq odp. ich pola na Q, wowczas

my (S; — Sy) = J‘(fl—‘fz) dx.
. ;
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Okreslimy teraz funkcje u, (x) w sposo6b nastepujacy:

dla kazdego punktu x = ¢, u, (¢) oznacza rzedng najnizsze-
‘g0 punktu zbioru F, na prostej x = ¢ jesli zbioér F, nie posiada
wogole punktéw wspélnych z ta prosta, wéwczas kladziemy

4 (§) = + co.

Funkeje u, (x) sa w ten sposéb okreslone. Poniewa? zbiory
Fn tworza ciag wstepujacy, przeto funkcje u, tworza cigg nie-
rosngcy. Dalej, kazda z funkeji #,, jako stale nieujemna, jest
napewno ograniczona z dolu i speinia temsamem warunek 1°.
Zwigzek (2) pociaga za sobg z kolei

2y (%) > f (x)

w kazdym punkcie x figury elementarnej R, a wiec spelniony
jest réwniez warunek 2°
Latwo wreszcie zauwazyé, iz zbiér

E [u, (x) < a]

jest, dla kazdej liczby rzeczywistej a, rzutem na o$ x-6w czesei
zbioru F, zawartej w pasie 0 < y < @, a wiec rzutem zbioru dom-
knigtego, ograniczonego, i temsamem jest rowniez domkniety.
Stad oczywiscie (II, § 11, tw. 18) wynika, iz funkcje . (x) sa
wszystkie pélciggle z dotu.

Pozostaje udowodnié jeszeze tylko, iz prawie wszedzie

lim z, (x) = f (x)

oraz, iz w przypadku, gdy f(x) jest funkcjg sumowalna, funkcje
un (x) moga byé tak okreslone, aby byly réwniez sumowalne na R.

Oznaczmy w tym celu przez u (x) granice ciggu funkeji u#,,
przez T — pole funkeji # (x) na R, wreszcie —przez T, i W, odp.
pola i wykresy funkeji #,. Mamy woéwezas, dla kazdego n,

3 G+ W, DT,DTDS,
skad:

(4) T—SCﬁ(Gn-{-Wn)—SC(H—I—iWH)—S.
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Ale funkcje ., jako péteiagle, sa (II, § 11) mierzalne, wy-
kresy ich W, majg tedy (§ 2, tw. 1) miare (ptaskg) réwng zeru
iz (4), z uwagi na (1), otrzymujemy:

nau>sw<mAH—$+§S%<W»:m

n=1

t. j. pola funkeji f(x) i u (x) réznig si¢ conajwyzej o zbiér miary
zero i na mocy lemmatu poprzedniego funkcje te sg rownowazne
na R, a wiec prawie wszedzie

u:ﬁmlln"—“f.
n

Jesli wreszecie funkeja f(x) jest sumowalna na R, wowczas
S (§ 2, tw. 2) ma miare skonczong, temsamem miarg skonczong
ma zbiér H, i zbiory otwarte G, mogg by¢ okreSlone w ten sposob,
aby wszystkie posiadaly rowniez miare skoficzong. Wowezas,
z uwagi na (3), funkcje #, majg takie pola o mierze skonfczonej,
sg tedy (tw. 2) sumowalne oraz

limfu,l (x) dx = lim my (T) =m, (T) =fu (x) dx :ff (x) dx.
"R i : R

R

Funkcje #,(x) spetniaja zatem wszystkie zadane warunki.
A2, Istnienie ciagu funkcji v, (x) dla funkcji nieujemnej f (x)
mogliby$my ustalié¢ w sposéb podobny do konstrukeji funkeji #, (x).
Mozna jednak wyprowadzié¢ je wprost z otrzymanego juz wyniku,
dotyczacego funkcji #, (x). Niech w tym celu #9 (x) oznacza ciag
nierosngey funkeji nieujemnych, péteciagtych z dotu, zbieinych

prawie wszedzie do funkeji f—(lx—) i spetniajacych wsze-

dzie, dla kazdego 7, nier6wnos¢:

1
u (x) > ) .
Cigg taki istnieje na zasadzie (A!). Potézmy:
1 —
ug () +

Uy (X) =

— 137 — §6

Ciag {v.} jest woweczas widocznie ciagiem niemalejagcym
funkeji pélcigglych z géry, zbieznym prawie wszedzie do f(x).
Dla kazdego n, w kazdym punkcie x € R,

T (x) < 1 oraz Un (%) < S (%),

funkcje v, spelniaja zatem obydwa warunki 1° 2°. Wreszcie,
jesli funkcja f(x) jest sumowalna, wowczas sumowalne sa réw-
niez funkcje v, (x), jako ze

0 < v (x) < f(x),

i, na zasadzie twierdzenia Lebesgue’a o calkowaniu wyraz za
wyrazem ciggéw monotonicznych funkeji, ciag ich calek dgzy do
catki funkeji f (x).

B) Niech teraz f(x) bedzie dowolng funkcjg mierzalng na
figurze elementarnej R. Mamy.

F=F+f

gdzie;,__f oznaczajg, jak zwykle, cze$¢ nieujemng i niedodatnig
funkeji /. W mysl udowodnionego juz wyniku dla funkeji nieu-
jemnych, istnieje ciag monotoniczny nierosngcy funkeji potciagtych
i ograniczonych z dotu z{" (x) oraz cigg monotoniczny niemalejacy
funkeji poétciaglych i ograniczonych z gory v (x), zbieznych pra-
wie wszedzie odp. do funkeji fr(x) i — f(x), i takich przytem, iz,
dla kazdego #, ;

u®) (x) > f (x) oraz B f (%) > v (x).

Nadto, jesli funkecja f(x) — a wiec réwniez obydwie jej
czesei f i f — sa sumowalne, wéwczas funkeje u{!) (x) oraz v() (x)
moga byc’wtak okreslone, aby wszystkie byly réwniez sumowalne.
Ktadac teraz

Uy (X) = ud (x) — v (x),)

1) Jakkolwiek funkeje ”511) (%), vg‘)) (x¥) mogg przyjmowaé wartosci nieskoii-
czone, niemniej, jedna z nich nie przyjmuje nigdy wartosci — oo, druga —
wartosci + oo. Roéinica 119)—1}22) jest tedy calkowicie okreslona.
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otrzymujemy ciag funkeji, spetniajacych — w stosunku do funkcji
f(x) — wszystkie warunki naszego twierdzenia. Analogicznie
okreslamy cigg funkeji v, (x).

Twierdzenie powyzsze byto udowodnione, po raz pierwszy, przez Vit a-
1i’ego (Rend. Ist. Lomb., (2), t. 88, (1905)) w postaci nastepujacej: ,Kazda funkcja
mierzalna jest réwna prawie wszedzie pewnej funkcji klasy drugiej Baire'a.”
Carathéodory (R. F. p. 406, (Kap. VI)) uzupeinit wynik ten w sposéb
istotny, pokazujge, iz kazda funkcja mierzalna f pokrywa sig prawie wszedzie
z dwiema funkcjami klasy drugiej, z ktorych jedna jest granicg niemalejgcego
ciggu funkeji poélcigglych z gory, nigdzie niewiekszych od f, druga za§ — jest
granicg nierosngcego ciggu funkeji pélicigglych z dolu nigdzie od f niemniej-
szych.

Twierdzenie Vitaliego, w swem dawnem sformutowaniu, bylo jednem
z pierwszych twierdzen, ktére pokazywaly, iz ogélna funkecja mierzalna, z po-
minigciem zbioru miary zero, pokrywa sie z funkcjami o budowie elementar-
nej. Dzisiaj twierdzen takich znamy duzo wigcej.!) Dla nas, twierdzenie V i-
tali’ego bedzie tu mialo to przedewszystkiem znaczenie, iz pozwoli latwo
ustali¢ zwigzek miedzy catkg Lebesgue’a a calkg Perrona; w zastosowa-
niu tem istotng role odgrywa uzupelnienie twierdzenia Vitali'ego, wprowa-
dzone przez Carathéodor y’ego. ;

Calka Riemanna-Stieltjesa.

§ 7. Zakonczymy rozdzial ten ustaleniem zwigzku miedzy
calkg Lebesgue’a a calkg Riemanna. Skorzystamy tu row-
niez ze sposobnosci, by rozwazy¢ operacje ogdlniejszg od catki
Riemanna, mianowicie — t. zw. calke Riemanna-Stiel-
tjesa. Catka ta odgrywa wazing role w wielu dziatach Analizy;
w rozdz. X podamy zastosowanie jej do uogélnienia twierdze-
nia o catkowaniu przez cze$ci oraz do dowodu drugie-
go twierdzenia o warto$ci Sredniej dlacalek Denjoy.

Przyjmiemy definicje nastepujace.

Niech F(x) bedzie dowolng funkcja o wahaniu skonczonem
i g (x) dowolng funkcjg ograniczong w przedziale (a, b).

Oznaczmy przez D dowolny podzial przedzialu (a, b) na
skonczony uktad niezachodzacych na siebie podprzedzial6w; niech;
a=a<a <a,<...<an=0b bedg punktami tego podzialu; przez
[ (D) oznaczymy najwiekszg z liczb aiy1—a; (i=0,1,...n—1).

Niech dalej, dla kazdego i =0, 1,...7n — 1, N; oznacza kres
gorny, wzgl. dolny, funkecji g(x) w przedziale (a; ai+:), zaleinie
od tego, czy F(aiy1) — F(a;) jest >0, czy < 0; analogicznie, n

1) Por. np. Sierpinski, Fund. Math., t. 3, (1922), p. 314,
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oznacza¢ bedzie kres dolny, lub gérny, funkeji g (x) w przedziale
(ai, ai+1) zaleznie od tego, czy réznica F (air1) — F(a;) jest, lub
nie jest, dodatnia.

Ustaliwszy funkcje F (x) i g (x), przyporzadkowa¢ mozemy
kazdemu podziatowi D przedzialu (a, 0) dwie liczby:

S (D) ZEN,'.[F (aiy1) — F (a)],

oraz
n—1

s (D) 22721' NFai )= F @),

przyczem widoczne jest, iz dla kazdego podziatu D
1) R NP S ()L D) S D

gdzie przez K oznaczamy kres gorny wartosci bezwzglednych funk-
cji g (x) w przedziale (a, b), za§ przez W — wahanie bezwzgledne
funkeji F na tym samym przedziale.

Nazwiemy calkg géorng Riemanna-Stieltjesa funk-
cji g(x) wzgledem funkcji F(x) w przedziale (a, )
granice gérng sum S (D), gdy liczba /(D) dazy do zera; calke te
oznaczaé bedziemy przez

©) @ﬁmﬁw

analogicznie, calke dolng Riemanna-Stieltjesa funkcji
g (x) wzgledem funkcji F (x), definjujemy jako granic¢ dolng sum
s (D), gdy [ (D) — 0; oznaczymy ja, podobnie, przez

b
3) @ﬁmﬁw

Z (1) wynika, iz okreSlone w powyzszy sposéb calki sg
zawsze skonczone i spelniaja warunek

(@)fbg dF < (@)ﬁ dar;
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w przypadku, gdy sg sobie réwne, méwimy, iz funkcja g (x) jest
w przedziale (a,b) catkowalna wedtug Riemanna-Stiel-
tjesa wzgledem funkecji F(x), i przez

b
(4) (@)fg dF

oznaczamy wspélng warto$¢ obydwu catek (2) i (3), ktére nazywa-
my wowczas wprost caltkq Riemanna-Stieltjesa funkecji
g&(x) w przedziale (a, b); jesli nie bedzie obawy niejasnosci,
bedziemy przytem zwykle opuszczali znak (&) przed symbolem
catki.

Jezeli F(x) =x, wéwczas wyraienia (2), (3) i (4) nazywaja
siec odp. catkg gérnag Riemanna, catka dolng Rieman-
na, wreszcie, catkg Riemanna funkecji g(x) w prze-
dziale (a, b); oznaczamy je odpowiednio przez:

N b b
(%fg(x)dx, (%fg(x)dx, <M>fg<x>dx.

Jezeli istnieje trzecia z wypisanych wyzej calek, woweczas
funkcja g (x) nazywa sie calkowalna wedlug Riemanna.

Calka Riemanna jest oczywiscie starsza od uogélniajacej ja calki
Riemanna-Stieltjesa; uogélnienie to, ktére stanowi pewng relatywi-
zacje catki Riemanna (wzgledem dowolnej funkeji o wahaniu skon-
czonem), zawdzieczamy Stieltjesowil) W podobny spos6b zrelatywizo-
waé i uogélni¢ mozna calke Lebesgue’a, otrzymujac t. zw. calke Lebes-
gue’a-Stieltjesa;*?) uogdlnienie to wigze sie w sposéb istotny i naturalny
z uogélnieniem — zapomoca analogiczne] relatywizacji — pojecia miary Le-
besguea.

Interesujgce i oryginalne uogélnienie calki Lebesgue’a w kierunku
stieltjes’owskim, odbiegajgce od uogélnien zwyklych tego typu, znajdzie
czytelnik w tadnej pracy Niny Bary i Menchoffa: Sur Uintégrale de L e-
besgue-Stieltjes et les fonctions absolument continues de fonctions absolu-
ment continues (Ann. di Mat. (1V), t. 5, (1927-8)).

W przypadku, gdy funkecja F (x), wzglgdem ktorej catkujemy,
jest ciagta bezwzglednie, mozemy wyrazié¢ obydwie calki kranco-

) T.J. Stieltjes, Ann. Fac. Sc. de Toulouse, (1), t. 8, (1894), pp. 68—75,
*) Por. np. Lebesgue, L. [, II, Chap. XI; Hobson, R F. p. 662
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we Riemanna-Stieltjesa latwo zapomoca catki Lebe s-
gue’a. Udowodnimy mianowicie

Twierdzenie 8. Jesli funkcja F (x) jest ciqgta bezwzgled-
nie w przedziale (a, b) i g (x) jest dowolng funkcjq ograniczong
w tym przedziale, wéwczas:

b b
©) f g (x) dF (x) = f N (%) F'(x) dx,
(5) a a

b

~

b
@& 9 aF0) = [ n(9) Py s,

a

gdzie N (x) (wzgl. n (X)) oznacza maximum lub minimum (wzgl.
minimum lub maximum)?) funkcji g (x) w punkcie x, zalez-
nie od tego, czy F'(x) <0, czy F'(x) <0.2)

Dowéd. Twierdzenie nasze bedzie dowiedzione, skoro po-
kazemy, iz — dla dowolnego ciagu podziatéw {D,} — L(Dy)—0
pociaga za sobg

JﬁN (X) F'(X) dx = lim S (Dll) )

b

f”l (X) F'(JC) dx = lim s (Dlz),

a

gdzie liczby S (Dn), s (D) sa okreslone w sposéb, ustalony na
poczatku tego § dla funkeji g (x), F (x) i podzialéw D,.
Wystarczy udowodnié¢ tylko pierwszg z podanych wyzej réw-
nosci; dow6d drugiej przeprzeprowadza sie w sposéb identyczny.
Niech
azag")<a§")<...<al(;’lz)=b

1) p. rozdz. II, § 11.

) Funkcje N (x), n(x) sg okreslone w ten sposéb prawie wszedzie w (a, b),
mianowicie — w punktach réiniczkowalnoéei funkeji F (x); wartosé ich w po-
zostalych punktach przedzialu moze byé ustalona dowolnie, jako ze catki,
wystepujace po stronie prawej réwnosei (5), s rozumiane w sensie L e-
besgue’a.
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beda punktami podziatu D,. Oznaczymy ogélnie przez M, wzgl.
m®, (n=1, 2,...; i=0, 1,..., pn— 1) kres gérny, wzgl. dolny,
funkeji g (x) w przedziale (a, al(j_)l); N oznaczaé¢ bedzie liczbe
M lub m{” zaleznie od tego czy réznica F(a{) — F (a) jest
>0, czy <0.

Niech teraz, dla kazdego 7,
NO(x) = N®, jedli: ain < x< afp,

({=0" 1 0 ipoaal)y
Mamy wowczas:

Pp—1

S (D) :le(_ﬂ) [F (@) — F (a)]
i=0

(n)
) A Q1

©6) =2N§") f F'(x) dx

a{m
b
5 f N® (x) F'(x) dx.

Oznaczajgc przez K kres gorny wartosci bezwzglednych
funkeji g (x) w (a, b), bedziemy mieli, prawie wszedzie, dla kaz-
dego #,

) |IN®(x). F'(x)| < K.| F'(x)].

Powiadamy, iz ponadto w kaidym punkcie x,, w ktorym
funkcja F (x) jest réiniczkowalna i ktéry nie jest jednoczesnie
zadnym z punktéw podziatéw D,

(8) _ Tim N O, P, =" (56) FI(%;) -
n
W samej rzeczy, zwigzek ten jest widoczny, jesli F'(x,) = 0;

zatézmy tedy, iz F'(x,) &= 0, np. iz F'(x,) > 0.
Woéwezas, z jednej strony,

9) N (x,) = M (x,),

gdzie M (x) oznacza maximum funkecji g (x) w punkcie x,

ST § 7

z drugiej zas — jesli tylko 7 jest dostatecznie duzg liczbg —
nier6wnosé
dg.") <& xpE agff)l ]
pocigga za soba
E (al(j’r)l) — R (a) >0,
a wiec
N (xo) o Nl(_n) o ME.”) 8

z uwagi przeto na (9)
lim N® (x,) = M (x,) = N (x,),

i r6wno$¢ (8) jest temsamem udowodniona.

Ze wzgledu na (7), mozemy tedy — w myS$l twierdzenia
Lebesgue’al) — dokonaé¢ pod znakiem catki w wyrazeniu (6)
przejscia do granicy — otrzymujgc: '

b b
lim S (D,) = lim f N (x) F'(x) dx = J N (%) Fi(x),

co nalezato udowodnié.

Twierdzenie 9. Na to, aby Junkcja ograniczona g (x) byta
catkowalna w (a, b) w sensie Riemanna-Stieltjesa wzgle-
dem pewnej funkcji bezwzglednie ciqglej F(x) w tym przedziale,
konieczne jest i wystarcza, aby funkcja g (x) byta ciqgta w prawie
kazdym punkcie, w ktorym Junkcja F (x) posiada pochodng rézng
od zera.

Jesli warunek ten jest spetniony, wowczas

fg dF =jg (x) F'(x) dx.

Dowéd. Pierwsza cze$é twierdzenia wynika natychmiast
z réwnosci

fng—fng:be(x).|F'(x)yd.x,

a

) tw. 3 § 4).
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ktérg otrzymujemy, odejmujac stronami zwigzki (5) i oznaczajac
przez O (x) oscylacje!) funkeji g (x) w punkcie x.

Czesé druga wynika z kolei z pierwszej, oraz z réwnosci
(5), jako iz w kazdym punkcie ciggtoSci funkeji g (x)

N (x) = n(x) = g (x).

Ktadac F (x) = x, otrzymujemy z udowodnionego twierdze-
nia jeszcze nastepujace

Twierdzenie 10. Na to, aby funkcja g (x) ograniczona
w przedziale (a, b) byla w tym przedziale catkowalna w sensie
Riemanna, konieczne jest i wystarcza, aby funkcja ta byta pra-

wie wszedzie ciqgla.
Jesli warunek ten jest spetniony, wowczas funkcja g (x) jest
sumowalna, i jej catki Riemanna i Lebesgue’a sie pokrywajq.?)

Z Twierdzenia 9, ze wzgledu na twierdzenie 11 rozdz. poprzedniego (§ 4),
wynika jeszcze, iz, jesli funkeja g (x) jest calkowalna wzgledem pewnej funk-
cji F (x) bezwzglednie ciaglej, wéwezas calkowalna jest zarazem wzgledem
kazdego z trzech wahan tej funkeji. Uwage te mozina rozszerzyé na dowoine
funkeje F (x) o wahaniu skonczonem: na to, aby funkcja ograniczona g (x) byta
catkowalna wzgledem pewnej funkcji F (x) o wahaniu skoriczonem, konieczne jest
i wystarcza, aby catkowalna byta wzgledem obydwu jej wahari, gornego i dolnego.

Twierdzenie to wynika z tozsamo$ci:

b b

b
g dF =fgdW+fgdW,

a

h%

>

s
b

gdF=|gdW- | gdWw,

1 LS e

w ktéryeh W (x), W (x) oznaczaja odp. wahania — gérne i dolne — funkeji F (x).

§ 8. Podamy jeszcze pare elementarnych twierdzen o catce
Riemanna-Stieltjesa, ktéore wynikaja bezposrednio z jej
definicji. Przedewszystkiem

1) p. rozdz. II, § 11.

?) Warunek ten podal Lebesgue w swej tezie doktorskiej.

Inne warunki, oparte na dawniejszych teorjach miary, podawali wecze-
$niej Volterra (Giorn. di Mat., t. 19, (1881), p. 85); Harn a ¢ k (Math. Ann., t. 19).
(1882), p. 242).
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Twierdzenie 11. Jesli Sunkcje g, g, &, sa ograniczone

w przedziale (a, b), i funkcje F, F\, F, sq o wahaniu skoriczonem
w tym przedziale, wowczas:

b

N b
fg-d(FHer) \<fng‘+fng2’

b b b
fg'd(Fl + F) >jng1 +fng2,

5 S 7
f(g1+g2).dF \<ng dF + (g, dF,

a

b b b
j(g1+g2)-dF >jg1 dF+fg2dF.

Wynika stagd natychmiast

; Twierdzenie 12. Jesli funkcje g, (x), g, (x) sq ograniczo-
ne i catkowalne w przedziale (a, b) wzgledem kazdej z dwu funkcji
Fy (%), F, (x)Y) o wahanin skoriczonem, wéwczas kazda kombinacja

linjowa py g, (X) + ps g, (%) jest catkowalna wzgledem kazdej kom-
binacji linjowej

vi Fy (%) + v, F, (x),
oraz

b 2 b
((!’«1 81+ s 8) A0y Fy+ v, Fy) =2P'ikagidpk-
; G k=1 ¥
Twierdzenie 13. Jesli funkcja ograniczona g (x) jest cat-
kowalna W pewnym przedziale I, wzgledem pewnej funkcji F (x)
0 wahaniu skoriczonem, wéwczas catkowaina jest rowniez wzgledem
F(x) w kazdym podprzedziale przedziatu Iy i catka

') Gdy méwimy o catkowalnosei funkeji wzgledem innej funkeji, mamy
tu zawsze na mysli calke Riemanna-Stieltjesa.

10
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‘g dF

74

jest funkcja addytywnq przedziatu I (il

Twierdzenie 14. Kazda funkcja ciqgla jest catkowalna
w sensie Riemanna-Stieltjesa wzgledem kazdej funkcji o wa-
haniu skoriczonem.

Dow6d nie rézni sie istotnie od dowodu twierdzenia, ktore
orzeka, iz kazda funkcja ciggla jest calkowalna w zwyklym sen-
sie Riemanna, i ktére wchodzi w sktad kazdego elementar-
nego wyktadu Analizy.

Zauwazyé tu moina, iz klasa funkeji cigglych stanowi najszerszg
klase funkeji calkowalnych wzgledem kazdej funkeji o wahaniu skonczonem.
Istotnie, latwo spostrzec, iz, jesli funkeja g (r) jest nieciggla w pewnym
punkeie a, wowezas nie jest juz catkowalna wzgledem funkeji réwnej zeru
w punkcie a i jednosei poza tym punktem.

Twierdzenie 15. Jezeli g (x) jest funkcjq ograniczonq cat-
kowalng w przedziale (a, b) wzgledem pewnej funkcji monotonicznej
niemalejgcej F (x) w tym przedziale, wowczas

b
fg (x) dF(x) = .. [F (b)) — F (2)],

gdzie . jest pewnq liczba, zawartq miedzy kresami wartosci funkcji
g(x) w (a, b).

Dowo6d. Mamy istotnie, oznaczajac przez M i m odp. kresy
gorny i dolny funkeji g (x) w (a, b):

b
m.[F (b) — F (a)] <fg (x) dF(x) < M.[F (b) — F (@)].

Ktadac: ;
f g (%) dF(x)
T F ) — F@)

otrzymujemy zadana liczbg ., zawarta miedzy m i M.

1) Nie jest jednak naogoét funkcja ciagla przedziatu, jesli nie jest ciggla
funkeja F (x).
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Twierdzenie 16. Jesli funkej .
; . : cja g (x) jest ciggta i ;
funkeja o wahaniu skoriczonem w (a, b), wo’wcjzas flf/zé;efjal e

U(x)=fg(t)dF<t) la < x < b

Al ] Jarab]
Jjest prawie wszedzie rézniczkowalna w (@, b) i prawie wszedzie

U'(x) = g (x) Fi(x).

noniclz)n(;w;od. dZ uwafgi na twierdzenia 12 i 14 oraz rozktad ka-

rdana funkeji o wahaniu skon ¢

ey . e skonczonem !) mozna za-

0Zy¢, nie zwezajac ogélnosci twierdzenia, iz funkcia F .

monotoniczna niemalejgca. A ] B
Niech x, bedzie dowolnym punktem rézniczkowalnosci

F(x), zawartym wewnatrz przedziatu (a, b). Mamy: funkeji

Xo+h
U (%, + B) — U (x,) =f g (t).dF (t)?)

o {H_h
= &%) . [F (%) + /) — F (x,)] +j lg () — g (x,)].dF (¢),

0

a wigc, na mocy twierdzenia poprzedniego,

U (%, + &) —
s e B L ) £ iog TR b < BT,

g (z) g (' :O) dla =¥, ‘ < "Z J q ]

U'(x,) = g (x,) Flix).
) Rozdz. I, § 10.
Jf"-l_h X,

. i »
) Jesli h < 0, wéwcezas calkqf zastapi¢ tu nalezy przez —J1 5

¥
5 Xo+-h
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Poniewaz, na mocy twierdzenia Lebesgue’a, prazvxfie kade
punkt przedzialu (a, b) jest punktem. réin‘iczkowaln_osm funkc.p
F (x), przeto réwnos§¢ ostatnia spelniona jest prawie wszedzie
i twierdzenie nasze jest udowodnione.

Rozwazania dwu ostatnich §§ — podobnie jak i”wszyst’kie inne rozlx.;va.:
zania tego rozdzialu — przeprowadziliSmy d_la funkeji okr?slonych' ntatnu::]ﬁ
prostej. Rozwazania te jednak przenoszg sie .au’tomatyczme, bez isto ya-
trudnos$ei, na przestrzen o dowolnej iloSci wymlaro.w. Przechodzge w .rozw :
zaniach, dotyczaecych calki Riemanna-Stieltjesa, do przestrfzenl ﬁ-w'y
miarowych nalezy rozumieé: przez ¢ (funkeje ca-lkowalnq) s }111 01]?
punktu okreslong w pewnej figurze elementarnej R; przez F (funk‘c]e;, v;r{zg ?_
dem ktérej calkujemy) — funkecje addytywnag o ’wahanilu 8 on_
czonem; przez D — dowolny rozklad figury R na skonczonq. liczbe Iérze
dzialéw (ogélnie n-wymiarowych), wreszcie — p.rzez (D) — m axim u? Te-
dnic przedzialéw, wystepujacych w podziale D. Z chwila, gdy d(.) onagls;
tych zmian formalnych, wszystkie rozwazania dotychczasowe pozostajg nada

W mocy.

§1

* ROZDZIAL VI.

Uklady ortogonalne funkecji.

Uwagi wstepne.

§ 1. Jedno z najwezesniejszych, a zarazem i najpiekniejszych
zastosowan calki Lebesgue’a znajdujemy w ogélnej teorji roz-
winigé ortogonalnych; mozna powiedzieé nawet, iz catka lebes-
gue’owska umozliwita powstanie tej teorji, ktérej metody prze-
nikajg dzis gleboko do najréznorodniejszych dziedzin analizy
i staly sie punktem wyjscia dla spoiczesnej teorji operacji funkecjo-
nalnych. W rozdziale tym, luZniej zreszta zwiazanym z caloscig
tego podrecznika, nie mozemy daé¢ nawet najogdlniejszego zarysu
odpowiadajgcego obecnemu stanowi teorji szeregéw ortogonal-
nych.’) Ograniczymy sie tei do wylozenia tu wylacznie jednego
tylko, podstawowego wyniku tej teorji, na ktéry skladaja sie
t. zw. twierdzenia Riesz’a-Fischera i Parsevala. Idea isto-
tna tego wyniku staje sie jasna, skoro rozwazaé go w plaszczyznie
pewnych poje¢ ogélnych, nalezacych do teorji mnogosci; rozpo-
czniemy tedy rozdzial niniejszy pewnemi rozwazaniami o charak-
terze bardziej nieco abstrakcyjnym.

!) Nie posiadamy dotad w literaturze matematycznej wykltadu systema-
tycznego tej teor;ji, ktorej wyniki rozrzucone sa po licznych pracach oryginal-
nych. Wyktad taki, w formie podregcznika — monografji, przygotowywany jest
przez p.p. Steinhausa i Orlicza. Wiele interesujgcego materjatu z tej
dziedziny znajdzie réwniez czytelnik w czasopismie polskiem Studia Ma-
thematica.



§ 2 g

Przestrzenie metryczne.

§ 2. Zbior M nazywamy przestrzeniag metryczna,
jesli kazdej parze a, b jego elementéow przyporzadkowana jest
liczba nieujemna p (a, b), zwana ich odleglo§ciag i spelnia-
jaea trzy warunki nastepujace:

(I) Dla kazdej pary elementéw a, b € M, réwnosc p (a, b) =0
spetniona jest wtedy i tylko wtedy, gdy a = b,
(I1) (warunek symetrji) dla kazdejpary elementow a,b ¢ M

p(a, b) =p (b, a);

(III) (warunek troéjkata) dla kaidych trzech elementéw

a, b, c e M
0@, 0 <p(a ) +ob o).

Odpowiednio$¢ jedno-jednoznaczng miedzy dwiema przestrze-
niami metrycznemi nazywamy izometrycznag, jezeli odlegtosci
odpowiadajacych sobie par elementéw tych dwu przestrzeni sa

zawsze sobie rowne. Dwie przestrzenie metryczne, miedzy kto- "~

-remi ustali¢ mozna odpowiednio$¢ izometryczna, nazywajq sie
izometryczne.

Jesli @ jest elementem przestrzeni metrycznej M, » dowolng
liczba dodatnia, wowczas otoczeniem punktu ¢ o promieniu 7
(w przestrzeni M) nazywamy zbiér wszystkich elementéw x € N,

dla ktérych
p(a, x)<r.

Zbiér A, zawarty w przestrzeni M, nazywa sie wszedzie-
gesty w tej przestrzeni, jezeli kazde otoczenie kazdego elementu
przestrzeni M zawiera elementy zbioru 2.

Moéwimy, iz element a przestrzeni metrycznej jest granicg
mocnagl') ciggu elementéow {a,} tej przestrzeni, jezeli

1) Uzywamy tu terminu granica ,mocna“, poniewaz dla wielu prze-
strzeni metrycznych rozwaza sie rowniez granice, okreslone w sposéb odmienny.
Np. w polu funkeji o kwadracie sumowalnym (p. niz § 4) rozréinia¢ bedziemy
parg rodzajow zbieznoSci ciggéw funkeji, odpowiednio do réznych definicji
granicy: zbiezno§é¢ prawie wszedzie, zbieznos¢é asymptotyczna,
zbiezno$¢ mocn g; termin zbiezno§¢é mocna pochodzi z ogélnej teorji ope-
racji funkecjonalnych, w ktérej rozwaza sie jeszcze inny rodzaj zbiezno$ei, zwa-
ny zbieznoscig slabag.

— 151 — §3

lim p (@, a,) = 0;
piszemy wéweczas .

a = lim a,.

Ciag, ktéry posiada granice mocna, nazywa sie ciggiem mo -
cno zbieZnym.

Be.dziemy mowili, iz ciag {a,} elementéw przestrzeni me-
trycznej spelnia mocno warunek Cauch y'ego, jesli dla

kazdej liczby ¢ > 0 istnieje taka liczba N, iz nier6wnosé¢ n, m > N
pociaga za soba zawsze

P (am’ aﬂ) <e o
] Widoczne jest, iz warunek ten jest konieczny na to, aby
ciag {a.} byl mocno zbieiny, nie jest jednak — naogét — dosta-
teczny. Jesli, w pewnej przestrzeni metrycznej, kazdy ciag, spet-

niajgcy mocno warunek Cauch y’ego, jest zarazem mocno zbiezny,
wowczas przestrzen nazywa sie zupelna.

7‘"wi erdzenie 1. Jesli {a,) jest cigqgiem elementdéw prze-
strzeni metrycznej WM, zbieznym mocno do pewnego elementu a tej
przestrzeni, wowczas dla kazdego punktu b ¢ N

lim p (@n, 0) = p (a, b).

Dowé6d. Mamy istotnie, z uwagi na Warunek trojkata”,
dla kazdego elementu &

p(a, b)—p(a, ar) <p (@n, b) < p (an a)+ o (a, b).
Skoro wiec, z zalozenia

przeto “T o (an, @) = limp (a, a,) =0,

lim p (a'n, b) =P (a7 b)y

co nalezato udowodnié.

Nieréwnos$ci Schwarza.

. § 3. Zanim okreslimy przestrzenie metryczne, ktére stano-
wi¢ beda gléwny przedmiot rozwazan tego rozdziatu, przypomni-
my przedewszystkiem pewne dwie nieréwnosci, zwane nieréw-
nosciami Schwarza.
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A) Jezeli {x,}, {v.} S@ dwoma ciqgami liczbowemi i szeregi

— Y s

-2 x5 2 Y2 sq zbieine, wowczas szereg E x,y, jest rowniez
n

n n
zbiezny, przyczem

2 |
(1) (2 x, yn) < Z X Zy;i :
B) Jezeli x (t), y (¢) sq dwiema funkcjami mierzalnemi na pe-
wnym zbiorze mierzalnym P i kwadraty ich sq sumowalne na P, wow-
czas funkcja x (t)y (t) jest rowniez sumowalna na P, przyczem

@ (Jx@y dt)2< [t @ra. [ty @ra.
P

P P

Udowodnimy tylko jedna czesé, np. (B), powyzszego twier-
dzenia; czes¢é (A) uzasadnia sie w sposéb najzupelniej analogiczny.

Przedewszystkiem, z uwagi na mierzalno$§¢ obydwu funkecji
x (f), y (t), funkcja x () y (£) jest rowniez mierzalna; a wiec, po-
niewaz funkcje [x ()], [y (¢)]* sa nadto jeszcze sumowalne na P
oraz

x@y @) <[xOF +[y OF

zatem funkcja x (¢) y (¢) jest takie sumowalna na P, a wraz z nig
rowniez i kazda funkcja postaci [A x (£) 4+ py (O)F, gdzie X, p sg
dowolnemi spéiczynnikami liczbowemi. Mamy

Rx@OP+2rpx@Oy@O+plyOF =Rx@)+py@OF >0,

wyrazenie przeto
22 f[x @pde+2x pnfx &)y () dt + p.2f[y @) dt
P P P

jest pewna formg kwadratowg, nieujemna, parametréow A, p; wy-
réznik jej jest przeto niedodatni, t. j.

[ [xyy @ dtr— [ ora. [ 1yora <o,
P p

P

co rownowazne jest nier6wnosei (2).

— 158 — § 4

Przestrzenn Hilberta.

§ 4. Nazywamy przestrzenig Hilberta, albo, krécej,
przestrzenig $, zbiér wszystkich ciggéw nieskonczonych
liczb rzeczywistych, ktérych szereg kwadratéw jest zbiezny;
odleglo$¢ miedzy dwoma elementami x =.(x;, x,,...,%n, .. 58
V=Y, Y3 ..., Yn,...) te] przestrzeni okreslamy przez wzor

S
(1) P, 3) = l/ D (= y.

Widoczne jest, iz zdefinjowana w ten sposéb odlegtosé spelnia
dwa pierwsze warunki podane w § 2; pokazemy, iz spetnia row-
niez i trzeci z tych warunkéw (,tréjkata“); uwazajmy w tym
celu trzy dowolne elementy

x:(xl’ x21'-')a y:(yh y2)"-); z:(zh 225"')

przestrzeni $. Nier6wno$é

P ()C, Z) < P (x’. y) +P (y: Z)

mozemy wowezas, ktadac ogélnie

un:yn_xrz, Un =2n — Yn,

napisaé w postaci

Sh
SRR

ktéra ré6wnowazna jest widocznie zwigzkowi

E E 2 E 2
u/z rvtz < / ll” 3 / vn 2
n n n

wynikajgcemu juz bezposrednio z nieréwnosci Schwarza § po-
przedniego.

N
!) Liczba ta jest zawsze skoficzona, jako ze szeregi : xi ) E )’31 sg

z zaltozenia zbieine.

&
-~ EX LIBRIS —
Bibiiﬂf&:\ Kuratorium O v m
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'Elementy przestrzeni Hilberta nazywamy jej punktami
lub wektorami. Jesli x = (x,, x,,... X, ...) jest punktem (we-
ktorem) tej przestrzeni, woweczas liczby x: (=1, 2,...) nazywa-
my spotrzednemi punktu x lub sktadowemi wektora x.

Sens tej terminologji jest zrozumiaty, jesli zwazyé, iz przestrzen )
(wprowadzona przez Hilberta (1906) w zwiazku z jego teorja rowmnan catko-
wych) stanowi naturalne i bezposrednie uogélnienie przestrzeni euklidesowych
Nn; wzor (1), okreslajgcy odlegto§é w przestrzeni §), jest — w szczegolnosei —
bezpoSredniem przeniesieniem definicji odlegtosci geometrji analitycznej
przestrzeni euklidesowych wymiaru skoniczonego!) (por. I, § 3).

Z drugiej strony, dogodnie jest czesto rozumie¢ przestrzen Hil-
berta jako uogdlnienie pola wektoréw przestrzeni euklidesowyec h; ujecie
to prowadzi natychmiast do przeniesienia na przestrzen $ definicji iloczynu
skalarnego oraz ortogonalno$ci (prostopadtosci) wektorow prze-
strzeni euklidesowych. '

Mozemy np. nazwa¢ iloczynem skalarnym dwu wektorow
X=Xy, Xy oony Xpy oo )y ¥ = (Y1, Yoy ... 5 Yy, ...) Drzestrzeni § liczbe

@) (x, ¥) = EX'Z Vo

n

i z kolei dwa wektory tejze przestrzeni nazwaé ortogonalnem i, jesli ich
iloczyn skalarny jest zerem.

Zbieznos¢ szeregu, wystepujgcego po prawej stronie réwnosei (2), wynika
z nieréwnosci Schwarza, ktérg rozumie¢ mozemy obecnie jako uogédlnienie
znanego twierdzenia geometrji: wartos¢ bezwzgledna iloczynu skalarnego dwu
wektorow jest conajwyzej réwna iloczynowi ich diugosci.

Uwagi te wyjasniaja sens niektérych terminéw i twierdzen tego roz-
dziatu. W szczegolnoSci, z narzucajacej sie analogji z przestrzeniami euklideso-
wemi wynika definicja ortogonalnos$ci funkeji (p. niz. § 7). Analogja
ta zyskuje dokladniejsze jeszeze uzasadnienie dla pola funkecji o kwa-

dracie sumowalnym, jako ze pole to jest wprost izometryezne z prze- {

strzeniag Hilberta (§ 11).

Pole funkeji o kwadracie sumowalnym.

§ 5. Obok przestrzeni Hilberta, okreslonej w § poprze-
dnim, rozwazac tu bedziemy jeszcze pewne przestrzenie funkcyjne,
o ktérych udowodnimy nastepnie, iz sa wszystkie izometryczne
z przestrzenig Hilberta.

Niech mianowicie P bedzie dowolnym zbiorem mierzalnym,
o mierze skonczonej lub nieskonczonej, r6znej wszakie od zera.

) Systematyezny wyklad geometrji (elementarnej i rézniczkowej) prze-
strzeni §) zmaleZ¢ mozna w ksigzee Vitaliego: Spazio hilbertiano. 1929.

— 156 — § 5

Nazwiemy polem albo przestrzenia funkecji o kwadra-
cie sumowalnym na zbiorze P mnogo$¢ wszystkich funk-
¢ji (), okreslonych i mierzalnych na P, ktérych kwadrat [x (¢)]*
jest na zbiorze P sumowalny;') przestrzen te oznaczaé bedziemy
przez & (P),*) przyczem dwie funkcje réwnowazne na P i nale-
z3ce do wymienionego pola, uwazaé bedziemy za ten sam jego
element. Odleglo$¢ kazdych dwu funkeji x (¢), y (f) ¢ @2 (P) okre-
Slamy przez wzoér

(1) p(x, ¥) =l/ f '[y (t) — x (O] dt.

Definicja ta spetnia widocznie dwa pierwsze warunki § 2.
Azeby pokazad, iz spelnia rowniez warunek trzeci — tr¢ jkata —
postepujemy podobnie, jak w § poprzednim. Niech x @), 9 0¢) 1)
beda trzema dowolnemi funkcjami pola 22 (P). Kladac

@ =y®—x(@,
vy =z -y @),
napisa¢ mozemy nieréwnosé
p(x, ) <p(x 9)+0(y 2),

wyrazajacg warunek tréjkata, w postaci

]/ [t +o @y a < V [ or ar + ]/ [,

') W przypadku, gdy zbiér P ma miare skonezong, z sumowalnosei kwa-
dratu funkeji mierzalnej x (f) wynika natychmiast, iz sumowalna jest na P
rowniez i sama funkcja x (f); jesli jednak zbiér P ma miar¢ nieskoficzona,
woéwezas funkeja x (f) moze byé niesumowalna pomimo, iz sumowalny jest jej

kwadrat. Np. funkecja i sumowalna jest na przedziale (1, -+ o), funkeja zag
XF

1_ posiada na tym samym przedziale calke nieskonczong.
57

) W teorjach ogélniejszych wprowadza sie przestrzenie ogélniejsze (27)
funkeji o p-tej (p >0) potedze sumowalnej; stad wskaznik 2 w oznaczeniu prze-
strzeni, ktérg rozwazamy w tekscie.



§5 — B8 —

ktora, z kolei, rownowazna jest zwigzkowi

fu (®) v @) dt < Vf[u(t)]w : I/f[v(t)]Zdt,
P P P

wynikajgcemu juz bezposrednio z nier6wnosci Schwarza (dla
funkecji).

W dalszym ciagu, dla uproszczenia znakowania, zalozymy,
iz zbiér P pokrywa sie z przestrzenig M, t. j. linjg prosta; odpo-
wiadajgce pole funkcji o kwadracie sumowalnym 22 (),) ozna-
cza¢ bedziemy wprost przez £%') podobniez, w przypadku, gdy
rozwazane bedg w tym rozdziale calki rozciggniete na calg linje
prosta, bedziemy — dla skrécenia, — pomijali w symbolu catki znak
obszaru catkowania. Rzecz prosta, wszystkie poniisze rozwaza-
nia przenoszg si¢ natychmiast na pola funkeji o kwadracie sumo-
walnym na dowolnym zbiorze mierzalnym (o mierze dodatniej)
w przestrzeni euklidesowej dowolnego wymiaru.

W przestrzeni €% jako pewnej przestrzeni metrycznej z usta-
long przez wzoér (1) odlegloscig, okreslona jest temsamem defi-
nicja zbieznosci mocnej (§ 2) ciagéw funkcyjnych. Bedziemy
moéwili tu ponadto, iz szereg funkeji x,(f) pola £ jest mocno
zbiezny, jesli mocno zbieiny jest ciag jego sum czastkowych

n

oty = Z xu (8,

k=1
nalezgcych oczywiscie r6wniez do pola €% granice mocng tego ciggu

s (¢) =1lim s, (¢),

nazywac¢ bedziemy granicg mocng albo sumg mocng sze-
regu funkeji x, ()

AT
W przypadku, gdy szereg Z Xu (t) redukuje sie do sumy

skonczonej (t. j. gdy wyrazy jego, poczawszy od pewnego miejsca,
sa zerami), wowczas suma mocna réwnowazna jest oczywiscie
sumie w znaczeniu zwykiem.

) Moéwige tedy w dalszym ciagu tego rozdzialu o funkecjach o kwadra-
cie sumowalnym, bedziemy rozumieli, iz kwadrat ich posiada calke skoficzong
rozciggnieta na calg linje prostg.

=W — §6

§6. Twierdzenie 2.') 1° Przestrzerh > jest zupetna.
2° Jezeli ciqg funkcji x, (t) € @ jest mocno zbiezny, wéwczas
jest temsamem zbiezny asymptotycznie oraz

lim as x, (¢) = lim x, (¢).

Dow6d. Niech {x.(f)} bedzie ciagiem funkeji pola €2
spetniajagcym mocno warunek Cauchy’ego (§ 2). Pokazemy, iz
cigg ten jest zbiezny asymptotycznie, oraz iz jego granica asym-
ptotyczna jest zarazem granica mocng. W ten sposéb udowodnione
zostang jednoczesSnie obydwie cze$ci twierdzenia.

Pokazemy najpierw, iz

A) ciag x,(t) jest zbiezny asymptotycznie.

Niech w tym celu ¢ bedzie dowolng liczba dodatnia i oznacz-
my przez Qm, () mnogosé wszystkich punktéw ¢, w ktérych

| X (£) — Xm (£) | > ¢.
Mamy woéwczas:

o Lon (), % (0)] = ]/ [1m® — zurpat >« V | Qua®] 5

a wige, poniewaz 'p [xn(f), x.(f)] dazy z zalozenia do zera, gdy
m, n — oo, zatem réwniez, dla kazdego -,

lim | Qun(e)| =03

ciag {x.(f)} spelnia tedy asymptotycznie warunek Cauchy’ego,

a wigc (I, § 15, tw. 21) jest temsamem zbiezny asymptotycznie.
B) Pokazemy, z kolei, iz granica asymptotyczna

ciggu {x,(¢)} jest zarazem jego granica mocna.
Niech, w samej rzeczy,

x (£) = lim as x, (¢),

i niech 7 bedzie dowolng liczbg dodatnig. Istnieje taka liczba N,

iz dla n, m> N
Vf[xn &) — xm (B dt <,

) Pewne uogélnienia tego twierdzenia (korzystajgce zreszta z metod
analogicznych) — w pracy Kaczmarza i Nikliboreca, Fund. Math., t. 11,
1928), p. 151.
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a wigc, przechodzgce do granicy, gdy n — co, otrzymujemy w mysl
lemmatu Fatou (V, § 4, tw. 4), dla kazdego m > N,

‘ l/ f [x (8) — X (O] d < lim inf V f .[xn () — %n @2 dt < 1,

skad wynika oczywidcie, iz funkecja x (f) jest o kwadracie sumo-
walnym oraz iz jest granica mocna ciggu {x, (¢)}.

Twierdzenie 3. Jezeli ciggi (X0 (D)}, {¥n (@)} funkeji o kwa-
dracie sumowalnym sq mocno zbiezne odp. do funkcji x (t), y (¢),
wowczas

lim f X0 (8) yu (£) dt = fx )y (f) dt .
Dowéd. Mamy z zalozenia
O tim [ 15O 5 @OF =0, 1im [y & =yuypae = o,
a, z uwagi na tw. 1 (§ 1), réwniez
@) tim [ Ty, OF @t = 1y @ at.

Z drugiej strony, z nieréwnos$ci Schwarza

S0y 0-nonee <
. ‘ |
JrO0.00 s 018+ (50150 -5 02t <

f[x @F at. f[y () = yu ()] dt +f[yn @) dt . f [x (t) — x. )P dt

skad — z uwagi na (1) i (2) — wynika juz bezposrednio zgdana
rownoseé.

Uklady ortogonalne i normalne.

§ 7. Dwie funkcje x (¢), Y (t), okreslone na pewnym zbiorze
mierzalnym Q, nazywajg sic wzajemnie ortogonalne na
nim, jesli iloczyn ich jest sumowalny na tym zbiorze oraz

= an § 7

(x(t)y(t)dtzo.

>,

Q

Funkcja x (£) nazywa sie normalna na zbiorze Q, jesli
j [x( @OPdt=1.
Q

Dla uproszczenia, méwige w dalszym ciggu o funkcjach or-
togonalnych, wzgl. normalnych, bedziemy zakladali, iz zbiér Q
jest linja prosta (przestrzenia M,); w przypadku przeciwnym,
bedziemy zaznaczali zawsze wyraznie mnogosc¢, na ktérej funkeje
sg rozwazane. OczywiScie, nie bedzie to wptywac bynajmniej na
zwezenie ogdlnosci rozumowan.

Kazda funkeja normalna nalezy oczywiscie do pola €% z dru-
gie] strony jasne jest, iz, jesli tylko funkcja x (¢), zawarta w polu
%, nie znika prawie wszedzie, wowczas uczyni¢ ja mozna nor-
malng przez pomnozenie przez stosowng statg normujaca réow-

ng odwrotnosci pierwiastka kwadratowego z calki J [x (D] dt.

Rodzina funkeji, z ktérych kazde dwie — rézne — sg wzgle-
dem siebie ortogonalne, nazywa sie uktadem orto gonalnym,
jesli ponadto wszystkie nalezace do ukladu tego funkcje sg nor-
malne, uklad nazywa sie ortogonalny i normalny.

Jesli cigg (skoriczony lub przeliczalny) funkeji

eY) Y@, R@), ..., %), ...
jest uktadem ortogonalnym i normalnym, wéweczas kaidy szereg
postaci v
Z an ¥ (f),
n

(gdzie @, oznaczajg dowolne spotczynniki liczbowe) nazywa sie
szeregiem ortogonalnym postepujgcym wedle funkeji ukta-
du (1). Szereg taki nazywa sie ponadto rozwinigeciem Fou-
rier’'owskiem lub ortogonalnem pewnej funkecji x (¢), wedle
uktadu (1), jesli spotezynniki a, dane S§ przez wzory

(2) A= f x (t) () dt ;
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okreslone w ten spos6b liczby a, nosza nazwe spélczynni-
kow Fouriera funkeji x (f) wzgledem ukladu (1).

W przypadku, gdy funkecja x (f) jest o kwadracie sumowalnym, caltki wy-
stepujace w réwnosci (2) sg zawsze (§ 3) okreslone; funkeje o kwadracie sumo-
walnym posiadajg tedy zawsze rozwiniecie Fourie r'owskie wedle dowolnego
uktadu ortogonalnego i normalnego. Jesli jednak funkecje ¥, (t) uktadu (1)
spelniajg jeszcze pewne dodatkowe warunki (np. sg ograniczone, ciagle, lub posia-
dajg pochodng ciaglg i t. p.) wowezas calki (2) moga byé okreSlone réwniez
i dla pewnej szerszej klasy funkecji x(f) anizeli pole €2 Moze sie réwniez
zdarzyé, iz calki (2), nie istniejac w sensie Lebesgu e’a, okreslone sa jednak
w pewnem znaczeniu ogélniejszem, np. w sensie Perrona, Denjoy (p. rozdz. X).
Méwimy woéwezas o rozwinigeiach Fouriera-Perrona, Fouriera-
Denjoy, odrozniajgc je w ten sposéb od rozwinie¢c Fouriera-Lebes-
gue’a, o ktérych zakladamy wyraznie, iz spéteczynniki ich okreslone s przez
calki lebesgue’owskie. Nie bedziemy korzystali nadal z tych rozréinien
terminologicznych, jako ze rozumiemy tu, jak zawsze dotychezas, calke w sen-
sie definicji Lebesgue’a. Ograniczymy si¢ réwniez wylacznie do rozwinieé
funkeji o kwadracie sumowalnym; rozwiniecia te sa bowiem w prosty nader
spos6b scharakteryzowane przez wynik Riesza-Fischera, ktéry zawiera
zarazem warunek konieczny i dostateczny na to, aby szereg ortogonalny byt
mocno zbiezny.

Zbieznos¢ mocna szeregu ortogonalnego pocigga za soba oczywiscie —
w my$l tw. 2 — zawsze zbiezno$¢ asymptotyczng, nie wynika z niej jednak
bynajmniej zbieino$¢ prawie wszedzie. Istnieja pewne warunki na to, aby
szereg ortogonalny mocno zbieiny byl zarazem zbieiny prawie wszedzie; kry-
terja te wykraczajg jednak poza ramy tego wykladu; czytelnik znajdzie je
w pracach oryginalnych.?)

Najdawniej systematycznie rozwazanym ukladem ortogonalnym funkecji
‘est t. zw. uklad trygonometryczny

1 cost sin ¢ cos nt sin nt

Koot Watsvon Vi i

ortogonalny i normalny w przedziale (— =, =); w §lad za nim rozwazane byly
pézniej i inne szczegélne uklady ortogonalne.?) Ze specjalnych tych badan
wylonila si¢ w naturalny sposéb teorja ogélna.

) Zwro6cimy tu uwage przedewszystkiem na prace nastepujace: Rade-
macher, Math. Ann., t. 87, (1922), p. 112; Menchoff, Fund. Math., t. 4,
(1923), p. 82; t. 8, (1926), p. 56; t. 10, (1928), p. 375; Kaczm arz, Math. Ann.,
t. 96, (1925), p. 148; Studia Mathematica, t. 1, (1929), p. 87; Orlicz, Bull. Ac.
Pol., (1927), p. 81:

%) Wiele przykladéw systeméw ortogonalnych rozwazanych w analizie
znajdzie czytelnik w dziele Couranta-Hilberta: Methoden der Mathema-
tischen Physik. t. 1 (1924).

— 161 — §7

Twierdzenie 4. 1° Jesli 00 (8)} jest uktadem ortogonalnym
[ normalnym funkcji, wéwczas warunkiem koniecznym i dostatecznym
zbieznosci mocnej szeregu

(3) D at(®)

n

jest zbieznosc szeregu 2 al.,

2° Jesli warunek ten Jjest spetniony i a (t) jest sumaq mocng

szeregu (3), wowczas szereg ten Jjest rozwinieciem Fourierowskiem
Junkcji a (t), przyczem

@ f[a OFdt=>a.

Dowé6d. 1° Z uwagi na tw. 2 (§ 6), na to, aby szereg (3)
byt mocno zbiezny, konieczne jest i wystarcza, aby ciag jego sum
czastkowych spetnial moceno warunek Cauchy’ego, t, j. ai)y wy-
razenie

n n

{ [ D a9, (t‘)]gdt =D

k=m+1 k=m+-1
dazyto do zera, gdy m i n (n>m) dazg do nieskoriczonosci; to jednak

rownowazne jest oczywiscie zbieznosci szeregu liczbowego E a’
n

< L 1 L3 n
1, temsamem, uzasadnia plerwszg cze¢s¢ naszego twierdzenia.

i .20 Zaléimy, iz szereg (3) jest mocno zbieiny oraz iz a(f)
jest jego mocng suma. Oznaczajac tedy przez s, (f) n-ta sume
czgstkowg tego szeregu, mamy

(5) a(t) =lims,(¢),
a wiec, na mocy tw. 3 (§ 6), dla kazdego %,
6) fa (&) % (¢) dt = lim | s, (t) 3 (t) dt .

Ale, zwazywszy na normalnosé i ortogonalnos$é rozwazanego
uktadu funkeji, mamy dla kazdego n > k

[0t 906yt = ay,

o/

11
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a wiec, z (6),
fa (&) 3% (2) dt = ax (=41, 2...)

i szereg (3) jest rozwinigciem ortogonalnem funkeji a (¢).
Wreszcie, z uwagi, raz jeszcze, na tw. 3, otrzymujemy z (5)

n

f [a (A)] df = lim j [+ (O)F dt = lim Z a2 =i az.

k=1

Twierdzenie nasze jest tedy udowodnione w catos$ci.

Twierdzenie Riesza=-Fischera.

§ 8. Z twierdzenia § poprzedniego wynika, iz, jesli suma
kwadratéw spotczynnikéw szeregu ortogonalnego jest skonczona,
wéwezas szereg ten jest rozwinigciem pewnej funkeji o kwadra-
cie sumowalnym; odwrécenie tego wyniku zawiera si¢ w naste-
pujacem twierdzeniu, wyrazajgcemt.zw. nier6wnos$¢ Bessela.

Twierdzenie 5. Jesli szereg

2 an %0 (£)

n

jest rozwinieciem funkcji a (t) o kwadracie sumowalnym, wedle ukta-
du ortogonalnego i normalnego funkcji {¥,(f)}, wowczas

f[a OFdt> D at. .

Dowé6d. Uwzgledniajgc definicj¢ spotczynnikéw a, przez
réwnosci .

a,z:fa(t)f‘r,l(t)dt (n =12, 1)

otrzymujemy natychmiast, dla kazdego m, tozsamos¢

f [ () —i n ¥ (O] dt = f [a (OF dt — > a2,

n=1
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skad — jako Ze wyrazenie po lewej stronie réwnosci jest na-
pewno nieujemne —

m

[w@ra=>a.

n=1

Przechodzgc do granicy (jesli rozwazany uklad jest nieskori-
czony), gdy m — oo, otrzymujemy zgdana nier6wnosé.

Wynik powyiszy, lacznie z druga czescia twierdzenia po-
przedniego, daje natychmiast nastepujgce twierdzenie Riesza-
Fischera.?l)

Twierdzenie 6. Warunkiem koniecznym i dostatecznym

na to, aby szereg ortogonalny 2 an ¥, (t) byt rozwinigciem ortogo-

nalnem funkcji o kwadracie sumowalnym, jest zbieznosé Szeregu zaf,.
Uklady zupelne. Toisamo$é Parsevala. A

§ 9. Szereg ortogonalny, spelniajagcy warunek twierdzenia
Riesza-Fischera, moize by¢ naogét rozwinieciem wielu funkeji
o kwadracie sumowalnym; w szezegélnosci, jesli istnieje — ro6zna
od zera — funkcja ¥ (f) o kwadracie sumowalnym, ortogonalna
wzgledem wszystkich funkcji rozwazanego uktadu ortogonalnego
{9 (?)}, wowezas szereg o wszystkich spélezynnikach réwnych zeru,
jest rozwinigciem ortogonalnem zaréwno zera, jak i funkeji v (7).
Przeciwnie, spostrzegamy natychmiast, iz, jesli kazda funkcja ortogo-
nalna wzgledem wszystkich funkcji uktadu {9, (¢)} znika prawie wsze-

dzie, wéwczas szereg Z an ¥, (f) moze byé conajwyzej rozwinie-

ciem jednej tylko funkcji o kwadracie sumowalnym.?)

Uwagi powyzsze prowadzg do ustalenia definicji nastepujacej.

Uktad W funkcji, okreslonych na pewnym zbiorze mierzal-
nym Q, nazywamy zupelnym na tym zbiorze wzgledem pewnej
klasy & funkcji, okreslonych réwniez na Q, jesli

1° iloczyn kazdej funkcji uktadu W przez dowolng funkcje
klasy & jest calkowalny na Q, oraz jesli

) F. Riesz, Comptes Rendus, t. 144, (1907), pp. 615, 734. Fischer, ibid.,
pp. 1022, 1148.
) Oczywiscie — funkeji réwnowaznych nie traktujemy tu jako réinych.
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2° kazda funkcja klasy &, ortogonalna na Q wzgledem
wszystkich funkeji uktadu U, znika na Q prawie wszedzie.

W rozdziale tym zaklada¢ bedziemy przewaznie, iz klasa &
jest polem funkeji o kwadracie sumowalnym; uktad W, ktéry jest
zupeiny na pewnym zbiorze mierzalnym Q wzgledem pola funkeji
0o kwadracie sumowalnym na tym zbiorze, bedziemy nazywali
wprost zupetnym na Q.

Jesli zbior, na ktérym rozwazamy uktad zupelny funkeji, nie
bedzie wyraznie wymieniony, wéwczas rozumie¢ bedziemy zawsze,
iz zbior ten pokrywa si¢ z linja prosta, t. j. z przedzialem
(— oo, 4+ o) zmiennej rzeczywiste;j.

Jesli iloczyn funkeji x (t) przez dowglnq funkcje o kwadracie sumowalnym
jest zawsze sumowalny, wowczas funkcja x (t) jest réwniez o kwadracie sumowal-

nym. Pomijamy tu dowdéd tego twierdzenia,') z ktérego wynika natychmiast,
iz kazdy uktad zupeiny wzgledem pola R zawiera si¢ rowniez sam w tem polu.

W § nastepnym podamy przyktady ukladéw zupelnych. Tym-
czasem udowodnimy nastepujgce

Twierdzenie 7. Jesli ciqg {3,1 (t)} jest uktadem ortogonal-
nym i normalnym funkcji, wowczas trzy nastgpujqce warunki sq
rownowazne:

(4) uktad {¥,(t)} jest zupetny;

(B) = kaida funkcja o kwadracie sumowalnym jest sumq mocnq
swego rozwiniecia wedle tego uktadu

(C) dla kazdej funkcji a (t) o kwadracie sumowalnym:
M [la@pa=>a,

gdzie a, oznaczajg spotczynniki Fouriera funkcji a(t) wzgledem
uktadu {9, (t)}.

') Twierdzenie to jest czgsto podawane w postaci réwnowaznej twier-

dzenia z teorji szeregéw liczbowych: jesli szereg E a, x, jest zbiezny dla kaz-

dego ciqgu liczb x, o zbieinej sumie kwadratéw, wowczas szereg E a’ZZ jest row-

niez zbiezny (Hellinger-Toeplitz, Nachr. Ges. Wiss., Gottingen, (1906),
p. 351; Riesz, (F.), Les systémes d'équations linéaires. Paris. 1913. p. 47).
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Dowo6d. Pokazemy kolejno, iz z warunku (4) wynika wa-
runek (B), z warunku (B) — warunek (C), wreszcie z (C) — wa-
runek (A). Temsamem twierdzenie nasze bedzie udowodnione
w catoSci.

1°. Zaktadamy, iz spelniony jest warunek (4).

Niech a(f) bedzie dowolng funkcja o kwadracie sumo-
walnym, :

2) D adi(®)

n ”

jej rozwinieciem ortogonalnem. W my$l tw. Riesza-Fischera
kwadraty liczb a, tworzg szereg zbiezny, a wiec, na mocy tw. 4
(§ 7), szereg (2) jest mocno zbiezny do pewnej funkeji & (£) o kwa-
dracie sumowalnym, i jest zarazem jej rozwinieciem. Funkcje a (¢),
b (t) posiadajg tedy odp. identyczne spélezynniki Fouriera
wzgledem funkecji uktadu {¥,(¢)}, lub — co jest réwnowazne —
réznica a () — b (¢) jest ortogonalna wzgledem wszystkich funkeji
tego uktadu. Poniewai jednak uklad {V,(f)} jest — z zalozenia —
zapetny, zatem réznica ta znika prawie wszedzie, funkcje a (¢)
i b (f) sa r6wnowazne, a temsamem funkcja a (f) jest sumg mocna
szeregu (2).
Uktad rozwazany spelnia zatem warunek (B).

2°. Zaktadamy, iz spelniony jest warunek (B).

Niech znéw a (f) bedzie dowolng funkecja o kwadracie sumo-
walnym, szereg (2) jej rozwinigciem ortogonalnem. Mamy, z za-
tozenia,

n

(3) lim [a t) —Z ar (t)r dt=0,

k=1

*Ale catka, stojaca powyzej pod znakiem granicy, jest réwna
roznicy

f [a O] dt — 2 az.

k=1

Rownosé (3) réwnowazna jest tedy réwnosci (1) i warunek
(C) jest spetniony.

3°. Zaktadamy wreszcie,iz spelniony jest warunek (C).
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Woéwezas, dla kazdej funkeji a (f) o kwadracie sumowalnym,
ortogonalnej wzgledem wszystkich funkeji uktadu {¥,(#)), ma-
my z (1)

[ta@pat=o,

a wiec, prawie wszedzie, a (¢) = 0.
Uktad {9,(¢)} jest tedy zupelny, t. zn. spelniony jest waru-
nek (4).

Tozsamos$é (1), ktéra, jak udowodnilismy, charakteryzuje ukta-
dy ortogonalne, normalne i zupelne, nosi nazwe tozsamosci Par-
sevala. Podaje si¢ ja czesto w postaci formalnie nieco ogél-
niejszej

@) , fa ®b @B dt="> a,b,

(a(t), b(t) — funkcje o kwadracie sumowalnym, a,, b, odp. ich
spotezynniki Fourier’a wzgledem dowolnego uktadu ortogonal-
nego, normalnego i zupelnego funkcji). ;

Mamy, w same] rzeczy, z toizsamosci (1), zastepujac w niej
a (t) przez a (¢) £ b (f)

f [a(®) = b OF dt = > (ait by

Odejmujac od siebie stronami réwno$ci, zawarte w powyz-
szym zwigzku, otrzymujemy tozsamosc (4).

Mozna tu zauwazyé, iz tozsamo$é (4) otrzymuje sie przez przyréwnanie
iloczynu funkeji a (), b (f) do iloczynu formalnego ich rozwinieé ortogonalnych,
i przecatkowanie — réwniez formalne — obydwu stron uzyskanej w ten spo-
s6b rownosci. Metoda ta, uzyta przez Parsevala w r. 1805 (w zastosowa-
niu zresztg tylko do uktadu trygonometrycznego), wymaga jednak istotnego
uzasadnienia, ktére — jak widzieliSmy — siega do$¢ gleboko w nowoczesna
teorje funkeji rzeczywistych.

Poprawne dowody tozsamo$ci Parsevala dla ukladu trygonometrycz-
nego podali dopiero Liapunoff oraz Hurwitz?)

Uogdlnienie na dowolne uklady ortogonalne zawdzigczamy Rieszowi
i Fischerowi.

§10. Twierdzenie 8. Kazdy uktad zupeiny funkcji jest
nieskoriczony.

) Hurwitz, Math. Annal., t. 57, (1908), p. 429.
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Dowé6d. Wystarczy pokazaé, iz dla kazdego ukladu skon-
czonego funkeji mozna zbudowaé funkcje, ktora nie znik? prawie
wszedzie i jest ortogonalna wzgledem wszystkich funkcji danego

uktadu. M
Niech, w samej rzeczy, dany bedzie uklad » funkeji sumo-

walnych
(1) &), &), ...5 &(@).
Pol6zmy

o e L T

Aip = ,tdt
1 }fg() R s Dy S E

Uktad » réwnan jednorodnych z n-+1 niewiadomemi
X1 KXoy vooy Xnt1
n-41

(2) E‘Zikxk:() (=172 %)

=l
posiada oczywiScie zawsze rozwigzania niezerowe; 1) niech

0 0 0
T TR

bedzie pewnem takiem rozwigzaniem. Okreslimy funkcje x (0,

kladac
Xi@y=0; dla-¢=<1 ¥ t>na+t+2,

oraz
x@)=x), da k<t<k41 (k=12 ..,n+1).

Podstawiajac teraz w réwnaniach (2) x) zamiast x,, otrzy-

mujemy
n1 g1 o Rl
TS Y f 0. g, () dt :fx(t) gi(t)dt =0,
=1 kH:l k

(i = b 2yuiann)
co oznacza, iz funkcja x (f) jest ortogonalna wzgledem wszystkich

funkeji ukladu (1). :
Twierdzenie nasze jest w ten sposéb udowodnione.

1) Por.np. Ruziewicz i Zylifiski. Wstep do matematyki. 1. 1927.
p. 135.
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Podamy teraz pewien prosty przyklad przeliczalnej rodziny
funkeji ciggtych, tworzacych unklad zupelny. Niech w tym celu
{(a;, b))} (=1, 2,...) bedzie ciggiem wszystkich przedzialow
o kraficach wymiernych. Oznaczymy przez Vi (f), dla kaidej pary
liczb naturalnych i, &, funkcje réwna jednosei w przedziale (a; b;),

zeru — dla ¢ << a; —% oraz t > b; —I—% , 1 linjowa w przedziatach

pozostalych (ai — %, a,-) oraz (b[, b + %) Uktad okreslonych

w ten sposéb funkeji jest zupelny wzgledem pola €% a nawet —
ogdlniej nieco — wzgledem klasy wszystkich funkeji sumowal-
nych. Istotnie, poniewai kazda z funkecji % (¢) znika tozsamo-
sciowo zewnatrz pewnego skonczonego przedziatu, przeto iloczyn
jej przez dowolng funkcje sumowalna jest sumowalny na calym
przedziale nieskonczonym (— oo, + oo); jesli za$ pewna funkcja
sumowalna g (f) jest ortogonalna wzgledem ukladu {9 )}, wow-
czas, dla kazdej pary liczb naturalnych i, %,

fmmgww=m

lub, przechodzgce do granicy, gdy & — o,

b;

| e@wat=o,

&

ai

dla kazdego przedziatu (a;, 5;).
Catka funkcji g (¢) znika tedy na kazdym przedziale o kran-
s cach wymiernych, a wige — ze wzgledu na swa ciaglo§é — znika
* tozsamosciowo. Temsamem przeto funkcja podcatkowa g (¢) jest
prawie wszedzie zerem, i rozwazany uklad jest zupelny.

Warunkowi zupelno§ci zadoSéezynig réwniez liczne uktady funk-
cyjne rozwazane w analizie; zupelny jest np. w przedziale (— =, n) uktad
trygonometryczny (por. § 7), jak réwniez — w kaidym przedziale skonczonym
zmiennej ¢ — uktad 1,¢ 3, ..., ... Sa to oczywiscie uklady bardziej
naturalne anizeli ten, ktéry podaliSmy powyzej i ktory jest widocznie ad
hoc skonstruowany; jednakze dowody, iz uklady te sa zupelne, noszg cha-
rakter mniej bezposredni i wymagaja odwolania sie do pewnych twierdzen
o aproksymacji funkeji ciagtych przez wielomiany trygonometryczne, wzgl.
wielomiany zwykte. .

e {02! R § 11

§ 11. Podany w § poprzednim przyktad ukladu zupelnego
funkeji nie jest wprawdzie uktadem ortogonalnym, mozemy tatwo
go jednak zmodyfikowaé — korzystajgc z t. zw. metody ,orto-
gonalizacji Schmidta!) — w ten sposé6b, aby otrzymaé
uklad zarazem ortogonalny, normalny i zupetny.

Wprowadzimy przedewszystkiem definicje nastepujgca:

dwie rodziny funkcji € i & nazywac sie beda réwno-
wazne, jezeli kaida funkcja jednej rodziny réwnowazna jest
pewnej kombinacji linjowe;j skonczonej liczby funkeji rodziny
drugiej.

Widoczne jest natychmiast, iz, jesli jedna z dwu réwnowaz-
nych sobie rodzin funkeji jest zupelna, woéweczas zupetna jest
takze i druga.

Twierdzenie 9 (Schmidta). Kazdy — Skoriczony lub
przeliczalny — uktad Junkeji o kwadracie sumowalnym réwnowazny
Jjest pewnemu — conajwyzej przeliczalnemu *) — uktadowi normaine-
mit i ortogonalnemu.

Dowod. Niech

¢h) D)y B B)reny Enll) oo

bedzie ciggiem — skonczonym lub przeliczalnym — funkeji
o kwadracie sumowalnym. Mozemy zaloiyé¢ oczywiscie, iz zadna
z funkeji tego ciagu nie jest r6wnowazna zadnej kombinacji linjo-
wej funkeji poprzedzajacych; istotnie, usuwajgc ewent. z ciggu (1)
te funkcje, ktore sg ré6wnowazne kombinacjom linjowym funkeji
poprzednich, otrzymamy uklad rownowazny ciagowi (1).

Pot6zmy:
hy () =g (8,
By (B) = Wh (B) + g, (8),
@) 2O=2hE)+1h O+ g (1),

b D) =N O+ N T O+ N 6+ g, @),

) Sehmidt, Diss., Goettingen, (1905), oraz Math. Ann., t. 63, (1907),
p. 433.

) Z rozwazan dalszych wynikaé bedzie zresztg, iz kazdy uktad ortogo-
nalny i normalny jest conajwyzej przeliczalny.
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gdzie \* sa pewnemi stalemi, ktére poéZniej zostang blizej okrfe-
slone. Niezaleznie jednak od obioru tych statych spostrzega sie
natychmiast, iz uktad funkeji 4 (¢) jest rownowazny zawsze ukla-
dowi (1); w samej rzeczy, réwnania (2) wyrazajg z jednej strony —
bezposrednio — kazdg funkcje g£.(f) jako kombinacje linjowa
tunkeji %, (¢), Ay (?), ..., k. (t), z drugiej za§ — przez rekurencje —
kazda funkcje %, (¢) jako kombinacje linjowa funkcji g, (¢), & (£),
eers En (D).

%ogla?\dto, widoczne jest ze zwigzkéw (2), iz zadna z funkeji
h. () nie znika prawie wszedzie; w przypadku bowiem, gdyby
funkcja %, (f) byla zerem, wéwczas funkecja g, (f) bytaby réowno-
wazina pewnej kombinacji linjowej funkeji g (?),..., gn—1(f), co
wylaczone jest wszakie przez zalozenie ustalone na poczatku
tego dowodu,

Pokazemy teraz przez indukcje, iz mozliwe jest ustalenie
sp6tczynnikéw 2* w ten sposéb, by funkcje % (f) tworzyly uklad
ortogonalny.

Zalozmy, w same] rzeczy, iz spélezynniki M (k=1, 2, ..., n—1)
zostaly juz okres$lone w ten sposob, iz funkcje 4, (2), 4, (¢), ..., & (£)
tworza ukltad ortogonalny. Azeby wéwczas réwniez i funkcja
hny1(t) bylta ortogonalna wzgledem funkcji £, (¢), %, (¢), ..., ha (£),
wystarczy okreslié spétezynniki A7 (i=1, 2,...,n) w ten sposoéb,
by, dlai=1, 2,...,n,

[ty 1o ey at = f [Z w2y () + g (t)J hy (¢) dt
j=1

Y J Th, (B dt + f g0 (O by (tydt =0,
t. j. potozy¢

[ gni ) hi(0)
M= (=l a2, )R

[ . f Th: (O] dt

co jest oczywiscie mozliwe, poniewaz zadna z funkeji %; (f) nie
znika prawie wszedzie, a wiec calka, wystepujgca w mianowniku
wyrazenia na A7, jest od zera réina.

Mnozac z kolei kazdg z funkcji #;(f) przez stosowny czyn-
nik normujacy (§ 7), etrzymujemy uklad ortogonalny i normalny
funkeji, r6wnowainy ukladowi (1), co nalezalo udowodni¢.

L S~ § 11

Poniewaz podaliSmy juz w § poprzednim przyktady uktadéw
przeliczalnych i zupelnych funkeji o kwadracie sumowalnym,
przeto z udowodnionego twierdzenia wynika, iz istnieja conajwy-
zej przeliczalne uklady zupelne, ortogonalue i normalne funkeji
o kwadracie sumowalnym; w mysl tw. 8 uklady te nie moga byé
jednak skoniczone, sg przeto dokladnie przeliczalne. Otrzymujemy
stad natychmiast nastepujgce

Twierdzenie 10. Przestrzei ®* oraz przestrzehi Hil-
berta sq izometryczne.

Dowéd. Niech {%;(f)} bedzie dowolnym uktadem ortogo-
nalnym, normalnym i zupelnym funkeji o kwadracie sumowal-
nym. Kazdej funkeji x (£) € ®* przyporzadkujemy cigg (x, X,, ..., Xy,...)
je] spotczynnikéw Fourier’a wzgledem rozwazanego ukladu;
zgodnie z tw. Riesza-Fischera (§ 8) ciag ten jest pewnym
punktem przestrzeni Hilberta; odwrotnie, w mysl tegoz twier-

dzenia, kazdy punkt (x;, Xy,...,%s ...) przestrzeni $ jest cig-
giem spétczynnikéw Fouriera pewnej — jednej tylko z uwagi
na zupetno$¢ ukladu {9, (f)} — funkeji x (£) o kwadracie sumo-

walnym. Ustalone w powyzszy spos6b przyporzadkowanie okregla
tedy pewng jedno-jednoznaczng odpowiednio$é miedzy polem 2
a przestrzenia $. Powiadamy, iz odpowiednio§é ta jest izome-
tryczna; w samej rzeczy, jesli x (f), y (f) sg funkcjami o kwadracie
sumowalnym, (X;, X5, ..., Xn,...), (¥3, Y9 --.,Yn, ...) ciagami spot-
czynnikow Fourier’a odp. tych dwu funkcji, wéwezas liczby
Yi—xi (i=1, 2,...) sa spétczynnikami Fouriera funkecji
y ({) —x (f) i — z uwagi na tozsamo$¢ Parsevala (§ 9) —

[yo—rora=> @ -,

co oznacza, iz odleglos¢ funkeji x (£), y (f) w polu €’ réwna jest

,odlegtosci odpowiadajgcych im punktéw (x;, X, ..., X, ...),

(Y1, Y2 -+ Yn,...) W przestrzeni Hilberta.

Twierdzenie powyzsze pozwala przenosi¢ natychmiast wia-
snosci przestrzeni Hilberta na przestrzen €’ W szczegélnosci
widoczne jest natychmiast, iz w przestrzeni Hilberta istnieje
podzbiér przeliczalny wszedziegesty: jest nim np. zbiér wszyst-
kich punktéw o spélrzednych wymiernych, z ktérych tylko skon-
czona ilos¢é jest rézina od zera. Temsamem tedy, przestrzen L2
zawiera rowniez pewien podzbiér przeliczalny wszedziegesty.
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Wynika stad natychmiast, dla uktadéw ortogonalnych, nastepujgce
uzupelnienie tw. 8 (§ 9):

Twierdzenie 11. Kazdy uktad ortogonalny i zupetny
w przestrzeni &° jest przeliczalny.

Dowéd. Niech & bedzie uktadem ortogonalnym i zupet-
nym w polu €% mozemy zalozyé oczywiscie (usuwajac ewent.
z uktadu @ funkecje prawie wszedzie rownag zeru, a pozostate
funkcje mnozac przez stosowne czynniki normujgce), iz uktad
ten jest normalny. Mamy woéwczas, dla kazdych dwu funkeji x (¢),
¥ (¢) uktadu &,

A rvient T st
3) o [x(8), y (D] = ]/ | [y () — x (OF dt = y2.

Niech teraz ;M bedzie ukladem przeliczalnym funkeji wsze-
dziegestym w polu ®° Kazde] funkecji x () ¢ € mozemy tedy
przyporzgdkowac¢ pewna funkcje 7 (£) e W tak, aby

e, ren <2

Z uwagi na (3) dwum réznym funkcjom uktadu & przypo-
rzgdkowane sg w ten sposéb rézne (nie-rownowazne) funkcje
ukladu N; poniewaz za§ uklad M jest z zalozenia przeliczalny,
przeto temsamem conajwyzej przeliczalny jest uktad &.

Uktad & jednak, jako zupelny, nie moze by¢ na zasadzie
tw. 8 (§ 10) skoniczony; jest tedy dokladnie przeliczalny.')

Udowodnimy jeszcze nastepujace

Twierdzenie 12. Kazdy uktad & ortogonalny i normalny
funkcji zawarty jest w pewnym ukladzie ortogonalnym, normalnym
i zupelnym.

Dowod. Niech

R=[r, ), r,), ..., 1a@),...]

) Twierdzenie, ktérego dowdd bezposredni podaliSmy w tekscie, jest
w gruncie rzeczy natychmiastows konsekwencja elementarnego twierdzenia
teorji mnogoS$ci: w przestrzeni metrycznej, posiadajqacej czes¢ przeliczalng wszedzie-
gestq, kazdy zbior odosobniony (t. j. nie posiadajacy punktéw skupienia) jest
conajwyzej przeliczalny. lstotnie, z réwnosei (3) wynika, iz kazdy uklad nor-
malny, ortogonalny funkeji jest zbiorem odosobnionym w przestrzeni €2. Por.
Riesz, F., Comptes Rendus, t. 143, (1906), p. 738; Hausdorff, M. I, p. 463.

¥ g § 11

bedzie uktadem przeliczalnym wszedziegestym w polu €2 i niech,
ogélnie, &, oznacza otoczenie punktu r,(¢) o promieniu %

Okreslimy przez indukcje ciag liczb 7; i — jednoczesnie —
ciag funkeji x(¢) pola @2

ny jest najmniejsza wartoscig wskaznika n, dla ktorej &, za-
wiera funkeje normalne, ortogonalne wzgledem wszystkich funk-
cji uktadu &; x, (f) oznacza z kolei jakakolwiek funkeje normalna,
zawartg w &,, i ortogonalng wzgledem wszystkich funkeji ukta-
du &. Ogdlnie, zakladajac, iz ustalonych juz zostato % pierwszych
elementow ciagéw {n;} oraz {x;(f)}, okreslamy liczba nry1 jako
najnizszg wartos¢ wskaznika 7, dla ktérej otoczenie &, zawiera
funkeje normalne i ortogonalne wzgledem wszystkich funkeji
ukfadu & oraz funkeji x, (¢), x,(2), ..., x:(2); przez X, (¢) ozna-
czymy, z kolei, jakakolwiek funkcjg normalng, zawartg w (ﬁﬂk+1
i ortogonalng wzgledem wszystkich funkeji uktadu € oraz wzgle-
dem x, (¢), x, (%), ..., xz ().

Mozemy zatozy¢, iz indukcja powyzsza nie urywa sie dla
zadnej wartoSci &, t. j. iz dla kazdej wartosci £ >0 istnieje
wskaznik 7,11 spelniajgcy wymagane warunki; w przypadku prze-
ciwnym juz sam uktad &, wzgl. uklad € 1lgcznie ze skonczona
liczbg funkeji x;(#), bytby zadanym ukladem zupetnym.

Ciag {n:} jest tedy ciggiem istotnie nieskonczonym: powia-
damy, iz cigg ten jest nieograniczony. W samej bowiem rzeczy,
jesliby ciag {n:} byl ograniczony, woéwczas, dla pewnych dwu
roznych wartosci i, j, mielibySmy n;=n;, i funkcje x:(2), x;(¢)
zawieratyby sie¢ w temsamem otoczeniu G, =G, co sprzeczne
jest jednak z zalozeniem, iz promienie wszystkich otoczenn @, sq

> 2 :
rowne -, podezas gdy — z uwagi na normalno$¢ i ortogonal-

nos$¢ wzajemng funkcji x;(¢), x;({) — mamy

pLx:(®), 5 O=V2.

Niech teraz x (f) bedzie dowolng funkejg, ktéra nie znika
prawie wszedzie, a jest ortogonalna wzgledem wszystkich funkeji
ukladu & oraz ciagu {x:(f)}. Mozemy zalozyé iz funkcja ta jest
normalna. Poniewaz otoczenia &, pokrywaja tacznie cate pole €2
przeto, dla pewnego %, mamy

x()e®,,
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skad wynika, iz dla kazidego k&
ny < h i

co jednak jest oczywiScie niemozliwe, jako iz ciag {7} jest, jak
udowodniliSmy juz powyZej, nieograniczony.

Uktad, zlozony tedy z funkeji uktadu € i ciagu {x:(¢)}, jest
zupelny, poniewaz za$ jest przytem normalny i ortogonalny, przeto
twierdzenie nasze jest udowodnione.

Uwagi uzupelniajace. Twierdzenie Banacha-Fich-
tenholza.

§ 12. ZauwazyliSmy juz w § 7, iz, jesli uktad ortogonalny

i normalny speinia pewne warunki dodatkowe, wéweczas rozwazac
mozna rozwiniecia — wedle tego uktadu — funkeji nalezgcych do
klas szerszych anizeli pole funkcji o kwadracie sumowalnym.
Oczywiscie, iz rozwazania te wymagaja innych metod i nie daja
juz tak prostych i zamknietych w sobie wynik6w, jak te, ktére —
zawarte w twierdzeniach Riesza-Fischera i Parsevala —
charakterystyczne sa dla pola £2.!) Ograniczymy si¢ tu do po-
dania jednego tylko szczegélnie elementarnego, a czgsto pozy-
tecznego, twierdzenia dotyczacego rozwinigé dowolnych funkeji
sumowalnych.

Twierdzenie 13. Jesli ciqg nieskoriczony {¥,(t)} jest ukta-
dem ortogonalnym i normalnym w przedziale I funkcji wspdlnie ogra-
niczonych?) w tym przedziale, wowczas dla kazdej funkcji sumo-
walnej x (t)

1) lim | x () % () dt = 0.
7

Dowé6d. Niech M oznacza kres gérny wartos$ci bezwzgled-
nych funkeji ¥, (f) dla ¢t € [ oraz n =1, 2, ... Z zalozenia liczba M
jest skonczona.

1) Badania nad rozwinieciami ortogonalnemi funkeji wykraczajgeych
poza pole funkecji o kwadracie sumowalnym znajdzie czytelnik w pracach,
zwiazanych $cislej z ogélng teorja operacji funkcjonalnych: Riesz, F., Math.
Zeitschr., t. 18, (1923), p. 117; Steinhaus, Bull. Ac. Pol., (4), (1926), p. 11;
Orlicz, Studia Mathematica, t. 1, (1929), pp. 1, 241; Riesz, M., Acta Math., t.49,
(1927), p. 465.

%) t. zn,, iz istnieje stala skonczona M taka, iz dla kazdego te/ oraz
n=1, 2,... mamy: |[¥s ()| < M. :
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Niech ¢ bedzi_e dowolnag liczbg dodatnig i y (£) taka funkeja
mierzalna i ograniczong w przedziale /, iz

€

@) Ifxa)—y(t)dmm-

Funkcja y (), jako ograniczona, jest tembardziej o kwadracie su-
mowalnym w rozwazanym przedziale, w mys$l tedy tw. 5 (§ 8),
szereg kwadratow catek

Jy @ 8.yt

Ji
jest zbiezny, i istnieje taka liczba N, iz dla n > N

b P8
b |
Z uwagi przeto na (2), mamy dla kazdego n > N

' x
Jronoa <[xo-yolmod [yonod '<e
I o/ i !

skad otrzymujemy juz natychmiast zadany zwigzek (1).

Z udowodnionego powyzej twierdzenia wynika bezposrednio, iz spélczyn-
niki trygonometryczne Fouriera dowolnej funkeji sumowalnej daza do zera,
t. j. iz dla kazdej funkcji sumowalnej x (f) w przedziale (—=, )

™ T

e

limj x (¢) sinnt dt = lim | x () cos nt dt = 0.
n n o/

—7 —

Analogon tego twierdzenia dla funkeji calkowalnych w sensie Denjoy —
p. niz. rozdz. X, § 6.

§ 13. Rozwazanie ukladéw zupelnych wzgledem pewnej
klasy funkeji nasuwa natychmiast pytanie, czy z zupetnosci
uktadu wzgledem pewnej klasy wnioskowaé mozna o zu-
petnosci tego ukltadu wzgledem klasy innej, ogélniejszej;
w szczegollnosci np., czy zupelno$é uktadu wzgledem pola funkeji
o kwadracie sumowalnym w jakim$ przedziale skonczonym pocigga



§ 13 R

za sobg zupelnos¢ wzgledem klasy funkeji sumowalnych w tym
przedziale.

Rozstrzygnigcie negatywne tego pytania zawdzieczamy B a-
nachowii Fichtenholzowi;') udowodnimy mianowicie na-
stepujace

Twierdzenie 14. Jezeli f(t) jest dowolng funkcjq, okre-
slong i sumowalnq w przedziale (a, b), wowczas istnieje taki uktad
przeliczalny W funkcji ciqglych w tym przedziale, iz kazda funkcja
ortogonalna wzgledem wszystkich funkcji uktadu W, jest (prawie
wszedzie) postaci C f(t), gdzie C jest stalq dowolng.

Dowoéd. W przypadku, gdy funkecja dana f(¢) jest prawie
wszedzie zerem, wystarczy (i nalezy) przyjaé jako uktad U do-
wolny uktad przeliczalny funkecji cigglych, zupelny w przedziale
(a, b) wzgledem klasy wszystkich funkeji sumowalnych w tym
przedziale. Uktad taki podaliSmy juz wyzej w § 10. Mozemy
tedy zatozy¢ odrazu, iz funkcja f(f) nie znika prawie wszedzie.

Niech {(=;, B, 1 9} (i =1, 2,...) bedzie ciagiem wszystkich
czworek liczb wymiernych takich, iz

a<u;<[B<1:<0;<b,.

Oznaczymy, dla skrécenia, przez g:; oraz & odp. calki

Bi 0
[rayae,  [rea,

a przez £, dla kazdej pary liczb naturalnych 7, k£, mniejsza z dwu
f=f T8 '

3k
Mamy woéwezas oczywiscie, dla kazdego i,

(1) lime; = 0.
k

Niech teraz 3 (f) oznacza funkcje ciggla w catym przedziale
(a, b), znikajaca poza przedzialami (o;, B), (v ), réwna odp.

') Fichtenholz Rend. Circ. Mat. Palermo, t. 50, (1926),p.4. Banach,
Proc. Lond. Math. Soc., (2), t. 21, (1922), p. 95.

Metod¢ Banacha uproScilt i uogélnit Orlicz (Studia Mathematica,
t. 1, (1929), p. 5).
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hi: oraz — gi w przedziatach (o4 e, B —en) i (v: 4 e, 0 — ),
linjowg wreszcie w kazdym z czterech pozostatych przedziatow
(4, o+ eir), Bi—em, B, Criy ¥i+ e, (Bi — s, 9)). Powiadamy, iz
uktad przeliczalny funkeji ¥ (£) czyni zado$é zgdanym warunkom.

Mamy, w samej rzeczy, jesli x (¢) jest dowolng funkcjg orto-
gonalng - wzglgdem wszystkich funkeji Vi (£), dla kazdej pary
liczb i, &,

b B; 3

J X (6) Y (t) dt = { % (0) Y (D) db + f X () Yty dt =0,

g ”
“f i

skad, przechodzac do granicy, gdy k— oo, otrzymujemy z uwagi
na (1),

~

f/z[.x(t)dt—fg,-.x ) dt=o,

lub
8. 0.

e i

f)C(t) dt fx(t) dt

(/'i Tf

ﬁmﬂ Lﬂwm
&y Ti

Z uwagi na cigglosé calki, uwazanej jako funkcja przedzialu,
zwigzek powyzszy — udowodniony dotychezas tylko dla kazdej
pary rozigeznych przedziatéw (o, B), (., 9;) o krancach wymier-
nych — rozszerza si¢ natychmiast na dowolng pare przedziatow,
zawartych w (a, b); istnieje tedy taka stala C, iz, dla kazdego
przedziatu («, B),

8

: p
J‘x (&) dt =C|f(@) dt,
skad oczywiscie
X () = Cf(t)
12
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prawie wszedzie w (@, b), i rozwazany uklad funkcji i (f) spet-

nia zgdane warunki.

Funkcje sumowalng f (¢), o ktérej mowa jest w sformutowa-
niu udowodnionego powyzZej twierdzenia, mozemy w rozmaity
spos6b specjalizowaé. Je$li np. kwadrat jej nie jest sumowalny,
wowezas odpowiadajacy jej uktad {9V (¢)} jest ukladem zupelnym
w polu funkecji o kwadracie sumowalnym, nie jest jednak zupetny
wzgledem klasy wszystkich funkeji sumowalnych w rozwazanym
przedziale. Je§li znéw funkcja f(f) jest jakakolwiek funkcja
nie-ciagly, lecz o kwadracie sumowalnym, wéwczas otrzymujemy
uktad funkcji cigglych {¥i(f)}, zupelny wzgiedem klasy funkeji
ciggltych, nie-zupelny natomiast w polu funkcji o kwadracie
sumowalnym.

Ortogonalizujgc uktady {¥i(f)} (metodg Schmidta, § 11),
otrzymujemy uklady ortogonalne i normalne funkecji w przedziale
(a, b), posiadajace te same wlasnoSei.

§1

ROZDZIAY, VII.

Calka Perrona.

Zarys historyezny. Calka Newtona.

§ 1. W rozdziatach poprzednich zamkneliSmy te czes¢ wy-
ktadu, ktoéra poswiecona jest wlasciwej teorji Lebesgue’a.
Przystepujac z kolei do dalszych uogélnien, ustalimy przede-
wszystkiem blize] nieco stosunek catki lebesgue’owskiej do
poprzedzajacych ja, dawniejszych metod catkowania. Historyczny
ten niejako rzut oka wyjasni zarazem drogi dalszego rozwoju
badan.

Teorja catki rozwijata sie, jak wiadomo, w dwu odmiennych
kierunkach, z ktérych jeden odpowiada pojeciu catki ozna-
czonej, drugi — pojeciu funkecji pierwotnej albo catki
nieoznaczonej.

W Leibnitzu widzi sie zazwyezaj prekursora pojecia cal-
ki oznaczonej, rozumianej jako granica pewnych sum przy-
blizonych; Leibnitz’owi zawdzigczamy rowniez powszechnie

uzywany znak f,kt(’)ry Leibnitz wprowadzit, modyfikujac sym-

bol S oznaczajacy sumy zwykte.
W Newtonie widzimy natomiast raczej przedstawiciela

drugiego kierunku t. j. catki rozumianej jako operacja odwrotna
wzgledem rézniczkowania, jako funkcja pierwotnal!). Oczy-

wigcie, rozroznienic to — miedzy ideami Leibnitza i New-

) Termin funkecja pierwotna byl wprowadzony zreszta znacznie
p6Zniej przez Lagrange’a.

&
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tona — jest raczej konwencjonalne niz Sciste. Zapewne, iZ oby-
dwu tym znakomitym twoércom rachunku nieskonczonostkowego
nie byt obcy zwigzek miedzy obydwiema definicjami catki, jak-
kolwiek ich sposéb uzasadnienia tego zwigzku mato méglby nas
dzi§ zadowalaé.

Po Smierci Leibnitza rozwdj teorji catki poszedl raczej
po linji newtonowskiej, co zrozumiale jest, jesli si¢ zwazy,
iz catka, rozumiana jako operacja odwrotna wzgledem rézniczko-
wania, byta czem$ pojeciowo duzo prostszem anizeli catka ozna-
czona tak jak definjowat jg byt Leibnitz; pozatem odpowiadata
bardziej rachunkom formalnym, ktére rozwinely sie jako konse-
kwencja odkrycia nowego algorytmu.

W tym kierunku szty wigc przedewszystkiem prace Eulera,
ktéry wprost definjowal rachunek calkowy jako ,methodus
ex data differentialium relatione inveniendi re-
lationem ipsarum quantitatum®.

Dopiero Cauchy powraca do idei Leibnitza, by przy-
swoi¢ ja analizie nowoczesnej. Nie operujac juz mglistemi po-
jeciami elementow nieskonczenie matych, Cauchy opiera swa
definicje catki na ogdlnej teorji granic. Pokazuje, iz dla kazdej
funkeji f(x), ciagtej w przedziale (a, 0), istnieje granica sum
postaci

n—1

M DS Em—m)  @=x<n<..<su=b,
k=0

gdy diugo$¢ najwiekszego z przedzialow (xx, Xx+1) dgzy do zera.
Granica ta jest ex definitione wedlug Cauchy’ego catka
oznaczona funkeji f(x) w (a, b).

Definicje swg Cauchy ogranicza dobrowolnie do funkecji
ciagtych. W istocie jednak =zasieg wlasciwy tej definicji jest
znacznie szerszy, to tez oddawna juz stosowano algorytm Cau-
chy’ego do catkowania -— w miare potrzeby — pewnych funkeji
nieciggtych. Dopiero jednak pierwszy Riemann wyréznia e x-
plicite ogdlng klase funkeji ograniczonych, dla ktérych
istnieje granica wyzej okreslonych sum przyblizonych Cauchy’ego,
Nazywamy dzi§ te funkcje — funkcjami catkowalnemi w sen-

) A. Cauchy. Résumé des lecons données & I'Ec. R. Polytechnique, t. I,
(1823). Oeuwvres, II, t. 4, p. 122,
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sie Riemanna, granice zas zbudowanych dla nich sum (1) —
catlka w sensie Riemanna.?t)

Badania ubiegtego stulecia nad uporzadkowaniem i sprecy-
zowaniem podstawowych definicji Analizy poSwiecily sporo uwagi
réwniez i calce Riemanna. Nie zamierzajagc wchodzié tu blizej
w szczegOly historyczne, ograniczymy sie do podkreslenia konco-
wego momentu tych badan, ktéry zwiazany jest przedewszystkiem
z imieniem C. Jordana. W klasycznym swym wyktadzie Ana-
lizy dla Szkoly Politechnicznej, opiera Jordan teorj¢ catki Rie-
manna na podstawie zbudowanej przez siebie ogdlnej teorji
miary zbior6w. Metoda ta jest zapowiedzig niejako nowoczesnego
rozdziatu w dziejach calki, ktéry zwiaze systematycznie pojegcie
calki z teorja mnogo$ci, w szczegélnosci za§ z ogélng teorjg
miary.?)

Idee Jordana podejmuje w swej Tezie doktorskiej (1902)
H. Lebesgue. Stawiajac sobie jako cel uogélnienie catki Rie-
manna, Lebesgue modyfikuje uprzednio teorj¢ jordanow-
ska miary?) i na zdobyte] w ten sposéb nowej podstawie buduje
swa teorje catki. Oto, jak przedstawia si¢ u samego Lebes-
gue’a definicja calki.

1) B. Riemann, Uter die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine tri-
gonometrische Reihe, (Habilitationsschrift), Gottingen, 1854. (Werke, 11 Aufl,
Leipzig, 1892, p. 239/41).

Zamiast sum (1) Cauchy’ego rozwaza Riemann sumy ogélniejszego

nieco typu, mianowicie
n—1

D IE) e — ),
k=0

w ktérych £ oznacza dowolny punkt przedziatu (x,, xk+1). Mozna jednak
dowiesé Yatwo, iz istnienie gramicy tych sum jest r6wnowazne istnieniu gra-
nicy sum Cauchy’ego. Byé moze, iz Riemann'owi szczegél ten nie byl
znany.

?) Jak wiekszosé odkryé matematycznych, pomyst Jordana okazuje
sie — z perspektywy historycznej — przedewszystkiem skupieniem i uporzgd-
kowaniem idei, ktére nie byly obce i innym matematykom spélczesnym. Tak
np. du Bois-Reymond, jeszcze w r. 1880 (Math. Ann., t. 19), wyr6init
klase zbioréw, ktéra réwnowazna jest zbiorom miary zero wedlug Jordana;
zbiory te du Bois-Reymond obejmuje nazwg grup punktowych catk o-
walnych i przy pomoecy tych zbioréw podaje znany warunek calkowalnosci
funkeji wedlug Riemanna. Bliisze szczegély w Encykl, Rosenthala
(§§ 20, 28, 29).

3) Por. II, § 1.
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Niech f(x) bedzie dowolng funkcja mierzalng w (a, b),
ktéra wartoSci nieskonczone przyjmuje tylko conajwyzej w mno-
go$ci miary zero, i niech

@) L AP S i aliee ke N

bedzie dowolnym ciggiem liezb, rozbieznym w obydwu kierun-
kach do oo, tak jednak, iz réznice

lk-}-l_‘lk (k=...—fl,...,0,...,n,...)

sq z gory ograniczone. Tworzymy sume

{-=—oo

Job
) N \g b < f ) < bl

jezeli dla jednego — dowolnego zresztq — uktadu (2) szereg (3)
jest zbieiny bezwzglednie, wéwczas jest bezwzglednie zbieiny
rowniez i dla kazdego innego ciagu {/;}, spelniajgcego zadane
warunki, i sumy (3) daza do oznaczonej granicy, gdy kres gérny
r6znic /41 —/; dazy do zera; granica ta jest calkg funkeji f(x)
w (a, b), sama za$§ funkcja nazywa sie¢ w tym przypadku sum o-
walna w przedziale (a, b).})

Sumy (3), stanowigce przyblizenia catki Lebesgue'a, sg niewgtpliwie
odmiennego typu anizeli sumy wystepujace w definicji Cauchy-Riemanna
i na pierwszy rzut oka wydawaé sig¢ mogg nieco sztuczne. Oto jednak, jak
sam Lebesgue wyjasnia — poglgdowo i dowcipnie — sens swej definicji,
nawigzujac jg do dawnych metod Cauchy-Riemanna:

»Geometrzy XVII-go stulecia pojmowali calke funkeji f(x) jako sume
nieskonczonej liczby elementéw niepodzielnych (indivisibles), z ktérych
kazdy byt rzedng, dodatnig lub ujemng, funkecji f(x). My$Smy natomiast upo-
rzadkowali wprost elementy te wedle ich stosunkowej wielko$ci; dokonaliSmy —
jak mowi sie w algebrze — polgczenia, redukeji wyrazéw podobnych. Moznaby
réwniez powiedzieé, iz, calkujagc wedle Riemanna, sumuje si¢ te elementy
w porzadku odpowiadajacych im wartosci x i postepuje si¢ podobnie, jakby
czynit to kupiec, ktéry obliczajge stan kasy rachuje monety i banknoty w przy-
padkowym i dowolnym porzgdku, w jakim wpadajg mu w rece. Postepowanie
takie nie byloby wlasciwe: to tez péjdziemy Sladem kupca bardziej akuratnego
ktory powiada:

1) Definicja ta jest formalnie odmienna od okreslenia, ktére podaliSmy
w tym wykladzie; jednakze, opierajgc sie na dotychczasowych rozwazaniach,
czytelnik bez trudu uzgodni obydwie definicje.
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mam m (E;) monet 1-koronowych wartosei 1.m (E;),
mam m (E;) monet 2-koronowych wartosei 2.z (Ey),
mam m (E;) monet 3-koronowych wartoSci 3.m (E;)

it. d. Ogélem mam
S=1.m(E)+ 2.m(E) +3.m(E)+... )%

Powréémy z kolei jednak znéw do idei Newtona, t. zn. de-
finicji catki jako funkeji pierwotnej. Jak zaznaczyliSmy juz wyzej,
idea ta dominowata w Analizie az do czaséw Cauchy’ego. Cau-
chy’emu zawdzieczamy nietylko definicje catki oznaczonej funkeji
ciaglej, w formie odpowiadajgcej spélczesnym wymaganiom Ana-
lizy, ale réwniez pierwszy poprawny dowdéd zwigzku migdzy catka
oznaczong a funkcjg pierwotng; temsamem ustalona jest przez
Cauchy’ego w zakresie funkeji ciagtych — réwnowazno$é oby-
dwu idei calki.

Rownowazno$é ta znika jednak natychmiast, skoro wykra-
czamy poza funkcje ciagle, przechodzac od catki Cauchy’ego
do calki Riemanna. Istnieja bowiem, z jednej strony (jak
spostrzega sie odrazu), funkcje calkowalne w sensie Riemanna,
ktére nie posiadaja funkeji pierwotnej, z drugiej za§ — jak poka-
zal pierwszy Volterra?) — funkcje ograniczone, posiadajgce
funkcje pierwotna, lecz nie-calkowalne w sensie Riemanna.

Zanim zbadamy teraz stosunek calki Lebesgue’a do funkeji
pierwotnej, zauwazymy tu przedewszystkiem, iz definicja funkecji
pierwotnej rozszerza si¢ natychmiast na funkcje punktu w prze-
strzeni o dowolnej liczbie wymiaréw. Bedziemy méwili mianowi-
cie, iz funkcja f (x) punktu x w przestrzeni :M, jest catkowal-
na w sensie Newtona, jesli istnieje funkcja F (R) addytywna
i ciggta figury elementarnej w tej przestrzeni, wszedzie r6znicz-
kowalna?) i posiadajgca w kazdym punkcie pochodng réwng
wartosci funkeji f (x) w tym punkeie.

1) Lebesgue, Sur le développement de la notion d'intégrale (Conférence
faite 2 Copenhague, le 8 mai 1926, 4 la Soc. Math.), Matematisk Tidsskrift, B.
(1926), pp. 54 — 74.

)  Giorn. di Mat., t. 19, (1881). Réwniez: Lebesgue, L. I, I, p. 93.

%) Przypominamy, iz w my$l definicji naszej (III, §1) ré6zniczko-
walno§é oznacza istnienie pochodnej skonczonej.
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Funkcja F(x) nazywa si¢ wéwczas calkg Newtonal)
albo funkcjg pierwotng funkecji f(x); jak wynika z tej de-
finicji, kazda funkcja calkowalna w sensie Newtona jest mie-
rzalna (III, § 2) i wszedzie skonczona.

Okreslona tak operacja Newtona nie daje sie rozszerzyé
bezposrednio w ten sposib, by umozliwié calkowanie réwniez
i pewnych funkecji przyjmujacych wartosci nieskonczone; juz bo-
wiem i funkcja ciggta jednej zmiennej rzeczywistej nie jest nao-
got okreslona jednoznacznie (z doktadnosciag do dowolnej statej
addytywnej) przez swa pochodna, jesli pochodna ta — istniejac
nawet wszgdzie — moze przyjmowaé wartosci nieskonczone.?)
Istniejg mianowicie przyktady funkcji ciqglych, posiadajqcych wprze-
dziale (a, b) wszedzie pochodne réwne, a nie - roZniqcych sie mimo
to o stalq.’)

1° Pokazemy tu przedewszystkiem, iz, jesli dany jest dowolny zbiér do-
skonaty miary zero H w przedziale (0, 1), wowczas istnieje zawsze funkcja stale
rosngca F (x), posiadajaca wszedzie w tym przedziale pochodnq — nieskoriczong
w zbiorze H i skoriczonq poza tym zbiorem.)

Zat6zmy w tym celu, dla prostoty, iz krafice przedziatu (0, 1) sg zarazem
kresami zbioru H i niech {(an, bn)} bedzie ciagiem przedzialéw przyleglych do
H (1, § 8); niech, ogélnie

a0 —dy

i niech {hn} oznacza cigg liczb dodatnich takich, by

) Calce, ktérg nazwaliSmy w tekscie catka Newtona, wielu autoréw
(np. Lebesgue) nadaje nazwe catki Duhamela. Nie wydaje to sie stuszne,
poniewaz sposéb definjowania catki zapomocg funkeji pierwotnej niewgtpliwie
duzo wyprzedza Duhamela. Sadzimy, iz sprawiedliwsze jest nadanie tej
calce imienia Newtona, ktéry w spos6b bezposredni nawigzywal obliczanie
pol do operacji odwrotnej wzgledem procesu rozniczkowania, nie przechodzac
przez algorytm tworzenia caltki oznaczonej jako sumy nieskorczenie malych
elementéw.

) W dziedzinie funkcji jednej zmiennej rzeczywistej jednoznaczno$é
(z doktadnoscig do stalej dowolnej) funkeji pierwotnej otrzymuje si¢ z elemen-
tarnych twierdzei rachunku rézniczkowego; w dziedzinie funkecji punktu
W przestrzeni n-wymiarowej — jednoznaczno§é ta wynika z tw.1 § naste-
pnego; oczywiscie, twierdzenie o jednoznacznosei catki New tona zawiera sie
w ogélniejszem twierdzeniu o jednoznacznoseci catki Perron a.

) Hahn, Monatshefte fiir Math. u. Phys., t. 16, (1905), p. 161; Ruzie-
wicz, Fund. Math., t. 1, (1920), p. 148.

*) Zalozenie, iz zbiér H jest miary zero, jest istotne. Z twierdzeri bo-
wiem Denjoy i Pani Young (IX, § 3) wynika, iz zbiér punktéw, w ktérych
pochodna staje sie nieskoriczona, posiada zawsze miare zero.
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wadslis
4) lym =0 oo
ey
oraz
i
®) Z b, =14
n
Polézmy
— + o0, dla x € H
f () h

e piate i mtaiebt S Xl -
V&= ay) (b, — 2

Okre$§lona w ten sposéb funkeja jest nieujemna i ciggta?) w przedziale
(0, 1). Istotnie, cigglo$¢ ta jest oczywista w kazdym punkecie, ktéry nie na-
lezy do H; z drugiej jednak strony, jesli przez m, oznaczyé kres dolny rozwa-
zanej funkeji w przedziale (a,, b,), wowezas, z uwagi na (4)

2}1
lim m, = lim — = + o9,
n n n

a wiege, dla kazdego punktu x, € H,

lm f (¥) = 4 0o = f(x0) .

XX,

Powiadamy teraz, iz funkcja ta jest zarazem sumowalna w przedziale
(0, 1). Mamy istotnie

bﬂ bﬂ
dx
F(® dx:hnf s el g = QT
f( Vix—a,) (b, — %)
afl all

skad oczywiScie, z uwagi na (5),

1
ff(x) dx = 2%,
0

F (x) =ff (t) dt 0O<x<1).
0

Pol6zmy

) Ciag taki istnieje — jak wiadomo — zawsze z uwagi na zbieznosé

‘ D
szeregu E _k,; mozemy przyjaé np. h, = l/"

e ]/Zl , gdzie r,, oznacza n-tg

n
reszte tego szeregu.
?) z uwzglednieniem — oczywiScie — wartoSci nieskoficzonych.
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Funkcja F (x) jest oczywiScie stale rosngca w przedziale (0, 1), a z uwagi
na cigglosé funkeji f (x) mamy w kazdym punkecie tego przedziatu Vv, § 3, tw.9)

Fr(x) =f(x);

w szczegélnoSei tedy

F(x) =+ o0, jesli xeH,
oraz

Fr(x) <4 oo, jeslix € CH.

20 Niech teraz T (r) bedzie dowolng funkejg ciagla, niemalejacy i nie-
redukujgcqg sie do statej w przedziale (0, 1), stala natomiast — w kazdym
z przedziatéw przylegltych do /. Funkeje takie — jak wiadomo juz (UL, §8) —
istniejg. Pol6zmy

Gx)=F()+ T().

Mamy oczywiscie wewnatrz kazdego z przedziatow przylegtych
G ()= F(2),

przyczem rownos$¢ ta zachowuje sig réwniez i w punktach zbioru H, jako iz
w punktach tych pochodna funkeji F — a wraz z nig i pochodna funkeji G —
staje sie nieskonczona.

Funkeje F i G majg tedy pochodne identyczne, jakkolwiek nie roznig
sie o stalg.

Okreslenia catki Newtona nie mozna uog6lnié¢ rowniez
i w ten spos6b, by zastapi¢ w niem termin »wszedzie“ przez
sprawie wszedzie“ t. zn. rozumieé funkcje pierwotng jako
funkcje rézniczkowalng prawie wsz edzie, ktérej pochodna
pokrywa sie prawie wszedzie z funkcjg podcatkows. Za-
rowno przyklad wyzej podany — jak i samo juz istnienie funkecji
osobliwych, nie redukujgcych sie do stalej (III, § 8) — pokazuja,
iz uogélnienie takie przekreslatoby zasade jednoznacznoSci
catki.') Jesli wszakze, rozszerzajac definicje tej catki w kierunku
zastgpienia terminu ,wszedzie“ przez ,prawie wsz edzie
zacieSni¢ jg jednoczesnie przez ograniczenie zakresu dopuszczal-
nych funkeji pierwotnych do funkcji bezwzglednie ciagtych, wéw-
czas rozwazana definicja stanie si¢ definicjg calki Lebesgue’a
i pokryje si¢ dokladnie z okresleniem, jakie zostalo przyjete za
podstawe naszego wykladu. W ten sposéb catke Lebesgue’a,
ktéra wyrosta sama na gruncie idei catki oznaczonej Leibni-
tza-Cauchy-Riemanna, rozumieé mozna réwnoczegnie jako
pewng modyfikacje calki newtonowskiej.

) Zwr6ei¢ tu nalezy uwage na tadng, ogélng konstrukeje Luzina
(Teza, p. 84): dla kazdej funkcji mierzalnej f(x) istnieje funkcja ciggta F(x), kto-
rej pochodng prawie wszedzie jest Sfunkcja f(x).
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Nie mozna bynajmniej jednak twierdzi¢, iz ca}-ka. ®) o’be’j-
muje catke Newtona. hratwo bowiem pokazad, 12_ juz 'wsrod
funkcji jednej zmiennej rzeczywistej istniejg funkcje, ktore —
posiadajgc funkcje pierwotng — nie sa wszakie sumowalne.

W samej rzeczy, niech

F(x) = x2 sin% (dla x==0),

F@©)=0.

Funkcja F (x) posiada widocznie wszedzie pochodng F' (Jf), kt.éra nie jesft
jednak bynajmniej sumowalna. Istotnie, poniewaz funkeja F’(x) ].est ograni-
czona w kazdym przedziale (¢, 1) (¢ > 0), funkcja F (x) spelnia W.k.azd.ym takim
przedziale t. zw. warunek Lipschitza, jest tedy tembardziej ciagta bez-
wzglednie. :

Gdyby tedy funkecja F'(x) byla sumowalna w calym przedziale (0, 1):
woéwezas jej calka nieoznaczona () pokrywalaby sie (z dokladnos?laz do stalej
addytywnej) z funkeja F(x) w c¢alym przedziale (0, 1). Pro‘wadm to — rzec.z
prosta — do sprzeczno$ci, poniewaz funkcja F(x) — jakkolwiek .be?wzglqdme
ciaglta w kazdym przedziale (s, 1) (> 0) — w przedziale (0, 1) nie jest nawet
funkejg o wahaniu skonczonem.

Calka Lesgue’a tedy, choé rozwazana by¢ moze zarowno
na linji idei Leibnitza, jak i Newtona, nie wigze led.nak
ostatecznie dwu tych kierunkéw.!) Zadanie to rozwigzujg dopiero
dalsze uogélnienia, ktére zawdzigczamy Perronowi oraz De n-
joy. W rozdziale obecnym rozwazymy metode Perronfi, ktf)-
rej stosunek uogélniajgcy do catki Newtona jest bezposrednio
widoczny. Mniej juz elementarny charakter, blizszy I_ne:todom
lebesgue’owskim, nosi teorja Denjoy: poswigcone jej beda
rozdzialy nastepne.

Twierdzenie podstawowe teorji Perrona.

§ 2. Rozwazania pierwszej czg¢Sci tego ro?dzialu — podob-_
nie jak i rozdzialéw poprzednich — odnosz.q si¢ do przestrzeni
euklidesowych dowolnego wymiaru i jedyme celem formalnego
uproszczenia przyjmiemy  tu termino.log]Q‘ plas.zczyz.ng.r. Drugat
cze$¢ natomiast (§ § 8 — 10) zwigzana 1e§t 1st0t’m.e zZ Im]a‘.prosta}.
podkreslimy to wyraznie w sformutowaniu wlasciwych twierdzen.

Rozpoczniemy od dowodu pewnego element.amego twie.rdze-
nia, podstawowego dla rozwazan, do ktorych obecnie przystgpujemy.

1) Zauwazymy tu, iz sam Lebesgue ktadl juz w pierwszem wydan'iu
swyeh Legcons sur lintégration (rozdz. V, VI) duzy nacisk na problemat zwig-

zania obydwu zasadniczych idei catki. Sposéb postawifania zagadxfienia p‘rzez
Lebesgu e'a wplynal niewgtpliwie na kierunek p6zniejszych badan Denjoy
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Przyjmiemy przedewszystkiem definicje nastepujaca:

Bedziemy mowili, iZ niemal wszystkie punkty jakiegos
zbioru posiadajg pewng wtasnosé W, jesli mnogosé tych punktéw
zbioru, ktére wtasnosci W nie posiadajg, jest conajwyzej prze-
liczalna.

Twierdzenie I. Jezeli funkcja addytywna i ciggla') F(R)
posiada w niemal wszystkich punktach pewnej figury elementarnej R,
gorng (wzgl. dolna) pochodng niedodatniq (nieujemng), wowczas

1) F(R) <0 [wzgl. F(R,) > 0].

Dowéd. A) Udowodnimy najpierw, iz nier6wnogé (1) spet-
niona jest zawsze, jesli R, jest kwadratem i jesli w nie-
mal kazdym punkcie x tego kwadratu

@) F(x)<0.2)
Zalézmy, iz

(3) F(R)>0.

Niech {a.} (n =1, 2,...) oznacza ciagg punktéw kwadratu R,
w ktorych nier6wnosé (2) nie jest spetniona.

Mozemy okresli¢ latwo przez indukeje cigg kwadratéw {K,}
(n=0, 1,...), spetniajacych warunki nastepujace:

4 s TR T B T

() F(Kn)>0;

(6) Ku (n > 1) nie zawiera zadnego z punktéw a,, a, ..., a,;
(7) d (K. —0.

Zalézmy, w samej rzeczy, i okreslony zostal kwadrat
K. C R, spetniajgcy warunki (5), (6). Moziemy — ze wzgledu na
ciagtosé funkeji F — podzieli¢ go na skoficzong (> 4) liczbe
kwadratéw réwnych K: (i=1, 2,... ,P,,), dostatecznie matych na
to, aby dla kazdego i=1,2,...p,

FK) < F(K).

) L§7

) F(x) i F (x) oznaczajg odp. gérng i dolng pochodng funkeji F (x);
por. III, § 1.
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Poniewaz

Pr
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punkt za$ a@,;1 moze nalezeé¢ jednoczesnie conajwyzej do czterech
kwadratéw z pos$réd K, przeto istnieje napewno pewien kwadrat
Kb, ktéry nie zawiera punktu a,i: i na ktérym wartosé funkeji
jest > 0. Kwadrat ten oznaczymy przez Kii. y

Stwierdzamy natychmiast, iz okreslony w ten sposéb ciag
kwadratéw jest istotnie nieskorniczony i spetnia wszystkie warunki
), (5), (6), ().

Niech teraz x, bedzie punktem wyznaczonym przez iloczyn
ciggu nieskonczonego kwadratow K.

Ze wzgledu na (5) i (7) bedziemy mieli:

F(x) >0,

co jest jednak widocznie sprzeczne z zalozeniem (2), poniewaz —

z uwagi na (6) — punkt x, nie moze pokrywaé sie z zadnym

z punktéow wyjatkowych a;, a,,.... Zwiazek (3) prowadzi tedy
do sprzecznoSci.

B) Pokaiemy teraz, Ze nier6wno$é (1) zachodzi przy zalo-
zeniu (2) (spelnionym niemal wszedzie), dla kazdej figury
elementarnej R,. Wystarczy udowodni¢ to oczywiscie dla
przypadku, gdy R, jest prostokgtem. Niech w tym celu ¢ bedzie
dowolna liczbg dodatnia. MozZemy podzieli¢ zawsze prostokat
R, na skonczong liczbe niezachodzacych na siebie kwadratéw
K®, . .., K& oraz pewien prostokat P o $rednicy dostatecznie

matej na to, aby:
|F(P)| <e.

Mamy woéwczas na zasadzie (A):
F(R) =" F(KO)+F(P)<c.
o2

Poniewaz za$ e jest dowolng liczbg > 0, zatem:

F(R) <0.
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C) Niech wreszcie w niemal kazdym punkcie xeR,
spelniona bedzie nier6wnos¢

F(x)<O0.
Oznaczmy przez ¢ dowolng liczbe dodatnig i niech:
G(R)=F(R) —=.|R|.
Mamy woéwczas niemal wszedzie w R:
G(x)=F@x)—=<0
i z uwagi na (B):
F(R)—¢.|R|=GCG(R)<O.

Poniewaz za$ ¢ jest dowolng liczbg dodatnia, przeto otrzy-
mujemy stad:
F(R) <0,

i twierdzenie nasze udowodnione jest w catej ogd6lnosci.

Funkeje zniiszajace i zwyiszajace.

§ 3. Niech f(x) bedzie dowolna funkcja punktu, okreslong
na pewnej figurze elementarnej R,. Nazwiemy funkcja zwy i-
szajgca (wzgl. znizszajaca) funkeji f(x) na R, kazda funkcje
addytywng i ciagla figury elementarnej R ( R,, ktérej dolna
(wzgl. gorna) pochodna jest wszedzie w R, rézna od — co
(wzgl. od 4 o) i niemniejsza (wzgl. niewieksza) od f(x).

Twierdzenie 2. Jesli U(R) i V(R) sq odp. funkcjami
zwyzZszajqcq i znizszajgcq funkcji f (x) na pewnej figurze elemen-
tarnej R,, wowczas dla kazdej figury R R,:

1) UR) >V (R).

Dowéd. Niech H(R) = U(R)— V(R). Mamy woéwczas
w kazdym punkcie x € R:

(2) Hx)>U(x)— V(x),
przyczem odejmowanie wskazane po prawej stronie nier6wnoseci

jest zawsze wykonalne, poniewaz U (x)7 — oo i V() =£ 400
Poniewaz zas w kazdym punkcie x

=0 § 4

U®)>f(x)> V),

zatem z (2) .
H(x)>0,

a wiec, na mocy twierdzenia poprzedniego, /7 (R) > 0 na kazdej
figurze elementarnej R (_ R,, co, oczywiscie, rownowazne jest (1).

Calka oznaczona Perrona.

§ 4. Jezeli funkcja f (x) posiada na R, funkcje zwyzszajace
i znizszajace, i jesli kres dolny wartoSci na R, wszystkich funkecji
zwyzszajgcych jest réwny kresowi goérnemu wartoSci na R,
wszystkich funkeji znizszajacych funkcje f (x), wowezas funkeja
f(x) nazywa si¢ caltkowalna w sensie Perrona, albo cat-
kowalna (B) na R,; wspélna wartos¢ obydwu rozwazanych
kresé6w nazywa sie wtedy calkg oznaczong Perrona, albo

- catka oznaczong (W), funkeji f(x) na R,;') catke te ozna-

¢zaé¢ bedziemy przez

& [ 79 ax.
R,

Z definicji powyzsze] oraz twierdzenia 2 wynika natychmiast
nastepujace

Twierdzenie 3. 1° Na to, aby liczba L byta catkq Per-
rona funkcji f(x) na R,, konieczne jest i wystarcza, aby dla kazdej
liczby ¢ > 0 funkcja f (x) posiadata takq funkcje zwyzszajacq U (R)
i takq funkcje znizszajgcq V (R), iz

UR)—V(R)<e oraz UR)>L>V(R).

2° Jesli funkcja f(x) jest catkowalna w sensie Perrona na
pewnej figurze elementarnej R, woéwczas catkowalna jest rowniez
na kazdej figurze elementarnej R (C R,, i dla kazdej funkcji zwyz-
szajqcej U oraz znizszajqcej V funkcji f (x) na R,

wm>@4ﬂmM>V®.
R

) Termin ,0znaczona“ bedziemy zwykle pomijali.
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Calka nieoznaczona Perron a.

§5. Twierdzenie 4. Jezeli funkcja f(x) jest catkowalna
w sensie Perrona na kazdej z dwu niezachodzqcych na siebie
figur elementarnych R, R,, woéwczas catkowalna jest réwniez na ich
sumie, przyczem

@ W) [ de = O [£) et @) [£ ) a
Rit-R, Ry vt

Dowéd. Niech ¢ bedzie dowolng liczba dodatnia. Z uwagi

na twierdzenie poprzednie istnieje dla kazdej z figur R, (i = 1, 2)

taka funkcja zwyzszajaca U;(R) oraz taka funkcja zniZszajgca

Vi(R) (RC R, iz

) Ui (R) > (W) f £(x)dx > Vi(R)
oraz k
(3) Ui (R) — Vi(R) <% =15y,

Pol6zmy dla kazdego R C R, +R;:
UR)=URXR)+ U, (RXR,),
V(R)=Vi(RXR) + V,(RXR,).

U jest oczywiscie funkejg zwyizszajacg, V — funkejg zniz-
szajacg funkeji f(x) na R, + R,, przyczem (2) i (3) daja:

UR, + Ry >(smff<x> dx+<sn>ff<x) x> V(R + R)
R, R,

oraz

UR+R)— V(R +R)<c.

Dwie nier6wnosci powyzsze — ze wzgledu na twierdzenie
poprzednie — oznaczaja catkowalnosé () funkeji f (x) na R+ R,
i uzasadniaja zarazem rownosé (1).

Z ostatnich dwu twierdzen wynika, iz, jesli funkcja f (x) jest
calkowalna w sensie Perrona na pewnej figurze elementarnej
R,, woweczas catkowalna jest réwniez na kazdej figurze R (R,
i funkcja :

F(R) = (W) [ f (@ dx,
R
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jest w R, pewng funkcjg addytywng. Nazywamy ja calkg nie-
oznaczong Perrona, albo catksg nieoznaczong (P),
funkeji f(x); jej wartosci na indywidualnych figurach R (C R, sq
catkami oznaczonemi (), zgodnie z definicja podanag w §
poprzednim.

W przypadku, gdy f(x) jest funkcjg punktu na linji prostej,
jej catka nieoznaczona (¥) jest funkcja addytywna figury ele-
mentarnej na linji prostej i odpowiadajg jej (I, § 14) pewne funk-
cje zmiennej rzeczywistej, r6znigce sie miedzy soba conajwyzej
o stalg. Funkcje te (podobnie jak dla catki Lebesgue’a) nazy-

wamy takze catkami nieoznaczonemi () rozwaianej
funkeji f (x).

Twierdzenie 5. Kombinacja linjowa I, f, (x) + L, fo (x) dwu
funkcji catkowalnych w sensie Perrona na pewnej figurze elemen-
tarnej R, jest rowniez catkowalna (W), przyczem

J@rt b =u[ras+n (s
Ry R, R, E
Dowéd. A) Jesli funkeja f(x) jest calkowalna w sensie
Perrona, Ui V sg odp. jej funkcjami zwyzszajaca i znizszajaca,
i/ jest dowolng stala, wéwezas [. U, wzgl. L.V, jest funkcejg zwyz-
szajgcq, L.V, wzgl. L. U, jest funkcjg znizszajaca funkecji /. f (x) —
zaleznie od tego czy [ jest liczbg > 0, czy < 0. W kazdym razie,
wynika stad na mocy tw. 3 (1°), iz, jesli funkcja f(x) jest catko-
walna na R,, wéweczas calkowalna jest rowniez funkcja L. f (x) oraz

!l.f(x)dx:l}eaff(x)dx.

B) Jedli Ui(R), Vi(R) sa odp. funkcjami ZwyZszajacemi
i znizszajgcemi funkeji fi(x) ({=1, 2) na R,, wéwezas U, + U,,
Vi+V, sa odp. funkcjami zwyzszajaca i znizszajaca funkcji
fi+/f, na R. Z uwagi tedy znéw na twierdzenie 3 (1°), jesli
kazda z dwu funkecji f;, f, jest calkowalna (W), wéwczas catko-
walna (®) jest réwniez ich suma f, + f, oraz

(%)i(fl + fi) dx = @)}!fldw (%)}!fz dx .

13
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7 A) oraz B) wynika juz twierdzenie nasze w calej ogdlnosci.

Twierdzenie 6. Jesli funkcja f(x) jest catkowalna (W) na
pewnej figurze elementarnej R, wdéwczas cathowalna jest réwniez
na kazdej figurze R (C Ru i jej catka nieoznaczona (M)

@) F@zmﬂmm
R

jest, dla R (_ Ry, funkcja addytywnaq, ciqgla, prawie wszedzie roz-
niczkowalng w R, przyczem prawie wszedzie

(5) - P =f ).

Dowo6d. Funkecja F(R), okreslona przez wzér (4), jest —
jako calka nieoznaczona () — pewna funkejg addytywna figu-
ry R(C R, Oznaczajac przez U i V odp. funkcje zwyiszajacy
i znizszajaca funkeji f(x) w Ry, mamy, dla kazdej figury R (C R,

UR) >FR) >V,

skad
IFRI<SIUR)I+|IVR)],

a wiec funkeja F jest ciggta wraz z obydwiema funkcjami U oraz
V, ciggtemi ex definitione.

- Pozostaje udowodni¢ jeszeze réiniczkowalno$é funkeji F pra-
wie wszedzie oraz réwnosé (5).

Niech w tym celu ¢ bedzie dowolng liczbg dodatnig oraz
U (R) taka funkcja zwyiszajaca funkecji f, iz (tw. 3)

(6) 0 < U(R)— F(R) <¢
niech:
(7) H(R) =UR) —F(R).

Funkcja H (R) jest oczywiscie pewng funkcja monotoniczng,
nieujemna, a wiec — w my$l twierdzenia Lebesgue’a (III, § 3) —
prawie wszedzie rézniczkowalng. Niech

P=E[H(x)>¢; xeR]

Mamy woéweczas?)
H (RO) > £ \Pl ’

1) Por. rozdz. III, § 3, lemmat 1.
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i, z uwagi na (6) i (7),
®) 1P| <e.

Z drugiej strony, w kazdym punkcie x, w ktérym funkcja H
jest rézniczkowalna, mamy

U@x) = H(x)+ F (%),
a wiec, w prawie kazdym punkcie xe¢ R, — P,
’ —co<U(x) < F(x)+e,
lub o s
> — oo

F (%)
X >f(x)—e.

Zwazywszy tedy na (8) oraz na to, iz ¢ jest dowolna liczbg
dodatnig, otrzymujemy
> — o

(C)) F (%)
B, >f (%)

w prawie kazdym punkcie x € R,.
Analogicznie, mamy prawie wszedzie w R,
_ o <es
F (x) ,
<f(x)

co tgcznie z (9) daje prawie wszedzie
—o<F(®)=F@=f(x) <+oo

i uzasadnia nasze twierdzenie.

Temsamem udowodnione zostalo, iz kazda funkcja f(x) cal-
kowalna (*®) jest prawie wszedzie skonczona. Poniewaz za§ —
z drugiej strony — kazda funkcja punktu, ktéra jest prawie wsze-
dzie pochodng funkecji figury elementarnej, jest mierzalna (III, § 2,
tw. 1), przeto otrzymujemy nastepujace

Twierdzenie 7. Kazda funkcja catkowalna w sensie Per-
rona jest mierzalna i prawie wszedzie skoticzona.
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§ 6. Z okreSlenia catki Perrona wynika bezposrednio,
iz operacja ta obejmuje sobg caltke Newtona, rozumiang w sen-
sie definicji, przyjetej w § 1 tego rozdziatu.!) Mniej juz widoczny
jest stosunek catki Perrona do calki Lebesgue’a; twierdze-
nie, ktére ponizej podajemy, rozstrzyga te kwestje, pokazujgc, iz

calka (9) obejmuje sobg takze i te catke. Wynika stad natych- .

miast (por. § 1), iz zakres funkeji calkowalnych (‘¥) jest isto-
tnie szerszy zaréwno od klasy funkcji catkowalnych w sensie
Lebesgue'a, jak i klasy funkeji calkowalnych wedlug Newto-
na, a nawet — od sumy tych dwu klas.

Twierdzenie 8. Jezeli funkcja jest catkowalna na figurze
elementarnej R, w sensie Lebesgue'a, wowczas catkowalna jest
réwniez w sensie Perrona, i obydwie jej catki — Lebesgue'a
i Perrona — sq sobie rowne.

Dowé6d. Niech f(x) bedzie funkeja sumowalng (w sensie
Lebesgue’a) na R, i niech ¢ bedzie dowolng liczba dodatnia.
Na mocy twierdzenia Vitali’ego-Carathéodory’ego (V,§6)
istnieja napewno dwie funkcje sumowalne — funkcja pétciggta
i ograniczona z dotu u (x) oraz funkcja poélciggla i ograniczona
z géry v (x) — takie, ii:

(1) ux)>fx)>vx)), dla kazdego x € R,,
oraz
2) u(x)dx —|v(x)dx <e.
el
Niech:

U(R)zfu(x)dx, V(R)=fv(x)dx.
3 R

R

Mamy wéwezas (IV, § 3, tw. 9) w kaidym punkcie x € Ry:
U >ux)>—co, V(x)<v(x)<+oo.

Funkcje U i V sa tedy z uwagi na (1) odp. funkcjg zwyz-
szajaca i znizszajacg funkeji f(x), przyczem z (1) i (2) otrzymu-
jemy:

1) Jegli bowiem funkcja addytywna F (R) jest funkejg pierwotng funkeji
punktu f (x), wéwezas jest jednoczesnie jej funkejg zwyzszajacy i znizszajaca,
a wiec — temsamem — jej calka nieoznaczong Perrona.
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URy) > f F¥) dx> V(R

oraz

U(R) — V(R) <e.

Funkcja f (x) jest tedy — w mysl tw. 3 — calkowalna w sensie
Perrona i jej calka (W) pokrywa sie z calka (®).

W zakresie funkeji, zachowujacych znak staly, wynik po-
wyZszy mozna uzupeilnié: w zakresie tym obydwie operacje —
Perrona i Lebesgue’a — sg catkowicie r6wnowazne. Miano-
wicie

Twierdzenie 9. Jesli funkcja f (x), catkowalna (W) na pewnej
figurze elementarnej R,, jest na niej stale nieujemna,') wéwczas jest
sumowalna na tej figurze.

Dowo6d. Niech U (R) bedzie jakakolwiek funkcja zwyzsza-
jaca funkcji f(x). Mamy tedy dla kaidego x ¢ R,

3 UX)>7(x¥)>0

Na mocy przeto tw. 1, U(R) jest funkcja monotonicznag,
nieujemng i posiada temsamem prawie wsze¢dzie pochodng ozna-
czong, sumowalng na R, Zwigzek (3) mozemy tedy napisaé
prawie wszedzie w postaci

Ux) > f(x)>0
skad, z uwagi na sumowalno$¢ funkeji U'(x), wynika (IV, § 4)
sumowalnos$é funkeji f.

Lemmat. Jesli funkcja f(x) jest funkcjg catkowalng (W)
na pewnej figurze elementarnej R, i funkcja g (x) rozni si¢ od f(x)
conajwyzej w punktach, w ktérych f(x) ma wartos¢ nieskoriczong,
wowcezas g (x) jest rowniez funkcjq catkowalng (W) oraz

W) [gax = [ fax.
R, R,
Dow6d. Wystarczy udowodnié oczywiScie nasz lemmat
w przypadku, gdy funkcje f(x) i g (x) réinig sie¢ w tych tylko

1) Jak wynikaé bedzie z twierdzenia nastepnego, wystarczy tu zalozyé
iz funkcja f (x) jest tylko prawie wszedzie nieujemna.
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punktach, w ktorych funkecja f(x) staje sie nieskornczonoscia usta-
lonego znaku, np. 4 co.

Niech ¢ bedzie dowolng liczba dodatnig. Istnieje napewno
taka funkcja U (R) zwyzsza]qca i taka funkcla V(R) znizszajgca
funkcje f (x) na R, iz

@ | UR)=VR)<

Funkeja U(R) jest zarazem funkcja zwyzszajacg dla g (x) < f(x).
Zbudujemy jeszcze funkcje zniZszajgca dla g (x).

Niech w tym celu % (x) bedzie funkcja ré6wng — co w punk-
tach x, w ktorych f(x) =4 oo, i réwng zeru we wszystkich

punktach pozostatych. Poniewaz zbiér E [f(x) = 4 oo] jest miary
X

zero (tw. 7), przeto funkcja % (x) jest catkowalna w sensie Le-
besgue’a, a temsamem w sensie Perrona (tw. 8), i posiada
calke rowng 0. Niech V,(R) bedzie funkcja znizszajaca funkeji
k (x), spetniajgcqg warunek

5) VR
Funkcja
Va(R) =V (R)+ Vi(R)

jest wowezas funkejg znizszajgcg funkceji g (x). Istotnie, w tych
punktach x, w ktorych f (x) <+ oo,

Vi) < V() + Vi(x) < Vx) < f (%) = g (),
w punktach za$§, w ktérych f(x) = 4 co, mamy
Vi(x) <h(x)=—
a wiec réwniez, zwaiywszy, ze V (x) <+ oo,
V() < V(%) + Vi(x) = — 0 < g (%).
Z drugiej strony, ze wzgledu na (4) i (5),
U (R) — Vy(Ry) < ¢

oraz

UR) > (W) f F(x) dx> V(R > Vi(R).
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Funkecja g (x), dla ktorej U oraz V, sg odp. pewna funkcja
zwyZszajaca i znizszajaca, jest tedy calkowalna () (tw. 3 (1°), §4)
i posiada na R, calke oznaczong réwna catce funkeji f ().

Twierdzenie 10. Jesli z dwu funkcji réwnowaznych jedna
jest catkowalna (W) na pewnej figurze elementarnej R, wéwczas
catkowalna jest rowniez i druga, i catki tych dwu funkcji sq sobie
rowne.

Dowé6d. Niech f,(x), fo(x) beda dwiema funkcjami réwno-
waznemi i niech funkcja f, bedzie catkowalna (®) na R,. Oznacz-
my przez g (x) funkcje réwna fi(x) wszedzie, gdzie f(x) posiada
wartos$é skonczong, réwng za$ zeru we wszystkich pozostalych
punktach. Na zasadzie lemmatu poprzedniego funkcja g (x) jest
catkowalna (‘®) i

) f g dx = (%)k{ fi dx.

Funkecja fo(x) — g (x)!) jest prawie wszedzie réwna zeru,
a wiec

Rj(fz—g)dxzo.

Funkcja f, = (f, — g) + g jest tedy (tw. 5, § ) réwniez cat-
kowalna (W), przyczem

(%){iﬁdx:(smigdx:(%)ifldx,

co nalezato udowodnicé.

Twierdzenia poprzednie pozwalaja uogdlni¢ natychmiast na
calke Perrona twierdzenie Lebesgue’a (IV, § 2, tw. 6) o cat-
kowaniu wyraz za wyrazem ciggéw monotonicznych funkc11 Otrzy-
mujemy nastepujgce

Twierdzenie 11. Jesli {fu(x)} jest ciqgiem prawie wszedzie
niemalejqcym funkeji catkowalnych (W) na pewnej figurze elemen-
tarnej Ro, i ciqg calek tych funkcji na R, jest ograniczony z gory,

1) Odejmowanie jest wszedzie wykonalne, poniewaz funkeja g (x) przyj-
muje tylko warto§ci skonczone:
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wowczas granica f(x) = lim fu(x) jest réwniez catkowalna ‘B) na
Ry, przyczem

lim (%)k[fndx=(%)l£fdx-

Dowéd. Twierdzenie obecne sprowadza si¢ natychmiast
do wspomnianego wyzej twierdzenia Lebesgue’a. Wystarczy
tylko zamiast funkeji fu(x) wzigé pod uwage funkcje fnu(x) — f,(x),
ktére jako catkowalne () i prawie wszedzie nieujemne, sg zara-
zem (tw. 9, 10) sumowalne w sensie Lebesgue’a. A

§7. Twierdzenie 12. 1°. Jezeli gérna (wzgl. dolna) po-
chodna funkcji addytywnej, ciqglej F(R) jest niemal wszedzie rézna
od + o> (wzgl. od — ) oraz ograniczona z gory (wzgl. z dotu)

na pewnej figurze elementarnej R, przez Junkcje g (x) catkowalng
w sensie Perrona, wéwczas

F(R) < (B) Rf g (x) dx [wzgl. > (W) ;f g(x) dx] ;

20 Jezeli obydwie pochodne — gorna i dolna — Sunkcji addy-
tywnej, ciqgtej F(R) sq niemal wszedzie skoriczone oraz catkowalne
(W) na R, wowczas funkcja F (R) jest prawie wszedzie w R, roz-
niczkowalna oraz jest catkq nieoznaczong (99) swej pochodnej.

Dowéd. 1° Zakladamy, iz niemal wszedzie w R,
<4 oo
< & (%)

gdzie g (x) jest pewng funkcja catkowalng (%) na R.. Niech U(R)
bedzie dowolng funkcja zwyzszajaca & (x) na R, i niech:

F (x)

H(R)=U(R) — F (R).
H(x)> U(x)— F(x) >0

Mamy:

niemal wszedzie na Ry, poniewaZ niemal wszedzie F(x) <+ oo,
wszgdzie za§ U(x)> —oo oraz U(x) > g(x) > F(x). Stad
(tw. 1, § 2): s

H (Ro) > 0, a WiQC: U(Ro) > F(Ro).
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Poniewaz za§ U (R) jest dowolng funkcja zwyZszajaeq funkecji
g (x), przeto

) ( g (%) dx> F(Ry),
4

co nalezalo udowodnié.

2" Je$li F (R) spelnia zalozenia drugiej czeSci twierdzenia,
woéwcezas, z uwagi na udowodniong juz cze§é pierwszg, mamy
dla kazdego R (C R,

(W) | F(x)dx < F(R) <(W) | F(x) dx.
J |

Kladac
T,(R) = (W) f [F (x) — F (x)] dx
oraz R ;
) T,(R) = (%) f F(x)dx — F(R),
R

otrzymujemy dwie funkcje monotoniczne niemalejgce, z ktérych
pierwsza, T,(R), jako calka Perrona funkcji stale nieujemnej
F — F, jest zarazem (§ 6, tw. 9) jej calkg Lebesgue’a, a wiec
funkcja bezwzglednie cigglg. Temsamem przeto bezwzglednie
ciggla jest i druga funkcja 7,(R) < 7;(R) i r6wno§é (1) napisaé
mozZemy W postaci 4

F(R) = (W) f F(x) dx — Ty(R) = () f (F— 1) dx,
R R

skgd — z uwagi na tw. 6 (§5) — wynika natychmiast nasze
twierdzenie.

Z twierdzenia powyZszego otrzymujemy natychmiast naste-
pujace analogiczne twierdzenie dla calki Lebesgue’a:

Twierdzenie 13. 1° Jezeli goérna (wzgl. dolna) pochodna
funkcji addytywnej i ciqgtej F (R) jest niemal wszedzie na Ry rozna
od + o~ (wzgl. od — o) [ ograniczona z gory (wzgl. z dotu)
przez pewnq funkcje sumowalnq g (x), wowczas odchylenie gorne
(wzgl. dolne) funkcji F (R) na R, jest rowne zeru.
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20 Jezeli obydwie pochodne — gérna i dolna — funkcji addy-
tywnej i ciqgtej F(R) sq niemal wszedzie na R, skoriczone i sumo-
walne, wowczas funkcja F(R) jest ciqgta bezwzglednie na Ry (t. zn.
jest catkq nieoznaczonq Lebesgue’a).

Dowo6d. 1° Mamy, na zasadzie twierdzenia poprzedniego,
dla kazdego R R, v

Fua<fguwu=cum,

gdzie G (R), jako catka Lebesgue’a, jest funkcja bezwzglednie
ciggltag. Zatem
E(F,R)<E(GR) =0,

(gdzie — jak zwykle — EV(F; R, E (H; Ry) oznaczajq gérne od-
chylenia na R, odp. funkcji F oraz /), skad oczywiscie

E (F: Ry) =0.

2° Czesé druga twierdzenia jest natychmiastowg konsekwen-
¢ja pierwszej.

Lemmat Zygmunda.

§8 W § tym — jak réwniez i w nastepnych — mowa be-
dzie wylgcznie o funkcjach punktu na linji prostej, t. j. o funk-
cjach jednej zmiennej rzeczywistej. Dla funkeji tych niektore
z posréd twierdzefi poprzednio udowodnionych ujgé si¢ daja
w forme bardziej doktadna. ’ ‘

Przyjmiemy przedewszystkiem nastepujaca definicje.

Jezeli F (x) jest dowolng funkeja, okreslong w przedziale
(a, b), i E dowolnym zbiorem, zawartym w tym przedziale, wow-
czas przez F (E) oznaczaé¢ bedziemy zbiér wartoSci, jakie rozwa-
zana funkeja przyjmuje w zbiorze E; mnogo$é te nazywac bedzie-
my obrazem zbioru E, okreslonym przez funkcje F,
albo—jesli funkecja F jest ustalona— wprost obrazem zbioru E.

Lemmat (Zygmunda), Jezeli funkcja F (x) jest ciggta
w przedziale (a, b) i obraz zbioru tych wszystkich punktéw x
(@ < x <b), w ktérych

1 , Ft(x) <0

B = §8

nie zawiera Zadnego odcinka’ (nie redukujgcego sie do punktu)?),
wowczas funkcja F (x) jest w rozwazanym przedzzale monotoniczna
niemalejqca.

Dowé6d. Niech ¢, d (¢ < d) bgdq dwoma puktami przedziatu
(a, b). Zaléimy, iz :
(s . F@>F@).

Niech P bedzie zbiorem tych wszystkich punktéw przedziatu
(a, b), w ktérych spelniona jest nierownosé¢ (1). F (P) nie za-
wiera przeto zadnego odcinka, a wiec z uwagi na (2) istnieje
punkt yo, ktéry nie nalezy do F (P) i spetnia nier6wnosc

6) ‘ F (¢) > yo > F.(d).

Oznaczmy przez Q zbiér punktéw x przedziatu (c, d), w kté-
rych i ‘ '
. F(x).= ¥,

i niech x, bedzie prawym kresem tego zbioru. Mamy oczywisScie
%o < d. Ze wzgledu na ciagto§é funkcji F punkt X, nalezy do Q
i — jak wszystkie punkty Q — znajduje si¢ poza mnogoscig P.
Mamy tedy o

4) : Ft(x,)>0.

Z drugiej wszakie strony — z uwagi na (3) oraz definicje
punktu x, — mamy dla kazdego punktu x przedziatu (xo, d)

F (%) = 30> F (%),
skad oczywisScie Bads
Aty Fr(x) <0

co sprzeczne jest jednak z (4).

Zatozenie (2) prowadzi tedy do sprzecznosci i funkcja F (x)
jest stale niemalejaca w (a, b).

Mozemy teraz, dla funkeji jednej zmiennej rzeczywistej, uzu-
pelnié twierdzenie 1 w spos6b nastepujacy:
| Twierdzenie 14. Jezeli funkcja F (x), okreslona i ciqgta
w przedziale (a, b), posiada w niemal kazdym punkcie x (a <x<Db)

1) Inn. stowy, obraz rozwazanego zbioru ma byé punktoksztaltny
w sensie terminologji teorji mnogosci.
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&0rnq prawostronng pochodnq nieujemnq, wéwczas jest w tym prze-
dziale monotoniczna niemalejqca.

Dowdd. Niech ¢ bedzie dowolng liczbg dodatnig i
F(x) = F(x)+ ex.
Mamy wéwezas w kaidym punkcie x rozwazanego przedzialu

FH(x) = FH(x) + s,
a wiec niemal wszedzie
Fi(x) ><>0.

Zbiér wartosci x, dla ktérych FT;L(x) < 0, jest przeto conaj-
wyZej przeliczalny; obraz jego jest temsamem réwniez przeliczalny,
a wige, w Zadnym razie, nie zawiera odcinka.!) Na mocy tedy
lemmatu Zygmunda, mamy dla kazdej pary punktéw c, d
(@a<ec<d <)),

0<F()—F(e)=F@—F(@)+e@—o),
a, poniewaz ¢ jest dowolng liczbg dodatnig,
F () > F(c).

*Twierdzenia Scheeffera i Dini’ego.

§ 9. Twierdzenie § poprzedniego wiaze sie z pewnemi dwo-
ma wynikami, nalezacemi do ubieglego stulecia i znanemi pod
nazwg twierdzen L. Scheeffera oraz U. Dini’ego.

Twierdzenie Scheeffera?) orzeka: kazda funkcja ciggta,
skoriczona, ktdra w niemal kazdym punkcie posiada skoriczong po-
chodng prawostronng gorng, jest catkowicie (z doktadnos$cia do
state] addytywnej) okreslona przez pochodng te dang niemal wsze-
dzie; inn. stowy, jesli pochodne prawostronne gérne dwu funkcji
claglych i skoriczonych F (x) oraz G (x) sq niemal wszedzie skoriczone
I sobie rowne, wowczas funkcje te réznigq sie conajwyzej o statq.

!) Opieramy si¢ tu na elementarnem twierdzeniu téorji mnogosci, orze-
kajgcem, iz 2bidr punktéw dowolnego odcinka (nie redukujacego si¢ do punktu)
Jjest zawsze nieprzebiczalny. Twierdzenie to wynika zresztg natychmiast z teorji
miary Lebesgue’a, poniewaz kazda mnogo$¢ przeliczalna jest miary zero.

*) Scheeffer, Acta Math., t. 5, (1889).
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Ktadgc, w samej rzeczy

H (x)=F(x) — G (%),
mamy niemal wszedzie

HH(x) 4+ GH(x) < Ft(x) < HH(x) + GH(x),

skad P
HH(x) <0< HH(x).

Funkecja H (x) jest tedy, na mocy tw. 14, jednoczesnie nie-
malejagca i nierosngca, a wiec stata.

W rozdzialach dalszych (IX i X) podamy wyniki nowsze, siggajgce znacz-
nie dalej anizeli twierdzenie Scheeffera. Niemniej, twierdzenie to zashu-

guje na uwage zaréwno ze wzgledu na swg prostote, jak i na znaczenie histo-
ryczne: jest prekursorem badan nowoczesnych nad warunkami, pozwalajgcemi

wyznaczy¢ funkeje przez jej liczby pochodne.

Twierdzenie Diniego jest nastepujace: wszystkie cztery po-
chodne Dini’ego funkcji F(x) ciqgtej i skoriczonej w przedzu’zle
(a, b) maja w tym przedziale te same kresy gorne i doine, — ktdre

—F ; ? g
sq zarazem kresami stosunki F—(B—é_—a——(ﬁz, gdzie o i B oznaczajq
dwa dowolne punkty przedziatu (a, b).!) ’

Azeby udowodnié¢ to twierdzenie, wystarczy pokazac ty!ko,
iz, jesli jedna z czterech pochodnych Dini’ego, w prz?dmale
(a, b), np. F+(x), zawiera si¢ miedzy granicami A i B, woéwczas

S FE—F@®
miedzy granicami temi zawiera si¢ réwniez stosunek o

To za§ wynika natychmiast z rozwazenia dwu funkecji
F (x) — Ax oraz F (x) — Bx, z ktérych pierwsza ma prawostronflq
gérng pochodng stale nieujemng, druga za§ — stale niedod:@ltnla.
Stosujac tedy do obydwu rozwazanych funkeji tw. 14, otrzymujemy:

ABR—)<F@E—-F@)<BE—),

dla dowolnego przedziatu (o, B) zawartego w (a, b).

7 twierdzenia Dini’ego wynika natychmiast, iz, jesl jedn.a
z czterech liczb pochodnych funkcji ciqgtej jest w jaktm's‘ punkcie
ciqgta, wowczas ciqgle sq w nim réwniez trzy pozostate, i wszyst-

1y Dini, Fondamenti per lateoria delle funzioni di variabili reali. Piza. 1878.
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kie cztery sq sobie réwne, t. zn., iz rozwazana Jfunkcja posiada
w tym punkcie pochodng oznaczong,

Calka Perrona funkeji jednej zmiennej.

§10.“ Opierajac sie na tw. 14 (§8) zaostrzyé mozemy —
dla funkcji jednej zmiennej rzeczywistej — twierdzenia 12 i 13.

Tw’i erdzenie 15. 19 Jezeli prawostronna pochodna dolna
(.wzgl.. gorna) funkcji F (x), skoticzonej i cigglej w przedziale (a, b),
Jjest niemal wszedzie rézna od 4 o (wzgl. od — ~) i ograniczona

z gory (wzgl. z dotu) przez funkcje h(x) calkowalng (W) w tym
przedziale, wowczas

F (b) — F (@) < (W) f h(x) dx lwzgl. > (W) fb h (x) dx].

20 Jesli wymieniona w 1° funkcja h(x) jest sumowalna, woéw-
czas odchylenie gorne') (wzgl. dolne) funkcji F(x) w (a, b) jest
réowne zeri.

.3? Jes‘li funkcja skoriczona i ciqgla F (x) posiada w niemal
kazdym punkcie x przedziatu (a, b) jakqs liczbe pochodng prawo-
stronnq posredniq?®) ) (x) skoticzonq i catkowalng *®) @ (a, b),
wowczas funkcja F (x) jest prawie wszedzie rozniczkowalna i

b
F(b) — F (@) = () j Fl(x) dx

4 Jezeli rozwazana liczba pochodna )\ (x) jest catkowaina
w sensie Lebesgue'a, wowczas funkcja F(x) jest bezwzglednie
ciggta w (a, b).
‘ Dowéd. Mozemy pomingé szezegélowy dowéd dwu pier-
wszych czgSci naszego twierdzenia, zwazywszy, iz dowéd ten jest
zupelnie analogiczny do dowodu twierdzen 12 (1°) i 13; jedynie—
zamiast odwotywaé sie do tw. 1 — nalezy obecnie oprze¢ sie na
tw. 14, odpowiadajgcem funkcjom jednej zmiennej rzeczywiste;j.

Czes$¢ 3° naszego twierdzenia wynika natychmiast z 1°, jesli
zauwazy¢, iz w kazdym punkcie:

FHx) < M (%) << FH(x)

) Por. I, §§12, 14.
%) Por. III, § 1.
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‘Wreszcie, ostatnia czes$é, 4°, jest bezposrednig juz konse-
kwencja czesci 3°. ,

Twierdzenie 15, jak rowniez twierdzenia 12 i 13 § 7 stanowig naturalne
uogélnienie dawnego twierdzenia Lebesgue’a, z 1906 r.: jesli  funkcja ciqgta
F (x) posiada jednq pochodng D iniego wszedzie skoriczonq i sumowalnq, wowczas
funkcja ta jest prawie wszedzie rdzniczkowalna i jest catkq swej pochodnej. Pewne
niejasne momenty w pierwotnym dowodzie tego twierdzenia wzbudzity dyskusje;
Lebesgue zmuszony byl z tego powodu parokrotnie uzupelnia¢ swoj dowod
poczatkowy.t) .

Rozwinieta przez de la Vallée-Poussina teorja funkeji IWyZszaja-
cych i znizszajacych 2) okazala sig najbardziej wlasciwg droga dowodu rozwa-
zanego twierdzenia Lebesgue’a, prowadzacg réwnoczesnie do dalszych wuo-
g6lnien. Funkcje te (fonctions majorantes I minorantes wedle
de laVallée-Poussin’a) réwnowazne sg funkcjom zwyzszajacym i zniz-
szajacym Perrona (Ober-u. Unterfunktionen);dela Vallée-Pous-
sin traktowal je jednak wylacznie jako narzedzie badania wlasnosei catki
Lebesgue’a, Perron natomiast oparl na nich nowa definicje catki, ktora
okazala sie w nastepstwie ogélniejsza od definicji le b esgue’owskiej.?) Row-
nolegle z definicjg uogélniaja sie rowniez i pewne twierdzenia dotyczgce catki
Lebesgue’a; przyktadem takim sg choéby twierdzenia 12, 13, 15 tego roz-
dziatu.

Mozna zauwazyé tu ogélnie, iz — przy dzisiejszym stanie teorji — apa-
rat calki Perrona okazuje sig naturalnym $rodkiem uogélnienia tych prze-
dewszystkiem twierdzen, opartych na teorji calki Lebesgue’a, ktére korzy-
staja z metody funkeji zwyzszajacych i znizszajaeych de la V allée-Pous-
sina. Wymienimy tu z zastosowan twierdzenie z dziedziny szeregow
Fouriera funkeji sumowalnych, noszgce nazwe ,twierdzenia de la
Vallée-Poussinaojednoznaczno§ci“?) twierdzenie to, z zachowa-
niem dawnej metody dowodu, przenosi si¢ bez trudu na funkecje catkowalne ().5)

) Lebesgue, Rend. Acc. Linc., (5), t. 15 II, (1906) p. 3—38; %), t. 16 I,
(1907), p. 92—100, 283—290; réwniez: Ann. Ec. Norm. Sup., (1910), gdzie rozwazane
twierdzenie uogélnione jest na funkeje addytywne w przestrzeni o dowolnej
liczbie wymiarow.

2y De la Vallée-Poussin, Cours dAnalyse, t. 1, 2. éd., (1909),
p. 270—271; 3. éd. (1914), p. 269—72; L L., p. 74—76.

%) Oryginalna definicja Perrona (Sitzgsber. Heidelberger Ak. Wiss.,
14. Abh., (1914), A, p. 1—16) dotyczy wylacznie calki funkeji ograniczonych.
Bauer (Monatsh. f. Math. u. Phys., t. 26, (1915)), przenoszac ja na funkcje nie-
ograniczone, pokazal, iz catka (W) obejmuje calkowicie calke Lebesguea,
i rozszerzyl! zarazem definicje Perrona na funkcje punktu w dowolnej
przestrzeni euklidesowej.

Pézniejsze badania ustality rownowazno§é calki Perrona ze stabszg
z calek Denjoy (p. niz. rozdz X).

4 Dela Vallée-Poussin, Comptes Rendus.,t. 155, (1912), p. 951537

5 Por. Zygmund, Math. Zeitschr., t. 25, (1926), p. 288—90. :
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Zwrécimy tu jeszcze uwage czytelnika na pewna natych-
miastowg konsekwencje tw. 15, ktéra uogélnia twierdzenie 14:
Jjesli pochodna prawostronna gérna funkcji skoriczonej i ciqgtej F(x)
Jjest niemal wszedzie rézna od — o~ i prawie wszedzie nieu-
Jjemna, wowczas funkcja F (x) jest niemalejgca w (a, b).!)

Wynika stad z kolei nastepujace uogélnienie twierdzenia
Scheeftera: jesli pochodne prawostronne gérne dwu Sfunkcji cig-
gtych, skoriczonych, sq niemal wszedzie skoriczone i prawie
wszedzie sobie réwne, wowczas funkcje te rézniq sie conajwyzej
o statqg.

W rozdz. X (§ 4) podamy pewne twierdzenie Denjoy,
ktore, obejmujgc sobg powyzszy wniosek, stanowi dalsze jeszcze
uogoélnienie twierdzenia Scheeffera.

) Carathéodory, R F., p. 580.

§1

ROZDZIAL VIIL

Funkecje o wahaniu skonczonem
uogodlnionem.

Uwagi wstepne.

§1. W rozdz. IV i V wylozyliSmy teorje calki Lebes-
gue’a, przyjmujac za punkt wyjscia t. zw. ,opisowa“ definicje
tej catki jako funkecji bezwzglednie cigglej, ktérej pochodna pra-
wie wszedzie rowna sie funkeji podcatkowej.

W rozwoju historycznym definicja catki Lebesgue’a (por.
§ 1 rozdz. poprzedniego) wyprzedza jednak bezposSrednig teorje
funkcji bezwzglednie ciggtych, ktérg wylonita dalsza dopiero ewo-
lucja teorji calki. Podobniez przedstawia sie rozwdj dalszych
uogélnien catki Lebesgue’a, ktére zawdzieczamy Denjoy
i Perron’owi: teorja Perrona, jak Czytelnik moéut zauwazyé
w rozdziale poprzednim, pozostawia catkiem na boku teorje funkecji
bezwzglednie ciggtych; podobnie réwniez i Denjoy nie wigzat
poczatkowo swej teorji z uogélnieniem pojecia funkcji bezwzgled-
nie cigglej; w swych Notach, przedstawionych Akademji Fran-
cuskiej!) i zawierajgcych — znane dzi§ pod nazwg calek Den-
joy — uogdélnienie catki Lebesgue’a, okresla swe catki jako
wynik pewnych proceséw pozaskonczonych, ktére polegajg na
poddaniu funkeji podcatkowej jednocze$nie operacji catkowej Le-
besgue’a, jak réowniez i pewnym operacjom calkowym (nie-
wlasciwym) Cauchy’ego i Harnack’a.?)

) Denjoy, Comptes Rendus, t. 154, (1912), p. 859, oraz t. 162, (1916),
D37
%) Por. rozdz. X.

14
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Na pomysty Denjoy, zawarte w pierwszej ze wspomnia-
nych dwu Not, zwrécili jednak natychmi'ast -uwage r.natemsty(fy
rosyjscy Luzin i Khintchine,!) n.aw1qzu]3,c do nlc.h ba (eiln;a
swe z podstaw teorji pochodnej i catki. .Pr.zedewszygtklem udato
sie Luzin’owi?) otrzymac¢ takie uogélnienia funk’cp o wahaniu
skonczonem oraz funkcji bezwzglednie cigglych, ktore w §tosunku
do calki Denjoy z 1912 r. odgrywaja analogiczng role l.ak ZWy-
kte funkcje o wahaniu skonczonem i funkcje bezwzgle.dnle ciggle
w teorji catki Lebesgue’a. Bedziemy w d‘alszym ciaggu nazy-
wali funkcje te — wyréznione przez Luzina — odp. funk-
cjami o uogélnionem wahaniu skorjlczo‘nem w znacze-
niu wezszem oraz uogo6lnionemi funkcjami bezwzgled-
nie ciggtemi w znaczeniu wezszem.?) . .

Wkréotce potem, rozwijajac w sposob naturalr}y idee Luzn}a,
otrzymat Khintchine dalsze jeszcze uogélnienia, wp’rowad%a]qc
funkcje, ktére — w wyktadzie naszym — -nazywac’bgdmemy
funkcjami o uogdélnionem wahaniu sko.ncz'onem
w znaczenin szerszem, oraz uogoélnionemi fun'kc1a1n1 !oez-
wzglednie ciggtemi?) w temsamem znaczeniu. Funkcje 'te
jednak — w przeciwienstwie do zwyklych funkcji o \yahamu
skonczonem oraz do funkeji wyréznionych przez I-Jumna —
nie sg naog6t prawie wszedzie rézniczkowalne w sensie z’wg.fklym;
okazuje sie natomiast, iz wlasno$é r(’)iniczko‘-;valn’os.(’zl. pra-
wie wszedzie przenosi si¢ na te funkcje, jesli uogélnié¢ jedno-
cze$nie definicje pochodnej, wprowadzajgc t. zw. po ch'odnq
aproksymatywna?’ Khintchine pokazat prz.yterrrl, 1.2 wy-
roznione przezen funkcje sa nietylko prawie 'wszgdme rozr’nc-zko-
walne aproksymatywnie, ale — co wigcej — iz kazfia uggolnlona
funkcja bezwzglednie ciagta w zrnaczeniu szerszem jest Jednocz?-
$nie okre$lona przez swa pochodng aproksymatywna dang prawie
wszedzie.b)

) Zachowujemy tu pisownie francuskg nazwiska, ktére w tej postaci
j ] i turze.
jest cytowane zazwyczaj w litera el

2) Lusin, Comptes Rendus, t. 284, (1912), p. 1475; réwniez: Teza, p. 62.

%) Por. niz §§ 15, 17.

4)  Por. niz. §§ 8, 10. ‘

5) Por. niz. §5; termin ,pochodna aproksymatyvjvna‘, .po-
wszechnie dzi§ uzywany, wprowadzony zostal przez Denjoy; Khintchine

&

uzywal terminu ,pochodna asymptotyczmna®

5) P. niz. § 11.

B = § 1

Rezultat tych badan doprowadzit do uogdlnienia caltki L e-
besgue’a przez zastgpienie w jej definicji — ktérg podaliSmy
w rozdz. IV —  funkeji bezwzglednie ciggtej“ przez
»u0g0lniong funkcje bezwzglednie ciagla w znaczeniu
szerszem® oraz ,pochodnej zwyktej“ przez ,pochodng
aproksymatywna“ Uogélnienie takie zostalo sformutowane
wyraznie przez Khintchine’a w Nocie Akademji Paryskiej
z r. 1916;') jednoczesSnie Khintchine zauwazyl, iz tak okre-
Slona catka uogélnia dawng catke Denjoy z r. 1912. W ten
spos6b udalo si¢ Khintchine’owi wyprzedzi¢ nieco Denjoy,
ktérego druga Nota z teorji catki, zawierajgca r6wnowazne i nie-

zaleznie otrzymane wyniki, ukazata si¢ dopiero w pare miesiecy
po pracy Khintchine’a.

Hadamard, przedstawiajge Akademji wspomniang prace Khin-
tchine'a, dorzuca do niej — od siebie — uwage nastepujaca: ,, Wiele z posrod
wynikéw, ustalonych definitywnie w tej Nocie, zawartych jest — jak mi wiadomo —
w rozprawie p. Denjoy, ktéra znajduje sie, od pewnego juz czasu, w druku.
Niemniej, priorytet tycb wynikéw nalezy niewqtpliwie do p. Khintchinea

Wyktad systematyczny swej teorji calki oglosit Denjoy w t. t. 33
(1916) i 34 (1917) ,,Annales de I'Fc. Norm. Sup. w pracy p. t. Mémoire sur
la totalisation des nombres dérivés non-sommables, ktors cytowaé bedziemy
w dalszym ciggu krétko, juko: D e njovy, Totalisation. Czesé pierwsza tej pracy—
w ktérej uwzglednione sg juz wyniki matematykéw rosyjskich — bedzie glow-
nym tematem tego rozdzialu. W czesei drugiej Denjoy daje t. zw. okreslenie
konstruktywne swe]j calki, ktére omoéwione bedzie w rozdz. X.

Podkreslimy tu jeszcze wyraznie, iZ wszystkie wspomniane
powyzej uogélnienia odnosza sie wylgcznie do funkecji jednej
zmiennej rzeczywistejio tych tylko funkcjach mowa be-
dzie zaréwno w dalszym ciggu tego rozdziatu, jak i w dwu roz-
dziatach nastepnych.2) Oczywiscie, iz definicje i twierdzenia,
ktére tu ustalimy przenosza si¢ automatycznie na funkcje addy-
tywne przedziatu linjowego (I, § 14) i nie bedg przeto wymagaty-
oddzielnych oméwienn w przypadkach, gdy — ze wzgledéw for-

) Khintchine, Comptes Rendus, t. 162, (1916), p. 287—91.

*) Istnieja wprawdzie préby rozszerzenia algorytmu Denjoy na funk-
cje n zmiennych rzeczywistych t. j- punktu w przestrzeni n-wymiarowej (por.
np. Looman, Sur la totalisation, Fund, Math., t. 4, (1923), pp. 246—285). Row-
niez i w rozdz. poprzednim podalisSmy teorje calki Perrona dla przestrzeni
n-wymiarowej. Wszystkie te jednak uogélnienia, w obecnem swem stadjum,
nie sg na tyle zupelne, aby mozna je bylo uwazaé za rezultat zakoriczony, lub
za pozyteczne narzedzie analityczne w zastosowaniach.
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malnych — okaze sie dogodniejsze rozwazanie funkcji przedzialu
zamiast funkeji jednej zmiennej rzeczywistej.

Twierdzenie Baire’a.

§ 2. W rozwazaniach dalszych korzysta¢ bedziemy paro-
krotnie z pewnego twierdzenia teorji Baire’a. Przyjmiemy prze-
dewszystkiem nastepujacg definicje:

Nazywaé bedziemy kawalkiem zbioru E kaidy zbidér po-
staci EX I, gdzie I jest dowolnym przedzialem, zawierajgcym
wewnatrz przynajmniej jeden punkt zbioru E.

Twierdzenie Baire’a sformutlowaé moziemy teraz w postaci:

Jezeli zbior domkniety F zawarty jest w sumie ciggu {Fi} zbio-
réw domknietych, wowczas jeden przynajmniej ze zbiorow F; zawiera
jakis kawatek zbioru F.

Dow6d. Zaléozmy, iz zaden ze zbioréw domknigtych F; nie
zawiera zadnego kawalka zbioru F. Mozna utworzy¢ tedy —
przez indukcje — ciag zstepujacy kawalkow K; tego zbioru w ten
sposob, by dla kazdego

K =0

Wowezas jednak réwniez

1011(1 XiFiZOy

poniewaz zas§ — na mocy twierdzenia Cantora (I, § 4) — ilo-
czyn zbioréw K; nie jest pusty, przeto zbiér F nie zawiera si¢
w sumie zbiorow Fi.b)

Granice aproksymatywne.

§ 3. Uogdlnienie pochodnej. o ktérem wspomnieliSmy w § 1,
wiaze sie z réwnolegtem uogélnieniem definicji granicy.

Niech F(x) bedzie dowolng funkcja, okreSlong w pewnem
otoczeniu punktu a (z wylgczeniem ewent. samego punktu a,
w ktérym funkeja moze nie byé¢ okreSlona®). Nazwiemy gorng

1) Twierdzenie to (ktére rozszerza sie¢ bez trudu na pewne ogéblniejsze
przestrzenie abstrakeyjne) wigze sie z rozréinieniem t. zw. dwu kategorji
zbiorow wedtug Baire’a. Por.np. Sierpinslki, 7. 0, p. 218, lub Wstep, p. 105.

2) Przy definicji granic jednostronnych wystarczy oczywiscie rozwazac '

tylko otoczenia jednostronne.

o O9E §3

prawostronng granicg aproksymatywng funkeji F (x)
w punkcie a kres dolny wszystkich liczb L, dla ktérych zbior
punktow

1) E[F(x)>L; x> a]

posiada w punkcie a punkt rozrzedzenia zewnetrznego.?)
Podobnie definjujemy gérng lewostronng granice
aproksymatywng funkecji F(x) w punkcie a oraz dwie

.granice aproksymatywne dolne. Dla oznaczenia okre-

Slonych w ten sposéb czterech granic aproksymatywnych uzy-
waé bedziemy odp. znakéw:

lim sup apr F(x), lim sup apr F (x),
x—>a—

x—>a+

lim inf apr F (x), liminf apr F(x).
x—>a+ xX>a—

Wigkszg z dwu granic aproksymatywnych gérnych nazywacé
bedziemy wprost gérng granicg aproksymatywna, ozna-
czajac ja przez

lim sup apr F (x).

XxX—>a

Analogicznie, definjuje sie dolng granice aproksyma-
tywng
lim inf apr F (x).

xX—>a

Mamy, jak tatwo zauwazyé zawsze,

(2) lim sup F(x) > lim sup apr F(x) > lim inf apr F (x) > lim inf F (x) ,
x—>a+ x>a+ x—>a-+ x>a+

oraz zwigzek analogiczny dla granic lewostronnych.

Mozna tu zauwaiyé — dla dokladniejszego jeszcze wyjaSnienia sensu
definicji granic aproksymatywnych — iz cztery granice zwykle mozna zdefi-
njowaé¢ w sposo6b zupelnie analogiczny. Np. granice gérng prawostronng funkeji
F (x) w punkecie a okresli¢é mozna jako kres dolny wszystkich liczb L, dla kt6-
rych a jest punktem odosobnionym wzgledem zbioru (1).2) Nieréwnos$é (2) staje
sie¢ wowczas oczywista.

) Por. rozdz. IIl, § 6. W przypadku, gdy funkeja F (x) jest mierzalna,
termin ,,punkt rozrzedzenia zewnetrznego* zastgpi¢ mozna, rze’cz prosta,
wprost przez wyraz ,,punkt rozrzedzenia.*

?) t. zn. nie jest jego punktem skupienia.
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Jesli obydwie granice aproksymatywne, gérna i dolna, pra-
wostronne, wzgl. lewostronne, s sobie r6wne, wéwczas wspélna ich
wartos¢ nazywa si¢ wprost prawostronnag (wzgl. lewostron-
na) granicg aproksymatywna; jesli wreszcie, w jakim$§ punkcie,
wszystkie cztery granice aproksymatywne sg réwne, woéwczas
wspolna ich warto$¢ nazywa si¢ granicg aproksymatywna
funkeji w rozwazanym punkecie.

Z nieréwnosci (2) widaé, iz, jesli funkcja F (x) posiada w ja-
kim$ punkcie granice w znaczeniu zwyktem (prawostronna, lewo —
lub obustronng), wéweczas posiada temsamem granice aproksyma-
tywna (prawo —, lewo — lub obustronng); obydwie te granice
sq oczywiScie sobie rowne.

Zauwazy¢ dalej tatwo, iz, jesli w otoczeniu punktu a istnieje
zbior mierzalny E, posiadajacy w punkcie a gesto§é 1 (prawo —,
lewo —, wzgl. obustronng) i jesli istnieje granica funkcji F (x),
gdy x dazy do a, przebiegajac punkty zbioru E, wéweczas istnieje
rowniez granica aproksymatywna (prawo—, lewo—, wzgl. obustron-
na) funkcji F(x) w punkcie a i obydwie te granice sa sobie réwne.

Twierdzenie odwrotne jest réwniez prawdziwe, jakkolwiek
mniej nieco oczywiste bezposrednio.

* Ciaglosé aproksymatywna.

§ 4. Funkcja F(x), okreSlona w przedziale (a, b), nazywa
sic aproksymatywnie ciggta w pewnym punkcie x, tego
przedziatu, jesli posiada w x, granice aproksymatywna i granica
ta jest rowna wartosci funkcji w tym punkcie.

Definicj¢ powyzsza zawdzigczamy Denjoy, ktéry wskazat
jednoczesnie na kilka interesujgcych zastosowan tego uogélnienia
ciagtosci zwyklej.')) Ograniczymy tu si¢ tylko do zacytowania
nastgpujgcego twierdzenia Denjoy:

Kazda funkcja mierzalna i skoriczona jest prawie wszedzie
ciqgta aproksymatywnie.

Dowd6d?) wynika natychmiast z tw. Luzina (II, § 13).

) Denjoy, Bull. Soc. Math. de France, t. 43, (1915), p. 165.

*) Por. Sierpinski, Fund. Math., t. 3, (1922), p. 320. Inny dowdd,
bardziej jeszcze bezposredni, podany réwniez przez Sierpinskiego (Fund.
Math., t. 4, (1923), p. 124) i zwigzany z pewnem uogélnieniem definicji D e n-
joy, opiera si¢ na tem, iz cigglo§é aproksymatywna zachowuje sie przy jedno-
stajnem przejSciu do granicy, oraz iz kazdg funkcje¢ przybliza¢é mozna jedno-
stajnie przez cigg funkeji, ktére przyjmujg conajwyzej przeliczalng ilo§é war-
tosei réznych i dla ktérych przeto rozwazane twierdzenie jest oczywiste:

e (BB = §5

Istotnie — w mys$l tego twierdzenia — je$§li pewna funkcja
F (x) jest skonczona i mierzalna w pewnym przedziale /,, wow-
czas przedzial ten przedstawi¢ mozna jako sume pewnego zbioru
miary zero, oraz ciggu zbioréw domknietych {P,} takich, iz na
kazdym z nich funkcja F (x) jest ciggla. Poniewaz za$ prawie
kazdy punkt kazdego ze zbioré6w P, jest punktem gestosci tego
zbioru, zatem prawie wszedzie w kazdym z tych zbior6w — a wigc
prawie wszedzie w /, — funkcja F (x) jest ciggta aproksymatywnie.

Twierdzenie powyzsze mozna odwrécié: kaZda funkcja pra-
wie wszedzie ciqglia aproksymatywnie jest mierzalna.')

Pochodne aproksymatywne.

§ 5. Jesli F(x) jest dowolng funkcja okreslong i skonczona
w przedziale (a, b), wéwczas, w kazdym punkcie X, tego prze-
dziatu, cztery granice aproksymatywne
lim sup apr, lim infapr, lim sup apr, lim inf apr
h—>04 h—>0 -+ h—>0— h—>0—
wyrazenia

F (% + 1) — F (x0)
h

nazywamy odp. g6érnag i dolng prawostronna, wzgl. le-
wostronng, pochodng aproksymatywna funkeji F(x)
w punkcie x;; oznaczaé je bedziemy odp. przez

(1) Ft (x()) ’ fj— (xO)' F;— (xo) ’ fﬂ_ (xo); :

analogicznie jak cztery liczby pochodne Dini’ego (III, § 1).
Ogélnie, liczby (1) nazywaé bedziemy pochodnemi apro-
ksymatywnemi krafnicowemi.

Jesli I*TaJr(x):Fj‘(x), wowczas wspolna warto$é tych dwua
pochodnych aproksymatywnych kraficowych nazywa si¢ po-
chodng aproksymatywng prawostronng; -oznaczamy
ja przez F} (x). Analogicznie, definjuje si¢ pochodng apro-
ksymatywng lewostronnag F, (x).

Wieksza z liczb F,(x), F, (x) nazywaé sie bedzie gérng
pochodng aproksymatywng obustronna; oznaczamy
ja przez F,(x). Podobnie okresla sie dolng pochodng apro-

1) Kamke, Fund. Math., t. 10, (1927), p. 431.



§ 5 — 216 —

ksymatywna obustronng F,(x) jako mniejszg z posréd
liczb F} (x), F, (x).

Jesli wszystkie cztery pochodne aproksymatywne Kkrancowe
sa sobie rowne, wéwczas wspolng ich warto§S¢ nazywamy wprost
pochodng aproksymatywna funkeji F(x); oznaczaé ja
bedziemy przez F,'(x). JeSli pochodna ta jest nadto jeszcze skon-
czona, wowczas o funkeji F (x) mowi sie, iz jest w rozwazanym
punkcie rézniczkowalna aproksymatywnie.

Widoczne jest, iz, jeSli funkcja F (x) posiada w punkcie x
pochodng zwykla, wowczas temsamem posiada pochodng aproksy-
matywng i

Fd(x) = F' (x);

twierdzenie odwrotne byloby — rzecz prosta — falszywe.

Podane powyzej uogélnienia pojecia granicy i pochodnej za-
wdzigezamy Denjoy i Khintchine’owi.!) Znaczenie tych uo-
gélnien wynika z nastepujacej prostej uwagi: jesli dwie funkcje
F (x) i G(x) roznig si¢ tylko w pewnym zbiorze punktéw, ktory
w punkcie a posiada gestos¢ 0, wowczas ich odp. granice qproksy-
matywne i kraricowe pochodne aproksymatywne w punkcie a sq sobie
rowne. W szczego6lnoSci wiec, ze wzgledu na twierdzenie Le-
besgue’a o gestosci (I, § 6), jesli dwie funkcje mierzalne
F(x) i G(x) sq identyczne w pewnym zbiorze E, wéwczas odpo-
wiednie ich granice braz kraricowe pochodne aproksymatywne sq
réwne prawie wszedzie w zbiorze E.

W wyktadzie naszym ograniczamy sie¢ wylgcznie do podania definicji
i kilku wtasnosci pochodnych aproksymatywnych, ktére wskazujg na role tego
uogélnienia w teorji caltki. Pomijamy natomiast dalsze uogélnienia, na tej
samej linji, zdefinjowane réwniez przez Denjoy (np. t. zw. przez Denjoy
,nombres dérivés prépondérants* (7otalisation, Chap. I; pp. 198 —
99)), nie wprowadzajace jednak wraz z sobg nowych metod. Dalsze i glebsze
wlasno§ei pochodnych aproksymatywnych znajdzie Czytelnik u Denjoy (l. c.,
pp. 208—222) oraz w dwu pieknych rozprawach Khintchine'a (Moskowskij
Matiem. Sbornik, t. 31, (1928), pp. 265, 377; oraz Fund. Math., t. 9, (1927), p. 212).

Jesli F(x) jest dowolng funkcja, okreslona i skonczong
w punktach pewnego zbioru E, wéwczas méwimy, iz funkcja ta
jest r6zniczkowalna w pewnym punkcie ac E wzgledem
zbioru E, skoro istnieje granica skonczona wyrazenia

1) Por. § 1.

— Y §6

F (x) — F (a)
o s |5

gdy x dazy do a, przebiegajac punkty zbioru Fj granica ta nazy-
wa sie pochodng funkeji F(x) w punkcie a wzgledem
zbioru E.

Jesli zbiér E jest mierzalny i a jest jego punktem gestosci,
wowezas rézniczkowalno$§é funkeji F w rozwazanym punkcie
wzgledem zbioru E pocigga za sobg jej rézniczkowalnosé¢ apro-
ksymatywna, oraz réwno$é obydwu pochodnych — pochodnej
aproksymatywnej oraz pochodnej wzgledem zbioru E. Wartosci,
jakie funkcja przyjmuje ewent. poza zbiorem E, nie graja tu
oczywiScie zadnej roli.

Funkcje o wahaniu skonczonem na zbiorze.

§ 6. Rozwazanie funkcji na zbiorach linjowych prowadzi do
uogélnienia definicji wahania bezwzglednego.

Niech F(x) bedzie dowolng funkcja, okreslong i skonczong
w punktach zbioru Q. Nazwiemy jej wahaniem stabem?’) —
albo wprost wahaniem — na Q kres gorny liczb

Z‘F(bi)_F(ai)‘,

gdzie {(a;, b))} jest dowolnym ukladem skonczonej liczby nieza-
chodzacych na siebie przedzialéw, ktérych krance naleig do Q.
Wahanie to oznaczaé bedziemy przez V (F; Q).
Jesli
V(F; Q<+ oo,

wéwezas funkeja F nazywa sie funkcja o wahaniu skonczo-
nem w znaczeniu szerszem?) lub wprost — funkcjg
o wahaniu skoficzonem — na zbiorze Q.

Widoczne jest natychmiast, iz, jesli zbior Q jest przedzia-
tem, wowczas okreSlona powyzej liczba V (F; Q) pokrywa sig
z wahaniem bezwzglednem funkeji F na Q wedle definicji rozdz. I

1) Termin wahanie slabe wprowadzamy tu dla odréznienia od innego
jeszcze wahania, ktére nazwiemy mocnem (p. niz. § 13).

?) Termin w znaczeniu szerszem jest tu uzyty dla odréznienia
od klasy funkecji, ktére posiadajg skonczone wahanie mocne.
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(8§ 9, 14). Podana przeto powyzej definicja uogélnia (w zakre-
sie funkcji jednej zmiennej rzeczywistej) dotychczasowsa definicje
funkcji o wahanin skornczonem w calym przedziale.?)

Bezposrednio widoczne sg twierdzenia nastepujace:

1° Kazda funkcja o wahaniu skotriczonem na jakims zbiorze
jest na tym zbiorze ograniczona.

2 Jesli funkcja jest o wahaniu skoriczonem na jakims zbiorze,
wowczas jest rowniez o wahaniu skoriczonem na kazdym podzbiorze
tego zbioru.

Mamy bowiem dla kazdej funkcji F, okreslonej na zbiorze Q,
i kazdego zbioru Q' (C Q

V(I Q)< V(FQ.

3" Dowolna kombinacja linjowa o spétczynnikach statych. oraz
iloczyn dwu funkcji o wahaniu skoriczonem na zbiorze Q sq rowniez
funkcjami o wahaniu skoriczonem na tym zbiorze.

Mamy bowiem dla kazdych dwu funkcji F(x) i G (x), okre-
$lonych na zbiorze Q,

VAF+pG Q<M. V(FQ+|pl. V(G Q,
gdzie » i p. sa dowolnemi stalemi; réwniez, jesli
H(x)=F (x).G (x)

i M oznacza kres gérny wartoSci bezwzglednych funkeji Fi G
na zbiorze Q, wéweczas ?) ;

V(H; Q) < M.[V(FQ + V(G; Q].

4°  Jesli funkcja F (x) ciqgta w przedziale (a, b) jest o waha-
niu skoticzonem na pewnym zbiorze Q, zawartym w tym przedziale,
wowczas jest rowniez o wahaniu skoriczonem na domknigciu Q tego
zbioru.

Mamy bowiem z uwagi na cigglo§¢ funkeji F

VIFQ =V (FQ.

) W przypadku, gdy zbiér Q jest figurg elementarns, liczba V (F; Q)
nie pokrywa si¢ wprawdzie z wahaniem bezwzglednem funkeji F na Q (moze
by¢ oden wigksza), spostrzega si¢ jednak natychmiast, iz skofniczono$é jednej
z tych liczb pocigga za sobg zawsze skonczono$é¢ drugiej.

2) Por.. I, § 14.

— S == § 7

§ 7. Funkcje F (x), okreslong na zbiorze Q, nazywamy m o-
notoniczng niemalejgca (wzgl. nierosngcg) na tym
zbiorze, jesli — dla kazdej pary punktéw x,, x, zbioru Q —
nier6wnosé

Xy

N

Xy
pociaga za sobg
F(x,) < F(xy) [wzgl. F(x;) > F (x,)].

Lemmat. Na to, aby funkcja F (x) byta ograniczona i nie-
malejqca na pewnym zbiorze P, zawartym w przedziale (a, b), ko-
nieczne jest i wystarcza, aby na zbiorze tym identyczna byta z fun-
kcja skoriczonq i niemalejqcq w catym przedziale (a, b).

Dowoéd. Dostateczno$¢ warunku jest widoczna. Za-
Y6zmy tedy, iz funkcja F(x) jest ograniczona i niemalejgca na
zbiorze P. Oznaczmy, dla kazdego punktu x przedzialu (a, b),
przez P [x] zbiér wszystkich punktéw y < x zbioru P, oraz przez
G (x) — liczbg réwna gérnemu kresowi wartosci, jakie funkcja F
przyjmuje w punktach odpowiadajgcego zbioru P [x]; jesli zbiér
ten jest pusty, wowczas przez G (x) rozumieé bedziemy kres dolny
wartosci funkeji F w punktach catego zbioru P. Okres§lona w ten
sposéb funkeja G (x) jest zadang funkcja wszedzie skonczona,
niemalejacg w catym przedziale (a, b) i identyczna z F (x) w punk-
tach zbioru P.

Twierdzenie 1. Na to, aby funkcja F (x) byla o wahaniu
skoriczonem na pewnym zbiorze Q, zawartym w przedziale (a, b),
konieczne jest i wystarcza, aby identyczna na nim byta z funkcjq
0 wahaniu skoriczonem w calym przedziale (a, b).

Dowé6d. Dostateczno$é powyzszego warunku jest wi-
doczna. Aby udowodnié¢ jego konieczno§é, zalézmy, iz funkcja
F(x) jest o wahaniu skoficzonem na Q i niech, dla kazdego
punktu x, V(x) oznacza wahanie funkcji F na czeéci zbioru,
zawartej w przedziale (a, x); jeSli przedzial ten nie zawiera wo-
gole punktéw rozwazanego zbioru, wéwczas polozymy wprost
V(x)=0.

Funkcja V (x) jest monotoniczna i ograniczona w calym
przedziale (a, b); spostrzegamy réwniez natychmiast, iz réznica
V (x) — F (x) jest funkcja ograniczong i monotoniczng niemalejgca
na zbiorze Q, a wigc istnieje — w mysl lemmatu poprzedniego—
funkcja 7 (x) skonczona i niemalejaca w calym przedziale (a, b),
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pokrywajgca si¢ z rozwazang réznicg na zbiorze P. Mamy tedy
w kazdym punkcie x ¢ P

Flx) =V(x)—T(x),

przyczem funkeja po prawej stronie powyzszej réwnosci, jako
réznica dwu funkeji skonczonych i monotonieznych w przedziale
(a, b), jest oczywiscie o wahaniu skoriczonem w calym tym prze-
dziale.

Twierdzenie nasze jest w ten spos6éb udowodnione.

Wynika stad natychmiast, z uwagi na twierdzenie Lebes-
gue’a (III, § 3), nastepujace uogdlnienie tego twierdzenia:

Twierdzenie 2. Funkcja o wahaniu skoriczonem na zbiorze
Q jest w prawie kazdym punkcie x € Q rézniczkowalna wzgledem
tego zbioru.

Twierdzenie 3. Jesli F(x) jest funkcjq mierzalng w prze-
dziale (a, b) i o wahanin skoriczonem na pewnym zbiorze Q, wow-
czas jest o wahaniu skoriczonem na pewnym zbiorze mierzalnym
Q' D Q i rézniczkowalna aproksymatywnie w prawie kazdym punkcie
tego zbioru.

Dowéd. W mys$l tw. 1 funkeja F (x) o wahaniu skoficzo-
nem na zbiorze Q jest na tym zbiorze identyczna z pewna funkcjg
G (x) o wahaniu skonczonem w calym przedziale (a, ). Niech

Q=E[F(x) = G ).

Zbior Q' — ktory jest oczywiscie mierzalny, jako Ze mie-
rzalne sa obydwie funkcje F i G — obejmuje zbiér Q i funkcja
F (x) jest na nim, wraz z G (x), o wahaniu skoficzonem. Réznicz-
kowalno$é aproksymatywna funkeji F — w prawie kazdym punk-
cie zbioru Q' — jest juz bezposrednia konsekwencjg twierdzenia
poprzedniego oraz twierdzenia Lebesgue’a ,o gestosei®
(IIL, § 6, tw. 5 bis).

Funkcje o uogélnionem wahaniu skoriczonem.

§ 8. Funkcje F(x) nazywamy funkcjag o uogolnio-
nem wahaniu skoficzonem w znaczeniu szerszem, lub
wprost — funkecjg o uogélnionem wahaniu skoniczo-
nem — w przedziale (a, b), jesli przedzial ten jest suma ciggu
(skonczonego lub przeliczalnego) zbioréw takich, iz na kazdym
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z nich F (x) jest o wahaniu skonczonem. Funkcje o uogdlnionem
wahaniu skonczonem bedziemy — dla skrécenia — nazywali takze
funkcjami (VBG).!)

Widoczne jest, iz funkcje (VBG) stanowig uogélnienie zwy-
ktych funkecji o wahaniu skonczonem; spostrzegamy rdéwniez na-
tychmiast, iz kombinacja linjowa o spdtczynnikach statych oraz
iloczyn dwu funkcji (VBGQ) jest znowuz pewnq funkcjq (VBG).

Z twierdzenia 3 § poprzedniego otrzymujemy bezposrednio
nastepujace twierdzenie, ktére w teorji catki Denjoy stanowi
analogon twierdzenia Lebesgue’a o réozniczkowalnosci funkeji
o wahaniu skonczonem.

Twierdzenite 4 (Denjoy-Khintehine’a). Kazda funkcja
mierzalna, o uogolnionem wahaniu skoriczonem w jakims przedziule,
jest prawie wszedzie w tym przedziale réZniczkowalna aproksy-
matywnie. :

Funkeje bezwzglednie ciagle na zbiorze.

§ 9. Nazywacé bedziemy funkcje F (x), okreslong i skonczong
na pewnym zbiorze Q, funkcjag bezwzglednie ciggty w zna-
czenin szerszem, albo wprost — bezwzglednie ciggtg —
na tym zbiorze, jesli kazdej liczbie ¢>0 odpowiada taka
liczba 1 >0, iz dla dowolnego uxkfadu skonczonego niezachodzg-
cych na siebie przedziatow {(a; b))}, ktorych krafice nalezg do Q,

nierownosé
2 (bi —ai)) <1
i

DL IF@) —F @ <e.

pociaga za sobg

Definicja powyzsza uogélnia definicj¢ funkcji bezwzglednie
ciggtych w przedziale (I, §§ 12, 14) i prowadzi do bt:zpoére-
dniego uogélnienia pewnych podstawowych ich wtasnosci. Mamy
mianowicie:

1° Kazda funkcja bezwzglednie ciqgta na zbiorze ograniczo-
nym Q jest na nim zarazem o wahaniu skoriczonem (a wige temsa-
mem (§ 6) jest na nim ograniczona).

) Pierwsze litery terminu francuskiego ,variation bornéc¢e gé-
néralisée.t
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Istotnie, jesli funkcja F (x) jest bezwzglednie ciagta na pew-
nym zbiorze ograniczonym Q, wéwczas istnieje taka liczba 7 >0,
iz dla kazdego ukladu niezachodzacych na siebie przedziatéw
(a;, b)) takich, iz ai, b € Q, nier6wnosé

1) 2 (b; — a;) <7 pocigga za soba Z F(b)— F(a)|<1.

Niech Q. oznacza cze$¢ zbioru @, zawartg w przedziale
[mn, (n+ 1)n]. W mys$l (1) funkcja F (x) jest o wahaniu skon-
czonem na kazdej z mnogo$ci Q.,, — poniewaz zas zbiér Q, jako
ograniczony, jest sumg skonczonej liczby mnogosci Q., przeto
funkcja F (x) jest temsamem o wahaniu skonczonem na catym
tym zbiorze.

20 Jesli funkcja jest bezwzglednie ciqgta na jakims zbiorze,
wowczas jest rowniez bezwzglednie ciqgta na kazdym podzbiorze
tego zbioru.

3° Kombinacja linjowa oraz iloczyn dwu funkcji bezwzglednie
ciqgltych na jakims zbiorze sq rowniez bezwzglednie ciqgte na ty
zbiorze. !

Twierdzenie to wynika ze zwyklych oszacowan (por. I, § 14).

4° Je§li funkcja F (x), ciggta w przedziale (a, b), jest bez-
wzglednie ciqgta na pewnym zbiorze Q, zawartym w tym przedziale,
wowczas jest rowniez ciggta bezwzglednie na domkniecin Q zbioru Q.

Uogoélnione funkcje bezwzglednie ciagle.

§ 10. Funkcje F(x) nazywamy uogélniong funkcjag
bezwzglednie ciggla w znaczeniu szerszem albo wprost
nuogo6lniong funkcjg bezwzglednie cigagla w prze-
dziale (a, b), jesli jest ciagta w przedziale (a, b) i jesli przedzial
ten jest sumg ciggu (skonczonego lub przeliczalnego) zbioréw Q.
takich, iz na kazdym z nich funkeja F (x) jest ciggta bezwzglednie.

Uogélnione funkcje bezwzglednie ciggle nazywaé bedziemy
takze czesto — dla skrécenia — funkcjami (ACG)Y).

Mamy — na mocy twierdzen § poprzedniego —

1° Kazda uogélniona funkcja bezwzglednie ciqgta jest zara-
zem funkcjq o wogédlnionem wahaniu skoriczonem.

1) Pierwsze litery terminu francuskiego ,(fonction) absolument
continue généralisée®.
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2°  Kombinacja linjowa oraz iloczyn dwu wogdlnionych funkcji
bezwzglednie ciqgglych sq rowniez uogélnionemi funkcjami bezwzgled-
nie ciqgtemi.

W szczegdlnosci, z pierwszego z powyizszych twierdzen wy-
nika, iz kazda uogélniona funkcja bezwzglednie ciggla jest pra-
wie wszedzie rézniczkowalna aproksymatywnie (§ 8, tw. 4). Okaze
sie, iZ — co wiecej — kazda taka funkcja jest zawsze okreslona
jednoznacznie (z dokladnoScia do dowolnej stalej addytywnej)
przez swa pochodng aproksymatywna, dang prawie wszedzie. Wta-
sno$¢ ta wiaze sie z inng wtlasno$cig uogélnionych funkeji bez-
wzglednie ciggtych, nazwang przez Y.uzina wlasnoscig (N).

We wspomnianym wyzej twierdzeniu Denjoy-Khintchine'a (§8)
nie mozna zastapi¢ oczywiScie rézniczkowalnosei aproksymatywmnej
przez rézniczkowalno§é zwykts; istotnie, kazda funkeja, przyjmujaca conajwy-
zej przeliczalng ilo§¢ wartoSei réznych, jest pewng funkejg (VBG); w szezeg6l-
nosci tedy np. funkeja, rowna zeru w kazdym punkcie wymiernym i jednos$ci
w kazdym punkecie niewymiernym, jest pewng funkecjg (VBG) mierzalng, nie
jest za$§ nigdzie ciggla, a wiec — tembardziej — rézniczkowalna w sensie
zwyktym.

Mozna jednak podaé réwniez latwo przykltad funkcji (ACQG), ktéra nie
jest nigdzie rézniczkowalna (w sensie zwyklym) w zbiorze miary dodatniej.

Niech, w tym celu, // bedzie dowolnym zbiorem doskonalym, nigdzie.
niegestym, o mierze dodatniej; a, b niech oznaczaja odp. jego kresy,
{]” =(a,, bn)} — cigg przylegtych don przedzialéw, ¢, wreszcie—odp. srodki prze-
dziat6w 7,. Oznaczymy dalej, dla kaidego n, przez p,, maximum odleglosei
migdzy dwoma kolejnemi z poSréd n pierwszych przedziatow /,, L, ..., /,, upo-
rzadkowanych w sposéb naturalny, t. j. od strony lewej do prawej. Widoczne
jest, iz
1) lim |/, | =lim p, = 0.

n n

Okreslamy teraz pewng funkcje F(x) w spos6éb nastepujacy:
10 Fx) =0, jesli x € H;
90 F))=p,+|1,] (7 = L2800

3° w kazdym z przedzialow (a,,c,) oraz (c,, b,) funkcja F(x) jest linjowa.

Ze wizgledu na (1), okreSlona tak funkcja F(x) jest ciagta w calym prze-
dziale (a, b). Nadto przedzial ten jest sumg zbioru H i ciggu przedzialow s
zar0wno za§ na zbiorze /4, jak i na kazdym z przedzialéw 7, funkecja F(x)
est ciggla bezwzglednie. Funkcja ta jest wige w przedziale (a, ) uogdlniong
funkeja bezwzglednie ciggls.

Powiadamy, iz nie jest jednak rézniczkowalna w zadnym punkecie x,
zbioru /. Mamy przedewszystkiem — poniewaz funkeja F(x) znika w zbio-
rze H —

@) F(x) <0.
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W przypadku, gdy punkt x, jest lewym krancem ktéregokolwiek z prze-
dziatéw /,, mamy oczywiscie

Fx) 3= FHx) =0,

a wige — z uwagi na (2) — funkeja F nie jest w tym punkcie napewno roz-
niczkowalna. Zaléimy tedy, iz punkt x, nie jest lewym kraficem zadnego
z tych przedzialdw oraz iz xo =& b 1); oznaezmy, dla kazdej liczby n, przez k,
wskaznik tego z poSréd n pierwszych przedzialéw ]1, [ ...1, ktéry — znajdu-

2)

jac sie na prawo wzgledem x, — polozony jest najblizej tego punktu. Dla do-
statecznie wielkich wartoSci n przedzial taki zawsze istnieje i %, dazy, wraz
z n, do oo.

Wowezas, dla kazdego n,

0 <Ckn_xo<pkn—|““kn\:
a wiec
F(Ckn) — F(x,) pkn+|[k”|

cp — X € —X
ky 0 &y 0

b

poniewaz za§ lim Cp = *or przeto
n

Fle) =1,

skad — w zestawieniu z (2) — wynika oczywisScie, iz w punkcie x, funkcja po-
chodnej nie posiada.

Warunek (N) Luzina.

§ 11. Mo6wimy, iz funkeja F (x), okreSlona w pewnym zbio-
rze Q, spelnia na tym zbiorze warunek (N), jesli — dla kaz-
dego zbioru P (C Q miary zero 4 mamy réwniez

|[F(P)|=0.2)

Nazwe ,warunek (N)“ wprowadzi! Luzin, ktéry — pierwszy —
zwrécil uwage na role tego warunku w teorji catki’) Latwo zauwazyé, iz wa-
runek ten — w zakresie funkeji cigglych — konieczny jest i dostateczny na
to, aby funkecja przyporzadkowywala kaidemu zbiorowi mierzalnemu obraz
mierzalny.?)

) Jesli x,=0, postepujemy zupelnie analogicznie, rozwazajae tylko
pochodng ze strony lewe;.

?) Oznaczamy tu — jak zwykle — przez F(P) obraz zbioru P t.j. zbiér
warto$ci przyjmowanych przez funkcje F(x) w punktach P (VII, § 8).

5 Luzin, Teza, p. 109.

Y Rademacher, Monatshefte f. Math. u. Phvs., t. 27, (1916), p. 183.
Hahn, R. F., pp. 586—589.

S § 11

Twierdzenie 5. 1° Jesli funkcja F(x) jest bezwzglednie
ciggta na zbiorze Q, wowczas spetnia na nim warunek (N).

20 Jesli F(x) jest uogolniong funkcjq bezwzglednie ciqglq
w przedziale (a, b), wowczas spetnia w tym przedziale warunek (N).

Dowo6d. 1° Niech F(x) bedzie funkcjg bezwzgle-
dnie ciggtg na pewnym zbiorze Q i niech P bedzie do-
wolnym podzbiorem — miary zero — tego zbioru.

Kazdej liczbie € > 0 odpowiada taka liczba 7 > 0, iz dla kaz-
dego uktadu niezachodzacych na siebie przedziatow {(ax, b:)},
ktorych krarnce nalezg do Q, nier6wnos$é

Z(bk_ak) <ﬁ

k

pociaga za sobg
v D IFG) = F@)|<s.

k

Wynika stgd zarazem, iz dla kazdego uktadu niezachodza-
cych na siebie przedziatéow {/;}, o sumie dlugos$ci mniejszej od 7,
mamy

(1) z(Mk—mk)<€,

gdzie M, i m: oznaczaja odp. kresy — goérny i dolny — funkcji
F (x) w zbiorze Q X I..})

Uktad {/x} mozemy wybraé¢ oczywiScie w ten sposéb, by po-
krywat zbiér P, ktéry jest miary zero; uklad przedziatow (my, Mz)
pokrywa woéwczas obraz F (P) tego zbioru i — z uwagi na (1) —

| F(P)| <,
skad, poniewaz ¢ jest dowolng liczbg dodatnia,
| Fo(R)i =0

i funkcja F spelnia warunek ().
2° Druga czeS¢ twierdzenia wynika natychmiast juz z pierw-
szej, poniewaz funkcja, ktéra spelnia warunek (/N) na kazdym

1) W przypadku, gdy — dla pewnego & — zbiér ten jest pusty, ktadzie-
my Mgp=m,=0.

15
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zbiorze pewnego przeliczalnego ciggu zbioréw, spetnia go oczy-
wiScie na ich sumie.

Opierajgc si¢ na udowodnionej w ten sposéb wlasnosci (N)
funkeji (ACG), podamy nastepujgce uogélnienie (w zakresie funkeji
jednej zmiennej rzeczywistej) twierdzenia 3 rozdz. III (§ 4):

Twierdzenie 6. Jesli uogolniona funkcja bezwzglednie ciq-
&la w przedziale (a, b) posiada w tym przedziale prawie wszedzie
pochodng aproksymatywng — lub, ogdliniej, pochodng gorng prawo-
stronnq — stale nieujemnq, wowczas funkcja ta jest monotoniczna
niemalejqca.

Dowé6d. Niech F(x) bedzie uogélniong funkcja bezwzgle-
dnie ciggly w przedziale (q, 0); zaktadamy, iz — prawie wszedzie —

Et ey =05
Niech ¢ bedzie dowolng liczba dodatnig i nigch
G(x) = F(x)+ex.
Prawie wszedzie
e GH(x) = Fr(x)+e>e>0.

Oznaczajgc tedy przez Q mnogo$é tych punktéw, w ktérych
nier6wnos¢ (2) nie jest spetniona, mamy
‘ Q’ =0,
a poniewaz funkeja G (x) jest — wraz z F(x) — uogélniong funkejg
bezwzglednie ciaglta w (a, &) i spelnia temsamem warunek (N)

w tym przedziale, przeto r6wniez

|G(Q[=0.

Mnogosé G (Q) nie zawiera tedy napewno zadnego odcinka
i w mysl lemmatu Zygmunda (VII, § 8) funkeja G (x) jest nie-
malejaca w (@, ). Dla kaidej zatem pary punktéw X, < X, tego
przedzialu

G (x) = G (%) = F(x) — F(x) +¢(x, —x,) >0,
poniewaz za$ ¢ jest dowolng liczbg dodatnia, przeto
F(x,) —F(x) >0,

co uzasadnia nasze twierdzenie.

P i § 12

Analizujge rozumowanie powyisze, widzimy, iz z zalozenia uogélnionej
bezwzglednej cigglosei funkeji F (x) korzystato si¢ w tym tylko celu, by poka-
zaé, iz kaida funkcja postaci F(x)-ex (e> 0) spelnia warunek (N). Godne
Jest tu uwagi, iz — jak pokazal Mazurkiewicz — sam warunek (N) nie
zachowuje si¢ naog6t bynajmniej, jesli do funkecji, nawet cigglej, ktéra go spel-
nia, doda¢ dowolng funkcje linjowg.!) Z tego tez powodu rozumowanie po-
wyzsze zawodzi, jesli zamiast zatozenia, iz funkeja F(x) jest uog6lniong funkejg
bezwzglednie ciagla, przyjaé tylko, iz posiada wlasnosé (N).

Niemniej uogélnienie takie twierdzenia 6 jest prawdziwe: z dalej idgcych
twierdzeri, ktére podamy w rozdz. nastgpnym, wynikaé bedzie nawet, iz kazda
funkcja ciqgta, spetniajgca warunek (N) i posiadajgca pochodnq nieujemnq w prawie
kazdym punkcie, w ktérym jest roézniczkowalna, jest monotoniczna niemalejqca.

§ 12, Udowodnione zostalo w § poprzednim, iz kazda funkcja
bezwzglednie cigglta spelnia warunek (NV). Pokazemy obecnie,
iz — w zakresie funkeji cigglych o wahaniu skonczonem — wa-
runek (N) jest catkowicie réwnowainy ciggtosci bezwzglednej
funkcji; podobnie, w zakresie funkcji ciggtych o wuogélnionem
wahaniu skoficzonem, warunek (/) okaze sie rownowazny uogol-
nionej ciggtosci bezwzglednej.

Twierdzenia te wynikaé beda z pewnych oszacowan na miare
obrazu zbioru.

Lemmat. Jesli funkcja F (x), okreslona i skoriczona w prze-
dziale (a, b), jest rézniczkowalna w kazdym punkcie x pewnego
zbioru Q i pochodne jej spetniajq warunek

) [F(x)| <M,
wowczas
(2) |F(Q] < M|Q].

Dowéd. Niech e bedzie dowolng liczbg dodatnig. Oznaczy-
my, dla kazdej liczby naturalnej n, przez Q, mnogosé tych wszyst-
kich punktéw x, dla ktérych nieré6wnosé

1
]J’_x|‘<ﬁ

) Mazurkiewicz, Ann. Soc. Polon. de Math., t. 7, (1928), p. 266.
Dawniej jeszcze Lebesgue (Rend. Acc. Linc., t. 16, (1907), p. 285) pokazal, iz
suma dwu funkecji, spelniajacych warunek (N), moze juz warunku tego nie
spelniaé.
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pociaga za soba, dla kazdego punktu y przedziatu (a, b), nier6wnosé

|IFO)—F@)|<M+e)|y—x]|.

Zbiory Q. tworza cigg monotoniczny niemalejgcy i — z uwagi

na (1) —

lim Q. = Q,
skad 7
@) lim | F(Q)| = | F(Q)].

Kazdemu ze zbioréw Q. przyporzadkowaé mozemy z kolei
taki pokrywajgcy go ciag przedziatow {/(”}, iiby

) DO < | Qul
k

mozemy zatozy¢ przytem oczywiScie, iz dlugos¢é zadnego z tych
przedzialéw nie przekracza liczby ’l—z Wowezas, ze wzgledu na

definicje zbioréw Q. mamy, dla kazdej pary punktéw X, ¥, nale-
zacych do zbioru Q. X /("

[FO)—FE)|I<M+e)|y—x\ < (M) [P].
Srednica !) tedy — a wiec tembardziej miara zewnetrzna —
zadnego ze zbioréw F(Q. X I") nie przewyisza dlugosci odpo-

wiadajgcego przedzialu /{”, pomnozonej przez staly czynnik M-,
Zwazywszy przeto na (4), mamy, dla kazdego 7,

|F (@) < D 1F QX IM)] <

<M+ D IO | < (M+2) [ Qul 44,

skad, przechodzagc — na mocy (3) — do granicy, otrzymujemy
[FQI <M+ [| Q] +¢].

Liczba ¢ jest tu dowolng liczba dodatnia, z nieréwnosci po-
wyzsze] wynika przeto bezposrednio zgdana nier6wnos$é (2).

H L §s
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Twierdzenie 7. Jezeli funkcja F (x), okreslona i skoriczona
w przedziale (a, b), jest roZniczkowalna w kazdym punkcie pewnego
zbioru mierzalnego Q, zawartego w tym przedziale, wéwczas

5) IF(Q) < f | Fi(x) | dx.1)
Q .

Dowé6d. Niech e bedzie dowolng liczbg dodatnig. Ozna-
czymy, dla kazdej liczby naturalnej #, przez Q. mnogos$é tych
wszystkich puktow x e Q, w ktorych

(n—1)e < |P(x)| <ns.

Wéwczas, na mocy lemmatu poprzedniego,

=

F@I< DIF@I< > Qi< [ P& dxte.]al,
Q

n=1 n=1

skad, poniewaz ¢ jest dowolng liczbg dodatnia, wynika juz na-
tychmiast nieré6wnos$é (5).

Twierdzenie 8, Na to, aby funkcja F(x), ciggta i o wa-
hanin skoriczonem na pewnym zbiorze domknietym P, byta na nim
bezwzglednie ciqgta, konieczne jest i wystarcza, aby funkcja ta spei-
niata na zbiorze P warunek (N).

Dowé6d. Konieczno§¢é warunku (/N) zawarta jest juz
w czeSci pierwszej tw. 5 § poprzedniego. Azeby udowodnié, iz
warunek ten jest takie wystarczajacy, zaléozmy, iz F (x) jest
funkcjg ciggla o wahaniu skonczonem na zbiorze domknietym P
i spelnia na tym zbiorze warunek (N); oznaczmy przez [/ prze-
dzial zawarty miedzy kresami zbioru P oraz przez G (x) funkcje
identyczng z F(x) w punktach zbioru P i linjowa w przedziatach

1) Oszacowanie (5) wymaga jedynego zastrzeienia, izby pochodna F’(x)
byla wszedzie w zbiorze Q skonczona; oczywiscie jednak, oszacowanie to
nie jest banalne tylko w tym przypadku, gdy pochodna F'(x) jest na Q
sumowaln a.

W nieré6wnos$ci (5) zastgpi¢ mozna pochodng oznaczong przez ktorakol-
wiek z liczb pochodnych Dini’ego, zaktadajagc wszakze réwniez, iz uwazana
liczba pochodna jest wszedzie w zbiorze Q skonczona. Dowdd tej nieréwno$ci
jest juz bardziej zlozony i wymaga odwolania si¢ do ogélnych twierdzen
o liczbach pochodnych, ktére podane begdg w rozdz. nastgpnym (§§ 3—5).
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dofi przyleglych. Funkcja ta jest oczywiscie ciggla i o wahaniu
skoniczonem w calym przedziale /, i spelnia w calym tym prze-
dziale warunek (N). _

Niech a, b (a <b) bedg dwoma dowolnemi punktami prze-
dzialu /; oznaczmy przez E zbi6r tych punktéw przedziatu (a, b),
w ktérych funkcja G jest rézniczkowalna i przez £' — mnogo$é
punktéw pozostatych tego przedzialu. Zbiér E' jest oczywiscie

miary zero, a wigc poniewaz funkcja G spetnia warunek (N),
przeto
|G(E")|=0.

Z drugiej strony, przedziat [G (a), G (b)], wzgl. [G (b), G (2)],
jest zawarty widocznie w obrazie przedziatu (a, b), a wige, w mysl
twierdzenia poprzedniego,

\ b
|G<b>—G<a>4<rG<E)J+4G(E'H=4G<E>J<f4c'<x>rdx.

Nier6wno$¢ powyisza spetniona jest dla kazdego przedzialu
(a, b), zawartego w /, a wiec, poniewaz pochodna G'(x) jest su-
mowalna w przedziale / (IV, § 2, tw. 7), przeto funkeja G (x) jest
bezwzglegdnie ciagla w przedziale / i — temsamem — funkcja
F(x) jest bezwzglednie ciagla na zbiorze P, na ktérym pokrywa
si¢ z funkcja G (x).

Czytelnik zauwazy z tatwoscia, iz w przypadku, gdy zbiér P jest sam
przedzialem, rozumowanie powyzsze moze byé zastosowane — bez zmian —
do dowodu twierdzenia mocniejszego: na to, aby funkcja F (x), ciggta w prze-
dziale (a,b), byta w przedziale tym ciqgta bezwzglednie, konieczne jest i wystarcza,
aby funkcja ta spetniata w (a, b) warunek (N) i posiadata prawie wszedzie po-
chodnq oznaczona, sumowalng w tym przedziale!) Dalej idace wzmocnienie tego
twierdzenia podamy w rozdz. nastepnym (§ 9).

Z twierdzenia 8 wynika natychmiast nastepujacy analogon
jego dla funkeji (VBG):

Twierdzenie 9. Na to, aby funkcja F (x), ciqgta i o unogdl-
nionem wahaniu skoriczonem w przedziale (a, b), byta w przedziale
tym uogélnionq funkcjq bezwzglednie ciqgtq, konieczne jest i wy-
starcza, aby spetniata w (a, b) warunek ().

Dowéd. Konieczno$é warunku (N) zawiera sie juz

) Por. Menchoff Math. Ann., t. 95, (1926), p. 645. Dalsze uogélnie-
nia: Bull. Ac. Pol., A, (1926), p. 103.

gk § 13

w drugiej czesci tw. 5 § poprzedniego. Zalézmy tedy o.dwrotnie,
iz funkcja ciggta F(x) jest w przedziale (a, b) funkcjg (V?G),
spelniajgcag warunek (/N). Przedzial ten jest tedy sumg ciagu
zbiorow {P,} takich, iz na kazdym z nich funkcja F (x) jest o wa-
haniu skonczonem. Z uwagi na cigglosé funkcji F(x) mozna
przytem zatozyé [§ 6, (4°)], iz wszystkie zbiory P, sa d(?mknie;te.
Woéwczas — w mys$l tw. poprzedniego — funkcja F (x) jest bez-
wzglednie ciggla na kazdym ze zbioréw P,, a wiec — temsamem —
jest uogdlniong funkcja bezwzglednie cigglta w calym prze-
dziale (a, 0).

Funkcje o wahaniu skoriczonem w znaczeniu weiz-
szem na zbiorze.

§ 13. Rozwazane dotychczas uogélnienia definicji funkeji
o wahaniu skonczonem, jak réwniez funkcji bezwzglednie ciagtych,
wymagaly przejScia od roézniczkowalnoS$ci w znaczeniu zwykle'm
do rézniczkowalno$ci aproksymatywnej; rownoczesne to uogol?
nienie definicji pochodnej bylo — jak widzieliSmy juz wy’Zel
(§ 10) — niezbednym warunkiem zachowania twierdzenia o r6 z-
niczkowalnos§ci prawie wszedzie funkcji o waha-
niu skonczonem.

To tez obok tych — tak daleko idacych — uogélnien roz-
wazamy i inne jeszcze, slabsze nieco, lecz nie wymaga.jqce zz.ito
modyfikacji okreslenia pochodnej. Przystapimy obecn.le‘ <'i.0 %ch
wyktadu, zachowujac przytem tensam porzadek definicji, jak
w rozwazaniach dotychczasowych.

Jezeli F(x) jest funkeja okreslong i skonczong w przedziale

(a, b), wowczas nazywaé bedziemy jej wahaniem mocnem
na pewnym zbiorze Q, zawartym w tym przedziale, gérny kres sum

D oFE L,
k

gdzie {l;} oznacza dowolny uktad, niezachodzgcych na siebie
przedzialéw, ktorych krance naleza do zbioru Q.!) Wahanie to
oznacza¢ bedziemy przez V*(F; Q).

) O (F;I,) oznacza — jak zwykle (I, §§ 7, 14) — oscylacje funkeji F (x)
w przedziale /.
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Jesli V*(F; Q) jest liczbg skonczong, wéwezas funkeja F(x)
nazywac¢ si¢ bedzie funkcjg o wahaniu skonczonem
W znaczenin wegzszem na zbiorze Q. :

Jesli zbiér Q jest przedzialem, wéweczas wahanie moecne
funkcji na Q pokrywa sie z jej wahaniem bezwzglednem; jesli
zbiér Q jest figurg elementarng t. j. sumg skonczonej liczby prze-
dzialow, mamy wprawdzie naogét tylko nier6wnosé

W(FQ < V*F Q,

tatwo wszakze spostrzec, iZ —i w tym przypadku — skoriczonogé
liczby W (F; Q) pocigga za soba skonczonosé wahania V* (F; Q).
Podana tedy powyzej definicja funkcji o wahaniu skonczonem
W znaczeniu weZszem ma zbiorze Q réwnowazna jest — w przy-
padku, gdy zbiér ten jest figura elementarng — definicji podanej
w rozdz. I (§ 9).

Latwo zauwazy¢ dalej, iz zawsze

V(5 Q) < V*(F Q)

stad, jesli funkcja F (x), okreslona i skoriczona w pewnym przedziale
(a, b), jest o wahaniu skoriczonem w znaczeniu wezszem?)
na pewnym zbiorze Q, zawartym w tym przedziale, wowczas jest
na nim rowniez o wahaniu skoriczonem w znaczeniu szerszem.

Celem stwierdzenia, iz jaka$§ funkecja jest o wahaniu skonczonem w zna-
czeniu szerszem na pewnym zbiorze Q, uwzgledniamy wylgcznie wartosei funkeji
przyjmowane w tym zbiorze; przeciwnie, okolicznosé, iz pewna funkeja jest
o wuahaniu skofczonem w znaczeniu wezszem na Q, uzaleiniona jest od zacho-
wania si¢ funkeji réwniez i poza Q.

Jesli F (x) i G (x) sg dwiema funkcjami ograniczonemi w prze-
dziale /, a przez M oznaczymy kres gérny wartosci bezwzglednych
tych dwu funkecji w tym przedziale, wowczas

O (OF+pG; 1) < 1|0 (F D) +|p]. 0 (G D),
O (F.G;1) < M.[O (F; ) + O (G; D],

gdzie ), p. sg dowolnemi statemi spélczynnikami.

Z oszacowan tych wynika, iz kombinacja linjowa o spétczyn-
nikach statych oraz iloczyn dwu funkcji o wahanin skoticzonem
W znaczeniu weiszem na pewnym zbiorze Q, jest réwniez o waha-
nin skoriczonem na tym zbiorze w temsamem znaczeniu.

1) Por. § 6.

= o8 L § 14

Nie przedstawia réwniez trudnosci dowéd nastepujacego
twierdzenia.

Jesli funkcja F (x), okreslona w przedziale (a, b) jest funkcjq
0 wahaniu skoriczonem w znaczeniu weiszem na pewnym
zbiorze Q, zawartym w tym przedziale, wéwczas jest nigq rowniez
na domknieciu Q zbioru Q.

§ 14. Uogélnienie twierdzenia Lebesgue’a dla okreslonej
w § poprzednim klasy funkeji nosi charakter bardziej bezposSredni
anizeli uogélnienia ustalone w postaci twierdzen 2 i 3 (§ 7) dla
funkeji o wahaniu skofczonem w znaczeniu szerszem.

Udowodnimy mianowicie nastepujace

Twierdzenie 10. Jesli funkcja F (x), okreslona w przedziale
(a, b), jest o wahaniu skoriczonem w znaczeniu wezZszem na
pewnym zbiorze domknietym Q, zawartym w (a, b), wéwczas réz-
niczkowalna jest prawie wszedzie w tym zbiorze i w prawie kazdym
jego punkcie

Fi(x) = G'(x),

gdzie G (x) oznacza funkcje identyczng z F (x) na zbiorze Q oraz
linjowq w przedziatach do Q przylegtych.

Dowé6d. Niech / bedzie przedzialem, zawartym miedzy
kresami zbioru Q, oraz {/.} ciagiem przedzialow przylegtych do Q.
Oznaczymy ogélnie przez M, i m, odp. kresy — gérny i dolny —
funkeji F (x) w przedziale /,. Okreslimy teraz dwie funkcje M (x)
i m(x), ktadac

M () = My, - m(x) =itn,

jesli x jest punktem wewnetrznym przedziatu /, (n =1, 2,...),

oraz
M (x) =m(x) = F(x), jesli x e Q.

Poniewaz funkcja F (x) jest—z zalozenia — o wahaniu skon-
czonem w znaczenin weiszem na Q, przeto stwierdzamy natych-
miast, iz obydwie funkcje M (x) i m (x) s3 o wahaniu skornczo-
nem w catym przedziale /, s wiec prawie wszedzie w tym prze-
dziale rézniczkowalne. Poniewaz za$ identyczne sg na zbiorze Q,
przeto w prawie kazdym punkcie x ¢ Q

1) M'(x) = m'(x).
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Z drugiej strony, w calym przedziale /,

F (%)
M(x) > > m(x),
G (x)

a w szczego6lnosci, jesli x € Q, wowezas
M(x) = F(x) = G(x) =m(x);

mamy tedy w kazdym punkcie x € Q, w ktérym obydwie funkcje
M (x) oraz m (x) sg rézniczkowalne,

skad — z uwagi na (1) — w prawie kazdym punkcie x € Q
Ft(x) = GH(x) = M'(x) = m'(x).

Analogiczne réownosSci otrzymuje sie¢ dla trzech poiostalych
pochodnych Dini’ego funkeji F (x) oraz G (x). Funkeja F (x) jest
tedy prawie wszedzie rézniczkowalna w zbiorze Q i pochodna
jel, w prawie kazdym punkcie tego zbioru, spetnia ro6wnosé

F'(x) = G'(x) = M'(x) = m/(x).

Funkeje o uogdlnionem wahaniu skornczonem w zna-
czeniu wezszem.

§ 15. Mowi¢ bedziemy, iz funkcja F (x), okreslona w prze-
dziale (a, b), jest 0 nogélnionem wahaniu skofniczonem
w znaczeniu weiszem — albo, dla skrécenia, funkeja (VBG*) —
w tym przedziale, jesli przedzial (a, b) jest sumg ciggu zbioréow
Q. takich, iz na kaidym z nich funkcja F (x) jest o wahaniu
skonczonem w znaczeniu weiszem.

ZauwazyliSmy juz poprzednio (§ 13), iz funkcja, ktora jest
o wahaniu skoficzonem w znaczeniu weZszem na jakim$ zbiorze,
jest nig rowniez na domknieciu tego zbioru. Wynika stad, iz,
jesli funkcja F (x) jest (VBG*¥) w przedziale (a, b), wowczas prze-
dziat ten jest zawsze sumq ciqgu zbiorow domknietych, na kto-
rych F(x) jest o wahaniu skoriczonem w znaczeniu wezszem.
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Z definicji funkeji (VBG*) oraz rozwazan § 13 wynika bez-
posrednio, iz

1° Kazda funkcja o wahaniu skoriczonem w przedziale (a, b),
Jest zarazem funkcjq (VBG*) w tym przedziale; kazda funkcja (VBG*)
W przedziale (a, b) jest zarazem funkcjq (VBG).

2°  Kombinacja linjowa oraz iloczyn dwu  funkcji (VBG*)
w jakims przedziale jest réwniez Sfunkcjq (VBG¥).

Otrzymujemy wreszcie natychmiast nastepujace uogélnienie
twierdzenia Lebesgue’a o rézniczkowalnosci prawie wszedzie
funkecji o wahaniu skoriczonem.

Twierdzenie 11 (Lkuzina-Denjoy). Kazda funkcja,
0 uogdlnionem wahaniu skoriczonem w znacze ninw wezszem
w przedziale (a, b), jest w tym przedziale prawie wszedzie roz-
niczkowalna. ')

: Dowéd. Jesli funkeja F (x) jest (VBG*) w przedziale (a, b),
wowczas przedziat ten jest sumg ciggu zbioréw domknietych
takich, iz na kazdym z nich funkcja F (x) jest o wahaniu skofi-
czonem w znaczeniu weiszem. Twierdzenie nasze jest tedy na-
tychmiastowa konsekwencja twierdzenia 10 § poprzedniego.

Funkeje bezwzglednie ciggle w znaczeniu w eZszem
na zbiorze.

: § 16. Méwimy, iz funkecja F (x), okreslona w przedziale (a, b),
Jest bezwzglednie ciggla w znaczeniu WweZszem na pewnym
zbiorze Q, zawartym w tym przedziale, jesli kazdej liczbie ¢ >0
odpowiada taka liczba 7 > 0, iz nier6wnosé

ZUkK"]
k

p.oci.qga za sobg — dla kazdego ukladu {/,} niezachodzgcych na
siebie przedziatéw, ktérych krarice naleza do zbioru Q — nie-

rownosé
2 O (F; Tl T
k L]

[0 .W prz;{padku, gdy mnogosé Q jest figurg elementarng, de-
finicja ta réwnowazna jest zwyktej definicji bezwzglednej cig-

!) Por. analogiczne twierdzenie D e njoy-Khintchinea (§7).
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glosci, — stanowi tedy pewne jej uogélnienie, Enfliej wszak?e
daleko idace, anizeli definicja bezwzglednej ciqg19s01 w znaczeni
szerszem (§ 8). Widoczne jest rowniez natychmiast, 12’ w tw1e1:-.
dzeniach 1° — 4° § 9, wyrazajacych podstawowe wlasnosc.:{ funkeji
bezwzglednie cigglych na dowolnych zbiorach, zastgpi¢ mozna
wszedzie ,bezwzgledna ciaglo§é® przez ,bezwzglednag
ciaglosé w znaczenin weziszem*.

Uogélnione funkcje bezwzglednie ciagle w znaczeniu
weZszem.

§ 17. Funkcje F (x), okreslong w przedziale (fz, b), nazywa-
my uog6lniong funkcjg bezwzglednie ciggta w zna-
czenin wezszem — albo, krécej, funkecja (ACG*) — w tyn% prze-
dziale, jesli funkcja ta jest ciagla w (a, b) i jeé'li przedZ}al ten
jest suma ciagu zbioréw takich, iz na kazdym z nich funkecja F (x)
i zglednie ciggla w znaczeniu wezszem.
iy b[?é:dag ;unkcja (q%%CG*) jest zarazem ﬂmkcj_q (VBG*) i.(ACG);
jest tedy (§ 15, tw. 11) prawie wszedzie rézmcz.kowal.na i okre-
$lona jednoznacznie (z doktadnoscig do dowoln'e] stalej z}ddytyw-
nej) przez warto$ci swej pochodnej dane prawie wszt;.dme' (§ 11,
tw. 6); twierdzenie 3 rozdz. III o funkcjach 'bezwzglgdnle cu;glyc'h
przenosi sie dostownie na funkcje (ACG*): na .to, fzby funkcja
(ACG*) byla monotoniczna niemalejgca, k{)nifzczne jest i wystarcza,
aby pochodna jej byta prawie wszedzie nieujemna.

§ 18. ZauwazyliSmy juz w § poprzednim, iz kazda funkcl'a
(ACG¥) jest zarazem funkcja (VBG¥) i (ACG).. Podamy obecnie
odwrécenie tego twierdzenia; jednoczesnie ustalimy parg prosty(?p
zwigzkéw miedzy rozwazanemi w tym rozdziale klasami funkeji.

Lemmat. Jesli a, b sq kresami pewnego zbioru domknigt?go
P, wowczas, dla kozdej funkcji F (x), okreslonej w przedziale
fe=(a,:0),

(1) OFi D) < My—my+2 > O(F; 1))
k

gdzie {1} oznacza ciqg preedziatow przyleglych douzbioru P, za$
M,, m, odp. kresy — gorny i dolny — wartosci funkcji F (x) w pun-
ktach tegoz zbioru.

1) Spélezynnik 2 moze byé tu zresztg skreslony przez oméwienie dodat-
kowe pewnego szczegétu dowodu.
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Dowéd. Oznaczmy przez Mim odp. kresy gérny i dolny
funkcji F (x) w przedziale (a, b). Niech & bedzie dowolng liczbg
dodatnia i x, punktem przedziatu (a, b), w ktérym

(2) MLF(x)+e.
Jesli x, € P, wéwezas z nieréwnosei tej wynika natychmiast
M < MO + € ’

jesli zas x, nalezy do jednego z przedzialéw przylegtych do P,
np. do /p, wéwczas z (2)

MM+ 0 (F )+ < M+ > O (Fily +e.
k
W obydwu tedy przypadkach
M< My+ D0 (F Iy +s.
k

Analogicznie zupelnie

m>mo—20(F;lk)—s;
k

odejmujac stronami nieré6wnosé te od poprzedniej i uwzgledniajac,
iz ¢ jest dowolng liczba dodatnig, otrzymujemy zadany zwigzek (1).
Twierdzenie 12. Na to, aby funkcja F (x), okreslona w prze-
dzial bY i {o wahaniu skotviczonem bi S
ziale (a, b) i ciagta bezwzglednie na pewnym zbiorze domknie-

tym P zawartym w (a, b), byta na zbiorze tym {gl-;z,(;: af;gwszzoz’é%?: v
rowniez i w znaczeniu weiszem, konieczne jest i wystarcza,
aby zbiezny byt szereg jej oscylacji na przedziatach przyleglych do P.

Dowéd. Konieczno$é podanego w twierdzeniu warunku

jest oczywista, pozostaje tedy udowodni¢ tylko, iz warunek ten
jest dostateczny.

Niech tedy
3 D OEm<+,
h

gdzie {/x} oznacza ciag przedzialow przyleglych do zbioru P.
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1° Zakladamy, iz funkcja F(x) jest o wahaniu skon-
czonem (w znaczeniu szerszem na P), t. ]. iz

4) V(F,P)<+oco.
Mamy — z uwagi na lemmat poprzedni — dla kazdego

uktadu niezachodzacych na siebie przedziatéw {J:}, ktérych krarce
nalezg do P,

kZO(F;Jk)<Z(Mk—”lk)+2ZO(F;[h)>

gdzie M, m: oznaczaja odp. kresy funkcji w zbiorze P X Ji; zatem
D OEWN<VEP 2D 0FED,
k h

skad, z uwagi na (3) i (4),
VE(EP) S V(EP) +2 > 0 (FI)<+o,
h

co oznacza, iz funkéja F (x) jest o wahaniu skonczonem w zna-
czeniu wezszem na P. : - o
20 Zakladamy, iz funkcja F (x) jest bezwzglednie cig
ta (w znaczeniu szerszem) na P. - 10
H Niech ¢ bedzie dowolng liczbg dodatnig. Istnieje tedy .talfa
liczba 7 >0, iz dla kazdego uktadu niezachodza‘cych na siebie
przedzialéow {Ji}, ktérych krance naleza do P, nieré6wno$é

€
(5) z |Je] <m pociaga za soba 2 (M — mz) <5
k k

gdzie Mg, my oznaczaja odp. kresy funkecji na zbiorze P X .Jk.
Z uwagi na zbieznos$é szeregu (3) mamy dla pewnej war-
tosci wskaznika N

(6) D ormn<s
h=N+1
Oznaczmy przez 1, najmniejszg z N + 1 licz.b P
| Iy|, 1 niech {J?} bedzie dowolnym ukladem me.zachodzqcych na
siebie przedzialé6w o krancach nalezgcych do P i o tacznej sumie
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dtugosci mniejszej od M, Zaden wéwezas z przedziatéw J9 nie
zawiera zadnego z N pierwszych przedzialéw ciggu {/,} i na za-
sadzie lemmatu poprzedniego otrzymujemy, z uwagi na (5) oraz (6),

DoEm<s,
k

co wyraza, iz funkcja F (x) jest bezwzglednie ciggla na P w zna-
czenin wezszem.

Z udowodnionego w ten sposob twierdzenia wynika bezpo-
Srednio

Twierdzenie 13. Jesli funkcja o wahanin  skoriczonem
W 2Znaczeniu weZszem na pewnym zbiorze domknietym P
jest na nim  jednoczesnie bezwzglednie ciggta w Znaczeniu

Szerszem, wowczas jest na P bezwzglednie ciagla rowniez
[ w znaczeniu weZszem,

Twierdzenie 14. Jesli Sunkcja F (x) jest zarazem (VBG*)
oraz (ACG) w pewnym przedziale (a, 9,) wowczas jest w tym prze-
dziale funkcjq (ACGY).

Dowéd. Przedziat (a, b) jest — z jednej strony — sumg
ciagu zbioréw P, na ktérych funkcja F (x) jest o wahaniu skon-
czonem w znaczeniu weiszem, 1, drugiej za§ — suma ciagu zbioréw

i» na ktérych funkcja F (x) jest bezwzglednie ciagta w znaczeniu
Szerszem. Z uwagi na cigglosé funkeji 7 (x) (jako funkeji (ACQ))
zatozyé mozemy, iz wszystkie zbiory P; oraz Q; sq domkniete.
Domknigte sg tedy réwniez wszystkie zbiory P; X Qx i, w mysl
twierdzenia poprzedniego, funkcja F(x) jest na kazdym z nich
bezwzglednie ciggla w znaczeniy weZszem; poniewaz za$ przedzial
(a, b) jest suma zbioré6w P, X Qs tworzacych pewien uklad co-

najwyzej przeliczalny, przeto temsamem funkcja F(x) jest (ACG*)
w tym przedziale.

Udowodnione twierdzenie pozwala przenie§é natychmiast na
funkcje (ACG*) twierdzenie 9 (§ 12):

1) W twierdzeniu powyzszem zalozenie domknigtosci zbioru P jest
istotne. W samej rzeczy, jeSli np. przez P rozumieé przedziat (—1, 1) pozba-
wiony punktu 0, wowezas funkecja charakterystyczna tego zbioru jest o waha-
niu skoficzonem w 2znaczeniu Wezszem oraz bezwzglednie ciagla w znaczeniu

Szerszem na P, a nie jest mimo to bezwzglednie ciggla w znaczeniu weészem
na tym zbiorze.
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Twierdzenie 15. Na to, aby funkcja F (x), ciggta i (VBG*)
w pewnym przedziale (a, b), byta w tym przedziale funkcjq (ACGY),
konieczne jest i wystarcza, aby spsiniata warunek (N).

Definicje Denjoy=-Luzina.

§ 19.. Przyjete w rozdziale tym definicje funkeji (VBG),
(ACG), (VBG*¥) oraz (ACG*) oparte s na pomysle Khintehine’a.l)
Inne definicje — rownowazne definicjom Khintchine’a w za-
kresie funkcji ciaglych — podane zostaly przez Luzina i Den-
joy; sformulujemy je tu w postaci pewnego warunku koniecznego
i dostatecznego na to, aby funkcja nalezala do jednej z klas wy-

zej wymienionych.

Twierdzenie 16. Na to, aby funkcja F (x), skoriczona

(VBG)
i ciggla w przedziale I, = (a, b), byta w tym przedziale (ACG)

konieczne jest i wystarcza, aby kazdy zbior domkniety zawarty w I,
posiadat zawsze pewien taki kawalek, na ktérym funkcja F (x)

o wahaniu skorczonem w znaczeniu szerszem,

0 wahaniu skohiczonem W znaczeniu wezszem,

jeSt bezwzglednie cigglta w znaczeniu Szerszem,
bezwzglednie ciggta @ znaczeniu wezszem.

Dowé6d przeprowadzimy dla funkeji (VBG); rozumowanie
jest zupelnie analogiczne dla pozostatych trzech rodzajéw funkecji.

A) Warunek jest dostateczny.
Zakladamy tedy, iz kazdy zbiér domkniety zawarty w I,

posiada kawatek, na ktorym funkcja ciggla F (x) jest o wahaniu
skoficzonem. Oznaczmy przez {J,} ciag wnetrz tych wszystkich
przedzialow o krafcach wymiernych, ktére zawieraja sie w Iy

i w ktorych E (x) jest funkcja (VBG).
Kazdy z tych przedziatow otwartych przedstawi¢ mozZemy

e e

gdzie Q. sg pewnemi zbiorami, na ktérych F (x) jest funkcja
o wahaniu skonczonem. Niech

P:IO—ZJn;

1) Comptes Rendus, t. 162, (1916), p. 287.

w postaci

— e ;
= § 19

wowczas
(1) 10=p+Zj=P+ZZQi.

Powiadamy, iz mnogosé P, ktéra i i
i ; ! 5 Jest widoczni ieta:
tyz;w;i;akixznc%v a, b pl:zedzialu 1, redukuje sie w;::osiogzl@;f:ai
Sian pOSia(.laIab same].rzeczy, W przypadku przeciwnym m’ﬂos-r“
el przedziaﬁ; ;[)ev_men kawa{ek Py, zawarty calkowici’e w e
et W 3 ! — W mysl naszego zatozenia — zbigr £
ik olei peviuen kawalek P, na ktérym funk I
¥y o wahaniu skoficzonem. Istniatby tedy pewien I;l)r;;]ea-l

punkty zbioru PP tald ;

bl N 1) lzPZXIZPX[ F 3

ylaby tedy o wahaniu skonczonem na zbiorze ‘gi{(q]a ng)
, a e,

w mysl (1),
I

jest jednak z tem, iz przedzi i
s p zial ten zawiera wewngtrz punkty

W przedziale /, = (a, b).
B )
N? }\jVarunek podany w twierdzeniu jest konieczny
u przelsziélgv ]samej rzeczy, funkcja ciagta F (x) bedzie (.VBG)
Lo . ’Przedzml ten przedstawi¢ mozemy tedy jak
jestgo quhu Z.b]OI‘OW’ Qn takich, iz na kazdym z nich 1"unkc'a)17'1ia )
= Za;iozan’lu skonczm.lem, przyczem, z uwagi na ciaglos’c’lfunk(cx')'
przet,o s y[c I‘noiemy, 1z wszystkie zbiory Q, sa domkniete. J i
ik tC' od]est. dowolnym zbiorem domknigtym wév%zcz.asesll
T :tlc(:ll“ zenia Ba}re’a (§ 2) — zbi6ér ten po,siada pewien
& kawélk y zawart)f Jest catkowicie w jednym ze zbioréw
i u'tym funkcja F (x) jest o wahaniu skoficzon i 4
ek nasz jest w ten sposéb spetniony n Ry
Rozumowanie zastosowane w drugiej
. a glej czesei Z j
kolwiek nader proste — zaslugujé na podkrezglecliiep(;vl:zazgf‘:;ggosi‘;ov;?dlllli o J;k-
) em 0-

Wiem metody lebesgue’owsk' ow Vv nie ze b
1e¢ 1z b ai r e’ k- i .a i SO
= sKiemi. Z\ 13za a
t ch dw u ()(lr@bnych metOd teOrJI fullkcji rZecZyWiStyc]l sta]l()wi rys Chal al te-
y <

16
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tyezny badai Denjoy i okazalo sig jednym z najbardziej. ph.)dny;:l:l ‘;‘)Io(rinasi:
géswy Rzzumowanie analogiczne spotka czytelnik parokrotnie jeszc
szym ciggu tego wykladu. | ’

7 twierdzenia 16 wynika w szczegélnosei, iz kazda funkcl.a cligl’a, krt::;i
jest (VBG) w jakim$§ przedziale (a, b), jest zawsze o W.ahz.m;u ls;(,(')inc(z;BG)
iv pewnym jego podprzedziale; temsamem tedy, dla kazdej und .,]e réznicz,

: ; : 7 ¢

i j, istniej i térych funkeja ta jest prawie wsze

iaglej, istnieja przedziaty, w k : : e
ijv%al]na, i przedzialy te tworzg pewien u.kl‘a((1§ ;;s(/))s ZIZQ ?uzni{e::jgaq(sVByG), o

j is juz wyzej )

iei jednak strony — pokazaliSmy juz w ' : _ 3

%iz,]gl; moze nie mieé pochodnej oznaczonej w zbiorze miary dodatniej
el

§1,

3]

ROZDZIAYL. IX.

Twierdzenia o liczbach pochodnych.

Uwagi wstepne.

§ 1. Rozdzial obecny poswiecony bedzie badaniom z teorji
réozniczkowalnosci, wychodzagcym poza zakres funkeji rézniczko-
walnych prawie wszedzie (w sensie zwyktym lub aproksy-
matywnym). Rozpoczniemy od wytozenia tu grupy twierdzer
Denjoy (§§ 3, 4), ustalajgeych ogélne zwiazki miedzy liczbami
pochodnemi funkeji catkiem dowolnych. Rozwazania dalsze (§§6—9),
ktérych jadro stanowia rezultaly Banacha, obejmowaé beda
wtasnosci funkcji, spetniajagcych pewne warunki, zwigzane z wa-
runkiem (N) Luzina; badania te — jak spostrzegla Nina Bary —
prowadzg do daleko idgcych uogélnieri twierdzeti 6 j 9 rozdzialu
poprzedniego (§§ 11, 12). §§ korficowe wreszcie zawieraé bedg wy-
niki o charakterze poniekad odwrotnym: podamy tam pewne kry-
terja Denjoy, ktére — wychodzac z zachowania sie liczb po-
chodnych — pozwalajg wnioskowaé o przynalezno$ci funkeji do
jednej z Kklas wyroznionych w rozdziale poprzednim.

Dwa twierdzenia elementarne.

§ 2. Moéwimy, iz funkcja F (x) osigga w pewnym punkecie x,
maximum (wzgl. minimum) wlasciwe, jesli istnieje taki
przedziat /, zawierajgcy wewnatrz punkt x,, iz dla kazdego —
réznego od x, — punktu x tego przedziatu

F(x)<F(x)  [wzgl F(x)> F(x,)].
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- Twierdzenie 1Y) Zbiér punktéw, w ktorych funkcja F (x)
osigga maximum lub minimum wiasciwe, jest conajwyzej prze-
liczalny.

Dowé6d. Oznaczmy przez A mnogo$é tych punktow, w kto6-
rych funkcja osigga maximum wlasciwe. Kazdemu punktowi
x, € A przyporzadkowaé mozna jednoznacznie pewien, zawierajacy
go, przedzial o krancach wymiernych tak, aby dla kazdego roz-
nego od X, punktu x tego przedzialu spelniona byta nier6wnos$¢

F(x) < F (x,).

Dwum réinym punktom zbioru A odpowiadaja wowczas zawsze
dwa rézne przedzialy. Poniewaz za$ mnogos§é wszystkich prze-
dzial6w o krandcach wymiernych jest oczywiScie przeliczalna,
przeto temsamem conajwyzej przeliczalny jest zbior A.

Analogicznie dowodzi sig, iZ conajwyzej przeliczalny jest
réwniez zbiér punktéw, w ktérych funkcja osigga swoje mini-
mum wiasciwe.

Twierdzenie 2 (Sierpinskiego i G. C. Young).?)
Jesli F(x) jest dowolng funkcjq skoriczonq w pewnym przedziale,
woéwczas niemal wszedzie

M) Fr(9) > F(x) oraz F(x)>Ft ().

Dowo6d. Niech A oznacza mnogo$¢é punktow, w ktorych
nie jest spelniona pierwsza z nier6wnosci (1), i Anm,» niech bedzie
zbiorem tych punktéow x, w ktérych

F+(x)<g<f_(x).

Mamy oczywiScie

(2) A4 = +2°° i Amn .
M=—oo n=l

1) Schonflies, Jahresh. d. Deutsch. Math.-Verein., t. 8, (1900), p. 158.
Sierpinski, Spraw. Tow. Nauk. Warsz., (1912), p. 236; Prace Matematyczno-
Fizyczne, t. 27, (1916), p. 17.

Latwo zauwazyé, iz twierdzenie jest prawdziwe w ogélnych przestrze-
niach metrycznych posiadajacych czes¢ przeliczalng wszedziegesta (VI § 2).

"2 Sierpinski, Bull. Ac. Sc. Cracovie, (1912), p. 850; G. C. Young,
Acta Math., t. 87, (1914), p. 147.

v
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Niech

Fo (%) = F (%) —’nlzx.

Mamy w kazdym punkcie x € A,
Fi () <0<F, (%),

skad wynika tatwo, iz w kazdym takim punkcie funkcja F,, , osig-
ga swe: maximum wlasciwe. Na mocy tedy twierdzenia po-
Przedmego kazdy ze zbioréw A, . jest conajwyzej przeliczalny
i temsamem, z uwagi na (2), conajwyzej przeliczalny jest zbior A.

Analogicznie dowodzimy, iz conajwyzej przeliczalny jest zbior
punktéw, w ktérych spelniona nie jest druga z nieréwnosci (1).

Twierdzenia Denjoy.

. § 3. Twierdzenie Pani Young i Sierpifiskiego wyra-
za jeden ze wspomnianych juz w § 1 zwigzkéw miedzy liczbami
pochodnemi dowolnej funkeji. Zwigzek ten jest szczegélnie ele-
mentarny i spelniony jest niemal wszedzie.!) Mniej juz na-
tomiast elementarne i glebiej siegajace w lebesgue’owska teorje
funkeji, sa juz zalezno$ci ustalone — prawie wszedzie —
przez Denjoy dla funkeji ciaglych, a uogélnione nastepnie przez
Panig G. C. Young — na dowolne funkcje mierzalne.?) Wypro-
w?dzeniem waznych tych i pozytecznych czesto zwigzkow zaj-
miemy sie w tym §. .

Let’nmat‘ 1. Jezeli a jest punktem gestosci zewnegtrznej zbio-
ru Q, wowczas kazdej liczbie >0 przyporzqdkowac moina takq
liczbe 1> 0, iz, jesli tylko

0<a—x<nu,

1) Oczywiscie, w kazdym indywidualnym punkcie cztery liczby pocho-
dne sg najzupelniej niezaleine: dajgc sobie z géry cztery dowolne liczby I+
L+, I, L~ — byleby, rzecz prosta, takie, iz I+ <L+, I <L — zbudowaé’
mozna, bez trudu, funkcje ciggla F (x), dla ktérej, w pewnym punkcie a,

FEG=5" Pl ey = It F (@)=, " F (= L™
2) Denjoy, Journ. des Mathém., (7), t. 1, (1915), p. 1705; Young, Proc,

Lond. Math. Soc., (2), t. 19, (1917), p. 360). Por. takzie: Fund. Math., t. 5, (1924)
p- 98, oraz Ridder, Spraw. Tow. Nauk. Warsz., t 23, p. 1.
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wowczas zbidor Q zawiera punkty ¢, spetniajgce nieréwnosc

a—¢t

1) 1< <1+e.

Dowo6d. Niech ¢ bedzie dowolna liczbg dodatnia, mniejszg
od jedno$ci. Poniewaz a jest punktem gestoSci zewnetrznej zbioru
Q, przeto istnieje taka liczba 7 >0, iz dla kazdej liczby doda-
tniej 2 < 27 )

(2) ‘E[“Q; a—h\<\i<a]|>1—_ﬁ'

Niech teraz x bedzie dowolnym punktem, spelniajagcym nie-

rownos¢
0<a—x<n.

Mamy woéwczas

0<(+¢(a—x)<2((@—x) <2y

i podstawi¢ mozemy w (2)

h=(1+¢) (a—x),

otrzymujac
|E[feQ; x—cla—x)<ELa]|>a—x.
3

Poniewaz za$, z drugiej strony, oczywiscie

A |Efe @ 2<E o] <a—x,
3

przeto, odejmujgc stronami te nieré6wno$é od poprzedniej, otrzy-

mujemy
|€[5€Q; x—e(@—x)<ELx]{>0.

Istniejg tedy napewno punkty & € Q spelniajgce warunek
x—ce(@a—x)<E<Lx,

lub — co jest rownowazne — zwiagzek (1).
Lemmat 2. Jesli funkcja F (x), okreslona i skoticzona w prze-
dziale (a, b), posiada w kazdym punkcie pewnego zbioru P o dodatniej

mierze zewnetrznej prawostronng gorng (wzgl. dolng) pochodnq
FF(x) <+ oo, (wzgl. F+(x) > — o), wowczas istnieje pewien zbiér

g (L § 3

S (C P, o mierze zewngtrznej rowniez dodatniej, taki, iz funkcja F (x
w kazdym punkcie x e S jest rozniczkowalna wzgledem S i jej po
chodna wzgledem tego zbioru réwna jest liczbie pochodnej F~ (x)
(wzgl. F~(x)). &

Dowéd. Zalézmy, iz w kaidym punkcie x ¢ P
Fr{x)<+a0.

Oznaczmy, dla kazdej liczby naturalnej n, przez P,, zbiér
tych wszystkich punktéw x e P, dla ktérych nieréwnosé

0<y—x ’1?
pociaga za sobg — dla dowolnego punktu y — nier6wnosé
3) F(y)— F@) <n(y—x).
Niech, dalej, dla kazdej liczby calkowitej /, P! oznacza cze$é

i+1

n

. : i "
zbioru P, zawarta w przedziale (Z’ ) Mamy woéwczas

oo

P:ni:lp =z N P,

=1 {=—co

poniewaz za$§ |P|> 0, przeto istnieje napewno para wskaznikéw
Ny, Ly, dla ktérych
[Pl ] = 0.

Oznaczmy przez Q mnogos$¢ tych wszystkich punktéw zbioru

Pf,“n, ktére sgq punktami jego gestosci zewnetrznej. Na zasadzie
twierdzenia Lebesgue’a ,o gestosci“ (III, § 6, tw. b5),

Q=P

przyczem zbiér Q sktada sie juz wylacznie z punktéw swej ge-
sto$ci zewnetrznej.

>0,

') Zastepujac funkeje F (x) przez — F (x), otrzymujemy analogiczny wy-
nik dla przypadku, gdy w kazdym punkcie x € P

Fr(x)>—oco.
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Niech
G(x)=F(x) —nx.

Z nier6wnosci (3) wynika wéwezas, iz dla kazdej pary pumk-
téw x;, x, takich, iz

X €Q, 0<)‘72_-"51<i
0

spetniona jest nier6wnosé

G (%;) — G (%)) = F(x,) — F (%) = ny(xy — %) <0 )
a wiec

4 G (x5) < G (xy).

W szczegélnosci tedy nier6wnosé powyisza spelniona jest
dla kazdej pary punktéw x, < x, zbioru Q, jako ze $rednica
tego zbioru jest conajwyzej r6wna nl - Funkcja G (x) jest tedy

0
monotoniczna malejaca na Q, i z uwagi na twierdzenie Lebes-

gue’a (VIIL, § 6, tw. 2) posiada w prawie kazdym punkcie x tego

zbioru pochodng skonczong wzgledem Q; pochodng te oznaczymy
tu przez A (x).

Niech teraz a € Q bedzie dowolnym punktem, w ktérym funkecja
G (x) jest réiniczkowalna wzgledem Q, i niech e bedzie dowolng
liczbg dodatnia mniejsza od 1. Kazdemu punktowi x <a, poto-
zonemu dostatecznie blisko punktu a, przyporzgdkowaé mozemy —

w my$l lemmatu poprzedniego — taki punkt x' e Q, iz
a—x'
®) L gt e,

Mamy wéwczas przedewszystkiem

O<x—x’\<a—x’<nl,
0

a wige, w mysl (4),
G (x)

G () > )
G (a)
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i zwazywszy na (5), otrzymujemy natychmiast

(@-6®_0@-G6) a—x

a—x @ — % a—x
>ZD=0E) -2y (119 3@=G),
a—Xx a— X

a—x'

poniewaz zas, gdy punkt x dazy do a ze strony lewej, wéwczas,
z uwagi na (5), punkt x' dazy réwniez do a, przebiegajac jednak
tylko punkty zbioru Q, przeto

G @>(1+9).2(a),
i— jako ze ¢ jest dowolng liczbg dodatnia, mniejszg od jednosci —
G () >1(a).
Z drugiej strony, mamy oczywiscie

G (a) <) (a),
ostatecznie zatem

(©6) G (a) = (a).

Przechodzac teraz do funkeji F(x) = G (x) — nx, stwierdzamy
przedewszystkiem, iz funkcja ta jest, wraz z G (x), rézniczkowalna
prawie wszedzie w Q wzgledem tego zbioru; oznaczajac przez
I (x) pochodng funkeji F(x) wzgledem Q w dowolnym punkecie
x € Q, w ktérym pochodna ta istnieje, mamy oczywiscie

l@=2(@—n, F (@)=G (a)—n,,
a wiec z (6)
™ . F@=1@.

Nier6wnos$¢ ta udowodniona jest w ten sposéb w kazdym
punkcie mnogosci ‘Q, w ktérym funkeja G, a wige i F, jest wzgle-
dem Q rézniczkowalna; usuwajac tedy z Q zbiér — miary zero —
tych wszystkich punktéw, w ktérych funkeja G (x) nie jest wzgle-
dem Q rézniczkowalna, otrzymujemy, jako reszte, pewien zbiér S,
0 dodatniej mierze zewnetrznej, w ktérym nier6wnosé¢ (7) spet-
niona jest juz doktadnie wszedzie.
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Lemmat nasz jest w ten spos6b udowodniony calkowicie

Wynikajg zen natychmiast twierdzenia Denjoy i Pani
Young. W celu uproszczenia ich sformulowania skorzystamy
tu z terminologji, wprowadzonej przez Denjoy, ktory pochodne
Ft(x) i F (%), jak réwniez pochodne F*(x) oraz F. (x), nazy-
wa pochodnemi wzajemnie przeciwlegltemi (dérivés o p-
pos és).

Mozemy obecnie sformufowaé pierwsze z wymienionych
twierdzefi w postaci nastepujgcej:

Twierdzenie 3. Jezeli funkcja F (x), skorczona, w prze-
dziale (a, b), posiada w kazdym punkcie pewnego zbioru P, zawar-
tego w tym przedziale, jednq z liczb pochodnych gérnych (wzgl. dol-
nych) Dini’ego réZng od + oo (wzgl. od — o), wowczas liczba
ta jest prawie wszg¢dzie w P skoriczona | réwna swej liczbie pocho-
dnej przeciwlegtej.

Dowéd. Zatézmy, iz w kazdym punkcie P

® F(x) < 4 oo;
udowodnimy, iz prawie wszedzie w P
9) —<X><F+(x)=f(x)<—l—w.

Analogiczne rozumowanie przeprowadza sie, gdy warunek (8)
zastapiony jest przez stosowng nier6wnos¢ dla ktorejkolwiek innej
liczby pochodnej Dini’ego.

Oznaczmy przez Q mnogo$é tych punktéw x e P, w ktérych
zwigzek (9) nie jest spetniony, i pokazemy, iz

(10) |Ql=0.
W samej rzeczy, zal6zmy, iz

|Q|>0.

Woéwezas, z uwagi na lemmat poprzedni, zbiér Q zawieratby
pewien podzbiér S o dodatniej mierze zewngtrznej, na ktérym
funkcja F (x) bylaby wszedzie rézniczkowalna wzgledem S i spel-
niata réwnosé

(11) F(x) =1(x),
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gdzie [ (x) oznacza pochodng funkeji F w punkcie x € S wzgledem
zbioru S.

Z ostatniej tej réwno$ci wynika w szczegélnoSci, iz liczba
F~ (x) jest wszedzie skoficzona w zbiorze S; poniewaz za$ zbiér
ten posiada dodatnig miare zewnetrzng, przeto mozemy don oraz
do pochodnej F~ (x) raz jeszcze zastosowaé lemmat poprzedni
otrzymujac pewien zbiér o dodatniej mierze zewnetrznej, 7 (C SCQ
taki, iz liczba Dini’ego przeciwlegla wzgledem F  (x), t.|. FT(x),
jest w kazdym punkcie xe 7 réwna pochodnej funkeji F (x)
w tym punkcie wzgledem 7; poniewaz jednak 7 (_ S, przeto po-
chodna ta jest identyczna z pochodna wzgledem zbioru S, a wiec,
z uwagi na (11), mamy dla kazdego punktu xe¢ 7(C S(C Q

F~(x) = Fr(x) = [(x) # oo

Zbiér T, poniewaz jest miary roéinej od zera, jest napewno
niepusty; dochodzimy tedy do sprzecznosci z zatoZeniem, iz zwig-
zek (9) nie jest spetniony w zadnym punkcie zbioru Q ) 7.

R6wnosé (10) jest w ten sposéb udowodniona.

Twierdzenie 4. Jezeli funkcja F (x), okreslona i skoriczo-
na w przedziale (a, b), posiada w kazdym punkcie pewnego zbioru
P duwie liczby pochodne Dini’ego z jednej strony skoriczone, wow-
czas funkcja ta jest w prawie kazdym punkcie tego zbioru rozZnicz-
kowalna,

Dowéd. Niech P, wzgl. P,, oznacza zbiér tych punktéw
zbioru P, w ktérych skonczone sg pochodne Dini'ego Ft(x),
Ft(x), wzgl. F~ (x), F (x).

Na zasadzie twierdzenia poprzedniego mamy woéwczas pra-
wie wszedzie w P,

(12) Fry=F (x), Frx)=F (9.
Poniewaz jednak
Fr > Ft(x), F (9>F @,

przeto z rownosci (12) wynika natychmiast, iz prawie wszedzie
w zbiorze P, wszystkie cztery pochodne Dini’ego sg réowne.
Poniewaz za§ — przynajmniej dwie z nich — sg, z zaloZenia,
skonczone, przeto temsamem udowodniona jest réiniczkowalnosé
funkecji F (x) w prawie kazdym punkcie mnogosci P;.
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Analogicznie dowodzi sig rézniczkowalno$é rozwazanej funkcji
w prawie kaidym punkcie zbioru P,.

Twierdzenie 5. Jezeli funkcja skoriczona F (x) posiada
w kazdym punkcie pewnego zbioru P pochodng gérng F (x) (wzgl.
dolng F (x)) rézng od 4 co (wzgl. od — o0), wéwczas funkcja ta
jest rézniczkowalna w prawie kazdym punkcie tego zbioru.

Dowé6d. Jesli w kazdym punkcie x ¢ P

F(x)# + oo,
wowczas temsamem

Ft(x) <4 oco oraz F (x) <+ co.

Z twierdzenia 3 wynika tedy, iz w zbiorze P skoniczone sg
prawie wszedzie wszystkie cztery liczby pochodne Dini’ego,
a wige, na mocy twierdzenia poprzedniego, funkcja ta jest réi-
niczkowalna w prawie kazdym punkcie rozwazanego zbioru.

Zanotujemy tu jeszcze nastepujgce

Twierdzenie 6. Dla dowolnej funkcji skoticzonej F (x)
kazdy ze zbioréw
E[Ft(x) = —od), E[F (%) <— o,
(13) ;
E[Ft(x) =+cc], E[F (x)=+ ]
jest miary zero.

Dowé6d. Twierdzenie to najpro$ciej wyprowadzié mozna
bezposrednio z lemmatu 2.!) Uwazajmy np. pierwszy ze zbioréw
(13); ktadgc — dla skrocenia —

(14) Q=E[Fr(x) = — o],

zal6zmy, iz
1Q[>0.

Na zasadzie wspomnianego lemmatu mnogo$é Q zawierataby
tedy pewien zbiér S (|s|>0), wzgledem ktérego, w kazdym jego
punkcie, funkcja F (x) bylaby réziniczkowalna, t. j. posiadata po-

!) Mozna je udowodnié zreszta latwo zupelnie bezposrednio; por. B a-
nach, Comptes Rendus, t. 163, (1921), p. 457.
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chodng skonczong. Jest to jednak najwidoczniej sprzeczne z de-
finicja (14) zbioru Q. Mnogosé Q jest przeto miary zero, co
nalezato udowodnié.

W szczegé6lnosci, z udowodnionego twierdzenia wynika, iz
zbidr punktéow, w ktorych funkcja posiada pochodnq oznaczong nie-
skoriczongq, jest zawsze miary zero.

§ 4. Z rozwazan § poprzedniego otrzymujemy latwo naste-
pujace twierdzenie Denjoy, ktére ustala zwigzek miedzy licz-
bami pochodnemi Dini'ego a rézniczkowalno$cia aproksyma-
tywng (VIII, § 5):

Twierdzenie 7. Jesli funkcja skoticzona i mierzalna F (x)
posiada w Razdym punkcie pewnego zbioru P jednq z czterech po-
chodnych Dini’ego, np. Ft(x), skoriczonq, wowczas jest roiniczko-
walna aproksymatywnie prawie wszedzie w tym zbiorze i w prawie
kazdym jego punkcie
1) F/(x) = Ft(x).

Dow6d. Udowodnimy najpierw, iz funkcja F (x) jest w pra-
wie kazdym punkcie zbioru P rézniczkowalna aproksymatywnie.
Niech — w tym celu — Q oznacza mnogo$¢ tych punktéw x
zbioru P, w ktérych funkcja nie jest aproksymatywnie rézniczko-
walna; zatézmy, iz

(2) | Q[>0.

Woéwezas z uwagi na lemmat 2 § poprzedniego mnogo$é Q
zawiera pewng mnogo$¢ S o dodatniej mierze zewnetrznej, taka,
iz w kazdym punkcie x € S funkeja F (x) jest wzgledem S ro6z-
niczkowalna.

Niech x, bedzie dowolnym punktem mnogosci S, bedgcym
punktem jej gesto$ci zewnetrznej. Oznaczmy przez [ wartosé
pochodnej funkeji F (x) w punkcie x, wzgledem mnogoSei S.
Widoczne jest woéwezas, iz, dla kazdej liczby dodatniej ce,
zbidr :
(3) 5[1_5<M)\<1+€]

% X — X
zawiera wszystkie punkty zbioru S polozone dostatecznie blisko
punktu x,. Punkt x, jest tedy réwniez punktem gesto$ci zewnetrz-
nej zbioru (3). Ale funkcja F (x) jest mierzalna; mierzalna jest
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F(x) = F (%)
X — Xo

(3); uzupelnienie jej posiada zatem w x, punkt rozrzedzenia;

w szczegblnosci tedy punkt x, jest punktem rozrzedzenia obydwu

zbiorow
A

tedy réwniez i funkcja a — temsamem — mnogosé

x X — Xo

>l+s],

x X — Xo

E [F&)¥_ﬂf°) <MLl EJ ,
i z definicji krancowych pochodnych aproksymatywnych (VIIL § 5)
wynika natychmiast, iz:

Z*E\<fa(x0)\<\ﬁa(x0)<l+5,
skad, poniewaz ¢ jest dowolng liczba dodatnig,
FulXo) = Falk), = [ 5~ 00,

Funkcja F (x) jest tedy w punkcie x;, € S (C Q rézniczkowalna apro-
ksymatywnie, co jednak sprzeczne jest z definicja zbioru Q.
Zalozenie (2) prowadzi tedy do sprzecznosei, i funkcja F (x)
jest prawie wszedzie w zbiorze P rézniczkowalna aproksymatywnie.
Nalezy jeszcze udowodnié, iz w prawie kazdym punkcie
zbioru P spelniona jest rownosé¢ (1). Jest to jednak natychmia-
stowg konsekwencjg zwigzkow

F(9) < Fix) <FF (),
f—(x) == 7:+(X),

z ktérych pierwszy zachodzi w kazdym punkcie rézniczkowal-
nosci aproksymatywnej funkcji F (x), drugi za§ — z uwagi na
twierdzenie 3 — prawie wszedzie w zbiorze P.

*§ 5. W rozdz. poprzednim (§ 12) podalismy juz pewne osza-
cowania na miar¢ obrazu F (Q) dowolnej mnogosci Q, w ktorej
funkcja F (x) jest wszedzie rézniczkowalna; z oszacowan tych wy-
nika natychmiast, iz, jesli funkcja F (x) jest rézniczkowalna w kaz-
dym punkcie pewnego zbioru Q miary zero, wéwczas obraz tego
zbioru jest rowniez miary zero. Dalsze rozwazania tego rozdziatu
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wymagaé bedg pewnego zaostrzenia tego twierdzenia: pokazemy
mianowicie, iz na to, by spelniona byta réwnosé

|F(Q)| =0,

wystarczy zalozy¢, iz w kazdym punkcie x e Q skoriczona jest
jedna tylko z czterech pochodnych Diniego funkeji F (x). Uogél-
nienie to — jakkolwiek formalnie nie odbiegajace zbyt daleko
od twierdzenia juz udowodnionego -— wymaga jednak bardziej
nieco klopotliwych rozwazan. Udowodnimy przedewszystkiem
nastepujacy

Lemmat. Jesli funkcja F(x) okreslona jest i skoviczona w prze-
dziale (a, b) i jesli w kazdym punkcie x pewnego zbioru E, zawar-
tego w tym przedziale,

| Ft(x)| <N,
wowczas
|F(E)| < TN|E]|.

Dowdéd. Oznaczmy, dla kazdej liczby naturalnej n, przez
E, zbiér tych wszystkich punktéw x ¢ E, dla ktérych nier6wnosé

1) 0<x—x< % pociaga za sobg F (x') — F (x) < N (¥ — x)

dla dowolnego punktu x' przedziatu (a, b).
Zbiory E,, a wigc réwniez i zbiory F (E,), tworza cigg mo-
notoniczny niemalejgcy, przyczem

E= E, F(E)y= > F(E.

Stad oczywiscie:
ey =l (F (B .
n

Ustalmy chwilowo warto§¢ wskaznika » i uwazajmy odpo-
wiedni zbiér E,. Niech G, bedzie zbiorem otwartym, zawierajg-
cym zbiér E, i spelniajgcym warunek

1
(2 | Gu| <[ En| 4
Poniewaz, wkazdym punkcie x ¢ E, | F+(x)| < N, przeto kai-

demu punktowi x € E, przyporzadkowaé mozemy, dla kazdej licz-
by >0, punkt y € G, spelniajgcy warunki nastepujace:
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1
O<y—x<2—’z,

|F(9) — F(x)| <N(y — x) < Ne.

Druga z powyzszych nier6wnosci (poniewaz liczba ¢ > 0 moze
by¢ dowolnie mata) pozwala, przez zastosowanie do zbioru F (Ey,)
twierdzenia Vitali'ego (II, § 8) otrzyma¢ uktad skorczony prze-
dziatéw (x;, y)) (=1, 2,...m), spetniajacych warunki nastepujace:

3) przedziaty (x;, y;) zawarte sqa wszystkie w Gr;

1
4 x; e E, 0<yi—xi <z
4) oraz 0 <y;,—x <2/z
(5) kaide dwa z po$réd przedziatow [F (x:), F(y)]Y) sé; roztaczne;

(6) | F(E)<|P|+
gdzie P oznacza sume przedzialéw [F (x:), F(y)];
() |F(y) — F(x)| <N.(y:— x1) A A AR

Oznaczmy teraz, dla kazdej pary liczb 4, &k (=1, 2,..., m),
przez s (4, k) dlugo$é wiekszego z posréd przedzialéw (i, Yn),
(X2, yx), oraz przez d (h, k) odlegto$¢ wzajemng przedzialow
[F (xn), F(yn)], [F (x2), F (ye)l.

Pokazemy przedewszystkiem, iz, je §1i prze dzialy (xn,yn),
(%, ¥») maja punkty wspélne, wowezas:

(8) d(h, k) <2N.s(h, k).

W samej rzeczy, zwazywszy na (5), przedziaty [F(xz), F (y4)],
[F (x£), F(yr)] sa roztaczne, zatozy¢ przeto mozemy, iz pierwszy
z nich poprzedza drugi, a wiec — napewno —

9 F (xx) <F ().

) Dla oznaczenia przedziatu, ktérego krancami sg punkty F(x), F(y)),
uzywamy tu znaku [F (x)), F(y)]; korzystajac jednak z tego znakowania, nie
przesgdzamy bynajmniej, iz F(x;) jest lewym, F(y,) za§ prawym krancem tego
przedzialu. W rzeczy samej, jakkolwiek x;<Y; nie wiemy nic o porzgdku
punktéw F(x), F(y,).
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Z drugiej strony, przedzialy (xi, yx) i (xz, yx) — na osi od-
cietych — majg punkty wspdlne, a wiec x» < yx, i z uwagi na (4)

0 <,Vk — x5 < 25(/1, k) <’1?;

na mocy przeto (9) oraz (1):
0 <F(yx) —F(xn) <N.(ypr—x1) <2N.s(h k),

skad wynika juz oczywiscie nier6wnosé (8).

Oznaczymy teraz przez /; najwiekszy z posréd wszystkich
przedziatow (x;,y:) (i=1,2,..., m), przez I, — najwiekszy z kolei
z posrod przedzialéw (x; y;), niezachodzacych na 7, i t. d.; ogélnie,
okreslimy indukcyjnie przedziat /;(j> 1) jako najwiekszy z posréd
tych przedziatéw (x;, y;) (i =1, 2,...m), ktére nie zachodza na
zaden z wybranych poprzednio przedziatéw I, /,,.../;_;. Otrzy-
mujemy w ten sposéb skonczony ciag niezachodzacych na siebie
przedziatéw, wyjetych z ciagu przedzialéw (x;,y:) (i=1, 2,... m),

. ]1, ]2,..., [p (p\<m),

takich, iz kazdy z przedzialéw (x;, v;) ({ =1, 2,...m) zachodzi na
jeden przynajmniej z przedzialéw /i, od kiérego w zadnym razie
nie jest wiekszy.

Oznaczmy przez P; (j=1, 2,...,p) sume wszystkich prze-
dziatéw [F (x), F(y)] (i=1, 2,...,m), odpowiadajacych prze-
dziatom (x;, y:), ktére zachodza na przedzial [; i ktérych dlugosci
nie przewyzszajq dlugo$ci tego przedzialu. Bedziemy mieli,
z uwagi na (6),

P

5 e

[ (Eap s DARR AT -
=

Z drugiej strony z (8) i (7) wynika latwo, iz §rednica —
a wiec tembardziej miara — zbioru P; jest rowna conajwyzej
liczbie 7N.[/;|. Na mocy tedy nier6wnosci poprzedniej oraz (3)

i(2)
]7
. 1 E. |
\F(E,z)'<7N.Z[Ly+}i SIN.|Gol + = < TN | Ea| +

J

INH1
n

Zwigzek powyzszy ustalony zostal dla dowolnego ze zbioréw

En; przechodzac tedy do granicy wraz z n, otrzymujemy
17
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|F(E)| < IN.|E|,

co nalezalo udowodnié.

Twierdzenie 8. Jesli funkcja F (x), okreslona i skoriczona
w pewnym przedziale (a, b), posiada w niemal kaZdym punkcie pew-
nego zbioru E miary zero jednq jokqkolwiek z czterech pochodnych
Dini’ego skoriczonq, wowczas

|F(E)|=0.

Dowéd. Oznaczmy, dla kazdej liczby naturalnej 7, odp.
przez A,, Bs, C., D, zbiory punktéw x e E, w ktérych odp. liczby

|Fr@)], [FT @], |[Fr@], [F )],

sg mniejsze od n.
Mamy wéwezas na zasadzie lemmatu poprzedniego, dla kaz-

dego n:
‘F(A”) < ‘ﬂ‘lAng =0,

i analogicznie réowniez:

|F(Bx)| = |F(C)|=|FDn] =0.

Poniewaz zas

oo

Ef= Z (An_l— Bn + C/l+ D/I) + Qa

=1
gdzie Q jest pewnym zbiorem przeliczalnym, przeto rowniez:
| LB Rl=20
Twierdzenie nasze jest tedy udowodnione.
Wynika zen, jako natychmiastowy wniosek, nastepujace
Twierdzenie 9. Funkcja skoriczona i okreslona w prze-
dziale (a, b), ktéra w niemal kazdym punkcie tego przedziatu posiada

skoriczong przynajmniej jedngq ze swych czterech pochodnych D i-
ni'ego, spetnia w tym przedziale warunek (N).
Bezpoérednia konsekwencja lemmatu tego § jest réwniez twierdzenie

nastepujace: jesli funkcja F (x) w niemal kazdym punkcie pewnego zbioru E posiada
przynajmniej iednq z czterech pochodnych Dini'ego réwng zeru, wowczas zbidr
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F (E) jest miary zero. Dla funkeji ciggtych — lub ogélniej — dla funkeji cig-
glych w sensie Darbowux!) otrzymuje si¢ stad natychmiast twierdzenie: Jjesli
Sfunkcja F (x), ciggta — lub ogdiniej — ciggta w sensie Darboux — w prze-
dziale (a, b), posiada w niemal kazdym punkcie tego przedziatu przynajmniej jedna
ze swych czterech pochodnych Dini'ego réwna zeru, woéwczas funkcja ta jest
stata w (a, b).

Jesli w sformulowaniu powyiszego twierdzenia zalozyé¢, iz w niemal kaz-
dym punkcie przedziatu jest zerem jedna z pochodnych D i ni'ego z okreslonej
strony (ustalonej jednakowo dla wszystkich rozwazanych punktéw), wéwezas twier-
dzenie to byloby zawarte oczywiScie w twierdzeniu Scheeffera (VII, § 9);
w sformutowaniu ogélnem jest oden niezalezne.

Zauwazymy tu jeszcze, iZ, opierajgc sie na twierdzeniach § 3, mozemy
tatwo wzmocni¢ nier6wno$é ustalong w lemmacie udowodnionym na poczatku
tego §, zastepujac w niej spélezynnik 7N wprost przez N; dowé6d — analo-
giczny jak lemmatu podanego w § 12 rozdz. poprzedniego. Mozemy i§¢ w tym
kierunku dalej jeszcze nieco i uog6lnié twierdzenie 7 rozdz. VIIL?) jak naste-
puje: jesli funkcja F (x) posiada w kazdym punkcie pewnego zbioru mierzalnego Q
Jedng z czterech pochodnych Dini'ego, np. FH(x), skoriczonq, wéwezas

| F(Q)] <] [F+(o) | dx.
Q
*Warunek (7,) Banacha.

§ 6. Moéwimy, iz funkcja F(x) spetnia w przedziale (a, b)
warunek (7y), jesli prawie kazdg swa warto$é przyjmuje w tym
przedziale skoficzong tylko ilo$é razy.

Pokazemy, korzystajac z twierdzen §§ poprzednich, iz wia-
snos¢ ta — wyrézniona przez Banacha®) — réwnowazna jest
pewnej wiasno$ci r6zniczkowej funkeji ciagtych. Udowodni-
my przedewszystkiem nastepujacy

Lemmat. Jesli funkcja ciqgia F(x) nie posiada w zadnym
punkcie x pewnego zbioru Q pochodnej oznaczonej — Skoriczonej
ani nieskoriczonej — i jesli ponadto kazdy punkt x e Q jest punktem
odosobnionym *) zbioru ZE:" [F (&) = F (x)], wowczas

(D F(Q]=[Q[=0.

') Funkeja F(x) nazywa sie ciggla w sensie Darboux w przedziale
(@, b), jeSli w kazdym podprzedziale («, B) tego przedziatu przyjmuje wszystkie
warto$ei zawarte miedzy F(2) a F(B).

%) Por. odsytacz u dolu p. 229.

%) Fund. Math., t. 8, (1926), p. 167.

%) t. zn. nie jest jego punktem skupienia.
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Dowo6d. Poniewaz funkcja F(x) jest ciggla, kazdy zas$
punkt x e Q jest punktem odosobnionym odpowiadajgcego mu
zbioru E [F (¢) = F (x)], przeto kazdemu takiemu punktowi odpo-

£

wiada pewna taka liczba 2> 0, iz wyrazenie F (¢) — F (x) zacho-
wuje znak staty, jesli |& —x| </ i jesli & znajduje sie z jednej
strony punktu x; wyrazenie to nadto nie zmienia znaku, gdy &
przechodzi z jednej strony punktu x na druga, wtedy tylko, jesli
w punkcie tym funkcja osiaga extremum wlasciwe, a wiec
jesli punkt ten nalezy (§ 2, tw. 1) do pewnego przeliczalnego
zbioru punktéw. Niemal wszedzie tedy w zbiorze Q wszystkie
cztery pochodne Dini’ego posiadaja znak wsp6lny i mozemy
potozy¢

(2) Q=A+B+N,

gdzie N jest pewnym zbiorem conajwyzej przeliczalnym, zas A,
wzgl. B, mnogoscig tych punktow zbioru Q, w ktérych wszystkie
cztery pochodne Dini’ego sa nieujemne, wzgl. niedodatnie. Poka-
zemy, iz

3 [FAY]=|A4=0.

W samej rzeczy, poniewaz — Z zalozenia — funkcja F (x)
nie posiada pochodnej oznaczonej w zadnym punkecie zbioru @,
zatem, w kazdym punkcie x € 4 C Q,

(4) F(x)> F(x) >0,
i z twierdzenia 5 (§ 3) otrzymujemy
() |A]=0.

Nadto, w my$l nieréwnosci (4), pochodna dolna F(x) jest
skonczona w kazdym punkcie x ¢ A, a wige, z uwagi na (5) oraz
twierdzenie 8 § poprzedniego,’)

|F(A)|=0,

co lgcznie z (5) daje zgdany zwigzek (3). Zupelnie analogicznie
dowodzimy, iz

1) Korzystajac z metod, stosowanyeh niz. w § 12, moina tu unikngé
odwolywania sig do twierdzenia 8 i oprzeé sie na twierdzeniu prostszem,
orzekajacem, iz kazda funkcja bezwzglednie ciagla na zbiorze spelnia na tym
zbiorze warunek (N) (VIIIL, § 11).
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(WENBY =B =0
i — zwazywszy na (2) — otrzymujemy zadang réwnos¢ (1).

Twierdzenie 10. Na to, aby funkcja F (x), ciggta i skon-
czona w przedziale (a, b), spetniata w tym przedziale warunek (T)),
konieczne jest i wystarcza, aby obraz zbioru tych punktéw przedziatu,
w ktérych funkcja F (x) nie posiada pochodnej oznaczonej (skoticzo-
nej ani nieskotriczonej), byt miary zero.

Dow6d. Oznaczmy przez R zbiér tych punktéw przedziatu,
w ktérych funkeja F (x) nie posiada pochodnej oznaczonej, oraz
przez S zbiér tych wartosei, ktére F (x) przyjmuje nieskornczenie
wiele razy. Nalezy udowodnié, iz zwigzki

1S =0 oraz |F(R)|=0
sg sobie réwnowazne
1° Zat6zmy najpierw, iz

(6) |S|=0.

Oznaczmy przez R' zbiér tych wszystkich' punktow x, dla
ktérych F(x)eS. Mamy F(R)(C S, a wige, z uwagi na (6),

(M _ | F(R)|=0.

Z drugiej strony, dla kazdego punktu xeR—R' zbior
E[F () = F (x)] jest zawsze skonczony, a wigc — temsamem —

odosobniony ). Na mocy tedy lemmatu poprzedniego
|F(R=R)|=0,
|F(R)|=0.

co tgcznie z (7) daje

2° Zat6zmy, z kolei, odwrotnie, iz
(®) | F(R)| =0.

Pokazemy przedewszystkiem, iz

9) S—F(R) CF(H)),

1) t. zn. iz wszystkie jego punkty sa odosobnione.
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gdzie H oznacza mnogos$¢ tych wszystkich punktéw przedziatu,
w ktérych funkecja F (x) posiada pochodng oznaczong rowng zeru.
W samej rzeczy, jeSli

yeS=r(R),

wéweczas — z jednej strony — we wszystkich punktach zbioru
[;f[F (§) =y] funkcja F (x) posiada pochodng, z drugiej zas —

zbi6ér ten jest nieskonczony i—z uwagi na ciaglo§é funkeji F (x)—
domkniety. Niech §, bedzie dowolnym jego punktem skupienia.
Mamy woéweczas
F’(&O) iz O ’
a wiec
y T F(EO) € Ha

skad wynika oczywiscie zwigzek (9). Poniewaz za$, na mocy
twierdzenia 7 rozdz. poprzedniego (§ 12) 1),

|E(H)| =0,
przeto réwniez
|S—F(R)| =0,
i — zwazywszy na (8) —
|3 = 0,

Twierdzenie 11. Kazda funkcja ciggta, o wahaniu skor-

czonem w jakims przedziale, spetnia w tym przedziale warunek (T).

Dowoéd. Niech F (x) bedzie dowolng funkejg ciagla o wa-
haniu skonczonem w przedziale (a, b). Azeby udowodni¢, iz funk-
cja ta spelnia w tym przedziale warunek (7;), wystarczy, w mysl
twierdzenia poprzedniego, pokazac, iz

(10) : |[F(R)|=0,

gdzie R oznacza mnogos$¢ tych punktéw, w ktérych funkeja F (x)
nie posiada pochodnej oznaczonej.?)

) Moznaby réwniez odwolaé si¢ do lemmatu § poprzedniego, ktérego
dowod jest wszakze bardziej skomplikowany anizeli cytowanego twierdzenia.

2) Dow6d bezposredni w pracach: Banach, Fund. Math, t. 7, (1925),
p.229; Vitali, ibid., t.8, (1926), p. 181. Por. takze: Jansen, Uber einige steti-
ge Kurven ete., (Inaugural-dissertation), Kénigsberg, (1907).
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Oznaczmy w tym celu przez [, dlugosé krzywej y = F (x)
w przedziale (@, b)!). Z uwagi na ciaglosé funkeji F (x), dlugosé
tuku rozwazanej krzywej w przedziale (@, x) przebiega — ro-
snac — wszystkie wartosei przedziatu (0, /), gdy x zmienia sie
w przedziale (a, b). Oznaczymy, ogélnie, przez X 0.8 k)
te warto§é zmiennej x, ktoérej odpowiada dtugo$é [ tuku; przez
Y (l) oznaczymy z kolei odpowiadajacqg wartosé funkeji y = F (x),

ktadgc
Y () =F[XD].

Funkcje
x=XW), y=YQO

okreslaja krzywa, ktérej parametr pokrywa sig¢ z diugo$cig jei
tuku. Mamy tedy, w mys$l twierdzenia 8 rozdz. III (§ 9), prawie
wszedzie w przedziale (0, /) :

(11) ot XY A Y DP-= 1.

Spostrzegamy natychmiast, iz, jesli dla pewnej wartosci /
istnieja obydwie pochodne X'(/), Y'(/) i nie sa jednocze$nie row-
ne zeru, wowczas w odpowiadajacym punkcie x = X () tunkcja
F (x) posiada pochodng oznaczong réwna ilorazowi Y'({): X'())
(ktéry — rzecz prosta — moze by¢ nieskoficzony). Oznaczajac
tedy przez L zbiér tych wszystkich wartoSci parametru /, dla kt6-
rych pochodne " X'(/), Y'()) badZ nie istnieja, badz tez istniejg,
lecz znikaja rownoczeSnie, mamy

(12) RCX(L), FERCYW);

zarazem, z uwagi na (11),
‘Li =0,

i poniewaz parametr / oznacza diugos¢ tuku, przeto tembardziej

skad, na mocy drugiego ze zwigzkéw (12), wynika zgdana row-
no$é (10).

W twierdzeniu powyiszem zaloienie cigglo$§ci funkeji F(x) nie jest
istotne i usuniecie tego warunku wymaga nieznacznego tylko oméwienia. Moz~
na i§¢ dalej jeszcze i dowiesé, iz obraz zbioru wartosci, Jjakie dowolna funkcja

1) I, § 9. Formalnie, zgodnie z terminologjg ustalong w rozdz. III na-
lezy tu méwi¢ o krzywej: x=t, y=F ().
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(VBG*) osigga w punktach, w ktérych nie posiada pochodnej oznaczonej, jest zaw-
Sze miary zero; dowé6d przebiega najzupelniej analogicznie do dowodu twier-
dzen 10 i 11 rozdz. poprzedniego (§§ 14, 15). Stad, w mysl twierdzenia 10, kaz-
da funkcja (VBG*) ciggta ') speinia warunek (T)).

Natomiast, funkcje ciagle (VBG), a nawet funkeje (ACG), nie spelniajg
juz naogé! rozwazanego warunku. Jezeli mianowicie F(x) oznacza funkcje,
ktéra — w § 10 rozdz. poprzedniego (p. 223) — podana byla jako przykiad
funkeji (ACG) nie-rézniczkowalnej w zbiorze miary dodatniej, wéwczas la-
two jest zauwazy¢, iz funkeja F(x) + x nie spelnia warunku (7;) w prze-
dziale (0,1).

*Warunek (7,) Banacha.

§ 7. ZauwazyliSmy w § poprzednim, iz funkcje (VBG), na-
wet ciagte, nie spelniajg naogé! warunku (7;). Funkcje te czynig
natomiast zado$¢ pewnemu warunkowi ogélniejszemu, ktéry B a-
nach?) nazwat warunkiem (75).

Mowimy, iz funkcja F (x) spelnia w przedziale (a, b) waru-
nek (7,), jeSli przyjmuje w tym przedziale kazdg swg wartos§é
conajwyzej tylko przeliczalng mnogo$¢ razy.

Twierdzenie 12. Kazda funkcja ciggta®), (VBG) w prze-
dziale (a, b), spetnia w tym przedziale warunek (T,).

Dowé6d. W samej rzeczy, jesli funkcja F (x), ciggta w prze-
dziale (a, b), jest w nim (VBG), woéwezas przedzial ten jest suma
ciagu zbioré6w domknigtych P, na ktérych F (x) jest o wahaniu
skoficzonem. Oznaczmy, dla kazdego n, przez F,(x) funkcje réwng
F(x), jesli x € P,, oraz linjowa w przedziatach przyleglych do P,.
Okreslone w ten sposoéb funkcje sg — wszystkie — o wahaniu
skonczonem w calym przedziale (2, b) i, na mocy twierdzenia 11
§ poprzedniego, kazde z réwnan

Fu(x) = a

posiada — dla prawie kazdej wartoSci a -— skoficzong conajwyzej
ilo§¢ pierwiastkéw. Temsamem, réwnanie
* F)=a
1) Latwo zauwazyé, iz w tym przypadku zalozenie cigglodci jest juz
1 i

niezbedne: w samej rzeczy, funkeja F (x) = sin; (F (0) = 0) jest funkecja (ACG*),
nie spelniajge oczywiscie warunku (7;).

%) Fund. Math., t. 8, (1926), p. 167.

%) Zalozenie cigglosci funkeji F (x) daje si¢ tatwo usungé i z tego twier-
dzenia (podobmie jak z tw. 11).
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posiada — dla prawie kazdej wartosci @ — conajwyzej przeliczalng
mnogos¢ rozwigzan i funkcja F (x) spelnia warunek (7).

§ 8. Z rozwazan tego § wynikaé bedzie, iz kazda funkcja,
ktéra spelnia warunek (7,), — jakkolwiek moze nie byé' naogdét
nigdzie rézniczkowalna — posiada jednak zawsze pochodng ozna-
czong w pewnej nieprzeliczalnej mnogo$ci punktéw. Co wiecej,
okaze sie, iz na to, aby funkeja, spetniajgca warunek (7)), byta
monotoniczna, wystarczy juz tylko, aby pochodna jej zachowywala
znak staty niemal wszedzie tam tylko, gdzie istnieje. Udowodni-
my przedewszystkiem nastepujacy

Lemmat. Jesli P jest dowolnym zbiorem domknietym prze-
liczalnym, wowczas zawiera zawsze dwa punkty odosobnione a, b,
takie, iz przedziat (a, b) nie zawiera juz wewnqtrz Zadnego punktu
zbioru P.

Dowéd. 1° Lemmat jest widoczny w przypadku, gdy zbidr
P wogéle nie posiada punktéw skupienia. Réwniez, jesli zbiér P
zawiera doktadnie jeden tylko punkt skupienia &, wowezas pozo-
state punkty zbioru P tworza — z jednej conajmniej strony punktu
¢ — cigg monotoniczny nieskorniczony. Spostrzegamy natychmiast
iz kazde dwa kolejne punkty takiego ciagu dajg zadang pare
punktéw.

2° Niech teraz P bedzie dowolnym, domknietym i przeliczal-
nym, zbiorem punktéw i niech P; oznacza zbiér jego punktéw
odosobnionych. Przypadek, gdy P = P,, zostal juz wyzej roz-
strzygniety; mozna tedy zaltoiyé, iz zbiér P — P, nie jest pusty;
poniewaz za$ jest oczywiscie domknigty i przeliczalny, przeto
zawiera napewno punkty odosobnione.!) Niech & ¢ P — P, bedzie
takim punktem; pewien, dostatecznie maty, przedzial (¢ — 4, & + k)
nie zawiera tedy — précz punktu & — zadnych innych punktéw
zbioru P — P,; z drugiej strony, punkt ¢ jest oczywiscie punktem
skupienia zbioru P,, i cze$¢ zbioru P, zawarta w przedziale
(6— 4, £+ 1), posiada przeto dokladnie jeden punkt skupienia,
mianowicie punkt & W my$l tedy 1° mozemy z niej wyjaé pare
punktéw, spetniajgcq zadane warunki.

Twierdzenie 13. Jezeli funkcja F (x), skoriczona i ciqgta
w przedziale (a, b), speinia w tym przedziale warunek (T,), wéwczas

!) W przeciwnym bowiem wypadku zbiér P — P, bylby doskonat Y,
a wiec nieprzeliczalny (por. np. Sierpidski, 7. O, p.217, lub Wstep, p.105.
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1) —|FIM| < F@®)—F@<|FP)],

gdzie P, wzgl. N, oznacza zbior tych wszystkich punktow przedziatu
(a, b), w ktorych funkcja F (x) posiada pochodng oznaczong nieu-
jemnaq, wzgl. niedodatniq.

Dowo6d. Wystarczy udowodnié tylko, iz
2) F()—F @) <|F@/P)|;

zastepujgc funkcje F (x) przez F (— x), przechodzimy natychmiast
do drugiej z nieréwnosSci zawartych w zwigzku (1).
Mozemy zalozyé, iz

(3) F(b)> F (a),

poniewaz w przypadku przeciwnym nieréwnos$¢ (2) staje sig oczy-
wiscie banalna.

Niech Y oznacza zbioér tych wartosei funkeji F (x), ktore
funkcja ta przyjmuje conajwyzej przeliczalng iloS¢ razy w prze-
dziale (a, b)), Mamy wéwczas — jako ze funkcja ta spetlnia, z za-
tozenia, warunek (7;) —

(€] F@)—F@)<|Y].

Pokazemy przedewszystkiem, iz kazdemu punktowi yeV
przyporzadkowaé mozna jednoznacznie pewien punkt x, przedziatu
(@, b), spelniajacy warunki nastgpujgce:

(5) F(x)=y;
(6) F (1) > 0;
(7)  x, jest punktem odosobnionym zbioru l;[F &) = F (xy)].

W samej rzeczy, niech ye Y; rozr6znimy dwa przypadki:
1° Zbiér E[F(¢E)=y] sktada sie z jednego tylko
E .
punktu, ktéry oznaczymy wowczas przez xy. Punkt ten spetnia
oczywiscie warunki (5), (7), a nadto —zwazywszy na (3) — spel-
nia zarazem warunek (6).
2° Zbi6ér E[F(§)=y] zawiera wiegcej niz jeden
g
punkt, poniewaz za$ jest conajwyzej przeliczalny, przeto — na
mocy lemmatu poprzedniego -— zawiera napewno par¢ punktow
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odosobnionych takich, iz przedzial, zawarty miedzy niemi, nie
posiada juz w swem wnetrzu punktéw rozwazanego zbioru. W je-
dnym tedy przynajmniej z tych dwu punktéw pochodna goérna
funkcji F jest nieujemna. Punkt ten oznaczymy w tym przypadku
znow przez X, i stwierdzamy natychmiast, iz spelnione sg przezen
rowniez warunki (5), (6), (7).

Niech teraz X bedzie zbiorem wszystkich, wyznaczonych
w ten spos6éb punktéw x, dla y € Y, i niech z kolei X, oznacza
zbi6r tych punktéw x e X, w ktérych funkcja F(x) posiada po-
chodng oznaczong. Mamy wdéwezas, z jednej strony, z uwagi na (6),

X, CP,
z drugiej za$ na mocy (7) oraz lemmatu § 6,
| F(Xp| = [F(X)],
a wiec, zwazywszy na (4),
FO)-Fl<|Y|=|F(X)|=|F(X)|<|F®P)],
co nalezato udowodnié.

Z udowodnionego twierdzenia wynika jako bezposredni wnio-
sek nastepujace

Twierdzenie 14. Na to, aby funkcja skoriczona i ciggta
F (x), spetniajgca w przedziale (a, b) warunek (T,) (a wiee, w szcze-
gélnosci, kazda funkcja ciggla o uogélnionem wahaniu skonczo-
nem,')), byfa monotoniczna niemalejgca w tym przedziale, konieczne
jest [ wystarcza, aby pochodna jej F'(x), byta nieujemna w niemal
kazdym punkcie, w ktérym istnieje.

Dowé6d. Konieczno$§¢ powyzszego warunku jest wi-
doczna. Dostateczno$§é wynika natychmiast z nieréwnosei

0 < F(xy) —F(x),

ktéra, jesli warunek nasz jest spelniony, zachodzi — na mocy
twierdzenia poprzedniego — dla kazdej pary punktéw x;, x,
(¥, < Xx,) przedziatu (a, b).

1) Twierdzenie to — dla zwyklych funkecji o wahaniu skohnczonem —
wynika takze z pewnych twierdzen de l1a Vallée-Poussina (. L., p. 93).
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*Funkcje spelniajace warunek (V).

§ 9. Twierdzenia § poprzedniego, dotyczace funkcji spetnia-
jacych warunek (7)), przenosza sie¢ — w szczeg6lno$ci—na funkcje
spelniajace, warunek (/N), a nawet— dla funkeji tych— mogg by¢
w sposob istotny zaostrzone. Udowodnimy tu mianowicie, iz
warunek (N) pociqga za sobg zawsze warunek (T,). Dowdd tego
twierdzenia — ktére zawdzigczamy Banachowi!) — opiera
sie na dwu lemmatach nastepujacych

Lemmat 1. Jezeli F(x) jest dowolnqg funkcjq ciqgtq w prze-
dziale (a, b) i Q dowolnym zbiorem domknietym, zawartym w tym
przedziale, wowczas istnieje zawsze taki zbior mierzalny R ( Q, iz
kazda wartos¢ y e F(Q) przyjmowana jest na R dokladnie raz
jeden.

Dowé6d. Oznaczmy, dla kazdej wartoSci y € F (Q), przez X,
dolny kres zbioru Q.E [F (x) = y], domknietego z uwagi na cigglo$§é

funkeji F. Niech R bedzie zbiorem wszystkich okreslonych w ten
spos6b punktéw x, dla y € F(Q). Na zbiorze tym, ktéry zawiera
sie oezywiscie w (@, kazda wartoSé y e F (Q) przyjmowana jest
przez funkcje F (x) dokladnie raz jeden. Pozostaje przeto udo-
wodnié¢ tylko, iz zbiér R jest mierzalny.

Oznaczmy w tym celu, dla kazdej liczby naturalnej n, przez
P, mnogo$¢ tych punktéw x przedzialu (a, b), dla ktérych istnieja
w tym przedziale punkty & € Q, spelniajagce warunki

FO=-F(m, x-t>.

R=Q- i ..
Tt

Ale z uwagi na ciaglosé funkeji F (x) kazdy ze zbioréw P,
jest, jak ratwo zauwazyé, domkniety; zbiér Q jest réwniez —
z zalozenia — domkniety. Mnogosé R jest przeto oczywiscie
mierzalna.

Mamy woéwezas

Lemmat 2. Jezeli F(x) jest dowolng funkcjq ciqgtq, spetnia-
jaca warunek (N) w przedziale (a, b), i Q dowolnym zbiorem mie-

Y Fund. Math., t. 8, (1926), p. 169.
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rzalnym, zawartym w tym przedziale, wowczas istnieje zawsze
zbior mierzalny R ( Q taki, iz

10 FQ—F®| =0,

2" kazda wartosc przyjmowana jest przez funkcje F(x) na R
conajwyzej tylko przeliczalng mnogosc razy.
Dowéd. Zbior Q, jako mierzalny, przedstawié mozemy

W postaci
Iy
Q = Z Qn + /M,

gdzie {Q.} jest ciggiem zbior6w domknigtych i M pewnym zbio-
rem miary zero. Na mocy lemmatu poprzedniego kazdemu zbio-
rowi Qn przyporzadkowaé mozemy pewien zbiér mierzalny R, Q,
taki, iz kazda warto$¢ y € F(Q.) przyjmowana jest na R, doktad-
nie raz jeden, Kladac tedy

R=D R,

otrzymujemy zbiér mierzalny R, na ktérym kazda warto$é przyj-
mowana jest conajwyzej przeliczalng mnogos¢ razy. Z drugiej
strony, poniewaz funkcja F (x) spetnia warunek (), zatem

|F(M)|=0,
a wiec, zwazywszy na
F(Q) = F Ry BFELW,
|F(Q —F(R)|=0.

mamy

Zbiér R spelnia tedy wszystkie zgdane warunki.

Twierdzenie 15. Jezeli funkcja ciqgia') F(x) spetnia
w przedziale | = (a, b) warunek (N), wéwczas spetnia zarazem wa-
runek (T).

Dowéd. Przyjmiemy nastepujace oznaczenia.
Dla kazdego zbioru mierzalnego Q (_ / nazwiemy zbiorem Q
kazdy zbiér mierzalny R ( Q taki, iz

') Twierdzenie to rozszerza si¢ bez trudu, dzieki twierdzeniu Luzina
(I, § 13), na dowolne funkeje mierzalne; zalozenie mierzalno$ci jest tu
niezbedne.
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5 |F(Q —F(R)|=0;

2" kazda warto$é przyjmowana jest przez funkcje F na R
conajwyzej tylko przeliczalng mnogo$é razy.

Na mocy lemmatu poprzedniego kazda mnogo$¢ mierzalna
Q (C I zawiera zbiory Qs goérny kres miar tych zbioréw oznaczy-
my tu — dla skrécenia — przez p. (Q).

Zauwazymy przedewszystkiem, iz kazdy zbiér mierzalny
Q (I zawiera zbior Q, ktérego miara réwna jest p.(Q). W sa-
mej rzeczy, dla kazdej liczby naturalnej n, istnieje napewno taki
zbior Qy, Ry, iZ

(1) Ril> (@

Kladac tedy
R it 2 Rn ’

otrzymujemy zbiér R, ktérego miara réwna jest oczywiscie, z uwagi
na (1), liczbie p (Q) i ktéory — jako suma ciaggu zbioréw Q, —
jest rowniez pewnym zbiorem Q.

Niech teraz 7 bedzie pewnym zbiorem [, spelniajagcym

warunek
| T|=un(l).
Woéowezas
n(/—7)=0,

a wiec, poniewaz funkcja F (x) spetnia warunek (N), przeto
(2) F(I—T)=0.

Ale kazda warto$¢, ktorej funkceja F (x) nie przyjmuje w zbio-
rze [ — 7T, przyjmowana by¢ moze tylko w zbiorze 7, a wiec —
conajwyzej tylko przeliczalng mnogos§é razy. Funkcja F (x) spel-
nia tedy warunek (7).

Z twierdzenia powyzszego wyprowadzimy nastepujgce

Twierdzenie 16. Na to, aby funkcja F (x), skoriczona
i ciggla w prezedziale I, byta w przedziale tym ciqgta bezwzglednie,
konieczne jest i wystarcza, by funkcja ta spetniata warunek (N)
oraz by

(3) [.F’(x) dx < + o0,
R

W s S T Py
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gazie R oznacza zbiér tych punktow przedziatu I, w ktdrych funk-
cja F (x) jest rozniczkowalna i posiada pochodnq nieujemnq.

Dowé6d. Koniecznos$¢é podanych warunkéw jest widocz-
na,') pozostaje tedy udowodnié tylko ich dostateczno$¢. Za-
¥6zmy, iz funkcja F (x) spelnia warunek (N) oraz iz pochodna
jej F'(x) jest sumowalna na zbiorze R. Oznaczmy, dla kazdej pary
punktéow a, b e[ (a <b), przez RY czeS¢ zbioru R, zawartg w prze-
dziale (a, b), oraz przez N, zbiér tych punktéw tego przedziatu,
w ktérych funkeja F (x) posiada pochodng oznaczona réwng + co.
Ale (tw. 6, § 3)

| Na| =0,

a wigc, poniewaz funkcja F (x) spetnia warunek (N), réwniez

skad, zwazywszy na tw. 13 § poprzedniego oraz twierdzenie 7
rozdz., VIII (§ 12),

F(b)—F(a) <|F(Re+ Ny |=|FRY| <fF’(x)dx.
R,

Oznaczajgc tedy przez g (x) funkeje rowng F'(x) w punktach
zbioru R oraz zeru poza tym zbiorem, mamy dla kazdego prze-

dziatu (a, b), zawartego w I,
b

Fo)~F@) <[ gar,

a ze — z uwagi na (3) — funkcja g (x) jest sumowalna w prze-
dziale /, przeto z nieréwnosci powyzsze] wynika, iZ wahanie gér-
ne funkeji F (x) jest w przedziale tym skoficzone, a wiee, iz
funkcja F (x) jest o wahaniu skoficzonem. Poniewaz za$ spel-
nia warunek (N), zatem (VIII, § 12, tw. 8) jest zarazem bezwzgled-
nie ciagla.

Twierdzenie powyisze (w nieco stabszem sformutowaniu) udowodnione
zostato przez Ning Bary (Comptes Rendus, t. 189, (1929), p. 441). Wynika
zen — w szezegolnoSei — iz, jesli pochodna funkcji F (x), ciqglej i spetniajgcej
warunek (N), jest nieujemna (wzgl. niedodatnia) @ prawie kazdym punkcie, w kto-
rym funkcja F (x) jest rozniczkowalna, wéwczas funkcja ta jest monotoniczna nie-

1) Por. rozdz. VIIL, § 11, tw. 5.
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malejqca (wzgl. nierosngca). Uwaga ta zawiera istotne uogé6lnienie twierdzenia
6 rozdz. poprzedniego (§ 11).

Twierdzenie 16 moze by¢ dalej jeszcze uogélnione: jesli funkcja ciggta F (x)
spetnia warunek (N) i funkcja g (x) — réwna F'(x) w tych punktach, w ktérych
funkcja F (x) jest rozniczkowalna, oraz zeru poza temi punktami — posiada funk-
cje zwyzszajacq w Sensie Perrona, wéwczas funkcja F(x) jest catka nieozna-
czong (W) (lub — co jest r6wnowazne !) — uogélniong funkcja bezwzglednie cig-
gla w znaczenia wezszem).

*Warunek (D).

§ 10. Z rozdz. peprzedniego (§ 12) wynika, iz funkcja, kto-
ra posiada pochodng oznaczonq i skoviczonq w niemal kazdym punk-
cie pewnego zbioru, spetnia na zbiorze tym warunek (N). W rozdz.
obecnym (tw. 9, § 5) wzmocniliSmy ten wynik, zastepujgc w twier-
dzeniu powyzszem pochodng oznaczona przez jakagkelwiek
z czterech liczb pochodnych Dini’ego. Widoczne jest, iz
w uogolnieniu tem nie mozna i§¢ dalej — w kierunku zastapie-
nia pochodnej Dini’ego przez dowolna liczbe pochodng posred-
nig (I, § 1); tatwo jest — istotnie — podaé¢ przyklad funkeji
(nawet — ciaglej), ktéra w kazdym punkcie pewnego zbioru mia-
ry zero posiada pewng liczbe pochodng po$rednia réwna zeru,
a ktéra — mimo to — przyporzadkowuje zbiorowi temu obraz
miary dodatnie;j.

Niemniej, rozszerzy¢ mozna rozwazane twierdzenie na pe-
wng specjalng klase liczb pochodnych posrednich; nowe to uogél-
nienie wynikow rozdzialu poprzedniego wigze sie z teorjg apro-
ksymatywnej rézniczkowalnosci funkeji (VIII, § 5).

Przyjmiemy definicje nastepujace: '

Bedziemy moéwili, iz funkcja F (x) spelnia w pewnym punk-
cie x, warunek (D), jesli istnieje taki zbiér Q o gestosci roz-
nej od zera w punkcie X, oraz taka liczba skonczona A, iz dla
kazdego punktu x e Q

(1) [F )= F ()| <N.[x—x%l;

bedziemy moéwili, iz funkecja F (x) spelnia w punkcie x,
warunek D (o, N) — gdzie o, N oznaczajg dowolng pare liczb
dodatnich, skonczonych— jesli istnieje zbiér mierzalny o gestoSci
goérnej > o w punkcie x, taki, iZ w kazdym punkcie tego zbio-
ru spetniona jest nier6wnos$é (1).

1) Por. rozdz. X, § 13.
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: ’Latwo zauwazy¢, iz, jesli funkcja mierzalna posiada w ja-
klms punkcie skoficzong pochodng aproksymatywna, lub 0g6lniej —
jesli posiada w nim skoriczong jedng z czterech pochodnych
aprok.symatywnych kraficowych (VIII, § 5), wéwezas temsamem
spetnia w tym punkcie warunek (D). Istotnie, zatézmy np., iz
skoriczona jest liczba pochodna aproksymatywna #

L:Fj(xo)

funkcji mierzalnej F (x) w punkcie x,.
Zbior
i [Foc) —Flx)

X

posiada wéwezas w punkeie x,

si o 8¢stos¢ prawostronng réwna zeru
zbiér natomiast : ’

X X — X,

posiada w tymsamym punkcie gesto$é prawostronn 5
. _ 4 gorna do-
datnig. Wynika stad oczywiScie, iz zbiér 5

E[L—1<F(~L)M<L+1

x X — X,

posiada w punkcie X, réwniez gestosé gérn i i i
: 4 dodatnia, a wi ¢, iz

funkcja F (x) spelnia w punkcie x, warunek (D). ;

§ 11. Udowodnimy, iz funkeja mierzalna
mal wszedzie w przedziale warunek D),
przedziale warunek (N) Luzina.

Rozbijemy dowéd tego twierdzenia na
matéw. par¢ prostszych lem-

'), spetniajaca nie-
spefnia zarazem w tym

Lemmat 1. Jesli pochodna Junkcji monotonicznej niemalejqcej

F (x) jest w prawie kazdym punkcie vewnego zbi :
i [oru
liczby dodatniej N, wowczas: g Q wieksza od

) M—m>N|Q

2

. Lt ; gl ;
) Zalozenie mierzalnogci moznaby zresztg latwo tu usunggé.

18



§ 11 ey - G

gdzie M i m oznaczajg odp. kresy gorny i dolny wartosci funkcji
F (x) na zbiorze Q%).

Dowé6d. Niech Q, oznacza zbiér tych wszystkich punktow
x € Q, dla ktérych nier6wnosé :

P 1
0<x —x<=
n

pocigga za sobg, dla kazdego punktu x', nier6wnos$é
2) F(X)—FxX)>N(x' —x).

Zbiory Q, tworza ciag monotoniczny, niemalejacy, przyczem

e=>e+r

gdzie R jest pewnym zbiorem miary zero. Zatem
(3) |Q1=1igllin.

Oznaczmy dla kazdej liczby catkowitej i, przez Q. czesé
zbioru Q. zawarta w przedziale (i, l—_—{_l), przez al, bi, wzgl. o,
e R

[, — odp. kresy gérny i dolny kazdego niepustego zbioru Qf
wzgl. F (Q)). Uktad przedziatow (a), b)), dla kazdej ustalonej war-
to§ci wskaznika 7, pokrywa odpowiedni zbiér Q, Mamy tedy dla

kazdego n:
) Q.1 <D i~ a),

!

gdzie sumowanie z rozcigga si¢ na te wszystkie wartosci wskaz-
nika i, dla ktérych odpowiedni zbiér Q; nie jest pusty.

Podobniez, ze wzgledu na monotoniczny charakter funkeji
F(x), zadne dwa przedzialy (2}, /) o tymsamym wskazniku 7,
lecz ré6znym wskazniku i, nie zachodza na siebie; poniewaz za$
wszystkie te przedzialy zawarte sa w przedziale (m, M), przeto,
dla kazdego n:

1) W nieréwno$ei (1) mozna latwo zastapi¢ wyrazenie M — m przez

| F(Q|
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@) M—m> D @i—a),

. . !
gdzie znak sumowania 2 rozcigga sie na tesame wartosei wskaz-
nika 7, jak w nieréwnosci (4).

: Niech teraz x, y (x <y) oznacza dowolng pare punktéw
zbioru Q;. Mamy dla kazdej takiej pary, na zasadzie (2),

=G> F)-F(x) > Ny —x),

skad, przez przejScie do granicy, gdy x — ai, -y 54!

B =N —a),
i z uwagi na nieréwnosci (4) i (5),
M= NIQ;

skoro teraz n — co, nier6wno$¢ powyzsza daje, na mocy (3), za-
dany zwigzek (1).

Lemmat 2 Jezeli, dla pewnej pary liczb dodatnich, skoriczo-
nych o, N, funkcja F (x), mierzalna w przedziale {a, b), spetnia wa-

runek D (o, N) w kazdym punkcie pewnego zbioru Q, zawartego
w tym przedziale, wowczas:

(6) Fl<i¥ 6 —a.

a.

Dowéd. Przyjaé mozemy, iz przedziat (a, b) jest skonczony;
W.I:irzypadku przedziatu nieskonczonego nieréwnosé (6) jest oczy-
wista.

. Niech,’dla kazdej liczby y, [ (y) oznacza miare zbioru wszyst-
kich punktéw x przedzialu (a, b), spelniajacych nier6wnosé

(6" Fx) < 9.

.Okreélona w ten sposob funkcja 7 (y) jest oczywiscie nie-
ma.leja"ca w catlym przedziale nieskonczonym (— oo, 4 o) zmien-
nej v i spetnia w calym tym przedziale nier6wnogsé

O 0<H(Y) <b—a.



Niech y, bedzie dowolnym punktem zbioru F (Q), w ktérym
funkecja F (y) posiada pochodng oznaczong; oszacujemy Zz dotu
warto$é tej pochodnej. :

Niech, w tym celu, X, bedzie jakimkolwiek punktem mno-

I ktéorym
“aoviabidpa F () = 3o,
i niech ¢ bedzie dowolna, mniejsia od 1, liczbg dodatnia. .Pogife-
waz funkeja F (x) spetnia w punkcie x, warunek D (z, N), {s’.[nleje
zatem pewien przedzial [ zawierajacy punkt x,, 0 dtugosci <,
i taki przytem, iz, oznaczajac przez A zbiér punktow x tego prze-
dzialu, dla ktérych

(8) |F(x) — F(x)| < N|x— %],
mamy-
(9) |A|>all].

Niech y', ¥" beda odp. kresami — gérnym i dolnym — war-
tosei funkeji F (x) na zbiorze A; polézmy dla skroécenia

Y =glasdy) s
Poniewaz punkt X, nalezy napewno do A, zatem
(10) Y'<Y'<F(x) =3 <Y
nadto, z uwagi na (8),
(11) y—y'<2N.|[I],
a wiec rowniez:
(12) y’—y”’<2N.|1|—|—2Na.ll|<2Ne+2Ns2<4Ns.

Mamy teraz z uwagi na definicje funkeji /7(y) i zbioru A,
oraz na nieré6wnosé (9):

FECp B () el Bl Bl y"]|
> |E[y> Fx) >y
> |A|

S| H .

L e § 11

Zatem, ze wzgledu jeszcze na (12),

HW) =H(" _HW=HE y=3' a1
Y=y y'fy'l y’—y’”/2N 1+¢’

Poniewaz za§ ¢ moze byé dowolnie matg liczbg dodatnig
i funkcja / (y) posiada w punkeie y, pochodnag, przeto, zwazywszy
na (10) i (12), otrzymuje sie z ostatniej nier6wnosci:

(13) H'(90) > 55

Nier6wnos¢ powyzsza zostala tedy udowodniona dla kazdego
punktu y, mnogosci F(Q), w ktérym funkeja F (y) jest réznicz-
kowalna, a wigc — na zasadzie twierdzenia Lebesgue’a —
w prawie kazdym punkcie zbioru F (Q). Stosujgc tedy lemmat 1
do funkcji H (y) oraz zbioru F (Q), otrzymujemy z uwagi fia (7)
i oszacowanie (13)

@ p — ay:

Twierdzenie 17. Jezeli funkcja F (x), okreslona i mierzalna
w przedziale (a, b), spetnia warunek (D) w niemal kazdym punkcie
pewnego zbioru Q miary zero, zawartego w tym przedziale, wéwczas

|[F(Q]=0.9

Dowéd. Niech Q, (2=1,2,...) oznacza zbi6r tych wszyst-

1
kich punktéw zbioru Q, ktére spelniajg warunek D ( 2 n) . Mamy
woéwczas

!) Zaréwno w sformulowaniu lemmatu 2, jak i twierdzen 17, 18, 19, zalo-
zenie mierzalnosci funkeji F (x) moie byé latwo usunigte, przyczem dowody
ulegng zaledwie formalnej modyfikacji: wystarczy w dowodzie lemmatu 2 zde-
finjowaé¢ funkcje H (y), jako miar¢ wewnetrzna mnogosci punktéw, spel-
niajgeych nier6wnosé (6').

Nadto, korzystajac z pewnych twierdzei Den joy-Khintchine’a
0 rézniczkowalno$ei aproksymatywnej, skresli¢é mozna po stronie prawej

<

2
nier6wnos$ci (6) spétezynnik —. Ogélniej, udowodnié mozna nastepujgce twier-
o

dzenie: jesli, dla pewnej statej liczby N, funkcja dowoina F (x) spetnia warunek
D (0, N) w niemal kazdym punkcie pewnej mnogosci Q, wowczas:

IFQI<NI|Q].
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Q=D Q,+R,

FIQ = D F@Q)+F®),

| . . . . ] . . . . ]-
) p
C > 5 2I’l’ 3 g ’

ciggi monotoniczne niemalejgce. Zatem

(F(Q)| =lim |F(Q)].

§ 11

(14)

¢ bedzie dowolng liczbg dodatnig. Kazdemu

: raz . . . r
e owaé mozemy zawierajacy go zbior

ze zbioréw Q, przyporzadk

G, taki, iz
otwarty U, s l Gﬂl yinh

ioré taci
Mozemy z kolei przedstawic kazdy z tych zbiorow G, w pos

G,= DB,
k

) tworza, dla kazdego 7, ciag przedziatéw

gdzie {/£} (& =1,2,. h. Na mocy lemmatu poprzedniego mamy,

otwartych, roztgeznyc +N 2
dla kazdej pary wskaznikow n, R,

|F(Q,x D <2m |
a wiec:

<om > |1 <2n|G,| <2ne.
IF(Q)] ”Zk

Poniewaz zas ¢ jest dowolna liczb
kazdego 7,

'F (Qn) \ o 0 >
a, ze wzgledu na (14), réwniez
|F(Q|=0.
: : . 3
7 udowodnionego twierdzenia — tacznie z twierdzenlem

§ 5 — wynika natychmiast
Twierdzenie 18. Jezel '

dziatu (a, b), w ktorym okreslona jest pewna l{un

skoriczona F (x), funkcja ta spetnia warunek (D)

a dodatnig, przeto, dla

i w niemal kazdym punkcie prze-
kcja mierzalna,

lub tez posiada

— 219 — | S

przynajmniej jednq z czterech pochodnych Dini'ego skoriczonq, wow-
czas funkcja F(x) spetnia w (a, b) warunek (N).

Jak pokazaliSmy juz na poczatku tego §, funkcja mierzalna,
ktéra posiada w jakim$§ punkcie skonficzong jedng z pochodnych
kraficowych aproksymatywnych, spetnia zarazem w tym punkcie
warunek (D); w twierdzeniu poprzedniem zawiera si¢ tedy na-
stepujace

Twierdzenie 19. Jezeli w niemal kazdym punkcie prze-
dziatu (a, b) funkcja mierzalna i skoriczona posiada Skoriczong przy-
najmniej jednq z liczb pochodnych kraticowych—zwyklych (Dini’e-
&0) lub aproksymatywnych — wowczas Junkcja ta spetnia w tym
przedziale warunek (N). ‘

Pewne klasy funkeji (VBG*) i (ACG*).

§ 122 W § tym oraz nastepnych podamy pewne kryterja
Denjoy, ktére na zasadzie zachowania sig liczb pochodnych po-
zwalajg zaliczy¢ funkcje do jednej z klas (VBG), (ACG), (VBG*)
i (ACG). ,

Kryterja te stanowig podstawe dla dokladniejszego zbadania
stosunku catek Denjoy') do funkeji pierwotnej. Widzielismy
juz (VIL, § 1), iz rézniczkowalnosé funkecji w calym nawet prze-
dziale nie pocigga za sobg naog6t bynajmniej jej ciagtosci bez-
wzglednej. Przeciwnie, z twierdzen, ktére podamy w dalszym
ciggu tego rozdziatu, wynikaé bedzie, iz juz znacznie stabsze za-
fozenia anizeli ré6zniczkowalno$é decydujg o bezwzglednej
ciggtosci uogélnionej.

Udowodnimy przedewszystkiem nastepujace

Twierdzenie 20. Jesli F (x) jest funkcjq okreslong i skot-
czong w pewnym prezedziale (a, b), wowczas zbior tych punktéw
przedziatu, w ktorych spetniona jest jedna przynajmniej z nierownosci

1) el
@) (XY = —iso,

Jjest sumq ciqgu zbioréw takich, iz na kazdym z nich funkcja F (x)
jest o wahanin skoticzonem w znaczenin wezszem.

) Por. rozdz. nastgpny § 3.
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Dowé6d. Oznaczmy przez A, wzgl. B, zbiér tych punktéw,
w ktérym spelniony jest warunek (1), wzgl. (2). Udowodnimy,
iz rozktad, podany w sformulowaniu naszego twierdzenia usku-
tecznié si¢ daje dla zbioru A; w analogiczny spos6b rozklada sig
oczywiscie zbiér B.

Niech, dla kazdej liczby naturalnej n, A, oznacza zbiér punk-
tow x € A takich, iz nier6wnos$¢
1

(3 | % — x| <=
n

pociaga za sobg dla dowolnego punktu x' przedziatu (a, b)

@ FG)=FG) _,
X' — X

Oznaczmy dalej, dla kazdej liczby naturainej n oraz calko-

witej i, przez A cze$é zbioru A, zawartg w przedziale (L, l—-‘—-—l) i,
7N
Przez a/, b! oznaczymy odpowiednio kresy — dolny i gérny —

zbioru A/.

Pokazemy, iz funkcja F (x)jest o wahaniu skoniczonem w zna-
czeniu wezszem na kazdym ze zbioréw A).

Niech, w tym celu,

Fn(x) = F (x)— nx;

bedziemy mieli wowczas, ze wzgledu na (4), dla kazdego punktu
x ¢ A, i kazdego punktu x', spelniajacego nieréwnosé (3),

Fn(x') — Fu(x) <0.
X' —x

W szczegélnosci tedy, jesli x;, x, (x; < x,) oznacza dowolng
pare punktéw zbioru A, wéwczas

®) Fu(a)) > Fu (%)) > Fu (%) > Fr (b,

dla kazdego za§ punktu x', zawartego w przedziale (x;, X,), be-
dziemy mieli:
Fn (x1)>Fn (x')>/Fn(x2)-

) Niektére z tych zbior6w mogs byé, rzecz prosta, puste.
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Z ostatniej tej nier6wnosci wynika, iz dla kazdego przedzialu
I = (2, B), ktérego krarice nalezg do zbioru A}, mamy:

O[FsI1=F@) —F(2);

stad zas$, z uwagi na (5), otrzymujemy dla kazdego uktadu nieza-
chodzgcych na siebie przedzialow Iy = (a5, Bs) (s =1, 2,... k), kt6-
rych krance nalezg do A},

k k
2 0] [Fn; [s] = z [F (@s) & (“S)] < F (a,l,) — 5 (b,i) %
s=1 s=1

Funkcja F, (x), a wigc temsamem i funkcja F (X) = Fy (X) + nx,
jest tedy o wahaniu skoficzonem w znaczeniu wezszem na Af

i rozklad
A= 4

mnogosci A zado$éezyni Zagdanym warunkom.

Twierdzenie 21. Jesli F(x) jest funkcjq okreslonq i skoti-
czonq w przedziale (a, b), wowczas zbior tych punktéw przedziatu,
w ktérych obydwie liczby pochodne Dini'ego z jednej, jakiejkolwiek
strony, sq skoriczone, jest sumq ciggu zbioréw takich, iz na kazdym
z nich funkcja F (x) jest bezwzglednie ciqgla w znaczeniu wez-

szem.

Dowéd. Oznaczmy przez A zbiér tych punktéow, w kté-
rych skonczone sg obydwie prawostronne pochodne Dini’ego
funkeji F (x); pokazemy, iz zbiér ten jest sumg ciggu zbiorow,
na ktérych F (x) jest funkeja ciagla bezwzglednie w znaczeniu
wezszem. Analogiczna metoda pozwoli roztozyé zbidr, gdzie skon-
czone sg liczby F (x), F~ (x).

Niech, dla dowolnej liczby naturalnej 7, A, oznacza mnogos¢
tych punktéw x € A, dla ktérych nier6wnos¢

OFetixli =15 < %
pociaga za soba, dla kazdego punktu x' przedziatu (@, b), nier6wnos¢
(6) |F(x)— FX)| <n( —x).
Oznaczmy dla kazdej liczby naturalnej n oraz catkowitej
przez A} cze$é zbioru A, zawarta w przedziale (%,ﬁi’;_l) Mamy
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oczywiscie:
o S e i

(7) A= A, = N 4
Sz 2

: Niech ’teraz I'= (%, %) (%, < x,) bedzie dowolnym prze-
dZ}alem, ktérego krance naleza do zbioru A!. Bedziemy mieli
woweczas, dla kazdego punktu x' ¢/, s

0<x’—xl<l
n

b

a wiec, z uwagi na (6),

[F() —Fle) | <nx'—x) <nllf,
skad

O[F;11<2n. 1|

Dla kazdego tedy ukladu przedzialéw I, I, ... I, ktéry
krance nalezg do zbioru ALl i o ElaEE el

k k
ZO[F;IS]<2n2Hs/,
s=1 s=1
poniewaz za$ n jest dla kazdego poszczegélnelgo zbioru A} liczbag
stala, przeto z nieré6wnosci tej wynika, iz funkcja F (x) jenst bez-
wzglednie cigglta w znaczeniu wezszem na kazdym ze zbioréw
Al; wzor (7) okresla tedy zgdany rozktad zbioru A.

Z ostatnich dwu twierdzen otrzymujemy natychmiast naste-
pujace

T'wf'e. rdzenie 22. 1° Jesli liczby pochodne funkcji F (x),
okreslonej i skoriczonej w pewnym przedziale (@, b), spetniajg w nie-

mal kaZdym punkcie x tego vrzedziatu przynajmniej jednq z nie-
rownosci:

(8) FOf <% b0
©) F (%) > — oo,

(10) —c\’)<f+(x)\<ﬁ+(x)<+m,
) ~ 0 <F= () <F~ (9 <+ oo,

wowczas F(x) jest w rozwazanym przedziale funkcjqg o uogdlnio-
nem wahaniu skoriczonem w znaczeniu weZszem
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20 Jesli ponadto funkcja F (x) jest w przedziale (a, b) ciggla
i jej liczby pochodne w niemal kazdym punkcie spelniajq przynajmniej
jeden z warunkéw (10) lub (11), wowczas funkcja F (x) jest w roz-
wazanym przedziale wogdlnionq funkcjq bezwzglednie cigglq w zna-
czeniu wezszem.

W szezegélnosei, z drugiej czesci powyzszego twierdzenia
wynika, iz, jesli funkcja ciagta w jakim$ przedziale (a, b) jest
w niemal kazdym punkcie tego przedzialu rézniczkowalna — przy-
najmniej jednostronnie — woéwezas jest w tym przedziale uogdl-
niona funkecja bezwzglednie ciagla w znaczeniu weZszem.

*§ 13. Opierajac sie na twierdzeniu 9 § 5 mozemy wzmocnic
kryterjum podane w drugiej cze$ci twierdzenia 22.

Twierdzenie 23. Jesli funkcja F (x), okreslona i ciqgta
w pewnym przedziale (a, b), posiada w niemal kazdym punkcie tego
przedziatu skoticzone bqdz dwie pochodne Diniego z jednej strony,
bad? jedngq =z pochodnych kraricowych obustronnych F (x), F (x),
wowczas funkcja ta jest w przedziale (a, b) uogdlniong funkcjaq
bezwzglednie ciqglq w znaczeniu wezZszem.

Dow6d. Z twierdzenia poprzedniego (1°) wynika, iz roz-
wazana funkcja jest o uogélnionem wahaniu skonczonem w zna-
czeniu wezszem w przedziale (@, b), z twierdzenia 9 (§ 5) zas, iz
spelnia w tym przedziale warunek (N). Z uwagi tedy na twier-
dzenie 15 rozdzialu poprzedniego (§ 18), funkcja ta jest uogélniong
funkcja bezwzglednie ciagla w znaczeniu wezszem.

Pewne klasy funkeji (VBG) i (ACG).

§ 14. Podamy teraz analogiczne warunki rézniczkowe do
tych, jakie byty rozwazane w § poprzednim, tym razem dla funkeji
o uogélnionem wahaniu skoficzonem w znaczeniu szerszem.

Twierdzenie 24. Jesli funkcja F (x) jest okreslona i skoti-
czona w pewnym przedziale (a, b), wéwczas zbidr tych punktow
przedziatu, w ktorych speiniona jest jedna przynajmniej z nieréwnosci

(1) Ft(x) <4 oo, 2) Fr(x)>—oco,

@ F(®<+tee, @ F®>-c,

(6)) Fa(x) <+ o, (6) Fa(x) > — o0,
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jest sumq ciqgu zbioréw takich, iz na kazdym z nich funkcja F (x)
jest o wahanin skoticzonem.

Dowé6d. Oznaczymy przez A i B zbiory punktéw, w kté-
rych spelnione sg odp. nier6wnos$ci (1) i (5). Rozlozymy kazdy
z tych zbior6w na sume ciggu mnogosci, na ktérych funkeja F (x)
jest o wahaniu skoficzonem. W analogiczny, rzecz prosta, sposéb
uskutecznia si¢ zZgdany rozklad dla kazdego z czterech pozosta-
tych zbioréw, okreslonych odp. przez zwigzki (2), (3), (4) i (6).

1° Oznaczmy, dla kazdej liczby naturalnej n, przez A, zbiér
tych wszystkich punktéw x € A, dla ktérych nier6wnosé

O<x’—x<%

pocigga za sobg, dla kazdego punktu x' rozwazanego przedzialu,

) F(X)—Fx)<nx—x).
Oznaczmy dalej, dla kaidej liczby naturalnej n oraz calkowitej i,
przez A cze$§é zbioru A, zawarta w przedziale (rzi’ l_;1) - Niech

Fo(x) = F(x) —nx.

Dla kazdej pary punktéw x;, x, (x; < x,) zbioru A, mamy

0 < Xy — Xy =& 712 ’
a wiec, z uwagi na (7),

F (%) — F (%) < n(x, — xy),
lub
Fn(xy) — Fu (%) <O0.

Funkcja F,(x) jest tedy monotoniczna, nierosngca, na kazdym ze
zbior6w A’; kaidy z tych zbioréw przedstawié zatem mozna
jako sume ciggu zbioréw A% (j=1, 2,...) takich, iz na kazdym
z nich funkeja F,(x), jest monotoniczna i ograniczona, a wiec
o wahaniu skoficzonem. Wraz z nia o wahaniu skoficzonem na
zbiorze A}/ jest oczywiscie réwniez i funkcja F (x) = F,(x) + nx.
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Rozktad tedy zbioru A
A= A, = Al = Aid
; n=1 i=—oco ; [——oco ]:1

jest rozktadem o Zgdanej wlasnoSei.
20 Zajmiemy sie z kolei zbiorem B, t. j. zbiorem tych pun-
ktéw x przedzialu (a, b), w ktérych spelniona jest nier6wnos¢é (5).
Z definicji goérnej pochodnej aproksymatywnej (VIIL, § 6)
wynika natychmiast, iz kazdemu punktowi x e B przyporzadko-
waé mozna liczbg naturalng » taka, iz zbidr

£ [F- iR |
y Sy

posiada w punkcie x punkt rozrzedzenia.
Jesli tedy oznaczymy, dla kazdej liczby naturalnej n, przez
B, zbiér tych wszystkich punktéw x ¢ B, dla ktérych nier6wnoscé
1

0=
n

pociaga za soba, dla kazdej liczby %, jednoczesnie obydwie nie-
rownosci:

| e
®) lE[F(y)—F(x»n(y—x); x<y<x+hh <2,

y =

©) E[F(x)—F(y)>n<x—y>; x—h<y<xJ<
> 1

wowcezas bedziemy mieli

i e

n=1
Oznaczmy, dla kazdej liczby naturalnej n oraz calkowitej
£ s Ed

przez B} cze§é zbioru B, zawarta w przedziale (’—1, 7*) Pot6z-

my nadto
Falx) = F{x) —px.

Udowodnimy przedewszystkiem, iz funkecja F,(x) jest mono-
toniczna na kazdym ze zbioréw B:.
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Niech, w tym celu, x;, x, (x; < X,) bedzie dowolng para
punktéw zbioru B!. Mamy oczywiScie
1

0\<x2_x1<“;;
I

ktadgc tedy w (8)
X=X, h:xﬂ_xly
bedziemy mieli:

‘ x-u Tk x

(10) E[F(y)— Fl)>n(y—x); % <y <x2]( <B-s,

y |
podobniez, ktadge w (9)

X =%, =% —%_,

otrzymujemy
(11) E[F () —FO)>n(x—y); x<y< x2] | <x2;x1.

o \

Nieréwnosei (10) i (11) pokazuja, iz w przedziale (x;, X,)
istnieje napewno punkt y;, ktéry nie nalezy do Zadnego ze zbiorow

E[F(y) —F(x) >n(y—x)l, lyf[F (%)) — F (y) = n (x, — y)],
27
a wiec spelnia jednoczesnie obydwie nieréwnosci:

F(yo) — F(x) < n(y—x1),
F(xy) — F(30) <n(x,—3,).
Dodajac te dwie nier6wnog$ci, otrzymujemy

F(x,) — F(x) <n(x,—x),
lub
Fu(x,) — Fa(x;) < 0.

Funkcja Fu.(x) jest tedy monotoniczna nierosngca na kaz-
dym zbiorze B:; kaidy z tych zbioréw przedstawi¢ zatem mozna
jako sume ciggu zbioréw B5/ (j=1,2,...) takich, Ze na kazdym
z nich funkeja F.(x) jest monotoniczna i ograniczona, a wiec
napewno — q wahaniu skonczonem. Temsamem, na kazdym ze
zbioréw B%/ jest o wahaniu skonczonem funkeja F (x) = F,, (x) + nx.
Poniewaz za$

oo i i

oo too
B:;B”:z B;:%}Z 233]‘,

n=1 i=—oco = =

przeto twierdzenie nasze jest udowodnione.
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Twierdzenie 25. Jesli funkcja F (x) jest okreslona i skoii-
czona w przedziale (a, b), wowczas zbior tych punktow przedziatu,
w ktdrych skoriczone sq dwie jej pochodne kraricowe aproksymatywne
z jednej strony, jest sumq ciqgu zbioréw takich, iz na kazdym z nich
funkcja F (x) jest ciqgla bezwzglednie.

Dowé6d. Niech A oznacza zbiér punktéow x, w ktérych
skonezone sg obydwie liczby F:; (x), F§ (x). Przedstawimy zbidr
A jako sume ciggu zbioréw, na ktérych funkcja F (x) jest bez-
wzglednie ciaglta. Analogicznie roztozy sie zbiér tych punktow
X przedziatu, w ktéryeh skonczone sg pochodne F; (%), F_ (x).

Kazdemu punktowi x € A przyporzadkowaé mozna liczbg na-
turalng » tak, aby zbior

yE[\F(y)—F(X)\>ﬂ(y—x)]

p'osiadal w punkcie x punkt rozrzedzenia (VIII, § 3).
Jesli tedy oznaczymy, dla kazdej liczby naturalnej 7, przez
A, zbiér tych wszystkich punktéow x e A, dla ktérych nier6wnosé

0 <vh <<

S o

pocigga za sobg, dla kazdego 7,

E[F(y)—F(x)f>n(y—x>; x<y<x+h]' 2l
y

(12) ;

wowczas bedziemy mieli:

Oznaczmy dalej (podobnie jak w dowodach twierdzen po-
przednich), dla kazdej liczby naturalnej n oraz calkowitej i, przez
Al cze$¢ zbioru A, zawarta w przedziale (i, L—*——1) Pokazemy,

T
iz funkcja F (x) jest ciagta bezwzglednie na kazdym ze zbioréw A:.
Niech w tym celu x; < x, beda dwoma dowolnemi punk-
tami pewnej mnogosci A/, i niech
Xy =X+ (X, — Xy) .
Mamy woéwczas
0 < x5 — X = 2(x, — X)) <

)

S
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kladac tedy w (12):

X =%, h=2x—x)=x—x,
otrzymujemy

E[IF(J’)—F(xl)I>n(V—x1);x1<y<x3] Xy — Xy _ X3 — X,
Yy

= & 2
2 2

a wiec tembardziej

(13) Ewﬂw—Fum>My—&n&<y<&P<ﬁ:ﬁ
y 5

|

Podobnie z uwagi na to, iz

0 <y — Xy =% —x; <

b

=

mozemy potozyé¢ w (12):
X=Xy, h=x—x,
otrzymujac woéwczas

{EWww—Fum>nw—%n%<y<%] Vi
y

4
Nier6wnos$¢ ta, wraz z nier6wnos$cia (13), wskazuje, iz zbiory

yE[\F(y)—F(xl)f>ﬂ(y—x1)],
fHF(y)—F(xz)7>ﬂ(y—xz)]

<

nie wypetniajg — nawet !acznie — przedziatu (x,, x;). Istnieja
tedy napewno w tym przedziale punkty y takie, iz jednoczesnie:

(B —F () [ < B(Y k) < nle, = %) =205 —"5),

|[F() = F ()| <n(y—x)<<nx—x)=2n(x—x).
Odejmujgc od siebie stronami te nier6wnosci, otrzymujemy
(14) | F (55) — F ()| < 4n (5, — x,) .

Jedli tedy {/s = (a5, Bs)} (s = 1, 2, ... k) oznacza dowolny uktad
przedzialéw, ktérych krarice naleza do pewnego zbioru A/, wow-
czas, na zasadzie (14),

}kle(ﬁs) — F (o) | <4nzkllsl,
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skad wynika natychmiast, iz funkeja F (x) jest bezwzglednie cig-
gta na kazdym ze zbioréw A/ Rozklad

A:ZA,ZZZ EA;

n = oo

jest zatem Zadanym rozkladem zbioru A.

Z ostatnich dwu twierdzern wynika natychmiast nastepujgce

Twierdzenie 26. 1° Jezeli liczby pochodne funkeji F (x),
okreslonej i skoriczonej w pewnym przedziale (a, b), spetniajq w nie-
mal kazdym punkcie x tego przedziatu przynajmniej jednq z nie-
réownosci ‘

(16) . F+(x) <+ oo, (16). FH(x)>— oo,

(17) F~ (x) <+ oo, (18) F ()>—co,

(19) Fa (%) <+ oo, @0)) F ) > el
21), =m0 Fi(e) < Fhix) 24 o,
(22) — oo <F_ (x) <F#(x) <+oo

wowczas funkcja F(x) jest o uogdlnionem wahaniu skoriczonem
w (a, b).

20 Jesli liczby pochodne funkcji F (x) spetniajq w niemal kaz-
dym punkcie przedziatu (a, b) przynajmniej Jjeden z warunkéw (21)
lub (22) i jesli ponadto funkcja F (x) jest ciqgta, wowczas jest
uogdlnionq funkcjq bezwzglednie ciqglq w (a, b).

Z twierdzenia tego, z drugiej jego czesSci, wynika natych-
miast, iz funkcja ciagta, rézniczkowalna aproksymatywnie — chogé-
by tylko jednostronnie — w niemal kaidym punkcie jakiegos
przedziatu, jest w tym przedziale uwogélniona funkeja bezwzgle-
dnie ciagla.

* § 15. Opierajgc sie na twierdzeniu 18 § 11, zaostrzy¢é mo-
zZemy drugg czes¢ twierdzenia poprzedniego.

Twierdzenie 27. Jesli funkcja F (x), ciagta w pewnym
przedziale (a, b), posiada w niemal kazdym punkcie tego przedziatu
skoriczonq jednq z czterech pochodnych D i ni‘ego, bqdz tez skon-
czone dwie kraricowe liczby pochodne aproksymatywne z jednej, ja-

19
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kiejkolwiek. strony, bqdZ wreszcie skoriczonq jednq z dwu pochod-
nych aproksymatywnych kraticowych F, (x), Fa (X}, wowczas funkcja
ta jest uogdlnionq funkcjq bezwzglednie cigqglq w przedziale (a, b).

Dowoéd. Na mocy twierdzenia 26 (1°) § poprzedniego funk-
cja F(x), spelniajgca warunki zalozenia, jest o uogdélnionem wa-
haniu skorficzonem w przedziale (a, b), z uwagi zas na twierdze-
nie 18 (§ 11) spetnia warunek (N). Z twierdzenia 9 (rozdz. VIII,
(§ 12) wynika tedy, iz rozwazana funkcja jest uogélniong fun-
kcjq bezwzglednie ciaggla.

=

§1, 2

ROZDZIAL X.

Catki Denjoy.

Uwagi wstepne.

§ 1. Podobnie jak w teorji calki Lebesgue’a oprzemy
i w tym rozdziale wyklad podstawowych wlasnosci calek Den-
joy na t. zw. opisowe] definicji tych calek, analogicznej do
podanej w rozdz. IV (§ 1) definicji catki Lebesgue’a.

Wychodzac z tego okreSienia catek Denjoy, dojdziemy
z kolei do innej, réwnowaznej definicji, ktéra — zawarta impli-
cite w tw. 8 (§ 11) —odpowiada — w istocie rzeczy, doktadnie
definicji konstruktywnej Denjoy, nie wymagajac wszakze
wprowadzenia liczb pozaskoficzonych. Zastosowanie tego spo-
sobu scharakteryzowania catek znajdzie Czytelnik w dowodzie
twierdzenia Hake'go, ktére, wraz z twierdzeniem Alexan-
droffa-Loomana (§ 13), ustalar6wnowaznosé calki Perrona
ze slabsza z calek Denjoy.

Wreszcie, w § ostatnim rozdzialu podajemy definicje kon-
struktywng rozwazanych calek w postaci, opartej juz wyraz-
nie na indukeji pozaskonczonej. Calki Denjoy wylaniajg sie
tu jako naturalne zamknigcie pewnej herarchji pozaskonczonej
calek coraz ogdlniejszych, powstajacych z kojarzenia ze soba,
w okreslonym porzadku, operacji catkowej Lebesgue’a z t. zw.
operacjami niewtasciwemi Cauchy’ego i Harnacka.

Calki Den joy: definicja, wlasnosci podstawowe.

§ 2. Funkeja f (x), okreslona w pewnym przedziale /, = (a, b),
nazywa si¢ catkowalna (®), wzgl. (®*), w tym przedziale,
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jesli istnieje taka funkcja (ACG), wzgl. (ACG*), F(x), iz w pra-
wie kazdym punkcie x € /.

f(x) = F(x), [wzgl. = F'(x)].

O funkeji F(x) méwimy wéwezas, iz jest catkg nieozna-
czonag (D), wzgl (D*), funkeji f(x) w przedziale /, = (a, b),
réznice za§ F (b) — F (a), nazywamy catka oznaczong H (@),
wzgl. (©%), funkecji f(x) na tymsamym przedziale i oznaczamy

przez

@UVquhm<®fﬂmu,
a Iy

il (%) f F(x)dx lub (D% f F(x) dx.

Jak wynika natychmiast z twierdzen rozdz. VIII (§ 11), catki
nieoznaczone (D), wzgl. (D*), tejsamej funkeji f (x), lub tez dwg
funkeji réwnowaznych, rézni¢ si¢ moga miedzy soba "con.ajwy'ie§
o stalg. Temsamem catka oznaczona (®), wzgl. (@*)., Jest' juz
jednoznacznie okreslona przez funkcje podcatkowa i nie zm.lenl.zf
sie, jesli wartosci funkeji podcatkowej ulegng ewent. modyfikacji
w zbiorze miary zero.

Widoczne jest dalej, iz, jesli funkeja f(x) jest calkowalna
(®) [wzgl. (%] w pewnym przedziale /,, wowczas calkowaln.a
jest w temsamem znaczeniu w kazdym przedziale / (_/;; funkcja

przedziatu / (C /
(D) J Fydxe  [wagl (D f £(x) dx]
; :

jest pewng funkeja addytywna i nazywa si¢ rowniez c.alkq nie-
oznaczona (D), [wzgl. (D*)] funkeji f(x) w przedziale I,. Cal-
ki te, uwazane jako funkcje addytywne przedzialu, sg oczywiscie
okreslone jednoznacznie przez funkcje podcatkowas.

Widoczne jest wreszcie natychmiast, iz, jesli fiw{e funkcje
f, (x) oraz fy(x) sa catkowalne (®) [wzgl. (@*)] w jakim$ prze-
dziale 1, wéwczas kaZda ich kombinacja linjowa f=Af, + Bf,,

1) Termin ,o0znaczomna‘ bedzie czesto opuszezany.

0 spotczynnikach statych, jest rowniez catkowalna w temsamem zna-
czeniu, przyczem

o/

f(quJrB];)dx:A"f‘f1 dx + B “f_) dx,
I I

IO

gdzie catki rozumiane sq w sensie (D) [wzgl. (D).

Z twierdzenia 22 (2°) rozdz. poprzedniego (§ 12) wynika, iz,
jesli funkcja f(x) jest niemal wszedzie pochodng skoriczong (przy-
najmniej jednostronng) pewnej funkcji ciqgtej F(x), wowczas funk-
cja f(x) jest catkowalna (D*) i F(x) jest jej catkq nieoznaczong
(©*). Calka (®*) obejmuje tedy catke Newtona (VII, § 1).
Analogicznie, w mysl tw. 26 (2°) rozdz. poprzedniego (§ 14), jesli
Junkcja f(x) jest niemal wszedzie pochodng aproksymatywnaq skor-
czong (przynajmniej jednostronng) pewnej funkcji ciqgtej F (x), wéw-
czas funkcja f (x) jest catkowalna (D) i F(x) jest jej catkq nie-
oznaczong (D).

Twierdzenie 1. Kazda funkcja catkowalna (D) jest mie-
rzalna i prawie wszedzie skoriczona.

Dowd6d. Niech F(x) bedzie catkg nieoznaczong (®) funk-
cji f(x) w pewnym przedziale /. F (x) jest tedy (ACG) w [ iprze-
dziat ten przedstawié¢ mozna jako sume ciggu zbior6w domknie-
tych P, takich, iz na kazdym z nich funkcja F (x) jest bezwzgled-
nie ciggla. Istnieje przeto (VIIL, § 7, tw. 1), dla kazdego n, funkcja
Fr(x) o wahaniu skoficzonem w calym przedziale (a, b), iden-
tyczna z F (x) na zbiorze P,. Woéwezas, w prawie kazdym punk-
cie x ¢ Py,

f (%) = Fi(x) = F(x),

skad, z uwagi na mierzalno$¢é pochodnej funkeji o wahaniu skon-
czonem, wynika juz mierzalno§¢ funkeji f(x) na kazdym ze
zbioré6w P,, a wigc— w calym przedziale /!). Skorczonosé (pra-
wie wszedzie) funkeji f(x) wynika juz bezposrednio z tw. 4
rozdz. VIII (§ 8).

') W tenzesam sposéb pokazaé moina, iz — ogélniej — pochodna apro-
ksymatywna dowolnej funkeji mierzalnej (VBG) jest mierzalna. Ogélniej
jeszeze (rzecz prosta — na innej juz drodze) dowodzi sie, iz obydwie pochodne
aproksymatywne kraficowe P_‘a(x) oraz F,(x) dowolnej funkeji mierzalnej
F (x) sg zawsze mierzalne; por. III, § 2, tw. 1.
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Zamiast calka (catkowalno$é (®)) méwi sie réowniez catka
(calkowalno$¢) Denjoy w znaczeniu szerszem; po-
dobnie, calke (®*) nazywa sie takze catkg Denjoy w zna-
czeniu wezszem. Termin ,w znaczeniu szerszem® be-
dziemy zresztg zwykle pomijali.?)

§ 3. Stosunek wzajemny funkeji bezwzglednie ciaggltych, funk-
cji (ACG*) oraz (ACQ) przesadza o stosunku, jaki zachodzi migdzy
operacjami calkowemi Lebesgue’a i Denjoy. Mianowicie

Twierdzenie 2. Jesli funkcja f(x) jest catkowalng (&)
w przedziale I,, wéwczas jest rowniez catkowalna (D*) w tym prze-
dziale oraz

(8>ffdx:(©*>ffdx;

jesli zas funkcja f(x) jest catkowalna (D*) w I, wéwczas jest tem-
samem catkowalna (D) oraz

(,9*)Inffdx : (@)Ioffdx.

Pierwsza cze$¢ powyiszego twierdzenia nalezy tu jeszcze
uzupelni¢ w spos6b nastepujacy: :

Twierdzenie 3, Funkcja f(x), catkowalna (D) i prawie
wszedzie nieujemna w pewnym przedziale I,, jest w tym przedziale
sumowalna. ‘

Dowé6d. Istotnie, jesli F (x) jest catka nieoznaczona Den-
joy funkeji f(x) prawie wszedzie nieujemnej, wéwczas prawie
wszedzie

EFl(x)=[f(x)>0,

i, zwazywszy na twierdzeniu 6 rozdz. VII (§ 11), funkcja F (x)
jest monotoniczna niemalejgca; funkcja f (x), ktéra jest prawie
wszedzie jej pochodng, jest temsamem (IV, § 2, tw. 7) sumowalna.

) Sam Denjoy uzywa dla oznaczenia swego procesu calkowania ter-
minu ,totalisation“ dla oznaczenia za§ samych calek — terminu ,tota-
le% calke (D*) nazywa Denjoy — dla odréznienia od catki @®)—,totale
compléte”.
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Opierajgc si¢ na tem twierdzeniu, mozemy rozszerzy¢ na
catlki Denjoy twierdzenie Lebesgue’a ,0 calkowaniu wyraz
za wyrazem monotonicznych ciggéw funkecji“.?)

Twierdzenie 4. Jezeli {f.«x)} jest ciqgiem prawie wsze-
dzie niemalejacym funkcji catkowalnych (D), wzgl. (D*), w prze-
dziale I, i jesli ciqg catek tych funkcji na I, jest ograniczony z gory,
wowczas granica f(x) =lim f(x) jest rowniez catkowalna (D),

n

wzgl. (D*), w I,, przyczem
lim () [ /() d = @) 7 (9 d.

Dowé6d. Twierdzenie powyzsze sprowadza sie natychmiast
do wspomnianego wyzej twierdzenia Lebesgue’a. Wystarczy
rozwazy¢ tylko, zamiast funkecji fu(x), funkcje fu(x)— f,(x), kté6-
re — jako catkowalne (®) i prawie wszedzie nieujemne — sa
zarazem, na mocy twierdzenia 3, sumowalne w sensie Lebe s-
gue’a.

*Uogolnienie twierdzenia Scheeffera.

§ 4. ZauwazyliSmy juz w § 2, iz niektére wyniki korico-
wych §§ rozdz. poprzedniego interpretuja sie bezposrednio w ter-
minach teorji calki. Dodamy, tu jeszcze, iz twierdzenie 7 rozdz.
IX (§ 4) pozwala wynik, zawarty w twierdzeniu 27 tegoz rozdzialu,
sformutowaé w postaci nastepujgcej: jesli funkcja f(x), niemal
wszedzie skoriczona, jest identyczna niemal wszedzie bqdZ z jednq
z czterech pochodnych Diniego, bqdZ tez z jedng z dwu krarico-.
wych pochodnych aproksymatywnych obustronnych pewnej funkcji
cigglej F (x), wowczas funkcja f(x) jest catkowalna w sensie D e n-
joy i F(x) jest jej catkq nieoznaczong Denjoy.

Uwaga ta wzmacnia twierdzenie Scheeffera, jak réwniez
i uogélnienie tego twierdzenia, rozwazane w rozdziale VII (§ 10).
Istotnie, pokazaliSmy tam, iz kazda funkcja ciagla jest okreslona
jednoznacznie (z dokladno$cia do statej addytywnej) przez poda-
nie prawie wszedzie wartosSci jej prawostronnej gérnej pochodnej
Diniego, jesli tylko —rzecz prosta — pochodna ta niemal wsze-
dzie jest skoriczona, W twierdzeniu tem, zastapié mozna oczy-

) 1V, § 2, tw. 6; por. takze analogiczne twierdzenie dla catki Perr o-
na (VIL, § 6, tw. 11).
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wiscie pochodng prawostronng gérng przez ktérgkolwiek z trzech
pozostatych pochodnych Dini’ego, jednakie w rozumowaniu
przeprowadzonem w rozdz. VII istotny jest warunek, iz we wszyst-
kich punktach rozpatruje sie pochodng Dini'ego zawsze tegosa-
mego rodzaju.

Obecnie natomiast powiedzie¢ mozemy, iz funkcja ciqgta F (x)
jest okreslona jednoznacznie (z doktadnosciq do statej addytywnej),
jesli dana jest funkcja ) (x) identyczna prawie wszedzie z jedng
ktorqkolwiek zliczb Dini'ego funkcji F (x), przy zatozeniutylko
dodatkowem, iz funkcja F(x) posiada niemal wszedzie jednq przy-
najmniej z pochodnych Diniego skoriczong. W samej bowiem
rzeczy, na mocy wyzej podanego twierdzenia, funkecja X (x) jest
wowczas catkowalna (®) i F(x) jest jej catkg nieoznaczona.

Uogélnione twierdzenie ,,0 calkowaniu przez czesci“.

§ 5. Udowodnione w rozdz. IV (§ 5) twierdzenie o calko-
waniu przez czeSci dla calki Lebesgue’a przenosi sie na-
tychmiast na calki Denjoy przez zastapienie w sformulowaniu
tego twierdzenia, ,funkecji sumowalnej ¢ (x)* przez ,funkecje
catkowalna (®), wzgl. (D*).“ Dowod — oparty na definicji
opisowej calek Denjoy — wymagalby tylko formalnej modyfi-
kacji rozumowania, zastosowanego w przypadku catki lebe s-
gue’owskiej,

Pé6jdziemy tu jednak — ze wzgledu na pewne zastosowania —
dalej nieco i zastagpimy réwnoczesnie w sformutowaniu wymienio-
nego twierdzenia ,funkeje bezwzglednie ciaglg F (x)“ przez
»funkecje o wahaniu skoficzonem®, uogélnienie to jest juz
bardziej istotne i wymagac bedzie wprowadzenia catki Rieman-
na-Stieltjesa, W dowodzie skorzystamy z pewnych oszaco-
wan na przyrost i oscylacje funkeji 7 (x), okreslonej przez wzér

1O T =F(x)¢<x>—<@>f<b B AF (1) (2 < x <),

gdzie F (x) oznacza dowolng funkecjg monotoniczna niemalejgca
w przedziale /, = (a, b), a ® (x) — dowolng funkcje ograniczong
i calkowalng w /, wzgledem F (x) (w sensie Riemanna-Stiel-
tjesa). Pokazemy mianowicie, iz dla kazdego przedzialu / = (o, §),
zawartego w 1,

@ TE-T@H)<M|2E —P@)|+ 0D .[FE)—F@)],

— P § 5

oraz
3) O(LG )< M O(P; 1)+ 0D 1) .[F(B) — F ()],

gdzie M jest gérnym kresem wartosci bezwzglednych funkcji 7 (x)
w przedziale /.

Mamy, w samej rzeczy, dla kazdego przedziatu I' = (¢, {'),
zawartego w / ([,

TEY-T@E)=[PE)—2 ). FE)+[FE)—F@)]. 2 («)

g’

—(®) J @ (x) dF (x).

Poniewaz jednak funkcja F (x) jest monotoniczna, przeto
(V, § 8, tw. 15)
(@) [ @ aF = [F ()~ F )],

o

o

gdzie p. oznacza pewng liczbe, zawarta miedzy kresami wartoSci
funkeji ® (x) w przedziale /'; zatem,

TE)—TE)=[2E)—2()]. FE)+ [ () —p]. [FE) —F ()],
skad
GDITE)—T@)| <M. |PE)—PE)|+O0(P;I").[F(E)— F(+)].

Dajac w tej nier6wnosci /' =/, otrzymujemy bezposrednio
(2); zastepujac zas w (4) wyrazenia | 7(8)— T (e |, | @ () — @ (o),
O (®;I') oraz |F(f') — F(2')| przez odp. ich kresy gérne dla /' (_ /,
otrzymujemy zwigzek (3).

Z oszacowania (2) wynika natychmiast, iz, jesli funkcja ® (x)
jest ciqgta w przedziale I, wéwczas funkcja T (x) jest takze ciggta
w tym przedziale. Udowodnimy nadto, iz, jesli funkcja ® (x) jest
ciggta w I, oraz bezwzglednie ciqgta na pewnym zbiorze P (I,
wowczas funkcja T (x) jest rowniez bezwzglednie ciggta na tym
zbiorze,

Niech, w tym celu, ¢ bedzie dowolng liczba dodatnig; z uwagi
na cigglo$é funkeji ® (x) w calym przedziale /, = (a, b) oraz bez-
wzgledng jej ciaglto$é na zbiorze P, istnieje taka liczba 1> 0, iz
nier6wnosé
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pociaga za sobg dla kazdego ukladu niezachodzacych na siebie
przedziatéw {/x = (u, Bz)}, ktérych krance naleza do P,

Zl@(@k)—¢<zk><m

oraz

O(D; 1) <_°_ b= 1,2
( k) M ( y ),

gdzie przez M oznaczyliSmy — jak wyzej —kres gérny wartosci
bezwzglgdnych funkcji F (x) w przedziale (a, b). Mamy wéwezas,
na mocy (2),

T ) 253 | E —Ef —_ €
Zi @) = TG0 < S+ [FO) — F@)] <,

i funkecja 7 (x) jest bezwzglednie ciggta na P.

Analogicznie zupelnie, korzystajac tylko ze zwiazku (3), za-
miast (2), pokazujemy, iz, jesli funkcja ® (x) jest bezwzglednie
ciggla w znaczenin wezszem na pewnym zbiorze P (_ I,, wowczas
Junkcja T (x) jest rowniez bezwzglednie ciqgta na P w temsamem
znaczeniu.

Z rozwazan powyzszych wynika natychmiast, iz, jesli funk-
cja ® (x) jest funkcjq (ACG), wzgl. (ACG*), w przedziale I,, wéw-
czas, okreslona przez wzor (1), funkcja T (x) jest rowniez Sfunkcjq
(ACG), wzgl. (ACG*), w tym przedziale.

Mozemy udowodnié teraz latwo nastepujace uogélnione
twierdzenie o catkowaniu przez czesci.l)

Twierdzenie 5. Jesli F(x) jest funkcjq o wahaniu skon-
czonem w przedziale (a,b), a ¢ (x) — funkcjq catkowalng (D), wzgl.

) Por. takze, oparty na definicji konstruktywn ej calek Den-
joy, dowéd tego twierdzenia w ksigzece Hobsona (R. F., p. 711). Dowdéd,
ktéry podajemy wyzej w tekScie i ktory nawigzuje bezposrednio do definicji
opisowej, opiera sig¢ na pomyéle p. Zygmund a.

T T S §5

(%), wzgl. (®), w tym przedziale, wowczas funkcja F (x) ¢ (x) jest
catkowalna w temsamem znaczeniu,') przyczem

b b
5) j F(x) ¢ (x) dx = @ (b)F(b)—fb(a)F(a)—(@)f@ (x) dF (x),

gdzie ® (x) jest catkq nieoznaczong (D), wzgl. (D*), wzgl. (¥),
funkeji o (x).

Dowé6d przeprowadzimy dla catki (®); zupelnie analogicz-
nie postepuje sie¢ w dwu przypadkach pozostatych.

Zalozy¢ mozemy, iz funkcja F (x) jest monotoniczna, niema-
lejaca w przedziale (a, ). Dajac woéwczas

X

©) T(x)=F(x)® (x) — (&) J"cb (t) dF (¥),

a

stwierdzamy natychmiast, na zasadzie rozwazan poprzednich te-
go §, iz funkcja 7 (x) jest uogdlniong funkcja bezwzglednie cia-
gla w przedziale (a, b), rézniczkujgc za§ aproksymatywnie oby-
dwie strony zwigzku (6) i korzystajgc z twierdzenia 16 rozdz. V
(§ 7), otrzymujemy prawie wszedzie

T(x) = F (x) (%) = F () ¢ (x);

wynika stad oczywiscie calkowalnosé (®) funkeji F (x) ¢ (x) oraz
zwigzek

b
@) [F@e@de=T®~T@,
rownowazny zwigzkowi (5).

1) Zauwazmy tu, iz funkcje o wahaniu skoniczonem tworzg najszerszg
klase funkeji, ktére — pomnozone przez dowolng funkcje calkowalng (D), lub
(D*) — daja zawsze znowuz funkcje catkowalna (®): dla kazdej funkeji F (x)
o wahaniu nieskonezonem zbudowaé mozna funkcje calkowalng (®) (doklad-
niej nawet — funkcje z jednym tylko punktem osobliwym, posiadajaca calke
niewtasciwg C auch y'ego), ktorej iloczyn przez funkecje F (x) nie jest juz cal-
kowalny wedlug Denjoy.
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Drugie twierdzenie o warto$ci $redniej.

§ 6. Z twierdzenia § poprzedniego wynika natychmiast
drugie twierdzenie o wartos$ci Sredniej!) dla catek
Denjoy.

Twierdzenie 6. Jezeli funkcja ¢ (x) jest catkowalna (D)
w przedziale (a, b) i F(x) jest dowolng funkcjq skoriczong, nie-
malejacq w tym przedziale, wowczas istnieje zawsze w przedziale
(a, b) taki punkt ¢, iz

2 I ;
(1) j % (0) F(x) dx = F(a) [ ¢ (x) dx+F<b>j ? (x) dx,
e a E

a
gdzie calki rozumiane sq w sensie Denjoy.?)

Dowéd. Dajac

@) O (x) = (D) fcp @) dt,

mamy, na mocy twierdzenia 5 oraz twierdzenia o wartoseci
Sredniej dla catki Riemanna-"Stieltjesa (V, § 8, tw. 15),

Il

b b
(@)f ¢ (x) F(x)dx = (b) F (b) — (@)[ ® (x) dF (x)

P (0) F () — p.[F(b) — F ()]
= b. A (8)— [P0)i=pl..F (8,

gdzie p. jest liczba, zawartg miedzy kresami funkeji ci aglej @ (x)
w przedziale (a, b), a wiec osiagang przez te funkcje w pewnym
punkcie & przedzialu. Zwiazek ostatni napisaé przeto mozemy
w postaci

) Por. V, § 5 (tw. 6), gdzie rozwazane twierdzenie udowodnione jest dla
calki Lebesgue’a; latwo zauwazyé jednak, iz metoda tam stosowana zawo-
dzi w teorji catki Denjoy. g

*) Istnienie calki, stojacej po lewej stronie réwnosci (1), wynika juz
z twierdzenia 5.

R L
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(@)j’v(x)F(x) dx = F(a) ®E) —F@®). [P0 — @),

a

ktéra — na mocy (2) — réwnowazna jest zwigzkowi (1).

Zauwazymy tu, iz z twierdzenia 5 wynika istnienie spélczynnikéw trygo-
nometryeznych Fouriera-Denjoy (por. VI, § 7) dowolnej funkeji x (f)
calkowalnej () w przedziale (—=, ), t. j. calek

™ T
(?)j x (f) cos nt dt, (3)fx (t) sin nt dt (=0 1)

co wigcej twierdzenie to pozwala oszacowaé z gory rzad wzrastania tych spét-
czynnikéw, ktére — w przeciwienistwie do spétezynnikéw trygonometryeznych
Fouriera funkeji sumowalnych — nie daza bynajmniej naogét do zera.
Mamy mianowicie, catkujac przez czeSeci, g

T

® f x (8) cos nt dt = (—1)" [X (®) — X (~%)] — f X (®) d cos nt

T

=)' [X (7)) — X ()] + ﬂj X (t) sin nt dt ,

=—ft

T T

P

©/

— —

(’S)Jx(t') sin nt = — fX(r) dsin nt = —n ’X(r) cos nt dt,

gdzie X (f) oznacza calke nieoznaczona D enjoy funkeji x (¢), a wiee — w kaiz-
dym razie — funkeje ograniczong. Na mocy tedy twierdzenia 13 rozdz. VI
(§ 12)

™ ™

lim | X (¢) cos nt dt = lim | X (¢t) sin nt dt =0,
n n &

—n —T

i z poprzednich zwigzkow,

™

14

il I g
limg = [x (¢) cos nt dt = lim — ‘ X (t) sin nt dt = 0,
R L )

-~ i T

gdzie ealki rozumiane sa w sensie Denjoy.
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Ogdlne operacje calkowe.

§ 7. Rozwazania dalsze tego rozdziatu, ktére doprowadzg —
w §§ 11 i 17 — do nowego sposobu scharakteryzowania catek
Denjoy, opiera¢ si¢ bedg na paru ogélnych definicjach o cha-
rakterze bardziej abstrakcyjnym.

Niech M oznacza pewna operacje funkcjonalna, ktéra —
dla kazdego przedzialu / — wyréznia pewng klase funkeji, okre-
slonych w tym przedziale, przyporzadkowujgc im jednoznacznie
liczby rzeczywiste skonczone. O funkcjach w ten sposéb wy-
roznionych moéwi¢ bedziemy, iz nalezg do zakresu opera-
cji M na przedziale [/ albo iz operacja IM jest dla
nichna tym przedziale okreslona. JeSli f(x) nalezy
do zakresu operacji 9 na przedziale / = (a, b), wéwczas przez

b
M (f), lub M (f; [), oznaczaé bedziemy liczbe, ktéra operacja I

przyporzadkowuje funkeji f na /.

Nazywac bedziemy operacjg calkowa, albo wprost —
catka, kazdg operacj¢ 9 ustalonego wyzej typu, ktéra spelnia
nastepujace trzy warunki:

(I) jesli funkcja 7 (x) nalezy do zakresu operacji Y na pew-
nym przedziale /,, wéwczas naleiy rowniez do jej zakresu na
kazdym przedziale /(_ [, i liczba I (f; /) jest funkejg addytyw-
ng oraz ciagta przedziatu / (C /;

(I1) jesli funkeja f (x) nalezy do zakresu operacji ¢ na kaz-
dym z dwu przedzialéw przylegltych /,, /,, wowczas naleiy réw-
niez do jej zakresu na przedziale I, + /,;

(IIT) funkcja f(x) tozsamos$ciowo réwna zeru w jakim$ prze-
dziale / nalezy zawsze do zakresu operacji M na tym przedziale,
przyczem

W (;D=0.

Jesli operacja M jest calka, wowczas funkeja f (x), nalezgca
do zakresu jej na jakim$ przedziale /, nazywaé sie bedzie cal-
kowalna (M) na /, liczba zas M (f; ) — catka (M) funk-
cji f(x) na przedziale /; gérny kres wartosci bezwzglednych
liczb M (f; 1) dla [ (C [, nazywaé bedziemy oscylacja calki M)
funkeji f (x) na /, i oznaczaé przez O (W; f; I).

Dwie catki 9 i M nazywaé sie beda zgodne, jesli dla
kazdej funkeji f (x), calkowalnej zar6wno w sensie (I), jak (M),
na przedziale /, mamy zawsze

MALED=N1]).

g
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O catce M bedziemy méwili, iz obejmuje catke M, jesli
obydwie te calki sg zgodne i je$li kazda funkcja catkowalna M)
jest zarazem calkowalna (IM); piszemy wowezas

MON lub NC M.

§ 8. Niech f,(x) bedzie dowolng funkcja réwng zeru poza
pewnym zbiorem ograniczonym P. Widoczne jest natychmiast, iz,
jesli M oznacza jakakolwiek catke i funkcja f, (x) jest calkowal-
na (M) na jakimkolwiek przedziale /, zawierajacym wewnatrz
zbiér P, woéwczas funkcja ta jest calkowalna na kazdym prze-
dziale I' ) P i zawsze przytem

M (f; ) =DM (fis ).

Uwaga ta pozwala przyjaé¢ definicje nastepujaca:

bedziemy moéwili, iz funkcja f(x) jest catkowalna m
na zbiorze ograniczonym P, jesli funkcja fi (x) — réwna
f(x) na zbiorze P i zeru poza zbiorem P — jest calkowalna ()
na kazdym przedziale / ) P; liczbe R (f;; /) (niezaleing od wy-
boru przedziatu / ) P) nazywaé bedziemy wowezas catkg (M)
funkecji f(x) na P i oznaczaé przez I (f; P).

Operacje calkowe zamkniete.
§ 9. Wyréinimy pewng klase operacji calkowych.

Nazywac bedziemy operacje calkowg IR zamknietgq, jesli
czyni zado$¢ dwu nastepujgcym warunkom, ktére oznaczymy odp.
przez (C) i (H)?Y):

(C) jesli jakas funkeja f (x), okreslona w przedziale [ — (a, b),
jest catkowalna (M) w kaidym przedziale (a-+c¢, b —1) (gdzie
a<a+e<b—n<b)ijesli istnieje granica

1) lim [:Z‘:‘g f,

&MN—0 atc

wowcezas funkeja ta jest réwniez calkowalna (W) w calym prze-
dziale /3);

!) Poniewaz znajduja sie w widoeznym zwigzku z definicja caleﬁk nie-
wiaseciwych Cauchyego i Harnucka (por. niz. §§ 15, 16).

) Ze wzgledu na ciaglto$é calki jako funkeji przedzialu (§ 7, waru-
nek (I)), catka 9N (f; I) réwna sie wowezas granicy (1).



§9 L

(F1) jesli P jest zbiorem domknietym, ograniczonym, {/;} —
ciggiem przedziatow przyleglych do P, f(x) — pewna funkecja
catkowalng () na P oraz na kazdym z przedzialéow I, i jesli

2 Zrm (fi )| <+eo, lim O @ fih) =0,

wowczas funkcja f(x) jest calkowalna (M) w calym przedziale
I = (a, b), zawartym miedzy kresami a, b zbioru P, oraz

M (D =M P+ D M 1)),

Warunek ostatni mozna nieco uogélnié; nazwiemy warun-
kiem (/1*) warunek, ktéry otrzymuje si¢ z warunku (H) przez
zastapienie w jego sformutowaniu zaloZenia (2) przez nastepujace,
mocniejsze nieco,

@) D0 @ f 1) < + oo

Operacja catkowa MM, ktora spelnia warunek (C) oraz wa-
runek (//*), nazywaé sie bedzie zamknieta w znaczeniu
ogdllniejszem.

Jesli chodzi o operacje calkowe rozwazane dotychczas w tym wykladzie,
to latwo zauwazy¢, iz calka New ton a, zaréwno jak i calki Riemann'a oraz
Lebesgue’a, nie s3 zamkniete w zadnym sensie. Natomiast okaze sie
w dalszym ciggu tego wykladu, iz caltka (D) jest zamknieta w sensie zwyklym,
catka (®*) — w sensie ogélniejszym.

Calka Lebesgue’a nie spelnia juz nawet warunku (C), jak to widaé
natychmiast na przykladzie pochodnej funkeji F (x), okreslonej w przedziale
(0,1) przez réwnoseci:

F)=xsin— (O<x<1), FO) =0.
2

Funkeja ta posiada w calym przedziale (0,1) pochodng, przyczem pochod-
na ta jest ciggla w kazdym przedziale (s1) (¢ > 0).
Mamy tedy dla kazdego ¢ > 0
1 1

5 3
f F(x) dx = — ¢ sin —, skad: lim | F/(x)dx =0,
g? e
==
£ £

gdzie calki rozumiane sa w sensie Lebesguea.

Tymeczasem, jak pokazaliSmy w rozdz. VII (p. 187), gdzie okreSlona tu
funkeja F (x) byla juz rozwazana, pochodna jej nie jest w przedziale (0,1) su-
mowalna.

~ 305 — § 10

§ 10. Twierdzenie 7. 1° Catka (D) jest operacjq zam-
knietq.
2" Catka (®%*) jest operacjq zam-
knigtq w sensie ogolniejszym.
Dowo6d. Udowodnimy tylko cze$§¢ pierwsza twierdzenia;
cze$¢ druga uzasadnia sie¢ w sposob zupelnie analogiczny.

A) Catka © spelnia warunek (C) § 9.
Niech, w tym celu, f(x) bedzie dowolna funkcja, okreslong
w przedziale (a, b) i catkowalng (®) w kaidym przedziale
(@a+¢eb—1) (a<<a-+ e <b— n<b), zakladamy, iz istnieje granica
b—n
lim (®) | f(x)dx

€ >0

at-¢
i pokazemy, iz funkcja f(x) jest wéwezas calkowalna (®) w ca-
tym przedziale (a, b).
Niech
X
F(x) = lim (®) | f(x)dx

g, >0

@<x<b),
ate
F(a)=0.
Okreslona w ten spos6éb funkcja F (x) jest widocznie funkeja

ciagla w przedziale (a, 0) i calkg nieoznaczong (®) funkeji f (x)
w kazdym przedziale (a —}-1, b —1) Mamy tedy prawie wsze-
n

dzie w kazdym z tych przedzialéw — a wiec prawie wszedzie
w catym przedziale (a, b) —

6y F (%) =f(x);

z drugiej strony, funkcja F (x), bedac (ACG) w kaidym z prze-
dziatow (a—}—%, b —%), jest réwniez (ACG) w calym przedziale
(a, b) i jest przeto w tym przedziale — z uwagi na (1) — calks
nieoznaczong (®) funkeji f(x).

B) Calka © spelnia warunek (#).
Niech, w tym celu, P bedzie dowolnym zbiorem domknietym,
ograniczonym, a, b — jego kresami, oraz {/x} — ciggiem przedzia-
. 20
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6w don przyleglych. Zaktadamy, iz pewna funkecja f(x) jest
catkowalna w sensie Denjoy na zbiorze P i na kazdym z prze-
dziatéow [, oraz iz

@ Z*‘(Q) f‘f(x) dx| < + o, lim O =0,

T
gdzie przez O; oznaczyliSmy oscylacje catki nieoznaczonej ()

fllflkcji f(x) w przedziale /,.') Nalezy dowiesé, iz funkcja ta jest
wowezas catkowalna (D) w catym przedziale (a, b) oraz iz

@) [ 1@ dx=@) [0 ax+ @) [F0xyax.
a P # A

Niech f; (x) bedzie funkcjg réwna f(x) w punktach zbioru P
oraz zeru poza tym zbiorem. Funkcja ta jest — z zalozenia —
catkowalna (®) w calym przedziale (@, b), przyczem

b
(3) @ [ /i dx=@) |7 ds.
a /2
Niech teraz, dla kazdego punktu x przedziatu (a, ),
@ Fx)=> (D) [ e ax,
i IX1Iy
gdzie przez / oznaczyliSmy — dla skrécenia — przedziat (a, X).

Ze wzgledu na (2) okreSlona w ten sposéb, funkcja F(x) jest
skoniczona i cigglta w calym rozwazanym przedziale.

Oznaczmy przez g (x) funkcje, réwng zeru w punktach zbio-

s 1 ’
ru P, oraz — odp. liczbom m (Q)ff(x) dx wewnatrz przedzialéw
k
>y

Ir. Z uwagi na pierwszy ze zwiazkéw (2) funkcja g (x) jest su-
mowalna w (a, 0) i jej calka nieoznaczona Lebesgue’a

G(x)zfg(t)dt (a < x < b)

) Drugi ze zwiazkéw (2) uwzgledniamy oczywiseie w tym tylko przy-
padku, gdy ciag przedzialéw przyleglych do P jest nieskonczony.

pEa
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jest pewng funkcjg bezwzglednie ciagla w (@, b). Poniewaz zas
okreslona w ten sposéb funkecja G (x) pokrywa sie — jak wyni-
ka natychmiast z (4) — z funkcja F(x) w punktach zbioru P,
przeto funkcja 7 (x) jest rowniez bezwzglednie ciagta na P i w pra-
wie kaidym punkcie x ¢ P

6)) F (%) = G'(x) = g (x) = 0 = f (x) — fi(x).

Nadto, widoczne jest bezposrednio z (4), iz funkcja F (x)
jest calka nieoznaczong (®) funkeji f(x) w kazdym z przedzia-
tow I, skad wynika oczywiscie, iz — z jednej strony — w pra-
wie kazdym punkcie x przedziatu (g, b), nienalezacym do P,

(6 F(x) =f(x) = F (%) — fi(x),

z drugiej za$§, — iz funkcja F (x), bezwzglednie ciagla na P, jest
zarazem funkecja (ACG) w kazdym z przedzialéw przyleglych
do P, a wiec — w rezultacie — jest (ACG) w catlym przedziale
(a, b). Zwazywszy tedy na (3), (5), (6) i (4), funkcja f(x) jest
catkowalna (®), przyczem

b b b
@) j £ (x) dx = (D) J [f (%) — £i(%)] dx + (D) j fi(x) dx
— F(b)— F(a)+<©>ff<x> dx
=2 @) [/ @ dx+ @) [£ () dr,
S b

co nalezato udowodnié.

§ 11. Pokazalismy w § poprzednim, iz catka (D) jest ope-
racja zamknieta w sensie definicji § 9. Udowodnimy obecnie,
iz catka ta, wsrod wszystkich operacji zamknietych, zajmuje pe-
wne szczegélne miejsce, jest mianowicie najstabsza operacjg
calkowa zamknieta, obejmujaca calke Lebesgue’a.

Lemmat. Jesli f(x) jest funkcjq catkowalng (D), wzgl. (D*),
w przedziale (a, b) oraz P jest pewnym zbiorem domknietym, za-
wartym w tym przedziale, wowczas istnieje zawsze taki kawalek*)
K tego zbioru, iz

1y Por. VIII, § 2.
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1) funkcja f(x) jest sumowalna na P, oraz
by
@ > @ [f@dr <+, wegl X0 <too,
k o/ | %

ag

gdzie {(ax, by)} oznacza ciqg przedziatow przylegtych do K, a Or—
oscylacje catki nieoznaczonej (D*) funkcji f(x) na przedziale (a, b).

Dowé6d. Niech f(x) bedzie funkcjg catkowalng (D) w (a, )
i F(x) jej catka nieoznaczong Denjoy. W mys$l tw. 16 rozdz. VIII
(§ 19) funkeja F (x) jest wowczas bezwzglednie ciggta na pewnym
kawatku K zbioru P, a wiec temsamem identyczna — na
K z pewna funkcja G (x) ciagla bezwzglednie w catlym prze-
dziale (¢, b). Mamy tedy, w prawie kazdym punkcie x € K,

f(xX) = F/(x) = G(x),

skad wynika oczywiscie sumowalnosc¢ funkeji f(x) na K. Nadto,
oznaczajac przez {(ax, bx)} ciag przedziatow przylegtych do K,
mamy

bp,
2[(@) [rear =21 F60- F(a)| = > | G (B — G (@) <+,

k

t. j. pierwszy ze zwigzkow (2).
Analogicznie postepujemy w przypadku calki ©*.

Mozemy uzupelnié obecnie twierdzenie § poprzedniego w spo-
s6b nastepujacy:

Twierdzenie 8. 1° Catka ® jest najstabszq zamknigtq
operacjq, obejmzijch catke Lebesgue'a.

20" Catka D* jest najstabsza, zamknigtq w znaczeniu ogdlniej-
szem, operacjq catkowq, obejmijqcq catke Lebesguea.

Dowo6d. Udowodnimy tylko pierwsza czgsé twierdzenia,
czesé druga uzasadnia si¢ w sposob najzupetniej analogiczny.

Stwierdzamy przedewszystkiem (§ 3, tw. 2), iz calka Den-
joy obejmuje calke Lebesgue’a oraz iz — w my$l twierdzenia
§ poprzedniego — jest operacja zamknigta. Wystarczy tedy udo-
wodnié jeszcze, iz zawsze, jesli I oznacza jakgkolwiek catke
zamknieta, obejmujgca calke Lebesgue’a, a f(x) — dowolng
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funkcje catkowalng (D) w przedziale /, = (g, b), wowczas fun-
keja ta jest rowniez catkowalna (M) w przedziale Il,, przyczem

M(fi 1) = @) |1 () dx.

Dla dowodu przyjmiemy chwilowo oznaczenia nastepujgce:
nazwiemy przedzialem regularnym kazdy przedzial [ I,
w ktérym funkcja f(x) jest catkowalna () oraz

WM (f: ) = (@)ff(x) dx;

punkt x e/, nazywaé sie bedzie z kolei regularnym, jesli
wszystkie przedziaty [( /,, zawarte w pewnem otoczeniu
(x —¢, x -+ ¢) punktu x, sg regularne.

Udowodnimy przedewszystkiem dwie uwagi nastepujace:

(A) Jesli wszystkie punkty przedziatu IC I, sa
regularne, wowczas przedzial ten jest ré6wniez re-
gularny.

Istotnie, zalézmy, iz pewien przedzial [ ([, jest nieregu-
larny. Jesli tedy podzielimy go na dwa przedzialy rowne, wow-
czas jeden przynajmniej z otrzymanych przedzialéw bedzie takze
nieregularny; oznaczymy przedzial ten przez IV, Dzielimy go
zn6w z kolei na dwa przedzialy réwne i, postepujgc w tenzesam
spos6b dalej, otrzymujemy ciag zstepujacy przedzial6w nie-regu-
larnych {/®} o dlugosSciach zdazajacych do zera. Punkt wspélny
tych przedzialow jest oczywiscie pewnym punktem nie-regular-
nym przedziatu /, co uzasadnia uwage (4).

(B Jes$li wszystkie punkty wewnetrzne prze;
dziatu I/ (I, saregularne, wowczas przedzial [ jest
ro6wniez regularny.

Istotnie, jesli wszystkie punkty wewnetrzne pewnego prze-
dzialu / = (u, v) (I, sa regularne, woéwczas — w mysl (4) —

kazdy przedziat (u +1, @_1) jest juz napewno regularny; fun-
n n

keja f(x) posiada tedy w kazdym takim przedziale catke M),
przyczem
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1
1 Vi

M () = (D) j f(x) dx.
11-{——1»

u4—
n
n

Poniewaz jednak catka M jest, z zalozenia, operacjg zamknieta,
a wiec — w szczegélnoSci — spelnia warunek (C) § 9, przeto,
przechodzac w réwnosci powyzszej do granicy, otrzymujemy catl-
kowalnos¢ (M) funkeji f(x) w calym przedziale / = (4, v) oraz
rownosé

M (f) = (D) ff (x) dx,

skad wynika, iz przedzial ten jest regularny.

Zat6zmy teraz, iz
(«) przedzial /, nie jest regularny.

Przedzial ten zawiera woéwezas wewnatrz — w mysl (B) —
napewno punkty nie-regularne. Oznaczmy przez P zbiér punktéw
nie-regularnych przedzialu ,, W my$l lemmatu poprzedniego
istnieje tedy taki przedziat J( I, zawierajacy wewngtrz jeden
przynajmniej punkt zbioru P, iz funkcja f(x) jest sumowalna na
zbiorze P J i jej calki oznaczone Denjoy na przedziatach
przylegtych do P X J tworza szereg bezwzglednie zbiezny. Niech
J' bedzie dowolnym podprzedzialem tego przedziatu. Funkcja
f(x) jest oczywiscie sumowalna na zbiorze P X J' (ktéry moze
by¢ zresztg pusty) oraz

(3) Z(@)ff(x)dx<+w,

gdzie {/;} oznacza cigg przedzialéw przyleglych do zbioru, utwo-
rzonego przez doltgczenie kraricow przedziatéw J' do zbioru
PXJ'. Zwaiywszy tedy na zamknietosé catki Denjoy (§ 10,
tw. 7),

@ @®f@ds=® [fd+ > @) [r @ as.
7 PXT % 7
Ale wszystkie przedzialy J;, nie zawierajgc wewnatrz pun-

ktow zbioru P, sg w my$l (B) regularne i na kaidym z nich
przeto okreslona jest catka (M) funkeji f(x) przez réwnosé

-
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(5) M (£ 1) = @) f f (%) dx,

skad, na mocy (3),
DM I <+ oo

k
Catka M obejmuje — z zalozenia — calke Lebesgue’a
i jest zamknieta. Funkcja f(x) jest tedy catkowalna (IR) na ca-
tym przedziale J', przyczem

M (S 1) = @ [ £ dx+ DM (S,

a wige, w mysl (4) i (5),
M (i) = @) [0 dx.

5

Kazdy zatem przedzial J' (C J jest regularny, co — oczywi-
scie — sprzeczne jest z zalozeniem, iz przedzial J zawiera we-
wnatrz punkty nie-regularne.

Zalozenie () prowadzi w ten sposéb do sprzecznosci. Prze-
dzial /, jest tedy regularny; funkcja f(x) jest na nim calkowalna
(M), a jej calka (M) na /, pokrywa sie z calka Denjoy. Twier-
dzenie nasze jest przeto udowodnione.

Twierdzenie Hak e’go.

§ 12. Ustalilismy juz poprzednio (§§ 2, 3) wzajemny stosu-
nek calek Denjoy, Lebesgue’ai Newtona. Zajmiemy sie
z kolei zbadaniem stosunku catek Denjoy do calki Perrona:
jakkolwiek stosunek ten sprowadza sie do prostej réwnowaznosei
catek (®*) i (W), niemniej uzasadnienie tego zwiazku wymaga
juz do$¢ gtebokiego wnikniecia we wiasnosci rozwainych calek,
stanowigc wynik prac Swiezszej stosunkowo daty.

Pierwszy wynik w tej dziedzinie zawdzigczamy Hak e’mu ),
ktéry udowodnit, iz caltka Perrona obejmuje calke (D).

Dla wigkszej jasno$ci rozbijemy dowéd tego twierdzenia na
pare lemmatéw, uzupetniajgcych wlasnosci calki Perrona, wy-
tozone w rozdziale VII.

1) Math. Ann., t. 83, (1921), p. 120.
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Lemmat 1. Na to, aby funkcja f(x), okreslona w przedziale
Iy, byta catkowaina (W) w I, i by pewna liczba L byta jej catkq
oznaczong (W w tym przedziale, konieczne jest i wystarcza, aby
dla kazdej liczby <> 0 istniaty takie dwie funkcje S (x) oraz T (x),
Skoriczone i ciqgte w I, dla ktdrych

Wl 18 ) =Sa)l= L | <&, [T ()~ T(@)] — L| <¢
oraz niemal wszedzie
> f(x) MSRIRE & ¢ )
(2) S (%) ; T (x) :
T L <+ oo

Dowé6d. Koniecznos§é powyiszego warunku wynika
wprost z definicji calki Perrona; pozostaje tedy udowodnié tyl-
ko, iz warunek ten jest réwniez i dostateczny. Niech, w tym
celu, ¢ bedzie dowolng liczbg dodatnig i S (x) funkcja, skoficzong
i ciagta w /,, spetniajaca nier6wno$é (1) i — niemal wszedzie —
warunek (2). Niech {ax} oznacza ciag punktéw, w ktérych wa-
runek (2) nie jest speiniony. Kazdemu z punktéw a; przyporzad-
kowaé¢ mozemy liczbe />0 taky, iz oscylacja funkcji S (x)

w przedziale (ar — /i, ap + hx) jest mniejsza od —2% Oznaczymy z

kolei przez Ox(x) funkcje, réwng oscylacji funkeji S (x) w prze-
dziale (ax, x), jesli ar << x < a + hs, — oraz oscylacji ze znakiem
ujemnym w przedziale (@, x), jeSli ar — hx < x < @,. Przyjmie-
my pozatem

Or (x) = Or (ar + ), jesli x > ar + hs,
oraz

Ok ()C) = Ok ((Zk = hk), ]eéll X < ar — /Zk v

Funkcja S (x)+ O (x) posiada wéweczas napewno w punkcie ay
pochodng dolng nieujemng. Dajgc tedy
3
g l/x — Qg
U

U (x) = S (x) + O (x) +

) Jesli chodzi o twierdzenie, ktére jest celem tego §, to moinaby tu
upro$ci¢ nieco lemmat powyzszy, zastepujac w sformulowaniu jego termin
»niemal wszgdzie przez ,wszedzie, za wyjagtkiem jedmnego
conajwyzej punktu“. Lemmat ten jest jednak sam przez si¢ godny
uwagi, poniewaz pokazuje, iz pewne uogélnienie funkeji zwyzszajacych i zniz-
szajgcych Perrona nie prowadzi do modyfikacji samej calki Perron a.
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mamy, dla kazdego £,
(3) yk (ak) = + O,

Niech teraz
3
s x—a
okl

@) U® =S+ |00+
Wowcezas
3_ 3__
U@~ S @ <D 0@+ VT < 1+VhI,
k

a wiee, zwazywszy na (1),

) U@ —U@—L|<c[B+2VE].

Powiadamy, iz funkcja U (x) jest funkcja zwyzszajacg fun-
keji f(x) w [,. W samej rzeczy, poniewaz wszystkie funkcje,

stojace pod znakiem 2 w réownos$ci (4), sa monotoniczne niema-

lejace, przeto w kazdym punkcie x e /,

(6) U (%) > S(x)
oraz
) U (%) > Uk (%) (k=1,2..).

Jedli tedy punkt x nie zawiera si¢ w ciggu punktow ap, wow-
czas otrzymujemy wprost z (2) i (6)

> f(x)
Ux)> S (x) ,
— ™
w kazdym za$§ z punktéw a, mamy, zwazywszy na (3) i (7),
> [ (ar)
U (ar) > Ur(ar) = + o= .
E = > — oo

Podobnie zupeinie budujemy funkcje V (x), znizszajacg dla
f(x) i spelniajaca rownolegty do (5) nier6wnosé
3
(V@) - V(@) - LI <<[B+2V[Ll,

poniewaz za$ ¢ jest tu dowolng liczbg dodatnia, przeto z tej nie-
réwnosci oraz (5) wynika, iz funkcja f (x) jest calkowalna w sen-
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sie Perrona w /, oraz iz L jest wartoscig jej calki oznaczonej
na tym przedziale.

Lemmat 2. Jesli funkcja f(x), znikajqca  tozsamosciowo
w punktach pewnego zbioru domknietego P, catkowalna jest w sen-
sie Perrona na kazdym z przedziatéw do P przylegtych, i jesli
szereg oscylacji jej catki nieoznaczonej (W) na tych przedziatach
Jjest zbiezny, wowczas funkcja f(x) Jjest catkowalna (W) na catym
prezedziale (a, b), zawartym miedzy kraricami zbioru P, przyczem

b by
®) W [7 (ydx = > W) (7 ax,
a 2 ;k

gadzie {(ax, br)} oznacza ciqg przedziatéw przylegtych.

Dowé6d. Niech ¢ bedzie dowolng liczba dodatnig. Kazde-

mu przedziatowi (ax, bx) przyporzadkowaé mozemy takg funkcje
U (%), zwyzszajaca w tym przedziale dla f(x), iz

1 - € .
(9) ‘Uk(x)—(%)jf(t)dt“<§,jeéli Gy Nt bk
| |
ag

Niech O (x) (ar << x < b;) oznacza oscylacje funkeji Uy (x)
w przedziale (ar, x). Poniewaz — z zalozenia — szereg oscyla-
cji catki nieoznaczonej () funkeji f(x) na przedziatach (ax, bz)
jest zbiezny, przeto, na mocy (9), réwniez

> 0B <+ oo,
k

i mozemy ustali¢ tak liczbe K, iz

(10) D 0e <.

k=K+1

Dajmy, dla skrécenia,

Sk (x) = Ui (x), jesli £ < K,
oraz
: Sk (X) = Up (x) + O (x), jesli k> K,
1 niech:

U (x) =2(x)[5k (bx) — Si (az)], jesli x e P,
k

i § 12

(€9)
(gdzie znak sumowaniaE rozcigga sig na te wszystkie warto-
k
sci wskaznika &, dla ktérych &, < x) oraz

U (x) = U (ar) + Sk (x) — Sk (ar),

jesli x jest punktem wewnetrznym przedzialu (a, b:).
Okreslona w ten sposéb w calym przedziale (a, b) funkcja
U(x) jest, jak tatwo spostrzec, ciggla w catym tym przedziale,

a nadto
b

[k sian—aw [709)

k

s

k

I

‘ Ub)-U @)~ > (W) f f(x)dxe| =
k ;k ?

= i [Uk (6) — Us (@) — (W) f S (%) dxvl + 2 O (02) ,
— o d i =

a wiec, zwazywszy na (9) i (10),
by

11) ’U(b) U (a) —2(%)[]‘ (x) dx | < 3e.
k 5 |
Powiadamy, iz funkcja U (x) jest funkcja zwyzszajaca dla
f(x) w calym przedziale (a, b). W samej rzeczy, jesli punkt x
jest punktem wewnetrznym, albo lewym kraficem ktéregokolwiek

z przedzialéw przylegtych, wéwczas dla dostatecznie matej war-
tosei 2> 0 mamy zawsze

Ux+h)—Ux)=Se(x+ k) — S (%) > U (x+ k) — Uz (x),
skad ]
> f(x)

Ut (x) > U (x)

o x — oo
Jesli natomiast x nie jest punktem wewnetrznym ani lewym kran-
cem zadnego z tych przedzialéw, wowczas nalezy do zbioru P,
i punkt x4 %, dla dostatecznie matej wartosci h >0, nie zawiera
si¢ w zadnym z K pierwszych przedzialéw (a, b), a wiec

Ux+h)—U(x) >0,
skad znowuz
Ut() >0 =f(x)>—c.
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Identyczne zwiazki spelnione sg, rzecz prosta, dla lewo-
stronnej dolnej pochodnej funkeji U (x) i funkecja jest tedy
zwyzszajgca dla f(x) w przedziale (a, b). Przez zmiane znaku
funkcji f (x) stwierdzamy z kolei natychmiast istnienie dla niej
takiej funkcji znizszajacej V (x), ktéra spelnia analogiczny do (11)
zwigzek

VO —V@-2 0 [1 @ ds| <3,
%

a wiec, poniewaz ¢ jest dowolng liczba dodatnig, przeto funkcja
f(x) jest w przedziale (a, b) calkowalna w sensie Perrona,
a jej calka oznaczona (¥) w tym przedziale okreslona jest przez
wzor (8).

Twierdzenie 9 (Hake’go). Catka W obejmuje catke ©*.

Dowé6d. Poniewaz (VII, § 6) calka Perrona obejmuje
calke Lebesgue’a, przeto w mys$l tw. 8 (§ 11) — wystarczy
juz tu tylko pokazaé, iz catka () jest zamknieta w znaczeniu
ogoélniejszem, t. j. spelnia warunki (C) oraz (/7*) § 9. Dowdéd
rozbija sie tedy na dwie cze$ei.

(A) Catka ® spelnia warunek (C).

Niech, w samej rzeczy, f (x) bedzie dowolng funkejg, okre-
Slona w przedziale (a, b); zaktadamy, iz funkcja ta jest catkowalna
(W) w kazdym przedziale (a+¢ b—1) (@<a+e<b—1<b),
oraz, iz istnieje granica

b=y
(12) lim (W) [ f(x) dx;

g, N—>0
a+-c

nalezy za$§ dowieSé, iz funkcja ta posiada calke oznaczong ()
na catym przedziale (a, b).
Niech, w tym celu, ¢ bedzie dowelnym punktem wewnetrz-
—c
n
keja f(x) jest catkowalna (W) w kazdym z przedziatéw (8., b,41)
(n=1, 2,...), mozemy tedy, dla kazdej liczby ¢ <0, okre$li¢ fun-
cie U(x), tak by w kazdym z przedziatéw (b, b,41) byla funkejg
zwyiszajgcq dla f (x), a nadto spetniata w kazdym z nich warunek

nym przedzialu (@, b) i niech, dla skrécenia, b, = b — . Fun-
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(13) \ U(x)— U (bn) — (W) f f(@) dtl = 2i (bn < X <bny1)
| B

Ze wzgledu na warunek ten oraz istnienie granicy (12) fun-
keja U (x), ustalona dotychezas tylko w przedziatach (b, bny1),
posiada granice skoriczong, gdy x — 0; graniceg te okreslimy jako
warto$§¢ funkeji U (x) w punkcie 0.

Okres$lona w ten spos6b juz w calym przedziale (¢, ) fun-
keja U (x) jest widocznie ciggla w catym tym przedziale, a nadto,
jak wynika z jej okreslenia w przedzialach (s, Dut1), spelnia
w kazdym punkcie x <b przedzialu (¢, b) warunek

~f ()
U (x) ;
L
mamy pozatem z (13)
b—1 ‘
U (b) — U (©) — lim () f @ dx <.

Zupelnie podobnie okreslamy funkecje V (x), ciagig i skon-
czong w przedziale (b, ¢), ktéora w kazdym, réznym od b, jego
punkcie spelnia warunek

<f(®

Vi(x)
i <4 oo

przyczem
bgq

}V(b) — V() —lim (P | F(x) dx? S
; -0 |

Z lemmatu 1 wynika tedy, iz funkecja f(x) posiada w prze-
dziale (¢, b) catke oznaczong (¥), réwng granicy
b=

lim (D) |ﬁf (x) dx.

-0
c

Analogieznie, funkcja ta posiada calke oznaczong () w prze-
dziale (a, c), a wiec calkowalna jest w sensie Perrona w calym
przedziale (a, b).

(B) Catka ® spelnia warunek (/%)

Niech istotnie P bedzie dowolnym zbiorem domknigtym,
(a, b) — przedzialem, zawartym miedzy jego kresami, i f(x) pe-
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wng funkejg okreslong w tym przedziale. Zaktadamy, iz funkcja
ta jest calkowalna (¥) na zbiorze P i na kazidym z przedzialow
do P przylegtych, oraz iz zbiezny jest szereg oscylacji jej catki
nieoznaczonej (‘¥) na tych przedziatach. Nalezy dowiesé, iz fun-
kcja ta posiada calke (W) na calym przedziale (a, b), r6wng sumie

bp,

(1) W) [ £ (0 ds + D W) [ (0 ax,

P ap

gdzie {(ax, br)} oznacza ciag przedziatow przylegtych do zbioru P.
Oznaczymy, w tym celu, przez f,(x) funkcje rowna f(x),
jesli x nalezy do zbioru P, i zeru poza tym zbiorem; analogicz-
nie niech
£,09) — () ]ebll xeCP‘
= 0, jesli xeP

Spostrzegamy natychmiast, iz funkcja f,(x) spelnia w prze-
dziale (a, b) zalozenia lemmatu poprzedniego, a wiec jest calko-
walna (W) w tym przedziale, przyczem

b by by,
1) ) £ =D W) [0 dv = > W £ ) ax,
: B B

Z drugiej strony, funkecja f,(x) jest — z zatozenia — calko-
walna () w (a, b) oraz

b
(16) W) [ i) doe = W) [ () dx.

Funkeja f(x) = f,(x) + fu(x) jest tedy réwniez catkowalna (P)
w (a, b) i — zwazywszy na (15) i (16) — jej calka oznaczona
w tym przedziale réwna jest sumie (14).

Twierdzenie Alexandroffa-Looman a.

§ 13. Twierdzenie 9 nasuwa z natury rzeczy zagadnienie
odwrotne, czy catka (D*) nie obejmuje takze catki (‘¥), t. zn.
czy dwie te calki nie sq wprost réwnowazne. Zagadnienie to
postawit istotnie juz sam Hake w pracy swej cytowanej w § po-
przednim, pozostawiajgc je wszakze bez odpowiedzi. Dopiero
W pare lat péZniej — niezaleznie od siebie i prawie réwnocze-

Y § 13

Snie — rozstrzygneli je twierdzgco Alexandroff i Loo-
man'). Wydawaé sie moze napozér dziwne, iz wynik, zawarty
w twierdzeniu Alexandroffa i Loomana, osiagniety zostal
pozniej anizeli wynik Hak e’go, poniewaz — jak czytelnik tatwo
zauwazy — dow6d twierdzenia Hake'go jest bodajze bardziej
ztozony anizeli dowdd twierdzenia odwrotnego. Wyttumaczyé to
mozna tem tylko, iz definicja opisowa catek Denjoy, do kt6-
rej nawigzujg metody Alexandroffa i Loomana, byta daw-
niej daleko rzadziej stosowana anizeli definicja konstrukty w-
na, na ktorej opiera sie bezposrednio rozumowanie Hake'go,

Lemmat. Jesli funkcja f (x), okreslona w pewnym przedziale
I, = (a, b), jest w tym przedziale catkowalna (W) i jesli jedna przy-
najmniej z jej funkcji zwyzszajqcych jest o wahaniu skoriczonem
W znaczeniu weiZszem na pewnym zbiorze Q C I,, wéwczas
wszystkie funkcje zwyzszajgce i znizszajgce oraz catka nieoznaczona
(W) funkcji f(x) w przedziale I, sq réwniez na tym zbiorze o wa-
haniu skoviczonem w znaczeniu wezszem.

Dowo6d. Niech f(x) bedzie funkcja catkowalng w sensie
Perrona w przedziale (a, b) i F (x) jej catka nieoznaczong (W).
Zakladamy, iz istnieje funkcja U°(x), zwyzszajgca dla S (%) w tym
przedziale, o wahaniu skoficzonem w znaczeniu wWezZszem
na pewnym zbiorze Q. Je$li tedy V(x) jest dowolng funkecjg
znizszajacq funkeji f (x), wowezas réznica U'x) — V(%) jest mo-
notoniczna w calym przedziale (@, ), a wiec temsamem funkcja

V(%) = Ux) — [U(x) — V (x)]

jest, wraz z U°(x), o wahaniu skoficzonem w znaczeniu W e Z-
szem na Q.

Z kolei, jesli przez U (x) oznaczymy dowolng funkcje zwyz-
szajgca funkeji f(x), woéwezas obydwie funkcje U (x) — V (x),
F(x)— V(x) sa monotoniczne niemalejace w catym przedziale,
a wiec funkcje

UF=V@+U®-V®I], FE=Vx)+[F(x)— V()

sq, wraz z V(x), o wahaniu skoficzonem w znaczeniu w e Z-
szem na Q. :
Lemmat nasz jest w ten sposéb udowodniony.

) Alexandroff, Math. Zeitschr., t. 20, (1924), p. 213; Looman,
Math. Ann., t. 93, (1925), p. 153.
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Twierdzenie 10 (Alexandroffa-Loomana). Catka
Perrona réwnowazna jest catce Denjoy w znaczeniu wezszenm.

Dowé6d. Z uwagi na twierdzenie Hake'go wystarczy tu
juz tylko udowodnié, iz kazda funkcja catkowalna (‘®) jest zara-
zem catkowalna (®%*). i

Niech tedy f (x) bedzie dowolna funkcja, okreslong w prze-
dziale I, = (a, b) oraz calkowalng () w tym przedziale, i niech
F (x) bedzie jej calka nieoznaczong Perrona. Pokazemy prze-
dewszystkiem, iz funkcja F (x) jest uogélniona funkejg bezwzgle-
dnie ciagla w znaczeniu weiszem w przedziale (a, ).

Niech, w tym celu, U%x) bedzie pewna, dowolnie zrestg wy-
brana, funkecja zwyzszajaca funkeji f(x). Poniewaz mamy wow-
czas w calym przedziale (a, b)

(1) H ST o

przeto, na mocy tw. 20 rozdzialu IX (§ 12), przedzial ten jest
sumg ciggu zbioréw Q. (n =1, 2,...) takich, iz na kazdym z nich
funkeja U°(x) jest o wahaniu skoriczonem w znaczeniu wezszem.
Mozemy zatozyé oczywiscie, iz zbiory te sa domknigte oraz iz
kaidy z nich zawiera krance a, b rozwazanego przedziatu.

Niech teraz ¢ bedzie dowolng liczba dodatnig i U (x) — taka
funkeja zwyzszajaca funkeji f(x) w (@, 0), iz

(2) lU®) —U@]—[F®)-F@]<c=.

Oznaczmy, dla kazdego 7, przez Un(x), wzgl. F,(x), funkcje
identyczng z U (x), wzgl. z F (x), w punktach zbioru Q. i linjowg
w przedziatach przyleglych do tego zbioru. Na mocy lemmatu
poprzedniego funkcja U (x) jest o wahaniu skonczonem w zna-
czeniu wezszem na kazdym ze zbioréw Q. a wiec funkcja Un(x)
jest o wahaniu skoficzonem w calym przedziale /,, Z drugiej
strony, w calym tym przedziale

yn(x) > o,

a wiec — z uwagi na twierdzenie 13 (1°) rozdz. VII (§ 7) — fun-
keja U,(x) posiada odchylenie dolne ré6wne zeru.

Poniewaz jednak funkecja Un(x) — Fi(x) jest, wraz z funkeja
U (x) — F (x), monotoniczna niemalejgca w /,, zatem z nier6wno-
éci (2) wynika, iz dla kazdego ukladu niezachodzacych na siebie
przedziatow (a;, b)), zawartych w /[,
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D [Uit) — Un@] — D [Fulb) — Fula] <

: -
< LUW0) — Un(@)] — [Fu(b) — Fu(a)]
(U (%) = U (a)] — [F (6) — F (a)]

E.

/

N N

Stad za-lé,—jako ze, jak juz zauwazyliSmy, odchylenie dolne funkeji
er,s,gcx)>3est zeren.l,—otrzymujemy, iz odchylenie dolne funkeji Fu(x)
> — &, a wiec, — poniewaz ¢ jes i atni
iz odchylenie to prrospi znika. BRI SR g R

' Podobnie zupelnie, rozwazajac tylko zamiast funkeji zwysz-
iszaja‘cych, funkeje znizszajace, stwierdzamy, iz znika réwn?,e'
i o.dchyle‘nie gorne funkcji Fu(x), a wiec w rezultacie — iz fun%
kcja t.a Jest ciagla bezwzglednie. To jednak oznacza, iz funkcja
f(‘x) jest bezwzglednie ciagta na kazdym ze zbioréw ’Qn a wi ]c
1z jest uogoélniong funkejg bezwzglednie ciagla w przedz’iale ]Q ’
' Nadto jednak,na mocy lemmatu poprzedniego, funkcja Fo%x)
]e.st, Wra% z funkejg U°(x), o wahaniu skonczonem w znacze-
niu wezszem na kazdym ze zbioréw Q,, jest wige (VBG*)
w ce’lly_m przedziale /,. Z uwagi tedy na udowodniong juz wyzej
uogoh'nona‘ ciagtosé bezwzgledna (w znaczeniu szerszng
funkeji F (x), wynika z kolei natychmiast z twierdzenia 14 rozdz
VIIL (§ 18), iz rozwazana funkcja F (x) jest uogdlniong funkc'.
bezwzglednie ciagla réwniez i w znaczeniu wezZszem; poniewtllz
za§ — w mysl tw. 6 rozdz. VII (§ 5) — prawie wszgdz’ie

Fi(x) = f(x),

przeto funkcja F (x) jest zarazem catka nieoznaczong (®*) fun-

keji f(x), co nalezalo udowodnié

Z.e wzgledu na wynik, zawarty w powyzszem twierdzeniu, catke D* na-
zywa sig czgsto catka Denjoy-Perrona; dla odréznienia, catke

- : D na
si¢ wéwezas calkg Denjoy-Khintchinea (por. VIII, § 1). i

Calka niewlasciwa Cauch y’ego.

§ 14. Ost.atnie §§ tego rozdziatu poswigcimy t. zw. kon-
st‘ruk.tyvivne] definicji catek Denjoy?). Definicja ta — kté-
rej unikaliSmy dotychczas, nie cheac wprowadza¢ do wykladu

) Por. Denjoy, Totalisation, Chap. II, p. 181. f

a1
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tego liczb pozaskornczonych — wigze explicite pojecie catki
Denjoy z klasycznemi uogélnieniami, znanemi pod nazwa catek
niewlasciwych Caueh y'ego i Harnacka.

Rozpoczniemy tedy od sprecyzowania definicji tych dwu
calek niewtasciwych, nawigzujge znéw do rozwazan abstrak-
cyjnych §§ 7 — 9.

Przyjmiemy przedewszystkiem nastepujgacg definicje:

bedziemy moéwili, iz punkt a jest punktem osobliwym
funkeji f(x) w przedziale / wzgledem pewnej operacji calkowej
M, lub — krétko — punktem osobliwym (M) funkeji f(x) w /,

jesli istniejg dowolnie mate przedzialy, zawierajgce punkt a i za-

warte w /, na ktérych funkeja f(x) nie jest catkowalna (IM).

Z definicji tej] wynika natychmiast, iz zbiér punktéw osobli-
wych funkeji f(x) w jakim$ przedziale /, wzgledem pewnej ope-
racji catkowej, jest zawsze domkniety. Latwo dalej zauwazyé, iz,
jeSli zbior ten jest pusty, woéwczas funkcja f (x) jest napewno
w przedziale / catkowalna (). W samej rzeczy, jesli funkcja
Jf(x) nie jest w przedziale / catkowalna (IN), wéwczas nie jest
catkowalna (I) przynajmniej na jednym z przedzialow, ktére
otrzymuje sie, dzielgc na polowy przedziat /. Przedzial ten dzie-
limy dalej na potowy, stwierdzajac znéw, iz na jednym przynaj-
mniej z otrzymanych przedziatéw funkcja f(x) nie jest calko-
walna (WM); postepujgc w teniesam sposéb, otrzymujemy taki
cigg zstgpujacy przedziatéw, o diugosciach dazgcych do zera, iz
na zadnym z nich funkcja f(x) nie jest catkowalna (3). Punkt
wspoOlny tych przedzialow jest oczywiscie punktem osobliwym
(W) funkeji f(x) w przedziale /.

§ 15. Przyporzadkujemy kazdej operacji catkowej I pewng
operacje, ktérg oznaczymy przez Wi i ktorg zdefinjujemy w spo-
sob nastgpujacy: do zakresu jej na dowolnym przedziale /, = (a, b)
naleze¢ bedg wszystkie funkcje f(x), spetniajgce warunki:

(1) f(x) posiada conajwyzej skoficzong ilo$é punktéw oso-
bliwych (Wi) w przedziale I;

(2) istnieje funkcja F(x), ciagta w przedziale /,, taka, iz
dla kazdego przedziatu (¢, d), zawartego w /, i niezawierajacego
punktéw osobliwych (W) funkeji f (x),

F@—F@© =M.

b s
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Jesli funkcja taka istnieje, wéwczas jest przez warunki (1)
i (2) okre$lona jednoznacznie z dokladnoScia do dowolnej statej
addytywnej; ktadziemy wowczas

Me(f; [) = F (b)) — F (a).

Zdefinjowana w ten sposéb operacja Mi¢ spelnia, jak spo-
strzega sie natychmiast, warunki (I), (II), (IlI) § 7, jest tedy zno-
wuz pewng operacja calkowa, jednoznacznie przyporzadkowang
catce M. Nazwiemy jg catkg niewltasciwag (M) Cauchy’ego;
widoczne jest, iz zawsze

MW C M.

Uogélnienie okreslonego procesu calkowania przez przyporzadkowanie
mu odpowiedniej calki niewlasciwej Cauch y'ego, stosowane bylo poczatko-
wo przez samego Cauchy'ego do calki, rozumianej w sensie podanej prze-
zeti definicji'); nogélnienie to umozliwito catkowanie pewnych funkeji posia-
dajgcych conajwyzej skonczong liczbg nieciagtosci. Z kolei, w Analizie rie-
m a nnowskiej, tosamo uogélnienie zastosowane zostalo do calki Rie-
manna, stajgc si¢ Zrodtem calki, ktéra—znana pod nazwg calki niewta-
§ciwej Riemanna-Cauchy’ego — pozwala scaltkowaé metodami rie-
m a nnowskiemi pewne funkcje o skornczonej liczbie punktow nieograniczonosei.
Podobne uogélnienie moznaby, rzecz prosta, zastosowaé do catki Lebes gue’a,
jednakze, jak tatwo spostrzec z uwagi na zamknigtos¢é calek Denjoy, za-
réwno to uogdlnienie, jak i obydwa pozostate wyiej wspomniane, objete sg
juz przez calki Denjoy.

Wychodzge z pewnej operacji (W), mozemy utworzyé cigg operacji
3 M, Mie, Mee, ..., Mec...c ...,

z ktérych kazda obejmuje poprzednig i jest w stosunku do niej catka niewla-
Seiwg Cauchy'ego. Mozna is¢ dalej jeszeze i przedtuzy¢ cigg (3) przez indu-
keje pozaskoficzong, kladac M, = M i ogélnie, dla o < 2,

My = (Y Me)°. )
E<a

Mamy woéwezas, jak tatwo zauwazyé,

Mo = M. ")
£

) Por. VII, § 1.

%) Por. niz. § 17.

) Moznaby nawet zdefinjowaé calke, ktéra oznaczyliSmy w tekscie
przez 9)?52, jako najstabszg operacje catkowg ¥, obejmujaca operacje I i spel-
niajgeqg ponadto warunek T = Te.
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W przypadku, gdy 9% oznacza calke Riemanna, M jest t. zw. cal-
ka niewlaéciwg Lejeune-Dirichleta, ktéra uogélnia metode Riem a n-
nowska calkowania na pewne funkcje o conajwyzej przeliczalnym zbiorze
punktéw nieograniczonosci ).

Przez analogje moznaby bylo rozszerzyé sens tego terminu i nazwac
ogblnie, przyporzadkowang w powyzszy sposéb dowolnej zupelnie calce 9N,
operacjg M, calksg niewlasciwa (M) Lejeune-Dirichleta. Bezposre-
dnig definicje tej calki moznaby latwo zreszta otrzymaé, modyfikujgc nieznacz-
nie okre§lenie catki niewlasciwej (M) Cauchy’ego: mianowicie, wystarezy-
toby tylko zastapié¢ w sformulowaniu warunku (1) wyraz ,skonczon a¥
przez ,przeliczalng“. W przypadku, gdy 9% oznacza calk¢ Riemanna
lub Lebesgue’a, calka niewlasciwa (W) Lejeune-Dirichleta jest
oczywiscie objeta réwniez przez catki Denjoy.

Calki niewlasciwe Harnacka.

§ 16. Podamy z kolei, w formie ogdlnej, definicje t. zw.
catki niewtasciwej] Harnacka.

Przyporzadkujemy mianowicie, w sposéb jednoznaczny, kai-
dej operacji calkowej 3 pewna operacje ™", ktéra okreslimy,
jak nastepuje:

zakres operacji " na dowolnym przedziale / obejmowac
bedzie wszystkie funkeje f(x), okreslone w tym przedziale, takie,
iz, jesli P oznacza mnogo$¢ ich punktéw osobliwych (3) w prze-
dziale /, a {I,} — ciag przedzialow przyleglych do P w /*), wéwczas

(1) funkcja f(x) jest catkowalna (I) na P oraz na kazdym
z przedzialow I;

@) DM ) <+, lim 0@ fil) =0.

1) W istocie rzeczy, Lejeune-Dirichlet podal swoje uogélnienie
calki Riemanna w wezszym nieco zakresie, mianowicie dla takich tylko
funkeji, dla ktérych zbiér punktéw nieograniczonosei posiada skonczong co-
najwyzej ilo§é punktow skupiemia (t. j. skonczong t. zw. pierwszg po-
chodna). Uogélnienie to, dla ogélnych operacji calkowych M, odpowiada-
loby operacji okreslonej jako suma ciggu przeliczalnego

IR -+ Me + Mee ... (por. § 17)

Pelne uogélnienie podane bylo przez du Bois-Reymonda (Journ. f.

reine u. ang. Math., t. 79, (1875), pp. 36 — 37); por. takze: Rosenthal,

Encykl., p. 1050.
?) t. zn. przylegtych do zbioru, utworzonego przez dolgczenie do zbioru

P krancéw przedzialu /.

- &
L
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Jezeli funkeja f (x) warunki te spetnia, woweczas definjujemy

WS ) = > MG ) + M (f; P).

Okreslona w ten sposéb operacja funkcjonalna 9" spetnia,
jak spostrzega si¢ natychmiast, warunki (I), (IT) i (III) § 7, a wiec
jest réwniez pewng operacja calkowa. Nazywaé ja bedziemy
catkg niewtasciwa (M) Harnacka w znaczeniu szer-
szem, albo wprost catkg niewtas§ciwg (M) Harnacka.

Calke niewtasciwg (M) Harnacka w znaczeniu
wezszem, ktérg oznacza¢ bedziemy przez I, otrzymujemy,
modyfikujgc nieznacznie definicje catki M’; mianowicie, pozosta-
wiajac w definicji tej warunek (1) bez zmiany, zastepujemy w niej
warunek (2) przez nastepujacy:

29 D o@fil) <+,

ktéry jest mocniejszy anizeli (2).

Mamy oczywiscie

W' O WMD) M.

Okreslone powyzej operacje i, IM~* nazwaliSmy callkkami niewlasciwe-
mi Harnacka, ze wzgledu na widoczne ich pokrewiefistwo ze znanem uogol-
nieniem catki Riemanna, ktére — dokonane przez Harnacka — umo-
zliwia zastosowanie procesu calkowania riemann owskiego do pewnych
funkeji, posiadajgcych nieprzeliczalng mmnogo$¢é punktéw nieograniczonosei.
Oryginalna calka Harnacka odpowiada zreszty dokladniej operacji Mir*
anizeli operacji Mi%. 1)

Zauwazymy tu jeszcze, iz jesli operacja calkowa O jest zamknieta, lub —
ogélniej — jesli spelnia choéby tylko warunek (H) (por. § 9), woéwezas po-
krywa si¢ z catka M2 Latwo jednak zauwazyé, iz z tozsamosei M = M#
bynajmniej nie wynika jeszeze, iz operacja 9 spelnia warunek (/).

Podobnie zupelnie, jesli operacja 9 spelnia warunek (/%) § 9, wéwezas
N = Nr, ’

Definicja konstruktywna calek Denjoy.

- § 17. Rozwazanie dwu poprzednich §§, poswiecone catkom
niewfasciwym, prowadzg w spos6b naturalny do nowej definicji
catek Denjoy, opartej na indukeji pozaskoniczone;j.

) Harnack, Math. Ann., t. 21, (1883), p. 324; t. 24, (1884), p. 220. Por.
takze: Hobson, R. F., p. 657, oraz Rosenthal, Encykl, p. 1053.



§ 17 ' g (e

Ustalimy przedewszystkiem pewien dogodny spos6b znako-
wania:

niech {M;} (€ <v) bedzie ciagiem — naogét pozaskonczo-
nym -— calek i zat6Zmy, iz dla kazdej pary wskaznikéw & <7 <'v

M m, C M, .

Oznaczymy przez
> M
E<y

calke M, ktérej zakres — na kaidym przedziale / — réwny jest
sumie zakreséw catek M: (£ <<v) na tym przedziale i ktéra dla
kazdej funkeji f(x), nalezgcej do jej zakresu, okre§lona jest przez
réwnos¢

(2 W (f; ) =M (f; D),

gdzie § oznacza najmniejsza warto§é¢ wskaznika ¢, dla ktérej fun-
keja f(x) jest catkowalna (M) na /. Wynika zreszta z (1), it
rownos¢ (2) zachownje sie, jesli zastapi¢ w niej wskaznik §; przez
jakakolwiek liczbe ¢ > &,.

Niech teraz {¥:}, {€i} beda dwoma ciggami pozaskoniczone-
mi catek, okreSlonych w sposéb nastepujacy przez indukeje:

€, = & oznacza calke lebesgue’owsks;

s=[zsg}h 2;:[222]"’* @>0).

E<a tE<a
Pokazemy, iz
D= =8,
=
*= > 8f= 5.
E<Q

Wystarczy udowodni¢ tu zresztg tylko pierwszg z powyiszych
rownos$ci; druga uzasadnia sie — rzecz prosta — w spos6b cal-
kiem analogiczny.
' Poniewaz catka @ jest zamknieta (§ 10) i obejmuje catke
Lebesgue’a, przeto stwierdzamy natychmiast, przez indukcje,
iz dla kazdego &

(3 DO,

.

¢
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skad oczywiscie

Azeby przeksztalci¢ zwigzek powyiszy w tozsamosé

D= De,

E<Q

nalezy dowies¢ jeszcze, iz kazda funkcja calkowalna (®) w jakim$
przedziale jest w nim zarazem catkowalna (€:) dla pewnej, dosta-
tecznie wielkiej wartosci wskaznika & << Q.

Niech tedy f(x) bedzie funkcja catkowalng (D) w przedziale
(@, b). Oznaczmy, ogélnie, przez P: zbidr jej punktéw osobliwych
(®:) w tym przedziale. Zbiory {P;} tworza ciag zstepujacy zbio-
row domknigtych i istnieje przeto pewna liczba p < Q taka, iz

4) P, = PM_1 o
Zalozmy, iz
®) P}L=PM_1;&O.

Rozwazymy najpierw przypadek, gdy zbi6r P, nie redukuje
sie do krancow przedzialu (a, 0).

Zbiér ten zawiera woéwczas, w myS$l lemmatu § 11 pewien
kawatek K, taki, iz funkcja f(x) jest na nim sumowalna i szereg
wartosci catki (®) tej funkcji na przedziatach do K przyleglych
jest zbiezny bezwzglednie. Niech / oznacza jaki§ przedzial, za-
wierajacy wewnatrz punkty zbioru K i obrany w ten sposéb, by

1><K:1><PP.

Oznaczymy przez {/,} ciag przedzialé6w przyleglych do zbioru
I X K w przedziale /. Poniewaz zaden z tych przedzialéw nie

') Istnienie takiej liczby dowodzi sie latwo przez sprowadzenie do
sprzecznosci. Zaléimy, w samej rzeczy, iz, dla kazdej liczby p < €, mamy
P*L # PM_l. Kazdy zbior PP~ zawiera tedy pewien punkt Xy ktéry nie nalezy
do P}k+1; poniewaz za$ wszystkie rozwazane zbiory sq domkniete, przeto, z kolei,
punktowi Xy brzyporzagdkowaé mozemy pewien zawierajacy go przedzial
IpL o krancach wymiernych, rozlgczmy ze zbiorem P}H—lv a wiec—temsamem—
ze wszystkiemi zbiorami P¢ dla £ > p. Otrzymujemy w ten sposéb cigg po-
zaskonczony typu £ przedzialéw ]P’ z ktérych — jak spostrzega si¢ natych-
miast — Zadne dwa nie moga si¢ pokrywaé. Prowadzi to jednak oczywiscie
do sprzecznoSci, poniewaz przedzialéw o krancach wymiernych jest tylko
mnogos¢ przeliczalna. [Por. takze: Sierpinski, 7. O., p. 52.].
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zawiera juz wewngtrz punktéw osobliwych (®,), przeto funkcja
f(x) jest calkowalna (®,) na kazdym przedziale, zawartym w e-
wnatrz ktéregokolwiek z przedzialéw I, i catka jej na takim
przedziale pokrywa sie, w mysl (3), z catkg (D). Wynika stad
natychmiast, iz na kazdym z przedzialéw [, funkcja f (x) jest
calkowalna () oraz iz

(/i 1) = (@) [/ () ax,

[IZ

O(R,fil) =0 (D; f; 1.
Stad oczywiscie

®) D IRUS I <+ oo,

a w przypadku, gdy ciag przedziatéw {I,} jest istotnie nieskon-
czony, réwniez

(7) 3 lim O (gé,f, ]11) =i0.,

Z uwagi na (4) wszystkie punkty zbioru K, ktére zawarte
83 wewnatrz przedzialu /, sg zarazem punktami osobliwemi (2&)
funkeji f(x) w tym przedziale. Z drugiej strony, poniewaz fun-
keja f(x) jest Sumowalna na K, przeto jest tembardziej calko-
walna (2;) na tym zbiorze, i z (6) oraz (7) wynika, iz calkowalna
jest (2;’1 =®,.,) na calym przedziale /, co oczywiscie sprzeczne
jest z zalozeniem, iz przedzial ten zawiera wewnatrz punkty zbio-
2 S S

ZatozyliSmy powyzej, iz zbi6r P, nie redukuje sie do kran-
cow przedzialu (a, b)). W tym jednak, wylaczonym dotad, przy-
padku spostrzega sie natychmiast, iz funkcja f (x) jest calkowalna
(2,), a wiec tembardziej calkowalna (8p41), w tym przedziale, co
oczywiScie znéw jest sprzeczne z zalozeniem (5).

Zalozenie to prowadzi tedy do sprzeczno$ci. Mamy wiec
PH =0, skad wynika oczywiscie, iz funkeja f(x) jest calkowalna
(®,) w rozwazanym przedziale.

Twierdzenie nasze jest w ten spos6b udowodnione.

_;‘.:

-
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czonem W znaczeniu wezszem na
zbiorze 232; — pierwotna 184; —
poltciagta (punktu) 53; — przedziatu
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Kawatek zbioru 212.
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Suma mocna szeregu funkcji 156; —
zbioréw 2.

Szereg funkcji mocno-zbiezny 156; —
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Wykres funkeji 116.

Zbieznosc, ob. ciqg oraz szereg.

Zbiory roziqczne 4.
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