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CZESC 111
Zastosowania rachunku rézniczkowego.

ROZDZIAL XIIl.
Maxima i minima funkcyi.

Ustep 1.

MAXIMA I MINIMA FUNKCYJ JEDNEJ ZMIENNEJ, PODANYCH W FORMIE
WYRAZNEJ.

§ 144, Definicje extremow,

We wszystkich naukach, poslugujacych sie matematyks, bardzo
wazng role odgrywa zbadanie, dla jakich wartodci zmiennej niezaleznej
przybiera zmienna zalezna wartosci najwigksze lub najmniejsze. Moze tu
chodzi¢ badito o wartosci najwigksze i najmniejsze sposréd wszystkich
wogéle wartosci tej funkcji, badéto sposréd wszystkich wartosei, nale-
zgeych do pewnego przedzialu zmiennej niezaloznej, badéto wreszcie spo-

éréd wartoéei, nalezgeych tylko do odpowiednio bliskiego lecz obustron-
nego otoczenia jakiej§ wartodci zmiennej niezaleznej.

Tak op. funkeja, ktérej obrazem graficanym jest parabola, przed-
stawiona na fig. 116, przybiera dla x = a wartosé y = A, najwigksza
wsréd wszystkich wogéle wartodei tej funkeji; funkeja, ktérej obrazem

graficznym jest parabola, przedstawiona na fig. 117, przybiera dla z =%
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wartodé y = B, najmniejsza spodréd wszystkich mozliwych wartodei
tej funkecji. Funkcja, ktérej obrazem graficznym jest parabola trzeciego
stopnia, przedstawiona na fig. 118, nie posiada wartofci najwigkszej
z wszystkich wogble wartodei tej
4y funkeji, albowiem wzrasta nieogra-
niczenie z wzrostem x; nie ist-
nieje réwniez dla tej funkeji war-
tos¢ najmniejsza z wszystkich wo-
gble wartosei tej funkeji. Natomiast,
jezeli sig ograniczymy do przedzialu
np. <<e¢,d>, to widzimy, Ze na
jedoym koncu tego przedzialu,
a mianowicie dla x =¢, ta funk-
cja przybiera wartosé y = C, naj-
mniejszg sposréd wszystkich war-
tosci, nalezgeych do przedzialu
<c¢,d>. Podobnie dla # =d przy-
biera ta funkoja wartoéé najwigksza
sposrédd wszystkich wartodei, na-
lezgeych do przedzialu <e, d>.
Fig. 118, . Wa?qiejsze_jednak.(.ila zbade.\.-
nia przebiegu tej funkeji sg takie
punkty, jak x =¢ i =/, w kté
.rych finkecja przybiera warto$é najwigkszg lub najmniejszg spoérdd war-
tosci, nalezgcych do odpowiednio bliskiego otoczenia punktu a = e lub
& = f; w tym wypadku przedstawia np, przedzial <Ze,,e,>> takie otoczenie
punktu r=¢e 8 przedzial <f, f;>> odpowiednie otoczenie punktu x = f.
Najwigkszg wartosé funkeji wéréd wartodei z odpowiednio zacie-
snionego, lecz obustronnego otoczenia jakiegos punktu, nazywamy maxi-
mum funkcji a najmniejszg minimum funkcji; wspélng nazwg dla maximum
1 minimum jest: extremum funkcji. Nalezy zawsze dokladnie odrézniad
najwickszq wartodé funkeji w jakims wlasciwym lub niewladciwym prze-
dziale od maximum tej funkeji i podobnie dla minimum. (Niektérzy auto-
rowie, celem wyraznego odréznienia, nazywajg te wartodd, najwigkszg
w stosunku do odpowiednio malega otoczenia, maximum lokalnem i po-
dobnie dla minimum). Tak bp. na fig. 116 mamy w punkcie x=a
maximuni a zarazem wartosé najwieksza z calego niewlasciwego prze-
dzialu; na fig. 117 mamy w punkcie # = 5 minimum a zarazem wartoéé
najmniejszg; na fig. 118 mamy w punktach z=c¢ i 2 = d warto$é naj-
wigkszg i najmniejszg, lecz nie maximum ani minimum, a w punktach
x=¢ 1 x=/f mamy extrema, lecz nie s to ani najmniejsze ani naj-
wigkeze wartodci funkeji z przedzialu <le,d>
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Funkeja, ktérej obraz graficzny przedstawiono na fig. 119, ma
% punkeie x==c maximum a zarazem warto$¢ najwigkszs z przedzialv
<a,b>, w punkecie x =d minimum a zarazem warto§é najmniejszg,
natomiast w punkecie z =
= g niema minimum, al- \Y C
bowiem wartodei funkeji
istniejg tylko z jednej

strony tego punktu, a nie E B
w obustronnem jego oto- A |
czeniu. i
W tym rozdziale zaj- { '.
miemy si¢ badaniem ex- '5‘ a C’ b

treméw funkeyj cigglych,
okreslonych w skonfczo-
nych przedzialach.
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Uwaga. 7 funkcyj nie- Fig. 119.

cigglych wystepujs w zastoso-
waniach tylko takie funkcje,

" ktére w skoficzonym przedziale posiadajg skonczong liczbe punktéw niecigglobei. Kazdy

taki punkt wymaga specjalnego, bezpoéredniego badania, nie bedziemy wige tu rozwi-
jali Zadnyeh metod ogdlnych, sluzgeych do badania extreméw w punktach niecigglodc

Wiadomo z ogélnych wlasnosei funkeyj cigglych (por. § 08), 2e
kazda funkcja, ktéra jest ciagla w przedziale zamknigtym, posiada w tym
przedziale wartos¢ najwigksza i pajmoiejsza, nie podaliémy jednak do-
godnej metody efektywnego wyznaczania tych wartodei — o ile one nie
lezq przypadkiem na koncach badanego przedzialu. Chesc znaleéé naj-
wigksze i najmoiejsze wartoéei funkeji ciaglej, okreslonej w skoficzonym
przedziale zamkoigtym, nalezy wyznaczyé wezystkie extrema, a ponadto
wartoéei tej funkeji pa kofcach przedzialu i wybra¢ z tych wezystkich
liczb najwigkszg i pajmuiejszg.

Uwaga. Ten wybdr uie sprawia zadnych trudnosci, gdy w skofczonywm prze-
dziale istnigje tylko skonczona liczba extremdw; mie bedziemy si¢ zas tutaj obszerniej
zajmowali takiemi skomplikowanemi funkejami cigglemi, ktére posiadajg w skonczo-
nym przedziale nieskonczenie wiele extremdw.

Cada trudpo$é w takich zagadnieniach polega na wyznaczeniv ex-
tremow.. Rachunek rozniczkowy dostarcza nam, jak to woet zobaczymy,
bardzo dogodoych metod, stuzgeyeb do wyznaczania extreméw funkeyj
ciaglych, rééniczkowalnych (z ktéremi najezesciej mamy w praktyce fio
czynienia) a nawet w pewnych wypadkach dla funkeyj ciaglych, nie-
rézniczkowalnych w odosobnionyeh punktach, mozemy wyznaczy¢ ex:
trema przy pomocy rachunku rézniczkowego.
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LY Aby sig zaznajomié z te-
mi metodami, musimy naj-
pierwsprecyzowaé $cisle aryt-
metycznie pojecie extremum.
I tak méwimy, ze funkcja
f(x) posiada w punkcie z=a
maximum, jezeli istnieje taki

X preedzial, otaczajgcy a, w kté-

= rym wszystkie wartodei funk-
¢ji sq mniejsze od f(a) czyli:
jezeli istnieje taka dodatnia
liczba d, ze dla wszystkich

(dodainich i ujemnych) prayrostéw h; spelniajacych warunek |i] <4, jest

fla k) < f(a)
(Poréwnaj fig. 120 1 121).

i

Podobnie méwi-
wmy, ze funkcja posiada
w punkcie x=a mini-
mum, jezeli istnieje taka
dodatnia liczba 6, 2¢ dla
wszystkich przyrostéw h,
spedniajqeych warunek :

|h| < 6
Jest
Fig, 122. f(a+ k) > f(a)
(Por. fig. 122).

Uwaga. Jeteli flz) jest réznzod zera w punkcie & i w jakimé jego otoczeniu, to
badanie extremum funkcji f(@) w tym punkcie mozna. zastgpié przez badanie extremum

Y >

=4

odwrotnodei tej funkeji, t. j. funkeji g(®) = f(a:)
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I tak, jezeli f(a) >0 i obierzemy takie otoczenie punktu @, w ktérem takia
fla<+%)> 0, to warunek:
fla+h) > fla)

pociaga za sobg ﬁd—iFF) = f:_a) czyli g(a -4 h) < g(a) i odwrotnie. Tak samo ma sie
rzecz dla f(a) < 0.

A zatem, jezeli funkcja posiada w jakimé punkeie minimum i zaébowuje staty
znak w otoczeniu tego punktu, to odwrotnoéé tej funkeji posiada w tym punkecie
maximum i odwrotnie.

Z tej uwagi korzystamy czesto, gdy odwrotnodé badanej funkcji ma prostszg
postaé, anizeli dana funkcja.

§ 146. O niewladciwyeh extremach.

Précz wlasciwych extreméw, oméwionyeh w poprzednim paragrafie,
wystquJa, niekiedy t. zw. niewladciwe extrema. I tak funkcja ma w punk-
¢ie x =a niewlasciwe maximum, jezeli istnieje taka dodatnia liczba &,
ze dla wszystkich przyrostéw h, spelniajscych waranek |h| << 4, jest:

fla+h) = f(a)

przyczem w kazdem, chociazby dowolnie bliskiem otoczeniu punktu
x = a, znajdujg sig takie liczby, dla ktérych f(a -+ k) = f(a).

Podobnie okreflamy niewlasciwe minimum, Otéz dla niewlasciwych
extreméw charakterystycznem jest to, ze w dowolnie bliskiem otoczeniu
badanego punktu a funkeja przyjmuje takie wartodei, rdwne wartosei
funkeji w punkeie a.

Przykiady. 1) Funkeja, okreslona warunkami:

y=x’sin’—x1- dla 50

=0 p - B0
(por. fig. 123) ma w punkecie z =0 niewladciwe minimum.
Y
' : X
- E I ¥ A l
Fig. 123.

Wazystkie bowiem wartoéci funkcji w otoczeniu punktu # =0 sa
niemniejsze od wartoéei: y = 0 funkeji w tym punkeie, ale w dowolnej
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bliskosci tego punktu znajdujg sie punkty, dla ktérych funkeja ma war-

- tofei réwne 0 (sq_ to te wszystkie punkty, dla ktérych sin'é =0t j
1 X 1
—=nn cayli x=_).
x nw

2) Dalszym przykladem takich niewladciwych extreméw jest kazdy
punkt, lezacy wewnatrz przedzialu stalosci funkeji (por. str. 71, fig. 40).
W kaidem otoczeniu takiego punktu, mieszezacem sig jeszeze w obrgbie
przedzialu stalosci, wszystkie wartodei funkeji sg réwne, a wige spelnia
sig warunek f(a 4 h) = f(a). Wobec tego kazdy taki punkt mozemy
uwazaé zaréwno za niewlasciwe maximum jak i minimum.

W dalszym ciggu bedziemy sig zajmowali prawie wylscznie ZWY-
klemi, wlasciwemi extremami. O ileby zas chodzilo o niewladciwe ex-
trema, to zaznaczymy to wyraznie.

§ 146. Konieezny warunek istnienia extreméw dla funkeyj
rézniczkowalnych.

Zajniiemy sig najpierw badaniem extreméw funkeyj, ktére posia-
dajs wszystkie pochodne cisgle w tym calym przedziale, w ktérym to
funkecje badamy.

Latwo zauwazyé, chociazby z figur 116 —120, ze w punktach,
w ktérych funkeja (rézniczkowalna) posiada extremum, styczna jest réw-
nolegla do osi odcigtych, czyli pierwsza pochodna ma w tych punktach
wartos¢ zero. Istotnie wedlug zalozenia w takim punkeie np. z =a ist-
nieje skoficzona pochodna f'(a). Gdyby ta wartoéé byla dodatnia: f'(a)> 0,
to funkeja bylaby w tym punkcie rosngeq (por. § 101, 6), a wige w oto-
czeniu tego punktu przyjmowalaby wartosci f(a - k) moiejsze od f(a)
dla & ujemnych a wigksze od f(a) dla h dodatnich, a wiec dla x =
nie byloby extremum. :

Gdyby bylo f(a) <0, to funkeja bylaby w punkcie 2 =a male-
jaca, a wige f(a) nie byloby wartoécig najwigkszg ani najmniejszg wsréd
otoczenia. Musi wige byé f'(a)=0, c. b. d. o. Udowodniliémy zatem
prawdziwosé nastgpujacego twierdzenia:

koniecanym warunkiem na to, aby funkcja réimiczkowalna posiadata
0 punkcie x = a extremum wlasciwe lub niewlaiciwe, jest, aby pierwsza
pochodna tej funkcji byta w tym punkcie réwna zeru.

Poniewaz warto$é pochodnej w miejscu # = @ podaje spadek stycz-
nej: f'(a) =tg @, przeto geometryczne znaczenie wartnku f'(a) =0 jest
nastgpujgce: stycene w tych punktach krzywej résnicekowalnej, w ktdrych
posiada ona extrema, sq réwnolegte do osi odcigtych.

Zwracamy jednak juz teraz uwage na to, ze ten warunek jest tylko

L
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koniecany, lecz nie jest jeszeze wystarczajqcy, to znaczy, e moze sig zda-
rzyé, ze funkeja rézniczkowalna nie posiada w punkcie -z = a extremum,
jakkolwiek f’(a)=0.

Przyktady. 1) Cheemy wykryé extrema funkeji:

y =4z’ — 2z | 30z — 8

rézniczkowalnej dla kazdej wartodei a.
Tworzymy

y = 12a2%.— 422 - 30

Extrerra mogs istnie¢ tylko dla tych wartodei @, dla ktéryeh ta pochodna
ma warto§é 0; te wartodci znajdujemy, rozwigzujae réwnanie:

1222 — 422 -1- 30 = 0
Stad:

_ 1+ —=40 _71+3
e 4 L

5
=1 6H=5

Aby rozstrzygnaé, czy w punkeie x; =1 jest extremum i jakiego rodzaju,
mozemy uzyé nastgpujacego rozumowania.

Obliczmy wartosé pochodnej przed punktem z, =1 i poza tym
punktem, to znaczy dla x=1-—4d i dla x=1-d, przyczem d jest
liczba dodatnig. Otrzymamy:

y(1—0)=12(1 = 6)* — 42(1 - d) }- 30
i
y(1 + 0) = 12(1 + ) — 42(1 + 6)+ 30
czyli
y'(1 —0)=12024 184 =64d(26 4 3)
y'(1 - 0)==1202—186=060(2J — 3)

Otéz y'(1 — 0) jest stale dodatnie, a zatem funkcja warasta przed pun-
ktem x, = 1; y(1 4 J) jest ujemne, gdy d <CT 3, a wige funkcja malejo
poza punktem x; =1 (az do punktu x=1-§=1F). A wigc W pun-
keie 2, =1 badana funkeja osigga maximum. Wartoscig tego maximum jest

y(1)=4—214+30—-8=5

W podobny sposéh moze czytelnik sprawdzié, ze w punkeie z, = §
funkcja osiaga minimum. Wykresem tej funkeji jest parabola 3-go stop-
pia tak polczona, jak na fig. 118,
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Tego postgpowania mozna uzyé dla funkeyj cigglych zawsze wtedy,
gdy istnieje pochodna w otoczeniu badanego punktu: jezeli ta pochodna
jest dodatnia (ujemna) przed badanym punktem, a ujemna (dodatnia) poza
nim, to w tym punkcie funkecja osigga maximum (minimum).

Moznaby takze obliczyé bezposrednio, Ze przyrost funkeji

y(14-0) —y(1) = 0246 —9) <0 dla <3
y(1 — 8) — y(1) = — 9*(4 4 9) <0

a stad wynika, ze funkcja ma w punkcie z, =] maximum. Ta bezpo-
grednia metoda wymaga jednak zwykle nieco dluzszego rachunku.
2) Zhadaé extrema funkeji:

y=4 -+ (z — 2)°
Tworzymy:
y =3 —2p

Widzimy, 2ze ' =0 tylko dla x =2.
W tym punkcie styczna jest réwnolegla do osi z-6w. Aby zbadaé,
czy w tym punkcie. funkeja posiada extre-
Y mum, badamy sposéb jej wzrastania i malenia
przed tym punktem i za tym punktem.
Postgpujge podobnie jak w poprzednim
przykladzie, znajdujemy:

y(2 — 0)=230">0
(2 + 0)=38t>0

4 A zatem funkeja: y wazrasta zaréwno przed
punktem z =2 jak i poza tym punktem,
a wigc w tym punkcie niema extremum,
oll1 2 jakkolwiek spelnia si¢ warunek konieczny:

7

y(2) =0

Widzimy wige, ze ten warunek konieczny
nie jest jeszcze dostateczny. Figura 124 ilu-
-4 struje przebieg tej funkeji; jest ona, jak wi-
Fig. 124 dzimy, monotonicznie rosngca.
Punkty tego rodzaju jak 4, zwane punk-
tami przegigcia, oméwimy poézniej dokladniej,
w rozdziale po§wieconym geometrycznym zastosowaniom rachunku réz-
niczkowego.
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§ 147. Badanie extreméw funkeji ciaglej, lecz nierézniczkowalnej
w jakim$ punkcie.

' Uzywajac metody podobnej, jak w poprzednich przykladach, mozemy
niekiedy zbadaé takie extrema w punktach, w ktérych funkeja nie po-

siada pochodnej, jezeli tylko w otoczeniu tych pnnktéw istnieje pochodna.
Tak np. cheemy znalesé extrema funkeji ciaglej: :

3
y=2—)=z—1)p8
Utwoérzmy pochodna:
, 2

= e
3Vz—1

Ta pochodna nie staje si¢ zerem dla zadnej wartodei x. Z tego jednak
nle mozemy jeszcze wnioskowaé, jakoby ta funkcja nie posiadala extre-
méw, albowiem ta funkcja nie wszedzie jest rézniczkowalna, a nasz wa-
runek konieczny dotyczy tylko funkeyj rozniczkowalnych. I tak jedynym
punktem, dla ktérego funkecja jest nierézniczkowalna, jest: z = 1.

Punkt ten wymaga osobnego badama. Pochodna nie istnieje wpraw-
dzie w tym punkeie, ale istnieje zaréwno przed tym punktem jak i poza
nim. Badamy zatem:

Jir it 2 iy

8Vs

(14 8)=— b < O

153

Pochodna jést dodatnia przed punktem x=1, a ujemna poza nim, zatem
sama funkcja wzrasta przed punktem z = 1, a maleje poza pim; ponie-
waz zad jest ciggla w punkcie
x =1, przeto ma w nim )Y
wartodé najwiekszs.

Fig. 125 ilustruje prze-

bieg th fufuk(;ji.. w punl.{cie B / X
posiada funkeja maximum. i
Wartoscig maksymalog funk- / 0| 1
cji jest »(1)=2.

Do tego samego wyniku

dochodzi si¢ takze wprost, Fig. 126.
tworzgc przyrosty:

3 B8 s
y1+0)—y1)=2 -} —2=—}5*<0
gy —d)—y()=2 —}(—df—2=—)s <0

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 28

B

/
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g
Niechaj czytelnik stwierdzi, ze podobnie zbudowana funkeja: y=2 — )z — 1
nie posiada w punkcie # =1 extremum, lecz przechodzi przez ten punkt,
malejsec monotonicznie,

Z powyiszego przykladu widzimy, jakie ostroznosci nalezy zacho-
waé, aby nie pomingé zadnego extremum. I tak przedewszystkiem nalezy
zbadaé osobno wszystkie punkty niecigglosci; nastgpnie trzeba osobno
zbadaé te punkty, w ktérych nie istuieje pochodna, jakkolwiek sama
funkeja jest ciagla, a wreszcie nalezy badaé wszystkie punkty, w ktérych
pierwsza pochodna jest réwna zeru.

§ 148. Dostateczne warunki istnienia extremum.

W poprzednim paragrafie rozstrzygaliémy o istnieniu extremum przez
badanie znaku pierwszej pochodnej w otoczeniu danego punktu. Badanie
takie bywa nieraz do$¢ trudne i rozwlekle. Dla funkeyj, posiadajqcych
druge, trzecie i dalsze pochodne, ciggle we wszystkich badanych punktach,
mozna najezgSciej to badanie znacznie uproscié, opierajac sig na wzorze
Taylora. I tak, wyznaczywszy wszystkie punkty, w ktérych ' (x)=0,
tworzymy rozwinigeie Taylora w otoezeniu tych punktéw. Tak np.,
jezeli x = a jest pierwiastkiem pierwszej pochodnej, to tworzymy rozwi-
nigeie Taylora w otoczeniu tego punktu, poprzestajac narazie na trzech
wyrazach, a mianowicie:

flo+B) = @) -+ hF'(a) + o /(a4 1)

Poniewaz f'(a) = 0, przeto pozostaje:
) Af=flath)— f@=" "(a+ 9h)

Badamy teraz znak drugiej pochodnej w miejscu z = a.
Jezeli sig okaze, ze:

(@) >0

to da si¢ znaleZé takie otoczenie punktu a, ze takze f”'(a--k)>0, a wige
1 f"(a—+3h) > 0, albowiem f"'(x) jest wedlug zalozenia funkejs ciagla
w punkeie a. Prawa strona wzoru (w) jest wtedy dodatnia w ctoczeniu
punktu a, zaréwno dla dodatnich jak i dla ujemnyech przyrostéw 4, jest
bowiem iloczynem z 4h? i z liczby dodatniej /' (a + Gh). A wiec i lewa
strona jest dodatnia, a zatem:

fla+ k) > f(a)

w ofoczeniu punktu a, to zas§ dowodzi, ze w punkeie z = a jeii minimun.
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W zupelnie podobny sposéb okazuje sig, 26 w punkeie z=a funkeja
posiada mawximum, jeieli w tym punkcie:

@) <0

wtedy bowiem otrzymuje si¢ f(a + k) << f(a) dla odpowiednio malych k.
Pozostaly przypadek: f”(a)= 0 wymaga osobnego badania; przeprowa-
dzimy je w dalszym toku. Narazie doszliémy do nastgpujacego wyniku.

Jezeli w jakim$ punkcie pierwsza pochodna jest réwna zeru, a druga
pochodna jest ciggla i ma wartodé ujemna, to w tym punkcie funkcja po-
stada mazimum; jezeli za$ druga pochodna jest ciggta i ma wartosé dodatnia,
to funkcja posiada minimum.

A zatem warunki: f(a)=0 i f""(¢) <0 dowodzg istnienia maxi-
mum, a warunki f'(a) =0 1 f’(a) >0 minimum.

Przyklady. 1) W przykladzie 1 z poprzedniego paragrafu znalezlismy
pierwiastki pochodnej:
; =1 1 x,=3§
Chege rozstrzygnaé, ezy w tych punktach wystepujg extrema i jakiego eg
one rodzaju, tworzymy drugs pochodng:
i podstawiamy za z znalezione wartoéci. Otrzymujemy:

' (1)=24.1—42=—18<0
a zatem dla x =1 jest maximum;
¥ (§)=24.-3—-42=+4+18>0

a zatem dla x=§ jest minimum. 7

Widzimy, ze dyskusja przy pomocy znaku drugiej pochodnej w miejscu
x=a jest krétsza, aniteli przeprowadzona w poprzednim paragrafie
dyskusja przy pomocy znaku pierwszej pochodnej przed punktem r=a

i poza tym punktem.
2) Dla tréjmianu kwadratowego mamy:

y=az® +bx-tc
b
y =2az+4+b=0 stad Best s
yll o 2a o
‘Widzimy zatem, %e tréjmian kwadratowy posiada zawsze extremum
w punkcie z = — 35" jest to minimum, gdy @ > 0 (bo wtedy y” > 0)

a maximum, gdy a < 0. . ealy?
Widzimy, jak szybko doszlismy tu, uzywajge rachunku rézniczke-
wego, do wyniku, ktéry sig zdobywa w elementarnej algebrze przy po-

mocy do$é mozolnych rozwazan.
28*



436

W nastgpnych paragrafach podamy dalsze przyklady extreméw
zaczerpniete z rozmaitych dziedzin, obecnie zad uzupelnimy warunki do-
stateczne przez rozwazenie pominigtego przypadku: /'(a)= 0. -

Jezeli w jakims punkecie x = a prdécz pierwszej pochodnej takze

i druga pochodna jest réwna zeru, to zatrzymujse w rozwinigein Tay-

lora cztery wyrazy, otrzymujemy:

h? h®
fla 4 h) = fla)+ hf"(@) + 5, /" (@) + 5, " (@ + 9h)

Poniewaz f'(a)=0 1 f"”(a) =0, przeto otrzymujemy:

Af=/fla+h)— fla)= 30 [ (a+ 3h)
Zoak przyrostu Af zalezy zatem od wartosci trzeciej pochodnej.

Jezeli f""(a) > 0, to wskutek cigglosci jest ta pochodna dodatnia
takze w otoczeniu punktu a, a wige dla odpowiednio malych h jest takze
[""(a 4 3h) liczbs dodatnig. Poniewaz h wystepuje tu w trzeciej potedze,
przeto dla A > 0 jest 4/ >0, a dla & <<O jest Af <0, a wigc przed
punktem a jest f(a 4+ h) < f(a) & poza punktem a jest fla + h) > f(a).

Funkcja nie posiada zatem extremum w punkeie g, lecz przechodzi
przez ten punkt, wzrastajac monotonicznie (jak na fig. 124 z § 146).
Podobnie, gdy f’(a) << 0, to funkeja nie posiada extremum w punkcie
x = a, lecz. przechodzi przez ten punkt, malejsc monotonicznie. Jezeli
za8 f"’(a) = 0, to trzeba sig posunaé we wzorze Taylora jeszcze o jeden.
wyraz. Otrzymamy zatem :

Af = fla+ k) — f(a) = ‘,—;—‘!f“)(a + 9h)

Jezeli pochodna f¥(a) jest rézna od zera, to i f9(a 4 Sh) jest rézna od
zera dla malych A i ma ten sam znak co f“(a), a przyrost Af ma ten
sam znak dla dodatoich i ujemnych h, a zatem wtedy funkeja - posiada
w punkcie x —=a maximum, gdy f*(a)<<0, a minimum, gdy f*“(a)> 0.
Postgpujac w ten sposéb dalej, dochodzimy do nastgpujacych, ogdlniej-
szych, dostatecznych warunkéw istnienia extremow.

Jezeli w jakims punkcie pierwsza, a ewentualnie i dalsze kolejne po-
chodne, sq réwne zeru, a pierwsza nieznikajqca w tym punkcie pochodna
jest ciagla i jest rzgdu parzystego, to w tym punkcie funkcja posiada ma-
zimwum, gdy wartosé tej pochodnej jest ujemna, a minimum, gdy jej wartosé
jest dodatnia.

A wige funkeja posiada extremum w punkcie z = a, gdy sig spel-
nlajg warunki:

f(a)=0, 7 (a)=0, f"(a)=0,...,f*V(a)=0, [*(a)0 i f(z}
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Jest funkejs ciagly w punkeie a, a mianowicie maximum jest wtedy,
gdy f®(e) <0, a minimum, gdy f®(a) > 0.

Jezeli zas w jakims$ punkcie pierwsza i druga pochodna jest rowna zeru,
a ewentualnie i dalsze kolejne pochodne, a pierwsza nieznikajaca w tym
punkcie pochodna jest ciagla i jest rzedu nieparzystego, to funkcja nie posiada
w tym punkcie extremum, lecz werasta lub maleje monotonicznie, przechodzac
przez ten punkt, zaleinie od tego, cey ta pierwsza nieznikajaca pochodna
ama wartosé dodatniq czy tez ujemna.

Przykiady. 1) Zbadaé extrema funkeji:

y=(x— 24— 3
Tworzymy:
y =4(x — 2)
Ta pochodna jest réwna zeru tylko dla #=2. W tym punkecie moze,
ale nie musi, zachodzié extremum., Aby to rozstrzygnaé, tworzymy:
y' =12(x — 2)?
Poniewaz y”(2)=0, przeto trzeba siggngé do dalszych pochodnych.
y'" =24(x—2)
a zatem takze jest réwna zeru dla # = 2. Dopiero:
yW=24>0 .,
a wige w punkcie =2 posiada badana funkcja minimum. Wartcscig
tego minimum jest y(2) = — 3.
2) Zbadaé, czy funkeja:
y=4+(x—2)8
posiada extrema (por. przykiad 2 w § 146)

Tworzymy:
y=3x—2)3

Jedynem miejscem zerowem tej funkcji' jest 2 =2, a zatem tylko:w tym
punkecie moglaby funkeja posiadaé extremum.
Rozstrzygamy o tem przy pomocy wyzszych pochoduych:

y'=6x—2); %'(2)=0

ylll p— 6 > 0 ylll(2) > 0
Pierwsza, nieznikajgea w punkeie 2 =2 pochodna jest rzedu nieparzystego,
zatem ta funkcja nie posiada extremum w tym punkcie, a wige wogéle

w zadnym punkeie i jest stale roanqc.a,,.&lbo#viem jest stale 3" > 0.
3) Znalezé extrema funkeji:

y=4cosx | cos2x,
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Obliczamy:
Yy = — 4sinx — 2sin2x = — 4sinx — 4dsinxcosr = — 4sinz(l 4 chx}

Miejsca zerowe tej funkecji otrzymuje sig z warunkéw:

sinx=0 awigc x=0, + 7, + 2n... ogélnie lx:mnl
cosx=—1, , r= 4=z + 37,... 5 |x=(2m+1)nl
Obliczamy:

y' = — 4cosx — 4cos2x

i wstawiamy w tg pochodng otrzymane poprzednio pierwiastki pi h
pochodnej. Dla: PoE P 1 plerwazej

z=0, +£2nr, +4n,...,2207

otrzymujemy:
Y0 =y"(+2a)=..=y'Cua)=—4—4=—8<L90
wige dla wszystkich wartodei:

x=—2nm

posiada badana funkeja mazima.

Dla:

r=+4mn 4+ 3mx,...,2n+4+1)n
otrzymujemy:

y'f(j: )=y (£3n)=...=y"(2n+ 1)7)=0
Wobec tego przechodzimy do dalszych pochodnych. I tak:
Yy =4sinx 4 8sin 22
Dla z = (2n 4 1)7 jest zerem zaréwno sinx jak i sinZ2z, a zatem:
Yy (@n 4 )m=0
Tworzymy wobec tego dalszg pochodns.

Yy = 4cosx + 16 cos2x
Poniewaz:

cos(2n+1)n=—1 a cos[2-(2n+ )a]=+41
przeto: .
¥ @n+1)n)=—4416=12>0

a zatem dla wszystkich wartosci @, wyrazonych wzorem:
r=_2n+4+ )%

posiada badana funkeja minima. Wykres tej funkeji przedstawion; na
fig. 126

\
)
1
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4)- Niechaj czytelnik zbada extrema funkeji:

y:x”‘.g“"’

dla m=0,1,2,3 i ogélnie dla m parzystych i nieparzystych.

§ 149. O extremach w punktach, W ktorych wszystkie pochodne
83 réwne zeru.

Kryterja powyisze zawodzs (pray funkejach, posiadajaeych wezystkie
pochodne) tylko wtedy, gdy wszystkie pochodne sa w jakims punkeie
réwne zeru. Przykladem takiego wyjatkowego zachowania sig jest omé-
wiona w § 142 funkeja, okreslona warunkami:

y=e'_:' dla z50
y=0 n =0

przedstawiona na fig. 115, str. 420. Widzieliémy, Ze wszystkie pochodne

tej funkeji sy réwne zeru w punkeie 2 =20.
Wtedy ueiekamy sig do metody, oméwionej w przykladach z §§ 146

i 147, a mianowicie tworzymy dla 6 > 0:

ﬂ(o—6)=e~#._263<0

Ll
Fo+o=c¢ a‘--+és>o

Widzimy, 6 ta funkeja maleje przed punktem z=0, a wzrasta poza
nim, a zatem w punkcie z=0 funkcja posiada minimum. Jeszcze prosciej
dochodzimy do tego wniosku, badajac bezposrednio przyrost funkeji:
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fO+6)—f(0)=¢"3—0>0
F0—8)—Ff(0)=e¢ & —0>0

Jest wige f(04-9)> f(0) i f(0— 6)> f(0), a to dowodazi, ze funkeja
posiada minimum w punkeie z =0. Wartoseia tego minimum jest (0)=0.

Takze dla funkeyj, posiadajacych przedzialy stalosei (por. str. 71,
fig. 40), wszystkie pochodne sy zerami w kazdym punkcie wewngtrz-
nym takiego przedzialu. Przy badaniu funkeyj tego rodzaju moze nas
interesowaé chyba tylko zachowanie si¢ ich w otoczeniu konedw tego
przedzialu stalosci; w razie potrzeby przeprowadza sie to badanie bezpo-
grednio, bez pomocy rachunku rézniczkowego, albowiem zwykle w tych
punktach kofhcowych funkeja jest nierézniczkowalna. W kazdym punkeie
takiego przedzialu stalosei mamy do czynienia z extremum nicwéasciwen

(por. § 145, przyklad 2).

§ 150. Teoretyczne i praktyczne przyklady na extrema.

1) Funkeje logz i @ wazrastajg monotonicznie: zbadad, czy ich iloraz
zachownje sig tak samo. Kwestje te rozstrzygniemy przez zbadanie, czy
funkcja:

__ogx

Yooy

posiada extrema. Ta funkecja jest okreslona tylko dla dodatnich z, a zatem

niema potrzeby zajmowania sig osobliwym punktem z = 0. Obliezamy
pierwszg pochodng:

x & l-lo
eyl 7 gx_ 1—logx
¥ .= x? o i

¥ =0 gdy 1 —logz=0 czyli logr=1 a styd z =e.
Dla tej wartodci obliczamy:

xs.(—é)—(l—logx)@x

.(yu,=

x4

Dla z=-¢ odpada druga czgséé licznika i zostaje:
" 1

y'(e)= — e <9

a zatem badana funkeja posiada jedno maximum, a mianowicie w punkeie
x==e¢. Jest to zarazem uajwigksza wartos¢, albowiem przed tym punktem

441

funkeja wzrasta, a poza nim maleje (bo ' >0 dla z<e a ' <0 dla

a > ¢). Zatem ta funkcja nie jest monotoniczna.

2) Wykazaé, ze nieréwnosé:
e=1-4x

zachodzi dla wszystkich x (a wige takze dla ujemnych z).
Badamy w tym celu extrema funkeji:

y=¢—1—ua
y = —1

¥ =0 gdy =1t j dla 2="70.
Poniewaz:

y'=¢, ' (0)=1>0

przeto w punkeie # =0 funkcja posiada minimum. '

Jest to jednak zarazem warto$é najmniejsza, jak to wynika z nastg-
pijacego prostego rozumowania.

Przed punktem z =— 0, a mianowicie dla wszystkich ujemnych w,
jest e < 1, a wige y =¢€*— | <0, a to znaczy, ze funkcja y jest stale
malejgca przed z =0.

Dla >0 jest ¢ > 1, a wige y'=¢" —1>0, a to znaczy, e
funkeja y jest stale rosngca poza punktem z =0. A wige istotnie w punk-
eie x = 0 osigga funkeja wartosé najmniejsza.

Najmniejszg wartoscig funkeji y jest wiec:

y(0)=e —1—-0=0
A zatem jest zawsze:

y=0
czyli:
c—1—2=0
A wiec:
=14 c. b. d. o.

3) Wzér na wychylenie w drganiach zanikajaeych ima postaé:.
{r) y =be *sin(cx 4 d)

przyczem u> 0, a c== 0. Funkeja ta ma nieskoficzenie wi?le maximow
i miniméw. Dekrementem logarytmicznym D takich drgan jfasaay
naturalny logarytm z ilorazu dwéch- sasiednich maksymalnych wychylen.
Chcemy obliczyé wartoéé tego dekrementu. e ’
Juz w § 86 obliczyliémy pierwiastki pierwszej pochodnej tej funkeji,

& mianowicie otrzymaliémy:

T
x,,=x°+n-§
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gdzie n=0,12,..; T =2-c—n oznacza okres kazdego drgania a

arctg Ec —d

Xy ==
g c

w t:ych punktach mogg leze¢ extrema. Celem stwierdzenia, gdzie lezs
maxima a gdzie minima, tworzymy drugs pochodng. Ot6z:
Y =be *(ccos(cx -+ d) — asin (cz -+ d))

y' = —abe™(ccos(cx + d) — asin (cx 4 d)) |
+ be™*(— e*sin(cx 4 d) — accos (cx - d))

Dla pierwiastkéw: x = =, pierwszej pochodnej spelnia sie réwnanie:

¢ cos (cx, + d) = asin (cz, 4 d)

a wige:
Y’ (@,) = be~*n(— ¢*sin (cx, + d) — a¥sin (cz, + d))

Y (%)= — b(a® + ¢ e~ *ssin (cx, + d)
Poniewasz:

cx, + d = arctg z + nm
nie staje sig réwne zeru ani réwne nz dla zadnego calkowitego », przeto

we wszystkich punktach z, mamy istotnie extrema. Jezeli dla jakiegos
n=np jest y"(x,) <0, to funkcja posiada tam maximum, a wtedy na-

stepny pierwiastek z,,., =z, - daje minimum; jezeli bowiem sin (cz, 4 d)

Jest dodatnie, to sin (cx,,; + d) = sin (¢z, + d - 7) jest ujemne i naodwrét,

a wige ¥’ (2,41) > 0. A wige po maximum nastgpuje zawsze minimum.

i odwrotnie. Dwa sgsiednie maxima majy zatem odeigte x, i 4,

réznigce sig o 2-%. Maksymalne wychylenia sgsiednie sg wige:- y(a,)

i y(x,y9), 1 Wynosza:
9, = y(@,) = be~*sin(ca, + d)
Y2 == Y(Xppa) == b6 ¥rt2 gin (e, s -+ d) = be—s"2" gin (cx, + 27 4 d)
=be T sin(cz, + d)
Wobec tego:

Yy =eT
b :

(161) e )i — logﬂl=aT
- Y2

Widzimy stad, ze dla drgania zanikajgeego, okreslonego wzorem (r), nie-
tylko okres drgania jest liczbg stals, lecz takze iloraz dwéch sgsiednich

:
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maksymaloych wychylen, a zatem i dekrement logarytmiczny jest liczbs
stala, & mianowicie réwna sig iloczynowi z okresu drgania: T=2Tn
i z liezby a, charakteryzujgcej szybkoéé zanikania drgaf.

Wyznaczajge doswiadezalnie okres drgan 7' i dekrement logaryt-
miczny (przez zmierzenie maksymalnych odchyled w dwéch bezposrednio
po sobie nastgpujacych drganiach), mozemy zatem wyznaczyé staly a,
wystgpujacg w czynniku wykladoiczym e, od ktérej zalezy stopieh
tlumienia tych drgan.

4) Dla funkeji, ktéra jest ilorazem dwoéch funkeyj:

__ (=)
T @
mozna znacznie uproéci¢ badanie extreméw w punktach, w ktérych mia-

nownik jest réiny od zera.
I tak tworzymy najpierw pierwszs pochodng:

o gf’ ir i fg’

T

Poniewaz mianownik tego wyrazenia jest zawsze liczbs dodatnig, gdy g
jest rézne od zera, przeto wystarczy zbadaé¢ pierwiastki réwnania:

(162) 9f' —fg =0

Dla tych z, ktére spelniajs to réwoanie, nalezy zbadaé znak drugiej
pochodnej:

Y

gz(fug + gl/‘l g f/g: o fg”) [ 2ggl(gfr =i /‘gl)
9
Dla pierwiastkéw réwnania (152) odpada druga czesé licznika.
Poniewaz zaé ¢*® i g¢ sy zawsze dodatnie przy naszem zalozeniu,
przeto wystarczy zbadaé znak wyrazenia, zawartego w plerwszym nawia-
sie, t. j. znak wyrazenia:
(153) w=— f//g o fgll
Nie trzeba wige obliczaé calej drugiej pochodnej, przez co unika sig nieraz
bardzo rozwleklych rachunkéw.
Tak np. cheemy znaleié punkty, w ktérych funkeja:
L 2—38x4-o*
Y= o1 3x+ 2

posiada extrema. Tworzymy:

9f' — f9' =(2+ 3 +2%)(— 3+ 22)— (2 — 3z+2%) (34 22) =622 —12=0

Stad:
xr, = ﬁ) Xy = — V—é

yll —
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Obliczamy wyrazenie:

w=f'9g—f9"' =202 +3r+2)—(2—3x429)2=122
Poniewaz:

w(VE)=12V§>O
w(—2)=—12)2 <0

przeto w punkeie x, = |/2 posiada badana funkeja minimum, a w punkeie
2, = — V2 maximum. -

Co sig tyczy. pominigtych w tej dyskusji pierwiastkéw mianownika,
ktére majs wartodei:

ws————.l, $4=—2

to funkeja jest w tych punktach nieokreslona, a jej wartosé dazy do
oo lub do — oo, a wige nie moze byé mowy o extremum.

Latwo stwierdzié, ze w punktach, w ktérych 3’ =0 i y” =0, znak
trzeciej pochodnej jest taki sam, jak znak wyrazenia:

” "o oo
de LI ey gy i

b) Z prostokatnego arkusza tektury o bokach a=80 cm, b=>50 cm
cheemy zrobi¢ otwarte pudelko w formie prostopadloscianu bez dna gér-
nego, wycinajge przy wierzchol-
kach danego prostokata réwne
kwadraty (fig. 127).

Jak nalezy obraé¢ bok tego wy-
cigeia, aby objetosé pudelka byla
mozliwie najwigksza?

X Objetos¢ tego pudetka wyra-
a-2x X Zamy wzorem:

a yoiL V=(a— 22)b—22)z

b-2x

(=p

Fig. 127. a wige dla szczegéiowych, poda-
nych powyzej wartofci, jest
V=4z%— 260 2% 4 4000 =z
Tworzymy:
V'=122% — 5202 4 4000 =0
Pierwiastkami tej pochodnej sa:
2, =10, 2,=233%

Wartoéé w, jest w naszem zagadnieniu nieprzydatna, poniewaz bok wy-

cigtego kwadratu musi byé mniejszy od polowy boku b=>50, t.j. mniej-
szy od 25,

\r
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Pozostaje zatem do zbadania tylko pierwsza wartosé: x; = 10
Tworzymy: ‘
V' (x) = 242 — 520

V"(10) = 24 - 10 — 520 = — 280 < 0

Poniewaz druga pochodna jest ujemna, przeto dla z =10 mamy maximum.
Nalezy jeszcze zbada¢, czy to maximum jest zarazem .na‘)wwksza,
wartoscig w naszem  zagadnieniu. Otéz w naszem zagadnienlu moze x

_ b : . ;
przyjmowaé tylko wartosel z przedzialu (0‘ -2) czyli (0.26), o ile b jest

mniejszym (a przynajmniej nie wigkszym) bokiem prostokata, albov7iem
tylko wtedy objetos¢é ma wartosé dodatniag. Wewnatrz tego przedzialu:
(0,26) istnieje tylko jedno maximum, dla z =10. Objetos¢ ma dla tego x
warto$é V(10) = 4000 — 26000 +- 40000 = 18000. Na koncach przedzialu
jest V(0)=0 1 V(20) =0, a wigc te wartoéei sa moiejsze od V(10)
zatem z = 10 daie istotnie najwigksza wartoé objetoscl. . e
6) Mamy podang ilosé materjalu, z ktérego nalezy sporzadzié zbiornik
otwarty w formie walca kolowego bez dpa gérnego. 'Jak nalezy obraé
wymiary tego walca, aby uzyskaé maximum objetosei? \
Powierzehnia P tego walca ma wartosé stala (dang). Wyrazamy ja
wzorem:
P=rin4 2rnw
Stad:
P—rin
= " 2rn

Funkejs, ktérej maximum szukamy, jest:

P—rin Pr —r3n

V=r’nw=r’n-—2—r—n————2——-
Stad: i
— 3rn
i
V'=—3rn

Miejscami zerowemi pierwszej pochodnej sg:

- 5
r,=—{-l/3_€_I i ory = — 5=

Ujemoa wartosé r, Die ma znaczenia dla naszego zagadnienia, a dla r, jest:

Vi(rj)= —3n|/£ <0
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a wige mamy do czynienia z maximum. Aby rozstrzygngé, czy jest to /
zarazem najwigksza wartodé, bierzemy pod uwage dla zmiennej piezales- i \ \\jf;'f: -
nej r tylko przedzial niewlasciwy (0, 4 o0), albowiem ujemne » nie maja e
znaczenia w tem zagadnieniu. C g X
Poniewaz w tym przedziale niems zadnych innych extreméw, W
a funkeja wzrasta monotonicznie przed punktem 7, a maleje poza nim,
przeto wezystkie inne wartosei funkeji z calego tego niewlagciwego prze-
dzialu sg mniejsze od V(r,), a wige w punkeie r = r, mamy najwigkszs <
warto$¢ objetosci. (Dopiero dla ujemnych, odpowiednio dalekich punk- i
téw r, otrzymujemy wigksze wartosci V). Ratwo stwierdzié, ze dla tej ”
wartodei r; takie wysokoéé ma tg samg wartodd: 3
P Fig. 129a. Fig. 129 b.
Lolp g Parigl il ie's _W
N T 2[/2.:: 5! exl/2 s pol wynosi 6.~ W% . a=6aw—3ax) i z trzech rombéw o prze-
3n 3n 1
‘a wige: ' | katnych:
. i d, = al/3, dz___gvas_‘_xs_%a?:?l/%a’—{-w’
=1,
- Zadany walec ma zatem postaé, przedstawiong na fig. 128. W labora- § Suma pél tych trzech rombéw wynosi zatem:

torjach uzywa sig czesto naczyn takiej '

dy-dy o e -
X postaci. } 3.—?—_3aV3H-a +x
______’/ Niechaj czytelnik rozwigze analo-

giczne zagadnienie dla walca zamknie- Calkowita powierzchnia tej bryly ma wige BRI
w tego! Otrzymasig walec réwnoboczny. P =3ga')3 4 6aw — 3az + 3a)/3 )z + }a
W podobny sposéb rozwigzuje sig Pl s !
———————————————————— ) bardziej skomplikowane zagadnienia, Jedyns wielkodcia zmienna, o ktérg chodzi w tem zagadnieniu, jest z.
.- i r o np. dla zbiornikéw ropy w formie Szukamy minimum tej funkeji. Tworzymy:
waleca, nakrytego odeinkiem kuli, et z
Fig. 128. dla ktérego sg podane jeszcze pewne =—3a+ 30‘/5—%’:_*_‘:%—;,
dodatkowe warunki. ¥

7) Pszczoly buduja z wosku komérki w postaci graniastostupa ) Latwo oblicza sig dodatni pierwiastek  tej pochodnej, a mianowicie:

szesciobocznego o podstawie foremnej, w ktdrym trzy naroia sg 6cigte f

a nakrywka sklada sig z trzech rombéw (por. fig. 129a i b). Dany jest z, = el
bok a podstawy i wysokosé w. Jakie odcinki x nalezy odeigé na kra- V8
wedziach bocznych, aby uzyska¢ minimum powierzehni takiej bryly? Poniewaz druga pochodna:
Yatwo stwierdzié, ze objetosé tej bryly réwna sig objetosci pier- ‘ 345)/3 a?\~ %
5 . " e 5 ke Pu= x$+ =
wotnego graniastoslupa. Chodzi tu o to, by uzyé mozliwie najmniej wosku 1 4

na budowe takiej komérki.

3 i ie mamy minimun. Nietrudno
Powierzchnia sklada sig z dna o polu ga?}/3, z szesciu trapezéw jost stale dodatuia, praeto W badanym punkcie y '

; Ee. : . ot Ao najmniejsza.
o bokach réwnoleglych w i w — 2, a o wysokosci a (zatem suma ich stwierdzi¢, ze jest to zarazem wartosé naj J
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Rozwarty kat @, wystepujgcy w rombach, oblicza sie ze zwigzku:

o T e IR armer. =
s =3l latad=33)a+ 5T =13

W tablicach znajdujemy stad:
e —'109°28

Uwaga. Ten kst nadaje si¢ dobrze do pomiaru na komérce. Wykonywano
liczne pomiary i najpierw stwierdzono bardzo dobrg zgodnoéé wynikéw pomiaréw
z tg wartoScig @, przy ktérej powierzchnia osiaga najmniejsza wartoéé. Te dawniejsze
pomiary dawaly nawet dokladnie 108°28’; jednakie w nowszych czasach powtérzono
pomiary na kilku tysigcach komdrek i otrzymano przecietng wartogé 107°1).

sin

8) Wiedzgc o tem, ze koszty transportu pradu elektrycznego o ma-
ksymalnem unatgzeniu I kablem o stalej dlugosci, a o przekroju s, wyra-
Zamy wzorem:

I
k=a?+bs—|—c

(por. str. 4 wzér k), obliczyé ,przekréj gospodarczo najkorzystniejszy®,
t. j. taki przekréj, dla ktérego koszty sg najmniejsze,
Otrzymujemy:
dk

al?
- indesie S i

s,=Il/§, s,——‘—II/b?z

Druga wartodé, ujemna, nie ma znaczenia w naszem zagadnieniu, a dla
pierwszej otrzymujemy:
dtk _ 2al?
dst — g8

A wiec dla przekroju:
a
s =1 l/g

otrzymaliémy minimum kosztéw.
Pozostawiamy czytelnikowi stwierdzenie, Ze jest to zarazem naj-
mniejsza warto$¢ w przedziale niewlasciwym (0, 4 oo) dla s (Wykres

tej funkeji otrzymuje sig z latwoécis, dodajac do rzednych hiperboli réw-
2

nobocznej y = aT rzgdne prostej y =bs -+ ¢). Otrzymany wynik wypo-

2 stad:

>0 dla s=3s,

) H. Vogt. Geometrie und Okonomie der Bienenzellen, Breslau, 1911; eyto-
wane wedlug podrecznika p. t. J. Salpeter. Einfihrung tn die hdhere Mathematik.
Jena, 1913, str. 114.
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wiada sie w elektrotechnice przy pomocy nastepujacego twierdzenia:
przekréj gospodarezo najkorzystniejszy jest proporcjonalny do pradu naj-
wigkszego obcigzenia. Obliczmy jeszcze te minimalne koszty:
12 =y o
k(31)=1117;+bf V%-}—c:lVab-{—]Vab—}-c
O
Stad widaé, ze przy najmniejszych kosztach przesylania pradu ta czgdé
kosztéw, ktéra jest proporcjonalna do przekroju (t. j. b-s), musi byé
réwna tej czeéei kosztéw, ktéra jest odwrotnie proporcjonalna do prze-
1 —
kroju (t. i %) i wynosi Iab.
9) Natezenie I pradu elektrycznego przy stalem napigciu e wyraza
gig wzorem:
e
i p

gdzie R oznacza calkowity opér. Nazwijmy opér wewnetrzny literg »
a zewngtrzny literg , to:

V—

e
r+w
Przy jakim oporze zewngtrznym osiggamy najwieksza wydajnosé (dzielnosé)
pradu w obwodzie zewngtrznym?
Wydajnosé te wyrazamy wzorem:
L=g.1
czyli:
= Faop .

Chodzi nam o maximum tej funkeji. Mamy tu do czynienia z ilorazem
dwéeh funkeyj, mozemy zatem uzyé uproszezen, omdéwionych w przy-
kladzie 4. T tak tworzymy najpierw réwnanie:

gf —ff =(r + )-8 —ez-2(r42)=0

Jedoym pierwiastkiem tego réwnania jest &= —1, jedna.kie ujetfrma
wartoéé nie ma znaczenia dla naszego zagadpienia, opor jest bowiem
zawsze liczba dodatni. Zakladamy wiec z =F — r i upraszezamy réw-
nanie przez 7 - Z. Otrzymujemy zatem:

(r+z)e? —2e22=0

L

a stgd’
3',‘, =1r

jako jedyna liczbe, dla ktérej moze zachodzié extremum.

29
Rachunek rozniczkowy i calkowy.
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Zamiast drugiej pochodnej tworzymy teraz — w mys$l rozwazan
przykiadu 4 — wyrazenie:

w=/[f"9—f9 =0.-(r +2) — ex.2 = — etz
w(r)= —2e2r <0

zatem dla x = r wydajnodé L osigga maximum.

Nie trudno jest zbadaé, ze jest to zarazem najwigksza wartosé.

Doszlismy zatem do wyniku, bardzo waznego w elektrotechnice,
ze najwigkszg wydajno$¢ pradu osigga sig wtedy, gdy opér zewuetrzny
jest réwiy oporowi wewngtrznemu.

10) Mamy dwa zrédla ciepla (lub éwiatla), lezgce w odleglosei a,
o réznem natgzeniu; np. natgzenie drugiego zrédla jest n razy wigksze od
pierwszego. Zbadaé, ktéry punkt prostej, laczacej te dwa zrodla, otrzy-
muje najmniej ciepla (lub swiatla).

Jezeli nazwiemy liters k ilosé ciepla, ktérs otrzymuje punkt odlegly
o jednostke od pierwszego rédla, to punkt, leigecy w odleglodei x, otrzy-
R od drugiego
(a — x)? :

Razem wigc otrzymuje ten punkt ilosé¢ ciepla, wyrazong wzorem

muje x% jednostek ciepla od pierwszego zrédla, a
N

k nk
V=t a—ap

Chodzi nam o znalezienie minimum tej funkeji. Obliczamy:

2k 2nk
UELE o zt + (a — x)8
Ay 6k 6nk
¥y = (a — z)8
Pierwiastki ' 6 2k—+———2nk =0 jest x, =
lerwiastklem rzeczywistym rownania: — o A ) =
— a3 . Poniewaz w przedziale 0 < x < a jest stale ¥ > 0, przeto
14Vn

dla wartosei x, mamy minimum ciepla (lub swiatla). Latwo stwierdzié,
Ze jest to zarazem najmniejsza wartosc.

11) Celem zmierzenia wysokosei £4 (por. fig. 130) mierzy sig od-
cinek DE i kat wazniesienia » wierzchotka A. Uzyto do pomiaru kata
takiego przyrzadu, w ktorym blad pomiaru onie przekracza kata b =1}
Jak daleko nalezy si¢ ustawi¢ z przyrzadem mierniczym, aby blad w po-.
miarze wysokosei byl jak najmniejszy?
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Zamiast tego wystarczy zbadaé, pod jakim katem wzniesienia z
oalezy mierzyé te wysokoéé, aby ja najdokladniej zmierzyé. Jezeli za-
miast kata & odezytamy kat x4 b, to za- - ]
miast prawdziwej wysokosci EA otrzy- - £
mamy EC, przyczem blad wynosi 6 =CA.
Chodzi pam o to, aby 8 bylo minimum.
Staramy sig wyrazi¢ to & jako funkeje
zmiennej z. W tym celu wykreslamy
ABL1DC i obliezamy

X BAC=x-+4b,BA = AD-sin b=
w o,
=ang o0 b, 6 =BA:cos Y (BAC)

a. wige: 2 -
5 wsin b ;
" sin z cos (x -} b) Fig. 130.

Zamiast obliczaé minimum tej funkeji mozemy obliczyé maximum od-
wrotnodei tej funkeji (por. uwage na str. 428), t.j. mazimum funkeji:

__ 1 __ sinzecos(z+b)
S A wsin b

przyczem rachunki bedg prostsze, a mianowicie:

__coszcos(z 4 b) —sinzsin (x4 b) _ cos(2z 4 b)
i wsin b T wsinb

Yy

Pierwiastkiem réwnania y’ =0 jest 2z + b =90°, a wicc
x,=45°—§b=45°-——i-

Inne pierwiastki: z, = — 2, i ich perjodyczne powtérzenia co 360° nie
wechodzg w gre przy tem zagadnieniu, w ktérem 2 musi byé katem do-
datnim, mniejszym od 90°, t. j. 0 <<z < 90°. Zalozylismy, ze 4 > 0. Dla
— 23sin (22 4 b)

w 8in b

warto$ci x, druga pochodna y” = ma warto$é ujemng:

y (xl)=asin b

jest to pajwigksza wartodé z calego badanego przedzialu (0, 90°). Funkeja

a zatem y osigga dla x, maximum. Mozna okazaé, ze

1 : ’ . . o
v 0 jest dodatnia w otoczeniu punktu x,. Wobec tego & osiaga mini-

mum a zarazem najmniejszg warto$¢ dla kata x; = 45° — L', bliskiego
45° a w praktyce, uwzgledniajse blgd przyrzadu mierniczego, dla 46°.
Wtedy DA jest prawie réwne AE. Nalezy sig zatem ustawié z przy-

29%
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rzgdem mierniczym w odleglosci réwnej w przyblizeniu szukanej wyso-
kosci. Podobne rozumowanie przeprowadza sig dla ujemnych b.

12) Prosta p oddziela dwa
osrodki, w ktorych swiatlo po-
rusza 8i¢ z roéinemi predko-
gclami ¢ 1 ¢, w kaidym

P 2 tych oérodkéw po linji pro-
stej. W jednym osrodku znaj-
duje sig punkt A, w drugim
za§ B (por. fig. 131). Ktéra
drogs (l2amana) musi przebiegad
promien swiatla z 4 do B, aby
czas przebiegania tej drogi byl
najkrétszy ?

Oznaczmy litera ¢ odleglod¢ rzutdw tych punktéw na prostg p,

a literami a i & ich odleglo$ci od prostej p. Punkt O, w ktérym pro-

miefi przecina prosts p, jest odlegly o z od rzutu punktu A. Czas po-

Va 2
trzebny na przebycie drogi A0 jest: {, = %O = _ac-}— = , & dla drogi OB-
1

Fig. 131.

_0B_ [t (c— 2P

7
i Cy Ce

Szakamy minimum funkeji:

Sl e e, Vo
¢ o
Stad:
y 2x 2(c—z)-(—1)

T 2aVa o T 26t (c—ap

Z warunku y' = 0 otrzymujemy:

czyli:
sina:sinf=¢, :¢
Kat ¢ nazywamy kgatem padania a § katem zalamania.

Stosunek sinusa kata padania do sinusa kata zalamania jest zatem
staly, a mianowicie réwna sig stosunkowi predkosci §wiatla w obu ofrod-
kach, zwanemu spélczynnikiem zalamania $wiatla. Pozostaje jeszcze tylko
do sprawdzenia, czy wtedy istotnie czas przebycia tej drogi jest najkrét-
szy, t. j. czy funkeja y przybiera wtedy minimum i czy to minimum
jest zarazem najmuiejszg wartoscia. Nietrudno obliczyé, ze:
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¥ a . b
T ala + o T bt e— 2

a wiec druga pochodna ma zawsze wartos¢ dodatnig. Wobec tego istot-
nie w tym przypadku mamy do czynienia z minimum. Pomijamy tu ba-
danie, prowadzgce do wyniku, Ze to jest zarazem najmniejsza wartosé.

To prawo zalamania (Snelliusa) odnosi sig do wszystkich ruchéw
‘prostolinjowych, odbywajacych sig z roznemi stalemi predkosciami w dwéeh
osrodkach.

13) W jaki sposéb nalezy z kloca walcowego o przekroju kolowym
wycigé belke prostokatng, aby ozyskaé: a) najwigksza objetosé, b) naj-
wigkszg wytrzymalo§¢ na zlamanie, ¢) mozliwie najwigkszy moment bez-
wladnosei przekroju wzgledem osi, {aezacej érodki dwéch przeciwlegiych
bokéw tego prostokgta?

Nazwijmy boki przekroju prostokatnego literami z i y.

Objetosé jest wtedy najwigksza, gdy pole:

=2 y
tego prostokata jest najwigksze.

Wytrzymaloé¢ wyraza sig wzorem: ad y

zy?
Wy
6 X

a moment bezwladnosdei:

zy®
= ig. 132.
B 5 Fig

Wyrazamy y przez zmienng x 1 stalg r (fig. 132) i otrzymujemy:

P= xv4r2—- x®

24 .ﬁéfr’ — z?)

g 6
EL x)(@rs — a8y
s

a) Extremum pola znajdujemy, tworzac:

4r2 —x? —x? 42 — 222

— 2
) el Sy e i e R T

Kladziemy P’ =0 i otrzymujemy: 4r® — 22* =0 a stad:
r=rl2

Wartoéé ujemna odrzucamy, poniewaz w naszem zagadnieniu nie ma ona
znaczenia. W tym punkcie moze by¢ extremum.
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Aby rozstrzygnaé, czy naprawde jest tam extremum i jakie, tworzymy:.

—x €
V—_—xz T 4x) (472 —2a%) . Jarr — 22 _ — 127 4 220
— 2 T (drr— x)h

Dla z = r|/2 prayjmuje ta druga pochodna warto$é:

Pr)E) — — 12732 4 205.2)2

(2723/3 _4<O

a wige dla tej wartodci pole ma mazimum.

Osobnego badania wymaga punkt z = 2r, w ktérym pochodna P’
nie istnieje. Widocznem jest jednak, ze w tym przypadku pole redukuje
sig do zera, albowiem wtedy bok y = 0. Zatem i ten przypadek nie ma
zZnaczenia dla naszego zagadnienia. Otrzymaliémy zatem maximum pola

dla x_rr Wtedy:
y=Vir—2ri—,)2

LA

a wigc:

Zatem prostokatem o najwigkszem polu jest w tym wypadku kwadrat,
wpisany w to kolo.

b) Celem wyznaczenia prostokata o najwigkszej wytrzymalosdei na
z{amanie tworzymy:

W= é(w — 3a9)

<

Kladziemy W' =0, to z = % (znowu zatrzymujemy tylko dodatni pier-
wiastek). Tworzymy:

’e T 1 ®
a wige:
2r 2r
Lo el — O
(yg) L BES

2r : !
a zatem dla z = ﬁ mamy maximum wytrzymalosci.

Wtedy y=21‘V§ = z|/2, a zatem boki prostokata nie sg réwne
lecz pozostaja do siebie w stosunku: y:z =)2.

¢) W podobny sposéb moze czytelnik stwierdzié, zo maximum mo-
mentu bezwladnosei otrzymamy, gdy:

yz=J3
Pozostawia sig czytelnikom szczegélowe badanie, czy w tych wszystkich
przypadkach mamy do czynienia z najwigkseemi wartosciami funkeyj.

5
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§ 1561. 0 metodzie najmniejszych kwadratéw i o rozmaitych érednich.

Wykonujac kilkakrotnie pomiar jakiejs wielkosci, otrzymuje sig
zwykle wskutek nieaniknionyeh bledéw obserwacji kilka réznych nao-
gé! liczb

d,,0,0Q,...Q,

W teorji bledéw uwaza sig za najodpowiedniejsza taks wartosé x, przy-
pisang tej mierzonej wielkoéei, dla ktérej suma kwadratéw odchylen
(czyli bledéw): x — a,, x — ag,... 2z — a, ma warto§¢ najmniejsza. Aby
t¢ wartos¢ x wyznaczyé, nalezy zatem obliczyé, dla ktérej wartosei z
wyrazenie:

S@) =z —a,) + (@ — a)* + ... + (& — a,)?
ma wartoé¢ najmniejszg. W tym celn tworzymy pochodng:
S'@)=2x—a)+ 2@ —ay)+ ... +2(= —Ta,,)
Rozwigzujemy réwnanie S'=0 i otrzymujemy:

(154) z=a.+as+---+a..=sa

n

czyli éredniq arytmetyczng wezystkich wartosci, otrzymanych z pomiaréw.
Aby rozstrzygna¢, z jakiego rodzaju extremum mamy tu do czynienia,
tworzymy druga pochodng:

S'(x)=242+4...4+2=2n

Poniewaz zawsze jest 2n > 0, przeto S >0, a wigc mamy tu do eczy-
nienia z minimum. Jest to zarazem najmniejsza warto8é, jak to wynika
z tego, %6 obrazem funkeji S(z) jest parabola o réwnaniu:

S(@)=na® — 22(a, + as + ... 4+ 8 + (@ + &+ ...+ a2)

a wige o dodatnim spélezynniku przy x® Jeszeze prosciej wynika to
z tego, ze pierwsza pochodna:

S(x)=2nx —2(a, +as+ ... + a,)

przedstawia linje prosta o dodatnim spélezynniku kierunkowym 22. Przed
punktem zerowym x — §, ma ta pochodna wartodci ujemne a poza nim
dodatnie, a zatem pierwotna funkeja S(x) maleje stale przed tym punk~
tem a wzrasta stale poza nim, to za§ dowodzi, 26 w punkcie z =3,
mamy najmniejszg warto$é funkeji.

Wartosé tej sumy dla o =3, sluzy za miarg dokladnoSei pomia-
réw: im wigkszg jest ta suma, tem bardziej rozprészone sg liczby ay, as, ... a,.
Srednia arytmetyczoa kilku liczb ma wige to wlasnosé, ze suma kwa-
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dratéw odchylen tych liczb od tej $redniej jest mniejsza anizeli suma
kwadratéw odchylen tych liczb od dowolnej innej liezby. Stad pochodzi
tak czeste uzywanie Sredniej arytmetycznej przy pomiarach.

Zasade, polegajacg na tem, aby sumg kwadratéw bledéw uezynié
minimum, nazywamy -metodq najmniejszych kwadratéw. Metody tej uiywa
sig takze w rozmaitych, bardziej skomplikowarych przypadkach; powré-
cimy do niej po omdéwieniu extreméw funkecyj dwéeh i wigeej zmiennych
(§ 158). Teorja bledéw, uzywana powszechnie w miernictwie, jest oparta
wlasnie na metodzie najmniejszych kwadratéw.

Uwagi o rozmaitych $rednich.

Précz sredniej arytmetycznej uzywa sig w rozmaitych badaniach,
np. w statystyce, takze rozmaitych innych S$rednich, jak $redniej geo-
metryecznej, harmonicznej i medjany.

Te rozmaite $rednie mozna wyprowadzié¢ droga podobng .do tej,
ktéra nas doprowadzila do Sredniej arytmetycznej.

a) I tak zazadajmy, aby suma kwadratéw odchylen logarytmdw kilku
liczb ‘dodatnich od logarytmu liczby z byla minimum, t.j. zbadajmy, dla
ktérej wartoscl x suma:

S, = (log z — log a,)®* + (logx — loga,)? -+ ... + (logx — loga,)?

przybiera wartosé najmniejszg. W tym celu tworzymy:
1 i
S; =2(logx — loga,) - —}: + 2(log x —log as) - 5 + ...+ 2(logxr — loga,,)-:—c

Kladge S; = 0, otrzymujemy:

nlog x = loga, + logay + ... 4 loga,
a stad:

(165) x=ya,-6y-...oaq, =35,
Otrzymalismy zatem s$rednig geometryceng liczb ay,a,,...a,. Czytelnik
stwierdzi z tatwoscia, ze dla tej wartosci x jest Sy > 0, a wige, ze mamy
tu do czynienia z minimum.

b) Zaigdajmy, aby suma kwadratéw odchylen odwrotnosci kilku
liczb od odwrotnosci liczby z byla minimum, t. j. zbadajmy, dla jakiej
wartosci & suma:

Sﬂ=(1 i i)z + (l - l)z—{—..._{_(é = l)2

x ay G,

przybiera warto$¢ najmniejszg. Tworzymy pochodna:

i e e e

z o 22 z as x3
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Kladge S; =0, otrzymujemy:

ezyli:

156 s . i

i B
al ;2 e ;’1

Liczbg, okreSlong tym wzorem, nazywamy $rednis harmoniczng n liczh
4y, @y, ...a,. Nietrudno stwierdzié, ze dla tej wartosci z jest S, > 0,
a wige, ze mamy tu do czynienia z minimum.
Te trzy érednie: s,, s, i 8, nie sg bynajmniej w ogélnym przy-
padku réwne, lecz zachodzg pomiedzy niemi nastgpujace nierdwnosci:
80 = S =5

(Dowdd znajdzie czytelnik np. w zbiorze zadan W. Nikliborca
i H Steinhausa p. t. Cwiczenia z rachunku rdézniczkowego, str. 3—4,
98 —99).

Moznaby tworzyé $rednie, oparte na rozmaitych innych zasadach.
Mozna np. zadaé, aby suma czwartych poteg odchylen byla minimum.
Wtedy jednak rachunki bylyby bardzo skomplikowane: juz samo obli-
czenie tej sredniej wymagaloby rozwigzania réwnania trzeciego stopnia,
jak to czytelnik latwo moze stwierdzié. Natomiast dosé¢ rozpowszechniong
jest zwlaszeza w statystyce srednia, wynikajsca z Zigdania, aby suma
bezwzglednych warto$ci bledéw byla minimum, t. j. aby suma:

Ss=|r—a|+|x—a)+.. +|xr— a,

przybierala wartosé mozliwie najmniejsza. Tutaj juz nie mozemy sig po-
stugiwaé rachunkiem rézniczkowym, albowiem fuikecje |z —a| sg —
jak wiadomo — nierézniczkowalne w punktach x=a (por. str. 231,
§ 67, przyklad 2), a jak sig okaze, wlasnie zachowanie sig funkeji w tych
punktach odgrywa tu zasadnicza rolg. Natomiast nietrudno jest zbadaé
zapomocs bezposredniego rozumowania, dla jakich wartosci z suma S,
przybiera wartosé najmniejsza. I tak uporzadkujmy dane liczby wedlug
ich wielkosci tak, ze:

a<a <a<..<a,

Otrzymamy tu wyniki zasadniczo odmienne, zaleznie od tego, czy n jest
liczbs parzysta, czy tez nieparzysts.

Jezeli n jest liczbg nieparzysta, np. n=2p -+ 1, to najmniejszg
warto$é sumy S, otrzymujemy, obierajsc za x érodkows wartosé z tego
szeregu, a mianowicie z =a,;,. Nie bedziemy tu przeprowadzali szcze-
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gbélowego dowodu, poprzestajac na wykazaniu tego twierdzenia dla n =6,
Twierdzimy, ze wtedy dla x = a, suma:

S3=|x—a,|+|x—a2|+|x—a3|+|x—a.|—}—|r—a5|
ma warto$¢ najmoiejszg. Otz wtedy |z — ay| =0, a pozostala suma
réwna sig dlugosci sumy odeinkéw (por. fig. 133)
AC+ BCH CD + CE = AE 4+ BD

bez uwzglednienia znakéw tych odecinkéw. Gdybysmy zas obrali x gdzie-
kolwiek poza punktem z=a,, np. w punkcie X', to trzebaby powiek-
szy¢é sume AE -+ BD je-

Q i‘ ? X g _D E szcze o odcinek X'C. A wige
a, a, ; &, a, a, istotnie dla z =a ma S,
Fig. 133. najmniejszg warto$é.

Jezeli n jest liczbg pa-
rzysts, np. n = 2p, to kazda liczba, palezagca do érodkowego przedziatu
zamknigtego: <la,, a,4,>>, daje minimum sumy S;. Np. dla » =4 (por.
fig. 134) kaida liczba z przedzialu <a,,a;>>, t. j. z odcinka BC, spra-
wila, %e suma:

S, =|x—a,| +|x — ap]| + |z — a5] + |z — a,]
ma warto$¢ rowng dlugosei sumy odeinkéw AD -+ BC. Np. dla punktu X
otrzymujemy:
Sy =A4AX+ BX + CX+ DX = AD+ BC

(przyczem nie uwzglednia sig znakéw odeinkéw), GdybySmy zaé obrali =
gdziekolwiek poza odcinkiem BC, np. w punkecie X', to trzebaby do tej
sumy dodaé jeszcze odecinek X'C.

Teg liczbg x, Scisle oznaczong dla n» npieparzystego, a wzigts dowol-

N nie z srodkowego odeinka

_.0 4 BXC X D dla » parzystego, nazywa-

a 4a, 3, a, my w statystyce medjang

Fig. 134. szeregu liczb a,,a,, ... a,.

» Ten rodzaj éredniej ma

w matematyce podrz¢dne znaczenie, charakteryzuje ona bowiem tylko

uporzadkowanie danego zbioru liczb a nie uwydatnia przecigtnej wielko-
fci tych wszystkich liczh. '

§ 162. Extrema funkecyj, podanyech w formie uwiklanej.

Jezeli funkecja jest podana w formie uwiklanej, to zwykle mozemy
wykryé jej extrema przez badanie pochodnych, nie uciekajgc sig do
przedstawiania tej funkeji w formie wyrazoej.

e

[N
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I tak, majse podang funkeje y zmiennej z w formie:
(a) flz,5) =0
tworzymy pochodng:

’ fx(x‘ 1/)
(#) = — ——
i (. y)
1 badamy miejsca zerowe tej pochodnej. W tym celu kladziemy:
(b) le(z,y) =0

1 rozwigzujemy uklad réwnan (a) i (b). Otrzymawszy pierwiastki (y,91),s
(%3, ¥) ..., sprawdzamy przedewszystkiem, czy w tych punktach nie jest
przypadkiem takie mianownik: £,(z,y) réwny zeru.

Takie wyjatkowe pary wartosci (z,y), zwane punktami osobliwemi
(por. § 116), wymagaja specjalnego badania, ktérem sig na tem miejscu
nie bedziemy zajmowali. Jezeli mianownik nie jest zerem dla danej pary -
wartosei, np. dla (2,,y,), to tworzymy drugs pochodng (por. str. 357,

6r 93):
haiNk fat 20y +1y"
yn(z) P s xyf )24

i badamy jej znak dla wartodei (z,,y;). Otéz dla tej pary liczb jest
y'=20, a wige y’ redukuje si¢ do:

7 ot /Axuyl)

e

Chodzi nam o znak tej pochodnej. Widzimy, ze do tego nie trzeba two-
rzyé calej pochodnej y”, lecz wystarczy obliczyé /.. i f, i zbadaé ich znaki.

Jezeli f,, 1 /, majg dla (x,,y,) znaki jednakowe, to y” < 0, a wige
funkeja y przybiera dla x = 2, maximum: y =y,; jezeli majs znaki
przeciwne, to y’ > 0, a wige y przybiera dla x =z, minimum: y = y,;
jezeli za$ y” =0, to trzeba bada¢ wyisze pochodne. A wige extrema
wzgledem osi z-6w w punktach nieosobliwych bada sig w nastgpujscy
sposoéb. _

. Rozwigzujemy uklad réwnan: f=0 i f, =0 i kazdq par¢ pierwiast-
kbw wstawiamy w f, i w f.; o ile f, 30, to, gdy f. i f, majg znaki jed-
nakowe, mamy mazimum, gdy za$ znaki sa przeciwne, to mamy mini-
mum. Przypadek za$ [, =0 czyli y' =0 wymaga dalszego badania. ¢

Jezeli w réwoaniu (a) uwazamy y za zmienng niezaleing a z za
jej funkcje, to mozemy badaé extrema tej funkeji z(y) czyli extrema
wzgledem osi y-6w.

Poniewaz pochodna tej funkeji x(y) wyraza si¢ wzorem:

__5L=y
xy i) fx(x’ y)
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przeto nalezy teraz polozyé:
(¢) H(xy) =10
1 rozwigzaé uklad rdwnan (a) 1 (c). Otrzymamy jakie§ pary pierwiastkéw:
(fhgl), (527 gﬁ)a

Sprawdzamy, czy w tych punktach nie jest zerem mianownik, t.j.
f:(z,y), a wrazie, gdyby tak bylo, wylgczamy te punkty osobliwe z na-
szych rozwazafh. Dla pozostalych punktéw, np. dla (Z,,7,), badamy znak
drugiej pochodnej. Latwo okazaé, ze:

oy bt 8@ +

a wige wobee &'(%;, 7,) =0 mamy:
P N f){y(flhﬂ]l)
& (?/1)— fg(-fl_?“,%)

A wige extrema wiagledem osi y-6w w punktach nieosobliwych bada sig
w nastgpujacy sposdéb. Rozwigzujemy uklad réwnan: f=0 i f,=0 i kasdg
pare pierwiasthéw wstawiamy w f. t w f,,; jezeli dla (%,,%,) funkcje f,
i [: majg anaki jednakowe, to x” <0, a wigc funkcja z(y) przybiera dia
y =17, maximum réwne x =Z,; jezeli [, i [, majq znaki przeciwne, to
" >0, a wicc funkcja x(y) przybiera dla y =17, minimum: x = &;
jezeli za$ f,=0, to i 2" =0 i wtedy nalesy zbadaé dalsze pochodne.

Przyklad. Zbadaé, ktére punkty linji, przedstawionej w formie uwi
klanej réwnaniem:

Bat+4 122y + T1y2 — 10=0 »

m’aja, najwigksze, a ktére najmniejsze odcigte i rzedne.

Chodzi tu o extrema wzgledem osi y-6w 1 z-6w.

Tworzymy:

fi=16x 4+ 12y
[, =12x 4 14y

Jedyng parg liezb, spelniajacych dwa réwnania f, =01 f, =0, jest z =0,
y=0. Ten punkt nie nalezy jednak do dauej linji krzywej, nie spelnia
bowiem jej réwnania. A zatem badana linja nie ma zadnych punktéw
osobliwych. Y

Zbadajmy najpierw extrema wzgledem osi z-6w

Z réwnania danej linji i z réwnania:

: f=162 1 129=0
znajdujemy: y = — 4z a nastgpnie:
Bw? — 2822 4-T.LE2? —10=0
Fx?=1

x1=+%1 x2=—-% |
h=—2 yp=-+2 <
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Dla tych par wartosci jest:

f(@,9)=12-§ —28=—10
/V(x2)_7/2):— 12'%+28=+ 10

Dla wyznaczenia znaku y”’ potrzebna jest Jeszcze druga pochodna:
fxx = 16

Poniewaz f,, i f,(2,,y,) majg znaki przeciwne, przeto y”(z,)> 0, a wiee
w punkecie z, = § przybiera funkeja minimum, réwne y, = — 2. Ponie=
wad [ 1 f,(%y,y;) majag znaki réwne; przeto dla w, = — § mamy maxi-
mum, wynoszgce y, = -+ 2.

Extrema wzgledem osi y-6w znajdziemy, kladge:

f,=12zx+14y=0
y=—4%=z

Podstawiamy to w dane réwnanie, rozwigzujemy je i otrzymujemy:

fl=+!/§, .7?1=—V¥
f9=—V,§, ?72.=+Vg

F(&y, ) = 16"/;_ 12V;é= %>0
1%, 9) = — ¥ <0

Poniewaz [, = 14 i
fe(Z,,9,) maja znaki Y
jednakowe, przeto w
punkcie (#,,#,) mamy
maximum odcigtej; po-
niewas zas f,, i f{Z;, 7,)
majs zoaki przeciwae,
przeto w punkeie (Z,, §,)
mamy minimum (od-
cigtej). Na fig. 135 jest
przedstawiona badana
linja. Jest to elipsa o
osiach nieréwunoleglych
do osi spdlrzednych.
Punkt A ma najmauiej-
sz rzedng a punkt B
najwigksza; punkt C ma
najwigkszg odciety a
punkt D najmniejszg.
Styezne w tych punktach sa oczywiscie réwnolegle do osi.

Tworzymy:

Fig. 136.
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Niechaj czytelnik zbada dla éwiczenia extrema linij, przedstawios
nych réwnaniami:

a) (@*4y¥)? —ad(x* —y?) =0 , (lemniskata)
: (li¢ Descartesa; por. § 19,

b) z* +y* — Baxy =0 przyklad a, fig. 47)

§ 163. Badanie extreméw funkeyj, podanych w formie parametrowej.

Chac znalezé extrema funkeji y=/f(z), podanej w formie parametrowej:

z=o(?)
(p) {
y=v(
obliczamy w znany sposéb pierwszg pochodns:
dy _v'1)
dz  ¢'(%)

Wylaczamy na razie z rozwazania punkty, w ktérych mianownik staje
sig zerem i badamy pierwiastki réwnania:

YP(t)=0
Dla tych pierwiastkéw nalezy zbadaé znak drugiej pochodnej:
@y _ g@Ov'(t) — 9" Y'()

dav PIOR
(por. wzér. (61) z § 95, str. 301). Dla wartosci ¢, dla ktérych '(f)=0.
pozostaje:

\

9'(t) - 9"(?) . P
vor W
Poniewaz mianownik jest stale dodatni, przeto o znaku drugiej pochod-
nej decyduje znak funkeji: 9'(¢).
I tak: jezeli 9”(¢) <0, to funkeja y = f(x) posiada w badanym
punkecie maximum; jezeli 9”(¢) > 0, to mamy do czynienia z minimum,
a przypadek ”(f)=0 wymaga zbadania wyzszych pochodnych. Tak

J ds
np. z wzoru (63), na str. 302 wida¢, ze wtedy trzecia pochodna __ya re-

dx

!p,,l(gz i trzeba zbadaé znak tego wyrazenia i podobuie po-
?
stgpuje sig dalej.

W ten. sposéb bada sig extrema danej funkeji wzgledem osi z-6w.
Aby zbadaé zachowanie si¢ funkeji w punktach, w ktérych mianownik:
¢’(£) = 0, najdogodniej jest zajaé sig funkcjs odwrotng wzgledem funkeji
y = f(x), nazwijmy jg x = F(y).

dukuje sig do

~ S T

N e ———
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Wzory (p) mozemy uwazaé takie za parametrowe przedstawienie

~tej funkeji odwrotnej. Chege znalezé jej extrema, czyli extrema wzgledem

08] y-0w, tworzymy:

i obliczamy pierwiastki réwnania ®'(t) = 0, zakladajac, ze teraz ¢'(t) nie
Jest réwne zeru. Nastgpnie — podobnie jak w poprzednim przypadku —
badamy znak wyrazenia ¢”'(¢) dla tyeh wartosei ¢, ktére spelniajg réw-
panie @'(#) = 0. Jezeli sig okaze, ze ¢"(f) < 0, to funkeja & = F(y) po-
siada maximum (wzgledem osi y); dla @”(f) > 0 mamy minimum, a przy-
padek @”(f)=0 wymaga badania dalszych pochodnych. K

Pozostajg jeszeze do zbadania te wyjatkowe punkty, w ktérych jest
rowuooczesnie @'())=0 i @'(t)=0. Te punkty wazywamy osobliwemi
punktami funkeji (lub linji, przedstawiajacej te funkejg); wymagaja one
osobnego badania; pochodna jest w tych punktach nieokreslona.

Przyklad. Zbada¢ extrema wzgledem obu osi funkeji, przedstawio-
nej wzorami:

z=4(2 810t — sin 2¢) = @(¢)

y=4(2 cost — cos 2¢) = y(¢)
Celem zbadania extreméw wzgledem osi z, tworzymy:

Y(t)= —4(2sint — 2sin 2¢) =0
Stad:

sin t —sin 2¢ = 2sin ¢ cos ¢

Réwnanie to spelnia sig dla dwéch szereg6w katéw, a mianowicie:
1° dla sint =0, czyli dla t =0, + #, + 27, 4+ 37,... + nn, ..

2% 0 cost=~é A e l::t%,:tg-{—?n,...j:g-{—?nn,...
Sposréd tyeh wartosci osobnego badania wymagaja wartosci:
0, +2a,... +2nn, ..,
poniewaz dla tych wartoser takze ¢'(t) = 0, albowiem
@'(t) =4(2 cost — 2 cos 2¢)

Wylaczywszy narazie te wartodei. zbadajmy dla pozostalych war-
tosci pierwszego szeregu znak drugiej pochodnej:

Y'(t)= — 4&(2cost — 4 cos 2¢)
Otrzymujemy:
v(t)=—4(2.(—1)—4-1)=4+24 >0
a wige dla t =2 mamy mmimum. Podobnie dla t = — n, 37, — 37,...;

jednakze te dalsze warto$ci nie daja zadoych nowych punktéw badanej
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linji. Wszystkie bowiem punkty tej linji otrzymamy, gdy ¢ przebiega
od 0 do 2m; przy dalszem zas wzrastaniu (lub maleniu) ¢ zaréwno z jak
i y przebiegaja te same wartofel, a wige punkt (z,y) przebiega po raz
drugi, trzeei it. d. tg samg linjg. Dla ¢ == otrzymujemy z =4 (2- 0—
—0)=0,y=4(2-(—1)—1)=—12, a wige w punkeie A(0, —12)
ma funkeja minimum (por. fig. 136). Ten sam punkt dostajemy dla
t=—mn, +3% —3mn,...

Fig. 136.

Zbadajmy teraz drugi szereg wartofei . I tak:

7T n 2m\ - 1 1 bk iy
¢"(g)=—4(2-cos§—-4cos—§)=—4(2-§—4-(— 5)) =—12<0

7 : .
Dla t = g mamy wige mazimum.

: ' 7 7 2n
Poniewaz cos(?n — 7—;) == C08 5 @ 08 2. (27: —3) =cos 3, przeto

7 A
te samg wartosé — 12 przyjmuje ¥"(?) dla t=2n — e Mamy wige
. Dalszych wartoéci drugiego sze-

n
dwa maxima: dla t=]—: i t=2n——~3

regu nie trzeba jui badaé, poniewaz dla nich powtarzajg sig juz perjo-

dycznie wartosar funkeyj # 1 y.
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Te maxima leza w punktach o spélrzednych:
: . 2m Vs V3
x=4(2sm7—t— ——|=4|2." " _T")__
AR 8) (2 2 2) 2V3 B(2)3,6)
y=42-4+3 =6
w=4(2sin(2n—%)-sin2(2n—7—;))=
—y3 —}s
—afz- =2 J=—
2 2 23 o _epag

y==6
Badajac w podobny sposéb extrema wzgledem osi y-6w, otrzymujemy:

@' (t) =4(2cost — 2co82¢) =0

a stgd:
cost=1 lob cost=—}
Z warunku cost =1 otrzymujemy wartosci:
t=0, + 2=...
w ktérych takze réwnoczeénie v’'(f) =0, a ktére zbadamy zaraz osobno.
Z warunku za§ cost= — } otrzymujemy t¢= §n, t=2n — §n i katy

powigkszone o 2n7, ktére jednak nie wchodzg tu w gre wskutek perjo-
dycznoéei funkeyj ¢(f) i ¢ (f). Badajac w tych punktach ¢”(¢), przeko-
namy sig z latwodcig, ze dla ¢t = 7 mamy maximum wzgledem osi y-6w
a dla t=2n — §n minimum. Spélrzgdne z i y tych punktéw sa, jak
latwo wyrachowaé, E(6)/3,0) i F(—6V3,0).

Pozostaje jeszcze do zbadania osobliwy punkt, w ktérym ¢ =0
(a zarazem ¢t = 4 2m, 4 4m,...). Spélrzgdnemi tego punktu sa:

z=4.2.0—0)=0

D(0, 4)
y=4-2-1—1)=4

Gdy ¢t wzrodnie o dodatnig liczbg ¢ to x wzrosnie od zera do wartodei:

x=4(28ine — 8in2¢)=8sine(l — cose) >0

& y wzroénie od wartoici 4 do wartosci:

y=4(2cose — cos2¢)=4(2cose — 2cos%e | 1)=4 -1 8cose(1l —cose) >4.
Gdy ¢ zmaleje o & to x zmaleje od zera do:
x = 8sin(— €)(1 — cos(— &)) = — 8sine(l — cose) <0
a y wzrosdnie od 4 do wartosei:
y =4+ 8Bcos(— &)(1 — cos(—¢)) =14 | 8cose(l —cose) >4

To zaé éwiadczy, 26 w punkeie D(0,4) mamy minimum.
Rachunek rézniczkowy i calkowy. 30
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Obrazem badanej funkeji (a raczej ukladu dwéch funkeyj) jest linja,
przedstawiona na fig. 136, zwana kardioidg.

Jest to specjalny przypadek epicykloidy: powstaje ona przez tocze-
nie si¢ kola po kole o réwnym promieniu. Kazdy punkt na obwodzie
toczacego sig kola zakresla taks kardioide (por. § 19, przyklad e, na
str. 79—80). W naszym przykladzie promienie tych kél sg réwne 4.

Ustgp IL
EXTREMA FUNKCYJ DWOCH I WIECEJ ZMIENNYCH.

§ 164. Definicja extremé6w funkeji dwéch zmiennych i konieczne
warunki istnienia extremoéw.

Bedziemy sig tu zajmowsli podobnie jak w poprzednich ustgpach
extremami wzgledem odpowiednio bliskiego otoczenia punktu. Funkeja
dwéch zmiennych y = f(z,y) ma w punkcie x=a, y =0 maximum,
to znaczy, ze istnieje takie otoczenie punktu (a,b), w ktérem wszystkie
wartosci funkeji sg mniejsze od f(a,b). Arytmetycznie mozna te definicje
sformulowaé¢ w nastgpujgcy sposéb.

Jezeli istnieje taka dodatnia liczba d, ze dla wszystkich przyrostéw
h, k zmiennych niezaleznych, ktére spelniaja waranki |k] < d, |k] <4,
przyrost funkeji spelnia nieréwnosé:

(1587) - fla—+ h b+ k) — fla,b) <O

to funkeja posiada w punkecie (a,b) mazimum, jezeli zas:

fla4h b+ k) —fla,b) >0

to funkcja posiada w punkecie minimum.

Jezeli natomiast w kazdem otoczeniu punktu (a,b) istniejg takie
punkty, dla ktérych przyrost funkeji jest dodatni i takie punkty, dla
ktérych ten przyrost jest ujemny, to w punkeie (a,4) niema extremum.

Geometrycznym obrazem funkeji dwéeh zmiennych jest jakas po-
wierzchnia, a maxima 1 minima sg to jej punkty najwyzszs i-najnizsze
w poréwnaniu do odpowiednio dobranego otoczenia.

Nie bedziemy sig tu zajmowali takiemi, wyjatkowemi w prak-
tycznych zastosowaniach, punktami, w ktérych funkeja nie posiada
pochodnych; takie punkty wymagaja hbezposredniego badania, opartego
wprost na definicji extreméw.

Bgdziemy zatem w calym tym ustepie zakladali, ze badana funkeja
Jest ciagla, a ponadto, Ze posiada pochddme czastkowe pierwezego i dru-
giego rzgdu, cisgle w tym obszarze, w ktérym ja badamy. Frzy tem zalo-
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Zeniu bardzo latwo jest poda¢ komiecene warunki istnienia extremum
w jakimé punkeie. I tak, jezeli wartoéé f(a,b) ma by¢ najwickszq sposréd
‘wszystkich wogéle wartoéei tej funkeji z otoczenia punktu (a, b), to musi
byé ona oczywiscie takze najwigksza sposréd wszystkich wartoéei, ktére
‘otrzyma.my przez zmiang jednej tylko zmiennej x, przy zachowaniu stalej
wartosel y = b drugiej zmiennej. A wige pochodna tej funkeji wzgledem

zmiennej x musi by¢ zerem, t. j. dla punktu (@, 6) musi si¢ spelniaé
warunek:

Geometrycznie znaczy to, ze linja, otrzymana przez przekréj badanej
powierzchni plaszezyzng, przechodzacs przez punkt (a, b, f(a, b)) a réwno-
legly do plaszczyzny pionowej ZX, musi posiadaé w tym punkecie styczng
réwnolegly do plaszezyzny poziomej. Podobnie ma sig rzecz dla minimum.
Jezeli za$ ustalimy x = a, a zmieniamy tylko y, to musi byé:

oy _
Iy
A zatem takze dla przekroju plaszezyzng réwnolegly do plaszezyzoy bocz-
nej YZ stycana jest réwnolegla do plaszezyzny poziomej.

Otrzymali§my zatem pastepujace konieczne warunki istnienia extre-
mum dla funkeyj rézniczkowalnych.

Extrema rdiniczkowalnej funkeji dwich zmiennych mogq istnieé tylko
w tych punktach, w ktdrych obydwie czastkowe pochodne: f(z,y) i f,(z,y)
8q rowne zeru.

Z definicji pochodnej w dowoloym kierunku (por. § 109) wynika,
ze wtedy takze pochodna w dowolnym kierunku jest réwna zeru.

Pierwszym wige krokiem przy badaniu extreméw funkeji dwéch
zmiennych jest rozwigzanie ukladu réwnan: ‘

fx(x1 .1/) =0
flz,y) =0

Jezeli punkty (a;,b,), (a5, by),... spelniajs te obydwa réwnania. to w nich
mogsg, lecz nie musza, 1stnieé extrema.

Plaszczyzna styczna do powierzehni (por. § 104, str. 326) w tych
punktach jest réwnolegla do plaszezyzny poziomej lub nakrywa sie z nia,
ogblnie: jest prostopadia do osi 2.

Przyktad. Dla funkeji:

z=2x* —2xy—3x+y* —8y+3

(158)

extremum moze istnieé¢ tylko dla tych wartosei x.i y, ktére speiniajg
nastgpujacy uklad réwnan o dwéeh niewiadomych:
30*
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5_4.2:—‘4/—3-_0
9z

Jedyng para liczb, spelniajacych te obydwa réwnania, jest: x =2, y =5b.
Chege rozstrzygnaé, czy funkeja posiada w tym punkeie extremum i jakiego
rodzaju jest to extremum, naleszy zbadaé znak przyrostu:

Af=f(a+h, b+ k) — f(a, b)
t. j. w naszym przypadku znak réznicy;

Af =f(2+h, 5+ k) — 7(2,5)
Badanie to mozna przeprowadzié bezpoérednio, a mianowicie:
AF =224k — @+ KB+ k) — 3@+ k) + (6 - k) — 85 + k) -

+3—{2.-22—2.5—3.2452—8.bH 4 3§
czyli:
Af =2k — hk -} k®

Dla zbadania zachowania sig tego tréjmianu najprodciej jest sprowadzié

go do formy kanonicznej, uzupelniajac dwa poczstkowe wyrazy do zupel-
nego kwadratu, Otrzymamy w ten sposéh:

(dh — k)2 4 Tk
8

af =

Z tej formy widaé, ze przyrost Af ma stale wartod¢ dodalnig, dla wszyst-
kich wogéle przyrostéw 4 i k zmiennych niezaleinych, wylaezajac oczy-
wifcie badany pukt (2, 5), dla ktérego h==0 i réwnovzesnie k=0,
a wige przyrost ma warto$é zero.
A wige jest stale:
Af>0

2 to dowodzi, z6 funkeja posiada w badanym punkeie minimum (w tym
przypadku jest to pietylko minimum, lecz wogéle najmniejsza wartosé
funkeji, poniewaz nie trzeba bylo weale -ograniczaé przyrostdw h i k
zmiennych niezaleznych).

§ 156. Dostateczne warunki istnienia extreméw funkeyj dwéch
zmiennych.

Taki bezposredni sposéb badania znaku przyrostu funkeji jest czesto
bardzo ucigzliwy i skomplikowany., Okazemy jednakze, ze mozna znalezé
pewne dogodne warunki dostafecene na istnienie lub nieistpienie extremdw.
Oprzemy sig na rozwinigeiu badanej funkeji na wzér Taylora w oto-

czeniu tego punktu (a,5), w kiérym pierwsze czgstkowe pochodne s
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réwne zeru. Zajmijmy sig tu tylko tym przypadkiem, w ktérym nie
wszystkie drugie czastkowe pochodne s réwne zeru dla z— a, y==at.
{Gdyby za$ wezystkie byly zerami, to przeprowadziliby§my badanie bez-
posreduio, tak jak w powyzszym przykladzie).

Zatrzymajmy sig w rozwinigeiu Taylora na drugiej rézniczce
(por. wzér (149) z § 143). Otrzymamy:

Af= df(ai b)+ %T[def]x=2 ‘3’;:
y=

Poniewaz w punkcie (g, b) jest o £ =0 i 5 =0, przeto:

o dy

dffa,b)= 00 ) 4 ?fcg‘; By

Pozostaje wige nastgpujacy wzér na przyrost funkeji:
Af =}[@% Jemgy g0
y=b+9k

Nalezy zatem zbadaé znak drugiej rézniczki w otoczeniu punktu (a, d).
Druga rézniczka przedstawia sig, jak wiadomo (por. § 115, wzér (87))
wzorem:

[d’f];:m‘h =fula+ b, b+ )12+ 2f, (a + 9h, b+ Sk)hE +
+ fy(@ 4+ 9k, b+ Sk)k2

Celem zbadania znaku tego wyrazenia postgpujemy drogs, wskazang przez
poprzedni przyklad, a mianowicie sprowadzamy to wyrazenie do formy
kanonicznej. Aby to uzyskaé, zaldimy najpierw, ze wartosé fe(a, ) jest
rézna od zera, ma wige jaki$ znak: - lub —. Pézniej zbadamy takie
przypadek f.(a,b) = 0. Wskutek cigglosci funkeji f,,(z,y) mozna znalezé
takie otoczenie punktu (a,b), ze takze wartosei fu(a+Oh, b 4 3k) beda
rézne od zera i beds mialy ten sam znak, co fx(a,b). To znaczy, mozna
znalezé takie 4, ze dla |h| << i |k] < 0 bedzie f,(a-+ 3k b+ Sk)
rézne od zera. Wobec tego moina praws strone wzoru (I) podziclié
i pomnozyé¢ przez spélezynnik przy A? i otraymamy w ten sposéb (opu-
szezajge narazie wartosci zmiennych a4 9k, b 4 9k):

drf = rah?4-2f. f}ybk + 1 fy

b

(D

czyli:

d8f= (fnh +f;yk)' '}' (fxxf;vy _f;)k!

Poniewaz badamy tylko ofoczenie punktu (a, ), a nie sam punkt (a, b),
przeto h i k nie mogs byé réwnoczesnie zerami.
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Znak prawej strony zaleiy tylko od znakéw wyrazen f, i D=
= f\. f,, — f2 w otoczeniu punktu (a,b), albowiem pozostale wyrazenia:

(Foch + Fo b 1 &P
sg stale nieujemne.

WidzieliSmy juz, ze dla odpowiednio malych % ik znak f,, w oto-
czeniu punktu (a,b) jest taki sam, jak znak f,.(a,6) w samym punkcie
(a,b). Podobnie ma sig rzecz ze znakami pochodnych £, i f,, a zatem
takze ze znakiem wyrazenia D = f,,f,, — [ W otoczeniu (a,b), o ile tylko
to wyrazenie nie jest zerem w punkcie (a, b).

' Okazemy, ze w tych przypadkach, w ktérych D nie jest réwne
zeru w punkcie (a,b), mozna w bardzo prosty sposéb rozstrzygnaé kwestje
znaku badanego przyrostn.

a) I tak, jezeli D(a,b)>0,t0o i D(a + &h, b4 3k)> 0 dla odpo-
wiednio malych % i k wskutek cigglosci tej funkeji, a wige licznik we
wzorze na d?f jest dodatni. Jezeli précz tego takze f.(a,b)>0, to 1 mia-
nownik f..(a 4+ 3%, b+ 3k) > 0, a wige d*f ma tylko wartosei dodatnie
w otoczeniu punktu (a,b). To zasé dowodzi, ze badana funkcja ma w pun-
cie (a,b) minimum.

b) Jezeli D(a,b) > 0 a f.(a,b) <O, tod*f<<Qw otoczeniu punktu
(a,b), & to znaczy, ze funkcja ma w tym punkcie mazimum.

W obydwu oméwionyeh dotychezas przypadkach, t.j. gdy D(a, 6) >0,
nie moze by¢ zerem f,.(a,b), albowiem wtedy wyrazenie D redukowa-
loby sie do liczby niedodatniej: D=—f2.

e) Jezeli D(a,b) <0, to trzeba juz rozrézniaé przypadki f.(a,b)==0
i f.(a,b)=0. Zal6zmy najpierw f,.(a,b) 9= 0. Wtedy w kazdem (chociazby
najblizszem) otoczeniu punktu (a,b) istniejg takie punkty, dla ktérych
przyrost Af jest dodatni i takie, dla ktérych 4f << 0. Tak np. dla k=0
a h=0, licznik jest dodatni w otoczeniu (a,b), a dla k40 1 h=— %‘i’
licznik jest ujemny, mianownik za$ zachowuje staly znak, poniewaz
fula,0) F=0 a f(a+ 9k, b+ 9k) dla odpowiednio malych h, k zacho-
wuje ten sam znak, co f.(a,b). A wigc, gdy D(a,b) <0, a f.(a,b0)5F0,
to w punkcie (a,b) niema exiremum. _

Okazemy, ze nlema extremum takze, gdy f.(a,b)=0 a wyrazenie
D(a,b) <0

I tak, gdyby bylo f (a,0) =0 lecz f,(a,0) 50, to uzylibyémy do

dowodu formy kanonicznej:

T T

i doszlibyémy oczywiscie do tego samego wyniku, co poprzednio.

azf

RSy e S

= \‘,
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Wreszcie, jezeli réwnoczegnie jest f.(a,0)=0 i f,(a, b) =0,
a D(a,b) <O, to musi byé f£,(e,5)5=0. W tym przypadku o znaku
drugiej rézniczki decyduje znak wyrazu érodkowego:

2fy(a -+ Sh, b+ k) hEk
w otoczeniu punktu (a, b) lab wprost w samym punkeie (a,d), t. j. znak
wyrazenia:
2fw(a,b) hk

Widocznem za$ jest, ze to wyrazenie moze przyjmowaé zaréwno dodatnie.
jak i ujemne wartosei dla dowolnie malych % i & (np. gdy ustalimy k&
a za kb podstawimy raz wartos¢ dodatnig a drugi raz ujemns, to to wy-
razenie zmieni znak).

Wogéle wige, gdy D(a,b) < 0, to w punkeie (a,b) niema extremum,
bez wzgledu na to, czy ktérad z pochodnych f,(a, b), £, (a,d) jest zerem,
czy tez nie.

W otoczeniu takich punktéw, w ktéryeh f,=0, f,=0 i D <O,
powierzchnia ma ksztalt siodda. Takim jest np. punkt O na fig. 25 (str. 45):
wystepuje tam jeden przekrdj AOB, majacy minimum wzgledem osi z-6w,
w zwigzku z warunkiem f,=0, a drugi COD, majacy maximum wzgle-
dem osi y-6w, w zwigzku z warunkiem £, = 0.

d) Pozostaje nierozstrzygniety przypadek, gdy D(e, b) =0.

Nie bedziemy tu przeprowadzali dos$é trudnej w tym przypadku
dyskusji, a wykazemy tylko zapomocs odpowiednio dobranych przykla.
déw, ze wtedy w badanym punkecie moze istnieé lub nie istnieé¢ extre-
mum, Z tego powodu nazywamy ten przypadek: praypadkiem watpliwym.
O ile zechcemy w takim przypadku zbadaé extrema, to badamy wprost
przyrost Af bez pomocy wzoru Taylora.

Wyrazenie:

(1569) D=f_1,~13

ktére odgrywa decydujacg rolg w calej tej dyskusji, nazywamy wyrds-
nikiem formy kwadratowe;j:

[far®+ 2f hk + [, K®
Wyniki, do ktérych doszlimy w tej dyskusji, ujmujemy w nastgpujace
twierdzenie.

Jezeli w punkcie, dla ktérego f,=0 @ f,=0, wyrdsnik D >0, to
funkcja posiada w tym punkcie extremum i to maximum, jezeli w tym
punkcie f.. <0, a minimum, jezeli fo.> 0; jeseli wyrdenmik D <O, to
funkcja nie posiada w tym punkcie extremum; jezeli D=0, to mamy do
ceynienia z przypadkiem watpliwym, kiéry wymaga osobnej dyskusji.
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§ 166. Przyklady na badanie extreméw funkeji dwéch zmienych,

Przyktady. 1) Zobaczymy najpierw, jak prosto przedstawia sig dy-
skusja w przykladzie:

2=22—2y—32+y*—8y-+3

ktéry roztrzasaliémy powyzej zapomocs bezposreduiego badania przyrostu.
Z warunkoéw:

of
Gf =t
:95_0_——:1;—[—2_1/—8
otrzymalismy:
=2, y=

Dla tych wartosci badamy znak wyréznika:
D=fof,—1f=4.2 —(—1p=1

Poniewaz D > 0, a f,=4>0, przeto w punkcie x=2, y=>5 funkcja
posiada minimum.
2) Zbadaé extrema funkeji:

z=at 4yt — 228 -4y — 2y°
Potrzebne nam ‘'beds do dyskusji pochodne:

dz 2%z

S Al I BRL:

P dx® —4x -4y 75t 122 — 4 i
dz Mz dxdy
—_— = 8 —_ S s 2

P 4y84-4x — 4y 3y 12y 4

Spélrzedne punktéw, w ktéryeh mogs byé extrema, obliczamy z ukladu
réwnan:

fi=4x—4x+44y=0

=4y +4x—4y=0
Stad otrzymujemy: x3= — y3, x = — y, a wigc pierwsze réwnanie daje
po podstawieniu:

' 4x—d4x—4x=0
28 —2x=0
Pierwiastkami tego réwnania sg:
z, =0, xz=+V§, z=—|2

a wige:

n=0, yy=—V2, y,=-+4)2
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Dla tych 3 par liczb moga byé extrema. Aby rozstrzygnaé, czy sg istot-
nie, tworzymy wyréznik:
D= (122®— 4)(12y® — 4) — 16

a) Podstawmy tu najpierw z = z,, Y =y, to:
D=(12.2 —4)(12.2 — 4) — 16 = 400 — 16 = 384

a wigc D>0. Dla punktu (zy,y,) jest wiec z pewnoseig extremum,
O rodzaju tego extremum decyduje znak f,.(z,,y,), t. j. znak wyrazenia:

1223 —4=12.2 —4 =20

Poniewaz f..(2;,y;) >0, przeto w tym punkcie jest minimum.

b) Dla (x,y,) otrzymamy te-same warto§ci D i f,,, a wigci w tym
ponkeie jest minimum.

c¢) Dla (z,,y,) otrzymamy:

D=(—4)(—4)—16=0

Jest to wigu przypadek watpliwy. Zbadajmy bezposrednio przyrost Af
danej funkeji, t. j.:

Af =he - ks —2R% 4 bhk — 283 = ht - k* — 2(h — k)

Nalezy zbada¢, czy to wyrazenie jest stale dodatnie, eczy ujemne, czy tez
moze przybieraé zaréwno wartosei dodatnie jak i ujemne. Widzimy, ze
op. dla h =k jest Af = h* + k* >0, natomiast dla k=0 a 0<<h<<})/2
jest Af =ht— 2h2=h?(h?—2)<<0. A wige Af moze byé w otoczeniu
punktu (z,,y,) dodatnie i ujemne, zaleznie od doboru 4 i %, a to dowo-
dzi, z2¢ w tym punkcie niema ani maximum ani minimum.

3)
e=zx'+y*
2, =4x3 2o — 12t
: 2y, =0
z‘v=4_1/3 zyy= 12?/

Jedynym punktem, dla ktérego pochodne 2, i 2, s3 zerami, jest: z, =0,
y; = 0. W tym punkcie:
D=12.0?.12.0® — 0 =0

a wige jest to przypadek watpliwy.

Badamy bezposrednio przyrost:

Az2=2(0+4h, 04 k) — 2(0,0) =h¢ - k*

Poniewaz stale 4z > 0, przeto w punkeie (0, 0) funkeja posiada minimum.

Z przykladéw 2) i 3) widzimy, ze w przypadku watpliwym, t. j.
gdy D =0, moze nie istnie¢ extremum a moze takze istnie¢ extremum.
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W nastepnym przykladzie zobaczymy, ze dla D=0 moze istnieé
takie t. zw. extremum niewlasciwe; jest to taki punkt, dla ktérego 4/=0
{minimum niewlasciwe) lub Af = ( (maximum niewlasciwe). .

Dzieje sig to wtedy, gdy w najblizszem otoczenin punkta (a, b)
wartosei funkeji mogg byé takze réwne wartodei funkeji w punkeie (a, b).
Geometryeznym przykladem takiego niewladciwego extremum jest walec
kolowy, ktérego tworzgca lezy na plaszezyZnie poziomej. Kaz’dy punkt
tej tworzacej przedstawia minimum niewlasciwe, gdy caly walec lezy
nad plaszezyzng pozioms, a maximum niewlagciwe, gdy caly walec lezy
pod ta plaszezyzna.

Podobny przyklad mozna zbudowaé, obracajae kolo osi Z jakakol-
wiek linje, ktéra posiada extremum w punkecie, nie lezgecym na osi Z,
Kolo, zakreslone przez ten punkt, w ktérym ta linja ma extremum, sklada
sig z samych punktéw, w ktérych istnieje extremum niewlasciwe.

Jak sig wykrywa arytmetycznie takie extrema niewladciwe, zoba-
czymy z nastgpujgcego przykladu.

4) Zbadaé extrema funkeji:

z=(z-4yp
Tutaj:
2, =2(x+4y) ‘ Z=—2 2o =—IC
2,=2(x+y) 2, =2
Kladac 2,=0 i 2,=0, otrzymamy: y = — . Kazdy wigc punkt prostej
¥ = — x na plaszczyZnie poziomej moze byé extremum. Celem rozstrzyg-

nigeia tworzymy:
D=2.2—-2t=0
a wige mamy tu do czynienia z praypadkiem watpliwym. Wezmy pod
uwage ktérykolwiek z punktéw, w kitérym moze byé extremum, np.
punkt z, =1, y, = — 1.
‘Dla tego punktu otrzymujemy:

Af=fA+h—14+k—F1,—)=1F+r— 14241 —1)t=(h+ k)

Otéz ten przyrost jest dodatni lub réwna sig zeru (np. dla k= — k), zatem:
4f=0
To dowodzi, ze w tympunkecie jest minimum niewlasciwe.
Istotnie dla wszystkich punktéw prostej ¥ = — = badana funkcja

ma warto§é: 0, a dla wszystkich innych punktéw ma wartosci wigksze.
5) Znalezé na plaszezyznie tréjkata taki punkt, aby suma kwadra-

téw jego odleglosci od wierzcholkéw tego tréjkata byla minimum.
Oznaczmy spélrzedne wierzcholkéw tego tréjkata, odniesionych do

dowolnych osi, lezaeych na jego plaszczyznie: A(ay,b,), B(as, b;), C(as, bs),
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a ich odleglodci od dowolnego punktu P(z,y) na tej plaszezyznie niechaj
bedg d,, d;, d;. Zgdamy, aby suma:

di + di + d
byla minimum. Trzeba wige znalezé minimum funkeji:
fa,g)=(x—a)+@G— &)+ @ - a)2+H—h)’+
+{x —ay)P + (¥ — b)?

Koniecznym warunkiem istnienia minimum jest spelnienie si¢ réwnan:

ﬂ =2z —a,)+2(x —a,)+ 2@ — a)=0
dx

5 =2 = )+ 20— b) + 20y = b) =0
Stad otrzymujemy:
a_;*"az'i“% y by + by + b5

a wige srodek cigzkoici tego tréjkata.
Aby rozstrzygnaé, czy to jest minimum, tworzymy:
fx,=2+2+/2=6, /yy=6a fxy:()

Stad:
D=6:6—-02=36>0

a wiec istotnie frodek cigzkosci tréjkata ma te wlasno$é, ze suma kwa-
dratéw jego odleglosei od wierzcholkéw trojkata jest manimum.
Nietrudno jest zbadaé, ze jest to zarazem wartos¢ pajmnie)sza.

-§ 167. Extrema funkeyj trzech i wiecej zmiennych.

Extrema funkeyj trzech i wigeej zmiennych bada sig"w podobny
sposéb, jak dla funkeyj dwéch zmiennych. I tak dla fankeji:

z=f(x1\x2a"‘)xn)

mazimum wladciwe istnieje dla:

Xy =@y, Ly=10g,..., T =104
wtedy i tylko wtedy, gdy przyrost:
Af=f(al +hh Qg + h?a"'aan',f' hn) ‘—'f(ahais"'aan) <O

dla odpowiednio malych przyrostow:
hy, hgve. o by
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a minimum _wlasciwe, gdy:
Af >0
Konieczne warunki istnienia extremum dla funkeji rézniczkowalnej majs,
postaé:
of 8F s of
(160) §Z=0, a—x;_O,...,E_O
Z tego ukladu n réwnah oblicza sig uklady wartodei: (ay, ag,...,a,),
B dg 5B i & d, w ktérych mogs lecz nie muszg istnieé extrema.
Uzywajac rozwinigeia Ta ylora, sprowadzamy dalsze badanie do
badania znaku drugiej rézniczki, albowiem dla tych liczb, dla ktérych
pierwsze czsstkowe pocliodne s3 zerami, rozwinigcie Taylora redu-
kuje sig do:
Af:'zl—l[dzf]xﬁ‘dl Sy
Xy=agt+3hy
X, =a,+9h,
Zamiast badaé te rézniczke w otoczeniu wartodei (ay, ay,...,a,), wystarczy

W ogdlnofci zbadaé jej znak dla samych wartodci (a;,a,,...,a,), a wige
zbadaé znak wyrazenia:

af(ay, 05,201 0,) = fru b3 + 2f,hi by + £ B2 4 f. B4 2f kb ...

dla odpowiednio malych przyrostéw h,, hy...h,.

Do tego celu ‘moznaby wyprowadzi¢ rozmaite kryterja, oparte na
badaniu znakéw wyréznikéw, s3 one Jjednak tak skomplikowane, ze nie
bedziemy sig tutaj niemi zajmowali. W konkretnych przykladach be-
dziemy sig starali zbadaé znak tej rézniczki bezposrednio.

§ 168. Zastosowanie extreméw funkeyj dwéch i wigeej zmiennych
w teorji wyréwnania bledéw i w statystyce.

\

Dla kilku warto$ei zmiennej niezaleznej x:

Lyy Ly Lgyeovy Xy
pomierzono odpowiednie. wartoéci zmiennej zaleznej y i znaleziono;

1/1, yz; ya”"i.yll

Przedstawmy graficznie te pary liozb, nalezgeych do siebie, punktami
plaszezyzny.

Wskutek nieuniknionych blgdéw spostrzezeni ss te punkty zwykle
dosé nieregularnie rozsiane po plaszezyznie (zob. np. fig. 187). Zalézmy,
%e wiemy lub mamy jakies powody do przypuszczenia, ze prawdziwe
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wartosci x,y sa ze sobg zwigzane linjowo, to znaczy zapomocs wzoru:

y=axr-+b .
lub w geometrycznej interpretacji, ze te punksy powinny lezeé na jakiejs
jednej linji prostej. Chodzi )
nam o wyrdwnanie tego sze- 1Y (XonFo
regu punktéw zapomocs jed-
nej linji prostej w tym sensie,
aby suma kwadratéw odchy-
ler tych punktéw od tej
nieznanej narazie prostej byla
mozliwie najmniejsza. Od- (%)) (%W P

chylenia bierzmy w kierunku T‘ft /6,3/ &“ )

éwooleglym do osi Y. Ozna — e
rown y 0 081 Y. - 3

czajace te odchylenia literami: /l?({;r ) 0

2

0y, 000050, Fig. 137.

otrzymujemy na sume kwadratéw tych odchyleh wazér:

o b) =8+ G .4 8 =

= (% —ax, —b)* + (53 —ax; — b)* ... 4 (4, — ax, — b)?
albowiem odchylenie np. &, jest réznicy migdzy znaleziong z pomiarn
wartodcig y, a rzedng proste] ¥y —ax 4 b w punkcie x,, ktéra ma war-
to$¢ ax, - b. Nalezy wyznaczyé liczby a i b, charakteryzujace polozenie
tej nieznanej prostej. Zmiennemi niezaleznemi sg wige w tem zagagad-
nieniu parametry a i b. Zachodzi pytanie, jak je nalezy obraé, aby wyra-
zenie f(a, b) bylo minimum.

W tym celu trzeba rozwigzaé uklad dwéch réwnan:

éz_:?(y’ —ax, —b) (—z)+ 2(y, —axy —b): (— Zy) teee
da
+ 2y, — az, — b) - (— 2,) =0

o =20y, —am — )+ (— 1) 4 20y — azg — b) - (— ...+
Po uporzgdkowaniu otrzymujemy:

29, + 239+ .-+ 7,9, — a(E ... 22) — b, F 2 . - 2,) =0
¥+ ¥ +..t 9. —a(x, + +...4+2,)—nb=0

Uzywajac na sume skréconego znaku I, mozemy te réwnania napisaé
w postaci:
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(=1

n n n
a 2,x?+b 2.2‘,: z;xty(
i=1 =1

(161)

n

az.r,.—}— bn =2n‘y,

i=1 (=]

Uwaga. W podrecznikach, poswigconych teorji wyréwnania bledéw
uzywa si@ czesto skrécen:

2.1:? = [z, z], zn'x,-y,- = (=, ¥],

(=] (=]

1

it p. Wzory (161) nazywamy réwnaniami normalnemi dla tego zagadnienia,
Jako ich rozwiazania otrzymujemy liczby:

n n n n n n n
nSoo— 3 Su S Feie Far S
uls i=1 i=1 {=1 i=1 (=1

=1 {=]

T T

t=1 l=] i=1

Uzywajac wyznacznikéw, mozemy te wzory napisaé w postaci:

l iny,‘ le lExl, Exlyl

Sy, n Sz, By

(162) % lzx,? >z, b= s,
Sz, =n Sz, =n

Aby zbadad, czy dla tych wartosei zachodzi istotnie minimum, obliczamy
wyréznik. Poniewasz:
fu=20t Bt ... 2), f=2424..+2=2n
fnb:2(xl + z, —{——}—x,,)
przeto wyréznik ma wartosé:
D=dn(@i+ 2+ ...+ 22) — 4@, + 2, 4+ ...+ &)
czyli:
D = 4[(z; — x,)? + (2, — =,)? +oo () A (2, — )8 o i
+ (.Z',,_, Sy ‘zn)zl
a wigc ma zawsze wartosé dodatnig. To za$ dowodzi, ze dla znalezionych

wartoSel @, b mamy do czynienia z minimum.

Dzielac obie strony drugiego réwnania normalnego przez n, otrzy-
mujemy:

Yy +y2-:"'+z/n=axl—l_xlj:"'—’_mn_{_b

A 0 2
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Liczby: v
Ntvt... 4 £ + 2y +...+x,
, E=
b

n

?2:

83 spélrzednemi drodka cigzkoéei badanego ukladu punktéw. Drugie réw-
nanie normalne przyjmuje zatem postad:

n=af+"b

a to dowodzi, %e znaleziona prosta, wyréwnywujaca badany uklad punk-
téw, przechodzi przez Srodek cigzkodei S(€,7) tego ukladu. Wskazanem
Jjest dla uproszezenia rachunkéw przyjaé ten érodek ciezkofei za nowy
poczatek ukladu spélrzednych. W tym celu trzeba wykonaé przesunigeie
o (§,7m) 1 wprowadzié nowe spélrzedne X, ¥ zapomocg réwnan:

z=§4+ X
v=n ¥

Trzeba wige 2 danych liczb x, i y, obliczyé ich &rednie arytmetyczne
(§,m) i wprowadzié w rachunek odrazu zamiast , i y, liczby:

Xi=x—§

dla i=1,2,...2
Y=y, —1 "‘

Przeprowadzajac caly rachunek w tych nowych spélrzgdnyeh, otrzyrou-
jemy pa a 1 b takie same wzory, jak poprzednio, tylko wszedzie za-
miast malych liter x,, y; wystgpuja X,, Y,. Teraz jednak mozna te wzory
znacznie uprodcié. I tak:

Zn'X,zx,-l—xg +...42,—né=

=]

=z +xn+...+x.— @ +2+...Fz)=0

jY,'::O

{=1

a taksamo:

Podstawiamy te wartosci we wzory na q, b (po zastgpieniu w nich wszyst-
kich z, i y, przez X,, Y)) i otrzymnjemy:

an,K—O-O

i=1

n -ZXf — 02

{=1

a a b=0
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ozyli:

.

(163) a ==

F

i=]

Szukana prosta Y = aX przechodzi zatem teraz przez poczatek ukladu,
ktéry obralismy w srodka ciezkosei badanego ukladu punktéw i ma
spadek wyrazony wzorem (163). Te linje prosta, sluzgeg do wyréwnania
szeregu punktéw wedlug powyzszej zasady, nazywamy prostq regresji
zmiennej y wezgledem zmiennej x a jej spadek: a nazywamy spdiczynni-
kiem regresji zmieunej y wzgledem zmiennej . Pojecia te s bardzo
waine w statystyce matematycznej.

Badany szereg puoktéw mozna wyréwnaé takie przy pomocy innej
linji prostej, zgdajac, aby suma odchylen danych punktéw od tej nowej
prostej byla minimum, przyczem jednak odchylenia bedziemy teraz mie-
rzyli nie w kierunku
réwnoleglym do osi
y-6w, lecz w kierunku
réwnoleglym do osi
z-6w, jak na fig. 138,
Dogodnie jest przyjaé
réwnanie tej cowej pro-

_ stej w postaci:
X, 3Pt
ST z=ay+p
- pl

(X% ¢ Parametry a i § wy-
znacza sig drogg po-
Fig. 138. dobng, jak w poprzed-

oim przypadku i otrzy-

muje sig wzory pedobne, z tg tylko réznica, ze nalezy wszedzie pomie-

nia¢ x z y. Otrzymamy w ten sposéb drugs prosta regresji o réwnaniu:
X=aY

przyezem jej spadek & (w odniesienin do osi Y) wyraza sig wzorem:

n

(164) b
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Te liczbg nazywamy spdlezynnikiem regresji zmiennej xr wzgledem zmien-
nej y. Na fig 138 sy przedstawione obydwie proste regresji, ktére sig
w ogdlnoéel mie nakrywajs.

Srednig geometryczng z obu spélezyonikéw regresji, opatrzong zna-
kiem takim samym, jak a 1 a (ktére majs, jak widaé z wzordw (163)
1 (164), te same znaki), nazywamy spdtczynnikiem korelacji. Ten spélezyn-
ok ma wige wartosé:

(165) piae Lo b

Zu3v:
=1

(=]

lub krétko r =|aa - sign a, przyczem sing a = + 1, gdy a jest dodat-
ole, a singa = — |, gdy a jest ujemne lub réwne zeru.
Wartodes tego spélezynnika sy zawsze zawarte w przedziale <—1,
41>, 6]
—l1=sr=+1

Wynika to z nastgpujacego ogélnego wzoru, zwanego identycznoscis L a-
grangeia;

@+ g+ @) BB+ +8) — (@b + anb, + ... + a )=
= (8.6, — a3b,)* + (8,65 — 030,)* + .. + (2, b, — a,b,_12=0

Najwigkszy bezwzglodng wartosé, t j. 1, przyjmuje » tylko wtedy, gdy

a=—l, to zoaczy wtedy, gdy obydwie proste regresje majg réwnania:
a

Y=aX, X=0a¥= TlY czyli ¥ =aX. a wige gdy si¢ te dwie proste

regresjl nakrywajq. Wtedy mowimy, ze migdzy zmiennemi x i y zacho-
dz1 najéciélejsza korelacja. Najmniejszg wartosé bezwzgledoa, t. j. wartosé

0, przyjmuje r tylko wtedy, gdy a =0, . j. gdyZX,- Y,=0 a wtedy
- (=]

i @ =0. Proste regresji sa wtedy do sicbie prostopadle a mjanowicie

jedna jest réwnolegla do osi z-6w, a druga do osi y-6w. Méwimy, e

w tym wypadku zmienne z i y sa bez korelacji, Wartosei » uiywa sie

w statystyce bardzo czgsto do mierzenia stopnia korelacji.

Czytelnika, interesujgcego sie statystyka matematyczna, odsylamy do
obsgernej literatury specjaluej, z ktérej wymieniamy tu nastgpujgce bar-
dzo rozpowszechnione podreczuiki: C. V. L. Charlier. Vorlesungen siber
die Grundziige der mathematischen Statistik. (Lund-Hamburg 1920 r.);
Rachunek ro2nfczkowy i calkowy. 31
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G. Udny Yule: Wstep do statystyki (przeloiyl z ang. Z. Liman owski,
Warszawa 1921 r.); G. Darmois: Statistique mathématique (Paris 1928).

Przy wyréwnywaniu szeregu spostrzezefi zapomocg linji prostej moz-
naby si¢ takze oprze¢ na rozmaitych innych zasadach, np. moznaby izg-
da¢, aby suma kwadratéw odleglosci mierzonych prostopadle do szukanej
prostej byla minimum; wtedy otrzymalibyémy prosts odmienna od obydwu
prostych regresji. Taka prosta wyréwnawcza nie znalazla jednak zasto-
sowania ani w teorji wyréwnania bledéw ani w statystyce, totez nie
bedziemy si¢ tutaj zajmowali jej wyznaczaniem.

W podobny sposéb rozwigzuje sig nastepujace zagadnienie z teorji
bledéw. Zmierzono szereg tréjek wartosci (z,, ¥y, 21), (%3, Ys» 22); - - - (Zuy Yy 20)-
Zmienne z,y,z powinny spelniaé nastepujace réwnanie o dwéch para-
metrach a i b:

ax+by+2=0

Jezeli jednak wstawiamy za x,y,2 znalezione wartosci, to otrzymamy
zamiast 0 pewne liczby d,,d;...d,, zwane bledami.
Jak nalezy obraé a,b, aby suma kwadratéw bledéw byla minimum ?
Pozostawiamy czytelnikowi szezegélowe wykonanie rachunkéw, po-
dajemy zas tylko gotowe wyniki:

s . Sxy, Sxz IZ’x,z,» Sa?
(166) o a=———-——2y? 2yi2 =___2_1/,z, 2y,
- S  dxy S Ex,y,»l

Exiyi Z’y? IExry: 2;’/?

otrzymane z odpowiednich réwnan normalnych.

Do wyréwnania szeregu spostrzezer mozna uzywaé nietylko linjo-
wych zwigzkéw, a wige linij prostyeh w przypadku dwéch zmiennych
pomiarowych, lecz takie rozmaitych linij krzywych. Tak np. w dosé
prosty sposéb przedstawia sig wyrownanie zapomoes parabol rozmaitych
stopni. Zakladamy wtedy, ze migdzy zmienng y a x zachodzi zwigzek:

it y=a,+ax+az®+...+ a,2"

Wykonano m pomiaréw par (z,y). Staramy si¢ wyznaczyé parametry
Gy, @y, a3, ... a, tak, aby suma kwadratéw odchylen d, postaci:

=y, —a,— 0T, — a7 — ... —a,x; (i=1,2,...m)
byla minimum. Jest to zagadnienie z extreméw z -1 zmiennych:

Qg Oy, Gg,y ... a,. Oblicza si¢ pochodne czgstkowe sumyZd? i otrzymuje
{=1

sig # 41 réwnah normalnych w -postaci:
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0021 +a12xt+a12m‘x7+“-+an2m‘x7=jyf
i=1 i=1 1=l i=1 i=1

m m m m

{167) a02x1+a123’?+ag zi+4...+a, 17+'=2x,y1

i=] i=1 (=] (=] (=1

a, 2x7+ o

l=1

2x7+‘+a,2x7+’+.--+a,2‘zf“=2x7y,

f=1 i=1 (=1 l=1

Szersze rozwinigeie tej metody i innych podobnych metod wraz z przy-
kladami liczbowemi znalesé moze czyteloik w podreczniku: C. Runge
und K. Kénig. Numerisches Rechnen (Berlin, Springer, r. 1924).

W statystycznych zastosowaniach prowadzi ta metoda do utywania
zamiast prostych regresji rozmaitych parabol regresji. Blizsze szczegdly
o tej metodzie jak i wogéle o teorji korelacii moze caytelnik znalesé
w podrgezniku p. t. A. Tschuprow. Grundbegrife und Grundprobleme
der Korrelationstheorie (Lipsk 1925).

W jednym z dalszych rozdzialéw (w II Tomie) zajmiemy sig wy-
znaczaniem spblezynnikéw t. zw. wielomianéw trygonometrycznych, t. j.
funkeyj postaci:

Y= %’-}—alcosz—{—b, sinz-agcos2x+ by sin 2z 4 ... 4 a,cosnz -} b,sinnz

tak, aby suma kwadratéw bledéw byla minimum. Zagadnienie to jest
bardzo wazne przy badaniu zjawisk perjodyeznych.

Ustep IIL

EXTREMA Z WARUNKAMI POBOCZNEMI.

§ 1569. Sformulowanie zagadniefi o extremach z warunkam?t
pobocznemi.

Wiele zagadnief, dotyczacych badania extreméw, formuluje sig

‘w ten sposéb, ze szukamy extreméw jakiej§ funkeji kilku zmiennych,

ktére jednak nie sg niezaleine, lecz muszg spelniaé jeszcze jakies dodat-

kowe warunki, zwane warukami pobocznemi.

a) Tak np. malo interesujacem zagadnieniem jest zbadanie extre-

méw funkeji:

z=uxy

albowiem odrazu jest widocznem, Ze ta funkeja nie posiada extremow —
o ile x,y sq zmiennemi niezaleznemi. Zwigzek z = zy mozemy inter-

_pretowaé op. jako wzér na pole prostokata o bokach z i y. Otz to pole
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wzrasta nieograniczenie, gdy x i ¥ rosng a wige widocznie niema tu ma-
ximum. Gdybysmy zas rozwazali tylko dodatnie wartosei z, y, to minimum
pola wynosiloby zero.

Jezeli jednak zazadamy dodatkowo, aby ten prostokst posiadal zgéry
podany obwéd, np. 100 m, to zmienne z i y nie bylyby juz niezalezne,
lecz musialyby spelniaé dodatkowy warunek:

22 4 2y = 100
czyli
o(z,y) =2z 42y — 100=0

b) Podobnie dla objgtosci walca o zmiennej wysokodei y i zmien-
oym promieniu podstawy z niema maximum a minimum jest réwne zeru
(o ile sig ograniczamy do dodatnich z, y). A wige badanie extreméw funkeji:

¥ =a2'ny

nie przedstawia niczego interesujacego. Natomiast waznem i interesujscem
jest zagadnienie, dla jakich z,y przyjmuje ta objetodé warto$é najwigk-
sza, gdy podana jest zgéry wielkosé powierzechni P, Wtedy zmieane z, y
nie sy juz niezaleziue, lecz ss zwigzane warunkiem pobocznym:

¢z, yy=22n+ 2n2y — P=0

¢) Odlegloéé dowolnego punktu P(x,y) od poczatku ukladu wyra-

Zamy wzorem:
=V

Ta funkcja nie posiada maximum, a minimum wystepuje w punkcie
0(0,0) i wynosi d=0. Zagadnienie to staje sig trudniejszem a zarazem
wazniejszem, gdy pa zmienne z,y naloiymy dodatkowy, poboczny wa-
runek, np. aby punkt P lezal na jakiej§ linji krzywej o réwnanim
@(x,y)=0.

Ogolnie takie zagadnienie w odniesieniu do funkeji dwéch zmien-
nych ma pastgpujaca postaé.

Zbadaé extrema funkeji:

z2=f(zy)

przyczem zmienne x,y 83 zwigzane warunkiem pobocznym:
P(z,y)=0

Uwaga. Istota tego zagadnienia wystepuje nadzwyczaj jasno w nastepujgcej geo-
metrycznej interpretacji. Sporzadzamy warstwicowy plan czyli mape powierzchni o row-
naniu 2 = f(,y). Na tej mapie rysujemy jakss éciezke w postaci linji o réwnaniu
@lx,y) =0. Chodzi o wyznaczenie tych punktéw, w ktérych $ciezka osigga najwyz-
8z (lub najnizszg) warstwice. Jezeli zaréwno warstwice jak i éciezka s3 linjami regu-
larnemi, bez -0strz i innych punktéw osobliwych, to jasnem jest, ze w'takich punktach

> —
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najwyzsazych (lub najniZszych) éciezki musi byé ona styczna do warstwicy, przecho-
dzgcej przez taki punkt (nie moZe jej przecinaé, weszlaby bowiem na nastepne, wyz-
sze lub niZsze warstwice). Z tego warunku mozna wyprowadzié warunek (168) z na-
stgpujgcego paragrafu, sluigey do wyznaczania extreméw z warunkiem pobocznym:
trzeba tylko wyrazi¢ zapomocs wzoru, Ze styczna do warstwicy w takim punkcie ma

ten sam spadek, co styczna do fciezki. Taks metode badania extreméw z warunkami
pobocznemi podal prof. H. Steinhaus.

Dla funkeyj trzech zmiennych mozna sformulowaé dwa zagadnienia
tego rodzaju, a mianowicie: chcemy wyznaczyé extrema funkcji:

u=f(x,y,2)
gdy trzy zmienne z,y, 2z spelniaja jeden warunek poboczny:
¢(zy,2)=0

albotez nakladamy na te 3 zmienne dwa warunki poboczne:

?(z, Y, 2) =0
tp(x, Y z) =0

Zagadnienia takie spotykamy bardzo czgsto w geometrji.

Cheemy np. wyznaczyé osie elipsy przekroju elipsoidy dowolng
dang plaszezyzng, przechodzgcs przez jej érodek. Otéz dlugosé kaidej
osi przekroju jest to najkrétsza i najdluzsza odlegloé¢ pewnych punktéw
na powierzehni elipsoidy od jej érodka. Przyjmijmy poczatek ukladu
w érodku badanej elipsoidy. Funkcjg, ktérej extrema chcemy zbadaé,
jest odlegloéé punktu P(z,y,2) od poczgtku ukladu, t. j.

d =zt + y* =2
Zmienne r,y,z nie s tu jednak dowolne, lecz ss zwigzane nastgpuja-
cemi dwoma warunkami pobocznemi:
1° badany punkt ma lezeé na powierzchni elipsoidy, a wige jego
spblrzedne muszg spelniaé¢ réwnanie:

x? y2 zﬂ
T e
20 badany punkt ma lezeé na pewnej zgéry podanej plaszezyznie,

przechodzgcej przez $rodek elipsoidy. Réwoanie ogdlne takiej plaszczyzny
ma postaé:

mx +ny 4+ pz=0
a wigc spélrzedne punktu P(z,y,2) muszg spelniaé takze to drugie réw-
oanie. Najogélniejsze zagadnienie tego typu otrzymujemy, szukajac ex-
treméw funkeji » zmiennych, ktére spelniajg p jakichs warunkdéw po-
bocznych (przyczem musi byé p <n).
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§ 160. Extrema funkeji dwéch zmiennych z jednym warunkiens
pobocznym. g

Zajmiemy sig najpierw szukaniem extreméw funkeji dwéch zmiennych -
2= f(xw !/)
z jedoym warunkiem poboczoym:
P(z.y)=0

Drugie rownanie okresla y jako funkejo zmiennej z w postaci uwikla-
nej. O ile potrafimy te funkcjg w dosé prosty sposéb wyznaczyé w for-
mie wyraznej z tej formy uwiklanej i otrzymamy np. y =g(z), to cale
zagadnienie mozemy sprowadzié do badania zwyczajnych extreméw funk-
¢ji jednej zmiennej:

2 = f(x, g(x))

W przypadkach zawilszych dogodniej jest jednak postgpowaé inng drogs.
1 .tak, utwérzmy pochodng catkowits funkeji 2z wedlug zmiennej z, pa-
migtajac jednak o tem, ze takie y jest funkcjs zmiennej z. Otraymamy wige:

dz dy
F Pt [

Koniecznym warunkiem istoienia extreméw jest, aby ta pochodna byls
réwna zeru, t. j.

: d
Lt hE=0

Tworzymy ponadto calkowita pochodng funkeji @(z, y) wedlug zmiennej x,
a mianowicie:

d
q’x+¢,d—Z=0

Z tych dwéch réwnan eliminujemy gz i otrzymujemy warunek:

z
97:f:y ey (ny; =0
lub w formie wyznacznika:
(168) I’* hl=o
P: @

Ten warunek w polgezeniu z réwnaniem ¢ (z, y) — tworzy uklad dwéck
réwnai, z ktérego obliczamy wartosci (z,,y,), (€;,¥s)..., dla ktérych moze
istnieé extremum.
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f'e konieczne warunki istnienia extreméw mozna jednak przedst:;-
wié takie w inoej, bardzo dogodnej, symetrycznej formie, uzywajgc' me-
tody, zwanej metodq czynnika dowolnego, wprowadzonej przez Lagran ge’a.
Chodzi nam o wyeliminowanie 3’ z ukladu réwnan:

fi+5Hy =0
9.+ oy =0|-2

W tym celu mnozymy obie strony drugiego réwnania przez dowolny
czynnik 4 i dodajemy do siebie obydwa réwnania stronamf:

(fi+29)+ U, +49)y =0

Obieramy teraz 4 tak, aby odpadlo y'.

W tym celu trzeba polozyé: f,+ Ap, =0, a wtedy zostanie /. +
+ l(px =0.

Mamy teraz trzy warunki na obliczenie trzech niewiadomych z,y
i 4 a mianowicie:

| fo+29.=0
(1682) f,+49,=0
P(z,y)=0

Do tego samego wyniku doszlibyémy, szukajac extreméw nastgpujacej
funkejl pomocniczej :

(169) F=f41gp

gdybyémy uwaiali zi y za zmienne niezaleine a 4 za liczbg staly, Wtedy
bowiem trzeba utworzyé:

O fit19.=0

ox
OF
ay fy (p)

Otrzymuje sig zatem te same warunki, do ktérych doszliémy poprzednio.
Doszlismy wige do nastepujacej bardzo praktycznej reguly szukania ex-
treméw z warunkiem poboeznym.

Aby znaleié extrema funkeji z = f(z, y), gdy zmienne niezaleéne. 3g
2wiqzane warunkiem pobocznym @(Z, y) =0, tworzymy funkcje pomocnicz
F—f-+ Ag i obliczcamy jej extrema tak, jak gdyby =iy byly zmiennems
niezalesmemi; z trzech réwnan (168a) obliczamy te wartosci x, Y, 4, dla ktd-

rych moze zachodzic¢ extremum.
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Aby rozstrzygnaé, czy w znalezionych w ten sposéb punktach na-
prawdge mamy do czynienia z exiremum i jakiego rodzaju jest to extre-
mum, nalezaloby zbadaé znak drugiej réiniczki: d?f. Poniewaz jednak x
1 y s3 od siebie zalezne, przeto do obliczania tej rézniczki trzebaby uzy¢
skomplikowanego wzoru (por. § 115, wzér (90)):

) of of

&*f = ( dx+ I+ 554+ 35, %

zamiast prostego wzoru (por. § 115, wzér (88)):

)

d d
3f — ==
df._(axdz+ aydy) f
albowiem drugie rézniczki d%xz i d?y nie sg wtedy zerami.

Unikniemy jednak tej niedogodnosei, uzywajac funkeji pomocni-
czej F. Poniewaz ¢ =0, to F=f-4 Ap=f a wigc takze:

df = diF

. Zamiast drugiej rézniczki funkeji / wystarczy wige obliczyé drugs réi-
niczke funkeji pomocniczej #. Otrzymujemy jg z nastgpujgcego rachunku:

d*F = d*f + Ad*p = [.dx® + 2f,dzdy + [,dy® + f.d*z + f,diy +
+ A@.dz® + 229, dzdy 4 A9, dy® 4 A9, d*x + L, dy
czyli:
GF = (fu+ A@)dz* + 2/, + A9,) d2dy + (f, + 19,) dy® +
+ (£ + 2o dix 4 (f, + 49,) dy

Ze spelniania sig réwnan (168a) wynika jednak, ze koncowe wyrazy od-

padaja, gdy za x,y, 4 bierzemy te wartosci, w ktérych mogs istnie¢ ex-
trema i zostaje ostatecznie:

&F = ({4 29)udz® 4 2(f + 29), dzdy + (f + 49), dy?
lub krétko:

170 dif = a2 4 d s d mF

(170) r=atr— (L dat 3 ay)

Widzimy stad, ze w tej drugiej rézniczece funkeji pomocuicze] F' unie
trzeba juz uwzgledniaé tego, ze x i y sy zmiennemi zaleznemi, nie trzeba
wige wypisywaé wyrazéw, zawierajacych d?z i dty; spélezynniki przy
d*z 1 d®y s3 tu bowiem zerami, gdy wstawiamy w d*F te wartodel
@,y, 4, dla ktérych moze istnie¢ extremum. Ta uwaga upraszeza zwykle
znacznie dyskusje.

o
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§ 161. Extrema funkeyj trzech zmiennych z warunkami pobocznemi.

Zupelnie podobnie postepuje sig, gdy chodzi o badanie extreméw
funkeji trzech zmiennych :

= f(x,9,2)
z warunkiem poboczoym :
¢, y,2)=0
Tworzy sig funkeje pomocnicza:
F=f41i¢p

i oblicza si¢ jej extrema tak, jakgdyby z,y,2 byly zmiennemi -niezalez-
nemi. Otrzymuje sig w ten sposéb uklad 4 réwnan:

F.=0F =00l =0 i Yg=0

i z tego ukladu wyznacza sig te czwérki wartosci z, y, 2 4, dla ktérych
mogg 1stnie¢ extrema. Prosty dowéd tego twierdzenia pozostawiamy
czytelnikowi.

W przypadku jeszeze ogélniejszym, gdy .chodzi o extrema funkeji:

u= f(z,y,2)
z dwoma warunkami pobocznemi:

o(z, Y, 2)=0
U)(x, Y, Z) =0

uzywa sig dwéch czynnikéw dowolnych: 4 i u. Tworzy sig funkeje po-
mocniczg:

(171) F=f+Aip+uy

i oblicza sig jej extrema tak, jakgdyby x,y,2 byly zmiennemi nieza-
leznemi.

Dowdd. Jezeli warunki poboczne dadzg sie rozwigzaé ze wzgledu
na y iz, to istnieja dwie funkeje y =g(z) i 2= h(z), podane zapomoca
tych warunkéw w postaci uwiklanej (por. § 119 o istnieniu takich funk-
cyj uwiklanych i o ich pochodnych).

Wobec tego u mozemy wtedy uwazaé za funkc_]q zlozong jednej
zmiennej x, a mianowicie:

w = F(@, g(@) h(x))
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Teraz juz chodzi o znalezienie extreméw funkeji jednej zmiennej, a wiec
tworzymy (por. § 107, wzér (76), na str. 333):

du ; :

ﬁ=ﬂ+f:v'g + k=0

Podobnie 7z warunkéw pobocznych otrzymujemy dwa dalsze réwnania;
P+ 99 + @b =0]|-2
wx+wyg'+¢zkl= 0 ‘K@
Z tych trzech réwnahn mozemy wyeliminowad g 1 A’ w nastepujacy spo-
86b (metodg-Lagrange’a). Mnozymy drugie réwnanie przez czynnik 4
a trzecie przez u idodajemy uklad tych trzech réwnafh stronami. Otrzy-
mujemy: '
et A9+ uv) + ), + 29, + 09)g + (. + 29, + py)h' =0
Dowolne czynniki 4 i p dobieramy tak, aby odpadly wyrazenia, zawie-
rajace g’ i k', a wige kladziemy:
4+ i, +uy, =0
fi+ 29+ pyp, =0

Z tych dwéch réwnah mozna obliczyé 4 i p, o ile jakobjan:

®, w,'

Jjest rézny od zera (por. § 119). Te obliczone wartosci moznaby wstawié
w pozostale réwnanie f, 4+ Ap, + uw, =0 i otrzyma]ibyémy W ten spo-
86b jedno réwnanie na wyznaczenie zmiennych z,y, 2. Eaczac jo z dwoma
réwnaniami @ =0 i 9 = 0, otrzymalibysmy uklad 3 réwnan, wystarcza-
Jjacy do wyznaczenia trzech zmiennych z,y, 2. Latwiej jest jednak zwykle

zatrzymaé narazie te czynniki 4 i x4 i rozwiszywaé nastgpujsey uklad, .

zlozony z 5 réwnah o D niewiadomych z,y, 2 4, u:

it A+ py. =0
e R
fit+4g.+py, =0
p=0
pv=20
Trzy poczatkowe réwnania tego ukladu utrzymuje sig takze odrazu, szu-
kajae extreméw funkeji pomocniczej:

F=f+ip+uw .
przyczem ,y, 2 uwaza si@ za zmienne niezalezne a 4 i w za czynniki stale.
W podobny sposéb postepuje si¢ w ogélniejszych przypadkach ba-
dania extreméw z warunkami pobocznemi.

e e
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§ 162. Przyklady na extrema z warunkami pobocznemi.

Metoda czynnikéw dowolnych okazuje si¢ bardzo pozyteczng pray
rozwigzywaniu skomplikowanych zagadnien; natomiast dla prostych za-
gadnien (jak np. dla zagadnien, podanych w § 159 pod a) i b)) docho-
dzi si¢ najszybciej do celu odrazu przez rozwiklanie warunku pobocz-
nego wedlug jednej zmiennej i sprowadzenie calego zagadnienia do szu-
kania zwyczajoych extreméw bez warunkéw pobocznych. W przykladach
podanych ponizej metoda czynnika dowolnego okazuje sie praktyczna.

1) Zoaleié osie glowne elipsy, podanej réwnaniem:

(p) @(r,y) =Db2*+ 4oy + 242 — 36 =0

Poléwki osi s34 wyznaczone przez najwigkszg i najmniejsza odleglosé
érodka elipsy od punktéw, lezscych na jej obwodzie. :

Odleglosé dowolnego punktu P(x,y) od poczatku ukladu wyrazamy
wzorem d = |/z® + y%. Chodzi nam wigc o extrema tego wyrazenia. Za-
miast tego mozna badaé¢ extrema wyraienia d?, albowiem, gdy d osiaga
extremum, to i d® osigga extremum i to tego samego rodzaju, poniewas
d ma gawsze wartosé dodatnig.

Bedziemy wige badali extrema funkeji: .

z=d*=24 y?
2 warunkiem pobocznym (p). W tym celu tworzymy:
F=az'+ y* 4 A(52% 4 42y + 2y* — 36)

i pochodne czastkowe tej funkeji przyréwnujemy do zera:

g—f=2x+101x+41y=0
g_:'=2y+41x.+41y=0

Moznaby z tych réwnan wyeliminowaé 4 i otrzymaé jedno réwnanie
o dwéch zmiennych z,y. Zestawiajgc je z warunkiem pobocznym (p),
otrzymalibyémy pary liczb z,y, dla ktérych moze istnie¢ extremum. Proé-
ciej jednak przedstawi sig rachunek, gdy rozpoczniemy od obliczenia 4.
I tak mozemy napisa¢ dwa ostatnie réwnania w postaci:

(1 +54)z =— 24y

(r) 24z = — (1 4 24)y

Stad odrazu eliminujemy x i y i otrzymujemy:

(1 +62)(1 4 24) = 44z
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czyli:
642+ 714+1=0
a stad:
Ay =—1, =—1
Podstawiamy warto$¢ 4, = — 1 w réwnania (r), to otrzymamy z obydwu
réwnan: :

y=— 2z

a podstawiajac to w réwnanie (p), otrzymamy po latwych rdchunkach:

P SR AT )
1 V5$ Hh= Vg
6 12
Xy = — — — —
2 Vg» Y2 + 5
Dla tych wartosci jest d?— E—? + %1 = 1_20 = 36, a wigc d, — 6. Pod-
stawiajge znown Ay = — é, otrzymujemy z (r):
r =2y

a nastgpnie z réwnania (p):

I3=2V’§v !la=V§
x4=_2y—'2—7 .'/4=_V_‘g'_

Dla tych wartodci jest o2 = L}b—ﬁ 4+ g= 6 a wigc dy = |/6. Widocznem

jest odrazu, Ze d, jest maximum, a wiec Jest to poléwka osi wielkiej,

& d, minimum, t.j. poléwka osi malej. Wartosci (@1, %1), (25,y;) 88 8pét-

rz¢gdnemi koncéw osi wielkiej, a (%3, ¥s), (%,y.) koticdw osi malej.

Mozoa bylo jednak odrazu, zgéry, bez obliczania d, 1 d,, rozstrzyg-
03¢, ze dla 4, zachodzi maximum a dla 4, minimum. W tym celu trzeba
zbadaé drugs réiniczke pomocniczej funkeji F = f4 1¢. Badanie to
przeprowadziliSmy juz w § 115 (przyklad).

Dla 4, =—1 otrzymalismy: d?F = — 2(2dx 4 dy)?' <0
adla 4,=—¢ = @F=4dxr —2dy)* >0

Przy dowolnych da i dy te drugie rézniczki mogs przyjmowaé takie
wartosé zero. Jednakie w naszem zagadnieniu dy '\ dz nie sg dowolne,
lecz z warunku pobocznego otrzymujemy:

(i_z_/__(&__ 10x—|-—4y__5x—{-2y‘
de™ @, = dz+F4dy = 2z4 2y

a1 1 "’i‘?.*"'v’p*m
i
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a wiec: 5
S5z 4 2y
i 2z 4 2y ae
Dla z, = %, Yy = — 1—% otrzymujemy zatem:
B V5
30 _24
o. 16, 1
i o elal e

o b

a wige:

B F = —2(2ds + jda) = — 2. 2da? = — Wdz' <0

Wtedy takie prayrost Af jest ujemny w otoczeniu badanego punktu,
a zatem w punkeie (z;,y;) mamy mazimum, a tak samo, jak sig oka-
zuje, w punkeie (2, y;).
Dla (2;, 9s) otrzymujemy:
dy _ _10/3+213 _

a wiec:

wobee czego:
A F = §(dx 4 4dz)* = 4 28dx* > 0

A zatem w punktach (z,,y,) i (z,,y,) mamy minimum. :
- Uwaga. Do tego samego mozna dojéé, uwazajsc z za funkcje zlo-
2ong jednej zmiennej, t. j.

z=ux+ y(z)
Tworzymy pierwszq i druga pochodog zupelna a mianowicie:

dz

e 20y’

dz 2% 29y

2
O =242y 2y

z

: ! " d2z

Obliczamy y’ i y” z uwiklanej formy (p) i podstawiamy nastgpnie w T
wartoéei (zy, %1), (%s, ¥2) (T3, ¥s) (%4, y,). Po latwych przerébkach otrzy-
mujemy:
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diz
da? =—28<L0
Z1y %
d'z
dz? :=+255>0
L3, Ys

2) Znaleé extrema funkeji:
=z"y"’
{m, n, p, liczby dodatnie), przyczem zmienne niezalezne sy ze sobs zwia-
zane zapomocs warunku pobocznego:
z+y+z2—a=0
2 x,Y,2 przyjmujg tylko wartodci dodatnie.
Specjaloym przypadkiem tego zagadnienia jest np.: znalezé¢ 3 liczby

o stalej sumie a tak, aby ich iloczyn z-y .2z mial mosliwie najwigksza
wartosé.

Obliczamy extrema pomocniczej funkeji:
F=f4lp=az"y2+ix+y+2z—a)
W tym celu kladziemy trzy pochodne czsstkowe réwne zeru:
g Fo=ma™y"2? 4+2=0
Fo=nx"y"'2? +2=0
Fo=pxy' 2P ' 4+ 24=0
Stad: Bt A
IV = na"y P = pary Pty
a wige:

— ==

83

w S
&

Stosujge tu twierdzenie sumowe o proporcjach, otrzymujemy:

mt+ntp m4ntp
r+y—+z a

m__n __p
2

z y
a wiee:
o am
“mtatop
an
y=m+n—|—p
e=—2P
m—+n—+p

ot
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Dla tych wartodci moze zachodzié extremum. Aby rozstrzygnaé, czy tak.
Jjest istotnie, trzeba obliczyé dla tych wartodci drugs rézniczke d*f funks
¢ji f lub, co na jedno wyjdzie, d*F. Po wykonaniu odpowiednich rachun-
kéw otrzymuje sie: -

5 i
Py AL (%dx’—l-&—,dy”—l—z%dz’)-x”‘y"z"

- a wige jest: d?F << 0 dla wszystkich dodatnich =z,y,z,m,n,p. A wige

i d*f <0 a to dowodzi, ze przyrost Af < 0 w otoczeniu badanego pun-
ktu, a wigc w tym punkcie funkcja posiada mazimum.
W specjalnym przypadku, gdy m = n =p =1, otrzymujemy:

=z= . Wartodé badanej funkeji dla tych wartodci, t. j.

f (%, ; %) = (%)s, nie moze byé zatem mniejsza od wartodci f(a:,' Y, 2) =
{
= xyz przy zadnej tréjce liczb dodatnich. Zatem:
s
(o o

ezyli:

E-tyte o

3 g nyz

To zoaczy, #e érednia arytmetyczna trzech liczb dodatnich jest zawsze
wigksza a conajwyzej réwna ich éredniej geometrycznej. Jest to specjalny
przypadek ogdlnego twierdzenia, przytoczomego na str. 457.

3) Dana jest jakas powierzchnia o réwnaniu:

q>(x, Y, 2) = 0

i punkt P(l,m,n), nie lezacy na tej powierzchni. Znalezé na danej po-
wierzchni punkty, lezgce najblizej P i najdalej od P. Odleglosé danego
punktu od kazdego punktu, lezacego na powierzchni, wyrazamy wzorem:

4

d=a—0"F @y —m) 4 (= —np

Chodzi nam o extrema tej funkecji d lub — co na jedno wyjdzie (ponie-
.waz d > 0) — o extrema funkeji d%, t. j. funkeji:

f@,y,2)=(@— )+ (y—m?+@—n?

'z warunkiem pobocznym @(z,y,2) = 0.
; Tworzymy pochodne czgstkowe funkeji pomocniczej:

F=f4ip=(@— 0+ —m+(z—n)+49(y,2)
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i przyréwnujemy je do zera:

F.=2x =1+ ip, =0
Fy=2y—m)+1g,=0
F,=2(z—n)+2q3,=0
Eliminujemy z tych 3 rownan 4 i otrzymujemy :

Z—=l y—m 2y
. @ 2

W geometrji rézniczkowej dowodzi 819, ze te dwa réwnania sy réwona-
niami linji prostej normalnej do powierzchoi (t. ). prostopadlej do plasz-
czyzny stycznej).

Stad wniosek: punkty oajblizeze punktu P ; najdalsze lezs pa tej
aormalnej do powierzchni, ktéra przechodzi przez punkt P, Aby te pun-
kty znalezé, nalezy obliczy¢ spélrze(’ine punktéw przecigeia te; normalnej
z dang powierzchnis.

4) Zualezé osie elipsy, otrzymanej przez przeciecie elipsoidy o réw-
naniu ;

x? 2 zz
‘P(z,!/,z)=~ %,'f‘ ;,—]=o

al

zapomocs dowolaie podanej plaszczyzny, przechodzacej przez érodek tej
elipsoidy. Rownanie takiej plaszczyzny ma postaé¢
w(x,y,z)=mx+ny+pz=0
Przeciva ona elipsoidg wzdhiz Jjakiejs elipsy.
Najwigksza -i najmniejsza odleglosé érodka elipsy od puoktéw, le-
Zgcych na jej obwodzie, dajg poléwke os wielkiej 1 malej. Srodek jei

lezy w poczatku ukladu, a zatem odleglosé dowolnego punktu (z, y,2) od
srodka elipsy wyraza 81¢ wzorem :

d=Vzr F 7
Zamiast szukaé extreméw tej funkeji dodatniej, wystarczy zbadaé extrema
funkeji d? czyli:
 fega=spgpga
Zmienne z, y, z nie 83 tu niezalezne, lecz sy zwigzane dwoma warunkami
pobocznemi ¢ =0 1 y — 0.

Zagadnienie to rozwigzujemy metods czynnikéw dowolnych w ten
sposéb, ze szukamy extreméw pomocniczej funkeji:

F=f+1p + py

uwazajac w niej z, y, 2 za zmieune niezalezne. Tworzymy zatem:
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9F-—2 +l&+ul=0
o a
' ‘ oF 2y o
(4) : oy =2+ +um=0
oF 22
— ek =0
5o 224 2 - + un
Stad:
ul
x —_———
21
2 —|—§
um
\ =Fanm
2455
un
FRCHEE S
2455
Te wartodci podstawiamy w réwnanie 9 =0 i otrzymujemy:
— - e B =0
2
o » 23
ezyli:
atl® b¥m? cin? —0
®) AL gty

Z tego réwnania drugiego stopnia w 4 mozna. o.trzymaé dwie wartoéci',?,1
i 4, a nastgpnie przy pomocy tych wartoei i warunku ¢ =0 mozna
obliczyé dalsze niewiadome: g, z,y,z. ' : : 3 L
Jezeli jednak chodzi tylko o wmlkos’cl‘ polosi badanej .ehpsy, 1.:0
mozemy je otrzymaé bezposrednio w nastgpujacy sposé?). Mn.ozymy Obl.e
strony réwnaf (A) odpowiednio przez z,y i z i dodajemy je stronami.
Otrzymamy :

2 2
2@ 9"+ ) +22 (5 + & + )+ ulo+ my +na) =0
Ale
2 2 22 i .
dtyita=d, S+5+5=1 lwtmytne=0

a wigc:
2d*24=0
stad:
e dd=— 2

i 32
Rachunek réZniczkowy i calkowy.
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Dla wartodci 4, i 4; otrzymujemy zatem:

& =V=2 i d,=|=13,
Jedna z tych wielkoéci odpowiada maximum a druga minimum.

Znak: — pod pierwiastkiem znosi sig ze znakiem liczb A i A,
ktére, o ile-sy rzeczywiste, mogs byé tylko ujemne, jak to jest widoczne
z réwnania (B), w ktérem précz A wszystkie wielkodci sy dodatnie, Nis
bedziemy tu jednak wehodzili w dalsze szezegoly dyskusiji.

) Uwaga. Podajemy tu tytuly kilkunastn zbioréw zadah i podrecznikéw, obfitus
j3cych w éwiczenia praktyczne zaréwno na extrema rozmaitego rodzaju jak i na inne
dzialy analizy wyzszej.

Do6lp-Netto. Zarys rachunku rdzniczkowego s calkowego oraz zbidy zadan roz-
wigzanych, (przel. L. Wolfke, Warszawa 1922).

Cz. Rudzidski. Zbibr éwiczen i zadan z rachunku rézniczkowego s catkowego,
(skrypt, czeéé 1, wyd. 2, Warszawa 1928). '

M. E. Brahy. Cwiczenia metodyczne z rachunku vréiniczkowego, przel. M. i J.
Krassowscy, Warszawa 1917).

F. Dingeldey. Sammlung wvon Aufgaben zur Anwendung der Differentsal-
und Integralrechnung, (2 czebci, 3 wyd. Lipsk 1923, 1930).
1 R. Rothe. Hohere Mathematik, (t 1, 2, 4, Lipsk 1927 1929, 1933).

A. Fuhrmann. Adnwendung der Differentialrechnung, (6 toméw, Berlin
1899—1900).

L. A. Sohncke. Sammlung von Aufgaben aus der Differential- und Integral-
rechnung, (cze$é I, wyd. 6, Jena 1905)

O. Schlémilch. Ubungsbuch zum Studium der héheren Analysis, (4 i b wyd.
Lipsk 1804—1907).

D. Leib. dpplications du calcul différentiel et intégral, (przekl, 2z angielskiego
A. Sallin, Paryz 1930).

G. Fubini-G. Vivan'ti. Esercis: di analisa matematica, (Torino, 1920) i pod-
reeznik tych samych autoréw p. t. Lezioni di analisa matematica, (b wyd. Torino 1925).

G. H. Hardy. Kurs analizy, (przekl. 2z angielskiego, 2 wyd Warszawa 1930).

P. Dziwinski. Wyklady matematyki, (2 tomy, Lwéw 1902, 1908).

L. Kiepert - M. Stegemann. Grundriss der Differential- und Integralrech-
nung, (2 tomy, 14 wyd. 1921, 1923).
- L. Zoretti. Legons de mathématiques gendrales, (Paryz 1914),

G. Humbert. Cotrs danalyse, (2 tomy, Paryz 1903, 1904).

P. Montel - E. Vessiot. Cours de mathématiques générales, (2 tomy, Pa-
ryi 1930).

§ 163. Uogblnienie zagadnien o extremach.

We wszystkich naszych rozwazaniach, dotyczacych extreméw, szu-
kaliémy pewnych liczb, dla ktérych dane funkeje praybieraly najmniej-
sze lub najwigksze wartodci. Ogélniejszem zadaniem jest szukanie takich
funkeyj, dla ktorych inne, zalezne od nich wyrazenia, przybieraja wartosei
najwigksze lub aajmniejsze. Tzk np. wezmy pod uwage dwa punkty 4

_rozmaitych fuokeyj. Chodzi o to,
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1 B, lezgce w roinych poziomach nad powierzchnig ziemi, lecz nie
oa tym samym pionie (fig. 139). Punkt materjalny ma spadaé od A
do B, poruszajac si¢ po jakiejs sztywnej podstawie, op. po powierzchni
o przekroju p lub s lub ¢ i t. p. Zachodzi pytanie, jaka powinna byé
linja, po ktérej punkt spada od 4
do B, aby czas tego ruchu byl naj-
krétszy. Wszystkie mozliwe drogi
tego punktu wyrazamy zapomoca

jaka funkcje nalezy obras, aby
czas byl najkrotszy. Mogloby sig
zdawaé, ze taks linjg o najkrét-
szym czasie, czyli ,brachistochro-
ng“, jest linja prosta p, laczaca te Fig. 139
punkty. Sciélejsze jednak badanis
prowadzi do nieoczekiwanego wniosku, ze taks brachistochrong jest uk,
cykloidy. Zagadnienia podobnego typu spotykamy bardzo czgsto w fizyce
w geodezji i w innych naukach. Tak np. majge dane dwa punkty 4 i B
na elipsoidzie obrotowej (nie lezgce na tym samym poludniku ani na
tym samym rdéwnolezoiku), chcemy znaleZé ovajkrétsza droge, lezsca na
powierzchni tej elipsoidy, a lgczacg te dwa punkty. Rozmaite drogi sa
okreslgne rozmaitemi funkejami; chodzi zaé o wybranie takich funkeyj,
aby dlugoéé luku od 4 do B linji, okreslonej temi funkejami, byla mi-
nimum. Linjg, spelniajacg ten warunek, nazywamy ,linjs geodezyjng“
Te zagadnienia, polegajace na szukaniu funkeyj, dla ktérych pewne
wyrazenia, zalezne od tych funkeyj, osiggaja extrema, tworzg osobny
dzial analizy wyzszej, zwany rachunkiem warjacyjnym. W jedoym z dal-
szych rozdzialéw (w II Tomie) oméwimy kilka najprostszych zagadnien

2 tego dzialu.
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ROZDZIAL XIV.

O granicach wyrazen nieokreslonych.

§ 164. O rozmaitych rodzajach wyrazen nieokreslonych.

Bardzo czgsto zachodzi potrzeba obliczenia granicy ilorazu:

(=)
g9(x)

w ktérym licznik i mianownik dazs réwnoczesnie do zera.

Jakkolwiek wtedy nie mozna stosowaé twierdzenia o ilorazie gra-
ni¢, albowiem otrzymaliby$my wyrazenie nieokreslone §, to jednak taki
iloraz moze dazyé do §cisle okreslonej wlasciwej lub niewfadciwej gra-
nicy. Liczne przyklady na to spotykaliZmy juz np. przy obliczaniu po-

chodnych rozmaitych funkeyj wprost z definicji. Granica ta moze wigce

istniec,

Niektérzy autorowie nazywajg ja ,prawdziwa wartoscig funkecji¥
w badanem miejscu, inni zoowu ,niewlaiciwg wartodcia®; tutaj bedziemy
uzywali nazwy ,granica, do ktérej dazy wyrazenie nieokreslone* lub
krétko: ,granica wyrazenia nieokreslonego¥. Cheac obliczyé taks gra-
nicg, musimy zrezygnowaé z bezposredniego stosowania twierdzenia o ilo-
razie granic i uzywa¢ jakiché innych sposobéw, jak to czyniliémy np.
przy obliczaniu pochodnych. Otéz okaze sig, Ze rachunek rézniczkowy
dostarcza w wieln przypadkach bardzo dogodnych i szybkich metod do
obliczania takich granic. Podobnie ma sig rzecz z wyraseniami nieokre-

élonemi postaci: Oﬁ, t. j, gdy liczoik i mianownik dazg do nieskoficzo-
oo

nosei. Takie wyrazenia spotykamy np. przy wyznaczaniu asymptot linji
krzywe] i przy poréwnywaniu stopnia wzrastania dwéch funkeyj, dazg-
eych do nieskonczonodei.

Okazemy, se takie granice takich wyraze4 mozna bardzo czgsto
wyznaczyé przy pomocy rachunku rézniczkowego.

To samo odnosi sig do wyrazei nieokreslonych postaci: 0. oo,
00 — oo, oo 09 1% ktére spotykamy w rozmaitych dzialach analizy
i geometrji,
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Tak np. badaliSmy granice wyrazenia (] -{—;ll_)', gdy z dazy do

nieskonczonosei: tu zasada dgzy do | a wykladnik do nieskohezonodei,
wiemy za$, ze granicy tego wyrazenia nie jest bynajmniej 1, lecz e

§ 165. Regula Hospltala.

Zajmiemy si¢ npajpierw wyrazeniami unieokreélonemi postaci 9,
8 mianowicie badaniem granicy ilorazu dwéeh funkeyj f(x) i g(x), gdy
obie te funkcje dazg do zera. Bedziemy tu rozwazali tylko takie funkeje,
ktdre sy ciqgle w badanym punkeie z=a. Wtedy:

}‘iﬁ f(x) = f(a), lin; 9(x) =g(a)
a wiee:
flay=01i g(a)=0

Zaldzmy ponadto, ze istnieje takie otoczenie punktu a, w ktérem f(x)
i g(x) posiadajg pochodne f'(z), ¢'(x), nie stajace sig nigdzie w tem oto-
-czeniu réwnoczesnie zerami i ze istnieje granica ilorazu f'(z):g/(x). (Nie
zakladamy zaé istnienia pochodnych w samym punkcie z = a).

Wykazemy, Ze przy tych zalozeniach granica ilorazn f(z):g(x)
istnieje i ze

f(=) f(z)
lim li
:—lba g( ) x-vn:g )

(171)

‘To twierdzenie nazywamy reguls Hospitala?).

Dowdd opiera sig na twierdzeniu Cauchy’ego o wartoéei éredniej
(por. § 102). Wskutek uczynionych zalozen spelniajs sip — jak latwo
stwierdzié — wszystkie warunki twierdzenia Cauchy'ego w jakims
przedziale, otaczajgcym punkt a, a wige dla wszystkich odpowiednio ma~
1ych k zachodzi réwnosé:

fla+h) — fla) _ [(a+3h)

o 0<o<1
Jath—g(@ ~ glatoh g

Poniewaz f(a) = g(a) =0, praeto wzér ten redukuje sig do:

fla+h) _ fla4 9K
) - gla+h) 9(a+3h)

1) Czytaj ,Opitala“. Te regule, przypisywansg markizowi de 'Hospital, wykryl
Jan Bernoulli (zy? w latach 1667—1748).
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Oznaczmy a -} h liters x. Wedlug zalozenia istnieje granica:

I'(z) fla+th)

7@ A et
Wobec tego istnieje takze granica wyrazenia f'(a + 3h):¢'(a 4 9k) i ma
te samg warto§¢ A4, albowiem $% przebiega tylko czgsé zasobu wartodei
zmiennej h (poniewaz jest 0 <3 <C1). Prawa strona wzoru (c) posiada
wige granicQ 4, a zatem i lewa strona musi posiadaé tg sams granice,
4 to znaczy, Ze:

flath)_

zl.‘l-lgg(a—l-h)_A

lim flx_)= A =1lim ') c. b. d. o.

. x—a g(z) T g'(x)

/ \ :

- Uwaga. Moze si¢ jednak zdarzyé, ze f’(a - h):g'(a— h) czyli f'(x): ¢'(x) nie
dsZy do Zadnej granicy (wlaSciwej ani niewlaéciwej) a pomimoto ¢ moze przebiegaé
takie wartodci, ze: ['(a 4 3h):g'(a--9h), a zatem i f(x):g(x) dazy do granicy.
A wige, pomimo ze iloraz f'(x):9'(x) nie dazy do granicy, iloraz f(2):¢(z) moze
dgzy¢ do granicy. Wtedy oczywiscie stosowanie reguly Hospitala nie prowadzi do celu.

czyli, ze:

Regute Hospitala wyrazamy zatem zapomocs nastgpujgcego twier—
dzenia. Jezeli dwie funkcje, ciggle w punkeie # = a, posiadaja w oto-
czeniu tego punktu pochodne, nie stajgce sig w tem otoczeniu réwno-
czesnie zerami, jezeli iloraz tych pochodnych posiada granice, gdy
dazy do a i jezeli dane funkcje daéq do zera, to granica ilorazu tych
funkcyj réwna sig granicy ilorazu ich pochodnych (por. wzér 171).

Regula Hospitala odnosi si¢ zaréwno do obustronnej granicy, jak
1 do jednostronnych granie, t. j. gdy « dazy tylko z jednej strony do a.

Stosuje sig ona tez do przypadku, gdy iloraz f'(x): g’(x) posiada niewlas- -

ciwg granicg - oo lub — co. Wtedy bowiem odwrotny iloraz: ¢'(z): f(z)
dazy do zera i cale poprzednie rozumowanie mozna zastosowaé do ilo-
razu: g(x): f(x). Otrzymamy zatem w tym przypadku:

x—>a f(x)

a wige iloraz f(x):g(x) moze dazyé do 4 oo lub — co. Nietrudno oka-
za¢, ze znak bedzie tu taki sam, jak dla niewlasciwej granicy ilorazu

f(@):g ().

5 - 9(x) 0

Istotnie, jezeli f'(x):¢'(x) > -, to ten iloraz jest stale dodatni w pewnem
ofoczeniu punktu @, & zatem i jloraz ¢’'(®): f'(x) jest stale dodatni w tem otoczeniuy
a stad na podstawie wzoru:

glathy _ g'(a+9h)
fla+th)  f(a+4 k)
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wynika, ze takze iloraz g(x): f(x) jest w tem otoczeniu stale dodatni, a wice takze
f(x): g(x) jest stale dodatni.

A wiec takze 1 w tym wypadku znajduje zastosowanie wzér (171).
Przyktady.
Zbadaé: 1)

Jest to wyrazenie typu §, albowiem licznik i mianownik s funk-
cjami cigglemi i stajg si¢ zerami dla x = 1. Latwo stwierdzié, ze wszyst-
kie zalozenia reguly Hospitala sg tu spelnione, zatem!

s 2
lim i . = lim ?EU— =3
=1 X '—1 r—1 1
i r g Bacitl te l_
9 T — o~ . "o log2  log.2
X I smx__limcosx_ |
3) . ;l—r?o x —l—vo ]
] g L
4) S, s

. ¢
Noraz pierwszyeh pochodnych ma w tym przykladzie postaé: 52
a wiec nie dazy do zadnej granicy, gdy x obustronnie dazy do zera. Na-

¢ i
tomiast, gdy x dazy prawostronnie do zera, to 55" + oo, a gdy =z dazy

*3

e .
lewostronnie do zera, to ;— — — oo. Wobec tego:

2x
: e e
lim = lim 2—‘ =
0cz—»0 T 0<x—>0& X
e 1 e

§ 166. Wielokrotne stosowanie reguly Hospitala.

Gdyby sig okazalo, ze takie iloraz f'(x):g'(x) ;.)rzedstaw.ia sig

w nieokreslonej postaci § przy z dazgcem do a, to granice tego ilorazu
mozemy badaé znowu w ten sam sposéb, t. j. badaé:

; Al

lim —”(7

)
)

x—»a 9
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Mozna jednak jeszcze przed utworzeniem drugiej pochodnej staraé sig
o uproszezenie ilorazu f(x):g'(x). Dopiero, gdy po uproszczeniu otrzy-
mujemy nadal wyrazenie nieokreslone, stosujemy powtérnie regule H o-
spitala.

Przyktady.

1) Zbadaé:

. x—tgx
lim ——i=
x>0 T—BlNXx

Dla =0 licznik i mianownik s3 réwne 0, a wigc jesi to wyrazenie
nieokreélone postaci §.
Stosujac regule Hospitala, otrzymujemy:

1

. cos®x
A=lim-——
s>0l — cos z

Iloraz pocl?odnych ma wige znowu postaé § dla z— 0. Moznaby tu juz
bezposrednio zbadaé t¢ granicg zapomocs przeksztalcen trygonometrycz-

nych, .szy-bciej Jednak dochodzi sig do celu, stosujge powtérnie regulg
Hospitala. Otrzymuje sig:

. —2cos3xsinx
A—lim ——— "=~
550 sin z

Tutaj wystarczy uproscié badany iloraz przez sin . Otrzymamy w ten
8posob:

A=lim—2ces 3z =—2

x—=0
2) Zbadaé, w jakim stopniu dazy do zera réznica:
sinx —x

W tym celu trzeba utworzy¢ iloraz:

i z.badaé, dla jakiego wykladnika m ten iloraz dazy do skonczonej, réi-

nej od zera granicy, gdy z dazy do zera. Latwo si¢ moina przekonaé,

2o dla m =11 m =2 iloraz ten dazy do zera. Zbadajmy natomiast:
lim sinz — =z cosx — 1 — 8in x — cos x

sl ally P L JETT li
r = > = l1im —
=0 X x—0 3zt >0 Oz =0 6

To dowodzi, ze réznica sinx — x dazy do zera w 3-cim stopniu.

| ==

A

zera?
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3) Na stycznej do kola w punkcie 4 (fig. 140) odcinamy AC réwne

lukowi AB, nalezacemu do kata < AOB = z. kaczymy C z B i prze-

dluzamy CB do prze-
ciecia si¢ z prostg 40
w punkcie E.

Do jakiego polo-
zenia dazy punkt £,
gdy kat x dazy do

Wyrezamy  kat
‘w mierze lukowej, to
luk AB — rx. Chodzi
nam o granicg, do ja-
kiej dazy odleglosé
d = AE. Z proporcji:

AE:DE=AC: DB Fig. 140.
czyli:
d:(d—r-+rcosz)=rrirsnz
otrzymujemy

d xeco8xr—X
y  sinz—=x

Granice tego wyrazenia obliczamy przez zastosowanie reguly Hospi-
tala, a mianowicie:

X COBX — X i cosx —xsinx—1 lim — 2s8in2x—2xCOS2
1 —_—_— 1 —— = =—
x>0 SIDX —X =0 cosx — 1 T —s8lnzx
. —38cosxrtzsinz :
= lim * —=3
x—>0 — CO8 X

Otrzymalismy wige: lim 2 =3 ezyli:

=40 T

lim d =3r = AE".
x—+0
Uwaga. Wynik ten znajduje zastosowanie w praktyce do przyblizonego wypro-

stowywania lukéw kola. Poniewai d dazy do 37, przeto dla malych kgtéw moina
wziaé w przyblizeniu d = 3. Chege wiec wyprostowaé luk 4B ua fig. 140, obieramy
£’ w odlegloici 37 na przedluzeniu érednicy AF, Iyczymy E’' z B i przedluzamy od-
cinek E’B do przeciccia sig z styczng AC, t. j. do punktu C’. Dlugosé odcinka A4C’
tej stycznej jest w przyblizeniu réwna diugosci tuku 4B. To przyblizenie jest bardzo
dobre, nawet dla doéé wielkich katéw. Tak np. dla x = 10° tuk ma diugosé » - arc 10° =
=r-0‘1745|3_§_. Natomiast odcinek AC’, obliczony z proporcji 4FE':DE' = AC': DB,
ma dlugoéé:
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3#2sin 10°

JoiE SR
2r + r cos 10°

=7 .0174516
Uzyskaliémy zatem zgodnosé do 4 miejsc dziesigtnych; blad nie przekracza 0:00001
promienia.

§ 167. Regula Hospitala dla a, dazgcego do oo

Okazemy, ze regula Hospitala stosuje sig takze do przypadku,
gdy x dazy do + oo lub do — co. Tak np. dla — 4 co ma ona
posta¢ nastgpujgcs.

Jezeli funkcje ciggle f(z) ¢ 9(z) dazq do zera, gdy x dgzy do + oo, to:

i 05 L g C2)

i 40d(%) T it g ()

(172) -

0 ile ta druga granica istnieje i o ile '(x) ¢ g'(z) przy =z, dasgcem do
4 oo, t. j. dla x> L, istnieja i nie stajq sig¢ poczqwszy od x = L réw-
noczesnie zerami.

s 1 ’
Dowéd. Polézmy x = o to badanie granicy wyrazenia f(z) : g(x)

sprowadza sig do przypadku, dowiedzionego w poprzednim paragrafie. I tak -

: 1 1\ —1 1

: (;) g r(;
lim M = lim _/ 1m (y) ¥ = li ‘y)
t—»+oog($) oo-.og(i) 0<y—0 g, (l_ S —1 oo-.og, G)

: Yy
czyli:
) )
lm = —= | —
s—4oo () ._I.ng ()

Ta sama regula odnosi sig do przypadku, gdy z— — oo.

Praykiad.
4 4y —-4
. log(l—{—;) 1;(1+;) . 141
im — X = lim —— xlzlim Z.4=4
X—r+00 T S5
l = “+0o0 i X £—> 400
og(1+x) L1+l o e

§ 168. Regula Hospitala dla wyrazen nieokreslonych typu =
oo

Bardzo czgsto spotykamy wyrazenia nieokreslone typu > Chodzi
oo

nam o zbadanie granicy:
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gdy
limf(#) =00 1 limg(x)=o0
przyczem znak symbolu oo moze by¢ dowolny.
Okazemy, ze takie w tym przypadku stosuje sig regula Hospitala
a mianowicie, e takie w tym przypadku jest:

I flx) . I (x)

mm —— =—Il1m

x—a _7(1') —x—>a g' (.’L‘)

Dowdd.

Dla pochodnych f'(z) i g'(x) trzeba tu uczynié te same zalozenia
ktéreSmy czynili przy pierwszej regule Hospitala, t j, ze obydwie
istniejg w otoczeniu punktu z=a,
ze nie stajg sig réwnoczesnie ze- ¥
rami w odpowiednio bliskiem oto-
czeniu punktu z =a i ze istnieje
granica wyrazenia f'(x) : ¢'(x),
nazwijmy ja A. Aby mozna za- 0 Fig. 141.
stosowaé twierdzenie Cauchy’ego
o wartosci $redniej, obieramy dwa punkty x i x, z tej samej strony
punktu a, tak np. jak pa fig. 141. W przedziale <z, z,> sg spelnione
warunki twierdzenia Cauch y’ego, a wiec:

flz) —flzo) _ ()
9(x) —g(x)  g'(§)

a xix X

T

-

gdzie £ jest jakas wartoécia posrednig z przedzialu <=, x,>.

' Poniewai f(x) 1 g(x) wzrastaja nieograniczenie, gdy x zhliza sig do a,
przeto bedg one réine od zera, gdy kohce tego przedzialu <<z, z,>
beda dosé bliskie punktu a. Wobec tego mozemy podzieli¢ licznik i mia-
nownik przez f(x) i g(x), wylgczajac te funkeje przed nawias. Otrzymamy
zatem: ; :

| _ £z
@ @ - )
9@) 9@ 76

9(z)

a stad: :
do ; L 9
@ _ e T 9@
g@) — g&) | _ iz
(=)

Zatrzymajmy teraz punkt x, jako punkt staly. Gdy =z dazy do a; to

wedlug zalozenia f'(x):g’'(x) a wige i f'(§):¢'(§) dazy do 4; g(x,):g(x)
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dazy do zera, bo g(z) wzrasta nieograniczenie; tak samo f(x,): f(x) dazy
do zera i otrzymujemy:
o A )

% im 4
r>ag()  s>ag (%)
Dowiedlismy zatem prawdziwosci nastgpujgcego twierdzenia:

jezeli funkcje f(x) i g(x) dgzq do nieskonczonodci, gdy = dazy do a
i jezeli istnicje granica wyragenia ['(z):g'(x), to f(x):g(x) dgzy do tej
samej gramicy, o ile f'(x) i ¢'(x) spelniaja te same dodatkowe zalozenie,
ktéredmy oméwili przy regule Hospitala, Twierdzenie to stosuje sig
takze, gdy x — 4 oo lub £ — — oco. Dowodzi sig tego tak samo, jak
dla wyrazeh typu § (por. § 167).

Przyktady.

1) Zbadaé:

log «
1m g
0<z—0 Ctg &

Jest to wyrazemie nieokreélone typu >, albowiem:
o0

lim logz= —oc0, lim ctgz=- o0
0<x—>0

0<x—0

Stosujge regule Hospitala, otrzymujemy:

lim log 2 = lim
0<z»0CE L oczs0 1

sintx

Tutaj znown mamy wyrazenie nieokreslone typu z i gdybyémy dalej

rézniczkowali, to ta nieokreslono$é utrzymywalaby sig ciagle. Jednakze
przed rézniczkowaniem upraszczamy to wyrazenie a mianowicie wyko-
nujemy dzielenie ulamkéw i otrzymujemy:
— gin?
; log x e sin? z
o<zs—0 CtZ & 0<x—>0 x
a to juz jest wyrazeniem nieokreslonem typu §. Stosujgc powtdrnie re-
gule Hospitala, otrzymamy juz wyrazenie okreslone, a mianowicie:
lim log x s — 2sinzcosx A r
. i 0<x=»0CZ X o<z—0 1
2) Wykazaé, ze funkcja wykladnicza y = € wzrasta szybciej anizeli
Jjakakolwiek dodatnia potega z°, gdy x dazy do + oo, to z2naczy, Ze:

B =0
x—> 400

przy dowolnie wielkiem dodatniem z.
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Otdz:
’ X 1
lim = = —_ =0
x— 400 e" x—l:‘;o e"
2
fich = e T L R s
x40 € x— 400 'l x—+400 e
3 2 21
lim — = liméﬁi=l 'i=0
x—>400 € >0 € r— 400 €
1 og6lnie:
n'
lim=- =lim— =0
X —>00 'irgg'

Dla dowolnego, calkowitego dodatniego wykladoika » powyisze twier-
dzenie jest zatem prawdziwe. Jezeliby zas§ wykladnik nie byl calkowity,
to bylby mniejszy od jakiej§ liczby catkowitej .. Wtedy przez. Il-krotne
stosowanie reguly Hospitala otrzymalibysmy:

n_m) ey ) —1
S z _ lim n(n — 1)(n 2).;.(71 I+ 1"
40 x—>+400 €
Poniewaz n </, przeto "= ;JIT'. dazy do zera. Mianownik zas ¢ dady

do -+ oo, a zatem cale wyrazenie dgzy do zera.

Uwnga. Opierajsc si¢ na tem twierdzenin, nietrudno jest okazaé, ze y = e* jest
funkejg przestepng, t. j., Ze nle spelnia fadnego réwnania aigebraicznego, to znaczy
rownania postaci:

10,(%) + w, (@) y +- w0, @)y + . ..+ wa(@)y" =0

(por. str. 93, wzér b), przyczem wi(x) sg wielomianami. Dowéd moze czytelnik zna-
leté w znakomitej ksigzce G. Kowalewskiego, p. t. Dis klassischen Problemes der
Analysis des Unendlichen (Lipsk, @ wyd. 1921 r. str. 111—112).

3) Wykazaé, ze y =loga dasy do nieekoficzonodei przy wzrastaniu
x powolniej anizeli jakakolwiek dodatnia potgga zmiennej x (chociazby
jej wykladnik byl bardzo mals liczbg dodatnia).

Chodzi tu o zbadanie granicy wyrazenia logz:z®, gdzie a > O.
Otéz:

. loga ] z . 1
lim ga = lim — =
=400 x :—b-l-ooa x—;-*,ooax“

To zaé dowodzi, ze x* dazy do nieskoficzonodci w wyZszym stopniu, ani-
teli logx. A wige stopnia zdgzania logarytmu do -+ co nie mozna wy-
razié zadng liczba a.

4) Nio zawsze jednak regula Hospitala prowadzi do celu.
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Tak np. chcemy zbadaé: lim e Zastosowanie reguly Hos-
x — 400

pitala prowadzi do wyrazenia nieokreslonego tego samego typu, a mia-
nowicie:
2x i
= lim — " — fim — " ___
x—>+00 z r=>+00 2 YV — g2 *—> 4co Vxﬂ — a2

1

Gdybyémy za§ powtérnie zastosowali regule Hospitala, otrzymati-

2 __ g2

bySmy spowrotem wyrazenie £ . To nie dowodzi bynajmiej, ju-

koby to wyrazenie nie zdgzalo wogdle do zadnej granicy. Przeciwnie,
w bardzo' prosty sposéb otrzymujemy bez uzycia reguly Héspitala:

s Px’ — a? : a*
lim — =lm§/1— — =1
x—>+00 x r—>+oo @=

Gdy « — — oo, to biorge pod uwage tylko ujemne x, cirsymujomy:

o

Vx“—a*__;/x’—aﬂ__ . a3
@ e Al
& wige granicg jest wtedy — 1.
Jezeli iloraz dwéch funkeyj dazy do 1, gdy dgzy do dodatniej
nieskoniczonodei, to méwimy, ze jedna funkeja dazy asymptotycenie do
drugiej. A wige, gdy:

to f(x) dazy asymptotycznie do g(x). Tak wige funkeja fl2) =Vz* —a2
dazy asymptotycznie do funkeji g(x) = a.

Gdybysmy przy wielkich dodatnich wartodciach = wazieli zamiast
funkeji f(z) funkejo g(x), to popelnilibysmy blad bezwzgledny:

fe)—glx)=f; ()

Ten blad bezwzgledny moze nawet dgzyé do nieskohczonodei, lecz blad
wzgledny, t. j. stosunek bledu bezwzglednego do samej funkeji f(x), dasy
do zera, albowiem:

: f(-‘”)"‘g(‘”)_ : _ 9= — e e
Jim =22 = im (1 fa)=1—1=0

Mozemy wige g(z) uwazaé za przyblizenie funkeji f(x) dla wislkich . -

Stopiefi tego przyblizenia mozemy zwigkezaé, znejdujse dlg bledu f,(x)

T e e T R

bii

znowu jakie$ asymptotyczne przedstawienie g, (z), t. J. takg funkeje g, (z),
aby f,(2): g, (x)—> 1.

Oznaczajse blad £ () — g, (x) przez fy(x), otrzymamy:
f(z)=g(x)+ g, (x) + fi()

Rozwinigcie to mozemy posuwaé dalej, a nawet mozemy otrzymaé nie-
skoficzony szereg:

9@) + 91(*) + g2(®) +- ...
Czasem ten szereg jest zbieiny i przedstawia dokladnie funkejg f(z).

Tak np. otrzymujemy zapomocs dwumiennego szeregu Newtonsa (por. § 140)
nastepujgce rozwinigcie, zbiezne dla @ > a > 0:

TN 2 1
pemed e a:_ 2!1‘_ _-(l_’ _} at 4‘ ab N
V“"“'"'”'l/ : (w)“””(l &) == =t 5 +-
2z !{térego otrzymujemy ciag kolejnych, bardzo dogodnych asymptotyeznych przyblizess
funkeji Yz?*—a2 dla wielkich Z, a mianowicie:

a? a? al

e R T T

Czasem jednak otrzymuje sig w ten sposéb szereg rozhiezny a mimo
to jego poczatkowe sumy czgsciowe moga byé bardzo pozyteczne przy
aproksymowaniu funkeji.

Taki rozbiezny szereg, zbudowany z kolejnych asymptotycznych
przyblizen funkeji f(x), nazywamy seeregiem asymptotycenym tej funkeji.

Rozmaite uwagi o szeregach asymptotycznych znajdzie czytelnik
w Analizie W. Sierpinskiego (Tom I, Czesé IITi IV, str. 196 i nast.)
Obszerny rozdzial podwigcono tym szeregom w podrgezniku E. T. Whit-
takera i G. M. Watsona, p. t. 4 course of modern Analysis (3 wya.
Cambridge, 1920).

§ 169. Wyrazenia nieokreslone typu 0- oo,
Wyrazenie nieokreslone postact 0-co sprowadza sig do wyrazes

oo 2 e
postac: § lub o & mianowitie, gdy f(x) >0 a g(z) > oo, to:

lim f(z) - g(x) = lim f—(lx—) = limg(l—’”)
9(=) fl@)

Do tych za$ wyrazen postaci § lub Z—Z stosujemy poprzednio poznane

twierdzenia.
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Przyklady.
1
: : . logx .
1) limel = lim =2~ — . — lim(— 2) =
) o<xTo g o<:l-1>lo 1 o<1:x—?o—1 0235 ) Be 0
x x3

Wyrik ten moglibyémy wypowiedzie¢ w postaci nastepujscego twierdze-
nia: gdy a dazy do zera (prawostronnie), to logz dazy do nieskohczo-
noéei powolniej anizeli 7% Niechaj czytelnik okaze, ze logx dazy dla
0 <<x-»0 do — oo powolniej anizeli ™, gdy a jest dowolnie mals
liczbg dodatnis.

2) Zbadaé granice wyrazenia:

y=2al/a—1)

gdzie a jest dowolng liezbs dodatnis, gdy @ — - oco.
Jest to wyrazenie nieokreslone typn: co . 0.

Teraz juz mamy wyrazenie typu §, a wiec mozemy stosowaé regule
Hospitala Otrzymamy:
1
E a*log,a+——
; : x? o &
i olfa—1) = im ——7 = im oo = .
22

Wiemy (por. str. 114, przyklad d), ze ciag Ja dazy do 1; z udowodnio-
nego za$ twierdzenia wynika, Ze ciag:

n(ﬁz— 1) dazy do log.a

Moznaby wobec tego uzyé ciggu n(VE— 1) do definicji logarytmu na-
. turalnego, a mianowicie: '

n

log,a = lim n(Va = 1)

1—»00

3) Wykazaé, se spélrzedne z,y epicykloidy (por. § 19, str. 80):

&= (R -} a)cost — acosR—_—}-—at
(®) ¥
y = (R -+ a)sint —asinR+at

a

— H._..

p—
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dazg da wartoéci:

) ! & = R(cos t -} tsin{)

7 = R(sint — teosf)

gdy promien toczgcego sig kola dazy do nieskonczonodcl
Réwnania epicykloidy mozna napisa¢ w postaci:

x=Rcost—-—a(cos (%-}- l)t—cost)
y=Rsint——a(sin (§+ l)t—-sint)
Gdy a— -} oo, to wyrazenie:
f(a)=a(cos (%— -+ 1)# — cos t)

przyjmuje posta¢ wyrazenia nieokreslonego oo 0. Otdz:
. (B — Rt
= lim —sm(;+ 1)1' a®

cos (%—}— 1) t — cost

lim f(a) = lim

a?

< I .

= lim — Rtsin (§ 3 1)t==—-Rtsint

a—rs

Zatem:
& =Ilimx = Rcost 4 Rtsint = R(cos ¢ -} £8in{)

a3 —>00

Podobnie wyprowadza sig wzér na #.

Linje, ktérej réwnania majg postaé wzoréw (b), nazywamy ro2wi=
jajaeq kota czyli ewolwentq kola. Mozemy ja otrzymaé przez ptoczenie
sig% bez &lizgania linji prostej (stycznej do kola) po kole o promieniu R.
Zobaczymy poiniej, ze mozna jg takie uwazaé za linjg, zakreélons przez
koniec wyprgzonej nitki, nawinigtej na kolo, gdy ja odwijamy z kola;
stad tez pochodzi nazwa: ,rozwijajaca’.

§ 170. Wyrazenia nieokreSlone typu oo — oo.

Takze wyrazenia nieokreslone postaci oo — oo sprowadza sig latwo
o0
A : b S
do wyrazeh postaci § lub —

I tak:
0 i 1 oo
(&) — g(x)=[f(x) - g(x) (g”(‘;) f(x))

Rachunek ré2niczkowy i calkowy.
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Jezeli f(x) i g(«) daza do nieskohczonosei, to to wyrazenie ma postad
co-0. Stad:

e
(173) f@) — g(z) = I&)__7@)

1
f(x)g(x)
a to wyrazenie ma postaé §.
Zwykle jednak obchodzimy sig bez tej przerébki i uzyskujemy
prostsze formy badanego wyrazenia wprost przez sprowadzenie obu funk-
ey} flz) i g(x) do wspélnego mianownika lub przez inne przeksztalcenia,

Przyklady. 1) Zbadaé:
logx — s
: x 1 : x
A= e e i e
.E.n:(x-—l logx) P_I.I: z—1
z

logx

Przeksztalcenia tego dokonali§my na podstawie wzorn (173) i otrzymalismy

wyrazenie postaci §. Zamim rozpoczniemy rézniczkowanie, upraszezamy
to wyrazenie i otrzymujemy:

. xlogx — x4 1
A—'lgrlx (x — 1)logx
Otéz do tej postaci dochodzi sig odrazu z pierwotnej formy, sprowadza-
Jjac wlamki do wspélnego mianownika.

Stosujge tu regule¢ Hospital a, otrzymujemy:

1
I o .
' ogx -+ x S . Tor ' Pt
A=lim lim — lim _logz+1
x->1 logx-i-z%l ;»Jxloga:+x—l 1 logx_l_ 1 + 1

czyli:
A=}
2) Obliczyé:

/el
= = e 2
B 11_1’1; (z‘ ctg w)

Przez sprowadzanie do wspélnego mianownika ofrzymujemy wyrazenie:

. sinfx — zx2costxy
B=Ilim :
£—0 x8sin’x

typu §. Przez kilkakrotne zastosowanie reguly Hospitala otrzymamy
po doé¢ rozwleklych rachunkach: B —3.
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3) Obliczyé: PR
lim (Ja?—a?— )
x—-4co

Stosowanie wzoru (173) i reguly Hospitala doprowadz_a tu do dosé
skomplikowanych rachunkéw. Natomiast szybko dochodzi sig do celu
przez zastosowanie nastgpujacego przeksztalcenia, uzywanego c:zest(.) przy
wyrazeniach, zawierajgcych pierwiastki: mnozymy dang réznice i dzie-

limy jg przez sumg Jz® — a? + 2. :
W ten sposéb otrzymujemy, ograniczajac sig do x wigkszych od |af:

= e x® — q? — 22

i 2 — @ — == l e B ——
x{lrr-foo (V; g m) x—:?;o Vxﬂ —a? + x

—_—nl
=lim a =O

R

§ 171. Wyrazenia nieokreslone postaci oof 0°, 1%

Chcemy obliczyé granicg A wyrazenia:
F F(a) = f(ay*

przy z dazgcem do a, przyczem zakladamy, ze f(x) ma tylko dodatnie
wartodci w jakiem§ otoczeniu punktu a. S

Jezeli f(x) - oo, a g(x) > 0, to mamy wyrazenie nieokreslone
postaci o0®; jezeli f(x)—> 0 i g(x)— 0, to mamy wyrazen.ie n‘leokreélone
postaci 0% jezeli f(x)—> 1, & g(x) - oo, to mamy wyrazenie nieokreslone
postaci 1%, . .

We wszystkich tych przypadkach badamy zamiast granicy A wy-
razenia f(z)*™® najpierw granice B logarytmu tego wyrazenla, t. ). gra-.

ice funkeji:

e 2 log Fx) = g(x) - log f(x)

Teraz mamy juz do czynienia we wszystkich trzech przyPadkach z wWy-
razeniem nieokredlonem postaci 0.oco, z ktérem postgpujemy w eposch
oznany w § 169. : :
: Jezeli otrzymamy w ten sposéb skoficzong granice B, to:

(a) lim log F(x) = B

x—a

Poniewaz logarytm jest funkcjs ciagls, to mozna znak lim przestawic ‘

x—>a

ze znakiem logarytmu-i otrzymujemy:

(@) log (lim #(z)) = B
tad:
&) A =lim Flz)=é*

x—a

33*
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Gdybysmy otrzymali na B i i Sci
j : granicg niewlasciwg — co, to =2
woioskowaliby$my, ze wtedy lim F(z) = 0, gdybysmy ’zaé na wgozri;?
mali oo, to z wzoru (a') wynikaloby, ze lim F(z) — -+ co.
Jezeli wyrazeniu ¢ nadam e
. y znaczenie 0, a wyrazeniu e*® gna-
czemeA+ o0, to wzér (b) obejmuje wszystkie przypadki. e
o ;v;qc przy .szukamu granicy A wyrazefi nieokreslonych postaci
,.yt,’n s :1 ! postqpu‘!emy W nastepujacy sposéb: obliczamy granice B loga-
go wyrazenia; potegujac zasac : i
i obms s /o gm,n e Lja G¢ e przez znaleziona granicg B,
Przyktady.

1) Znaleé granicg cisgu a, =|/ %2 Obliczamy w tym cels ogél-
niej granicg funkeji;

s>t f & x—> 400

Jest to wyrazenie typu oco®. Zamiast tego obliczamy najpierw:

2
B=limlogx "= lim (2 vl
i gl [ logz) Sl S

o LI oo '
Teraz juz mamy typ oo & Wige stosujemy regule Hospitala i otrzy-
mujemy: L

Wobec tego:
A== 1

A wige tg samg granic
f @ otrzymamy, gd daz S
tylko liczby calkowite. To dowodzi}: ii:y x dazy do - oo, przebiegajac

el 1
=00 ne
3

A= l}m 22Hogx
0<x—>0

2) Obliczyé:

Jest to wyrazenie typu (Q° Logarytmujemy i otrzymujemy:
3

: 3logz >
Bt 2982 z
7 ey H e s it

€z

a wige:
A=¢e
3) Obliczyé granice:
A = lim (tg z)"¥*
x-v%
Gdy z dazy do 3, to tgz dazy do 1, a tg2z do oo, zatem mamy tu
do czynienia z wyrazeniem nieokreslonem postaci 1%
Obliczmy najpierw granicg logarytmu badanego wyrazenia, t. j..

B = lim (tg 2z - log tgz) = lim logtge
x—»% :-,-»-’f Ctgzx

Teraz juz mamy wyrazenie typu —. Zatem:

= lim(— sin2x)=—1

x—)li
Wiec:

Niechaj czytelnik dla wprawy stwierdzi prawdziwosé nastgpujacych wzoréw:

limz*=1 (typ: 0°; lim(1 + x)§= e (typ: oo%;
0<x—>0 x>0

. . : L b
lim (1 +},) =e (typ: 17); lim l/a ';_ =Vab (typ: 1).

X—»00

§ 172. Uwagi 0 stosowalnoéei reguly Hospitala.

Jakkolwiek regula Hospitala okazuje sig nadzwyeczaj pozyteczng
przy obliczaniu granic wyrazeh pieokreslonych, to jednak nie zawsze jest
ona dogodna a czasem nawet wcale nie prowadzi do celu. Widzielismy
to w przykladach: 4 2 § 1681 3 z § 170; wtedy dogodniej jest uzywaé
innych przeksztalcen.

Istoiejs ponadto i takie przyklady, do ktérych pie mozna stosowaé
reguly Hospitala ze wzgledéw zasadniczych, t. j. dlatego, e nie spel-
niajg siq zalozenia, potrzebne do jej stosowalnodci.

Przyktady.
1) Tak op. sprébujmy zastosowaé tg regule do wyznaczenia graniey:
fi e 8in &
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Tlorazem pochodnych jest tu: 1 — cosz. To wyrazenie nie dazy do Zadnof

granicy, gdy x — co, poniewaz cosz oscyluje nieskoficzenie wiele razy

pomigdzy — 1 a + 1. Bylibyémy wige sklonni mniemaé, Ze i pierwoine

wyrazenie nie dasy do granicy. Tymezasem:

lim £ — Slox i (l o smx)
z

X—00. x—>00 X

sinx

Gdy z—» oo, to —— — 0, albowiem bezwzgledna wartodé licznika nie

przekracza stalej liczby 1 a mianownik dazy do oco. A wiee:
. x—ginx

lim

x—>00 x
Tutaj nie mozna bylo stosowaé reguly. Hospitala, poniewas nie spelnia
sig zalozenie, ze ma istnies granica wyraenia [ (x): g'(x). Zwrécilismy
na to wyrazoie uwage juz na str. 502 w § 160 w uwadze.
2) Podobnie ma sig rzecz z granicy:

Fiul
x28in —

Jim —
x—0 BIDX

przyczem licznikowi dajemy dla x = 0 wartogé 0.
Ilorazem poqhodnych jest tu:

2 2 sin l—coal
z z

cosx

Ten iloraz nie dazy do zadnej granicy,

gdy x dazy do zera, albowiem
licznik oscyluje wtedy nieskonczenie

wiele razy migdzy — 1 a +1

(wskutek obecnosei dodajuika — cos ‘%‘) Nie spelnia sig wiec zalozenie

potrzebne do stosowalnosei re
drogs w nastepnym para
gdy = dazy do zera,

guly Hospitala. Natomiast okazemy inng
grafie, ze badane wyrazenie posiada granicg 0,

§ 173. Uproszezona regula Hospitala,

Przy dowodzie reguly Hospitala nie czyniliémy zadnego zaloze-
nia o pochodnych w samym punkcie z = q, dla ktérego badamy granice.
Jezeli te pochodne istniejg w punkcie z=a, a pochodna mianownika
jest w tym punkeie rézna od zera, to mozna oblicz
mocy prostszej reguly, ktérs nazwiemy wuproszczo

Wtedy mianowicie granica ilorazu réwna 8ig wprost
W miejscu z = q,

y¢ granice przy po-
ne requtq Hospitala.
ilorazowi pochodnych
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Dowdéd. Zalozenia s8g:

lim f{z) = fla)y =1, lirrl g(x)=g(a)=0
istnieja f'(a) 1 ¢ / 0.
adto istoiejg f'(a) i g'(a) 2 g'(a) = ; i
a PonJeieli np. ¢'(a) > 0, to funkeja g(x) Je'st rosngca w pur;k;l:mx (xc;
(por. § 101, 6) a wige istnieje takie otoczenie punl;tu a, w tté‘zenig 5
' : tmyz = z tego oto .
' ie sig juz zerem. Wezmyz punkty x =a + . ‘
;tz :?}:; :;:IQOJ a wige dla tych punktéw mozemy utworzyé iloraz:

fie) _ fla+h) _ fla+th) — fla)

gle) — glath)  gla+h—g(a)

Poniewaz f(a) = g(a)=0, przeto przez odjecie f(a) w licznblk;él gﬁ:}
wO mianowniku nie zmienila sig wartos¢ tego ulaxgka. ghcf,cin; ap;edgtem
i zeni li gdy h— 0, podzieli
icg tego wyrazenia, gdy x —a czy |
;]iczenikgi mianownik prawej strony przez h. Otrzymamy zatem

fla+ k) — f(a) ?
e a
N, S
hm @ rm e ER—g@ @
h
. . ’ 0
- ie tak samo rozumuje sig, gdy g¢'(a) << bi g f . 1
Lupelgzowodnmémy ratemn prawdziwoéé nastgpujacej uproszczone) reguly
2 s S ; ¢ 0 1 jesel
istniejq ich pierwsze pochodne w tym punkcie, a P?C}“_’ e g\ igh, i
od zera, to granica ilorazu tych funkcyj réwna Ssig ilorazowi P
nych w tym punkcie, a mianowicie:
f(x) f'(a)

(174) ime@E - g

~—

c. b.d o

Uz jac wzoru Taylora, mozna rozszerzy¢ te regule takze na wyzsze
zywaj ; B s
1€ d.f’(a):Olg(a)__'. ,
pOChoizz‘k:I:;Zek tga ):-egula jest prostsza 1 wymaga kprost;zych'e;aic;zz:,
= . . es J o
izell nl s la Hospitala, to jednak zakr ]
anizeli nieuproszezona regu : o o el s
1] 3¢ iczony (pp. nie obejmuje ona przyp dy
Pt Jesliflbd(fiogm;():z? gro(wgdzi ona zwykle do rachunkédw batrdzlsi
- Z : trz
I:k?m-:)_li?kaan ych, zwlaszeza gdy w gre wchodzg, wyz§z§ ;;9:zl:]<)ikr;e s rmia-
; i i ; ac i
3 i e dokladnie wyliczaé, nie .upra'szcza], :
- bgzlviz Z;::imo to moze byé ona w niektérych przypadkach przy
now ;
datniejszs, anizeli pierwotna regula.
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X Tak op. zagadnienie 2) z poprzedniego paragrafu, ktérego' nie mozna
.ylo rozwigzaé przy pomocy nieuproszczonej reguly Hospitala, mo-
Zemy teraz latwo rozwigzaé. I tak chcemy znalezé: i

1
z?sin —

lim —
=—0 8lnx

~ Obliczamy pochodng licznika w punkcie 2= 0. Rachunek ten wykona-

lifmy juz w'§ 92 l otrzymaliémy na tg pochodns wartosé: f(0)=0.
Pochodna mianownika ma w punkcie x =0 wartoéé g'(0)

= cos () =
a zatem wedlug wzoru (174) otrzymujemy: ”
z¥sin .
B o
-0 sSln »

e

-albo w formie uwiklapej:

ROZDZIAL XV.

Zastosowanie rachunku rozniczkowego do krzywych
ptaskich.

§ 174. Réwnania stycznej i normalnej. Cosinusy kierunkowe,

Poznaliémy juz w poprzednich rozdzialach niektére najprostsze a za-
razem najbardziej zasadnicze zastosowania rachunku réiniczkowego do
geometrji linij plaskich. I tak juz przy wprowadzeniu definicji pochodnej
poznaliémy écisly zwigzek pochodnej ze stycenq (por. § 64); widzieliémy
mianowicie, ze spadek stycamej, nieprostopadlej do osi xz-6w, jest réwny
wartosei pochodnej w badanym punkeie (por. § 64, wzér 4). Na tej pod- ’
stawie mogliémy podaé réwnanie stycznej i mormalnej w kaidym punk-
cie, w ktérym istnieje pochodna (por. § 64, wzory 5 i 6). Przy pomocy
pochodnej wyprowadziliémy wzory na rozmaite odcinki. majgce zastoso-
wanie przy dyskusji i konstrukeji linij krzywych, a mianowicie wzory
na: odcinek stycznej, mormalnej, podstycznej i podnormalnej (por. § 64,
wzory T—10). Ze zoaku pierwszej pochodnej wnioskowalismy o wzno-
szeniu si¢ 1 opadaniu linij (por. § 101, 3—7). Wreszeie przy pomocy po-
chodnyeh badalismy najwyssze @ najnizsze punkty linij (§ 144 i nast).
W tym rozdziale oméwimy szereg dalszych zastosowai rachunku réznicz-
kowego do badania rozmaitych innych wlasnosci linij krzywyeh, jak np.
wypuklosei i wklestodci, krzywizay i t. p. Te wszystkie zastosowania
avalizy wyzszej do géometrji tworzg osobny dzial matematyki, zwany
geometrja réiniczkowq.

Rozwazania nasze rozpoczniemy od dokladniejszego oméwienia stycz-
nej, normalnej i ich zastosowan.

Réwnanie linij podajemy albo w formie wyraznej:

y = f(x)

albo w formie parametrowej:

z=@(t), y=wu()

flz,y) =0
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Rzadziej uzywa sie formy biegunowej:
r=f(p)
Te forme bedziemy uwazali za specjalny przypadek formy parametrowej,
a mianowicie, korzystajac z wzoréw na zamiang spélrzednych bieguno-
wych na prostokstne: x = rcos ®, § = rsin @, napiszemy:
r=[lp)cosp, y=/flg)sing
& to jest widocznie parametrowem przedstawieniem danej linji.
Spadek stycznej wyraiamy wzorem:
ga=f(x) =y (x)
dla formy wyraznej. Stad otrzymujemy dla formy parametrowej:
_ve
@'(t)
wrazie, gdy ¢'(¢) 0. Gdyby zas bylo ¢'(t)=0, lecz W) F 0, to

uwazalibysmy z za funkeje y, a wtedy spadek badanej linji wzgledem osi
y-6w wyrazalby sie wzorem:

tg a

@' (t)
t = —
0=v@
Punkty zas, w ktérych jest réwnoczesnie ) =0 i ¢'(t)=0, nazy-
wamy punktami osobliwemi. Narazie wylsczymy je z naszych rozwazan.
Dla formy uwiklanej jest:
fi(z, y)

tga = — =

3 H@y)
wrazie, gdy f,(x,y) 4= 0. Jezeli zas jest f(z,y) =0, lecz f,(z, y) %0, to
uwazamy z za funkeje y, a wtedy spadek badanej linji wzgledem osi
¥-0W wyraza sig wzorem:

fi(x, y)
Punkty, w ktérych jest réwnoczesnie Lz y)=0 i f(2,9)=0, nazy-
wamy punktami osobliwemi. Temi punktami zajmiemy sig pézniej w osob-
Dym ustepie, narazie za$ wylaczamy je z naszych rozwazan.

Obok spadku, t. j. tangensa kata nachylenia stycznej, uzywa sig
CzQsto t. 2w. cosinuséw kierunkowych, to znaczy cosinusdw kata @, jaki
tworzy styczna z osig z-6w i kata B, jaki tworzy styczna z osig y-6w
Jest to dogodnem dlatego, ze nawet dla a == 90° lub B=190° nie staje

sie cosinus nieskonczonoseig (w przeciwienstwie do tangensa).
Poniewasz:

tgﬂ:_/;(:r7 )

cosaz=\l a cosf=cos(90° — @) = sing — — g

+ V1 ¥ g% Ty—_l_tg—,a,
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przeto z powyzszych wzoréw latwo jest otrzymaé cosinusy kierunkowe.
(Jezeli rozwazamy katy o tylko w granicach od 0° do 1809, to dla kg-
téw ostrych nalezy braé przed pierwiastkiem znak -, a dla rozwar-
tych —, jednakie ten sam znak w obu wzorach). I tak:

(175) cose =

O e ) D
+1 4" # 47

Dla. parametrowego przedstawienia otrzymujemy w ten sposéb syme-
tryczne wzory: '

/ ’ t
el e O
+ Vo (6 + /(1) + Vo't + o' ()
Jezeli dla pierwiastka przyjmujemy znak -+, to to znaczy, e za dodatni
kierunek stycznej uwazamy ten, dla ktérego cose ma ten sam znak, co

(176) cose =

@'(f). a sine ten sam znak, co (). Jezeliby ten kierunek stycznej byt

z jakichkolwiek wzgledéw niedogodny, to przyjmujemy dla _pif)rwiastka
znsk: —, a przez to odwréei sig kierunek stycznej (obréci sig o 180°
w plaszezyinie XY). ek g

Podobne wzory mozina wypisaé dla formy uwikiane;j.

Majsc wzory na spadek styeznej przy rozmaitych sposobach pt:zed-
stawiania linji, mozemy juz z latwofcia otrzymaé réwnania stycznej dla
tych rozmaitych sposobéw. Niechaj spdirzgdnemi punktu s.;tycznoécl. beda
z,,4,. Dla formy wyrasnej otrzymujemy rdwnanie stycznej w znanej nam

juz postaci:
(®) (y—m=ﬂm@—%j

w te) formie mieszcza sig jednak tylko styczne nieprostopadle do osi z-6w.
Dla formy parametrowej niechaj f;, bedzie tg wartoéciag parametru,
dla ktérej x =, y =1y, to réwnanie stycznej ma postaé:

y—yl-—:—l—@(x—xl)

o ile @’(f,)==0. Stad otrzymujemy réwnowazne z tem rdwnanie stycznej:

(177) (® — @)Y (t) — (v — 21)9" (1) =0

Gdyby za$ bylo ¢'(¢) =0 lecz ¥'(t,) 3 0, to, uwazajac z za funkejg y,
otrzymalibydémy réwnanie stycznej w postaci:

Lisody = (pllgg (y— )

Po uwolnieniu od mianownika otrzymujemy- to samo rdéwnanie, co po-
przednio.
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Stad widzimy, ze réwnanie (177) zawiera w sobie zaréwno styczne
nieprostopadle do osi x-6w jak i styczne prostopadle.

O ile ¢'(#,) ani ¥’(t,) nie jest réwne zeru, to mozemy napisaé réw-
nanie (177) w nastgpujgcej, symetrycznej i latwej do zapamigtania postaci:

am) Lok PER ey |
ik ?'(t) ()

Postepujac w podobny sposéb dla formy wwikianej, otrzymujemy réwna-

nie slycznej W nastepujacej postaci:

(179) (#—x) ez, ) + (y — y) (2, 9,) =0

Ta forma jest, podobnie jak forma (177), ogdlna, to znaczy ujmuje wezystkie
przypadki:“zaréwno styczne nieprostopadle do osi jak i prostopadle

Z tych réwnan przechodzimy do réwnah mormalnej, zastgpujac spa-
dek. stycznej jego odwrotnoscig ze znakiem przeciwnym. W ten - sposéb

otrzymujemy rdwnanic normalnej
dla formy wyrazne;:

6 dogriag Sl Tl o
( ) .'/ Y : !/'(3'1)

(x —

z,)

dla formy parametrowej:

(180)

(x— )@ () + (y — yY' () =0

dla formy uwiklanej:

(181)

(& — 2@, ) — (y — y1) [ (4, ) =0

Uwagi. 1. Jezeli na stycznej & (fig. 142) ustalimy jakié kierunek jako dodatni

(np. przez obranie znaku pierwiastka we
wzorach 176), to dla normalnej N przyjmuje
si¢ jako dodatni ten kierunek, ktory jest
odchylony od dodatniego kierunku S o kst
90°, liczony w tym samym kierunku od S,
w jakim dodatni kierunek osi Y jest od-
chylony od dodatniego kierunku osi X,
8 wigc np. na fig. 142 w kierunku prze-
X ciwnym do biegu wskazéwki zegarowej.

Fig_ 149,

»—  Chodzi tu o to, aby kgty SCY0X i I NPS
+ + + +

przechodzily na siebie przez wykonanie
obrotu i przesunigcia w plaszczyZnie XY.

2. Styczng pojmowaliémy dotychczas jako graniczne polozenie siecznej. Mozna
Ja jednak okreslié takze inaczej, a mianowicie biorge pod uwage odleglodé punktéw

1
!
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linji krzywej od prostych, przechodzacych przez jeden jej punkt (2, y,). WeZmy jakg-
kolwiek taks prosts p,; gdy si¢ posuwamy po linji krzywej z obu stron ku punktowi
(24, 7,), to odlegloéé tego punktu od prostej p, dgzy oczywiscie do zera. Jezeli jednak
istnieje taka prosta p, dla ktérej ta odleglosé dazy do zera w stopniu wyzszym ani-
zoli pierwszy, to t¢ prosty nazwiemy styczng w punkeie (@, y,). Jezeli np. funkcja
y = f(x) jest rozwijalna na wzér Taylora, to latwo okazaé, Ze prosta o Zgdanej
wlasnoéei ma wlaénie rownanie y —y, = y'(ay){(@ — «,), a wigc jest styczng takie
w pierwotnem znaczeniu. Z rozwazan § 129 wynika to bezpoérednio.

W nastgpnych paragrafach podamy niektére zastosowania pozna-

nych tu wzoréw.
§ 176. Krzywa spodkéw.
Wezmy pod uwage zbiér wszystkich stycznych dowolnej linji krzy-

wej o réwnaniu:
(2) F(x,y)=0
Z dowolnego punktu, np. z poczatku ukladu, wykreslamy prostopadle do
tych wszystkich stycznych (fig. 143). Punkty przecigcia sig tych prosto-
padlych z odpowiedniemi stycznemi 1Y
czyli spodki tych prostopadlych, le-
zgce na stycznych, tworzg nowsg
l_in_j@, zwang krzywaq spodkéw.
Cheemy zbudowaé réwoanie
miejsca geometrycznego tych punk-
téw. Punkty przecigeia sig P(§ 1)
prostopadlych ze stycznemi muszg
spelniaé nastgpujace warunki.

Kazdy taki punkt lezy na /

stycznej, a wige spelnia réwnanie: ‘5‘[ F i
(b) (E—a)F.+ (n—y)F,=0 Fig. 143.

Ponadto kazdy taki punkt leiy na prostopadlej OP do odpowiedniej
stycznej, musi wige spelniaé réwnanie tej prostopadlej, przechodzacej
przez O, t. j.

PR

n=a,§
Spadek
o
iy F,
a zatem:
(e) nF,=EF,

Muszg sie wige spelniaé warunki (a), (b) i (c). Z tych trzech warunkéw
eliminujemy zmienne z i ¥ i otrzymujemy zwigzek pomigdzy pozostalemi
zmiennemi £, 7, t. j. jakie$ réwnanie:

G, m)=0

To jest wlaénie réwnanie krzywej spodkéw.
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Tak np. dla hiperboli réwnobocznej:
s — y! —al = 0
warunki (b) i (¢) przyjmujs postaé:
(6 — )22 — M—y2y=0
n-2x=—F.2y
Stad oblicza sig z i
kowaniu otrzymamy:

§2 — gy =2 —y*=q2
nz+§y=0

y 1 wstawia sig je w réwnanie hiperboli; po uporzad-

czyli

€+ 7' =a2(§2—q2)
Jest to linja 4-go stopnia, zwana lemniskatq. Zatem dla hiperboli réwno-
bocznej kraywa spodkéw ze wzgledu na poczatek ukladu Jjest lemniskata,

Jezeli wykreslamy prostopadle nie z poczgtku ukladu, lecz z dowolnego
punktiu P(I, m), to trzeba tylko zastapié trzeci warunek (¢) warunkiem:

(c) n—m)F, = (& —|)F,
Okazuje sig np., ze krzywg spodkéw dla kola:
x=aqacost
Y =asint

ze wzgledu na punkt £(0, a), lezacy

na obwodzie tego kola, jest linja,
zwana kardioidg, por. § 153, fig. 136)

0

§ 176. Krzywe réwnolegte do danej krzy"wej.

- Jezeli na kazdej normaln
strony od jej przecigeia sig z t
odcinkéw utworzgq w ogdlnosei
noleglemi do danej linji.

Chodzi o wyznaczenie réwnan tych linij réwnoleglych.

Niechaj krzywa K bedzie podana w formie parametrowej:

Z= (), ?=‘P(‘)
Spélrzgdne punktu P (6g. 144), lezgcego na normalnej w odstgpie d,

znajdziemy z warunkéw, ze rzuty odcinka AP na osie 83 réwne rézpi-
com spélrzednych punktéw koficowych tego odcinka, a mianowicie:

ej do danej krzywej odetniemy w obydwie
3 linjy réwne odeinki d, to konce tych
dwie nowe krzywe, zwane krzywemi réw-

deosy = — 3, dcosd:—y—g

przyezem y jest katem normaluej

z o8ig x a & z osig Y.
Poniewaz: g = 900 — ,

0=90°—y a 7Y =90° + @, przeto:
w—a‘::d-cos(90°+a)=d-cos(180°—ﬁ)=-—d-cosﬂ

y—y‘:d-cos(90°—y)=d-cos(—a):d-cosa

et W LB
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Fig. 144

a wige:
2 x=q@()— d-cosf

y = () +»d - cosje

Podstawiamy tu za dostawy kierunkowe wartosci z w?oréw (176),-raz'
ze znakami -+ a drugi raz (dla drugiej czedci normalnej) ze znakaz;z —
i otrzymujemy nastepujsce wzory na dwie krzywe, réwnolegle do krzy-
wej Z=g(t) i §=y(t):

dv(®) A

I ool M ooy
(182) d.¢'(2) _d-9'()
y=v({)+

P el = Y(l) — e
woree | o teor

Szezegélowy pr,zyklad, a mianowicie linje réwnolegle do elipsy, oméwimy
pézniej, w § 189 (przyklad 9).

§ 177. Réwnanie réZzniczkowe gromady linij.

Réwnanie:
y = cx?

przedstawia gromade parabol, jezeli stalej ¢ dajemy x:ozmaite wartoécu_
Te stals ¢ mozna usungé przy pomocy spadku stycznej:

y’ =2cz
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Z tych bowiem dwéeh réwnan mozna wyeliminowaé ¢. Np. obliczamy ¢
z plerwszego réwnania: ¢ =y :2* i wstawiamy w drugie, to:

2y 2
o=tz
To nowe réwnanie nie zawiera juz stalej ¢, zawiera natomiast pochodng y'.
Takie réwnanie, zachodzgce pomigdzy x,y i ¥/, nazywamy — jak juz
wiemy z § 87 — rdwnaniem réiniczkowem. To réwnanie rézniczkowe za-
stepuje rownanie tej gromady w tem znaczeniu, e bedzie mozna — jak
zobaczymy w Il-gim tomie — przy pomocy danego réwnania réiniczko-
wego wyznaczy¢ promadg linij, nalezgeq do niego.

Zawiera ono pewng wlasho$é charakterystyczng, wspélng wszyétkim

linjom tej gromady. Tak np. w naszym przykladzie mozna to réwnanie
rézniczkowe napisaé w postaci:

x
——,=P‘,=—-—

2

a to znaczy, ze podstyczna (por. § 64, wzér 7) w kazdym punkecie kaz-
dej takiej paraboli réwna sig polowie odcigtej tego punktu (por. przy-
klady (b) i (c) z § 64).

Podobnie dla gromady hiperbol réwnobocznych:

L0
S

znajdujemy réwnanie rézniczkowe:

= -~3"'5
(albowiem y' = — :%, e =2y
Ogolnie zbiér wszystkich linij, ktérych spélrzedne spelniajs réwnanie:
Bz, y,6) =0

nazywamy gromadq jednoparametrowa linij,
Réwnanie rézniezkowe tej gromady otrzymuje sie, eliminujge para-
metr ¢ z réwnania tej gromady i z réwnania:

Fx(‘x: Y, C)+9I'F,(x, Y, C)=0

. F
ktére wynika z wzoru y' = ——-;v—’ na pochodng funkeji uwiklanej.

E 4
Wynikiem tej eliminacji jest — w ogélnoci — zwigzek:

f(x7 Ys ?/’) =0

zwany réwnaniem réiniczkowem pierwszego rzedu.
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Uwaga. Jednoparametrows gromade linij mozemy interpretowaé jako gromade
warstwic powierzchni:
F(x,y,2)=0

otrzymanych przez przekroje zapomocs plaszczyzn 2z =c, rownoleglych do plasz-
czyzny XY.

Wezmy pod uwage gromadg kél o stalym promieniu, np. r = 4:
(a) (e —pf (=g —16=0

To réwnanie przedstawia dwuparametrowq gromadg linij, poniewdz wy-
stgpujs tu dwa niezaleine od siebie parametry p i g¢.

Takze w tym przypadku mozemy zastapié to réwnanie takiem réw-
vaniem, w ktérem nie wystepujg zadne stale dowolne, natomiast wyste-
puja pierwsza i druga pochodna funkeji y. ‘

Tworzymy w tym celu catkowitq pochodng (por. § 107) tego réwna-
nia t. j.

2 —p)+200—q)y' =0

ezyli:

{b) (@ —p)+y—qy =0

Z tego réwnania tworzymy zoowu calkowity pochodna 1 otrzymujemy:
{c) Lty —g§’ fy=10-.

Z réwnanh (a), (b), (c) eliminujemy z — p i y — ¢ i otrzymujemy po la-
twych rachunkach: '
(14 y5r =16y

. Takie réwoanie rézniczkowe nazywamy réwnaniem rézniczkowem dru-

grego rzedu, albowiem zawiera ono druga pochodnq. Ogdlng postacig réw-

. pania rézniczkowego drugiego rzedu jest:

flx,y,9,y")=0

- To réwnanie podaje réwniei pewng wlasnoé¢ wspélng calej gromadzie

linij, wlasnos¢ ta dotyczy jednak nie stycznosci, lecz — jak pdzniej zoba-
czymy — krzywizny.
W podobny sposéb mozna dla n-parametrowej gromady linij:
F(x1y$cla62""cn)=0

utworzy¢ jej réwnauie rézniczkowe n-tego rzedu, nie zawierajace stalych
CyC; ... C, & Mianowicie:

f(xa Y, ylr yhy s ?/("’) =0

Rozwazaniami temi zajmiemy sig dokladniej w I[I-gim tomie.
Racbunek rozniczkowy i calkowy. 34
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§ 178. Trajektorje gromady linij.

W wielu zagadnieniach fizyki i techniki trzeba do danej gromadyn

linij dobraé drugs gromadg taks, aby kazda linja drugiej gromady prze-
cinala kazdg linjg pierwszej gromady pod katem prostym, to znaczy, aby
ich styczne w kazdym punkeie tworzyly z sobg kat prosty. Kazds linje,
ktéra przecina wszystkie linje jakiej$ gromady pod kgtem prostym, na-
zywamy trajektorjg ortogonalna tej gromady. Chodzi wige o wyznaczenie
wszystkich ortogonalnych trajektoryj danej gromady linij. Wybierajac
z kazdej gromady szereg linij w pewnych odst¢pach, otrzymujemy na
plaszezyZzuie ortogonalng siatke linij.

Takie siatki s3 potrzebne np. w kartografji, w terenoznawstwie
{linje najwigkszego spadu), w hydrodynamice, w przewodnictwie cieplnem
(izotermy), przy badaniu pola magnetycznego.

Otéz okazemy, ze bardzo latwo jest otrzymaé réwnanie rézniczkowe
gromady trajektoryj, gdy podane jest zwyczajne réwnanie jakiejs gro-
mady. I tak niechaj:

(A) F(x,y,c)=0
bedzie réwnaniem danej gromady linij. Spadek kazdej z tych linij wy-
razamy wzorem:

y' = _ Fx(x'l .1/; C)
a F!(x\y) C)

a zatem spadek linij prostopadlych wyrazamy wzorem:

F,(z y,c)
F.(z, vy, c)

®) V=

Z réwnan (A) i (B) nalezy wyeliminowa¢ stala c. W ten sposéb otrzyma
si¢ zwigzek:

9@ 9,y)=0

ktéry jest réwnaniem rézniczkowem szukanej gromady.

Przyklad. Wyznaczyé gromade ortogonalnych trajektoryj dla krzy-
wych (fig. 145) o. réwnaniu:

Yp = ae*
Stad: y, =ae’, a zatem dla trajektoryj spadek jest: y’=—;1?. Wta.
wiamy tu a z pierwszego réwnania i otrzymujemy.
g ey
Yy

.z3ce do badanej gromady,

b31

Zatem réwnaniem rézniczkowem gromady trajektoryj jest:
i e
ezyli:
2y’ =—2
To réwnanie rézniczkowe mozemy z latwoseig rozwiazaéd, albowiem 2yy’
jest pochodng funkeji y2 a — 2 jest pochodng funkeji — 2z lub pajogdl-

niej: —2x 4 ¢. Wige rozwigzaniem tego réwnania rézniczkowego jest
jednoparametrowa gromada funkeyj:
y’ = —2z + c

Jest to réwnanie parabol, polozonych tak, jak na fig. 145.
Bardzo interesujaca jest gromada linij drugiego stopnia, okreslona
réwnauiem (por. fig, 146):

(c —e)xt 4 cyt =c(c — ¢?)

Liczba e* jest tu obrana
stale a parametr ¢ moze
przebiegaé wszystkie licz-
by nieujemne, a wigc
¢ = 0; dla ujemnych war-
tosci ¢ #adna para (z,y)
nie spelnia tego réwnania.
Dla wartosei ¢='0 do-
stajemy x*=0 czyli o8
y-6w; dla c=e? otrzy-
mujemy y* = 0 a wigc o8
z-6w; dla ¢ > e otrzy-
mujemy elipsy a dla 0 <T
< ¢ < e? hiperbole. Przez
kazdy punkt plaszezyzoy,

z wyjatkiem punktéw
Fy(e,0) i Fy(— e,0), prze-
chodzg dwie linje, nale-

albowiem jest to réwnanie
drugiego stopnia w zmien-
nej ¢, posiadajace dwa rze- Fig. 145.

czywiste rozwigzania ¢, i ¢,,

ktére sg réwne tylko dla x = + ¢, y = 0. Przez punkty F#;, F przecho-
dzi zatem tylko jedna linja, nalezaca do danej gromady, a mianowicie
o .z-6w (dla ¢ =e?).

84¥
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Ot6z latwo mozna stwierdzié, ze réwnanie rézniczkowe ortogonalnych
trajektoryj tej gromady jest identyezne z réwnaniem rézniczkowem tey
gromady. Polega to na tem, ze dana gromada rozpada sig na dwie cze-
gci: jedna, dla ktdrej ¢ = ¢%, zawiera same elipsy i o z-6w, druga za$,

Y

X

Fig. 146.

dla ktérej 0 = ¢ < ¢? zawiera same hiperbole i 0§ y-6w. Otés wezystkie
linje, nalezace do pierwszej cazgsci, przecinaja pod katem prostym wszyst-
kie linje, nalezace do drugiej czgéci. Wszystkie te elipsy i hiperbole majs.
wspélue ogniska F, i F,. Mozemy bowiem w przypadku ¢ > e? t. j. dla
elips, polozyé ¢ —e? =102 i c=a% a wtedy a® — b3 — ¢ jest kwadratem
polowy odleglosci ogniska od érodka; dla 0 << ¢ <C et t. j- dla hiperbol,
mozemy polozyé b =¢? —¢, a=c a wige a®} b* = e}, a to jest zno-
wuz dla hiperboli kwadrat polowy odleglosci ogniska od grodka.

T¢ caly gromade nazywamy wobec tego gromads spdtogniskowych
linij drugiego stopnia.

Tej gromady linij uzyto do wprowadzenia t. zw. spblrzednych eliptycznych na
plaezczy%nia. Przy uiyciu zwyklych spolrzednych prostokatnych z, ¥ mozemy sobie
wzobramé, ze cala plaszczyzna zostala podzielona na kratki prostokstne zapomocg li-
nij prostych réwnoleglych do osi spélrzednych: x =c iy=c,

Spéh"ze;dne prostokgtne dowolnego punktu sa zatem Wyznaczone przez wybranie
z tych dwoch gromad linij prostych odpowiednich linij: 2 =, i y=c¢,. Podobnie
spdlrzedne biegunowe 83 zwigzane z podzialem plaszczyzny zapomocg peku prostych

@ =¢, i gromady kél spélérodkowych r=¢, na krzywolinjowe czworokgty ,prosto-

kgtne"; podanie spélrzednych: r, @ jest réwnowaine z wybraniem z tych dwéch gro-

(194)
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wead jednej proste] @ =e¢, i jednego kola # =¢,;. OtéZ podobnie- mozna wyznaozyé
kazdy punkt plaszczyzny. uwazajge go za punkt przecigeia si¢ jednej elipsy i jednej
hiperboli. W tym celu napiszmy gromade elips w postaci:

Y ]
T+ rty - @>e

@ 08 x-6w w postaci y =0 (dla 2 = e3). =
Gromade hiperbol napiszmy w postaci:
ml yi
w e—u
przyezem 0 pe < €2 a2 of y-0w w postaci =0 (dla # =0).
Podajgc dwie liczby nieujemne: 4, 4, z ktérych pierwsza spelnia warunek 4 = ¢3
a druga 0 < < ¢°, mamy wyznaczone fcisle 4 lub 2 punkty plaszezyzny, a miano-
wicie 4 punkty przecigcia si¢ odpowiedniej elipsy (lub osi «-6w) z hiperbols (lub osig
y-6w). Ograniczajge sie do jednej éwiartki plaszezyzny, mamy przez podanie 4, wy-
znaczony zupelnie dokladnie jeden punkt. Otz te liczby 24 i # nazywamy spélrzed-
nemi eliptycznems danego punktu. Przejécie od spélrzednych prostokstnych do elip-
‘tycznych uskutecznia sig, jak Iatwo okazaé, zapomocg dosé prostych wzordw:

=

Lo l——':‘
e
i g @ —p

e?
“Te spélrzedne eliptyczne znajdujg zastosowanie w rozmaitych zagadnieniach z fizyki
matematycznej.

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego gromady trajektoryj jest w ogél-
nosci nielatwe. W rozdzialach, poswigeonych specjalnie réwnaniom réznicz-
kowym (w II-gim tomie), podamy szereg ogélnych metod rozwigzywa-
pia takich réwnan.

Tutaj zajmiemy si¢ jeszcze trajektorjami ogélniejszemi, a mianowi-
cie ukoénemi, t.j. przecinajscemi dans gromadg pod kstem o, réznym
od 90°. Za kat linji 7" z dang linja K uwazamy kat, powstajgcy przez
obrét stycznej do K w tym kierunku, w ktérym trzeba obrécié dodatnig
czgéé osi z-6w o 90°, aby sig nakryla
z dodatnig czescig osi y-6w. Jezeli spa-
dek linji K, naleigcej do danej gro-
mady, ma w jakimé punkecie wartosé
., to spadek y’ trajektorji 7, nachy-
lonej pod katem w do K (por. fig. 147),

‘Wyrazimy wzorem:

y =tgo’' =tgle 4 )= ol

tgottge _ wittgo : Fig. 147.
Tl—tgatgw 1 —ytgw

Wobec tego réwnanie rézniczkowe gromady ukodnych trajektoryj otrzy-
mamy przez eliminacje parametru ¢ z réwnan (np w formie wyraznej):
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y= /(= c)

,_F@o+tgo

y 1—f(zye)tgw

Przyktad. Dla peku prostych:
g==ap

gromadg ortogonalnych trajektoryj jest, jak wiadomo, gromada két spot-
grodkowych o érodku w wierzcholku tego peku. Poszukajmy gromady
trajektoryj ukosnych, przecinajacych ten pek prostych pod katem w == 90°.
Tutaj: y = a, a zatem dla trajektoryj jest:
, __ a4tgow

y_l—atgw

A A :
+ plerwszego réwnania obliczamy: a:‘zi; wstawiwszy to w drugie réw-
27

.znie, otrzymamy nastgpujace réwnanie rézniczkowe gromady uko$nych
trajektoryj:

ay % +tgw

dz < o 5.

To réwnanie rézniczkowe mozna rozwiazaé w dosé prosty sposéb, wpro-

;v!m(iizajqc zamiast spélrzednych prostokatnych spélrzedne biegunowe, t. j-
adge:

z=r(p)cos g, y=r(p)sing
W ten sposéh otrzymujemy:

r(p)sing 4-r(p)cosp _ tgpf-tgw
r(p)cos p —r(p)sing ~ 1—tgptgw

Stad zas:
(9)

—27 — ¢t
(@) fe

Kfa,t @ jest liczbg staly, zatem i etgw = b jest liczbg stala. Chodzi nam
Wige 0 razwigzanie réwnania rézniczkowego:

2

7(9)
Jest to znane nam z § 87 réwnanie rézniczkowe funkeyj wykladniczych
(por. wzér (46) na str. 279). Widzielismy juz, ze gromada funkeyj:

r == ceb¥

cpeiuia to réwnanie rézniczkowe przy dowolnem c.
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Otrzymalismy w ten sposéb gromadg ukosnych trajektoryj peku
linij prostych, przedstawions zapomocs spolrzednych biegunowych.
Te linje nazywamy spiralnemi logarytmicznemi (por. fig. 156 w § 185)-

§ 179. Wypukloéé i wkleslosé Tukow linji Krzywe).

Jezeli linja krzyWa jest podana zapomoca rownania y = /(z), to,
jak widzielismy (w § 101), ze znaku pierwszej pochodnej: f(x) mozna
wnioskowaé o wznoszeniu sie lub opadaniu tej linji. Podobne uslugi od-
daje znak drugiej pochodnej: f”(x) przy badaniu wypuktosci i wklestosci.
Intuicyjoe pojecie wypuklosei ujmiemy w formg matematyczna. Tak np.
tak AB linji | na fig. 148 jest zwrécony wypukloscia w kierunku do-
datniej osi y-6w; zamiast tego Y
powiemy krotko, ze ten luk p D
jest wypukéy V). Kazdy punkt
P tego luku lezy powyzej
odpowiedniego punktu /' cig- A
ciwy, ktéra lgczy dwa punkty
C i D tego luku, lezace po
przeciwnych stronach punktu

X
P. Wystarczy zawsze braé - —
pod uwage punkty C i D, 6T a 4 Ak Xy b
nalezgce do takich odcigtych Fig. 148

x, 124, dla ktérych odcigta
punktu P jest ich $rednig arytmetyczng. To prowadzi nas do nastepuja-
cej definicji funkeji (lub linji) wypuklej w przedziale (a, b).

Funkcje f(x), a wiec © linjg o rownaniv y = f(x), nazywamy wy-
pulkla w przedziale (a,b), jezeli dla kazdej pary punkiow 2z, 1 &, z lego
przedziatu speinia si¢ nierdwnosé:

(185) f(w, —|2—xg)>f(wl) -+2—f(xz)

(tutaj f(xl —;—_._x_g) jest. oczywiscie rzedng punktu P, lezacego na krzywej,

a drednia arytmetyczna ﬁ”%—_@ jest rzedng punktu P, lezacego na
cigciwie).

W podobny spos6b charakteryzujemy wklgstosé (zwrocong w dodat-
pim kierunku osi y-6w) nieréwnoseia:

(186) f(x"gx’)<f(x‘)’gﬂx”

1) W nowszych pracach z teorji funkeyj uzywa sie wrecz przeciwnej definicji wypu-
klodci, t. j. za wypukly uwaza sie tuk, zwréeony wypukloscig w kierunku ujemnych y-¢-+.
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t. j. rzedna w punkeie érodkowym kazdego odeinka <<z;,z;> z prze-
dzialu (a,b) jest mniejsza od $redniej arytmetycznej rzednych w punktach
skrajnych.

Okazemy, ze, jezeli druga pochodna f'(x) jest w calym przedziale
(a,b) ujemna, to linja jest w tym przedziale wypukla (t. j. zwrécona wy-
pukloscig w dodatnig strong osi y-6w).

Dowéd. Obierzmy dwa dowolne punkty @, i #, z przedzialu (a, b),
przyczem np. 2, > z,. Odleglo$é ich nazwijmy: x, — x, = 2k, to f(z,) =

o
= f(x, + 2h), f(i—#) = f(x, + h), a h jest liczbg dodatnigq.
Cheemy dowies¢ nieréwnosei (185) cayli nieréwnosci:

a o) o Al e @il )y

Licznik mozemy oapisaé takie w postaci:

L(k) = fla, 4 2h) — fla, 4 k) — [f(z, + k) — f(x,)]
Na mocy twierdzenia o wartoéei §redniej otrzymujemy:
L(t)=hf'(x, +h+ Sh) — hf'(x, 4+ & h) = Rif'(z, +h 4
+ 9h) — iz, 4 94 b))

Poniewaz wedlug zalozenia jest stale //(z) < 0, przeto pierwsza pochodna

Jest funkejg monotonicznie malejges w calym przedziale (a,b). Wobec
tego jest:

x4+ k4 3h) < [z, 4 94 h)

albowiem
o+ h+3h >z, L9k
wskutek
0< 3 <1
Zatem:
L(h) <0

A wige nieréwnodé (n) czyli (185) spelnia sie dla kazdej pary punktéw -

Z; 1 xy z przedzialu (a, b).

Zupelnie podobnie dowodzi sig, ze, gdy ["(x) > 0 w catym prze-
dziale (a,b), to linja.jest w tym przedziale whlesta.

Jezeli druga pochodna jest ujemna w jakims punkcie a, t. j. jezeli
f’.’(a) < 0,a wiemy ponadto, ze jest ciggla w tym punkeie, to istnieje ta-
kie otocfzenie punktu @, np. <a — 46, a + 6>, w ktérem ta pochodna.
zachowuje swéj znak, a wige wtedy w tem otoczeniu linja jest wypukla.
W tym wypadku méwi sig takze krétko, ze linja jest wypukia w punkcie a.

Uwaga. Gdybyémy jednak nie zalozyli ciaglosci funkeji f*'(z), to moglaby sig

ons stawac% w najbliZszem otoczeniu punktu @ ujemns lub zerem i wtedy mogloby nie
istnie¢ tekie otoczenie, w ktérem sie spelnia definicja wypuklosei. :
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W podobny sposéb okreéla sig wklgslosé w punkeie.

W otoczeniu punktu, w ktérym linja jest wypukla, lezy ona catkowi-
cie po jednej stronie swej stycemej, naleacej do tego punmktu, a mianowi-
cie rzgdne wezystkich jej punktéw z tego otoczenia ss mniejsze od od-
powiednich rzgdnych stycznej. \

Dowdd. Zakladamy, ze druga pochodna jest ciggla w tym punkcie
Z=a i ma w nim warto$¢ ujemns. Twierdzimy, ze istnieje takie oto-
czenie tego punktu, w ktérem kazda rzedna y linji krzywej jest mniej-
sza od odpowiedniej rzednej # linji stycznej. W celu dowodu rozwijamy
funkeje y = f(zr) w otoczeniu punktu xz=a na wzér Taylora, zatrzy.
mujgc sig w nim na drugiej pochodnej, a wige:

y="Fla+ B =1F@)+hf(@)+ o a+9

Roéwnanie stycznej, przechodzacej przez punkt z = a, y = f(a), ma postaé:

g=1fla)+f(a)h
Stad:

he
y—9="o/"(a+3k)

Wedlug zalozenia jest f''(a) << 0 a f'(x) jest funkejs ciagly w punkeie a.
Wobec tego istnieje takie otoczenie punktu a, w ktérem takie [”(a +-
—+ 8h) < 0. W tem otoczeniu jest wigc stale:

y—7<0
czyli:
_1/<Z7 C. b. d. 0.

Takie samo twierdzenie odnosi sig do punktow wkleslodei.

Uwaga. W niektérych podrecznikach przyjeto te wlasnosé linji za definicje wy-
puklodei (i wklgslodei), a mianowicie nazywa sie linj¢ wypukis (lub wklesla) w jakim$
punkcie, jezeli istnieje takie jego otoczenie, w ktérem linja lezy calkowicie po jednej
stronie swej stycznej. Takie pojmowanie wypuklosei i wklesloéei nie zgadza sig jed-
nak z intuicyjnem pojeciem wypuklodei i wklestosei.

Mozna bowiem zbudowaé taka linje, leiges calkowicie po jednej stronie swej
stycznej, ktora posiada nieskonczenie wiele zanikajacych oscylacyj w otoczeniu bada-
nego punktu (podobnie jak na fig. 123 z § 145; trzebaby tam tylko ograniczy¢ oscy-
lacje od dotu nie osia @-6w lecz jaka$ linjg wklesls w punkecie 0), a wige zmienia
w otoczeniu tego punktu nieskoriczenie wiele razy wypuklosé na wkleslosé i odwrot-
nie. Takiego za§ punktu nie nazwiemy punktem wypukloéci ani wkleslodei w intunis
cyjnem, potocznem pojmowaniu tej wlasnodci. Przy naszej definlcji wypuklosci udo-
wodniona wlasno$é jest tylko koniecznym lecz niedostatecznym warunkiem wypuklodci
linji w punkecie.
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Oméwilismy dotychezas przypadki, gdy f”(a) > 0i f”(a) < 0. W na-
stgpnym paragrafie oméwimy przypadek f”(a) = 0.

Osobnego za$ badania wymagaja te punkty, w ktérych druga po-
chodna nie istnieje lub istnieje, lecz nie jest funkeja ciagly. Badanie to
najdogodniej jest oprzeé¢ wprost na definicji wypuklosei i wklestosci.

§ 180. Punkty przegiecia.

Puokt linji krzywej nazywamy punktem przegiccia, Jezell krzywa
przecina w tym punkcie styczng, nalezacq do niego, to znaczy, ze (w oto-
czeniu tego punktu) przed tym punktem linja lezy po jednej stronie stycz-
nej a za nim po drugiej. Takim jest np. na fig, 124 z § 146 punkt 4.

Wezmy pod uwage linje o réwnaniu y = f(x). Jezeli druga po-
chodna jest ciagla w badanym punkcie z=aq, to punkt przegigcia moze
istnieé tylko wtedy, gdy:

f(a)=0

Gdyby bowiem bylo f"(a) >0 lub f"(a) <0, to Linja lezalaby w oto-
czeniu tego punktu calkowicie po jednej stronie swej stycznej, jak to
widzieliimy w poprzednim paragrafie. Stad wynikaja nastgpujace konieczne
warunki istnienia punktu przegiecia.

Linja o réwnaniu y = f(x) moze posiadaé punkty przegiccia tylko
dla tych wartodei x, dla ktérych druga pochodna Jest réwna zeru albo jest
funkcja nieciagla albo nie istnieje.

Cheae wige wykryé punkty przegigeia, trzeba przedewszystkiem
wyznaczy¢ pierwiastki réwnania:

(187) == 0

a nastgpoie punkty, w ktéryech druga pochodna jest nieciggla lub nie-
istoieje. W tych punktach moga —lecz nie muszg — istnieé punkty
przegigcia.

Chege wykryé dostateczne warunki na to, aby punkt z =a byt
punktem przegigcia, zajmiemy sig najpierw przypadkiem, gdy funkeja
posiada w badanym punkeie pochodne wszystkich rzedéw, przyczem nie
wszystkie sg zerami. Zbadajmy zachowanie sig funkeji w otoczeniu pun-
ktu z = a, spelniajacego warunek f”(a)=0. W ten sposob uzupelnimy
zarazem luke, ktérg pozostawilismy przy dyskusji w poprzednim para-
grafie. Chodzi nam o poréwnanie rzgdnych danej linji z rzednemi stycz-
nej, nalezacej do punktu a. W tym celu rozwijamy f(x) na wzér Tay-

lora w otoczeniu tego punktu, zatrzymujac w nim trzecig pochodng,
a wianowicie:

y = 1@+ B = f(a) -+ h@)+ e @)+ 7 (a 90)
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Réwnanie stycznej w punkcie a ma postac:
g =f(a)+ kf(a)

Poniewaz w badanym punkcie jest f"’(a)=0, przeto -réinit-:g rzqdny(:lh
badanej linji i stycznej, nalezacych do tej samej odcigtej, mozemy przed-
stawié¢ wzorem:

ha 117
_ y——ﬂ=§f (a + 3h)

Jezeli f(a) > 0, to wskutek ciaglosel funkeji f'"(x) istnieje Fakie oto-
czenie punktu a, w ktérem f"%(x) zachowuje ten sam znak, a wige w tenz
otoczeniu jest takze f''(a 4 Gh) > 0. A wige w tem oto.cz.e.amu jest y1<y
dla ujemnych k, a y>7 dla dodatnich h. Punkty linji krzywej i
wige przed punktem a ponizej stycznej a poza tym px_mktem powyzej,
czyli punkt a jest wtedy punktem przegigcia. Podob'me ”rlna mqorzlecz,
gdy f"(a) < 0. Jezeli za§ oprécz f”(a')=0 jest takze‘f. (@)= : ee?
f¥(a) &= 0, to posuwamy si¢ W rozwinigciu Taylora dalej i otrzymujemy:

hé
7 — *4) 3 h

Stad wnioskujemy podobnie jak w § 179, ze linja jes(t”wtedy w bafla--
nym punkcie wypukla, gdy /“(a) < 0, a w’rklesla, g.dy f. (a)(4)> 0,_&(:7120
punkt a nie jest wtedy punktem przogigeia. .Jez.eh takze ‘f (_a)__ , to
posuwamy sig do dalszych pochodnych i jezeli pierwsza meznllké_]a,ca po-
chodna ma rzgd nieparzysty, to punkt a jest punktem przegigcia, a Ji-
zeli ma rzgd parzysty, to w punkcie a mamy wypu.kloéé l.ub Wk]?SlOév,
a nie punkt przegigcia. Stad otrzymujemy nastgpujace therdzenlel;tza-
wierajace dostateczne warunki na to, aby punkt r—=a byl- pun ertx;l
przegigeia (gdy f(z) posiada wszystkie pochodne, przyczem nie wezyst-
g mi). '

i '&J:;E? w) jakims punkcie druga a ewentualnie i.dalsze.pochodne ag io
(n-1)-szej wiqeznie réwnajq sig zeru, a n-ta poci‘wdna. Jest r.dzna od z'erfl,- ;
badany punkt jest punktem przegiccia, gdy n jest .lzcz.bq. mteparzystql,‘:l]ezle;
zaé n jest liczbg parzystq, to w_ badanym punk_c'ze lu.ya .]&S‘t. wypukia tu
whklgsta zaleénie od tego, czy ta m-ta pochodna jest liczbg ujemnq czy tez
'edatniq.

o P;mkty, w ktérych f"(a) =0, 'f"'ga) = O e S e o 9, ale
% (a) <= 0, nazywamy punktami undulacy]%emz.. Qharakteryzu_]a, 819.10[36
na oko tem, ze linja krzywa jest w otoczeniu tych punktéw silnie
spl na. :
- asZcOzs(:)bnego badania ‘wymagaja te punkty, w ktérych p.ochodnedme
istniejs lub s3 nieciagle lub sa wszystl?ie‘zeranu. Wtedy opieramy dys-
kusje wprost na defidicji punktu przegigcia.
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Z tych wszystkich rozwazan widzimy, #e badanie punktéw prze-
gigcia odbywa sig podobnie, jak badanie extreméw, jednakie nie samej
funkeji, lecz jej pierwszej pochodnej.

Zwracamy uwagg jeszcze na jeden szezegél, w ktérym czesto bla-
dzg poczqtkujqcy, a mianowicie, ze w punktach przegigeia pierwsza po-
chodna weale nie musi byé réwna zeru (Jak na fig. 124), lecz moze
mieé wartodé dodatnis, ujemns a nawet moze nie istnieé, jak np. w ta-
kich punktach przegigcia, w ktérych styczna jest prostopadla do osi z-6w.

Preyklady. 1) Zbadaé wklesloé¢, wypuklosd i punkty przegigeia

linji, okreélonej réwnaniem:

y=x*— 223 — 122 — 3xr — b

Rozpoczniemy badanie od wykrycia punktéw przegigcia.
Ta funkeja posiada pochodne ciggle wezystkich rzgdéw. Wystarczy
wige zbadaé te punkty, w ktérych druga pochodna jest réwna zeru.

Otéz:
Yy =42 — 62 — 242 — 3
Y'=122% — 122 — 24 =0
ezyli:
22— —2=0
a stad:

=2 z=—1
Dla tyeh wartosei badamy znaki trzeciej pochodnej:

ylll — 24$ o 12
‘Otz

y”@2)=386>0, azatemdlaz,—2 badana linja ma punkt przegigcia
y'(—1)=-36<0, , , n Ta=—1 n n n »p n
Drugs pochodng mozemy przedstawié w postaei:

¥ =12@—2)(x+1)

Stad widaé, ze przybiera ona wartosei ujemne dla — 1 <z <2, a poza
tym przedzialem wartodei dodatnie. A zatem badana linja jest zwrécona
wypuklodcig w kierunku dodatniej osi y-6w w przedziale (— 1,2) a poza
tym przedzialem jest zwrécona wklesloseis do gory. Punkty przegiecia
oddzielajg miejsca wypuklodei od miejsc wklestosei. (Niechaj eczytelnik
-sporzgdzi wykres tej funkeji, uzywajae na osi y-6w jednostki 10 razy
mniejszej anizeli na osi z-6w)!

2) Wyznaczyé punkty przegiecia krzywej Gaussa, t.j. linji o réw-
.paniu : '

y == ae‘ﬂ

|
'
|
l
3
t
|

b4l

Posiada ona wszystkie pochodne ciagle. Punktami przegigeia mogs wige
by¢ tylko te punkty, dla ktéryeh y” =0.
Otéz:
y = — 2axe™, y’' = —2ac*+daxte™

Réwnanie:
ac ™ (4xt —2)=0
spelnia sig tylko dla

Ay, 1
x|=—‘ 1 Xyg=—=71—=

Ve
Dla tych punktéw badamy znak y
Yy =— 2axe™4xt—2)+ ae -8z

e

, t. ). znak wyrazenia:

Otéz przy dodatniem a jest:

rrr l _il' 1 O
Yy (F) =ae "8 =>
2 V2
77 1 —3 — 1 0
Yy (—V—:) =ae 8. — <
2 V2
a wige w punktach o odeigtych x,,2, mamy istotnie punkty przeg‘iqciai
Latwo stwierdzié, ze przy dodatniem a linja jest wypukla pomigdzy
z, 1 z, a wklgsla poza przedzialem <<x,,z,>. . it
3) Prawo Robertsona (por. § 90) jest okreslone réwnaniem roz-

niczkowem: \

&!&
<

; =bylg—9)

jakie] i ja y= kt przegigcia ?
Dla jakiej wartosci funkeja y = f(¢) ma punkt p & AR
JTrzeba wyznaczyé pierwiastki drugiej pochodnej, t. j. pierwiastki
réwnania ;
dty s 1y _o
o = blg—9) byl 3
. 2 : 2 ; e
Otrzymujemy trzy wartosci y a mianowicie z pierwszego czynnl
az (y;rugiego ¥y =0 1 y3 = g. Wartosei y; 1y, nie OdeWl&.da.]q. punk.tom
przegigeia, albowiem — jak widzielismy w § 90 — funkcja y nie osiaga
tych wartoéci dla zadnego skonczonego ¢ (a tylko dazy do Q, gdy t—-)‘—oo,.
a dazy do g, gdy t—> oo). Natomiast wartos¢ y; = g osigga funkcja (.ila
pewnego ¢ = T. Ratwo sig przekonaé, e y"'(7)= — }b'g* < 0, a wige
istotnie dla y, = g mamy punkt przegigcia: przed tym punktem jest
do géry zwrécona wklgsloé¢ a za nim wypuklosé (por. fig. 89 z § 90).
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4) Sinusoida o réwnaniu:
y=—slnzx
a punkty przegigeia dla tych z, dla ktérych:
Y' = —sinzx=20

t.jdla =0, + 7 +2ax,... ogdlnie dla z = nz.

W tych bowiem punktach jest: y* — — cos 3 0, a mianowicie
dla = n=z otrzymujemy y"'(nm) = — cos nmw = — (— 1~

5) Zbada¢, czy linja okreslona réwnaniem:

y=(x—38)4 42

posiada punkty przegiecia. Otrzymujemy kolejno: Y =4(x —3)p, y’' =
= 12(z — 3)%. Jedynym pierwiastkiem drugiej pochodnej jest z — 3.

Trzecia pochodna: Y =24(x — 3) jest réwna zeru dla z— 3
a czwarta pochodna y® = 24. jest stale dodatnia. To dowodzi, ze linja
Jjest wszedzie wklesla (wklesloscig zwrécona w dodatnig strong osi y-6w),
& wige i w punkcie =3 mamy wkleslodé. Nie jest to zatem punkt
przegiecia, lecz punkt undulacyjny: cala linja lezy po jednej stronie styca-
nej, nalezacej do tego punktu.

6) Zbada¢ punkty przegigcia linji o réwnaniu:

l?}(-”—2)°+3:v—1

e y=
U&JZ
y=%z—2} 43
y =10 —ort—__10
9V:v—2

Ta druga pochodna nie staje si¢ rowng zeru dla zadnego skoficzonego .
Nie nalezy stad jednak wnosié, ze badana linja nie posiada punktéw prze-
giecia. Trzeba bowiem jeszcze zbadaé bezposrednio te punkty, w ktérych
y" nie istnieje. Otéz takim punktem jest widocznie z — 2. Stye
punkeie istnieje i ma spadek ¥'(2) = 3. Poniewaz y(2)
nanie stycznej w punkcie x — 2 ma postaé:

zZna w tym
=5, przeto réw-

§—5=3z—2)
czyli:
g=3z—1

Réznica pomiedzy rzedns, linji krzywej a rzedng tej stycznej przedstawia
si¢ wzorem:

.'l—§=V(x — 2)8

P e rr—
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Obierzmy jakgkolwiek dodatnia liczbg 6, to dla odeigtych wigkszych od
=2 czyli dla =2 - J otrzymamy:

3
y—g=|8>0
Dla odcigtych z =2 — 4 mniejszych od =2 otrzymujemy:

8
y—g=—8 <0
A wiee badana linja krzywa lezy przed punktem stycz‘noéci- z=2 poz-
nizej stycznej a poza tym punktem powyzej. Stad wynika, 26 w z =
jest punkt przegigcia. ‘ i ot
! p7) VaFr)x der Waals podal nastgpujacy zwigzek npedzy preznoscig p,
temperatars bezwzglgdng 7' i objgtoscia wlasciwg v cial plynnych:

a RT
;2+v——b

Wartos¢ v=1> jest w tym wzorze graniczng wartos'cia,,. do ktérej 'da,iy
objetosé jednostki masy, gdy p dazy do nieskonezonosel. Z.-&klada sxgmz):-
tem, ze v > b. Obierajgc staly temperaturg T, otrzymam.y 1zoterm@.I - d-
daé’ ktéra izoterma posiada punkt przegigeia o stycamej réwuoleglej do
osi odeigtyeh. Tworzymy w tym celu:

p=—

,  2a RT
P=0u— (v — b)®
6a 2RT
= T o=

Dla punktu przegigeia o zadanej wlasnosci ma byé p”=p" =0 czyli:

2w —bp _ BT _ 3(0—b)

o3 a vé
Stad wynika:
% ! 20=23(v—b)
czyli: AN
dy:
i RT  2.45 _8__
e - 71 27b
a wiec:

Ta temperaturs jest to znana z fizyki femperatura krytycona T,; odpo-
wiadajacy jej izoterme nazywamy izotermsg krytyczng, a apélrzgdne (v, p)
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jej punktu przegiecia: v, = 3b, p, = 970&—[)’ nazywamy objetoscig krytyczns,
i cisnieniem krytycznem.
Wprowadzmy we wzér Van der Waalg’a zamiast op Tt zw.

zredukowane zmienne: x — 1, Y= P
Vs Da
wzér, wspélny dla wszystkich cial plynnyeh:

» 2= otrzymamy nastqpuja,cj
k

3 82
et T
Ten wzér jest bardzo dogodny do rozmaitych dyskusyji wykreséw. Tak
np, badajge tu ' i y” przy stalem z, mozna okazaé, ze te izotermy dla
temperatur wyzszych od T, nie posiadaja extreméw a dla nizszych tem-
peratur istnieje zawsze jedno maximum i jedno minimum.

Uwaga. Szezegélows dyskusje i wykresy tych linij mozna znalezé w podrecz-
niku E. Vessiot'a i P. Montel'a p. t. Cours de mathématiques génerales. (4 wyd.
Paris 1930. Tom I, str. 221 i nast.).

Szezegolowe omoéwienie prawa Van der Wasls'a ze stanowiska fizykalnego
znajduje sie w Il tomie podrecznika A. Witkowskiego p. t. Zasady fizyki

8) Zbada¢ punkty przegigcia cykloidy skréconej (por. § 19d);
Réwnania jej w formie parametrowej majg postaé:

T=ul — bsint
y=a—bcost

przyczem 0 < b < a.
2 3
Do obliczenia pochodnych By Gy 1 d‘z

do'dei g 9 potrzebne pochodne:
Z,=a— beos! y:= bsint

x, = bsint y, = bcos ¢

x," = bcost

Y, = — bsint
Wedlug wzoru (61) z § 95 jest: ’

dly x}y}'—x;'_y; __(@a—bcost)bcost — bsin¢ bsin ¢
dx? xp} = (@ — b cos ¢)3

@_ ab cost — b2
dzd = (a — heos )}

Ta pochodna istnieje dla wszystkich ¢, albowiem mianownik nie moze
8lg sta¢ zerem (wskutek zalozenia: b < a)

. Zerowe miejsca tej drugiej
pochodnej otrzymujemy z warunku:

abecost — b2 =0

T
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czyli:

b
co8t=—
a

To réwnanie ma dwa pierwiastki #, i &, zawarte W p?zed?ialach:
0<t, <m nw<t,<<2m a précz tego nieskox’}czeme w.lele Plervt'xastkéw
postaci t, +2nm i #, + 2nm. Poniewaz dla innych pierwiastkdw war-
todei y powtarzaja si¢ perjodyecznie, przeto. wystarczy zb.adaé Lty
Na trzecig pochodng funkeji, podanej w formie parametrowej, mamy wzor
(por. § 95 wzér (63)):

dy _ x (@ — 2"y — 3] (xiyl — x'yo)
dad zP

Dla ¢, i t, odpada druga cz¢$¢ lieznika i zostaje:

diy — absint
dz® = (a— b cost)t
b i 2 niewaz 0<t, <.
Dla t =1, jest cost,———;asmtlz—l— 1———;1—,, po b
b i 1 s oniewaz w<t, <<2m.
Dla t =1{; jest mst,:;asm&:———— e 2y B .
Otrzymujemy zatem dla = ?;:
- 2
ds ‘“blf 1“'%*
PSRN SR Y
= 0
et
a dla t=t,: 7
=+ bl/l =
o L2

A wiee dla t=t¢, i { =1, otrzymujemy punkty p.rzegiecia. Przy wara-
staniu parametru o 2ms powtarzajs si¢ perjodycznie te same wartoécl ¥
a wige otrzymamy nieskoficzenie wiele punktéw przegigela, a miano~
wicie dla:

t=t 4+ 2nn }

=0,41,42...
i t-.-_—t,—}—?nn = +1 ’

Mozna stwierdzié, ze ani cykloida wydluzona ani cykloida zwyczajna nie
posiadaja zadnych punktéw przegigeia.

35
Rachunek rézniczkowy i calkowy,
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§ 181. O stycznoSel rozmaitych rze¢déw.

Juz przy geometrycznej interpretacji wzorn Taylora (por. § 129)
méwilimy o stycznosei rozmaitych rzgddéw.

Méwimy, ze dwie linje o réwnaniach y = f(x) 1 7= g(x) maja
w jakim$ punkcie @ =@ stycznosé rzedu k, jezeli w tym punkcie sg
spelnione nastgpujace warunki:

f(a) = g(a)
f(a)= ¢ (a)
(188) f@a=g"(a)

.........

F®(a)=g*(a)
F*0(a) == g% a)
W tym wige punkeie, wspSlnym obu linjom, kolejne pochodne, az do
&-tej pochodunej wlgcznie, sa réwne a (k- 1)-sze pochodne rézne.
Zal6zmy, e wszystkie pochodne, wystgpujace w dalszych rozwaza-
niach tego paragrafu, ss ciggle w badanym punkecie.
Jezeli dwielinje majq w punkcie x = a stycznosé rzedu k, to rénica odpowia-
dajacych sebie rzednych obu linij dazy do zera w stopniu k-1, gdy x dazy do a.,
Dowdd. Rozwijamy réznice f(x) — g(«) tych rzednych na wzér Taylora, zatrzy-
mujgce si¢ w rozwinieciu na (k4-1)-szych pochodnych. Oznaczmy réznicg — a literg A,
to rozwinigcie przyjmie postaéd:
f(@)—g{z)=[(a} - 9(a)+h(f '(a)—y'(a))-{-%:(f "(@)—g" (@) +-+ g(f ®)(a) —9®)(a))+
i he+1

(f&+D(a 4~ $h) — gk+1)(a |- 3,h))

(k1)
Na podstawie warunkéw (188) redukuje si¢ ten wzér na:
L hEH
—_—y = ——— [f&}D) — g(&+1)
M PR T O e

Z tego wzoru widaé, ze roZnica y — y dgty do zera w stopnia k-1 (por. § 42), gdy b
dazy do zera, czyli gdy « dazy do &, albowiem:
lim ¥ —¥ _ f%H(a) — g+ (a)
a0 AL & 1)!
Ta granica ma warto¢ 4 rézna od zera, poniewaz wedlug ostatniego z warunkéw (188)
pochodne rzedu k-1 s3 rézne od siebie w punkcio a.

=A%0

Zastosujmy to pojecie stycznosei rozmaitych rzedéw najpierw do
stycznoéci dowolnej linji o réwnaniu y=f(z) z linjs prosty §—=mzx+n.
Jasnem jest, ze linja prosta styczna ma z badang licjg stycznodé rzgdu
pierwszego w tych wszystkich punktach, w ktéryeh f(z) 3= 0. Wiedy
bowiem y =7=/1(a), ¥ =% =1'(a), a 7' =0 a wigc jest rézne od
¥y’ =1"(a). Natomiast w punktach przegigcia ma linja prosta styczna
z badang linja stycznoéé rzedu 2-go lub 4-go, wogéle parzystego rzedu.
W punktach undulacyjnych prosta styczna ma z dang krzyws styeznosé
rzgdu 3-go, 5-go, wogéle nieparzystego, nie mniejszego od 3. Wynika to

z tych k6l mozna uzyé do
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stad, ze dla linji prostej: 7 = ma -+ n wszystkie pochodne, poczgwszy od
drugiej, sa zerami dla wszystkich x, a dla badanej linji cigg kilku
kolejnych pochodnych, od drugiej poczawszy, staje si¢ zerem w punktach
przegigeia i w punktach undulacyjnych.

Z tych rozwazan widzimy, ze linja prosta ma z linja krzywa w ogdl-
nodei styeznosé rzedu pierwszego a tylko w niektérych wyjatkowych
punktach moze by¢ stycznosé rzedu wyzszego. Wynika to takze stad, ze
w réwnaniu linji proste] wystepujs dwie stale: m, n, a wige mozna je
zawsze dobraé tak, ze spelnig sig dwa sposréd warunkéw (188) a tylko
w wyjatkowyeh wypadkach beds speloione takze dalsze warunki (188).

Chege uzyskaé w dowolnym punkeie linji krzywej sty cznosé rzgdu 2-go,
nalezy bra¢, zamiast prostej stycznej, jakas linjg krzyws o 3 stalych dowol-
nych, np. parabole: y =ax? 4-bx ¢ lu’ kolo: (x—p)*4-(y—q)*—r2=0.

O wyznaczaniu parabol rozmaitych stopni, majacych w danym
punkeie linji y = f(x) stycznosé¢ rozmaitych rzedéw z ta linja, méwilismy
w § 129. Okazalo sig, ze wielomian Taylora n-tego stopnia daje wlasnie
parabole, ktéra ma z dang krzywa stycznoéé rzedu n-tego.

W nastgpnym paragrafie zajmiemy si¢ wyznaczeniem kola, ktére
ma z dang linjg stycznoéé conajmniej 2-go rzedu.

§ 182, Koo krzywiznowe czyli kolo $ciSle styczne.

Wezmy pod uwage dowolny punkt linji krzywej o réwnaniu y = f(z),
w ktérym istnieja pochodne y’ i y” a pochodna y” jest réina od zera.
W takim punkcie A istnieje
caly pek kol stycznyeh do
danej krzywej, t. j. majacych
z ta krzywg [ wspdlng sty-
czng s. Ieh sdrodki lezsg na
prostej n, normalnej do krzy-
wej (por. fig. 149). Kazdego

aproksymacji danej krzywej
w otoczeniu punktu A. Ist-
nieje jednak jedno kolo
styczne, ktére najlepiej apro-
ksymuje dang krzyws, a mia-
nowicie kolo, majace z tg linjg
stycznosé conajmniej drugiego
rzedu.

Wtedy bowiem rézni- Fig. 149.
ca rzednych y danej linji
i rzednych 7 kola dazy do zera conajmniej w drugim stopniu.

35%
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Aby kolo:
P g =
mialo z linjg:

y = flx)
stycznodé rzedu conajmniej drugiego, musza sig spelniaé ¢rzy nastgpujace
warunki:

%) y=i y=¥. ¥ =4

" Poniewaz w rownaniu kola wystepuja trzy stale dowolne: p, g, o, przeto
widocznem jest, Ze to zagadnienie moze byé¢ rozwigzalne. Zamiast obliczaé.
g, ¥ i 7' wyrainie, otrzymamy je w formie uwiklanej, tworzae calko-
wite pochodne lewej strony réwnania kola wedlug zmiennej 2. Otrzymamy:

2 —p)+-2(7—q) -7 =0
24272423 —q7" =0

Uwszgledniajac warunki (w), otrzymamy uklad 3 réwnan:

@—pr+@—9?—e*=0
(z) x—p+@y—qy =0
1492+ —qy =0

Stad obliczamy kolejno:

__ 14y
y q_ yu
7 l ”
z—p=—y—9y =y —;—”y
1 4-y'Y? St LTy
8 =) (1 P o .
9 ( yll )( +.7/ ) y//z
a stgd:
7’2
(189) o i g ‘;?
] ‘3
(190) q=y+_+y”-’/_
1Ay
191) S e Ll
( £ [v”1

Otrzymalismy zatem spélrzedne: p, ¢ érodka i promien ¢ kola,
ktére ma z dang krzyws stycznos¢ conajmniej 2-go rzedu. Takie kolo
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nazywamy kolem Scisle stycenem lub kolem krzywiznowem; jego $rodek S
nazywamy Srodkiem kreywizny danej krzywej w badanym punkeie 4,
a jego promien promieniem krzywizny. Widzimy, ze istotnem zalozeniem
dla istnienia kola krzywiznowego jest, aby pochodna y” byla w danym
punkcie rézna od zera. W punktach przegigcia i w punktach undulacyj-
nych niema kola krzywiznowego, natomiast w tych punktach istnieje —
jak widzielismy — lioja prosta, majaca styczno$é rzedu conajmniej dru-
giego, a mianowicie prosta styczna. W tych zatem wyjatkowych punktach
linja prosta aproksymuje dang linj¢ lepiej, anizeli jakiekolwiek kolo.
Uwaga. Gdy punkt, posuwajge si¢ po linji krzywej, dazy do punktu przegiecia

to promieh krzywizny dgzy do niewladciwej granicy oo; podobnie zachowujs sie spol-
rz¢dne érodka krzywizny.

Powyzsze wzory, a szczegdlnie wazor (191), sg nadzwyczaj wazne
w geometrji rézniczkowej, totez valezy je zapamigtaé.

Do wzoréw (189), (190) i (191) mozna dojs¢ takze zapomocs in-
aych rozwazan, oie opierajac sig na pojgciu stycznosei wyzszego rzedu.
Zalézmy, ze pochodne f'(z) i f”(x) istnieja i sg ciagle nietylko w punk-
cie A o odcigtej x =ux,, lecz takie w jego otoczeniu i ze (x,) jest
rézne od zera. Wezmy dowolne dwa punkty B i C z otoczenia punktu A,
o odeigtych x ==, i £ =x,. Przez trzy punkty 4, B, C jest, jak wia-
domo, zawsze wyznaczone kolo, o ile one nie lezg na linji prostej: w na-
szym przypadku linja jest w otoczeniu punktu A stale wklesla lub stale
wypukla, a wigc zawaze éredni punkt lezy ponizej lub powyzej cigeiwy,
laczgcej dwa skrajoe punkty. Poniewaz te trzy punkty linji kraywej lezs
na kole, przeto spelniajg sig trzy réwnania:

Fl@) = (@ —p'+(m —9*—e'=0
{a) Flay) = (@ — p)+ (5 — 9 —0* =

F(zy) = (23 — p)* + (ys — q* —¢° =0
Stosujae do funkeji #(x) twierdzenie Rollego dla przedzialéw <<z, z,>
1 <x3,x3>>, otrzymujemy:
(d) F)=0 1 F'(&)=0
preyezem §, lezy wewnatrz przedzialu <z,,z,>>, a £ wewnatrz <xy, 2,>.
Do funkeji #7(x) stosujemy takze twierdzenie Rollego i otrzymujemy:
(e) F'(&) =0

przyczem §; lesy wewnatrz przedzialu <(§,&,>. Niechaj teraz punkty
4, B, C dgzs do vakrycia sig. Otéz jezeli zy > 2, i x; — x,, to takize
&2, & —x 1 §—>x, a kolo, przechodzaee przez 4, B, C, zmienia
sig, dgzge do pewpego graniczmego kola, ktére ma z dang linja krzyws
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juz tylko jeden punkt wspélny, a mianowicie & = ;. Trzy warunki (a}
zmieniajs sig wtedy na jeden warunek:

Fle) =1
dwa warunki (b) zmieniajg si¢ na jeden warunek:
F'(z,)=0 °
a-warunek (c) przechodzi na:
F(#)=10

Te trzy warunki maja te sams postaé, co warunki (z) na str. 548, a za-
tem otrzymamy z nich te same wzory (189), (190) i (191) dla punktu
x=x,. Okazalo si¢ wige, ze kolo krzywiznowe jest gramicznem kolem
zbioru kél, przechodzgeych przez 3 punkty linji krzywej, gdy te punkty
dazg do nakrycia sie.

Do tych wzoréw mozna dojéé takze w trzeci, do§é pouczajsty spo-
géb. Wezmy pod uwagg normalng w punkcie 4 o odcigtej #, i normalna.
LY w jakim$ punkcie B o od-

. cietej z, -+ h, wzigtej z oto-
czenia x, (fig. 160). O ile
linja jest np. wypukla w 4
i w tem otoczeniu, to te nor-
malne przecinajg si¢ w jakims
punkcie S,. Gdy zblizamy
punkt B do punktu 4, to
normalna przecina normalng
punktu 4 w coraz to dal-
szych punktach §,, S, ...
*  Otéz mozna nietrudno oka-
zaé, ze te punkty przecigeia
Fig. 160. nie dgzg do nieskoficzonodci,

jakby to si¢ moglo zdawaé
na pierwszy rzut oka, lecz daza do pewnego granicznego punktu S. Na
spélrzedne: p, g tego granicznego punktu otrzymuje sig wlaénie wzory
(189) i (190), a zatem ten punkt jest érodkiem kola krzywiznowego. Po-
zostawiamy czytelnikowi dla éwiczenia wykonanie tych nietrudnych ra-
chunkéw.

Kolo krzywiznowe ma styczno$é rzedu conajmniej drugiego; tylko
w pewnych wyjatkowych punktach moze sig zdarzyé, ze stycznosé jest
WYiszego rzedu anizeli 2; temi wyjatkowemi punktami zajmiemy sig nie-
bawem. Mogs one wystapié tylko wtedy, gdy opréez y =7, y' =7, y"' = 7"
zachodzi takze réwnosé wyzszych pochodnych. Zalézmy wige, ze mamy

€
|
1
|
1
!
1
1
1
1
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1
1
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1
X
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do‘czynienia z takim punktem, w ktérym juz trzecie pochodne danej
linji i kola sy réine od siebie. Okazemy, ze W takich zwyeczajnych pun-
ktach kolo krzywiznowe przenika dang linje (por. fig. 149), podobnie jak
prosta styczna przenika dang linjp w wyjatkowych punktach, a mianowi-
cie w punktach przegigeia, to znaczy, z¢ w otoczeniu wspélnego punktu
dwie czedei luku kola, schodzgce sig w tym punkeie, lezg po przeciwnych
stronach tej linji.

Otéz wynika to odrazu z nastepujacego ogdlniejszego twierdzenia:
jeseli dwie linje majag w jakims punkcie stycznosé rzedu parzystego, to te
dwie linje przenikaja sig w punkcie styczmosci; jedeli zas majq stycenodé
rzedu mieparzystego, to w otoczeniu punktu stycznosci jedna linja lezy calko-
wicie po jednej stronie-drugiej linji.

Dowéd wynika odrazu z wzoru (I) z § 181. Jezeli bowiem stycznosé
jest rzedu parzystego k, to &+ 1 jest liczbg nieparzysta, a wige rdznica
y — § zmienia znak, gdy przechodzimy od ujemnych % do dodatnich.
(Wyrazenie zawarte w klamrze jest réine od zera dla A=0, zatem
wskutek ciaglodci zachowuje stale pewien znak dla odp wiednio ma-
tych k). To zas dowodzi, ze, jezeli przed punktem styeznosci jedna
krzywa lezy powyiej drugiej, to poza punktem stycznosci lezy ona po-
nizej drugiej. Podobnie dowodzi sig drugiej ezedci powyziszego twierdzenia.

Punkty, w ktérych kolo krzywiznowe ma stycznosé rzgdu niepa-
rzystego, wyzszego od 2, nazywamy wierzchotkami linji krzywej. Aby
wykryé te wierzcholki, nalezy do warunkéw stycznosei 2-go rzedu dola-
czyé jeszcze czwarty warunek ¢ =g

7 réwnania kola otrzymujemy na trzecig pochodng 7' zwigzek:

4gly.1[+2:‘71gll+2(y_q)glll=0

7 warankéw stycznodci rzedu conajmniej 3-go wynika, ze za 7,7, 7", g
mozna tu podstawié y,v’,y”,y"". Podstawiamy nastgpnie za y — ¢ wartosé
2z wzoru (190) i otrzymujemy po uporzadkowaniu:

(192) 3y — (L 4y =0

To réwnanie stuzy do wyznaczenia wierzcholkéw linji krzywej. Po rozwiag-
zaniu tego réwnania nalezy jeszcze przeprowadzi¢ dyskusje, jakiego rzedu
stycznosé wystepuje. Dla kola spelnia si¢ to réwnanie identycznie, to
znaczy dla wszystkich jego punktéw. A wige kolo ma te wlasnosé, ze
kazdy jego punkt jest wierzcholkiem. Udowodniono, ze zadna inna linja
nie ma tej wlasnosci.

Uwaga. Do tego samego réwnania (192) dochodzimy, tworzae warunek konieczny
ua istnienie extremum promienia krzywizny (w punktach regularnych i przy '’ = 0).



552

A mianowicie ten warunek ma postaé:

de
-~ =0

dz
Rézniczkujemy wzor (191) i otrzymujemy po wporzadkowaniu i uproszezeniu réwna-
nie (192). W tych punktach zatem mogs (lecz nie musza) istnieé extrema promienia
krzywizny.

Aproksymacja linji zapomocs kola écisle stycznego oddaje bardzo
wazoe uslugi przy ocenianiu stopnia zakrzywiania sig tej linji czyli przy
mierzeniu jej krzywizny. Stad tez pochodzi nazwa: ,kolo krzywiznowe®.
Zwiazek tego kola z miarg krzywizny poznamy w nastgpnym paragrafie.

§ 183. Krzywizna linij plaskich.

Nadzwyczaj wainem zagadnieniem, zaréwno w geometrji jak i w za-
stosowaniach matematylki, jest poréwnywanie rozmaitych linij pod wzgledem
ich stopnia zakrzywienia. Wiadomo np., jak wazng role gra w zagadnieniach
mechaniki krzywizna torn Wprowadzenie odpowiedniej miary, sluzacej
do mierzenia stopnia zakrzywienia, oprzemy na nastgpujgcych intuicyjnych
rozwazaniach. O dwéch lukach takich, jak luki 4B i A'B na fig. 161,
méwimy w potocznem zyciu, ze drugi jest silniej zakrzywiony anize-
\Y li pierwszy, albowiem
przy posuwaniu si¢ po
linji ¢ od A’ do B’
kierunek zmienia sig
szybciej, anizeli przy
posuwaniu si¢ po linji }
od 4 do B.

Tazmiana kierunku
uwydatnia si¢ w tem,

ze styczne wkoncowych
Fig. 161. punktach tych lukéw

tworzg z sobg jakid
‘kat: Aa lub da’. Otéz szybko$¢ zmiany kata o przy posuwaniu sig

wzdluz luku obrano za miarg stopnia krzywizny. Te szybkosé otrzymamy,
dzielaic\ przyrost Ao kata stycznej z osig z-6w przez droge 4B, t. J- przez
hk .AB 1 przechodzac do granicy, gdy puokt B dazy do 4. (Gdybysmy
‘zamiast granicy tego stosunku brali pod uwage wprost ten stosunek, to
otrzymalibysmy przecietng miareg krzywizny ; taka miara przecigtna zmienia-
laby si¢ w ogélnodei zaleznie od drog1 AZ, por. podobne rozwazania
2 § 62, dotyczgce przecigtoej i prawdziwej szybkosci wzrastania funkeji
1z § 66, dotyczace przecigtnej i prawdziwej predkosci ruchu).

T
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Zamiast tego jednak wezmiemy granice stosunku Ae do cigeiwy AB:

(193) g =lim ——

Uwaga. Okatemy pdzniej (w. Il-gim tomie), ze stosunek dlugodei tuku do cie-
ciwy dazy do 1, a wige:

" Aa | Ao AB lim da 1
=Im-—— =IIm —* 75 = —_—
9 =ise 4B =450 AB 4B 330 AB

t. j., ze mozna rozwaza¢ granice stosunku przyrostu kata do przyrostu luku i dojdzie
sie do tej samej liczby g.

Bezwzgledng wartodé liczby g, okredlonej w ten sposéb, nazywamy
miarq kreywizny danej linji w punkeie 4 lub krétko krzywizng tej linji
w badanym punkeie.

Kraywiona jest to zatem bezwzgledna wartosé granicy, do ktdrej dazy
stosunek kqta, zawartego nvigdzy styceng w danym punkeie a styczna w do-
wolnym punkcie z otoczenia tego punktu, do cieciwy, lgezqcej te punkty, gdy
déugosé tej cieciwy dazy do zera. Oznaczmy krotko krzywizne, t. j. |g|, liters k.

Wyprowadzimy wzér na krzywizne linji o réwnaniu y = f(z), w kté-
rem f(x) posiada pierwszg i drugg pochodns. Przedewszystkiem zamiast
AB— 0 mozemy braé 4z — 0, albowiem, gdy 4z — O, to takze Ay — 0
(funkeja f(z) jest bowiem ciggla!) a wigc i cigciwa AB= Vaz® + 44?
dazy do zera. Odwrotnie, gdy 4B daiy do zera, to-4x musi tez daiyé
do zera. Otrzymujemy zatem zamiast (193) nastgpujgcy wzor:

Ao da
. de . Az dx
g=hm —————— = |lim e ——] —_—
se—0 [AxE F Ayt ax—o Ady + /154
+l/1+ H)
Kat stycznej z osia z-6w wyraiamy wzorem tge =y’ czyli:
a = arctgy’
a stad:
ﬂz 3 yn
dz =~ 1+y?
A wige:
194 P grd
(194) T

Z tego wzoru ma krzywizne widzimy, poréwnujae go z wzorem (191),
%e krzywizna jest réwna odwrotnosci promienia krzywizny:
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(195) g
0

Wzér (194) mozna jednak stosowaé takze do tych punktéw, dla ktérych o
dazy do nieskoficzonodci, t. j. dla punktéw, w ktérych " =0. W tych

punktach krzywizna ma warto§é 0. O ile uzywamy skrécenia Foel 0,
oo

to mozemy takze wzér (195) utrzymaé dla tych wyjatkowyeh punktéw.
S to punkty przegigeia i punkiy undulacyjne.

Dla kazdego punktu linji prostej: y = az - b jest ¥’ = a, a wige
y’=0, a zatem linja prosta ma w kazdym punkecie krzywizng zero.
Nasza definicja jest tu zatem w zupelnej zgodzie z intuicjy. Inne zas$ linje
kraywe regularne majy krzywizng réwng zeru tylko w punktach prze-
gigela i w punktach undulacyjnyeh. :

Gdybyémy cheieli bada¢ krzywizng w takich punktach, w ktérych
styczna jest prostopadla do osi z-6w, to oczywiscie nie mozna do tego
uiywaé wzoru (194), w ktorym wystepuje ' i y”. Wtedy jednak mo-

Zemy zastosowaé to samo rozumowanie do funkeji odwrotnej = g(y)
i otfzymamy:

194 — =l
(194a) k TL

Pods'tawiajqc we wzér (194) za y’ i y” wzory na pochodne funkeyj, przed-
stawionych w formie parametrowej lub uwiklanej (por. §§ 95, 116 i 117),
otrzymuje si¢ nastgpujace dalsze wzory na krzywizne:

(194b) _lov’ — ve"|
(w'i + wla 3

dla formy parametrowe;,

(1940) k=|frxf}—2fxyfxf}+f”ﬁl
(GEEHE

dla formy uwiklanej.

- Jezeli mamy podane réwnanie linji w spdirzgdnych biegunowych,

ktére 8a, Jak wiemy, specjalnym przypadkiem formy parametrowej, to
otrzymujemy na krzywizng wazér:

(1944) ) Qe
i e

(por. § 95, przyklad 4).
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§ 184. Ewoluta.

Do kazdego punktu linji krzywej, w ktérym f”(z) nie jest rowne
zeru, nalezy jakié grodek krzywizny, lezacy na normalnej, wykreslonej
w tym punkeie (fig. 162). Miej- P Re 1
sce geometryczne érodkéw krzy- AY
wizny, naleigeych do wszyst-
kich punktéw danej linji krzy-
wej, nazywamy ewolutq lub ro-
zwinigta te] krzywej. Jezeli za-
tem we wzorach (189) i (190)
naspélrzedne drodka krzywizny
pojmujemy p i g jako zmien-

ne,np. p=2a, =7, a x; jako — o JL
parametr, to réwnania: 0 Fig, 152,
‘()2
z=uz —y () L +y @)} F(zy)
(196) Y’ (%)
L+ V@ L g
= o )
7=ylz,)+ v (@) (2

dajg parametrowe przedstawienie ewoluty linji y(z,). Przez eliminacjg pa-
rametru &, z tych dwéch réwnain mozna otrzymaé réwnanie ewoluty(
w formie uwiklanej: @(x,7) = 0. Dla kola redukuje sig ewolufa do jed-
nego punktu, mianowicie do srodka tego kola.

Obliczmy spadek stycznej do ewoluty ¢@(z,7) =0, t. j.:

dg = G/(xl) b 2!/’3/"—“—{—!/")!/"’]_
d—x - F'(xl) =Y + yllz '
i R R =g i
% yll’
czyli po uporzadkowaniu:
gL
iz~ Y

A wiec spadek stycznej do ewoluty réwna sig spadkowi normalnej danej
krzywej. Poniewaz za$ styczna do ewoluty przechodzi ponadto przez jeden
punkt normalnej, a mianowicie przez srodek krzywizny, lezacy na nor-

- malnej, przeto: normalna danej krzywej jest styczng do ewoluty.

Wezmy pod uwage gromade wszystkich stycznych do ewoluty k.
Dana linja ! przecina te wsZystkie styczne pod katem prostym, jest zatem
trajektorja ortogonalng (por. § 178) gromady stycznych do ewoluty.

Keaidsg ortogonalng trajektorje wszystkich styeznych do dowolnej
linji krzywej nazywamy ewolwentq czyli rozwijajacq te] linji krzywej.
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n

Te nazwy i zwigzang z tem konstrukejg ewolwenty wyjasnimy p6z-
niej, gdy bedziemy sig zajmowali geometrycznemi zastosowaniami rachunku
catkowego (w II-gim tomie).

§ 186. Przyklady na wyznaczenie kola krzywiznowego,
wierzcholkow i ewoluty.

1) Wyznaczyé kolo krzywiznowe, wierzcholki i ewolutg paraboli:
y=2a
Do wzoréw (189)—(192) sy potrzebne kolejne pochodne:
y =2z y'=2 ¢y =0

Otrzymujemy zatem nastgpujace wzory na spéirzedue érodka krzywizny
i na promien krzywizny:

pe U,
2
g=zx2+ 1+24‘” =3 + 3zt
l 4x2’/l
9=(__+?_)

Tak np. w punkcie x =1 jest:

Si(— 438, =79 =4§/b~509
Réwnanie (192), sluzace do wyznaczania wierzcholkéw, redukuje si¢ do:
3.-22.4=0
astad: x=0, a wigec i y=0.
Jedynym wierzcholkiem jest punkt W(0,0), t j. poczatek ukladu.

e . , (140 .
Promien krzywizny w wierzcholku ma wartoéé o Ouhnee s B2 o=1%

a érodek krzywizny dla wierzeholka ma spélrzedne 8(0, §) (por. fig. 153).
Kola krzywiznowe o srodkach S i S, nadajg si¢ bardzo dobrze do prey-
blizonej konstrukeji dos¢ wielkich lukéw paraboli.

Réwnania ewoluty paraboli maja w formie parametrowej postaé:
T=—4n
y=+4-+ 37

Stad eliminujemy z,, a mianowicie z drugiego réwnania otrzymujemy:

Y=k
H="3

e

bb7

Fig. 153.

a wstawiajac to w pierwsze réwnanie, otrzymujemy réwnanie ewoluty

paraboli w postaci:
116 (1= %)s
23 =16 ( 3

Jest to t.zw. parabola pélkubiczna czyli parabola Neila (najprostszg po-
stacig réwnania takiej paraboli Neila jest y3 = Ax?).

2) Wyznaczyé ewolute i promiet krzywizny elipsy, danej w formie
uwiklanej:

b2x? 4 a%y? — atb?=0
Obliczamy najpierw g’ i y”. Otés:

ey ke _ 26z bz
Bkl 2aty aly
Stad: 5 4
bz
w__ atyb®—bizady’ s
Y ST T ey
czyli:
W atbiyr bzt bdatyrf-bat) beatbe be
T Tap o atyd  alys

Te wartosei podstawiamy we wzory (189)—(191). Po redukeji otrzymamy:

o (a® — b”)xﬂ (a' I bz)ys (aaya + bhe xz)%
W) B g Wy = i (R
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Uzywajae znanego skrocenia: af — b3 = ¢?, otrzymamy na spolrzedne

A e? ot ey’
$rodka krzywizny S(—aT, — —b‘_) .
Réwnania ewoluty elipsy majg wige W parametrowe]j formie postaé:
62-,%? s e*y’(x,)
L=t T e T

Mozemy stad wyeliminowaé , 1 y(x,), powolujge si¢ na to, Ze spelniajg

atx

s be g\
one réwnanie elipsy; 1 tak 2, = (8—2) i g{axy) =(— —eTﬂ) wstawiamx

w réwnanie elipsy 1 otrzymujemy:

%3 4\
b (%“3) 1 a? (%Ty) — a35?

'+ (2=

Jest to réwnanie ewoluty elipsy, podane w formie uwiklanej. Linja ta
posiada cztery ostrza (na osiach X 1 Y) (por. fig. 154).

Promienie krzywizny, nalezace do wierzcholkdw elipsy, mozna otrzy-
maé przy pomocy bardzo prostej konstrukeji. I tak dla wierzcholka

czyli:

559 .
A(a, 0) otrzymujemy z wzoru (w):

'_(btaa)’/s 3 be

0s=

" biat a
Podobnie dla wierzcholka B(0, ) otrzymuje sig:

aﬂ
=3
Napiszmy te wzory w formie proporey;j:
o.:b=b:a
ogra=a:b
Stad wynika nastgpujaca konstrukcja: do prostej AB wykreslamy pro-
stopadle w punktach B i A az do przecigeia sig z osiami spSlrzednych

w punktach C i D. Stosujac do tréjkatéw prostokatnych ABC i BAD
twierdzenie o éredniej geometrycznej, otrzymujemy:

0C=¢, OD=y¢s

W ten sposéb otrzymujemy cztery kola krzywiznowe, bardzo dogodne do
aproksymacji elipsy w otoczeniu wierzcholkéw.
3) Dla cykloidy o réwnaniach:

x = a(t — sint)

y =a(l — cost)

wyznaczyé promien krzywizny i ewolute (por. § 19, fig. 46).

Tutaj:
.t t
dy _ asint _2$m§coz_ct£
dz ~ a(l—cost) B A
2sin?
2
dty 1 édt_ —1 o —1 —1
b T T A R CYRTE
ay > L e 2 (] — (il
sin’ 5 2s1in Bl 2sin 2(1 cost)a  4asin 5

Promien krzywizny ma wartosé (por. wzér 194 b):

(@ gy

8 [a*(1 — cost)® 4 a®sin®{]
e [

y"—x"'y’| ~ |a(l — cost)-acost — asint - asini|

Po redukeji otrzymujemy stad:

4asin i

P 2
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Ten wynik prowadzi do bardzo prostej konstrukeji promienia kraywizny
(por. fig. 155). Obliczmy odcinek A B = n normalnej od punktu 4 cykloidy
do osi z-6w. Wedlug wzoru (10) z § 64 jest:

n=t|/1 + (22

=gt -—cost]'/l‘%— ctggg
¢ t

= 2a sin?® 5 Vcosec’§

. o
2asin?—

a wige:

2asin —t-

2

sin 5
A wige widzimy, ze:
0=2n—=—2.4B

To znaczy: promien krzywizny w dowoloym punkeie cykloidy jest réwny
podwéjnemu odcinkowi normalnej.

Fig. 155.

Na fig. 155 uwidoczniono takze konstrukeje stycznej i normalnej w dowolnym
punkeie cykloidy. Wiemy (z § 81, przyklad 4), ze normalna cykloidy w punkcie 4
przecina 0§ #-6w w tym punkeie, w ktérym kolo, toczace sie po osi z-6w, styka sie
z t3 osiy w momencie, gdy badany staly punkt tego kota przechodzi wlaénie przez 4.
Trzeba zatem wykreéli¢ przez punkt A kolo o promieniu @, styczne do osi x-ow. (Te
konstrukeje najproéciej wykonuje sie przy pomocy t. zw. metody przesuniecia réwno-
leglego. Rysujemy kolo o promieniu e, styczne do osi z-6w w dowolnym punkcie,
np. w poczgtku ukladu 0. Z danego punktu 4 wykreélamy A4’ ||0X. Punkt 4’, od-
powiadajgey punktowi 4, laczymy z érodkiem C’ tego kola a nastepnie przez punkt 4

wykreSlamy AC||4’C’ i odcinamy AC = A’C’ Punkt C, znaleziony w ten sposébs
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Jjest $rodkiem szukanego kofa). Prosta AB, Iaczaca punkt 4 z punktem stycznosci B
tego kola, jest normalna cykloidy, nalezacy do 4, = ADL AB jest styczna.

Wstawiajac wartosci ' i y’ we wzory na spélrzedne érodka krzy-
wizny, otrzymujemy jako parametrowe réwnania ewoluty cykloidy:

x=a(t 4 sint)
= —a(l — cos?)
Jest to znowu cykloida, przystajaca do pierwotnej cykloidy, lecz przes -

sunieta.
Jezeli bowiem zmienimy parametr { na z=1t— x, to:
r=a(t+ m— sin7)
y= —a(l 4 cosz)
a wige:
« — anw=a(t — sin 1)
y -+ 2a = a(l — cos7)
a to jest cykloida przystajaca do pierwotnej, lecz przesunigta wzgledem
niej o an w kierunku o0si z-6w, a 0 — 2a w kierunku osi y-6w (por.
fig. 155).
4) Wyznaczyé promien krzywizny i ewolutg spiralnej logarytmicznej.
Jest to linja, ktérej réwnanie wyraza sig w spélrzednych bieguno-
wych w postaci (por. tez § 178):

r=ae’®

Wezmy a > 0. Do obliczenia promienia krzywizny uzyjemy tu<wzoru
(194d), a mianowicie:

1 (3
i |re 4 27"t — |

Wstawiamy tu:
Y =abe’¥, '’ =abe’?

Po uproszezeniu otrzymamy:
o=ae? JTF o =r.JTF b8

Stad wynika bardzo prosta konstrukeja promienia krzywizny w dowol-

‘nym punkeie spiralnej logarytmicznej (por. fig. 156). Obliczmy najpierw

kat q, zawarty migdzy promieniem r = O4 a normalng w punkcie A.
Widzimy z figury, ze @ =@ — 7. Kat y, jako kat normaluej z osig

1 3 i
z-6w, oblicza si¢ z wzoru: tgy = — 7 Pochodng za§ y’ otrzymujemy
z parametrowego przedstawienia: .

z=r(p)cos @ , __r’'sing 4 rcosp
y=r(p)sin @ Y = Fcosp — reing

Rachunek rézniczkowy | catkowy. 36
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Fig. 166.

Te wartosé podstawiamy' we wzor:

5o+
tgp —tgy __ e
1+tgptgy

iga=1tg(p —7y) = 3
— =t
789

Po wykonaniu rachunkéw otrzymamy:

’

tga=—

S

Dla spiralnej logarytmicznej jest:

Uwaga. Stad wynika, ze kat «, a wige 1 kat J, jest staly: to zna-
czy, ze spiralna logarytmiczna przecina wszystkie promienie, wychodzace
z bieguna O, pod statym kategm 6.

Wobec tego:

N¥ee=y1+iga=

a wige promien krzywizny mozemy wyrazié zapomocg wzoru:

cos @

r

O e

Stgd juz widoczna jest konstrukcja promienia krzywizny: wykreslamy
prostopadla do promienia OA, przechodzgcs przez biegun O; jej punkt
przecigeia S z normalng jest érodkiem krzywizny, a S4 = g.
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S.tqd mozemy latwo wyprowadzié biegunowe réwnanie ewoluty, nie
uzywajge ogélnych wzoréw (189) i (190) na érodek krzywizny; I tak
spélrzednemi biegunowemi srodka krzywizny sa:

r‘=rtga=ag‘l9’b i (p‘=-7—2l+¢
a zatem:

ri— abe’ (p3)
To jest réwnanie ewoluty w spélrzednych biegunowych. Jest to znowu
spiralna logarytmiczna, réinigea sig od-pierwotnej tylko spélezynnikiem
i fazg. Dlab=1 otrzymujemy tg samg spiralna, tylko faza Jjest przesu-
nigta o } 7.

§ 186. O punktach osobliwych.

Réwnanie linji na plaszezyznie podajemy zwykle w jednej z trzech
nastgpujgeych form:

a) w formie wyraznej, t. j. y = F(z),

b) g 5 uwiklanej, t. j. f(x, y) =0,

Gl parametrowej, t. j. x = @(¢), y = Y(¢).

Przy zastosowaniach rachunku rézniczkowego do badania tych linij
trzeba oczywidcie zakladaé, ze funkeje F(z), f(x,y), ¢(f), ¥(t) s3 w bada-
nych punktach jednoczeénie ciggle i rézniczkowalne. Zakladaliémy nawet,
2e posiadaja one pochodne ciggle wszystkich rzgdéw. Zdawaéby sig moglo,
ze zbiory punktéw: (L), okreslone réwnaniami, spelniajacemi te wszystkie
warunki, ss zupelnie regularnemi linjami. Tak jest istotnie dla formy
wyraine) y = F(x). Inaczej sig jednak rzecz przedstawia dla dwdch po
zostalych sposob6w podawania réwnah linij krzywych. Przy tych przed-
stawieniach mogs istnieé osobliwosci, chociaz funkcje f(z, y), @(¢), w(t)
sg zupelnie regularne. I tak wiemy z nauki.o funkejach uwiklanych, ze,

jezeli obydwie czastkowe pochodne f.(x,y) i /,(x, y) istniejs, lecz s3 réwne
zeru w jakimé punkeie, spelniajsgcym réwoanie f(z,y) =0, to przez ten

punkt nie musi przechodzié jedna &ciéle oznaczona linja (moze nie prze-
chodzié zadda linja, moze przechodzié jedna, ale mogy tez przechodzié¢ dwie
lub wigcej galezi).
Jezeli f, 1 f, nie 83 obydwie rownoczesnie zerami, to istnieje jedna

‘tylko linja, przechodzaca przez badany punkt, a wzér:

dy /' I dzx . 5

il /—F; lub A 7
podaje spadek stycznej w tym punkcie. Dla punktéw zas, w ktérych jest

Sz, y) =01 f,(x,y) =0, wzor ten staje si¢ pieoznaczonym.
AR
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Podobnie w przedstawieniu parametrowem spadek stycznej wyrazi-

liSmy wzorem:
dy W'(t)
dz — ¢'(t)
Tu znowu otrzymujemy nieoznaczonosé dla tych wartosci ¢, dla ktérych

spelniajg si¢ réwnoczesnie réwnania:

=0 1 =0
Gdyby tylko sam mianownik byl réwny zeru, to rozwazalibysmy fuokeje
odwrotng 1 otrzymaliby$my dla niej spadek Z—;=O, a wige w zachowa-

niu sig linji krzywej nie byloby wtedy niczego szczegélnego. Wyjatkowy
sposéb zachowania si¢ moze wystapi¢ tylko w tych punktach, w ktéryeh
réwnoczesnie obydwie pochodne f, i f, lub @'(¢) 1 ¥'(f) sa réwue zeru.

Zajmiemy sig tu tylko dyskusjs formy uwiklanej. Punkty (z,y),
ktérych spélrzedne spelniaja trzy warunki:

(197) fle,y) =0, f(z,y)=0, f(z,y)=0

nazywamy punktami osobliwemi dla zbioru punktéw (L), przedstawionego
réwnaniem

flz,y)=0

Uwaga. Ta ,osobliwo$é* polega na tem, ze zwykle wzory stajs si¢ tu nieprzy-
datne, jest to wiec osobliwoéé arytmetycznej natury, pod wzgledem za$ geometrycz-
pym taki punkt moze byé nawet zupelnie regularnym punktem badanej linji. Tak sie
dmeje jednak tylko w wyjatkowych przypadkach; zwykle ta ,arytmetyczna osobliwosé**
pocigga za soba, jak to wnet zobaczymy, takze geometryczne osobliwosci.

Poniewaz mamy tu trzy réwnania o dwéch niewiadomych, przeto
tylko w wyjatkowych przypadkach zdarza sig, 2e te réwnania sg réwoo-
cze$nie spelnione. Jest to t. zw. problem nadmiernie wyznaczony.

Badanie punktéw osobliwych nalezy wige rozpoczaé od rozwigzania
ukladu dwéch réwnan: f,=0, f,=0 i stwierdzenia, czy otrzymane pary
wartosci x =a, y=~>0 i t. p. spelniaja takie réwnanie f(x,y) =0, t. J-
czy te punkty nalezz do badanego zbioru punktéw. Jezeli w takim pun-
keie osobliwym nie wszystkie pochodne drugiego rzedu sy zerami, to ten
punkt nazywamy punktem osobliwym podwdjnym.

Jeieli wszystkie pochodne drugiego rzedu s3 zerami, lecz nie wszyst—
kie trzecie pochodne sa zerami, to punkt nazywamy punktem osobliwym
potrdjnym 1 W ten sposéb definjuje sig ogdlnie punkty osobliwe wielo-
krotne, np. r-krotne.

Oméwimy tutaj tylko punkty podwdjue, metoda bowiem badania
punktéw potréjnych i innych nie rézni sig zasadniczo od metody bada-

pia punktéw podwéjnych.
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Cheae badaé w otoczenin punktu podwdjnego (a, b) postaé utworu
geor‘netrycznego (L), zdozonego z wszystkich punktow, spelniajgeych row-
nanie f(x,y) =0, rozwijamy badang funkeje f(x,y) na wzér Taylora
W otoczenia tego punktu. Poniewaz f(a,b) = 0, fela,0) =01 f,(a,b) =0
przeto wzér Taylora przyjmuje postaé: E :

/‘(qu)z—é*, (x—a)!f,,(a,b)—f—?(x—a)(y— b) foy(a,b) +(y —b)afn,(a,b)]-}- R,

Gdy punkt ('x, y) dazy do (a,b), to wyraz dopelniajacy Ry dazy tu do
zera w stopow wyzszym anizeli kwadrat odleglosci tych punktéw, t. J-
w stopoin wyzszym anizeli d=(x — a)? 4 (y — b)". Bierzemy’ pod
uwage tylko takie punkty (x,y), ktéreé nalezs do zbioru (L), a zatem
spelniajg réwoame f(z,y)=0. ,

Wobec tego:

f(#y) =@ — a)*fula,b) + 2z — a) (y — )/, (a, b) +
+(y — 8)*fy(a,0)] + Ry =0

Nalezy zbadaé, czy istnieja jakie funkeje ciagle Yy =) lub r =y(y)
spelniajace to réwnanie. Badanie to, uzupelniajace teorje¢ funkecji uwikla-,
ny‘ch (por. § 116), wymaga do$é subtelnych i zawilych rozwasan. Nie be-
dziemy tu przeprowadza¢ tych dowodzen, a ograniczymy si¢ do podania
ostatecz.nych rezultatéw. Otéz okazuje sie, ze o istnieniu linij, ktérych
réwoania spelniaja warunek (A), rozstrzyga z reguly nastgpujagce réwna-
nie drugiego stopnia:

(A)

(198) (2 — a)*fu(a, b) + 2(z — a) (y — b)f,p(a. b) + (y — b)2f,,(a,6) = O

a tylko w zupfalm'e wyjatkowych wypadkach trzeba siegna¢ takze do
wyrazu dopelniajacego Ry. Z dyskusji wynikaja nastgpujace przypadki.
a) Jezeli wyréznik:

D(a5 b) === fu(ai b) o f,y(as b) T f;?v(aa b)

réwnania (198) ma wartos¢é ujemna, to istnieja w otoczeniu punktu oso-
bliwego (a,b) dwie funkcje ciagle y —b=g,(x) i y — b= g,(z) lub
z—a= YY) iz —a=1y,(y) lub y —b=9(@) i x —a=p(y), spel-
niajgce dane réwnanie f(x,y)=0.

[ch obrazy geometryczne nazywamy dwiema galeziami linji, okres-. -
lf)nej przez to réwnanie. Z réwoania (198) otrzymujemy wtedy dwie
linje proste rézne, ktére nazywamy stycznemi do obu galezi badanej linji;
kazda z tych linij jest bowiem granicznem polozeniem siecznej, przecho-
dzacej przez punkt (a,b) i punkt (a + h, b - %), lezacy na odpowiedniej
galezi. Taki punkt osobliwy o dwéch réznych stycznych nazywamy we-
2¢em linji krzywej (por. np. punkt O na fig. 47, str. 77 lub punkty P, P,
na fig. 49, str. 79). |
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b) Jezeli D> 0, to w- otoczeniu punktu osobliwego (a,d) niema
zadnych punktéw, spelniajacych réwnanie f(z,y) =0 (jakkolwiek sam
punkt (a,b) spelnia to réwnanie). Taki punkt osobliwy nazywamy pun-
ktem odosobnionym lub izolowanym.

¢) Jezeli D = 0, to potrzebna jest dalsza dyskusja. Najezeéciej jednak
mamy wtedy dwie stykajace sig z sobg galezie, lezace z tej samej strony
punktu osobliwego lecz po przeciwnych stronach wspélnej styczoej, jak
op. w punktach cykloidy, lezacych na osi z-6w (por. fig. 15, punkty
0, P) lub w ostrzach, wystgpujacych w ewolucie paraboli i elipsy (por.
fig. 1563 i 1564). Takie punkty nazywamy punktami zwrotu. Mogs jednak
zachodzié takze rozmaite inne przypadki, jak np. ostrza innego rodzaju,
mogs sig z sobg schodzié dwa ostrza z obu stron, moze wystgpowaé punkt
izolowany i t. d. W nastgpnym paragrafie podamy przyklady na te roz-
maite mozliwoscl.

Wyniki te mozna stre$ci¢ w nastgpujacem twierdzeniu.

0 ile istniejq punkty osobliwe utworu geometrycznego, przedstawionego
(regularnem) réwnaniem f(x,y) =0, to otrzymujemy je przez rozwigzanie
ukladu trzech réwnar.:

fl@,y) =0, fdxy)=0, [(x9)=0
Jezeli dla punktu (a, b), spelniajacego uklad tych trzech réwnan, wyrdéznik:
D(a, b) = fur(@,b) - £,,(@, b) — £3(a,D) 5

ma wartosé ujemnq, to badany punkt jest podwdjnym punktem wezto-
wym; jezeli D >0, to badany punkt jest punktem izolowanym; jezeli
D=0, to potrzebne jest dalsze badanie.

W tym ostatnim przypadku najczeéciej wystgpuje punkt zwrotu.

Badanie punktéw osobliwych ma, jak widzimy, wiele wspoélnego
z badaniem extreméw funkeyj dwéch zmiennych. Analogje te nie sg
przypadkowe, lecz siegaja bardzo glegboko w istotg rzeczy. [ tak wiemy,
se podanie funkeji w formie uwiklanej jest réwnowazne z podaniem
przekroju powierzchni:

2= f(x,Y)

zapomocy plaszezyzny poziomej (XY), t. j.dla z=0. Wezmy pod uwage
powierzchnig zupelnie regularna, bez zadnych uskok6w: ostrz lub punktéw
osobliwych. Wtedy funkecja dwéch zmiennych f(x,y) jest ciagla i posiada
ciagle pochodne wszelkich rzedéw. Wykazemy, ze pomimoto przekroje
tej powierzchni mogs posiadaé rozmaite osobliwosci. Warunki f,=0
i f,=0, z ktérych sig oblicza spblrzedne: (a,b) i t. d. punktéw osobli-
wych, s3 nam dobrze znane jako konieczne warunki istnienia extreméw
funkeji 2z = f(x,y)- W tych punktach plaszezyzna styczna do tej powierz-

K- —-——bL
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chni jest prostopadla do osi (Z), a wigc albo jest réwnolegla do plasz-
czyzny poziomej (XY) albo wprost nakrywa sie z ta plaszczyzng. Jezeli
punkty (a.b) sg osobliwe dla linji f(z,y) =0, to leig one na tej linji,
a zatem dla tych punktéw jest 2= 10 a wigce lezg one zarazem na plasz-
ezyznie poziomej (X7Y).

Ta plaszczyzna pozioma jest zatem styczng do powierzehni z = f(x, )
w punktach (a, b).

Z dyskusji extreméw wiemy, ze w otoczeniu takiego punktu po-
wierzchnia moze przebiegaé w rozmaity sposéb, o czem si¢ przekonujemy
zapomocy badania znaku wyréznika D(a.b) w badanym punkeie.

1 tak wiemy, ze, jezeli wyrézoik ma wartos¢ dodatnig, to powierz
chnia ma w danym punkeie mazimum lub minimum, a wige lezy w oto-
czemu tego punktu calkowicie po jednej stronie swej plaszczyzny stycz-
ej, nie przecina jej zatem nigdzie w odpowiednio bliskiem otoczeniu
punktu stycznosci: (a,b). Krzywa przekroju powierzchni zapomocs tej
plaszczyzny (XY) redukuje si¢ zatem w tem otoczeniu do jednego odo-
sobniwonego punktu. Poza tym za$ puuktem, w odpowiedniej od niego od-
leglodci, moga istnie¢ rozmaite galezie przekroju f(x,y) = 0, nie reduku-
jace sig do punktu.

Taks konfiguracjg mozemy sobie wyobrazié bardzo prosto, biorge
pod uwage pasmo gérskie o kopulastych wierzeholkach (maximach) roz-
maitej wysokoéci. Plaszczyzna pozioma, styczna do jednego z nizszych
wierzcholkéw, przecina inne, wyzsze czeéci tego pasma w przekrojach,
nie redukujseych sig do punktu. Do caloksztaltu tej warstwicy nalezg
jednak nietylko te przekroje, lecz takie odosobniony punkt (a, b), szczyt
owego nizszego wierzcholka. ;

Jezeli wyréznik ma warto$é ujemna, to powierzchnia nie ma w ba-
danym punkcie extremum, lecz t. zw. punkt siodfowy. Nie bedziemy tu
przeprowadzali szczegélowej dyskusji, jednakze widocznem jest z pogladu,
%e plaszczyzna pozioma, styczna do powierzchni w takim punkcie, prze-
cina jg w dwéeh przecinajgeych sig galeziach. Jezeli to jest np. siodlo
(przelecz) migdzy dwoma kopulastemi wierzcholkami, to przekrdj poziomy,
przechodzacy przez punkt siodlowy, ma ksztalt 6semki. W siodle para-
bolicznem (np. w punkcie O na fig. 25, str. 46) otrzymujemy jako prze-
kréj dwie linje proste, tworzace z soba kat rézny od zera. W kazdym
razie mamy wtedy do czynienia w przekroju z weztem.

Jezeli wreszeie wyr6znik ma w badanym punkecie wartodé zero, to
powierzchnia moze tam posiadaé extremum wlasciwe lub niewlasciwe
lub wecale nie posiada extremum. Wobec tego 1 przekroje w tym pozio-
mie moga mie¢ rozmaite postacie. Taki punkt (bez extremum) otrzymamy
np., biorac pod uwage grzbiet, ktdrego linja grzbietowa posiada punkt

" przegiecia o stycznej poziomej; tak bedzie np, gdy linja grzbietowa ma
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postaé™ paraboli ‘trzeciego stopnia o réwnaniu z=ua® a po tej paraboli
posuwamy parabole drugiego stopnia o réwnaniu z = — y* tak, by jej
wierzcholek lezal zawsze na paraboli 2 =23, a jej plaszczyzna_aby byla
réwoolegla do (ZY). Okazemy zapomocy przykladéw, ze wtedy przekrdj
poziomy plaszezyzng (XY) posiada punkt zwrotu w punkeie stycznosei.

Widzimy stad, e w warstwicach powierzchni regularnyeh mogs
wystgpowaé te wszystkie osobliwosci, ktéresmy poprzednio oméwili, t. j.
wezly, punkty odosobnione i punkty zwrotu. Punkty te moga jednak
wystgpowaé w warstwicach poziomych tylko w tych punktach regular-
nych powierzchni, w ktérych plaszezyzna styczna ma kierunek poziomy.
Uwagi te znajdujy zastosowanie w nauce o terenie, przy przedstawianin
rzezby terenu zapomocs warstwic i przy odczytywaniu ksztaltu powierz-
chni z mapy warstwicowej.

§ 187. Przyklady punktéw osobliwych.
1) Wyznaczyé punkty osobliwe linji, podanej réwnaniem:

flx,y) =234 y* — Baxy =0
Tworzymy :
fi=3x2*—3ay =0
f,=3y*— 3az=0
Te dwa réwnania posiadaja jako jedyne rozwigzania rzeczywiste: A(0, 0)
i B(a,a). Punkt A(0,0) spelnia takze pierwsze réwnanie: f(z,y) =0
a wige jest punktem osobliwym; punkt B nie spelnia réwnania f(x,y)=0,
a wiec nie nalezy do badanej linj.
Aby zbadaé rodzaj punktu osobliwego A, tworzymy wyréznik. Po-
niewaz f,, =6z, f, = —3a, f, =6y, przeto ~yroznik ma postaé:
D(z,y) = 36xy — 9a?
Dla punktu A(0,0) jest:
D(0,0)=—9a2< 0
a zaterh fo jest punkt wezlowy (por. fig. 1567).
Styczne w tym punkcie wezlowym obliczymy z warunku:
x — 0)2/..(0,0) 4 2(x — 0) (y — 0)/,,(0,0) + (y — 0)2£,,(0,0) =0
a wige w naszym przypadku: '

—3a-22y =0

Stad otrzymamy y =0 i =0 czyli osie spélrzednych. Jest to znana
nam juz linja (por. str. 77, fig. 47), zwana lisciem Descartes’a.

-
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2) Zbadaé punkty
osobliwe linji o réwna-
niu: ;

flz,y) =25y +
+ 4z — 23 =0

Obliczamy:
fi=8x —3x?| f,=8—6x

£, =50y fey=0
£, =50 e

Z warunkéw:

8z — 322 =0
50y =0

otrzymujemy dwie pa-
ry rozwigzah: A(0,0) i
B(§.0).

‘Tylko pierwsza pa-
ra spelnia dane réwna- Fig 157
nie f(z,y) =0, a zatem
tylko punkt 4(0,0) jest punktem osobliwym. Wyréinik ma postaé:

D= (8 — 6z)-50 — 02
Y

a wiec:
D(0,0)=400>0

To dowodzi, ze punkt 4
(fig. 168) jest punktem
izolowanym Odrazu sta-
nle sl@ to widocznem,
gdy rozwiklamy réwonanie
f(z,y) = 0. Otrzymamy _ | e,
dwie funkecje: A 3

y=tzlz—4

Yy

y= —tz V.Z‘Tll
Otoz widac, . ze dla z, za-
wartych pomiedzy 0 a 4,
niema rzeczywistych war-
tosci y, a dopiero od x =4 rozpoczyna si¢ linja, lezaca symetryez-
nie po obu stronach osi z-6w. Latwo stwierdzié, ze dla z =D5) mamy
punkty przegiecia dla obydwu funkeyj y.
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3) Wykazaé, ze warstwica powierzchni:

2= —y? 4 o’

(opisanej na str. 568), nalezgca do wysokosci 2z = 0, posiada w poczgtku
ukladu punkt zwrotu.

Linja przekroju plaszczyzng z = 0 ma réwnanie:
f@.y)=—y+22=0
Pochodne czgstkowe sg:
fx == 3‘1‘2 /u =— 62}
/yy == 2
Jedynym punktem osobliwym jest A(0, 0), spelnia on bowiem trzy réw-
nania f(z,y) =0, f,=01i f,= 0. Wyréznik ma dla tego punktu wartosé:

D(©0.0)=6-0.(—2) —0:=0

Istnieje wige w tym punkecie 4(0,0) jedna rzeczywista styczna zwana

\Y podwéjos, majaca, jak sig latwo prze-
konaé, spadek a = 0, to znaczy, ze jest
to o8 z-Ow.

Chege zbadaé rodzaj tego punktu
osobliwego, rozwiklujemy dave réwna-
nie 1 otrzymujemy dwie funkecje:

y=+V‘;" y=—V‘;B

Widocznem jest, ze dla ujemnych z
¢ plema zadnych punktéw badanej krzy-
wej, natomiast dla kazdego dodatmego x
otrzymujemy dwa punkty, lezgce syme-
trycznie wzgledem osi z-6w. Linje te
przedstawiono na fig. 159; jest to znana
pam juz parabola Neila (por. § 185,
przyklad 1).
Polecamy czytelnikowi sporzgdze-
nie plaou warstwicowego powierzchni:
Fig. 169. o el y? + x3, obierajae kolejno z =
=1,234,...12=—1, —2 —3,...
(Mozna okazaé, ze wezystkie warstwice dla z >0 majs punkty prze-
giecia na osl y-6w).
Yatwo mozna okazaé, ze linja o réwnaniu:

y: 4 cx? —23=0

T T

571

ma w punkecie A(0,0) punkt osobliwy, a mianowicie wezel, gdy ¢ <O,
punkt zwrotu, gdy ¢ =0, a punkt odosobniony, gdy ¢ > 0.
4) Linja o réwnaniu:

(y — 2 — 20 =0 v
ma w punkcie A(0,0) ostrze
tego rodzaju, ze leizy — po-

dobnie jak parabola Neila —
po jednej stronie osi y-Ow
a obydwie galezie krzywej sty-
kajg sig z osig z-6w, lecz lezg
po tej samej stronie tej osi.
Taki punkt nazywamy dziébem
(por. fig. 160a). Pozostawiamy
czytelnikowi stwierdzenie, ze [ 1 X
wyréznik ma w tym punkecie
osobliwym wartoéé O.

) Na fig. 160 b) i ¢) przed-
stawione s linje o réwnaniach:

y—a)(y+3z)=0 i @—2)(y—42")=0

Fig.-1604a).

AY
{\Y
A X ) X
Fig. 160 b). / Fig. 160 c).

(sq to iloczyny réwnan dwéch parabol). Punkt A(0,0) jest d.la nich pun-
ktem osobliwym podwéjnym, w ktorym D =0; oé z-6w jest styczng
podwéjna, a obydwie galezie rozciagajs si¢ po obydwu ‘stronach tego.
punktu podwéjnego (taki punkt mozna uwazaé za polaczenie dwéch pun-.
ktéw zwrotu wzglednie dwéch dzidbow, lecz nie za wezell).

6) Zbadajmy osobliwy punkt linji o réwnaniu:

y 4ot — a2t =0
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Tutaj:
fe=4x% — Hye [ = 122 — 202
5=2y fo=0
fy=2

(T

Jedynym punktem osobliwym jest, jak latwo stwierdzi¢, 4(0,0). Wy-
réznik ma w tym punkeie wartosé:

D(0,0)=0.2 — 02 =0

Z danego réwnania otrzymujemy:

y=+x3VxT1 1 y=—x’V.ZTl

Stad widaé, ze punkt 4(0,0) jest izolowany, albowiem dla 0 <z<lI
otrzymujemy y urojone, a zatem w otoczeniu punktu 4 az do x =1
niema zadnych punktéw, valezageych do badanej krzywej. Od z = 1
mamy juz dla kaidego z dwa, symetryczole lezace punkty badane;
krzywej.

7) Dla linji, przedstawionej réwnaniem:
flzy) =zt —2aty +ys 4 y* =0

punkt 4(0,0) jest punktem osobliwym. W tym punkeie znikajs jednak
nietylko pierwsze, lecz takze drugie pochodne, jak to widaé z wzorow:

AY fi=4z® — 4zy
= — 2t 4 341 | 4y
[ = 1222 — 4y
[fo=—42
X [y =6y + 12y
Obliczamy zatem trzecie pochodne:

fow =24, fuy = —4, f, =0,
/yyy=6+24y

Dla 2 =0 i y =0 otrzymujemy:
fw:o' f"y=_4’ fxyy=0, fyyy=6

Nie wsaystkie trzecie pochodne sg ze-
rami, a zatem punkt 4(0,0) jest punktem potrdjnym. Styczne, nalezace
do tego punktlu, wyznacza 81 z Wyrazéw trzeciego stopnia w rozwi-
nigeiu Taylora, a mianowicie z réwnania:

@ —a)fut3@— a2 () —b)fuy + B(x — a) (y — b)2 £, +
+@—067f,=0

Fig. 161.
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W naszym przykladzie otrzymujemy:

a stad:

y=0, y==zl2, y=_ )2

Mamy wigc trzy styczne rzeczywiste, przechodzace przez punkt osobliwy
4(0,0). Badana linja ma w punkcie 4(0,0) potréjoy wezel (por. fig. 161).

§ 188. O linjach obwiednich ?).

Zajmiemy sig tu gromadami linij, okreslonemi zapomocs réwnan
postaci:

f(xyyvc):()

przyczem funkeja f(z, v, c) jest dla z, y.¢, zawartych w pewnym tréjwy-
miarowym obszarze, ciggla 1 rézniczkowalra. Do kazdej wartosel ¢ = ¢,
z tego obszaru oalezy
jedna krzywa z tej gro-
mady, podana w for-
mie uwiklanej:
f@,y,¢,)=0.
Zdarza sig ezasem,
ze wszystkie linje ta-
kiej gromady sg stycz-
ve do pewnych linij
a czasem nawet do jed-
oej linji, jak to zoba-
czymy z nastgpujacych

przykladéw.

1) Réwnanie: /
(@—or+y—ar=1
przedstawia  gromade Fig. 162.

kél o promieniu 1,

ktorych érodki S(c, c) leza na jednej linji prostej, & mianowicie na pro-
ste] y = (por. fig. 162). Widzimy z rysunku, ze te wszystkie kola sa-
styczne do dwoch linij prostych !, i l,, Méwimy, ze ta gromada kol
posiada dwie obwiednie a mianowicie proste {, i .

') Niektdrzy autorowie odmieniajg rzeczownik: ,obwiednia® wedlug deklit.mclji
rzeczownikowej; poczucie jezykowe dyktuje ‘nam jednak, ze mamy t.u do czynienia
z rzeczownikiem, ktéry nalezy odmieniaé wedlug deklinacji przymiotnikowej, tak sa-
mo, jak: spiralna, prosta, prostopadla, pochodna i t. p.
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2) Wesmy pod uwagg zbidér elips spolérodkowych, ktérych suma
poléwek osi jest liczba stalg, np,

a+b6=10
Roéwnanie tej gromady jest:
(10 — @) x* 4 a’y* —a?(10 —a)* =0

przyczem 0 << a <10. Jezeli jeszcze dolaczymy krance prze('lzialg
<0,10>, to dla a=0 otrzymujemy z =0, a to jest réwnanie 082
y-6w; dla a =10 otrzymujemy o8 z-6w, t. j. y=0.

Y

Fig. 163.

Jest to zatem tez jednoparametrowa gromada lini Na fig. 163
przedstawiono kilka elips, nalezagcych do tej grom‘ady. Spostrzegamy
z rysunku, ze te wszystkie elipsy (a takze .oé. x-.éw 1 y.-éw) 8 styczne
do .jednej linji I o czterech ostrzach. Ta linja jest wige obwiedniq te)

dy elips i prostych.
groma3))’ Wigle pszyklyadéw obwiednich spotykan_ly. w ﬁ?y?e.a szczegél.-
niej w ruchu falowym; tak op. czolo. fali plaskiej, odbitej 1 ?alamane_).
jest obwiednia gromady kul — a w przekroju kél —o rozmaitych pro-
mieniach; w optyce geometryeznej groma pror
powierzchni krzywej posiada czesto ob_wxedma‘, '
a gromada promieni zalamanych obwiednis, zwang di

da promieni odbitych od jakiejs
zwang katakaustyka
akaustyka. Wogéle
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przy zjawiskach, w ktérych wystepuje nieskoficzona gromada jakichs
linij lub powierzchni, zbiorowy efekt zjawiska jest zwykle scisle zwigzany
z obwiednig — o ile taka obwiednia istnieje.

Kazda linja jest obwiednig gromady swoich stycznych. -Ewoluta
jest obwiednig gromady normalnych do danej krzywej (na podstawie
twierdzenia udowodnionego w § 184).

4) Nie nalezy jednak s3dzié, aby kazda jednoparametrowa gromada
linij posiadala obwiednig: tak np. gromada prostych réwnoleglych, para-
bol réwnoleglych (przystajacych), gromada kél spolsrodkowych o réznych
promieniach nie posiadaja wecale obwiedniej.

Po tych objasnieniach jasng bedzie nastgpujgea definicja:

obwiedniq gromady linij nazywamy linje stycang do wszystkich linij,
nalezqcych do tej gromady, preyczem kazdy punkt obwiedniej jest jej
punktem stycznodci z jakas linja z tej gromady.

Aby wykryé obwiednig jednoparametrowej gromady linij, danej
réwnaniem

@ T 9,6.=0

uzyjemy nastepujscego rozumowania. Jezeli istnieje obwiednia I, to 8pot-
rzedne z,y kazdego jej punktu muszg przedewszystkiem spelniaé réw-
vanie (I), albowiem kazdy punkt obwiedniej nalezy do jakiejs linji z tej
gromady. Kazdej linji z danej gromady, a zatem kazdej wartodei ¢, od-
powiadajg jakies wartosci (z,y) spélrzednych punktu, lezacego na ob-
wiedniej, a wige z i 4 sy funkcjami parametru c:

=) y=v()
Zaléimy, ie sg to funkeje rézniczkowalne.
Spadek w kazdym punkcie obwiedniej musi byé réwny spadkowi
odpowiedaiej linji z gromady w punkeie stycznosci.
Musi byé zatem:

Ve _ _ fzgo)

?'(c) £, (@, c)
czyli:

(1D F(@y.e) - @' (e) + £, (2, y,¢) - w'(e) =0

To jest drugi. warunek, ktéry musza spelniaé funkeje @(c) 1 w(c)
(pierwszym jest: f(¢p(c), w(c), ¢) = 0). Warunek ten zastapimy innym,
prostszym. Utwérzmy wmianowicie catkowits pochodng funkeji f(z, y, c),
uwazajac i y za funkeje zmiennej c. Otrzymamy:

S e

If
dx dc aydc+§—c:0
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Wskutek warunku (II) odpadajg tu jednak dwa poczatkowe wy-
razy 1 pozostaje:

f (z,y, c)
III 1 H O
(I1I) % 0

Stad wynika nastepujace twierdzenie:
Jezeli gromada linij posiada obwiednia, to spodrzedne kazdego punktu
tej obwiedniej muszq spetniad nastepujace dwa warunksi:

(199) fio g 0)=0, L&29 _ o

Aby wiec znalei¢ obwiednis, nalezy z tych dwdch réwnan obliczyé z
1 y jako funkcje parametru ¢; wiedy uzyskuje sig odrazu parametrowe
przedstawienie obwiedniej :

Ti— (P(C), y= 1/)(0)

Albo tez trzeba wyeliminowaé z tych dwéch réwnan (199) parametr ¢,
obliczajac np. ¢ z jednego réwnania jako funkeje # i y i wstawiajac to
w drugie réwnanie. W ten sposéb otrzyma sig réwnanie obwiedniej
w formie uwiklanej:

D(z,y) =0

Warunki (199) s3 tylko konieczne dla istnienia obwiedniej, lecz
bynajmniej nie dostateczne. Moze sig bowiem zdarzyé, ze te dwa réwna-
nia nie okreslajg x i y jako funkeyj zmiennej ¢; wiemy bowiem z roz-
wazania ukladu dwoch réwnai o trzech zmiennych, ze nie zawsze istnieja
funkecje uwiklane, spelniajagce dwa dane réwnania (por. § 119). Tak
samo eliminacja parametru nie zawsze jest mozliwa: tak np. na pewno
nie bedzie ta eliminacja mozliwg, jezeli parametr ¢ wystgpuje w row-
nanin f(x,y,¢) =0 tylko w pierwszym stopniu, albowiem wtedy drugie

de

réwnanie = 0 nie zawiera wcale tego parametru. Czasem za$

otrzymamy dwie funkcje x=@(c) i y =wy(c), okreslajace jakas linjg,
lecz nie styczng do danej gromady. Tak bedzie np., gdy kazida linja
z danej gromady posiada jaki$ punkt osobliwy. Dla kazdego punktu
osobliwego spelniaja sig, jak wiemy (§ 186), warunki: f,(x,7,¢)=0
i f,(x,y,¢)=0, a wigc warunek (II) bedzie spelniony, a co zatem idzie,
takze warunek (III). Warunek za§ (I) jest spelniony, bo punkty oso-
bliwe leza na linjach, nalezacych do gromady. Widzimy wige, ze linja,
ztozona z osobliwych punktéw linij, nalezgecych do badanej gromady,
spelnia takze obydwa warunki (199).
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Nie bedziemy sig tutaj zajmowali badaniem warunkéw dostitecz-
nych na to, aby istniala obwiednia, a tylko zapomocs przykladéw szcze-
gblowych wyjasnimy te rozmaite przypadki.

(Szezegélows dyskusje moze czytelnik znalezé w podreczniku H.
von Mangoldta, p. t. Einfihrung in die hihere Mathematik, Tom IL,
wyd. 3. Lipsk 1931 r., str. 456—470).

W praktyce najprosciej bedzie postepowaé w nastgpujagcy sposdb:
wyznaczyt — o ile istniejg — funkeje z=g(c) 1 y =1(c), spelniajace
obydwa warunki (199), a nastgpnie sprawdzié, czy spadek znalezionej
linji jest réwny spadkowi tej linji z gromady f(z,y,¢)=0, ktéra od-
powiada tej samej wartodei parametru ¢, to znaczy, czy zachodzi réwnosé:

YO __ 1090, 9,0
0 A CTORTONS

Te linje, dla ktérych te spadki sg réwne, s3 napewno obwiedniemi.

§ 189. Przyklady na badanie obwiednich.

1) Zbadajmy obwiedniy gromady ké! (por. fig. 162), danych réw-
naniem:

f(x,y,c)s(x—c)t_l_(y__c)z_.‘ =0
W poprzednim paragrafie podaliémy te obwiednig bez dowodu.
Obliczmy:
ali(_"f: Y, €) Al

2 —2@x—c)—2(y —¢c)=0

a stgd:
y=—z+42c
Wetawiamy to w pierwsze réwnanie i otrzymujemy:

@—c24t(—z4ct—1=0 eczyli 2x—cp=

a stgd:
T 1 k. 1
x=c-7= —iC—
V2 V2
Wobec tego: &) : ()
1

y=c—ig i y=c+ 2
Otrzymaliémy parametrowe przedstawienie dwéch linij. Sg to linje proste:

y=z—)2...@) i y=zF)2....(%)

jak sig latwo przekonaé, eliminujge c. Aby zhadaé, czy to sg istotnie.
obwiednie, obliczamy spadki:
Rachunek réiniczkowy i calkowy. 37



678
! 1
VO _dy_ = Ao, _ —2@—o|_ S
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1 podobnie dla linji {I,). Poniewas spadki sg réwne w odpowiednich
punktach przy kazdem c, przeto proste-(/,) i (4) sa istotnie obwiedniemi
danej gromady.

2) Fala plaska, ktérej czolem jest (w przekroju) odcinek 04, nachy-
lony pod katem a do osi z-6w (fig. 164), odbija sig od osi OX. Znalezé

\Y

Fig. 164.

czolo fali odbitej w chwili, gdy fala padajgca posunela sig o odeinek
d = AB. Kaidy punkt odcinka OB zostaje pobudzony do drgan przez
falg padajaca w innym czasie, a wige wysyla fale kuliste o rozmaitych
promieniach r, I tak punkt O, najwezesnie) pobudzony do drgania, wy-
tworzy w tym czasie falg kulisty o promieniu OF = AB; dowolny zas
punkt D, lezacy na osi z-6w w odstgpie ¢ = OD, wytworzy falg o pro-
mieniu: = DF = BC = AB*~ AC= AB— GD —=d — ¢ sin . Czolo
fali odbitej jest obwiednig gromady kul — a w przekroju gromady két —
0 réwnaniu:

(#—c¢)+y>—(d—csine)?=0

Tutaj d i @ sg liczbami stalemi a zmienia si¢ tylko parametr ¢. Obli-
czamy czastkows pochodng wedlug ¢ i otrzymujemy:

—2(x—c¢)+2(d —csina) sina =0

Eliminujemy z tych dwéch réwnan ¢ i otrzymujemy po latwych prze-
rébkach:
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d
y—d-xtga_’—cosa
o o cos

Pierwsza prosta jest wlasnie réwnaniem (przekroju) czola fali odbitej.
Widzimy, 2e tworzy omna z osig z-6w kgt 180° — @, skad juz latwo wy-
nika, ze kgt padania jest réwny kgtowi odbicia.

Druga prosta, symetryczna do pierwszej wzgledem osi 2-6w, a wiec
réwnolegla do 04, jest obwiednis dla dolnych poléwek tych kél. Przed-
stawia ona czolo fali, ktéraby sig rozwinela pod osig z-6w, gdyby sie
ten ruch falowy mégl tam rozwingé z ty samg predkoscig. Gdyby zas
predkosé ruchu falowego pod osig z-6w byla inna, to otrzymalibysmy
pod osig gromade kél o innych promieniach, a ich obwiednia bylaby
czolem (w przekroju) fali zalamane]. Aby znalezé tg obwiednig, nalezaloby
W réwnaniu gromady k6l zmniejszyé lub powigkszyé proporcjonalnie
wszystkie promienie, a wigc zamiast » —d — ¢ sina nalezaloby podsta-

wi¢ W to réwnanie 7, =%(d — c¢sina). Po wykonaniu rachunkéw otrzy-
walibyémy jako obwiednig fali zalamanej linje prosts o rownaniu:

sin a d

A =Vn9— sin’ax Vnt —sinte

8in ¢ !
—— = tg §, oblicza-
n® — sinta
my stad z latwoscis, ze sina :sinf = n. Jest to znane prawo zalamania.

3) Dla gromady elips:
(10 —a)?z* + aty:—a?(10 — a)2 =0

Kladac spélezynnik kierunkowy tej prostej

opisanej W poprzednim paragrafie, obliczymy obwiednia, dolsezajac do
tego réwnania warunek f, =0, t.j.

—2(10 — a) 2* 4 2ay® — 2a(10 — a)? + 24a%(10 — @)= 0
Z tych dwéch réwnan nietrudno obliczyé:

a’ ,_(IO—ﬂs

= =
i 10

Stad otrzymuje sig odrazu parametrowe przedstawienie obwiedniej. Mozna
Jednak latwo wyeliminowaé parametr a 1 otrzymaé réwnanie tej linji
w formie uwiklanej, a mianowicie:

o8 4 4 = 108

Linja ta, zwana asteroidg, nalezy do hipocykloid.
37*
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Pozostawiamy czytelnikowi stwierdzenie, w sposéb oméwiony w pierw-
szym przykladzie, ze ta linja jest istotnie obwiednia badanej gromady.

4) Z punktu O (fig. 165) mozna wyrzucaé pociski we wszystkich
kierunkach i pod rozmaitemi katami. Jezeli prgdkos¢ poczatkowa jest
stala: v, to wszystkie te pociski nie przekraczaja pewnej granicznej po-
wierzchni, zwanej powierzchniq bezpieczenstwa. Wskutek symetrji bedzie

Y

/ e N

Fig. 166.

to jakaé powierzchnia obrotowa, wystarczy zatem znaleié jej przekrdj
pionowy. Chcemy znalei¢ t¢ powierzchnig, nie uwzgledniajac oporu_po-
wietrza ani ruchu obrotowego ziemi. Wtedy droga kazdego pocisku
jest — jak wiadomo — parabols, ktérej przedstawienie parametrowe ma

postac :
x =vlcosa
gl ¥ tsin @
y = 2t-{-v sin

Stad otrzymujemy forme wyrazog:
x?
y=xtga— g

2 vtcosla

Oznaczmy tga = ¢, to:

gx!(l_i,_c!)_ F
y—°x+§ o2 =

Zmienoym parametrem jest tu c. Aby otrzymaé obwiednia, tworzymy
pochodng czastkows wedlug ¢ i otrzymujemy:

—x-}-?—gv—zx?-?c:O

Pierwszym pierwiastkiem tego réwnania jest z=0 a wtedy i y== 0.
Pierwszem rozwiszaniem tego ukladu réwnan jest wige jeden punks,

T
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a mianowicie poczatek ukladu. Jest to wprawdzie punkt bardzo wainy
dla tej gromady parabol, a mianowicie wszystkie parabole tej gromady
przechodza przez ten punkt, nie jest to jednak: obwiednia. Mamy tu wige
pierwszy przyklad na to, ze warunki (199) wyznaczaja nietylko ob-
wiednig, lecz takze inne linje lub punkty, wazne dla zbadania danej gro-
mady. Wylaezywszy to rozwigzanie: z =0, otrzymujemy:

g9
—1 +02 2c=0
czyli:
2
o=

=

a wstawiwszy to w pierwsze réwnanie, otrzymamy po uporzgdkowaniu:
e 0 S, B
Vy="32n” i 2g

Jest to parabola obwiednia calej gromady. Przez obrét tej paraboli w prze-
strzeni okolo osi y-6w otrzymujemy paraboloide obrotows (por. str. 43—44).
Ta paraboloida jest zatem szukana powierzchnia bezpieczenstwa, oddzie-
lajaca te punkty przestrzeni, ktére sy osiagalne z punktu O pociskami
o stalej predkosci poczatkowej v, od punktéw nieosiggalnych.
5) Dla gromady linij o réwnaniu:

22t cy?—1—¢=0

‘pochodng ezastkows jest:
22— 1.=0

a stad:

Ferplbai =1
Z pierwszego réwnania otrzymujemy dla tych wartosei:

224+c—1—c=0 cayli 22=1, a wiec =41, r=—1

Otrzymalismy wige, jako rozwigzanie tego ukladu réwnan, tylko cztery
punkty:

Badana gromada linij nie posiada wiee obwiedniej. Natomiast wszystkie
linje tej gromady przechodza przez catery stale punkty. Takg gromade
nazywamy pekiem linij, a te stale punkty wierzchotkami tego peku.

W tym przypadku jest to — jak czytelnik latwo stwierdzi — pek
elips. Odrazu z formy réwnania gromady linij mozna poznaé, czy mamy
do czynienia z pgkiem. Réwnanie peku tem sie bowiem charakteryzuje,
ze parametr ¢ wystepuje tylko w pierwszym stopniu, a wiec to réwnanie

_ma postaé: ‘

@, ¢) = gl,y) + c- h(z,y) =0
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Stad:

Lo
Sl

Podstawiwszy to w pierwsze réwnanie, otrzymamy:

] g‘(l‘,. y) =0
Otéz jasnem jest, ze z dwéch réwnah o dwéch niewiadomych:
otrzymamy naogél szereg oddzielnych par pierwiastkéw:

b bs),...
a nie funkcje. (%22 0a), (a2, b4), (@, b,)

Przez te punkty przechodzq wszystkie lini j
ystkie linje danej gromad
zatem wierzcholki danego pgku. e

6) Dla gromady linij, okreslonej réwnaniem:

f(x’ylc) = !/‘—‘y’+(z— C)'=O
pochodna czgstkowa wedlug ¢ ma postaé:

d
5{5—2(.’1"—0)=0

Stad:
r=c
Podstawiamy to w pierwsze réwnanie i otrzymujemy:

Fig. 166.

¢ —y3—0
a stgd: T

¥y=0 y=+1 i y=—1
Mamy zatem parametrowe przedstawienie trzech linij:
r==e &

xr=c =
y=0}(ll) y=l}(l’)- y=—1 (h)
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Dane réwnanie przedstawia — jak nietrudno stwierdzié — gromade linij
krzywych, majscych posta¢ ésemek (por. fig. 166). Linje Il i I, s wi-
docznie obwiednemi tej gromady, natomiast linja /, nie jest obwiednig,

Jecz miejscem geometrycznem wszystkich punktéw osobliwych, wystepu-

jacych w poszezeg6lnych linjach badanej gromady.
7) Moze si¢ zdarzyé, ze réwnania f(z,y,¢)=0 i f,=0 tworzg
uklad sprzeczny, a wige nie posiadajg zadnych wspélnych rozwigzan.
Tak np. dla gromady kol spélérodkowych;

x?4-y2—c=0
: of : I
'otrzymujemy e 1, a to nigdy nie jest réwne zern.
8) Gromada krzywych, okreslonych réwnaniem:
y—(@—ep=0

przedstawia zbior parabol trzeciego stopnia, przystajacych i réwnoleglych
(por. fig. 167). Celem znalezienia obwiedniej tworzymy pochodng wedlug ¢:

3(x—¢)?2=0
a stgd otrzymujemy:
z=¢, y==0

/]
4

Fig. 167.

. Te dwa réwnania razem dajg parametrowe przedstawienie osi x-6w. Jest

ona istotnie obwiednig, albowiem kazda pa.rabola 3-go stopnia z danej
gromady posiada na osi z-6w punkt przegigcia o stycznej, majacej spa-
dek 0. Ten przyklad obwiedniej jest pouczajacy z dwéch wzgledéw: po
pierwsze widzimy, ze kazda krzywa gromady moze przenikaé obwiednis,
a po drugie, ze obwiednia moze istnieé, chociaz krzywe danej gromady

wcale sig z soba nie przecinajs.
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9) Wyznaczyé obwiednie gromady ké! o promieniu d, ktéryeh
§rodki leza na . danej krzywej. Tak np. na fig. 168 sg przedstawione dwie
takie obwiednie dla elipsy.

Jezeli krzywa jest dana zapomocs przedstawienia parametrowsgo:

z=9@(f), y=u()

to gromada kél o stalym promieniu d, ktérych érodki lezs na tej krzy-
wej, ma rownanie:

—o@Or+F—y®)—d=0

Zmiennym parametrem jest tu - Aby otrzymaé obwiednis, tworzymy
pochodng lewej strony wedlug ¢ i kiadziemy ja réwna zeru;

— 2z — @)@ (t) — 2(y — p(E)w' () =0

Fig. 168.

Z tych dwéch réwnan obliczamy 2 — P(t) 1 y — () i otrzymujemy:

w iy d- (1) dy'(t
Vo +vior| S e I
y=ypt)— 290 S (A0 0

ortvo ! T e W) ,

To sa réwnania tych obwiednich, przedstawione w formie parame-
trowej. Widzielismy, ze te same krzywe otrzymali§my, szukajac krzy-
wych rdwnoleglych do danej linji (por. § 176, wzory (182)).

Mamy tu wige nows, réwnowazng z dawniejsza, definicje krzywych
réwnoleglych do danej krzywej. Jeszcze inng definicje otrzymuje sig na
podstawie uastgpujacego twierdzenia.
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Obwiednia gromady prostych réwnoleglych do wszystkich styez-
nych danej linji, a lezscych w stalym odstgpie d od nich, tworzy 'dwie
linje réwnolegle do danej linji. Dowéd tego twierdzenia pozostawiamy
czytelnikowi jako éwiczenie.

Jezeli dang linjg jest linja prosta, to wszystkie te konstrukcje pro-
wadzg oczywiécie do prostych rownoleglych. Dla kola linjami réwno-
leglemi sa kola spélsrodkowe, z ktérych jedno (wewnetrzne) moze sig
zredukowaé do punkta. Dla elipsy otrzymujemy juz wynik niespodzie-
wanie skomplikowany. Biorgc mianowicie réwoanie elipsy w formie pa-
rametrowej:

z —=acost, y = bsint
otrzymujemy z powyZszych wroréw na krzywe rownolegle do elipsy dosé
skomplikowane wzory:

bd cos t

- ki 8 Va?sin?t 4 b3 cos?t
3 adsint

y= bsint + Vai siatt - 6% oos't

przyczem gérne znaki nalezg do jednej krzywej réwnoleglej, a dolne do-
drugiej. Eliminacja parametru ¢{ doprowadza tu do réwnania 3-go stopnia.

(Ehil (=

a) b) c)
d) - e)

Fig. 169.

Krzywa zewngtrzna ma zawsze postaé owalng, natomiast krzywa wew-
netrzna moze posiadaé dosé skomplikowang postad, zaleznie od wielkosei &
w poréwnaniu z osiami elipsy: moze ona posiadaé cztery punkty zwrotu
i dwa wezly. Tak np. moze ona mieé formy, uwidocznione na schema-
tycznych figurach 169 a), b), ¢), d), e). Linje te wystepuja w nastgpuja-
cem zagadnieniu wykreslnem. ,
Chcemy przedstawi¢ ona rysunku plaskim obrecz (czyli: ,torus)
o przekroju kolowym, jezeli ta obrecz (t. j. jej kolo osiowe) jest nachy-
lona do plaszczyzny rysunku pod katem réznym od 00 i od 90°.
~ Obreez taka powstaje, gdy kolo k;, lezace na plaszczyznie prosto-
padlej do plaszeczyzny drugiego kola k, (osiowego), posuwa sie tak, ze
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Jjego drodek lezy zawsze na k,. Obrecz taks mozemy tez -pojmowaé jako

obwiednig kul o stalym promieniu, ktérych érodki lezg na kole, zwanem.

osig tej obrgezy. Na rysunku przedstawi sie ta os jako elipsa, kazda zag
kula jako kolo o stalym promieniu, a o érodku na tej elipsie. Kontur
rysunku tworzyé wige beds dwie krzywe réwnolegle do tej elipsy. Otdz za-
leznie od polozenia tej obrgezy i od Jjéj ngrubosci mozemy otrzymaé na
kontur wewngtrzny wszystkie rodzaje linij réwnoleglych do elipsy, przed-
stawione na fig. 169; widoczne beds zwykle tylko te czgsei, ktére ozna-
czono na rysunku linjg grubszs, nieprzerywans,

10) Jezeli promienie réwnolegle lub wychodzace z jakiego$ punktu S,
padaja na zwierciadlo krzywe, to po odbiciu sig od tego zwierciadla
wedlug praw optyki tworza one gromade linij prostych, ktére w ogol-
nosei nie schodzy si¢ w jednym punkcie ani nie sg do siebie réwno-
legle. Jezeli istnieje obwiedoia tych
promieni odbitych, to nazywamy ja
katakaustykq. Latwo mozna znalezé
dla zwierciadla walcowego prze-
kréj takiej katakaustyki plaszczya-
ng réwnoleglg do promieni padaja-
cych, wzglednie plaszczyzos, prze-
chodzacy przez S. Zajmiemy sig
tu tylko tym pierwszym, prostszym
przypadkiem.

A

/i WL Dana jest krzywa przekroju
0 zwierciadla walcowego (por.fig. 170)
o réwnaniu:
Fig. 170.
¢ fEm=0

Na to zwierciadlo pada wigzka promieni réwnoleglych do osi ¥, a wige
réwnanie kazdego promienia padajgcego ma postaé:
z=§

Chcemy znalezé réwnanie promienia odbitego. Kat @ normalnej do zwier-
ciadla w dowoloym punkeie z osig z-6w ma spadek:

1
@)
Promien odbity tworzy z osia z-6w kgt y =2a —90° (por. fig. 170),
a wige:

tga =

1 —q'3
tgy = —ctg2¢ = — ———
gy g T
Réwnanie kazdego promienia odbitego ma wige postaé:

y—q=— g @ —8)
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czyli:
(=8 =7+ 20 (y — ) = 0= F(z,y,§)

Uwazajmy £ za zmienny parametr, to 7 jest funkejg £ a zatem mamy
tu jednoparametrows gromadg promieni.

Obwiednig znajdziemy, dolaczajac do tego réwnania warunek:

é;_g =—(0—=7)— (=820 7" 429" (y — ) = 2= 0

Z tych dwdch rownan latwo jest obliczyé o — £ i y — n i otrzymnje sie:

Fig. 171.

| Jest to parametrowe przedstawienie katakaustyki, albowiem 7 jest funkejs

zmiennej £, ktéra jest parametrem dla tego przedstawienia.
Tak op. dla zwierciadla walcowego o przekroju kolowym, dabym
zapomocg réwnah:
E=acost, n=asint

otrzymamy dla promieni réwnoleglych do osi y-6w katakaustyke:
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(3cost - cos3 )

xz =

y = - (3sint -}~ sin 3¢)

Jest to epicykloida (por- fig. 171), powstajaca przez toczenie sig kola .

o promieniu% po kole o promieniu %. Gdyby za$ promienie wychodzily

z jednego punktu 4 na obwodzie kola, to jako katakaustyke otrzymali-
bysmy kardioide (por. § 153, fig. 136),

Podobnie wyznacza sig diakaustyke, t. j. obwiednig promieni zala-
manych. Okazuje si¢ np., ze juz W najprostszym przypadku, gdy pro-
mienie, wychodzace z jednego punktu, zalamujg sig na linji prostej, otrzy-
mujemy jako diakaustyke linj¢ do$é skomplikowans, a mianowicie ewo-
lute elipsy (por. § 185, fig. 154).

Dalsze wiadomosci o katakaustykach i diakaustykach moze czy-
telnik znalezé w ksigzce G. Liorii (cytowanej juz w § 19 na str. 81).

§ 190. Asymptoty.

Dla calkowitego scharakteryzowania przebiegu linji krzywej, o ile
sie ona rozciaga w nieskonczonosé, waznem jest zbadanie, jak sig ta linja
zachowuje, gdy jej punkty oddalaja sie do nieskonczonosei, t. j. gdy ich
odleglosé od poczgtku ukladu wzrasta nieograniczenie. Zdarza sig bardzo
czesto, ze linja wyprostowuje si¢ wtedy poniekad w ten sposob, ze punkty
jej daza do punktéw jakiejs prostej (jak np. w hiperboli). Jezeli istnieje
taka linja prosta, ze odleglosé punktu, lezqcego na krzywej, od tej lingi
prostej dazy do zera, gdy punkt na krzywej dady do wieskonczonoici, to
te prostq mazywamy asymplote, badanej linji.

Punkt moze dazyé po linji krzywej w nieskonezonosé albo w ten
sposéb, ze y dazy do nieskonczonosei, gdy x dazy do liczby skoficzone)
z jednej lub z drugiej strony, albo z dazy do nieskoficzonosei, gdy y dazy
do skonczonej liczby, albo wreszcie réwnoczesnie z —> oo 1 y — oo.

Réwnanie linji prostej przedstawia sig¢ w postaci y = azxz -+ b, oile
nie jest ona prostopadla do osi z-6w lub w postaci z =¢, gdy jest pro-
stopadla do osi z-6w. Te dwa przypadki trzeba zbadaé osobno.

A) T tak koniecznym i dostatecznym warunkiem pa to, by prosta
o réwnaniu z = ¢ byla asymptota linji o réwnaniu y= f(x), jest, aby:

lim f(z) =0
Wtedy istotnie odleglosé AP =d=ax — ¢ (por. fig. 172) dazy do zera,
a réwnoczesnie punkt P oddala sig do nieskonczonosci. Moze sig przytem
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zdarzyé, Ze o =rc jest asymptots zaréwno dla prawej jak i dla lewej
galezi linji krzywej (jak na fig. 172), prayczem y — - co zaréwno dla
c<<z—>c jak i dlac¢> 2z — ¢ (np. dla Y

y°= ﬁ;’ przy z—>3) albo y — -+ oo,
gdy z dazy do ¢ z prawej strony a
y—> — oo, gdy x dazy do ¢ z lewej

xis przy x — 3),
2 moze byé¢ takze tak, ie linja x=c¢
jest tylko jednostroons asymptota, jak
np. prosta .z = 0 dla linji, okreslonej
réwnaniem y = logz lub dla linji o réw- __J c X

§=

strony (np. dla y =

; —
naniu y=¢*. W tym ostatnim przy- o
kladzie y — 4 oo, gdy 0 < z — 0, ;
Fig. 172.
a y—0, gdy 0 >z—0 (por. fig. 173).
Aby wigc wykryé asymptoty prostopadle do osi z-6w, trzeba wy-

AY

Fig. 173.

znaczyé wszystkie skosiczone wartosci zmiennej z, dla ktérych y daszy do
nieskoneczonosel.
Przyklad. Wykryé asymptoty prostopadle do osi x-6w dla linji
o réwnaniu:
zty— 2z —9y+5=0
czyli: 1
Y="7m—9

Tutaj rzedna y dazy do oo tylko wtedy, gdy z—>—+3 lub gdy 2——3.
Proste o réwnaniach z =3 1 z=—3 sa wiec asymptotami. Zbadajmy
dokladnie polozenie badanej linji wzgledem tych asymptot. Gdy @ dazy
do 3 z prawej strony, to ¥ pozostaje stale dodatnie i dgzy do - oo.
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Gdy zad x dazy do 3 z lewej strony, to poczawszy od 2 =1§ jest y stale
ujemne i dazy do — oo (por. fig. 174). Gdy x dazy do — 3 2 prawej
strony, to y — - oo,
& wreszcie, gdy x dazy
do —3 z lewej strony,
to ¥y - — oco. Badana
linja ma wigc przebieg
podany na fig. 174,
Podobnie zachowu-
Ja sig wagledem swych
asymptot linje o réwna-
niach y=tgz i y=
= ctgz; dla tych linij
Fig. 174. 1stnieje nieskonczenie
wiele asymptot.

Poleca sig czytelnikowi dla nabycia wprawy znalezienie asymptot pro-

stopadlych do osi z-6w dla cisoidy, t. J- linji o réwpaniu: 3 4-zyt—2ayt=

a—zx
a—+tx

Podobng droga moznaby wykrywaé asymptoty réwnolegle do osi z-6w,
Jjednakze takie asymptoty mieszczy sie Jjuz w ogélniejszej formie y = ax + b,
ktérej dyskusje przeprowadzimy obecnie.

B) Zalézmy, ze istnieje taka linja prosta, nie prostopadla do osi
Z-6w, & wige o réwnaniu y = ax 4 b, ktérej odlegloéé od punktu, leza-
cego na krzywej y = f(x), dazy do zera, gdy x dazy do -+ oo lub — oo.
Zobaczymy, jakie warunki muszg wtedy spelniaé spélczynniki a i b tej
prostej.

1 dla strofoidy, t. j. linji o réwoaniu: y? = z?

Odleglosé punktu od prostej wyraza sig — jak wiadomo — wzorem:

ly —ax —b|
A d=%_"" """
@) =

Poniewaz jednak a = tga, gdzie e jest katem te) prostej z osig z-6w»

przeto /1 +a* =J1 +tgla = )/sec’a =

1 .
i a—l . A wige:

d=|(y — az — b)cos a|
Kat @ jest w mysl zalozenia rézny od 90°, wige cosa ==0, a zatem d
dazy do zera wtedy i tylko wtedy, gdy:

lim (y —az —b)=0

X —»00

Tutaj z,y ss spélrzednemi punktu, lezacego w ogdlnodei poza dang linjg
prosts, a mianowicie na badanej linji y = f(x).
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Musi sig wige spelniaé warunek:
(B) lim (f(#) —az — b) =0
Réinica f(2) — az — b = g(x) jest wige taks funkejs zmiennej z, ktéra
dazy do zera, gdy x dazy do oco. Wobec tego:
f@) _,_b_ela)

x x &

dazy takie do zera, a stad wynika, ze:

X —>00

(200) { L .

Z warunku za$ (B) otrzymujemy:

(201) lim (f(x) — ax)=1b

X—>0Q

Jezeli wige prosta o réwnaniu y = ax -~ b jest asymptots linji o réwna-
niu y = f(x), to a i b tej prostej muszg spelniaé warunki (200) i (201).
Odwrotnie: jezeli istniejg liczby a i b, spelniajace warunki (200) 1 (201),
to odlegloéé prostej o réwnaniu y = ax + b od punktu na linji y = f(x)
dazy do zera, gdy & —> oo, jak to wynika z wzoréw (B) i (A), a wige
prosta jest asymptots.

Wzom_/ (200) i (201) podaja wiec warunki konieczne i dostateczne
dla istnienia asymptoty mierdwnoleglej do osi y-dw. .

Przy wyznaczaniu takiej asymptoty nalezy najpierw obliczyé a
z wzoru (200), a przy pomocy znalezionego a nalezy obliczyé b wedlug
wzoru (201).

Przyklady. 1) Znalezé asymptote nieréwnolegly do osi y-6w dla
linji, oméwionej w poprzednim przykladzie (por. fig. 174):

_2x—5
T x2—9
Otdz:
5
D
fa) 9. =~ @
z x x2:—9
Stad:
a=l'img=0
x>0
. . (22— awey
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A wige asymptots jest prosta o réwnaniu: y = 0.2} 0 czyli 0§ z-6w:
y=0.

2) Wyznaczyé wszystkie asymptoty linji, ktérej réwpanie jest po-
dane w formie uwiklanej:

8 —4x24T=0

Szukamy najpierw asymptot réwnoleglych do osi y-6w. Z danego row-
nania wynika:

_xt4- 1
V="
a zatem:
_ /T _ 1] /a7
1’/—+§l/ > b y——gl/ =

Mamy wige dwie linje, lezace symetrycznie wzglgdem osi 2-6w, a zatem
wystarczy zbadaé jedng z nich, np.

_1|/F 7
y—El/ z

Ta funkeja jest okreslona nie dla wszystkich z, lecz tylko w przedzia-

8
tach (— oo, — J/7) i (0, 4 o).

Szukamy najpierw asymptot réwnoleglych do osi y-6w. Widocznem
jest, ze y — -+ oo, gdy z zdaza do zera z prawej strony, z lewej zas
strony zera niema punktéw badanej linji. O§ y-6w jest wige asymptots
(jednostronng).

Inne asymptoty otrzymamy z warunkéw (200) i (201), przyczem
jednak trzeba osobno badaé przypadek, gdy # — - oo a osobno, gdy
x—> — oo, I tak:

1 7 3 7 T |
T i 2 z+;—lim§l/x +;——lim1 RS .
:—1-?3::; ——x—-)—&-co x ._.;-r-l»oo x? x—'»-i-oo? 8 2 i
e T
Y x4 =
o Y e 2l/ e a. % 1=_1=
Pk o 1 = k| R S len el

Uwaga. Przy takich rachunkach, w ktérych chcemy weiggngé pod pierwiastek
jakaé liczbe, trzeba dobrze uwazaé na to, czy otrzyma sie wynik dodatni czy .tei
ujemny i znak ten musi wystgpi€é wyraZnie przed pierwiastkiem, albowiem sam pier-
wisstek pojmujemy zawsze jako liczbe dodatnig. Tak np. przy zdgzaniu & do — o2
wystarczy braé pod uwage ujemne wartoici 2, a wige zamiast & mozna napisaé — Ve

a nie Vs
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. O ile wigc istniejg asymptoty o tych spadkach a;, i ag, to musza
mied¢ réwnania:

y=dr+b i y=—txtb
Do obliczenia b, i b, uzywamy wzoru (201). Otéz

llm 2 -1 — T e e ST e
H+°S%Vx +1—32) %IT;VF-}-—;_;_x—O—b’

Jim (47T + ) = lim 2

x—)—ool/x_z—’——-}— x=

A wige asymptotami nieréwnoleglemi do osi y-6w sa:

== by

y=1x i =—ix

Dla drugiej funkeji: 3 4 .
y=—tl=+1

nie trzeba juz powtarzaé rozumowan, lecz wystarczy znaleZé symetryczne

odb1§1e calej figury w osi x-6w. Otrzymamy w ten sposéb linje, przed-

stawiong na fig. 175. Widzimy, ze asymptota y =} jest z jednej strony

b
[\ ;

Y

Fig. 175.

asymptota dla prawej czesci dodatniej galezi, z drugiej zas dla lewej cz'é‘-
éci ujemnej galgzi. Podobnie y = — Lz jest asymptoty lewej czesci dodat-
niej galezi i prawej czesci ujemnej galezi.

Dyskusja, ktéradmy tutaj przeprowadzili, jest dodé ucigzliwa i wy-
maga wielkiej uwagi. Szybciej dochodzi si¢ do celu dla wszystkich linij
algebraicznych (por. § 24 A) przy pomocy nastgpujgcej metody, ktérej
nie bedziemy tu blizej uzasadniali.

Rachunek ro¢niczkowy i catkowy. <y 38
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Dzielimy cale réwnanie przez x w potedze, réwnej najwyzszemu
stopniowi wyrazéw tego réwnania; & wige w naszym przykladzie przez

2%, Otrzymamy:
2
s 4(-”) Lay

z a3
Gdy z— oo, to %—)a, 1 zostaje:
1—4a62=0
‘a stad: o, =+, ag=—13.
Celem obliczenia b, i by wstawia si¢ w dane réwnanie raz y =

=a,x+ b, a drugi raz y =a,x b
W ten sposéb np. dla a; = + § otrzymamy:
xt—dx(3x+ 024+ T7=0
czyli:
— 4z —4xb*+7=0
Dzielimy cale réwnanie przez potege o jeden niiszg anizeli poprzednio
1 otrzymujemy :

b2 1

Gdy z—> oo, to b—> b, i otrzymujemy pa wyznaczenie b, réwnanie:
—4b, =0
Stad: b, = 0. Podobnie obliczy sig by =0, a wige asymptotami sg:
y=14z 1 y=—14

jak to znalezlismy poprzednio bezposrednio.

Niechaj czytelnik wyznaczy tg droga asymptoty linij:
28— zxy?—H(x*+4*)=0
28— 9y 48z — 10y 4+ 7=0 ( i

(Odpowieds: x=—"0,y=x—5, y= —z—+-5)
y=4o+§ y=—4z— %)

3) Zbadaé asymptoty liscia Descartes'a (por. § 19, fig. 47 i § 187,
przyklad 1), uzywajgc parametrowej formy:

3kt 3k
i BTl e R

Zbadajmy najpierw asymptoty réwnolegle do osi y-6w. Trzeba wige zba-
daé, czy istniejs takie skonczone z, dla ktérych y — co. Otéz y dq'iy do
+ 0o lub do — oo tylko wtedy, gdy mianownik dazy do zera, t. j. gdy
t—» — 1 ze ‘strony prawej lub lewej. Wiedy jednak takie x daiy do

-
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— oo lub do - co. Niema wige takich skoficzonych #, dla ktérych
Y —> + oo, a zatem niema asymptot réwnoleglych do osi y-6w.
By zbadaé inne asymptoty, tworzymy:

im =limt=—1=0q
x—>o00 L t—>—1
A wige, o ile istnieje asymptota, to musi mieé¢ spadek a = — 1, a zatem
jej réwnanie musi mieé postaé: y = —x - b.
Wartoéé b obliczamy wedlug wzoru (201), 4 mianowicie:
. . 3kis 3kt . 3k@r+4¢)
hm x)=1 ( )___ 2
x-»oo(y+ ) rfgl 1 +t3+1+t3 tl—lbm—l 1428

Stad otrzymujemy np. przy pomocy reguly Hospitala:

‘lim (y+ z) =tlim ————~——3k(2t 1) =—k

—>—] 3t2 & T b

Zatem asymptota istnieje i ma réwnanie:

y=—z—k

Asymptota ta jest uwidoczniona na fig. 47, na str. 77,
4) Linja o réwnaniu:
O Ci

posiada iong asymptotg, gdy x—> - co a inng, gdy x—>— oo. Otrzy-
muje sig, jak nietrudno sprawdzié:

y=-+= 1 y=—x

Linja lezy calkowicie po dodatniej stronie osi z-6w, pod asymptotami
(pojmowanemi jako pélproste; wychodzace z ich punktu przecigcia sig,
t. j. z poczatku ukladu).

§ 191. Zwiazek asymptoty z styczna.

Twierdzenie: jeseli stycena dazy do jakiejs prostej gramicznej, gdy
-punkt oddala si¢ po linji krzywej nieograniczenie od poczatku wuktadu, to
ta graniczna prosta jest asymptota.

Uwaga. Méwimy, ze prosta o réwnaniu: y = f(t)z + fy(0) dazy do prostej
y=ax -+ b przy ¢ daZacem do t, gdy }imto/ﬂ(t)= a i'lin: fot) =0

- -0

Dowdd. Wezmy pod uwage najpierw takie linje, ktére nie majs

_asymptot réwnoleglych do osi y-6w.

38*
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Réwnanie stycznej ma wtedy postas:
_ Yy —h=yllr—a)
czyli:
y=4%2+Hh —xy)
Jest to zatem prosta o spadku a(z,) = y;, odcinajsea na osi y-6w
odcinek b(x,) =y, — Z, Y3
Zakladamy, ze ta styczna dazy do jakiegos granicznego polozenia,
gdy @; — oo, to'znaczy, ze istniejs granice:
lim a(2,) = lim y; = q,

lim b(z,) =1lim W — 2 yy) = b,

Graniczna prosta ma zatem réwnanie: y=a,z+ b,
Twierdzimy, ze ta prosta jest asymptots.

Obliczmy dla asymptoty spadek a i odcinek & wedlug znanych

wzoréw. Otéz:

a=Ilim &

500y
Poniewaz wraz z z, réwnoczeénie i y, dazy do nieskohezonoéei (wykln-
czylismy bowiem narazie asymptoty prostopadle do osi z-6w), przeto mamy
ta wyrazenie nieokreslone postaci 2 Na mocy reguly Hospitala otray-
mujemy:
a=lim V= a,

£ —»00 1

poniewaz wedlug zalozenia istnieje limy; i jest réwny q,.
£ ~»00

Podobnie:
Bk A
: e : x} .
b=Ilim (y, —az,) =lim = =lim —2—— = lim (y, — 2,y]) = b,

X —>00 X3 ~>00 1 23 —>00

31 @

A wige asymptota istnieje i ma réwnanie:
y=a,x—+b

Dla asymptoty x = ¢, réwnoleglej do osi y-6w, mamy lim y = co. Spa-

dek stycznej do takiej galezi krzywej moze dazyé tylko do oo, gdy
«—>c, a poniewaz odcigta punktu stycznodci dgzy do ¢, przeto styczna
dazy do prostej x=c¢. A wigc i w tym przypadku styczna dazy do
asymptoty. Nie nalezy jednak sadzié, Ze kazda asymptota jest granicznem

e ST R e
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poloteniem styeznej (czyli jak niekiedy mowis, »8tyczng w nieskonczo-
nodci). Asymptota moze bowiem istnieé, chociaz styczna nie dazy do
#adnej granicznej prostej. Tak np. dla krzywej (fig. 176) o réwnaniu:

COB

x

o8 z-6w jest asymptota, bo odleglosé punktéw tej krzywej od tej osi dazy

" Fig. 178

do zera, gdy x — -+ co lub gdy x — — co. Ty odleglodcig jest tu mia-
cos x

nowicie rzedna: y, a lim = 0 jako iloraz ograniczonej funkeji

f(x)=cos x i nieograniczonej funkeji g(x) = .
Wykaiemy natomiast, ze styczna nie dazy tu do zadoego granicz-
nego polozenia. I tak réwnanie stycznej ma postaé:

. Yy—h=nkx—=z)
ezyli:
o8 , — z, sin 7, — co8 7,

2
fay %

(x — 2,)

Zbadajmy styczne w punktach, w ktérych dana linja przecina dodatnig

0§ z-6w, t. . w punktach 7—I,3—2n,... ogodlnie; (2n -4 l)g.

2
7 :
Dla x =35 otrzymujemy:
0 = 1 n)
Yy =Y%= —Z‘ ik
2

‘Ta styczna przecina o§ y-6w w punkcie z =0, y = - 1 (por. fig. 176).

Dla 'z = {%n otrzymujemy ‘
S o
At

Zz



- 598

Ta styczna przecina o§ y-6w w punkecie o= 0, y=— 1. Wszystkie
styczne w punktach o odeigtych: z =(2n |- 1)7—; przechodzg albo pr?ez

punkt A(0,4-1) albo przez punkt B(0, — 1); przez kaidy z tych pun-
ktéw przechodzi nieskonczenie wiele takich stycanych.

Stad widzimy, Ze styczna nie dayzy do zadnego granicznego polo-
zenia, albowiem jej odcinek & na osi y-6w oscyluje ustawicznie pomig-
dzy — 1 a 1.

Nie nalezy zatem identyfikowaé asymptoty z granicznem polozeniem
stycznej. Definicja asymptoty, jako granicznego polozenia stycznej, jest
bowiem zaciasna, nie obejmuje wszystkich przypadkow, podpadajgeych
pod pierwotng definicjg.

§ 192, Zwigzek asymptot z asymptotycznem zdazaniem dwéch
; funkeyj do siebie.

W § 168 oméwilismy asymptotyczne zdazanie jednej funkeji do
drugiej, a mianowicie, jezeli
lim 7®) _
to méwimy, ze f(z) da2y asymptotycenie do g(z) i odwrotnie. Jezeli linja

y =f(x) posiada asymptotg y =ax+ b, to f(x) dazy asymptotycznie
do az -} b, albowiem:

@)
x—yooax"l— x—»ooa_!_; a

Jednakie nietylko ta prosta g(x) =ax + b dazy asymptotycznie do f(x),
lecz takie kazda inna réwnolegla do niej prosta, np. ax -+ 2b, a takie
rozmaite inne linje, np. g(@) = az + Jx.

Dla asymptoty zachodzi zatem co§ wigcej, anizeli zdgzanie asympto-
tyczne, a mianowicie nietylko blad wzgledny dazy do zera, gdy zasts-
pimy f(z) funkejg g(z), t. j. nietylko:

lim f®) —9@) _ iy (1)

) xvoo (9(x) o l) it

lecz takze blad bezwzgledny dazy do zera. Jezeli bowiem prosta g(x) =
=ax -} b jest asymptots, to:
lim (f(z) — g(#)) = lim (f(x) —azx — b)=0

w mysl wzoru (B) na str. 591.
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O takich dwéch funkejach, ktérych blad bezwzgledny dazy do zera,
gdy z dazy do oo, méwimy, ze sy sobie asymptotycznie réwne.

Uwaga. Niektérzy autorowie nazywajg asymptotycznie rownemi funkcjami dwie
funkcje, ktore dgzg do siebie asymptotycznie, bez wzgledu na to, czy blad bezwzgledny

f(x) — g(x) dazy takze do zera, czy tez nie. Odrdéznienie tych dwdch przypadkéw
moze byé jednak pozytecznem.

W ten sposéb mozna wprowadzié oprécz asymptot prostolinjowych
takze rozmaite asymptoty krzywolinjowe, np. paraboliczne. Jezeli sig miano-
wicie dla danej funkeji f(#) znajdzie taka parabola g(x)=ax?+ bx4-¢, z&

lim (f(x) — g(x)) =0
to te parabole nazwiemy paraboliczng asymptots danej funkeji. Tak np.

z* — 222+ 4245
z—3

=az24-z+ 17, albowiem f(z)=z'+ 24T+ gg, a wige lim (f(x)—g(x))=0.

dla funkeji: f(z) =

paraboliczng asymptotg jest g(x)=

Te dwie funkcje sy zatem asymptotycznie réwne, Dla wielkich z mozna
zastapié¢ jedng funkcje drugs.




ROZDZIAE XVI.
Wzory interpolacyjne i metody przyblizonego rozwig-
zywania réwnan.
Ustep L
WZORY INTERPOLACYJNE,

N § 193. Ogélne zagadnienie interpolacji.
Ogdlne zagadnienie interpolacji mozna sformulowaé w nastgpujgcy
poséb. Dla skoriczonego ciggu wartosci zmiennej niezaleznej:
Ty Xyy Lgy By .0 X,

znamy odpowiadajace im wartosci zmiennej zaleznej:

Yo Y1> Y2, Ysy--- Yn
Chcemy zbudowaé jakakolwiek funkejo y = I(x), okredlong badzto dla
wszystkich z, badito tylko dla skonczonego przedzialu, zawierajacego

Y

X X, X, 0‘[ Xy "X, Xn

Fig. 177.
wszystkie dane wartosei z, ktéraby przyjmowala juito &cisle te dane
wartoscei y,, juzto wartoéci, nieznacznie tylko od nich odbiegajace.
Zagadnienie to mozemy przedstawi¢ w nastgpujacej geometrycznej
postaci. Dany jest na plaszezyznie skonczony zbiér oddzielnych punktéw
Ao (@0, 90), 4, (21, 9,),... 4,(x,, Ys) (por. fig. 177). Cheemy znalesé linje,

- g
-
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ktéra badito przechodzi dokladnie przez te wszystkie punkty, jak ap.
linja K na fig. 177, badzto przewija sig pomigdzy temi punktami, od-
chylajac si¢ nieznacznie od nich wszystkich, jak np. linja L na fig. 177,
Kazds taks funkeje I(x) nazywamy wzorem interpolacyjnym dla
danego zbioru par liczh. Znalazlszy jakis wzor interpolacyjny, mozemy
obliczaé wartosci y takze dla tych posrednich wartosei z, dla ktorych
zgory nie sg podane zadne wartosei, czyli mozemy pomiedzy dane war-
tosel yo, ¥y, ¥y, .. wstawiaé nowe wartosei, zgodne z wzorem [(z). Takie
wstawianie nowych wartosci migdzy wyrazy jakiegos ciaggu, wykonywane
ua podstawie przyjgtego wzoru interpolacyjnego, nazywamy interpolacja
tego ciagu. Jezeli funkeja I(x) jest okreslona takze poza najmniejszym
przedzialem, zawierajacym wszystkie dane z, to mozemy oblicza¢ takze
wartodei y dla wartosei x, lezaeych poza tym przedzialem: takie poste-
powanie nazywamy extrapolacjq danego ciggu wartosci Yos Uy Yooe s
Uwaga. Problem interpolacji uogdlniono takze na nieskoh czone ciggl par war
tofci (z, y) tutaj jednak nie bedziemy sie tem ogdlniejszem 2zagadnieniem zajmowali,
ze wzgledu na mniejsze jego znaczenie dla eelow matematyki stosowanej.
™ Zagadnienia interpolacji sa nadzwyczaj doniosle we wszystkich
naukach, opartych na spostrzezeniach pomiarowych. Jezeli bowiem otrzy-
mamy z pomiaréw skonczong liczbe par wartosei dwoéch, zwigzanych ze
soba zmiennych, to chcemy zwykle zbiér tych par ujaé w jakis wzor
ogblny, pozwalajacy obliczyé wartosci zmiennej zaleznej takize dla tych
wartosei zmiennej niezaleinej, dla ktérych nie wykonano pomiaréw
Czasem jest 2zgéry podana ogolna postaé takiego wzoru, na podstawie
jakiejé zgéry przyjetej hipotezy, a trzeba tylko ten wzér dostosowaé
do konkretnego, szczegélowego przypadku, przez obliczenie stalych spél-
czynnikéw lub innyeh ogélniejszych parametréw, wystgpujacych w przy-
Jjetym wzorze ogdélnym. Tak sig postepuje np. w astronomji przy wy-
znaczaniu drég komet, o ktérych na mocy praw mechaniki cial niebie-
skich zakladamy, e sg linjami drugiego stopnia. Czasem chcemy wy-
prébowaé, ktéra z réznyeh dopuszezalnych hipotez najlepiej sie zgadza
z wynikami doéwiadezen. Czasem znowu chodzi nam tylko o wygodne
rachunkowe ujgcie calej serji spostrzezen, bez pretensji do stawiania
jakiejs ogélnej hipotezy. Tak postgpuje sig np. czgsto w zagadnieniach
techniki, budujgc t. zw. empiryczne wzory. Wreszcie interpolacja odgrywa
bardzo wazng rolg przy tabelarycznem przedstawieniu funkeji: wartosei
funkeji posrednie, nie zawarte w tablicy, oblicza sig¢ przy pomocy wzo-
réw interpolacyjnych, zbudowanych w najprostszym przypadku dla dwécb
sgsiednich par (z,%,) 1 (2, ¥,) z tablicy (np. w logarytmach do 7 eyfr).
Czasem trzeba uzywaé trzech par (z,,y,), (@5, %;), (% ys) (np. w loga-
rytmach 10 cyfrowych) a ogélnie bierze sig pod uwage n par kolejnych
z tablicy i buduje sig ogélny wzér interpolacyjny.
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Tak postawione zagadnienie interpolacji jest jeszcze pod wieloma
wzgledami nieoznaczone. I tak przedewszystkiem trzeba odréznié te me-
tody interpolacji, w ktéryeh zadamy, aby zbudowana funkeja przybrala
$cisle 2adane wartosei, od tych metod, w ktérych poprzestajemy na funk-
cjach, odchylajacych sig nieznacznie od danych wartosei. Tq drugs grupg,
zagadnien zajmowalidmy sig juz nieco w rozdziale poswigconym extremom
([?or. § 161 1 § 168). W tym rozdziale zajmiemy sig dokladniej tylko
plerwszg grupg metod, t. j. funkejami, przybierajacemi écisle podane
wartoscl. Jednak i przy tem ograniczeniu zagadnienie jest jeszcze nie-
oznaczone, dopuszcza nieskoriczenie wiele rozmaitych rozwigzan. Jest to
np. jasnem' w geometrycznem sformulowaniu zagadnienia interpolacji.
Widaé mianowicie z fig. 177, ze przez n danych punktéw mozna prze-
prowadzi¢ nieskonczenie wiele linij krzywych, a wigc istnieje nieskon-
czenie wiele funkeyj, spelniajgcych zadane warunki. Sposréd tej mno-
godci funkeyj nalezy zatem wybraé pewne kategorje, badzto szezegélnie
proste, badito szczegdlnie dobrze sig nadajace do ujecia badanego zjawi-
ska we wzér matematyczny. Najbardziej rozpowszechnione i najlepiej
opracowane sg dwie metody: jedna z nich, zwana interpolacjs parabo-
liczna, polega na uzyciu parabol rozmaitych stopni, czyli wielomiandw jako
wzorow interpolacyjnych: I(x) =a, + a; z 4 ay 2 + ... + a,, ™, druga
eas, interpolacja trygonometrycena, polega na uzyeiu funkeji, zwanej wie-

lomianem trygonometrycznym, przedstawiajacej sume drgan harmonicz-
nych prostych:

I(x) = $a, + a, cosz + b, sinx 4 ay cos8 2z -+ b, sin 22 + ...
~+ a, cosnz b, sinnx

Ta druga metoda oadaje sig szczegélnie dobrze do przedstawiania zja-
wisk perjodycznych. Obydwie te metody nadajg sig zaréwuo do inter-
polacji jak i do extrapolacji, albowiem obydwie te funkeje s okreslone
dla wsaystkich z, takze z poza przedzialu, w ktérym sig mieszczy x,,
Zy,...x,. W tym rozdziale zajmiemy sig¢ tylko interpolacjs paraboliczng
a interpolacje trygonometryczng omdéwimy w drugim tomie, w zwigzku
g rozwijaniem funkeyj na nieskonczone szeregi trygonometryczne.

Ale pawet przy ograniczeniu si¢ do jednej z tych metod, w naszym
przypadku do interpolacji parabolicznej, zagadsienie jest jeszcze nieozna-
czone, dopdéki nie ograniczymy stopmia paraboli (wielomianu).

Tak np. przez dwa dane punkty mozna zawsze przeprowadzié
badito linj¢ prosty (ktérs moglibyémy uwazaé za parabolg 1-go stopnia),
bgdZto parabole 2-go stopnia, 3-go stopnia i t. p.; przez trzy punkty
mozna zawsze wykrefli¢ parabolg stopnia nie wigkszego jak 2 (tj. zwy-
czajug parabole lub linjg prosts, o ile te trzy punkty leig na jednej
linji prostej) lub parabol§ stopnia 3-go lub 4-go i t. p. Zagadnienie stanie
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si¢ jednak zupelnie dokladnie oznaczonem, jezeli zazadamy paraboli
mozliwie najnizszego stopnia, przechodzacej przez n -1 danych punktéw
(@oy Yo), (%1, 41)y (T, Ys) -++. (n, ¥s) czyli wielomianu mozliwie najnizszego
stopnia, przybierajacego dla 741 danych wartosci z, podane zgdry
wartosci . :
I tak w nastgpnych paragrafach zbudujemy taki wielomian stopnia
conajwyzej n-tego, ktéry spelnia zadane warunki. Ma on wige postac:

I(x)=ay+ a2 + agz®*+.... 4 0,2"

zawiera zatem n - 1 spélezynnikéw, z ktérych niektére moga byé z6-
rami, zaleznie od szczegélowych wartodel (@ Y- Istnieje nieskoﬁczem.e
wiele wielomianéw wysszego stopnia. ktére spelniaja zadane warunki;
takim jest np. kazdy wielomian postaci: I, (x)+ (x — z,) (xfx,)....
(x — x,) - W(x), gdzie W(x) jest zupelnie dowoloym Wielo.mianem'. Jedt
nakze précz I,(x) niema zadnego innego wielomianu st<.)pma. colnajw’yze_!
n-tego, ktéryby spelnial zadane warunki. Gdyby bowiem istnial drugi
taki wielomian:

K. (@) =0b, + bz 4+ byx® +.... + b, 2"
przyczem niektére b moga by¢ takze zerami, to wielomiany ],,(..x)i K,,(.r?
bylyby sobie réwne dla n -1 wartosel %, 1y By oo L Wiemy &
z § 22, ze takié dwa wielomiany stopnia n-tego l'ub nizszego muszg byl
tozsamosciowo réwne czyli identyczne, a wiec musi byé:

by = aq, b =a,, by =a,,.... =10,

Zagadnienie nasze jest wige jednoznacznie rozwigzalne, o ile Wogéllie
posiada rozwiazanie. 7e zaé rozwiszanie istnieje to okazemy przez fak-
tyczna konstrukeje takiego wielomianu.

Uwaga. Czytelnik, obeznany z zastosowaniem wyznacznikéw‘r do rozwigzywtan%tg
nkladéw réwnan linjowych, znajdzie z latwoécig odrazu rozwigzanie tego zagadme’ma
w nastepujgcy sposob. Z zgdanych warunkéw wynika nastepujgey uklad n+41 row-
nan linjowych na wyznaczenie niewiadomych @y, @,,....8na:

8, + 0,7+ @y 75+ BT = Yo
0+ a1z + 8,7 + ... 8T =Y

% + alxn+a2x?| +"'+anx"n=-/n
Stgd otrzymuje si¢ 6,6,..--. a, w spos6b jednoznaczny jako ilorazy wyznacznikow, np..

1z, 2...%

Yo To Tp-- Ty
Yy &y XX

a°=

!;n -';:,; ;Fi.fl-?: ‘ 1 a:,,x?,...:t",,
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W teorji wyznacznikéw okazuje si¢, Ze wyznacznik
zawsze rézny od zera (poniewas Loy Xyy &y...2&n sa liczbami réznemi od siebie). Zatem
wszystkie spdlczynniki aq, a,, a,,..a, sa skonczone i oznaczone (mogg za$ byé zerami,
o ile ktéry$ z wyznacznikéw, zawartych w dzielnych, jest zerem). W ten sposéb otrzy-
muje si¢ odrazu zZadany wielomian w 8posdéb jednoznaczny, jednakZe forma tych spol-

czynnikéw jest bardzo niedogodna do rachunku. By tego unikngé, podano dla tego
wielomianu rozmaite inne dogodne formy.

» przez ktéry tu dzielimy, jest

Wzory interpolacyjne znajdujg zastosowanie takie do aproksymacji
funkeyj. Jezeli mamy do czynienia z Jaka$ skomplikowang funkecja, kto- =
rej wzér jest badito nieznany (np. w rozmaityeh diagramach, otrzyma- |
nych przy pomocy przyrzgdéw samopiszgeych), badites znany, lecz bar.
dzo skomplikowany lub nieprzydatny do szczegélowych rachunkéw, to
staramy sig zastapi¢ te funkeje Jakas prostszg funkejs. Za taks przybli-
zong funkeje mozna bra¢ np. wielomian interpolacyjny, ktéry sie zgadza
z dang funkch w n punktach. Bardzo waznem zagadoieniem przy uzy-
waniu takiej aproksymacji jest ocena bledu, popelnionego przez zastgpie-
nie danej funkeji prostsza funkejs.

§ 194. Wzér interpolacyjny Lagrange’a.

Chodzi nam o zbudowanie wielomianu mozliwie najnizszego stopnia, f
ktéryby dla n 4 1 réznych wartosei:

Loy Zyy Xy y... &

n

przybieral dane wartosci:

YorY1:Yar-- - Yn

Wielomian ten zlozymy z takich dodajoikéw, z ktérych kazdy z osobna
przyjmuje jedog z zadanych wartosei, np. y, dla x ==z,, a staje si¢ zerem
dla pozostalych wartosci L=,y ... Ty_y, Tpyy.-.%,-

Najprostszy:x wielomianem, spelfuiajacym teo drugi warunek, jest:

(x — z,) - (@ —2)vsi0o (@ — Tp1) (B — Zypy) ... (x —x,)
Dla z =z, to wyrazenie nie Jest juz réwoe zeru, lecz przyjmuje wartosé:
(.24:,z — %)+ (T — &) .uae (@ — X)) (X — Zegy) - (X — 2,) !

Iloraz tych dwéch loczynéw przyjmuje zatem dla z = z, wartosé 1

a dla pozostalych danych z warto$é zero. Mnozge otrzymany iloraz przez y,,
otrzymamy wyrazenie:

YRy e TN G . e R

(X —2)(x — ) — z,)...(x — 2,_,) (2 — &)z —2,) &
(®e — xp) (2, — ) (xe — Zy). .. (2 — Ze_y) (2 — Zepr) . (s — z,) K

e TR TR LS
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To wyrazenie redukuje sig do y, dla ==, a dla pozostalych danych d
ma wartodé zero. Tworzymy sume 7 -+ 1 podobnie zbudowanych- dodaj-
nikéw, a mianowicie:

(x —zy)(x — 29)...(x — x,)
A S e
(€ — z3)(x — x5).. . (B — =)
(2, — x4) (% — @5)...(2, — ) Yrto-+
(x — zo)(x — 2) ... (2 — 2,)
(x,,——xo)(a:,,——x,)...(:v,,——-:I:,,_l) 5

(202) i

<+

To wyrazenie jest wielomianem (mianownik.i 83 bowiem liczbamll1 gtalem};
dla danych z,,z,...z,) stopnia co najwyzej n: 'dla szcezegdlowye ;n.yc
moze sig stopiefr tego wielomianu \obnizyé. Wlemy zad 2z p;pr;ehnleicj
peragrafu, ze istnieje tylko jeden taki w1e}om1?.n dla n—t] an'y(.:i \:0
runkéw, jest to zatem 6w jedyny wielomian interpolacyjny najnizszeg

j stopnia. Te forme wielomianu interpolacyjuego nazywamy 1wzorem Jnter-

lacyjnym Lagrangéa. ot £, .
i acy‘;’rz_z/klad. gWyznaczyé parabole mozliwie najnizszego stopnia, prze-

chodzgcs przez punkty:
A(— 1, 1), A(1L2), 4,3, —1. 4,64
Podstawiamy te wartoéci we wzér Lagrangea i otrzymujemy:
_8)(z— (24 1)z —3)(=—6) ,
G—De—-3e—6 oy
L(z)z(——l——l)(—l——3)(——l——6) +(1+l)(l——3)(1—6)

L8] aleg
Hz—1)(z—6) (x4 1)@= —1)(z o
+(f3: 1)>(:3—1)(3—6) =N+ EInE—nNE—3

Po wykonaniu latwych rachunkéw otrzymamy:

L(z) = g} (3428 — 2072% 4 Tlz -+ 522)

Parabola 3-go stopnia o tem réwnaniu przechodzi przez 4 dane punkty.

i i ez te
Nie istnieje zaé parabola nizszego stopnia, ktéraby przechodzila przez

Punkt%zér Lagrange'a rozwigzuje wprawdzie w zupelnoéfzi zag.a:lr.l::(;
oie interpolacji parabolicznej, jednakie rachunki = tlf i(;s:ieu;xqpr;k-
a zwlaszeza dla wigkszej ilosei punktéw. Dlate'go tez uzy Al e
tyvce takZe rozmaitych innych postaci tego wxelomxanu,lz u:)qcych ik
lZpiej do przejrzyste'go wykonania obliczfaﬁ a ponadto w(i::té):pgrlacyjny
maite ciekawe zwiazki teoretyczne. Takim jest np. w:afaCh

Newtona, ktérym-sig zajmiemy w nastgpnych parag .
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§ 195. Wzor interpolacyjny Newtona dla réwnych odstgpéw
zmiennej niezaleznej,

Wiemy, ze wielomian interpolacyjny mozliwie n
przyjmujscy n - 1 danych wartosci Yo, ¥s -
postaé ogdlng:

ajnizszego stopnia
o Yn dla x:xo.xl,,.xm msa

I(x) = a, + GZ+ a2 ...+ a, 2"

Zasadnicza mysly w interpolacyjnym wzorze Newtona Jest uporzgdko-
wanie tego wielomianu nie wedlug kolejnych -poteg zmiennej z, lecz

wedlug kolejuych iloczyuéw postaci:
T — &, (x —xo)(x-——x,),

(& =) (x — &,)(x — x;),.. (x — Zo)(* — 2,) (@ — 24)... (¢ — z

stopni: 1,2, 3,..

n=1)
-»M, t0 znaczy przedstawienie tego wielomianu w postaci:
= (@) = ¢y + (% — @) + 6(x — 2o} — @) +-... +-
+ (@ — zo) (@ — ). (z — ,)
Jezeli ten wielomian ma przyjmowaé wartosei yq, ¥y, ¥ -..¥,, to otrzymu-
Jjemy n-41 warunkéw na wyznaczenie stalych ¢, ¢, ... c,. Oméwimy
najpierw prostszy, a w praktyce najwazniejszy przypadek, gdy odstepy
wartosci zmiennej niezaleznej sa réwne, to znaczy, gdy:
Ty — T =2, ~ &), =...= &, — x,_, = dx
Spélezynniki ¢y, ¢, ¢, .. .c, wyznaczymy metodg podobng do tej, ktérej
uzywalidmy do wyznaczania spélezynnikéw wielomianu we wzorze Tay-
lora lub Maclaurina (por..§ 96). Utworzymy mianowicie dla funkeji
I(x) kolejne ilorazy réznicowe (przy budowie za¢ wzoru Maclaurina,
tworzyliSmy kolejne pochodne), okreslone wzorami:
Al(z) (x4 Ax)— I(x)
). RN Ax
Al(x + Ax) = A1 (x)
A(z) Ax dz Al(x + Ax) — Al(x)
Ar® . T Adx o Adax?
1w ten sam sposdh ogdlnie. Af(x) = f(x + Az) — f(x) ‘nazywamy pierwsza
réznica funkeji f(x), odniesiong do poczatkowej wartosei z; Af(x) =
= Af(x + Az) — Af(x) nazywamy drugq rdznica a ogdlnie:
& fl)= A flz + Ax) — & f(z) i
nazywamy r-tq rdznicq funkeji f(x), odniesiong do poczatkowej wartosei z.
Przy tworzeniu tych ilorazéw réznicowych opieramy sig na naste-

pujaeyeh prostych twierdzeniach (analogicznych do odpowiednich twier-
dzen o pochodnych):
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Ac
(D g D
A(f(x) 4+ g(x) _ Af(z) | Ag(x)
(Im) Az T Ax i Ax
A(c - f(x)) Af(x)
) 5

ktére czytelnik sprawdzi bez trudnosci, tudziez na twierdzeniu o two-
rzeniu ilorazu réznicowego iloczynéw postaci:

(%) = (& — x,) (x — 2y) (. — Zy) ... (& — X y)
Okazemy mianowicie, %e stosuje sig tu nastgpujacy wzdr, podobny do
wzoru na pochodng potegi:
Aw,(x)

Aa:_ = rwr-—l(x)

1)

t. j, ze przy tworzeniu ilorazu réznicowego dla takiego iloczynu odpada
czyonik kohcowy x — z,_, a przaybywa staly czynnik 7.
Dowdd.
= (x4 Ax — zp)(x + Az — ) ... (x + Ax — 2,;) —
T e : — (@ — @) (@ — ) ... (2 — )
= (x4 Ax — 2,)(x — x;) ... (2 — Xpg) —
i ; i — (X — Zp)(x— ;) .. (X — Zpy)
=@+ Az —z, — x4+ 2. (@ — 2) (® — ) ... (x — 2,))
= (&, — Xo)W,,(T) =1+ b w, ,(x)
d:
a sta Aw,(:f:l
Az

Uderzajacg jest analogja tyech wzoréw (I)—(IV) do odpowiednich wzorév‘r
rachunku rézoiczkowego. Uizywajac tych wzoréw, tworzymy bez trudnosci
kolejne ilorazy réznicowe badanego wielomianu (a).

1 tak:

@) _ .0 4 2.e(x —m)+ B (z— @) (2 —2) 0.

dx +ncn(x_.x°)(x—-xl‘)...(w—xn—i)

= rw,.,(Z) c. b. d o

i —1.2¢, +2:3¢; (x—,) + 3.4 (x—uxp) (@—2))+---+
& +n(n'—1) cn(x'—xol) (z_xl)"'(x—xn-—s)

A;ﬁf) =n/! (-
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Kladac w tych wzorach z — x,, otrzymamy odrazu wzory na wszystkie
szukane spélezynniki, a mianowicie:
Al(z,) 1 A*I(z,)

1 A1 (x,)
o = I(x,), ¢, = —Ax_’c":E ﬂ,—y---cn=nj A.LTO

A wige kazdy wielomian n-tego stopnia mozna przedstawié zapomocs,
Jjego kolejnych réznic, odniesionyeh do te] samej poczatkowej wartodci
& = x,, & mianowicie:

I(x) = I(xy) + (x — =,) A—IA(':——°) + Lk xo)2§x e AZL‘:") +...4

(& —x) (@ —z)...(2 — =, ) s A1 (zy)
i nl Az

Spostrzegamy tu wielka analogje z wzorem Ta ylora dla wielomianu.
Moina nawet okazaé, ze ten wzér wprost przechodzi w wzér Taylora,
gdy Az daziy do zera.
Jezeli 83 podane zgéry warto$ci

L(zo) = yo, L(z)) = 4, L(73) =3y, ... I(,) = Yn
to tem samem s3 podane wszystkie pierwsze réznice:
Al(zo)=1y,— yo=A4y,, Al(x))=yy—g:=4y, . AI(Zp_) =Y~ Yn1=4y,_,,
wszystkie drugie rézoice:

A (xy) = A [(z)) — Al(z,) = Ay, — Ay, = A%y,

i podobnie wszystkie dalsze réznice.
Wobec tego nasz wzér przyjmuje postad:

A a T )( — A’ A
I(x)——"?/o'i"(x“xo)z?;j"!‘(x -’Com-’l? i A;/:++
(z — x,) (& — xy)...(x — z,_,) A"y,
+ n!l Ax”

Uwidoczniwszy zad tu to, e wartodci z,, Z,, Zs,...Z, majg réowne
odstgpy Ax, otrzymujemy ostatecznie:

o A m — x, — Az) A? ;

I(x)=yo+x “-To A_?/‘Z(? o (= xO)(xQI Zo ) —A—j;o"{-""
@) (@ — @) (2 — @ — 42)....(x — 20 — (v — 1) A2) Ay,
-+ al Ax"

Te postaé wielomianu interpolacyjnego nazywamy wzorem interpolacyjnym
Newtona dla réwnych odstgpéw zmiennej niezaleznej.

-
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Mozna takze bezpoérednio stwierdzié, z
kazdego @ = &, zadana wartosd I(2xy)
kolejnych réznic nastepujacym wzorem:

m m m
Ym=Yo+ (I)Ayo = (2)4’% +...+ (m> 4™y,
czyli w latwo zrozumialej symbolicznej formie:
Yn=(14+4)"y,

Ten wzor jest prawdziwy dla poczatkowych m =1,2, jak to wida¢ odrazn
z definicji réznic. A mianowicie:

e wielomian Newtona przyjmuje dla
=Ym- W tym celu wyraza si¢ Ym zapomocs

Y1—Y=A4y, a stad y1=!/o+4yo=(1+d)yo-
by, — Ayo=28%y a siad Ay, =Ay,+4%,;

poniewaz za$

Ay, =y, — Y1y
przeto

Vo=t +Ayo+ A%y = yo + Ayo+ Ayo+ A%yy = yo + 2 Ay, + A%y, = (14-4)2y,

Prawdziwosé tego wzoru w przypadku ogdlnym udowadnia sie przez indukcje: z r
ua r 4 1. Pomijamy tu ten do&é prosty dowdd.

Otéz, jezeli we wzorze Newtona (203) podstawimy = =} (k< n), to wyrazy,
zawierajgce réznice wyisze od 4*y,, odpadng i zostanie: ‘

—z, A — —z,— Az) A®
Lz)=yo + 2572 G2 g o) ("é’, o) Tk et
+(x,‘~zo)(x,—a:o—Ax)...(z,—a;o—(k—l)Ax)%a

k! A2*
k-Az k-dz.(k—1).-Az s
el b e i i
k-Adz.(k—1)Az-...1.4z
+ ki Azt &,

o= ot () st (5) 10+ () 2o

A zatem istotnie: I(zx) = ys, a wiec wielomian I(z) przyjmuje Zgdane wartodci dla
danych <. 2

Budowa wzoru Newtona ma tg dogodnodé, ze przy dobieraniu
dalszych wartosei (415 ¥nt1); (€atss Yuye)--. Die trzeba zmieniaé poprzednich
wyrazéw, lecz dopisuje si¢ tylko dalsze dodajniki. Natomiast we wzorze
Lagrange'a dolsczenie kazdej nowej pary wartodei (2,41, Yn41) Zmienia
wszystkie dodajoiki tego wzoru.

Dalszg bardzo wazng zalety wzoru Newtona jest nadzwyczaj
przejrzysty schemat rachunkowy, ktérym sig poslugujemy przy obliczanin
Rachunek réZniczkowy i calkowy. 39



610

stalych spélezynnikéw Ay, A%y,,...4"y,, wystepujacych w tym wzorze.
Wypisuje sig mianowicie obok wartosci zmiennej niezaleznej, odpowiadajgce
1m warto$ei zmiennej zaleznej, w nastgpnej

‘.:: Z: Yo s kolu.mnie wypis.uje §ie p.ierwsz.e réinic,e
. " 25’0 A3y pomigdzy odpowiednigodjemngiodjemni-

2 Yo . 4 IR kiem, w nastgpnej kolumnie w ten sam
Xy Yy 2 c 3 /‘, An Yo

! sposob drugie rézoice it. d. az do n-tej
m'n y‘,,Ay"“ réznicy. Y .

Tak np. cheae zbudowaé wielomian
mozliwie najnizszego stopnia, ktéry dla =20, 1, 2, 3,4 przyjmuje war-
tosei: y=10,9, 12, 43, 150, tworzymy nastepujacy schemat:

xz y Ay Ay A3y Ay

0 10
b G| i

s N

212 . %8 — A

343 . 6 8

4 150

Przy pomocy liczb, znajdujscych sig w pierwszym wierszu ukosnym,
zstgpujacym, tworzymy odrazu wielomian interpolacyjny:

z—0 z(x — 1)

I@) =10+ (— )+ =544
= 'y = —D(x—3
g 13)!<x 2) .94 4. 20 1)<x4! Yz —3) o

czyli:
I(z)=10 —x+42z(x — 1) +4x(z—1) (x — 2) + z(x— 1) (—2) (x—3)
lub :

() =10 — z 4 x® — 22% 4 x*

Wzér Newtona mozna napisaé w pewnej jeszcze dogodniejszej formie,

T —x r—x, — A4z x—x, —24x
kladsc 7;}—":2. Wtedy ot =2—1, —Zi_x——=z—2

Ax

it d.i otrzymujemy: :

(204)  1(e) = L@+ =~ Az) = o 2o+ () A0y -+ 7] 730

Ten wzér nadaje sig bardzo dobrze do rachunku maszynowego, zwlaszcza
gdy wprowadzimy odpowiednie nawiasy :

I(xy+2-42) = y, +
+ ;(Ay, — %(1 —z)(42y0 — %(2—2)(... (A"“yo — %(n—l——z)A"yo)...)))

Rachunek trzeba wtedy rozpoczaé od srodkowego nawiasu.

— o p—

611

§ 196. Zastosowanie wzoru Newtona do postepow arytmetyeznych
wyiszych rzedow i do interpolacji tablic.

Ciag liczb:

Aoy Gy, Gy, ...0,,...

nazywamy postgpem arytmetycznym pierwszego rzedu, jezeli wszystkie
wyrazy ciggu jego pierwszych roinic sg stale t. j. jezeli:

Aao:.Aa, =...=Aa,,=... =d

Znane 83 z elementarnej matematyki- wzory na wyraz og6lny | n-tg
sume czgiciows szeregu arytmetycznego, a mianowicie:

a=a+nd, §="Fl ta)y—(m+ a, + 22 Dy

Jezeli pierwsze roinice nie sa stale, lecz dopiero drugie, t. j. jezeli:

A’ao=A’al =...=A2a,, = ...=C

to dany ciag nazywamy postgpem arytmetycznym 2-go rzedu. Np. takim
Jjest cigg kwadratéw kolejoych liczb naturalnych:

12, 28 33, 43 B3, .
albowiem:
Aa=—"3 =86 Nq =01 .
dlg=—"2132 " 2\

Ogélnie postep arytmetyczny jest rzedu r, jezeli wszystkie réznice rzedu r
8y sobie réwne, a réznice rzedu r — 1 jeszeze nie sy réwne. Pray po-
mocy wzoru interpolacyjunego Newtona mozna podad odrazu dla kaz-
dego postgpu arytmetycznego dowolnego rzedu r wzory na wyraz ogélny
a, 1 va sumg czgéciowsy S,, wyrazajace a, i S, przy pomocy wskaznika n,
wyrazu poczatkowego a, i kolejnych réznic.
Zagadonienie bowiem znalezienia wzoru na g, mozemy sformulowaé
w npastgpujgcy sposéb: dla z=n=20,1,2,... dane sg wartodci y =
= ay, a,,04, ...; chcemy wyznaczy¢é wielomian I(n) mozliwie pajnizszego
stopnia w zmiennej n, ktéry przyjmuje te wszystkie wartosci Mogloby sig
zdawaé, ze to zagadnienie jest nierozwigzalne, poniewaz zgdamy spelnienia
sig nieskonczenie wielu warunkéw. Okazemy jednak, ze w tym wypadku
to zagadoienie jest rozwigzalne. W kazdym bowiem razie potrafimy zna-
lez¢ przy dowolnem k> r taki wielomian k-tego stopnia, ktdry dla
n=20;1,2,...k przyjmuje k + 1 wartodci a,, a,,...a,. Jest to wielomian
n—0
— =

n.

(204), w ktérym polozono n==F x=mn a wige 2=

89+
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Mamy:
I(ﬂ)———-a,-}—ndag,-}-()A’ao-%- +()Aao+(

+()e

1) e b

Wobec tego, ze A’ay= ¢, mamy A™+g, = 4+ = Atq,=0. Za-
tem Zadany wielomian redukuje sig do nastgpujgcego wielomianu r-tego

stopnia, niezaleznie od tego, jakie obierzemy -&:

Qo= ..

) 1(n) = ay + nda + () 420 + (1) tra

Przybiera on dla wszystkich 'z =0, 1, 2,... sadane wartosci ag, Gy, 0y ..~
Ogéloie wige I(n) = a,, a zatem:

(205) a,,=ao+nAao+( )Asa., g +( )Arao

Otrzymalismy w ten sposéb wzér na wyraz ogblny postepu arytmetycz-
nego dowolnego rzedu r.

Réwnie latwo wyprowadza si¢ wzdr na n-tg sumg czegéciows, Po-
niewaz:

8, =0 A8, = a,
S, =a, AS, =aq
Sy =a,+ay. 45, =a
8 =a,4+a;, +a; przeto {

Sy =a,+ a, + 0, + ay

S,=a,+a,+... 4 a,,

Pierwsze réznice ciggu: S, S, Sg, ... S, ... tworzg ciag: ag, a,,0g ... Gpy.ceo
ktéry jest wedlug zalozenia postgpem arytmetycznym r-tego rzgdu. A za-
tem sam cigg sum czesciowych jest postepem arytmetycznym (r - 1)-go
rzedu. Wobec tego wzér na wyraz ogdlny ciggu sum ma (wedlug wzoru
(205)) postaé:

S S ke A8, o+ () 425y + (5) 408+, 1 A,
czyli:

AS,.y=a,

(206) Sn=nao+()4a0+()42a¢,+ +(+1)A’ao

i B
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Tak np. dla ay = 12, a, = 22, g, = 32

yeos Quy = n? fest

_ =) o e — 1) (n—2)
(207) S, =n+ 28D 5 = s 2t y@n 1)

Wezmy teraz pod uwage ciag trzecich poteg kolejnych liczb naturalnych:
18,28 33,48 53 63, ...
czyli
I, 8, 27, 64, 125, 2l6,...
da...7, 19, 37, 61, 91,...
4ta... 12, 18, 24, 30,..
Mg, o6 B P

Jest to postep arytmetyczny trzeciego rzedu, a zatem:

(208) S,,=n-l+(;)-7+(;)-12+(:)-6

Interpolacja rozmaitych tablic polega wlasnie na tem, ze kolejne liczby,
zawarte w tej tablicy, mozna uwazaé¢ w przyblizenin za wyrazy postepu
arytmetycznego odpowiednio wysokiego rzedu. Wielomian, przedstawia-

jacy wyraz ogblny tego szeregu, nadaje si¢ bardzo dobrze do interpolacji

takiej tablicy.

Tak op. z zalgczonych tu urywkéw tablic logarytmicznych 5-, 7-
i 10-cyfrowych widzimy, ze logarytmy 5- i 7-cyfrowe kilku sgsiednich
liczb mozemy uwazaé w przyblizeniu za wyrazy postgpu arytmetyczoego
1-go rzedu, a 10-cyfrowe za wyrazy post. arytm. 2-go rzedu.

z  log,,x Alogox z logjoz  dlog,x
1030 3:88022 Ly 10000 4-_0000000 0-0000434
1001 3. 043 (.00044 10001 4'0000434 0-0000435
1002 3‘00087 0-00043 10002 4.00008 9 00000434
1003 300130 (.00043 10003 4‘0001303 0-0000434
1004 300173  .00044 10004 4_0001737 0-0000434
1006 3:00217  5.00043 10005 4'0002171 0-0000434
1006 3:00260 0-00043 10006 4-0002605 0-0000434
1007 3-00303 10007 4-0003039
x log,ex dlog,ox 4*log,,x
10000 40000000000
00000434273 ’
10001, 4000G BT — 00000000044
0:0000434229 0-0000000043
10002 4'0000868502 . p L5
00000434186 0-0000000043
10008 40001302688 . =
y 0:0000434143 0-0000000044
10004 40001736831 . i
0:0000434093  _ 0.9000000044
10006 40002170930 . e
. 0:0000434055  __ (0000000042
10006 40002604985  (1.0000434014

10007

40003038998
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Stad jasnem jest, ze do interpolacji tablic - i 7-cyfrowych wystarezy
wielomian 1-go stopnia: .
Y
I(z)':?/o‘}‘(x—xo)A—;
czyli interpolacja proporcjonalna, prostolinjowa. Natomiast przy ta'l?li‘cach
‘10-cyfrowych trzeba uzyé wielomianu interpolacyjnego 2-go stopmia:

A (@ — ) (x — x, — A7) 4%y,
1(’)=y0+(x-xo)j1£+ 21 : Ax?

Poniewaz tu zawsze jest dx = 1, przeto te WZOTy ‘upraszczajg 81¢ W prak-
tyce znacznie. -
Potrzebne sg nieraz w praktyce tablice, ktére tworzg dla kilku sg-
. siednich liczb w przyblizeniu postgp arytmetyczny jeszcze wyzszego er_du.
Tak jest np. w zalgczonej ezgscl tablicy, podajacej fuki s(¢) poludnike
ziemskiego, siggajace od rownika do szerokodei geograficznej @ w odste-

? | s() | Bs(p) | atste) | Ats(p) | Ats(p)
47 | 5207367084 m | |11184369m
e 195634 m )

R S ke BT T e Sl B (B T

490 5429735°356 ,, 111223-358 |, 19°364 1 — 0'12} Ve — 0024 ,,
Sl b bl B AR T U0 T S Rl Bt Sl

A o bt it 0T o g Tl T SRR

b2 5763463367 ,, 111281:020 ” 18:908 12 - 0171 — (026 o

B30 | 5874744387 ,, . |- 0196,

i 111299928 ,, | 15712
G4 [ ABSOBkS AL b riseler, L
B5° | 6097362:955 ,,

pach jednostopniowych. W tej tabelce dopiero czwarte réznice 8g W przy-
blizeniu stale, a wigc nalezy uzywa¢ dla niej wzoru Newtouna do 4-ej
réinicy wlyeznie. W osobnym paragrafie zajmiemy sig ocenianiem bledu,
ktéry popelniamy przy takiej iaterpolacji tablic.

Owaga. Qprécz wzoru interpolacyjnego Newtona bardzo rozpowszechnione 3.
takze inne wzory, zbudowane z innych rdznic; tak np. wzory Stirlinga i Bessola

pelegaja na uzywaniu, zawiast pierwazego .zstepujacego wiorsza w schemacio roznic
innych ciggéw roznic a mianowicier

3 5 z wiersza poziomego i srednich aryt-

Ty Yy i ay_, metycznych 2 dwc'm:h ci:‘lgéw. rOzZniQ,.
dy_, a3y_, otaczajgcych ton wiersz poziomy.

AR R S e Aty_y Dane wartofici numeruje  8igr

8 A_'y?_ "X,- A% _, 1==== w tym celu znaczkami dodatniemi

o & Z e Z;—. 4&;‘. i ujemnemi, jak to uwidoczniono

Ty Y & Ay, Yo w dolaczonym schemacie Tak np.

Ay, wz6r Bessela jest zhudowany z réz.

Ly Ys nic 4ye, 4%y, .-+ iz §rednich aryt-

metycznych Yoty Ay + L' A‘y—2+d‘y“‘,... jak to zaznaczono w schemacier

202 2 i 2
przez podkreslenia.

o
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Ma on postaé: e

v —.1 Ay

I(w)=y°_§y' +v-4y, + 2—*—451’0_'_ 9(0’3=—- %’)A,y‘_‘_i_

2! !
209
S (02— 1) (»*—3) Aya+ A4y,
+ ) - *
przyczem
RSl e .. Sl
= T Az ¥

Wzor zas Stirlinga otrzymuje sie z réznic y,, 4*y~1, Ay—2,... i z érednich
arytmetycznych:
Ay, + Ayy A%y A%y,
2 y 2 e

jak te zaznaczono w schemacie przez podkreslenie linjg przerywana.
Przy uzyciu tych réznic wzér interpolacyjny przyjmie postaé:

z(2® — 11) A3y, A%y,

1 Ay— A ]
@)=y s 2 oy Py 2ET ok S
(210) z’(z"_ " :
+ 2yt
rzycz oot ety
przyezem 2 = —p—

Szczegdélowe omowienie tych metod i dowody powyzszych wzoréw znalezé mozna
w cytowanych juz podrecznikach (por. str. 483 i 22) Runge'go-Koniga i Whit-
takera-Robinsona.

§ 197 Wzér interpolacyjny Newtona dla dowolnych odstepéw
zmiennej niezaleznej.

Cheemy przedstawié wielomian interpolacyjny w postaci:

[(x)=1co+ ¢, (x — z) + €3(x — Tg)(x — 2,) 4+ ... +

4+ c.(x — x0) (X — 7)) ... (X — 2,_,)

przyczem odstepy x, — Xy, Ly — &y, ... %, — Z,_, bierzemy juz niekoniecz-

nie réwne, lecz dowolne. Spélezynniki ¢, ¢, ¢y, ... ¢, mozna wyznaezyé
podobng metods, jak dla réwoych odstgpéw. Nie bedziemy tu przepro-
wadzali szezegélowo calego dowodu, ograniczajac sig¢ do bezposredniego
wyznaczenia kilku poczatkowych spélczynnikéw. '

I tak dla z = 2, ma byé I(z,) = y,. Kladac za$ we wzorze x = x,,
otrzymamy (x,) = ¢,, albowiem wszystkie dalsze wyrazy odpadajs. Wo-
bec tego jest ¢, = y,. Celem wyznaczenia drugiego spélezynnika kladziemy
z = z,; wtedy zostanie I(x,) =y, =c¢, + ¢,(x; — x,) a reszta odpada.
Stad, uwzgledniajac, ze ¢ = y,, otrzymujemy:

yl—yo_d
x, —x,

& =

(14 %)
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Symbolem d(y,, %,) oznaczylismy iloraz résnicowy dla liczb 2

: 1 %,. -
nle oznaczamy: Ly

Yipr — Y

(i1, ¥) =
Tipy —X;

Aby wyznaczyé o, kladziemy w ogélnym wzorze x —a,: ma byt
I(xy) = y,, a wiec: 3 |

29 Ys =Y+ (23 — Z,) 041, %) + Cy(®y — ) (g — )

0 =% — & — %) 051, %) __ 9 — 9 491 — 5o — (2, — 2,) 601, %)
(X3 — ;) (x5 — ;) (&, — o) (2 — )

To za$ latwo mozna przeksztalcié na:

¢, = 999 — 8, 9y)
Ty — 2,

Ten iloraz nazywamy ilorazem roéznicow ] i
ym drugiego rzedu i oznaczam
go krétko symbolem d2(y,, 9, , 7,). Ogdlnie za$ okreslamy: f
d(?/t-ns Y1) — é(y1+1‘ )

62(.%-}.2, YY) = e e CE
+3 T 4y

Wobec tego spélezynnik ¢; ma wartosé
¢y = 0%(¥s, ¥, Yo)

Podobnie wprowadza si¢ ogélne ilorazy réznicowe r-tego rzedu zapomocy
wzoréw zwrotnych:

> 6r-—l ~ r—
P (e S L (Yigrs Yigras-+-Yip1) d l(yH—r—‘h Yigr2y --- Y1)
Liyr — &,

Otéz mozna udowodnié, ze ogélny spélezynnik ¢, wyraza sie wzorem :

Cr= dr(!/rv Yroir oo Yy, yO)

Podstawiftja,c te wartodci w I(x), otrzymujemy nastgpujgcy wielomian in-
terpolacyjny Newtona dla dowolnych odstepéw zmiennej niezaleznej:

I(x):.’/o+(x—xo)é(ynyo)'f"(x—xo)(x = x1)62(2/21%,yo)+-- -~ |

(211)
+(x_xo)(x_xl)"'(x_xn—l) 6”(;’/,”?/;1—13 Y1, Yo)

Rachunki szczegélowe wykonuje sig przy pomocy tego wzoru podobnie,

ja}k w szezegblowym przypadku rdwnych odstepéw zx, a mianowicie uzywa
sl¢ nastepujacego schematu:

6117
Ly Yo
0(¥1, %o)

xl ‘7/1 (5 s 62(yg,?/|,y0)
g (93, 91) (52(7 ) 68(y3ay21y1,yo)

ey 0(Ys, ¥s) A 7:-72 i : ” 0" (Y s Yn—ts++- Y1:%0)
Xy Y z 62( = ) .

s ’ YnsYn-1yYn—-2

4 E d(ymyn—l)

ZLn Yn

Zastosujmy to do szezegdlowego przykladu, ktéry rozwigzaliémy po-
przednio (w § 194) przy pomocy wzoru Lagrangea. Ukladamy na-
stepujacy schemat rachunkowy:
Tak np. liczbe 4§ = 6%(%s, %s,;) otrzymano, dzielae réz-
nice dwéch sgsiednich liczb: § — (— §) przez rdznice
3 zg — %,, t. j. przez 6 — 1. Przy pomocy liezb, znajdu-
-3 jacych sig w pierwszym ukosnym wierszu zstgpujacym,
-3\ L tworzy sig zadany wielomian wedlug wzoru (211). Otrzy-

3 “lﬁé_%d 3 mujemy:

i 1) =14 @+ 1) 3+a+ DE—1-(—H+

e (x4 1)(x — 1)(x— 3): #o5
Po uporzgdkowaniu otrzymujemy oczywiscie wielomian identyezny z wie-
lomianem Lagrangea: L(z), ktorysmy zbudowali z tych samych da-
nych, a mianowicie:

I(x) = yig(342% — 20722 + Tl + 522)

§ 198. Aproksymacja przy pomocy wzoréw interpolaeyjnych.
Obliczenie reszty.

Wspomnieliémy juz, Ze wzoréw interpolacyjnych uzywamy czesto
do aproksymacji rozmaitych funkeyj, ktére nie sg wielomianami,

Jezeli funkeja f(z) przyjmuje dla:

R R
wartosci:
(o), F(21), Fl@g) - [(&a)

to mozemy uzyé jako aproksymacji wielomianu I(z), ktéry przyjmuje
te same wartodei w danych n -1 puoktach. Réznice: flx)— I(x)= 1-?.,,+, (x)
nazywamy resztq danego wzoru interpolacyjnego dla danej funkeji f(x).
Ta réznica jest réwna zeru na n - 1 miejseach 2o, Z; ... Za. Przedstawmy

jaw postaci:

fa) — 1@) = (& — @) (5 — @) ... (& — @) +5@)
Obierzmy jakas stala wartosé z.
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Zbadajmy nastgpujacs funkcjo zmiennej 2:
F(2) = f(z) — I(2) — (2 — @) (2 — 2y) ... (2 — %,) S(@)

Ta funkeja jest rowna zeru dla » -2 wartodei: 2= 2, %,, 2, x,, _

Zalézmy, #e tunkeja f(x) posiada (n-- 1)-sza pochodng w jakimé
przedziale (a, b), zawierajagcym te wszystkie punkty. Wtedy moie'my (’o
F(2) zastosowaé (n -+ 1)-krotnie twierdzenie Rollego o wartodci éred-
niej. W ten sposéb dochodzimy do wniosku, ze

Fe(E) = 0

dla jakiejs wartodci £ z przedzialu (a,b). Poniewaz pochodna wielo-
mianu I(x), ktérego stopien nie przekracza n, jest zerem, przeto:

For)(E) = fe(E) — 0 — (n 4 1)1S(x) =0
stad:
_fe(g)

T (1)

A wige na resztg R,,(x) = f(xr) — I(x) otrzymujemy ostatecznie naste-
pujacy wzor:

S(x)

(x—xp) (& — 2,)... (¢ —

(n =+ 1)!

Wzér ten odnosi sig oczywiscie do wezystkich form wzoru interpolacyj-
nego stopnia =, a wige zaréwno do wzoru Lagrangea jak i do
wzoru Newtona.

Mozemy wige przedstawi¢ kazds funkeje, posiadajacs (n - 1)-szg
pochodng w badanym przedziale, w postaci:

(212) !&mm= o) punengy

fie) = Ie 4 E=2IEZ A @ 8 ’
Przykiad. Oceni¢ blad, jaki popelniamy, uzywajac interpolacji pro-
porcjonalnej (prostolinjowej) w tablicach logarytmicznych, zawierajscych
logarytmy wszystkich liczb calkowitych od 1000 do 10000 w odstepach 1.
Interpolacja proporcjonalna polega na zastosowaniu wzoru interpo-
lacyjnego Newtona, przy ograniczeniu sie do dwéch wyrazow; luk
logarytmiki od 2y =a do #, =a+ 1 (przyczem a = 1000) zastgpujemy
prosta, przechodzacg przez dwa punkty linji o réwnania y = log,e.
Uzywamy wige wzoru (z resats):

4y, 2z —) (o —

f@) =+ (& — 20) g2 + E 2T T) oy

O
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ezyli:
Alog,ya (x— a)(x —a — 1) logoe

logy o2 = logya + (x — a) : — 5 *Z'T

albowiem druga pochodng funkeji: log,,z jest —‘;lzlogme.

Przy interpolacji tablicy logarytmicznej chodzi zawsze o obliczenie
logarytmu dla liczby z, zawartej migdzy dwiema kolejnemi liczbami cal-
kowitemi: a i a -+ 1, znajdujacemi si¢ w tej tablicy. Dwa poczatkowe
wyrazy tego wzoru podaja uzywany zwykle sposéb interpolacji a mia-
nowicie: do Jogarytmu liczby muiejszej dodaje si¢ iloczyn z rénicy ta-
blicowej Alog,ga =log,o(a -+ 1) — log,pa i przyrostu x — a.

Trzeci wyraz naszego wzoru podaje blad, popelniany przy takiej
nprostolinjowej“ interpolacji. Chcemy ocenié wartoéé tego bledu. Otéz &
Jest zawarte migdzy a i a4 1, a wiec w kazdym razie jest: &> 1000.
Wobee tego:

2 £ 2 10¢

Wiadomo, ze log,,c=043429 ... a wiec log,,e << §. Iloczyn (z —a)(a — 2+ 1)
mozna przedstawié w postaci:

,R!(“T)l e —(x—a)(z—a—1)log,,e <|(x——a)(a—x+])'.]0gwe

(@—a—3+dat+i—z+d)=0G+@—a—§)F—(z—a—})=

=} —(z—a—

Ale — 3 < &T—9g—3 =<~ 1, poniewaz 0 < x—ag<1 A wigc

0<(r—a—4)* <} Wobec tego 0 < (x — a)(a—z -+ 1)<}, zatem:

[Baih =l <o 40

Blad nie przekracza jednostki na 7-mem miejscu po kropce. A wige ten
blad nie daje si¢ odczuwac w tablicach 4, 5, 6 1 7-cyfrowych. Natomiast
okazuje sig, ze w tablicach 10-cyfrowych blad moze wplywaé na ostat-
nie miejsca. Wobec tego uzywa sig w takich tablicach interpolacji para-
bolicznej, to znaczy wzoru:

a
Iz) =y, + (2 — ag) 1= +

(B8 = z)) (x — x,) A%y,
21 Axt

Pozostawiamy czytelnikowi wykazanie, zc reszta Es(x) nie wplywa wtedy
na koficowe cyfry w tablicach 10-cyfrowych, zawicrajacych logarytmy
wszystkich liczb naturalnych od 10.000 do 100.000.

W rozdziale, poswigconym wzorowi Taylora, widzielismy, ze wie-
lomian Taylora daje takie aproksymacje funkeji (por. § 129). Porow-
nujge ten rodzaj aproksymacji z aproksymacja przy pomocy wielomianu
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interpolacyjnego, widzimy, ze wielomian Taylora zgadzal sig z dang
fuokejg tylko w jednym punkeie, ale zgodnos¢ ta istnisla zarébwno pod
wzglgdem rzednej, jak i kierunku stycznej, krzywizny, wogéle byla to
'stycznos¢ n-tego rzedu; stgd wynikala bardzo dobra aproksymacja w oto-
c.zeniu tego jednego punktu. Natomiast wielomian interpolacyjny zgadza
8i¢ z dang funkcja w nm-punktach, ale zgodnoss wystgpuje tylko pod
wzgledem réwnosei rzgdnych: kierunek zas linji, przedstawiajgcej ten
wielomian interpolacyjny, moze byé¢ w kazdym punkcie wspéloym zupelnie
odmiennym od kierunku linji, przedstawiajacej dang funkejg. Otéz uogél-
miono zagadoienie interpolacji w tym kierunku, ze znaleziono wielomian,
zgadzajacy si@ z dang funkcja w = punktach, nietylko pod wzgledem
wielkosei rzednych, lecz takie pod wzgledem wartosci jednej lub wigcej
pochodnych. Taki wielomian lgczy w sobie zalety obu rodzajéw aproksy-
macji. (Zob. np. A. Lomnicki. Uogdlnienie wzoru interpolacyjnego Lagran-
gea. Rozprawy Wydz. m. przyr. Akad. Um. Krakéw, 1920 r. Serja A
t. 60, str. 173—9; Bull. Int. Acad. Krakéw, 1920, A. 109—111).

Ustegp IL
METODY PRZYBLIZONEGO ROZWIAZYWANIA ROWNAN.

§ 199. Uwagi o metodach grafiecznych i tabelarycznych

Zoamy z algebry elementarnej wzory, sluzgce do rozwigzywania
réwnafi 1-go i 2-go stopnia. Podobne wzory wyprowadza si¢ w algebrze
wyiszej takze dla réwnah algebraicznych 3-go i 4-go stopnia. Natomiast
dla ogélnych réwnan algebraicznyeh stopnia 5 i wyiszych stopni, t. j.
dla rownan formy: ay, + a,z + a2 +. . 4 0,2" = 0, przy n =5, uie
mamy takiego wzoru, ktéryby wyrazal pierwiastki réwnania zapomocg
Jjego spélezynnikéw, przy uzyciu skonczonej liczby ezterech dzialach aryt-
metycznych i wyciggania pierwiastkow réznych stopni. Nie istniejg tez
takie wzory dla rozmaitych réwnan przestgpnych, jak np.

sinx — 03z =0
logpx —x+3=0

tgr —x=0

Takie za§ réwnania wystgpuja bardzo czesto w matematyce stosowanej.
Jakkolwiek czesto nie potrafimy znaleié pierwiastkéw takiego réwnania,
to jednak mozna zwykle w do8é prosty sposéb otrzymaé przyblizone war-
tosei pierwiastkéw, z dokladnodcig kilku miejsc dziesigtnych a czasem
mozemy nawet dowolnie zaciesniaé graniee, migdzy ktéremi lezy szukany
pierwiastek. Dla celéw praktycznych wystarczy zwykle znajomoéé kilku
poczatkowych cyfr pierwiastka.
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Jednym z bardzo rozpowszechnionych sposobéw przyblizonego roz-
wigzywania réwnania:
fley=20

jest sporzadzenie wykresu funkeji y = f(x). Odcigte punktéw, w ktérych
ten wykres przecina o8 xz-6w, sg pierwiastkami zgdanego réwnania. Spo-
wodu nieuniknionej niedokladnosci rysunku otrzymuje si¢ w ten sposéb
zwykle do$é grube przyblizenie. Cheae zwigkszyé stopie przyblizenia,
mozna narysowaé w powigkszonej skali te czedci rysunku, w ktéryeh
lezs punkty przecigeia sig badanej linji z osig z-6w.

Zadanie to mozna sobie czesto ulatwié, sporzgdzajgc zamiast wy-
kresu funkeji y = f(x) dwa prostsze wykresy funkeyj: fi(x) 1 f3(x),
otrzymanych przez rozlozenie danej funkeji na odpowiednio dobrane do-
dajniki: :
y = (@)= fi(x) — f(x)

Wtedy pierwiastki réwnania f(z)=0 otrzymamy ze zwiszku f(z) —
— fi(x) =0, ezyli:

/1(®) = 3 (=)
Przedstawiwszy nasze zagadnienie w tej postaci, nie szukamy juz punk-
téw przecigeia sig z osiy x-6w, lecz odcigtyeh punktéw przecigcia sig
dwéch linij: 7, = fi(x) i y, = f3(x) ze sobs.

Tak op. w celu graficznego rozwigzapia réwnania:

(A) logypz—2+3=0 %
piszemy: B
logioz =2 — 3

Pierwiastkamitegoréw-
nania 83 odeigte tych
punktéw, w ktorych sig
przecina logarytmika

oréwnaniu: y, =log,,x
z linjg prosty o rowna-
niu: yg =z — 3 (por.
fig. 178). Juz z tego
pobieznego szkicu wi-
dzimy, ze badane réw-
nanie przestgpne posia-
da dwa pierwiastki, od-
powiadajace punktom przecigeia sig A i B, ktérych odcigte ss zawarte
w przedzialach (0,1) i (3,4). Mozemy wige za pierwsze przyblizenia szu-
kanych pierwiastkéw uwazaé:

=0..., z=3...
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Graficzna metoda rozwigzywania réwnah staje sig jednak bardzo
mozolng, gdy nam chodzi o znaczniejsza dokladnodé; np. jezeli chcemy
mieé 5 cyfr po kropce dokladnych w powyzZszym przykladzie, to trzeba
przerysowaé czesci rysunku okolo punktéw 4 i B osobno w powigkszo-
nej skali, a jezeli i to nie wystarczy, to trzeba bedzie z tego nowego
rys.unku znowu wydzieli¢ odpowiednie czeéei i narysowaé je powtérnie
W Jeszcze wigkszej skali.

: Z tego powodu poslugujemy sig zwykle metods graficzng tylko do
plerwszej orjentacji, jak sg rozmieszczone pierwiastki réwnania, a doklad-
niejsze przyblizenia uzyskujemy przy pomacy rozmaitych metod rachun-

kowyeh.

Uw::fga. Bardzo rozpowszechnione 8a tabelaryczno-graficzne metody przyblizo-
06go rozwigzywania réwnan, przy pomocy metod nomografji (por. § 14). Metody te
83 zwlaszcza wtedy pozyteczne, gdy nam chodzi o ujecie w jeden wykres calego zbioru
réwnan o zmiennych parametrach, np. wszystkich rownan postaci @'+ pax—+q =0
Inb &*+t-pr+449g=0 W podrecznikach nomografji mozna znalezé szczeg&owe rozwi-

niecie tych metod.
Podobne ustugi oddaje tabelarycznie ujecie funkeji. Wyjadnimy ten
8poséb odrazu na szczegélowym przykladzie. Cheemy znalezé rzeczywisto
pierwiastki réwnania:
B) y=x°—4r —-2=0
przynajmniej w przyblizeniu.
Sporzadzamy nastgpujacs tabelke:
x=1—3 —2]—1 0 1 2 3
y = — 233 —26|+1]—2 —5| 422 49229

Dla dalszych x niema potrzeby sporzgdzania tabelki, albowiem y . stale
maleje dla x << — 3 a stale rosénie dla x> 3, a wige nie przechodzi juz
przez zero poza przedzialem (— 3, 4+ 3). Znaki fookeji y na koncach
przedzialéw (— 2, —1) (— 1, 0), (1, 2) s rézne. Poniewaz zas y jest
ciggl funkeja, przeto na mocy znapego (z § 5D) twierdzenia przyjmuje
praynajmniej raz w kazdym z tych przedzialéw warioéé zero, a wige
w kazdym z tych trzech przedzialéw lezy przynajnmiéj jeden pierwiastek
danego réwnania. :

Przekonamy sig z latwoscia, ze w kazdym z tych przedzialéw lezy
tylko jeden pierwiastek. I tak zbadajmy znek pochodnej:

Y =Dx* — 4

Odrazu jest widocznem, ze w przedzialach (— 2, —1)i (1, 2) jest stale
z¢>1 a wige ' > 5.1 — 4> 0; to zaé dowodzi. ze w tych przedzia-
fach funkecja y warasta monotonieznie od ujemnych wartodei —26 i —5
do dodatnich wartosei 4 1 i 4 22, 3 zatem posiada w kazdym z tych
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przedziatléw tylko jeden pierwiastek. W przedziale (— 1, 0) funkeja juz
nie jest monotoniczna, lecz najpierw wzrasta od wartosei -+ 1 do maxi-
L} 4

mum, .réwnego y, = 4 /& — 2 = 1:027..., ktére osiaga dla z = —J/2

a nastgpnie maleje od yy do — 2. Stad jest widoeznem, ze takze i w tym

przedziale funkeja tylko raz przechodzi przez wartosé zero: nastepno

extremum, a mianowicie minimum, lezy bowiem dopiero w punkecie x =
4

=+V§ a wige poza przedzialem (— 1, 0).

Na podstawie tych rozwazan widzimy, ze to réwnanie posiada tylko
trzy pierwiastki rzeczywiste. Znamy tez pierwsza cyfrg kazdego z tych
pierwiastkow, a mianowicie:

Tyl et = s e

Cheae bardziej zaciesni¢ przedzialy, w ktérych leis te pierwiastki i wy-
liczyé wigeej eyfr, moznaby zaggszczaé tablice w tych przedziatach, obli-
czajac np. przy xy wartosci y takze dla z = 1'1, 12, 13, 1'6...1°9.

Po wykonanin tych doéé mozolnych rachunkéw pokazaloby sig, ze
pierwiastek x, lezy w przedziale (1D, 1'6) a wige a, = 1'b...

Postepujae w ten sposéb mozolnie lecz systematyeznie dalej, mogli-
by$my wyliczyé dowolng liczbg cyfr po kropce dokladnie.

\a Uwaga. GdybySmy poprzestali przy kazdym dalszym kroku na polowieniu prze-
dzialu, to 'moz‘naby w prosty sposob otrzymaé rozwiniecie dwdjkowe tego pierwiastka g
zamiast rozwiniecia dziesigtkowego.

W nastgpnych paragrafach poznamy rozmaite inne, bardzo dogodne
i szybko prowadzgce do celu metody rachunkowe przyblizonego rozwig-
zywania réwoan.

§ 200. Regula falsi.

Ograniczmy si¢ do przedzialéw, w ktérych funkeja f(x) jest ciggle
1 rézniczkowalng dwukrotnie.

Przyjmijmy, ze pierwiastki réwnania f(x)="10 zostgly juz w jaki-
kolwiek sposéb (graficzny, tabelaryczny lub inny) pooddzielane. To znaczy,
#e znalezliSmy takie przedzialy <<a,, b,>, <ay, b,>, <ag, by>,..,, ze
w kazdym z nich lezy tylko jeden pierwiastek badanego réwnania.

Na koncach kazdego z tych przedzialéw wartosci funkeji maja znaki
przeciwne. Najprostsza mysls, nasuwajacg sie¢ przy szukaniu odpowi'ed-
nich przyblizen pierwiastka x, lezacego w takim przedziale <a: b>, jest
zastgpienie funkeji f(x) jaka$ inng, prostszg funkecja, aproksymujgca dan‘a‘,
funkcje. Pierwiastek tej prostszej funkeji moze byé dogodnem przybli-
zeniem szukanego pierwiastka. oo

¢ Otéz w pierwszym rzedzie nasuwa sig tu zastapienie luku 4B
(6g. 179) cigciwa, laczacs konce tego fuku. Odecigty # punktu, w ktérym
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a cigeiwa przecina o§ z-0w, uwazamy za przyblizons wartodé szukanego
chunkowo przedsta-

wia sie ta metoda
w sposéb nastepuja-

¥ cy. Réwnanie prostej,
‘ przechodzacej przez
_ X punkty  A(z,, #,)
a=X, 09 0/s
?L ¥ bL:)—(—,. B(z,, ), Jest:
Y — Y=
N — Y
=" (z— 2z
A Fig. 179. T, — Zo ( %/

Jej punkt przecigeia z osig xz-6w ma spélrzedne (&, 0); odcietg & oblicza
sig¢ z rOwnania:

Y — Yo,
00— = (T — a2
Yo 7, — ( 0)
a mianowieie:
213 E=x,— Yy i i
( ) i E o Y — Y

Ten sposéb obliczania przyblizonej wartodei pierwiastka nazywa sig: requla
falsi (t. j. regula, polegajgca na falszywem zalozeniu, a mianowicie na
zastgpieniu luku cie-

B ciwg). Z figury wi-

dzimy, ze przedzial,
w ktérym lezy szu-
kany pierwiastek,
zaciesnil sig rzeczy-
wiscie do mniejszego
przedziatlu <z, b>,
a wigc dolny jego
kraniec daje lepsze
przyblizenie anizeli
a. Jeseli za$ nk AB
jest zwrécony wy-
pukloscig ku gorze,
jak na fig. 180 to
pierwiastek lezy w przedziale <a, #>, ktérego gérny kraniec daje
lepsze przyblizenie anizeli b. Przeciwnie ma sig rzecz, gdy wartos¢ y,
jest dodatnia (niechaj czytelnik sporzadzi odpowiednie figury!). Przy tem

Y

4 Fig. 180.

Y% pierwiastka x. Ra-

e

e
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rozumowaniu zakladamy, ze w calym przedziale <a, b> funkecja jest
monotoniczna a druga pochodna (od ktérej zalezy, jak wiemy, wypuklodéd)
ma stale ten sam znak, a wige, ze w tym przedziale niema ani extremdw
ani punktéw przegigeia. Gidyby zas wystgpowaly takie wyjatkowe punkty,
to trzebaby najpierw zaciedni¢ w jakikolwiek sposéb przedzial <a,b>
tak, aby spelnial zgdane warunki.

Zastosujmy te@ regule do réwnania:

(A) y=logyzr—24+3=0

Widzieliémy, e jeden pierwiastek jest zawarty w przedziale <3,4>.
Na koficach tego przedzialu ma y wartosei:

Yo=10g;s3=0477... i y,=log,4—4+383=0602...—1 = —0-398...
Stosujac wzér (213), otrzymujemy:

1 0-4117
—0398.. —0477.. ~° T ogB ™
Szukany pierwiastek lezy, jak latwo stwierdzié, w przedziale (7, b).

Dla drugiego pierwiastka, zawartego w przedziale (0, 1), trzeba naj-
pierw ten przedzial w jakié inny sposéb nieco zacie$nié, poniewaz dla
kofica tego przedzialu funkecja y nie jest ciagla. Z prostych rozwazan
wynika, ze wystarczy w tym przypadku ograniczyé sig do przedzialu
(1055, 1) lub nawet (1&g, 1Ay) 1 dopiero do tego przedzialu zastosowaé
naszg regule.

Te¢ metode mozna nawigzaé do wzoru interpolacyjnego Newtona,
Zastgpienie luku AB cigeiwa,” przechodzgey przez dwa punkty tego luku,
jest bowiem réwnowaine z zastgpieniem funkeji f(x) wielomianem inter-
pelacyjnym pierwszego stopnia, a mianowicie:

£=23— 04171... 365

A
¥ =1+ (2 —z) L2
czyli:
Y91 —%
1— %o

y=%+w—mi

Stad wynika oczywiscie znowu wzér (213), a wige regula falsi.

Uwaga. Nasuwa sie my$l, ze dokladniejsze przyblizenie uzyskamy, uzywajse
wielomianu interpolacyjnego wyzZszego stopnia, np. nastepujgcego wielomianu New-
tona dla dowolnych odstepéw (por. § 197, wzdir 211)s

y =1t (@ = ;) 6(y,, 4o} + (& = @) (@ — ,) 62 (3, 91, %)

Trzebaby jeszcze tylko obliczyé f(x) dla jakiejé dowolnej trzeciej wartoci ,, np. dla

z,+ 2,

$redniej arytmetycznej x, = G Istotnie w ten sposéb uzyskaloby si¢ lepsze

wyniki, jednakZe droga ta jest doéé skomplikowana, albowiem do obliczenia & trze-
baby wtedy rozwigzaé réwnanie 2-go stopniaty=0.
Rachunek rézniczkowy i calkowy. 40
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Moznaby takze uzyé t. zw. interpolacji odwrotnej, polegajacej na tem, ze WYy-
raza sie¢ « jako funkcje zmiennej y i buduje si¢ wielomian (dla nieréwnych odstep6w):

€ =X, + (y e yo) d(xl ‘Z'O) + (Zf s yo)(y T yn) 6’(x,, 2% .’Eo) +' L
Kladae tu y = 0, otrzymujemy odrazu gotowy wzér na przyblizong wartosé pierwiastka:
& = @, — Y 6(1, Z) + Yo Y1 63 (0, @, Tg) — Yo Y1 Ys 82 (@5 %0y Ty, zo)+ .

Dwa poczgtkowe wyrazy tego wzoru zawiersjs wlaénie regule ,falsi®. Dobierajec
dalsze wyrazy, uzyskujemy coraz wigkszy dokladno$¢. Przy tem postgpowaniu trzeba
dla kilku wartodci = obliczyé y a nastepnie uzyé schematu z § 197 str. 617, tylko

z przemienionemi literami Z i y.
Jednakze i ta metoda jest dosé ucigzliwa w poréwnaniu z inng metods, ogdlng

i nadzwyczaj plodna takze w innych dzialach matematyki, a mianowicie z metods
uzyskiwania kolejnych przyblizen zapomocs iteracyj, ktérs sig obecnie zajmiemy.

Stosowanie reguly ,falsi“ nie zawsze prowadzi do tak dobrych wy-
nikéw, jak w podanym powyzej przykladzie. Okazemy natomiast, ze kilka-
krotne jej zastosowanie, czyli t. zw. piterowanie“ tego postgpowania,
prowadzi zazwyczaj do corazto lepszych wynikéw.

Zal6zmy, ze luk 4B jest w calym przedaiale <a,b> zwrécony
wypuklodcia w te samg strone. Mogs wtedy zachodzié¢ 4 przypadki: albo
rzedna poczatkowego punktu a jest ujemna a wypuklodé jest zwrécona
na dél, a wige 3’ > 0, jak na fig. 179, lub do gory, jak na fig: 180,
albo rzedna punktu a jest dodatnia a wypukloéé jest zwrécona do géry
lub pa dék

Jezeli y, <0 a y”’ <0 w calym przedziale, jak na fig. 180, to rzedna g
punktu B, o odcigtej & ma taki sam znak, jak rzedna y, punktu B.

Jezeli zastosujemy powtérnie regule ,falsi* do luku 4B,, to otrzy-
mamy przyblizenie: & widocznie lepsze anizeli #; a wige wtedy zatrzy-
muje sig punkt A. Tak samo ma sig rzecz, gdy y, >0 i y” > 0. Jezeli
zad y, < 0 a y” >0, jak na fig. 179, to rzedna 7 punkta 4, o odcigtej
Z ma taki sam znak, jak rzedna y, punktu 4. Wtedy przez zastosowa-

: nie reguly ,falsi* do luku 4,B otrzymamy przyblizenie & lepsze ani-
zeli &, a wiec zatrzymuje si¢ punkt B.

Stad ogélna regula: cheac uzyskaé lepsze prayblizenie anizeli Z, nalezy
zatraymaé ten koniec przedziatu, dla kibrego y ma ten sam znak, co y”,
a zmieniaé drugi punkt.

Wartosé, dajgca lepsze przyblizenie anizeli %, znajdujemy wige
Z Wzoru:

(a)

T —x,

]|

=% — Y

Yy—1Y
jezeli w punkecie o .odcigte] a ==z, jest y, <0 i " <0 lub y, >0
yll > 0.
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. Jezeli za§ w punkeie a ==, rzedna ma znak przeciwny aniseli y”
to lepszg wartoé¢ przyblizong znajdujemy z wzoru: ’
(b) F=g—g2 2

h—Yy
Powtarzajac operacje, zawarte we wzorze (a) w pierwszym przypadku,
a we wzorze (b) w drugim, otrzymujemy corazto lepsze przyblizenia bada-
nego pierwiastka. Mozna wige zbudowad cigg kolejnych, coraz lepszyeh
przyblizen, przez powtarzanie czyli iterowanie tego samego procesu. W § 202
zajmiemy si¢ ogélong metody iteracji dla przyblizonego rozwiszywanisa
réwnan.

W rachunkach praktycznych dogodnie jest czasem przysuwaé takze
drugs granicg przedzialu odpowiednio — uwazajac jednak przy tem uva to,
aby rzedna dla tej drugiej granicy nie zmieniala znaku.

Przyklady. 1) Dla réwnania (4) (str. 620) trzeba bedzie uzyé wzoru
{b), poniewaz:

Yo=10g,03>0 a8 y'=— — <0
‘Obliczamy zatem:

7(355) = log,s 355 — 355 + 3 = 0-000 2284

Wstawiamy warto$ei &= 355 i § we wzér (b), to po wykonaniv pros-
tych rachunkéw otrzymamy:

Okaze sie, ze ta wartoéé ma juz D ecyfr po kropee zgodnych z praw-
dziwg wartoéeis badanego pierwiastka. Gdybyémy cheieli uzyskaé jeszeze
wigkszg dokladnosé, nalezaloby dalej operowaé tym samym wzorem (b),

zmieniajgc W nim tylko £1 7 na iy
2) Wiemy, e réwnanie:

y=z°——4.1:—2.=0

posiada w przedziale (1,2) jeden pierwiastek. Xatwo stwierdzid, ze jest
to przypadek, przedstawiony na fig. 179. Przy pomocy wzoru (213) otrzy-
‘mujemy tu:

2—1

——-————22_(_5)'(—5)=1+2’7="2

2=1
Dalszy rachunek palezaloby przeprowadzié dla przedziatu (12, 2).
Mozua sig jednak ograniczyé do przedzialu (12, 1'6) i wtedy otrzyma

sig przy pomocy Wwzoru (b): Z =1'47. Znowu przysuwamy gorng granico

i operujac przedzialem (1-47, 1'62), otrzymujemy T = 1-5184.

»
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§ 201. Regula Newtona do przyblizonego rozwigzywania réwnafi.

Zakladamy tutaj, tak samo jak w poprzednim paragrafie, ze funkcja
y = f(x) jest dwukrotnie rézpiczkowalna w calym przedziale i ze f” ani
f” nie ss w tym przedziale. nigdzié réwne zeru.

Regula falsi polega na zastapieniu luku cigeiwg. Zastgpujac zas dang
krzyws y = f(x) styczng,
wykreélong z jednego kofi-
ca luku,otrzymujemy dru-
ga metode przyblizonego
rozwigzywania  réwnan,
zwang requdq Newtona
(por. fig. 181 i 182).

Odcigta & punktu,
by X, : X> w ktérym styczna, wy-
ot kreslona z kofica luku AB,
TE=Ed przecina of z-0w, uwaza-
/J’{<0, f(/}())o my za przyblizong wartodé
A Fig. 181. szukanego pierwiastka .

Rachunkowo przed-
stawia sig ta metoda w nastepujscy sposéb. Réwnanie stycznej, przecho-
dzgeej przez punkt A (fig. 182), ma postaé:

1Y ‘

A
l
|
1
I
1
'
1
|
|
I
1
'
4

S
21
=
\
\
\
\
\
\
\

y — (@) = [ () (@ — )

Jej punkt przecigeia z osig x-6w ma spdlrzedne (Z,0); odcigty Z oblicza
8i¢ z réwnania:

0 — flawe) = 1" ()(® — )

a mianowicie:

(214) | £ ==,

Ten sposéb obliczania przy-
blizonej wartoéei pier-
wiastka nazywamy reguiq
3 Fig. 182. Newtona.

Niechaj rz¢dna, nale-
zgca do odcigtej x,, bedzie ujemna a luk niechaj bedzie zwrbcony
wypuklodeig do géry. Widzimy z figury 182, ze przedzial <z, >,
w ktérym lesy szukany pierwiastek, jest rzeczywiscie mniejszy od pier-
wotnego przedzialu <z, ;>>, a wige dolny jego koniec daje lepsze:
przyhblizenie' szukanego pierwiastka, anizeli .
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Jezeli zas luk jest zwréecony wklestoscia do gory, to styczng nalezy
wykredla¢ z punktu B i wtedy regula Newtona przyjmuje postad:

f(x,)
i)

(214 a) =z —

Pierwiastek lezy wtedy w przedziale <z, z>.

Jezeli rzgdna punktu z, jest dodatnia a wkleslos¢ jest zwrécona do
gory, to uzywa sig stycznej w punkeie 4, jezeli zas wklgslosé jest zwré-
cona na dél, to uzywa sig stycznej w punkcie B.

Fakty te, spostrzezone na figurach, udowodnimy, opierajac sig na
wzorze Taylora. Zastapienie luku AB styczng jest mianowicie réwno-
wazne z zastgpieniem funkeji f(x) poczgtkowemi wyrazami rozwiniecia
Taylora, a mianowicie:

y = (@) + (. — )" (2,)
Stad bowiem, kladac y = O, otrzymujemy requé¢c Newtona.

Dokladny wzér.Taylora dla funkeji f(z) ma postaé:

2. )2

Ay = flag) + (@ — 2 ) + E5 7 (@)

przyczem & lezy w przedziale (x,, z). Jezeli z jest pierwiastkiem réw-
nania f(x) =0, to otrzymujemy stad:

o fE)  E—nP )
° () 2 [(=)
Zal6imy, ze w punkeie z, rzedna ;(z,) ma taki sam znak, jak f'(2)
w calym przedziale (jak np. fig. 182), a > z,.

Uwzglgdniajac wzér (214), otrzymujemy:
s =2 )

G 2 £ (o)
g f(x,)
£~—xo_.__f'(-"f'o)
Zatem:
z—& (z—2z) f(§)
BT 2 f(x,)

Prawa strona ma wskutek zalozenia warto$é dodatnis, a wige 2 — & ma
taki sam znak, jak & —z,, 8 mianowicie znak sumy: z—Z & —z, =
— 1z — z,, to znaczy znak dodatni. A wige & lezy migdzy 2 a z, czyli
daje lepsze przyblizenie anizeli z,.

Jezeli wige prowadzimy styczng z tego punktu, w ktérym rzedna
ma taki sam znak, jak f”(z), to uzyskujemy lepsze przyblizenie anizeli
odcigta tego punktu.
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Jezeli to postgpowanie powtarzamy, to znaki utrzymujs sie zawsze
te same, a wigc uzyskujemy przez to iterowanie cigg kolejnych, corazto
lqpszy.ch aproksymacyj. Co wigcej, ten ciag dgzy écidle do sz,nkane
pierwiastka. Jezeli bowiem oznaczymy n-tg wartosé przyblizons, ot:x'z?z

mang przez n-krotne zastosowanie tego procesu, liters z,, to wzér New
tona przyjmie postaé: 5

_fm,)
- ' — f#a)
le;g {z.} jest monotoniczny i ograniczony (wartoscis pierwiastka z) a zatem
zbiezny. Przechodzae do granicy, otrzymamy:

r, =2

11 £g)
99— &

a stad: ')
flg)=0

A zatem granica g ciagu {z,) j RALE: ;
) jest szukanym 3=
réwnania f(z) = 0. yo precwiasticiam « = g dasésd

dUwaga. Jezelibyémy nawet rachunek rozpoczeli od nieodpowiedniego punktu,
np.(;) p}mkt.u A na fig. 181, to juz w nastepnym kroku bedziemy -mieli do czynienia
z odpowiednim punktem, o rzednej dodatniej i £’/ >0 (por. linje kropkowane na

fig. 181).
Przyklady. 1) Zastosujmy regule Newtona do pierwiastka réwnania-
(4) y=log,,z —z+3

z przedzialu (3,4). Potrzebne jest y' = logT,,e_ 1. Dla z=3 otrzymu-

jemy y’(3) = — 0-85524. Zatem przez iterowanie wzoru (214) otrzymujemy:
£ =3+ §217112 = 35H ‘
= 355)
— 355 — ¥ =3
i 4’ (356) 365025
x = 35502602

Tu juz wszystkie zatrzymane miejsca s dokladne.
2) Stosujac metodg Newtona do aproksymacji pierwiastka réwnanija-

f@)=2"—4x—2=0

zawartego w przedziale (1, 2), otrzymujemy:

= f(2) 22

5 7 - it
o T, £111)

T — 71 e R e

§ P = 19082
r = 1621

r, — 151852
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3) Przekonujemy si¢ z latwodcig, np. droga graficzna, ze dla réwuania:
sinz =103z
jedoym pierwiastkiem jest x = 0, drugi lezy migdzy 37 a =, a trzeci mig-
dzy — 7 a —3n Dla pierwiastka z przedzialu <4 7=, > otrzymuje sig:
f() y 0942 :
an).\,BM 3 ~ 24154

Nastepne przyblizenia sa: 2:358h, 23568, 2:35653, 2:356440. Ostatnie ma
6 eyfr po kropce dziesigtuej dokladnych.

D= —

Uwaga. Metodg N e wton a mozna uogdlnié podobnie jak regule nfalsi® albo
przez zatrzymanie dalszych wyrazow we wzorze Taylora, albo tez przez rozwinigcie
funkcji odwrotnej do y = f(x), t. j. x = @(y), w otoczeniu ¥ = ¥, a mianowicie:

2= @)+ — e o) + LS ¢ )+

Stosujge tu znane wzory na pochodne funkeji odwrotnej, otrzymujemy:

1 (y —yo)® [ ()
w=$.+(y—yo)-,—.,—(x—“)— i mof),'}-

Kiadge tu y = 0, otrzymujemy odrazu rozwiniecie pierwiastka w postacl:

= flzy) ) [ ()
T=5 " iy 21 @

Rachupki sg jednak przy tych metodach tak mozolne, ze korzystniejszs okazuje si¢
metoda tteracjt.

§ 202. Przyblizone rozwiazywanie réwnan zapomocs ogéine)
metody iteracji.

Zaréwno kilkakrotne stosowanie reguly ,falsi® jak i reguly New-
tona sy specjalnemi przypadkami og6lniejszej metody, dajace] odraza
ciag przyblizen zbiezny do pierwiastka. AN

Aby t¢ metode sastosowaé do réwnania f(z) =0, przedstawimy je

w postaci f(z)=r — @ (@)= 0. Wtedy réwnanie f(z) =0 przechodzi na:

z= @(z)
Nazwijmy @(z) =2
Ograniczymy sig¢ do ta '
wiastek, w ktérym pierwsza pochodna ¢ ; :
bezwzglednej wartosel od liezby k, spelniajace) warunki 0 < k£ <1, t.]).
(a) '@ <k<1

albo jest stale |¢'(x)] > 1. W tym drugim przypadku odwrotna funkeja
1

x = (2) spelnia zwykle warunek (a), albowiem @' (z) = v @

kiego przedzialu, otaczajacego szukany pier-
(¥) albo jest mniejsza co do

a wige,
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gdy w pewnym przedziale Jest stale |@'(z)] > 1, to |¥'(2)] < 1, zatem
zwykle spelnia sig wtedy takze warunek v (2)] <k <1

Udowodnimy, ze, jeseli przy zatozeniu (a) x, jest preyblizonem roz-
wiqzaniem réwnania f(x) = 0 czyli réwnania x = @(z), to wartosci T
=Q(x), 73 =@(),...,2, = ®(z,1)... 8q corazto lepszemi wartosciami
przyblizonemi, a wch granicq jest seukany pierwiastek réwnania.

Dowéd. Utwérzmy réznice pomiedzy pierwiastkiem z a drugiem
przyblizeniem z,:

T — 23 = @(z) — @(z,)

Na mocy twierdzenia o wartoéci Sredniej otrzymujemy stad:

=t =@E@—2)¢E) <E<z lub 2>f>a.

Poniewaz zas |@'(z)| <k w calym badaoym przedziale, przeto:

e — 2] <o — |- &
Podobnie:

. lo = | <|z —m]- k<o — 2,] . 42
a ogdlnie:

2 — 2| <|z — 2| &
Gdy n— o0, to "> 0 a wiec i |z — z,| >0 a stad wynika, ze:

lim z, =«

Metoda ta prowadzi nieraz bardzo szybko do daleko idaeych przyblizen.

Caly rachunek przy tej metodzie polega na podstawianiu znalezionej war-

todci kazdym razem znowu w prawg strong rownania z = @(x)
Przykiad. Réwnanie:

c. b d o

tgx —z=0

posiada précz pierwiastka z — 0 nieskonczony ciag pierwiastkéw w prze.
dzialach (7, %), (27, %),....(n =, N7+ §)..., jak sig latwo mozna prze-
konaé¢ nawet z pobieinego wykresu.

To réwnanie ma wprawdzie posta¢ z = @(x), a mianowicie:

r=tgx

lecz pochodna tunkeji @(z) = tgz, t. j. jest stale wigksza od 1.

cosizy
Natomiast dane réwnanie mozna napisaé takie w postaci:

= arctgr - mn

Pochodna prawej strony wynosi ﬂ—LF 1 jest stale mniejsza od jakiejé

liczby &, mniejszej od 1, gdy wylaczymy znany nam juz pierwiastek z=0.
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v

Poszukajmy pierwiastka, lezacego w pebliza «, =% =206n
Wtedy trzeba poloiy¢ m =2, a wiec uzyé wzoru;

xr =arctgx + 2n
Stad otrzymujemy kolejno:
x, = 7804, 7, =7121, 2z, = 172528, =, = 772525621, xy ="T172525184...
Tuta) v'(x) ma w poblizu % wartosé  okolo g0, zatem ka gl a wiege
blad maleje w tym stosunku przy kazdym nastgpnym kroku.

Uwaga. Wielokrotne stosowanie metody Newtona jest specjalnym przypad-
; kiem metody iteracji, albowiem rownanie f(x)=0 mozna napisaé takie w postaci:
|t Py i /(@)
, /()
Podobnie i regula falsi, stosowana wielokrotnie, jest specjalnywe przypadkiem metody
iteracji, albowiem rownanie f(#) =0 mozna napisaé.w postaci:

T —x,

fla)— Yo

=T, — Y,

Yol — Z,)
flz) — y,

e ——

{istotnie z tego wzoru otrzymuje sie¢ * — x, = —
ezyli f() = 0). ' , | '

Rozmaite inne metody przyblizonego rozwiazywania rownan mozna znalezé _
w cytowanych juz kilkakrotnie podrecznikach Runge'go-Koniga i Whitta-
kera-Robinsona

czyli f(2) — yo=— o,
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hiperboliczna funkcja 2, 287 i nast.
hipocykloida 80.

Hornera schemat 89.

Hospitala reguta 501 i nast.
Humbert 498.

,Hiitte® 20, 290.
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ldentycznoéé Lagrange’a 481,
ilocayn nieskonezony 143.
iloraz rdznicowy 211, 606.
»  rozniczkowy 235.
interpolacja 21—22, 232—233, 601 i nast.
interpolacyjny wzor 601.

” ., Bessela 615.
” » Lagrange'a 605.
” » Newton'a 608, 616.

=% » Stirlinga 61b.

inwersja 366, 372.

iteracji metoda przybliz. rozw. rownan
631—633

iterowanie 627, 629

Jacobi'ego wyznaeznik 362.

Jahnke 20.

jakobjan 362, 383.
jednoparametrowa gromada linij 528.

Kapitalizacja 281 —283.
kapiéal 281.
kardioida 80, 466, 526, 588.
katakaustyka 574, 586.
kat przestepny f. hiperbol. 292.
Kiepert 498.
Kohler 21.
kolineacja 366.
kolo krzywiznowe (écisle styczne) 549.
konoida Pliickera 197. :
Konorski 57.

Konig 483, 633.

korelacja 23.

korelacji spélczynnik 481.
Kowalewski 509.

kres domy 98.

» gorny 98.

krok sruby 378.

krzywa (zob. tez linja) Gaussa 540.

5 gpodkow 525 i nast.

krzywe rownolegle 526, 584 i nast.
krzywizna 387, 553.

krzywizny promien 549,

,, érodek H49.
kula 360, 379

Lagrange'a identycznosé 481.

metoda czynnika dowolnego
487, 490.

tw. o wartosci sredniej 31D
1 nast.

wzor interpolacyjny 609.

n

1"

Leib 498.
Leibniz 222, 228,
Leibniza szereg na liczbe 7 417.

¥ wzor na pochodna iloczynu 299.
lemniskata 462, 526.
liczba ograuiczajaca 97.
liczby rzeczywiste, urojone, zespolone 9.
Limanowski 482.
limes 102.

, inferior, superior 120.
linja (zob.tez krzywa) algebraiczna 94, 593.
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linjs falowa 275—276.

» geodezyjna 499.

Lissajou 74

» dancuchowa 292

» parametrowa na powierzchni 379.
» Pprzestrzenna 46, 361, 377.

» Srubowa 363, 377.

linje najwickszego spadu 530.

lis¢ Descartes’'a 77, 258, 462, 568, 594.
Loewy 153.

logarytm naturalny 272, 404 i nast., 512.

% zwyczajny 272, 273, 410.

logarytmiczna pochodna 274.

Loria 81, 588.

Luckey b7.

Lafcuchowa linja 292.
laficuchowa regula w rach. rézn. 250, 331
lancuchowe dzielenie 151, 311.

5 ulamki 144 i nast.
Yoomnicki 39, 620.

Machina szereg na liczbe = 418.
Maclaurina wzor 307, 388.
Mangoldt 577.
maximum (zob. tez extremum) funkeji
1 zmiennej 427; f. 2 zmiennych 466;
lokalne 426; niewlasciwe 429, 474.
medjana 458.
metoda Euklidesa dzielenia tafc. 151, 311.
. iteracji 631, 633.
5 najmniejszych kwadratéw 456.
e nieznaczonych spélezynnikéw 419.
miara krzywizny 552, 553.
» lukowa 8.
miejsce zerowe funkcji 7.
. » wielomianu 86.
minimum (zob. tez extremum) funkcji
| zmiennej 427; funkeji 2 zmiennych
466, lokalne 426; niewlasciwe 429, 474.
Mitscherlich 28b.
Montel 498, 544.

Najwigksza i najmniejsza wartosé funkeji
%04, 426.
Neila parabola 657, 570.
Neper 273.
Netto-Dolp 498.
Newton 228.
Newtona regula przybliz. rozw. réwnan 628,
szereg D11.
wielomian 609.
2 wz6r dwumienny 106, 127.
- » interpolacyjny 608, 616.
nieciggloéé 191 i nast.
nieokreélone wyrazenia 135, 136, 138, 184,
600 i nast.
niewladciwa granica ciggu 129 i nast.
5 n funkeji 178 i nast.
» warto&é 500.
niewymierna liczba 12,
" funkeja 84, 92 i nast.
Niklibore 128, 467.
mnomografja 54, 622.

nomogram 54
normalna do krzywej 221,

i » powierzchni 496.
normalne réwnanie 478, 482.

Obraz graficzny 23, 24, 39

obrecz 585. 3

obrot osi ukladu spéirzednych 29.

obszar otwarty 17; spéjny, wypukly, dow-
kniety 18.

d'Ocagne b7.

odbicie w kole 366.

odcieta 24, 38.

odosobniony punkt 566.

odwracanie ukladu funkeyj 369.

odwzorowanie 365, 366, 373, 374.

ortogonalna siatka linij 530,

ortogonalne trajektorje 530, 55b.

08 biegunowa 33.

» odcietych, rzednych 23, 24, 38.

Papier biegunowy 36; logarytmiczny 51.
parabola 8b: 3-go stopnia 85; n-tego
stopnia 86, 223.
» Neila 557, 570.
x regresji 483.
paraboloida eliptyczna 44; hiperboliczna
45; obrotowa 44, b81.
parametrowe przedstawienie funkcyj 72
i nast., 378 | nast.
pas funkeyjny 47.
pek linij b81.
perjod funkeji 83.
Eerjodyczne funkcje 13, 83.
erron 1563.
Peters 21.
7 (szereg nieskonczony) 417, 418.
pierwiastek arytmet., jednoznacznoéé 18.
obliczanie 416—416-

n »

K rownania 7, 86,

B wielokrotny 87, 309.
pierwiastkowy czynuik 87.
Pirani 47.

plan warstwicowy 67, b8.

Pliickera konoida 197,

plaszczyzna, réwnanie 37, 38.

- styczna do powierzchni 326,

337, 339, 340.

pochodna calkowita 321; definicja 216;
funkeyj cyklometrycznych 265 i nast.;
f._biperbolicznych 290; f. odwrotnej 2562
i nast., 302 i nast.; f. przedstawionej
w formie parametrowej 256 i nast., 301,
302; f. trygonometrycznych 259 i nast.;
f. uwiklanej 35b, 357; f. wykladniczej
270 i nast.; f. y=a 240; f. zlozonej
249 i nast., 308; iloczynu 243 —244, 239,

ilorazu 246—247; lewostronna, prawo--

stronna 216, 231, 294; logarytmiczna
274; logarytmu 271—272; niewlaéciwa
216; potegi 245, 247—248, 256256,
276; stalej 240; sumy i réznicy 241—242,
298; wielomianu 248.

l,
h;
i

-

pochodna drugs, trzecia n-ta 295 i nast.
pochodna czgstkowa, definicja 321; dru-
iego rzedu 344; funkeyj uwiklanych

560, 361, 364, 370, 381, 382; f. zlozo-

nej 333, 341; mieszana 343, 346; w do-

wolnym kierunku 336 —337.
podnormalna 221, 521.
podstyczna 221, 521.
podzial zloty 148.

Pogorzelski 89.
populacja 20.
postepy arytmetyczne 611 i nast.
potega o wykladniku niewymiernym 108.
powierzchnia bezpieczenstwa 580.
- walcowa 46, 323.
powinowactwo (affinizm) 366.
prawdziwa wartodé funkeji 500.
prawie wszystkie 102,
prawo najlepszego przyblizenia 160.

- wzragtania organicznego 2831 nast.
predko&é 1, 226—228; katowa 263, 306.
procent skiadany 280—282,
promien krzywizny 549.

” wodzgcy 34.
proporcjonalnoéé odwrotna 89: prosfa 84.
prosta regresji 480.
przedstawienie graficzne funkeyj 23, 39.

s tabelaryczne 8.
przedziat otwarty 8; staloéci 71, 430; wia-

fciwy i niewladciwy 8; zamkniety 8.
przekrgj Dedekinda 98.
przeksztalcenie rzutowe 366.

» zap. promieni odwrotnych

(inwersja) 366.
przestepne funkcje 95—96.

" réwnania 620.
przestepnoéé funkeji wyktadniczej 509.
przesuniecie 27, 28, 365.
przyblizone metody rozw.réwn. 620 i nast.

» wyprostowanie luku kola 505. -

przyporzgdkowanie 12.
przyrost.funkeji 187, 233, 326.
przyspieszenie 1, 228,
punkt izolowany 566, B69.

»n katowy 294.

» odosobniony 566.

» Osobliwy 356, 409, 463; 522, 664.

» podwdjny b64

»  potréjny 564, 572.

» przegiecia 432, H38.

» siodlowy 471, 567

» undulacyjny 539.

»n wezlowy b65, H68.

»n  wielokrotny 564.

» zwrotu 566.

Rachunek catkowy 556; rézniczkowy 217,
235; warjacyjny 499, '
redukt ulamka lafcuchowego 146.
» poboczny 153.
regresja 480,
regula falsi 623 i nast.
reguta Hospijtala 501 i nast.

regula Newtona 628 i nast.
reszta wzoru interpolacyjnego 618.
E »  Taylora 385; Cauchy’ego,
Lagrange'a, Schlémilcha 390.
Robertsona prawo b4l1.
Robinson 22, 615, 633.
Rollego twierdzenie 313, 549.
Rothe 207, 498.
rozwijajgca (ewolwenta) 513, Bbb.
rozwiniecia funkeyj 395—419.
rozwinieta (ewoluta) 555.
rownania normalne 478, 483.
réwnanie algebraiczne 273, 309, 509.

. linji 24

< normalnej 221, 524.

" plaszezyzny 38, 39—42.

" ” stycznej 339.

o przestepne 620.

= rézniczkowe 278, 279, 283, 284,

286, 298, 304, 305, 527—530.

i stycznej 220, 523 —524.
rownolegle krzywe 526 i nast.
rownosci symboliczne 133, 134, 136, 609.
réznice pierwsza, druga, r-ta 606,
rézniczka 234.

2 czastkowa 324.

» zupelna 324 i nast.

- wyzszego rzedu 295 i nast.

» zupelna wyz. rzedu 350 i nast.
rézniczkowa geometrja 521.
rozniczkowanie graficzne 22b i nast.

o numeryczne 238.
ruch jednostajny 212; jednostajnie przyspie-
szony, opdzniony 229; niejedn. przyép.,
opodzniony 229; krzywolinjowy 229.
Rudzinski 488.
Runge 47, 483, 615, 633.
Ruziewicz 201.
rzedna 24, 38.
rzut cechowany 57, 58.
» ukoény rownolegly 39.

Sallin 498.
Salpeter 498.
Schlomilch 390, 498.
Schwerdt 57.
Sierpinski 163, 166, 207, 511.
signum 11.
siodfowy punkt 471, 567.
skala funkcyjna 47 i nast.
skok 193.
Snelliusa prawo 463.
Sohncke 498.
spadek 84. 210 i nast.

» stycznej 220, 522.
spiralna Archimedesa 36.

» logarytmiczna 535.
spodkéw krzywa 525.
spolezynnik kierunkowy 211.

. korelacji 481.

o regresji 480, 481.

,, zalamania $wiatla 452.
spélogniskowe linje 2-go stopnia 532.
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spélrzedne biegunowe na pl. 33—34.
5 w przestrzeni 381,
» dwubxegunowe 37.
eliptyczne 37, 369, b32.
spolrzc;dne krzywolm_]owe 368.
» prostokgtne na pl. 23.
rzestrzeni 37.

frednia arytme\':‘yczna. 4ug) 49b; geome-

tryczna 466, 495; harmoniczna 457
drodek cn;zkoéc) 475 479 ; krzywizny 549

symetrji 28.
srubowa linja 363, 377.

pow1erzchma 63, 64.

Steckel 128.
Stegemann 498.
Stemhaus 128, 457, 48b.
Stirlinga wzor interpolacyjny 614 —615b.
stopien korelacji 481

»  2zdgzenia funkcji do zera 165.
stozek kolowy 43.
strofoida 590.

styczna (plaszezyzna) 326, 337, 339, 340.

»  (prosta) 220 i nast., 521 i nast

styczno$é wyzszego rzedu 386, 546 i nast.

suma szeregu nieskonczonego 140.
szereg asymptotyczny 511.
S geometryczny 141.
Leibniza 417.
Machina 418.
Maclaurina 393.
Newtona 414.
nieskonczony 139.
rozbiezny 140.
Taylora 392.
zbiezny 140.
szerokosé geograficzna 379.
szybkoéé wzrastania funkeji 209, 211—215,
220.

3 3 3 3 33 3

Tabelaryczne przedstawienie funkeji 18

i nast.
tablice wartosci funkceyj 18—23.
»Technik“ 20.
torus 585.
trajektorje ortogonalne 530.
" ukosne 533.

Uklad lewej, prawej reki 38.
p  rownan lm_]owych 603.
»  8pbirzednych 23, 33, 37.
ukofne teajektorje 533.
wamek lafcuchowy 144 i nast.
undulacyjny punkt 539.

Van der Waals 543.
Vessiot 498, D44.
Vivanti 498.

Vliak-Vega 21.

Vogr. 4

War]acy_]ny rachunek 499. Ve
warstwice 8, 484, 529. ,;(,U’L-

wartodé¢ bezwzgledna 10.

3 iloczynu nieskoniczonego 143.
» szeregu nieskonczonego 140.
warto$¢ ulamka lanc. niesk. 145,
Watson b11. -
Weierstrass 232.
wektor 229.
wezel linji krzywej 565, b67.
Whittaker 23, 511, 615, 633.
wielkosci skalarne 229.
wielomian 86.
> interpolacyjny 602.
» Newtcena 609.
» Taylora 385.
wierzcholki linji 561.
peku linij 581.
Wlt.kowskl 544.
wkleslosé 535.
wykres funkcji 1 zmiennej 23 i nast
. k- 2 zmiennych 39 i nast.
,, P odwrotnej 71.
2 zlozonej 32.
wymlerna funkecja 84, 86, 89.
liczba 12.
wypuldosé 535.
wyraz dopelniajacy wzoru Taylora (zob.
reszta) 385, 390.
wyrazenia nieokreslone 500 1 nast.
wyréwnanie szeregu punktow 477 i nast.
wyroznik formy kwadratowej 471
wysokosé 38.
Wysocki 4
wysuwka logarytmiczna b0.
wyznacznik 603.
a fnnkeyjny (Jacobi’ego) 862, 370
wzor Eulera 333.
» interpolacyjny zob. interpol. wzor.
" Lagrange’a (dla wart. éredniej) 317.
. Leibniza na n-tg poch. ilocz. 299.
» Maclaurina 307, 388, 390, 394, 398,
400, 405, 412, 416, 424.
» Taylora 308, 384, 391, 423 —424.
wzrastanie organiczne 280—287,

Yule 482.

Zagadnienie interpolacji 600.
zakres istnienia funkeji 13, 26.
.~ wartosci
zasdb wartoéci ciggu 100.
zbiezny cigg 102.
zbiér 13, 15, 97 i nast.
» nieograniczony 97.
» ograniczony 97 98.
Zimmerman 22.
zmiana jednostki 29.
zmienna zalezna i uniezaleina 7.
Zoretti 498.
zwrotu punkt 566.

Zylitiski_201.

Loy

A=

Spis rzeczy.
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CZESC L

O funkcjach i granicach.

Rozdzial L

Str.
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Pojeclie funkcji. Sposoby przedstawiania funkcyj. Podziat funkcyj-
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§ 22.

Ustep 1. Pojecie funkcji.
. Pojecie funkeji jednej zmiennej
. Pojecie funkeji zloZonej

Pojecie funkeji dwoch i wiecej zmiennych

Ustgp II. O sposobach przedstawiania funkecji.

Tabelaryczne przedstawienie funkeji .

Graficzne przedstawienie funkeyj _]edne_] zmiennej przy uzyeiu, spolrze,dnyeh

prostokatnych na plaszezyinie .
Przesuniecia

Zmiana jednostki .

Graficzne dzialania .

Wykres funkeji zlozonej .
Spéirzedne biegunowe . 2L P
Spoirzedne prostokstne w przestrzeni

Przyklady graficznego przedstawiania funkeyj dwoch zmlennych

Skale funkeyjne .
Nomogramy
Plan warstwicowy

Przedstawianie funkeyj zapomoca wzoréw matematycznyeh Forma wyraina

Przedstawianie funkeji w formie uwiklanej
Funkecje odwrotne

. Przedstawianie funkcyj w parametrowej formie .

Ustep III. Podgzial funkeyj. Funkcje elementarne.
. Rozmaite zasady podzialu funkeyj . .

Funkcje catkowite wymierne S
O zerowych miejscach wielomianu . .

6
14
16

18

23
27
29
31
32
33
37
39
47
62
b7
59
60
64
72

81
84
86
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§ 23. Funkcje ulamkowe wymierne . . . . . . e e B S el s R e O e
§ 24. Funkeje niewymierne . . . . . . . . . . . J e L e Nl TR TG Rachunek rozniczkowy.
Rozdzial V.
Rozdzial IL S b
Pochodna i rozniczka funkcji jednej zmiennei.
O ciggach nieskonczonych i ich granicach. &6 i ij kcji JP hod :
§ 2. 0 niektérych wlasnoéciach zhioréw liezb . . . Aoy, e T2 97 . Ustep l~. Szyblf.osc Wzrasta.nfa unkcjl. Fochodna.
§ 26. Definicja ciagu i zaséb jego wartosci S F e R e e 10D § 60. Badanie wzrastania funkcji zapomocs préb P b o e 20D
§ 27. Granica ciagn . . . . R S Rty T o L T e R S R ) § 61. Szybkosé wzrastania funkeji linjowej . . R PR R O | |
§ 28. Twierdzenia o Eranicgohcipgn R Sl S A i 103 § 62. Szybkosé wzrastania dowolnej funkcy Deﬁnlcja pochodne_] i e 2
§ 29. Definicja granicy w arytmetycznej postaci . . . . 110 § 63. Przyklady obliczania pochodnej wprost z definicji . < . . .. . L. S917
§ 30. Twierdzenie o ciagu zlozonym z bezwzglgdnych wartoécl Wyrazéw danego § 64. Geomotryczna interpretacja pochodnej . B e s TR S
ciagun . . . . I o ami R IER § 66. _Graﬁczne rozniczkowanie . . . . . . . . . . o el o 295
§ 31. Granica gérna i dolna. Zasada szeznoécl Cauchy R e s § 66. Mechaniczna i_nnerpre.taqfa HOChOdneJ PR SR N TR A s ;gg
§ 82. Arytmetyczne dzialania, wykonywane na cmgach zbieznyeh . . . . . 122 § 67. Warunek konieczny istnienia pochadneyy = 1o s L B RS LR
§33 0 niewladciwych granicach ciagébw . . S e :zg Ustep II. Réiniczka i jéj zastosowaiie.
§ 34. Arytmetyczne dzialania dlz;l mewlaéclwych granic cn}géw A e e o § 68. Dofinicja réiniccki . . . | o e e e T
g gz (())nlleskonczl(])nychksz;regac h g ; Sl 143 § 69.-Geometryczne przedstawienie rézmczkl S G 1 oo, 1 e SR
- O iloczynach nieskoficzonyeh . . SUa e s IS S £ A b I ch e SR
§ 37. O nieskoficzonych ulamkach laﬁcuchowych N sl e 2l s A1 A § 70. Zastosowanie réiniczki w rachun przy y
§ 38. Prawo najlepszego przyblizenia zap. ul. laﬁcuclmwych e Lelimarie T L S0 Boettinl $1
Rozdzial III Ogoine reguly rézniczkowania funkcyj jednej zmiennej.
O granicach funkgiji. g 71. Pochodna :taz:j il 31 0 O S S R ol TR e s :443
T X 2 (27 Poehodust fonkelilg=@s " Sl = o0 e N
639, Defigicja graniey fankeji: . o . Lol L L oL e N e R 575 Postiit oistiy 1 RROR. . o e e e g
§ 40. Twierdzenia o granicach funkeji . . . e R s L Pochodns Hocsgon o : o i 14, e S A
=51, Oaionqiis twinndeon. o grasigpch funkcy_] AR SN N2 5 Kt § 75. Zachowanie sie stalych czynmkow przy réimczkowamu R S e
§ 42. Stopien zdazania funkeyj do zera. . . : S SRR L S (0 § 76. Zastosowanie wzoru na poch. flocz. do poteg § wielomisnbw . . . . . 4
§ 43. Definicja granicy funkcji przy pomocy merownoécl of o e Lw BT S R T6h 8 77. Pochodna ilorazu. . . g A 0 D7 ¢ eter ot S| MR
§ 44. Pojecie granicy dla funkeyj dwéch zmiennyeh . . . . . . . . . . 170 § 78. Pochodna funkeji zlozonej GEAT B e L SN X 5 R R ¢
A0 gruieeh fptnomigngeh ;. . o LR e 17; § 79. Pochodna funkecji odwrotnej . . . . . S T N D )
§ 46. Granica funkeji, gdy zmienna niez. dqzy do + o8 lub do PRl § 80. Pochodna funkcji przedst. w formie parametrowe_; R A s R Dh8
§ 47. O niewladciwych granicach funkeji . . . VN e R 78
§ 48. Arytmetyczne dzialania dla niewladciwych granic funkeyj . . . . . . 181 b il
Rozdzial IV Pochodne elementarnych funkcyj przestepnych.
: . . 259
j 81. Pochodne funkeyj trygonometrycznyeh. . . . . . . . . . . .
h ciagtych. § )
AP flmk(;)iiﬁ.lr‘lkC.laC ciggiyc T § 82, Pochogne :untcyj cyt;ogneitry(?znych. RN e e L i :g«;
- Dehnic) 3 ik Oyin ol B g et MRS R LT SIS 3 83. Pochodna funkeji wykladniczej. . . . . . . . . . . . ., . .
§ 60. Ciaglo&é elementarnych funkeyj . . . . o . . . . . . . . . . 188 g e A L B B g
§ bl. Ciggloéé funkeyj zlozonych . . . . . . . . . . . .. .. .. :g(l) .§86. Pt odte- Tiat e et Sl Fa T T
§ 62, Uwagl o funkojach nieciggly BB e e el ntien s 194 § 86. Przyklady na poch. funkeyj wykl i logarytm;cznych e gt e e z;:
AR Cigaleit. jeintiuonng . 2 SRR A\ e 196 § 87. Réwnanie rézniczkowe funkeji wykladniczej ¥ L e R AR e %
£ oTiail Sllerl S, § Bl zmlennych R R 198 § 88. Zastosowanie funkeji wykl. Wazrastanie ,orgadiczne®. . . . . . . . v
8 56. Praechodzenio funkeji ciaglej praez wartodé zero . . . A § 89. Wzrastanie wedlug prawa Mitacherlicha . . . . . . . . . . . . s
§ 66. Przechodzenie funkeji ciaglej przez dowolng wartosé poérednu; &by o 2, ST TR SR - R SR G o as
§ 57. O oigglokei funkeyj AERIIIED . v AT 204 § 91. Funkeje hiperboliczne i ich pochodne . . . . A8 el il e e
§ 58. Najwicksza i najmniejsza wartosé funkeji. . . . . . . . . . L * 208 § 92. Obliczanie pochodnej funkcji, okreglonej dwoms wzorami . . . . . .
§ 59. O jednostajnej cigglofei . . . . . . < ¢ ¢ . .0 e . 4. . .

41
Rachunek rézniczkowy i calkowy. X
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: § 125. 3 funkeje dwoch zmi b, pod formi iklanej i ich pochod e
_ : i unkcje dwéch zmiennyeh, podane w' formie uwiklanej i ich pochodne
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Spis wazniejszych, dostrzezonych omyiek
i brakéow.
3 wiersz 13 od dolu zamiast 06931 ma byé 06931
13 6 , . po stowie: funkcje dodaé: (por. str. 61—62,
przyklad b)
201 5 , gory zamiast 1909 ma byé 1933, wyd. 2
28 , 10 , dolu e R e T
39 gttt N podreczniku ma byé podrecznikach
» na kofcu ostatniego wiersza dopisaé: (Warszawa, 1928); F. Leja. 3
Geometrja analitycena i poczatki geometrji ré3- ol
niczkowej (Warszawa, 1934). 3
41 wiersz 2 od dolu skresliéc stowo: najogélniejszego
47 , 13 , goéry po slowie: Lipsk dodaé: 1915 ‘
50 , 1 , dolu , , Lwéw , 1911 :
4 8 , gbry zamiast y ma byé =
80 n 5 n n n T:p g &
8 3 5 5 po stowie: wiec dodaé tgx
81 9 , . zamiast dwukrotnym ma byé wielokrotnym
B »n 11 5, opuicié slowa: réznych lub réwnych
8 , 20 , , zamiast réwnania stopnia » ma byé réwnanie
stopnia co najwyzej n 3
88 , 20 , , zamiast dla » ma byé dla n
9 , 1, dolu n it . on H8
198 - el ot » Jakie zpaczenie ma ma byé co zvaczy (s
,, - = i R »  znaczenie ma byé , co znaczy
B0 S e T » znaczkw , | wskainiku
g, 17T , géry » Jjest ona mniejsza ma byé wmoina jg
uczynié mniejszg
i § i SRR 3 » ., eamiast |[a,| —gl| mae byé |ja,] — gl
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n
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n
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272
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310
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314
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r. 133 wiersz 15 od dolu zamiast wyrazow ma byé granic

‘5 5

n n = n . AR
» 0a koficu wiersza po 0 dopisaé kilka kropek ..
» 2amiast lhims(k) ma byé lim s(k)
k— 00
) n Px P n n PP
3 . 0-0042 o 0042
” n Bzereg n n clag
n n y5 n n xb
3 : przez zastosowanie ma byé proba
zastosowania

p 2amiast wypadnie ma byc daje

1 1
M e R
goéry »  punkt » n poczatek w

n n a<l » n 0<a<1
dola  , @y, , @ty
» po stowie: réwnoczesnie dodaé: okolo osi 2
géry zamiast koniecznym ma -byé istotnym
n n y="7r"(x) n n ¥y =r(z
n Po sdowach: pochodna jest doda¢:  jak la-
two stwierdzié,

dolu zamiast x — 0 ma byé. h— 0
gory n —4 » » —#
»  wprowadzi¢ ma byé wyprowadzié

*dofu - »pochodna mie istnieje dla“ ma byé:
wzér na poehodnsg nie stosuje sig do
gory po y=log,(— x) dodaé: dla £ << 0
dolu po stowie: algebraicznego dodaé: (t. j. réw-
nania @, + a,x + a,x2* +...4 a,z* = 0)
o spblezynnikach calkowitych.
» 2amiast loga ma byé log,a
gory n bec 5 5 bee
dolu » 1, wyrazone w formie parametrowej
ma byé: 1; w formie parametrowej wyrazamy
to kolo zapomoca réwnan §==cosf, n=sin$
géry na kohcu wzoru ma byé uwv™ zamiast ue¥
zamiast r(r—1)(r—2)... ma byé ()r(r—1)(r—2)...
5 r(r—1)r—2). , , Qrir—1)r-—2).
n (89) » » (88)
po v=0 dodaé: jak latwo si¢ mozna prze-
konaé przez hezposrednie obliczenie z defi-
nicji pochodnej.
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395
397
426

426

436
437
449
450
477
489

wiersz 2 od géry przekredlié stowa: »W skonczonej formie%

5 2 , dolu po R,(z,a) opuscic kropk:
5 7 n 80ry zamiast ,ciagle* ma byé: w punkcie a i w jego
otoczeniu

» 10 5, zamiast R,(x) ma byé. R,(x,)

> 9 , dolu s 8126 . . §135
zamiast 15 1 14 wiersza od dotu ma byé: Jezeli wartogé funkeji
w jakims punkeie jest najwieksza wsrod wartosci z odpowiednio
zaciesnionego, lecz obustronnego otoczenia tego punktu, to te
warto$¢ nazywamy mazi- 2
wiersz 4 od dolu po stowach: noa fig. 118% doda¢: w prze-

dziale <¢, d>

gory opuscié stowo ,monotonicznie®
n n n n ”Zasl“

n o 2amuast: wydajnosé ma byé: moc

3

n n n n n

n
» dolu S b,
n n opuscié (171)

n n b




