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Druk: Drukarnia Diecezjalna Sw. Krzyza w Opolu — R 14327

ROZDZIAL XXI

Szeregi nieskoriczone
Ustep I ‘
SZEREGI LICZBOWE

§ 267. Wstepne wiadomosei o szeregach liczbowyeh I funkeyjnyeh

Zaréwno w elementarnej jak i w wyiszej matematyce mamy czesto
do ezynienia z szeregami nieskoficzonymi,

Szereg nieskofiezony otrzymujemy z kazdego ciggu nieskoficzonégo:
aq Apy Ggy Agy. oo @y -

laczac jego wyrazy ze soby znakiem dodawania:

an a,+a2—}—a3+...+a,,+...=2a.

=)

Utwérzmy cigg sum czgdciowych:

51 =@y, $3=0y a,,
3w apnpify -Hag . - 52=0 03+ a3+ ...+ a,

R R O g T S G T U e TSI e g 9 e e

Jezeli ten cigg {s,} jest zbiezny, tj. posiada skoficzong granicg s, to sze-
reg nazywamy zbieinym, a liczbe s Dazywamy wartosciq lub sumaq tego
szeregu (por. tom I, § 35). Jezeli ciag {s,} nie jest zhiezny, tj. nie po-
siada skonczonej granicy, to szereg (II) nazywamy 7rozbiesnym.

Jezeli wszystkie wyrazy @, ciggu (I) sa liczbami stalymi, to sze-
reg (II) nazywamy szeregiem licebowym, jezeli zad s funkcjami jedaej
lub wigcej zmiennych, to Szereg nazywamy szeregiem funkcyjnym.

Prayklady takich szeregéw spotykamy juz w matematyce elemen-
tarnej. Tak np. z ciagu, Zwanego postepem arytmetycenym (por. tom I
§ 196), otrzymujemy liczhowy szereg, zwany szeregiem arytmetycznym.

‘Biorge pod uwage postgp arytmetyczny pierwszego rzedu, tj. taki w kté-

Rachunek ré-zniczkpwy i catkowy. T. IIIL E .3
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rym wszystkie rdénice sgsiednich wyrazéw majs stals warto
mujemy nastQpujacy seereg arytmelycany pierwszego vegdu:
ay (04 &)+ (ay+ 20) + ...+ (&, +(n — Dd) ...

Suma czesciowa s, takiego szeregu ma wartodé:

sn—_zg(a,—}—a,,)=g(2a1—{-(n——vl)d)

W § 196 tomu I podano wzér na n-ta sume czeiciowa takse dla sza-
regu. arytmetycznego wyzszego rzedu (tom I, wzér 206, sir. 612),

Z postepu geometrycenego, tj. z takiego eciggu, w ktérym wszystlio
tlorazy sasiednich wyrazéw maja staly wartod g, otrzymujemy szere

geomelrycany:
atagtadt... a4
Suma czedciowa s, takiego szeregu ma wartosé:

9"—1_
q—l

A3~

S, =0
Jezeli tutaj g uwasamy za liczbe stala, to szereg geometryezny jest sze-
regiem liczbowym, jezeli za§ ¢ uwazamy za zmienng, to mamy do ezy-
nienia z szeregiem funkeyjnym.
W analizie wyzszej spotykaliémy réwniez rozmaite szeregi, jak np.
nastgpujace szeregi liczbowe, przedstawiajace hczby e % m log, 2:

‘_1+11+21+31 Tt G 1)1"‘

1 e 1
Zﬂ=1——g+5—‘7‘+.-+(-— 1) 1212—_]-.--!-....

2t 1 1 1 ”_11-J~
log. 2=1—g+z—g+. .+ =1y 4.

Szeregi Taylora i Maclaurin'a sg przykladami szeregéw funkeyj-
nych, jak np.:

u—l mwn
"_1+1l+z'+s'+ b 2‘7'
lub: : 5
2 P ]
log(14a)=3—F +% —... 4 (— -4

Z funkeyj trygonometrycznych buduje glg szeregl postaci:
¥ ag - (a, cos @ - by sin x) -+ (agcos 22 -} bysin 22) 4- ... 4=,

-}—(a,,cosnx—l—b,,sinnw)—l—..._—_%na—}-g a, cos ko -+ b,sin k)

8

awane szeregami trygonometrycenymi. Ogéluie z kazdego ciagu funkeyj:
L), fy (@) (=), .. 1 (2),

mozna zbudowaé szereg funkeyjny, laczac ze soba wszystkie wyrasy
tego ciagu zpakiem dodawania:

@ + L) + @+ +LH+ .= S @

Zajmiemy sig najpierw szeregami liczbowymi, wlasnodei ich bowiem
o3 piezbgdne do zrozumienia wlasncdci szeregéw funkeyjnych

§ -268. O koniecznych i dostateeznyeh warunkach zbieznoSei sze-
regow liczbowych

A) Zbieznosé ciqgu sum czesciowych {s,} jest warunkiem koniecanym
1 dostalecenym zbicinosci szeregu. Rozstrzygnigcie, czy dany szereg nie-
skoficzony jest zhieiny czy tez rozbiezny, Jest zatem latwe w tych oie-
licznych wypadkach, gdy potrafimy znalezé® doé prosty wzér na sume
ezgsciows,

«1) Tak np. dla szeregu arytmetycenego pierwszego rzedu jest:

lim g, =lim § (2e, +(n — 1)d)) =+ 00 dla d=0 i @ >0

n—>0o0 2~ 00 . d < 0
zatem ten szereg jest rozbieiny. Podobuie okazuje sig, ze szeregi arytme-
tyczne wyzszych rzgdéw sg rozbiezne.

2) Dla szeregu geometrycznego jest:

g —1
Qi
Stad wynika (por. tom. I, § 8), ze szereg geometryczny jest zbieiny
tylko dla |¢g| <1 i ma wartoéé:

= — oo

S

3) Zbadajmy zbieznodd szeregu:

i. 2+2 d+5 4+ +n(n—|—l) 2kk+l)

zwanego szeregiem Brounckera. Sume czesciows tego szeregu mozemy

_ przedstawié w postaci-

L2

n(n—{—l) (
i H“r:s/ g

- l*

= ettt
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Wobeo tego:

s=Ilims, =1
R—>00

Szereg Brounckera jest wige zbiezny i ma wartosé 1.
4) W szeregu:
1—14+1—-141—...

sumg czgéciows jest:
P R o s R RS

Dla parzystego # = 2m jest wige s, =0, a dla nieparzystego n=2m -1
jest g, = 1. Ten szereg jest wigc rozbieiny.

Te przypadki, w ktérych sig tak prosto przedstawia wzér ogélny na
sume czeciowa, nalezg do rzadkich wyjatkow. Zwykle badanie szeregéw
ta droga jest bardzo ucigzliwe. Wobec tego uciekamy sig do ogdlnych
twierdzen o granicach ciggéw i stosujac je do ciggu {s,}, wyprowadzamy
rozmaite jego wlasnodci, ktére pozwalajg nieraz w bardzo prosty sposdb
rozstrzygnaé kwestig zbieznosei szeregu nieskonczonego.

B) Stosujac do ciggu {s,} ogdlng zasadg zbieinosei Cauchyego
(por. tom I, § 31), otrzymujemy nastgpujace twierdzenie.

Konieczanym i dostatecznym warunkiem zbieinosci szerequ jest, aby do
kaidej dodatniej liczby € moéna bylo dobraé takq liczbg N, Zeby si¢ dla
wszystkich n > N i dla wseystkich naturalnych p spetniata nierdwnosé:

(1) - e ls"-l-ﬂ —S,,I < &

czyli:

[0ty + rnt+ ... F ] < &
Przyklady.
1) Zbadajmy przy pomocy tego warunku zbieznoéé szeregu:

1 1 1 1
atmtmtetat

dla ktérego nie znamy dogodnego wzoru ogélnego na sumeg czgSciows S,
Tworzymy:

1 1 1
I.5'1|-|-p—'s,,|-=(n_-l_l)z—l-'(n_l_z—)'—z‘—l—..-""''(-;lTi_—p—)2
stad: -
lopis — 82] < b A o : =
Rt n(n+1) mFhm+2) " T mtp—1wm+p

=e“mi4y+@il_niﬁ+””+@+;"l_"iﬁ=
1 1

= —

n Tt

B

e

)

Cheac nczynid praws strong mniejsza od dowoloej dodatniej liczby e,
wystarczy obra¢ n > N = lz Wtedy bowiem jest:; < &, a wige tem bar-

dziej :—l— -, < & Warunek (1) spelnia sig zatem dla weszystkich pa-

n—+p
turalnych p, gdy n > N= %, a to dowodzi, ze badany szereg jest zbiezny.

Jakkolwiek wiec nie znalezlismy wartoci (sumy) tego szeregu, to jednak
wiemy, ze ta wartosé istnieje i jest jaka$ skonczong liczba.
Uwaga . Okazemy pézniej (por § 293 2), ze zachodai bardzo ciekawy zwigzek

miedzy wartoéeia tego szeregu a liczbg 7, a mianowicie, ¢e ten szereg ma wartosé § @l

2) Zbadajmy szereg:
1 1 1 1

ewany szeregiem harmonicznym Obierzmy w oieréwnodei (1) pe=n
1 utwérzmy:
1 1 1
LSS Sn|='n—+—l +n——‘_*_2+--~+m

Ostator dodajoik prawej strony Jest réwny ?17‘, wezystkie zad inne sg

wigksze od ?171' a zatem:

1 1
|sn+n—sn|>n'2_n=§
Biorae ¢ = } widzimy, Ze nieréwnoé¢ (1) nie spelnia sig dla wszystkich
p, a mianowicie nie spelnia sig dla p=nm, jakiekolwiek obralibyémy . To
dowodzi, ze szereg harmoniczny jest rozbieiny.
Szeregi, oméwione w praykladach 1) i 2), sg specjaloymi przypad-
kami szereg6w.

1 1 1 1
3) ptetsttat

awanych szeregami { (s). Okazaliémy zatem, e szereg [ (2) jest zbiesny
a szereg ( (1) rozbiezny. Zbieznosé tych szeregéw dla faoyeh s oméwimy
poZniej.

Szereg nieskoficzony :
(III) Ty == Oy + Gpys + Cnys+ ---
otrzymany z danego szeregu przez opuszczenie n poczatkowych wyrazéw,
nazywamy n-tg resely szeregu:

(IN) a1+a2+aa+---+0n+an+1+an+z+~--

Do kazdego szeregu nalezy wigce caly ciag reszt: 7y, 7g,... Ta.-o
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Jezeli szereg (II) jest zbiezny i ma wartosé s, to cczywisele:
8§ =3, + Tn
Stad:
Y, =8 — 3,
a wisc:

limy,=s —limsg,—=s—s=0

n-—>& n—»00
To znaczy: jeseli szereg mieskoriczony jest zbieiny, to cigg jego resat dgiy
do zera.

Resztg 7, mozemy takie okreslié jako blad, ktdry popelniamy, bio-
rac zamiast dokladnej wartosci szeregu jego m-ta sume czesciows. Prazy
rachunkach liczbowych, opartych na szeregach nieskoriezonych, badanie
reszt ma szezegdlnie wielky doniosiogé. MieliSmy sposobnosé przekonad
sig o tym w rachunku réiniczkowym, w rozdziale poswigconym szere-
gom Taylora i Maclaurina (por. tom I, str, 388 i nast.).

§ 269. 0 niektérych komiecznych leez niedostatecznyeh warunkach
zbieznosei szeregéw

Wiemy, ze kaidy ciag zbiezny musi byé obustronnie ograniczony
(por. tom I, § 27, str. 103). Jezeli wige szereg nieskoriczony jest zbiezny,
to cigg jego sum czesciowych musi byé ograniczony, tj. musi istnieé taka
liczha 4, ze:

Is.l < 4
dla wszystkich n.

Ograniczono$é sum ezesciowych jest wige koniecznym warunkiem
zbieznosci szeregu, lecz bynajmniej nie dostatecznym.

Tak np. w szeregu:

e AT
cigg sum czgdciowych jest ograniczony, sumy te majg bowiem wartodci
0 lub 1, a wige w kazdym razie jest:

ls.) <2

a mimo to, jak wiemy, jest ten szereg rozbiezny. Warunku tego nie
mozna zatem uzyé, bez zadnych dodatkowych zalozen, do rozstrzy-
goigeia zbieznodei; natomiast mozna go z pozytkiem uzywaé do rozstrzy-
gnigeia rozbieznodci. Jezeli sig bowiem okaze, ze cigg sum czgéciowych
nie jest ograniczony, to szereg jest napewno rozbiezny.

Drugi taki konieczny lecz niedostateczny warunek zbieznosei nie-
skoficzonych szeregéw otrzymujemy, badajae wprost same wyrazy a, sze-
Tegn;. a nie jego snmy czgsciowe.

I tak oczywistym jest, Ze:
Uy =8, — Sp1
Jozeli szereg jest zbiezny, to zaréwno s,—>s jak i s,_,—>s, a wige,
stosujge tu twierdzenie o réinicy granie, otrzymujemy:
limag,=s5—3s
n—->00
czyli:
limag,=0

n-—>ro0
To znaczy: w kaédym szerequ zbicinym wyraz ogdlny daiy do zera. Twier-
dzenie to wynika takze odrazu z twierdzenia B z poprzedniego para-
grafu, jezeli polozymy we wazorze (1) na str. 4 p=1. Jest to zatem
warunek konieczny zhiesnofei, lecz bynajmniej nie dostateczny, jak to
wynika z nastgpujaeych przykladéw.
1) Zbadajmy szereg:

log(l +%)+iog(1+%) —I—log(l —I-%)—l-...—l—log(l +71;)+...

Wyraz ogélny tego szeregu dazy do zera, albowiem:

n—>00 n—»oo

il
lim @, = lim log (1 -~ ,—z)zlog 1§=—0)

Pomimo to ten szereg jest rozbiezay, jak latwo okazaé, obliczajge
bezposrednio jego sumeg czgsciows:

sn=log[(1 +—i—)(1+%)(1+%)(1 +%)]=

2050 4 n 41
ol SN el . == . |
_.lng<1 e ) oz o 1)

Otéz:
lim 5, =1im log (» 4 1) =+ o0

n—>o0

a- wige badany szereg jest rozbiezny.
2) Wiemy, ze szereg harmoniczny:

Lf b g gt 4o

jest rozbieiny, jakkolwiek w tym szeregu =7 — 0.

Warunek: a,—>0 nie wystarcza zatem do rozstrzygnigela zbieze
nodei, natomiast niespelnianie sig tego warunku dowodzi rozbieznosei
szeregu, Tak np. w szeregu geometrycznym o ilorazie g =1, a o wy-



8
razie poczgtkowym a, réinym od zera, thamy a,==a,, a wigc takie
lim a, =@, 540, a zatem szereg geometryczny jest dla ¢ = 4 1 roz-

biezny. Dla g = —1 wyraz ogélny takze nie dazy do zers, lecz oscy-
luje pomigdzy — a; a + a,, a wige i w tym praypadku szereg jest roz-
biezny. Dla |g] > 1 wzrasta |¢”| nieograniczenie, a wige i la.] =] ey ¢" Y
wzrasta nieograniczenie, a nie dazy do zera. Szereg geometryczny jest
wige rozbiezny dla |g| = 1. Natomiast wiemy, ze jest on zbiezny dla |g] < 1.

Uwaga. .Dla szeregu geometrycznego ‘warunek konieczny: @, — 0 jest zarazem
warunkiem dostatecznym, albowiem @, =a,¢*? d3iy do zera tylko wtedy, gdy
Jgl <1, a wiee gdy szereg geometryczny jest zbiezny. PoniewsZ w matematyce ele-
mentarnej omawia sig zazwyczaj tylko ten jeden rodzaj szeregéw zbiesnych, przeto
poezatkujgey w studium analizy popelniajg czesto ten blad, Ze uwazajs warunek
a,—> 0 za dostateczny takie w ogélnym przypadku. Oméwione powyziej przyklady
1) i 2) wykazujg naocznie blednoéé tego mniemania.

Wobec niedostatecznosei warunkéw |[s,|] << 4 i a,—> 0 postaramy
si¢ wyprowadzié rozmaite warunki dostateczne dla zbieznosci szeregéw.
Najprosciej przedstawia sig to zadanie dla szeregéw o wyrazach dodat-
nich, totez zajmiemy si¢ najpierw wylscznie takimi szeregami. Jezeli
wszystkie wyrazy szeregu sa dodatnie, to sumy czgéciowe wzrastajg mo-
notonicznie. Wobec tego szereg o dodatnich wyrazach jest albo zbieiny
(do skotficzonej granicy) albo rozbiezny do niewlasciwej granicy - oo.

Warunek [s,| <4, ktéry byl dla dowolnyech szeregéw tylko ko-
niecznym warunkiem zbieznosei, jest dla szeregéw o wyrazach dodat-
nich zarazem warunkiem dostatecznym. Wiemy bowiem, ze ciag {s,} mo-
notoniczny i ograniczony jest zbiezny (por. tom I, str. 105). Dowodzi to
prawdziwosei nastepujacego twierdzenia.

Jezeli w szeregu o wyrazach dodatnich ciag sum cegiciowych jest ogra-
niczony, to szereg jest zbieiny. :

Jezeli A4 jest liczbg, ograniczajges z géry wszystkie sumy ezeéciowe
8, to i granica tych sum, czyli wartosé s szeregu, nie ‘przekracza tej liczby.

§ 270. Majoryzowanie szeregéw o wyrazach dodatnich

Z twierdzenia, dowiedzionego na kofcu poprzedniego paragrafu,
wynika bardzo wazna i czesto uzywana metoda badania zbieznoei sze-
regéw o wyrazach dodatnich, a mianowicie poréwnywanie dwéch
szeregbw. Jeieli wszystkie wyrazy seeregu o wyrazach dodatnich (lub
nieujemnych):

a+agtag+...4a,4 ...

9

(o ktérego zbiezoodci nic nie wiemy) nie przekraceajq odpowiednich wy-
razéw szerequ zbieinego o wyrazach dodatnich (lub nieujemuyeh):

by 4+ bg+bg4 ... +bu 4o
{0 i pierwszy szereg musi byé zbieiny. .
Dowéd. Wedlug zalozenia zachodzi dla kazdego naturalnego % nie-

réwnosé:
a = b

Niechaj s, oznacza sume czedciows pierwszego a #, drugiego szeregu.

Musi byé zatem takze:
G =1t

Nazwijmy liters ¢ warto§¢ (sume) drugiego szeregu; poniewaz ciag {t.}
jest monotoniezny, przeto musi byé #, =1, a wige takze

=t

Ciag {s.} jest monotoniczny i ograuiczony, a wige jest zbiezny, a zatem
takZe pierwszy szereg jest zbieiny, c. b. d. o.
Ten drugi szereg nazywamy majorantq pierwszego szeregu; mé-
wimy, ze drugi szereg majoryeuje pierwszy. ;
Podobne kryterium poréwnawecze odnosi sig do szeregéw rozbiez-
nych o wyrazach dodatnich a mianowicie, jezeli wszystkie wyrazy szeregu:

ay+aytazs ... Fat...

(o ktérego zbieznodei nic nie wiemy) nie sq mnicjsze od odpowiednich
wyrazéw szeregu rozbienego o wyrazach dodainich:

A e N T R ) e e

to takie i pierwszy szereg jest rozbieény. : n
Dowdéd. Jezeli szereg o wyrazach dodatnich jest rozbiezny, to ciag
jego sum czgéciowych {f} jest nieograniczony, zatem do kazdej dowolnie
wielkiej liczby L da sig znalezé takie N, zZe dla wszystkich &> N
spelnia sig nieréwnod¢:
e
Poniewaz za$ jest-s, = %, przeto takze:

s, > L-
a to dowodzi, ze ciag {s;} jest nieograniczony a zatem rozhiezny. Wo-

bec tego i szereg: @, 4 ay ... jest rozbieiny, c.b.d.o. Obydwa te
twierdzenia mozna wypowiedzie¢ w nastgpujacej postaci: szereg o wyra-
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zach nieujemnych, dajacy si¢ zmagoryzowad szercgicm zbieinym, jest
zbieiny, szereg zas, magjoryzujgcy rozbieiny szereg o wyrazach nieujem-
nych, jest rozbiedny.

Tych twierdzen uzywa sig ezesto do badania zbieznosei, a miano-
wicie pordwnuje sig badane 21 z innymi szeregami, ktérych zbiez-
nodé lub rozbieznodé zbadalismy poprzednio na innej drodze, np. z sze-
regiem geometrycznym, harmonicznym, z szeregiem { (2) lub z szeregiem
Brounckera.

Jeszeze wazniejsze jest posrednie zastosowanie tych twierdzen do
badania zbieznodei, a mianowicie wyprowadzimy z takiego poréwnania
szeregbw pewne proste, bardzo praktyczne kryteria, ktére pozwolg roz-

strzygnaé kwesiig zbieznodei w bardzo wielu przypadkach.

Przyktady ma bezposrednie zastosowanie twierdzelt 0 inajory20waniv
szeregdw o wyrazach dodatnich.

)] Zbadajmy zbieznosé dowolnego rozwinigela dziesigtnego, ulamko-
wego, nieskoriczonego. Takie rozwinigeie jest szeregiem me""onezonym
1 tak wiadomo, ze jezeli to rozwinigcie jest periodyczne, to mozna je
pojmowaé jako szereg geometryczny. Rozwinigeia dziesigtne nieperiodyczne
s takie szeregami nieskoficzonymi, lecz juz nie geometryeznymi. Tak
np. rozwinigcie nieperiodyeczne:

0-3733773337713333 ..

mozna przedstawié w postaci szeregu nleskonczonego:
3 1 3 3 1
wtietie Tt o T
Ogélng postacig' takiego rozwinigeia jest:

0:c;¢5¢5C4 <
czyli;

+10;+103+ +,Ok+

Cyfry ¢, tego rozwinigeia spelniajg warunki: 0 = ¢, < 10.
Poréwnajmy badany szereg z szeregiem geometryczr_lym:

10 e 10 g .
10'1u~'1 10*"
o ilorazie g = . Ten szereg geome&!’*f’:zzzy o wyrazach dodatnich ma-
joryzuje badany szereg, albowiem zawsze spelnia sig nieréwnosé
Cp 1
108 T 10%

»

o
Szereg geometryeany o ilorazie ; jest zbiezny a zatem i badany szereg
jest zbiezny do jakiejs skoniczonej liczby. Stad wynika, ze kazde dowolne,
nieskonczone, rozwinigeie dziesigtne ulamkowe przedstawia jakas liczbe
(nie ‘moze wige wartosé tego rozwinigeia ani rosnaé nieograniczenie ani
oscylowad)

2) Zbadalismy szereg (s) dla s=1 i s=2. Zbadajmy zbieznoéé
takich szeregdw takze dla innyeh wartosei s.

a) Dla s>2 jest i*=4% dla wszystkich paturalnych %, zatem
i:;g/lz Wyrazy szeregu §(s) s3 wige wazystkie niewigksze od wyra-
zéw szeregu [(2), ktéry jest — jak wykazaliimy — zbiezny. A wige
i szereg {(s) jest zbiezny dla kaidej wartosei s> 2.

b) Dla s< 1 jest k*=k! dla wszystkich amaturalnyeh %, a wige
il
= = k
26w szeregu harmonicznego, ktéry jest — jak to juz poprzednio zbada
lismy — rozbieiny. A wige i smereg [(s) jest rozbiezny dla wszyst-
kich s < 1.

‘¢) Nie wiemy jeszeze, jak sig zachowuje szereg {(s) dla:1<s<2
Tutaj juz uzyjemy ionej metody, a mianowicie wykazemy, Ze cigg sum
czgécinwych jest wtedy ograniczony.

Cheae oszacowaé sume czgsciows s,, obieramy s tak wielkie, aby
2" > n. Wtedy:

Wyrazy szeregu ((s) sa zatem wszystkie niemniejsze od wyra-

aéw;ﬂ+@ﬁ%¢w%+g+é+a+

+...+((2,1_1)3+(2,.1+1) +etHE Ty )

Kazde wyrazenie w nawiasach powigkszy sig, jezeli Wszystkle mianowniki
zastapimy mianownikiem pierwszego ulamka z kazdego nawiasu, a wige:

wcrr (bbb v

e (@% +(71——1)++(—2—l:17)

czyli:
9r—1 i 1 1
8<1+2.+4s+ +(2,.1 1+§ET+Z§:T+"'+(2—_»-—'1)9—1

Po prawej stronie mamy sumg czgSciows szeregu geometryeznego O po-

czatkowym wyrazie 1 1 o ilorazie 2—51_—,, mpiejszym od 1 (bo s>1), a ta
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suma nie przekracza wartosci calego, nieskoficzonego geometrycznego sze-

regu o tym samym ilorazie, a wige:

sn<—ll— =‘
]-—2‘;—_,

Stad widzimy, ze ciag sum czesciowych badanego szeregu jest ograni-
czony, a wige badany szereg o wyrazach dodatoich jest zbiezny Zbiera-

jac razem wyniki badania szeregdw ({(s), widzimy ze te szereg) sg
zbiezne dla s> 1, a rozbiezne dla s = 1.

§ 271. Kryterium (ilorazowe) d'Alemberta

Opierajac s1¢ na twierdzeniach o poréwnywanin dwéch szeregéw
o wyrazach dodatnich, wyprowadzimy z nich rozmaite dogodoe waruok:
dostateczrie dla zbieznosci 1 rozbieznosci, zwane kryteriam: zbieznoser lub
rozbieznosc _

Najprostsze z nich, zwane kryterium d’Alemberta, polega na ba.
dapiv ilorazéw sgsiednich wyrazéw, tj. pa badaoio ilorazdw:

an+| Q,

Jezeli wyrazy szeregu stale maleja, to jest stale Beiy <1 To jedoak oie
a

n

wystarczy do zbieznodei, nawet wtedy, gdyby te wyrazy malaly monoto-

niczoie do zera, jak to widzieliimy w szeregn harmoniczoym.

Jezeli jednak .wyrazy szeregn malejg tak szybko, ze ten iloraz jest
stale moiejszy od jakiego$ stalego ulamka wlasciwego I, to zobaczymy,
ze szereg jest zbiezny. Wystarczy nawet, jezeli to zachowanie sig wy-
razéw rozpoczyna si¢ dopiero od pewnego wskaznika N, albowiem za-
chowanie sig skoficzonej liczby wyrazéw nie wplywa pa zbieznogé — po-
dobnie jak w ciggach nieskonczonych.

Zalézwy zatem, ze dla wszystkich > N spelnia sig nieréwnos¢:

Sl e 1

a wige.
onyy = lay
angy S layyy = BBay
anys < Pay

. . .
. . .
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Wezystkie zatem wyrazy szeregu: anst + Anga + anga ... DiO przekra-
czajs wyrazéw szeregu geometrycznego:

ayl Fay B4 ayl® 4 ...

o ilorazie I, przyezem 0 <! <1 Poniewaz taki szereg geometryczny
jest zbiezny, przeto takie szereg:

anp -+ One + anys + -

jest zbiezny. Dolgezajae za§ do niego skoficzong sume N poczatkowych
wyrazdw, otrzymamy szereg:

“1+"2+---+“~+a~+1+a~+2+---

ktéry musi byé takie zbiezny: ] . .
UdowodniliSmy zatem prawdziwosé nastgpujacego twierdzenia, zwa-

nego kryterium d’Alemberta. Vi ;
Jeseli w szeregu o wyrazach dodatnich spetnia sig, pocequszy od jas

kiegos wyrazu, stale warunek: '

(4) L T |

n
te len szereg jest zbiezny. . : :
Raz jeszcze jeduak zaznaczamy wyraznie, ze ten iloraz nie ma

przekraczaé stalej liczby ¢ muniejszej od 1, a nie wystarcza, gdy ten iloraz
nie przekracza liczby 1 (jak sig to np. dzieje w szeregu barmomczr.lyn'l).

Jesels iloraz sqsiednich wyrazéw speinia stale, poczquszy od jakie-
go$ n==N, warunek:

@ppy

=1

©) >

ceyli @pp = ay, lo szereg Jest rozbieiny (albowiem jego wyrazy nie
daza do zera, nie speluia sig wige oméwiony w poprzednich paragrafach
konieczny warunek zbieznosei).

Prayktady.
1) Zbadaé zbieznosé szeregu:

1 | 1 1 1
1+ gtgtgt o tammtate

Tutaj:
T ST

zatem:

Api .
a, n!
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Poczawszy od n=2 jest:

€@,

1A

<1

a,

a wige badany szereg jest zbieiny; ulamkiem, ktérego nie przekracza

tloraz v, ., a,, jest to l==1.

2) Lbadajiny zbieziosé szeregu.

EhEes SR

o,
n
Tutaj:

cn+l n

a,,_H (}_ n

B a1 o T

e < ¢

Jezeli liczba ¢ jest dodatnim ulamkiem wlasciwym, tj. jezeh:
iz 0<e< 1

to badany szereg jest zbieiny. Jezeli ¢ =1, to kryterium d'Alemberta
nie pozwala na rozstrzygnigcie, czy szereg jest zbiezny, czy tes rozbiezny.
Wtedy jednak badany szereg jest szeregiem harmonicznym, a o tym sze-
regu juz wiemy, Ze jest rozbiezny. ‘

3) Sprébujmy zastosowaé to kryterium do szeregu §(2), tj. do szeregu:

1 1 | 1
wtatat-tht.

n-l—l n £
a, (n+ ]) ik

Tutaj:

Iloraz ten jest wprawdzie mniejezy od 1, ale zbliza sig do | dowolnie,
pie zatrzymujac si¢ przed jakim$ ulamkiem stalym. Wobec tego kry-
terium d’Alemberta nie da sie do tego szeregu zastosowaé, Wiemy
za§ z § 268, Ze ten szereg jest zbiezny.

Z ostatnich dwéch przykladéw widzimy, Ze kryterium d'Alem-
berta nie wyczerpuje wszystkich mozliwosci. nie rozstrzyga bowiem

PR

zhieznodei w przypadku, gdy < 1, w ktérym szereg moze byé roz-

a
biezny (jak np. szereg harmoniczry) lub zbiezny (jak op. szereg £(2)).
Ponadto kryterium d’Alemberta nie da sig takze wtedy zasto-
sowaé, gdy iloraz a,,, : a, oscyluje, stajac sig raz wigkszym a drugi raz
mniejszym od 1.
Tak np. szereg:

1+29+¢4+2¢°+¢° ...

e S S S R

——

o 92
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( <1 jest niewgtpliwie zbiezny, albowiem jego wyrazy
wyrazéw zbieznego szeregu geometrycznego

2429422+ 2¢°+2¢'+-.

(/PN . . : (e .
Toraz —*! przyjmuje w badanym szeregu naprzemian wartosel 2¢ i §;
a

n

pomewaw g> 4, to 2¢> 1, poniewaz zas ¢ < 1, to ¢ < L. A wige iloraz

nt1 jest naprzemian wigkszy od 1, lub mniejszy od i, nie utrzymauje
ﬂ

sig zatem stale ani ponizej !=1}, ani powyzej L. Nie mozemy zatem do
tego szeregu stosowaé kryterium d’Alemberta. .
Szezegdlnie prostym przypadkiem kryterium dAlemberta jest

praypadek, w ktorym iloraz —ai dasy do jakiejs granicy g, tj gdy istoieje:

(6) - fim et g

n—>00 a,.

Jezeli granica gy ciggu ilorazdw a{';’H jest mniejsza od 1, to badany szereg’
jest zbieiny, jezeli g=>1, to szereg jest rozbiciny, jezeli zas g=1, fo szereg
moge byé zardwno zbicsny jak i rozbieiny.

Dowdd. Wskutek istnienia granicy ¢ da sig dabra¢ do kazdego:
dodatniego ¢ takie N, ze dla wszystkich n > N spefnia si¢ nieréwnoé:

(i P i
e £ "
| Eh

cayli: J
: < "—*»‘——9<+é

Jezeli g <1, to bierzemy pod uwage nieréwnosé:
aﬂ
e

Obierzmy takie ¢, aby bylo g+ e <<l Oznaczajac g+ ¢ liters l,.

mamy:
@nt1 =i} w

Spelnia si¢ zatem warunek pierwotnego, szerszego kryterium, a wige
badany szereg jest zhiezny.
Jezeli zas g>1, to kladge g—1=¢>0, otrzymujemy % nie-
réwnosei:
PR}
bt g

n
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nierdwnosd:

g—s <2t
czyli:

a
g-gp LB
a wigo:
Gepy
a, =

To zaé dowodzi rozbieznosei danego szeregu.
Najozesciej uzywa sig wlasnie tej nlimesowej* formy kryterium
dAlemberta, jednakze pierwotna forma jest szersza, obejmuje wigeej

przypadkéw, albowiem iloraz a—(’;ﬂ moze sig utrzymywaé stale pomig-

dzy 0 a 1 <1, nie dazac weale do granicy, lecz oscylujac pomigdzy 0
a I: szereg i w tym wypadku jest zbiezny.

Preyktad na zastosowanie kryterium d’Alemberta, w specjalnej
formie ,limesowej“.

Wiemy, ie szereg geometryczny:

¢+ ¢+ e+t Ft -

jest zbiezny, gdy 0lg<l1. Utwérzmy nowy szereg, powigkszajge znacznie
jego wyrazy, a mianowicie:

g+2¢°+43¢ +adgt . Fngt 4.
lub jeszéze silniej:
'g—|~2°‘g?+3“93—1—4“9*—}-...-]—91“9”—}—...

gdzie & jest dowolnie wielka stala liczbg dodatnia.
Zbadajmy, czy ten nowy szereg jest zbieiny. Utwoéramy:

a ont1 G
tim %24 = i @D i g (P =g

n—so @ n—>oc q n—>o n

Stad widaé, ze dla 0 < ¢ <1 nowy szereg jest =zbiezny, a dla ¢ >1
rozbiezny. Dla ¢ =1 szereg jest rozbiezny, albowiem wtedy a, nie dazy
do zera, lecz wzrasta nieograniczenie. Widzimy wige, ze ten szeéreg za-
chowuje sig pod wzglgdem zbieznodei tak samo jak szereg geometryczny.
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. § 272. Kryterium (pierwiastkowe) Cauchy’ego

Poniewaz kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga zbieinosci spe-
regu we wszystkich przypadkach, przeto staramy sig wyprowadzié jakies
inne, ogdlniejsze kryteria. Jednym z takich kryteriéw jest nastgpujace
kryterium Cauchy’ego.

Jeseli w szerequ o wyrazach dodatnich spelnia sig poceqwszy od ja-
kiegos wyrazu stale warunek:

(0 Va.= i<t
to szereq jest zbiegny, jegeli zas
®) Va, =1

to szereg jest rozbiezny.

Dowdd sprowadza sig tu takze do pordwnania z sseregiem geomm-
tryeznym. I tak, w mysl zalozenia pierwszej czgsci twierdzenia, spelpiajs
sig poczawszy od jakiegos§ N nieréwnosei:

N_.._..

Vay st czyli ay <V
N+1
V“N+1 =! r O S pa

A wige wyrazy szeregu: ay 4 ayy; -+ ... nie przekraczajs wyrazéw sze-
regu geometrycznego: [N - (Nt1 4 ... o ilorazie I < 1, a zatem szereg:
ay 4+ ayyy -+ ... jest zbiezny; wobec tego i pierwotny szereg: a; +- ag -+
+...4 ay_1 + an + angy ... jest zbieiny. &

Jezeli za$ Va,, =>1,toi @,=1 a wige nie spelnia si¢ konieczny
warunek zbieznosci: a, — 0. Wtedy zatem badany szereg jest rozbiezny.

Przykiady.

1) Zbadaé zbieznodé szeregu:

1 1 1
T R Tt
Tutaj jest: Ja,= % =7l—l < L poczawszy od n=23. Wobee tego badany
szereg jest zbieiny.
2) W szeregu:

1 1 1
(g 2P+ Gogap T T (o T

Rachunek rézniczkowy i catkowy. T. HI. 2
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jest:
l - ——
= Tog(n - TFF
a wige:
Ve I i
Voy= ————— < < 4
z I = logm—+1
(leg(n+1)'+e ~ BOTD

poezawszy od n =100, gdy zasady logarytméw jest 10, a od n=16%
gdy zasadg jest b. Wobec tego badany szereg jest szez',n_.y.'
Specjaloym przypadkiem tego kryterium, najezeseiej w praktyce

uzywanym, jest praypadek, gdy Va, dazy do jakiej$ granicy g. Jedeli

granice g wyragenia Va, jest liczbg mniejszq od 1,. to badany szereg ‘.]est
ebieiny, jegeli g > 1, to szereg jest rozbiezny, a jegeli 9= l., to to -kryt.ermm
nie rozstrzyga zbieénodci, albowiem istnieja zar6wno zblei'ne jak i roz-
biezne szeregi, dla ktdrych ten ostatni warunek s%q spelnia. Dowéd na
to, %e to kryterium wynika z pierwotnego kryterium, przeprowadza sig
tak samo, jak w przypadku kryterium dAlemberta.

A wigo w przypadku: lim Va, =g < 1 mamy zbieznosé
. - e e Tt iy ] E rozbie'z'naéé

a praypadek s n n on=1 Jjest watpliwy.

Przyklad.

Zbieznosci szeregu:

g+2¢+ ¢+ 2¢ +... (prayczem § <g<1)

nie mozna bylo dowiedé przy pomocy kryterium d’Alemberta, moina
to natomiast uezynié przy uzyeiu kryterium Caachy’ego. I tak, gdy »
jest liczbg nieparzysta, to:

Va,=Vg=q<1

a gdy = jest liczba paraysta, to:

Il‘ n ﬂ_ l
Va.=V2g=qV2=4q-2"
W obydwu przypadkach jest:
lim Ja, = ¢ < 1

n—>co
a2 wige szereg jest zbiezny. T o
7, tego przykladu widzimy, Ze istniejy takie szeregl, ktérych zhiez-
nofci nie iwoina stwierdzié przy pomocy kryterium dAlemberta,
a moina ja stwicrdzié przy pomocy kryterium Caueh y’ego.

e
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Uwaga. Udowodniono natomiast, ze zawsze, gdy kryterium d’Alemberta da
sig zastosowad, to takie i kryterium Cauchy'ego pozwala« rozstrzygngé kwestie
zbieznosci. Wobec tego kryterium Cauchy'ego jest istotnie szersze, rozstrzyga bo-
wiem w wigkszej ilofci wypadkow anizeli kryterium d’Alemberta. Nie mogge tu
wnikaé w te subtelne dowodzenia, odsylamy interesujacego si¢ takimi kwestiami czy-
telnika do znakomitego podrgcznika K. Knoppa, pt. Theorte und Anwendung der
unendlichen Reihen (Berlin, Springer 1981, str. 285 i nast), ktéry traktuje wyezer-
pujaco o tych i podobnych kwestiach.

Kryterium Caueh y’ego mimo to nie wyczerpuje jeszeze wszystkich
przypadkéw. Tak np. nie mozna przy pomocy tego kryterium stwierdzié
zhieznodei szeregu {(2). Dla tego bowiem szeregu:

1 1 1
ntatot gt
mamy:

n

Y (S NI
lim I/—E’:hm o % it (por. tom I, str. 616).
n—>00 n n—>00

Poniewaz wige g =1, przeto na podstawie kryterium Cauchy’ego
nie mozna orzec niczego o zhieznofei tego szeregu.

§ 273. Kryterimm Raabe’go

Obmyslono rozmaite inne, jeszeze szersze kryteria, z ktérych po-
damy tu jeszeze jedno, wystarczajgce dla badania szeregéw, spotykanych
w praktyce, a misnowicie kryterium Raabe’go.

Widzielismy, ze nie wystarcza do stwierdzenia zbieznosei, jezeli
Coyy : ‘ , Lvarg k
—1 < 1, natomiast okazemy, 4 wystarcza, jeseli -2t <1 — =, gdy k>1.

ay = n

4 n

Dokladniej wypowiada sig to kryterium, podane przez Raabe'go,
w nastgpujgcy speséb. '

Jezeli w szeregu o wyrazach dodatnich spelnia sig od pewnego n=N
poczanszy wierdwnodl:

(9) dnin §1—-’£ przy k> 1
@, n
to szereq jest zbiezny, jeseli zas
(10) LD TR
(o = n

to seereg jest rozbiceny :
Dowdd. Poldimy k=1- @, to @ > 0. Dla. » = N spehnia si¢ nie-
réwnodé:
@v"ﬂ<1 = _I‘i:l_ i_i
ay = N NN
g%
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a stad:

]VaN_H § ]V((N T Qg &5 o ay
a wige:

(N—1)ay— Nay, =caay

Kladae =N 1, N+ 2,...,n, otrzymamy:

Nayyy — (N4 1ayy = aayy,
N+ Doagye — (N+2) Ayig = COny,
=aa,

(n—1)a, —na,y,
Dodajge obie strony tych wszystkich nieréwnosei, otrzymujemy:

(N—Nay—na,p,=clay+ay, -+ ...+ a,) = a(s, — snvy)
Stad:

(N — Day na,y, <(N— Day

Sn — SN—1 = a a a

S, < M@ SN~

a
Prawa strona jest skonczong liczby stalg Z, poniewaz N jest stale

obrane. Zatem:
s, <L

Cigg sum czesciowych jest ograniczony, a wige badany szereg o wyra-
zach dodatnich jest zbiezny.

Drugg czgsé kryterium, dotyezacs rozbieznosei, udowadniamy z dru-
giej nieréwnodei, Kladae w niej kolejno n=N, N -+ 1,..., otrzymujemy:

AN Sl i
ay = N
a stad:
N—1a
aN+Ig(__—]V)—1

Nazwijmy stalg liczbe (N — 1)ay litera [, to:
l

aN-H ==3 N

Dla n= N1 otrzymujemy:

21

a stad na podstawie poprzedniej nieréwnosci

NG l
aN+2 == ‘yv_{_ 1 N+ 1
i podobnie: !
Ins= N9

.........

Wyrazy badanego szeregu sq niemniejsze od wyrazéw szeregu:

l l l
vtypit T

Szereg ten za$ jest rozbiezny, albowiem jego suma czgéciowa:

1 1 1 1
Hyt rrtwps ot v

jest wielokrotnoseig czeseiowej sumy szeregu rozbieznego, otrzymanego
z szeregu harmonicznego przez opuszezenie skorczonej liczby poczatko-
wych wyrazéw.

W specjalnym przypadku, gdy istnieje granica wyrazenia (%i'—‘ — l)n,
przyjmuje kryterium Raabe’go nastgpujace forme: jeieli istnieje granica
lim (a—"—t' —1
n—>0oa \ all
k < L. a watpliwym pozostaje przypadek, gdy k= 1.

Dowéd, ze to ciasniejsze kryterium wynika z pierwotnego kryterium,
przeprowadza sig tak samo, jak w przypadku kryterium d’Alemberta.

Praykiady.

1) Widzielismy, Ze zbieznosci szeregu {(2) nie mozna rozstrzygngé
ani przy pomocy kryterium d’Alemberta ani przy pomoey kryterium
Cauchy’ego. Sprébujmy zastosowaé kryterium Raab e'go.

)n = —k, to szereq jest zbiesny dla k> 1, rozbieiny dla

Tworzymy:
&ﬂz(—nlmz( n )Zz nt e Tl R
a, z n—+1 nt-2n 41" nd42n 41
(gn_ﬂ_l RN s
a, ) o 2n1T 1424 1%

fim (glﬂ—l)n=—-2

>0\ A,

Poniewaz k=2 jest wieksze od I, przeto badany szereg jest zbieiny.
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2) Zbadaé zbieznodé szeregu:

11,1.31,1.3.61
I+ggteyastaders
1.8.6...2n—3) 1 1.3.6...2n—1) 1
+‘“+2-4-6...(2n-2)'2n-1+ 2.4.6...2n '2n+1+"'

Uwaga. Szereg ten otrzymnuje sig, kladge @ =1 w rozwinigein funkeji aresin @
(por. tom I, str. 419, wzér 147). Mozna okazaé, Ze ten szereg przedstawia arcsin 1,
czyli liezbg § 7. :

Tutaj jest:

2n — 1 1 ___4n‘3—4n—|-1
2n  2n4-1 4n*-2n

@it 99 —1).
= 2n—1)

Stosujge kryterium dAlemberta (w formie limesowej), otrzy-
malibyémy:

n—>0n 0,

a wige zbieznosé nie bylaby roustrzygnigta.
Natomiast stosujae kryterium Raab e’go, otrzymujemy:
(c_z,,_ﬂ_l % =4n’—4n—|—1—4n9—2n n__——Gn—l— 1 _—6+;:
) 4nt2n T and2 T 442

s wige: _
a-»o0 \ 0,
k=%> 1

To zaé dowodzi, ze ten szereg jest zbiezny.

§ 274. CGalkowe kryterium zbieznoSecl

Przy badaniu zbieznodei szeregéw o wyrazach dodatnich cenne
.uslugi oddajg calki niewlasciwe.

Jeseli wsaystkie wyrazy szeregw o wyrazach dodatwich:

‘ ao+ta+...4+a,+...

sq réwne wartosciom, kidre prazybiera dla ®=1,2,...,n,... funkeja f(),
malejgea monotonicenie, tj. jezeli: . :

ay =f(”) 3

.
s
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to scereg jest zbiciny wiedy i tylko ivtedy, gdy calka nicwlasciwa

.ff(m)dm

jest zbiesna, tj. gdy ta calka istnieje i ma skonezong wartosé, np. 4.

Dowdd. Dla g, zawartych w przedziale <k— 1, k>, jest f(#) =/(k)==a;
wekutek monotonicznegd malenia tej funkeji. Dla @ zad§ z przedzialu
Zky k41> jest f(x) < f(k) = a,, a zatem:

ff(m)dmgjagdmza‘

R=1

&41 k41
ahdw=0k> f(x)d@

Razem wige jest:
R41 k
(2) ff(w)dwéakEff(w)dw
k—1

Dodajmy do siebie stronami takie nieréwnosci dla k==2,3,...,n, to
otrzymamy.

(@) /Tf(w)dm§az+aa+---—I—auéff(w)dw

2 1

Stad wynika, ze:

g o ey S +ff(x)dw<a1+ff<x>dx

00
Jezeli calka niewlasciwa ff‘(z) dr jest zbiezna i ma-wartosé 4, to
i

s, < ay -+ 4, a to znaczy, 46 ciag sum czesciowych badanego szeregu
o wyrazach dodatnich jest ograniczony. To zas dowodzi, Ze ten szereg
jest zhieany. Odwrotnie: jezeli badany szereg jest zbiezny, to z lewej
strony nieréwnosei (n) wnioskujemy, Ze calka niewlasciwa jest zbiezna,
Istotnie wtedy jest: : :

n+4-1
a1+ f(x)dx=<=01+a2+'9°+anzsa
3 2
ozyli; i
2y a1

a —l-ff(‘acmh-—ff(x)daags~
1 3



a wieo:

n41

f@)de < s, — a —|—/f z) dz

Poniewas cigg {s,} jest ograniczony, przeto i cigg calek f [(x)dr. jest

2
1
o]
*

ograniczony, a to dowodzi, ze calka niewlagciwa [f(x) dx jest zbiezna.

Istotnie wige zbieznosé calki niewlasciwej ff'(x) dx jest koniecznywm

i dostatecznym warunkiem zbieznodci badanego szeregu o wyrazach do-
datuich. Twierdzenie to mozna bardzo jasno przedstawié w postaci geo-
metrycznej.

Niechaj linia krzywa na fig. 1 bedzie obrazem funkeji f(x), 2 war-
todei jej dla #=1,2,...,n,... niechaj beds wyrazami a,, a,,..., q,,...
szeregu nieskodezonego. Pole

Y zacieniowanej powierzchni,
przedluzonej w nieskonczo-
nosé, przedstawia warto§é
calki niewladciwej:

oc £
/f(m) de
0 i

" Fig. 1. Pole schodkowatej figury,

obejmujgeej pole zacienio-

wane, przedstawia warto$¢ szeregn a; -- a, 4 ...} a, —}— ... a pole
figury wewngtranej wartosé szeregu ay - az -+ ... 4 a, 4 .. i

Otéz widocznem jest, ze jezeli pole zacieniowane ma wartoéé skon-
ezong, to takze pole wewnetrznych schodkéw jest skoniczone i odwrotnie,
Jezeli figura, obejmujaca pole zacieniowane, ma pole skoficzone, to i figura
zacieniowana ma pole skoficzone. To zaé dowodzi prawdziwosei dowie-
dzionego poprzednio twierdzenia.

Przykiad.

Zbadajmy zbieznosé szeregu:

i { 1
Blez? Bheat ot ahan

Wy‘mzy tego szeregn sg mniejsze od wyrazéw szeregu harmonicznego,
mie mozemy wige z gory orzec, czy ten szereg jest zblezny, czy tez roz-

biezn bny.

-

- e

R,

- 95

Wyrazy te otrzymujemy z funkeji:

E= i
/@ xloga
malejgcej monotonicznie, kladac @ =2,3,...,n,...
Zbadajmy catke niewladciwa:

do : dw
- == lim
zlogw n-voa z log @
2
WY o : dw 5
Uzywajac podstawienia log @ =, otrzymujemy = dt, a wigc:

n logn

dw dt
_ /w el S log t' loor(log n) — log (log 2)
log?2

Stad wynika:

: da
lim f—— = -} oo
n—so0 ) & 10gw
2
Poniewaz ta calka.niewladciwa jest rozbiezna, przeto w mysl calkowego
kryterium takze badany szereg jest rozbiezny.
Pozostawiamy eczytelnilkdwi stwierdzenie, Ze szereg:

- 1
2log“2+3log“‘%+ +77log n+ o

jest zbiezny, jezeli e > 1.

Istniejy takie szeregi, dla ktérych Zadne z oméwionych tutaj kry-
teriéw nie rozstrzyga kwestii zbieznosei. Wobee tego zbudowano dalsze
kryteria, stosowalne do szerszych klas szeregéw. Poniewaz jednak w za-
stosowaniach praktycznych rzadko spotykamy takie szeregi, dla ktérych
nie wystarezylyby oméwione tutaj kryteria, przeto nie bedziemy si¢ tu
dalszemi kryteriami zajmowali.

§ 275. Szeregi liezhowe o wyrazach o dowolnyeh znakach.
Szeregi bezwarunkowo i warunkowo zbiezne

Jezeli wyrazy szeregu majg rozmaite znaki, np. sg naprzemian do-
datnie i ujemne, to do badania ich zbieznosei nie mozna uzywaé bez-
podrednio kryteriéw, ktéresmy poznali dla szeregéw o wyrazach dodat-

nieh. Czesto jednak mozna sprowadzié badanie zbieznosei takich szeregéw.

do badania szeregéw o Wyrazach dodatnich, oplerajqc sig na nastqpu_]q,-
eym twierdzeniu.’ : : dl
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Jezeli szereg, utworzony z bezwzglednych wartosci danego szerequ,

i —‘

Jest 2biegny. to i pierwotny szereg jest zbieiny.
Dowdd. Nie wiemy pic o zbieznosci danego szeregu:

(a) o by ety
Natomiast wiemy, ze szereg:
(b) las] + laa] +lagl + - .

jest zbiezny.

Ze zbieznosci tego drugiego szeregu wynika, ze do kazdej dodatoiej
liczby ¢ da si¢ dobra¢ takie N, ze dla wszystkich » > N spelnia sig
nieréwnosc:

[@nsal + @nsal + - A [any,| < &
(por. str. 4).

Okazemy, ze przy tym zalozeniu spelnia sig konieczny i1 dostateczny
warunek zbieznosci pierwszego szeregu, wyrazony wzorem (1) na str. 4,
a mianowicie:

|8n+p Ea S,,I = l"n+1 e Unis -+

ot Gapo| S ania] - |@nsa| + -+ [ans,| <e
A wige istotnie pierwszy szereg jest takze zbiezny.

Jezeli szereg (b), utworzony z bezwzgleduych wartodei wyrazéw
danegy szeregu (a), jest zbiezny, to dany szereg (a) nazywamy bezwzglgd-
nie lub bezwarunkowo zbieznym.

Przykiad.

Zhadaé zbieznosé¢ szeregu:

1 1 1
e T Tl et
Tworzymy szereg bezwzglednych wartosei:
1 1 1
R T

Ten szereg jest niewstpliwie zbiezny, bo sklada sig z wyrazéw dodatnich,
a jego sumy czedciowe sg ograniczone, a mianowicie nie przekraczajg
liczby e. Wobec tego i badany szereg jest zbiezny.

Wsréd szeregéw, z ktérymi mamy do czynienia w praktyce, naj-

czeseie] wystepuig szeregi bezwarunkowo zbiezne. Do badania zbieznosei

takich szeregéw wystarczaja zatem te metody i kryteria, ktéresmy omé-
wili przy badaniu szeregéw o wyrazach dodatnich. Zdarzajs si¢ jednak
czasem i takie szeregi, ktore sy zbiezne, jakkolwiek szereg, utworzony
z bezwzglgdnych wartosci 1ch wyrazéw, jest rozbiezny. Tak np. okazemy
wnet (w § 277), ze szereg:

e Ba Bt Tt 28

-
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jest ghiezny, jakkolwiek szereg, zbudowany =z bezwzglgdnych wartosu
jego wyrazéw, a mianowicie szereg:

Lt d+d+i+Hi+-

jest rozbiezny, jest to bowiem szereg harmoniczny.

Szereg, ktdry jest zbiesny, jakkolwick szereg, zbudowany 2 bezwzgled-
nych wartosci jego wyrazéw, jest rozbieiny, nazjwamy szeregiem WarvR-
Feowo zbiesnym.

§ 276. Twierdzenie Abela o szeregach liczbowych

Do badania zbieznosci szeregéw warunkowo zbieinych nie wystar-
czajy kryteria, poznane przy badaniu szeregbéw o wyrazach dodatnich
(wykazalyby one bowiem tylko rozbieznosé szeregu bezwzglednych War-’
todci), lecz musimy uzy¢ jakichs innych twierdzeh lub kryteriéw.

Takim twierdzeniem, znajdujacym najczestsze zastosowanie przy ba-
daniu szeregéw warunkowo zbieznych, jest nastgpujace twierdzenie Abela.

Jezeli cigg sum czedciowych szeregu: ‘

a,+ag+az+...+a,+...

jest ogramiczony, a ciqg liczb by, by, by, ... dgdy do zera malejge, to szereg:
a by +agbg 4 ...+ a,b, 4.

jest zbieiny.

Szereg a, + ag -} a; -~ ... moze byé takie rozbiezny, jak np. szereg
1—141—1+4..., byleby tylko ciag {s,} byt ograniczony. :

Dowéd. Niechaj s,, gy ..., 8,... oznaczaja sumy czgciowe pierwszego

szeregu. Wedlug zalozenia istnicje taka stala liczba K. ze dla kazdego 7
spelnia sig nierdéwnosé |s,| << K. Zbadajmy sumy czedciowe drugiego

szeregu, tj.:
0, ==0a,b, + agby+}... 4 a,b,
Mozemy je przedstawié w postaci:

0,=8,b + (55— 8) by (53— 8) bz .-+ + (5 — 841) bu =
== 8 (by — bg)+ 83(by — bg) + . + 851 (ba—g — ba) -+ 825,
Stad wynika, ze:
0, — 3nbn = (bl T bz) + S3 (b?. i bs) + ave + su—-l(bn-l i a).

Zhadajmy szereg nieskoriczony:

M 83 (by — by) -+ 85(03 — hg) 4 .. et 8y (bam — i) +‘
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Bezwzgledne wartosei jego wyrazéw sa moiejsze od wyrazow szeregu:

Kby — by) + K(by — bg) +... + Kby — b,) + ...

o wyrazach dodatnich. Ten za$ szereg jest zbiezny, albowiem jego sumy
czgSclowe majg postaé:

S, = K (b, — by + by — by + oot by — b,) = K (b, —b,)
Stad:
lim S,=Kb,, albowiem &,—>0

n—>00

o

A wige zhieiny jest takze (bezwzglednie) szereg (I), to znaczy, ze istnieje:

lim (U,, e (-1 b") =0

n 00

Poniewaz za$ lim s,b,=0 (bo 6,—>0, a ciag {s,} jest ograniczony), przeto:

7~ 00

limg, =0

n—» 00

& to znaczy, Ze szereg ay b, + ayb, 4 azbg -4 ... jest zbieiny.

§ 277, Kryterium Leibniza

Zastosujmy twierdzenia Abela do specjalnego szeregu:
I—141—141...

Ciag jego sum czgiciowych jest ograniczony (nie przekracza np. liczby 2).
Pomnéimy jego wyrazy przez wyrazy dowolnego ciagu, malejgcego
monotonicznie do zera:

by > b, >by;>... prayczem b, —>0

to otrzymany szereg:
by — by 4 by — ...
Jest zbiezny. §

To twierdzenie nazywamy kryterium Leibniza i wypowiadamy
je w nastepujacej postaci.

Jezeli w szerequ o wyrazach naprzemian dodatnich i wjemnych bez-
wzgledne wartosei wyrazéw daéq do zera, malejac monotonicenie, to ten szereg
Jest zbiecny.

Zastosowanie tego kryterium jest zwykle bardzo proste, nie Wymaga
bowiem zZadnych osobnyeh rachunkéw.

Tak np. szereg:

29

ma wyrazy naprzemian dodatnie i ujemne, a ich wartodei bezwzgledue
dazg monotonieznie do zera, a wige ten szereg jest zbiezny. Jest to sze-
reg warurkowo zhiezny, poniewaz, jak widzielismy, szereg. zbudowany
z bezwzglednych wartodei jego wyrazéw, jest rozbiezny.

Podobnie latwo stwierdzamy zbieino$é szeregu znakozmiennego:

L—4+3—4+4-
ktéry otrzymaliémy (w § 141, tom I) jako rozwinigeie liczby %.
~ Przy pomocy tego kryterium mozemy stwierdzié odrazu bez ra-
chunku zbiezno$é znanyeh rozwinigé rozmaityech funkeyj, np rozwinie-
cia funkeji sinus dla kazdego dodatniego kgta, funkeji cosinus dla wazy-
stkich katéw, funkeji log (1 - ) dla dodatnich wlamkowych @ itp.

Dla takich szeregéw nie tylko latwo jest zbadaé zbieinodé, lecz
mozna takie w bardzo prosty sposéb ocenié reszig czyli blad r,, ktéry
popelniamy, biorse zamiast prawdziwej jego wartosci s, wartosé n-tej
sumy eczesciowej s,, t}. 7, ==8§ — 8,.

Niechaj:

a,— g+ ag—a,4...

bedzie szeregiem, w ktérym liczby a, dizg do zera malejge. Jest on wige
zbiezny do jakiej§ wartodei s. Zbadajmy cigg sum cz¢sciowyeh o wska-
Znikach parzystych. Poniewas:

Sont2 == Szn ~F Qanp1 — Agnys

a réinica @y, — @z,4, ma wartosé¢ dodatnig wskutek malenia wyrazéw
ciggu {a,), przeto:
Sant2 > San

A wige sumy czesciowe o wskaznikach parzystyeb rosng dazgc do gra-
nicy s, a zatem jest:

Sg,,<8

dla kazdego parzystego wskaznika.
Przeciwnie zachowujs si¢ sumy o nieparzystych wskazoikach,
a mianowicje:

"Sga41 == Sop—1 — G2y -+ Agppy = 89y — (Agy — Tyups)

Poniewas ag, > 03,4, przeto sy, < 83,1, & Wige sumy ezgéciowe o wakai-
nikach nieparzystyeh malejq, dgzge do granicy s, a zatem:

xd Sonps > 8
Wobee tego zachodzg nieréwnosei:

Son < $ < s?ll-{-l



a stad:
O < § = 8y, < S2n+1 — 8, = ah+]
ezyli:
0<n < A2ni1
a zatem:

!7'2;: , < lgpyy

Bezwzgledna wartodé reszty o parzystym wskazniku jest wiee mniejsza
od pierwszego opuszczonego wyrazu. Podobna nieréwnoéé zachodzi dla
reszt o nieparzystym wskazniku.

I tak;
Son < 8 < Sgpyy < Bgpy
Son — Sgng < 8 ~— Sgpy <0
ozyli:
= oy < Yon—1 < 0
a wiee:

I T2n—y I < Ay

Dla wszystkich wice sum eczgéciowych, zaréwno o parzystych jak
i nieparzystych wskazuikach, bezwzgledna wartoéé bledu nie przekracza
bezwzgledue] wartodei pierwszego OpUSZCZONELO " W yrazu.

Dowiedlismy zatem prawdziwodci nastgpujgcego twierdzenia: w see-
regu o wyrazack napreemian dodainich i wjemnych, kidrijch wartosci bez-
wzgledne dgzq monotonicenic do zera, bezwgledna warkodé rdznicy pomiedzy
prawdziwg wartosciq szeregu a n-tq suma ceedciowa jest mniejsza od bez-
w2glednej wartodci (n 4 1)-szego wyrazu tego seerequ.

Preyktady. 1) W gzeregu:

l—3+d— 3+
suma 10 poczgtkowyeh wyrazdw réini sie en do bezwzglgdnej wartodei
od prawdziwej warto$ei calego szeregu o mniej anizeli 11, albowiem
ag = 1.
i =F R
2) W szeregu:
1 1 1 1 1
| PP ot nd M I VR L L
3!+5! 7!+91 ]I!+
suma b poezgtkowyeh wyrazéw réini sig co do bezwzglednej wartosei

od prawdziwej wartodci calego szeregu o mniej niz %' ~ 0:000000002.

Zatrzymujae wige tylko b wyrazéw tego szeregu, otrzymujemy 8 eyfr
po kropce dziesigtuej dokladnych,

[ SO

i I e

B ——aall 2 L
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& 298, Prawoe fgronofel | przemiennodei w szeregach nieskofiezonyeh

o

W sumie skofczonej liczby wyrazéw mozna ujmowaé w nawiasy

dowolne grupy wyrazéw 1 przestawia¢ je dowolnie. W nieskonczonych
szeregach nie zawsze jest to dozwolone. Tak np. widzielismy (por. tom I,
str. 140—141), ze ujmujge w rozbieinym szeregu:

N R e

wyrazy w rozmaite grupy, otrzymaliSmy z szeregu rozbieznego rozmaite
szeregi zbiezne.

Operacja ta uie jest zatem w tym przypadku dozwolona, czyli prawo
lacznoéei nie stosuje sig do tego szeregu. Udowodnimy natomiast, e
jezeli w szeregu zbicinym polaczymy wyrazy w dowolne grupy, nie
zmieniajge przytem uporzadkowania wyrazow, to otrzymamy nowy szereg,
zhiezny do tej samej wartosei.

A wige twierdzimy, Ze prawo lacznosei stosuje si¢ do szeregbw zbieénych.

Dowdd. W szeregu zbieznym:

ay+ay+a;+...4+a,+ ...

polaczmy w grupy r, wyrazéw poczatkowych, »r, wyrazéw nastgpoych,
7y wyrazéow dalszych itd. Otrzymamy “wige:

(a4 a4 ag+...+a)+ (1 g2+ ...+ 8apa) +
.+ (a”H—"rH + i + af’r{"’2+"s) + g

lub oznaczajae krétko liczby, otrzymane z dodania wyrazéw. zawartych
w nawiasach, wielkimi literami:

A e

Ciag sum czedciowych S, S;, S;,... tego nowego szeregu fest ci.a‘giem:
8¢ Sntns Sbnin-c- Wybranym ze zbieznego ciagu sum .cze.écl.owych
81y Say Sg. S4r---y Sm... pierwotnego szeregu. Poniewaz zad ciag me.skoﬁ-
czony, wybrany z ciagu zbieznego do s. jest zbiezny do tdj samej gra-
nicy s, przeto i nowy szereg A, -4 A, -... jest zbieiny do s. i
Przy ujmowanin rozmaitych grup wyrazéw szeregn w nawiasy
zastrzeglismy si¢' wyraznie, ze nie zmieniamy przy tym uporzadkowania
wyrazéw. Zbadajmy teraz, jaki wplyw ma przestawianie wyrazéw na
zbieznodé i na wartodé szeregu. WeZmy pod uwage szereg zbiezny:

L= fti—dt— b= :

Przestawmy jego wyrazy tak,.aby po kazdym dodatnim wyrazie wyste-
powaly dwa ujemne wyrazy i polaczmy je w nastgpujycy sposéb:

(.~ Pl et i gy

o wartosel s,



ezyli:
b=ttt — e — it

Wylaezmy 1, to otrzymamy:

TR BRI RS G GO S, N 8

Otrzymalismy w ten sposéb z szeregu zhicinego o wartodéi s szereg
zbiezny do innej wartosci, a mianowicie do +s. Widzimy stad, ze prawo
przemiennosci moze nie byé prawdziwe nawet dla zbieznego szeregu.

Udowodniono, ze w szeregach bezwazglednie zbieznych mozoa wy-
razy przestawiaé w dowolny sposéb: nowy szereg jest zbiezny do tej
same]j wartoéci, co szereg pierwotny, a wige prawo przemiennosci stosuje
si¢ do szeregdw bezwzglednie zbiesnych.

Dla szeregdw warunkowo zbieinych twierdzenie to nie jest praw-
dziwe, jak to widzielismy w przykladzie, sméwionym powyzej. Okazano,
ze z kazdego szeregu warunkowo zbieznego mozna przez ‘odpowiednie
przestawianie wyrazéw otrzymaé szeregi zbiezne do kazdej, dowolnie
z gory podanej wartosci, a nawet szeregi rozbicéne (twierdzenie Rie-
manna)

Tym si¢ tez tlumaczy naawa: warunkowo zbieine szereg.

§ 279. Dodawanie i mnozenie szeregéw nieskorczonych

A. Dodawanie szereglw.
Jezeli szereg:

S T e O
jest zbieiny i ma warto$¢ a, a szereg:

TR R W . T
jest zbieiny i ma warto$é b, to szereg sumowy:

(a4 b))+ (@ + bg) + ... + (. + 6,) + ...
jest réwniez zbiezny i ma warto$é a - b.
Dowdd. Cagéciowe sumy szeregu sumowego inajg postay
$=(a, + b))+ (a5 + b)) 4 ... 4+ (a, + b)) =
= (@ +atoeta) G 4 b+.tb) =0, +1,

gdzie ¢, oznacza sume czgSciows pierwszego szeregu a 7, drugiego.
Stad wynika:

lims,=limog,+ limz,=a+45 . e b da

n—>od n—»00
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B. MnoZenie szeregéw
lloczyn dwéch skoficzonych sum:

(e, +aa+"‘+a‘n)°(bl +b2 +"' +b-\
tworzymy, dodajac do siebie w dowolnym poreadku wezystkie iloczyny:

a b, a by, a,bg,..., a;b,
a2b1) aibea aﬁba""s asbu
agby. azby; aghs, ..., a3,

a,by, a,b,, aabsa-'w a,b,

otraymane przesr polsczenie kaidego dodajnika pierwszej sumy z kazdym
dodajnikiem drugiej. Dla nieskonczonych szeregow podobne okreélenie
iloczyna nie zawdze jest mozliwe,a w szezegélnodei z gory mozna przy-
puszezad, Ze dla szeregéw warunkowo szbiesnych nie bedzie obojetnem,
w jakim porzgdku bedziemy dodawali do siebie loczyny skladowe. Oka-
zavo jednakie, ze dla szeregéw bezwarunkowo zbicinych szereg, utworzony
z wszystkich iloczynéw skladowyeh, dodawanych do siebie w dowoloym
porzgdku, jest zbieiny bezwarunkowo a wige jest zbiezny stale do tej
samej liczby bez wzgledu na uporzadkowanie wyrazéw; jego wartosé jest
réwna iloczynowi wartosci obydwu danych szeregéGw.

Hoezyn dwéch szeregéw nieskoniczonych oznaczamy, uzywajae Zwy-
klego znaku mnozenia:

(0 Fagtag+...) - (b + by by +...)

Przykiad.
Wiemy, Ze szereg:
-2t at4a34...
jest zbieiny dla |o| <1 i ma wartosé l—l—w (jest to bowiem szereg

geometryczny). Jest on zhieiny bezwarunkowo, albowiem takie szereg:

L+ fo] + 2] 4 Jo*} + ..

jest zbiezny dla tych samych wartodei @. Wobec tego:

1 1 1 4%
1 et (M etat et )= . =( )
(14o+8' 40 ) (1 4o4a fot . )= = 1= = (=
loczyn ten mozemy przedstawié zapomocs jednego szeregu nieskonezo-
nego, porzadkujse iloczyny skladowe dowolnie 1 zbierajge je w dowolne
grupy. Tak np. bardzo dogodne jest unorugdkowanie wedlug rosngeych

Rachunek réinicz!gwy i caikowy. T. Il &
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poteg @ i polaczenie w jeden wyraz tyeh iloczynéw, ktére majg réwue
potegi. W ten sposéb otrzymamy rozwinigeie:

(_‘1"_)2= 14-22 +3w"+4x9+,.,__.§mnﬂ

1 —=x

[==]

n=1

Szereg ten jest hezwarunkowo zbiezny dla tych samych wartoéei @, co
pierwotny szereg, a wige dla jz| << 1.

Okazemy na przykladzie, ze powyzsze prawo mnozenia nie odnosi
sig do szeregéw warunkowo zbieznyeb. I tuk szereg:

1 1 1 1
R e i T

jest zbiezny (na podstawie kryterium Leibniza), leez tylko warunkowo,
albowiem szereg bezwzglednych wartodei jest rozbiezny (jako szereg £ (s)
dla s=4}). Weimy pod uwage drugi taki sam szereg i utwérzmy wszy-
stkie iloczyny skladowe: -

=
o

Pozbierajmy je w grupy wedlug ukoénych linij, 2 mianowicie utwérzmy
grupy:
1 =0 ( i | s 1 M )
S 2 pe— —_— —_—
V V itz "z i)
( 1 1 1 )
14 V T E )
Wartosé bezwzgledna kazdej takiej grupy jest niemniejsza od 1.
Tak np.:
i1 | s | s TR 1 1
T el et L I B R AL S B
. TRBETREYTETETME R
Szereg, utworzony z tych grup w,, jest zatem rozbiesny, a wige nie ma
wartodei @ - 2 = a2 ,
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§ 280. Przeksztateanie szeregn na szereg szybefef zbiezny

Zbieinosé szeregéw jest nieraz tak powolna, ze nie nadajg sig¢ one
dobrze do rachunkéw praktyeznych. Praykladami takich szeregéw wolno
zbieznych sy: szereg Muclaurina na log (14 ) (por. tom I, str. 406)
1 szereg Leibniza na £ (tom 1, str. 417) a mianowicie:

F=1—d+i—tti—
Przez rozmaite przeksztalcenia mozna nieraz zamienié dany szereg na
szereg szybciej zbiezny. Jednym z takich przeksztalced, ktére czgsto pro-+
wadzi do celu, jest nastepujace przeksztalcenie Eulera.
Naplszmy dany szereg zbiezny w postaci:

S=@a, — a; -+ a;—a,+...

przy ezym liczby a, moga byé dodatnie lub ujemne. Oznaczajac réznice
g4 — @ symbolem A, mozemy napisa¢ ten szereg w dwéch nastgpu-
Jjacyeh postacmch

3—(01““2)‘!‘(“3“‘“4)'{‘(“5““6)‘*' —"‘Aal—Aas_A"s‘-‘
§=0, — (@, — ag) — (ty — az) — ... = ay + day -+ da, + ...
Sumujae stronami, otrzymujemy:

-~
2s=ua; — Aay + Aa, — Aoz + Aoy —

a stgd:

G 1 .

s= 1 —=(da, — Ao, + da; — Aa, - ...)
& &
To samo przeksztalcenie stosujemy powtirnie do szeregu, znajdu-

igcego sig w nawiasie i otrzymujemy:

L s:%l—ég—l—}—i(dzal——zlzaz—{—dzaa—-...)

gdzie 4%20,=Aa,,, — de,. Stosujae takie postgpowanie 2 — 1 razy
otrzymamy:

a, da; A,  Aa - 4q
(11) S—:;;-“”zg“"{“ ’2”3!’“ L= I—QTL”I‘Rn
pree czvm reszta [, ma postad:
— 1)
(11a) B,= (——~— (A*a; — A*ay - Aray —...)

Przcicsztaleenie to nazywamy przeksatalceniom Eulera.
1"



Zastosujmy je do szeregu Leibniza na }z. W szeregn tym jest:

it 1

= e

ol ¥ B, - -8

VT DL, Bl Bk~ kT

e bacar —2 [

h=ET R D@ET8)  Gk—DEEF1)
‘ 2.4
T@k— 1Rk 1)(2kF3)

a ogélnie:
o (—1).2.4.6....2n

@k — D@k F1)...- 2k F 2n— 1)

jak latwo stwierdzi¢ przy pomocy indukeji zupelnej. Kladge & =1, otrzy-
mujemy nastgpujacy szereg przeksztalcony:

1.2.3 co(n—1)
(1+ +36+5b7+ +35 (2n—-—1))+R"

=
przy czym:
Eie 1 i 1
Bam e P s e T 55,050 T

1 ;
tEA @t ]

Jezeli w zbieznym szeregu znakozmiennym, znajdujacym sie w na-
wiasie, opuécimy wszystkie wyrazy, nastepujace po pierwszym, ta otrzy-
mamy liczbe wigkszg od wartodei tego szeregu, zatem:

nl 1423 n 1

0B I3 Bl 357 " Bafi D

Widzimy wige, ze ta reszta szybko dgiy do zera z wazrostem n.
1 1
0= 1093 < 000"
Sumujge wige 10 wyrazéw szeregu ' przeksztalconego, otrzymujemy
3 cyfry po kropce dokladne, podezas gdy w pierwotnym szeregu trzeba
bylo w tym celn sumowaé 500 wyrazéw (por. tom I, str. 417—418).
Niechaj czytelnik okaze w podobny sposéh, ze:

Tak np. dla 2 =10 jest |B,| < 53

1 11 1 1 1 1
bgd=1—gtz—gt-=tmtzmtsmntat-
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Préez przeksztalcenia Eulera istniejy rozmaite inne przeksztalce-
nia, ktéryech omdwienie znajdzie cazytelnik w cytowane] juz ksiazce
K. Knoppa (str. 249 1 nast., tudziez str. 269 i nast) lub w Analizie
W. Sierpinskiego (tom I, ezgéé 2, wyd. 2, str. 48§ —62, Warszawa 1925).

§ 281. S?ﬂ'e"'i 0 wyrazach zespolnnyeh

Teorig szeregdw nieskolficzonych mozemy z latwoscia roz.szerzyé na
szeregi o wyra.aach zespolonych, tj. na szeregi:

o

atatat.. tut..=3s
k=l

pl‘zy Czym:
L2y =qQ, + Iibk

(ay, by sa liczbami rzeczywistymi). ,

Konieeznym i.doslatecznym warunkiem zbieznosei takiego szeregu
jest zbieznodé ciggu sum czesciowych s,. Zbieznodé zas ciagu liczb ze-
spolony¢h okresla si¢ przy pomocy tych samych nieréwnosei, ktérych
sig uzywa dla ciggéw liczb rzeczywistych, a mianowicie cigg taki na-
zywa sig zhieznym, jesli do kazdej dodatniej liczby e da sig dobraé taka
liczba rzeczywista N, Ze dla wszystkich wskaznikéw #» > N spelnia sig
nieréwnosé:

(2) 5 ‘ ls. —s|<e
Pamieta¢ jednak nalezy o tym, ze bezwszgledng wartodcia liczby zespo-
lonej & - Bi jest |a - fi]= Ver e :

Przedstawiajae liczby s, 1 s, ktére sg w ogdélnym przypadku zespo-
lone, w postaci: s, =s, 4 is,, s=s" - is! (przy czym liczby s,=a,+
+a+...+a, s, =0b-+b,4...4 b, s, s sq rzeczywiste), spro-
wadzamy nieréwnosé (a) do postaei: ;

I5, 4 is — (" + i) = |61 — ) =+ iCsyy — o) =
VG = —r<e

Jezeli sig zas spelnia ta nieréwnosé, to musi byé zaréwno:

sn —s|<<e jak i [s) —s'|<e

a to znaczy, Ze istniejy granice obydwu ciagéw liczb rzeczywistych:

s=>s 1 s>
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Jezeli wige szereg o wyrazach zespolonych z,==a, +ib, jest zbiezny,
to musi byé zbieiny osobno szereg, zlozony z eczedci rzeczy wistych a,
wyrazéw tego szeregu a osobno szereg, zlozony z spolezynnikéw b, jed-
postki urojonej ¢ w kazdym wyrazie.

Okazemy, ze takze odwrotnie, jezeli zbiezne ss szeregi.

® { S ot g b
B e by venib By oo
to zhiezny jest takze szereg o wyrazach zespolonych:
O (@ 4 i8,) -+ (ag + ib;) + ... + (a5 4 0,) ...
Dowdd. Z zalozenia wynika, ze:
sy —>¢8, s, —>s"

Do kaidej dodatniej liczhy & da sig zatem dobraé takie N, ze dia wszyste
kich # > N spelnig sig nieréwnosei:

&

V2

(s, — &)< %2, (85 — &) << 8—2'-

’ & o e
|s,,—s'|<l/—§, Isz —8"| <
& zatem:

a stad wynika, Ze:
V(S; — )2 (s, — )2 < Vet=e

To zaé znaczy, ze:

Is,,-—s|<e

a wige szereg, zlozony z liczb zespolonych: z, = a, + b, (k=1,2,..,n..)
jest wtedy zbiesny. Zbieznosé szeregéw (b), o wyrazach rzeczywistych,
Jjest wige dostatecznym warunkiem zbieznosei szeregu (c). Obydwa do-
wiedzione twierdzenia dowodzs lacznie, Ze: koniecenym i dostatecznym
warunkiem 2bieénosci szeregu o wyrazach zespolonych jest zbieénosé dwdch
seeregdw o wyrazach rzeczywistych, a mianowicie szeregu, zlofonego z rze
czywistych czgdci wyrazéw danego szerequ @ szerequ, zloiomego ze spdiczyn-
nikdw jednostki urojonej w kazdym wyrazie.

Opierajac sig na tym twierdzeniu, sprowadza sie badanie szeregu
o wyrazach zespolonych do badania szeregéw o wyrazach rzeczywistych
i przenosi sig na te szeregi o wyrazach zespolonych calg teorig szeregdw
©o wyrazach rzeczywistych z niewielkimi zmianami. . -
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Ustep IL
SZEREGI FUNKCYJNE

§ 282. Definicja szeregéw funkeyjnyeh i ich zhiezno$é

Podobnie jek do przedstawienia rozmaitych niewymiernych'liczb
(op. liczb ¢, m, log, 2, sin 19) uzywa sig nieskoﬁczonyd} sz'eregdzlv liczbo-
wych, tak do przedstawienia zawilsaych funkeyj uzywa sig nieskonczonych
szeregdw funkeyjnych. )

Aby zdefiniowaé szereg funkeyjuy, bierzemy pod uwagg najpierw
cigg dowolnyeh funkeyj, np.:

1, @ o8 o%...,2%...

iub:

sin®, sin 22, sin 32,...,sinna, ...
ogélnie:
(D fi (@), £, (@), fol@),... ful@)...

Zakladamy, Ze te wszystkie funkeje posiadaja jakis wspolny zakres istnie-

nia. Laczac ze soby wyrazy tego ciggu znakiem dodawania, otrzymujemy
szereg funkeyjny:

(an A@)FA@) e L@ = S

k=1
Tworzymy ecigg sum czgsciowych:

81 (@) =71, (@)
83 (@) = /1 (@) 4 f3()

6.(@) = £3(@) - £o(@) + - -+ Ful@)

Jezeli ten ciag sum czedciowych jest zbiezny dla jakiejs wartosei v=aq,
wzigtej z wspélnego zakresu istnienia wszystkich funkeyj eiagu (I) 1 po-
siada granicg s(a), to szereg liccbowy:

f@)+fi(@+ ..+ Ffla)

jest zbiezny do wartosei s(a); méwimy wtedy, ze szem?g fuzekcyjny (IT)
jest zbiezny dla wartodei #=a 1 ma dla tego @ wartvst czyli sume s(a).
Zbiér tych wezystkich wartodei zmienne] &, wzigtych z wspéln?go
zakresu istnienia wszystkich funkeyj 7(#), dla ktéryeh szereg f}mkcy.]ny
jest zbieiny, nazywamy zakresem ebicénodci tego szeregu funkeyjnego.
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Do kazdej wartodci @ z zakresv zbieinodei nalezy jakas wartoéé,
czyli jaka$ suma szeregu funkeyjnego, a wige ta suma jest funkcjq
zmiennej &; oznaczmy ja znakiem [(®).

Piszemy wige wtedy:

hio)+ fi@)+ ...+ f@+...= fl@)

8 méwimy, 2e funkeja /(@) jest przedstawiona w zakresie swego istnienia
za pomoca tego szeregu -funkeyjnego lub 2e jest rozwinigia na szereg
funkeyjny.

Przedstawianie funkeyj za pomocs szeregéw funkeyjoyeh ma bardzo
rozlegle zastosowanie. I tak przedstawianie rozmaityeh funkeyj za pomocy
szeregdw Taylora lub Maclaurina (omdwione w tomie I, w roz-
dziale XII) polega na uzycin szeregéw funkeyjnyeh o ogéinym wyrazie:

(n—1)
fo(@) = f (1‘;1 (@— ay' = b,,(@ — a)"“'

lub:

) i
n— ‘1—)! o) = Ay &

fa(@) =

przy czym spélezynniki a,_, i b,_; s liczbami stalymi,
Ogélnie szeregi funkeyjne postaci.

o+aotaet4... a0 4 ...
lub:

b+ b(®—a)Fby(@—all+... 4 by(@—a) ...

wwane szeregami potegowymi, bywajs bardzo czesto uzywane.

W § 267 okredlilismy inne szeregi funkeyjne, zwane szeregami
trygonometrycernymi, Mozna zas budowaé szeregi funkeyjne takze z do-
wolnych innych funkeyj, jak op. z dowolnych wielomianéw, z funkeyj
ulamkowych, wykladniczych, Przy przedstawianin i badanin nieelemen-
tarnych funkeyj grajg szeregi funkeyjne szczegdluie waing role.

Przykiady.

1) W szeregu funkeyjoym:

1+ o4 +ad ... 4" ..

majg wszystkie wyrazy jako wspélay zakres istmienio caly przedzial nie-
wladciwy od —oco do - oco. Natomiast zakresem zbicinoéei jest tylko
przedzial wlasciwy (— 1, - 1), albowiem ten szereg jest zbiezny tylko
dla |z| < 1, jako szereg geometryczny o ilorazie . Wartodeig czyli sumg
tego szeregu jest, jak wiemy, funkeja:

1
f(m)::l-w_“'é
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a wiege:
B A Rl PR ._—_l_i_w
Réwnodé ta jest prawdziwa tylko dla |#] < 1. Dla iooych @ réwnodé éa
nie zachodzi; tak op. dla @ = 2 otrzymujemy z prawej strony skonczong
wartod¢ — 1, z lewej zad szereg 1 -+ 2 4 204 ... 42" ..., rozbiezny
do niewlasciwej granicy - co. Podobnie zachowujg sig ezeregi potegowe
(Maclaurina), przedstawiajgee log(l @), (1 4-@)’, arosin @ (pot. tom I,
str. 406, 413—414, 419), tj. posiadaja jako =akres zbieznodci pewien
przedzial, otaczajacy symetryeczoie puokt O. .
Istnisja jednak takze szeregi funkcyjue, ktdrych zakresem zbiez-
nosci jest caly przedzial niewlasciwy od — oo do - oo, jak np. szeregi
potggowe, przedstawiajgce funkeje sin @, cos @, €, sinhyp @ (por. tom I
str. 399, 400, 395, 398).
2) Szereg funkeyjny (trygonometryczny):

sin @ ., sin 2 , sin 3w smnw

e e e S S S

4.

jest zbieiny dla kazdej wartosci @, albowiem przy kaidym stalym @ bez-
wzgledne wartodci jego wyrazéw nie przekraczajg wyrazéw szhieznego
szeregu:

0@)=rtgr gttt

(poniewaz |sin no| < 1).

Ten szereg funkeyjny przedstawia wiec jakas funkeje. okreslong
w calym przedziale niewlasciwym (— oo, -} oc0). Jest to jaka$ nowa
funkeja, dla ktérej (na razie praynajmniej) nie znamy 1noego, prostszego
przedstawienia

3) Zbadajmy szereg funkeyjoy:

2sina 4 (22sic? @ — 2 sin @) 4- (23 siniz — 2 sin? @) 4=
4 ... 4 (2%sin"p— 2%t sin" ) - ...

Suma czedciowa tego szeregu ma wartodd:
8.(@) = 2%sin" @ = (2 sin )"
Whyrazenie to posiada granicg wtedy i tylko wtedy, gdy:
— 1< 8sing=1 ezyli —l<sinasSy

cie tycn p1 edzialéw
..L esnosel tego szeregy,

Te za$ nier6wnodei spelniajg sig dla
i periodyeznie, dla @, ot "‘Vy"ﬂ&.i'l":h
02nm (n=+1, + 2...), jak na fig. 2.
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a zarazem zakres istnienia funkeji, przedstawione; przez ten szereg, sklada
slg z nieskofiezenie wielu przedzialdw o szerokogei %7, pooddzielanych
od siebie przedzialami o szerokogci g7, w ktérych funkeja nie istnieje.

-fr in in__ dn in i in 2a
T 0 T on X
Fig. 2.

4) Przy operowaniu nieskofczonymi szeregami funkeyjnymi nalezy
postepowaé bardzo ostroznie, a miapowicie nie mozna na nie rozszerzaé
bez zadnych zastrzeseni twierdzen, odnoszaeysh sig do sum skofezonej
liczby funkeyj. Tak np. suma n funkeyj cigglych w jakims punkeie jest
takze funkeja ciagly w tym punkeie. Tymepasem zbieiny szereg fank-
cyjny, kiérego wyrazami sy sanre funkeje cisgle, moze przedstawiaé
funkeje nieciggly.

Tak np. szereg funkeyjny:

(a) ¢+0(—a)+ gl =)+ .. ol —a) ..

zbudowany z samych funkeyj ciaglych, jest zbiezny dla |1 — o] < 1
(jako szereg geometryczny o ilorazie ¢==1-—g), a wige dla:

—lI<l—p< 41
ezyli dla:
0<e<<?2

Dla tych wige wartoci przedstawia ten szereg funkeje:

=

i Takze dla =0 jest dany sze-

reg zbiezny i ma wtedy wartodé
§(0)=0, albowiem wszystkie jego
wyrazy sg wtedy zerami.

A wigc badany szereg przed-
stawia funkeje, okreslong w ca-
Tig. 3. fym przedziale < 0, 2) (por. fig. 3).

Funkeja ta jest widoeznie nieciggéa,

a mianowicie posiada w punkeie w =0 skodczony skok od wartosei 0
do wartosci 1. Ma ona w punkeie =0 prawostronng granicg 1 (lecz
nie przybiera tej granicznej wartosci w punkecie = 0). ‘
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Gdybyémy za$ prébowali oblicayé te prawostronng granice, stosujac
do nieskonczonego szeregu (a) twierdzenie o sumie granic, to otrzyma-
libydmy bigdny wynik, a mianowicie:

lim 4 lim 2(1—2) + lim (1 -a)*+4-...==04-04-0+4... =01
0<x—=0

0<x=0 0<x—0
Widzimy stad, ze twierdzenie o sumie granic pie zawsze mozna stoso-
waé do nieskonczonego szeregu funkeyjnego.

b) Niechaj eczytelnik stwierdzi podobny fakt dla szeregu funk-
cyjnego:
fw)=o+@—a)+ (@ —ao*)+...+ @ — ") +...

badajac jego sumy czgsciowe.

Z przykladédw tych widzimy, ze twierdzenia o sumie granic i o sumie
funkeyj cigglych nie zawsze sig stosujg do szeregéw nieskoniczonych,
Podobnie ma sig rzecz z twierdzeniami o rézniczkowanin i catkowaniu
sumy funkeyj, podamy w dalszym ciggu przyklady na to, ze te twier-
dzenia nie zawsze sig stosujg do nieskonczonych szeregéw funkeyjnych.

§ 283. Jednostajna zbieznos$é szeregéw funkeyjnych

Widzieliémy w poprzednim paragrafie, ze zbiesnosé szeregu funk-
eyjnego nie wystarcza na to, aby mozna do niego stosowaé te twier-
dzenia analizy wyiszej, ktére stosujemy do sumy skofczonej liczby
funkeyj, a mianowicie twierdzenia o przechddzeniu do granicy z kaz-
dym dodajuikiem z osobna, o rézniczkowaniu i calkowaniu sum. Zachodzi
wige potrzeba wybrania sposréd zbieinych szeregéw funkeyjnych takich
szeregéw, dla ktérych byloby dozwolone stosowanie owych operacyj ana-
lizy wyzsze]. W tym celu zaostrzono pojecie zbieznosci szeregu funkeyj-
nego, wprowadzajge pojecie jednostajnej zbieZzno$ci, ktéra, jak zoba
czymy, jest juz dostatecznym warunkiem stosowalno$ei owych twierdzen.

Aby wyjasnié to"dosé subtelne pojecie, oprzemy sig na tym, ze ko-
niecznym warunkiem zbieinosci szeregu jest, by reszfa tego szeregu
dgzyla do zera. I tak jezeli szereg funkeyjoy:

H@ 4@+ ...+ L@ ... = ()

jest zbiezny dla wartodci @, zawartych w przedziale <<a, 6>, to reszta

tego szeregu, tj.: ‘1
7,(®) = fn+l(m) e fn+z(a7) —l— ols

dazy do zera przy n—> oo dla kaidego # z tego przedzialu, tj. spelnia

slg warunek:
lim 7,(z) =0
3=>00
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To znaczy, ze przy kazdym danym @ ==, z przedzialu <a, b> da sie
dobraé do kazdej dodatniej liczby ¢ takie N,, ze dla wszystkich »> N,
spelnia sig nieréwnosé |r, ()] < &

Dla =2, z przedzialn <a, b> musi istnie¢ takze takie N,, ze
dla » > N, jest |r,(w,)] < & i tak dla kazdego @ z przedzialu <a, 6>
musi istnie¢ odpowiednie N, inne w ogolnosei dla kazdego z. Te Ny, N, ...
moga wzrastaé nieograniczenie, gdy @, @,.... zblizaja sig¢ do jakiejs liczby
@ =2_§ z przedzialu <u,b>. Takie wige warunki muszy sig spelniaé
przy zwykhj zbieznosei szeregu funkeyjnego w przedziale <a, b>.
Liczba N jest zatem w ogélnosei zalezna nie tylko od e, lecz takze od .
Jezeli jednak dla szeregu zbieznego istnicje takie N, wspdlne dla wszysi-
kich x 2 przedziatu <a, b>, 2¢ |r,(@)] <& gdy n> N, to szereg funk-
cyjny nazywamy jednostajnie zbicinym w tym przedziale. Wtedy wige N
jest funkeja tylko zmiennej & a nie jest funkcjq zmiennej z. Jezeli zatem
cheemy aproksymowaé w calym przedziale zbieznoéci funkeje f(x), przed-
stawiong takim jednostajnie zbieinym szeregiem, za pomocs sum eczgscio-
wych s,(z), z bledem: f(®) — s5,(2) = r,(#), mniejszym co do bezwzgled-
nej wartosei od jakiego$ e, to wystarczy obra¢ jednq taks sume czesciows,
wspélng dla calego przedzialu, biorac odpowiednio wielki wskaznik n.
Nie trzeha za$ dostosowywaé tego wskaznika do rozmaitych 2-6w. Wszystkie
inne zbiezne szercgi funkeyjoe nazywamy wiejednostajnie zbiesnymi.

Do wyjasnienia niejednostajnej zbieznosci uzyjemv przykladu 5
z poprzedniego paragrafu, pozwalajacego na prostg interpretacje geo-
metryczng,.

I tak zbadajmy w szeregu funkeyjnym:

f@)=o+ @ —o)+@ —2®)+...+ @ —a"")$...
zlozonym z samych funkeyj ciaglych, ciag sum czedciowych:
8,(@) = a"

Ten cigg, a*zarazem i dany szereg funkeyjny, jest zbiezny w przedziale
<0, 1> i przedstawia w nim funkejg, ktérs przybiera wartosé 0 dla
0=2<1, a wartosé¢ 1 dla @ =1, jest wige nieciggly. Na fig. 4 przed-
stawiono wykresy kilku sum czesciowych tego szeregu, a mianowicie dla
n=1,2,4, 12, 24 Widzimy, ze linie, przedstawiajgce te sumy czesciowe,
aproksymuja coraz lepiej z wzrostem 7 o @-6w w przedziale <0,1>.
Jednakze dla dowolnie wielkiego » mozna znalezé takie @ z tego prze-
dzialu (bliskie = 1), ze |r,(#)| nie bedzie mniejsza od kazdego e, lecz
bedzie np. wigksza od 1. Nie ma wige takiego N, wspdlnego dla wszyst-
kich # z przedzialu <0, 1>, aby dla 2> N spelniala sig nieréwnosé
|7.(@)] < e. Szereg nie jest wige jednostajuie zbiezny w przedziale
<0, 1>. Natomiast do kazdego stalego 2 z przedzialu <0, 1> moina

4%

dobraé¢ takie N, ie bedzie |r,(®)] < ¢ dla wsaystkich »> N. Szereg Jest
wige zbiezny, ale 77¢@jeclfzoslajvzze

Do rozstrzygnigeia, czy dany szereg funkeyjny jest jeduostajnie
zbiezny, prowadll czgsto nastepujace krylerium Weierstrassa, podajace
dostateezny (lecz nie konieczny) warunek jednostajnej zbieznogei.

Jedeli szereg, utworzony z bezwzglednych wartoci wyrazéw szeregu
Sfunkeyjnego, da si¢ w jakimé preedziale zmajoryzowaé zbiesnym sze-.

1

Fig. 4.

regiem liczbowym, to szereg funkeyjny jest jednostajnie sbieiny w tym
przedziale. To znaczy, jezeli wszystkie wyrazy szeregu funkeyjoego:

() H@) + fo(@) + o+ (@) £ ..

spelniaja nieréwnosei:

(b) @) = 4, (k=1,2,...m,.)
a szereg liczbowy:

(c) dish Ao+ A, - .

jest zbiezny, to dany szereg funkeyjny jest jednostajnie zbiezny.

Dowdd. Szereg (a) jest zbiezny dla kaidego x z danego przedzialu
(va podstawie twierdzenia z § 270). Chodzi jeszeze o zbadanie, cuzy ta
zhieznosé jest jednostajna. Zbadajmy reszte tego szeregu, tj.:

|7@) ] = |fopa @) 4 o2 @) - | S Vi @) F | faga(@)| - ..
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Stad wyutka na podstawie nierownosei (b), e:

l7',,(03)|___<:f1,,+1—|-A,,+2‘+--.=R,.
Poaiewaz szereg liczbowy (c) jest zbiezny, przeto jego reszta R, dazy do
zera. Istnieje wige przy kazdym dodatnim e takie N, niezalene oceywis-
cie od z, a zalezne tylko od ¢, ze dla wsaystkich 2> N jest B, <e Dla
tych wszystkich » bedzie wige tez:
|72 (2)] <e
a to dowodzi, e szereg (a) jest jednostajnie zbieiny.
Przyktady. .
1) Szereg trygonometryezuy, oméwiony w przykladsie 2) w § 282,
Jjest jednostajnie zbiezny w kazdym skonczonym przedziale, albowiem
© bezwzgledne wartodei jego wyrazéw nie przekraczaja wyrazéw zbieinego
szeregu liczhowego ¢ (2). [
2) Ogdlniej, szereg trygonometryezny. _
by sin x - b, sin 22 - b, sin Sz - ...
jest jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale skoficzonym, jezeli sze-
reg liczbowy, utworzony z bezwzglednych wartodci jego spélezynnikéws
1021 412l + [bs] -+ -
jest zbieiny, Wynika to stad, ze |b, sin kx|=|b,].
Podobne twierdzenie odnosi si¢ do szeregu trygonometrycznego,

zbudowanego z cosinuséw.
3) Szereg:

1 —a2 ot — a4, F (— 1)ya™ ..,

jest jednostajoie zbiezny w przedziale << — 1, - {>, jezeli 0 < l<C 1. :

Wynika to stad, ze ‘wtedy Juj <<l <<1, a wige:

!(___ 1)'21211' < Z?n
a szereg liczbowy:
R e s L N T
jest zbiezny, gdy 0 <1< 1, jako szereg geometryczny.

§ 284, Ciagloé¢ funkeyj, przedstawionych przez jednostajnie
< zbiezne szeregi

Widzielidmy, ze zbieiny szereg funkeyjny, zlozony z funkeyj cige

giych, moze przedstawiaé funkeje nieciagls. Okazemy jednak, ze jeielé

szereg [funkeyjuy, zlozony z fumkeyj cigqglych, jest w jakims przedziale
<la, b> jednosiajnie zbieiny, to przedstawia funkcje cigglq w tym
preedeiale,

Dowdd.
Niechaj szereg funkeyjoy:

L@+ @ @) =)

bedzie jednostajnie zbieiny w przedziale << a, b>. Obierzmy jakiekol-
wiek # wewngtrz tego przedzialu. Szereg nasz mozemy przedstawié w postaci:

f(.%‘) =3, (J,‘) + (‘T)
gdzie s, (x) jest suma czgselows, a r, (x) odpowiednia reszta. Dajmy
zmiennej z przyrost h taki, aby wartodé z - h nalezala takze do prze-
dzialu <la, b>. Dla tej wartosei jest:

flet+h)=s(@~+h)+r,(@+ k)

Cheemy okazaé, ze do kazdej dodatniej liczby & mozna dobraé takie d,
ze dla wszyatkich |h]<<d jest |2+ 2)— F(@)] <e
Prayrost funkeji f(z) przedstawiamy w postaci:

f@+h) —F@)=s,(@+h) — 5,@) + rue + &) — r,(2)
Stad wynika, se spelnia sie nieréwnodé:
if(v + k) sl f(x)i § !Sn (27 ";' h) — S (‘L)! _E" i:"f: x "”:“ ‘I?” + hn(aﬁ)l

Obierzmy pajpierw tak wielks stals liczbg m, aby si¢ dla wsaystkich
@ z przedzialn <Ta, 5> spelnjaly nieréwnotei:

(@4 2)] <ge [niw)]<ie

Dla tej stalej liczby n jest ¢, (®) sumg skoticzonej liezby funkeyj
cigglych, a wige jest funkejg eisgls. Mozemy zatem znalesd takie J, ze
dla |2] << jest: ; : '

[8: (@ 4+ b) — s,(x) | < % e

Wobec tego jest:

[f@+B—f@)|<tetpet+pe=e dla |h|<d
a to dowodzi cigglodei funkeji f(#). -

Jednostajoa zbieznodd szeregu funkeyjnego, zlozonego z funkeyj
cigglych, jest wige dostatecznym warunkiem na to, by funkeja, przed-
stawiona przez ten szereg, byla funkejs ciggla. Szeregi, oméwione w pray-
kiadach 4, 5 w § 282, s3 wieec widoeznie nicjednostajnie zbiezne, albo-
wiem przedstawiaja funkeje nieciggle.

Uwaga. Jednostajna zbieznodé szeregn funkeyjnego nie jest jednak komiecznym
warunkiem ciggloei funkeji, przedstawionej przez tem szereg, to znaczy, Ze takie nie-
ktére niejednostajuie zbiezn szeregi funkeyjne przedstawisjs funkeje cizgglo. Wystar-
ezy zatem nieco obszernisiszy warunek, s mianowicie okgzano, Ze wystarczy t. zw.

quasi-jednostajna zbieinodé, (Zob. W. Sierpinski, 4naliza, Tom I, Cz. 2. Wyd. 2.
str, 198 i nast.).
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§ 285. Calkowanle 7szeregéw funkeyjnyeh

Jezeli jaka$ funkeja jest przedstawiona w przedziale <a, > sze-

regiem funkeyjnym jednostajoie zbieinym, zlozonym z funkeyj ciaglych,.

to ta funkcja jest ciggla, a zatem istnieje caika z tej funkeji od w=a
do dowolnej wartosci x = danego przedzialn. Ot6z udowodnimy twier-
dzenie, ktére pozwoli obliczy¢ te calke przez calkowanie wezystkich wy-
razéw danego szeregu w tych.samych gravicach, tj. od o do z. Scislej
méwige okazemy, e sezereg funkcyjny, zloomy z calek wyrazdw szeregu
jednostajnie zbieinego, jest takze jednostajmie zbieiny, a furkcja. przedsta-
wiona przez ten nowy szereg, jest calkq funkcji, przedstawionej przez
dany szereg.
Jezeli. wige szereg zlozony z funkeyj cigglych:

H@ -+ fo@ ... + fulz) 4 .. = [(2)
jest jednostajnie zbiezny w <{a, b>>, to dia a <z <Th jest:

ff(w)dw;:jfl(m)dm +j/'2(w)a!w+ ...+./t[,'(a:)d:c+

a szereg po prawej stronie jest takie jednostajoie zbieiny.

Méwimy krétko, ze jednosiajnie zbieiny seereg moina catkowaé wy-
rag po wyrazie.

Dowdd.

Przedstawmy f(@) w postaci

f(m) =8 (w) + 7’,‘(37')
Obieramy takie N, aby sig dla 2> N i dla wezystkich @ z przedzialu
< a, b> spelniala nierownodc:
(2) . [ra(@)] <

£
b—a

co jest mozliwe wskutek jednostajnej zbiesnosei danego szeregu. Ponie
waz f(@) jest funkeja ciagla, jako suma szeregu jednostajoie zbieznego,
a s,(®) jako suma skoficzonej liczby funkeyj eciagliyeh, przeto takie
(@) = f (@) — s, (x) jest funkeja ciggla. Istniejg wige calki z tych trzech
tunkeyj i mamy:

F(2) =ff(a:) do =fs,,(w)dm —{—/.r,‘(a:) do
Stad: ; i :
f}“(w)dw—— $p(@)doe = | r,(x)d>

e s .t s AN TN i A
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Z nieréwnodci (a) wynika,. te dla n > N jest:

fﬂ:(m)d"ﬂ,</‘bia(1m=bia(w_a)<sg)b: a)=8

a

Zatem dla 7> N jest:

(b) Iff(w)dw —fsn(w)dwl<s

a to dowodazi, ze:

2> n2—>00
a

F(®) ::-ff(a:) do =lim [ s,()do = lim S, ()

przy czym S,(x) oznacza w-tg sume czedeiows szeregu:

(0) ffx(w)dw+ffe(w)dw+---+ffn(w)dw-!;--- '

Poniewaz cigg S,(w) jest zbiezny do F(), przeto ten nowy szereg
funkeyjny jest zbieiny i réwny calee z funkeji /@), przedstawionej
za pomocy danego szeregu. Pozostaje jeszeze tylko do okazania, ze ten
nowy szereg jest takze jednostajnie zhiezny. Otéz to wynika odrazu z nie-
réwnosei (b). Jezeli oznaczymy resztg szeregu f(e) liters R,(®), to nie-
réwnosé (b) mozemy napisaé w postaci:

an(m)I <e

dla wszystkich » > N, przy czym N bylo zaleine ‘tylko od & a nieza~
lezne od g.

Szeregi jednostajnie zbiezne moina wige zawsze calkowaé wyraz
po wyrazie; isinieja jednak takze szeregi niejednostajnie zbiezne, dla kté-
rych takie calkowanie jest dozwolone. Jednostajna zhieznodé szeregu
funkeyjoego jest tu zatem tylko warunkiem dostatecznym lecz bynajmuiej
vie koniecznym. Twierdzenie o calkowaniu szeregéw funkeyjoych ma
bardzo waine zastosowanie w rachunku calkowym: polega na nim cad-
kowanie przez szeregi.

Preykiady.

1) Ze znanego rozwinigeia funkeji:

1
- = 2 — 2 4 __ m8 8o
1_}_:”2—(1—!—07) 1l—g? ot —at 4 o®—. ..

wedlug wzoru dwumiennego (tom 1, str. 411) otraymamy przez calko-
wanie rozwinigele funkeji arctga. I tak ten szoreg (geometryczny) jest
Rachunsk rézoiczkowy i catkowy. T. IIL 4
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jednostajnie zbiezny dla |z} <1< 1, jak to stwierdzilismy w § 285
* w przykladzie 3.

Wobee tego mozemy dla tych @ zastosowad twierdzenie o calko-
wapiu wyraz po wyrazie i otrzymamy:

Twa——fda:—ffv dw"l'— ’"&d’v"" w“dw-]»-

arcigr =0 —42* - {2*— La” +

ezyli:

Wzoru tego dowiedlidmy tu dla przedzistu <—17, 1>, pray czym 0 <I<(1.
To przedstawienie funkeji arcig o szeregiem jednostajnie zbieinym
otrzymalidmy w rachunku rézniczkowym innmg, dodd zawily drogg (por.
tom I, § 141).
Podobng drogs mozna otrzymad szybko rozwinigeie funkeji log(1-}-&)
1

142

z szeregu funkeyjuego (Maclaurina) funkeji: ,a funkeji aresing

z szeregu funkcyjuego funkcji —JT:
§ it
2) Calkowanie przez szeregi znajduje-najwainiejsze zastosowanie
w tych przypadkach, w ktérych nie potrafimy scalkowaé jakiejé funkeji
elementarnymi metodami. Tak np. chege obliczyé calkg Laplace’a:

Q(w):%/e‘“’dm

§

rozwijamy funkeje podealkows pa szereg Maclaurina:
o o

/52
(e =1——‘l—1+§!—’§i+...

zbieny jednostajnie w kaidym skoficzonym przedziale, jek sig o tem
przekonamy w § 288.
Webee tego:

2 z? x® @’
g o= y_;,(‘”—&n“'b.z!“ ait)
Szereg ten jest, w mysl twierdzenia o calkowaniu szeregdw, takze jedno-

stajnie zbietny w kazdym skoficzonym przedziale. Obliczmy wartosd tq}
funkeji np. dla =1, to otrzymamy:

1) 2 —% m——__g_ I 1 — l -~
ﬁf’(wmﬁ/" dfv"y;z(l_a.u"*b.zz 7.3 ]')

bl

Szereg ten jest bardzo saybko szbieiny. Tak np. obliczajae jego sume
ozesciows zlozong z 7 wyrazéw, otrzymujemy:

¢-(1)m2( et

1
=5t =T o ot ww)
s bledem, nie przekraczajagcym co do hezwzglednej wartodei pierwssego

opuszczonego wyrazu (jest to bowiem zbiezny szereg znakozmienny), tj.
2 .1 2
Va 16,71 V= 7560
nie w rachunku prawdopodobieristwa, sporzadzono obszerne tablice lica-
bowe. Dla @ =1 znajdujemy w tych tablicach @ (1)= 0-8427008.

3) Obliczyé obwdd elipsy o pélosiach ¢ =05, b= 4.

a?

~ (-84271

0 < 0:00002. Dla tej calki, majacej wielkie znacze-

Oznaczajace
str. 139) wzér:

=k, otrzymalismy na dlugosé luku elipsy (tom 1T

2, 5
=afyl — k2sin®tdi
4

Stad dla calego-obwodu otrzymamy wz6r:

Yot

s=4a [ )T —k*sin? dt

przy ezym a=>5, k=3, a wiec |k] < 1. E

Te nieelementarng calke (eliptyczng) obliczamy, rozwijajae funkeje
podcalkowg na szereg, a miatowicie przy pomocy wzoru dwumiennego
otrzymujemy:

el L 1
VT =T sint = (1 — ktsind gy =1 — (f) k® sint§ -
-+ (%)k"sin“t— (%\ kSsin®t ..
2 3/

Szereg ten jest zbiezny dla |k2sin®{| < 1. Poniewaz za§ |k3sin®¢| < kS,
przeto bezwzgledne wartosci , wyrazéw tego szeregu funkeyjnego nie
przekraczajg wyrazéw nastgpujgcego szeregu liczbowego o wyrazach do-
datnich:

l+%k*—(é)#-}-(%)kﬁ——(%)ka—{—...~—_—_-

I 1.3 1.8.5
=il et s T Te s’ v

ten za$§ szereg liczbowy jest zbiesny dla |k] < 1, jak sig latwo przeko-
naé np. przy pomoey kryterium D’Alemberta. Na podstawie kryteriuzs
Weierstrassa jest wige nasz szereg funkeyjny jednostajnie zhieiny.

_,5:*
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Wobee tego calke, o ktérg mam chodzi, moZemy obliezyé, calkujse
ten szereg funkeyjoy wyraz po wyrazie. Otrzymamy w ten sposob:

1, Ya 7t tan

‘ls'n ¥ :
s:4aUdt _{‘li) k=fsin=tdt+ (g)kéfsimtdt——(g) k“’fsinetdt—l—...]
\ .
0 0 0 [\}

czyli:
hn Yan Yan

' 1 . 1.8 =
s=4a(f—?}k’fsin?tdt~—2 4k“[smh:olt—g—zgk“j‘sm“tolt—..,)
0 . 0

Wystepujace tu calki oznaczone ohliczaliémy juz (por. tom II, § 221,
str. 93) i otrzymalismy ogdlnie:

Yoru

T 1.8.6..-(2n—1) =
1’“=f8102mdw=2.4.6...-2n g
9
Wobec tego:
7 1 1.3 1.3 ,,1.8.0
L R L e v L S WA N
1.8 ;5 18:5.7 )
2.4.6.8 2.4.6.8
(12) i

1.38\? .9
8=2an(1 ——(%)ﬁk”-——};-(z'éc) W — %(9——4—6 k
i (1.3...(27;:_))2“"_“_)

T on_1\2.4...2n

Jest to ogdlny wzér na obwdd elipsy.
Dla a=D0 i b=4 otrzymujemy stad, zatrzymujac 6 wyrazow tego
szeregu, po wykonaniu latwych rachunkdéw, wartosé:

s = 283613 %

Uwaga. Dogodniejszy wzér na obliczenie obwodu elipsy otrzymuje sig, wpro-

Vﬁ—bz a—2b

7 o llczbg l=m-

wadzajge zamiast liczby k=

Okazano, ze wtedy:
2 y'(}
(13) S—(a+b)n20'(r)l”

Dowdd znajdzie czytelnik w podreezniku Kieperta-Stegemanna pt. Grundriss der
Differential- und Integralrechnung (tom II, wyd. 8 z r. 1903, str. 309—317). Bardzo
dogodny- prayblizony wzdr na obliczenie obwodu elipsy ma postaé:

b o
(14) v smn(i%-a 5 -—Vab)

b3

14 1=%

4
3 ,alab=afT—% i rozwijajgc pier-

. a y
Przedstawiajge —_:—J W pOStdCy @

wiastki wedlug wzoru dwumiennego, mozna stwierdzié, Ze rozwinigcie prawej strony
tego przybliZonego wzoru réZni slg od dokladnego rozwinigeia, zawartego we wzorze (12),
dopiero w pigtym wyrazie, zawierajgeym &5,

8 286. Rézniczkowanie szeregéw funkeyjnych

Do rézniczkowalnodel szeregu funkeyjnego nie wystarcza jego jed-
nostajna zbieznosé.

Udowodniono natomiast, ze do rézniczkowania szeregéw funkeyj-
nyeh odnosi sig nastepujgce twierdzenie.

Jezeli szereq funkeyjny:

i) Hi@+ @+ @) ... =)

zhodony = funkeyj, posiadajacych ciqgle pochodne, jest zbieiny w przedziale
<a, b> 1 jezeli szereg pochodnych:

(II) A+ @4+ fa@) 4.

jest w tym preedziale jednostajnie zbiesny, to funkcja @(x), preedsta-
wiona tym szeregiem, jest pochodng funkeji f(®), preedstawionej pierwotnym
seeregiem.

Méwimy, ze w tych warunkach jest dozwolone rézniczkowanie
szeregu funkeyjnego wyraz po wyrazie.

Ustep IIL

SZEREGI POTEGOWE, FUNKCJE ANALITYCZNE

§ 287. Zakres zbieznoSei szeregu potegowego

Poznane w poprzednim ustgpie twierdzenia o ogélnych szeregach
funkeyjnych zastosujemy obecnie do szeregéw, ktére sg szezegdlnie wazne
w teorii i w prakiyce, a mianowicie do szeregéw potegowych.

Szeregiem potggowym nazywamy szereg funkeyjny postaci:

(15) a°+alm+a2ms+"'Tanmn_}—"':z‘akwk

z=0
w ktérym wspétezynniki &, kolejnych poteg zmiennej @ sg liczbami
stalymi.
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Jezeli za @ wprowadzimy nows zmienng za pomoes podstawienia
®=2— g to otrzymamy szereg funkcyjny:

(16) ay+ta,(z—a)tay(z—a)p+... +a,(z—a) 4... =2‘ak(z-—a)‘

k=0

zwany szeregiem potegowym dla otoczenia punktu z = a. Szereg (1) mozna
wige takie nazywad szeregiem potegowym dla otoczenia punktu @ = 0.

Zhadajmy przedewszystkiem zakres zbieznodei szeregu potegowego,
tj. zbiér tych wartodei @, dla ktérych szereg potegowy przedstawia jakaé
funkcje, nazwijmy ja P(a).

Jasnym jest, ze punkt # =0 jest dla kazdego szeregu potegowego
punktem zbieznosei, albowiem:

P(0) =

Istnieja takie szeregi, ktére précz tego punktu nie posiadajg ia;inego
punktu zbieznosei. Takim jest np szereg potegowy:

141l 2le2 ...+ nle +...

W tym bowiem szeregu wyraz ogélny: a,= n!a" nie dazy do zera dla
sadnego réznego od zera o, lecz wzrasta nieograniczenie. Moze sig jednak
zdarzyé druga ostatecznosé, a mianowicie istnieja szeregi potggowe, zbiezne
dla wszystkich @, jak pp. szereg (por. tom I, str. 395):

2 3
1 'l'%+?2“!+%—!+=--==6‘

Szereg potegowy, zbiezny dla wszystkich wartodci zmiennej niezaleznej z,
a wige w calym niewlasciwym przedziale (— oo, -+ c0), nazywamy sze-
regiem bezustannie zbieznym.

Okazemy, Ze trzecig a zarazem ostatnig kategorig tworzg szeregi
potegowe, zbiezne w pewnym skonceonym przedziale, otaczajgcym syme-
trycznie punkt # = 0. Nie ma wige szeregdw potegowyeh, zbieznych
w pooddzielanych przedzialach (jak to ma miejsce np. dla szeregu funk-
cyjnego, oméwionego w przykladzie 3 w § 282) lub w rozrzuconych
punktach. Udowodnimy mianowicie najpierw prawdziwosé nastgpujacego
twierdzenia:

Jezeli szereg potegowy jest zbiezmy dla jakiejs wartosci w==c, cho-
ciazhy warunkowo, to jest 2bieiny bezwarunkowo i jednostajnie w kaz-
dym przedziale zamknigtym <— ®,, ®,>, le¢acym wewnatrz przedziatu
<—lely 4 ]c|> (na drugim koficu przedzialu <— |c|, +|¢]> moze
byé szereg zbiezny lub rozbiezny).

Dowdd. Wedlug zalozenia szereg:

atacda 4. a4
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jest zbiezny. Ciag jego wyrazéw musi zatem dazyé do zera, a wige jest
ograniczony. To znaczy, ze istnieje jakas liczba K, ktérej nie przekra-
cza bezwzgledna wartodé zadnego wyrazu tego szeregu. Spelnia sig wige
dla wszystkich » nieréwnosé:

(a) la.*| =K
Obierzmy dowolny przedzial < — w,, w1> leza,cy wewnatrz przedzialu

< —lol, le]>, to o] <|e], & wige

|<1 Pomnézmy obie strony

nieréwnoéei (a)- przez

oy
.—c—l , to otrzymamy:

a2t < |2

Dla kaidego @ z przedzialu < —amy, ;> jest |2|=]|2,|, & wige
e,
|a,0*| = |a,@7|, a zatem takze |a,,w"|§|"%ll K. Wyrazy szeregu:

(b) laol + 1o, 2] + |2y 2®| ... +]a.0"[ 4.

nie przekraczaja zatem dla [#| = || wyrazéw nastgpujgcego szeregu.
o wyrazach dodatnich:

<l

Jest to szereg geometryczny zbiezny, albowiem jego iloraz q=l%1 =1

wiﬂ

Na mocy twierdzenia o majoryzowaniu szeregéw (§ 270) jest wige sze-
reg (b) zbieiny dla |2| = |o| <|c¢|, a to znaczy, ze dany szereg po-
tegowy:
(d) agt a3t a,22+...Fa, 2"+ ...
jest zbiezny bezwarunkowo dla wszystkich @ z zamknigtego przedziatu
< — @y, ®; >, lezgecego wewnatrz przedzialu << —|c|,|¢|>.

Chodzi jeszeze o wykazanie, Ze zbieznosé jest jednostajma w prze-
dzisle < — @, @ >. Wykaiemy to przy pomocy kryterium Weier-
strassa (str. 45). I tak wykazaliSmy zbiezno$é szeregu liczhowego:

() ER B KA ol D B o of Y ol

Poniewaz |a,2"| = |a,#:| dla wszystkich & z przedzialu < — @, 2>,
przeto zbieiny szereg liczbowy (¢) o wyrazach dodatnich majoryzuje sze-
reg (b), utworzony z bezwzglednych wartodci szeregu funkeyjnego (d),
to za§ dowodzi, ze szereg funkeyjny (d) jest jednostajnie zbiezny w prze-
dziale < — @y, > : ’
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Z dowiedzionego twierdzenia wynika nastgpujaey wniosek: jeseli sz6-

reg polegowy jest rozbieiny dla jakiegos x = d, to jest rosbieiny takze dla
wszystkich x, spelniajqeych warunek |@| > |d|, tj. lezacych poza przedzia-
tem < —|d}, +|d]| > Gdyby bowiem szereg byl zbiezny dla jakiegos
@, lezgcego poza tym przedzialem, to musialby byé zbieiny takze dla &,
w mysl poprzedniego twierdzenia.

Opierajage sig na tych twierdzeniach okazemy, e szereg potggowy
Jjest zbiciny albo dla wszystkich x, albo tylko w skorczonym przedziale,
otaczajacym symetrycenie punkt x =0, albo tylko w punkcie x=0.

Jezeli szereg potegowy jest zbieiny tylko w przedziale (— 7, 7),
przy czym na koficach tego przedzialu moze byé zbieiny lub rozbiezny,
to liczbe dodatnig », odpowiadajaca prawemu kofcowi tego przedzialu,
nazywamy promieniem zbieinoSci tego szeregu, a otwarty przedzial
(—n7 przedzialem zbiezno$cl. Jezeli szereg jest zbieiny tylko w punk-
cie =0, to promied zbieznosci ma warto$¢ r=0, a punkt g=20
mozna uwazaé za przedzial zbieinodci, zdegenerowany do jednego punktu,
Jezeli szereg jest zbieiny dla wszystkich @, to przedzislem zbieznosei
jest niewlasciwy przedzial (— oo, 4 c0), a promieniem zbiezumosci jest
- co. Mozemy wige wypowiedzie¢é powyisze twierdzenie w nastgpuja-
cej postaci:

zakresem zbiesnosci kazdego szeregqu potggowego jest jakis przedzial,

olaczajqcy symetrycenie punkt =0, przy czym moze to byé przedzial

wladciwy z kofcami lub bez koneéw, tj. (— n7), (—rr>, < —rn7),
< —r,r>>, przedzial niewladciwy (— oo, -} co) lub przedzial zdegene-
Towany do jednego punktu =0.

Dowdd. Zbiér punktéw zbiezno$ei szeregu moze byé nieograniczony
lub ograniczony, a w tym drugim wypadku moie sig skladaé z wigk-
szej liczby punktéw lub tylko z jednego punktu & = 0. Rozwaimy po
kolei te trzy jedyne mozliwosei.

19 Jezeli zbiér punktéw zbieznosei jest micogramiczony np. = gory,
to biorgc pod uwage dowolnie wielkie dodatnie @, znajdziemy zawsze
w zbiorze punkiéw zbieinosci punkt dalszy, tj. liczbg ¢ > @,. ,Poniewas
zaé szereg jest zbiezny w ¢, to musi byé zbieiny w przedziale zamknig-
tym < —@y,®, >, a wige takie dla @;. A zatem szereg jest w tym
przypadku zbieiny dla wszystkich dodatnich @, a co zatem idzie takze
dla wszystkich ujemnych @, a wige wogdle dla wszystkich @, czyli jest
wtedy bezustannie zbieiny. Do tego samego wniosku dochodzimy oczy-
wideie, gdy zbiér punktéw zbieznosei jest nieograniczony z dolu.

20, Jezeli zbidr punktéw zbieznodei jest ogramiczony i zawiera wig-
cej niz jeden punkt, to musi istnieé Zres gdrmy r tego zbioru (por. tom I,
str. 98). Ten kres gérny » musi byé liczha dodatnia. Zalozylismy bo-
wiem, ze précz punktu @ = Q istniejg jakie$ inne punkty zbieznodei, np.
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punkt @, 4=0. W takim 2zaé razie takse kazdy punkt z woetrza prze- .
dzialu << —|@, ], + |@,] > jest punktem zbieznosci, a wigc np. dla do-
datniego @,, spelniajacego warunek 0 <<=, <|a,|, szereg jest zbieiny.
Zbiér punktéw zbieinosei zawiera wige wtedy liczby dodatnie, a zatem
ich kres gérny musi byé takie liczbg dodatnig. Dla wszystkich @ > »
jest szereg potegowy rozbieiny, a stad wynika, Ze jest takze rozbieiny
dla wszystkich @ << —r, a wige ogélem szereg jest rozbieiny poza prze-
dzialem <<—7, 7>, tj. dla || > ». Dla kazdego za$ # z woglrza tego
przedzialu szereg musi byé zbiezny. Gdyby bowiem byl rozbieiny dla
jakiegoé @ z wnetrza tego przedzialu, to musialby byé rozbieiny dla
wszystkich punktéw, lezgeych w przedzialach << — r, — |z| > i1 <|#|,»>,
a wige liczba » nie bylaby kresem gérnym (tj. najmniejszq z liczb, ogra-
niczajaeych z géry) zbioru punktdw zbieznosei. Wszystkie bowiem liezby
z przedziala <<|@|,»> bylyby tez liczbami, ograniczajacymi z géry
zbiér punktéw zbieinodei. A wige dla kazdego @ z wnetrza przedzialu
< —r,r> szereg jest zbiezny, dla kazdego za$§ @ z poza tego prze-
dzialu szereg jest rozbieiny.. W tym zatem praypadku szereg potegowy
jest zbieiny wewngirz skoficzonego przedziatu, otaczajgcego symetrycznie
punkt @ =0, & kres gérny » jest jego promieniem zbieznosci. Twier-
dzenie to nic nie méwi o zachowaniu sig szeregu na koncach przedzialu,
tj. dla # = r i 2= — r. Otéz okazuje sig, Zze istnieja zaréwno takie
szeregi potegowe, ktére sg zhiezne na jednym lub na obu kotficach prze-
dzialu, jak i takie, ktére sg tam rozbiezne (por. przyklady na korcu tego
paragraful). A wige zakres zbieinosei szeregu potegowego sklada sig
z jego preedzialu (otwartego) zhieznosei i ewentualnie z Kosicdw tego
przedzialu.

30, Jezeli zbidr punktdw zbieinodei sklada sie tylko z jednego
punktu, to tym punktem jest, jak wiemy, dla kazdego szeregu & ==20.

DowiedliSmy wprawdzie w ten sposéb, ze dla kazdego szeregu po-
tegowego isinieje promien zbieinodei, nie poznalismy jednak zadnego
sposobu wyznaczania jego wielkosci. Otéz bardzo czgsto mozna wyzna-
czyé ten promien, stosujac do szeregu, utworzonego z bezwzglgdnych
wartodei szeregu potegowego, kryterium zbieznosei Cauchy’ego w formie
limesowej (por. § 272, str. 18). I tak weZmy pod uwage wyraz ogdlny:

Uy =|a,a"|

szeregu:
(a) lao| +lav2] 4 aza® |+ ... + ] aa 2" [+
Wystarczy braé pod uwage wartosei @ 5= 0, albowiem dla & =0 kazdy
szereg potegowy jest zbiezny. Dla tych wartodei @, dla ktérych istnieje
granica ciggu:

® R e o B T
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i jest liczbg mniejszg od 1, szereg (a) jest zbieiny, a wige takie szereg
potegowy:
$6). 1 ay+a, @+ a2+ ...+ a, 0" ...

jest dla tych @ zbiezny i to bezwarunkowo. Jezeli za$ owa granica jest
liczha wigksza od 1, to tym bardziej granica wyrazenia |a,a”| jest liczba
wigkszg od i, a wige bezwzglgdna wartodé ogéluego wyrazu szeregu (c)
pie dazy do zera. Szereg (c) jest zatem wtedy rozbiezny (nie spelnia sig
dla niego oméwiony w §269 konieczny warunek zbieznosci). Granica
ciagu (b) przy @ == O istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje granica

g wyrazenia |/Ja,|. Szereg potegowy jest zatem zbiezny dla tych
ktére spelniaja warunek:

(d) lo]-9<1
a rozbiezny dla tych @, ktére spelniajs warunek:
le]-9>1

8) Jezeli granica g=0, to |@|-g=0 dla kazdezo @, a wigc wa-
yunek zbieznosci (d) spelnia sig dla wszystkich @; szereg potegowy jest
zatem wtedy bezustannie zbieiny.

1 :
b) Jezeli g =0, to zbieinodé zachodzi dla |m|<5 a rozbieznosé

dla |o| >%. To dowodzi, ze liczba gl jest promieniem 2bieénosci szeregu,

a wige:

1
lim ] a,|

W2zér ten mozna rozszerzyé takze na przypadek, gdy g=0, praypisu-

1
re—=
9

(17

: ol !
jac wtedy wyrazeniu z znaczenie r = - co.

¢) Oméwiliémy przypadki, gdy ciag{}/Ta,|} posiada skoficzons, tj.
wladciwg granicg (réwng zeru lub réing od zera). Gdy ten cigg posiada
niewladciwa granice: g = - co, to dla kazdego réznego od zera © cigg
(b) jest mieograniczony, a wige tym bardziej ciag {|a,a"|} jest nieogra-
niczony, a zatem szereg potegowy (c) jest rozbiezny. Szereg jest wtedy
zbiesny tylko dla # =0, a wige promien zbieznosci ma wtedy wartosé
r=0. Takze i w tym przypadku mozna uja¢ ten wynik we wzdr aanmn,

: 1
uzywajae dla. » =3 symbolicznej réwposel: r== Ft 0.
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Dowiedlismy zatem nastepujacego twierdzenia: jeseli istnicje granica

n
(wlasciwa lub nicwlasciwa) ciagu {J|a,)}, to promien zbieznosci szeregqu po-
tegowego (c) ma wartosé », wyrazona wzorem (17).
Twierdzenie to nie wyznacza wielkodei promienia zbieznodci, gdy

ciag {J]a,]} nie dazy do sadnej wlasciwej lub niewlaéciwej.grauicy, lecz
oscyluje pomiedzy jakimi$ liczbami.

Uwaga. Wyprowadzono ogdlniejsze twierdzenie o promieniu zbieznosci, ujmujace
i ten ostatni przypadek. Otéz w kazdym razie, nawet gdy nie istnieje wlasciwa lub

n -
niewlagciwa granica ciagu {Viazl}, to istnieje gdrna granica tego ciagu, wlafciwa
'ub niewlasciwa (por. tom I, § 31); oznaczmy jg:

7= lim sup e

(Jezeli istnieje granica ¢ we wladciwym znaczeniu, to § =g). Otéz Cauchy i Hada-
mard dowiedli, Ze promien zbiegnoéei istnieje dla kazdego szeregu potegowego i ma
warto$é:

(18) b b .

lim sup V[E,T[

Pomijamy tu dowdd tego twierdzenia; dowdd moZna znalezé np. w cytowanym po-
wyzej podreezniku Knoppa (str. 146).

Przyktady.

1) Dla szeregu:

14+ztat... 42" 4...
jest @, =1, JJa]=1 stale, a wige i w gravicy lim|)/a,|=1. Zatem

gl-= 1. Na
koricach przedzialu zbieznodei (— 1, 4 1), tj. dla ¢ =11 = —1 jest
ten szereg, jak wiemy, rozbieiny.

2) Dla szeregu:

g=1, a wige promieniem zbieznosci tego szeregu jest r =

(2

2)2 8 2 )
gue CEE LB |  COF

n

£ lve

jest:

2" » 5 !

a,= —, lim l/lan|= lim2#n #=2=g

N nooo n—>0

a wige promieniem zbieznosei jest »=1. Na prawym koficu przedziatu
zhieznodei (— &, 4 1), tj. dla @ =1, szereg jest rozbieiny (jako szereg

-harmoniczny), na lewym zas, tj. dla # = — § 2biesny, albowiem:

—1i—g+i—-
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jest szeregiem znakozmiennym, dla ktérego bezwzgledne wartodei wyra-
zéw daza monotonicznie do zera. ‘

3) Dla szeregu:

Jest: :
Q== 7—;5_, lim }/[a,| = lim »

n—>o0 n—>00

# wiec r==1. Na koncach przedzialu zbieznosei (—1, + 1) jest ten
szereg zbiesny, albowiem dla =1 otrzymujemy szereg t2)adlag=—1
szereg, dla ktérego {(2) jest szeregiem zlozonym z bezwzglednych war-
tosci jego wyrazow.

~ Dla kaidej wartosei .z zakresu zbieznosei szeregdw potegowych
mozna je do siebie dodawaé i odejmowaé tak jak skonczone sumy. Dla
kazdej za$ wartoci z wngtrza przedzialu zbieinosei mozna wykonywaé
mnozenie szeregéw potegowyeh tak jak mnozenie skoficzonyeh sum,
poniewas te szeregi sa wewnqirz zakresu zbieznosei bezwarunkowo zbiezne.

§ 288, Ciaglosé funkeji, przedstawionej przez szereg potegowy

Dla wszystkich wartosci zmiennej niezaleznej, nalezacych do zakresu
zhieznodci szeregu potegowego, ma on jakies skofiezone wartosei, przed-
stawia wige jakaé funkeje P(x) tej zmiennej, okreslong w zakresie zbiez-
sofei. Zatem w tym zakresie jest:

o0

Za,w‘ = P(x)

k=g
Méwimy, ze funkeja P(z) dasig w tym zakresie rozwingé na szereg po-

tegowy.

: Funkeje takie mozna uwazaé za bezposrednie uogélnienie najprost-
szych funkeyj, a mianowicie funkeyj calkowitych wymiernych, tj. wie-
lomianéw eczyli sum skoficzonych:

a+ae+azx’+...+ a2

Wiemy juz bowiem, ze wewnatrz przedzialu zbieznodei mozna rachowaé

szeregami potegowymi tak, jak wielomianami, a wykazemy ponadto, Ze
sa one ciagle, calkowalne i rézniczkowalne wyraz po wyrazie.

Najpierw zajmiemy sig badaniem ciaglosei. Wezmy pod uwage do-
wolny punkt @ = &, lezgey wewnatrz przedzialu zbieznodei, t]. taki, Ze

|| < 7. Okazemy, ze funkeja P() jest ciggla w kazdym takim punkeie.
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Obierzmy w tym celu pomigdzy [w;] a » dwie liczby @, i @, tak,
aby @] <@, <@, <r Poniewai szereg potggowy jest zbiezny dla
@& = @,, przeto jest jednostajnie zhieiny w przedziale <— m,, @,>, leig-
eym wewonatrz przedzialu <—u,, #;>. Funkeja P(x) jest zatem ciagla
w kazdym punkeie, lezgcym wewngtrz <—a,, ,>, a.zatem i w punk-
cie 2, ¢. b. d. o. :

Dowiedlismy wige, ze funkcja, przedstawiona przez szereg potegowy, jest
ciagla w kazdym punkcie, lezqcym wewnatrz przedzialu zbieznosci tego szeregu,

W szczegbloodei zatem kaida funkeja, przedstawiona przez szereg
potegowy zbiezny nie tylko dla z =0, jest ciagla w punkcie x = 0. Stad
wyprowadzamy nastgpujacy wniosek o identycznosci dwéch szeregéw po-
togowyeh: jezeli dwa szeregi potegowe majq te same wartodei dla x =0
¢ dla wszystkich x 2 dowolnie matego oloczenia punktu £ =20, to te dwa
szeregi polegowe sq identyczne, tj. majq wszystkie odpowiednie wspdlezynniki
parami réwne. Takie dwa szeregi maja oczywiscie ten sam zakres zbiez-
nosci 1 aja te same wartosel takze dla wszystkich innych z, nalezgeych
do tego wspdlnego zakresu zbieznodei.

Dowdd. Niechaj:

a+ a @+ o +4... = P, (%)
bo + b,z + b, 2% ... =_P2(a")

Wedlug‘ zalozenia jest najpierw P;(0) = P2,(0), tj. a, = b,. Ponadto dia
wszystkich 40 2z jakiego$ otoczenia punktu =0 spelnia sig réwnosd:

a+o -+ w2+ ... =by + b+ byad+ ...

Odejmijmy od tej rownosci stronami réwnydé a, = b, i podzielmy obie
strony przez x (zakladajac jui teraz, ze z == 0),
Otrzymamy nowe szeregi potegowe.

(89] a, +axtagm® ... =06, + bx bzt ...

Réwnosé ta zachodzi na pewno dla wszystkich @ 2z otoczenia punkiu &==0,
lecz nie wiemy, czy zachodzi takze dla # = 0. Nazwijmy fuokeje, okre-
élonaf przez pierwszy z otrzymanych szeregéw, Q,(z) a przez drugi @, (@),
A wige jest: o
¢ (@)= Qylz)
dla z =0 z otoczenia punktu 2 = 0.

Poniewaz kazda z tych funkeyj jest ciggla dla @ = 0, przeto:

™ }_1_"1; O (z) = 0,(0)= ay, ““; Qq () = 0, (0)= bz

Poniewaz za$ (), (x) =0, (%), przeto i lim Q, (x) =lim @, (x), czyli a,=b,.
x—>0 x—0

Odejmujemy teraz tg réwnoéé stronami od réwnosei (I). dzielimy obie
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strony preez ® i wykazujemy w podobny sposéb jak poprzednio, %e
ay == by i tak dalej, ogdlnie a,= b, dla kazdego #, a to znaczy, ze obydwa
dane szeregi potegowe sg identyczne, c. b. d. o. Jezeli wige jakas funkeja
da si¢ W otoczeniu punktu 2==0 przedstawid szeregiem potggowym, to
to jest moiliwe tylko w jeden sposéb.

§ 289, Metoda nieoznaczonych wspéXezynnikow

Na twierdzeniu o identycznosei szeregdéw potegowych polega pewien
bardzo czesto uzywany sposdb rozwia,zywani'a rozmaitych zagadnien, zwany
metodq nicoznaczonych wspdlczynnikéw. My$l zasadnicza tej metody jest
nastepujaca. Jezeli wiemy, ze jakas funkeja da sig rozwingé na szereg
potggowy, lecz nie znamy wspélezynnikéw tego szeregu, natomiast znamy
jakie$ zwiazki, zachodzace migdzy ta funkeja a innymi funkejami o zna-
nych rozwinigeiach, to przedstawiamy te zwigzki jako réwnosé pomigdzy
dwoma szeregami potggowymi. Przez poréwnanie wspélezynnikéw przy
réwnych potggach @ po obu stronach tej réwnosei otrzymujemy szereg
réwnai, z ktérych obliczamy wspélezynniki nieznanego szeregu potggowego.

Przyklady

1) Pray dzieleniu liczby 1 przez szereg potegowy chodzi o znale-
zienie wspolezynnikéw ¢, ¢, ¢,,..., znajge wspdlezynniki a0, a;, ay,. .
jezeli te szeregi spelniajg réwnosé:

no+a‘w_.+ia2w2+.“=co+c,m+c,m’_—}—...

czyli:
(ag+ a2+ aa*+..) (oot a4 ..)=]
Wykonujemy mnozenie szeregéw po lewej stronie, porzgdkujge iloezyny
~skladowe wedlug poteg @ i otrzymujemy:

a9 o+ (age; + a5 ¢) @ 4 (ages 4 a1 ¢, + ay¢0) 2 +
+(aoes +are5+ age, - ascp)at ... =1

Prawg strong mozemy uwazad za szereg potegowy:

14024022} 0.23 +...
Z pordwnania wspélezynnikéw obu stron tej réwnodei otrzymujemy nastg-
pujacy szereg réwnan:
@gco =1
Fee agey +a,6=0
g3+ 0161 + 03¢ =0
903+ @165+ 850, + age, =0
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ktérych wyznaczamy kolejno nieznane wapdleaynniki €o» €14 Cgy ... jako

-
fankeje danych wepdlezynnikéw a,, a;, a,,... Tak op.:
e l (e a, ¢ a? TR a2 ao
0T =y O ==i==gy Ce— Ty
a, a? ad

2) Zastosujmy metode bieoznaczonych wspélezynnikéw do rozwi-
nigeia funkeji tgo na szereg potggowy.

Poniewai:
st 2
COB @
przeto zachodzi zwigzek:
(a) tg® - cosw =sinw

Podstawiamy tu za cosw i sin@ 2nane szeregi potggowe (por. tom I,
str. 399—400), za tgw zaé szereg potggowy o wieznanych wspdlezynnikach:
tgo=co ;0 0% - czed ...

Xatwo okazaé, 2e wspélezynniki o parzystych wskaznikach sg zerami i po-
zostaje rozwinigeie:
t3% =, & + c; 0% 4 ez ...

Zatem wzér (a) przyjmuje postad:

' o & o
Sl ot Aol 0 u @ oW -
(c;0+cya® 4 c2b...) (1 21-}-4’ 6!+"')'
o b o5 o
S B

Wykonujemy po lewej stronie mnozenie szeregéw potggowyeh i otrzy-
mujemy:

L8l Al s b iy st @ ot
clw-}—(ca 2!):17 —l—(c5 2!+41)w+...—m——m+a—ﬁ...

Przez poréwnanie wspélezynnikéw obu stron otrzymujemy nastgpujacy
szereg réwnan: :

=1

R
w—gt=n -

o ftE—a=—n
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Z tych réwpaf otrzymujemy kolejno:

T |
a=1, g=4% =7 =g
a wiee:

(19 tgo =0 - j2° + f50° - 5"+

Metoda nieoznaczonyeh wspélezynnikéw nie daje zadne] wskaz.dwki, doty -
czacej zbieznodei otrzymanego szeregu. Inng droga okazano, te t(?f] §ze-
reg jest zhiezny dla |@]< 17, tj. po obu stronach zera az do najblizszych
punktéw, w ktérych tga przestaje byé funkejs ciagla (por. Koopp.
l. e str. 245—6). : o itk

Niechaj czytelnik zbada w podobny sposéb rozwinigele na szereg
potegowy funkeji (parzystej), okreslonej wzorem:

y=2%FL da o0 0 y=1 dae=0

Metody nieoznaczonych wspdlezynnikdw uiy’w'a.‘ sie czesto przy roz
wigzywaniu skomplikowanych zagadnien, a szezegdlnie pray rozwigzywa-
niu réwnan rézniczkowych, o czem bedzie mowa w nastgpnym rozdziale.

Dotychezas zajmowalismy sig tylko szeregami potegowym1l W otec-
ezeniu punktu @ =0, tj. szeregami postaci:

(s) ag+a @ +a, 2t +... a4 ... = P@)

Whszystkie te rozwazania mozna przenie$é na szeregi potggowe w ofo-
czeniu dowolnego innego punktu @ = @, t]. na szeregl postaci:

b+ by (@ — @)+ by (@ — @ .. FBulo — @ .o
Kladae tu @ — a = @', otrzymujemy bowiem szereg potegowy:
- bo+ 0@ + by b2
w otoczeniu punktu @' =0. Promien zbieZnosci tego szeregu Wyzuacza
sig z wspélezynnikéw b, tak samo, jak promien zbieznosci szeregu w oto-

ezeniu punktu =0 z wspélezynnikéw a,. Przedzialem zbieznosei jest
odcinek, przepolowiony punktem = a.

*

§ 290. Calkowanie i rézniczkowanie szeregéw potcgowyeh
Widzieliémy, ze kaidy szereg potggowy jest ‘jedno.stanie zbieZny
w kazdym przedziale, lezacym wewnatrz zakresu zb_ler'a_nosm, wyrazy zas
jego sa funkcjami ciaglymi. Wobee te.go (por. .§ 28.0) _]efst dozwolone .cat‘-
kowanie tego szeregu wyraz po wyrazie. A wige ./zfiz/'cr:ja, Przedstr‘umon'{;,
preez szereq potegowy, jest cathowalna, a catka jej jest rowna [funkeji,
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praedsiawionej przez szereg, adosony z calek wyrazdw danego szeregu. Do
kazdej wige funkeji, przedstawionej przez szereg potegowy, mozna sto-
sowaé wewnatrz zakresu zbieinosei metode calkowania przez szeregi,
oméwiong w § 285, w ktérym tez podano przyklady stosowania tej metody.
Zbadajmy teraz rdzniczkowalnosé szeregéw potggowych. Tworzymy w tym
celu szereg, zlozony z pochodnyceh wyrazdw szeregu: =

(a) Plo)=ay+ a,@ + a,0° + aza® + ... + a, 0" ...
a mianowicie szereg: '

(h) Q@) =a,+ 20,04 3a,2° + ... - na,a" ...

Wszystkie wyrazy tego szeregu sg funkejami cigglymi,

Jezeli ten nowy szereg jest jednostajnie zbieiny, to przedstawia on
pochodna funkeji P(x) (por. § 286). Otés ten nowy szereg jest takie
szeregiem potegowym (o innych wspélezynnikach) a wige jest wewnatrz
swego przedzialu zbieznosci jednostajnie zbiezny. Chodzi jeszeze tylko
o zbadanie, jaki przedzial zbiesnosei posiada ten nowy szereg. Okazemy,
ze szereg (b) ma ten sam przedzial zbieznosei, co szereg (a). W tym celu
udowodnimy, e kazdy punkt, nalezgey do przedzialu zbieznodei szeregu (a)
nalezy takze do przedzialu zbieznosei szeregu (b) i na odwrét.

I tak niechaj punkt @, nalezy do przedzialu zbieznodei (=1 7)
szeregu (a). Obierzmy w przedziale zbieznosei dowolny punkt gz, taki,
aby |a;| < @] <7, a wige dla =g, szereg jest zbiezny.

Wobec tego ciag wyrazéw a,x jest ograniczony (wyrazy te bowiem
dazg do zera). Istnieje wiee taka stala liczba A, ze:

b

A —
[2o]

Ogolny wyraz szeregu (b) ma dla T = @, postaé:

|a,,zvk| <4, azatem |a,277| <

K

A 2 n-1
80, = a, 4 - n (—1-)

Zy
A wige:
Ine, s '| < K-.n gr—
przy czym;
PR L
i l‘vo , ok
Zatem ;

oy < K-1
1202w1!<K'29
[Bagat] < K-3¢°

Rachunek rézniezkowy i eatkowy. 1. lil.
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Poniewaz szereg: K - K.2¢ 4 K-8¢%-} ... jest zbieiny (por § 271
str. 16), przeto takze szereg:

lay| + 12 a5, ) + j3agai] + ...

jest zbieiny, a to dowodzi, ze szereg (b) jest w punkeie @, zbiezny (i to
bezwarunkowo). A wige kazdy punkt z,, naleiacy do przedzialu zbies-
108ci szeregu (a), nalezy takze do przedzialu zbieinosci szeregu (b)

Udowodpimy teraz prawdziwo$é twierdzenia odwrotnego. I tak
jezeli @, nalezy do przedzialu zbieznodci szeregu (b), to szereg:

lagl + 12 ag2,| - |3aga3| 4 ...

jest zbieiny. Mnoiae wszystkie jego wyrazy przez |a,), otrzymamy nowy
zbiezny szereg:

la, ) - |2ag03] + |3aga3] + ...

Wyrazy tego szeregu s3 niemniejsze od wyrazéw szeregu:

lay 5] + log@i| +las@a] + - .
a'zatem i ten drugi szereg jest zbiezny, a wige i szereg:

lao] + lay 5] + |a, 25| 4 |ag 23| 4+ -

jest zbieiny, to zad dowodzi, ze dla o =, takie szereg (a) jest zbiezny
(i to bezwarunkowo).

Z rozwazat tych wynika, 2e funkcja, przedstawiona przez szereg po-
begowy, posiada pochodng wewnaqtre przedziadu zbieznosci, a pochodnag te
przedstawia szereg, utworzony z pochodnych wszystkich wyrazéw danego
seerequ, zbieiny w tym samym przedziale, co pierwotny szereg.

Dozwolone wige jest rézniczkowanie szeregu potegowego wyraz po
wyrazie.

Poniewaz do nowego szeregu stosuje si¢ znowu to samo twierdzenie,
przeto funkeja, przedstawiona przez szereg potggowy, posiada pochodne
wezystkich rzgdéw, a oblicza sig je przez kolejne rézniczkowanie szeregu
potegowegc

Twierdzenie to odoosi sig zaréwno do szeregéw potegowych w oto-
czeniv punktu =0 jak i do szeregéw w otoczeniu dowolnego inoego
punktu o = a.

Za pomocy wartofei funkeji, przedstawionej przez ssereg potegowy
i kolejnych jej pochodnych w jednym punkeie mozpa wyrazié wszystkie
wspélezynniki szeregu potegowego,

I tak z wzoru:

(@) =ag+ a,@ + a,0° + 050 + ... @, 2" ...

T

otraymujemy: :
» 7(0) == &
Tworzymy pochodna: Ve
- @ =1.a,42. a0 + 3eaza?f- ... ne a0 -
a stad, kladge @ =0, otrzymujemy:
7'(0)=1.a,
Z drugiej pochodnej: .
['@=1:2-0,42-3:0,84...4n (n—1) g, 4 ...
otrzymujemy:
£(0)=21.a,
Ogélnie z u-tej pochodnej otrzymujemy:

f(0)=nla,
a zatem:

1°(0)

nl

a, =

Wohee tego mozina przedstawi¢ dany szereg potegowy w postaci:

@ | =0+ Dot L0y O,

7l

to zad jest szereg Maclaurina. Widzimy wige, Ze rozwiniecie funlecji
na szereg potegowy jest. jej szeregiem Maclaurina. Stosujae to samo

rozumowanie do szeregn potggowego dla otoczenia dowolnego punktu
@® = @y, tj. do szeregu:

F(@) = by + by (@ — ;) + by(@ — 0,2 4 ... + b, (0 — @,)" + ...

siwierdzamy, e ten szereg jest identyrzny z szeregiem:

o) = fla) + L @y +- L0 gy
@1)

+..4L (“1’( — ) ..

1

tj. z szeregiem Taylora.
A wige rozwinigeie funkcji na szereg potegowy w otoczeniv do: wolnego
punktu jest jej szeregiem Taylora.

6%
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ijanie funkeji na szereg Maclaurina lub Taylora i roz

ozwijan i g I
wijanie funkeji na szereg potggowy jest wige tym samym zagad'memen'],
rozwinigeia te sg bowiem identyezne. Klasa funkeyj, dajacych sig rozwi-
paé na szereg Maclaurina lab Taylora, jest wige identyczna z klasg

funkeyj, przedstawialnych przy pomocy szeregéw potggowych.

& 291, Szeregl potegewe zmienne] zespolonej

"Wilasnodei szeregbw potegowych, poznane w poprzednich paragra-
fach, odnoszy, sig bez zasadniczych zmian takze do takieh szeregéw po-
tegowych:

e ag a2+ 4327 .. 40,2 4.

w ktéryeh zardwno zmienna # jak i wspdlezynniki a, mogs pxtzybiera.e
wartofei zespolone. W szezegblnodel wszystkie rozwazania i twierdzenia
o promieniu zbiéznodei stosuja sig do tego ogélniejszege .przypatl'ku, z tg
tylko réznics, Ze zamiast preedzialu zbieznodei na osi liczbowej wyste-
puje tu kolo zbieinodcl na plaszezyZnie liczbowej. : :

I tak dochodzimy tu do rozréinienia nastgpujaeyeh trzech jedynie
mozliwyeh przypadkéw. : )

1) Szereg potegowy moze byé zbiezny tylko w Jedf]yr.n punlfcle
2 =0 plaszezyzny lczbowej; méwimy wiedy, Ze jego promieniem zbiez-
nodei jest r =0 a jego zakresem zbieinosei jest kolo o promieniu s = 0.

2) Szereg potegowy moZe byé zbiezny we wszys.tklch. punktach 2
plaszezyzny liczbowej; szereg taki nazywamy bezustannie ﬁbxeznyrfl.. Jefgo
promieniem zbieznosei jest wiedy r =--oco a jego. zakresem zbieznosel
jest cala plaszezyzna liczbowa ezyli kolo o promieniu r=-—]—oo

3) Szoreg potegowy moze byé zbieiny dla wsaystkich liczb zespo-
lonych 2, spelniajaeyeh nieréwnodé |2| <, a rolzbieiny. dla wszystkich
2, speluiajaeych nieréwnosé |2] > r. Dodatnia liczha r jest wtedy pro-
mieniem zbiesnofei szeregu, a wszystkie punkty wewnatrz kola o pro-
mienin 7 o érodku w poczatku ukladu naleza do zakresu zbieinoéci‘tego
szeregu. Wiemy bowiem, Ze bezwzgledng wartodeig liczby zespolonej:

2=g -+ iy

- el=lo+iy|=Var + o

Warunek wige |2] <r ma dla takich liczh vostaé:
Vot + 42 <r
@ yr < v

jest:

ezyli:
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a to znaczy, Ze te punkty 2z lezg wewnatrz kola o promieniu . Dla roz-
maityeh liezb, spelniajaeych réwnanie |z]=r, tj. lezacyeh na ok regu
tego kola, moze byé szereg zbieiny lub rozbieiny.

We wszystkich tych przypadkach mozemy méwié o kole ehiecnodes
(degenerujacym sig¢ do jednego punktu w przypadku r = 0, a zamienia-
jacym sig na caly plaszczyzng w przypadku r = 4- o0, tj. w przypadka
bezustannej zbieznosci).

Zakresem zbieznosci szeregu potegowego jest zatem zawsze Jakies kolo
0 $rodku w pocegiku wktadu, przy czym punkty, lezace na samym okregu,
moga byé punktami zbieznosei lub rozbieznodci.

Teraz dopiero nabiera pelnego znaczenia nazwa: ,promied zhies-
nofci“ dla liczby 7. .

Rozwazania te odnoszg sig takse do szeregéw potggowyeh w oto-
czenin dowolnego punktu, roznego od z =0, tj. do szeregu:

by b(e — 2;) F byle — 2y)2 ... - b, (2 — 2,)" ...

nalezgcego do otoczenia punktu 2, 4= 0. Srodkiem kola zbieinodei jest
dla tego szeregu punkt, odpowiadajacy liezbie zespolonej 2.

Szereg potegowy przedstawia funkeje zmiennej zespolonej, letéref
zakresem istnienia jest wnetrze kola zbieznoéei, a czasem takze niektdre
lob wszystkie punkty, lezace na okregu tego kola Jest ona wewngtirz
tego kola ciggla @ réinicekowalna nieskohczenie wiele razy, a pochodng
otraymuje sig, rézniczkujae’ szereg potegowy wyraz po wyrazie, Funkeja
ta posiada takie calke mieozmaczong. Okazano, ie takie calka krzywo-
liniowa (ktéra wystgpuje w tym wypadku zamiast catki oznaczonej) ist-
nieje i jest niezaleina od drogi calkowania, jezeli ta droga lesy calkowi-
cie wewnatrz kola zhieznodei. Zaréwno calke nicoznaczona jak i calke
krzywoliniows (w przypadku, gdy droga calkowania lezy wewnjirz kola
zbieznodei) otrzymuje sie, calkujge szereg potegowy wyraz po wyrazie.

Funkeje, okreslone przez szeregi potggows, sa wige wewnalrz kola
zbieznosei bardzo regularne: mozna nimi rachowaé podobnie jak wielo-
mianami. Funkcje, preedstawiong prezez szereg potegowy wewnatrz kola
2bicénodci, nazywamy funkcjg analityczng w tym obszarze.

Do funkeyj .analityeznych (w pewnym obszarze) naleis wszystkie
funkcje elementarne i wiele innych fankeyj przestepnyeh. Uzywajse sze-
regéw potegowych, na ktére dadza sig te funkeje rozwingé, mozemy roz-
szerzyé definicje znanych funkeyj elementarnych zmiennej rzeczywistej
na funkeje zmiennej zespolonej i badaé ich wlasnodei w tym rozszerzonym
zakresie. Wykrywamy w ten sposéb nieraz nowe, bardzo interesujgce
zwigzki, zachodzace ‘miedzy funkcjami elementarnymi i dopiero z tego
ogélnego punktu widzenia uzyskujemy zupelne zrozumienie ich natury.
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Zastosujemy te metode badania do funkeji wykladniezej ¢ Funkeja
ta da sig, jak wiemy, przedstawié szeregiem potegowym:

» , x® o z"
1+1_!_+ﬁ+?7+"'+1?+"'=

Zbadajmy ten szereg potegowy dla zespolonsj zmiennej 2, a mianowicie
szereg:

23
g Bt e RN

Jest on bezustannie zbiezny, tak samo jak szereg potegowy funkeji ¢
Okresla wige jakgé funkeje w calej plaszezyznie. Oznaczmy te funkeje
takze i teraz symbolem ¢, a wige:

oo

: 2

(22) B R e ol

szemy to uczynié, poniewaz symbol ¢ nie mial dotychczas dla nas za-
dnego znaczenia, gdy 2 nie bylo liczby rzeczywisty a dla 2 rzeczywistych,
up. 2 ==®, szereg ten istotnie przedstawia funkeje wykladnicza‘ ¢*. Nada-
lidmy w ten sposéb Scisle okreslone znaezenie potegowaniu liczby e przez
wykladnik zespolony. Tak samo dla kazdej innej dodatniej liczby a mo-
zemy teraz definiowa¢ potegowanie przez dowolny wykladnik, rzeczywi-
sty lub zespolony, przedstawigjac to a w postaci:

a= elog,a

i kladae:

(28) : a* = ¢tloseo

W ten sposéb nadaliémy sens takiemu np. wyrazeniu, jak: 3V=1 czyli 3;
jest to mianowicie liczba zespolona ¢''°83, przedstawiona pastgpujgcym
ghieznym szeregiem:

14

Otrzymaliémy w ten sposéb potegi nowego rodzaju. Zachodzi pytanie,
czy do tych nowych poteg stosujs sig te same reguly rachunkowe, co do
zwyklych poteg o wykladnikach rzeczywistych. Najwazniejszg taks re-
gula jest mnozenie poteg o réwnych zasadach:

2 ;8
tlog3+z log 3 ¢ log 3 St

-+

oo = oV

Zbadajmy, eczy podobna regula stosuje si¢ do iloczynu poteg: ¢ .¢* o wy-
kladnikach zespolonych.

et

"
Otéz wedlug definicji takich poteg, jest?
2
¢"-—-—1+ + +§f+"°
b %, %
e=14042 5
Stad:
4, 4 :
=+ 24018 L b pa )

Wykonujemy mnozenie tych szeregéw potegowych, grupujge iloezyny
skladowe wedlug stopni wyrazéw, zawierajacych potegi liczb 2, i 25
i otrzymujemy

Y gl 1(21+32)+ l(zl+22122+z§.)+
+§(z +3842+344+4)+

Zatem;

=1t (b 20+ g 20 g (e 2 e

W mysl wzoru (22) przedstawia szereg po prawej stronie warindé

funkeji wykladniczej dla 2 =12, §-2,, tj. ent™

A wigc:

&l gB — gurtn

Regula mnoZenia poteg o zasadzie ¢ a o wykladnikach zespolo-
nych jest wige taka sama, jak dla wykladnikéw rzeczywistych.

Regula ta utrzymuje sig takie w moey dla poteg o dowolnej dodat-
niej zasadzie a.

Z tej reguly wyprowadza ‘sig inne reguly potegowania, Istniejg
jednak takze inne zwigzki .pomigdzy potggami, niespotykane w zakresie
zmiennej rzeczywistej. I tak zbadajmy funkeje wykladnicza dla eczysto
urojonyeh wykladnikéw, np. dla z==1iy, przy czym y jest liczha rze.
czywisty, Otrzymujemy:

5 ] 7
1—|-z-——§l— -—z——!— +z'g—!——g—! +i;’—!+...
y® Ay gr

Szeregi, zawarte w nawiasach, przedstawiaja rozwinigeia funkeyj cosy
i sin y, a zatem:

(24) e¥=2Ccosy-|-isiny

0 O . 7 s
’%1 2V+m
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Wzér ten jest bardzo dogodny do obliczania poteg o wykladniku urojo-
nym, nie trzeba buwiem uzywaé nieskofczonych szeregéw, a wystarcza
tablice funkeyj trygonometrycznych. Tik np. wartogé potegi 8! = ¢floes —
== c0s (log 3) 4 i sin (log 3), a to mozna obliczyé przy pomocy tablic.

Bezwzgledna wartosé kazdej potggi liczby ¢ o ezysto urojonym wy-
kladniku jest réwna 1, albowiem:

|| = Vsin?o F cos®z = 1

Wazystkie zatem punkty plaszczyzny liczbowej, odpowiadajgce urojonym
potegom liczby e, leig na okregu kola o promieniu 1.

Mozemy teraz oblicayé bez uzycia szeregn potegowego takie potege
liczby ¢ o wykladniku zespolonym: 2 = @ - iy, a mianowicie:

(25) ¢ = "t = ¢*. (cos. yy -} i sin Y)

Z tego wzorn wyprowadza sig bardzo wazny a nieoczekiwany wniosek.
I tak wurtod¢ prawej strony nie zmieni sie, gdy za y podstawimy
Y+2nmy44m ogblnie y 4-2%kx o calkowitym %, poniewaz liczba 2
Jest periodem funkeyj siny i cosy. Wobee tego takze lewa strona wzoru
(25) nie zmieni wartodei, gdy za y podstawimy y - 2km, a wige:
¢ == ¢V = T UTT) — ot HUTE . et 2uTi
Zatem:

(26) AT — g

Wzér ten dowodzi, ze funkeja wykladnicza ¢ jest funkeja periodyceng,
a mianowicie posiada czysto urojony period 2kmi.

Kladge w tym wzorze 2=0 a k=1, otrzymujemy nastgpujacy
zwigzek pomigdzy liczbami e, 7, i, tak waznymi w analizie matematycznej:

821:! =1

@7

Na uwage zasluguja tez nastgpujace specjalne przypadki wzorn (24):

e™ = cos wtisinm=—1-4i.0=—1
T
e’«’=cosg+isin§=o+i-1=+i

-l

e—2_=cos(—g)+isin (—%)=0—z’-1=-—i

Uzywajse wzoru (24), mozemy uzyskaé bardzo proste zwigzki mieg-
dzy funkejami trygonometrycznymi zmiennej rzeczywistej, a funkejs wy-
kladniczg zmiennej urojonej. I tak:

s gty S

”

€' == cos -+ isin

e =cosy —isingy

¢ e =2cosm

e — e = 2ising

Stad wynikaja nastgpujace wzory Eulera:

(28) cosx =13 (e%+ ¢

1
28 81 xi —xi
( a) sln o = 75 (e —e )

Tych wzoréw mozna uzyé z pozytkiem przy calkowaniu dodatnich cal-
kowitych parzystych poteg funkeyj sin & i cos .
a2 -l .
Podstawia si¢ mianowicie zamiastdin2” z lub cos?® x wyraZenia S (eFil )2
lub (—23—2” (¢ — e~*) | rozwija sig potggi dwumiandw wedlug wzoru Newtona.
Otrzymujemy w ten sposéb zamiast skomplikowanych wzoréw redukeyjnych, stuZgeych
do obliczania calek z funkcyj sin? , cos? x, calk¢ z sumy poteg postaci e£¥/, ktére

catkujemy odrazu, a mianowicie fe*"dx:Eek*‘. Po wykonaniu catkowania zbie-

ramy razem odpowiednie pary e, e~* j zastepujemy je funkejami coskx lub sin k.

Z wzoru (24) wyprowadzimy bardzo wazny wzér Moivre’a. Pod-
nieSmy obie strony wzoru (24) do potegi my, to otrzymamy:

()™ == ¢! = (cos @ - 4 sin &)™

ale ¢ = cosmu - isinmw, a zatem:

(29) (cos@ 4 isinz)” =cosmp+isinma

Wzér ten ma bardzo liczne zastosowania w algebrze i w analizie.

Wykonujae po lewej stronie patggowanie i poréwnujac ze sobg
czedei rzeczywiste i czysto urojone, mozna otrzymaé wzory, wyraiajace
cosme i sinma@ za pomocy poteg funkeyj sin@ i cosz. Chege za$ uzy-
skaé przeciwnie, wyrazenie poteg funkeyj sinz i cosz za pomocs sinu~
80w i cosinuséw wielokrotnosei kata @, podnosimy obie strony wzoréw
Eulera do m-tej potegi. W ten sposéb otrzymamy:

2" cos™ @ = (¥ + e ¥)" =

i ) St (5) e . 4 me VR . gt
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Zbierajac tu razem po dwa odpowiednie wyrazy od poczatku i kofea,
otrzymujemy znowu na podstawie wzorn Eulera:

2" cos™ @ =2 cosm x4 2 (%) cos (m — 2) @ -} ... 42 (,;_f_;) cos @
2
(30) | dla nieparzystych m
=2coBmm 42 (") cos (m — @+ ...+ ('Zj) dla. parzystych-m
2

Kladge tu # -4 @ zamiast @, otrzymujemy po wykonaniu rachunkéw:

2" gin" g = (— 1)’;. 2 [cos mo — () cos (m — 2) v

+ (3)cos(m — 4w ...+ §(— 1)"3 (Zf_)] dla- parzystych m
30 m41 e
ke == (— 1,)—;._- 2 [sin ma— (7)sin (m — 2)w < (3) sin (m — 4) 2

m—1
4+ 4=y (gg) sin w] dla nieparzystych m

2

Te wzory bywaja stosowane w rachunku ealkowym przy obliczaniu
calek z poteg funkeyj sinz i cosz dla wykladnikéw parzystych natural-
nych, Przy pomocy tej rozszerzonej definicji funkej wykladniczej mozna
uzupelnié pewny luke w matematyce elementarnej. Okresla sig mianowicie
w matematyce elementarnej tylko logarytmy liezb dodatnich. Obecnie mo-
zemy rozszerzyé te definicje takze na liczby ujemne i ogélnie na dowolns
liezby zespolone, Trzymamy sig mianowicie ciagle tej samej zasadniczej defi-
nicji, a mianowicie: logarytm jest to funkeja odwrotna wzglgdem funkeji
wykladniczej. Jeieli wige: 2 ==¢”, to: w=log,2. Jezeli 2= iy, to
w jest na ogél takze liczbg zespolong: w ==u - év. Chodzi wige o wy-
zoaczenie rzeczywistych liczb w, » z warunku:

® -+ iy ="
Na podstawié wzoru (25) otrzymujemy:
@iy = ¢ (cos v} isinv)
Lews strong mozna takie wyrazié za pomocs funkeyj trygometryeznych,

uzywajae na plaszezyZuie liczbowej wspélrzgdnych biegunowyeh zamiast
prostokatnych, a mianowicie kladac & ==rcosJ, y =r sinJ, pray czym

r = l/mﬂ + 73 9 =arec tg%. Wolbec tego powyzszy wzér przyjmie postaé:
v (cos & i sin ¥) = ¢" (cos v |- i 8inv)

5

Liczby 'zespolo;ne, stojace po obu stronach tej réwnosei, musza mie¢ réwne
wart.oém bezwzgledue, a argumenty (katy) réwne lub rézoigce sig tylko
o wielokrotnosé liczby 27 A wiec: -

F=r v=942kn
Stad u == log, r. Wyznaczylidmy zatem szukang pare liczb: u, ». Wobee teg;):'

w=log,z=u -+ iv=log,r + i (% + 2kn)
czyli:

(31) lOge(w+iy)=logel/m2+§/_§+i(arctg%—}-?kn)

Wldzilny zatem, ze logarytm kaidej liczby, nawet dodatniej, Jjest funkejg
mesko.ﬁczenie wielowartosciows, mozna bowiem w tym wzorze podstawiad
za k liczby: 0, 4+ 1, 4 2, ... Pochodzi to z periodycznosei funkeji ¢”
Dla k=0 otrzymujemy liczbe, zwang wartosciq glbwng logarytmu.
Przyklady.
1) Dla 2 =1 jest r=1, $=0, a wiee:

log,1=0+i(0 +2kn)=2kmni

przy czym k=0, +1, +£2 .. Wartoscig gléwny jest liczba 0. Potggu-
Jjac zasade e przez kazda z tych liczb, otrzymamy zawsze na wynik liczbe 1.

Dla logarytmu o zasadzie 10 otrzymujemy tu takze nieskorczenie
wiele wartodei, albowiem:

logg 1 =log,, e+ log, 1 == 0:48429....2kni

2) Weimy 2= —10. Wtedy |2| =10, 9 = (por. fig. &
Obliczmy log,, (— 10) l , N e

Z wzoru (31) otrzymujemy: Y
log, (—10)=log, 10+ i(z + 2k )
=180°
Stad za$ wynika, ze: '/\
log; (— 10) = logyg e (log, 10 4 - ;0 0 ?
+i(n42kn) =14
F043429...7i(2k 4 1) Fig. b.

Gléwng wartodcig tego logarytmu (tj. dla k= 0) jest zatem liczba
zespolona:
log,o (— 10) = 1 4 043429 .. . ni

Wazystkie inpe wartosei sg takze zespolone.
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8) Obliczmy log,i. Poniewaz 2 =1, |¢| =1, & = L=, praeto:
log.i=log, 1 +i(dn+2kn)=1L1mit 2kmni

WartoScig gléwng jest:
log,i=1ni

Wprowadziwszy tg ogélng definicje¢ logarytmu, mozemy teraz uogélnié
definicjg potegi na dowolne zasady (dotychezas bowiem rozwazaliémy
tylko potegi o dodatnich zasadach). Wychodzimy z wzoru: a=e'°2?, kto-
rego uzywaliSmy dotychezas tylko dla dodatnich liczb a. Obecnie ma ten
wzlr Scifle okreslone znaczenie takze dla dowolnych zespolonych a.
Potege a® o dowolnej zasadzie a okreslamy zatem za pomocs wzoru:

ab=eblng£a
Jezeli wige a=w+ iy, b=u iv, to:

(@ -+ dy)He = gtz

Potgga ta jest w ogélnosei wielowartosciowa, poniewaz log, (@ - iy) jest
wielowartosciowy.

Tak op.: .
o= gt — gi§mit2kni)  —(}n2kn)

Dla k¥ =0 otrzymujemy warto$é gléwns:
i = e—;n

a wige otrzymaliSmy na wynik liczbg rzeczywists. Takze dla innych &
otrzymujemy wartosei rzeczywiste,

Latwo mozna okazaé, ze przy calkowitym wykladniku b otrzymu-
jemy tylko jedng wartosé potegi, przv ulamkowym wymiernym wyklad-

viku b=§- otrzymujemy tyle wartosci, ile jednostek zawiera mianownik

uproszezonego ulamka {;o’ a przy niewymiernym lub urojonym wyklad

viku otrzymujemy nieskonhczenie wiele wartosei

Szezegdlnie wazne jest badanie za pomocs szeregow potegowych
nieelementarnych funkeyj przestgpnych, jak np. funkeyj eliptycznych.
Teoria funkeyj analitycznych zmiennej zespolonej jest jednym z pajob-
szerniejszych i najdokladniej opracowanych dzialéw matematyki wyzszej.
Znalazly one bardzo rozlegle zastosowanie w rozmaitych dzialach tech-
niki (np. w elektrotechnice, aerodynamice, geodezji) W polskiej litera-
turze posiadamy do tego przedmiotu tylko jeden, przestarzaly juz dzisiaj,
podreeznik J. Pazyny p. t. Teoria funkeyj analitycanych (2 tomy, Lwow

i

1808—1900). Natomiast obea literatura obfituje w znakomite podreczniki
z tego zakresu, Wymienimy tu tylko nastgpujsce, bardzo rozpowszech-
nione podrgezniki: K. Knopp, Funktionentheorie (2 tomy, Sammlung
Goschen, wyd. 2, 1918, 1920 r.) i A, Hurwitz-R Courant, Funk-
tionentheorie (Berlin, wyd 2, 1925 r.).

Ustgp IV
SZEREGI FOURIERA

§ 291. Interpolacja trygonometryczna

Obok szeregéw potegowych odgrywaja bardzo waing rolg w mate-
matyce czystej i stosowanej szeregi funkeyjoe, zbudowane z funkeyj try-
gonometrycznych, a mianowicie szeregi postaci:

Lag + (a,cos -} by sinz) + (aycos 2@ - bysin 2x) -

+ ...+ (@, co8 nw - b,sin @) -} ... = T}a(,—}-z'(az,, cos 7% -} b, sin ni)

n=1

(82)

Szeregi takie, zwane szeregami lrygonometrycenymi, nadajg sig bardzo.
dobrze do ujmowania we wzory matematyczoe zjawisk periodycznych.

Naunkg o szeregach trygonometrycznych nawigzemy do inferpolacji
irygonometrycznej, tj. do przedstawiania szukanej funkeji w przyblizenin
za pomocy skoficzone] sumy postaci:

Typps (@) = y= Lag + a cosw + by sin g | ay cos 2@ +- bysin 20 -
+ ...+ a,cosrz 4 b, sinrx

zwane) wielomianem trygonometrycznym. Wzér ten przedstawia funkeje
periodyczna. Periodami poszezegélnych dodajnikéw sa liczby 2a, §2m,

(33)

%27:,...,17271, wspdlnym za$ periodem wszystkich dodajnikéw jest naj-
wigksza z tych liczb, tj. 27, a zatem:
yw+2n) =y

Taki wielomian nadaje sig dobrze do aproksymowania funkeji g(«) o perio-
dzie 27, okreflonej dla wszystkich ». Jezeli za§ chodzi o aproksymo-
wanie funkeji f(z) o innym periodzie p, to trzeba tylko zamiast & wpro-
wadzié nows zmienng ', zwigzana ze zmienng & za pomocs proporcji:

v.w=p:2n
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Stad:

P
T=9a

Gdy »' amienia si¢ od 0 do 27, to o zmienia sig od 0 do p. Do apro-
ksymacji funkeji:

fo)=1(2) = gta)
/

nalezy zastosowad wzor (33), tj. zastapié ja w przyblizeniu wieiomianem
trygonometryczoym:

¥ = ;a4 a,;cosx’ b, sinp’ ~agcos 2 v’ 4 bysin 2’
“+...}-a,cosra’ - b,sin ra’
ezyli:
2 . 2ma 2nw
by 8in —— -}~ @, co8 2 ——
52 by sin T 0y con 2 20

—]—bzsiu2g-;l—)£+...+a,cosr2

y = }ay -+ a,cos
(34)

TR . 2nm
b, sin »r ——
p i P

Wzér (33) lub (34) jest matematycznym ujeciem superpozycji skoficzonej
liczby drgan harmonicznych. Majae bowiem dang funkeje:

y=[(t)=co+cysin(wt - ;) 4 cpsin (2wt 4 ay) ...+ c.sin (rot 4 a,)

ktorej dodajniki przedstawiaja drgania harmoniczne o amplitudach ¢,
o 2n 2 27

€3y +++ Gy O periodach = p2=37,....p,.=-r-—(; i o fazach

@, Ggy... @, mozemy ja sprowadzi¢ do postaci, wyrazonej wzorem (33).

Kladziemy w tym celu: wi=uw, a sin(kwt-| @)= sinkwt.cosa, 4

-+ coskwt . sin @,. Oznaczajge:

3 $0y=10y, Wm=0fina, b=coosa, (k=12..r)
otrzymujemy wzor (33).

Dowolna funkeja periodyczna f(z) da sie w ogdlnosei tylko w prey-
blizentu przedstawié skoriczonym wielomianem trygonometryeznym. Zoba-
czymy natomiast, ze wszystkie, w zastosowaniach spotykane funkeje
periodyezne, dadzy si¢ przedstawié Scidle nieskoriczonymi szeregami trygo-
nometryeznymi.

Rezpoczniemy od prayblizonego przedstawienia funkeyj wielomia-
nami trygonometryeznymi czyli od interpolacji trygonometryczrej. °

Postawmy to zagadnienie interpolacji w nastepujacy sposéh. Cheemy
aproksymowaé wielomianem trygonouietryeznym funkeje f(x), znajae jej
wartosci y, w % punktach. Nie zgdamy jednak, aby ten wielomian przy-
bieral w tych punktach écisle wartodei y,, zadamy natomiast, aby suma

9

kwadratdw bledéw byla motliwie najmoiejsza, tj. checemy zastosowad do
tego zagadnienia mefode najmniejszych kwadratéw (por. tom I, str. 4566
i § 168, sir. 483).

Cheemy ,wyréwnad“ szereg dowolne podanych punktéw za pomocs
linji falowej, otrzaymane]j przez superpozycje kilku odpowiednio dobranych
fal sinusowych. Taka forma interpolacji trygonometryeznej jest potrzebna
wtedy, gdy cheemy zbiér, zlozony z bardzo wielu punktéw, aproksymo-
waé wielomianem trygonometryeznym, zlozonym z niewielu wyrazdw.
Wtedy liczba danych jest wicksza od liczby wspélezynnikéw ay, b, pro-
blem jest wige nadmiernie wyznaczony: zadajae, aby wielormian trygono-
metryezny przybieral w danych punktach &cisle zadane wartodei, otrzy-
maliby$émy wigeej réwnah anizeli niewiadomych, nie dalyby sig wige
one rozwigzaé. Mozemy natomiast wyznaczyé te wspélezynniki metody naj-
mniejszych kwadratéw.

Do aproksymacji funkeji f(@), ktéra dla:

RE BT K MRS L S
n n n 7.
przybiera wartodei:
T(@) = Yo ¥15 Y2 Y3+ Y

viyjmy np. nastgpujacego wielomianu trygonometrycznego, zloZonego
z pigcin wyrazéw:

y = ay -4 a,cos -} by sin @ }- a, cos 22 -} by sin 2

Jezeli » > 5, to nie mozemy zadad, aby ten wielomian przybieral §cidle
dane wartosci w danych punktach.. Mozemy natomiast wyznaczyé wspél-
ezynpiki tego wielomianu z warunku, aby suma kwadratéw bledéw byla
minimam, przy czym za blad uwazamy réipice pomigdzy dang wartodcig
fuokeji a wartodeig tego wielomianu w kazdym danym punkeie. Suma
kwadratéw tych bledéw jest funkejga D zmiennych: ag, a;. ay, by, by
1 ma postad:

Flag.ay, a5 by, by) = (yg— $ ag — a; — a,)? -

Q)3
+(y1 — ',ao—alcos?nf—-—azcos2-—2;"z——blsin%—:—l-bgsip2-2nn) ~+
[ 2
% (ya-gao—a,cow-?nl‘ —a,,cos2(2-27”)—blsin2.¥ —bzsin2(2-21?)) s

e e e . . . . . . . . . . - . . . - T

-+ (y,,_l—— Lay—a,cos(n — l)z—n’—l — agcos(n — 1) (227“) -

2
— by sin (n — 1)»2;” — bysin (n — 1)(2-2;‘»
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Wartoger wspéleayomkéw: ag, a,. ay, by, by, dla ktéryeb ta funkeja pray-
biera minimum, wyznaczymy 7 warankow

N IF SF
S = 0, Az = () B = (}, 5 == (), af — ()
Cao Qal dﬂz QAI ab,
U162 ’
9F 2 1
8,7 7 Hyo —dag— ay-—ay) -
T 2”
— a(y‘—— yag—-a,cos — —- agr'r)r)?»v ) — .
n
Stad

Yot ¥y ¥y o - ”‘020"”1(“"0“‘-, -}-ms? +

4. A cosln--1) 2:)+a2(1+cns 7’+cosz-4"+
¥ n

4 Gos(n 11-4:)—4-5 (sm?; SR (sln +...):c

.

Wyrazenia, zawarte w nawiasach, sg, jak latwo dowieéé, cerami  Otray-
mujemy wige

2
T 0 o+ ¥ty + o+ yaa)= .——2‘%

W zupelnie podobny sposéb otrzymamy 2z pozostalyeh warpnkdw
va ekstremum funkeji F nastepujace wzory na dalsze wspoélezyoniki:

n-1 n-t
2 . [k 2 k
G = o Sy,,cos:,(;z -2n), 4 = sy,coa(2-h-2n)

k=0 2=0
2 © k
b,=’=;2‘y,sm( 371) by = —qusm( = ‘Zn)
&=0

Ogolnie, gdyby wielomian trygonometryczny zawieral wigce) dodajnikéw,
otrzymalibysmy na wspélezynniki a, i b, wzory ogdlne:

n- ¥
2 k k
(35) = Sybcos(p-;-2n), b, ==—-2y,sm( -;-271)

k=0 k=0

Dalszym zagadnieniem interpolacyjoym jest aproksymowame funkeji
/(x), podanej dla wszystkich punktéw przedzialu <0, 27>, metods naj-
moiejszych kwadratéw, przy uzyciu bledu $redniego. Zadamy mianowicie,
abv calka z kwadratu bledu: f(#)— T,(2) byla minimum, przy czym 7,(x)

¥ 4
f
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oznacza wielomian trygonometryesny. Uzywajge np. wielomianu trygono-

metryceznego, zloZonego z 5-ciu poczatkowych wyrazéw (jak w poprzed-
nim zagadnieniu), szukamy minimum calki:

27
I = J (f(@) — Ts(@))* dw
ezyli calki:

1=f[f(m) — § @y~ a; CO8 % — ay ¢08 2 3 — b, sin @ — b, sin 2 ]! da

Tworzymy pochodne czastkowe tej calki wedlug parametréw a,, a,, a,
by, by (vézniczkujae pod znakiem calki) i przyréwnujemy je do zera.

I tak:
f2(f — Ty(@)) QT“( )dw=0
Poniewaﬁ‘a%;(ﬁ)z — %, przeto otrzymujemy stad:
0
2n 2n
ff(w dw—fT w)da;-—— fcoswdw—f-cc,fcos?wdm—{-
a

2x

~+ b, /smwdw—}-b /sm?wda:

Wiazystkie calki po prawej strohie sg réwne zeru, pozostaje zatem:

j f(@)dw = aq 7

(1]

a stgd:

2n
(36) G ;L f ft@) dz

Z warunku:

27 2n
o1 oT, 'y
5.;1:/2(/(3;) — Ts(m) —az(lf)dw :f?(f(m) — Ti(2)) (—cosz)day =0
[} ¢

otrzymujemy po wykonaniu prostych rachunkéw,

25
1
i o

i

Rachunek rézniczkowy i ealkowy. T. fil.
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Z pozostalych warunkéw na ekstroma otrzymujemy w podobny
sposéb wartosei pozostalych wspoélezynnikéw. Dochodzimy w ten sposéb do
uastgpujacych wzoréw ogélnych na ts wspdlezynniki:

(37 5 -
| FL AT
bp=ﬁjf(m)ampmdaz
¢

Wzory te, zwane wzorami Eulera-Fouriera, majspodstawowe znacze-
nie w teorii szeregéw trygonometrycznych. Zobaczymy bowiem, ze wapdi-
czynniki nieskornczonych szeregéw trygonometrycznych, przedstawiajacych
funkeje f(x), wyrazaja sie tymi samymi wzorami.

Uwaga. Wzory *e mozna otrzymaé przez przejécie do granicy we wzorach, stu-
zgeych do interpolacji skoficzonego szeregu wvartodei. I tak, kiadac we wzorze (35):

?_73__ 2n

=Aw, k-
n n

@y 1 yp=1r(w)

moZemy przedstawié wzér (35) na 6, w postaci:

n—1 n~}

i 1
e, = -n—wEf (1) cos po,=—= ;2‘[’ () cos pa, A

k=0 k=0

Z tej postaci jest widoczne, ze gdy # —> oo, czyli 4z —» 0, to prawa strona tego wzorn -

2n

dyzy do %Jf(w)cospwdm.

Wprowadzajae te wspdlezynniki w wielomian trygenometryezny, mo-
zemy obliczyé sredni kwadrat hlgdu, ktéry popelniamy, uzywajac tej
aproksymacji, najlepszej w sensie metody najmniejszych kwadratéw. Ten
sredni kwadrat bledu przedstawia calka:

P

2z 25 27 2
!=f(f(w)—~y)2dw=ffﬂ(m)dw—2/f(a:)ydm+ yido

Po wykonaniu rachunkéw otrzymamy dla 7,,,,:

(8) I= [ 1@ do—all it adt G adto. + a0+ B 8
(1]
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Poniowaz I jako calka z nieujemucj funkeji (f(2) — y)? jest nieujemna,
przeto zawsze, gdy a, i b, sg obliczone z wzoréw Eulera-Fouriera
spelnia sig nierdwnodé:
27
2 9 l g
89)  galtatat.atitit el [P
0
Przedstawienie periodycznej funkeji f(#) w przyblizeniu za pomocg wie-
lomianu trygonometryecznego:

y=+4%a,+ a;cosz -+ b;sinw |- aycos 2a + by sin 22
+...4a,co8rx - b, sinre

ktérego wspdlezynniki sy obliczone z wzoréw EuleraFouriera, nazy-
wamy przyblizony analizq harmoniceng fuukeji fi@). W teorii drgah od-
powiada temu zastapienie skomplikowanego drgauvia drganiem zasadni-
czym i skonczong liczby drgad géroych.

Uwaga. Zagadnienie to jest tak wazne w zastosowanigch, e obmyslono rozmaite
przybliZzone rachunkowe metody wykonywania analizy harmonicznej i zbudowano wiele
rozmaityeh przyrzgdéw, zwanych analizaiorami harmonicenymi, ktére pozwalajg roz-
wigzad to zagadnienie w sposéb mechaniczny (zob. Runge-Konig, 1. c. str. 211—381;
A. Galle, Mathematische Instrumente (Lipsk, 1912, rozdzial VIII, str. 131-—54);
A. Willers, Methoden der praktischen Analysis (Berlin, 1928, str. 269 i nast.).

We wzorach (37) mozna zmienié przedzial calkowania <0, 22>
na dowolny inny przedzial o tej samej diugodei, tzn. na <e, ¢ -+ 27>,
Czeato obiera sie ¢ = — 7 i otrzymuje sig przedzial <— 7, 4 7>,
Wtedy wzory (37) prayjmuja postaé:

: G == ;‘Jf(w) cos px dz
(40) .
b, == :—sz(m) sin pow do

Uwaga. Chege dowiedé, Ze przedzial calkowania <0, 27> mozna zastgpié prze-
dziatem <e¢, ¢+ 2a>, rozkladamy catke od ¢ do ¢4 27 na dwie calki:

1 +2x ' 2 1 +2n
j—tff(m) cos py de = = [ (@) cos pw do | ;ff(w)\cos px da
¢ c en d

Wprowadzajac w drugg calke nowg zmienng za pomoca podstawionia: @ =2~ 2,
zamieniamy jg na cotke z tej samej funkeji w granicach od 0 do ¢ Albowicm wsku-
tek periodycznofei f(e - 27) = f(2) a cos(pz—+ p2x) = cospa.

6%
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Otrzymujemy wige:

c+2n 27

1 1 - 1 d 3
4 — ) o
——nff(a:) cos pw d@ = nff(m) cos p du ﬂff(z/ cos pz dz
£ 0

27
=%ff(a:) cos pady
0

§ 292. Szeregl Fouriera

W poprzednim paragrafie zajmowalidmy sig przyblizaniem funkeyj
periodyeznych za pomoca skosczonych wiclomianéw trygonometryeznych,
Przejdziemy obecnie do dcislego przedstawienia takich tunkeyj za pomocs
nieskoniczonych szeregdw trygonometrycznych. Jeizeli taki szereg jest
zhiezny, to przedstawia jakad funkeje periodyezng f(2) (o periodzie 27),
a wige:

$ay+ (ayco80 4 by sinw) 4 (a,c082 @ - bysin2p) + ... =

=4}a, —}-Z(an cos naw - b, sin np) = f(@)

ne1 .

(41)

Przypusémy, Ze ten szereg jest jednostajnie zbieiny w przedziale <0,
27 > . Przedstawia on wtedy funkejo cigglq, a calke z tej funkeji mozna
obliczyé, calkujse szereg wyraz po wyrazie. Scalkujmy obie strony od 0
do 2m, to otrzymamy:

2m 27

2n 2n on
ff(w)dm=%.aow' -+ a,fcoswa’w -{—b_lfsinwdw -|—azfcos2wdm+
0 ) 0 0 0

2n

-+ bafsin 2ode ...
0

Wizytkio calki po prawej stronie sy zerami, zatem pozostaje:

27
ff(m) dp = gy n

a stgd:
1 2n
ty== f fla) do
o

Wyznaczylismy w tensposéh pierwszy wepdlezynnik w rozwinigeiu funkeji
f(@) na szereg trygonometryezny, Aby wyznaczyé drugi wspélezynnik: a,,
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mnozymy obie strony wzora (41) przez cos @ i catkujemy od 0 do 2.
Otrzymamy w ten sposéb:
27

2n 2 2n
ff(w)cosm-.dw:%aofcoswdm +alfcosawda:—|— blfsinmcosmdw—i-
o 0 0

o
2n

-}-agfces?wcoswda; -+
0

Po prawej stronie wsaystkie calki s réwne O (por. tom II str. 83, przy-
klad 2) précz catki:

22 in2 g\ 2n
fcoszwdw =%(w+ NL_—J‘—”)
o

=7
0

Wobee tego pozostaje po prawej stronie tylko a, 7, a zatem:

1 2%
@, =Eff(w)coswdw'
0

Chege wyznaczyé ogélnie a,, mnozymy obie strony wazoru (41) przez
cos px 1 calkujemy od O do 2m.
Wazystkie calki, wystgpujace po prawej stronie, s3 zerami z wy-
jatkiem caiki:
27 2n

fcos2pwdm=%(w+2ipsin2pw) L
0 0

Wobec tego pozostaje tylko:

2n
ff(m)cospa:dw = a,n

a stad:

2n
1
(37a) a, =~ [f(w) cos px dz
0

Podobnie celem wyznaczenia wspélezynnika b, mnozymy obie strony

‘wzoru (41) przez sinpw, calkujemy od 0 do 27 i obliczamy:

2
(37b) b, = -:;ff(m) sin px d&
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Otrzymaliémy zatem na wspélezynniki te same wzory Eulera-Fouriera,

ktéve wystepowaly przy 1nterpolacji trygometrycznej za pomocs skofezo-
nych wielomianéw trygonometrycznych (str. 82, wzory (37)).

Aby istnialy prawe strony wzoréw (37), wystarczy, jesli funkeja
F(x) jest catkowalna.

. Szereg trygonometryczny, ktérego wspélezynniki s obliczone z ja-
kiejkolwiek funkeji /(x) (calkowalnej) przy pomocy wzoréw Eulera-
Fouriera, nazywamy szeregiem Fouriera, nalezacym do tej funkeji. Sze-
reg ten moze byé nawet rozbiezny i moze nie przedstawiad funkeji f(@).
Méwige, ze ten szereg maleiy do danej funkeji, mamy na mysli tylko to,
e jego wspdlczyoniki sg obliczone przy pomocy funkeji f(x). Wynik, do
ktéregodmy doszli mozemy wige wypowiedzieé w nastgpujaey sposéh.

I) Jezeli jakas funkcja da sig rozwingé na jednostujnie zbieiny sze-
reg lrygonometryczny, to szereq ten jest szeregiem Fouriera, naledqcym
do tej fumkcji. Funkeja ta jest oczywiscie ciggla (na podstawie twierdze-
nia udowodnionego w § 284). Jezeli mamy podang jaka$ funkcje ciagla
. @ (@) i utworzymy nalezaey do niej szereg Fouriera, to nawet wtedy,
gdy ten szereg jest jednostajnie zbiezny do jakiej$ funkeji f(#), nie wiemy
jesgcze 2 géry, czy [(x) = @(®) Otéz udowodniono nastgpujace twierdzenie
o jednoznacznosei: jezeli dwie funkeje f(2), g(«) sa ciggle w jakim$ punkeie
#=a, a valezgce do nich szeregi Fouriera sg identyczne, to musi byé
f(a) =g(a); a wige ogdlnie, gdy te funkecje sg ciggle dla. wszystkich a,
to musi byé f(@) = g(@). Dwie rézne funkeje ciagle posiadajg zatem rézoe
szeregi Fouriera (co nie zachodzi w przypadku funkeyj niecigglych).

Uwaga. Dowéd tego twierdzenia znaleZé mozna np. w podreezniku W. Rogo-
sidskiego pt. Fouriersche Reihen (Sammlung Goschen, Nr. 1022, str. 13).

IT) Stad i z udowodnionego poprzednio twierdzenia wynika, ze, je-
geli szereg Fouriera, nalesqey do funkcji cigglej, jest‘ Jednostajnie zhiezny,
to ten szereg przedstawia te funbcje.

Twierdzenie to nie rozstrzyga jeduak jeszcze o tem, jakie warunki
musi spelniaé funkcja calkowalna, aby nalezacy do niej szereg Fouriera
byl zbieiny (jednostajnie lub chociazby niejednostajnie) i aby ten zbiezny
szereg przedstawial te funkeje.

# Kwestie, dotyczgce zbieznodei szeregéw Fouriera, nalezgeych do
jakichs funkeyj, s3 w ogélnym przypadku zagadnieniami nadzwyezaj tru-
doymi i do dnia dzisiejszego nierozwigzanymi w calej ogdlnosei. Zbadano
natomiast rozmaite warunki wystarczajgce na to, aby szereg Fouriera,
valezgey do jakiej§ funkeji, byl zbiezny i przedstawial tg wlasnie funkcje.
Okazalo sig w ten sposdb, ée te wszystkie periodyczne funkcje (ciagle
a takze uieciggle), z ktésymi mamy do eczynienia w techniée, w tizyce
iw mnych zastosowaniach analizy matematycznej, dadzg si¢ rozwingé na
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szeregi Fouriera z tym jedynym zastrzezeniem, ze w punktach niecia-
glosei, w ktérych funkeja ma skok skonczony, szereg Fouriera przed-
stawia zaweze érednig arytmetyczng z prawostronnej i lewostronnej gra-
nicy funkeji w tym punkeie. Takie dostateczne warunki zawiera np. na-
stgpujace twierdzenie,

. M) Jezeli funkcja f(@) o periodzie 27 jest ciggla i posiada ciagly
pierwszq pochodng w przedziale <0, 27> 2 wyjatkiem co najwyzej skon-
ceonej liczby punktéw, w kidr ych bads to posiada skoticzone skoki, bads to
Jest w nich ciggla lecz mierdiniczkowalng, to szeregy Fouriera, nalezqcy
do tej funkcji, jest zbieiny i w przedziatach, wie zawierajqeych skokéw, przed-
stawia te funkcje, a w kazdym punkeie nicciqglodci przybiera wartosé réwnag,
dredwiej arytmetycenej z prawostrommej i lewostronnej gramicy fumkeji
w tym punkcie.

Uswaga. Dowéd tego twierdzenia znalezé mozZna np. w podreczniku R Cou-
ranta pt. Vorlesungen iber Differential-und Integralrechnung (Berlin, 1930, wyd. 2,
tom I, str. 368—378),

Teorig szeregéw trygonometrycznych i szeregéw Fouriera zajmowano sie
bardzo wiele. Obszerne rozdzialy poéwrecono tej teorii np. w cytowanych juz podrecz-
nikach de la Vallée Poussina (tom II), Knoppa, Couranta; procz tego ist-
nieje wiele dziel specjalnych z tego dzialu analizy, jak np. cytowany powyzej zwiezly
podrecznik Rogosifiskiego lub dzielo H. Lebesgue'a pt. Legons sur le séries
trigonometriques (Paris 1906).

Klasa funkeyj, dajacych sie przedstawié szeregami Fouriera, jest znacznie
sgersza, anizeli klasa funkeyj, rozwijalnych na szeregi potegowe (Taylora), funkeje
te mogg byé bowiem nierdézniczkowalne a nawet mecxaﬂle w pewnych punktach.

Zaznaczyliémy juz, Ze wymienione powyZej warunki sg dostateczne, lecz nie-
konieczne. Tak np. podana przez Weierstrassa funkeja ciggla nie ma w zadnym
punkeie pochodnej, a pomimo to przedstawia si¢ jg za pomocg nastgpujgeezo szqregu
Fouriera 4

(42) W (z) =2a" cos (0" )
ne=l

(przy czym 0< a< 1, b jest dodatnig liczbg calkowits, a iloczyn ab.spetnia waruneks
ab>1- ixz).

Nie kazda jednak funkeja ciggla daje si¢ przedstawié szeregiem Fouriera,
jak to wykazano za pomoca odpowiednich przykladéw.

§ 293. «Przyklady rozwinieé funkeyj na szereg Fouriera

1) Cheemy rozwingé na szereg Fouriera funkeje o periodzie 27,
okreélong w przedziale < 0,27 > za pomocy nastepujacych wzoréw:

f@)=w w przedziale <0, 42>
=T —% n n <7£-7L', ‘%n>
—w——2n . " <gm 2n>
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Z jej obrazu graficznego przedstawionego na fig. 8 widzimy, ge
jest to funkecja ciagla, nie posiadajgea jednak pochodnej w punktach
#=14}mn 3n,... Spelnia ona zalozenia twierdzenia III, a zatem da sig

Yi

rozwingé na szereg Fouriera. Chege obliczyé 2za pomoes wzoréw Eulera-
Fouriera wspélezynniki a,, b, tego rozwinigcia, trzeba rozdzielié calki,
figurujace w tych wzorach, na 3 dodajniki, odpowiadajace przedzialom
<0, in>, <in x>, <§n 27>, albowiem w kazdymn z tych
przedzialéw funkeja f(x) jest okreslona innym wzorem. I tak:

2n Yar Yqt
1
By %ff(m)cospm de = ;fmcoszgw do -+ %f(n — ) cos px dw +-
[} 0 V%3

2n
+ :;f(w - 27) cos px d
3an
Nie trudn¢ etwierdzié, ze te calki sy zerami dla kazdego p =0, 1,2,...
Na wspélezynniki zas b, otrzymuje si¢ wyrazenie:

Y30 Ysm

2n
b,=%ff(w)sinpmdw =—Tl;fwsinpw da +—7l—l-f(n— @) sin p xde +
(1} 0

Yar

2n
+-71—z-f(w — 2 7)sin pz do
s

Calke: %
' 1=/Qawmm

e
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obliczamy, calkujac ,per partes® i otrzymujemy:

F o ——w;ospw_*_si;zm
Zatem
1 N o " hn & Syt 1 pr A Yoy
b =_(__ npm) __ Cospw ___(__ 8 piw smpw)
s P T T p T j
1 2 en 9 en
1(—wcospy | sinpo cos p&
5 ( P * p? ) ./+ 4 I.I

Stad dla parzystych p otrzymamy b, =0, a dla nieparzystych p =2¢ 4 1
H ' 4 1 160
jest b,=(—1) g .p_” a wigc:

Ly

8w te s

ol =

4
bl_—_—’ ba=—7—;o

Szereg Eouriera, nalezgey do tej funkeji, ma zatem postaé:
4. 1 L
E(Slnw—3—28103w+6—28105w—— )

Z twierdzenia III wiemy, Ze ten szereg przedstawia dang funkeje.
Moznaby sig takze oprzeé¢ na twierdzeniu II. W tym celu trzeba okazaé,
Ze ten szereg jest jednostajnie zbieiny. Otéz bezwzglgdne wartosei wy-
razéw tego szeregu nie przekraczaja wyrazéw szeregu liczbowego:

1
1+§+é+m

1

it <—-). Ten za$ szereg liczbowy jest zbiezny, jako

(albowiem

czgsé¢ szeregu {(2). W mysl kryterium Weierstrassa jest zatem dany
szereg Fouriera jednostajnie zbiezny. Funkeja f(a) jest ciggla, a nale-
zacy do niej szereg Fouriera jest jedoostajnie zbieiny, a wige ten
szereg przedstawia te funkeje

Mozemy zatem napisaé:

f(@) =?—l (sinm = 3%Si" 3a:+51—ssin bo — ) .-—_-3_12(__ |)rs’("2(f’;l_+ﬁlg_m'

re

Ujelismy w ten sposéb w jeden wzér matematyczny, wspélny dla
wezystkich @, funkejg, ktéra byla poczatkowo okreslona trzema réznymi
wzorami w kazdym z przedzialdw <k, k427>, gdziec k=0, 4+ 27,
+ 4=,... Usywajac do aproksymacji tej funkeji kolejoych sum czgéeio-

wych tego szeregu, widzimy, ze funkeje t¢ mozna otrzymaé przez super-
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pozycje drgan sinusowych ‘o coraz to mniejszych amplitudach (por. fig. 7),
a mianowicie drgan:

U, = %sin ox 12780
4 . ;
ug= — g—#in 3ox--014sin3 0

50 ]
ua-_—%smbwaso%smbw

. . . . . . . -

Drganie przedstawione t3 funkcjs ma zatem ton zasadniczy sinx

; . 4. : : ; 4 4
o amplitudzie = i tony gérpe sin3a, sinbw,... o amplitudach 97 B

1

35T

Y \ 1/”9\\
~ 127

Il E )
% : )

~014

Kig. 7.

Szereg Fouriera podaje dokladng analiz¢ harmoniczng (nieskori-
czong) danej funkeji. Funkeja ta jest nieparzysts, jak widaé z srodkowej
symelrii jej obrazu, a takze-jej szereg Fouriera sklada sig z samych
nieparzystych funkeyj, a mianowicie z samych sinuséw.

Uwaga. Yatwo dowiesé ogdlnie; ze szereg Fouriera, nalezgcy do dowolnej
{calkowalnej) funkeji nieparzystej, sklada sie z samych sinuséw, a funkeji parzystej
z samych cosinuséw. Wynika to stad, ze np. dla funkeji parzystej jest:

(]

2n T 2n
1 . 1 : i ;
b,= 2 [ (@) sin pwdm=E/f(w)smpwdm-l—;ff(@smpwdm:O
0 b4 :
Druga bowiem calka przechodzi przez wprowadzenie nowej zmiennej 2. za pomocs

7T
wzora: & = 27 — 2, na calkg — f f(2)sin pzdz, p wigt réwng przeciwnej wartosei
p . .

pierwszej ealki.

+y

a1

8) Rozwingé na szereg Fouriera funkeje periodyezng o perio-
dzie 2 7, okreslong w przedziale <—m, 47> wzorem f(x) = a2 Wykres
tej funkeji skiada si¢ = luku paraboli o réwnaniu y=g? zawartego po-
migdzy #=—7 a =-}7 i z lukéw, otrzymanych przez przesunigeia
tego tuku o 427, +4m7,... (zob. fig. 8). Funkeja ta spelnia zalozenia

Y|

>y

-37 -2 -7 0 T on 3n 4T 5
Fig. 8.

twierdzenia IIL, jest bowiem wszedzie ciagla a rézhiczkowalna wszedzie
) wyja,tkiem punktéw =+ 7, + 3m,..., a wige da sig przedstawié
szeregiem Fouriera. Do wyznaczania wspélezynnikéw dogodnie jest
teraz uzyé we wzorach Eulera-Fouriera przedzialu calkowania
<—m, 7> zamiast <0, 27>. Poniewaz ta funkeja jest parzysta,
przeto wszystkie wspdlezynniki b, sq zerami W ystarcay zatem wyznaeczyé

wspélezynniki @, z wzoru:
+n

a,= %fwzcos pa do

Dla p=0 otrzymamy: o
1 o8 WL
e

-

Oalkujac dwukrotnie ,per partes* dla p==0, otrzymamy:

+r
1 [x2sinpr 2 xcospr , sinpx
[ L—"(_ p_l—P*)]:
R

) p P
=1 3[a‘zcos 7 - 72 cos (— pm))
= p P
4 4
ap==-p—2<:os1on= o dla p=2n+1
4
+? y P=2n
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e
cos2x |, cosdx

n?
oy - __32_) =22 w prze-

Wobec tego: f(x) = 57— 4 (cosw —
dziale < — 7, 7>,
W dalszych przedzialach powtarzaja sie te wartodei periodyecznie.

Kladac w tym wzorze x = 7, otrzymujemy:

2 1 1
n’——3—=—4(—l—§5——3—§...)

a stad:

(43) ettt =L

Otrzymalismy w ten sposéb wartodé liczbowego szeregu nieskonczonego,
ktérego zbieinosé zbadaliSmy na str. 4, jakkolwiek nie potrafiliémy obli-
czyé jego wartosei.

3) Podamy przyklad przedstawienia szeregiem Fouriera funkejj
nieciqglej, ktérej wykres jest uwidoczniony na fig. 9. Jest ona okreslona
wzorem f(¢)=7n —a w przedziale <0, 272) i posiada period 27.

b

Fig. 9.

Dla 2 =27 ma ona zatem tg samg wartoéé =, co dla 3 =0. Da
sig ona przedstawié szeregiem Fouriera i to szeregiem zloZzonym tylko
z sinuséw, jest bowiem funkeja nieparzysta. Wystarczy zatem wyznaczyé
wsapdlezyuniki b, z wzoru:

1 an 1 27 2n ’
ol =) i e el e i
bpznf(ﬂ @) sin px dw n[ = fa:sm pwda:]
0 0 0
h on
__1_(_wcospw+smpm) _2
n P p? P

0
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Zatem:
f@)=2(sing 4 Lsin2p + §sindr 4 .. )=n—9

w przedzizle (0, 2z), a poza tym przedzialem ma ten szersg odpowiednio
wartofci: 7 — @ -~ 2anm w przedzialach (2nm, 2 (n 4 1)7).

Szereg ten przedstawia w punkeie g==0 wartoéé 0, ktéra jest
érednig arytmetyczng miedzy prawostronng granicg tej funkeji, réwng
- a lewostronna, réwng — m. Podobnie ina si¢ rzecz w punktach 27,
4+ 4m,... W kazdym przedziale, lezacym wewngirz przedzialu <0, 27>,
jest ten szereg sbiezuy do funkeji f(#). (Mozna dowiesd, Ze zbieZnosé ta

jest jednostajna). Natomiast w calym przedziale <0, 27> jest szereg

zbiezny ale oezywidcie niejednostajnie.

4) Rozwinmy pa szereg Fouriera funkejg przedstawiong na
fig. 10, ciaglas wszgdzie z wyjatkiem punktéw O, #, 2x,..., w ktérych
ma skok 1. Jest ona okreslona w przedziale <0, 27) wzorami:

f(®)=1 w przedziale <O, 7)
f(o)f=01", - <7, 2m)

i posiada period 27 Wobec tégo F(27n) =7(0)= 1.

YA
1

.

IASTEAN

4

>

0 I 21

Fig. 10,

Waspblezynnik a, otrzymujemy z waoru:

20

1.7 L 1
ao=;ff(m)dw=ﬁfl'dw+y—t Cedp=-1.

0 o w
Inne wapélezynmki a, sg zerami, jak to latwo sprawdzié,

Natomiast b, sg rézoe od zera, 8 mianowicie:

. 2 7
1 cos px

bp=:_zf1 -sin o do +- O-sinpmo’mz_—:——np

0 a

= ;t—l%) (cos pr—1)
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Stad otrzymujemy dla nieparzystych p 4 2n -1 wartodci:

2
b, = —

np
a dla parzystych p==2n sy b, zerami. Otrzymujemy wiec nastgpujace
rozwinigeie danej funkeji na szereg Fouriera:

fl@)=144 2(sinw 4 §sin 3o ¢sin b +...)

Stad otrzymujemy np. dla &= 4 7 znany szereg Leibniza na m.
Zachodzi bardzo wazny zwigzek pomiedzy $redniq kwadratowq o
(por. tom II, str. 68) funkeji rozwualne.] na szereg Fouriera a wspél-
czynnikami a, i b, tego rozwinigeia
Okazano mianowicie, ze:

2a
@) o=z [Pe)d={d+ia+ B+ ad+i+.)
[}

El

(Bowdd podaje np. Rogosiniski, L c. str 45).

W ten sposéb mozna obliczyé np. prad skuteceny (por. tom II, str. 91),
jezeli zmienny prad elektryeczny jest przedstawiony szeregiem Fouriera.

Rozwinigeia funkeyj na szeregi Fouriera sa specjaloym pray-
padkiem ogdluiejszych rozwinied, a mianowicie rozwinigé na seeregi orto-
gonalne czyli rozwinigdé wedlug ortogonalnege ukladu funkeyj. Uklad
funkeyj:
i fol®), fi(®), f3(®),..., fu(®)...

dazywamy ortogonalnym w przedziale <a, b>, jezeli te funkeje spelniajs,
nastgpujace warunki:

(1@ f@do=0 da per

. =c 5 p=v
Otéz uklad funkeyj:

i, sing, cosw, sin 2, cos2a,..

jest takim unkladem ortogonalnym w przedziale <C0, 27>, jak to wynika
z przykladu 2 na str. 83—84 tomu II; dla tego ukladu jest d=1im,
¢ ==m. Opréez tego ukladu istnieje jednak nieskoficzenie wiele innych
uk?addw ortogonalnych, jak np. uklad funkeyj kulisiych lub uklad funkeyj
Bessela. Nicktére z nich sy nadzwyczaj wazne w fizyce teoretyczuej,
w statystyce matematycznej i w innych dziedzinach matematyki stosowanej.

-
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Szeregl potegowe nie sa szeregami ortogonalnymi, natomiast istniejg roz-
maite szeregi ortogonalne, zbudowane z wielomianéw. Teorig szeregdéw
ortogenalnyeh zajmowano si¢ w ostatnich czasach bardzo wiele. Najwaz-
niejsze dla zastosowan twierdzenia o takich szeregach znajdzie czytelnik
w podrgezniku Couranta-Hilberta pt. Methoden der mathematischen
Physik (tom I, Berlin 1924) i w bardzo cennym dziele Riemanna.
Webera pt. Partielle Differentialgleichungen, der mathematischen Physik,
ktérego 6sme wydanie, zredagowane przez Ph. Franka i R. Misesa,
wyszlo w r. 1930 pt. Die Differential- und Integralglezchungen der Me-
chanik und Physik (Berlin, Springer, 2 tomy).



ROZDZIAL XXI)
Rownania rozniczkowe

§ 294. Definicja i klasyfikacja réwnan rézniczkowyeh

Bardzo wiele zagaduieri matematycznych, technicznych, fizykalnych
i z innych dzialéw wiedzy polega na znalezieniu takich funkeyj, ktérych
pochodne spelniajy jakie§ réwnania, zawierajgeé précz tyeh pochodnych
ewentualnie takie samg funkeje (zmienng zalezng) i zmienne piezalezne.
Réwnania takie nazywamy réwnaniami réiniczkowymi.

Najprostsze sy réwnania rézniezkowe, zawierajace tylko pierwsza
pochodng szukavej funkeji jednej zmiennej a opréez piej ewentualnie
takze samg szukang funkcje i zmienng niezalezng. Ogdlna postacia takich
réwnan jest wige:

(45) F(w,y,y)=0

gdzie y oznacza szukang funkeje, a 4 jej pochodng.
Zagadnienie, o ktére nam chodzi, mozemy sformulowaé w nastgpu-
jacy sposéb, Dana jest jakakolwiek funkcja trzech zmiennych:

F (@, @y, w,)
Cheemy znalezé takie funkeje y=g(x), dla ktérych speinia sig warunek:
F(a, (@), ¢' (@) =0

przy wszystkich @ 2z pewnego zakresu.

W réwnaniu (45) moze brakowaé zmiennej a, zmiennej y lub obu
tych zmiennych, musi jednak wystepowaéd y'. W specjalnych przypadkach
mozemy zatem mie¢ do czynienia z réwnaniami postaci:

(46a) - Fla,y)=0, F(yy)=0, F(y)=0

Réwnania postaci (45) lub (4ba) (tj. zawierajace tylko pierwsza pochodng
a oprocz niej ewentualnie takze sama szukang funkcje i zmienng aieza-
lezng) nazywamy vrownaniami rézniczkowymi zwyczajnymi
plerwszego rzeda,

T
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Kazdg funkeje y = @(w), spelniajaca réwnauie rézniezkowe, nazy-
wamy jego rozwiqzaniem lub jego catlq (bez wzgledu na to, czy te
funkeje otrzymujemy istotnie przy pomocy calki oznaczonej lub nie-
oznaczonej z jakiejd funkeji, czy tes w jakikolwieck inny sposéhb, np. przez
rozwinigeie na szereg). Wynajdywanie rozwigzan réwnania réiniczkowsgo
nazywamy jego roziciqzywaniem lub callkowaniem.

W poprzednich rozdzialach spotykalidmy jui niejednokrotnie 8pe-
cjalne prayklady takich réwnan.

Tak np. réwnanie (patrz tom II, str, 3):

(46) - Y =F(w)| cayi |y — f(w)=0

jest rdwpaniem rézniczkowym, a wszystkie funkeje, spelniajgce to réw-
nanie, s5 zawarte we wzorze:.

y=ff(w)dm+0

Rozwigzaniem zatem réwnania rézniczkowego (46) jest jednoparametrows
gromada funkeyj, a mianowicie calka nieoznaczona z funkeji f(#). Stad
pochodzi uogélnienie nazwy ,calka® na kaide dowolne rozwigzanie ao-
wolnego réwnania rézniczkowego, chociazby to rozwigzanie nie mialo
saduego zwigzku z calkami oznaczonymi lub nieoznaczonymi.

Uwaga. Podobne uogélnienie spotykamy w nauce o rozwigzywania zwyklychs
réwnaf, nie rézniczkowyeh, postaci: f(z) =0, gdzie kazde rozwigzanie réwnania na-
aywamy jego ypierwiastkiem, chociazby sig nie dalo otrzymaé przez spierwiastkowania*

Dalszym przykladem réwnania rézniczltowego jest réwnanio:
Y=y eyli y—y=0

ktore omawialiémy przy badaniu fankeyj wykladniezych (por. tom I, § 87).

Zbadalismy, ze wezystkie rozwigzania tego réwnania Ba zawarte
we wzorze:

y=0C¢&
gdzie C oznacza dowolng liczbe staly. Omawisjae rozmaite prawa warasta-
nia (por. tom I, §& 87—90), wyrazilidmy je za pomocy réwnan réi-
niezkowych:
y=bp y=0g—y) y=>0ty@g—y9)

i podalismy rozwigzania tych réwnan,

W przykladzie 5) na str. 19—20 tomu II mislismy do caynieniz
z rdwnaniem rézniczkowyms:

Rachunek réznfezkowy i catkewy. T, I0I, i
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okreslajgcym ruch ciala spadajscego z uwzglednieniem oporu osrodka
(9, k, m sa tu liczbami stalymi, zmienng niezalezng jest czas #, a zmienny
zalezng predkosé v). (Por. tez prayklad 7 na str.41—43 tom I1). W elek-
trotechnice spotykamy réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu:

L%:-{-Ri— Vosinat = 0

(zob. § 298, przyklad 2) gdzie czas ¢ jest zmienna niezalezng, a nate-
zenie pradu ¢ zmienng zalezng.

We wszystkich tych praykladach chodzi o znalezienie funkeyj,
speluiajacych dane réwnanie rézniczkowe.

Zajmowaliémy sig takie zagadnieniem odwrotnym, a mianowicie,
majac podang jaka$ jednoparametrows gromade funkeyj jednej zmiennej,
tworzyliSmy réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu -tych wezystkich
funkeyj (por. tom L § 177). Zastosowalismy te rozwazania do znalezienia
réwnania réznieczkowego trajekioryj danej gromady linij. To zagadnienie
odwrotne jest doé¢ latwe, rozwigzanie jego bowiem wymaga tylko réz-
niczkowania i eliminacji. Natomiast znalezienie rozwigzan danego réw-
nania rézniczkowego jest w ogélnodei zagadnieniem trudnym i skom-
plikowanym.

Réwnania rozniczkowe ogéinej postaci:

47 F@ oy y,y)=0

w ktérych najwyiszy rzad pochodnej wynosi 2, nazywamy réwnaniami
rééniczkowymi zwyczajuymi drugiego rzedw. Réwnania te sg szczegol-
nie waine w fizyce i technice.

Przyklady takich réwnan spotykaliémy w tomie I (str. 298, 'prz_y-
klad 5: »” 42y =0, (1 —a%)y”’ —ay =0; str. 305, przyklad 3:
(1 — 2¥)y"” — xy' 4 a% = 0; str. 529: (1 4 4’22 — 16 yii—0)

Majac podang dwuparametrows gromade funkeyj:

[(@, y, c1y ¢ =0

tworzyliSmy rownanie rézniczkowe drugiego rzedu, ktére spelniaja wezy-
stkie te funkecje (por. tom I, str. 529). A

Réwnanie postaci:

(48) Fle, g4,y ") =0

zawierajace n-ta pochodng szukanej funkeji jednej zmiennej x, nazywamy
rdwnaniem rdiniczkowym zwyczajnym n-tego rzedu. Réwnanie takie mozna
otrzymaé z n-parametrowej gromady funkeyj:

F (@24, ey, Lgsaeste)==10
przez n-krotne rézniczkowanie i eliminacjg stalych.

DAyl
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Nalezy dokladnie odréiniaé rzqd réwnania rézniczkowego od jego
stopnia, 1 tak, jezeli funkeja F' we wzorze (48) jest funkejs calkowita
wymierng czyli wielomianem stopnia » zmiennych y, %', ", ... 4™, to réw-
nanie (48) nazywamy réwnaniem résniczkowym #n-fego rzedu a stopnia r.
Nie zawsze wige mozna mdéwié o stopniu réwnania réiniczkowego; tak
np. réwnanie rézniczkowe 1-go rzedu: y = ay’ - logy’ nie ma zadnego
stopnia.

Ogodlne réwnanie rézniczkowe n-tego rzedu a stopnia 1-go ma postaé:

19) P,(@)y™ 4+ Pp i ()" " 4 ... 4 Py (@) y" + Py @)y’ +
‘ + Py@)y+g@) =0

Waspélezynniki g (@), P, (@), Py(x), . P,(®) s3 tu zupelnie . dowolnymi
fankejami zmiennej @. Takie réwnanie 1-go stopnia a r;-tego rzgdu nazy-
wamy réwnaniem rézniezkowym zwyczajoym liniowym n-tego rzedu.
Réwrania liniowe wystepuja szezegblnie cigsto w zastowaniach.

‘W algebrze bada sig préez jednego réwnania, posiadajacego jako
pierwiastki jakie$ liczby, takie wklady dwéeh réwnan, posiadajgeych jako
rozwigzania jakied pary liczb. Podobnie w teorii réwnai rézniczkowych
bada sig uklady réwnan rézniczkowyeh, posiadajgeveh jako rozwigzanie
pary fankeyj. Tak np. dwa réwnania:

f(“’: Y. 24, Z)=0
50 Bp
( ) g(a: Y, z,y,z):O‘

tworza uklad dwéch réwnadh rézniczkowyeh zwyezajnych pierwszego
rzgdu, Chodzi o znalezienie wszystkich par funkeyj: y = o (z), 2= @)
jednej zmiennej z, spelniajgcych te obydwa réwnania (50).

Zasadnicze réwnania ruchu w mechanice tworzg nastepujaey ukiad
8 réwnah rézniczkowyeh zwyezajoyeh drugiego rzedu:

d3x do dy dz

I’)l‘c—u—2=P(t,$,y Z,%,Eth')

iy s do dy dz

(51) mW—Q(t,x.y,z,W(g,dt)
d2z dx dy dz

-2 m—(_iﬁ—R(t’m,y,Z’W’d'_t, Et)

Szukanymi funkejami sg w skladowe @ (t), y (), z(f) drogi; ich pierwt
sze pochodne sg skladowymi predkosci, a drugie pochodue skladowymi
przyspieszenia., Funkeje P, @, P sy skladowymi sily.

Es

)
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Kazde réwnanie résniczkowe wysszego rzedu mozna zastgpié ukia-
dem réwnan rézniczkowych 1-go rzedu. Tak np. réwnanie drugiego rzgdu:
f('ra Y y's y”)=0
mozna zastapié nastepujacym ukladem réwnan - réznieczkowyeh pierw.

szego rzgdu:

y'(@)=p@
f(@, y(x), p(@) p' (@) =0

‘Odwrotnie, kazdy uklad réwnan rézniczkowych pierwszege rzedu mozna
zastapié jedoym réwnaniem rézniczkowym odpowiednio wysokiego rzedu.
Tak np. uklad dwéch réwnan. podanych wzorami (50), zastapimy jednym
réwnaniem drugiego rzedi. W tym celu rézniczkujemy obydwa te réw-
nania wedlug x i otrzymujemy:

fod By oy fo et = 0
9+ 99 +9.-2+ 9y 4+ 9.02"=0

Z czterech réwnan (50) i (50 a) eliminujemy 2, 2’ i 2’ i otrzymujemy
jedno réwnanie:

(B0 a)

i F(z, %Y, y)=0
Podobnie mozna postgpowaé z réwnaniami rézniczkowymi dowolnie wy-
sokiego rzedu i.z ukladami réwnan rézniczkowych, zlozonymi z dowol
nie wielu réwnai. Mozna si¢ wige ograniczyé albo do badania réwnan
r@zmczkowych wyzszego rzgdu albo do badania ukladéw réwnan réznicz-
kowych pierwszego rzedu.

We wszystkich réwnaniach, ktéresmy dotychezas rozpatrywali, wy-
stgpowala précz zmiennych zaleinyeh i ich pochodnych tylko jedna
amienna niezaleéna. Takie réwnania rézniczkowe nazywamy zwyczajnymi,
Réwnania rézniczkowe, w ktérych wystepija ceqstkowe pochodne funkeyj
-dwdeh lub wigeej zmiennych niezaleznych, nazywamy réwnaniami réz-
niczkowymi czastkowymi. Jezeli w réwnaniu wystepujg tylko pochodne
czgstkowe pierwszego rzedu, préez ewentualnie zmiennej zaleznej i zmien-
nych niezaleznych, to réwnanie takie nazywamy réwnaniem rézniczko-
wym czgstkowym pierwszego rzedu. Ogdlng postacig takiego réwnania
przy jednej zmiennej zaleznej a dwdch niezaleznych jest:

?
(52) f(w, 2 (@, y),az, 9;) ==

Réwnanie rézniczkowe czgstkowe drugiego rzedu o jednej zmiennej za-
leznej a dwéch zmiennych niezaleinych ma ogdlng postad:

9z % % 332)

(53) f(x’ Y 8(-17, .’/)) ax ay ax! 3 axc?y 9y

—

5 ol
Bada sig takze ukdady réwnan czastkowych, zawierajacych dwie lub wig-
cej zmiennych zaleznych,

Do réwnan rézniczkowych zwyczajuych dochodzilismy, eliminujac
stale dowolne z réwnan, przedstawiajacych gromady linij. Podobnie mozoa
dojsé do réwnan rézniczkowych czastkowyeh, eliminujac stale dowolne
z réwnan, przedstawiajacych gromady powierzchni. I tak np. majac po-
dane réwnanie:

(a) 2= f(2y, €1, )

dwuparametrowej gromady powierzchni, tworzymy czgstkowe pochodne:

o
(b) pP= £ —f,(x Y, ¢y, cg)
(0) ay /.;'(x Y, 011 (,'2)

Jezeli wyeliminujemy stale ¢, i ¢, z tyech 3 réwnan, to otrzymamy jedno
réwnanie, zachodzace pomiedzy z, y. 2, p, ¢, to znaczy réwnanie postaci:

9z dz
F(x,y,z.a—x-, ’y) =0

Doszliémy wige w ten sposéb do réwnania rézniczkowego czastkowego
pierwszego rzedu, ktére spelniaja wszystkie powierzchnie, nalezace do
danej gromady (a).

Zobaczymy, ze do réwnania rozniczkowego czastkowego mozna
dojé¢é takze zupelnie inng drogs, a mianowicie eliminujyc dowolng funkeje
z réwnania, zawierajgcego takg funkc_]g

Tak wnp. z réwnania:

2:/(%) czyli z=:cf(g,

thcemy wyeliminowaé dowolng funkeje £, o ktérej zakladamy jedynie,
e posiada pochodng. W tym celu tworzymy czastkowe pochodne:

Rl B A=) ()2 oo

S-erli=r )

Wstawiajac f’ (‘21). obliczone z drugiego réwnania, w pierwsze réwnanie,
7

otrzymujemy:

dz
dx

4
x

Ble
QJIQ)
| o
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a stad:
dz dz
St ¥ By

To réwnanie rézniczkowe czgstkowe nie zawiera dowolnej funkeji /. Jest
to réwnanie rézniczkowe wszystkich powierzchni, ktérych réwnanie ma

[/
postad z=wf(;—3) (Sg to powierzchnie stozkowe. majace wierzcholek

w poczgtku ukladu wspélrzgdnych). Niechaj czytelnik utworzy w podobny
sposéb réwnanie réiniczkowe (czgstkowe) wszystkich powierzchni obro-
towych, powstajgcych przez obrét dowolnej linii okolo osi 2. Maja one
réwnanie:
2=f(a*~+y*

dzie f oznacza dowolng funkeje. ity 2% s PR
g > wolng funkeje. (Wynik: y % z&y 0).

Podobnie przez eliminacjg dwdch funkeyj dowolnych mozna otrzy-
maé réwnanie rézniczkowe cegstkowe drugiego rzgdu. Weimy np. pod
uwagg réwnanie:

u=[(@+ ay)+g(@— ay)
gdzie £, g sg dowolnymi funkejami, posiadajgcymi drﬁgie pochodne. Przez
rézniczkowanie otrzymujemy:

du 3 ;
P "+g
a
dy
Q% L :
a1 =9

2

dy?

=fl'a—°g'-n

= /" et — g/ (—a) a=a®(f" + g")

e stad:
| Pu 0%
—_— = (Y ——
9y o

Dla rzecaywistych @ jest to rownanie struny drgajacej (« oznacza wy-
chylenie, y czas, a @ odcigta dowolnego punktu struny). Dla urojonego
a, & mianowicie dla a=1, otrzaymamy a?= — 1 i réwnanie rézniczkowe
zamienia si¢ na:
Pu

2 T oy =0

Jest to réwnanie pofencjatu na plaszezyznie, ezyli réwnanie Lapla-
ce’a (por. tom I § 257). Wiemy, ze kazdg funkejg /(2) zmiennej zespo-
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louej mozna praedstawié w postaci f(2)= P(@, y)+ iQ(z, y), gdze
P(», ), Q(x,y) sa rzeczywistymi funkejami dwéch zmiennych rzetzy-
wistych. Otéz okazano, ze gdy funkeja f(2) jest enalifyczna (por. § 291,
str. 69), to zaréwno funkeja u=P(z,y) jak i u= Q(® y) spelniajg
réwnanie rézniczkowe czgstkowe Laplace’a.

Niechaj czytelnik stwierdzi to np. dla funkeji:

e*=e’+”=e'(cosy+isiny)=e‘cosy~Fie"siny.

W ‘podreczniku tym ograniczamy sig do rdwnan rézniczkowych zwyezajnych.

W ogélnych podrecznikach analizy znajdujg sie zazwyczaj rozdzialy, podwig-
cone réwnaniom réZniczkowym. Ponadto istnieje nadazwyczaj obfita specjalna literatura
tego przedmiotu. Wymienimy tu tylko niektére z tych podrecznikéw, a mianowicie te,
ktére moga byé przydatne technikom i przyrodnikom.

S. Kepinski, Podrecenik rdwnan rézniczkowych (Lwéw, 1907, 2 tomy).

A. Zygmund, Réwnanic réiniczkowe (Warszawa, 1929, czesé I).

Forsyth-Maser, Lehrbuch der Differentialgleichungen (Braunschweig, 1889).

L. Bieberbach, Differentialgleichungen (Berlin, 1923).

W. Hort, Die Differentialgleichungen des Ingenieurs (Berlin, 1925).

L. Hopf, Einfikrung in die Differentialgleichungen der Physik. (Lipsk, 1933,
Sammlung Gdéschen).

Riemann-Weber (Frank-Mises) cytowany na str. 9.

§ 295, Geometryczne badanie rozwigzan réwnania rézniczkowego.
Elementy liniowe. Izekliny

Zapim przystapimy do rozwigzywania réwnan rézniczkowych drogs
arytmetyczng, postaramy sig przy pomocy rozwazan geometrycznych
zorientowad sig w tyni zagadnieniu. Uzyskamy w ten sposéb zarazem
podstawg do graficznego rozwijzywania takich réwnan. Ograniczymy sie
do réwnan rézniczkowych zwyezajnych picrwszego rzgdu postaci:

(64) A y=Ff(@y)

tj. do postaci, otrzymanej przez rozwiklanie wedlug zmiennej y’ ogdi-
nego réwnania rézniczkowego pierwszego rzgdu: =

F(‘x» Yy y,)=0

Kazde rozwiszanie réwonania rdzniczkowego nazwaliSmy jego catkg,
a kazda linie, ktérej réwnaniem jest calka réwnania, nazywamy linig
catkowq tego réwnania. ‘

Otéz cheemy sig zorientowaé w przebiegu tych linij calkowych.
Obierzmy na plaszezyZoie (XY) dowolny punkt P o wspolrzgdnych (g ¥o)
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dla ktérych funkeja 7(a, y) jest okreslona (fig. 11) i szukajmy linii est
kowej, przechodzacej przez ten punkt.

Podstawiajgc te wartoéei w réwnanie (h4), otrzymamy nalezgcs do
nich wartoé¢ pochodnej y; szukanej funkeji, czyli spadek szukanej linii
calkowej, przechodzacej przez ten puokt, a mianowicie:

Yo = (x4, yo) = tg @,

Wykredlmy przez ten punkt niewielki odeinek Py4 linii prostej, “ngehy-
lonej do osi x-6w pod kgtem @,. Prosta ta jest styczng do szukanej linii
calkowej w tym punkcie. Niechaj (z,, 4;) oznaczaja wspélrzedne punktu 4.
) Podstawmy te wartodci znown

Y{ (X. y'

w réwnanie (54); otrzymany
spadek y; w punkeie 4 linii
calkowej, przechodzgce} ‘przez
4, a mianowicie:

yi =12y, y) =g a,
Wykreslmy niewielki odcinek
AB pod tym katem, a nastgpnie
podstawmy wspélrzedne (x,, y,)
punktu B znowu w réwnanie
rézniczkowe, to otrzymamy spa-
dek stycznej w punkcie B. Po-
stgpujac w ten sposéhb dalej,
otrzymujemy lini¢ lamang. Za-
geszezajac wierzcholki tej linii

Fig. 11. lamanej aproksymujemy coraz

bardziej linig calkowa, prze-

chodzgeq przez punkt P, (@4, yo)- Niechaj y = ¢ (m, Y,) oznacza réwnanie
te] linii calkowej. Obierzmy inny punkt poczgtkowy, nalezgey do tej samej
odcigtej x,, np. punkt Qo (@), Jo)- Postgpujac tak, jak poprzednio, otrzy-
mamy inng linig lamang, aproksymujacq inne rozwigzanie tego samego
réwnania rézniczkowego. To samo rozumowanie odnosi sig do kazdego
punktu prostej #P,. Otrzymamy zatem w ten sposéb linie, aproksymu-
Jace nieskoficzong gromadg linij catkowych o tej wlasnodci, ze przez kazdy

punkt plaszezyzny, w ktérym jest okreslona funkeja f(z, y), praechodzi
jedna linia calkowa,

R
(
>0
N
sl

Uwaga. Na tej konstrukeji polegajs rozmaite graficzne metody rozwigzywania

réwnai réZniczkowych (zob. np. C. Runge, Graphische Methoden, Lipsk, 1916 r.
str. 116—142),

Bardzo jasny przeglad wszystkich linij catkowych mozna uzyskaé
takée w inny sposéh. I tak réwnanie rézuiczkowe postaci (54) przypo-

-

-

wo

regdkowuje kaidemu punktowi plaszezyzny (XY), dla ktérego jest okr'e~
flona funkeja f(z, y), jakié spadek y’, a wige jakid kierunek posuwania
sig od tego punktu. Kierunek ten jest okreslony katem, obliczonym
z warunku: 3 =tga = f(®@, y). Uklad tych trzech liczb (z, ¥ y) nazy-
wamy elementem liniowym. Réwnanie rézniczkowe (54) okresla wige pewien
zbiér elementéw liniowyeh. Zbiér ten mozna sobie uzmyslowié geome-
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Fig. 12.

trycznie w nastepujacy sposéb: Wykredlamy przez rozmaite punkty

plaszczyzony niewielkie odecinki o kiérunku, wyznaczonym z warunku

tga=/(®,y). W ten sposéb otrzymujemy np. dla réwnania rézniczkowego:
. &

(b) ¥ e

zbiér odeinkdéw, przedstawiony na fig. 12. Kazdy odeinek, wraz z zazna-
czonym na nim punktem, reprezentuje element liniowy, -naleéqcy do tego
punktu. Z figury tej mozna dosé latwo odgadngé, ze linie calkowe réw-
nania (b) tworzas gromade kél wspélsrodkowych o srodku w poczatkn
ukladu, kola te sa bowiem w kaidym punkecie styezne do odcinkéw,
przedstawiajacych elementy liniowe,. nalezagce do tych puuk.téyv. Uizywa-~
jac terminu ,element liniowy“, mozemy powiedzieé, ze lln.la‘ calkows
réwnania rézniczkowego (H4) jest kazda linia, kiérej wszystkie elementy
liniowe spelniaja to réwnanie.
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’Na. figurze 12 sy uwidocznione tylko niektére elementy liniowe.
Wyhér ich jest zupelnie dowolny, mozna jo jednak zestawid w pewne
dogodne do konstrukeji grupy. I tak poszukajmy tych punktéw, ktérym
dane réwnanie rézniczkowe (H4) prayporzadkowuje ten sam spadek, np
Yy =k. Punkty te spelniaja warunek: ol

i

L) S k= f(x.y)

lezg zatem na linii o tym réwnaniu. Tak np. dla réwnania rézniczkowego (b)
wezystkie punkty, majace ten sam spadek %, leza na linii o réwnaniun:

s

-

j AR, el )
¥ czylh y km

A \zatem na linii prostej, przechodzacej przez poczatek ukladu,

Fig. 18.

- Réwnanie (¢) okresla przy zmiennym % gromade linij, zwanych izokli-
nami réwnania rézniczkowego (54). We wszystkich punktach jednej linii,
nalezacej do tej gromady, linie calkowe majs to samo nachylenie do
osi g-6w: elementy liniowe, nalezgce do wszystkich punkiéw jednej izo-
kliny, s3 zatem do siebie réwnolegle. Uwaga ta ulatwia zwykle kon-
strukeje zbioru elementéw liniowych, a mianowicie wtedy, gdy izokliny
83 latwymi do konstrukeji liniami. Tak np. dla réwnania rézniczkowego (b)
-\izokliny tworzg pgk prostych (fig. 13). Odeinki, reprezentujace elementy

i rpr—
, ST

1
K

'

liniowe tego réwnania rézniezkowego, sa prostopadle do tych prostych
(albowiem spadek — 1 kazdej z tych prostych jest odwrotnoseig ze zna-
kiem przeciwnym spadku # ‘odpowiedniego elementu liniowego).

Dla réwnania rézniczkowego:

y=a*+y
przedstawiajg sig izokliny jako pgk k& wspolérodkowyeh o réwnaniu:
e yt=k

Niechaj czytelnik narysuje przy pomocy tych izoklin dosé -gesty zbiér
odeinkéw, reprezentujacych elementy liniowe tego réwnania

Te geometrycane rozwazania nasuwajg praypuszezenie, ze jaka$ jedno-
parametrowa gromada funkeyj:

g(@y,c)=0
jest rozwigzaniem réwnania rézniczkowego plerwszego rzedu:
y'=1r@y
W geometrycznej interpretacji jest to jednoparametrowa gromada linij
i to taka, Ze przez kazdy punkt plaszezyzny, w ktérym jest okreslona
funkeja f(@,y), przechodzi jedna linia tej gromady. Te gromade funkeyj
nazwiemy ogding calkg réwnania rézniczkowego, a kazdy poszezegdlng
funkeje z tej gromady, otrzymang przez obranie jakiejs szezegélowej
wartoéei dla stalej ¢,.nazywamy catkq szczegdluwa.

Okazuje sig jednak, ze opréez calki ogdlnej i calek szezegdlowych
mogy istnieé jeszeze inne rozwigzania rownania réiniczkowego, nie dajace
sig otrzymaé przez specjalizacje stalej w calce ogélnej. Calka taka wy-
stepuje naprzyklad, gdy gromada linij calkowych posiada obwiednig, ktéra
sig nie pokrywa z zadng linig tej gromady. Obwiednia tej gromady jest
calks réwnania, albowiem wszystkie jej elementy liniowe spelniaja dane
réwnanie rézniczkowe. Istotnie, kazdy punkt obwiedniej nalezy do jakiejs
linii calkowej i ma stycang wspdlog z ta linig catkowa. Calki takie wy-
stepuja przy réwnaniach rézniczkowych, podanych w formie uwiklanej:

F(@yy)=0
Tak np. calkg oédln@ rownania rozniczkowego :
‘ y3— 44 =0
jest, jak latwo sprawdzié, gromada {funkeyj:
y = (@ + o)
Istotnie ' =2(x+¢), y'2= +(x+c)*=4y.



108 ' b

Lini:.lmi calkowymi s3 zatem parabole, przedstawione na fig, 14.
Obwiednig tej gromady parabol znajdujemy, eliminujge ¢ z réwnania

gl) ' y— (24 c¥=0
1 2 rdwnania:
() —2@+¢=0

otrzymanego przez rozniczkowanie rownania (1) wedlug parametru c.

Wstawiajuc @4~ ¢ 2 rownania (Il) w réwnanie (I), otrzymujemy jako réwnanie
obwiedniej - :

g==

to znaczy, ze obwiednia jest of z-
niczkowe (bo

i 6w. Otz ta obwiednia spelnia dane réwnanie roi-
¥=0iy=0,a wiec y’* — dy= 0) a zatem jest jego calkg. Nie mieSci

A

Fig. 14.

si¢ za$ ona w gromadzie parabol, nie da si¢ bowiem otrzymaé z réwnania (1) przez
specjalizacje stalej. 3

Précz obwiednich gromady linij catkowych mogg wystepowaé takze inne calki,

nie zawierajace sie w Jjednoparametrowsj gromadzie linij calkowych. Tak np. latwo

stwierdzi¢, Ze calkg ogélng réwnania rézniczkowego : !
‘ Y2 — 3 =0
Jest gromada funkeyj: s
i, 3
=t ' '
Istotuie o' = — 8(x 4 ¢)=3, a wiec y'? =84 —6 — (—i— g
ee y (¢ +¢) Etop =9 -

Oprécz tej calki ogélnej takze funkeja
y-=0

spetnia dane réwnanie rézniczkowe, albowiem yY=0a 02~

a dan 0°=0. Obrazem tej funkeji
Jest o8 2-6w, ktéra nie jest bynajmniej obwiednia znalezionej gromady linij catko-
wych (jest ona natomiast, jak fatwo stwierdzi¢, wspdlng asymptota wazystkich linij tej
gromady). Tej calki y = 0 nie mozna otrzymaé z catki ogdlnej‘ przez odpowiédnie
obranie stalej ¢, nie miedci si¢ ona zatem w calce ogélnej
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Roawasama geometryczne i prayklady, oméwione w tym paragrafie
pouezajs, %o rozwigzaniem réwnania réiniczkowego pierwszego rzedu
moze byé jedncparametrowa gromada funkeyj. zwana catkq ogdlng, a po-
nadto mogs wystepowad takZe rozwigzania, nie mieszezace sie w tej
gromadzie, Nie dowiedliSmy jednak jeszeze, czy kaide réwnanie réznicz-
kowe posiada rozwiszania i nie podaliémy metod, sluzacych do $cislego
wyznaczania tych rozwigzan, w razie gdy one istnieja. Kwestiami tymi
zajmiemy sig w dalszych paragrafach ogéluie. Najpierw jednak oméwimy
kilka takich prostych typ6w réwnan rézniczkowych pierwszego rzeda,
ktéryeh rozwigzanie potrafimy sprowadzié do szukania funkeyj pierwot.
nych czyli calek nieoznaczonych lub oznaczonych. Poniewaz zad oblicza-
nie calki nazywamy takie ,kwadraturg® wskutek jej zwiazku 2z oblicza-
niem pol, przeto mozemy powiedzieé, ze chodzi nam <obecnie o takie
réwnania rézniczkowe, ktére si¢ dadzg rozwigqeaé za pomoca kwadratur.

Zajmiemy si¢ najpierw badaniem takich réwnai rézniczkowych
zwyczajnych pierwszego rzgdu, w ktérych pochodna ’ wystepuje w formie
wyraénej, tj. réwoan postaci:

e !
(b4) y =/[lmy) I

Pésniej oméwimy takze réwnania ogdlniejszej postaci:

Flo,yy)=0
w ktéryeh pochodna y' wystepuje w formie uwiklanej.
Réwnanie 3" = f(®, y) cayli Z—; = /(@ y) dogodnie jest niekiedy

pisaé w postaci:
dy — f(@ y)de =10

Dla wigkszej symetrii pisze sig czgsto to réwnanie (ewentualnie po uwol-
nienin od ulamkéw) w postaci:

(55) M(x. y)do -+ N(@, y)dy =0

Réwnanie to jest réwnowaine z réwnaniem réiniczkowym:

dy_ M@y

do N, y)
Jezeli pomieniamy z sobg role zmiennej zaleznej i niezaleznej, to mezemy
uwazad réwnanie (60) za réwnowazne z réwnaniem rézniczkowym:

v N(a;.‘y) .
dy M (2, y)

przy czym chodzi o znalezienie funkeyj @ =1 (y), spelniajacych to réwnanie.
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§ 296. Réwnania rézniczkowe zw yezajue pierwszego rzedu o zmien-
nyeh oddzielonyech

a) Wspomnieli§my juz, ze réwnanie rézniczkowe:

(46) Y =)

rozwigzuje sig przez jedny kwadrature, a mianowicie:

!/=ff(w)da:—-|—0=l4’(m)+0

Rozwigzaniem tego réwnania rézniczkowego jest wige jednoparametrowa
gromada linij. z ktérych kazdg mozna otrzymaé z jednej z nich przez
przesuniecie réwnolegle wzdluz osi y-éw.

b) W podobnie prosty sposéb przedstawia sig rozwigzanie réwnania
rézniczkowego: ‘

i N y=rly)

dzr |
—-=—— a wige:

. b .
ezyli: = 4 = /(). T

de

i f B s

Otrzymalismy gromade linij callkowyeh, 2 ktérych kazda mozna otrzymaé
z jednej z nich przez przesuniecie réwuolegle wzdluz osi @-6w.
¢) Weimy pod uwage ogélniejsze réwnanie rézniczkowe postaci:

(67  f(@)dm+g(y)dy =0

zwane rwnaniem réinicekowym o zmiennych oddzielonych. Jest ono réw-
nowazne z réwnaniem: '

£ oin N . _9®)
Sy v =—t

Gdy g(g)=—1, to otrzymujemy réwnanie typu (46), jezeli zaé
7@) =1, to otrzymujemy réwnanie typu (56). Aby to réwnanie rozwis~
zaé, wprowadimy nows zmienng z za pomoces réwnania:

z=fg(y)dy

9lyldy =dz

Wobec tego:
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1 réwuanie (57) przechodzi na:

; f@)de 4+ dz =0

czyli: (‘g == — f(x) a stad 2= —-‘ff(a;) dw + C, czyli:

[r@ie+t fomay=c

Widzimy stad, Ze réwnanie rézniczkowe o zmiennych oddzielonych,
dane w postaci (57), rozwiazuje sig, catkujae osobno kaidy jego dodajnik
wedlug tej zmiennej, ktéra w nim figuruje. Przez calkowanie otrzymamy
Jednoparametrows gromade funkeyj:

F@)+ 6()=C
podanych w formie uwiklanej.
Bardzo ezgsto mamy do czynienia z takimi réwnaniami, ktére nie
majg wprawdzie postaci, uwidocznionej we wazorze (57), lecz dadza- sig:

‘sprowadzi¢ do tej postaci przez pewne proste przeksztaleenie, Tak op.

réownanie.

(58) « @) g,(y)do—+g(y) f1(@)dy =0 .

sprowadzamy do véwnania o zmiennych oddzielonych, mnozge obie strony
przez czynnik: _

: I
u@y) = ;=
SR AOTA?,
Otrzymujemy w.ten sposdb:

7 (@) CAC) R
f1(@) i +91 (%) %

a wige zmienne sg oddzielone.

FPrzyktady.

Przykladami rozwigzywania réwnania rézniczkowego postaci (46) sg wezystkie-
calki nieoznaczone, oméwione w tomie 11 w rozdziale XVII. W przykladzie 4 na str. 9
tomu II wyjasniono, jak sig ‘wybiera Zgdany calke szczogdlows z gromady funkeyj,
tworzacych catke ogdlna. ;

Przykladami rozwigzywania réwnenh réinieczkowych postaci (56) sa zagadnienia,
rozwigzane w tomie II, w przykladzie b na str. 19—21 i w przykladzie 7 na str. 41—43,
TakZe réwnania rézZniczkowe, oméwione w § 87—90, w tomie I, nalezg do tego typu.

1) Tak np. réwnanie réZniczkowe: ’

yi=y =
ezyli: :—"; = y najprobciej jest rozwigzaé przez oddzielenie zmiennych, a mianowicie:
d
= g
¥
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Y [
Y
loglyl=a + ¢
il e . &
Oznaczmy staly dodatnig e liters C;, to:

lyl=0Cyv e
a stad:
y=C¢

przy ezym teraz juz C oznacza dowolng stals, dodatnig lub niedodatnis.
2) W podobny sposéb rozwigzujemy réwnanie réZniczkowe:

¥ ==5b(g—y)

charakteryzujgce wzrastanie wedlug prawa Mitscherlicha (por. tom I, str. 984
i nast.). Otrzymujemy:

dy
—  —dp
blg—y)
a stgd: ! ]
~-Zlog lg—v]l=o+¢
Zatem ¢

Y=g Cg"

Wybierzmy z tej gromady linij calkowych te, ktéra przechodzi przes poczatek ukladu.
Zadamy wiee, aby dla =0 bylo y = 0. .
7 tego warunku otrzymujemy : .

0=g¢g—-0C-.1
a wige g = 0 Zgdang calka jest zatem funkeja:
y=g(l —e™)
3) W réwnaniu rézniczkowym :
Cy—Ndo+ady=0

zmienne nie sg oddzielone. Zalézmy najpierw, 2e @ = 0 i 2y —1 3 0. Przez podziele-
nie obu stron réwnania przez (2y — 1)@ otrzymujemy réwnanie:

: dy _

2y — 1

do
o
o zmiennych oddzielonych. Stad:

log|o| + §logj2y — 1] =
ezyli:

logle] Y2y — 1 =¢

lo| V2y —T=¢
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zatem: 27 |2y~ 1] = C, pray ezym € >0 lub @*(2y —1)=C, pray ozym C moze mieé
wartoé¢ dowolng. Dla C=0 otrzymujemy wylgczone poprzednio rozwigzania réwnania,
8 mianowicie # =0 1i 28y — 1 =0, -

4) W termodynamice dowodzi sie, se pomisa-y objetofeia a preznoéeis gazéw
doskonalych, poddawanych zmianom adiabatyeznym (). takim zmianom, przy ktérych

nie nastepuje wymiana ciepla zawartego w gazie z otoczeniem), zachodzi nastepujgey
zwiazek :

vdp + kpdv =0
gdzie k oznacza liczbe stals, wynoszgeg okolo 1°41 (jest to stosunek ciepla wladciwego
¢ przy stalym ciénieniu do éiepla wlakciwego ¢, pray stalej objetodei). Réwnanie to

ma postad réwnania (6\1\). Zmienne nie s3 tu wprawdzie oddzielone, ale mozemy je
oddzielié, dzielge obie strony przez pv. Dochodzimy w ten sposéb do réwnania:

r{p=__k@
P v

Stad zaé (uwsdajac p i v 2a wielkodei dodatnie) otrzymujemy:

logp 4 klogv=-¢

ezyli
pvk =

Jest to réwnanie gromady linij adiabatycanych dla gazow doskonalych.
D) Znaleié ortogonalne trajektorie (por. tom ¥, § 178) takiéj gromady elips

b2a? - a?y? = 22

dla kiéryeh stosunek osi ma staly wartosé k, a wige a:b = k.
Réwnanie tej gromady ma postad:

22 k2yt — a2 =0

$tgd otrzymujemy nastgpujgce rownanie rézniczkowe tej gromady.(tworage pochodng g
funkeji nwiklanej):
vy 20 x
e gkt~ yk?
Réwnanie ortogonalnyeh trajektoryj tej gromady elips ma zatem postad: -

.Yk
¥ 5o
eeyli:
zdy — kydae =0
Qddziel’aﬁxy amienne i otrzymujemy:
dy kidx _
y =z
Ograniezmy si¢ najpierw do dodatnich z 1 .
Po scalkowanin otrzymamy :

0

logy — k2log o = ¢
Rashonek rénleshewy | eafkawy. T I ]
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czyli’
log(y:a?j=¢
Ostatnje réwnanie mozemy napisa¢ w postaci:
= Ot
przy czym C = e¢ jest dowolng stalag dodatnia.
Otrzymaliémy wige gromade linij parabdlicenych, przechodzgcych przez poczy-

tek nkladu. Podobny wynik uzyskuje sie w innych éwiartkach, np. dla >0, y<0
6) W réwnanin rézniezkowym:

Yy =04y
zmienne nie s oddzielone. Mozemy je jednak przeksztalcié na réwnanie o smien-
nych oddzielonych; wprowadzajge za y nows zmienng zalezng:
v=a4y
Wtedy y=v — 2, ¢’ =o' — 1, a zatem dane rownanie przechodzi na:
o —1=v czvli v =149
Tu juz dadzg sie zmienne oddzielié, a mianowicie:

dv

P
(zakladajae, 26 140+ 0 czyli 14 a4y =+ 0). Stad: log|lJ-o|mado coyli
logll4+a+y|=x+ec

Zatem:

1424 y|=¢-¢=Ce

przy czym C>0 lub 142 +y= Ce* przy dowolnym C.
A wiege:
y=C—1—=

W tym rozwigzaniu ogdlnym miefci sie takze wylaczone poprzednio rozwigzanie
14 x4 y=0, a mianowicie otrzymujemy je dla C=0.
7) W podobny sposéb mozZna rozwiazaé ogélniejsze rdwnania:

y=Fflx+y) i y=/F(lax+ by

§ 297. Réwnania rézniczkowe jednorodne

Przy pomocy podobnego podstawienia jak w ostatnim przykladzie
mozna scalkowaé réwnania postaci:

(59) : v=r(%)

zwane réwnaniami rézoiczkowymi jednorodnymi.

1y

thwaga. JeteN w réwnanin réniezkowynt pierwszego rsedu, napisanym w postaci®
. M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

funkeje M(x,y) i N(x, y) sa funkcjami jednorodnymi tego samego stopnia (por. tom I,
str. 333) np. n-tego stopnia, to réwnanie to mozna sprowadzié do postaci (59). dzie-
lge obie strony przez x". Z jednorodnofci bowiem wynika, ze M (ta, ty) = 7 M (, y).

: 1
Biorae zad t= = otrzymujemy :

{1 2)= (2 im

a wiee
M (2, g) = 2 M (1, 4] =2 g (Y)
Podobnie: v )
Niz p) =y (2]
a gatems
dy o (%

Wprowadimy zamiast y nows zmienna niezalezng v.za pomoeg pod-
stawienia: ‘

v,
x

Stad: y =wz, ¥y’ ==v+4 9" x, a wigc dane réwnanie rdiniczkowe prze-
chodzi na réwnanie:

v+%x=ﬂw
ezyli:
dv _fw)—e
5 dzx x

To réwnanie nalezy juz do typu (57), to znaczy jest réwnaniem o zmien-
nych oddzielonych. Cheac przeniesé wezytkie wyrazenia, zawierajace
tylko », na jedng strong, a zawierajgce tylko a. na drugs, trzeba wyko-
na¢ dzielenie przez f(v) — ». Trzeba zatern zalozyé, ze f(v) —v==0

i osobno zbadaé te rozwigzania, dla ktéryeh f(v) — v = 0 ezyli Y = / (1)
x x

Jezeh liczby @y, @,,...spelniajg réwnanie @ = f(a), to funkeje y = a, ,
¥ = ayx,... sy rozwigzaniami danego réwnania rézniczkowego. Pozostale
rozwigzania réwnania (b9) otrzymamy, zakladajae f(v) — ¢ == 0. Wtedy:

dv dz

fo)—v &
g*
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a stad:
E dv

fm=loglx|+ e

|x|-e‘=e‘fﬂ%v ezyli  Clz|= F (v)

przy oczym dodatnig staly e oznaczalismy liters C, a funkeje zmiennej v,

a zatem:

znajdujacy sig po prawej stronie znaku réwnosei, F'(v). Jezeli dopuscimy,

by stala C przybierata dowolne wartosci, zaréwno dodatnie jak i niedo-
datnie, to ogdlna calka réwnania rézniczkowego (59) przyjmie postaé:

Cx = F(‘%)

Przyklad. _
Scatkowaé rownanie:

yidx + (2 —zy)dy =0

Jest to réwnanie jednorodne, poniewaz M (z,y)=y? i N(x,y) =2* — oy ss funkcjami
jednorodnymi tego samego (drugiego) stopnia.
Kladge y = v, otrzymujemy :

vatdx + (2?2 — 22v) (vdxe + 2 dv) =0
& po uproszczeniu przez 2%:

(VP4 v—v2)dz (1 —v)rdv=0

(—iic—-v_ ldv=(l - -) dv
€@ v

Zatem:

loglx]+c=v—log|v|=%—-log ;yc ——%——-log]yl-{-loglxl

Y —log|y| + ¢ = log|y|+ log ¢ = log C| |
x

astgd C|ly|=e”* przy C> 0 luk:
Cy = e

przy dowolnym C.

W bliskim zwigzku z réwnaniani jedonorodnymi jest réwnanie ré-
niczkowe:

ax +by +c )

& S

|

Jezeli a.b, jest rdsne od a,.b, to réwnanie to mozna sprowadzié do réw-
nania jednorodnego.
Rozwigzujemy w tym celu uklad réwnan:

l ax -+ by +c=0

(r) a; 24 by 4 ¢, =0

e U
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1 otrzymujemy x ==k, y =1 Wprowadzamy za zmienng zaleing i nie-
zalezng nowe zmienne za pomoca podstawien:

x=ut+k y=v-4I
Poniewaz:
dy _dv__dv du__dv dv

drdzdu dz du' ' du
przeto réwnanie réiniczkowe przyjmie postad:

dv (a(u—l—k)-{-b(u—{-l)—f—i) ( au + by - (ak +- bl 4-¢)
du ay(u—k)+ by (v 4+ 1) 4y ayu—+ by v—l-(alk—i-bl-}-cl)
Poniewaz k i I s3 pierwiastkami réwnad (r), przeto wyrazenia, zawarte

w nawiasach w ostatnim ulamku, sg zerami i otrzymujemy réwnanie
Jednorodne:

4P ( ik +ﬁ)
du~ " \agu -+ b

Jezeli a-b =a;+b. lecz b, 50, to wprowadzajac nowsg zmienng zalezng
za pomocg podstawienia:

a2+ b1y =2
otrzymujemy réwnanie:

To réwnanic nie jest jednorodve, natomiast nalezy do omdwionego juz
typu (56): 2' = F(2). )

Jeie.I a-by=gay:b 1 b; =0, to musi byé takie =0 lub a, =0,
a réwnanie (60) ma postad:

y _f(oa;—;—c) luk y,.:f(@ﬂ)

a,@ -

a wige palezy do jednego z oméwionych juz typéw: (46) lub przyklad 7
z § 296.

§ 298. Réwnania réiniczkowe liniowe pierwszego rzedu

Réwnanie rézniczkowe postaci:

(61) Y +pr@)y=q)

ué.zywamy liniowym zgodnie z ogdlng definicjs réwnafn rézniczkowych
liniowych (por. § 294, str. 99).
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Rozwigzanie takiego réwnania uskuteczniamy dwoma krokami. Naj-
pierw rozwigzujemy prostsze réwnanie liniowe:

- (62) ¥ +p@)y=0

otrzymane z rownania (61) przez opuszczenie wolnego wyrazu g ().

To prostsze réwnanie (62) nazywamy réwnaniem liniowym jedrio-
rodnym, przy czym mamy na mysli jednorodnodé tylko ze wzgledu na
zmienne y i y’, natomiast funkeja p(x), zawierajgea zmienng 2, moze byé
zupetnie dowolng funkejy. Nie nalezy zatem mieszaé poznanej w poprzed-
nim paragrafie definicji réwnan rézniczkowych jednorodnyeh z definicja
réwnat rézniczkowyeh liniowych jednorodnych. Zupelne réwaanie liniowe (61)
z wyrazem wolnym réznym od zerh nazywamy réwnaniem liniowym nie-
Jednorodnym. Réwnanie (62) calkujemy latwo, a mianowicie przez od-
dzielenie zmiennych otrzymujemy:

%‘1-/ = —p(x)dz
Stad:
log|y| = e/p(x)d:v-«}-c
a wige:
Iyl =
Oznaczajae dodatoig staly ¢ znakiem O, otrzymujemy:
lyl= ¢,
a stad:

(63) |i= 0o Jrire

Tutaj stala C moze przybieraé dowolne wartoéci dodatnie -+ C; 1. ujemne
—OC,, a takze dla C=0 otrzymujemy jedng calkg szczegélows, a miano-
wicie y =0 (funkcja ta spelnia istotnie réwnanie (62), bo y' = 0).

Otrzymalismy w ten sposéb calke ogélng réwnania liniowego jed-
norodnego Nie spelnia ona réwnania niejednorodnego. Jeseli jednak
staly C zastapimy odpowiednio dobrans funkejs C(x) zmienunej 2, to okaze
sig, ze funkcja:

y=C@ e

jest calkg réwnania niejednorodnego. Tq metode rozwigzywania réwnania

liniowego nazywamy metodq emiennosci stalej. Aby znalezé funkeje C(),
podstawiamy w réwnanie niejednorodne (61) to y i jego pochodng:

y =C(2) e—fp g C(x) e_fp & g p (@)

SCESST
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Otrzymujemy:
T’ (x) e_fp(:)dx —C(x) e-‘[p(‘)dx cp@)Fp@): C(x e—'fp(xm = q(%)
Stad:
piz)dr
C'(#)=q(x)e
a wige:

C(x) =fq (x) e‘fp(z)dx dz + ¢

Wobee tego:

(64) y= e“fp(x)dx (c—|-fq($)€fp(x)dxdx)

jest catkq ogdlng réwnania réiniczkowego liniowego niejednorodnego.
Calke te mozua przedstawié w postaci:

y=c-p@+v@

z ktérej ‘widaé, ze stala ¢ wystepnje tu w pierwszym stopniu. Na od’wr(?t,
latwo stwierdzié, ze kazda gromada funkeyj tej postaci spelnia réwnanie
rézniczkowe jednorodne.

Przyklady.

1) Rozwigzaé réwnanie:

y x x
Vi@V =1—2

Uiyjemy gotowego wzoru (6%). Obliczamy najpierw calke:

fp(x)dx .:_flsfx“ dz

wystepujgeg dwukrotnie w tym wzorze. Otrzymujemy:

1
=log 7———=
Jreras=tog =i
o efp(x)dx_ 1
Vi—=
a8 wige:

x 1
y=1—a? (c+fl——.z'3 . Vr:;jdx)
Po wykonaniu drugiego calkowania otrzymamy.

= 1-—-x3(c—|— : )

1 —2a2
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a wigs: y
y=1+4cfi+a
2) Zwigzek migdzy natezeniem / pradu elektrycznego w ¢hwili ¢ a silg elektro-
motoryezng K w przewodzie o oporze R a o indukeji wlasnej L wyraza sig wzorem:

dl R E
L
G A
Jest to réwnanie rézniczkowe liniowe niejednorodne.

a) Jezeli sila elektromotoryczna przestanie dzialad, tj. £ stanie sig rdwne zeru,
to prgd zanika wedlug prawa:

al R

Jest to réwnanie liniowe jednorodne. Calkujemy je albo wedlug wzoru (68), albo bes-
posrednio przez oddzielenie zmiennych:

&l R
—I—"—Z-’ —Zdt
Bigd:
- R
log I = — Zt+a
8 wige:

_R,
I=Ce ¢

Z tej calki ogdlnej wybieramy - odpowiednig calkg szczegélows, wyznaceajac
staly C np. 2 warunku, Zeby w chwili przerwania pradu, tj. dla ¢=0, natezenie prgdu
mialo znang wartosé I,. Wobee tego:

Iy=C® =0
a 3gdana calka szczegdlows ma wartodé: y
I == Io 0- z ’

Wedlug tego prawa zanika pragd od chwili, gdy przestanie dzislaé sila elekiromo-
toryczna.

b) Jezeli w chwili # =0 wigczono sile elektromotoryczng stals, réng od zera,
to wzrastanie nateZenia pradu naleZy wyznaczyd e réwnania rézniczkowego liniowego
nigjednorodnego.

Stosujge wzor (64) ‘otrzymujemy:

R R
I= e.f!(c+/%eztdt)=ce-§t+%-%e§t-e-%t

=R
== L S22
{=ce +R

Yoniewaz w chwili ¢ = 0 natezenie prgdu mialo wartosé 7 =0, preeto slala ¢ musi
mieé¢ wartosé, wyznsezong z wzoru:

0=c-e°+§ j. c=—§

ThE.

el
Wobec tego calka szczegélowa, ktora jesi rozwigzaniem tego eagadnienis, ma postad:

R
=5t

E
To natezenie dggy bardzo szybko do wartodei 3, odpowiadajgeej prawu Oh ma (por.

R 1
tom I, str. 285).
c).Jezeli sila elektromotoryczna zmienia sie np. periodycznle wedlug prawa:

E=Eysinwt
to rozwigzaniem réwnania rozniczkowego jest:

_R,
[=¢ ¢

PEE g-z [
(cl—}—I: Eysinwt e dt)
Po wykonaniu catkoweania (per partes!) otrzymuje sie:

Eysin (wt — p)

SR
(W) 1"_"'(‘13 L + I/[{2+w2f,—

L
przy czym kgt y wyznacza sig z wzoru: tgy = % Z warunku, ze dla t=0 jest

1= 0, otrzymujemy:
Ly sin y
Cy = Tre————
! VR + o212

Czeéé pierwsza po prawej stronie wzoru (w) daZy szybko z warostem czasu do zers,
: . .. 27 .
a czgéé druga jest periodyczua, o tym samym periodzie o % sifa elektromotoryezna,

lecz o fazie spéZunionej o y:

Réwnanie nieliniowe postaci:

(6d) Yy 4+p@y=qy

zwane réwnaniem Bernoulli'ego, mozna przeksztalcié na réwnanie
liniowe. Dzielimy w tym celu obie strony przez y* i otrzymujemy:

% +p(@) " =q(x)

Wprowadémy za zmienng zalezng y(w) nows zmienng ¢(x) za pomocs
podstawienia:
(a) yx—a =
Stad wynika:
yﬁg-ﬂ-’"'_", dg’ ==

L3
211 dg,

l—n
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Wistawiajac te wartosci w réwnanie, otrzymamy po uporzgdkowaniu:

E+a—=mp@)e=(—ng@

to zad jest rdwnanie liniowe, Z tego réwnania wyznacza sig funkeje 2(z)
wedlug wzorn (64), a nastgpnie wraca sig do zmiennej y za pomocy
wzoru (a).

§ 299. Réwnania réznieczkowe zupelne. 0 czynniku calkujacym

- Réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu, w ktérym ' wystepuje
w formie wyraznej, mozemy, jak wiadomo, napisaé w postaci:

(65) M(z,y)dz -+ N(z,y)dy =0

Jezeli lewa strona jest rdéniceky zupelng, to réwnanie to nazywamy réw-
naniem rééniczkowym ecupelnym. Jozeli funkeje f(w,y), ktérej réiniczkg
zupelng jest lewa strona, przyréwnamy do stalej dowolnej C, to ‘otrzy-
mujemy calkg ogélng tego réwnania. Istotnie, jezeli:

M(z,y)dxe + N(x,y)dy = df (x,y) =0
to:
fx,y)=C

Wezystkié funkeje y(x), spelniajace ten warunek, spelniajg dane réw-
nanie rézniczkowe zupelne, albowiem:

of o U e : ,
5+@y(x)_o czyli M+ Ny =0
Zualezieniem funkeji, ktérej rézniezks zupelng jest wyrazenie:

M(z,y)dz + N(z,y)dy

zajmowalidmy sig juz w § 114 (tom I) i w § 257 (tom II). Widzielidmy
%e koniecznym i dostatecznym warunkiem na to, aby wyrazenie:

M(z,y) dx 4 N(z, y)dy

bylo rézniczky zupelns, jest:

om_on
(z) oy ox

e,
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Funkejg zas f(x, y), ktérej roiniczks zupelng jest badane wyrazenie, po-
trafimy wyznaczyé metoda, oméwiona w § 114 tomu T, lub tes wprost
za pomocy gotowego wzoru. (por. tom II, str. 246, wzér (170))

.

Fla, y) = f M, yydo + [N y)dy
a ¥

przy czym a 1 b s3 dowolnymi liezbami stalymi.

Wobee tego calka ogélng réwnania résniczkowego zupelnego jest
gromada funkeyj y(x), otrzymanych z rozwiklania wzoru flz,y)=0C,
ezyli wzoru:

x

(66) f M(x, y)dz + J Bt Fdy =€

a

Widzimy stad, ze réwnanie réiniczkowe aupelne rozwiszuje sie za po-
mocg dwoch kwadratur.

Przyklad,
Roéwnanie rézniczkowe:

400y do 4 (g} + 2%y dy = 0
Jjest réwnaniem zupelnym, albowiem:

oM . ON
s §ERR S el
39 ba® i o 4

Wobece tego calkg ogding tego réwnania otrzymamy z wzoru:
4

F(, y)=/4x3ydx 4-/(92+a4)dy=c
to znaczy: 3
* '
syl + s+ oty =

8tad:
xty + 3y — 413 —atb=c.

Oznaczajge staly-liczbg ¢+ § 6%+ a*b jedny liters ¢,, otrzymujemy:
Y+ 4P =
Jest to jednoparametrows gromada funkeyj, podanych w formie uwikianej.

Latwo stwierdsi¢, e réweanie réuniczkowe o zmiennych oddzielo-
nyeh, tj. vdwnanie postaci:

Flxjdi b-g(y)dy =0
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jest réwnaniem zupelnym. 1 tak w rownanin tym jest M (z, y) = f(2)
a N(x, y) = gly),.a zatem:
oM N
iy— = O, 5‘;‘ = 0
Te czastkowe pochodne s réwne, to za§ dowodzi, ze badane réwnanie
jest réwnaniem zupelnym '
Réwnanie:
f(2)9:y)dx +g(y) - /(%) dy =0
nie jest wprawdzie réwnaniem zupelnym, mozna je jednak przeksztalcié
na takie réwnanie, mnozge obie jego strony przez czynnik:
1
ZY) =
it 11(®)9:119)
Ogoélnie. jezeli réwnanie:
M (x, y)dz + Nz, y) dy=0

nie jest réwnaniem zupelnym, a posiada calkg ogélna, to mozna je za-
mienié na réwnanie zupelne, mnozac lews strona przez odpowiednio do-
brang funkeje u(w, y), zwang czynnikiem catkujqcym danego réwnania,
Znalezienie czynnika calkujscego nie jest w ogélnym przypadku
zagadnieniem latwym.
I tak z warunku, ze:
uMdx -+ uNdy

ma byé rézniczky zupelns, wynika, ze czynnik calkujacy w musi spel-
niaé nastgpujgce réwnoanie:

duM) (uN)
(67) dy ~— oz
czyliz
oM ou __ ON du
(674a) MEJ-I-M@—#%'FN%

Jest to rownanie réénicekowe czqstkowe pierwszego rzedu, trudniejsze zwykle
do rozwigzania anizeli pierwotne, dane réwnanie rézniczkowe niezupelne,

Réwnanie to upraszeza sig znacznie, jezeli sig zdarzy, se réwnanie
rézniczkowe niezupelne posiada czynnik calkujgey, zalezny tylko od

Jednej zmiennej, np. od z Wtedy odpada% i mamy do czyniemia
z rownaniem rézniczkowym zwyezajnym:

d
w@) ¥, =p@N, + N

e S =g
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ezyli:
de , N, — M,

Jest to réwnanie rézniczkowe liniowe jednorodne, calkujemy je zatem
wediug wzoru (63) na str. 118 i otrzymujemy:

f M, yl—\;Nx e

(68) plx)= Ce

Tak np. latwo sig mozna przekonaé, ze réwnanie liniowe niejednorodne,
napisane w postagi:
@) (p @)y — q(@))dz + dy =0
nie jest réwnaniem zupelnym, posiada jednak czynnik calkujacy, zalezny
tylko od #. Z wzoru (68) otrzymujemy na ten czynnik wzér:
e cefp(x)dx

Mnozac réwnanie (1) przez ten czynnik, zamieniamy istotnie lews strong
na réiniczkg zupelns, jak latwo sprawdzié. Caikujae te rézniczke zupelng
wedlug ogélnego wzoru (66), otrzymujemy takze tg drogg znany nam
juz wzér (64) na calkg ogélng réwnania liniowego niejednorodnego.

Zupelnie podobnie postgpuje sig, gdy istnieje czynnik calkujsey,
zalezny tylko od y.

Pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie do stwierdzenia, e réw-
nanie rézniczkowe jednorodne:

y'=f(£) ; .

M(z y)dz +N(x,y)dy = 0

{przy eczym, jak wiemy, M i N sy funkcjami jednorodnymi tego samego
stopnia), posiada czynnik calkujgcy:

-napisane w postaci:

1
A )=

Przy dowodzie trzeba sig powolad na twierdzenie Eulera o funkcjach
jednorednych (por. tom I, str. 833, wzér 78)

Oméwiliémy w ten sposéb unajwazniejsze typy tych réwpah réinicz-
kowyeh postaci:

y =1[(z,y) 3
ktére sig dadzg scalkowad przez kwadratury. Nie nalezy jednak sgdzid,
%0 kazde takie réwnanie da sig w ten sposéh rozwigzad. Tak np. oka-
zano, ze réwnanie:

¥ +p@y?+q@)y +r(x)=0
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réznigee sig od réwhania liniowego tylko tym, %e przybyl dodajnik
p(x)y®% nie da si¢ w ogélnym przypadku scalkowaé¢ przez kwadratury.
To réwnanie rézniczkowe, posiadajgee szereg interesujacych wlasnodei,
nazywamy réwnaniem Riccati'ego.

Nasuwa sig wobec tego pytanie, czy wogéle takie réwnanie posiada
rozwigzania a ogdlniej: jakie warunki musi spelniaé¢ funkeja f(z, y), aby
réwnanie rozniczkowe y' = f(x, y) posiadalo rozwigzanie. Tq nader wazng
kwestig zajmiemy sig w § 301—302. W nastepnych za$ paragrafach zaj-
miemy si¢ jeszeze niektérymi réwnaniami rézniczkowyni pierwszego
rz¢du, podanymi w postaei:

F(x y,y)=0

tj. takimi, w ktérych z' wystepuje w formie uwiklanej.

§ 300. Réwnania rézniezkowe Lagrange’a i Clairauta

Jezeli réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu podane jest w takiej
formie, ze trudno je rozwiklaé wzgledem ', to prébujemy je rozwiklaé
wzgledem x lub . Weimy pod uwage réwnanie rozwikiane wagledem y,
a wige réwnanie postaci:

(69) y=09@yy)

Rozwigzanie takiego réwnania potrafimy zawsze sprowadzié do réwoania,
w ktérym pochodna nieznanej funkeji wystgpuje w formie wyraznej
Uzyskujemy to przez wprowadzenie nowej zmiennej (zaleznej):

p=v

i preez rdéniczkowanie danego réwnania (69) wedlug zmiennej z. I tak
rézniczkujge obie strony réwnania (69) wedlug x, otrzymujemy:

9, dpdy
Y= %z dy’ dx
czyli:
: d
P = ¢.(x, p) + @,(x, p) zrﬁ
a stad:

dp _p— 9.(x. p)
dr @, p)
To za$ réwnanie ma juz forme wyrazng (wzgledem pochodnej szukanej
funkeji p(x)).
Jezeli ogélng calka tego réwoania jest:

=g(x, p)

h(z,p,e)=0
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to czasem nie potrzebujemy nawet. obliczaé stad p a nastgpme y przez
kwadraturg z waranku ' = p, lecz mozemy uniknaé tej ostatniej kwa-
dratury. Jezeli mianowicie uda sig otrzymans calke ogélng rozwikfaé
wzgledem zmiennej x, to znaczy przedstawié z w postaci:

(a) x=1Y(p,c)

to wystarczy wstawi¢ te funkeje w dane réwnanie rézniczkowe za z.
Otrzymamy w ten sposéb:

y=o(p,c)p)
czyli:

(b) y=2(p, ¢

Réwnania (a) i (b) daja razem parametrowe przedstawienie funkeyj cal-
kowyeh za pomocy parametru p.
Podobnie postepujemy, gdy z réwnania rézniczkowego:

Fx 9.9)=0

mozemy obliczyé x w formie wyraznej, tj. gdy mozna to réwnanie przed-
stawi¢ w postaci:

(70) =94 9)
Witedy dogodnie jest uwazaé x za zmienng zalezns.

Specjalnym przypadkiem réwnan, dajseych si¢ sprowadzié do po-
staci (69) lub (70), s3 réwnania, zawierajace x i y najwyzej w pierw-
szym stopniu, tj. réwnania postaci:

xfl(yl)_l"yfz(y')""fa(y,):() 2

Jezeli fo(y') nig jest identycznie zerem, to réwnanie to mozna przedstawié

-w postaci:

(11 y=xz9(4')+ ')

zwanej réwnaniem rézniczkowym Lagrange’a
Kladziemy ' = p, a wige

(2) y =xg9(p) + f(p)

Tworzymy pochodne obu stron wedlug z 1 otrzymujemy:

el .
p=9®) +aymE+rmE
czyli:

d :
p—9(p) =3 (g (p)+ 7 ()
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Zalézmy, 2e g(p) jest réane od p i obliczmy %’, uwazajac teraz p zs

zmienng niezaleina, a @ za jej funkeje Otrzymamy:

do__wg'(p) 8 ' (p)
dp p—yg(p)  p—g(p)

Jest to réwnanie rézniczkowe liniowe, potrafimy je zatem rozwigzaé

przez kwadratury. W ten sposéh otrzyma sie calke ogélna tego réwna- .

nia w postaci:

(b} o=@ (p,c)

Nie trzeba stad wyliczaé p, lecz wystarczy wstawid za @ znaleziong,
fonkcjg w réwnanie (a). Otrzyma sig:
{0 Y= G(p,c)g(p)+ f(p) == H(p,c)
Réwnania (b) i (c) daja parametrowe przedstawienie calki ogdlnej réwna-
nia Lagrang e,
Wylgezylidmy przypadek g(p) ==p cazyli:
9=y
Wtedy réwnanie Lagrange’a prayjmuje postad:

(72) =ay' + f¥)

zwang réwnaniem rézniczkowym Clairauta. Chege je rozwiq,iaé, kia-
dziemy y'==p i résniczkujemy obie strony réwnania:

() y=wp-+f(p)
wedlug zmiennej m, pamigtajac o fym, ze p jest funkejg @, Otrzymujemy:
n B 4 9D
: v pab ot Fin) o
ezyli:
7
L @+rE)=0

Réwnanie to spelnia sig, gdy pierwszy albo drugi czynnik jest zerem,
tj. gdy: ’

dp _
(e) 7=
albo:
) o=—f(p)

Rozwigzaniem réwnania (e) jest:
1 o ) p =z
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Podstawiajae to w réwnanie (d), otrzymujemy calke ogélna réwnania
Clairauta w postaci:

(18) y=ca - f(ey

Graficzoym obrazem tej gromady funkeyj jest jakad jednoparametrowa
gromada linii prostych.

Z réwnania (f) otrzymamy jeszcze jedng calkg. Aby do niej dojsé,
nie trzeba odwracaé tego réwnania celem obliczenia p, a nastgpnie cal-
kowaé réwnanie y' = p, lecz wystarczy wstawié gznalezioue na & wyra-
zenie w réwnanie (d). Otrzyma si¢g w ten sposéb:

(8) y=—pf'(p)+ 7(p)==h(p)

Wzory (f) i (g) dajg parametrowe przedstawienie jednej calki, ktéra nie
jest calka szczegdlows, nie mozna jej bowiem otrzymad z calki ogdlnej
przez specjulizacje stalej c. Calka ta, zwana cafkq osobliwg, przedstawia
obwiedniq gromady linij prostych (73). Istotnie obwiednig gromady:

(h) F(w,c)‘_=_y——ca:—f(c)=p
znajdujemy (por. tom I, str. 576), kladgec:

i oF s

@ ==t =0

i wyznaczajac z tych dwéch warunkéw (h), (i) zmienne @ i y jako funkejo
parametru ¢. Otrzymamy w ten sposéb:
o= —f'(c)
Y= Fe L (ot Ale) =k d)
a to s3 wlasnie réwnania (f) i (g), réznigce sig od nich tym tylko, ze
parametr oznaczono inng liters.
A wige catha ogdlna réwnania Clairauta przedstawia jednopa-

rametrows gromade prostych, a ponadto istnieje calka osobliwa, przedsta-
wiajgca obwiednia tej gromady.

Przykiady.
1) Rozwigzaé réwnanie rézniczkowe:

Yt —Adoy +4y=20
Jest to rownanie Clairauta, albowiem:

 y=aoy — 4y
Calka ogélng jest gromada prostych:

(r) y=cx—ic?
Racghunsk rézniszkewy i cethewy. T. Hi.
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Calke osobliwa znajdujemy, kladae:
o2=—f(p=2-{p=1p
i podstawiajac te wartos¢ w rdwnanie:
y=ap—ip?
lub proéciej, eliminujge » z obu ostatnich réwnan
Poniewaz p =2, przeto y =22 — ! . 42? = 22,

Rozwigzaniem osobliwym danego réwnania a zarazem obwiednia gromady pro=
stych, okrelonych réwnaniem (r), jest zatem parabola o réwnaniu:

y=x*
2) Scalkowaé réwnanie:

d) 473 —6y%49(y—2) =0

Jest to réwnanie Lagrange’a, albowiem y i  wystepuja w plerwszym stopniu.
Kladziemy y’ = p i rézniczkijemy wedlug @. Otrzymujemy :

d
(zpr—12p) 3 L o(p—1) =0
czyli
(p~s 1)(l2p@+9 =0
dw

Kazdy - czynnik -z osobna kladziemy réwny zeru i otrzymujemy dwa nastepujgce
réwnania :

() g imed
dp
n 12 p—~— =
(n) P, +9=0
Z pierwszego otrzymujemy % =1 a wigc y=x-}c,.

Stala ¢, nie jest tu dowolna, lecz naleZy ja tak obraé, aby znaleziona funkeja
spelniala dane rownanie rézniczkowe (I). Musi si¢ zatem spelniaé réwnanie:

4:13—6-1249. @+ ¢, —2)=0

a wige ¢, = 3, wobec czego calka réwnania (l), otrzymana z warunku (m), ma postaé:
y=o+§
Z.drugiego rownania-(n) otrzymujemy przez oddzielenie zmiennych:
4dpdp=—3do
a stad:

p2=_%w+c:
o=—3p*+tec

Eliminujemy. p z tego rdwnania i z danego réwnania- 4p? — 6p®-}-9(y — 2) =0
i otrzymujemy nastepujaca calke ogélna tego réwnania:

2@ —cP+4+3(y—c)2=0
Tiatwo jest stwierdzié, Ze otrzymana z warunku (m) linia calkowa jest obwiednig otrzy-

wmanej gromady.
Catka ta nie miedel sig w calee ogélnej i jest calka osobliwa.

a wiee:

r—r——-
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Réwnaniami Lagrange'a sg wszystkie réwnania postaei:

y=1@) i o=g()

‘Pozostawiamy czytelnikowi do okazania, ze kaide z tych réwnan roz-

wigzuje sig przez jedng kwadraturg.

§ 301. Dowéd istnienia calkl r6wnania rézniczkowego zwyczajnego
pierwszego rzgdu metoda kolejnych przyblizen (metodg Picarda)

Zajmiemy si¢ badaniem, pod jakimi waruokami réwnanie réz-
piczkowe:

(64) Y =ry)

posiada rozwigzania. Istnienie rozwiazah zaleiy oczywiscie od natury
funkeji f(®,y). Wystarczg tu bardzo ogélne zalozenia o funkeji f(a,).
Nie trzeba nawet zgdaé rézniczkowalnodci tej funkeji. Wystarczy zgdaé,
10 aby ta funkefa byla ciggla w jakimé obszarze D i 20 aby jej iloraz
roznicowy wzglgdem zmiennej y byl w tym obszarze ograniczony, tj. aby
istniata taka liczba L, ze

f(waya)—f(w)yl) < L

14)
(7%) s

Ten ostatni warunek nazywamy warunkiem Lipschifza. Spelnia sig on

9 Tt :
np. zawsze wtedy, gdy czgstkowa pochodna —f, ktéra jest granica tego

dy
ilorazu réznicowego, istnieje i jest ograniczona.
Okazano, ze przy tych zalozeniach przez kaédy punkt obszaru D
przechodzi jedna i tylko jedna linia calkowa réwnania réiniczkowego (54).
Obierzmy w obszarze D dowolny punkt A4(a,b) i szukajmy takie)
funkeji y = @ (@), spelniajacej dane réwnanie rézniczkowe, ktéra przy-
biera dla @=a warto§é y==5b, czyli takiej linii calkowej, ktdra prze-
chodzi przez punkt 4. Znajdziemy takie rozwigzanie, poslugujac sie me-
toda kolejnych przyblizen, Aby uzyskaé cisg takich kolejnyeh przy-
blizefi, podstawiamy najpierw w prawsg strong réwnania (54) za y war-
toéd b i szukamy funkeji y, (2), spelniajgcej nastgpujace prostsze réwza-
nie rézniczkowe:

vi=[(@0)
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Poniewaz prawa strona jest funkcjg jeduej zmiennej , przeto wszystkie
rezwigzania tego rownania otrzymujemy, tworzge calke nisoznaczona:

yl(w)=ff(w,b)dw+czr(w)+c

Z tej gromady funkeyj wybieramy te, ktéra przyjmuje dla @=a wartodd b.
Z tego warunku wyznaczamy stals -C, a mianowicie:

Fla)4 C=1b
C=b--Fla)
A wige:
9, (@) = F(@) — F(a) + b
czyli:
(75) (@) = f f(@,b)dw + b

Funkeja y,(2) jest pierwszym przyblizeniem calki réwnania (54). Aby
uzyskaé drugie przyblizenie, podstawiamy znaleziong funkeje znowu
W prawg strong danego réwnania rézniczkowego i rozwigzujemy réwnanie:

Y2 =1 (@ v, (@) = g (@)

Poniewaz prawa strona jest znang funkejg jednej tylko zmiennej @, przeto
mozemy rozwigzad to réwnanie przez calkowanie. Wybierajge z gromady
funkeyj pierwotnyeh tg, ktéra prayjmuje wartosé b dla @=aq, otrzymujemy:

n@= [1@n@)do+s
Postgpujae w ten sposéb dalej, otrzymujemy eciag kolejnych- prayblizes:

50) = [ 1@ @) da + b

(153; 9, (@) = f £ (@, Yos () dr - b

Okazano, ze ciag tych funkeyj vy (@), #,(2),...,,()... jest zbieiny do
takiej funkeji ¢ (@), ktéra spelnia dane réwnanie rézniczkowe i przyj-
muje dla #=a wartos¢ b a ponadto, Ze jest to jedyna funkeja, spel-
niajaca te warunki.

e g s S -
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Metods Picarda (kolejnych przyblizen) przeprowadza sig w zu-
pelnie podobny sposéb dowéd istnienia rozwiazan réwnan rézniczkowych
wyzszych rzedéw i ukladéw réwnan rézniczkowych. Metoda kolejnych
przyblized stuzy nie tylko do dowodu istnienia rozwigzan, lecz pozwala
takze otrzymaé kolejne przyblizenia tych rozwigzan, a wige rozwiazy-
waé réwnania rézniczkowe w przyblizeniu.

Przykltady.
1) Znalezé takie rozwigzanie rownania rézniczkowego:

y=y+x
ktére przybiers wartoé y =1 dla # = 0. Poniewaz funkeja f(z, y) =z -y jest cig-
g
gla dla wszystkich 2, y i posiada ograniczong pochodng czastkows 5{/— =1, przeto

gpelnia warnnek Lipschitza dla wszystkich punktéw. Zatem przez katdy punkt
plaszezyzny przechodzi jedna i tylko jedna linia calkowa, a wiec istnieje taka ocalka,
ktéra przybiera zgdang wartodé y =1 dla = = 0. Kolejne przybliZenia tej calki uzy-
skamy, wstawiajge w dane réwnanie najpierw zamiast y wartosé 1, a wiee biorge pod
uwage rownanie:

n=1+z

8tad otrzymujemy na podstawie wzoru (75):

yl(¢)=1+f(f+x)dx=1+x+éxs

To jest pierwsze przyblizenie szukanej calki. Drugie przybliZenie uzyskamy, wstawiajac
te znaleziona funkcje znowu w pierwotne réwnanie i calkujge. Otrzymamy w ten sposob:

@)= +az+42t)for=14+2x+4 L2

a zatem:
%m=1+/h+ﬂw+wWW=1+x+ﬁ+%ﬁ

Dalsze przyblizenie otrzymamy z réwnania:

i@ =(+oat+ sy to=1+20+at+ §°
a mianowicie:
- .
@ =1+ (1 +22 a0+ gaf)de =14 o+ a8+ 2>+ Jrat
¥
Poréwnajmy te wyniki z $cisly wartofeis zadanej calki. Calke ogdlng réwnania

y’ = y + x znalezlidmy juz poprzednio (por. str. 114, przykiad 6), a mianowicie:

Yy@)=C¢ —ax — 1
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Z tej gromady funkcyj wybieramy te, ktéra dla x=0 przyjmuje wartoéd y==1.
Z tego wirunku wyznaczamy stals C, a mianowicie:

& wige C=2. Zsdang calky jest zatem:
yx)=2¢—2—1

ezyli:
y@=14z+a a3+ fat+ fat ...+ 22}

Widzimy, Ze otrzymane przyblizenia ¥, (%), ¥, (<), ¥5(x) majg poczatkowe wyrazy
zgodne z tym rozwinigeiem szukanej funkeyj na szerog Maclaurina.
2) Zbadajmy kolejne przyblizenia tej calki réwnania:

y=2zx+4*

ktéra przybiera wartodé y=1 dla x=1. Jest to specjalny przypadek réwnania
Riccati’ego (por. str. 126), ktérego nie potrafimy rozwigzaé elementarnymi metodami,
oméwionymi powyzej. Natomiast mozemy znalesé cisg kolejnych przyblizen calki, uzv
wajgc metody Picarda. I tak:

di@) =2z + 1
y,(w)=1+f(2:c+ Ndz=142"42z—2=a'4+a—1
%(@) =2z + (@ + 2 — 1
yn(w)=1+f(2x+(x=+x— 1)) do = gad+ f ot — jat o — 44

W podobny sposdb otrzymuje sie dalsze przyblizenia.

§ 802, Dowdéd istnienia rozwigzan réwnania rézniczkowego me-
todg szeregéw potegowych (metoda Cauchy’ego)

Oméwilismy w § 301 dowéd istnienia rezwigzan réwnania réznicz-
kowego:

(®4) v = flz, )

ezynige o funkeji f(z, y) zalozenia bardzo malo-ograniezajsce. Nie zgda-
liémy nawet rézniczkowalnofei tej funkeji. W praktyce mamy jednak
do czynienia najezesciej z takimi réwnaniami réiniczkowymi, w ktérych
funkeja f(x, y) jest regilarna, a mianowicie jest funkcja analityezna, to
znaczy rozwijalng na szerog Taylora Okazemy, ze réwnanie réznicz-
kowe posiada przy tym zalozeniu takie rozwigzanie, ktére jest réwniez
rozwijalne na szereg Taylora. Twierdzenie to, udowodnione przez
Cauchy'ego, wypowiada sig écisle w nastgpujacej postaci.

Jezeli funkcja [f(z,y) jest rozwijolna na szereg Taylora (dwich
emiennych) w ofoczeniu punkiu = =a, y =", to réwnanie réiniczkowe
Y = F (2, y) posiada taka calke, kiéra prayjmuje dla » = a wartosé 0=,
i jest rozwijalna na szeveq Taylora (jednej emiennej) w otoczeniu punktu
=a.

Poniewaz przez przesunigeie osi mozemy zawsze uzyskad, ze punkt
4 (a,b) bedzie mial wspélrzgdne & =0, y = 0, przeto mozemy przeprowa-
dzié cale rozumowanie, uzywajae szeregu Maclaurina zamiast szeregu
Taylora i szukajsc takiej funkeji y(2), spelniajacej réwnanie réznicz-
kowe, ktéra przyjmuje wartosé y =0 dla z = 0.

Otéz czynimy zalozetie, ze funkeja /(x, ) da sig rozwingé na sze-
reg Maclaurina dwéch zmiennych:

@ ) =1(0,0)+ £ 0B)a 470, 0)y + 5 (0, 0) a2+
+27£,(0,0) 20 +7,(0,0)5%) + ...

(®

czyli:.
(b) 7@, 9) = coo+ 10 + 19 + 082 + ey + coa2 + ...
zbieiny bezwsglednie dla |z| = ry, |v| < 7y

Cheemy okazaé, ze istnieje taka funkeja y (), spelniajaca réwnanie
rézniczkowe (54), ktora da sig rozwingé na szereg potegowy:

(e) Yy=0,8 -+ a, 8+ a2 }-...

zbiezny w jakim§ otoczeniu punktu 2= 0. Poniewas przyjmujemy na y

szereg potggowy bez wolnego wyrazu, przeto mamy juz zapewnione to,
bl £y A 1

ze y przyjmie zgdang wartos¢ 0 dla # = 0. Wiadomo, e a, = I ¥ (0).

Nieznane wspélezynniki ay, a,, ... szukanego rozwinigeia mozemy wy-
znaczy¢ za pomocg znanych wspélezynnikéw cqy, 240,... danego rozwinie-
cia albo wprost z réwnania rézniczkowego (54), przez kolejne rézniczko-
wania obu stron, albo metods nieoznaczonych wspélezynnikéw. Postepu-
jac pierwsza droga, otrzymujemy kolejno:

¥ (0) = £(0,0) = ¢y

a wige:
al = COO;
¥" (0) =17.(0,0)+ £,(0,0). 5 (0) = C10 t Co1* €oo
B wige:
yll (O
Oy = —’2,—) = 1 (30 4 Co100)3

¥""(0) = £(0, 0) 4+ 2£,(0,0) 5 (0) 7, (0, 0) ' (0)2 + £, (0,0) 5" (0)
=206y + 2eyy o0+ 2ega ¢l + o (¢10 = €01 Cg0)
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a wige:
l i1 1
4= 1Y (0)= 31 [(eg0 + €11 Coo - o2 i) + 2 ~ €y (€10 ~+ Co1 Coo)]
Wzory na dalsze wspdlezynoiki «, sg coraz bardziej skomplikowane,
otrzymuje sie je wszystkie jednak tylko przez dodawanie i mnozenie
danych wspélczynnikow e, szeregu (b). Szereg potggowy (c) ma zatem
postaé:

¥ =@ + §(c30 4 €o1 €00) #* + 3% [(ca0 + €12€00 + Coa ) - 2+
g1 (¢10 + o1 Co0)| 2>+ -

Chodzi o to, czy ten szereg potegowy jest zbieiny w jakimé otoczeniu punktu
2=0. By tego dowidéé, tworzymy majorant¢ tego szeregu w nastgpujgcy sposéb.
Dany szereg (b) posiada majorante:

M M M M M
— __ m2 Peiags o2
9(”’y)“M+r,“’+r,?/+ A s —I—rlrsmy—l—'%y SR

(d)

(e)
+;i—”,7 >y + ...
1732

przy czym M oznacza liczbe wigkszg od bezwzglednych wartosci wszystkich wyrazéw
zbieZnego szeregu:

oo+ C1071 F Cara 307 F iy card - Fewring 4.

Jezeli bowiem:

lenl s <M
to: o
(f) Ic“|<r'{_r;

a wige wszystkie wyrazy danego szeregu (b) sg przy kazdym % i y mniejsze co de
bezwzglednej wartosei od odpowiednich wyrazéw szeregu (e). Istotnie wiec szereg (e)
majoryzuje szereg (b).

Prawa strona wzoru (e) jest, jak latwo stwierdzié, rozwinigciem na szereg

funkeji ulamkowej:
9(@9)= -
N e T T T
T=0—2
Jest orio zbieine dla || <7y, |y]<rg
Calkujemy réwnanie rézZniczkowe:

3 .
i = 3
co sig da latwo uskutecznié, poniewaz zmienne dadzg si¢ oddzielié. Wybieramy z calki
ogdlnej te calke szczegdlows, ktéra przyjmuje wartoé O dla @ =0 i otrzymujemy,
jak nie trudno stwierdzié:

(8) ' y=re*71V1+2Mrllog(1~§)
1

Ty i
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"Rozwiniccie tej calki na szereg potegowy musi mieé postaé wzora (d), w ktérym tylko

M
kazde cx nalezy zastapi¢ odpowiednim wyrazeniem T wzigtym z rozwinigcia (o).
Rl )

Stad i z wzorow (f) wynika, ze szereg potegowy, przedstawisjacy funkeje (g) w oto-
czeniu punktu 2 = 0, majoryzuje szereg potegowy (d), praedstawiajgey ssukang calkg.
Szereg potegowy funkeji (g) jest zbiezny dla:

2-—Mglog(l——:})l<l
1

Ty

(poniewaz roswinigcie dwumienne funkeji VU472 jest zbieine dla |¢| < 1) czyli dla:

) |o] < r, (1 — e3)

Dla tych samych  jest zatem zbieiny takze szereg zmajoryzowany (d). WykazaliSmy
w ten sposcb, Ze istnieje catka danego rdwnania réiniezkowego, rozwijalna na szereg
potegowy, zbieZny: w pewnym: otoczeniu punktu 2 = 0. Przy rozwigzywaniu trudniej-
szych réwnan rézniczkowych uzywa sig cagsto rozwinigé na szeregi potegowe.
Przykiad.
Znalezé takg calkg réwnania:

y =382+

ktéra przyjmuje wartodé y =0 dla =0,

Prawa strona jest analityczng funkejs dwdch zmiennych i posiada bardzo proste
rozwiniecie na szereg, a mianowicie €0=23, ¢3 =1, a wszystkie inne wspélezynniki
s3 zerami. Wobec tego, stosujgc gotowe wzory na dy, fg, Ggy-.r otrzymujemy : @;==C;==0,
ag=1(c10+ €01 €00) =+ +00)=13, a na ¢ otrzymujermy wartodé 0. Rozwinigcie
pzukanej calki ma zatem postaé:

y=0-0+3a®+0.23}..=§a4...

Checemy otrzymaé dalsze wyrazy tego szeregu, nie majge gotowych wzoréw na Gy, @ ..
Mozemy postepowaé jedng z drdg, wskazanych przy dowodzie. I tak postepujgce tg
drogg, ktorg wyznaczaliémy kolejne wepblezynniki ax, podstawiamy najpierw @ =0,
y=20.w dane réwnanie rézniczkowe i otrzymujemy:

¥(0)=3-040{=0

Nastepnie .tworzymy pochodng obu stron réwnania rozniczkowego i wstawiamy y =0,
a za ¥’ znaleziong warto§é y’ = 0. Zatem:

¥ (@) =38+2yy a wigc y”(0)= 3

Postepujge tak dalej, otrzymujemy kolejno:

&

¥V (@) =2 +9? a wiee y"'(0)=0
Y (@) =2+ 3%'y") n o . Y0)=0
YO @) =20y +4yy" + 3y , , ¥P(0)=2:3.32=04
y® @) =2 @y + 544+ 10y"y") , , Y0)=0

s . . . ° . . . . . . . . . - . . .
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Zatem
3 . 54 9
a; =0, 83 =30 a;=0, q,=0, %=1 =35> agm=0,,..

y::%$2+230-w5+..‘

Otrzymywanie ta droga dalszych wspélezynnikéw jest doé niedogodne (mozna dla
ulatwienia uzyé wzoru Leibniza na pochodng iloczynu). Szybeiej dochodzi sie zwykle
do celt metody nieoznaczonych wspblezynnikdw. Tworzymy w tym celu pochddna sze-
regu (c), tj.:

(k) Y=a,4+ 208+ a2+ ...

i’ wstawiamy w dane réwnanie rézniczkowe za ¥ i y' szereg (c) 1 (k). OtrZymujemy
W naszym przykladzie:

a4 20,8 4 80,02 4 ... = 3@ + (4,0 + 4,02 + a,0° + g,08 J-.. )

Porzgdkujemy obie strony wedlug poteg i poréwnujemy wspdlezynniki przy réwnych
potegach @. Otrzymujemy w ten sposéb: '

a; 42030+ 3aza2 ... =
=38+ aia® 1+ 20;0,8° + (4} + 20ya5) 2% -+ (2a,05+ 20,005 - ...

Zatem :

a, =0

2a,=3 g stad ag=3§
By ==af =10 n n Qg=
4a,=20a,0,=0 3 e i)
Sag=2a,0;+ a} =1} »n n  A=1gp
6a;=2a,0,+2aa;,=0 0 oy He==10
Ta,=20,0,+ 200, }+a2=0 n p ag=0
B8ag=2a,05+2a054 2030, =238 , , ag =%

Wobec tego rozwinigcie szukanej calki na szereg ma postaé:

Y =30+ 50"+ £t ... =§2(1 + Sat4 Lat L ..)

Metode dowodu istnienia calek réwnania réiniczkowego\, a zarazem
metodg otrzymywania rozwinigé tych calek na szeregi potegowe, uogél-
niono na réwaania wyzszych rzedéw i na uklady réwnan rézniczkowyeh.

Opierajac sig na rozwinigciu calki réwnania rézniezkowego na sze-
reg potegowy, podali Runge i Kutta nastepujaca preyblicong metode
\ozwigzywania réwnah rézniczkowych.

Cheemy znalezé przyblizong wartodé tej calki réwnania rozniczkowego:

v

Y =)
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ktéra przybiera dla #=a warto§é y(a) =>. Gdy @ wzrosnie o znang
wielkoéé A, tj. zmieni si¢ na a -}k, to szukana calka y dozna jakiegos
przyrostu k, okredlonego wzorem:

k(h)=y(a+ k) —y(a)

Otéz Runge i Kutta podali taka przyblizona wartos¢ k(h) tego przy-

rostu, ktérej rozwinigeie na szereg Taylora zgadza sig z rozwinigeiem

prawdziwego przyrostu k(h) az do wyrazéw, zawierajgeych h* wlgcznie.
Otrzymali w ten sposéb nastgpujagey wzor na k(h):

(76) E(h) =4y + 2k, 4 2ky - k)

przy czym kolejno:

%, = hf(a,b) .
ky=hf@-+4h b+ 4k
ky=hf(a+3h b+ k)
ky="hf(a+h b+ ky)

(764a)

Wzbe ten przypomina wzér Simpsona na przyblizong wartosé calki
oznaczonej (por. tom II, str. 122). Moina go nawet uwazaé za uogdlnienie
tego wzoru w tym sensie, ze w specjalnym przypadku, gdy réwnanie
rézniczkowe ma postaé:

¥ =f(@)
jest: ®
ky="hf(a), ky=hfla4+Lh). ky=hfla4Lh), ky=hf(a+h)
a wiec: : A
(s) k(h) =% (f(@) +4f(@+ Lk) + f(a + 4)

To za$ jest przyblizony wzér Simpsona na te calke réwnania y' = f(x),
ktéra przybiera dla @ = a wartos¢ y =105. Ta calka ma bowiem postaé:

a+t-h

y=ff(w)dw+b

a wige: y
a+h
'y—b=k(h)=ff(av)dm

a wzér (s) jest wlasnie wzorem Simpsona dla tej calki.
Dokladniejsze uzasadnienie tej przyblizonej metody i prazyklady
liczbowe na jej zastosowanie znajduja si¢ w podrgezniku C. Runge’go



140

i H. Koniga, pt. Numerisches Rechnen (Berlin, 1924, str. 286 i nast.).
Wazér, pozwalajacy ocenié blad, popelniany przy tej metodzie, znalezé
mozna w podrgezniku L. Bieberbacha, pt. Differentialgleichungen (Berlin,

1923, str. 45). Inne przyblizone metody rozwiszywania réwnah résnicz- .

kowych znajdzie czytelnik w podrgeznikach: Robinsona-Whittakera
(eytowany w tomie II, str. 125) i Willersa, pt. Methoden der prak-
tischen Analysis (Berlin, 1928).

§ 803. Ogolne uwagh o réwnaniach rézniczkowyeh zwycza]nych
wyzszych rzedow

Réwnaniem réiniczkowym zwyczajuym m-tego rzedu nazwaligmy
(str. 98) réwnanie postaci:

(48) F@,9,9,9",...9") =0

w ktérym figuruje n-ta pochodna szukanej funkeji y=q(®). Twierdzenia
1 metody, odnoszgce sig do rozwigzywania réwnan rézniczkowych do-
wolnie wysokich rzedéw, nie réznig sig zasadniczo od rozwazan, dotyczg-
cych réwnanh drugiego rzgdu, tj. réwnah postaci:

(47) Fl@,y,y,9)=0

Zajmiemy sig-zatem prawie wylaeznie réwnaniami drugiego rzedu. Réw-
nania te sy szezegélnie wazine, poniewaz wystepuja one najezesciej w za-
stogowaniach ﬁzykalnych technicznych i geometrycznych. Tak np. w me-
chanice mamy do ezynienia z dwoma wielkosciami: predkodcia i sila.
Predkodé wyraza sig pierwszg pochodng drogi wedlug czasu, sila za$ jest
w bezposrednim zwigzku z przyépieszeniem, a wige z drugy pochodna.
W geometrji, jesli chodzi o styczne, normalne, trajektorie itd., to wy-
starcza pierwsza pochodna; jezeli za$ chodzi o krzywizng, to mamy do
czynienia takze z druga pochodng

Réwnanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu otrzymywalismy
(por. tom I, § 177), wychodzae 2 dwupgrametrowej gromady funkeyj:

(a) (@ y,ec) =0

Tworzyliémy pierwszg i drugg pochodng tego réwnania wedlug @, uwa-
zajae y za funkeje @, a mianowicie:

of 8 &,
(b) | % o= S 0
i efialitr 2f I
(©) 9x2+9x9_/ +@~y + [9y9x+9y2 J—O

Je
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Z réwnan (a}, (b) i (c) rugujemy stale ¢, i ¢, (obliczajgc je z dwu réwnai
1 wstawiajac w trzecie) i otrzymujemy:

F@y,y.y)=0

a wige istotnie réwnanie rézuniczkowe zwyczajne drugiego rzedu.
Zachodzi pytanie odwrotne, czy dla kazdego danego réwnania réz-
niczkowego 2-go rzedu istnieje dwuparametrowa gromada krzywych cal-
kowych. Rozwazania przeprowadza sig¢ najpierw dla réwnania rézniczko-
wego, podanego w formie wyraznej wzgledem y”, tj. dla réwnania:

(17) Y'=f(@y9y)

Udowadnia sig zupelnis to samo, jak dla réwnah 1-go rzedu, a wige
metoda Picarda, tj. przy pomocy kolejnych prayblizen, lub metods
Cauch y'ego, tj. przy pomocy rozwinigé na szeregi potegowe, ze o ile
tylko funkeja /(z,y, ') spelnia pewne, zresztag bardzo obszerne warunki,
to istnieje taka funkeja:

Yy = @(x)

ktéra spelnia dane réwnanie rézniczkowe, a ponadto ezyni zadodé dwom
warunkom, a mianowicie: dla x=a jest y=»b, oraz réwnocze$nie y'= c.
Istnieje wige calka takiego réwnania i zalezy od wartodei b, ¢, jakie
obierzemy za zmienne y i z'. Poniewaz otrzymujemy y w zaleznosei od
b i ¢, czyli:
I == q)(xa‘()) c) =

wige istotnie mamy tu do czynienia z dwuparametrows gromads krzy-
wych calkowyeh, zwang catkq ogdlng réwnania 2-go rzedu.

W konkretnych zagadnieniach trzeba zwykle wybraé z tej gromady
jedng calke suczegilows, spelniajaca opréecz réwnania rézniczkowego
takze pewne dodatkowe warunki. Najezgicie] mamy do czynienia z dwoma
rodzajamitakich dodatkowych warunkdw. Y
Bardzo jasno wystepujs one pray bada-
niu linii ugigeia belki.

Pierwszy rodzaj warunkéw spo-
tykamy w nastgpujgcym zagadnieniu.

Pret poziomy (fig. 15). jest pray-
twierdzony jednym koneem nieruchomo,
na drugi zas koniee dziala sila P pionowo. Skutkiem tej sily pret ugina
sig. Otoz okazano, ze linia ugigcia jest krzywa, ktérej rownanie zawiera

Fig. 15.

sig w calce ogélvej pewnego réwnania rézniczkowego drugiego rzedu.
Aby wybraé z tej gromady funkeyj jedna, odpowiadajaea warunkom
istotnym zadania, zadamy przede wszystkim, by kraywa ta przechodzila
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przez pewien punkt Jedli punkt praytwierdzenia bedziemy uwazali za
poczatek ukladu, to dla #=0 ma byé y==0. Dalej widzimy, Ze styczng
w tym punkeie do linii ugiceia jest os -6w. Zadamy wiee ponadto, by
dla @ = 0 bylo ' = 0. Jezeli zatem calky ogélng jest y = ¢ (@, b, ¢), a jej
pochodng ¥’ = ¢’ (@, b, ¢), to muszy sig spelniaé warunki:

0:¢(07b10)
0=(p’(07bu0)

Z tych dwéeh réwnan o dwéceh niewiadomyeh trzeba wyznaczy¢ szezego-
lowe wartosei stalyeh 51 ¢. W ten sposéb z dwuparametrowej gromady
krzywych wybiera sig jedna, spelniajaca zadane warunki,
Drugi rodzaj warunkéw spotykamy w nastgpujacym zagadnieniu.
Wezmy pod uwage pret, podparty w dwu punktach 4, B (fig. 16). Skut-
kiem dzialania cigzaru. umieszczo-
Y nego w srodku odeinka 4B =1.
pret ugina si¢. Okazuje sig, Ze
krzywa ugigcia spelnia pewne réw-
panie rézniczkowe drugiego rzedu.
O krzywej tej wiemy, ze przecho-
dzi przez punkty podparcia 4 1 B,
czyli wiemy, ze dla @ =0 (po-
czatek ukladu wyobrazamy sobie
w A a o8 o&cigtych wzdluz AB) jest y=0, oraz dla @==/, jest tez y=0.
Zadamy wige, by krzywa calkowa przechodzila prae dwa dane punkty.
Stale, b i ¢ trzeba teraz wyznaczyé z dwéch réwnah: 0== (0,05, ¢),
0= ¢(, b,c). Warunki poprzednie, tJ. zadanie, by dla #=a, bylo y==
i y'=c¢, lub ogdlniej, by dla @=m bylo y=n, y'=p, nazywamy warun-
kami poczatkowymi, lub warunkami Cauchy'ego. Warnnki takie, jak
w ostatnim przykladzie, tj. zadanie, by krzywa calkowa przechodzila
przez dwa dane punkty, nazywamy warunkami brzegowymi lub wa-

2 Fig 16.

runkami Dirichleta Dowéd istoienia calki réwnania drugiego rzgdu, .

o ktérym wspomnieliémy poprzednio, wyznacza catke réwnania tylko
dla warunkéw Cauchy'ego. Widaé od razu, e przy warunkach Di-
richleta nie mozna sig opieraé na metodzie szeregow potegowyeh;
szereg taki moze byé bowiem zbiezny w otoczeniu jednego punktu, ale
jest bardzo watpliwe, ezy bedzie zbieiny az do drugiego punktu brze-
gowego. Tutaj rozumowania musza 186 calkiem innym torem 1 sg na ogdl
o wiele trudniejsze. Przeprowadzono jednak dowody istnienia rozwigzan
takze w przypadku warunkéw brzegowych dla rozmaitych obszernych
klas funkeyj f(®, v, ¥)-
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§ 304, Proste praypadki calkowania rownafi réiniezkowych wyz-
szege rzgdu. ObniZanie rz¢du réwnania

Niekiedy mozna scalkowaé réwnanie réiniczkowe wyiszego rzgdu
bez ucickania sig do szeregéw nieskoriczonych lub do ciggu kolejnych
przyblizen. Niel.{iedy znowu mozna obnizyé rzad réwnania, tj. sprowa-
dzié jego rozwiazanie do rozwigzania réwnania .nizszego rzedu. S to jed-
nak przypadki wyjatkowe; na ogél rozwigzanie réwnania rzedu wyzszegd
jest zagadnieniem skomplikowanym, wymagajacym wprowadzenia nowych,
nieelementarnych funkeyj. Zajmiemy si¢ tu najpierw tymi nielicznymi
typami, ktére mozna badé to scalkowaé przez kwadratury, badZ to spro-
wadzié do réwnan nizszych rzgedéw. Ograniczymy si¢ przy tym do réw-
nan drugiego rzedu.

Typ I:
(18) Y’ = [f(@)

Nie wystepuje tu ani zmienna zalezna, ani pierwsza pochodna.
Dwukrotne calkowanie prowadzi do rozwigzania .tego réwnania.
Z pierwszego calkowania otrzymujemy:

y = f f(@)do + ¢

Calkujac to jeszcze raz obustronnie, otrzymujemy:
J/———‘[l/f(a;)da)-d.ﬁr;—|—c1a;--{-c2

y=0@) + v+t
Przyktady.

1) Jezeli belka prosta o dlugoéei ! a o stalym przekroju @ wygnie si¢ pod dzia-
laniem ciezaru wlasnego lub zewnetrznego, to linia érodkowa tej belki, przebiegajgca
wzdluz osi -6w, zamieni sig na linig krzywg, zwang linig ugi¢cia, o réwnaniu y=@(x).
Okazuje si¢ w statyce, 2e jezeli y=g¢ (@) jest réwnaniem tej linii, to funkcja @ ()
spelnia rownanie rézZniczkowe:

AL + y'2)h EI .

e v M@

Czyli:

Tutaj @ oznacza promief krzywizny, £ modul sprezystobci materialu, z ktorego . jest
sporzgdzona belka, I moment bezwladnosci przekroju ze wzgledu na of pozioma, prze=-
chodzges przez jego é&rodek cigzkodei, a M(x) moment statyczny sit (obcigzen) ze
wzgledu na przekroj, lezacy w odleglodci & od poczgtku ukladu (tzw. moment ugiecia).
Zwykle wychylenie y jest tak male, Ze takie spadek y’ jest niewielki, wobec czego
mozna opuécié w tym wzorze y' W ten sposéb otrzymuje sie réwnanie:

et )
=l
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Calkg ogding tego réwnania réiniczhowego jest:

y-_:ElIJ'fM(m)qu—clm.;-c,

Postaé funkeji M(«) zaledy od rodzaju obcigzenia belki. Oméwimy tu dwa przypadki
tharakterystyezne.

a) Belka jest na jednym koficu przytwierdzona, na drugim zaé obcigZona cieza-
rem P tak wielkim, ze cigzar wlasny belki moina zaniedbad. Moment ugiecia w praze-
kroju, odleglym o @ od punktu przytwierdzeniz, ma tu wartodd:

M@)= — P(l— )
Réwnanie rézniczkowe linii ugigeia ma zatem w tym wypadku postad:

Y’ =—k(l—wo)

P
przy czym k jest liczbg stals, réwns Yok Przez dwukrotne cslkowanie ,otrzymujemy:

Y =4ko® — klw+ ¢,
y=4ka® — } klo? + c,@ + o,
Z tej gromady krzywych calkowych nalezy wyl;raé te, ktéra spelnia warunki poczatkowe:
y(0)=0, y(0)=0

jak o tem wepomnieli$my na str. 142. Stad wynikajg na stale ¢,, ¢, wartosci ¢, =0, ¢,=0.
Wobec tego Zgdang caiky szczegélows, przedstawiajges réwnanie linii ugiecia, jest:

y=}k(Ead— laY)

Jest to parabola trzeciego stopnia. 2

b) Belka jest podparta na obu koncach i obcigZona jednostajnie tak, Ze na 1 em
dlugodci przypada obcigienie p kg. Moment ugigeia w przekroju, odleglym o « od
pierwszego punktu podparcia, ma w tym wypadku wartoéé:

x2
Mx)=—1p (x~ 7)
Rownanie réiniczkowe linii ugiecia ma tu postad:
=7 =) =45 -4
=5 —|=k|- —x
Y imly !
Przez dwukrotne calkowanie otrzymujemy: s
ok

x3
g:k(—lvg—l—g)—[,—cl.r—{—cz

W tym wypadku nalezy wybraé z gromady krzywych calkowych te catke szezego-
Jowa, ktdra spelnia nastepujgce warunki brzegowe:

90)=0, y()=0
(por. str. 142). Stad wynika na stalg e, wartodé: ¢,=0, stala za$ ¢, obliczamy z rownania:

0=Fk({5I*— 31+ ¢, a wige ¢, = k2

T e —
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ngana calka szczegélows ma zatem postaé:

3
y={okz (”T— 23;2-{-12)

Jest to parabola czwartego stopnia.

2) Inny przyklad, w ktérym wystgpuje takie réwnanie rézniczkowe typu I,
spotykamy przy wyznaczeniu tzw. linii przejicia toru kolejowego.

Jeéli tor kolejowy tworzy w pewnym miejseu odeinek prosty 4B (fig. 17) a ma
zmienié kierunek na EF, to trzeba g0 polgezyé krzywy BE, przy czym zgdamy, by
zakrzywienie zmienialo sie stopniowo, lagodnie, celem uniknigcia wstrzaséw przy biegu

F

o e
A B £
Fig. 17.

wozéw. Najréwnomierniejsze (stale) zakrzy wienie posiada linia kofowa, to tez za czeéé CD
obieramy !uk kola o odpowiednim promieniu r. Chodzi teraz o przejéciowe tuki

BC i DE. quamy, aby krzywa przejécia miala w B styczng identyczng z prosta 4B,
oraz by jej krzywizna warastala w sposcb ciagly od 0 do:—.. Najodpowiedniej bedzie

zazada¢, by krzywizna wzrastata proporcjonalnie do przebieganej drogi, a wiee pro-
porcjonalnie do s. Drugi warunek ma zatem postaé:

L
0

Niechaj 4B bedzie osia 2-6w, a B poczatkiem ukladu.
Jedli chodzi o rachunek przyblizony, to wystarczy (podobnie jak w poprzednim

=k.s ¢ .

. 3 1
przykladzie) wzigé za B pochodna ¥, a za s odeigta 2. Uproszczone réwnanie ma
zatem postaé:
yu (x) 2 k vz

Rozwigzaniem tego réwnania jest gromada parabol trzeciego rzedu, 2 kidrej wybieramy
odpowiednia krzywa przejicia przy pomocy warunkéw ¥(0) =0, » (0)=0.
Rachunek rézniczkowy i calkowy. T. III. 19
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Typ It
(79) ' =1

Nie wystepuje tu ani zmienna niezalezna, ani pierwsza pochodoa
“zmienne]j zaleinej. Celem scalkowania tego réwnania wprowadzamy nowg
zmienng: p = y. Wtedy
,_9p _dpdy _ dp
Y =do dyde dy

Otrzymujemy w ten sposéb rownanie rozniczkowe pierwszego rzgdu.

4P _ )
Stad:
pdp = [(y)dy
ot ff(y)dy +c
a wiee:

(80) yr=2 f ) dy + ¢,
vy =+Vorfmdy +e. i ¥ =—V2sfpdy+e

Calkujge te réwnama przez oddzielenie zmiennyeh, otrzymujemy:

== —‘_——’—“‘_’A—L—FC 1 w::-—-/ —L+C
-mi/WH@@+% g Ve 5f(v)dy + ¢, »

co mozna napisaé takie w postaci

¥y

e iy
@) == | B s - o —JlEvd t .
Przyklady.

1) Jezeli cialo spada na ziemig z tak znacznej odlegloéci, Ze trzeba uwzglednié
zmiane sily przyciggania (np. meteor), to ruch tego ciala jest okreslony nastgpujacym
réwnaniem rézniczkowym:

d*r & M
ez r?
przy ezym # oznacza odleglodé ciala spadajgcego od érodka ziemi, k stala grawitacyjna
a M mase ziem.
Wykonawszy pierwsze catkowanie, otrzymamy w mysl wzoru (80)-

dr\? kM
k= ks

147

Wzér ten okresla szybko&é spadania. 7 drugiego calkowania otrzymamy czas ¢ jzko
funkcje odleglosei, a mianowicie w my$l wzoru (81):

/ (1)'

it = et

o kM

V22 e
n

Ujemne rozwigzanie nie ma znaczenia dla naszego zagadnienia. Stale ¢; i r; okreéla
si¢ przy pomocy odpewiednich warunkéw poczatkowych.

2) Wahadlo matematyczne o dlugoéci !, majgce w chwili £=0 wychylenie
a =10, wprawicno w ruch, nadajac mu predkosé katowe w,, a wige predkosdé liniowg
v, = w,l. Zwigzek miedzy katem wychylenia ¢ a czasem ¢ wyraza si¢ za pomoca na-
stepujgcego réwnania rézniczkowego:

! d2a

g—dt—2=—sina

gdzie g oznacza przySpieszenie sily ciezkosci ziemi. Réwnanie to nalezy do typu IL
Celem scatkowania tego rdwnania wprowadzamy nowa zmienng:

Teels da
T dt
tj. predkosé katowa. W mysl wzoru (80) otrzymujemy:
! (da\?
a — |—|] =cos8 c
Staly ¢; wyznaczamy z warunku, Zze w chwili ¢ =0, przy wychyleniu a =0 predkosé¢
katowa ma wartosé a, =.?I9. Stad wynika, Ze-
2
Y,
b ¢y =1 — 1
Drugie calkowanie prowadzi w mysl wzoru (81) do wyniku:
a
da
A= L
+ {cosa + ¢)
oy

przy ezym zatrzymujemy tylko dodatniz wartodé £. Z warunku, ze dla @ =0 jost
¢ = 0, -wynika, ze trzeba obraé ¢, =0. Wobec tego otrzymujemy nastepujacy wzé«
na czag, ktéry uplywa od chwili przejscia wahadla przez punkt najnizszy do chwili

osingnigeia wychylenia a:
e ]
3 I da
“V 9./ V2(cosa +¢;)
0

Stata ¢; ma zawsze warto§é wieksza od — 1, jak to wynika z wzoru (b). Zaleinio od
wartodel tej stalej rozvdzniamy trzy zasadniczo odmienne przypadki.tege ruchu.
a) Jezeli — 1<, <1, to predkoéé kstowa slaje sie réwna zern dla kyta 6, spel-

10758
En



isjgeogo warnnek cosf==-—¢,. Wiedy mamy do csynionia z gwyczajnym suchem
fowym, & B oznacza najwiekezy kst wychylenia,

a

b

Kladge dla skrdcenia sin g =k i wprowadzajge w calke nows zmienng sin 5 =

S.
S »
My ¢ S
B 9, Vi—iFsinde
Wystepujgea tu calka jest calky eliptyczng pierwszego rodzaju (por. tom I, str. 189y

Czas T' ubiegajscy 0d chwili przejscia wahadla przez poloZenie réwnowagi do chwili
osigguigela najwickszego wychylenia f, wyraza sig wzorem:

T——V/Vl — kzam“(p

Calkowanie przez rozwiniecie na szereg prowadzi tu do wyniku:

il el

Zatrzymujge tylko pierwszy wyrsz, -otrzymujemy znany przyblizony wzér na czas

wahnienia:
2T~ n l/z
9

Dokladny wzér na czas wahnienia wyraZa si¢ zapomocy powyzszego szeregu nie-
skoficzonego.

b) Jezeli ¢, =1, to otrzymujemy

t=l/§logtg(g +§)

Stgd widzimy, Ze wychylenie dgzy do 7= (tj. punkt dgZy do najwyZszego punktu na
kole), gdy czas ! dgzy do nieskonczonofci. Ratwo stwierdzid, 2e wtedy predkosd kg-
towa dazy do zera. Jest to zatem ruch ndeperiodyczny, punkt wznosi si¢ po kole od
najrizezego poloz‘enia ku najwyzszemu punktowi, lecz nie osigga go w skoficzonym ezasie.

e) Jozeli ¢; > 1, ezyli 02 >41g, to ¢; + cos @ >0, albowiem cos ¢ = — 1. Z wzoru
{a) wynika, 20 w tym przypadku predkosé katowa nie staje sie nigdy zerem ani mie
zmisnia znaku, 8 zatem punkt poruszajacy sig nie zatrzymuje si¢ nigdy, ani nie zmie-
min kierunku poroszania sie po kole. Ruch odbywa sig wtedy po kole stale w tym
smcym kierunkn, periodyecznie lecz nie jednostajnie. Uwzgledniajge wzér (b), kladse

e=kgin @, otrzymujemy :

: : 2 : ; ; 1
g & =9 i omaczajge T, = k° otrzymujemy nasi¢pujgcy wzor na czas, potrzebny
1

4
T VT —%2sin2g
Q

do csisgniecia wychylenia &

149

Typ Hi:
(82) Fly,y')=0

Nie wystgpuje tu zmienna zaleina ani niezaleina. Przez wprowadzenis
nowe) zmiennej y = p sprowadzamy to réwnanie do réwnania pierw-
szego rzedu.

Poniewaz bowiem y" = p’, przeto dane réwnanie réiniczkowe prze-
chodzi na réwnanie:

F(p,p)=0

ktére mozna scalkowaé przez kwadrature.

Przykilad,

Znalezé takie rozwigzania réwnania rézniczkowego Laplace’s, ktére sy funk-
¢iami zmiennej r=Vw’+y’ 4 2% Réwnanie to ma postaé:

92 f 32 f + 2f
2a? 2
Uwazajge funkeje f za funkeje zmiennej r, wykonujemy réZniczkowenie ezastkowe, np.:
() _of ar B ey e
daw o ~or sz F 222

i w podobny sposéb tworzymy dalsze pochodne. Po wykonaniu rachunkéw otrzymamy
nastepujgce réwnanie réZniczkowe zwyczajne:

d*f , 2 df —0
dr® 7 rodr
Kladac Z£ = p, ofrzymujemy rdwnanie réiniczkowe pierwszego rzedu:
p + p=1
Przez latwe calkowanie otrzymujemy:
€ widfiare
= = cyli —=-%
P=ge % 3=

a stad:
fr)=—2 4

Taks wiee postaé maja te wszystkie rozwigzania réwnania Laplace'a, ktére zaleZa
tylko od promienia r.

Typ IV:
(83) ‘ F(zy.y")=0

W tym rc')w‘)aniu nie wystepuje zmienna zalezna y. Wprowadzajse nowsg
zmienng y' = p, eprowadzamy to réwnanie do réwnania réZniczkowego

pierwszego rzgdu:
F(w,p, p')="0
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Podobne postgpowanie stosuje sig do réwnan wyzszych rzgddw, jezeli nie
wystepuje zmienna zalezna i uzyskuje sig zniZeaie rzegdu o 1.

Przykladem typu IV jest dokladne réwnanie linii ugigcia, a mianowicie (por.
str. 148) rownanie:

Y _ M)
(g El
Juz w najprostszym przypadku, gdy moment wyraza sig wzorem M(x) = — P(l— ),

wystepuje w réwnaniu linii ugigcia calka eliptyczna.
Podobna postaé ma dokladne réwnanie linii przej$cia toru kolejowego.

Typ Vi
(84) F(y,9,y")=0

W tym réwnaniu. nie wystgpuje zmienna niezalezna ®.
Podstawmy y' = p, ‘to:
o] dp _dpdy __ dp

Tdydo Py

Otrzymamy zatem réwnanie pierwszego rzedu:
dp
F(y' p! Pd ) 0

z ktérego wyznaczymy p. Nastepnie obliczymy:

Y= / pdw
Przyklad.

Punkt 4 (fig. 18) o wepblrzgdnych (&, 0) porusza sig po osi odcigtych z pred-
koécig U=Z—§t. Drugi za§ punkt B(z,y) po-

Yi

: ok ds SR
rusza sie z predkoscia w = a: P° takiej linii,

e styezna przechodzaca przez punkt B, trafia
zawsze w punkt 4. Znajac staly stosunek k
predkoéci v do predkosei w, wyznaczyé droge
punktu B (ap. ruch punku 4 przedstawia ruch
pana, a ruch punktu B ruch psa, biegngcego
zawsze wprost do pana)

Poniewaz v:w =¥, przeto:

- dE _; ds
X dt dt
a stad:

d§

ds e
ST 2
(@) o=k =klT+y

1b1

Odcinek § — @ jest podstyczng, nalezgea do punktu B, zatein:

Y
g SRS
4
(por. tom I; str. 221, wzdr 7). Stad:
L i S EG T J
dz y'®
g _yy”
do = y?-
Wiér (a) przyjmuje zatem postaé:
W T
.7/
s to jest réwnanie réZniczkowe typu V. Kladac 3’ = p, otraymujemy:
dp
arn T 1 o3
& =TT
a stad:
IC -d—y — —dp

pVt+p?

Po scalkowaniu otrzymujemy:

Vitpy—1
ik pti
_dy_ 24

T dw 1 —dy*

klogy + log ¢;=1log

a stad:

To réwnanie calkujemy przez gddzielenie zmiennyeh i otrzymujemy:

yl—k &yt

- l—k—l+k=2clw+cz

Jest to réwnanie szukanej krzywej poscigowej, czyli tzw. ,psiej krzywej“

§ 305. Réwnania rézniezkowe liniowe rzegdu drugiego

Zgodnie z ogblng definicja réwnan rézniczkowych liniowyeh (str. 99,
wzér- 49) nazywamy rdwnaniem réenicekowym liniowym rzedu - drugiege
réwnanie postaci:

(89) Py@)y” + P(@)y + Pylw)y+g9(@) =0

Zakladamy, ze w pewnym przedziale ¢ =@ gl funkeje g (@), Py(2),
P,(z), Py(x) s ciggle, a Py(®) nie jest zerem w Zadnym punkeie tego
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przedzialu. Wtedy mozemy podzielié obie strony réwnania przez P,(s)
i ofrzymamy nastgpujgce réwnanie:

(86) : Y '+ @y +p(@)y=q@=) !

w ktérym funkeje p, (@), p,(2), ¢() sg funkejami cigglymi w badanym
przedziale ¢ = » = . Ta forma réwnania rézoiczkowego liniowego bedzie
podstawa wszystkich dalszych rozwazan.

Uwaga. Punkty, w ktérych P,(x) =0, zwane punktami osebliwymi réwnania
rézniczkowego (85), wymagaja szezegélowych, bardzo glebokich badan, ktérymi nie
amozemy si¢ w tym podreczniku zajmowad.

Jezeli w réwnaniu (86) wyraz wolny ¢(z) nie jest identycznie réwny
zeru, to réwnanie to nazywamy réwnaniem rézmczkowym liniowym nie-
Jednorodnym. Réwnanie zas:

(87) ¥ + @)y + p(@)y=0

w ktérym wyraz wolny ¢(2) jest identycznie réwny zeru, nazywamy
réwnaniem rézniczkowym liniowym jednorodnym.
Napiszmy réwnanie (86) w postaci:

Y'=—pi@y —p @)y + q@) =71y y)

Funkeja / jest ciagls funkejs zmiennyeh @;y,4', a pochodne ah ps(®),

9y

% = — p, (@) istniejg i s3 skoniczone w przedziale ¢ <@ =g. Z tych za-
ozen wynika, podobnie jak dla réwnan réiniczkowyeh pierwszego rzedu,
ie dla kazdego punkiu ® = a z badanego przedzialu i dla dowolnych liceb
b, ¢ istnieje jedna i tylko jedna funkcja y = @ (x), spelniajgca dane rdw-
nanie rdéiniczkowe i warunki poczqtkowe: @(a)=2b, ¢’ (a)==c. Twierdzenie
to dowodzi, Ze istnieje dwuparametrowa gromada calek takiego rdwna-
nia rézniczkowego, zwana catkq. ogdlng tego réwnania, Jednakze efek-
tywne znalezienie tych calek jest w ogélnym przypadku zagadnieniem
trudnym, nie dajaecym sig uskuteczni¢ przy pomocy elementarnych metod.

Okazemy péZniej, ze rownanie niejednorodne da si¢ rozwigzaé¢ me-
tods. elementarng (mianowicie przez kwadraturg), jezeli znajdziemy roz-
wigzanie réwnania jednorodnego, co jest zadaniem latwiejszym, jakkol-
wiek takze nieelementarnym.

Woebec tego zajmiemy sig najpierw réwnaniem jednorodnym. Udo-
wodnimy dla takich réwnan przede wszystkim nastepujgce twierdzenie.

= @R
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Jezeli y (@) t yy(@) sq catkami réwnania jednorodiego (87), to takie
dowolna liniowa kombinarja tych calek tj.:

(88) Y (@) =41 (@) + c2 92 (@)
jest catka tego réwnania, przy czym e, ¢, oznaczajs dowolne liczby stale.
Dowdd. Z zalozenia wynika, ze:

91 (@) + p1 (@) y1(@) + py (@) Y1 () =0
Y2 (@) + py (@ yz(w)—rpa(w)yz(a: )=0

Podstawmy wyrazenie (88) na y (@) w lews strong réwnania jedno- -
rodnego (87), to otrzymamy:

€191 (@) Co Y2 (@) +p1 (@) ¢, 1 (@) + p1 (@) o 5() + P2 (@) €1 91 (@) o (@) € Yo (@)=
=, [y @) + p, @)y (@) + p @)y, @)] + <, [y (@) 4 py (@) y2() + po(@) Y2(@)]

Wyrazenia, zawarte w nawiasach graniastych, ss zerami w mysl zaloze-
nia, a zatem cale to wyrazenie jest identycznie réwne zeru, a to dowodzi,
ze wyrazenie (88) spelnia réwnanie rézniczkowe (87), e. b. d. o.

Wyrazenie (88), zawierajgce dwie stale dowolne ¢y, ¢,, przedstawia
dwuparametrows gromade funkeyj. Nasuwa si¢ pytanie, czy ta gromada
funkeyj jest calka ogding réwnania (87), to znaczy, ezy mozna otrzymad
z tej gromady kazda calke szezegélows réwnania (87) przez specjalizacje
stalych ¢, i c,. Zbadajmy, jakie warunki muszg spelni¢ dwie obrane calki
szezegélowe y, (@) i y,(x), aby wyrazenie y (#) = ey9; (@) + o9, () bylo
calkg ogdlng.

Obierzmy dowolny punkt # =a z przedzialu a <@ =f§ i dwie
dowolne liczby b, ¢ i starajmy sig dobraé stale ¢, i ¢, tak, aby y(a)=¥,
¥’ (@) = c. Wtedy y (@) bedzie takg calks szezegélows réwnania (87), ktéra
dla & = a przybiera warto$é b, a ktérej pierwsza pochodna przybiera
dla o= a wartodé ¢ (wiemy za$, ze istnieje tylko jedna calka, spelnia-
jaca te warunki przy danych b, c).

Za,damy zatem, aby si¢ spelnialy réwnania:

y(a) =rc,y,(a) + cayy(a) = b
¥ (@) = c;y1(a) + cyy2(a) = ¢

Stale ¢, i ¢, dadzg sig z tych dwéch réwnan wyznaczyé przy wszel-
kich b i ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik:

y1(a) y2(a)
%1 (@), 4:(a)

379, y1(@) l
y1(a)y ¢

W (a, 41(a), y3()) = I
jest rdény od zera. Wtedy:

lb yz(al y1(a), ys(a)
Cy 3{2(“ 3/1(“ 3{2(“)

yy(a), ya(a)l
v 5@
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Funkeje y(@) ==c ¥, (@) + coy,@) 2z tak obranymi stalymi ¢, ¢; jeat
wtedy zgdang calky szezegdlows. .

. Widzimy stad, Ze jeseli y,(®) i y,(®) sq catkami szczegblowymi réw-
nania (87), to koniecznym i dosiatecznym worunkiem na to, aby dwupara-
metrowq gr"omada funkeyj y(®) ==cyy,(®) -} cyy, (@) byla calkq ogdlng
réwnania jednorodnego, jesl, aby istnial przynajmniej jeden punkt x = a
taki, dla ktdrego wyznacenik:

(@), ya(@)

(89) y W,y (@), y,@) =", s
v (@), y2 ()

bytby rdiny od zera, ezyli, aby ten wyznacznik nie byé identycanie réwny zeru.

Wyznacznik ten pnazywamy wyznacznikiem Wronskiego lub
wroniskianem funkeyj y, (@), y, ().

Jezeli zatem chcemy zbudowaé z dwich calek szezegSlowych réw-
nania (87) calke ogélng tego réwnania za pomoes wzoru (88), to nie mozna
tych calek szczegélowyeh obieraé zupelnie dowolnie, lecz nalezy wybraé
takie dwie calki, ktérych wrofiskian nie jest identycznie réwny zeru.

Warunek ten mozemy zastapié nastgpujacym, prostym, réwnowaz-
nym warunkiem.

Wyrazenie:

y (@) = 1y, (@) + cyy, (@)

Jest -wtedy ¢ tylko wtedy catkq ogdéln q réwnania jednorodnego (87), jeseli
catki szczegdlowe y, (@) i y, (@) sa od siebie liniowo niezaleine.

Dowdd. Dwie funkeje ¥,(x), ,() nazywamy liniowo zaleznymi, jezeli istnieja
dwie takie stale liczby b, i b, nierdwne rdwnoczesnie zeru, ze b, y, (x)-{—b,y,(w):b
dla wszystkich  z badanego przedzialy, tj. jezZeli y, () jest proporcjonalne do y,(x)
albowiem ten zwiazek mozna napisaé w postaci: Sk

b
o)== Py@)=ky(@) Wb @) =— %lyl(w) =my,(@)
2

(zaleznie od tego, ktéra z liczb b,, b, jest réina od zera). Otéz jeZeli dwie funkcje
%, (), Y,(x) sa liniowo zalezné od siebie, to dla wszystkich badanych « zachodzi
- zwiazek:

byyy (@) + by, @) =0

a zatem takze: . f

byyi(@) + by (@) =0

przy czym przynajmniej jedna z liczb b,, b, jest rézna od zera, np. 6, £0. Mnozymy
pierwsze rownanie przez y,(x) a drugie przez y,(x) i odejmujemy drugie od pierw-
szego, to otrzymamy:

.

by [y, () y2 (@) — y1(x) ¥ ()] =0

3 @
L0
Poniewaz b, + 0, przgto wyrazenie, zawarte w nawiasia graniastym, jest réwno zoru
identycznie, czyli:
Y1'@), Y2(@)
Y1 (@), ¥2(@)

A wiec, jezeli dwie fynkeje 3q liniowo zaleZne, to ich wronskian jest identycznve yéuwny zeru,

Odwrécenie tego twierdzenia nie jest prawdziwe dla wszystkich funkeyj, nato-
miast jest prawdsiwe dla calek szczegélowych réwnania rézniczkowego liniowego.
I tak udowodnimy, e jedeli wronskian dwdch catek szczegdlowych y,(X), ¥,(&) réuwna-
nia rdinicekowego liniowego drugiego rzedu jest identycznie réiwny zeru, to te calky s¢
liniowo zalezne od siebie.

Dowdéd. Poniewaz wedlug zalozenia wroniskian' calek ¥, (2), ¥, (%) znika iden-
tycznie w przedziale @ < « <X B, przeto obrawszy dowolng liczbe 2 =a z tego prze-
dzialu, mamy:

W(x, y,'@), (@) =

yl(.a)a y2(a)
yi(a), ¥2(a)

Stad wynika, 2e dadzg sie dobraé dwie takie liczby b, i by, z ktérych jedna przynaj-
mniej jest rézna od zera, dla ktérych spelniaja si¢ réwnania:

(r) [ b1y1(a) + beya(a) =0
| byyi (@) + bygs(@) =0

{Wtedy bowiem, jak wiadomo, uklad tych dwdch rownail o dwéch niewiadomych b, i by
jest réwnowazny"z jednym réwnaniem o dwéch niewiadomyech, mozemy wiec obraé¢ np.
23 b, zupelnie dowolng, rézng od zera liczbe, a za b, liezbe, otrzymang z réwnania
o jednej juz tylko niewiadomej by).

Wezmy pod uwage calke szezegélows y (), zbudowang z calelk szezegdlowych
¥, (%), yy(x) w nastepujgcy sposdb:

Y (@) = b191(@) + b,45(®)

Ta calka spelnia warunki poczgtkowe: "
y@=0 i y(a)=0 '

jak to wynika z réwnani (r). Te same warunki spelnia jednak funkcja y =10 (o8
2-6w), ktéra jest takze calkg réwnania jednorodnego (albowiem, dla tej funkeji " =0,
¥’ =0, a wiec 0+p, ()04 p,(x)-0=0). Poniewaz za$ istnieje jedna i-tylko jedna
calka réwnania, spelniajaca zadane warunki poczatkowe, przeto calka y () jest iden-
tyczna z calky y = 0. Zatem:

Y(&) = by y,(®) + by, (@) = 0

a wiee calki g, (), y,(x) sa liniowo zalezne od siebie c¢. b. d. 0. Dowiedlismy w ten
sposéh, 7e identyezne znikanie wronskianu dwdeh calek jest réwnowazne z ich zalez-
nodcia liniowa. Zatem niezmkanie identyczne wronskianu dwoch calek szezegolowych
jest réwnowazne z ich niezaleznoScia liniows.

==l0

Przejdzmy do badania réwnania rézniczkowego linlowego niejedno-
rodnego, tj. do réwnania:

(86) Y+ p@y 4 p@)y=q@)
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Przypusémy, ze znaleZliémy takie dwie calki szczegblowe y, ()

réwnania jednorodnego: Y2 (@)

(87) Y'+ @y +py@)y =0
ktére sg liniowo niezalesne od siebie

Ogélng calks réwnania (87) jest:

Yy=c191+ €9,
Aby sta‘d. uzyskaé rozwigzanie réwnania niejednorodoego, zastosujmy me-
tng wariacji statych, podobnie jak to czyniliémy w réwoaniach liniowych
plerwszego rzgdu. Zbadajmy zatem, czy rozwigzanie réwnania niejednd-
rodnego (86) da si¢ przedstawié w postaci:
¥Y=0c@)Y+ @)y,
Fun‘kcje ¢1(®) 1 cy(@) staramy si¢ wyznaczyé tak, aby to y spelnialo row-
vanie (86). Utwérzmy pierwsza pochodng:
y=oan+aptdy+ay,

Jako pierwszy warunek na wyznaczenie funkeyj ¢;(2) i c,(@) prayjmu-

Jemy zadanie, by oba ostatnie wyrazy odpadly. Pierwszy wige warunek
ma postaé:

() a¥y+ Yy, =0

Tworzymy nastepnie drugs pachodng 2z uwszglednieniem warunku (@).
Otrzymujemy

Y ' =c ¥y + ¥ + iy + Gy

Wartosei o' 1 y” wstawiamy w dane réwnanie (86), a wiec ma sig spel-
nia¢ rownanie,

e (yy + 1Y+ Py + co(ys + P1Ye + poys) + ay + ey =q(@)

Wyrazenie, zawarte w pierwszym nawiasie, jest zerem, pomewaz ¥, (x)
Jest calky réwnania jednorodnego. Podobnie wyrazenie, zawarte w dru-
gim nawiasie, jest zerem. Pozostaje wige jako drugi warunek:

® &y + Yy =qx)

Z warunkéw (a) 1 (8) otrzymujemy

i R
(90) loy=1 9 ;o (91, 9

,y'H ?/Si Iyn y2,
Y, ¥, Y1, Ye

1567

Mispowspikdem jest wyznacznik Wroniskiego, jest on wige wedlug za-

lozenia réiny od zera.

A wige:

. —9Y:

@)= ——""—_ =g
i Y1Y2— Y v (@)
. 9% ==

Co () == n T == &r
= Y1¥ — Yo th e

Stgd:

¢ (2) "—-fm(m)dm-l- C (@) ==fw(w)dm+ C,

Calka réwnania niejednorodnego ma zatem postad:

v=([o@do+ 0)n@+( [v@de+6) o

Calke te potrafimy obliczyé za pomocs kwadratur, jezeli tylko znamy
dwie calki szczegélowe réwnania liniowego jednorodnego. Widzimy stad,
ze cala trudnos$é rozwigzania ogdlnego réwnania rézniczkowego liniowego
2-go rzgdu, tj. réwnania niejednorodnego, sprowadza si¢ do wyznac¢zenia
dwéch calek szezegélowych réwnania jednorodnego.

To cstatnie zagadnienie jest jednak w ogélnym przypadku trudne.
Z reguly otrzymuje sig pa calki szczegélowe réwnani liniowych jedno-
rodnych 2. rzedu nowe, nieelementarne funkcje, okreslone za pomoca
szeregdw potggowych. Badanie kazdego takiego réwnania stanowi od-
dzielng obszerng teorig.

3

§ 306. Réwnania rézniczkowe liniowe o stalych wspélezynnikach

W specjaloym przypadkn, gdy wspélezynniki p, () i p,(x) w réw-
napiu liniowym sg liczbami stelymi: p, (x) = a,, p,(x) = a,, przedstawie
sig rozwigzanie réwnania liniowego drugiego rzedu bardzo prosto.

Okazemy mianowicie, ze calki réwnania.

(91) '+ ay +a,y=0

sg funkejami elementarnymi, & mianowicie sa w bardzo prosty sposdb
zbudowave z funkeyj wykladniczych. I tak, nawiszujge do réwnania réz-
piczkowego liniowego jednorodnego pierwszego rzedu: ¥’ 4 ay =0 o sta-
lym wspdlezynniku @ przy . zauwaimy, ze calky szczegélows tego row-
nania jest: y = e~ (por. str. 118, wzér 63)
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Sprébujmy, ezy takie i réwnanie drugiego rzgdu (1) poaiada taksy
catke, tj., czy istnieje calka réwnania (91), majaea postaé: y = ¢* gdzie »
Jjest jakgs liczbg stals. Tworzymy:

2]

y' ::r.e”‘; y =;.2.erx

i wstawiamy te wyrazenia za g, ¥’ i ¥’ w réwnanie (91). Zgdamy, by
sig to réwnanie spelnialo, tj. aby zachodzil zwigzek:

2.6 ayr- ¢ a,ef=0

Poniewaz ¢ jest dla wszelkich skotczonych x réine od zera, przeto mo-
zemy upro$cié ostatnie réwnanie przez ¢ i pozostaje:

(92) 124 ayr+ay; =0

Gdy dobierzemy takie r, ktére spelnia ten warunek, to réwnanie réz-
niczkowe (91) spelni sig dla ¢* Rozwigzujse réwnanie (92), otrzymu-
jemy dwa pierwiastiki »; i »,. Otrzymujemy wige dwie ecalki:

Yp=¢€v, Yy, =¢*

Z tych dwéch calek szczegélowych mozna tylko wtedy utworzyé calke
ogllna, gdy wrosiskian tych funkeyj nie jest identycznie réwny zeru.
Otéz tutaj:

en* e
7' 6 g e

W(x: Y1 (w)’ Ya ((E)) =

ezyli:
W(x’ yl (w)’ yz(w)) = e(rr*'rz)x —r e(rrl-r;x A 6("]+I’i)x (,‘2 = 7.1)

Pierwszy czynnik ¢"+7* jest dla wszelkich skoficzonych wartosei »y, 7y, &
rézny od zera, drugi zad: (r, — ry) staje sie zerem tylko dla r, = r,.
Zakladajac wige, ze r; o= ry, otrzymujemy nastgpujaca ogolng calke row-
nania (91):

(93) Wz Cy e + y e

Réwnanie (92), sluzgce do wyznaczenia », i r,, nazywamy rdwnanie:n:
wyznaczajocym lub rdwneniem charakterystycenym réwnania (91). Réw-
nanie fo jest latwe do zapamietania; otrzymujemy je Bowiem =z danego
réwnania rézniczkowego, podstawiajge zamiast niewiadomej y i jej po-
chodnych potegi 9, r%, »2 Ten sposéh rozwigzywania réwnania odnosi
sig nie tylko do réwnan liniowych drugiego rzedu, lecz takie do réw-
nani liniowyeh wyiszych rzedéw o stalyeh wspélezynnikach, X

W ten sposéb przedstawia sig calka ogélna réwnania (91), gdy réw-
panie wyznaczajace posiada pierwiastki rézne. Gdy r, = r,, to znamy

— -
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jedns calke ssezegdlows: y = €™ Okazuje sig, ze calky szezegdolows jest
takze funkeja:

(94) Yg=1-¢
jak to mozna latwo sprawdzié wprost przez‘poclstgwiel?ie; Mozua éig tez
latwo przekonaé przez utworzenie wyznacznika Wronsalego, ze tak
obrane y, i y, sa funkcjami liniowo niezalezoym.

rix

Uwaga 1. : sy .
Jezeli znamy jedng calke szezegolows y; (#) réwnania jédnorodnego drugiego

rzedu, to druga calke, liniowo niezaleing od pierwszej, moZna otrzymaé przez kwadra-

tury, a mianowicie:

— [pdx
(99) Yo (®)=1, (m)fyrze P

Dowdd. o
Poléimy y = y; (®)+2, to réwnanie (87) przyjmie postaé:

Yo+ 252 + 42"+ py 2 12 Fpeth= 0

czyli: ¥ ’
'y + 2Ry -+ pay) + 2 + ¥y +P2y) =0

Wyrazenie, zawarte W ostatnim nawiasie, jest zerem, poniewaz ¥ jest calkg rownania

(87). Polézmy 2’ = u, to otrzymamy:

Wy, + 2@y + Yl = 0

Stad: ,
W
e 3
logu = — 2logy, —fp,dm
e e yl,g e"fl’ld:
2 = /y,‘“e—‘ﬁ"dxdw
a wiec:

y — y12=y1fy;2e—fpxdxdw

jest catky rownania (87). Nazwijmy j3 ¥,. Tworzge wronskian calek ¥y 1 ¥,, otrzy-

j 5 = o sraZenie nie jest rowne zeru
wamy po latwej przerdbce Wz, 1y,,ys) = ¢ , & to wyrazenie nie je

dla zadnej wartoéei . . ; i
Zatem y, jest drugg calka réwnania (87), niezaleing liniowo od ¥y

Stosujac wzér (98) do y; = €7*, otrzymamy po wykonaniu rachunkéw (awzgled-
niajge, ze @y = — (1717 = — 215},

Ya=x "
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Uwaga 2.
Rozwazania te rozszerzono tskie na réwnania réZniczkowe liniowe wyzszych
rzgdéw. Tak np. jeieli 7, jest 4.krotnym pierwiastkiem réwnania wyznaczajgcego, to
funkcje:
Pr=¢Y §p=a0™, yy=akv, y,=a%" ‘

#3 catkami szczegélowymi niezalednymi od siebie liniowo h
Suczegdlnie wazny i intoresujgey jest przypadek, gdy pierwiastki ,
7y, ¥, réwnania wyznaczajgeego sg liczbami zespolonymi sprz¢zonymi, np.

" =a - i, r,=a— fi. Wzér (93) ma wtedy postaé:
Y = ¢, e@HBx | ¢ la—pix
Tg calke ogélng mozemy przedstawi¢ w takiej postaci, Ze znikng wyra-

zenia urojone. I tak kazda liniowa kombinacja calek szczegblowych jest

takze calks réwnania, a zatem funkcje:
{ Yo = § et L L gla—pix — gax o5 B
Jp = 31_1 plotpix __ % da—g0r — axgin B

(a)

sy takie calkami szezegélowymi réwnania (91). Nie trudno okazaé, e
ich wronskian jest rézny od zera, a wiec ogblng catke réwoania (91)
mozemy przedstawié w postaci:

(96) ( Y = €™ (¢, cos B -+ ¢, 8in B )

Przyktady.
1) Wychylenie y punktu materialnego, drgajacego swobodnie pod wplywem sily
spreZystosci, czyni zadoéé nastepujacemu réwnaniu rézniczkowemu:

d2y ~ ‘
) ; |

(97) dtz U |
ezyli:

Y +aty =0
Jest to rownanie rézniczkowe liniowe jednorodne. Réwnanie wyznaczajace ma lu postaé:

J b )3 P

24t =0

posiada zatem pierwiastki zespolone: | ?
ry=ai ry=—am

Calkami szczegélowymi niezaleznymi liniowo od siebie sa funkcje:
— pQix — p—alx
Y1=¢€", Yy=c¢
Uiywajac wzordw (a), otrzymujemy:
¥y = cosat

¥, = sinat

161

Calka ogdlna ma wige postac.

(98 . Y = o, cosat 4 ¢, sin at

Tak przedstawia sie wychylenie w zaleznoei od czasu. Ten wzor latwo mozna przed-
stawi¢ w innej, dogodniejszej formie, a mianowicie:

y=lEra ( o 7?3__2 e at)

ci+a 17T C2
Oznaczajac
ViFa=4, -2 _—qin B lelB et
Va+4 Vi+4

otrzymamy .

y = A(cos af sin ¢ -}~ sin at cos ¢)
czylix
(98a) y = Asin(at 4 ¢)

Stala 4 nazywa sie amplituda a e faza drgania.

Te wzory odnosza sie do drgah swobodnych. Takie drgania powtarzalyby sie,
jak z tego wzoru widaé, periodycznie bez zmiany amplitudy i periodu. W rzeczywi-
stosci punkt materialny drgajacy ma do pokonania opory $rodowiska i sit wewnetrz-
nych, dzialajacych przeciw temu ruchowi. Zajuwiemy sig teraz tym ogdlniejszym
przypadkiem.

2) Przyjmijmy, e opor jest proporcjonalny do predkosei v = :‘;’ Réwnanie réz-

niczkowe ruchu drgajgcego ma wtedy postac:

&Py /o dy
P Rk b

'+ 2.y +afy=0

2L 24r4a?=0

Rownanie wyznaczajace

ma pierwiastki:

r=~2iyﬂﬁ——tﬁ

Nalozy tu odréznié trzy przypadki:
a) 42> Pierwiastki rownania wyznaczajgcego sg wtedy rzeczywiste, rézne.
Takie drganie nazywamy silnie tbumionym. Wzor na wychylenie ma postaé:

Y=g K cae”
Poniewaz 7, i .7, sa liczbamu stalymi, ale ujemaymi (eo nika wprost z wzoru na 7),
1 1.7, 83 ¥ jemay wy p
wige funkeja ta dazy do zerz, gdy ¢—o00. katwo wykazaé, Ze moze ona co najwyzej raz
przechodzi¢ przez zero W drganiu silnie tlumionym moze wige nastgpié tylko jedno
zawrécenie si¢ punktu drgajacego.
b) A3 = g2
Rachanek rozniczkowy i calkowy. T. I0. 11
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Wtedy », = r,. W takim razie wedlug poznanych wzoréw jest:

p=-=¢", yy=te"
Calka ogdlng jest wiec*

y=c, " -+ cte" = e (¢; + ¢, f)

Takze i w tym przypadku funkeja przechodzi przez zero tylko jeden raz. Drganie
takie nazywamy takze silnie thumionym. |
c) 4* < a?. Wykonujge tu rachunki, otrzymamy

y= e *(c,cos t Ja? — 2% }- ¢, sint Ja? — 27)

Jest to wedr na drgania zanikajace powoli. Istnieje w tym- przypadku nieskoticzonie
wiele takich ¢, dla ktorych funkeja staje sie rowng zeru.

3) Przykladem rownan liniowych nisjednorodnych drugiego rzedu jest réwhanie
rézniczkowe drgan wymuszonych, tzn. takich drgan, przy ktorych oprécz oporu dziala
pewna sila, modyfikujaca te drgania (zwana impulsem). Takie drgania odbywajg si¢
np. w rezonatorach. Réwnanie to ma postac:

ey _ g9 W

Jezeli impuls dziata periodycznie, np. wédlug prawa sinusowego, to rownanie ma postad:
y' + 24y 4+ aty =csinyt

Dla bardziej skomplikowanych funkeyj f(#) uzywamy ich rozwinieé na szeregi Foa-
riera. Celom rozwigzania tego rownania calkujemy najpierw rownanie jednorodne.
Duoéwilibmy to réwnanie w poprzednim przykladzie. Rozwaiymy tu tylko przypadek,
gdy A2 < 6 Calkami szczegilowymi réwnania jednorodnego sy funkecje:

§1= ¢ *cost !/(;2 — A% yy=c *sint Vdé'; 73

Przez zastosowanie wzoréw (90) oblicza sig ¢, (), ¢y(@) i dochodzi sie ostatecenie do
wynika:

y=Asin(yt+E)+¢"“(c,costpa3— l‘*‘-l—c,sintyt;’—- a9

Widzimy, Ze wychylenie w takim ruchu drgsjgcym jest sumg wychylen, wyniksjgeych
z drgania swobodnego i drgania zanikajacego. Stale 4 i £ eg tu zwigzane ze stalymi
@, A, ¢, y, wystepujgcymi w réwnaniu rézniczkowym, za pomocg nastepujgeych wzoréw:

—2cly
(a’_._y’)l+4llyl

c(a® — y?) g
@y aaTy
£) Scalkowaé réwnanie:
Y2y +2y —y=0
Réwnanie wyznaczajace ma tu postaé:

" —2r84+2r—1=0

Asine=

Acose—=

i posiada pierwiastki:
r=rp=ryg=1, rg=—1
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Liczba I jest pierwiastkiem trzykrotnym. Wobec tego calka ogdlna ma postaéd:
Y=c € 4 cyze* - cgw?e” -} cpe*
5) Réwnanie ,progu kolejowego ma postaé:
Y9+ 4ety=0

k
4dad=——
Bl
Réwnanis wyznaczajgee : r*--4a*=0 ma pierwiastki r, =a(l+4-9), rg=a(l —3),
rp=a(—141), rg=a(= 1 —1). Calkami szczeglowymi sg funkcje:
Yy == 4 (6P - o200 — g cos @

Yp = 5 (84 — 0-0) — e ging p

przy czym.

1 podobnie g, y,.




ROZDZIAE XXl
Geometria rozniczkowa krzywych w przestrzenil)

§ 307. Analityczne sposoby przedstawiania linij krzywych
W przestrzeni

Przy badaoiu linij, lezacych w przestrzem, trzeba rozréznié dwie
mozliwodei: albo taka linia lezy na jednej plaszezyZnie albo sie nie mieder
w jedne) plaszezyzuie. Istniejy wiee linie plaskie i tzw. linie skodne czyli
wichrowate czyli linie o podwdjnej kreywiinie. Przykiadem linii skoénej
jest linia drubowa, tj linia. przecivajgea pod tym samym katem, réznym
od 001 90° wszystkie tworzgce walca (obrotowego, eliptycznego, parabo-
licznego itp.). Na krzywe przestrzenne natrafiamy réwoiez w geometrii wy-
kresinej przy badaniu przenikama sig takich bry! jak walce, stozki, kule.
Cheae bada¢ linie przestrzenne metodami geometrii analitycznej,
nalezy je ujaé w réwnania. Jeden sposéb analitycznego przedstawiania
linij w przestrzem wynika stad, ze linig mozemy pojmowaé jako miejsce
geometryczne punktdéw przenikania sig dwu powierzchni o réwnaniach:

f(r,9,2)=0

(99)
9(@y,2)=0
‘(por. tom I, str. 361 1 nast.). .
Jezeli sw te rownania dadza rozwiklaé wedlug x i y, wowczas

krzywa przenikania da sig przedstawi¢ réwpaniami:
(160) s=F) y=G()

Réwnania te przedstawizjs dwa walce: pierwszy o osi réwnoleglej do
osi y-6w, o8 za$ drugiego jest réwnolegla do osi @-6w. Podobnie mozna
uwazaé za zmienng niezaleing 2 lub y.

Najdogodniejszym analitycznym przedstawieniem linij przestrzennych
jest przedstawienie parametrowe (por. tom I, str 377), polegajsce na tym,

1) Przed przystspieniem do studiowania geometrii rézniczkowej nalezy rig zazna
jomi¢ z zasadami geometrii analitycznej przestrzennej. Nadaje sie do tego hardac
dobrze np. podrecznik prof. Leji pt. Geometria analitycena @ poczatki geometsii
réZnuczkowej (Warszawa, 1934). ;
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ze 3 wspdlrzedne 2.4, 2 punktéw tej linii wyrazamy jako funkeje czwar-
te], pomocniczej zmiennej £, zwanej parametrem tego przedstawienia:

(101) T=0@¢), y=9@), z=yx()

Takr sposéb przedstawiania bywa najezedciej uzywany w mechanice,
gdzie parametrem ¢ jest zwykle czas. Parametrem tym moze byé jednak
takze kazda mnna wielkosé, jak np. kat, tuk. Przy takim przedstawienin
uzyskujemy symetrie wzoréw ze wzgledu na trzy wspélrzedne.

Co do funkeyj, uzywanych przy wszystkich trzech przedstawieniach,
to podobnie jak pray krzywych plaskich czynimy pewne zalozenia, I tak
zakladamy, ze funkcje te sy ciagle; w pewnych punktach mogs wyste-
powaé niecisglosei, punkty te jednak wylaezymy z naszyeh rozwazan.
Czynimy ponadto zalozenie, ze funkeje te sg rézniczkowalne, a nawet,
ze posiadajy tyle pochodnych, ile nam do danych rozwazan potrzeba,
ewentualnie, ze sa rozwijaloe na szereg Taylora. Zobaczymy Jjednak,
ze wszystkie te zalozenia nie wystarczajg jeszeze, aby zapewni¢ regularny
przebieg linij. Tak np. w przedstawieniu parametrowym te punkty, w kté-
rych wszystkie trzy pierwsze pochodne @'(£), ¥ (). y'(¢) sy réwne zeru,
sg punktami osobliwymi Takie punkty osobliwe wymagaja osobnych badan.
Takie punkty, w ktérych funkeje @, y, 2 sa ciaggle, a pierwszs ich po-
chodne 1stnieja i uie s3 réwnoczeénie réwne zeru, nazywamy punktami’
2wyczajnymi. ’

Przyktady.

Linig prosta, lezaca w przestrzen, przedstawiamy trzema réwnaniami linio—vmi:
(102) x=o0a-41t, y=b+4mt, z=c-+ nt
Kolo, lezgce na plaszezyznie (XY), ktérego érodek lezy w poczatku ukladu, prued-
stawia sie réwnaniami:

T =rcost, y=r6int 2=0

Aby otrzymaé réwnanie kola w polozeniu najogélniejszym, naledy zastosowaé (znane
z geometrii analitycznej) réwnania obrotu i przesuniecia.

Sposrod krzywyeh wichrowatych bardzo proste réwnania ma linia srubowa

N Y P

2wyczajna, tj. opisana na prostym walcu obrotowym, a mianowicie (por. tom I, stx. 377—8):
(103) *—acost, y=asint, =z=bt
gdzie ¢ oznacza kat obrotu promienia, ktorego koniec zakretla przy ruchu S$rubowym
linig $rubowa, a d =427 jest krokiem $ruby.

Najdogoduniej jest uzy¢ do przedstawienia parametrowego jako pa-
rametru dlugosei tuku s. Na element luku linii przestrzeunej (tj. na réz-
mczke fuku) wyprowadzilismy (por. tom II, str. 136) wzor:

(104, ds? = d5? 4 dy? + d2?
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Stad:
ds 4 ’ ’ ’8
(105) (Z) =220+ w2+ 22
Jezeli parametrem jest luk, to s=¢, a wigec % =11 otrzymujemy:
(106) P'2(s) + 92(s) + 2%(s) = |

Odwrotnie: jezeli funkeje ¢, ¥, x spelniaja to réwnanie, a dlugodé luku
liczymy od punktu, dla ktérego ¢=0, to s=t¢, a wige parametrem jest Juk.

Rownanie (106) jest wige koniecenym i dostatecenym warunkiem na
to, aby zmienna t w przedstawieniu parametrowym byla tukiem.

Tak np. dla linii $rubowej parametr f, figurujacy we wzorach (103), nie jest
dlugoécig tuku, albowiem wyrazenie:

&% 4 y'24 2’2 = a2cos?t -} a%sin?t 4 b2 = a2 4 b2
-

.nie jest identycznie réwne 1. MoZemy jednak wprowadzié diugo$é lukd jako parametr.
I tak wiemy (por. tom Il, str. 138), Ze dlugo&¢ tuku linii §rubowej wyraza sig wzorem:

s=t)a? -+ b?
Stad:
8

Voo

8
& = a CO8 ——

Vaz 52

t =

Zatem wzory:

‘ ! 3
(107) : y = asin W—E—i—:bz
S

A Va2 b2

daja takie przedstawienie parametrowe linii $rubowej, w ktérym parametrem jest dlu-
go$é tuku.

Przy badaniu krzywych przestrzennyeh zajmowaé sie bedziemy
styczng, normalng i krzywizng krzywej przestrzennej. Z natury krzywej
przestrzennej wynika, ze zakres naszych badan rozszerzy sig tu. I tak
przy badaniu styeznosci bedziemy sig zajmowali nie tylko prostymi styez-
nymi, ale takze i plaszczyenami stycenymi do takiej krzywej. Prazy ba-
daniu normalnej wystgpuje cala plaszezyzna, w ktorej leza wszystkie
normalne, przechodzace przez dany punkt krzywej. Krzywizng linij plas-
kich pojmowalismy jako miare odchylenia krzywej od linii prostej. Tutaj
wystapi to samo pojecie, ale oprécz tego trzeba sie bedzie zajaé odchy-
leniem linii od plaszczyzny, ezyli tew. torsjy albo skreceniem linii.

-
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§ 308. Styezna i plaszezyzna normaina

Styezna krzy we) przestrzennej okreélamy jako graniczne polozenie siecz-
vej. Wezmy pod uwage dwa punkty kraywej, odpowiadajace wartosciom £, i £,
parametru, a mianowicie 4 (z(t),y(4,),2(¢)) i A’ (2(4), y(t), 2(8)) (Fg. 19).
Oznaczmy dla krdtkosei wspélrzedne punktu 4: @y, y,, 2, & punktn 4"

S

N

\;/
Fig. 19.

@y, Ys, 2. Wychodzimy z réwnania sieczoej. Jedli przez X, ¥, Z ozna-
czymy wspélrzgdne biezgce prostej, to .réwnania prostej, przechodzacej
przez A'i A’, maja postaé:

X—a Y—y Z—z
s —& Yo—lh 22—2

Podzielmy wszystkie mianowniki przez {, — ¢ =4t Gdy 2, > ¢, to
Az Ay 4z
At At At
granicy otrzymamy zatem:

4t — 0, a stosunki dazg do pochodnych. Po przejiciu do

(108)

Xosmy Yoy Do
@' (t) y' (4) 2’ (&)
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Taka postaé majg rdwnania stycznej do krzywej w punkeie 4 (z,y,,2,),
gdy uiywamy parametrowego przedstawienia. Z réwnafd tych widaé,
ze tylko w takich punktach istnieje oznaczona styczna, w ktérych nie
wszystkie pochodne sg réwnoczesnie zerami. Takie punkty, w ktérych
te pochodne sg réwnoczesnie réwne 0, nazwaliSmy osobliwymi 1 zazna-
czylismy z géry, ze wylaezymy je z naszyck rozwaiarn.

Z ostatniego réwnania wyprowadzimy od razu rownanie plaszezyzny
normalnej. Mianowniki w réwnaniu (108) sa proporcjonalne do cosinuséw
katow nachylenia stycznej do osi wspélrzednych, a wige:

(a) cosa cosf-cosy=a () :y (4):2" (t)

Plaszezyzna prostopadla do stycznej, a przechodzgca przez punkt stycz-
nosci, ma zatem réwnanie:

(109) | (X —a)a' () + (Y —u)y (t)+(Z —2)2' (H)=0

Te plaszezyzug nazywamy plaszczyzna normalng do danej linii,
Wzory (a) podaja stosunki miedzy cosinusami katéw nachylenia.
Aby otrzymaé same cosinusy, trzeba podzielié a'(t,), y'(t,), 2'({,) przez

ela(t) F y2 () + 22 () Zatem:

cosQ =— —— ')
e Va2 (t,) + y2(h) + 22(t)

(110) cos f = it
e Vo (h) F g2 (t) + 22 (8)

Co8 Y = ———— i)
e Vatity) + y2(t) + 22(h)

przy czym €= -1 lub — 1 zaleznie od tego, ktory kierunek stycznej
uwazamy za dodatni.

Jezeli parametrem jest luk, to wzory przedstawiajg si¢ o wiele
prosciej, wtedy bowiem wszystkie mianowniki wypisanych ulamkéw sa
réwne 1 (na podstawie wzoru (106)). Otrzymujemy wige:

cosa =’ ()
(111) cos 3 =y’ ()

’

cosy = 2'(s)

Obralismy tu e= -1, a przez to ustalilismy na styczne) pewien Kie-
runek jako dodatni.

§ 309. Plaszezyzna $cisle styczna

Przy badaniu krzywych przestrzennych mozemy rozpatrywaé préez
prostych stycznych takze i plaszczyzny styezne. Weimy pod uwage prostg
styczng do danej krzywej w punkeie 4 o wspélrzednyeh z(4), y(¢)
z(t,) (fig.- 19). Przez te prosta mozna przesunaé pek plaszezyzn, z kis-
rych kaida zasluguje na nazwe plaszezyzny styczoej. Istnieje jednak
wéréd tych plaszezyzn jedna, szczegélnie dobrze dostosowujgca sig do
przebiegu tej krzywe), z ktorej sie ta krzywa niejako jak najmniej
wychyla Te specjalng plaszezyzne nazywamy plaszezyzng Seisle styceng
w punkcie 4. Otrzymamy ja. przesuwajac plaszczvang P przez styczng
i dowolny punkt 4’ linii krzywej, nie lezgcy na stycznej. Gdy punkt A4’
dazy do punktu 4, to plaszezyzna obraca si¢ okolo stycznej, dazae do
pewnej plaszezyzny granpiczne) i ta wlasnie plaszezyzna graniezna zwie ‘
sig plaszezyzng Scisle styezng w punkeie 4. Réwnanie jej uzyskamy z na-
stepujacych warunkéw:

a) Plaszezyzna P przechodzi przez punkt A4, zatem jej réownanie
ma postac:

(I a(X —at) + (Y — y(t) + (£ — 2() =0

b) Styczna lezy na tej plaszezyznie P, a wige wspdlrzedne punktéw
tej stycznej spelniajs powyisze réwnanie. Oznaczajge wspélng wartodé
trzech stosunkow we wzorze (108) litera £, mamy:

X—wt)=ka'(ty); Y—yt)=ky (h); Z2—z2()=ke()

zatem:

akw (t,)+bky ()4 ck2' (4,) =0
czyli:
(I1) aw (4) -+ by () + c2' () =0

e) Punkt 4’ lezy na plaszezyZnie P Oznaczmy jego wspéirzedne
@ty + k), y(t, + k), 2(t, + k). Spelma sig wige réwnanie:

a(@(ty + k) — 2 (4)) + byt + k) — ?/(tl)) +-e(z(ty 4+ 2) — z(tl)) =0

Przyrosty wspolrzedaych przedstawmy za pomoeg wzoru Taylera, to

h
z(ty +h) —@(ty) =ha'(h) + 59" G+ 9, h)

t podobnie dla y 1 2
Zatemr
hla@ (t) + by'(t) + ez’ (t)] +

% [0 U+ S0y (1 + 9ah) + 02" (6 9] =0
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Uwzglgdniwszy warunek (II), oirzymujemy trzeci warunek:
(IID)  a@”(t; + 9,h) 4 by (t, + 9gh) + c2”'(t; + O3h)= 0
Eliminujac z tych trzech warunkéw stale a, b, ¢, otrzymujemy réw-
nanie plaszezyzny P w postaci wyznaeznika:
X —a(y), Y—yty, Z—2(t)
@' (4y), y' (b, 2'(¢y) | =0
@t k) Y (A k) 2ty gh)
Gdy punkt 4’ dazy do nakrycia sig z punktem 4, to h dazy do zera
1 otrzymujemy (opuszczajae wszedzie literg ¢,):
X—2, Y-y, Z—2
(112) z Y 2 =0

’" " 1

: 2 y 2
czyli:

(113) | (X—z) (¥2"—y"a" ) (Y—y)(ea"'—2"c )+ (Z—2) (@y'—a"y' )=0

Jest to szukane rdwnanie plaszczyzny Scisle stycanej w punkeie A (®,y, 2).
Aby to réwnanie (112) lub (113) przedstawialo istotnie plaszezyzng, nie
n’)ogq by¢ réwnoczesnie zerami trzy wyrazenia:

ylzll . yllzl z'mll —— zllw'7 mIyll il 8 w'ly}
Te wyjatkowe (lecz nieosobliwe) punkty, w ktérych trzy powyisze wy-

razenia sy rowooczesnie zerami, wylaczymy zatem z dalszej dyskusji.
W punktach tych zachodzs proporcje:

y:y' ' =z2:2"=0o": 2"
Plaszezyzna styczna jest w tyeh punktach nieoznaczona. Tolkim punktem
jest np. kazdy punkt linii prostej, jakkolwiek linia prosts nie ma zad-
nych punktéw osobliwych. Dla prostej jest od rasu widocznym, skad po-
chodzi ta nieoznacznosé: kaidg bowiem plaszczyzng zawierajgcy tg prosts,
mozemy uwazaé za jej plaszezyzne Scidle styczna. "

§ 310. Normalna gléwna, binormalna i pkaszezyzna rektyfikacyjna

Plaszezyzna Scifle styczna przecina plaszezyzng normalng wzdhuz
prostej (AN pa fig -19), zwanej normalng gldwng. Réwnania jej otrzy-
mamy zatem z warunku, ze wspélrzedne wezystkich jej punktéw spel-
pigjy réwnania (109) i (113), tj.:

(X—2)0 +(Y—9)y' +(Z—2)2 =0
(X-— w)(glz/' A y’lzl)'.+‘ (}7 . 9)(21m11 b ) 2”:0’) _*_ (Z ol 2)(m1y/l e m'ny) — 0
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Stad:

77

X—2 @a'—22)2— @y —x'y)y

Z'— 2 "—'(ylz// Wi, y”zl) yl S (z/w// il zl/w/)w’
Y— y_(w,y” 2 wlly/)ml g (?/’Z” )] yllz/)zl

Z—z2 (Y —y'd)y — @ — 2w

Zatem réwnania normalnej glownej maja postaé.

X—z L
(x —2'x)e — @y — Y)Y
Y—y .
(114 e @y —a'y)e — (Y’ —y'2)e o
Z —z

e

(y/zll g y”zl)yl __(zlwll R w )w'

——

Jezeli parametrem jest Iuk s, to wzory te upraszezajy sig znacznie. Wtedy
bowiem @'%2-+y2-4-2'2=1, a tworzac pochodng obu stron wedlug s,
otrzymujemy 2(@a’ —+ y'y’ +2'2")=0. Wobec tego mianownik pierw=
szego ulamka przyjmujé postaé:
wl/(zls + y/]) _mr(zlzru + y/yu).:mu (zlz + ylz) eerl mr(__ m'wu) p—
=g @ +yrtH)=a"1=a"

Podobnie pozostale mianowniki przechodza na y” 1 2

"

i otrzymujemy:

2

" (9)

X=n Y-—9 %
2

oy 2’'(s) Yl

" Nazwijmy katy normalnej gléwnej z osiami wspdlrzedoyeh literami 4, u, 7, to:

2" (5) cosp= y'(s)
e o Py () +2"(1 e Vo (o) 4y (542 (s
2"(s) P Sactalidra
= gdzie &= -
= Vo erty e @

cos 4 =

(116)

Jezeli parametr nie jest lukiem, to wzory na cosinusy tych katéw, otrzy-
mane z réwnan (114), sg bardzo skomplikowane. )

Prosts, lezaca w plaszezyZnie normalnej, a ;‘)rostolpadla, do normaln?)
gléwnej, nazywany binormalng (4B pa fig. 19).-Nlecha_) L m, n oznaczajg
jej katy z osiami wspélrzednych Ponlewaz bmormaln.a jest pr?stopadla
do styeznej i do normalnej glownej, przeto jest takze pFostopadla .do
plaszezyzny Scisle stycanej. Jej cosinusy kierunkowt? & wige pro.porc.lcr.-
naloe do wspélezynnikéw w réwnaniu piaszczyzny &eisle styczne]. Aby
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dostaé wprost cosiniisy katéw 4, m, #, nalezy wige te wspdlezynniki po-
dzielié przez pierwiastek z sumy ich kwadratéw.

Zatem:
cosl = — Y2y 2
Wy =y  + o — o r Wy = ag)
(1 1 7) i = ?‘Lw;‘zw:—;:
V=" — 7P + 6o — 2wk @y — ey
co8n=—=— .. ______ZTY —XY

VT — v F ey e F @y e
przy czym &= -1 lub — 1.

Wyrazenie, zawarte w mianowniku, jest dodé skomplikowane. Fatwo
jednak stwierdzié, ze pray uzyciu tuku jako parametru wyrazenie to
przechodzi na & i/:?(s)” + ¥ (s)2 4~ 2" (5)%. Zatem:

oyl re
yz'—y"z

Co8 l = —
eVa (5 + 57 (5)F F (9

ZILT;IA’ o Zl/wl
118 Cosm — —r—__
( ) 8 l‘/ﬁll (s)a —lL yl/ (g)z _}h_ z/’ (8)8

zy' —a'y

Voo + v P+ 2 P

Cos n =

gdzie e =1 lub — 1.

Réwnania binormalnej majs wige posta¢:

(119) /‘/}/(-_ wn R /}lr-—yn 12#—31,_7
Yo' —y'e 2o’ % xy' — 'y

Wyréinilismy w ten sposéb dla kazdego punktu linii w przestrzeni uklad
trzech prostych wzajemnie do siebie prostopadiych, a mignowicie styczng,
normalng gléwog i binormalns Z ukladem tym jest zwigzany uklad trzech
plaszezyzn wzajemnie do siebie prostopadlych, a mianowicie: plaszczyzna
dcisle styezna (zawierajjea prosts styczny i normalng gléwug), plaszezyzna
normalna (zawierajaca normalng gléwng i binormalng) i trzecia plasz-
czyzna (SAB na fig. 19), wyznaczona przez styczng i binormalng. Tg
trzeciy plaszezyzng nazywamy plaszczyeng rekiyfikacyjng. Poniewaz jest
ona prostopadla do normalnej gléwnej i przechodsi przez punkt 4{@,y,2)
danej linii, przeto jej réwnanie ma postaé:

(X —@)eosd 4 (Y —y)cosp4-(Z —2)cosw =0

— e
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czyli (na podstawie wzoréw (116))

(120 X —@)2"(5) (Y —9)y'()+(Z —2)2"(s) =0

Uklad tych trzech plaszczyzn i tych trzech prostych mozna przyjaé za
uklad wspélrzgdnyeh ruchomy pray posuwaniu sig wzdlez krzywej.
Chege badaé krzywa w otoczeniu jakiegod jej punkiu, dogodnie jest prze-
sungé 1 obrécié osie wspélrzgdnych tak, aby sig nakrywaly z tymi trzema
prostymi.

§ 311. Pierwsza krzywizna krzywyeh w przestrzeni

Pierwszq krzywizno linii w dowoloym jej punkeie nazywamy gra-
vicg, do ktérej dazy bezwzgledna wartodé stosunku kata Aep, zawartego
migdzy dwiema styeznymi do dlugosei luku, zawartego migdzy punktami
styeznodel, gdy ta dlugods dazy do zera. Oznaczmy tg kraywizng liters k,.
Cosinusy kierunkowe jednej stycznej sa cosa, cosf, cosy, drugiej za$
cosa - Acose, cosf+ Acosf, cosy-| Acosy. Cosinus kata, zawartego
migdzy tymi styeznymi, ma zatem wartodé:

cosdp = cosa(cosa - Acose) 4- cos B(cos B+ Acos B) 4 cosy(cosy -+ Acos )

Aby sprowadzié prawg strong do dogodnej formy, dodajemy do siebie

stronami réwnania:
cos?a -+ cos?f - cos?y =1
(cos @ 4 A cosa)® | (cosfB - A cos )+ (cosy + Acosy)2 =1
Otrzymamy:

2 (cos?a +- cos?f - cos?y) |- 2(cosadcos@ + cosBAcosf -+ cosydcosy) +

~+ (dcos)® - (Acosf)® 4 (Acosy)? =2
czyli-

2[cosa(cos@ 4 Aeosa) -}- cosB(cosf - Acosf) - cosy(cosy -+ Aeosy)) =
=2 — [(dcosa)? 4 (4cosB)? - (Acosy)?]

Zatem:
2cosdep =2 — [(Acosa)? -} (A cosP)? - (dcos p)?)
tod:
i 2(1 — cosdp)=(4dcosa)® 4 (Acosf)? 4 (Acosy)?
ezyli:

45in? LAp = (4 cose)® - (AcosP)? - (Acosy)?
Mnozae i dzielac pierwszg strong przez 1Alg, otrzymamy:

4 (g§jg)s } 429 =(Acosa)? - (4 cos B)? |- (Acosy)?

Dzielimy obie strony przes 4s? 1 przechedzimy do graniey. -
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Poniswaz wraz z 4s takze 4p dgzy do zera, oraz:
3 sin 4 Ap\*
1 22 ) =1
)
przeto:
. (Ap\® (dcosa\® (dcosf\? (dcosy‘
s S| ;
kl_}sl_r?o(ds) ( ds )+( ds )+ ds )
czyli:
2 2 )8
(121) k?=(dcosa) —+ (deosf)?® -} (dcos y)
ds?
Poniewaz cos @ ==2'(s). wigec i%g;j‘_‘_‘: @’'(s) 1 podobnie inne pochodne,

zatem wzér na kwadrat pierwszej krzywizny mozina przedstawié w postaci:

(122) =0 ()2 " ()2 + 2" (s}

Odwrotnogé pierwszej krzywizny nazywamy promieniem krzywizny i ozna-
czamy go liters R. Zatem:

1 1
R=—=
(123) kl l/wu (s)’ + yu (S)'+ Z"’(S)»‘

Wazory te odnosza sig do takiego przedstawienia parametrowego, w kté-
rym parametrem jest diugodé luku. Cheae przejéé do ogélnego przedsta-
wienia parametrowego, nalezy obliczyé:

doe_de dt _dx d 7 7 7
LT =£ : a%:m'(t) Ve @y @422
@'0)= 2 &0 VTHF T o] =
d 4 ’ ’ ’ dt

=—[a'(?): Vo or +y' @ +7 @] - i

3 w'wll + ylyll+ zlzll
i o el

i pedobnie y"'(s), 2”(s). Po podstawieniu otrzymanych wartosei we wzér (123)
otrzymamy:

¥'(8) =

) e (et o ol o

=(mll‘_-_m

(w'a -+ y’2 + 2'8)
V@/Izll S yllzl)z_'_ (zlwll = zllml)s_i_ (mlyfl e I wllyl)s

(124) BR=

1756

Jezoli ten promies odetniemy na normalnej gléwnej od punktu krzywej

w tg strong, w kidrg linia jest zwrécona swojs whklestodeis (jak pa fig. 20), .
to otrzymany punkt. S nazywamy srodkiem kraywizny, nalezgcym do da-

z V

(pq.r)
7 r
0 A X A
/ %
v Fig. 20.-

nego punktu krzywej. Wepdlrzedoe p, g, » érodka krzywizny obliczymy,
tworzge rzut promienia B na osie wspoirzednych. I tak:
Beosd=p—uw, Rcosu=q—y, Rcosv=r—z
Stad:
p=a-+ Rcosd, g=y-+ Rcosp, r=2z2-4 Rcosw
Wetawisjae zaé za R, cosd, cosp, cosv wyrazenia z wzoréw (116) i (123 )
(przy czym we wzorach (116) nalezy obraé¢ ¢ = - 1), otrzymamy:

24 ()
P=2F Ty £ 7P
ot y"”(s)

Sy Y e

2" (s)

@Gy 0 F 26T

r=2z-

Jezeli parametr jest dowolny, to przekszteleajsc te wzory w sposéb po-
doboy jek wzér na R, otrzymujemy:
syt e
(125’1)p'-w+(ylzll_yllzl)3+(zlwll_zllml)j_‘}_.(x/yll__
—y’(wlyll— wllyl)]

’ P b U7

1 analogiczue wzory na g i r.
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Kolo, zakreslone z érodka S promieniem R w plaszezyznis, wyzna-
czonej przez styczng i normalng gléwna. tj. w plaszezyinie écidle stycaznej,
nazywamy kolem Scisle stycenym lub kolem krzywiznowym. Motna okazad,
e to kolo jest granieznym kolem gromady kél, przechodzgeych przez trzy
punkty, leisce na krzywej, gdy te-trzy punkty daszg do nakryeia sie.

Uwags. Srodek krzywizny mozna okredli¢ takie w nastepujacy sposdb. Weimy
pod uwage normalng giéwna w badanym punkeie 4 linii krzywej i plaszezyzng nor-
malng w pobliskim punkeie 4’ tej krzywe; T'a plaszczyzna normalna przecina owa
normalng glowna w jakimé punkeie 8. Gdy 4’ dazy do 4, to punkt 8’ posuwa sle
po normalnej gldwnsj punktu 4, dazge do pewnego granicznego punktu S. Ten punkt
graniczny jest wiaénie érodkiem krzywizny.

§ 312, DPruga krzywizna czyli torsja

Pierwsza krzywizna sluiy za miare stopnia odchylenia sig linii
krzywej od kierunku prostego, a mianowicie od kierunku prostej stycz-
nej. Dla krzywych przestrzennych wazng jest rzecza okreéli¢ miarg stopnia
wychylenia sig linii kraywej z odpowiednio dobrane) plaszezyzny. Najle-
piej sig do tago nadaje plaszezyzna écisle styczna. Aby wige uzyskaé
miarg stopnia wychylenia sig linii z plaszcayzny, zbadamy granice, do
ktérej dazy beawzgledna wartodé stosunku kata, zawartego migdzy dwiema
plagzezyznami $cidle stycznymi w dwéch punktach 4 i 4’ krzywej, do
dlugosei luku, zawartego migdzy tymi punktami, gdy ta dlugosé luku
dasy do zera. Niechaj Ay oznacza kat, jaki tworzg ze sobg, binormalne
krzywej w punktach 4 i 4. Kat, jaki tworzg binormalove, jest zarazem
katem, zawartym migdzy plaszczyznami $cisle stycznymi Chodzi sam
wige o granicg stosunku Ay :4s. Granice, do jakiej dazy bezwzgledna
warto$¢ tego stosunku, oznaczamy literg k, i nazywamy ja drugq krey-
wizng, skreceniem lub forsjg krzywej. Celem obliczenia tego stosunku na-
lezy powtdrzyé raz jeszcze te same rozwazania, ktéreSmy juz przepro-
wadzili przy obliezaniu promienia krzywizny, zastepujac tylko katy a, 8,y
styeznej katami /, m, » binormalnej. Dochodz1 si¢ w ten sposéb do naste-
pujacego wzoru:

<\ 2 2 2
(126) i (d cos l) g (dcosm) (dcos n)

ds T ds s

Cheae wszystko w 1é moe obliczam M rzy pomoc
20 yst yrazié za pomoes @, ¥, 2, obliczamy 5 Py p y

wzoru (118). Po wykonaniu dosy¢ ucigzliwych rachunkéw otrzymamy:

1x Ly, 2
— | xrr g, e
dcos! WS s v — gD
(a) ds = (ﬁ,;lla_%_yllz_l_ 21/2)312 = (w”2+:f/”2 +2//2 3/3

przy czym wyznaczoik, zawarty w liczniku, oznaczyliémy liters D.
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Podobnie:
(b) dcosm___ —y"' D . dcosn —2"D
© A T @yt T d @iy O

Podnosimy te wzory do kwadratu i dodajemy. Po spierwiastkowaniu
otrzymamy ostatecznie:

DJ
127 T, |
e L
przy czym
L AN
(128) D — $n, yu ! Z”
m'/l’ ylll’ zl"

Wzér (127) odnosi sig tylko do takiego parametrowego preedstawienia,
w ktérym parametrem jest luk. Dla dowolnego parametru ¢ otrzymuje
sig wzdr:

D|
129 ky = :-—- '
( ) 2 (y:zu y//z:)a (2, wu N Z”w’)z l (ml yu A wuy;)g

przy czym w wyznaczniku D wystepuja pochodne wzgledem parametru £
Odwrotnosé liczby k, oznaczamy liters 7' i nazywamy ja promie-
niem skrgcenia czyli torsji. Zatem:

130 ALl O e
(130 D]

Promief torsji dazy do unieskofczonofei (a druga krzywizna do zera)
w tych punktach, w ktérych mianownik jest réwny zeru. Nazywamy: je
punktami stacjonarnymi krzywej. W punktach tych nastepuje w ogélnodei
zmiana kierunku obrotu plaszezyzny écisle styeznej, gdy punkt posuwa
sig po krzywej, podobrie jak dla stycznej w punktach przegigeia naste-
puje zmiana kierunku obrotu styczuej. Okazemy, ze jeieli druga krzy-
wizna jest réwng zeru dla wszystkich punktéw jakiejs linii, to ta linia ley
cata na jednej plaszczyéime (a mianowicie na plaszezyznie scisle stycznej)
i odwrotnie, jeeli linia jest plaska, to w kasdym jej punkcie druga krzy-
wizgna jest réwna zeru.

Dowdd.
Jezeli ky =0, to z wzoru (129) wynika, ze D = 0.
Rachunek rézniczkowy i calkowy. T. IIL, 12
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Z wzordw (a), (b), (¢) wynika, ze wtedy takse
dcosl d cos m deosn
i S TR T
ezyli:

cosl='c;, eosSm =cy, COBN = C,
Binormalna jest prostopadla do stycznej, zatem.
cosa cos! 4 cosfcosm - cosycosn =0
cayli:
c,e08¢ - cyco8ff 4+ cgcosy =0
Ale w myél wzoréw (111) jest cos @ = &' (s), cos f = ¥y’ (s), cosy = 2’ (8),
zatem:

@' (8) + ¢y’ (5) + 632’ (8) =0
Calkujso obie strony wedlug s, otrzymamy:

€1 2(8) +- 3y (s) +¢32(s) = C

a to dowodzi, Ze wszystkie punkty danej krzywej lezs na jednej plasz.
czyZnie.: ;

Na odwrét: jezeli dana linia jest plaska to wspdlrzedne kazdego jej
punktu: @(#), y(¢), 2(¢) spelniajg réwnanie jakiejs plaszezyzny:

ax(t)+by(t) F cc() +d=0

Spelniajy one.zatem takie réwnania, otrzymane przez trzykrotne réznicz-
kowanie tego réwnania, tj.:

ax’ - by’ + ¢’ =0
aml' + byll + czl' f— 0
amlll + bylll + czlll — o

Eliminujge stad stale a, b, c. otrzymujemy:

I &, ¥y,2
wn : yu : zll — I) = O
I wul, ylll’ 3151

Wobec tego %, =0, ¢. b. d. o.

Poniewaz k, =0 réwnoczesnie z D =0, przeto moiemy wypowie-
dzie¢ udowodnione twierdzenie .takze w nastepnjscej postaci:
koniecenym i destatecenym warunkiem na to, aby linia byla plaska, jest,
aby wyznacenik D, okreslony weorem (128), byl zerem dla wszystkich
punktéw tej linii,
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§ 313. Przyklady badania linij

1) Zbadaé, czy linia, okreslona réwnaniami:
= Ft - =31 —t =3(t+4:
w—i( +)1 .1/—,( )1 2= (+¢)

jest plaskg czy skoéng. Tworzymy pochodne:

Q’ =%7 m// =O, mlll :O
P, . i 88
y““"'t'z) Y '—‘t—a’ '——t_4
2:__3__§, 2”:9‘, zlll=_1_~§
£2 3 t*

Wyznacznik D, rozstrzygajgey o tym, czy badana linia jest plaska czy skoéna, ma
zatem wartodé:

e
6 12 36 ;
e o Ll :%(——‘g'ls_{_‘i'j’b)so
iy 18
__t_g'\ t_37 5_74_

Identyezne znikanie tego wyznacznika dowodzi, ze badana krzywa jest plaska.
2) Zbadaé wlasnodei linii srubowej zwyczajnej. Przy uiyciu dlugosei luku jako
paramoetru réwnania linii Srubowej maja postaé (por. wzory (107) na str. 166):

®=acosks, y=uasinks, z=bks

1
przy czym k = V——-—- @ oznacza promien walea, a d =2ab jest krokiem éruby.

ad -2 -

Dostawy kierunkowe styczne) majs wartodei:
cos @ =& = — aksin ks
cos f =y’ = ak cos ks
cosy =2’ = bk = counstans

Btyd pierwszy wainy wniosek: styczna do linii érubowej tworzy staly kat z osig 2.
Obliczniy promien krzywizny. Potrzebne s3 do tego drugie pochodne:

¢'= —ak?cosks, y'= —ak?®sinks, 2'=0
Zatem: ¥
1 1
R=,—— = —— = constaos
Varir  aks

Promien Breywiany linii érubowej jest wice wielkoscig stalq.
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UZywajge wzordw (116), otrzymujemy nastepujace wzory na dostawy kierup-
kowe normalnei gléwnej:

cosd = — L ak? cos ks = — cos ks
ak?

CO8 j == — N ak? sin ks = — 8in ks
ak?

COB Y == — -1— 0=0
ak?

Poniewaz cos » =0, przeto va=g Zatem normalna gldwna linii érubowej jest stale

prostopadta do osi Z
Réwnanie pleszoeyeny rekiyfikacyine ma wedlug wzorn (120) postacd:

— (X —®)cosks — (Y —y)sinks =0
Dowodzi to, Ze plaszezyzna rektyfikacyjna jest prostopadla do plaszezyzny XY.
Z wzordw (118) otrzymujemy nastepujace wartosei na dostawy kierunkowe bi-
normalnej:
cos ! == bk sin ks
cos m = — bk sin ks
cos » = ak = constans
Binormalna tworzy wige staly kat z osig Z:
Obliczmy skrecenie linii érubowej. Potrzebne tu s3 trzecie pochodne:

’

r = ak3 Sin ké‘, y"’ I — ak3 cos kS, n z"' A 0

Najpierw obliczamy:
— aksinks , akcosks , bk
D= | —ak?cosks, — ak?sinks, O
ak3sinks , — akScosks, 0

D = bk (a® k5 cos® ks -} a2 k® sin? ks)

D = bkb a?
Wobece tego:
a?kt 1 .
V= AT constans

Skrycende linll drubowaej jest wiee wielkoseiq stalq.

ROZDZIAL XXIV

Geometria rozniczkowa powierzchni

§ 314. Analityezne sposoby przedstawiania powlcrzehni

Réwnanie powierzchni badamy w trzech rozmaitych postaciach:
w formie wyraznej, uwiklanej lub parametrowej.
Formg wyrazns nazywamy réwnanie:

(131) 2= f(x,9)

Przyklady takiego przedstawienia spotykaliémy jus nisjednokrotaie, np.

2 y?

at ¥

réwnanie plaszezyzny: z = aw - by + ¢ (por. tom I, str. 89, 43, 44),
Formg uwiklang nazywamy réwnanie:

2 2
réwnanie paraboloidy eliptyeznej: 2= % - Z—g, hiperbolicznej: 2=

(132) F(@,y,2)=0

Przykladami tej formy ss: réwnanie kuli % -l-4® 22 — =0, réw-
: ] X3 2

nanie elipsoidy %—I—%-‘}-j—z — 1=0, réwnanie powierzchi rilowej

Y

z
E—tg? =0 (por. tom I, str. 64).

Forme parametrowa réwnah powierzchni otrzymuje sig, przedsia-
wiajac wspélrzedne @, y, 2 jako funkeje dwéch parametréw:

(133)

Forme t¢ oméwilidmy juz w tomie I, § 125,
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Przyklady. Réwnania parametrowe kuli majg postaé:

@ =—r co8usinv
(134 Y =7 C08UCOSY
z=rsinu

przy czym s oznacza promien kuli, % szerokoé gecgraficzng punkty, a v jego dlugosé
geograficzng liczong od poludnika, lezgcego w plaszezyinie ZY.

Jezeli przez kazdy punkt jakiejé linii wykredlimy jedny linig prosta, to zbidr
tych wszystkich prostych tworzy powierzchnig, zwang powierzchnia prostoliniowa,
Kazda powierzchnig prostoliniowsg moZna przedstawié za pomocg réwnanh:

@ =f(u)+vg(w)
(135), y =)+ vg,(u)
o 2 =/[y(u)+ vg5(w)

Tak np. réwnanie powierzchni rubowej mozna przedstawié w postaci:
=04 vcosu=vcosn
(136) - ly=0-+vsinu=wsinu
Zmienna ® oznacza tu kat obrotu prostej ruchomej (por. tom I, str. 63, fig. 36, kgt «)

a zmienna v odleglosé dowolnego punktu tej prostej od osi obrotu (por. tom I, str. 63,
fig. 36, odcinek A P). h

Zastandwmy sig nad geometryczng interpretacjs parametréw u i v. Jesli
obierzemy za v jakss liczbe staly, np. v =a i wstawimy w réwnania (133),
to @,y i 2 beds funkejami jednego tylko parametru, beds zatem przed-
stawiaé jaks§ linig. Linia ta lezy na danej powierzchni. Gdy bierzemy
za v coraz to inne wartodei, to otrzymujemy coraz to nowe linie; otrzy-
mujemy caly gromade linij, zwanyeh liniami parametrowymi. Podob-
nie przez zmiang u dostajemy drugs gromade linij parametrowych. Tak
np. dla kuli biorac v = const, otrzymujemy miejsce geometryczne punktéw
o stalej dlugoéci geograficznej, a zatem poludnik. Dla réinyeh v otrzy-
mujemy coraz to nowe -poludniki, Jesli za$§ przyjmiemy wu == constans,
a v bedzie zmienne, to otrzymamy réwnolezniki jako drugs gromade
linij parametrowych. Poniewaz przy pomocy liczb #, v mozna okresli¢
polozenie kazdego punktu powierzehni, przeto liczby te zastugujg na nazwe
wspélrzgdnych. Sa to taw. kreywoliniowe wspdirzgdne.

Na plaszezyZnie przy uzyciu zwyeczajnych wspélrzgdnyeh prosto-
katnych odpowiada tym liniom parametrowym uklad prostyeh réwno-
legtych do osi X i Y. Kazdy punkt na plaszezyinie jest okreslony jako
punkt przecigcia si¢ dwu prostych: jednej (y = const.) z gromady réw-
noleglych do osi X i drugiej (#= const.), nalezgcej do zbioru prostych
réwnoleglych do osi Y.

Jezeli pomiedzy paranyetrami « 1 v zachodzi jukis zwigzek:

v = f(u)
to:
v =@[u, f(u)] = F(x)
Yy =v[u, f(w)] =G x)
=7 [%, /)] = H(w)

WsPélrzgdne 2, ¥, 2 84 wtedy funkcjami jednego tylko parametra, réw-
navia te przedstawiajy zatem jakad linie, lesgey ra danej powierzehni,
Ol-lczgc zatem obrad jokgs linig na powierzchni, trzeba podad jaksd funkeje
wigiacy ze sobg paremetry u i 0. Réwnanie o= f(u) jest quélnieniem,
réwnania y = /() linii, lesgeej na plasaczyénie,

§ 316. Plaszezyzua stycuna do powlerzehni
Weimy pod uwage zbiér wazystkich prostych stycznych w danyi.
punkeie P(w,y, 2) powierschni do wazysthich linij, lezgeych na powierzchni
a przechodzgeych przez ten punkt Ksids taks prosts, nazywamy prosta:'
styczng do powierzehni. Poszukajmy miejsca geometrycznego wszystkich
punktdw (X, ¥, Z) tych wezystkich styczaych. Niechaj réwnanie powierzchni
bgdzie podane w formie wyraznej:

z2=/f(2y)

Zalézmy, e zaréwno funkeja f(z,y) jak i jej czastkowe pochodne sy
funkcjami cigglymi dla danych w, .

Réwnaniami dowolnej linii, lezgcej na tej powierzchni, niechaj bedy:
() e=glt), y=v@), =g
A wige wspllrzedue #,y, 2 spelniaja réwnanie tej powierzchni. Zachodai
zatem nastgpujacy zwigzek mieday. funkejami @, ¢ i g3
(b) 2() = Fp(t), v(¢)

Z tego z'wiazku checemy wyprowadzié zwiszek, zachodzaey migday wepil-
rzgdoymi X, YV, Z punktéw stycznej. Réwnania stycznej do linii (a) majg
posta¢ (por. wzdr (108), sir. 167): :
X—a2 Y—y Z-—=2
g e T 7

Stalg wariosé tych trzech stosunkéw oznaczmny liters k.
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Wobec tego:

— I/ ) E-
(© P'(t)= %fw Y'(t)= ——ki, ()= Z_k._f

Utwérzmy pochodng obu stron réwnania (b) wedlug zmiennej £, to otrzy-
mamy:
s O of .,
X =72, 9O+ 5, ¥

Podstawiajae tu wartosci z wzoréw (c), otrzymujemy po pomnozeniu cbu
stron przez k:

sy (X—m)g—’;-}-(y—y)%:z—z

Oznaczajac jak zwykle gg liters p, a %’; litery g, otrzymujemy:

(137a) Z—z=pX—a)+q9(Y—y)

Takie réwnanie muszg spelnia¢ wspélrzedne (X, Y, Z) wszystkich punk-
téw wszystkich stycznych do powierzehni w jednym punkeie P(w,y,2).
Zmienne X, Y, Z wystepuja tu tylko w pierwszej potedze, jest to wige
réwnanie plaszceyzny. Wszystkie punkty wszystkich stycznyeh, przecho-
dzaeych przez jeden punkt powierzchni, tworzg wige plaszezyzne. Plasz-
czyzng te nazywamy plaszczyzng styceng do powierzchui.

Uwaga. Tak sie dzieje w punktach nieosobliwych. W punktach osobliwych (jak

np. w wierzcholku stozka) moze wystapi¢ zamiast plaszezyzny stycznej stozek styczny,
ktéry sie mozZe tez zdegenerowaé do jednej prostej, do dwdch plaszczyzn lub do jednej

plaszezyzny.

Z tego réwnania otrzymujemy dostawy kierunkowe prostej normal-
nej, tj. prostej prostopadlej do plaszezyzny stycznej a przechodzacej przez
punkt stycznosei. Poniewaz dostawy te sa proporcjonalne do wspélezyn-
nikéw przy zmiennych w réwnaniu plaszczyzny, przeto wedlug znanych
z analityki przestrzennej wzoréw otrzymujemy:

cos ¢ =

P
efpr+ 2+ 1
'——_—_g:—:—
efpt+ 1
1
efpP+ P+ 1

(138) cos f =

COB'Y =

A
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przy czym &= 1 lub — 1 zaleznie od tego, kiéry kierunek normalnej
uwazamy za dodatni. Rownania prostej normalnej maja wige postaé:
X—w Y—9y Z-—3

R TR
Réwnania plaszezyzny stycznej i prostej normalnej dla innych form

przedstawiania powierzchni wynikaja juz z latwoseis z wzoréw dla formy
wyraznej. I tak, jezeli mamy podana powierzchnig w formie uwiklanej:

(139)

F(wy,z):O
to.
. oF
% ___  dm __ T
- PT T T TF,
9z
oz Ay
5 ITTF

o ile F,==0. (Jezeli #,=0, lecz F, lub /, jest rézne od zera, to uwa-
zamy @ za funkeje y,2 lub y za funkeje @, 2. Jezeli za§ réwnoczesnie
F,=F,=F,=0, to mamy do czynienia z punktami osobliwymi, ktérych
dyskusjg nie bedziemy sig zajmowad). i

: Wartosei'te wstawiamy w otrzymane poprzednio wzory i otrzymu-
Jemy po uproszezeuiu nastgpujacy symetryczny wzér na rownanie plasz-
czyzny stycznej:

(140) F(X—0)+ F(Y—y)+ FZ—2)=0

Przyklad.
Dla elipsoidy o réwnaniu:

a® oyt 22
atpta—1=0

22 2y 22
—a_g‘) Fy=—b‘2_u =

jest:

F,=
Réwnanie plaszezyzny stycznej do elipsoidy ma zatem postaé:

%(X—w)—l—%(l’—- g)-[-c%(z-z):o

czyli:
Xw, Y.y, K Zez a® ¢ 22
@ T e teTatats

Poniewaz prawa strona jest réwna 1, przeto réwnanie tej plaszezyzny ma postaé:

Xe Yy, b6 Zz
@tETa=!
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Dla formy parametrowej pochodne ozgstkowe o 1 & wyraZayy si
Ja Iy IroEMn 8Q
wzoram)
p___ xHU)v‘—x'wl_
QY. — @, Y.
(a)
g = X Fu — Xua Qo
¢u "P.- e q)v qu

(jak udowodniono w tomie I, str. 380). Wartoéei te wstawiamy we wzér
(1372) 1 po uwolnieniv od mianownikéw otrzymamy réwnanie, ktére naj-
dogodniej jest zapamigta¢, przedstawiajgc je w formie nastgpujgcego
wyznaczoika:

| X—», Y—y, Z—s l
(141) okt AR

e, 9, a

e, |=0

Qsobnej dyskusji wymagaja punkty osobliwe, w ktérych liczniki i mia-
nowniki wzoréw (a) sg réwne zeru.
Przyktad.
Dla powierzchni érubowej, ktére) réwnania wyraziliémy wzorami (136) na str. 182,
otrzymujemy:
T,= —venu, Yy,=veosu, 2,=%k
&, = CO8 U, %, == 8iD ¥, 2, =0
Réwnanie plaszczyzny stycznej ma zatem postaé:
| X—2, Y—y, Z—2
| —vsinu, wveosu, k |=0
| cosz , sinu, 0
Po rozwinigeia tego wyznacznika, otrzymujemy:
(X — @) ksinu — (Y — y)kcosu 4 (Z — 2o =0

Stad widaé, Ze kat normalnej z osia 2z zalezy tylko od » a mie zalezy od #. Zatem
plaszezyzna styezna do powierzehni Srubowej jest dla wszystkich punktdw, lezgeych
w stalym odstepie » od osi 2, jednakowo nachylona do tej osi.

§ 316. Element Iuku linii, leZzacej na powierzehni

Uogélniajae geometri¢ analitycznyg plasks, dwuwymiarows, mozemy
s1g zaymowaé badaniem utworéw geometryeznych, lezaeych na dowolnej
powierzchni krzywej. Tak np. w geodezji lub w kartografii interesujs nas
utwory geometryczue, lezgce na powierzchni kali lub elipsoidy obrotowej
a w szczegbluoseli rozmaite linie, lezgece na tych powierzchniach. Aby

~
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uzyskaé anaiogig z geometrig apalityezng linij plaskich, najdogodniej jest
uzywaé wspélrzednyeh krzywoliniowych na powierzehni, to znaczy uty-
waé parametrowego przedstawienia powierzehni. Widzielismy, ze wtedy
réwnanie: v == f(u) okresla jakgs linig, lezaca na powierzchni, podobnie,
jek réwnanie: y = f(x) okreéla linig, lezacg na plaszezyinie. Parametry
4, v zastgpujg wige rolg wspélrzednych @, y. Mozemy takie podawaé
réwnanie linii, lesgce] na powierechni, w formie uwiklanej: f(x, v) =0
lub w formie parametrowej: u =g (#), v=1(t) Wyprowadzimy wzér
na element tuku linii, lezgcej va dowolnej powierzehni, przy czym réw-
nania tej powierzchni przyjmiemy w formie parametrowej:

v=@wv), y=¢uv), =7z
Wychodzimy 2z znanego wzoru:
ds? = dx? + dy? 4 de?
Wyrazenia po prawej stronie znaku réwnosei sg rézniczkami zupeloymi:
de =w,du +o,dv, dy =y, du—+t y,dv, dz=2z2,du -+ 2 dv
Stad:
ds? = (@, + yu+ i) du® + 2 (2, @, + Yo Yo+ 2, 2.) dudv + (22 + y? 4 20) dv?

Wspdlezynniki przy du?, 2dudv i dv® oznacza sig stale literami E, F,G.
Otrzymujemy w ten sposéb nastepujacy wzdr na kwadrat elementu uku
linii, leigce) na danej powierzchni:

(142) dst = Edu? + 2 Fdudy + G dv®

Jest to taw. pierwsza zasadwicza forma réénicskowa teorii powierzchni.
Jest to farma jednorodna, kwadratowa zmiennyeh du, dv. Zapamigtaé na-

lezy ze:
_ (9%\t | (9y\? dz\?
E=(5) +(on) +(5)
_ 9 9w 3y Jdy , 9z dz
(143) F_ZE'@;_I-@;)‘;'"%%
L dz\? ay“ 92\2
o= 5] + () +(z)

Te trzy wyrazenia nazywaja sie zasadwiczymi wielkoSciami pierwszego
rzedu danej powierzchni. (Wyrazen tych uzywaliSmy juz w tomie II,
w § 208, wzory '178))
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Wzér (142) upraszeza sie, gdy chodzi o element tuku linij - para-
metrowel. ¥ tak dla linii parametrowej, okreslonej warunkiem p» — ¢, jest
dv=0 i pozostaje:

ds® = Edu?
ezyli:

(144) ds = | E du

" Fig. 21

Podobnie dla linii parametrowej u = ¢ Jest du =0, a pa element luku
takiej linii parametrowej otrzymuje sie wzor:
(144 a) ds =) Gdv

Przyklad,

Dla Zuli, ktirej réwnania sg podane w formie Parametrow

) e (por. wzory (134)
oa str. 182), otrzymujemy:

@, = — rsinusiny, Y, = — rsinucosy, 2=vrcosu

. == 7 CO8 U CO8 D, Y, = —rcosusiny, z =0
Zatem
E=7 F=0, G=ricoslu

Kwadrat elementu luku kazdej krzywej, lezacej na kuli, wyraza sig zatem wzorem:

(145) ds? = r2du? -4 2082 u dp?

Zastosujmy ten wzér do obliczenia dlugosei tuku lind loksodromicznej na kuli
(fig. 21). Jest to taka linia, lezgea na kuli, ktéra przecina wszystkie poludniki pod
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tym samym katem # (zwanym w nautyco ,kursem*). Gdy A=0i #+90° to ta linia
chiega kulg, wijac sie nieskoficzenie wiele razy dokola biegundw, ktére sg jej
punktami asymptotycznymi. Checemy obliczyé luk tej linii od punktu 4 do punktu B.
Niechaj #; i u, oznaczajg szerokosei geografiezne punktow 4 i B. Tangens kata, pod
jakim linia loksodromiczna przecina potudniki, oznaczamy litera b. Okazemy pdzniej
(str. 192), zZe dla kazdego punktu linii loksodromicznej zachodzi nastepujacy zwigzek
wiedzy jego szerckodeia geograficzng u, a dlugoscig geograficzna v: 5—1: =c_ol;—z? a stad
v=blogtg (74 1u)tec Aby wice obliczy¢ element fuku linii loksodromicznej,

o bd
kladziemy we wzorze (145) dv ZEO_;% i otrzymujemy:

b2 du?
22 /3 Yeosty
ds 7% du?® -+ r2eos U
czyli:
ds? = »2(1 4- b2) du?
stad:

ds=r |1 F 6 du

Na dlugosé tuku otrzymuje sie zatem wazér:

s=rfTF 0 [ du=r|TF 5 (uy — uy)

u
Poniewazs

Vl+b2=l/l+tg2ﬁ=secﬁ=__'_

cos 3

wige’
r
= —(Uy — U
$ cosﬁ(2 1)

— Y
Poniewaz za$ ru, = 4K, ru, = BD, wigc ostatecznie:

f—

= = 1 —
§ =cOSﬂ‘(BD—_ AK) == B

cosf3

Dlugoéé tego luku jest wiee réwna przeciwprostokgtnej tréjkata prostokatnego o boku
réwnym dtugodei tuku poludnika, a o kgeie ostrym réwnym ,kursowi“. Postepuje sie
wige tak, jak gdyby krzywoliniowy trojkst prostokgtny ABF byl plaskim tréjkatem
prostoliniewym.

Za pomocg wielkodei zasadniczych wyraza sig bardzo prosto takie
element pola powicrzchni. Wiadomo z rachunku catkowego (por. tom II,

§ 258), o element pola powierzchni, podanej w formie parametrowej,
wyraza sig wzorem:

(146) dP=|EG —F2dudy
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Oznaczmy wyraienie VEG — F?, ktore jest pierwiastkiem kwadratowym
z wyréznika formy kwadratowej (142), literg D, to powyzszy wzor przyj-
mie postagé:

. (146 a) dP = Ddudv

Wzdér (146) mozna tez napisaé w postaci:

(146 b) dP= V(wu yv o wv?’/u)z + (yu Sy — yv zu]2 + (Zu &, — szu\)2 du dv

(por. tom II, § 258, str. 27, wzér (177)).

§ 317. Katy, zawarte migdzy liniami, leZzgeymi na powierzchni

Poznaliémy wzory, sluzace do obliczania diugosei lukéw 1 pél na
powierzchni. Zajmiemy si¢ obecnie obliczeniem katéw, zawartych migdzy
rozmaitymi liniami, lezgcymi na powierachni. I tak przede wszystkim
zajmiemy sig katem, zawartym migdzy dwoma liniami parametrowymi:
u=¢ i v=c¢ w dowoloym punkcie powierzchni. Chodzi tu o kat, za-
warty migdzy prostymi siycznymi do tyeh linij parametrowych. Dla linii
parametrowej v = ¢’ zmienia sig tylko w, zatem styczna do takie] linii
ma réwnania:

X—2 Y-y Z—o2

v i I et = VM

tom Yu 2u

Dla drugiej linii parametrowe] otrzymujemy:
=g Ve ) 22
o T Yl . 2

Dostawy kierunkowe kgtéw nachylenia tych stycznych maja wartosei:

&, wu &,
¢ —_— , COB(VX)= 1
" Tt VE FEaEi -
y" yu ooy ® i v
Sl s pcnall yﬂ F2 VE cos(vy)_____w_ Ve
2, 2, &y
oo VE‘;-FQIML = 1 " fEtene 1o

Przez to, ze przed pierwisstkiem daliémy wszgdzie znak -, wybraliémy
na tych styeanych pewien okreslony kierunek jako dodator.
Na dostaweg kierunkowsg kata, utworzonego przez te dwa kierunki,

otrzymamy zatem:

@ully =+ YUY, + 2.2,
Vot + i AV + 4 + 2

cos O =
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ezyai:

(148) cos} = L

VEG

Jedli & =909, tj. jezeli siatka linij parametrowych jest prostokatna, to
cosd =0 a wigc F'=0. Ten warunek F =0 jest nie tylko konieczny
ale i wystarczajgey na to, aby siatka linij parametrowych byla prosto-
katna. Tak np. wiemy, ze siatka poludnikéw i réwdoleznikéw jest pro-
stokatoa; zgodunie z tem otrzymalismy dla kuli =0, gdy obralismy

_pofudniki i réwnolezniki za linie parametrowe.

Zajmiemy sig z kolei katem ¢, jaki tworzy dowolna linia I/, lezgca
na powierzchni, z linig parametrows v=¢’ w punkeie przecigcia sig z tg
linig (odpowiada temu w geometrii plaskiej kat nachylenia dowolnej linii
do prostej y=r¢, réwny katowi nachylenia do prostej y=0, tj. do osi z-6w).

Jezeli ta linia ! jest okreélona réwnaniami:

(2) : u=u(s), v=19(s)

to oznaczajac katy tej linii z osiami wspélrzednych symbolami (Iz), (ly),
(lz), otrzymamy:

do- 9w du | 9w dv
ds  ou ds +% v ds
cos(ly) = y,u + y.v'

cos(lz2) = z,u’ + 2,v

cos (lg) = =g + a0

| Dostawy za$ linii parametrowsj v=c¢’ maja wedlug wzoréw (147) wartosci:

&
Ve’

Dostawe kata ¢ oblicza si¢ z wzoru:

cos (uz) = e

Ve

cos (1) = cos (uy) =

s
VE'
cos ¢ = cos (lx) cos (ux) -} cos ({y) cos (uy) - cos (Iz) cos (u2)
Otrzymujemy zatem na dostawe kata, jaki tworzy linia /, okreslona réw-

naniami (a), z linig parametrows v = ¢, nastgpujgey wzor:
1
149 cos @ = — (Lu'(s)+ Fv'(s
(149) P VE( (8)+ F0'(s)
Stad latwo oblicza sig:
, — v'(8)
t =l/ AT e
e E s ey om
Jezeli réwnanie linii /,.lezacej na powierzchni, jest podane = formie

dv _ v'(s)

V= v(“)’ to 87‘: ul (8)



a wigc: P
o — al} —‘-.F_;z J a;——,
t’b ¢ VFG E+ F:‘:

Kladac gz_) —Fk a JEG— F!= D, otrzymujemy:
u

k
(150) "gq’=0m

Waér na dostawe kqla, zawartego miedzy dwoma dowolnymi liniami
m i n, lezacymi na powierzchui, otrzymamy pa podstawie wzoru (149’)
lub (150). l‘tak,jeieli linia m tworzy kat ¢, 2 hm.a, paramet::owa, v=c',
a linia » kat @,, to kat &, zawarty migdzy liniami m i n, jest réwny
@, — ¢, Wobec tego:

1Py — 18P,

14 tgo,tgp,;

"Jezeli v=1,(u) i v="1,(u) sg réwnaniami linij m i n, a pochodne v, i v,
oznaczymy literami k; i k,, to uzywajge wzoru (150) na obliczenie tg g,
i tg @,, otrzymamy po wykonaniu rachunkéw nastgpujaey wazdr

tga =g (P, — @) =

E+ Py + ky) + Ghyky
VEF2Fk,+ G VE+2Fk,+ G

(151) cos @ =

Przyklad. . '
Wyprowadzi¢ zwiszek migdzy dlugoScia a szerokoécia geograficzng dla lokso-
dromy, tj. réwnanie loksodromy w wspolrzednych » i.v. .
Kat 4 loksodromy z poludnikami jest staly, a wige i tg@==0 ma stala wax;toé.é.
Poniowaé potudniki sa dla kuli linjami parametrowymi v = ¢, przeto kat # wyraza si¢

z wzoru (150), tj.: dv
R ML
i T

Dia kuli jest =0, £=% G =r3cos?u. a wige:

D=2 rPcos®u — 02 = r2cosu
Wobec tego: : " :
= SU — —
g =-cosu 1
Stad: 5 A

du cosu

v="blogtg(§n + fu)+ ¢

Jest to Zadane rownanie loksodromy.

a wiec:

b L o s 2 A
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§ 318. Krzywizna powierzchni

Zanim sig zajmiemy krzywizng powierzehni, zbadamy krzywizne
pewnych specjalnych przekrojow powierzchni, a mianowicie przekrojow
normalnych. Przekrojem za§ normalnym nazywamy kazdy przekréj,
ofrzymany przez przecigeie powierzchni plaszezyzng, przesunigta przez
normalng do powierzehni w dowolnym jej punkeie. Obierzmy jeden taki
przekréj. Linia przecigeia, ktora jest oczywidcie liniy plaska, niechaj ma
réwnania:

u=u(s) o=0y(s)

jak w § 316, powierzchnia zas:
e=wauw0), y=yuv), z=2z(z1)

Promien krzywizny tej linii otrzymamy z warunku, Ze normalna PN do
powierzchni pokrywa sig z normalna tej krzaywej i to z normalng gléwna,
ta bowiem lezy na 6laszczyz’nie Scisle” stycznej, tj. na plaszczyznie, na
ktérej lezy obrana krzywa plaska. Wobec tego kat @, zawarty migday
tymi gormalnymi, ma wartos$é zero, wiee cosw = 1. Niechaj a, b, ¢ ozna-
czaja katy normalnej do powierzchni z osiami wspdirzednych, a 2, u, »
takiez katy normalnej gléwnej do obranej krzywej. Zachodzi zatem zwigzek:

(a) €03 .08 4 -~ cos b cos 4 -~ cos ¢ cosv = 1

Cosinusy kierunkowe normalnej do powierzehni majg wartosei:

Yu2y ~— Yp2y

Cos e = .
V(KUM yv = m'v yu)2 +' (ZM.%, e 2uwu)2 + (yuz»u e yv Zu)’

ezyli:

Co8 @ = . (
— 'D‘ Yuy — ?/uzu)

(jak .to wynika np. z réwnania plaszezyzny styeznej (141)) i podobnie
cosb, cosc. Przed pierwiastkiem obralifmy znak 4 Cosinusy zaé nor-
malnej gléwnej majs wartosei:

z'"(s)
VoGP +y7 R + 2767
(por. wzory (116) i (123)) i podobnie cosg, cos». Tu takie obraliémy
znak -}- przed pierwiastkiem. Waér (a) mozemy zatem napisaé w postaci:

eosd =

=a"(s)R

(b) % (20— y02) 8" (O (2@ — 2,0) Y (8)+ @o Yo — 0 Yu) 2 (8)] =1

Wyrazmy pochodoe #”(s), y”(s), 2”(s) za pomocg pochodnych da-
nych funkeyj u(l) v(8), x(u,v), ¥ (u,v), 2(u,v)
Rachunek rézniczkowy i «stkawy. T. I 13
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Otéa:

" do du dy
A St SR T
a stad:

@’(8)= 'Z-:—‘: = (Tunts + Cup?) 0" + v + (ou v’ 4 0, VW + D"

i podobnie 3" (s), 2’ (s). Wstawiamy te wyrazenia we wzdr (b), to otrzymamy:

el
=

+

[(yu 2-'” b yv zu)wuu"- (zu mu i z’v wu) yllu + (wu ?/n e a’v yn) Znu] ula +

ST R

[(@uzo — Yo2) Zow 4 (20 @ — 20@) Yo + @u Yo — DoY) 20] 60" 4=
= % (Y20 — Yo2u) Bov + (Zu®y — zmu‘) Yoo + (@0 Yy — Boyu) 200 | 02 4=
; —i—%— [@uYuzo — Yo2u) + Yu(2u®s — 20@0) + 2.0 (X Yo — BoYu)] ¥ +
o %— (25 Fuzo = Ho20) + Yo 2w — 20@0) 4 20 (@0 Yo — TsYu)] D"

Dwie ostatnie grupy wyrazéw, tj. wyrazy, zawierajace drugie pochodne

s

nik przy 2u'v’ liters M, a wspdlezynnik przy »'2 literg N. A wige:

LTuws Lu- Dy

L= 2 2
D Yuus Yus Yo
tRum s 20 2y
& wuc s mlh ~wf}‘
(1 5?) ﬂg D‘ yu,v s Yus Y»
Zuv s 2us 2
Loy s Tu. Dy

i

Noe= T)"' Yoo s Yu Yo

2o 0 2us <p

Wystepuja tu drugie czgstkowe pochodne funkeyj @ (u, v), y(u, v), 2(u, v).
Wyrazenia L, M, N nazywamy wiclkoéciami zasadnicaymi drugiego

rzedu, Wzor na % przyjmuje przy tyeh skréceniach postaé:

1 Ldu®+2Mdudy + Ndv?
B ols?-

«' i 9", odpadajs. Oznaczmy wspélezynnik przy '3 liters L, wspélezyn-:

S SRS
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Licznik jest drugq formaq réiniczkowa lab druga forma zasadniceq teorii
powierzchni. Zastapmy ds? przez pierwsza forme zasadniczg, to ostatni
wzdr przyjmie postaé:

(164) 1 Ldu?+42Mdudv+ N(lv:t

R~ Edi®+ 2 Fdudvo+ Gdv?

3

Poniewas nie uwzgledniliémy mozliwoéei réznyeh zoakéw przed pier-
wiastkiem we wzorach na cos a,... cos 4,..., przeto mozemy z tego wzoru
otrzymaé dodatnig lub ujemnsg wartodé na R. Pochodzi to stad, ze kie-
runek normaloej do powierzchni, wynikajgey z obrania znakau -+ przed

Yoo Fig 22.

pierwiastkiem we wzorach na cosa,..., moze byé wprost przeciwny do
kierunku normalnej gléwnej do krzywej, jaki wynika z obrania znaku -~

- : ; : - 1

przed pierwiastkiem we wzorach na cos4,... Krzywizne —, otrzymang
: R

w ten sposch, nazywamy krzywizna wzgledna danej linii, moze ona

bowiem przybiera¢ wartosci dodatnie i ujemne.

Dzielac licznik 1 mianownik ostatniego utamka przez du? otrzymujemy:
. _E4RFk4 Gk?
r. 7 B= Lwinr v

18%
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Wielkosé tego promienia krzywizny w danym punkeie powierzchni
zalezy od kata, jaki tworzy przekrdj normalny z linig parametrowg v,

a ten kierunek jest okreslony za pomocs k=3—:: (por. np. wzér (150)).

W kazdym punkeie powierzchni mozna poprowadzié nieskonczenie
wiele przekrojéw normalnych. Zbadajmy, dla jakich kierunkéw promien R
moze przybieraé extremum. W tym celu tworzymy pochodng prawej
strony wzoru (154a) wedlug % i przyréwnujemy licznik do zera. Po upo-
rzgdkowaniu otrzymujemy réwnanie:

(165) EM— LF—(LG— EN)k+ (FN— GM)k?=0
czyli w formie wyznacznika:

ka! o ks ]!
(156) E, F G|=0

L, M N

LYatwo stwierdzié, ze kierunki posuwania sig po powierzchni, okreélons
przez pierwiastki %, i k, tego réwuania, sa do siebie prostopadle (trzeba
sig oprzeé np. na wzorze (iD1) na cose) a zatem sa one rdéne od siebie.
Kierunki te nazywamy kierunkami gléwnymi, a nalezace do nich promienie
krzywizny R, i R, przekrojéw normalnych nazywamy gldwnymi promie-
niami kreywizny. Naogdl jeden z tych promieni daje maximum krzywizny,
a drugi minimum. Rozwigzujae réwnanie (166) i podstawiajge znalezione
wartodei we wzér na R, przekouujemy sie, ze:

t 1 LN-—M?
ey R Ay
', 1 _EN—2FM+4GL _
(153 R B T eadgrtd

Liczhe K nazywamy supelng krzywizng powierzchni w badanym punkeie.

lub krzywizng Gaussa, a liczhe H §rednig krzywizng powierschni w tym
punkeie.
Jezeli réwnanie powierzchni jest podane w formie wyraZnej:
e=f(®,y)
to latwo ja przeksztalci¢ na forme parametrows, kiadge:
c=u y=v, z=f(uv)

Stad:
o,=1 w,=0 y.=0, y,=1,

o _of __of
il R

w —

197

.4 wige:

(159) E=14p}, F=pg, G=1+4¢

Podobnie oblicza sig dla formy wyrainej wielkodei zasadnicze L, M, N:

4 8 ¢

QABLY e e T B N e L0
T+ ¢ VTp2 + ¢ L+p24 ¢
przy czym:
d2z 92z 922z

t

S ‘T (T Ip

Przy pomocy tych wielkoéci zasadniczych przeksztaleamy wzory (157) i (168) na na-
stgpujace wzory, dostosowane do formy wyraZnej:

161 IREREE L o el
it T+ 9+ 7

_ (14 p%t—2pgs+(1 4g¥)r
D S (e

Do powytszej definicji kraywizny zapelnej doszedl G a uss starajge sig
uogélnié na powierzchnie pojecie krzywizny linij plaskich. Przypomoijmy
gobie, jak okreslalismy krzywizng
krzywych plaskich. Styczne w dwu
punktach krzywej M i N (fig. 23)
tworza ze sobay kat da taki sam,
juki tworza normalne w tych punk-
tach krzywej. Stosunek tego kata
do luku ¥N nazwaliémy przeciging
krzywizog a granice tego stosunku
dla MN -0 krzywizng (wzgledng)
tej linit w badanym punkecie .

Poniewai kat e wyrazaliémy
przy tym w mierze lukowej wige

. . e . -
miary tego kata jest fak M/'N’, jaki Fig. 23.
wspomuniane normaloe wycinajg
z kola o promieniu 1, zatoczonego z punktu przecigeia sig S tyeh nor-

malngch. Tworzy sig stosunek tuku M'N” do luku #N, a granica tego
stosunku jest miarg krzywizny. Pddobns drogg poszed! Gauss przy
badauiv kraywizny powierzchoi. Majac jakis plat AP powierzchoi, kté-
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rej krzywizng cheemy badaé (fig 24), prowadzimy w kazdym jego punkcie
normalng. Sy to naogdl proste wichrowate. Weimy pod uwage kulg
o promieniu 1, zatoczong z dowolnego
punktu 8. Ze drodka tej kuli popro-
wadZmy pgk promieni réwnoleglych
do normalnych, wystawionych na AP.
Te promienie wycinaja na kuli ja-
ka$ powrerzchnig AP. OtéZ stosunek
pola tego, lezacego na kuli, plata po-
wierzechni AP’ do rozwazauego plata
powierzehni AP wvazwal Gauss prae-
ciglng krzywiznq tego plata, a granice
tego stosunku, gdy AP dgzy do gunktu,
nazwal krzywizng zupetnag powierzcehni
w tym puokeie. Obliczajac pola AP
i AP’ i tworzac wspomniany stosu-
vek, doszed! Gauss do wyniku, ze:
lim éf-)—, -————1——. =K
AP—0 AP Rz

Uwaga. Opierajgc sie na wzorze na
" krzywizne calkowity, udowodnil Gauss,
¢e gdy jakgkolwiek powierzchnig wyginamy,
Fig. 24. nie rozciagsjge jej, ani nie rozrywajgc
a wiec gdy zachowujemy przy tym dlugobei
Yukdw, to krzywizna takiej nowej powierzebni jest w katdym purkcie taka sama, jaka
byla poprzednio. Przy wsazystkich wiee gieciach powierzehni krzywizna pozostaje nie-
zmieniona. Takie przeksztalcenie jednej powierzehui na drugg, przy ktérym dlugoéei
Jukdéw pozostaja niezmienione, nazywamy #rozwijoniem jednej powierzchni na drugiej.
Gdy wige jedna powierzchnia jest rozwijalna na drugiej, to krzywizna jednej jest

réwna krzywiznie drugiej powierzchni i to w kazdym punkecie. i

Aby udowodnié¢ to twierdzenie, wychodzi sig¢ z wzoru:

1 LN— M
Rk, EG-—-F?
Zadamy, aby dlugodci lukdw pozostaly niezmienione. Wzér na element luku ma postaé:
ds? = Edu~ 2 Fdudv 4 G do®

Element luku ds, przeksztalconsj powierzchni ma mieé te samg warto8é. To znaczy,
20 B, F'i G muszg pozostaé te same. We wzorze na K wystepu]a jednak jeszcze

dot¢ skomplikowane wyratenia L, M i N. Okazuje si¢ jednak, e K zalezy tylko
od E, F i G. Dowodzi si¢ mianowicie, Ze:

K=

? Bt
-K Z.Dz(QFM Evu uu)+m(Ga+EuGu—2GuFu)+

G r
.}'m (E3+EHGH——2ERFV)+ m (EaGo— EuGu—anGn_ 2F,,E,+4F¢F,)
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7 tego wzoru widaé, 2o K zalezy tylko od wyrazen E, F, G. tak, ze gdy sie po-
wierzehnia dowolnie zmienia, kizywizna pozostaje niezmienions, jesli sie tylko &, F'i G
nie zmmiemaja. Gdy zatem przy gieciach powierzchni duki pozostajg niezmienione, to
i krzywizna zupelna sie nie zmienia.

§ 319. Linie krzywiznowe. Wzér Eulera

W kazdym punkeie powierzchni istniejg dwa prostopadle do siebie
kierunki gtéwne. Linie, lezace na powierzchni, ktérych styczna ma w kazdym
punkeie kierunek zgoday z kierunkiem glowuym, nazywamy liniami krzy-
wiznowym. Przez kazdy punkt powierzcbui przechodzg dwie takie linie.
Celem znalezienia ich réwnania uzyjemy réwnania (165). Zastapiny w tym

. dv £ :
réwnaniu k stosunkiem % Dotychezas uwazalismy B, F, G, L, M, N za
@
stale. Gdy si¢ jednak zmienia polozenie punktu na powierzehni. to wiel-
kosci te sg funkecjami zmiennych u i v. Otrzymamy wige z tego row-
nauia réwuoanie postaci:

dv 2
0 Fyle 0 o o o, 0) () = 0
Jest to réwnanie réiniczkowe zwyczajue pierwszego rzedu- a drugiego

: S ol d : :
stopnia. Rozwigzujac je wzgledem -, otrzymujemy dwa réwnania:

du’
dv Sy s
= =F ) 32=Fw)

Ich catkami ogolnymi s zatem dwie funkcje G(u,0,¢)=0 1 Gy(u,v,¢)=0,
przedstawiajsce dwie gromady livij krzywiznowych.

Obierzmy te linie krzywiznowe za linie parametrowe. Poniewaz sg
one prostopadle, przeto F=0. Latwo dowies¢, ze dla takiego przedstawie-
nia parametrowego takze M =0. Wobec tego wzor (154 a) przechodzi na:

A0S i L
kR E+ Gk
Ale k2= tgz(pg jak to wymka z wzoru (150) przay F=0 (przy czym ¢

oznacza kat baduoej linii # linig parametrows v, w tym wypadku z linig

krzywiznows).
Zatem:
1 L4Notgro L4 Figle
R~ E+Gstgrp E(+1tg%9)
czyli:
i A tg
bl €08 —}- — sin
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Gdy ¢ =0, wéweczas BR=R,, a wigc:

E ot

R, E
Dla ¢ =¢ jest R=R,, a wigc:

Al

g G

Zatem:
: 1 cos?p | sin?gp
(163) BTy i R,

Ten wz6r nazywamy wzorem Ewlera. Gdy znamy dwa promienie gléwne
R; i R,, to mozemy obliczyé z tego wzoru promied R kazdego przekroju,
tworzacego kat @ z jednym z kierunkow gléwnych, Wedlug znakéw K,
i Ry klasyfikujemy punkty powierzchni.

1) Jezeli R, i R, majs w jakim$ punkcie powierzchni te same
znaki, to ten punkt powierzchni nazywamy punktem eliptycznym. W takim
punkeie wszystkie promienie R maja ten sam znak, jak to wynika z wzoru
Eulera. Normalna (gléwna) zatem wszystkieh przekrojéw pormalnych
jest zwrocona w te samsa strong. W specjalnym przypadku, gdy R,=R,,
to wszystkie przekroje normalne majs réwoe promienie krzywizny; taki
punkt eliptyezny nazywamy wumbilikiem lub punktem pepkowym. Np. kazdy
punkt elipsoidy i paraboloidy eliptyczuej jest punktem eliptyeznym; kazdy
punkt kuli jest umbilikiem. W punktach eliptyeznych krzywizna zupeloa K
jest liczba dodatniq.

2) Jeseli promieni¢ R, i R, majs w jakim§ punkeie znaki prze-
ciwne, to ten punk~t powierzchni nazywamy  punktem hkiperbolicznym.
W takim punkcie normalna jednych przekrojéw jest zwrécona w jedng
strong a innych w strong przeciwng. W specjalnym przypadka, gdy
R, = — R,, nazywamy taki punkt punktem pseudosferycznym. Tak uvp.
kazdy punkt hiperboloidy jednopowlokowej jest punktem hiperbolicznym,
Krzywizna zupelna K ma w kazdym punkecie hiperbolicznym wartosé
ujemng. Krzywizna srednia H ma w punktach pseudosferyeznych war-
toéé zero

3) Jezeli w jakim$ punkcie powierzchni jest }%=0 lub -I;—=O, to
1 2

ten punkt nazywamy punktem parabolicznym. Takim punktem jest kazdy
punkt walea i stozka. Krzywizna zupelna ma w punktach parabolicznych
warto$¢ zero, a wige spelnia si¢ warunek K=0 czyli rt—s2=0, jak
to wynika z wzorow (157) i (161).

Okazano, ze powierzchnie, skladajace sig z samych punktéw parabo
liczayeh, sg rozwijalne na plaszezyzinie 1 na odwrét: gdy jakas powierzehnia

J i
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Jjest rozwijalna na plaszezyZnie, to sklada si¢ z samych punktéw para-
bolicznych. Jezeli wige z= f(x,y) jest réwnaniem powierzchni, to jest
ona wtedy i tylko wtedy rozwijalna na plaszczyinie, gdy z speinia naste-
pujgce réwnanie réiniczkowe czqstkowe drugiego rzedu:

2, 22 25 \2
(164) t—s2=0 czyli ] (E)z)

92 9y~ \dwdyl =

Bardzo wazing role w zastosowaniach grajg takie takie powierzchnie,
ktére sig skladaja z samych punktéw pseudosferycznych, tj. ktére maja
w kazdym punkcie krzywizng érednis H=0. Z wzoru (162) wynika,
¢e takie powierzchnie spelniajg réwnanie rézniczkowe:

(165) (14p%¢ — 2pgs + (1 4 ¢%r =0

Takie powierzchnie nazywamy powierzchniame minimalnymi; dowiedziono
bowiem, ze dowolny plat takiej powierzchni, ograniczony jaka$ linig ¢,
ma mniejsze pole anizeli plat jakiejkolwiek, innej powierzchni. ograni-
czonej tg samg linig /.

Przyktady.

1) Znalezé glowne promienie krzywizny powierzchni o réwnaniu: 2 =2%4zy-4y*
w punkcie, dla ktéregn z=0i y=1.

Obliczamy p =2z 4y, g=a+2y, r=2,s=1, t=2,

Zatem:

a0 Gl
R,lf T (A40402
1 (140)2—2.0.0.14(140)2

R{"u Ty

1 1 L0 i S .
Zatem B i % pierwiastkami nastgpujgcego rownania drugiego stopnia.
1 ]

w:—4w43=0
Stad:
1 1
w1=2{—1—3. "2——3=l

Pomewaz R, 1 R, sa obydwa dodatnie, przeto jest to punkt eliptyczny.
2) Pozostawiamy czytelnikowi do okazama, ze powierzchnia o réwnaniu.
¢=cos.r cosy ma w punkcie z =0, y = 0 umbilik, albowiem & =11 R, = 1.

Aby znalei¢ wszystkie umbiliki powierzchm, nalezy wyjsé z wzoru
(104a) ua promied krzywizny przekroju normalnego. W umbilikach war-
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tod¢ B musi byé niezalezna od kiervnku, tj. od k. To sig zas dzi

eje wted
i tylko wtedy, gdy zachodzg proporcje: o0
(166) r=d_2

To s3 warunki na wyznaczenie umbilikéw. Wstawiajac za L, M, N, E, F, G
odpowiednie wartosci, otrzymamy dla formy wyraznej:

Tl gy Lyp8is. ¥ it
s e
Stad otrzymujemy dwa réwuania:
rpg—(14-ple=0
r(l4¢% —t(14p?)=0
3 kiérych wyznaczamy wspélrzedne @ i y umbilikéw.

8) Przez obrét linii o, réwnaniu 2 = f(2) dokola osi Z powstaje powierzehnia
obrotowa (fig. 25). Z rysunku odczy-
tujemy, ze:

Zx=vcosu, y==vsinu
Stad nie trudno zauwazyé, ze:
ve=le2F 2w 2=f(0)

Dla takiej powierzchni otrzymamy
po przeprowadzeniu rachunkdw:

E=w, I=0, G=1+f2@)

T
L= 5wy ¥="
e AT
(ESEOL

Poszukajmy powierzchni obrotowej
minimalnej Qbierzmy dwa dowolne
P1 punkty Py i P,, lezace na plaszezyi-

nie (ZX); chodzi nam o wybranie

2 pos$rod wszystkich linij, lgczacych
dane punkty P, i P, takiej, ktérej Juk ,PP, wytwarza przez obrit kolo osi Z po-
wierzechnie obroto“c} o najmniejszym polu. Z wzoru (1568) otrzymujemy po wykonanin

rachunkow:
————— v2f" (v)
‘ AT
Rozwiazanie tego réwnania rézniczkowego doprowadza do wyniku, 2 powierzchnia ta

powstaje przez obrot linit lancuchowef kolo osi Z. Jest to jedyna powierzchnia obro-
towa minimalna.

Fig. 25.

R )

B e
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§ 320. O odwzorowaniach powierzehni

W wielu zagadnieniach praktycznych zachodzi potrzeba odwzorowa-
mia jednej powierzchni na drugs, to znaczy przyporzadkowania kazdemu
Punktowi jednej powierzchni jakiego$ punktu drugiej. Jezeli réwnania obu
powierzchni sy podane w formie parametrowej:

&= @(u,v) g = @,(%, v)
y=Y(u,v) ¢ (Py) n=1;(73) (Py)
2=y (u,0) §=x:1(3,v)

to uzyskujemy odwzorowanie jednej powierzchni na drugs, czynige pa-
rametry % i ¥ dowolnymi funkejami parametréw u i v:

@ =f(u,v)

v.=g(u,v)
Jezeli bowiem podstawimy te funkeje za # i ¥ w réwnania (P,), to
wspélrzedoe & #. { drugiej powierzehni beds funkejami tych samych
parametréw u, v, co wspolrzedne pierwszej powierzchni, np.:

E=0wv), n=0(0), {=X(u)

Biorge za o i v jakie§ wartodei stale, otrzymujemy na pierwszej po-
wierzchni pewien punkt P (x,y,2), a tym samym wartoSciom = i » odpo-
wiada na drugiej powxerzchm jaki§ punkt P’( 7, {). Jedno z' tych od-
‘wzorowan, a mianowicie rozwijalnosé, oméwilismy na str. 198 i 200, Jest
to takie odwezorowanie, przy ktérym-spelnia sig warunek:

(a) ds? = ds}

Lemeﬂty tukéw, a wiec i ich calki czyli skonczone luki muszg byé
viwne przy kazdym du i dv. Warunek ten jest réwnowazny zé spelnia-
niem sig trzech nastgpujgeych warunkdw:

(b) E=E, F=F, G=G,

Nie zawsze mozna dobraé funkeje @ = f(u,0) 1 v =g(u,v) tak; by sie
spelnialy te 3 réwnania. Funkeje # i 9 potrafimy naogét wyznaczyé z dwu
réwnan (b), wyjatkowo za§ zajdzie wypadek, ze i trzecie réwnanie bhedzie
spelnione. Aby tak bylo, musi byé krzywizna Gaussa jednej powierzchni
w kazdym punkcie réwna, tejze krzywiznie w odpowiednim punkeie

-drugiej powierzchni (por str. 198). Okazemy, ze przy takim specjaloym

odwzorowaniu nie tylko dlugosei lukéw nie zmieniaja sig¢, lecz takie
i pola. Elementy pola wyraza sie mianowicie wzorumi (146).
dP=VEG =F?dudv= D dudp
dP, =VE, G,—F?dudv =D dudo
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Poniewaz jednak wedlug zalozenia zachodza réwnoéei (b), zatem D= D,,
stad zad wynika:
dP =dP,

Okazemy, #e przy rozwinigeiu jeduej powierzchni na drugs takse
i wszystkie kqtfy oie ulegajg zmianie. Gdy na jednej powierzchni wes-
miemy pod uwage dwie dowolne linie m i n, tworzace z soba kat «
w pankeie przecigeia, a na drugiej odpowiadajg im linie m,, n,, tworzace
z sobg kgt a,, to (wedlug wzoru (151)) jest:

o E+ F(ky+ ko) + Glyky
VE+2Fk, + GEVE+ 2Fk,+ GI2
By + Fy(ky +kp) + Gk Ky
VE, &+ 2F,k, + G, 2VE, + 2F k; + G, 12

Poniewaz £ = E,, F = F,, G = G,, przeto:

cos

co8 @, =

cos @ = cos @,

Katy pozostaja wige przy rozwinigciach niezmienione. Figury, lezgce na
obu powierzchniach, nie sy jednak w ogélnosei przystajace mimo réw-
nodci tukéw, pél i katéw, lezg bowiem na réznych powierzchniach. Tak
np. figura, lezaea na walcu, nie jest bynajmniej przystajsca do figury,
jaky otrzymamy, rozwingwszy ten walec na plaszezyinie.

Jezeli jedna powierzchnia nie jest rozwijalna na drugiej, to pray
odwzorowanin nie bedziemy mogli 23daé spelnienia wszystkich tych wa-
runkéw, tj. réwnodei tukéw, pél i katéw. Mozna jednak zawsze znalezd
takie odwzorowanie, przy ktérym wielkosci p6l pozostajg niezmienione,
przy ktérym wige dP=dP;. Musi si¢ zatem spelniaé tylko jeden warunek:

jak to wynika 2 wzorn (146a) na element pola.

Takie jedno réwnanie (rézniczkowe) muszg spelniaé funkeje @ i 0.
Poniewaz 2z tego jednego warunkv mamy wyznaczyé dwie funkcje, wige
mozemy to zrobié¢ na nieskonczene wiele sposob6w; jedng bowiem funkeje
mozna przyjaé zupelnie dowolnse.

Odwzorowanie, przy ktérym wszystkie odpowiadajace sobie elementy
pol, a wige i pola, s3 sobie réwne, nazywamy odwzorowaniem .wiernopo-
wierzchniowym.

Przyklady

Sprébujmy w ten sposéb odwzorowaé kule na plaszezyzue. Znamy parametrowe
réwnania kuli (wzory (134) na str 182). plaszczyzng za§ obierzemy za plaszezyzne
poziomg w ukladzie wspélrzednych (&, 7, £).

Jej parametrowe réwnania majg postaé:
§= m(u‘v); = w(u‘! )3 §=0

‘Nie znamy jeszeze funkeyj @ i &. Trzeba je tak dobraé, aby si¢ spelnial warunek
D = D,. Obliczyliémy juz D dla kuli (str. 192), a mianowicie:

D=n1r2cosu

Aby utworzyé D, dla plaszezyzny, uzyjemy wzoru (146 b). Waszystkie te wyraZenia,
w ktérych wystgpuja pochodne funkeji {, odpadng, albowiem {=0. Pozostanie wigc

tylko:
D1=I§uﬂv G guﬂu'
Aby odwzorowanje bylo wiernopowierzchniowe, musi byé D = Dy, czyli:
0.0, — @,U,| =r2cosu

Wedlug tego réwnania dobierzemy teraz funkcje @ i ¥. Jedng z tych funkeyj moZemy
obraé zupelnie.dowolnie. Przyjmijory np.:

E=0(u,v)=rov

Wtedy:
$,=0 O =r
i otrzymujemy » ¥, = 4 v2ces u lub r &, = — r2 cos . Obierzmy:
r0,=r2cosu
Stad:
U,=rcosu
a wige.
W=frcosudu =rsiny

Zatem:

E=rv; n=rsinu

Takie odwzorowanie znalazla zastosowanie w geografii: odwzorowujge w ten sposéb
‘kule wiernopowierzchniowo na plaszczyzng (mapy), otrzymujemy tzw. rzut walcowy
Lamberta

§ 321. Odwzorowania wiernokatne czyli konforemne

Chege odwzorowaé powierzchnig nierozwijalng na drugiej powierzehni,
nie mozemy 23dad, aby wszystkie elementy lukéw byly wiernie zacho-
wane. Mozemy jednak Zsdaé, aby elementy lukéw, naleizace do odpowia-
-dajgcych sobie punktéw, byly proporcjonalue, tj. aby dla wszystkich kie-
runkéw, wychudzgeyeh z jednego punktu, zachodzil zwigzek:

ds?
(a) iz= 4%(u, v)

Waspélezynnik proporcjonalnosei 4 zmienia sig wraz z pofozeniem punktu
na- powierzchni jest wige funkeja zmiennych u, v, nie zmienia sig jednak,
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gdy pozostajac w jednym punkeie, amieniamy kierunek posuwania si¢,

okreslony za pomocy pochodnej % = k Wspdlezynnik 2 nie zalezy zatem

od k. Wzér (a) przedstawiamy w postaci:

E42Fb+GE _
Ry RN R

Lewa strona jest wtedy i tylko wtedy niezalezna od %, gdy spelniajg sig
proporejes

ARG
b —=—,—=——-=12,u.v,
(b) LT G )
Mamy tu do czynienid z ukladem dwéch réwnan rézniczkowych:
| i
B Py o

Odwzorowanie jest wtedy i tylko wtedy konforemne, jezeli dwie funkeje:
i=f(u,v), v =g(u, )

spelniajs te dwa réwnania.

Problem teu jest wige oznaczony, a zatem & priori widzimy, Ze
takie odwzorowanie da sie z reguly przeprowadzié. Z warunku (b) latwo
mozna wywnioskowaé. ze katy beda przy takim odwzorowaniu wiernie

zachowane. I tak:
E= 3, F=FR# G=62

Wstawmy to we wzér na cose,.to otrzymamy:

cOSQ = - 12[E1+F1{k1+,"2‘+ G1kﬂ
B L 2Pkt GR- Byt 2Pyl + Gik3e 2

Upraszezajae licznik i mianownik przez A2, otrzymujemy na cose ten sam
wzér co na-cos,. Przy takim odwzorowaniu jest wige cos@ == COS &y-

Wobece tego odwzorowanie takie nazywamy wiernokatnym. Ponie-
waz tylko elementy Iukéw sa proporcjoralne, a niekoniecznie skonezone
luki, wige odwzorowan tych nie mozemy nazywaé ,podobnymij“; natomiast
utaria sie obok nazwy: odwzorowania ,wiernokatne® takze nazwa: odwzo-
rowania ykonforemne®, Odwzorowania te maja o wiele donioslejsze zna-
czenie, niz rozwinigeia lub odwzorowania wiernopowierzehniowe i to nie
tylko w teorii powierzehni, lecz takze w wielu innych dzialach matema-

tyki i techniki.

» T w8
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Przyktad.

Odwzorowaé kule konforemnie na plaszezyzne, np. na plaszezyzne (X7Y)

W t6éwnania (b) czyli:

EFy= E,F
podstawiamy wielko&el zasadnicze dla kuli:
E=7r2 F=0, G=1r%cos?n

Réwnania parametrowe plaszezyzny s3 2=z (%, v), y =y{u,v), == 0.
Stad E,=a2+ 12 Fy=2uZetyup. G, =2+ 92
Réwnania (¢) maja tu zatem postaé:

(@) 4+ yo) = (% + yi) rcos?u
(@, @ + Y. y.) = @, 4+ 42)+ 0

Po Iatwych przeksztalceniach otrzymujemy stgd:

&, = 1y,Co8 U. =
] } albo { @, Y, COB Y

Y, = — &,Cos5% Y, =T,C08% <
\Z?§tax;{czy b;aé pod uwage tylko jedng pare tych réwnah. Jest to uklad réwnan
rézniczkowych czastkowych pierwszego rzedu. Uklad ten moz i i
; em j
za & dowolna funkecje zmiennej v. 3 R R
Weimy np. z=~Fv, to x, =Fk, 2,=0, a wi

' v i e A iec ¥y» =0 na podstawie drugiego

réwnania. To dowodzi, £e ¥ jest funkcjg jednej tylko zmiennej u. Wobee tego zamiagst

SN ey : o =
astkowej pochodnej y. mamy do czynienia ze zwyczajng pochodng g% Pierwsze

rownanie réznlczkowe przyjmuje zatem postaéd:

Ic=§zcosu
o g du
Btad: BT oy B wige:
y=rklogtg(g+3)+C

Odwzorowanie wiernokgtne, okreslone wzorami:
e=kv
y=klogtg(§+ )
zwane rzutem Mercatora, jest bardzo roz i i
3 8 powszechnione w
e w geografii, w nautyce
Obierajge za @ inne dowolne funkecje zmiennej v, mozemy w ten sposéb otrzy-

;ny\.wac me'skonczeme wiele wiernokatnych odwzorowani kuli na plaszeczyzne. Rozwa-
ania te nie trudno rozszerzy¢ na odwzorowanie elipsoidy obrotowej na plaszezyzne.

Bardzo wazne i interesujace jest odwzorowanie wiernokatne plasz-
czyzny (XY) na plaszezyzne (X;Y;) :
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Obierajac dla jednej plaszezyzny jako parametry wspdlrzgdnd pro
stokatne @, y, a dla drugiej @, ¥;, wyrazamy ich réwnania w postaci

=2 z, = P(a, y)
y=y (XY) h= Q@ y) (X1Y1)
2=0 2,=0

Dla pierwszej plaszezyzny jest:

o,=1, y:=0, 2, =0, @,=0, yy=1, zy=0

zatem:
E=1 F=0, G=1

Dla drugiej zas:
E1=P3+Q?n F1=PxPy+Qny’ G1=P3+Qj'

Postepujac droga podobng jak przy wyznaczaniu &,, ¥, W poprzednim
yprzykladzie, otrzymujemy nastgpujace réwnania rézniczkowe na wyzna-
czenie nieznanych funkeyj P(2,y). @ (. y):

P.=20
(167) e X P,

S to znane nam juz réwnania Cauchy-Riemanna (por. tom II,
str. 249); réwnania te spelnia czgs¢ rzeczywista 1 wspolezynnik przy ¢
w urojonej czeéci kazdej takie] funkeji zmienne]j zespolonej:

ktérej calka nie zaleiy od drogi calkowania, czyli kazdej funkeji anali-
tycznej. Ten zwigzek odwzorowania konforemnego z teorig funkeyj zmien-
nej zespolonej ma bardzo doniosle znaczenis zaréwno dla. odwzorowai
jak i dla teorii funkeyj.

Udowodnione twierdzenie mozemy wypowiedzied w nastgpujacej
postaci:

jezeli funkcja P (o y) jest czgsciq rzeczywistq a Q(@,y) wspdlezyn-
nikiem przy 4 w czgscr urojonej dowolnej analitycznej funkeji zmiennej
zespolonej u=1 (2) = P(m, y)+1Q(z, y), to odwzorowanie plaszczyzny (XY)
na plaszczyzng (X,Y,), okreslone Wz0rame:

@, = P, y)

7= Q@y)
jest wiernokqtne.
Z tego twierdzenia korzysta sie wydatnie w dazisiejsze) technice

(w geodezji, w hydrodynamice. w aerodynamice przy budowie platowedw,
w elektrotechnice). Istoieja specjalne podreezniki poswigcone “odwzoro-

RIRESRTG= T S W e B Bt &_" i ‘4".:-"

S Ty Y S |
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waniom konforemnym, jak np. podrecznik L. Lew
G h : 2 ent
Abbildung (Lipsk, 1912) i L. Bieberbacha, pt. E'in[;ﬁha;ugt' if;fzforme
forme Abbildung (Lipsk, Sammlung Goschen, nr 768). % “
Przyklady.

1) Funkecja @ = 2° jest analityczna:

U= ($ + 'ly)s
Rozwinmy te potege (x - 1y)® i zbierzmy osobno czesci rzeczywiste & osobno uro-

jone. Otrzymamy :

Kladge: u=(@*—3oy?)+i(Ba’y —y°)

o, =2*—32y?
yp=3a%y—y*
mamy gotowe wzory na odwzorowanie konforemne jednej plaszczyzny na drugs.

. .2) Z funkeji wykladniczej % = €*, ktora jest analityczna, otrzymujemy odwzo-
rowanie wiernokatne w nastgpujgcy sposéb:

Als
e¥ = cos isin
a wige: v+ -
ef =¢"(cos % 81n ) = €® cos i €* sl
Kladge: (cosy -+ Y) y-tiesiny

(a) @y =¢"cosy

Yy, =¢€"siny

uzysk.ujemy wiernokatne odwzorowanie plaszezyzny (XY) na plaszczyzne (X,Y,). Za-
stosujmy to do odwzorowan kuli na plaszezyzne. PoznaliSmy juz tzw. rzut Meérca-
tora, okreflony réwnaniami:

e =1%logtg(3+%)
=kl

(przemieniliémy tu osie 1 zastgpiliémy litery (v,%) literami (4, ¢)). Obierzmy & =1.
Kazdemu punktowi na powierzchni kuli, okreslonemu przez odpowiednig dlugosé i sze- ;
rokoéé geograficzng (4, @), przyporzadkowany jest przy pomocy tych wzorénw‘pewien
punkt plaszezyzny (XY). Odwzorujmy teraz konforemnie plaszczyzng (XY) na druga
plaszezyzng (X, Y,) wedlug wzoréw (a). Otrzymamy: G

o, =c"cosy= eoete(5+%) cos 4 = tg(£+ ¥)cos
yy=¢"siny =tg (£+%)sin

W ten sposéb mamy okreslone nowe odwzorowanie_ wiernokgtne kuli na plaszczyzne.
Odv.vzorowanie to nazywamy rzutem Stereograficznym (powstaje on przez rzut punktéw
kuli na plaszezyzne styczna w biegunie z przeciwleglego bieguna). Podobnie mogli-
by$my znaleZé nieskonczenie wiele innych takich odwzorowan, przyjmujac jako f(x-1z)
jakie§ inne funkeje analityczne. He 5
Rachunek rézniczkowy -i catkowy. T. IIl. ik
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Spoéréd podroeznikéw, poswigconyeh geometrii rézniczkowej, od nacza sip jae-
rofeia wykladu i elementarnym ujeciem dwutomowy podrecznit G. Scheffersa,
pt. Anwendurg der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie, 1. Hinfihrung ¢
die Theorie der Curyen, 11, Einfihrung $n die Theorie der Flichen (Lipsk, 1901—1302).
Nowsze badania geometrii réiniczkowej podaje L. Bieberbach w podrgezniku pt.
Differentialgeometrie (Lipsk, 1932) i W. Blaschke, Vorlesungen dber Differential-
geometrie (2 tomy, Berlin, 1923 —1924).

Krétkie rozdzialy, poéwigcone geometrii rézniczkowsj, znajdzie czytelnik w po-
dreczniku F. Leji, pt. Geometria analityczna & poczqtki geometrii riznicekowej (War-
szaws, 1934),

—‘#"'.*‘
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