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Wstep

Niniejszy zbiér zadan zostal napisany z mysla o studentach pierwszego roku kierunku zarzadzanie i
marketing jako uzupelnienie i poszerzenie zagadnien realizowanych na ¢wiczeniach. Jego tres¢ jest
zgodna z obowiazujacym programem wykladéw. Przy doborze zadan wykorzystano do$wiadczenie
zdobyte w kilkuletniej pracy ze studentami tego wlaénie kierunku. Moze by¢ on jednak przydatny
rowniez studentom ekonomii i nauk pokrewnych. Ma on pomagaé¢ w ksztalceniu umiejetnosci samo-
dzielnego rozwiazywania zadan oraz utatwia¢ samokontrole przy przyswajaniu nowego materiatu.

W opracowaniu tym podano tylko wybrane definicje i twierdzenia, dlatego przystapienie do
wykonywania zadan powinien poprzedzi¢ udzial w wykladzie z okreslonego zakresu, badz tez lek-
tura skryptu [BMP], w ktérym autorzy prezentuja systematyczny wyklad teorii przedmiotu. Ze
skryptu zaczerpniete sa tez symbole i oznaczenia.

Calo$¢ zostata podzielona na 25 rozdzialow. Pierwsze rozdzialy wprowadzaja w $wiat mate-
matyki. Zawieraja ¢wiczenia ulatwiajace zrozumienie podstawowych poje¢ z zakresu logiki oraz
zbioréw, relacji i funkcji. Pozostale rozdzialy poswiecone sa elementom algebry liniowej, rachun-
ku rézniczkowego i catkowego. Na szczegdlna uwage zastuguje zastosowanie poznanych narzedzi
matematycznych w badaniach ekonomicznych. Utatwia to studentom rozwiazywanie probleméw,
z ktérymi moga sie spotka¢ w pdzniejszym zyciu zawodowym. Zadania przeznaczone do samo-
dzielnego rozwiazania zawsze poprzedzone sg przyktadami. Niektore przyktady zawieraja nie tylko
szczegotowe rozwigzania, ale takze krétki komentarz wprowadzajacy oraz wzory podane w formie
gotowych recept na rozwiazanie okreslonego problemu. Na koficu zamieszczono odpowiedzi do za-
dan w formie zwiezle opracowanych wynikow, jednak bez przedstawienia toku rozwiazania, ktéry
podany jest w przyktadach.

Pragniemy goraco podziekowaé recenzentowi prof. dr hab. Z Bartosiewiczowi za cenne uwagi i
wskazowki, ktére wplynely na jakosé niniejszego wydania.



1 Elementy logiki

Przyktad 1.
Wykazaé, ze prawo podwdjnego przeczenia jest tautologia rachunku zdan

p < [~ (~p)

Rozwigzanie:
Uktadamy tablice wartosci logicznych zmiennej p i kolejnych zaprzeczen.

p | ~p | ~(~p) || pe[~(~p)]
0] 1 0 1
1 i 1

Wszystkie “jedynki” w ostatniej kolumnie oznaczaja, ze prawo podwdjnego przeczenia jest tauto-
logia.

Przyktlad 2.
Wykazaé, ze prawo de Morgana jest tautologia rachunku zadan

~(pAg) = [(~p)V(~q)

Rozwiazanie:
Uktadamy tablice wszystkich mozliwych podstawien wartoéci logicznych za zmienne zdaniowe p, q
i obliczamy dla kazdego podstawienia wartos¢ logiczna calej formuly.

pla|lpAg | ~®AQ | ~p | ~q | (~pV(~g || ~(pAg & [(~p)V(~q)
0]0]| 0 1 I 1 I 1
01| 0 1 1 0 I 1
I[0] 0 1 0 1 I 1
T[1] 1 0 0 0 0 1

Wszystkie “jedynki” w ostatniej kolumnie oznaczaja, ze prawo de Morgana jest tautologia.

Przyktlad 3.
Zbadacé, czy podana formula jest tautologia, stosujac tablice wartosci logicznych zdan sktadowych

(p=q) =[tVp) = (tVag)l

Rozwigzanie:
Uktadamy tablice wszystkich mozliwych podstawien wartosci logicznych za zmienne zdaniowe p,
q, t 1 obliczamy dla kazdego podstawienia warto$¢ logiczna calej formuty.

p=>q | 1 t

1

(tvp)=> (Ve || p=q9 =I[tVp) = (tVg)]
I 1
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Wszystkie “jedynki” w ostatniej kolumnie oznaczaja, ze formula

(p=q) =[(tVp) = (tVq)

jest tautologia rachunku zadan.



Przyktad 4.
Zbadaé, czy podana formula jest tautologia, stosujac tablice wartosci logicznych zdan sktadowych

[(pAg) =1l pAlg=7))

Rozwigzanie:
Uktadamy tablice wszystkich mozliwych podstawien wartosci logicznych za zmienne zdaniowe p,
q, T i obliczamy dla kazdego podstawienia wartosé¢ logiczna calej formuly.
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Pojawienie sie “zer” w ostatniej kolumnie oznacza, ze formuta
[(prg) =] lpA(g=r)
nie jest tautologia rachunku zadan.

Przyklad 5.
Wykazaé, ze formuta

p=lq= (p=9q)]

jest tautologia rachunku zdan, stosujac skrocona metode zero-jedynkowa.
Rozwiazanie:
Zalézmy, ze formula jest falszywa

p=la=@=9]}=0. (1)

Formula (1) jest implikacja. Implikacja (1) jest falszywa wtedy i tylko wtedy, gdy poprzednik jest
prawdziwy

p=1, (2)
natomiast nastepnik falszywy
= (p=q)]=0. (3)
Z (3) otrzymujemy analogicznie
g=1 (4)
i
(p=q) =0 ()

wiec z (2) i (4) otrzymujemy p = 11 ¢ = 1. Ale przy takim wartoSciowaniu (p = ¢q) = 1, czyli
zachodzi sprzecznosé¢ z wartosciowaniem (5), wiec formuta

p=lg= (p=9q)]

jest tautologia.



Przyktad 6.
Wykazaé, ze formula

(r=q) =[(~q) = (~p)]

jest tautologia rachunku zdan, stosujac skrocona metode zero-jedynkows.
Rozwigzanie:
Zalézmy, ze formutla jest falszywa

{p=19=I~q9=(~pl} =0 (6)

Formutla (6) jest implikacja. Implikacja (6) jest falszywa wtedy i tylko wtedy, gdy poprzednik jest
prawdziwy

p=q =1, (7)
natomiast nastepnik falszywy
[(~q) = (~p)]=0. (8)
Z (8) otrzymujemy analogicznie
(~q)=1 (9)
i
(~p) =0 (10)

wiec z (9) 1 (10) otrzymujemy p = 11 ¢ = 0. Ale przy takim warto$ciowaniu (p = ¢) = 0, czyli
zachodzi sprzecznosé z wartosciowaniem (7), wiec formula
(p=q) = [(~q) = (~p)
jest tautologia.
Przyklad 7.
Okresli¢ warto$¢ logiczna zdania

(3> 2)A (3% =28)] = [(sin% =1V (1+2=4)

Rozwiazanie:
Okre$lmy prawdziwosé zdan sktadowych:

zdanie (3 > 2) jest prawdziwe,
zdanie (3% = 28) jest falszywe,
zdanie (sin § = 1) jest falszywe,
zdanie (1 + 2 = 4) jest falszywe.
Podstawiajac wartosci logiczne zdan sktadowych otrzymamy

{IAagf=[ovo]} = {0)=()} = {1}
Wartosé logiczna zdania

[(3>2)A (3% =28)] = [(singzl)\/(1+2:4)]

jest réwna “jeden”, czyli jest ono prawdziwe.



Przyktad 8.
Okresli¢ warto$¢ logiczna zdania

[(2k — jest liczba parzysta, k € Z) A (logy 8 = 3)] = [(2%-2* =27) V (tg7 - ctgm = 1)].

Rozwigzanie:
Okre$lmy prawdziwosé zdan sktadowych:

zdanie (2k — jest liczba parzysta, k € Z) jest prawdziwe,
zdanie (log, 8 = 3) jest prawdziwe,

zdanie (22 - 2% = 27) jest prawdziwe,

zdanie (tg7 - ctgm = 1) jest prawdziwe.

Podstawiajac wartosci logiczne zdan sktadowych otrzymamy
(IAat=0viy = {()=0} = {1}
Wartosé logiczna zdania
[(2k — jest liczba parzysta, k € Z) A (logy 8 = 3)] = [(2°-2* =2") V (tgm - ctgm = 1)]
jest réwna “jeden”, czyli jest ono prawdziwe.

Przyktad 9.
Okresdli¢ wartosé¢ logiczng zdania

Vaer : @2 4+ 22 +7 > 0.

Rozwigzanie:

Delta tréjmianu kwadratowego z2 422 + 7 jest mniejsza od zera (A = —24) i wspétezynnik stojacy
przy z? jest wickszy od zera (a = 1), a zatem wartoéci tréjmianu dla kazdego x sa wicksze od zera,
czyli zdanie jest prawdziwe.

Przyktad 10.
Napisa¢ zaprzeczenie zdania i okresli¢ wartosé¢ logiczna zaprzeczenia

Jeez : x # 2.

Rozwigzanie:
Do wyznaczenia zaprzeczenia tego zdania uzyjemy nastepujacego prawa de Morgana dla kwanty-
fikatoréw

~ Jrex i f(z) & Voex i~ f(2).

~ [Feez : @ # 22]) & Vaeg i~ [T # 22] & Vpez : x = 22.
Zdanie
Veez : =22

jest zdaniem falszywym.
Aby to wykazaé, wystarczy podaé¢ kontrprzyktad, czyli przyklad obalajacy postawiong teze.
Kontrprzyklad: gdy x = 3 = 22 = 6, zatem x # 2z (3 # 6).



Przyktad 11.
Napisaé zaprzeczenie zdania i okresli¢ warto$¢ logiczng zaprzeczenia

EmEJR vyeR : l"i’y?é 1.

Rozwigzanie:
Do wyznaczenia zaprzeczenia tego zdania uzyjemy prawa de Morgana dla kwantyfikatoréw

~ EzGR VyG]R:x"_y7é 1] @vaR EIyGR o [x+y7é 1] <:>vx€]R ElyGR cr+y=1
Zdanie
Veer Jyer iz +y =1

jest zdaniem prawdziwym. Dla kazdej liczby rzeczywistej * mozemy wskazaé liczbe rzeczywista
y =1 — 2. Suma tych dwdch liczb bedzie réwna 1.

Przyktad 12.
Napisaé¢ zaprzeczenie zdania i okresli¢ wartosé logiczna zaprzeczenia

VIGN:(x:1:x2:1).

Rozwigzanie:
Do wyznaczenia zaprzeczenia tego zdania uzyjemy nastepujacego prawa de Morgana dla kwanty-
fikatoréw

~Vpex t f(2) © Fpex i~ f(2).

~Veen: (=122 =1)] e eni~vz=1=222=1]
S heni~[r#1Val =1l Fpen:z=1A2% # 1.
Zdanie
ElmeNzle/\:rQ#l

jest zdaniem falszywym. Nie istnieje liczba rzeczywista x taka, ze x = 1122 # 1.

ZADANIA:

Zbadacé, dla jakich wartosci logicznych zmiennych p, ¢ i r formuly sg prawdziwe:
1.1. (p=q) < [(~p) V]

1.2. (p=q) < [(~p) A (~q)]

1.3. (pAg) = (pVa)

14. (p=q)N(g=p)

1.5. [p= (~q)]=[(~q) = p|

1.6. [(~pAgq) VT A[~1V(]

1.7. [((p=q V(g=r))=r

Zbadacé, czy nastepujace formuly sg tautologiami:
1.8. [p= (~p)=(~p)

1.9.p=[g= (pAq)]

1.10. (p=q) < [pV (~ q)]

1.11. (pvg) = (pAq)

1.12. [(~p) A (pV @) =q

1.13. [peqg erlelge (per)

10



L14. [(pVg) Ar]=[(pAT)Vq]

1.15. (peq) < (~pVagVr)

1.16. (rA(~7r)Ap)=[(pVq) =]

Wykazaé, ze nastepujace formuly sa tautologiami:
1.17. pV (~p)

1.18. ~ [p A (~ p)]

1.19. (~p)= (p=¢q)

1.20. (~p) = [~ (pAq)]

1.21. (p=q) = [(p=q) A (¢=Dp)]

1.22. [(p= A ((~p) = (~q)] = (=9
1.23. [pV(gAr)] <[PV A(pVr)

1.24. [~ ((~p) ATV [~ (g A (~ 7))

1.25. [(pVq) = (rA(~ 7)) = [(~p) A~ )]

1.26. (pVg)A((~q)Vr)=(pVr)

Okresli¢ wartos¢ logiczng zdan:

1.27. (cosm=1) Vv (10g% 5> log: 8)

1.28. [(37jest liczba pierwsza = 2 dzieli 37)\/(10g% 3= —1AVpen : (2n—1)%2—jest liczba parzysta)]

1.29. [(Ve 190 > 1) A (e? > 2)] < 1Inl =0

1.30. [(5 > V2)V(2:5=10)] = (V3> J5)

1.31. Jedli sin(132°) < 1, to réwnanie 521 4+ 2° + 3 = 0 ma pierwiastki rzeczywiste lub réwnanie
52190 + 25 + 3 = 0 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.

1.32. sin %ﬂ‘ < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie katy w tréjkacie réwnobocznym sg rozwarte.
1.33. Jedli v/25 jest liczba niewymierna, to v/5 jest liczba niewymierna lub 5 jest liczba parzysta.
1.34. Jedli 2+ 2 = 5, to sprzedaz cukierkéw wzroénie o 100%.

1.35. Jesli zbior liczb naturalnych jest zawarty w zbiorze liczb catkowitych, to zbiér liczb catkowi-
tych jest zawarty w zbiorze liczb niewymiernych.

Okresli¢ warto$¢ logiczna zdan:

1.36. Jper : (22 +2+2=0)

1.37. Vaper : [(x > 0) = (z > 1)]

1.38. Jpen: [(22+2—2=0) A (z > 0)]
1.39. 3.cz : (22 +1=0) = (z + 1 = 0)]
1.40. Voer : [(z—1>2) = (4> T7)]

1.41. ~ Vg : o+ 1] = |2 + 1

1.42. ~ J,¢cg : sgn|z| = |sgnz|

1.43. J,cr : sgnx = [z], gdzie [x] — oznacza cze$é calkowita liczby x
1.44. Voep [z + 1] =[] + 1

1.45. Vyer : (2 > 2) & (22 > 4)

1.46. Ve : (22 — 62+ 8 =0) & (z =2)

1.47. ~V,¢c(0,1) : log, 7 > log, =

Napisaé¢ zaprzeczenia zdan i okresli¢ wartos¢ logiczna zaprzeczen:
1.48. Jpcr : (22 <OAB" < 2)

1.49. Jpen: (Inz =1 A 2| <0)

1.50. Jyer : |cosz| > 1

1.51. Jpez:a?+1=3

1.52. J,cp : (sin2z = 2sinx)

1.53. Vze(o’l) et > 1

1.54. Vyen : (V22 = 2)

Okresli¢ warto$¢ logiczna zdan:

1.55. dpeny Juer i =V +1

1.56. vweR ElneN n?<z

1.57. Vocr Vnen 1 02 >

11



1.58. Vyer Vyer : (22 =y Ao =—y) = (z=0Ay=0)

1.59. Jpcr Vyez : (2 >y Vo <vy)

1.60. ~ [Vyer Vyer : (22 =y? = 2 =y)]

1.61. vweR VyE]R VZEN rt+yY==z

Napisa¢ zaprzeczenia zdan i okresli¢ wartos¢ logiczna zaprzeczen:

1.62. Jyer Vyer : 2% +y2 # 1

1.63. Vycr Vyer : (2 = 3y)3:> (y = 3x)

1.64. Joey Fyen : (2 = L) = (v =y)]

Sprawdzi¢, czy nastepujace zdania sg prawdziwe:

1.65. Jedli p jest zdaniem falszywym, to zdanie (p A ¢) = ¢ jest prawdziwe.
1.66. Jedli g jest zdaniem falszywym, to zdanie ~ [(p V q) = p| jest prawdziwe.
1.67. Jesli p jest zdaniem prawdziwym, to zdanie p = (~ p = q) jest prawdziwe.
Podaé zaprzeczenia zdan:

1.68. Kazde rozwiazanie rodzi nowe problemy.

1.69. Wszystkie najprostsze mysli formulowane sa w skomplikowany sposéb.
1.70. Kazdy granat po wyciagnieciu zawleczki przestaje by¢ twoim przyjacielem.
1.71. Istnieja rzeczy, ktérych nie da sie wytlumaczy¢.

1.72. Jezeli Ja$ sie nie nauczy, to Jan nie bedzie umial.

Stosujac prawa de Morgana oraz prawo (p = q) < ((~ p) V ¢) uproéci¢ formuly:
1.73. [~ (p=q)] Ap

L.74. [(pAg) = (~p)]V (~q)

1.75. ~ [((~ p) V @) = ¢

L.76. [~ ((~p) V)| A~ (g V)l

2 Algebra zbioréow

Przyktad 13.

Wykazaé, ze dla dowolnych zbiorow A i B prawdziwe sa réwnosci:

a) A\B=ANDB,

b) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania ).
Rozwigzanie:

Podamy definicje dzialan na zbiorach. Niech X — przestrzen, A, B— podzbiory przestrzeni X:

A=B <= Vyex(r € A<=z € B)
ACB<=Vyex(r € A=z € B)
a€e AUB<=acAVa€eB

ac ANB<=acANaeB

a€ A\B<=acANadB
acA<—=laeX)N(agA).

S Ot s o=

a) Wykazemy, ze

r€ A\B<=z€ANB.

[x€(A\B) <= [(z € A)A(z ¢ B)] <= [(x€ A)A(z € B')] <= [z € (AN B')].
b) Wykazemy, ze
z€[AN(BUC) <= z€ (ANB)U(ANC).

2 €[AN(BUC) <= (z€ A)Afz e (BUC) <= (x€ A)A[(x € B)V (z € O)] =

12



= [(zeAA(zeB)|V[zecAA(reC) < [rec(ANB)|V[z e (ANC)] <
ez c[(ANB)U(ANC)].

Przyktad 14.
Wyznaczy¢ AN B, AU B, A\ B, gdzie

A={aecZ:Va?2 <2}, B={beR:(0,5)" <1}.

Rozwiazanie:
Zbiér A jest zbiorem liczb catkowitych spelniajgcych nieréwnosé

Va2 < 2.

Zatem
Va2 <2MNa€Z < |a|<2ANa€Z < ac{-2,-1,0,1,2}.

Zbiér B jest zbiorem liczb rzeczywistych spelniajacych nieréwnosé

(0,5)° < 1.
Rozwiazmy ja

(0,5)° < 1+=(0,5)" < (0,5)° < b>0.
Zatem
b e (0,+00).
Zbiér AN B zawiera elementy nalezace do zbioru A i do zbioru B, czyli
ANB=1{1,2}.
Zbior AU B zawiera elementy nalezace do zbioru A lub do zbioru B, czyli
AUB={-2,-1}U[0,+00).
Zbiér A\ B zawiera elementy nalezace do zbioru A i nienalezace do zbioru B, czyli
A\ B={-2,-1,0}.

Przyktad 15.
Zaznaczy¢ na plaszezyznie wspélrzednych zbior A x B 1 B x A, gdzie

A={aeN:|a-3/<1}, B={beR:b*<4}.

Rozwiazanie:
Zbiér A jest zbiorem liczb naturalnych spelniajacych nieréwnosé

la — 3] < 1.
Rozwiazmy te nieréwnosé
la—3]<1l<=-1<a-3<1<=2<a<4.
Zatem
2<a<4)A(aeN)<—=ac {234}
Zbior B jest zbiorem liczb rzeczywistych spelniajacych nieréwnoséé
b’ < 4.
Po rozwiazaniu tej nieréwnosci otrzymujemy

be(-2,2).

13



Zaznaczamy w ukladzie wspélrzednych zbior A x Bi B x A.
AXxB Bx A

e
>
./‘-

L

7

Fo
2
Rysunek 1: Interpretacja geometryczna zbioréw A x Bi B x A.
Przyktad 16.
Zaznaczy¢ na plaszczyznie wspolrzednych zbior
NXZiZx[-2,2].
Rozwigzanie:
NxZ Z % [—2,2]
A A
5
q
3
z
1
T VR P T O N A Atz 447-;&”}3’1@3}&3’ -
1
2 F2
3
7
3

Rysunek 2: Interpretacja geometryczna zbioréw N x Z 1 Z x [—2,2].
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ZADANIA:
2.1. Wykazaé, ze dla dowolnych zbiorow A, B i C prawdziwe sg rownosci:

a) (A\B)uUA=A

b) (ANB)U(A\B)=A

¢c) (A\B)nC=(ANnC)\B

4) (AUC)\ B = (4\ B)U(C\ B)
e) (BNC)U(C\A)=C\(A\B).

(
2.2. Niech
A=(-2,10), B=[4,12), C=N.

Wyznaczyé¢ (A\ B)NC.
2.3. Niech

A={-2,-1,0,1,2,10}, B={-1,1,10}, C = {-2,10}.

Wyznaczy¢:

a) (A\C)UB
b) (CNB)\ A.
2.4. Wyznaczy¢

ANB, AUB, A\B
gdzie:
a) A={zeR:Vz+4>3}, B={rcR:% <8}
b)A={zeR: %+ >0}, B={zeR:|z—1<5}
c)A={z€Z :2*+22>—22 -2 <0}, B={zeN:—z?+2+2>0}.
2.5. Dane sg zbiory punktéw ptaszczyzny

2
A:{(x7y)GRQ:y<—§x+4/\y<—2x+8} i Lm:{(m,y)€R2zm+y=m}

gdzie m jest dowolng liczbg rzeczywista. Dla jakich m spetniony jest warunek AN L, = (?
2.6. Niech

A={z:zeRAImeN:2=(-1)"}, B={z: 2 cRAInecN:z=(-1)"}.

Sprawdzi¢ prawdziwos¢ zaleznosci:
a) ANB#10

b) ACB

c) BCA.

2.7. Dane sa zbiory

A={z:zeRA|z|<2}, B={z:2eRAJz|=1} i C={z:z e RAz <3}

Sprawdzi¢ prawdziwosé zaleznosci:

a) ANBNC =B

b) (C\A)NB=0

c) AUBUC = B.

2.8. Niech nZ oznacza zbiér liczb catkowitych podzielnych przez n (n € N). Wyznaczy¢:
47.N 27
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e) 2Z U 3Z

ponadto sprawdzi¢, czy:

) 2Z C AZ

g) 5Z\ (5Z \ 2Z) = 10Z.

2.9. Niech A, B, C— niepuste zbiory takie, ze

ANnBNC=A.

Sprawdzi¢ prawdziwos$¢ nastepujacych zaleznosci:
a) ACCNACRB

b) BNC=A

c) AUB = B.

2.10. Dla jakich wartosci parametru k& € R, zbiory

A={(z,y) eR*: 2’ + kx —k* <y} i B={(2,y) eR?*:x+y< —1}

s rozlaczne?

2.11. Zaznaczy¢ na plaszczyznie wspolrzednych zbiér A, gdzie:
a) A= {(z,y) e R? : 2% + y*> > 4}

b) A= {(z,y) € R?: |z —y| < 5}

c) A={(z,y) € Z?:y = -3}

d) A={(z,y) e N*: z < y}.

2.12. W prostokatnym uktadzie wspdlrzednych zaznaczyé¢ zbiory

ANB, AUB, A\B

gdzie:

a) A={(z,y) ER’ 1oy —y >0}, B={(a,y) €ER?:|y—a|<2}

b) A={(z,y) €eR?: 2+ 3y < -1}, B={(z,y) € R?: 2% +y? — 4z < 0}.
2.13. Niech

A={(z,y) eR>: Va2 + > <0}, B={(z,y) e R? : 2? + 49> — 4 < 0},
C={(z,y) eR*: 2y >0}, D={(x,y) ER*:2x+y—1<0}.

Zaznaczy¢ na plaszczyznie wspélrzednych zbiory:

a) (BNC)Y\ D

b) (DUB)NA

¢) (ANC)uU D]\ B.

2.14. Zaznaczy¢ na plaszczyznie wspolrzednych zbiory A x B, gdzie:
a) A={0,1,3}, B={-4,0,2,5}

b)) A={a:ae€N}, B={b:beR,;}

c)A={aeR:0<a<l}, B={beR:|b >2}
d)A={a€R:a=1}, B={beZ:b><4}.

3 Relacje. Relacje rownowaznosci

Przyktad 17.
Sprawdzié¢, czy dana relacja R okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich jest zwrotna,
symetryczna, przechodnia

TRy <= log% x +logsy > 0.
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Rozwigzanie:
Najpierw, korzystajac z wlasnosci funkcji logarytmicznej, przeksztalcimy powyzsza nieréwnosé

log. y log. y
logiz+logsy >0 <=logiz+ —- >0 logrz+ —— >0«
3 3 log%?) 3 -1

X €T
@log%x—log%y>0<:>log%—>0<:>—<1<:>x<y.
Yy Y

Zatem
TRy <=z < y.

Teraz mozemy zbadaé¢ wlasnosci tej relacji.
1) Relacja R okreslona na zbiorze X jest zwrotna, jezeli spelnia nastepujacy warunek

Veex : TRx.
Sprawdzamy, czy rozpatrywana relacja spetnia go
V:ce]RJr (xR <=z < x.

Nie istnieje liczba rzeczywista dodatnia z taka, ze x < x, czyli relacja nie jest zwrotna.
2) Relacja R okreslona na zbiorze X jest symetryczna, jezeli spelnia nastepujacy warunek

Veyex : TRy = yRa.
Zatem
Veyer, TRy &= = <y #= y <z < yRux,

czyli relacja nie jest symetryczna.
3) Relacja R okreslona na zbiorze X jest przechodnia, jezeli spelnia nastepujacy warunek

Veyzex : TRYANYRz = zRz.
Zatem
VeyzeRy  TRYANYRz = <yAy < z= 1 < 2z < 7Rz,
czyli rozpatrywana relacja jest przechodnia.

Przyktad 18.
Sprawdzi¢, czy relacja R okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych jest relacja réwnowaznosci

aRb <> |a —b| < 5.

Jezeli tak, wyznaczy¢ klasy abstrakcji tej relacji.

Rozwiazanie:

Relacja jest relacja rownowaznoéci, jezeli jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.
1) zwrotnosé

Vaer : aRa <= |a —a] =0 < 5,

czyli relacja R jest zwrotna.
2) symetria

Vaper i aRb<=la— b <5<=|(-1)-(b—a)|<b<=|—-1] - b—a|] <5 <=
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< |b—al <5 <= bRa,

czyli relacja R jest symetryczna.
3) przechodnio$é

aRb < |a—b| <5

va,b,cGR: bRC<:>‘b_C|<5 }#>|CLC|<5<:>O,R07

czyli relacja R nie jest przechodnia. Aby to uzasadnié, podamy kontrprzyktad.
Niech a =9, b =4, ¢ = 0. Wowczas

9—-4|=5<5
}4_0}:4<5 }, ale [9—-0/=9«5.

Poniewaz nie jest spelniony warunek przechodniosci, relacja R nie jest relacja réwnowaznosci.

Przyktad 19.
Sprawdzié, czy relacja R okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych jest relacja réwnowaznosci

aRb<—a—beZ.

Jesli tak, wyznaczy¢ klasy abstrakcji tej relacji.
Rozwigzanie:
1) zwrotnosé

Vaer : 6Ra <= a —a € Z.

Poniewaz a —a =01 0 € Z, to relacja ta jest zwrotna.
2) symetria

va,bGR taRb<—=a—0beZ.

Niech a — b =k, czyli b — a = —k. Jezeli k jest liczba catkowita, to —k tez jest liczba calkowita.
Zatem b — a € Z, co implikuje bRa, czyli relacja jest symetryczna.
3) przechodnio$é

VabeerR : ARb=a—-b0EZANVRc=b—-c€Z.
Niecha—b=kib—c=s, k,s € Z. Zatem

e=k+b }:>a—c:k+b—b+s:k+s.

c=b—s

Poniewaz k i s sa liczbami calkowitymi, to k + s tez jest liczba calkowita. Zatem a — ¢ € Z, co
implikuje aRe, czyli relacja jest przechodnia.

Ostatecznie rozpatrywana przez nas relacja jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, czyli jest
relacja rownowazno$ci.

Mozemy zatem wyznaczy¢ klasy abstrakcji. Najpierw wyznaczymy klase abstrakcji reprezentowana
przez element 2,45 € R, wiec musimy znalezé wszystkie liczby rzeczywiste s, ktore sa w relacji z
elementem 2,45, czyli takie, ze (2,45 — s) € Z. Zauwazmy, ze s moze by¢ réwne

—3,55; —1,55; 0,45; 5,45; itd.
Zatem

2,45] = { ... —2,55; —1,55; —0,55; 0,45; 1,45; 2,45; 3,45; 4,45; ... }.

18



Wyznaczymy teraz klase abstrakcji reprezentowana przez element (3%)

1 2 2 2 2 21 1 .1 .1
3-| =9 ... =45 =3=; —2-; —1-; —=; =3 1= 2=; 35 ... .
[ 3] { 3 3 3 373 3 3 3 3 }

Ogodlnie klasa abstrakcji reprezentowana przez pewien element a € R wyglada nastepujaco

[al| ={a+k, keZ}.

ZADANIA:

Sprawdzi¢, czy dana relacja R jest zwrotna, symetryczna, przechodnia:
31l.a,beER:aRb<=|a—b|>1

3.2. a,b € R: aRb <= |a| = |b]

3.3. a,b€Z:aRb<= a— b jest liczba nieparzysta
3.4.a,beR:aRb <= a? +b% = 3ab

3.5.a,b e Ry : aRb <= log,a =log, b

3.6.a,beR:aRb<= 70 =T7°

3.7.a,b € R: aRb < |a| > |b]

38.a,beZ_:aRb<= § 25

3.9. a,beR:aRb@e“:?‘i

3.10. g, bER:aRb<=a?>=b

3.11l.a,beR:aRb<=a?2+b*>< 1

Zbadad, czy relacja R jest relacja réwnowaznosci. Jezeli tak, wyznaczy¢ klasy abstrakcji tej relacji:
3.12. a,beN:aRb<=a =10

3.13. a,b€Z:aRb<=a—-b=b—a

3.14. a,b e N: aRb <= 2a = 3b

3.15. a,b € R: aRb <= a? = ?

3.16. a,b € R : aRb < a? + b*> = 2ab

3.17. a,b € R, : aRb <= Ja =+b

3.18.a,beR: aRb<=|a—b| <1

3.19. a,b € Z : aRb <= a — b jest liczba parzysta

3.20. a,b€ Z : aRb<+= 3 dzielia — b

3.21. a,b € R: aRb <= ac = bc dla pewnego ¢ € R\ {0}

3.22. a,b € R: aRb < 2% -2V = 4¢

3.23. a,b e N\ {1} : aRb < log, b = log, a

3.24. a,b € R : aRb < 204l = 2lt]

3.25. a,b € [~1,1] : aRb <= 2%87(2) = gsen(b)

3.26. a,b e R: aRb <— (1—1—\/5)@ =2b+ 1+4\/ga

3.27.a,b € A={1,2,3,...,16} : aRb <= 4|(a® — b?)

3.28. a,b € B=1{2,4,6,8,...} CN: aRb<= 4|(a—D)

3.29. a,b € Z : aRb < a i b daja te sama reszte z dzielenia przez liczbe pierwsza p postaci
dn+1, neN

3.30. a,b € Z : aRb <= liczba pierwsza p postaci 4n + 3, n € N, dzieli réznice liczb a i b
W zbiorze X okredlamy relacje R. Sprawdzié, czy jest to relacja réwnowaznosci:
3.31. X =N, nRm <= [(n|m) V (m|n)]

3.32. X =7, nRm <= m ma tyle samo cyfr co n

3.33. X =N, nRm <= suma cyfr liczby m jest réwna sumie cyfr liczby n
3.34. X ={1,2,3,...,20}, nRm <= n,m maja te sama liczbe podzielnikéw.
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4 Funkcje i ich wlasnosci

Przyktad 20.

Zbadaj, ktére z nizej okreslonych odwzorowan jest iniekcja, suriekcja, bijekcja:
a) f: X —Y, flx)y=2"+2, X={-1,0,1,2}, Y =7,

b)g: X —Y, glx)=log|lx—1|, X =R\ {1},Y =R,

c)h: X —Y, hz)=2"-2"7, X=R, Y=R.

Rozwigzanie:

Funkcja f jest iniekcja, jezeli spetnia jeden z warunkéw:

(1) Vay moex = f(w1) = f(22) = 21 = 22
(2) Yoy zaex @1 # 22 = f(x1) # f(22).

ADa) Korzystamy z warunku (1).
Vo, amex : flo1) = f(a2) = 25 +2 =25+ 2 = ) = 25 = 21 = xo.

Zatem funkcja f jest iniekcja.
ADb) Korzystamy z warunku (2).
Niech x1 = 2, x5 = 0, woéwczas

g(z1) =log|2—1] =logl =0 oraz g(x2) =log|0— 1] =log| — 1| =log1 = 0.
Zatem dla dwoch réznych argumentéw z1 = 2 i zo = 0 funkcja g osiaga te sama wartosé

g(z1) = g(22) =0,

co jest zaprzeczeniem warunku (2), czyli nie jest iniekcja.
ADc) Korzystamy z warunku (1).

—x T —x T 1 T 1
Vo amex : h(z1) = h(zg) = 272 — 2771 =272 — 2 2:>21——2x1:22—2x2:>
11 972 _ 971
x xT _ L1 _ 9T2 __ —
:}21—22—(271—272)—():}2 2 91923 =0=
1
= (2 2714 o) = 0= (27 —27) = 0= 2" =27 = o =

Zatem funkcja h jest iniekcja.
Funkcja f: X — Y jest suriekcja, gdy spelniony jest warunek

FX) =Y.

ADa) X ={-1,0,1,2}, f(-1)=1, f(0)=2, f(1)=3, f(2)=34.
Zatem

F(X)=1{1,2,3,34}, Y =Z = f(X) #£Y,

czyli funkcja f nie jest suriekcja.
ADDb) g(X) =R, poniewaz dla kazdej liczby rzeczywistej y istnieje liczba x € R\ {1} réwna

r=1+10YVvz=1-10Y,
taka ze

y=g(@), Y =R=g(X)=Y,
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czyli funkcja g jest suriekcja.
ADc) h(X) = R, poniewaz dla kazdej liczby rzeczywistej y istnieje liczba rzeczywista @ réwna

v =logy(y+ vy>+4) -1

taka, ze

y=h(z), Y =R = h(X) =Y,

czyli funkcja h jest suriekcja.

Funkcja f jest bijekcja, gdy jest iniekcja i suriekcja.

ADa) Funkcja f nie jest suriekcja, czyli nie jest bijekcja.

ADDb) Funkcja g nie jest iniekcja, czyli nie jest bijekcja.

ADc) Funkcja h jest iniekcja i suriekcja, czyli jest bijekcja.

Przyktad 21.

Wyznaczy¢, o ile to jest mozliwe, funkcje odwrotna do funkcji f : R — R

f(@) = || + 2.

Rozwigzanie:
Funkcja posiada funkcje odwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy jest bijekcja.
Funkcje f mozemy przedstawi¢ w postaci

[ 3z gdy x>0
f(x){ x gdy x<0

Najpierw sprawdzimy, czy jest ona iniekcja. W tym celu musimy rozpatrzy¢ trzy przypadki:
1) Niech 1,29 2 0: f(z1) = f(x2) = 3z1 = 322 = 1 = X9.

2) Niech acl,x2<0:f(x1) fz2) = 21 = 2s.

3) Niech #1 < 0,29 2 0: f(x1) = f(22) < 21 = 3z3.

Poniewaz x1 < 0 a xo > 0, powyzsza réwnos¢ nigdy nie bedzie spelniona, co oznacza, ze

V(z1<0,x2>0) f(x1) # f(z2).

Ostatecznie

Vo, @s€R f(w1) = f(22) = 21 = 72,
czyli f jest iniekcja.

Teraz sprawdzimy, czy funkcja f jest suriekcja

F(X)=R, Y=R= f(X) =Y,

)

czyli f jest suriekcja.
Funkcja f jest bijekcja, czyli mozemy wyznaczy¢ funkcje odwrotna.

Gdy x>0
y=3x:>1:=%, czyli fﬁl(y):%.
Gdy <0
y=r=z=y, czyli f'(y)=y.
Zatem
Fw={§ w20 o
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Przyktad 22.
Wyznaczyé, o ile to jest mozliwe, funkcje odwrotna do funkeji f: R — R\ {1}

z+1
fwy =1 B Y T72
-2 gdy x=2

Rozwigzanie:
Najpierw sprawdzamy, czy funkcja jest iniekcja
1) Niech x1, xo # 2, wéwczas

$1+17{172+1
2—.’131 _2—372

(1) = f(z2) =

— (Il + 1)(2 — SCQ) = (1‘2 + 1)(2 — 1171) - T1 = T2.

2) Niech 1 #2 1 x9 = 2, wéwczas

fon) = fla) = 0 = 2= =5,

Otrzymujemy, ze

czyli funkcja f nie jest iniekcja, a co za tym idzie nie jest bijekcja i nie mozemy wyznaczy¢ funkcji
odwrotnej.

Przyktad 23.
Zbadaé, czy dana relacja R jest funkcja

R ={(z,y) € R? : > — 2" =1}.

Rozwiazanie:

Funkcja f okreslona na zbiorze X o wartosciach ze zbioru Y nazywamy relacje f C X x Y taka,
ze:

L Vaex Yy goey @ [(#,41) € A (2,92) € f = y1 = o]

2. Voex Jyev @ (2,y) € f.

Funkcja f przyporzadkowuje wiec kazdemu elementowi x € X dokladnie jeden element y € Y.
Relacja R nie jest funkcja, poniewaz kazdemu elementowi x przyporzadkowane sa dwie wartosci y

y1 =V 1+t oraz y, = —/1+ x4,

Przyktad 24.
Wyznaczyé f o f, gdy f(z) = 22 + 3.
Rozwigzanie:

(fo (@) = f(f(x)) = f(a® +3) = («® +3)* + 3 = 2" + 62° +12.

Przyktad 25.

Wyznaczyé f o goraz go f, gdy

a) f(z) =2°% g(z) =Yz, zeR
0o ={ “5F A TZD
Rozwiazanie:

ADa)

(fog)(@) = flg(x)) = (V2)° = a2,

1 gdy x>0
(%)x gdy <0 °
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(90 N@) = g(f @) = V2% = a2

ADb)

(%)z+2 gdy z< -1

_ _Jog(@)+2 gdy g(x)>2 _ 22
(Foa)a) = flato) = { Y055 B 922 Sy reaco

1 gdy f(z)>0 _{ 1 gdy z=>2
L

[z —z?
D' edy f@) <0 1) gdy =<2

(9o f)x) =g(f(x)) = { (

Przyktad 26.
Wyznaczy¢ obraz i przeciwobraz zbioru

A=1[-2,1]
wzgledem funkcji
flz) =27
Rozwigzanie:
Narysujmy wykres funkcji f (gdy = € [—2,1]).
A

A
h
-

b

VN A

2

Rysunek 3: Wykres funkcji f(x) = 2%

7 wykresu odczytujemy

f(A

Wartosé 16 znajdujemy po wyznaczeniu f(—2) = 16, a wartosé¢ 1 po wyznaczeniu f(0) = 1.
Wyznaczymy teraz przeciwobraz zbioru A. Jedyna wartoscia funkcji f nalezaca do przedzialu
[—2,1] jest warto$é 1, zatem

~—

= [1,16].

~—

o

flx)=1=2=0, czyli f~'(A)={0}.

Przyktad 27.
Wyznaczyé¢ obraz i przeciwobraz zbioru

A=[-4,3
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wzgledem funkcji f

fl@) = 1 gdy —-l<z<l1

z+1 gdy z>1
—lz+2] gdy r< -1

Rozwigzanie:
Narysujmy wykres funkcji f (gdy « € [—4, 3]).

Rysunek 4: Wykres funkeji f(z).
7 wykresu odczytujemy
Warto$é —2 znajdujemy po wyznaczeniu f(—4) = —2, warto$é 2 = f(1), a wartosé 4 = f(3).
Narysujmy wykres funkcji f (gdy f(z) € [—4, 3]).

Rysunek 5: Wykres funkeji f(x).

7 wykresu odczytujemy

F7HA) = [-6,2].
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Argument —6 znajdujemy po rozwigzaniu réwnania
—lz+2[=—-4N2 < -1= 2= -6,
a argument 2 po rozwigzaniu réwnania

r+1=3=—x=2.

ZADANIA:

4.1. W pewnej gminie postanowiono wyremontowac trzy wolno stojace budynki: szkole, przedszko-
le i oérodek zdrowia. W przetargu wybrano dwie firmy budowlano-remontowe, po czym podzielono
miedzy nie zakres robét. Remont szkoty i przedszkola zlecono pierwszej firmie, a remont osrodka
zdrowia drugiej firmie. Czy takie przyporzadkowanie firmom budynkow jest funkcja?

4.2. Po reorganizacji pewnego zakladu utworzono dwa nowe stanowiska pracy. Po rozmowie kwa-
lifikacyjnej z grupy sze$ciu kandydatéw wybrano dwéch, ktérym zaproponowano zatrudnienie, a
reszcie podziekowano. Czy takie przyporzadkowanie grupie kandydatow zaoferowanej im pracy jest
funkcja?

4.3. W pewnym biurze zatrudniajacym 8 oséb do dyspozycji wszystkich pracownikéw przeznaczo-
no 4 komputery, a nastepnie kazdemu pracownikowi przydzielono jeden komputer, z ktérego moze
korzysta¢. Czy takie przyporzadkowanie jest funkcja? Jezeli tak, to czy jest to bijekcja?

4.4. W malym miasteczku jest 5 sklepéw spozywczych i dwie hurtownie. Czy przyporzadkowanie
poszczegbdlnym sklepom hurtowni, w ktérej sie zaopatruja jest funkcja, jezeli zalozymy, ze kazdy
sklep zaopatruje sie w tylko jednej miejscowej hurtowni? Jak powinna zmieni¢ sie sytuacja w mia-
steczku, aby przyporzadkowanie to bylo bijekcja?

4.5. W firmie liczacej 8 oséb zakupiono 10 nowych biurek. Jak nalezy rozdzieli¢ biurka miedzy
pracownikéw, aby utworzone w ten sposéb odwzorowanie zbioru pracownikéw w zbioér biurek byto
funkcja?

4.6. W jedenastoosobowej grupie studentow jest dwoch studiujacych informatyke, szeSciu studiuja-
cych zarzadzanie i troje studiujacych informatyke i zarzadzanie. Czy przyporzadkowanie tej grupie
studentow kierunku ich studiéw jest funkcja?

Zbadaé czy nastepujace odwzorowania sa funkcjami? Jezeli tak, to czy sa to bijekcje?

4.7. Kazdemu przedstawicielowi handlowemu firmy zajmujacej sie kolportazem prasy przyporzad-
kowujemy rejon pracy.

4.8. Kazdemu pracownikowi pewnej firmy konsultingowej zatrudniajacej 10 oséb przyporzadkowu-
jemy miesieczne wynagrodzenie w wysokosci 1500 zl.

4.9. Studentom I roku kierunku ZiM przyporzadkowujemy koncowa ocene z matematyki.

Funkcja f: X — Y, f(x) = 22 jest suriekcja. Jakim zbiorem jest Y, jezeli:
4.10. X =R

4.11. X = R+

4.12. X =7

4.13. X = [-5,5]

Zbadaj, ktore z nizej okreslonych odwzorowan jest iniekcja, suriekcja, bijekcja:

4.14. f: X — Y, f(z) =20 +4, X =R, Y =R

4.15. f: X — Y, f(z) = T, X =R, U {0}, Y = R_ U {0}

4.16. f: X — Y, flz)=¢”, X =N, Y =R

417, f: X — Y, flz) =2, X R, Y =R, U{0}

4.18. f: X — Y, f(x) = resz d21elen1a1:przez4 X=27 Y =1{0,1,2,3}
4.19. f: X — Y, f(x) =[], X [—2,2], Y =[-2,2]

4.20. F: X — Y, f(z) = sen(z), X =Z, ¥ = {1,0,1}

4.21. f: X — Y, f(z) =z, X:{lee2 e3}, Y ={0,1,2,3}

4.22. f: X — Y, f(x):{ _11 gg xé%%@ ,X=R, Y ={11
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Sprawdzi¢, czy dana funkcja jest iniekcja:

5—77 gdy = # -1
AL23.j(x){ o wy 7o -1
i gdy w#£3
4324.f(x){ > ety oo
e’ =5 gdy z>1
4.25. f(z) = 5 gdy 0<z<1
{ —x  gdy x <0
(x—2)2 gdy x>2
4.26. f(z) = 3 edy =2
—x? gdy x<2
2;”3 gdy z< -5
4.27. f(z) = { 7x+75 5 ey o > .
232-:11 gdy « > 2
42&f@%:{ i gdy xfl
srtl gdy x< %
Wyznaczy¢, o ile to jest mozliwe, funkcjg odwrotna do funkcji:
4.29. f 'R —R, f(x)=(z+2)*-5
4.30. f: [0,00) — [0,00), f(z) = Va2
4.31. f:[3,00) — [0,00), f(z) = (% —1)®
4.32. f:R\{-2} — R\ {0}, f(z) = 35
4.33. f: R\ {1} — R\ {2}, f(z) = 2243
4.34. f:R— (-1,1), f(2) = o5
4.35. f : [0,00) — [0,00), f(z) =z + 3z
4.36. f:R— R, f(x)=2"—2""
4.37. f: R\ {0} — (—o0,—2]U[2,0), f(z) =2+ 27!
4.38. f: R — (0,1), f(z) = 55505
4.39. f: R — R, f(x)=x+ [z]
4.40. f : (1,00) — (0,00), f(z) =log, 4
4.41. f:[5:7] — [0,1], f(z) = cos®z

Zbadaé, czy dana relacja jest funkcja:
4.42.

4.43.
4.44.
4.45.
4.46.
4.47.
4.48.

Wyzna

4.49.
4.50.

4.51.
4.52.
4.53.
4.54.
4.55.
4.56.
4.57.
4.58.

R = {(fﬂ y) € R?

Il
P SN D W

D>D>D>D>D>D>D>D>D>D> ?\)?\)ﬁﬁﬁﬁ
Il

{=
{-1
-1
(
[4,
-
{-
(=
-
-

C Yy a? =4}

22 —2x +y? =6}

s yt—a2 =0}
s x—yS =0}
: zs—y:O}
c 2%+ 32%y + 4y = 2 + 52}

502 3 _ 602[}

czyé obraz i przemwobraz zbioru A wzgledem funkcji f:

027} f(x)
%52’1} f( )_34171

—3x+7
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4.59. A= (-1,2), f(z)

X

-1

o= N

gdy
gdy
gdy

z>0
z=0
<0

3(3—a?)
= 5
1z +2)
2?2 +1
= 0
sgn(z)

T > 2
0<z<2
z<0
rz>1

—2<xr<l1
T < —2

gdy
gdy
gdy
gdy
gdy
gdy

4.60. A =[-3,4), f(z)

4.61. A= [—4.4], f(z)

Wyznaczyé f o f, gdy:

4.62. f(z) = (2 —1)2

4.63. f(z) = cosz

4.64. f(z) = L

4.65. f(z) = #s

Wyznaczyé fo fo fofofolf,gdy:

4.66. f(r) =ar, a €R

4.67. f(z) =2

4.68. f(z) = sgn(x)
Wyznaczyé fogoraz go f, gdy:

4.69. f(z) = (z +5)2, g(x) =2 —2

4.70. f(z) = sinz, g(z) = 2%

471, f(2) = X, g(2) = &

4.72. f(z) =e®, g(z) =Inz
[ 3 edy a>2 _[ 2 edy z>1

4.73. f(z) = —z gdy <2 g(x) = { 1 gdy <1
_ [ 0 gdy x>0 _f 2 edy z>1

4.74. f(z) = { 9 edy 2<0 9(@) =9 o gdy z<1
B B Inz gdy x>0

4.75. f(z)=|z|, g(z) —{ V=7 gdy <0

5 Uktady réwnan liniowych. Metoda eliminacji Gaussa

Przyklad 28.
Rozwiazaé¢ uklad réwnan metoda eliminacji Gaussa

20 +3y —62=-1
—3r+2y+52=4
T—2y+3z=2

Rozwigzanie:
Uktad ten definiuje nastepujaca tablice
2 3 -6 -1 W
-3 2 5 4 Wy
1 -2 3 2 Ws
Aby uzyskaé jedynke na pierwszym miejscu w pierwszym wierszu, zamieniamy wiersze
miejscami
I =2 3| 2 Wi:=Ws
2 3 —6 -1 W2 = W1
-3 2 5 4 W3 = W2
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Przy uzyciu tej jedynki zerujemy pierwsze elementy w drugim i trzecim wierszu
1 -2 3 2 Whi:=W

0 7 —12 ) W2 = W2 — 2W1

0 —4 14 10 Wd = W3 + 3W1

Przy pomocy drugiego i trzeciego wiersza uzyskujemy jedynke na drugiej pozycji w wierszu
drugim
1 —2 3 2 W1 = W1
0 1 —16 —15 W2 = —W2 — 2W3
0 —4 14 10 W3 = Wg

Przy uzyciu tej jedynki zerujemy drugi element w wierszu pierwszym i trzecim
1 0 —29| =28 W;:=W;+2W,

0 1 —16 —15 W2 = W2

0 0 =50 | =50 Wj3:=Ws344W,

Mnozymy trzeci wiersz przez (f%) i uzyskujemy jedynke na trzeciej pozycji w trzecim
wierszu
1 0 —29 —28 W1 = W1
0 1 =16 | =15 Wy :=W,
0 0 1 1 Ws:= —%Wg

Przy uzyciu tej jedynki zerujemy trzeci element w wierszu pierwszym i drugim

1 0 0 1 Wi :=Wp+29W;5
0 1 0 1 Wy := W5+ 16W;5
0 0 1 1 W3 = W3

7Z tablicy odczytujemy rozwiazanie ukladu

r=1
y=1
z=1

Przyktad 29.
Rozwiaza¢ uklad réwnan metoda eliminacji Gaussa

20+ b+3c+d=5
3a—b+c+2d=0
a+b—2c—d=-3
—a+3b—6¢c—2d=-17

Rozwigzanie:
Uktad ten definiuje nastepujaca tablice

2 1 3 1 5 Wy
3 -1 1 2 0 Wy
1 1 -2 —-1| -3 W
3 —6 =2| =17 W,
1 -2 -1 -3 W1 = W3
1 3 1 5 WQ = W1
-1 1 2 0 W3 = W2
3 —6 —2 —17 W4 = W4
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-2 -1 -3 W1 = W1
— 7 3 11 Wy =Wy —2W;
- 7 5 9 W3 = Wd - 3W1
-8 -3 —20 W4 = W4 + W1
5 2 8 Wyi:=W;+W;
-7 =3 | —-11 Wsy:=-W,

—21 =7 —35 W3 = W3 - 4W2
20 9 24 Wy = Wy+4W,
5 2 8 W1 = W1
—7 —3 —11 WQ = W2
1 -2 11 W3 = —W3 - W4

9 24 W4 = W4
12 —47 W1 = W1 — 5W3
—-17 66 WQ = WQ + 7W3
-2 11 W3 = W3
49 —196 W4 = W4 — 20W3
12 —47 W1 = W1

66 W2 = W2
-2 11 W3 = W3
1 —4 W4 = LI/Vg;t

1 W1 = W1 - 12W4
—2 W2 = W2 + 17W4
3 Wi :=W3+2W,

—4 W4 = W4

O R OO O R OO0 R O OO OO OOk xF =
[\]
jan)

O OO HOOOHOOOFROODOHHFODDODOHOOO R
i enlien] Nl el e Nl Sl e B en]
I
—_
N

_ o O O

o
jem)

7 tablicy odczytujemy rozwiazanie uktadu

a=1
b=-2
c=3
d=—4

Przyktad 30.
Rozwiazaé¢ uktad réwnan metoda eliminacji Gaussa

3a—b=4
—2a+T7h= -3
—a+13b=1
Rozwigzanie:
Uktad ten definiuje nastepujaca tablice
3 -1 4 W
-2 71 -3 Wy
-1 13 1 Wy
1 —13 -1 W1 = —W3
0 —19| =5 Wy:=Wy—2W5
0 38 7 Ws:=W;+3W;
1 —13 -1 W1 = Wl
0 1 % W2 = —1*19W2
0 38 7T W3:=Ws
1 0 8 W, =W, +13W,
0 1 T]Eg W2 = WQ
0 0 -3 W3 = W3 - 38W2
W trzecim wierszu otrzymaliSsmy 0 = —3, wiec uklad ten jest sprzeczny.
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Przyktad 31.
Rozwiazaé¢ uklad réwnan metoda eliminacji Gaussa

20 —3y =0

r—2y=-1
—3z+5y=1
T+y=>5

Rozwiazanie:
Uktad ten definiuje nastepujaca tablice

2 -3 0 Wy
1 -2 | -1 W,
-3 5) 1 Wy
1 1 5 Wy
1 -2 -1 W1 = WQ
0 1 2 W2 = W1 - 2W2
0 —1] -2 W;s:=W3+3W,
0 3 6 W4 = W4 - W2
1 0 3 Wi =W 42W,
0 1 2 W2 = W2
0 0 0 Wi:=Ws+ W,y
0 0 0 W4 = W4 — 3W2
Wiersze sktadajace sie z samych zer wykreslamy
1 013
0 1|2

7 tablicy odczytujemy rozwiazanie uktadu

z =3
y=2
Przyktad 32.
Rozwiazaé¢ uktad réwnan metoda eliminacji Gaussa

20 —3b+c—d=38
—a+2b+3c—5d =2
3a+b—2c+4d = -3

Rozwiazanie:
Uklad ten definiuje nastepujaca tablice

2 -3 1 -1] 8 W

-1 2 3 =5| 2 W
3.1 -2 4| =3 Ws
1 -2 -3 5 -2 W1 = _W2
0 1 7 —11 12 WQ = W1 + 2W2
0 7 7 —11 3 Ws3:=Ws3+ 3Ws
I 0 11 —17| 22 Wi:=W;+2W,
0 1 7 —11] 12 Wy:=W,
0 6 0 0 -9 W3 = W3 - W2
10 11 -17| 22 Wy:=W,
0 0 7 —11| 2 Wyi=Wr— tWs
0 1 0 0] =3 Ws:=_Ws
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1 0 11 —17] 22 Wy:=W;
o0 1 -4 %; Wy = 1 W,

0 1 0 0 —35 Wg = W3

1 0 0 % ijll W1 = W1 — 11W2
o0 1 - 1—; Wa = Wo

01 0 0| -5 Ws:=W;

1 0 0 z }—% Wy =W,

0 1 0 0 *? W2 = W3

0 0 1 =Y | 2 Wy:=W,

Jest to uklad nieoznaczony, ktéry ma nieskonczenie wiele rozwiazan.
Z tablicy odczytujemy rozwiazanie uktadu

_ 11 _ 2
(L—T—?d
=3

27 4 11

c=1+7d
deR

ZADANIA:

Rozwiazaé¢ uktady rownan metoda eliminacji Gaussa:

T+y=>5 3r—y=2

5.1. 3z —2y =5 5.2. 443y =1

x4+ 6y =15 T—yYy=2>5
r—y=1 dr+y=5
2z -3y =0 2z — by = -3

5.3. Az —3y =6 5.4. Suty =4
r—2y=-1 x+ 6y =2
3§i_§zi:}1 z+y+z2=0

5.5. Bt Ty = 12 5.6. 4x213 ; y:gi = :?
4o — 3y = -7 y -

r+y+z=0 z+3y =38

5.7. —r4+2y—z2=2 5.8. 3x+2y—5z="7
r4+4y+2=2 20 4+3y—22=5
r+y—z=1 .

5.9. r—y+z=1 5.10. {2xx++3yfz:}
—r4y+z=1 y—z=
204+ 3y+22=0 3r+2y—2z=1

5.11. 3r—y+32=0 5.12. 20 —y+z2=4
dr — 5y +42=0 ST +y=25
204+3y—2z="7 r+y=0

5.13. 3r4+2y+2=38 5.14. y+2=0
Tx—y—2z=3 r+2z=0

_ rT—y+2z+3t=1

5.15. {2iiy+z+i_} 5.16. T—y—z+t=0

y - % — 2y + 244t =1
2x4+3y+2+2t=5 2r+y—3z+t=1

5.17. 3x—by—z+t=2 5.18. 4o +2y+62+t=1
z+1ly+32+3t=3 rHy+z+t=2
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5.19.

5.21.

5.23.

5.25.

r+y=4—z+t
2v4+t=-3+22+y
y—z=3—x—2t
22 =44y — 2z

y+z+t=4
r+z4+t=-1
T+y+t=2
r+y+z=-2

r+y—2z—t+v=0
r—3y—z—4t—3v=-1
Sr+y—92—8t+v=-1

rT+yt+z+t+uv=1
20 -3y — 42+ 8 +v=2
z—3y+2z+4v =10
r—32+0t—-3v=—-4
2y —3z—4t+5v=4

6 Algebra macierzy

Przyktad 33.
Dane sg stale a = —2 i b = 3 oraz macierze A, B, C, gdzie

a=(5 5 ) m=(

Wyznaczy¢

Rozwigzanie:

2
3

5.20.

5.22,

5.24.

5.26.

r—2y="7—2z—4t
20 +y=-3+t+22
z+2t=1->5x
32+3t=4—-3x+y

2c4+3y+4z+t=1
r+y+z+t=0
—r+2z2+3t=1
r+3y+6z+4t=2

3r —dy+T7z+ 12t +v =18

r—y+3z—2t4+3v=4

Sr—2y—z4+t—v=2

2z —-dy+8+t—3v=-1

r+3y—2z—v=1
2x4+y—2z4+3t—-—v=2
—Sr+2y+z—t+2v=9
—y+3z—2t=-1
S5xr+2+2t—-2v=0
—Tx+y+2t—v=3

W)l )

AB +aCT oraz b(A+C)' - B —aC?T.



4
. 27 =36\ (-8 10\ _ 35 —46
=30 12 2 =2 ) \ =32 14

Ostatecznie

Przyktad 34.
Dane sg stale a = —3 1 b = 2 oraz macierze A, B, C, gdzie

2 3
A(fg_g),B 1 -2 ,C<
3 2

Wyznaczy¢
AB — aC oraz BC + bAT.
Rozwigzanie:
2 3
AB—aC’:(? g _§> 1 -2
3 2
[ 2:240-14+(-2)-3 2-340-(-2)+(-2)-
N 1-2+5-14+3-3 1-3+5-(-2)+3-

~(w 3)- (5 2)-(w )

Ostatecznie

2:-2+3-1 2-1+3-2 2 1
= 1-24(-2)-1 1-14(-2)-2 | +2 0 5 =
3:2+2-1 3:-14+2.2 -2 3
-2 241 7 8 4
-0 2-5 =1 0 -3 |+ 0
2) 2.3 8 7 —4
Ostatecznie
11 10
BC +bAT 0 7
4 13

Przyktad 35.
Rozwiaza¢ réwnanie

[(X +30)7 —24B]" =
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gdzie
-1 4

A= 2 -7 1], B= 4 =50 , I — macierz jednostkowa.
-1 3 2
10 5
Rozwiazanie:
Wykorzystamy nastepujace wlasnosci macierzy:
1L (A7) =4

2. (A+B)T = AT + BT
3. (pA)T =pAT, peR
4. (AB)T = BTAT

1,3,4

[(X +30)7 —24B]" =0 <= [(X +3D)7]" - [24B]" =0
= X +31-2BTAT =0« X =2BTAT — 31

4 -1 100
X=2- -5 3 -(_i _g 12)& 010 |=
0 2 001
-8 15 35 300
=2 17 =31 =35 |-[0 3 0 |=
8 —14 10 003
—-16 30 70 300 -19 30 70
= 3 -62 -70 |- 03 0 |=| 34 —65 —70
16 —-28 20 003 16 —28 17

Przyktad 36.
Rozwiaza¢ uktad réwnan

gdzie

Rozwiazanie:

{ (AT - x)" =y + (3x)"

(Y +3XT)=1A |2

A-XT =y +3XT

Y +3XT =24

A-XT =y +3X7

Y =2A4-3XT
A—XT =2A-3XT +3X7
Y =24-3X"T
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Przyktad 37.
Znalez¢ macierz X spelniajaca réwnanie

NEDEFEE

Rozwiazanie:

Niech

QU o
N———

Woéwezas

(ea)(20)=(w ) (%a)

S5a—b 2a \ _ 9a —2c 9b—2d
5c—d 2c )\ 19a—4c 19b—4d

Otrzymujemy uktad réwnan

5a — b =9a — 2¢ a€R
2a = 9b — 2d — b=2c—4a
5¢ —d = 19a — 4c ceR
2¢ =19b — 4d d=9c— 19
Zatem

a 2c—4a .
X = ( ¢ 9¢—19a ), gdzie a,c € R.

ZADANIA:
6.1. Dane sg macierze A, B, C

121 5 6 7 2
A‘(3 2 0)’3_(8 9 1>’O_<2

Wyznaczy¢:

a) A+ B

b)B-—A

c) A+3B—4C

d) BT — AT,

6.2. Dane sg macierze A, B, gdzie

T
1 3 6 31 9
A_(721>’B_(261>'
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Wyznaczy¢:

a) AB

b) BA.

6.3. Dane sa macierze: A o wymiarach 4 x 2, B — 3 x 2,C' — 2 x 4. Czy okreslone sa nastepujace
iloczyny:

a) CABT

b) ABC

c) BATCT?

Rozwiazaé¢ rownanie macierzowe z niewiadoma X:

T
2 -3 4 0
a (2 ) xen (10

1 -11 ) 1 23
oo ( b D)earo (40

2 3 -3
6.6. [ 10 12 -8 | +2x7 =
-6 2 3 1
2 5
6.7. X =4-| -7 8
4 2 -3
1 4 T
1 -1 6 6 18
6.8. 732 '(2 0>'X_(14 16 30)'

6.9. X2 =XT.X, gdzie X jest macierza 2 x 2.
6.10.XT-X:X2+< : 1).

-3 0
0 0
2 _
6.11.X_(O 0).

Rozwiazaé¢ rownania:
6.12. (AT -B - XT 1 21)" = 0, gdzie

4 10 7 0 -2 —4 o
A= < 5 92 _1 >, B= ( 6 —3 1 ), I — macierz jednostkowa.

6.13. (3X + BAT)" = X7 . C, gdzie

07 -2 2 14 25 4.0 0
A=[102 7 1 ],B=( 26 37|, c=[040
2 3 —4 5 45 16 0 0 4
6.14. (A7 . X)" = B. BT + (A—2X)" = 0, gdzie
300 15
A=lo03 0], B=| -2 o0
00 3 4 -1
6.15. 5XT = (2X + CT - B)", gdzie
4 -2 7 2 -5 1
5 3 4 7 10 2
B=l 2 7258 |"9F| 14 1 5
4 27 6 7 -8
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6.16. Wyznaczy¢ A", gdzie n € N oraz

0 0 1
A=10 2 0
1 0 0
Rozwiazaé¢ uklady rownan macierzowych:
o (17
6.17.
10 11
y (_2 4>—4X
-1 5 0
1| yT _
(T 1 )]y
6.18. 1 0 -5 —4 .
Y+ -2 1 11 |- 2 -2 | =5X
4 0 7 1 3
X 4+ 1 -1 _ (10
-1 3 0 1
6.19.
3 1 X1y = 2 1
1 1 - 1 1
Y

4 =2 3

T T _
6.20.{ (XT+2) +B=0 g7 10 2
( )y =2X 1 0 -4

7 Wyznacznik macierzy. Wtlasnosci wyznacznika

Przyktad 38.
Obliczy¢ wartosé wyznacznika

-1 -7
3 =5
Rozwigzanie:

-1 -7
3 =5

=(=1)-(=5) = (=7)-3=5+21 = 26.

Przyktad 39.
Obliczy¢ warto$¢ wyznacznika

w

|
W N ot
o O

Rozwiazanie:

Korzystamy z metody Sarrusa
-1 5 4| -1 5
3 -2 0 3 -2
-1 3 6| -1 3

=[(-1)-(-2)6+5-0-(—=1)+4-3-3]—[4-(=2)-(=1)+(=1)-0-3+5-3-6] =

=[124 04 36] — [84 0+ 90] = 48 — 98 = —50.
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Przyktad 40.
Obliczy¢ warto$é¢ wyznacznika

— oo
SN Ot
N o w

Rozwigzanie:
Wyznacznik ten obliczymy korzystajac z rozwiniecia Laplace’a. Rozwijamy ten wyznacznik wzgle-
dem trzeciego wiersza

6 5 3
402 0|=1-(—1p1 2 3 po. e O 3 g capsl| O 0|
10 7 2.0 40 4 2

=1-[(5-0-3-2)]40+7-[6-2—5-4 =1-(—6)+7-(—8) =—6—56=—62.

Przyktad 41.
Obliczy¢ warto$¢ wyznacznika

1 -1 2 0
0 1 0 -3
3 2 =2 4
2 3 1 1

Rozwigzanie:

Najpierw, wykorzystujac wlasnosci wyznacznikéw, przeksztalcamy wyznacznik tak, aby w dowol-
nym wierszu (kolumnie) otrzymaé tylko jeden niezerowy element, a nastepnie korzystajac z rozwi-
nigcia Laplace’a rozwijamy wyznacznik wzgledem tego wiersza (kolumy).

1 -1 2 0 1 -1 2 -3
0 1 0 -3 | ma=rs+3ry |0 1 0 0| _
3 2 =2 4 o 3 2 -2 10
2 3 1 1 2 3 1 10
wyznacznik rozwijamy wzgledem drugiego wiersza
1 2 =3 | Koi=Ky-2r; | 1 0 0
=1-(-1)2%2.|3 —2 10| TETT 13 8 19|=
2 1 10 2 -3 16
wyznacznik rozwijamy wzgledem pierwszego wiersza
=1-(=1)*t. _g 12 =[(—8)-16] — [19- (=3)] = —128 — (=57) = —T71.

Przyktad 42.
Obliczy¢ wartosé wyznacznika

3 4 1 0 1
2 1 5 1 2
1 3 2 1 4
2 1 1 5 2
3 -1 1 -1 1
Rozwigzanie:
Najpierw przeksztalcamy wyznacznik, a nastepnie korzystamy z rozwiniecia Laplace’a
3 4 1 0 1 3 4 1 0 1
2 1 5 1 2 0 0 4 —4 0
13 2 1 4| ™72 ™M1 3 2 1 4| TETh
2 1 1 5 2 2 1 1 5 2
3 -1 1 -1 1 3 -1 1 -1 1

38



3 4 1 0 1

0 0 0 -4 0
=1 3 3 1 4=

2 1 6 5 2

3 -1 0 -1 1

wyznacznik rozwijamy wzgledem drugiego wiersza

3 4 1 1 e 4 15 4 1 5
(o) (pal|l 334 g (g |10 3 3 TI
2 1 6 2 5 1 6 3
3 -1 0 1 0 -1 0 0
wyznacznik rozwijamy wzgledem czwartego wiersza
15 1 5| wy:=wy—3w, 15 1 5
=(=4)-(-1)-(=1)*2. 10 3 7| PTET 40 35 0 -8 |=
5 6 3 -15 0 -11
wyznacznik rozwijamy wzgledem drugiej kolumny
=41y | T T e () ((235) - (<10) — (+8) - (~15)] = (—4) - [385 — 120] =

= (—4) - 265 = —1060.

Przyktad 43.
Rozwiaza¢ nieréwnoscé

T 3 -9 1
1 2yz o 1|_|36z 6
x 3 9 1|5 3 x
1 -1 0 1
Rozwigzanie:
Obliczamy wyznacznik znajdujacy sie po lewej stronie nieréwnosci
x 3 -9 1 0 0 -18 0
1 Qﬁ \/E 1] wy=wy—wy 1 2\/5 \/5 1]
x 3 9 1 o x 3 9 1
1 -1 0 1 1 -1 0 1

wyznacznik rozwijamy wzgledem pierwszego wiersza
1 2yx 1 0 2z
=(=18)- (-3 ¢z 3 1| TET (L18)|z-1 3
1 -1 1 0 -1
wyznacznik rozwijamy wzgledem pierwszej kolumny

= (18) (- 1) (DR Y TS (1) e 1) () 2y 11 (1) =

=18(x — 1)(2y/x + 1) = 362/ — 36/ + 18z — 18.

Obliczamy wyznacznik znajdujacy sie po prawej stronie nieréwnosci

36z 6
3 Ve

Podstawiamy obliczone wyznaczniki do nieréwnosci

3627/ — 367 + 187 — 18 < 3627 — 18.

— =
I

= 36x+/x — 18.

Zauwazmy, ze nierownos¢ ta jest okreslona tylko dla x > 0. Przenosimy wszystkie wyrazy na strone
lewa, dokonujemy redukcji wyrazéw podobnych i otrzymujemy nastepujaca nieréwnosé

182 — 364/ < 0.

39



Podstwiamy

i otrzymujemy
18t — 36t <OAt > 0.
Rozwigzujemy te nieréwnosé
18t(t—2) < 0At>0<=1t€[0,2].
Zatem
VI €[0,2] <=z € [0,4].

Przyktad 44.
Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci wyznacznika macierzy A wiedzac, ze

A5+ AT =o0.
Rozwiazanie:
A+ AT =0 = A5 = —AT.
Zatem
detA® = det(—AT).
Wykorzystamy nastepujace wlasnosci wyznacznikéw macierzy
1. det(AT) =detA
2. det(A - B) =detA- det B
3. det(A*) = (detA)¥, ke N
4. det(p- A) =p"™-detA, p € R, n— wymiar macierzy A
detAS = det(—AT) £ (detA)® = (—=1)" - det(AT) <= (detA)® = (—1)" - detA.
Niech
detA =t.
Wowczas
th=(-1D)"te=tl - (~1)" -t =0 t(t° - (-1)") = 0.
Jezeli n jest liczba parzysta, to (—1)" = 1 i wtedy otrzymujemy
tt> —1)=0<=t=0Vt’ —1=0<=t=0Vt=1,
natomiast jezeli n jest liczba nieparzysta, to (—1)" = —1 i otrzymujemy
t#°+1)=0<=t=0Vt’+1=0«=t=0Vt=—1.
Ostatecznie jezeli wymiar macierzy A jest liczba parzysta, to
detA =1V detA =0,
jezeli nieparzysta, to

detA = -1V detA =0.
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ZADANIA:
Obliczy¢ warto$¢ podanych wyznacznikow:

15 11 71 —15 1-v2 V5-2
7.1. _12 93 7.2. _99 _3 7.3. JEi2 1442
5 3 4 7 -3 8 1 3 5
7.4. 1 -2 0 7.5. -2 12 4 7.6. 3 0 2
-3 6 -1 3 1 -5 2 1 3
0 5 0 2 1 -1 0 0 a b ¢
8 3 4 5 0 1 0 -3 1 = 0 0
7.7. 7 9 1 4 7.8. 3 5 _9 4 7.9. 10 y 0
0 4 0 1 2 3 1 1 1 0 0 =z
2 1 2 3 2 -1 -1 3 1 3
3 =2 7 5 -1 4 2 6 -2 -3
7.10. 3 -1 -5 -3 =2 7.11. 5 -3 =2 2 -2
5 —6 4 2 —4 2 2 —4 0 4
2 -3 3 1 -2 0 -1 1 5 1
3 4 -3 9 3 1 0 3 5 3
7 7T 2 3 4 2
oo b h 2 s -9 2 3 1 11
7.12. 4 -9 -3 7 -5 7.13.
4 -5 4 4 2 3
-1 -4 1 1 -2
3 7 5 9 3 5 3 5 1 4 2
1 2 0 1 -7 1
1 2 3 4 5 6 6 5 4 3 2 1
2 3 4 5 6 1 5 4 3 2 1 0
3 4 5 6 0 0 4 3 2 1 0 O
7.14. 4 5 6 0 0 O 7.15. 3 2 1 0 0 O
5 6 0 0 0 O 2 1 0 0 0 O
6 0 0 0 0 O 1 0 0 0 0 1
b a a a a a b a a a a a
0 b a a a a a b a a a a
0 0 b a a a a a b a a a
7-16. 0 0 0 b a a 717 a a a b a a
0 0 0 0 b a a a a a b a
a 0 0 O O b a a a a a b

gdzie a i b sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

7.18. Nie rozwijajac wyznacznikow wykazaé, ze przy dowolnych wartoéciach liczbowych a, b, ¢, m,
n, p, r, s, t zachodza réwnosci:

0 —a b 0 a b 1 a ad? a bc 1
a)| —a 0 —cl=|la 0 c], b)|1 b bV |=|b ca 1],
b —c 0 b ¢ 0 1 ¢ c ab 1
a—b m-—-—n r—s a b4+c m
c)lb—c n—-p s—t|=0, d)| b c¢c+a m|=0.
c—a p—m t—r c a+b m

7.19. Niech a, b, ¢ beda ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Uzasadni¢, ze wyznacznik

1 1 1
a+t b+t c+t
(a+t)2 (b+1)? (c+1t)?

nie zalezy od parametru t € R.
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7.20. Niech a;, b;, ¢; € R, gdzie 1 < i < 3. Uzasadni¢ rownodci:

b1 +c1 c1 +ap a1 + b1 a1 bl C1
a) b2 + o Co + G2 az + bg =2- a9 b2 Cc2 |,
bs+c3 c¢3+as az+bs as by c3
a1 +bix ax+b1 ar b
b) az + ng a2 + bg Coy | = (1 — 1‘2) |l az b2 C2
as + bng asx + b3 C3 as b3 C3
Rozwigzaé¢ rownania:
2 oz 1 25 5 1
721.1 9 3 1|=0 7.22.| 22 = 1|=0
4 2 1 1 1 1
1 =z -1 9
723. 0 0 @ |=|" g
22 1
x—2 6 1 -4 x-1 7
7.24. 10 2 0= 1 0 r—2
0 r—3 -1 0 2 4
1 -2 @ Vi 6 T
7.25.| 1 -2 =3 |= 5 -1 3
e 7T -1 -2 -4 2
T 1 0 1
0 -2 -1 =z
726, 5 5 o, |=0
2 0 =z
Rozwiazaé¢ nier6wnosé
10 -—-10 10 —10
Inx 1 -1 1
7.27. 5 In2 2 5 5 <0
—4 4 In 2 4

7.28. Wiedzac, ze macierz B jest macierzg stopnia n oraz det B = 3 obliczy¢:
a) det(BT . B),

b) det (2B3).

7.29. Obliczy¢ detA wiedzac, ze macierz A jest macierza stopnia n oraz:

a) AT — A7 =0,
b) A*—3A =0,
c) A5+ AT =o.
7.30. Obliczy¢ detA i det B wiedzac, ze
AB =1
{ AT —B2=0

gdzie I jest macierza jednostkowa.
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8 Wzory Cramera

Przyktad 45.
Zbadaé, czy uklad réwnan jest uktadem cramerowskim? Jezeli tak, rozwigza¢ ten uklad stosujac
wzory Cramera

r—2y+3z2=-7

3r+y+42=5
2x 4+ by +2z=18

Rozwigzanie:
Sprawdzamy, czy uklad réwnan jest cramerowski, liczac warto$¢ wyznacznika gtéwnego W
1 -2 3
W=|3 1 4 |=10.
2 5 1

Wyznacznik gtéwny W = 10 # 0, czyli dany uklad réwnan jest ukladem cramerowskim.
Obliczamy pozostate wyznaczniki W,, Wy, W,

-7 -2 3 1 -7 3 1 -2 -7
W,=| 5 1 4|=20, W,=|3 5 4 (=30, W,=|3 1 5 |=—10.
18 5 1 2 18 1 2 5 18
Wyznaczamy niewiadome z, y, 2z
_%_@_2 _%_@_3 _w._-10_
w10 7 w17 w10
Rozwiazanie uktadu jest nastepujace
=2
y=3
z=-1

Przyktlad 46.
Zbadacé, czy uklad réwnan jest ukladem cramerowskim? Jezeli tak, rozwiazaé ten uklad stosujac
wzory Cramera

T+2y—3z=2
—2r+y+2z=-1
r+Ty—Tz2=25

Rozwigzanie:

Sprawdzamy, czy uklad réwnan jest cramerowski, liczac warto$¢ wyznacznika gtéwnego W
1 2 -3
1 7 -7

Wyznacznik gtowny W = 0, czyli dany uklad réwnan nie jest uktadem cramerowskim.

Przyktad 47.
Zbadaé, czy uklad réwnan jest uktadem cramerowskim? Jezeli tak, rozwigza¢ ten uklad stosujac
wzory Cramera

r+2y—32=0
dr+8y—Tz+t=1
r+2y—z+t=1
—zrz+y+4z+6t=0
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Rozwigzanie:
Sprawdzamy, czy uklad réwnan jest cramerowski, liczac warto$¢ wyznacznika gtéwnego W

1 2 -3 0
4 8 =7 1

W= 1 2 -1 1| -
-1 1 4 6

Wyznacznik gtowny W = 9 # 0, czyli dany uklad réwnan jest ukladem cramerowskim.
Obliczamy pozostate wyznaczniki W,, W, W,, W,

0 2 -3 0 1 0 -3 0
1 8 -7 1 4 1 -7 1
Wa = 1 2 -1 1|73 Wy = 11 -1 1|77
0 1 4 6 -1 0 4 6
1 2 0 0 1 2 =3 0
4 8 1 1 4 8 -7 1
W. = 1 2 1 1|79 Wi = 1 2 -1 1|7
-1 1 0 6 -1 1 4 0
Wyznaczamy niewiadome z, vy, z, ¢
W, 36 w, —18 W, 0 W, 9
TTw T T YTw Ty R TR R W9

Rozwiazanie ukladu jest nastepujace

Przyktad 48.
Zbadac, ile rozwigzan ma ukltad réwnan

rz+2y—32=0
—2x4+y+22=0
r+T7y—72=0

Rozwigzanie:

Uktad ten jest ukladem jednorodnym (wszystkie wyrazy wolne sa réwne zero), zatem ma dokladnie
jedno rozwiazanie (x =y = z = 0), gdy W # 0. W przeciwnym wypadku (W = 0) ma nieskoficzenie
wiele rozwiagzan. Uklad jednorodny nigdy nie jest uktadem sprzecznym.

Obliczmy wartosé wyznacznika gtéwnego W

1 2 =3
W= -2 1 21=0
17 =7

Wyznacznik gtéwny uktadu W = 0, czyli dany uktad ma nieskoncznie wiele rozwiazan.

44



ZADANIA:
Zbadaé, czy uklady réwnan sa ukladami cramerowskimi. Jezeli tak, rozwiazaé te uklady stosujac
wzory Cramera:

3r —3y+5z2=12 5 + 3y + 4z = —18
8.1. dr+y—8z = —18 8.2. 3z +z2=-7
—3r+2y—5z2=4 6z + 3y + 62 = —27
-7z +4y =6 -3z 405y —72=28
8.3. 3r—9z=1 8.4. Tr—12y — 2z = —15
dr —2y —3z2 =21 20 -3y — 7z = -3
3z4+2y—2=0 3z 4+ 12y 4+52+43 =0
8.5. r+3y—42=0 8.6. br —3y—10z4+76=0
r—4y+52=0 dr — 17y +22—-23=0
20 — 1ly+72=5 r—y—z=3
8.7. —dr+y+2z=-10 8.8. r—y=2
2z — 32y + 23z =5 r+y+z=1
3r —4dy+ 5z —6t=—5 —2x+2y+3z—t=-14
2z +y—8t=-30 2 +y+2—-8=-3
8.9. —3x — 4y +5t =10 8.10. br—2y+z—t=4
—dx+2y—2z—1t=-27 —r—2y—z+1t=-5
r+y+2243t—-1=0 z+y+z2—t=0
Jr—y—2z2—2t+4=0 —x+4+2y—22+3t=0
8L op 43y —2—t46=0 812 4 913y 4+3246=0
r+2y+3z—t+4=0 y—z+4t=1
r+2y—z—t=-2 r4+y+z+t=0
2r -3y —z+2t=1 20 —y—2—1t=0
8.13. dr — by +22+3t=5 8.14. dr —by+62—t=0
r—y—z—t=-2 r—2y—3z—4t=0
r+y+zt+u=a y+zt+u=a
T+y+z=0> r+z4+u=">0
8.15. Ut ztu=c 8.16. Thytu=c
r+z+u=d r+y+z=d
gdzie a,b,c,d € R sa dane
r—2y+3t+v=1 204+ 3y+2z—v—-3=0
2r —3y+ 2+ 8t +2v=3 2c+y+2+2t+3v—-6=0
8.17. T—2y+z+3t—-v=1 8.18. 3t —z4+t+v—-3=0
y+3t+5v=0 y+4t+v-1=0
T —2y+5t+8v=-1 20 +y+2—-2t+50-8=0

9 Rzad macierzy

Przyktad 49.
Wyznaczyé rzad macierzy A

2 -4 -6
A= ( 5 —10 O ) ’
Rozwigzanie:

Minorami stopnia k macierzy prostokatnej A nazywamy wyznaczniki macierzy kwadratowych
stopnia k, powstalych przez skreslenie w macierzy A odpowiedniej liczby wierszy i kolumn.
Rzedem macierzy A nazywamy najwyzszy stopien réznych od zera minoréw tej macierzy.
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Najwyzszy stopien minora macierzy A wynosi 2 i macierz posiada elementy niezerowe, a zatem
1<rzA <2,

czyli macierz A moze by¢ macierza najwyzej rzedu drugiego. Mimo ze elementy kolumny pierwszej
sa proporcjonalne do elementéw kolumny drugiej, istnieje minor stopnia drugiego rézny od zera
np.

2 -6
5 0

30.

Zatem rzad macierzy A wynosi 2.

Przyktad 50.
Wyznaczy¢ rzad macierzy B

Rozwigzanie:
Najwyzszy stopien minora macierzy B wynosi 3 i macierz ta posiada elementy niezerowe, a zatem

1 <rzB <3,

czyli macierz B moze by¢é macierza najwyzej rzedu trzeciego. Okazuje si¢ jednak, ze elementy
pierwszego wiersza sa proporcjonalne do odpowiednich elementow trzeciego wiersza. Wynika stad,
ze minory stopnia trzeciego macierzy B musza by¢ wszystkie réwne zero. Latwo zauwazy¢, ze
istnieja minory stopnia drugiego, rézne od zera np.

3 —6
Y
a zatem macierz B jest macierza rzedu drugiego.
Przyktad 51.
Wyznaczy¢ rzad macierzy C
0 2 -2 4
C= 2 3 -4 6
-4 0 2 0

Rozwigzanie:
Rzad macierzy nie ulega zmianie, gdy

1. Kolumny (wiersze) pomnozymy przez elementy rézne od 0.
2. Przestawimy kolumny (wiersze).
3. Do jednej kolumny (wiersza) dodamy kombinacje liniowa pozostalych kolumn (wierszy).
Ponadto kolumna (wiersz) zlozona z samych zer nie wplywa na rzad macierzy.
Korzystajac z powyzszych wlasnosci obliczamy rzad macierzy C

0 2 -2 4 0 2 -2 0

rzC =rz 2 3 —4 6 famfameie 2 3 -4 0 =
-4 0 2 0 —4 0 2 0
02 -2\ 002 0 opmcmm
=1z 2 3 —4 et 2 3 -1 WLk
—4 0 2 —4 0 2
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4 2

opuszczamy

=1—|—rz< _2 _1>:1+1:2.

Symbol LS oznacza wykreslenie i— tego wiersza i j— tej kolumny.
Ostatecznie
rzC = 2.
Przyktad 52.
Wyznaczy¢ rzad macierzy D
101 00
11 0 00
D=]1011 00
00110
01 0 11
Rozwiazanie:
1 01 00
]_ ]_ 0 0 0 u};;\/sz.cz;my 1 (])- (]j 8 o};;szf:z;my
rzD=1z| 0 1 1 0 0 = 14z 0110 =
001 10 00 1 1
01 0 1 1
1 01 - 1 0 1 opuszezamy
—1+1+rz| 1 1 0 | 72 ™ o411 -1 WLl
01 1 0 1 0
1 1
:2+1—|—rz( 1 1 > =34+2=5.
Ostatecznie
rzD = 5.
Przyktad 53.
W zalezno$ci od parametru a € R wyznaczy¢ rzad macierzy E
1 2 -1 1
5 1 2 1
E= 4 -1 a O
3 a 4 -1
Rozwiazanie:
1 2 -1 1 Ky = K1 — Ky4 0 0 0 1
Ko = Ko — 2K opuszczamy
2F — 17 5 1 2 1 K im Ky + Ky - 4 -1 3 1 W1 i Ky
o 4 -1 a 0 o 4 -1 a 0 o
3 a 4 -1 4 a+2 3 -1
4 -1 3 1k 1 -1 3 Kz = Kp + Ky
=14rmz| 4 -1 a P 14| 1 -1 a 2
4 a+2 3 1 a+2 3
1 O 0 opuszczamy
=1+4rmz| 1 0 a-3 | M= 2+rz< 23 aa?’ )
1 a+3 0 “
0 a—3 0 a—3
det<a+3 0 )- 0t3 0 =—(a—3)(a+3)
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0 a—3
det<a+3 0 )—0<:)—(a—3)(a+3)—0<:>|a—3

Warto$é ostatniego minora zalezy od parametru a i decyduje o rzedzie macierzy E. Jezeli |a| = 3,
ten minor jest zerowy (jego rzad wynosi 1) i rzFE = 3, natomiast jezeli |a| # 3, ten minor jest rézny
od zera (jego rzad wynosi 2) i rzE = 4.

Ostatecznie

[ 4 gdy l|a| #3
rZE_{i% gdy |a] =3

Przyktad 54.
Ile rozwiazan ma uklad réwnan

r+3y—4z=4
3r4+2y—z=1
r—4y+72z=5

Rozwigzanie:
Rozpatrzmy uktad m réwnan liniowych o n niewiadomych

1121 + a12%2 + -+ A1 Ty = by
a2121 + A22%2 + -+ + A2p Ty = by

Am1T1 + Gm2T2 + -+ + AmpTn = bm

Utwérzmy macierz powstala ze wspotczynnikéow przy niewiadomych uktadu

a11 ai2 o A1n
W = Ga21 Q22 -+ A2n
am1 Am2 e Amn

i macierz uzupelniong powstalg z macierzy W przez dopisanie kolumny wyrazéw wolnych

air a2 - A, by
g | e a2 o oanm ba
Am1 Am?2 tee Amn bm

Twierdzenie Kroneckera-Capelliego
Warunkiem koniecznym i wystarczajacym rozwiazalnosci ogblnego uktadu réwnan liniowych jest
réwnosé rzedu macierzy W i rzedu macierzy uzupetnionej U

rzW = rzU.

Gdy wspélny rzad tych macierzy réwna sie liczbie niewiadomych n, to uklad ma doktadnie jedno
rozwiazanie (jest oznaczony), gdy za$ wspélny rzad jest mniejszy od liczby niewiadomych n, to
uktad ma nieskonczenie wiele rozwiazan (jest nieoznaczony). Gdy

rzW # 12U

uklad nie ma rozwiazan (jest sprzeczny).

Budujemy macierz wspolczynnikéw W i macierz uzupelniong U

1 3 —4 1 3 —4
w=[3 2 -1], v=[3 2 -1 1
1 -4 7 1 -4 75
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Latwo obliczy¢, ze

rzW = 2,
natomiast
rzU = 3,
czyli
rzW # rzU,

tzn. uklad ten nie ma rozwiazan (jest sprzeczny).

Przyktad 55.
Ile rozwiazan ma uklad réwnan

20 —4y+ 82 -6t =7
or — 10y + 20z = 12

Rozwiazanie:
Budujemy macierz wspoélczynnikéw W i macierz uzupelniong U

2 -4 8 —6 2 -4 8 -6 7
W_<5 —-10 20 O)’ U_<5 —-10 20 O 12>'
Obliczamy rzedy macierzy W i U i otrzymujemy

rzW =rzU = 2.

Rzad macierzy W jest réwny rzedowi macierzy U, czyli uklad ma rozwiazania, ponadto wspdlny
rzad jest mniejszy od liczby niewiadomych, wiec uklad jest nieoznaczony.

Przyktad 56.
W zaleznosci od parametru a przeprowadzi¢ dyskusje liczby rozwiazan ukladu réwnan

r+ay+2az =4
r+4y+8z=a

ay+az =38
Rozwigzanie:
Obliczamy rzad macierzy wspOlczynnikéw W
1 a 2a 0 a—4 2a-38 opuszczamy
rzW=rz| 1 4 8 e o1 4 8 T2
0 a a 0 a a

:1+rz< a—4 2a—8)
a a

det( a;4 2a—8 > = —a(a—4)

a

det( a;4 zaa—8>:0<:>—a(a—4):0‘:*a:0\/a:4

Jesli a = 0 lub a = 4, to ostatni minor jest zerowy (jego rzad jest réwny 1) i rzW = 2.
Jesli a # 0 i a # 4, to ostatni minor jest r6zny od zera (jego rzad jest réwny 2) i rzW = 3.
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Obliczamy rzad macierzy uzupelnionej U

1 a 2a 4 0 a—4 2a—8 4—a opuszezamy
zU=1rz| 1 4 8 a R B | 4 8 a el
0 a a 8 0 a a 8
=1+rz<a_4 2a — 8 4—a> ﬁ;i%if& 1—|—rz( 0 0 4—a>’
a a 8 a+8 a+16 8

Jedli a = 4, to rzad ostatniego minora wynosi 1 i rzU = 2.

Jedli a # 4, to rzad ostatniego minora wynosi 2 i rzU = 3.

Ostatecznie

gdy a = 4, to rzW = rzU = 2, ponadto wspdlny rzad jest mniejszy od liczby niewiadomych, a
zatem uklad jest nieoznaczony;

gdy a = 0, to rzW # rzU, czyli uklad jest sprzeczny;

gdy a #01ia # 4, to rzW = rzU = 3, czyli uklad jest oznaczony.

Przyktad 57.
Zbadad, ile rozwigzan ma uklad AX = B, gdy

1 00 4
A= 01 0], B=| -4
-2 2 0 1
Rozwiazanie:
Obliczamy rzad macierzy wspolczynnikéw, czyli rzad macierzy A
1 00 10
1zA =1z 01 0 |=rz 01 |=2
-2 2 0 -2 2
Obliczamy rzad macierzy uzupelnionej
1 0 0 4 1 0 4
1z(A|B) =1z 01 0 —4 |=rz 01 -4 | =3
-2 2 0 1 -2 2 1
Zatem rzA # rz(A|B), czyli uklad jest sprzeczny.
ZADANIA:
Wyznaczy¢ rzad macierzy:
1 0 1 1 3 2 -4 -2 3 ; :23 g (1) ;
9.1.1] 3 3 2 1 9.2.| 2 5 1 79 9.3. 3 1 1 -4 9
5 —4 7 2 4 2 -2 0 1 3 _9 9 3 5
Wyznaczy¢ rzad macierzy w zaleznosci od parametru a € R:
31 1 4 9% i —a a 1 1 1 1
a 4 10 1 1 a 1 1 1
9.4. 1 7 17 3 9.5. 4—’_22a (15 Z 9.6. 11 a 11
2 2 4 2 1 1 1 a 1
Zbadacé liczbe rozwigzan ukladu w zaleznosci od parametru a € R:
r—y=a+1 ar —2y =3
9.7. {2x_y:2_a 9.8. {2x+y:1
6a?z — 3y = 3a 3z—(a—1)y=3
9.9. {2x_y:7 9.10. {ax—?y:—Q
(a+ 1z —ay=1 x+ay+ 2z =2a
9.11. { 22t (4 1)y = 3a 9.12. A
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ar+3y+az=0

9.13. —ar+22=3 9.14.
r+2y+az=a
ar—y+z=1

9.15. r—ay+z=1 9.16.

3r — 3y + 22 =2a
Ile rozwiazan ma uktad AX = B, gdy:

-2 3 -5 4 1
oara= (2 304 s (1)
0 3 0 4 0
oasa= (030 1) 5o (D)
-5 -3 -8
9.19. A= 10 2 |, B= 12
12 7 0
Ile rozwiazan ma ukltad AX = B, w zaleznosci od parametru m, gdy:
1 0 4 1
9.20. A= -2 0 1|, B=| -2
3 0 m 0
m -3 2m -5 0
9.21. A= 1 1 1 1], B=1]20
—2m 6 —8 10 1
m 1 2m 1
9.22. A= m -1 3m |, B= 0
m 0 m? m

10 Macierz odwrotna

Przyktad 58.
Wyznaczyé¢ macierz odwrotna A=, gdy

1 -1 -1
A=| -3 1 2
1 2 0
Rozwiazanie:
Wyznaczamy warto$¢ wyznacznika macierzy A
1 -1 -1
detA =| -3 1 2 |=1.
1 2 0

—2xr4+y—2=0
r+y+taz=4
2v+ay+2=0
T—y—z2z—t=azx
—r+y—z—t=ay
—r—y+z—t=az
—r—y—z+t=al

detA =1 # 0, wigc macierz A jest odwracalna. Wyznaczamy dopelnienia algebraiczne elementéw

macierzy A

An = (_1)1+1 ) ; (2) = —4, Az = (_1)1+2 ’
Az = (—1)H3. _i) ; =7, Agy = (1)t
Agy = (_1)2+2 . 1 7(1) =1, Ags = (_1)2+3 .

o1




. -1 -1 1 -1
A31 = (71)3+1 ! 1 ) = 71; A32 = (71)3+2 : -3 9
o 1 -1
— (—_1)3+3. S
Aszs = (—1) _3 1 2.
Macierz dopelnien algebraicznych ma postaé
Ay A Agg —4 2 -7
AD = A21 A22 Agg = -2 1 -3
Azr Az Ass -1 1 =2
Macierz dopelnien transponowana ma postac
A A A Apr Aar Am -4 -2
(APYT = | Ay Ay Agg =| Az Az Az | = 2 1
Az1 Azz Ass Az Asz Ass -7 =3
Macierz odwrotna A~! do macierzy A ma postaé
1 1 -4 -2 -1 -4 -2 -1
*1:th-(D)T=I- 2 1 1 |= 2 1 1
¢ -7 -3 -2 -7 -3 -2
Przyktad 59.
Wyznaczy¢ macierz odwrotng B!, gdy
1 2 0
B=12 30
1 -1 1
Rozwigzanie:
Wyznaczamy warto$¢ wyznacznika macierzy B
1 2 0
detB =| 2 3 0 |=-1.
1 -1 1
detB = —1 # 0, wiec macierz B jest odwracalna. Stosujemy metode Gaussa
1 2 0 1 0o 0 W
2 3 0 0 1 0 W
1 -1 1 0 0 1 Ws
1 2 0 1 0 0 W1 = W1
0 -1 0] -2 1 0 Wy:=Wy-2W7
0 ) 1 -1 0 1 Wg = W3 — W1
1 0 0| -3 2 0 Wp:=W;+2W,
0 1 0 2 -1 0 Wy:=-W,
0 0 1 5 -3 1 Wg = W3 - 3W2
Macierz odwrotna B~! do macierzy B ma postaé
-3 2 0
B! = 2 -1 0
5 =3 1
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Przyktad 60.
Wyznaczy¢ macierz odwrotng C~1, gdy

N OO =
—_ -0 o

Rozwigzanie:
Wyznaczamy warto$¢ wyznacznika macierzy C

detC =

N OO =
-0 O

detC = 2 # 0, wiec macierz A jest odwracalna. Wyznaczamy dopelnienia algebraiczne elementéw

macierzy C

0 2 1
Ch=CFDY 1 1 1|=-2
11 2
0 0 1
Ciz=(-DY.10 1 1]|=-2
2 1 2
0 0 1
Cop= (=121 1 1]|=0,
11 2
1 0 1
Coz = (=120 1 1]|=1,
2 1 2
0 0 1
Cy = (=110 2 1]|=-2
11 2
1 0 1
Cy3= (13310 0 1|=-1,
2 1 2
0 0 1
Cyp=(D**tl0 2 1([=2
111
1 0 1
Cis=(-D*3.0 0 1|=1,
0 1 1

Macierz dopelnien algebraicznych ma postaé

—2 -2
» | 0 <1
=l 2

2 1

— =N O
N — = =

=N O
DO = =

012 — (_1)1+2 .
Cl4 — (71)1+4 .
022 — (_1)2-‘,—2 3
024 — (_1)2+4 .
Ciz = (~1)**2
Csq = (—1)3T1.
Cyo = (—1)4+2 :
Cyy = (1)1
-2 4

1 0
-1 2

1 -2

N O = N O = N O = N OO N OO

o O = o O = N O =

—F N0 RFOO0O HNO R RO = FEO R EO

— o O

—_ = =N O N = = _ = O N = = N = DN N =

el V)




Macierz dopelnien transponowana ma postaé

—2 0
-2 -1
-2 1

4 0

(CD)T _ (

Macierz odwrotna C~! do macierzy C' ma postaé

0 -2
-1 1
1 -1
0 2

-2
-2
—2

4

-(

Wyznaczy¢ macierz odwrotng D!, gdy

Przyktad 61.

4 2 1 0
9 6 -2 -3
2 -1 -1 5
-7 1 3 —4
-5 -1 3 6

1
2
1
-2
-1

Wyznaczamy warto$¢ wyznacznika macierzy D

D

Rozwigzanie:

1

detD =

detD = 2 # 0, wiec macierz D jest odwracalna. Stosujemy metode Gaussa

0 0 W
0 0 W,
0 0 Ws

0
0

0

1 0 Wy

0

0 0 WQ = W2 — 2W1
0 0 W3 = Wd - W1
0 Wy:=Wy4+2W,

Ws
0 0 W1 = W1

1

0
0
0
1
0

0
1
-2
1
2

Wy .= W5 + W,
0 Wy =W, +W,y

0 0 W2 = W2
0 0 W3 = W3

1
—2

1

0
0

1
0

0 0

0 W4 = W4

1

W5 = W5 — 2W4

-3
13
—2

0 W1 = W1 — 5W2
0 0 W2 = W2

1

0

1

0 0 W;5:=Ws3+2W,;

1
0

3 0

0 W4 = W4*W2

1
—2

W5 = W5 + 3W2

1

-9

1
2
2
3
5

0 14
11
-3

-9

0

2
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1 0 0 0 8] —2 1 3 1 0 W,:=W;,+3W;s
01 0 0 -1 8 -3 —2 0 0 Wy:=Wy—2W;s
0 01 0 —1| -5 2 1 0 0 Wy:=Ws
00 0 1 2 19 -7 =3 1 0 Wy:=W;—3W;
0 0 0 0 2|-24 9 3 =2 1 Ws:=Ws+3W;
1 0 0 0 8| —2 1 3 1 0 W=W
01 0 0 -1 8 -3 —2 0 0 Wy:=W,
0 01 0 —-1| =5 2 1 0 0 Wy:=Ws
00 01 2| 19 -7 =3 1 0 Wy:=W,y
000 0 1]-12 53 -1 2 Wsi=3IWs
1 0 0 0 O 94 —-35 -9 9 —4 W,:=W,—8W;
01 00 0| —4 3 L1 L W =Wa4+Ws
0 01 0 O0}-17 Lf’ % -1 % Wy := Wy + Ws
00 01 0| 43 =16 -6 3 —1 Wy:=W4—2Ws
00 0 0 1]-12 5 03 -1 3 Ws:=Ws
Macierz odwrotna
94 —35 -9 9 —4
—4 3 _1 9 1
D'= | -17 17% % -1 %
43 —-16 —6 3 -1
-2 3§ -1

Przyktlad 62.
Rozwiaza¢ réwnanie (X . A)T = X + B z niewiadoma X, gdzie

3
5 0 10
— 2 —
A_(2 2>’B_<—3>'
Rozwiazanie:

(XT-A) =X +B+=ATX=X+B+= ATX - X =B+ (AT )X = B <
— X=(AT-1)"-B

Najpierw obliczymy (AT —1) !

§0T
T _ 71— 2 _
o= (4 0) -

det(AT —T) = 3, wiec ta macierz jest odwracalna.

O =
= O
N—
Il

N\
O N

|
— DN
N~

(ATI)_12~<(1) 2
2

Mozemy juz wyznaczy¢ X

Przyklad 63.
Rozwiaza¢ uktad réwnan macierzowych

Y —24TX"1 =0 L=10
\T _ , gdzie A= | 4 0 4
{iX(Al) +Y =4 0 -1 1
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Rozwigzanie:
Rozwiazemy uktad, wykorzystujac nastepujace wtasnodci:

1L (A1) 7'=4
2 (A7) = (a)
3. (pA) Tt = 5(A7Y), peR\ {0}
4. (AB)"' =B~ 147!
5. (AN T =(A", nez
Y —24TX"1 =0 Yy =24TX1
T < T <
IX(AY) +y1=4 IX(AY) +y-t=4
_ _1\—1 _ _
— y—l=(24TX1) L34 y—t=1x4T)! 2
Ix(A ) 4y-1= Ix(Aa ) +ix (A =4
pX (A7) +Y =4 3 X (A7) + 35X (A7)
— -1 —1 T\~ 1 = T
LX (AT) '+ 1x (4T) ' = 4 xX(an) = X=4-4
Zatem
1 -1 0 1 -1 0\" 2 4 1
X=(4 o0 4 0 4 =| 4 32 4
0 —1 1 0 -1 1 1 4 2
Aby wyznaczyé Y, obliczymy najpierw X !
-1 3 1 1
Lo () Ty
X1=|(4 32 4 =| % & %
142 “i 16 1
czyli
1 -1 0\" 3 —% —1 1 % ~1
Y=2-14 0 4 —ﬁa—%gZ*lg—l
0 -1 1 -1 = = -1 1 1
Ostatecznie
2 41
X=1[4 32 4
1 4 2
1 % -1
v=| -1 5 -1
-1 L 1

Przyktad 64.

Wyznaczyé det A0, wiedzac ze A2 + 3AT = 0 oraz macierz A jest macierza wymiaru 3.
Rozwigzanie:

Wykorzystamy nastepujaca wlasnosci wyznacznikéw det(A~1) = (detA)~L.

A 24 34T =0 = A2 =-34"T
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Zatem det(A~2) = det(—3A7T) i korzystajac z wlasnosci wyznacznikéw otrzymujemy

(detA)™? = (=3)3detA <= (detA)~? = —27det A.

Oznaczmy detA =t At # 0 (bo macierz A jest macierza odwracalna), woéwczas

t_2——27t<:>t3——i<:>t——1
- -7 I
czyli
detA = 71.
3
Zatem
1\ 10
det(A'0) = (detA)!0 = (3) .
ZADANIA:
Wyznaczyé¢ macierze odwrotne do danych macierzy:
3 1 -3 2
10.1. < 9 1 > 10.2. < 1 5
-1 -2 12 5
10.3. ( 7 10 > 10.4. < 5 9
1 -2 2 4 —6
10.5. 2 1 -3 10.6 7 =3
3 2 4 2 5
8 —1 4 5 4
10.7. -2 -5 7 10.8 4 -5
—4 2 1 0 3
2 0 3 2 3 0
4 1 1 —4 2 1
10.9. 6 2 5 9 10.10. 1 2
0 3 1 1 0 3
10.11. Rozwiaza¢ rownanie z niewiadoma X:
-4 27
a) (2AX)" - X1 =1, gdzie A= 5 0 1
0 0 3
2\—1 T -1 : 3 -2
b) (24%)7 14+ (X' -A)"1 =0, gdzie A= i1
—1\—1 | —INT . AT _ . _ cosa
c) (A X H h A+ 2T+ AN - A" =1, gdzie A ( cos?(b— a)

1 2 3
10.12. Znalez¢ macierz X spelniajaca rownanie [ 0 1 2 | - X=X+4+1| 0
1 01

10.13. Macierz A spelnia warunek A + A~ =

W N =
= W N
O = W

o7

~—

O = N W w o = w o =

N = W Ut

sin?(b + a)
sin b
1

1

)

. Obliczyé¢ A% + A~2.

a,beR



10.14. Rozwiazac¢ rownanie z niewiadoma X:

a) (A-X 1)1 A+ (2 + AT AT = (AT)3, gdzie A= 82T 23
V7 1
5 3 8§ —10
T' T: 1 = =

b) X + (X* - A) 0,58, gdzie A (1 _2>,B <O 0’2>.
12 3 i

¢) (AXT —B)T =0, gdrie A= -2 3 —2 |, B=(1 1 1)".
3 =2 1

10.15. Rozwiazaé¢ uktad réwnan macierzowych
T
X+Y = (34) o 4 -2
{X—Y:A_l cgdreA={ o ).

10.16. Rozwiaza¢ uktad réwnan macierzowych

(XY)~'+(44Y)~' =B : 4 2 2 -3
{ZYI—B , gdzie A = 3 0 , B= 9 7 )

10.17. Obliczy¢ det A, wiedzac ze macierz A ma wymiar n oraz:

a) A7 4 (AT)* =0,

b) AT A% = (A1)",

10.18. Obliczy¢ detA®, wiedzac ze:

a) macierz A ma wymiary 6 x 6 oraz (7TA)T + A=2 =0,

b) macierz A ma wymiary 5 x 5 oraz AT — (24)7! = 0.

10.19. Oblicayé detA i detB wiedzac, e 4 . A 0
.19. iczy¢ detA i detB wiedzac, 2o \  \ py 4 4

11 Zastosowania macierzy i wyznacznikéw. Liniowe uktady
dynamiczne

Przyktad 65.
Macierz migracji miedzy dwoma o$rodkami ma postac

_ (0,6 0,3
M= ( 0,4 0,7 ) '
a) Wyznaczy¢ rozklad ludnosci po roku, wiedzac ze stan poczatkowy jest nastepujacy

2(0)=( 0,7 0,3)".

b) Zaktadajac, ze macierz M nie ulega zmianie w czasie, wyznaczyé wektor réwnowagi.
¢) Zakladajac, ze po pierwszym roku stan jest nastepujacy

z(1)=( 0,4 0,6)",
wyznaczy¢ stan poczatkowy.

Rozwigzanie:
a) Poniewaz

wiec



b) Wyznaczamy wektor Z spelniajacy réwnanie

(o 9)- (s o) () =(
(s 0s)(2)=(1)
(odos)=(0)

Z powyzszej réwnosci macierzy i z faktu, ze wspolrzedne wektora réwnowagi spelniaja warunek

T=Mz<— (I-M)z=0.

ZCl+ZL'2:1

otrzymujemy uktad

0,41 — 0,329 =0 — 1 =
1 +ao=1 Ty =

Wiec wektor réwnowagi ma postaé

= W

SIS
v

¢) Poniewaz

Wl W=
v

Przyktad 66.
Macierz migracji miedzy trzema osrodkami ma postaé

0,6 0,3 0,1
M=1| 02 05 0,1
0,2 0,2 0,8

b

a) Wyznaczy¢ rozktad ludnosci po piatym roku, wiedzac ze po dwéch latach w pierwszym osrodku
mieszkato 60%, w drugim 30%, a w trzecim 10% calej ludnodci.

b) Zakladajac, ze macierz M nie ulega zmienie w czasie, wyznaczy¢ wektor réwnowagi.

¢) Zakltadajac, ze po trzecim roku w pierwszym osrodku mieszkalo 35%, w drugim 25%, a w trzecim
40% calej ludnosci, wyznaczyé stan poczatkowy.

Rozwigzanie:
0,6
z(2)=1 0,3
0,1
a)
0,6 0,3 0,1\° /0,6 0,3446
z(5)=M3-z(2)=| 0,2 0,5 0,1 0,3 | = 0,2418
0,2 0,2 0,8 0,1 0,4136
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(/1 0 0 0,6 0,3 0,1 x1 0
01 0 0,2 0,5 0,1 zs | =1 0
(\0 01 0,2 0,2 0,8 T3 0
I 0,4 —0,3 —0,1 ) 0
-0,2 0,5 -0,1 oz =10
'\ -0,2 -0,2 0,2 T3 0
O, 4.2?1 — O, 3.132 — 0, 1.133 0
—0,2z1 + 0,522 — 0, 123 = 0
70, 2%1 — 0, 21’2 + 0, 2333 0
_ 2
0,421 — 0,322 — 0,123 =0 T =7
—0,2z1 4+ 0,522 — 0,123 =0 <= z0= 3
T1+ax9s+x3=1 $3:%
Wiec wektor réwnowagi ma postac
2
7
= 3
Xr = 14
1
2
¢)
—1
0,6 0,3 0,1\° 0,35 &1
z(0) = (M3)~1 . 2(3) = 0,2 0,5 0,1 o2 )= &
0,2 0,2 0,8 0,40 3

Przyktad 67.
Niech A bedzie macierza przeplywu miedzygaleziowego systemu skladajacego sie z dwdch galezi,
natomiast d wektorem zapotrzebowan zewnetrznych

0,5 0,3 _( 1500
A_<O,2 0,3)’d_<1200>'
Wyznaczy¢ taka produkcje kazdej galezi, aby system znajdowal si¢ w rownowadze.

Rozwigzanie:
Wektor produkcji  spelnia réwnanie

T=Az+desz=(1—A""
—1 —1
0,3 1500 0,5 —0,3 (1500 ) _
0,3 1200 0,2 0,7 1200 )~
(3 8)()- ()
2 .
20 50 1200 90000

Wektor produkeji ma postac
( 141000 )
_— 29
L= 90000 | -
29

I

Il
L ——
7N
O =
— O
SN—

I
N
o o
DO Ot

60



Przyktad 68.
Niech A bedzie macierza przeplywu miedzygaleziowego systemu skladajacego sie z trzech galezi,
natomiast d wektorem zapotrzebowan zewnetrznych

0,3 0,2 0,2 300
A=1| 03 0,1 02 |, d=[ 600
0,1 0,1 0,4 900

Wyznaczy¢ taka produkcje kazdej gatezi, aby system znajdowal sie w réwnowadze.
Rozwigzanie:
-1

1 0 0 0,3 0,2 0,2 300 1460
= 01 01J)-1|03 0,1 0,2 -1 600 | =1 1600
0 0 1 0,1 0,1 0,4 900 2010
Wektor produkeji ma postac
1460
z=[ 1600
2010

Przyktlad 69.
Graf przedstawia polaczenia miedzy piecioma miastami.

Rysunek 6: Graf potaczen.

Wyznaczy¢:

a) macierz bezposrednich polaczen miedzy miastami,

b) macierz polaczen miedzy miastami z jedna przesiadka,

¢) macierz polgczen miedzy miastami z trzema przesiadkami.
Rozwiazanie:

a) Macierz bezposrednich polaczen P sklada sie z elementéw p;;, gdzie

- _ J 1 gdy istnieje droga z miasta j do miasta i
Pii =19 o gdy nie istnieje droga z miasta j do miasta i

Macierz P ma postac

e

I
_ o O = O
OO = O
== O O
OO R OO
O R Rk = O



b) Macierza potaczenh z k przesiadkami jest macierz P¥+1

P? =

O~ N~ =
o= O ==
== NN O
= O O
=N O N

3

Il
Tt Ot Oy O W
L Ot O N
o O O O Ut
N W s =

—

jan)

Przyktad 70.
Macierz P jest macierza bezposrednich polaczen miedzy szeScioma miastami

01 0101
101 0 11
1101 10
P= 001 010
1101 0 1
101 1 0 0
Odtworzy¢ graf potaczen.
Rozwigzanie:
1
o 3
; (®)
Rysunek 7: Graf polaczen.
ZADANIA:

11.1. Macierz migracji miedzy dwoma o$rodkami ma postac

0,75 0,15
M= ( 0,25 0,85 )
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a) Wyznaczy¢ rozklad ludnosci po roku, po trzech i po pieciu latach, wiedzac ze stan poczatkowy
jest nastepujacy z(0) = ( 0,8 0,2 )T.
b) Zakladajac, ze macierz M nie ulega zmianie w czasie, wyznaczyé wektor réwnowagi.
c¢) Zakladajac, ze po drugim roku stan jest nastepujacy z(2) = ( 0,4 0,6 )T, wyznaczy¢ stan
poczatkowy i stan po roku.
11.2. Dla danej macierzy migracji wyznaczy¢ wektor rownowagi, zaktadajac ze macierz nie ulega
zmianie w czasie:
0,95 0,1

M — ) K

a) My ( 0,05 0,9 )

0,8 0,0
b)MZ_(OQ 0>

1
0,6 0,25
¢) Ms = ( 0,4 0,75 )

11.3. Macierz migracji miedzy trzema o$rodkami ma postac

0,7 0
M=1| 02 0
0,1 0

)

7 )

4 0,2
2 0,4
4 0,4

)

)

a) Wyznaczy¢ rozklad ludnosci po roku, po dwéch i po czterech latach, wiedzac ze stan poczatkowy
jest nastepujacy z(0) = ( 0,8 0,1 0,1 )T.

b) Zaktadajac, ze macierz M nie ulega zmianie w czasie, wyznaczyé wektor réwnowagi.

¢) Zakladajac, ze po pierwszym roku stan jest nastepujacy x(1) = ( 0,6 0,2 0,2 )T, wyznaczy¢
stan poczatkowy.

11.4. Dla danej macierzy migracji wyznaczy¢ wektor rownowagi, zaktadajac ze macierz nie ulega
zmianie w czasie:

0,5 0,3 0,2
a)My=| 0,4 0,3 0,1
0,1 0,4 0,7
0,6 0,9 0,3
b) My=| 0,4 0,0 0,1
0,0 0,1 0,6
0,9 0,1 0,0
o) Ms;=| 01 08 0,2
0,0 0,1 0,8

11.5. Niech A bedzie macierza przeplywu miedzygalteziowego systemu sktadajacego sie z dwdch
galtezi, natomiast d wektorem zapotrzebowan zewnetrznych

0,3 0,1 (150
A(O,Q O,4)’d_<250)'
Wyznaczy¢ taka produkcje kazdej gatezi, aby system znajdowal sie w réwnowadze.

11.6. Niech A bedzie macierza przeplywu miedzygaleziowego systemu skladajacego sie z trzech
sektoréw, natomiast d wektorem zapotrzebowan zewnetrznych

0,2 0,2 0,2 200
A= 0,4 0,1 04 |, d=[ 300
0,3 0,3 0,1 400

) b

Wyznaczy¢ taka produkcje kazdego sektora, aby system znajdowal sie w réwnowadze.
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11.7. Macierz przeplywu miedzygaleziowego czterech galezi systemu gospodarczego ma postaé

0,1 0,1 0,1 0,1
A | 01 02 04 03
0,3 0,3 0,2 0,4
0,4 0,1 0,3 0,0

)

Zapotrzebowanie zewnetrzne wynosi odpowiednio 400tys., 250tys., 300tys. i 250tys.. Jaki powinien
by¢ wektor produkcji, aby system znajdowal sie w réwnowadze?
11.8. Grafy przedstawiaja potaczenia migdzy miastami.

I II III

Wyznaczy¢:

a) macierz bezposrednich polaczen miedzy miastami,

b) macierz polaczen miedzy miastami z jedna przesiadka,

c¢) macierz polaczen miedzy miastami z trzema przesiadkami.

11.9. Macierze P;, (i = 1,2,3) sa macierzami bezposrednich polaczen miedzy miastami:

Rysunek 8: Grafy potaczen.

iy (Dl
01 0 10 0 0 1 1101 10
P=1001], BR=|010111/1, P=
01 1 0 1 1
1 10 10 0 0 O
0110 0 101 1 00
100 0 10
Odtworzy¢ grafy polaczen.
12 Elementy algebry liniowej w R”
Przyktad 71.
Zbada¢ liniowa niezaleznosé¢ wektorow z, y, z, gdzie
1 3 4
z=| 2 ], y=| 2], z=1{ 4
3 1 5
Rozwiazanie:
Wektory z1, x2, ..., xx sa liniowo niezalezne, jezeli
a1x1 + asxo + ...+ arrr =0 = a1 =ay=..=a =0.
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1 3 4 0

ax+by+cz=0<al|l 2 | +0| 2 |+c| 4 | =] 0 | =
3 1 5 0
a 3b 4c 0 a+ 3b+4c 0
| 2a |+ 2b |+| 4 |=10 | <= | 2a+2b+4c | =] 0 | <=
3a b 5c¢ 0 3a+ b+ 5c¢ 0
a+3b+4c=0
<< 2a+2b+4c=0
3a+b+5c=0
1 3 4
W=]2 2 4|=-4£0.
3 1 5

Uktad jest oznaczony, czyli jedynym rozwiazaniem jest a = b = ¢ = 0, wiec wektory =, y, 2z sa
liniowo niezalezne.

Przyktad 72.
Zbadacé liniowa niezalezno$¢ wektorow x, y, z, gdzie

2 5 3
1 4 6
TTla YT T
2 2 2
Rozwigzanie:
2 5 3 0
ax+by+cz=0<=a L +b 4 +c S I —
4 1 1 0
2 2 2 0
2a + 5b+ 3¢ 0 2a+5b+3c=0
a+4b+6c | | O a+4b+6c=0
da+b+c |10 4da+b+c=0
2a + 2b+ 2c¢ 0 2a+2b+2c=0

Poniewaz istnieje minor stopnia 3 rézny od zera, np.

W= =66 #£0,

=N

5
4
1

_= oy W

wiec uklad ten jest oznaczony i jedynym jego rozwiazaniem jest a = b = ¢ = 0, czyli wektory
x, Y, 2z sa liniowo niezalezne.

Przyktad 73.

Zbadac¢ liniowg niezalezno$¢ wektorow zx, y, z, gdzie

1 2 4
T = 2 |, y= 4 1, z= 8
-3 1 -5
Rozwigzanie:
1 2 4 0
ax+by+cz=0<=a 2 | +b| 4 | +c 8 | =10 | =
-3 1 -5 0
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a+ 2b+ 4c 0 a+2b+4c=0

=" 2a + 4b + 8¢ = 0 = 2a +4b+8c =0
—3a+b—b5c 0 -3a+b—5¢=0

1 2 4

-3 1 -5

Uktad jest nieoznaczony, wiec wektory x, y, z sa liniowo zalezne, np. z = 2z + y.

Przyktad 74.
Wyznaczy¢ liczbe m, tak aby wektory z, y, z, t byly liniowo zalezne, gdzie

1 0 1 2
2 _ 3 _ 0 = 5
R T R 117 3T m
1 2 —4 -1
Rozwigzanie:
1 0 1 2 0
2 3 0 5 0
ar+by+cz+dt =0<=a 3 +b 1 | te 3 +d m =1 o
1 2 —4 -1 0
a+c+2d 0 a+c+2d=0
2a + 3b + 5d _ 0 2a4+3b+5d=0
= 3a—b+3c+md | | O = 3¢ —b+3c+md=0
a+2b—4c—d 0 a+2b—4c—d=0

Wektory z, y, z, t sa liniowo zalezne, jezeli wyznacznik gltéwny ukladu jest réwny 0.

10 1 2
2 3 0 5
W=z | 5 o |=1m=55

1 2 -4 -1

W=0<=1lm—-55=0<=m=5.
Wiec wektory x, y, z, t sa liniowo zalezne dla m = 5.

Przyktad 75.
Czy wektory z, y, z tworza baze przestrzeni V (R?), gdzie

1 -1 0
z=1| 3 |, y= 2|, z=1| 6
1 -1 4
Rozwigzanie:
Aby te wektory tworzyly baze przestrzeni V(R?), wystarczy, ze beda liniowo niezalezne.
1 -1 0 0
ar+by+cz=0<=al| 3 | +0 2 |+c| 6 |=1 0 | =
1 -1 4 0
a—b 0 a—b=0
| 3a+20+6d |=| 0 | <= (¢ 3a+2b+6c=0
a—b+4c 0 a—b+4c=0
1 -1 0
W=|3 2 6 [=20#0.
1 -1 4
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Wiec wektory , y, z sa liniowo niezalezne, czyli tworza baze przestrzeni V (R3).

Przyktad 76.
Wyznaczyé wspohrzedne wektora v w bazie uy, us przestrzeni V(R?), gdzie

(1 (1 (2
v = 9 , Ul = 1 , Uy = 3 .
Rozwiazanie:

Wektor v przedstawiamy w bazie uy, us

= + bug <— LY = ! +b 2
vV = auy U9 9 =a 1 3 .

7 powyzszej rownosci otrzymujemy uktad

l=a+2b a=-—1
2=a+3b b=1
Czyli wspolrzednymi wektora v w bazie w1, us sa
a=-11ib=1.
Przyktad 77.
Wykazaé, ze jezeli wektory
L1, 2y +oo y Th—1, Tk
tworza baze przestrzeni V', to wektory
T1, T1 +£L'2, xr1 + o +503, ey L1 + 2o + ... +Ik_1, xr1+ a9+ ... +2)
rowniez tworzg baze przestrzeni V.
Rozwiazanie:
Aby te wektory
X1, 1+ T2, T1 + T2+ X3, ... , T1 +T2+ ... + Tp—1, T1 + T2 + ... + Tk

tworzyly baze przestrzeni V', wystarczy, ze beda liniowo niezalezne.
a1x1 + ag(z1 + z2) + ag(x1 + x2 +x3) + ... +ap—1(x1 + 22+ .. + 1) +ap(z1 + 22+ ... +25) =0,
nalezy uzasadnic, ze

aL=a2=..=ak_1=ar =0.

arx1 + ag(x +x2) +az(x1 + a2+ 23) + oot ap_1(x1 + 2o+ .+ 1) Fag(z1 + 22+ ..+ 2p) =
=a1x1+agx1 +asxy+asxr; +asrs+asrs+...+ap—12r1+ap_1T2+...+ap_1Cx—1 +arxr1 +arxre +
ot agzr =

= (a1 +as+as+..+ap—1+ar)xy + (a2 +as+ ... + ag—1 + ag)x2 + (ag + ... + ag—1 + ag)zs +
.+ (ak,1 + ak)xk,l + arxy = 0.

Poniewaz wektory

T1, T2, «o ), Tk—1, Tk
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tworza baze przestrzeni V', wiec sa liniowo niezalezne, czyli

a1 +as+as+..+ap_1+ar,=0 a; =0

as+az+...+ap_1+ap=0 ay =

az+..+ap_1+ap=0 az3 =0

. — .

ag—1+ar=0 ap—1 =0

ag =0 ag =0
Ostatecznie wektory

T1, T1 +I’2, xr1 + o +I3, ey L1 + 2o + ... +$k_1, r1+ X+ ...+ 2%

sg liniowo niezalezne, czyli tworza baze przestrzeni V.

Przyktad 78.

Sprawdzié, czy odwzorowanie
f(w1,22) = 321 + 522
jest odwzorowaniem liniowym.
Rozwigzanie:
Odwzorowanie f:R™ — R™ nazywamy liniowym, jezeli spelnia ono nastepujace warunki:
L Ve, yerm : f(z +y) = f(z) + f(y) (addytywnos¢)
2. Vyerm, aer ¢ faz) = af(xz) (jednorodnosé)
Twierdzenie

Kazde odwzorowanie liniowe f : R™ — R"™ ma postaé f(x) = Az dla pewnej macierzy A.

L vx:(lhwz% y=(y1,y2)ER2 *
flx+y) = fl(xr,22) + (y1,y2)] = f(x1 +y1, 22+ y2) = 3(x1 +y1) +5(x2 +y2) =
= 3x1 + 3y2 + 5z + by2 = (31 + 5x2) + (By2 + 5y2) = f(x1,22) + f(y1,y2) = f(x) + f(y)

2. vm:(xl,mz)ERz, a€R *
flaz) = fla(z1,22)] = f(az1,ax2) = 3azxy + baxs = a(3z1 + 5x2) = af(x1,22) = af(z).
Czyli odwzorowanie

f(w1,22) = 321 + 522
jest odwzorowaniem liniowym.

Przyktad 79.
Sprawdzié, czy funkcja

fl@y=2x-1

jest odwzorowaniem liniowym.

Rozwigzanie:

Vo, yer: flz+y)=2(x4+y)—1=220+2y—1=22-1)+2y—1)+1=f(z) + f(y) + 1.

To znaczy, ze funkcja f(z) = ax+b nie jest odwzorowaniem liniowym, jezeli b # 0. W szczegdlnosei
funkcja f(z) = 2 — 1 nie jest odwzorowaniem liniowym.

Przyktad 80.
Sprawdzi¢, czy odwzorowanie

f(l’l,l'g, 133) = ({171 —+ T — I3, 2.’,E1 — 41‘2 + T3, 31‘1 — 3132 + 3133)
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jest odwzorowaniem liniowym.

Rozwigzanie:

Aby wykazaé, ze powyzsze odwzorowanie jest liniowe wystarczy wyznaczy¢ macierz A taka, ze
f(z) = Az,

gdzie

T = ($17$2,$3)T.

Aby wyznaczy¢ macierz A, wystarczy wspdélczynniki zmiennych ustawi¢ w wierszach odpowiada-
jacych kolejnym wspoélrzednym

1 1 -1
A=1 2 —4 1
3 -3 3

To znaczy, ze odwzorowanie
f(:l?l, To, 373) = (331 + x9 — 23,221 — 49 + 23,327 — 322 + 31‘3)

jest odwzorowaniem liniowym.

ZADANIA:
12.1. Zbada¢ liniowa niezaleznos¢ wektordw:
1 0 1
a)r=1 2 |,y=111], z=| 2
3 1 2
1 1 2 1
3 1 6 2
b) z = 1 0], z=1 2 |, t= 0
0 1 3 -2
-1 1 0 -1
1 2 1
1 3 4
cxz=| 3 |, y=| 71|, z= 6
2 3 -1
1 4 8
6 3 8 4
D=4 |, y=71], 2= 2], t=] 5
9 6 8 2
1 2 6
)z = 1 | o _ 2
e)x = 1l v=] 9] 27| 2
-1 0 2
12.2. Dla jakiej wartosci parametru a dane wektory sa liniowo zalezne:
1 4 —2
a)r=| 3 |, y= 51, z=1 —a
a 3a 1
a 1 1 1
a a 1 1
b) T = a y Y= a y &= a ) t= 1
1 a a a
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0
1

c)x= , Y= 5 | 2=
2

QO =N

12.3. Czy wektory x, y, z tworza baze przestrzeni V', gdzie:

wa=(g ) u=(1) ==(1) v-ve

1 -1 0
bya=| 4 |, y= 2 |, 2z=(6 ], V=V(R?
3 -1 4
2 3 3
-1 -5 2
C).’IJ: 3 y Y= 9 y B = 1 y V_V(R4)
4 2 4
12.4. Wyznaczy¢ wspélrzedne wektora = w bazie u;, (1 = 1,2,3,4), gdzie:
1 1 0 2
)z — 0 _ 0 _ 1 2 5
a) T = 1 , Ul = 2 , U2 = 0 1 , Ugq = 4
0 -1 2 3 7
1 1 0 2 0
b) x 0 u 0 U 2 U -4 u 0
- 0 ) 1= 0 ) 2 = 0 ) 3 = 3 ’ 4 — 6
0 2 0 4 1
2 1 3 0 0
)z = 4 2 1 1 0 0
C)T = 4 , U1 = 0 , U2 = 0 , U3 = 1 , Ug = 5
-2 1 2 4 0

12.5. Wykazaé, ze jezeli wektory x1, x2, x3 tworza baze przestrzeni V, to ponizsze wektory réwniez
tworza baze przestrzeni V:

a) 21 + 2x + x3, 1 — T2 + 223, 31 + 4da;

b) Ty, T1 — To + X3, T1 — 2T + 213

¢) x1 + x2 + 3, 1 — 3x3, T2 — T3.

12.6. Zbadad, czy jezeli wektory 1, xo, x3 tworza baze przestrzeni V', to wektory:

a) axy + To + X3, T1 + Ta, To+ T3

b) axy + 2, axe + 3, T1 + T2 — X3

gdzie a € R, réwniez tworza baze przestrzeni V.

12.7. Sprawdzi¢, czy nastepujace odwzorowania sa liniowe:

a) f(zr) =2z

b) f(z,y) =ax +by +¢, a,b,ceR

o) flx,y) =2~y

d) f(z,y) = 2z +y,x + 2y)

e) fla,y,2) = (x+2y —z,c+y+22,2c+3y+2)
f) f(z,y,2) = (x+y—2,2x —4y + 2,3z — 3y + 32)
g) f(z1, 22,23, ..., xpn) = (T2, X3, .oy Ty, 1), n € N.
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13 Wybrane zastosowania funkcji jednej zmiennej w ekono-
mii i matematyce finansowej

Przyklad 81.
Zbadano, ze popyt na pomidory zalezy od ceny ¢ (w zl za kilogram) w nastepujacy sposéb

PP(c) =576 — 64c.
Wyznaczy¢ funkcje dochodu
D(c) = PP(c) - c.

Przy jakiej cenie dochéd jest maksymalny i ile wtedy wynosi? Jaki dochéd daje cena 3z17 Czy
istnieje cena, przy ktérej dochdéd wynosi 1280217

Rozwigzanie:

Najpierw wyznaczamy funkcje dochodu zalezna od ceny

D(c) = PP(c) - ¢ = (576 — 64c) - ¢ = —64c? + 576¢.

Jest to funkcja kwadratowa, ktérej wykresem jest parabola o wierzchotku w punkcie (2., yw) 1
ktérej ramiona sa skierowane do dotu. Zatem, aby wyznaczy¢ maksymalny dochdd i cene, przy
ktérej jest on osiggany, nalezy wyznaczy¢ wspolrzedne tego wierzchotka

—576 —5762
Tw = Co _475 yw:Dmaw(cO):74.64

5 .64 96z

Cena, przy ktérej dochdd jest maksymalny, wynosi 4,521, a maksymalny dochdd jest rowny 1296z1.
Aby wyznaczy¢ jaki dochéd daje cena 3zl, nalezy obliczy¢ warto$¢ funkcji dochodu w punkcie
c= 3zt

D(3) = —64 -3 + 576 - 3 = 1152z1.
Aby wyznaczy¢ cene, przy ktorej dochéd wynosi 1280zt, nalezy rozwigzaé¢ réwnanie
—64c* 4 576¢ = 1280.
Jest to réwnanie kwadratowe, ktérego pierwiastkami sg liczby
c1=41 cy=05.
Zatem istnieja dwie ceny ¢; =4 1 ¢o = 5, przy ktérych dochéd wynosi 1280z1.

Przyktad 82.
Zbadano, ze zalezno$¢ miedzy dochodami w rodzinie (w z1 na osobe) a wydatkami na zakup odziezy
wieczorowej 1 bankietowej opisuje funkcja Tornquista IT rodzaju (popyt na dobra wyzszego rzedu)

~2000(z — 600)

f(@) Z + 300

Narysowaé¢ wykres funkcji f. Czy istnieje dochdd, ktéry maksymalizuje wydatki na odziez?
Rozwigzanie:
Szwedzki ekonomista H. Térnquist, badajac zaleznos¢ pomiedzy wydatkami na zakup débr a wiel-
koscia dochodow, postugiwal sie trzema typami funkcji popytu. W przypadku débr wyzszego rzedu
stosowal on nastepujaca funkcje

a(z —c)

ﬂm)z?—l—b’ gdziex > ¢, a>0,b>0, ¢c>0.
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Rysunek 9: Wykres funkcji f(z) = w, x > 600.

W naszym zadaniu a = 2000, b = 300, ¢ = 600. Wykres funkcji f przedstawiony jest na powyzszym
rysunku. Dziedzine funkcji ograniczamy do dziedziny praktycznej x > 600.

7 wykresu mozemy odczytaé, ze popyt na odziez wieczorowa i bankietowa wystepuje dopiero przy
dochodzie wyzszym niz 600zt na osobe. Latwo zauwazy¢, ze wraz ze wzrostem dochodéw wzrasta
popyt, ale przy bardzo duzych dochodach popyt zmienia sie nieznacznie. Poniewaz funkcja popytu
jest funkcja rosnaca na calej swojej dziedzinie, zatem nie istnieje dochéd, ktéry maksymalizuje
wydatki na odziez. Jednoczesnie mozemy zuwazy¢, ze wydatki te nigdy nie przekrocza 2000z1.

Przyktad 83.

Zaciagnieto w banku kredyt w wysokosci 1000zt. Jaka kwote trzeba bedzie zwrécié za pot roku,
jezeli roczna stopa procentowa wynosi 36% ?

Rozwigzanie:

Aby obliczy¢ jaka kwote nalezy zwrdci¢ do banku, postuzymy sie zaleznoscia

S(t) = So(1 + rt)

gdzie: S(t)— kwota zwrotu,
So— kwota zaciagnietego kredytu,
t— okres trwania kredytu wyrazony w latach,
r— roczna stopa procentowa.
Zatem kwota, ktora trzeba bedzie zwrodci¢ za pét roku wynosi

5(0,5) = 1000(1 + 0,36 - 0,5) = 1180z1.

Przyktad 84.

Ulokowano w banku 600z1 z roczna stopa procentowa 26%. Obliczy¢ wartosé lokaty po uptywie 3
miesiecy, jezeli bank rozlicza odsetki na koniec okresu trwania lokaty.

Rozwiazanie:

Jezeli odsetki w calym okresie trwania lokaty naliczne sa od tej samej podstawy, réwnej poczatkowej
kwocie lokaty, to mamy do czynienia z odsetkami prostymi.

W tym przypadku koncowa wartos¢ lokaty liczymy korzystajac z zaleznosci

S(t) = So(1+ rt)

gdzie:  S(t)— warto$é koncowa lokaty,
So— warto$¢ poczatkowa lokaty,
t— okres trwania lokaty wyrazony w latach,
r— roczna stopa procentowa.
Zatem

3 3
S (12> = 600 (1 +0,26- 12) — 63921

Po trzech miesiacach warto$¢ lokaty bedzie wynosita 639z1.
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Przyktad 85.

Kwote 500zt wkladamy na lokate terminowa na poét roku, przy czym bank nalicza i kapitalizuje
odsetki co kwartal. Roczna stopa procentowa wynosi 28%. Obliczy¢ warto$é koncowsg lokaty.
Rozwigzanie:

Jezeli calkowity okres lokaty podzielony jest na podokresy, a odsetki naliczane sa za poprzednie
podokresy, wtedy mamy do czynienia z odsetkami sktadanymi. Dodawanie naliczonych odsetek do
kwoty lokaty nazywa si¢ kapitalizowaniem odsetek.

Jezeli kapitalizacja odbywa sie k razy w roku w réwnych odstepach, to wartos¢ konicowa lokaty
liczymy korzystajac z zaleznosci:

5@)::50(1+»£)“

Zatem
4.0,5
0,28 ’
S5(0,5) = 500 <1 + 4> = 572,45zt

Po uplywie p6l roku wartoéé lokaty bedzie wynosilta 572,45z1.

Przyktad 86.

Rok temu do banku ztozono 650zt. Dzisiaj stan konta wynosi 900zt. Obliczy¢ roczna stope procen-
towa, wiedzac ze kapitalizacja jest ciagla.

Rozwigzanie:

Stan konta przy kapitalizacji ciagtej liczymy w nastepujacy sposob

S(t) = Spe™

gdzie: e— jest podstawa logarytmu naturalnego.
Aby wyznaczy¢ roczng stope procentowg, nalezy z powyzszego wzoru wyznaczyé r.
Najpierw dzielimy obie strony réwnania przez Sy

S(t) _ ert
So
a nastepnie obustronnie logarytmujemy
S(t
In Q =1t
So
i wyznaczamy r
S(t)
. In TO
T =
t
Zatem
In 200
= % ~ 0,325

Roczna stopa procentowa wynosi 32,5%.
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Przyktad 87.

Jaka jest obecna wartosé kwoty 6000z, ktéra mamy otrzymadé za rok, jezeli roczna stopa dyskon-
towa wynosi 20% ?

Rozwigzanie:

Proces obliczania wartosci poczatkowej Sy kapitalu na podstawie jego wartosci konicowej S(¢) nazy-
wa si¢ dyskontowaniem. W przypadku oprocentowania prostego wartosé te obliczamy w nastepujacy
sposéb

S5(t)
S =

T T4t
gdzie: r— roczna stopa dyskontowa,
Zatem obecna warto$¢ kwoty 6000zt wynosi

6000

So = —————— = 5000z1.
°T 17021 z

Przyktad 88.
Dwa lata temu Jan Kowalski ztozyl w banku wszystkie swoje oszczednosci. Bank zaoferowal mu
lokate na 27% rocznie od biezacej wartoéci wkladu. Jaka kwote zlozyt pan Jan, jezeli dzi$ dysponuje
wkladem w wysokosci 20000217
Rozwiazanie:
W tym zadaniu mamy do czynienia z oprocentowaniem skladanym, a zatem warto$¢ poczatkowa
policzymy korzystajac z zaleznosci
—kt
So= D _ 50 (1+7)
(1+5) g

Zatem
0,27\
So = 20000 (1 + ’1> ~ 12400z1.

Pan Jan zaoszczedzit 12400z1.

Przyktad 89.

Ustalono, ze zaplata za wykonana prace zostanie rozlozona w czasie w nastepujacy sposob: po
pierwszym kwartale 800z1, po drugim 200z, po trzecim 1000z1, a po czwartym 500z1. Jaka bedzie
wartosé tego strumienia pieniedzy na koniec okresu ptatnodci, jezeli kwartalna stopa procentowa
wynosi 10% ?

Rozwiazanie:

Whplywy lub wydatki pieniezne roztozone w czasie nazywamy strumieniami pieniedzy. Rozpatrzmy
nastepujacy strumien pieniedzy

So, S1, S2, -y Sn
odpowiednio w momentach 0, 1, 2,...,n. Moment 0 oznacza chwile obecna. Przyszta wartosé stru-
mienia pieniedzy na koniec n— tego okresu jest réwna

n

S=> Si(l+a)

=0

gdzie: a— oprocentowanie pojedynczego okresu.
Zatem wartos¢ zaplaty na koniec czwartego okresu bedzie wynosita

S =1800(1 4 0,1)*1 +200(1 +0,1)*72 4+ 1000(1 + 0,1)*3 + 500(1 + 0, 1)*~* = 2906, 8zt.

Momentu zerowego nie ma, poniewaz w chwili obecnej nie otrzymujemy zadnej zaplaty.
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Przyktad 90.

Franek umoéwil si¢ z kolega, ze kupi od niego motor. Poniewaz nie ma calej potrzebnej do kupna
motoru kwoty, zadeklarowatl, ze dzi§ zaptaci 500z1, a pozostata kwote bedzie ptacil w nastepujacych
ratach za miesiac 600z1, a za dwa miesiace 300z1. Jaka jest obecna wartos¢ tego stumienia pieniedzy,
jezeli miesigczna stopa procentowa wynosi 2% 7

Rozwigzanie:

Obecna wartos¢ strumienia pieniedzy

So, S1, S2, ..., Sp

jest réwna

3
»n

7 =

Zatem obecna warto$¢ strumienia pieniedzy
So = 500, S1 =600, So = 300,

gdy miesieczna stopa procentowa wynosi 2%, jest réwna

500 600 300
Z= ~ 1376, 621.
(140,020 (140,02 " (1+0,02)2 s

Przyktad 91.
Wycieczka do Dominikany kosztuje 5100zt. Czy sta¢ nas bedzie na uczestnictwo w tej wycieczce,
jezeli przez pot roku co miesia¢ bedziemy wplacaé¢ po 800z1? Miesieczne oprocentowanie wynosi

3%.

Rozwigzanie:
Wartosé przyszta strumienia n réwnych platnosci na koniec n-tego okresu jest réwna
14+a)"—1
a

gdzie: Sp— wysokos¢ pojedynczej platnosci,
a— oprocentowanie pojedynczego okresu,
n— liczba okreséw.
Zatem kwota, ktorg uzbieramy po uplywie szesciu miesiecy (6 okreséw), wynosi

(1+0,03)5 -1

~ 5174, 7z1.
0.03 5174, 7z

7 rachunkéw tych wynika, ze bedziemy mogli pojechaé¢ na wycieczke do Dominikany.

Przyktad 92.

Jaka jest obecna warto$¢ pieniezna urzadzenia, za ktore bedziemy przez rok placi¢ miesieczne raty
w wysokosci 300z1? Roczne oprocentowanie wynosi 48% .

Rozwiazanie:

Wartos$¢ obecna strumienia n réownych platnosci w wysokosci Sy dokonywanych na koniec n kolej-
nych okreséw jest réwna

(I+a) -1
Z(n) =Sy—F—"———
(n) " a(1 +a)"
Najpierw musimy obliczy¢ jakie jest oprocentowanie pojedynczego okresu, czyli ile wynosi mie-
sieczna stopa procentowa
0,48
12

=0,04.

a =

0]



Zatem obecna warto$¢ pienigzna urzadzenia wynosi

(1+40,04)12 -1
0,04(1 4 0,04)12

Z(12) = 300 ~ 2815, 5zl.

ZADANIA:

13.1. Pewien robotnik ustalitl z pracodawca, ze w ciagu oémiogodzinnego dnia pracy bedzie otrzy-
mywal wynagrodzenie w wysokosci 7zt za godzine, natomiast za godziny nadliczbowe 12zt. Podaé
funkcje okreslajaca zarobek robotnika w ciagu ¢ godzin nieprzerwanej pracy, jezeli za rozpoczeta
godzing pracy placi sie:

a) proporcjonalnie do przepracowanego czasu,

b) jak za cala godzine.

13.2. Pewna firma handlowa sprzedaje anteny satelitarne. Badania marketingowe wykazaly, ze
popyt na te anteny wyraza sie zaleznoscia

PP(c) =635 —c,

gdzie c¢— cena detaliczna jednej sztuki. Przy jakiej cenie dochdd ze sprzedazy anten przekroczy
100500217

13.3. Producent mrozonek zlecil firmie konsultingowej zbadanie, jaki wplyw na sprzedaz mrozo-
nych warzyw maja ceny detaliczne. Informacje zebrane przez dzial zbytu zestawiono w tabeli

sprzedaz (w mln. zt) | 12,5 | 11 | 3,5
cena detaliczna 1 15| 3

Wyznaczyé¢ parametry funkcji kwadratowej
f(x) =ax® +bx+c

opisujacej badana zaleznos¢. Jaka cena maksymalizuje dochdd uzyskany ze sprzedazy mrozonek?
13.4. Funkcja calkowitego kosztu produkceji « kaset magnetofonowych (w tys. sztuk) jest nastepu-

jaca
1 5
K(z) = 0% + 3z + 500.

Obecna wielko$¢ produkeji wynosi 100tys. sztuk, a cena rynkowa 20zt. Czy oplacalne jest zwigk-
szenie produkcji przy zalozeniu, ze znajdzie ona zbyt?
13.5. Funkcja kosztu produkcji pewnego towaru dana jest wzorem

K(z) =10z,
gdzie x— wielko$¢ produkcji. Popyt na ten towar zalezy od jego ceny w nastepujacy sposob
PP(c) = —0,02¢* + 50.

Jaki warunek musi spetniaé cena sprzedazy c, aby produkcja przynosita zysk, zaktadajac ze znajdzie
ona zbyt?

13.6. Popyt i podaz na winogrona (w kilogramach) w zaleznodci od ceny (w z! za kilogram)
ksztaltuja sie¢ w nastepujacy sposéb

PP(c)=2%7¢ PD(c) = 4°.

Wyznaczy¢ cene réwnowagi oraz wartos¢ podazy i popytu przy tej cenie.
13.7. Fukcja popytu pewnego towaru jest dana wzorem
320

PP(c) = 10’
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gdzie ¢— cena. Znalez¢ i zinterpretowaé granice

lim PP(c), lim PP(c).

c—0t+ c—00
13.8. Oszacowano, ze popyt na samochody terenowe w zaleznosci od ceny ¢ (w tys. zl) opisuje
funkcja

300

PP(c) = 1 + e0,04c”

Narysowaé¢ wykres funkcji popytu. Czy istnieje cena, przy ktorej popyt wynosi 15 samochodéw?
Jak zareaguje rynek, jezeli cena zmaleje o 10 tys. zt?

13.9. Stwierdzono, ze zalezno$¢ miedzy miesiecznymi dochodami rodziny z, wyrazonymi w z! na
osobe, a wydatkami na warzywa i owoce (w zl) opisuje funkcja Térnquista I rodzaju (popyt na
dobra elementarne)

400x

1@ = " Hooo

Narysowaé¢ wykres funkcji f oraz obliczy¢ ile wydaje na warzywa i owoce rodzina, ktorej dochdd
na jedna osobe wynosi 1000z1. Jak bardzo zmieni si¢ ta wartos¢, jezeli dochéd wzroénie o 500zt na
osobe? Wyznaczy¢ poziom nasycenia, czyli poziom, do ktérego wydatki na warzywa i owoce rosna,
lecz ktérego nigdy nie przekrocza.

13.10. Zlozono w banku 700z1 z roczng stopa procentowsg 13%. Obliczy¢é wartoéé lokaty po uptywie
5 miesiecy, jezeli:

a) bank nalicza odsetki na koniec okresu trwania lokaty,

b) kapitalizacja jest miesigczna,

¢) kapitalizacja jest ciagla.

13.11. Za kwote 2000zt nabywamy dwuletnie obligacje Skarbu Panstwa. Oprocentowanie obligacji
wynosi 30% w skali roku, a odsetki sg naliczane i kapitalizowane co kwartal. Obliczy¢ warto$é
obligacji po dwoch latach.

13.12. Ile powinno wynosi¢ oprocentowanie lokaty, zeby po uptywie 6 lat potroi¢ posiadany kapi-
tal, jezeli kapitalizacja jest roczna?

13.13. Jan Kowalski wygral 150000zt. Zaproponowano mu natychmiastowa wyptate wygranej lub
wyplate wygranej po 40000zt w czterech ratach. Pierwsza rata wygranej zostaje wyptacona natych-
miast, a pozostale przez trzy kolejne lata pod koniec kazdego roku. Ktora forma wyplaty wygranej
jest korzystniejsza, jezeli roczna stopa procentowa wynosi 15%7

13.14. Jaka powinna by¢ wartoéé¢ poczatkowa lokaty terminowej, aby po 1,5 roku uzyskaé¢ 1000zt
zysku, jezeli roczna stopa procentowa wynosi 20%, a kapitalizacja jest pélroczna?

13.15. Janek chce ulokowaé¢ w banku 2000zt. Po dokonaniu wstepnej analizy wybrat dwa banki.
W pierwszym roczne oprocentowanie lokaty wynosi 12%, a odsetki kapitalizowane sg co miesiac, a
w drugim roczne oprocentowanie wynosi 16%, a odsetki kapitalizowane sa co kwartal. Ktéry bank
powinien wybra¢ Janek?

13.16. Do dwoch réznych bankéw ztozono taka sama kwote 500zt. W pierwszym banku po czterech
miesiacach wartos¢ lokaty wyniosta 541zt. W drugim banku po szesciu miesiacach wartosé lokaty
wyniosta 580zt. W ktérym banku jest korzystniejsze oprocentowanie, jezeli kapitalizacja w obu
bankach jest miesieczna?

13.17. Oszacowano, ze zaplata za prace zlecone zostanie podzielona na trzy czesci. Pierwsza wy-
plata nastapi za miesiac i wyniesie 600 zl, druga za dwa miesiace i wyniesie 400zl a trzecia z
trzy miesiace i wyniesie 500z1. Jaka bedzie wartosé tego strumienia pieniedzy na koniec trzeciego
miesigca, jezeli miesieczna stopa procentowa wynosi 2%?7

13.18. Pewien stolarz ustalit z klientem, ze za wykonane meble otrzyma zaptate w nastepujacy
sposob: na poczatek 1000z1, po pierwszym kwartale 500z1, a po drugim kwartale 700zt. Jaka jest
poczatkowa warto$¢ pieniezna wykonanej przez stolarza pracy, jezeli kwartalna stopa procentowa

7



wynosi 8%°7

13.19. Ktora z ofert jest korzystniejsza: otrzymaé¢ wynagrodzenie za wykonana prace po jej wyko-
naniu, czyli po roku w wysokosci 6000 zt, czy otrzymywaé¢ wynagrodzenie co miesiac w wysokosci
450z1, jezeli roczna stopa procentowa wynosi 27%?

13.20. Mlode malzenstwo kupujac samochéd zdecydowalo, ze przy zakupie zaptaci 16000z1, a
pozostala kwote bedzie placi¢ przez dwa lata w miesiecznych ratach po 900zt. Jaki bedzie koszt
samochodu na koniec okresu splaty, jezeli oprocentowanie miesigczne wynosi 4%°7

13.21. Klientowi chcacemu kupi¢ nowy typ telewizora zaproponowano zaciagniecie na trzy lata
kredytu w wysokosci 3000zt. Jaka bedzie roczna sptata kredytu, gdy roczna stopa procentowa wy-
nosi 15%7

13.22. Kwote 600zt pozyczong na 30% rocznie nalezy oddaé w trzech réwnych ratach wyptacanych
co pol roku. Obliczy¢ wysokosé raty.

14 Pochodne funkcji jednej zmiennej

Podstawowe wlasnoéci i wzory, ktére wykorzystamy do obliczania pochodnych:
niech f(z), g(z), h(z)— funkcje rézniczkowalne w pewnym przedziale, ¢ € R

Lle-f@)] =c- f(z)
2. [f(z) £ g(@)]" = f'(x) £ ¢'()
3. [f(z) - g(@)) = ['(z) - g(2) + f(2) - ¢/ (2)
)-g(x) - h(@)] = f'(2) - g(x) - h(w) + f(x) - ' (2) - h(z) + f (@) - g(x) - I (@)
{f(r)} P9 f@0E) o) 20

7//. (l =_1

8. (sinz)’ = cosx

9. (cosz) = —sinz

10. (tgz)' = oz = 1 +tg%z, cosz #0

11. (ctgz) = — - = —(1 + ctg x), sinz # 0

12. (e*) = ¢€”

13. (a®) =a”Ina, a >0

4. (Injz|) =1, z#0

15. (log, |z]) = i = 2log,e, a>0, a#1, 2 #0
16. (arcsinz)’ = \/1177, -1<z<1, —§ <arcsinz < §
17. (arccosz)’ = —\/11_7, -1<z <1, —F <arccosr < §
18. (arctgz) = ﬁ, —5 <arctgr < §

19. (arcctgz) = H_TQ, 0 < arctgr <

Symbol = dlai= 1,...,19 - oznacza, ze korzystamy ze wzoru numer %.
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Przyktad 93.
Obliczy¢ pochodng funkcji

f(z) =5zt + 223 — 22 + 32 — 5.

Rozwigzanie:
fl(@) = (bt 4223 — 22 + 32— 5) = (5z%) + (223) — () + (3z)' — (5)' =
=5(z1) +2(23) — (22) +3(x) — (5) = 5423 42322 — 2z + 3 = 2023 + 622 — 2z + 3.

2

Przyktad 94.
Obliczy¢ pochodng funkcji

f@) = <5
Rozwigzanie:

9 ’ 2 1\’ 2 2\’ 1\’ 1 2\’ 1\’ 7
= (a9 = et o1) £ (1) (o) 22ty (o) 2
=2 (-t -t = gt - fot

Przyktlad 95.
Obliczy¢ pochodng funkcji

flx)=(2*-2zx+1)- (z—1).

Rozwiazanie:
Fla)=[a2-22+1)-(x-1) = @2 —22+1) - (z—1)+ (@2 —2z+1) - (x—1) "=~
=02z-2)-(z-1)+(@®>-22+1)-1= (222 —4dx+2) + (22 — 22 + 1) = 322 — 62 + 3.

Przyktlad 96.
Obliczy¢ pochodng funkcji

f(z) =sinz - Inzx.

Rozwigzanie:

f/(z) = [sinz-Inz)’ = (sinz) -Inz+sinz-(Inz) "= cosz-Inz+sinz- 1= coszlng+ o0z,

Przyktad 97.
Obliczy¢ pochodng funkcji

f(z) = 2% " -cosu.

Rozwigzanie:
al
flx) = (a®-e” -cosx)l - (ac2)l ce® . cosx 4% (e7) cosx+a?-e” - (cosz) =

=27-¢e" -cosz+ 2% e” cosw+ a2 e” - (—sinz) = xe®(2cosw + xcosw — wsinT).

Przyktad 98.
Obliczy¢ pochodng funkcji

x? 42
fla) =22
Rozwigzanie:
f'(x) = (IZH)/ 2 (@42 (a-1)=(a’+2)-(z=1)" 267 2z-(z—1)—(2’4+2)1 _ (22°—2x)—(2?4+2) _
) =\z1) — (@—1)2 = (@—1)2 = (@-1)2 =
z-—2x—2

(z—1)% -
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Przyktad 99.
Obliczy¢ pochodng, funkcji

Inz
0= Gre
Rozwiazanie:

f/(x): Inz 4 (In )’ -(sin z+z)—In z-(sin z+x)’ 1,2,7:,8,14 (%)»(sinx-i—w)—lnw-(cosw-i—l)
sin z+x (sin z+x)? (sin z+x)?

Przyktad 100.
Obliczy¢ pochodng funkcji

flx)= Bz +1)".

Rozwiazanie:
2)=[Bz+1)7 E 7-Br+1)¢-Br+1) "ET 7-@z+1)5-3=213z+1)°.
! 3x+1)"] = 7-Bz+1)°-Bz+1) = 7-Br+1)°-3=2103z+1)°
Przyktad 101.
Obliczy¢ pochodng funkcji
f(z) =vVaz2+3
Rozwiazanie:
fla)=(VaZETE) L i (@2+3) LT L op= =
o T 22243 T 2Vz243 T V22437
Przyktad 102.
Obliczy¢ pochodnag funkcji
f(x) eCOS ZL’.
Rozwiazanie:
!/
()= (GCOSQJC) 3 6C052I~(C082 ZC)/ E eC°S2I~2cosx'(cosx)’ = e°052x~2cosx~(fsinx) =
= —2sinzcosz - e T = —gin 2 - O T,

Przyktad 103.
Obliczy¢ pochodng funkcji

1
f(x) = V3 + 252 +6V" — arctgg.

Rozwiazanie:
/
f(x) = ({/§+ o=+ 6V® — arctg%) = (3% +275% L 6VE — arctg%) =

= (32) )+ (67— (aretag) 2

=3%m3- (L) +27% 2 (=52) + 6VFIn6 - (v7) — —Lo - (2) "L

E)
1 ’
=353 (~ ) +27 2 (=5) + 6" In6- (512 ) — s+ (3) = —2pd - e OO 2

Przyktad 104.

Obliczy¢ pochodng funkcji
f(z) =In(In(ln x)).

Rozwiazanie:

f(z) = (n(in(lnz)))" =" i - (n(nz))

_ 1
~ (In(Inz))-(Inz)-x"

5,14 14

ln(lln z) ﬁ ) (11’1 x)/ = ;

1
In(lnz) Inz =
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Przyktad 105.
Obliczy¢ pochodng, funkcji

f(z) =sin2z - Invax + 1.

Rozwigzanie:
f@)=(sin2e Ve 1) = (sin2e) - (nya+1) +sin2e- (e 1) "="
— cos2z- (2z) - (InVz+1) +sin2z- A (Va+1) =7

x+1
. 2,6,7
ZCOSQ$-2'(1D\/$+ )—l—sm2x~\/%~2\/glm-(x+1)’ = .
=2cos2xInv/x +1+sin2z - \/T 2\/%-1=2cos2xln\/x+1+2s(’£ff).

Przyktad 106.
Obliczy¢ pochodng funkcji

ea.fl)
fz) = W(asinx —cosz), a € R.
Rozwigzanie:
/ az B P /
f’(x) = {1+a2 (asinx — cosm)} = [%} = oz [e*"(asinz — cosz)]' Z
= 15 [(e® asmx—cosx)—|—e‘”(asmx—cosx)] bl
= + > [€ (az)’ (asinz — cosz) + e**(a(sinz)’ — (cosz)’)] bR
= +1 [e*a (a sinx — cosx) + e (acosz + sinx)] =
= 2 (a*sinz —acosx + acosw +sinz) =
= Ha;z (a2 sinx + smx) = HT -sinx (a + 1) = e ginx.
Przyktad 107.
Obliczy¢ pochodng funkcji
cos x
f(x):_.g +Intg 5.
sin® x 2
Rozwiazanie:
1,4,5,14

flx) = (555 —Hntg%)/ 2 (_Scl?lsa;)’_’_ (lntg%)/ 45,

(cos x)’-sin? x—cos z-(sin? x)’ + ( z)/ 5,7,9,10
(sinZ x)2 % ) -
_ —sina-sin® z—cos z-2sin z-(sin )’ + 1 1 ($)l 1,7,8
- in? T os2Z C\2 =
sin® tg 5 cos® 3 2
_ sin® x+2sin z-cos? + 1 1 1—i-cos2 x + 1 _ 2
sint x sin £-cos £ 2 sin3 x sinz sin3x°

Przyktad 108.
Obliczy¢ pochodnag funkcji

f(z) = (cosx)”.

Rozwigzanie:
f/(SC) — [(COSI)I]I _ (eln(cosm)x) _ (ex-lncos:r) 5,12 (ex-lncos:r) . (IL’ . IHCOSIE)/ 8,5,9,14

= (ev™cos?) . (Incosz + & - =32L) = (cosz)”(Incosz — z tg ).

/
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Przyktad 109.
Obliczy¢ pochodne

funkcji

f/, f”7 fl//

f(z)=2zInz.

Rozwigzanie:

Dla z > 0 otrzymujemy:
fl@) = (zlmz) =lnz+z-L =nz+1
£@) = [ @)] =z + 1)

(@) = [f"(x)] = () = -

Przyktad 110.

1
T

Hw"" Il

Zmalez¢é wzér ogblny na pochodnag n-tego rzedu funkcji

f(z) = sin2z.

Rozwigzanie:
f(z) = 2cos2x
f"(z) = —22sin 2z
" (x) = =23 cos 2x
f®(z) = 2%sin 2.

Z postaci pierwszych czterech pochodnych funkcji f mozna wysnué hipoteze

2™ sin 2x
2™ cos 2z
—2™sin 2x
—2" cos 2x

f" () =

Uzasadnienie tej hipotezy nalezy przeprowadzi¢ metoda indukcji matematycznej. Nieskomplikowa-

ny dowdéd pomijamy.

ZADANIA:
Obliczy¢ pochodne danych funkcji:

14.1.  f(z) =sin® 3
14.3.  f(x) = sipZicosz
14.5. f(it) = m
14.7.  f(z) = cos? L
__ sin2z
14.9. f(x) = QB\J@I
_z z
14.11.  f(z) = =5 ,
14.13. f(.%') =3 Ve
-2
14.15. = g
flz) =+ v
3x—2+-—
14.17. f(x) In sin(z2-3)
14.19. = 1
f(z) 1+vItz
14.21.  f(z) =In(z + Va2 +1)
_ 1 T—
14.23.  f(z) =5n oH ,
T SlNn ox X COS O
14.25.  f(x) = #555F 2%

dla
dla
dla
dla
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n = 4k

n=4k+1
n =4k + 2
n=4k +3

14.2.
14.4.

14.6.

14.8.
14.10.

14.12.
14.14.

14.16.

14.18.
14.20.
14.22.

14.24.
14.26.

, gdzie k € Z.

rvxr+1
1+Inx

esin 2x | In

2
2+sinx
sinx—cosx

sin x+cos

1.2

z2-3
4

Inz®—sinz

In(z+1)

arctg(z + V1 + z2)

SVI1—a?+ %arcsinz
zarctgr — 1 In(z? + 1)
zln’z —2zxlnz + 22

sinx 4+ 2xcosr — 2tgx



14.27.  f(z) = 2eV®(\/z — 1) 14.28. f(z) = %[ n(Inz) — cos(In z)]
14.29. f(z)=2In(e*+1) — = 14.30. f(z) =45 Ctg x

L 1+x)? —z
14.31. f(z) =2'8% | 14.32. f(z) = [1 2“” sina — ¢ 2) cosz|e
14.33. f(z) = (n3)smricoss 14.34. f(z)=vo+1-In(1+z+1)
14.35.  f(z) = Insin /527 14.36.  f(z) = In(V1 + 22)
14.37.  f(z) = sin? (%) 14.38. f(z) =IntgZ —cosz Intgz
14.39. f(z) = ctgba + =2 14.40. f(z) =352V1 -2z —a? + 2arcsin1+72””
14.41.  f(z) = {1552 14.42.  f(z) = In(e® + V1 + €22)
14.43. f(z) = W(zl wiEw) 14.44. f(z) =sinzcosz(2cos’z + 3) + 3z
14.45.  f(z) = /12 14.46. f(z) =2 (L4 L)1 Sqep
14.47.  f(z) = z*, 14.48. f(z) = (sinz)'8%,
14.49. f(z) = (:c2 + 1)sin2e 14.50. f(z) = (z%)*,
14.51. f(z) = log,(cosx), 14.52. f(x) = logy, . (V/5)

14.53. Obliczy¢ druga pochodna funkcji f w punkcie zg = 0, jezeli:

a)  flz) =4

b) f(x)=lnyz+5

14.54. Dla jakiej wartoSci parametru k zachodzi nieréwnosé f"/(2) > 07

4ka:

a) f(x)=5ka®+ (k—1)z*
)=

b
c)ﬂm:%k

14.55. Znalezé wzoér ogblny na pochodna n-tego rzedu funkcji f:

a) f(z) =ze”
b) f(z)=zlnz

14.56. Sprawdzi¢, czy funkcja f spelnia dane réwnanie:

a) f(x) = cos 2z,
b)  f(z) =3,

15 Ekstrema funkcji

Przyktad 111.

(5) _r@)
M — f(2)(x) — f®(x)
2O (2) - 227 () = 62 — 2°.

Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema lokalne funkcji:

Rozwigzanie:

fz) =

23+ 4
x?

1. Wyznaczamy dziedzine naturalng funkcji i punkty nieciaglosci
Dy ={z:z+#0} =R\ {0}
2. Wyznaczamy pierwsza pochodna funkcji f

3 / 23 w2 (B (z2) 2222 (23 2
fl(z) = (wm—zw) _ (=44 (m2()2 +4)-(z7)" _ 3 (z°44)-2

_ 3z*—2z%*—8x _ z*-8z
x4 4

= P

3. Wyznaczamy punkty krytyczne funkcji f
f’(x):0<:>9”4;#=O<:>w4—8x:O<:>x(a:—2)(x2+2x+4):O<:>

< x=0¢€DsVae=2Vai+2r+4=0.

Réwnanie 22 + 2x + 4 = 0 jest sprzeczne (A = —12 < 0), czyli nie posiada rozwigzan. Jedynym
punktem krytycznym, w ktérym funkcja f moze mieé ekstremum jest punkt x = 2.

4. Badamy znak pierwszej pochodnej, monotoniczno$é¢ funkcji f

fl(x) >0 <= IZ%S‘” >0<=2-82>0+= 2(z—2)(2%+22+4) > 0 <= 2 € (—00;0)U(2; 0),

Flla) <0 282 c 0= 24 — 8z < 0= z(z— 2)(2% + 22+ 4) < 0 < z € (0;2).

x4
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Funkcja jest rosnaca na przedziale (—oo; 0) i na przedziale (2; 00), natomiast malejaca na przedziale
(0;2).

5. Wyznaczamy ekstrema lokalne funkcji f

dla z = 2 funkcja f osiaga minimum lokalne (w otoczeniu punktu 2 = 2 pierwsza pochodna zmienia
znak z — na +)

Przyktad 112.
Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema lokalne funkcji:

flz)=2%-e7".
Rozwiazanie:
1. Wyznaczamy dziedzing naturalna funkcji i punkty nieciagtosci:
Dy =R

2. Wyznaczamy pierwsza ];)ochodn@ funkcji f
f(@) = (2% e_’”)/ =(2?) e+ 2% (e o) = 9p.e T4 g?e . (—1) =2z -e " — 22",

3. Wyznaczamy punkty krytyczne funkcji f

fla)=0=22-e®—2? e?=0<=22—2)e*=0<=2=0Ve=2Ve *=0.
Réwnanie e™® = 0 jest sprzeczne. Punktami krytycznymi, w ktérych funkcja f moze mieé¢ ekstre-
mum sg punkty x = 0 oraz x = 2.

4. Badamy znak pierwszej pochodnej, monotoniczno$é¢ funkcji f

fla)>0=2r-e%—22 >0 = 22—2)e® >0+ z € (0;2),
fl@)<0<=2r-e?—22 e <0<=2(2—-2)e " <0<z € (—00;0) U (2;00).

Funkcja jest rosnaca na przedziale (0;2), natomiast malejaca na przedziale (—oo;0) i na przedziale
(25 00).

5. Wyznaczamy ekstrema lokalne funkcji f

dla z = 0 funkcja f osiaga minimum lokalne (w otoczeniu punktu x = 0 pierwsza pochodna zmienia
znak z — na +)

dla x = 2 funkcja f osiaga maksimum lokalne (w otoczeniu punktu & = 2 pierwsza pochodna
zmienia znak z + na —):

4

-

— A2 —
fmam(Z) = 4e - e

Przyktad 113.
Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema lokalne funkcji:

f(z) =2 Inz.

Rozwigzanie:

1. Wyznaczamy dziedzine naturalng funkeji i punkty nieciaglosci
Dy={x:z>0} =R;.

2. Wyznaczamy pierwsza pochodna funkcji f

() = (:vz-lnx), = (xz)/~ln:c+x2 ‘(nz) =2r-lnz+22- L =2rInx + .
3. Wyznaczamy punkty krytyczne funkcji f
f’(m):0<:>2xlnx+ac:0<:>ac(2lnx+1):0<:>x:0¢Df\/lnx:—%<:>m:

Jedynym punktem krytycznym, w ktérym funkcja f moze mie¢ ekstremum jest punkt z =

-5

4. Badamy znak pierwszej pochodnej, monotoniczno$é¢ funkcji f
flx)>0<=2zlnz+2>0<z2hz+1) >0z € (\[, ),
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f’(x)<0<:>2xlnx+a:<0<:>a:(21na:+1)<0<:>xe(

Funkcja jest rosnaca na przedziale ﬁ;
5. Wyznaczamy ekstrema lokalne funkcji f

dla z = ﬁ funkcja f osiaga minimum lokalne (w otoczeniu punktu x =

zmienia znak z — na +)

L
NG

1

e (1)

Przyktad 114.

e

)

oo)7 natomiast malejaca na przedziale (O; %)

NG pierwsza pochodna

1

nﬁ——

1
2e’

Wyznaczy¢ warto$é najmniejsza i najwigksza (ekstrema globalne) funkcji:

flx)y=2a-e"

na przedziale:
[_ 9

Rozwiazanie:
1. Wyznaczamy pierwsza pochodna funkcji f

/ /
f(x) = (m5 ~e’””4) = (x5)l-e*m4+x5~(e’””4) = 5x4oe*m4+x5~e*“’4~(f4x

2. Wyznaczamy punkty krytyczne funkcji f
fl(@) =0 < brte " —daBe" =0 ale-

1,1

4

]

41.8 7I4

3) — 5174671

(5—dat) =0=ax=0Vr=1}5

Punkty z = :l:{‘/% nie naleza do przedzialu [—1,1].

Nalezy policzy¢ wartosé funkeji f w punkcie krytycznym x = 0 i na brzegach przedzialu w punktach

r=-1izxz=1

f(0)=0, f(=1)=

Wartosé najmniejsza funkcji (minimum globalne) wynosi —e™
i jest osiagana w punkcie x = 1.

a najwigksza (maksimum globalne) wynosi e !

ZADANIA:

—et f(h)y=et.

1i jest osiagana w punkcie z = —1,

Wyznaczyé¢ przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema lokalne funkcji:

15.1.  f(z) =1+ 60z — 462% + 122° — 2* 15.2. f(z)=2— =z

15.3. f(z)= (1 —z)t + 4z +2 15.4. f(z) =233z —8)

15.5. f(x) =325 — 423 + 32 15.6. f(x)=x+2°+x

15.7. f(z)=z+ % 15.8.  f(z) = 2%

15.9. f(z)=x+sinz 15.10. f(z) =sinxz + cosz
15.11. f(z)=1i+L+ 2L 15.12. f(x) =3z + 2sinx
15.13.  f(z) = /(1 — x2)2 15.14. f(z) = zgi}l
15.15.  f(x) = 2%+ - 15.16. f(z) = 12;33%
15.17.  f(z) = Lt 15.18.  f(z) = 525
15.19. f(z) = &+2 15.20. f(z) =x,/22

. . == (I+1)3 * * - 24
Wyznaczy¢ wartosé naJmmerz@ i najwieksza funkcji na podanym zbiorze

15.21.  f(z) = 2% — 3z, [-V3,V3] 15.22.  f(z) =23 — 622 + 6, [-2,2]
15.23. f(z) =2 - 202 +5, [—4,4] 15.24. f(z) = 32° — 102® + 152, [-2,2]
15.25. f(z) =3z +1, [0,4] 15.26. f(z) = /2(1 — cosx), [0,27]
15.27.  f(z) = =, [-3.3 15.28. f(z) =2, [-%,Z]
15.29. f(z) =z —tgx, [—%, ﬂ 15.30. f(z) = x — sin 2z, [fg, g]
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16 Badanie funkcji

Przyktad 115.
Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji:

1
Rozwigzanie:
1. Wyznaczamy dziedzine naturalna funkcji
Dy =R
2. Badamy istnienie asymptot
. _ . 1 _ . _ .
Jm fle) = Jim g =0l fla) = lim o =0
Istnieje asymptota pozioma o réwnaniu
y=0.
a= lim f(f) = lim ﬁ:o, b= lim [f(z) — ax] = lim f(z) =
Tr— 00 “ r—0o0 e r—00 r— 00
y=ar+b=0.

Asymptota ukosna pokrywa si¢ z asymptota pozioma.

3. Wyznaczamy punkty przeci@cia wykresu z osiami uktadu wspoélrzednych

-zosla OX: f(z) =0« 1+m2 = 0 (réwnanie sprzeczne),

- 7z osia OY: dla x =0 z réwnania funkcji otrzymujemy f(0) = 1.

Zatem wykres funkcji nie przecina osi OX, natomiast 0§ OY przecina w punkcie (0,1).
4. Wyznaczamy pierwsza pochodna funkcji f

! 1 (14a2)—(1)-(1422)’ "
S [ T,

5. Wyznaczamy punkty krytyczne funkcji f(x)

fl@) =0 = —giop =0 20 =0+=2 =0.

Jedynym punktem krytycznym, w ktérym funkcja f moze mieé¢ ekstremum jest punkt z = 0.

6. Badamy znak pierwszej pochodnej, aby wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci funkcji f
fl(@) >0 = — 7 2;‘;)2 >0+ = —22>0+=12<0+= 1€ (—00;0),

fl(z) <0< — (1+x2)2 <0< 22 <0<=2z>0< x € (0;00).

Funkcja jest rosnaca na przedziale (—oo;0), natomiast malejaca na przedziale (0; c0).

7. Wyznaczamy ekstrema lokalne funkcji f

dla x = 0 funkcja f osiaga maksimum lokalne (w otoczeniu punktu x = 0 pierwsza pochodna
zmienia znak z 4+ na —)

fmaa:(o) =1

8. Wyznaczamy druga pochodn@ funkcji f
£1(@) = (£/(@)) = [~ | = GG e 2een

(1+z2)* = (1+x2)2
9. Wyznaczamy punkty, w ktérych druga pochodna jest réwna 0

2 2
fu(x):()(:}w:0§(1+z2):0v(3x2_1):0(:,

(1+x2)*
@xé@sz@\/xz—?@xzész—%.

10. Badamy znak drugiej pochodnej, aby wyznaczy¢ przedziaty wklestosci i wypuktoécei funkeji f
Fl(@) > 0 = 2042062 g 91 4 42) (322 —1) > 0=z € <foo;,@> U (ﬁ.oo»

(T+a?)t 3 30
f'(@) <0<+ % <0=2(1+2%)(322 -1) < 0=z € (7§,§>
Funkcja f jest wypukla na przedziale (—oo; —?) i na przedziale (?, oo), natomiast wklesta na
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3773
11. Wyznaczamy punkty przegiecia funkcji f

przedziale (—ﬁ' ﬁ) .

Punktami przegiecia funkcji f sa punkty z = — iz = ? (druga pochodna zeruje sie¢ w tych
punktach i zmienia znak w ich otoczeniu ).

12. Ukladamy tabelke przebiegu zmiennosci danej funkcji

“f

V3

FE 0 [ F 0
F@ 0 [+
@0 [/

N+
=loll|o
an

+
o|o|ol8

id | | o w‘%

eled 4+ | ©

AL

¥

Rysunek 10: Wykres funkeji f(z) = H%

Przyktad 116.
Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji:

3

2 -1

fz) =

Rozwigzanie:

1. Wyznaczamy dziedzine naturalng funkcji
Dy={zeR:22—1#0} =R\ {-1,1}.
2. Badamy istnienie asymptot:

3 3
lim z)= lim -F— =-o0 lim z)= lim ¥ =00
r——1— f( ) r——1 z?—1 ’ r——11 f( ) z——1+ % ’

. L 2 _ . _ ok 2
i f0)= ity =—co, i, f5) = i, o8y = oo
Istnieja dwie asymptoty pionowe obustronne o réwnaniach

r=—-11x=1.
lim f(z) = lim f—il = 00, lim f(z) = lim —F5 = —oo.
T—00 z—o00 ¥ T——00 z——o00 ¥
Nie istnieje asymptota pozioma.

2
X

a = lim @: lim <=1, b= lim [f(7)—ax]= lim

xr—00 Tr— 00 1 r— 00 Tr— 00

71 =0,
y=axr+b=uw.
Istnieje asymptota ukosna o réwnaniu
Yy =x.

3. Wyznaczamy punkty przeciecia wykresu z osiami uktadu wspélrzednych
3
-zosla OX: f(z)=0«< F==0<= 2 =0.

r2—-1
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- z osiag OY: dla x = 0 z réwnania funkcji otrzymujemy f(0) = 0.
Zatem wykres funkcji przecina obie osie uktadu wspoélrzednych w punkcie (0, 0).
4. Wyznaczamy pierwsza pochodna funkcji f

/ BY (22 1) — 23 (2 1) 2/,2
f/(fL') = (xéril) =&l (:1:;)71»?2( = x(x(f,l)g)-

5. Wyznaczamy punkty krytyczne funkcji f

2 2
f/(x):0<:)%ﬁz()(z)xz(xz—?)):0<:>x:0\/x:—\/§\/x:\/3.
Punktami krytycznymi, w ktérych funkcja f moze mieé ekstremum, sa punkty

z=0, z=— 31iz=+3

6. Badamy znak pierwszej pochodnej, aby wyznaczy¢ przedzialy monotonicznoéci funkcji f
/ z? (2% —3) 20,2 2 2 . .
fl(@) > 0= i > 0= 2%(2® = 3)(z* —1)* > 0=z € (—00; =v/3) U (V3;00),

22 (2% -3

f’(x)<0<:>(xfl)2)<0(:>x2(x273)(z271)2<0<:>

=z e (—V3;-1)U(-1,0)U(0,1) U (1;V3).

Funkcja jest rosnaca na przedziale (—oo; —\/ﬁ) i na przedziale (\/5, oo)7 natomiast malejaca na
przedziatach (,\/g; 71), (=1,0), (0,1) i na przedziale (1; \/?:) .

7. Wyznaczamy ekstrema lokalne funkcji f

dla z = —/3 funkcja f osiaga maksimum lokalne (W otoczeniu punktu z = —/3 pierwsza pochodna
zmienia znak z + na —),

Fnas (—V3) =222

natomiast dla = = v/3 funkcja f osiaga minimum lokalne (w otoczeniu punktu z = /3 pierwsza
pochodna zmienia znak z — na +),

foun (V3) = 202,

dla x = 0 funkcja nie osigga ekstremum lokalnego (w otoczeniu punktu x = 0 pierwsza pochodna
nie zmienia znaku).
8. Wyznaczamy druga pochodna funkcji f

f”(l‘) — (f/(l‘))l _ |:m(2(2m2;)2):|/ _ [12(12—3)]'(372—(1)2—?)2}12—3)[(m2—1)2]/ _
_ [2e(z?=3)+2? 2] (z®—1)2—z? (22 =3)-2(z®—1)-2z _ 2z(z®43)(z%-1)

N (z2-1)* - (z2-1)*

9. Wyznaczamy punkty, w ktérych druga pochodna jest réwna 0

1) = 0= ZEADETD — 0 e 90(? 4+ 3)(2? — 1) = 0 <=
—zr=0Ve=-1¢€DyVvax=1¢ Dy.

10. Badamy znak drugiej pochodnej, aby wyznaczy¢ przedziaty wklestosci i wypuklosci funkceji f
(@) > 0 = 2D 5 0 e 922 4 3)(2? — 1)(2? — 1)* > 0 4=z € (=1,0) U (1, 00),

f'(z) <0< % <0+=22(2?+3)(2?2 - 1) (2> - 1) < 0 <z € (—o0,—1) U (0, 1).

Funkcja f jest wypukla na przedziale (—1,0) i na przedziale (1, 00), natomiast wklesta na przedziale
(=00, —1) i na przedziale (0, 1).

11. Wyznaczamy punkty przegiecia funkcji f

Punktem przegiecia funkcji f jest punkt = 0 (druga pochodna zeruje sie w tym punkcie i zmienia
znak w jego otoczeniu ).

12. Ukladamy tabelke przebiegu zmiennosci danej funkcji

z —oo | - | =3 -1 |-~ ]o]-- |1 V3 00
(=) —o - — — N + 0 — N + + )
f(z) 1 + 0 - | N - [ -] -1TNT] - 0 + [ 1
f@ | o | =28 IN N[N NININ[3] ]
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N oznacza, ze funkcja jest nieokreslona w tym punkcie.

3

Rysunek 11: Wykres funkeji f(z) = -

2—1"

Przyktad 117.
Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji:

fz) =ae™™ .

Rozwigzanie:
1. Wyznaczamy dziedzine naturalng funkeji
Dy =R
2. Badamy istnienie as;lmptot: ,
lim f(z) = lim ze ™ =0, lim f(z)= lim xe ® =
T—00 T—00 T——00 T——00
Istnieje asymptota pozioma o réwnaniu

y = 0.

o) — Jim e=*® =0, b= lim [f(z)—az] = lim f(z) =0,

r—00 r—00 r—00 r—00
y=ax+b=0.

Asymptota uko$na pokrywa sie z asymptota pozioma.

3. Wyznaczamy punkty przeciecia wykresu z osiami uktadu wspélrzednych
~z0sia OX : f(z) =0 ze ™ =0z =0,

-z osia OY : dla = 0 z réwnania funkcji otrzymujemy f(0) = 0.

Zatem wykres funkcji przecina obie osie uktadu wspdéirzednych w punkcie (0, 0).
4. Wyznaczamy pierwsza pochodna funkcji f

/ !/
()= (xe*wz) =) e +u (6*7”2) —e 4z (—2) =" — 22 =
= (1 — sz) e’
5. Wyznaczamy punkty krytyczne funkcji f(z)
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Fa)=0e= (1-202)e ™ =0=(1-22%) =0¢=a=—-LVr="L
Punktami krytycznymi, w ktérych funkcja f moze mieé¢ ekstremum, sa punkty

VIR

2 2
6. Badamy znak pierwszej pochodnej, aby wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci funkeji f
Fl@)>0e= (1-222)e ™ >0 (1-222) >0z ¢ (—ﬁ~ ﬁ),

272
Fl@)<0e= (1-222)e ™ <0e= (1-222) <0<z € (—oo; —@) U (?;oo).
Funkcja jest rosnaca na przedziale (—@; 72), natomiast malejaca na przedziale (—oo; —g) i

V2.
2
7. Wyznaczamy druga pochodna funkcji f

A A
f'(x) = (f'(x) = {(1 - 2x2)e*I2] =(1-22%) e + (1—22?) (e*ﬁ) =
— _4xe=" — 2pe (1 — 2932) — e’ (72:13 + 423 — 433) — e’ (4x3 — Gx) =2z (2;U2 — 3) P
8. Wyznaczamy punkty, w ktégych druga pochodna jest réwna 0 2
() =0+= 2220 - 3)e ™ =0<=22=0V (222 -3)=0Ve @ =0+
<=>szsz—§\/1‘:§Vx€®<:>w20\/x:—§vgc:§.
9. Badamy znak drugiej pochodnej, aby wyznaczy¢ przedzialy wklestosci i wypuklosci funkeji f
F(x) >0 = 22222 — 3)e™™ >0 <= 2202 —3) >0 <=z € (—@;O) U (@; oo),

F(2) <0< 22222 —3)e ™ <0 <= 22(222 —3) <0<z € (foo; 7\/6) U (O; @)

na przedziale ( oo) .

2
Funkcja jest wypukla na przedziale (7§;0) i na przedziale (‘/g oo)7 natomiast wklesta na

PR
przedziale (—oo; —@) i na przedziale (0; @)

10. Wyznaczamy punkty przegiecia funkcji f
Punktami przegiecia funkcji f sa punkty

(druga pochodna zeruje sie w tych punktach i zmienia znak w ich otoczeniu ).
11. Z drugiego warunku wystarczajacego wyznaczamy ekstrema funkcji f

J <_§) _ |:4 (_§>3 -6 <_\é§)] 67(_§>2 = 2\/567% > 0;

V2

funkcja f w punkcie x = —*5* osiaga minimum lokalne

fmin <_\£§> = _ﬁe_%§

J (g) — [4 (%)3 —6 (?>:| e_(TQY = —2\/56_% < 0

funkcja f w punkcie x = 72 osigga maksimum lokalne:

v2) V2
fmaz <2> = 76 .

Nl=

12. Ukladamy tabelke przebiegu zmiennosci danej funkcji:

v el [ F [ [T Tol[ [ K x
(@) 0 - 0 + + [ 0| - — - 0 0
f(2) 0 - — — 0 + [+ + 0 - — — | o
i@ | 0 [N VEISN| = /o /2N [ V&N o
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AAn

2

Rysunek 12: Wykres funkeji f(z) = ze™®".

ZADANIA:
Zbadaé przebieg zmiennosci danych funkcji w ich dziedzinach naturalnych:
16.1. f(z) = 2° —3w+5 16.2.f()—x3+3a:2—9x—2

16.3. f(z) = (z+1)2 16.4. f(x) = +4x

3
16.5. f(z) = 2 16.6. f(x) = Q(IH
16.7. f(x) = (§{;;2 16.8. f(z) = z%e*

- L2
16.9. f(z) = 23" 16.10. f(z) = ve~ =%
16.11. f(x) = 6121*4“3 16.12. f(x) = (zi —3)e”
16.13. f(x) = ze= 16.14. f(x) = e7 1

22

16.15. f(z) = e 1 16.16. f(z) = 22e*
16.17. fgxg = ﬁ 16.18. fgxg 1%9:2 InZ
16.19. f(z) = 1oz 16.20. f(z) = 2%
16.21. f(z) = (:v25+ 3)e” 16.22. f(z) = fﬂ -9
16.23. f(z) = == 16.24. f(z) = 53
16.25. f(x) =2z +sinz 16.26. f(z) = (6 +z)V1—=x
16.27. f(z) = 22 16.28. f(z) = -2
16.29. f(z) = o245 16.30. f(z) = \/17=

17 Zastosowanie pochodnych

Przyktad 118.
W pewnej firmie ustalono, ze koszt catkowity produkeji margaryny (wyrazony w tys. z1) zalezy od
wielkoéci produkcji w nastepujacy sposéb

K(z) = 212® + 42* + 100.
O ile wzrosnie koszt, jezeli produkcje zwiekszymy o jedna jednostke w stosunku do poziomu wyj-
Sciowego xg = 10 tys. sztuk margaryny.
Rozwigzanie:
Miara predkosci zmian wartosci funkcji kosztu w punkcie x( jest granica

K(zg + Ax) — K(xo)

o
Az—0 Az = K (o)

nazywana kosztem krancowym. Poniewaz

AK = K(zo + Ax) —

K (w) = K'(z0) Az,
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wiec dla Ax = 1 otrzymujemy
AK = K/(,To),

co oznacza, ze zwigkszenie produkcji o jedna jednostke w stosunku do poziomu wyjsciowego x(
powoduje zwiekszenie kosztéw produkeji o K’ (zq).

Zatem koszt krancowy przy poziomie produkcji xg w przyblizeniu jest réwny kosztowi wyprodu-
kowania dodatkowej jednostki produktu.

K'(x) = 6322 + 8,

K’(10) = 63 - 102 + 8 - 10 = 6380.

Jezeli produkcje zwiekszymy o jedna jednostke, to koszt wzrosnie o 6380 tys. zl.

Przyktad 119.
Funkcja kosztu catkowitego produkcji ¢ sztuk naczyn ceramicznych ma postaé

K(i) = In(i* 4 2).

Dzienna produkcja naczyn wynosi 1500 sztuk. Jak zmieni sie dzienny koszt catkowity, jezeli pro-
dukcje zwickszymy o 1%.

Rozwigzanie:

Granice

i <f(x+A$)—f($) M) __ z

Aim, @ ) @

nazywamy elastycznoscig funkcji i oznaczamy symbolem FE, f. Elastyczno$é funkcji f w punkcie
xo jest przyblizong miara procentowego przyrostu wartosci funkcji odpowiadajacego przyrostowi
wartosci argumentu o 1% w odniesieniu do poziomu wyjsciowego xg.

Obliczamy elastyczno$¢ funkcji kosztu w punkcie ¢ = 1500 sztuk.

E,K = ﬁ - K'(4),

K'(i) = #5,

Eizi500K = Kﬁggo) - K'(1500) = 1n((1éggg2+2) ’ (1?61053%?#2 ~ 0,137

Zatem jezeli produkcja wzrosnie o 1%, to koszt catkowity wzroénie o 0,137%.

Przyklad 120.
Calkowity koszt produkcji w pewnej firmie wyraza funkcja

K(i) =i — 8i% + 20,

gdzie i— wielko$é produkeji(w tys. sztuk). Wyznaczy¢ wielko$é produkeji minimalizujaca koszt

jednostkowy. Podaé¢ wartos¢ kosztu jednostkowego oraz catkowitego przy tej wielkosci produkcji.

Rozwigzanie:

Wyznaczamy funkcje kosztu jednostkowego (K J(i))
K@) i3 —8i%+420i

KJ(i) = -

, =% — 8 + 20.
7 7

Badamy warunek konieczny istnienia ekstremum

KJ'(i)=2i -8,

KJ'(i)=0<=2i—8=0<=i=4.

Sprawdzamy warunek wystarczajacy istnienia ekstremum dla produkeji i = 4
KJ'(i)=2= KJ"(4) =2>0,

czyli przy produkcji i = 4 koszt jednostkowy jest minimalny. Obliczamy wartosé kosztu jednostko-
wego oraz wartos¢ kosztu catkowitego przy tej produkcji

KJpin = KJ(4) =4, za$ K(4) = 16.
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Przyktad 121.
Catkowity koszt produkeji ¢ sztuk pewnego towaru wyraza funkcja

K(i) = 3i* 4+ 20i + 120,
natomiast funkcja popytu na ten towar ma postaé
PP(¢) =100 — ¢,

gdzie c— cena towaru. Wyznaczy¢ maksymalny zysk oraz odpowiadajaca mu wielko$¢ produkeji,
zakladajac ze cala produkacja zostanie sprzedana.

Rozwigzanie:

Poniewaz

PP(c) =1, wiec 100 — ¢ =i <= ¢ =100 —i.
Wyznaczamy funkcje dochodu
D(i) =i -c=i(100 — 1) = 100i — i?,
czyli funkcja zysku ma postaé
Z(i) = D(i) — K(i) = (100i — i*) — (3i* + 20i + 120) = —4i? + 80 — 120.

Badamy warunek konieczny istnienia ekstremum

Z'(i) = —8i + 80,

7Z'(i) =0 <= —8i+ 80 =0 < i = 10.

Sprawdzamy warunek wystarczajacy istnienia ekstremum w punkcie ¢ = 10

Z"(i) = -8 = Z"(10) = -8 < 0,
czyli zysk jest maksymalny przy produkcji 10 sztuk i wynosi
Zmaz = Z(10) = 280.

Przyklad 122.
Koszt wykonania pewnej pracy jest funkcja liczby pracujacych przy niej oséb

K(z) = 0,0032% — 0,216 Inz + 5.

Jaka liczba pracownikéw minimalizuje koszt wykonania pracy i ile on wtedy wynosi?
Rozwigzanie:
Dziedzina praktyczng funkcji jest zbior

D={zxeR:z>0A2xeN}=N.

Wyznaczamy pochodna funkcji K (z)

0,216
K'(x) = 0,006z — ’x .

Badamy warunek konieczny istnienia ekstremum
K'(z) =0 <= 0,0060 — 228 =0 <= 22 =36 <> 2=6Va=—6¢D.
Badamy warunek wystarczajacy istnienia ekstremum w punkcie x = 6
0,216
22

K"(x) = 0,006 + — K"(6) = 0,012 > 0,

czyli koszt jest minimalny przy zatrudnieniu 6 pracownikéw i wynosi

Kpin = K(6) =5,108 — 0,2161n6 ~ 4, 72.
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Przyktad 123.

Liczbe 30 rozlozy¢ na sume takich dwéch skladnikéw, ktérych suma kwadratéw jest najmniejsza.
Rozwigzanie:

Niech z— pierwszy skladnik, wéwczas drugi skladnik wynosi 30 — 2 (z € (0, 30)).

Tworzymy sume kwadratow tych skladnikow

S(z) = 22 + (30 — 2)? = 22% — 60z + 900.
Wyznaczamy pochodna funkcji sumy
S'(z) = 4z — 60.
Badamy warunek konieczny istnienia ekstremum
S'(z) =0 4r — 60 =0 < x = 15.
Sprawdzamy warunek wystarczajacy istnienia ekstremum dla z = 15
S"(x) =4= S"(15) =4 >0,

czyli przy podziale liczby 30 na dwie rowne czesci, po 15 kazda, suma kwadratéw tych liczb bedzie
najmniejsza, rowna

Spmin = S(15) = 450.

Przyktad 124.

W kule o promieniu R wpisano walec obrotowy. Obliczy¢ przy jakiej wartosci promienia podstawy
walca r jego pole powierzchni bocznej S bedzie najwigksze.

Rozwigzanie:

Rysunek 13: Walec wpisany w kule.

Powierzchnia boczna walca wyraza si¢ wzorem
S =2nrH,

gdzie r— promien podstawy, H— wysoko$¢.
7 twierdzenia Pitagorasa wyznaczamy wysoko$¢ walca przy pomocy promienia kuli R i promienia
podstawy walca r

2
1
<2H> —|—T2:R2:>H:2 R2 —r2,
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Tworzymy funkcje wyrazajaca zalezno$¢ miedzy powierzchnia boczna S walca a promieniem pod-
stawy r

S(r) =2mrH = 4nrv/ R? — r2, gdzie r € (0, R).
Wyznaczamy pochodna funkcji pola powierzchni bocznej walca S
4 2
S'(r)=4rvVR2 —r2 — o
Rz _ 2
Badamy warunek konieczny istnienia ekstremum
4qr? 2R 2R
S’(r):0<:>4m/R2—r2—7R;rr = :O@r:i—\g AT € (O,R)@r:f—.
—r

Sprawdzamy warunek wystarczajacy istnienia ekstremum dla r = @

8mrd — 12w R?r g V2R
(R277’2) R2 — 42 2

S (r) = = —167 <0,

czyli funkcja pola powierzchni bocznej walca S osiaga maksimum dla

T_\/ER
=

Wyznaczamy warto$¢ maksymalnego pola

Smam =5 <\/3R> = 27TR2.

ZADANIA:
17.1. Biuro turystyczne Itaka stwierdzito, ze popyt na wycieczki zagraniczne zalezy od ceny wy-
cieczki w nastepujacy sposéb

4900 —c2>3

PP(e) = < 100

gdzie ¢ cena jednego dnia pobytu. Jak zmieni si¢ popyt, jezeli cena wzro$nie o jedna jednostke w
stosunku do ceny wyjsciowej cg = 50 zl.

17.2. Pewien lokal gastronomiczny postanowil wypieka¢ i sprzedawaé zapiekanki. Seria prébna
liczyla i = 5 sztuk. O ile wzrosnie zysk, jezeli zostanie sprzedana jeszcze jedna zapiekanka. Funkcja
zysku ma postac

242

20 =75

17.3. Wyznaczy¢ elastycznosé funkcji popytu na mydlo firmy Irys w zaleznoéci od ceny c jednej
sztuki gdy

200+ ¢
P(c) = 1

17.4. Wyznaczy¢, o ile wzroénie koszt produkeji ¢ sztuk opakowan paleczek nawozowych do roslin
doniczkowych, w odniesieniu do poziomu wyjéciowego ig = 3, jezeli produkcja wzrosnie o 1%

K@) = V& + 2.
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17.5. W pewnej piekarni ustalono, ze zysk uzyskany ze sprzedazy pieczywa francuskiego ksztattuje
sie w zaleznoéci od ilosci upieczonych i sprzedanych buteczek = w nastepujacy sposéb

Z(x) = 2%

Jak zmieni si¢ wartos$¢ zysku, jezeli produkcja wzrosnie o 1%?
17.6. Pewien ogrodnik oszacowal, ze dochdd uzyskany ze sprzedazy i sztuk roz jest nastepujacy

~0,25i* 4+ 9004% 4 1000004
o i2 4+ 3600 ’

D(i)

natomiast koszt uprawy wyraza funkcja

Kiedy zysk uzyskany ze sprzedazy réz bedzie najwigkszy?
17.7. Popyt na karty pocztowe zalezy od ich ceny jednostkowej ¢ w nastepujacy sposéb

PP(c) = 1000/10 — 0, 2c2.

Przy jakiej cenie dochdd bedzie optymalny?
17.8. Zysk uzyskany ze sprzedazy i sztuk atlasow Polski przedstawia funkcja

Z(1) = 61 + 10,
natomiast koszt wyprodukowania ¢ atlasow jest nastepujacy
K(i) = —0,41i* + 35i + 300.

Wyznaczy¢ przy jakiej wielkosci sprzedazy, dochéd bedzie najwiekszy, zaktadajac ze cala produkcja
zostanie sprzedana.
17.9. Ilos¢ sprzedanych lodéw zalezy od temparatury powietrza ¢ w nastepujacy sposéb

I(t) = 100~ 0:002(+=30)°

Jaka temperatura maksymalizuje ilos¢ sprzedanych lodéw?
17.10. W pewnej firmie stwierdzono, ze wydajno$é¢ pracy zalezy od wieku pracownikéw z, w
nastepujacy sposéb

2

W (z) = 0,05ze™ 208,
Jaki wiek maksymalizuje wydajnos¢ pracy?
17.11. Pewna fabryka samochodéw osobowych zaprojektowala nowy model samochodu i na pod-

stawie analizy rynku oszacowala, ze popyt na ten wtasnie model bedzie ksztaltowal sie w zaleznosci
od czasu sprzedazy t (w miesigcach) w nastepujacy sposob

PP(t) = —20(t + 10)(t + 0,5)(t — 6).

Po jakim czasie popyt na nowy model samochodu bedzie optymalny?
17.12. Pewna firma dokonala oszacowania zaleznosci odsetka produkcji wadliwej y od stazu pracy
pracownikéw x wyrazonej w latach

(0,12 — 1)(0, 22 — 2)
v= NZESY

+0,002.
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Jaki staz pracy pracownikéw minimalizuje odsetek produkcji wadliwej?

17.13. Na kazdej stronicy ksiazki cze$é¢ zadrukowana ma zajmowaé 384cm?. Margines dolny i gérny
maja mie¢ po 3cm, a boczne po 2cm. Jakie powinny by¢é wymiary stronic, aby na ksiazke zuzyé
jak najmniej papieru?

17.14. Okno ma ksztalt prostokata zakonczonego pétkolem. Obwodd calego okna jest réwny 4 + .
Jakie powinny by¢ wymiary czesci prostokatnej, aby okno przepuszczalo jak najwiecej Swiatta?
17.15. Fabryka produkuje puszki w ksztalcie walca o pojemnosci 1,1dm?3. Jedng z podstaw puszki
wykonuje sie z blachy o 20% drozszej od blachy uzywanej do wykonania reszty puszki. Na wyciecie
kola o promieniu r zuzywa sie 4r? blachy. Jakie wymiary powinna mieé puszka, aby koszt jej
produkcji byl najmniejszy?

17.16. Puszka do konserw w postaci walca o pojemnoéci 547 ma by¢ tak wykonana, aby zostala
zuzyta minimalna iloé¢ blachy. Wyznaczy¢ wymiary puszki.

18 Funkcje wielu zmiennych. Wykresy, warstwice i obrazy

Przyktad 125.
Wyznaczy¢ i narysowaé dziedzing naturalng funkcji

fla,y) = VA — a2 —y2.
Rozwigzanie:
D={(z,y) eR*:4—2* —y* >0} = {(2,y) € R? : 2® +y* < 4}.

Dziedzina funkcji f jest kolo o $rodku w punkcie (0,0) i promieniu réwnym 2.

A

Rysunek 14: Wykres kota 22 + 32 < 4.

Przyktad 126.
Wyznaczy¢ i narysowaé dziedzine naturalng funkcji

f(a,y) = In(y* — 2°).
Rozwigzanie:

D={(z,y) eR*:¢y® —2° > 0} = {(z,y) € R* : 9> > 2%} = {(w,y) € R*: |y > ||}
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A.}'

Rysunek 15: Wykres obszaru |y| > |z|.

Przyktad 127.
Wyznaczy¢ warstwice funkcji

fa9) = VI= =7

Rozwiazanie:
Warstwice tej funkcji opisuje rownanie

VI—122—9y2=a, a>0.
Po przeksztatceniu
2+ =9-a®iac|0,3],

gdyz dla a > 3 warstwice sa zbiorami pustymi. Warstwicami tej funkcji sa okregi o érodku w
punkcie (0,0) i promieniu R =+v9 —a?, a € [0, 3].

Przyklad 128.
Wyznaczy¢ warstwice funkcji

flz,y) =2" +y+5.

Rozwigzanie:
Warstwice tej funkcji opisuje réwnanie

?+y+5=a, ack.
Po przeksztatceniu
Yy = 2?4+ a-5.
Warstwicami tej funkcji sa parabole o wierzchotku w punkcie (0,a —5), a € R.

Przyktad 129.
Wyznaczy¢ warstwice funkcji

flx,y,2) = Vo2 +y? + 22,

Rozwiazanie:
Warstwice tej funkcji opisuje réwnanie

Vrz+y2+22=a, a>0.

98



Po podniesieniu obu stron do kwadratu otrzymujemy
2

x2+y2+z2:a.

Warstwicami tej funkeji sa sfery o érodku w punkcie (0,0,0) i promieniu a > 0.

Przyktad 130.
Narysowaé¢ wykres funkcji
flz,y) =2 +y* + 1.

Rozwigzanie:
Warstwice tej funkcji opisuje réwnanie

2 +y2+1=a, a>1.
Po przeksztalceniu
2?4y’ =a—-11a>1.

Warstwicami tej funkeji sa okregi o érodku w punkeie (0,0) i promieniu R=+va—1, a>1
Wykresem funkeji f(z,y) = 2% + y? + 1 jest paroboloida o wierzchotku w punkcie (0,0, 1).

F W]
% = 4
'
O R B
U et
E—

Rysunek 16: Wykres funkcji f(z,y) = 22 +y? + 1.

Przyktad 131.
Przedstawi¢ podane rownanie w postaci paramertycznej

6z — 2y = 14.

Rozwiazanie:
Réwnania to opisuje prosta. Ogdlne réwnanie prostej ma postaé

Az + By+C=0.

Parametryzacja prostej jest nastepujaca
t)=t
{ z(t) ,teR.

Przeksztalcamy réwnanie prostej



Jej parametryzacja jest nastepujaca

x(t) =t
(et ew

Przyktad 132.
Przedstawi¢ podane réwnanie w postaci parametrycznej

1
xz—i—x—l—yz—i—y:i.

Rozwiazanie:
Réwnanie to opisuje okrag. Ogoélne réwnanie okregu ma postaé

(x —a)® + (y—b)* = R?,

gdzie punkt (a,b) jest srodkiem okregu, a R jest promieniem.
Parametryzacja okregu o $rodku w punkcie (a,b) i promieniu R jest nastepujaca

{ z(t) = a+ Rcost € [0,27).

y(t) = b+ Rsint ’ t

Przeksztalcamy podane réwnanie
oty ty=3

?+r+ i+ +y+i=5+i+1
(e+1)’+@+i)’ =1
Réwnanie to opisuje okrag o $rodku w punkcie (—%, —%) i promieniu R = 1. Jego parametryzacja
jest nastepujaca

N»—‘

t) = —% + cost
{x() 2 TEE e 0,2m).

y(t) = —1 +sint

Przyktad 133.
Przedstawi¢ podane réwnanie w postaci parametrycznej

322 + 27y = 27.
Rozwiazanie:
Réwnanie to opisuje elipse. Ogdlne réwnanie elipsy ma postaé
2?2
Parametryzacja elipsy jest nastepujaca

x(t) = acost
{ y(t) = bsint t €0,2m).

Przeksztalcamy podane rownanie

32 + 27y% = 27,

20ty

32 T 1z T

Parametryzacja tej elipsy jest nastepujaca

{ﬁgigftJGM%y
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ZADANIA:
Wyznaczy¢ i narysowaé dziedzine naturalna funkcji:

18.1. f(z,y) = «/x—y—Hn(y—xQ)
18.2.  f(z,y) =vZ—y+ /T Fy+n(4 -2
18.3. f(z,y) = \/W-‘r In(y — 22)
18.4. f(z,y)=In(1-2%—y )JFW
18.5. f(x,y) = ln(l —r— y) 4 ——
2y
18.6.  f(z,y) = VIn(@® +12) + S=t—
18.7. f(;L', y) = ]n(y — .%‘2) +\/x2 + y2 1
18.8. =1 — 2 _

Wyznaczy¢ dziedzine naturaln@ funkcji:

18.9. f(x,y,2) = \/W
18.10.  f(x,y,2) = VI — a2+ /1 — 2 + V1 - 22
18.11.  f(w,y,2) = /(222 + y225)2 — (2 + 212)y*

_ Inz+lny+in
18.12.  f(z,y,2) = B iyes .
18.13.  f(x1, 2,23, 24) = /2105027 + 1‘;&’”_1;”3
18.14.  f(w1, 72,73, 74) = (7172)%2 + 2324
- 1

18.15.  f(w1,@2, - @n) = gxpomygow

Wyznaczyé¢ warstwice funkcji:

18.16. f(z,y)=2zx+by—7
18.17. f(z,y)=x+y+2

18.18. f(z,y)=22+y—3

18.19. f(z,y) =+/y—222+5
18.20. f(z,y)=2%+y*>+4
18.21. f(z,y) = /1 — 22 — 4?2
18.22. f(z,y) = 18 — 222 — 6y?
18.23.  f(z,y) = /% +y2 -9
18.24. f(z,y) =y + Va?

18.25. f(z,y) =y+Va?

18.26. f(z,y,2) =2z —|— 4y -z
18.27.  f(z,y,2) = f2? + Ly? + 122
18.28. f(x,y,2) =+/(x — 1)2 +y +(z—1)2

18.29. f(w,y,2) = /222 + 4y? + 922

Przedstawié¢ podane réwnanie w postaci parametrycznej:
18.30. 2z+3y+4=0
18.31. Hx—T7y—9=0
18.32. 2x2 —y+3=0
18.33. 2y 322 -2=0
18.34. =z —\[x+y —fy_—
18.35. 3932 324 3y* + 6y = —i
18.36. 42 + 4y =1
18.37. 2 +42=3

Narysowaé¢ wykres funkcji:
18.38. f(z,y) = 2x +y—1

18.39. f(z,y) =22 —-3y+5
18.40. f(z,y) =x>+1y> -3
18.41. f(z,y) =222 +4y% +1
18.42. f(xz,y) = V4 — 22 — 3?2
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18.43.  f(z,y) = /322 + 5y2 + 2

18.44. f(z,y) = Vcosx — 1+ /cosy — 1
18.45. f(z,y) = |z| + |y

18.46. f(z,y)=2%—y

18.47. f(z,y) =y — e~

18.48. f(z,y) =e® +e¥’

19 Pochodne czastkowe

Przyktad 134.
Wyznaczyé pochodne czastkowe funkcji

fz,y) = 62° — day + 2°.

Rozwigzanie:
)

91 = 302" — 4y,
)

% = —4dx + 4y.

Przyktad 135.
Wyznaczy¢ pochodne czastkowe funkcji

f(z,y,2) = 2%y%2* — zysin 2.

Rozwigzanie:

of _ 2,2 :
B = 2xy“z" —ysinz,
ﬂ =

2,2 i

By 2x°yz® — xsin 2z,
of _ 9,.2,2

5; = 2x°y“z — xyCos z.

Przyktad 136.
Wyznaczyé pochodne czastkowe funkcji

fz,y) = ze¥ + 52’y — \/zy.
Rozwigzanie:
of — ¥ 4 10zy —

<

dzx 2/xy’
of _ oy 2_ _=x
oy = T + 5x

[ V)
aﬁ
<

Przyktad 137.
Wyznaczy¢ pochodne czastkowe funkcji

F(@,y,2) = € - (2wyz +1) - In(a®y + y22).

Rozwigzanie:

ch =e% .y (2uyz + 1) - In(2?y + y22) + € - 2yz - In(z2y + y%2) + ™ - 22yz + 1) - inz‘z)’
2

% =e™ . x- (2eyz+1) - In(z?y + y°z) + ™ - 2zz - In(2?y + y?2) + ¥ - (2zyz + 1) - (mg‘yfyy‘zzz%

2
% = e - 2zy - In(2?y + y22) + €™ - (2zyz + 1) - m

Przyktad 138.
Wyznaczy¢ pochodne czastkowe funkcji

fla,y,z) = Vot + cos? y + eV - siny.
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Rozwigzanie:

of — 4a* _ 23
0w 2\/a:4+c052 y \/w4+c052 y ’
of __ 72cosysin2y+eﬁ_cosy: — sin 2y +€\/E'C0Sy,

oy 24/ x4 +cos? y
of __ e‘/g-siny
9z~ 2y/z

Przyktad 139.
Wyznaczyé¢ gradient funkcji

24/ z*+cos? y

fl@,y,2) = 2y + 2?yz + 329’2 = 2722 + 22+ 2 + 1

w punkcie
p=(1,-1,0).
Rozwiazanie:
% = 322y + 2xyz + 3y3z,
% =23 4+ 222 4+ 9xy?z — 4y22,
?TJ; =22y + 329> — 4y?2 + 22 + 1,

Vi(z,y,z)= (%, %’ g—ﬁ) = (32y+2xyz+3y°2, w3+ 222+ 9wy 2 —dy2?, 22y + 3wy —dy? 2 +22+1),
Vf(1,-1,0) = (=3,1,-3).

Przyktad 140.
Wyznaczyé¢ gradient funkcji

f(z,y,2) = Va2 +y2 + 22 + 229 — 3y%2 + Iny + V7

w punkcie
p=1(2,1,2).
Rozwigzanie:
o e ey
% = Vﬁ—k@:y—&yz—&—%—kewz T2,
% = m —3y* + "% - ay,
Vi(z,y,z) =

x

=\ Vmomm P e e Ay Oy g e, e -3y fcy)
8 8 7
V£(2,1,2) = <3 + 2¢*, -3+ 4et, -3+ 2e4> )

Przyktad 141.
Sprawdzi¢, czy funkcja

flx,y,2) = Va2 +y? + 22

afr\>  (of\? . (of\*
(m) *(ay) *(a) -
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Rozwigzanie:

of — =
oz /22 +y2+22’
af _ y

oy /22 +y2+22’
of __ z

0z

[22 442422
9 9 2 2 2 2
—(9f of ofry — z y z —
0= (@) () () - (o) : :
3 y z 224y +22 \/:1:2+y2+z2 \/x2+y2+z2

— z? yz 22 _ m2+y2+22 _ _
T4y 422 + z2+y2+22 + z24+y2+22 T z24yZ4+22 T I=P.

Funkcja

[y, 2) = Va1 2§ 22

AN AN AN
(&) +(3) +(F) -

spelnia réwnanie

Przyktad 142.
Sprawdzi¢, czy funkcja

T —
fayz)=ao+ 2
y—z
spelnia rownanie
of of of
— 4+ ==+ =—=07
ox * Ay * 0z
Rozwiazanie:
of _ 1
dx — L+ y—z"
of _  z—=x
oy — (y—2)*’
of _ _x—y
9z — (y—=2)2?
_ or of of _ 1 Z—X 7 — (y—z)2 y—z z—x T—y
= s Toy T o: T 1+ = T T =2 T = T = T =22 T =22 T
_ =2 ty—ztz—a—ytz _ (y=2)° _ _
= EoE =z =1#0="P.
Funkcja
f(x,y,z)—o:Jr —Y
y—z
nie spelnia réwnania
of L of  of
— 4+ =+ ==0
Ox * y * 0z

Przyktad 143.
Wyznaczy¢ pochodne czastkowe rzedu drugiego funkeji

fz,y) = 2 + 2%9y® + 3y + 20y —x + 3> — by + 7.

Rozwiazanie:
Wyznaczamy pochodne czastkowe rzedu pierwszego
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% = 5x* 4+ 32%y% + 3y* + 2y — 1,
% =223y + 122y3 + 22 + 6y — 5.
Wyznaczamy pochodne czastkowe rzedu drugiego

PL= 2 (%) = &5+ 3227 +3y* + 2y — 1) = 200° + 6ay?,

xr

aa;gy = 6% (%) = 8%(2333y + 122y + 22 + 6y — 5) = 622y + 1293 + 2,
2

S =5 (5) = &(5xt + 3027 + 3y + 2y — 1) = 6y + 1248 + 2,
2

gyg = 8% (%) = 9203y + 1229° + 22 4 6y — 5) = 22% + 362y + 6.

Y

Przyktad 144.
Wyznaczy¢ pochodne czastkowe rzedu drugiego funkeji

[z, y, 2) =ayz+1Inzz+ 2y + /yz.

Rozwigzanie:

Wyznaczamy pochodne czastkowe rzedu pierwszego
9,

ovEt

=+ 2+ g

of _ 1 :
E—xy+;+2\}’y7.

Wyznaczamy pochodne czastkowe rzedu drugiego

fr _ o (af)_ @ 1y _ _ 1
W—%(%>—%(W+;)——Fv

aajgyfa%<g—£):%<mz+2+ﬁ):z,

fok = (#) = (ov e 2 ) =
2L=2(8) =2 w+1) =2

Sh=2(8) =& (ce+2+522) = 5o
2L=2(8) =2 (sy+1+5%) =0+ ke,
ZL=2 (%) =2 @w+Y) =y
ZL=2(2) =2 (o424 522) =o+ 152,
S=2(8) =2 (w+i+3d) =25t

Przyktad 145.
Sprawdzi¢, czy funkcja

flx,y) =sinzsinay, gdzie a € R
spelnia réwnanie

0’f _ ,0°f

Rozwiazanie:

af __ :
3y = coswsinay,
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af

oy = asinz cos ay,
9%f . .
5.2 = —sinzsinay,

8 f = —a?sinzsin ay,
L—ﬁ—aQazf —a?sinzsinay —a
— Oy? ox? Y-

Funkcja

spelnia réwnanie

ZADANIA:
Wyznaczy¢ pochodne czastkowe rzedu pierwszego nastepujacych funkcji:

19.1.
19.3.
19.5.
19.7.
19.9.
19.11.
19.13.
19.15.

19.17.

19.19.

19.21.
19.23.
19.25.

19.27.
19.29.

fz,y) = 2y + 3zy* — 3y 19.2.  f(z,y) =
f(z,y) =In(z +Iny) 19.4.  f(x,y)
f(a,y) = sin®(2z +y) 19.6.  f(z,y)
f(@,9) = s 19.8.  f(x,y)
flz,y) = arctg% 19.10. f(z,v)
fla,y) = A +ay)¥ 19.12.  f(z,y)
flz,y) =e™ 19.14.  f(z,y)
fla,y) =y —y3 —1 19.16. f(z,y) =
f(z,y) =yIn(z +y) 19.18.  f(z,y)
Fla,y) =4/1— (TQLJ)Z 19.20.  f(
flx,y) = xe¥ + ye* 19.22.  f(z,y) =
fla,y,2) = 25 — 4a3y2? + 3y 19.24. f(x,
f(z,y,2z) =Ine™* 19.26. f(z
flz,y,2) = In(zyz) + ayz 19.28. f(=,
f(z,y, z) = zarctg(z — y)? 19.30. f(x,

2

2. (—sinzsinay) = —a®sinxsinay +a?sinzsinay = 0 = P.

flz,y) = sinxsinax

L _ 20 _
ay? 02

Y, 2 )
T,Y,2) =
Yy, z) =
Yy, z) =

Wyznaczy¢ gradient funkcji f w punkcie p:
fla,y) = 23 + 222y + 32y? — 4o — 5y + 10, p=(1,-1)

19.31.
19.32.
19.33.
19.34.

19.35.
19.36.
19.37.
19.38.
19.39.

19.40.
19.41.
19.42.

fz,y) = zye™, p=(2,0)
f(z,y,2) = vyzIn(xyz),

p=(eee)

fla,y,2) =2%, p=(1,1,1)
Wyznaczy¢é pochodne czastkowe rzedu drugiego nastepujacych funkcji:

f(z,y) =2 — 227y + 3y?

f(z,y) =
=In(z +Iny)

f(z,y)

f(z,y,2) = wy + xa®

Zbadacé, czy funkcja f spelnia dane réwnanie:

flz,y) =
f(z,y)

InZ

fL’

*f _ 9*f
y? Oxdy Gydac

= In(2? + y?), %
f($,y):€%7 ﬂ_({jif—’_y

f
oy?
f:0

Ox O
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T T
sin = COS =
Y + Y

o 1—/zy

€z, - 1+/zy

z,y) = arcsin =¥

= sin (Sx +4y? + 22)



19.43. f(z,y) = xsinze Y, x% + % = f(x,y)
2.2 53 93 53 53
19.44.  f(a,y) =22, a—ngWgnygyzfa—yé:z(%f

a° 8% 8° a9
19.45. f(.T, y) = xe¥ + yex7 Twé + Tyg = -’15618{;2 + y(’?ngy

&w‘ —_
N—

20 Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Przyktad 146.
Zbadac¢ istnienie ekstreméw funkcji

flz,y) =2 + 4> +5.

Rozwigzanie:

1. Wyznaczamy pochodne czastkowe rzedu pierwszego
of of
—— =2z, = =24.
ox Ay Y

2. Badamy warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji, czyli zerowanie sie pochodnych czast-

kowych rzedu pierwszego
=0 22 = 0 =0
o =0 2y =0 y=0

3. Wyznaczamy pochodne czastkowe rzedu drugiego
2 2 2 2
o°f 9 o°f 0 o°f 0 o°f

ZJ = = —= = 2.
Ox2 T Oxdy " Oyox T Oy?
4. Wyznaczamy hesjan danej funkcji
8% f 8% f
_ e Jxdy _ 2 0
Hf(w)—(azf w)-(o ).
Oyozx Oy?
5. Wyznaczamy warto$é hesjanu w punkcie krytycznym (z,y) = (0,0)
2 0
Hf(0,0) = < 0 9 >
6. Obliczamy wyznaczniki A;
O*f 2 0
Dy =55(0,0) =2, Do =detHf(0,0)=| o o =4,

otrzymujemy
A =2>0120s=4>0,
czyli funkcja
f(x,y) =2 +y*+5

osiaga w punkcie (0,0) minimum lokalne.
7. Wyznaczamy warto$¢ minimum lokalnego

fmin = £(0,0) = 5.
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Przyktad 147.
Zbadaé istnienie ekstremoéow funkcji

f(z,y) = 25z — 25ze™Y — 50y — x°.

Rozwigzanie:

1. Wyznaczamy pochodne czastkowe rzedu pierwszego
0]
of =25 —25e¢7Y — 2z, of
or dy

2. Badamy warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji

gL=0 [ 25 -2eV—22=0
25ze ¥ —50=0

3. Wyznaczamy pochodne czastkowe rzedu drugiego

Or_ L, L, O
oz2 7 Oxdy " Oyox

4. Wyznaczamy hesjan danej funkcji

2

Hiz,y) = ( 25¢7Y  —25ze Y

Badamy istnienie ekstremum w punkcie

(x1,71) = (10,In5).

= 25e¢7Y,

= 25ze” ¥ — 50.

v 7
Y2 =

=

—= = —25xe Y.

5. Wyznaczamy warto$é hesjanu w punkcie krytycznym (z1,y1) = (10,1n5)

Hf(10,In5) = ( _g

6. Obliczamy wyznaczniki A,

otrzymujemy

A1 =-2<0i A2:75>O,

czyli funkcja

f(z,y) = 252 — 25zeY — 50y — 22

osiaga w punkcie (10,1n5) maksimum lokalne.
7. Wyznaczamy wartos¢ maksimum lokalnego

fmaz = f(10,In5) = 100 — 501n 5.

Badamy istnienie ekstremum w punkcie

5

('/E2ay2) = (2,111 -
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8. Wyznaczamy warto$é hesjanu w punkcie krytycznym (zs,y2) = (3,In 2)
ar(Gni)=(% )
9. Obliczamy wyznaczniki A;
Ny =—2, No= ;?) _§8 = —300,
otrzymujemy
A1 =-2<01 Ay =-300<0,
czyli funkcja
flz,y) = 252 — 25xe™Y — 50y — 22
nie osiaga w punkcie (%, In %) ekstremum.
Przyklad 148.
Zbada¢ istnienie ekstreméw funkeji
f(z,y) = 323 + 32%y — y* — 15z.
Rozwigzanie:
1. Wyznaczamy pochodne czastkowe rzedu pierwszego
% = 922 + 6xy — 15, % = 322 — 3y°.
2. Badamy warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji
of _
{ or ;g = { " +3§;€y—7311/§ - 8 =

oy

Ilzl IQZ—I 1‘3:\/5 {I4:—\/g
<~ V V V .
{yl_l {yz_l {ygz—\/5 y4:\/5

3. Wyznaczamy pochodne czastkowe rzedu drugiego

0% f 0% f 0% f
—5 = 18z + 6y, 8x8y_6x’ Dyor

53 = 6z, =2 =—6y.

4. Wyznaczamy hesjan danej funkcji

18x + 6 6x
Hf(x,y)=< o Gy)-

Badamy istnienie ekstremum w punkcie

(xlryl) = (la 1)

5. Wyznaczamy warto$é hesjanu w punkcie krytycznym (z1,y1) = (1,1)

HY(1,1) = ( 2‘61 _2 )
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6. Obliczamy wyznaczniki A;
AN =24, Ny =

otrzymujemy

A1 =24>01 ANy =-180<0,
czyli funkcja

fz,y) =323 + 322y — y> — 152

nie osiaga w punkcie (1, 1) ekstremum.
Badamy istnienie ekstremum w punkcie

(72,y2) = (=1,-1).

7. Wyznaczamy warto$é hesjanu w punkcie krytycznym (z2,y2) = (=1, —1)

Hf(=1,-1) = ( B )

8. Obliczamy wyznaczniki A,

— 180,

Ay =-24, Ny= __23 _g

otrzymujemy

A1 =-24<01i Nyg=-180<0,
czyli funkcja

f(z,y) = 323 + 32%y — 9> — 15z

nie osiaga w punkcie (—1, —1) ekstremum.
Badamy istnienie ekstremum w punkcie

(73,y3) = (\f7 —\/5) .

9. Wyznaczamy warto$é hesjanu w punkcie krytycznym (z3,y3) = (V5, —V/5)

Hr (v.v5) = (2 R

10. Obliczamy wyznaczniki A;

125 6V5

65 65 = 180,

A1 =125, Ny =

otrzymujemy
Ar=12V5>0 i Ay =180 > 0,
czyli funkcja

f(z,y) = 323 + 32%y — 9> — 15z
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osiaga w punkcie (\/5, ,\/g) minimum lokalne.
11. Wyznaczamy wartos¢ minimum lokalnego

fmin = f (xf, —\/S) = —10V5.
Badamy istnienie ekstremum w punkcie

(x47y4) = (—\/5, \/5) .

12. Wyznaczamy wartosé¢ hesjanu w punkcie krytycznym (x4, y4) = (—\/5, \/5)

F(-vaE) = (TR ).

13. Obliczamy wyznaczniki A;

Ay =—12V5, A, —12v5 —6v5 | _ 180,

-6v5  —6V5
otrzymujemy
Ny =-12V5<0 i Ay =180 >0,
czyli funkcja
f(z,y) = 323 + 32%y — 9> — 152

osiaga w punkcie (,\/5, \/5) maksimum lokalne.
14. Wyznaczamy warto$¢ maksimum lokalnego

fraz = f (—\/5, \/S) — 10v/5.

ZADANIA:
Zbada¢ istnienie ekstremow funkcji:
20.1. f(x,y) = 222 +3xy+y —2r—y+1

20.2.  f(z,y) = 2* + y* — 222 + 4oy — 2y?
20.3. f(z,y) =2 —ay+29y> -2 +4y—5
20.4. f(x,y)—acy+ 50+@, z,y >0

20.5.  f(z,y) = 2® — 322y —y* + 10y

20.6. f(z,y) =23 — 3zy — y

20.7. f(z,y) =23 —|—3m2y—6xy—3y2—15$—15y
20.8. f(z,y) = 23 — 3xy? +y

20.9. f(z,y) = 2? —6;Uy+y + 3z + 6y
20.10. f(x,y)—x +y? — 62y — 392 + 18y + 29
20.11.  f(z,y) = 2%y(4 —a:—y)

20.12. f(z,y) = ny—x -3 +3

20.13. f(z,y) =yy/r —y? —x+ 6y

20.14. f(z,y) =€~ (a:+y)

20.15. f(z,y) =2 —azy+y°

20.16. f(x,y):xf—x —y+6x+3

2017, f(r,y) = (2 + y)V/eT

20.18. f(z,y) = y\/l +rt+a/T+y
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20.19. f(z,y)=3In§ +2lny+In(12 -z —y)

20.20. f(z,y) =4dwy++ + 1

20.21.  f(x,y) = e2*3Y(822 — 62y + 3y?)

20.22. f(z,y) =1— /22 +y?

20.23. f(x,y) = 2% + 32y® — 152 — 12y

20.24. f(z,y) = \/%

20.25. f(z,y,2) =2 -3x+y* +2y+2% >0

20.26. f(z,y,2)=2%—ay+y? —x—y+2°2

20.27.  f(z,y,2) = 2y*23(7T— 2 -2y — 32), z,y,2 >0
20.28. f(r,y.2)=x+L +2 +2 2y2>0

20.29. f(z,y,2) =3lnz+2lny+5nz+n22—z—y—2)
20.30. f(z,y,z) =sinz+siny +sinz —sin(z +y+ 2), z,y,z € [0, 7]

21 Ekstrema globalne funkcji wielu zmiennych

Przyktad 149.
Znalez¢ ekstrema globalne (wartosé najwigksza i najmniejsza) funkcji:

fla,y) =222 + 29 + (x = 1)* + (y — 1)
w trojkacie domknietym ograniczonym przez proste o rownaniach:
r=0, y=0, z4+y—1=0.

Rozwigzanie:

*J‘

&,

b 1

>

Rysunek 17: Wykres obszaru ograniczonego przez proste x =0, y =0, v +y—1=0.

1. Badamy ekstrema lokalne funkcji (11) wewnatrz tréjkata ograniczonego prostymi (12).
Obliczamy pochodne czastkowe

of _
or

of

61 —2, ——
T 3y

=6y —2

i rozwiazujac uktad réwnan
% =0 6 —2 = T =
: — <
=0 6y —2=0 y =
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otrzymujemy punkt

11
33)"

w ktérym funkcja (11) moze przyjaé ekstremum lokalne wewnatrz tréjkata (12). W tym punkcie

mamy
11 4
/ (3 3> =3
2. Badamy ekstrema lokalne funkcji (11) wzdluz boku (a)
x=0, yel0,1].
Wzdluz tego boku funkcja (11) przyjmuje postaé
FO.y) =24+ (y - 1)%, ye0,1],
stad otrzymujemy

d 1
_— = —2 1 —2: = -
dyf(O,y) 6y i 6y 0=y 3

wiec ekstremum lokalne na tym boku funkcja (11) moze przyjaé¢ w punkcie

1
(03):
1 2

3. Badamy ekstrema lokalne funkcji (11) wzdluz boku (b)

w ktérym wartosé funkeji (11) wynosi

y=0, z€]l0,1].
Wzdluz tego boku funkcja (11) przyjmuje postaé
f(x,0) =22% 4+ (x — 1)%, z€[0,1],

stad otrzymujemy

d 1
%f(x,O):fim—Q i 6x—2=0<:>x:§,

wiec ekstremum lokalne na tym boku funkcja (11) moze przyjaé¢ w punkcie

w ktérym wartosé funkeji (11) wynosi
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4. Badamy ekstrema lokalne funkcji (11) wzdtuz boku (c)
r+y—1=0, z€l0,1].
Wzdluz tego boku funkcja (11) przyjmuje postaé
flz,1—2)=6x*—62+3, ze[0,1],
stad otrzymujemy

d 1
%f(x,lfx)zmzfﬁ i 12x—6:0<:>x:§,

wigc ekstremum lokalne na tym boku funkcja (11) moze przyja¢ w punkcie

11

(22)

11 3
f(m)z

5. Bierzemy pod uwage wierzchotki tréjkata i wartosci funkeji (11) w tych wierzchotkach. Wierz-
chotki majg wspdlrzedne

w ktérym wartosé funkeji (11) wynosi

(0,0), (1,0), (0,1),

a wartosci funkcji (11) w tych punktach wynosza odpowiednio:

£(0,0) =2, f(1,0)=3, f(0,1)=3.

6. Poréwnujac wszystkie otrzymane wartosci funkeji (11)

f(3:5) =3
£(0.5) =13
f(3.0) =13
f(3.3)=3%
f(0,0)=2
f(1,0)=3

f(oal) =

widzimy, ze badana funkcja (11) na tréjkacie domknietym ograniczonym prostymi (12) osiaga mi-

nimum globalne (warto$¢ najmniejsza) % w punkcie (%, %), natomiast maksimum globalne (wartos¢

najwieksza) 3 w punktach (1,0) i (0, 1).

Przyktad 150.
Znalez¢ ekstrema globalne (warto$é najwieksza i najmniejsza) funkcji

flay) =2 —y* +2 (13)

w kole

2?2 <1 (14)
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Rozwigzanie:

Rysunek 18: Wykres kota 22 + 32 < 1.

1. Badamy ekstrema lokalne funkcji (13) wewnatrz kota (14).
Obliczamy pochodne czastkowe

of _

=2 — = -2
o Z, Y

i rozwiazujac uktad rownan
% =0 2x =0 z=0
%Jy‘ =0 —2y = y=0

(0,0),

otrzymujemy punkt

w ktérym funkcja (13) moze przyjaé ekstremum lokalne wewnatrz kola (14). W tym punkcie mamy

£(0,0) = 2.

2. Badamy ekstrema lokalne funkcji (13) wzdiuz brzegu kola.
Réwnanie brzegu kota (14) ma postaé

22+ =1.

Przedstawiamy ten okrag w postaci parametrycznej

{rZanl | repm,
y =sint

Po podstawieniu do wzoru funkeji (13) otrzymujemy
f(cost,sint) = cos®t —sin®t + 2, ¢ € [0,27]
stad
d . . :
@f(cos t,sint) = —4sintcost = —2sint,

—2sin2t =0<=t=0Vi=nVi=2rVi=3Vt="3",

115



wiec ekstremum lokalne na brzegu kola funkcja (13) moze przyjaé¢ dla

ktérym odpowiadaja punkty
(1,0), (-1,0), (0,1), (0,-1).
Wartosci funkeji (13) w tych punktach wynosza odpowiednio
f(L0)=3, f(=1,0)=3, f(0,1)=1, f(0,-1)=1

(wérédd tych punktéw sa punkty krancowe t = 0, t = 27r).
3. Poréwnujac wszystkie otrzymane wartosci funkcji (13)
£(0,0) =2

f(1,0) =
widzimy, ze badana funkcja (13) na kote (14) osiaga minimum globalne (warto$é¢ najmniejsza) 1 w
punktach (0,1) i (0,—1), natomiast maksimum globalne (warto$¢ najwieksza) 3 w punktach (1, 0)
i(—1,0).

Przyktad 151.
ZnaleZ¢é ekstrema globalne (warto$é najwieksza i najmniejsza) funkcji

fla,y) =a® = 2zy +2y° — 2y (15)
na obszarze ograniczonym krzywymi
1

Rozwigzanie:

F—
)
I
e

¥

,_.
[ I =

Rysunek 19: Wykres obszaru ograniczonego krzywymi y = %a:Q, y=2.

1. Badamy ekstrema lokalne funkeji (15) wewnatrz obszaru ograniczonego krzywymi (16).
Obliczamy pochodne czastkowe

of of
Lmop -2y, L= -2r+tdy—2
or X~ gy T+ 4y

i rozwiazujac uklad réwnan
9 =0 2 — 2y =0 r=1
of = =
=2 =0 —2x4+4y—2=0 y=1
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otrzymujemy punkt

(1,1),

w ktérym funkcja (15) moze przyjaé ekstremum lokalne wewnatrz obszaru (16). W tym punkcie
mamy

F(1,1) = —1.
2. Badamy ekstrema lokalne funkcji (15) wzdtuz krawedzi (a)
L o
y=51, T€ [—2,2].

Wzdtuz tej krawedzi funkcja (15) przyjmuje postaé

stad otrzymujemy

d 1
f(x,xQ) =223 — 327 i 2x3—3x2:0<:>x:0\/x:§,
dx 2 2

wiec ekstremum lokalne na tym boku funkcja (15) moze przyja¢ w punktach

0.0 (3:5):

w ktorych wartosci funkeji (15) wynosza

ro0 =0 7(3.3) =5

3. Badamy ekstrema lokalne funkcji (15) wzdtuz boku (b)
y=2 z€l-272
Wzdluz tego boku funkcja (15) przyjmuje postaé
f(x,2) =2* — 4z +4, zc[-2,2].

Stad otrzymujemy

d .

%f(x,Q):Zm—él i20-4=0<=2z=2,
wiec ekstremum lokalne na tym boku funkcja (15) moze przyja¢ w punkcie

(2,2),
w ktérym wartos$é funkeji (15) wynosi
£(2,2) =0.

4. Bierzemy pod uwage konce odcinka i wartosci funkcji (15) w tych punktach. Maja one wspét-
rzedne

(27 2)7 (727 2)7
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a wartosci funkcji (15) w tych punktach wynosza odpowiednio
£(2,2) =0, f(~2,2)=16.

5. Poréwnujac wszystkie otrzymane wartosci funkcji (15)
f(1,1) = -1
£(0,0)=0
39 27
F(5:8) =—35
f(2,2)=0
F(-2,2) = 16
widzimy, ze badana funkcja (15) na obszarze (16) osiaga minimum globalne (warto$¢ najmniejsza)
—1 w punkcie (1,1), natomiast maksimum globalne (warto$¢ najwigksza) 16 w punkcie (-2, 2).

ZADANIA:

Wyznaczy¢ ekstrema globalne funkcji:

21.1. f(x,y) = 22 + y?® w prostokacie -2 <z <3, -1 <y < 1.

21.2. f(z,y) =23 + 3> — 92y + 27 w kwadracie 0 < 2 < 1,0 < y < 1.

(z,y)
21.3. f(x,y) = 3zy w kole 2% + 3% < 2.
21.4. f(x,y) = +y w kole 2% + y? < 4.
21.5. f(z,y) = 222 +y? — 22y +2 w tréjkacie domknietym ograniczonym przez proste o réwnaniach
20 —y—2=0,2z4+y+2=0iy=0.
21.6. f(z,y) = 2®+y*>—zy+r+y w trojkacie domknietym ograniczonym przez proste o réwnaniach
z=0,y=0iz+y+3=0.
21.7. f(x,y) = sinx + siny + sin(z + y) w kwadracie D = {(z,y) e R?: 0< 2 < m,0< y < 7}.
21.8. f(x,y) = bzy +x +y w kwadracie o wierzchotkach A = (1,0), B=(0,1), C = (-1,0), D =
(0,-1).
21.9. f(z,y) = 2% — 2y? w kole 22 + y? < 36.
21.10. f(z,y) = 2* + y* w kole 2% + y2 < 9.

N
SN

)

22 Ekstrema warunkowe

Przyktad 152.
Wyznaczy¢ ekstrema warunkowe funkcji

fla,y) =y
przy ograniczeniu
r+y=4.

Rozwigzanie:
1. Definiujemy funkcje Lagrange’a

LAz, y) = f(z,y) + Ag(z,y),
gdzie
g(z,y) =z +y—4
czyli

L\ z,y) =2y + Mo +y —4).
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2. Wyznaczamy pochodne czastkowe funkcji Lagrange’a

oL OL oL
R — —4 _— _— .
O\ Ty -4 Ox y+A Oy TEA

3. Badamy warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji, czyli zerowanie si¢ pochodnych czast-
kowych rzedu pierwszego

gL —0 x+y—4=0 A=-2
e — Yy+A=0 <= z=2
%:0 z+A=0 y =2

4. Wyznaczamy pochodne czastkowe potrzebne do zbudowania hesjanu

dg 8971 82L70 82L71 82L71 82L70
oxr oy O 0x2 7 0dxdy  oyoxr 0 oy
5. Wyznaczamy hesjan funkcji Lagrange’a
0 99 99
82:16 32y 0 1 1
dg 9L 9L 1 1 0

Oy  Oydx Oy?

5. Wyznaczamy warto$é hesjanu w punkcie krytycznym (X, z,y) = (—2,2,2)

0 1 1
HL(-2,2,2)=1 1 0 1
110
6. Obliczamy wyznacznik Ao
0 1 1
Ng=detHL(-2,2,2)=|1 0 1 |=2,
1 1 0

wiec otrzymujemy
Ny =2> 0,

czyli funkcja f(x,y) = xy osiaga w punkcie (z,y) = (2, 2) maksimum warunkowe.
7. Wyznaczamy warto$¢ maksimum warunkowego

fmazw = f(272) =4.

Przyktad 153.
Wyznaczyé¢ ekstrema warunkowe funkcji

f(z,y) =3lnz +Iny
przy ograniczeniu
122 + 8y = 100.

Rozwigzanie:
1. Okreslamy funkcje Lagrange’a

LA\ z,y) =3lnz+1Iny + A(12z + 8y — 100).
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2. Wyznaczamy pochodne czastkowe funkcji Lagrange’a

a—L:12m+8y—100, a—L=§+l2)\7 8—L:1+8)\.
12D or = y

3. Badamy warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji

gL =0 122 + 8y — 100 = 0 A=—5
%:O — %—l—lZ)\:O — x:%
oL __ 1 — _ 25

4. Wyznaczamy pochodne czastkowe potrzebne do zbudowania hesjanu

99 _
or

99 . ®L 3 PL  PL  PL 1
oy 022 a2’ dxdy 0 Oydx

12 0, == = ——.

5. Wyznaczamy hesjan funkcji Lagrange’a

0 12 8
HL(\xz,y)= | 12 —% 0
8 0 -5
Y
5. Wyznaczamy warto$é hesjanu w punkcie krytycznym (A, z,y) = (—%, %, %)
125 25 0 128
64

8 0 — 535
6. Obliczamy wyznacznik Ao

0 12 8

1 25 2 122
Ay =detHL | ——, 3,3 12 -8 o |= 887
25" 47 8 64 625
8 0 —
625
wiec otrzymujemy
12288
Ng=——>0,
*7 7625

czyli funkcja f(x,y) = 3lnx + Iny osiaga w punkcie (x,y) = (%, %5) maksimum warunkowe.

7. Wyznaczamy warto$¢ maksimum warunkowego

25 25
fmaxw —f<4,8> =8In5—-9In2.

Przyktad 154.
Wyznaczyé¢ ekstrema warunkowe funkcji

fla,y) =z +3y
przy ograniczeniu
22 49% =1.

Rozwigzanie:
1. Okreslamy funkcje Lagrange’a

L z,y) =243y + AMz? + 42— 1).
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2. Wyznaczamy pochodne czastkowe funkcji Lagrange’a

oL
7:x2+y2_17

L oL
B + 2z, ay 3+ 2y

ox

3. Badamy warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji

%:0 ?+y?—1=0 )\12@ >\2=—@
IL =0 — 1+20A =0 <=1 m1=—F5 V{ o2= 75
L _ _ _ __3 _ 3

ETy_O 34+2yA=0 h="75 Y2 = o

4. Wyznaczamy pochodne czastkowe potrzebne do zbudowania hesjanu

g dg 0*L 0’L 0’L 0’L
or 0 Oy Y oz2 " Ozdy " Oyox T Oy
5. Wyznaczamy hesjan funkcji Lagrange’a
0 2z 2y
HL\z,y)=1| 2 2\ 0
2 0 2\
5. Wyznaczamy warto$é hesjanu w punkcie krytycznym (A1, z1,y1) = (@, —ﬁ, —\/iro)
0 -2 -5
/10 1 3 5 10 10
HL N | -~ Vvio o
( 27 V100 V10 0 i
- V1o
6. Obliczamy wyznacznik Ao
(R N
1 1 10 10
Ny =detHL 0,— ,— S )\l - Vo 0 |=-4v10,
2 V10 V10 &0
VT 0 v 10

wiec otrzymujemy
Ny = —4v/10 < 0,

czyli funkcja f(z,y) = x + 3y osiaga w punkcie (z,y) = (_\/%*0’ —%) minimum warunkowe.
7. Wyznaczamy warto$¢ minimum warunkowego

1 3
fminw - f <_\/ﬁ’_\/ﬁ> = *\/ﬁ.

8. Wyznaczamy warto$¢ hesjanu w punkcie krytycznym (Mg, 2, y2) = (—%, \/%, \/%)
N T
10 10
HL _@7 i’ 3 \/% —/10 0
2 V10" V10 Ve 0 _ /10
V10
9. Obliczamy wyznacznik Ao
0 2
1 1 10 10
Ny =detHL —@,7,1 =| % —V10 0 |=4v10,
2 V10" V10 6
N
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wiec otrzymujemy

Ny =410 > 0,
czyli funkcja f(x,y) = « + 3y osiaga w punkcie (z,y) = (%7 %) maksimum warunkowe.

10. Wyznaczamy warto$¢ maksimum warunkowego

fmazw - f ( \/m

1 3
V10’ \/10> a
Przyktad 155.
Wyznaczy¢ ekstrema warunkowe funkeji

f(m,y)=3y—x

przy ograniczeniu

2 4 3y? = 4.
Rozwigzanie:
Zadanie to mozna rozwiazaé graficznie.
A
p=t
T2

Rysunek 20: Graficzna interpretacja ekstremum warunkowego.

Wyznaczamy warstwice funkcji f i znajdujemy te z nich, ktore sg styczne do elipsy

2+ 3y% = 4.
Warstwicami funkcji f sa proste
1 1
y:§x—|—§a, a € R.
Obliczamy dla jakich wartosci a uktad réwnan
22+ 3y =4
Y= %x + %a

ma dokladnie jedno rozwiazanie. Uktad ten ma dokladnie jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy,
gdy

a=4Va=—4.



Zatem dla a = 4V a = —4 warstwice funkcji f sa styczne do elipsy. Punkty stycznosci tych warstwic
z elipsa

A=(-1,1) i B=(1,-1)

sa punktami krytycznymi.
Wyznaczamy wartosci funkeji f w punktach Ai B

f(A) = f(_lvl) =4, f(B) = f(l,—l) = —4.

Zatem funkcja f posiada maksimum warunkowe w punkcie (—1,1) i wynosi ono 4 oraz minimum
warunkowe w punkcie (1, —1) i wynosi ono —4.

ZADANIA:
Wyznaczyé¢ ekstrema warunkowe funkcji przy podanym obok warunku:
22.1. f(z,y)=x+2zy, z—2y=11

22.2.  f(x,y) =12z — 3y, 2m+xy— -1

22.3. f(z,y) =2z —y, 22 —|—2y =18

22.4. f(x,y)—5z+y +4 z? +y =1

22.5. f(z,y) =2%—y?, 22 -2y =4

22.6. f(z,y) =222 —3y*> +2xy, v+3y=9
22.7.  f(x,y) = 2+y + zy, x+2y—4

22.8. f(x,y)—x +y2—3x—4y, 22+y*> =25
22.9. f(z,y) =22 —3y* + 5z — 3y, 3x —5y=2
22.10. f(x,y)*x — 292, 3x—2y—2

22.11. f(z,y) = 2xfy, z2 +y—1

22.12. f(r,y)=-y, (x—1)2+y*=1

22.13. f(z,y) = —x+y, (z—1)2+(y—-1)2=2
22.14. f(x,y) = IQ—I— Lortry=4

22.15.  f(z,y) = f+f w2+ 4 =18

23 Zastosowania pochodnych czastkowych

Przyktad 156.
Calkowity roczny dochdd ze sprzedazy dwéch towardow wyraza funkcja

D(x,y) = 400z — 422 + 1960y — 8y?,

gdzie x 1 y oznaczaja iloé¢ sprzedanych w ciagu roku sztuk kazdego z towaréw. Koszt produkcji x
sztuk towaru pierwszego i y sztuk towaru drugiego jest nastepujacy

K(z,y) = 100 + 222 + 4y® + 2zy.

Wyznaczy¢ iloéé sztuk kazdego z towaréw wyprodukowanych i sprzedanych, dla ktérych osiagany
jest maksymalny zysk. Podaé wartosé tego zysku oraz warto$é odpowiadajacego mu kosztu i do-
chodu.

Rozwiazanie:

Tworzymy funkcje zysku

Z(x,y) = D(z,y) — K(x,y) = —62% 4+ 4002 — 2xy + 1960y — 12y* — 100.
Obliczamy pochodne czastkowe rzedu pierwszego

0z 0z
— = —12x + 400 — 2y, — = —2z + 1960 — 24y.
ox dy
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Badamy warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji, czyli zerowanie si¢ pochodnych czastko-
wych rzedu pierwszego

2z~ —127 +400 — 2y =0 z =20
oz _ — B _ _
=0 2z + 1960 — 24y = 0

Wyznaczamy pochodne czastkowe rzedu drugiego

0’z 0’z 0*Z 5 0’z 94

ox? T 0xdy oyox 7 oy '
Wyznaczamy hesjan danej funkcji

—-12 =2
Wyznaczamy warto$é hesjanu w punkcie krytycznym (z,y) = (20, 80)
-12 =2
HZ(20,80) = ( 5 o ) .
Obliczamy wyznaczniki A\,
0*Z —12 -2
Ny = w(QO,BO) =—12, Ay =detHZ(20,80) = o o4 |T 284

wiec otrzymujemy
N =—-12<0 i A2:284>07

czyli funkcja Z(x,y) = —622+400z — 22y + 1960y — 12y% — 100 osiaga w punkcie (20, 80) maksimum
lokalne, ktére wynosi

Zmaz = Z(20,80) = 82300,
natomiast koszt
K (20, 80) = 29700
oraz dochéd
D(20,80) = 112000.

Odp: Maksymalny zysk jest osiagany przy produkeji 20 sztuk towaru pierwszego, 80 sztuk towaru
drugiego i wynosi 82300. Odpowiadajacy tej produkcji koszt wynosi 29700, natomiast dochod
112000.

Przyktad 157.
Dysponujac budzetem w wysokosci 4mln zt, wyznaczy¢ jakie kwoty nalezy przeznaczy¢ na surowce
x 1y, aby uzyskaé¢ minimalne koszty produkcji okreslone zaleznoécia

flzy) =2 +y> —zy+3.

Rozwiazanie:
Definiujemy funkcje Lagrange’a

LA z,y) = f(z,y) + Ag(z,9),
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gdzie
gz, y) =w+y—4
czyli
L\ z,y) =2 +y* —oy+3+ Az +y—4).

Wyznaczamy pochodne czastkowe funkcji Lagrange’a

L L
T+ y—4, a—:2x—y+)\, Z—yznyer/\.

N ox

Badamy warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji, czyli zerowanie si¢ pochodnych czastko-
wych rzedu pierwszego

9L =0 z+y—4=0 A= -2
L= = 20—y+A=0 <= v=2
%:0 2y—x+A=0 y=

Wyznaczamy pochodne czastkowe potrzebne do zbudowania hesjanu

g . 99 . &L 9L FL L

Ox T Oy T Oz Oxdy " Oydx Ty

Wyznaczamy hesjan funkcji Lagrange’a

0 1 1
HLM\z,y)=1 1 2 -1
1 -1 2

0 1 1
HL(-2,2,2)=1] 1 2 -1
1 -1 2
Obliczamy wyznacznik Ao
0 1 1
Ao =detHL(—-2,2,2)=| 1 2 -1 |=-6,
1 -1 2
wiec otrzymujemy
Ay =—6 <0,

czyli funkcja f(x,y) = 2% + y? — xy + 3 osiaga w punkcie (z,y) = (2,2) minimum warunkowe.
Wyznaczamy warto$¢ minimum warunkowe

Odp: Koszty produkcji beda minimalne, jesli przeznaczymy 2mln zt na surowce z oraz 2mln zt na
surowce .
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Przyktad 158.

Okresli¢ wymiary otwartego zbiornika prostopadloéciennego o objetosci 32c¢m?, tak aby jego pole
powierzchni byto minimalne.

Rozwigzanie:

Sposéb 1

Rysunek 21: Widok zbiornika.

Objetos$¢ zbiornika wynosi
ryz = 32.
Pole otwartego zbiornika jest réwne
S =2xz+ 2yz + xy,

zatem
64 64 ( 32)
S=—+—+zy |z2=—].

T Y

Obliczamy pochodne czastkowe rzedu pierwszego

05_ ot os_ o
or 2 P oy  y?

Badamy warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji
as 64
£ =0 2= +y=0 r=4
a 2
{8;0 {—96644-:10—0 { =4
oy y? B y=
Wyznaczamy pochodne czastkowe rzedu drugiego

9’5 128 9%S _ | 9S _ 9%S _ 1.

922~ 237 Oxdy  Oyox | Oy B

Wyznaczamy hesjan danej funkcji

Wyznaczamy warto$é hesjanu w punkcie krytycznym (z,y) = (4, 4)

HS(4,4) = (f é)
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Obliczamy wyznaczniki A;

928 2
Ay = @(4,4) =2, Ny =detHS(4,4) =

wiec otrzymujemy
A1=2>012A0=3>0,

czyli funkcja S = % + 6y—4 + xy osiaga w punkcie (4,4) minimum lokalne.

Minimalne pole powierzchni zbiornika mamy przy nastepujacych jego wymiarach

2
r=4, y=4, z=2 <23>
zy

Minimalne pole powierzchni wynosi
Smin = S(4,4) = 48.

Sposéb 11
Rozwiazanie oparte jest na metodzie mnoznikéw Lagrange’a. Nalezy wyznaczy¢ minimum funkcji

S(x,y,2) = 2xz 4+ 2yz + xy
przy warunku
xyz = 32.
Definiujemy funkcje Lagrange’a
LA\ z,y,2) =S(z,y,2) + Ag(z,y, 2),
gdzie
g(x,y,2) = xyz — 32
czyli
L\ x,y,2) =22z 4+ 2yz + xy + Mayz — 32).

Wyznaczamy pochodne czastkowe funkcji Lagrange’a

L L L L
g—)\:xyzfi’.?, Z—I:Qz+y+)\yz, aa—y:Qerer)\xz, %:2x+2y+)\xy.

Badamy warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji

oL =0 zyz —32=0 A=-1
%:0 224+y+Ayz=0 x=4
oL — —
(,Tyzo 2z4+x+Xxz=0 y=4
9L — ¢ 2x + 2y + Ary =0 z=2
Wyznaczamy pochodne czastkowe potrzebne do zbudowania hesjanu
g _ g _ 99 _ 9°L _ °L _ o°L _ °f _
87993 =Yz, éTZ =z, 8752] =Y, zz = 0, Oxdy I+ )\Z’ Oxdz ~ 2+ Ay’ dydxr 1+ )\ZV
9°L _ L _ L _ 9°L _ 2°L _
W_O’ 8y62_2+)\m7 azaw_2+/\y7 828y_2+>\x’ W_O'
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Wyznaczamy hesjan funkcji Lagrange’a

T Yy z
99  9%L 9L %L 0 yz rz Ty
HL(\ 2y, 2) — 9z  Oz2  0z0y Oxdz | vz 0 1+ Xz 24 )y
YR = ey 2L 2L 9L T oz 14Xz 0 2+ Az
0y  Oydx Oy? Oydz
89  0°L 0L 2L Ty 24+ Ay 24 Az 0

0z  0z0x  0z0y 022
Wyznaczamy warto$é hesjanu w punkcie krytycznym (A, z,y, z) = (—1,4,4,2)

0 8 8 16
8 0 -1 -2

HL(-1,4,4,2) = 8 -1 0 -9
16 -2 =2 0
Obliczamy wyznacznik A\;
e S
Ny =|8 0 —1|=-128, As3=detHL(—1,4,4,2) = 3 _1 0 _9 = —768,
s -0 6 -2 -2 0

wiec otrzymujemy
Ng=—-128< 0 1 Az =—-768 <0,

czyli funkcja S(x,y, 2) = 2xz + 2yz + xy osiaga w punkcie (x,y, z) = (4, 4, 2) minimum warunkowe.
Wyznaczamy warto$¢ minimum warunkowego

Spminw = S(4,4,2) = 48.

Odp: Pole powierzchni zbiornika osiagnie wartos¢ minimalna przy wymiarach 4, 4, 2.

ZADANIA:
23.1. Zysk firmy zalezy od liczby wyprodukowanych z sztuk towaru A, y sztuk towaru B i jest
opisany funkcja

Z(x,y) = 3z + 6y + zy — 2% — y*.

Wyznaczyé¢ liczbe sztuk obu towarow maksymalizujaca zysk. Poda¢ wartos¢ maksymalnego zysku.
23.2. Dochdéd firmy produkujacej samochody zalezy od liczby wyprodukowanych i sprzedanych
sztuk samochodéw osobowych = (w tys. sztuk) i dostawczych y (w tys. sztuk). Funkcja dochodu
ma postaé

D(z,y) = yvz — y*> — z + 6y.

Wyznaczy¢ produkcje, przy ktorej dochdd jest maksymalny. Podaé¢ wartosé tego dochodu.
23.3. Koszty produkcji pewnej firmy zalezg od liczby zatrudnionych przy niej oséb x oraz wielkosci
produkeji y (w tys. sztuk). Koszty opisuje funkcja

K(z,y) = 22 4+ y? + zy — 40z — 56y + 1332.

Wyznaczy¢ zatrudnienie i produkcje, przy ktoérej koszty sa minimalne. Podaé ich wartos¢.
23.4. Firma produkuje dwa typy telewizorow: = tys. sztuk typu A i y tys. sztuk typu B. Dany jest
odpowiedni dochéd i koszt

D(x,y) =2z + 3y, K(z,y) = 2> — 2zy + 2> 4+ 62 — 9y + 5.
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Wyznaczy¢ taka wielkos¢ produkeji kazdego typu telewizora, aby zysk byl maksymalny. Podaé jego
wartos$¢ oraz odpowiadajace mu wartosci dochodu i kosztu.
23.5. Sklep rozprowadza dwa typy towaru. Funkcje popytu dla obu towaréw sa nastepujace

PP1:1107461762, PP2:90—2C1—3CQ,

gdzie ¢; cena towaru pierwszego, ce cena towaru drugiego. Wyznaczy¢ cene kazdego z towarow,
tak aby catkowity dochdd uzyskany ze sprzedazy byl maksymalny. Poda¢ warto$¢ dochodu i od-
powiadajace mu wartosci popytéw.

23.6. Znalez¢ maksimum funkcji (Cobba-Douglasa)

1

u(z,y) = x7y?
opisujacej wartos¢ produkeji, w przypadku gdy wielkosci x i y spelniaja warunek
Tx + 3y = 84.
23.7. Koszt produkcji x jednostek produktu A oraz y jednostek produktu B jest dany wzorem
K(z,y) = 100 + 322 + 5y°.

Mozliwosci produkcyjne sa takie, ze mozna wytworzy¢ razem 80 jednostek obu produktéw. Jaka
produkcja minimalizuje koszty?
23.8. Funkcja uzytecznosci zakupéw jest wyrazona wzorem

U(z,y) =2Inxz + Iny.
Ograniczenie budzetowe ma postaé
2x 4+ 4y = 48.

Wyznaczy¢ poziom zakupéw maksymalizujacy funkcje uzytecznodci.
23.9. Konsument ustalil swoja funkcje uzytecznosci zakupéw w postaci

Ulz,y) = zy.
Ograniczenie budzetowe ma postaé
5z + 10y = 100.

Wyznaczy¢ poziom zakupow maksymalizujacy funkcje uzytecznosci.

23.10. Pudetko o kwadratowej podstawie ma mieé¢ objetogé 1000cm?. Jakie powinny byé rozmiary
pudetka, jezeli powierzchnia matriatlu uzytego do jego wyprodukowania ma by¢é minimalna. Roz-
wazy¢ dwa przypadki:

a) pudetko ma wszystkie 6 $cianek,

b) pudetko nie ma wierzchniej $cianki.

23.11. Wyznaczy¢ trzy dodatnie liczby rzeczywiste o sumie réwnej 1 i najmniejszej sumie odwrot-
nosci.

23.12. Znalez¢é punkt tréjkata o wierzchotkach (0,0), (1,0), (0,1) taki, aby suma kwadratéw jego
odlegtosci od wierzchotkéw tréjkata miala najmniejsza wartosé.

23.13. W réwnoramiennym trojkacie prostokatnym wyznaczy¢ punkt, dla ktérego suma kwadra-
tow jego odleglosci od wierzchotkéw trojkata jest najmniejsza.

23.14. Z kawalka drutu dlugosci | zbudowaé prostopadlo$cian o najwiekszej objetosci. Podaé jego
wymiary.
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24 Calka nieoznaczona. Metody catkowania
Podstawowe wlasnosci i wzory stuzace do obliczania catek

Niech f(z), g(x)— funkcje calkowalne okreslone na tym samym przedziale. Wowczas:
1. [[f(z) £g(z)ldz = [ f(z)dz + [ g(z)dz
2. [k-fx)de=Fk- [ f(z)dx, kER
W2zér na catkowanie przez czesci:
8. [f(z) g'(x)dz = f(x) g(x) — [ f'(z) g(x)dz
W2zér na catkowanie przez podstawienie:
4. [ f(g(z)) ¢'(z)dz = F(g(z)) + C, gdzie F'(z) = f(x)

4. f ffl((f))d:v =In|f(z)|+C

4" [Lldz =In|z|+C

5. [atde = 72T + O, gdzie a# -1, >0
5. [de=2+C

5, %:7i+0, x#0

6. [e"dr=e"+C

7. [a®dz = & + C, gdzie a >0, a#1

8. [sinazdx = —cosz + C

9. [cosadr =sinz +C

10. dz_ —tgr+C, cosx#0

cos? x
11. [ % = —ctgz+C, sinz #0
12. [ \/% = arcsinz + C' = —arccosz + D
13. 1132 = arctge + C = —arcctge + D
Symbol = dlai= 1,...,13— oznacza, ze korzystamy ze wzoru numer .

Przyktad 159.
Obliczy¢ catke

/(3x5 —22% 4 & — 2)d.

Rozwiazanie:
2

[(32° =222 + & — 2)de = [3z°dx — [ 222dx + [wde — [2dz =
=3 [2%dx -2 [2*dz+ [xdx —2 [dx s 3-%:1:6—2-%353—&—%3:2—256—1-0:
:%x6—§x3+%x2—2x+6ﬂ

Ostatecznie

1 2 1
/(3x5—2x2+m—2)dm=§x6—§x3+§x2—2x+a

Przyklad 160.
Obliczy¢ catke
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Rozwigzanie:
f(%a:ia—i—?x—%—kf—g)dx = f%x%x—&—foda:—f%dx—Ff%dm =

5,4/, 5" 1

=2 [aPde+2 [wdr — [Ldz+2 [ Hde "=" §-jzt+2 427 —Infz[+2-(-1)+C

=gt +2?—Infz| - 24 C.
Ostatecznie

1 1 2 1 2
/ —3 42— — 4+ S )de =2 + 2 —Injz| - = +C.
2 x  x? 8 x

Przyktad 161.
Obliczy¢ calke

/ (sinx + Vad + em) dx.

Rozwiazanie:
Ik (sinx—i— Va3 —l—e””) de = [sinzdz + [ Vaddr + [ e®dx e

3 5 8
= —cosx—!—fxgdac—i-ex = —cosx+ gacﬁ +e* 4+ C.
Ostatecznie

5 5 s
/(sinx—!— Vaﬁ—l—e”)alar;:—cosa:—l—gmg +e* + C.

Przykltad 162.
Obliczy¢ calke

/ retdr.
Rozwiazanie:

Korzystamy ze wzoru na catkowanie przez czesci, gdzie
fl@)==, g'(x)=¢", f'(z)=1, g(z)=¢"

fxexdx 2 ger ffexdx 2 ze®— e+ C.
Ostatecznie

/xewdx =ze® — "+ C.

Przyktad 163.
Obliczy¢ catke

/ In xdzx.
Rozwigzanie:

Korzystamy ze wzoru na catkowanie przez czesci, gdzie

f@) =z, ¢@)=1, f(@)=—, ga)=z

T

[ Inzdx 2 rlng — %-mdmzmlnx—fdm i zlnz —xz + C.
Ostatecznie

/lnxdx =zlhz—-—x+C.
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Przyktad 164.
Obliczy¢ calke

/(x + 1) sin zdzx.

Rozwigzanie:
Korzystamy ze wzoru na catkowanie przez czesci, gdzie

fl@)=xz+1, ¢(x)=sinz, f(x)=1, gx)=—cosz

[(@+D)sinzde = (z+1)- (—cosaz) — [(—cosz)de = —(z + 1) cosz + [ coszdz =
=—(z+1)cosz +sinz + C.
Ostatecznie

/(x—i— 1)sinzdez = —(z + 1) cosx + sinz + C.

Przyklad 165.
Obliczy¢ catke

/(x2 +a+1)e “dx.

Rozwigzanie:
Korzystamy ze wzoru na catkowanie przez czesci, gdzie

f(J?) =l Lt 1, g/(x) =e 7, f/(l‘) =2z +1, g(ac) —

[(@? 4+ 2+ 1)e "dx 2 (@24 z41)(—e?) — J@z+1)(—e *)dx =
=—(2*+z+1)e "+ [(2z+1)e “da.
Ponownie korzystamy ze wzoru na catkowanie przez czesci, gdzie

flz)=2x+1, J(x)=¢e"" fl(z)=2, g(x)=—e"

[z +1)e *dx 2 _(z+1) e — J2(=e®)dr = -2z +1)e ™ +2 [e ¥dr =
=—2z+1e®—-2e"+C.
Ostatecznie
/(ﬂc2 +r+lePde=—(22+x+1)e " —2r+1)e® -2 +C =
—e (- —2-1-20-1-2)+C=e%(—2*-3x—-4)+C.

Przyktad 166.
Obliczy¢ calke

/ e® sinxdzx.
Rozwigzanie:

Korzystamy ze wzoru na calkowanie przez czesci, gdzie

xT

f(x) =sinz, ¢(r)=¢", f'(v)=cosz, g(x)=c¢e

[ e*sinzdr = e”sinx — [ e coszdz.
Ponownie korzystamy ze wzoru na catkowanie przez czesci, gdzie
x

f(x) =cosz, ¢'(x)=¢€" f(r)=—sinz, glx)=ce¢
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[ €* cos zdx Z eTcosz + [ e* sinzdx

czyli

[ e*sinzdr = e sinz — (e” cosx + [ e® sinzdr) = e*sinx — e” cosx — [ e” sinzdz.
Po przeniesieniu catki na lews strone réwnoéci otrzymujemy

2f e’ sinxdxr = e”sinx — e” cosx

Ostatecznie

X

1
/e"”sinxdm = §(e$sinx—ewcosx) +C = %(sinx—cosm) +C.

Przyktad 167.
Obliczy¢ catke

2
/ xe * dx.
Rozwiazanie:

Aby obliczyé dang catke, wykonamy podstawienie
—z? =t
i rézniczkujac obustronnie uzyskamy
) 1
—2xdx = dt, czyli zdr = —§dt
po podstawieniu otrzymujemy
[fae ™ de = [et (=1)dt = 1 [etdt = —Let 4+ C=—L1e " 4 C.
Ostatecznie

2 1 _ -
/:ce xdx:—ﬁe T4+ C.

Przyktad 168.
Obliczy¢ catke

/ x3dx
cos2 x4’
Rozwigzanie:

Wykonujac podstawienie

i rézniczkujac obustronnie uzyskamy

. . 1
4a3dx = dt, czyli 23dx = Zdt

po podstawieniu otrzymujemy
ide L Fdt 2 1 dt_ 10 %tgtJrC:%tgszJrC.

cos? x4 . cos?t 4 cos?2t
Ostatecznie
3
rodx 1 4
—— =-tgzt 4 C.
/ cos?2zt 4
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Przyktad 169.
Obliczy¢ calke

Rozwigzanie:
Wykonujac podstawienie

Inz =t
i rézniczkujac obustronnie uzyskamy
1
—dr =dt
x
po podstawieniu otrzymujemy

2 5
S ge 22t 2 184 C = Lnw)d +C.
Ostatecznie

/ (o), é(lnz)S +C.

X

Przyktad 170.
Obliczy¢ calke

/ e’dx
2e* +1°
Rozwigzanie:

Wykonujac podstawienie

e’ =t
i rézniczkujac obustronnie uzyskamy
edr = dt
po podstawieniu otrzymujemy
J 2662?1@7 = S %'
Podstawiajac jeszcze raz
2t+1=u

i r6zniczkujac obustronnie uzyskamy
) 1
2dt = du, czyli dt = idu

po podstawieniu otrzymujemy

sl Lopade Zpde Loy 4C= L2+ 1]+ C

Ostatecznie

e“dx dt 1 1
= =—In|2t+1 =—-1In|2e" +1 .
/ /2t—|—1 2n| +1/+C 2H|6+ | +C
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Przyktad 171.
Obliczy¢ calke

1
/ - \/Edz.
NE
Rozwiazanie:
Wykonujac podstawienie
V=t

i rézniczkujac obustronnie uzyskamy

1 1
——dx = dt po przeksztalceniu —dx = 2dt
x

2V Vi

po podstawieniu otrzymujemy
JPLdr = [Int-2dt =2 [Intdt.
Korzystamy ze wzoru na catkowanie przez czesci, gdzie

flt)=Int, ¢'(t) =1, f'(t)=-, g(t)=t

[Itdt = [tint— [L.tdt] = [tint— [df] = [tlnt—1t]+C.
Ostatecznie

I%de:2/1ntdt:2[t1nt—t]+0=2[\/Eln\f—\/ﬂ+C=2\/5(1n\/5—1)+0~

Przyktad 172.
Obliczy¢ calke

/ dz
202 + 9z — 5
Rozwiazanie:

Obliczamy wyréznik tréjmianu znajdujacego sie¢ w mianowniku A = 121. Mianownik ma dwa
pierwiastki —5 i %, czyli

2x2+9w—5=2<x—;> (z+5) = (22 — 1)(z +5).

Rozkladamy funkcje podcaltkowa na sume ulamkéw prostych

L _ A B
202 4+9x -5 22—1 45

Po poréwnaniu obu stron otrzymujemy
1=A(x+5)+B2zx—-1), czyli 1=(A+2B)x+ (5A— B).

7 powyzszej tozsamosci wynika uktad

A+2B=0 A=4
{5A—B:1 ‘:’{ B=_

[~

1

-
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Zatem otrzymujemy nastepujacy rozktad funkcji podcatkowe;j

1 2 L

_ i1, T
202 4+9x -5 22—1 z+45

Przystepujemy do catkowania

d: _ & i S 2 2 1 de  _
5771075 = J |31 zﬁ%}dw = fz 11 sdr = Tf i) i =
_ 2 1 2d 1 [ de ¥ 2 1 1 71 2c—1
Ostatecznie
dx 1 20 — 1
— = —1n +C.
/2x2+9x—5 11 x—l—S)

Przyktad 173.
Obliczy¢ catke

dx.

/x5+x4+3x3+x22
-1
Rozwiazanie:
Stopien licznika jest wyzszy niz mianownika, wiec po podzieleniu licznika przez mianownik otrzy-
mamy
x5+x4+3x3+m2—2_ 33+ +x—1

—r41
-1 Tl 41 ’

wobec tego
f%dx:f(x+l+%)da; = [ade+ [do+ [ 342t deml gy 2

:%$2+1’+I3z +T+ac 1d$

zt—1
Mianownik catki po prawej stronie rozkladamy na czynniki

2t —1=(z—1)(z+1)(z*+1).

Aby policzyé pozostata caltke wystepujaca po prawej stronie, funkcje podcatkowa rozktadamy na
sume utamkéw prostych

33+ a2+ —-1_ A L B +Cx+D
x4 —1 -1 z+1 2241
Po poréwnaniu stron powyzszej tozsamosci otrzymujemy:
A=1
B=1
C=1
D=1
Zatem uzyskujemy nastepujacy rozklad funkcji podcatkowej
33+ 22+ —1 1 1 x+1
= + + .
4 —1 x—1 z+4+1 22+1

Przystegpujemy do catkowania
J et = [ (P4 A+ zﬂ)dw L [ hyde+ [ Fde+ [ Sthdr -

= [ Ayde+ [ Aqdat [ FEgde+ [ 825 v In|z—1[+In|z+1|+ 1 In(z?+1) +arctgz + C =
=In|2z? — 1| + 3 In(2? +1)+arctgm+C’
Ostatecznie
o+t 4323 +22 -2 1, 9 1 9
/ e =32 +x+In|x —1|+§ln(x +1) 4 arctge + C.
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Przyktad 174.
Obliczy¢ calke

2
/ AN
x2+1
Rozwigzanie:

f 2+1dm—f"£ jilldm_f(l_z%ﬂ)dx = [dx— [ 2+1daz "Z° 2+ arctgr + C.
Ostatecznie

2
/ 2x+1dx—x+arctgx+0
x

Przyktad 175.
Obliczy¢ catke

/ dx
2+ 2x+3°

Rozwiazanie:

J s =/
x242x+3 (1+1)2+2
Wykonujac podstawienie

r+1=V2t
i rézniczkujac obustronnie uzyskamy

dz = V/2dt

po podstawieniu uzyskamy
2 13
J (w-s— EES f2\t/2§f2 = fftz-i-l = \{arctgt—&—C 5 arctg (%) +C.

Ostatecznie
dx V2 Tz +1
O Mt C.
/x2+2x+3 Qarcg<\/§>+
ZADANIA:
Obliczy¢ nastepujace calki:
24.1.  [(425 — 222 + 62 — 5)dx 24.2. [(32® — 2z +x — 5cosx)dx
24.3. [ (3 4327 —277 + 3.%'%) dx 24.4. [ (sinz +3cosz — Yx)dx
24.5. | \3/%) dx 24.6. [ [(z+1)(3z —2)?| dx
24.7. {5\7/m2 +e* + (32 — 2z + 5)2] dz 24.8. [ (I%l)dx
24.9. f(f+ YT+ ¥T) da 24.10. [ EHVEeVEg,
4 (z?=1)°
24.11. f( —2°74) dx 24.12. [ “F—dx
24.13. [ U2 24.14. [27-T"dx
24.15.  [(3° —|—1)2dz 24.16. f53"+2d
24.17. [ ATL200) gy 24.18. [ ldy
24.19. [ (ﬁ +20) dz 24.20. [ At
24.21. [ {-de 24.22. [ (% 4 2%) da
24.23. [ Yhde 24.24. [ \/o\/xda
24.25. f cozuxl sglzx 24.26. f cosgomssgifl2 xdm
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przez podstawienie:
24.27. | ﬁdm
24.29. [ %fﬁdx
24.31. [<idx
24.33. [z gy
24.35. [ 223 iy
24.37. [ sin( 2 — 3x)dx
24.39. [2z(z? +1)%dx
24.41. da

rxlnz
24.43.  [(e® +2)%"dx
24.45. [ cos® zsin2zdx
24.47. [ sin 22275 “dy

24.49. f cos? x d\s‘/lertg T
24.51.

f \/QZQL.TQ
24.53. [ ctg? xdm

24.55. f \/ﬁ(arcsm'r):“

przez czesci:
24.57. [e®(2? + 1)dx
24.59. [sinz(z+ 1)dz
24.61. [z-3%dx
24.63. [e " cosxzdx
24.65. [ e cosadx
24.67. [Iny/zdx
24.69. [ cos(Inz)dx
24.71. [a3 In? zdx
24.73. [e®sin3zdx
24.75. [ sin2x cos 3zdx
24.77.  [In(1 + 2?)dx
24.79. [ e* -sin3wdz
24.81. [ Lepzy

sin3

24.83. [arctg(f)dx
24.85. [xe” sma:dx

wymierne:
24.87. [ yﬁ’gdx
24.89. [ 7z2+2x T

24.91. [ (M o de
24.93. [ 34206,

m2 T~ 2
24.95. [ £ =3g7i5e-9 g,
24.97. [ HeEsds
d
24.99. f I 42341002 — 12249

dx

24.28.
24.30.

24.32.
24.34.
24.36.
24.38.
24.40.
24.42.
24.44.
24.46.
24.48.
24.50.

24.52.

24.54.
24.56.

24.58.
24.60.
24.62.
24.64.
24.66.
24.68.
24.70.
24.72.
24.74.
24.76.
24.78.
24.80.

24.82.

24.84.
24.86.

24.88.
24.90.
24.92.

24.94.
24.96.
24.98.
24.100.
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J (fs) da
fe
e

f e2w+3dx

[ (32? —|—2 Va3 + 2z + 3dx
/ m

i 5?% dx
fsm x cos® zdx

——dx

1+9T

f4+(

arctgr
f( 1+i2) dx

f mlnzz

J" cos T
\/sm ac

[ e3*(22% — 3z — 1)dx
[ cosz(2z* — 42* + 22 — 1)dx
Jxe "dx

f e® sin xdx

[ z?e "dx

[ arctgrdz

[ sin2ze* " dx

fhrl2 xdx

[ e73% cos zdx

[ VzInzdx

J ° Inzdx

[ €2® - sine®dx

f arcsinﬁd

f III(COb‘L)d

0052 z
[ x?e™" cosxdx

S5x+11
.fo 41 5dl’
dx

dxr

412 64r+1
2+4x+13

/ 2+1d$

r“4+52+10

fCﬂd(m D=2 %

f 102> 411024400 dx
(x2—42+29) (22 —22+5)
3z*—122° +1812712z+7dx

(x—1)2 (22 —2z+2)3




25 Calka oznaczona. Zastosowania calek

Przyktad 176.
Obliczy¢ catke

5
/ 32%dx.
1
Rozwigzanie:

5
[3e%de = o8] = 5% — 1% =125 - 1 = 124.
1

Przyktad 177.
Obliczy¢ calke

3
/3z + 2z 4 4)dx.
1

Rozwiazanie:

3
1f(3x2+2x—|—4)d$=[x3—|—x2—|—4x]|1 [33+324+4-3] - [13+12+4-1] =
— 2749412 — [1+1+4] =48 — 6 = 42.

Przykltad 178.
Obliczy¢ catke

Rozwigzanie:

Z(w )a

f(mﬂx) dz = [1n|x+1\+x2”§: [In544%] — [In1+4 0%] =16 + In5.
0

Przyktad 179.
Obliczy¢ calke

1
/ 3e¥dx.
0
Rozwigzanie:
1 1

[3e*dz =3 [e*dr = 3[e*]|; = 3 [¢' — €°] =3(e — 1).
0 0

Przyktad 180.
Obliczy¢ calke

(z +3)%dx

»—A\w

Rozwigzanie:
Powyzsza catke policzymy podstawiajac

T+ 3 =u,
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co po zrozniczkowaniu daje
dr = du.
Zmieniamy jeszcze granice catkowania
dla =1 mamy u =4, natomiast dla £ =2 mamy u =25
czyli
2

5
e+ 90de = fudau= [jud] = [}-59] - [}-01] = 52 - 2 = 22 = o2}

Przyktad 181.
Obliczy¢ calke

4
1
/x2 <x3 + 1) dz.
2
2
Rozwigzanie:

Powyzsza caltke policzymy podstawiajac

14
— li
21: + 1 =u,

co po zrozniczkowaniu daje
3 2
ixzdx = du wiec z%dr = gdu.

Zamieniamy jeszcze granice catkowania

dla z =2 mamy u =5, natomiast dla z =4 mamy u = 33

czyli
4213 A o P 2 71,2733 _ 2[(1. 992 1 k2
J (32 + 1) de = [u-Gdu=3 [udu=3 [3e’][" = 5[(53-33°) = (5-5%)] =
=2(5-1089 —5-25) = 5532 = 3543.
Przyklad 182.
Obliczy¢ catke

z

/xsina:da:.

0

Rozwiazanie:
Korzystamy ze wzoru na catkowanie przez czesci

b b
/fg’ = fql. —/f’g,

gdzie
f(@) ==z, ¢(x)=sinz, f(z)=1, g(z)=—cosz
Jasinzdr = [~xcosa]| — [(—cosz)de = [~ T cos T — (~0cos0)] + [ coszde = 0+ [sina]l§ =
0 0 0
=sing —sin0 =1
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Przyktad 183.
Obliczy¢ calke

™

/m2 cos xdzx.

0

Rozwiazanie:
Korzystamy ze wzoru na catkowanie przez czesci, gdzie

f(z)=2?% ¢(x)=cosz, f'(x)=2x g(x)=sinz

f:cZ cos xdr = [1:2 sin :z:] ‘g — 0}2:0 sinzdzr = [

0

= [71'2 -O—O} —2 [xsinzdz = -2 [zsinadz.
0 0

sin 7 —OQSiHO] —2 [zsinzdr =
0

Ponownie korzystamy ze wzoru na catkowanie przez czesci, gdzie

f(z) ==, 9/(53) =sinz, f’(:ﬂ) =1, g(z) =—coszx

Jxsinzdz = [~z cosz]|y — [(—cosx)dr = [—xcosz]|y + [ cosadr =
0 0 0

= [-mcosm — (—=0cos0)] + [sinz]|y = [-7(—1) + 0] + [sin7 — sin0] = ([x + 0] + [0 — 0]) = .
Ostatecznie

/x2 cosxdr = —Z/xsinxdx = —2m.

0 0

Przyktad 184.
Obliczy¢ pole obszaru zawartego miedzy wykresem funkcji

fl@y=2x-5
iosia OX dla z € [3,6].
Rozwigzanie:
7
&
5
4
3
2
1
Rysunek 22: Wykres funkcji f(z) = 2z — 5.
6
5= flor— e = [+ =50} = (6 ~5:6) - (32 -5.8) =6 (-0) = 12
3

141



Przyktad 185.
Obliczy¢ pole obszaru zawartego pomiedzy wykresem funkcji

f)=a* ~4

iosig OX.
Rozwiazanie:

Rysunek 23: Wykres funkcji f(z) = 2% — 4.

Punkty przeciecia wykresu funkcji f(z) = 2% — 4 z osia OX maja wspétrzedne
(=2,0) i (2,0).

Dla z € [—2,2] mamy f(z) < 0. Stad poszukiwane pole obliczymy nastepujaco

2 z° 2 8 8 16 _ 16 2
S=-J@-ddr=—[5-a][ =-[G-8) - (F+9)] =-[-F -] =10
Przyklad 186.
Obliczy¢ pole obszaru zawartego pomiedzy krzywymi

Rozwiazanie:

Rysunek 24: Wykres funkcji f(z) = 2% i g(x) = .
Punkty przecigcia wykresow maja wspdlrzedne
(0,0) i (1,1).

Stad poszukiwane pole obliczymy nastepujaco
1

3 L_
-2

Szofl(m—xQ)dm: [%2—%}

1
5

=

0
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Przyktad 187.
Wydajnos¢ pracownika okreélona jest wzorem

w(t) = 8t — 12

b
i wyrazona w zl / godz., gdzie t— liczba godzin, ¢ € [0, 8]. Obliczyé jego produkeje (P = w(t)dt) :

a) w czasie pierwszych dwoch godzin pracy,
b) w czasie oSmiogodzinnego dnia pracy.

Rozwiqzanie
) P = j f28t7t2)dt:[4t2—%t3]|0 [4-22-1-2%] - [4.-0°—1.0%] =
7[1675}1310

)P = f‘w j‘gt_tz a2 LB 48— L og¥] 402 107 =

— (256 - 2] = 51,

Przykltad 188.
Stopa przyrostu dochodu z akcji promocyjnej firmy ALO jest funkcja liczby dni ¢ trwania akcji

s(t) = =10t + 170t + 580t 4 400,

gdzie s(t) jest wyrazona w z / dzien. Wyznaczyé:

a) dochdd uzyskany w ciagu pierwszych dwéch dni,

b) dochéd uzyskany w ciagu trzeciego i czwartego dnia,
¢) liczbe dni, ktére maksymalizuja dochdd z promocji.

Rozwiazanie:
2 2

a) [s(t)dt = bf(*lot:; +170£2 + 580t + 400)dt = 120 4}

4
s(t)dt = [(—10t3 + 170¢2 + 580t + 400)dt = 20560 7}
2

¢) Maksymalny dochdd uzyskujemy kohczac promocje w momencie, gdy przyrost bedzie zerowy

b)

M%»O

s(t) =0 t=—-2Vt=—1Vt=20.

Maksymalny dochéd uzyskamy po 20 dniach (pierwsze dwa rozwiazania nie naleza do dziedziny
praktycznej).

Przyktad 189.
Funkcje podazy i popytu na pewien towar maja postaé

PD(c) =4c—1, PP(c)=4—¢?,

gdzie PD(c) i PP(c) sa mierzone w milionach sztuk tego towaru, zas ¢ cena w mln zl. Jaka jest
uzytecznos¢ towaru oraz nadwyzka producenta

Ps = /b PD(c)de

a

i nadwyzka konsumenta

d
Cs —/PP( )de ?
b
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Rozwigzanie:
Wyznaczamy punkty charakterystyczne

PD(c) = PP(c) <= c* +4c—5=0+<=c=1

(cene ¢ = —5 odrzucamy, poniewaz nie nalezy do dziedziny praktycznej).

Rysunek 25: Wykres funkcji PD(c) =4c—1 i PP(c) =4 —c%
Cena réwnowagi wynosi ¢ = 1 przy popycie PP(1) = 3. Uzytecznosé towaru wynosi

U=PP(1)-1=1-3=3.

1 1

Alg 5 = 1, 125mln 71

2 2
Cs = [ PP(c)dc = [(4 — ¢?)dc = [40 - ?} ’1 = Smin 7k,
1 1

ZADANIA:
Obliczy¢ nastepujace calki oznaczone:
25.1. f2 2dz 25.2. [; 3wdx
25.3.  [2(x+ 1)da 25.4. [(Tz — 3)da
25.5. f?g(ac - 1)d1: 25.6. [ (22— 2z +2)dx
25.7.  [;(2* 4z +3)dx 25.8. [" (x4 1)(z+2)dx
25.9. ['(9— x)fdx 25.10. f3 z+1)%dz
25.11. fq 2a(2? + 3)dx 25.12. f1 (z + %) dx
25.13.  [)"°(3e” — ée_*)das 25.14. f1 S
25.15. fo sin zdz 25.16. fo 3z — 2)dx
25.17. fOG sm(7r — 3x)dx 25.18. f ze” dx
25.19. [; -4 25.20.  [(32 + 2)va¥ + 2z + 3dx
25.21. 1% z;ﬁldx 25.22. [f 1’;2%
25.23. [ 302 dy 25.24. [ 5 m e
25.25. 1“2( +2)%edx 25.26. fo 22 4z — 3)sinzdx
25.27. fl rInzdr 25.28. f 277 dx
25.29. f]2 In? zdx 25.30. fo e” sin xdx
25.31. x - 3%dx 25.32. fo redx
25.33. fo * cos xdx 25.34. [ 1&odx
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25.35. fj Lcos’ gy 25.36. [0 Ll __du

1+(2:os2z —3 x24+62+10
25.37. foﬂﬁdw 25.38. f_ﬂ2 Vﬁdl’
25.39.  [* cos® sin 2zdx 25.40. [ "7 sin 2zdx
25.41.  [*arctguds 25.42. [F zeosrgy
25.43. ff - Hg da 2544, [ \4/1 ¥ 2xdz
25.45. f1 mm) 25.46. fo —
25.47. [} Vi 25.48. ! \/e$ Tdx

r—
25.49.  [* 5oy 25.50. 0% ST
Obliczy¢ pole obszaru zawartego pomiedzy wykresem funkcji a osia OX:
25.51. f(z)=22+4, z€[0,4] 25.52. f(z)=z+2, z€][0,2]
25.53. f(r)=8—22 z€]0,2] 25.54. f(z)=1x+1, z€(0,4]
25.55. f(z) =16, x€[2,4] 25.56. f(z)=sinz, x € [0,7]
25.57. f(z)=2x—5, z €3,6] 25.58. f(x) =23 x¢€]0,2]
25.59. f(z)=¢€", z€[0,1] 25.60. f(z)=e", z€]0,5]
25.61. f(z)=+/z, = €[1,4] 25.62. f(z)=—-z+6, x€]0,6]
25.63. f(r)=4—2% z¢€]2,3 25.64. f(r)=4—x, 2¢€][0,2]
Obliczy¢ pole obszaru zawartego pomiedzy krzywymi

25.65. f(r)=2%i g(z)==x 25.66. f(z)=2"1 g(z) ==z
25.67. f(r)=2%i g(z)=—2*+2 25.68. f(z)=2"1g(x)=—-2+6
25.69. f(z)=2%1i g(z) =23 25.70. f(z)=2"—-21 g(x)=22+1
25.71. f(z)=2+21i g(z) =10 25.72. f(x)=32*+21i g(x)=Tx
25.73. f(z)=2%i g(z) =10 25.74. f(2) = 77 1 g9(x)=1
25.75. f(x) = x%_‘_l i g(z) = ia? 25.76. 127 —2r+y=01iz=4y—6
25.77. f(z)=e", g(x)=0, 2=01zx=1
25.78. f(z)=+=x, g(r)=—-2+4+212=0

25.79. f(z)=—-322+3, gla)=V1—22 i h(z)=0
Dla podanych nizej réwnan krzywych podazy i popytu obliczyé¢ uzyteczno$é¢ towaru oraz nadwyzke
producenta i konsumenta:
25.80. PD(c) =c+2, PP(c)=—-0,5¢+ 10
25.81. PD( y=1¢c2, PP(c)=—4c+5
25.82. PD(c) =%, PP(c) = —Tc+ 30
25.83. PD(c) =c? +2c+5, PP(c)=(c—3)?
25.84. Wydajno$é pracownika okreslona jest wzorem w(t) = —2+ 25t — 2t? wyrazona w z} / godz.,
gdzie: t— liczba godzin, t € [0, 8]. Obliczy¢ jego produkcje:
a) w czasie pierwszych trzech godzin pracy,
b) w czasie trzeciej, czwartej i piatej godziny,
¢) w czasie o$miogodzinnego dnia pracy.
25.85. Stopa przyrostu sprzedanych samochodéw wyraza si¢ wzorem s(t) = 1000 + 20t sztuk /
miesiac. Wyznaczy¢ liczbe sprzedanych samochodéw:
a) w ciagu pierwszych 6 miesiecy,
b) w ciagu 6-go miesiaca,
¢) w ciagu roku.
25.86. Stopa przyrostu liczby sprzedanych akcji w banku wyraza sie wzorem s(t) = 200 + 300t2
akcji dziennie. Wyznaczy¢ liczbe sprzedanych akcji:
a) w ciagu pierwszych 7 dni,
b) w ciagu 5-go, 6-go i 7-go dnia,
¢) w ciagu miesigca (30 dni).
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Odpowiedzi

Elementy logiki

1.1. (p=0Ag=0Vp=0Ag=1)Vp=1Arq=0V(p=1Arg=1); 12.(p=
ONg=0)V(p=0Ag=1)V(p=1Aqg=0); 13.(p=0Ag=0)V(p=1Ag=1); 14
p=0Ag=0)V(p=1Ag=1); 15.(p=0Ag=1)V(p=1Aqg=0)V(p=1Ag=1)
1.6. (p=0Ag=1AT=0V(p=0Ag=1Ar=1)Vp=1lArg=1Ar=1); 1.7.
(p=0Ag=0ATr=1)V(p=0Ag=1Ar=1)V(p=1Ag=0Ar=1)V(p=1Ag=1Ar=1);

1.8. tak; 1.9.tak; 1.10. nie; 1.11.nie; 1.12.tak; 1.13.tak; 1.14.tak; 1.15.nie; 1.16.
tak; 1.27.1; 1.28.0; 1.29.0; 1.30.1; 1.31.1; 1.32.0; 1.33.1; 1.34.1;, 1.35.0;
1.36.0; 1.37.0; 1.38.1; 1.39.1; 1.40.1; 1.41.1; 1.42.0; 1.43.1; 1.44.1; 1.45.
0; 1.46.0; 1.47.1; 1.48.Vuer: (22 >0V5%>2), 1; 1.49. Veen: (Inz # 1V |z > 0), 1

1.50. Vyer @ |cosz| < 1, 1; 1.51. Vuez : 22 # 2, 1; 1.52. Vyep : sin2z # 2sinz, 0; 1.53.
Jeeo,) 1 €” <1, 0; 1.54. Jpen: \/7372# z, 0; 1.55.1; 1.56.0; 1.57.0; 1.58.0; 1.59.1;
1.60. 1; 1.61.0; 1.62. Vyer Jyer: 22 +y> =1, 0; 1.63. Jyer Iyer : (z =3y) A (y # 3z), 1;

1.64. Vyen Vyen : <%3 = %) Az #y), 0; 1.65.tak; 1.66. nie; 1.67. tak; 1.68. Istnieje
rozwiazanie, ktére nie rodzi nowych probleméw. 1.69. Istnieja najprostsze mysli, ktore nie sa
sformutowne w skomplikowany sposéb. 1.70. Istnieje granat, ktory po wyciagnigciu zawleczki nie
przestaje by¢ twoim przyjacielem. 1.71. Wszystkie rzeczy da si¢ wyttumaczyé. 1.72. Jas sie nie

nauczy i Jan bedzie umial. 1.73. pA ~¢q; 1.74. ~ (pAq); 1.75.~ (pVq); 1.76.pA ~ g\ ~r.

Algebra zbioréw

2.2. {1,2,3}; 2.3.a){-1,0,1,2,10}, b)0; 2.4.a) ANB=0, AUB = (—00,0) U (0,2] U
(5,00), A\B=(5,00); b)) ANB=[-4,-1)U(0,6], AUB=R, A\ B = (—00,—4)U(6,00); c)
AnB={1}, AuB={-2,-1,0,1,2}, A\ B={-2,—-1,0}; 2.5.m >5; 2.6.a) prawdziwa;
b) nie prawdziwa; c¢) prawdziwa; 2.7. a) prawdziwa; b) prawdziwa; c) nie prawdziwa; 2.8.
a) 4Z; b) 2Z; ¢) 0; d) 6Z; e) {0,£2,£3, £4, 46, £8, £9, £10, £12, 14, £15, £16, £18, ...};
f) nie; g) tak; 2.9.a) prawdziwa; b) nieprawdziwa; c) prawdziwa; 2.10. k € (-1, 2);
2.11.

a) b) c) d)
i A A
3 “j’ g
‘f F 4 3 .2 -1 1 2 3 4z
3 T 7 wl G 3 R -
5 1
£ ol T 2 4e
2 ‘s &--&—4—-&——-_3-&-0--&--& I,"‘d‘ 12
2.12.
a)
A~B AUB AB
A > A7
2/ 2/ 2
sl e E:a
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A~B AB AB
k> A A

4 4 4
2.13.
a) b) c)
A - A
+ ! AN !
LY P
e i v iz
RN b
T B Ty ST
( ; ‘5 -
L no1n, 2 ! oI 2
1 BN
:—~l- : +-
]
i
+-2 +-2
2.14.
a) A b) A c) A d) A
- - 5 - +3
14 ' 14 T4 +4
{3 : 3 13 13
R 2 2] i
!
T1 H 1 i 'i'] i Ti4
- I I ) b T by
4 5 4 12 % 4 43321 01 2 q 4 521 O] 2 34 432 [F1 2 3
1-1 | 1.1 11 1le
'
| 2 ' 2 12| 4
! }
1.3 ! 13 -3 <43
$broo—d 4 14 4

Relacje. Relacje ré6wnowaznos$ci

3.1. nie, tak, nie; 3.2. tak, tak, tak; 3.3. nie, tak, nie; 3.4. nie, tak, nie; 3.5. tak, tak,
tak; 3.6. tak, tak, tak; 3.7. tak, nie, tak; 3.8. nie, nie, tak; 3.9. nie, tak, nie; 3.10. nie,
nie, nie; 3.11. nie, tak, nie; 3.12. tak, [a] = {a}, a € N; 3.13. tak, [a] = {a}, a € Z;
3.14. nie; 3.15. tak, [a] = {—a,a}, a € R; 3.16. tak, [a] = {a}, a € R; 3.17. tak, [a] =
{a}, a € Ry; 3.18. nie; 3.19. tak, [1] = {2k+1: k € Z}, [2] = {2k : k € Z}; 3.20.
tak, [0] = {3k : ke Z}, 1] ={3k+1: ke Z}, 2 ={3k+2: ke Z}; 3.21. tak,
[a] = {a}, a € R; 3.22. tak, [a] = {a}, a € R; 3.23. tak, [a] = {a}, ¢ € N\ {1}; 3.24.
tak, [k] = [k, k + 1), k € Z; 3.25. tak, [0] = {0}, [1] = (0,1], [-1] = [~1,0); 3.26. tak,
[a] = {a}, a € R; 3.27. tak, [1] = {1,3,5,7,9,11,13,15}, [2] = {2,4,6,8,10,12,14,16}; 3.28.
tak, 2] = {4k +2: k€ NU{0}}, [4] = {4k : k € N}; 3.29. tak, [0] = {pk : k € Z}, [1] =
{k+1:kecZ}, 2)={pk+2:kecZ},.,p-1={pk+p—1:%k¢€Z} 3.30. tak,
O={pk:keZ}, N)|={pk+1:keZ}, 2]={pk+2:keZ},.., p—1]={pk+p—-1:kecZ};
3.31. nie; 3.32. tak; 3.33. tak; 3.34. tak.

147



Funkcje i ich wlasno$ci

4.1. nie; 4.2. nie; 4.3. tak, nie; 4.4. tak, np. zamkna¢ 3 sklepy, a pozostalym przyporzadkowac
rozne hurtownie; 4.5. kazdemu pracownikowi nalezy przyporzadkowaé jedno biurko; 4.6. nie;

4.7. tak, tak; 4.8. tak, nie; 4.9. tak, nie; 4.10. Y = Ry U{0}; 4.11. Y = Ry; 4.12.
Y ={0,1,4,9,16,....k%, ...}, k € NU{0}; 4.13.Y = [0,25]; 4.14. Funkcja jest iniekcja, suriekcja
i bijekcja; 4.15. Funkcja jest iniekcja, suriekcja i bijekcja; 4.16. Funkcja jest iniekcja, nie jest
suriekcja i nie jest bijekcja; 4.17. Funkcja nie jest iniekcja, jest suriekcja i nie jest bijekcja; 4.18.
Funkcja nie jest iniekcja, jest suriekcja i nie jest bijekcja; 4.19. Funkcja nie jest iniekcja, nie jest
suriekcja i nie jest bijekcja; 4.20. Funkcja nie jest iniekcja, jest suriekcja i nie jest bijekcja; 4.21.
Funkcja jest iniekcja, suriekcja i bijekcja; 4.22. Funkcja nie jest iniekcja, jest suriekcja i nie jest
bijekcja; 4.23. nie; 4.24. tak; 4.25. nie; 4.26. nie; 4.27. tak; 4.28. nie; 4.29. f~(z) =
Vr+5-2, Df ' =R; 4.30. f~Y(z)=z, Df ' =[0,400); 4.31. f~Y(z)=3Yz+3, Df =
[0,400); 4.32. fHaz)=1-2 Df' =R\ {0}; 4.33. f~'(z) = 22, Df ! =R\ {2}

172’
4.34. [~ (x) = =5, Df~ Vo — (-1,1); 4.35. f () = (—1 + LT+ 122)°, Df ' = [0, 400);
4.36. f~1(2) = logy(z + V22 +4) — 1, Df~! = R; 4.37. Funkcja ta nie jest iniekcja, czyli nie

mozna wyznaczy¢ funkcji odwrotnej; 4.38. f~1(x) = 172\m2gi1|’ Df~! =(0,1); 4.39. nie jest

suriekcja, czyli nie mozna wyznaczyé funkcji odwrotnej; 4.40. f~1(z) = 4%, Df~t = (0, +00);
4.41. f~Y(z) = arccosy/x, Df~' = [0,1]; 4.42. nie; 4.43. nie; 4.44. nie; 4.45. tak;
4.46. tak; 4.47. tak; 448 tak; 4.49. f(A) = {-14,1 37} f {o, g g} 450

)_
f(A) = L%1327}]0 )—{4log32,1log34,4} 4.51. [ez: 1], f71(4) =

”/—\

4.52. f():( ) (A)_( ,OO); 4.53. f() ( o0, %]U( 7+OO)’f1(A):
(—00,—6) U (— ,g]u(7,oo), 4.54. f(A) = [2,+00), f7YA) = R; 4.55. f(A) =
{-1,0,1,2}, f7HA) ={-2,—v2,-1, —%, &, 1, V2,2}; 4.56. f(A) ={-3,-2,-1}, f71(A)
[—1,+oo) 457 fA) = [0,1), f7%A4) = R; 4.58. f(A) = {-1,0,1,2,3,4,5}, f~1(A) =
[-3,4); 4.59. f(A) = {-1,-3}U(0,4), f1(A) =[0,v2); 4.60. f(4) = (-4, -1 u[-1,3)U
{5}, f~HA) = [ 14 o)u(z 3); 4.61. f(A) = {-1,0} U[2,17], f~Y(A) = ( 00,V3]; 4.62
(fo f)(x) = 2%(x — 2)%; 4.63. (f o f)(x) = cos(cosz); 4.64. (f fx) =2 = #0; 4.65
(fof) (@) = gpriarrss 4.66. (fofofofofof)(z ) =abz; 4.67.(fofo ofofof (x) =z, x #0;
4.68. (fofofofofof)(x)=sgn(z); 4.69.(fog)(x)=(z+3)? (gof)(zx) =1+ 10z + 23;
4.70. (fog)(z) = sin (29” , (go f)(z) =292 4.71. (fog)(x) =2'2, (g0 f)(zx) =22, = #0;
4.72. (fog)(z) =z, (9o f)(z) ==, x > 0; N _,

22 gdy x>1 B &y z=2 .
ams. (o ={ T B 17 o =q 1, wy acii)
ama (foga = { O B T2 won@={ 7} &Y 120

nz  gdy a>1 Inlz] gdy x#0
45, (foa)e) = ~hz wly rEOD . el gt sy en

Uklady réwnan liniowych. Metoda eliminacji Gaussa

5.1.2 =3, y=2; 5.2.sprzeczny; 5.3.x =3, y—2 5.4. sprzeczny; 5.5.rz = -1, y=1; 5.6.
r=-1,y=0,2=1; 5.7. :vffg z, y—3,z€R 5.8. x = =55, y =21, 2—726 5.9.
r=1,y=1, z2=1; 5.10.x——4z—|—2 y=32—1,z€R; 5.1l.2=—2,y=0, z€R; 5.12.
mER,y——5x+5 z=—T7x+9; 513.z=1,y=2,2z=1; 514.2=0,y=0, 2=0; 5.15.
xER,y——fx—i—l z € R, t—2x z; 5.16.x:y—|—%z—%,y€]&zeR,t:—%z—i—%; 5.17.
sprzeczny; 5.18. x=4z—1, y=—-172+2, ze Rt =12z+1; 5.19.2=1, y=2, z2=2,t=1;
5.20. x € R, yff%xf%, z =0, t:f%erl' 5.21. x = -3, yf27 z=-1,1t=3;
5.22. x-—?t—l y711t+1,z:—5t,t€R; 528. 2 =-Iy+Zz—Iv+i yeR, z¢€
R, t = y—|— z—fv—l—,veR; 5.24.x—17y—172—1t—1,v:1; 5.25.
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m:%,y:—g Z2=—g, t=—22 v:%; 5.26.z=0,y=1,2=2,t=3, v=4.

Algebra macierzy

45
6 8 8 446 § 4 -2
6'1'3)(11 111)’ b)<571)’ C)<199—25)’ Dls ) ez
17 13 20
<§(2) 33), b) | 43 15 12 |; 6.3. a) tak, b) nie, c¢) tak; 6.4.X—<_? _g);
16 29 55
L4 e 16 5 8 2 -1
6.5.X:(4 b 1); 66. X = | —17 11 15 |; en.x=[ 2 —2 |
20 —11 —12 10
12 a b 30
6.8.X_<34>, 6.9.X_(bd),a,b,deR, 6.10.X_(11)\/X

-3 0 0 0 —d b
(1 1); 6.11.X:<C O>VX:( &2 d),c,dER,bGR\{O}; 6.12.

32 12 -6 34 -1 31 23 -2 -1
X = -7 =24 -11 |; 6.13. X = 62 6 61 |; 6.14. X = -2 1 =8 |;
21 —38 27 45 37 49 -1 -8 14
141 —13% 20 1 00
6.15. X = 0 20§ 15% ; 6.16. A= | 0 2™ 0 | — gdy n jest liczba parzysta,
2
185 —155 —3 0 01
0 01 2 2 2 3
A= 0 2" 0 | — gdy n jest liczbg nieparzysta; 6.17. X = ( >, Y = ( >;
-1 1 2 0
1 00
- = 14 46
& 5 ( e | 0 0 1 0
6.18. X = e = y Y = 95 197 16 5 6.19. X = s Y = 3
4 4 % 4 -4 —g
6.20. X = 110 35 |, Y= -1 -10 -3
T4 _7r _4 4
3 3 3 3

Wyznacznik macierzy. Wtasno$ci wyznacznika

7.1.477; 7.2. —543; 7.3. -2; 7.4.13; 7.5.-758; 7.6.—2; 7.7.-60; 7.8.-T1; 7.9.
—ayz —brz —cxy; 7.10.98; 7.11.4588; 7.12.14; 7.13. —35482; 7.14. —40176; 7.15. —1;
7.16. b° — b*a? + 4b3a® — 6b%a* + 4ba® — ab; 7.17. b% — 15b%a® + 40b%a® — 45b%a* + 24ba® — 5aS;
721.2=2Vz=3; 7.22.x=1Vae=5; 7.23.z2=-2Ve=0Vze=2; 7.24.x=-8; 7.25.
zef; 7.26.x=-1vae=1va=V6Vve=—V6 T7.27.z€(%;1); 7.28.a)9, b)27-27
7.29.2a) —1VOV1, b)0OV /3" c)0gdy n— nieparzyste, —1VO0V1gdy n— parzyste; 7.30.
detA =1, detB=1.

Wzory Cramera

149 69. _ - _ 4 _ 142 . _ 253 ., _ 47.
8.1.x:—%—%1, y = —16, z:—2—21,1 82.zxz=-1,y=1,2=—4; 83.x==% y=° 2=
Bad.x=—-,y=-30, z2=—-%; 85.2=0,y=0,2=0; 86.x=-9, y=-3, z=4
8.7. nie jest cramerowski; 88.x =2, y =0, z = —-1; 89.z =5 y =0, z 2, t =

5 810.z =3, y =4, z=-5,t=1; 81ll.2=-1, y=-1, 2z =0, t =1; 8.12.
sz,yz—%,zz—%,t:%; 813. x =0, y =0, 2 =1, ¢t =1; 814. 2 =0, y =
0, 2z=0,t=0;, 815.z =a—c¢, y=a—-d, 2z = —-2a+b+c+d, uw=a—>b; 8.16.
v=-2a+30b+c+d), y=—2b+i(at+c+d), z=—32c+i(a+b+d), u=—-2d+Li(a+b+c);
817. 2 =10, y=3, 2=0,t=—-1, v=0; 818.z=1,y=0,2z=1,t=0, v=1.
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Rzad macierzy
9.1. 3; 9.2.3; 93.4 94.4dlaa #0, 3dlaa=0; 9.5 2dlaa € R; 9.6.4dla
a#1, 1ldlaa=1; 9.7.Va € R— oznaczony; 9.8.a # —4— oznaczony, a = —4— sprzeczny;

9.9.a # 1 ANa # —1— oznaczony, a = 1V a = —1— sprzeczny; 9.10. a # —2 AN a # 3—
oznaczony, a = —2— nieoznaczony, a = 3— sprzeczny; 9.11. a # —1 £ \/2— oznaczony,
a = —1 4 /2— sprzeczny; 9.12. a # 1— nieoznaczony, a = 1— sprzeczny; 9.13. Va € R—
oznaczony; 9.14.a # —1Aa # %— oznaczoly, a = —1— nieoznaczony, a = %— sprzeczny; 9.15.
a # 1 N a # 2— oznaczony, a = 1— nieoznaczony, a = 2— sprzeczny; 9.16.a # —2ANa # 2—
oznaczony, a = —2V a = 2— nieoznaczony; 9.17. nieoznaczony; 9.18. nieoznaczony; 9.19.

brak rozwiazan; 9.20. brak rozwiazan; 9.21.m # 2— nieoznaczony, m = 2— sprzeczny; 9.22.

m#£=0Am #£ gf oznaczony, m =0V m = %f sprzeczny.

Macierz odwrotna

1 -1 _5 2 5 1 _9 5
. 17 7 . . .
01, 4 ) 10.2.( i % ) 10.3. < _E _% ) 10.4. 5 1o ) 10.5
5 6 2 _9 23 3 19 3 _ 13
% ;‘} 23 2?’:‘. ]2311 1 1301 1 ,_“} 1 2 12§ 7 44 23222
I Al U S I A U A AU A
46 23 46 131 131 131 37 37 37
11 3 29 o a5 —iw W 5 i1 B u
7w ok A R S B A S O
67 —? 24971 5 10 9 3712 ﬁ ﬁ _i y 10.10. 4i 1 1& 26
_4 2 AL 216 108 216 9 8 1 8
67 67 201 4 _ 5 1 L 0 —= 1
1 1 27 27 27 9 16 16 8
-1 i L
19 9 —6 -8 —2cosa —2cos?(b— a)
14 13 :
1011 a) {3 =5 —3 | b ( 4 -2 > ¢) (2sin2(b+a) ~2sinb )’
0o 0 -2
1 12 20 11 4 a9
10.12. [ 1 ]; 10.13. [ 20 27 18 |; 10.14.a) ( _2_1‘fg’7 _E‘f ) b) (2 B )
0 11 18 23 ’ 315
7 1 7 208 8
c) ( 2 2 ); 10.15.X:< 4 i 4 ); 10.16.X:( a5 45 )
4 4 14 415 415

5 =3
1 * ) V= < _
1
73
Y = < 10 10 ); 10.17. a) detA =1, gdy n— parzyste, detA = —1, gdy n— nieparzyste,
i1
b) detA = —1V detA = 1; 10.18. a) detA’ =710 b) detAd® = +2-%; 10.19. detA = £25,
detB = £2™, n— wymiar macierzy A i B.

Zastosowanie macierzy i wyznacznikéw. Liniowe uklady dynamiczne
11.1.a)2(1) = ( 0,63 0,37 )7, x(3) = ( 0,4668 0,5332 )", x(5) = ( 0,408048 0,591952 )",

be=(% ) 9e0=(5 §) «W=(H §): M2ae=(3 ),
bz=(0 1), ogz=(2 &) 11.3.a) x(1) = (0,62 0,22 0,16 )", x(2) =
T

4", 2(4) = ( 0,51026 0,24676 0,24298 )", byz= (1 1 1)
2 1 T, - _ (1t 13 23 \T _ (3 16 4 \T =
(2 2 L)', 115.a)z=(287,5 512,5 ) ; 11.6.a)z = ( 137000 227000 212000 )7,
11.7. a) 7= ( 1200 17000 18300 12300 )T;

7 7 7
11.8. ADI:

o

Pt =

)

0 01 1 00
P=[10 1|, PP=|1 01
1 00 0 01

O ==
o oo
= = O

150



ADII:

01 0 1 1 2 0 2 2 1 7 4 5 12 9
1 0 1 1 0 2 1 1 1 3 10 3 8 9 11
p=]1 0 00 1|, PP=l 0 1 0 2 1|, PAP=| 5 3 2 5 8 |,
1 0 1 0 1 11 0 2 2 8 3 5 7 10
00 0 1 0 10 1 0 1 3 1 3 4 3
ADIII:
00 00 0 1 0 1 2 0 2 1 0 0 2 1
10 1 0 0 0 0 0 000 0 0 2 1 2
00 00 0 1 1 1 3 1.2 2 0 0 2 2
p_| 1 01 0100 0 p2_| 01 1 10 2 1 2
001 1 1 0 0 0 0 | 2 0 2 0 1 1 1 1 |’
101 0 0 0 1 1 2 11 2 0 2 2 3
1 1.0 1 0 0 0 1 3 0 3 1 1 1 1 1
101 1 0 0 1 0 2 11 1 1 2 1 3
18 4 16 10 3 6 12 13
1 4 7 7 3 9 7 13
22 6 20 13 4 12 17 21
pi_| 14 6 10 10 3 13 11 19
19 4 15 10 3 6 13 14
23 8 19 15 5 18 18 27
24 6 20 14 3 8 18 19
22 7 17 13 5 16 17 25

Elementy algebry liniowej w R"

12.1. a) niezalezne, b) niezalezne, c¢) niezalezne, d) zalezne, e) niezalezne; 12.2. a) a =
—7Va=-1, bja=-1Va=1, ¢)a=0Va=4; 12.3.a)nie, b)tak, c)nie; 12.4. a)
wektory w; nie tworza bazy, b)a=-7,b=8 c=4,d=-2, ¢)a=2,b=0,c=-1,d=1;
12.6. a) nie, b) nie; 12.7. a) tak, b) nie, c) tak, d) tak, e) tak, f) tak, g) tak.

Wybrane zastosowania funkcji jednej zmiennej w ekonomii i matematyce finansowej
B 7t gdy te (0,8 B 77t gdy te (0,8 .
13.1. ) f(t) = { 12¢—40 gdy t>8  DIO=0 100 edy t>s o8
[t] jest najmniejsza liczba calkowity wieksza lub réwna t. 13.2. ¢ € (300,335); 13.3. f(c) =
—®—0,5¢c+ 14, ¢ =2; 13.4. nie; 13.5. c € (10,50); 13.6. ¢ = 5, PP(5) = PD(5) = 1024;
13.7. lim PP(c) = 32, jezeli cena jest bliska 0, to popyt wynosi 32. lim PP(c) = 0, gdy cena
cC— 00

c—0+
rosnie w nieskonczonos¢, to popyt spada do 0. 13.8. ¢ = 15‘)% ~ 73,61. Jezeli cena zmaleje o 10
tys. zl, to popyt wzrosnie o okolo 7 samochodéw (zob. rys. 13.8.). 13.9. 200z, Dochéd wzrosnie
o 40zt. Poziom nasycenia wynosi 400z} (zob. rys. 13.9.). 18.10. a) ~ 737,92, b) = 738,75, c¢)
~ 738,96; 13.11. ~ 3566,96; 13.12. ~ 20,09%; 13.13. natychmiastowa wyplata; 13.14.
~ 3021,15; 13.15. drugi bank; 13.16. drugi bank; 13.17.1532,24; 13.18. =~ 2063,1; 13.19.

druga oferta; 13.20. ~ 51174,34; 13.21. ~1313,93; 13.22. =~ 262,79.
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Rys. 13.8

A PP

50 4

Rys. 13.9

00

200 4

o oy &0 L

Pochodne funkcji jednej zmiennej
. 3 _ 4 3 2
14.1. 3sin6z; 14.2. (23 —z—1)e%; 14.3, S0 fcosa, 144 1, [=gitdedt (r ﬁ{ij&;ﬁ;m);

14.5. — L (coszlnz + 522); 14,6, SEGs2ne o g 7 0D g8 esin2e (90052

3{/(sinzlnz)? * 2zt 1(1+Inz)?’ ’

2
z”—3 2z . 4x cos 2x—sin 2z .
I EEE 2 149, decosZesinds,

2
3

5.5 18,2 1. —%.1
14.10. F2220 14,11, 2”*‘“”N§f1)§+39” . 14.12.
—2 . 14.15. 1 sin? a(a+va) " F (1450
cos? V(m—i—ﬁZ

i 3/ 7284622 —cos o+ —L—
M. 14.16 2¢/z+1 | 14.17. (3_ 7) 2xctg($ _3); 14.18. C05z+

7

14.13. Lo 5+ 1275, 14.14. (22 42) cosa—

2 .
1-+sin 2z’ +

13/(17_._\/’ ’ . 274223 —sinxz++z+1 !’ (:varl)
sinz—Inz® . —1 . Vi1tz24zx . V241,
Teme; 14-19- z\/1+¢1+7(2+2x+2¢1+7)’ 14.20. s e 1421 s
14.22. V1 —2?; 14.23. 15, 14.24. arctge;  14.25. (3 — 3z)sin3z + (1 + 9z) cos 3z];

2. ; . 1. 8 .
14.26. In*z; 14.27. ef, 14.28. sin(Inz); 14.29. £—5; 14.30. _W 14.31.
—In2 (1 4 tg? 1) 28 e 14.32. 2sinze™; 14.33. —%“W 14.34. 2+2¢mv 14.35.
s 242
2ctg,/Cgf;,/gg;;“mﬂgm;w”, 14.36. 52ia;  14.37. sin(324) - L 7 14.38.
sinz - Intga; 14,39, — B — Osindesintdeidosintdrcostocosde, 14,40, —L . 14.41.
2

11+t o3 2. S 232, 4. 1 Vz
E(HEZE) T 14420 25 14.43. —(1+2%)72; 14.44. 8cos’ x5 14.45. § 1+f
e 14460 s 14.47. a%(lnz +1); 14.48. (sinz)'®7 (L2 +1); 14.49. (2+
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41)sin2e (2c052x1n(x2 Y1)+ %) 14.50. (z%)*" - 2%(Inz + 1)(zlnz +1); 14.51, — B2

—Incosz. 4 g _mblnsmrtrcigr). 3453 4y 1, b) —L: 14.54.a) k> L, b)keR, ¢

zln?z’ 22 In? sin 507 267

k<0; 14.55.a) f™(z) = (n+z)e®, b) fM(z) = (-1)" 2L n>2; 14.56. a) tak, b) nie.

Ekstrema lokalne funkcji

15.1. (—o0,1) U (3,5)— rosnaca, (1,3) U (5,00)— malejaca, frmaz(l) = 26, fma(5) = 26,
fmin(3) = 10; 15.2. (%, 00)—rosnaca, (0,%)— malejaca, fin (1) = —3; 15.3. (0,00)—
rosnaca, (—o0,0)— malejaca, fmin(0) =3; 15.4.(2,00)— rosnaca, (—o0,0)U(0,2)— malejaca,
fmin(2) = —16; 15.5. © € R— rosnaca, brak ekstremum; 15.6. x € R— rosnaca, brak

ekstremum; 15.7. (—00,0) U (V/2,00)— rosnaca, (0, V/2)— malejaca, fnin(V2) = 3v/2; 15.8.
(—1,1)— rosnaca, (—oo,—1)U(1,00)— malejaca, fraz(l) =2, fmin(—1)=-2; 15.9.2 € R—
rosnaca, brak ekstremum; 15.10. (%71’ + 2k, %W + 2k7r) — rosnaca, (%ﬂ' + 2k, %7? + 2k7r) —
malejaca, fmas (57 + 2k7) = V2, fmin (37 + 2k7) = —/2; 15.11. 2 € R\ {0}— malejaca,
brak ekstremum; 15.12. 2 € R— rosnaca, brak ekstremum; 15.13. (—1,0)U (1, 00)— rosnaca,
(—OO,—l) U (Ov 1)_ malej@ca, fmin(_l) = 07 fmm(l) - 07 fmam(o) - 1 15.14. (0 OO)

rosnaca, (—o00,0)— malejaca, fin(0) = i; 15.15. (—1,0)U(1, 00)— rosnaca, (—oo, —1)U(0,1)—
malejaca, fumin(1) = 2, fain(—1) = 2; 15.16. (—o00, —2) U (=2, —/2) U (v/2, )— rosnaca,
(—v2,-1) U (—=1,4/2)— malejaca, fraz(—v2) = —17 — 12V/2, fmm(f) —17 + 12v2;

15.17. (0,2)— rosnaca, (—o00,0) U (2,00)— malejaca, frmaz(2 ) =2, fmin(0) = —1; 15.18.
(=1,1)— rosnmaca, (—o0o,—1)U (1,00)— malejaca, fmaz(1) = %, fin(—1) = g; 15.19.
(—00,—2) U (2,00)— rosnaca, (—2,—1)U (—1,2)— malejaca, fiae(—2) =0, fmm( ) = %;
15.20. (—2,v/5 — 1)— rosnaca, (V5 — 1,2)— malejaca, fmae(vV5 —1) = (V5 — 1)V V56— 2;
15.21. warto$¢ najmniejsza: —2 = f(1), warto$¢ najwieksza: 2 = f(—1); 15.22. wartosé
najmniejsza: —26 = f(—2), warto$¢ najwieksza: 6 = f(0); 15.23. warto$¢ najmniejsza:
4 = f(—1) = f(1), wartos¢ najwieksza: 229 = f(—4) = f(4); 15.24. warto$¢ najmniejsza:
—46 = f(—2), warto$é najwieksza: 46 = f(2); 15.25. warto$é najmniejsza: 1= f(0), wartosé
najwieksza: 7 = f(4); 15.26. warto$¢ najmniejsza: 0 = f(0) = f(27), warto$¢ najwieksza:
2= f(m); 15.27. warto$¢ najmniejsza: —3 = f(—3) = f(3), wartod¢ najwieksza: —1 = f(0);
15.28. wartosé najmniejsza' 2 = f(0), warto$¢ najwicksza: 2v2 = f(-%) = f(%); 15.29.
wartosé naJmnlerza T-1=f (7), warto$¢ najwigksza: —7 +1=f (—g); 15.30. wartos¢

najmniejsza: — f(=%), wartos¢ najwicksza: % = f(%).

Badanie funkcji

16.1. (—o0, —1) U (1,00)— rosnaca, (—1,1)— malejaca, fmaz(—1) =7, fmin(l) =3, (0,00)—
wypukta, (—o00,0)— wklesta, 0— punkt przegiecia; 16.2. (—oo, —3)U(1, 00)— rosnaca, (—3,1)—
malejaca, fmaz(—3) = 25, fmin(1) = =7, (—1,00)— wypukla, (—o0,—1)— wklesta, —1—

punkt przegiecia; 16.3. (—oo, —3)U(—1, )U( o0)— rosnaca, (—3,—1)— malejaca, fre(—3) =
—2T (0,00)— wypukla, (—oco,—1)U(—1,0)— wklesta, O— punkt przegiecia; 16.4. (3,00)—
rosnaca, (—oo,0)U(0, %) malejaca, fmm(% =3, (—o0,— f/g)U(O, oo0)— wypukla, (— f‘/g, 0)—

wklesta, —{‘/g— punkt przegiecia; 16.5. (5, 00)— rosnaca, (—o00,0)U(0,1)U (1, %)— malejaca,

fmm(%) = 24—7, (—=00,0) U (1,00)— wypukla, (0,1)— wklesta, 0— punkt przegiecia; 16.6.

(=00, —3)U(—1,0)U(0, 00)— rosnaca, (—3,—1)— malejaca, frao(—3) =—2, (0,00)— wypukla,
(— YU (—1,0)— wklesta, 0— punkt przegiecia; 16.7. (0,1)— rosnaca, (—o0,0)U (1,00)—
malejaca,  fin(0) = —1, (,%71) U (1,00)— wypukla, (,OO’,%), wklesta, f%f punkt

przegiecia; 16.8. (0,2)— rosnaca, (—00,0)U (2,00)— malejaca, fmaz(2) = ;%, fmin(0) =0,
(—00,2 —V2)U (2 + v2,00)— wypukla, (2—+/2,2++v2)— wklesta, 2— /2, 2+ v/2— punkty
przegiecia; 16.9. (—o0,0)U(0, 3)— rosnaca, (3,00)— malejaca, finaz(3) = iz, (0,3—v3)U(3+

V3,00)— wypukta, (—o00,0)U(3—+/3,34++/3)— wklesta, 0, 3—+/3, 3+ \f punkty przeglqcm

16.10. (—1,1)— rosnaca, (—o00,—1)U (1,00)— malejaca, frmaes(l) = 7 fmin(—=1) = f’
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(—v/3,0)U(V3,00)— wypukla, (—o0, —v/3)U(0,v3)— wklesta, —+/3, 0, v/3— punkty przegiecia;
16.11. (—o0,1) U (1,2)— rosnaca, (2,3) U (3,00)— malejaca, fmaz(2) = %, (—o00,1)U (1,2 —

{‘E) U(2+ {/%,3)U(3,00)— wypukla, (2— {‘/g, 2+ {‘/g)— wklesta, 24+ {*/g— punkty przegiecia;
16.12. (—o00, —3) U (1,00)— rosnaca, (—3,1)— malejaca, fomaz(—3) =672, fmin(l) = —2e,
(=00, =2 —/5)U (=2 ++/5,00)— wypukta, (—=2—+/5,—24+/5)— wklesta, —2—+/5, =2+ /65—
punkty przegiecia; 16.13. (—00,0)U (1, 00)— rosnaca, (0,1)— malejaca, fmin(l) =¢, (0,00)—
wypukla, (—o0,0)— wklesta; 16.14. (—o0,1) U (1,00)— malejaca, (35,1) U (1,00)— wypukla

(—o00, 3)— wklesta, $— punkt przegiecia; 16.15. (—oo, —1)U(—1,0)— rosnaca, (0,1)U

malejaca, fmer(0) =1, (—o0,—1)U (-1 —i*/g) U (i‘/g, 1) U (1, 00)— wypukla, \/; [
wklesta, \/;, f— punkty przegiecia; 16.16. (1,00)— rosnaca, (—oc,0)U (0, %)— malejqca
fmin(3) = %7 (—00,0) U (0,00)— wypukla; 16.17. (—oo (0,00)— malejaca,

wypukta, (—oo,0)— wklesta; 16.18. (2 \F oo0)— rosngca, (0 2[ malejaca, fmin( 2\[
12 63, 00)— wypukla, (0,21/6%)7 wklesta, 2,/6—37 punkt przegiecia; 16.19. (0,1)—

e’

rosnaca, (1,00)— malejaca, fmaz(1) =1, (e, 00)— wypukla, (0,+/e)— wklesla, /e— punkt
przegiecia; 16.20. (0,e?)— rosnaca, (e?,00)— malejaca, fmaa(e?) = 2, (e%,oo)— wypukla,

(076%)— wklesla, e5— punkt przegiccia; 16.21. (—00,00)— rosnaca, (—o00,00)— wypukla;

16.22. (3,00)— rosnaca, (—oo, —3)— malejaca, (—oo, —3)U(3,00)— wklesta, 16.23. (—oco, —2)—
rosn@ca (2,00)— malejaca, (—o0,—2) U (2,00)— wypukla; 16.24. (5 + 2k, 7+ 2k7) U (7 +
2k, 3 % + 2km)— rosnaca, (=% + 2km,2kmw) U (2k7, § + 2km)— malejaca, fmin(5 + 2k7) = 1,

fmam( T +2kw) = —1, (2kw,7m+2kn)— wypukla, (w4 2km, 27+ 2kn), k € Z— wklesta, 16.25.
(—o0, oo)— rosngca, (—7T—|—2k7r, 2kn)— wypukla, (2km, 7+ 2kn)— wklesta, km, k € Z— punkty
przegiecia;  16.26. (—oo, —3)— rosnaca, (—3,1)— malejaca, fras(—3) = 14‘( (—o0,1)—
wklesla; 16.27. (3,00)— rosnaca, (0,1) U (1,3)— malejaca, fmin(3) = 3v3, (1,34 2v3)—
wypukla, (0,1)U (3 +2/3, oo)f wklesta, 3+ 2v/3— punkt przegiecia; 16.28. (—v/3 —2,—2)U
(—2,v/3 — 2)— rosnaca, (—o0 3-2)U (V3 —2,00)— malejaca, fraz(V3—2) =4 —2V/3,

Fmin(—V3—=2) = 44+2v/3, (—o0,—2)— wypukta, (—2,00)— wklesta; 16.29. (=2, 00)— rosnaca,
(—=2,00)— wklesta; 16.30. (—1,1)— malejaca, (-1, %)— wypukla, (%, 1)— wklesla, %— punkt
przegiecia.

Zastosowanie pochodnych

17.1. —1728; 17.2. 3371 17.3. % 17.4. 22%; 17.5. wzrosnie o 0,25%; 17.6.
i =60, Z(60) = 20; 17.7. ¢ =5, PP(5) = 10005, D(5) = 5000v/5; 17.8.ic =50, D(50) =
1335; 17.9.t=30°, 1(30) = 100; 17.10.z = 32, W(32) = ;ﬁ 17.11.t ~ 3,1; P(3,1) ~ 2735;

17.12. z = 10lat, y(10) = 0,002; 17.13.30x20; 17.14.2x1; 17.15.7 = 0,5dm; h = “2dm;
17.16. r = 3, h = 6.

Funkcje wielu zmiennych, wykresy. Warstwice i obrazy
18.1. 18.2. 18.3. 18.4.
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18.1. D = {(z,y) eR?:y <z Ay >2?}; 18.2. D = {(z,y) €R <zAy>—xAzx <4}
18.3. D = {(z,y) e R? : 22 +¢y> < 9Ny > 2?}; 18.4. D = {(z,y) e R*: 22 +y?> < 1Ay >1—z};
18.5. 18.6. 18.7. 18.8.
- A A P SO A
:“t\? 12 J\"& {2 :\"H {2 | :f\? {2
i a I N
% ﬂr\ T 2 1&1}1 > -l<yl > —
S - ’ - ta
|2 1z 2 S
18.5. D = {(z,y) e R?: 22 +y? < 1Ay < 1—x}; 18.6. D = {(z,y) € R? : 22+4? > 1Ay > 1—z};
18.7. D = {(z,y) e R? : 2 +y* > 1 Ay > 2?}; 18.8. D—{(, y)eER? 1y <1—a?Ay>1—za};
18.9. D = {(z,y,2) € R® : 2? + y*> + 22 > 4}; 18.10. D = {(z,y,2) € R®: =1 < z,y,2 < 1};
18.11. R? 18.12. R}; 18.13. D = {(z1,22,23,24) ER* 1 31 > 0A w3 > 0wy # 0A w3 # T4};

18.14. D = {(21, 20,25, 24) € R*
, a € R— proste;
18.19. y = a2 — 5+ 222,

18.16. y =

a+7—2x
5

x2, a € R— parabole;

okregi;

18.21. 22 + 92

=1-—a?

, a € [0,1]— okregi;
0— elipsy; 18.24. y+ V2 = a, a € R— parabole;

a > 0— parabole;
18.22. & +

21 > 0,20 > 0,23 € Ryzy € R};
18.17. y = a — 2 — x, a € R— proste;

18.15. R\ (0,0, ...,0);

18.18. y =a+3 —

18.20. 22 +y> =a—4, a > 4—

2

L+ ¢

2
=1
s5t_9 t € R — prosta;

t € R — parabola;

2
L= Bt g < 18—

18.25.

2 12 0

2 2

s +%4& =1,a>0-
&

7

18.34.

€ [0,27] — okrag; 18.36.

€ [0,27] — elipsa.

elipsy; 18.23. % +32 =249, a >
y+|z| =a, a € R; 18.26.2zx+4y—z = a, a € R— plaszczyzny; ; 18. 27 2?2 +y?+ 2% =4a, a > 0—
sfery; 18.28. (x — 1)2 +y? + (2 — 1)2 = a® ,a > 0— sfery; 18.29.
o z(t) =t { x(t)
elipsoidy; 18.30. _ot—4 t € R — prosta; 18.31.
pRoiey { y(t) = 2= P y(t) =
xz(t) =t x(t) =t
18.32. { y(t) = 22 +3 t € R — parabola; 18.33. { y(t) = 612 + 4
z(t) = %2 + cost x(t) = 3 + cost
€ [0,27] — okrag; 18.35. 1+ cos
{ y(t) =1 +sint [0, 27] = okrag y(t) = —1+sint
x(t) = 2cost . x(t) = 3cost
{ y(t) = Lsint € [0,27] — elipsa; 18.37. { y(1) = v3sint

Pochodne czastkowe

19.1. 6f =32%y +3y* — 3y, 5 af =23+ 12293 — 32; 19.2. % = (222 + 27 + 2y3)e2et3y+2, g—f =

Y

3 3 d )
(322 +3y + 3y3)e2r+3ut2, 19.3. 9 = m+}ny, an, = (leny)~ 19.4. & = e, aT]; - 1+1y2;
of _ ; of _ . of _ of _ Tty .
19.5. 5% 2sin(4x + 2y), By sin(4z + 2y); 19.6. e Tonyiyr O Tt
of __ —10. of __ 2 . of _ 2 of __ 2 .
19.7. dx (5x27y2m+7)2’ dy —  (pz2— nyJr7)2’ 19.8. or ysmz—’”’ dy _yzsiﬁ%’ 19.9.
of _ z of _ . of _ vt of _ Y1 . of _
o = wam oy = e 191005 = sl o T marenvers 9L G =
y2(1+ ay)v—1, gf; = (14 zy)¥ 1n(1+xy)+% ; 19.12. 8f = e®(cosy + (z + 1) siny), %:
e*(zcosy—siny); 19.13. % = y?e"”ﬁ7 ‘3—5 = Qxye"”y ; 19.14. g—i = 227 +5y—6, % = 52z +5y—6,
2 2 . .
19.15. % = 10zyed™ Y, %z]; = 522eP*Y — 3%, 19.16. g—i = %(cos% —sin {), g—;j = z(sin g —
z). of _ y  9f _ Y. of _ _ VY of

cos¥); 19.17. 50 = Ao G =In(z +y) + 25 19.18. 5L = ety Y

G re o _u () g- £ (=) 103

Wy(l Ty)<1+r> T ey —(ety)? \ Y vy —(aty)? \ @Y
_ — z . ﬂ — oY af _ y x.

az (ny)z (x—s-y)?’ ay e 19.21. e¥ + ye®, = ze¥ +e%; 19.22.
of 2 ) df _ af _ of _ 3,
8777@’8771\/77:?’ 19.23. = 5zt — 122%y22, z+3,$f78xyz,
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19.24. % = yzerY* o — rze*Y* % = zye™*; 19.25. % = yz, U = gz 2 = zyY;

ox Jy o Jy ' 0z
af _ 2 af _ 3y° of _ -3 . af _ 1 af _
19.26. 55 = o572 0y = Ve 05 = ssmnpaves 1927 5p = o Tz gy =

i+x2 ﬂ — %‘Fl’y, 19.28. % — (3$2 +y2+22)6x(x2+y2+22)’ % _ 2xy6x(g;2+y2+z2)7 gi _

' 0z z

2uze”HVH; 19,20, B = Femwe 8 = —FEN O = arctg(e —y)% 19.30.

95 = 6wsin(62? + 8y + 4z2), % = 8ysin(62? + 8y? + 4z), %L = 2sin(62? + 8y? + 4z);
19.31. Vf(1,-1) = (=2,-9); 19.32. Vf(2,0) = (0,2); 19.33. Vf(e,e,e) = (4e?, 4e?,4e?);
2

19.34. Vf(1,1,1) = (1,0,0); 19.35. 34 = 6z — 4y, 3L = 6, 2L = 2L = 4,
19.36. % =y(y — 1)ay—2, giy]zc = 2¥(Inx)?, aajafy = aajgz =¥ Yylnz+1); 19.37. giﬁ =
_(x+1111y)2’ giy]; - _[yl(:itllr:;%27 aéfgy - aizafz - _y(x+1lny)2; 19.38. 6 =0, g: =0, gZ =

za*(Ina)?, a{fgy = aizgz = 5L aa;gz = 8225; = a”lna, aé;gz = aajz{y = 0;  19.39. % =
petens, Gl = v B = per, Sf = fof = 0 e aer, S = I =
y(1 + zyz)e*v?, ;;gz = ggy (1+a:yz) @Yz, 19.40. tak; 19.41. nie; 19.42. tak; 19.43.

tak; 19.44. nie; 19.45. tak.

Ekstrema funkcji wielu zmiennych
20.1. (—1,2)— brak ekstremum; 20.2. foin (—V2,V2) = =8, fmin (V2,—V2) = =8, (0,0)—
brak ekstremum; 20.3. f,:,(0,—1) = —=7; 20.4. fn(5,2) = 30; 20.5. (—2,—1)— brak
ekstremum, (g, 6) brak ekstremum, fp0.(0,5) = 25; 20.6. fi..(—1,1) =1, (0,0)— brak
ekstremum; 20.7. fraz (0 —7) = 745, (—1,—1)— brak ekstremum, (3, —1)— brak ekstremum;
20.8. fmm( ,—%) = —%, Sfmin (7, f) = —%, (0,0)— brak ekstremum; 20.9. fin (2—27,5) =
—199° (3,1) — brak ekstremum; 20.10. f;,,(5,6) = =77, (1,—6)— brak ekstremum; 20.11.
fmaz(2,1) = 45 20.12. f,4.(2,2) = 11, (0,0)— brak ekstremum; 20.13. fp..(4,4) = 12;

20.14. (1,0)— brak ekstremum; 20.15. fuin (3,5) = —55, (0,0)— brak ekstremum; 20.16.
fmaz(4,4) = 15;  20.17. f,n(0,—2) = —2; 20.18. (—2,—2) — brak ekstremum; 20.19.
Frnan(6,4) = 5In2;  20.20. fruin (</g \3/2) =34 20.21. f,,,,(0,0) =0, (—1 —1)— brak

ekstremum; 20.22. f,,,:(0,0) =1; 20.28. f,in(2,1) = =28, frae(—2,—1) =28, (1, ) brak
ekstremum, (—1,—2)— brak ekstremum; 20.24. fia.(1,—1) = V3; 20.25. fin(1,—1,0) =
—3;  20.26. fiin(1,1,0) = —1; 20.27. frae(1,1,1) = 1; 20.28. frin (5.1,1) = 4; 20 29.
fmaz(6,4,10) =13In2+ 3In3 4+ 5In5; 20.30. frae (5,5, %) =4.

Ekstrema globalne funkcji wielu zmiennych

21.1. warto$¢ najmniejsza: 0 = f(0,0), warto$é najwigksza: 10 = f(3,—1) = f(3,1); 21.2.
warto$¢ najmniejsza: 20 = f(1,1), warto$é najwigksza: 28 = f(1,0) = f(0,1); 21.3. warto$é
najmniejsza: —3 = f(—1,1) = f(1,—1), warto$é¢ najwieksza: 3 = f(1,1) = f(—1,—-1); 21.4.
warto$é najmniejsza: —2v/2 = f(—v/2,—v2), wartoéé najwieksza: 2v2 = f(v/2,v2); 21.5.
warto$é najmniejsza: 2 = f(0,0), warto$é najwieksza: 6 = f(0,—2); 21.6. warto$¢ najmniejsza:
-1 = f(-1,-1), warto$¢ najwieksza: 6 = f(—3,0) = f(0,—3); 21.7. warto$¢ najmniejsza:
0= f(0,0) = f(0,7) = f(m, 0) f(m,m), warto$é najwieksza: % =f (%, Z); 21.8. wartos¢
najmniejsza: —35 = f( 10, 10) = f(107_10) warto$¢ najwieksza: Z = f(% L 21.9.
warto$¢ najmniejsza: —72 = f(0,6) = f(0,—6), warto$¢ najwieksza: 36 = f(—6,0) = f( 0);
21.10. warto$¢ najmniejsza: 0 = f(0,0), warto$¢ najwieksza: 81 = f(3,0) = f(-3,0) =
£(0,3) = £(0,-3).

N \

Ekstrema warunkowe

22.1. fminw(5a _3) = —25; 22.2. fm'mw (%7 _4) =18, fmaacw (_%a ) = —06; 22.3. fminw(_47 1) =
797 fmamw(4a 71) = 9; 22.4. fminw(flao) = 717 fmamw(lao) = 9; 22.5. fmz’nw(270) = 47
Frminw(—2,0) = 4;  22.6. frinw(—6,5) = —63; 22.7. frinw(0,2) =4; 22.8. frinw(3,4) =0,
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fmaxw(fS, 74) =50; 22.9. fmaxw(297 17) 68; 22.10. fmaacw ( 7%) = %a fmz'nw(272) = 0;
22.11. fminw(f]-ao) = 72; 22.12. fminw( ) == 71 fmamw( ) = 1; 22.13. fmznw(2 O)
_27 fmazw(072) - 2; 22.14. fmznw(2a2) % 22.15. fmznw ( % %) = _6» fmazw (37 3) = 6.

Zastosowanie pochodnych czastkowych

23.1. Z(4,5) = 21; 23.2. D(4,4) = 12; 23.3. K(8,24) = 500; 23.4. Z(2,4) =15, K(2,4) =
1, D(2,4) = 16; 23.5. D(10,10) = 1000, PP;(10,10) = 60, PP,(10,10) = 40; 23.6.
U(6,14) = 2v/21; 23.7. K(50,30) = 12100; 23.8. U(16,4) = 10In2; 23.9. U(10,5) = 50;
23.10. a) P(10,10,10) = 600, b) P(10V/2,10V/2,5v/2) = 300v/4; 23.11. S (3,1, %) = 9;

(1 37373
23.12.d (% %) = %' 23.13. Punkt, ktérego odlegto$é od przyprostokatnych dtugosci a jest rowna
S d(5.8) = et 2814V (b b b) =

13
3° 127 12 1728°

Calka nieoznaczona. Metody calkowania

24.1. 227 — 223+ 327 —ba+ C; 24.2. 2% — 5smx+c 24.3. 227 + 823 — 223 + 222 4+ C;
24.4. —cosx+351n:1777:v3 +C; 24.5. —anr 1’3 +C; 24.6. fx —z3 4m +4x+C; 24.7.
@z7+6 —|—9:c5 3z4+34 31022 +25:L'—i—C'7 24.8. ZI —x +ln|z|+C, 24.9. §x2+1x3+5x4+0,
24.10. 4x —|—3x3—|—2x2+0 24.11. % s t0— a8 396844 502 I |2|+-C;

24.13. —22% + %23 — 2% + 207 + C 2414 21n14+c 24.15. %IWJFO 24.16.

x x 5\%
T+ 0y 2417 3(> o) L0 2418 ~1a? — 24+ € 2419, In[1+a] + 2%+ C;

24.20. 23:—71‘2—&—0 24. 21 x+4x%+3x§+0 24.22. In|z|+1+1234C; 24.23. jarcsinz+C;
24. 24 a:4 +C; 24.25. 23:—1—0 24.26. —ctgz —tgz + C; 24.27. LIn(3+2?) + C; 24.28.
—serr 0 2429 2@+ 1) — @+ 1) + @+ 1)F + C; 24.30. 2VT +sinw + C;

24.31. —ev + C; 24.32. le2o — 1e73 + C; 24.33. —F<%r _ Jp|_shs ’+ C; 24.34.

2 2sin? ¢ cos x+1

sing — lln|sinetl) 4 0; 24.35. Infz? — 3z + 3| + C;  24.36. 5(3z + 5)2' + C; 24.37.

$cos(2—3x) +C; 24.38. 1e23 + C; 24.39. 1(2? +1) +C; 24.40. 2(z 3+2x+3)%+0;
24.41. In|Inz|+C; 24.42. 11n|3lnx+5|+C 24.43. L(e® +2) c 24.44. 2 (222 +1)5 +C;

24.45. —fcos Sr+C; 24.46. 8cos x—%cos z+C; 24.47. 3arctg3“—|—
C; 24.49. 3(1+tgx)d + C 24.50. jarctg (%51) + C; 24. 51 arcsm(x - 1) + C; 24.52.
s (arctge)® + O3 24.58. —5 — Infsina| + C; 24.54. — g, + 05 24.55. 5 + O
24.56. 3Vsinz + C;  24.57. e"(2? — 2z + 3) + C;  24.58. ¢*" (32 — 32° — 22— 55) + C;
24.59. sinz — cosx(z + 1) + C; 24.60. sinz(22* — 2822 4 22 + 55) + cos z(8x3 — 56z + 2) + C;
24.61. % +C; 24.62. —e “(z+ 1)+ C; 24.63. fe *(sinz — cosz) + C; 24.64.
%e“’(sinx—cos x)+C; 24.65. 26€5$(Sin$+5COS x)+C, 24.66. —e (22 4+22+2)+C; 24.67.
zln\/z—fx+C; 24.68. zarctgr — 3 In(z2 + 1)+ C; 24.69. & (sinlnm—f—coslnx) +C; 24.70.
2eSi”(smx —1)+C; 24.71. 1 4ln T — g 4lnx + 5zt + C 24.72. z(In®z — 21n:v +2) +
C; 24.73. {e”(sin3z — 3(3083x) +C; 24.74. _3I(Slnx —3cosz) + C; 24.75. cosz —

15 cosbr + C;  24.76. 7502 (Inz - 2) + C; 24.77. zIn(1 + 2?) — 2z + 2arctgr + C; 24.78.
éxG (Inz—§) +C; 24.79. £:¢**(2sin3z — 3cos3z) + C, 24.80. <" tg’ (21;t)g Z +2)tg(% < 4 C;

24.81. —3 (5% +ctgz) + C;  24.82. —2/1 — zarcsiny/z + 2y/x + C;  24.83. zarctg (£) —
5

5 1n

2

“'2;525’ +C; 24.84. tgxln(cosz) + tgx —x + C; 24.85. ¢* [(1_%) cosx + %xsinx] + C;

2
24.86. ¢~ [(1;2) cosz + (251 sinx} +C; 24.87. Lo~ 3+ V3In |22V 1 ¢ 24.88.
z+v3

V2
61n|x—5|—1n|x+1|+0; 24.89. Y2 In iﬁlg’*C' 24.90. 1 (ln|2x—1|+ o 1)+C- 24.91.

In|z|— 1|2z —1|+C; 24.92.3In|2? 4+ 4z +13| - 4arctg(l+2)—|—0 24.93.3z+ Sz + 1|+
101n|;v—2|—|—C 24.94. 123 — z + arctgz + C;  24.95. m+31n|x|+21n|w—3|—|—0 24.96.
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iIn|z43|— 41n|x 1+Z In|z—2(+C; 24.97. SIn|z—1|—4In|z+1[+% In|z—2[— L In|z+2|+C;
24.98. 21n |2? f4z+29\+31n|x 72¢+5|+6arctg(”” 2)+8arctg(”” 1)+C’ 24. 99 er

%arctg (%) +C; 24.10 ——1 — —arctg( —-1) - % . $2f2wl+2 — % o %H)Q +C.

Calka oznaczona. Zastosowanie calek

25.1. 10; 25.2. Z; 25.3. 21 25.4. 72 25.5. 1997; 25.6.12; 25.7. 32; 25.8. %%; 25.9.

48 25.10. 122; 25.11. 7757 25.12. 4; 25.13. Ze+1e71—2; 25.14. 3; 25.15. 2 25.16.

—285. 25.17. §; 25.18. fe — &, 25 19. —In(In2); 25.20. 10V/15 — 4/6; 25.21. 2In5;
25.22.2- 1 25.23.In4f; 2524 §lnfs 25.25. (47— 37); 25.26. 9/3=5)+3(2/5-m=n”,

8
25.29. ¢ —2; 25.30. %e% +1; 25.31, 18183=8. 9532, 1;

25.27.2In2—2; 25. 28." AT 14, o8,
25.33. lem% 41 25.34.1-7; 25.35. %+ . 25.36. 7; 25.37. 5v2 - 2./5; 25.38. z
25.39. 3 25.40.2; 25.41. %w—lnz, 25.42. 1; 25.43.%1113- 25 44. 83— 2, 25.45.

ln8, 25.46.2In2; 25.47.3; 25.48. 2(ve — 1 —arctgye — 1); 25.49. fw 25.50. In 3;
25.51. 112: 25.52. 6; 25 53. 4 25 54. 8; 25.55. 12; 25.56.2; 25. 57 12; 25.58. 4;

25.59. ¢ — 1; 25.60.1— %; 25.61. 11; 25.62.18; 25.63.1; 25.64.6; 25.65.L1; 25.66.
1. 25.67.5; 25.68. 125, 25 69 iz; 25.70. 32; 25.71. 64f, 25.72. 15%15, 25.73. 4010
25.74. Gamtg\/i 2V2; 25.75. L. 25.76. 12245, 25.77.¢—1; 25.78. 2, 2579. % 2

P

25.80. U = 332, p, = 224 0_44; 25.81. U =1, P, =1, c_g 25.82. U—27
P,=9, Ci=%; 2583.U=2, P, =5, C,=15; 2584.a) ' b) 33T ) 1328,

2 3
25.85. a) 6360, b) 1110, c) 13440; 25.86. a) 35700, b) 28500, c) 2706000.

@\
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