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§ 1. Przedmiot i cel geometrji. ‘

Wszystkie ciala, podpadajace pod nasze zmysly, zajmuja pewne
miejsce, pewna czg$C przestrzeni: wlasno$é ta nazywa sig rozcia-
gloscia materji. Kazda taka cze$¢ przestrzeni nazywamy bryla bez
wzglédu na to, czy jest wypelniona materja, czy tez nie. Badanie bry!
pod wzgledem ich postaci, wzajemnego poiozenia i wielkosci jest
przedmiotem geometrji

Nazwa (v = ziemia, petpéw = mierze) pochodzi z zamierzchiej prze-
sztosci, kiedy to badania geometryczne ograniczaly si¢ jedynie do mierzenia
p6l. Dzi§ nazywamy te galaz geometrji praktycznej miernictwem, jednakowoz

ludzi, zajmujacych si¢ zawodowo miernictwem, do dzi§ dnia nazywamy
geometrami.

Do zbadania postaci bryl niezbedna jest znajomos¢ ich ogra-
niczer, ktére nazywamy powierzchniami; te znowu bywaja czgsto
ograniczone linjami (n. p. powierzchnie zamykajgce walec lub ostro-
sfup sg ograniczone linjami, ale powierzchnia kuli nie posiada juz
linij ograniczajacych); wreszcie linje bywaja ograniczone punktami
(czg$ci obwodu kwadratu, ale kolo juz nie!). Przedmiotem naszych
badari beda wigc: punkty, linje, powierzchnie i bryly, ktére obejmu-
jemy wspélng nazwg: utwory geometryczne (lub figury
geometryczne).

Wszystkie te utwory otrzymali$my, wychodzac od bryt. Mozemy
jednakze dostapi¢ takze droga odwrotng i budowaé bryly z utworéw
prostszych. I tak: jezeli si¢ porusza punkt, to drogg przez niego
zakre§long nazywamy linja, jezeli si¢ porusza linja — byleby nie w kie-
runku swej diugosci — powstaje powierzchnia, wreszcie powierzchnia
poruszajaca si¢ — byle nie w kierunku swej rozciggto$ci — zakresla
bryle. Linj¢ nazywamy utworem geometrycznym jednomiarowym,
powierzchni¢ dwumiarowym, a brytg tréjwymiarowym; punkt za$
niema zadnego wymiaru. (Czy przez skoriczony ruch punktu moze
powsta¢ powierzchnia?).

Dr, A. Bomnicki. (.ometrja dla szkél Srednich. 1



W przyrodzie spotykamy najczesciej utwory ‘o budowie nad-
zwyczaj zawilej, ktérej zrozumienie i opisanie  sprawia naszemu
umysfowi ogromne trudno$ci (n. p. drzewo liSciaste). Dopiero ba-
daniem poszczegdlnych cze$ci tych utworéw i to jak najbardziej
uproszczonych, wyréwnanych czyli wyidealizowanych, docho-
dzimy do poznania bryt zawilszych. Takze dziela rak ludzkich, chociaz
dazg do pewnych prawidlowych postaci, do pewnej symetrji, sa
w rzeczywistoSci tylko przyblizonemi modelami tych idealnych form
geometrycznych, jakiemiby$my je chcieli uczynié. Wystarczy popatrzeé
przez mikroskop na najdokfadniej urobiong kulg, by spestrzec, dle to
nieréwnosci znajduje sie na jej powierzchni.

Staramy sig¢ zatem najpierw zbadaé dokfadnie utwory geo-
metryczne najprostsze, a wigc najbardziej prawidtowe, nie istniejace
nawet w otaczajagcym nas $wiecie i dopiero z nich budujemy utwory
bardziej ztozone, zblizone do ksztaltéw spotykanych w przyrodzie.

Postepujemy tu podobnie, jak n. p. w mechanice, gdzie, chcac dokfadnie
zrozumie¢ ruch ciala rzuconego w gore, badamy najpierw ruch jednostajny,
jednostajnie przyspieszony i opéZniony, jakkolwiek tak proste ruchy nie odbywaja
si¢ w przyrodzie. PdZniej uwzgledniamy opdr powietrza, zmniejszanie sie sity
grawitacyjnej przy oddalaniu si¢ ciala od Srodka ziemi, wplyw obrotu ziemi
i inne czynniki — a dopiero na podstawie znajomosci tych wszystkich prostszych
zjawisk zdotamy z wielkiem przyblizeniem zrozumieé¢ ruch badany.

Takiemi najprostszemi, najlatwiejszemi do pojecia utworami sa
dla nas: punkt, linja prosta i powierzchnia ptaska czyli
plaszczyzna.

Nazywamy je utworami pierwotnemi, albowiem z punktéw,
prostych i plaszczyzn buduje si¢ wszystkie inne figury, jak np. wielo-
katy, wieloSciany, linje krzywe, powierzchnie krzywe itd. (Wymied
znane ci linje krzywe, powierzchnie krzywe!).

Przyblizonym obrazem punktu jest dla nas drobniutka czastka
jakiegokolwiek ciata, kropka na rysunku, pylek itp. Przyblizonym
obrazem linji prostej jest wyprezona nitka, krawedZ krysztatu lub
deski itp. Cwiartka papieru, wygladzona powierzchnia tablicy, stotu,
szyby, swobodna powierzchnia cieczy w naczyniu itp. dajg nam
przyblizony obraz plaszczyzny.

Nie mozna jednak nauki Scislej — a geometrja byla zawsze
wzorem $cistoS§ci — opiera¢ na takich ' przyblizonych, niedoktadnych
obrazach pojg¢ podstawowych. Musimy zatem te pojecia pierwotne
jak najdokladniej opisa¢, wymieni¢ ich wiasno$ci charakterystyczne,
odrézniajgce te zasadnicze figury geometryczne od innych przedmiotéw
i figur, slowem poda¢ ich*okre$§lenie czyli definicje. Zadanie
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to nie jest tak fatwe, jakby si¢ moglo wydawaé na pierwszy rzut oka.
Tak n. p. rozmaite dawniej podawane préby okreslenia (definicji) linji
prostej obracaly si¢ w bigdnem kole. Jezeli np. kto§ méwi: ,linja
prosta jest to linja, nie zmieniajaca kierunku, to zapomina o tem, ze,
aby wyjasni¢, co to jest kierunek, musial si¢ juz postugiwaé pojeciem
linji prostej. Tak samo powiedzenie: ,linja prosta jest to najkrétsza
odleglo$¢“ nie moze nas zadowoli¢, bo przeciez odleglosé jest to
linja prosta, faczagca dwa punkty. Podobnie opisywanie prostej
zapomoca obrotu (jako osi ruchu obrotowego) — prowadzi do tego
samego bledu. Tak samo ma sig rzecz z definicja punktu i ptaszczyzny.

Zbior wszystkich punktéw, prostych i plaszczyzn posiada bardzo
wiele réznorodnych wlasnosci: wszakze wszystkie twierdzenia geo-
metrji s3 witasnoSciami tego zbioru; jednakie przewazna ilo§¢ tych
wlasnosci zalezy od siebie wzajemnie, z jednych wynikaja drugie.
Trzeba wigc wybra¢ z posréd nich pewne mozliwie najprostsze
wlasno$ci, twierdzenia, z ktérychby juz wszystkie inne wynikaty;
trzeba calg geometrje oprze¢ na jakich§ prostych wilasnosciach zbioru
punktéw, prostych i plaszczyzn, z ktérych moina wyprowadzié
wszystkie inne prawa geometrji, ale ktére same juz nie dadzg sie
wysnué z innych praw geometrycznych. Te zasadnicze, proste zalo-
zenia geometrji musimy wigc przyja¢ bez dowodu, biorac je
z deswiadczenia zewnegtrznego. Poniewaz za$ staramy si¢ te podsta-
wowe prawa geometrji tak wybra¢, aby byly dla kaidego jasne,
oczywiste, nazywamy je pewnikami czyli aksjomatami. Nie
nzlezy jednak sadzi€¢, aby przyjete przez nas pewniki byly jakiemi$
prawdami niewzruszonemi, niewatpliwemi. Przeciwnie, poniewaz nasze
zmysty i najlepsze nasze przyrzady miernicze sa bgdZ co badZ nie-
doskonale, przeto spostrzegamy w Swiecie zewnetrznym wszystkie
prawidlowosci niedokladnie, z pewnem tylko przyblizeniem. Moznaby
si¢ n. p. spiera¢ o to, czy pomigdzy dwoma punktami da si¢ tylko
jedna linja prosta wykresli¢ czy tez wigcej — a doSwiadczenie ze-
wngtrzne nie pomogloby do rozstrzygnigcia tego sporu (p. str. 15).
Wiadomo bowiem, Ze ani punktu, ani linji prostej narysowac $cisle
nie mozemy, ani tez ich w naturze nie spotykamy. Podobnie Zadnem
do$wiadczeniem nie mozna $cisle rozstrzygna¢, czy przez punkt lezagcy
poza linjg prostg przechodzi tylko jedna linja prosta réwnolegla do
niej. Doswiadczenie prowadzi nas wiec do rozmaitych mozliwos$ci, do
niepewnosci, a dopiero my sami wybieramy z pos$réd tych mozliwosci
te, ktére sg dla naszych rozwazan najdogodniejsze, najprostsze i te
wyidealizowane, proste wlasnosci utworéw geometrycznych przyjmu-
jemy za zalozenia czyli pewniki naszej geometrji. Pewniki sq to wiec
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zalosenia podstawowe, zbudowane na podstawie doswiadczenia ze-
wnelrznego, a odnoszgee sie¢ do idealnych wtwordw geometrycznych.

Podanie wszystkich odpowiednich pewnikéw bylo zadaniem nie latwem,
to tez czekalo ono przez dlugie wieki na $cisle rozwigzanie. Euklides*),
ktorego geomefrj¢ az do XIX stulecia uwazano za najdoskonalsze dzielo ma-
tematyczne, podaje za malo pewnikéw a i z tych nie wszystkie s3 od siebie
niezalezne. Przez caty wiek XIX znakomici badacze, jak Gauss, Lobaczewskij,
Bolyai, Riemann, Helmholtz, Klein, Pasch, Peano i inni, starali sie¢ usuna¢
i uzupetni¢ te braki. Uwiericzeniem tej pracy bylo dzieto niemieckiego uczonego
D. Hilberta p. t. ,Podstawy geometrji“ w r. 1898, ktore zawiera pierwszy
zupelny system pewnikéw. Moznaby twierdzi¢, ze dopiero od tego czasu wiemy
doktadnie, na jakich podstawach spoczywa caly gmach naszej geometrji.

W nastepnym ustepie podajemy przyjety dzi§ ogdlnie ukiad
pewnikow obmys$lony przez Hilberta. Sktada sie on z 21 pewnikéw,
rozdzielonych na 5 grup. ~

P
§ 2. Spis pewnikéw.

Grupa . Pewnik: polgczenia

I,. Dwa rézne punkty wyznaczajg zawsze jedna linj¢ prosta.

I,. Dwa dowolne rézne od siebie punkty linji prostej wyznaciajq
te samg linj¢ prosta.

I,. Na prostej leza przynajmniej dwa punkty; na plaszczyznie
leza przynajmniej trzy punkty nie znajdujace si¢ na jednej linji prostej.

I,. Trzy punkty nie lezace na tej samej linji prostej wyznaczaja
zawsze jedng plaszczyzng.

I;. Dowolne trzy punkty plaszczyzny nie lezgce na jednej prostej
wyznaczajg te samg plaszczyzng.

I;. Jezeli dwa punkty prostej leza na plaszczyzZnie, to kazdy
punkt tej prostej lezy na tej plaszczyznie.

*) Grecy, opierajgc sie niewatpliwie na wiedzy Egipcjan, zaczeli geometrje
uprawia¢ dla samej nauki. Juz w VI wieku przed n. Chr. Pytagoras zaktada w Kro-
tonie stawna szkote, w ktorej wysunieto na pierwszy plan geometrje idealna i wzbo-
gacono zbior znanych prawd geometrycznych. Tradycje tej szkoly przeszly w IV
wieku do szkoly Platona w Atenach (Akademja platoriska) i Eudoxusa w Cyzikos.
Wszystkie te badania i odkrycia zebrat w III wieku przed n. Chr. Euklides, zyjacy
w Aleksandrji, tworca szkoly aleksandryjskiej, w dziele zlozonem z 13 ksiag,
znanem pod nazwa: ,Elementy geometrji“. Ksiazka ta przez dwadzieScia wiekow
przeszilo stanowila najwazniejsze zrodto dla wszelkich badan geometrycznych. We
wszystkich szkotach do niedawna uczono prawie bez zmiany tego, co sig
w tem dziele zawiera. W Anglji do dzi§ dnia w szkole uzywa si¢ tlumaczenia
Euklidesa jako podrecznika do nauki geometrji. Oprécz biblji — zdaniem histo-
rykéw — zadna inna ksiazka tak si¢ nie rozpowszechnita i nie byta ttumaczona na
tyle jezykow, co ,Elementy“ Euklidesa. Dlatego tez calg geometrjg, ktérej sig
w szkole uczymy, nazywamy ,geometrja euklidesowa“, w przeciwieristwie do innych
systemow geometrji, zbudowanych na innych pewnikach, sprzecznych z tradycyj-
nemi podstawami geometrji.

Tl TR
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I;. Jezeli dwie plaszczyzny maja jeden punkt wspdélny, to maja
przynajmniej jeszcze jeden punkt wspdlny.

lg. Istniejg przynajmniej cztery punkty nie lezgce na jednej
plaszczyznie.

Uwaga : Pewniki I, —I; sa potrzebne w stereometrji, w planimetrji zas
nie uzywa sig ich.

Grupa Il. Pewniki uporzadkowania

Il,. Jezeli punkt B linji prostej lezy miedzy punktami 4 i C
tej linji prostej, to lezy on takze (odwrotnie) migdzy punktami Ci 4.

II,. Jezeli 4 i C sa punktami linji prostej, to na tej prostej
istnieje zawsze przynajmniej jeden punkt B lezacy miedzy 4 i C
i przynajmniej jeden punkt D (lezacy poza C t. j.) taki, Ze C leady
miedzy 4 i D.

Il Z posréd trzech dowolnych punktéw linji prostej zawsze
tylko jeden lezy miedzy dwoma innemi.

Il,. Jezeli trzy punkty 4, B, C plaszczyzny, nie lezace na jednej
linji prostej, polagczymy odcinkami a dowolna prosta, nie przechodzgca
przez 4, B, ani C trafia jeden z tych odcinkéw pomiedzy jego kori-
cami, to musi trafi¢ tez jeden z pozostalych odcinkéw migdzy jego
koncami.

Grupa IIl. Pewniki przystawania

Ilk. Jezeli na prostej mamy dwa punkty 4 i B i punkt 4° na
tej lub na innej prostej a’, to mozna z kazdej strony punktu 4’ zna-

‘leZ¢ na tej prostej o’ jeden tylko punkt B’ taki, ze odcinek AB jest

przystajacy do odcinka 4’B’ (czyli réwny mu), co piszemy 4 B 4B,
Kazdy odcinek jest sam do siebie przystajacy, t. j. zawsze A B A B
i ABDBA. :

Uwaga. Kréciej wypowiadamy ten pewnik tak: kazdy odcinek mozna
na kazdej prostej w danym kierunku odcia¢ od danego punktu tylko w jeden
S$posob.

Ill,. Jezeli jeden odcinek przystaje do dwéch innych, to i te dwa
sa do siebie przystajace,

Ill;. Jezeli dwa odcinki 4 B i B C jednej prostej nie majg (précz B)
zadnego punktu wspdlnego i sg przystajace do dwé6ch odcinkéw A4’ B’
i B’(’ tej samej lub innej prostej, nie majacych réowniez (précz B’)
zadnych punktéw wspdlnych, to takze odcinki (sumy) 4C i 4’ ¢’ sg
przystajgce.

Ill,. Majac dany jaki§ kat <:t(h, k) na jednej plaszczyinie o
i prostg @’ na plaszczyinie e’ i obrawszy jedng strone prostej a’
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na «’ weimy promiefi A’ prostej a’ majacy poczatek w punkcie O'.
Witedy w plaszczyZnie o’ istnieje tylko jeden promier &’ taki,
7e kat <z (h, k) jest przystajacy (réwny) do kata <x (%', ¥’), leiacego
po obranej stronie prostej a’.

Piszemy to < (k, k) OO <x(h’, k’). Kazdy kat przystaje sam do
siebie, t. j. <t(k, k) DX <x(k, k) i <k (h, k) X2 < (%, ).

Uwaga. Krotko méwigc: kazdy kat mozna tylko w jeden spos6b prze-
nies¢ do kazdego promienia, jezeli obierzemy wierzchotek i strong

II,. Jezeli jeden kat przystaje do dwéch innych, to i te dwa
przystaja do siebie.

Ill,. Jezeli w dwéch trojkatach sa réwne po dwa boki i katy -

miedzy niemi zawarte, to i dwie pozostate pary katéw s3 odpowiednio
réwne, t. j. jezeli
ACDNA'C, ABDA'B' i SBACN I B' A'(C, to i
<XACB=<tA'C'B'i <ABCX2 < A'B'C.

Grupa 1V. Pewnik réwnoleglosci

IV. Przez punkt 4 lezacy poza prosta @ przechodzi tylko jedna
linja prosta réwnolegla do niej, lezaca w plaszczyinie wyznaczonej
przez prosta @ i punkt 4.

Grupa V. Pewniki ciggloei

V,. (Pewnik Archimedesa). Jezeli na linji prostej mamy dwa
odcinki: jeden wigkszy A4 B, drugi mniejszy 4 C, to zawsze mozna
mniejszy odcinek tyle razy do siebie doda¢, ze otrzymana suma
bedzie wigksza od wigkszego odcinka 4 B.

Uwaga: znaczy to, ze od kazdego punktu linji prostej mozna si¢ dostaé
poza kazdy inny (chociazby bardzo daleki) zapomoca skoriczonej liczby réwnych
(chociazby dowolnie matych) krokéw.

V,. (Pewnik zupelnosci). Zbiér punktéw, prostych i plaszczyzn,
kt6re rozwazamy w naszej geometrji, jest zupelny, t.j. nie da si¢ juz
rozszerzy¢ bez naruszania poprzednich pewnikéw. To znaczy: nie
mozna dodaé do naszego zbioru punktéw, prostych i plaszczyzn
takich elementéw, ktéreby wraz z niemi spelnialy wszystkie poprze-
dnie pewniki. .

Uwaga. Okazano, ze pewnik zupeinosci mozna zastgpi¢ nastgpujacym
prostszym pewnikiem: ,linja prosta jest utworem geometrycznym ciggtlym (nie-
przerwanym)*,

A Majac w ten sposéb zestawione juz wszystkie wlasnos$ci wystar-
czajace do scharakteryzowania zbioru punktéw, prostych i plaszczyzn,
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moiemy dopiero teraz podaé definicjg tych wszystkich utworéw zasa-
dniczych razem, a mianowicie: ,zbior punktow, prostych i plaszezyzn
naszej geometrji jest to zbior elementow (przedmiotow), spelniajacych
21 wyzej wymienionych pewnikow®.

Niektére z tych pewnikéw sa tak proste, podajg prawdy tak
oczywiste, Ze zwykle nie wymienia sig ich nawet wyraznie (np. pewniki
I,, I, 11, 0L, III,, 1II;) jakkolwiek wszystkie sa niezbgdne do zbudo-
wania naszej geometrji a opuszczenie lub zaprzeczenie ktoregokolwiek
z nich wywolatoby luk¢ w dowodzie lub zmieniloby zasadniczo wia-
snosci badanych utworéw geometrycznych, Potrzebg innych pewnikéw
zrozumiemy w dalszym toku nauki i wskazemy zawsze, z jakiego
irédla pochodza. Bedziemy je przytem wypowiadali nieraz w postaci
zwieZlejszej anizeli w oryginalnem brzmieniu Hilberta. Z pewni-
kéw mogliby$my juz wyprowadzi¢ wszystkie prawa geometrji, nie
odwolujac si¢ juz do do$wiadczeri $wiata zewnegtrznego, ale opierajac
sie jedynie na rozumowaniu. Jednakze nieraz poglad czyli spostrze-
ganie zewnetrzne ufatwiajg znacznie odkrywanie i zrozumienie nowych
praw geometrycznych. Natomiast nalezy pamigta¢ o tem, Ze spostrze-
zenia nasze sa zawsze niedokfadne i moglyby nas doprowadzi¢ do
mylnych wnioskéw, gdyby$my nie poparli do$wiadczenia §cistem
rozumowaniem, dowodzeniem (por. § 34 i 35). Mimoto nie bgdziemy
w dalszym toku nauki dowodzili drobiazgowo wszystkich twierdzen,
z ktéremi sie spotkamy, wymagaloby to bowiem nieraz bardzo roz-
wlektych rozumowari. Zwlaszcza pominiemy dowodzenia takich twier-
dzeni, ktére sa pogladowo bardzo oczywiste (np. dowdéd, Ze migdzy
dwoma punktami linji prostej lezy nieskoriczenie wiele punktéw tej
proste;j).

Uwaga. Caly nasz uklad pewnikéw mozna zastapi¢ innemi rownowaznemi
ukladami, biorac niektére proste twierdzenia wynikajace z pewnikéw za
pewniki, a wtedy odpowiednie pewniki stang sig twierdzeniami, daja-
cemi si¢ udowodnié. Mozna jednak takze zbudowaé geometrj¢ z pewnikow
zupeinie odmiennych, nawet sprzecznych z naszemi i w ten tez sposéb
powstaly w nmowszych czasach inne, zupelnie Sciste systemy geometrji, t. zw.
geometrje nieeuklidesowe. Majg one jednak przewaznie tylko naukowy
interes: w praktyce, w badaniach fizycznych te inne geometrje nie znalazly
dotychcz_as zastosowania, poniewaz s trudniejszc od naszej zwyczajnej, tra-
dycyjnej geometrji euklidesowej.

Czg§¢ geometrji, zajmujgcg si¢ utworami leZacemi na jednej
plaszczyinie, nazywamy planimetrja, naukg¢ za$ o utwerach geo-
metrycznych lezgcych w przestrzeni, na rozmaitych plasz-
czyznach, nazywamy stereometrja.



Czesc 1
Planimetrja

Rozdzial I
O linji prostej

§ 3. Zasadnicze wlasnosci linji prostej.

Postepujac od utworéw geometrycznych najprostszych do coraz
to wiecej ztozonych, zajmiemy sie¢ najpierw jedng linja prosta. Przez
kazdy punkt w przestrzeni, a tak samo przez kazdy punkt na plasz-
czyznie przechodzi nieskoriczenie wiele linij prostych. Przez dwa
oddzielne punkty przechodzi jednak zawsze fylko jedna linja prosta.
Na poparcie tego twierdzenia mozemy przytoczy¢ rozmaite spostrze-
zenia: n. p. istnieje bardzo wiele drég krzywych, faczacych dwa
miejsca, ale tylko jedna droga prosta; jezeli przylozymy lineal do
krawedzi deski tak, aby si¢ w dwoch punktach dotykat krawedzi, to
wszystkie inne punkty lineatu nakryja si¢ z odpowiedniemi punktami
krawedzi deski — o ile tylko ta krawedz jest linja prosta; do wyty-
czenia linji prostej w polu wystarcza dwa znaki (n. p. tyczki). Te
wlasnos$¢ linji prostej przyjeto za pewnik, ktéry wypowiadamy naste-
pujacemi stowami:

l,. Dwa rozne punkty wyznaczaja zawsze jedna linje prosta.

Zwyczajnie w praktyce uzywa si¢ do wyznaczenia linji prostej
punktéw dosyé od siebie odleglych; jezeli si¢ bowiem obierze punkty
bardzo bliskie, n. p. prawie zlewajace sie na rysunku, to juz male
odchylenie si¢ od prostej Igczacej te punkty na przestrzeni lezacej
miedzy temi punktami wywoluje wielki blad w dalszych czeSciach
linji prostej. Btad ten pochodzi stad, ze w praktyce nigdy nie mamy
do €zynienia z prawdziwemi, idealnemi punktami i idealnemi
linjami prostemi. W geometrji idealnej zajmujemy si¢ tylko takiemi
linjami prostemi, ktére s3 wyznaczone zapomocg dowolnych swych
dwé6ch punktéw, niekoniecznie odpowiednio od siebie oddalonych.
To zalozenie przyjmujemy jako nastepny pewnik geometryczny:

e S —
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l,. Dwa dowolne roine od siebie punkty linji prostej wyznaczaja
te sama linje prosta.

Linj¢ prosta pojmujemy zawsze jako nieograniczong, to znaczy :
jakkolwiek daleko od siebie pomys$limy dwa punkty linji prostej, to
poza niemi istniejg na tej prostej jeszcze dalsze punkty i to w obydwu
kierunkach.

Uwaga. Osobnym pewnikiem (I, na str. 4) zastrzegamy sig, ze na kazdej
prostej istnieja przynajmniej dwa punkty.

Mozna wigc zawsze linje prosta przediuza¢ dowolnie w obydwie
strony. Stad widzimy, ze na kazdej linji prostej jest nieskoriczenie
wiele punktéw, lezacych poza dwoma punktami, dowolnie obranemi.
Mimo to niema takich punktéw, do ktérychby si¢ nie mozna dostac
zapomocg skoriczonej liczby réwnych krokéw, chociazby te kroki
byty dowolnie mate: wszystkie zatem punkty s3 dostepne. Ale nietylko
poza dwoma punktami istnieje nieskoriczenie wiele punktéw prostej,
lecz takie miedzy dwoma punktami istnieja zawsze inne punkty, cho-
ciazbysmy je obrali bardzo blisko siebie; migdzy temi punktami
istniejg znowu inne itd. bez granic, a wiec takze migdzy dwoma
punktami istnieje na linji prostej nieskoriczenie wiele punktéw. (Mo6-
wimy, ze zbiér punktéw linji prostej jest wszedzie gesty).

W geometrji praktycznej mozna obra¢ migdzy dwoma punktami
prostej tylko skoriczong liczbe ,punktéw, ale pamigtajmy o tem, ze
»punkty geometrji praktycznej nie sa punktami matematycznemi,
t. j. idealnemi, bez zadnych wymiaréw. Te wlasnosci linji prostej
naleza takze do podstawowych zalozeri geometrji. Ujmujemy je w na-
stepujace pewniki:

Il,. Miedzy dwoma punktami linji prostej i poza niemi znajdujg sie
zawsze inne punkty prostej.

V,. 0d kazdego punktu linji prostej moina sig dosta¢ poza kaidy
inny punkt tej linji zapomoca skonczonej liczby rownych ale dowolnych
(nawet bardzo malych) krokow (jest to pewnik Archimedesa).

Linje prosta pojmujemy jako niezamknigta. Coz jg odrdéznia
od linij zamknietych? Jezeli na jakiejkolwiek linji zamknigtej (np. na
kole) obierzemy trzy punkty 4, B, C dowolnie, to o kazdym z tych
punktéw mozna powiedzie¢, ze lezy migdzy dwoma innemi, Jezeli
za§ wezmiemy trzy dowolne punkty linji prostej, to tylko jeden lezy
miedzy dwoma innemi. Te wilasnos¢ ujeto tez w osobny pewnik
(por. § 2. II,). Posuwajac si¢ wiec poza dwa punkty prostej nigdy
nie wrocimy z powrotem pomigdzy te punkty.
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Mozna sie spotkaé¢ z twierdzeniem, e linja prosta zamyka si¢ w nieskori-
czonosci, naksztalt kola o ogromnym promieniu czyli innemi stowami: Ze prosta
ma w nieskoriczonos$ci jeden punkt. Takie twierdzenie sprzeciwia si¢ nie tylko
1, lecz takze pewnikowi Archimedesa, bylby to bowiem taki punkt, do ktérego
nie mozna si¢ dostaé¢ zapomoca skorczonej liczby krokéw. W naszej geome-
trii jest wiec to twierdzenie blgdnem. Jezeli jednak weZmiemy za podstaweg
geometrji inny zbiér pewnikéw, jak to n. p. czynimy w t. zw. geometrji rzuto-
wej, to tam moze prosta mie¢ w nieskoriczonosci jeden i tylko jeden punkt
t, zw. punkt niewlasciwy. Tak samo blednem byloby — po przyjeciu naszych
pewnikow — powiedzenie, ze linja prosta ma dwa punkty w nieskoriczonosci
(jeden na prawo, drugi na lewo). Nieograniczonos¢ prostej tak tylko nalezy
rozumieé, ze jakkolwiek daleko posungliby$my si¢ na linji prostej, to istnieja
zawsze punkty jeszcze dalsze, coraz to inne.

W pojeciu linji prostej miesci sig jeszcze jedna wazna wiasnos¢,
nie zawarta w pewnikach wymienionych dotychczas. Linj¢ prosta
uwazamy za ‘nieprzerwany czyli ciagly zbiér punktow. Dla
zapewnienia cigglo$ci nie wystarczy zada¢, aby migdzy kazdemi
dwoma punktami prostej lezalo nieskoriczenie wiele punktéw (wszg-
dzie gesto), moglyby si¢ bowiem na niej mimoto znajdowac
przerwy punktowe. Nam za$ chodzi o to, aby kazdy przekroj linji
prostej trafit nie w préznig, ale takze w jaki§ punkt lezacy na prostej;
chcemy, aby kazde miejsce, okoto ktérego skupia si¢ nieskoriczenie
wiele punktéw prostej, samo takze nalezalo do tej prostej. Te wia-
snosci prostej ujmujemy krétko w nastgpujacy pewnik:

V,. Linja prosta jest figura ciagla (t. j. niema przerw ani luk).

§ 4. Odcinki.
Ile razy méwimy ,linja prosta® bez zadnego dodatku, mamy
zawsze w mysli prosta nieograniczong, cala.
Jezeli na linji prostej obierzemy jaki§ jeden punkt 4 (fig. 1), to
otrzymujemy dwie czg-

$ci, zwane promieniami,
}:1 o B z ktérych kazdy jest z je-
Fig. 1. dnej sirony ograni-

czony (punktem A4),
z drugiej za$ nie. Czgsto jeden promien nazywamy kierunkiem do-
datnim, drugi ujemnym! Jezeli na linji prostej obierzemy dowolnie
punkty A i B, to czed¢ prostej, ograniczong juz z obu stron punktami
A4 i B, nazywamy jej odcinkiem Inb odlegloscig punktéw 4
i B. Punkty 4 i B nazywamy kornicami odcinka a o kazdym innym
punkcie odcinka méwimy, ze lezy migedzy 4 i B, lub — cona jedno
wychodzi — miedzy B i 4 (por. § 2. Pewnik II,).

Jezeli jaki§ punkt przebiega kolejno wszystkie punkty jakiegos
odcinka, to méwimy, ze ten punkt wykonuje ruch postepowy od je-
dnego korica odcinka do drugiego.

Do wykreélenia figury, ktéra ma nam wyobraza¢ odcinek, uzywa
sig w geometrji praktyczmej lineatu. Aby sprawdzi¢ dokladnosé lz'nealuT
powolujemy si¢ na pewnik I, orzekajacy, ze migdzy dwoma punktami
da si¢ tylko jedna linja prosta poprowadzi¢. W tym celu przykla—.
damy lineat do dwoéch podanych punktéw i wzdiuz jego kr;'iwqdzt
krelimy linje. Nastgpnie odwracamy lineat okoto tej krawedzi i dnlxgl
raz kre§limy wzdluz niego linjg; jezeli obydwie linje sig gakry]q',
lineat jest dobry. Odcinek oznaczamy albo dwoma literami \fvnelkxeml,
oznaczajgcemi punkty ograniczajace, albo jedna malg literag umieszczong
posrodku i czytamy: odcinek 4B lub odcinek a.

Czesto zachodzi potrzeba znalezienia odcinka ro6wnego
danemu odcinkowi na tej samej prostej, ale w innem miejscu, lub
na innej prostej. W geometrii praktycznej robi si¢ to tak, ze dar}y
odcinek bierzemy w rozwarto$¢ eyrkla i usztywniwszy os:l;')owiedmo
jego ramiona przenosimy odcinek do zadanego miejsca. (Jak
wykona¢ to zadanie przy pomocy lineatu?) :

Mozliwoé¢ i jednoznaczno$¢ tej konstrukcji — znanej z licznych
do$wiadczern — zapewniamy sobie osobnym pewnikiem (por. _§ 28 II!,).

Takiego samego sposobu uzywamy W celu pordwnania dwéch
odcinkéw A B i A’ B’. Jezeli jeden odcinek przeniesiemy tak, aby
jeden jego punkt graniczny, n. p. A, nakryl si¢ z punkten? 4’, ogra-
niczajacym drugi odcinek i jezeli zachowamy ten sam kierunek dla
obu odcinkéw, to moga zajs¢ trzy wypadki:

1. drugi koniec B odcinka padnie pomigdzy punkty 4'B’,
wtedy nazywamy pierwszy odcinek mniejszym i piszemy

AB<<A'B, .

2. punkt B padnie na punkt B/, wtedy pierwszy odcinek jest

przystajacy czyli ro wny drugiemu
AB=A'B;

3. punkt B padnie poza odcinek 4’B’, wtedy pierwszy odci-

nek nazywamy wigkszym i piszemy
AB> A'P.

Do tych znakéw =, >, <, mozna zastosowac te same prawa,
ktérych si¢ uzywa w arytmetyce dla liczb réwnych i nieréwr'lych,
a wiec n. p.: dwa odcinki réwne trzeciemu s3 i migedzy soba r?wne
(por. § 2. Pewnik IIL,), lub: jezeli jeden odcinek jest rfSwny gruglemu,
a ten drugi jest wigkszy od trzeciego, to i pierwszy jest wiekszy od
trzeciego i t. p.
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Wobec tego odcinki zaliczamy takie do wielko$ci, podobnie
jak liczby.
: Na odcinkach mozemy wykonywaé podobne dzialania, jak na
liczbach w arytmetyce. ,
I tak, jezeli punkt B lezy miedzy 4 i C (fig. 2), to odcinki 4B
i BC nazywamy odcin-

[ a ! kami kolejnemi, a caly

i b odcinek 4 C nazywa sig

' ) suma kolejnych odcin-

b a , b  kéw ABiBC. Mozemy
A P ¢ jednak dodawaé takze
Fig. 2. . odcinki niekolejne, nawet

: lezace na réznych linjach
prostych. Doda¢ dwa odcinki to znaczy do korica jednego
Qrﬁzylozyc drugi w tym samym kierunku, na tej samej
linji proste;j.

Np. chcemy dodaé¢ odcinki a i b. Na dowolnej prostej odcinamy
AB=a a od kofica B dalej w tym samym kierunku B C = b.

Odcinek 4 C, jako suma kolejnych odcinkéw 4 B i BC, jest zara-
zem suma réownych im odcinkéw a i b.

.Uwaga: na jakiejkolwiek innej prostej wykonamy te konstrukcje, otrzy-
mamy inny odcinek A4’ ¢/ ale zawsze bedzie 4’ (' = AC, a wigc suma bedzie
zawsze réwna.. TQ jednoznaczno$¢ wyniku dodawania zapewniamy sobie oso-
bnym. Pewnxklem (por. § 2. Pewnik IIL). Jest to juz ostatni z jedenastu
pewnikow (11_’ Ltls, 1y, 1y, g, L, 1, 1, vy, 1IVy) potrzebnych do scha-
rakteryzowania wiasnosci linji prostej i jej czesci. -

Odejmowanie odcinkéw okresla si¢ — podobnie jak w arytme-
tyce — jako odwré6cenie dodawania. Odja¢ od odcinka ¢ odcinek &
to znaczy znalezé taki odcinek 7, aby 7 4+ d =c. Aby to dzialanie wy-
kona¢ konstrukcyjnie, odcinamy d od poczatku ¢ w tgsamg strong,
po ktérej lezy ¢ wzgledem swego poczatku (por. fig. 3) lub od

kornica ¢ w strone przeciwng. Mozemy takze

C , przenie§¢ obydwa odcinki na inng linj¢ pro-

d sfa i na niej wykona¢ odejmowanie. N. p. od-

: cinek NR na fig. 3 jest réznicg odcinkow

p = = NP i RP, awigc ¢id. Konstrukcje wykonu-

e—d—! N jemy podobnie, jak przy szukaniu sumy dwdch
Fig. 3. odcinkéw. Piszemy: NR=c—d.

| Jezeli na linji prostej chcemy odrdzniac

kierunki i uméwimy sie n. p. kierunek od P ku N uwaza¢ za do-

datni, to odcinki RN, PR, PN uwazamy za dodatnie, odcinki za$

-~

NR, RP, NP za ujemne. Wtedy NR=—RN¥) i odwrotnie; jezeli

wigc NP=c¢c, to PN=—c. Przemiana porzadku liter, oznaczajacych

kofice odcinkéw, wywoluje zmiang znaku. Dziatania odcinkami opa-

trzonemi znakami wykonuje si¢ tak, jak liczbami dodatniemi i ujemnemi

w algebrze (n. p. dodaé odcinek ujemny, znaczy odjaé jego wartos¢
przeciwna).

Jezeli jaki§ odcinek kilka razy do siebie dodamy, n. p. 5 razy,

to méwimy, ze$my odcinek pomnozyli przez

B liezhe 5. N. p. (fig. 4)

Fig. 4. Pé7niej bedziemy takze méwili o mno-

3eniu odcinka przez odcinek (przy propor-
cjonalnosci figur i przy mierzeniu pol).

Co sie tyczy dzielenia odcinka przez liczhe, to jasnem jest, co
znaczy podzieli¢ odcinek na 2, 3, 4 ... 10, ... réwnych czgsci
(odwrécenie mnozenia przez liczbe!). Sposdb rozwiazywania tego
zagadnienia oméwimy réwniez poézniej. Piszemy n. p. AB:5=CD.
Dzielenie to mozna prowadzi¢ dowolnie daleko. Nigdy nie dojdziemy
do tak matego odcinka, ktéregoby juz dalej nie mozna podzielic.
Pewnik bowiem II, poucza, ze migdzy dwoma punktami znajduja sig
zawsze inne jeszcze punkty prostej. W geometrji praktycznej prze-
ciwnie, dzielenie odcinka mozna doprowadzi¢ tylko do pewnej granicy,
ponizej ktorej juz dwa korice odcinka zlewaja sie ze sobg i z wszystkimi
punktami, ktéreby mogly miedzy niemi lezec.:

Dzialaniem bardzo pokrewnem Z dzieleniem jest mierzenie od-
cinkéw, t. j. badanie, ile razy jeden odcinek miedci sig
w drugim. Dzialanie to wykonujemy przez odejmowanie kolejne

jednego odcinka od drugiego. Jezeli
n. p. (fig. 5) odcinek CD odejmiemy od

Ci—-—]+) . A B, od pozostalej reszty znowu odej-
, miemy CD i jezeli po 5 odejmo-

j\ g : { ‘_"B waniach wyczerpiemy caly odcinek
Fig. 5. A B, to méwimy, Ze stosunek od-

cinka AB do odcinka CD wWy-
nosi 5, a piszemy to, uzywajac znaku dzielenia
AB:CD=5.
Odcinek 4 B nazywamy poprzednikiem, CD nastepnikiem, a Uliczbe
niemianowanag 5 wykladnikiem stosunku.

¥) Uwaga: wtedy odstepujemy od koricowej rowno$ci wymienionej w pe-
wniku 1.
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Jeselibysmy odcinek CD obrali za jednostkg mierniczq, to wy-
kladnik &5 (wynik mierzenia) nazwalibysmy liczsbq wymiarowq odcinka
AB. Przy mierzeniu moze pozostaé jakas reszta; nauczymy si¢
p6zniej, jak si¢ wtedy szuka wyktadnika stosunku.

Wszystkie te dziatania, wykonywane na odcinkach, podlegaja
tym samym prawom, co dziatania arytmetyczne, wykonywane na
liczbach (n. p. dodawanie podlega prawu faczno$ci, przemiennosci
i t. p.) co latwo sprawdzi¢ (por. ¢w. 5). Korzystajac z tego mozemy
sobie czesto ulatwi¢ dziatania arytmetyczne, jezeli liczby zastapimy
odcinkami (rachunek graficzny) i odwrotnie: majac wykona¢ dzialanie
na odcinkach, zastepujemy je liczbami (wymiarowemi) i tachujemy
arytmetycznie. :

N. p. majgc wykona¢ odejmowanie 732—189 mozemy z korzy$cia
uzy¢ metra opatrzonego podzialka milimetrows. Wynajdujemy punkt
732mm i cyrklem odcinamy od tego punktu ku poczatkowi podziatki
odcinek 189 mm: otrzymamy naturalnie punkt 543 mm. Odwrotnie:
majac dodaé n. p. odcinek o diugosci 5m do odcinka wyneszacego

18 m, nie bedziemy wykonywali konstrukcji, ale odrazu podamy wynik:
odcinek dtugosci 23 m.

Cwiczenia |

§3. 1. Na jakie cze$ci rozpada sig¢ linja prosta, jezeli obierzemy ma niej
dwa dowolne punkty? 3, 4, 5, dowolnych punktéw? Ile r6znych odcinkéw
powstanie ?
§ 4. 2. Przenie$ na papier podzialke centymetrowa przy pomocy cyrkla!
3. Udowodnij geometrycznie, ze jezeli a = b, a b > ¢, to a > e
4. Jakie potozenie mogg mie¢ wzgledem siebie dwa nieréwne odcinki
tej samej linji prostej? (rysunek!).
5. Dodaj dwa dowolnie podane odcinki i wykaz prawo: a + b= b + a.
Wskazéwka: oprze¢ sig na tem, ze AC = CA, przyczem AC = a + b.
# 6. Obrawszy dowolny tréjkat, dodaj jego boki.
7. Wykaz na odcinkach, ze a + (b +¢) = (a +b) + ¢
= (@ + ¢) + b (prawo Iacznosci).
8. Odejmij od dowolnie podanego odcinka drugi: a) mniejszy,
b) wiekszy odcinek. ;
9. Odejmij od siebie dwa boki tréjkata, prostokata!
10. Wykazaé, ze, jezeli na linji prostej leza dowolnie 3 punkty 4, B, (,
to zawsze A B + BC + CA = O (uwzgledni¢ znaki odcinkéw!).
11. Znajac odlegtosé dwu miejsc 4B, znalezé punkt, majacy 7 razy
wigksza odlegfo$¢ od 4, anizeli punkt B. Dwa rozwigzania !
12. Majac podane dwa odcinki, znaleié (w przyblizeniu) wyktadnik ich
stosunku droga geometryczna.
13. Podziel na oko dowolny odcinek na 2, 3, 4, réwne czgsci i zbadaj
nastepnie cyrklem doktadno§¢é wyniku. Jak mozna dalej na oko poprawiac
konstrukcje ?

{
|
|
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14. Zmierzyé diugo$¢ i szerokos¢ zeszytu, uzywajac odstgpu dwéch jego
linij jako jednostki mierniczej.

15. Zmierzy¢ diugosé i szeroko$¢ zeszytu, uzywajac 1dm jako jednostki
mierniczej.

16. Zbadaj, ile centymetréw — przecietnie — wynosi krok i oblicz, ile
jest krok6w ze Lwowa do Krakowa (342 km). Jak diugo trzebaby odbywac
pieszo te droge, liczac 2 kroki na sekunde ?

17. Zmierzyé obwdd ziemi, uzywajac kroku jako jednostki mierniczej
i wiedzac, ze 1 metr jest 1/40,000.000 czgscig obwodu ziemi (patrz z‘ad. 16).
Jak dlugo trwataby podréz piechota3 na okoto ziemi, gdyby nie bylo
oceanéw ?

18. Wykonaj geometrycznie dziatania: 312 — 178 - 547; 65 — 198; 47— 123;
uzywajac podziatki milimetrowej na metrze.

19. Wykonaj graficznie dzielenie 1'96: 28 (za jednostke obierz 1dm/).

Rozdziat II
O dwdch linjach prostych. Katy

Dwie proste, leiq'ce na jednej plaszczyzinie, moga mie¢ wzgledem
siebie trojakie potozenie: maja dwa punkty wspdine, jeden punkt
wspélny lub nie maja Zadnego punktu wspélnego.

§ 5. Proste nakrywajace sig.

Pewnik I, poucza, ze przez dwa punkty da si¢ poprowadzic
tylko jedna linja prosta. Jezeliby$my wigc okazali o dwdéch linjach
prostych, Ze maja dwa punkty wspélne, to te linje mialyby juz
wszystkie inne punkty wspolne, czyli tworzylyby jedng linje prosta;
tem bardziej, gdyby te dwie linje proste mialy trzy lub wigcej punktow
wspélnych. O takich dwéch prostych méwimy, ze si¢ nakryw aja.
‘W geometrji praktycznej pewnik I, nie jest $ciSle spelniony, poniewaz

punkty geometrji praktycznej

A B maja zawsze pewne rozmiary.

1 I tak n. p. na fig. 6 popro-

wadzili§my przez ,punkty“ 4 i B

jedna ,linj¢ prostg“. Jezeli jednak

Fig. 6. wezmiemy ,linje“ nieco ciersze,

to mozemy ich trzy lub wiecej

miedzy punktami 4’ i B’ poprowadzi¢. Stad wynika w praktyce bardzo

czesto chwiejnos¢, niepewno$é konstrukcji zwlaszcza, jezeli punkty

A’ B’ leig blisko siebie, a linja prosta ma byé daleko poza nie prze-
dtuzona. (Por. jednak § 2. Pewnik I,).

A B'

?f—’:_
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§ 6. Proste przecinajace sig. Katy.

Dwie linje proste*) — rdzne od siebie — moga mie¢ najwyzej
jeden punkt wspdlny. Wtedy méwimy, ze si¢ te linje
przecinaja. Punkt wspdlny nazywamy punktem
przecigcia (lub spodkiem prostej). W geometrji
praktycznej i to twierdzenie nie jest prawdziwe,
jezeli si¢ bowiem dwie ,linje proste“ przecinaja,
to majg kawatek plaszczyzny wspoélny (w przybli-
zeniu réwnolegtobok E F G H na fig. 7).

H Podobnie jak kazdy punkt dzieli linj¢ prosta na
dwa promienie, tak i kazda prosta dzieli ptaszczyzne

na dwie cze$ci nieograniczone, na dwa obszary |

(zwane polplaszczyznami) nie majgce zadnych punktéw
wspdlnych précz tej prostej. Z jednego obszaru nie
mozna si¢ dosta¢ do drugiego, nie przekraczajac
tej proste;j. .

Uwaga : Mozna to udowodni¢ opierajac si¢ na pewniku II,, ktéry orzeka,
ze kazda prosta nie przechodzaca przez wierzcholki tréjkata a trafiajgca bok

C B

Fig. 7.

trojkata pomiedzy dwoma wierzchotkami musi trafi¢ takze drugi bok po- | - -

miedzy jego koricami.

Duwie przecinajgce sie proste dzielg calg plaszczyzne na cztery

czeSei mieogramiczone, (z ktorych kazda jest czesScia |

C B
kgtams. (Fig. 8).
Punkt przeciecia si¢ tych prostych nazywamy

wsp6lng dwoch odpowiednich polplaszczyzn), zwane |

wierzchotkiem kazdego kata, a promienie, two- |

B rzace kat, ramionami kata.

Ramiona kazdego kata dziela plaszczyzng —
podobnie jak jedna prosta — na dwie czesci:
wewnetrzna, zawartq miedzy ramionami, czyli pole
kata i zewnetrzna (w ktérej istnieja proste nieograni-
czone, nie przecinajace ramion kata).

Z pola kata nie mozna si¢ dosta¢ na zewnatrz,
a D o ile nie wychodzimy z ptaszczyzny, nie przekraczajgc
ramion (ktére trzeba naturalnie pojmowac jako nieo-

HEt graniczone**). Skréconym znakiem kata jest <. Kat
*) Na kazdej piaézczyz’nie znajdujg si¢ przynajmniej dwie rozne proste,
albowiem wedilug pewnika I; na kazdej plaszczyznie znajduja sig 3 punkty nie
lezace na jednej prostej. Dwa z nich wyznaczaja jedng prosta a trzeci z ktorym-
kolwiek z poprzednich wyznacza druga, inng od poprzedniej prosta. Obydwie te
proste wedlug pewnika I; lezg cate na plaszczyznie. s
#*#) Dowod polega na pewniku I;.
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znaczymy albo trzema literami, przyczem literg, oznaczajgcgq wierz-
cholek, bierzemy zawsze za §rodkowa: <<AEC,<CEBit. p., albo
jedna litera, zwykle grecka, umieszczong na polu kata przy wierz-
chotku, n. p. <x e, <x @, lub jedng wielkg litera oznaczajacg wierzcholek,
o ile nie zachodzi zadna watpliwo$¢, t. j. o ile nie ma wigcej katéw
przy tym samym wierzchotku. Kat utworzony przez dwa promienie
a, b moina tez oznaczac:<x(@,b).

Do kazdego kata mozna znalezé w kazdem innem miejscu kat
réwny i to tylko jeden, jezeli obierzemy jedno rami¢, wierzchotek
i kierunek (stromg). (Por. § 2. Pewnik III,). Praktycznie robi si¢ to
zapomoca osobnego przyrzadu: katomierza lub teZ osobng kon-
strukcja, zapomocg cyrkla. Nazywamy to przenoszeniem kata.
Obydwa te sposoby omowimy doktadniej pézniej — bedziemy sig
jednak juz teraz posltugiwali katomierzem, znanym z elementarnej
nauki geometrji. Takiego samego sposobu uzywamy w celu porownania
dwach katow: <c A BC,<x A’ B’ C'. Jezeli jeden kat przeniesiemy tak,
aby jego rami¢ 4 B i wierzcholek B nakryly si¢ z ramieniem 4’B’
i wierzcholkiem B’ i jezeli zachowamy ten sam kierunek dla obydwu
katéw, to moga sie zdarzy¢ trzy przypadki:

1. drugie rami¢ B C padnie na pole kata 4’ B’ (", wtedy pierwszy
kat nazywamy mniejszym i piszemy:

' < ABC< < A'BC

2. rami¢ B C padnie na rami¢ B’C’; wtedy pierwszy kat jest

rowny drugiemu i piszemy:
<<ABC=<A'"B'C
3. rami¢ B C padnie poza pole kata 4’ B’ (", wtedy pierwszy kat

. jest wiekszy i piszemy:

s A'BCi> <% AYB.CY,
Do znakéw >, =, <, mozna stosowaé te same prawa, ktérych

: . sie uzywa w arytmetyce dla liczb réwnych i nieréwnych. (Por. § 2.

Pewnik III;).

Katy naleza wiec tez do wielko$ci, podobnie jak odcinki
i liczby.

Z tych okresleri wynika, ze wielko$§¢ kata nie zaleiy zupelnie

~od dlugosci ramion.

Na katach moina wykonywaé zupelnie podobne dzialania, jak
na odcinkach. Mozna wigc katy dodawaé, przenoszac jeden tak, aby

18 . jego ramie i wierzcholek nakryly si¢ z wierzcholkiem i ramieniem
| ;-{drugiego kata, drugie za$ ramiig prowadzac po przeciwnej stronie
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tego wspélnego ramienia tak, by powstaly katy kolejne (fig. 9).

N. p. <D'A’B' — a4

D . ; Przez .c‘iodawanie katow mozna
- ]e.dnak doj$¢ do figury, ktéra juz
E i“ F nie powstaje z przecigcia sie dwéch

C réinych prostych, ale z rozcie-
/ * cia plaszczyzny zapomocs jednej
P AL B : p B' prostej na dwie péiplaszczyzny.
.A Stanie si¢ to wtedy, jezeli ramie
Fig. 9. ¢ A’D’ padnie na przedtuzenie ra-
: mienia 4’ B’ poza wierzcholek 4.
Figura ta nie jest juz katem w pierwotnem znaczeniu. Aby sie jednak
suma katéw zawsze nazywala ,katem®, musimy rozszerzy¢ pojecie
lfq'fa i oprécz tych wlasciwych katéw, utworzonych przez dwie réine
linje proste, nazwaé takze kgfam: utwory geometryczne powstajace
z dwoch promieni tej samej linji prostej, biegnacych w kierunkach
przeciwnych. Takie katy nazywamy katami
A, 7N ,C  polpelnymi: <r 4 BC na fig. l)(,). I
Fig?lo. Polem kata pélpelnego jest pélpla-
szczyzna. Wszystkie katy polpelne sa sobie
réwne (a pewniki IIl, i III; stosujg si¢ do nich takze).

.jeieli utworzymy sume¢ dwéch katéw péipetnych, to drugie ramig
drugiego kata nakryje si¢ z pierwszem ramieniem pierwszego kata.

Otrzymamy w ten sposéb utwér geometryczny,

. zwany katem pelnym, n. p. << 4 BC na fig. 11.

Rl Polem jego jest cala plaszczyzna, a ramiona
C  nakrywajg sie.

Przy dodaniu kilku katéw moze si¢ zdarzy¢,

: : ze otrzymamy wiecej, anizeli kat pelny. Wtedy

?zé“fxrtnya ze pole tego kata pokrywa plaszczyzne drugi raz, trzecl

z 1:4d.

Odejmowanie tem si¢ tylko rézni od dodawania, Ze drugie ramie
prowadzi si¢ po tej samej stronie wspélnego ramienia, np. na fig. 9.
<xD'A’B' — <xD'A'C' =<x (0" 4’'B.

Jezeli sobie wyobrazimy czlowieka, stojacego na plaszczyznie
kata (na tej stronie plaszczyzny, ktéra obierzemy za strone dodatnia),
w jego wierzchotku i zwrdéconego twarza do pola kata, to jego
prawe rami¢ wskaze prawe ramie kgta, a lewe: lewe ramie kata.
Zwykle jezeli bierzemy pod uwage najpierw prawe ramie a poézniej
levs{e, t9 kat nazywamy dodatnim n. p. BEC, (fig. 8) w przeciwnym
razie ujemnym n. p. CE B.

Fig. 11.

Jezeli jakis kat kilka razy dodamy do siebie, n. p. 5 razy, to

méwimy, zesmy kat pomnoiyli przez liczhg 5. N. p. na fig. 12.
S ABC=5a.

Podzieli¢ kat przez liczbg znaczy znalez¢

A taki kat, ktéryby pomnozony przez tg liczbg

dawat kat pierwotny. Sposéb dzielenia kata

na2,4,8...réwnych czesci poznamy pézniej.

Podziat dowolnego kata na trzy réwne czgsci

B ¢ jest juz zagadnieniem trudniejszem, nie da si¢

bowiem wykonaé przy pomocy jedynie cyrkla

Fig. 12. i linealu, zapomoca skoriczonej liczby kon-

: strukcyj. — Obmy$lono jednak inne Srodki pe-

mocnicze, inne linje krzywe oprécz kota, ktére pozwalajg to zagadnienie

rozwiazaé z zupelna scistoscia. N. p. Hippiasz z Elis, znany sofista (V. wiek

przed Chr.), obmysélit w iym celu linje krzywa, zwana: quadratrix, Nikomedes

(IL w. po n. Chr.) linjg, zwang muszla Nikomedesa, p6zniej uzywano hyperboli

i innych.

Dziatania wykonywane na katach podlegaja tym samym prawom
arytmetycznym, €O dziatania liczbami.

Dziataniem pokrewnem z dzieleniem kata

jest mierzenie kata, t. j. badanie, ile razy

jeden kat miesci si¢ w drugim. Dzialanie o

wykonujemy przez kolejne odejmowanie je-

dnego kata od drugiego. N. p. na fig. 13.

jezeli kat y odejmiemy od kata a, od pozostatej

reszty znowu odejmiemy kat y i jezeli po 6

Fig. 13. odejmowaniach wyczerpiemy caly kat ¢, to

' moéwimy, ze stosunek kqia a do kata y wy-
nosi 6 a piszemy to uzywajac znaku dzielenia

a:y=~06.

a nazywa si¢ poprzednikiem stosunku, y nastepnikiem a 6 wy-
Kladnikiem. Jezelibysmy kat y obrali za jednostke mierniczg, to
wykladnik 6, wynik mierzenia, nazwaliby$my liczbg wymiarowq kata.

W geometrji praktycznej kazdy kat da si¢ wymierzy¢ przy
pomocy kazdej jednostki z taka doktadnoscia, na jaka przyrzady
miernicze pozwalajg.

Co sie tyczy wyboru ogdlnie uznanej jednostki, to mamy tu
naturalnie znowu zupeina dowolno$¢, tak samo jak przy odcinkach.
Jednakowoz od najdawniejszych czasow ogdlnie przyjgto jako
jednostke do mierzenia katéw t zw. kat pro sty; znaczymy
go litera R.

*
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Katem prostym nazywamy polowe kata polpelnego n.p. na fig. 14.
<r ABC = R. Poniewaz wszystkie katy pélpelne sa sobie réwne,

przeto ich polowy sa sobie réwne, wigc
wszystkie kaly proste sq takie réwne.

A Te jednostke podzielono na 90 réwnych

B gt R i

czesci, zwanych stopniami: 1° = 9—0; stopien

D Cc podzielono na 60 réwnych cze¢Sci, zwanych
______ B minutami (partes minutae primae): 1’ = ;°;
Fig. 14. wreszcie minute podzielono na 60 réwnych

czesci, zwanych sekundami, 1’ = ¢ (partes
minutae secundae). Sekundy sa juz tak drobnemi jednostkami, Ze tylko
przy pomocy najlepszych lunet astronomicznych dadzg si¢ odczytac.
Uzywa si¢ ich tez wylacznie przy pomiarach astronomicznych. Kat
prosty ma wigc 90°, kat pélpetny 180° a kat pelny 360°.

Ten podziat wedlug systemu szesédziesigtkowego (mieszanego z 90-kowym)
uskuteczniono juz okoto 2000 przed n. Chr. w Babylonie, a od IL wieku
przed Chr. zaczeto go uzywaé takze w Grecyi. System ten jest jednak dla nas
niewygodny, poniewaz przywyklismy uzywaé przy innych miarach systemu
dziesigtkowego (metr, kilogram). Dlatego tez w najnowszych czasach wprowa-
dzono we Francji podziat kata prostego na 100 réwnych czesci, stopni nowego
rodzaju. Taki nowy stopieri podzielono na 100 minut, a minutg na 100 sekund.
Jednostki takie wprowadzono juz nawet do przyrzadéw mierniczych.

Katy mniejsze od prostego nazywamy ostremi, katy wigksze
od prostego, ale mniejsze od pélpelnego rozwartemi. Katy wieksze
od pélpeinego nazywamy katami wkleslemi, w przeciwienstwie
do ostrych, prostych i rozwartych, ktére obejmujemy wspé6lnem mia-
nem: katy wypukle — tak si¢ one bowiem przedstawiajag obser-
watorowi, stojacemu na plaszczyZnie poza polem kata.

‘§ 7. Katy przylegle i wierzcholkowe.

a) Dwa kqty, majace wspdlny wierzcholek, wspolne ramig,
a ktérych druga para ramion tworzy jedng linje prostg (jedno ramig
jest przedtuzeniem drugiego), nazywamy kqtami przyleglemi.

N. p. katy <x4 BC i < CBD na fig. 15.

Kat péipelny < ABD jest sumg tych

katéw przyleglych, wigc
e+ B =180"

O katach, ktérych suma wynosi 180°,
méwimy, zZe si¢ spelniajq do 180°. A wigc:
Fig. 15. dwa katy przylegle spelniaja sig do 180°.

e —

-
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Odwrotnie: gdyby§my o dwdch katach wykazali, ze maja
wspolny wierzchofek, wspdlne rami¢ i wynosza razem 180°% to druga
para ramion musi tworzy¢ jedng linj¢ prosta.

Jezeli jeden z katéw przylegtych

D| /E !est prosty: y=90% to i drugi 6=90°
!/ jako reszta do 180° Proste, tworzqgce
/ ze sobg kqt prosty, nazywamy linjami
1/ prostopadlemi i znaczymy to w naste-
A 7 /6\ i C pujacy sposéb (fig. 16):
By DB | AClub AC_| DB.
Kazda inng prostg, wychodzaca

z punktu B, n. p. BE, nazywamy p o-

Fig. 16. chyta lub uko$ng wzgledem A C i BD.

Przez punkt B lezacy na linji 4 C moina

tylko jedna linjg prostopadia do 4 C wykresli¢, poniewaz w przeciwnym

razie powstalyby przy wierzchotku B dwa katy proste nieréwne
n.p. <<DBCi<cEBC, co jest niemozliwe.

Z kazdego punktu plaszczyzny mozna si¢ wigc po niej posuwacd

w dwéch prostopadlych do siebie kierunkach. Te wlasno$¢ plaszczy-

zny nazywamy dwuwymiarowoscia.

Takze wszystkie powierzchnie krzywe sa utworami dwuwymiarowemi.
Wykazemy pOZniej, w nauce stereometrji, ze w kazdym punkcie przestrzeni
mozna wykreslié trzy linje prostopadie do siebie, ze wigc przestrzen jest
trojwymiarowa.

Dwa katy, kiérych suma wynosi 90°, nazywamy katami dopel-
niojgcemsi.

b) Dwa katy o wspdlnym wierzcholku takie,
ze ramiona jednego kata sq przedluzeniami — poza
wierzchotek — ramion drugiego kgia, nazywamy

4 katami wierzcholkowemi. Katy takie powstaja wigc
1X6 SR : X 4
8 przez przecigcie sig dwoch linij prostych. Na fig. 17
katy @ i @ s3 wzgledem siebie wierzcholkowe; tak
samo y i d. Poniewaz obydwu katom & i § bra-
kuje tyle samo do 180°, mianowicie kat d, przeto
Fig. 17. te katy sg réwne
a = §.
Z tej samej przyczyny y = d. Stad wniosek: katy wierzchotkowe
83 sobie rowne.
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§ 8. Proste réwnolegle.

Poza prosta b obierzmy dowolny punkt 4. Przez ten punkt
przechodzi nieskoriczenie wiele prostych, tworzacych pek promien:.
Kilka z tych prostych narysowali§my na fig. 18. Jedne z nich prze-
cinaja prosta & juz
w obrgbie figury (n. p.
d, e, f, g), inne prze-
diyzone odpowiednio
przetng prosta b (n. p.
proste ¢, ¢) a jedna
z nich, mianowicie e,
nie przetnie prostej b,

chociazby$my oby-

dwie proste ai b do-
wolnie przediuzali.

Dwie proste, lezace na
jednej plaszczyZnie,

ktore sie nie przecinaja,
chociazby$my je dowolnie przediuzali, nazywamy réwnoleglemi i pi-
szemy @ || b lub b | a.

Spostrzezenie to przyjeto za pewnik, ktéry wypowiadamy w na-
stepujgcy sposdb:

IV. Przez punkt, lezacy poza linja prosta, moina do niej poprowa-
dzi¢ jedng ale tylko jedna, linje rownolegla; lezy ona na plaszczyinie
wyznaczonej przez dang prosta i dany punkt.

e

Fig. 18,

Juz od starozytno$ci prébowano udo wodnié, t. j. wysnué jako wnio-
sek z innych pewnikéw, Zze przez kazdy punkt poza linja prosta da sig
do niej tylko jedna linja réwnolegla poprowadzit. Zadna jednak préba nie
doprowadzita do celu. :

Juz Proclus, komentator Euklidesa, w V. wieku po n. Chr. podawal
kilka takich ,dowodéw“; w czasach nowozytnych Saccheri (1667—1733)
w dziele p. t. ,Euclides ab omni naevo vindicatus®, J. Lambert 1766, Le-
gendre (1752—1833) i inni przyczynili si¢ bardzo do wyjasnienia catej teorji
linij réwnolegtych, jakkolwiek zawsze jeszcze usitowali udowodni¢ pewnik IV.

Doswiadczenie nie moZze nam daé w tej sprawie zadnej pewnosci.
Gdyby$my bowiem sprobowali narysowaé najpierw dwie proste réwnolegle:
a || b, w odstepie 1c¢m, a potem dwie proste ¢ i d, w takim samym odstepie,
ale przecinajace si¢ dopiero w odlegtosci 20 km, to przeciez nikt nie potrafitby
odréznié prostych ¢ i d od prostych réwnoleglych. Tak samo nikt nie moze
zapewnié, czy proste a i b nie przetng sig, jezeli je odpowiednio przediu-
zymy: owszem jest bardzo prawdopodobnem, Ze przy rysowaniu zboczymy
o bardzo maly kat.
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Dlatego tez nie sprzeciwia si¢ zupelnie zdrowemu rozumowi, jezelibySmy
przyjeli, Ze przez punkt 4 poza linja prosta b nie da si¢ ani jedna linja
rownolegta poprowadzi¢ (przypadek ten badal Riemann w polowie XIX wieku),
fub tez, ze s dwie réwnolegte, w obydwie strony od punktu 4, a pomigdzy
niemi cala wigzka prostych nie przecinajacych si¢ z b ale nie rowno odda-
lonych (przypadek ten zbadali J. Bolyai, Wegier 1832 i Lobaczewskij, Rosja-
nin 1826).

.Wtedy jednakowoz cata geometrja. musialaby ulec gruntownej zmianie,
nie bylaby jednak falszywa, nieprawdziwa. Moglaby ona nawet réwnie
dobrze zblizaé sie do rzeczywistosci, jak nasza, t. zw. euklidesowa geo-
metrja. W ten tez spos6b powstaly geometrje nieeuklidesowe, ktérym
nie mozna nic zarzucié co do Scistosci. Co najwyzej mozna powiedzie¢, Ze
inne geometrje sa niewygodne, majg trudniejsze wzory i twierdzenia. Podobnie
nie mozna sie sprzeczaé, czy prawdziwg miara jest metr, czy lokie¢ lub
arszyn — mozna tylko utrzymywaé, ze miary metryczne sg najwygodniejsze,
bo polegaja na systemie dziesiatkowym. Mozna jednak réwnie dobrze zmierzy¢
wszystko tak metrem jak tokciem.

Cwiczenia Il

§ 6—7. 1. Wykresli¢ trzy proste przecinajace si¢ i wypisa¢ otrzymane Kkaty.
Ktére z nich sg wierzchotkowe ?

2. Wykresliwszy z jednego punktu prostej dwa promienie nachylone,
lezace po tej samej stronie linji prostej, wykazaé, ze suma trzech powstatych
katéw wynosi 180°.

3. Dwa dowolne obrane katy doda¢ na rysunku (ﬁrzy pomocy kato-
mierza).

4. Dodaé trzy katy dowolnego tréjkata.

5. Wykazaé rysunkiem, ze (¢ + )+ y=(a+ ) + 6.

6. Odja¢ od dowolnie podanego kata drugi kat.

7. Znajac kat, jaki tworza wskazowki zegara o godzinie 1-szej, wy-
kredlié kat utworzony o godzinie 5-tej, 8-mej, 11-tej.

8. Majac podane dwa katy, z ktérych jeden jest bardzo maty, zmierzy¢
wiekszy przy pomocy mniejszego (w przyblizeniu).

9. Jaki kat zakre$la promieri réwnoleznika ziemskiego przy dziennym
obrocie ziemi kolo osi w ciggu 1 godziny, 1 minuty, 1 sekundy?

10, Jaki kat zakre$la wielka wskazéwka zegara w ciagu 1 minuty,
1 sekundy, a jaki mala wskazéwka?

11, Jaki kat dziennie zakre$la prosta, ljczaca ziemi¢ ze storicem?
(Przyjaé droge ziemi jako linj¢ kolowa, przebiegang ruchem jednostajnym).

12. Znalez¢ rachunkiem sume katow:

a) 28°36’ 45’/ 4 369427 29'/,
b) 136938 4 5%47/8'/,
c¢) 84°59/59/7 4-501//,
13. Znalez¢ roznice:
a) 108°23/14// — 26054/ 17/,
b) 90° — 42°30/,
¢) 180° — (29°36’ 4 58°42’).
14. Obliczyé kat dopelniajacy do kata 23°47/16//.
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15. Wykazaé, ze dwa katy dopeiniajace mozna zawsze przedstawic
w postaci 45° + @ i 45° — a.

16. Znalez¢ kat trzy razy wigkszy od kata 19°24/32//,
17. Znalez¢ kat pie¢ razy mniejszy od kata 106°34/15'7.
18. Znalez¢ stosunek katéw 48°36/:5024/.

19. Obliczy¢ kat spetniajacy sie z katem 2493572077,

20. lle wynosi kat przylegly do kata o =34°27'?

21. Wykazaé, ze jezeli jeden z katéw przylegtych wzrasta, to drugi
maleje.

22. Wykazaé, ze proste, potowiace dwa katy przylegle, sa do siebie
prostopadte.

23. Dwie linje proste. przecinaja si¢ pod katem ﬂ=45°31’; obliczy¢
trzy pozostale katy, utworzone przez te linje proste.

24. Wykazaé, ze proste, polowiace dwa katy wierzcholkowe, tworza
jedng linjg¢ prosta.

Lise 25. Wykazaé, ze linje, polowiace dwie pary katéw wierzchotkowych,
utworzonych przez te same linje proste, sa do siebie prostopadte.

Rozdzial III
Trzy linje proste. Tréjkaty. Koto

§ 9. Potozenie trzech linij prostych.

Dotychczas rozpatrywaliSmy dokladniej jedna linj¢ prosta i dwie
linje proste na plaszczyinie. Przechodzac obecnie do trzech linij pro-
stych, lezacych na tej samej plaszczyZnie, zbadamy przedewszyst-
kiem ich wszystkie mozliwe polozenia. Okazemy, Ze sa cztery mo-
zliwe przypadki:

1. trzy proste mie majg sadnego punkiu przecigcia; 2. maja
jeden punkt przeciecia; 3. dwa punkty przecigcia i 4. trzy punkty
przeciecia.

Wiecej punktéw przecigcia nie mogg trzy linje proste posiadac;
wiemy bowiem, ze dwie linje proste — nie nakrywajace si¢ — maja
co najwyzej jeden wspolny punkt n. p. 4 a wigc trzecia linja moze
jeszcze przeciaé pierwszg z nich w jednym punkcie n. p. B, a druga
takze tylko w jednym punkcie n. p. C, mamy wiec najwyzej trzy
punkty przeciecia. Zbadajmy te cztery mozliwe przypadki.

Trzy proste, majace tylko jeden punkt wspdlny (przyp. drugi),
tworzg razem trzy pary katéw wierzcholkowych, nie przedstawiaja
wiec dla nas nowego utworu. Tym przypadkiem nie bedziemy sig
wigc osobno zajmowali.

E—

§ 10. Trzy linje proste réwnolegle.

Aby zbadaé, czy sa mozliwe trzy proste (nieograniczone), nie
majace zadnego punktu wspdlnego, wezmy dowolng linje prosta a
i poprowadzmy dwie linje b i ¢ réwnolegle do niej b jaicla (fig. 19).

Linje te nie maja zadnego punktu

wspolnego z linjg a; zachodzi pytanie,

~--_p Czy one mog3 sie przeciaé ze sobg W ja-

kim§ punkcie n. p. P. Ot6z gdyby$Smy

to przypuscili, popadlibySmy w sprze-

Fig. 19. czno$§¢ z pewnikiem IV. o linjach réwno-

leglych, wedtug ktérego przez kazdy

punkt P, lezacy poza prostg a, moze przechodzi¢ tylko jedna linja

réwnolegla do a. W naszym bowiem przypadku przez punkt P prze-

chodzilyby dwieslinje réwnolegte do a. Ot6z nasze przypuszczenie

bylo bledne. Linje & i ¢ nie moga sig ze soba przecia, sa wiec

takze do siebie réwnolegte. Linje @, b, ¢ nie majg wiec zadnego

punktu wspélnego. Wniosek, do ktéregosmy doszli, wypowiada si¢
zwykle tak:

Dwie proste rownolegle do tej samej trzeciej s3 takie migdzy soba
rownolegle. Literami: b a i ¢ @ pociaga za soba b e Wystarczy
wiec sprawdzi¢, ze dwie proste s3 réwnolegte do tej samej trzeciej,
aby si¢ przekona¢ tem samem, 7e te proste sa i do siebie
rownolegle.

Sposéb rozumowania, ktéregosmy tu uzyli, nazywa si¢ dowodem
niewprost a polega na nastepujacej mysli przewodniej: chcac
wykaza¢ prawdziwos¢ jakiego$ twierdzenia, stawiamy na razie przy-
puszczenie wprost przeciwne; nastepnie wykazujemy, Ze to przy-
puszczenie prowadzi do sprzecznosci albo z przyjetemi juz pewnikami,
albo z udowodnionemi juz prawami, musimy je wigc odrzucic.

oo

Trzeba tylko sobie jasno zda¢ sprawe z tego, co znaczy ,twierdzenie
wprost przeciwne“. Otéz n. p. twierdzeniem wprost przeciwnem do: ,jakas
rzecz jest biata®, nie jest ,ta rzecz jest czarna“, ale: ,ta rzecz nie jest biala“
Twierdzenie wraz z twierdzeniem wprost przeciwnem muszg wyczerpywac
wszystkie mozliwos$ci. Barwy: biata i nie biata wyczerpuja istotnie
wszystkie mozliwosci, za§ barwy: biata i czarna nie wyczerpuja wszystkiego,
moga byé bowiem précz nich barwy: zielona, z6ta i t. d. Gdybysmy wigc
wykazali, Ze rzecz jakas nie moze by¢ czarna, to nie mozemy z tego
wnioskowaé: ,a wiec ta rzecz jest biata“, moze byé bowiem réwniez dobrze
zielona, czerwona i t. d. W dowodzie naszego twierdzenia geometrycznego
postepowaliSmy dobrze, bo chcac udowodnié, ze proste b i ¢ sg réwnolegle,
przypuszczaliémy tymczasowo: proste b i ¢ przecinaja sie. Poniewaz dwie
odrebne linje proste b i ¢ nie mogg mie¢ innych wzajemnych polozer, przeto
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wyczerpali§my wszystkie mozliwosci twierdzeniem pierwszem i twierdzeniem PoznaliSmy juz sposoby przenoszenia i poréwnywania odcinkow
przeciwnem.

Dowodu niewprost, zwanego takze reductio ad absurdum, uzywa 1 katéw' Aby przenieéé tréikat e e ﬁg. & W o mi?isce
sie bardzo czesto w matematyce, W fizyce a i w Zyciu potocznem ma on plaszczyzny, przenosimy
wielkie znaczenie, jezeli si¢ go uzywa poprawnie, t. zn. z uwzglgdnieniem najpierw jeden kat, a na-
wszelkich mozliwosci, ° stepnie na jego ramionach
odcinamy odcinki rowne
tym dwom bokom trojkata,.
ktére zamykajg Ow kat.
Laczac korice tych odcinkéw
otrzymamy nowy tréjkat.
Ot6z do$wiadczenie poucza
nas, ze takze inne katy tego
nowego tréjkata s3 ré6wne odpowiednim katom pierwotnego tréjkata.
\ Np. na naszej figurze przeniesliSmy <Xy do ‘wierzcholka €', a wigc
—y=-<xy’ i odcigliSmy C'B' —CB, C'A'=CA. Przez zmierzenie
lub przez nakrycie jednego tréjkata drugim (wycigtym z papieru)
mozna sprawdzi¢, ze takze <x@=<xa’' i <xf= = p'. To spostrze-
zenie prowadzi nas do przyijecia nastgpujacego pewnika:

§ 11. O trojkatach.

Aby zrozumie¢ twierdzenia o trzech prostych, majacych dwa
punkty przecigcia (przyp- trzeci), musimy najpierw oméwié przypadek
czwarty: irzy proste, majqce irzy punkty prze-

Tak n. p. na fig. 20 trzy proste przecinaja
si¢ w punktach 4, B, C.

Cze$¢ plaszczyzny ograiczong odcinkami
AB, BC i CA nazywamy trojkatem. Linje
tamana 4BC nazywamy konturem trojkata
a dilugos$¢ jej obwodem tréjkata. Czes¢ pla-
szczyzny lezagca wewnatrz konturu tréjkata
nazywamy polem trojkata.

Fig. 20 g : 1ll,. Jezeli w dwoch trojkatach sg rowne po dwa boki i katy miedzy
B IPunkty przecigcia 4, B, C,nazywamy wierz- niemi zawarte, to i dwie pozostale pary katow s3 odpowiednio rowne.
cholkami tréjkata a odcinki ograniczajace: A B, 3 sy :

mi i s : Uwaga : Jest to juz ostatni z 16 pewnikow potrzebnychwplammetr]i.Wdalsze;

BC: Q’A .nazywamy bokami tré]kqt.a. Przy .kazdym wierzcholku . S planigmetrii nie potrzebujemy sig wiec juz opiera¢ na zadnych doswiadcze-
znajduja sie po cztery katy, ale tylko jeden z nich lezy wewnatrz niach, pomiarach : wszystkie prawa planimetrji mozna juz udowodnié na pod-
tréjkata. Te katy: e, 8, y nazywamy katami wewnetrznemi, lub krétko | stawie tych pewnikéw, rozumowaniem, nie wychodzacem poza zakres geometriis

katami trojkata (bez wyraznego wymieniania nazwy). Katy przy-
legle do kqtow wewngtrznych nazywamy zewngtrznemi n. p. katy dgie;
sa one ograniczone bokiem z jednej, a przedluzeniem drugiego boku
z drugiej strony. Katy wierzchotkowe do katéw wewnetrznych nie maja
osobnej nazwy. O wierzcholku 4, nie lezacym na boku BC i o kacie
« moéwimy, Ze leéq naprzeciw boku BC.

Zostawiajac dokfadniejsze badanie wiasnosci tréjkata do dalszych
ustepow, udowodnimy tu jeszcze tylko nastgpujace twierdzenie:

Kat zewngtrzny trojkata jest wiekszy od kazdego z katow wewneg-
trznych nie przylegajacych do niego.

Aby poréwnaé <x 6 z <x B, (fig.22) potowimy bok B € w punkcie D
i prowadzimy prosta AD; przedtuzamy j3 o taki sam odcinek DE= A D

Dla wygodnego zapamietania najczgsciej oznacza si¢ bok, lezacy do punktu E, lezacego juz na
naprzeciw jakiegos wierzcholka, ta samga litera, co wierzchotek tylko z malego ' polu <X d, wreszcie Igczymy
alfabetu (poréwnaj fig. 20). E z C.

Wedlug wielko$ci bokéw rozréiniamy tréjkaty réznoboczne, Poréwnajmy teraz ze soba
jezeli wszystkie boki s3 rézne co do dtugosci, r6wnora mienne, tréjkaty 4 BD i CED. Maja
jezeli tylko dwa boki s3 réwne i réwnoboczne, jezeli wszystkie one po dwa boki odpowiednio
boki sa rowne. W tréjkacie réwnoramiennym- boki réwne nazywamy ré6wne: CD=DBiAD=DE,
czesto ramionami, a bok nier6wny podstawa. tudziez katy miedzy niemi za-

Linja prostopadia z wierzcholka tréjkata na przeciwlegly bok warte réwne: €= { jako katy
lub na jego przediuzenie nazywa sie wysokos$cig trojkata. Kazdy wierzcholkowe. Na podstawie

tréjkat ma trzy wysokosci. pewnika IlI; musza wigc by¢
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i pozostate katy parami réwne, a wiec: <z 8 = <r 4. Poniewaz za§ <6
jest wigkszy od <t 7 (dlaczego?) przeto takze <xd > <xf. GdybySmy
jeszcze chcieli poréwna¢ <xd z <t @, to trzebaby drugi raz to samo

rozumowanie powtorzyé, pofowiac znowu bok 4 C i poréwnujac <t @

z <r &', wierzchotkowym do 6 (przeprowadz ten dowdd!). Pokaze sig,
Ze takie: <6 > < a.

Dowodzenie, jakiego$my tu uzywali, nazywamy dowodem
wprost. Mys$lg przewodnig takiego dowodu jest: opierajgc si¢ na
pewnikach i na poznanych juz twierdzeniach, zbudowaé taki faricuch
logicznych rozumowar, aby jego ostatniem ogniwem bylo Zadane
twierdzenie. Innemi slowy: okazaé, Ze nasze twierdzenie jest wynikiem
pewnikéw i twierdzeri poznanych poprzednio. Czesto mamy kilka
drég, ktéremi mozemy doj$¢ do dowiedzenia twierdzenia; zalezy to
od tego, na ktérych pewnikach i twierdzeniach si¢ oprzemy. Zda-
rzaja si¢ jednak twierdzenia, do ktérych trudno znalez¢ droge wprost.
Prébujemy wtedy dowodu niewprost. Jezeli i ta droga nie prowadzi
do celu, nie mozemy wciagaC takiego twierdzenia w zbiér praw
geometrycznych czy tez matematycznych, chociazby si¢ wydawato
bardzo prawdopodobnem.

Dlatego w nauce geometrji najczesciej nie postepujamy tak, aby
z gbry wypowiada¢ jakies twierdzenie, a p6Zniej udowadniac jego
prawdziwos$é, tylko postepujemy krok za krokiem, budujac z poznanych
twierdzen to, co sie z nich daje odrazu wydoby¢ a z tej rozszerzonej
podstawy wznosimy si¢ znowu stopniowo do coraz to trudniejszych
i zawilszych praw, nasuwajacych si¢ nam w ciggu rozwazan.

§ 12. Dwie proste réwnolegle przecigte trzecia.

Trzy proste, lezace na plaszczyznie, majg tylko dwa punkty

przecigcia, jezeli dwie z nich sa rownolegte, a trzecia przecina jedna

z nich. Ta trzecia prosta musi takze

A i drugg przeciaé, w przeciwnym

bowiem razie mielibySmy dwie

o /B D proste réwnolegle do tej samej

¥ /é trzeciej, a mimo to przecinajace sie,
/
/o

wbrew udowodnionemu na str. 25
twierdzeniu. _

Linje prosta 4 B, przecinajaca
V S dwie inne CD i EF, (fig. 23) na-
B

zywamy linja poprzeczng. Tworzy
ona z niemi 8 katéw: 4 sa ze-
Fig. 23. wnetrzne a 4 wewnetrzne,

t. j. leza migdzy linjami przecjetemi. Katy, nie majaqce wspolnego
wierzecholka, taczymy w pary i nadajemy im osobne nazwy. .ltak.:
1. Katy takie, jak a i & 0 i 9 nazywamy katami odp own.edmemvl.
Sa to katy, lezgce po tej samej stromie linji poprzeczne] pfzyczem‘
jeden jest zewnglrzny, drugi wewngtrzny. 2. Katy, lesqce po tej same

-stronie linji poprzecznej, ale obydwa zewngtrzne lub obydwa wewnglrzne,

nazywamy katami jcdnostronnemi. ;
N.p.ain,éiC,yle. .

3. Katy, lezgce po przeciwnych stronach linji poprzecanej,
obydwa zewngirzne lub obydwa wewngtrzne, Nazywaia sie katami
naprzemianleglemi

N.p.aeid dise ;

Nazwy te zachowujemy takze, jezeli linje CD, EF nie s3
réwnolegte. O tych katach udowodnimy : . ;

Jezeli dwie linje rownolegle s3 przecigte trzecia, to qaram| katy
odpowiednie sg sobie rowne, katy naprzemianlegle s3 sobie rowne a katy
jednostronne spelniaja sie do 180°.

Prawa matematyczne wypowiadamy zwykle w postaci zdaf\ia V{arunlfowe.gt'),
Pierwsza cze$é zdania, n. p. w powyZszem twierdzeniu : ,;ezlel dwie linje
réwnolegle sa przecigte trzecig“ nazywa sie zatozeq iem (hlpote-zq), dr.uga
czes¢ wnioskiem (teza) czyli wiasciwem twierdzeniem. Zalozenie zawierad
warunek, wystarczajacy do prawdziwosci wniosku.

Jest to twierdzenie zasadnicze o linjach réwnoleglych, uzywane
czesto przy rozwazaniu utworéw geometrycznych, w ktérygh skla.d
wchodza linje réwnolegle. Twierdzenie to (nie cafe) wypownafia sig
czasem takze tak: kazda prosta poprzeczna przecina dwie prosfe?
réwnolegle pod tym samym katem, przyczem mamy naturalnie w mysli
katy odpowiednie. Latwo to udowodni¢ niewprost. }

Chcemy n. p. (fig. 24) wykazac,

(3 se dwa katy odpowiednie s3 rowne
n p. e= 4 Sprébujmy, do czegoby

E o /g F poprowadzilo przypuszczenie, Z€ te

8 katy nie sg rowne, a wiec, ze alb.ol
a <, albo &> §. Rozwazmy naj-
B/8 G pierw pierwsze przypuszczenie, 1

a < p. Wtedy mogliby$my wykresli¢
w punkcie 4, przy ramieniu 4 C
: Fig. 24. : jaki§ inny kat o réwny katowi ,?,
ale naturalnie wigkszy od <r @. Rarx}le5

tego kata o’ musi wigc lezeé poza polem kata @, musi zatem przeciac
linje BG W jakim$§ punkcie D (nie moze byc¢ Féwnolegle do BG, bo




juz jedna linja EF przez punkt 4
; przechodzaca, j
i g)r;qtrzswstalby wigc tréjkat ABD, w am,y];s : ;‘,5“’."°:"g;a i
B e yn‘:’ a @ wewnetrznym. Poniewaz jednak af J? e
tréikata )l,(téresprze(;:méé z twierdzeniem z § 11 o kacie zewr’letxr)rleeto
! orzeka, Ze kat zewnetr By g
wewnet : ¢trzny musi by¢ wiek
a<ﬂ¢j£§?e§£ gle przyleglego. Widzimy wigc, yze ;,Qrzszyu o ka‘t.a
>  prowadzi 30P;Z)']QC1a. ‘apelie o w)’kalal};g)'s's;cyzeni::
; rzec Sci i ’
jedna mozliwos$¢: pringandseh (UMEHE L, T haosajewiceRaine
o=p.
Co do innych k ok
. atéw, to juz i iy s
'Wn°§(1:\1 (wzglednie spelniar’lie si]e). Sl i
. p. k i :
: ’ ) wierzchotk 2
;Iz‘likzsean?ty .nap.rz?mxanlegle sg réwne, n.p. k;wye;i:: ré(v)vnr;ych .kqt?w'
i wielki, jak < § (jako wierzcholkowy), i ¢ L
a+ﬂ—_rc1:§f)c01ept§k.ze katy jednostronne spetniaja sie .do 1 n
= 180° poniewaz @ réwna si¢ katowi i
Prze ; : sig katowi 8, przylegte :
paryplr{zr:‘l;izng takie rozumowanie dok!adniej dla {ak?ejl:?)lllw(;:kﬂ'l :l d:
i w.‘ k: p. cl.lcemy sprawdzi¢, czy e=1, wiedzac, 2 i,
i =Y1’80013. llr<n zwigzku sg te nowe katy z katami i g a“;iclze' ¢= p
e a+e_]a o katy przylegte, a takie ﬁ+,1=18(50 wzi;my, i
=f+ 17, bo obydwie sumy wynosza tyle ;amo s(;(C);I::ie

Odejmujac od obu st ;
: ron tej rownosci : ¥
mamy jako réwne reszty: al =1 ol rowne piclkc BlaS TR

d
wWo nia: zaio-

Zenie (Z), twierdzenie (I) i dowé
: A d (D). i :
it S nadteniics s (D). Poprzedni dowéd mozna n. p.

Z. a=ﬂ
P e=1
D. a+ &=180°
g+ n=180°
e+ e=f+19
SEpIRE -
g5 1)

vr ] . ‘ . ] . . . 7 . ] .
. l . . l . . T .] . . l . | l
srednie wierdzenia p omocnicze. en sp 0S0 plsal‘lla ma p onadio 1 Q za etQ ?

ze jest rodzajem mi
1 . edzynarodowego pi
kazdego, zajmujacego sig matematyki . pisma naukowego, zrozumialego dla

S
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Wykazalismy wiec, Ze Z zalozenia EF (| DG, wynika réwnos¢
tych katow. Mozna teraz wykazaé odwrotnie: 2 rownosci ktorejkolwiek
pary katow odpowiednich lub naprzemianleglych lub ze _spelniania sig
dwoch katow jednostronnych wynika rownolegtosé linij przecigtych. To,
co bylo w poprzedniem twierdzeniu wnioskiem, to wzigliSmy
teraz za zalozenie, a to, co bylo zalozeniem, za whniosek. Takie twier-
dzenie nazywa sig twierdzeniem odwrotnem wzgledem po-
przedniego (a jakie jest twierdzenie prze ciwne? por. str. 25).

Zastanéwmy Si€ najpierw, Czy odwrdcenie twierdzenia wymaga
osobnego dowodu? Znamy przeciez wiele przykiadéw, 2ze odwrdcenie jest
prawdziwe tak samo, jak twierdzenie pierwotne. N. p. kazde ciato posiada
jaki§ ciezar i odwrotnie: wszystko, co posiada jaki§ ciezar, jest ciatem.
Istnieje jednak © wiele wiecej przykiadow, w ktérych odwrdcenie nie jest
prawdgq. N. p- kazdy ptak posiada skrzydta, ale nie wszystko, cO posiada
skrzydia, jest ptakiem. 7 tej przyczyny powinno si¢ prawdziwoéé twierdzenia
odwrotnego zawsze osobno bada¢.

Wr6émy do naszego twierdzenia odwrotnego. Twierdzimy, ze
2 zalozenia: a=f wynika: a | b (fig. 25). :

Najszybciej dojdziemy do celu, uzywajac znowt dowodzenia
niewprost. Gdyby linja @ nie byla
: 5 réwnolegla do b, to dalaby si¢ przez
i WA punkt 4 poprowadzié jaka$ inna linja
a BT o’ | b. Wtedy jednak musiatby kat @

! / by¢ réwny katowi §, a wisC i katowi @,
b i ktory wedlug zalozenia jest tak samo
/ wielki jak <z 8. Ale W takim razie linja @’
musi sie nakry¢ z linja @ jako drugie
ramie kata réwnego. Otéz zadna inna
tinja oprécz linji @ nie moze byé réwnolegla do b.

Zbierajac twierdzenie i odwrocenie w jeden wniosek, powiemy:
cechq (wtaéciwos‘ciq) charakterystycang prostych réwnoleglych jest to,
se dowolna poprzecana tWorzy 2 niemi réwne katy odpowiednie (réwne
katy naprzemianlegle, lub spelniajace sie katy iednostronne): to zna-
czy, ie oprocz linij ré6wnoleglych, zadna inna para prostych niema
tej whasnosci, aby z poprzeczng tworzyly réwne katy odpowiednie
{lub naprzemianlegle it d).

Przy pomocy tej wtasno$ci mozna o dr6znié proste réwnoleglie
od innych i tak tez zwykle postgpujemy : aby si¢ prezekonal, o
dwie linje proste 3G réwnolegle, musieliby$my ie przedtuzaé w nie-
skoriczono§¢ — tego jednak uczyni¢ nie zdolamy. Natomiast zawsze
mozna do nich przyltozy¢ trzecia linj¢ poprzeczna i zmierzyé, czy AWE
katy n. D. odpowiednie sG sobie rowne.

/

Fig. 25.



Wic‘lzimy stad, jak waznem jest udowodnienie nietylko twierdzenia, ale
odwrécenia — o ile jest prawdziwem. Zyskujemy przez to czesto latwiejsze

miar geometrycznych od innych. Takiej
metody odrdzniania zapomocq cech charakterystycenych uzywa si¢ w naukach

przyrodniczych do odréznienia n. p. owadoéw zblizonych ksztaltem zewngtrznym,
roslin, mineratéw (nazywa sie to oznaczeniem gatunku), pierwiastkéw che-
micznych (analiza). Wiedzac n. p.,, ze kazdy krysztal soli jest szescianem
i znalaziszy jakis przeZroczysty szescienny krysztal, zaden mineralog nie powie
jeszcze, ze ma przed soba sOl, dokad nie zbada jakiej$ wilasnosci charakte-
rystycznej, t. j. takiej, ktéra ma kazdy kawatek soli, ale zadne inne ciato
n. p. charakterystyczny smak. Taka wilasnos¢ charakterystyczng nazywamy
scislej : warunkiem koniecznym i wystarczajgcym dla prawdziwodci twierdzenia.

Na tej wtasnosci linij réwnoleglych polega takie pospolicie
uzywany sposéb wykreslania linij réwnoleglych. Do lineatu
' przyktada sig¢ jaki§ kat, n. p. kat prosty

. W dwéch réznych miejscach i wzdtuz jego

ramienia, nie przylegajacego do lineatu,

A A S kresli si¢. kazdym razem linj¢ prosta. Taki

L" = j kat mamy urzeczywistniony (w przybliZeniu)

na tak zwanych ,tréjkatach« rysunkowych

Fig. 26. czyli ,ekierkach“. Fig, 26 objasnia ten
: sposéb.

Jako przypadek szczegétowy mieszczg si¢ w twierdzeniu o pro-
stych réwnoleglych takze twierdzenia nastepujace: dwie linje proste,
prostopadle do tej samej trzeciej sa do siebie rownolegte (dlaczego ?)
i odwrotnie: jeseli z dwéeh prostych rowno-
leglych jedna jest prostopadia do trzeciej
(poprzecznej) fo ¢ drugae musi byé do niej
prostopadia. ;

Na podstawie tego mozna wykaza¢,
ze z kazdego punktu poza prosta da sig do
niej poprowadzi¢ tylko jedna linja prostopadta.
X Wiemy, ze przez punkt 4 (fig. 27) na pro-

Fig. 27. stej CD przechodzi jedna linja prostopadfa

4B | CD. Aby z dowolnego punktu &

lezacego poza CD poprowadzié linje prostopadtg do CD, kreslimy
linjg SX | AB (ze taka linja istnieje, o tem poucza pewnik IV), to ona
jest | CD. Wigcej linij prostopadlych z punktu S niema (dlaczego ?).

B +S

§ 13. O katach w tréjkacie.

Méwiac o katach zewnetrznych tréjkata wykazaliSmy (str. 27),
ze kat zewngtrzny jest wiekszy od kazdego z wewnegtrznych, nie

33

g przyleglych do niego. Obecnie moiemy wykazac dokladniej, czemu sig

2" e L
éwna kat zewnetrzny. Wystarczy w tym celu wykresli¢ przez pun
p e (fig. 28) linje BD | 4 C, dzielaca

C ) kat zewnegtrzny 6 na dwie cze-
B8 / Scie &1L

/ {=ua jako katy odpowie-
// dnie, ¢ = § jako katy naprzemian-
£ legle, wigc iich sumy sa réwne

(2 [+e=a+4.

A/ i ACANAR Mo,
B wiec d=a + §.
Fig. 28.

Stowami: kgt zewnetrzny

i ( i trznych, nie przyleglych
' trojkata rowna sig sumie dwoch katow wewng ;

o ':;ojniqogo. Stad tatwo obliczy¢ sume wszystkich katow wewnqtr'znych
"‘ ;‘tréjkata. Mianowicie ¢ + y= 180° jako katy przylegle, ale zamiast J

~ mozna wziag¢ réwng mu sumg¢ « + § i otrzymamy

& @+ B+ y= 180"

i 0 0 trznych réwna
Stowami: w kaidym trojkacie suma kqt?w wewngtrznyc
sig 180°. Wielko§¢ wiec jednego kata zalezy od wielkosci dwéch
innych, czyli jest funkcja dwéch pozostatych katow.

To samo mozna wykaza¢ bez uzycia kjtgw zewnetrznych, jezeli popro-
wadzimy n. p. przez C linje réwnoleglg do y .

' \3 geometrji praktycznej moznaby takze Piyé takleg'o. poggdgw'egto
. dowodu: odcigé kawalki pola tréjkata wraz z .vvxerzchol}caml i pou ahaclke
% katy obok siebie kolejno przy jednej linji prostej, przy jednym- wierzcholku.
& Do §cistego jednak dowodu musimy uzyé linji roéwnolegiej. Twierdzenie
’*‘“ to jest tak Scisle zwiazane z pewnikiem IV o linjach réwnolegfych;bie m?:nz
o go nawet uzy¢ zamiast tego pewnika, a wtedy pewnik Iy wymkng y hz ?k g;)
" jako wniosek (udowodnij to przenoszgc wszystk{e !(:jlty do jednego wierzc| ?( & w
- W geometrjach nieeuklidesowych, o ktdrych rr-lowmémy na str. 23,.s.uma La‘ 5.4
" w trojkacie jest badZto wigksza od 180° (Riemann), -badZto mniejsza (Lo

A

- "“e . czewskij). Sprawdzi¢ tego zadnem mierzeniem nie mozna, bo juz sekundy nie

|
|

- £ N3

moze byé najwyzej jeden kat prosty a dwa inne muszg by¢
: jwtedy ostre, a takie najwyzej jeden kat rozwartoy, c?wa za}§
e ’)inne sa wtedy ostre. Wkigsty kat, t. j. wiqkszy' od 1§0 , nie moze

B z;siq znajdowaé w trojkacie. Na tem polega podzial tréjkatow wgd?ug.r
“wielkosci katéow. 1 tak rozrézniamy fréjkaty: ostrokat‘ne, jezeli
 wszystkie katy sa ostre, prostokatne, jezeli jeden kat jest p’r.osty
i rozwartokatne, jezeli jeden kat jest rozwarty. Dla bok6éw tréjkata

%ﬁ : Dr. A, Lomnicki. Geometrja dla szkdl érednich.
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prostokatnego przyjeto pewne state nazwy. I tak boki zamykajace kat
prosty zwg sig¢ przyprostokatniami, bok zas lezagcy naprzeciw

kata prostego nazywa si¢ przeciwprostokatnia.

§ 14. Kolo i inne linje krzywe.

Weimy pod uwage pek promieni zloZony ze wszystkich prostych

przechodzacych przez jeden punkt O (fig. 29). Pe¢k taki wypelnia cala
ptaszczyzng. Na kazdym promieniu odetnijmy
od punktu O réwny — zresztag dowolny —
odcinek. Korice tych odcinkéw utworzg jedna
nieprzerwang*) linj¢ krzywa zamknigtg, zwang

B S
A ‘\" F kotem Ilub S$cislej linja kolowg a takie
= ..‘ okregiem. Kolo jest wiec linjg, kidrej kaidy
K (“ G punkt jest réwno oddalony od stalego punktu O.
Wyrazamy sie czesto takze tak: kolo jest

J H miejscem geometrycznem punktéw réwno odda-
Fig. 29. lonych od statego punktu, to znaczy: 1. zZe
punkty, réwno oddalone od O, nie mogg leze¢

na innem miejscu plaszczyzny, jak tylko na kole i 2. ze kote Zadnych
innych punktéw nie zawiera. W ogélnosci: miejscem geometrycznem
punktéw spelniajacych jakie$ zadanie nazywamy zbior, ktory zawiera
wszystkie punkty, spelniajgce dany warunek a nie zawiera Zadnego

innego punktu. Do wykreslenia kola uzywa sig¢ tego samego przyrzadu,
ktéry stuzy do przenoszenia réwnych odcinkéw, a wigc cyrkia.

Staty punkt O nazywa si¢ §rodkiem kola, a réwne odcinki
promieni peku nazywamy promieniami kola. Punkty, ktérych odlegtos¢
od $rodka jest mniejsza od promienia, leza wewnatrz kola. Punkty,

ktérych odleglos¢ od $rodka jest wigksza od promienia, lezg

zewnatrz kola. Zbiér wszystkich punktéw, lezacych wewnatrz kola,
nazywamy powierzchniag lub polem kola a samg linjg¢ kolowa
- nazywamy takze obwodem lub okrggiem kotla.

Odcinek, utworzony przez dwa promienie lezagce na tej samej
linji prostej, nazywamy $rednica ko!a. Mozna takze powiedziec: Sre-
dnica jest to odcinek, lgczqey dwa punkty obwodu a przechodzacy
przez Srodek kola. Kaida czeS¢ obwodu kola, ograniczong dwoma
punktami, nazywamy lukiem kola i uzywamy znaku ~, np. A/I?, I;I-?;,
aby odr6znié tuk od prostej 4 K lub H G, 1aczacej punkty koricowe luku.

*) Ze koto jest linja nieprzerwang, to jest ciagly, mozna udowodni¢ czyli
wywnioskowaé z naszych pewnikow ; dowdd ten jest jednak za trudny dla szkoty
Sredniej.
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Polozenie linji prostej wzgl¢dem kola moze by¢ trojakie: @) linja
prosta moze mie¢ z kolem dwa punkty wspdine i wtedy nazywa sie
sieczng a odcinek zawarty miedzy temi
punktami cigeiwa, n. p. (fig. 30) R P;
b) linja prosta, majaca z kolem tylko
Jjeden punktwspdlny H, nazywa sig styczng
a ten punkt punktem stycznosci, n. p. CD
i ¢) linja prosta nie ma z kolem Zadnego
punktu wspdlnego, n. p. EF.

Uwaga : péZniej wykazemy $ciSle, ze
linja prosta nie moze mie¢ z kolem wiecej
punktéw wspdlnych (por. § 24 ¢).

Fig. 80. Polozenie dwich k6t wzgledem siebie.

Dwa kota, majgce wspélny Srodek (arézne

promienie), nazywaja si¢ wspolsrodkowe, w przeciwnym razie: mimo-
srodkowe. Aby zbada¢ wszystkie mozliwe polozenia dwéch kot
wzgledem siebie, wyjdZmy od ké! wspétSrodkowych: % i K o pro-

, K K K :
: .
v iGe
B
) b) 0
I k
(2B (B
d) e)

Fig. 31.

mieniach: » i B i poruszajmy mniejsze koto tak, aby jego $rodek
posuwatl si¢ po jakiej§ linji prostej. a) (fig. 31) Najpierw kolo & lezy
wewnatrz kola K, nie dotykajgc go zupelnie, dokad odleglosé
srodkéw 00, jest dosy¢ mala, a mianowicie mniejszg od réznicy obu
promieni: R—r. .b) Gdy % zblizy si¢ do K tak, Ze odleglo$¢ jege

*
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érodka 0, do 0 wynosi R—r, wtedy kola maja jeden punkt C wspdlny,
dotykajg si¢ wewnglrznie ; takie dwa kota maja wspdlng styczng,
przechodzaca przez ten wspélny punkt C. ¢ Jezeli przekroczymy
punkt 0, n. p. do punktu 0;, to kola przecinajq si¢ w dwdch punktach
A i B. Odlegto$é 00, jest juz > R—r ale jeszcze <R+ Czesci
ko6t nie nakrywajace si¢ przytem nazywamy ksiezycami. d) Przy
dalszem posuwaniu si¢, gdy 00,=R+ 7, kola majg znowu tylko

.jeden punkt wspdlny, dotykaja si¢ zewnetrznie; styczna w tym pun-

kcie C do kola K jest zarazem styczng kofa k. e) Jezeli 00; jest juz
wigksze od R+ 7, kola nie maja zadnego punktu wspdlnego i jedno
lezy catkowicie zewngirz drugiego. Widzimy wiegc, Ze jest pig¢ mozli-
wych polozeri dwoch két wzgledem siebie zalesnie od dlugosc: linji,
laczacej $rodki, zwanej linja Srodkowg kdl.

Uwaga : wszystkie te twierdzenia o potozeniu dwéch két wzgledem

siebie zaczerpnglismy tu z pogladu. Mozna je jednak wszystkie udowodni¢
$ciéle opierajac si¢ na wiasnosciach tréjkatéw i na cigglosci linji kolowej.

Obroty: Jezeli bierzemy pod uwage kolejno wszystkie promienie,
przechodzace przez jeden punkt §, moéwimy, ze promieri pierwotny
wykonuje ruch obrotowy okofo punktu S, zwanego $rodkiem obrotu.
Kazdy punkt promienia zakresla przy obrocie kolo o wspdinym
érodku S. Opisujemy to tak: torem punktu przy ruchu obrotowym
jest kolo. Jezeli wszystkie promienie z jednego punktu § wychodzace
réwnocze$nie wykonuja ruch obrotowy, to nazywamy to ruchem obro-
towym calej plaszezyzmy. Jezeli kazdy promieri naszego peku promieni
zastapimy promieniem odchylonym o kat ¢, to méwimy, ZeSmy wy-
konali obrét o kat e. Ten kat jest miara wielko§ci obrotu.
Obrét o kat petny nazywamy peinym obrotem lub catkowi-
tym obrotem. (Co znacza stowa p6lobr6t? ¢wierC obrotu?) Jezeli
pewien kierunek obrotu, n. p. obrét zgodny z ruchem wskazowki
zegara, nazwiemy dodatnim, to obr6t przeciwny nazywa si¢ ujemnym.
W zwiazku z tem kazdy kat @ moze byc dodatnim lub ujemnym,
zaleznie od tego, ktéry obrét uwazamy za dodatni i ktére ramig
uwazamy za ruchome.

Jezeli pofaczymy ruch obrotowy punktu z ruchem post¢powym, to zna-
czy, jezeli promieri obraca sig¢, a jaki$ punkt na nim réwnoczesnie si¢ posuwa,
to jako tor tego punkt otrzymamy linje krzywa otwarta, zwang spiralna.
Z pomigdzy linij spiralnych najprostsza jest taka, w ktérej réwnym obrotom
odpowiadaja réwne przesunigcia,” t. zn. gdy promien obrdci .si¢ n. p. 0 109,
punkt posunie si¢ o 1mm, przy obrocie o 20° punkt posunie sig¢ o 2mm i t. d.
Taka spiralna nazywa sig spiralng Archimedesa. Aby jg wykresli¢, ry-
sujemy pek promieni, tworzacych same rowne katy i obieramy na jednem ramie-
niu jednego kata jaki$ punkt, n. p. wierzcholek, a na drugiem odcinamy od
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wierzchotka jaki$ odcinek 4 B (fig. 32). Na nastgpnym promieniu odcinamy
dwa razy wiekszy odcinek A4C, na dalszym trzy razy wigkszy 4D i t. d.

\

Fig. 32.

_.lezeli pr?mienie wezZmiemy odpowiednio gesto i otrzymane punkty pofaczymy
jedng , nieprzerwana linja, otrzymamy spiralng Archimedesa.

Uwaga : do laczenia punktéw fukami linij krzywych stuza osobne przy-
bory rysunko.we zwane krzywkami: sa to figury powyginane w rozmaite
sposoby, majace w rdéznych swych cze$ciach rozmaite stopnie zakrzywienia.

Inne spiralne otrzymuje sie¢, jezeli ruch postepowy nie jest jednostajny.
Mozna jednak inaczej potgczy¢ ruch obrotowy 2z ruchem postepowym,
n. p. punkt wykonuje ruch obrotowy okolo S, a réwnoczesnie S przesuwa
sie¢ po linii prostej SX. Tory takiego
ruchu nazywamy cykloidami; ich
wykreslenie jest juz nieco trudniejsze.
Précz kofa, linij spiralnych i cy-
kloid bada sie w geometrji bardzo wiele
innych linij krzywych (por. n. p. ¢éw. 28
i 29 na str. 39). Najczesciej otrzymuje
si¢ je jako miejsca geometryczne pun-
- ktéw, spelniajacych pewne warunki.
Fig. 33. I tak n. p. miejscem geometrycznem
g punktéw, ktorych suma odleglosci od
dwoch stalych punktéw ma stata warto$¢, jest linja krzywa zamknieta, zwana
elipsq. Por. fig. 33, gdzie

a +b =MP
a' +b'=MPit d
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Miejscem geometrycznem punktéw réwno oddalonych od stalego punktu
i stalej prostej jest znana z mechaniki linja krzywa: parabola. Por. fig. 34.
gdzie a =5, a’ =0b' i t. d.

Cwiczenia Il

§ 2—13. 1. Przedtuzone boki tréjkata dzielg plasz-
czyzne na 7 obszaréw; ile z nich najwyzej moze
przecina¢ linja prosta?

2. Wykazaé, ze z réwnosci 2 katéw naprze-
mianleglych wewnetrznych wynika réwnoleglosé
linij przecigtych — nie powolujgc si¢ na twierdze-
nie udowodnione na str. 29.

Wskazéwka: zbadaé katy zewnetrzne i we-
wnetrzne tréjkatéw, ktéreby powstaly, gdyby sie
linje przeciely z prawej lub lewej strony poprzecznej.

3. Wykazaé, ze réwnosé dwoéch katéw naprze-
mianleglych pocigga za soba: a) réwnosé innych
katéw naprzemianleglych; b) réwnosé katow odpo-

Fig. 34. wiednich; ¢) spenianie si¢ katéw jednostronnych.
Odwrdci¢ to twierdzenie! 3

4. Wykaza¢, ze spelnianie sig dwéch katéw jednostronnych pocigga
za sobg: a) réwnolegtosé linij przecigtych; b) réwnosé katow odpowiednich ;
¢) rownos¢ katow naprzemianlegtych; d) spelnianie sig innych par katéw
jednostronnych. Odwrécié to twierdzenie!

5. Wykazaé, ze jezeii suma dwéch katéw jednostronnych wynosi mniej
anizeli 1809, to linje przecigte przecinajg si¢ ze sobg po tej samej stronie,
po ktdrej leza te katy jednostronne (u Euklidesa to twierdzenie zastepuje
nasz pewnik o linjach réwnolegiych). Odwrécié to twierdzenie!

6. Dwa katy odpowiednie wynosza po 48°36/; obliczy¢é wszystkie inne
katy utworzone przez te linje.

7. Jakie katy wystepuja w figurach majacych postaé liter: Z, H, 4, F?

8. Wykresli€ w tréjkacie linje réwnolegla do podstawy. Jakie katy
powstang ?

9, Dwie linje rownolegle przecigto trzecia pod katem o= 150 42"
obliczyé wszystkie katy!

10. W tréjkacie dwa katy wewnetrzne wynoszg po 69° 507; obliczy¢
trzeci kat i katy zewngtrzne.

11. Kat zewnetrzny tréjkata wynosi 141° 26/, a jeden z katow wewnetrznych
nie przylegtych wynosi 35° 58’; obliczy¢ pozostate katy.

12. W tréjkacie dwa katy sa rowne, a trzeci jest polowg kazdego z mich.
Obliczy¢ te katy. (Jest to t. zw. tréjkat zloty).

13. Obliczyé sume trzech katow zewnetrznych, lezacych przy réznych
wierzchotkach tréjkata.

14. Wykazaé, ze proste, potowigce dwa katy odpowiednie, s3 do siebie
réwnolegte.

15. Wykazaé, ze proste, polowigce dwa Katy jednostronne, s3 do siebie
prostopadle. gl

16. lle wynosi suma katéw ostrych w tréjkacie prostokatnym?

N
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17. Jeden kat ostry trojkata prostokatnego wynosi 57° 16’. lle wynosza
inne katy?

18. Na promieniach peku zlozonego z_trzech promieni obraé wierzcholki
trojkata i wykresli¢ na tym samym peku tréjkat o bokach réwnoleglych do
pierwszego. Co mozna powiedzie¢ o katach tych tréjkatéw ?

§ 14. 19. Dana jest linja prosta i punkt 4 poza nig. ZnaleZé na tej prostej
punkty oddalone od 4 o dany odcinek . lle takich punktéw znajdziemy ?
Jakie sa mozliwe przypadki zaleznie od diugosci a?

20. Dany jest kat i punkt P na polu tego kata. lle jest punktéw na
ramionach tego kata, majacych dang odleglos¢ od P? Jakie przypadki
s3 mozliwe ?

21. Wykresl pigé mozliwych poloZeri dwdch réznych két na jednym ry-
sunku rysujac tylko raz kolo wigksze.

22. Wykaz mozliwos¢ pieciu polozeri dwdch ko¥, poruszajac tylko
wieksze kolo.

23. Wykresl ksigzyce, powstate z dwdch rdwnych kol

24. Z dwoéch podanych punktéw mamy zakresli¢ kola. Jaki warunek
musza spelnia¢ promienie, aby si¢ kota przecigty ? stykaly?
25. Kolo obraca sie kolo osi nie przechodzacej przez jego srodek (jest'

przytwierdzone ,mimosrodkowo“). Narysowaé kilka polozeri tego kola. Jaki tor
opisuje przytem srodek kotfa?

26. Narysuj kolo stykajace sie wewnetrznie z kolami otrzymanemi
w zadaniu poprzedniem.

_27. Kolo otoczyé szescioma réwnemi mu kolami, stykajacemi sig
zewnetrznie ze sobg i z danem kolem.

28. qu. promieni przecia¢ linja prosta p i od punktow przecigcia na
kazdym promieniu odcigé w obydwie strony ten sam odcinek d. Otrzymane
punkty utworzg dwie gatezie linji krzywej, zwanej muszlag Nikomedesa
(p. str. 19).

29. Z dowolnego punktu na obwodzie kola wykreslié pek promieni i na
kazdym z nich odcig¢ dwa réwne odcinki od punktu przecigcia si¢ z kotem
do_wnqtr.za kofa i na zewnatrz. Linja, !aczaca te wszystkie punkty, nazywa sie
§limakiem Pascala (matematyk i filozof francuski z XVIII wieku).

30. Wykresli¢ spiralng Archimedesa, w ktérej wzrostowi kata o 10°
odpowiada przesunigcie punktu o !/, mm. lle skretéw otrzymamy, posuwajac sig
na odleglo$¢ 1dm od wierzchotka peku? O ile stopni obrdcit si¢ réwno-
czednie promien ?

31. Wykresli¢ kilkanascie punktéw, ktérych suma odleglosci od dwéch

statych punktéw 4 i B, oddalonych od siebie o 4 ¢m. wynosi 6 cm. (przy
pomocy lukéw kot).

82 .Z dowolnego punktu 4 na obwodzie kola poprowadzi¢ pek
siecznych i sre.dnice;. Na drugim koricu $rednicy poprowadzi¢ styczng i na
kazdej siecznej odciagé od punktu 4 odcinek, lezacy na niej a zawarty

miigdzyd styczng a obwodem kota. Powstanie wowczas linja krzywa, zwana
Cisoida.
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Rozdzial IV
Przystawanie i ruch

§ 15. Przystawanie tréjkatow.

Podobnie jak odcinki i katy, tak tréjkaty moga by¢é réwne.
Trzeba tu jednak odréini¢ dwa rodzaje réwnosci. Réwnosé moze
by¢é zupelna, co do wielkoSci i co do ksztattu i wtedy nazywa sig
przystawaniem, moze si¢ za$ odnosi¢ tylko do wielkosci
i wtedy sig¢ nazywa rownosciag pola (powierzchni) lub réwno-
waznoscia. N. p. (fig: 35) tréjkaty I i IT sa przystajace, tréjkqty za$
Ii IIT sa tylko réwne co do
powierzchni. Znakiem przysta-
wania jest & t. j. polaczenie
znaku = i znaku OO, ozna-
czajacego podobieristwo po-
staci (similis — podobny, stad

Fig. 35. przewrécona litera S), podczas

gdy znakiem réwnosci po-

wierzchni jest zwyczajny znak réwnos$ci. Napiszemy wigc I 1T,

ale 7= III. O tym drugim gatunku réwnosci bedziemy méwili pézniej;
obecnie zajmiemy si¢ przystawaniem.

I tak odcinki réwne sg zarazem przystajace, tak samo katy,
albowiem o ich ksztalcie rozstrzyga juz wielko§¢. Nie mozina tego
powiedzie¢ juz o tréjkatach. Nie umiejac jeszcze poréwnac ani pola,
ani postaci figur, musimy inaczej okresli¢ przystawanie. Ot6z dwa
trojkaty nazywamy przystajacemi, jezeli boki i katy jednego sa rowne
odpowiadajacym bokom i katom drugiego trojkata. W dwéch tréjkatach
te boki odpowiadaja sobie, ktére lezg naprzeciw réwnych katow,
a podobnie katy. Méwimy takze krétko: w tréjkatach przystajacych
boki i katy sa param1 rowne.

Okazemy pézmej, ze takie dwa tréjkaty mozna przez ruch
sprowadzi¢ do zupelnego nakrycia si¢ i stad pochodzi nazwa
»przystawanie“.

Aby wigc zbadal, czy dwa tréjkaty sa przystajace, trzebaby
sprawdzaé az szesé rownosei (réwno$¢ trzech bokéw i trzech katéw).
Okazuje sie jednakowoz, ze boki i katy sa tak ze sobg zwiazane, Ze
wystarczy wykaza¢ réwnos$é tylko érzech czeSei, aby mie¢ zapewniong
réwno$¢ pozostalych trzech. (Zamiast ,czesci tréjkata® moéwimy
czgsto ,elementy<). Jednakze nie jest obojetnem, ktére trzy czesci
wybierzemy,
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§ 16. Pierwszy przypadek przystawania. (l.)

Zacznijmy od najprostszego przypadku, o ktérym mowa w pe-
whniku IlI;. Wedlug tego pewnika dwa tréjkaty (fig. 36) majgce dwa boki
rowne i katy miedzy
niemi zawarte réwne,
maja i dwa inne katy
rowne. Chodzi wigc
tylko jeszcze o trzeci
bok.

Czy z rownosci:

a=a' x
b=t §=;
e

mamy prawo wnio-
skowaé, ze c=¢c'?
Uzyjmy dowodzenia
niewprost. Gdyby ¢’ <e, to odcinajgc ¢/ od punktu 4 na boku 4 B,
natrafilibySmy na punkt D, lezacy miedzy 4 i B. Laczac go z wierz-
cholkiem C otrzymamy tréjkat 4 DC, w ktérym:

Fig. 36.

g —a
AD=¢ } wigc wediug pewnika III; takie d = a’.
Pi= B¢

Ale z drugiej strony e = e’ wiec musialoby by¢ J = e, co jest
niemozliwe, bo J jest katem zewnetrznym tréjkata CDB. Wigc
niemozliwem jest, aby ¢’ <e.

Tak samo wykazuje si¢, Ze niemozliwem jest, aby ¢/ > ¢, musi
wiec by¢ ¢’ =ec.

Tréjkaty A BC i A4’'B’'C' maja wiec wszystkie boki parami
réwne i wszystkie katy parami réwne, sg zatem przystajgce.

e Jest to t. zw. pierwszy przypadek

pael 3 , przystawania. (1) Dwa trojkaty, majace po
; b dwa boki rt').wng i katy miedzy .nieml za-
warte parami rowne, sg przystajgce.
a Twierdzeniu temu mozna nadaé
takze inng postaé. |
1 T Postawmy sobie zadanie: zbtidowa¢
: b' tréjkat, znajac dwa boki i kat migdzy niemi
Fig. 3. zawarty, n. p. boki majg mie¢ dlugosé

a, b a kat wielko$¢ y na fig. 37.
Aby te konstrukcje wykonaé¢, rysujemy w dowolnem miejscu
plaszczyzny kat ¥’ = y i na ramionach jego odcinamy dlugosci a’ =a
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i b'=b. Laczac punkty koricowe tych odcinkéw, otrzymujemy tréjkat:
Ilekolwiek tréjkatéw zbudowaliby$Smy z tych trzech elementéw, wszystkie
one beda przystajace wedlug naszego twierdzenia (I). Wyrazamy te
tak: dwa boki ¢ kqt migdzy niemi zawarty wyznaczajq dokladnie
trojkgt (co do ksztattu i wielko$ci). Wielko$¢ pozostalych katéw
i bokéw zaleziy od wielko$ci bokéw a, & i kata y, czyli: bok ¢
i katy @ i 8 sg funkcjami wielkoSci e, & i 7.
Sprébujmy teraz oprze¢ si¢ na wzajemnej réwnosci innych trzech
czgsci, n. p. (fig. 38) na réwnosci trzech
C  katéw. Okaze sie, ze z réwnosci trzech katéw

nie wynika jeszcze przystawanie tréjkatow (wy-
A g hika tylko ich podobieristwo, o czem péiniej).

W dowolnym tréjkacie 4 BC z punktu 4/,
A ‘ lezacego na ramieniu A4 C, wykre§lmy linje
L réwnolegta do 4 B. Tréjkat 4’ B’ ¢’ ma z tréj-

Fig. 38. katem ABC wszystkie katy parami réwne

(dlaczego?) a mimo to widocznie C4’'<<CA4,

zatem o przystawaniu mowy by¢ nie moze. Trzy wiec katy nie
wyznaczajq dokladnie trdjkgta (co to znaczy?).

Uzylismy tu dowodu niewprost, ktéry polegal na wskazaniu jednego
»przykladu“ sprzeciwiajacego si¢ twierdzeniu, t. zw. kontr-przyktadu.
Jest to najlatwiejszy sposéb obalania falszywych twierdzer. Tem przewyzsza
dowod niewprost wszystkie inne sposoby dowodzenia. Albowiem do udowo-
dnienia prawdziwosci jakiego$ twierdzenia nie wystarcza podanie jednego ani
wielu przykladéw, do obalenia za$ twierdzenia wystarczy zupelnie jeden przy-
kiad przeciwny. N. p.: Gdyby kto$ twierdzil, Zze w potegowaniu jest prawo.
przemiennosci i podal przyktad 4%=2% to nie udowodni przez to niczego.

Natomiast wystarczy poda¢ przyktad 32 o= 23, aby wykazaé, ze w potegowaniu
niema prawa przemiennosci.

§ 17. Drugi przypadek przystawania (II).
WidzieliSmy, Ze nie jest oboje¢tnem, ktére elementy tréjkatéw
poréwnujemy (lub podajemy do zbudowania). Przekonamy sig, ze
istniejg tylko™ cztery moéliwosei, to
jest cztery preypadki przystawania.
{ f@ (Wymienn wszystkie mozliwe ze-
i trzech katéw!) Jeden przypadek
i I a p  juZ zbadaliSmy. Zajmijmy si¢ teraz

1 dalszemi.

J Poniewaz z réwnosci trzech

stawienia po trzy z trzech bokéw
Fig. 39. katéw nie mozna wnosi¢ o przy-

—
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stawaniu, wezmy teraz dwa katy i jeden bok. JeZeli znamy dwa
katy, to trzeci obliczymy wedlug wzoru: y=180°.—.-(a+ﬂ); obq-
jetnem wigc jest, ktore katy sa podane. Najwygodniej dla nas.quzle
uzyé dwdch katéw, lezacych przy podanym boku. Z tych czegsci tatwo
zbudowaé tréjkat (fig. 39), odcinajac na dowolnej linji ¢’ =@, a przy
koricach tego odcinka katy § =g’ iy =y’ (czy wielkos¢ katéw g iy
jest dowolna?).

Twierdzimy, ze wszysthkie trojkqty zbudowane z tych trzech ele-
mentéw sq przystajgee. Jest to drugi przypadek przystawar}ia.'

(I1). Dwa trojkaty, majgce jeden bok i dwa katy parami rdéwne, s3

przystajgce.
Dowdd: Zalozenie: c==¢c'
a—a’
=g

Przedewszystkiem wykazemy, ze a = a’. Gdyby &’ <a, odcig-
liby$my (fig. 40) z=a’
i faczac koniec odcin-
ka z z wierzcholkiem
kata @ otrzymaliby$Smy
tréjkat BADB'A'C’
(wedlug I). Wigc kat
0 = af, ale poniewaz
o’ = a, mielibySmy
6= a, co jest niemo-
zliwe, bo ramie kata ¢
lezy na polu kata e. Tak samo niemozliwem jest, by @’ > a. Musi
wiec by¢ a=a'. :
Teraz mozemy juz zastosowaé (I) przypadek przystawania, (albo-
wiem ¢ —=a’, c=c¢’, = ') wiec ABCX2A'B'C". )

§ 18. Zastosowanie pierwszego i drugiego przypadku przy-
stawania.

Z () i (I) przypadku przystawania fatwo wyprowadzi¢ naste-
pujacy waziny wniosek :

Jezeli w jednym trojkacie dwa boki sg rowne, to i katy, Iei.qco
naprzeciw nich, s3 rowne i odwrotnie (czyli w tréjkacie réwnoramien-
nym katy przy podstawie s3 réwne).

Dla dowodu wezmy tréjkat réwnoramienny, w ktérym ¢ =b i nary-
sujmy go raz jeszcze, ale w polozeniu przewréconem (fig. 41), to a z pierwszego

tréjkata réwna si¢ bokowi b z drugiego, b z pierwszego réwna sig bokowi a
drugiego, kat za§ y miedzy niemi zawarty jest taki sam; zatem te dwa tréj-



katy wedtug (I) majg i inne katy odpowiednio réwne. Otdz B z pierwszego
trojkata réwna si¢ katowi a z drugiego tréjkata. Poniewaz za$ to jest taki
sam kat, jak « w pierwszym tréjkacie, wigc B
w pierwszym tréjkacie réwna sig katowi @
w pierwszym tréjkacie, o co nam wiasnie cho-
a2 b b a  dzito.

Tak samo udowadnia si¢ odwrdcenie:

naprzeciw réwnych katéw w jednym tréj-

Fig. 41. kacie leza réwne boki. (Opieramy si¢ na

réwnosciach e—=¢, =@, a=p). Z tych

twierdzent wynika, ze w tréjkacie ré6wnobocznym wszystkie
katy sa réwne, wynosza wigc po 60°.

Z twierdzenia i odwrécenia wynika juz, ze naprzeciw nie-
réownych bokéw lezg nieréwne katy i odwrotnie. Watpli-
wem jest jeszcze, czy naprzeciw wiekszego boku lezy wigkszy kat,
czy tez mniejszy? Jezeli b > a (fig. 42), to odcinamy na b odcinek

— a. Wtedy musiby¢ d=¢, alee> @
wiec i 0> a a tembardziej 8> a. Oto6z
naprzeciw wiekszego boku lezy wiekszy
kat (i odwrotnie; udowodnij!).

Stad wniosek: w trdjkacie prosto-
kaginym przeciwprostokginia jest dluzsza
od kazidej przyprostokaini.

Fig. 42. (Wypowiedz podobne twierdzenie
o tréjkacie rozwartokatnym h.

Opierajac si¢ na tem mozna wykazaé, ze linja prosta jest krdtszq
od wszystkich linij lamanych, lgczqeych dwa punkty.

Wezmy najpierw linj¢ famana 4 B c
(fig. 43), taczaca punkty 4 i B, zlozong
z dwéch cze$ci. Poprowadzmy z punktu C
linjg prostopadia do 4 B, to otrzymujemy
dwa trojkaty prostokatne. A wigc: b>z,
a> y, zatem takie bt+a>z+y, 2 to
znaczy, e droga 4 CB jest dluzsza, ani-

Fig. 43 seli droga A B. Twierdzenie to wypo-
wiadamy czesto tak:

W trojkacie suma dwoch bokow jest wigksza od trzeciego. Udo-
wodnij na podstawie tego, Ze roinica dwoch bokow trojkata musi byé
mniejsza od trzeciego!

Biorac teraz linje lamang, ztozona z kilku czesci, dojdziemy do
tego samego wniosku, rozktadajac te figure na tréjkaty.

-
)

N. p. fig, 44: a+ 0>z
C ce+d>y

g at b+e+d>zr+y
Lt ACDB>= AB

X
\/ lub fig. 45:
a+b>z wiec a+b+e>ztc
D ale z+c¢>d
Fig. 44. wiec tembardziej @ + b + ¢>d.

Tak samo dowodzi si¢ dla
linji tamanej zloZonej z ‘wigcej czgsci.

el Poniewaz za$ kazda linj¢ krzywa uwa-

2 ¢ zamy za granicg, do jakiej dazy linja la-

B mana, o coraz to wigkszej liczbie bokow,

A d to twierdzenie nasze mozna takze rozsze-

Fig. 45. rzyé na wszystkie linje krzywe i po-
wiedzie¢ ogdlnie:
Linja prosta jest najkrétsza droga migdzy dwoma
punktami — z pomigdzy wszystkich drég czy to tamanych, czy to
krzywych.

§ 19. Trzeci przypadek przystawania. (lII).

Omoéwilismy juz réwnos$¢ trzech katéw, dwdch katow i dowol-
nego boku, jednego kata i dwoch bokow zamykajacych go. Pozostaja
jeszcze: jeden kat i dwa boki nie zamykajace tego kata i trzy boki.

’ Zacznijmy znowu od konstrukcji.
Majac dane dwa boki @, b i kat
nie zawarty miedzy niemi, n. p.
kat 8 lezacy mnaprzeciw boku
wigkszego b, wykreslamy najpierw
ten kat (fig. 46), nastgpnie na
jego ramieniu odcinamy bok @,
wreszcie z korica tego boku za-
taczamy tuk kofa promieniem b.
Kolo to trafi drugie rami¢ kata
(ze trafi, to udowodnimy pozZniej
w § 24) w punkcie C. Laczac go
z punktem B otrzymamy tréjkat ABC.

Uwaga : koto trafi tez przedtuzenie boku AC poza C w jakim$ punkcie D,
ale tréjkat A B D, ktéryby wtedy powstal, ma kat przy A nieréwny katowi 3,
a2 mianowicie 180°—@. Narysuj! Jedynie, gdyby 8 = 90, otrzymaliby$my pod AB
drugi tréjkat przystajacy do 4 BC.

Fig. 46.



Rozwazaniem nieco trudniejszem, jak w (I) i (II) przypadku
(por. ¢éw. 12 str. 62), dochodzi si¢ do wniosku, Ze wszystkie tréjkaty,
z tych trzech elementéw zbudowane, s3 przystajace. Stad trzeci przy-
padek przystawania:

(). Dwa trojkaty, majace po dwa boki rowne i kat wigkszemu
z nich przeciwlegly rowny, sg przystajace.

Inaczej zupelnie przedstawia sig sprawa, jezeli podamy dwa boki
i kqt mniejszemu bokowi prze-
ciwlegly : a, b i e (fig. 47). Wy-
kre§lmy kat o, na jego ramieniu
odetnijmy b, a z kofca B za-
toczmy tuk kola promieniem a.
Spostrzezemy, ze kolo przetnie
drugie ramig¢ w dwéch punktach
C i D z tej samej strony pun-
Fig. 47. ktu A. Otrzymamy wigc dwa

tréjkaty A BC i A BD majace:

AB=AB
BC=BD } a mimo to nie przystajace.
a=0n

Co wiecej: jezeli bok a za krétki, to koto zupelnie nie przetnie
drugiego ramienia; wtedy wigc z takich trzech elementéw nie moznd
wecale zbudowaé tréjkata (pozostaje t. zw. tréjkat otwarty). Jest

jednak jedna posrednia diugo$¢ boku a, przy ktorej koto dotknie -

drugiego ramienia w jednym punkcie. Wtedy jedynie tréjkaty zbudo-
wane z tych elementéw bylyby przystajace. Okaze sig, ze wtedy
tréjkat jest prostokatny (b jest przeciwprostokatnig). W ogolnosci
zatem trzeba ten przypadek odrzucic.

Jezeli wreszcie boki a i b s3 réwne, to kat o musi
by¢ ostry (dlaczego?) i wtedy otrzymamy tylko jeden tréjkat
(réwnoramienny).

§ 20. Czwarty przypadek przystawania i znaczenie przysta-
wania w geometrji.

Pozostaje jeszcze ten przypadek, kiedy trzy boki sg parami
réwne. Zacznijmy od konstrukcji. Dane sa trzy boki. Aby z nich zbu-
dowaé tr6jkat (fig. 48), odcinamy bok a na dowolnej linji prostej,
a z koricéw A i B zakreSlamy kola promieniami b i e. Jezeli tylko
te boki sa dosyé diugie (jak diugie?), kola przetng si¢ w dwdch
punktach C i ¢'. Powstaja wigc dwa tréjkaty, ale przystajace. Wszystkie

L g
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tréjkaty wogoéle, zbudowane z tych trzech elementéw, sa przystajace,
co mozna udowodni¢ w sposéb podobny, jak dla trzeciego przypadku.
Stad wiec wynika czwarty i osta-
L tni przypadek przystawania:
(IV). Dwa trojkaty, majace
b c trzy boki parami rowne, sa przy-
stajace.

Widzimy wiec, Ze z réwno-
§ci bokow dwéch trojkatow wy-
S / nika rownos¢ katéw, ale odwro-
tnie: z réwnos$ci katéw nie wy-
nika bynajmniej réwnos¢ bokéw

Fig. 48. (por. str. 42). Aby przenie§¢

kat, wystarczy wiec zamkna(

go w tréjkat i przenies¢ boki tréjkata. Najczesciej uzywa si¢
do tego celu tréjkata réwnoramiennego.

Zastanéwmy si¢ nad tem, jaka korzys¢ mieC moina z przy-
padkéw przystawania tréjkatow. Przedewszystkiem sluzg one do
utatwienia badania, czy dwa tréjkaty sa przystajace. Dalej stuza do
przeniesienia tréjkata w inne miejsce ptaszczyzny (t. zn. do znale-
zienia w innem miejscu plaszczyzny tréjkata przystajacego). Nadto
pozwalaja one z trzech podanych czg§ci zbudowa¢ tréjkat zupelnie
okreslony co do ksztaltu i wielkoSci, poniewaz trzy czeSci sg fun-
kcjami trzech pozostalych. Polecajac n. p. rzemie$lnikowi wykonanie
tréjkata z drzewa, wystarczy poda¢ mu trzy wymiary, n. p. jeden bok
i dwa katy, zamiast sze$ciu wymiaréw. Tak samo, jezeli idzie o zmie-
rzenie trojkata — wystarczy wykonaé trzy pomiary: pozostale czesci
mozna wtedy otrzymaé albo w przyblizeniu rysunkiem, albo Scisle
rachunkiem. Rachunek, prowadzacy do tego, tworzy osobny dzial
geometrji, zwany trygonometrja, ktdrg si¢ zajmiemy na wyzszym
stopniu nauki.

Przy zdejmowaniu planéw opieramy si¢ réwniez na przystawa-
niu tréjkatéw. Majac n. p. zrobi¢ plan pola ograniczonego dowolng

“linjg lamang, mierzy si¢ tylko jeden bok, przypusémy AB na

fig. 49, a pozatem same katy. Przez zmierzenie jeszcze katow a i §;
mamy juz wyznaczony tr6jkat 4 B G, mozemy go wigc na planie

- narysowaé. Wskutek tego i bok BG@ mamy znany. Przy boku BG

mierzy si¢ znowu katy y i 8, i uzyskuje si¢ ta droga nast¢pny tréj-

: kat: BG F. Stad znowu od boku BF katy 6 i 8, i t. d.

W ten sposéb z jednej dlugosci i katéw otrzymujemy wszystkie

_ inne czeSci skladowe bez dalszego mierzenia., Mierzenie bowiem dtu-
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gosci w polu jest polaczone z pewnemi trudnos$ciami, do mierzenia
za$ katéw posiadamy bardzo dokfadne i wygodne przyrzady. Takie
postgpowanie nazywamy ,triangulacja“ (tr6jkatowaniem). Jezeli plan

narysujemy w odpowiedniem zmniejszeniu, mozemy z niego juz

wymierzyé pozostate cze$ci, jezeli za§ tylko zanotujemy wiel-
ko$ci mierzone w polu, obliczamy pozostale przy pomocy trygo-
nometrji.

Dotychczas podaliSmy
okreslenie przystajacych tréjka-
téw. Inne utwory geometryczne
nazywamy przystajgcemi, jeieli
wszystlkie odeinki i katy jednej
figury sq réwne wszystkim odpo-
wiednim odcinkom i kgtom drugiej
figury. Tak n. p. dwa kola o row-
nym promieniu sq przystajgce, bo

Fig. 49. R i ;
mienie i cieciwy jednego kola s3 .

réwne odpowiednim promieniom i cigciwom drugiego i tworza ré-
wne katy. '

Nasuwa si¢ pytanie, czy nie wystarczy zbadanie réwnosci dwéch
cze$ci, celem sprawdzenia przystawania tréjkatow.

Spotykamy czesto w rozmaitych utworach geometrycznych tr6j-
katy, ktére maja tylko po dwa elementy réwne, a trzecie nie. Tréj-
katy takie nie sq przystajqce, ale okazuje sig, ze jest przeciez pewien
zwiazek migdzy ich bokami a katami.
N. p.:
dwa boki réwne, a katy migdzy niemi
zawarte nieréwne (fig. 50), to trzecia

para bokéw nie jest réwna, ale na-

bok. Innemi stowami: jeseli w irdjkq-
cie werasta kgt zamknigty dwoma bo-|
kami o stalej wielkosci, to wzrasta takie bok,
tego kaia.

Tak samo odwrotnie: jeseli dwa boki nie zmieniajq si¢, a irzect
werasta, to © kat, lesqey naprzeciw niego, musi werastac.

Dowody tych twierdzefi pomijamy (polegaja one na § 18).

Fig. 50.

tylko T

S

mozna punkty obydwu ko6t tak sobie
podporzadkowaé, ze wszystkie pro-

jezeli dwa tréjkaty maja po -

przeciw wiekszego kata lezy wigkszy|

lesqey mnaprzeciw

" ~ L

. Ruch postepowy i obrotowy.

' Poznamy obecnie blizej zwiazek, lalu zachodzi miedzy przystawaniem
chem.

W geometrji, podobnie jak w mechanice, sprowadzamy wszystkie ruchy do
ch najprostszych, zasadniczych ruchéw : do ruchu postqpowego i obrotowego.
Ruchem postgpowym  jakiejkolwiek figury nazywamy posuwanie sig
tkich jej punktéw po linjach prostych réwnoleglych o te same odcinki.

- Wezmyz dowolny odcinek 4 B (fig. 51) i poprowadimy z jego
ko c6w dwie linje réwnolegle do siebie. Odetnijmy na nich réwne
¥ kawalki BB’= A A’. Aby moina wy-

- kaza¢ réwno$¢ odcinkéw @ i a’, uzy-
jemy przystawania tréjkatéw. Linja po-
mocnicza 4 B’ rozetnie nasza figure na
dwa tréjkaty AB'B i A A’ B’. Tréjkaty
/ te sa przystajace wedlug (I), albowiem
4’ AB'—AB, BB —AA’ i a=_, jako

katy naprzemianlegte.
Z przystawania tréjkatow wynika

. Z przystawania tré;katdw wynika takie, ze <xy=<xd, a wiec
B’} AB. Stowami: przy ruchu postgpowym odcinek pozostaje
sze réwnolegly do pierwotnego poloZenia.
rzy §cislem dowodzeniu nalezy takze wykaza¢, Ze odcinek @
ruchu nie doznat wykrzywienia, t. j. Ze pozostal linja prosts, ze
7aden punkt po ruchu nie lezy ani przed prosta A’B’ ani za
A’ B’. (Udowodnij opierajac si¢ na twierdzeniu o sumie bokéw
). W przeciwnym razie ta konstrukcja geometryczna nie zastu-
na nazwe ,ruch®
natychmiast wynika: trdjkat nie zmienia przy ruchu poste-
powym ani wielkosci ani ksztalttu, czyli
pozostaje przystajagcy do pierwotnego
polozenia. Jego boki bowiem nie do-
znaja zmiany, a wigc i katy nie zmie-
niajg si¢ przy ruchu postgpowym.

b Z fig. 52 widzimy, jakiej konstrukcji
trzeba uzy¢, aby trdéjkat 4 BC przesunagé
ruchem postgpowym o odcinek np. 4 A4’.
Prowadzi si¢ z wierzchotkow tréjkata proste
rownolegte do siebie i na kazdej z nich od-
cina sie réwny odcinek 4 4’ = B B’ = C(".

ty A’ B’ C’, otrzymamy tréjkat w nowem potozeniu. To samo odnosi
) figury wielokatnej, poniewaz kazda da sie zlozy¢ z tréjkatow.

maicki, Geometrja dla skt éredneh. , . . 4

Fig. 52.
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Odcinek A 4’ nazywa sie wielkosScig przesunigcia, linje rowno-
legte BB/, AA4’, CC’ torami ruchu postepowego,

Ruchem obrotowym jakiegokolwiek utworu geometrycznego nazywamy taki
ruch, przy ktbrym kaidy punkt figury porusza si¢ po kole okolo tego samego
$rodka, t. zw. Srodka obrotu (por. str. 36) o ten sam kqt.

Aby ten ruch geometrycznie wykonaé, taczy si¢ wszystkie punkty danej figury
z jednym stalym punktem i ten pek promieni obraca sig o zgdany kat (por. str. 36).

N. p. na fig. 53. wykonaliSmy obro6t odcinka A B okoto punktu O
o kat 4 0 A’ w nastepujacy sposob:

Laczy sie A i Bz 0, zatacza si¢ luki promieniami 04 i OB i wykresla
sie<x BOB’ = A0A’. Punkty A" i B’, w ktérych
ramiona tych katéw przecinajg fuki odpowiednich
kot, sa punktami koficowymi odcinka A B, obroco-
nego w nowe polozenie.

Wykazemy znowu, ze przy tym ruchu wielkos¢
odcinka nie ulega zmianie.

W tym celu poréwnajmy - tréjkaty O A B
i 0 A’B’. Promiei OB obrécit si¢ o taki sam Kat,
jak i 04, wiec <x 404’ =< BOB.

Odejmujac od tych réwnych katéw czesé
wspélna <r B 0 A’ otrzymamy reszty takze réwne:
@ = a’. Poniewaz za$ 04=0A4'"i OB= 0B’
jako promienie kot, wigc tréjkaty nasze s3 przysta-
Fig. 53. jace: 0 ABX) 0 A’ B'. Z przystawania za$ wynika

=0l

Uwaga : Tak samo jak przy ruchu postgpowym nalezatoby wykazaé, ze
linja prosta 4B pozostaje przy tej konstrukcji geometrycznej linjg prosta.
Wtedy dopiero mozna te konstrukcje nazwaé ruchem w pospolitem tego
stowa znaczeniu. (Dowodzi si¢ niewprost!).

Poniewaz odcinki nie ulegaja zmianie, to przez obrét tréjkata boki jego
sie nie zmienia, tréjkat wigc pozostanie przystajacy do pierwotnego potozenia.
To samo odnosi sie do wszystkich figur: przez ruch obrotowy lub poste-
powy nie zmienia sie wielko§¢ ani ksztatt figur geometrycznych, pozo-

staja one przystajace do pierwotnego

potozenia. Z ruchu obrotowego i'postg-

powego mozemy zlozy¢ kazdy najza-

wilszy ruch, a wigc przy zadnym ruchu

figur jako catosci ani wielko$¢ ani

ksztatt figur geometrycznych nie
B'  ulega zmianie.

Wykazemy- teraz odwrotnie, ze
dwie figury przystajgce dadzq sig zawsze
sprowadzi¢ do makrycia przez ruch.
Wezmy najpierw trojkaty przystajace i to

Fig. 54. takie, w ktérych czesci réwne nastgpuja
po sobie w tym samym porzadku,

Niech te tréjkaty (fig. 54) leza w dowolnych miejscach ptaszczyzmy n. p.:
! ABCXD 4’ B/ (.

o i 4

T

Uwaga: W tym samym porzadku, t. zn,, Ze, jezeli postepujac od 4 przez
B do C mamy pole tréjkata po lewej rgce, to tak samo postepujagc od A’
przez B’ do (’ powinniSmy mie¢ pole tréjkata po lewej rece.

Wykonajmy najpierw ruch postepowy w kierunku 4’4 o dlugosé
A’ A. Otrzymamy tréjkat 4 B’/ C’'.

Aby go sprowadzi¢ do nakrycia z tréjkatem 4 BC, trzeba jeszcze
wykona¢ obrét okoto punktu 4 o kat <x B’/ 4 B = a. (Wtedy istoinie punkt
B’/ padnie na B, bo A B’ = AB a punkt C’’ padnie na C, bo AC'' = AC
a kat C’’AC wynosi takze «, albowiem <r B’/ A(C’' = BAC, a odejmujac
od obydwu katéw cze$¢ wspélng <r B 4 C'/, otrzymamy a = <t C’’ 4 C.

_ To samo odnosi si¢ nie tylko
c v C do tréjkatéw, ale do wszystkich
figur przystajacych (z zachowaniem
tego samego porzadku).

WezZmy teraz trdjkaty przy-
stajace, ale w odwrotnym porzqdku
: : , (fig. 55). Tych figur nie sprowa-

a B B A dzimy do nakrycia ani przez ruch
postepowy, ani przez ruch obro-
towy w danej plaszczyZnie. Trzeba

C* najpierw jeden z ttéjkatéw ,prze-

: wréci¢“, a wigc wykonaé ruch
Fig. 55. obrotowy w przestrzeni,
& trzeba sie¢ wznies¢ ponad pfla-

szczyzng, n. p. obréci¢ tréjkat A’ B’C’ okolo prostej A’B’ do potozenia
A’ B’ C'’. Teraz dopiero mozna ruchem obrotowym i postgpowym w pla-
szczyznie sprowadzi¢ obydwa tréjkaty do nakrycia, tak, jak w poprzednim
przypadku.

Uwaga: Ruch obrotowy w przestrzeni oméwimy doktadniej dopiero
w stereometrji, tam tez dopiero udowodnimy, ze tréjkat obrécony A’ B’ C'/
est przystajacy do pierwotnego 4’ B’ (.

To samo odnosi sie nietylko do tréjkatow, ale do wszelkich innych figuf
plaskich. Udowodnili§my wiec w zupelnosci prawdziwo$¢ naszego twierdzenia.

Wystarczy wiec jeden ruch postgpowy i dwa obroty, aby dwie figury
przystajgce sprowadzi¢ do nakrycia.

WidzieliSmy z jednej strony, Ze przez ruch otrzymujemy same figury
przystajace, z drugiej za$§, ze figury przystajace dadza si¢ sprowadzi¢ do
nakrycia przez ruch. Jest to wiec wtasno$¢ charakterystyczna figur

 przystajacych (a zarazem ,ruchu®). Mozna wiec teraz powiedzie¢: figury
. przystajace sa to takie figury, ktére dadza sie¢ sprowadzi¢ do nakrycia
 przez ruch.

Teraz jasnem jest dla nas znaczenie slowa ,przystawanie®.

* " Uwaga : Ruch figur geometrycznych odpowiada ruchowi ciat sztywnych

=w mechanice. W rzeczywistosci nie istnieja ciala zupetnie sztywne a wigc i ruchy
;__gdbyv}aquce sie w przyrodzie sg zawilsze.
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§ 22. Odlegto$¢ punktu od prostej. Proste pochyle. Rzuty.

Opierajac si¢ na przystawaniu tréjkatéw mozemy zbada¢ dokla-
dniej utwory geometryczne poznane juz w poprzedniej nauce. I tak
najpierw zastosujemy poznane twierdzenia do peku promieni
przecigtego linja prostg, nie przechodzacg przez wierzchotek peku.

Pomiedzy promieniami peku musi istnie¢ jeden (i tylko jeden) prosto-

padly do prostej p: SC_| p.

S (por. str. 21). Poréwnajmy
odcinki 84, 8B, SC, SDit.d.
0 0Ot6z SC <'SB jako przypro-

stokatnia w tréjkacie SCB,
SC < SA jako przyprosto-

ok MR P_ katnia w tréjkacie SCA;

A P D E F :
tak samo poréwnujagc SC
Fig. 56. z wszystkiemi innemi odcin-

kami dochodzimy do wniosku,
se: odcinek SC prostopadly do prostej p jest najkrotszy z wszystkich
odcinkow, jakie moina z § do p poprowadzié.

Z tej przyczyny odcigek prostej prostopadlej z punktu poza
prosta wykreslonej nazywamy odleglo$cia punktu od prostej.
Punkt C, spodek prostopadlej, nazywamy takze rzutem punktu S na
prosta p. Punkty 4, B, D, E..... nazywamy takze rzutami, ale
rzutami uko§nemi. Jezeli za§ méwimy rzut — bez zadnego
dodatku, mamy na mysli tylko rezut prostopadly. Odcinki BC, AC
nazywamy takze rzutami odcinkéow SB, S4 na prosta p.

Co do innych odeinkéw z punktu S wychodzacych to fatwo spo-
strzec, ze sq one tem wigksze, im dalej ich spodek lesy od punkiu C,
a wige im wigkszy jest rzut. N. p. SE> 8D, bo lezy w tréjkacie S D E
naprzeciw wigkszego kata, albowiem <r &> <rd jako kat rozwarty.
Wielko§¢ ich wzrasta nieograniczenie w miarg oddalania si¢ od
punktu C. JednakowoZz z wyjatkiem promienia réwnoleglego kazdy
inny przecina prosta (albo sam albo jego przedluzenie poza wierz-
chotek). Sa jednakze pomigdzy temi odcinkami takze po dwa réwne,
mianowicie te, ktorych spodki -sq réwno oddalone od spodka prosto-
padlej, t. ., ktérych rzuty sg rowne. Jezeli bowiem BC=CD, to
z poréwnania tréjkatéw SBC i SDC, stosujac (I) przypadek przy-
stawania, widzimy, ze SB= S D.

Poniewaz od punktu C moina na prostej p z kazdej strony
tylko jeden odcinek réwny odmierzyé, istnieja wigc tylko po dwa
réwne odcinki pochyte kazdej wielkosci.

o s

5:‘31
(B
B

Jgo

Wszystkie te twierdzenia dadza si¢ odwréci¢, a mianowicie:

Odcinki pochyle réwne, z jednego punktu poza prosig poprowa-
dzone, maja rzuty réwne. Z wzrostem odcinka pochylego wzrasta jego
rzut. (Udowodnij!) (Trzeba uzy¢ (lll) przypadku przystawania).

. Mozina takze latwo wykazaé zaleznoS¢ od kata: im bardziej
odcinek jest nachylony, t. j. im mniejszy kat z prosta p tworzy, tem
wigkszy jest jego rzut, odcinki za§ jednakowo nachylone maja réwne
rzuty. (Wypowiedz inne odwrdcenia, n. p. zalezno$¢ od kata e

- na fig. 56).

MowiliSmy dotychczas o rzutach odcinkéw, przecinajacych
dana linje prosta p. Jezeli odci-
nek niema z prosta p Zadnych
punktéw wspdélnych, to rzut jego
tworzymy (fig. 57) wykreslajac
z jego koricow proste prosto-
padte do p, proste rzucajgee
AA' i BB'. Odcinek 4’B’ na-
zywa si¢ rzutem odcinka 4 B

P na prosta » lub na 0§ p. Rzuty
wszystkich punktéw posrednich

Fig. 57. migdzy 4 i B padna pomiedzy

A’ i B’ i wypelnia caly odcinek

A’ B'. Odcinki rowne ¢ rowno nachylone majg rzuty rowne.
(Udowodnij !).

Im mniejszy kat tworzy odcinek z kierunkiem prostej p, tem
wigkszy jest jego rzut; gdy nachylenie odcinka zmniejsza si¢ od 90°
: do 09 to wielko$¢ rzutu

wzrasta od zera do wiel-
ko$ci odcinka 4 B (wykaz!).
Rzut jakiejkolwiek figury na
linje prostg p otrzymujemy,
kre$lac z wszystkich punk-
tow tej figury linje prosto-
padie do osi p (fig. 58).
Fig. 58. Obierzmy na tej prostej

4 pewien kierunek, n. p. od 4’
ku ¢’ jako dodatni, to odcinki 4’ B/, B’ C'.... s3 dodatnie, a odcinki
C'D', D'E'.... ujemne. Z figury odczytujemy, ze przy takiem usta-

\

O e s =
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l,gniu kierunku rzut figury zamknigtej ma wartos¢ zero.
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Istotnie biorac sume rzutéw kolejnych bokéw: 4 B, BC, CD. s

otrzymamy :
A'B+B C+CD +DE +E A,
Zbierajac odcinki dodatnie razem i ujemne razem, otrzymujemy :
A'C+C 4

ale ¢’ A’ =— A’ C’ (por. str. 13), wigc jako wartos¢ tej sumy otrzy-
mujemy : A'C—4'C =0.

Figure zamknigta ograniczong kilkoma odcinkami prostemi nazy-
wamy wielokatem.

§ 23. Odleglos¢ prostych réwnolegtych. Réwnolegle w troj-
kacie.
Jezeli dwie linje proste sa rownolegle, to wszystkie punkty jednej
z nich sa rowno oddalone od drugiej: 4 D=BC= it d. (por. fig. 59).
Wynika to z przystawania tréjkatow 4 BC i A Dc (II).
Odwrotnie: jezeli jakie$ punkty sa réwne oddalone od jednej pro-
stej g, to leza one na prostej réwnolegtej

A B P_ do g (dowé6d niewprost!). Jest to wigc
wlasno$é charakterystyczna prostej rowno-
leglej. Mozemy wigc twierdzenie i od-

A\ y q wrocenie wypowiedzie¢ jednem zdaniem:

D C Miejscem geometrycznem punktow 7o-

Fig. 59. wno oddalonych od prostej jest prosta rowno-

legta. Tg réwna odlegtos¢ punktéw nazy-

wamy odlegloécia prostych réwnoleglych. (Uwaga: na tej wlasnosci
polega nazwa ,proste réwnolegte©).

Jezeli jaka$ poprzeczna przecina kilka

A prostych réwnoleglych, poprowadzonych

w réwnych odstepach, to te rownolegle

/ aé o d odcinaja na niej réwne kawalki. Dowod

b/ a/ |d

(o

wynika z przystawania (1) tréjkatow
wykreslonych na fig. 60. Twierdzenie to
moze postuzy¢ do tego, aby dowolny

/ ay/ g odcinek b podzielié na kilka rownych

/ 0"l czesci. Trzeba tylko narysowac kilka linij

B/ réwnoleglych w réwnych odstgpach iz ja-
Fig. 60. kiegokolwiek punktu 4 jednej z prostych

réwroleglych (fig. 60) odciac ten odcinek
tak, aby jego koniec B siggal do ostatniej linji réwnoleglej. Postgpo-
wanie takie jest praktyczne zwlaszcza wtedy, jezeli mamy rézne
odcinki dzieli¢ na tyle samo réwnych czesci.

Odwrotnie: jezeli z punktow dzielgeych jakis odcinek na rowne
czedei wykreSlimy linje do siebie réwnolegle, to one na kazdej innej
poprzecznej odceinajq tyles réwnych kawalkéw.

Dowéd: (fig. 60) a=a’' =a'/, a=0a’=a’' =90, d=0'= é',
wiec tréjkaty przystaja, a z przystawania wynika d—a’ =ad"’.

Stosujac to do tréjkata, otrzymamy
wazne twierdzenie: proste rownolegle do
podstawy trojkata, a dzielace jeden bok
na kilka rownych-czesci, dzielg i drugi na
tyle samo rownych czesci. A wigc n. p.
prosta (fig. 61) réwnolegla do podstawy,
odcinajaca na jednym boku Y/, czes¢
od wierzchotka, odcina takze na drugim
boku jego piata czes¢.

Zwlaszcza czesto uzywa sig tego
twierdzenia w' najprostszym przypadku:

Prosta poprowadzona przez srodek
jednego hoku trojkata rownolegle do dru-
giego polowi takie bok trzeci (wykaz wprost na fig. 62, prowadzac
z D i E prostopadle do 4B, az C prostopadia do DE).

Wykazemy jeszcze, ze ten odcinek, laczacy srodki bokow, rowna
sie polowie boku rownoleglego.

Zalozenie: AD=DC, DE| AB. Wie-
my juz, ze CE =EB. Wykre§lmy z E pro-
sta EF | AC, to otrzymamy tréjkaty DCE
i EF B przystajace, (bo CE=EB i odpo-
wiednie katy sa réwne). Z przystawania wy-
nika: DE= FB. Ale linja EF | AC, a prze-
chodzi przez $rodek boku B, wigc potowi
trzeci bok 4 B, a wigc

= PHe ALy DR AT
2 2

Odwrécenia tego twierdzenia s3 takze prawdziwe:

Prosta, laczaca srodki dwoch bokow trojkata, jest rownolegla do
trzeciego, a jej odcinek rowna sig jego pofowie (dowod niewprost!).

Jak jeszcze mozna to twierdzenie odwrdcic?

Fig. 61.

§ 24. Zastosowanie twierdzei o przystawaniu trojkatow do
kola. Prosta i koto.

Opierajac si¢ na twierdzeniu o najkrétszej odlegtosci punktu od

prostej, mozemy doktadniej okresli¢ polozenie prostej wzgledem kotla.
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Odleglosé prostej od §rodka kola moze byé: a) wigksza od promienia,
b) réwna promieniowi i c) mniejsza od promienia. ‘
@) Jezeli d> R (fig. 63), to prowadzac ze Srodka kofa linjg
0A | p widzimy, ze 04 > R, zatem
punkt 4 lezy poza kolem. Tembar-
dziej kazdy inny punkt tej prostej
musi lezeé poza kolem, bo kazdy inny
odcinek z 0 do prostej p siegajacy
jest jeszcze diuzszy.
Zatem: cala prosta p ledy poza
kolem, jezeli d > R.
b) Jezeli d = R, n. p. dla prostej g,
to prowadzac z O linj¢ prostopadia
Fig. 63. do ¢, otrzymamy punkt C, lezacy
zarazem na kole. Kazdy inny punkt
prostej ¢ ma odleglo$¢ od O wigksza, anizeli O C, zatem wieksza od
promienia, lezy wigc poza kolem. Linja prosta q jest wigc styczna
kola, jeseli d — R. Widzimy, Ze promien kola, przechodzacy przez punkt
stycznosci, jest prostopadly do stycznej. Ale takie odwrotnie: linja
prostopadia do promienia na koncu promienia wykreslona jest styczng
kola. (Udowodnij nie wprost!) To podaje sposéb konstrukeji stycznej
a zarazem wskazuje, ze w kazdym punkcie na kole istnieje tylko
jedna styczna.
¢) Jezeli d <R (fig. 64), to prostopadta 04 ze Srodka kofa
jest krotsza od promienia, zatem punkt 4
lezy wewngtrz kola. Tak samo
punkty bliskie 4. Jezeli si¢ jednak po-
suwamy od punktu 4 w obydwie strony,
to odleglo$¢ od Srodka O wzrasta w spo-
s6b ciagly i trafimy*) na dwa punkty Bi C,
ktérych odleglo$¢ od O jest juz rowna
promieniowi. Te punkty lezg wigc na
obwodzie kota, sg wspélne kolu i pro-
stej. Wiecej takich punktéw nie bedzie,
Fig. 64. bo z punktu O poza prosta p dadza sig
do niej tylko dwa réwne pochyle odcinki
poprowadzi¢. Jezeli od punktéw B i C posuwamy si¢ jeszcze dalej,
odleglo$¢ od $rodka wzrasta jeszcze bardziej; punkty te leza juz
poza koltem.

*) Scislejszy dowéd tego twierdzenia opiera sig¢ na ciggtosci linji prostej
i wymaga dluzszych rozwazan.

Jeseli wiec d << R, to prosta przecina kolo w dwéch punktach,
jest sieczng kola. Latwo wykaza¢, ze linja 04 polowi cieciwe BC
(). Odwrotnie: linja prostopadla w S§rodku cigciwy trafia Srodek
kola (nie wprost!).

Podobne rozwazania mozna przeprowadzaé o polozeniu dwéch
k61 wzgledem siebie.

§ 25. O katach Srodkowych.

Kat, ktérego wierzcholkiem jest $rodek kotfa, a ramionami pro-
mienie, nazywa si¢ katem $rodkowym, n. p. <r e. O kacie @ méwimy,
7e sie wspiera na tuku ﬁ, lub na cieciwie 4 B. Kat wklgsty 8,
wspiera si¢ na luku 3713?4 (fig. 65).

Dwa luki s3 przystajace, jezeli naleza do rownych katow srodkowych

w tem samem kole, lub w kolach o réwnych promieniach, n. p. 4 B

i 4’ B’, mozna je bowiem sprowadzi¢ do na-

krycia przez obrét. Luki moga by¢ réwne

a nieprzystajace (por. fig. 66), to znaczy nie

A dadza si¢ sprowadzi¢ do nakrycia przez sam

C ruch obrotowy i postepowy luku jako catosci.

Trzebaby chyba takie luki wygia¢, wypro-

5 stowaé, a to nie juz nie jest ruch figury jako

4 catosci. Do réwnych kgtéw Srodkowych na-

g C lezq takse réwne cigetwy, jak to wynika z przy-

Fig. 65. stawania trojkatéow 04 B i 0A’ B’ (I). Takie

odwrécenia tych twierdzen s3a prawdziwe:

Do przystajacych tukow naleza rowne cigciwy i rowne katy srodkowe.

(Jakie odwrdcenie jest jeszcze mozliwe? Udowodnij ). Na tych pro-

stych uwagach polega budowa

i ugycie znanego przyrzadu,

/_\ m zwanego katomierzem.

3 By D' Jestto pélkole, ktérego obwéd

Fig. 66. jest podzielony na 180 przy-

‘ stajacych tukéw, a przez to

i kat potpelny Srodkowy rozpada si¢ na 180 réwnych katow: kazdy
kat wynosi wigc 1°

Uwaga : Uzywa sig czasem jako katomierza tréjkata prostokatnego, kt6-
rego przeciwprostokatnia jest podzielona na 90 czesci, ale juz nierdwnych.
Zwiekszaja si¢ one ku brzegom (ku przyprostokatniom) od srodka przeciw-
prostokatni, gdzie sa najmniejsze. Do przenoszenia tuku po tem samem kole
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mozna uzy¢ cyrkla; mianowicie przenosimy réwne cigciwy a do nich
juz naleza réwne luki.

Im dalej lezy cieciwa od $rodka kola, tem jest mniejsza i odwrotnie.
Udowodnij!

§ 26. O katach obwodowych™czyli wpisanych.

Kaqt, kiérego wierzcholek lezy na obwodzie, a ramiona sq cie-
ciwami, nazywa si¢ katem obwodowym lub wpisanym, n. p.: <t BAC
(fig. 67). O kacie tym méwimy, ze wspiera
sie na tuku BC, zawartym migdzy jego ra-
mionami lub, Ze jest wpisany w fuk BAC.

' Miedzy katem obwodowym a S$rodkowym,
wspierajacym si¢ na tym samym tuku, zacho-
dzi bardzo prosty zwiazek. WykreSlmy pro-
mienie OB i 0C i poprowadimy S$rednicg
A0D, to otrzymamy dwa tréjkaty rowno-
Fig. 67. ramienne. W kazdym z nich katy, lezgce przy

boku nieréwnym, sg r6wne, oznaczyliSmy je

wiec ta sama litera. Poniewaz katy ¢ i § sa katami zewnetrznemi,

" wiec ¢ =2¢, =20, zatem ich suma: @+ =2 (¢+d) czyli

< B0C=2.<xBAC sfowami:

Kat $rodkowy jest dwa razy wigkszy od kata obwodowego,
wspierajacego si¢ na tym samym luku lub:

kat obwodowy rowna sig polowie kata srodkowego, wspierajacego
sig na tym samym luku.

(Udowodnij to samo, jezeli Srodex O lezy poza polem . kata
obwodowego lub na jego ramieniul).

Poniewaz za$ katy $rodkowe, wspierajace
sie na réwnych lukach, s rowne, przeto i: katy
obwodowe, wspierajace sie na réwnych tukach,
83 rowne.

Odwrécenie tego twierdzenia prowadzi do
rozmaitych waznych konstrukcyj. Brzmi ono:
jezeli ma jakim$ odeinku wspierajq sig rowne
katy, to ich wierzcholkei lezq na obwodzie kola,
ktorego cieciwag jest ten odcinek. Dowod nie-

Fig. 68. wprost: gdyby jaki§ wierzcholek C (fig. 68)

lezal poza kotem O, na ktérem lezy wierzcho-

lek P jedneg6 kata, to laczac D z A otrzymalibySmy w tréjkacie
CDA kat zewngtrzny A DB =« (jako obwodowy, wspierajacy sie
na tym samym tuku, co <t P). Wtedy wigc <t C nie moglby wynosi¢ a

~

(jako wewngtrzny kat tréjkata). Tak samo gdyby C lezal we-
wnatrz kola.
To twierdzenie mozna takze tak wypowiedzie¢: miejscem geo-
metrycznem punktow lesqeych z jednej strony odcinka, z ktorych jakis
odcinek widaé pod tym samym kagtem, jest
C Wk kola zakreslomego nma tym odeinku, jako
' na cieciwie, mianowicie ta czgs¢ obwodu kota,
ktéra lezy z jednej strony tej cigciwy. Im
a 0 B mniejszy ten kat, tem dalej lezy Srodek tego
X kota od odcinka 4 B.
b Szczeg6towym przypadkiem katow obwo-
‘ dowych sa t. zw. katy w p6lkolu; s3 to
Fig, 60. katy obwodowe, wspierajace sie na $rednicy,
3 a wiec na polowie okrggu kofa. Kazdy taki
kat, jako polowa kata poipeinego A 0B (fig. 69), jest katem prostym.
iy Otoz: kaidy kat w polkolu jest prosty. Twierdzenie to mozna odwroé-
ci¢: jeseli na jakims odeinku wepLerajq
sie kqty proste, to ich wierzcholki lezg na
obwodzie tego samego kola. Z tem wiaze
sie konstrukcja kofa bez pomocy
cyrkla, atylko przy uzyciu ruchomego
kata prostego (n. p. tréjkat prostokatny
Fig. 70. z drzewa) lub tez przez kreSlenie linij
prostopadtych za pomocg tréjkata.
Chcac n. p. zbudowac kolo o Srednicy A B (fig. 70) rysujemy
z punktu 4 dowolny pek promieni, a z punktu B pek promieni pro-
stopadtych do promieni peku 4. Spodki
C tych prostopadiych s3 punktami Zadanego
kota. Kreslac je odpowiednio gesto i faczac
jedng linjg nieprzerwang otrzymujemy kolo.
Podobnie moznaby sig oprze¢ na ogél-
nem twierdzeniu o katach obwodowych
i zbudowaé koto przy pomocy dowolnie
obranego kata e lub tez przy pomocy dwoch
pek6w promieni, przecinajacych sig pod
dowolnym katem e (fig. 71). Wtedy jednakze
otrzymamy kolo wspierajace si¢ na pewnej
Fig. 71%). cieciwie krétszej a nie na Srednicy. Udo-
wodnij,j;ze peki 4 i B s3 przystajqcee!

*) polaczy¢ punkt 4 z punktem B odcinkiem linji prostej!



—

Na twierdzeniu o katach obwodowych polega takze przyrzad uzywany
do rysowania linij zbiegajacych si¢ ku jednemu punktowi, lezacemu poza
plaszczyzng rysunku. Sklada sig on z trzech sztywnie polgczonych ramion,
schodzacych sie w jednym punkcie CX, CY, CZ (fig. 72). Obiera si¢ staly
odcinek 4 B i posuwa sie caly przyrzad tak, aby dwa skrajne ramiona prze-
chodzity zawsze przez korice 4. i B od-
cinka. Wtedy wierzchotek C posuwa sig
po kole, a rami¢ Srodkowe trafia zawsze
(swem przedluzeniem wstecz, poza C)
punkt D. Wszystkie bowiem punkty, z kt6-
rych widaé odcinek 4 B pod katem statym
A CB, leza na kole. Katy ACD, AC'D
i t. p. sa wiec rownemi katami obwodo-
wemi. Poniewaz za§ jedno ramig¢ zawsze
przechodzi przez A, to drugie musi zawsze
przechodzié przez D (dlaczego?). Linje
wiec CX, C'X’ i t. d. zbiegajg sie
ku jednemu punktowi D, ktéry moze lezet
juz poza plaszczyzng rysunku. (4 i B
muszg lezeé jeszcze na plaszczyZnie ry-
sunku). W przyrzadzie do rysowania linij
{ CX, ¢’ X' it d. sg zrobione tylko ra-
miona CA4, CB i CX. Prosta za§ CD jest tylko idealnem przedtuzeniem
r.ar.nienia CX. Uzywa sie go zwlaszcza w rysunku perspektywicznym, gdzie
linje réwnolegte w naturze rysuje si¢ jako zbiezne ku jednemu punktowi.

Fig. 72.

§ 27. Kat miedzy styczng a cigeciwa.

W peku promieni z poprzedniego ustepu istnieje jeden promier
styczny do kota (XX’). Jezeli cieciwa BC fig. 71, obracajac sig
kolo punktu B przez polozenia BC’, BC'/, BC'"’ daiy do polozenia
BAf to druga cigciwa 4 C dazy do polozenia stycznego 4X.
Poplewai przy catym ruchu kat przy C ma ciagle t¢ sama wielkos¢,
to i przy potozeniu granicznem pozostanie taki sam kat migdzy cigciwa
A B a prosta X X. Stad twierdzenie:

Kat stycznej z cigciwg 4 B, przechodzaca przez punkt stycznosei,
rowna sie wszystkim katom obwodowym, wspierajacym sig na tej cigciwie,
a lezacym po przeciwnej stronie cigciwy.

Mogliby$my to takie udowodni¢ odrazu bez rozwazar grani-
cznych, mianowicie: poprowadimy z punktu stycznosci 4 (fig. 73)
$rednice 40C i polagczymy C z B, to <t B wynosi 90°, jako kat
w polkolu. Na katy 8 i y razem pozostaje takie 90°. Ale o wraz z y
tworza kat prosty, wynosza wiec razem réwniez 90°. Poniewaz wigc
katowi 8 i katowi « tyle samo brakuje do 90° zatem te katy sg
rowne = a.

Poniewaz wszystkie inne katy obwodowe, wspierajace sig na
cieciwie 4 B, sa réwne katowi §, wigc @ réwna sig istotnie kazdemu
katowi obwodowemu wspierajacemu sig na cigciwie 4 B.

Opierajac sie na tem twierdzeniu, moZna zbudowaé kolo, z kt6-
rego obwodu widaé odcinek 4 B pod zadanym katem. Rysujemy od

‘jednego korica odcinka (fig. 74) prosta AX pod danym katem e.

M

e, 150

C
B
;s B
A
B \'
1 o
A X
Fig. 73. Fig. 74.

Prosta ta ma by¢ styczna do kola w punkcie 4, prosta za§ A B
cieciwa. $rodek kota musi wiec lezeé na linji prostopadlej do AX
a przechodzacej przez punkt 4, a takze na linji prostopadiej w $rodku
A B, a wiec w punkcie przeciecia sig¢ O tych linij. Promieniem zas
jego jest 04 (lub OB). '

Cwiczenia IV

§ 15—17. 1. ZbudowaC tréjkat, znajac dwa boki n. p. a=4cm, b==6cm
i kat miedzy niemi zawarty, n. p. Y= 350

2. Z pewnego punktu wymierzono odlegtodci do dwdéch krarfcéw stawu:
a—=32Tm i b=452m i kat zawarty migdzy temi dtugosciami: y = 56°. lle
wynosi dlugos¢ stawu? Zmierzy¢ na rysunku w odpowiednio dobranej skali!

3. Z wierzchotka kata prostego w tréjkacie prostokatnym poprowadzono
prostopadia do przeciwprostokatni. Zbadac, jakie cze$ci s réwne w dwoch
powstatych tréjkatach. Czy sa one przystajace ?

4. Zbudowaé tréjkat, znajac jeden bok i dwa katy przy nim lezace
n, p.: a=4cm, p=399 v = 65°.

5. Zbudowaé tréjkat, znajac jeden bok i dwa katy, z ktérych jeden lezy
naprzeciw tego boku n. p. a =72 cm, g = 1239, z = 28",

6. Z jednej strony rzeki zmierzono wzdluz jej biegu diugosé 4 B = 56 m.
Jakie pemiary trzeba jeszcze wykonaé z tej samej strony rzeki, aby mozna
zbadaé odlegtosé punktéw 4 i B od punktu C po drugiej stronie rzeki lezacego
i szerokos$¢ rzeki.

7. Wykaza¢, ze w dwoch tréjkatach przystajacych odpowiednie wyso~

kosci sq rowne.



§ 18. 8. W tréjkacie réwnoramiennym kat u wierzchotka wynosi 46° 297; ile
wynoszg inne katy ?

9. lle elementéw trzeba znaé, aby wyznaczy¢: a) tréjkat réwnoramienny ?
b) tréjkat réwnoboczny ?

10. Wykaza¢, ze réznica dwoéch bokéw tréjkata jest mniejsza od
trzeciego boku.

11. Wykaza¢é, Ze linja famana zloZona z czterech odcinkéw jest diuzsza,
anizeli prosta laczaca jej korice./

§ 19—20. 12. Udowodnié, Ze tréjkaty przystaja w przypadku (III),

Wskazéwka: Jezeli danemi elementami s3 @, b, 3, to do boku b tréjkata
ABC przykladamy po drugiej jego stronie tréjkat A4 C B’/ przystajacy do
A'B’ C’, taczymy B z B’/ i badamy tréjkaty CB B’/ i ABB’/, ktére sa
rownoramienne.

13. Jak dtugi musi by¢ mniejszy bok a, aby si¢ zamknal tréjkat zbudo-
wany z dwoch bokéw a, b i kata lezacego naprzeciw mniejszego boku a?

14. Zbudowaé tréjkat, znajac ¢ =3 cm, b =4 ¢em, ¢ =5 em. Zmierzyé¢
jego katy! (tréjkat egipski).

15. Przenies¢ dowolny tréjkat w inne miejsce plaszczyzny.

16. Przenies¢ dany kat w inne miejsce plaszczyzny, nie uzywajgc
katomierza.

17. lle czesci potrzeba zna¢ do konstrukcji tréjkata prostokatnego ?

18. Wykaza¢é, ze srodki bokdw tréjkata réwnobocznego sa wierzchotkami
nowego tréjkata réwnobocznego.

19. Udowodnij, ze w dwoch tréjkatach, majacych dwa boki réwne,
a trzecie nieréwne, naprzeciw wigkszege boku lezy wiekszy kat. (Nie wprost!).
§ 2I. 20. Przesunaé dowolny tréjkat o 4cm: @) w kierunku jego wysokosci,
b) w kierunku jednego z bokdw.

21. Obréci¢ dany tréjkat o 60° okoto dowolnego punktu, lezacego poza
polem tego tréjkata. Wykonaé po kolei pieé takich obrotéw.

22. Obréci¢ tréjkat o dany kat okoto jednego z wierzchotkéw.

23. Dwa tréjkaty przystajace, nie lezace réwnolegle, sprowadzi¢ do
nakrycia ruchem obrotowym i postepowym.

§ 22-23. 24. Znalezé kilka punktéw odleglych o 3 em od danej prostej p
Co jest miejscem geometrycznem tych punktéw ?

25. Dowolny odcinek podzieli¢ na pieé rownych czesci przy pomocy
linij rownolegtych. Co trzeba zrobié, jezeli odcinek nie sigga do ostatniej
linji rownolegtej?

26. Przepolowi¢ boki dowolnego trdjkata, ktérego jeden wierzcholek jest
niedostepny (przy pomocy linij réwnolegtych).

27. Udowodni¢, ze prosta, laczaca srodki dwéch bokdéw trojkata, jest
rownolegta do trzeciego. (Dowdd nie wprost!).

28. Boki tréjkata rdéznobocznego zmniejszyé plqmokrotme i zbudowacé
z nich nowy trojkat.

29. Jakakolwiek figure przerysowaé¢ w podzialce zmniejszonej trzy razy.

30. Wykaza¢, ze prostopadta w Srodku cieciwy przechodzi przez srodek
kota. (Dowdd nie wprost!).

§ 24. 31. Wykaza¢, ze cigciwa wzrasta w miarg¢ zblizania si¢ prostej do
Srodka kola.

32. Wykazaé, ze linja prostopadia do stycznej ' w punkcie stycznosci
wykreslona trafia $rodek kota.

33. Wykreslié w kole ssze$é promieni, tworzacych katy srodkowe po 609,
a na ich koticach styczne do kola.

34. Wykreslié dwa kota wspétsrodkowe i taka cigciwg kota wigkszego,
aby byla styczng kota mniejszego. Wykaza¢, ze ta cigciwa jest przepotowiona
punktem stycznosci z kolem mniejszem.

35. Wykre§lié w kole o promieniu 4 c¢m kilka takich cigciw, ze ich
odleglo$é od srodka wynosi 3 cm. Jakie jest miejsce geometryczne srodkow
tych cieciw ? =

36. Punkt A jest o 3 cm oddalony od prostej p. ZnaleZé na tej prostej
punkty, odlegte o 4!/, em od punktu A.

37. Wykazaé, ze najblizsza droga z punktu P poza kotem do obwodu
kola jest prosta, ktérej przedluzenie przechodzi przez Srodek kofa. (Wzia¢€ do
poréwnania druga prosta i polgczy¢ ze sSrodkiem kota jej punkt przecigcia
sie z kolem, lezacy blizej P).

38. Znalezé punkt, ktérego odleglos¢ od obwodu kota o promieniu 3 em
wynosi 2 ¢m (por. éw. 37). Co jest miejscem geometrycznem takich punktéw ?

39. Poza kotem o promieniu 4 c¢cm lezy punkt S w odlegtosci 2em.
Znalezé na kole punkty odlegte o 25c¢m, 3cm, 4em, 6em, Tcem
od punktu S.

§ 25—27. 40. Dwa kofa przecinajg sig. Wykazaé, ze linja Srodkowa potowi
katy $rodkowe, nalezace w obydwu kotach do wspdlnej cigciwy.

41. Dwa kola przecinaja sie. Wykazaé, ze prosta, laczaca punkty
przeciecia jest: @) prostopadta do linji sSrodkowej, b) jest px:zepotowiona
linja $rodkowa.

42. Przenies¢ dowolny kat przy pomocy cyrkla, uwazajac go za kat
srodkowy kota o dowolnym promieniu.

43. Zbudowaé kolo na danej $rednicy przy pomocy ruchomego kata
prostego.

44, Wykazaé, ze $rodek przeciwprostokatni jest réwno oddalony od
wszystkich wierzcholkéw trdjkata prostokatnego.

45. Zbudowaé koto na danej cieciwie przy pomocy ruchomego kata
ostrego. Ile takich k6t mozna zbudowaé; od czego zalezy ich wielkos¢?

46. Obierajac odcinek 4 B —2cm (fig. 74) jako cieciwe kola, a kat
prostej 4X z tym odcinkiem <x X 4 B = 15° jako kat stycznej z cigciwg,
wykresli¢ koto.

Rozdzial V
Symetrja

§ 28. Twierdzenia o tréjkatach réwnoramiennych.

WidzieliSmy juz, Ze w tréjkacie réwnoramiennym katy, lezace
przy. podstawie, sa réwne i odwrotnie: jeZeli katy, lezgce przy -
podstawie, sg réwne, to tréjkat jest rOwnoramienny. o



Wysokos¢ przedziela tréjkat rownoramienny na dwa tréjkaty
przystajace:

ADCX BDC (ll). (Fig. 75).

Z przystawania wynika réwno$¢ pozostalych cze¢sci, wiec:

1. a = f: wysokodé polow: kat u wierzcholka
w trojkqeie réwnoramiennym.

A 2. AD=PBD: wysokosé polowi podstawe
w tréjkacie réownoramiennym.

Twierdzenie to moina odwrécié wro-
zmaity sposéb:

Linja, polowiaca kat u wierzcholka tréjkata
réwnoramiennego, pofowi podstawe i jest do niej
prostopadia.

Linja, 3czaca wierzcholek tréjkata réwnoramiennego ze $rodkiem
podstawy, polowi kat u wierzcholka i jest prostopadta do podstawy.

Prostopadta w polowie podstawy przechodzi przez wierzcholek
i polowi kat u wierzcholka.

Proste dowody tych twierdzei wynikaja
z przystawania, jedynie ostatnie twierdzenie
udowadnia si¢ nie wprost, w nastepujacy
sposob:

Czynimy zalozenie (fig. 76):

AC=BC, AD=BDia=f=090°

Gdyby prostopadta DE nie trafita wierz-
cholka, tylko bok, n. p. 4C, to laczac E z B
otrzymalibySmy 4 DE X2 B D E (]); wiec musia-
loby byé y=d, a to niemozliwe, bo y= 4,
a ¢ jest przeciez mniejsze od ¢’. Tak samo nie moze linja D E trafi¢
migdzy B i C, musi wigc trafi¢ w punkt C, a wtedy juz z przysta-
wania wynika polowienie kata u wierzchofka.

C

D B
Fig. 75.

Fig. 76.

§ 29. Utwory symetryczne.

Figury takie, jak dwie czgSci tréjkata réwnoramiennego, powstate
przez wykreSlenie wysokos$ci, spotykamy czgsto w geometrji idealnej
i praktycznej. Sa to figury przystajace, ale cze$ci réwne nastepuja
po sobie w obydwu figurach w odwrotnym porzadku. Figury
takie nazywaja sig¢: wzgledem siebie symetryczne. Figury, dajace sie
rozlozy¢ na symetryczne wzgledem siebie czeSci, nazywamy
utworami symetrycznemi. Linj¢ prosta, dzielacg figure symetryczna
na dwie czeSci wzgledem siebie symetryczne, nazywamy osig sy-

v

tej figury Iub symetralna figury. ——.N. p. w tréjkacie
amiennym osia symetrji jest wysokos¢. (Figur symetrycznych
g czesto do ornamentéw). : ,
Aby do jakiej$ figury (n. p. 1 na fig. 77) "znale.zé symetryczna
.dem niej, uzywamy nastepujacej konstrukcji: obieramy dowoh}.q
prosta p za o§ symetriji.
Z punktéw 4, B, C, D, E
danej figury I kreslimy
linje prostopadte do p
i przedtuzamy je poza
linje p o takie same
odcinki do punktéw
de, Bl D R
Figura II ma wszyst-
kie boki i katy rowne
odpowiednim bokom
i katom figury I, ale
w odwrotnym porzadku,
: - jest wigc istotnie figurg
etryczng wzgledem . — Taka figurg nazywamy takze
em figury 1 (zwierciadlo plaskie wytworzylo})y taki obraz),
trukcje te nazywamy odbiciem figury I w prostej p. Aby wy'ka-
t : zaé, ze np. BC= B’ (', laczymy Bi B’
z X (fig. 78). Z przystawania tréjkatow
BXY i BXY (I) wynika XB=B'X
i @a=p, zatem i ich reszty do 90° sg
réwne y = 0.

Teraz wykazuje si¢ przystawanie
BCXB' (' X (I), wigec BC=B'C(".
O takich figurach jak I i Il méwimy, Ze
nietylko s3 wzglgdem siebie symetryczne,
ale maja takze polozenie’symetry-
cz i e

nauki o przystawaniu wiemy juz, ze figur symetryczn)!ch wzglqde'm
e mozna sprowadzi¢ do nakrycia przez ruch w jednej plaszcz):ime.
. jednak zawsze sprowadzi¢ do polozenia symetry_cznego, t. j. do
. polozenia, ze punkty odpowiadajace sobie w obydwu
h leza na tych samyéh linjach prostopadiych do osi
irji i w tych samych %6d niej odlegtosciach, tylko po
ynych stronach o Wtedy juz wystarczy jeden obrét
strzeni okolo tej oSi ;symetrji, aby je sprowadzi¢ do nakrycia.
§o1).. ©

: §
- Zomaiski. Geomotrja dla sskél spodnick. ! 5



WidzieliSmy, Ze do kazdego utworu mozna znaleié utwér wzgle-
dem niego symetryczny, ale nie kaidy utwér jest sam- dla siebie
figurg symetryczna. N. p. tréjkat réwnoramienny jest figura syme-
tryczna, ale tréjkat réznoboczny juz nie. (Podaj inne prayklady!)

§ 39. Symetralna odcinka.

Kaidy odcinek jest utworem symetrycznym, to znaczy da sie
podzieli¢ na dwie czgSci symetryczne. Mozna bowiem kazdy odcinek
przepolowi¢ i mozna w tym Srodku wykreslic

p dori jedna linj¢ prostopadta. N. p. (fig. 79)
S A0=0B i 80| AB, to linja SO prostopadia
w srodku odcinka jest symetralng odcinka 4 B.
Yaczac dowolny punkt symetralnej, n. p. S z kori-
cami odcinka 4 B, widzimy odrazu, ze S4 = S B.

A B Stowami: kazdy punkt symetralnej
odcinka jest r6wno oddalony od obu

Q korficéw odcinka. Odwrotnie: kazdy punkt

/ ré6wno oddalony od korficéw odcinka

R leiy na symetralnej. (Udowodnij!) (IV).

Fig. 79. Jestto wigc wlasnos$¢ charakterystyczna

dla linji symetralnej, mozna po niej odréznié
symetralng od innych prostych przecinajacych 4 B. Wlasno$é te wyra-
zamy takZe w nastgpujacy sposéb: miejscem geometrycznem wszystkich
punktow rowno oddalonych od dwoch stalych punktow jest linja prosta,
mianowicie symetraina odcinka, l3aczacego te dwa stale punkty (por.
str. 34 o znaczeniu stowa: miejsce geometryczne).
Poniewaz z drugiej strony miejscem geometrycznem punktéw
réwno oddalonych od jednego
D punktujest kolo, przeto kazdy
punkt symetralnej odcinka be-
dzie zarazem lezal na dwéch
kotach o ro6wnych pro-
mieniach a o $rodkach
w punktach 4 i B (fig. 80).
W ten sposéb mozna znalezé
dowolnie wiele punktéw, leza-
c cych na symetralnej. Aby ja
Fig. 80. jednak zbudowaé, wystarcza
dwa punkty. Zakreslamy wiec
z punktéw 4 i B dwa réwne koéfa; drugiej pary k6! nie potrzeba,
poniewaz dwa kola przecinaja si¢ juz w dwé6ch punktach (o ile ich

sromienie s3 odpowiednio wielkie). Nie trzeba nawet calych két ryso-
""?,,aé — wystarcza niewielkie luki, zawierajace punkty przecigcia C'i D.

~ Linja prosta, faczaca punkty C i D, jest symetralng odcinka 4B.

Konstrukcja symetralnej odcinka daje nam zarazem moznos¢
konania wielu innych, pokrewnych zadar.

" | tak przy pomocy linji symetralnej mozna:

a) przepolowi¢ dowolny odcinek;
B 5) wykreslié linjge prostopadiag w Srodku odcinka;
- ¢) wykre$li¢ linjg prostopadiag w dowolnym punk-

cie na linji prostej i

"~ d) wykre$li¢ linje prostopadig z punktu poza

prosta.

Konstrukcje @) i b) nie wymagaja juz blizszych objasnier. Kon-
‘strukcje ¢) wykonujemy w nastgpujacy sposob:
y Od punktu 4 (fig. 81), przez ktéry ma

E przechodzi¢ linja prostopadta, odcinamy na oby-
. /) N dwie strony réwne odcinki B4 =A4C i zakre-
B \\. §lamy z punktéw B i C réwne kola (tuki). Ich

a7 7 AN punkt przecigcia D jest jednym punktem syme-
¥ \\1 tralnej, punkt 4 drugim (bo jest réwno odda-
f A ¢ lony od koricow odcinka BC). Linja D4 jest

zadang prostopadia.
Fig. 81. Aby wykonac konstrukcje &), uwazamy dany

g . punkt 4 (fig. 82) poza prosta p za jeden punkt
sgmetralnei. Z tego punktu — jako Srodka — zataczamy kolo, prze-
cinajace prosta p W dwéch punktach B i €, réwno oddalonych od 4.
. ; Z punktéw B i C zataczamy jeszcze dwa
A réwne tuki i otrzymujemy drugi punkt sy-
metralnej D. Linja 4 D jest zadana prosto-
padig z punktu 4 do p.

3 Te trzy zadania: kresSlenie sy-

2 metralnej odcinka, prostopadtej

w dowolnym punkcie na prostej

i prostopadtej z punktu poza pro-

sta nazywamy zadaniami konstruk-

cyjnemi zasadniczemi. Przy pomocy

Fig. 82. tych konstrukcyj mozna wykonaé juz wiele

innych bardziej zawilych zagadnien, o czem
bedzie mowa w osobnym ustepie.

i ~ Przy pomocy linji symetralnej odcinka mozemy znacznie uprocié ruch,

jaki nalezy wykonaé, aby sprowadzi¢ do makrycia figury przystajace (z zacho-

*
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waniem tego samego porzadku réwnych czesci). Wykazalismy, ze wystarczy
wykona¢ jeden ruch postgpowy i jeden obrét. Obecnie wykazemy, Zze mozna
przez sam obrét, bez przesuwania réwnoleglego, sprowa-
dzié¢ figury przystajace do nakrycia lub przez samo przesu-
nigcie réwnolegle, jezeli odpowiednie boki sg rownolegte.
Drugg czesé twierdzenia udowodniliSmy juz przy ruchu postgpowym ;

dla dowodu pierwszej czesci weZmy najpierw dwa odcinki réwne, dowolnie
umieszczone na plaszczyinie, n. p. AB i A’ B’ (fig. 83). PoprowadZmy syme-
tralne odcinkéw 4 4’ i BB’ (nie trzeba nawet
rysowaé tych odcinkéw w catosci — wystarcza
“ich punkty koricowe). O ile 4 4 nie jest | do BB,
to symetralne przetng si¢, n. p. w punkcie O.
Wykazemy, ze przez obrét okolo tego punktu O
mozna sprowadzi¢ 4’B’ do nakrycia z A4 B.
Dla dowodu polgczmy O z 4, B, A’ i B’.
Poniewaz O lezy na symetralnej odcinka A4 47,
to 04 =04’, promiefi 0 A powstal wiec przez
obrét z 0 4’, tak samo OB = OB’, wreszcie
AB = AB’, wigc tréjkaty OAB i 04’ B’ s3
przystajace. Stad e =/, wieccia +r=0' + =
. a to znaczy, ze o taki sam kat obrdécil sie promien
Fig. 83. 0 A’,coi O B’, odcinek wigc 4 B powstat istotnie

przez obrd6t odcinka 4’ B’ okoto punktu O

0 kat a + z*). Zupelnie tak samo znajduje si¢ Srodek obrotu dla dowolnej
figury, jezeli jeden jej odcinek ma mie¢ po obrocie potozenie podane z géry.

§ 31. Symetralna kata (dwusieczna kata).

Podobnie jak odcinek, tak i kaidy kat jest utworem symetry-
cznym. Osig symetrji kata (symetralng kata) jest linja polowigca kat,
czyli dwusieczna kata. Istotnie, jezeli @ = (fig. 84), to kazdy

Fig. 84. Fig. 85.

punkt P na jednem ramieniu ma na drugiem ramieniu punkt P’ od-
powiedni, lezacy na linji prostopadiej do linji 4 X i w takiej samej
odleglosci na prawo od osi 4X, w jakiej P lezy na lewo. Jezeli

*) Gdyby 44’/ BB’, to punktem obrotu O moze by¢ kazdy punkt symetral-
nej boku 44’ lub BB’. (4BB’A’ jest wtedy trapezemn réwnoramiennym).

e em z P poprowadzimy prostopadta PP’, to otrzymamy dwa
aty przystajace: AOPXA0P (I) a wigc PO= P 0.

Kre§lac z dowolnego punktu symetralnej (fig. 85) odcinki pro-
padie do ramion: MB |a i MC ] b, czyli odl‘egloéci
nktu M od ramion, spostrzegamy, Ze te odlegloSci s3 réwne,
bowiem tréjkaty M A B i M A C przystaja wedlug (I) przypadku.
gdwrotnie: jeZeli jaki$ punkt jest réwno oddalony od obu ramion
cata, to lezy na jego symetralnej (IIl). Jest to wlasno§¢ charakte-
styczna dla symetralnej kata: Zadna inna linja tej wlasnosci
ma. Wypowiadamy {o takie tak: miejscem geometrycznem wszyst-

punktow rowno oddalonych od obydwu ramion kata jest syme-
na tego kata.

Na tej podstawie moznaby zbudowaé symetralng kaizdego kata.
ebaby uzy¢ linij rownoleglych do ramion kata w réwnych odste-
ach od ramion (jako miejsc geometrycznych punktéw réwno odda-
2 lonych od jednej linji prostej). Znajdziemy je-
dnakze wygodniejszg konstrukcje, opierajac sig
na przystawaniu tréjkagtow. Na ramionach
kata 4 (fig. 86) odcinamy ré6wne odcinki
AB i AC az punktéw B i C zataczamy
znowu réwnemi promieniami tuki BD
i CD. Latwo okazaé, ze linja 4D, laczgca
wierzcholek kata z punktem przecigcia sig
tukéw D, jest -symetralng kata, albowiem:
ADB A DC wedlug (IV) przypadku, a wigc
i katy sa rowne:

B

Flg. 86. : s ﬁ.

e :
L;%miﬁ-“nm to czwarte zasadnicze zadanie konstrukcyjne

(potowienie kata).

2. Ogoélniejsze rodzaje symetrji.
: Istnieja utwory geometryczne,
posiadajgce wigcej osi syme-
trji, n. p. dwa tréjkaty réwnora-
mienne o wspolnej postawie i o ré-
wnych ramionach posiadaja dwie
osie symetrji (fig. 87), tréjkat ré-
wnoboczny ma &rzy osie symeirji
(fig. 87), péiniej za$§ poznamy
utwory, majace kilka osi symetrji.
Kolo posiada nieskoriczenie wiele
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osi symetrji, mianowicie : kaéda linja prosta przechodzqea przez $ro-
dek kola jest jego osiq symetrji. (Udowodnijl)

Oprécz symetrji osiowejf, istnieje jeszcze t. zw. symetrja
$rodkowa. Dwie figury sz $Srodkowo syme-
tryczne, jezeli ich ‘punkty odpowiednie leza
na tych samych linjach prostych, przechodza-
cych przez jeden punkt i w réwnych
odlegloSciach od tego punktu, ale po prze-
ciwnych stronach (fig. 88). Takie figury sg
przystajace (z zachowaniem tego samego po-
rzadku réwnych cze$ci) i dadza sie sprowa-
dzi¢ do nakrycia przez obrét w plaszczyinie
o 180° (Udowodnij przystawanie!) N. p. tréj-
katy ABC i 4’B’'C’ na fig. 88. Punkt 8

A zowie si¢ Srodkiem symetrji. Dwie figury

B symetryczne wzgledem osi nie musza by
symetryczne wzgledem punktu, ani tez od-
wrotnie.
€
Fig. 88.

Symetrji uzywa si¢ w geometrji czesto
do dowodzenia twierdzen. Wiedzac n. p., Ze kolo jest utworem syme-
zbadamy wlasnosci stycznych kota. Wykreslmy w dowolnym punkcie 4

5 kola styczng i poprowadimy przez $ro-
m Poniewaz linja OP jest osia symetrji
0/ kola, przeto i pod nig znajdzie punkt 4’

|

|
Fig. 8. odchylona od linji OP, a jej odcinek
PA’'=PA réwniez wskutek symetrii.
Z punktu poza kolem dadza sie poprowadzi¢ dwie linje styczne do
kola; ich odecinki od fego punkiu do pumkiu styczmosei sy rowne

miedzy styczmemi. Z symetrji mozna takie wysnué wnioski:
< y=06, AA’ | OP, AB=A'B.

§ 33. Zastosowanie symetrji do kota.
trycznym wzglgdem kazdej linji prostej, przechodzacej przez Srodek,
dek linje O P nier6wnolegla do stycznej.
o

\ o 1B E—~"P lezacy symetrycznie wzgledem 4 na tem
samem kole. Prosta P4’ wskutek sy-
' metrji jest takze styczna, jest rowno

Zbierajac te wnioski w jedno twierdzenie powiemy:
a prosta, lgczqea dany punkt ze Srodkiem kola, polowi kgt zawarty

Wypowiedz te twierdzenia!

K.

Kat << A PA’ zawarty migdzy stycznemi nazywa sig kqtem.
widzenia kola z punktu P, Im wiegcej an oddalamy o.d kola, tem
mniejszy jest ten kat widzenia a r6wnocze§nxe stszne daza do polo-
jenia réwnolegtego. (Dowdéd polega na twierdzeniach § 18).

Ogoélnie w geometrji nazywamy katem widzenia jakiegos. utwot:u geo-
metrycznego z jakiegos punktu kqt,. zawarty miqd'zy. skrajnemi promieniami
peku, wychodzacego z P do wszystkich punktéw tej figury.

Aby otrzymaé konstrukcyjnie styczne z punktu poza

kolem, opieramy si¢ na tem, ze katy O0AP i OA’'P sa proste

(por. § 24 b). Jezeli zakre$limy na O P (fig. 90) jako .éredni.cy polkole,
to kaidy kat, wspierajacy si¢ na tem
pélkolu jest prosty. Z pomigdzy tych
katébw wybieramy jednak ten, ktdrego
wierzcholek lezy zarazem na kole k. Tak
samo postepujemy z poétkolem, leiqf:em
pod osig OP. Punkty przecigcia 4 1A’.
kolta K z kotem % sg wiec szukanemi
punktami stycznosci, a proste PAiPA’
stycznemi. -

Cieciwe 4 4’ (fig. 89) nazywamy takze
biegunowa punktu P, a pun}(t &
biegunem tej prostej. Jezeli .blegt{n
zbliza sie do kola, to biegunowa oddala sig od. §rodka, zbliza sig
wiec takze do obwodu kola. Jezeli biegun padn}e na obwéfi kola,
to jego biegunowa stanie si¢ styczng w tym punkcie. (Wykonaj odpo-
wiednie rysunki!).

Fig. 90.

§ 34. Kolo opisane na tréjkacie.

Jezeli wierzcholki jakiego§ wielokata leza na obwodzie kola,
a boki s cigciwami, to ta figura nazywa
sie wpisana w kolo, a kolo jest opi-
sane na tej figurze.

Wykazemy, Ze na kaidym trojkacie
moina opisa¢ kolo.

Wykreslmy w tym celu symetralne
dwéch bokéw tréjkata, linje 0D i OFE
(fig. 91). Punkt, w ktérym si¢ one przt?ci-
najg, (@ czy musza si¢ przeciac?) jest
réwno oddalony- od punktéw 4, B i C,
jako punkt lezacy na symetralnych bokow |
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4B i BC. Kaidy za$ punkt réwno oddalony od punktéw 4 i ¢ § 35. Kolo wpisane w tréjkat.

lezy na symetralnej odcinka 4 C, zatem przez punkt 0 musi przecho-
dzi¢ takze trzecia symetralna O F. Jezeli teraz z §rodka 0 zatoczymy
kolo promieniem 04, to takie punkty Bi C leia na tem kole, ponie-
waz 0A=0B=0C. Dowéd ten podaje zarazem konstrukcje kota
opisanego. Srodkiem kofa opisanego jest punkt, w ktérym sig przecinaja
symetralne bokéw trojkata. Jest to pierwszy osobliwy punkt trojkata.
W dalszej nauce spotkamy takich szczegolnych punktéw wigcej.
Twierdzenie to dowodzi zarazem, ze przez trzy punkty mozna tylko
jedno kolo wykresli¢, czyli: kolo Jjest dokladnie wyznaczone zapomocq
trzech punktsw podobnie, jak linja prosta zapomocg dwo6ch.
Opisanie kola na tréjkacie jest zadaniem réwnowaznem z naste-
pujacem zagadnieniem, spotykanem czesto w geo-
metrji praktycznej: znalesé punkt rowno odda-
lony od trzech danych na plaszezyinie punkiow,
0. p. na mapie Polski znalezé miejsce réwno
oddalone od Poznania, Warszawy i Lwowa.
Gdyby konstrukcja byta niedokladna, syme-
tralne nie zeszlyby si¢ w jednym punkcie, ale
Fig. 92. utworzylyby maly tréjkat XY Z (fig. 92). Opie-
rajac si¢ jednak na naszem twierdzeniu, popra-
wilibySmy odpowiednio ten rysunek. Widzimy tu, jak geometrja
idealna pozwala prostowa¢ bledne nieraz wyniki geometrji praktycznej,
poprawia¢ niedokfadno$é rysunku.

Jezeli wszystkie boki jakiego$ wielokata sa stycznemi kola, to -
figura nazywa si¢ opisana na kole, a kolo Jest wpisane w te figure.

WykaZemy, ze w kaidy trojkat da sig wpisac kolo.

Wykre$imy w tym celu symetralne dwéch kagtow, n.p. <xCi <t B
na fig. 94. Punkt 0, w ktérym sie one przecinaja, jest réwno oddalony
od bokéw 4C i BC, i od bokéw
AB i BC, czyli od wszystkich trzech
bokéw tréjkata, a wiec takze od 4 C
i 4B. Stad widzimy, ze punkt O lezy
takze na symetralnej trzeciego kata 4,
a wiec symetralne trzech katéw prze-
cinaja si¢ w jednym punkcie. Jezeli
z tego punktu, jako z $rodka, zakre-
Slimy kolo promieniem 0D, réwnym
odleglosci punktu O od wszystkich
bokéw, to wszystkie boki beda stycenemi tego kola. Dowdéd ten po-
daje zarazem konstrukcje kola wpisanego. Srodkiem kola wpisanego
jest punkt, w ktorym sig przecinaja
symetralne katow trojkata. Jest to
drugi osobliwy punkt tréjkata.
Punkt ten nie nakrywa sie ze $rod-
kiem kofa opisanego, chyba w tréj-
kacie réwnobocznym !

Fig. 94.

' Uwaga: Na niedoktadnosci rysunku polegajg niektére ,sofizmaty geo- yz Przyklad sofizmatu: Na podstawie
metryczne, t. j. takie bledne twierdzenia, ktérych dowéd ma pozory D fig. 95, w ktérej C £ ma byé symetralng
prawdziwosci, n. p. fatszywy dowéd na to, ze kat prosty réwna sie roz- : kata ’C a DE symetralng boku 4B,
Fangdu: i wykazaé, ze w kazdym tréjkacie 4C =

s Fig. 95. = B, t. j. ze kazdy tréjkat jest rdwno-

Przy korcach odcinka 4 B odmierzamy kat prosty B i rozwarty 4.
Odcinamy na ramionach tych katéw B(C =
= A D i wykreslamy symetralne odcinkéw

ramienny. (Zaczagé od CHE X C FE).

AB i DC. Przypusémy, ze one si¢ prze- Cwiczenia M
D E c tng w punkcie S. Laczymy S z 4, B, C, D. § 28. 1. Udowodni¢ odwrécenia twierdzei z § 28.
T == W tréjkacie rownoramiennym S A B kat e 2. Udowodni¢, ze prostopadia z $rodka kota do cigciwy polowi ja.
\ R e el @ =[. Tréjkaty ADS i BCS przystaja 8§ 29—30. 3. Wykaza¢, ze symetralna cieciwy przechodzi przez srodek kota.
o V), wigc iy =3, a zatem: o4+v=03-+3 4. Opierajac si¢ na poprzedniem twierdzeniu znalez¢ $rodek kola,
el \\,\ czyli kat prosty B réwna sie rozwartemu A. | 'z ktérego mamy podany tylko luk.
-z \b\‘sn Doszlismy do blednego wniosku, a wiec 1 5. Wykaza¢, Zze prosta laczaca wierzchotki dwéch tréjkatéw réwno-
A F b w dowodzeniu musi byé jaki$ biad. Caty : ramiennych o wspdlnej podstawie jest symetralng podstawy i symetralng
biad polega na mylnym rysunku, gdyz sy- katéw u wierzchotkow.
metralne ES i FS muszqg sic przecigé 6. Wykresli¢ figure symetryczng do dowolnego tréjkata.

. pod linjg AB i fo tak daleko, %¢ SD
Fig. 93. padnie poza pole kqta B A D.

7. Dwa tréjkaty symetryczne, ale lezace w polozeniu dowolnem, nie-
symetrycznem, sprowadzi¢ do polozenia symetrycznego przez ruch.
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8. Dany odcinek podzieli¢ na dwie cztery, osm réwnych czgsci przy
pomocy cyrkla i linji (bez podziatki).

9. Dowolny luk przepolowic.

10. Wykresli¢ trzy wysokosci trojkata.

11. Znalezé odleglto$é punktu od prostej konstrukcyjnie.

12. Przy pomocy cyrkla wykreslié w kilku punktach prostej linje
prostopadte i odcia¢ na nich réwne dlugosci. Korice polaczyé! Jaka linja
powstanie ?

13. Boki dowolnego tréjkata przepolowi¢ i srodki bokdéw polaczy¢
z przeciwlegltemi wierzchotkami.

14. Dowolny odcinek sprowadzi¢ do nakrycia z drugim réwnym odcin-
kiem przez jeden obrét.

15. Dwa tréjkaty przystajace (z zachowaniem tego samego porzadku
réwnych czesci) ale lezace w dowolnych miejscach plaszczyzny, nieréwnolegle,
sprowadzié przez jeden obrét do nakrycia.

§ 31. 16. Dowolny kat przepotowit.

17. Znalez¢é konstrukcyjnie katy: 45°, 309, 15°, 22930/, 7°30".

18. Dowolny kat podzieli¢ na o$m réwnych czesci.

19. Wykregli¢ symetralng kata przy pomocy linij réwnolegtych.

20. Wykresli¢ kolo o promieniu 4 ¢m, stykajace si¢ z ramionami dowol-
nego kata. Wykonaé te konstrukcj¢ przy pomocy samych linij réwnolegtych.
§ 32. 21. Z kilku réwnych két utozy¢ figury, majace dwie, trzy, cztery osie
symetriji. .
22. Wykazaé, ze dwa rézne kola w jakiemkolwiek polozeniu posiadaja
jedng o$ symetrji (sa wigc utworem sym_etrycznym).

23. Wykreslié figure Srodkowo-symetryczng wzgledem dowolnego wielokata.

24. Wykazaé, ze figura posiadajagca dwie prostopadle osie symetrii,
posiada takze $rodek symetrji. '

25. Wykazaé, ze wspdlna o symetrji dwéch kot przecinajacych si¢
jest symetralng wspolnej cigciwy.

§ 33. 26. Wykresli¢ styczne z punktu poza kolem lezacego.

271. Znalezé kat widzenia kola o promieniu 3 cm 2z punktu odleglego
© 4 c¢m od kota (zmierzy€).

28. Wykresli¢ biegun dowolnej cigciwy kota.

29, Dla kilku punktéw linji prostej, lezacej poza kolem, znaleZ¢ bie-
gunowe. Co spostrzezemy ?

30. Przez punkt wewnatrz kola lezacy poprowadzi¢ kilka cigciw i wy-
kreslié ich bieguny. Co spostrzezemy ?

31. Jaki bylby kat widzenia kuli ziemskiej, gdybysmy si¢ wzniesli na
wysokosé réwna promieniowi ziemi? (Zmierzy¢ na figurze )

§ 34 —-35. 32. Opisa¢ koto na dowolnym tréjkacie.
33. Znalezé punkt rowno oddalony od trzech danych punktéw.

34. Opisaé kolo na tréjkacie ostrokatnym, prostokatnym i rozwarto-
katnym. Jakie prawo spostrzezemy ?

35. W dowolny tréjkat wpisac¢ kolo.

36. Wykresdlié kolo styczne do trzech danych prostych. Czy to zaga-
dnienie da sie zawsze rozwigzac?

{0

37. W dowolny tréjkat wpisa¢ koto, nastgpnie wpisa¢ kolo mniejsze stykajace -
si¢ z tem kotem i z dwoma bokami tréjkata, potem kolo stykajace sie z tem
nowem kolem i z dwoma bokami i t. d., dokad pozwoli doktadnosé rysunku.

38. W dowolny wycinek kota wpisaé koto (uzyj do pomocy stycznej!)

39. W tréjkat prostokatny wpisaé kolo i opisa¢ na nim koto.

40. W tréjkat rozwartokatny wpisaé kofo i opisaé na nim koto.

41. Przedluzy¢ boki tréjkata poza wierzchotki i wpisaé kota w otwarte

pola zawarte migdzy kazdym bokiem i przedluzeniami dwdch innych bokéw.

1 :i.jkwtykazaé, Ze punkt przecigcia si¢ symetralnych dwéch katéw zewnetrz-
nych “trojkata jest réwno oddalony od trzech linij prostych, na ktérych lez
boki tréjkata. o A :

Rozdziat VI
Cztery linje proste. Czworoboki

§ 36. Podzial czworobokéw.

WidzieliSmy, e trzy linje proste na plaszczyznie moga mieé
cztery rozmaite polozenia wzgledem siebie. O wiele wiekszg rézno-
rodnos$¢ pploieﬂ przedstawiajg cztery proste. (Wymieni i wykresl
wszystkie mozliwe typowe polozenia!) Z pomiedzy tych utworéw
tylko niektére przedstawiaja dla nas szczegélny interes.

I tak zajmiemy si¢ najpierw najogélniejszym przypadkiem, t. j.
czterema prostemi, z ktérych zadne trzy nie schodza sie w jednym
punkcie ani nie sg do siebie réwnolegte.

Taki utwodr geometryczny nazywamy czworobokiem zupel-

-nym. Ma on sze$¢ wierzcholkéw. Linje, taczace wierzchotki, ktére

lezg na réznych bokach, nazywamy przekatniami. Czworobok zupelny
ma trzy przekatnie (kreskowane linje!).
W geometrji elementarnej zajmujemy si¢
tylko czworobokiem niezupelnym, to
znaczy albo czeScia A BDF, albo tez
cze$cig A EDC z opuszczeniem odcinkéw
FD'i BD. Wylaczamy za$§ z naszych roz-
wazann czworoboki takie, jak FEDBC,
w ktérych boki przeciwlegle przecinajg sig
: ze sobg.

Fig. 96. Utworem geometrycznym wzaje-
mnym¥*) do czworoboku zupelnego jest

*) Dwa utwory geometryczne nazywaja si¢ wzajemne, jezeli punktom

jednej figury odpowiadaja linje proste drugiej, a prostym pierwszej figury

punkty drugiej. Wtedy linjom prostym przecinajacym si¢ w jednym punkcie odpo-
wiadaja w drugiej figurze punkty lezace na jednej linji prostej. - A v
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czworokat zupeiny (lub czworopunkt). Jest to utwér geome-
tryczny, skladajacy sie z czterech punktéw i wszystkich linij prostych,
faczacych po dwa z tych punktéw.
Ma on wiec szeS¢ bokéw i trzy
t. zw. punkty przekatnie, to znaczy
punkty przecigcia si¢ przeciwle-
glych bokéw (E F G) (fig. 97). Z ta-
kiego czworokata zupelnego roz-
waza si¢ w geometrji elementar-
nej tylko czworokat niezupelny,
zamkniety bokami a, b, ¢, d. W geo-
metrji elementarnej nie robimy’ Za-
Fig. 97. dnej réznicy miedzy czworobokiem
a czworokatem. Jeden i drugi ma

cztery boki, cztery wierzcholki (katy) i dwie przekatnie.

Utwér geometryczny zlozony z czterech odcinkéw, zamykaja-
cych cze§¢ plaszczyzny (ale tylko jedna cze$€), nazywamy czwo-
robokiem lub czworokatem. Prosta, laczacg przeciwlegle
wierzcholki, nazywamy przekatnia.

W kazdym czworokacie suma katow wewnetrznych wynosi 360°
poniewaz kazdy mozna rozlozy¢ zapomoca przekatni na dwa tréj-
katy (po 180° suma katéw kazdego tréjkata).

Stosownie do wzajemnego polozenia czterech prostych, ograni-
czajgcych czworobok, rozrézniamy trzy rodzaje czworobokow :

1. Jezeli obydwie pary bokéw sa linjami rownoleglemi, czworobok
nazywa si¢ rownoleglobokiem.

2. Jezeli tylko jedna para bokéw jest rownolegla, czworobok na-
zywa si¢ trapezem.

3. Jezeli zadna para bokow nie jest rownolegla, czworobok na-
zywa sie¢ trapezoidem.

Kazdy z tych rodzajow podzielimy jeszcze na pewne gatunki.

§ 37. Réwnolegloboki. Katy o ramionach réwnoleglych i pro-
stopadtych.

Réwnoleglobok powstaje, jezeli dwie proste réwnolegle: ¢/ d
przetniemy druga para prostych réwnoleglych: a//b. Odleglos¢ bo-
kéw réwnolegtych (n. p. ¢, d) nazywamy wysokos$cia réwnole-
globoku (nalezaca do podstawy ¢ lub d). Opierajac si¢ na wlasno-
$ciach dwéch linij réwnoleglych przecigtych trzecia spostrzegamy,

2e sasiednie katy réwnolegtoboku spetniajg si¢ do

180° (jako katy jednostronne). Wobec tego: przeciwlegle katy rowno-

i

legloboku 83 rowne, albowiem katowi @ i katowi 8 brakuje tyle samo
do 180° mianowicie réznig si¢ o kat 6 od 180°; tak samo y =39,
jako uzupelnienia do 180° tego samego kata a.

Twierdzenie to mozZna odwrécié: jezeli.

O el
1 F‘b w jakims czworoboku kqly przeciwlegle sq
a
o d
T R

réwne, to czworobok jest réwnoleglobokiem
(to i boki przeciwlegle sa réwnolegle). Do-
wod: jezeli e=g i y=9, to e +y=£+79,
Fig. 98. a wigc musza wynosi¢ po 180° Jezeli zas

katy jednostronne wynosza po 180° to linje

przecigte sa réwnolegle: ¢//d. Tak samo wykaze si¢ o bokach a i b.
Réwnos§¢ katéw przeciwleglych réwnolegioboku
jest wigc jego wlasnos$cia charakterystyczna. To zna-

“czy: warunkiem koniecznym a zarazem wystarczajacym, aby jaki$

czworokat byt réwnoleglobokiem, jest réwnos¢ oby-
dwu par katéw przeciwleglych. '

Katy przeciwlegte réwnolegtoboku maja ramiona
parami réwnolegle. Nasuwa si¢ pytanie, czy zawsze
katy o ramionach parami ré6wnoleglych
s3 sobie réwne? Jezeli ramiona takich katéw odpo-
wiednio przedtuzymy do przecigcia sig¢ z dru-
g3 para ramion, to albo otrzymamy réwnole-
globok, albo jedna z figur 99.

W figurze pierwszej, tak jak w réwnolegioboku,
jest prawe ramig¢ réwnolegle do prawego, lewe

Fig. 99. do lewego. Kat « =y jako katy odpowiednie, =y

! z tej samej przyczyny, wigc a=§.
W figurze drugiej jest lewe ramig réwnolegle do prawego: lp,
a prawe do lewego: p[/V. Kat a=y, ale y+§=180° wigc
i @ + g = 180°. Stad wynika nastepujace twierdzenie:
Katy, ktorych ramiona sa zgodnie réwnolegle,
(] sa rowne, katy za$, ktorych ramiona s3 niezgodnie
A rownolegte, spefniaja sie do 180°. i
d 1 ~ Jezeli mamy dwa katy « i o ramionach zgo-
P dnie prostopadlych (fig. 100) i obrécimy jeden
é p z katéw, n. p. @ okolo jego wierzcholka o 90°
——————  (konstrukcja!), to otrzymamy kat e’ o ramionach
Fig. 100. zgodnie réwnoleglych, a wigc réwny katowi g.
Kat ten musial wigc i przed obrotem by¢ réwny

vkatowi B, poniewaz przy obrocie wielko$¢ kata nie ulega zmianie.

Stad czesto uzywane twierdzenie: katy, ktorych ramiona sg zgodnie
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prostopadle, sa rowne. Zupelnie tak samo mozna dowie$¢, Ze katy,
ktorych ramiona s3 niezgodnie prostopadle, spelniajg sig do 180°.

Uwaga : Zadne z tych twierdzerd nie da sie odwrécié.

Podobny zwiazek, jaki istnieje migdzy katami réwnolegloboku,
istnieje takZe migdzy bokami. Przekatnia dzieli kazdy réwnolegtobok
na dwa przystalqce trojkaty (fig. 101). (Udowodnij!) A wiec takze

boki przeciwlegle rownolegloboku sa rowne:
b a=2>5, c=d.

Jest to takie wlasno$¢ charakterystyczna
dla réwnolegloboku (udowodnij!) [IV].

Wlasno$¢ te wyrazamy takie twierdze-
niem: odcinki prostych réwnoleglych
odcigte drugg parg prostych rowno-
legtych sg sobie r6wne. (Mniej popra-
wnie - wypowiada si¢ nieraz to twierdzenie tak: réwnolegle miedzy
réwnoleglemi s3 sobie rowne). Podobnie charakterystyczng wlasno-
Scig réwnolegloboku jest: dwa boki przeciwlegle sg rowne
i rownolegle, stad juz bowiem wynika réwno§¢ i réwnoleglos¢
drugiej pary bokéw (udowodnij!). W zastosowaniu do ruchu poste-
powego mozemy ostatnie twierdzenie takie tak wypowiedzieé: przy
ruchu postepowym odcinek zakre$§la albo linjg prosta,
albo réwnolegtobok.

Czwarta wlasnoscia charakterystyczng réwnoleglobokéw jest:
przekatnie rownolegloboku polowia sie.

Z przystawania trojkatéw 1. i II. na fig. 102 (wedlug drugiego
przypadku przystawania) wynika istotnie,
2e DO=0B i A0=0C. Udowodnij od-
wroécenie tego twierdzenia!

Podzial réwnoleglobokow. Jezeli w réwno-
legtoboku jeden kat jest prosty, to i wszyst-
I kie inne musza by¢ proste (dlaczego?).
Taki réwnolegiobok nazywa si¢ prosto-
katny. Jezeli jeden kat jest ostry, to i prze-
ciwlegly jest ostry, a sasiednie rozwarte.
Réwnoleglobok taki nazywa sie¢ skosnokgatny. Inny podzial mozna
przeprowadzi¢ ze wzgledu na boki. JeZeli dwa boki sasiednie s3
sobie réwne, to i pozostale dwa s3 im réwne; taki réwnoleglobok
nazywa si¢ ré6wnoboczny. Jezeli dwa sasiednie boki sa nieréwne,
réwnoleglobok nazywa si¢ réznoboczny. Mamy wigc cztery
mozliwe kombinacje tych wlasnosci:

Fig. 101.

D C

Fig. 102.
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1. Réwnoleglobok prostokatny i réwnoboczny nazywa si¢ kwa-
dratem. 2. Réwnoleglobok skosnokatny i réwnoboczny nazywa sig

& " rombem. 3. Réwnolegtobok prostokatny i réznoboczny nazywa sie
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prostokatem. 4. Réwnoleglobok skosnokatny i réznoboczny na-
zywa si¢ romboidem.
Latwo spostrzec, ze kwadrat ma cztery osie symetrji, prostokat

-=.'.f'-‘; i romb dwie, a romboid niema zadnej. (Por. fig. 103).

a9 s

Te cztery gatunki réwnoleglobok6w mozna takie odréini¢ we-
dlug wlasnos$ci przekatni. [ tak: w réwnoleglobokach prostokatnych
przekatnie nietylko si¢ polowig, ale s3 réwne; w réwnoleglobokach
za§ rownobocznych przekatnie sa prostopadte do siebie. Odwrotnie:
jezeli w réwnolegltoboku przekatnie sa réwne, réwnoleglobok jest

Fig. 103.

. prostokatny; jezeli sa prostopadte, r6wnoleglobok jest réwnoboczny.

(Dowody tych twierdzen wymka]a z przystawania odpowiednio dobra-
nych tréjkatow).

}ako zastosowanie wlasnosci réwnolegiobokéw wykazemy, Ze
trzy wysokosci trojkata przecinaja sie
w jednym punkcie. Twierdzimy wigc,
2e w tréjkacie 4 BC linje CD, BF
i AE przecinajg si¢ w jednym punkcie
(fig. 104). Dla dowodu wykresimy
przez trzy wierzchotki tréjkata linjé
réwnolegle do jego bokéw. W tym
wigkszym tréjkacie linje CD, BF,
A E, sg symetralnemi bokéw, a wigc
musza sie¢ przecia¢ w jednym punkcie.
(Istotnie linja CD jako prostopadia
do 4 B musi by¢ prostopadla i do

Fig. 104.

dl‘uglej linji réwnolegtej, t. j. do ML; ze ja trafia w Srodku, to wynika
stad, ze MC = A B jako przeciwlegte boki réwnolegloboku, a takie
"OL=AB, wiegc MC= CL=", ML. Tak samo dowodzi si¢ o linji
AE i BF.

Czasem trzeba wysokos$ci przedtuzyé poza wierzcholek lub poza

'lch spodek, aby znalez¢ ich punkt przeciecia.
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; Tréjkat A B C wraz z wykreslonemi wysokosciami ma te wlasnos¢, ze,
jezeli jeden z punktéw 4, B, C, S opuscimy, a z trzech innych utworzymy
tréjkat, to punkt opuszczony jest wiasnie punktem przecigcia sig wysokosci
tego nowego tréjkata. N. p. gdybySmy opuscili punkt 4, to tréjkat SBC
ma jako wysokosci linje 4 SE, CFA, BD A schodzace si¢ w punkcie A.

Punkt przeciecia si¢ wysoko$ci jest trzecim osobliwym |
punktem tréjkata, nazywamy go: ortocentrum. Punkt ten lezy
zwykle gdzieindziej, anizeli Srodek kota wpisanego i Srodek kofa opi- "
sanego. (A kiedy schodzi si¢ ze Srodkiem?). ‘

§ 38. Warunki wyznaczajace réwnolegloboki. Konstrukcje.

Poniewaz kaidy czworokat mozna zapomoca przekatni ‘
rozdzielié na dwa tréjkaty, przeto do wyznaczenia czworokata
trzeba — zdawaloby sie — szesciu warunkéw : jednakze w tych dwéch |
tréjkatach jest zawsze jeden bok wspélny, wystarczy wigc zaw-
sze pigé warunkow; a wigc i przystawanie czworokatow bedzie -
zapewnione, jezeli sprawdzimy réwno$¢ pigciu elementéw odpowie-
dnio dobranych i nastgpujacych po sobie w tym samym porzadku.
(Nie wystarczy wiec, jezeli dwa czworoboki majg, n. p. wszystkie |
cztery boki parami réwne*)!). i '

Dla réwnoleglobokéw wystarczaja trzy warunki,
poniewaz skladaja si¢ z dwéch przystajgcych tréjkatow. (Dwa wa-
runki sg zawarte w slowie: réwnoleglobok; pozostajg wigc trzy). ",,
Konstrukcje wykonujemy najczesciej, budujac jeden trojkat i uzupel-
niajac go tréjkatem przystajacym.

Jezeli dodamy, ze réwnoleglobok ma by¢ prostokatny lub.t
ré6wnoboczny, dorzucamy przez to jeszcze jeden warunek, trzeba |

wiec podac jeszcze tylko dwa warunki. Jezeli wreszcie réwno- . |

Jleglobok ma byé réwnoczeénie i prostokatny iréwnoboczny,
wystarczy poda¢ jeszcze tylko jeden warune k. A wiec:
1. kwadrat mozna zbudowaé znajac jeden bok,

2. prostokat - , dwa boki,
3. romb 2 * , jeden bok i jeden bok,
4, romboid i , dwa boki i kat.

Zamiast tych typowych, najprostszych danych, moga by¢ .
podane takze inne czg$ci, ale zawsze W odpowiedniej liczbie. N. p. dla
kwadratu: jedna przekatnia; dla prostokata: bok i przekatnia, bok

*) Czworobok ztozony z 4 pretow o danych dtugosciach a tak ztaczonych,
ze moga sie obraca¢ okofo wierzcholkéw czworoboku, moze wigC zmieniaé ksztatt
w przeciwienistwie do tréjkata, ktéry tworzy uktad ,sztywny“. Dlatego t. zw. belki

kratowe, uzywane np. przy budowie mostéw, sa zfozone z samych krat trojkatnych
a nie np. czworokatnych.

ol

: jego kat z przekatnia, kat migdzy przekatniami zawarty i jedna
" orzekatnia i t. p.; dla rombu: bok i przekatnia, kat ostry i przeka-
nia, dwie przekatnie i t. p.; dla romboidu: dwa boki i przekatnia,
dwie przekatnie i kat migdzy niemi i t. p. '

\ Zbadaé zwiazek tych rozmaitych konstrukcyj z przypadkami
przystawania trojkatow !

'1" 39. Trapez. a
" Trapezem nazwaliSmy czworobok, w ktérym dwa boki sag ro-
wnolegle, dwa inne nie. Tu katy, lezace przy tym samym boku nie-
r6wnoleglym (do zadnego), ‘spelniaja si¢ takZe jak w réwnolegloboku
10 180°, ale katy przeciwlegle juz nie s3 réwne. Boki takie moga
¢ dwa a nawet trzy réwne, ale cztery nie. Jezeli boki nieréwnolegte
3 réwne, trapez nazywa sie r6wnoramienny (symetrjal).

" Bardzo wazng linja jest prosta, laczaca érodki bokow nierdwnole-
veh, czyli linja érodkowa trapezu. Ma ona wlasnosci podobne, jak linja,
zaca $rodki dwdch bokow tréjkata (por. § 23 koniec) a mianowicie:
ia srodkowa trapezu jest: I. rownolegta do bokaw rownolegtych i jest:
“jch srednig arytmetyczng (t. j. polowa sumy).

Zalozenie: A E=ED, BF = FC. Laczymy D z F i przedtu-
te linje az do przecigcia sig z przediuzonym bokiem A4B.
mujemy tréjkaty przystajace: DCF2BGF (). Z przysta-
wnioskujemy : D F= F G. Prosta EF laczy wiec $rodki dwéch
tréjkata 4 GD, a zatem jest rownolegla do AG (wedlug
twierdzenia z § 23)

i rowna sig polowie
a+BG

A6, tis="0—

Ale z przystawania

et ® | wynika takze, ze bok
b‘\\ BG =10, wigc:
78 S8t

B 8 2

Do zbudowania
trapezu potrzebne sg cztery elementy ;
piatym warunkiem jest bowiem réwno-
leglos¢ jednej pary bokéw. N. p. wystar-
czg czeSci a, b, @, ¥ lub @, b, ¢, d. ZWY-
kle buduje si¢ najpierw trojkat ABE,
ktérego bok BE|/DC a p6Zniej uzu-
Fig. 106. pelnia si¢ go réwnoleglobokiem BE CD.
. trapezu réwnoramiennego wystarczg trzy warun ki.
B Vreouioi, Geomotrja dla szkét Sredmich. 6
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§ 40. Trapezoidy. Deltoid.

Trapezoidem nazwali$my czworobok, w ktérym zadna para bo-
kéw nie jest réwnolegla. Do konstrukcji trapezoidu potrzeba wigc
juz wszystkich pigciu warunkéw, o ktérych wspominali§my juz nie-
jednokrotnie.

Z pomigdzy trapezoidéw zasluguje na uwage: deltoid. Jest to
caworobok, w ktérym po dwa boki sasiednie sg réwne, a przeciwlegte
nieréwne. Przekatnie deltoidu sa pro-
stopadte a jedna z nich jest przepoto-

A wiona.

b Dowéd: poniewaz @= b, to punkt 4 lezy
na symetralnej przekatni B C (fig. 107). Poniewaz
c=d, to punkt D lezy takie na symetralnej
przekatni B C. Prosta wyznaczona przez punkty
4 i D jest wigc symetralng przekatni B C.

Stad takze wynika, ze deltoid jest figura
D symetryczng, posiada bowiem o$§ symetrji.

Do konstrukcji deltoidu wystarcza trzy
warunki, poniewaz dwa warunki s3 zawarte
w rownosciach: a = b, ¢ = d.

Fig. 107.

§ 41. Czworoboki wpisane w kolo.

W kazdy tréjkat da sie wpisa¢ koto i na kazdym mozna opisaé
koto. Czworoboki juz nie wszystkie majg te wlasnosé. N. p. w pro-
stokat nie da si¢ wpisa¢ koto a na rombie nie da si¢ opisaé kolo.

Zbadajmy wigc najpierw, jaka szczegélna wiasno$¢ musi po-
siada¢ czworokat, aby si¢ na nim dalo opisaé koto. W tym celu roz-
wazmy wlasnoSci jakiegokolwiek czworokata wpisanego w koto, n. p.
trapezoidu. Dowolne cztery punkty na obwodzie
kota potaczmy po kolei cieciwami. Dwa wierz-
cholki przeciwlegte polaczmy z $rodkiem kola.

a=% jako kat obwodowy, wspierajacy sie na
fym samym tuku D CB. Takze:

ﬂ=—2—. Tak samo wigc ich sumy s3a réwne.

Fig. 108, P LI L T
e+ 5 5 180°.
Poniewaz za§ suma wszystkich katéw czworokata 4 BCD

wynosi 360° przeto i e+ 5=180% czyli ¢4+ Bf=e+ . Slowami:

@
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W kazdym czworokacie w kolo wpisanym sumy katow przeciwleglych sa
sobie rowne, mianowicie wynosza po 180°.
Wiasno$¢ ta jest charakterystyczna, to znaczy, ze takie odwro-
tnie: na kazdym czworokgacie, w ktérym katy przeciw-
legle spetniajg sig do 180° da sig opisacé koto.

Udowodnimy to najszybciej niewprost (fig. 109): gdyby <t C+ <x 4 =

— 180% i << D+ <r B=180° a mimoto czwarty wierzcholek A nie lezat

na kole, (trzy wierzcholki zawsze mozna umiesci¢

A A na obwodzie kota), to jaki§ inny punkt 4’ boku

D N B D A lezalby na kole. Wtedy jednak wedlug po-

b LG przedniego twierdzenia musiatoby by¢ « @3/ =180°

a ze takze wedlug zatozenia o - B = 180% wigc

mieliby$my: 3/ = 3, a to niemozliwe, bo 3/ jest

katem zewnetrznym tréjkata B 4’A4. Tak samo

nie moze leze¢ 4 wewnatrz kola, musi wigc

leze¢ na samem Kkole. 02 na calym czworo-
kacie da si¢ opisa¢ koto.

Fig. 109.

Z pomiedzy réwnoieglobokéw tylko na prostokacie i kwadracie

r‘ da sie kofo opisaé, z pomigdzy trapezéw tylko na trapezie réwnora-

miennym. : A ;
" Do konstrukcji czworokatéw, o ktérych wiemy, Ze si¢ dadza
1 wpisaé w kolo, wystarczg cztery warunki: piatym jest réwnos¢

7- a+ﬂ=£+€.

- § 42 Czworoboki opisane na kole.

%,

- Aby wykry¢ wiasno$¢, odrézniajaca czworoboki opisane na kole
~od innych czworobokéw, opiszmy na dowolnem kole czworobok.
Wykreslamy w tym celu styczne w czte-
rech dowolnych punktach kofla.

Odcinki stycznych z punktu poza
kotem do punktéw stycznoSci sa réwne,
(por. § 33) wiec:
a=h
f =g | stad at+btet+f=h+g+d+c
e=d|czyli AB+CD=CB + AD
b=c¢c
to znaczy: w kaizdym czworokacie opisa-
~ nym na kole sumy bokéw przeciwleglych s3 rowne. Latwo wykazac, ze

~ warunek ten jest nietylko konieczny, ale i wystarczajacy. Innemi

slowami: jezeli w jakim$§ czworokacie sumy bokéw prze-
ciwlegtych sa réwne, to wten czworokat da sie wpi-
sac¢ koflo.

A b a B

3 Fig. 110.

*



Dowéd nie wprost: wezmy czworokat, w ktérym ‘@ +b=c+d
Gdyby kolo wpisane dotykalo tylko trzech bokéw a,'d, ¢, a c'zwarty
lezal poza kolem, to z punktu A’ ;;oprow.adzili-
by..émy styczng x. Wtedy wedlug poprzedniego
twierdzenia mielibySmy: ¢ +- 2 = ¢ 4-d —y. Ale
zamiast ¢4 d mozna podstawi¢ a4 b, wiec
e+ ax=a4+b—y, czyli po odjeciu po obu
stronach odcinka e otrzymamy: z =b —y.
Jeden bok tréjkata bytby wigc réwny .réznicy
dwoch innych, a to jest niemozliwe. Do takiego
samego blednego wniosku doszlibysmy przy-
ptl;?:czagqc,'zf bok b jest sieczng kota. Pozo-
s wigc jedyna mozliwos¢: i
styczny do kola, a wiec w ten czwo:‘okal;t c)l’a sig wpisa(;5 ko?:.k gt -

Fig. 111.

. Z pomigdzy réwnoleglobokéw tylko w romb i w kwadrat da sie
wp}saé kolo; z pomigdzy trapezoidéw w kazdy deltoid i w trapezoidy,
majace réwne sumy bokéw przeciwleglych; tak samo tylko w nie-
ktére trapezy. ;

Do konstrukcji czworobokéw, o ktérych wiemy, ze dadza sie

opisaé na kole, wystarczaja cztery warunki; piatym jest réwnosé¢
a+b=c+d.

Cwiczenia VI

§ 36. 1. Wykresli¢ wszystkie mozliwe typowe polozeni
SR it yp pofozenia czterech prostych
2. lle wynosi w czworokgcie (niezu 5
pelnym) suma katéw zewnetrznych
p;)v;s‘t:;lych przez przedluzenie czterech bokéw (kazdego poza iede: wie!:'z-
cholek).
3. Wykaza¢, ze w czworokacie wy ij i
puktym suma przekatni jest k
od potowy obwodu a mniejsza od calego obwodu. iy ibtay
4., Wykazaé, ze punkt przeciecia przekatni i
: ! : atni ma te wlasno$é, iz suma
jego odlegtosci .od .w1erzchotkéw czworokata jest mniejsza, anizeli suma
takich odleglosci, mierzonych z dowolnego innego punktu na plaszczyznie
§ 37»—-3-8. 5 Jaki zwigzek zachodzi migdzy dwoma katami, ktérych jedna
para ramion jest réwnolegfa, a druga prostopadia?
6. Wykaza¢, Ze czworobok, w ktérym dwa boki i
2 2 rzeciwlegh
i réwnolegte, jest réwnolegtoboki;m. i i sfl ey
7. Wykaza¢, ze prosta, ljczaca S$rodki i 5
_ ; przeciwlegltych bokdéw -
legtoboku, jest rownolegta do drugiej pary bokdw. & U
g. gyl]:aza:, ze przekatnie sa osiami symetrji kwadratu.
: ABaE. Fo M : > 2 1
symetrji,‘ y , ze linje, taczace srodki bokéw prostokata, sa jego osiami
10. Wykazaé, ze réwnolegtobok, w ktérym katni
el o) rym przekatnie sg prostopadte,

11. Wykazaé, ze rédwnoleglobok, w kté i i
el P 5 A rym przekatnie sa rowne, jest

] 12. Wykazaé, ze kazdy odcinek, laczacy dwa przeciwlegle boki réwno-

' legloboku a przechodzacy przez punkt przecigcia przekatni, jest tym punktem

przepotowiony. (Symetrja srodkowal) .
13. Wykazaé, ze punkty potowiace boki dowolnego czworokata sa

_ wierzchotkami réwnolegtoboku (dla dowodu wykresli¢é przekatnie czworokata).
14. Wykazaé, ze tréjkat M NL na fig. 104 skiada si¢ z czterech tréj-

katéw przystajacych do 4 BC. Jakie stad ogdlne twierdzenie ?

15. Wykreslié punkt przecigcia sig wysokosci w dowolnym tréjkacie

ostrokatnym, prostokatnym, rozwartokatnym. Co spostrzezemy ?
16. d/dowodnié, ze dwusieczne katéw kazdego réwnolegtoboku zamykaja

- prostokat.

17. W *dowolnym tréjkacie rozwartokatnym ‘wykresli¢ trzy punkty
~ osobliwe.
i 18. Wykazaé, ze w tréjkacie réwnobocznym trzy osobliwe punkty

. nakrywajg sie.

19. Zbudowaé kwadrat znajac: @) jeden bok, b) przekatnie, ¢) obwod.
L 20. Zbudowaé¢ prostokat znajac: a) dwa boki, b) bok i przekatnig,
"~‘ ~¢) bok i jego kat z przekatnia, d) przekatnie i kat miedzy przekatniami
~ zawarty.

i 21. Na danym prostokacie opisa¢ koto.

3 22. Zbudowaé romb znajac: a) jeden bok i jeden kat, b) bok i prze-

il

"“'l't_gtnie, ¢) dwie przekatnie, d) kat ostry i przekatnig.
" 23. Wpisa¢ koto w podany romb. 7
. 24. Zbudowaé romboid znajac: a) jeden bok i jeden kat, 5) dwa boki
. i przekatnig, ¢) dwie przekatnie i kat migdzy niemi zawarty.
25. Podaé spos6b wykredlania linii réwnolegtych przy pomocy réwmno-
legtoboku.
B 26, Z punktu P, lezgcego na polu kata, wykresli¢ linjg prosta w kie-
| wierzchotka — jezeli wierzcholek jest niedostepny. (Objasnienie :
P uwaza sie za punkt przecigcia sig trzech wysokosci tréjkata. Pro-
zi sie z P prostopadte do ramion kata, laczy sig¢ ich punkty przecigcia
mionami nieprostopadiemi i prowadzi sig z' P trzecia wysokos€).
27. Znalezé konstrukcyjnie $rednig arytmetyczna dwéch odcinkéw: a) bez
a linij réwnolegtych, b) przy pomocy trzech linij réwnoleglych.
Zbudowaé trapez znajac: @) dwa boki réwnolegte i dwa katy, le-
ce przy jednym z nich, b) cztery boki, ¢) trzy boki i przekatnig, d) trzy
ki i wysokosé.
- 29, Jak dlugich sznuréw trzeba uzy¢ do zawieszenia t. zw. trapezu
‘gimnastyki, jezeli sam trapez ma 80 ¢m diugosci, wysokos¢ sali wynosi
a punkty przytwierdzenia sznuréw s3 od siebie o 2m odlegle ? Rozwia-
zadanie konstrukcja geometryczna w zmniejszonej podzialce.
30. Narysowaé przekrdéj koryta rzeki uregulowanej, znajac szerokosc
yta u dotu (6m), glebokos¢ koryta (3m) i nachylenie $cian bocznych
‘de poziomu (x = 60).
; D. 31. Wykresli¢ trapezoid znajac: a) cztery boki i jeden kat, b) cztery boki
. dna przekatnie. Jakie inne dane wyznaczaja trapezoid ?
R Wykreslié deltoid znajac: a) dwie przekatnie i jeden bok, b) dwa -
i *&W nierdwne i kat zawarty migdzy bokami réwnemi.
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§ 4. 33. Znalez¢ punkt Téwno oddalon
_te zadanie jest wykonalne ?
§ 42. 34. Znalez¢ punkt réwno oddalon
to zadanie jest wykonalne ?
35. W czworoboku znamy trzy boki i jeden kat i wiemy,
wpisa¢ w kolo. Zbudowaé ten czworokat i opisa¢ na nim koto.
36. W czworoboku znamy dwa boki, dwa katy Przy jednym z nich

lezace i wiemy, ze sie da opisa¢ na kole. Zbudowaé ten czworokat i wpi-
sa¢ kolo.

y od czterech danych punktéw. Kiedy

y od czterech danych prostych. Kiedy

ze da sie

®
Rozdziat VII

Wieloboki
§ 43. Opis wielobokéw. Katy.

Rozwazajac wzajemne polozenie wigkszej liczby prostych, spo-
strzegamy naturalnie jeszcze wigksza réznorodnosé, anizeli przy czte-
rech linjach prostych.

Podobnie, jak przy wzajemnem polozeniu czterech linij prostych, moznaby
tu rozwaza¢ ogélne figury zlozone z kilku linij prostych, z ktdérych zadne trzy

nie przecinajg sie w jednym punkcie ani nie sa do siebie réwnolegle, zwane

wielobokami zupetnemi i wzajemne do nich figury, ztozone z kilku
punktéw, z ktérych zadne trz

y nie leza na jednej linji prostej i z wszystkich

prostych, laczacych te punkty parami, zwane wielokatami zupetnemi.

, W geometrji elementarnej zajmujemy si¢ jednak tylko wielobokami i wielo-
kqtg‘mi niezupetnemi, zwyczajnemi, przy ktérych nie czynimy réznicy miedzy
wielobokami a wielokagtami.

Wielobokiem czyli wielokatem nazywamy nieprzerwany, zam-
knigty laricuch odcinkéw _laczacych kilka punktéw, nie lezacych na
jedne] linji proste], przyczem ten fancuch przebiega tylko raz przez

kazdy z danych punktow.
Rozrézniamy dwa za-
sadnicze typy wiemq-

3 D

Wielobok nazywa si¢ wy-
pukly, jezeli caly lezy po
jednej stronie kazdego
ze swych bokéw, Scislej:
kazdej prostej ogranicza-
y jacej go. Tak n. p. wie-
lobok I (fig. 112) jest wypukly, wielobok za$ II Wwklesly, poniewaz
wprawdzie lezy po jednej stronie bokéw a, &, ¢, ale nie lezy caly
po jednej stronie boku d lub e.

Fig. 112.

tow: wypukle z‘_wld,@sle; ,
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Do wielobokéw wklgstych naleZg tez t ZW. wielo})oki g\.)vxp'deE-
~ ste; sa to wieloboki, w kiorych takze przecnyvlegle kal przecinaja sig
18 ze soba, n. p. pieciobok A BCDE (ﬁg. 113).

W dalszym ciagu zajmiemy sig¢ Wy-

i lacznie wielobokami wypuklemi. Zaden kat
*i-" wieloboku wypuklego nie moze przekra-

¢za¢ 1807 (dlaczego?).
~Sumg katéw kazdego wieloboku wy-
puklego atwo obliczy¢, rozkladajac go
zapomoca przekatni, wychodzacych z je-
dnego wierzchotka, na tréjkaty. N. p z sie-
dmioboku powstanie pigé¢ takich tréjkatow,
wigc suma katow wynosi 5— 2_R———— 1071_2"
(lle przekatni mozna poprowa.ldzm z je-
dnégo wierzchotka n-boku’:? Na. ile tréjka-
t;Sw rozpadnie si¢ wskutek tﬁg;}kn-b;))k? lle przekatni mozna popro-
i wszystkich wierzchotkow * .
wadmgu::e; kitgw zewnetrznych kazdego wielobol‘cu obllczyl;n)'rdzl?:nc:-
moca obrotu. Wyobrazmy sobie, ze prosta A X (fig. 111.1? 0 rod o d)(;
o kat @ i bez obrotu przesungliSmy o
punktu B, nastgpnie tu obracamy naszq.pro-
sta o <z B, i przesuwamy do punktu C it.d.
Jasnem jest, ze wrdciwszy do punktu 4,
wykonaliémy jeden pelny obrot. Stad
wniosek: g
W kaidym wielokacie suma kqtou:' 2e-
wnelrznych (po jednemu z kazdego wierz-
cholka) wynosi 360° (4 R). .
Stad bez pomocy przekatni mozemy obli-
czy¢ sume katéw wewngtrznych. Jezeli kgtow
- jest », to dodajac katy wewngtrzne d9 ze-
'-oﬂgnqtrznych, otrzymamy e +e’'+ 8+ 8'+y+ 7. .=n.2 R poniewaz
tworza n par katéw przyleglych. ; iy

Z tego jednak 4R odpada na katy zewnetrzne i zostaje:

a'+pf+y+...=n.2R—4R=(n—2).2R.

Slowami: aby znaleiéc sume¢ kgiow wewnqtrznyc.h tflowq_lg?ego
wielokata wypumi;i 'trzeba wzigé tyle razy po 2 R, ile Jest wierz-
chollkow i odjaé 4R. ~ : P
“=“=Do konstrukcji wielobokéw, a wiec i do sprawdzenia przysta-
wania potrzeba wiekszej liczby czeéci skfadowych, anizeli dla czwo-
rokatéw.

Fig. 113.

(2
Fig. 114.
&



Mianowicie: dla pigciokata trzeba 34242 =7 cze$ci (por.
fig. 115), dla szesciokata: 3+4+2+2+2=9 cze-
$ci, dlan kata 2 (n—2) + 1 =2n — 3 czeéci, albo-
wiem: po rozloZeniu wielokata na tréjkaty zapo-
moca przekatni widzimy, Ze do wyznaczenia
pierwszego tréjkata potrzeba trzech cze$ci. Do
kazdego dalszego wystarcza dwie, trzecia bowiem
moze byC n. p. bok poprzedniego tréjkata. Troéjka-
téw jest: dla m-boku »—2, stad otrzymana powyzej liczba 2n — 3
elemeniow.

Fig. 115.

§ 44. Wieloboki umiarowe.

Wielobok, majacy wszystkie boki i wszystkie katy rowne, na-
zywa sig umiarowy, n. p. tréjkat réwnoboczny, kwadrat. Kat wielo-
boku umiarowego fatwo obliczy¢; znamy sume wszystkich katéw :
(n.—_2_).2R a zatem na jeden kat przypada (» —2).2 R:n. Wieloboki
umiarowe sg figurami symetrycznemi. Widziéiis’my, ze trojkat
rt?wnoboczny mial trzy osie symetrji, kwadrat cztery; spodziewamy
si¢, Ze pigciokat umiarowy bedzie mial pie¢ osi symetrji, sze$cio-
kat 6 i t. d. —- Ze tak jest istotnie, wykazemy n. p. dla pieciokata
.umiarowego. Wykre§imy symetralng ktéregokolwiek kata, n. p. <x C
i Polqczmy punkty 4 i B, to latwo okazaé, ze 4CX) BCX (I),
wigc linja CX jest symetralng odcinka 4 B. Punkty 4 i B leia
zatem symetrycznie.

W figurze 4 B D E katy przy boku 4 B

katéw 4 i B. Takie boki BE i 4D s3
réwne, zatem ta figura jest trapezem
réwnoramiennym: symetralna boku réw-
réwnoleglego jest osig symetrji calej
figury. Razem wigc: cze§¢ CBEZ X jest
symetryczna wzgledem C4 DZX.
Fig. 116. Podobnie ma si¢ rzecz z kaidym
] umiarowym wielobokiem; ogélnie wiec:
wielobok umiarowy ma tyle osi symetrji, ile bokéw_(lub wierzchotk6w).
Uwaga : na tej symetrji polega stosowanie wielokatéw umiarowych do
ornamentéw (mozaiki, parkiety, witraze).

_ 'Kaidy wielokat umiarowy da sie¢ wpisaé w koto
i opisaé na kole, t. zn. posiada punkt réwno oddalony od wszyst-

C
. 53 réwne, jako reszty pozostale po odjg-
ot r N g ciu réwnych katéw e« i 8 od réwnych
%
7 E
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kich wierzcholkéw i réwno oddalony od wszystkich bokéw. Co wig-
cej: obydwa te punkty nakrywaja sie.

Dow6d: Wykreslmy symetralng X X ktéregokolwiek boku wie-
lokata umiarowego, n. p. boku 4 B (fig. 117). Przez punkty 4 B C prze-

prowadZzmy kolo. Poniewaz $rodek kola
A B lezy na symetralnej kazdej cigciwy, a wigc
i linja X X przechodzi przez Srodek kola.
c D Ka?da za§ linja prosta, przechodzaca
; przez $rodek kola, jest jego osig syme-
E F  trji. Zwréémy teraz uwage na czwarty
X ’ wierzcholek wielokata: poniewaz XX
jest osig symetrji calego wielokata, to
punkt D lezy symetrycznie do C, a wigc
takze na tem samem kole, ktoére taczy C4 B. Widzimy wigc, ze kolo,
taczace trzy wierzchotki wielokata umiarowego, przechodzi takze
przez czwarty. Stosujac to samo rozumowanie do punktéw A, B 'D
i F, a poiniej do dalszych wierzcholkéw, dochodzimy do wniosku,
ze wszystkie wierzcholki wielokata umiarowego leza na tem samem
kole. Aby S$rodek tego kota znalezé, wystarczy wykresli¢ linje syme-
tralne dwéch bok6éw. Wszystkie inne symetralne muszg przej$¢ przez
ten sam punkt (dlaczego?).

Podobne rozumowanie zastosowane do symetralnej kata wyka-
zuje, ze w kazdy umiarowy wielobok da si¢ wpisac koto. Miano-
wicie: koto (fig. 118) dotykajace trzech bokéw
w punktach 4, B, C, musi mie¢ wzglgdem pro-
stej YV (symetralnej kata) symetrycznie punkt
p styczno$ci D z prosta PD, symetryczng do Q4
it d

Jezeli liczba bokéw jest nieparzysta, to
symetralna kata jest zarazem symetraing boku
przeciwleglego. Wtedy naturalnie punkt przecig-
cia sie symetralnych bokéw i symetralnych ka-
téw jest ten sam. Jezeli liczba bokéw jest p a-
rzysta, to wskutek symetrji linje symetrji polowia sig (co zreszta
‘tatwo wykazaé przy pomocy przystawania tréjkatow [II}.) Ich punkt
przeciecia si¢ jest wigc réwno oddalony od wszystkich bokéw (bo
odcinki symetralnych bokéw sa wiasnie ,odleglo$ciami“), musi zatem
leze¢ na symetralnych wszystkich katéw.

Ten wspélny kat nazywamy krétko Srodkiem wielokata.
(Latwo okazaé z rozwazania symetrji, Ze jest to zarazem Srodek

Fig. 117.

i

Fig. 118.
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ciezkos$ci wielokata. Oprze¢ sie¢ na mechanicznem okresleniu $rodka
ciezkosci!).

Jezeli polaczymy $rodek wielokata z wierzchotkami, to Kkat
peiny w $rodku rozpadnie si¢ na tyle réownych czesci, ile wielobok
ma bokéw. Przez to i kolo opisane (lub wpisane) rozpadnie si¢ na
tylez rownych cze$ci. Podzial kata pelnego (lub kola) —
i wykreslenie wieloboku umiarowego, sg to wigc zadania réwnoznaczne.
Tréjkat réwnoboczny potrafimy zbudowaé, wigc zdolamy takie kolo
podzieli¢ na trzy réwne czesci. Kwadrat daje podzial kola na cztery
réwne cz¢sci. Péiniej podamy sposéb budowania (przy pomocy cyr-
kla i linealu a bez k3tomierza) pieciokata i dziesigciokata umiaro-
wego, nauczymy si¢ wiec zarazem kolo dzieli¢ na pig¢ i dziesig¢
réwnych czesci. Szedciokat umiarowy dozwala podzieli¢ kolo
na sze$¢ réwnych czeSci i to w spos6b o wiele prostszy, aniZeli
przy pomocy polowienia trzeciej czeSci obwodu, otrzymanej zapo-

mocg tréjkata r6wnobocznego. Poniewaz bowiem
a = 60° (fig. 119), to i na katy giy zostaje po 60°,
tréjkat 4 OB jest wiec réwnoboczny. Zatem:
bok szesciokata umiarowego réwna sie promie-

@:’B’Qﬁf opisanego. Aby wigc “w dane kolo
\ A / wpisa¢ szeSciokat, wystarczy odcia¢ szeS¢ razy
promien (jako cieciwe) na obwodzie kofa. Twier-

g E dzenie to nie odnosi sie do Zadnego innego
Fig. 119. wielokata!).

Podzial kota na siedm réwnych czesSci nie
da si¢ juz uskuteczni¢ przy pomocy lineatu i cyrkla; katomierzem
jednak mozna t¢ konstrukcje wykonaé. Wrécimy pézniej do tych
zadan przy nauce obliczania ocbwodéw i pol.

Z symetrja wielokatéw umiarowych wiaze sie takze szczegélne zacho-
B 3 wanie sie ich przy obrotach.

B Kazdy wielokat umiarowy

c 2 da sie przez pewne obroty

o kat mniejszy od 180° spro-

B wadzi¢ do nakrycia z pier-
D wotnem polozeniem. I tak tréj-
¢ g o A kat r6wnoboczny (fig. 120) wy-
starczy obréci¢ okofo srodka

D' . 0 120° aby nastapito doktadne

Fig. 120. Fig. 121. nakrycie (punkt 4 padnie na B,

: B na C, a C na 4). Po trzech

takich obrotach wrocimy dokladnie do pierwotnego polozenia wierzchotkow.

Podobnie kwadrat moze wykonaé¢ obr6t o 90° a nie poznamy, ze zmienil
polozenie; po czterech obrotach wraca do pierwotnego potozenia. Dla pigcio-
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kata umiarowego mamy pig¢ takich obrotéw po 72° i t. d. W ogédlnosci
kazdy obrét okolo $rodka symetrji, sprowadzajacy dwa
wierzchotki do nakrycia, sprawia nakrycie sig calej figury.
Wiasnoé¢ ta odréznia wielokaty umiarowe od nieumiarowych. Zaden wielobok
nieumiarowy nie ma tej wlasnosci, chotby nawet byt figura symetryczna.
N. p. prostokat posiadajacy dwie osie symetrji (fig. 121) mozna tak obrécic,
ze A padnie na B, ¢ na D, a mimo to inne czesci nie nakryja sie. Dopiero
obr6t o 180° sprowadza prostokat do nakrycia z pierwotnem polozeniem.

§ 45. Aproksymacja obwodu kola.

Jezeli w kolo wpiszemy wielobok umiarowy, a nastepnie kazdy
luk przepolowimy i wpiszemy nowy wielokat o podwdjnej liczbie
bokéw i w ten sposéb postepujemy coraz dalej, spostrzezemy, ze
posta¢ tego wielokata zbliza sig¢ coraz to wiecej do ksztaltu kofa.
Cieciwy coraz trudniej bedzie odrézni¢ od lukéw, a katy obwodowe
zblizaja sie do 180° tak, e coraz wigcej zblizymy si¢ do jednostajnej,
‘ciaglej zmiany kierunku, charakterystycznej dla kofa i wielu innych
linij krzywych. Mowimy wigc: kolo mozna przybliza¢ (aproksymowac)

~ coraz to doktadniej zapomoca wielobokow umiarowych wpisanych

(a tak samo opisanych). Z tego korzysta si¢ przy obliczaniu dtugo-
gci obwodu i fuku kola, czem w osobnym ustgpie bedziemy
sie zajmowali.

Zdawacby sie moglo, ze mozna kolo aproksymowa¢ takze zapomocg
linji schodkowej, to znaczy wielokata nieumiarowego (wklestego), ktdérego
co drugi wierzchotek lezy na obwodzie, a ktérego boki sa rownolegte do

dwoch $rednic prostopadtych. Na oko takie przy-

A blizanie sic do kola moze si¢ nawet wydaé
usprawiedliwionem, poniewaz biorac wierzcholki
odpowiednio gesto, nie odr6zniliby$my tej linji

od kota. Istotnie powierzchnig kofa mo-

T zna wyczerpaé takim wielokatem, ale
D obwodu wielokata nie mozna uwazac za
przyblizony obwéd kota. Katy tutaj nie

r daza do wspélnej granicy 180°; zmiana Kkie-
runku — jednostajna dla kota — tutaj odbywa
sie skokami po 90°! Gdyby taka aproksymacja

B byla dozwolona, moglibySmy odrazu z fig. 122

Fig. 122. obliczy¢ obwéd kota: mianowicie diugos¢ tych

schodkéw réwna sie podwdjnej S$rednicy CD,

.a wysoko$¢ podwdijnej srednicy AB. Catkowita dtugosé tej linii famanej wynosi

wiec 2.2r +2.27 =87 i to nawet w granicy, jezeli schodki zageszczaja sie

w nieskoriczono$é. Tymczasem na obwéd kota otrzymuje sig wartos¢ mniejsza
od 7r (mianowicie 6283.r patrz § 73).
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Cwiczenia VI

§ 43—44. 1. Wymieni¢ i wykredli¢ wszystkie mozliwe typowe pofozenia
pieciu linij prostych na plaszczyznie.
2. Wykaza¢é, ze kazdy wielobok gwieZdzisty jest wklesty.

3. Obrawszy dowolnie 7 punktow na kole potaczyé najpierw sasiednie,
potem co drugi kolejno, potem co trzeci i t. d. Ile rozmaitych wielokatow
w ten sposéb otrzymamy? Zréb to samo z 6-katem, 8-katem.

4. Wykaza¢, ze kazda linja lamana wypukla jest krétsza od dowolnej
innej linji tamanej, taczacej jej skrajne punkty a lezgcej catkowicie po stronie
wypuktosci.

5. Ile wynosi jeden kat 5-kata, 7-kata, 8-kata, 9-kata, 10-kata umia-
rowego ?

6. lle elementéw potrzeba do konstrukcji nieumiarowego 6-kata? Obierz
te czesci dowolnie i zbuduj 6-kat!

7. Czy dwa wielokaty, majace wszystkie boki réwne, musza by¢ przy-
stajace ? Uzasadnij na przykladach!

8. Jakie pomiary nalezy wykonaé, aby zrobi¢ plan pola w postaci
8-kata nieumiarowego ? ‘

9. Jakiemi wielokatami umiarowemi moznaby zapelnié cala plaszczy-
zng bez luk i bez nakrywania si¢ podwdjnego? (Zbadaj katy w punktach
weztowychl)

10. Jakie miejsca pozostang wolne, jezeli na plaszczyZnie poukiadamy
kilka szeregéw osmiokatéw umiarowych, jeden nad drugim?

11. Wykresliwszy przy pomocy katomierza pieciobok umiarowy, opisa¢
kolo i wpisa¢ koto.

12. Podzieli¢ obwdd kota: @) na 12 réwnych czesci, b) na 8, 16 ré-
wnych czesci.

13. W os$miokat umiarowy wpisaé¢ koto.

14. Wykazaé, ze dwa kwadraty, obrocone wzgledem siebie o 45°
a majace wspélny srodek, maja 8-kat umiarowy jako cze$é wspdlng (kon-
strukcja!) !

15. Wykaza¢, ze dwa tréjkaty réwnoboczne o wspdlnym srodku obrd-

cone o 60° maja jako cze$¢ wspélng 6-kat umiarowy. Zbadaj symetrje tej
figury !

16. Podzieliwszy kolo na sze$¢ réwnych czesci, przedluzy¢ promienie
przechodzace przez punkty podzialu o ich diugo$é: z punktéw koricowych
zakreslié kola styczne zewnetrznie. Wykazaé, ze a) te kota stykaja sie ze
sobg, b) ze ich srodki sg wierzchotkami sze$cioboku umiarowego.

17. Czy romb ma przy obrotach te same wlasnosci, co wielokaty
umiarowe ? Uzasadnij! ‘

18. Zbudowaé z podanego boku: g) 6-kat umiarowy, b) 8-kat umiarowy.

19. Zbudowa¢, majac podany promieri kota opisanego: a) 3-kat réwno-

boczny, b) 6-kat umiarowy, ¢) 8-kat umiarowy.
§ 45. 20. Wykresliwszy kolo o promieniu 1 dm przybliza¢ jego obwéd zapo-
mocg 6-boku, 12-boku, 24-boku i t. d. opisanego i wpisanego. Kazdym razem
zmierzy¢ obwdd wieloboku opisanego i wpisanego. W jakich granicach
zawiera sig obwdéd kola?
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Rozdziat VIII
Zadania konstrukcyjne

§. 46. Ogolne uwagi o zadaniach konstrukcyjnych.

Opierajac sie na poznanych dotychczas twierdzeniach, niejedno-
krotnie juz budowali§my pewne nowe utwory geometryczne z utwo-

16w danych, uzywajac tylko linij prostych i k6t — a w geo-

metrji praktycznej linealu i cyrkla (bez katomierzal). Od czaséw
Platona wprowadzono zasadg, Zze do konstrukcyj geometrycz-
nych dozwala sig¢ uzycia tylko lineatu i cyrkla. Konstrukcje wykonane
przy pomocy innych Srodkow pomocniczych (n. p. katomierza, rucho-
mego kata prostego, ekierki, podzialki it. p.) nazywamy _konstrul::.-f
cjami mechanicznemi. Bardzo wiele zagadnieri tak z geometrji,
jakotez z algebry — jak to pdzniej zobaczymy — mozna rozwigzat
przy pomocy konstrukcji wylacznie geometrycznej (linealem i cyrklem).
Zadania, do ktorych trzeba uzywaé badZto nieskoriczonej liczby kolej-
nych konstrukcyj geometrycznych, badzto konstrukcyj mechanicznych,
uwazal Platon za nierozwiazalne $ciSle. Do takich zadan nalezy n. p.
podzial kata na trzy cze$ci, zamiana kola na kwadrat, podwojenie
szescianu. W tym ustgpie zajmiemy sig¢ tylko konstrukcjami przy
pomocy linealu i cyrkla (t. j. konstrukcjami platoriskiemi).

Przedewszystkiem nalezy odrézni¢ ko\gs_tx_'uk_cjg_ic}eal_n a od kon-
strukcji praktycznej, materjalnej. Konstrukcja idealna poucza, jak nalezy
kombinowaé ze soba rozmaite idealne proste i kola, istniejagce juz na plasz-
czyznie w naszej wyobrazni, aby otrzymaé zadang figure. Tak n. p. konstn.xkcéa
symetralnej odcinka ma takie znaczenie: mamy znalez¢ sposéb przepolowienia

' odcinka zapomoca linji prostopadfej. Wiemy, Zze taki idealny odcinek istnieje.

Istnieja takze okolo kazdego z jego koricow kota o rownych promieniach
i to dowolnie wiele k6t o dowolnie wielkich promieniach. Z pomigdzy tych
k6! wybieramy w mysli dwa kola réwne tak wielkie, 'ab).r sig Pr.zeciqty
w dwoéch punktach. Pomigdzy temi dwoma punktami istnieje jedna linja pro-
sta, lgczaca je i to jest wiasnie symetralna odcinka. W fcen sposob w-yko.né-
lismy idealna konstrukcje symetralnej, to znaczy: wykaza!ls'my, ze ona istnieje
i w jakim jest zwiazku z danym odcinkiem, Geometrycznie rzecz blorac,' zada-
nie bytoby juz wykonane. Uciekamy sig jednakowoz z dwdéch wzgledéw do
rysunku a wiec do geometrji praktycznej:

1. Latwiej wyobrazamy sobie utwory geometryczne, ktére mamy przy-
najmniej w przyblizeniu narysowane, a wigc ktére dzialaja na nasz zmysk
wzroku.

2. W geometrji praktycznej zadania te sa potrzebne (czgsto n. p. trzeba
przepotowi¢ materjalny odcinek).

W geometrji praktycznej zadanie kazde da sig naturalnie yvykonaé tylk'o
w przyblizeniu. Moze sig wiec zdarzy¢, ze biorac dwie réine pary kot
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réwnych otrzymamy az dwie symetralne odcinka i t. p. Wtedy jednakze geo-
metrja idealna poucza nas, ze jest tylko jedna taka linja, mozemy wigc rysu-
nek poprawi¢, sprostowa¢ (n. p. rysujac ciefsze kota). Tak wiec geometrja
idealna chroni nas w praktyce od zbyt jaskrawych btedéw, reguluje niedo-
kfadnos¢ naszego oka, naszych przyrzadéw rysunkowych.

Konstrukcje, ktéresmy dotychczas wykonywali i ktére nadal wykonywacé
bedziemy, bedziemy zawsze pojmowali ze stanowiska geometrji ideainej,
a rysunek bedzie dla nas tylko obrazem rozumowar, odbywajacych sie
w naszym umysle. Bedziemy si¢ mimo to starali wykonaé rysunek mozliwie
p:jdlokl.adniej, aby si¢ jak najwigcej zblizy¢ do prawidlowosci geometrii
idealne;j.

Zadania konstrukcyjne majg wielkie znaczenie 'w geometrii
praktycznej. Zdarzajg si¢ bowiem zagadnienia z zycia praktycznego
trudne do obliczenia ale fatwe do wykreslenia. N. p. chcac znalezé

- odlegto$¢ dwdch miejsc B i C, miedzy kto-
7//////////////////////// __C . remi znajduje si¢ jakas przeszkoda, obie-
i / ramy punkt 4 dowolnie i+ mierzymy

1

odlegtosci ¢, b i kat e (fig. 123). (Por. ¢w. 2,
/b str. 61). Z tych czeSci budujemy konstrukcyj-
: nie trojkat (w pomniejszonej skali). Mie-
rzagc na rysunku bok B C otrzymujemy
A te odleglo§¢ z przyblizeniem, zaleznem od
Fig. 123, doktadnosci rysunku. Gdyby$my za$ chcieli
obliczy ¢ bok BC, musielibySmy wyko-
na¢ mozolne obliczenia, wymagajace pewnych glebszych wiadomosci
z trygonometrji. OtfrzymalibySmy wprawdzie dokladniej dlugos¢
boku BC, ale w praktyce wystarcza zwykle warto§é¢ przyblizona,

otrzymana z rysunku.

§ 47. Zasadnicze zadania konstrukcyjne.

Niektére najprostsze zadania konstrukcyjne sa podstawa dla
wszelkich dalszych zagadnied. Dlatego oméwimy je raz na zawsze
dokladnie, starajac si¢ zachowa¢ w pamigci sposéb ich rozwiazania.

Za takie zasadnicze zadania konstrukcyjne uwaza sie zwykle
nastgpujace zagadnienia:

1. Wykreslanie symetralnej odcinka (por. § 30).

2. Wykreslanie symetralnej kata (por. § 31). .

3. Wykreslanie linij prostopadtych (por. § 30) i to: a) przez
punkt poza prosta, &) przez punkt na prostej, ¢) przez punkt na
koricu odcinka proste;j.

4. Wykre$lanie linij réwnoleglych (naturalnie przy pomocy
lineatu i cyrkla, bez ekierki!).

9

5. Przenoszenie katéw (por. § 20).

6. Wykre$lanie tréjkatéw z trzech danych czeSci w czterech
przypadkach (§ .16—20).

7. Wykreslanie stycznych do kola @) przez punkt na kole (§ 24),
b) przez punkt poza kolem lezacy (§ 33).

Z tych zadan oméwiliSmy juz 1., 2., 3e,b, 5, 6., 7a, b. (Za-
danie 5. oméwiono w zadaniach z. 16 i 42 z Cw. IV).

Zajmijmy si¢ jeszcze pozostalemi zadaniami 3¢ i 4.

3. c. Mamy wykresli¢ prostopadfg na koricu 4 od-
cinka 4 B, nie przedluzajac go poza punkt 4 (fig. 124).
Kat prosty przy 4 mozna zlozy¢ z kata «=60°
i #=230°% Kat 60° otrzymuje sie przez wykreslenie
trojkata réwnobocznego 4 BC cyrklem. Nastepnie
trzebaby do tego kata doda¢ potowg jego. Latwiejsza
jednak konstrukcje otrzymamy, przediuzajac bok BC
az do przeciecia sie z linja prostopadia. Wtedy bo-

Fig. 124. wiem katy y i § wynosza razem 60° poniewaz kat

zewnetrzny tréjkata 4 D C wynosi 60°. Poniewaz zas
8 =307 to i y musi wynosi¢ 30° a wigc boki, lezace naprzeciw tych
katéw, sa réwne: AC = DC. Otéz gdy bok BC przedluzymy o taki
sam odcinek poza C, to otrzymamy punkt D,
ktéry jest punktem linji prostopadiej do 4 B.
Z tych rozwazafi wynika nastepujaca szybka
i praktyczna konstrukcja (fig. 125):

Na prostej A X budujemy przy wierz-
cholkw A trojkgt rownoboczny o dowolnym
bokw. Nastepnie taczymy punkt B z punktem C
(boku A C nie trzeba nawet wykreslac), na
przediuzeniu tego boku odcinamy raz jeszcze

Fig. 125. ten sam odcinek CD. Linja A D jest prosto-
padla do 4 X i przechodzi przez punkt skrajny 4.

2

Linje wazniejsze, zwlaszcza linje podane i szukane kreSli si¢ zwykle
wyrazniej; inne linje pomocnicze kreskujemy, kropkujemy Ilub rysujemy je
o wiele cierisze od linij waznych.

Dla upewnienia si¢, czy konstrukcja jest dobra, przeprowadza
si¢ zwykle jeszcze dowo6d: ot6z <t C4A B =60° (fig. 125), jako kat
tréjkata réwnobocznego. Dalej: wykredliliSmy DC=A4C, wigc
i a=p. Poniewaz 6 =60° i d=a + 3, przeto a + =060 a zecif
sgrowne, wiec 8= 30°% Zatem <xBAD=<xBAC+ 3=60°+ 30°=

=909, czyli:
: AD ] AX.
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To samo zadanie moznaby takze rozwigzaé przy pomocy kaia

w polkolu. Z dowolnego punktu O (fig. 126), nie lezacego na pro-
stej 4 X, zataczamy promieniem 04 pot-

kole. Od punktu B, w ktérym to péikole

O przecina prosta 4 X, wykres§lamy $rednice

a0 BOC. Prosta CA jest prostopadla do BX,
\\\ S poniewaz <t BA C jest katem w pétkolu.

A\ /B 4. Konstrukcja linij ré6wnole-
St e glych. Aby wykresli¢ przez punkt poza
T prosta linjg¢ réwnoleglg, musimy si¢ oprze¢

na jakiej$ charakterystycznej wlasnosci tej

linji. Wiemy n. p., ze dwa katy odpowiednie, utworzone przez dwie

linje réwnolegle przeciete trzecig, musza by¢ réwne. Majac wiec przez

punkt 4 (fig. 127) wykresli¢ linje réwnolegla do p, wykreslamy do-

wolng linje poprzeczng AX i kat 8 przeno-

Lo simy (cyrklem) do punktu 4 jako wierzchotka

/}-371/& a do prostej 4X jako ramienia. Powstanie

w ten sposéb réwny kat odpowiedni,

a wigc jego rami¢ ¢ jest réwnolegle do p.

Moznaby uzy¢ takie katow naprzemianleglych.

Mozna sie oprze¢ takze na tem, ze dwie linje

. prostopadte do tej samej trzeciej sa do sie-

bie réwnolegle. Najpraktyczniejszy jednak sposéb polega na wlasno-
Sciach réwnolegtoboku (fig. 128):

Z punktu A zakreSlamy dosyé wielki uk BD. Z punktu B

tg samq rozwartoscig cyrkla odeinamy B C

Fig. 127.

q A D na prostej p, wreszeie z punktu C tym sa-

\\\ \ mym ciggle promieniem uk, przecinajacy

5 - w D tuk BD. Linja A D jest zadang rowno-

p o \| legla, albowiem figura A BCD jest rom-
B - € bem (ma wszystkie boki réwne).

Fig. 128. Odcinki 4B, BC, C D, D A nie muszg by¢

wszystkie rowne. Wystarczy, jezeli 4B = DC
i BC=A4D (wtedy powstanie romboid). Wygodniej jest jednak wykonaé
calg konstrukcje jedng rozwartoscia cyrkla.
Moznaby takze konstrukcje prostej réwnoleglej oprze¢ na twierdzeniach
o linji $rodkowej tréjkata lub trapezu.

§ 48. Systematyczny sposéb rozwiazywania zadan konstruk-
cyjnych.
Rozporzadzajac takim zascbem konstrukeyj zasadniczych, mo-
zemy obecnie przej§¢ do zadan zawilszych. W rozwigzywaniu kaz-

|

\
:
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dego zadania — zwlaszcza trudniejszego — mozna odréznié cztery
czeSci.

1. Wyobrazamy sobie, ze utwor juz jest zbudowany i rozpatru-
jemy, jaka droga mozna doj§¢ do wynalezienia cze$ci potrzebnych,
majac ciagle na oku juz gotowsa figure. W tym celu najczeSciej rysu-
jemy pobieznie, t. j. szkicujemy zadang figure. Ta cze$¢ rozwigzy-
wania zadar nazywa si¢ rozbiorem lub analiza. Zrozumiemy
to lepiej na praykladzie: (por. tez str. 95 kreSlenie prostopadtej
na koricu odcinka).

Znajac wysoko$é trdjkata i dwa kqty, kiére oma tworzy z bo-
kami, zbudowaé ten irdjkqt. Jezeli tylko narysujemy jakikolwiek
tréjkat, a w nim wysoko$¢, zorjentujemy sie¢ odrazu, jak nalezy
przeprowadzi¢ Kkonstrukcje. Trzeba bedzie mianowicie narysowaé
osobno kazdy z tréjkatéw prostokatnych I i IT (fig. 129); kazdy

i B A
h ‘
i o 1: }b A X . X
90°|30 B D C
Fig. 129. Fig. 130.

za$ z nich da si¢ latwo narysowaé, bo znamy w nim bok % i dwa
katy « i 90° tudziez 8 i 90°.

Jest to najwazniejsza czg§¢ zadania, bo podaje nam plan pracy.
Po tym rozbiorze nastgpuje druga cze$¢ zadania:

2. Konstrukcja. Na dowolnej linji nieograniczonej (fig. 130)
w dowolnym jej punkcie, kreslimy linj¢ prostopadta (zad. zasadnicze 35)
i odcinamy na niej podang wysoko$¢ . Do otrzymanego w ten sposéb
punktu 4 przenosimy z jednej strony kat e, z drugiej g (5. zad. zasadnicze).

Przedtuzajac ramiona tych katéw do przecigcia sie z prostg XX
otrzymamy Zadany tréjkat, ztozony z tréjkatéw prostokatnych BA D
i D4 C. Teraz nalezaloby przeprowadzi¢:

3. Dowdd, ze ta figura spetnia rzeczywi$cie zadane warunki.
Dow6d mamy juz zwykle gotowy przy analizie. Tu n. p: dowdd jest
tak prosty, ze moglby si¢ wyda¢ zbytecznym. Istotnie:

A D= h, poniewaz tak odcigli$my.

<XBAD=gea, uzyliSmy bowiem konstrukcji udowodnionej juz
dawniej, tak samo <x CAD = g. Précz tego AD | BC, wiec tréjkat,
odpowiada warunkom zadania. W _niektérych zadaniach jednakze
dowdd jest konieczny.

Dr, A. Zomnicki. Geometrja dla szkol érednich. & d



4. Po dowodzie powinna nastapi¢ dyskusja, czy jest mo-
zliwe jedno rozwigzanie, czy wigcej, a dalej: kiedy
rozwigzanie jest wogéle mozliwe, a kiedy nie. Tak n. p.
w naszem zadaniu widzimy, Ze mozZnaby zbudowaé takze drugi tréj-
kat, spelniajacy te- same warunki, odcinajac kat e z prawej strony
af z lewej. Ten nowy tréjkat bylby symetryczny wzgledem
pierwszego. Widzimy wiec, ze przy danych warunkach s3 tu mo-
zliwe dwa rozwigzania. Co si¢ tyczy mozliwosci rozwigzania, to
gdyby ktdry$ z katéw «, 8 byt prosty, a tem bardziej rozwarty, za-
danie nie daloby si¢ rozwiazaé. Wtedy bowiem ktoéry§ z tréjkatow
prostokatnych I lub II musiatby zawiera¢ dwa katy proste lub jeden

kat prosty i jeden rozwarty, a to niemoiliwe wobec twierdzenia
o sumie katéw w tréjkacie.

T¢ dyskusj¢ nazywamy determinac ia zadania (oznaczeniem).
Jest ona uwiericzeniem zadania i daje przeglad wszystkich mozliwosci
w zaleznos$ci od podanych warunkéw.

Takiego rozdzielania zadania na cztery czesci uzywa sig tylko
przy trudniejszych zadaniach, przy ktérych latwo mozna popas¢
w biad badzto wskutek przeoczenia pewnych mozliwo$ci, badzto
skutkiem niedokfadno$ci analizy.

§ 49. Metoda miejsc geometrycznych.

Do rozwigzania kazdego zadania konstrukcyjnego prowadzi
odmienne rozwazanie; s3 jednak pewne mysli przewodnie wspélne
wielkiej iloSci zadari, pewne metody, pozwalajace podobnem
rozumowaniem ujaé rozmaite problematy.

Jedna z takich ogélnych metod jest metoda miejsc geometrycz-
nych, ktérej uzywali§my juz nieraz. : il

Metody tej uzywa sig, jezeli chodzi o znalezienie jakiego$ punktu,

spelniajgcego jakieS dwa warunki. Rysujemy najpierw miejsce geome- -

tryczne M, punktéw, spelniajacych jeden warunek, poézniej miejsce
geometryczne M, punktéw, spelniajacych drugi warunek. Punkty
wspélne obydwu miejscom M, i M, spelniaja obydwa warunki, sa
wigc Zgdanemi punktami. Wymied poznane w dotychczasowej nauce
miejsca geometryczne !

Latwo tg¢ metode zrozumieé np. przy budowaniu tréjkata
z trzech danych bokéw a, 3, c. Odcigli$my najpierw na dowol-
nej prostej (fig. 131) jeden bok i otrzymaliSmy w ten sposéb dwa
wierzcholki B, C, tréjkata. Aby znaleZ¢ trzeci wierzcholtek, rozumu-
jemy tak: ten wierzcholek ma by¢ odlegly o odcinek & od punktu C,
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V a o odcinek ¢ od punktu B. Miejscem geometrycznet? wszystkich
punktéw, ktoére sa odlegle od punktu C o odcinek b, jest kolo M,
: miejscem za§ geome-
trycznem wszystkich
punktéw, odleglych od
punktu B o dlugo$¢ od-
cinka ¢, jest kolo M,.
Wierzcholek trzeci A4
musi wiec leze€¢ réwno-
czeSnie na M, i M,,
a wiec tam, gdzie sig
: te dwa miejsca geo-
; Fig."131, metryczne przeci-
naja. Otrzymujemy zatem dwa rozwigzania zadar}ia:. 4 i A4'. Laczac
te punkty z B i C mamy Zzadany tréjkat w poloie'm'u ABC l}lb A’'BC _
. (symetrycznie). Taki spos6b rozwigzywania zadan jest wiasnie metoda
miejsc geometrycznych, .
/ Rozwazmy jeszcze jeden, nieco trudniejszy przyklad: ]
Zbudowaé tréjkat, znajge dwa boki i wysoko$¢ do jedmego
i ich rowadzong: a, b, h,.
R Aﬁzpliza. Wieaﬁzchotki B i C (fig. 132) dostatiemy odrazu, jako
korice odcinka a. Dla trzeciego wierz-
i Mz
¥ &)K}b A A
@

chotka 4 jednem miejscem geome-
trycznem M, jest linia réwnolegla
do BC w odstepie k., a drugiem M,
kolo o promieniu b, zakre$lone z punk-

B\ 2 v tu C jako $rodka. Punkt 4 musi wiec

; leze¢ w miejscu, gdzie si¢ te dwie

linje M, i M, przecinaja. Spostrze-

: Fig. 132. gamy jednakze, ze M; i M, maja

Gl ~ jeszcze drugi punkt przecigcia 4/, spe:t-
i ajacy réwniez warunki zadania. Otrzymujemy wigc dwa rozYviazama.
* Teraz latwo wykona¢ konstrukcjg. Dowodu tu.x.l}e trze.be}
bno przeprowadza. Determinacje przeprowadziliSmy juz
ciowo. Dodajmy jeszcze, Ze k, nie moze by¢ wigksze od b, albo-
m kolo M, nie przecigtoby wtedy linji M,. Gdyby i.za= b, kol_o
)by styczne do M, i mielibySmy tylko jedno rozwiqzan}e. 'Wrestle
: li k., <<b, mamy dwa réine rozwigzania. Tréjkat nie jest wigc
C - wyznaczony zapomoca tych trzech elementéw. : ;
- To samo zadanie moznaby takie rozwiazaé inaczej, zaczynajac
kogﬂrukclg od boku b. Figura 133. objasnia to postepowanie. Szu-

BRI e i S
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kamy miejsc geometrycznych dla spodka wysokosci k., ktéra musi
i wychodzi¢ z punktu 4. Jednem
miejscem M, jest koto o pro-
mieniu A,, a drugiem M, prosta,
wychodzaca z C w odstepie %,
od punktu 4, t. j. styczna do
kota z punktu C. Odcinajac na
tej stycznej od punktu C w je-
dng lub druga strone bok a,
otrzymamy trzeci wierzcholek tréjkata w punkcie B lub B’.

§ 50. Metoda figur pomocniczych.

Druga taka metoda ogélng jest metoda figur pomocniczych.
Zamiast budowaé odrazu Zadang figure, budujemy najpierw inna,
dajacg si¢ fatwo otrzymaé wprost z podanych elementéw, n. p. jakas
czgS¢ Zadanej figury. Te prostsza figure nazywamy figura pomocni-
cza. Z niej dopiero przez dodanie Iub odrzucenie pewnych czesci,
dostajemy figur¢ Zgdana. Wyjasnimy to znowu na przykltadach.
Wiele takich przyktadéw mieliSmy juz przy konstrukcji czworokatéw
(por. éw. VL. Nr. 19 i nast.).

Zbudowaé tréjkat réwnoramienny, znajqc jedno ramie r i kat «,
lezgey przy podstawie. Rysujac jakikolwiek tréjkat réwnoramienny

i wykreslajac jego wysoko$&, widzimy odrazu, ze
najlatwiej bedzie naprzéd narysowaé czg§é tego
tr6jkata,, mianowicie tréjkat prostokatny o znanej
przeciwprostokatni » i kacie ostrym e (fig. 134).
To za$ najlatwiej zrobi¢, budujac na » péikole

i kreslgc cigciwe pod katem e. Otrzymany w ten
spos6b tréjkat prostokatny uzupetniamy symetrycz-
nym tréjkatem 4 D C do tréjkata réwnoramiennego

4 B C (najlatwiej przedluzy¢ bok BD

»C o taki sam odcinek poza D). Por.

\\D r fig. 135.
A

Fig. 134.

/
; Rozwaimy jeszcze jeden nieco
trudniejszy przyklad:
= Wykreslic trdjkat, znajgec sume
bt dwoch bokéw s, trzeci bok c¢ i kqt
Fig. 185. przy tym trzecim boku lesgey a.

Analiza. Poniewaz samego zadanego tréjkata nie mozemy -

odrazu z tych elementéw utworzyé, budujemy tréjkat pomocniczy
~(fig. 136) z bokéw s, ¢ i kata ¢ miedzy niemi zawartego w znany

aw =

sposdb. Bok s trzeba jednak ztamaé i gorng cze$¢ obrécic tak, aby
koniec D padt na punkt 4. Chodzi tylko o to, w kisrym punkczg
ten bok ztamaé. Ten szukany punkt C musi

leze¢ tak, aby CD =4 C, a wigc na syme-
tralnej boku 4D w miejscu, gdzie ona
przecina bok B D.

- Otrzymujemy wigc nastgpujaca kon-
strukcjeg:

Budujemy tréjkat 4 B D (fig. 137) z czg-
$ci s, ¢ i @, kre§limy symetralng boku DA,
a jej punkt przecigcia €'z bokiem s laczymy
z A.

7e ta konstrukcja jest dobra, wiemy
juz z analizy. Gdyby jednak chodzito o do-
w6d, to zauwazimy, ze AB=¢, <X B=ue,
a AC+BC=DC+BC=s
zgodnie z warunkami za-
dania.

Determinacja. Za-
danie to jest zawsze mozli-
zliwe, skoro tylko s>¢,
o czem zreszta wiemy
z ogblnego twierdzenia o su-
mie dwéch bokéw w tréj-
kacie. W przeciwnym razie
symetralna boku A D nie
trafilaby boku BD migdzy
punktami B i D. (Wykresl
odpowiednig figurg!)

W dalszym ciaggu poznamy jeszcze dwie inne ogdlne metody roz-

i ia zadar konstrukcyjnych. : . ‘
w‘azylv’v;‘;?ro:wiqzywaniu za)('iaﬁ konstrukcyjnych posl}xg‘u]emy sie tez
czesto przesunigciem, obrotem lub symetrycznem odb191em.

Fig. 137.

Cwiczenia VIII#)

§ 46. 1. Jékiemi konstrukcjami sg sposoby kreslenia k6t w § 26. przy pomocy
twierdzen o katach obwodowych?
2. Jaka konstrukcja jest kreslenie linij réwnolegtych przy pomocy t. zw.
~ tréjkata (§ 12)?

i i i i jnych i zbidr

4 iejszy opis metod rozwiazywania zadar konstrukcyjnych 1. :
zadarn z)avggrs: egznilgl]ozg. t?: J. Petersen. Metody i teorje rozwigzywania zadan geo
metrycenych konstrukeyjnych (ttumaczenie z duriskiego) Warszawa 1881.‘,

®
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3. Z koricéw 4B odcinka o dlugosci ¢ widaé¢ dwa punkty niedo-
stepne C' i D pod danemi katami «, a’, B, B’. Znalez¢ konstrukcyjnie odleglosé
tych miejsc C i D,

§ 47. 4. Wykresli¢ przy pomocy cyrkla kilka stycznych w danych punktach
na obwodzie kota, nie przedtuzajgc promieni poza obwdd.

5. Wykreslié przez punkt poza prosta linjg réwnolegla przenoszac katy
naprzemianlegle (przy pomocy cyrkla).

6. Wykonaé przesuniecie réwnolegte dowolnego odcinka przy pomocy
cyrkla i lineatu,

7. Dowolny pek promieni przeniesé do innego punktu przy pomocy
cyrkla i lineatu. ’

8. Dwa zwierciadta plaskie przecinajg si¢ pod katem 60°; miedzy
niemi lezy punkt P, Wykresli¢ w przekroju obrazy tego punktu w obydwu
zwierciadlach, a te obrazy znowu odbié¢ w obydwu zwierciadtach i t. d. Czy
konstrukcja skoriczy sie ? Jaki kat musza tworzy¢ dwa zwierciadla, aby otrzy-
maé¢ 4, 6, 8, 9, 12, 60 obrazéw ?

9. To samo zadanie wykonaé dla odcinka, lezacego miedzy zwiercia-
diami.

§48.10. Na danej prostej p znalez¢ punkt, odlegly od danego punktu B
lezacego poza prosta, o dana odlegto$¢ d (determinacja!).
11. Na danej prostej znalezé punkt réwno oddalony od dwéch danych
punktéw 4 i B, nie lezacych na tej prostej. >
_12. Z punktu P, poza prosta lezgcego, poprowadzi¢ promier, przecina-
jacy prosta pod podanym katem « (uzy¢ przesuniecial)
~13. Dwa punkty 4 i B leza z tej samej strony linji prostej p. Znalezé
najkrétsza droge promienia, ktory wychodzi z 4, dotyka prostej p i wraca
do B. (Uwaga: dla dowodu uzy¢ symetrycznego obrazu punktu 4 w prostej p).
14. Wykresli¢ symetralng kata, ktérego wierzcholek jest niedostepny
(przy pomocy linij réwnoleglych lub réwnolegtego przesunigcia kata).
15. Przedtuzy¢ linje prosta poza przeszkode (zapomocg linji réwnoleglej).
§ 49—50. 16. Wykresli¢ trojkat prostokatny znajac: a) przeciwprostokatnie
i wysokos¢ do niej wykreslona; b) rzuty obu przyprostokatni na przeciw-
prostokatnie (szuka sie miejsc geometrycznych trzeciego wierzchotka),
“17. Wykresli¢ tréjkat réwnoramienny znajac jego rami¢ i wysokosé
(szuka sie miejsc geometrycznych dwdéch wierzcholkéw podstawy),
~«18. Wykresli¢ tréjkat znajac a, w; i we, t. j. bok i wysokosci nalezace
do dwéch innych bokdw.
19. Wykresli¢ tr6jkat znajac jeden bok, k3t przy nim lezacy i promien
kola opisanego.
20. Wykresli¢ do danego kola styczng réwnolegla do jakiej$ prostej.
21. Na stycznej do kola znalezé punkt, z ktérego widaé koto pod
danym katem (patrz zadania poprzednie).
22. Wykresli¢ tréjkat znajac jeden bok, kat przy nim lezacy i promien
kota wpisanego (patrz zad. 20 i 21).
* 23. Opierajgc sie na twierdzeniu z § 27. wykreslié punkty, z ktorych
wida¢ dany odcinek pod danym katem.
24. Wykresli¢ punkt, z ktérego widaé dwa dane odcinki, lezace dowol-
nie, pod dwoma danymi katami (patrz zadanie poprzednie).

i

.

v

25. Wykresli¢ koto, dotykajace dwdcp p.rostych ré_wrfolegtych i przecho-
dzace przez jeden punkt, lezacy miedzy mem.1 (przesum'qme). g

26. Wykredli¢ kolo o znanym promieniu, dotyka;qcie' zewn?n eztn P
giego kola i przechodzace przez dany punkt P (szuka¢ miejsc geometry

Srodka tego kota stycznego!) : ]
i Srgg Wyl?reélié koloyo znanym promieniu, dotykajace zewnetrznie dwoch

danych k6t (szukaé miejsc geometrycznych dla $rodka 2adaneg'o ko;a). !
28. Wykresli¢ koto o danym promienilf, dotykajace ramion wo:v:stq pgie

kata (miejscazni geometrycznemi $rodka sa rownolegte do ramion

»réwnyr;g p;?::;:;éo:l?r;kt, z ktorego dane koto widaé pod .danym katem (patrz

zadanie 'poprzednie)- Co jest miejscem geometr.ycznem takich pun?l’(ot(?w(';’)romieli
30, Z jakiej odlegtosci widzielibyé.my l.(su;zyc pogé kqtimlws e

ksiezyca obraé na rysunku 1 cm, prawdziwa jego dlugos¢ jes s

igza¢ konstrukcyjnie. b :
o 31. Koto kf lezy zewnatrz kola k, a ry>r,. Zakresli¢ koo wspo

srodkowe z k, promieniem 7y — 7y i poprowadzi¢ do niego styczne zehér(;il;:
kola k,. Wykaza¢, ze styczne kola k, réwnolegie do stycznyc
i kota Z,.

wewnetrznego s3 zarazem stycznemi 2 1

32. Te samg konstrukcje wykona¢ z kotem wspolsrodkowem o pro
ieni Too .
rmenl“gsri 1:1: ;odstawio poprzednich zadan znalez¢ c_ztery sty.czt}e ws-p-ol:e
dwom kolom mimosrodkowym (kola pomocnicze majg promienie 7y 2

g r?g. Skonstruowaé cied i pélcien kuli mniejszej oswieconej kula wigk-

sza w przekroju. (Trzeba wykresli¢ styczne wspélne obydwu kolom, patrz

zadania 31, 32, 33). s i
35. Wykresli¢ trojkat réwnoboczny znajac 1tego wysokos kY,
36. Wykresli¢ trdéjkat prostokqtny. zn:f.jqc jeden kgt :ls)try E

przy nim lezacego na przeciwprostokatnig (figura 'pomocmcz i Py 5
37. Wykresli¢ troéjkat réwnoramienny’ znajac wysokos¢ i A

o pi odstawie. ’ )
bt > g;zy\gykreélié tréjkat znajac wysokos¢ nakreslong na jeden bok i dwa

katy przy tym boku lezace. fiha _ -
39. Wykresli¢ tréjkat znajac sume dwoch bokéw i katy jednemu z nic

legle (por. str. 101). y 28
£ eﬁo. ({))Vykreélié tréjkat znajac réznicg r dwéch bokow, bok trzeci ¢

i kat v naprzeciw tego boku lezacy. (Tréjkat pomocniczy sklada sig¢ z 7
i kata 900+ %, lezacego naprzeciw ¢. Przeprowadz analize!) ;

41, Wykreslié tréjkat znajac obwod « i dwa katy a, g. (Trojkat po-
mocniczy ukiada sie z %, %, % PrzeprowadZ analizg!)

2w dany romb wpisa¢ kwadrat (wierzchotki kwadratu majg leze¢

na bokach rombu). 3 ;
43, Zbudov?/a(: trapez, znajac dwie przekatnie, sumg dwéch bokow

sasiednich i kat miedzy niemi zawarty.
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3. Z koricow A B odcinka o dlugosci ¢ widaé¢ dwa punkty niedo-
stgpne C i D pod danemi katami «, a’, B, B’. Znalez¢ konstrukcyjnie odlegtosé
tych miejsc .C i D,

§ 47. 4. Wykresli¢ przy pomocy cyrkla kilka stycznych w danych punktach
na obwodzie kotfa, nie przedtuzajac promieni poza obwdéd.

5. Wykreslié przez punkt poza prost3 linjg réwnolegla przenoszac katy
naprzemianlegle (przy pomocy cyrkla).

6. Wykonaé przesuniecie rownolegle dowolnego odcinka przy pomocy
cyrkla i lineatu.

7. Dowolny pek promieni przenies¢ do innego punktu przy pomocy
cyrkla i lineatu. '
8. Dwa zwierciadla plaskie przecinajg si¢ pod katem 60°; miedzy
niemi lezy punkt P, Wykresli¢ w przekroju obrazy tego punktu w obydwu
zwierciadlach, a te obrazy znowu odbié w obydwu zwierciadtach i t. d. Cazy
konstrukcja skoriczy sig? Jaki kat musza tworzyé dwa zwierciadta, aby otrzy-
maé¢ 4, 6, 8, 9, 12, 60 obrazéw ?
9. To samo zadanie wykonaé dla odcinka, lezacego miedzy zwiercia-
diami.
§48.10. Na danej prostej p znalez¢ punkt, odlegly od danego punktu P,
lezacego poza prosta, o dang odlegtos¢ d (determinacja!).
11. Na danej prostej znalezé punkt réwno oddalony od dwéch danych
punktéw 4 i B, nie lezacych na tej prostej. }
_12. Z punktu P, poza prostg lezacego, poprowadzié promieri, przecina-
jacy prosta pod podanym katem a (uzyé przesunigcial)
~13. Dwa punkty 4 i B leza z tej samej strony linji prostej p. Znalezé
najkrétsza droge promienia, ktéry wychodzi z 4, dotyka prostej p i wraca
do B. (Uwaga: dla dowodu uzyé symetrycznego obrazu punktu 4 w prostej p).
14. Wykresli¢ symetralna kata, ktérego wierzcholek jest niedostepny
(przy pomocy linij réwnolegtych lub réwnolegtego przesunigcia kata).
’ 15. Przedtuzy¢ linje prosta poza przeszkode (zapomoca linji réwnoleglej).
§ 49—50. “16. Wykresli¢ trojkat prostokatny znajac: a) przeciwprostokatnie
i wysokos¢ do niej wykreslona; b) rzuty obu przyprostokatni na przeciw-
prostokatnie (szuka sie miejsc geometrycznych trzeciego wierzchotka).
“17. Wykresli¢ tréjkat réwnoramienny znajac jego ramie i wysokosé
(szuka si¢ miejsc geometrycznych dwéch wierzchotkéw podstawy),
~18. Wykresli¢ tréjkat znajac a, w; i w., t j. bok i wysokosci nalezace
do dwdch innych bokéw.
19. Wykresli¢ tréjkat znajac jeden bok, kat przy nim lezacy i promien
kola opisanego.
20. Wykresli¢ do danego kota styczng rownolegiy do jakiej$ prostej.
21. Na stycznej do kola znalezé punkt, z ktérego widaé koto pod
danym katem (patrz zadania poprzednie).
22. Wykresli¢ tréjkat znajac jeden bok, kat przy nim lezacy i promien
kola wpisanego (patrz zad. 20 i 21).
" 23. Opierajgc sie na twierdzeniu z § 27. wykreslié punkty, z ktérych
wida¢ dany odcinek pod danym katem.
24. Wykresli¢ punkt, z ktérego widaé dwa dane odcinki, lezace dowol-
nie, pod dwoma danymi katami (patrz zadanie poprzednie).

25. Wykresli¢ koto, dotykajace dwécl.l p.rostych ré.wr}oleglych i przecho-
dzace przez jeden punkt, lezacy miedzy mem'l (przesum.e‘cle). it

26. Wykresli¢ koto o znanym promieniu, dotyka]qcfe' zewmr:n eztn il
giego kola i przechodzace przez dany punkt P (szukaé¢ miejsc geometry:

Ssrodka tego kota stycznego!) ) ]
g Srg;i a\’Vyl;gl'es;lié koloyo znanym promieniu, dotykajace zewnetrznie dwoch

danych k6t (szukaé miejsc geometrycznych dla $rodka 2qdaneg.o ko;a). ey
28. Wykresli¢ koto o danym promieniu, dotykajace ramion wo;vdste ;;ie

kata (miejscalni geometrycznemi $rodka sa rownolegte do ramion

Af("Wﬂyglg p?::ll:;éo:;)r;kt, z ktorego dane koto widaé pod .danym katem (patrz

zadanie 'poprzednie)- Co jest miejscem geometr.ycznem takich pun:;:)t:?w(';’mmieﬂ
30, Z jakiej odleglosci widzielibyé.my lfSleyc pogé kqtetm1758 iy

ksiezyca obraé na rysunku 1 c¢m, prawdziwa jego diugos¢ jes

igza¢ konstrukcyjnie. P
" 31. Kolo kf lezy zewnatrz kola k, a ry > 7. Zakresli¢ kolo wsp

érodkowe z k, promieniem », — r, i poprowadzi¢ do niego styczne zehér?{(‘l)l;:
kota k,. Wyjkazaé, ze styczne kola k, réwnolegte do styczayc
i kota k,.
wewnetrznego s3 zarazem stycznemi 2 :
32. Te samg konstrukcje wykona¢ z kotem wspoéisrodkowem o0 pro
ieni Too ' ’
mxem“3;:‘1:1*; i)odstawio poprzednich zadarn znalez¢ c_ztery stxczqe ws-p—01:e
dwom kolom mimosrodkowym (kola pomocnicze majg promienie 7y R
. r?g. Skonstruowaé ciefi i polcien kuli mniejszej os'wieconeli ll;u;}q wiai:
sza w przekroju. (Trzeba wykreslic styczne wspdlne obydwu koilom, p
zadania 31, 32, 33). i j
35. Wykresli¢ tréjkat réwnoboczny znajac jego wysokosé. . e
36. Wykresli¢ tréjkat prostokatny znzquc jeden k:«:yt o!stry i rzu
przy mim lezacego na przeciwprostokatnig (figura pomocnicza ) gk A
37. Wykresli¢ tréjkat réwnoramienny znajagc wysokos¢ i jeden Kkat,

APl odstawie. ] :
5" %gzy\f’ykreélié tréjkat znajac wysokos¢ nakreslong na jeden bok i dwa

katy przy tym boku lezace. 1t y 5~
39. Wykresli¢ tréjkat znajac sumg dwoéch bokow i1 katy jednemu z nic

legle (por. str. 101). y .
przy eio ; (\P;, ykresli¢ trojkat znajac réznicg r dwoch bokéw, bok trzeci ¢

i kat v naprzeciw tego boku lezacy. (Tréjkat pomocniczy sklada si¢ z
i kata 900+ %, lezacego naprzeciw c. PrzeprowadZ analize!)
41, Wykreslié trojkat znajac obwod = i dwa katy «, 8. (Trojkat po-
; ST ize!
mocniczy uklada si¢ z u, - PrzeprowadZ analizg!)

42. W dany romb wpisa¢ kwadrat (wierzcholtki kwadratu majg leze¢

na bokach rombu). . :
43. Zbudoxz'ac' trapez, znajac dwie przekatnie, sumg dwoch bokéw

sasiednich i k3t miedzy niemi zawarty.
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44. Zbudowaé o$miokat umiarowy, znajac:

b) srednig przekatni¢, ¢) najdtuzsza przekatnie.
) 45. Z koricdw danego odcinka a zakreslié fuki promieniem a od korica
odcmlEa az do przecigcia sig; na potowach odcinka wykonaé te samg kon-
strukcj¢ w t¢ sama strone odcinka a« i znalezé koto, dotykajace wewnetrznie

dwéch wigkszych tukéw, a zewnetrznie dwéch mnieisz ch 1
i ! uké i
tyckie z kotem wierzcholkowem). i w (okno go

@) najkrétsza przekatnig,

Rozdziat IX
Proporcjonalnos$é odcinkéw. Podobieristwo figur

§ 51. Stosunek odcinkéw.

MéwiliSmy juz o mierzeniu odcinkéw (str. 13) i wiemy, co to
znaczy stosunek dwoch odcinkow. Potrafimy obliczyé wyktadnik tego
stosunku, jezeli jeden odcinek miesci si¢ w drugim catkowitg liczbg razy,
bez reszty. Przy mierzeniu odcinka E'F odcinkiem CD moze jednak

pozostac jakas reszta. N. p. na fig. 138.

CD miesci si¢ w EF 3 razy i pozo-

...... staje reszta. Wtedy mierzymy ja ja-

F kim$ mniejszym odcinkiem, n. p. jakas
catkowita cze$cia odcinka CD.

Na naszej figurze podzielilismy

widzimy, Ze reszta odcinka EF

CH—I—&-L&_LI_ID

E

Fig. 138.

odcinek CD na 8 réwnych czesci i
zawiera pigc takich czesci. »

: Wtedy liczbg wymiarowa odcinka EF (przy uzyciu jednostki ¢ D)
jest liczba 35.

. EF:CD=3% lub EF=3%CD.

,Trudno jednak z géry ptzewidzie¢, na jakie czeSci nalezy reszte
podzielié.

: $pos6b systematyczny polega na t. zw. mierzeniu tancuchowem,

ktére jest geometrycznem odzwierciedleniem znanego z algebry dzie-

lenia l'a ri.c uchowego, uiywanego do znalezienia najwigkszej
wspélnej miary dwéch liczb (sposéb Euklidesa).

Aby zmierzyé odcinek 4 B odcinkiem CD, odcinamy najpierw
CD na 4B. Pozostalg reszte EB odcinamy na CD, ile razy mozna

(n. p. na fig. 139 dwa razy) do punktu 7.

4_ B ‘G'B Reszt¢ FD odcinamy na reszcie EB
(w naszym przykiadzie trzy razy), do
(T-‘_ﬂ punk’fu G. Reszt¢ GB odcinamy na
reszcie FD (w naszym przykladzie pie¢

Fig. 139.

razy) it. d. Jezeli mierzenie sie skorczy,

105

to odcinek G B, ktérym mierzyliSmy ostatni raz, jest wspoélng
miara obydwu odcinkéw 4B i CD. Miesci si¢ bowiem w naszym
przykladzie pig¢ razy w FD.
354+ 1=16razy w EB
216+ 5=37razy w CD a
37 + 16 = 53 razy w 4 B.

Liczby53i37s3 liczbami wymiarowemi odcinkéw ABi CD
{przy uzyciu odcinka G B jako jednostki), a stosunek tych liczb wymia-
rowych: 53: 37 jest wyktadnikiem stosunku odcink6w; 4 B: CD = 580

Jezeli odcinki maja wspélna miarg, to mierzenie laricuchowe
musi sie skoriczyé, prowadzi wigc zawsze do znalezienia Zadanego
stosunku. Wyk!adnik stosunku jest wtedy liczba cata lub utamkowa,
t. j. liczbg wymierna, a odcinki nazywaja sig wspt')lmierne.. )

Istnieja jednak (w geometrji idealnej) takze odcinki nie-
wspéimierne, a wiec nie posiadajace zadnej (nawet na]dr(?-
bniejszej) wspélnej miary. Takiemi odcinkami sg n. p. bok i przekatnia
tego samego kwadratu, jak to podiniej obaczymy.

Latwiej to spostrzezemy dla boku dziesigciokata umiarowego i promienia
kola na nim opisanego.

Narysujmy jeden wycinek takiego dziesieciokata, Kat Srodkowy odpcg-
wiedni wynosi 369, (fig. 140) a wigc katy przy podstawie wynoszg razem 144°;
na jeden wypada 72°. Poprowadimy syme.tralnq
BC, kata B. Tréjkat B C, C jest réwnoramnenny,
a takze trojkat B AC,, jak to wynika z obliczenia
kata C,. Stad: bok CC; = C; B= 4 B. Odciglismy
w ten sposob bok A B na AC. Teraz resztg
odetnijmy na 4 B znowu w ten sam sposob, t. j.
kreslac symetralng C; C, kata C,. Linja C, B jest
réwna A C;, powstala wigc przez odciecie feszty
AC, na boku A B. Teraz resztg AC, odcu.l.amy
na AC; przy pomocy tej samej konstrukcji od
punktu ¢, do punktu C;; pozostaty reszte AC,
odcinamy od C, do C, i t. d. PoniewaZ syme-
tralna kata trafia zawsze przeciwlegle boki
pomigdzy wierzchotkami lezagcemi na nich,
a nigdy nie trafi ktéregos z tych wierzcl‘lolk()w,
przeto nigdy nie wyczerpiemy catego odcinka
A(C ani AB przy tem mierzeniu ladcuchowem.
Odcinki AB i AC sa wiec niewspéimierne.

Mimo to stosunek takich odcinkow
mozna obliczy¢, bedzie on liezhg niewymierna.

Gdyby$my bowiem odrzucili mala reszte, pozostajaca przy mierzenii,

C

Fig. 140.

l : o
otrzymaliby$my stosunek wymierny, n. p. ?; gdyby$my za$ uzupeinili
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reszte¢ tak, aby si¢ dala zmierzyé, otrzymaliby$my lil W ten sposdéb
q

1
zamykamy nasz stosunek pomiedzy dwie liczby, réznigce sie 0 —. Gdyby$my

mierzenie farcuchowe poprowadzili dalej, otrzymalibySmy drobniejsza reszte,
miescitaby sig ona wigcej razy w obydwu odcinkach, zamkneliby$my wiec znown
U UV +1

4

1
nasz stosunek pomigdzy dwoma liczbami —- i , réznigcemi sig o — -,
q

1 .
a wigc o liczbe mniejsza od — (bo ¢’ wieksze). Wartos¢ stosunku mozemy
q

wiec ujmowaé w granice coraz to blizsze, zapomoca dwoch szeregéw liczb
wymiernych :
(4 Sub e Lo 18 A o S AR T B AR T |
W3 | 7T e S A , TATR =
[/ el | q q g
Réznice odpowiednich wyrazéw tych dwdch szeregéw liczb wynosza
1 1 1

7, 7, —7 + » - . dazg wiec do zera, albowiem g, ¢/, ¢’ . . . s3 coraz

to wigkszemi liczbami catkowitemi.

Wspolng granice tych obydwu zbieznych szeregéw liczb wymiernych
nazywamy — jak wiadomo z algebry — liczbg niewymierna.

Stad wniosek: jezeli dwa odcinki sg niewspdéimierne, to
ich stosunek jest liczba niewymierna.

Tak n. p. w naszym przykiadzie na fig. 140 mozna zamknaé stosunek
AC do AB miedzy nastepujacemi szeregami liczb, 2, 17, 162, 1-619,
16181, 161804, a 1, 16, 161, 1618, 16180, 161803, zblizajacemi si¢ do
1
liczby niewymiernej +2v5 (por. § 72),

lta ! e 1ie

§ 52. Stosunek podzialu odcinka.

Jezeli jakivs', odcinek podzielimy dowolnym punktem na dwie
czgsci, to stosunek tych dwéch cze$ci nazywamy stosunkiem
podzialu odcinka.

> N. p.% jest stosunkiem po-

dzialu odcinka 4 B. Podzial ten na-

Fig. 141. zywamy wewnetrznym. Jezeli poza

odcinkiem A B obierzemy punkt D

i utworzymy stosunek —211)), otrzymujemy stosunek podzialu
zewnetrznego (fig. 141).

Jezeli zwracamy uwage na kierunek odcink 6w (por. str. 12);

A
to stosunek B—g ma warto$¢ ujemn g, albowiem odcinek 4 C mie-

1v7

rzymy na prawo, a BC na lewo. Jezeli wigc jeden kierunek obie-
rzemy za dodatni, n. p. od 4 ku C, to odcinek 4 C uwazamy za
dodatni, (jego liczba wymiarowa jest dodatnia) a BC za ujemny. Ich
stosunek jest wigc liczba ujemna. Stosunek podzialu zewngtrznego:
‘;T% ma zawsze warto$¢ dodatnig (dlaczego) ?
(Kiedy stosunek podzialu wewnetrznego dazy do 0, — 1, do
nieskoriczono$ci? Kiedy stosunek podzialu zewngtrznego dazy do zera,
do nieskoriczonos$ci?) :
Stosunek tych dwéch stosunkéw nazywamy: stosunkiem
podzialu podwéjnego czterech punktéw i uzywamy skrécenia:
AC AD
e b0 4 = D).
B0 BD (ABCD) '
Jezeli stosunek pierwszy réwna si¢ drugiemu co do wartoS$ci
bezwzglednej, a tylko znakiem si¢ rézni, podzial odcinka 43 nazywa
sic harmoniczny, w kazdym innym razie anharmoniczny.
e v L , AC AD
Przy podziale harmonicznym musi wigc by¢ T e 1,
czyli krétko: (A BCD)'= — 1. :
Wiedy 4 B jest tak samo podzielony punktem C wewm_;trzme,
jak punktem D zewnetrznie. N. p. jezeli B C jest trzecig czescig {10’,
to i BD musi by¢ trzecig cze$cig 4 D. Jezeli punkty C, D dzx.elq
harmonicznie odcinek 4 B, to takie odwrotnie punkty 4, B przedzie-

o — 4D
laja harmonicznie odcinek CD. Albowiem z réwnosci -~ =-—pp
—C4 — DA : 5 :
: o A e, g A TRk i ez — CB a dzielac
wynika takze — OB — Dy czyli mnozac prz
przez — D A: _C_A_= CB, a to znaczymy (CDAB) = — 1.

DA DB

Takie cztery punkty na prostej nazywaja si¢ harmon .1 C _z“x}i_e
APz HZ0 B

Stosunki podzialu podwoéjnego odgrywaja wazng rolg przy badaniu t. zw.

perspektywicznych szeregédw punktéw, t. j. szeregdw punktow o.trzymanych
na réznych linjach prostych przez przecigcie jednego pgku promieni.

§ 53. Proporcjonalno$¢ odcinkow.

Podobnie jak w algebrze, tak i w geometrji waing role od'gryw_a]q
proporcje. Jezeli dwa odcinki majg taki sam stosune.k_, j'ak dwa
inne, nazywamy te cztery odcinki proporcjona Inemi i piszemy:

AB:CD=A'B':C'D',
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Najwazniejszym przyktadem takich odcinkéw proporcjonalnych
sa kawalki odcigte na dowolnym peku promieni zapo-
mocag dwéch linij r6wnoleglych.

Zbadajmy najpierw dwa promienie
przecigte dwoma linjami réwnoleglemi. Zaj-
mijmy si¢ najpierw przypadkiem, kiedy odcinki
aib sa wspélmierne. Odcinajac wspélna
miar¢ £ (fig. 142) na kazdym z nich mozemy
podzieli¢ @ na réwne czeSci, n. p. na m
réwnych czgdci, a tak samo & tym samym
odcinkiem %4 na p réwnych czesci.

: Wigc: a=m.% ).
Fig. 142. & ab=: : }1ch stosunek @ : b = —zi
Jezeli przez punkty podzialu poprowadzimy szereg linij réwno-
leglych do BB, to wiemy, ze takze bok S B’ rozpadnie si¢ na tylez
réwnych — ale juz innych od # — czgsci &’. (Por. § 23).
a wiec: ‘=m.k
¢ oy ) sttt b 2
b =p .k P
Otrzymali§my wigc t¢ samg warto§¢ dla stosunku a’ :%’, co i dla
a: b, zatem:

a:b.=al : b stowami:
.Dwie proste rownolegle odcinajg na kaidej parze promieni odcinki

_proporcjonalne. (Twierdzenie Talesa z VII wieku przed n. Chr.).
1 Jezeli odcinki @ i  s3 niewspditmierne, to dzielimy odcinek b na
\Ylele drobnych c3¢§ci k. Wtedy % miesci si¢ w b n. p. m razy, a w ¢ miesci
Sl¢ n. p. p razy i zostaje reszta r, mniejsza od % Wigc:

a=pk-+r

b=mk il

a P re
zatem — = — .

a wigc: i> P,

b m
Jezeli reszt¢ opuscimy, otrzymamy na przyblizona — przez niedomiar —
wartos¢ stosunku @ : b = % Jezeli za$ resztg uzupelnimy, aby wynosita %,

przez dodanie czeSci »/ mniejszej od %, to:
a=(p+1) k—r

b=mk
zatem _=p_+l_ h
m mk
. wiec ——<p_+_l.

avo

(Opuszczajac teraz czgs¢ drobna 7! otrzymamy na przyblizong wartos¢

p+1)_

m

stosunku — przez nadmiar —

a:b=

Zupelnie te same nieréwnosci otrzymamy dla stosunku a’:b’ wedlug

poprzedniego twierdzenia. Wiec:

p+l .p_@o _p+1
m 'l;<b’< m

D
m b

s :
Réznica tych wartosci przyblizonych wynosi g jest wiec bardzo mata,
al

- a
jezelismy b podzielili na bardzo drobne czesci. Roznica pomigdzy 3 a G

musi by¢ jeszcze mniejsza od —1—, czyli dazy do zera z wzrostem m (wykaz!).
m
dla ktérych réznica kolejnych wartosci przyblizonych

Liczby niewymierne,
/

ok 1 a :
dazy do zera, nazywaja sig rowne, WigC it T czyli
a:be=a':l/ (1)
Z tej proporcji mozna wyprowadzi¢ inne, postugujac sig znalt;

nemi twierdzeniami z algebry. Mianowicie z proporcji a:b=a’
wynikajg takie proporcje:

(@ +b):a=(a+0b):a

(a + b):b=(a’+b’):b'

czyli
SB:84A=8SB':84' (2)
SB: AB=8B':A'B’ 3)

Pierwsza z tych proporcii wyrazamy stowami: o.dlegto§ci (od:
wierzcholta peku) punkiow przecigcia jednego promienia z prostemt
réwnoleglemi 3G proporcjonalne do odpo-
wiednich odleglosei na drugim promieniu.

Ale takze odeinki ¢ i ¢’ prostych réwno-
leglych majq ten sam stosunek: SB:SA.
Aby to wykaza¢, uwazamy B’ (fig. 143)
za wierzchotek peku i z 4’ prowadzimy 4'D
réwnolegla do SB. Wtedy wedlug pro-
porcji (3) otrzymamy:

B'B:DB=B'S:4'S czyli:
c:c'=8B:84' 4)
Fig. 142 Twierdzenia te nie ulegaja zmianie, je-
6wnolegle leza po prz eciwnych stronach wierz-

zeli proste r
cholka S.



Wypowiedzie¢ te twierdzenia, uwazajac figure SBB’ za tréjkat!

Na twierdzeniu zawartem w proporcji (4) polega uzycie t. zw. cyrkla
proporcjonalnego (fig. 144), stuzacego do pomniejszenia wszystkich odcinkéw

Fig. 144,

jakiegos rysunku w statym stosunku. Sq to dwa ramiona ruchome okoto
B : punktu O (fig. 145) i dajace si¢ przesunaé tak, ze 0 A’
""" A ma Zadany stosunek do O.4. Wtedy przy kazdej roz-

stajacy do 4B w statym, zadanym stosunku.

Twierdzenia te mozna odwréci¢ w nastepujacy
Sposéb

Jezeli dwie proste odcinajq na dwéch promie-
niach odcinks proporcjonalne, to te proste sq réowno-
legte. (Dowdd niewprost). Jest to nowy sposéb

jak sie nieraz wyrazamy).
Przeniesienie tych twierdzeri na peki pro-
mieni, zlozone z dowolnej liczby pro-

P il B stychiprzeci ¢te dwoma linjami rownolegiemi,
3 nie sprawia zadnych trudnosci. (Przeprowadz
Fig. 145. dowéd).

§ 54. Zastosowanie twierdzesi 0 promieniach przecietych
linjami réwnolegtemi.

Przy pomocy poznanych twierdzeri o odcinkach proporcjonal-
nych mozna wykonaé wiele waznych konstrukcyj:

@) Dany odeinek podzielié w Zgdanym

D 3 stosunku. N. p. A B (fig. 146) chcemy po-

dzieli¢ w stosunku 2:5, Kresli si¢ z korica

odcinka drugg prosta 4 X dowolnie nachy-

C long do 4B. Na tej prostej odcina sie

245=7 réwnych — ale jakichbagdz —

kawatkow. Laczymy D z B a z punktu C

A B B wykreslamy réwnolegla CE do DB, to

Fig. 146. AE:EB=AC:CD czyli AE:EB =25,

wartosci ramion korice 4/B’/ zawieraja odcinek, pozo- '

sprawdzenia réwnolegtosci linij (nowe kryterjum,

b) Do trzech danych odcinkéw a, b, ¢ znalefé cz'fvarty. propor-
; ) z. Zadanie to nazywamy graﬁczngm _rgaqu_@{l}er;l pro-
cjorcjinyFig. 147 wyjasnia postgpowanie, Qrowadzace“d'B znalezienia
'gadhhego odcinka z, spelniajgcego proporcig:

asbh='¢c %
/.,.T——Ci\”""\*\lj-’—-E
5 X \\ {] \\p Y
- s LN B\ \N
i Fig. 148.

LA 45
c) Wykresli¢ linjg prosta z danego punktu ‘P, zdazajaca
niedostepnego punktu przecigcia sie¢ dwé6ch prostych z, ¥.

inaj ramiona
Prowadzimy przez P dowolng prosta 1p, dprzecxing;z:?g?im;bid;va‘.v ety
imy j Iwiek prosta g, réwnoleglta do p it
el Kr:fxlnn;fn ’Zf?é‘fn&, w jakim P dzieli MN. Prosta z, laczaca oby
w tym

iecia si tych z i .
punkty podziatu, zdaza do niedostgpnego punktu przecigcia sig prosty Y

Uzasadnié¢ te konstrukcjg! o g . e
Przy dziataniach odcinkami oméwili§my mnozenie odcinka p

zeni i TZ€Z
liczbe. Obecnie moZemy okresli¢ mnozlenie odcinka p

a) Fig. 149. b) '
mnozenie. Rozwiazmy graficznie proporcig

inek : z — ab. Gdybysmy uzyli
ymamy odcinek: z =a Y ¥4B o=

odcinek czyli m'm%%
:a=b:z (fig. 149 a). Otrz 2 '
:)a:ieru ,,mil(imetrowego“, wygo;lme; byloby obra¢ proste



Wypowiedzie¢ te twierdzenia, uwazajac figure SBB’ za tréjkat!

Na twierdzeniu zawartem w proporcji (4) polega uzycie t. zw. cyrkla
proporcjonalnego (fig. 144), stuzacego do pomniejszenia wszystkich odcinkéw

Fig. 144.

jakiego$ rysunku w stalym stosunku. Sq to dwa ramiona ruchome okoto

Bil s 7 punktu O (fig. 145) i dajace si¢ przesunaé tak, ze 0 A’

A ma zadany stosunek do O A, Wtedy przy kaidej roz-

wartosci ramion korice 4/B’ zawieraja odcinek, pozo-
stajacy do 4B w statym, zadanym stosunku.

Twierdzenia te mozna odwréci¢ w nastepujacy
sposéb :

Jezeli dwie proste odcinajq na dwéch promie-
niach odcinks proporcjonalne, to te proste sq rowno-
legle. (Dowdd niewprost). Jest to nowy sposéb

jak sie nieraz wyrazamy),
Przeniesienie tych twierdzeri na peki pro-
mieni, z{ozone z dowolnej liczby pro-

Ve iy B stychi przecigte dwoma linjami rownolegtemi,
] nie sprawia zadnych trudnosci. (Przeprowadz
b dowéd).

§ 54. Zastosowanie twierdzer o promieniach przecietych
linjami réwnolegtemi.

Przy pomocy poznanych twierdzeri o odcinkach proporcjonal-
nych mozna wykonaé wiele waznych konstrukcyj:

@) Dany odeinek podzielié w Zgdanym

D 3 stosunku. N. p. A B (fig. 146) chcemy po-

dzieli¢ w stosunku 2:5, Kresli si¢ z korica

odcinka druga prosta 4 X dowolnie nachy-

C long do 4B. Na tej prostej odcina sie

2+5=7 réwnych — ale jakichbadz —

\ kawalkéw. Laczymy D z B a z punktu ¢

A LE B wykrestamy réwnolegla CE do DB, to

Fig. 146. AE:EB=AC:CD czyli AE:EB =25,

¢jonalny z. .
;orcii. Fig. 147 wyjasnia postgpowanie,

7adanego odcinka z, spelniajacego proporcig:

sprawdzenia réwnolegtosci linij (nowe kryterjum,

b) Do trzech danych odcinkéw a, b, ¢ znalefé cz'l.ﬂarty. propm‘:
Zadanie to nazywamy graficznem rozwigzaniem pro-
; prowadzace do znalezienia

a:b=c:z.
i
(& X \\{] \\p )
a b e B\\ \N
Fig. 147. Fig. 148.

Ll e
¢) Wykresli¢ linjg prosta z danego punktu 1P, zdazajaca
niedostepnego punktu przecigcia sig dwéch prostych z, y.

inaj amiona
Prowadzimy przez P dowolng prosta lp, dprzecxit%;zqi:iqim;bzd;a‘.n erdlug i
i j iek prosta g, rownolegta do p S
i yt Krzil:;{n l:r:::r::u, v\l: jakimq P dzieli MN. Prosta z, laczaca oby
w tym

iecia si tych z i .
punkty podziatu, zdaza do niedostgpnego punktu przecigcia sig prosty Y

Uzasadni¢ te konstrukcig! o ot ; e,
Przy dziataniach odcinkami oméwili§my mnozenie odcinka p

AB

a) Fig. 149. b) '
mnozenie. Rozwiazmy graficznie proporcig

s ymamy odcinek: z = ab. Gdyby$my uzyli

ca=b:z (fig. 149 a). Otrz £ ; .
Lé}l:ieru ,,mil(irfetrowego“, wygo@me; bytoby obra¢ proste

BidX



112

prostopadle. Wtedy wprost odczytalibySmy z podzialki, ile
wynosi iloczyn ab.

Postepowania tego mozna uzy¢ z korzyscia, jezeli mamy n. p.
pomnozy¢ liczby wymiarowe dwéch odcinkéw jeszcze nie zmie-
rzonych: bierzemy je w cyrkiel i odcinamy na ramionach kata X O B
(fig. 149 b) jeden od punktu O, na prostej OB drugi od punktu 7
odleglego o 1 od p. O na OX i prowadzimy linje m//n. Trzeba wy-
konaé tylko jedno mierzenie. Tymczasem w zwyklym sposobie
wykonywania tego zadania trzeba wykona¢ dwa mierzeniai je-
dno mnozenie (najdogodniej skr 6cone mnoZenie).

Mnozenie odcinkéw — wedtug
tej konstrukciji — posiada prawo
przemiennos$ci, tgcznos$ci
irozdzielnos$ci (sprawdzic!).

Dzielenie odcinkéw okreslamy
jako odwrdcenie tego mnoZenia.
Wiec n. p. znaczac a.b literg ¢,
okreSlamy dzielenie, jako rozwia-
zanie proporcji 1:a==z:ec.

Z figury 150 widzimy, jak na-
lezy wykonaé konstrukcje, aby

aQ . ” . ¢ . .
o, czyli wykena¢ graficznie dzielenie.

Fig. 150.

znalez¢ iloraz z =

§ 55. Podobienstwo figur.

Proporcjonalno$¢ odcinkéw jest cechg charakterystyczng figur
podobnych. W zyciu potocznem uzywamy slowa ,podobny“, aby
wyrazi¢, ze dwa przedmioty majg ten sam ksztatt. W geometrji sta-
ramy sie dokladniej rozwazy¢, na czem polega ta wspélnos¢ ksztaltéw.
N. p. figury L i Il. (fig. 151) nazwiemy w Zzyciu potocznem podo-
bnemi. Jedna jest — jak widzimy —
pomniejszem drugiej; wy-
miary figury II. sg skréconemi
wymiarami figury L., ale wszystkie

I wymiary sa skrédcone
wtym samym stosunku,
katy zas pozostaly niezmie-
nione. Opierajac si¢ na tem
spostrzezeniu, budujemy naste-
pujace okreslenie:

Figury nazywaja sie podobne, jezeli wszystkie odpowiednie odcinki
obu figur sa proporcjonalne, a wszystkie katy réwne.

e

Fig.=151.

Bl 13

Te stala wartos¢ stosunku dwéch odpowiednich odcink6w
w dwoch figurach podobnych nazywamy wielko§cig zmniejsze-
nia (powigkszenia) lub krétko zmniejszeniem (powigkszeniem).

Znakiem, wyrazajacym podobieri-
stwo, jest OO (por. str. 40). Tak n. p.
dwa kota sa zawsze podobne, bo W ja-
kim stosunku jest jedna para promieni
dwdéch két, w takim samym sa wszystkie
inne pary promieni, wszystkie cigciwy,
sieczne i t. d.

Figury przystajace s3 naturalnie
takze podobne.

Jezeli przez wierzcholki jakiejkol-
wiek figury poprowadzimy pgk promieni,
to latwo otrzymaé figurg podobna.
Trzeba tylko z dowolnego punktu A4’
jednego promienia (fig. 152) poprowa-
dzi¢ linje réwnolegla 4’B’ do odpo-
wiedniego boku figury I, z punktu B’
réwnolegta do BC i t. d..., az sie figura II. zamknie. Istotnie katy
figur L. i Il sg réwne, jako katy o ramionach zgodnie réwnoleglych
a boki sa proporcjonaine. Wykazujemy to laricuchem proporcyj:

AB:A'B' = 0OB: OB’=BC:B’O"———-OC:OC”==DC:D’C’=
=O0OD:0D'=AD:A'D,

Fig. 152.

z czego wynika:
AB:A'B'=BC:B'C=DC:D'C'=AD: A'D".

. Te dowodzi zarazem, ze figura Il musi sig zamknaé (w prze-
ciwnym razie stosunki AB:A'B' i AD:A"D' nie bylyb, rowne
temu samemu stosunkowi: OA4:0A4’), na co trzeba uwazac przy
konstrukcji na rysunku. Katy s réwne, boki proporcjonalne, wigc
Icwll Tak samo moznaby figurg Il rysowaé na przedtuZeniu pro-
mieni poza wierzchotek O.

Takie pofozenie dwoéch figur podobnych nazywamy poloze-
niem podobnem, a wierzcholek peku O srodkiem podobienstwa
i to zewnetrznym, jezeli obydwie figury podobne lezg po tej samej
stronie O, a wewnetrznym, jezeli figury podobne lezg po przeciwnych
stronach punktu O. :

Poréwnaj zachowanie sig¢ dwéch figur przystajacych, ustawio-
nych réwnolegle!

Br. A. Domnicki. Geomotzja dla selall frodnieh, : 8
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Dwa kola majag zawsze poloienie podobne. Aby zna-
lezé ich $rodek podobieristwa zewngtrzny, wykresla sig dowolne
dwa promienie réwnolegle i linj¢ $rodkowa. Linja, !aczaca korce
promieni réwnoleglych, przecina si¢ z linjag Srodkowg w Srodku

cone w strony przeciwne.
(Udowodnij!). Poniewaz
stycznych dwéch k61 (Poréwnaj ¢wiczenia 31, 32, 33 na str. 103,
gdzie podano inng konstrukcje).

podobieristwa ;. Sro-
dek wewnetrzny znajduje
; sig, kreslac dwa promie-
nie réwnolegle, ale zwré-
Sz 3
\y i styczne wspdlne scho-
dza si¢ w tych punktach
S. i 8S,, przeto wy-
Fig. 153. nika stq.d prosta} kon-
strukcja wspolnych

§ 56. Znamiona podobienstwa tréjkatow.

¥ Podobnie jak dla zbadania przystawania dwéch figur nie trzeba
byto poréwnywaé wszystkich bokéw i katéw, tak i przy badaniu
podobiefistwa wystarczy poréwnanie niektérych tylko czesci skia-
dowych. :

Dotychczas podaliSmy dwa okreslenia podobieristwa, rowno-
wazne ze soba:

a) boki majq byé proporcjonaine a katy réwne lub

b) figury dajg si¢ tak ustawic, zZe wszystkie boki odpowiednie
sq réwnolegle, a proste, lqczqce punkty odpowiednie, tworzg jeden pek.

Okreslenia te podaja zupetlnie wystarczajgce znamiona podo-
bieristwa, ale zarazem az ,nadto wystarczajgce, to znaczy: wystarczy
wiedzie¢ o wiele mniej o dwéch figurach, aby by¢ pewnym, Ze s3
podobne. Wybierzemy te warunki, ktére sg niezbgdnie konieczne
a zarazem wystarczajgce.

Jakikolwiek problem naukowy uwazamy dopiero wtedy za gruntownie
zbadany, jezeli zdotamy poda¢ warunki wystarczajace (t. j. nie za mato)
i konieczne (t. j. nie za wiele).

I tak okazemy, ze do zbadania podobiefistwa dwéch tréjkatéw
wystarcza i sa konieczne nastgpujace warunki:

(1) Dwa trojkaty, majace jeden kat réwny, a dwa boki zamykajace
go proporcjonalne, sa podobne (y=19'; a:a’ =b:b').

AL

AL Fig. 154
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(1) Dwa_trojkaty, majgce dwie pary katow rowne, s3 podobne.
(¢ =2, p_____ﬂ/)' ;

(") Dwa trojkaty, majace dwa boki proporcjonaine, a kz}t, Ieiqcx
naprzeciwko wigkszego boku rowny, sa podobne (a:a’ —=b:b'; a=a
przyczem a > b).

(V) Dwa trojkaty, majace trzy boki proporcjonalne, s3 podobne.

(a:a’'=0b:0b;

a:a =¢c:¢c).

S3 to wiec cztery: przypadki pod‘obieﬁsw.ra, zupe!n;e'
podobne do czterech przypadkow przystawania, tylko ze ,réwnosc
bokow* zastgpujemy ,,proporcjonalnos’.ciq bokéw*“. .

. Kaidy przypadek podobieristwa zawiera tylko dwa waru nki

i ieli i age na to, ze
w przystawaniu mieliSmy trzy). Zwréémy 1esz.cze uwa :
sv tn?éleqcie z rownosci katéw wynika proporc;onalnoéc bokéw (II")

- i odwrotnie: z proporcjonalnoéci bokéw wynika réownosé katéw (V).

iu nie mieli iej i &ci. Dowodzi to, Ze
Przy przystawaniu nie mielidmy takiej wzajemno ‘
sanfapwielkoéé bokéw nie zalezy od samych ka,t.éw,- tylkf) st;sut_lkl
bokow sa zaleine od samych tylko katow, s3 funkcjami katow. Znajac

* katy, potrafimy wyznaczy¢ stosunki bok6éw (a nie same boki). Natomiast

2 réwnosci bokéw wynika juz r6wnosé katéw, wige katy s3 funkcja:}i
samych bokow; znajac boki tréjkata, mozna wyzhaczy¢ katy. Wszystkie

~ te obliczenia jednak wchodza juz w zakres trygonometrji, gdzie tez

i i Sciwosci i (Dla czworokatéw juz
bada sig doktadnie wiasciwosci ty:(l;wf:::gyliqt 6(W P
porcjonalnosci bokéw, n, p. prostokat
a kwadrat!) "
Dowody przypadkow podo-
biefistwa przeprowadzimy tylko dl.a
a1y i (Iv’). Inne przeprowadza sig
w taki sam sposob.
Zacznijmy od przypadku (II'),
w ktérym ¢ =¢’ i = g’ (fig. 154).
Przedewszystkiem musi by¢ y=17%%
jako reszta do 180°. Mamy jeszE:ze
L wykazaé prdporcjonalgoéédbolfow.
 Odetnii calis boki (A 1 @B tréjkaia 4' B' C' 0C WA
gﬂ;:{na:m(l}')f goz?wai iy=19, to CDE2 A'B'C. .Linj'a DE deZl=e
~ réwnolegla do AB, bo a'=a, 2 to sa katy odpowiednie, utworzone

*
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przez dwie linje, przecigte trzecia. Z réwnoleglosci linij wynikaja
proporcje (por. § 53):
CA:CD=CB:CE=AB:DE czyli
CA:C'4A’=CB:C'B'=AB:A'P.
Wigc trojkaty Ii II majg katy parami réwne i boki parami
proporcjonalne, s3 zatem podobne: I v IL
Dla udowodnienia (IV’) przypadku, opieramy si¢ na zalozeniu :
AC:4'C'=AB:A'B'=BC:B'(C.
Odcinamy 0D =A’'C’ (fig. 154) i wykre$lamy linje: DE | 4B, to
tréjkat CDE 0 A BC, bo majg dwa katy parami réwne (D=<4
i <t E = <z B). Pytanie, czy tréjkat CDE zastepuje tréjkat 4B’ ¢,
t. j. czy jest do niego przystajacy ?
Otéz AC:CD=BC:CE czyli AC:4'C'=BC:CE, stad

/ /
CE = ﬁ% W zalozeniu za$ mieliSmy: 4C:4'C'=BC: B' ¢,
7 4
stad B’ C' = %, wigc CE ma te samg warto$¢, co B’ (.

Tak samo wykazuje si¢, ze DE= A’'B’, wiec tréjkat CDE jest
przystgjacy do 4/B’(’. Poniewaz za§ CDECVOABC, to i A'B' ¢’
musi by¢ podobny do 4 BC.

Dla sprawdzenia podobieristwa czworobokéw, pieciobokéw,. . .
wielobokéw, trzeba poréwnaé wiecej czesci, ale zawsze o jedna
mniej, anizeli dla sprawdzenia przystawania. Figury bowiem podobne
stajg si¢ przystajacemi, jezeli jeden bok obydwu figur zréwna sie
(z zachowaniem ksztattu calej figury).

Konstrukcja tréjkata podobnego do danego tréjkata jest
bardzo prosta: wystarczy przenie$§¢ dwa katy (IIY). Jeszcze
prosciej mozna to zrobi¢, odcinajac przy pomocy linji
réwnoleglej od trojkata cz¢$¢ g6rna. Konstrukcja ta jest
nieoznaczona: istnieje bowiem nieskoriczenie wiele tréjkatéw po-
dobnych réinych pod wzgledem wielkosci. Jezeli jednak dany jest
jeszcze jeden bok, lub stosunek zmniejszenia (zwigkszenia), kon-
strukcja jest wtedy oznaczona.

Poniewaz do budowania figur podobnych potrzeba mniej czesci,
anizeli dla figur przystajacych, przeto zadania konstrukcyjne
ulatwiamy sobie czgsto w ten spos6b, ze rysujemy najpierw
figur¢ podobng do zadanej figury, a pézniej powigkszamy ja lub
pomniejszamy odpowiednio do pozostalego warunku zadania. Ten
sposob postepowania azywamy metodg figur podobnych. Wyjasnimy
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te metode na przykladzie: zbudowacé tréjlcqt,. znajqe d.wa Icqtg! o, ﬁ
i promien kola opisamego R. Nie troszczic sig na.rame o wielko$¢
promienia R, wykre$lamy (fig. 155) dowolny tréjkat podopny do
1adanego, a mozemy to zrobi¢, po-
niewaz znamy dwa katy. Nastgpnie
wykre$§lamy promieri R’ kola opisz}-
nego dla tego trojkata i jezeli on nie
ma zadanej dfugo$ci, odcinamy na nim
od $rodka odpowiedni R. Teraz po-
wigkszamy (lub pomniejszamy) tréjkat
tak, aby promieri kola opisanego
byl R. Najtatwiej to uzyska¢, odci-
najac na prostych 04/, OB, OC'
dtugo$¢ R od O do punktéw 4, B0

Na podobieristwie tréjkatow po-
lega przyrzad do rysowania figur
podobnych (do pomniejszania i powigkszania figur), zwany pan-
tografem.

Fig. 155.

Przyrzad ten (fig. 156) sklada sig¢ z czterech prqté“{, tworzacych réwno-
legtobok: A BCD. W jednym punkcie P przytwierdza sig przyrzad stale do
plaszczyzny rysunku. Ramiona réwnolegtoboku sg ruchome Ww przegubach,

\ Fig. 156.

okolo punktéw A, D, B,C, a oprécz tego caly przyrzad moin_a qbracaé okoto
punkiu P. Jezeli koniec F, umieszczony odpowiednio na rar.memu 40, posu-
wamy po jakiejé figurze, to oléwek, umieszczony w punkcie Z,. na prostel],
1aczacej P z F, zakredla figur¢ podobng, pomniejszong. Jezeli pomieniamy role
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punktéw F i Z, otrzymamy figur¢ powigkszong. Stosunek powigkszenia lub
pomniejszenia wynosi:
PF:PZ=CF:CA,
w kazdem bowiem polozeniu przyrzadu punkty P, Z i F leza na jednej linji
prostej (wykaz, rysujac caly uktad w dwéch réznych potozeniach P, Z;
i PZ'F'; oprzeé¢ sie na podobienstwie tréjkatow PFF’ i PZZ’). Otrzy-
mamy wiec na peku prostych, wychodzacych z punktu P, odcinki propor-
cjonalne:
PZ:PF=PZ' :PF'=i t d

a wiec figury ZZ'... i FF'... s3 podobne i podobnie ufoZone.

§ 57. Zastosowanie podobienstwa tréjkatéw do trojkata pro-
stokatnego.

W dowolnym tréjkacie prostokatnym wykre§imy prostopadig
z wierzchotka kata prostego do przeciwprostokatni. Powstajg dwa
tr6jkaty podobne do siebie i do

calego tréjkata. Albowiem:
<xe=-<xpB, jako katy proste,
a <ry=<xd jako katy, ktérych
ramiona s3 zgodnie prostopadte:
wiec [0V L

Nastgpnie: <xC=<xC, a
<Sa=<xAd, wiec IcLIIL Stad
> juz wynika takze II oo IIL
Z podobieristwa tréjkatéw wynika proporcjonalnos$¢ bokéw, od-
powiadajacych sobie (boki odpowiadajace sobie lezg naprzeciw katow
odpowiadajacych sobie, to znaczy réwnych katéw). Otrzymujemy wigc
nastepujace proporcje:

(1) p:w=w:q wynika z podobieristwa tréjkatéw I i IL.

(2) p: b= b:c wynika z podobiefistwa tréjkatéw I i IIL

(3) g¢: a= a: ¢ wynika z podobieristwa tréjkatéw II i IIL

Proporcje te mozna wypowiedzie¢ w nastgpujacy sposob:

W .trojkacie prostokatnym wysokosé, naleigca do przeciwprosto-
katni, jest érednig geometryczng proporcjonaing pomiedzy obydwoma
odcinkami przeciwprostokatni, a kaida przyprostokatnia jest Srednig
geometryczng pomiedzy swoim rzutem na przeciwprostokginie a calg
przeciwprostokatnia.

Poniewaz kazdy kat, wspierajacy si¢ na péikolu, jest prosty, to
mozemy twierdzenie nasze zastosowaé do kola: prostopadia z obwodu
kola do Sredmicy jest $redmiq geometrycang migdzy obydwoma odein-
kami $redmicy, a kaida cigciwa jest Sredniq geomelrycang ngdﬁy

Fig. 157.

$rednicq a rzutem swoim na $rednice, przéchodzch preez jej punkt

poczgtkowy.

Twierdzenie to prowadzi do latwej konstrukcji §redniej
geometry cznej dwéch danych odcinkéw p, ¢ (fig. 158). Budlfjemy
mianowicie potkole na odcinku p + ¢ 1 Wy-
kreslamy prostopadia do $rednicy w punk-
cie wsp6lnym odcinkom p i ¢. Mozna takie
uzy¢ cieciwy, wtedy jednak na wigkszym
odcinku trzeba odcigé mniejszy i pétkole
zakreslié na wigkszym odcinku.

7 rozwiazania proporcji: a:z=2:1,

i wynika: z=Va. i

Wykreslenie $redniej geometrycznej dwéch liczb da;e nam quc
zarazem sposé6b graficzny otrzymania drugiego pier-
wiastka z kazdej liczby. 1=

Z proporcyj (2) i (3) wyprowadzimy jeszcze jeden barsizo wainy
wniosek. Poniewaz iloczyn wyrazéw $rednich réwna sig¢ iloczynowi
wyrazéw skrajnych, przeto z (2) i (3) wynika:

b:=pc } razem at+bi=(p+¢q).c
a’=gqec

Ale p + g = ¢, WigC: e g :

Stowami: suma kwadratéw (liczb wymiarowych) cbydwu przypro-
stokatni rowna sig kwadratowi (liczby wymiarowej) przeciwprostokatni.

Twierdzenie to, zwane twierdzeniem Pitagorasa, odgrywa w geo-
metrji nadzwyczajnie waing role. Do twierdzenia tego powrocimy
jeszcze przy obliczaniu powierzchni i objetosci.

§ 58. Srodek cigzkosci tréjkata. _
Polaczmy wierzcholki dowolnego tréjkata ze'érodkami .przec1w-
leglych bokoéw. Te proste nazywamy linjami dosrodkowemi. Wyka_l-
zemy, ze trzy dos$rodkowe przecinaja
€ sie¢ w jednym punkcie. :
Dow6d : wykreslmy najpierw dwie
takie linje AE i BF (fig. 159). Wy-
kre§lmy linje pomocnicza EF, to ona
jest rownolegla do boku A B (por.
§ 23). Stad wynika SEFOSBA
(przypadek II'). Odpowiednie boki sa
wiec proporcjonalne, a zatem SE
jest polowg 48 i F &S jest polowa
BS, poniewaz FE =} AB (por. § 23).
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Punkt § odcina wiec z obu dosrodkowych cze$é trzecia.
Gdyby$my teraz wykreslili trzecia dosrodkowa CD, to ona

musi takze odciag¢ na i ; 1 _ ‘ !
% vt o a AE i FB ftrzeciq cze$é, a wiec musi trafi€

Ten punkt 8 nazywamy $rodki ¢ i
i wier: 4 y iem cigzkosci pola trojkata. Wyka-

Dosredkows trojkata przecinaj : ;
. 3 sie w jednym punkcie, kt i
na kazdej dosrodkowej od podstawy trzecii cz;ét':.p i

Srodek cigzkosci jest czwartym osobliwym punktem tréjkgta.

§ 59. Srednia harmoniczna.

W algebrze rozwaza si iej
/ ¢ obok $redniej arytmetycznej i -
trycznej takze $rednia harmoniczng dwéch liczbr.y % hen

Srednia arytmetyczna wynika z réwnania:
a-+b
2

a—38=38—>b, stad s =

Srednia geometryczna wynika z réwnania:

a:8=23:b; stad s=Vab.
Srednia zas/harmoniczna wynika z proporcji:

a:(@—s)=b:(s—b) i jak tatwo obliczyé, ma warto$é: s=giz.
. v a
Z.namy Juz sposéb konstrukcyjny znalezienia $redniej ary:r-ne-
tycznej (por. twierdzenia o trapezie i ¢wiczenie 27, str. 85) i $redniej
geom.etrycznej. Srednig harmoniczng otrzymamy z harmonicznego
podziatu odcinka (por. § 52, str. 107). Jezeli bowiem (fig. 160):
(ABCD)= —1 czyli

_. i
— b o ) e
St # AC:BC=—AD:BD
A a C B D ale BC=—CB, wig
i 546 AC:—CB=—AD:BD.

e Mnozac obie strony przez
wteléy otrz(ymam)y AC:CB=+ AD:BD. Z figury za$ widzim)l') Ze
a:(s—a)=>b:(b—s), czyli zmieniajac znaki i razi
bbb - 5 jac znaki w 2. i 4. wyrazie
Otéz w podziale harmoniczn i i
: : | ym odcinek podzielony 4B jest
$redniag harmoniczna migdzy odcinkiem mniejszym a wiekszym. 'i‘ak

samo moina wykazaé, ze odcinek CD j : : :
dzy BD i A D. jest $rednig harmoniczng mie-
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Aby wiec znalezé $rednig harmoniczng, trzeba umie¢ do trzech
punktéw dowolnych znalezé czwarty harmoniczny. Uzyjemy do tego
pdtkola.

Udowodnimy, ze biegun i biegunowa kola (por. str. 71) przedzielajg
harmonicznie $rednice. Z dowolnego punktu 4 poza kotem popro-
wadzmy styczng 4 X (fig.
161), to 4 jest biegunem
aprosta BX, prostopadia
do $rednicy, jego biegu-
nowa. Poniewaz promief
OX jest prostopadly do
stycznej, to tréjkat AOX
; jest prostokatny, mozemy

Kl 201 wiec doniego zastosowaé
twierdzenie o $redniej geometrycznej. Otrzymamy proporcje:
OB:r=r:04 czyli r:OB=04:r.

Stosujac do tej proporcji twierdzenie o sumie i réznicy ijej
wyrazéw, otrzymamy :

(r— OB):(r+OB)=(0A—71): (04 +71)
CR . AR e A o T AD

Zmieniajac kierunek trzech odcinkéw, otrzymamy:

OB:— DB—= —CA:—DA a zmieniajac znaki 2 i 4 wyrazu
CB:DB=—CA:DA.

To za§ dowodzi, ze (CDBA)= — 1.

Aby wiec znaleéé punkt B, harmonicznie spragiony z punktami
A, C, D, a przedzielajacy wewnetrznie punkty C i D, kreslimy kolo
na Srednicy CD, z punktu A prowadzimy stycang do kola a z punkiu
stycenosei X cigeiwe prostopadly do Srednicy CD.

Stad nastepujaca konstrukcja $redniej harmonicznej:

Na wigkszym odeinku A D =Db, odeinamy mniejszy AC=a.
Kreslimy punkt B, harmonicznie sprzgéony z A, C, D, lezgey miedzy
C i D, to odcinek A B jest Sredmiq harmoniczng miedzy odcinkams?
a i b

Jak mozna znalez¢é punkt harmonicznie sprzg¢zony z B, :CreD,
lt?iqcy zewnatrz odcinka CD?

'§ 60. Zastosowanie podobieristwa tréjkatéw do kota.

Poprowadzmy z dowolnego punktu § poza kolem pek promieni
i zwr6émy uwage na odcinki kazdego promienia, zawarie migdzy



wierzcholkiem peku a obwodem kola, n. p. 84, S4’, 8B, SB’it. d.

poniewaz maja po dwa
boki, lezace naprzeciw

(fig. 162). Tréjkaty SAB' i SA'P sa podobne,
katy réwne (<xA =< B, S —<r S), wiec

réwnych katéw, sa proporcjonalne :
SA:8B'=8SB:84’
lub §4.84'=SB . 8B’ Stowami:

— W peku_promieni, przecinajqeym

kolo, iloczyn odeinkéw kazdego pro-

_ritienia, zawartych miedzy_wierzchol-

Fiem peku a obwodem kola, ma '.éta,lq

wartodé. %

Fig. 162. Aby te stalg wartosé fatwo obli-

czy¢, zsuwamy punkty 4 i A’ coraz

blizej: skoro sig te punkty nakryjg, sieczna zamienia sie na styczna

S C, ailoczyn dwéch réinych odcinkéw zamieni si¢ na iloczyn dwéch

réwnych odcinkéw: SC.SC czyli 8 C? Ot6z stata wartosé tego tlo-

cynu rowna_sig drugiej-potedee-odeinka-stycznej z punktu . Diatego
ten iloczyn nazywamy : potegq kola ze wzgledu na pimkt S.

Z figury 162 widzimy, ze warto$¢ tej potegi wynosi Ap2= ¢l —

i jest liczbg dodatnig (wedtug twierdzenia Pitagorasa). Gdyby wierz-

chotek peku S lezal wewnatrz kota, to tak
samo dowodzi sie, ze:

S4.84’'=8B.SB' —— S,
(znak: — pochodzi stad, ze ¢’ — — SC).
S C nie jest teraz odcinkiem stycznej, ale
polowa cigciwy prostopadlej do linji,
faczacej S ze $rodkiem kofa. (Cigciwa ta jest
przepolowiona punktem ). Potega kota
ze wzgledu na ten punkt 8 wynosi — SC?2
ale —SC*= —(p2 — ¢?) czyli p? = ¢ — 72,
oblicza si¢ wigc tym samym wzorem, ale

. wartos¢ otrzymuje sie ujemng, poniewaz
¢<]r. Jezeli wreszcie punkt S lezy na kole, to ¢=r, wigc potega:
p*=0, jest wiec ré6wna zeru.

Fig. 163,

’

§ 61. Dziesigciokat umiarowy. Podzial zloty.

Przy pomocy twierdzed o podobieristwie tréjkatéw mozemy
rozwigza¢ zadanie, ktére$my pomingli w nauce o wielokatach umia-
rowych, dotyczace podziatu kota na 5 j 10 ré6wnych czesci
(por. str. 90 z § 44). Weimy pod uwage dziesigciokat umiarowy,

wpisany w kolo o promieniu r; bok jego .nazwi;‘m‘):' :c ikzl:iigai;‘);“

jaki jazku jest ten bok z promieniem. 413cz
Mok ey jednego boku ze §rodkiem, otrzymaniy tré]l.ca,t
o katach 36°, 72°% 72° (fig. 164). Polowigc

5 <r B wyliczamy latwo, e <xC=1T2%a \)\tlQC"
& AB—= BC, poniewaz tréjkat AB?’ Jjest
b réwnoramienny  (tr6jkat ten rozwa}zahémy
w\_ o takie na str 105). Tréi.kqty ABC i AOi

A Cubut sa podobne (poniewaz ich katy przy po

Fig. 164. stawie wynosza po 729. Z podobieristwa
wynika proporcja:
AO:AB=AB:AC ;
r:b=>5b:(r— CO). Ale CO=BC=AB=2>5 wigc 3
r:b=>b:(r—0" ;
_ Bok dziesieciokata_umiarowego_jest Srednig geometryczna pomigdzy

__calym _promieniem-kola-opisanego.a. reszta,. pozostala po odcl_qci'u*tego

omieniu. : ;

i :N:](l;émy uwage na podzial odcinka 4 O pux}kte':m C. P;);cl:.waz
A B = CO, to proporcj¢ nasza mozemy takze napisa¢ w posiaci:
A0:CO=CO:AC. R

__Caly odcinek tak sig ma do swej wigkszej czesci, jak wigksza do

; mniejszej. w5

ol sialom zotym.
Taki podzial nazywamy podzialem . Vi
Aby opdcinek podzieli¢ wedlug podziaiu zltotego, 'trzeba zial;;ecsig(é:
inki isa¢ w nie dziesieciokat umiarowy
tym odcinkiem kolo, wp Ml o
i i Przy pomocy katom
o bok na danym odcinku. kal atw
]:gzynié Zobaczymy jednak, ze wystarczy uzycie cyrkla i lineatu
j iska“).
(konstrukcja »platons . )
i ze taki podzial najwigcej
odzial zloty“ tem sie ttumaczy, : 5
d owl?:;:v Zpggobaniom czlowieka, chociazby sobie nie zdavYak :prawziujgaoéz
? }': rawo tego podzialy. Budowle prostokatne greckie malka,r ;li :. .
%esszegokoéé odpowiadajace podziatowi zlote::u; krz?u'!e,yxsn : azr); ic,h bOkév;
] ici i iedni k robione, ze W v
i ospoliciej sa mimowiednie ta 7 y e
b;letzaj;anii[;j v‘; przybliZzeniu odpowiadaja ziot_emtf podzml::yvn. Dopatrywano sig
ﬁaszet podobnej proporcjonalnosci w budowie ciala ludzkiego.
i g : e
Aby konstrukcyjnie rozwigzac zz_ldz'mu? z.lo.t;:gtou;ia_
dzialu lub — co na jedno wyjdzie — wpisac .dznesnc;mo.q sy
rowy w kolo, oprzemy sie na proporcji (1). Zamiast » napiszemy a,
zamiast szukanego b liter¢ z, wigC:
a:z=2z:(a—3z)
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Obliczmy najpierw z z te i
y T go réwnania. Iloc S i
réwna si¢ iloczynowi wyrazéw skrajnych : b e
2?2=a’—za czyli
z? 4+ az = a?
Aby uzupelni¢ pierwsza strong do kwadratu, dodajemy po obu

stronach (;) 2, to:

zé ﬁz_ a\’
+ast(g) = e+ ()

Tréjmian po pierwszej stronie powstat z wykonania dzialania:
i\ Al
(z + ?) , WIEC
g% i a)?
a 2
T+ o Va2 4 (%.) czyli

% = 2_?___“_
“+(2) 2

Znak pierwiastka moze byé takze: —, wtedy jednak warto$é bez-

wzgledna z bylaby wiek i A
nieprzydatna, ylaby wigksza jak a; wartos§¢ ta jest dla naszego zadania

Mozna jednak i tej drugiej Sci . i
j drugiej wartosci: », = — \/a?+ (?) —Enadaé

Znaczenie geometryczne. Przedewszystkiem widzimy, Ze

7
z ='—W—;=—(z+ a)

Obréémy na fig. 164 promiei 04 o 72°
w dét do punktu D (na fig. 165) i polgczmy B
z D, to xD=<xCB0O=236° (bo OB=0D
a <y O — 108%. Prosta BD odcina wiec tréjkat
AB.C’ ten sam, ktérySmy mieli na fig. 164.
Z figury widzimy, 26 BD=z+a= = — .-

Odcinek B D jest bokiem 10-kata gwiezdzi-
stego, lftéry otrzymujemy, dzielac obwdd kota
na 10 réwnych czedci i faczac ze soba co trzeci
p}mkt zpodzialu. Otéz drugie rozwigzanie réwna-
nia z :+-aa,-=a3 daje ujemna warto$¢é boku
dziesigciokata gwiezdzistego (narysujl)

Te wielko$¢ trzeba teraz wykreslic.

Fig. 165, Trudno$¢ sprawia \/a2 + (%) 2. Powolujac
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si¢ jednak na twierdzenie Pitagorasa widzimy, 2Ze jest to
przeciwprostokatnia tréjkata prostokatnego, w ktérym przyprosto-

A . katnie wynosza: a i %. Budujemy wiegc
3 D tak{ tréjkat prostokatny (fig. 166). Od tego
X —

B 2 (ﬁ)2
C a A
Fig. 166. mamy odja¢é %, to pozostaly odcinek jest

zadanym z. W ten sposéb znalezliSmy bok dziesigciokata umiarowego

wpisanego w koto o promieniu a. Zloty podzial uzyskamy, odcinajac

znalezione z na odcinku a. Stad wiec wynika nastgpujaca konstrukcja:
Na koieuw odcinka a wykreslamy prostopadiq © odmierzamy

na niej %. Faczymy A z B ¢ przenosimy AC na bok AB do

punktu D. Reszta-pozostata jest szukanym bokiem dziesigeiokate
a zarazem wickszym odcinkiem zlotego podziatu odeinka a. Ta
sama konstrukcja stuzy wiec réwnoczesnie do podziatu kofa na
10 réwnych cze$ci. Podzial na 5 ré6wnych czg$ci juz
z tego wynika: nalezy podzieli¢ kolo na 10 czesci i co drugi punkt
podzialu opuscic.

Metoda rozwigzania tego zzdania polegala na tem, ze dla wiel-
kosci szukanej oblicza sig najpierw algebraicznie pewien wzor, a dopiero
potem wykresla sig wielkosci w tym wzorze zawarte. Postepowanie
takie nazywa si¢: metoda analizy algebraicznej. Jest to juz czwarta
ogélna metoda rozwigzywania zadan konstrukcyjnych. Bedziemy jej
jeszcze uzywali w nastegpnym rozdziale.

Cwiczenia IX

§ 5l 1 Zmierzy¢ dowolny odcinek drugim mniejszym, uzywajac mierzenia

aficuchowego.
2. Wykresliwszy kwadrat o boku 1dm i przeka'nig, zmierzy¢ (W przy-

blizeniu) przekatnie, uzywajac boku jako jednostki mierniczej.

3. Zmierzy¢é stosunek boku tréjkata réwnobocznego do wysokosci.

4. Stosunek odcinkéw: 129 mm i 55mm znalezé drogg geometryczna
i arytmetyczng i poréwnaé wyniki!

5. Wykazaé, ze stosunek promienia kofa ‘do boku dziesieciokata umia-
rowego mozna przybliza¢ zapomoca wyrazéw szeregu. (z fig. 140):

s %oy Sas Elss s ys 4001y 5%y it

Jakie jest prawo tego szeregu ?
§ 52. 6. Obierajac na danym odcinku dowolny punkt, zbadaé stosunek
podzialu wewngtrznego (mierzeniem faricuchowem). '
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7. Obierajac poza danym odcinkiem u‘a tej inji
j samej 1
punkt, zbada¢ stosunek podzialu zewngtrznego. S v sl
8. Jakie rozmaite warto$ci moze przybi i
ybiera¢ stosunek podziatu we-
wnetrznego? Przedstawi¢ graficznie wartosci te j
pierwszego odcinka. o PR
9. Jakie rozmaite wartosci moze i i
przybiera¢ stosunek -
wnetrznego ? Przedstawi¢ graficznie zbiér tych wartosci. R
10. Obierajac dowolnie cztery punkty na linji j
i sk y punkty inji prostej, zbadaé stosunek
1L Jezeli (ABCD) =k, obliczyé: (BACD), (DCBA) i inne warto-
sci, powstajace przez zmiang uporzadkowania liter w symbolu (ABCD).
12. To samo zadanie wykonaé¢ dla (4 B(CD)= — 1.

§ 53—5{1. : 13. Udowodnié, ze dwie proste, odcinajagce na dwéch promieniach
peku odcinki proporcjonalne, muszg byé réwnolegte (niewprost!).

14, Jak - diugie musza byé ramiona i
cyrkla proporcjonalnego, jezeli
chcemy uzyska¢ pomniejszenie 1:5 (dtu ieni i
y : gos$¢ calego ramienia 4 A’
‘wynosi n. p. 1dm) (por. str. 110, fig. 145). ;. fos
15. Podzieli¢ dany odcinek w stosunku 11:8.
16. Rozwigzaé graficznie proporcje:
a) 31:7 =>5:2 i poréwnaé z rozwiagzaniem algebraicznem.
b) 2Y,:2z="T1,:3Y, i algebraicznie.
c) 2T i34 =i z253
17. Boki tréjkata sa: a=12¢m, b=10cm, ¢ — 6 ieli¢
,. ) 3 = = 6 ¢cm. Podzieli¢ bok ¢
w §tosunku 2:? i wykresli¢ rownolegla do boku, a przez ten punkt podziatu.
‘Obliczy¢ odcinki boku b i linje $rodkowa trapezu odcigtego.

18. Przez punkt P na polu danego k i
1 ata poprowadzi¢ prosta tak, aby
odcinki od P do ramion danego kata tworz ;
! yly stosunek 3:5. (Wsk 5
‘wykresli¢ z P réwnolegte do ramion!). 99 226Wk3
19. Na polu kota dany jest punkt P i $rednica, P i¢
v ‘ , Przez P poprowadzié¢
. cigciwe tak, aby ja Srednica dzielita w stosunku 2:3. (Wskazé i
© Y : 3. ka:
Srednicg na 5 réwnych czescil). o e
20. Przez punkt: P, dzielacy wysokos$¢ trapezu w stosunku m : P, po-
prowadzono réwnolegta do podstawy. Wykazaé, ze odcinek tej linji zawarty
ma+pb
. m + p
boki r?wno'legle. (Wskazéwka: odcigé tréjkat prosta réwnolegta do jedmego
z bokéw nieréwnolegtych i wykreslié w nim wysokosél).

o ill.mgykres'lié .linjq prosta, zdazajaca od danego punktu do niedostep-
u przecigcia si¢ dwodch danych prostych. Jakie i
konstrukcje poznaliSmy dawniej? B SR L
22. Wykonaé graficznie mnozenie 1:73.0+45.
23. Wykonaé¢ graficznie dzielenie 1'56: 1:37.
§ 55—56." 24. Wykreslié dwa dowolne kota ir i
3- - wspoéisrodk iczy¢
zmniejszenie kola wewnetrznego. i e eng:
25. Wykaza¢, ze wszystkie wieloboki umia Swnej liczbi 5
ALey 7 rowe o rownej liczbie bokdow
26. Odcigwszy od trojkata réwnobocznego tréjkat zapomocg linji rowno-

legtej do jednego z bokéw, zmierzy¢ zmniej i . A
podobnej. y jszenie bokéw powstatej figury

migdzy bokami nieréwnoleglemi wynosi s = , gdzie @ i b oznaczaja
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27. Obrawszy dowolny nieregularny osmiokat, narysowac figurg podobna
przy pomocy pgku promieni: a) po tej samej stronie wierzchotka pegku,
b) po przeciwnej stronie wierzchotka.

28. Wykredli¢ do danego tréjkata tréjkat podobny, zmniejszony w sto-

-sunku: @) 1:3, ) 2:5.

29. Do danego czworoboku wykreslic czworobok podobny i w podo-
bnem polozeniu, zmniejszony w stosunku 2:3 tak, aby $rodek podobierstwa
byt: a) wewnetrzny, b) zewngtrzny. Jakie rozmaite polozenia moze miec
zewnetrzny $rodek podobieristwa? Czy moze leze¢ wewnatrz czworokata?

30. Dwie jakiekolwiek figury podobne, nie lezace réwnolegle, sprowa-
dzié¢ do potozenia podobnego: a) przesunigciern i obrotem, b) samym obrotem.

31. Dla dwéch czworobokéw podobnych, lezacych réwnolegle, znaleZé

-§rodek podobierstwa.

32. Znales¢é wewnetrzny i zewngtrzny Srodek podobieristwa dwéch kot.

33. Wykresli¢ cztery styczne wspélne dwu kolom.

34, Znalezé ciefi i polcien kuli wigkszej, o$wietlonej kula mniejszg
i odwrotnie (w przekroju).

35. lle warunkéw musza spetniaé dwa tréjkaty prostokatne, aby byly
podobne? Ile warunkOw musza spelnia¢ dwa pigciokaty, aby byly podobne ?

36. Udowodnié: a) pierwszy przypadek podobieristwa  tréjkatow,
b) trzeci przypadek podobiedstwa.

37. Wykaza¢, ze w dwoéch tréjkatach podobnych stosunek odpowiednich
wysokosci réwna sig¢ stosunkowi bokow. .

38. Wykazaé, ze dwa trojkaty, ktérych boki sa wzajemnie parami
prostopadte, sg podobne.

39. Wykredlié trojkat prostokatny, znajac przeciwprostokatnig i stosunek
obu przyprostokatni, n. p. 4:7 (kresli sie tréjkat podobny, o bokach n. p.
4¢m i Tem i powigksza sig¢ go lub pomniejsza).
4 40. Zmierzy¢ wysoko$é drzewa zapomocg laski o znanej diugosci, mie-
rzac cien drzewa i cied laski.

41. Jak mozna zmierzyé gigbokos¢ okragtej studni, badajac odbicie sig

-przeciwleglego brzegu studni w wodzie? Wskazéwka: umiesci¢ oko tak, aby

obraz przeciwleglego brzegu schodzit si¢ w oku z brzegiem blizszym i zmierzy¢
promieri otworu studni, odlegto$¢ pozioma i pionowa oka od blizszego brzegu.
42. Przy pomocy podobnych tréjkatéw zmierzy¢ szerokos¢ rzeki, nie
przekraczajac jej! Wskazoéwka: uzy¢ dwéch podobnych tréjkatow prostokatnych.
43. Wykresli¢é trojkat, znajac dwa katy i a) promieri kofa opisanego,
b) promien kola wpisanego (metoda figur podobnych).
44, Wykreslié tr6jkat réwnoboczny, znajac sumg boku i wysokosci.
45. W podany tréjkat wpisa¢ kwadrat, spoczywajacy podstawa na
jednym boku. (Rysuje si¢ najpierw kwadrat wigkszy, wystaiacy z tréjkata
i laczy si¢ wystajacy wierzchotek kwadratu z przeciwleglym wierzchotkiem
tréjkata linja 4 X; nastepnie pomniejsza si¢ go tak, aby wierzcholek lezat
na boku tréjkata a zarazem na linji 4 X).
46. W dane kolo wpisaé prostokat, ktérego boki sa w stosunku
1:V2 (taki przekréj ma belka o mozliwie najwiekszej wytrzymalosci!).
§ 57. 47. Wykresli¢ $rednia geometryczng dwéch danych odcinkow.

48. Znalez¢ graficznie: V3, V15, V8.
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49. Wykresli¢ odcinki Ya® + 33, Va? — 2, przy pomocy twierdzenia
Pitagorasa, znajac « i b,

50. Wykresli¢ odcinek Va2+b2+ c2 4 d2 znajac a, b, ¢, d (kazda
liczbe catkowita mozna rozlozyé na sume czterech kwadratéow, kazda wiec
mozna w ten sposéb spierwiastkowaé przez 2).

51. Wykazaé, ze w trapezie réwnoramiennym, opisanym na kole, wy=-
sokos¢ jest Srednia geometryczng obydwu bokéw réwnolegtych.

52. Obliczyé przy pomocy twierdzenia Pitagorasa: @) promieri kota
wpisanego w o$miokat umiarowy o boku a=6c¢m, b) promieri kota opisa-
nego na tym osmiokacie.

§ 58.53. Wykresli¢ srodek cigzkosci dowolnego tréjkata.

54. W tréjkacie rozwartokatnym wykresli¢ 4 punkty osobliwe.

55. Wykaza¢, Ze 4 punkty osobliwe tréjkata réwnobocznego nakry-
waja sie.

56. Wykaza¢, ze tréjkat,
rownoramienny.

57. Udowodnié prawdziwos$é twierdzenia: jezeli wierzchotki tréjkata s3
od pewnej prostej dowolnej odlegte o odcinki Ty, X9, X,, to odlegltosé Srodka
cigzkosci tréjkata od tej prostej jest s$rednia
arytmetyczng tych trzech odlegtosci, t. j.

o % (fig. 167).

58. Wykazaé, ze w kazdym tréjkacie
srodek ciezkosci S, Srodek kola opisanego 0O
i punkt przeciecia wysokosci W leza na jednej
linji prostej i ze WS=2.80 (twierdzenie
Eulera). (Wskazéwka: pofaczy¢ W 1z wierz-
chotkiem a O ze $rodkiem przeciwlegtego boku
i wierzchotek ze $rodkiem przeciwlegtego boku).
§ 59. 59. Znalez¢ srednig harmoniczna : a) dwéch
odcinkéw, b) dwéch liczb.

60. Wykonaé podziat harmoniczny dowol-
nego odcinka.

61. Wykazaé, ze odcinek prostej réwnoleglej do bokéw réwnolegtych
trapezu a przechodzacej przez punkt przecigeia przekatni, jest sredniag har-
moniczng miedzy bokami rownolegtemi, (Wskazéwka: z korca tej réwnolegtej
i z kotrica mniejszego boku réwnoleglego poprowadzié proste réwnolegle do
drugiego boku nier6wnolegtego).

62 a. Wykaza¢, ze symetralna kata wewnetrznego w tréjkacie dzieli bok
przeciwlegly na odcinki, proporcjonalne do bokéw, zamykajacych ten kat.
Wskazéwka: wykreslié z jednego wierzcholka lezacego na tym przeciwlegltym
boku prosta rownolegla do symetralnej az do przeciecia si¢ z przedtuzeniem
boku tréjkata, nie przechodzacego przez ten wierzcholek.

62 b. Wykazaé, ze symetralna kata zewnetrznego w tréjkacie dzieli
bok przeciwlegty zewnetrznie w stosunku réwnym stosunkowi bokéw przy~

legtych. Wskazéwka : wykresli¢ z drugiego wierzcholka réwnolegia do tej
symetralnej.

w ktérym dwie dosrodkowe 83 rowne, jest

r

Fig. 167.

l
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62 c. Wykaza¢, ze symetralna kata wewnetrznego i zewne;tr.zneg(? dzielg
harmonicznie przeciwlegly bok tréjkata. (Wskazéwka: poprowadzié z jednego
wierzchotka na tym boku proste réwnolegle do tych symetralnych).

§ 60. 63. Jakie jest miejsce geometryczne punktéw, majacych réwna potege ze
wzgledu na jedno kotlo? M

64. Obliczy¢ potege punktu: @) lezacego poza kotem o promfen}u 8 cm
w odlegtosci 3 em od obwodu, b) lezacego wewngtrz kola o promieniu 6 cm
w odlegtosci 2 em od obwodu.

§ 61. 67. W dowolne koto wpisaé umiarowy dziesieciobok,
katomierza. \

66. Obwod kota podzieli¢: @) na 5 réwnych czesci, &) na 20 réwnych
cz¢'ci bez pomocy katomierza.

67. Na dowolnym odcinku wykonaé ztoty podziat.

68. Wykresli¢ prostokat, ktérego boki tworzg ztoty podzial (sg odcinkiem
wigkszym i mniejszym zlotego podziatu). -

69. Obliczy¢ bok dziesigciokata umiarowego, znajac promier kota opisa-
nego (n. p. » =10 em). -

70. Wykresli¢ bez pomocy katomierza kat: a) 72°% b) 36°, ¢) 18°. '

71. Przy pomocy boku dziesieciokata gwieiqzistego (sjtr. 124) obliczy¢
bok pigciokata umiarowego jako funkcje promiem§ kola opisanego. (Wska-
zowka: podzieliwszy kolo na 10 rownych czesci, polaczyé 1-szy punkt
podziatu z 3-cim a 3-ci z 5-tym). b .

72. Wykaza¢, ze dwie przecinajace sie przekatnie pxecxokqfa umiarowego
dziela si¢ wedtug zlotego podziatu. (Wskazév\.rka: potq_czyé konc.e t'yc1.1 prze-
katni i wykazaé¢, ze wigkszy odcinek przekatni réwna sie bokowi pieciokata).

73. Do wngtrza pétkola o znanej srednicy wykresli¢ dwa mniejsze Pé%ko].a,
majace Srednice o polowe mniejsze, a nastepnie .v;fykreé.hc koto, stykajqce sig
z danem pdétkolem wewngtrznie, a z dwoma mniejszemi zeyvnf;trzme. Analiza
algebraiczna! (Taka forme¢ ma ozdobne okno w stylu romariskim).

7 I

W, U

nie uzywajac

OV
Ro3dzial X

Pole figur ptaskich

§ 62. Ogdlne uwagi o mierzeniu pola (powierzchni).

NauczyliSmy sie juz mierzy¢ odcinki i katy. W g"eom?trji za-
réwno idealnej, jak i praktycznej, potrzeba czesto zmierzy¢ pole
(powierzchnig) ograniczone jakas$ linjg famang }ub krzy'wq: Wpro-
wadzamy w ten sposéb do geometrii nowe wielkos$Sci, ktére
trzeba umie¢ przedewszystkiem poréwnywac. O_téi zar é wne uwa-
zamy przedewszystkiem pola figur pr;)fsta]q cy.ch lub
takich, ktére moz na rozlozy¢ na czeSci parami pr;y-

R s vy mﬁ‘icﬁ.‘@éo;;'jn dla szkét érednich.
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stajace. Jasnem jest tez, kiedy nazwiemy jedng powierzchnig
wigkszg od drugiej i kiedy jedna figure nazwiemy 2,3, 4....n, razy
wigksza od drugiej. (WypowiedZ SciSle te okreslenial). Za jednostke
pola, z ktéra poréwnujemy wielko$¢ wszystkich powierzchni obrano
kwadrat, ktérego bok wynosi jednostke diugoscit.j. 1m, 1 dm, 1 em,
1 mm. Nazywamy je metrem kwadratowym: 1m? decymetrem kwa-
dratowym 1dm? i t. d. Latwo zauwazyé, Ze kwadrat o boku 1m
da si¢ rozdzieli¢ na sto przystajacych kwadratéw o bokach 1 dm,
10.000 kwadratéw o bokach 1em, 100° kwadratéw o boku 1 mum.
A wigc:

1 m? = 100 dm?; 1dm? = 100 em?; 1 em? = 100 mm5;
zamiennikiem miar pél wyzszego rzedu na miary nizszego rzedu
jest liczba 100.

2 NZr"n"iéFZ?]gj_w_igl]q@c’_.jalcz'egq.{ pola to znaczy zbadaé, ile raey
fo pole jest wigksze _od_przyjetej jednostki pola. Liczbe, wy-
razajaca ten stosunek pola do jednostki, nazywamy liczba
wymiarowa danego pola, bez wzgledu na fo, czy jest liczba
wymierng czy tei niewymierna. Zadanie to nie przedstawia sie tu
jednak tak prosto, jak przy mierzeniu odcinkéw lub katéw, albowiem
nie kazde pole da si¢ roztozy¢ na same kwadraty — podczas gdy
kazdy odcinek mozna roztoiy¢ na mniejsze odcinki, a kat na mniejsze
katy. Dwa odcinki lub katy réwne sa zarazem przystajace, podczas
kiedy dwa pola réwne wcale nie musza by¢ przystajace, np. kwadrat
i tréjkat otrzymany z kwadratu przez przeciecie go przekatnig i zesta-
wienie tych dwéch tréjkatow wzdtuz jednej przyprostokatni. Aby wiec
zmierzy¢ wielko$¢ jakiego$ pola nie wystarczy zwykle odcinac od niego
po prostu kolejno kwadrat jednostkowy a z pozostals reszta poste-
powac podobnie, jak przy mierzeniu faficuchowem odcinka, bo pozo-
stala reszta moze by¢ znacznie wigksza od kwadratu jednostkowego.
Co wigcej, nawet gdyby pole bylo wspétmierne z jednostka, to
mierzenie laficuchowe mogloby si¢ nigdy nie skoriczy¢ np. przy
poréwnywaniu figur krzywolinjowych z kwadratem jednostkowym.
Bedziemy wigc z reguly postepowali inaczej, anizeli przy mierzeniu
odcinkéw lub katéw. Opierajac sie na naszem okregleniu pol réwnych,
jako dajacych si¢ ztozy¢ z cze$ci parami przystajacych, bedziemy sie
przedewszystkiem starali wykaza¢, ze badana figura jest w tym
znaczeniu réwna jakiemu$ kwadratowi lub prostokatowi, te bowiem
daja si¢ mierzy¢ w sposéb podobny do odcinka. Bedziemy sie starali

wykaza¢ ré6wnowazino$é — jak si¢ wyrazamy — badanej figury -

z prostokatem, rozkladajac jg na cze$ci parami przystajace do odpo-
wiednich czesci jakiego$ prostokata lub kwadratu. Jak zobaczymy,
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uda si¢ to dla kaidego wielokata; kazdy wielokat potrafimy zamienic¢
na réwnowazny kwadrat. Dla figur krzywolinjowych jednak, np. dla
kola i to postgpowanie nie prowadzi do celu. Tam juz bedziemy
musieli uZzywac rozwazai granicznych, uwazajac pole kola za
granice, do jakiej daza pola wielokatéw wpisanych (lub opisanych).
Liczba wymiarowa pola krzywolinjowego bedzie wigc granica, do
jakiej daia (dajace si¢ obliczy¢ wedlug poprzednio wspomnianej
metody) liczby wymiarowe pé6l odpowiednich wielokatéw. Rozszerzajac
okreslenie pél réwnych, powiemy wigc ogolniej: dwa pola nazywajq
si¢ rowne, jeieli ich liczby wymiarowe sg rowne — chociazby si¢ nie
daty roztozy¢ na czeSci parami przystajace.

W praktyce uskuteczniamy mierzenie pola bezposrednio w ten
sposob, Ze dang figure rysujemy (najczesciej w pomniejszonej skali)
na papierze milimetrowym i liczymy kwadraciki. Powinno
sig osobno zliczy¢ kwadraty zawarte cate wewnatrz figury : przypusémy,
ze jest ich ». Potem osobno liczymy kwadraty przeciete przez obwéd
PR figury; jezeli ich jest n’, to
liczba wymiarowa P powierz-
chni zawiera si¢ miedzy »
] an+n.

’ t n P<n+n'

Np. na naszej figurze 168
19 <P << 45.

GdybySmy zrobili siatke

A kwadracikéw o bokach 1/, , mm,
J ] otrzymalibySmy dla P jeszcze
Fig. 168. ciasniejsze granice, a wiec
witksze przybliZenie.

=

Granice, do jakich daza liczby » i » 4+ »’ przy podziale danego pola
na coraz to drobniejsze kwadraciki, nazywamy miarg wewnglrzng i_miarg
zewngtrang pol. Jezeli obydwie miary daza do jednej, wspdlnej granicy, to

~pole mazywa Sig ‘mierzalne. Istnieja jednakze pola o tak poplatanem ograni-
czeniu, 2e ich miara zewnetrzna jest stale wieksza od miary wewnetrznej

o liczbe skoriczong.

Drugi praktyczny sposéb mierzenia pola mozna oprze¢ na po-
miarach fizykalnych, a mianowicie na wazeniu, Wycina si¢ zadana
ML(; z _materjalu o jednostajnej grubosci (n. p. z kartonu) i wazy sig
ja dokladnie. Nastgpnie wycina sie 1 em® z tego samego materjatu
i znowu sie wazy. Stosunek obydwu ciezaréw jest zarazem liczba
wymiarow pola. Istnieja takze osobne mechanizmy do przyblizonego

L 4 *
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mierzenia pola figury narysowanej na papierze, zwane plani-
metrami, s

W miernictwie praktycznem, gdzie idzie o szybkie zmierzenie
pol parcel nieregularnych narysowanych na planie, uzywa si¢ prawie
wylacznie planimetréw.

Jezeli mamy do czynienia z figurami regularnemi, mozemy obliczy¢
wielkos¢ powierzchni $cisle (t. j. z dowolnem przyblizeniem).

Zaczniemy od najprostszych figur, ktérych pomiar wzoruje sie
na mierzeniu (faricuachowem) odcinka. '

- § 63. Pole prostokata.

Jezeli boki prostokata zawieraja calkowite liczby centymetréw
(lub milimetréw i t. p.) bez reszty, to w celu obliczenia pola
dzielimy caly prostokat na same przystajace kwadraty zapomoca
dwéch systeméw linij réwnolegtych do bokéw. Z figury 169 widzimy,
ze tych kwadratéw jest tyle, ile wynosi iloczyn liczb wymiarowych
obydwu bokéw, n. p. na tej
fig. mamy siedm warstw po
pig¢ centymetréw kwadrato-
wych, zatem:

P=17.5=35cm?
Ogolnie :
P=a.b

Podobnie obliczaliby§my
pole, gdyby boki zawieraly
catkowite liczby jakiej$
7 czg¢sci jednego centy-
: metra; prostokat rozlozyli-
bySmy wtedy na mniejsze
kwadraty, bedace catkowitemi
czgSciami jednostkowego kwa-
dratu.

Gdyby boki byly nie-
wspéimierne z 1em (a wiec
iz 1lmmizjego cze$ciami),

5 dzielilibySmy prostokat na

Fig. 169. coraz to drobniejsze kwa-

k draty i otrzymalibySmy liczbe

wymiarowg pola szeregiem kolejnych przyblizeri z dowolnem przy-
blizeniem. N. p. na fig. 170 niech boki AB i AD bedg liczbami
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niewymiernemi: @ = 4'821...em a b=3756... em, to pole A BCD
jest zawarte migdzy polami 4 4 ¢ 3 a 4 5 €' 4, wigc jego liczba
wymiarowa zawiera si¢ miedzy 3.4 a 5.4.

S P 5.4

Uskuteczniajac podzial subtelniejszy na milimetry kwadratowe,
spostrzegamy znowu, ze

37.48<<P<38.49
W dalszym ciggu otrzymamy:
375.482 << P<<376.4'83 i t. d.
Poniewaz za$ iloczyny 3.4, 3:7.4'8, 3:75.4:82 i t. d. daza do

granicy a.b, zaréwno jak i iloczyny 5.4, 3-8.49, 3'76.4-83 i t. d.,
przeto liczba wymiarowa pola dazy takze do tej granicy:

.P=a.b

Otrzymujemy wigc wzér zupelnie taki sam, jak dla bokéw
wspoltmiernych z 1 em. Stad ogélne prawo:

Pole prostokata rowna sig iloczynowi liczb wymiarowych obydwu
bokow, Tub krétko: podstawie pomnozonej przez wysokos¢.
— (Jezeli liczby wymiarowe

bokéw sa niewymierne, uiywa
C si¢ w praktyce mnoZenia skré-
conego).

Tego prawa moznaby uzyé jako
graficznego sposobu mmnozenia liczb.
Trzebaby do danych liczb dobraé
odcinki, zbudowaé¢ z nich prostokat
i podzieliwszy go na centymetrowe
1 (lub milimetrowe) kratki, policzy¢ je.
Sposéb ten jest jednak nadto zmudny,
aby go z korzyscia mozna uzyé; jest

4
D T
3 £

A e =) 3 4 5 to zreszta wlasciwie powr6t do do-
A dawania.
Fig. 170. O wiele praktyczniejszym byt

sposéb podany na str. 111.

Poniewai kwadrat jest szczegolnym przypadkiem prostokata,
mianowicie takim prostokatem, w ktérym a =25 (boki sg réwne)
przeto wzor na pole kwadratu o boku a jest:

P=a’

Stad tez pochodzi nazwa drugiej potegi.



Na podstawie wzoréw na pole prostokata i kwadratu mozna
geometrycznie wyjasni¢ znane prawa algebry:
(@b)*=a’4 2ab+ b3, i (@+b).(a—b)=a?— b?
(Poréwnaj figury 171).
Wzér P=a.b poucza nas takze, ze:
pole prostokata jest funkcja obydwu bokéw.

a b P
bl ab | b Lb’
b a
al a? [ab ab
b b |b
a b —§. ———
Fig. 171.

Czgsto mamy do czynienia z zadaniem odwrotnem: wiedzac,
jakie ma by¢ pole prostokata, obliczy¢ jego dtugosé (podstawe) lub
szeroko$¢ (wysokos$¢). Aby to obliczyé, trzeba tylko odwrécié
dziatanie, prowadzace do obliczenia pol.

I tak z wzoru P=ab, wynika a=§ lub b==§; Z wzoru
P=a* wynika @ = YP. Wypowiedz to stowami!

Kwadratura prostokata. Kwadraturg jakiejkolwiek figury
nazywamy zadanie nastepujace:

Znaleié¢ kwadrat, majacy pole tak wielkie, jak
dana figura. Dla prostokata zadanie to rozwigzemy tak: oznaczmy
bok nieznanego kwadratu litera z, a boki prostokata @ i b, to
musi by¢: :

a.b=2z? lub w formie proporcji
a@iz=2:b (1)

Algebraicznie obliczamy bok kwadratu jako z=VYab. Aby to
samo zadanie rozwigza¢ konstrukcyjnie (konstrukcjg platoriska),
oprzemy sig¢ na proporcji (1). Widzimy z niej, ze bok szukanego
kwadratu jest Srednig geometryczng miedzy bokami prostokata. Te
srednig geometryczng znajdujemy przy pomocy znanej konstrukcji
(por. str. 119) i budujemy na niej kwadrat. Otéz: kwadrature
prostokata mozna wykonaé przy pomocy linealu i cyr-
kla: (Uzyli§my tu metody analizy algebraicznej por. str. 125).

E
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§ 64. Pole réwnolegloboku.

Posiadajgc tak prosty sposéb obliczenia pola prostokata, sta-
ramy si¢ do kazdej innej figury znalezé prostokat o réwnem polu.
: Najlatwiej mozemy to zrobi¢ z kai-
dym réwnoleglobokiem. N. p.: ABCD
(fig. 172). Przedtuzamy bok C D i z punk-
1 tow 4, B rysujemy linje prostopadte

do boku CD. Poniewaz tréjkaty Ii IT
sa przystajace, to prostokat A BEF
ma pole réwne z badanym réwnoleglobo-
kiem. Obydwie figury skfadajg sie¢ bowiem
z dwdch czesci parami przystajgcych.

Gdyby bok 4 C byl tak nachylony, Ze punkt F padiby poza odcinek
CD, to dowdd zmienia si¢ o tyle, ze trzeba do prostokata i do réwnole-
globoku najpierw dodaé a potem odja¢ pewien tréjkat pomocniczy. (Wykresl
odpowiednig figure i przeprowadz dowdd!). Wtedy rozlozenie prostokata
i réwnolegloboku na czesci parami przystajace jest nieco zawilsze: trzeba
w réwnolegloboku wykredli¢ jedna lub wigcej linij rownoleglych do F B
w odstepach E'F od punktu F na prawo, a w prostokacie linje rownolegle
do 4C w odpowiednich odstgpach od 4 (narysuj!).

Poniewaz za$ pole tego prostokata wynosi: p.w, przeto i dla
réwnolegtoboku:

-

C F D
|
i
I

W

——m———tm

I

|
P B
Fig. 172,

=

P=p.w.

Pole kaidego rownolegloboku rdwna sig iloczynowi liczb wymiare-
wych podstawy i wysokesei lub krétko: podstawie pomnoionej przez
wysokosé. Stad wniosek: réwnolegfoboki, majace réwne podstawy
i réwne wysokosci, maja i pola réwne, jakkolwiek ksztatt mogga miec
odmienny. Wykaz rysunkiem, ze dwa takie rownolegloboki skfadaja
sig¢ z czeSci parami przystajagcych!

§ 65. Pole trojkata.

Znajac pole réwnolegtoboku, mozemy obliczyé pole kazdego
tréjkata. Wiadomo bowiem, ze kazdy tréjkat mozna uwazaé za po-
fowg réwnolegtoboku, ktéry otrzymamy,
prowadzagc z dwo6ch wierzchotkéw linje
réwnolegte do przeciwleglych bokéw.

Pole tréjkata réwna sie potowie pola
tego réwnolegloboku, wiec:

p.w
e
gdzie p jest podstawg nietylko réwnole-
globoku lecz takie tréjkata, a tak samo w
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wysokoscig. Wzér ten mozna napisa¢ w kilku postaciach zupemie

@ownowaznych:
o i | P w : .

= PW=5.w=Dp.5. Ostatni wz6r wypowiemy:

Pole trojkata oblicza sig, mnozac podstawg przez polowe wysokosci.

(Uwaga: opuszczamy zwykle przy wyslowieniu dodatek: liczba wy-
miarowa). ‘

Tréjkat mozna wprost poréwnaé z réwnowaznym mu réwnole-
globokiem wykreSlajac ze $rodka boku 4 C (fig. 173) réwnolegty do
podstawy AB, a z punktu B réwnolegla do 4 C. (Narysuj i wykaz
réwnowazinos¢!).

Z wzoru na pole tréjkata wysnuwamy nastepujacy wniosek:
trojkaty o réwnych podstawach i wysokos$ciach majg réwne pola.
Jezeli dwa tréjkaty maja réwne pola, a podstawa jednego jest mniejsza,
to wysokos$¢ musi by¢ w tym samym stosunku wieksza i odwrotnie.

§ 66. Pole trapezu.
Trapez mozemy zmieni¢ albo na tréjkat, albo na réwnoleglobok,
rownowazny co do pola.
Zamierimy na tr6jkat (fig. 174). W tym celu potowimy jeden
z bokéw nieréwnoleglych n. p. OB i wykreslamy prosta DE az do
przecigcia sie z przedluzeniem
boku A4 B. Poniewaz I I,
przeto pole trapezu réwna sig
polu tréjkata 4 DF, wiec:
a+b

1 P = —g W (1
Pole trapezu réwna sie po-
Fig. 174. fowie sumy bokow rownoleglych
pomnozonej przez wysokosc.
Ale: diis

2
rowna sig linji Srodkowej trapezu, mozna wiec takie obliczy¢ pole
trapezu, mnozac linje Srodkowa przez wysoko$é (Wy-
prowadZ to samo, zamieniajac trapez na réwnoleglobok!)
Jezeli bok b, posuwajac sie po linjach AD i B(C, zmniejsza sie réwno-

czednie, to ostatecznie otrzymujemy tréjkat, gdy b —o. Wtedy wzér (1)
przechodzi na

a
P=—_.
2 W

otrzymujemy wigc z pola trapezu wzér na pole tréjkata.
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§ 67. Pole wielokata.

Celem obliczenia pola jakiegokolwiek wielokata, rozktadamy go
na trojkaty i trapezy. Jeieli wielokgat jest umiarowy, to mo-
Zemy go rozlozyé na same przystajace — a wigc réwne co do pola —
tréjkaty o réwnych podstawach i wysokosciach. Podstawg jest bok

wielokata, a wysokoscia promien kola wpisa-
b nego, zatem pole kazdego tréjkata wynosi:

Jezeli bokéw jest », to pole calego wie-
lokata wynosi:

P=n.b. . Ale n.b= U, daje obwdéd

wielokata. Stad wzér:

Fig. 175. r,

P=U, 5

Pole wielokata umiarowego rowna sie obwodowi wielokgta pomno-
Zonemu przez potowe promienia-kola-wpisanego wten wielokat.

Bok wielokata umiarowego zalezy od promienia, “nie--mozna. wigc
obieraé¢ dowolnie » i b/

Wieloboki nieumiarowe mamy czesto podane w ten sposéb, Ze
znane sa odleglosci ich wierzchotkéw od dwdch statych prostych,
prostopadlych do siebie OX
i OY. (Zdarza sie to zwlaszcza
w miernictwie). Te odlegloSci
nazywamy wspoétrzednemi
wierzchotkéw. Wsp6i-
rzedne notujemy zwykle obok
punktu w nawiasie: 4 (z, y,),
B (z, y,), przyczem zawsze
najpierw piszemy odlegtos¢
od osi pionowej (por. fig. 176).
Wtedy rozbijamy wielokat wraz
z czeScig pod nim lezaca (za-
cieniowang) zapomocg linij
prostopadlych do linji OX na
trapezy, ktorych pola fatwo
obliczymy. Nastepnie od su-
my trapezéw niezupelnie zacieniowanych odejmujemy sumg trapezéw
zacieniowanych.
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N. p.: Jezeli punkt 4 ma odlegtosci =z, ¥, od linij OY i OX,
-2y, Ys, C. . .24, y, it.d., to trapezy, niezacieniowane maja pole:

punkt B. .
th +
Rt 3 L4 (@, —z,) + ki e ;ys (2 —2,) + a5y 2 e (2 — %)
trapezy za$ zacieniowane:

o T o
S0 2 ?/2 (z,— ) + ¥a 2___?/3 (2, —2,) + 'y“a'“zi (zy —2) +

g _; % (2,—2,)

Odejmujac te dwa wyrazenia od siebie . otrzymamy pole wielo-
kata ABCDEFG.

Dogodnie jest obraé o§ O X wzdhuz jedne] z dluzszych prze-
katni n. p. 4 E.

§ 68. Zamiana figur.

Na podstawie twierdzeri o obliczaniu pél mozemy wykonywaé
konstrukcyjnie zamiang figur na inne, o réwnem polu. Widzieli$my
juz, ze kaidy prostokat mozna zamieni¢ na kwadrat. Obecnie mo-
zemy kazdy rownoleglobok zamieni¢ na inny réwnolegtobok o tej
samej podstawie i wysokosci, o dowolnych katach.

N. p.: réwnoleglobok 4 B CD (fig. 177) zamienia sie na 4 BE F,

przesuwajgc gérny bok po tej samej
C __E linji o kawalek CE. Mozna wigc ka-
zdy réwnolegtobok zamieni¢ na pro-
stokat (n. p. A BG H), a wigc i na
kwadrat, poniewaz prostokat potra-
fimy zamieni¢ na réwnowainy z nim
kwadrat. Widzimy, Ze przy danej
podstawie i wysoko$ci diugo$¢ pozo-
stalych bokéw réwnolegloboku zalezy
od wielko$ci kata . Gdy [ malele do zera, boki wzrastajg nieo-
graniczenie; tak samo gdy « wzrasta powyzej 909). .

Aby tréjkat zamieni¢ na inny, o réwnej podstawie i wyso-
koSci, wykreSlamy przez wierzcholtek
linje réwnolegla do podstawy. Na tej
linji musi leze¢ wierzchotek kazdego no-
wego trojkata (dlaczego ?).

Mozna w ten sposéb otrzymac tréj-
kat prostokatny, réwnoramienny, roz-
wartokatny (fig. 178).

L T

G
i
|
|
|

B

Fig. 177.

Fig. 178.

Jezeli chcemy zamieni¢ tréjkat na réwnoleglobok o réwnej pod-
stawie, musimy jego wysoko$¢ skroci€ o polowg (dlaczego?) i od-
wrotnie. Mozna wiec i tr6jkat zamieni¢ na prostokat, a co zatem

idzie: na kwadrat, czyli wykonaé¢ kwa-
drature tréjkata (przy pomocy linealu i
cyrkla).

Aby wielokat n. p. A BCDE na fig.
179 zamieni¢ na tréjkat, odcinamy przekatnia
najpierw jeden tréjkat (np. D B C) i zamienia-
my go na inny DM B, taki, aby jeden jego

. bok byl przedtuzeniem boku pozostatego wie--
lokata (DBEA).

Otrzymamy wielokat o mniejszej liczbie
bokéw i postepujemy z nim tak samo dalej.
Ostatecznie otrzymamy jeden tréjkat (4 BN
na naszej figurze). Stad juz tatwo przejs¢ do
kwadratury wielokata.

Powr6émy do tréjkata. Jezeli chcemy tr6jkat zamieni¢ na inny,

o réwnem polu, ale o krotszej podstawie, to
; trzeba odpowiednio przedtuzyé wysokos¢.
Konstrukcyjnie postepujemy podobnie, jak
przy zamianie wielokata na tréjkat. Odcinamy
mianowicie czg$¢ tréjkata i zamieniamy j3 na
tréjkat, ktérego bok jest przediuzeniem boku

D pozostalej czesci tréjkata (fig. 180).

Fig. 180. N. p. ABC zamienia si¢ na tr6jkat o

' podstawie 4 D, odcinajac tréjkat DBC i za-

mieniajac go na taki tréjkat CED, ktéryby tworzyl jeden trojkat
z czeScig A DC.

Fig. 179.

|

|
|
|
i
|

§ 69. Pola figur podobnych.

Znajac pole jakiej§ figury, mozna obliczy¢ pole kaidej figury
podobnej, jezeli tylko znamy stosunek zmniejszenia lqb powigkszenia
linjowych wymiaréw.

Pola figur podobnych pozostajg
bowiem w pewnym prostym stosunku.

Wezmy pod uwage dwa tréjkaty

a podobne (fig. 181).
a Z podobieristwa wynika pro-
Fig. 181. porcja:

a:a' =h:Hk (1)
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Pola tych tréjkatéw wynosza:

ah ,, a' k'
R T e

Ich stosunek jest wigc: P: P'=ah:a'h’. Ale h=aa—’f,, jak to
a’h’

wynika z proporcji (1), wiec P: P TR a’k’ lub po uproszcze-
niu przez A’ i rozszerzeniu przez o’
P: P =al:a'?

Pola tréjkatow podobnych maja sig do siebie, jak kwadraty odpo- .

wiednich bokow. Poniewaz zas a: o’ —s jest stosunkiem zmniejszenia,
wigc a’:a’?=3g? stad P: P’ = g%, czyli:
P=3s® P ! _ stowami:

Jedeli boki tréjkqia powigkszq si¢ s-krotnie, to pole warosSnie
s* razy, to jest w stosunku kwadratowym.

To samo odnosi si¢ do wszystkich wielokatéw podobnych, po-
niewaz mozemy je rozdzieli¢ na tréjkaty parami podobne.

N. p. fig. 182: jezeli a:a’ =b:8' —¢: ¢/ =s, to

Dy =38 p,’
py =38 p,’
p; =3 p,’

(P +P3 +p3) =3 (p," + py' + py')
czyli cale pole:
B—tpti

Aby wige otrzymaé pole
figury podobnej, trzeba pole
danej figury pommosyé przez
zmmiejszenie (lub zwigkszenie)
Dpodniesione do kwadratu.

Jezeli n. p. jaki§ rysunek
pomniejsz¢ w stosunku 1:6,
to pole zmniejszy si¢ 36 razy. Na mapie z podziatka 1:75.000 dtu-
gosci sg 75.000-n3 cze$cig prawdziwych dtugosci, ale pola sa zmniej-
szone w stosunku 75.000% t. j. 5.625,000.000 razy.

Fig. 182,

§ 70. Twierdzenie Pitagorasa (w formie geometrycznej).

Do dowodu twierdzenia Pitagorasa (por. str. 119) uzywaliSmy
dotychczas proporcyj, mozemy je jednak udowodnié droga wylacznie
geometryczna. ¢? mozemy sobie przedstawi¢ jako kwadrat zbudowany
. z przeciwprostokatni, a a? i b? jako kwadraty zbudowane na obu

1t L

i ili to na fig. 183. Chcemy wykaza¢,
rzyprostokgtniach. PrzedstawiliSmy .
ge I+ II = III. Dla dowodu tworzymy rzut boku 4C na 4 B i prze-
dtuzamy linj¢ rzucajacg do punktu F. Kwadrat IIT rozpad! si¢ na

C 1
I
PR /
Sy L
7““\\
/ \\\\
A X 1 B
/
/
/.
/ n
/
L p iy
/
/
/
/
D F
Fig. 183.

dwa prostokaty: I’ i II' Wykazemy, Ze I'=1I a II’. = II. Aby po-
réwnaé kwadrat I z prostokatem I, laczymy C z D i E z B. Otrzy-
mane tréjkaty sa przystajgce, (AC=4E, AP=AB, a<xCAD=
— <x EA B, poniewaz powstajg przez dodanie tego sarr'lego kata z
do 90°). Pola tych tréjkatéw sa wigc réwne. Ale EA B jest .polowq
kwadratu I, poniewaz ma z nim wspélng podstawe E A 1r6wnla,
wysoko$é (dlaczego?). Tak samo CA D jest polowa p.rostokqt.a J
Jezeli za§ polowy jakich$§ figur majg réwne pola, to i cale figury
wusza mieé réwne pola, zatem I=1I'.
e a}I‘ak samo wy‘;(azuje sie; ‘2e H=1I; wite I+ O=I"+1II
czyli: I+ IT=1II1. = '
Twierdzenie Pitagorasa mozemy zatem wypowiedzie¢ takie
w nastepujacej, geometrycznej szacie: : : y
Kwadrat zhudowany na przeciwprostokatni réwna si¢ sumie kwa-
dratow zbudowanych na obu przyprostokatniach.

Twierdzenie to znane juz bylo w starozytnym Egipcie. W .lndj.aclz
podawano bardzo ciekawe sposoby dowodzenia. N. p. matematyk indyjski
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Bramagupta (w VIL wieku po n. Chr.) uzywat figury przedstawionej na fig. 184,
z ktérej widaé, ze:

b
62=4%+(a—b)2=20b+02—2ab+ b2 wiec 02=a2+b2.

Jeszcze latwiej mozna spostrzec twierdzenie Pitagorasa na fig. 185,
gdzie wprost przez przesunigcie tréjkatow zacieniowanych w miejsca I i I7

a\a-b

Fig. 184. Fig. 185.

zamienia si¢ wielki kwadrat o boku ¢ na dwa kwadraty o bokach b i a
{Przeprowadz dowéd, ze tréjkaty zacieniowane sg przystajace do tréjkatéw
I i IT). Przy pomocy tej figury mozna rozcigé nasze kwadraty na czesci

parami przystajace.

Twierdzenie Pitagorasa odnosi si¢ nietylko do kwadratéw, ale
wogéle do wszelkich figur podobnych, zbudowanych na bokach
tréjkata prostokatnego. !

Wiemy bowiem, ze dla figur podobnych (fig. 186):

P :P,=a’:¢® | P c®= P, a?
P,: P, =0b%:¢* | Pyc®=P,b?

Stad:
P, ¢+ P,c?= P, (a? + b?).
B la ¢ Ale a®+ b*=¢?, wigc P o2+
b ; + P, ¢? = P, ¢%, lub upraszczajac przez
¢’ otrzymamy: P, + P,—=P, slo-
P, ) wami:

Suma POl jakichkolwiek figur po-
dobnych, zbudowanych na przypro-
stokqtniach,h rowna sig polu figury

Fig. 186, podobnej, zbudowanej na przeciwpro-
stokginz. :
§ 71. Zastosowanie twierdzenia Pitagorasa.

Twierdzenia Pitagorasa uzywa sie przedewszystkiem do obli-
Czenia jednego boku tréjkata prost okatnego przy pomocy
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znanych dwoéch innych bokéw. Z wzoru bowiem a2+ b'—c’
(fig. 187) otrzymujemy: s
a=VYe:—b?

b=Ve:—a?

ol N o=V 5 5
Uwaga : nie nalezy sadzi¢, aby Vo2 — b2 wynos‘il
b ¢c—2b, albowiem (¢c—b)?=c?—2bc +.b2, a nie
Fig. 187. ¢?—b2?! Ta sama uwaga odnosi si¢ do innych pier-

wiastkéw! Trzeba najpierw obliczyé c"T—b2 i t..p.
a potem obliczyé drugi pierwiastek! Zawsze jest c——b’.‘<“a jako réznica
dwdéch bokéw tréjkata w poréwnaniu z trzecim. \

Twierdzeniem Pitagorasa postugujemy si¢ takze, aby obliczy¢
przekatnie prostokata lub kwad_rgtu: n. p. dla prostokata
otrzymujemy:  p—=Val+ b . ;

a stad odwrotnie mozna obliczy¢ jeden bok, znajac drugi bok i prze-

katnig (fig. 188). ;

i Wysoko$¢ tréjkata row-
noramiennego jako funk-
cja jego bokéw wyraza sig

b réwniez przy pomocy twier-
a dzenia Pitagorasa:
g =5
b %. h= b — (7) .
Fig. 188. Fig. 189. Poniewaz za$ kazdy wie-

lokgt umiarowy mozna

rozdzieli¢ na same tréjkaty réwnoramienne, przeto posiadamy ta-kie

spos6b obliczenia promienia kola wpisanego w 'wielokqt (1uF> opisa-

nego) przy pomocy boku i promienia kola opisanego (wpisanego).

Wysokos¢ i pole tréjkata réwnobo_cznego mozna obli-
czyé, znajac jego bok.

\ L% Ve e
Yo (5) = Ye-g-V7 o

a s
5 h=513 )
i .
+ pole: P=%.h=§.§\/3 czyli
2
Fig. 190, p=%\/§ > @)
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Widzimy wigc, ze pole tréjkata réwnobocznego jest funkcja
tylko jednej zmiennej, mianowicie jest funkcjg dtugosci boku.

Wyraz odwrotnie diugos$¢ boku w zaleznosci od wielko$ci polat

Wyraz pole tréjkata réwnobocznego jako funkcje wysoko$ci!

Wzory (1) i (2) zasluguja na uwagg, poniewaz uzywa si¢ ich
czgsto w planimetrii i stereometrji przy obliczaniu pél figur, zlozonych
z tréjkatéw réwnobocznych (n. p. szesciokat umiarowy).

Zastosujmy jeszcze twierdzenie Pitagorasa
do tréjkata ukosnokatnego (fig. 191). Wykreslmy
wysoko$¢ %, nalezaca do boku b, to r jest

c b rzutem boku ¢ na bok 5. Wyznaczajac % z dwéch
tréjkatéw prostokatnych, otrzymamy :

B2 esigl o g8

4 h*=a?— (b — )2 stad:
Fig. 191. a*—(b—7)?=cl—p2 czyli
@?— b2+ 2br—p2—¢?— p2
a wiec: a’*=8+¢?—2bp sfowami :

Kwadrat boku tréjkqta ostrokaginego réwna sig sumie kwadratéw
dwéch innych bokdéw pomniejszonej o podwdjne pole prostokgta, utwo-
rz20mego z drugiego boku i z rzutu lrzeciego boku na drugi bok.

Dila tréjkata rozwartokatnego otrzymujemy + 2br. Wykaz !

Jest to twierdzenie ogélniejsze od tw. Pitagorasa, zwane twier-
dzeniem Carnota (XVIII wiek) — jakkolwiek znane juz bylo w staro-
zytnosci.

Podstawiajac wartosé r z tego wzoru w #? otrzymaliby$Smy wysokosé,
wyrazong zapomoca trzech bokéw.

Wykazaé, ze:
= [ F = == o7
lub oznaczajac obwéd ¢ +b4+c=2s
h=Vel—a) =5 (=9
a stagd otfrzymuje sie na pole tréjkata wzér (Herona)

p=Vs(s—a) (53—1b) (s—c).

§ 72. Obliczanie bokéw (i pdl) wielokatow umiarowych wpi-
sanych w kolo. Podzial kola.

Nauczyli$my si¢ wykonywaé podzial kota konstrukcyjnie, obecnie
zrobimy to samo S$cislym rachunkiem. Trzeba w tym celu obliczyé

boki wielobokéw umiarowych wpisanych w kolo, w zaleznosci
od promienia kola.
Majac dany promien », szukamy boku & wiele-
kata wpisanego.
Dla irdjkgta réwnobocznego w kolo wpisa-
nego (fig. 192) punkt O jest zarazem $rodkiem
ciezkoSci (wskutek symetrji), wiec O4 =», OB = -;—

: i
Fig. 192. czyli G 2

b = WL =
Ale takze = |3 (p. str. 143), wigc: - V3 — =5 Stad b V3

}awiqc b=1"n\'[?

W kwadracie wpisanym w kolo (fig. 193) przekatnia jest
srednicg, wiec 49 =024+ b2=20b2
b%2=27? czyli
A b=r.Y2
x B Dla szesSciokata umiarowego
w kolo wpisanego mamy, jak wiadomo:

eaper
(S=y

b=
B Z kwadratu mozna przej$§¢ do o§mio-
L 2r kata, prowadzac dwie S$rednice prosto-
padle do bokéw i taczac ich punkty Kkori-
b cowe z wierzcholkami kwadratu. Z figury
193 widzimy, Ze

e b = vzz + (%) " Ale

b 2 ; ; s
T=7— "7 =r— 1—2— (bo b jest bokiem kwadratu), wigc:

1.2 712
b = 7'2—7'2\,—2—"‘—,'4 +TT
b =\Vri—riy +r:=Y2r?—r?y3 Wyciagajac
drugi pierwiastek z 7?, otrzymamy:

b’=_7‘ VZ—ﬁ

Dr. A. Zemnicki. ®oometzia dla azkél Sreduisk.
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Podobnie z .szeéciokqta umiarowego mozna obliczy¢ bok dw u-
nastokata umiaro wego wpisanego w kolo. Otrzymamy :

b =rY2—YV3, (Udowodnij !)

Z tych przykladéw widzimy, e znajac bok » boku umiarowego
mozemy obliczyé bok 2 n boku, 4 7 boku i t. d. Otéz wychodiaé
z tréjkata i kwadratu, mozemy obliczy¢ boki wielokatéw umiarowych
l;t(;rych liczba bokéw wynosi: 4, 8. . .27, tudziez 3, 3.2, 3.22 3,28, .'
: PomingliSmy pieciobok i dziesigciobok umiarowy
Juz przy ztotym podziale mieliSmy (p. str. 124): :

2
b=v2 Y G
i

2 Stad
T T g ;
b= V=5 =5 V5~
r e,
b= (V5 —1).
2 ) (1)
Stad tatwo obliczy¢ stosunek r:b=l—;ﬁ (por. str. 106).

Stad mozemy przej§¢ do boku pigciokata umiarowego
rachunkiem nieco zawilszym (por. takze str.

T 129, ¢w. 71). Mianowicie stosujac twierdze-
2 nie o Sredniej geemetrycznej (str. 118) do bo-
ku dziesieciokata umiarowego otrzymamy :
0 z:b=05:2r (fig. 194); stad
2

b 37
RO czyli biorac & z wzoru (1):

=

Fig. 194. z=%(6—2V35=%(3—V5:

Przy pomocy tego odcinka obliczymy potowe b et
umiarowego : L2 5% ¢ boku pigciokata

,.2
7= (62 V5+1):27

bl

? == y bz—"zz-
Podstawiajac tu warto$é za & i otrzymamy:
b’ ,.2 2 g
5 =V56-2V5 +1 —’l'_ﬁ (9—675 + 5),

Przed pierwiastek wyciagamy \/{—62 = % a wiec

e,

%="VT(6—2V‘57)—(14—GVB')=%Yz‘t—sw’?—musv—s“

4
b = %Vﬁ—zﬁ

Uwaga : latwo sprawdzi¢ rachunkiem, ze

b2 = b2 473 (Wypowiedz stowamil)

Jezeli potrafimy obliczy¢ bok 5-bokw, to stad juz mozna znaleié
bok kaidego wieloboku, ktérego liczba bokéw wynosi: 5.2, 5.22,
S AN T2

- Wzory te przydaja si¢ przy obliczaniu p6l i obwodéw
wielokatéw umiarowych.

Widzimy, ze wzory, wyrazajace zwiazek miedzy bokami niekts-
rych wielokatéw umiarowych a promieniami k6l opisanych, sktadaja
sig co najwyzej z drugich pierwiastkéw — trzeci pierwiastek
nie wystepuje nigdzie w oméwionych wielokatach. Mozemy wigc te
boki konstrukcyjnie wynaleZ¢ przy pomocy linealu i cyrkla (poniewaz
potrafimy kazdy drugi pierwiastek zbudowaé konstrukcyjnie). Odnosi
si¢ to' do wielokatow, ktédrych liczba bokéw wynosi:
2, 8.28, 5.2, a takéie 3.5.2" (n dowolna liczba catkowita dodatnia
lub zero).

Gauss (w roku 1801) wykazal, ze takze bok 17-kata, 257-kata i wogdle
(2» + 1) kata, jezeli 2"+ 1 jest liczba pierwsza, mozna wyrazi¢ jako funkcje
promienia kola przy pomocy samych drugich pierwiastkéw, da si¢ wiec zbu-
dowaé przy pomocy cyrkla i lineatu. Natomiast boki 7-, 9-, 11-, 13-kata nie
dadzg si¢ w ten sposdéb obliczyc.

Do obliczenia bokdéw innych wielokatéw posiadamy sposoby trygono-
metryczne.

Ciekawem jest, ze 1° nie da sie skonstruowaé przy pomocy lineatu
i cyrkla; jest to bowiem podziat kola na 360 czesci, liczba za$§ 360 =9.5,28,
a powiedzieliSmy, ze juz na dziewie¢ czesci nie da sie kolo konstrukcyjnie
podzieli¢,

Poréwnujac boki wielokatéw z promieniem kola opisanego wi-

. dzimy, Ze

by >7r, b, >r, b, >r by=r, bs b <r.
(6, = bok tréjkata réwnobocznego, b, = bok kwadratu, b, = bok pie-
ciokata i t. d.). Stowami: boki s3 najpierw wigksze od promienia, dla
szeSciokata bok jest réwny promieniowi, dla dalszych za$ wielokatéw
coraz to mniejszy w poréwnaniu z promieniem. Wielkos$¢ tego boku
dazy do granicy zero, jezeli liczba bokéw wzrasta nieograniczenie

przy niezmienionym promieniu,
*
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§ 73. Obwéd kola.

Dotychczas obliczaliSmy tylko dtugosci odcinkdw prostych. Je-
2eli chcemy zbada¢ dlugo$¢ obwodu kola, a wigc linji krzywej, mu-
simy uzywacé zupelnie odmiennych sposobéw.

W geometrji praktycznej tatwo wykonal mierzenie diugosci
takze linij krzywych (uzywa si¢ nitki lub toczy si¢ kétko o znanym
obwodzie po danej linji krzywej), w geometrji idealnej jednakowoz
Sciste obliczenie diugosci linij krzywych sprawia wogéle powaine
trudnosci. To obliczanie nazywamy: rektyfikacjg linji krzywej,
t. j. wyprostowaniem.

Obwéd kofa uwazamy za granice, do jakiej dagzg obwody
wielokatow wpisanych o coraz to wiekszej liczbie bokéw dazacych
do zera. Najlepiej uzy¢ wielobokéw umiarowych (por. str. 91,

§ 45).

Uwaga: jezeli bierzemy pod uwage wielokaty umiarowe o coraz to
wiekszej liczbie bokéw, wpisane w jedno koto, to obwody ich sg coraz te
wieksze a mimoto wszystkie s§g mniejsze od obwodu dowolnego wielokata
opisanego, np. od kwadratu opisanego. Nieskoriczony zbidr liczb wzrastajacych
a utrzymujacych sie stale ponizej jakiej$ skoriczonej liczby musi posiada¢ skozi-
czong granice, a wiec obwdéd kola jest jakas $cisle okreslona, skoficzona
liczba.

Przy obliczaniu obwodu oprzemy si¢ na tem, ze obwody dwdck
rozmych kot tak sie majg do siebie, jak ich Sredmice. Istotnie, obwody
wielokatéw umiarowych o réwnej liczbie bokéw wpisane w te dwa
kola sg figurami podobnemi, a wiec maja sie do siebie, jak Srednice.
Proporcja ta zachodzi przy dowolnej liczbie bokéw, a wigc zachodzi
i w granicy dla obwodéw kot.

Jezeli wige U, : U, oznaczajag obwody dwdch réznych két, to:

U :0,=2r :2r, czyli
U2 =Uy: 21,
Tak samo dla kazdego innego kola otrzymamy te sama warto§¢ sto-
sunku: U:2r. Stad wniosek:

Stosunek obwodu kola do $rednicy jest dla kaidego kola stalg liczha.
Najwiekszg trudno$¢ przy obliczeniu obwodu kola sprawia wiasnie
obliczenie tej liczby stalej. Wpiszmy w kolo i opiszmy na kole sze-
Sciokat umiarowy, to diugo$§¢ obwodu kola jest wigksza od obwodu
sze$ciokata wpisanego a mniejsza od obwodu szesciokata opisanego
(por. ¢w. 4, str.:92). Poniewaz za§ obwdd sze$ciokata wpisanego wy-

nosi 6 », a szeSciokata opisanego — jak latwo obliczy¢ — 1—24.-;

V3’

przeto
127
6r< U < --— a dzielac calg nier6wnos¢
< V3 4 i |
U 6
przez 2 r: 3<§;<V:3:
Liczba 828 zawiera sie wiec w granicach 3 i 3'464... Biorac

27
teraz 12-bok wpisany i opisany, otrzymamy granice jeszcze bli2sze
poniewaz obwdéd 12-boku mniej si¢ rézni od obwodu kofa,- anizeli
obwdéd 6-boku. Po wykonaniu rachunku otrzymamy :
U
3106--o<2—r<3215...
Gdyby$my jeszcze kilka razy powtérzyli te mozolne rachunki dla
24-kata, 48-kata i t. d. otrzymalibySmy :
3:14159 < 70; < 314160
Mozemy wigc napisaé
asha 3-14159. ..
2r *
popelniajac blad przez niedomiar (jaki ?).

W podobny sposéb moznaby wyjs¢ od kwadratu, o$miokata
umiarowego i t. d.

Warto$¢é tego stosunku obliczono z wielka dokladnoscia, do
kilkuset miejsc dziesietnych i udowodniono, Ze jest liczba niewy-
mierna (ulamkiem dziesigtnym nieperjodycznym). Liczbg tg¢ ozna-
czamy litera grecka = (czytaj: pi) i nazywamy jg ludolfing, na
cze$¢ matematyka Ludolfa van Ceulen (XVI. wiek), ktéry ja obliczyt
z dokladnoscig 35 miejsc.

Nalezaloby ja jednak raczej nazywaé liczbg Archimedesa, poniewaz
Archimedes pierwszy podal sposéb jej obliczenia, ktéregosmy tu wiasnie
uzyli. Przeprowadzajac pie¢ razy rachunek, ktéry$my tu zaznaczyli, otrzymat
Archimedes dla liczby = granice:

31, >=> 319, a wiec 31428... > = > 3'1408. . .

Juz przed Archimedesem zwrécono uwage, e stosunek obwodu do
$rednicy jest liczba stata dla kazdego kota. W biblji (stary testament) podana
jest liczba 3 jako stosunek obwodu do srednicy. W wiekach $rednich, kiedy
prace Archimedesa poszly w zapomnienie, sadzono, ze

x= Y10 = 3162. ..

Dopiero w czasach nowozytnych przedsiewzigto na nowo rachunki,

wykonane przez Archimedesa, Z tych to czaséw pochedzi obliczenie Ludolfa.

W nowszych czasach wykryto inne, szybsze sposoby obliczenia
tej liczby i udowodniono, Ze = jest nietyfko liczba niewymierna, ale
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nie da si¢ takie przedstawi¢ zapomoca pierwiastkéw réwnari alge-
braicznych (jest liczbg przestgpna), nie da sig¢ wigc skonstruowac
przy pomocy lineatu i cyrkla. Jest to zdobycz drugiej polowy
XIX. wieku.
DoszliSmy wiec do nastepujacego wniosku:
Stosunek obwodu kola do érednicy jest liczbg stalg, zwang ludoifing,
ktora jest liczhg niewymierng, przestepng i wynosi
7= 314159 26535 89793 23846..
Wobec tego obwod kola oblicza slq, mnozac sredmcq przez ludol-

fing:
U<=2rn. 1
Obwéd kola jest wigc funkcjg jednej zmiennej, mianowicie pro-
mienia; liczba bowiem = jest liczbg stala.
Stad juz latwo obliczyé luk, nalezacy do jakiegokolwiek kata
srodkowego. Luk jest mianowicie taka czeS$cia obwodu, jaka czqécxa
360 stopni jest kat Srodkowy:

£:2rm = a: 360° stad
P 2rna :
=W CZle
roa 3
= Teor @

Luk jest funkcja dwdch zmiennych: promienia i kata.

Widzimy wigc, Ze luk w prosty sposéb zalezy od kata. Na tem
polega nowy sposéb mierzenia katéw. Mianowicie: aby zmierzy¢ jaki$
kat, zakreslamy okolo jego wierzeholka kolo o promieniu réwnym
jednostce diugo$ci: =1 i badamy, jaki luk lezy migdzy ramionami
tego kata. '

Jezeli kat a = 360°, to fuk wynosi wtedy 27 (caly obwéd),
jezeli @ = 1809 to odpowiedni tuk kola o promieniu réwnym jednostce
iest ; jezeli kat jest prosty, luk wynosi % it d. Otéz dtugosé
tego luku przyjmujemy za nowa f. zw. lukowa miarg kata.

Bedziemy wiec méwili n. p. kat wynosi to znaczy jest szostg

6 b
czes$cig kata polpelnego, a wiec w dawnej mierze wynosi 30° Ogéi-
nie do zamiany dawnej miary na nowg i odwrotnie stuzy wzér (2)
i jego odwrdécenie :

przy zalozeniu r = 1.

v 1*"'4'“
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§ 74. Pole kola. Kwadratura kola.

Aby z obwodu kola przej$¢ do pola, uwazamy pole kola za
granice pdl wielokatéw umiarowych wpisanych lub opisanych o coraz
to wigkszej liczbie bokéw. Uzyjemy wigc wzoru dla wielokata
umiarowego: ’

P=T. 7, a podstawiajac za U warto§¢ 2r 7=, otrzymamy

P=2rn.7 czyli:

P=pylxn 3)
Pole kola jest funkcia jednej zmiennej, mianowicie promienia.

Scisty dowéd nalezatoby przeprowadzié tak: pole kazdego wielokata umia-
rowego opisanego jest wicksze od 2w, bo jego obwdd jest wigkszy od 27 =,
ale zbliza si¢ dowolnie do tej wartosci. Gdyby wiec pole kola bylo P> »’=,
to moznaby znalezé taki wielokat opisany, Ze jego pole F' byloby wprawdzie
wigksze od rZm, ale mniejsze od P. Pole wielokata opisanego nie moze by¢
jednak mniejsze od pola kola zawartego wewngtrz niego. Wiec nie moze byé
P> r?r%. Tak samo wykazuje si¢, Ze nie moze byé P <rim.

Z tym wzorem wigZe sie slynne zagadnienie o kwadraturze
kola. WidzieliSmy, ze kaidy wielokagt mozna zamieni¢ na kwadrat
o réwnem polu konstrukcyjnie, uzywajac tylko linealu i cyrkla. Dla
kola latwo to zadanie wykonaé rachunkiem. Zadamy miano-
wicie, aby

rim=2z? stad z=Vrizm czyli: z=rVm. 5
Gdybysmy potrafili otrzymaé konstrukcyjnie 7z, to i Y2 moznaby

zbudowaé geometrycznie i iloczyn ».Vz . Ale wlasnie wspomnie-
liSmy w poprzednim ustepie, Ze 7 nie da si¢ otrzymac przy pomocy
linealu i cyrkla. Stad wniosek:

Wykonanie kwadratury kola przy pomocy jedynmie lineatu
¢ cyrkla jest niemozliwe.

Natomiast przy pomocy innych przyrzadéw pomocniczych mozna
wykona¢ kwadrature kota $cisle. W przyblizeniu moina wykona¢
kwadrature takze linealem i cyrklem, posiadamy nawet bardzo wiele
ciekawych sposob6w, dajacych dosy¢ znaczne przyblizenie. Kon-
strukcje te pochodza z czaséw, kiedy nie wiedziano jeszcze o tem,
ze zadanie to jest niemozliwe i usilowano je rozwigza¢ Scisle.
Zwlaszcza w $rednich wiekach kwadratura kola byla ulubionem
zagadnieniem uczonych.

Bardzo rozpowszechniona jest przyblizona kwadratura, podana
przez Polaka Kochariskiego (1685 roku). Wrykresla si¢ Srednice 4B



i styczng w punkcie B. Ze $rodka kota prowadzimy pod <r 30° linje¢ O C. Od
punktu C odcinamy na stycznej trzy promienie do punktu Z, to linja A E przed-

stawia w przyblizeniu diugo$é péikola r .
Latwo obliczyé, ze
AE=314153. . .»
(zamiast: 3-14159. . .7).

Jezeli na odcinku 4 E zbudujemy
prostokat o wysokosci », to_ jego pole
wynosi z wielkiem (jakiem ?) przyblizeniem
72T réwna si¢ wiec w przyblizeniu polu
kota. Zamieniajac ten prostokat w znany
sposéb na kwadrat, otrzymamy przybli-
Fig. 195, zong kwadrature kota.

Umiejac obliczaé pole calego kota, latwo obliczyé pole wycinka
‘kola, t. j. czeSci kota zawartej migdzy tukiem i dwoma promieniami.
Wycinki kota, nalezace do réwnych lukéw, s3 przystajace, maja wiec
réwne pola, a wigc do fuku 2, 3, 4. .. razy wigkszego, nalezy wyci-
nek o polu 2, 3, 4... razy wigkszem. Stad wynika, ze wycinek jest
taka czescig pola kota, jaka czgScig obwodu jest tuk.

W:rin=20:2rm

c ; r
czyliss W— t.? :

ri2a.d
¥ 2rm

Pole wycinka kola oblicza sig tak, jak pole trojkata, ktorego pod-
stawg jest luk a wysokoscig promien kola.

Pole odcinka kola (t. j. czesci kota zawartej migdzy tukiem i od-
powiednig cigciwa) otrzymuje sie jako roinice lub sume wyecinka kofa
i odpowiedniego trojkata (por. fig. 196):

ABC=W —T
ADB=W' + T.

Pole piers§cienia kotowego (fig. 197) otrzymujemy jako

réZnicg migdzy polami dwéch kot wspélsrodkowych
P=r2n—rn=(r, +r,) (r,—r,)m.

S
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Wycinek pierScienia kotowego obliczamy jako réznice
wycinkéw dwdéch két:
r 7
W= 1l-¢ .-2‘ :
Wzér ten wyraza pole wycinka pier§cienia jako funkcje czte-
rech zmiennych. Prostszy wzér otrzymamy jednak, wychodzac z pro-
porcji:

2
W, :r*z = a:360° l W1=r:136._?’°a
2
Wirgin = a: 3600 l W2=T%B%E
Stad W=W,— W, =(r?—r? 3’;30

o
W= —mr) (r, + ™) 3600
rTo rTQ
W=t =) (g0 + Baoe)
¢, L.
=t —r) (3+3).
Ale r, —r, jest szeroko§cia pierScienia, wiec
L+
B
Pole wycinka pierscienia kolowego oblicza sig tak, jak pole trapszu.

Widzimy zarazem, Ze pole wycinka pier§cienia kotowego jest
funkcjg trzech zmiennych.

¢ W=8l

Cwiczenia X

§ 62. 1. Narysowaé na papierze milimetrowym dowolng figure, ograniczona
linja krzywa i zbada¢, w jakich granicach zawiera sig liczba wymiarowa jej pota.
§ 63. 2. Boki prostokata wynosza o — V6, b= VE, poda¢ kolejne przy-
blizenia pola tego prostokata i granice, do ktdrej one daza.

3. Wyjasni¢ geometrycznie réwnosci: (a—b).c=ac—be,

(a+b).(c+d)=ac+bc+ad+bd.

4. Jeden cal wynosi 254 cm, ile em? wynosi cal kwadratowy ? :

5. Przedstawi¢ graficznie zwigzek pola kwadratu z jego bokiem: y = 2

6. Obliczy¢ bok kwadratu, majacego pole tak wielkie, jak prostokat
O bokach b — 872 ¢m, ¢ = 458 cm ; wynaleZ¢ ten bok takze konstrukcyjnie.

7. Wykaza¢, ze kazdy kwadrat ma wigksze pole, anizeli prostokat
O tym samym obwodzie. (Uwaga : jezeli bok kwadratu oznaczymy a, to boki
prostokata beda ¢+ i a —x).



i styczng w punkcie B. Ze $rodka kota prowadzimy pod <z 30° linje O C. Od
punktu C' odcinamy na stycznej trzy promienie do punktu E, to linja A E przed-

stawia w przyblizeniu dtugosé pétkola r .,
Latwo obliczyé, ze

AE=314153. . »
(zamiast: 3-14159, , .7)

Jezeli na odcinku A4 E zbudujemy
prostokat o wysokosci », to_jego pole
wynosi z wielkiem (jakiem ?) przyblizeniem
r?m réwna si¢ wiec w przyblizeniu polu
kota. Zamieniajac ten prostokat w znany
sposéb na kwadrat, otrzymamy przybli-

Fig. 195. zong kwadrature kota.

Umiejac obliczaé pole calego kota, latwo obliczyé pole wycinka
‘kola, t. j. czesci kota zawartej migdzy tukiem i dwoma promieniami.
Wycinki kota, nalezace do réwnych tukéw, sa przystajace, maja wiec
réwne pola, a wigc do fuku 2, 3, 4. .. razy wigkszego, nalezy wyci-
nek o polu 2, 3, 4... razy wigkszem. Stad wynika, ze wycinek jest
taka czescig pola kota, jaka czeScig obwodu jest tuk.

W:rln=20:2rm
W=§::aW:W=L§.

Pole wycinka kola oblicza sig tak, jak pole trojkata, ktorego pod-
stawg jest luk a wysokoscig promien kola.

Pole odcinka kola (t. j. czesci kota zawartej migdzy tukiem i od-
powiednig cigciwa) otrzymuje sie jako roinice lub sume wyecinka kota
i odpowiedniego trojkata (por. fig. 196):

ABC=W —T
ADB=W' + T

Pole piers§cienia kotowego (fig. 197) otrzymujemy jako

réznice migdzy polami dwéch kot wspoélsrodkowych
P=r2n—rn=(r +r,) (r, —r,)m.
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Wycinek pierScienia kotowego obliczamy jako réznice
wycinkéw dwdéch koi:
7y

W=qﬁ—giu

Wzér ten wyraza pole wycinka pier§cienia jako funkcje czte-
rech zmiennych. Prostszy wzér otrzymamy jednak, wychodzgc z pro-
porcji:

2

W,:r?z=a:360° [ W1=r‘—36305
2

W,:r n = a:360° l WZ:T%G%’E

o

Stad W Wy — Wy = (= 1)
o

W=(ry—mr) (r, + i) e
== (5+ 55)
¢, L.
= (i —2) (3+3).
Ale r, —r, jest szeroko$§cia pierScienia, wiec
ti + i?
g
Pole wycinka pierécienia kolowego oblicza sig tak, jak pole trapszu.
Widzimy zarazem, e pole wycinka pier§cienia kotowego jest
funkcjg trzech zmiennych.

¢ W=8-

Cwiczenia X

§ 62. 1. Narysowaé na papierze milimetrowym dowolna figure, ograniczona
linjg krzywa i zbada¢, w jakich granicach zawiera sig liczba wymiarowa jej pota.
§ 63. 2. Boki prostokata wynosza a — V6, b= \rZT, podac¢ kolejne przy-
blizenia pola tego prostokata i granice, do ktdrej one daza.

3. Wyjasni¢ geometrycznie réwnosci: (a—b).c=ac—be,

(a+b).fc+d)=ac+bec+ ad+ bd.

4. Jeden cal wynosi 254 cm, ile em?® wynosi cal kwadratowy ?

5. Przedstawi¢ graficznie zwiazek pola kwadratu z jego bokiem : y—

6. Obliczy¢ bok kwadratu, majacego pole tak wielkie, jak prostokat
O bokach b = 872 ¢m, ¢ = 458 cm ; wynalezé ten bok takze konstrukcyjnie.

7. Wykaza¢, ze kazdy kwadrat ma wigksze pole, anizeli prostokat
O tym samym obwodzie. (Uwaga : jezeli bok kwadratu oznaczymy @, to boki
prostokata beda ¢+ i a — ).
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8, lle wynosi bok kwadratu, majacego dwa razy tak wielkie pole, jak

kwadrat o boku a = 10 cm ?

9, Historyk grecki Tucydydes podaje, 2e wyspa, majaca dwa razy
wigkszy obwéd, ma takze dwa razy wigksze pole. Wykazaé blednos¢ tego
twierdzenia, przyjmujac kwadratowy ksztalt wyspy.

10, Wykazaé¢ rysunkiem, ze kwadrat zbudowany na przekatni innego
kwadratu ma pole dwa razy wigksze od pierwotnego kwadratu.

11, Jak diugie musi byé pole prostokatne o szerokosci 5m, aby
zawieralo 1ka?

12. Zmierzy¢ otwdr okna prostokatnego i pole szyb i obliczy¢, jaki
procent $wiatla pochlaniaja ramy.

13. Jaki blad popelnmiamy przy obliczeniu pola prostokata, ktérego boki:

1
a=42Tm, b= 364m zmierzono z bledem, nie przenoszgcym e em?

§ 64. 14. Dowolny réwnoleglobok zamieni¢ na réwny 'mu prostokat.

15. Dowolny réwnolegiobok zamieni¢ na romb o réwnem polu i rozlozy¢
obie figury na czesci parami przystajace.

16. Obliczy¢ pole rombu, znajac jego przekatnie d, = 20 em, dy = 30 cm.
Wyprowadzi¢ ogélny wzor!

17. Wykona¢ kwadrature dowolnego réwnolegtoboku geometrycznie i al-
gebraicznie,

§ 65—66. 18. Wykazaé, ze dwie przekatnie dziely réwnoleglobok na- cziery
rowne tréjkaty.

19. Wyprowadzi¢ wzér na pole trapezu, dzielac go przekatnia na dwa
tréjkaty.

20. Dowolny tréjkat zamieni¢ na tréjkat réwnoramienny o rownej
podstawie i réwnej wysokosci.

21. W tréjkacie dwa boki pozostajg niezmienione, a kat migdzy niemi
zmieniamy. Jak sie zmienia pole tréjkata? Kiedy ma najwigksza wartosé?

22. Obliczyé pole wielokatne, znajac wspdirzedne wierzchotkéw : A4 (1 m,

3m) B (1am, 1m) C 2m, 2m) D (4m, 1 m) E (5m, 4m) F (312 m, 5m)
G (18 m, 4'5m).
§ 67—68. 23. Dowolny tréjkat zamieni¢ na tréjkat prostokatny o tej samej
podstawie i wysokosci. Wykre§lajac w polowie wysokosci linjg¢ réwnolegla
do podstawy rozlozy¢ nastepnie kazdy z tréjkatéw na 4 lub 5 czesci parami
przystajacych. Wskazdwka: jezeli tr6jkaty maja wspélng podstawe, to dwa
boki przecinaj sie albo nad linja réwnolegla albo pod nig; w pierwszym
przypadku trzeba jeszcze tylko gdrne tréjkgty rozlozy€ kazdy na dwie czesci,
w drugim trzeba dolng czg$¢ rozlozy¢é na 3 a gérng na 2 czesci.

24, Zamienié tréjkat na inny o dluzszej podstawie ale o réwnem polu.
Wykonaé rozkiad na czesci parami przystajace (por. zad. 23).

25. lle wynosi wysokosé ftréjkata, ktérego podstawa wynosi 3 dm,
a pole 39dm?

26. Dowolny wielokat nieumiarowy zamieni¢ na kwadrat rysunkiem.

27. Podzieli¢ dowolny tréjkat na trzy réwne czesci linjami, wychodzg-
cemi z jednego wierzchotka.

: 28. Wykazaé, ze linje, laczace srodek ciezkosci tréjkata z jego wierz-
cholkami, dziela tréjkat na trzy réwne czesci.
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28. Dowolny réwnoleglobok podzieli¢ na siedm rownych czesci zapomogq
linij, wychodzacych z jednego wierzcholka.

30. Dowolny trojkat podzieli¢ na dwie réwne czesci zapomocg linji
réwnoleglej do podstawy (metods analizy algebraicznej).

§ 69. 31. lle razy powigkszy sig pole jakiegokolwiek wielokata, jezeli zmienimy
go na figure podobng o trzy razy wigkszym obwodzie ?

32. Jak sie przedstawi 1km? na mapie narysowanej w podziatce:
1:25.0007?

33. Jak wielki obszar mozna zmiedcié na mapie kwadratowej o boku
3 dm, jezeli uzywamy podzialki 1 :200.000?

§ 70—71. 34, Majac dane dwa réine kwadraty, wykre§li¢ trzeci kwadrat,
majacy pole takie, jak obydwa dane kwadraty razem.

35. To samo zadanie wykona¢ dla: a) tréjkatéw réwnobocznych,
b) szefciokatéw umiarowych, ¢) két, @) dowolnych wielokatéw nieumiarowych,
ale podobnych do siebie. :

36. Wykazaé, ze trojkat o bokach 3, 4, 5 jest prostokatny. Egipcjanie
uzywali takiego tréjkata do wytyczania kata prostego. Uzywali sznura zam-
knigtego, opatrzonego 12 guzami w rownych odstepach. Zginajac go w punkcie
trzecim i si6dmym otrzymywali tréjkat prostokatny. :

37. Obliczy¢ : ) przeciwprostokatnig tréjkata prostokatnego, znajac obydwie
przyprestokgtnie: ¢ = 12, b= 15cm, b) pole tréjkata prostokatnego, znajac
przeciwprostokatni¢ ¢ = 4 dm 41 mm i jedna przyprostokatnig 3 dm 15 mm.

38. Obliczyé pole kwadratu, znajac jego przekatnig d = 21 om.

39. Egipcjanie obliczali pole tréjkata réwnoramiennego, mnozac podstawe
przez potowe boku. Jaki biad popelniali przytem? N. p. podstawa a = 8 cm,
bok b= 36 cm. :

40. Obliczy¢ ramig tréjkgta rownoramiennego, znajac podstawe i wysokos¢
(a = 07T5 cm, w= 249 cm). .

41. Obliczyé pole trojkata prostokatnego, réwnoramiennego, znaj3c
przeciwprostokatnie d = 2 cm.

42. Obliczyé odleglos¢ dwoch punktéw, znajac ich wspoirzedne :
id(1; 4, B (3:5).

43. W trapezie réwnoramiennym znane $3 boki réwnolegle: a = 164,
b— 96 i ramie ¢= 58. Obliczy¢ pole.

44, Obliczy¢ pole tréjkata réwnobocznego o boku a = 20 ¢m.

45. lle wynosi bok tréjkata réwnobocznego, ktérego pole wynosi 1 m2.

46. W kole o promieniu 8 ¢m wykreslono cieciwg o diugosci 54 cm. lle
wynosi odleglosé tej cigeiwy od Srodka?

47. Obliczy¢ pole rombu, znajac jeden bok i przekatnig.

48. Obliczy¢ pole szesciokata umiarowego, znajac jeden bok.

49. Obliczyé pole tréjkata, znajac jego boki: a=10¢cm, b= 1T cm,
¢ =21 em. 3

50. Obliczy¢ promiefi kola wpisanego w trojkat, ktorego boki wynosza
13 em, 14 em, 15 cm. (Wyrazi¢ pole zapomocg tego promienia !).

§ 72. 51. Obliczy¢ pole trojkata réwnobocznego: @) wpisan.ego w kolo o pro-
mieniu 15 cm, b) opisanego na kole o tym samym promieniu. :

52. Wykazaé, ze pole szesciokgta umiarowego wpisanego w k?lo jest
§rednia geometryczng miedzy polem tréjkata réwnobocznego wpisanego,
a tréjkata opisanego na tem kole. ;
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8. lle wynosi bok kwadratu, majacego dwa razy tak wielkie pole, jak

kwadrat o boku a = 10 ¢m ?

9. Historyk grecki Tucydydes podaje, 2e wyspa, majaca dwa razy
wigkszy obwéd, ma takze dwa razy wigksze pole. Wykaza¢ blednos¢ tego
twierdzenia, przyjmujac kwadratowy ksztalt wyspy.

10, Wykaza¢ rysunkiem, ze kwadrat zbudowany na przekatni innego
kwadratu ma pole dwa razy wigksze od pierwotnego kwadratu.

11, Jak diugie musi byé pole prostokatne o szerokosci 5m, aby
zawierato 1ka?

12. Zmierzy¢ otwér okna prostokatnego i pole szyb i obliczy¢, jaki
procent $wiatla pochlaniajg ramy.

13. Jaki blad popelniamy przy obliczeniu pola prostokata, ktdrego boki:

1
a=42Tm, b= 364m zmierzono z bledem, nie przenoszacym T em?

§ 64. 14. Dowolny réwnoleglobok zamieni¢ na réwny ‘mu prostokat.

15. Dowolny réwnolegiobok zamieni¢ na romb o réwnem polu i rozlozy¢
obie figury na czesci parami przystajace.

16. Obliczyé pole rombu, znajac jego przekatnie d, = 20 em, d, = 30 cm.
Wyprowadzi¢ ogdlny wzor!

17. Wykona¢ kwadrature dowolnego réwnolegtoboku geometrycznie i al-
gebraicznie,

§ 65—66. 18. Wykazaé, ze dwie przekatnie dziela réwnoleglobok na‘ cziery
réwne tréjkaty.

19. Wyprowadzi¢ wzér na pole trapezu, dzielac go przekatnia na dwa
tréjkaty.

20. Dowolny tréjkat zamieni¢ na tréjkat réwnoramienny o rownej
podstawie i réwnej wysokosci.

21. W tréjkacie dwa boki pozostaja niezmienione, a kat miedzy niemi
zmieniamy. Jak sig¢ zmienia pole tréjkata? Kiedy ma najwigksza wartosé?

22. Obliczyé pole wielokatne, znajac wspéirzedne wierzcholkow : A4 (1 m,

3m) B (14am, 1m) C 2m, 2m) D (4m, 1m) E (5m, 4m) F (312 m, 5m)
G (18 m, 45m).
§ 67—68. 23. Dowolny tréjkat zamieni¢ na tréjkat prostokatny o tej samej
podstawie i wysokosci. Wykre§lajac w polowie wysokosci linjg¢ réwnolegla
do podstawy rozlozy¢ nastepnie kazdy z tréjkatéw na 4 lub 5 czesci parami
przystajacych. Wskazdwka: jezeli tr6jkaty maja wspélng podstawe, to dwa
boki przecinajg sie albo nad linja réwnolegly albo pod nig; w pierwszym
przypadku trzeba jeszcze tylko gérne tréjkaty rozlozy€ kazdy na dwie czesci,
w drugim trzeba dolna czeé¢ rozlozy¢ na 3 a gérng na 2 czesci.

24, Zamienié tréjkat na inny o dluzszej podstawie ale o réwnem polu.
Wykonaé rozkiad na czesci parami przystajace (por. zad. 23).

25. lle wynosi wysokos$é fréjkata, ktérego podstawa wynosi 3 dm,
a pole 39dm?

26. Dowolny wielokat nieumiarowy zamieni¢ na kwadrat rysunkiem.

27. Podzieli¢ dowolny tréjkat na trzy réwne czesci linjami, wychodzg-
cemi z jednego wierzcholka.
¥ 28. Wykazaé, ze linje, laczace srodek cigzkosci trojkata z jego wierz-
cholkami, dzielg tréjkat na trzy réwne czesci.
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29. Dowolny réwnoleglobok podzieli¢ na siedm rownych czesci zapomogq
linij, wychodzacych z jednego wierzcholtka. 2

30. Dowolny trojkat podzielié na dwie réwne czesci zapomocy linji
réwnoleglej do podstawy (metods analizy algebraicznej). St
§ 69. 31. lle razy powigkszy si¢ pole jakiegokolwiek wielokata, jezeli zmienimy
go na figur¢ podobng o trzy razy wiekszym obwodzie ? :

32. Jak sie przedstawi 1km’ na mapie narysowanej w podziatce:
1:25.000?

33. Jak wielki obszar mozna zmiesdcié na mapie kwadratowej o boku
3 dm, jezeli uzywamy podziatki 1 :200.000 ?

§ 70—71. 34, Majac dane dwa réine kwadraty, wykre§li¢ trzeci kwadrat,
majacy pole takie, jak obydwa dane kwadraty razem.

35. To samo zadanie wykona¢ dla: a) tréjkatéw réwnobocznych,
b) szedciokatéw umiarowych, ¢) két, d) dowolnych wielokatéw nieumiarowych,
ale podobnych do siebie. ;

36. Wykazaé, ze trojkat o bokach 3, 4, 5 jest prostokatny. Egipcjanie
uzywali takiego trdéjkata do wytyczania kata prostego. Uzywali sznura zam-
knigtego, opatrzonego 12 guzami w réwnych odstepach. Zginajac go w punkcie
trzecim i si6dmym otrzymywali tréjkat prostokatny. -

37. Obliczy¢ : a) przeciwprostokatnig tréjkata prostokatnego, znajac obydwie
przyprostokatnie: ¢ =12, b= 15 em, b) pole tréjkata prostokatnego, znajac
przeciwprostokatnie ¢ = 4 dm 41 mm i jedna przyprostokatnig 3 dm 15 mm.

38. Obliczyé pole kwadratu, znajac jego przekatnig d = 21 om.

39. Egipcjanie obliczali pole tréjkata réwnoramiennego, mnozac podstawe
przez potowe boku. Jaki biad popelniali przytem? N. p. podstawa a = 8 em,
bok b= 36 c¢m. { ‘

40. Obliczyé ramie trojkata rownoramiennego, znajac podstawe i wysokos¢
(a =075 cm, w= 249 cm). :

41. Obliczyé pole trojkata prostokatnego, réwnoramiennego, znaj3c
przeciwprostokatnie d = 2 cm.

42. Obliczyé odleglos¢ dwoch punktéw, znajac ich wspoirzedne :
A (1, 4), B (3, 5).

43. W trapezie réwnoramiennym znane s3 boki réwnolegle: a = 164,
b — 96 i ramie ¢= 58. Obliczy¢ pole.

44, Obliczy¢ pole tréjkata réwnobocznego o boku & = 20 ¢m.

45. lle wynosi bok tréjkata réwnobocznego, ktérego pole wynosi 1 m2

46. W kole o promieniu 8 cm wykreslono cigciwg o dhugosci 54 cm. lle
wynosi odleglosé tej cigciwy od Srodka?

47. Obliczyé pole rombu, znajac jeden bok i przekatnig.

48. Obliczy¢ pole szeSciokata umiarowego, znajgc jeden bok.

49. Obliczyé pole tréjkata, znajac jego boki: a=10¢cm, b= 1T em,
¢ = 21 em. 3

50. Obliczyé promiefi kola wpisanego w trojkat, ktorego boki wynosza
13 ¢m, 14 ¢m, 15 cm, (Wyrazi¢ pole zapomoca tego promienia !).

§ 72. 51. Obliczy¢ pole tréjkata réwnobocznego: @) wpis:an.ego w kolo o pro-
mieniu 15 cm, b) opisanego na kole o tym samym promieniu. t

52. Wykazaé, ze pole szesciokata umiarowego wpisanego w k?lo jest
érednia geometryczng miedzy polem tréjkata réwnobocznego wpisanego,
a tréjkata opisanego na tem kole.
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. 53. Obliczy¢é pole kwadratu wpisanego w koto o promieniu » — 48 s
i kwadratu opisanego na tem kole. Zbada¢ stosunek obydwu pél

54. Wykona¢ takie samo obliczenie, jak w zadaniu poprzedniem, dla
szesciokata umiarowego.

55. Obliczy¢ pole o$miokata umiarowego, wpisanego w kolo o promieniu
7 = 18 mm.

56. Obliczy¢ pole o$miokata umiarowego, znajac jego bok.

57. Wyprowadzi¢ wzdr, podajacy zwigzek boku szesnastokata umiaro-
wego z promieniem kola wpisanego.

58. To samo zadanie wykonaé dla 24-kata umiarowego.

59. Obliczyé pole dziesigciokata umiarowego wpisanego w koto
0 promieniu » = 2'8 dm.

60. Jaki jest wykladnik stosunku odcinkéw podziatu zlotego ?

61. Obliczy¢ pole pigciokata umiarowego, znajac promieri kota opisanego
r = 012 em.

§ 73-74. 62. Obliczy¢ obwéd kola, ktérego promieri wynosi 2:25 dm.

63. Obwéd pnia okraglego wynosi 25 m; “jaka jest $rednica przekroju?

64. Wiedzac, ze obwdd ziemi wynosi 40.000 km, obliczy¢ promiefi ziemi.

65. Ile razy obréci si¢ koto (o promieniu 1-2m) lokomotywy na drodze
ze Lwowa do Krakowa (342 km?).

66. Srednice pétkola przepotowi¢ i na kazdej polowie zakresli¢ nowe
pdlkole do wnetrza; wykazaé, ze obwdd wigkszego péikola réwna sie sumie
obwodéw obydwu mniejszych. Przeprowadzi¢ podobna konstrukcje w mniejszych
péikolach, potem w dalszych i t. d. i porowna¢ sume ich dilugosci z pier-
wotnem pdlikolem.

67. Wykazac¢, ze jezeli obwody dwéch két wspétsrodkowych réznia sie
0 1dm, to ich odstep bedzie jednakowy bez wzgledu na wielkosé tych két
(n. p. obwéd pomarariczy a obwéd ziemi).

68. Podzieli¢ obwdd kota na 12 réownych cze$ci i oznaczy¢ miejsca,
w ktérych te punkty podziatu zetkna si¢ ze styczna przy toczeniu sie kota
po tej stycznej.

' 69. Na podstawie poprzedniego zadania narysowaé 12 punktéw drogi,
jaka przebiega dowolny staty punkt obwodu kota, toczacego sie po stycznej.
Tg drogg nazywamy cykloida.

70. Obliczy¢ tuk kota o promieniu » = 9 em, nalezacy do kata $rodkowego :
a) 509, b) 42015/, ¢) 138° 20",

71. lle wynosi w mierze tukowej kat: 109, 259, 29 380 20/ 1/, 1//?

72. Do jakiego kata $rodkowego nalezy Iuk réwny promieniowi? Ile
wynosi w mierze stopniowej kat, ktéry w mierze lukowej =17

73. Obliczy¢ pole kota o promieniu 2 dm 3 ¢m 5 mm.

74. Jezeli przy mierzeniu promienia kola o Srednicy bliskiej 1 dm popet-
nimy biad mniejszy od 02 mm, jaki blad popetnimy przy obliczaniu pola kota ?
lle miejsc z ludolfiny wystarczy wtedy zatrzymaé przy obliczaniu pola?

75. Wykonaé rachunkiem i przyblizonym rysunkiem kwadrature kola
0 promieniu » = 2 em.

76. Jak wielki jest promied kota, pokrywajgcego powierzchnie 1 %m??

71. lle razy powigkszy sie pole kofa, jezeli promiefi wzrosnie pieé razy ?
{Poréwnaj zadanie 8).

1J1

78. Jakie pole ma koto, ktérego obwéd wynosi 48 cm? Poréwnaj to pole
z polem kwadratu, szesciokata umiarowego, osmiokata umiarowego i t. d.
o tym samym obwodzie! Jaki stad wniosek? (Problem Didony: danym
obwodem otoczy¢ mozliwie najwieksze pole).

79. Z kwadratu o boku 56 ¢cm wycieto 49 kot réwnych (o promieniu
4 em); obliczy¢é pozostale pole.

80. Na bokach trdjkata prostokatnego wykreslono pétkola dwa mniejsze
na zewnatrz, wigksze od wnetrza. Wykaza¢, ze pole dwu takich ksiezycow
rowna si¢ polu tréjkata, nie zawiera wiec liczby =. — Sg to t. zw. ksiezyce
Hipokratesa.

81. Obliczy¢ wycinek kola o promieniu » = 38 ¢m, nalezacy do kata
Srodkowego: a) 40°, ) 22°30/, ¢) 250°.

82, Przedstawi¢ zapomoca wycinkow tego samego kota liczby ludnosci
w poszczegllnych krajach Europy. 1 ¢m? niech reprezentuje 5 milionéw ludnosci.
(Uwaga : katy $rodkowe majg pozostawaé do siebie w takim stosunku, jak
liczby ludnosci).

83. Z kola o promieniu 2 dm wycieto wycinek o polu 1dm?; jaki tuk
i jaki kat srodkowy nalezg do tego wycinka? p

84. Obliczy¢ pole odcinka, nalezacego do kata $rodkowego: a) 90°,
b) 60° ¢) 72° znajac promiern kofa » = 18 ¢m.

85. Wykazaé, ze pole pierscienia kolowego réwna si¢ polu kola, ktérego
promieniem jest odcinek stycznej do kola wewnetrznego, zawarty miedzy
punktem stycznosci a kotem wigkszem.

86. W jakim odstepie od danego kola nalezy poprowadzi¢ drugie kolo
wspoélsrodkowe, aby pole pierscienia réwnalo sig¢ polu kola wewngtrznego ?

87. Podzieli¢ pole kola na trzy réwne  czesci zapomocg ko6t wspéi-
srodkowych.

88. Obliczy¢ pole wycinka pierScienia kolowego, znajac » = 22 cm,
¥, = 32 om, o= 15%

89. Albrecht Diirer (znakomity malarz niemiecki z XVI wieku) podaje
kwadrature kota, biorac 5/, Srednicy za przekatni¢ kwadratu réwnego kotu.
Jaki blad pepeinia sig¢ przytem (n. p. r = 10 ¢m).

90. Jak diuga musiataby byé wieksza wskazéwka zegarka, aby jej koniec
zakreslal 1 m na sekunde? He mm w jednej sekundzie zakres$la wskazéwka
2 ¢m dluga?

91. Wykazaé¢, ze prostokat zbudowany z dwdch bokéw tréjkata jest
réwnowazny prostokatowi, zbudowanemu z wysokosci, poprowadzonej do
trzeciego boku i ze Srednicy kola opisanego. Wskazdwka: z wierzchotka,
z ktérego wykreslono wysokos¢, wykreslié $rednice i koniec jej polaczyc
z jednym z wierzchotkéw podstawy.

92. Na podstawie poprzedniego zadania wykazaé¢, ze promier kofa opisa-

b - o
nego r = a4_c’ gdzie a, b, ¢ sa bokami a p polem tréjkata.
p

® 93, Jezeli #, i U, sa obwodami wielokatow umiarowych o n bokach,
z ktérych pierwszy jest wpisany w kolo a drugi opisany,
U, s

_E’n-i——u,,_' Uon= \fu,. UZn- UdOWOdﬂii !

to Uy, =
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04, Wykazaé, ze dla pél wielokatow umiarowych, p,..i P.,,, z ktérych
pierwszy jest wpisany w kofo, a drugi opisany, zachodza zwigzki:

2P17, n - Ex
Poq ——22— L Ppon = »pn-Pn'

o P, +pan
05. Wykazaé, ze dla wielokatéw umiarowych o rownym obwodzie:
L e
P2a= _pn_';'__ 1 3= vrn P2n

gdzie p s3 promieniami kot wpisanych, a » opisanych.

96. Obliczy¢ pole trojkata krzywolinjowego, zamknigtego trzema tukamii
a) wkigstemi trzech réwnych kot stykajacych si¢ zewnetrznie; b) wypuk.teml
trzech réwnych k6t stykajgcych sie zewngtrznie (figura podobna do listka
koniczyny). _

97. Na bokach kwadratu o boku a = 6 cm zakreslono do wngtrza
4 pélkola o $rednicy réwnej bokowi. Obliczy¢ pole rozety, powstalej przez
przeciecia sie tych péikol, Wakazdwka: rozeta sklada sie z 8 odcinkéw kola,
nalezacych do kata $rodkowego 90°.

;
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Czese 11 .
Stereometrja

Rozdziat 1
Zasadnicze utwory stereometryczne

8 75. Pewniki stereometryczne i najprostsze z nich wnioski.

Dotychczas zajmowaliSmy si¢ tylko utworami geometrycznemi,
lezacemi na jednej plaszczyinie: t. j. obracaliSmy si¢ w sferze dwéch
wymiarow. Badajac wlasno$ci tych utworéw nie poslugiwaliSmy sie
przestrzenia tréjwymiarowa — z wyjatkiem badania zwigzku figur
symetrycznych (por. str. 51) — nie postugiwali$my si¢ nigdy kilkoma

_plaszczyznami. Jednak geometrja ma by¢ nauka o postaci wyideali-

zowanych przedmiotéw $wiata zewnetrznego, ktére sg przeciez tréj-
wymiarowe; porzucimy wigc obecnie ciasniejszy zakres utworéw
dwuwymiarowych i bedziemy badali ufwory przestrzemme tréjwymia-
miarowe, zuiytkowujac naturalnie wiadomosci, nabyte w planimetrji.
Co wiecej: takie glebsze zrozumienie planimetrii wymaga pewnych
wiadomos$ci ze stereometrji, poniewaz utwory planimetryczne sa tylko
przekrojami utworéw stereometrycznych.

Stereometrja, jako rozszerzenie planimetrji, opiera si¢ na tych
samych pewnikach, co i planimetrja, a oprécz tego przybywaja nowe
pewniki, stuzgce do odréinienia plaszczyzn od wszelkich innych
mozliwych powierzchni (krzywych).

Pewniki te, podobnie jak i planimetryczne, sg twierdzeniami
wzigtemi z zewngtrznego do$wiadczenia i wyidealizowanemi. Co
W Swiecie zewnetrznym spostrzegamy w przybliZzeniu, nie-
doskonale, to ujmujemy w twierdzenia $ciste i umawiamy sig,
Ze bedziemy te wlasnos$ci przypisywali naszym idealnym
utworom geometrycznym dokladnie.

WidzieliSmy w planimetrji, ze do wyznaczenia linji prostej

¥

Wystarcza dwa punkty. Do wyznaczenia plaszczyzny dwa punkty

nie Wysta;rg;:aja‘: spostrzegamy to na dowolnym przedmiocie grania-



stym, np. na jakimkolwiek krysztale lub na belce prostokatnej. Zwra-
cajgc uwage na dwa punkty ktérejkolwiek krawedzi takiej bryty,
widzimy, Ze przez te punkty przechodza dwie réine $ciany plaskie
tej bryly a moglibySmy poprowadzi¢ dowolnie wiele innych plaszczyzn,
zawierajacych te same dwa punkty. Wszystkie te plaszczyzny maja
nietylko te dwa punkty wspéline, ale calg prosta, laczaca te punkty.
Widzimy wige, Ze przez jedng linje prosta przechodzi nieskoriczenie
wiele plaszczyzn. Jezeli jednak poza tg linjg prosta obierzemy jeszcze
jeden punkt, to migdzy temi wszystkiemi plaszczyznami istnieje tylko
jedna plaszczyzna, zawierajacg te prosta i ten trzeci punkt.

Np. brama przytwierdzona w dwéch punktach w zawiasach
moze przyjmowacé jeszcze bardzo wiele rozmaitych polozeri w prze-
strzeni; jezeli iednak ma dotykal jeszcze trzeciego punktu, nie leza-
cego na osi obrotu, to polozenie jej jest juz przez to zupelnie do-
kiadnie okreS§lone. T¢ wlasno§é powierzchni plaskich niedoktadnych,
spotykanych w Swiecie otaczajgcym nas, przypisujemy takze ideal-
nym plaszczyznom geometrycznym i wypowiadamy ja w formie
nastepujacego pewnika:

l,. PrzeZ trzy punkty, nie leigce na jednej linji prostej, przechodzi
(jest wyznaczona) tylke jedna plaszczyzna.

Bez wzgledu na to, czy trzy punkty lezg blisko, czy dalej,
otrzymujemy zawsze tylko jedna ptaszczyzng. (W geometrji praktycznej
trzy punkty nadto bliskie nie wyznaczajg plaszczyzny, podobnie jak
dwa punkty bliskie nie wyznaczaja prostej w geometrji praktycznej.
(Por. § 5, str. 15).

Uwaga : jezeli mamy plaszczyzne wyznaczong jakiemi§ trzema punktami,
a obierzemy na tej plaszczyznie dowolne trzy inne punkty nie lezgce na

jednej prostej, to one znéw wyznaczajg plaszczyzne ale te samg — co
zastrzegamy osobnym pewnikiem I (por. § 2).

Wiasno$¢ ta, jakkolwiek jest niezmiernie wazina przy wszelkich
dowodzeniach i konstrukcjach stereometrycznych, nie daje nam je-
dnak jeszcze wyobrazenia o postaci plaszczyzny, ani tez nie daje
sposobu odréznienia plaszczyzny od innych powierzchni (krzywych).
Taka charakterystyczng wlasnos¢ uzyskamy, badajac stosunek linji
prostej do plaszczyzny.

Jezeli prosta krawedZ linealu przylozymy do powierzchni pla-
skiej dwoma punktami w dowolnem miejscu i w dowolnym kierunku,
to ona styka si¢ z powierzchnia we wszystkich innych punktach.
Zadna inna powierzchnia oprécz plaszczyzny nie ma tej wiasnosci.

(Na tem polega préba stolarska, czy Zadana powierzchnia pla-
ska jest dostatecznie wyréwnana).
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. Wyrazem tego spostrzezenia z geometrji praktycznej jest naste-
pujacy pewnik, odnoszacy si¢ do idealnej plaszczyzny:
Is Prosta, majgca z plaszczyzna dwa punkty wspélne, ma z nia
wszystkie punkty wspolne (czyli lezy cafa na tej plaszczyinie).
Nalezy jednak zauwazyé, Ze linja prosta moze w nieskoriczenie
wielu polozeniach przylega¢ catkowicie do powierzchni a mimoto po-
wierzchnia nie jest ptaska, n. p. walec. Wiasciwoscia plaszczyzny jest
to,ze prosta przylega do niej w kazdem miejscui w kaz-
dym kierunku, ¢zégo nie widzimy ani na walcu, ani na stozku,
ani na zadnej irinej powierzchni. Sa nawet takie powierzchnie
krzywe, na ktérych dadza si¢ w kazdym punkcie wykre$li¢ dwie
linje proste w réinych kierunkach, przylegajace zupelnie” (por.
§ 115, fig. 322).
Z tych dwéch pewnikéw wyprowadza sie odrazu kilka waznych
wnioskow.

' Poniewaz do wyznaczenia plaszezyzny wystarczq trzy punkty,
nie lezace na jednej linji prosfej, fo tembardziej wystarczy jedna linja
Dprosta. i punkt, poza nig lezqey (trzeba tylko dwa z punktéw wyzna-
czajacych polaczy¢ linja prosta, to ona cata usi lezeé na Zadanej
plaszczyzni€). W konstrukcjach geometrycznych czesto robimy z tego
uzytek (n. p. wykre$lenie plaszczyzny, przechodzacej przez wierzcho-
fek stozka i przez Srednice podstawy!)

Tak samo fatwo wywnioskowac, ze przez dwie proste przecina-
Jace si¢ lub pracz dwie proste réunolegle jest wyenaczona jedna pla-

szczyzna. 3
" Twierdzenie to ma wielkie zastosowanie w praktyce (n. p. przy
pokrywaniu plaskich dachéw przesuwamy plaszczyzne przez krokwie
réwnolegle lub przecinajace sie).
Opierajac si¢ na tem i na pewniku I, mozemy wutworzyé pla-
szczyzng ruchem linji prostej a mianowicie, jezeli prosta posuwa sie
po ramionach kata lub po ‘dwéch
linjach réwnolegtych tak, aby zawsze
przecinala obydwie proste, to zakre-
$la plaszczyzne.

R s e

Dowdd : wykreslmy plaszczyzne a, (fig.
198) wyznaczona przez proste SM i SN.
Prosta X ¥, majaca z nig dwa punkty 4 i B
wspolne, musi cala leze¢ na tej plaszczy-
Znie (wedtug pewnika I ;). Tak samo w kaz-
dem innem polozeniu. Jakikolwiek punkt
C plaszczyzny a wybierzemy, znajdzie sie

Fig. 198.

N
Dr. A, Zomnicki, Geometrja dls szkd? Srednich. 11
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R/
zawsze takie poloZenie prostej X Y, rownolegte do pierwotnego potozenia,
w ktérem ona przechodzi przez ten punkt. Ruchem prostej X ¥ po prostych
SM i SN mozemy wigc otrzymaé wszystkie punkty plaszczyzny o.

(Jakim jeszcze ruchem linji prostej mozna otrzyma¢é plaszczyzne ?)
Kazda powierzchnig, powstajaca przez ruch linji prostej, nazy-
wamy powierzchnig prostolinjowa. (P6zniej poznamy takze krzywe po-
wierzchnie prostolinjowe, n. p. powierzchnia walca lub stozka). Prosta

XY, zakreslajagca swym ruchem plaszczyzng, nazywa si¢ tworzaca

a_utwor, po ktorym ta prosta si¢ slizga, nazywamy kierownicg p o-
wierzchni. WykazaliSmy wiec, Zze plaszczyzna jest powierzchnia
prostolinjowg. Kazda powierzchnia prostolinjowa musi by¢ nieograni-
czona, poniewaz zawiera calg linje prosta — w rozmaitych poloze-
niach — a juz sama linja prosta jest nieograniczona. We wszystkich
rezumowaniach bedziemy wiec pojmowali pfaszczyzng jako po-
wierzchni¢ nieograniczona, na rysunku jednak przedstawiamy
zawsze tylko skoriczony kawalek plaszczyzny.

Pewniki I, I, podaja zwigzek punktéw z plaszczyzng i linij
prostych z plaszczyzna. Brak nam jeszcze punktu wyjScia dla bada-
nia polozenia plaszczyzny wzgledem plaszczyzny.

Uwaga: osobnym pewnikiem I; zadamy, aby précz jednej plaszczyzny
istnialy jeszcze jakie§ inne punkty w przestrzeni — w przeciwnym razie mie-
libySmy bowiem ciagle do czynienia tylko z planimetrja. Wystarczy w tym
celu stwierdzi¢, ze w naszej geometrji istnieja przynajmniej cztery punkty nie
lezace na jednej linji prostej (por. § 2. pewnik Iy).

Tu znowu oprzemy si¢ na pewnych prostych spostrzezeniach.
Przypatrujac si¢ Scianom izby szkolnej lub deski prostokatnej wi-
dzimy, ze dwie dotykajace si¢ Sciany maja zawsze caly odcinek linji
prostej wspélny. To samo mozemy zauwazy¢ na kazdym Krysztale,
jezeli tylko jego Sciany odpowiednio przedluzymy. Wogéle dwie
plaszczyzny przecinajace si¢ maja zawsze wspéing linje prosta. Stad
tworzymy pewnik:

I;. Jezeli dwie plaszczyzny majg jeden punkt wspoiny, to muszg
mie¢ przynajmmej Jjeszcze jeden punkt wspolny, wtedy bowiem na pod-
stawie pewnika I, maja cata linje prosta, Iaczacg te dwa punkty,
wspélng. Linj¢ prostg, wzdluz ktdrej si¢ dwie plaszczyzny przecinaja,
nazywamy krawedzig tych plaszczyzn. IR

Uwaga. mogloby sie zdawac, ze ten pewnik nie zgadza si¢ z rzeczywi-
stoscig. N. p. na fig. 199 dwie plaszczyzny « i § majag tylko jeden punkt
wspolny. Jednakowoz trzeba pamigtaé, ze sa tu narysowane tylko czesci
plaszczyzn a pewnik odnosi sie do nieograniczonej ptaszczyzny. Gdyby$Smy
plaszczyzne § odpowiednio rozszerzyli, otrzymaliby$my krawedZ przeciecia sie.

'L
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Dwie plaszczyzny przecinajgce sig¢ tworzg figure,
odpowiadajaca katowi w planimetrji, zwana katem dwus$ciennym.
Nazwa pochodzi stad, Ze plaszczyzny
nazywamy takie Scianami. W planimetrji
kazdy kat posiada dwa ramiona i wierz-
chotek. Tutaj odpowiadaja ramionom
dwie $ciany kata ¢ i 8 a wierz-
chotkowi krawedZ 4 B (fig. 200).
Literami oznacza si¢ kat dwuscienny

zwykle:

<z (2B)
lub rzadziej: <x C(4 B) E, t. |. tak, aby li-
tery, oznaczajace krawedz, byly w Srodku. Kat plaski jest tylko prze-
krojem kata dwusciennego.

Uwaga : dla wyrazistosci rysujemy linje zaslonigte kropkowane Iub
ciefiszg kreska, jezeli sobie Sciany wyobrazamy przeZroczyste lub opuszczamy
je zupelnie, jezeli sobie Sciany wyobrazamy z materjalu nieprzeZroczystego.

Fig. 199.

Na tej figurze latwo spostrzec, ze dwie
linje proste prostopadie do tej samej trzeciej
w przestrzeni nie muszg by¢ réwnolegle,
owszem mogg si¢ przecinal, jak n. p. proste
CB i EB, prostopadte do 4B na fig. 200.
Wtedy jednak leza one na dwdch réznych
plaszczyznach, zawierajacych prosta 4 B. Wi-
@ da¢ stad, Ze niektére twierdzenia planimetrji

BW nie dadzg si¢ przenie§¢ do stereometrji bez
g E zadnych zastrzezen. Totez spotykamy sie
w stereometrji nieraz z dowodzeniem twier-
dzen, poznanych juz w planimetrii.

Jest toﬁogélne prawo logiki, ze twierdzenia, odnoszace si¢ do ciasniej-
szego zakresu poje¢, moga ulec zmianie, jezeli je chcemy przenies¢ do
obszerniejszego zakresu i dlatego wymagaja zawsze osobnego sprawdzenia.

Opierajac sie¢ na pewnikach stereometrycznych i na pewniku II,
z planimetrji (por. § 2.) mozna wykazaé, Ze plaszczyzna dzieli prze-
strzei na dwie czeSci takie, ze nie mozna si¢ dosta¢ z jednej do
drugiej nie przekraczajac tej ptaszczyzny. Méwimy, ze punkty obu
tych czeSci lezg po przeciwnych stronach plaszczyzny.

Fig. 200.

§ 76. Pek plaszczyzn i pek przestrzenny.

Podobnie jak w planimetrji mieliSmy do czynienia z pekami
prostych, tak w stereometrji waznym utworem jest pek ptaszczyzn.
*
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Jest to zbior plaszczyzn, przecingjgcych si¢ wzdluz jednej lingi pro-
stej, czyli wychodzacych z jednej prostej. T¢ prosta nazywamy o0sia
peku. Jezeli taki pek przetniemy jakakolwiek plaszczyzna, przecina-
jacg krawedz tylko w jednym punkcie, otrzymamy na tej plaszczyzZnie
pek promieni. Jezeli zas pgk ptaszczyzn przetniemy jedng linja
prosta, nie trafiajaca krawedzi i nieréwnolegla do niej, powstanie
na tej prostej szereg punktow.

Wykresl pek plaszczyzn, przeciety plaszczyzna i linja prosta!
Jaki utwér otrzymamy, jezeli przetniemy pek plaszczyzn plaszczyzng
réwnolegia do osi? Zbidr wszystkich plaszczyzn, schodzacych sig
w jednej krawedzi, wypelnia calg przestrzen.

Utworem geometrycznym ogélniejszym od peku plaszczyzn,
obszerniejszym, jest zbidr linij prostych ¢ plaszczyzn, przecinajgcych
si¢ w jednym punkcie, zwany pekiem przestrzennym. Punkt
ten nazywa sig wierzchotkiem pegku. .

Pek przestrzenny ztozony z wszystkich linij, przechodzacych
przez jeden punkt, mozna nazwal zardwno przestrzennym pekiem
prostych, jak i przestrzennym pekiem plaszczyzn. Zawiera on bowiem
nietylko wszystkie linje proste, przechodzace przez jeden punkt, ale
takze kazdg plaszczyzne, przechodzaca przez ten punkt: kazdg bo-
wiem plaszczyzng mozna zbudowaé¢ z samych linij prostych, prze-
chodzacych przez jeden punkt (plaski pek promieni).

Jezeli pek przestrzenny przetniemy plaszczyzng, nie przecho-
dzaca przez wierzcholek peku, otrzymamy na tej plaszczyinie roz-
rzucony zbiér punktéw i prostych, zwany systemem ptaskim.
Jezeli wierzchotek peku oddala si¢ od systemu plaskiego, promienie
daza do potozenia réwnoleglego.

Mé6wimy, ze ten system plaski jest rzucomy przez pek prze-
strzenny na dang plaszczyzne. Dwa pegki przestrzenne, rzucajgce ten
sam system plaski, nazywajg si¢ perspektywiczne a takie dwa
systemy plaskie nazywaja sie perspektywiczne, jezeli s3 rzucone
przez ten sam pek przestrzenny. Podobne nazwy stosuja si¢ i do
innych utworéw, n. p. pek ptaszczyzn ,rzuca“ pe¢k promieni i t. p.

Peki te maja wazine zastosowanie w rysunku perspektywicznym,
ktorym si¢ zajmiemy w jednym z dalszych rozdzialéw., Takie
w optyce, w akustyce i innych dzialach fizyki rozwaza sie¢ peki
promieni i utwory przez nie rzucone.

Cwiczenia |

§ 75. 1. Trzy punkty wyznaczajg jedna plaszczyzng; wykazaé, Ze wzajemnie
irzy plaszczyzny wyznaczaja jeden punkt. Czy zawsze?

AUV

2. Wykaza¢ przy pomocy pewnikéw, ze dwie przecinajace si¢ proste
wyznaczajg jedng plaszczyzne.

3. Przez ruch postepowy prostej nie w kierunku jej dtugosci powstaje
zawsze plaszczyzna; czy przez ruch obrotowy prostej okolo osi moze powstaé
plaszczyzna? jakie inne figury moga powstaé?

4. Dwa punkty wyznaczaja linje prosta; co wyznaczajg dwie plaszczyzny ?
§ 76. 5. Majac podany na dowolnej plaszczyZnie pegk promieni i punkt S
nad plaszczyzng, wykreslié pek plaszczyzn, rzucajacy te promienie a ktérego
0$ przechodzi przez S.

§. Majac podany szereg punktéw i punkt 7' poza ta prosta lezacy,
wykresli¢ pek. plaszczyzn, rzucajacy te punkty a ktérego o$ przechodzi przez
punkt 7. Narysowaé o$ tego peku!

; 7. Majac podany pek plaszczyzn, przeciaé go: a) plaszczyzng, przeci-
najacg o$ w jednym punkcie, 5) prosta, nie przecinajaca krawedzi.

8. Majac na plaszczyznie podany wielokat, wykresli¢ jakikolwiek pek
przestrzenny, rzucajacy boki i wierzcholki tego wielokata. Narysowaé drugi
pek perspektywiczny do pierwszego. :

9. Jakikolwiek pek przestrzenny przeciaé plaszczyzna. Co zauwazymy,
jezeli odsuwamy plaszczyzng coraz dalej od wierzchotka peku?

] 10. W latarni projekcyjnej wstawiono w bieg promieni plaszczyzne
przezroczysta z narysowanym kwadratem. Narysowa¢ cieri, jaki powstanie:
@) na plaszczyzZnie réwnoleglej do niej, b) na plaszczyzZnie nachylonej.

.11. I\.Iary§owaé pek promieni, wychodzacych od krawedzi i narozy
kostki a zbiegajacych si¢ w oku. Jezeli sie oko oddala, do jakiego polozenia
daza promienie ?

Rozdziat II . '

Potozenie linij prostych i plaszczyzn w przestrzeni
Proste i ptaszczyzny réwnolegte

§ 77. Dwie linje proste.

Na plaszczyznie dwie proste, nie nakrywajace si¢, moga mieé
wzgledem siebie dwojakie polozenie — jak to widzieliSmy w plani-
metrji: albo przecinajg sig, albo sa réwnolegte.

; j_ez‘eli jednak linje proste lezg na rozmaitych plaszczyznach,
przybywa jeszcze trzecia mozliwo$é. N. p. krawedzie o i b kostki
przedstawionej na fig. 201 nie przecinajg sie w r;eczywistoéci,
chocby$Smy je dowolnie daleko przedtuzyli,

(Na rysunku te linje majg jeden punkt wspdlny, albowiem ry-
sunek jest plaski a na plaszczyznie dwie linje proste musza sie
przecinaé, o ile nie sa réwnolegte).



Réwnolegtemi tych linij nie nazwiemy, poniewaZz ich punkty sa
w jednych miejscach blizsze, w innych dalsze od siebie. Podobne
polozenie ma krawedZ 4 B kata dwusciennego (fig. 202) wzgledem
prostej, laczacej dowolne punkty C i D na plaszczyznach e i §.
Przyktadéw takich mozna poda¢ bardzo
wiele przy rozpatrywaniu rozmaitych bryl.
(Podaj przyklady z sali szkolnej!).

b
7
’
//
Y <
/ .
7/
-t i
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Fig. 201. Fig. 202.

Dwie takie linje proste, ktére ani nie sa réwnolegle, ani sig nie
przecinaja, nazywamy Whrowg__ml. Proste wichrowate nie
wyznaczalua_gggzx_z ny, niema bowiem takiej plaszczyzny, ktéraby
zawierala te obydwie proste. Kazda plaszczyzna, zawierajgca jedna

z nich, przecina drugg prostg tylko w jednym

punkcie: n. p. plaszczyzna, zawierajaca

prosta3 YY’ na fig. 203, przecina prostg

Y X X' w jednym punkcie 4.

Posuwajmy sie¢ po dwéch takich

linjach réwnocze$nie od punktéw X i Y

C ku X’ i ¥, to odlegto$¢ zmniejsza sig coraz

¥ bardziej, ale tylko do pewnej granicy.

Najblizsze sa punkty 4 i C, stad za$

poczawszy odlegios¢ znowu wzrasta nieo-

graniczenie. Na kostce na fig. 201 tg naj-

krétsza odlegloscia jest odcinek e Istnieje

wigc pewna najkrétsza odlegtosé¢ dwobch prostych

w:ehrowatych, istnieja na nich miejsca najblizsze. Sposéb znale-
zienia tej odleglo$ci poznamy pézniej.

Proste wichrowate nie zamykaja Zadnego kata. Jednakowoz ich
odchyleme od polozema réwnoleglego moze by¢ rozmaite. Tak n. p.
sklonni jeste§my powiedzieé, Ze linje & i @ na kostce na fig. 201 sa
odchylone 0 90° od polozenia réwnoleglego. Dlategoto wprowadzamy
nowe pojecie: kata prostych wichrowatych. Przesuwamy
jedng z nich n. p. a réwnolegle do pierwotnego polozenia

3

xl
Fig. 203.

tak, aby si¢ przecigta z druga b, Iub z dowolnego punktu
prostej b prowadzimy linje a’ rownolegla do 4 (fig. 204). Wtedy
powstaje kat w zwyktem znaczeniu, kat «
i ten kat nazywamy katem dwéch prostych
wichrowatych. Jest to kat, utworzony
przez jedna z mich i przez linje
réwnolegta do drugiej, poprowa-
dzong przez dowolny punkt
pierwszej.

Mogtaby - zachodzi¢ watpliwos¢, czy
nie otrzymamy rozmaitych, r6znych od
siebie katéw e, jezeli poprowadzimy linje réwnolegle do a przez
rozmaite punkty prostej &. Wykazemy jednakze w nastepnym ustgpie
scisle, Zze te wszystkie katy sg réwne (por. str. 169).

Fig. 204,

§ 78. Linja prosta i plaszczyzna.

Pewnik Iy poucza nas, ze lm;a prosta malqca z pxaszczyznq\
jezeh wxgc prosta nie lezy na plasmzyzme, to moze mieé z mq tylko
]eden punkt wspélny. Méwimy wtedy, ze prosta przecina
pla.szczyznq w punkcie, ktory si¢ nazywa gpodkiem_prostej.

Taka linja prosta, przecinajgca plaszczyzng, moze by¢ do niej
wiecej lub mniej nachylona. Jak sie mierzy to nachylenie, poznamy
w dalszym ciagu.

Wreszcie linja prosta moze nie mieé z ptaszczyzna
zadnego punktu wspdlnego. Udowodnimy, Ze takie potozenie
jest mozliwe. W tym celu na dowolnej plaszczyznie @ obieramy jakas
prosta a i przez punkt P, poza nig lezacy, wykres§lamy linj¢ b/ a, co

zawsze jest mozliwe wediug pewnika pla-

NP nimetrycznego V. Ta prosta b nie moze
przeciaé plaszczyzny e. Dla dowodu prze-
suimy plaszczyzne 3 przez proste a i b

LRy (fig. 205). To sie da wykona¢, poniewaz
te iproste sa réwnolegte (por. str. 161).

a
e Gdyby prosta & przecinala plaszczyzne «,
to chyba tylko w tych miejscach, gdzie sie
Fig. 205. przecinajg plfaszczyzny e« i 8 (bo cala

prosta b lezy na plaszczyznie f), a wiec
w jakim$ punkcie wspélnej krawedzi @. To jest jednakze niemozliwe,
poniewaz wlasnie wykresliliSmy &/ a. Prosta b nie przecina wiegc



zupelnie plaszczyzny a. Taka prosta, ktéra nie przecina plaszczyzny,
chociazby$my ja dowolnie przedtuzali, nazywamy prosta réwno-
legta do ptaszczyzny. PrzeprowadziliSmy wiec dowéd
istnienia prostej réwnolegtej Kaida prosta, rownolegla
chocby do jednej linji, lezacej na plaszczyinie, jest juz rownolegla do
calej plaszezyzny.

Prosta ta posiada rzeczywiscie niektére charakterystyczne cechy
rownoleglych prostych. I tak kazdy jej punkt jest réwno oddalony
od plaszczyzny e, co udowodnimy pézniej, méwiac o odleglosci
punktu od plaszczyzny. Natomiast pewnik planimetryczny, odnoszacy
si¢ do dwéch prostych, nie stosuje si¢ juz do prostej i ptaszczyzny.
WidzieliSmy bowiem, ze przez punkt poza prosta moina do niej
poprowadzi¢ tylko jedng Tinjg réwnolegla. Tymczasem przez punkt,
lezgcy "poza plaszczyzng, mozna poprowadzi¢ bardzo wiele linij
prostych, réwnolegtych do plaszczyzny.

““Twierdzente~to daje nam Spos6b poznania, czy prosta jest
réwnolegta do plaszczyzny a zarazem sposéb konstrukcji takiej proste;.

Nie nalezy sadzi¢, aby prosta réwnolegla do plaszczyzny byta
rownolegtq do wszystkich prostych, lezacych na tej plaszczyznie: jest
ona wzgledem niektérych prostych wichrowata a wzgledem innych
réwnolegla. Latwo wykaza¢, ze prosta rownolegta do plaszczyzny jest
tylko do tych prostych, leiacych na plaszczyinie, rownolegla, ktore leza
z nig na tej samej drugiej plaszczyznie. N. p. na fig. 206 prosta b | e,
to aby znalei¢ na plaszczyinie a jaka$ prosta réwnolegla do &, pro-
- wadzimy dowolng plaszczyzne; B przez prosta b. KrawedZ a’ musi
by¢ réwnolegta do & (dlaczego ?).
Taksamo krawedZ a'’ plaszczyzn
e iy jest rownolegla do & i t. d.
Wzgledem innych prostych, leza-
cych na plaszczyznie e, np. wzgle-
dem AB i AC, jest prosta b wi-
chrowata.

Opierajac si¢ na tych twier-
dzeniach o prostej réwnoleglej do

Fig. 206. plaszczyzny, mozna uogdlni¢ wazne

twierdzenie z planimetrji o prostych

rownoleglych. Widzieli§my mianowicie, ze dwie linje proste réwnole-

gle do tej samej trzeciej sq takze do siebie rownolegle jezeli wszyst-
kie trzy leza na jednej plaszczyznie.

Otdéz opierajac sie na poprzednich twierdzeniach, mozna udo-
wodni¢ (dowodem niewprost!), ze:

dwie proste, rownolegte do tej samej trzeciej, sa i do.siebie rowno-
fegle, choclaiby wszystkie trzy proste nie lezaly na jednej plaszczyzme
Twierdzenie to mozemy za-

raz zastosowaé do okazania, zZe

b wielko$¢ kata dwéch prostych wi-
chrowatych nie zalezy od tego,

b b" w ktérem miejscu jednej prostej
poprowadzimy linjg¢ réwnolegla do

5 = e drugiej. Jezeli bowiem &’ b i
b’ | b, to musi by¢ takze b’ b"’

Figy 201, (fig. 207). Te dwie proste réwno-

legle sg przecigte trzecia a, wigc katy odpowiednie sa sobie rowne:

(47— 77

.

§ 79. Dwie plaszczyzny. ‘ ¢
Dwie plaszczyzny, majace trzy lub wigcej punktow
wspdln ych, nie lezacych na jednej linji proste], nakryw aja su;
zupelfnie — wedtug pewmka 4
Dw1e plaszczyzny, malqce dwa p unkty wspdlne, maja wspol-
ng c alq linje prosta (krawqdz), taczaca te dwa punkty. Tak sa-
mo, jezeli dwie ptaszczyzny majg jeden pun kt wsp6iny, muszg
mieC juz calg krawedz wspd6lng — wedlug pewnika I,.
Mogg istnie¢ takie plaszczyzny, nie majace zadnego
punktu wspdlnego, Przeprowadzimy dowéd istnienia takich
plaszczyzn (fig. 208). Przez punkt

Sy X, lezacy poza plaszczyzna, po-
g PRt prowadZmy dwie proste a i b,
X I réwnolegle do plaszczyzny o

v >, . (dowdd istnienia takich prostych

/ g i _7 przeprowadzili§my juz w ustepie
RNIEAC poprzednim).

i Twierdzimy, Ze plaszczyzna

Fig. 208. przesunigta przez te dwie proste

nie ma zadnego punktu wspdl-
nego z plaszczyzng a. Gdyby bowiem plaszczyzny e i § przecinaly
sig wzdtuz jakiej§ krawedzi ¢ (lezacej gdzie§ daleko — na rysunku
zaznaczyli§my to przez zagigcie gérnej plaszczyzny), to poniewai
a | @, musiataby ta prosta a by¢ takze réwnolegla do e. Tak samo,
poniewaz b | ¢, to b | ¢ wedlug drugiego twierdzenia na str. 168. Przez‘
punkt X przechodzityby wigc dwie proste a i b, lezace na tej samej
plaszczyznie i rownolegle do ¢, a to jest niemozliwe.



~

A wigc plaszczyzny « i 8 nie moga mie¢ krawedzi wspoélnej,
nie moga si¢ wigc w ogéle przeciaé.

Takie dwie plaszczyzny, nie majace zadnego punktu
wspélnego, (chociazbysmy je dowolnie przediuzali), nazywamy
plaszczyznami rownoleglemi, Z naszego dowodu wynika nastepujaca
konstrukcja plaszczyzn ‘réwnolegtych: plaszczyzna przesunieta przez

dwie proste, przecinajace sie ze sobg a rownolegle do drugiej plaszezy-
zny, jest sama rownolegla do tej drugiej plaszczyzny.

Uwaga : dwie proste rownolegle do tej samej plaszczyzny nie musza,
by¢ do siebie réwnolegte!

Poniewaz dwie plaszczyzny réwnolegte nie maja zadnego
punktu wspdélnego, to oczywistem jest, ze jezeli je przetniemy
trzecia plaszczyzng (por. fig. 209), to krawedzie, otrzymane z tego
przecigcia, nie moga mieé takie nic wspélnego. Krawedzie te
nie s wichrowate, bo lezg na jednej plaszczyzinie (przecinajacej

tamte dwie), pozostaje wiec tylko jedna mozliwosé, ze te krawedzie
sg rownolegle.

Whniosek ten wypowiadamy w nastepujacy sposéb:
Dwie plaszczyzny rownolegle przeciete trze-
cia tworza z nig krawedzie rownolegle.
T Powstaly ti Katy dwiiScienne odpowie-
dnie, naprzemianlegte i jednostronne.
k Katami tymi zajmiemy sie pObznie;j.
W  planimetrji musieli§my przyjaé¢ za
pewnik, Ze przez punkt poza linjg prosty da
B k si¢ do niej tylko-jedna linja réwnolegta po-
prowadzié, W stereometrji mozemy juz udo-
wodni¢, ze przez punkt poza plaszczyzng da
sig poprowadzi¢ tylko jedna plaszezyzna rowno-

o legta do niej. Oprzemy sie wlasnie na poprze-
i “dniem-twierdzeniu.

Gdyby przez punkt P (fig. 210) przechodzilty dwie plaszczyzny £ i Y
réwnolegle do a«, to przecinajac te trzy plaszczyzny czwarta 3, przechodzaca
prznz P i przez dowolng prosta % na plaszczyznie a«, otrzymaliby$my na niej
krawedzie a i a’.

Na podstawie twierdzenia o dwéch piaszczyznach réwnolegtych prze-
cigtych trzeciq wnioskujemy, ze a | % i o’ | k. Przez punkt P przechodzilyby
wiec na plaszczyznie 8 dwie proste réwnolegle do % a to jest niemozliwe,
Zatem plaszczyzny (i v muszg sig¢ nakry¢, wiec istnieje tylko jedna plaszczy-
zna rownolegla do o, przechodzaca przez punkt P.

Stad bezposredni wniosek: dwie plaszczyzny rownolegle do tej
same]j trzeciej sa do siebie rownolegle.

Mozna takze teraz wykazal, Ze pro-
ste, poprowadzone z jakiego$ pl‘lnktl.l'_ljé-
wriolegle do danej plaszczyzny, leza wszyst-
kie na jednej pfaszczyznie i to na plaszczy-
#nie réwnoleglej do a. (Udowodnij!).

Dwie plaszczyzny rownolegle. d.o' siebie
odcinaja na_wszystkich prostych.réwnole-
glych,  przecinajacych je, rowne kawatki.
(Udowodnij, przesuwajac plaszczyzng przez
kazda pare prostych rownoleglych!). Takze
odwrécenie tego twierdzenia jest praw- .
dziwe. . :

W planimetrji widzieliSmy, Ze katy, ktérych ramlo.na’l sq,zgodrge
réwnolegle, sa réwne. Twierdzenie to moi-na przenie$¢ takie do
stereometriji :

Fig. 210.

Katy, ktéryc. ramiona sg zgodnie !'(")-
wnolegle, sa rowne, chocia’by lezaly na roz-
v, C nych - plaszczyznach a ich plaszczyzny sa
rownolegle.
" Dowéd: zalozeniejest ala’ ib b’
Gy (fig. 211). Odcinamy a=a’ i.b'= b-’ i lql—
k g czymy korice tych odcinkéw linjami ¢, ¢/,
) o k, kh, g. Figura ka'ha jest réwnol'egtob?—
kiem, poniewaz jedna para bokéw jest ro-
wna i réwnolegla. A wigc k=h i k| k.
b Tak samo kb’ gb jest réwnolegtobo-
Figedhl kiem, wiec k=g i k1 g. Z tyclh i\»;)iailféw
i =g i a wiec i figura he’ge jest rownoleglobokiem.
wymk\:;"i’;c cg==l c{&. ”g réwngs'ci ag= a’, b.= b’ e=c¢’ wynika przysta-
wanie tréjkatow abe=a’ b’ ¢’ (IV). A wigc:
: <e=-<p. s
Aby wykazaé réwnoleglo$¢ plaszczyzn « i B, zauwazmy, ze'bbn b’
a wiec b | 8, tak samo a | @’ pocia‘g'a za soba a | ﬂ.\‘Proste a i sz
réwnolegte do plaszczyzny 8 a wigc i cala plaszczyzna ¢ wyznaczon
przez te proste jest réwnolegla do 8:
alp ;
Jezeli wigc sprawdzimy, ze dwie plaszczyzny zawieraja dwalkaxty
o ramionach parami réwnoleglych, to te plaszczyzny sa réwnolegle.

B




Latwo wykazaé, ze k 0 rami i ie _ro

Shalkile T L aty o ramionach niezgodnie rownolegtych

: .Poznanie prostych i plaszczyzn réwnolegltych umozliwia zrozu-
mienie ruchu postgpowego utworéw geometrycznych w przestrzeni.
Jezeli wszystkie punkty jakiego$ utworu geometrycz-
nego zakreslajg ré6wne i ré6wnolegle odcinki, to ruch
ten nazywamy ruchem postepowym, podobnie jak w plani-
metrji.

Aby wykonaé taki ruch, obierz-
my n. p. na plaszczyznie @ dowolny
wiclokat A BCDE (fig. 212). Z jego
wierzchotkéw poprowadimy proste
réwnolegle do siebie w dowolnym
A E kierunku i na kazdej odetnijmy rowny

kawaltek A4’ =BB' = (0C' =DD’ =

B D
" G =FEFE'. Laczac punkty 4’ B’ C' D' E,
otrzymamy wielokat w nowem polo-
Fig. 212, zeniu, Jest on przystajacy do pier-

wotnego polozenia. (Wykaz!).

Cwiczenia Il

§.77. 1. Narysowaé ostrostup tréjboczny (czworoscian) i wymieni¢ krawedzie
wichrowate.

: 2. Narysowaé b.e:lkq graniastostupowa, ktdrej przekrdj jest szesciokatem
umiarowym i wymieni¢ krawedzie wichrowate. Jakie katy tworza one ze so-
ba? Jaka jest ich najkrétsza odleglosé?

% 78-79. 3. Nary.sqwari przez punkt, lezacy poza ptaszczyzna, kilka prostych
T wnolegiycl.l do niej. Co jest miejscem geometrycznem tych prostych?
Vol i4.i Ma]alc( dal;lq prostg @ réwnolegta do plaszczyzny i punkt X na ptla-
zyZnie, wykresli¢ przez X prostg réwnolegla do « i j -
i i 3 gla a i lezaca na danej pta
5. Jak si¢ mozna przekonaé przy pomoc i
: ; y katomierza, czy prosta w prze-
strzeni lezaca jest réwnolegta do danej pltaszczyzny ? p s

6. W.ykazaé, Ze, jezeli dwie plaszczyzny sa réwnolegte, to kazda prosta,
lezqca7naw1ednej plaszczyznie, jest réwnolegla do drugiej.

. Wykaza¢, ze plaszczyzna, przecinajaca jedna z dwdéch pt
réwnolegtych, przecina i druga. y 4 i s
e 8. Ltlkqo;l)vodnié, ze dwie plaszczyzny réwnolegle odcinaja réwne odcinki

szystkich prostych réwnoleglych do siebie i '
St e gly a me\réwnoleglych do tych
9. Udowodni(% odwrdcenie twierdzenia z poprzedniego zadania!
1‘0. L.Jdowodmc, 2e katy, ktérych ramiona sa niezgodnie réwnolegte,
spetniajg sig¢ do 180Y chociazby lezaly na réznych plaszczyznach.

11. Jezeli kat dwuscienny przetniemy dwoma plaszczyznami rownoleglemi
do siebie a przecinajgcemi krawedz, to katy przekroju beda rowne. Udo-

wodnié!
12. Wiedzac, ze krawedzie kostki sa po cztery réwnolegle do 'siebie:

a wszystkie katy na $cianach lezace wynoszg po 909 wykazaé, ze przeciwle-
gle sciany sa réwnolegte.

13. Prosta, réwnolegta do dwdch przecinajacych sig plaszczyzn, jest
réwnolegta do ich krawedzi. (Udowodnijl) (Przesuwa sie przez te prostg pla-
szczyzng réwnolegta do jednej z przecinajacych sig plaszczyzn).

14. Majac dane dwie proste wichrowate wykaza¢, %e z kazdego punktw
mozna poprowadzié prosta, przecinajaca te dwie praste. (Przesuna¢ plaszczyzng

przez dany punkt i jedng z prostych). \
15. Przez jedng z dwéch prostych wichrowatych przesunaé plaszczyzne

rownolegla do drugiej.
16. Czy istnieje ptaszczyzna réwnolegta do dwdch prostych wichrowa-

tych? (Dla dowodu uzyé konstrukcji z poprzedniego zadania).
17. Dowolny szesciokat przesunaé¢ réwnolegle w przestrzeni o 4 cm

pod katem 45° od plaszczyzny tego szesciokata.
18. Kostke przesungé réwnolegle w kierunku prostej, Iaczacej dwa prze-

ciwlegie naroza. .

19. Wykazaé, ze przy ruchu postgpowym w przestrzeni plaszczyzna po-
zostanie zawsze plaszczyzng, t. j. 4 punkty lezace na jednej plaszczyznie
przed wykonaniem przesunigcia lezg i po wykonaniu przesunigcia na jednej

piaszczyZnie. /

' Rozdziat III
Proste i ptaszczyzny prostopadie

§ 80. Prosta prostopadita do plaszczyzny.

Dotychczas oméwili§my dokiadniej tylko réwnolegle polozenie
prostych i plaszczyzn. Przejdziemy obecnie do prostych i plaszczyzn
przecinajacych si¢. Z po$réd rozmaitych mozliwych polozeri prostej
wzgledem plaszczyzny i plaszczyzny wzgledem plaszczyzny najwa-
zniejsze jest dla nas polozenie prostopadie.

Zajmijmy si¢ najpierw prosta prostopa-

C dfa. Bioragc pod uwageg jakakolwiek prosts,

przecinajaca plaszczyzng ukos$nie, spostrzeze-
my, Ze ona z rozmaitych stron ma rozmaite
o nachylenie do plaszczyzny. Z jednemi linjami
D \ prostemi, lezacemi na plaszczyZnie, tworzy

katy ostre, z innemi rozwarte a z jedng kat

: prosty (z linja CD) (fig. 213). Nie kaida je-
dnak linja ma takie wlasno$ci. Wykazemy, ze w kazdym punkcie
plaszczyzny istnieje jedna linja, ktora z_kaida linja, lezacg na pla-

Fig. 213.



szczyznie, tworzy taki sam kat, mianowicie kat prosty. Linja ta jest
?rostopadla‘ do wszystkich bez wyjatku linij, lezacych na plaszczyz!nie
1 nazywa sig dlatego linjg prostopadia do calej plaszczyzny i na od-
wrét plaszczyzna nazywa sie prostopadfg do tej lin'ji.> X
Przeprowadzimy dow éd istnienia takiej linii
razem"sp'o'séb przekonania si¢ o prostopadloéc? l]ilr?j]il,iu: y;:gll?yk::ll:
strukcji linji prostopadlej do plaszczyzny. i
. WeZmy na dowolnej plaszczyznie ig. i inaj
si¢ proste @ i b i obierzri:yp linjg Z: pro;og;gdlqz I:c)) (ti)‘t’)v)l:jv‘\)rixz:e Vi
5 40| 0¢, 40| OB
- p. mamy wykaza¢, ze 4 O jest takie prosto
Polaczmy dowolne punkty Bi C pros]tych a,b lle)z‘qce S:(g:zegfwgg
stronach prostej OD. Linja BC przetnie prosta OD w punkcie D.
o ODla: dowodu przedluzamy odcinek 40 a taki sam kawa-
e 4’ pod plaszczyzng . Laczac punkty 4 i 4’ z punktami
3 B, Ci D, otrzymamy dwa
tréjkaty réwnoramienne
AA4'B i 44'C (dlaczego
réwnoramienne ?), wiec
AB=A'B i AC=A'C.
o Tréjkaty ABC i A’'BC
s wigc przystajace (IV).
Z przystawania wynika, ze
takze odpowiednie odcinki
sa réwne, wigc 4 D=A'D
; (gdyby$my obrécili dolny
/ tgdikat okoto B C tak, aby
' A’ padl na 4, to 4D na-
A kryje si¢ z 4’ D). W takim
Fig. 214, razie tréjkat 4 A’D jest
takze réwnorami -
sta OD, faczaca jego wierzcholek z $rodkiem podstav:rl;rlenjz; l;:g-
stopafﬂa do podstawy; wigc. 40 | OD. Tak samo n’loz'na udo-
wodni¢, ze kazda inna prosta, przechodzaca przez punkt O a lezaca
na plaszczyznie e, jest do 4 O prostopadta.
Ale takze z prostemi wichrowatemi wzgledem 4 O
ﬁzgepg);t’y." lzv.Fp.tkqt z linja EF znajdziemy,g ires’.lac prz::vzogfnikfg
v i , ta za$ tw juz i zda linj
el L e orzy juz z A O kat prosty, jak kazda linja,
DoszliSmy wigc do nastepujacego wniosku:

1iv

Linja prosta; prostopadia do dwoch przecina-

P ‘ jacych sig prostych, jest prostopadia do calej

:“ ptaszczyzny, wyznaczonej przeg te proste. °
/,/ﬁ/;\ A Uwaga: Mogtaby zachodzi¢ watpliwos¢é, czy
- istnieje wogdle linja prosta, prostopadia do dwoch

przecinajacych si¢ prostych. Latwo jednakowoz taka

k //) prosta zbudowaé. Weimy dowolny Kkat dwuscienny
kT (fig. 215) i w jednym punkcie P jego krawedzi po-
prowadzmy linj¢ P4 | k w plaszczyznie o i PB L%

Fig. 215. w plaszczyznie B.

Krawedz % jest prostopadta do dwéch przecinajacych sie prostych,
fezacych na plaszczyZnie Y, wyznaczonej przez proste P4 i PB. {

Z katdego punktu, czy to na plaszczyZnie, czy poza piasz-
czyzna, da sig poprowadzi¢ tylko jedna prosta prostopadia
a tak-samo z kazdego punktu, czy to na prostej, czy to pozaprosta,
da si¢ do niej tylko jedna plaszczyzna prostopadia
poprowadzi¢ (dowody niewprost!)

tugo$¢ prostej prostopadlej z punktu poza plaszczyzna, mie-
rzong od tego punktu do plaszczyzny, nazywamy Q dleglos$cia
punktu od plaszczyzny. Jest to najkrétszy z wszystkich odcin-
K6w, jakiemi mozna polaczy¢ P (fig. 216) z plaszczyzna. Kazdy, bo-
wiem infy odcinek jest wigkszy, jako
P— przeciwprostokatnia tréjkata, w kto-

rym PP’ jest przyprostokatnig.
Spodek P’ tej linji prostopadtej
2 punktu P nazywamy rzutem(prosto-
padfym) punktu P ha plaszczyzng
t \ a samg prosta PP’ rzucajgca. Jezeli
pLt----—-B moéwimy ,fzut* bez zadnego dodatku,
mamy na my$li rzut prostopadly;
jezeli nam chodzi o rzut ukosny,

Fig. 216. zaznaczamy to wyraznie.

Rzutem za$§ uko$nym punktu na
plaszczyzne nazywamy spodek prostej pochylej, laczacej ten punkt
z plaszczyzna; n. p. punkt-B jest uko$nym rzutem punktu P.

Rzutem jakiejkolwiek figury nazywamy zbir rzutéw wszystkich
jej punktéw czyli miejsce geometryczne rzutéw wszystkich punktow
danej figury. ' = S

Dwie linje proste, prostopadie do te] samej plaszczyzny, s3.do.siebie..
rownolegle. Dow6d niewprost: zalozenie jest (fig. 217):
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szczyznie, tworzy taki sam kat, mianowicie k lija
] ) M at prosty. Linja ta jest
prostopadia do wszystkich bez w yiatku linij, lezagcych na piaszczyz!nie

i nazywa sig dlatego linjg prostopadla do catej i
: [ j plaszczyzny i na od-
wrét plaszczyzna nazywa sie prostopad!g do tej linji R :
Przeprowadzimy dow éd istnieni iej linj
w6 enia takiej linji, uzyskamy za-
razem“sp’o.s.éb przekonania si¢ o prostopadlosci linji i sgosdb ykon-
strukcji linji prostopadlej do plaszczyzny.
. Weimy na fi_ow_olnej plaszczyinie o (fig. 214) dwie przecinajace
si¢ proste @ i b i obierzmy linje ¢, prostopadfa do obydwu:
40 ] 0¢, 40 ] OB
: 1 N. p. mamy wykazaé, ie 4 0 jest takze prostopadta do O D.
. qcznl:y dowo}ne punkt).' .Bi C prostych a, b lezace po przeciwnych
onach prostej OD. Linja B C przetnie prosta OD w punkcie D.
A ODla} dowodu przedluzamy odcinek 40 a taki sam kawa-
e 4’ pod plaszczyzng . Laczac punkty 4 i 4’ z punktami
o B, C i D, otrzymamy dwa
tréjkaty réwnoramienne
AA'B i A44'C (dlaczego
B réwnoramienne ?), wigc
AB=A'B i AC=4'C.
o Tréjkaty ABC i A'BC
s3 wigc przystajace (IV).
Z przystawania wynika, ze
takze odpowiednie odcinki
sg réwne, wiec 4 D=A’D

F / V¥, (gdybysmy obrécili dolny
/ dgSikat okoto B C tak, aby

/4 A’ pad! na 4, to 4D na-

“ kryje si¢ z 4 D). W takim

Fig. 214, razie tréjkat 44D jest

: takze réwnoramienny. Pro-
sta OD, faczaca jego wierzchotek z $rodkiem podstawy, jest pro-
:stopafila.do p.ods?awy; wigc. 40 _| OD. Tak samo mozna udo-
wodnié, zZe l,ta.zda Inna prosta, przechodzaca przez punkt O a lezaca
na plaszczyznie e, jest do 4 O prostopadia.

Ale takze z prostemi wichrowatemi wz
‘ i gledem 4 O tworzy 4 O
:;igep;)j:’y." g.Fp.tkqt z linja EF znajdziemy, kreslac przez puflkt o
'F , ta zas tworzy juz z 4 O kat prosty, j Z inj
przez O przechodzaca. G- gt
Doszli§my wiec do nastepujacego wniosku :

1iv

Linja prosta; prostopadta do dwoch przecina-

s | jacych sie prostych, jest prostopadia do catej

5, plaszczyzny, wyznaczonej przeg te proste. °
/,/7//;\\ A Uwaga: Mogtaby zachodzi¢ watpliwosé, czy
R istnieje wogéle linja prosta, prostopadia do dwoch

: przecinajacych si¢ prostych. Latwo jednakowoz taka

k ////‘ prosta zbudowaé. Wezmy dowolny kat dwuscienny
= (fig. 215) i w jednym punkcie P jego krawedzi po-
g prowadzmy linj¢ P4 | k¥ w plaszczyznie o i PB %

Fig. 215. w plaszczyznie 8.

Krawedz & jest prostopadia do dwéch przecinajacych sig prostych,
fezacych na plaszczyZnie Y, wyznaczonej przez proste P4 i PB. {

ey e e s A S
.

Z kazdego punktu, czy to na plaszczyznie, czy poza plasz-
czyzng, da sig¢ poprowadzic tLI ko jedn

b ) a prosta prostopadta
a fak samo z kazdego punktu, czy to na prostej, czy to pozaprosta,
da sie¢ do niej lko j_?,g_gg__MaSZczyzna_’gb_ggit‘(ﬂ)ﬂadla
poprowadzi¢ (dowody niewprost!) e

Dlugo$¢ prostej prostopadiej z punktu poza plaszczyzng, mie-
rzona od tego punktu do plaszczyzny, nazywamy qdlegtoscia
pu nktu od plaszczyzny. Jest to najkrétszy z wszystkich odcin-
kéw, jakiemi mozna pofaczy¢ P (fig. 216) z plaszczyzna. Kazdy, bo-

wiem inny odcinek jest wigkszy, jako
P przeciwprostokatnia tréjkata, w kto-
rym PP’ jest przyprostokatnia.

Spodek P’ tej linji prostopadiej
2 punktu P nazywamy Tzutem-(prosto-
padfym) punktu P ha plaszczyzng @
a samg prosta PP’ rzucajaca. Jezeli
moéwimy ,fzut* bez zadnego dodatku,
mamy na my$li rzut prostopadly;
jezeli nam chodzi o rzut ukosny,
zaznaczamy to wyraznie.

Rzutem za$§ uko$nym punktu na
plaszczyzne nazywamy spodek prostej pochylej, laczacej ten punkt
z plaszczyzna; n. p. punkt-B jest uko$nym rzutem punktu P.

Rzutem jakiejkolwiek figury nazywamy zbiér rzutéw wszystkich
jej punktéw czyli miejsce geometryczne rzutéw wszystkich punktéw
danej figury. ' Yoy

Dwie linje proste, prostopadie do tej samej plaszczyzny, s3. do.siebie..
rownolegle. Dow6d niewprost: zalozenie jest (fig- 217):
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Gdyby prosta & nie byla réwnolegla do a, to istnie¢ musi jedna
réwnolegla do @, n. p. b, przechodzaca przez punkt 4. Poniewaz
- " za$ @ | ¢, to i prosta &’ musiataby by¢
prostopadta do ¢ (jako prosta réwnolegla
do a). PoprowadZmy na plaszczyznie «
proste d i e réwnolegle do siebie
a przechodzace przez punkty 4 i B.

\
\
<t (ad) = <x(b’e¢), poniewaz ich ramio-
C e na sa zgodnie réwnolegle. Poniewaz
B <z (ad) = 90° to i <r (b’e) musi byé pro-
o d sty, wigc &’ | e. MieliSmy za§ &’ | e,

wigc prosta &’ bylaby prostopadta do
catej plaszczyzny e (poniewaz jest pro-
stopadla do dwéch linij prostych, lezg-
cych na tej plaszczyznie). Jednakze przez punkt 4 moze przechodzié
tylko jedna prosta prostopadia do plaszczyzny « a ta jest wedlug
zalozenia b. Prosta b’ musi si¢ wigc nakrywaé z b a wiec juz b
jest réwnolegta do a.

Mozna takze wykazaé, ze dwie plaszczyzny, _prostopadle do tej
samej prostej, sq do siebie rdwnoteyle

~ " Twierdzenie o prostych prostopadlych do tej samej plaszczyzny
zastosujemy do okreslenia odleglosSci prostej réwnoleglej od plasz-
czyzny i odleglo$ci dwéch plaszczyzn réwnoleglych.

Wezmy dowolng prosta réwnolegta
do plaszczyzny e (fig. 218). Popro-
wadzmy z punktéw tej prostej linje pro-
stopadte do «a.

Wszystkie te odcinki s3 réwnolegte.
Odcinki A Bi A’B’, BC i B'C' sj takie
réwnolegle (dlaczego?), wiec figury
ABB'A’, BCC' B sa rownoleglobokami.
Wobec tego 4 4’ = BB’ = C (, to zna-
czy: kazdy punkt prostej ré6wno-
legtej do plaszczyzny jest od niej réwno oddalony
‘Odlegtoscia prostej réwnoleglej od ptaszczyzny nazywamy odleglos¢
dowolnego jej punktu. W podobny sposéb okre§lamy odlegtosé¢
dwoch plaszczyzn réwnoleglych.

Prowadzimy z punktéw jednej plaszczyzny szereg linij prosto-

padlych do drugiej, to te wszystkie linje sa réwnolegle a wigc mu-
szg by¢ réwne (por. str. 172, ¢w. 8).

\\bv b

Gl
\

Fig. 217.

L M e

ATTHE ¢

Fig. 218.

e
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Ten réwny odcinek proste], prostopadlej z jednej
plaszczyzny réwnoleglej do drugiej, nazywamy od-
leglos$cig ptaszczyzn ro6wnoleglych.

‘Mozemy teraz takze zbadac najkrotsza odleglo$¢ dwoch pro-
stych wichrowatych a i b (fig. 219). Przez jedng z nich, n. p. przez 5,
przesuwamy plaszczyzng 8 réwnolegla do
prostej @. Odleglo$¢ prostej @ od plasz-
czyzny @ jest najkrétsza odlegloscia pro-
stych wichrowatych, poniewaz prosta a,
jako prosta, réwnolegla do plaszczyzny B,
nie zbliza si¢ do niej nigdy wigcej a wigc
nie zbliza si¢ takze do prostej &.

Aby znaleié, w ktérem miejscu s3
proste @ i b najblizsze, wykreS§lamy ze
wszystkich punktéw prostej @ proste pro-
stopadle do plaszczyzny 8. One utworza razem jedng plaszczyzng,
ktéra przetnie prosta & w jakim$ punkcie O. Prosta O 4 prostopadta
do plaszczyzny B laczy najblizsze punkty prostych wichrowatych
@ i b. Plaszczyzna y nazywa si¢ prostopadig do plaszczyzny §.
Takiemi plaszczyznami zajmiemy si¢ dokladniej w nastepnym ustgpie.

~ Latwo wykazaé, ze linja 4 O jest prostopadifa do obydwu pro-
stych & i a, jest bowiem prostopadfa do krawedzi piaszczyzn g i 7,
a ta krawedz jest réwnolegla do a.

Linja prostopadia do plaszczyzny znajduje zastosowanie w ruchu
obrotowym, jako o$ tego ruchu. Punkt 4 (fig. 220) wykonuje ruch
obrotowy kolo osi a, jezeli si¢ porusza po obwodzie kola, lezacego

na plaszczyinie prostopadlej do tej osi
a a ktorego Srodek lezy na osi.

Podobnie dowolny utwér geome-
@ 3
‘ i

tryczny wykonuje ruch obrotowy, jezeli
Fig. 220.

Fig. 219.

jego wszystkie punkty zakreslajg tuki két,
lezace w plaszczyznach prostopadtych
do osi, przyczem te luki nalezg do
réwnych katéw Srodkowych. Wielkos¢
obrotu mierzymy wlasnie tym Kkatem
srodkowym. Mozna wigc powiedzie¢:

~katem obrotu nazywamy kat, jaki zakresla prosta,

poprowadzona prostopadle do osi, z dowolnego

- punktu utworu geometrycznego, wykonujacego obrét. Jezeli cala

przestrzeri wykonuje ruch obrotowy, to tylko punkty lezgce na osi
sg nieruchome. Inne punkty zataczaja luki tem wigksze, im dalej lezg

Dr. A. Zomnicki. Geometrja dla szkél srednich. 12



Gdyby prosta & nie byla réwnolegla do a, to istnieé musi jedna
réwnolegla do @, n. p. b’, przechodzaca przez punkt 4. Poniewaz
‘ " zas @ | ¢, to i prosta b’ musiataby by¢
\\b' 4 prostopadfa do e (jako prosta réwnolegta
C

do a). PoprowadZmy na plaszczyznie e«
proste d i e roéwnolegte do siebie
a przechodzace przez punkty 4 i B.
<X (ad) = <x(b’e¢), poniewaz ich ramio-
na sa zgodnie réwnolegle. Poniewaz
<t (ed)=90° to i <x (b’¢) musi byé pro-
sty, wigc &’ | e. MieliSmy za§ &’ | e,
wigc prosta b’ bylaby prostopadta do
Fig. 217. calej plaszczyzny e (poniewaz jest pro-
stopadta do dwéch linij prostych, leza-
cych na tej plaszczyzinie). Jednakie przez punkt 4 moze przechodzié
tylko jedna prosta prostopadia do plaszczyzny ¢ a ta jest wedlug
zalozenia b. Prosta &’ musi sig¢ wigc nakrywaé z b a wigc juz &
jest réwnolegta do a.
Mozna takze wykazaé, ze dwie plaszezyzny, prostopadle do tej
samej prostej, sq do siebie rownolegle: "
" Twierdzenie o prostych prostopadiych do tej samej ptaszczyzny
zastosujemy do okreslenia odleglosci prostej réwnoleglej od plasz-
czyzny i odleglo§ci dwéch plaszczyzn réwnolegtych.

Weimy dowolng prosta réwnolegta

R e el do plaszczyzny e (fig. 218). Popro-

wadzmy z punktéw tej prostej linje pro-
stopadte do e.

Wszystkie te odcinki s réwnolegfe.

Odcinki 4 Bi A’B’, BCi B'C' sg takze

o ] [
A B C réwnolegle (dlaczego?), wiec figury
ABB'A’, BCC'B sa réwnolegtobokami.
Fig. 218, Wobec tego 44’ = BB’ = C (', to zna-

czy: kazdy punkt prostej réwno-
leglej do ptaszczyzny jest od niej r6wno oddalony.
Odlegloscig prostej réwnoleglej od ptaszczyzny nazywarmy odleglosé
dowolnego jej punktu. W podobny sposéb okreslamy odlegto$é
dwoéch plaszczyzn réwnolegtych.

Prowadzimy z punktéw jednej plaszczyzny szereg linij prosto-

padlych do drugiej, to te wszystkie linje sa réwnolegle a wiec mu-
sza by¢ réwne (por. str. 172, ¢w. 8).

vy

A Ten réwny odcinek prostej, prostopadiej z jednej
plaszczyzny réwnoleglej do drugiej, nazywamy od-
legtoscig plaszczyzn ré6wnoleglych. ] )

~Mozemy teraz takze zbadac najkrotsza odleglo$é dwéch pro-
stych wichrowatych a i b (fig. 219). Przez jedng z nich, n. p. przez b,
przesuwamy plaszczyzng § réwnolegly do
prostej a@. Odleglo$¢ prostej @ od plasz-
czyzny B jest najkrétszg odlegloscig pro-

stych wichrowatych, poniewaz prosta a,

jako prosta, réwnolegla do plaszczyzny g,

nie zbliza si¢ do niej nigdy wiecej a wiec

nie zbliza si¢ takie do prostej &.

Aby znalezé, w kidrem miejscu s3

Fig. 219. proste @ i b najblizsze, wykre§lamy ze
wszystkich punktéw prostej @ proste pro-

stopadle do plaszczyzny . One utworzg razem jedng plaszczyzng,
ktéra przetnie prostag & w jakim$ punkcie O. Prosta O 4 prostopadla
do plaszczyzny § Yaczy najblizsze punkty prostych wichrowatych

@ i b. Plaszczyzna y nazywa sie prostopadia do plaszczyzny 6.

Takiemi plaszczyznami zajmiemy si¢ dokladniej w nastgpnym ustgpie.

~ Latwo wykazaé, ze linja 4 O jest prostopadia do obydwu pro-

stych & i @, jest bowiem prostopadifa do krawedzi plaszczyzn § i y,

a ta krawedZ jest rownolegla do a.

Linja prostopadia do plaszczyzny znajduje zastosowanie w ruchu
obrotowym, jako o$§ tego ruchu. Punkt 4 (fig. 220) wykonuje ruch
obrotowy kolo osi a, jezeli si¢ porusza po obwodzie kola, lezacego

na plaszczyznie prostopadiej do tej osi

a a ktoérego Srodek lezy na osi.

Podobnie dowolny utwér geome-

tryczny wykonuje ruch obrotowy, jezeli

@A jego wszystkie punkty zakreslaja tuki két,

: i lezace w plaszczyznach prostopadiych
!

do osi, przyczem te luki nalezg do

rownych katéw Srodkowych. Wielkos$¢

Fig. 220. obrotu mierzymy wlasnie tym katem

srodkowym. Mozna wiec powiedziec¢:

~ katem obrotu nazywamy kat, jaki zakresla prosta,

poprowadzona prostopadle do osi, z dowolnego

- punktu utworu geometrycznego, wykonujacego obro6t. Jezeli cata

przestrzei wykonuje ruch obrotowy, to tylko punkty lezace na osi

sa nieruchome. Inne punkty zataczaja fuki tem wigksze, im dalej lezg
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od osi obrotu — natomiast katy zakreSlone przez wszystkie linje
prostopadie do osi sg réwne (predkos¢ katowal!).

Podobnie jak w planimetrji moinaby i tutaj wykazal, Ze ta
geometryczna konstrukcja posiada wlasciwos$ci ruchu obrotowego
cial sztywnych, t. j. Ze linja prosta nie wygnie si¢ przez obrét, lecz
pozostanie prosta, Ze plaszczyzna pozostanie plaszczyzng a wielko$¢
odcinkéw i katéw nie ulegnie zmianie.

Czesto uzywa sie w geometrji obrotu plaszczyzny koto osi a,
lezacej na tej ptaszczyinie. Wtedy plaszczyzna, przebiega po kolei
wszystkie plaszczyzny peku plaszczyzn, nalezacego do krawedzi a.
WielkoS¢ obrotu jest zarazem miarg kata dwusSciennego, utworzonego
przez dwie skrajne plaszczyzny (por. str. 185).

Jezeli jaki§ utwér geometryczny wykonuje réwnocze$nie ruch
postgpowy i obrotowy, to znaczy obraca si¢ kolo jakiej$ osi a rowno-
czesnie posuwa sig¢ wzdluz jakiej$ linji prostej, to ruch taki nazywamy
ruchem S$Srubowym. W szczegélnym przypadku, jezeli ruch
postepowy odbywa si¢ w kierunku prostopadtym do osi ruchu obro-
towego, to taki ruch Srubowy nazywamy toczeniem sig. W ogélnym
ruchu $Srubowym kazdy punkt zakre$la linje krzywa przestrzenng,
zwang linja Srubowga, znana nam dobrze z mechaniki Zycia
codziennego. Linjg tg zajmiemy si¢ dokladniej pé6Zniej, przy nauce
o walcu. Przy toczeniu si¢ kazdy punkt zakre§la linje krzywg plaska,
mianowicie cykloid¢ (por. w planimetrji str. 37 i str. 156 ¢w. 69).

§ 81. Plaszczyzny prostopadie do siebie.

Jezeli ze wszystkich punktéw linji prostej, lezacej nad ptaszczyzna,
poprowadzimy linje prostopadte do plaszczyzny, to one utworza jedng
plaszczyzng. Sg bowiem do siebie réwnolegle i wychodzg z punktéw
jednej prostej, lezg wigc w plaszczyinie, wyznaczonej przez te¢ prosta
i przez ktérakolwiek prostg prostopadia.

Plaszczyznataka,zawierajgcanieskoriczenie wiele
prostych prostopadtych do drugiej plaszczyzny, na-
zywa sie plaszczyzna do niej prostopadia. Latwo wy-
wnioskowaé, ze jezeli plaszczyzna a« jest prostopadta do B, to
i odwrotnie: plaszczyzna @ jest prostopadia do e (wystarczy popro-
wadzi¢ na drugiej plaszczyZnie szereg linij prostych prostopadiych
do wspdlnej krawedzi). Wystarczy jednak, jeieli plaszczyzna zawiera
jedna prosta prostopadta. Twierdzimy wiec, ze:

Jezeli @ | e, a B jest dowolng plaszczyzna przesunieta przez a, to
takze kaida prosta réwnolegla do a i lezagca w plaszczyZnie 8, jest

1Ly

prostopadia do « (fig. 221). (Jest to odwrGcenie twierdzenia na str. 176
o dwéch prostych prostopadtych do jednej plaszczyzny).

N. p. prosta b | @ musi byé pro-
stopadla do %; aby jednak wykazaé, ze
b | a«, trzeba znaleié jeszcze drugg
prosta, lezaca na plaszczyZnie @, do
ktérej prosta b bylaby prostopadta. Po-
prowadimyz =l p, to katy <r(an)
i <x(bp) sa réwne, poniewaz maja ra-
miona zgodnie réwnolegle. <x (an) = 90°
a wiec i <x (bp) musi by¢ prosty a stad
wynika: b _| p. Prosta b, jako linja pro-

Fig. 221. stopadfa do dwéch linij % i p, lezacych
na plaszczyznie @, jest prostopadta do
calej plaszczyzny a. To samo mozna wykaza¢ o kazdej innej prostej
réwnoleglej do @ i lezacej na plaszczyzinie B. Plaszczyzna 8 jest wiec
istotnie prostopadfa do «, jako zbidr nieskoriczenie wielu prostych
prostopadlych. Ot6Zz cecha charakterystyczna plaszczyzny prostopadiej
est:
i Jest to plaszczyzna przesunigta przez jedng prosty prostopadla do
drugie] plaszezyzny. (Uzycie pionu w budownictwie!).

KrawedZ przecigcia si¢ plaszczyzn prostopadlych zawiera rzuty
wszystkich punktéw i prostych, lezacych na jednej plaszczyinie, na
druga plaszczyzne.

Tak n. p. (por. fig. 222) jezeli
B 1 @ to rzuty wszystkich punktéw
prostej a@ leza na prostej % Prosta &
jest wigc rzutem prostej . Poniewaz %,
jako linja prosta, jest wyznaczona
zapomocg dwoéch swoich punktéw,
przeto do wyznaczenia rzutu
linji prostej wystarczy poda¢
rzuty dwdch jej punktéw (je-
Fig. 222. dnym z nich moze by¢ punkt prze-
bicia prostej z plaszczyzng).
Plaszczyzna B, prostopadta z prostej @ do plaszczyzny «, na-
zywa si¢ plaszczyzng rzuca;acq
(Jezeli jaka$ linja lezy juz na plaszczyznie @, to jest ona swoim
wlasnym rzutem).
Z prostej poza plaszczyzng da sie do niej poprowadzi¢ tylko
jedna plaszczyzna prostopadta, ale z punktu poza plaszczyzng

*
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mozna poprowadzi¢ nieskoriczenie wiele plaszczyzn prostopadlych.
Widzimy stad, ze dwie plaszczyzny prostopadie do tej samej trzeciej
nie muszg by¢ do siebie réwno-
legle (por. fig. 223).

Natomiast maja one inng
wlasnos¢.

Jeieli dwie plaszczyzny 83
prostopadle do tej samej trzeciej
a nie sg rownolegte, to ich krawedz
musi byé prostopadia do tej trzeciej
plaszezyzny.

Dowdéd: plaszczyzna o za-
wiera wszystkie proste prostopadie

Fig. 223. do y z punktéw na a leigcych

a wiec i prostopadia z punktu P,

na plaszczyznie e« lezacego. Tak samo plaszczyzna § zawiera

wszystkie proste prostopadie do y z punktéw, na g lezacych a wigc

i prostopadlg z punktu P, ktéry jest wspdlny plaszczyznom « i §.

Poniewaz za$ z punktu P istnieje tylko jedna prostopadia do ¥,

wiec musi nig by¢ linja P4 wspélna plaszczyznom a i g, czyli
krawedz plaszczyzn a i f.

Rozdziat 1V

Proste i plaszczyzny nachylone

§ 82. Prosta nachylona do plaszczyzny.

WidzieliSmy, Ze prosta nachylona do plaszczyzny tworzy z kai-
dej strony inny kat. Z pomiedzy tych katéw jest jeden najmniejszy,
mianowicie kat, jaki prosta tworzy

a swoim rzutem na tg plaszczyzng. Aby

sig¢ przekonac, ze kat g jest—mmiejszy
od wszystkich innych katéw prostej
AB z plaszczyzng, poréwnajmy go
z dowolnym innym katem, n. p. z ka-

A 0‘; tem y (fig. 224). W tym celu odcinamy"

e e BC=BA’ i lagczymy C z A i A’

o i Tréjkat 4 4 €’ jest prostokatny, wigc
: A A’ << A C. Bioragc pod uwage tréjkaty

Fig. 224. ABC i ABA4’ widzimy, Ze maja po

aws

dwa boki réwne a ftrzecie nieréwne, wigc naprzeciw mniejszego
boku musi leze¢ mniejszy kat:
A<y
Tak samo kazdy inny kat jest wigkszy od 8.
Uwaga : gdyby plaszczyzna o« byla pozioma, a prosta AB cialem

cigzkiem, to przy spadaniu wykonataby wlasnie obrét o kat B w plaszczyZnie
rzucajace;j.

Kat, jaki prosta tworzy ze swoim rzutem, nazywamy.katem nachy-
lenia prostej do plaszczyzny lub krétko: katem prostej z ptasz-
—Pomigdzy prostemi, lezacemi na
plaszczyZnie @, jedna jest prostopadia
do pochylej PC, mianowicie ta, ktéra
jest prostopadta do jej rzutu. Aby
wykaza¢ prawdziwo§¢ tego twier-
dzenia, wychodzimy z zalozenia:
AB | CE. Odcinamy AC=BC i 13-
czymy E i P z punktami 4, B. Tr6j-
katy PEB i PEA sa przystajace,
(bo PE=PE, EB=FEA, < PEB=
=< PEA jako katy proste). Wigc
PA=PB. Tréjkagt PAB jest r6wnoramienny a wiec linja PC,
Yaczaca wierzcholek ze $rodkiem podstawy, jest do niej prostopadta.
Odwrécenie tego twierdzenia jest r6wniez prawdziwe: jezeli prosta,
lezaca na plaszczyZnie e, jest prostopadta do pochylej, to jest pro-
stopadla takie do jej rzutu. Udowodnij!

Widocznem jest, Zze proste ré6wnolegle do siebie maja
do kazidej przecinajacej je plaszczyzny jednakowe
nachylenie (wynika z podobieristwa tréjkatéw na fig. 226).

Plaszczyzny, rzucajace dwie proste
réwnolegle, s3 takze do siebie réwno-

\ \ legte, poniewaz jedna zawiera dwie
@ proste przecinajace sie a réwnolegie do
B\ drugiej plaszczyzny (por. fig. 226).

.

Fig. 225.

Stad wynika, Ze Wh
ré6wnolegiych sg takze réwno-
fegle: sa to bowiem krawedzie prze-
Fig. 226. “¢igcia sie¢ dwoch plaszczyzn réwno-

leglych e i 8 z trzecig plaszczyzng y.

Twierdzenie to odnosi si¢ nietylko do rzutéw prostopadiych,
ale i do rzutéw uko$nych.
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§ 83. Twierdzenia o rzutach.

Przy pomocy katéw nachylenia prostej do plaszczyzny mozemy
teraz zbadaé, od czego zalezy wielko$¢ rzutu kazdego od-
cinka. W tym celu poprowadzmy A dowolnego punktu, lezacego
poza plaszczyznq e, pek promieni (fig. 227). Wiemy juz (por. str. 175),

ze odcinek promienia prostopadtego
S jest najkrétszy. Z posréd innych

%\ odcinkéw pochylych te wszystkie

sa réwne, ktérych rzuty sa rowne.
80C,... sa bowiem wtedy przy-
A l‘m stajace (II). '
O e

Tréjkaty (fig- 227) §04, SOB,
Odwrotnie: ]ezelx odcinki

prostych pochylych Wy~
chodzacych z tego samego
Fig. 227. punktu, sa r6wne, to takze
ich rzuty sg_ réwne. Wynika
to z przystawania tych samych frojkatow wedlug (III) przypadku.
Poniewaz te rzuty wychodzg wszystkie z jednego punktu O, przeto
ich kofice leza3 na obwodzie kola. Mozemy wigc takze powiedzie¢:
miejscem geometrycznem punktéw, lezagcych na jednej
plaSZczyzme aréwno oddalonych od stalego punktu S
poza plaszczyzna, jest kolo, ktérego Srodkiem jest
rzut tego punktu S,

Wszystkie te r6wne pochyle s3 takie. ré6wno nachy-
lone do ptaszczyzny, jak to wymka z udowodnionego juz przy-
stawania tréjkatéw na fig. 227.

Latwo wykazaé, ze im dtuzszy jest odcinek pochytej, z punktu S
wychodzacej, tem wigkszy jego rzut a tem mniejszy jego kat nachy-
lenia. W granicy, jezeli odcinek dazy do wielkoSci nieskoriczenie
wielkiej, to i dlugo$¢ rzutu dazy do nieskoriczonosci a kat nachy-
lenia dazy do zera czyli: pochyla dazy do polozenia réwnolegiego.
Z drugiej strony, jezeli odcinek pochyly maleje, to i jego rzut maleje
a kat nachylenia dazy do 90°. Jezeli odcinek jest prostopadly (naj-
krétszy) to rzut jego staje si¢ jednym punktem, wigc dlugos¢ rzutu
wynosi zero. Widzimy stad, Ze diugo$¢ rzutu jest zalezna od dtugosci
odcinka i od kata nachylenia, czyli:

Dlugosc rzutu jest funkeja dlugosci odcinka i jego kata nachylenia.

Nigdy 1é’d’ akze rzut prbstopadly nie jest wnqkszy od odcinka
(dlaczego ?). Odnosi si¢ to nietylko do-edcinka, majacego jeden punkt

o B

wspdlny z plaszczyzna, ale takZze do kazdego innego odcinka. WeZmy
bowiem odcinek @ lezacy nad plaszczyzng « i utwérzmy jego rzut r

a (prowadzac z jego koricéw prosto-
padle do e i Iaczac ich spodki).
Z punktu B’ (fig. 228) lezacego
Ci. : na ¢ poprowadzmy prosta a’ row-

F : ? nolegla do @ to @ =a’ jako prze-
:b P\ r ‘B

ciwlegle boki rownoleglfoboku. Za-

D miast poréwnywaé odcinek a z r,

o mozemy wiec poréwnywacé a’ z r.
i ey .

Fig, 228, . iW;d;m:y odrazu, ze @’ >r a wigc

Tylko w polozeniu granicznem, réwnoleglem, rzut réwna sig
odcinkowi. (Udowodnij!).

Zbierajac te wnioski razem powiemy:

Rzut réwna si¢ odcinkowi, jezeli odcinek jest
réwnolegty do ptaszczyzny rzutéw, jest mnle]szy o
vdcinka, jezeli odcinek jest nachylony a maleje do
zera, gdy odcinek dagzy do polozenia prostopadleg’o
'T\merdzeme to dotyczy rzutéw prostopadiych. '

" " Stosumek dlugoci odcinka do dlugoSci rzutu zaledy Jjuz tylko
od kata nachylenia. Jezeli si¢ odcinek powigkszy a kat nachylenia
zostanie ten sam, to rzut powigksza si¢ w tym samym stosunku. Latwo
to wywnioskowaé z podobieristwa trojkatéw DEF i A’B’'C’ na
fig. 228. Odcinki jednakowo nachylone doznaja wigc jednakowego
pomniejszenia w rzucie.

Przy rzutach uko$nych rzut moze by¢ wigkszy od odcinka (por.
fig. 229), moze by¢ nawet nieskoriczenie wielki dla skoriczonego odcinka

Fig. 229. Fig. 230.

(kiedy ?). Rzut uko$ny odcinka prostopadiego do plaszczyzny rzutow
nie jest nigdy punktem (por. fig. 230). Jednakze i tu odcinki jedna-




kowo nachylone doznajg takiego samego znieksztalcenia (powigksze-
nia lub pomniejszenia).

Zbadawszy w ten sposéb znieksztalcenie, jakiemu ulegaja
odcinki, zajmiemy si¢ znieksztalceniem katéw. Zmiana, jakiej ulega
kat przy rzucie, nie jest juz tak pro-
sta: rzut (prostopadty) kata moze by¢
rowny, mniejszy, ale moze by¢ takie
wigkszy od kata. N. p. z fig. 231
widzimy, Zze kat @ doznal w rzucie
zmniejszenia a kat rozwarty 8 powigk-
szenia (rami¢ wspélnie przyjgliSmy tu
widocznie nachylone do ptaszczyzny
rzutéw).

Fig. 231. Jasnem jest natomiast, ze: katy,

lezace w plaszczyinie réwnoleglej do
plaszezyzny rzutdw, nie ulegaja zmianie przez utworzenie rzutu, t. j.
83 _rowne swoim rzutom (por. str. 172). (Udowodnij!)
Prawo to odnosi sie takze do rzutéw uko$nych.
Kat prosty, ktérego jedno
ramIQ]est réwnolegle do plasz-
; czyzny rzutéw, przedstawia
si¢ w rzucie réwniez jako kat
! b prosty.
Dowdd: jezeli @ | b, to takie rzut
=) tej prostej ¢_| & (por. str. 181); wiec
Fig. 232, kat prosty <x(ab), ktérego jedno ramig
lezy na plaszczyznie rzutéw, pozostaje w rzucie katem prostym:
<x(be) =90° (fig. 232).
Jezeli rami¢ & nie lezy na plaszczyznie rzutéw, tylko jest do
niej réwnolegle (fig. 233), to prowadzimy najpierw przez b plasz-
czyzng: | @ i tworzymy najpierw
rzut kata <r (eb) na plaszczyzne §.
Wiemy juz, ze ten rzut bedzie ka-
tem prostym:
<x (be) = 90°.

Teraz dopiero rzucamy ten
kat na plaszczyzne e, wiemy za$,
ze Kkaty, lezace na plaszczyZnie
réwnoleglej, s3 ré6wne swoim rzu-
tom, wigc takze

Fig. 233. ' <X (b'c’) = <x (be) = 90°.

§ 84. Dwie plaszczyzny nachylone do siebie.

Podobnie, jak kat nachylenia prostej do ptaszczyzny mierzyliSmy
katem, lezacym w plaszczyinie prostopadlej, poprowadzonej z tej
prostej do plaszczyzny, tak i kat nachylenia dwéch plasz-
czyzn mierzymy katem, lezgcym w plaszczyime pro-
stopadiej do obydwu plaszczyzn. Wiemy juz, ze plaszczyzna
prostopadta do dwdch przecinajacych sie plaszczyzn jest takie pro-
stopadta do ich krawedzi (por. str. 180).

Aby wiec zmierzy¢ kat nachylenia plaszczyzn e« i g (fig. 234),
wystarczy poprowadzi¢ plaszczyzng y prostopadla do krawedzi %
(t. zw. przekr6j normalny kata dwu-
Sciennego). Plaszczyzna y przecina a
i 8 wzdluz krawedzi @ i b, ktére sa
prostopadte do % (jak i kaida inna

/ 1 prosta, lezaca na plaszczyznie y | k).
/ <\ Wb Mozemy wiec znalezé kat nachylenia

S dwéch plaszezyzn, t. j. wielko$¢ kata
dwusciennego w nastgpujacy sposob:
Prowadzimy przez jakikolwiek punkt
krawedzi proste prostopadle do niej
a lezace w plaszczyznach o i 8. Kat
Fig. 234. ‘miedzy temi prostemi zawarty jest katem
nachylenia ptaszczyzn o i . Latwo wykazal, Ze wielko$¢ tego kata
nie zalezy od tego, w ktérem miejscu poprowadzimy przekréj y (por.
¢w. 11, str. 172). Miara kata dwusciennego jest zarazem miarg kata
obrotu, jaki musi wykona¢ plaszczyzna a kolo osi %, aby zajeta
potozenie .

Jezeli kat nachylenia dwoéch plaszczyzn <x(ab)

wynosi 90°, to plaszczyzny sa prostopadie. Wtedy bowiem

a ] b a wykredliliSmy a | % wigc a | §8; plaszczyzna za$ a, zawie~
rajaca jedna linje @ prostopadia do plaszczyzny §, musi by¢ sama prosto-
padla do plaszczyzny § (por. str. 179). Gdyby ptaszczyzny byly
réwnolegte, to all b, wiec kat nachylenia wynositby 0%

Katy dwuscienne majg wlasnosci podobne do katéw plaskich
w planimetrji — albowiem katy plaskie sg tylko przekrojami katéw
dwusciennych. I tak katy dwuscienne wierzcholkowe s3
réwne; katy dwuscienne przylegle spelniaja sig do
180°. (Udowodnij zapomoca przekroju normalnego!) Jezeli dwie
plaszczyzny réwnolegle przetniemy trzecia, to otrzymane katy dwu-
§cienne odpowiednie sa réwne, naprzemianlegte réwne a jednostronne




kowo nachylone doznajg takiego samego znieksztalcenia (powigksze-
nia lub pomniejszenia).

Zbadawszy w ten sposéb znieksztalcenie, jakiemu ulegaja
odcinki, zajmiemy si¢ znieksztalceniem katéw. Zmiana, jakiej ulega
kat przy rzucie, nie jest juz tak pro-
sta: rzut (prostopadty) kata moze byc¢
, réwny, mniejszy, ale moze by¢ takze
[ : wiekszy od kata. N. p. z fig. 231
widzimy, ze kat @ doznal w rzucie
zmniejszenia a kat rozwarty § powigk-
szenia (ramie wspoélnie przyjgliSmy tu
widocznie nachylone do ptaszczyzny
rzutéw).

Fig. 231. Jasnem jest natomiast, ze: katy,

lezagce w plaszczyznie rownoleglej do

plaszczyzny rzutow, nie ulegajg zmnaﬁfé'—przez utworzenie rzutu, t. j.
83 rowne swoim rzutom (por. str. 172). (Udowodnij!)

Prawo to odnosi sie takze do rzutéw ukos$nych.

Kat prosty, ktérego jedno
ramig jest r6wnolegle do ptasz-
‘czyzny rzutéw, przedstawia
sig¢ w rzucie réwniez jako kat
prosty.

Dowdd: jezeli @ | b, to takie rzut
tej prostej ¢_| & (por. str. 181); wiec
kat prosty <x(ab), ktérego jedno ramig
lezy na plaszczyznie rzutéw, pozostaje w rzucie katem prostym:
<x(beg) =90° (fig. 232).

Jezeli rami¢ & nie lezy na plaszczyznie rzutéw, tylko jest do
niej réwnoleglte (fig. 233), to prowadzimy najpierw przez b plasz-
czyzne: 8[| @ i tworzymy najpierw
rzut kata <z (ab) na plaszczyzne g.
Wiemy juz, ze ten rzut bedzie ka-
tem prostym:

< (be) = 90°.

Teraz dopiero rzucamy ten
kat na plaszczyzne e, wiemy za$,
ze Kkaty, lezace na plaszczyZnie
réwnoleglej, s3 réwne swoim rzu-
tom, wiec takze

<X (b'c’) = < (be) = 90°.

Fig. 232,

§ 84. Dwie plaszczyzny nachylone do siebie.

Podobnie, jak kat nachylenia prostej do ptaszczyzny mierzyliSmy
katem, lezacym w plaszczyinie prostopadlej, poprowadzonej z tej
prostej do plaszczyzny, tak i kgt nachylenia dwéch plasz-
czyzn mierzymy katem, lezacym w plaszczyinie pro-
stopadiej do obydwu ptaszczyzn. Wiemy juz, Ze pfaszczyzna
prostopadia do dwdch przecinajacych sie plaszczyzn jest takze pro-
stopadfa do ich krawedzi (por. str. 180).

Aby wiec zmierzy¢ kat nachylenia plaszczyzn e i 8 (fig. 234),
wystarczy poprowadzi¢ plaszczyzne y prostopadla do krawedzi &
(t. zw. przekr6j normalny kata dwu-
Sciennego). Plaszczyzna y przecina o
i 8 wzdluz krawedzi a i b, ktére sg

ey l_‘___‘i_ prostopadte do % (jak i kaida inna
% 1 prosta, lezaca na plaszczyznie y | k).
87N b Mozemy wiec znalezé kat nachylenia
e dwdéch plaszezyzn, t. j. wielko$S¢ kata

dwusciennego w nastgpujacy sposob:

Prowadzimy przez jakikolwiek punkt
krawedzi proste prostopadle do niej
a lezace w plaszczyznach ¢ i §. Kat

Fig. 254 miedzy temi prostemi zawarty jest katem
nachylenia plaszczyzn o i 8. Latwo wykaza¢, Ze wielkos$¢ tego kata
nie zalezy od tego, w ktérem miejscu poprowadzimy przekréj y (por.
¢w. 11, str. 172). Miara kata dwusciennego jest zarazem miarg kata
obrotu, jaki musi wykona¢ plaszczyzna e kolo osi k, aby zajgfa
potozenie .

Jezeli kat nachylenia dwéch plaszczyzn <x(ad)
wynosi 90°, to plaszczyzny sa prostopadle. Wtedy bowiem
a | b a wykredlilismy a | %, wiec a | f; plaszczyzna za$ e, zawie~
rajaca jedng linje @ prostopadla do plaszczyzny §, musi by¢ sama prosto-
padfa do ptaszczyzny f (por. str. 179). Gdyby plaszczyzny byly
réownolegte, to @ b, wiec kat.nachylenia wynosiiby 0°

Katy dwuscienne majg wlasnosci podobne do katéw plaskich
w planimetrji — albowiem katy ptaskie sa tylko przekrojami katéw
dwusciennych. 1 tak katy dwuscienne wierzcholkowe sg
réwne; katy dwuéclen ne przylegle sp elniajg sie do
180°. (Udowodnij zapomoca przekroju normalnego!) Jezeli dwie
plaszczyzny réwnolegle przetniemy trzecia, to otrzymane katy dwu-
§cienne odpowiednie s3 réwne, naprzemianlegte réwne a jednostronne




spelniajg si¢ do 180°% (Udowadnia si¢ przez poprowadzenie przekroju
normalnego), Podobnie twierdzenia o katach, ktérych ramiona sa
parami rownolegle lub parami prostopadte, mozna przenieS¢ na katy
dwuscienne.

Méwiac o prostej nachylonej, badaliSmy zmniejszenie odcinka
takiej prostej przy rzucie. Jezeli chcemy to samo rozumowanie prze-
prowadzi¢ dla plaszczyzn nachylonych, to musimy si¢ zajaé czescig
plaszczyzny a wiec polem. Wykazemy, ze pola, leiqee na plaszczy-
znach jednakowo nachylonych, zmniejszajq si¢ przy rzucie w tym
samiym stosunku. s

Wezmy jakiekolwiek pole P, lezace na plaszczyinie @, nachy-
lonej do plaszczyzny § i utwérzmy jego rzut P/ (fig. 235). WykreSimy
linje 4 B prostopadle do krawg-
dzi % i odetnijmy na niej szero-
koS¢ CD pola P. To samo
zrébmy na plaszczyznie g, w rzu-
cie. Pola P i P’ mozemy rozlo-
zy¢ na paski réwnolegle do kra-
wedzi %, zblizone do trapezéw.
Boki réwnolegle tych paskéw
pozostang w rzucie niezmienione
co do dtugosci a tylko szerokos¢
kazdego zmieni si¢ w stosunku
C'D": CD=s, wiec cate pole

Fig. 235. zmieni si¢ w tym stosunku:
PETE —. 8
Poniewaz — jak widzieliSmy na str. 183 — ten stosunek

C'D': CD zalezy tylko od kata nachylenia, przeto wszystkie pola,

lezace na plaszczyzZnie e lub na innej plaszczyzinie, ale tak samo

nachylonej do B, doznaja zmniejszenia w tym samym stosunku s.
Kiedy zmniejszenia nie bedzie? Kiedy pole rzutu maleje do zera?

Gwiczenia 1l i IV

§ 80. 1. Wykazaé, ze z punktu na linji prostej da si¢ poprowadzi¢ tylko
jedna plaszczyzna prostopadia do niej (niewprost!).

2. Wykazaé, ze wszystkie linje proste prostopadle do danej prostej
a przechodzace przez jeden jej punkt, tworzg plaszczyzne prostopadla do
tej prostej.

3. Wykazaé, ze z punktu poza plaszczyzng da sie tylko jedna linja
prostopadia do plaszczyzny poprowadzié.

4. Wykazaé, ze z punktu poza prosty da sie de niej tylko jedna
plaszczyzna prostopadia poprowadzié.
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5. Udowodnié¢, ze miejscem geometrycznem wszystkich punktéw réwno
oddalonych od dwéch koricéw odcinka jest plaszczyzna prostopadia, prze-
chodzaca przez $rodek odcinka. Jest to plaszczyzna symetralna.

6. Znalez¢ miejsce geometryczne punktéw réwno oddalonych od trzech
wierzchotkéw trojkata.

7. Wykazaé, ze dwie plaszczyzny prostopadie do tej samej prostej sa
do siebie réwnolegle. (Przesunaé przez tg prosta dwie dowolne plaszczyzny 1.
§ 8I. 8. Udowodni¢, ze plaszczyzna prostopadla do prostej jest takze pro-
stopadia do kazdej plaszczyzny, zawierajacej tg¢ prosta.

9. Dwie plaszczyzny prostopadie do siebie sa takze prostopadie do
trzeciej plaszczyzny. Wykazaé, ze ich krawedzie tworza uklad trzech osi
prostopadiych do siebie.

10. Wykazaé, ze jezeli jakas prosta i jakas plaszczyzna sa prostopadie
do tej samej plaszczyzny, to sa do siebie réwnolegte.

11, Wykazaé, ze miejscem geometrycznem punktow réwno oddalonych ed
ramion kata plaskiego jest plaszczyzna symetralna tego kata (t. j. ptaszczyzna,
zawierajaca linje dwusieczng tego kata i prostopadta do jego plaszczyzny).

12. Znalez¢é miejsce geometryczne punktéw réwno oddalonych od trzech
bokéw tréjkata (patrz poprzednie zadanie).

13. Wykazaé, ze dwie plaszczyzny rownolegle tworza rowne katy
z kazda przecinajaca je prosta. (Z dowolnego punktu tej prostej poprowadzi¢
prostopadla do obu plaszczyzn).

§ 82—84. 14. Wykaza¢, ze im dluszy jest odcinek pochylej z punktu
poza plaszczyzna, tem wigkszy jego rzut. 3

15. Punkt, lezacy ponad plaszczyzng, polaczy¢ z punktami na obwodzie
dowolnego kota, lezacego na tej plaszczyznie. Ktéry z tych odcinkéw jest
najkrétszy ? ] :

16. Wykazaé, iz stosunek podziatu odcinka nie zmienia si¢ ani przy
rzucie prostopadlym, ani przy rzucie ukosnym.

17. Wykazaé, ze katy réwne, lezace na plaszczyznach réwnoleglych
i majace jedng pare ramion réwnolegla a druga zwrocong w tg samg strong,
majg i drugg pare ramion réwnolegla.

18. Wykazaé, ze katy dwuscienne: a) odpowiednie s3 sobie rowne,
b) naprzemianlegte s3 sobie” rowne, ¢) jednostronne spelniaja sie do 180°.

19. Jaka wtasnos§¢ majg punkty plaszczyzny dwusiecznej kata dwusciennego ?

20. Wykazaé, ze w rzucie kofa rzut kazdej srednicy jest przepolowiony
rzutem $rodka kota. Kiedy ten rzut bedzie kolem a kiedy linja prosta?

21. Rzut odcinka ¢ ma dlugosé a’ —4cm a proste rzucajace jego
kofice: b =7 c¢m, b’ = 9 em. Obliczyé dlugo$¢ odcinka a. Jak daleko trzeba
ten odcinek przediuzyé, aby sie przecigt z plaszczyzng rzutéw ?

22, Tr6jkat ma podstawe 5cm a wysokos¢ 6 cm. Obliczy¢ rzut pola
tego trojkata na plaszczyzng, nachylong do jego plaszczyzny pod katem
a) 45°% b) 60° a rownolegla do podstawy tréjkata. P

23. Obliczy¢ pole linji krzywej, powstajacej z rzutu kota o promieniu
r = 6 cm nachylonego tak, Ze odcinki prostopadte do krawedzi skracajg sig
w stosunku 1:3.

24. Obliczyé pole linji krzywej, powstajacej z rzutu kola, letqce‘go
na plaszczyZnie nachylonej pod katem 45° do plaszczyzny rzutéw, znajac
promien kola r = 15 ¢m.



Rozdziat V

O narozach

§ 85. Okreslenie naroia (kata brylowego).

W planimetrji po zbadaniu wzajemnego polozenia dwéch prostych
omawialiSmy utwory geometryczne powstajace z trzech linij prostych.
W stereometrji postapimy podobnie z plaszczyznami. Polozenie
dwéch plaszczyzn oméwiliSmy juz w § 79. Trzy plaszczyzny mogg
mie¢ wzgledem siebie nastepujace polozenia:

a) trzy plaszczyzny s réwnolegle do siebie;

b) dwie plaszczyzny réwnolegle sa przecigte trzecia ptaszczyzna;

¢) trzy plaszczyzny maja calg krawedz wspdlng; -

d) trzy plaszczyzny przecinaja sie wzdluz trzech krawedzi
réwnoleglych i

e¢) trzy plaszczyzny przecinaja si¢ wzdluz trzech krawedzi
nier6wnolegtych.

Przypadki @, b, ¢, d oméwili§my juz w po-
przednich ustgpach. Nowym jest dla nas przy-
padek e.

Latwo wykazaé, e trzy plaszczyzny, prze-
cinajgce si¢ wzdiuz trzech krawedzi nier6wno-
legtych, maja tylko jeden punkt wspélny: jest to
punkt, w ktérym si¢ przecinajg trzy krawedzie.
Jezeli z tych plaszczyzn narysujemy tylko czeSci
zawarte migdzy krawedziami, otrzymamy utwér
geometryczny, przedstawiony na fig. 236. Ten
nowy utwdr, odpowiadajacy tréjkatowi w plani-
metrji, nazywamy narozem tréjSciennem
lub katem brylowym tréjSciennym.

]est to wiec czesé przestrzem zawarta migdzy
trzem“‘“““fra_zczyznaml przesuniefemi przez trzy
proste przecmalqce si¢ w jednym punkcie §.

Takie naroze zawiera trzy katy plaskie: <x(hg), <t (kg)
i <x(hk) i trzy katy dwusScienne: <x(@y), << (ey) i < (ap).

Punkt § nazywa si¢ wierzcholkiem kata brylowego. Mamy tu
wige sze$¢ czeSci skladowych, czyli sze§¢ ,elementéw¥, podobnie jak
w tréjkacie. Badanie katéw brylowych tréjSciennych jest niejako
rozszerzeniem badar, przeprowadzonych na tréjkacie w planimetrji.
Nawet brzmienie wielu twierdzeri pozostaje to samo, jezeli stowo

Fig. 236.

e e

< eI

A

,bok“ zastapimy stowem ,kat plaski“ a slowo ,kat“ stowem ,kat

dwuscienny“. Tréjkat jest bowiem tylko przekrojem kata brylowego.

Jezeli wiecej plaszczyzn przecina si¢ w jednym punkcne, ale
tylko po dwie wzdiuz jednej krawqazl, “naroze nazywa ywa si¢_wielo-
§cienne. Jezeli wszystkie katy plaskle s3 réwne i ws; wszystkle kqty

dwus' cienne mlgdzy sobq , fo naroze nazywa si¢ umiarowe.

§ 86. Przystawanie katéw brylowych. Naroze biegunowe.

Dwa utwory przesfrzenne nazywajq sie przystajgce, jeieli
wszystkie elementy jednego utworu (a wigc krawedzie, katy plaskie,
katy dwuscienne i t. d.) sa réwne odpowiednim elementom drugiego
i nastepuja po sobie w tym samym porzadku.

Utwory przestrzenne nazywaja sie podobne, jezeli wszystkie katy
s3 réwne a wszystkie odcinki jednego utworu sa proporcjonalne do
odpowiednich odcinkéw drugiego.

Stosujac to ogdlne okreslenie przystawania do naroza, powiemy:

Dwa naroia mazywajg si¢ przystajgce, jeieli ich kaqly plaskie
z kqty\d’wu’f“ enneE sq parami rowne W tym somym porzqdku. “Takie
utwory mozna sprowadzi¢ do nakrycia przez wykonanie odpowie-
dniego ruchu. Aby si¢ przekona¢, czy dwa naroza trdjScienne sg
przystajace, wystarczy zbada¢ réwnos¢ trzech czeém ‘odpowiednio
dobranych, podobnie jak dla trélkqtéw
T Mamy szesé przypadkéw przystawania katéw brylowych tréj-
$ciennych (fig. 237), mianowicie: Dwa naroza tréjscienne sq prezysta-

" Jace, jezeli majq: 1. trzy katy

S plaskie rowne; 2. trzy Icqu

dwuscienne “rowne; 8. dwa

katy plaskie & kat dwuscienny

5 miedzy niemi zawarly rowne;

4. dwa Taly dwussienne i kat

ptasln mzqdzy niemi zawarty

o 2 réwne; 5. dwa kaly plaskie

b % i kaqt dwuscienny, | lezqey na-

preeciw_te "~ tego kqjg g}qflgzego, '

Kitdry jest blisszy 90°, réwne;

6. dwa kqty dwuscienne i kgt plaski, leiqey _naprzeciw tego kgta
dwusciennego, ktdry szq mme] roin: od 90° rowne.

=="Nie Eqdnemy tu szczegélowo udowadmah tych szeSciu przy-
padkéw a tylko wykazemy pogladowo, jak si¢ do nich dochodzi
droga konstrukcyjnag. Weimy n. p. pierwszy przypadek przystawania.

Fig. 237.
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Mamy podane trzy katy plaskie @, 8 i y. Rysujemy je jeden obok
drugiego z tegosamego wierzchotka § na jednej plaszczyznie. Odcinamy
SX = S X’ i obracamy plaszczyzny
katéw 8 i y okolo osi S4 i SB
X' tak dtugo, az sie zejdg punkty
X i X' (fig. 238). Wtedy i cale
proste’S X i S X’ muszg si¢ nakry¢
i otrzymamy jeden $ci§le ozna-
czony kat brylowy. Wszystkie inne
katy brylowe, zbudowane z takich
samych katéw ptaskich, wymagaja
takichsamych obrotéw przy kon-
strukcji, maja wigc jednakowe katy dwusScienne czyli sa przystajace.
Podobnie dochodzimy do przypadkéw 3 i 5.

Fig. 238.

Z tej konstrukcji wysnuwamy waziny wniosek:

W naroiu trojsciennem suma dwoch katow plaskich musi byé
wigkszaod trzeciego. W przeciwnym bowiem razie przy obrocie
Sciany 81y, albo nie zeszlyby si¢ wcale, albo przeciglyby sie dopiero
na plaszczyinie @ a wigc nie utworzylyby kata brylowego. (Jakie
twierdzenie odpowiada temu twierdzeniu w planimetrji?).

Dla dowodu innych przy-
padkéw przystawania uzywa sie
pomocniczego kata brylowego,
ktéryby byl niejako dopelnieniem
danego naroza. Z dowolnego
punktu S’ (fig. 239) na polu
kata brylowego S prowadzimy
trzy linje prostopadte do jego
$cian i przez te trzy linje prze-
suwamy plaszczyzny S'4, 8’B,
S’ C. Plaszczyzny te sg prosto-
padle do S$cian naroza S (dla-
czego?). W ten sposéb powstaje
nowe naroze &’, ktére nazy-
wamy narozem biegunowem
wzgledem 8. Sciany naroza §i 8’
przecinaja sie wzdluz krawedzi AE, AG, BE, BF, CF, CQ. Katy
a, b, ¢ ktére powstaly przy krawedziach S4, SB, SC sa katami
dwusciennemi naroza S. Albowiem: plaszczyzna S’4 jest prosto-
padla do # i do y a zatem i do ich krawedzi S4 a wobec tego

Fig. 239.
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S4A | EAi SA | G4, wiec kat a jest miarg kata dwusciennego,
lezacego przy krawedzi S4. Tak samo <x b i <re. Bioragc pod
uwage plaski czworokat 8’ EA G, w ktérym <x E=90° i < G = 90°,
widzimy, Ze:
a + o’ = 180°. 7 (1)

Tak samo b+ f’ i ¢+ y’ spelniajg si¢ do 180°. A wigc: dwuscienne
kagty mnaroia spelniajg si¢ do 180° z plaskiemi kgiami naroia
biegunowego.

Podobnie z czworokata S4CG wynika, ze 8 + b’ = 180°, gdzie b’
jest katem dwusciennym naroza §’.

Tak samo ¢ + o’ = 180° y + ¢/ = 180° wigc:

Kaqty plaskie naroia spelma]q si¢ do 180° z kqgtami dwuscien-
nemi naroza biegunowego.

Twierdzenia te mozemy zasiosowaé do konstrukcji naroza tréj-
Sciennego w drugim przypadku przystawania. Mamy podane katy
dwuscienne a, b, ¢. Z wzoréw (1) otrzymamy :

o’ =180"—a
g =180°— b
y' = 180"—c¢

Z katéw a’, §’, y* budujemy naroie wedlug pierwszego przy-
padku a nastepnie z dowolnego punktu prowadzimy trzy linje prosto-
padte do $cian, to one wyznacza kat bryfowy, w ktérym katy dwu-
Scienne beda mialy zadane wielkos$ci: @, b, ¢. Podobnie postepujemy
w 4 i 6 przypadku.

§ 87. O sumie katéw w narozu.

W tréjkacie suma katéw wynosi 180°%. W narozu tréjSciennem
nie mamy juz takiej prostej réwnosci, zachodza natomiast pewne
nier6wnosci tak dla katéw plaskich, jak i dla katow dwusciennych.
I tak wykazemy, ze:

w kazdym kacie brylowym ¢rdj-
$ciennym suma katow plaskich jest
mniejsza od 4R (2. j. od 360°).

Dla dowodu przecinamy naroze
(fig. 239) plaszczyzna, nie przecho-
dzaca przez wierzcholek a przeci-
najaca wszystkie krawedzie. Otrzy-
mali§my cztery tr6jkaty, w ktérych
suma katéw wynosi 4.2 R=8R. Od
tej sumy trzeba jednak odjac sumg
katéw tréjkata 4 BC, a wigc zostanie
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6 R. Od tego trzeba jeszcze odjagé po dwa katy, leigce przy wierz-
chotkach 4, B i C. Poniewaz w kazdem naroiu tréjSciennem suma
dwoch katéw plaskich jest wigksza od trzeciego, przeto suma katéw,
ktére mamy jeszcze odjaé, jest wigksza od =x 4 + <x B + <x C, czyli
wigksza od 2 R. Jezeli za§ od 6 R odejmiemy co$ wiecej jak 2 R,
zostanie liczba mniejsza od 4 R. Wigc:
e+ 8+ y<4R.

Twierdzenie to odnosi si¢ nietylko do naroza tréjsciennego, ale takze
do kazdego naroza wielo$ciennego. (Udowodnij w ten sam sposébl).

Inna nier6wno$¢ zachodzi dla kgtéw dwus$ciennych,
mianowicie:

w kazdym Fkagcie brylowym irdjéciennym suma kqidw dwu-
Sciennych jest wi¢ksza od 2 R ale mniejsza od 6 R. Dla dowodu uzy-
wamy naroza biegunowego. WidzieliSmy, ze @ 4+ o’ = 180°, b 4 8’ = 180°
ie+y =180 a wigca+d+c+a’'+ 8 +y =6R. 2)

Stad odrazu wida¢, ze suma samych katéw dwusciennych @, b1i ¢
jest mniejsza od 6 R. Poniewai za$ a’+ '+ 9’ <<4 R, jako suma
katéw plaskich w narozu tréjSciennem, to, odejmujac od lewej strony
réwnania (2) liczbg o’ + '+ y’ mniejsza od 4 R, otrzymamy resztg
wieksza od 2 R, wiec

2R<a+b+cec<<6R

Dla naroza wieloSciennego otrzymujemy na sume katéw dwu-
$ciennych granice inne, mianowicie, jezeli liczba $cian wynosi », to:

2R(n—2)<<S<2R.n Udowodnij!

Celem zmierzenia wielkosci kata brylowego zakresla sie z jego wierz-
chotka kulg¢ o promieniu réwnym jednostce diugosci i oblicza si¢ powierzchnie
krzywg, jaka odcinajg $ciany kata brylowego. Wielko$¢ tej powierzchni uwaza
si¢ za miar¢ kata brylowego. Jest to uogdlnienie lukowej miary kata. Obli-

czenie wielkosci- powierazchni wycigtej na kuli przez kat brylowy sprawia.

znaczniejsze trudnosci. W trygonometrji sferycznej bada si¢ te sprawe do-

kiadniej (por. § 118).

Cwiczenia V

§ 85. 1. Wykaza¢, ze jezeli trzy plaszczyzny przecinaja sie w krawedziach
nierdwnolegtych, to te krawedzie nie moga by¢ wichrowate, tylko przecinajg
si¢ i to w jednym punkcie.
§ 86. 2. Jak nalezy wykona¢ konstrukcje naroza tréjsciennego, znajac: a) dwa
katy plaskie i kat dwuscienny migdzy niemi zawarty; b) dwa katy plaskie
i kat dwuscienny, lezacy naprzeciw tego kata plaskiego, ktéry jest blizszy 90°.
3. Narysowa¢ naroze trdjscienne, ktérego katy plaskie wynosza po 90°
i jego naroze biegunowe.
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4. Katy dwuscienne naroza tréjsciennego wynosza: a = 90°, b= 60°,
¢=120° Jak nalezy wykonaé konstrukcje tego naroza przy pomocy naroza
biegunowego ?

5. Jak wykonamy konstrukcje naroza tréjsciennego, majgc podane : a) dwa
katy dwuscienne i kat plaski, miedzy niemi zawarty; b) dwa katy dwuscienne
i kat plaski, lezacy naprzeciw tego kata dwusciennego, ktéry jest blizszy 90° ?
(Uzy¢ naroza biegunowego !).

6. Wykaza¢, ze w naroZu tréjSciennem naprzeciw réwnych katéw
piaskich leza réwne katy dwuscienne i odwrotnie (metoda dowodu podobna
jak w § 18 dla tréjkata).

7. Wykaza¢, ze w narozu tréjsciennem naprzeciw wiekszego kata dwu-
Sciennego lezy wigkszy kat ptaski (dla dowodu odciaé mniejszy kat dwus$cienny
od wigkszego zapomoca plaszczyzny i oprze¢ si¢ na éw. 6).

§ 87. 8. Wykazaé, ze w narozu czworosciennem suma katéw plaskich
wynosi mniej, anizeli 4 R. -

9. Wykaza¢, Ze w narozu pieciosciennem suma katéw dwusciennych
jest wieksza od 6 R a mniejsza od 10 R.

10. Wykaza¢, ze naroze S na fig. 238 jest biegunowem do naroza S'.

Rozdziat VI
Symetrja

§ 88. Naroza tréjScienne symetryczne wzgledem siebie.

Méwige o przystawaniu narozy tréjSciennych  zastrzegliSmy
wyraznie, Zze réwne czeSci w obydwu narozach maja nastepowacd
po sobie w tym samym porzadku W planimetrji zastrzezenie
to nie bylo potrzebne, w stereometrji za$ jest, jak to obaczymy,
konieczne. WeZmy pod uwage dwa naroza tréjscienne, majace
wszystkie elementy réwne ale nastepujace po sobie w przeciwnym
porzadku (to znaczy : patrzac
od § na punkty 4, B, C
kolejno musimy zwracac sie
w kierunku zgodnym z ru-
chem wskazéwki zegarowej,
od 8’ za$ widzimy, Ze punkty
4’ B’ ¢’ nastepuja po sobie
w porzadku odwrotnym
fig. 241).

Oprécz tego niech katy
@, B, y beda wszystkie
réZne migdzy soba. Te naroza nie dadza si¢ sprowadzi¢ do nakrycia
zadnym ruchem. (Sprawdzi¢ na modelu !) Gdyby nawet $ciana 8 4’ ¢’

Dr. A, Eomnicki, Geometrja dla szkél Srednich, : 13




nakryla Sciang SA4C, to krawedZ SB’ bedzie lezala albo za pla-
szczyzng S4 C, albo przed plaszczyzng ale po lewej stronie krawedzi
SB. Utworéw SABC i 8’ A’ B' ' nie mozemy wigc nazwaé przy-
stajacemi, poniewaz nie posiadajg zasadniczej wlasnosci figur
przystajacych: nie dadza sig¢ sprowadzi¢ do nakrycia przez ruch mimo,
ze majg wszystkie czeSci réwne. Figury te posiadaja natomiast inna

niemniej wazng wiasno$¢. Dadzg si¢ one ustawi¢ tak, ze jedno naroie -

jest zwicrciadlowem odbiciem drugiego. Scilej: naroza te dadza sie
tak ustawi¢, Ze punkty jednego sa symetryczne wzgledem odpo-
wiednich punktéw drugiego. Aby to udowodni¢, oprzemy si¢ na
okresleniu symetrycznego polozenia. O dwéch punktach 4 i 4’
w przestrzeni méwimy, ze lezg symetrycenie, jeieli sq jednakowo
oddalone od jednej plaszczyzny, leig po przeciwnych stronach tej
plaszezyzny, ale na tej samej lingi prostopadle) do plaszezyzny. Te
plaszczyzng nazywamy plaszczyzng symetrji punktow 4 i 4’ lub
plaszczyzng symetralna.
Wykonajmy taka konstrukcjg dla czterech punktéw S4 BC
naroza S (fig. 242) i polaczmy 8 z 4’B’(C’. Otrzymali§my w ten
spos6b naroze S’A’B’(C/,
majace wszystkie elementy

mentom figury S4 B C, ale
w odwrotnym porzadku.
(Np. S4=28"4’, bo tra-
pezy SAXY i S'A'XY
s3 przystajgce, tak samo
SB=8 B, AB= A'B,
C wigc <ty =<y). Oftrzy-
mane w ten sposéb naroze
nazywa si¢ narozem sy-
metrycznem.wzgledem
pierwotnego i lezy w poto-
Zeniu symetrycznem.
Naroza trojscienne, majace wszystkie elementy rowne ale nastepu-
jace po sobie w odwrotnym porzadku, sg utworami symetrycznemi
wzgledem siebie.
Okreslenie to stosujemy do wszystkich utworéw przestrzennych
wogole.

Fig. 242.

Utwory symetryczne w planimetrji, t. j. lezace na jednej plaszczyznie,
mozna byto sprowadzi¢ do nakrycia, trzeba bylo jednak wyja¢ jeden utwor
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z plaszczyzny dwuwymiarowej i wykonaé obrét w tréjwymiarowej prze-
strzeni. Utwory przestrzenne symetryczne wzgledem siebie trzebaby wyjac
z przestrzeni trojwymiarowej i obrécié w przestrzeni czworowymiarowej.
Konstrukcja taka jest jednak niemozliwa w naszej geometrji tréjwymia-

rowej i dlatego utwory przestrzenne symetryczne nie dadzg sie sprowadzi¢
do nakrycia.

Podaj kilka przyktadéw utworéw tréjwymiarowych symetrycznych

“wzgledem siebie z Zycia codziennego !

§ 89. Utwory symetryczne. (Inne rodzaje symetrji).

Utwory geometryczne, dajace sig roztozyé zapomocy jakiej$
plaszczyzny (przekroju) na dwie czgéci symetryczne wzgledem siebie,
nazywamy utworami symetrycznemi.

N. p. kostka jest utworem symetrycznym, posiada bowiem
plaszczyzny symetrji i to az dziewie¢ takich plaszczyzn. Sa to
trzy plaszczyzny, przechodzace przez $rodki krawedzi i sze$é
pfaszczyzn, przechodzacych przez przekatnie przeciwleglych $cian
(fig. 243 a).

Taka symetrje posiadaja po-

stacie zupelne krysztaléw, na-
lezacych do pierwszego ukltadu
. krystalograficznego (réwne-
osiowego). Postacie drugiego
o/

ukiadu krystalograficznego (je-
dnotréjosiowego) posiadaja
siedem plaszczyzn symetrii,
n. p. slup szescioboczny (fig.
243 b). W trzecim ukladzie:
jednodwuosiowym, mamy pie¢
plaszczyzn symetrji, w czwar-
tym: réznoosiowym trzy,
W piatym: jednoskosnym jedna
a w széstym, tréjskosnym, niema zadnej plaszczyzny symetrii.
(por. fig. 243 ¢, a, ¢, 7).
Utwory takie jak postacie széstego uktadu krystalograficznego

$3 wigc utworami niesymetrycznemi (asymetrycznemi).

Oprécz symetrii wzgledem plaszczyzny mamy jeszcze dwa

rodzaje symetrji: symetrjg wzgledem punktu i symetrje wzgledem
prostej (osi).

Fig. 243.



nakryla Sciang SA4C, to krawedZ S B’ bedzie lezala albo za pla-
szczyzng S4 C, albo przed plaszczyzng ale po lewej stronie krawedzi
SB. Utworéw SABC i 8’ A’ B’ ¢’ nie mozemy wigc nazwaé przy-
stajacemi, poniewaz nie posiadaja zasadniczej wlasno$ci figur
przystajacych: nie dadza sig¢ sprowadzi¢ do nakrycia przez ruch mimo,
ze maja wszystkie czeSci réwne. Figury te posiadajg natomiast inna

niemniej wazng wiasno$¢. Dadza si¢ one ustawié tak, ze jedno naroze .

jest zwicrciadlowem odbiciem drugiego. Scislej: naroza te dadzg sig
tak ustawi¢, Ze punkty jednego sa symetryczne wzglegdem odpo-
wiednich punktéw drugiego. Aby to udowodni¢, oprzemy si¢ na
okresleniu symetrycznego poloZenia. O dwéch punktach 4 i 4’
w przestrzeni mowimy, ze lezg symetrycenie, jeieli sq jednakowo
oddalone od jednej plaszczyzny, leig po przeciwnych stromach tej
plaszezyzny, ale na tej samej lingi prostopadlej do plaszezyzny. Te
plaszczyzng nazywamy plaszczyzng symetrji punktow 4 i A4’ lub
plaszczyzna symetralna.
Wykonajmy taka konstrukcje dla czterech punktéw S4 BC
naroza S8 (fig. 242) i polaczmy 8’ z 4’ B’(C’. Otrzymali§my w ten
spos6éb naroze S’A4A’B’'C/,
majace wszystkie elementy

mentom figury S4 B C, ale
w odwrotnym porzadku.
(Np. S4=28"4’, bo tra-
PeZY S AEY ] SIA' XY
sg przystajace, tak samo
SB=S8B, AB=A'HP,
C wigc <ty =<xy’). Otrzy-

gL mane w ten sposéb naroze
Tl nazywa si¢ narozem sy-
metrycznem.wzgledem
pierwotnego i lezy w polo-
Zeniu symetrycznem.

Naroza trojscienne, majace wszystkie elementy rowne ale nastepu-
jace po sobie w odwrotnym porzadku, sg utworami symetrycznemi
wzgledem siebie.

Okreslenie to stosujemy do wszystkich utworéw przestrzennych
wogole.

y

Fig. 242.

Utwory symetryczne w planimetrji, t. j. lezace na jednej ptaszczyznie,
mozna byto sprowadzi¢ do nakrycia, trzeba bylo jednak wyja¢ jeden utwor
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z plaszczyzny dwuwymiarowej i wykonaé obrét w tréjwymiarowej prze-
strzeni. Utwory przestrzenne symetryczne wzgledem siebie trzebaby wyja¢
z przestrzeni tréjwymiarowej i obrécié w przestrzeni czworowymiarowej.
Konstrukcja taka jest jednak niemozliwa w naszej geometrji tréjwymia-

rowej i dlatego utwory przestrzenne symetryczne nie dadzg sie sprowadzi¢
do nakrycia.

Podaj kilka przyktadéw utworéw tr6jwymiarowych symetrycznych

"wzgledem siebie z Zycia codziennego!

§ 89. Utwory symetryczne. (Inne rodzaje symetrji).

Utwory geometryczne, dajace sig roztozyc zapomocyg jakiej$
plaszczyzny (przekroju) na dwie czeéci symetryczne wzgledem siebie,
nazywamy utworami symetrycznemi.

N. p. kostka jest utworem symetrycznym, posiada bowiem
plaszczyzny symetrii i to az dziewie¢ takich plaszczyzn. S3 to
trzy plaszczyzny, przechodzace przez s$rodki krawedzi i sze$¢
plaszczyzn, przechodzacych przez przekatnie przeciwleglych $cian
(fig. 243 a).

Takg symetrje posiadaja po-
i stacie zupelne krysztatéw, na-
lezacych do pierwszego uktadu
krystalograficznego (réwne-
osiowego). Postacie drugiego
o ukiadu krystalograficznego (je-

7
@ = dnotréjosiowego) posiadaja
@ ,7
)
4

siedem plaszczyzn symetrii,
Fig. 243.

n. p. slup szescioboczny (fig.
243 b). W trzecim ukladzie:
jednodwuosiowym, mamy pieé
plaszczyzn symetrji, w czwar-
tym: réznoosiowym trzy,
W pigtym: jednosko$nym jedna
a w széstym, tréjskosnym, niema zZadnej plaszczyzny symetrii.
(por. fig. 243 ¢, 4, ¢, 7).

Utwory takie jak postacie széstego uktadu krystalograficznego
$3 wigc utworami niesymetrycznemi (asymetrycznemi).

Oprécz symetrii wzgledem plaszczyzny mamy jeszcze dwa
rodzaje symetrji: symetrjg wzgledem punktu i symetrje wzgledem
prostej (osi).
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Jezeli wszystkie punklty jakiej§ figury polaczymy z jednym
punktem O (fig. 244) i na przedtuzeniach tych linij odetniemy odpo-
wiednie odcinki réwne, otrzymamy figury sym etryczne wzgle-
dem punktu, zwanego $rodkiem symetrji.

S

Takie figury maja wszysfkie odcinki i katy réwne, ale w odwro-
tnym porzadku, sa wiec figurami symetrycznemi takie w dawnem
znaczeniu, to znaczy wzgledem plaszczyzny. Aby je sprowadzi¢ do
polozenia symetrycznego, wystarczy obrécié gérng figure o 180° do-
kola pewnej osi, przechodzacej przez $rodek O. Plaszczyzng
symetrji jest plaszczyzna, przechodzaca przez O a prostopadia
do osi obrotu.

Prostym przykladen; takich utworéw Srodkowo-symetrycznych
jest jakiekolwiek naroze wraz z narozem wierzcholkowem, t. j. takiem
narozem, ktére powstaje przez przediuzenie krawedzi poza wierz-
chotek (por. fig. 244).

Podobnie okre§lamy symetrje wzgledem linji prostej,
zwanej osig symetrji. JeZeli z wszystkich punktéw jakiej§ figury
poprowadzimy linje prostopadfe do osi X X (fig. 245) i na ich przedfu-
Zeniach odetniemy réwne odcinki odpowiednie, to otrzymamy figure
symetryczng wzgledem osi XX. Figury takie, jak to latwo wykazaé,
majg wszystkie czgSci skladowe réwne w tym samym porzadku, sa
wigc przystajace. Aby je sprowadzi¢ do nakrycia, - wystarczy

Fig, 244.

f
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wykona¢ obrét o 180° kolo osi symetrji. (Punkt S na fig. 245 lezy

przed plaszczyzng rysunku a punkt S’ za nia; punkty 4 B C obra-
liSmy w plaszczyZnie rysunku).

y: |

Oprécz takich osi symetrji uzywa sig czesto takze osi symetrji
wyiszego rzedu. Weimy n. p. tréjkat réwnoboczny (fig. 246) i o$

X X

(27//87]

Fig. 246.

prostopadlg do jego plaszczyzny w Srodku tréjkata. Istniejg tu trzy
obroty o 120° sprowadzajace ten tréjkat do nakrycia ze soba. Taka
0§ nazywamy osig symetrji trzeciego rzedu. Kwadrat posiada o
symetrji czwartego rzedu. W kwadracie ta o$ jest takze osia sy-
metrji w pierwotnem znaczeniu, bo obrét polowy kwadratu o 180°
sprowadza jg do nakrycia z druga polowa, tymczasem of trzeciego
rzgdu tréjkata réwnobocznego nie posiada tej wlasnosci, nie jest wiec
0sig symetrji w znaczeniu pierwotnem.
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Kostka posiada trzy gatunki osi symetrji. Mamy trzy osie
czwartego rzedu (fig. 247 a). Nastepnie sa cztery osie trzeciego rzedu
(fig. 247 b), bo kolo osi 4 B

A D mozna wykonaé trzy obro-

c A ! ty, sprowadzajace kostke
i\ o do nakrycia z pierwotnem
,)E—\\ -7 (E-1-J polozeniem: najpierw taki

z 4 obrét, w ktérym punkt D
b) B c) padnie na C, péiniej taki, -

Fig. 247. w ktérym D przez C padnie

na E, wreszcie pelny obrot,
przy ktérym D, przeszediszy punkty C i E, wrdci do dawnego polo-
zenia. Wreszcie istnieje sze§¢ osi drugiego rzedu: sa to proste, faczace
srodki przeciwleglych krawedzi. Z tych trzynastu osi jest tylko
dziewig¢ wlasciwych osi symetrji (w pierwotnem znaczeniu), miano-
wicie osie na fig. 247 a i 247 ¢. Jest to ogélne prawo, Ze z pomiedzy
osi wyzszego rzedu tylko te-s3 wiasciwemi osiami symetrji, ktérych
rzad jest parzysty (drugi, czwarty it. d.). Za osie krystalograficzne
przyjmuje si¢ z reguly osie najwyiszych rzedéw (n. p. w kostce osie
narysowane na fig. 247 @). Plaszczyzny, osie i $rodki symetrji nazy-
wamy elementami symetrji

éwiczenia Vi

§ 88—89. .1. Wykresli¢ utwér symeiryczny do danej kostki.

2. Wykaza¢, ze kat dwuscienny jest utworem symetrycznym.

3. Wykresli¢ wszystkie plaszczyzny symetrji: @) o$mio$cianu umiaro-
wego; b) czworoscianu umiarowego wpisanego w kostke. :

4. Wykresli¢ plaszczyzny symetrji ostroslupdw podwéjnych, nalezacych
do II, Il IV ukladu krystalograficznego.

5. Do dowolnego prostopadtoscianu wykreslié utwér $rodkowo-syme-
tryczny.

6. Do dowolnego ostrostupa wykreslié utwér osiowo-symetryczny.

7. Jezeli jaki§ utwor posiada dwie prostopadle plaszczyzny symetrii,
to ich krawedZ jest osia symetrji. (Udowodnij!) =

8. Wykazaé, ze figura, posiadajaca jedng plaszczyzne symetrji i jedna
prostopadlg do niej oS symetrji, posiada takze Srodek symetrji, mianowicie:
spodek tej prostopadiej.

8. Wykredli¢€ wszystkie osie symetrji: @) o$mioscianu umiarowego;
b) dowolnego prostopadtoscianu.

10. Jakie elementy symetrji posiada: a) walec prosty; b) stozek prosty;
¢) kula?

11. Dwie figury s3 symetryczne do tej samej trzeciej wzgledem
dwoch réznych plaszczyzn. Jaki ruch nalezy wykonaé, aby je sprowadzié
do nakrycia ?
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12. Wykaza¢ przy pomocy symetrji, Ze punkty, polowiace krawedzie
czworosclanu umiarowego, sg wierzchotkami o$mioscianu umiarowego.

13. Jakie elementy symetrji posiada kostka, ktérej @) jedna $ciana jest
czarna a inne biate; b) dwie $ciany czarne a inne biale ?

14. Jakie elementy symetrji posiada o$mios$cian umiarowy, ktérego jedno
naroze S$cigto plaszczyzng, odcinajaca réwne kawatki czterech krawedzi,
schodzacych sie w tem narozu?

Rozdziat VII
O rysunku perspektywicznym

§. 90. O perspektywie sSrodkowej (malarskiej).

Zanim przystapimy do badania bryl, musimy si¢ zastanowic
nad pewna niedogodnoscia rysunku. Wspominali§my juz w planime-
trji, ze rysunek jest dla nas tylko Srodkiem pomocniczym, jest nie-
doskonalem urzeczywistnieniem utworéw geometriji idealnej. Zawsze
jednak na tym rysunku mozna bylo z pewnem przybliZeniem spraw-
dzaé¢ dokladnos$¢ konstrukcyj i obliczeri a nawet wykonywac¢ przybli-
zone obliczenia. W stereometrji na pierwszy rzut oka odpadajg te
wszystkie dogodnosci. Utwdér przestrzenny nie da sig¢ narysowac na
plaszczyinie nawet w przyblizeniu.

’v‘f' 0

Fig. 248.

To, co rysujemy, jest tylko obrazem pflaskim, wywolujacym
w naszem oku obraz taki sam — lub przynajmniej zblizony do ta-
kiego, jaki powstaje, gdy patrzymy wprost na utwér przestrzenny.
N. p. na fig. 248 narysowaliémy kostke tak, jak si¢ ona naszemu



oku przedstawia. Sciana tylna, jako dalsza, wydaje sie mniejszg od
przedniej. Linje a, b, ¢, d, ktére S3 w rzeczywistoSci réwnolegte,
zdaja si¢ zbiega¢ ku pewnemu punktowi O, o czem nas codzienne
do$wiadczenie poucza. Jest to t. zw. ,punkt oczny«,

Uwaga : Obrazy linij réwnolegtych, biegnacych
od naszego oka, musza sie zbiega¢ na takim rysunku,
poniewaz kat widzenia przedmiotu blizszego jest
zawsze wigkszy, anizeli kat widzenia przedmiotu dal-

jest wszedzie réwny, wyda sie nam wigkszy w. miej-
scu A B, anizeli w miejscu dalszem €D (por. fig. 249).
Jezeli wige rysunek ma sprawiaé wrazenie rzeczywisto-
sci, to musimy odrazu narysowaé odcinek CD mniej-
szy niz AB. Stad wynika, ze linje rownolegle z 2’
i yy’ beda si¢ na rysunku przedstawiaty jako zbiezne.
(Tor kolejowy na rysunku lub na fotografji)!

Fig. 249,

Linje pozjg_x_p;, réwnolegte do linji, 3czacej nasze oczy, pozo-

;ti%i;'oxery_s_unku perspektywicznym réwnolegtemi, zar6wno jak i linje

R e

Katy proste w naturze wystepuja na rysunku badzto jako ostre,
badZto jako rozwarte n. p. <t @, <t na fig. 248, a odcinki @, b, ¢, d,
ktére powinny by¢ wszystkie réwne odcinkowi m, sa wszystkie krét-
sze i to W rozmaitym stosunku.

Jakkolwiek taki rysunek sprawia w naszem oku zludzenie kostki
{(najlepsze zludzenie otrzymamy wtedy, jezeli umie$cimy nasze oko
nad punktem O w niewielkiej odleglo$ci od plaszczyzny rysunku)
i jakkolwiek dla malarstwa ma pierwszorzedne znaczenie, jednako-
woz nie nadaje sig¢ zupetnie do celéw geometrji, techniki i przemystu.
Na figurze takiej nie mozna uskuteczniaé zadnych pomiaréw, jezeli
si¢ nie posiada gtebszych wiadomosci z geometrji rzutowej a i wtedy
obliczenia s3 bardzo mozolne. S

Rysunek taki nazywa si¢ perspektywa $r odkowga lub
malarska. Przykfadami takiej pE?§;5ektywy s3 zdjecia fotograficzne
1 kazdy dobry obraz. Aby obraz perspektywiczny otrzyma¢, taczymy
oko O z wszystkiemi punktami danego przedmiotu (por. fig. 250)
i ten pek promieni przecinamy plaszczyzna prostopadia do kierunku
widzenia, t. zw. ptaszczyznag obrazowa Na tej plaszczyznie
powstanie plaski obraz przedmiotu przestrzennego. Podobny obraz
powstaje, jezeli przedmiot umieszczony przed plaszczyzna obrazowg
rzuca na nig cier. Cied ten jest takze perspektywicznym obrazem
przedmiotu jednakie wystepuje na nim tylko kontur (zarys),

szego. A wigc odstep dwdch linij réwnoleglych, ktéry

[ SR —————————
it '
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Kierukiem widzenia nazywamy o stozka, utworzonego przez wszystkie
promienie, laczace oko ze skrajnemi widzialnemi punktami, %85

 Poniewaz perspektywa Srodkowa ma dla céldw praktycznych
podrzgdne znaczenie a konstrukcje potrzebne przy niej sa dosyé

Fig. 250.

zlozone, przeto nie bedziemy sie tutaj zajmowali takim rysunkiem
a przejdziemy do znacznie prostszego sposobu przedstawiania utwo-
row geometrycznych, do t. zw. perspektywy réwnoleglej.

§ 91. Perspektywa réwnolegta.

Wyobrazmy sobie, ze oko znajduje sie¢ tak daleko od przedmiotu,
ze promienie, 3czace z nim oko, mozna uwazaé za wiazke promieni
rownoleglych. Jezeli te wiazke promieni przetniemy plaszezyzng (t. zw.
plaszczyzna obrazowa), otrzymamy na niej obraz, zwany perspektywa
réwnolegla;.

Rozrézniamy dwa rodzaje perspektywy réwnoleglej zaleznie od
“tego, Czy promienie rzucajace sa prostopadle do plaszczyzny obra-
zowej, czy tez nachylone. Obraz, powstajacy przez rzut prostopadty,
nazywa si¢ perspektywa réwnolegla prostopadta, rzut
“za$§ uko$ny tworzy perspektywe réwnoleglta uko§na.

" Obydwa te sposoby rysowania przedmiotéw fatwo zrozumiemy
przy pomocy rysunku kostki (sze$cianu).
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Zbadajmy najpierw rzut prostopadly. — Ustawmy kostke
jedng $ciang réwnolegle do plaszczyzny obrazowej (fig. 251), to z wielkiej
odlegto$ci zobaczymy tylko
przednia $ciane; obrazy Scia-
ny tylnej i $cian bocznych
’ 5 nakryja si¢ z obrazem $ciany
przedniej i z obwodem tego
4 obrazu,

Obraz 4’B’C’'D’ nie
zastuguje jednak na nazwe
perspektywy w pierwotnem
s znaczeniu tego slowa. Sto-
, wo to bowiem pochodzi od
stowa faciriskiego: ,per-
spicio“ = przegladam a z ry-
sunku tego nie mamy za-
dnego przegladu catej brylty.
Moze to by¢ obraz kostki,
ale réwnie dobrze moze to by¢ obraz klina 4 BCD M N, lub kwadratu

Fig. 251.

ABCD i t. p.

Aby na rysunku wystapily takze $ciany boczne kostki, trzeba

ja ustawi¢ inaczej, sztuczniej; trzeba jedno naroze zwrécié¢ ku nam.

Wtedy wystapia juz na obrazie wszystkie $ciany

kostki odrebnie (tylne kreskujemy). Proste B4, BC,

B E prostopadte do siebie w rzeczywistos$ci tworza

na rysunku katy rozwarte e, g i y i doznaja

pewnych skrécer, zaleznych od katéw «, g 1i y

‘ a réznych dla kazdej z tych linij (por. fig. 252).

Konstrukcja jest tylko wtedy latwa, jezeli

Fig. 252. kostkg¢ umieScimy symetrycznie przed plaszczyzng

rysunku tak, aby nachylenie wszystkich krawedzi

do plaszczyzny obrazowej bylo jednakowe (po 45°). Wtedy katy e 8y

beda wynosity po 120° a wszystkie krawedzie doznaja tego samego

skrocenia. Obrazem kostki bedzie szeSciokat umiarowy z wykreSlo-
nemi przekatniami (por. fig. 253).

Takie obrazy nazywamy juz perspektywa réwnolegly (prosto-
padia) i bywajg one uzywane w technice. Dla nas jednak wazniejsze
sa rzuty ukosne.
[Rzut ukosny kaidej figury, leiacej na plaszczyinie rownoleglej do

plaszc_z!zgyh obrazowej, jest przystajgcy do tej figury (por. fig. 254

gy Y
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i § 83) a wigc ani odcinki ani katy tej figury nie doznajg w rzucie
zadnej zmiany.

el 8 2ol

Fig. 253. Fig. 254.

Zbadajmyz teraz, jakim zmianom ulegaja odcinki prostopadle do
plaszczyzny rzutéw. Aby utworzyé rzut odcinka 4 B (fig. 255)
prostopadtego do p, wykreSlamy
z punktu 4 prosta 4 4’, nachylong

/ dowolnie do plaszczyzny.
7 A Prosta 4 A’ jest promieniem
Vi rzucajgcym a odcinek 4B jest

/ uko$nym rzutem odcinka 4 B.

Z tej figury widzimy:

B 1. Rzut uko$ny odcinka pro-
C / B stopadiego do plaszczyzny obra-
zowej moze by¢ krétszy lub dtuiszy
od tego odcinka i to w dowolnym
i stosunku, zaleznym od kata nachy-

Fig. 255. lenia promieni rzucajacych. Ten
stosunek :
A'B:AB=g
nazywamy skréceniem rzutu ukos$nego, poniewaz zwykle dla wyrazi-
stosci rysunku obieramy kierunek promieni tak, aby 4’B<< A4 B.

W przeciwnym razie ten stosunek nalezaloby nazwaé powig-
kszeniem.

2. Zaleznie od tego, z ktérej strony pada promienn rzucajacy,
rzut 4’ B tworzy rozmaite katy z prosta m réwnolegla do osi naszych
oczu. Kat ten moze by¢ ostry, rozwarty a nawet wypukly (por. fig.
256 a, b). Gdyby$Smy zwrdécili uwage na kat prosty, utworzony przez
odcinki AB i m, to rzutem jego na plaszczyzng p jest wlasnie kat




-\

a =< A’ BC. Widzimy wiec, ze kat prosty, ktérego jedno ramie jest
réwnolegle do osi oczu a drugie prostopadie do plaszczyzny obra-

L
g \
o= :
&AL i B
Fig. 256 a. Fig. 256 b.

zowej, doznaje z reguly zmiany: zmienia si¢ on na kat « ostry,
rozwarty lub wypukly. Kat ten nazywamy Wia ramienia
A B lub katem znieksztalcenia rzutu uko$nego.

Takiej] samej zmiany doznaje kat prosty, ktérego ramie m nie
lezy na plaszczyznie obrazowej, byle bylo réwnolegle do niej.

Dla dowodu trzeba utwo-

"/ J A rzyé najpierw ukos$ny rzut tego
5 kata na plaszczyzng réwnolegla
g do p (fig. 257) a zawierajacg
: ramig B (. Potem rzucamy ten
utwér CB A4’’ na plaszczyzne p,

przyczem juz kat nie dozna

£ 7 ,B zmiany.

oC

/ % / Obrawszy pewien kieru-
— - nek promieni padajacych,

otrzymamy pewne skrécenie

P i skrecenie. Mozna jednak
C.’/a: B takze postapi¢ odwrotnie:
A’ obra¢ z géry pewne skréce-

nie i skr¢cenie a przez to juz

g 2. bedzie okreslony kierunek pro-

mieni rzucajgcych (n. p. na fig. 256, znajac kat e i stosunek 4B : A’B,

wykreSlamy dowolny odcinek 4 B, obliczamy 4’'B i wykresliwszy
A’'B pod igdanym katem, faczymy 4 z 4).

Do wyznaczenia rzutu ukosnego wystarczy zatem podac skrocenie s
e e —

—— A M B RSN A

Prawa rzutu uko$nego wystapia jeszcze jasniej, jezeli zamiast
odcinkéw wezmiemy pod uwage jakas prosta brylg, n. p. kostke.
Ustawmy kostke tak, aby jedna $ciana byla rownolegta do plaszczyzny
rysunku a dno poziome (wyobrazmy sobie, Ze plaszczyzna rysunku
jest pionowa, n. p, tablica). Jezeli na t¢ kostkg¢ patrzymy z wielkiej
odleglos$ci (uko$nie z boku), to oko nie odczuwa réznicy zbieznosci

promieni, pochodzacych od $ciany tylnej
a $ciany przedniej kostki na fig. 258. Wtedy

. c widzimy i tylng i przednig $ciang w réwnej
1 i wielko$ci a wobec tego linje a, b, ¢, @ musza

l

I

by¢ na rysunku rdéwnolegle. Wogdle prz
8| .rzucie ukosnym obrazami_linij rownoleglych sa_
s o zawsze linje rownolegle — co bardzo uprasz-
cza-konstrikcje w poréwnaniu z perspektywa
§rodkowa. Natomiast kqly proste kosiki,
Fig. 258. lezqce przy linjach biegnageych ku nam, ulegng
enieksztaleeniu i to tem wiekszemu, vm bardziej z boku patrzymy. .
Dobiera si¢ zwykle takie stanowisko, aby kat prosty zamienit sig
na e =30° 60°, lub 45° wtedy bowiem konstrukcja latwiejsza (n. p.
na fig. 258 jest @ =30%). Katy, lezace w plaszczyznach rownoleglych
do nas, rysujemy niezmienione, a wigc y =90% d=90°1i t. p. D!u-
go$¢ linij @, b, ¢, d rysuje si¢ albo réwng diugosci m — a wigc
w naturalnej wielko§ci — albo tez skracamy te linje w pewnym sta-
tym stosunku, jednakowym dla wszystkich linij réwnoleglych d‘o a.
N. p. na fig. 258 skrécenie s czyli stosunek a:m wynosi i
Na fig. 259 narysowali$my kostke dla:
a) e=45% s=1,
b) e =45 s=1,,
¢) a=45" s=1,,
d) a=60°, s="|;,
e) a=30° s="1),.

o

a) b) c) d) e)
Fig. 259.
Moznaby podobnie odchyli¢ odcinek @ na lewo od odcinka p

(jezeli patrzymy na kostkg z lewej strony) lub nawet w dol od p
(jezeli patrzymy na kostkg z dolu). ,



N. p. na fig. 260: @) a =135, s=1),, b) a=225° s=1,.
Zamiast skrécenia moze nastapi¢ takze wydtuzenie, jezeli n. p.
odcinki lezg prostopadle do promieni rzucajacych.
Zbierajac te spostrzezenia razem po-
p wiemy :
aby jaki$ przedmiot przedstawi¢ w per-
P spektywie ukﬁnej, rysujémy wszystkie od-

by  [foleglych do plaszczyzny obrazowe], jako
Fowne.Odcifkiprostopadle doplaszczyzny
obrazowej rysujemy pod pewnym katem c
dowolnym, ale rownym dla tych _wszystkich _odcinkow 1z “pewnem
zmniejszoniem s (Iub powlekszeniem) — w poréwnaniu z réwnemi od-
“cinkami, Tezgcemi ‘na plaszczyznach réwnoleglych do plaszczyzny
obrazowej — dowolnem, ale jednakowem dla_wszystkich tych odcinkéw.
Do narysowania kostki, deski, belki prostokatnej wystarcza te
objasnienia zupetnie. Jezeli jednak na przedmiocie, ktérego obraz
perspektywiczny mamy narysowag, wystepujg takze linje ukos$ne, to
z gory nie wiemy, ani jakiemu znieksztalceniu ulegna ich katy na-
chylenia, ani w jakim stosunku nalezy je pomniejszy¢. Jednakie
fatwo te linje powiazaé z linjami prostopadfemi i réwnoleglemi do

plaszczyzny obrazowej. Wyijasnimy to na przyktadach.

1. Chcemy narysowaé o$miogcian umiarowy o osi 4em, uiy-
wajgc kata e =20° (zamiast 90°) i zmniejszenia s = 1. Wiemy, ze
"W o$mioScianie umiarowym naroza lezg na koricach trzech osi réw-
nych i prostopadtych do siebie (uktad
réwnoosiowy w krystalografii). Usta-
wiamy o$mioScian tak, aby byt jednem
narozem zwrécony do plaszczyzny obra-
zowej. ;

Osie DB i PP’ rysujemy prosto-
padle do siebie i w naturalnej wielkosci,
0§ za$ 4 C nachylona do DB pod ka-
tem @=20° i trzy razy pomniejszona.
Yaczac punkty P i P/ z punktami
4 B O D, otrzymamy zadany obraz o$mio-
$cianu. :

Widzimy tu zarazem, zeSmy otrzymali uko$ne rzuty krawedzi
AP, CP, AP, CP.... nachylonych do ptlaszczyzny obrazowej,
qie znajac ani ich zmniejszenia, ani znieksztalcenia katéw P4 0 it. d.

a)
Fig. 260.

Fig. 261.

"okt 1 ity, leface w_plaszozyznach o

b gz 7

N ot I NP,
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2. Narysowa¢ gwiazde, ktérej podstawe tworza dwa tréjkaty
réwnoboczne o bokach po 3'4em, obrécone wzgledem siebie o 60°
okolo $rodka tréjkata, a ktérej wysokosé wynosi 1em. Potrafimy
fatwo przedstawi¢ w perspektywie réwnoleglej prostokat, przeto opi-
sujemy na danej podstawie (fig. 262) prostokat YZ (mozliwie naj-
mniejszy) i rysujemy go w perspektywie: Y’ Z'.

s SR Y Z
|
|
C D :
X M2 7'
Y B

Fig. 262.

Obierzmy n. p. @ =45°, s =1Y,. Wierzchotki 4, B przenosimy

W niezmienionej odlegtosci od punktéw X/, ¥'. Wierzcholki boczne

trzeba juz przenie§¢ w polowie odleglosci od X i Y. Wiec n. p.
XC=1XcC.

Trudnes¢ sprawia tylko przeniesienie wierzchotkéw, nie lezacych

na obwodzie prostokata. Otéz punkt D ma odleglosci DCi DM

od sasiednich bokéw prostokata. Odleglo$¢ DC czyli MX przeno-

simy bez zmiany, odlegto$¢ za§ DM czyli XC trzeba zmniejszy¢

o polowe. Otrzymamy w ten sposéb punkty M’ i C’. KreSlac z nich

linje réwnoleglte do X' ¥ i Xxv Z', otrzymamy punkt D’. (W jaki

sposéb moznaby lfatwiej otrzymaé

punkt D’?). W podobny spos6b

przenosimy dalsze wierzchotki. Kre-

Slac w punktach 4'B'C' D’...

linje prostopadte do ¥’ B’ i odci-

najac na nich prawdziwa wysoko§¢

(1 em), otrzymamy takze g6rne dno

Fig. 263. gwiazdy. Na fig. 263 przedstawi-

liSmy rysunek wykoriczony z wypuszczeniem krawedzi zakrytych.

Odlegtosci DM i DC punktu D od dwéch linij (osi) prostopadtych
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XZi XY nazywamy wspdéirzednemi prostokatnemi punktu
D; odleglosci ukosne D’ M’ i D’ C" punktu D’ od dwdch linij (osi)
ukos$nych X’Z’ i X'Y nazywamy wspélrzednemi uko$nemi.
Metoda, jakiejSmy tu uzyli, polegéta na przeniesieniu wspo6lrzednych
kazdego punktu z ukladu prostokatnego do uktadu uko$nokatnego.
Aby sobie ufatwi¢ pomniejszanie odleglosci, odcina si¢ juz odrazu
na osiach XY i XZ jaka$ podzialke, n. p. centymetrowa; na osi
X'Y’ odcina sie podziatke zmniejszong a na osi X’ Z’ podziatke taka
samg, jak na osiach XZ i XY. Uzywa si¢ tego zwlaszcza przy
bardzo skomplikowanych rysunkach (n. p. budynki, mosty). /

3. Wykres$li¢ w perspektywie réwnoleglej (@ = 20°, s =1/, szescio-
czworodcian, t. j. bryle, powstajacg przez umieszczenie czworobocznego
ostroslupa na kazdej $cianie kostki. Niech wysoko$¢ kazdego ostro-
sfupa wynosi !/, krawedzi kostki.

W tym celu rysujemy w znany sposéb kostke i kaida o$
przedluzamy o !/, cze$¢ krawedzi (fig. 264). Laczac™ korice tych

()

p=la
‘/\ \ Sl T
B A 9“ i

Fig. 264.

Fig. 265.

przedluzonych osi z narozami kostki, otrzymujemy Zadang bryle.
Z figury tej widzimy zarazem, ze Sciana PDE tworzy na osiach
odcinki, pozostajace w stosunku 1:2:00, . j. jest réwnolegla do osi
AA’,a PO:0T=1:2.

Taki sam jest stosunek odcinkéw kazdej innej Sciany.

Gdyby$my obrali wysoko$¢ ostrostupéw réwng 7, krawedzi
kostki, to $ciany PDC i 4 DC utworzylyby jedng plaszczyzng,
a takze wszystkie finne pary odpowiednich $cian i otrzymalibySmy
znany z krystalografii dwunastoscian rombowy (por. fig. 265).
Z figury tej latwo sprawdzi¢, Ze stosunki odcinkéw kaidej Sciany
na osiach sg 1:1:c0.

WO L
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Powréémy do rzutu uko$nego kostki. Jezeli kostke ustawimy
takze uko$nie, to trzy krawedzie @, b, ¢ prostopadle do siebie
wystapiag na rysunku jako
proste nachylone pod pe-
wnemi dowolnemi katami
i kazda z nich bedzie po-
mniejszona, w ogolnosci
kazda w innym stosunku.
Z koricéw tych odcinkéw
kreslimy linje réwnolegle
do a, b, ¢ i réwne a, b, ¢
a z ich punktéw przecigcia
si¢ H, K, L znowu linje ré-
wnolegle do osi i w ten
X Sposéb wuzupelniamy cal-
K kowity obraz . kostki (fig.
Fig. 266. 266). Przedtuzenia krawedzi
a, b, ¢ tworza uklad trzech
0si OX, OY, OZ prostopadtych w naturze a na rysunku nachy-
lonych. Na kazdej z tych osi odcinamy podzialke, n. p. centymetrowa
(fig. 267), to na rysunku podziatka na kaidej osi bedzie inna, ale
dowolna. OM = 1 em,
Y ON juz jest mniejsze
od 1em, ale przed-
stawia obraz 1em, tak
samo O P. Majac taka
podziatke na trzech
osiach, mozemy juz
kazdy przedmiot na-
rysowaé, jezeli tylko
znamy prawdziwe o-
dlegtosci jego pun-
ktow od plaszczyzn
X0Y, X0Z, YOZ.
Te odleglo$ci nazy-
wamy przestrzennemi
wepilezeduiyi
punktu. N.p. wie-
“dzac, ze jaki§ punkt
jest w rzeczywistosci odlegly o 2¢m od plaszczyzny YOX, o 3om
od plaszczyzny ZOY i o 4em od plaszezyzny ZO X, znajdziemy
Dr. A. Zomnicki. Geometrja dla szkéd érednich. 14

Fig. 267.



jego obraz, odcinajac na osiach 07, O0X, oY odpowiednio dwie,
trzy i cztery jednostki podziatki i kreslac nastepnie DE || OY i réwne
OF a z punktu E linjg AE| OZ i réwna OB. Koniec A tego
odcinka jest obrazem zadanego punktu.

Moglibysmy takze z innej strony dostaé si¢ do tego samego
punktu, n. p. kre§lac BC| OX i réwne OD a z punktu C prosta
CA|OY iréwng OF i t. p.

Kre§lac w ten sposéb wspolrzedne punktéw jakiej§ ‘bryly,
mozemy otrzymaé catkowity jej obraz.

W dalszym ciagu bedziemy uzywali wylacznie takiego polozenia
przedmiotu, aby osie OZ i OX byly prostopadle do siebie. Wtedy
na tych osiach odcina si¢ prawdziwa, niezmieniong podzialke, a tylko
na osi OY podzialka jest zmniejszona.

Tego sposobu przedstawiania bedziemy uzywali we wszystkich
naszych rysunkach. Jakkolwiek na takim rysunku utwory geome-
: tryczne wystepuja znieksztalcone, jedna-
kowoz wiemy juz teraz, jak wielkie jest to
znieksztalcenie. Z figury takiej mozna
juz odczyta¢ wymiary. N. p. belka
prostokatna przedstawiona na fig. 268
w  perspektywie réwnoleglej: a = 459

8 =';, w pomniejszeniu 1: 10 ma grubos§¢
S i szeroko$¢ 1dm (10.1cm) a dlugos$é 6 dm,

e poniewaz stosunek skrécenia perspekty-
wicznego wynosi !; a na rysunku diugo$¢ jej wynosi 2em
(2em.3.10 = 6 dm).

Dlatego do celéw technicznych uzywa si¢ prawie wylacznie
perspektywy réwnoleglej uko$nej z zachowaniem prostopadlosci
dwéch osi i ze skroceniem tylko w jednym kierunku.

Uwaga: zaden rysunek perspektywiczny nie wyznacza jeszcze w zupel-
nosci wielkosci i ksztaltu przedmiotu. Latwo bowiem sprawdzié, ze rézne

przedmioty wstawione w ten sam pek promieni moga mie¢ jednakowe rzuty ]

i to zar6wno w perspektywie srodkowej, jak i rownoleglej.

N. p. kula K i stozek $cigty S maja ten sam obraz perspektywiczny
(fig. 269).
@i Tak samo kula K i walec W na fig. 270 maja zupetnie jednakowy obraz
w perspektywie réwnolegtej. Aby mie¢ dokladne wyobrazenie o rozmiarach

i postaci bryly, trzeba podaé dwa rzu ty, na dwie ro zmaite pta-
szczyzny nachylone do siebie; zapomoca dwéch odmiennych
pw (obrazy stereoSkopowe-w-optyce):N:p. gdybysmy na-
fig. 2710 — dodali jeszcze rzut prostopadly na plaszczyzne pozioma, spo-

strzegliby$Smy tam, Ze walec W jest ograniczony dwoma kolami i powierzchnig
boczng, podczas kiedy kula X przedstawi si¢ jako kolo. Takie badanie

&

211

postaci i wielkosci ciat przy pomocy dwéch rzutéw stanowi os.obny dziat
geometrji, zwany ,geometrja wykreslna“. Metod¢ t¢ oméwimy osobno
w nastepnym rozdziale. '

Fig. 270.

Fig. 269.

Najpospoliciej wystarcza jednak zamiast drugiego rzutu iaki;ﬁ px:oste
dodatkowe okre§lenie. N. p. z rysunku gwiazdy na fig. 263 nie wiemy
jeszcze, czy wszystkie krawedzie boczne sg prostoPadle do podstawy, czy
tez nachylone ku nam, ale znacznie diuzsze. Jezeli jednak dodat‘ny do opx:u
tej gwiazdy, Zze krawedzie boczne sg w naturze prostopadte, t9 !uz wszyst q
z tej figury odczytaé mozemy. Gdybysmy zamiast tego podali jeszcze drugi
rzut, n. p. widok gwiazdy z boku, to widzielibySmy na tym rysunku, czy
krawedzie boczne s3 pochylone, czy tez prostopadie.

§ 92. Ukosny rzut kola. Elipsa.

W wielu konstrukcjach bedzie nam potrzebny uko$ny rzut kofa
(n. p. przy rysowaniu w perspektywie walca, stoika, kuli).

Pomys$imy kolo, lezace poziomo a plaszczyzng rysunku (obrazo.wq).
pionowo. Srednica 4 B (fig. 271) przedstawi si¢ narysunku w pr.aw.dewe]
wielko$ci: A4’B’ = A B, $rednica za§ CD | A B przedstawi si¢ jako
odcinek €’ D’ nachylony do 4’B’ pod katem e i zmniejszony odpo-
wiednio. Na naszym rysunku uzyliSmy e =45%i s = ’{‘,. :

Aby znaleZ¢ inne punkty, prowadzimy dowolng cigciwe 1.'6wn.o-
legta do CD, n. p. 12, odcinamy jej odlegloéé: Ofl érodk‘a w mezmlie-
nionej wielko§ci O’P' = OP i skracamy odcinki P 1 i P2 do’ /s
dtugosci a nastepnie przenosimy je na linjg 172 féwnqleg'la‘ do C'D.

Jezeli w ten sposéb narysujemy dowolnie w1elf3 cieciw w pers'pe-
ktywie i korice ich polgczymy jedng nieprzerwang linja, otrzyn?a.my jako
obraz kota linjg krzywa, podobng do splaszczonego kola. Linja ta na-
zywa si¢_elipsa. Elipsa jest to zatem ukosny rzut kola.



Gdyby$my mieli podane odwrotnie: osie 4’B’ i C'D elipsy

ka\wr’,?"i?ﬁs‘.ﬂfg?ﬂg)&to Przy pomocy kota o promieniu
0’4’ otrzymaliby$my z fatwoscia wszystkie inne punkty elipsy.

Fig."271,

: Elips¢ mozZna takie otrzymaé z p"rosto adlego rzutu
]edna!mwoi kolo musi by¢ wtedy nachylone so ptiszczyzny ol:;(,::-’
zowej.

Przy pomocy ukosnego rzutu kola mozna juz nar sow -
spektywie réwnt?leglej takie bryly, jak walec, stloz'ek, k):xla iaf : e

N. p. na fig. 272a i 272p przedstawiony jest walec i stozek
dla @ =45% s=1,, Na tych figurach sg takze uwidocznione po dwa
prostopadle do siebie przekroje, zawierajace o$ walca i stozka,

Fig. 272 a.

Fig. 272,

polowi_cigciwy Téwnolegle do
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Uwaga : linje 4 A", BB’, SA i SB, lezace na plaszczyznie obrazowej,
nie sg skrajnemi linjami obrazu. Zlewaja si¢ one z linjami skrajnemi tylko
wtedy, jezeli a = 90° lub w przyblizeniu, gdy « malo sie rézni od 90°.

Na fig. 273 mamy przedstawiona poélkule niebieska wraz
z drogami, jakie zakreSlaja gwiazdy C, C,, C,, C,. Rysunek jest
przedstawiony w perspektywie
rownoleglej: « =70°, s=1,.
Gdyby$my obrali mniejszy kat o,
to elipsy C, C’;, C, N... wysta-
watyby poza kolo SZN. Kon-
strukcje kazdej z tych elips wy-
konuje si¢ tak, jak na fig. 271,
dobierajac do kazdej odpowiednie
kota pomocnicze. N. p. do zbu-
dowania elipsy C, N wykresla si¢
. kolo pomocnicze o promieniu
M, C,.
Fig. 273. Podobnie jak w kole cig-
ciwa, przechodzaca przez O,
jest przepofowiona w tym punkcie, tak i w elipsie kazda cigciwa,
przechodzgca przez O, (fig. 271), jest przepotowiona punktem O'.
Aby to wykaza¢, weimy pod uwage dowolng cigciwe n. p. X' Y’
przechodzacg przez O’. Jest ona obrazem $rednicy XY, ktéra znaj-
dziemy, prowadzac X'Z’ i U’Y’ réwnolegle do ¢’'D’ i odcinajac
w kole OZ i OU réwne O’Z’' i O’'U’. Prostopadte ZX i UY do
prostej 4 B wyznacza na kole korice odpowiedniej $rednicy. Poniewaz
XZ=UY (Il przypadek przystawania), to i ich polowy sa réwne,
t. . X’Z7=U'Y. Wobec tego X’ Z70'NU'Y 0’ () a wiec
X'0"= 0'Y'. Wigc istotnie dowolna cieciwa X’ ¥’, przechodzaca
przez O’, jest w tym punkcie przepolowiona.

Z tego powodu punkt O’ nazywa si¢ $§rodkiem elipsy
a kazda cigciwa, przechodzaca przez Srodek, nazywa-si¢-§rednica
elipsy. Srednice takie, jak 4B’ i D'C’, ktére sa obrazami
prostopadlych Srednic kola, zwa si¢ Srednicami sprze-
zomemi: Srednice Sprzezone majg te wiasnos¢, ze jedna
: ~do drugiej. N. p. 4B
(fig. 271) potowi nietylko §rednice C'D’, ale i kazda cieciwe do niej
réwnolegla — jak to wynika z samej konstrukcji,
Odwrotnie ¢’ D’ (fig. 274) polowi nietylko $rednice 4’B’, ale
takze wszystkie cigciwy do niej réwnolegle, n. p. cieciwe M’ N’ dla-
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tego, ze M’ N’ jest obrazem cigciwy kola réwnoleglej do $rednicy 4 B
w kole za$ cigciwa CD= 4 B polowi wszystkie réwnolegle do 4 B

o cigciwy a w rzucie te cigciwy nie
M _——>— N' ulegajg zmianie. To samo mozemy
X / / ) \'vyka?aé o kazdej innej parze

B' sSrednic sprzezonych. Stad latwo
otrzyma¢é konstrukcy]me Sre-
D dnice sprzezonexérodekehpsy,
jezeli tylko sama linja krzywa jest
- Fig. 274. narysowana. Kresli sie kilka r6wno-
legtych cigciw ¢’ ¢/’ ¢’/ (fig. 275) w dowolnym kierunku i $rodki ich
Yaczy si¢ linja MN. Nastepnie kresli sie cieciwy d,d’... réwnolegle
do M N, to linja PR, faczaca
ich Srodki, jest Srednica
sprzezong z M N a punkt
O S$rodkiem elipsy.

Linjom prostym, maja-
cym z kotem tylko jeden
punkt wspélny, a wiec
stycznym do kofa, odpowia-
dajg wrzucie proste, majgce
tylko jeden punkt wspélny
z elipsg a wiec linje styczne
do elipsy. N. p. stycznym
do kofa w punktach 4 i B
na fig. 271 — ktére s3 réwnolegle do CD — odpowiadaja proste
poprowadzone przez punkty A4’ i B’ réwnolegle de C’'D’, ktére
muszg by¢ stycznemi do elipsy. Stad wynika latwa konstrukcja
stycznej w dowolnym punkcie
elipsy. Trzeba przez ten punkt &

S
‘(fig. 276) wykresli¢ Srednice S Z, zna-
(Y' \\ lezé $rednice sprzezona do niej: KH
K MOJH (jako linjg¢, polowiacg cieciwy réwno-

Fig. 275.

. legle do SL) i wykresli¢ przez punkt §
linjg¢ réwnolegla do K H. Jest ona
L styczng do elipsy.
Fig. 276. Do wyznaczenia kola wystarcza
]edna Srednica, do wyznaczema za$

B rmaa s

]q za rzut kola o éredmcy A'B, Zakreélamy koto na §redmcy ALB?
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i rysujemy $rednicg CD _| A’ B’, to C' D’ jest obrazem Srednicy CD.
Polaczmy C z C', to t¢ linjg C’O' mozemy uwaza¢ za promier,
: 2 rzucajacy punkt C na plaszczyzne

0 A'D'B'C’, prostopadta do linji
CD (fig. 277). Inne promienie,

rzucajgce inne punkty obwodu

) kola, muszg by¢ réwnolegle do
CC'. Aby wiec znalezé obraz

.y %74 cieciwy 12, prowadzimy z punk-
téw 1 i 2 promienie réwnolegte
D do CC’ a przez punkt E linjg
! réwnolegla do C'D’, ktéra jest

&l obrazem cieciwy 12. Punkty
2 przecigcia sie tej cigciwy z uko-

D $nemi promieniami 11/ 122’ sg

Fig. 277. juz punktami elipsy. W ten spo-
s6b mozna szyb-
ko otrzyma¢ do-
wolnie wiele
punktéw elipsy.

=

\%/\
ko

\\t"'l

Pomiedzy $re-
dnicami sprze-
zonemi znajduje
si¢ jedna para
Srednic sprzgzo-
nych prostopa-
dtych. Aby to
wykazaé, opisz-
my na kole kwa-

drat A BCD
(fig. 278). Na
elipsie odpowia-
‘da temu kwadra-
towiréwnolegto-
bok A'B'C'D’
opisany na elip-
sie. Jezeli kwa-

drat ABCD

obrécimy w po-
fozenie M NOP,

to na elipsie




210

otrzymamy réwnoleglobok M’'N' O’ P'. Kat A’ zamienil sie z ostrego
na rozwarty M’. Musiato wigc istnie¢ takie posrednie potozenie kwa-
dratu, ktéremu odpowiadal réwnoleglobok o kacie prostym, t. j. pro-
stokat. Osie symetrji tego prostokata s3 $rednicami sprzezonemi (bo
odpf)wiadajq prostopadlym S$rednicom kota) prostopadtemi do siebie.

- Takie 13{9_-???9?{{% Srednice sprzegone nazywamy. osiami gidwnems elipsy.
Dziela one elips¢ na cztery symetryczne C&wiartki, sa 64sira‘mi
symetrji elipsy. ‘ i

e

N. p. jezeli z punktu dowol-
A nego M (fig. 279) poprowadzimy

, iﬁ_“ B cigciwe réwnolegta do 4 B, to jest
CE : D ona przepolowiona linjg C'D (jako
1

Srednicg sprzgzong do 4B) i jest
prostopadla do CD a wiec punkt M’
: elipsy lezy symetrycznie wzgledem
5 M. To samo rozumowanie mozna
przeprowadzi¢ dla osi symetrji 4 B,
: o punktach M i M’’. Na tej syme-
trii polega konstrukcja osi gtédwnych elipsy. Ze S$rodka
(fig. 280) zakreslamy kolo promieniem dowolnym, ale takim, aby

kolo przeciglo elipse
w czterech punktach.
Przepoléwmy katy
zawarte miedzy 04
i OB, 04i OD.
Poniewaz odcinki
04, 0B OC, OD
§3 rowne jako promie-
nie kola, przeto punkty
4, B, 0, D leig sy-
. metrycznie wazgle-
dem dwusiecznych S8
LT,
(AX=BX,iAB| S8,
jakto wynikaz przysta-
o wania 40X :
Linje S8 i TT sg wiec osiami symetrji elipsy a ich odcinkis_afs?ﬁi
gléwnemi. :
b .Elipsg dostajemy odrazu zorjentowana wedlug osi gléwnych
1gzelx przyjmiemy w rysunku perspektywicznym « = 90° a zmniejsze-’
nie dowolne, ale réine od s=1 (n. p. rzut kota prostopadliego do

Fig. 280.

&Li

plaszczyzny rysunku ukos$nie od géry lub uko$nie z dolu — bez
zbaczania na prawo iub lewo).

Konstrukcja elipsy, ktorej osie gtéwne s3 znane, polega wigc
na tem, aby wszystkie cieciwy kola prostopadie do jednej Srednicy
zmniejszy¢ W tym samym stosunku, zachowujac ich katy ze Srednica.

Stosunek zmniejszenia
Q musi wynosié tyle, ile sto-
sunek osi gtéwnej mniejszej
do osi wigkszej, ponie-
waz o$ wielka jest Srednicg
zachowang w prawdziwej
wielkosci, a tylko o$ mata
jest Srednica zmniejszona.
Najwygodniej wykonuje sig
konstrukcje przy pomocy
dwéch kot wspotsrodko-
wych o $rednicach réwnych
osiom elipsy (fig. 281).
Aby zmniejszy¢ polowe
cieciwy PR, laczymy P
ze §rodkiem kota. — Trzeba
na prostej PR znalez¢ taki punkt X, aby XR: PR = CO:BO czyli
— HO:PO. Z podobieristwa tréjkatow wiadomo, Ze wystarczy
poprowadzi¢ linjg HX | OR. Wtedy rzeczywiScie XR jest taka
czeScia PR, jaka czescig wielkiej osi jest o§ mafa. Punkt X jest juZ
punktem elipsy. W ten spos6b mozna otrzymaé dowolnie wiele
punktéw elipsy, pomniejszajac odcinki M N, 8 i t. d.

Inne wilasnosci elipsy poznamy w dalszym ciagu nauki *).

Fig. 281.

éwiczenia Vil

§ 90. 1. Wykreslic w perspektywie srodkowej kostke tak, aby punkt oczny O
lezat: @) u gory na lewo od rysunkuy, b) u dotu na lewo, ¢) u dolu na prawo.

Uwaga: krawedzie prostopadie do plaszczyzny obrazowej mozna skra-
caé dowolnie; przez to tylko zmienia sig wzniesienie oka nad plaszczyzng
rysunku.

2. Kiedy obrazem linji prostej bedzie punkt w perspektywie srodkowej?
Kiedy obrazem kwadratu bedzie linja prosta? Narysuj!

*) Z metoda perspektywy réwnolegiej mozna sie dokltadniej zazn_ajomié np.
przy pomocy podrecznika p. t.: ,C. H. Miiller i O. Pressler. ,Leitfaden der
Projektions-Lehre“» Lipsk. 1903.
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?io!z:).ws;nDio kal:tonu przylidejono dziewig¢ kostek po trzy w jednym rzedzie
poziomym; oko znajduje si i j
gL e jduje si¢ naprzeciw kostki $rodkowej. Wykre-
4. Kiedy ukosny rzut odcinka jest mniej
: . niejs i
kiedy wickszy ? Przedstaw to na rysunku! TR
5. Z ktérej strony trzeba patrzeé na kw
: ; adrat lezacy poziom by si
przedstawiat: ¢) jak ; j i 1 e e
g ) jako prostokat; b) jako jedna linja prosta, ¢) jako réwno-
s ke;al;h’n‘);lzx’vtil;,é :t épe;-sg;llcty\;vie réwnoleglej belke prostokatng o prze-
1 ] 3 re gos¢ jest dwanascie raz iek
kosci, 1;zy&a]qc kata « = 45° i skrécenia s — il e
. Wykresli€ st6t, szafe w pe je: « = 30
Sl A € W perspektywie: a = 300, s = 1/,, wykonawszy
8. Wykresli¢ w pomniejszeniu w i
I perspektywie réwnoleglej skrzyni
(bez gérnego dx.na), -ktdrej dtugod¢ a = 1'5m, szerokosé b — 0'753 ; wysoyl:]ogé
¢=04m, jezeli $ciany sa zrobione z materjatu o grubosci 003 m.
9. Narysowaé w perspektywie o — 60° : .

: ; =60°% s =1/, bryle powstalg z kostki
grzez.odciecxe wszystkich narozy zapomoca ptaszcz;zn, przechodza'cqych przez
rodki kazdych trzech schodzacych si¢ krawedzi

10. Narysowa¢ o$mioscian i odci '

{ a¢ jego naroza plaszczyznami réwno-
legtemildo osi w odstgpach od wierzchotkéw wynoszacych J/Z dtugosci osi.
N . Narysowaé w.perSpektywie réwnolegtej dom z dachem uko$nym

reg;.)2 W);okoéé wynosi 1/, wysokosci calego domu. i
; . Narysowa¢ w perspektywie réwnoleglej ostr i
Scigty plaszczyzng réwnolegly do podstawy. ot Sze§910boczny

13. Narysowal w perspektywie j i i
ety e pekty réwnoleglej graniastoslup i przecigé go

Uwaga : rysuje sie najpierw rzut prostopadly graniastostupa na plasz-

czyzng réwnolegt i i '
kraqu i glg do krayve;dzi. Z tego rzutu odmierza sig dlugos¢ odcietych

14. Narysowaé¢ w perspektywie ré j i i
Db et Jperspekty rownoleglej os$mioboczna wiezyczke

15. Narysowaé pie¢ schodéw i inje ni
b e w perspektywie réwnoleglej. Linje nie-

16. Narysowaé w perspektywie réwnoleglej
: ej kostk :
@) krawedzig, b) jednem narozem. it e

Uwaga : w plaszczyznie obrazowej lez j
; rzek iedni
przekatnie dwdch przeciwlegtych Scian. s e

17. Narysowaé szescian i wpisaé wen czworoscian i osmioscian,

Uwaga: krawedzie czworoscianu i
: 83 przekatniami § i
a naroza osmioscianu leza w $rodkach $cian s;)eécia?m. e

18. Wpisaé w szescian dwa czworo$ ikaj
ciany przenikajace sie; linje niewi-
doczne opusci¢ (por. poprzednie zadanie). A Gy vl

§ 92. 19. Narysowaé dowolne kolo i
: w rzucie uko$nym, uZywaj i -
cefi: @) a=45% s=1, b) & =309, 5= L)) a=y90’°, siw’:;]jc T

20. Majac podana elipse, znalezé jej $rodek konstrukcyjnie.

L1

21. Majac podana elipsg, wykresli¢ kilka stycznych.

22. Zbudowaé elipse, znajac jedna parg $rednic sprzezonych.

23. Majac podana elipsg, znaleZé osie giéwne.

24. Zbudowaé elipse, znajac jej osie giéwne.

25. Narysowaé walec kotowy w perspektywie réwnolegtej.

26. Narysowaé stozek kotowy w perspektywie réwnoleglej.

27. Narysowaé w perspektywie réwnoleglej rur¢ walcowa.

28, Narysowaé w perspektywie réwnoleglej szklanke okragla, u gory

r0zZSzerzong.
29. Narysowaé w perspektywie réwnoleglej kule z rownikiem, zwrotni-

kami i kotami podbiegunowemi.
30. Narysowaé kule z kilkoma potudnikami w perspektywie rownoleglej.

31. Narysowaé w perspektywie réwnolegiej warstwg kuli, ograniczong
dwoma plaszczyznami réwnoleglemi.

Rozdziat VIII

Metoda geometrji wykresinej

§ 93. O dwéch plaszczyznach rzutéw.

Poniewaz sporzadzanie modeli przestrzennych jest bardzo
uciazliwe a nieraz i bardzo kosztowne, przeto przy rozmaitych zaga-
dnieniach geometrycznych i technicznych posiugujemy sig rysunkiem
ptaskim. Zasady takiego rysunku oméwiliSmy juz poegladowo w VIL
rozdziale. Najwiecej uzywanym sposobem przedstawienia utworéw
przestrzennych jest wykreSlanie rzutow prostopadiych. Takiemi rzutami
prostopadiemi sg n. p. kontury przedmiotéw, plany budynkéw,
przekroje maszyn, mostow, mapy niewielkich obszaréw ziemi.
W architekturze, iniynierji a nawet w rozmaitych rzemiosiach
postugujemy si¢ rzulami przedmiotéw.

Rzutem jakiegokolwiek utworu nazwaliSmy (str. 175) miejsce
geometryczne rzutéw wszystkich punktéw tej figury. Juz przy naj-
prostszych utworach geometrycznych nie wystarczy podanie rzutu na
jedng plaszczyzne. Utwérzmy n. p. rzut walca prostego na plaszczyzng
H prostopadtg do jego osi, zwang ptaszczyznap oziom g-(fig. 282).
Poniewaz podstawa walca jest réwnolegla do tej plaszczyzny, otrzy-
mamy w rzucie kolo, réwne podstawie walca (przystajace do niej; dla-
czego ?). Ten rzut nazywa sig¢ rzutem poziomym (widok z gory!).
Z tego jednego rzutu nie mamy jeszcze wyobrazenia, jak wyglada
cala bryla. Taki sam rzut ma walec krétki i dtugi, kolo réwnolegle
do plaszczyzny H lub elipsa nachylona odpowiednio.
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Wiell;ztft na ].edna, Plas.zczyzne; nie wyznacza jeszcze
osci ani potozenia utworu geometrycznego

\

ol Aby I:lzgskac' znajomo$¢ czesci
ujacych do po i 1 L
/////// e znania walca, wy
/ owolng pt i
Sl e

starczy podac jeszcze drugi rzut na
Sv Av | i i
! prostopadtej do H i nazywamy ja

<l ;1 ; pl.aszczyznq pionowga Va pow-
/ Ex 7K stajacy rzut rzutem pionowym
: (widok z przodu). Na tej plaszczyznie

H mﬂh / otrzymamy prostokat tak szeroki, jak
podstawa walca a tak wysoki, jak

:vzlec. Ten rzut sam nie wystarczytby
; akze do poznania i i
walc.a, pon.lewai taki sam rzut posiada n. p? kaidr;:apr:)stzzgg?:sfzin;:
0 te! samej podstawie. Jednak obydwa rzuty razem wyzna-
z;:d]; tzugglnos'ci t'xtwér. geometryczny, z ktérego po-
Sy k t o.w. tegg twierdzenia podamy w nastepnym ustepie.
Ry ne alfl, jak na fig. 282, sprawia pewne ztudzenie rzeczywistosci
lest jednakze niepraktyczny, poniewaz koto przedstawia sie na nim’
jako elipsa i wogéle figury, lezace na pfa-
- szczyznie poziomej H, przedstawiajg sie
na rysunku znieksztatcone. Aby tej niedo-
godnosci uniknaé, obracamy ptaszczy-
G zng poziomag H okoto krawedzi
o XX o kat 90° ku dolowi tak, ze Bta-
szczyzna H przyjmie réwniez polozenie
pionowe. Plaszczyzny H i V tworza teraz
jedng plaszczyzne (fig. 283). Ten obrét
nazywamy: sprowadzeniem obydwu
rzutéw do jednej ptaszczyzny ry-
H sunku. Teraz rzut pionowy i poziomy
przedstawi si¢ nam w naturalnej wielkosci.
Prosta X X, ktéra jest §ladem pozostalym
po krawedzi dwéch plaszczyzn rzutéw,

Fig. 282.

‘Fig. 283.

nazywamy osig rzutéw. W razie potrzeby przedluzamy plaszczyzne

zr?::lti):lqti pionowg dpwolnie takZze poza o$§ rzutéw. Takie przedsta-
i iel'l w.oréw gfaometrycznych i przedmiotéw $§wiata zewnetrznego
: piej sig. nadaje do wykonywania pomiaréw i jest najtatwiej

0 wykonania konstrukcyjnego. i

——-

Sporzadzi¢ model dwéch plaszczyzn rzutéw i na tym modelu

rozpatrywa¢ prawa rzutow!

§ 94. Rzuty punktu.

Wykre§lmy rzut poziomy i pionowy dowolnego punktu A.
Oznaczamy je zwykle literami 4, (rzut poziomy) i 4, (rzut pionowy).
Jakie polozenie wzgledem siebie majg te rzuty po sprowadzeniu ich
do jednej plaszczyzny rysunku?

Przesurimy plaszczyzng y przez proste A4, i 44, (fig. 284 a, b).
Plaszczyzna ta jest prostopadia do H iV, poniewaz zawiera linje
A4, i AA,, prostopadle do H i V. Wobec tego ta plaszczyzna musi
by¢ prostopadla do krawedzi H i ¥, t. j. do osi rzutéw. Jezeli za$
XX |y to XX _| O4,i XX | OA, Po obrocie linje 04, i 04,

o

EAh
Fig. 284 b.

Fig. 284 a.

pozostang prostopadie do XX (bo przez obrét kat dwéch linij
prostych nie ulega zmianie), utworza wigc jedna linj¢ prosta, bo przez
punkt O da si¢ poprowadzi¢ na jednej plaszczyinie tylko jedna
prostopadta do XX. Stad wynika zasadnicze prawo geometrji
wykreslnej:

Rzut poziomy i pionowy dowoinego punktu po sprowadzeniu rzutow
do jednej plaszczyzny rysunku lezg na jednej linji prostopadlej do osi
rzutow.
Zastosujmy to n. p. do rzutéw dowolnego tréjkata. Jezeli obie-
rzemy dowolnie rzut poziomy 4., Bi, G, to rzut pionowy nie jest
juz zupelnie dowolny. Rzuty pionowe punktéw 4, B, C musza leze¢
na linjach prostopadlych do osi XX, poprowadzonych z punktéw
Ay, B, C, (fig. 285). W ktérych punktach tych linij leza 4., B, C,, to
juz zalezy od polozenia pierwotnego tréjkata 4 BC. Z tej figury
wysnuwamy wazny wniosek: jezeli sig dwie linje proste przecinaja, to
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iich rzuty przecinaja si¢ w punktach, lezacych na jednej linji pro-

stopadtej do osi rzutéw, n. p. 4, 4;. Gdyby proste byly wichrowate, to

¢ ich rzuty moglyby sie takze prze-
cina¢, ale te punkty nie moga by¢
rzutami jednego punktu, nie moga
wigc leze¢ na jednej linji prosto-
padlej do osi rzutéw.

Proste réwnolegle maja takze
rzuty réwnolegte. (Dlaczego ?). Na-
rysuj te wszystkie przypadki!

Wracajac do fig. 284 a, wi-
dzimy, ze odleglosé rzutu pozio-
mego do osi rzutéw rowna sig
odleglosci punktu A od plaszezyzny
pionowej a odleglosé rzutu piono-
wego od o0si rzutéw réowna sie

odleglosei punktu A od plaszezyeny Ppoziomej, albowiem 4,0 =4 4,
i 4,0=44,

Opierajac sig na tem, mozemy teraz wykazaé, ze do wyznaczenia
punktu wystarczy znaé jego rzuty na dwie ' plaszczyzny prostopadte.
Obierzmy w tym celu (fig. 286) na dowolnej linji prostopadtej do osi
rzutéw dwa punkty 4,i 4, i uwa-
zajmy je za rzuty jakiego$ punktu.
Aby ten punkt znalez¢, obracamy
ptaszczyzne H okolo osi XX
o 90° w gére, to prosta 04,
przyjmie poltozenie O 4’ W pun-
ktach 47, i 4, prowadzimy linje
@ ib prostopadle do plaszczyzn
H i V. Twierdzimy, ze te dwie
proste przetng si¢ w jednym
punkcie 4. Istotnie linje te lezg
W jednej plaszczyinie, prosto-
padlej do osi X X, a zawierajacej
proste O4, i 04", (dlaczego?)
a nie sg réwnolegte do siebie
{bo juz 47,01 b, wiec inna linja, przechodzaca przez 4/,, nie moze
by¢ juz réwnolegla do 5). Linje te przecinaja si¢ w jednym punkcie
4, ktérego rzutami sg rzeczywiscie punkty 4, i A%, lub po sprowa-
dzeniu rzutéw do jednej plaszczyzny: 4, i A,. Jezeli wigc znamy
dwa rzuty punktu, to i ten punkt mozemy wynalez¢é. To samo odnosi

Bv

s
Fig. 285.

Fig. 286.

L4

si¢ do utworéw geometrycznych, zlozonych z wigkszej liczby punktéw.
Ogélnie wiec: dwa rzuty wystarczaja do wyznaczenia kazdego utworu
geometrycznego.

Uwaga: przy zagadnieniach bardziej skomplikowanych podaje sig¢ czasem
jeszcze trzeci rzut na plaszczyzne boczng, t j. na plaszczyzne
pionowa B (fig. 287), prostopadta do V. Taki rzut nazywamy rzutem bocznym
(widok z bokul). Te plaszczyzne obraca si¢ o 90° okolo krawedzi % tak, aby
i ja sprowadzi¢ do tej samej plaszczyzny V.

Jednakowoz konstrukcje tego rzutu

v bocznego mozna juz wykonaé przy po-
1k mocy rzutu poziomego i pionowego :
odstep punktu 4; od osi X X wynosi

: A,0 a odstep od krawedzi k& rowna

i si¢ odcinkowi 0 A4;. Znajomodé rzutu

bocznego mie jest wige konieczna do

i ‘0 X wyznaczenia utworu geometrycznego.

B i Takie trzy ptaszczyzny prosto-
: ok padle do siebie tworza uklad trzech

RERAEA (ool 4 plaszczyzn wspdirzednych a odcinki
H Ab Ady, A4, 1 A4, nazywamy wspél-
rzednemi punktu 4.

Wykonywanie konstrukcyjiroz-
wiazywanie zagadnieri przy pomocy
dwoch rzutdw jest przedmiotem
osobnej gatezi matematyki, zwanej
geomelrjq wykresing. Dla nas w dal-
szym ciagu nauki bedzie potrzebne
tylko twierdzenie na str. 221, pou-

czajace, jak sa ze soba zwiazane

~:Ab rzuty tego samego punktu. Mogli-

by§my wprawdzie rozsungé pla-

' szczyzny H i V i zupelnie osobno

bada¢ rzut pionowy i poziomy, -przez to jednak utrudniliby$my
sobie znacznie konstrukcije.

Uwaga: do kredlenia linij réwnoleglych do osi rzutéw uzywa sig
linealu opatrzonego poprzeczng deszczulka, przytwierdzona prostopadle do
lineatu, t. zw. przykladnicy. Do kreslenia linij prostopadiych do osi rzu-
téow — a tych najwiecej potrzeba — uzywa sig¢ ekierki, t. j. tréjkata z drzewa
z jednym katem prostym. (S3 to konstrukcje mechaniczne — a nie czysto
geometryczne, platorskie).

Fig. 287.

Cwiczenia VIl
§ 93—94. 1. Narysuj jakiekolwiek pudelko w rzucie pionowym i poziomym.
2. Narysowaé w rzucie pionowym i poziomym: a) kostke, b) rurg
walcows, c¢) sprzety domowe.



3. Tréjkat, lezacy na plaszczyznie réwnoleglej do plaszczyzny pozio-
mej, narysowaé¢ w rzutach.

4. Gdzie leza: a) rzuty punktéw, znajdujacych sie na plaszczyznie
poziomej, b) rzuty punktéw, znajdujacych si¢ na plaszczyZnie pionowej,
¢) rzuty punktéw, znajdujacych sie na osi rzutéw. Narysuj!

5. Przedstawi¢ na jednej plaszczyznie rzuty kola, lezacego na plasz-
czyinie rownolegiej do ptaszczyzny: pionowe;.

6. Majac podane rzuty belki prostokatnej, narysowaé ja w perspekty-
wie rownolegtej.

7. Majgc podane rzuty stozka, narysowat go w perspektywie réwno-
leglej.

8. Narysowaé: a) przekréj poziomy swego mieszkania, ) rzut wszyst-
- kich sprzgtéw, znajdujacych si¢ w pokoju, na plaszczyzng poziomg i pionowa
(plan i przekr6j podiuzny pokoju).

9. Kiedy rzut linji prostej bedzie réwnolegly do osi rzutéw a kiedy
prostopadiy ? Kiedy jeden rzut linji prostej bedzie punktem? Rysunek!

10. Narysowa¢ w trzech rzutach walec, stozek, ostrostup.

11. Narysowa¢ w trzech rzutach dzban z uchem.

12. Sze$ciokat umiarowy lezy
na plaszczyZnie prostopadtej do
plaszczyzny poziomej, ale nachylo-
nej do plaszczyzny pionowej. Wy-
kresli¢ jego rzuty.

Uwaga: najpierw rysuje sie
rzuty sze$ciokata, lezgcego na plasz-
czyzZnie réwnolegtej do plaszczyzny
pionowej a potem obraca si¢ rzut
poziomy odpowiednio. W rzucie pio-
nowym odlegtosci od osi rzutéw po-
zostaja niezmienione (por. fig. 288).

13. Koto lezy na plaszczyznie
prostopadiej do plaszczyzny pozio-
mej a nachylonej do ptaszczyzny
pionowej. Wykresli¢ jego rzuty (por.
poprzednie zadanie!).

14. Gdzie lezg rzuty punktéw,
znajdujacych sig: @) poza plaszczyzng
pionowa, ale nad pozioma, b) pod plaszczyzng pozioma, ale przed pionowa,
¢) pod plaszczyzna pozioma i poza plaszczyzng pionowa ?

Fig. 288.

Rozdziatl IX

Graniastostupy i walce

§ 95. Podziat bryl.

Cze$¢ przestrzeni zamknigta ze wszystkich stron nazywamy
bryla a zbiér powierzchni, ograniczajacych te cze§¢ przestrzeni,
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nazywamy. powierzchnig bryly. Jezeli wszystkie powierzchnie
ograniczajagce s3 plaskie, bryla nazywa sig bryla graniasta lub
wielo§cianem; jezeli chociaz jedna powierzchnia jest krzywa,
bryla nazywa si¢ okragla.
j Z pomigdzy wielkiej r6znorodnogci bryl spotykanych w §wiecie
zewnetrznym wybierzemy tylko takie, ktdre powstajg przez pewne
proste ruchy lub tez takie, ktére posiadajga pewne szczegélne wia-
snosci pod wzgledem symetrji. I tak z ruchu postgpowego figur pla-
skich, otrzymamy graniastostupy i walce, z ruchu linji prostej
przytwierdzonej stale w jednym punkcie otrzymamy ostrostupy
i stozki a wreszcie z ruchu obrotowego kulg i calg klasg bry1
obrotowych.

Z pomigdzy bryt symetrycznych na szczegblng uwage zastuguija
bryly ograniczone samemi przystajagcemi umiarowemi wielokatami;
bryly te nazwiemy wielo§cianami umiarowemi.

§ 96. Graniastostupy.

Jezeli jakikolwiek wielokat wykonuje ruch postepowy wzdtuz
linji prostej, nie lezgcej na jego plaszczyznie, to jego powierzchnia

. zakre$la brylg, zwang graniastosfupem. N. p. jezeli wielokat .

ABCDE (fig. 289) przejdzie ruchem
E' postepowym w polozenie réwnolegle.
A’ B’ C' D' E’ to, jak wiadomo, wszystkie
jego punkty zakresla odcinki réwnolegte
i réwne: ;
AA'"tL BB jCC...
Graniastostup jest wigc ograniczony
dwoma przystajacemi i rownoleglemi dnami
czyli podstawami i tyloma rownolegtobo-
kami, ile dno ma bokéw. Te réwnoleglo-
boki nazywaja sie $cianami bocznemi
a ich zbiér tworzy pobocznice. Pro-
stopadla odleglo$¢ den nazywamy wy-
sokoscia graniastostupa. Przekré6j pro-
Fig. 280, stopadly do wysoko$ci nazywa sig
: przekrojem normalnym.
Krawedzie 44/, BB/, CC.... nazywajg si¢ krawedziami
bocznemi a boki podstaw krawedziami podstawowemi.
Jezeli kierunek ruchu jest prostopadly do plaszczyzny wielo-
kata, to wszystkie krawedzie boczne sa prostopadle do podstawy,
Dr, A, Zomnicki, Geometrja dla szkét rednich. _ 15
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mozna wigc kazda z nich uwaza¢ za wysoko$¢. Wtedy takze i $ciany
boczne sa prostopadle do podstawy (dlaczego ?) a graniastostup
nazywa sie prosty. Jezeli krawedzie boczne s3 nachylone do pod-
stawy, graniastostup nazywa si¢ pockyly (uko$ny). Jezeli w grania-
stostupie prostym podsiawa jest
wielokatem umiarowym, graniasto-
slup nazywa si¢ umiarowy (nie
jest on jednak wielo$cianem umia-
rowym! [por. § 95]). Wedlug
liczby $cian bocznych rozrézniamy
graniastostupy tréjboczne, czworo-
boczne i t. d. Prosta, 1gczaca dwa
i naroza przeciwlegle, t. j. narozia
A nie majgce wspdélnej $ciany, na-
zywa si¢ przekatnig graniasto-
stupa. Plaszczyzne, laczaca dwie
: nie sgsiadujgce krawedzie réwno-
\CC' legte, nazywamy plaszczyzna prze-
katna.
Aby graniastostup prosty przed-
BB' stawié w rzutach prostopadlych,
Fig. 290. najwygodniej ustawi¢ go tak, aby
dno byto réwnolegte do plasz-
czyzny poziomej (fig. 290). Wtedy na plaszczyznie pionowej (widok
z przodu) otrzymamy prostokat a na ptaszczyZnie poziomej (widok
z goryl) jeden wielokat, poniewaz gérne dno zakrywa dno dolne;
wielokat ten bedzie przystajacy do dna graniastostupa.

An E" B" pr v
I
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|
|
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|
|
|
|
|
|
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i

AA'

Krawedzie niewidzialne zaznaczono na rysunku linjami kropko-
wanemi. Wierzchotki wielokata musza leze¢ na przedtuzeniach odpo-
wiednich krawedzi bocznych (dlaczego ?).

Jezeli graniastostup pochyly ustawimy
dnem réwnolegle do podstawy, to rzutem pio-
nowym bedzie réwnolegtobok uko$nokatny a na
plaszczyZnie poziomej wystapia obydwa dna,
jako wielokaty przystajace i ustawione réwno-
legle (fig. 291).

Mozina jednakze i graniastostup pochyly
tak ustawi¢, Zze gérne dno zakryje dolne. Wtedy
musi by¢ przekréj normalny réwnolegly do plaszczyzny poziomej
a dna nachylone (por. fig. 295).

o
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1
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Na szczegélniejsza uwage zastuguja graniastostupy, ktérych
podstawa jest réwnolegtobokiem. Wtedy wszystkie Sciany s3 réwno-
legtobokami i s3 parami do siebie réwnolegle (udowodnij!). Dlatego
graniastostup, ktorego podstawa jest rownolegtobokiem, nazywamy rowno-
legtoscianem. Kaida $ciang rownolegtoscianu mozemy uwazaé za pod-
stawe. (Udowodnij!) Rownolegtoscian prosty o podstawie prostokatnej
nazywa sig prostopadioscianem. W takim prostopadto$cianie sa po
trzy Sciany, schodzace si¢ w jednem narozu, prostopadte a mianowicie :
z okreSlenia prostopadtoscianu wynika, zZe
b | y, wigc musi by¢ i @ | y i 8 1 y jako
plaszczyzny, przesunigte przez prostg prosto-
e padia. Ale takie e | B boa zawiex:a pro-
sta ¢, ktdra jest prostopadly do & i do «

a wigc e | 8 a wtedy i a@_| 8.

-b Uwaga: takie bryly spotykamy bardzo czesto,

jako dzieta rgk ludzkich: deski, belki, cegly, wogdle
materjaly budulcowe, skrzynie, izby i t. p., ponie-
N waz ich mechaniczne wykonywanie jest najlatwiejsze.
413/ P WP W przyrodzie bryly takie wystgpuja bardzo rzadko
/ (niektére krysztaty, todygi roslin wargowych i t. p.).

Prostopadlo$cian, ktérego podstawy i $cia-
ny boczne sa kwadratami, nazywa si¢ sze-
Scianem lub kostka. Jestto bryta najwigcej symetryczna ze wszyst-
kich graniastostupéw. Wszystkie kostki s3 brylami podobnemi do
siebie.

W prostopadto$cianie wystepuja tylko trzy gatunki krawedzi,
po cztery sa bowiem zawsze réwne. Znajgc ich wielko$é, mozemy
tatwo obliczy¢ przekatnie prostopadlo$cianu.

Fig. 292,

Z fig. 292 widzimy, ze
p*=a’+e® a d’=p?4p? wiec
d’=a’+ b? + ¢ Stad wniosek:
kwadrat przekgini prostopadloscianu réwna si¢ sumie kwadra-
tdjw trzech krawedzi, schodzqeych si¢ w jednem narozu.

§ 97. Powierzchnia graniastostupa. (Siatka).

Celem obliczenia powierzchni jakiejkolwiek bryly lub tez sporza-
dzenia jej modelu przestrzennego uzywa sie siatki tej bryly. Aby
otrzymal siatkg bryly, trzeba jej powierzchnie rozwingé na jedng

*
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plaszczyzng, to znaczy uloiyé na jednej plaszczyznie wszystkie po-
wierzchnie ograniczajace tak, aby kazda nastepna miata z poprzednig
jedng krawedZ wspélng. I tak n. p.
rozwinigta powierzchnia kostki przed-
stawia sig (fig. 293) jako figura plaska,
zloZona z sze$ciu kwadratéw, z kt6-
k rych cztery leza w jednym rzedzie
a dwa przylegaja do nich z boku.
Poniewaz powierzchnia jednego kwa-
dratu wynosi %% przeto na powierz-
chni¢ calego szescianu otrzymujemy
wzobr:

P=6K
Graniastostup prosty rozwijamy,
{ ukladajgc - obok siebie prostokatne
Sciany boczne o réwnej wysokosci (fig. 294). Otrzymamy w ten sposéb
jeden prostokat, ktérego podstawa réwna sie obwodowi dna, a wy-
soko$¢ wynosi tyle samo, co wysoko§é graniastostupa. Dna dotykaja
tego prostokata wzdluz jednego ze swych bokdw. Jezeli powierzchnie

Fig. 293.

pobocznicy oznaczy-

my literg M, to z figury

odczytujemy nastepu-
D jacy weor na po-
wierzchnie graniasto-
slupa prostego:

P=2D+M (1)

Powierzchni¢ p o-
bocznicy mozemy
przedstawi¢ wzorem :

M=uw.w (2)

D gdzie w oznaczaobwad
podstawy. Do tego sa-
mego wyniku mozna
doj$¢ bez siatki, z ro-
zwazania samej bryty,

: Zadanie to fatwo wy-
kona¢ konstrukcyjnie, jezeli s3 podane rzuty graniastostupa, n. p.
z fig. 290. Boki wielokata 4 BCDE trzeba odcig¢ po kolei na jednej
linji prostej i zbudowa¢ na nich prostokat o wysoko$ci 4 4. Do
tego prostokata dorysowuje si¢ dna.

Fig. 204,

T
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Jezeli graniastostup prosty jest ustawiony inaczej, n. p. nachylony
wzglgdem plaszezyzny poziomej, wtedy konstrukcja jest trudniejsza. Trzeba
najpierw wykona¢ obrét do poloZenia prostopadlego, do czego s3 potrzebne
glgbsze wiadomosci z geometrji wykreslnej (por. éw. VIIL Nr. 12).

Jezeli rozwiniemy graniastostup pochyly, to wzér
P=2D+4+ M
pozostaje, ale pobocznica nie przedstawi si¢ juz jako jeden prostokat,
nawet nie jako réwnoleglobok. Wzoru (2) nie mozna wiec uzywaé
dla graniastoslupa pochylego.

Aby rozwing¢ graniastoslup pochyly, ustawiamy go tak, aby
krawedzie boczne byly prostopadle do plaszczyzny poziomej, a dna
prostopadte do plaszczyzny pionowej. Rzuty graniastosiupa w takiem
poloZeniu przedstawiliSmy na fig. 295a). Dno nie wystepuje teraz

M'

P,/(E/
al el o BEE

N 1

T B %ot Bl [Rr

] ’J)M R R'
R

b)
a) B"
Fig. 295.

w prawdziwej wielko$ci, natomiast przekréj normalny 4'B'C’'D’E’
jest przystajacy do rzutu 4//B"C""D''E'" (dlaczego ?).

Obwéd tego przekroju rozwijamy na dowolnej linji RR'.
Od punktéw

ol d BT

odcinamy od géry i na d6! odpowiednie czeSci krawedzi bocznych,
wzigte z rzutu pionowego, w ktérym te odcinki wystepuja w prawdziwej
wielkoSci. Rozwinigta pobocznica przedstawia si¢ jako pas, ktérego
podstawa jest linja lamana, wznoszaca si¢ i opadajgca kolejno,
naksztalt fali. Powierzchni¢ tego pasa obliczymy, mnozac podstawe %
kaidego réwnolegloboku przez wysokoSci E,’” 4,"', 4, B,"...
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tworzace razem obwéd przekroju normalnego. Trudniej jest na-
tomiast otrzymaé z tego rzutu a) prawdziwg wielko§¢ dna. Trzeba
wykona¢ obrét plaszczyzny PM (t. zw. ktad plaszczyzny PM na
plaszczyzng pozioma).

Do tego samego wyniku dochodzimy odrazu bez uiywania
rzutéw. Trzeba odciaé od graniastoslupa pochylego zapomoca
przekroju normalnego cze$¢ gérng i przesuna¢ jg na dét tak, aby
dno P'M’' nakrylo si¢ z dnem PM. W fen sposéb otrzymuje sie
graniastostup prosty, majacy te samg pobocznicg¢ (ale inne dna).
Obliczajac te pobocznice wedtug wzoru (1) otrzymamy

M=Ek.U
gdzie £ oznacza krawedz boczng a U obwéd przekroju normalnego.

Rozwinigcie graniastostupa prostego mozna takie wykonaé na

podstawie rysunku perspektywicznego. N. p. na fig. 296 mamy

A 3Bl Z
hil
c Y

Fig. 296.

przedstawiony graniastostup prosty tréjboczny w perspektywie
rownoleglej; znieksztalcenie obrano ¢ =45% s=1 (por. rozdzial VII
§ 91). Ujmujemy podstawe w réwnoleglobok o kacie o= 45,
Ten réwnoleglobok jest obrazem prostokata o bokach ¢'Y' = CY
i "X’ = CX (poniewaz stosunek zmniejszenia bokéw wynosit s = 1).
Na bokach tego prostokata odcinamy Y'4’=YA i B'X'=BX
i otrzymujemy tréjkat 4'B'C’ w prawdziwej wielkosci.

Rozwijajac obwéd tego tréjkata i rysujac prostokat o wyso-
kosci €D, otrzymamy rozwinigtg pobocznice narysowanego gra-
niastostupa. !

Dla graniastestupa pochytego konstrukcja jest frudniejsza a nawet nieo-
znaczona, dopdki nie znamy prawdziwego kata nachylenia krawedzi bocznych.
Z rysunku perspektywicznego nie potrafimy tego nachylenia odczytac.
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§ 98. Walec.

Jezeli kolo wykonuje ruch postepowy wzdluz linji prostej, nie
lezacej na jego plaszczyznie, powstaje bryla zwana walcem ko-
towym. Przez ruch postepowy elipsy powstaje walec eliptyczny,
wogdle przez ruch postepowy jakiejkolwiek linji krzywej powstaje
odpowiedni walec (stup). Méwiac ,walec* bez zadnego dodatku,
mamy w my$li walec kolowy. Z tego sposobu powstawania wynika,
Ze dna walca kolowego sa kolami przystajgcemi a pobocznica skiada
si¢ z samych linij prostych réwnoleglych. Ta pobocznica jest
jednakzie powierzchnig krzywa, bo linja prosta, majaca z nig dwa
punkty wspélne, nie zawsze na niej lezy. N. p. sieczna kola przy
réwnolegtem przesuwaniu kola zawsze pozostaje sieczng, przecina
wigc pobocznice w kazdem polozeniu tylko w dwéch punktach. Ta
powierzchnia krzywa nazywa si¢ powierzchnig walcowa.
Prostopadlg odlegto$¢ den od siebie nazywamy wysoko$cia
walca. Linj¢ prosta, lezacg calkowicie na powierzchni walca, nazy-
wamy bokiem walca, 4 4’. Linja prosta, faczaca $rodki obydwu
podstaw, nazywa si¢ osig walca. (Udowodnij, Ze o$ jest réwnolegta
do boku i réwna sig¢ bokowi!). lezeli hok jest prostopadly do podstawy,

. to i oS jest prostopadfa do podstawy a walee
nazywa sie prosty; w przeciwnym razie walec
jest pochyly.

Pobocznice walca mozna otrzymaé takze
przez inny ruch. Posuwamy prosta 4 4/ (fig. 297)
wzdluz obwodu kola zawsze réwnolegle do
pierwotnego polozenia. Wtedy kofo nazywa sie
kierownica powierzchni a linja prosta
A4’ tworzagcg walca.

Walec jest wigc powierzchnig prostolinjowa
(por. str. 162). (Zastosuj ten sposéb otrzymy-
wania takze do pobocznicy graniastostupal).
Jezeli walec jest prosty, to moiemy go takie
otrzymaé przez ruch obrotowy prostokata okolfo
jednego z bokéw. Dlatego walec prosty nazywamy takie walcem
obrotowym.

Jezeli walec przetniemy jakakolwiek plaszczyzna, zawierajaca
o§ walca, otrzymamy réwnoleglobok i to uko$ny lub prostokatny.
W walcu prostym kaidy przekréj osiowy jest prostokatem, w walcu
za§ pochylym tylko jeden przekréj, mianowicie przekréj prosto-
padly do plaszczyzny, zawierajacej nietylko o§, ale i rzut osi.
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Na fig. 298 jest to przekréj 4 BCD, prostopadty do plaszczyzny,
zawierajace] O'R i 0 0'. Walec prosty, ktérego przekréj osiowy
jest kw\adratem, nazywa si¢ réwno-
boczny. W takim walcu bok réwna sie
srednicy podstawy :

b=2r

Wszystkie walce réwnoboczne s3 bry-
fami podobnemi.

Przekr6j walca réwnolegly do pod-
stawy jest kofem. (Dlaczego ?).

W przyrodzie wystepuje walec czesto:
pnie drzew, Zdzbla, niektére kosci i t=hp.
Takze w dzielach rak ludzkich spotykamy sig
bardzo czesto z ta bryla: rury, kota i1 osie

maszyn, druty, naczynia, kolumny, sklepienia
it p:

Fig. 298.

Aby walec prosty przedstawié w rzutach, ustawiamy
go dnem rdéwnolegle do plaszczyzny poziomej. Na plaszczyznie
pionowej otrzymamy prostokat a na plaszczyznie poziomej jedno
kolo. Walec pochyty ustawiony dnem réwnolegle do poziomej
plaszczyzny przedstawi si¢ w rzucie pionowym jako réownoleglobok
pochyly a w rzucie poziomym
wystapig obydwa dna jako kofa,
polaczone wspélnemi stycznemi A
zewnetrznemi (fig. 299).

Fig. 299, Fig. 300.

Aby walec prosty przedstawi¢ w perspektywie
réwnoleglej, zauwazmy, Ze uko$ny rzut kola jest elipsa. Dno
przedstawi si¢ wigc jako elipsa. W skrajnych punktach tej elipsy
(fig. 300), (ktére wystaja w ogélnosci poza Srednicg réwnolegla do

R P

233

plaszczyzny obrazowej!) kreslimy dwie linje prostopadle do Srednicy
4 B réwnoleglej do plaszczyzny obrazowej. Na tych linjach odcinamy
boki walca w prawdziwej wielkosci. Gérne dno jest elipsg przystajaca
do dolnej. (UzyliSmy tu znieksztalceri a@=45°% s=1, por. takze fig.
272 a). Podobnie postepujemy z walcem pochylym.

Kazdy uko$ny rzut kota na plaszczyzng nier6wnolegl jest — jak
to widzieliSmy — elipsa. Stad wazny wniosek o przekrojach walca,
przecinajgcych o§ w jednym punkcie a nieréwnolegtych do podstawy.
Przetnijmy walec plaszczyzng o ukos$ng wzgledem podstawy. Linje
otrzymang na przekroju mozemy uwaza¢ za ukos$ny rzut kola K za
pomoca promieni 4'X, B'Y, ("Z,.... uko$nych wzgledem pla-
Szczyzny a a réwnoleglych do siebie.

Linja krzywa XY jest wiec elipsa, zatem: przekrdj walea pla-
Szezyzng nachylong do osi i do Dpodstawy jest elipsq.

Jezeli walec kolowy jest pochyly, to przekroje réwnolegte do
dna s3 kolami, przekroje zas$ nachylone do dna elipsami. Pomigdzy
temi przekrojami jeden jest prostopadly do krawedzi bocznych.
Nazywamy go podobnie “jak w graniastostupie przekrojem normalnym.
Ten przekr6j normalny walca kotowego pochylego jest elipsa.
Zapomoca dwéch przekrojsw normalnych mozemy wigc otrzymaé
z walca kolowego pochylego walec eliptyczny prosty.

Uwaga : z rozwazania walcéw eliptycznych mozna wykazaé, ze kazdy

rzut elipsy jest znowu elipsg lub kotem, nie otrzymujemy wiec nowego
gatunku linij krzywych przez utworzenie rzutu elipsy.

Zbadali$my juz przekroje osiowe i przekroje, przecinajgce oS.
Pozostaly jeszcze do oméwienia plaszczyzny réwnolegte do osi.
' Plaszczyzny takie
mogg mie¢ trojakie

polozZenie wzgle-
dem powierzchni
walcowej, podobnie
jak linja prosta
wzgledem kola.
Plaszczyznaréwno-
legta do osi a za-
wierajaca sieczng
DCpodstawy, prze-
cina powierzchnig
walcowa wzdtuz dwéch tworzacych. Moznaby ja nazwaé plaszczyzna
sieczng. Plaszczyzna réwnolegla do osi a zawierajgca linje 74
(fig. 301) styczna do podstawy, dotyka powierzehni walcowej wedtus

Fig. 301.
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calej fworzqeej A A’, nalezgcej do punktu 4. Taka.plaszczyzna nazywa sie
plaszczyzng styczna walca. Wreszcie plaszczyzna réwnolegta do
osi a zawierajaca linj¢ prostg, lezaca poza kolem O ale w jego pla-
szczyznie, nie przecina zupelnie powierzchni walcowej. Kazda linja
prosta, lezaca w plaszczyznie stycznej a nier6wnolegla do linji stycznos$ci
44’, ma z powierzchnig walcowa tylko jeden punkt wspdélny, jest
wigc linja styczng do walca. Z kazdego punktu poza walcem
mozna poprowadzié¢ dwie plaszczyzny styczne do powierzchni wal-
cowej; ich krawedZ musi byé réwnolegta do osi. (Udowodnij!).

Jezeli wszystkie $ciany boczne jakiego$§ graniastostupa sg
plaszczyznami stycznemi walca a dna sa opisane na dnach walca,
graniastosltup nazywa si¢ opisany na walcu. Jezeli wszystkie
Sciany boczne graniastostupa s plaszczyznami siecznemi walca a dna
83 wpisane w dna walca, graniastostup jest wpisany w walec.
Pobocznice walca mozemy uwazaé za granicg, do jakiej dazg po-
bocznice graniastostupéw wpisanych lub opisanych o corazto wigkszej
liczbie $cian bocznych, podobnie jak obwdéd kota badaliSmy przy
pomocy wielokatéw wpisanych lub opisanych. Prosciej dojdziemy do
obliczenia wielkoSci tej powierzchni krzywej, uzywajac pewnych
przejrzystych rozwazaf mechanicznych.

§ 99. Rozwijanie walca. Powierzchnia walca.

Celem obliczenia powierzchni graniastostupa tworzyli§my jego

siatkg przez rozwiniecie pobocznicy. Pobocznica walca jest po-

wierzchnig krzywa prostolinjo-

. w 3. Zachodzi pytanie, czy tapowierz-

riq chnia jest rozwijalna, to znaczy,

czy mozna t¢ pobocznicg, rozcigta n. p.

wzdluz jednej tworzacej, rozwinaé na

b  plaszczyzne tak, aby nie powstalo Zadne

2r zmarszczenie ani rozciagniecie, zmienia-

jace wielko$¢ tej powierzchni, stowem:

aby nie doznaly zmiany ani dlugode

linij, znajdujgeych sie na powierzchnsi,

Fig. 302. @ni kqty. Otéz rozwinigcie takie jest

» mozliwe, poniewaz wszystkie boki walca

s3 réwnolegle (fig. 302). Istnieje taki skoriczony ruch, n. p. to-

czenie walca po plaszczyznie, ze wszystkie boki poukfadajy sie

znowu jako linje réwnolegte a ani diugo$ci, ani katy nie zostana
zmienione.

riq
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Jezeli walec jest prosty, to z takiego rozwiniecia otrzymamy
prostokat, poniewaz boki, jako linje prostopadle do podstawy, pozo-
stang i po rozwinigciu prostopadle do jej obwodu (rozwinigtego).
Podstawa tego prostokata jest obwéd dna a wysokoscia bok walca.
Stad obliczymy cala powierzchnie:

P=2rlg4+2rm.b
lub, wylaczajac 27n przed nawias:
P=2rna(r+0b).

Jezeli walec jest réwnoboczny, to b =27, wigc:
P=2¢rn.3r
czyli: P=6rm.
Wzory te odnosza si¢ tylko do walcéw prostych.

Jezeli walec kolowy jest pochyly, to rozwiniecie jest za-
gadnieniem trudniejszem. Ustawiajac taki walec dogodnie, t. j. tak,
aby jego boki byly prostopadle do plaszczyzny poziomej a dno pro-
stopadle do plaszczyzny pionowej (fig. 303), otrzymamy elipse jako
rzut podstawy. Elipsa ta jest przystajaca do przekroju normalnego 4 B.
Rozwinigcie obwodu tej elipsy
jest juz zagadnieniem wkra-
czajacem w zakres matematyki
wyziszej. W przyblizeniu
mozemy wykona¢ te konstruk-
cj¢, bioragc mate kawalki ob-
wodu elipsy po koleji w cyr-
kiel i odcinajac je na jednej
linji prostej RR‘. Nastgpnie
w odpowiednich punktach od-
mierzamy kawatki krawedzi
bocznych do géry i na dél.
p : ; (Poréwnaj rozwinigcie grania~

Q stostupa pochyfego!). Otrzy-
mamy w ten sposéb pas
R g zamknigty linjami krzywemi

falistemi, ktére nazywamy®
P Q sinusoidami. Z linjami
temi spotkamy sie w nauce

Fig. 303. ; trygonometrii.
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Pas taki mozna zamieni¢ na prostokat, przenoszac czeéé
jego, lezaca nad osig RR’, na dél tak, aby P’ Q' nakrylo PQ. Pro-
stokat ten ma wysoko§¢ réwna bokowi walca pochylego a podstawa
jego jest rozwinigtym obwodem elipsy 4 B. Jest to wiec zarazem
rozwinigcie walca prostego eliptycznego.

Przy rozwijaniu pobocznicy walca jego tworzace pozostaly
linjami prostemi. Istnieja jednakowoz takze inne linje, lezace na walcu,
ktére po rozwinigciu przedstawia si¢ jako proste. I tak przedewszyst-
kiem kazdy przekréj normalny do osi (kolo w walcu prostym, elipsa
w walcu pochylym) przedstawi sie w rozwinigtej pobocznicy, jako
: linja prosta. Aby
| znalez¢ inne linje,
przedstawiajgce sig
po rozwinigciu jako
__________ linje proste, nary-

Ly ki r ~J| sujmy na rozwinig-
k | tej pobocznicy ja-

Ky .- (
B @’ kakolwiek linje
Fig. 304.

prosta ukos$nie
wzgledem podsta-
wy prostokata (fig. 304). Ona przecina wszystkie tworzace pod tym
samym katem a wigc i po zwinieciu pobocznicy te katy nie ulegng
zmianie. Otrzymamy na walcu linje krzywa przesirzenng, kidra sie
wznosi, przecinajgc wszystkie tworzqce pod tym samym kgtem. Taka
linje nazywamy knjg Srubowa.

Jezeli poprowadzimy kilka takich linij réwnoleglych na pobocz-
nicy, ale zaczniemy druga w tej wysokosci, w ktérej si¢ kerczy
pierwsza linja, otrzymamy po zwinieciu kilka skretow Sruby. Wyso-
koS¢ % jednego skretu nazywa sie krokiem Sruby.

Dlugo$¢ linji Srubowej fatwo obliczymy przy pomocy twierdze-
nia Pitagorasa, znajgc obwéd walca i krok $ruby. Linji tej uzywa sie
czgsto w mechanice teoretycznej i stosowanej (por. ruch Srubowy
str. 178).

§ 100. Przyblizone pomiary objetosci.

«  Poznali§my juz sposoby mierzenia odcinkéw, katéw i powierzchni.
Zadaniem réwnie wainem jest mierzenie pojemnosci czyli objetosci
bryl, t. j. wielkoSci przestrzeni zajmowanej przez bryly. (N. p. wiel-
kos¢ budynku, pojemnos$é¢ kotléw, naczyf, zbiornikéw, objetos¢ wy-
kopanej lub usypanej ziemi przy robotach ziemnych, wydajnos¢

—
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pradu wody i t. p.) W $cislym zwiazku z objetoscia cial jest ich ciezar.
Wiemy mianowicie, Ze ciezar jednego centymetra szeSciennego jakie-
gokolwiek ciala nazywa si¢ jego cigzarem gatunkowym (jezeli ciato
nie jest jednorodne, uzywa si¢ przecigtnego cigzaru gatunkowego). Jezeli
znamy ten cigzar gatunkowy i wiemy, ile em® jakie§ cialo zawiera,
t. j. jaka posiada objeto$¢, potrafimy obliczyé cigzar ciata, nie wazac
go zupelnie (n. p. cigzar $cian budynku, ciezar mostuy, konstrukcji
Zelaznej, cigzar ropy w zbiornikach i t. p.). Warto§é rozmaitych ma-
terjaléw ocenia si¢ najcz¢Sciej wedlug cigzaru; wynika stad wielkie
ekonomiczne znaczenie tego pojecia. (Kiedy warto§é materjatu ocenia
si¢ wedlug wielko$ci powierzchni lub wedlug dlugosci?)

WprowadziliSmy objeto§¢ jako nowa wielko§¢. Trzeba przede-
wszystkiem nauczy¢ sig poréwnywaé te wielkosci. Ot6z za rowne
uwazamy przedewszystkiem objetoS$ci bryt przystaja-
cych i takich, ktére si¢ dadza zlozyé z bry! parami
przystajacych. ]

Jako jednostke do mierzenia objgtosci trzeba obraé jaka$ bryle,
ktérej wymiary w-rozmaitych kierunkach wynoszg jednostke dlugosci,
a wigc 1m, 1dm, 1em. Moina wigc obraé n. p. kule; ale kulami
nie mozna wypelni¢ przestrzeni bez luk, dlatego tez uzywamy bryly
graniastej i to najbardziej symetrycznej, najprostszej. Taka bryla
jest szescian.

Za jednostke objetoSci obieramy wigc szescian, ktérego krawedz
wynosi 1m, 1dm, 1em, 1mm i t. d. Taki sze$cian nazywamy me-
trem szesSciennym (lub kubicznym), decymetrem sze$cien-
nym, centymetrem szeSciennym it. d, i oznaczamy znakami:
1m3, 1dm3, 1em?, 1 mmd.

Zmierzy¢ objeto$¢ jakiej$ bryly, to znaczy: zbadag, ile razy
ta objetos¢ jest wigksza od przyjetej jednostki objetosci. Liczbe
wyrazajgca ten stosunek objetoSci do jednostki nazywamy liczba
wymiarowg danej objgtoSci bez wzgledu na to, czy jest liczbg
wymierng czy teZ niewymierna.

Do liczb wymiarowych objgtosci stosujg si¢ wszystkie te uwagi,
ktéreSmy omoéwili przy pomiarze pél (por. § 62). Rozszerzajac okre-
Slenie réwnosci objetoSci powiemy: objeto$ci bryl uwazamy
zaréwne, jezeli ich liczby wymiarowe “sa réwne, cho-
ciazby si¢ nie daly rozlozy¢ na czeSci parami przystajace.

Dla niektérych bryl moina wykonaé pomiar objetosci wprost,
t. j. mozna brylg roztozy¢ (na rysunku lub w mys$li) na same kostki
o bokach 1m, 1dm, 1em. Trzeba w tym celu poprowadzi¢ odpo-
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wiedni system przekrojéw plaskich. Nalezg tu przedewszystkiem
bryly prostokatne, t. j- prostopadtos$cian. Objetosci innych prostych
bryl, jak walcéw, graniastostupéw i t. d. mozna znalezé rachunkiem
ze znanych wymiaréw poszczegblnych dlugosci, wystepujacych w tych
brylach.

Przewainie jednak bryly, wystepujace w Swiecie zewngtrznym,
s3 nieprawidlowe, nie mozna wigc ich objetosci zmierzy¢ przy po-
mocy jakiego$ prawa matematycznego, wzoru. Uzywamy wtedy spo-
sobéw przyblizonych, z ktérych najwigcej rozpowszechnione s3:
wazenie i zanurzanie w plynmach.

Metody wazenia uzywa si¢ dla ciat, majacych wszedzie jedno-
stajna gestos¢, t. j. dla ciat jednorodnych. Trzeba tylko znaé cigzar
1em?® tego ciafa, t. j. cigzar gatunkowy: e, Wiedzac, ile graméw wazy
cale ciato aile graméw 1 em? tego ciala, otrzymamy liczbg centyme-
tréw szeSciennych, dzielac ciezar calkowity przez ciezar gatunkowy,
Oznaczajac ciezar catego ciala literg Q a liczbg centymetréw sze-
Sciennych czyli liczbg wymiarowa objetosci literg 7, otrzymamy:

Pt
c
(Dlaczego ta drogg nie mozna otrzyma¢ $cistych wynikéw, t. j.
dowolnego przyblizenia ?) :
Drugiej metody: zanurzania w plynie mozemy juz uzyé dla

kaidego ciata, bez wzgledu na to, czy jest jednorodne, czy tez nie. Jezeli .

jakie$ cialo zanurzymy w jakimkolwiek plynie, nie rozpuszczajacym

tego ciala, podniesie si¢ plyn w naczyniu o tyle, ile wynosi objetos¢

zanurzonego ciala. Naczynia obieramy w takiej postaci, aby mozna
tatwo~ obliczy¢ objetosé kazdej czesci naczynia. Najczesciej uzywa sie

naczyi w formie walc, opatrzonych juz podzialka na centymetry -

szescienne. Podziatke takg sporzadza si¢ zwykle nie rachunkiem, ale
-dos$wiadczalnie (naczynia kalibrowane!). Odczytujgc stan poziomu
cieczy przed wrzuceniem badanego ciala i PO wrzuceniu, otrzymu-
jemy jego objetos¢, jako réznice obydwu odczytar.

Dla bryt prawidlowych dotychczas poznanych wyprowadzimy
jednak $ciste sp osoby obliczania objetosci.

§ 101. Objetosé¢ graniastostupa i walca.

Najtatwiej jest obliczy¢ objetos¢ prostopadtoscianu, podobnie jak
W planimetrji pole prostokata. Wezmy najpierw pod uwage taki pro-

e

i s

—

239

stopadloscian, ktérego krawedzie zawierajg catkowite liczby jedno-

stek diugosci, n. p. centymetréw, bez reszty. N. p. (fig. 305) a=

=4em, b=3em, ¢ = 5em. Pro-

Ry 2 wadzac trzy systemy przekrojow

7 plaskich réwnolegtych do $cian

prostopadfos$cianu, w odstepach

I'em, rozdzielimy cala bryle na

/ same kostki o krawedzi 1 em,

¥ to znaczy na same centymetry

szeScienne. Liczba tych em®
Wynosi:

V=a.b.c (1)

albowiem na podstawie mozna
/ ich umiesci¢ @.b a takich warstw
jest w bryle ¢. (N. p. na fig. 305

' na podstawie jest 3.4= 12 ¢em?
/b a takich warstw jest pie¢, wiec
wszystkich centymetréw sze-
a Sciennych jest 3.4.5= 60 cm?).
Fig. 305.

Stad wniosek:
objetosé prostopadioscianu obliczamy, mneigc przez siebie liczby
wymiarowe trzech krawedzi, schodzacych sie w jednem narozu.
Dla szescianu a =5 =g, wigc objetosé:
¥ =nt 2)
(Wykaz, e zamiennikiem miar objetoSci jest liczba 1000!)
Wzér (1) mozna przedstawié takie w innej postaci: iloczyn a.b
daje pole podstawy D a ¢ jest wysokoscig prostopadtoscianu, wigc:
Ve=D.w 3)
Liczba wymiarowa objetosci prostopadto$cianu réwna sig liczbie
wymiarowej podstawy pomnozZonej przez liczbe wymiarowa Wyso-
kosci. Krétko wyrazamy to zwykle tak:
objetos¢ prostopadioscianu rowna sig podstawie pomnozonej przez

wysokos¢.
Jezeliby krawedzie nie zawieraly catkowitych liczb centymetréw,
prébujemy je wymierzy¢ milimetrem, L mm,... i objeto$¢ obliczamy

W ten sam sposéb. Gdyby za§ krawedzie byly niewspéimierne z je-
dnostka diugosci, to prostopadioscian nie dalby si¢ juz rozlozyé na
kostki, majgce jednostke diugo$ci. Mimoto wzér ma obliczenie obje-
tosci pozostaje ten sam. Aby to wykazaé, trzeba przeprowadzi¢ po-
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dobne rozumowanie, jak w planimetrji przy obliczaniu pola prostokata
(por. str. 132—133). Gdyby n. p. @ =5270...cm, b—=3'182...cm,
¢=4695... em, byly liczbami niewymiernemi, to widocznie szukana
liczba wymiarowa objgtoSci zawiera si¢ kolejno miedzy iloczynami:
5.3.4 a6.4.5
52.31.46 a 53.32.47
527.3'18.469 a 5:28.3:19.4-70

albowiem prostopadtoscian o krawedziach @, b, ¢ zawiera sie caly
wewnatrz prostopadto$cianu o krawedziach 6, 4, 5 a mie$ci w sobie
caly prostopadloscian o krawedziach 5, 3, 4. Podobnie mozemy go
zacie$nia¢ dalej. (Wykonaj odpowiedni rysunek!)

Poniewaz liczba V' zawiera si¢ stale miedzy dwoma iloczynami,
zdazajacemi do tej samej granicy a.b.c, przeto musi by¢

V=a.b.c

Wszystkie inne proste graniastostupy i walce mozna juz spro-
wadzi¢ do obliczenia objgtosci prostopadto$cianu. WidzieliSmy bo-
wiem w planimetrji, ze kazdg powierzchni¢ mozna zamienié¢ na pro-
stokat o réwnem polu. Kazdy wigc stlup prosty mozna zamieni¢ na
stup o tej samej wysokosci, o podstawie prostokatnej, réwnej co do
pola, t. j. na prostopadlo$cian. Objetos¢ tego prostopadlo$cianu
réwna sig¢ objgtoSci pierwotnej bryly, bo podstawa zawiera tyle samo
centymetréw kwadratowych (lub jego czesci), ile w pierwotnej bryle
a wigc i warstwy o grubosci = 1, spoczywajgce na tych podstawach
w obydwu brylach, majag réwne liczby wymiarowe. Poniewaz za$
wysoko$¢ zostala niezmieniona, to i liczba tych warstw pozostaje
ta sama. Otéz:

0bj¢tosc kaidego prostego graniastostupa i walca. rdwna sig
liczbie wymiarowej podstawy pommoionej przez liczbe wymiarowg
e AL SRt V=D.w . 3)

(Jednostki uzyte do mierzenia linjowych wymiaréw podstawy
i wysoko$ci musza by¢ takie same!)

Stad otrzymujemy dla walea:

V=riz.w 4)
Dla walca réwnobocznego w = 2 r, wiec: ‘
V=2riz )

Jak sie majg 30 siebie objetosci dwéch walcéw réwnobocznych ?
dwéch walcéw podobnych ? :

Z wzoréw (2), (3), (4), (5) wynika ogélne prawo: objetoscs
dwdch stupéw podobnych majg si¢ do siebie tak, jak trzecie potegi
odpowiednich wymiaréw linjowych.
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. NE'I podstawie wzoru (3) mozna wykonywaé podobne zamiany
1 podzialy graniastostupéw, jakie si¢ wykonuje w planimetrji na
wielokatach (por. str. 138).

Pozostaja jeszcze do obliczenia objetoSci stupéw po-
chytych.

Okazemy, ze ten sam sposéb obliczenia odnosi sie takze do
graniastostupéw i walcéw pochytych.

Mianowicie udowodnimy, ze:

objetosé stupa pochylego réwna si¢ objetosci stupa Dprostego,
majqeego rowng podstawe ¢ réwng wysokodé.

Pogladowo mozna okazaé¢ to twier-

: dzenie w ten sposéb, ze graniastostup
prosty rozcinamy zapomoca przekrojéw

£ 7 réwn.oleglych do dna na jak najciefisze
E= plytki. Zostawiajac dno nieruchome,

przesuwamy poziomo wszystkie inne
. ptytki, kazda o ten sam odcinek wzgledem
poprzedniej. (Por. fig. 306 w przekroju!)

Otrzymamy w ten sposéb bryle zblizong do graniastostupa
pochylego o tej samej podstawie. Wysokos$¢ nie zmienita si¢ przytem,
bo jest sumag grubo-
$ci wszystkich plytek.
Objetos¢ réwniez po-
zostala niezmieniona
jako suma objetosci
wszystkich plytek.
(Zréb to samo ze sto-
sem monet, papier-
kéw!)

Scisle udowodni-
my to, opierajac sig
na wlasnosci rzutéw
(str. 186). Wezmy do-
wolny stup pochyty
ABCA'B' C (fig.
307). Poprowadzmy
przekréj normalny (t.j.
prostopadly do kra-
wedzi) AED. Stup
pochyly mozemy zamieni¢ na prosty, .przesuwajac bryle 4 DBCE
na dot réwnolegle o odcinek 4 4’. Otrzymali$my stup prosty o tej
Dr. A. Zomnicki. Geometrja dla szkét Srednich. 16

Fig. 306.
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samej objetosci, gdyz sklada si¢ z czeSci przystajacych do odpo-
wiednich czgsci bryly 4 BC 4’ B’ ¢". (Udowodnij przystawanie!) Obje-
tos¢ slupa prostego a wiec i pochylego wynosi:

Ve=AED.AA' lub kréciej:

V=P k.

Aby obliczy¢ objgtos¢ stupa pochylego, trzebaby wiec znaé pole
przekroju normalnego P’ i krawedZ. Zwykle jednak znamy tylko
pole dna P.

Wykazemy jednakze, Ze

Pl.l=P.w.

Dowéd: dno P’ mozna uwaza¢ za prostopadly rzut dna P
na plaszczyzng a. PoprowadZmy wysoko$é w stupa p'ochylego i prze-
tnijmy go plaszczyzna, zawierajaca % i w. Ona przecina stup pochyly
wzdluz krawedzi GG’ a prosty wzdluz krawedzi HH’. Dna tych
stupéw przecina plaszczyzna wzdluz 4'GQ’ i A’H' Qest ona przekro-
jem normalnym kata dwusciennego plaszczyzn P i P’,' por. § 84).
WidzieliSmy (str. 186), Ze powierzchnia P’ zmniejsza si¢ przez rzut
w tym samym stosunku, w jakim si¢ skraca odcinek 4’G’ prosto-
padty do krawedzi plaszczyzn P i e.

Otéz:

Boillms AUGE S A E,
Ale z podobieristwa tréjkatéw 4’ H'GQ’ i A FA’ wynika, ze
A'Q': A'H =k :w, wigc
P:Pli=lsw
P'.k=P.w.

Otrzymujemy zatem na objeto$¢ stupa pochylego wzér:
' V=P.w
zupelnie taki sam, jak dla slupéw prostych.

Mozemy wigc wypowiedzie¢ zupelnie ogélne prawo: .oqutoéé
kazdego graniastostupa i walca, pochylego i prostego, .oblicza sig, mno-
23c podstawg przez wysokos¢ (a Scislej: liczbg wymiarowa podstawy
przez liczbg wymiarowa wysokosci).

’
Cwiczenia IX

§ 96. 1. Wykazaé, ze graniastostup wieloboczny mozna podzielié na same
graniastostupy tréjboczne zapomoca przekrojéw, poprowadzonych przez prze-
ciwlegte krawedzie boczne. ;
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2. Wykresli¢é w rzutach graniastostup umiarowy o podstawie szescio-
bocznej, znajac krawedz podstawy a = 1cm i wysokos$¢ b — 5 em. Ten sam
rysunek wykona¢ w perspektywie réwnoleglej.

3. Wykresli¢é w rzutach graniastostup pochyly, ktérego podstawg jest
szeSciokagt umiarowy o boku @ =1 em a krawgdZ boczna b — 6 em jest
nachylona do podstawy -pod katem 60°, Ten sam graniastostup wykreslié
w perspektywie.

. 4. Majgc dany dowolny graniastostup pigcioboczny w rzutach, wy-
kresli¢ go w perspektywie réwnoleglej (ukosnej). :

5. Narysowaé w rzutach graniastostup osmioboczny umiarowy, usta-
wiony dnem réwnolegle do plaszczyzny pionowe;.

6. Wykazaé, ze cztery przekatnie réwnolegloscianu przecinajg sie
w jednym punkcie,

7. Obliczy¢ przekatnie szescianu, znajac jedng krawedz.
8. Poké] ma dlugosé 7m, szeroko$¢ 4m a wysokos¢ 5 m. Obliczyé

s odlegto$¢ wierzchotkéw dwdch najdalszych katéw brytowych.

9. Jakie ptaszczyzny, osie i $rodki symetrji posiada: a) réwnolegloscian
prosty i prostokatny ; b) réwnolegloscian prosty ukosnokatny ; ¢) réwnolegto-
cian pochyly o podstawie prostokatnej. Wykonaj odpowiednie rysunki !

10. Ile wynosi suma katéw plaskich wszystkich $cian w graniastostupie
4-bocznym, 5-bocznym, n-bocznym ?

11. lle wynosi suma katéw dwusciennych, lezacych przy krawedziach
bocznych, w graniastostupie 4-, 5-, ., n-bocznym prostym ?

§ 97. 12. Wykonaé¢ z kartonu model graniastostupa, opisanego w zadaniy 2)
W powigkszeniu dwukrotnem (pod wzgledem dtugosci krawedzi).

13. Wykonaé z kartonu model graniastostupa, opisanego w zadaniu 3)
W powigkszeniu dwukrotnem (pod wzgledem dlugosci krawedzi),

14, Wykona¢ rozwinigcie dowolnego graniastostupa prostego, danego
zapomocg rzutow.

15. Wykonaé rozwiniecie dowolnego szesciobocznego graniastostupa
pochylego, danego w rzutach, przyczem przekrdj normalny jest réwnolegly
do plaszczyzny poziomej a dno prostopadte do plaszczyzny pionowej.

16. Majac podany graniastostup prosty w rzutach, przecigé go ptasz-
czyzng prostopadla do plaszczyzny pionowej a nachylona do poziomej.

Przerysowaé ten graniastostup wraz z przekrojem w perspektywie
réwnolegtej.

17. Wykona¢ rozwiniecie pobocznicy graniastostupa z poprzedniego
zadania wraz z przekrojem.

18. Majac narysowany dowolny graniastostup pigcioboczny w perspekty-
wie réwnoleglej, wykonaé jego rozwiniecie. P

19. Obliczyé powierzchnie kostki, ktérej przekatnia wynosi 12 cm.

20. Obliczy¢ powierzchnig prostopadfoscianu, znajac trzy krawedzie,
schodzace sie w jednem narozu.

*
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21. lle razy powigkszy sie powierzchnia kostki, jezeli sig krawedz
powigkszy dwa, trzy, cztery razy?

22. Obliczy¢ powierzchnie prostopadfoscianu, znajac stosunek trzech
krawedzi m :n :p =2:5:8 i przekatnie gidwna d = 24 cm.

23. W prostopadtoscianie znamy pola trzech przekrojéw, poprowa-
dzonych przez przeciwlegte krawedzie: p, = 104 cm?, Py =12.V89 cm?,
p3 = 20.V13 em?. Obliczyé¢ krawedzie. :

24. Powierzchnia prostopadtoscianu wynosi P = 280 ¢m? $ciana boczna
B =50cm* a przekatnia gtéwna d — Y161 cm. Obliczyé krawedzie.

25. Przecigcie prostopadtoscianu, przechodzace przez dwie przeciwlegle
krawedzie boczne, jest kwadratem o polu 4 =25¢m? a podstawa jest takze
kwadratem. Obliczy¢ powierzchnig calej bryly.

26. Podstawa graniastostupa prostego jest tréjkat prostokatny, ktérego
przeciwprostokatnia ¢=24dm a przyprostokatnia @ =1-9¢m. Wysokosé
réwna sie drugiej przyprostokatni. Obliczy¢ powierzchnie.

27. Obliczy¢ powierzchnie graniastostupa umiarowego szesciobocznego,
znajgc promieri podstawy i wysokos¢.

28. Obliczyé powierzchnig graniastostupa umiarowego : @) tréjbocznego ;
b) czworobocznego; ¢ ) pigciobocznego; @) osmiobocznego, znajac wysokos¢
i promieri kofa opisanego na podstawie n. p. w= 10 cm, r =2 cm.

29. Obliczyé powierzchnie bryly powstatej z szescianu przez odcigcie
o$miu narozy zapomocg plaszczyzn, odcinajacych czwartg cze$¢ kazdej kra-
wedzi. Narysuj te bryle w rzutach i w perspektywie!

30. - Obliczy¢é powierzchnie graniastostupa umiarowego: a) szescio-
bocznego; b) osmiobocznego, jezeli wszysikie krawedzie boczne i podstawowe
sa réwne (n. p. k=2 cm). Narysowaé te bryly w rzutach i perspektywie!

§ 98.31. Narysowaé w rzutach i w perspektywie walec prosty, znajac pro-
miei podstawy » =2e¢m i bok b= 6 cm.

32. Narysowaé w rzutach i w perspektywie réwnoleglej walec kolowy,
ktérego promieri podstawy » = 2 ¢m a bok wynosi b = 8 cm i jest nachylony
do podstawy pod katem 75°

33. W walcu, opisanym w poprzedniem zadaniu, wykresli¢ przeciecie
osiowe, zawierajace rzut osi.

34. Majac dany dowolny walec prosty w rzutach, narysowaé go w per-
spektywie réwnolegtej.

35. Narysowaé¢ w rzutach i w perspektywie réwnoleglej walec prosty
przecigty plaszczyzng prostopadla do plaszczyzny pionowej a nachylong do
poziomej. W jakiej plaszczyznie lezy o$ wielka elipsy przekroju a w jakiej
0$ mata?

36. Majac walec podany w rzutach, znaleZ¢ taki przekroj ukosny, aby
os wielka elipsy przekroju byta dwa razy wigksza od osi matlej. Narysowaé
ten przekréj w prawdziwej wielkosci.

37. Kolo os$wiecone promieniami réwnoleglemi a prostopadtemi do
jego plaszczyzny, rzuca cied na plaszczyzng nachylona pod katem 60° do
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promieni Swiatta. Narysowaé to w perspektywie a osobno cied w prawdziwej
wielkosci.

38. Do dowolnego walca narysowanego w perspektywie réwnolegtej
a spoczywajacego na pilaszczyznie, poprowadzi¢ plaszczyzne styczng wzdtuz
tworzacej 4 A’. Trzeba najpierw znalezé styczna do elipsy, przedstawiajacej;
dno walca. Por. fig. 301 : styczna ma kierunek réwnolegly do Srednicy F @G,
sprzezonej z A B,

39. Z punktu poza walcem poprowadzi¢ dwie plaszczyzny styczne do
niego (w perspektywie réwnolegtej).

40. Jakie plaszczyzny, osie i $rodki symetrji posiada: @) walec prosty
b) walec pochyty?

§ 99. 41. Wykona¢ rozwinigcie dowolnego walca prostego danego: a) w rzu-
tach; ) w perspektywie réwnolegtej o znanem znieksztalceniu.

42. Wyciaé z kartonu siatk¢ walca prostego o promieniu r = 4 ¢m
a 0 wysokosci b =6 c¢m i sklei¢ model.

43. Sporzadzi¢ model walca réwnobocznego o wysokosci 5 cm.

44. Walec pochyly dany zapomoca rzutéw (por. fig. 303) rozwinaé
na plaszczyznie przyblizong konstrukcja. Wykonaé model!

45. Narysowaé w rzutach i w perspektywie réwnolegtej rure walcowa
0 Srednicy wewnetrznej 1em a o grubosci 3 mm. Dlugosé rury 7 em.

46. Obliczy¢ powierzchnig walca réwnobocznego o wysokosci 6 em.

47. Na kwadratowej podstawie 8m szerokiej spoczywa sklepienie,
utworzone z czesci pobocznic dwéch walcéw, przenikajacych sig (ich $rednice
=8m). Zatrzymujac z tych pobocznic raz czesci wspierajace si¢ na tworza-
cych, drugi raz czesci ograniczone pétkolami otrzymamy dwa rodzaje sklepier :
klasztorne i krzyzowe. Narysowaé je w rzutach i w perspektywie.

48. Obliczy¢ powierzchnie walca prostego, ktérego bok wynosi 3 cm
2 promieri podstawy 1 em.

49. Wykazaé, ze prostokat zakresla pobocznice walca o takiej samej
powierzchni bez wzgledu na to, czy sie obraca koto diuzszego, czy kolo
krétszego boku.

50. Obliczy¢ powierzchnie rury walcowej, opisanej w zadaniu 45.

51. Obliczyé wysoko$é walca réwnobocznego, ktérego powierzchnia
P=1m2,

52. Obliczyé powierzchni¢ walca prostego wpisanego w graniastostup
umiarowy szescioboczny, znajac bok szesciokata (2 = 12mm) i wysokosé
graniastostupa w = 1 dm. Rysunek!

53. Obliczyé powierzchnie walca opisanego na prostopadtoscianie o kra-
wedziach ¢ =3 cm; b=4 em; ¢ =5 ¢m. Rysunek!

54. Wycieto czes$é walca zapomoca dwdéch przecigé osiowych, tworza-
cych kat 60° Obliczyé¢ powierzchnig bryty wycietej, znajac promieri walca
r=2cm i wysoko$é b =5 em. Narysuj w rzutach i w perspektywie |

55. lle dm? blachy trzeba uzyé na zrobienie koryta ograniczonego polowa
pobocznicy walca i dwoma p6lkolami ? Dtugosé 4m, glebokosé 3-2 dm. Nary-
sowac tg bryte w potozeniu poziomem w pomniejszeniu 1 : 40.
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56. Na walcu, ktérego promiefi » — 3 em a wysokos$¢ w = 8 em, znajduje
si¢ 16 skrgtéw Sruby. Obliczyé dlugosé linji Srubowej!

57. Diugo$¢ linji $rubowej tworzacej jeden skret wynosi. 24 dm a wy-
sokos¢ walca 15 dm. lle wynosi jego powierzchnia?

§ 100. 58. Ciato wazy 25%g. Ile wynosi jego objetosé, jezeli ciezar gatun-
kowy wynosi ¢ = 8?

59. Przez wrzucenie jakiego$ ciata do napefnionego naczynia wylato sie
!, 7 wody. Jak wielka objetodé ma to ciato? lle to jest em®?

§ 10l. 60. Narysowaé w perspektywie réwnolegtej réwnolegloscian prosty
0 podstawie rombowej i zamieni¢ go na prostopadtoscian.

61. Narysowa¢ w perspektywie réwnoleglej rdwnolegloscian pochyty
i zamieni¢ go na prosty.

62. Graniastostup prosty o podstawie szesciobocznej zamieni¢é na pro-
stopadloscian w rzutach i w perspektywie.

63. Obliczy¢ objetos¢ szescianu, znajac: @) powierzchnie jednej $ciany
p=144cm?, b) przekatnie sze$cianu d =8cm, c) przekatnig Sciany bocznej
q = 12 ¢m. '

64. Obliczy¢ cigzar zelaznej skrzyni szesciennej, ktdrej dtugo$é wynosi
05m a grubos¢ scian 1cm. Cigzar gatunkowy zelaza kutego ¢ = 7-3.

65. Znalez¢ krawedZ kostki, majacej dwa razy wieksza objetosé¢ od
kostki o znanej objetosci, n. p. V = 50 dm? (problem delijski: podwojenie
olarza sze$ciennego). Zadanie to nie da sie wykonaé przy pomocy jedynie
cyrkla i lineatu!

66. Jak dluga jest kostka otowiana, wazaca 1kg (cigzar gatunkowy
otowiu ¢ = 11:37),

67. lle wazy cegla, majaca rozmiary 29 em, 14 cm, 65cm, jezeli jej
cigzar gatunkowy ¢ = 1'8.

68. lle wazg schody kamienne, prowadzace do wysokosci 12 m, z kto-
rych kazdy ma rozmiary 15m, 2dm a 1dm wysokosci a cigzar gatunkowy
kamienia ¢=2'5?

69. Obiiczy¢ objgto$¢ graniastostupa prostego o wysokosci 6 dm, jezeli
jego podstawa jest: @) tréjkatem réwnobocznym, b) pigciokatem umiarowym,
¢) szesciokatem umiarowym, d) osmiokgtem umiarowym o boku e« =1 dm.

70. Znajac powierzchnig graniastostupa umiarowego 3-, 5., 6-bocznego,
obliczy¢ jego objgtos¢, jezeii wysoko$é jest dwa razy wigksza od krawedzi
podstawy.

71. Obliczy¢ objetos¢ walca prostego, znajac obwéd podstawy
U=0628 cm i wysokosé.

72. lle wody na sekundg przeplywa przez rure o przekroju kotowym,
ktérego Srednica wynosi 2dm, jezeli predkosé ruchu wody jest 1'5m na
sekunde. Ile hektolitréw dziennie moze ta rura dostarczy¢?

73. Grubo§¢ drutu zelaznego wynosi 3 mm. lle metréw tego drutu
otrzymamy z 1kg (cigzar gatunkowy ¢ = 7-3).
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74. Kilogram drutu o cigzarze gatunkowym ¢ =11 zawiera 80m tego
drutu. Ile wynosi promiefi przekroju?

75. Obliczy¢ cigzar rury zelaznej (c. g. zelaza lanego =T8), znajac jej
grubos¢: 2cm, promier przekroju wewnetrznego 7= 15c¢m i diugesé 6 m.

76. Jak szerokie jest naczynie w formie walca, zawierajace 17, jezeli
a) wysokos¢ réwna sie $rednicy podstawy, b) wysokos$¢ réwna si¢ podwdj-
nej sredunicy podstawy.

77. Srebrny drut 30 ¢m diugi o grubo$ci 1mm powleczono warstwa
ztota grubosci 0-3mm. O ile zmniejszy si¢ grubosé tego drutu i grubosé
warstwy zlota, jezeli go wyciagniemy do dlugosci 1 m?

78. Naczynie walcowe do mierzenia ilosci opadéw atmosferycznych ma
Srednice 25 ¢m. Podczas deszczu przybylo 1:36 kg wody. Jaka byla wysokos¢
opadu? O ile mm wzniosta si¢ woda w tem naczyniu? lle hektolitréw wody
spadlo na przestrzeni 1%m2? 1m2? 1em??

79. Do naczynia w formie walca o $rednicy 8cm wrzucono kostke
szescienna; woda podniosta si¢ o 15 mm. lle wynosi objetos¢ kostki? lle
wynosi jej krawedz?

80. Obliczy¢ ci$nienie stupka rteci o wysokosci 76 ¢m na 1cem? pod-
stawy, znajac ciezar gatunkowy rteci =135,

81. Walec plywa po wodzie zanurzony do polowy. Obliczy¢ jego ciezar
gatunkowy (prawo hydrostatyczne Archimedesa!).

82. Réznica objgtosci dwéch walcéw, z ktérych jeden jest opisany
na szescianie a drugi wpisany, wynosi D =126 cm® Obliczy¢ krawedz
szescianu.

83. W rurce wloskowatej o jednostajnej grubosci rteé zajmuje 15cm
a cigzar tego slupka rteci wynosi 064 gr. Jaka jest srednica przekroju tej
rurki (c. g. rteci =136)?

84. Obliczy¢ objgtos¢ walca: a) opisanego; b) wpisanego w graniasto-
stup umiarowy szescioboczny, ktérego krawedZ podstawy ¢ =2cm a WYySso-
kos$¢ b = 24 cm.

85. Obliczy¢ objetos¢é graniastostupa pochylego o podstawie kwadra-
towej, znajac krawedZz podstawy a=2cm, krawedZ boczng b= 36 em
i nachylenie jej do podstawy a = 60°,

86. Walec prosty przecigto plaszczyzng nachylona do osi. Wykazaé, ze
pobocznica i objgtos¢ walca Scigtego réwna sie pobocznicy i objetosci walca
o tejsamej podstawie, ktérego wysokoscia jest odcinek osi odcigty ta ptasz-
czyzng pochyla.

87. Wykaza¢, ze pobocznica walca prostego réwna si¢ powierzchni kota,
ktérego promieri jest $rednia geometryczng migdzy wysokoscia a $rednica
podstawy.

88. O ile trzeba powiekszyé wysoko§é walca prostego, aby pole po-
bocznicy powit\:kszyto si¢ o pole podstawy?

89. Znajac objetos¢ i pobocznicg walca prostego obliczyé promieri.

90. Sprawdzi¢ geometrycznie prawdziwosé wzoru (@ + b)% = a3 4 b3 +
+ 3a?b 4+ 3 ab? (modell)
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Rozdziat X
Ostrostupy i stozki

§ 102. Ostrostupy.

Dowolny punkt S, lezacy nad plaszczyzna wielokata A BCDE
(fig. 308), polaczmy z punktem A i obracajmy prosta S4 okolo
punktu S tak, aby sie $lizgala po obwodzie wielokata. Powstanie
przestrzeni zamknigta a wigc bryla, zwana ostrostupem. Wielokat
ABCDE nazywa si¢ podstawa,
punkt § wierzchotkiem a tr6j-
katy S4B, SBC... $cianami bo-
cznemij; ich zbiér nazywamy po-
bocznicg. Ostrostup jest wiec
bryla, ograniczong jednym wielo-
katem i tyloma $cianami bocznemi,
schodzgcemi si¢ w jednym punkcie,
ile dno ma bokéw. Mozna takze
prosciej opisaé¢ ostrostup. Jest to
bryla, ktora powstanie, jezeli jakie-
kolwiek naroze przetniemy plaszczy-
zng, przechodzaca przez wszystkie
krawedzie.

Prosta S4, ktérej ruch za-
kreslit pobocznice, nazywamy tw o-
rzagca a wielokat A BCDE kie-
rownica tej powierzchni. Odcinki
tworzacych zawarte migdzy wierzcholkiem a podstawg nazywamy
krawedziami bocznemi lub bokami ostrosfupa. Boki dna nazy-
wamy krawedziami podstawowemi. Odleglos¢ wierzchotka od pod-
stawy nazywa sig wysokoS$cia ostrostupa SH. Trzeba wyraznie
odrézniaé wysoko$¢ ostrostupa od wysokos$ci $cian
bocznych!

Wedtug liczby $cian bocznych rozrézniamy ostrostupy tréj-
boczne, czworoboczne i t. d. Ostrostup tréjboczny nazywamy takze
czgsto czworoScianem. Mniej $cian nie moze mieé zadna bryla
graniasta (wielo$cian). W kazdym czworo$cianie istnieje punkt réwno
oddalony od wszystkich wierzcholkéw i punkt réwno oddalony od
- wszystkich $cian. (Udowadnia si¢ przy pomocy plaszczyzn symetrji
krawedzi i katéw dwusciennych). Podobnie jak w planimetrji, przy

Fig. 308.

rozwazaniu wielokatéw, rozklada si¢ je na trojkaty, tak w stereometrji _
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rozklada sig¢ czgsto wieloSciany na same czworo$ciany. Kazda $ciane
czworo$cianu mozemy uwaza¢ za podstawg ostrostupa.

Jezeli wszystkie krawedzie boczne ostrostupa sa réwne, to ich
rzuty na podstawe sg réwne, wigc punkty 4, B, C, D, E na fig. 308
leza wtedy na obwodzie kota, ktérego $rodkiem jest spodek wyso-
kosci (rzut punktu §) a promieniem odleglo$¢ jego od ktéregokolwiek
wierzcholka podstawy. Taki ostrostup, ktorego krawedzie boczne sg
rowne, nazywamy prostym.

Uwaga: okreSlenie to nie zgadza si¢ z tem, co pospolicie uwazamy
za ostrostup prosty. N. p. ostroslup o podstawie rombowej, ktérego wierz-
cholek lezy prostopadle nad $rodkiem podstawy
(fig. 309) nazwiemy w potocznem Zyciu prostym,
bo nie pochyla sie¢ w zadng strong. Jednakowoz

wedlug naszego okre$lenia nie jest prostym, bo
S A4 > S B a wiec krawedzie boczne nie sg réwne.

Dnem ostrostupa prostego moze byc¢
tylko taki wielokat, na ktérym da si¢ opisac
koto. Jezeli w ostrostupie prostym dno jest
wielokatem umiarowym, ostrostup nazy-
wamy umiarowym. Jezeli dno jest tréj-
katem réwnobocznym a przytem krawedzie
boczne sg réwne krawedziom podstawy,
to wszystkie Sciany sa przystajgcemi tréj-
katami réwnobocznemi. Z tego wynika, ze
i wszystkie naroza sg przystajace (por.
str. 189). Bryle taka zaliczamy do wielo§cianéw umiarowych i nazy-
Wwamy czworoscianem umiarowym, Inny wielo$cian imiarowy otrzymamy
z ostrostupa umiarowego czworosciennego,
ktérego krawedz podstawy réwng, sig kra-
wedzi bocznej. Dwa takie ostrostupy zia-
czone podstawami a ktérych wierzcholki
leza po przeciwnych stronach podstawy,
: tworzg o$mioscian umiarowy (fig. 310).
Wszystkie jego $ciany sa tréjkatami réwno-
bocznemi a wszystkie naroza sg przysta-
jace, mozna bowiem kazde zlozyé z dwéch
parami przystajgcych narozy tréjSciennych
(o katach plaskich @ = 60°, 8 = 609, y = 909).
Ostrostupy wystepuja w naturze czesto, jako postacie krysztatéw.

Rzadziej spotykamy je jako dziela rak ludzkich (niektdre dachy, ostrza i t.p:).
Natomiast bardzo czesto mamy do czynienia z ostrostupami przy wykonywaniu

Fig. 309.

Fig. 310.
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rysunkéw, w nauce o perspektywie, o cieniach. Jezeli bowiem pek promieni
np. promieni $wiatta przetniemy plaszczyzna, powstaje czesto ostrostup,
ktérego wierzchotkiem jest wierzchotek
o peku. gl
Aby ostrostup przedstawi¢
w rzutach, ustawiamy go tak, aby
dno bylo réwnolegle do pta-
szczyzny poziomej. W rzucie pio-
nowym (widok z przodu) otrzy-
mamy tréjkat z kilkoma linjami,
poprowadzonemi od wierzchotka
do podstawy; w rzucie poziomym
- (widok z géry!) przedstawi sie
ostrostup jako wielokat przystajgcy
do dna, w ktérym pewien punkt,
np. lezacy na jego polu, jest pola-
czony z wszystkiemi wierzchotkami.
Jezeli ostrostup jest prosty, punkt
ten jest Srodkiem kola opisanego.
Aby ostrostup narysowaé w per-
spektywie réwnoleglej, rysujemy
najpierw dno w znany sposéb; w punkcie, ktéry jest obrazem
punktu 8, kreslimy linje prostopadtg do osi poziomej i odcinamy
na niej wysoko$¢ X8 (fig. 311).

Fig. 311.

§ 103. Powierzchnia ostrostupa. Siatka.

Aby obliczyé powierzchnig¢ ostrostupa, trzeba do powierzchni

dna doda¢ powierzchnie pobocznicy :
P=D+M

Jezeli ostrostup jest umiarowy 'z — boczny, to $ciany boczne
84 przystajacemi tréjkatami (dlaczego?) a wiec powierzchnia pobo-
cznicy wynosi:

nah
T o
gdzie a oznacza krawedZ podstawy a & wysoko$¢ Sciany bocznej.
Dla ostrostupéw nieumiarowych trzeba kazdg Sciang boczna osobno
oblicza¢.

Rozwinigcie ostrostupa prostego podanego w rzutach jest
trudniejsze, poniewaz krawedzie boczne nie wszystkie wystepuja
w prawdziwej wielkosci i to tak w rzucie pionowym, jak i w rzucie
poziomym. Trzeba obrécié caly ostrostup tak, aby jedna krawedz
. boczna byta réwnolegta do plaszczyzny pionowej. Na fig. 311
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obraliSmy juz takie polozenie, Ze krawedZ SA jest réwnolegta do
plaszczyzny pionowej,
wigc 8’4’ jest praw-
dziwa dlugosScig kra-
wedzi (8’ ¢’ juz nie!l),
Poniewaz i wszystkie
inne krawedzie boczne
majg te samg wiel-
ko$¢, rozwiniecie po-
bocznicy da si¢ juz
wykonaé. Zakreslamy
promieniem S’4’ kolo
(fig. 312) i odcinamy
po kolei cigciwy 4 B=
=AIIBII,BC=BIICII’
CD=C"D""it.d.; ich
korice f3czymy z pun-
(E) ktem S. Przy jednym
Fig. 312. z bokéw, n.p. przy BC,
rysujemy wielokat
(A) BC (D) (E)%Au B! C'" D' E'!
Jezeli ostrostup jest pochyly, rozwiniecie jest trudniejsze.

§ 104. Ostrostup Sciety.

Z przekroj6w ostrostupa najwazniejszy jest dla nas przekré6j
réwnolegly do podstawy. PoprowadZmy plaszczyzne: & | K (fig. 313).
Krawedzie przekroju sa réwnolegle do
krawedzi podstawy; wskutek tego
odpowiednie katy wielokatéw K i &
s3 réwne:
<A=<A',<xB=<IB,<xC=<C'..

Boki wielokatéw K i k£ sa pro-
porcjonalne, albowiem

AB A"Bl— S Bz S Bl— BC:B/.C
a wiec AB:A'B'=BC(C:B'(C.

Stad wniosek: przekréj ostro-
stupaptaszczyznarownolegla
do podstawy jest wielokatem
podobnym do podstawy.

‘Pola figur podobnych maja sie do
siebie, jak kwadraty odpowiednich
bokéw (por. § 69), wigc
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K:k=ADB': 4'B"2. Wykre§lmy wysokosé¢ SO, to:
AB:A'B'=8B:8B'=80:80" wiec
K:k=80%: 80"
Pola podstawy i przekroju rownoleglego w ostrostupie tak sie maja

do siebie, Jak kwadraty ich odleglosci od wierzcholka.

Twierdzenie to odnosi ‘siQ do dowoln ieni
. ego peku promieni, przecietego
dv'vor.na réwn?leglveml plaszczyznami. Stosujac to twierdzenie n. p. do o?)tygki
:vndzlmy, Ze 'JeZeh pek _promieni Swiatta pada na dwie piaszczyzny réwnolegte,
go ltg sza;ma 1lo$é. I;J(romleni oswietla z odlegtosci 3, 4, 5 razy wigkszej pole
716 razy wigksze. Wobec tego natezenie $wiatta stabni
do kwadratu odlegtosci. ) b - g

stowami:

Bryle, powstajacg z ostrostupa przez odciecie mniejszego
ostrostupa zapomoca plaszczyzny réwnoleglej do dna, nazywamy
ostro.stupem Scigtym. Jest on ograniczony dwoma réwno-
legtemi i podobnemi do siebie dnami i tyloma trapezami ($cia-
nami bocznemi), ile dno
ma bokéw. Wiec po-
_ Wwierzchnia ostrostupa
Scigtego wynosi:

P=D+d+M
Conazwiemy wysokoscia
ostrostupa $cigtego? Co

nazwiemy wysokoscia

Sciany bocznej? Jakie
bryly z zycia codziennego
sa ostrostupami $cie-
temi?

Rozwinigcie ostrostu-
pa Scigtego najlatwiej
wykonad, uzupelniajac oo
do zwyktego ostrostupa. Fig. 314 wyjasnia do);tatecznie l?onstrfxicqu
potrzebng do rozwiniecia pobocznicy ostrostupa Scigtego. ,

Fig. 314.

§ 105. Stozek.

. Podobnie, jak ostrostup powstal przez ruch linji prostej przy-
therdz.onej w jednym punkcie po obwodzie wielokata, tak stozek
pows,taj_e przez ruch linji prostej przytwierdzone] w jednym punkcie po
obwodzie dowolnej linji krzywej. Ta linja prosta nazywa sie tw o-
1z qc'q stozka a linja krzywa, po ktérej sig $lizga tworzaca, nazywa
sig k ier o‘ynicq stozka. Jezeli kierownica jest kotem, stoiek nazywa

1
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si¢ kolowy. Kierownice nazywamy takie podstawa stozka a staly
ptunkt S wierzchotkiem (fig. 315). Stozek kolowy jest wigc ograni-
czony jedng powierzchnig ptaska, mianowicie
kotem i pobocznicg, ktéra jest powierz-
chnig krzywga, ale prostolinjowa. Taka
powierzchnia krzywa nazywa sie powierz-
chnia stozkowa. Odcinek tworzacej, za-
warty miedzy wierzcholkiem a podstawa,
nazywa si¢_bokiem stozka. Prostopadia
odleglo$¢ wierzchotka S od podstawy na-
zywa sie¢ wysokos$cig a prosta, Igczaca
wierzchotek ze S$rodkiem podstawy, osia
stozka.

Jezeli boki stozka s3 wszystkie réwne, stoiek nazywa sig
prosty, w przeciwnym razie pochyly. W stozku prostym
wierzchotek lezy na linji prostopadtej do podstawy wykreslonej w jej
srodku; o$ jest wigc w nim zarazem wysokoscia. Kazidy przekroj
stozka plaszczyzna, zawierajaca o§, jest tréjkatem. Jezeli stozek jest
prosty, przeciecie osiowe jest trojkatem réwnoramiennym. (Czy
w stozku pochyfym jest jakie prze-
cigcie osiowe tréjkatem rownora-
miennym?). Jezeli précz tego bok
réwna sie Srednicy podstawy:

b=2r
to przeciecie osiowe jest tréjkatem
rownobocznym a stozek nazywa sie
stozkiem réwnobocznym.

(Jakim ruchem obrotowym mozina
otrzymac stoiek prosty?).

Aby stozek przedstawic
w rzutach, ustawiamy go réwno-
legle do plaszczyzny poziomej i otrzymujemy fig. 316 a) lub &) dla
stozka prostego i pochylego. Przedstawienie stozka w perspektywie
ré6wnoleglej nie sprawia zadnej trudno$ci, skoro potrafimy narysowac
dno w perspektywie. (Por. fig. 272 &) na str. 212).

Fig, 315.

S

A

a) b)
Fig. 316.

§ 106. Powierzchnia stozka. Siatka.

Aby obliczy¢ powierzchni¢ stozka, postgpujemy tak samo, jak
z walcem, korzystajac z tego, Ze pobocznica stozka jest takze
powierzchnig rozwijalng. Rozwiniecie to wykonujemy mechasricznie,
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toczac stozek Po plaszczyznie tak, aby punkt § pozostal nieru-
chomy. Na modely mozZna takie wykona¢ rozwiniecie, przecinajac
pobocznice wzdtuz tworzacej.

Dla stozka Prostego mozemy tatwo wykonaé to rozwi-
nigcie konstrukcyinie, Poniewaz boki stozka prostego s3 réwne

i wychodzg takze w rozwinigtej pobocznicy

s z jednego punktu S, przeto ich korice lezg

{ na obwodzie kola o promieniu S4 —p

(b =Dbok) fig. 317. Otrzymamy wigc wy-

A cinek kota, ktérego tuk réwna si¢ obwo-
dowi podstawy stozka. Dia pobocznicy

stozka otrzymujemy wiec wzér (por. § 74):

M=2rn.g=rnb

Cala powierzchnia wynosi:
P=rig L ppp— rz(r+b)
Jezeli stozek jest réwnoboczny, to & — 2 r, wigc
P=rn. 3¢
P = 3rix ‘
'kgon‘aé, j’eieli podane s3 rzuty stozka,

Fig. 317.

czyli:

Konstrukcje siatki fatwo wy

bo w rzucie pionowym wystepuje bok S4 w prawdziwej wielkogci.

Wszystko to dotyczy stozka prostego. Dla stozka pochylego zadanie
to jest o wiele trudniejsze.

Z géry mozna przewidzieé, ze przy toczeniu sie stozka pochylego
okolo punkty § podstawa zakreg]i linj¢ krzyws, skfadajacy sie z falistych
wzniesieri i obnizer, Najpierw bowiem bgdzie sie stykat z plaszczyzng bok
najdiuzszy, wiec  odpowiedni punkt rozwinigtej pobocznicy bedzie lezat
najdalej od punkty S. Pézniej styka sie z plaszczyzng bok coraz to

i Yy miejsce, w ktérem linja rozwi-
o S. Stad POCzawszy znowny sie

§ 107. Przekroje stozka, pPrzechodzace przez wierzchotek
i przekroje réwnolegte do podstawy,

Plaszczyzna, Przechodzgca Przez wierzchotek
stozka, albo wcale nje przecina jego pobocznicy (poza S), albo ma
Z nig cata tworzaca wspélng i nazywa sie Ptaszczy

|

f

j : ich krawedZ przecigcia sie musi przechodzic.f
szczyznv)\,riersztglfz?eek stozka, alebowiem dwie linje tworza;cet wzdtuz
i ktdrych te ptaszczyzny dotykaja stozka,
przechodza przez wierzchotek. Kon-
strukcj¢ plaszczyzny stycznej do stoi.-
ka, narysowanego w perspektnge
réwnoleglej, w punkcie A, wyj;%sma
fig. 318. Kiedy ostrostup nazwnem_y
opisanym na stozku a kiedy wpi-
sanym w stozek ? .

Zbadajmy teraz przekroje
rownolegte do dna. Wyka:
zemy przedewszystkiem, i_e taki
przekréj jest kotem. Otéz z tréjkatéw S40 i SCO (na fig. 319)
widzimy, ze
40:4'0'=80 80’
jg j' g' ; gg g'OO’. Ale 40=CO0 jako pl.'or}ﬁenie kota, wiec
musi by¢ takie 4’ O’ = ¢’ 0’. Tak samo v‘fszystkle inne p.u‘nk:ykplrez;—
kroju s3 réwno oddalone od punktu O’ a wige ten prz.ekl:él jest ko :

Latwo teraz wykaza¢, podobnie jak dla ostro

Fig. 318

} z tych dwéch proporcyj wynika trzecia:

S stupa, Ze pola obu ké! tak si¢ maja do siebie,

-': jak kwadraty ich odleglosci od wierzcholka (udo-

i wodnij!). A ot
A'.-.-.-.-.b n.D B’ Brylg, pozostalg po odcieciu gbérnego stozka,

£ nazywamy stozkiem $cietym. j-es.t on ograni-
T czony dwoma réwnoleglemi kqtaml l.pobf)czmc.q
C krzywa, ktéra jest cze$cia powierzchni stozkowej.
Fig. 819. Wiec: P=D + d-—{;flf s

zeli zek j obocznicg te fatwo rozwinagé. -
e AT pwijamy nijpierw pobocznicg calego
stozka S4 4, (fig. 320) i odcinamy
od niej pobocznice stozika odc-iq-
tego §44,’. Figura pozostata jest
wycinkiem pier§cienia kotowego
czyli trapezem kolowym. Jego bo-
kami réwnolegtemi s3 obwody den
a szeroko$cig bok stozka $cigtego
(por. § 74). Zatem:

2R+ 2rm g i b.
Fig. 320. M= 3 Al )0
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Wprowadzajac w ten wzér zamiast .6 5

Sredniego otrzymamy wzér:
M=20nrb.

Pobocznica stoska Scigtego prostego réwna_sig obwodowi prze-
kroju_sredniego, pommoszonemu przez bok. F
" Wzér na obliczenie calej powierzchni stozka Scigtego prostego jest:

P=R'm 4 rig (R+7)7b
lub wyciagajagc = za nawias: :

P=[RB'+r*+ (R +r)b]n.

§ 108. Ukosne przekroje stozka.

Dla dokladniejszego rozpatrzenia istoty przekrojéw stozka wezmy
pod uwage stozek podwdjny, powstajacy przez przediuzenie pobocz-
nicy stozka poza wierzcholek.
(Stozki te s3 symetryczne
wzgledem wierzchotka). Nary-
sujmy najpierw przekr6j ko-
fowy 4 B réwnolegty do pod-

promieri @ przekroju

chylamy ku dolowi (obracajac
ja kolo p. 4) to przekréj wy-
dtuza sig, kolo 4 B splaszcza
si¢ i otrzymujemy elipsy
4C.... coraz bardziej
wydluzone (fig. 321). Ze
to sg istotnie elipsy, te same,
ktére poznaliSmy przy prze-
krojach walca, udowodnimy
poiniej. Jezeli plaszczyzne a
obrécimy tak, aby byla réw-
nolegta do tworzacej 8D, to
linja przekroju E4F
nie zamknie sie nigdzie,
chociazby$my powierzchnie
stozka dowolnie przedtuzyli.
Tworzacej 8D ta plaszczyzna
nigdy nie przetnie a tworzace
s3siednie do SD przetnie bar-
dzo daleko. Linja ta nazywa
si¢ parabola. Jezeli plasz-
czyzng przekroju obracamy

Fig. 821.

stawy. Jezeli plaszczyzng po-
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jeszcze dalej, to ona przetnie takie i gérng czesé powierzchni stoz-
kowej. Przekrojem bedzie wiec linja, ztozona z dwéch gatezi. Gatezie
te rozciagaja si¢ takie nieograniczenie i nie zamykaja sie nigdzie,
poniewaz plaszczyzna przekroju jest teraz rownolegla do dwéch linij
tworzgcych (n. p. na figurze naszej plaszczyzna przekroju HAG...IJ
jest réwnolegla do tworzacych SM i SN). Inne tworzace przecina
ta plaszczyzna w odlegtosciach coraz to wigkszych. Linja ta nazywa
si¢ hyperbola. Przy dalszym obrocie otrzymujemy nowe hyper-
bole; wreszcie plaszczyzna bedzie sie stykata ze stoikiem wzdluz
tworzacej SA4. Stad poczawszy otrzymujemy znowu elipsy 4 R...,
az po wykonaniu obrotu o 180° wrdcimy znowu do polozenia 4 B.

Wszystkie te linje: kolo, elipse¢, hyperbole i parabole
obejmujemy wspoélng nazwa: przekroje stozka, Na naszej figurze
wszystkie te linje wystepuja w perspektywie. Ich ksztalt prawdziwy
oméwimy przy innej sposobnos$ci (§ 123).

Poniewaz powierzchnig stozkowa mozemy uwazaé za pek pro-
mieni, wychodzacych z S a przechodzacych przez obwéd kota, przeto
przekroje stozka sg rzutami Srodkowemi kota 4B na roz-
maite plaszczyzny, nachylone pod réznemi katami do kierunkéw pro-
mieni rzucajgcych. Widzimy wigc, ze rzutem kola moze byé_kolo,
elipsa, hyperbola lub parhgélq_g'l_aa.‘_mw_perspektywie malarskiej
moze wigc kolo wystgpowaé w takich rozmaitych postaciach; cieniem

- kofa moze by¢ elipsa, parabola lub galaz hyperboli. (Jaki musi by¢

kierumek Swiatla, aby linje te otrzyma¢?) Kaidg elipse, hyperbole
lub parabolg¢ mozna takie odwrotnie uwaza¢ za przekr6j odpowiednio
dobranego stozka kolowego. Wszystkie te linje s3 wiec ze soba

. »Spokrewnione“, jak si¢ w geometrji rzutowej wyrazamy: przez rzut
' mozna _jedna linje otrzymac _z drugiej. Takie geometryczne pokrewieri-

stwo linij nazywamy Zwiéazki?@‘tpiro‘jek_’t»yyicznym (rzutowym)
lub kollineacja (jednokre$ino$cia). (Proicio = rzucam, colli-

. neo = ustawiam na jednej linji).

Wszystkie przekroje stozka s3 w kollineacji z kotem (sa
jednokresine z kotem).

Poniewaz linja prosta przecina kolo najwyzej w dwdch punktach,
to i w rzucie bedzie przecinala w dwéch punktach nowa linjg, na
ktéra si¢ zamieni kolo. Linje, majace z linja prosta dwa punkty
wspolne, nazywamy linjami drugiego stopnia. Otéz wszyst-

‘kie przeKkroje stozka sa linjami drugiego stopnia.

Wedlug tego okreslenia linja prosta jest linja pierwszego stopnia.
Udowodniono, ze niema innych linij drugiego stopnia, oprécz két, f:lips,
parabol i hyperbol. Okreslenie to wiaze sie¢ z algebra. Wykazuje sic miano-

Dr, A, Lomnicki. Geometrja dla szkél érednich. 17
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wicie w algebrze, %e obrazem geometrycznym kazdego réwnania pierwszego
stopnia o dwdch niewiadomych jest linja prosta, obrazami za$ réwnar dru-
giego stopnia sg wlasnie przecigcia stozka. Podobnie badano linje wyzszych
stopni. Badania te stanowig przedmiot osobnego dzialy geometrji: geome-
trji analitycznej. s

Przekrojami stozka zajmowano sie juz w staroZzytnosci bez pomocy
metod geometrji analitycznej. Najwiecej badad w tym kierunku zawdzigczamy
Apolloniuszowi z Pergamon (2y! miedzy rokiem 250 a 200 przed n, Chr.
w Aleksandrji a pdzniej w Pergamon). Obok Euklidesa i Archimedesa uwazaja
Apolloniusza za najwigkszego matematyka starozytnosci.

§ 109. Objetosé ostrostupa i stozka. Twierdzenie Cavalierego.

Aby wyprowadzi¢ wzory na obliczenie objgtosci stozkéw i ostro-
stupéw, musimy sie najpierw nauczyé poréwnywa¢ rozmaite ostro-
stupy pod wzgledem objetosci. W planimetrji por6éwnanie tréojkatow
i wielokatéw nie sprawiato trudno$ci, poniewaz zawsze mozna bylo
zamieni¢ z dwéch wielokatéw o réwnem polu jeden na drugi. Ostro-
stupy nawet tréjboczne, o réwnych podstawach i wysokosciach,
nie zawsze daja sie zlozyé z przystajacych parami cze$ci. Dlatego
do poréwnania objetosci ostrostupéw musimy uiywaé rozwazas
zupeinie odmiennej natury, podobnych do pogladowego dowodu na
réwnos¢ graniastostupéw prostych i pochylych (str. 241). Oprzemy sie
na twierdzeniu ogdlnem, odnoszacym sie do wszystkich gatunkéw bryl.

_Jezeli_dwie bryly, ktérych podstawy leza na tej samej ptaszczyznie,
przeciete plaszczyznami rownoleglemi do podstawy, maja w kazdej wyso-
kosci réwne (wzajemnie) przekroje, to objgtosci ich sg rowne. %

Uwaga : prawo to podat matematyk wioski Cavalieri w XVIL. wieku.

Pozostawat on pod wplywem wielkiego astronoma i fizyka Galileusza i astro-

noma Kepplera, ktéry uzywat podobnych' rozwazari przy obliczaniu objetosci
beczek rozmaitych ksztattow.

Bryly takie musza mieé¢ naturalnie takze réwne wysoko$ci, bo
W przeciwnym razie istnialyby takie przekroje jednej (wyzszej) bryty,
ktérym w drugiej odpowiadalby przekréj réwny zeru, a wiec nier6wny.

Scisty dowdd twierdzenia Cavalieriego dla bryt dewolnych ksztal-
tow jest trudny. Pogladowo natomiast mozna to twierdzenie latwo
pojaé. Mozemy sobie bowiem wyobrazi¢ obydwie bryly rozcigte na
bardzo wiele cienkich plytek, réwnoleglych do podstawy, o rownej
grubo$ci. Poniewaz wedlug zalozenia takze podstawy kazdej pary
plytek sa réwne, przeto ich objetoSci mozemy uwazaé z wielkiem
przyblieniem za réwne. Wobec tego beda réwne takze objetosci
calych bryl, skladajgcych sie z takiej samej liczby plytek parami
réwnych. Dla ostrostupéw i stozkéw udowodnimy $cisle
prawdziwos¢ tego twierdzenia.
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Weimy pod uwage dwa osirostupy o réwnych podstawach

i réwnych wysokosciach:

Ustawiamy je (fig.
322) na jednej ptasz-
czyinie @ i przecina-
my plaszczyzng row-
nolegla do pedstawy.
Przekroje tych ostro-
stupéw sg rowne, al-
bowiem wedlug zna-
nego twierdzenia:

D:d =80%:86
D@l = SBY ;8P
Ale:

SO =8P
Fig. 322. Lo i g P
wiec Ded=D':d’
Poniewaz za§: D=D’, to i d=d’ : At
Ostrostupy takie spelniajag wigc warunki twierdzenia Cavalieriego.
Udowodnimy, ze objetose: takich ostrostupow sg réwne. Wyka-

Zemy to najpierw dla ostrostupéw tréjbocznych. Umieszczamy obydwa

Fig. 323.

i iach) na tej samej pla-
ostrostupy (o réwnych dnach i wysokoS$ciac
szczyZnie i prowadzimy kilka plaszczyzn réwnolegtych .do podstawy
w réwnych odstepach (fig. 323). Kazda plytke¢ uzupelniamy do gra-

niastostupa majacego podstawe dolng réwna dolnej podstawie ptytki
*
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a krawedzie boczne réwne odcinkowi jednej krawedzi bocznej n. p.

MA (M'A’ w drugim ostrostupie). W ten sposéb otrzymujemy bryle

schodkowata B,, zawierajaca caly ostrostup 7, a wigc jej objetosc:
B >V

Nastepnie wpisujemy w ostrostup plytki graniastoslupowe
o takiej samej krawedzi bocznej, ale majace za dno gorng podstawe
odpowiedniej plytki ostrostupa. Powstaje w ten sposéb bryta C,
zawarta cala wewnatrz ostrostupa a wigc jej objeto$¢:

O, <V

Otéz:

C<V<B

Réinicg objetosci B, i C, otrzymamy, zsuwajac na dét wszystkie
schodki wystajace. Zapelnig one calg dolng plyte graniastosiupowa.
Widzimy stad, Ze réznica objetosci bryly opisanej i wpisanej réwna
si¢ dolnemu graniastostupowi. Jezeli poprowadzimy wigcej przekrojéw,
to zamkniemy ¥V w granice ciasniejsze:

\ C, <V<B,.

Prowadzac bardzo wiele przekrojéw w bardzo malych odstepach,
otrzymamy bardzo cienkie plytki. Objetosci tych plytek daza wiec do
zera (nawet objeto$¢ dolnej, najwigkszej plytki). Objeto$¢ pierwszego
ostrostupa zawiera sig migdzy dwoma wielko$ciami, ktérych réznica
dazy do zera, jest wiec réwna wspolnej granicy, do jakiej daza te
obydwie zmienne wielko$ci.

Jezeli przeprowadzimy to samo rozumowanie dla drugiego ostro-
stupa, otrzymamy w podobny sposéb bryty B,’i C,’. Przedewszystkiem
widzimy, Ze B{'=B, i ¢, = C,, poniewaz bryly B, i B,’ sktadajg
si¢ z réwnej liczby réwnych graniastostup6éw. (Graniastostupy te s3
réwne, bo majg réwne podstawy i wysokosci).

Tak samo C, i C,’. Takze bryty B,” i C,’, zloione z wigkszej
liczby ptytek, sa réwne odpowiednim brytom B, i C,, utworzonym
dla pierwszego ostrostupa. Otéz objeto§¢ ¥, drugiego ostrostupa
zawiera si¢ stale miedzy temi samemi wielko$ciami zmiennemi, co i V-
. pierwszego ostrostupa a wigc takZe ¥, réwna sie granicy V, do jakiej
dazg te wielko$ci.

A wiec ostatecznie:

V,=V

WykazaliSmy w ten sposéb réwnogé ostrostupéw tréjbocznych
o réwnych podstawach i wysokosciach. Ostrostupy wieloboczne
0 réwnych podstawach i wysokog$ciach rozkladamy zapomoca pta-
szczyzn, przechodzgcych przez wierzcholek, na tréjboczne o réwnych
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h. Objetosci tych skiadowych ostrostupéw sg réwng a wiec
??)?)?gc‘:gi: calycltf ostrostupéw, jako sumy réwnych wielkosci, muszg
. rgr:)rzlﬁl mozna poréwnal wprost z o§troslupem. tré.jbocznym:
wykonujgc odpowiednie przekroje i wykreslajac odpovin_edme SC;]O(:]kl
w postaci walc6w wpisanych i opisanych (w ogélnosci .pochy yc ):
Otrzymujemy wigc — jako wynik tych rozwazan — naétqpu]qc? pra'wo :

Ostrostupy i stozki o rownyeh dnach i w.ysolr(oéc.lac.h majg rowne
objetosci. Jezeli wigc zdolamy obliczy¢ objetoS¢ jakiegos j.edn?go
gatunku ostrostupow o dowolme.wulal-.
kiej podstawie i dowolnie wielkiej
wysoko$ci, to na zasadzie ud'owo-
dnionego prawa obliczymy oqut.oéé
kazdego innego ostrostupa lub sto'zka.
I Najprosciej bedzie nawigza¢ do
znanych juz objeto$ci graniastostupow,
v wychodzac od dowolnego ostrostupa

=

-

=

N
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N

-
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Fig. 324.

-7 tréjbocznego A BCG o podstawie D

i wysokosci w. Przesurimy jego ;')od-
stawe ruchem postgpowym o odcinek
A G wzdluz tej krawedzi, to otrzymamy
graniastostup tréjboczny ABOQEF
o rownej podstawie D i réwnej wy-
sokosci w (fig. 324).

Wykazemy, ze objetosé ostroslupaf
trojbocznego rowna sie trzetfiej czesci
objetosci odpowiedniego graniastostupa.

- Poprowadimy dla dowodu jeszcze przekréj GEC (zréb to na

modelul).

Otrzymamy trzy ostrostupy

I=ABCG, II=GEFCiIll=EBCG

Ostrostupy I i II maja przystajace dna ABC’Q.G EF i réwna
wysoko§¢ (bo odlegtos¢ punktu C od gérnego dna jest talfa samat;
jak odlegto$¢ punktu G od dolnego dna, jako odleglo'ém dwdc.
plaszczyzn réwnoleglych). Objetosci tych ostrostupéw sg wigc réwne:

I=1I

Poréwnajmy teraz ostrostupy II i III, quraiajac G za ich
wsp6lny wierzcholek a trojkaty CEF i CEB 'za 101.1 dna.. Ich pod-
stawy sg réwne, bo CEFXX2 CEB a wyso.kosé maja takze t¢ sama
(odlegtos¢ punktu G od Sciany CE FB). Wigc takze II= III.
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Wszystkie trzy ostrostupy maja wiec réwng objeto$é, zatem
objeto$¢ kazdego z nich réwna sig trzeciej cze$ci objetosci graniasto-
slupa. Poniewai za§ objgto$¢ graniastostupa wynosi D.w, wigc
objgtos¢ ostrostupa 4 BC@ wynosi:

V= %a (wyrazi¢ slowamil).

Objetos¢ v kazdego innego ostrostupa otrzymamy, poréwnujac
80 z ostrostupem tréjbocznym. Jezeli bowiem jakikolwiek ostrostup
wieloboczny ma dno D a wysoko$¢ w, to dobieramy ostrostup
tréjboczny 77, majacy tak samo wielkie dno i réwng wysoko$¢:
D'=D, w=w Wtdyi v =7. Objetos¢ tréjbocznego ostrostupa
wynosi wedtug udowodnionego wzoru: t

D w!
! =
N 3
wiec i
D/ w'
V= T

ale za D’ i w mozemy podstawié rowne wielkosci D i w
i otrzymamy :

v Dw

3 =D'% 1)

Objetos¢ kazdego ostrostupa oblicza sig, mnozac podstawe przez
trzecig czes¢ wysokosci.

Stosujac ten wzér do stozka, otrzymamy:

V= rzn.% 2)

Jezeli stozek jest rownoboczny,
to jego bok wynosi 27 (fig. 325),
wigc: w= 4r2—7'2=v3*r2=r\/§

V3

wigc: V= 3 (3)

: Z tego wzoru widzimy, ze obje-
tosci dwéch stozkéw réwnobocznych
majg si¢ do siebie tak, jak trzecie
potegi promieni. Prawo to dotyczy
Fig. 325, wszystkich stozkéw podobnych do
siebie,

Obliczenie objetosci ostroslupdw moze postuzyé do obliczenia
objetosci dowolnego wielo$cianu, poniewaz kazdy wielo$cian mozna
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rozloZzy¢ na ostroslupy (podobnie jak w planimetrji kaidy wielokat
oblicza si¢ przy pomocy tréjkatéw).

§ 110. Objetos¢ ostrostupa Scietego i stozka Scietego.

W ostrostupie Scigtym mamy podane zwykle dna D, d i wy-
soko$¢ w (fig. 326). Chcemy obliczyé objeto$¢ jego przy pomocy
tych wielkosci.

Objetos¢ ostrostupa Scigtego jest réznicg objetosci calego ostro-
stupa i ostrostupa odcigtego, o wysokosci nieznanej z.

Wiegc: atE B
V= D'T d. 3
Bioragc } przed nawias, otrzymamy: ¢
V=1% [Dw+ (D—d) z] : (a).

Aby, obliczy¢ z, oprzemy si¢ na zna-
nem twierdzeniu o przekrojach ostrostupa

V" (str. 252):

D:d=(w+ z)?: 22
czyli po spierwiastkowaniu calej proporciji:
VYD:Vd=(w+32):2
Zastosujmy do tej proporcji twier-
dzenie o réznicy wyrazéw, to:

(VD—Va):Vd=w:z

Fig. 326. S ' et
““Vp—Va
Wprowadzajgc tg warto$¢ do wzoru (a), otrzymamy:
Ale
D—d=(YD+Yd).(YD—Ya)
wiec:
V=4[Dw+ (YD +Va)Vd.w]
czyli ostatecznie:
V=(D+d+\/1).d)3;l (1)

Objetos¢ ostrostupa $cigtego rowna sie sumie den i Sredniej geo-
metrycznej obu den, pomnozonej przez trzecia czgsé¢ wysokosci.
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Uwalniajgc ten wzér od nawiasow, otrzymamy forme fatwiejszg
do wystowienia:
w w e
T i A o
D.5+d-+VDd 3

to' znaczy:

objetosc ostrostupa Scigtego réwna sig objetosei trzech ostro-
stupow zupetnych o rownej mu wysokosei a majqeych za podstawy :
wiellie dno, male dno i Sredniqg geometryczng obydwu den.

Stosujac wzér (1) do stozka Sciglego, otrzymamy :

V=(Rim 4+ rig 4 VRzn.r‘@%
V=(R'm +rizg 4+ R.r.n)%

V=(Rz+r2+Rr)% %)

éwiczenia X

§ 102. 1. Kiedy ksztatt ostrostupa zbliza sie do graniastostupa ?

2. Wykazaé, ze wysokos¢ $ciany bocznej w ostrostupie prostym jest
zawsze wieksza od wysokosci ostroshipa.

3. Obliczy¢ wysoko$¢ Sciany bocznej ostrostupa prostego umiarowego,
Znajac wysokosé ostrostupa i promier kota wpisanegh w podstawe,

4. Wykazaé, ze w kazdym czworoscianie, nawet nieumiarowym, istnieje
punkt réwno oddalony od wszystkich $cian i punkt réwno oddalony od
wszystkich narozy.

5. Wykazaé, ze ostrostup, ktérego podstawa jest wielokatem umia-
fowym a wierzchotek lezy na prostopadtej, przechodzacej przez $rodek kota,
jest prosty.

6. Wykazaé, ze w czworoscianie umiarowym o krawedzi @ punkt
przecigcia sie czterech wysokosci jest réwno oddalony od wszystkich $cian

. a¥6) |

(odlegtosé ta wynosi A0=T) 1 rowno oddalony od wszystkich narozy,

Uwaga: dla dowodu poprowadzi¢ plaszczyzne,

zawierajacg jedna krawedz a przecholzaca przez $ro-
dek przeciwlegtej krawedzi.

7. Wykazaé, ze z przekatni $cian szescianu

mozna utworzyé dwa czworosciany umiarowe. Rysunek!
. 8 Wykazaé, ze srodki Scian sze$cianu s3 wierz-

chotkami o$mioscianu umiarowego. (Dla dowodu prze-
prowadzi¢ przekréj A BCD i wykazaé, ze jest kwa-
dratem [por. fig. 327]).

9. Obliczy¢ wysokosé o$mioscianu umiarowego,
znajac jego krawedz k — 12 dm (uzyj fig. 327).

10. Obliczy¢ powierzchni¢: @) czworoscianu umiarowego, ) o$mioscanu
umiarowego, znajac krawedZ k — 5 om.

Fig. 327.

T’

e —
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11. Obliczy¢ powierzchnie : @) czworoscianu umiarowego, ) o$mioscianu
umiarowego, wpisanego w kostke o boku @ = 1 dm.

12. Narysowa¢é siatke o$mioscianu i czworoscianu umiarowego na kar-
tonie i wykona¢ modele przestrzenne tych bryl, n. p. k= 4 ¢m.s

13. Wykazaé, Ze przeciwlegte (wichrowate!) krawedzie czworoscianu
umiarowego tworza kat 90",

14. Wykre$lié w rzutach ostrostup umiarowy szescioboczny, znajac
krawedZ podstawy & = 1'5 em i wysoko$¢ w = 5 cm. Te sama bryte przed-
stawi¢ w perspektywie réwnolegtej.

15. Wykreslié w rzutach ostrostup pochyty, ktérego podstawa jest
szesciokat umiarowy o boku ¢ —2¢m a linja, taczaca wierzcholek ze $rod-
kiem podstawy, jest do niej nachylona pod katem 750 i wynosi 8c¢m. Ten
sam ostrostup narysowaé w perspektywie réwnoleglej.

16. Majac dany dowolny ostrostup pigcioboczny w rzutach, narysowaé
80 w perspektywie.

17. Ostrostupy opisane w zadaniach 15 i 14 ustawi¢ dnem réwnolegle
do ptaszczyzny pionowej i wykresli¢ ich rznty!

18. lle wynosi suma katéw plaskich wszystkich $cian w ostrostupie
3-bocznym, 4-bocznym, 5-bocznym, n-bocznym.

§ 103. 19. Wykonaé rozwinigcie dowolnego ostrostupa danego w rzutach
a tak ustawionego, aby jedna krawedZ boczna byta réwnolegta do plasz-
czyzny pionowej.

20. Zrobi¢ z kartonu model: a) ostrostupa umiarowego szesciobocznego,
) dowolnego ostrostupa prostego, ¢) ostrostupa przedstawionego na fig, 309.

2l. Majac podany dowolny ostrostup prosty w rzutach, przeciagé go

" plaszczyzng réwnolegta do podstawy i przerysowaé tg figure w perspektywie.

22. Obliczyé powierzchnig ostrostupa umiarowego szesciobocznego, zna-
jac kramedz podstawy i krawedZ boczng (@ =2 em, b — 6 cm).

23. Obliczy¢ powierzchnig ostrostupa umiarowego szesciobocznego, zna-
jac wysokosé i krawedz podstawy (w =6¢em, a = 15 cm).

lle razy powigkszy sie powierzchnia ostrostupa, jezeli w i « powigksza
si¢ réwnoczesnie 3 razy, 4 razy, 5 razy?

24. Obliczyé powierzchni¢ ostrostupa umiarowego: a) tréjbocznego,
b) czworobocznego, c¢) pigciobocznego, d) osmiobocznego, znajac wysokosé
i promier kota opisanego na podstawie (n. p. w=234cm, ry =1 cm).

25. Obliczyé powierzchnie ostrostupa prostego, ktérego podstawa jest
tréjkatem réwnobocznym a krawedzie boczne sg do siebie prostopadte,

§ 104. 26. Ostrostup prosty Sciety narysowany w rzutach rozwingé (jedna
krawedZ boczng obraé réwnolegle do ptaszczyzny pionowej).

27. Obliczyé powierzchni¢ ostrostupa Scigtego prostego, jezeli dno
dolne jest kwadratem o boku a=>5cm, dno gérne kwadratem o boku
@ =3 cm a wysoko$¢ bryly w— 4 cm.

28. Obliczyé powierzchnig ostrostupa Scietego, powstajacego przez
przecigcie ostrostupa umiarowego szesciobocznego w polowie wysokosci.
Dane: krawedz podstawy a = 3'6 cm, krawedZ boczna b — 14-4 cm.

29. Wykaza¢, ze a) wszystkie szesciany sa do siebie podobne,

b) wszystkie czworosciany s3 do siebie podobne,
¢) wszystkie o$miosciany s do siebie podobne.
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Ustawi¢ dwie takie bryly w polozenie podobne i znalezé $rodek podo-
bieristwa zewnetrzny lub wewnetrzny,

30. Ilu Swiec normalnych trzeba uzyé, aby z odleglosci 4 m o$wietlaty
Sciang tak silnie, jak pie¢ Swiec z odleglosci 5 dm?

3l. Przez maly otwér oswietlaja promienie przestrzen 8 dm? z odle-
glosci 6dm. Jak daleko nalezy odsungé ten otwér, aby oswietlié prze-
strzenn 20 m2?

§ 105—107. 32. Narysowaé¢ w rzutach i w perspektywie réwnoleglej stozek
prosty, znajgc promieri podstawy i bok (r = 2 cm, b = 6 cm).

33. Narysowa¢ w rzutach i w perspektywie réwnoleglej stozek pochyty,
ktérego promieni podstawy » = 1'5¢m a 0§ wynosi a=T7 ¢m i jest nachylona
do podstawy pod katem 60°. :

34. W stozku z poprzedniego zadania wykresli¢ przecigcie osiowe,
zawierajace rzut osi i przeciecie osiowe prostopadle do tego przekroju.

35. Majac podany dowolnv stozek w rzutach, narysowaé go w per-
spektywie réownoleglej i odwrotnie.

36. Wykaza¢, ze wszystkie stoZki réwnoboczne sg brylami podobnemi.
Ustawi¢ je odpowiednie i znaleZé $rodek podobieristwa.

37. Narysowa¢ w rzutach i w perspektywie réwnoleglej stozek $ciety
prosty.

38. Do dowolnego stozka narysowanego w perspektywie réwnolegtej
wykresli¢ plaszczyzng styczng z dowolnego punktu, lezgcego na stozku.
(Trzeba najpierw znaleZé linje styczng do elipsy, przedstawiajacej dno; por.
fig. 318).

39. Z punktu poza stozkiem poprowadzi¢ do niego dwie plaszezyzny
styczne (w perspektywie réwnolegtej).

40. Jakie plaszczyzny i osie symetrji posiada stozek ?

41. Dowolny stozek prosty podany w rzutach rozwinaé na plaszczyznie
i zrobi¢ model stozka z kartond.

42.' Zbudowa¢ z kartonu stozek réwnoboczny o boku b= 8 cm.

43. Narysowa¢ w perspektywie réwnolegtej lejek, ztozony ze stozka
Scigtego i rurki w formie walca, znajac rzuty tej bryty.

44. Obliczy¢ powierzchni¢ stozka r6wnobocznego o wysokosci w= 072 dm.

45. Obliczy¢ powierzchnig¢ stozka prostego, ktérego -obwéd podstawy
wynosi # =62m a wysoko$¢ 15 m.

46. Jakie rozmiary ma stozek rownoboczny, ktérego powierzchnia
wynosi 1m??

47. Trdjkat prostokatny, ktérego przeciwprostokatnia wynosi 84 cm
a jedna przyprostokatnia 54 ¢m, zakreslit powierzchnie obrotem okolo
przeciwprostokatni. Obliczy¢é wielkos¢ tej powierzchni. Rysunek!

48. Obliczy¢ powierzchnig stozka prostego: @) wpisanego w ostrostup
umiarowy szescioboczny, znajagc bok szesciokata i wysoko$¢ ostrostupa
b=36cm, w=2Tcm, b) opisanegoe na tym ostrostupie.

49. W walcu réwnobocznym o promieniu # =3 em wydraZono stozek,
siggajacy az do dna. Obliczy¢ powierzchnie tej bryly.

50. Ze stozka prostego wycieto cze$é zapomoca dwdch przecieé osio-
wych, tworzacych kat 90° Obliczyé powierzchnie bryly wycietej, znajac
promieni podstawy » =2 ¢m i wysokos¢ w = 5 cm.
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51. Obliczy¢é powierzchnig, jakg zakre$la trapez réwnoramienny, obra-
cajacy sig: a) kolo swej osi symetrji, b) koo jednego z bokéw réwnole-
gtych, znajgc boki réwnolegte trapezu a=6cm, b=4cm i wysokosé
w = 3 em.

52. Obliczy¢é powierzchnie lejka, w Ktérym obwdd gornego kola wynosi
2 dm, dolnego 5 cm, dlugo$é catkowita 1 dm a diugo$é samej rurki 6 cm.

53. Stozek $cigty dany w rzutach rozwingé i sporzadzié model tej
bryly.
54. Kopiec w formie stozka mamy pokry¢ darnia. Jakie pomiary

trzeba wykonaé, aby obliczyé, ile potrzeba m? darni. Obierz dowolnie liczby
wymiarowe.

55. Znamy odleglosci wierzchotkéw tréjkata od pewnej osi, lezacej
na tej samej plaszczyinie: x, =4 em, x,=6cm, x, =3cm. Rzuty dwéch
bokéw na t¢ o8 wynoszg y, =4 ¢m, y, = 1 em. Obliczyé powierzchnie bryty,
powstajacej przez obrét trojkata dokota tej osi (por. str. 128, fig. 167).

§ 108. 56. Stozek prosty podwéjny przecieto plaszezyzna réwnoleglta do
podstawy. Obraca¢ ten przekréj koto osi poziomej prostopadiej do plaszczyzny
rysunku a przechodzacej przez o$ stozka. Jakie przekroje kolejno otrzymamy ?
Narysowaé w rzutach! F

57. Stozek prosty przeciaé plaszczyzna prostopadly do boku. Wyka-
za¢, ze otrzymamy elipse, parabolg lub hyperbolg zaleznie od tego, czy kat
u wierzchotka przecigcia osiowego jest ostry, prosty, czy tez rozwarty.
(Zadaniem tem zajmowatl si¢ uczei Platona, Menechmos juz w IV. wieku
przed n. Chr.).

§ 109. 58. Wykazaé, ze stup krecony, ktérego przekrojem réwnolegtyrﬂ
do podstawy jest w kazdem miejscu kolo wigksze z dwoma kolami mniej-
szemi, stykajacemi si¢ zewngtrznie, réwna si¢ objetosci trzech walcow.

59. Wykaza¢, Ze objgtos¢ wspélna dwom walcom o réwnych przekro-
jach, przenikajacych si¢ prostopadle, réwna sie objetosci  kostki o boku =
srednicy walca, z ktérej wydrazono dwa ostrostupy czworoboczne, siggajace
do srodka a majgce za podstawe gérne i dolne dno kostki. Narysuj!

60. Obliczy¢ objgtosé: a) czworoscianu umiarowego, b) o$mioscianu
umiarowego, znajac krawedz.

61. Obliczyé objgtos¢ ostrostupa szesciobocznego umiarowego, znajac.
krawedZz podstawy i krawedZz boczng (¢ = 4 em, b = 10 ¢m).

62. Obliczy¢ objgtos¢ ostrostupa, powstajacego przez odciecie jednego
naroza szescianu o boku @ = 5cm plaszczyzng, przechodzica przez Srodki
trzech krawedzi tego naroza.

63. Na kwadratowej podstawie ostrostupa prostego, ktérego krawedz
podstawy k=32cm a wysokos¢ w =50cm, spoczywa kostka, doty-
kajaca narozami krawgdzi bocznych ostrostupa. Obliczyé stosunek objetosci
obu bryt.

64. Jakie pomiary nalezy wykonaé, aby obliczyé objetosé kupy szutru?
Podstawa jest prostokatem a dwie Sciany boczne schodza sie w krawedzi
réwnoleglej do podstawy. Wyprowadz wzér!
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65. Znajagc obwdd podstawy stozka i bok, obliczy¢ jego objetosé, n. p.
w = 1256 cm, b = 16 cm.

66. Obliczy¢ objetos¢ stozka réwnobocznego, ktérego wysokosé
w = 10 cm.

67. Boja (beczka) w postaci podwéjnego stozka réwnobocznego o pro-
mieniu 1m ma plywa¢ po wodzie morskiej (c. g. = 1:03), wynurzajac sie
do polowy. Ile wazy ta beczka?

68. Obliczy¢ objgtos¢ stozka, znajac wysokos$¢ 3 em tudziez sume boku
i promienia podstawy s — 8 ¢m.

69. Promien podstawy stozka prostego wynosi » =5¢m a kat u wierz-
cholka przecigcia osiowego jest prosty; obliczy¢ objetos¢ stozka.

70. Wysokos¢ piramidy Cheopsa wynosi 1372m a kwadratowa pod-
stawa ma 227°5m diugosci. Obliczyé jej objetosc.

71. Tréjkat prostokatny o przyprostokatniach ¢ = 10em i b — 12 em
wiruje okolo przyprostokatni a. Obliczyé powierzchni¢ i objeto$é tej bryty
obrotowe;j.

72. Obliczy¢ objetos¢ bryly obrotowej, powstajacej przez obrdt szescio-
kata umiarowego koto symetralnej kata. Bok szesciokata a — 137 m.

§ 110. 73. Przeciaé dowolny ostrostup w polowie wysokosci i obliczyé stosu-
nek objetosci obydwu czesci.

74. Podstawg prostego ostrostupa $cietego jest kwadrat o boku
@ = 32 ¢cm, bok gérnego dna @ = 1cm a krawedZ boczna b — 2 cm. Obliczyé
objgtos¢ tej bryly.

75. Obliczy¢ objgto$¢ basenu w formie stozka Scietego, znajac obwody
den: ¢ =90m, b=80m i gleboko§é: g =2m

76. Obliczy¢ objetosé okragtego kloca, znajac promieri wiekszego dna
B =2 dm, promieri mniejszego dna » = 12 dm i dtugos¢ kloca b= 6 m. Jaki
biad popelnimy, obliczajac objetos¢ wzorem ¥ — 9.b, jezeli Q oznacza
sredni przekrdj?

77. Wysoko$¢ komina fabrycznego wynosi 30m. U dolu szerokosé
komina wynosi 36 m a grubo$é¢ $cian 5dm, u gory szerokos¢ 2m a grubosé
Scian 3dm. Ile m® cegiel uzyto na zbudowanie tego komina? Jaki jest jego
cigzar, jezeli c. g. cegly wynosi 1'8.

Rozdzial XI

Wielo$ciany umiarowe

§ 111. Naroza umiarowe.

Wielo§cian nazywa si¢ umiarowym, jezeli jest
ograniczony przystajacemi wielokatami umiarowemi
i przystajacemi narozami umiarowemi. (Trzeba odréznié
te wielosciany od graniastostupéw i ostrostupéw umiarowych,
w ktérych tylko niektére Sciany sa wielokatami umiarowemi). Po-
niewaz suma katéw plaskich w kazdem naroiu musi wynosié mniej

269

anizeli 360°, z géry wigc mozna przewidzie¢, ze moze istnie¢ tylko
kilka gatunkéw narozy umiarowych. Jezeli bryta ma by¢ ograniczona
samemi tréjkatami réwnobocznemi, to katy ptaskie naroza wynosza
po 60°. Z takich katéw da si¢ utworzyé naroze 1) tréjécienne,
2) czworoscienne i 3) pigcio$cienne. Sze$ciu katéw po 60° nie moze
juz takie naroze zawieraé, bo mielibySmy sume katéw ptaskich réwna
360° Z kwadratéw mozna utworzy¢ naroze umiarowe, jezeli weZmiemy
4) trzy katy po 90°; czterech katéw po 90° nie mozna juz uzyc.
Wreszcie 5) z pigciokatéw umiarowych mozna znowu utworzy¢ jedno
tylko naroze tr6jScienne umiarowe. Z szeSciokatéw, ani z innych
wielokatéw umiarowych nie mozna juz utworzyé naroza. Mamy wiec
tylko pig¢ mozliwych gatunkéw wielo$cianéw umiarowych. Udowo-
dnimy, Ze z kazdego gatunku istnieje tylko jedna bryta — wszystkie
za$ inne sa podobne do nich.

§ 112. Twierdzenie Eulera. )

Do dowodu twierdzenia o liczbie wielo$cianéw umiarowych
potrzebne nam bedzie pewne twierdzenie, odnoszace si¢ do wszystkich
wieloScianéw wypuklych*) bez wyjatku, umiarowych i nieumiarowych.
Istnieje mianowicie bardzo prosty zwigzek miedzy liczba $cian, narozy
i krawedzi, wspdlny dla wszystkich takich wielo$cianéw. Zacznijmy
od specjalnego przyktadu. Policzmy naroza, $ciany i krawedzie kostki.
Liczba $cian § =6, liczba narozy N =8 a liczba krawedzi K = 12,
jest wigc o dwa mniejsza od liczby $cian i narozy razem.

S+ N=K+2. (1)
Zetnijmy jedno naroze kostki plaszczyzna, to ta nowa bryla ma

o jedng §ciang wiecej, wiec teraz
§’=8+1, naroze ubylo jedno a przy-

byly trzy nowe, wiegc N'=N—1+3; krawedzie przybyly trzy,

wigc K'=K+3
Spostrzegamy, zeiteraz 8’4+ N'= K’ + 2

bo §'+N=8+1+N—1+3=8+N+3=K+5 wedlug (1)
a takze K+2=K+34+2=K+5 '

Jakkolwiek obcinaliSmy naroza, zawsze dojdziemy' do tego
samego zwigzku (1).
(Sprébuj to samo obliczy¢ dla graniastosiupa szeSciobocznego!).

*) Wieloscian nazywa sie wypukly, jezeli lezy po jednej stronie kazdej ze
swych scian dowolnie przediuzonych.
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Tak samo, jezeli zetniemy jedng krawedz cala, otrzymamy
'wzér (1).

Przez odcinanie narozy i krawedzi mozemy 2z kostki wyciac
dowolny wieloscian wypukty a wigc w kazdym wielo$cianie wypuktym
zachodzi ten sam zwigzek (1).

Liczba $cian powigkszona o liczhe narozy jest o dwa wigksza od
liczby krawedzi w kazdym wieloscianie wypuklym.

Dowdd: powyisze rozumowanie, oparte na pogladzie, mozemy
zastapi¢ zupelnie Scistym dowodem, sprowadzajgc cate zagadnienie
do zadania czysto planimetrycznego.

Niech N oznacza liczbg narozy, § liczbg $cian a K liczbe kra-
wedzi dowolnego wielo$cianu wypuklego.

Utwérzmy rzut tego wielo$cianu na plaszczyzne taka, aby rzut
Zadnego naroza nie nakry! sie z rzutem innego naroza ani rzut kra-
wedzi z inng krawedzig. Sume katéw wszystkich wielokatéw znajdu-
jacych si¢ na tym rzucie mozemy obliczy€¢ w dwojaki sposéb. Zliczmy
najpierw sumy katéw, znajdujgcych si¢ przy wszystkich narozach
(w rzucie). Jezeli N’ naroZy lezy wewnatrz konturu a N’/ na konturze
rzutu, to przy kazdem narozu pierwszego rodzaju suma katéw wynosi
360° czyli 4 R, razem wigc przy narozach pierwszego rodzaju suma
katéw wynosi N’.4 R. Naroza drugiego rodzaju (w rzutach) Sg wierz-
- chotkami N"’—kata a wiec suma katéw przy nich lezacych wynosi
(N""—2).2 R (por. § 43) i te liczbe nalezy wzia¢ podwdjnie, poniewaz
rzut powierzchni wielo$cianu pokrywa plaszczyzng podwéjnie. Razem
wigc sumakatéw wynosi N'.4 R + (N"/—2) .4 R — (N'+ N'"—2) . 4R,
lub oznaczajgc liczbe wszystkich narozy N’ 4 N’/ jedna litera N:

(N—2).4R.
Obliczmy teraz sume wszystkich katéw rzutu nie wedlug narozy,
ale wedtug S$cian. Jezeli $ciany maja kolejno n,, n,, n,...... ng kra-

‘wedzi, to suma wszystkich katéw wynosi (wedtug § 43):
(my—2).2R+(my—2).2R+(n, —2).2R+. .. +(Mms—2)2R
czyli (my+n+n,+...+n5).2R—4R. 8.

W sumie n,+n,+n,+...+ ng wystepuje jednak kazda kra-
wedZz podwdjnie, jako nalezaca do dwéch sgsiednich $cian, wiec
N+ 0+ .. +ng=2K. Wobec tego suma katéw obliczona w ten
drugi sposéb’ wynosi

2K.2R—4R.S

Poréwnujac te sume z suma poprzednio obliczong otrzymamy
po podzieleniu przez 4 R zwigzek: N—2 =K — §
czyli S+ N=K-+ 2.

T
N

—— - ——

f

> TR 3R

1 ﬁ———— ’
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Jest to twierdzenie Eulera (1707—1783). Latwo sie przekonad,
Ze do wielo$cianéw wklestych twierdzenie to si¢ nie odnosi. N. p.
‘wytnijmy z kostki (fig. 328) ze $rodka

: kostkg mniejszg, ale tak, aby, jedno
[ jej dno dotykalo gérnego dna wie-
kszej kostki. Liczba $cian jest teraz
§=645=11; liczba narozy
N=8+8=16;
razem S+ N = 27.
Liczba krawedzi wynosi
K=12+12=24
Fig. 328, a wiec jest o trzy mniejsza od § + N.

§ 113. Dowéd istnienia pieciu wielocianéw umiarowych.

Wielo$cian umiarowy jest ograniczony sathemi m-kgtami umia-
rowemi i narozami p-$ciennems. Zliczmy wszystkie krawedzie bryly
umiarowej w dwa sposoby. Kaida $ciana ma m bokéw a liczba
Scian jest 8, przeto wszystkich krawedzi byloby oddzielnie §.m.
Jednakowoz kazda krawedZ jest wspélna dwom Scianom, prawdziwa
wigc liczba krawedzi jest dwa razy mniejsza

S.m
D

Kaide naroze ma p krawedzi a liczba narozy jest N, przeto
wszystkich krawedzi oddzielnie byloby N. p.

Znowu jednak kazda krawedZ wspélna jest dwom narozom,

2K
a stad S=W 2)

- wigc liczba krawedzi bryly jest

N.p 2K

K= 3 a stad N—7 3)

Podstawiajac znalezione wartogci we wzor (1) Eulera, dostaniemy :
T 2K i
W+?=K+2 czyli

2Kp +2Km=Kmp+2mp a stad
2mp
s 2p+2m—mp “)

Jezeli podamy m, t. j- jakiemi wielokatami ma by¢ wielo$cian
ograniczony i p, t. j. jakie majg by¢ naroza, otrzymamy na K jedna,
Scisle oznaczong warto$é. Wtedy z wzoréw (2) i (3) obliczymy takze,
ile bedzie $cian i narozy.
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Podstawimy najpierw najmniejsze mozliwe wartosci, t. j. m=3
(tréjkaty), p =3 (naroza tréjscienne), to otrzymamy K=6 S=4
N=4,

Dla m =3 (tréjkaty), »p — 4 (naroza czworo$cienne), otrzymamy
K=12, §=8, N=6.

Dla m =3 (tréjkaty), » =5 (naroza piecio$cienne), otrzymamy
K =30, §=20, N=12.

2.3.6 36
2.6+2.3—18" 0
a wiec taka bryla nie istnieje, jak to zreszta z géry przewidzieli§my
w § 111. Biorac teraz dalsze wartosci na m, otrzymamy jeszcze
dwie mozliwosci:

dla m =4, p=3, jest K=12, §=6, N=_8, wreszcie

dla m=35, p=3, jest £ =30, =12, N=20.

Otrzymane liczby wraz z nazwami bry! umieszczamy dla
lepszego przegladu w tabelce:

Dla m = 3, p = 6, otrzymaliby§my K — oo

K | N | S nazwa

6 4 | 4 | czworoS$cian

12| 6| 8 | oSmioscian

30 | 12 | 20 | dwudziesto$cian
12 | 8| 6 | szeScian

30 | 20 | 12 | dwunasto$cian

o w|w|lw|d
W wlo|nlw|'

Wigcej mozliwosci niema, jak to fatwo sprawdzi¢ prostym ra-
chunkiem. Pozostaje jeszcze tylko wykazaé, ze kaida z tych bryt
rzeczywiscie istnieje, Zze kazda z nich mozna zbudowaé.

WykazaliSmy juz dawniej istnienie czworo$cianu, o$mio$cianu
i szeScianu. Nowe sg dla nas tylko dwudziesto$cian i dwunasto$cian.

Dwudziestos$cian zbudujemy, biorac dwa ostrostupy piecio-
boczne umiarowe, ktérych krawedZz podstawy réwna si¢ krawedzi
bocznej i ustawiajac je dnami réwnolegle a wierzchotkami w strony
przeciwne. Skrgcamy jeden z nich wzgledem drugiego o 36° i zbli-
zywszy odpowiednio, tgczymy kazdy wierzchotek dna z dwoma sa-
siedniemi wierzcholkami drugiego dna. Odlegto$¢ pigciokatéw wynosi

n=vi:—2—(r—e)’
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(por. fig. 329), gdzie a oznacza bok dwudziesto§cianu a » i ¢ pro-
mienie kola wpisanego i opisanego na pigciokgcie umiarowym o boku a.

Dwunastoscian umiarowy pigciokatowy mozna takie w po-
dobny spos6b zbudowa¢. Prosciej jednak bedzie uiy¢ siatki. Obieramy
dowolny pigciokat umiarowy (fig. 330) i na jego bokach budujemy nowe

Fig. 329. Fig. 330.

pieciokaty umiarowe i obracamy je tak diugo dokola bokéw 4 C,
CD it d, az ich krawedzie n. p. 4B i AB’ padng na t¢ samg
linjg prosta. Otrzymamy

E polowe powierzchni
| dwunasto$cianu. Sporza-
”;[' N dzajac druga taka sama
- powierzchni¢ otwarta,
umieszczamy jg nad
pierwszg, skrecamy o 36°
: J i nakrywamy pierwsza
.L - powierzchni¢. Obydwie
) cze$ci zamkng zupelnie
N o T~ pewng czegs¢ przestrzeni. -
A=A W ten sposéb otrzymuje
si¢ dwunastoscian, przed-
stawiony na fig. 331
w perspektywie réwno-
Fig. 331. leglej (wraz z wpisanym

sze§cianem).

Mozna udowodnié, ze $rodki $cian dwudziesto$cianu sa wierz-
chotkami dwunasto$cianu i odwrotnie. Migdzy temi brylami zachodzi

Dr. A. Lomnicki. Geometrjs dla s5zkd! frednish. 18
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wige podobny zwiazek, jak miedzy sze$cianem a o$mio$cianem. (Wy-

kaz ten zwigzek rysunkiem 1))

Zbierajac wszystkie te wnioski razem, powiemy: istnieje tylko
5 wielogcianow umiarowych wypuklych : czworoscian, szescian, o$mioscian,
dwunastoscian i dwudziestoscian.

Poznanie i konstrukcja pigciu bry! umiarowych byty gléwng zastuga
szkoly pitagorejczykéw, do ktérej nalezal takze Platon (429—348 przed n. Chr.).
Wedtug Platona atomy ognia, powietrza, wody i ziemi sktadaé si¢ maja
z czworoscianéw, o$miosciandéw, dwudziestosciandw i sze$cianéw. Dlatego
bryly umiarowe do dzisiejszego dnia nazywamy takze brytami platon-
skiemi. Précz wielo$cianéw umiarowych wypuktych istniejg jeszcze cztery
wielo$ciany um, gwiazdziste zwane brylami Poinsota.

W kaidym wieloscianie umiarowym isinieje jeden punkt O
réwno oddalony od wszystkich $cian i réwno oddalony od wszystkich
narozy, zwany Srodkiem wieloscianw. Jest on $rodkiem kuli wpisanej

i Srodkiem kuli opisanej. Dowéd tego twierdzenia opiera si¢ na
symetrji tych bryl.

§ 114. Objetosé wieloscianéw umiarowych.

Objetos¢ niektérych wielo§cianéw umiarowych potrafimy juz
obliczy¢é, mianowicie sze$cianu, czworo$cianu, ktdry jest ostrostupem
tré6jbocznym i o§mioscianu, ktéry sie sktada z dwéch
ostrostupéw czworobocznych. Objgtos¢ pozostatych

[~ dwu bry! obliczymy wzorem wspéinym dla wszyst-
bl kich umiarowych wieloscianéw. Wiemy, ze kazdy
r N wieloScian umiarowy posiada $rodek. Laczac ten
& 5 punkt z narozami i przesuwajac odpowiednie pla-
Fig. 332, szczyzny (fig. 332), otrzymamy tyle przystajacych

ostrostupéw, ile bryta ma Scian, n. p. n. Poniewaz
objetoSci wszystkich tych ostrostupéw sa réwne, wynoszg n. p. V,,
to objetoS¢ catej bryly: «
V=n.V,
Ale V,=F .%, gdzie F oznacza powierzchni¢ jednej $ciany

a r promieri kuli wpisanej w bryte, ktéry jest zarazem wysokoscig
kazdego ostrostupa.

Wiec: V=n.F.%

e

-
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Ale n.F =P jest powierzchnig calej bryly. Otrzymujemy wiec:

r
= . — l
V=P 3 (1)

Objetosé wieloScianu umiarowego oblicza sig, mnoige jego po-
wierzchnie przez irzeciq cze$é promienia kuli wpisanej. (Podobne
prawo mieliSmy w planimetrji dla wielokatéw umiarowych ).

Uwaga: wzoru (1) mozna uzy¢ do obliczenia objetosci dowolnego
wielo$cianu, opisanego na kuli, niekoniecznie umiarowego.

Cwiczenia XI

§ 112. 1. Sprawdzi¢, ze wzér S+ N = K -+ 2 pozostaje prawdziwy, jezeli
zetniemy calg krawedZ wieloscianu wypuklego.

2. Belke prostokatng przenika nawskrds mniejsza belka, czy dla tej
bryly S 4+ N = K 4 2? Rysunek!
§ 113. 3. lle krawedzi ma bryla wypukla, posiadajaca 10 $cian i 16 narozy ?

4. Oblicz wysokos¢ ostrostupdw pigciobocznych, z ktérych sie¢ buduje
dwudziestoscian (por. fig. 329). ‘

5. Obliczyé powierzchni¢ dwudziestoscianu, znajac jego krawedz.

6. Sporzadzi¢ model dwunastos$cianu.

7. Obliczy¢ powierzchni¢ dwunastoscianu, znajac jego bok.

8. Obliczy¢ powierzchnie szescianu wpisanego w dwunastoscian na
fig. 331, znajac krawedZz dwunasto$cianu. :

9. Obliczyé powierzchni¢ daszka, wznoszacego si¢ nad kazda $ciana
sze$cianu na fig. 331.

10. Jakie plaszczyzny, osie, érodki symetrji ma: a) dwunastoscian, b) dwu-
dziesto$cian ?

11. Jakie obroty sprowadzaja do nakrycia z samym sobg: a) dwudzie-
stodcian, b) dwunastoscian. (Jest 60 takich obrotéw).

12. Obliczy¢ promieri kuli wpisanej w dwunasto$cian i opisanej na

k e T
dwunasto$cianie (fig. 331), znajac jego krawedz. [Odp. r = z—ovlo (25 4 11 VS);

(e )|

13. Obliczy¢é promieri kuli wpisanej w dwudziestoscian i opisanej

k Y -
na dwudziestoScianie, znajac jego krawedz. [Odp. r=-ﬁ\/3(vg+ 3),

.=§V?(5 E VET)]

14. Obliczyé stosunek powierzchni: a) czworosciany, b) .szeéci'amu,
¢) o$mioScianu, opisanego na kuli, do powierzchni podobnego wieloscianu
wpisanego w te kule,

*
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15. Sporzadzi¢ siatke i model dwudziestoscianu (siatka sktada sie z 20
tréjkatéw réwnobocznych).

16. Majac narysowany w perspektywie dwudziestoscian lub dwunasto-
$cian, znaleZ¢é rysunkiem $rodek kuli wpisanej i opisanej.

§ 114. 17. Obliczyé objetosé; a) czworodcianu, b) o$mioscianu, znajac promier:
kuli wpisanej » =3 em.

18. Znajac powierzchni¢ $cian dowolnego czworosciany nieumiarowego
opisanego na kuli i jego objetosé, obliczy¢é promien kuli.

19. Obliczyé objetos¢ dwudziestoscianu umiarowego, znajac krawedz
(por. ¢w. 13).

20. Obliczy¢ objetosé dwunastoscianu umiarowego, znajac krawedZ (por.
ctw. 12).

Rozdzial XII
Powierzchnie i bryly obrotowe

§ 115. Powierzchnie obrotowe prostolinjowe.

Powierzchnig zakre§long przez obrét dowolnej linji prostej lub
krzywej okolo osi nazywamy powierzchnig obrotowa. Najprostsze sa
powierzchnie obrotowe, powstajace obrotem
linji prostej, to znaczy powierzchnie
obrotowe prostolinjowe. "

Weimy najpierw pod uwage linj¢ prosta,
lezgcq w tej samej plaszczyznie, co o$. Przez
obrét odcinka takiej prostej (fig. 333) moze
powstac: a) pobocznica stozka prostego, jezeli
odcinek przecina o§; &) pobocznica walca
prostego, jezeli prosta jest réwnolegta do osi
obrotu; ¢) pobocznica stozka $cigtego, jezeli
przediuzenie odcinka przecina o$; d) koto,
jezeli odcinek przecina prostopadle o§ lub
wreszcie e¢) pierScieri kolowy, jezeli odcinek
jest prostopadly do osi, ale dopiero prze-
dluzony ja przecina. Widzimy wiec, ze wiele
powierzchni poznanych juz w dotychczasowej
nauce wystepuje tutaj z jednej wspélnej za-
sady powstawania. Pobocznice walcéw po-
X chylych i stozkéw pochylych nie naleig juz
Fig. 333. . do bry! obrotowych.

Nowa powierzchni¢ obrotowa otrzymamy, bioragc pod uwage linje prosta
wichrowata wzglgdem esi. Model takiej powierzchni otrzymamy, biorge dwa
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przystajace kota (n. p. z drutu lub z de§ki),. umieszczone na 'wspélnej osi
prostopadlej, dajace sig przesuwaé po tej osi i qbracaé koto f"f’i- .chzymy
ich obwody kilkunastoma linjami réwno-
leglemi n. p. nitkami. Wszystkie te nitki
leza na pobocznicy walca obrotowego (t.j.
prostego). Jezeli jednak skrecimy jedno
koto wzgledem drugiego o pewien kat, to
T‘ linje @, b, ¢, d (fig. 334) pozostang pro-
: stemi, poniewaz nitki sa napiete, ale beda
wichrowate wzgledem osi. Wszystkie te
linje bedg jednak w réwnej odleglosci od
osi i bedg tworzyly réwne katy z pod-
stawa; beda wiec one tylko réznemi poto-
zeniami tej samej prostej wichrowatej przy
Fig. 334. obrocie dokota osi. Spostrzezemy, ze zarys

powstalej powierzchni jest teraz hyperbolg. Powierzchnia taka nazywa si¢ hy-
perboloida obrotowga (o jednej powloce), moze bowiem powstaé takie
przez obrét hyperboli, lezacej na tej samej plaszczyZnie, co os. Wskutek sy-
metrji tej powierzchni zawiera ona takze druga gromade prostych, Pochyl?nych
w przeciwng strong o ten sam kat. Powierzchnia ta mimo to jest nierozwijalna.

2 | .

§ 116. Kula.

PrzejdZmy do powierzchni obrotowych, powstajgcych przez
obrét linij krzywych a wigc przedewszystkiem kola.

Powierzchnig¢ obrotowa, powstajgca przez obrét
p6lkola dokota §rednicy, nazywamy powierzchnig ku-
iista a przestrzern zamknigtg
przez t¢ powierzchnig¢ na-
zywamy kulg. (Czasem uzy-
wamy sfowa kula takie na ozna-
czenie samej powierzchni). Ponie-
waz kaidy punkt pdtkola jest
ré6wno oddalony od $rodka O,
przeto i przy obrocie te odlegtosci
nie doznajag zmiany. Stad widzimy,
ze kaidy punkt powierzchni kuli jest
rowno oddalony od stalego punktu,
zwanego S$rodkiem kuli. Te stalg

odleglo§¢ nazywamy promie-

niem kuli. Kazda linja prosta,
przechodzaca przez $rodek kuli, przecina jej powierzchni¢ w dwéch
punktach (dlaczego?); odcinek zawarty migdzy temi punktami nazy-

Fig. 335%).

*) Na fig. 335 przedstawiona jest kula w rzucie prostopadiym a tylko jej
0§ XY jest nachylona do plaszczyzny obrazowej (pionowej).
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wamy Srednicg kuli; diugo$é jej jest widocznie dwa razy wigk-
sza od promienia. Latwo wykazaé. ze kaida powierzchnia, majaca
te¢ wlasnos$¢, iz kaidy jej punkt jest réwno oddalony od stalego
punktu O, jest powierzchnig kuli, t. j., Ze mozna wyczerpaé wszystkie
jej punkty przez obrdt pétkola. Wiasnosé ta, jako charakterystyczna
dla kuli, moze stuzy¢ do definicji kuli,

Kolo X 4'Y, tworzace swojem obrotem kule, nazywamy po-
tudnikiem kuli. Jest to wigc przekrsj kuli, zawierajacy o$ obrotu.
Droge, jaka zakre$la przy obrocie kazdy punkt potudnika, n. p. punkt
4’, nazywamy réwnoleznikiem kuli. Jest to koto, ktérego plasz-
czyzna jest prostopadta do osi obrotu. Punkty, w ktérych o§ prze-
bija kulg, nazywamy biegunami. Mozemy wiec powiedzie¢, ze
poludnik jest kotem, przechodzacem przez obydwa bieguny. Réwno-
leznik, ktérego plaszczyzna przechodzi przez $rodek kuli, nazywa
sig r6wnikiem, Wszystkie te nazwy pochodza z geografji mate-
matycznej. Osig kuli moze by¢ kazda prosta, przechodzaca przez
Srodek, poniewaz kaidy przekréj, przechodzacy przez S$rodek jest
kofem (dlaczego?). Inne powierzchnie obrotowe nie maja tej wlasnosci.
Ale nietylko taki przekr6j kuli jest kolem. Wykazemy, ie kasdy
plaski przekrdj kuli jest kolem. Nie mamy wigc tu takiej r6znorodno-
§ci, jak u walca lub stozka!

Dla dowodu poprowadZmy z $rodka kuli linj¢ prostopadla do
plaszczyzny przekroju (fig. 336) OS | a. Polaczmy dowolne punkty
4 i A’ przekroju ze spodkiem S prostopadtej. Tréjkaty SO4 i SO A’
sg przystajgce wedtug (Il) przypadku przystawania, bo 04 = 4’0 jako
promienie kuli, SO=80 a <tOS4=<x084’=90° Z przysta-

wania wynika: S4 =S4
a wigc wszystkie punkty

el

Z \

[
obliczymy przy pomocy
twierdzenia Pitagorasa, zna-
plaszczyzny od Srodka kuli. Najwigkszy jest przekrdj, jezeli jego
‘plaszczyzna przechodzi przez §rodek kuli, bo wtedy 2= 0,

przekroju sa réwno odda-
U jac promieri kuli B i odle-
r=R. Przekr6j taki nazywamy kolem wielkiem. Inne przekroje

lone od stalego punktu §,
to znaczyitworzg one koto.

Fig. 336. glos¢ przekroju od Srodka
kuli z2: r=VR?—2?

Promieri tego przekroju
Widzimy stad, Zze wielko$¢ przekroju zalezy od oddalenia jego
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nazywamy kotami malemi. JeZeli przekréj oddala si¢ od §rodka kuli,
promieii jego maleje, wreszcie, jezeli jego odleglos$¢ od Srodka
kuli bedzie rowna promieniowi: z=R, to r=0, wigc prze-
kr6j zmaleje do jednego punktu. Plaszczyzna ma wtedy z kulg tylko
jeden punkt wspélny i nazywa sig ptaszczyzng styczna. Jes.t
ona prostopadta do promienia przechodzacego przez punkt stycznosci.
W kazdym punkcie kuli istnieje tylko jedna plaszczyzna styczn?.
(Dlaczego?). Z punktu poza kula mozna jednakowoz p9prowadzué
nieskoriczenie wiele plaszczyzn stycznych: ich krawedzie utworza
caly stozek styczny do kuli
Stozek ten mozna otrzyma¢ w prost-
szy spos6b. Weimy na plaszczyzi-
nie poélkole i poprowadimy styczng
z punktu P (fig. 337) lezacego na
przedluzeniu $rednicy. Jezeli calg fi-
gure obrécimy kolo osi OP, to pot-
kole zakre$li kule a styczna P4 za-
kresli stozek prosty, ktérego pod-
stawa jest koto mate kuli. Stozek ten
zawiera wszystkie linje styczne do powierzchni kuli, jakie sig dadza
z punktu P poprowadzié. Z tego sposobu powstania stozka stycznego
wynika, ze odeinki wszystkich stycznych poprowad;onych z jednego
punktu P do kuli, mierzone od punktu P do kuli, s3 rowne. ;
Jezeli punkt P oddala si¢ od kuli, kofo 4.4’ powqusza. sie
a stozek zbliza si¢ coraz wigcej do postaci walca. Styczne, dotykajace
kuli w punktach kota wielkiego, tworza powierzchnig walcowa
styczna, sa wiec wszystkie réwnolegte. Stozki i \.avalce stycznfe
maja zastosowanie przy szukaniu cieni kuli (za¢mienia) i rzut‘éw kuli.
Kiedy ciefi kuli bedzie kolem, elipsa, parabolg? Jaka jest gra-
nica cienia i §wiattfa na kuli o$wietlonej? :
Wielo§cian, ktérego wszystkie $ciany s3 plaszczyznar.m
stycznemi kuli, nazywa si¢ opisany na kuli. Jezeli zaé. naroza
wielo$cianu leza na powierzchni kuli, wielo$cian nazywa sie Wp.l-
sany w kule. Czy kaidy graniastostup da sig oglsaé na kuli?
(wpisaé w kulg?). Walec i stozek nazywajg sig wpisane w lfulq,
jezeli ich podstawy s3 kofami (wielkiemi lub malemi) ku.ll .a WPe'rz-
cholek lezy na kuli. Walec i stozek s3 opisane na kuli, ]eie}l .xch
dna sa plaszczyznami stycznemi a pobocznica walcem lub stozkiem
stycznym. ;
Cze$ci objetosci i powierzchni kuli, odcigte przekrojem .plaskin?,
maj3 osobne nazwy. I tak czg$ci, na jakie si¢ rozpada powierzchnia

A‘
Fig. 337.
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kuli przez poprowadzenie plaskiego przekroju, nazywamy czaszami
kuli a odpowiednie czg$ci objetos$ci kuli nazywamy odcinkami kuli.
' Czg$¢ powierzchni kuli, zawarta mie-

dzy dwoma przekrojami réwnoleglemi

(fig. 338), nazywamy pasem sferycz-
nym a odpowiednia cze§¢ objetosci

warstwg kuli. Co nazwiemy wysokos$cig
odcinka? (warstwy?) Z odcinkéw kuli
mozna utworzy¢ rozmaite gatunki socze-
wek: dwuwypukla sklada si¢ z dwdch
odcinkéw o tej samej podstawie, dwu-
klesta powstaje z walca po wycigciu
dwéch odcinkéw kuli, podobnie tez inne
rodzaje soczewek. Wszystko to sa takie
bryly i powierzchnie obrotowe, powstajace przez obrét lukéw i od-
cinkéw linij prostych.

Rozwaz wzajemne polozenie dwdch kul! Kiedy ich wspding
czg$cig jest soczewka dwuwypukla?

Jedno kolo wielkie dzieli powierzchni¢ kuli na dwie pétkule.
Dwa kola wielkie przecinaja si¢ zawsze w dwdéch punktach A4 4,
(fig. 339) biegunowo przeciwleglych (korice Srednicy) i dziela powierz-
chni¢ kuli na cztery czesci, zwane dw u-
katami sferycznemi. Biorac trzecie
koto wielkie, nie przechodzace przez
punkt 4 a wigc nie przechodzace takie
przez A,, otrzymamy osiem czesci,
z ktérych kazda nazywamy trojkatem
sferycznym, n. p. 4 CB. Mozina takie
z matych két tworzy¢ tréjkaty, jednako-
woz takie figury mniej sg dla nas wazne.
Podobnie, jak na plaszczyZnie badali§my
przedewszystkiem tréjkaty ograniczone
linjami prostemi, tak na kuli nalezy przedewszystkiem oméwié
trojkaty ograniczone tukami kot wielkich.

Luki ko6l wielkich majg nawet w geometrji na kuli, w t. zw.
geometrji sferycznej, podobne wiasnosci, jak linje proste w geometrii
na plaszczyznie, t. . w planimetrji. Migdzy dwoma punktami na
plaszczyZnie da sig poprowadzi¢ tylko jedna linja prosta: podobnie
migdzy dwoma punktami na kuli da si¢ poprowadzié
tylko jedno kolo wielkie, jezeli tylko te punkty nie
s3 biegunowo przeciwlegte. Dalej: linja prosta jest na plasz-

Fig. 338.

Fig. 339.

pu—

czyinie najkrotsza droga, faczaca dwa punkty; na kuli. fest (UL
kola wielkiego najkrétszg droga (po powierzchni), taczaca
dwa punkty kuli. (Dlaczego?) Nitka wypr¢Zzona migdzy dwoma punk-
tami powierzchni kuli dotyka jej wzdluz tuku kola wielkiego. (Jezeli
n. p. chcemy znalezé najkrétsza droge z Warszawy do Tokio, nie
nalezy jej szukaé wzdtuz réwnoleznika, ale wzdluz kola wielkiego).
Z tej przyczyny nazywamy ten luk kola wielkiego odlegloscia
sferyczna.

Badanie tréjkatéw sferycznych i wogéle figur, lezacych na powierzchni
kuli, jest dla nas sprawg bardzo wazng, poniewaz ziemia jest kulg i pozorne
sklepienie niebios réwniez uwazamy za kulg. Wszelkie obliczenia i pomiary
geograficzne lub astronomiczne musza sig¢ opiera¢ na geometrji sferycznej.

Laczac wierzcholki tréjkata sferycznego 4 CB z Srodkiem kuli,
otrzymujemy kat brytowy tréjScienny O4 CB. Jest on Scisle zwia-
zany z tréjkatem sferycznym: boki trojkata sferycznego sa lukami, na-
fezacemi do katow plaskich naroza, jako do katéw Srodkowych. Dla-
tego wyrazamy zwykle boki tréjkata sferycznego w stopniach. !(qty
trojkata sferycznego (sa to katy zawarte migdzy linjami stycznesml do
k6!, ograniczajacych ten tréjkat) sa zmowu rowne katom dwusciennym
naroza. Albowiem (fig. 340):

NB | OB i lezy na plaszczyinie BOC
MB | OB i lezy na plaszczyinie A OB

a Wiqé <xM BN jest miarag kata dwusSciennego, utworzonego przez
plaszczyzny AOB i COB.

Badanie tréjkata sferycznego jest wigc zarazem badaniem na-
roza tr6j§ciennego i odwrotnie: prawa poznane dla naroza
tr6jSciennego mozna przenie§¢ bez zmiany na tréjkaty sferyczne. Ta}k
n. p. przypadki przystawania katéw brylowych tréjSciennych podaja
zarazem przypadki przystawania tréjkatow sferycznych. (Wymien!)
Ze zwigzku z narozem tréjSciennem wynika takze bardzo wazne
prawo:

suma katow trojkata sferycznego musi byé zawsze wigksza od 180°
a mniejsza o 540°. (Dlaczego ?) Nadmiar ten:

4+ B+ C—180°
nazywamy przepelnieniem sferycznem i zaznaczymy literg o. W tréjka-
cie sferycznym moze si¢ znajdowaé jeden, dwa a nawet trzy katy
proste (jezeli trzy plaszczyzny odpowiedniego kata brylowego s3 pa-
rami prostopadte do siebie). Tréjkat sferyczny, zawierajacy je-
den przynajmniej kat prosty, nazywa si¢ prostokatnym. Narysuj!
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Jezeli w wierzchotku naroza tréjSciennego, t. j. w Srodku kuli
wykreslimy naroze biegunowe do niego, otrzymamy na powierzchni
kuli tré6jkat sferyczny biegunowy do pierwszego tréjkata.
Jego boki wyrazone w mierze katowej spelniajg si¢ do 180° z ka-
tami pierwotnego tréjkata a katy spelniaja si¢ do 180° z bokami
pierwotnego tréjkata. (Dlaczego?)

Jaki tréjkat sferyczny powstanie, je-
zeli krawedzie odpowiedniego naroza
tréjSciennego przediuzymy poza wierz-
cholek naroza az do przecigcia sig
z kulg? Czy przystaje do pierwotnego
tréjkata? Nazywamy go tréjkatem sfe-
rycznym przeciwlegiym. Dwa
trojkaty sferyczne, zajmujace razem po-
towe kuli, nazywamy tréjkatami przy-
legtemi. N. p. do tréjkata 4 B C przy-
Fig. 340. leglym jest tréjkat o bokach 4B 4B,

A C, BC a przeciwleglym B, 4,C,.

.§ 117. Inne powierzchnie obrotowe.
Z innych powierzchni obrotowych zaslugujag na uwage:

1. Elipsoida obrotowa, t j. powierzchnia zakreslona obrotem
elipsy okolo jednej osi gléwnej; ksztalt taki ma w przyblizeniu ziemia.

2. Hyperboloida obrotowa, o ktérej wspominalismy juz przy
powierzchniach obrotowych prostolinjowych (fig. 334, str. 277). Inny rodzaj
hyperboloidy otrzymamy, obracajac hyperbole koto osi symetrji, przechodzacej
przez obydwie galezie; wtedy powstaje hyperboloida o dwéch powlokach.

3. Paraboloida obrote wa, powstajaca przez obrét paraboli dokota
jei osi symetrji.

Powierzchni takiej uzywa sie w optyce, jako zwierciadla wklgstego do
reflektorow.

4. Obrecz kotowa, powstajaca przez obrét kota dokola osi, lezacej
w jego plaszczyZnie, ale nie przecinajgcej kota.

Powierzchniami temi zajmowano sie juz w starozytnosci. Archimedes,
ktéremu zawdzieczamy obliczenie pbwodu i powierzchni kota, badat i te po-
wierzchnie a wyniki badari przekazat nam w dziele p. t.: ,0 konoidach i sfe-
roidach“. Takze obliczenie powierzchni i objetosci kuli zawdzigczamy Archi-
medesowi.

W budownictwie i w przemysle uzywa sie wielu powierzchni obroto-
wych o linjach poludnikowych (tworzacych) bardziej skomplikowanych. Tak
n. p. kopuly, wyroby tokarskie, garncarskie sa najczesciej powierzchniami obro-
towemi. Wskutek tak wielkiego rozpowszechnienia wainem zadaniem jest obli-
czenie powierzchni i objetosci bryt obrotowych.
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§ 118. Powierzchnia kuli i jej czesci.

Rozwinigcie powierzchni kuli na plaszczyznie jest niemozliwe.
Powierzchnia kuli nie da si¢ przenieS¢ na plaszczyzng bez
znieksztalcenia dlugo$ci i katéw ani w sposéb mechaniczny, ani
matematyczny.

Jest to rzecz wielkiej doniostosci dla geografji. Wynika stad bowiem,
ze 2adna karta geograficzna nie jest wiernym obrazem kuli ziemskiej. Jedynie
globus mégiby byé wiernem pomniejszeniem kuli ziemskiej, jednakie w prak-
tyce takze globus sporzadza si¢ przez naklejanie plaskich kawalkéw w postaci
dwukatéw sferycznych, ograniczonych tukami két lub sinusoid. Mozna zrobi¢
taka mape, na ktérej wszystkie katy wystepuja w prawdziwej wielkosci, wtedy
jednak powierzchnie i odcinki doznaja silnych znieksztalceri (n. p. rzut Mer-
katora). Mozna takie przedstawi¢ czegsci ziemi z zachowaniem réwnosci po-
wierzchni; wtedy jednak katy albo diugosci odcinkéw beda zmienione. (N. p.
rzuty Lamberta réwno-powierzchniowe).

Wobec tego przy obliczaniu powierzchni kuli nie mozemy si¢
postugiwaé siatkg tej powierzchni, ale musimy uzy¢ rozwazan przy-
blizonych, granicznych.

Opisujemy na kuli szereg pobocznic stozkéw $cietych, dotyka-
jacych kuli wzdluz swego przekroju Sredniego. Oznaczamy bok
jednego takiego stozka S$cigtego litera sy,
promiefi przekroju $redniego ¢, a rzut boku
na o$ literg w, (fig. 341). WyprowadziliSmy
juz wzér na obliczenie pobocznicy takiego
P\s. stozka (por. str. 256).

E B Py=27¢; 8
Ale iloczyn ¢,.s, mozna zastapi¢ ilo-
czynem R.w,, poniewaz ¢ :R=w,:s,, jak
to wynika z podobieristwa tréjkatéw AEB

Y

Ni

i OCD; wiec
py=27nRw,
Jezeli opiszemy na kuli bardzo wiele
Fig. 841. takich paséw bardzo waskich, to one w gra-

nicy pokryja calg kulg. Powierzchnig kuli
mozemy wigc uwazaé za granicg, do jakiej dazy suma powierzchni
tych paskéw, jezeli ich szeroko$¢ maleje nieograniczenie. Obliczamy
sume powierzchni kilku takich paskéw:
py=2nRw,
p,=27m Rw,
p;=27 Rw,

)

Prn=2nRw,
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Stad: p,+p,+2,+..... +pn=2nR(w, +w,+w,+...4w,)

Jezeli wyczerpiemy cala powierzchni¢ kuli, to odcinki w,, w,,
Wy,. ... w, pokryja calg o$ kuli: ich suma réwna si¢ wiec $rednicy.

Zatem :

P=2aR.2R, czyli ostatecznie
P=4R’n
Powierzchnia kuli jest wiec cztery razy wieksza od powierzchni
kola wielkiego. Gdyby$my z tych pobocznic stozkéw dodali tylko czeg$é,
mianowicie tylko te, ktére pokrywajg czesé
powierzchni kuli od bieguna do wysoko$ci .,
otrzymalibySmy powierzchnig¢ czaszy:
P—2Ran.w, (1)
Powierzchnig czaszy obliczamy, mnoiac
obwod kola wielkiego przez wysokosé czaszy.
Narysuj walec, majacy pobocznice tak
» wielka, jak czasza kuli na fig. 342!
To samo rozumowanie odnosi si¢ do
powierzchni pasa sferycznego:
P=2Rn.w,

Jezeli na kuli opiszemy walec réwnoboczny, to jego pobocznica
wynosi 2Rn.2R=4R*n, réwna si¢ wiec powierzchni kuli. (Jest
to odkrycie Archimedesa).

Powierzchni¢ dwukata sferycznego, ktérego Iluki tworzg
kat a, obliczymy z proporcji:

P:4R*m = a:360° stad
o
P—RA 500

Dla tréjkata sferycznego 4 BC (fig. 343) wyprowadzimy
wz0r, opierajgc si¢ na dwukatach. I tak tréjkaty 4 BC i BCA,

tworza razem dwukat o powierzchni:

<4
ABC+BCA, = R'n. 35

Tak samo tréjkaty 4 BC i 4 BC,

< C

* 990
Wreszcie aby uzupelnié p6lkule

przednig, potrzeba nam jeszcze powierz-

chni tréjkata B A4,C,. Powierzchnia ta

Fig. 343, réwna si¢ powierzchni tréjkata 4 CB,

Fig. 342,

ABC+ ABC,=R'n

i
4
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(dlaczego ?), prze?o ABC+ BA,C,=ABC+ ACB, a te tworza
razem dwukat, wigc

<Xt B
900
Dodajgc powierzchnie tych trzech par tréjkatéw, otrzymamy:
24BC+(ABC+BCA,+BAC,+ABC,)=

_<Ad+<9B+<C
F 90°

Ale 4 BC jest zadana powierzchnig P tréjkata, suma za$ zawarta
w nawiasie daje powierzchni¢ pétkuli, t. j.

ABC+ BA,C, =Rn.

Rix

4R . -
5 Wiec
2.P+2R*nm=R'n. el ;SOB k <):C. Upraszczajac przez 2, otrzy-
mamy : P Rin, SAT SR E =0 pi ool
180°
<4+ <sB+ <xC—180°

P=Rim.

180°
Wyrazenie zawarte w liczniku jest to przepelnienie sferyczne: e
(por. str. 281).
Ostatecznie wiec otrzymujemy:
180°
Z tego wzoru widzimy, Ze powierzchnia tréjkata sferycznego

zalezy od sumy katéw i odwrotnie: im wigksza powierzchnig ma
tréjkat sferyczny, tem wigksza jest suma jego katéw.

P

w trdjkqtach plaskich nie spotkaliSmy takiej ciekawej zaleZnoSci w geo-
metrjl euklidesowej, natomiast w geometrjach nieeuklidesowych pole tréjkata
plaskiego zalezy takze od sumy jego katéw (por. planimetrja str. 33).

Podobnie, jak w planimetrji diugo$¢ luku kola o promieniu 1
stluzy za miar¢ kata, tak w stereometrji powierzchni¢ tréjkata
sferycznego mozna przyja¢ za miare¢ odpowiedniego kata brylowego
tréj§ciennego, jezeli tylko promieri kuli wynosi jednostke diugosci.
W podobny sposéb mozna zmierzy¢ wielkos¢ katéw brylowych
wielo§ciennych.
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§ 119. Objetosé kuli.

. Do wzoru na objeto§¢ kuli dochodzimy w podobny sposéb, jak
dla wieloScianéw opisanych na kuli (por. § 114). Podzielmy po-
wierzchni¢ kuli na bardzo drobne czworokaty sferyczne, prowadzac
f. p. system réwnoleznikéw i poludnikéw (fig. 344). Wierzcholki
kazdego takiego czworokata polaczmy ze Srodkiem kuli, to kula
rozpadnie si¢ na bryly bardzo zblizone do ostrostupéw czwo-
robocznych, ktérych wysoko$é réwna si¢ promieniowi kuli a pod-
stawg jest maly czworokat plaski, stykajacy sie z kula.

Objgtosci tych ostrostupéw

wynosza:
R
V=D 3
R
Vy=2D, 3

A

Fig. 344. R
Vp = y ?

Jezeli podzia.l poprowadzimy odpowiednio daleko, to suma tych
ostrostupéw réini sie dowolnie malo od objetosci kuli a suma ich

podstaw tak samo dazy do powierzchni kuli. Dodajac wiec obliczone
warto$ci, otrzymujemy :

V=(p, +’P2+- . °+Pn)-§

R .
V= P.§-, ale P kuli wynosi 4R, n
wigc: V=4Rn

: iz Eegf) wzoru widzimy, Ze objetosci dwéch réznych kul maja
sig do s;eble, jak trzecie potegi promieni, zgodnie z ogélnem prawem,
78 ]e.zelz wymiary bryly wzrastajg, to Dbowierzchnie rosng w stosunku
drugich poteg tych wymiaréw a objetosei w stosunku trzecich poleg
{Sprawdzi¢ dla innych poznanych bryl!) !

.Do tego samego wyniku mozemy dojs¢, opierajac sie na twier-
dzeniu Cavalieriego.

t;

T

TR~ MR
N N T e

o

Wsréd bryl o znanej objgtoSci szukamy takiej, ktéraby miata
wszystkie przekroje réwne odpowiednim przekrojom kuli. Przekréj
kuli poprowadzony w odleglosci z od $rodka (fig. 345) ma powierzchnig:

o’m=R'nm —2z’n.

. ,///// ,E’ , ’ 2

7,

,0/,{{{{////////%/ _

2R

Wz6r ten naprowadza nas na to, Ze przekroje szukanej bryly
bedg pierScieniami kofowemi o wigkszym promieniu stalym R a mniej-
szym zmiennym, mianowicie réwnym odlegloSci z przekroju kuli od
Srodka.

Bryla taka jest walec réwnoboczny z wydrazeniami stozkowemi,
siggajacemi do Srodka walca. Promien tego walca ma by¢ réwny
promieniowi kuli. Poniewaz <x a@ = 45, to istotnie promiert mniejszego
kola przekroju réwna si¢ odlegloSci tego przekroju od Srodka.

Poniewaz wszystkie przekroje tego wydrazonego walca sa
réwne odpowiednim przekrojom kuli, wigc wedlug twierdzenia Cava-
lieriego objgto$¢ kuli réwna sie objetosci walca pomniejszonej o po-
dwdéjng objetos¢ wglebienia stozkowatego:

Vi=V,—2V,
Stad:
Vk=2R3n—2.R2n.£ =6—Ri?__—21i7E
3 3
wigc otrzymujemy wzor:
Vk = %Rsn

ten sam, ktérySmy poprzednio wyprowadzili inng droga.
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§ 120. Objetos¢ czesci kuli.

To samo rozumowanie, ktére pozwolilo obliczy¢ objetos¢ kuli,
prowadzi takze do obliczenia objetoSci wycinka kuli, & 5
bryly, powstajacej przez obrét wycinka kola okoto dwusiecznej kata
Srodkowego) (fig. 346). Dzielac czasze, ograniczajgca wycinek, na
drobne czworokaty, otrzymujemy jako sume ostrostupéw :

R
V‘:(}’i +P:+---+Pn)—3—.

W granicy suma tych powierzchni p,,
P,... p, nie zapelnia calej powierz-
chni kuli, ale tylko powierzchnig czaszy,

wiec: L R
Vw—Pau 3
ale P.=2Rnaw
2
Fig. 346. Vw=2R3nw (l)

Objgtosé wycinka kuli oblicza si¢ tak, jak objetosé stoika, kis-
rego podstawa réwna sig czaszy, ograniczajgcej wycinek o wysokosé
rownae si¢ promieniowt kuli.

Objetos¢ odcinka kuli mo-
w zna obliczy¢ jako réznicg miedzy obje-
toscig odpowiedniego wycinka i stozka,

Q jezeli chodzi o odcinek mniejszy od
polkuli lub tez jako sume wycinka
i stozka (por. fig. 347). Obliczymy
najpierw objeto§¢ mniejszego od-
cinka V.

. R 2
V—2Rnw.—3—— T 3
Ale ¢ jest $rednig geometryczna

migdzy obydwoma odcinkami $rednicy.

Fig. 347. (Por. pianimetrja § 57).
0'=w (2R—w) (@)
wigc: V=2R;nw-——131£(R—w)(2R—w)
skad po wykonaniu prostych dzialari otrzymamy:
¥ = nw? (R—-%”) @)

Taki sam wzér otrzymamy dla wigkszego odcinka (tylko za-
miast w trzeba uzy¢ wysokosSci ,).

Wzoér ten mozna sprowadzi¢ do innej formy, latwiejszej do za-

pamigtania. Wyrazimy objetos¢ odcinka zapomoca wielkosci ¢ i w,

" kt6ére mozemy wprost zmierzy¢ na odcinku, nie uzupelniajac go do
{ kuli. Z wzoru (a) otrzymujemy:

e’ + w’

2w’
a podstawiajac tg wartos¢ we wzo6r (2), otrzymamy po uporzadkowaniu :

8
V="Z”‘E+%(ﬂ) n (2 a)

2 2

Stowami: objefosé odcinka kuli réwna si¢ polowie objetoser
walca opisanego na tym odcinku, powickszonej o objetosé kuli wpisa-

nej w ten odcinek.
ﬁ \ Na fig. 348 sa te byly przed-
W

stawione w przekroju (w rzucie
Fig. 348.

L)

pienowym).

Objetos¢ warstwy kuli
mozna obliczy¢ jako Tr6Znice
objetosci dwoéch odcinkéw kuli,
Uzywajagc wzoru (2a) na obliczenie objgtosci odcinkéw o wyso-
ko$ciach w, i w,, otrzymamy:

0, mw, w\® _ezznwz_i(gf_z)a
V= 2 —{—34—(2)71 o 7.

) i e

Wz6r ten mozna takie przeksztalcié
na forme¢ wygodna do zapamigtania a za-
wierajaca te tylko wielkoSci, ktére sig
dadzg bezposrednio zmierzy¢é na samej
warstwie, t. j. ¢, 0, i w. (Por. fig. 349).

Zamiast w, i w, podstawiamy we wzo-
rze na objetos¢ wartosci:

\

w, =W + w,

Fig. 349. Wolss Wy 0

v olnw  o’mw, wim _g’mw e’nw _w’n
T ) 6 2 2 6

to:

2 2 :
=42 27”0+ = 2”?1) o %(3912”’2_3922"’1 +w’ —w,®).

Dr, A. Zomnicki. Geometrja dla szk6l frednich. 19
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. 2
Ale: 04 w,—922w1='w1w22—w1’w2
jak to wynika z réwno$ci:

912=w1 (2R—w,) LWy ; 3
0l =w, QR —w,) | .1, odejmujemy dolne réwnanie :

2 2
01" Wy — 0, wy = —w, *w, + w,?w,.

Uwzgledniajac ten zwiazek, otrzymujemy :

_e’nw o’mw g
Poiag s ran i gt
ale w,—w,=w - ® \
2 2
lub ostatecznie: :
_o'rw  oinw w)3

' Ob.tho.s‘c’ warstwy fkulistej oblicza sig, dodajqgc do polowy
objetosci walea opisanego na tej warstwie polowe objetodei walca

wpisanego ¢ objetosé kuli wp?i -

v £ sanej.
- ﬂ' \ ~ Na fig. 350 s3 przedsta-
2 \ / \ wione te bryly w przekroju
0t (w rzucie pionowym).
Fig. 350. Do tych samych wzoréw

. ! ) na objgtos¢ warstwy i odcinka
mozna doj$¢, uzywajac twierdzenia Cavalieriego. N. p. objetosé

warstwy réwna si¢ objetosci pierscienia bryty, ktorej uzywali§my

o ey

d

Fig. 351.

przy obliczaniu objetosci kuli. (Por. fig. 351). Wykonaj

rachunek! 5

291

§ 121. Reguta Guldina do obliczania pola powierzchni obro-
towych.

Posiadamy metode obliczania pola powierzchni bryt obrotowych wspélng

dla wszystkich rodzajéw takich powierzchni. Zastanéwmy sie¢ najpierw nad
znanemi nam juz wzorami na obliczanie pobocznicy

prostego walca, stozka i stozka scietego. Widzie-

A lismy n, p., 2e pobocznica stozka scigtego wynosi:

S M=291:s

' Poniewaz punkt ¢ mozemy uwazaé za $rodek
I oaab p  ciezkoscl odcinka A4 B, obfozonego jednostajnie masa,
przeto wzér nasz mozemy takze wypowiedzieé
w nastepujacej formie:
0 @' Pole powierzchni obrotowej powstajacej przez
E /s' obrét odcinka, lezacego w tej samej plaszczyZnie,
co o$ obrotu, rowna sie diugosci s tego odcinka,
D pomnozonej przez droge 2pw, zakreslong przez
srodek ciezkosci tego odcinka (fig. 352).
Fig. 352. Tak samo mozna wystowi¢ wzory na pobo-
cznicg walca i stozka. (Wykaz!).
Jezeli teraz weZmiemy linj¢ lamana, zlozong z dwdéch odcinkéw, to
przez obrét otrzymamy pobocznice dwéch stozkéw scigtych. Cata powierzchnia
obrotowa ma wiec wielkos¢:

P=2pms+ 2p'ws’ =27(ps4 p’s’) )
Srodek ciezkosci catej linji lamanej 4 BD lezy w odleglosci $redniej

miedzy p i p/ od osi obrotu. T¢ srednig odleglos¢ tworzymy wedlug naste-
pujacego wzoru:

ps+p’s’
r=
s+ 8
Albowiem: jeZeli ‘'masa jest rozmieszczona jednostajnie, to znaczy na
kazdy centymetr diugosci przypada tylesamo graméw, n. p. m graméw, to
odcinek o dlugosci s ma masg¢ m.s a odcinek s’ mase m.s’. Srodek cigz-
kosci S musi lezeé na linji, laczacej C i C’, blizej wigkszej masy i to tyle
razy blizej, ile razy ta masa jest wigksza.
Stad wynika proporcja:
CS:C'S=ms":ms
czyli po uproszczeniu przez m
C8:C'S=28':s
Z tej proporcji wynika takze prawdziwo$¢ proporciji:
CS:(CS+C'S)=2s":(s" +3s) cazyli
C8:C'C=3s":(3 + 3).
Ale z tréjkata C EC’ widzimy, Ze
CS:C'C=PS:EC' =(r—p):(p' —p)
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Wiec (r —p): (¢’ —p) = s’ :(s + s’). Stad latwo obliczymy:
Ps+ P, 3,
r_—
s+ s’
Gdyby sie linja famana skladata z wigkszej liczby odcinkéw, to odle-
glo$é srodka ciezkosci tej linji od osi obrotu wynosilaby:

r=ps+p’s’+p”s”+...
s+ 8 +s8s'+...
Wprowadzajac znaleziong wartos¢ » we wzdér (1), otrzymamy, poniewaz:
ps+p’s’ =r(s+ s’), wzér
P=2r%(s+ s').

Trzeba wiec pomnozyé catkowita diugosé linji (tworzacej)
potudnikowej s+ 8’ przez droge 2r%, zakreslong przez Sro-
dek ciezko$ci przy obrocie. Ilekolwiek odcinkéw wezmiemy, zawsze
otrzymamy na powierzchni¢ wzor:

P=2r=.7

gdzie » oznaéza odlegtos¢ Srodka cigzkosci linji potudnikowej od osi a 7 cal-
kowita dlugos¢ tej linji.

To samo rozumowanie mozemy zastosowaé¢ do linji krzywej, obraca-
jacej sie dokota osi. Trzeba ja podzieli¢é na drobne czastki, w przybliZeniu
proste i zastosowaé poprzednie rozumowanie. Postgpujac $cislej, trzebaby
w te linje wpisaé linje lamang o wielkiej liczbie bokéw lub opisa¢ takg linjg
i badaé, do jakiej granicy dazy powierzchnia obrotowa, zakreslona przez taka

linje famang. Wtedy jednakze obliczenie s$rodka cigzkosci linji potudnikowej -

sprawia znaczniejsze trudnosci.

Wzér ten nazywamy regulag Guldina (XVIL wiek), jakkolwiek juz
u Pappusa z Aleksandrji (okoto 300 lat po n. Chr) znajdujemy te¢ samg
metode.

W praktyce, jezeli linja potudnikowa (profil) jest bardzo skompliko-
wana, n. p. przy koputach bizantyriskich, nie szuka si¢ $rodka cigzkosci catej
linji, tylko rozdziela si¢ powierzchni¢ na pasy w przyblizeniu stozkowe lub
walcowe i oblicza sig_powierzchnie kazdego pasa osobno.

Gdybys$my chcieli zastosowaé regute Guldina do kuli, musielibySmy zna¢
srodek ciezkosci potowy okregu kota. Posiadamy jednakze wzér na powierz-
chnig kuli, obliczony inng droga; mozemy wigc odwrotnie wykry¢, gdzie lezy
$rodek ciezko$ci linji potudnikowej. Poniewaz jej dlugosé

2R=%
l= >
przeto wedtug reguly Guldina powierzchnia kuli wynosi:
P=2rn.R® ale wiemy ze

= RBw

P=4R!xn stad
2¢ Rn2= 4 R?rx czyli
2R

r=

™

Taka jest odleglos¢ srodka cigzkosci obwodu péikola od osi obrotu. 1
Wyprowadzi¢ na powierzchni¢ obregczy kolowej wzor:

P=4Rrx2

gdzie » oznacza promieri kota obracanego a R odlegtos¢ jego srodka od osi obrotu!

§ 122. Reguta Guldina do obliczania objetosci bryt obrotowych.

Przy obliczaniu powierzchni bry! obrotowych wyprowadzilismy ogélne
prawo P=1.2rm, gdzie r oznaczalo odlegtos¢ srodka cigzkosci linji obra-
cajacej si¢ od osi obrotu a I catkowita dtugosé
tej linji. Zupelnie podobne prawo odnosi sie
do objgtosci bm} obrotowych, Udowodnimy
mianowicie :

Jezeli jakakolwiek czgsé pta-
szczyzny wiruje koto osi, nie prze-
cinajacej jej ograniczenia, to obje-
tos¢ tej bryty obrotowej réwna sie
polu figury obracajacej sig, pomnozo-
nemu przez droge, zakreslongprzez
srodek ciezkosci tej powierzchni.

Fig. 353. Prawdopodobnos¢ tego twierdzenia wy-
kazemy najtatwiej, biorac pod uwage obregcz,
powstajaca przez obrét kola koto osi, lezacej w jego plaszczyznie a nie
przecinajacej go. GdybysSmy taka obrecz wyprostowali, otrzymalibySmy
walec, majacy za podstawe koto tworzace. Przy tem wyginaniu musiatyby
dozna¢ wewnetrzne czesci powierzchni pier$cienia rozciggnigcia a zewngtrzne
zgniecenia. Wysoko$¢é tego walca musi by¢ krétsza od zewngtrznego réwno-
leznika a dluzsza od wewnetrznego. Wydaje sie¢ wigc bardzo prawdopodobnem,
ze wysokos¢ walca bedzie réwna sredniemu réwnoleznikowi, przechodzacemu
przez Srodek ciezkosci S kota tworzacego (fig. 353). Nazywajac promiern tego
rownoleznika (t. j. odleglos¢ tego sSrodka
ciezkosci od osi obrotu) literg », otrzymamy
T na objetos¢ tego walca (a wigc i obreczy)
wzOr : V.=P2rx.

Scisty dow6d przeprowadzimy dla tré j-
kata. Inne wielokaty mozna bowiem zlozy¢
z tréjkatéw a powierzchnie ograniczone linjami
krzywemi mozemy aproksymowaé zapomoca
wielokatow.

Wezmy wiec pod uwage tréjkat 4 BC
i rozwazmy bryle, jaka powstaje przez
obrét tego trdjkata koto osi 7’7 (fig. 354).
Oznaczmy odlegtosci wierzcholkéw od osi
literami xz,, x,, #; a odleglos¢ Srodka cigz-

T kosci S od osi obrotu literag ». Latwo wy-
i kazaé, ze
Fig. 354. At Ty + x5 + 5
e 3

(Por. planimetrja éw. 57 str, 128).
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Objetos¢ bryly obrotowej, zakreslonej przez obrét tego tréjkata, sktada
sig z dwéch stozkéw Scigtych o bokach AC i 4B, od ktérych jednak trzeba
odja¢ wewnetrzny stozek Scigty o boku B(C. Wigc:

=¥(ﬂ%+x§+z1 wg)+wsTw(x§+x§+xixz)——

—#ﬁ(zg+z§+xzx3)

Zbierajac osobno wyrazy, zawierajace w, a osobno w,, otrzymujemy :

= T
Vst 2 2 2
3 ¥ @ ?+ 2y 03 — 20> — 2y 3,) + 3 s @ 4 2y Ty — 2,2 — 25 2,)

Wylaczmy przed nawiag:
Ty —xy i 2 — 2,

%
V=§w2 (zy — ;) (2, +%+z3)+%w3 @y —z;) (zy + 2y + z;)

V= ﬁu%*-_ﬁ[wz (xi__zz)+w3 (xi_zs)]

Ale wyrazenie zawarte w nawiasie przedstawia podwdjne pole tréj-
kata, otrzymane jako réznica pomiedzy trapezami A BB’ A’ i AA’'CC’ a tra-
pezem B B’ CC’ (oblicz!)

Wiec: V==.r.2P
czyli: V=P.27rx:
a to jest prawo Guldina.

Biorac teraz dowolny wielokat (fig. 355), rozkladamy go na tréjkaty.
Oznaczywszy odlegtosci $rodkéw ciezkosci od osi literami T4y Tq T'3... & pola
tych tréjkatdw f,, 7,, f;..., otrzymamy:
V=£fi.2r, 5+ f.21,7%4 f.2r;%4....

V=2xn(ryfy+r3fo+rsfa+....)

Odleglos¢ srodka ciezkosci calego wie-
lokata od osi obrotu obliczamy, tworzac
srednia (arytmetyczng) wedlug wzoru:
_nhtnftrfi+...

HthH+fat+...
=r,f1 + Yy fo+ 1y Sfat ..

B

»

(Udowadnia si¢ podobnie, jak przy po-
wierzchniach obrotowych). Podstawiajgc licznik
tego wyrazenia we wzoér na V, otrzymamy:

Fig. 355. V=2%.r P
a wigc tak samo, jak dla trdjkata.

Dla powierzchni ograniczonej linja krzywa udowadnia si¢ przez szereg
kolejnych przyblizeri zapomoca wielokatéw. Twierdzenie pozostaje prawdziwe
i w granicy.
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Do. uzycia wzoru Guldina trzeba zna¢ Srodek cigzkosci obracajacej sie
powierzchni. Jezeli ograniczenie powierzchni jest linjg skomplikowana, rozktada
sie ja na male tréjkaty i oblicza si¢ kazda cz¢$¢ objgtosci osobno.

Jezeli znamy wzér na obliczenie objetosci jakiej$

bryly obrotowej, znaleziony inng droga, to mozemy znalezé
A potozenie Srodka ciezkosci figury tworzacej. Wiemy n. p.,
ze dla kuli:
V=—4—R31\:
3
_d_. B
Stad mozna obliczy¢ sSrodek cigzkosci powierz-
R chni pétkola, tworzacego swoim obrotem kulg. Oznaczmy
litera d odleglo$¢ $rodka cigzkosci od osi obrotu (lezy
on na symetralnej tuku 4 BC) fig. 356, to wedtug reguty
c Guldina objetos$¢ kuli wynosi:
R%;
Fig. 356. V=P.2dr=""T2ds =Rd
A wiec:
% Ri3n =n2R2d
skad wynika:
4R%n 4R

T 3rlR? 3%

(Wzér inny, jak dla $rodka ciezkosci obwodu pétkola; por. str. 292).

Obliczenie objetosci innych bryl, zamknietych powierzchniami krzywemi,
da si¢ w wielu wypadkach wykonaé przez rozwazania graniczne lub teZz przy
pomocy rachunkéw wyzszych (rachunek catkowy), to jednak przekracza juz
zakres elementarnej geometrji.

§ 123. Charakterystyczne wlasnosci przecigé¢ stozkowych.

Przy pomocy kul wpisanych w stozek i w walec moZna zbada¢
dokladniej wlasnosci elipsy, hyperboli i paraboli.

Zajmijmy si¢ najpierw elipsga, pojmowana jako uko$ny rzut
kola, t. . przekréj walca. Wezmy walec prosty przecigty plaszczyzna
4 4’, nachylong do kierownicy. Otrzymamy elips¢ 4’ P4 (fig. 357).
PoprowadZmy przecigcie osiowe DEE’'D’ prostopadle do tego
przekroju; ono przetnie plaszczyzne A4 A’ wzdluz proste] 4 .4’.
Wpiszmy w gérng i dolng cze§é powierzchni walcowej kule, dotyka-
jace plaszczyzny 4 4’. Kule te stykajg sie z walcem wzdluz kot
DCE i D'C'E’ azplaszczyzng 4 A’ w punktach F i F/. Zbadajmy,
jaka wlasno$¢ ma kaidy punkt przekroju, n. p. P, lezacy na tworzatej
CC'. Polagczmy P z punktami F i F’, to widzimy, ze:
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PF = PC jako odcinki stycznych, poprowadzonych do kuli
z tego samego punktu P (na rysunku perspektywicznym linja PF
wydaje sie¢ o wiele krétsza od PC). Tak
samo PF = PC(".

Dodajac te dwie réwnosci do siebie
otrzymamy : :

PF4+PF =CC lub
PFLPF =DD’

poniewaz CC’= DD’ jako boki walca pro-
stego. A wiec: suma odleglosci dowolnego
punktu elipsy przekroju od statych punktéw
F i F’ réwna sie stalej dtugosci D D’.

Punkty # i # nazywamy ogniskami
elipsy a proste PF i PF’, laczace dowolny
punkt elipsy z ogniskami, nazywamy pro-
mieniami wodzgcemi. Latwo wykaza¢,
ze stala diugo$¢ DD’ jest réwna osi wielkiej
A A’ tej elipsy.

Istotnie DD'=DA’'+ A'D'=A'F+ A’ F’ jako odcinki
stycznych.

Ale takie DD'=EE' =AE+AE' =AF + AF'. Stad wniosek:

A'F+A' PP =AF+ AF (1)
Ale z figury odczytujemy, 2e ' F=A'F' + FF i
AF'=AF + FF' czyli, podstawiajac te wartosci

w (1), otrzymamy po zredukowaniu: 4’7’ = AF i

Wobec tego DD’/ =A'F+ AF=A4 A’

Widzimy stad, Ze w kazdej elipsie suma promieni wodzacych jest
stala dla wszystkich punktow, mianowicie rowna sig osi wielkiej.

Fig. 357.

Zaden inny punkt oprécz punktéw, lezacych na obwodzie elipsy,
nie ma tej wlasnosci. Istotnie, gdyby n. p. @ miat te¢ wilasnos¢, to
laczac punkt R, w ktérym promieri
Q wodzacy Q F przecina elipse, z dru-
R giem ogniskiem, otrzymaliby$my

RF+RF =A4'

Droga F QF' jest dluzsza od
s drogi F RF' (dlaczego ?) wiec suma
QF 4+ QF nie moze by¢ réwna
osi 44’ (fig. 358). Ot6z Q nie

Fig. 358.
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moze leze¢ poza elipsa. Tak samo nie moze lezeé wewnatrz élipgy e

a wigc musi leze¢ na obwodzie.

Udowodniona wiasnos¢ jest wiec dla elipsy charakterystyczna.

Mozemy jej uzy¢ do definicji elipsy i na tej wlasnosci oprzeé
nowy sposéb konstrukecji
elipsy. Obieramy w tym celu

¢ (fig. 359) ogniska i na tej samej

prostej dwa punkty A4, 4’

w rownych odleglosciach poza

A T Elei odcinkiem F F’, jako korice osi

Z X }'/‘ wielkiej. Na FF’ obieramy do-

wolny punkt X i lukami 4 X

/ . i A’ X zakreSlamy kofa z pun-
ktow F i F'.

Kola te przecinajg si¢ w dwdch

punktach P i P, lezacych na

elipsie. Tak samo kola zakreSlone promieniami A’X i AX z punk-

téow F i F'. Biorac dalsze punkty ¥, Z... i kreSlac odpowiednie kola,

otrzymamy coraz wigcej punktow elipsy.

Wystarczy kre§li¢ niewielkie luki kot

Otrzymane' punkty faczymy jedna nie-

przerwang linja krzywa (przy po-

mocy przyrzadu rysunkowego zwanego
krzywka) i ofrzymamy w ten sposéb
elipsg. Elipse mozna takie wykresli¢
mechanicznie, - uzywajac nitki zwiazanej

o diugosci 2.4 F’ i szpilek whbitych

w punktach F i F'. (Wyttumacz t¢ kon-

strukcjg!)

Zupelnie taka samg droga udowo-
dniamy, Ze przekréj stozka prostego
nachylony do kierownicy a nieréwnolegly
do zadnej tworzacej jest elipsg t. j., ze
suma promieni wodzacych dla kaidego
punktu réwna si¢ stalej wielkosci.
(Por. fig. 360).

Przechodzac do hyperboli, mu-
simy zbudowaé stozek prosky podwdéjny
(fig. 361). Prowadzimy przekréj J,J, i wpisujemy odpowiednie kule.
Obierajac dowolny punkt P przekroju, spostrzezemy znowu, ze

Fig. 350.

Fig. 360.

L=



LT0

f,ﬁj =f,f:: } wi¢gc PF, —PF, = PP,— PP, =P, P,

Dia kazdego punktu hyper-
boli réinica jego odleglosci od
dwéch stalych punktéw F, i F,
jest stata. Punkty F, i F, nazy-
wamy ogniskami hyper-
boli a odcinki PF, i PF,
promieniami wodzgcemi.

Latwo wywnioskowa¢, po-
dobnie jak dla elipsy, ze ta stala
dlugo$¢ P, P, réwna si¢ odcin-
kowi A4’B’, zwanemu o0sia
hyperboli. Stad wniosek:

hyperbola ma te wlasnos¢,
Ze roinica promieni wodzacych
dla wszystkich jej punktow ma
stala wielkos¢ a mianowicie
rowna si¢ osi hyperboli.

Wlasno$¢ ta jest charakte-
rystyczna dla hyperboli, Zaden
bowiem punkt, poza nig lezacy,
nie moze mie¢ tej wlasnoSci.
(Udowodnij!). Mozemy wiegc po-
wiedzie¢, ze hyperbola jest

Fig. 361. miejscem geometrycznem pun-

ktéw, ktérych réznica odleglo$ci

od dwéch stalych punktéw réwna sig stalemu odcinkowi.
Na takiem okre§leniu hyperboli polega jej konstrukcja.

Obiera si¢ dwa ogniska

FF' a miedzy niemi

w réwnej odlegtosci

korice osi 4 4’ (fig. 362).

F F' Kreslac promieniami 4 X,
)/ A

N XV Z A'X, AY, A'Y,... luki
kot z ognisk F'i ¥, otrzy-
mujemy dowolnie wiele

punktéw hyperboli.
W ten spos6b dla ba-
Fig. 362. dania wlasnoSci hyper-

#5- oy o

Fig. 363.
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boli nie trzeba sie juz odtad ucieka¢ do przestrzeni, do stoikéw
: cale badanie sprowadza si¢ do planimetrycznych konstrukcyj.

Pozostaje jeszcze do zbadania trzeci gatunek przekrojéw stozka:
parabola. Przecinajac stozek prosty (fig. 363) plaszczyzng réwno-

legla do jednej tworzacej n. p. do
8B, otrzymamy parabole G4’H.
Wykreslamy plaszczyzne S 4 B pro-
stopadlg do plaszczyzny przekroju.
Jej krawedzia przecigcia z pla-
szczyzng przekroju jest linja WA'J
réwnolegia do SB.

Kula wpisana w gérng cze$¢
stozka dotyka pobocznicy stozka
wzdiuz kota LR N a plaszczyzny
przekroju w punkcie F. (W dolng
czeS¢ nie da sie teraz kula wpisa¢,
bo dwusieczna kata AA4’J jest
réwnolegla do osi stozka).

Przedtuzmy ptaszczyzng¢ kola
LRN az do przecigcia si¢ z plasz-

czyzng przekroju wzdluz linji UV, KrawedZ ta jest prostopadia do
linji WA, poniewaZz obydwie plaszczyzny LN i WJ sg prostopadte do

27l

plaszczyzny SBA. Obierzmy
dowolny punkt przekroju P,
wykre§lmy tworzacg SPi po-
prowadimy PQ | UW.
Laczac P z F widzimy, ie
PF = PR jako odcinki stycz-
nych do kuli. Ale PR=PQ,
jak to wynika z podobieristwa

X tréjkatbw PRQ i RNS,

=
Y

T T ——— Y g g M SR

Fig. 364.

z ktérych RNS jest réwno-
ramienny. (Dlaczego ?). Ot6z i

PF=PQ.

Kaidy punkt paraboli jest
rowno oddalony od stalego
punktu 7, zwanego ogniskiem
i od statej prostej UV, zwanej
kierownica paraboli (fig. 364).
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Prosta WJ nazywa si¢ 0sig paraboli. Jest to wtasnos¢ charakte-
rystyczna paraboli. Na niej opiera sig konstrukcja dowolnie wielu

punktéw paraboli. Obiera si¢ prostopadle do OXx kierownice %

a na o§i og.nisk.o'F. (Parabola ma tylko jedno ognisko). Kresli sig
dowol'me wiele linij prostopadtych do osi i promieniem O 4 zakresla sie
z ogniska tuk, przecinajacy prosta 4 P, Wtedy istotnie
PF=PQ.

: Wykonujac taka konstrukcje dla kazdej prostej, otrzymamy wie-

ce] punktéw paraboli. »
.W. ten sgoséb badanie paraboli sprowadziliSmy takie do za-

ga.dmema plammetrycznego. Podobne rozwazania mozna przeprowa-
dzi¢ dla stozka pochytego.

Cwiczenia XlI

§ 115. 1. Z' jakich czgéci skfada si¢ powierzchnia obrotowa, zakreslona f)rzez
obrét szesciokata umiarowego koto: @) symetralnej boku, b) symetralnej kata.
Narysuj w perspektywie i w rzutach te bryty!

i 2. Narysuj w perspektywie hyperboloide obrotowa z obydwoma groma-
dami prostych tworzacych (kola podzieli¢ na kilkanascie réwnych czesci).

3. Z jakich czesci sktada sig¢ powgerzchnia obrotowa, zakreslona ob
i y rotem
rombu kolo osi réwnoleglej do jego 3& symetrji. ]
§ 116. 4. Wykazaé, ze dwa kola wielkie na kuli musza si i 5
ity i usza si¢ przecig¢ w dwoch
5. Co jest miejscem geometrycznem $rodkéw kul h
S ul, przechodzacych przez
6. Wykazaé, ze przez cztery punkty, nie lezace na jednej plaszczyznie,
jest wyznaczona tylko jedna kula (opisana na czworoscianie utworzonym
z tych punktéw).

7. Jakie je'st miejsce geometryczne S$rodkow kul, dotykajacych dwéch
plaszczyzn: a) rqwnoleglych, b) przecinajacych sie.
8. Jak znajdziemy kule o danym promieniu i zawierajagca dane kotlo ?
: 9. Wykazaé, ze plaszczyzna styczna do kuli jest prostopadfa do pro-
mienia, przechodzacego przez punkt stycznosci.
10. Punkt é.wie:cqcy jest o 2m odlegly od $rodka kuli 0 promieniu
B =3 dm. Jak wielkie jest koto, odgraniczajgce ciei od $wiatta ?

11, W odlegloéci'3m od srodka kuli o promieniu 1 dm znajduje sig
punkt $wiecacy. Jak wielki cieri rzuca kula na S$ciane prostopadia do linji
srodkowej, odlegla 0 5m od punktu Swiecacego ?

12. Znalezé srodek ypodobieﬁstwa wewnetrzny i zewnetrzny dwéch kul.

13, Jak “{ysoko trzeba sie wznie$é nad kulg o promieniu 7000 % aby
zobaczy¢ caly jej réwnoleznik o promieniu 100 %m ? . g

14. W jakiej odleglosci od $rodka nalezy przecigé kule o promienin

B = 6 dm, aby pole przekroju bylo o potowe mniejsze od pola kota wielkiego ?

-{;
fé
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15. Wykaza¢, ze wszystkie linje styczne do kuli réwnolegte do jakiej$
prostej leza na pobocznicy walca, dotykajgcej kuli wzdiuz kota prostopadtego
do tej prostej.

16. Ktére ostrostupy dadza si¢ wpisaé w kule a ktére dadza si¢ na
niej opisa¢?

17. Na kuli opisano stozek Scigty o promieniach: r, = 30 em, 7y =10 cm.
lle wynosi promieri kuli? (Wykazaé, ze $rednica kuli jest $rednia gnometry-
czng migdzy $rednicami podstaw stozka Scietego!)

18. Obliczy¢ promieri kuli: ¢) wpisanej, 5) opisanej na a) czworoscianie
umiarowym, znajac jego krawedZ, b) na osmioscianie, znajac jego krawedz.

19. Znajgc promienie podstaw warstwy kuli i jej grubos¢, obliczyé pro-
mied kuli.

20. Znajgc grubos¢ 2g — 6mm soczewki dwuwypuklej i obwéd
‘2pm =15 ¢m, obliczy¢ promieri kuli (promieri krzywizny),

21. Gdzie leza wszystkie punkty przestrzeni, z ktérych widaé odcinek
8 ¢m pod katem 90°7? X

22. Znalez¢ na kuli wszystkie punkty, majace dang odlegtosé sferyczna

od jednego punktu kuli.
23. Znajac boki i katy tréjkata sferycznego, obliczyé boki i katy o$miu

tréjkatéw, utworzonych na kuli przez te same trzy kola.
§ 118. 24. Obliczy¢é powierzchnie kuli ziemskiej, znajac obwdd kola wielkiego

U = 40.000 %m.
25. Jak wielki jest promien kuli, ktérej powierzchnia wynosi 1 m??

26. Jak wielkiej mapy trzeba uzyé, aby przedstawi¢ kule ziemska na
pobocznicy walca opisanego na kuli w podziatce 1:200.000 ?

27. Jaka cze$¢ powierzchni ziemi zmieSci si¢ na mapie o diugosci 4 dm
a szerokosci 25 dm w podzialce 1 :100.000 ?

28. Obliczy¢ powierzchnig czaszy, nalezacej do kuli o promieniu B = 12 dm,

jezeli promieri podstawy czaszy » — 8 dm.
29. Wewngtrz kuli o promieniu 2dm panuje ciSnienie 1/, kg na kazdy

em® a zewnatrz cisnienie atmosferyczne, t. j. 1kg/em® Jakie jest catkowite

ciSnienie na powierzchnie kuli?
30. W jakiej odlegtosci od $rodka nalezy przecigé kule, aby powierzchnia

czaszy byla czwartg czescia powierzchni calej kuli?
31. Jak wysoko trzeba si¢ wznies¢ nad kulg, aby zobaczy¢ !/, czesé

jej powierzchni (promieri kuli R = 6778 km).
32. W jakim stosunku pozostaje powierzchnia pdtkuli do powierzchni

stozka rownobocznego o tej samej podstawie ?
33. Wyprowadzi¢ wzdér na powierzchni¢ czaszy, znajagc jej wysokosé

i promiefi podstawy.

'34. Obliczy¢ powierzchnie soczewki dwuwypuktej utworzonej z odcinkdw
réwnych kul, znajac jej grubo$¢ 2 g =3 mm i obwdd u = 10 em.

35. Znamy promienie dwéch kul i odleglosé ich sredkéw, obliczyé,
jaka czg¢$¢ powierzchni mniejszej kuli o$wietla wigksza kula (n. p. promien
ziemi r; = 6378 km, promieri storica 7, = 693.345 km, odleglo$¢ srodkéw
¢ = 146,620.000 km. (Wynik: 50235°/; catej powierzchni ziemi).

36. Obliczy¢ powierzchnie kuli wpisanej w 'stozek prosty, znajac jego
promieri » = 5cm 1 wysokosé w = 8 em.
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37. Obliczy¢ powierzchnig, zawarta migdzy dwoma potudnikami ziemi,
réznigcemi sig¢ o 1° w dtugosci geograficznej (R = 6378 km).

38. Jaka cze$¢ kuli wycina kat brylowy tréjscienny, ktérego wierzcholek
lezy w $rodku kuli a katy dwuscienne wynoszg: a) 1369, 74°, 62°; b) 108° 30/,
429 36/, 97° 517,
§ 119. 39. Obliczyé objetosé kuli ziemskiej (R = 6378 km).

40. Obliczy¢ pojemnos$¢ kotta walcowego zakoriczonego dwoma polku-
lami, znajac promieri walca » =08 m i jego dlugo$é w=—9 m.

41. Obliczy¢ stosunek objetosci kuli opisanej na czworo$cianie umiaro-
wym do objgtosci czworoscianu i do objetosci kuli wpisanej.

42. Wykona¢ poprzednie zadanie dla o$mio$cianu umiarowego.

43. Obliczy¢ objetos¢ czarki pétkulistej, znajac promieri kuli wewnetrznej
R =6 cm i grubos$é Scian czarki g = 2 mm.

44. Kulg o znanej objgtosci ¥V =1m® powleczono warstwg takg, Ze
- nowa kula ma dwa razy wigksza objgtos¢. Jaka jest grubos$é tej warstwy?

45. Poréwna¢ wielkos¢é objgtosci kuli z objetoscig innych bryt o réwnej
powierzchni, n. p. z walcem réwnobocznym, z sze$cianem, ze stozkiem réwno-
bocznym i t. p. Jaki stad wniosek wyprowadzimy ?

46. Z kuli o promieniu 1dm zrobiono 100 mniejszych réwnych kul,
Ile wynosi promieri takiej jednej kuli? Czy powierzchnia wszystkich tych kul
razem réwna sie powierzchni’ kuli? L

47. Znajac objetos¢ ¥ = 30dm?® kuli, obliczyé promieri kuli podwojonej.

48. Z kuli o promieniu 1¢m wydragzono nawskré$ symetrycznie walec
0 promieniu 8 mm. Jaka objetos¢ ma pozostaly pierscieri?

49. Jaka jest sita dZwigania balonu, napelnionego wodorem, o promieniu
4m (c. g. powietrza jest 000012 a woddr jest 18 razy lzejszy).
§ 120. 50. Obliczy¢ objgtosé wycinka kuli, jezeli przeciecie osiowe jest
wycinkiem kota, nalezacym do kata 60°% Znany jest promied kuli R = 6 cm.

51. Obliczy¢ objgtos¢ symetrycznej soczewki dwuwypuklej, znajac jej
grubos¢ g =4 mm i obwéd u = 20 cm.

52. Kula z drzewa ptywa po wodzie tak, ze £ pionowej s$rednicy wy-
- nurza si¢ z wody. Obliczyé cigzar gatunkowy tego drzewa.

53. Obliczyé objetos¢ soczewki dwuwkleslej, utworzonej z walca o pro-
mieniu r = 3 em, o wysokosci 5mm, przez wycigcie dwéch odcinkéw o wy-
sokosci 1 mm.

54, Znajac $redni przekréj warstwy kuli P =40 em? i wysoko$é w = 2 em,
obliczy¢ jej objetosé. Wypowiedzie¢ otrzymany wzor!

§ 121—122. 55. Obliczy¢ powierzchnig i objeto$é obreczy, powstalej przez
obrét kwadratu o boku 1em koto osi réwnoleglej do jego boku a odlegtej
0 4dm od boku. _

56. Obrgcz kolowa ma w przekroju grubo$é 2 em a zewnetrzny obwéd
calej obreczy wynosi 2m. Obliczyé jej ciezar, jezeli c. g. ¢ = 06.

57. Obliczy¢ objgto$¢é beczki, powstajacej przez obrét tuku kota o pro-
mieniu 7 = 12 dm, nalezacego do kata srodkowego 60° kolo osi oddalonej
0 1dm od srodka cigzkosci powierzchni obracajacej sie.

§ 123. 58. Opierajac si¢ ma okresleniu elipsy zapomoca sumy promieni wo-
“dzgcych, wykazaé, ze elipsa posiada dwie osie symetrji.

o
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59. Wykaza¢, ze odleglos$¢ ogniska elipsy od korica malej osi réwna
si¢ osi wielkiej.

60. Znajac o$ malg i wielkg elipsy, obliczy¢ odleglosé ogniska od $rodka.
(Patrz poprzednie zadaniel)

61. Jak mozna znalez¢ konstrukcyjnie o§ mata, znajgc tylko ognisko i o$
wielkg elipsy? Jak znalezé konstrukcyjnie ogniska, znajac osie ? .
' 62. Zakresli¢ z ogniska koto promieniem réwnym osi wielkiej; wykazaé,
2e kazdy punkt elipsy jest rowno oddalony od obwodu tego kota i od dru-
giego ogniska!

63. Przeprowadzi¢ dla stozka dowéd, ze przekrdj, przechodzacy przez
wszystkie tworzace a nie réwnolegly do kierownicy jest elipsa.

64. Wykresli¢ hyperbole, znajgc jej ogniska i os.

65. Wykaza¢, ze hyperbola posiada dwie osie symetrjil

66. Wykresli¢ koto z ogniska hyperboli promieniem réwnym osi. Wykazagé,
ze kazdy punkt hyperboli jest rowno oddalony od tego kota i od drugiego
ogniska.

67. Wykresli¢ parabole, znajac jej kierownice i ognisko.

68. Wykazaé, ze parabola posiada jedna o$ symetrji.

69. Wykaza¢, ze odcinek prostopadiej do osi paraboli wykreslonej
w ognisku jest dwa razy diuzszy od odlegtosci ogniska od kierownicy.
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