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Liczby wzgledne

Rozdzial I
Wprowadzenie liczb wzglednych

§ 1. Zmiany dodatnie i ujemne

1. Jezeli poziom wody W rzece w ciggu pewnego czasu zmie-
nil sie, to mogly zajs¢ dwa wypadki:

a) poziom wody podniést si¢ np. o 5 cm,

b) poziom wody opadi np. o 5 cm.

W wypadku pierwszym méwimy, ze zmiana poziomu wody jest
dodatnia, w drugim zas, ze ujemna.

Mowimy rowniez, ze w pierwszym wypadku zmiana poziomu
wynosi plus 5 cm, co piszemy: 5 cm, w drugim zas minus 5 cm,
co piszemy: — 5 cm.

2. Jezeli liczba mieszkancéw miasta w ciggu pewnego czasu
wzrosta np. o 5000, to méwimy, ze zmiana liczby mieszkaficow
jest dodatnia i wynosi - 5000 mieszkanc6éw; jezeli liczba mieszkan-

- cow zmalata np. o 5000 mieszkancéw, to zmiana jest ujemna i wy-

nosi: — 5000 mieszkancow.

3. Jezeli czyj$ majgtek zwigkszyl sie np. o 2000 24, to moéwimy,
ze zmiana majatku jest dodatnia i wynosi: 42000 2¢; jezeli ma-
jatek zmalat np. o 2000 2/, to zmiana jest ujemna: — 2000 z/.

4. Jezeli temperatura podniosta si¢ o 5° C, to zmiana tempera-
tury jest dodatnia: - 5°C; jezeli temperatura opadia o 5° C, to
zmiana temperatury jest ujemna: —5° C.

Uwaga 1. Podobnie postgpujemy, gdy badamy zmiany innych
wielkosci, jak np. pol, objetosci, ciezarow, predkosei itp. Jezeli
badana wielkos¢ zwieksza sig, to zmiane nazywamy dodatnia,
W przeciwnym zas wypadku ujemnq.

Uwaga 2. W matematyce zmiang nazywamy réwniez przyro-
stem. Moze wiec by¢ przyrost dodatni lub ujemny. W mowie po-
tocznej stowo przyrost oznacza zawsze zmiane dodatnig. Np.: Przy-
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rost majgtku wynosit 2000 2/, to znaczy w mowie potocznej, ze ma-
jatek wzrést o 2000 zZ. W matematyce natomiast méwimy: Przy-
rost majgtku wynosit {1000 2¢ lub —2000 2/; w pierwszym wy-
padku majatek wzrést o 1000 2/, w drugim zmalat o 2000 z¢.
Zmiang ujemng w mowie potocznej nazywamy ubytkiem.

Zadania

1. Poziom wody w rzece wynosit 1,82 m; nastgpila zmiana po-
ziomu wody, wynoszgca: a) —0,17 m; b) 40,2 m; c) —0,12 m;
d) 40,04 m; e) +1 m. Ile wynosi poziom wody po zmianie ?

2. Stan wody w rzece wynosit 2,14 m. W czasie wylewu wyno-
sit dzienny przyrost w ciggu tygodnia: -+ 27 cm, -+ 35 cm,
+31cm, —4cm, +18cm, —10 cm, —15 cm; jaki byl stan
wody kazdego dnia tygodnia ?

3. Pod wptywem temperatury przyrost diugosci drutu miedzianego
wynosit: a) —2 mm, b) +1 mm, c) —1 mm. Jaka byla dtugo$¢
drutu, jezeli po zmianie wynosi 1,375 m?

4. Stan kasy w ciggu godziny zmienil sie o —12,32 2¢; jaki byt
stan kasy przed godzing, jezeli obecny jest 236,18 2/?

5. W ciggu roku zmienita si¢ wartoS¢ parceli o 42000 z¢ i wy-
nosi obecnie 13500 2z/; jaka byla warto$¢ przed rokiem ?

6. Stan kasy wynosit o godz. 16. 127,50 2¢, a o godz. 18. 142,78 2/;
ile wynosi zmiana stanu kasy ?

7. Liczba osob, zamieszkujgeych hotel, wynosita w ciggu tygodnia
(w poszczegélnych dniach): 84, 75, 92, 90, 72, 81, 87. Ile wy-
nosit przyrost liczby mieszkancow w poszczegélnych dniach ?

8. Ktos zapisal swoje dochody i rozchody nastepujgco: — 5 24,
+4 24, —228, —7 2, 6 2L lle 2¢ posiada, jezeli na poczagtku
mial 10 z/ majgtku ? (Znak 4 oznacza docho6d, znak — rozehéd).

9. Kto$ posiadat najpierw: a) 10 24, b) 15 24, a nastepnie a) 12 2/,
b) 10 zi. lle wynosi przyrost majatku ?

10. W pewnym miescie zuzyto dziennie w ciggu tygodnia wody:
21 200 m®, 22 700 m®, 19400 m? 18900 m?, 20 600 m*, 19 000 m?,
21 400 m?; wyraz kolejne zmiany zuzycia wody!

§ 2. Liczby wzgledne
Liczby poznane w poprzedniej nauce nazywaé¢ bedziemy row-
niez liczbami bezwzglednymi. A wiec 1, 2, 2, 0 itd. sg licz-
bami bezwzglednymi. W ustepie lym poznamy nowe liczby.

- znak —, oznaczaja rozn

3 waé bedziemy rowniez .
~ od liczb ujemnych. A wiee: +1,

5

.ieieli przed liczba umiescimy znak -, to otrzymane wyrazenie
-‘ ¢ samg liczbe. A wige:

ktére otrzymamy Diszac przed liczbg (r6zng od zera)

oznacza t

nia’ . . . . .
Wyrazgznaczaja nowe liczby zwane liczbaml u;emnym i. A wiec
Aznak;;lia. _ 1 —2, —%, — 05 oznaczaja liczby ujemne.
Wyl;rzyjm{]jemy, 76 — 0 oznacza rowniez 0. Zatem: —0= +0=0.

trzymamy piszac przed réznymi liczpami

e liczby ujemne. A wigc —1, —2, —¢ sg

Liczby bezwzgledne (z wyjatkiem 0) nazy-

liczbami dodatnimi, dla odréznienia ich

+2, 8, § sg liczbami dodatnimi.
i ie nazywamy ani dodatnia, ani ujemng.

Eﬁigz :))ogrzednig pozn}:me Wraz z liczbam’i Eljen}nymi ??‘zy\lyant;y
liczbami wzglednymi. Pierwszq- korzy§01q, jaka dtu’q 1cz y
wzgledne, jest to, ze przy pomocy nich moze’r}ly. gznaczac zmiany
dodatnie i ujemne. Inne korzys$ci poznamy pozniej.

WyraZenia, ktore o

to rézne liczby ujemne.

§ 3. Bezwzgledna wartosé (modul). Liczby przeciwne

Bezwzgledna wartoscig (modutem) 1i?zpy ‘df)da_tniej
lub 0 nazywamy samg liczbe, bezwzgle;dng wartoscig za? Ulllc(zjby
ujemnej liczbg, ktérg otrzymamy OpuSZCZajgc znak. ‘Bez_wzi_: (—;]Onaf
wartoscia wiec liczb: <5, —1, —3, 2, 0 sg odpowiednio liczby:

5, 1, 3, 2, 0. , . :
Bezwzgledng wartos¢ liczby np.: —5 oznacza‘my. f() .—0
A wiec: |—5H|=5, |+6|=-+6=6, —4| =4, P2

Widzimy, ze bezwzgledna wartosé liczby dodatniej czy ujemnej
iest zawsze dodatnia. 4
: Dwie liczby, jak +5 i —5, majace te samg bezwzglg.dnq war-
tos¢, lecz znaki przeciwne, nazywamy liczbaml' przemyvnym1.
Liczbami przeciwnymi sg np.: Sagi A, 2125 010

Zadania
f——odl | —0,71}, |22], |419%] 1217,64 |,

11. Ile wynosi |+ 7],
|—719,52|, |101]? 4
' 12, Jakie to sa liczby, ktérych modut wynosi: a) 7; b) 154;
c) 129,18; d) i; e) 91?
13. Podaj liczby przeciwne do: —5, +1, 0, 4, —.—;3—,-! :
14. Jaka to jest liczba, do ktore] przeciwna jest jej rowna ?



§ 4. 0§ liczbowa
Obierzmy dowolng prostg / i punkt na niej O. (Rys. 1).

0
: el

Rys. 1.

—

Punkt O nazywaé¢ b
czatkiem. Poczgtek dzie
nazwijmy dodatnig,
lismy jako dodatnig,

postgpi¢ odwrotnie. Cz¢$¢ dodatnia Zaznaczamy czgsto strzatka,
Moéwimy takze, Ze na prostej obralismy kierunek (zwrot) dodatni

Zaznaczony strzatkg. W naszym wypadku kierunek dodatni jest od

re¢ki lewej do prawej. Kierunek przeciwny nazywamy ujemnym.
Prostg, na kiérej obrany jest kierunek dodatni, nazywamy osig.
S ek g 2

o0 0gn Taii

o ) -
Bl #1. 2 0ka v 08! e un

Rys. 2,

Przyjmijmy dowolng jednostke i Zaznaczmy na prostej / punkty,
ktore od punktu O po obu jego stronach znajdujg sie w odlegto-
sciach: 1, 2, 3, ...4, 2% itd. obranej jednosci.

W punktach pofozonych w czesci dodatnie] zaznaczmy odpo-
wiednio liczby wzgledne: -1, -2, 43, ... 4

el ] 491
) T4 ..
W punktach potozonych w czesci ujemnej zaznaczamy odpo-
wiednio liczby: —1, —2, —3,.... —%, — 24 itd.

W punkecie O zaznaczamy 0.
Prosta ! (rys. 2), na ktérej punktom
wzgledne, nazywamy osig liczbowag. -
Liczbe odpowiadajgcqg danemu
rzedung tego punktu. Zatem na rys. 2 punkty A, B, C maja odpo-
wiednio wspétrzedne: -5, —4, +4-1. Poczatek O ma wspotrzedng 0.
Znajac wspoéirzedng punktu mozemy punkt ten w yznaczy¢. Je-
zeli np. wspolrzedna punktu D wynosi —4, to wiemy, Ze punkt

ten znajduje sie w odlegtosci 4 jedn. od poczgtku O w kierunku
ujemnym, tj. na lewo.

odpowiadajg liczby

punktowi nazywamy ws pot-

Zadania
15. Narysuj o§ liczbowgq i zaznacz na niej punkty o wspoélrzednych :
o T o MR s e ] ¥, —1%, 434, —3!

16. Narysuj 0§ 1

¢dziemy punktem poczatkowym lub po-
li prosta / na dwie czesci. Jedng z nich
drugg ujemng. Na rys. 1 czes$¢ prawg obra-
czeS¢ lewg jako ujemna. Mogliby$my réwniez
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iczbowa i zaznacz na niej oba punkty, ktgry?::}i
polrzedne sa liczbami wzglednymi o module: a) 6, 0) 34,
WS
. ierajac jako jednostke 1,5 cm. Jaka jest
i iczbowa obierajgc Jaxo | ; ;
8 Nglrygs;;lséosogcsiebie punktow o wspoirzednych: a) +3, +5,
' odle

L5, o) — 7, —32?

¢z na prostej dwa dowolne punkty A i B. Obierz nastgpnie.
~ 18. Zazna

iij tak, aby na otrzyma-
i ek dodatni i jednostke ) / : 3
po?z&tgk’li(lz(zl‘zl(‘)l\lxrrlej punkty A i B mialy odpowiednio wspO;
i OSI' a) —1, +3, b) =2, = C) 5, —3’ d) +3”=—*;d:
gz?(dnejést odleglos¢ punktu A od poczatku, jezeli dlugosc
a .
c?nka AB wynosi 2 ¢cm? Rysunek!

§ 5. Majatek. Temperatura. Cztas i
: L pwimy, ze stan jeg aje
L Jezeli.k.to.s po21;(;gan:p'jﬁ55z’;[t.oJl§ZOevlvil nZtomiast kto$ nie ty.lko,
jest fmdz.‘tm lazjlep posiada np. 5 2¢ dtugu, to moéwimy, ze stan jego
28"111’[01(11111?6;? l;jemny i ze posiada: —5 2L 'A wigc przy pomocy
:?;lg wzgllqdnych mozemy oznaczaé stan majatku. Bt
II. Jezeli termometr wskazuje np. .50 ¢ ponatd éiﬁ(oézl?je np.5°é
: : eratura wynosi: +5° C. Jezeli termometr i: —5°C. Przy
N t.em_p to moéwimy, ze temperatura WyHOSl.’ .
pmr‘r:f)?yz?;?éc liczb wzglednych mozemy oznacza¢ temperature.
po )

G : Nt
Liczby dodatnie oznaczalg temperaturg powyzej zera, liczby ujem

onizej zera.
tem}gs;z:)li:‘i?apjak li]czby wzgledne mozemy temperature zaznaczac

" na osi.

0 s

1 t
; + t f °
_éo -20 —-4° (l)° +4° £22 +3

Rys. 3.

) iest w poczatku, tempe-
- rysi°3’ie2n°lp:fa3t‘l’lri—01‘:’,Za—zge‘l’,c zin§°;lia praI\:vo wzgledrll(i&) Ir:}
f:;l;idioc;qtku ;N odlegtosci odp. 1, 2, 3, jednoém.. Prtoes:},p I:n,dratur_
punktom odpowiadaja temperatury, naz'ywamy 'osu;. g
IIL. Przy obserwowaniu jakiegos zjaw1§ka.wazng ]g,amy b
czanié momentow (chwil), w ktérych’ z;aw;.sko adowo.1na —
] wyczaj W nastgpujacy sposOb: obieramy e
](?nlﬁzlezna; i nazywamy ja chwilg poczqtkowz}. Jezezlnaczamy i
chwila nastepuje np. w 4 min. po poczatkowej, to 0
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+-4 min. Jezeli natomiast badana chwila jest wcezesniejszg od po-
czatkowej np. o 4 min., to oznaczamy jg: —4 min. Chwile poczat-

kowg oznaczamy: 0 min. Podobnie chwila: +5 min. oznacza chwilg

nastepujacg w 5 minut po poczgtkowej, —6 min. chwile wcze-

sniejszg od poczatkowej o 6 minut.
Podobnie jak liczby wzgledne mozemy i chwile zaznaczacd na
osi (rys. 4).

i i i IO L +

t } +
-3min  —2min —1min

Omin +1min +2min +3min
Rys. 4.

Na rys. 4 chwila poczatkowa oznaczona jest: 0 min. Chwile
~+1 min., 42 min,, —1 min., — 2 min. §q zaznaczone w odleglosci
* 1jedn, 2 jedn., na prawo wzgl. na lewo od chwili poczgtkowej. Prostg,
na ktérej punktom odpowiadajg chwile, nazywamy osig czasu.

Zadania

19. Pierwsza liczba oznacza stan poczatkowy majatku, druga zag
zmiang. Jaki byt stan majatku PO zmianie ? :

a) +30 24, 410 2¢, b) +20 22, —15 2t, ¢) 415 24, —20 2¢,
d) —10 2, +-8 2, ¢) —7 2, —15 22

20. Pierwsza liczba oznacza stan poczatkowy majatku, druga zas
stan koncowy. Ile wynosi przyrost majatku ?

a) +302t, 410 24, b) +10 24, 450 2¢, ¢) +20 22, -+ 80 2z,
d) —10 2t —15 24, e) —8 z2t, —5 24 ) —6 2z, —17 21

21. Temperatura w potudnie wynosita +3° C, za godzine zmiana
temperatury wynosita a) +2° C,8) —2°C, ¢) —7°C. Jaka byta
temperatura o 1 po potudniu.

2. Przyjmujac jako chwile 0 narodzenie Chrystusa a) przedstaw
przy pomocy liczb wzglednych: rok 1934 po nar. Chr. i rok
1934 przed nar. Chr.! b) ile lat uptyneto od roku — 5 do roku -+ 30?

23. Przyjmujac jako chwile 0 koniec roku 1918 oznacz lata: + 3,
—D5, +6! Jakg liczbg oznaczy sig: a) rok wybuchu wielkiej
wojny ? b) rok cudu nad Wistg ? ¢) biezacy rok ?

24. lle minut uptyneto: a) od —4 min. do ~+3 min,, ) od —7 min.
do —6 min., ¢) od +5 min. do +9 min.?

25. Zaznacz na osi temperatur nastegpujgce temperatury krzepnigcia
I wrzenia: wody 0°C i +100°C, alkoholu —=118%C. 1-78°C;
odcinajac 1° C co + mm.

26. Dlugosé geograficzng liczymy dodatnig na wschod od Greenwich,

~ ujemngna

i 0
~ Warszawa 21

28.

S

9
: zach6d. Zaznacz na osi punkty (.odcinajac 1%cosl mmi;
gce miejscowosciom o nastepumcych (za;)qugloxilzcd
diugosciach geograficznych: Gdansk 1’8 na wsc0 +
na wschod, Berlin 13° na \';vschoc:, Fez 6hpda
zach6d, Glasgow 4° na zachod, Rio de Janeiro 43° na zachod.

i iczymy dodatnig na pétnoc od rownika,
S.zerokoéé gg ?aglsgifﬁzeyczgzn;,cz na osi (odcinajgce 1° co 1 mm)
o Zad owiadajgce miejscowosciom o nastgpujacych (za-
punktly,n Ochp do stopni) szerokosciach geograficznych: War-
o:gvgaowyo na poin., Kapstadt 34° na polud., Paryz 49° na péin.,
f{io de Janeiro 23° na potud. : 3.
B s tione to divgodcl: 1895 o, 1406 m
i Sci blizone tej diug o , 14, ;
Stegzl?:e Xa(;‘;osrﬁf I;gz,gz m. Blad1 popelniony przy po-miarze
lli?:,zymy’za ziodatni, jezeli wgrtosé przybliZc.)na.jest wieksza,
a za ujemny, jezeli jest mnif.e]sza} od .prawdmwei. et
Narysuj o$ liczbowg obiera;\z}c jako Jgdnostkfd :
na tej osi punkty, odpowiadajgce ko}e]nym biedom !

- odpowiadaj
~ do stopni)

§ 6. Wektory

7 i ¥ sie¢ od A do B
uéémy, ze na prostej !/ punkt przesung ? O
(rysP 1‘52)3’[\)” odc}irnku AB, ktory przedstawia nam przesunigcie punktu,

rozrézniamy poczatek A i koniec B. Dla zaznacziania, ze B jest
koncem, dajemy strzalke jak na rys. 6. Odcinki takle,'w ktérych
odr6zniamy poczatek i koniec, nazywamy wektorami.

= l
A B

Rys. 6.

Wektory oznaczamy, piszgc naprzéd poczatek, &emé%omec
i dajac u gory kreske. Na rys. 7 mamy wigc wektory: AB, ;

A B C D

Rys. 7.
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Do wektor6w zaliczamy réwniez punkty, ktére nazywamy
wektorami zerowymi. Wektor zerowy oznacza, ze punkt nie
doznal przesuniecia. Wektory zerowe oznaczamy: 0.

Jezeli mamy dwa wektory (niezerowe), polozone na tej samej
prostej, to wektory te moga mie¢ zwroty rowne, rys. 8a, lub prze-
ciwne, rys. 8b. '

[

TR
Rys. 8 a. Rys. 8 b.
Zwrot i dlugo$¢ wektora, polozonego na danej osi, mozemy
okresli¢ przy pomocy jednej liczby wzglednej.

A oy -
. .

A 8 D
Rys. 9.

o

W tym celu obierzmy na prostej / zwrot dodatni.

Wektor AB ma 5 jednostek diugosci i zwrot dodatni; méwimy,
ze AB ma -5 jedn. Wektor CD ma 3 jednostki diugosci i zwrot
ujemny; moéwimy, ze CD ma —3 jedn. Rys. 9.

Liczbe +5 (wzgl. —3) nazywamy miarg algebraiczng
wektora, AB (wzgl. CD). Miara algebraiczng wektora 0 jest 0. -

W ten sposob przy pomocy jednej liczby wzglednej podajemy
dlugosé i zwrot wektora, potozonego na danej osi.

Zadania

29. Narysuj o$, a na niej zagnacz wektor, ktérego miara algebra-
iczna wynosi: a) +5cm, b) —3cm, ¢) +2%cm, d) —25 cm!
Zaznacz na osi liczbowe] wektor AB, jezeli:

I. Wspotrzedne punktéw A i B sg odpowiednio: a) 2 1 5,
b)4il,¢)8i—2,d —8i2,¢ —4i—6/)0i3 g0i-—2
Jaka jest miara algebraiczna wektora AB?

II. Wspoétrzedna punktu A i miara algebraiczna wektora AB
sq odpowiednio: @) 3 i 5, b) 21 —3, ¢) —21i4, d —31i—5.
Jaka jest wspoéirzedna punktu B?

III. Wspolrzedna punktu B i miara algebraiczna wektora AB
sq odpowiednio: a) 0 i —3, b) 2i4, ¢) —381i3, d —11i -5
Jaka jest wspolrzedna punktu A?

30.

11

31. Miara algebraiczna wektora AB wynosi: a) —b5, b) 3, ¢) 0.
Jaka jest jego diugos¢, jezeli jako jednostke obraliSmy 1,5 cm?

39. Punkt A 0 wspolrzednej -+ 5 przesungliSmy na osi liczbowej
do punktu B o: @) 3 jednostki na prawo, b) o 7 jednostek na
lewo; jaka jest wspéirzedna punktu B i jaka jest miara alge-
braiczna wektora AB, jezeli kierunek dodatni jest od reki lewej
‘do prawej? (Rysunek)!

Rozdziat II
Dzialania na liczbach wzglednych

§ 1. Wstep

Dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie umiemy wyko-
naé na liczbach dodatnich (wzglednie zero), gdyz to sg liczby bez-
wzgledne, poprzednio poznane. Okreslimy teraz te dzialania w wy-
padku, gdy bedziemy mieli je wykona¢ na liczbach ujemnych lub
na liczbach dodatnich igcznie z ujemnymi.

Dziatania na liczbach wzglednych oznaczaé bedziemy podobnie
jak na liczbach bezwzglednych. Zapisujgc dziatania bedziemy na

- poczatku brac zazwyczaj liczby wzgledne w nawias, aby unikngé

F.

‘
N

zbiegnigcia sig dwoch znakéw. Dziatania wige na liczbach np. — 5, +-7
zapiszemy w nastgpujacy sposob:

Suma: (—5)+(+7 anie: —b5++47
Réznica: (—5)— (4+7) a nie: —5—+7
Hoczyn: (—5):(-+7)

Tloraz: (—5):(+7 lub .

P6zniej poznamy prostsze sposoby zapisywania sumy i rézniey.

§ 2. Dodawanie

Jezeli kto§ miat z poczatku -5 2¢ majatku, a nastgpnie zmiana
wynosita |3 24, to ostatecznie posiada -8 2. Na tabelce mamy
zaznaczone réwniez i inne wypadki:

Stan majgtku poczatkowy Zmiana Stan koncowy
+5 +3 +8
—5 —3 —8
+5 —3 + 2
—5 +3 —2

W wypadku pierwszym stan koficowy: -8 otrzymamy do-

- dajgc do siebie liczby 5 i +3. Mamy bowiem 5 4 3 =8, czyli

2
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(+5) + (+38)=+48. Aby i w pozostalych wypadkach stan kon- £ 9 12);
cowy otrzymaé¢ przy pomocy dodawania, nalezy tak dodawanie - d) ("7)+(+g;’ gi— ?)) _—*l_- ((_ f())), ((11)2;:54(_—— 1);
liczb wzglednych okresli¢, abySmy mieli: e) (: g%)‘:_(—(*; 3’0)’ (- 30) 4 (—50), (—50) + (—10);
(45) 4 (+-3) = +8 (+5) + (—3) =+2 : fj G+, ()LD, () (2
(—5) +(—8)=—8 5+ +y=—2 D2 (), 18+, (A
Sume wiec okreslamy w nastgpujgcy sposéb: Oblicz:
Liczby tego samego znaku dodajemy dodajac do 2. (l—l—i4)+(+0,6)r (—0,2) + (+1,5), (—24) + (—2,6);
siebie ich bezwzgledne wartosci i dajgc znak wspolny. =~ Z) (_{_,3)_,'_(_1%), (—22) + (+11), —H+ D
Liczby, majgce znaki przeciwne, dodajemy odej- c)) (__1%)_*_(_,'_2_%), (—1,4) + (—1), 2,7 + (—3)-
mujgc ich bezwzgledne warto$ci od siebie (jesli sa nie- k : : h? Podaj kilka przykladow!
réwne, to mniejszg bezwzgledng warto$é od wigkszej) i dajgc znak fpie wynos su.ma s p.rzemwnyc o e
tej liczby, ktorej bezwzgledna wartosé jest wigksza. 4. Zaznacz.i oblicz suxine., hcz2b: e i i
Np: (D +(HO=+18,  (FO+ (3 —+5 B - L e Deiis —sis
L e fi O sl Y +gli+8’ ——Qi—l’ +4 145, +71i—9;
(arto=e  Gadea-, SRR aive Geiil sice
4)+0=+4, —9)=— P L 13 e o i
0+ (—5)=—>5, 0-40=0. B oi-5 1506 —18it3 1
Uwaga: W sumie mozna opusci¢ nawias pierwszego skladnika. 5. Oblicz: :
: | D+EED+HED EDH DD,
Np.: (=8) & (FO =B (0 ‘13 Eisgié—2;+<+3), (—4) + (45) + (—6);
SRR S B () (D8 ) H (O
SR e e 98+ HtD  DHEDFED;
Opuszczenie nawiasu przy pierwszym skiadniku nie doprowadzi (—5) + (+8) + (— 9), (—3) +(—4 +(+6);
do dwuznacznosci. Znak na poczgtku nie moze bowiem oznaczac do- 3 (—4) 1 (—3) + (—8), (+6) + (+3)+ (+9);
dawania, wzglednie odejmowania, tylko jedynie znak liczby wzgledne;. ' ) (1-9) + (41) A= 4y, (+8)+ (—7 + (+8);
Zamiast liczb dodatnich mozemy pisa¢ ich bezwzgledne wartosci. "g;) 1-2) 1 (— 6) -+ (—3), (—5) + (4-4) 4 (+6).
Np.: (+38) + (=8 =8+ (—8). :
Vi .. g 6. Oblicz:
D+ H3)H=(7)+83=—7+3 . %) 221,2)_*_(_*_0,3)_{_(_0)5)’ (+3’4)+(_2,5)+(—1,3);
Na odwrét wyrazenie: —2-- 5 oznacza sume; mamy bowiem b) (+37) + (—25) +(—383), (+86)+ (—2,2) + (—45);
T R e e gy RS T ) (DD CLEEDHED
Sume Kkilku liczb obliczamy wykonujac dodawanie po Kkolei. . 7. W nastepujacych sumach opu$é zbedne nawiasy i oblicz:
Np.: sumg (—3) + (4+5) -+ (—4) obliczamy: (—8) + (+5)=+2, = ) (-8 +(+5), (8 + 3, (—4) -+ (—6);
(+2) + (—4 = —2, zatem: (—3) + (+5) +(—H=—2. b 124 (—6+ 3  (—DFED D)
Uwaga: Sume liczb wzglednych nazywamy takze sumg alge- ¢) (—4)+(—3)+H 5)+ (—6), (—D)+HH+(H 9)+(—2);
braiczng. Sktadniki sumy nazywamy réwniez wyrazami. ; %) (+1) + (—2) + (+5), ~(—13)+ (=27 + (- 6).
1. Oblicz: : Zadania ' 8. Przedstaw nastepujgce wyrazenia jako sumy liczb wzglednych
2 ;i X i oblicz:
) )+ (=5, (HFE2 (O +H); B . 543 6447 —2H(=B+E
b) (—1)+ (+1), (+2) +- (—98), (=8)-+=1); &

b) —8+5+1+(—4, —11+(=5)+ (=2 +6;

O (FH+H8),  (F10)+(—10), (=6 +(—6); ) ey ey
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9. Oblicz:
@) [(—8) +(+B)+[(—1) +-(—3)], [(4-1) +- (—B)]-+[(++2) + (—4)];
O (FD)+ (=3)+ (2] + [(+ 1) + (—4) + (+2)];
¢) 5+ [(+7 4+ (—=3)] + [2 4 (—D];
4) 14+ [(—2) +(—=3)] + [(—2) + (+3)] + [4 +(—5)].
Uwaga: Obliczaj najpierw sumy, zawarte w nawiasach (klam-
rach). Np.: 24—+ (HH)=2+[43]=5.
10. Oblicz:
@) 3+ {[(+2) + (=3 + [(—4 + (—3)I};
&) (=1 + {(+5) + [(—3) + (+9)]};
&) 14 (=4 + (+2] + {(—=6) + [(—5) + (+D};
d) =2+ {1+ + 3] + {(—5) + [4 + (—2)]}.
Uwaga: Obliczamy najpierw wartosci sum w tych nawiasach,
wewnatrz ktorych nie ma juz innych nawiaséw, poza nawiasami,
obejmujgeymi poszezegoine liczby wzgledne. Np. liczymy :
2+ (=D + 2]+ B+ (— ) =2+ ([—8] + [ 1)) —
: =2+ {—4}=—2

11. Kto$ miat: a) +6 24, b) -8z ¢c) —5 22, d) —4 2zte) +12 24,
) —15 2¢; zmiana jego majatku wynosita: a)—224, b) +3 2,
¢) —4 24, d) +2 24, e) —15 24, f) +30 2% lle miat na koncu ?
Przekonaj sie, ze otrzymasz stan koricowy majatku dodajac
zmiang do stanu poczatkowego!

12. Temperatura wynosita: a) —5°C, b) 1-8°C, ¢ —=7°C,
@ ~-8°C, . ) L1000, . f) =—18" C; zmiana temperatury
W ciggu dnia wyniosta: a) —3°C, b) +7°C, ¢ +4°C,
d —2°C, e +5°C, f) +20°C. Jaka byla temperatura
koficowa? Przekonaj sig, ze otrzymasz temperature koncowsg
dodajgc do temperatury poczgtkowej zmiane.

13. Na osi liczbowej . punkt A ma wspoélrzedne: a) —1, &) -6,
¢)—17 d) 48 e —4, [)+3; jaka jest wspoirzedna
punktu B, jezeli miara algebraiczna wektora AB Wynosi:
a) —38, b)+5, ¢ +8, d) —4, e) +2, f) —5? Rysunek!
Przekonaj sig, ze wspéirzedng punktu B otrzymasz dodajgc do
wspotrzgdnej punktu A miare algebraiczng wektora AB.

14. Kto§ miat +5 2¢ majgtku; zmiany jego majatku wynosity :
a) —8zal, +Tz +22a —6 2 + 8 22
b) 46 28, —4 2z, —8 2, —+5 28, —2 2z
¢) —8af +102, +12. -4 2, —+3 zt
Jaki byt stan jego majgtku na koncu ? Otrzymasz stan konicowy

dodajgc poszczegélne zmiany do stanu poczagtkowego!

15. Na osi liczbowej mamy
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punkty A, B, C, D i E. Miary alge-
~ praiczne wektorow AB, BC, CD, DE sg odpowiednio:
. ‘a;' (3 —4, —5, b) +4, —6, +3, —-g,
c) +8, —9, +2v —I_l’ d) _7’ +47 —%» + 1:
L R e e e Tt
£l ; ‘ ;
; i jara algebraiczna wektora ALY e
Jak:kg:f;j 'H;lie, 7ze miara algebraiczna ‘wektora AE 1est' sumg
mi Prfalgebraicznych wektorow AB, BC, CD, DE. Rysunek!
MDOt chezas przy pomocy liter oznaczaliSmy liczby_bezwz.gkgdne.
1“Ehdzien?x,y odtad rowniez liczby wzgledne ozn_aczaé literami. ;
E Wyrazenie: (—3) -+ X, jezeli x =15, wynosi (—38) 4 (+5) = +-2.
Wyrazenie x +y +2, Jezeli x=—2, y= 438, 2=—b5, wy-
nosi: (—2) + (+3) +t(— 5) :(;%vyrazeﬁ-
" Oblicz warto$¢ nastgpujacych wi : s
2) (+5)+a (—8)+b, a5 b+ (=5++6);
Batbs (+5+at+(3)+¢ b+ e {—4); :
C) —3+a’ 5+a+3+€, _4%_b+(—5)+c9
M atbtc —2+atb+bte atd+b+ (= +e
§ozeli a——2, b=+16, c= —1.
17. Oblicz wyrazenia: :
at+@®+o, @t+b+(Cc+a), a++ [Z_ 7(:’(6I +)d)],
: b)), —9+a +0),
4 b+ +1d+ @+ .
.f‘gzen B, b= |5 c=—-38 d=+14 .
Uwaga: Jezeli w wyrazeniu x + (x +y) polozymy x=—1,

= +3, otrzymamy: (—1) +(— U+ [+3) =D+ HD=1,

§ 3. Odejmowanie

Roznice liczb wzglednych okreslamy podobnie jak réznice liczb

bezwzglednych. : .
- R6znicg dwoch liczb wzngdnych' naz.ywamy 1ICZ'ij
ktora,dodana do drugiej, da na wynik pierwsza. A wiec:

| (4+8) — (+5)=+3 bo (+3) + (+-5) =38,

()= (O=+2 , (+D+(=6=—4 y
Podobnie jak dla liczb bezwzglednych w réznicy (+ 8) — (+5),

" liczbe 8 nazywamy odjemna, liczbg +5 odjemnikiem.

§ 4. Zwigzek miedzy dodawaniem i odejmowaniem
Czyj§ majatek zmienit sig o —38 2f i wynosit (po zmianie) :

i L8 2/; jaki byt stan majatku przed zmiang?

~ Zadanie rozwigzemy dwoma sposobami.

8
i
3 i‘{ﬁ_
| -
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I. Jezeli do stanu poczatkowego majatku dodamy zmiang —3 2t

raza si¢ w z/ réznicqg: (-+8) — (—3).
II. Stan poczatkowy otrzymamy dodajac do stanu koficowego

W 2{ sumg: (+8) + (-+3).

¥ A wigc: (+8) — (—38) = (+8) + (+3).
Podobnie przekonamy si¢ w nastepujacych wypadkach :
Zmiana w z/: +3, —3, 3.
Stan koncowy w z/: -8, —8, —8,
ze: (+8) — (+3)=(+8) 4 (—3)

(=8l =3 =8 (13
(—8) —(+3) =(-8) 4 (—3).

jemnej przeciwng wartosé odjemnika.

Np.: (—6) — (+4) = (—6) + (—4) =—10;
(+5) — (—6) = (+5) + (4 6) =} 11 itp.
4 Uwaga: Napiszmy te rownosci w odwrotnym porzadku:

(+8) + (+3) = (+8) — (—3),
G- 8) +-(—8)y =(E8)= (- 3),
e R — =3,
(8- =3y — (B —(}F3).
Tutaj mamy sume¢ zamieniong na r6znice. Zatem doda ¢ liczbe
ti. to samo, co odjac¢ przeciwna.
A wige w zakresie liczb wzglednych mozemy latwo zamienic
sume na roznice i na odwrat.

zmiang przeciwng, tj. 3. Zatem stan poczatkowy wyraza sig

Widzimy stad, ze réznice otrzymamy dodajgc do od- '

L2

e

=10, (—D—(D, (12— (—);

to otrzymamy stan konicowy -8 24 Zatem stan poczatkowy wy.

B8 — (-30), (+32)—(—50), (—63)—(—10);
¢ ((+ 81; ), (1-35) —(+8), (—78)(—2);
h) (148) — (+42), (—18)—(—=382), (—31)—(—9);

B — (19, (O — (=29, (—5)—(—49).
19. Oblicz:

.

'N

sk g )

T -

vt G
Lon

BORCE D) — (—1D, (=31 —(+28), (—4%)—(—%);

BN 2) — (+3D), (—H—(—12), (+386)—(—1).
W nastepujacych parach liczb przyjmij pierwszg za odjemng,
drugg za odjemnik, zaznacz ich réznicg i oblicz:

 a) —4, +6, =t g 4 B PR
b) +9, +2, 4.3 - 6, B e =, o8
C) ——3, +8, —.7, —1v +5, +4’ +9’ —6;
d) +5, —3, =6, 58 e e

22.

. 23.

; W roznicy nawias odjemnej mozemy opusci¢; zamiast liczb i

dodatnich mozemy napisa¢ ich bezwzgledne wartosci.
. Np.: (=38) = (—5) =—8—(—5); (—7)— (+5)=—7—5 itp.
Uwaga: W zakresie liczb bezwzglednych réznica nie zawsze
| istnieje. Np. réznica 5 — 8 nie istnieje, gdyz odjemna jest mniejsza
| od odjemnika. W zakresie liczb wzglednych mozemy napisac:
0 —8=(+5) — (48) = (+5) + (—8) = —3.

W zakresie liczb wzglednych réznica zawsze istnieje.

Zadania
18. Oblicz:

a) (5 By (H=4), (—3) —(—2), By A7)
b) (=2)—(+41), F3)— (=D, (= B)(=8);
¢) (+5)—(+9), (+100—(-9), (—6)—(+86);
g} (=) —(—6), CEb) —(—3), (+8) — (+12);

o

" 91. Jakg liczbg nalezy doda¢ do pierwszej, aby otrzymac drugg?

-8, 16, +4, —7, —23, —21, —8,
——49, —386, 11, +4, —§, —21, 4-3.

Jaka liczbe wzgledng nalezy podstawi¢ w miejsce litery x:
) (+5) +x=+12, (+19+x=+9;

b) (—15) 4 x = —8, 7 4+x=—21;

¢) (—16) +x=-+12, (—18)+tx=—4. :
W nastepujgcych roéznicach opus$é zbedne nawiasy i oblicz:
a) (+27) — (4-19), (+48) —(—25), (—65)—(416);

) (—59) — (—84), (4-76) — (4-128), (—145) — (4-96);
¢) (+46) — (+25), (—28) —(4+13), (+89)—(—42).

. Oblicz: 5—6, 8—7, 2,—3, —1—5, —2—7, —1—3.

4%__5%’ _1:7—2)3’ _4—6’2) _‘3_‘5, _‘3—5,1, 0—'3.

. Ktos mial: a) +11 28, b) —8 2t, ) +10 24, d) —7 2,

potem majgtek jego wynosil: a) +324 b) +42z; ¢) ——2121,
d) —4 2t; wyraz zmiane stanu majgtkowego w postaci réznicy
i oblicz!

. Zmiana majatku wynosita: a) —824, b) 16 24, ¢) 4 2¢, d) —2 z¢;

majatek ten wynosi obecnie: @) 2 24, b) 9 24, ¢) —6 2¢,d) — 7 2t
- Wyraz stan poczatkowy w postaci réznicy i oblicz!

- 27, Temperatura wynosila: a) --12°C, b) —16%.C, " ) =42 CL

1

= d) 118°C, a obecnie wynosi: a) —2°C, b) —7°C, ¢) +5°C,
d) +12°C; wyraz zmiane temperatury w postaci roznicy i oblicz!
28. Zmiana temperatury w ciggu godziny wynosita: a) 4+ 8°C,
. ach i Stozek. Algebra 11 gimn. 2



b) —6°C, ¢) —11°C, d) +3°C, na koficu godziny tempe-
ratura wynosita: a) +2°C, 8) —2°C, ¢) —18°C, d) +9° C
Wyraz temperaturg poczatkowg w postaci réznicy i oblicz!

¢) +3%, d) —4%, punkt za§ B ma wspéirzedne: a) 43,
b) —2, ¢) —1, d) +1%; jaka jest miara algebraiczna wek-
tora AB? Wyraz jg w postaci r6znicy. Rysunek!

30. Miara algebraiczna wektora AB wynosi: a) +5, b) —9,
¢) +14, d) —3%, wspéirzedna zas punktu B jest: a) +2,
b) —5, ¢) +4, d) —8; jaka jest wspéirzedna punktu A?

Wyraz ja w postaci réznicy. Rysunek!
31. Oblicz wyrazenia:
@) = 8) ==t i) (F7) 9 —(F0—(2);
b) (—8) — (D6 —CED, (F12) | (=4 —(—5)5
¢} 18 —(+-6)c=(=7) (s 6), B (- 11) — (— 15) - —9)3
d) 6 — (—8)=-{-F8) =18} 11~ (+5) 4-(—10) — (- 28
) —1 F 9 (=B~ (—4)—{3) - (+2);
f) 6618 =8t (=0 F kD =(—2)
32. Oblicz:
2) =2y =D —(—=b), (+B)=KFT)~ D)
—4) - BiH12)—¢CE B
b) (+8) + [(+20) — (+11)] — [(12) 4 (—3)];
¢) (+7) — [(—9) + (+19)] + [(—25) — (—8)];
B (—21) = [(-7) + (= 35) — (5] = [(+3) = (-5 — (— 9§
&)= o) =il Db (D] B 8) — (—9) = (+ 9

§ 5. Uproszczone zapisywanie sum

. Utwérzmy sume kilku liczb,np. —8, -3,
tych liczb jest wyrazenie:

(= 8) 1 -8) =0y (F D -H 7).

Jak wiemy, zamiast dodaé¢ jakg$ liczbe, mozemy odjgé 11czb@
przeciwng. W powyzszej wiec sumie moZemy dodawanie liczb
ujemnych (poza pierwszym skladnikiem) zamieni¢ na odejmowa- '
nie liczb przeciwnych. Otrzymamy w ten sposéb wyrazenie:

(=B FEED— (04 G — (0.

oG8 B T

Widzimy stqd, Zze sume kilku liczb otrzymamy plszqc, J

te liczby obok siebie z ich znakami.

. Na osi liczbowej punkt A ma wspéirzedne: a) —6, b) 45, ‘

—6, +1, —7. Sumg

19

"s' Podobme sumg liczb 8, — 1, — 8, 2 jest wyrazenie:

e §i1i:80-9,
.a' Nﬁ odwr6t wyrazenie — 3 -+ 1—2 45 oznacza sumg liczb:
i pyiio g

X Podobme B—3+1—4=(F5+(=3)F+(+ D+ (=9,

B 7 L 4 6=(—2+ D+ HHY+(6)

b, 1 Dogodnie jest wyrazenia takie, jak np.: —8+3—6 s 1 =,
licza¢ od razu jako sumy. Obliczanie przedstawia si¢ nastgpu-
s0: — 8 plus |+ 3 jest —5; —5 plus — 6 jest —11; — 11 plus

] _5_ ___10; — 10 plus —7 = — 17. Wiec —17 jest wartoscig da-
‘g,ego wyrazenia.

" Uwaga: Przypusémy, ze mdmy wyrazenie, w ktérym jest

'kﬂka liczb potaczonych znakami + i —, jak np.:

(—2) + (—3) — (+ 49— (+5).
Mozemy dodawania zamienia¢ na odejmowania lub odejmowa-
nia na dodawania liczb przeciwnych. Zatem;

C+(3)—FH— =D+ 3+ D+

Podobnie :
A(—-2)+( DH— (56— (—6=(—2D+—H+ I (8=
= (—2) — (+4) - (+5) — (—6) itp.
F_ Mozemy np. wszystkie odejmowania zamieni¢ na dodawania
liczb przeciwnych. Np.:

2 9) —(—5) — (+68) + (=) =(—=2) + (+5) + (=8 + (=7
~ Ostatnig sume mozemy napisa¢ bez uzycia nawias6w nastgpu-
215 —6—7.

Zatem (—2)—(—5)—(+6)+(—7=—2+5—6—T.
~ Podobnie bez uzycia nawiaséw napiszemy nastgpujace wyra-
“tema zamieniajgc je najpierw na sumy. Np.:

D) — () + =D+ (—H=—1+3—1
f+7)—-(-—)—(+4)—-(+5) +D+H6+(—H+(=b) =
;# =T7+6—4—5.

(—=B):

.E: ' Zadania

Wyrazenie powyzsze mozemy napisaé bez uzycia nawiasow: 33, Napisz sumy nastgpujacych liczb bez uzycia nawiasow i oblicz:

9 —1, }2, —3; +4, —5 —6; 49, —5, —38;
B> 3 1, +3; —8 44, —6 +T;
B s 7 9 —3 +4; —12, 48, —11,—20, +T.

2#



35.

36.

37.

38.

39.

. Oblicz nastepujgce wyrazenia uwazajgc je za sumy:

D14 8] = [ 28], " 3y —B|— [ 45 0]

(71 —5)], —3+2—14—(—2+8))
B 8 (—3—05) —9—[B—(—8+1+4;
- (3—6)]+[—5—(12—16)]; '

o [—1—Q—8]+4—[2+ (5D}

a9 —1+2, —3+4+4, —243, 2—8, —9-+4+6, 7—11;
b) 6—12, —11+5, —84+7, —4—12, —18—2, —8}12;
¢c)—1—7,5—9, —13 414, —16+13, —21—7, —5412; §
d5+7—9, —4+12—3, 8—20—11, —25—442;
p) 195 818 —HEf otk g g fly Tlg 4. L 19— [—4+8—(—2—=9]+[—3—@+N;
/) —24— 618 —154-16+12, —23—8-+7, 5—6—3; IS (—3— [2—(4 +12))} + 8 —6).
gl 4—8—8+7 17—1564+16—21, —84-18—17+9; 41, Oblicz:
h) —82+4—16+4+27—29, —124+15—284+3—11. , Da—b+c altb—c, a—b—c jezeli a=1 b=+5:
Przedstaw nastepujgce wyrazenia jako sumy i oblicz : e——3; e
&) (+2) — B+ (—H—(46), 4—=(+6+ (-9 B =~ >y +z—d x—y—z—djerllx =2
b) (—9) — (+5) — (—8) + (—3), —T+(HH+ (=D —(+1); I y=+1, z=—4 d="3.
) 10+ (—7)—(—8)+(—8), —14(-=4H— (=7 (=5); 43 Oblicz: , - -
d) 25— (+3,1) — (— 03) + (+32), + + (—H— (— D+ (+4). TG) a— (¢ + o), a+—4(b S S oL e
Przedstaw jako wyrazenia, w ktérych liczby wystepujace (poza - b=+2 c=T14% R
ewentualnie pierwszg) sg dodatnie, i oblicz: : x| (y— 2 —d, (x +y)—@—d), x—(+z—d), jezeli
a) (+15)— (+428) — (—8)+-(—186), 4+ (—10)+(+6) — (—12); § B 6. ) — 13 c=—5 d=—2 ‘
0 (=40 S (F = (- ) = i+ 21— (7 T 3.
8) 25— (112 —(—T7) — 2D (I8) =f (= 2) =0 1) S .
d) —038+(—24) +(+381) — ({+7.3) —(—42) — (—8,5).
Przedstaw nastepujgce wyrazenia bez uzycia nawiaséw i oblicz:
a) (—3)+ (+5), (+5)+ (=7 (+9 —(=2), (—6)—(18)}
b) (—3)—(+5+(—6), HH+ (9 —(=5);
BB+ Dok O) ~=Bat=180 8 — 4) — (51
d) (— 1)1 L) — (=D 56 2,
(D= 0) =Gl =8 = (&8
a) Zmiany temperatury wynosily :
I) —5° --4° —6° —2° 4-3° II) —1° 4 2° —4° | 8°
Zaznacz ostateczng temperature, jako sume¢ zmian poszcze-
gbélnych bez uzycia nawiaséw, i oblicz.
b) Ktos zapisywal swoje dochody i rozchody nastepujgco:
) 528, —4z2 +82, —102t, +22¢4 II) — T2, |42,
—62, +92 —5 2.
Zaznacz ostateczng zmiane majatku, jako sume zmian po-
szczegbélnych bez uzycia nawiaséw, i oblicz.

Oblicz: -
@ e 9], LS G i ) 19] -

§ 6. MnozZenie

Tloczyn dwoch liczb wzglednych okreslamy nastepujgco:

1. Bezwzgledna wartos¢ iloczynu ro6wna sie iloczy-
owi bezwzglednych wartos$ci czynnikow;

"2 Iloczyn ma znak -, jezeli oba czynniki majg ten
znak; iloczyn ma znak —, jezeli czynniki majg
ne znaki.

(+3) (+5=+15  (+3): (=5 =—15
(—38)-(—B)=-+15, (—3)-(+5)=—15.
‘Jezeli jeden czynnik jest zero, to iloczyn réwny
‘jest zeru. Np: (48):0=0, 0:(=5=0, 0-0=0.

- Przyktady. :

1. Przypusémy, Ze na osi liczbowej (na ktorej jako jednostke dtu-
ei obraliSmy 1 c¢m) porusza si¢ punkt z predkoscig np. 2 cm/sek.
zeli punkt porusza si¢ w kierunku dodatnim, to mowimy, ze
0$¢ jest dodatnia i wynosi: +2 cm/sek., jezeli punkt poru-
sie w kierunku ujemnym, to predkos¢ jest ujemna i wynosi:
cm/sek. Obierzmy dowolng chwilg jako chwile poczatkowaq.

,”adanie. Punkt porusza si¢ po osi liczbowej z predkoécia.:
7cm/sek.; w chwili poczatkowej znajdowat si¢ W poczatku osi;
est wspélrzedna punktu w chwili: -4 sek.?

o) —4—[8—54-12), ‘O [l 93]
) = 5 2] p =2l s [ 8 4 - 1] — @
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(D (D O (8 (=9 (—9);
’Z;((:{i_—’?fz) 21:3;'(——11); (—5): (—16); (+3)* (+13);
B 2); (117 (+2): (—15)-(=3); (=12 -5
hacz i oblicz iloczyn liczb:
3 34, —6, —1%; —021+25;4011—0,1.
v liczbe jakgs pomnozymy przez —1, to otrzymamy liczbg
eciwng. Podaj przyklady!
0§ posiada dolarow: -5, —6, —12, |-18; zmi'flna kursq
ara wynosi w zf: —0,4; —0,2; +0,5; +0,3; ile wynosi
jana majatku w 2¢?
ag osobowy jedzie z predkoscig 50 km/godz. z miejsco-
vosci A do miejscowosci B, pocigg zas poépies.zny Z p.rqd-
écié; 70 km/godz. z miejscowosci B do miejscowosci .A.
a pociagi mijajg sie¢ w miejscowosci C. Czas p.rzefi chwilg
otkania liczymy jako ujemny, po chwili spotkania jako do-
tni. Jako dodatni kierunek obu toréw obieramy kierunek od
ejscowosci A do miejscowosci B.
Podaj predkosci obu pociggéw za pomocy liczb wzglednych!
Wyznacz przy pomocy liczb wzglednych potozenie obu po-
. ¢iggow w odniesieniu do miejscowosci C w chwilach:
. 1 godz.,, —3 godz, —7% godz., -1 godz, -% godz.

' zxiaczmy przez | dtugo$¢ drutu miedzianego w temperaturze
0° C, wyrazong w m, przez L dlugo$¢ tego drutu w tempe-
turze 1° C; w takim razie, jak doSwiadczenie uczy, mamy
or: L=1 (1 4+ 0,000017 - #). Oblicz L, jezeli /== 8,zas t wynosi
@) +4°C, b) —5°C, ¢) +8°C, d) —10°C!

Oblicz:

F2)-(—8)- (19, (—38)(=5)(—4), (—1):(15)(—8);
(=5 (—9 +7D, (+8)(+2)(—15), (=6)(+7(—2);
297, FH(—6)(—8), (—P(—10(+9);
B 3)-(—4):(+-35), (+6)(—11):(—3), D (+H(D;
&) (—3)(+2)(—5) (+7), (—4-(—3)-(—D-(+2);

) (9 (—9 (—6)(—4), (+03):(—10)(+2)(—8) (—1).
znacz i oblicz iloczyn liczb:

—1, +2, +3;1 +4,—2,—3; —5,—7,+1; —6, —8, +3;
+3, —6,—2;1 —10, +7, —3; +9, +6, —5; +4, —2, —2;

Odpowiedz Wspdlrzedna punktu poruszajacego sie w chwilj
-+ 4 sek. wynosi: +8=(4+2) - (+4).

Jezeli wigc przez ¢, v, s oznaczymy liczby wzgledne okreslajgce
odpowiednio: chwile badang, predkos¢ i wspoéirzedna, to w na-
szym wypadku mamy: (=44, v=-}2, s= |8,
zatem: s=v \

Przekonaj sie, ze powyzsza formuta jest rowniez wazna w na-
stepujacych wypadkach: v=+2, —2, —2

: t=—4, +4, —4

2. Ktos posiadat 5 dolaréw; kurs dolara podniést si¢ o 0,3 22,
Ile wynosi zmiana majgtku w 2¢/?

Rozwigzanie. Poniewaz dolar wzrést o 0,3 2/, wiec przyrost
majatku wynosi 5:0,3 2/ =15 24

Niechaj a oznacza liczbe wzgledng okreslajaca stan majatku
w dolarach, & zmiane kursu dolara, ¢ zmiane majgtku w 27

W naszym wypadku a = 45, b=-+40,3, ¢=1,.

A wiegc =100 (5),

Przekonaj sig, Ze wzér powyzszy zachodzi rowniez w wypad-
kach, gdy odpowiednio: a= +5, —5, —5

b=—0,3, +0,8, —0,3.

Np. Gdy a= —4, b= 10,3, tzn. kto$ posiadat 4 dolary dlugu
i kurs dolara wzrdst o 0,3 2¢; zatem diug jego wzrost o 4 - 0,3 24—
=1,22/. Zmiana jego majatku jest wiec ujemna i wynosi w z¢:
c=—12=(—4)-(+0,3). .

Iloczyn kilku czynnikow obliczamy wykonujac po kolei mnoze-
nia. Np. iloczyn: (—1):(+2)-(—6) - (+5), obliczamy:

(=1 H2)=—2; (=20 (=6)=112; (4-12):(]-5)=#60.

A wiec 60 jest wartoscig danego iloczynu.

Jezeli w iloczynie liczba czynnikéw ujemnych jest parzysta, to
znak iloczynu jest --; jeSli liczba czynnikéw ujemnych jest nie-
parzysta, to znak iloczynu jest —.

Np. (1) (1) (D (=D=+1; (D (1) (—1)=—§

(—2):(+1) (—38) (—4) = —24; (4-8):(—6)-(—2)-(+2)=1-60. .

43. Oblicz: Zadania g
a) (+2)H3); —D-(+3); H2)(—1); (—4)-(—b);
) (—4)-(+6); (—bB):(—7; (—6):(+5); (+6)-(+3);
) H3) 7 8 H: HD (H4; (—9:-(—2);
d (—8):(=5); (D (+6); HN:(—4; H8 HD;

e) (+9)'(+5)a ('—6)'("}'9), (—'8)'(—8), (+7)(—9), ‘ '_29 +'1i’_'!!l’ +6s _4; +%?—10’ ——-1“—21, +3

211, —4; —5, |3 42, —1; —3,—2—1, o 56
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51. Oblicz nastepujgce wyrazenia:

b) 2— (—6):(—1), —5+4(H9)(—2), —7+(—3)(+7);

e (—3)—H2) (=Y + (=1 (+5), (—6):(48) —(—3).

52. Oblicz nastepujgce wyrazenia:
a) (—1+45)(—2+3), 2+ (4 —5)(—8+43);
b)) —3+6G—7+9(—8+2), (—9+49-6—7)—8;

53. Oblicz:
a) 2a, 5a, (—3)a, 2a—5b, 3a+b—4c;

] ¢) ab, 2ab, (—3)ab, 4abc, abcd;

! d) 2ab+c, 5ab+cd, (—2)ab—cd, ab- bc+ cd;

: e) (a+2bc, (@a—b)e, (@a+b+c)d, (@a—b—c)d;

) @+06) (c+d), @—0b) (c—38d), (@+2b—c) (b—ad),
jezeli a=—1, b=+5, ¢c=—2 d=—4. '

§ 7. Dzielenie

bezwzglednych.
4 Ilorazem dwo6ch liezb nazywamy liczbe, przez

pierwsza. _
| Np.: (+8):(+4H=+42, bo (+8)=(+4):(+2)
1 =8 :(+9=-2, , (—8)=H4d(—2)
j W ilorazie np. (+8):(—4) liczbe -8 nazywamy dzielna,
1 liczbg —4 dzielnikiem.

\ Podobnie jak dla liczb bezwzglednych iloraz okreslamy
i tylko wtedy, gdy dzielnik jest r6zny od zera.

; lloraz piszemy rowniez w postaci utamka.

Np. zamiast (+8) : (—4) piszemy j__—i
Podobnie E§=(—8) AT

@) (=D +(=2)(+3), 4—(=3)(+2), —2—(+4)(—5);
¢) (+2)*(=5) — 6, (=7 (+3) +(—8), (—11):(—2)— (4-10);

)

d) (—6)(—3) —(—10), (+11)*(—8) —10, (—9)*(+7) + (—12):

Uwaga:-Najpierw wykonujemy mnoZenia, a nastepnie dzia-
tania dodawania wzglednie odejmowania; wyniki mnozenia bie-
rzemy w nawias. Np.: (—5) 4 (—4)-(42) = (—5) 4 (—8) = — 13,

)1—[—2—(—1):(+2)], (=24+7—9(—5+6—4)—10,

b) 8a—5b+Tc—2d, 4a—5b+c—8d, 2a— b+ fc— g

! . '
E' lloraz liczb wzglednych okreslamy podobnie jak iloraz liczb

ktéra pomnozona druga liczba daje na wynik -

Z

jest dodatni,

(=9 : (+2),
(+18) : (—2),
(—24) : (46),
(+13) : (—13),
(+59) : (4-2),
(+48) : (—12),
(++100) : (4-10),

) (+239) : (+17),
) (+492) : (+4.1),

Zadania

(+7)
(+6)

: ('— 1)7
: (_ 2)’

(—18): (+3),
(+30) : (+5),

(+-24) : (—3),

(—17) : (+17),
(—50) : (—5),

(+48) : (+6),

(—100) : (+20),

—36 1120 —280

0 SS9 35
—712 |-8136 -4527
R 073 312

i mamy obliczyé iloraz dwéch liczb wzglednych, np. iloraz
_4), to mamy znalez¢ takg liczbe x, aby: (4-4).x = —8.
ocy wiec okreslenia iloczynu, iloczyn liczby 4 przez bez-
wartos¢ x réwna si¢ 8. Wynika stad, ze bezwzgledna
liczby x réwna si¢ ilorazowi 8:4=2. A wigc:

wzgledna wartos¢ ilorazu réwna sig ilorazowi
gdnych wartosci dzielnej i dzielnika.

emy si¢ teraz wyznaczaniem znaku ilorazu. Zauwazmy, Ze:

“+8:(+H=++2,bo (+4-(+2)=+8,
E9:—9=+2, ,
+8): (—H=—2, ,
(—8): (+4)=—2,

(=D (+2)=—8§,
(=4 (—2)=+38,
my stad, Ze regula znakéw przy dzieleniu jest podobna
v znakOw przy mnozeniu, a mianowicie:
li dzielna i dzielnik sg tego samego znaku, to
jezeli dzielna i dzielnik majg
3 znaki, to iloraz jest ujemny.
eli dzielna jest zéi'em, a dzielnik jest rézny od zera, to
jest zerem. Np. 0:(+5)=0, 0:(—5)=0.

(—3): (+1);
(—6) : (—3);
(—=18) : (—6);
(+30) : (—6);
(+36) : (+6);
(—21): (—7);
(—50) : (+10);
(—48) : (-16);
(—100) : (—25).

(-714) : (—21), (—857): (-51);
(—14,04) : (—2,6),

B8 (%) (D (D )

(4-3,51) : (—3,9);
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B9 (19, 18
—2+(5H-(—3 ' +13

yyrazeniach wystepujg takie utamki, to najpierw obli-
artosci tych ulamkow, a nastgpnie wykonujemy dzielenie,

0zenie, a w koncu dodawania i odejmowania.

0 —}—2,7, —64 —0,32’ +1,47
— —0,16 40512 28’

PR R S e S (U
R T e

57. Jezeli liczbe jaka$ podzielimy przez —1, to otrzymamy liczbg
przeciwng. Podaj przykiady !

58. Kto§ mial 15 dolar6w majatku; przyrost majgtku wskutek
zmiany kursu dolara wynosi: @) 4,5 2f, b) —4,5 2t Oblicz
zmiang kursu dolara!

59. Ktos miat 18 dolaréw diugu; przyrost majatku wskutek zmiany

kursu wynosi: a) |-5,4 2¢, b)) —4,14 2. Oblicz zmiang Kursu!

«(46) +3 3 _=294-3 0
T D (D =g T (10 =
.=%§(1)+ B0) = (- 1,05) - (10§ = 21105,

2¢a (—4)a a—> a+2b, 2a44b,

60. I§to}i mia(li Ilnaiatek.uu'llie.'s_zczori ng d(;lara;ih.t d , B 55 ¢ E c¥d
. Kurs dolara zmienit si¢ o ,3 24, wskutek czego przyrost B Bar b
- majatku wynosit: a) 4360 24, ) —510 2¢; ile wynosit v +b 86, g0+ ’ G5 o )c, ab -+ —ic—;
majatek ? & a—b 3a—2c (c—d)a d—a
II. Kurs dolara zmienit si¢ o —0,5 2/, wskutek czego przyrost | ( +b)c_3db—a’ 2¢;bc’ Wt 20 ;" &) c;
majatku wynosit: a) 650 2, b)) —140 2¢; ile wynosit ma- , Lt
jatek ? : ab—c) (c—d) (a+0) (cfd) (2a—3b) (c—24)
61. Auto iedzi : " . a—b (@a—b) (c—d) 4 —3ab :
5 o jedzie po prostej drodze z predkoscig 55 km na godzine.
Jako kierunek dodatni drogi obieramy kierunek jazdy, a jako b b _b4d _|_é, a—2b 3a+b = d .
poczatek drogi most, znajdujgcy sie na tej drodze. Czas przed g o a Cp Bofd. - fe—8. 2644

przejazdem auta przez most liczymy jako ujemny, a po prze-
jezdzie jako dodatni., Jakim czasom odpowiadajg polozenia auta,
okreslone liczbami: —165 km; —82 km; —41 km; 44 km;
+ 58 km?

62, Oblicz:
@ (—2+8): (541, T3y, (521 G4—8—1;

By e (o R D) et Rk e B A i
VEDFEy 8 5o (Y B 2 0 0 ¢ s2 a5 s
o EMED—CH(+Y (=5+T—3)C—1—1) - Rys. 10,

T+ (9 (F9) @ —8)F(+5): D)
R e

Uwaga. Warto$¢ ulamkow, jak np. :;:H: 2;&;; , obli-

sl a—=—2, 6—=—1, c=38, d=1.

=

| § 8. Poré6wnywanie liczb wzglednych

wnosci pomiedzy liczbami wzglednymi tak okreslimy, ze
ziemy porusza¢ sie po osi liczbowej w kierunku dodat-
to bedziemy napotyka¢ na coraz to wieksze liczby.

1

Jlakakolwiek liczba dodatnia jest wieksza od ja-

wiek liczby ujemnej.

_ 3 jest wigksze od —4, co piszemy: -3 > —4,

rowniez —4 jest mniejsze od -3, co piszemy:
—4 < 43,

| —1<-£2 —6<-44 itd

Z dwoch liczb dodatnich ta jest wigksza, ktorej

b

¥zgledna wartos¢ jest wieksza.

czamy obliczajac osobno warto$¢ licznika i osobno warto$¢ mia-

nownika, a nastepnie dzielimy wyniki przez siebie. Liczymy zatem:
—14+ (=) (+H=—14(-12)=—13.
—2+4-(—5)(— 3)=—2-4(+16)=-1-13.
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Np.: +8< 45, +6>-+2 F+1<+2 3 ze wartoS¢ wyrazenia rowna si¢ wiekszej
3.Z dwoéch liczb ujemnych ta jest wigksza, ktore;

bezwzgledna wartosé jest mniejsza. 1 x tak, by |x —5|=1.

Np.: e g g g 1 sartosé wyrazenia: 4| x—+1|—|x—1|+ [x— 8| —4+|x—5|
4. Liczba 0 jest mniejszg od kazdej liczby dodat. fowitych wigkszych od —8,a mniejszych od +-8.
niej, a wigekszg od kazdej liczby ujemnej. i vszystkie liczby calkowite x spelniajace nieréwnosci:

Np:'' Do, 02l 9 550, -1 0) —6.20 -75 1 x<— 1
Uwaga. Dla zaznaczenia, ze jaka$ liczba a nie jest wigkszg g
od b, piszemy: a <o, ‘ Rozdzial I

co czytamy: a jest niewigksze od b, albo a jest mniejsze lu

rowne b. Wilasnosei sumy

Podobnie piszemy : azzb ,
(czytaj: a jest wigksze lub réwne b, albo a jest niemniejsze od b)
co wyraza, ze a nie jest liczbg mniejszg od b.

§ 1. Oznaczanie liczb przeciwnych

a oznacza dowolng liczbg wzgledng, to symbolem - a
my te samg liczbe co a, zas symbolem —a liczbg prze-

Np.: —1<+2, +5L+7 —3>—10. .
Jezeli dwie liczby, np. a, b, nie sg réowne, to zaznaczamy to “Jezeli a=-+38,to }a=+38 —a=—3,
piszgc: a=£b lub 0b=-a, czytamy a rézne od b, b rézne od g, & a=—>5, to +a=—5, —a=-5,
Np.: —1F+42 —54—6 itp. 46, —(+5=—5, +(—5)=—5 —(—H=+5.
my stad, ze 4 @ nie oznacza koniecznie Iiczby dodatniej,
Zadania

nie musi by¢ liczbg ujemna.

wraz z wyrazeniem w nim zawartym oznacza liczbe,
mamy obliczajgc wyrazenie zawarte w nawiasie. Zatem
)awiasem mozemy klaéé réwniez znak 4 lub —. Np.:

+5) =+ (—2) = —(—T+8)=—(—2)=+2
b)=a — b; —(a - b) oznacza liczbe przeciwng do a—b,

— (348 H=—(F9=—0.

64. Uporzadkuj nastgpujace liczby wedlug wielkosei:
al —%, —%, +5 —6; —1,0, —%, +2, +3, —38;
b) —%, —1, —14, 41, —2, 43, —6, }-14. Rysunek!

65. Ustaw wedlug kolejnosci nastepujgce chwile, wyrazone licz-
bami wzglednymi (w min.): 3
a) +1, —5, —6, 0, -2, b) —2, +4, —3, —1, +5, +8@
i przekonaj sie, ze ta chwila jest wczesniejsza, ktérej odpo:
wiada mniejsza liczba wzgledna!

66. Z dwo6ch temperatur ta jest wyzsza, ktérej odpowiada wigk-
sza liczba wzgledna. Podaj przykilady! :

67. A posiada —5 2f majatku, B za§ |3 z¢; kto ma wiecej?

68. Obierz trzy liczby a, b, c tak, aby:

Zadania.

. Lo -0, (o)
'H—(—ﬁ)], el (gl o =1 1—C- 1)}

B ah i b<r 8 a =0 1 e
Porownaj nastepnie liczby a i c¢; co zauwazysz ? (—8—[—15), +(—12+4), —(—13-F+7);
. s oo le—yl Y L) Bl —27), —(17--26), -+ (—11—14);
69. Oblicz wartos¢ wyrazenia: R = jesli: B8 101-17), — (28— 16— 4);

[+(_4+5)]’ — [— @ —3)]; ,
B (345460 —{(—[-(@—3+9]

a) x=5, y=3, b)) x=—-2, y=+41;
)x=—4y=—1, d)x=—8, y=—2.
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3. Oblicz:

a) —[+@—=0b)], +{—[—(@—b—0o);
b)) —{+[-B@—a)l}, —{(—[—(—4+a—b+o));
jesli a=—1, b=-45 ¢=—8.

§ 2. Suma algebraiczna

Utworzmy sume kilku liczb, np. a, — b, —¢, d, —9.

Sumg ich jest: a + (—b) + (—c)+ d -+ (—9).

Zamienmy dodawanie liczb — b, —¢, —9 na odejmowanie liczb
przeciwnych, tj.: +b, 4-¢, 4 9.

Otrzymamy: a— (-+b) —(4¢)+d— (-+9).

Wyrazenie to mozemy napisaé¢ bez uzycia nawiasow :

a—b—c-td—09.

Zatem sume kilku liczb (czy to danych, czy to oznaczo- |
nych literami) otrzymamy piszac je obok siebie z ich
znakami. Jezeli przed liczbg nie stoi znak, to mozemy jg po-
przedzi¢ znakiem -|-.

Podobnie sumg liczb —a, 7, —b, ¢, —6 jest:

—a+7—b-}tc—6;
(D) +y+(—9+218=—xty—-9fL-18

Na odwrét wyrazenie a — b +c—d jest sumg algebraiczna liczb
a, —b, ¢, —d. Z tego powodu wyrazenie powyzsze bedziemy
uwazac¢ za sume¢ algebraiczng. Skladniki tej sumy otrzymamy pi-
szac przed liczbami a, b, ¢, d (tj. przed tymi liczbami, na kto-
rych mamy wykona¢ dodawania wzgl. odejmowania) znaki, sto-
jace przed nimi w danym wyrazeniu.

Podobne wyrazenie —3 -} a—b6--9 jest sumg algebraiczng
0 wyrazach (sktadnikach): —3, 4-a, —b, 9.

Wyrazenie —(—3) -+ (—5) +a— (— b) jest sumg algebraiczng
0 wyrazach: —(—38), 4+(—5), +a, —(—b)
czylns 3 D b
Zatem: —(—3) -+ (—5)+a—(—b) =3 —=5 +a-b;

—a+(—b5)—b+(—c)=—a—5—b—c.

Zadania
4. Wypisz wyrazy sumy algebraiczne;j :
a) —14+3—5—6, 4-—2—7411-15, —84+3—2-11;
b)a—b+c—d, X—y—z+4u a—b—c—d-te;
¢a—3+b—c¢, “4+x—y—54z—8tu; A
D) (=2) +(F) = (+49, B (—1) —(—T)—(—2) + (—9);
) (—8)+a—(=8)—b, T—x+(—4)—y+(+8)+2
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5. Przedstaw wyrazenia jako sumy:
W a—b; batb—e; ) —a—c+b; d) —a—T7+1Db;
) —at|6—c+8; fl—a—b4-b—d; g a—btec—d.

6. Oblicz sumy algebraiczne poprzedniego zadania, jesli:
a=—5, b=-+48, ¢¢=-—2 d=+41.
Np. Obliczy¢ sume algebraiczng a —b - c—d

dla:a=—1, b=-+3 c¢c=—4, - d=-12!
Wyrazami tej sumy sg: a, —b, ¢, —d, t. j. —1, —3, —4, —2.
Zatem wartosé tej sumy wynosi: —1 —3 —4—2=—10.

7. Oblicz:

a) (@a—b)—(c—d), a—(b—c—ad);

0) —a—(=b+c=d), ' (et b))t (ctd);
g —(@—bi0—d, —(=a--h=—d)
jesia=—2, b=-+4, c=—1, d=-—8.

§ 3. Prawo przemiennosci i Iacznosei sumy
OkresliliSmy sume i r6znice liczb wzglednyeh. Nie tylko doda-
wanie, lecz i odejmowanie jest zawsze mozliwe. Poznamy teraz
pewne wilasnosci sumy.
- Prawo przemiennosSci
Jezeli w sumie (—1) -} (4 5) zmienimy porzgdek skladnikéow,
otrzymamy sume: (+5) 4 (—1). Wartosci obu sum sg réwne
i wynoszg 4. Zatem: (—1) + (4 5) = (-+5) + (—1).
Podobnie: _
(+84+(=8)=(3)+H5; N+ (6=(=6-+ (7.
Zmienmy w sumie: (—2) 4 (+43) -+ (—5) -+ (+1) w dowolny
Sposéb porzgdek skiladnikéw; utwérzmy np. sume:
=0) - Dk 8 1 (—2)
WartoSci obu sum sg znowu réwne i wynoszg — 3. Zatem:
2+ H)+ )+ H D)=+ 1D+ H3)+ (—2).
Podobnie: (— 2}) -+ (4 1}) + (— 6) = (+ 1)) + (—6) +- (— 2%
Wlasnosé powyzszq sumy wypowiadamy w nastepujacy sposéb:
Warto$s¢ sumy nie zalezy od porzgdku skladnikéw.
Jest to tzw. prawo przemiennos$ci sumy. Yo
Suma —2 -+ 3 —5 ma skladniki: — 2, 43, — 5. Zmieniajgc
porzgdek skladnikéw otrzymamy:
—24+83—5=—5+3—-2=3—2—5 itp.
(—3)+5—7+4(—8)=—T+5+(—8)+(—3)=5—T+(—3)+(—8);
5—8=—3+4+5; —5—83=—8—-5; —54+3=38-—5

P,
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Jezeli a, b, ¢, d oznaczajg dowolne liczby wzgledne, to:
at+b=b+a; at+b+tc=a+t+ct+tb=b4c+a;
a—b=—b+a; a—b+c—d=—dt+a—b-+c=c—b—d-+}a.

Uwaga: W wyrazeniu jak np.: 5—3-47—6 nie mogliémy
w zakresie liczb bezwzglednych zmienia¢ dowolnie porzgdku wy-
razow. Np. wyrazenie: 5— 3 — 6 -} 7 nic nie oznacza w zakresie
liczb bezwzglednych. Po wprowadzeniu liczb wzglednych, mozemy
porzgdek wyrazéw dowolnie zmieniaé. Upraszcza to czesto rachunki.
Jest to wazna korzys$é, ktérg dajg liczby wzgledne.

Zadania

8. Zmien w nastgpujgcych sumach kilkoma sposobami porzgdek

sktadnikow i oblicz za kazdym razem sume:
a) (+2) + (—38); 8) =2) - (1)
¢) —1-+42—6; d +5—8-+3—4.

9. Kupiec zarobit 126 2/, potem stracil 16 2/ i znowu stracil 15 2
potem zarobit 53 2/ i wreszcie stracil 32 2/. Wyraz ostateczng
zmiang stanu majgtku kupca jako sume kolejnych zmian i oblicz
te sumg! Czy ostateczna zmiana zalezy od porzadku, w jakim
kolejne zmiany nastepowaly ?

Prawo tgcznosci

Zastapmy w sumie np. (—1) 4 (43)+ (+4) - (—5) sklad-

dniki -3 i —5 ich sumg —2. Otrzymamy sume:
(=) == (2 e )
Wartosci obu sum sg réwne i wynosza --1.

Zatem: (—1) + (+3) + (+ 4 + (—=5) = (—1) 4 (—2) + (+4).

Sume skladnikéw +-3 i —5 mozemy réwniez zaznaczyé przy
pomocy nawiasu. Zatem:

(=D +H3)+ F4 + (=5) = (—1) + [(+3) + (—5)] + (+ 4).

Podobnie: (—1) + (—2) + (4+3) = [(—1) 4 (+3)] + (—2),
=D+ D+ H2D+ (=)= (—H+ [(—H+ +2) + (—3)].

Wlasnos$é powyiszg sumy wypowiadamy: W sumie mozem y
dowolne sktadniki zastgpié ich sumag.

Wtasnos¢ ta nosi nazwe prawa tgczno$ci sumy.

Laczac obie wlasnosci sumy mozemy powiedzieé, ze w sumie
mozemy dowolnie zmienia¢ porzadek sktadnikéw i dowolne sktad-
niki zastgpowa¢ ich sumg.

W sumie —2-8—5-7 zastapmy skladniki —2, 47 ich

§nma (—2+7); zatem: —24-3—54+7=(—2-+1743—5;

45— 6+7—8=(—5-+7+@A—8)—6.

Jezeli a, b, ¢, d, e oznaczajg dowolne liczby, to mozemy napisacé:

.'f;+b+c+d—|—e=a+(b+c+d)+e=a+(b+c)+(d+e):

O (@re o d =04 d) 4 (c+e) L itp.
W sumie algebraicznej a — b — ¢ 4 d zastgpmy wyrazy
—p, —c ich sumg: (—b — ¢); otrzymamy a—b—c -} d=
—a -+ (—b—c¢) +d. Podobnie w sumie —a-|-b—c—d -} e za-

~ stapmy wyrazy —a, +e sumg (—a-+e), jako tez wyrazy -+ b

1 —c¢ ich sumg (46 — ¢). Otrzymamy:
—atb—c—dte=(—a+e)+(+b—c)—d,
—b654+a—b—61+b4+8=(—5—6+8tat(—b+tb=
=—3+a=a—3.

Uwaga. W sumie mozemy nie tylko nawiasy umieszczaé, mo-
zemy rowniez na odwr6t nawiasy opuszezaé. Np.:

(D +ENF D+ EHD =D+ H) 4+ (—H+(+2);
at+@G+o=a+b+tc;
at+Gb+ctdte)=atbtctd+te;
at+@G+tot+@dt+e=a+tbfctd+e

W sumie: @ (b—c) wyrazenie w nawiasie jest sumg sklad-

nikéw + b, —c.
Zatem: at+b—c)=a+b—ec.
Podobnie: a4 (—b+c—5)=a—b-+c—5;

a4+ (—383+b)+(—5—c)=a—3+b—5—-c.

Z powyzszych przykladéw widzimy, Zze: Jezeli w sumie
przed nawiasem znajduje si¢ znak |, to nawias ten
1 znak mozemy opuscic.

Jezeli przed pierwszym wyrazem w nawiasie nie znajduje sig

- Zaden znak, to wyobrazamy sobie, Ze znak -|- poprzedza ten wy-

I
b
e

+
d

: ;0 Oblicz :

raz. Nalezy zatem po opuszczeniu naw1asu przed tym wyrazem

umiesSci¢ znak -|-.
Np.: a—b+4(c—d)y=a—b-}c—d
at+b—c+(—d—e)=at+b—c—d—e
a+(—b—c)+d=a—b—c+d
—1+(—8+45)+4+(7—8=—1—3}+5-}7—8.

Zadania

a) (+18) 4 (—9) + (—21) + (+4) + (—5);
Bt 17)- C-18) o (-8) 5 (12) -+ (— 10} - (—86);
©) (—16) - (— 89+ (+ 9 +(+18) + (—15) + (—9).

ach i Stozek. Algebra II gimn. 3
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Uwaga: Utworz sumg skladnikow dodatnich, nastgpnie ujem-
nych, a wreszcie sume wynikow !

Np.: (+5)+ 4+ H3 + (=9 =(+8 + (=18 =—5.

11. Oblicz:

a) (—58) + (+4 + (—9) 4 (+58) + (+9) + (—2);

B) (4-19) + (—5) + (—4) + (—19) + (+5) 4 (+-8);

) (—2)+ (+43) + (+6) + (—4) + (—6) +- (—5);

d) (+18) + (10 + (=7 + (=10 + (—=13) + ().

Uwaga: Polacz po dwa skladniki, z ktérych jeden jest liczbg
przeciwng do drugiego, a potem obliczaj!

Np.: D+ HH+EHDFH D+ (H3)=

==+ HED+[FDH + D+ (+3) =3

12. Oblicz:
a)1+2—83—5+38
b) —7+114+3—6-+4
c) —11 1+ 2+-7—9-456—1,
d) —847+834+8—-7+2

Sei by Ao gl YR 0
Log ATl 8 8oL

9. 6—15-1-28 1 5;

ol TR B TR

Uwaga: Lacz najpierw wyrazy przeciwne, nastepnie utworz

sume wyrazow dodatnich, potem sumg wyrazéw ujemnych, wresz-
cie dodaj oba wyniki.
Np.: —41+8—5+4+7—8+438=
=@8—8)+(7+38)+(—4—5=10+(=9=1
13. W nastepujacych wyrazeniach zastap liczby dane ich suma3:
a) (—3)+a+(—4H+b+HDH+H3);
b) (+3+a+b+(H8)+(—;
) (—H+a+HEHDFHHEH+HEED+HED;
d) (4-11) + x + (—13) + (—11) +y + (4-13).

Przedstaw w najprostszej postaci nastgpujace wyrazenia:

14.
a) —4+a—5+8—a-3 —at4—b+a+1;
b) a—11-+b—a-12, b—a+a—1+41;
c)a—a-ta—a-t+a-+3 —at+t1+a—1-+44;
d)a—btc—atbt+8  —ftl—atits
gt—ati—3ta—1,  —4dfa—b+b

Uwolnij od nawiaséw i sprowadz do najprostszej postaci:
@) 44 (—3+a)+(—4+8), —2+(=5+8+(T—a);
b) at+(—b+o+d x+(@—2)+(y+2;
¢)c+@—c+b—d), z+(—x—y+u—2;
d) x+@—2)+@t+u—y, @—b+@O—0+C—ad.

15.

|4

.
)

- Wige:
i
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~ 16. O ile zmieni si¢ suma dwéch liczb, jezeli:
' a) do pierwszej dodamy -5, do drugiej dodamy -3

b) 4 2 ” s 4 » ” » + 2
c) od » odejmiemy —5 g A g
d) » ” » =ik ol » oOdejmiemy —5?

Uwaga. Oznaczmy te liczby przez a i b. Sumg ich jest a 4 b;
jezeli do pierwsze] dodamy —9, od drugiej odejmiemy -3, otrzy-
mamy sSume:
@a—9)+0bW—38)=a-94+b—8=a4+b—9—3=a+b—12.
A wiec suma zmalata o 12.

17. Zaznacz sume¢ nastepujgcych wyrazen, a nastgpnie sprowadz
do najprostszej postaci.

a2—5 —341, 446—8;

b) a—b+tc¢c, b—d-e;

c) —b—c, a-}-b-+5;

dat+b—c, —b+d+6, —a-c;

e) x—5—z, y+7—u, u-6.

Ktos zarobit 215 2/, potem wydat 150 2¢ i znowu wydat 42 2.
Nastepnie zarobit 160 z¢ i 86 2/, a w koneu wydat 102 2/; wyraz
ostateczng zmiang jego majatku jako sume kolejnych zmian!
Oblicz te sume obliczajgc najpierw sume zmian, wyrazajacych
zarobki, a nastepnie sume zmian, wyrazajgcych wydatki!

18.

Odejmowanie sum algebraicznych
Niechaj a, b, ¢, d oznaczajg dowolne liczby wzgledne. Suma
ich jest wyrazenie: a - b + ¢ I d.
Liczbami przeciwnymi sg: —a, —b, —c, —d: sumg tych liczb
jest wyrazenie: —a—b—c—d.
Dodajmy do siebie obie sumy. Otrzymamy wyrazenie:
@a@a+t+b+t+ct+d)+(—a—b—c—ad).
Opuszczajgc nawiasy otrzymamy:
a+b+c+d—a—b—c—d.
Piszgc liczby przeciwne obok siebie dostaniemy:
a—a+b—bt+e—ctd—d=0.
Zatem: @+ b-+4c+d)+(—a—b—c—d)=0.
Wynika stad, ze wartosci sum: a+-b-+c+di —a—b— 2
8§ przeciwne. Poniewaz wartoscig przeciwng sumy a-+b6-+c-+d
jest wyrazenie: —(@a+b44c-ta),
—(@+b+ct+dy=—a—b—c—d.
3*

=
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Mozemy wigc powiedzie¢: Wartos¢ przeciwng sumy
otrzymamy tworzac sume przeciwnych skiadnikow
(czyli zmieniajgc znaki wyrazow).

Np. Nastgpujgce sumy majg wartosci przeciwne:

(—3)+ (—5) i (+3)+(+5)
) +EHD+ 3 i D+ D+ 3

Suma algebraiczna np. a — b 4 ¢ —d ma wyrazy a,
—d. Przeciwnymi wyrazami sg: —a, +b, —¢, -+ d.

Wiec: ——(a—b+c—d)=———a+b—c—|—d.

Podobnie: —(—a—b+}+c—d)y=a+b—c+d.

Jezeli mamy roznicg: a—(b—c+d—e),
to nalezy do a doda¢ warto$¢ przeciwng sumy zawartej w na-
wiasie; mamy zatem do a dodaé —b—+¢— d-|e.

Otrzymamy : a+(—-b+c——d—|—e)=a—b+c——d+e. :

A wiec: a—(b—ct+td—e)=a—b4c—d+e. -

Widzimy wige, ze sume algebraiczng odejmujemy dodajgc po
kolei wyrazy przeciwne do wyrazow danej sumy.

Mozemy réwniez powiedzie¢: Jezeli w sumie algebraicz-
nej przed nawiasem znajduje sig¢ znak —, to znak
ten i nawias mozemy opuscic zmieniajgc rowno-
cze$nie znaki wyrazéw stojagcych w nawiasie.

Np.: a—b+c—d=a—b—c+d; a—(—b—cHd)=

—_bs _"[_ c,

=a-t+b+c—d; a—@®Gt+ctd=a—b—c—d;
—2—B8—5+7N=—2—8+45—1.
Zadania
19. Uwolnij od nawiasow :
g —2—b), —(@—5+b), —(—4—a+tb);
b) —(1+at+b+eo, —@—b+tc—d);

¢) —(x—y+z—u) —(—4+a—b+tctd—e.
20. Podaj przeciwng wartos¢ wyrazen:
a)a—b, b—a—cg c+a—b a—c—b;
b)atb+c—d, a—b—c+d —a—b+c+d;
) x—y+z—u-+tw, X—y—z-t+u—w
21, Uwolnij od nawiaséw i sprowadz do najprostszej postaci: |

@)a—(b—c, at+i—G+a, —T7—@—a)+5;
b) a— (b—4)—(c+5), b—(@—c+b—7+B+a);
¢) (b—a)— (b—c)—(c—a), —(@—0b)—(—0;

d)atb—@—ct+d)—(—0);
e) —@t+b—o)—(c+d—D1+ (.
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92, Odejm: /
) a—bodc—d, a—2o0d —8-+a;
RS —a—bod —6—d, a-tb—codb—d-+tec
i sprowadZ do najprostszej postaci.

= 98. O ile zmieni sie réznica dwéch liczb, jezeli:

a) do odjemnej dodamy — 3, do odjemnika dodamy |- 4;

o), . 5 -+ 17, od » odejmiemy — 6;
¢) od » odejmiemy — 6, J: 2 +9;
d) , ¥ » +9, do : dodamy — 10.

§ 4. Uwalnianie od nawiaséw

Twierdzenia, poznane w poprzednich ustgpach, pozwalajg uwol-
pi¢ sie od nawiaséw w sumach algebraicznych.
Np.: Q—a)—(b—3)+(c—1)=2—a—b+4+3+c—T=
=—2—a—b-c;
a@a—x)4+x—b—(c—b=a—x+x—b—ct+b=a—ec.
Jezeli w sumie algebraicznej wystepujg nawiasy w nawiasach,
to aby nie popelni¢ bledu, nalezy si¢ od tych nawiaséw uwalniaé
po kolei. Np.: a—[b—(c+d)l
Uwalniamy si¢ najpierw np. od nawiasu ();
otrzymujemy: a—[b—c—dl=a—b-+ c-+|d.
MoglibySmy postgpié odwrotnie. Nalezy wtedy pamiqtaé,‘ ze
— (¢ 4 d) jest wyrazem sumy zawartej w nawiasie []. A wigc:
a—[b—(c+td]=a—b+(ct+td)y=a—b-+|ct|d.
Podobnie: a—[c—d—(e—[f)+(@—h)]=
—a—c+d+—N—(@E—H=a—ctdte—f—g+h
W sumie algebraicznej mozemy rowniez nawiasy wprowadzac.
Np.: a—b—c=a—(b-+o);
' a—b+c—d=a+(—b-+c)—d;
a—b+c—d=a—(b—c-}d).
Uwaga. Przy pomocy przeksztalcen sum algebraicznych mo-
zemy otrzymywac rozmaite twierdzenia.
Np.: @—b)+c=a—b+c=a+t+c—b=(@a+c)—b.
Zatem : (@—b)+c=(@-+c)—b .
Wzér powyzszy mozemy wyrazi¢ stowami: Do roznicy doda-
jemy liczbe dodajgc te liczbe do odjemnej.
a@a—b-+c=a—b+tc=a—@b—o)
Zatem : (@—b)+c=a—(®d—rc).
A wigce: Do réznicy dodajemy liczbe odejmujgc ja od odjemnika.
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Mamy : a—b—c)=a—b-+|c :

Wiec roznice odejmujemy odejmujac odjemng, a nastepnie
dodajgc odjemnik. Wzor powyzszy w zakresie !iczb bezwzglednych
nie byt zawsze wazny. Np. nie mogliSmy napisac 7 T—(1-0—4) =
—17—10- 4, gdyz wyrazenie 7 —10 {4 w zakresie liczb bez-
wzglednych nie dalo sig¢ obliczyc.

Wzor a — (b — ¢) = a — b - ¢ w zakresie liczb bezwzglednych
byl wazny tylko przy dodatkowych zalozeniach a>b 1 b > c.
W zakresie liczb wzglednych wzér ten jest natomiast zawsze
stuszny. Widzimy tutaj nowa korzy$¢, jaka daja liczby wzgledne.

Zadania

24. Oblicz nastepujgce wyrazenia: a) wykonujac naznaczone dzia-
tania, b) uwalniajgc si¢ najpierw od nawiasow:

a) 16 — (2—3) — (3 —14); 4 —8—(7T—20)+ (4 —15);
b) (—12+4) — {20 — [(7 — 15) — (25 — 8 — 30)]};

c) —{—b6—Q—3)—{2—[—7—@—1DI};

Q) T—[—4—Q—5]—[—9— (=6 — (=4

25. Uwolnij sie od nawiasow i przedstaw najprosciej: :

)) 6—a)—(b+6)+(c—8; (@—7—(b—3)—(@+6);
b)) x—3)—Gx—y+2)—(—9; c+N—E—H—0+2);
¢)atb=(c—ad); a—[b+(c+d—ol;
d)a—[b—(c—d—el; a—[b—(+d—(€—N);

e x—[x—@+y+5—0T—=m»]
f)la—@®—o]l—[a—d+e)l+[b—(+dl;

g la—[b—(c—ad) —{a—[b—(—Nl :

26. a) Kto§ mial a 2f majatku, a nastgpnie przyrosty wynosﬂ)’r:

—6 2¢, b 24, +5 zt; zaznacz w najprostszy sposob stan kon-
cowy. Ile wynosi b, jezeli stan koricowy wynosi réwniez a z£?

b) Kto§ miat a z/ majatku, nastgpnie zyskat b z{, pqtem wy-
dal {a — 3) 2¢, a wreszcie zyskal (a — b) 2¢; jaki jest stan
konicowy majatku ?

¢) Ktos mial a 2/ majatku, nastgpnie zyskal b 2z, w ’kAor’lcu
wydal 7 z/; zaznacz w najprostszy sposob stan koncowy;
ile mial na poczatku, jesli na koncu posiadat 9 z21?

27. Temperatura wynosifa w pewnym momencie: --10° C, potem
co godzing zaznaczono nastgpujgce zmiany: —40 C,’ +5° C,
x° C, -+2°C; zaznacz stan Koncowy temperatury; jaka byla
zmiana, oznaczona literg x, jezeli stan koncowy wynosit + 1_5" C"?

28. a) Jezeli na osi liczbowej punkty A i B maja odpowiednio

wspolrzedne a, b, wowczas miara algebraiczna wektora /AB
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. wynosi: b—a. Sprawdz przyjmujgc a, b odpowiednio: a) + 5,

+7; b) —38, +4; ¢) +2, —1; d) —3, —b5. Rysunek!

b) Miara algebraiczna wektora AB wynosi a; zaznacz miare
algebraiczng wektora B A; podaj przykiady liczbowe!

¢) Punkty A, B, C na osi liczbowej majg odpowiednio wspoi-

rzgdne a, b, ¢; zaznacz miary algebraiczne wektorow AB,

BC, CA; ile wynosi suma miar algebraicznych tych wekto-

= row? Sprawdz przyjmujac a, b, ¢ odpowiednio: a) —1,

+2, 4+-38; b) +38, —4, —1. Rysunek!

d) Miara algebraiczna wektora AB jest x; jaka jest wspo6t-
rzgdna punktu B, jezeli wspotrzedna punkiu A jest a; jaka
jest wspolrzgdna punktu 4, jezeli wspoirzedna punktu B jest 6?
Podaj przyktady liczbowe!

29. Do liczby a dodano -5, nastepnie b, w konicu — 3 i otrzymano
na wynik: —4; ile wynosi suma liczb a i b?

30. Uczen miat obliczy¢ wyrazenia: —3 4 x —5 przyjmujac za x
pewng liczbg; pomylit sie i obliczyt wyrazenie —3 - x -+ 5;
jaka byila pomytka w wyniku ?

31. Z punktu O na osi wylatuja dwa punkty réwnoczes$nie, jeden
z predkoscig v cm/sek., drugi z predkoscig u cm/sek. Oznacza-
jac przez B i C polozenie tych punktow po sekundzie podaj
miary algebraiczne wektoréw: OA, OB, AB.

'32. Punkt poruszyt si¢ z poczatku ukladu o a jednostek na prawo,

nastepnie o 6 jednostek na lewo, a w koncu o ¢ jednostek na
prawo. Jaka jest wspoirzedna koncowego potozenia, jezeli kie-
runek od reki lewej do prawej jest dodatni, a jaka, jesli kie-
runek ten jest ujemny? Podaj przyklady liczbowe. Rysunek!

- 33. Do roznicy liczb a i b, dodaj roznice liczb b i ¢, a w koncu

dodaj réznice liczb ¢ i a. Ile wynosi suma ?

" 34. Ile jest liczb catkowitych wigkszych od a i rownocze$nie mniej-

szych od b, przy czym a i b sg liczbami catkowitymi, spelniaja-
cymi nierownosci a <_ b? Sprawdz wzor dla a = —5, b — 6
ia=—8 b= —3!
. Sprawdz nastgpujgce wzory i wyraz stowami, jakie wlasnosci
roznicy przedstawiajg:
a—b=(@+o0)—(b+c); a—b=(@—c)— (b—oc);
(@—b)+c=(a+c)—b; (@a—b)+c=a—(b—0);
@—b)—c=(@—c)—b; (a—by—c=a—(@b-+c).
. Kto§ miat odda¢ 30 z¢ dtugu, oddal jednak o a 2¢ mniej. Iie
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mu zostalo, jezeli mial na poczatku a) 70 24, b) 15 2¢? Podaj

przyklady liczbowe.
37. a) Jeden wiesniak ma o 5 kur wigcej niz gesi, drugi zas ma
o 3 kury wiecej niz pierwszy i o 4 gesi mniej niz pierw-
szy. O ile ma drugi wiesniak wigcej kur niz gesi?
Rozwiazanie: Oznaczmy przez x liczbe kur, przez y liczbg
gesi, ktora posiada pierwszy wiesniak. Zatem x —y=>5.
Drugi wiesniak ma x -+ 3 kur, y — 4 gesi. R6znica wynosi:

x+3)—@—4H=x+3—y+4=x—y 17

Poniewaz x —y =25, wiec drugi wiesniak ma o 5 7, tj.
o 12 kur wiecej niz gesi. Rozwigz podobnie nastgpujgce
zadania:
Jas mial o 5 2/ wiecej niz Stas, a wydatki Stasia byly na-
stepnie o 7 2/ mniejsze niz Jasia. Kto mial na koncu wigcej
ioile?
A i B poszli na dwudniowg wycieczke: A mial o 7 2t wie-
cej niz B. Pierwszego dnia A wydal o 3 2/ wigce] niz B,
drugiego dnia B wydal o 5 2 wiecej niz A. lle pieniedzy
miatl na koncu B, jezeli A mial na koncu 10 z£?
Jedna beczka zawierala o 10 / wina wigcej niz druga.
Z pierwszej odlano pewng iloS¢ wina, z drugiej za$ odlano
o 15 [ wiecej. W konicu dolano do obu beczek znowu wina,
przy czym do drugiej dolano o 3 / wiecej niz do pierwszej.
W ktorej beczce bylo na koncu wiecej wina i o ile?

b)

d)

Rozdzial IV
Wilasnosci iloezynu

§ 1. Prawo przemiennoSci i Igcznosci
Poprzednio okresliliSmy iloczyn liczb wzglednych. Iloczyn liczb

mi'r
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W iloczynie mozemy zastagpi¢ dowolne czynniki ich
jloczynem i wykonywa¢ mnozenia w dowolnym po-

: rzadku.

Np.: (—1): (42): (—4) = (+4) - (4 2); tutaj czynniki —1, —4

' zastapiliSmy ich iloczynem -|-4. Mozemy to zapisa¢ przy pomocy

wzglednych zawsze istnieje. Poznamy teraz pewne wlasnosci iloczynu. !

Podobnie jak suma, iloczyn nie zalezy od porzgdku
czynnikow. Np.:

(—3) (+5) =(+5):(—3); (1 (—H=(—DH (H1);

(=2 ) (D=2 () H3)=H3) (=2 (—1);

(=D HD (=2 (=5 =(=5) (+9 - (—1(—28);

ab = ba, abc = cab, abcd = dacb — cdab itp.

!

&

Wiasno$¢ powyzsza nazywamy prawem przemiennosci iloczynu. |

1} .'
=
]

nawiasow nastepujgco: (—1):(+42) (—4) =[(—1): (—4)]* (4 2).

Podobnie: (—2-(—38)(+4) - (—5) = (—2)* [(—3): (—5)]- (+4),

(—1)-a (+2) - (—3)b=[(—1)(+2)- (—3)]a- b =6ab,
abc = (ab) c = a (bc), abcde = (ac) (be)d itp.

Wiasnos¢ iloczynu, orzekajgcg, ze dowolne czynniki iloczynu
mozemy zastgpi¢ ich iloczynem, nazywamy prawem lgcznosci.

Mamy: (abc) d = abed = (ad) bc = a (bd) ¢ = ab (cd).

Wz6r powyzszy mozemy w nastepujacy sposéb wypowiedzieé:
Iloczyn mnozymy przez liczbg mnozac jeden tylko
(ktérykolwiek) czynnik przez te liczbe. :

Chege iloczyn (—2)-(4-4):(—5) pomnozyé przez —3 mno-
zymy Ktérykolwiek czynnik przez — 3.

Zatem: [(—2)* (+4)(—=5)]* (—3) = (+6) - (+4) (—5) =
=(—2)(—12)' (—B8) =(—2) (+4) (+15),
[(—3)a]-(—2)=[(—38): (—2)]a=6a.

Uwaga. Znak + lub — stojgcy przed iloczynem odnosi sie do

« wartosci catego iloczynu. Np.: -+ (—38):(45) = -+ (—15) = —15.

Wartos¢ przeciwng liczby otrzymamy mnozgc te liczbe przez — 1.

Np.: —(H5)=(—1)(+5); —(=5)=(—1)-(—5).
Zadania

a) (+6)(—3) =(—3)'(+86), (—4)(—8)=(—8)(—4);
b) (—=3)HD=HN(3), —2)HD=H1D (2.

2. Zmien porzgdek czynnikéw na wszystkie sposoby i oblicz:
a) (+3):(—2):(+6), &) (—1):(+5)-(—3).

3. Sprowadz do najprostszej postaci:

@) (—1):a(—3)+5, a(+2)(—38), ba(+1), 3a(—1);
) +2:(—38)4 +=DHD D HDHD;

) a(+3):b-2, $a-(—2):b, §b-(+4)-a, 4ba (—3).

. Obliez :

a) +(—=3)(+5), —(FH(—2, —(2-H1(—1);
b)) +(+2)(—2)(+2), —(+2)(—2)(+2);

¢) = (=8)(+2)(+3)(—2), (=1 (—2)(—38)(—4).

1. Sprawdz:
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5. Oblicz:
—ab, —2ab, 3abc, — (—2) abc, jesli: a=—3, b=—1,c=+2.

6. Pomnoz (—3)-(-+8) przez (4 2)-(—4).

§ 2. Znak iloczynu

Wyrazenie —ab oznacza warto$¢ przeciwng iloczynu ab. Mo-
zemy zatem napisa¢ — ab = (—1)ab.

Mamy nastepujgce wzory:

(+a) (+b)=-4ab=ab, (+a) (—b)=—ab;
(—a) (—b)=-+ab=ab, (—a) (+b)=—ab.

Wzér pierwszy jest oczywisty. Sprawdzimy nastgpne wzory.

Mamy : —a=(—1)a —b=(—1)b,

(—a) (=) =(—Da (—)b= (=1 (—1)ab=ab,
(+¢) (—b)=a-(—1)b=(—1)ab=—ab,
(—a) (+b)=(—1)a-b=—ab.

Widzimy stad, ze przy mnozeniu liter (wyrazef) opatrzonych
znakami -, — regula znakow jest ta sama, co przy mnoZzeniu
liczb wzglednych.

Np.: (—3)a=—38a, (+38) (—b=—38b (—4) (—x)=4x,
(—ab) c =—abc, (—3a) (—b)=-+3ab, (+2x) (—y)=—2xy,
(+2a) (—8b)=—2-8ab=—6ab, (—3x) (—5y)=15xy.

Wyrazenia nastepne obliczamy wykonujae po kolei naznaczone
mnozenia: (—a) (+b) (—c¢)=(—ab) (—c)=abe,

(~~24a). (+3b).(—be)=280abe, . 2x(=3y) (+72)— —42xyz.

Uwaga. Jezeli przed iloczynem stoi znak —, to znak ten od-
nies¢ mozemy do ktéregokolwiek czynnika.

Np.: —ab=(—a)b=a(—b), —3a=(—3)q,

—abc = (—a) bc = a (—b) c=ab (—c) itd.

Zadania

7. Uwolnij od nawiasow :

a) (- 4%) T =) A Ax)

b) +(—2xy), —(+3xy2), —(—2xy2),
8. SprowadZ do najprostsze] postaci:

a) (—4) (-2a), (+30a) (—b), (—a) (+2b), (—3a) (—2b);

b) (—38) (—a) (—b)-(+5), (+4) (—x) (—2y);

¢) (—3a):(4+5) (+2b) (—40), (+1) (—2x)(—=1) (+29);

d) (—2x) (+3y) (—22), (—4) (+3%):(—4 (=3)) (—2);

e) —(—2a) (—3bc), —(+2ab) (—2xy), —(—3a) (—2xy2).

S
+ (-+2xp).

0 wyrazach:
Zatem :
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9, Przedstaw najprosciej:
a) (+20) (—30) (+2x), (+3a) (—2bc) (—4x);
b) —(—3a) (+4) (—2bc), — (4-3ab) (- 2xy) (+6);
¢) —(4-2ab) (—3cd) (+2xy) (— 4uv).
Wyrazenie, jak np.: 3x—2ab-}4y,
obliczamy wykonujgc najpierw mnozenia, a na koncu dodawania
wzglednie odejmowania. ;
Mozemy wigc uwaza¢ dane wyrazenie jako sume algebraiczng
: : b++3x, —2ab, H-4y.
x—2a 4y = 3x) -+ (—
o y=(+3x) 4 (—2ab) 1) |- 4y).
—2a—3b+44x—2ay=(—2a) 4 (—3b) | (+4x) 4 (—2ay).
10. Wskaz wyrazy nastgpujgcych sum algebraicznych :
a) —3a-+42b—4ac+3, 2x-}3y}22;
b) 4a—2b+3c—d, x—2y-}32—4;
¢) —3xy-2yz—42x, —3-}5x—2y-+8z.
11. Nastgpujgce sumy napisz bez uzycia nawiasow:
a) (=2)x(—=y) 1+ (—=38)x, —(—2a)4 (—38x) (—4b);
b) (—3x) (4-2y) + (—4) (+2%) — (-2y) (—x) — (— x)- (- 4);
&) (+2ab)-(—3) — (—2ab) (+26)+ (—3bc) (+2a); i
d) — (—2) (43x) (—49)+(—38) (—2x) (-22) — (- 2xy) (—32).
- Uwaga. Wykonujemy naznaczone mnozenia i wyniki Dbie-
rzemy w nawias, a potem uwalniamy sie od nawiaséw.
Np.: —(=38%) (+2y) + (—4) (+2x) —(—2y) (+6)=
=—(—~6xy) | (—8x) — (—12y) =Bxy —8x - 12y.

§ 3. Prawo rozdzielnoSci floczynu wzgledem sumy

Mnozenie sumy przez liczbe

Iloczyn sumy przez liczbe otrzymamy mnozgc
sktadniki sumy przez te liczbe i wyniki dodajgec.

Jest to prawo rozdzielnos$ci iloczynu wzgledem sumy.

Np. [=3)+HD (—H=(3) (—H+(+2):(—9.

Mamy bowiem :

[(=3)+H2] (—Hh=[—1] (—H=4

i (—3) (— )+ (+2) (—4) = (+12) + (— 8) — 4.

- Podobnie przekonamy sie, ze:

(+2)* [(:5) + (—6)] = (+2)* (4-5) + (4-2)(—6)

| =9 (D) +H(—2) + (91 =(—=3) (1) +(—3)- (—2) +(—3)- (+ )
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W iloczynie @3 —5—2+17) - (— 4) wyrazami sumy, zawartej

w nawiasie, sg: 3, — 5, — 2, + 7. Tloczyn wigc otrzymamy mno-

zac kazdy wyraz przez — 4 i wyniki dodajgce. Otrzymamy W ten
spos6b iloczyny:
3 ("—4)) (_5) ' (—4)9 (—2) : (—4)v (_l_ 7) % (—4),

— 12 -+ 20 + 8 — 28

.
b

czyli

sume tych liczb otrzymamy piszac je obok siebie z ich znakami.

Zatem: 8 —5—2-+17)" (—4)=—12420+8—28.
Podobnie: (—2):(—1+3—5)=2—6+10.

Jezeli a, b, ¢, d, e oznaczajg dowolne liczby wzgledne, to:
@+ b)-c=ac—+be c(@a+4b)y=ca+tcb
(@t+b-tc)yd=ad+bd+cd
(a—b+c—d)e=ae—be+ce—de
(—a—b+c+4a)- (— e) = ae + be — ce — de.

W iloczynie (2x —3y +5a) - (—3) wyrazami sumy zawartej
w nawiasie sg: 2x, — 3y, + 5a. Mnozgc te wyrazy przez — 3
otrzymamy iloczyny: —6x, £ 9y, — 15a.

Zatem: 2x —3y+5a)-(—3) = —6x-+9y—15a.

Podobnie: (—4) - (—ba+76—2¢)= 20a — 280 + 8¢

(32——2y+5x)-(—3a)=—9az—|—6ay—15ax. ‘

Uwaga. Skladnikami sumy ad + bd 4+ cd sg iloczyny, ktore
maja jeden czynnik d wspolny. Sume taka mozemy napisa¢ W po-
staci iloczynu, a mianowicie:

ad+-bdtcd=(@a+b+oyd=d@+bo-+o.

-
f

Postgpowanie powyzsze nazywamy wyjeciem (wycia‘ganiem)F

wspélnego czynnika za (przed) nawias.” Podobnie:
8x+2x+b6x=3B+4+2+5x=10x,
ad—bd+cd—ed=(a—b+c—e)d
(5x——3x+2x—7x=(5—3+2—7)x=(—3)x=—3x.
W sumie 2a— 3 a - 5a-a mozemy ostatni sktadnik uwazaé
za iloczyn 1-a. Zatem wyciggajac a za nawias otrzymamy:
(2a—3a+5a+a)=(2—3—1—5+1)a=5a.
Podobnie: (7x—x-+ 4x - )=T—1+44+DHx=11x

B

Mnozenie sumy przez sume
Mamy iloczyn dwéch sum, np.: (@4 b) (c+d+e.
Polézmy : ct+d+te=x
Zatem: (a-+b) (c+d+e)=(a—}-b)x=ax+bx.

X
¥

"

~ Lecz:
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ax=a(c--d-|e)=ac-+ ad+ ae
bx =0b(c -+ d -+ e) = bc + bd - be.
Na mocy wiec (1):
(@ b) (c-}d-+ e)=ac+ ad -} ae -+ bc + bd - be.
Widzimy wiec, Ze 1iloczyn sumy przez sumeg otrzy-
mamy mnozgc kazdy skiadnik jednej sumy przez
kazdy sktadnik drugiej sumy i dodajgc wyniki.
Np.: (=8 C-b)l [ 2t/ Bli=
= (—38):(+2) +(—8): (=) 4 (+5): (+2) + (+B)(—9;
H—1) 4+ (+3) + FB)-{(—3) + (+ 9]l = D) (—3) + (1)
() + +3) (—3) + (+3) (4 + (+-5) (—3) + (+5) (+9).
Mamy iloczyn (@ — b +¢)-(—d +e).
Wyrazami pierwszej sumy sg: a, —0b, ¢, drugiej zas —d, e.
Mnozgc wyrazy pierwszej sumy przez wyrazy drugiej otrzymamy

iloczyny: —ad, ae, bd, —be, —cd, ce.

Sume tych iloczynéw otrzymamy piszgc je obok siebie z ich
znakami (jezeli zaden znak nie poprzedza iloczynu, to piszemy
znak ).

- A wiec:

@—b+4c) (—d-+e)=—ad-+ ae- bd — be — cd + ce.
(—8+6—2)(—4}+8=84—83—6:416:3+2:-4—
—2:8=12—9—24}+18+4+8—6=—1,
656—38)4—7=54—5-7—38:4+43-7T=20—35—12+
- 421 =—6,
oa B—bt+a)y(—b+2)=—3b+3-245b—10—ab-|2a=

3wl g - Eh A0 ghF g ¢
' 2 (a—b):(c —d) = ac— ad — bc +- bd,

(2a—38x) By —2c)=6ay —4ac—9xy -+ 6xc.

12, Sprawdz: A

) [(—2) 4 (—8)] (—5)=(—2) (—5)+(—3) (—5);

D[] (=8 () + (=D (+2

c) (—8—5-+7(—4)=3-4+45-4—7-4.
3. Uwolnij od nawias6w :

- a) (@a+b)c, 2+a) (—5),
- b) (2a+3b) (—4),
- ¢) (a-+2b) (—38o),

@+b+0) (=3);
(@+2b+3c) (—1);
Ba-+2b-+c)x.
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14. Wyjmij wspélny czynnik przed nawias:

a) 2x-+7x+x, (—3)a+(—2)a+a;
b) (—3) x4 (—3)y+(—3)2, ix+4x, 16x+72y;
) (—Hx+(H8)x+(—24x, 6y+14y—+y;

d3xy -+ ixy, {xz+414yz, (+2)xyz+(—3)yz;
&) (+4) xy+(—2)yz + (—6) 2x, (—9) xy + (—6) xz+ (+54) xz.
15. Uwolnij od nawiasow :
T a) x+yatb), @tx-+y, @b -6+ x);
b) (x+y+2 @+v), ct+y+4 @+3);
o [x+y+ 5]+ (+3)] [a+(—2) 4] [(+2)+b];
4 @+b6+2) x+y+3), l[a+bo+c+(—2)] (x+).
" 16. Uwolnij od nawiasow:
a) (+2+x)(—38), (—8+4y):(+5), x-—4-(—2),
(—x+45y)(—6), (+2x+43y):(+2), (Hx—pHD),
(e y=ERy(—1) @x==8y-F42(—4);
b) @x—4y-+xy):(—6), (@a+2b—38¢)(—4x),
(—2x—3y)(+2a), (—3x—5y—2):(—4ab);
g} (—3x 2y =42):(11) (383X 8y2):(—4ab),
T (=2 (x—y), (—8x):(@+b), (—2xy):(—4a+30).
17. Uwolnij od nawiasow:
(—3x+4y):(—6)-(+2a), (—5):(2x—3y)-(—bab),
(—2x):(+38y)(2a—4b), (—2x)(+3y)(—2)(a—0),
(2a —4b)(—38x) (+5»): (—=T7), (2a—b—+)(—x)(+3y).
18. Uwolnij od nawiasow:

(—4x+2y):(—5) + (—2a+36):(—b),

(—2x-+-89) (—7) + (—4x —Ty)* (+2a) — (—5x +3y)-(—3b), 1

a—(—2b) (+7+(—8¢) (—4) — (—2d) (—6) + (—2¢)* (+7).
19. Uwolnij od nawiasow :
—{+@x—4y) (—32) +(—3x) 2y +3)},
(le — @x +3y) (—42) + 22 —3b) (—4)} — {— Ba+b) (—20)}.
20. Uwolnij od nawiasow:
@) x4 {y—95);
¢) 2a—0b) (x+3);
e) 2a+b—c) (x+2);

21. Sprawdz nastepujgce wzory:
(a -+ b) c=ac—+bc; (a—b)c=ac—bc; (@a-+b+c)d= ad—l—bd—l—cd
(a—b+c) d=ad—bd-}cd; (a +b) (c-+d)=ac+ad - bcH-bd;
(a—0b) (c—d)=ac—ad—bc-+}bd, przyjmujac a=—1, b=-+-3,
c=—05, d=4.

b) 2x —3) (—y+2);
d) (x+y) (@a—2b);
) (x—2y+2) (—2a-+3).
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§ 4. Redukeja wyrazéw podobnych

Mamy dang sume¢ algebraiczng :

2x —3xy 4+ babc — 3x + 2xy — 7abc.
Dwa wyrazy takie, jak: 2x, —3x lub —3xy, +2xy, lub

s5abc, — 7abc, majace te same czynniki literowe, nazywamy wy-
razami podobnymi.

Wyrazy 2x i —3xy lub 2xy i — 7abc nie sag podobnymi.

Wyrazy, bedace liczbami danymi, nazywamy rowniez podobnymi.

Przypusémy, ze dana jest suma algebraiczna, ktorej wszystkie
wyrazy sa podobne, jak np.: 3x — 7x - 2x — 4 x.

W sumie powyzszej mozemy wyja¢ x za nawias, tzn. sume
te mozemy uwazac za iloczyn: (3 —7 -2 —4)x.

Obliczajac wyrazenia, zawarle wewngtrz nawiasu, otrzymamy
(—6)x =—6x. Zatem: 3x —7x 4 2x —4x=—6x.
Podobnie: —3a+4-6a—T7a+a=(—3+6—7-1+1)a=

2xy —3xy—0xy—xy=Q2—3—5—1)xy=—"Txy.
Postgpowanie to nazywamy redukcjg wyrazé6w podobnych.
W praktyce redukcje przeprowadzamy inaczej.

Np. sume¢ algebraiczng: —3y |2y —6y — 5y — y redukujemy
reduku;qc wyrazy po kolei. Llczymy zatem w pamieci:

9 12y =—y; —y—8y=—Ty; =7y-—by=—A12y;

—12y — y = —13y. Wynik wynosi wige: —13y.
Jezeli w sumie algebraicznej niektére wyrazy sg podobne,np.:
—3+2a—5b—3c—T7a—b—6c—4-|4a-+-9b+2
to mozemy zredukowaé wyrazy podobne. W tym celu na mocy
prawa przemiennosci przestawiamy lak wyrazy, aby wyrazy po-
dobne byly obok siebie. Otrzymamy np.:
B 341212 —Ta+t4a—5b—-b19b—3c—6e.
5 Na mocy prawa lgcznosci mozemy liczby dane, wzglednie wy-
- razy podobne, zastgpi¢ ich suma.
B Poniewaz : —3—4-+2=—5
2a—T7a-t4a=—a
—5b—b-+9b=3b
—3c—6c=—9c, -z .
vigc sume dang przedstawimy w postaci: —5 — a-}+3b—9ec.
W praktyce redukcje wyrazéw podobnych przeprowadzamy nie
Wypisujgc sumy w zmienionym porzadku, tylko od razu redukujgc.
Np.: 7X—b-+3y—x—6—2y.

/.

%

—3a,

|

|,

ﬂ
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Liczymy: 7x — x = 6x, piszg 6x; —5—6=—11, pisz¢ —11; i
3y —2y =1y, pisz¢ | y. Otrzymamy:
R i 7x—5—|—3y—x——6—-2y=6x—-—11+y.
3

Zadania

22. Wymien wyrazy podobne: .
a) 2x, 5, —3, —4x, +5; b) 2a, —b, —3b, —4a, —b;
¢) 2ab, b, —a, ab, 4b, 2a; d) xy, yz, —2xz2;

e) 2ab, —3bc, Tab, 4bc, —bc.

93. Zredukuj: :
a) 3x -+ 4x; b)4a—2a; ¢c) ta—%a;
d) —2, 4a+3,7a; e .—3x—5X; f.2x—Tx+44x;
éf) 2ab —4ab; h) 3ab—38ab; i) —2ab-+5ab.

24, Wykonaj nastgpujace redukcje:
a) 3a—a-t+4a—2a—"Ta-}6a—5a;
b)x—4x—{—3x-—2x+3x—x; : 4z
) —xt-3x—3xtix; ) gx—fxtEx—ix;
e 1x+2—2x+4—3+3x—5;
f) 2¢—3+4a—5a—7—2a-ta—4;
2) —2a-}3b+8a—a+4b—T7b—3b—5a; .
h)'2x—4y+7—:6y~|—3x—5—5x—4y—3y+6,
) a'—}~x—2x——2a+a—l—x+2x——2a—2x+20;
J) 3\a—2b~|—4c——7a—6c—3b—4c~——2c—}—3b.
25. Uwolnij od nawiaséw, po czym zredukuj wyrazy podobne:
a) (3x+8)+@2x+4); " b) 2x45)+@x—8); .
) Gx—P (= 1) d) (6x+3)+(—:°>X——5):
e) @x-+5)—(Bx+9); f) Bx—4)—(—38x-+8); .
g) (—4x+5)—(—6x—9); hg)(—3x—5)~(+2x—6),
i) (4x+56)—((Tx—4)+ (Bx—5);
_7))'4(2961—4;+E—3x—6)—(2x+4)——(—3x4r5)+(—2x—7);
k) 2x—3y) +@z—5) 4 (—3x+5y—22+6); F
D) x—PN+@—0—G—0)—C@x—nN+0—2)—(y+2; 8
m) (3xy—l—2xz)-{—(—2xz—|—4xy)——(——x3xy+5xz). ‘
26. \Uwolnij od nawiasOw, po czym zredukuj wyrazy podobne:
a) [(Ba+4b) — Q2a+ b))+ [2a—b)+(—a+2H); :
b) [(2x+3y) + (—3x —2))] + [— @x +3y) + Cx =y
c) [—(ab—1—2ac+3bc)——(3ac-¢2bc)]——[(:lab—2ac——3bc)+
1 (—2ab4ac—2b0); @) x—{x—Tx—(x+2};
e) 2x+y+[Bx—4y)—Qx+ N} —
— {(—x—2y) — [Bx +4y) — x+ ]}

B f) —[Ba—26+ )+ (2a—3b -+ 40)] —

(- —2ah)+ (—8a—a] +[(—2a+b—20—
B (3a—b—0)]).

97. Uwolnij od nawiasow, po czym zredukuj wyrazy podobne :
S Q) 5Bx+4)+42x+8)+6(x+2);
b) (+2a+43b)-§+ (3a} 4b)-3— 3 (+5a+ 20);
c) 4(ab+2bc)——5(ab+2bc)—}—3(ac—f—2bc)—2(ab+ac);
d)%(@+2b+¢) - (—4) + (4a+2b+30)- (- 5);
e) 2x+4) - (—y)+ @2y +3) - (+2x);
f) 2a+-3b)-(—20) -+ (a+ o) (+3b) + 2a -+ b)-(—20);
&) 51(2x—4)+82(2x+43)-+63(x—4);
h) 2a—4b)-7+4-3(a—b)+5(—2a-} 30b).

28. Uwolnij od nawiaséw, po czym zredukuj wyrazy podobne:

a) 3ax +[2a(8x —2) 4 — (— 2x + 30)]:

b) BE—=y+3x+N—2[(x+p)+4x—p);

¢) 5[—2(—a+2b)+3(—2b+4a)] —
—71[2(Ga—b)—6(a+ )

‘t 29. Uwolnij od nawiaséw, po czym zredukuj wyrazy podobne:

va) (+3x—4) 0+ 20+ (Tx—2) 2y+3);
b)u(2a—3b) (c—T7)+ (—a+3c) (—2b+3);
¢) 2a+4c) (—3b—5)+ (@a—b) (2c—4);

B ) 20(+b—40)+ (+2a—b) (—Bc+T) 45 (@ — boy; -
L 2) (@—2b) (c+3)—(Ba—3b) (—c+4);

D (—a+36) @—c)—@a+17) (b—30);

) (20—t (+b—2¢) — (a+b) (2c—3) + (b —2¢) (T — 5a);
= ) 1@2x—4 (y+5)+3@y+5) x—2)

- Wykonaj naprz6d mnozenia, wyniki bierz w nawias, a nastep-

. nie uwalniaj od nawiaséw, w koneu redukuj!
, 30. Uwolnij od nawias6éw :
) (x+2) By—4) (2245); b) (2a—6) (—3b-}4) (2c—5);
0 (@—2b) (x+y) 2—6); d) (a+b) (c—d) (e}

. Uwolnij od nawiasow, po czym zredukuj wyrazy podobne:
10) 8x—[Bx+4) y+2)+ (x—2) (y+3);

0) T2a—b)+[—(a+2) 0+H+©2b—7) (—a+3)];

) (—a+2b) (x—y)—[(x—2y) (a—2b)—(@—b) (x+y)];
d) (—3a-0b) 2x—4)—5([3x(a-}3b)—

* —4(—2a—3b) (—x-+6).

P0 mnozeniu i wykonaniu redukeji wyciggnij w nastepujgcych
yrazeniach wspélny czynnik za nawias:

@) (2a—2ab) (x+ y)— (a4 2ab) (x—y);

¢h i Stozek. Algebra II gimn. 4
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b) 2x -+ 4xy) (@a—38b)+ (x —2xy) (—a-+3b—4);
¢) (—ixy+4x2) (—ia+4§) —3(—3xy —4x2) (Ga— 13
d) 4(—2ab -} 3ac) (—5x +8y) —b5x(2ac — 7ab).

33. W jednym worku jest a kg cukru, w drugim o b kg cukru
mniej; ile cukru jest w obu workach ?

34. W pierwszym tygodniu woda podnosita si¢ o a cm dziennie,
w drugim tygodniu opadata o b cm dziennie; jaka byla osta-
teczna zmiana poziomu wody, jezeli a — b=—1?

35. Robotnik zarabiat dziennie a 2¢, wydawat zas b zt; ile zaoszcze-
dzit w ciggu ¢ dni?

36. Kupiec sprzedal a kg towaru, nastepnie b kg towaru, w ce-
nie ¢ z¢ za 1 kg; ile otrzymal za towar?

87. a) Do liczby x dodaj 11, wynik pomnoéz przez 2 i od tego
iloczynu odejmij 20; to, co otrzymasz, pomnoéz przez 5, na-
stepnie odejmij 10. Ile wynosi X, jezeli wynik konicowy jest 30?

b) Od liczby x odejmij 5, wynik pomno6z przez 2, do iloczynu
tego dodaj x, to, co otrzymasz, pomn6z przez 3 i dodaj po-
tem 30; ile wynosi x, jezeli ostateczny wynik jest 18?

38. a) Zaznacz najprosciej sume pieciu kolejnych liczb catkowi-

tych, z ktérych a) najmniejsza jest a, b) najwigkszg jest q,

- ¢) $rodkowg jest a. lle wynosi a, jezeli suma ta rowna sig 100?

b) Zaznacz najprosciej sumg trzech liczb, z ktorych najmniejsza

jest a, kazda zas nastgpna rézni sie od poprzedniej o b. Ile
wynosi ta suma, jezeli a = —4, b=-42?

39. a) Do sumy liczb a i b dodaj ich roznice! ;
b) 0d sumy liczb a i b odejm ich roéznice; wyniki zapisz

w najprostszej postaci!

40. a) Z poczatku uktadu wyruszajg dwa punkty réwnoczesnie,
jeden z predkoscig v cm/sek., drugi z predkoscig u cm/sek.;:

zaznacz ich odleglo$é od siebie po ¢ sek. lle ta odleglosé
wynosi, jezeli 1= 4, za§ v —u=—3.

b) Z dwéch miast wyszli naprzeciw siebie dwaj postancy. Jeden
szedt z predkoscig x km/godz., drugiz predkoscig y km/godz.;
Spotkali sie po 4 godzinach. Jaka jest odlegtosé tych miast

od siebie, jezeli x +y=13.

41. Dwaj wspoélnicy rozdzielili a z/ zysku w ten sposob, ze pierwszy

otrzymat b 24, drugi resztg; o ile wiecej otrzymal pierwszy nit
drugi? Podaj przyklad liczbowy!

42. Kupiec sprzedal w 3 dniach x kg towaru. W pierwszym dniu

- sprzedat a kg, w drugim o b kg mniej, a w trzecim reszte.

Ile sprzedal kazdego dnia i o ile wiecej ;
e
dnia niz trzeciego ? gcej sprzedal pierwszego

~43. a) Liczba tréjecyfrowa ma na miejscu setek cyfre x, dziesigtek y

jednostek z; zaznacz te liczbe!

b) Obierz dowolng liczbe tréjcyfrowa, nastepnie liczbe, ktéra
m-a te samg cyf.ry, tylko w odwrotnym porzgdku. Oblicz réz-

nicg tych liczb, jezeli roznica cyfr setek i jednostek wynosi 2.

44. a) fu;na d'woc.h liczb wynosi a; jak si¢ zmieni ich iloczyn, je-
.Z'l o.ble liczby pQWikazymy 0 4, a jak sig¢ zmieni, jezeli

) 1(; ’l.e .hczby Pomqlejszymy 0 4? (Oznacz liczby przez x, y.)

) . (()izmca (%Woch ll'CZb wynosi a; jak sig¢ zmieni iloczyn, jezeli

g—) nag z nich powigkszymy o 4, a drugag pomniejszymy o 4 ?

c) . l?“i(‘)dk pré)stokata wynosi 16 cm; o ile zmieni sig jego pole
lezeli kazdy bok zwiekszymy o 1 cm ile, j i .
emrbirol y , a o ile, jezeli zmniej-

45, :)o b.asemf wplywa jedng rurg na godzing a ! wody, drugg b /,
rz-emq zas wyptywa o c¢ !/ mniej niz pierwszg. Ile / wody be-
dzie w basenie po n godzinach ?

46. Wypein puste miejsca, tak by powstat kwa- fe-diad
drat m‘aglczny, tj. by sumy liczb w kaz-
gy.m wlerszu, w kazde] kolumnie i w kaz- 3
e] przekatni byly rowne. Przyjmij nastepni
=5, 8, 10. it -l :

47. W sali restauracyjnej sg 3 $wieczniki; kazdy z dwéch mniej-
szych ma po a zaréwek, ‘a wigkszy ma o 4 zar6éwki mniej niz

oba mniejsze razem. Wickszy $wiecznik oSwietla dziennie sale

prze.zz n godzin; mniejsze Swieca o 3 godziny dluzej. Ile wy-

nosi rachunek miesigczny za o$wietlenie sali, jezeli koszt o$wie-

tlenia przez godzine jedng zaréwkg wynosi x gr?

48. W prostopadioscianie o wymiarach a, b, ¢ cm zwigkszono kazdg
krawedz o 1 cm. O ile wzrosta powierzchnia, jezeli at+b+c=10?

~ 0Oile zmniejszy sie powierzchnia, jezeli
" , Jezeli kazda kra iej-
 szymy o 1 cm? g wedZ zmniej

J. Na wyciecqu wybrato si¢ a os6b dorostych i 3 razy tyle dzieci.
; Koszta ka?d.el z 0sob dorostych wynosily b 24, kazdego dziecka
0 4 2/ mniej. Ile wyniosly ogélne koszta wycieczki? lle byto

- 0s0b dorostych, jezeli ogdlne koszta wyniosty 100
6 i zl, zas
0s6b dorostych 40 z/? Yo o0sy za$ koszta
4'
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Rozdziat V 4 pﬂéj’"
Wlasnoéci ilorazu EQ
§ 1. Przeksztalcanie ilorazu i !
Jezeli aib sa dowolnymi liczbami wzglednymi, przy czym bjest ﬂ
W

to istnieje tylko jedna liczba ¢ taka, ze: a = bc. §
Liczbe ¢ nazwaliSmy ilorazem. lloraz oznaczamy a:b lub aB-

rozne od zera,

Tloraz 1:a lub % (gdzie a = 0) nazywamy odwrotnoscig liczby a.

Np. Odwrotnosciami liczb: 5, —3, %, —% sa: 4, —4 % —5.
Iloraz ré6wna sig iloczynowi dzielnej przez odwrot-

noé§é dzielnika. 5

Np.: (—3):(—=B)=(—=3)(—9, i:(=PD=1D
a:b=a-—1b—; %=a-%,jeielib:t:0.

Wynika stad, ze iloraz mozemy zawsze zamieni¢ na iloczyn.
Iloraz sig nie zmieni, jezeli dzielng i dzielnik po-
mnozymy (wzgl podzielimy) przez te sama liczbg rézng L

od zera. Np.: ;
i A

—3_ (=3 (+2). —}_(=P-28_—21_21
5= (5 (F2) —1 (9B —20 20
—6_(—6):(—2)_3, =048 "8 3,
—§—(=9:(—2 & (5 -5 5’

|
| a:b—(ac): (bo); %:‘b’—ﬁ, jezeli b0 1 ¢ 0;
%=g—f—z=i,,, jezeli b0 i ¢ 0.

Uwaga. Znak stojacy przed ilorazem W postaci utamka odnosi
si¢ do wartosci ilorazu. Np.:
2 2

il Zadania

itp.

1. Oblicz odwrotnosei liczb:
a) +71 8: '—3’ ‘:I‘v —'%’ '1fv +%v
b) —11’ 1%’ _'}i! '—1» '_%v "_%’ ‘1‘%'
K ~2. Napisz w postaci iloczynu nastepujace ilorazy:
| | ) (—2):(—3), 3:(=4, (=B:(=4H, t:(=3);

¢ Mamy iloraz:
‘dz1e dzielna jest iloczynem, za$ dzielnik e 3 0. Zamieniajgc dzie-

.~ Poniewaz:

53
B) (— D (—, & (=8, (—b:
Ee
L
-5 ~-FH) &) -&) -&)
o—(F) &) -F) -E) -
bRy Rk fx=—4 (—B)x= T-
) (- D), Cr t e AT

13 x%(-—5) =—4x(+2)=—18 x(—§ =1, x-(—$) = —2
nozgc dzielng i dzielnik przez odpowiedni : L ittt
; : ¥ : powiednie liczb

nastepujgce ilorazy jako ilorazy liczb calkowitych?’ L

TR R e S TR R
JREE SR AN A QR
O 41 (—d) (—d) gy, 18:(—4D), (—a): (=—1).

§ 2. Dzielenie iloczynu
(abc) : e,

~ lenie na mnozenie otrzymamy (abc) : e = (abc)-l-
e

-2 Na mocy wigc prawa tgcznosci i przemiennosei iloczynu :

(abc)'%=(a-:f bc?”(”'l—)c—:—ab(c-a:

) 77 R
a E—z ltd. L

(abc):e=a—bc=a-2c=ab-£-
e e e

- Zatem: Iloczyn dzielim i

¢ . y przez liczbe (r6zng od

I‘t;la?c jeden (ktérykolwiek) jego czynnik przezatg licz:It‘xa;
Pi [(—3)(+5)] : (—2) = (+-B)-(+5) = (—3) - (—3) :

[(—8)a] : (—4) =2a,

i D) (+3): (=D () =(FD (+3) (—DN=(—2) (— P (=N =

= (—2)(+3)(+,
(b = 0).

(abc):b=a.%.c=ac’
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W ‘ulamku %gg (gdzie ¢+0, b0, d -+ 0) dzielimy najpierw

przez b, nastepnie przez ¢ i otrzymujemy :
gbc. s acs 4

licznik i mianownik

cbd cd” d 4

Zadania
6. Przedstaw najprosciej:

o) [(—3)al: (—2)," [(—6)8]: (+-3),
b) [(—5)-(—8)al : (—8), [(—')x]: (1),
Oda: (=D, [—dadl:4, Fab:(—;
g tx, e Cbx 20, B,
=50 = == —3 "’
0 (8 abe] : (— 8, (=D w2 (9, [—Pabed: (—D;
D H—t)xyzul : (— B, [ Dabed] : (—6), [(—»)abx]: (—).

7. Podziel licznik 1 mianownik przez wspolne czynniki:

(—da:(—3;

ta:(—1);

yie, Be, g 18z (l0a (=92
O R T B 5 (=2’
b) 12¢ (—14)x (—16) x (—24)a  26x
(—3 D 8 (—30)  (—13) ‘.
,2ab, 3ab 4xy Bab e, |
g TR 4a’ 18¢ &
4 18ax, #i2ab i3dabe HLAE 48 abx |
i8x  36ab 18ab 8laby 6iax’ '%.
§ 3. Znak ilorazu
| Wyrazenie —% oznacza warto§é przeciwng ilorazu aE‘
Latwo sprawdzimy nastepujgce réwnosci:
L. e = el
1. +b—+b_b’ B T 5!
=4 g . a +a__ i !
Lot TR e

Rownosé pierwsza jest oczywista. ROWNosc¢ drugg otrzymamy
mnozac licznik i mianownik przez —1. .
—a_(—9) (=D _¢a
s kISR
Sprawdzimy rownosé trzecig:

"o ()=t

A wigc:

i
~
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Sprawdzimy réwnos¢ czwarta:

G R T
E. Al G G R T
p 1zrz1;nliy §taq, ze reguia znakow przy ilorazie liter, opatrzo-
ny ami, jest ta sama, co przy ilorazie liczb wzglednych.

~ Wynika stad: ig li jest —
:‘Wy gd: odwrotnos$cig liczby —a jest _—__—a,czyli .

Uwaga. Znak — stojgcy przed ulamkiem mozemy réwniez

~ odnies¢ do licznika lub do mianownika.

o e BRSO
6.7 o rmnt e e S
; Zadani
8. Wykonaj dzielenia: S
or o e e e b
__3 _3 +3 _}_a’ _—l—a, _—u.

9. V;’ykonaj dzielenia:
a) (—8a): (—4), (—6x):(+2), 10a: (—), (—12a): 3
) (—dab)s (+9), (—8ab): (—), <1125&b§ By
f e e (—1x72) : (= 3);
Fxyz:(—4xp), (—1,2xp2):(—8xy), (— (i
L BERsh I ()(abc 3{)(_(453;)@).( xy);
&) (—25xyz) : (—10x), (—100xyzu): (— 25xyzu;.

10. Uprosé:
—4a —8x 16a —
a) ’ : : 24a —8abc
99 TEyp’ . ~Bb =128 9qc"
b) —12ab’ +24ab_c, —27axy —24abc
+4ab’ —18abx’ —bdaby’ —32ac

§ 4. Prawo rozdzielnoSci ilorazu wzgl¢edem sumy

j!,‘ Mamy iloraz: (@b c):d, gdzie d 0.

Zamieniajgc dzielenie na mnozenie otrzymamy:
@+b+teo:d=(a-+ b—i—c)-(l?-

-~ Poniewaz sume mnoz . :
; : ymy mnozac Kk ;
 dodajac wyniki, zatem: 9g engy Sekladnilz osal

@+b+0-3=a-S4b 24e. Lo
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o Th
Locz: ] a ,d =a:d ltd.,

i Sd=={az b:d) -+ (c:d).

: (@+b+c):d=(@a:d)+( . :
WIQ\(;Vidzimy stad, ze iloraz sumy przez l.1czbe; (r6zng od
zera) otrzymamy dzielgce kazdy sktadnik sumy przez
te liczbe i wyniki dodajage. .

: Jest to tzw. prawo rozdzielnosci ilorazu wzgledem sumy.
Np-: [(+8) 4 (—6) -+ (—10)]: (— 23)= —®+ +3) + 5.
atbtc_a b c d = 0).
[ ML e )
: g 0
Mamy iloraz: (a-—b+c—d)_.e e+ 0.
Wyrazami sumy algebraicznej sg: a, —b,. =+ _1? Iloraz
otrzymamy dzielgc kazdy wyraz przez e 1 dodajac w.ym i ]
Otrzymamy w ten sposob ilorazy: a:e,) (—b):e, (H+0):e
i : - —(d :e).
—d:eczyha:e,—-—(b.e),—l—(c.e),. ( ‘ . .
: O)trzymamy sume lych ilorazéw piszgc |e obok siebie z ich
znakami. Zatem:
(a—b—}-c——d):e=(a:e)——(b:e)+(c:e)—(d:e)=
g b_’_f_g.
TEgn e et 48 4
(—3+5—2—4):(—=D=3—%+3+14
(Bx —6y44a):(—2)=—3x+3y—2a.

4 Zadania
11. Sprawdz:
By WLl o) 5 —4
Q—é%(——)=___2+:§’ =% —cipa g

S

adb @, b
B2 _”—2+——2 !

b) a=+8’ b=—4'

b
12. Sprawdz: —gb=%—l—§,
a) a=-+6, b=-+14;
13. Uwolnij od nawiasow :
a) (@a+b+c):3, (4a—l—2b3+80):2,
b) [(—2)a+38b+ (—6)c]:3;
Cﬁ x+y+2):(9, (xJ?y;terM):lO;
d 2x-+8y-+6z-+4+10u):(—2); :
ej E(—ilS)a+(—9)b+(—6)c+(—12)d+(—3)e] : (—3).

14. Uwolnij od nawiasow: i
a)w(06r31cu——02y+4):(—2), (—3x+7y—22—8): (—6);
b) (—16a-+5b—4c—d):(—3);

(6a+5b+40):5;

-

. Uwolnij od nawiaséw, po czym zreduku

¢) Gx—{y—4z+6u—3w):(—3);
d) (—3a+ 36— 4c—12d) : (—1)

iw by
a) —2(—4x -+ 8) —[(6x —2y): 3]; yrazy podobne :

*=y—1lx+4y):3];
b) —8x—2(x—yp)4[(x+y): 4]; X —{2x—[Qy+x) : 5]}
¢) 15x —{7x 4 [Bx — 4) : (—2)]};
d) a+{—=3b—[(—2a+3b) : (—2)]};
) [([@—b): (=Dl —[(b—0): (—2)] + [(c —a): (—8)];
D 1(=12x 4-5y) : (—3)] — {—x — [@x — ) : (—2)]};
&) 5x —2y — [(l4x — 8y) : (—2)] — [(—5x + 8y) : (—8)].

. @) Miedzy ¢ os6b rozdzielono réwno a 2t; ile otrzymata kazda

osoba ?

b) Robotnik, pracujacy przez a dni po b godzin dziennie, za-
robit ¢ z¢; ile z¢ ptacono mu za godzine ?

¢) Piechur szedl a godzin, a reszte drogi, ti. b km, przeszed:
z predkoscig ¢ km/godz. Jak diugo byt w drodze?
W zadaniach powyzszych podaj przykiady liczbowe.

. Do naczynia o pojemnos$ci a / rura doptywowa dostarcza & !

w 1 minucie, rura za$ odplywowa odprowadza c ! w 1 minucie ;
w jakim czasie napehi si¢ to naczynie, jesli obie rury otwo-
rzymy réwnoczesnie? Oblicz przyjmujgc a = 45, b — 68 e =3I

. a) Liczbe x pomné6z przez 2, do tego dodaj a, wynik podziel

przez 2 i odejmij x. Co otrzymasz? Ile wynosi a, jezeli wynik
koncowy jest 10°?

b) Liczbe x pomnoéz przez 4, odejmij nastepnie 8, wynik podziel
przez 2 i dodaj 4. Ile wynosi x, jezeli ostateczny wynik jest 16?

9. a) Ze stacji wyjezdzajg dwa pociggi; po czasie ¢ godz. jeden

przejechat a km, drugi b km. Ile wynosi réznica ich pred-
- kosci, jezeli a — b =20, t =29 :

- b) Kupiec sprzedat jednemu z kupujagcych 7 m sukna, drugiemu

5 m sukna tego samego gatunku i otrzymat a z{. lle zaplacit
kazdy z kupujacych?

). Z pewnej miejscowosci wyruszyt piechur, ktory szedt z pred-
- koscig v km na godz. Po uplywie a godz. wyjechal cyklista,
- ktéry dopedzit piechura po & godzinach. Z jakg predkoscia
~ jechal cyklista?

. Podrézny majac przebyé s km drogi odbyt a km drogi pieszo
- Wm godz., a resztg drogi konimi. Z jaka szybkoscig odbyt reszte

drogi, jezeli przecigtna szybkos¢ podréznego wynosita v km/godz.?
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99. Pocigg 0SObOWY, jadacy z predkoscia v km na godz.,przebyl 59

pewng droge W ¢t godz.; w jakim czasié przebedzie t¢ droge
pocigg pospieszny, jadacy z predkoscig w km na godz.?

C—2_(—2) (=5

NP — ): 10. =8 (—8): P

N 1 e S HE
_%=("‘%)'12_—9 9

o S Al ST O el S

; wrotnos§¢ utamka algebraic

o4, 7 pewnej stacji wyjezdza pociag towarowy z predkoscig | mieniajgc licznik z mian%wnikieznrllego s R

v kml/godz. W ¢ godz. poZnie] wyjezdza pociag pospieszny ;

93. Kupiec zmieszal @ kg kawy po r 2t za 1 kg z b kg kawy po
s 2¢ za 1 kg. Tle kosztuje 1 kg tej mieszaniny ?

; A wiec: e @ :

2z predkoscig u km/godz. Po jakim czasie dopedzi pociag po- : 2 ouwrotnosciy g jest. (a, b r6zne od zera)
$pieszny pociag towarowy ? Mamy bowiem : 1:9_ o olwb ol

o5. Robotnik wykonatby pewng prace pracujac przez a dni po b b _% < B

godzin dziennie. W ilu dniach wykona tg prace, gdy bedzie
pracowal po ¢ godzin dziennie? Przez ile godzin dziennie mu-
siatby pracowac, by wykonaé pracg W d dniach? }

Widzimy wiec, Ze odwrotnoscig utamka % jest o
a

Np.: Odwrotnoscig :—if jest +t,
96. Do pewnego stopu uzyto dwo6eh metali, a mianowicie zmie- e ik,

szano a kg pierwszego o cigzarze wlasciwym r z pewng ilo- Sume algebraiczng utamkéw o réwnych mianowni-

écig drugiego o cigzarze wiasciwym s. Ile kg drugiego metalu 1; f:ihc Zontrr Zlyllél 5 j_ekn(ljy tworzac odpowiednig sume alge
. . . . . q z n l W i d . . & -
uzyto, jezeli cigzar stopu wynost i kg? ik zielgc jg przez wspélny mia-
97. Przy dzieleniu liczby 2 a przez pewng liczbe, otrzymujemy na b g e

iloraz a + b, a na resztg a — b. Jaki jest dzielnik? : R +E o e (m = 0)

Mamy bowiem:

a—>b =

Rozdzial VI #=(G—b+c—d):m=ﬁ_ﬁ+£_d
m m'm m

O bni: Lo b ai bl el g

A e e c e R e (¢4 0)

: ow;)clftyénreular;l'k()w algebraicznych réwna sie ulam

4 go licznik jest iloczynem li G ah

Iv‘nownlk za$ iloczynem mianownili’()w. bl

Np.: @riple Ge

Lo
et

WyraZenia ulamkowe

§ 1. Utamki algebraiczne

Iloraz napisany w postaci utamka nazywamy réwniez utam-
kiem algebraicznym. Utamkami algebraicznymi sg zatem :

}g TT%., %, E% td. b d” bd (b, d rozne od zera)
' i i 3ok . Mamy bowiem : g be
Do uwamkow aigebraicznych stosujg si¢ podobne prawa jak y b

do ulamkow zwyeczajnych.

Warto§é utamka algebraicznego nie zmieni sig, je-
zeli licznik 1 mianownik przez tg samg liczbe (rézng
od zera) pomnozymy lub podzielimy.

a.am. a_a:m amy w koricu : R e e
b bma b b-m » b:t:O,m:i:O. b d ac:bd ——:

5 ha dzielenie przez bd otrzy-
A wiec:

Jest to inne wypowiedzenie znanej juz wiasnosci ilorazu.
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Z reguly mnozenia otrzymujemy latwo regule dzielenia utamkow.

a ¢ _ad

Mianowicie: % S R i

gdyz zamiast dzieli¢ przez liczbg mozemy mnozy¢ przez jej od-

wrotnosé.
a G a1
Uwaga. Mamy: 5-¢= 3> G =

Mozemy bowiem napisac:
E S B @i

; £ 4 a
R R EP ei

Zatem, prawa dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia

tych.

wlamk6w algebraicznych sg analogiczne jak utamkow zwyk

1. Uprosé: Gadauly

a) —4): (=15 (=21 (-40) (—50)-(—18).
(F2)-(—25) (F24)(—70) (—380):(+6)’

b) ax abc —ax  bxy 3ab
bx abd “ay = —cxy —9ac’
—3a 4ax —5xy 3abex,

©) 6ab’ —i6ab 1Bxyz  15abc
—15ab 21xy —8ab 12mnp

Y 555c ' 28y —126c —1bmng
2. Wykonaj dziatania:
Y (e s T sty L e D R 1 B ]
g ey B ey Tl
DRSS E Rk Y

a- b ‘a
T T S s UL
g b @x vy tx By «bu- 00
¢ 738 13730 16 4 12 36’
ST O s A ISR R T A
d5—3ty 178 R 376 9
Sprawdz dla a=—2,b=+5,x=—3,y=—5.
8. Wykonaj mnozenia:

— 3 2 —2 3 a a.-x 1 %2a-3¢;
afe e e Yy Sl LA L i e e Al
2¢ 3¢ 7x —6a 12x 21y 15ab 12x
U s S g D RS B
—8ax 276z - -—5abx_—;1_8_c_y_z
&) e AR e AR

—v—> (b, c, d rozne od zera),

£ (b0, c0)

3 61
.‘ 4. Wykonaj dzielenia:

a 3 —2a —3 —5x —3x

a) =:2 gt ] 2 g —2ab

SR 5 i T R W
-2¥ —8X . 9a.+ia »

B g S5 e (<50

c)%:gg, 12¢ —8c¢ 27a —12a 2206 —11a
80 R I OF A LR

§ 2. Przeksztalcanie wyrazen ulamkowych

: 3x—2y--17

%"w ktérym licznik jest Tk

nik jest sumg algebraiczng, za$§ mianownik liczb

"'* dang, mozemy przedstawi¢ w postaci sumy algebraicznej. Wystarcz;‘
w tym celu wyrazenie powyisze uwazaé za iloraz licznika przez

Wyrazenie ulamkowe, jak np.:

mianownik. Zatem:
3x —2y+7
5 =Bx—2y+D:5=4x—y+§;
—Xx—y—3
4 — S T 1y — s
2a—3b
Tk (2a—3b)-3 =120 —5p,
Wyrazenie utamkowe, jak np.: — L duint ) s, &,
5
> 7 1 g ;
- mozemy tak przeksztalcié, aby liczby dane, wystepujace w tym

f;wyre?Zenil.l, byly liczbami catkowitymi. Wystarczy w tym celu po-

mno?yé hc?mk i mianownik danego wyrazenia ulamkowego przez

1_wsp01ny mianownik utamkéw §, %, 7, 3, tj. przez 12. Otrzymamy :
—12-3x412-3y—12-F7 —9x-| 8y—14
123 L

$a—164
: b

I . . . - - . Tg

‘mnozymy licznik i mianownik przez 30, tj wspolng wielokrotnosé

liezb 3, 5, 6, 15. Otrzymamy: i L L

8
W wyrazeniu ulamkowym, jak np.: loxe10) 2 80
1 _ 20
I (ziby lq, 15_, 30,_ 2Q majg wspolny podzielnik 5; mozemy przez ten
;: zielnik licznik i mianownik wyrazenia podzieli¢ (tzn. uproscic).
frzymamy w ten sposéb prostsze wyrazenie:
2x—3y 4 6

4

Podobnie w wyrazeniu:
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; B $ab+ 2bc— 24 2x — 3 —3x
Jezeli mamy kilka wyrazen utamkowych, w ktérych mlanowml'(‘l d) %ﬂ e \%Ly; h \;:E.Y;
; X : ; 7enis rzedstawic
; i catkowitymi, to mozemy wyrazenia te pl‘ze ; 9k S d 1B o 171 I R Ly
i?pl(l)(;f::imivycr(;%ﬂ u);amkowych 0 wsp6lnym mianowniku (czyli & PR h) 3‘31_*; i) T\_}_;y %; )i %z
sprowadzi¢ do WSDéénegZ miagoﬁllga)- x4 2p—1 ~ 10. Uprosé nastepujgce wyrazenia utamkowe :
Np.: Bxé—— : x 15y . 5 . > ) 6x+12y 42 b) 3a—6b+18c. 0 24a——36b—}—9.
; AiEE . i bnie jak przy 4 ; 9 ¢ 12 2
anownikiem jest 30. Postepujgc podf) :
ulagﬁffﬁ“ﬁ;“yc";;jnych, A n R LEnnvik tych S :Wc; o =X E8 LE= 2y,
iedni frzymamy :
ulamkéw odpowiednio przez 5, 2, 6, o o
e Yy +48yz. 3ab—12b¢
DR e O T ey el
o 11. Sprowadz do wspolnego mianownika nastgpujace wyrazenia
Zadania . H utamkowe :
: ts 2 i ok I
5. Nastepujace ilorazy przedstaw w postaci ulamkow;i) ) . @) a ;— 3 3 ‘%2; b) X - Y. Ty;
b) : 5, b) 2x+38y):7, ¢ (@a—20b):6, Wt ' i g
S R SR S 2ete
6. Przedstaw utamki w postaci sumy algebraicznej: : k) 824y —X+2y 2x—y, pE—4Y x+2y —2x—y
3a-46b Lt e o N e e : 4 6 1§ 9 15 o4
GEF ek B ) B o) 7 : ) —=8a+2 b o 2a—3 n X2y, 2% 1 3y
Lt L LAY e e AT LS e S A e e 2 ¥;
e) - D 3 s NG TRAaz AR Ay gl e S o
7. Uwolnij od nawiaséw, po czym wykonaj redukecje w licznikach: 3 Y J 3 ) 5 5
Bx+ 4+ @x+3). o e b ke TR P o I
a) 5 ) (G : 4 3 6
(2x—3)+ (8x —5) . d) (—x-+3)+(—2x+7);
J 4 4 A b)4 3 (26 - ¢) § 3. Dodawanie i odejmowanie wyrazer ulamkowych
i e b i 3 . .
e) Gty 5 Ge v ,); h 4 Aby obliczyé sume¢ algebraiczng :
8. Przedstaw utamki w postaci sum algebraicznych: - 2"%3_?1?;\83’ 8y = i
) 2(013). , ) %_7); c) %ﬂ; : Sprowadzamy najpierw ulamki te do wspolnego mianownika.
5 ’ 2% TSR R Wspélnym mianownikiem jest 36.
— 4(1 2b == 2C # S et 2 5 g
a) 2¢ —E : e) 5 Otizymamy 18x3gL Chis 1&3;:;48;;Jr 12y36__z_8.
e e 3
’ 3(2x-——4y)—i—2(x—2y); 2) 5 (x 2y)6 s y). 1 Nalezy teraz na licznikach Wykona¢ dzialania naznaczone dla
5 _ azenia ulamkowe tak, aby liczby [ ul.amk(’)w. Aby 1’1nikn_aé pomyiki, bierzerpy zZazwyczaj liczr.liki W na-
9. Przeksztalé¢ ponizej po‘dalfllet?“l’;" St ~ Wiasy, przed kt6érymi dajemy znak, stojgey przed utamkiem.
dane w tych wyrazeniach by : ;

2 el
fa O O e e
4 5

3 5 Zatem otrzymamy: M%{;ww*‘ﬁgy:@'
e, b)
2
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Po uwolnieniu od nawias6w i po redukeji dostaniemy:

s s e
D b
Podobnie :
3y—2x , 2x—3y e e 6K 4x—6y 24x
i N SR 12 12 12
_—(9y——6x)+(4x'——6y)—24x_—14x—15y‘
=y 12 o 12
Zadania
12. Dodaj nastepujace wyrazenia ulamkowe:
3 5 3 2x-—4 x+5
plErr b o B e
2a+b , —a+3b, a—2b —2a—ilz_
¢ e dlic =g
—x42y . 2x—4y. x+y 2x—)Y 3x—14y:
13. Wykonaj dz1alania
3a—|—2b 2a—b, 2a+0b,
a) +—2 Y R e
—3 2x — —X
) +y—|“ A Ay Tl+f8j_—});

a—b 8a+b K 2a—b
A +—it4"_§—;

3 2 2 5 a—2b
f my+——£i—ﬁ+x = Pt
—a-+3 2 b ;
piE3 e 520 pF
14. Wykonaj dzialania:

fa—d ah8— T, v20td e
i ey e IR R i T

S x ety

a—2b —2a-+5, ——x—l—3y_-—2x'—7y. I

C) 9 R 2 ’ d) 4 4 7
x+2 2x — 8x4 2x—7

e e B ) o T v

15. Wykonaj dzialania:

4a-+30b a—|—2b_ : s he X4
3ab+_qj—_b__a+b. ) 2x+2__2x——3y_

& 12-° 4 5

E
3

65
x4z —
¢) i _x3g gy 2oty
i 13 260
x
4}’_2; h) x—;2y___3x9—4_x.
'16. Wykonaj dziatania:
' 2a+38b a—b a—2b
o Iy
x—y 2x-+3 —
b y  x 2y
) 8 4 s i 7
)3x—4y —x-12y 2x—8y
3 e, g ¢
a—b a-t+b  a
oStoch et i
17. Wykonaj dziatania:
2 3
a) ?x;—l'_{_‘%x—l-%; b) _a_—‘%b_ga_’—%b
3 6 AT
1
C) x+7_|_:§_x— d) _%a+‘%+‘}a_2_b
__a 7 ,
3 —{———a}c 3a-t+1ic 2a—|—§c
¥ % 1

18. Uwolnij od nawias6w, po czym wykonaj dzialania:

o) 3_3cj_—_2+(:_c;_y_2xé—z); b) x—62y_}_<2x3—y+x1—y);
&) a1~3_(2a6—b 3a1—21—b),
d) (2x4—y_x—?l)—y) (3x—y+x—2y)

e) x—y

_xgy_@gw_xiw.

§ 4. Mnozenie i dzielenie wyrazern ulamkowych

M
nozenie i dzielenie przeprowadza si¢ podobnie jak mnozenie

il dz1e1en1e ulamkéw zwyczajnych.

5 ’
3a—2b B (3a—2b) 3_9a—6b
4 2 4-2 s

:aCh i Stozek. Algebra II gimn,
5
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Przed obliczeniem iloczynu upraszczamy, jesli mozna. Np.: Przed 4 Lo
obliczeniem iloczynu: d) x+23’.§; j A=t 4 2x —y 2
2x —3 v - 9 2 §’ f) e A
~18 1 e a—b-+|2¢ e
. : i S (—9); py —2x+49. . 2a—bi3c( 3
upraszczamy mianownik wyrazenia i mnozng przez 6. Otrzymamy: 4 5 3 i’ ) 5 (_ 5)'
&:_@_4__(2x—6)-4_8x—24. 22. Wykonaj dziatania:
e 3 TAETR 2x45 3x —
. a) 4- . 8% Sl a—b 2a-13p
Podobnie w iloczynie: 3—})—1%1—85_ 5 +§’ SR & 2 o K ';__;
a o
upraszczamy mianownik wyrazenia i licznik mnoznej przez 5. ¢ 4 L= 3)+0Tb;
; 8y—b 3 __9y—15 2x+y—4 —ig
Otrzymamy : B i T d) —6—__.(_3)___"2i_21.(_ 5);
lloraz zamieniamy na iloczyn mnozgc przez odwrotnosé dziel- e) M ) a—2b 9
nika. Np.: 6a—_8_b_.il__6a—8b_15 3 (‘5‘)"‘“3 ‘g
THACE ) it R a—
. e A B . p 1200 padalia b
praszczamy teraz licznik wyrazenia i mianownik mnoznej 4 { 9 8 °
rzez 2, nastepnie mianownik w razenia i licznik mnoznej przez 3. = s
3a—4b 5 15a—20b 4 3 " G
Otrzymamy : ——3———-§=——6—~—- . :
23. Wykona] dziatania :
' \ 3x -l
Zadania a) 2-!—4+2(x : 6_|_2x5__‘§);
19. Wykonaj nastgpujace mnozenia: 2x — 3§ g
2x 43y x—3Yy 2x —3y 4 5 _3( _x—y)
s st Gl N e 3 g )
‘ 3x 42 g=—2b 3a—2b c)_3x‘;#5+g(x+9_2x+3).
g =PET ARt GRA; Dy o ay Sk
. S d) 1%&_22_23‘: 2x—1 a—92b
20. Przed wykonaniem mnozenia uprosé: 2 6 3 Z—}——?’——); -e) ( 5 __3,a+b g
X RIRE
O R0 g D
o 22=02.¢; b) =Y 125 o X2 (4-10); ), (Mﬂ_a_—_b. s Y, PR N
15 9 4 5 5 e T>'(+Z>
@ P52 (1) o =22 19 @ a—ta—tle+ia+ o). »
: 4. Wykonaj dzielenie:
) Bam ) ooy o g) 2a—38b+c g. Y4x_12yz1eleme, G
’ b o 3 X —
6 4 2, " ) *Z—y‘(—3); o —20—1—6_1;.(_4.
poEEy=38z, p, ) FEEZBY. g a—b 2 > ot 12 el
* el ) —g— % e) a—_lg:(_§)_ /) 2x+4y 2,
21, Wykonaj dziatania: TR 5 4)’ 6 3
, a—38b2 & 2a—§.<_§>‘c) 2x—3y 2. 2) ﬁ—g_l;(_%); p =204y —6z ( 2
75 3 5’ 4 7)’ 4 3’ 3 ‘(* §>‘

67

5o
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Uwaga. Daj naprzéd jednemu z nich & jabtek, a reszte rozdziel
rowno migdzy nich.

- 36. Pewng prace wykona a robotnikéw w b dniach
wykona t¢ prace 12 robotnikow ?

68

95. Wykonaj dziatania:

2x =8 1, XV, g. B E—rm— g
Rt ) 3

; W jakim czasie

, | S e y+1 ; S\ o LY B 37. S.uma dwoch kolejnych liczb parzystych wynosi a; jakie to sg
e gy ? L . B
o 1 3x +14 1 38. Jezeli punkty A, B polozone na osi majg wspolrzedne odpo-
2x 43‘ By (’% — ——3—~) ‘1 f) 3 2’ wiednio a, b, wowczas $rodek odcinka AB ma wspoirzedng %é
) Sa i Tl (— ?l)- h) ~-5£_—_§%é;kic_:(——2)- Sprawdz przyjmujac za a, b: a) +1,8, ) —2, —6, c) —4, - 8!
2 T 5]

. 39. Punkty A, B, C majg wspoirzedne odpowiednio a, b, c. Punkt D
jest Srodkiem odcinka AB, za§ E jest $rodkiem odcinka BC.

Jaka jest wspétrzedna srodka odcinka D E?

- 40. Robotnik zarabia dziennie a 2/, a wydaje b 24 Ile zarabia i ile

zaoszczedza przecietnie dziennie, jezeli pracuje przez 24 dni
W miesigcu? (Miesigec = 30 dni.)

i i 12 ile
26. a) Ja$ dostat a zt, nastgpnie b groszy; ile mial razem 2z

i em groszy? ; . 4
b) 111{1;22 Ir‘iizal agzl i b dolarow; ile to jest razem z/, a ile dola

sw? (1 dolar =52 28). HE ' |
;’(())Vzviong wody W rzece podniost sig p1e1.'\ivsze.go dmac n:). awr;r-.
i drugiego opadi o b dcm, trzeciego podniGst si@ oc;‘l ‘_ H
raz ostateczng zmiang aj W m, b)'w dem, ¢) W .68.1 il
97. Kapital a z¢ pozyczono na p 0/o; jaki doch6d przyni .
: o roku? - !
8 Iﬂ) ko towaru kosztuje a 243 ile kosztuje b kg tego .tox.;varu :
39. Té)bfvéd kota u wozu ma 2* m; ile razy kolo obréci si¢ na aro-
: dze dtugosci a km? :
7, dwéch miast odleglych od siebie o a km wyszly nzligrézfil;v
= J‘ bie dwa pociagi. Jeden przebyiby calq_droge; w ih p.(;
file;lgi w 15 godz. Jaka bedzie odlegtosé miedzy pociag
r .
e 1 kg i b kg kawy po
: i ieszal 3 kg kawy po p za g :
1 K“gle:; z1m11{§s. ile kosztuje 1 kg mieszaniny ? Jaka lgst ;(;Zil:;?
zvzcenie 1 k;,r kawy pierwszego gatunku a 1 :g;r limzeds; 5
i il ¢: ile zarobit kazay,
: i robotnicy zarobili razem .a 2t ] . 3
% giz;s:v?z; pracov?rral 6 dni, drugi i trzeci po 8 dni, czwarty Zz
9 dni? . il
i towaru za a zf,
iec sprzedaje 2 kg pewnego. : .
i 'flielézntel;;p:)i}nalﬁl za b 2. Jaka jest roznica w cenie przy kupnie
12 kg tego towaru? : iy
34. Rozdzielono a z/ migdzy kilkados(ib :v ;:Znel?p;:sott;,loz: e
: i <551 5b obdzielono, ]
osobie dano 16 2¢; ile 080 s
0 jablek tak, aby jeden
iel miedzy dwoch chtopcow avla. . #
¥ f){t(i'zz?rfrll?ﬂ 0 l? jablek wigcej niz drugi; ile otrzyma kazdy z

- 41. O ile zmieni si¢ warto$¢ utamka g, jezeli licznik i mianownik

zwigkszymy o 1? Dla jakich wartosci @ zmiana bedzie dodat-
nia, a dla jakich ujemna ?

42. Dwa auta wyruszyly jednoczesnie z tej samej miejscowosci.
Pierwsze z nich jedzie z predkoscig v km/godz. Po 5 godzinach
drugie auto przejechalo o a km wigcej niz pierwsze. lle wyno-
sitaby odleglo$é aut od siebie po n godzinach jazdy, gdyby
jechaly: @) w tym samym kierunku, b) w kierunkach prze-
“eiwnych ?

43. Kupiec kupit 50 m sukna po a 2/ za 1 m; po ile ma sprzeda-
wacé 1 m, jezeli chce zarobié b 2¢?

44. Rolnik sprzedat a ¢ zyta po x 2 za 1 g i 90 g pszenicy. O ile
drozej sprzedawat 1 ¢ pszenicy niz 1 g zyta, jezeli za zboze
otrzymat b z¢?

45. Jeden zegarek przyspiesza o @ min. na godzine, drugi za$
spoznia si¢ o { a min. na godz. W pewnym momencie wska-

Zujg te samg godzine. Po jakim czasie bedg wskazywaé po raz

pierwszy znowu te samg godzing ?

46. Szerokos¢ sali, zmierzona falszywym metrem, wynosi a m. Jaka

- Jest prawdziwa szerokos$é¢, jezeli metr jest 0 x cm za dlugi?

47. Jeden chiopiec ma a pigciogroszéwek i & dziesieciogroszéwek ;
drugi za§ ma a dziesigciogroszowek i b pigciogroszowek. Ile

majg razem monet, jezeli razem majg c gr?



Réwnania pierwszego stopnia

Rozdzial VII

Réwnania pierwszego stopnia, o jednej
niewiadomej

§ 1. Okreslenia

Polgczmy dwa wyrazenia, z ktoérych chociaz jedno zawiera li-
tery, znakiem réwnosci, a otrzymamy rownanie.
Réwnaniami sg np.:

x+‘3=5’
3y—5=3x+7’
2a—5=7,

8xt+y=2y—x—1.

Litery wystepujace w rownaniu ktére nie ozmaczajg znanych
liczb, nazywamy niewiadomymi. W réwnaniu np. 2x — 3y +
-+ 22=75 niewiadomymi sg: X, y, Z.

Mozemy mie¢ rownanie o jednej, dwoéch lub o wiecej niewia-
domych. Na razie zajmiemy sig réwnaniami o jednej niewiadomej.

Wezmy pod uwage réwnanie o jednej niewiadomej.

Np.: x-F7=09.

Jezeli w réwnaniu tym podstawimy x == 3, to rownosé nie bedzie
zachodzita, gdyz: 3-+7=F9.

Jezeli podstawimy x =2, to rownosé zachodzi,

gdyz: 2-4+7=09.

O liczbie 2 mowimy, ze spelnia powyzsze rownanie. Liczbe 2
nazywamy rowniez pierwiastkiem danego réwnania.

Podobnie 6 jest pierwiastkiem rownania: x —4=2,
gdyz 6 spelnia powyzsze ro6wnanie, bo 6 —4 = 2.

Nie kazde rownanie posiada pierwiastek.

Np.: Rownanie x+5=x
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nie posiada pierwiastka Gdyz jezeli do jakiej$ li
| : jakiejs liczby dod

to zawsze otrzymamy na wynik liczbe wieksza. e
Podobnie rownanie : [ded==l
' (1;1(? posiada pierwiastka. Kazda bowiem liczba, pomnozona przez 0
aje na wynik 0. Sg réwnania posiadajace kilka pierwiastkow. ’

x=7—£)
X

’

Np.: Réwnanie:

- ma pierwiastki: 2 i 5, mamy bowiem:

2=T7—1, B=7—10,
E?J.r)(:ﬁlznz%drxlftérych kazda liczba jest pierwiastkiem.
Wyrazenie stojgce w réwnani j j
nNi;)a. wal%o“s:lia I:liizliwin;y —legvlgan(l:vzz;). IE;)V;’:‘JNSVZS.g tl'rg(;l;ra:;:gl:;riz
.8—x. Rozwiagzaé r()wnan_ie, ;J;nalli‘:)? Zflt;l(:eni?i j]:; p))cit:r—v;?i’asIt)lf:ii.wa

Zadania
1. Zbadaj, czy liczba:

a) —3 spelia réwnanie: x--1=3;
b) 21 2 o 2x —3=2;
c) "“% » » 4x—1=x—3‘}f;
d) 2,7 - ¥ it
» 3 +071 —2s
e) —3,5 5 . 2x —3=4x-1.
2. Sprawdz, ze liczby 1, 2, 3 sg pierwiastkami réwnania:
11x—6
| > =x(6 — x).
3. Rozwigz rownania:
Ba) x-5—3; b) x —2=8; ¢) 3-x = —67
I RPN AR oe
) j el ==t H —=8.

§ 2. Rozwigzywanie réwnaii

Przy rozwigzywaniu réwnan opi i i
opiera¢ sie bedziemy na nastepu-
“cych zasadach. Przypusémy, ze a i b oznaczajg pewne liczb;?rp
I. Jezeli a—0 i
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i jezeli ¢ oznacza dowolng liczbg, to oczywiscie
alc=b4¢ a—c=0b—uc¢, ac=—1v¢c,
jezeli ponadto c=£ 0, to %:?'

Widzimy stad, ze w rownosci wolno do obu stron doda¢ (wzgl.
odjac¢) te samg liczbg, wolno obie strony pomnozy¢ przez t¢ samg
liczbe, wzgl. podzieli¢, jesli liczba ta jest r6zna od zera.

II. Jezeli alb=c, to a=c—b.

Podobnie, jezeli a—b=¢, to a=¢ -+ b.

Zatem w rownosci wolno wyraz z jednej strony przenies¢ na
drugg ze znakiem przeciwnym.

Uwaga. Mamy rowno$é: a-b=c.

Dodajmy do obu stron: — b, otrzymamy:

a-+b—b=c—b, czyli redukujac a=c—>b.

Podobnie jezeli a — b =rc, to dodajac do obu stron b otrzy-
mamy a —b—+b=¢ b cayliha—e U y

Zatem przenoszenie wyrazow polega na dodawaniu tej samej
liczby do obu stron réwnosci i na redukeji. Na przyktadach po-
znamy, jak si¢ stosuje powyzsze zasady do rozwigzywania rownan.

Przyktad 1.

Rozwigz réwnanie: x—T7=2.

Aby rownanie jakie§ rozwiazac, przyjmujemy, ze roéwnanie po-
siada pierwiastek i ze x oznacza ten pierwiastek. Réwnanie dane
mozemy w ten sposOb uwaza¢ za roéwnosc. Mozemy je wigc prze-
ksztalcaé. W naszym wypadku przenieSmy —7 na prawg strong.

Otrzymamy : x=2-F17, czyli x=09.

Poniewaz rownanie rozwigzywaliémy przy zalozeniu, ze posiada
pierwiastek, nalezy zatem sprawdzi¢, czy 9 jest pierwiastkiem.

W tym celu wstawiamy w dane ro6wnanie 9 zamiast x i otrzy-
mujemy : 9—T7T=2.

A wiec 9 jest szukanym pierwiastkiem.

Podobnie postepujemy przy rozwigzywaniu innych réwnarn.

Przyktad 2.

Rozwigz réwnanie: 1l =0 =04
Przenosimy — x na lewg strone.

A wigce: 11+ x=9.

Przenosimy teraz 11 na prawg strone.

Zatem : X=9—11,czyli x=—2,
Sprawdzenie : N=9—(—2)=9}2—11
Pierwiastkiem jest wige: —2, .

StrO[Ileaﬁa: Mozna byto réwnoczesnie przeniesé
es na prawg, tak ze otrzymalibySmy od razu

X=9—11=—9,

Przyktad 3.
Ro.zwiqz réwnanie : Blos =15},
Dzielimy obie strony przez 3.

i 3x. 8
Zatem : 3—=§,czyli x=g-
Sprawdzenie : 3:-4=5
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—X na lewg

Uwaga. Mogliby$my zamiast dzieli¢ przez 3, mnozyé¢ obu

stronnie przez }.
OtrzymalibySmy 1-8x—=5. 3 czyli x =3,
Przyktad 4. J

Rozwigz ré6wnanie: 3 —9x— 2—5x
Przenosimy —5x na lewg strone, 3 na prawg

Rozwiaz réwnanie: $x=—3,
Dzielimy obustronnie przez ¢, czyli mnozymy przez
Zatem: sodx=—4-3, czyli x——1
Sprawdzenie : fo(—4)=—13. i
Przyktad 5.
Rozwigz réwnanie - e
Mnozymy obie strony przez — 3.
Z_atem= =D (30 =(—3)-4
czyli: X=—§, G
Sprawdzenie : (=3 (—4% = % b =4
Przyktad 6. o
Rozwigz réwnanie: 12( = —3.
Mnozymy obie strony réwnania przez 2;
otrzymamy: 2. % = —6, sgzyliix = — 6,
Sprawdzenie : =B = —3.
2
Przyktlad 7.

4

B
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Zatem: W, S e U

Redukujemy: 3x=—1.

Dzielimy obustronnie przez 3, -
wiec: x=—1%.

Sprawdzenie : g-L-2:-34=2-+56"%.

Réwnosé zachodzi, gdyz obie strony wynoszg ‘.

Przyktad 8.
Rozwiaz rownanie:
3——2x~1—7~!—5x=9~x~|—2—|—8x.

Najprzod redukujemy obustronnie.
Zatem: 1085 =11 -F 7%
Przenosimy teraz -7x na lewg strone, 10 na prawa.
Otrzymamy: 3x — 7x = 11 — 10, czyli —4x=1.
Dzielgc obustronnie przez — 4

dostajemy : X—+ 1
Sprawdzenie: 34+3+7—31=9+ 14+2—2.
R6wnos¢ zachodzi, gdyz obie strony réwnajg si¢ *".

*pPrzyktad 9.

Rozwigz rownanie: % - % 4+2=5— % -4 (—J;

Jezeli w rownaniu wystepujg wyrazenia ufamkowe, ktorych
mianowniki sg danymi liczbami, to wygodng jest rzecza uwolnic
sie od tych mianownikow; uskuteczniamy to mnozgc obustronnie
przez wspolny mianownik. W naszym wypadku wspolny mianow-
nik wynosi 12. Mnozac obie strony przez 12 otrzymamy:

X X X SR
12-§——12-§—l—12-2= 12-5——12-1—[4 12-6-

Zatem : Ax —6x+24=60—3x-+2X,

czyli: —2x+24=60—X,

Przenoszgc wiadome na prawg strong, niewiadome na lewa,

otrzymamy: —2X-4X= 60 — 24, ezyli —x = 36,
wiec: x = ——36.
.. —36 —36 —36,, —36
Sprawdzenie : o AR -+ .2 2 s = e s

RO6wnosé zachodzi, gdyz obie strony wynoszg: - 8.

-

. siada pierwiastka.

otrzymujemy :
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Przyktlad 10.

.Rozwiqz rownanie :
X—3. b—x

wen DA gxrl, 5o8x 18
Wspélnym mi . ] aN o
3 mianownikiem j ‘ :
i upraszezajac otrzymamy : Jest 18. Mnozgc obustronnie przez 18

3(x—8)—6(B—x)=—
Wymnazamy:< X)=—2@x+1)49(@2—3x) —13,

Bx—9)— (30 —6x)
i =—(6x-2)+ 18— —
Uwalniamy si¢ od nawiasow : ( ¥
3x —9—30-+6x=
; =—6x—2-418 —27x —

lEeduku;emy R 9x —389=—33x |3 4

rzenosimy wiadome na prawg, niewiadome na lewa strone:
9x +33x =339, 3

42x = 42,

czyli:
Zatem:

Sprawdzenie : 1_~6-3 5’._1____ﬁ_{_2—3 13

R6wno$¢ zachodzi, gdyz obie strony wynoszg =8
18

Uwaga 1. Rozwigzmy réwnanie: x +b5=7+x

Przenoszgc niewiadome na lewg strone :

otrzymujerny : wiadome na prawa,

X—x=7—5, czyli 0 =2
Zatem przypuszczajgc, ze réwnanie

. o i . - -
mali$my falsz, mianowicie posiada pierwiastek, otrzy-

0=2. A wigc rownanie dane nie po-

Uwaga 2. Rozwigzmy réwnanie:

xX+45=5-x.

4 X—x=5—5, czyli 0=0.
tym wypadku tatwo sprawdzam

wiastkiem naszego réwnania, Y, Ze kazda liczba jest pier-

‘4_ : oy : Zadania

- Rozwigz réwnanie, a nastepnie sprawdz:
a) x+7=4, X —8=3, x—l—é-——l'
R s W e gNeel S T
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10.

18'%

12.

13.

. Rozwiaz réwnanie, a nastgpnie sprawdz:

a) 3x =21, 8 x = 40, 15x =—105;
b) 12x =4, 15x = —3, 18x = —5.
. Rozwiaz rownanie, a nastgpnie sprawdz:
a) 3x =28, $x = —18, $x = —45;
b) Tx=—28, 32 x = 34, 3t x=7,7;
¢) 0,1x =5, 0,4 x = —22, 1,4x = —21.
. Rozwigz rownanie, a nastgpnie sprawdz:
a) —x=—1, —x=2, —1ix=—38;
b) —ix=12, —ix=—1%, —3x=15;
¢) —tx=20,5, —3ix=—24, —0,3x =21.
. Rozwiaz rownanie, a nastgpnie sprawdz:
5% 5 i
a) 5—7, 1—5 ;7—-—'2,
i: 25 .—i:__ £=__ 1.
b) 2 32’ 5 1)4) 8 4?;’
2x¢ 3x 2x et
C) —5*—6, 7‘——9, —ﬁ—-—'4. ; J ’
. Rozwigz rownanie, a nastepnie sprawdz: ek e 2 |
aE6—7-—X, ==l =02 —9=6—x;
b) —16=—x—2, 17=—22—x,  2§=10—X.

Rozwigz réwnanie, a nastepnie sprawdz:
a) 4x +17=29, 7x — 34 =15,

b) 8x -+ 3=—37, 80 - 15% = —10,
¢c) 6x—41 —=—383, 3x — 14 = — 36,

Rozwigz roéwnanie i sprawdz:
a) 8x—12=5x—09,

b) 14x — 5 =9x + 30,

c) 18x+10=7x—12,

d) —9x-|7=06x—388,

Rozwigz rownanie i sprawdz:
a) 3x —2—4x=9x-18,
b) 8x—9-+5x=14—10x,

\ 9-3x—18}+7x=—8-}4x—6-2x;

c) 14x—6—+—9x—}—31—5x—15—|—8x+10

Rozwigz rownanie i sprawdZ: i f
a) bx+7+ix=%x+4 3x —15=8-} tx —H+2x;
b) 24x —15 —8x =6x 130 —11x;

9 —5x=—46;

125 =—Tx-—14;
8x 40 =13x — 35;
apuE g — b x 175
4x —6=20x—1.

12x —17="7x—15 4 11x;

12x — 55 = —19;

17x 69 = —50.

€) §x—12—83x=8x—27, Ixf+4=,45x+9;

d)gx—l—%x:§x+4,5, x—ix+f=4x—1;
e) 3x4 35+ 4x=0, 3x—:}2+i"x-*:é:fi;—gt
f) bx—17—3 x——5—6x— +—8x-115; :
2) %x—39—10x+15_100——3x—}—26
14. Rozwigz réwnanie i sprawdz:

a) 4(7x—5)=15 8x-+2=2@3Bx—1);

6) 9(x—38)=5(4—x)+2, 9(x--1)=17(x—38) - 38;
) 8(x—1) 4 17(x—8) — 4 (4x — 9) - 4: ’
d)15(x—1)+4(x+3)=2(7T+x);

e) 5x —6(x —5)=2(x+5)}5(x —4);

f) 3(169 — x) — (78 -} x) = 29 x;
& 4832x+11)=5x—2(7x —4) —10;

h) 5[4 (7x — 30) + 100] = 11 (16 x - 40) -+ 18 x;

) x— (82 + [x— @+ )]} —5; ’
J)Bx—@Bx—7)—[4—2x—(6x—38)]=10;

k) 14x — (5x —9) —[4 — 8x — (2x — 8)] = 30.
. Rozwigz réwnanie i sprawdz:

7x—6 5x —1 —
d) = x 6, “TF2=X+Z “79=£x+%;
b) 19x—{—5_15x—f—7 bx-510 Tx-- 8§
/\\ ; 17 2 7 IR

x 5x—2 8x—1 5x '
x—1 x—2 1 x—8 x—1, 6 x— =
& ST e ol 53+x75
2x—5 4x—3 1 1
s e e
12x—16  20x—12 x—5
5 0 T
g) 2x9—f 3x+1+ 5_x_——_6;

2
II)’S(x—}—5) 2(x7—3) 519
D (x—1)— P (x—4) = (x — 6) + &;

—
Db 10— ===y

=_3;

1

e il
k) 5 — 14 (& —11) = § (x — 25) | 34;

717
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P IX 2 (Ux—5) = # (x + 10) — 245;

m) £ —2@x— 4+ (4x + 15) — 38,1 = 0;

2 b

e S T

16.

17.

Przekonaj si¢, ze rOwnanie:

a) x+4=9+4x; b 3x—4-+2x=6x-+}8—x;
x—1 x-44 x ] x+T7 x—4 . x—3
e o g e R TR e

nie posiada pierwiastkow !
Przekonaj sig, ze kazda liczba spelnia réwnanie:
a) 2x+7=7-+2x; b)bx—4-}+2x=6-F7x—10;

x—1 3x—2 5x 14
C) 3 —'_ D) =x—2-+ 6-“

§ 3. Ukladanie réownan
Zadania

18. Jezeli pewng liczbe pomnozymy przez —5, a do iloczynu

dodamy 4, to otrzymamy 19; jaka to jest liczba?

Rozwigzanie: Oznaczamy szukang liczbe przez x. Iloczyn

tej liczby przez —5 jest (—5x); jezeli do tego iloczynu dodamy 4,

(—5bx) 4 4, ezyli —5x -} 4.

otrzymamy :
W zadaniu jest powiedziane, ze na wynik otrzymujemy 19.
Zatem: —5x-+4=19.
Rozwigzujgec to rOwnanie otrzymujemy: x = —3.
Sprawdzenie : (—5)-(—3)+4=19.

19.

20.

21.

22.

Rozwigz w ten sposéb nastgpujgce zadania:

Jezeli pewng liczbe pomnozymy przez 6 i do iloczynu do-
damy 10, to otrzymamy te liczbeg; co to za liczba?

Jezeli pewng liczbe pomnozymy przez 4, a od otrzymanego
iloczynu odejmiemy 16, to wypadnie 100; co to za liczba?

JeZelie pewng liczbe pomnozymy przez 3, to otrzymamy tyle,
ile otrzymalibySmy odejmujac od tej liczby 10; co to za liczba ?

Jezeli pewng liczbe pomnozymy przez 9 i od otrzymanego ilo-
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czynu odejmiemy 4, to otrzymamy tyle, ile otrzymalibysmy,
mnozac te liczbe przez 7 i dodajac do tego iloczynu 8; co to
za liczba?

. Potlowa pewnej liczby jest o 4 wigksza od trzeciej czesci tej

liczby; co to za liczba ¢
Rozwiazanie: Oznaczmy szukang liczbg przez x. Polowa tej

liczby jest g trzecia czesé jest g
x x
Zatem : 5 4= 3

. Pigta czeS¢ pewnej liczby jest o 3 wigksza od polowy tej

liczby; co to za liczba ?

. Swierk, o wysokosci 15 m, ztamat sie wskutek burzy, tak ze

wierzcholek jego zwisal 3 m nad ziemig. W jakiej wysokosci
ztamal sie swierk ?

. Piechur mial przej$é 100 km; ile przeszedt, jezeli brakuje mu

jeszeze do celu polowa tego, co przeszed!, i 10 km?

. Piechur mial odby¢ pewng droge; po przebyciu % tej drogi

zauwazyl, Ze zgubil pasek. Wrécit sie i po przejsciu 1 km zna-
lazt pasek, a réwnoczesnie przekonal si¢, ze jest w polowie
drogi. Jakg droge mial odbyé piechur ?

. Dwaj chlopcy wyruszyli w podroz; starszy mial o 20 2/ wiecej

niz mlodszy. Starszy wydawal 9 z¢ dziennie, a mlodszy 7 z¢
dziennie. Po ilu dniach beda mieli rowng ilo$¢ pieniedzy ?

. Podczas strzelania konkursowego strzelec A uzyskat ilo§¢ punk-

tow wigkszg o /10 od ilosci uzyskanej przez strzelca B. Ile punk-
tow uzyskat strzelec A, jezeli obaj razem uzyskali 420 punktéw ?

. Na jednej szalce wagi polozono 13 kawalkéw mydia, na dru-

1 kg 1 ' kawalka tegoz mydia. lle wazy jeden kawalek mydia ?

. Dwaj robotnicy zarobili razem 42 z¢; pierwszy z nich pracowat

3 dni, drugi 4 dni. lle zarobil kazdy z nich?
Rozwigzanie: Jezeli kazdy z nich zarabial x z¢ dziennie,
to pierwszy zarobil 3x 24, drugi za$ 4x 24, zatem:

8x L 4x=42.-

. Trzej robotnicy zarobili razem 324 z¢; pierwszy pracowat

7 dni, drugi 8 dni, trzeci 12 dni. Ile zarobil kazdy robotnik ?

. A otrzymal trzecig cze$é pewnej kwoty, zas B dziesigtg czesc;

ile wynosila kwota, jezeli A otrzymal o 700 2/ wiecej niz B?

. Przy podziale zysk6w migdzy 3 wsp6lnik6w A otrzymatl irzecig
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czesé tego zysku, B czwartg czes¢, C pigta czesc, a D reszte,
tj. 1300 z¢; ile wynosit zysk?

35. Owczarz zapytany, ile ma owiec, odpowiedziat:“jesli do tego,
co mam, doda¢ drugie tyle i jeszcze polowe i czwarty czgsc
tego i doliczy¢ mego psa, to bedzie' razem 100 sztuk; ile
owczarz mial owiec?

36. Wydalem polowe moich pienigdzy, nastepnie szostg czeS¢ reszty,
po czym pozostalo mi 8,95 z¢; ile miatem pienigdzy ?

37. Ojciec ma 30 lat, syn ma 2 lata; po ilu latach ojciec bedzie
pie¢ razy starszy od syna?

38. Ojciec ma lat 54, syn za$ 34; w jakim wieku ojciec byt 2 razy
starszy od syna?

39. Pitka sprezysta odskakuje na 3 wysokosci, z ktorej spadia;
jezeli po 3 odbiciach jest na wysokoSci | dm, to z jakiej wy-
sokosei jg puszczono ?

40. Kto$ podzielit swoj majatek miedzy spadkobiercow w ten spo-
sob, ze jedna osoba otrzymala }, druga {, a irzecia {5 tego
majatlu, czwarta zas osoba otrzymata reszte, tjt 6325 2¢; ile
wynosil majatek i ile otrzymata kazda osoba?

41, 799 z¢ rozdzielono miedzy dwie osoby tak, ze jedna otrzymata
o 87 z/ wiecej niz druga; ile otrzymata kazda osoba?

42. Jan, Piotr i Jozef majg razem 52 z{. Piotr ma o 7 2/ wigce]j
niz Jan, za$ Jozef o b zf wigcej niz Piotr; ile kazdy z nich
ma pieniedzy ? :

43. Rodzice wydali na ksigzki szkolne dla trzech synow 75 z/.

Ksigzki §redniego syna kosztowaly o 5 2/ mniej, a najmiod-

szego 0 13 z/ mniej niz najstarszego; ile kosztowaly ksigzki
kazdego syna?

44. Dwaj bracia maja razem 1200 z¢; gdyby starszy brat dat
mlodszemu ¥ swego majatku, wowczas miatby dwa razy mniej
niz miodszy. Ile posiadal kazdy z braci?

45. Odcinek o diugosci 30 m podzielono na dwie czesci tak, ze
jedna czes¢é wynosi *[s drugiej. Podaj ditugosci tych czescei!

46. Sta§ w biegu na 100 m przybyt do celu, gdy Jas byt za nim
w odleglosci 5 m, przy czym liczba krokéw obu byla ta sama.
Krok Stasia byt o 10 cm diuzszy niz Jasia. Jak diugie byly
ich kroki?

47. Kupiono 24 m sukna dwoch gatunkéw — po 14 2¢ za 1 m

55.

56.
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1 po 10 2¢ za 1 m i zaplacono razem 300 ile m
2t oW
szego sukna kupiono ? i 4e melrow. droz-

48. ;{:pzio;o za lizl 44 gr pior i zeszytow, razem 16 sztuk ptacace
r za pioro i sl i i6

el pi0ro 1 po 30 gr za zeszyt; ile kupiono piér, a ile

49. Dwzf_ poci’agi wyszty jednoczesnie naprzeciw siebie z dwéch

s.tacp, ktorth o.dleglos’é wynosi 72 km; po uplywie jakiego

](;zz;sg spotkajg sie .te pociagi, jezeli jeden z nich jedzie z pred-
oscig 40 km, drugi zas z predkoscig 50 km na godzineg ?

50. Z dw?ch miast, 9dleglych od siebie o 243 km, wychodzg jedno-

ggeéme naprzelew siebie dwa pociggi. Jeden ma predkosé

(01 km na ggdzmg, drugi 35 km na godzing; po jakim czasie

odlegtos¢ miedzy pociggami wyniesie 39 km?

b1, W .trzecie.j kla.sie pociggu jechato 3 razy tyle 0s6b, co w dru-
glei].dPomew.az. po drodze z trzeciej klasy 40 os6b wysiadto
zas do drugiej 20 wsiadto, byto w trzeciej klasie 2 razy ter:

0s0b, co w drugiej; ile os6b znajd i
’ - owat Ao
w Klasie drugiej ? ] aio si¢ przy koricu jazdy

52. Jan ’rozdzielil pewng liczbg bochenk6w chleba w nastepujgc
Sposob: dal Piotrowi 1 wszystkich bochenkéw i jeszeze 33 bo3-’
chenka, Pawlowi 1 wszystkich bochenkéw i jeszeze 1; bo-
(lxhenka, a wreszcie Jézefowi § wszystkich bochenkéw i jeszcze
+ bochenka; zostaly 3 bochenki; ile bochenkéw dat kazdemu ?

(2};)0spod.arz prz.yqu parobka gbiecujgc mu daé po roku stuzby
: 2t i ubran}e. Po 8 miesigcach parobek odszedt i otrzymat
40 2¢ i ubranie. Ile kosztowato ubranie ?

53.

54. Z dwéch zegarkow, w_skazuja‘cych te samg godzineg, jeden $pie-
]S:IZ 0 2 sek., a drugi spaznia sig 0 1 sek. na godzine. Po
Im czasie zegarki te bedg wskazywaly po raz pi né

S et Y Po raz pierwszy znow

g dv&.l()ch’ zega’rk_(’)w.pierwszy spieszy o 3 sek. na 10 godzin,

rugi z.as spaZ{na sl¢ 0 4 sek. na 5 godzin. Pierwszy zegarek
wskazuje godzing 19, drugi zas 20. Po jakim czasie zegarki

po raz pierwszy bedg wska B
godzing ? a5 zywaly te same godzing i ktérg

gczer;l pozyczyt f)d swego kolegi tyle pienigdzy, ile sam po-
1&:5 al, a nas.tQp.nle wydai 48 gr; od drugiego kolegi pozyczyt
znow tyle pieniedzy, ile obecnie sam posiadal i znowu wydat
Ranach i Stozek. Algebra II gimn. 6
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48 gr. Podobnie postapil jeszcze dwa razy. W koncu nie zostato
mu nic pienigdzy. lle pienigdzy posiadat na poczatku ?

57. Czarodziej rzekl do skapca: ,lle razy przejdziesz przez tg
ktadke i rzucisz do strumyka 4 z/, podwoi ci sig gotowka,
jaka masz przy sobie“. Skapiec przeszed! 3 razy przez ktadke
i zostal bez pieniedzy; ile pieniedzy miat na poczatku?

58. Uprawna ziemia wynosi 55°% majatku ziemskiego, a reszte,
tj. 270 morgow, stanowi las; jak wielki jest ten majatek ?
Rozwigzanie. Jezeli x oznacza liczbg morgow tego majatku, to:

X - %5 + 270.= x.

59. Kupiec sprzedal towar za a) 2632 24, b) 483 2/, zyskujge a) 12%,

b) 7',°/ ceny kupna; ile zaplacit za towar?

60. Kupiec sprzedal towar za a) 336 24, b) 714 24, tracge a) 4%,
b) 15%, ceny kupna; ile zaplacit za towar?

61. Sprzedano dom za 47 000 2¢ tracgc przy tym 6% ceny kupna;
za ile dom by} kupiony ?

62. Do nastepnej klasy przeszlo 38 uczniéw, przy czym 5% pozo-
stalo w tej samej klasie; ilu bylo uczniow w Kklasie?

63. Kupiec kupil towar po a) 4 2t za 1 kg, b) 13 2t 20 gr za 1 kg;
po czemu winien sprzedawaé 1 kg, jesli chce mie¢ a) 20%,
b) 12°/ zysku od ceny sprzedaznej?

64. Liczba mieszkancoéw pewnego miasta wzrosla w ostatnim roku
0 6% i wynosi 47 700; ile bylo mieszkancow przed rokiem ?

65. Na wybudowanie domu potrzeba 198 000 cegiet. Jesli strata
cegiel przy budowie wynosi 4%, to ile cegiet trzeba zakupi¢,
aby ten dom postawic? :

66. Do 2 kg kwasu siarkowego, w cenie 5 2/ za 1 kg, dodano tyle
kg wody, iz 1 kg mieszaniny kosztowat 45 gr; ile kg wody

» dodano?
Rozwigzanie. Cena mieszaniny = cenie kwasu siarkowego.
Zatem, jesli x oznacza liczbe kg wody, to:

(x+2)-0,45 =25, stad x = 20,222 kg.

67. Kupiec zmieszal 2 gatunki tytoniu, jeden po 56 2t za 1 kg,
drugi po 44 2zt za 1 kg i otrzymal 18 kg tytoniu po 50 z¢ za
1 kg; ile wzigt do tej mieszaniny z kazdego gatunku tytoniu?
Rozwigzanie. Jezeli x oznacza liczbg kg tytomiu jednego
gatunku, to 18 — x oznacza liczbg kg drugiego galunku. Cena
mieszaniny wynosi wigc z jednej sirony:
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x-56 - (18 — x) - 44 zlotych, z drugiej za$ strony :50-18 zlo
tych. Mamy zatem: 56 x |- (18 —x)-44 =50-18, skad x = 9 4

68. Do 7 kg spirytusu po 8 2¢ za 1 kg dolano tyle kg wody .Ze
1 kg mieszaniny kosztowal 3,50 2; ile kg wody dolano? f

69. Kupiec zmieszal dwa gatunki herbaty: 5 kg po 24 2t za 1 &
‘zN ;er;;atqlw cenie 30 2/ za 1 kg; jesli 1 kg mieszaniny kosztoéj
i 1;1352253 ngirrrl,y ;o ile kg herbaty drugiego gatunku zuzyto

70. Kup%ec chce zmieszac 5 ! wina po 6 2/ za litr z 20 / wina po 3 z¢
za htr;'ile ! wina tanszego ma dolaé wzgl. odlaé¢, aby litr
mieszaniny kosztowal 4 z¢? :

- -7 cz.terech wodotryskéw jeden jest w stanie napetni¢ cysterne
W ciggu jednego dnia, drugi w ciggli dwoch, trzeci w ciggu
zif;ih, a czx;vgrt;tr dopiero w ciggu czterech dni. W jakim czasie

a napeitnic c i i
rpwnoczeggie? ¢ cysterng puszczajac wode z 4 wodotryskéw

72. Ojciec powiedzial 3 synom, iz majg w pokoju jabtka do row-
nego. podzia{u. Najstarszy syn wzigl trzecig czesé i wyszedt
Poznlej. wszedt do pokoju drugi syn, a nie wiedzac, ze najstar:
SZy vs_zzqu juz swojg czesé, wzigt trzecia czes¢ pozostatych ja-
btek i wyszedt. W koncu przyszed! ostatni syn, wzigl takze
trzecig czg$¢ reszty i wyszedt. Pozostato jeszcze 16 jablek. Gdy
[’>o.tem Wwszyscy trzej. zebrali sie w pokoju, sprawa sie wyja-
snita. Ile byto jablek na poczatku i ile wzigt kazdy z synow ?

: 73. Przy zmianie 200 2/ otrzymano 13 sztuk pieniedzy: po 5 z¢

i po 20 2¢; ile byto sztuk po 5 24, a ile po 20 z¢?

74. Pitggoras z.a'pytany, ile ma uczniéw, odpowiedzial: Polowa
n.1910h uczn}ow uczy si¢ matematyki, czwarta czesc¢ fizyki,
smdrp’a cz¢s¢ milczenia, a oprocz tego jest ich jeszeze 3. Ilu
uczniow miat Pitagoras ?

Rozdziat VIII
Roéwnania o dwéch i wiecej niewiadomych

§ 1. Okreélenia
Dane mamy réwnanie o dwéch niewiadomych, np.:
e 3x —4y=10.
ezeli w réwnaniu tym podstawimy x =2, y=—1, to réw-
nos¢ bedzie zachodzita, bo 3 -2 — 4 - (—1) = 10. Méwimy, ze liczby
6#
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x=121iy=—1 spelniajg powyzsze ro6wnanie; pare liczb 21 — 1

nazywamy rowniez ukladem pierwiastkow danego réwnania. Aby

znalezé uklad pierwiastkow, podstawiamy za jedna niewiadomg
dowolng liczbe, np. kiadziemy y = 2. Otrzymamy zatem roéwnanie

o jednej niewiadomej: 3 x — A2 —oll();

' - Rozwigzujac powyzsze rownanie otrzymujemy x = 6.
Sprawdzajac otrzymujemy: 3- 6—4-2=10. .
Zatem para liczb 6, 2 jest ukfadem pierwiastkéw. Gdybysmy

podstawili y =10, to: 3x — 4-10 =10, stad x = 3" )

Sprawdzajac przekonujemy sie, ze para Xx =7, y =10 jest
ukladem pierwiastkow. .

Podobnie ukladem pierwiastkow rownania o kilku niewiado-
mych, jak np.: gc—2y—|—4z=17,
nazywamy trojke liczb, ktére podstawione odpowiednio za X, y, 2
spelniajg rownanie. Takim ukladem jest np. x=1, y=—2, 2= 3;
wstawiajgc bowiem w dane réwnanie otrzymamy :

P D (LSl AT == 1T,

Aby znalezé uktad pierwiastkow, podstawiamy za dwie niewia-
dome, np. y, z,dowolne liczby. Podstawiajac y =3, z =4, otrzy-
mamy : x—2:3}+4-4=17, stad x="T.

Sprawdzajagc mamy: 7—2-3 +4-4=17.

Zatem x =17, y =3, 2z =4 jest ukladem pierwiastkow.

§ 2. Rozwigzywanie ukladu dwéch réwnan o dwéch
niewiadomych

Przypu$émy, ze mamy dane dwa rownania (mowimy réwniez
,2uklad dwéch rownan®) o dwéch niewiadomych, jak np.:
x+y=>5
x—y=—L
Jezeli podstawimy x=2, y=3, to oba réwnania beda spet-
nione. Mamy bowiem 2-3=5,2—3= —1. Podobnie jak po-
przednio, liczby x =2 i y=3 s4 ukiadem pierwiastkow.
Poznamy teraz metody, stuzace do rozwigzywania dwoch row-
nain o dwéch niewiadomych. Mamy rozwigzac uktad rownan:
2x +3y=—4
5x—4y=13.
Przypu$émy, ze réwnania powyzsze majg pierwiastki i ze x, y
oznaczajg te pierwiastki. R6wnania powyzsze mozemy zatem uwa-
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za¢ za rownosci, zachodzgce migdzy liczbami; mozemy je wiec

- przeksztatcac.

Metoda podstawiania

- Wyznaczamy z jednego rownania (np. z pierwszego) jedng z nie-
wiadomych, np. x tak, jakby druga byla wiadoma. Otrzymamy:

B =kl
x——z—........(l)
Wyrazenie powyzsze wstawiamy za x w drugie rownanie.

—4—3
Zatem : gty 0
5 5 4y =13.

. Mamy juz teraz réwnanie o jednej niewiadomej. Rozwigzujgc
je otrzymamy y= —2. Wstawiajgc otrzymang wartos¢ na y
w réownanie (1) otrzymujemy x = :4——_—»2;(-—2—):1. Sprawdzajge
przekonujemy sig, ze x=1, y=—2 sg pierwiastkami danego

uktadu rownari.

Metoda poré6wnania

Wyznaczamy z obu rownan jedng z niewiadom
| : ych, np. x tak,
jakby druga byta wiadomg. Zatem: .

Tt =Sl a
2 4 5
otrzymujemy stad : P ~2— Y _g =3,
Rozwigzujgc powyizsze rOwnanie dostajemy y = —2; nastepnie

jak poprzedpio x=1. Sprawdzajac przekonujemy sie, ze liczby
1, —2 sg pierwiastkami.

Metoda rownych wspotczynnikow
Pomno6zmy obie strony pierv 0 i 5 i
przez 2. Otrzymamy : I%xp+ 1‘éstie=gO-—r(2)(‘;V B 0

10x — 8y = 26.

' Doprqwadzilis’my zatem do tego, ze czynnik stojgcy przy nie-
Wladome} x jest w obu rownaniach ten sam, tj. 10. To jest istotng
cechg tej metody. Odejmijmy stronami dolne réwnanie od gérnego
(t?n. od_ejmujemy lewg strone¢ réwnania dolnego od lewej strony
rownania gornego i podobnie postgpujemy z prawymi stronami).
Otrzymamy: (10x 4 15y) — (10x — 8y) = — 20 — 26,
czyli 23y = —46, stgd y=—2.
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Dogodng jest rzecza nie wypisywaé powyzszej roznicy z na-
wiasami, tylko zmieni¢ znaki w obu stonach rownania dolnego
i na wypisanych réwnaniach przeprowadzi¢ redukeje. A wigc:
10x+156y =—20
—10x+ 8y=—26
23y = —46, stad y=—2.
Wstawiajac otrzymang wartos¢ na y w jedno z réwnan, np.
w gérne, wyznaczamy X.
A wiec: 2x +3-(—2)=—4, stagd x = 1. Nastepnie sprawdzamy.
Mogliby$my niewiadomg y wyznaczy¢ podobnie jak x. Pomnézmy
w lym celu obie strony réwnania goérnego przez 4, dolnego zas$
przez 3. Zatem: 8x+12y=—16
15x —12y= 39
Dodajemy rownania stronami: 23 x = 23, stad x=1.
Aby mée uzy¢ metody rownych wspolczynnikow, nalezy uwolnic
sig od nawiasow i wyrazen utamkowych, nastepnie zebra¢ niewia-
dome na jedng strong i zredukowac.

: § 3. Rozwigzywanie réwnan o kilku niewiadomych

Jezeli mamy np. rozwigza¢ uklad trzech réwnan o trzech nie-
wiadomych, jak np.: 2x—3y+4z= —1

x—2y-+3z2=6 N

4x+y—2z2=3,
to rozwigzujemy go przy pomocy metody podstawiania. Wyzna-
czamy z jednego réwnania jedng z niewiadomych, tak jakby
inne byly wiadome i podstawiamy w pozostale réwnania. Otrzy-
mamy w ten sposob uktad dwoch réwnan o dwoch niewiadomych.

Wyszukujemy np. z pierwszego réwnania z.
A wige: g, RN, L USSR e e
Wstawiamy w dwa pozostale; otrzymamy:
x—2y-+3(—1—2x-+43y)=6
4x +y—(—1—2x+43y)=3.
Rozwigzujge te rownania jedng z poprzednio poznanych metod
otrzymujemy x =1, y =2. Wstawiajgc w (1) dostajemy: '
z2=—1—2-143-2=38! ‘ .
Sprawdzamy dane rownania i przekonujemy sig, ze x=1, y=2,
z =13 jest ukladem pierwiastkow danych réwnan. :
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Podobnie rozwigzujem 0 0 i
A npa%: jemy uktad czterech rownan o czterech nie-
Zx -y 2 —g =1
x+3y—z+42u=14
bx—4y—3z-+u=3
& 3x —y-+4z—3u=—12.
- Wyszukujemy np. z pierwszego réwnania u.

A wiec: B=2% Ly s L B
" Wstawiamy w trzy pozostale réwnania; otrzymamy:
x+3y—z+2Q@2x-t+y+2z-+-1)=14
5x—4y—3z24+@2x+y+224+1)=3
3x—y+42—3Q@2x+y+2z+1)=—12.
; Tep ukla.d trzech réownafi o trzech niewiadomych x, y, z roz-
wigzujemy jak w przykltadzie poprzednim.
Znajdziemy : x=1, y=2, z=—1.
Wstawiajgc w (2) dostajemy:
u=2-1+4+2+4+2(—1)+1=3.
Przekonujemy sig, ze: x=1, y=2, 2=—1, u=3 jest ukia-
dem pierwiastkéw danych réwnan !

Zadania
1. Rozwigz uktad réwnan:
a) x+y=19 b) 3x+4y=10 ¢) x+2y=13
X Y= s 4x4+y=29; 3x+y=14;
d) 4x47y=29 e) 2x—y=9 ) 5x 4 6y=17
=l Bt i - 3x —Ty=19; 6x -5y =16;
2 2x+y=10 h) —5x47y=21 i) 3x—5y=—10
7x + 8y =53; 20x—9y="75; —4x+7y=18;
J) 1Bx—17y=11 k) 3x—Ty=0 ) tx—1y=0
29x — 39y =17; 2x-+4y=7; 8x A=ty —17;
m) ix+ty=1 n {5x-+4y=—8 0) 1,4x+15y=175
tx 4 4y=5; 1x—1y=26; 0,3x 4,2y =309
p) 1x+05y=5 ¢) jx+43y=8 r) 3x+4-3y==6
ix 41y =15; X — 65 =22; {x - iy=104.

2. Rozwiaz uktad réwnan.
a) 2x —y=3y—x-}2
X4 y=3;

b) 4x+T7=2y1-x|2
7y —3x=x-+2y -+ 3;
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¢) 3x+565y13=>5x—Ty-8

4x —4y+T1="Tx+y-+3;

e) fx—2ty4+38=x—1ty
$x+3ty=10—x+y;

g 2hx—03y+1=4x-+y

. Rozwigz uklad réwnan:

a) 42x—y)=>5
3(x—1)=y;

) T(x—5)+4(y+1)=0
x+5y+3=3(x—4);

e) 5x=50—17y

d) x—b5y+3=2x—8y-3
6x —11y45=11x—
— 13y -+ 18;

) x4 6y=4x+24y
7x—60y=>56x--19;

) po—g=y-—14
2x +5=2y+ 44+ 10x.

b) 3(x+2)—@y—1) =.2x
x—2(p+2=4(x—2);

d) 3(3x—2)+4=2(y—1)
2(x—y)=8x+41%y;

) 10x =11 —y—?;—5-

i x+3,
gy
g 3+2y=>5 b g
2x —1 ) T T
Bt eyl
. 2x+3y 2x—3y . 3x+2y=30—y
i) SR T | D 5 3
10y —7 % SAE el Baat
10 < .0! 3 2 i
e PR g x—1=2y—l—1_1_
Wis 573 Soms . ae
52 =87 8y-5 1 x+1_8y+4 2
TRRNRR e 5 6 3’
200 i nas RSO0 SR S T
mxg +,4y=z% a2 e
3""’3'_2}'""":1%; 4.x+y=x+y—2.
4 6 5
4x—3y+7 4(x+y) , x—4y
O S s e e e
X Y2
B

4. Rozwigz uktad réwnan:

@) XY - 2==0
x—y+2z2=3
Sre= el == o 50

¢)3x+y—2z2=9
4x+y+z=5
x+2y+2=6;

e) x+2y —3z2=1
2x—3y+8z=—5
3x —4y+62=—12;

& —2+3y+42=9
7x—6y-+5z=09
15x+2y—42z=09;

Yxry—2 D§+§
x+z%11 §"+§
y+z=1; %—g

D3x—y)+2=7
e 5+Z=x—y
e

n)3x+2y+2z2=0

$@x+9) + 3 (x +22) =y —10
@+ 2y) +1@x+2) = x — 20,

|

[
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b) 2x+438y+2=20
3x —2y—2z=28
4x —y+22=19;

d) x—y—2=0
2x —3y+2=1
8x—4y 1 22=5;

) x—=8y—2z=—11
3x 42y —2=26
2x—y+8z=19;

B $x—1y+4z=5
PX A4y —hz=2
X+1y — 52=6;

X+2 , y—x |
14 =3 |
1; x+y—4kz+*5=5;
x+1 8y—4 z—4.
i PR i
X+y+z2=0

$(x+2)=25y;

0) x+y+z2+u=8
X—y—z+u=10
X—y+2z2—u=—10

—X4y—2z—u=0.

§ 4. Ukladanie réwnari

Rozwigzanie:

. Suma dwéch liczb wynosi 95, a ich réznica 23; jakie to liczby ?

Oznaczmy jedng z szukanych liczb przez x, drugg za$ przez jy.
Suma tych liczb wynosi z jednej strony x 1y, z drugiej 95,

Mamy wiec:

X105

Réznica tych liczb wynosi z jednej strony x — y, z drugiej 23.

Mamy wiec:

xX— =23
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Otrzymali§my zatem na szukane liczby ukiad réwnan:
x+y=9
x —y=23.
Rozwigzujgc ten uklad znajdziemy:
x =59, y = 36.
Sprawdzenie: 59 4 36 =95, 59 — 36 = 23.

6. Suma dwoch liczb wynosi 17, a ich r6znica 69; jakie to liczby ?

7. Jakie dwie liczby maja nastepujacg wiasnosc: gdy do pierw-
szej z nich dodamy 21, otrzymamy iloczyn drugiej przez 3,
gdy zas do drugiej dodamy 18, otrzymamy iloczyn pierwszej
przez 2°?

8. Trzecia cze$é sumy dwoch liczb wynosi 14, a polowa ich roz-
nicy 4; co to za liczby?

9. W Kklasie II i Il jest razem 68 uczniow; w klasie II jest
o 6 uczniow wiecej niz w IIL. llu uczniow jest w Kkazdej
klasie ?

10. Uczen zaplacit za 3 zeszyty i 4 otowki 1,02 24, a drugi uczen
za b takich samych zeszytow i2 otowki 1,14 2¢; ile kosztowat
zeszyt, a ile olowek ?

11. 4 robotnik6w i 8 robotnic zarabiaja dziennie w fabryce 32 2/,
a 10 robotnikow i 6 robotnic zarabiajg w tej samej fabryce
45 zt; ile zarabia dziennie robotnik, a ile robotnica ?

12. Chlopiec sadzil, ze za kwote, ktorg posiada, moze kupié
9 olowkéw. Poniewaz jednak otéwek kosztowal o 4 gr drozej,
niz on sie spodziewal, kupit tylko 6 otowkow; ile kosztowal
olowek i ile pienigdzy chiopiec posiadat ?

13. W grudniu spalono 1,5 ¢ koksu i 6 ¢ wegla, a koszta opatu
wyniosty 185 2/, w styczniu za$ spalono 1,8 f koksu i 8 ¢
wegla, a koszta opatu wyniosty 166 zt. Ile kosztuje 17 wegla,
a ile 1 ¢ koksu? :

14. Ojciec ma dwa razy tyle lat, co obaj jego synowie razem;
miodszy syn ma lat 8; za 23 lat bedzie mial ojciec tyle lat,
ile synowie razem. lle lat ma ojciec, a ile synowie?

15. Suma liczby dwucyfrowej i odwroconej do niej (tj. takiej,
ktéra na miejscu jednostek ma cyfre dziesiatek i na odwrdt)
wynosi 110; réznica cyfr tej liczby rowna si¢ 6. Jaka fto
liczba ?
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gv.vaga: Liczba, ktéra na miejscu setek ma cyfre a, na miejscu
ziesigtek ma cyfr¢ 4, na miejscu jednostek cyfre ¢, wynosi:
. 100a 106 - c.
Liczba do niej odwrécona wynosi: 100c¢ -+ 106 4 a.
16. Su;na }1({zby (’iwucyfrowej i odwréconej do niej wynosi 55, ich
zas roéznica rowna si¢ 27; jaka to jest liczba ? ,
17. Sufrna cyfr liczby d.wucyfrowej wynosi 14; jezeli przestawimy
cyiry, otrzymamy liczbe o 36 wigkszg. Jaka to liczba ?
18. (S}t(;iébwydawal W podrézy 12 z¢ dziennie i zostalo mu 40 zi.
-y’y byt yvyd_ayval 15 24 dziennie, to musiatby wréci¢ o jeden
le’e.Il ‘w?zesnlej 1 zostaloby mu 13 24 Jak dlugo byt w po-
drozy i ile posiadal pieniedzy? >
19. W gkosow?niu przyjeto wniosek wiekszoscig 86 glosow przy
340 glosujacych; ile glos6w oddano za wnioskiem ?
20. Kos%ta w.ycie(.:zki wyniosty 180 24, Gdyby kazdy z uczestnikow
.(vjvymef:zkl ztozyl na pokrycie tej kwoty 4 z/, brakowatoby 4 z#
0 tf’l sumy'; gdyby natomiast kazdy mezczyzna dat 5 2z¢
a kazdffi kobieta _3 zt, zebrana kwota bylaby o 8 2/ za duZa’
| Ilu mezezyzn, a ile kobiet brato udzial w wycieczee ? :
21. _Ku“prlec zamOwil pewng ilo$¢ wina po 6 2/ za 1 [ i pewng
llosc-po 4,50 2¢ za 1 | i miat zaplaci¢ 1020 z¢. Dostawca wy-
tst'zlmwﬂ'rachun.ek na 1080 z/, gdyz przez omytke dostarczyt
yle \yma drs)zszego, ile mial dostawic¢ tanszego i na odwrot
3 lle wina drozszego, a ile tanszego zamowit kupiec? :
22, %iandlar:.z owocow zakupit 1500 kg jabtek i 1000 kg gruszek
lzi‘?:am ré.azgm'ISOO zt. Jablka sprzedal o 20, a gruszki
f) 5% df'ozeg,mz kupit, i zarobil 315 z/ Ile placit za 1 kg
jablek, a ile za 1 kg gruszek?
23. :{toi. zgdal 10 kg kav.vy po 7 z¢ za 1 kg; kupiec mial 2 ga-
unki kawy: po 6 z/ i po 10 2/ za 1 kg. Ile kg kawy kazdego

z obu gatunkéw musial zmieszaé, b oG :
po 7 2/ za 1 kg? ,» by otrzyma¢ 10 kg kawy

24. Adam i Pawel byli na polowaniu. Adam powiedziat do Pawla:

dgm ci. po.5 2t za kt'lZdy moj strzat chybiony. Pawel zas na to

I(;op;);m;crl;la;l: ;1 IJ)a ci dam po 3 z/ za kazdy twoj strzat celny
a a . . p

e ch Pawet zaptacit Adamowi 4 2/ Ile razy Adam

A :

20. t(;‘rdky‘t‘[))ym 7 Jedt?ego wora mgki przesypal 4 kg do drugiego

ytoby w drugim dwa razy wiecej maki niz w pierwszym;
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gdybym 4 kg maki przesypat z drugiego wora do pierwszego,
bytaby w obu worach ta sama ilo§¢ maki. lle kg maki jest
w kazdym worze ?

96. Statek, pltynac z pradem rzeki przebywa droge 56 km w 3 godz.,
plynac za$§ przeciw pradowi w 34 godz. Jaka jest predkosc
statku, a jaka pradu?

97. Ja§ mowi do Stasia: Jesli mi dasz 2 gr, to bede mial tyle, ile
tobie zostanie. Sta§ za$ odpowiedzial: Jesli mi dasz 2 gr, to
bede miat dwa razy tyle, ile tobie zostanie. Ile groszy miat
Jas, a ile Stas?

28. 7Z dwoch miejscowosci odleglych o 18 km wyruszajg jedno-
cze$nie dwaj cyklisci w tym samym kierunku. Jeden cyklista
dopedza drugiego po 2} godz. Gdyby jechali naprzeciw sie-
bie, byliby si¢ spotkali po } godz. Z jaka predkoscig jechat
kazdy z nich?

29. Dwaj piechurzy wyruszyli naprzeciw siebie z dwoch miast
odlegtych o 55 km i spotkali si¢ po 5 godz. Gdyby pierwszy
z nich wyruszyl o 2! godz. wezesniej niz drugi, byliby
sie spotkali po 4 godz. lle km na godz. przebywal kazdy
z nich ?

30. Na torze kotowym, dlugosci 660 m, jada dwaj cyklisci. Gdy
jadg w te samg strong, cyklista A wymija cykliste B co 11 min,;
gdy jadag naprzeciw siebie, spotykajg si¢ co 1 min. Z jaka
predkoscia jedzie kazdy z nich ?

31. Jesli pociag pospieszny, jadacy z Krakowa do Lwowa, powigkszy
predkosé, z jakg powinien jechac wedle planu jazdy, o 4% km
na godzing, to przyjedzie do Lwowa o $; godz. za wezesnie,
jesli za$ zmniejszy predkosc o 2,85 km na godzine, to przyjedzie
do Lwowa z op6znieniem | godz. Jaka jest odlegtos¢ Kra-
kowa od Lwowa i jaka jest predkos$¢ pociggu, przepisana pla-
nem jazdy? "

32. A przechodzi w 8 godz. o 4 km wiecej niz B w 6 godz., zas$
B przechodzi w 9 godz. o 4 km wiecej niz A w 10 godz. Jakg
przecietna predkos¢ na godzing posiada A i B?

33. Kapitaly 1800 z¢ i 2200 24, oddane na roine procenty, przyno-
szg rocznie razem 182 2¢ dochodu; gdyby zamieni¢ z sobg
oprocentowania tych kapitatow, przynosityby tylko 178 z¢ do-
chodu. Na jakie procenty oddano Kapitaly ?

34. Obwod trojkata wynosi 46 cm. Najwigkszy bok jest o 6 cm
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mpiejszy od sumy pozostatych, §redni za$ bok jest dwa razy
wigkszy od roznicy pozostatych. Oblicz boki tego trojkata!

35. Jas i Stas ogladajg flobert wartosci 35 2¢. Jas méwi: pozycz mi
potowe pienigdzy, ktére masz, a ja bede mogl kupié ten flobert.
i\(I)a .tobStglé odpolwiada: jesli ty pozyczysz mi ¢ swych pieniedzy.

ja mogt kupi ieni az ich
posiada(i ?Q g pi¢ ten flobert. Ile pieniedzy kazdy z nich

36. A, B, C i D majg razem 290 2t. A ma 2 razy tyle co C, a B -
m-e.l 3 razy wigcej niz D. C i D majg razem o 50 z/ mniej
niz A. Ile kazdy z nich posiada?

37. Eozdzi‘el 100 2¢ pomigdzy 3 mezczyzn, 5 kobiet, 4 chlopcow
i3 dglewczeta w taki sposob, aby kazdy mezczyzna dostat
tyle, ile jedna kobieta i 1 dziewczyna, kazda kobieta dostala
tyle, ile chlopiec i dziewczyna, a kazdy chlopiec potowe tego
co mezczyzna i dziewezyna. ’

38. Znajdz takie trzy liczby, aby iloczyn pierwszej przez 2 dodany
do réznicy drugiej i trzeciej dal na wynik 20, iloczyn drugiej
p.rzez 2 ‘dodany do roznicy pierwszej i trzeciej dat 9, a suma
pierwszej i drugiej byla o 3 wigksza anizeli iloczyn trzeciej
przez 2.

39. W pociagu jedzie 600 os6b. W klasie drugiej znajduje sie trzy
razy tyle co w pierwszej, a w pierwszej i trzeciej trzy razy
tyle co w drugiej; ile os6b jedzie w kazdej klasie ?

40. Jan, Piotr i Pawel rozdzielili miedzy siebie 100 2/ w ten spo-
s6b, ze Piotr otrzymal o 38 27 wigcej od Jana, za§ Jan i Pawel
0 7 2t wigeej niz podwojna kwota, jaka otrzymal Piotr; ile
otrzymal kazdy ? ,

41. 300 uczestnikéw wycieczki zaplacito za podroéz kolejg tam i z po-
rotem 17955 zi. W II klasie bylo 3 razy tyle oséb co w IilIl
razem. Ile os6b bylo w kazdej Kklasie, jezeli I klasa koszto-
wata 84 2¢ na osobe, II klasa 63 2/, zas III klasa 42 z¢?



Jednomiany i wielomiany

Rozdziat IX
Potegi

§ 1. Potega o wykladniku naturalnym

lloczyn, jak np. 2-2-2-2, w ktérym wszystkie czynniki sg
rowne, zapisujemy krécej w postaci: 2'. A wige czynnik, ktory
si¢ powtarza, piszemy raz, u goéry zas liczbg, wskazujgca, ile razy
ten czynnik si¢ powtarza.

Czytamy: dwa podniesione do potegi czwartej lub krétko dwa
do czwartej. Mamy wiec 2*= 16.

Liczbg 2 nazywamy podstawg, 4 wyktadnikiem pote-
gowym, wynik za$ 16 potega. r ‘

Podobnie: (—3)°®=(—3):(—3)*(—38):(—3):(—3)

at=a-a-a-a; (—x)}=(—x):(—x):(—x).

Jezeli n oznacza liczbe naturalng, wiekszg od 1, to wyraze-

nie a" mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu nastepujgco:
=bededea..d

Liczby u gory wskazuja, ktorym z kolei jest dany czynnik.

Wyrazenie, jak: a' na razie nic nie oznacza; nie istnieje bowiem
iloczyn, posiadajgcy tylko jeden czynnik. Uméwimy sie¢ na przy-
szlosé, ze ai—a

Zatem: 3'=3; (—5)'=—5, x'=x, (—b)'=—b.

Zadania
1. Napisz jako potegi:
a) (+2):(+2)* (42 (=1 (=1), (=38)'(—3)'(—3)(—3); -
b) (—1)(—1) (1), (+5):(45), (—4) (—4) (—4)-(—4-(—d);
¢) (—8) (—H (=%, (1,2):(12)1,2)1,2)-1,2);
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da-a, b-b-b, x-x:x"%x-X, Cisehicees

e) (—a) (—a) (—a), (+a) (+a), (—x) (—x), (—¢) (—o).
2. Oblicz:

9 (2% (—8), (—1)% (1), (1), (1%, (=D, (—D)Y;

b) (=2, (—2), (42)% (—1)', (— 1)1, (—3)*;

C) (_'%)3’ (+%)2’ (_5')5’ (_‘“".}{)2’ (_0’1)2, (+1’2)2;

d) (+3)% (0,2)%, (0,2)%, (0,1)%, (—10)%, (1,1)%

e) (—0,01), (0,001), (—3)% (—3)*, (+2)% (—0,3)
3. Oblicz: a® jesli: a) a=-42 b)) a=—1, ¢)a=3, d a=—4.
4. Oblicz:

@) (—2 4 (+2)%, (—8)*4(—2)%, (—1)* —(—1)5;

B) (—1)* + (—1)* + (= 1) + (—1)5 4 (—1)";

) (D' + (=2 + (=2 (=2 —(—2 | (—2)* — (2.
5. Sprawdz nastegpujgce wzory:

a)l-lx+x2= ’;:—:Tl, 1 x] x8 —|—x3=§:—11, podstawia-

jac x=2, 3, 10, —2, —3, —10.

6. Znajdz dwie rézne liczby naturalne x i y takie, zeby xv = y~|
7. Podaj trzy liczby naturalne x, y, z takie, ze: x* SopE=— 221

§ 2. Znak potegi

Znak + lub —, przed potega, odnosi si¢ do wartosci potegi.

Np.: —(+3)!=—(+9)=—9; —(—4)*= —(—64) = 64.

— (=@’ =—[(—a) (—a) (—a)]=—[—a-a-a]—a-a-a=a’,

—0’=—a-a-a=—(ad.

Jezeli podstawa jest rézna od zera, a wyktadnik jest liczbg
parzysta, to wartos¢ potegi jest liczbg dodatnia.

Np.: (=3)'=(—3) (—38) (—38) (—3) =81; :

Zamieniajgc bowiem potege na iloczyn zauwazymy, ze iloczyn
zawiera¢ bedzie parzystg liczbe czynnikow tego samego znaku;
zatem wynik bedzie liczbg dodatnig.

Podobnie : (-+2)* =24; (—2)* =24 itd.
(—a)? = a?, (—a)® = a8, (—a)*=a® itd.
(+a)*=a? (+a)’ = a", (+a)f=a* itd.

Jezeli podstawa jest rozng od zera, za$ wykladnik jest liczbg

- nieparzystg, to warto$¢ potegi jest tego samego znaku co podstawa.

Np.: (—3)'=—3, (=3)’=(—8) (—3) (—3) (—3) (—3) = —243.
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zeli i i 0 ie 1, to potega réwna sig
Jezeli bowiem wykladnik rowna SI‘Q > : : |
podstawie. Jezeli natomiast wyktadnik jest liczbag m(.aparzysfq
wiekszg od 1, to zamieniajgc potege na iloczyn zauwazymyimze
iloczyn zawiera¢ bedzie nieparzystg liczbe r(’)wnych. czy}lm W
tego samego znaku; a wiec warto$é iloczynu bedzie mie¢ ten
sam znak co czynniki.
Np.: (—38)'=-—3],
(—a)t=—a’

(—1)p=—1,
(—a = —a

(—1r=—1,

Jezeli n oznacza liczbe naturalng, to:
(_I_a)n:+an =an’ (—a)":a")

(—a)" = —a", jezeli n nieparzyste.

Wzor pierwszy jest oczywisty, gdyz —|~{1=0. D_wa P{)zostﬁle
wzory sprawdzamy zamieniajac jak poprzednio potegi na iloczyny.

jezeli n parzyste,

Uwaga. Jezeli n oznacza liczbe naturalnq,. to 2n- jest li.czb’q.
parzysta, za§ 2n-}-1 jest liczbg nieparzystg. Mozemy wigc napisac:
(_ 0)2:1 — aZn . (__ a)2n+l e __aZII+1'

Zadania
8. Jaki znak beds miaty nastepujace potegi:
a) (5% 7, +3* (+95% (+4):3
b (2" (8, 8% (—9)“';2 o 2)1 ;
0 3%, (=D —H*Y —PH? D7
9. Oblicz: o N
a _35, _27’ __28’ _I_(_Jr3 4, ey 6; iy
bj + (=5, — (D5, — 3, =T g -—(—1)0,1)3
C) _*("_%)2: _("_%)2! —(—%)3’ —(_—011) ) _(_' G
10. Oblicz: -
@) 142420425 ) 2—24 ¢ (+3)—(=3)
d) (+2°—(—2¢; . o 2 —@+2)"
11. Oblicz: (—1)** oraz (—1)*"*!, gdzie n jest liczba naturalng!

12. Oblicz: g
3-52, 475 (_3).24’ 3(2), Sre : :
8 4(—2)%, (+2) (=28 (=2 (+3)®% —3) (=9
13. Oblicz: -
q) 3-26—5-8, —5-2044-(=2¢ —4 2+ (D
b)3-2“—4-24—|-5-22——4-21.

' 17. Sprawdz:

Banach i Stozek. Algebra II gimn.
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14. Uwolnij od nawiasow:
a) _(—I_ a);’)’ +(+ b)69 —(-X)7, _(_{_ a)3’ +(—X)4,
()) (_x)‘Zn’ (_x)2n+1, _(_a)2n’ __(__~a)2n+l’
‘jesli n jest liczbg naturalna.

15. Podaj wszystkie liczby wzgledne, ktoryeh
a) kwadrat wynosi 1, 4, 9, 16, 25
b) szescian wynosi 1, 8, 27, — 64.

- 16. Czy istnieje liczba wzgledna, ktorej kwadrat rowna sig: —1°?

§ 3. Iloczyn poteg o réwnych podstawach
Przypus¢my, ze mamy iloczyn poteg o réwnych podstawach
np.: agsias;
gdzie m, n oznaczajg dowolne liczby naturalne.
Jezeli m >11in>1, to mozemy napisaé:

17l m 1 2 n
a-a*—=a-a...a:ara...a.

Widzimy, ze iloczyn poteg przedstawiliSmy w postaci iloczynu,
ktérego wszystkie czynniki (w liczbie m-{-n) sg réwne.

Zatem : RPOGI: 2
Podobnie postepujemy, gdy m=1 lub n—1.
Np.: 20:20=2:2-2:2:2:2:2=2%+ =191

(B gt T

A wige: Iloczyn poteg o rownych podstawach ré6wna
sie potgdze, ktérej podstawa jest ta sama, a wyktad-

nik jest sumg danych wykladnikow.

Np.: @*-a®*=a®; @*-a=a’-a'=0% a-a®=aq'-0®=aqt.
Jezeli m, n, p oznaczajg liczby naturalne, to

am™-q" . aP — am+n+p.
Mamy bowiem: a™-a" =qmt", gm+n.qp==gqmtatp,
Np.: a®-a®- @% = q?+3+5 — at%; xtexox®=— x4t+1+6 — x11,

Zatem powyzsze twierdzenie odnosi sig do iloczynu ilukolwiek

poteg o rownych podstawach.

Zadania

@) 2820 =127, (—2)-(—2)°=(—2)% (—8)! (—8)*=(—3)°;
b) (—1)" (=1 =(—1)", 20-2=26 gt .q=aq"

7
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18. Przedstaw jako potege:
a) 34-87, 2%-28 26-2, 3'-3, (+38)*-(+3)%;
B) (—2°-(— (—HT (=D FD DL 0D 0D
¢) a*-ad, x-x7, b°-b%, a'-a, x°-X, at> o
d) (+ay - (+ar, +x? +0% (—a)? (—a)
) (—O (—0), (=% (=% (=)' (=27
) 8% 88, 35, 221 2, (PP (D)
g (—5) (—=5) (—5), (+* ) DY
h) a2.a5.a3, x5.x2.x7, b2.b11.b8;
i) (—a)y’-(—a) (—a?, (0! (—x)° (="
19. Przedstaw najprosciej:
a) a*b*at- b5, a-b*-bt-ab-ad x'yPxy’;
b) (—ay*- bt (—a) (—a)'b, X' (=P X} (=)t
¢) a-b%-2a5- b7, x%-y%-8x°y*;
d) at.b2.a3.cﬁ.ci.b4.a6’ x2'y5'22'y1'x5‘22.
20. Kwadrat pewnej liczby pomnozono przez czwartg potege tej
liczby. Ile otrzymano ?

21. Pomn6z piatg potega liczby 2 przez iloczyn trzech czynnikow,
z ktoérych kazdy rowna sig¢ 2. Przedstaw wynik w postaci po-
tegi liczby 2!

22. Przez jaka potege o podstawie 5 musisz pomnozy¢ liczbe 5%,
aby otrzymaé liczbg 5.

§ 4. lloraz poteg o réwnych podstawach

Mamy iloraz poteg o réwnych podstawach: %,

n

gdzie a=£0, zas min oznaczajg liczby naturalne. Przypusémy,
ze m > n. Jezeli n > 1, to mozemy napisac:

2
am

1
.——a'
a~  a-

1

T RINY

a
a...
2

Poniewaz m > n, wiec mozemy licznik i mianownik n razy po
kolei podzieli¢ przez a. Otrzymamy W ten sposob w liczniku o n
czynnikéw mniej, czyli pozostanie czynnikéw m — n. Zatem:

1 m-~n

2
a™ AL ol wicam e
— ’ = s
an 1 Q an

Podobnie sprawdzamy wzOr powyZzszy, gdy n=1.
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4 a° ‘ara-q-a-0 -‘a-q

2D P T e o AR
. Zate?m (gdy wyktadnik dzielnej jest wiekszy od wyktadnika dziel-
nika) iloraz ’pot.e,g o rownych podstawach ro6wna sie
potedze, ktorej podstawa jest ta sama, a wyktadnik

jest ré6znicg wykladnikéw dzielnej i dzielnika.
Uwaga. Wz6r powyzszy moglibySmy réwniez sprawdzi¢ w na-
stepujgcy sposob: —=qm "

gdy a0, m, n naturalne liczby i m >n, bo:
an ,am—n =an+m—n :am'

Jezeli m > n, to dzielgc dzielng i dzielnik przez a™ dostaniemy :

RN N e
an_an:am—an—_m'
Np.: a_iz,l_.
(@15 Tt
Jezeli zatem a0, m i n oznaczajq liczby naturalne, to:
—=qa"" ", jezeli m A g:_l_ iezeli
- l >n, 7 —gnom » lezeli m <.
23. Sprawdz: Zadania

a) ?8_:332 =8 (+49%: (F4 =+ |
D EF—o Shmcon ()6

24. Wyraz jako potege:

a) ?7.: 28.94 927:92 33-1 |

B (g (D (HB (=8 (B (6 ()
C)Z—:, ’;if %1—7 a%:ab 0%:b, Xx°:xt;

) T S0 0, 9

25. Sprawdz:

e SR G il
8831 9RO (LgyT (8)

7#
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—2)5 1 Xt a1
e

a® a

26. Przedstaw jako odwrotnosci poteg:

27.

28.

LR L W SR R e B
) =0 =8 AT
c) f;.?.' ;—:), g;, alsqi%s el a0 iy 2ix s
9 &L CB oo e
Przedstaw najprosciej:
ajitad 3 By at, -0 08 X )Ext
bldai (a2 ~a¥)] 1 @t 220X 1 2] T
¢) [a®{a'* : a¥)] - a".
Uprosé:
a® x5 a* a®b a*b®  adbht xPy* xTyE
VD ¥ @ 5 Ve T e By
a4 b5 C3 x7y2 zs x2 y5 24 a2 bS C_jdj :
2 a?bbc’ x5y’ yizr  ab*dd’
at =t s ab’ oty wakhieh
D ¥ b By e
a3 b4 C2 x5y822 a2b3 c2d4
e) atbic’ x4y526’ abtcide

§ 5. Potega potegi
Mamy potege potegi: (a™", gdzie m, n sg dowolne liczby

naturalne. Przypusémy, ze n > 1. W tym wypadku mozemy przed-
stawi¢ powyzsze wyrazenie w postaci iloczynu:

n 1m 2)11 nm
(@B)E — aE R ay a:

Czynnikami powyzszego iloczynu sg potegi o réwnych podsta-

wach. Poniewaz suma wykladnikow wynosi

mozemy zatem napisaé:

wypadku mamy:

1 2 n
m-tm-...-+m=nm,
(am)n —_— anm.

Wzér powyzszy jest rowniez wazny, gdy n=1; w tym bowiem
(GHE=lot —a

st
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Zatem mozemy w kazdym wypadku napisac:
(am)n e amn.

A wige: Potega potegi ré6wna sig potedze, ktorej pod-
awa jest ta sama, za$ wyktadnik jest iloczynem wy-

ktadnikow.

29.

30.

- d) [(@9)* : a¥] - at,

31.

. 32,

33.
34.

Np.: (a5)3 = g% @b @F = Q@°+5+5 — ads, (245 = 245 = 9%,

Zadania

Przedstaw jako potege: :

a) (2% ()Y, @), (B4 (@) ([(8H2)5;

) [(+3)F, [(+5)1, (2915 [(—3)]% ([(—1)*)4;
) 1B (@)1, (D%, (=D {[(—id*H)e;
@) (@) (XY (BTN ()5

e (o), (07, [(—a)'l [(—a));

/(G N (65 L (70 5 LI (R D

Przedstaw jako potege:

a) (a%)3- a2, (x7)4 - x3, )7 b, (c11)2- ¢8;

b) (a3 : @, (x11)2 : x10, (6793 : b5, (c®* : ¢3;

¢) [(@)°-a']:a’ [(x%)*-x%]:x2 [(B7)- 9] : b8,

(7?2 x29] - x  [(6%)° : 6] - b

e) [(@)°:a] 1 a% [(x%:xM]:x5% [(6')2: 6% : &S
Przedstaw jako potege:
a) (@°)°- (@)?, (x?)*- (x¥),
b) (@)°: (@), (x7)?: (x?),
c) {6a”)® « (a*)'] - @, . [(x9)5+ (F)"] : %20

d) (67)-@%)- (0Y, [(9)°- (3] : (3D~

Ile wynosi iloczyn 5 czynnikéw, rownych a8?

©** - 0%;
0% : (b5

Co jest wigksze (9°)°* czy 9(33)?
Do jakiej potegi nalezy podniesé liczbg 3% aby otrzymaé 3%09

§ 6. Potega iloczynu, ilorazu
Mamy potege iloczynu,np.: (a-b)", gdzie n jest liczbg naturalng.

Przypus$émy, ze n > 1. Piszgc potege w postaci iloczynu otrzymamy :

i 2 n
(ab)" =ab-ab-...ab.
1 2 n 1
Na mocev wigc nrawa przemiennosci: (ab)" =a-a-...a-b- IZJ o

SE
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Zatem: (ab)2 =@ b=,
Wzor powyzszy jest rowniez wazny, gdy n=1. W tym wy-
padku mamy bowiem: (ab)! = ab=a'- b ;
Np.: (ab)) =ab-ab-ab=a-a-a-b-b-b=a’b®
Podobnie postepujgc otrzymujemy:
(abe)r —=ladbZcr: i (abea)t —at bictde. v
Np.:. (abc)’ =abc abc-abc=a-a-a-6-b-b-c-c-c=a*bic’
Zatem: Potega iloczynu rowna si¢ iloczynowi czyn-
nikéw podniesionych do tej potegi.
Np. : (aﬂ o b5)4 == (a3)4 . (b5)4 — al2 b?o
(a5 b6 c2)3 — (05)3 5 (b6)3 . (C2)3 = al5 b18 CG.

b
za$ b= 0. Przypusémy, ze n > 1.

Mamy potege ilorazu np.: (£> , gdzie n jest liczbg naturalng,

Mamy :

Widzimy stad, Ze:

Wzér powyzszy jest rowniez wazny dla n = 1. Mamy bowiem:

a\i_a_at
5)_b_'b1
: dV¥-'a g dgd a4 (§)7=_?3_7
S (E)‘E‘E'E‘b-b-b“bs’ 5) =5
A wiec: potega ilorazu jest ilorazem, ktérego dzie.lna
i dzielnik jest potegg odpowiednio dzielnej i dziel-
nika danego ilorazu.

a5 2 (03)2 aG x4 5 (x4)5 x20
Zadania

35. Wykonaj dziatania:
a) Ba), (Bx)° (—2a% (F3x9%, (—=2x9)°%;
b) (ab)', (—xy)°, (a*0%), (a°07)% (H-a*b%)%;
C) (___ a? bT)B’ (al b3 C)5, ((12 b3 C4)G’ (3 a2 b.’r)ﬁ;
d) (—3a5bc)’,, (—2x7y°2%5, (—4n*vind)’
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36. Wykonaj dzialania:

dlde e
8] kgl AT 2/’ 3
s i aytoef=sa® . /g
A I Y
C) <§)2 )’, __11)5 3 3
) (&) (=), (;) > (1
d) (g>2, 2)2’ (x_f)ll’ (+ 0)2’ (__’_ a4 8, __rxf) 6.
b ya =25 b b’l yla
37. Wykonaj dziatania:
2N 3.V (4 .\ 1
a) (ga)> (——7X)a <7a>7 <—§X),
b 3088 5042 7a62 4x84
) (w) (%) (5 559):
: 2 h5\ 2 4 2
c) (03174) S (_ asbz 3’ <3x Y 3.
x3y x3y 4a3btc?
38. lle razy zwigkszy sig¢ wartosé potegi o wyktadniku 3, jezeli nie
zmieniajgc wykladnika powigkszymy podstawe 2, 3, 4.... razy ?

39. W iloczynie a® b*® pierwszy czynnik zastgpiono czynnikiem 2a
za$ drugi czynnikiem 2. Ile razy zwigkszyl sie iloczyn?

T

9 =

=3

-
(%)
O
fos ©@

Q‘,Q
=)

40. Podziel cigzar 7 kg na 4 rowne czesci, po czym oblicz wartosé
iloczynu liczb, wyrazajacych ciezary poszczegolnych czesci!

Rozdziatl X

Jednomiany

§ 1. Okreélenia

Jednomianem nazywamy iloczyn (ilukolwiek liczb), opa-

trzony znakiem Ilub nie. Np. Jednomianami sg:
3x, —2a, 4ab, —(—3)a (—5)x, (—3) aba.

Jezeli w jednomiani_e niektore czynniki sg liczbami danymi, to
obliczajgc ich iloczyn przedstawimy jednomian w postaci prostszej.

Np. (—8)x(—2)z=6x2; —(—2)a(+4)b= —(—8)ab =8ab.

Jezeli w jednomianie niektére czynniki literowe sg rowne, to
mozemy zastgpi¢ je przez potege.

Np. 3xaxx =3ax®; —2aabbb = — 2a%b,
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Jezeli jednomian przedstawimy tak, ze tylko jeden czynnik jest
liczbg dang, to liczbe te wraz ze znakiem jednomianu nazywamy
wspélczynnikiem liczbowym lub kr6tko wspéiczynnikiem.

Np. Jednomiany: —3x, b5a*b, — (—4)xyz, (—3)a’bs,
majg wspotczynniki: —3, 5, — (—4)=4, —3.

Do jednomian6w zaliczamy réwniez litery (poprzedzone ewen-
tualnie znakiem), jak np.: x, a, —), —=z.

Uwazamy je bowiem za iloczyny:

x=1-x, a=1-a, —y=(—1)y, —z=(—D=z

Wspo6tczynnikiem jednomianéw: —a, —X, —2 jest —1.
Wspotczynnikiem jednomianéw: a, X, 2 jest 1.
Dwa jednomiany, jak np.: —3a*bc’, Ha*be?, w ktorych czyn-

niki literowe sg te same i w tych samych potegach, nazywamy
jednomianami podobnymi. Jednomianami podobnymi sg np.:
. 3xi—bx, 2a%i—ba®; 8a*bi—la¥h; 4a’xp’i —2,5a%*xy>.

Stopniem jednomianu ze wzgledu na pewng literg nazywamy
wyktadnik, w ktérym dana litera wystepuje.

Np.: Jednomian 3ab®c jest drugiego stopnia ze wzgledu na a,
trzeciego ze wzgledu na b, pierwszego ze wzgledu na c.

Jezeli w jednomianie dana litera nie wystepuje, to moéowimy,
ze jednomian jest stopnia zerowego ze wzgledu na dang literg.
Np. 3ab* jest stopnia zerowego ze wzgledu na liter¢ np. c.

Zadania

1. Przedstaw nastepujgce jednomiany w najprostszej postaci:
a) —(—2)a(—3)b, 4a(—5)abb, — (—8)ab(—2)b;
b) a-x(—3)ax, (—2)abx(—7)abx, 6x% (—10)xy;
¢) + (—6)xy*3xy, — (—Hab(—=7a?, (—§a’x’(— 1} axa;
d) xyz (—b)x*%2, — (—38)abed (— 2)a%b3ctds;
e) (—7)x%y (—B)xy* (—4)x*y, (—5) x2yz (—2) abex.
2. Wyznacz wspoiczynnik nastepujgcych jednomianow :
a).+3a, +a, —4a, —a — (—38)a, +(—da;
b) —4ab, —2abc, +4xy, —%x2 —dax?;
¢) +0,1ab®, —42xy°, +21xyz, — $axy.
3. Ktore spomiedzy jednomianow sg podobne:
a) —3x; 2ax; —ix; —bax; -+8ax; —11x;
b) —24xy;-22x*; +3%xy; —4x2; —6xy; —0,2x%;
¢) —3ab*; 01a*b; 2a%b; 3ab*; —05 atb; Labd
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4. Ktore spomiedzy jednomianow sa podobne:
a) 2x23ax; (—bH)ax*a; 4ax?5x; (—da2xta; 4ax:5x;
b) (—3)a2xy3y; 5x3ay2a —ay(—2)x4y; —xZaBa(—y)3
2a3a2x, ;
5. Jaki stopien posiada jednomian 5x*y%2° ze wzgledu na litere:
a) x . By se) s dlin?

§ 2. Suma jednomianéw

Jednom.iany dodajemy, piszgc je obok siebie z ich znakami.
Np.' suma jednomianéw 2x, —3a?b, 4xy, —2a jest sumg alge-
braiczng : 2x —3a%b -} 4xy —2a.

. Jezeli wyrazy sumy algebraicznej sg jednomianami podobnymi
jak np.: 3x?y — 5x%y + Tx%y — x%y, (

to mozemy sume¢ takg przedstawié prosciej. Wyjmijmy za nawias
x*y; otrzymamy: (83 —5 47— 1)x%y = (4-4)x2y = 4x2y.

Postc—;powan?e powyzsze nazywa sie redukcja jednomianéw
podopnych. Wldzimy stad, ze jednomiany podobne redukujemy
dod'ajac do siebie wspélczynniki i wynik mnozgc przez wspélng '
czeS¢ literowg. Np.: —3a2bc® - 10a2bc® — 4a2bc® = 3a2bcd.

6. Zredukuj: Zadania

a) a—3a, 5x-+7x, —3a-1-5a--2a, 2x—38x—x-4x;
b) 5ax —Tax, ab-+2ab—5ab, —3ax-2ax— lax; :
¢) 16ab—27ab —6ab, 14xy — 18xy -+ 10xy — 2xy;

dj 5a*b +-4a’b —7a%*bh, 9a’x —12a°x —3a’x — 2a’x;

e %xzy_g_%xey_%xsy, —x298 — 2x293 |9 x2y8 | 1 y2y3.

f) +a3h*x — 2a°bx — 3a’bix, y%a“‘;ﬁ 1 ;ﬁbx“y—k_;;?;x}; i

&) 1atbixy —4a2bxy | 6a®b’xy + a2b3xy — 10 a%bixy. :

§ 3. lloczyn jednomiandéw
Man'ly iloczyn jednomianéw, jak np.: (—3x2y) - (5ab?).
Poniewaz w iloczynie mozemy wykonywaé mnozenia w dowol-

nym porzgdku, wigc mnozymy wspotczynniki przez siebie, a na-

ste{‘pnie piszemy pozostate czynniki. Otrzymamy na wynik jedno-
mian: - —15x%y a b,
Podobnie: 2a%b-(—3x2) = —1a%bxz.

Jezeli.niekt()re czynniki w obu jednomianach sg potegami tych
samych liter, jak np.: (—3a2bc®) - (—4a’ctx),
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to wymnazam"y v-r(:)W‘r'iiez potegi o réwnych pcfdstawach. A wige
otrzymujemy +*" 12 (a®- @®)b - (¢*+ ¢*) - x = 12a"bc"x.
Praktycznie rachunek przeprowadzamy w mys$li. Np.:
(—2xy*2) « (4x%yz') = —8x'y*2%, 3a2bct- (—iab®) = —4a*btcd.

Zadania

7, Wykonaj dziatania:
a) 4y-5x; 5a-2ab; 3a2-(—4ab); (—5a3)-ab;
b) Bx*«Tx%; Tab-8a*b*; 3xy?- (—8x%);
c) Txyz- (—5xY); (—4xp)-(—2x%); (—abc) (—2021702);2
d) x%)* - 8a*x®; 8x2y - (—10xy); (—abcd) - (—4a®b c4d);
e) 3xty - (—2x%y%2); 5x¥y®z? - 8xy*2%; 0,2a*b-25ab';
\f) 4a%y - 2aby - 3b6%y*; 4x4y4-(—8x’y’z)-(——6xy324);3 TS
\g) 1x3y22% - 4xty28 - (— 3 x2%); (—2a’x%y) - jatxty® - $a°x*yn.

§ 4. Potega jednomianu

Mamy potege jednomianu, jak np.: (—3a.b)2.. :
Opierajgc si¢ na twierdzeniu o potggowaniu iloczynu mozemy

napisac: (—3ab)? = (— 3)%ab® = 9a*b’.
Podobnie: (—2x2y*2)% = (—3)° (x?)* - (y*)* - 28 = — S xSy1*2%.
. Zadania

8. Wykonaj dziatania: oS
a) @x2, (—3a)p, (+%%% (—20), (—1%) 2
b) (3a2b)%, (8ab®?, (—5¢c%)°, (6ac’)’ (4a%y)?; ;
¢) (—7a%bc)?, (—2a*bx®), (4a%ctx)®, (—3c2x2y)%; :
d) (—ic3x?yy, (—8ab*x?), (2a°6°x), (—Fa’b*ch)’;
o) (—5xy2y, (hx'y0h (—iabicd)

§ 5. lloraz jednomianéw
Tloraz dwéch jednomian6w mozemy napisa¢ w postaci ulamka.

__3x2y223
Np.: ~Zay’ a0, k0. | '
Utamek ten mozemy uprosci¢ dzielge licznik 1 mianownik
przez y*; otrzymamy: —3 x228 e = ‘;_’»x?_z_s.
4ay 4ay

: —1a%btc Tab® 0.
Podobnie: fﬁ?‘;c—g=——66—, a0, 6=+0 cF
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PomnozyliSmy najpierw licznik i mianownik przez — 8, nastepnie
podzieliliSmy po kolei przez a, 6% c. Jezeli czynniki literowe dziel-
nika wystepujg rowniez w dzielnej, i to w potegach nie mniejszych,
to iloraz mozemy napisa¢ w postaci jednomianu.

= 316

Np.: 34;;! —— 231, x40, y 0.

UprosciliSmy najpierw przez x, potem przez y®.

Dogodnie jest ilorazy takie oblicza¢ dzielgc dzielng po kolei
przez czynniki dzielnika. Dzielimy przy tym wspoétczynnik przez
wspoétezynnik, czynniki literowe dzielnej przez odpowiednie czyn-
niki dzielnika.

Np.: —2a%b*c:3ablc=—%a%b, a0, by, cFu;

—4$a°x%y : jax?=—atxy, a0, x 0.
9. Uprosé: Zafania
b, —9xCab’ tatir_x. anb. labe
G et S St
b) —45x“’ abx2, 8x2y3, —35afx*  10a’bc?
—9x3 —ax 2ax?y —ax® 5ab*c? ’
0 —24x2y2, 45x3 yt 2o , —34a2bc’ a4c3, 32xty8
—8xy*  —9x%y222 17abc —c3  —8xt’

d) (+68x% : (—17x%), (—36x*y?%) : (+18x3y?);
e) (—64a°b%c®) : (—24a%b2c®), (4-112x%y?) : (—14xty);
N (—1ax) : (Gax), (Gxy2®) : (—+x2);
& (—=32xy*2) : (—4.2y%2), (—2ta%bo): (Thac);
W) 12xy2z, 25aeﬁ” 39x2y4z3, 46a°0*
156x%y2* 40a*b 52x%y52¢ 69a2b3ct

Rozdziat XI

Wielomiany

§ 1. OkreSlenia. Redukeja
Sume algebraiczng, ktérej wyrazami sg jednomiany lub liczby
dane, nazywamy wielomianem. Np. wielomianami sg:
3x?—2x-+5; ax®-}bx2-c—6,
4a*bc —2a-5ab* —6bc -7 itp.
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Jezeli niektore wyrazy wielomianu sg wyrazami podobnymi, to

wyrazy te mozemy zredukowac. Np.:
54+2x—8y—bxf+4y—6=—1—38x-+}y,
—4a®—2a*b—5-+5a°—38a®}-4a*b = —2a°-}-2a%b6 — 5.
3xy? —4x*y —y12x?y —xy?—3y=2xy*—2x:y —4y.

Stopniem zredukowanego wielomianu ze wzgledu na pewng
liter¢ nazywamy najwyzszy stopien ze wzgledu na te litere wy-
razow wielomianu.

Np.: 3x? — x5} 2 jest ze wzgledu na x wielomianem stopnia
pigtego. 3x?y — y® — 2x*y? jest wielomianem czwartego stopnia ze
wzgledu na x, a trzeciego ze wzgledu na y.

Zazwyczaj wielomiany porzgdkujemy ze wzgledu na pewng
literg,tak aby stopnie wyrazéow ze wzgledu na te liter¢ wzrastaty
lub malaty. ,

Np.: x? —4x3-|-5x — 2 -} x* porzadkujemy ze wzgledu na literg x:

xt—4x3+x*+bx—2, lub —2 -+ 5x -} x* — 4x° - x4

Jesli wielomian zredukowany ma dwa wyrazy, nazywa sie
dwumianem, jesli za§ ma trzy wyrazy, trojmianem.

Np.: 3x?y — 4ax*y® jest dwumianem,

—4x3y? |- 2abx — 5ax? jest trojmianem.

Zadania

1. Zredukuj podobne wyrazy w nastgpujgcych wielomianach:
a) 3a+42b—c—a+43b—2c, —x+2y+32z—y-+3x-+2z;
b) —x-+4y—2z2-+1+422—x—>5y;
4a+3b—2a-+5c-+6b—8c;
¢) —5ab - 8bc—9ac—4bc-+ 3ac—6ab;
d) 15ab — 27bc — 6ac -+ 14ab - 10ac — 16 bc - 21 ab;
e) 2x*—2xy+48y*F5xy+4y* —2x* — 8xy;
f) x*45y* —6xy+2y*—3x>—4xy-}2x*—8-F-2y* — 3xy;
g) —ix34-bax* — fa*x — tax? + 3x® 4 Ja?x — 1x3 + {aix;
h) Ya®—2a*b — 36° - $a%b — $ab® - 2b% — 3a® | 1 b® | 3ab?;
i) x*—Tx*y | 4x3y5—12x*y — 8xy* -+ 6x3y3 | 5x%y> — 9xy* |- y°;
Jj) a®—Ta*bh-9abc-+a*b—11abc —2¢® - b* —4a*b — c®*—bHabe.
2. Jaki stopien posiada wielomian 3x*'y — 12x?y? | 2{xy* |- y*
ze wzgledu na litere a) x, 6) y? Uporzgdkuj ten wielomian ze
wzgledu na litere a) x, b) y!
3. Za dom zaplacono 6000 2/ gotéwka, nastepnie zaptacono dwie
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raty po x zfotych i 3 raty w wysokosci podwojnej. Ile zapla-
cono za dom ?

4. A posiadat x ziotych i z tego wydat potowe; po jakims$ czasie
otrzymat 3 razy tyle, ile mu zostalo, po czym znowu z catej
sumy wydat trzecig czes¢. lle miat na koricu pieniedzy ?

§ 2. Dodawanie i odejmowanie wielomianéw

Jezeli mamy doda¢ dwa wielomiany, np.:
(Bx*—2yz—38t—5) -+ (—8 —byz46x2 4 22f),
to mozemy opusci¢ nawiasy; otrzymamy zatem:
3x?—2y2—3t—b5—3—b5yz-+6x2- 221
Redukujgc otrzymamy jako sume wielomianow :
9x* —T7yz — 38t — 8- 22t

Czesto dla uatwienia rachunku (jezeli wielomiany sg zreduko-
wane) podpisujemy wielomiany pod sobg,tak aby wyrazy po-
dobne byty pod soba, a nastepnie redukujemy.

Piszemy zatem: 3x?—2yz—3t—5

+6x2—5yz — 3422
9x? —7yz—3¢t—8-]-22t. Podobnie:
(2a*6b—5—3ab®) 4 (Bazb —2xy*—17) + (Ba%b — 6 —4xy?)
2ab— 5—3aqb? '
— “T = Bab®— 2%k
3a%b— 6 — 4 xy*?
5a°b — 18 4 2ab® — 6xy2
Podobnie postepujemy przy przeksztalcaniu réznicy.
Np.: (3x2y—2ab2+7)—-(3ab‘~’—2yz—6)=
=38x°y —2ab* 4 7—3ab*  2y2 4 6 = 3x?y — 5ab® -+ 13- 29z,

Mozemy rowniez pod wyrazami odjemnej podpisa¢ podobne

wyrazy odjemnika ze znakami przeciwnymi.
3x*y—2ab®* 7

—3ab® 4 64 2y2

3x?y —bab® 13 -+ 2yz,

Nastepujgce wyrazenie przeksztalcamy analogicznie :
3a*h®—2bx2—17)— (6x?y*—20a%6*—7bx%) — (—6 +2a%b*—4x3y2) =
=3a%0° — 2bx* — T —5x3y® | 2a2b% - Tbx? -+ 6 — 2a%b* +4x8y? =

=3a%b% 1 5bx® — 1 — x3y2,
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Lub: 3a20° —2bx* —7
+2a%b% 4 7 bx? — 5x38y?
—2a%b? + 6 4-4x3y2

3a?b® 4+ 5b6x* —1 — x®y2,

Zadania

5. Wykonaj dziatania, po czym zredukuj:
a) (2x*—4xy+ 3y + (4y* — Txy + 2x%);
b) (3a*+ 6ab—4b* | (—6a2—10ab - 6b?);
S e il e o e o i e
@) (—x*—5xy - 4y) -+ 62 —4xy 48y + (x* 4 2xy +39);
e) (x?—4x?+4-2x—1)4 (Bx2—2x-+6)+ (—3x3—T7x2—4x-}3);
f) (ba* — 4ct 4 2d*) + (b* — 2a* 1~ 6d%) | (5c* — 2a* - 4d%);
g) (x* — 8xy |- 3xy%) - (— 6x3y 4 12xp* — 2x5);
h) (a® - 7ab® 4 b%) 4 (83a%b — 2a° 4 4b%) - (7ab®—2b3 -+ 2a2h);
) (x*—6x°y + Txy®) + (4x*y — 6xy* — 4x%);
P Gx* 4 fay — 498 + (— §x2 -+ fxy — 193
k) (1a®— a*b—}b%) - ($a2b — $ab® | 40Y).
6. Wykonaj dzialania, po czym zredukuj:
@) {8 S at = g Ty (ah = 28 S m = s
b) (x* 4 8x*y 4 Bxy* %) — (x* - 8xy* — Bx?y — y¥);
¢) (a4 b5 —5a%bc) — (—a® -+ b° -+ Ta%be);
d) (x* —1-+x—3x%)— (x> —2x*+4x2 —2x 1} 3);
e) (5a*b — 8ab* — 7a*b% — (20a2b — 4b* — 164a3b%);
) 3a® —ba®>— 7+ 4a% — (7a* — 942 — 2a° - 30);
B G2k — B (xS o)
i) (43 + 32y — 397 — (G x* - 5y — 39D
D) (tatx+ 1a' — jax) — (fya° 4 Lax® — faix);
) (0,2x* — 0,01 x>+ 2,7x — 3,2) — (—0,02x* |- 0,16 x2 — 3,4).
7. Wykonaj dzialania, po czym zredukuj:
a) 6x®-F7x—3) 4 (Bx?—4x 4 2) — (2x2 —8x 1-4);
b) (a®* —3a%b 4 b%) + (— 2a® — 3ab? — 2b%) — (—2a3 - 3a2b);
¢) (2a* —4a2b® | 2b*) — (—4a* | 7a%b? — 2b6%) -+ (—8a* —
— 2a2b% - 3b%).
8. Jaki wielomian nalezy doda¢ do 2x* — 4x -8, aby otrzymac
—4x*46x—10?
9. Uwolnij od nawiaséw, po czym zredukuj:
@) [Bx*—6x+8)—(—x*8x—4)] 4 [—(2x*—4) — (3x —10)];
b) (3a*—6ab--2b*)—[(3a*—4ab—2b2) |- (—4a* - Tab—2b2)];
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¢) x*—{8x —[x* — (—2x - x* — 21}
d) {[a*—(—2a®* 4 2a —4)] — (—8a®>+ Ta — 5)} —
—[e* —2a4-(—8a® + 7a —2)].
10. Piotr zarobit w styczniu x ztotych, w lutym y ztotych, od marca
do czerweca kolejno po 3x, 2y, x4 ¥, x4 2y zlotych. Jego

wydatki w poszczegélnych miesigcach wynosily %, %, Ses o

2y 2. lle posiadat pieniedzy z koricem czerwca ?

§ 3. MnoZenie wielomianéw

Mamy iloczyn: (3x*—ix--7)-(— 2 x).

Poniewaz wielomian jest sumg algebraiczng, wigc powyzszy
iloczyn otrzymamy mnozgc kazdy wyraz wielomianu przez jedno-
mian i wyniki dodajgc. Tworzymy zatem iloczyny :
3x3:(—2x) = —6x% (—4x) (—2x) =x; 7:(—2x)=—14x;

A wige: Bx*—1x+7) (—2x)=—6x3 —+ x?— 14 x.

Podobnie: (3a*b — 2ab?) (— 2ab?) = —6a®b® + ta2b.

Mamy iloczyn wielomianéw: (5x —3y) (—3x -+ 4y).

lloczyn otrzymamy mnozgc kazdy wyraz jednego wielomianu
przez kazdy wyraz drugiego wielomianu i wyniki dodajae. Otrzy-
mamy : —5x:3x+45x-4y+3y-3x—3y-4y=.

=—15x*420xy 4 9xy — 122 = —15x2 | 29xy — 122,

Podobnie :

(a*—2ab- b2 (@+b)=a*a+a*b—2aba—2abb-| b* a--b*b=
=a’-}a*b—2a%b—2ab* - ab® - b= a3 — q?b— ab®- b3,

Czgsto dla ulatwienia redukeji wyrazy podobne iloczynu pod-
pisujemy pod soba.

Np.: (x* —5x% 4 2x*—38x 4 1) (x —3).

Mnozymy wyrazy mnoznika przez x, nastepnie przez —3 i po-
dobne iloczyny czesciowe podpisujemy pod sobg. Rachunek przed-
stawi si¢ nastepujgco:

XP—bHxt 4 2x3+-83 L x
—3x* |- 16x*—6x2-1 9x-—3
x5 —8xt4-17x* —9x2 1 10x — 3.

Podobnie: (3x®—2x%y | 4xy* — %) 2x — ¥)

6x' —4x3y | 8x%y*— 2xp8
—3x%y + 2x%y® — 4xy® 4y
6x' —7x%y -10x2y® — 6 xy® | 4.
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Wyrazenie: —3x (x>—5)— (x+5) (x—2)+ (x —‘1) '(x -+ 5)
przeksztalcamy wykonujgc najpierw mnozenia. Wyniki blerzem'y
W nawias, a nastgpnie wykonujemy naznaczone dodawania i odej-
mowania. Rachujemy zatem :

—@Bx*—156x) —(x®* —2x4-5x—10) + (x*+ 5x —x —b) =

=—38x3|16x—x*42x—5x4+10+x2-5x —x—5=
=—3x>416x | 5.

Zadania

11. Wykonaj dzialania:
a) (x*—3x42) x4, (—2y245y—4)5)°;
b) 3a%-(—2a*+3a®*—2a*+}+5a—7);
¢) 5ab(—a®+4ab— 3b%;
d) —3ab*(4a®+ 3a%b— 2ab*> — 5b%);
e) (—babc) (a® -+ 3abc -+ 2c?).
12. Wykonaj dziatania: ‘
a) (x+9) (x—4), @+5) (@+2), O+7 (b—38);
b) Bx—2) Bx-+5), (—2x-+9) (—x—3);
¢) (a—2b) Ba+b), (x—4y) (y::);
d) Bx—+2y) (x+y), (x—5a) (x-4a);
ej (x*—2x-+4) (x—3), (Ba2—2a-6) (—2az+3a—f1);
f) (@b — 2ab? (a®— 0%, (a®—bab— b? (2a*-5ab -+ b?);
g (x* —2xy° 4 2x%y) (—x*—xy+ 2.
13. Wykonaj dzialania: ‘
a)(x+1) (x+2) x+4-3); (@—10) (a-}-b) (a® 1 b%); ;
bf (2x4-3y) (x+y?) (x* —2y), 3xy (6x+2y)(—x*+2xy1-4)?).
14. Wykonaj dzialania: -
a) 2x+1) x—2)+ (x*—3x+4);
b) (x—6) (x*—4x-+5)—3(—x*|6x—8);
¢) (@a—b) (a®+b*) — (a4 b) (@* —b%);
d) ab (a® - b%) — 3 (—2a®+ a*b + ab* — 2b%); -
e) (x—y) x+y) x—2p)—=[x*—(x—y) x+pl
15. Wykonaj dziatania:
a) —4x(x*—8)+(x—4) (x—2)—bx(x—1);
b) 2x—38) (x—8) —3x(x—4)—2—x) (7T—x);
) (*—2)2x—(x+1) 4x—3)—3x(x+2) (x—D>5).
16. a) O ile zwiekszy sie pole prostokata o bokach a cm i b cm,
jezeli boki zwigkszymy o x ¢cm?
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b) O ile zwigkszy sie objetos¢ prostopadloscianu o bokach
acm, b cm, c cm, jezeli boki te zwigkszymy o x cm?

17. a) Oblicz iloczyn sumy kwadratéw liczb a i b przez roznice
tych liczb!

b) Pomn6z sume kwadratéw liczb a, b i c przez réznice kwa-
dratéw liczby pierwszej i trzeciej!

§ 4. Nloraz wielomianu przez jednomian

Wielomian dzielimy przez jednomian dzielgc kazdy wyraz -
wielomianu przez ten jednomian i wyniki dodajgc. Np., jezeli x =} 0,
to Gxt—3x5+2x8—x) : (—2x)=

DS Gt Sl T el | 2N Y R 1

2% Lox T Ex Cowvrr g alpuedniss
Podobnie postepujac, jezeli x + 0, otrzymamy:
Bx?y* —2x*y® — 4 xpt) : (—2xp%) = — 3x2 | Xy + 2y2

Zadania
18. Wykonaj dzialania:
a) x*—3x24x):x, (— a®-1-a):2a;
b) (10x"— 6x° -+ 5x%) : 3x?; ;
¢) (15a° —254a%) : (—5a%);
d) (8a*b® 4 4a%b° —24a70?) ; 2a2b2;
€) (4x*y* —10x°y® 4-8xp%) : (— 2xy);
D x5y —3x2ph) : (— $x0y3).
19. Wykonaj dzialania:
a) (x*—2x*+4):x, (@*—3a—9):2a;
b) Bx*—4x-1-8):9x4, & —262+386—2): b2
c) (05—4a4—}—7a-"—202+4a—3) $(—2a%;
d) (x*+ 4xy + Y : xy;
e) Bx*—2x%y 4 4xy° | y%) : x3y7;
P 2a°b" — 3ab* —54ab?) : Taths.

, 420. Wykonaj dzialania:

a) [(—a2-- 70° —44a% : (—3a)]: a;
b) [(x* —xy +y) (x +y)] : x2y;
Q) [(x —y) (—4xt+2x2p2 1 0] : (— 2x2p2).

Banach i Stozek. Algebra IT gimn. 8
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§ 5. lloraz wielomianu przez wielomian stopnia
pierwszego

bx?—9x2-4x—12
x—2 .

Wyrazem najwyzszego stopnia w dzielnej jest 5x3, w dziel-
niku: x. Obliczamy iloraz 5x®: x =5x% Przez otrzymany iloraz
5x* pomnézmy dzielnik i wynik odejmijmy od dzielnej. Dosta-
niemy: (bx®—9x*44x—12) —5x¥(x —2)=x2{4x—12.

Dzielgc obustronnie przez x — 2 mie¢ bedziemy:

B0t pdy 12 bx*(x =2 - ¥ Fdr—12

Mamy iloraz:

x—2 x—2 x—2
2 sk
Przenoszac wyraz: =_5xx(—x_22_)=_5x2 z lewej strony na
; PR 2 Tl 2 o2l

prawg otrzymamy: X 9;j24x 12 =b5x? | %2

Obliczenie wiec danego ilorazu sprowadziliSmy do obliczenia

2 =

ilorazu §+4—X12: w ktérym dzielna jest stopnia o jeden niz-

x—2
szego niz poczatkowa dzielna. Postepujemy znowu jak poprzednio.
Tworzymy iloraz x*:x = x. Otrzymanym ilorazem mnozymy dziel-
nik i uzyskany wynik odejmujemy od dzielnej. A wiec:
(x244x—12) —x(x—2)=6x — 12,

Dzielimy obustronnie przez x — 2.
x2 | 4x— 12—x= 6x—12°

x—2 x—2
Przenoszac — x na prawg strone dostajemy:
x2+4x—12=x_|_ 6x —12

Zatem:

PR T,

Obliczamy teraz iloraz G;C—___;—z Mamy 6x : x = 6.
(6x —12) — 6 (x — 2) = 0; dzielac wiec przez x — 2 obustronnie,
Al e 6—'0 A el gl

y Vi x= T Ny T

o drpteE A x40
A Wi1eC : —’:‘2———X+6.
SiLlh 2 A
Zatem:5x i 12=5x”—]—x—|—6.

x—2
Rachunek powyzszy zapisujemy nastepujgco:

¥
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2
: 5x2+x--6 Wyraz najwyizszego stopnia
(53: —9x*-4x—12) : (x — 2) dzielnej, tj. 5x%, dzielimy przez
—0x® = 1072 wyraz najwyzszego stopnia
Xt 4x—192 dzielnika, tj. przez x: otrzy-
—x*—2x R manym ilorazem 5x2 mnozymy
\Gx 19 dzielnik, iloczyn podpisujemy
—6x+12 odgowiednio pod dzielng i odej-
= == mujemy. W tym celu zmienia-
3 my znaki i redukujemy. Z uzy-
skang resztg x* | 4x —12 postepujemy jak poprzednio.
: Uwaga. Wynik jest stuszny, jakakolwiek liczbe x oznacza, z wy-
]atklgm .wypadku, gdy x =2. Wtedy bowiem dzielnik x — 2 =0
a dzielnik nie moze by¢ zerem. i
Podobnie obliczamy iloraz:
4x*+b5x-+5
(8x*—2x*—5x—15): (2x — 3)
RO 12y :
10x*—5x— 15

A wiec:

e Sl il
—10x2 1 15x 2523 i
10— 15 =4x2+5x+5.
—10x—15
5x°45x* | 4x44

Gxt—x2t G o(x—1)
5x*—x2 |3

Otrzymalismy zatem reszt¢ 7, ktorg
nalezy przez x — 1 podzielié.

=—bx 5 A wiec:
e Avi s 5xt—x*+43
—4x?4x s AR
4x+3 =Bxs bl dx 4,
—dx——4 xed

-+ 7
Uwaga. Przed obliczaniem ilorazu korzystng jest rzeczg upo-
rzagdkowac dzielng i dzielnik wedle poteg malejgcych.

Zadania
21. Wykonaj dzielenie :

a) (x*—3x-+2): (x—1);
¢) x4 11x-2): (x-+2);

b)) (x*—7x412) : (x — 3);
d) (4x*+23x -+ 15) : (4x -+ 8);

8*
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&) (¢ 3x 41 : (x+4);
g (x*—x'—T7x—5):(x+1);
h) (7x*+96x*—28x) : (Tx —2);
i) 9x*—3x+427x*—10): (bx —2);
J) (39x —46x% 4 16x°*—9) : (Bx — 3);
k) 2xt—9x3+6x2—5x+42): (2x—1).

22. Wykonaj dzielenie i sprawdz:
a) x*41):(x+1), *+D:(x+1), x"+1):x+1);
b) x2—1):(x—1), x*—1):(x—1), x*—1):(x—1);
c) (x*4+3%:(x-+38), (x3—3%:(x—23).

) 6x2—T7x—3):(2x—3);

§ 6. Wielomiany o wspélczynnikach literowych

Zdarza sie czesto, ze w danym wyrazeniu niektore litery
oznaczajg $cisle okreslone liczby, za inne za$ mozemy rozmaite
liczby podstawic.

Np.: Jezeli r oznacza dlugos¢ promienia kota, np. w cm, to
obw6éd w cm wynosi: 2ar. Litera & oznacza S$ciSle okreslong
liczbe 3,14, za liter¢ r mozemy rozmaite liczby podstawiac, zalez-
nie od tego, jakie koto badamy. Zazwyczaj do oznaczania danych
liczb uzywamy poczgtkowych liter alfabetu, jak a, b, ¢ .... Liter
koficowych, jak x,y,2 ..., uzywamy dla zaznaczenia, ze za nie
mozemy rozmaite liczby podstawié; o literach takich bedziemy
mowili, ze oznaczajg zmienne.

Mamy jednomian, jak np. —3abx?y® w ktérym X, y ozna-
czaja zmienne, za$ a, b liczby dane. Wspotczynnikiem (litero-
wym) powyzszego jednomianu ze wzgledu na zmienne x i y na-
zywaé bedziemy iloczyn czynnikéw pozostatych, przy czym iloczyn
ten opatrujemy znakiem jednomianu. W naszym wiec wypadku
wspoétczynnikiem jest —3ab.

Jednomiany: —2ax, 3bx?y®, —%ab®cx majg wspolczynniki ze
wzgledu na zmienne x, y odpowiednio: —2a, 36, —}{ab®c.

Uwaga. Do jednomianéw zaliczamy réwniez wyrazenia, jak:
(@ +b)x, —3(a-+2b)cx®y, gdzie a, b, ¢ oznaczajg liczby dane,
za$ x, y, z zmienne. Mozemy bowiem uwaza¢, ze ulamek, wzgled-
nie nawias wraz z wyrazeniem w nim zawartym, oznacza liczbe
okreslona, ktérg otrzymamy wykonujgc na liczbach danych a, b, ¢
naznaczone dzialania. Wspolezynnikiem tych jednomianow ze
wzgledu na zmienne x, y, z sg odpowiednio: a + b, —3(a —+2b)c.

Dwa jednomiany, jak np.: 2ax®y, —3abx?y, nazywajg si¢ po-
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dopnymi ze wzgledu na zmienne x, y, jezeli w obu wystepuja
zmienne x, y w tych samych potegach.

Jednomiany: 1) 2ax, 3bx, —2abx, lub 2) 3a’x3y%, —2abx®y?
—2x7y* sg podobnymi ze wzgledu na zmienne x, y. :
: Jednomiany podobne ze wzgledu na pewne zmienne reduku-
ljemy ze wzgledu na te zmienne wyjmujgc za nawias wspoélne
czynniki. Np.: 2ax —3bx -+ cx= (2a—3b-+c)x

3a*bxy® — ab*xy? 4 2xy® = (3 a%b — ab® |- 2) xy?
6axy —5bxy — 2axy - 4bxy = (6a—5b — 2a - 4b) Xy = (4a—b)xy.

Zadania

23. Wyznacz wspolczynniki (literowe) ze wzgledu na zmienng x:
a) ax®, abx, —4ax®, b5a%bx*, —T7abdcixt;
b) (a+b)xs, —2(a—b)x!, 5Ba-t26)x’, (a— 3b) - x.

24. Wyznacz wspélczynniki (literowe) ze wzgledu na zmienne
50T
a) axy, bcx'y, —5a*b x%yz, 4abixyizi®;
b) 2a—3b)x>y, —4(a®— b2 x3y22t.

25. Ktére z nastgpujgcych jednomian6w sg podobne ze wzgledu
na zmienne x, y, z?

a) —2ax*y, baxy?, 1bx*y, —8bexy, xy°, (a-+ 1y
b) ax*y*z, —20bxy*2%, bex*y’z, abdcxyzt, axy®z’, F0%cxtyi2;
¢) tx*y*2%, B(a--20)x*y%z, ablcx?y?z?, —bicx?ysat;
(@ 1)x2y%22, —B5bx?y%2t, 7 (a— b)xty’zt.
26. W nastepujgcych wielomianach zredukdj wyrazy podobne ze
wzgledu na zmienne x, y, z:
a) ax® +- bxy — cy* — bx? — axy - dy?;
b) 5a%x® — y*—5abyz — 22° - axy — by? - 2¢ S
Yz — 3x*— bx
-+ ay® — abz?; 2
¢) ax’—2ax*y — 1} a*bxz — aby* 1 a®y%z - bx3 — abx2z2 + dexz—
—0%y*2 - 5x%2% | Bbx®y — L bexz | 4y2;
d) ax* 4 by? — 3cz® — at + cy? — bz® - 2bx* — b2% — ct.
27. Wykonaj dziatania i zredukuj wedle zmiennej x:
a) (x+a) (x+4b), b) (x—a) (x—b), ¢ (x+a) (x—b);
d) x+a) x+0b) (x+¢), & (x—a) (x—0b) (x—o).

28. Uwolnij od nawiasow i zredukuj ze wzgledu na zmienne x, y, z:
a) (ax® — bx*y + cxy® - ay®) + (bx® — cx?y | bxy* — cp¥);
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b) (2ay’ —5bxy* - 3cx2y — x%) — (26x2y — ax® - 8cy® — axy?);
¢) (5bx*+Tay? —6yz — cz*) — (axy — 3by2 - 4ayz) -
+ (—2¢x® + bxy + cy* + b2%);
d) (ax* - bxy - cy* — dz) 4 (3bx®* — 3cxy — Tdy? — 4az) —
(2ex? — 6dxy — 2ay® - 3bz) — (5dx® - 8axy — 4 by - c2).
29. Wykonaj dziatania:
a) (ax—+ by)cex?, (ax* — by?) (—2acxy);
b) (ax®-+50bxy -|-4cy?) - Bacxy?, (x®4 axy -} by?) (—4cxy);
¢) (x+a) (x+0b), (x—a) 2x+b), (2ax-b) (x—2);
d) 3x%*+ 4ax —a®) (3x2—4ax - a?).
30. Wykonaj dziatania:
a) (axty — 2bx*y 4 3iex?y®) : (—x2y);
b) (a®x%y® — a*x?y® 4 a2bxy?) : (—a2xy?);
¢) (ax®y®* — 3bxty® 4 2cxtyt) : dx2y2.

Rozdziat XII
Wzory specjalne

§ 1. Kwadrat dwumianu
(@+0b)*=(a—+b) (a-b)=a*+ ab-+ ab -+ b*=a% - 2ab 4 b2
A wiec: (a4 b)2 =a?-}2ab -} b2
Mozemy wigc powiedzie¢: kwadrat dwumianu ré6wna sig
sumie, ktorej wyrazami sg: kwadrat pierwszego wy-
razu, podwdjny iloczyn obu wyrazéw i kwadrat dru-
giego wyrazu.
Np.: 3+5)%?=38242-3:51 52=064.
Dwumian: @ — 6 ma wyrazy a, — b,
zatem: (@ — b)?=a®-+ 2a(—0b) -+ (— b)*=a® — 2ab 1- b2.
Dwumian: —a - b ma wyrazy —a, -} b,
zatem: (—a - b)*=(—a)* 4 2(—a) b | b2 = a2 — 2ab 1} b2.
Dwumian: 3a | 5b ma wyrazy 3a, 50,

zatem: (3a 4 5b)* = (3a)* - 2-8a-5b6 - (5b)* = 9a* 1- 30ab -+ 255%.

Dwumian: 2x — 3y ma wyrazy 2x, — 3y,
zatem: (2x —3y)i=(2x)?42-2x:(—38y) + (—3y)2=
=4x*—12xy -} 9y=
Dwumian: 3a4® —256° ma wyrazy 3a% — 20
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zatem: (3a® — 2b%)% == (3a%)* - 2-3a%- (—2b%) | (—2b%)2 =
= 9a* — 12a%0° | 4b°.

Dwumian: —3x?y* — 5a%b® ma wyrazy — 3x2y%, —b5a2b3,
zatem: (—3x%y® —5a?b%2 = (—3x?p%)? 42 (—38x%y%) (—bHa2b3) I
—+ (—b5a2b%? = 9x4y° - 30x2y%a2h? |- 25a44°.

Przy obliczaniu kwadratu dwumianu nalezy nabra¢ takiej
wprawy, by moéc od razu pisa¢ wynik.

Zadania

1. Sprawdz wzor: (@ — b)>=a®—2ab-| b2
podstawiajac a) a=—1, b=4; b)a=5 b=—3.

2. Uwolnij od nawiasow:
a) Bx+7y)%; b) (2a+3b)*; ¢) Bx—y)?;
d) (2x —4y)*; e) (—3x+»% [ (—2a43b)*;
g (—6x-14p)p; B @x438y)%; D (3a—b)*;
B @a—§b); k) (x4 3y D RFx—3y);
m) (—3x+4p)*;  n) (—ia—4b)’; o) (24x—35y)
3. Uwolnij od nawiasow:
a) (2a -+ a?2; b) (8x% 4 2x%)2; c) (2x3 — 3x4)2;
d) (—3a’+ 40°% e) (—2a>—3a%?; ) (3x°*—5x);
2) (—tat o)t - B (5 — 3202 ) (3ab o 27
D (20°6 - 4ab®)*; k) Bx*y* —2xy%)%; D (2x°p32* — 6x2)t2)%;
m) (—adb*c® + a%b*c)?; n) (—4a*b3c* — 3a'b''c%?2;
0) Gx°y*+ $x*y%)?; p) (—3x%p* - 3x3y7)%
4. Wykonaj dzialania :
@) Bx—4y)>+ (—2x+y)?* b 5Bx—2*—4(x+ 2
¢) Bx—+38y)2-(x*—2y); d) (—3a%b-}-2ab%?: (—4ab).

5. Wykonaj dzialania:
a) 3a+5)* 2a—17); b) [(—2a*+a®) (Ba)%;
¢) [(—#x+9 @GOP —3@Fx+ D)2
d (@b —(@—>b3; e (@a+b)*+ (a— by
[F4a-FO) w5 £ 4B 8P —(x—3) x + 1)
h) (x4-2)P —[3(x*+ 1) —4 (x +2) (x—3) +2(2x— 3)*];
D [(—=2x°y* + 9% — @2x°y + 12997 - (x* - p?).

6. Jaki dwumian trzeba podnies¢ do kwadratu, aby otrzymac:
a) x*+4x-4; b) x*46x-+9; ¢) x2—8x-16;
d x*—6x-+9; e) x*+2x2}1; ) at —4a*> -+ 4;
g) b°—8b° 1 16; h) a*4-18a®{-81; i) 4xt}4x211.
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o _(a-+b\* [a—b\®
7. Sprawdz, ze: ab—(—r) _<_2_)

8. Sprawdz, ze: (a®- 6% (x* - y?) = (ax -+ by)? 4 (ay — bx)2.
9. W kwadracie dwumianu a - 6 powigkszono pierwszy wyraz o 1.
O ile zmienil si¢ kwadrat dwumianu ?

10. Oblicz réznice kwadratéw dwoch sgsiednich liczb naturalnych!

§ 2. SzeScian dwumianu

@+ 0)°=(a+b)* (@4 b) = (a* 4 2ab -+ b*) (a+ b) =
=a3+2a2b+ab2—{—a”b~[—2ab2+b3=a3—{—3a2b—{—3ab2—f—b3.

A wiec: (@a+b)>=a®-4-3a%b - 3ab> | b3,

Mozemy wiec powiedzieé: Sze$cian dwumianu rowna
sig sumie, ktérej wyrazami $q: szesScian pierwszego
wyrazu, potrojny iloczyn kwadratu pierwszego wyrazu
przez drugi, potréjny iloczyn wyrazu pierwszego
przez kwadrat drugiego, sze$cian wyrazu drugiego.

Stosujgc powyzszg regule otrzymamy :
(a—1))3za3+3a2(——b)—[—30(—17)2—§—(—b)3=a"'—3a”b+3ab?-—-bs
(2x —38y)* = (2x)*+ 8+ (2x)* - (—8y) + 8 - 2x - (—3y)* -+ (— 3y)* —

=8x% —36x*y | 54 xy? — 273
(302_b:5)3___(3a2)3_!_3.(3a2)2.(_b3)_,_3.302.(__b3)2_l__(_b3)8=
=270 —27a* 6% -}- 9a2b® — p?

(= 207y - §0%69° = (—2x%p)° - 8 (—2x*y)*- fabs
T3 (—2x%) - (§0%°%)? 4 ($020%)% =
= —8x%y’ + 4x*y?a®b® — 3 x?path® |- 1 a®hs,

Uwaga. Wygodng jest czasami rzeczg odpowiednie wyrazy
szeScianu wyliczaé na boku. Np. szescian: (2a*6* — 3ab*)® obliczamy :
(2a0'6%)* = 8a'b%; 3-(2a'b%)%- (—3ab') = —3 - 4ash*- Sab* —
= —36a%b%; 3-2a4b2-(—3ab4)2=3-2a4b2-9a2b8=54a6bl°;

(—3ab*)® = — 27a%b2, -

Zatem: (2a'b? — 3ab*)® = 8a'2h% — 36448 -+ 54a°56'° — 27a3p2,

Zadania
11. SprawdZz wzor: (@—b6)*=a®*—3a2b--3ab%— b3
podstawiajac @) a=—2, b=-15 b) a=—3, b——3.
12. Uwolnij od nawias6éw :
a) Bx+4-5y)*; b) (a-}-4b)*; ¢ (Ba—20);
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) (—2a+5b);
) (3a—6b)°;

Y Gx—1»)%;

0) (3,7x + 24y)°.

d) (4x —5)*; e) (—3x -+ 4y)3;

& (=3x—ay; B x4y

) 2a—1b)%; k) Gx+ 3p)%;

m) (—3a+§b)*; n) (—ia— 36)3;
13. Uwolnij od nawiaséw:

a) (3a - 2a??%; b) (4x* 4 2x3)8; ¢) (2x° —5x5)3;

4 (—7a°+4a; o) (—4a'4-3aY; f) (Gx+ 7x);

g (—ta’°+a%?; B) (—3x*—4x)% i) 6ab-| a?)s;

J) (40*b4-2ab%*; k) (BxSyt — 2x2y0)s, :

D (3x°y%2® — 4x2y42)3,
14. Wykonaj dzialania:

a) (a-b)*—(a—b)*;

¢) (x—p)* (x+)%; d) (1+4-a)* (1-+b)%;

e) 3x'y (x—2y)°; ) 1y —[(x—y)*+2@2x—3y)3.
15. O ile zwigkszy sie wartosé wyrazenia (1 - b)%, jezeli sktadnik &

powigkszymy o 2°?

b) (a+20b)* (a+-b);

16. Oblicz réznice szescian6w dwech sgsiednich liczb naturalnych!

§ 3. Hoczyn sumy dwéch wyrazen przez ich réinice

Mamy : (@+b)(@a—b)=0a*—abtab—b* = q* — p2,

A wiec: (@ - b) (a — b) = a2 — b2, ‘

Zatem: iloczyn sumy dwéeh liczb przez ich réznice
rowna sie ré6znicy kwadratow tych liczb.

Np.: (2a-}3b) (2a—38b)=(2a)* — (3b)* = 4a* —9p?
(3a"x—4b5’x3)(3a2x—l—4b2x3)=(3a2x)2—(4b9x*‘)“’=9c1“x2—16b4x6
(—3a—5b) Ba—5b)=—Ba--5b) (Ba—5b)=—(9a*—25b%) =

=250 — 9a2
(5x+3y+2)(5x+3y—2)=(5x+3y)2—22=25x“‘—}—30xy—l—9y2——4.

Zadania
17. Sprawdz wzér: (a - b) (a — b) = a2 — b2 podstawiajgc:
a) a=2 b=5; b)a=—3, b=—71.
18. Uwolnij od nawiaséw:

a) (x+2y) (x—2y);
¢) ba-t4b)(5a—4b);
e) 2x*-1)(2x2—1);

b) 3a-20) (Ba—20b);
d Ga+3) Ea—13); &
) (Bx*+2x°y%) (Bx* — 2x3y%);
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8) (—4x-16y)(+4x-+6y); h) (—12x*+43x) (+12x*+3x);
1) (2a°b* et -[-bat b e (—2a° B e - Dat b cY);
J) (—5x—3a)(5x—3a); k) (—2x—7y) Ty —2x);
) 2x—ba)(—2x—>5a); m) 3xy —5x)(—5x*y —5Xx).
19. Uwolnij od nawiasow :
a) [(2a—+3b)+2¢] [2a—+3b) —2¢];
b) Bx2+2x41)Bx2+2x—1);
= -2 = DXt 208 = 1)
d) [—2x+38y)+42] [2x+3y)+42];
e) [—(2x—5by)—72] [2x—5y) —72];
f) [Ba-+b)—@x—ypl[Ba+b)+ (4x—)l
20. Wykonaj dziatania:
a) 18x+1)@Bx—1); b) Qa+b)(2a—0b)(a+0b);
c) (3a%b -+ 2ab® (Ba*b —2ab®) (a —20b);
d) (2a —b)* — (2a—b) 2a+ b) - (2a -+ b)*;
e) (—3x3y21-2x2y%)2 — 4 (2x3y® —3x?y%) Bx2y® 4 2x%y?);
f) Bx+2P—[2(x—4*—3x+2)(x—2);
g (4x*+3y%)*(2x+y)(2x — ).
21. Oblicz:
a) 69-71, b) 58-62, c¢) 229-231, d) 205-195, ¢) 602-598.
Np.: 98- 102=(100 — 2) (100 + 2) = 100*— 22=10 000 — 4 = 9996.

§ 4. Rozkladanie wielomianéw na czynniki

Czesto jest rzeczg wygodng przedstawi¢ wielomian w postaci
iloczynu, ktérego czynniki sg wielomianami stopni nizszych. Po-
damy niektore przyklady.

L. Jezeli istnieje wsp6lny czynnik, to mozna go wyjacé za nawias.

Np.: 3a2—6ab=3a(a— 2b)

5a2b°x® — 3a2bx? - 4ax® = ax®* (5ab*— 3ab - 4)
3x(x—a)+5b(x—a)+3a@—x).

Wyraz ostatni: -+ 3a (e — x) mozna napisa¢ w postaci:

—3a (x —a).
Wyciggajac zatem czynnik: x —a za nawias otrzymamy:
Bx4+5b—3a) (x—a).

II. Wielomian x® — ax - bx — ab przeksztalcamy nastgpujgco:

x*—ax 4 bx —ab = (x2 — ax) + (bx—ab) = x(x —a) + b(x—a) =
= (x+.b) (x—a).
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Podobnie: ax* —3bxy — axy - 3by* — (ax? — 3 bxy) -
~+ (— axy 4 3by?) = (ax — 3by) x +((— ax - 3yb)y;y =
= (ax —3by)x — (ax — 3by)y = (ax — 3by) (x —y).
HI.- Jezeli wystepuje roznica kwadratow dwéch wyrazen, to mo-
zemy jg przedstawié jako iloczyn sumy przez réznice tych v\,zyrazer’l.

Np.: X¥—at=(x-+4a) (x—a)
Xt—16=(x)2 — 42 = (x2—4) - (x2 - 4) =
=(x—2) x+2) (x*49),
16a* — 816" = (40%)® — (9% = (40> — 96?) (404 9b%) =
=(2a—3b) (2a+38b) (4a* - 9b?),

(@486 —c=(a+4b+¢) @+ b—0),
x*—2b6—38c)=[x—(2b6—30)] [x+(@2b6—30)],
(@a—2b)— (2a—3b): =
=[a—2b)+ (2a—38b)] [(a—2b) —(2a—3b)] =
=(8a-—58) (—a-Fb),
X*—4tax—2a=(x2—4)}+ (ax—2a) =
=(x—2 x+2+ax—2)=x—2) (x+ 2} a).

IV.. W nastepujacych przykladach nalezy zauwazyé, ze pewne
wyrazenie jest kwadratem dwumianu:

X 42Xy 4y —at=(4-2xy+y) —at=(x+y)* — a2 =
=@&+y+a (x+y—a),
1—x—2xy—p'=1—(4 2xp+p) =1— (x +-y)r=
=Q1+x4y) @ —x—y),
a2—2ab+b2——ax—]—bx=(a2—2ab+b2)——-(ax—bx)=
=@—0b—(@a—bx=(@—ob) (a—b—x).

Zadania
22. Wyjmij wspélny czynnik poza nawias:
a) ax+ay, a*x-+-ay, ax*-ay, 3ax—ay;
b) x*—2xy, 3xy—y2, xy—yz X —Xxy;
c) 6ax — 3ax2, 4x —16x%y, . ax — a?x?;
d) —14x —21x%y, 10x*—25x*y, 2ax*— 3axy;
e) x— x4 x8 2x:—4x® 8x, 3x% - 18x2 —6x;
) 7T—14x 4 14y22, x5 — ax® 4 bx, 4x°y —12xy? — 8xy;
g 4a°x —12a°x* —8ax3, 9x*b — 18x2b% 54 xb; :
h) 15a° — 10a%x2 — 25a%x?, 2ax’y — 3axy® - 4ax?y3;
D) 17a*x —34a°x'y, 19a’bx |- 57 a* bx?;
) 11x2y3zt — 19x4 y322 L 258y 25,
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23. Przedstaw jako iloczyn:
a) ax + by + ay + bx;
' ¢) ax —ay — bx - by;
e) 2ax 4 ay + 2bx - by;
g) x*+ ax -+ bx - ab;
i) ax®* 4 ax — bx — b;
k) x? —xy — xz -+ yz;
m) axy -+ bexy — az — bez;
0) mx — 2my —nx +2ny;

b) ax — by — ay + bx;

d) ax — by -+ ay — bx;

f) 3ax — bx — 3ay + by;

h) x — ax + a* — a’;

J) ax®*+ax —x—1;

l) bax —4bx —5ay | 4by;
n) ax®* — 4bxy — axy | 4by?;
p) amx® |- bmxy — anxy — bny?2.

24. Przedstaw w ksztalcie iloczynu:

28. Przedstaw jako iloczyn:
a) @+ x)?+a* —x¥
¢) (a+x)* —a* 4 x¥
e) (5+ x)* 425 — x?;
&) (ax+b)* + a*x* — b
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b) (@a—x)? -+ a*— x2;
@) (a— 0 —a* 4 ¥
N x—7—x { g9
) (Tx+3)* 4+ 49x* —9;

) (ax — by +a*x* — 8% ) (Bx — 4y)* — 16y 4 9x?;
k) (Tax — 2by)? - 4b2y2 — 49a2x2,

29. Przedstaw jako iloczyn:
a) a*+2xy 4 y* —a?;
¢) x* —8ax | 16a* — 9y?;
e) x*--a® 4 2ax — y*;
g) a*— x* —2xy — y¥;
i) x*4-y* - 2xy — 4x2y2;

b) x*—2xy |- y*— a?;

d) 4x®+4xy | y* — 25a2;
) 2ax + a® - x* — 4y?;
h) x*—a® 4 2ab — b?;

J) x*—6xy -+ 9y® — 4a%?;

k) x*+-2xy-+y*—a®—2ab—b2; 1) x*— 2xy-+y*—a®+2ab—b2;
m) x*—dax-|-4a*—b*-2by—y?*; n) x*—2ax - a*—b*—6by — 9y2;

a) x*— y?; b) 4a® — b2; c) 9a® — 4 b%;
d) 4x2—16y?; e) 4a® — 9b%; ) t§a® — 43144
2) xt— Y h) x*—16; i) 9a* — 144;
j) 8la* —49x%; k) 9x — a; D @yt —121;
m) x* — 25a°; i) x*y* =4a°; 0) x°y°—4;

p) 1—xp2; r) 25x* —49y%; s) 16x* — 9y

1) 4x*26— 25)%; u) x1®—4ys; v) 25 x20 — 9y,
w) 1 — 100 x2y*2¢; x) —16x10y8 |- 25 x*y8;
2) $ixty®z® — ;9o xBy10212,

25. Oblicz:
a) 3752 — 225%;
d) 5382 — 518%;
g) 2825% — 175%;

26. Przedstaw jako iloczyn:
a) (a - b)* —c*; b) & —y)*—at; Q) (x - @)t—4y%;
d) @x+yr—a’ e (@20 —9x% [) (xf4b—1;
g @—3x—y* k) 2x—3a)'—4b* {) a*—(0—c);
D xe—@+2)7 k) 162 —(y—2)* 1) 4x* —(Ba—20)%;
m) 1— (x—3)*; n) (@ —b)* — (x4 y)%;
0) (a4 b)) — (c+ d)* Y (i ol el Sl
q) (@—0b)— (x—y)% r) 6x—+y)*—(a+b)*;
s) 1— (bx—4y); t) Bx—2y)*—1;
2) @b ——y+.2p

27, Przedstaw jako iloczyn:
@) (@bt —a% b a—(0=ap; o (x+ 42y
d) (24x +y)* — (25x —y)*; € (5x—+2y)*—(Bx —Y)*;
) 16x* — (4x —5y)*; 8 (4x 4 5)* — (2x —3)*; -
h) (4x 4 1) — (Bx — 1)?; i) 6x +a—4)*— (4 —5x)%

b) 145 — 144%;
e) 9632 — 253%;
h) 16392 — 7392;

c) 850 — 350%;
f) 1022 — 982;
i) 100012 — 1.

0) x*—2x+4-1—y*—4ay—4a®; p) 16x*—8x--1—y*—8ay—16a2;

g) x*—a*+y*—b*—2xy-1-2ab; r) 4x*—12ax—b*—y*—2by-1-9a2.
30. Przedstaw jako iloczyn:

a) 2x®—x*-}-10x —5; b) x| 3x 4 xy -+ 3y;

¢) x*—5x—xy+5y+x—5; d) axy-- bexy — bez — az;

e et e o B Aot o a8 -Loxs

&) 6x* - 3xy — 2xz — yz; h1—x—x>4x3—xt| x5,

D1+4x24x34x5—xt—x5; j) 6x2— 9xy? |- 8xz2 — 12y222;

k) 12x* — 20x%22 4 9x2y3 — 15322,

31. Oblicz wyrazenia a) a® —b® dla a =257, b=260;
b) ac —bc dla a = — 153, b=—158, c¢=371.

32. Przedstaw najprosciej sume kwadratow a) trzech, ) pigciu liczb
catkowitych nastgpujgcych po sobie przyjmujac, ze srodkowa
jest x. Oblicz te sumy dla x = 100!

33. Przedstaw najprosciej sume szescianéw trzech liczb catkowitych
po sobie nastgpujgcych przyjmujac, ze srodkowa jest x. Suma
ta jest zawsze podzielna przez liczbg srodkows; dlaczego?

34. a) Réznica kwadratéw dwoch liczb calkowitych po sobie na-
stepujacych jest r6wna ich sumie; dlaczego ? (oznacz mniej-
Szg z nich przez x, zaznacz réznice ich kwadratéw a nastep-
nie przedstaw te réznice w postaci iloczynu ).
b) Podaj dwie liczby catkowite po sobie nastepujace, ktérych
réznica kwadratow wynosi 87!
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35.

36.

37.

38.

39

40.

41.

7 flaszki zawierajacej 1 ! wina odlano kieliszek 0 pojemnosci
g | wina i dolano wody; nastepnie odlano znowu kieliszek
mieszaniny i dolano wody. lle w Kofcu bylo we flaszce wina,
a ile wody ? Podaj wzor i oblicz go dla: @) g=+; b a=14.
02 Phe-s b2 a2 b2
=

Sprawdz, ze jezeli x=ab, y = — ol z L edziea,b

oznaczaja dowolne liczby, to x* + y* = 2% Podaj przyktad licz-
bowy przyjmujac: a) a=3, b=1; b) a =4, b=E6.

0O ile wzrosnie kwadrat liczby a, jezeli jg zwigkszymy O X7
Podaj przyktady liczbowe!

Ze wszystkich prostokgtow o obwodzie 10 ¢m podaj ten, ktory
ma najwieksze pole. (Oznacz boki prostokata przez a i b i oprzyj
sie¢ na wzorze zadania 7 str. 120.)

Wypelin puste miejsca tak, aby powstal kwadrat magiczny,
w ktorym sumy liczb w kazdym wierszu, w kazdej kolumnie,
w kazdej przekatni wynosza: a) 3a, b) 2(a + b+ c+d).

a) ‘ b) \

Obierz dowolng liczbe dwucyfrowag i utworz jej kwadrat, na-
stepnie zmien porzgdek cyfr w obranej liczbie i utworz znowu
kwadrat otrzymanej liczby. Roznica obu kwadratow jest po-
dzielna przez 99. Dlaczego ?

Prostopadiogcian ma objetosé v cm®, powierzchnig p cm?; suma
wszystkich krawedzi wynosi s cm. Jaka bedzie objetos¢ pro-
stopadloscianu, jezeli krawedzie zwigkszymy 0 X cm?

(Oznacz krawedzie prostopadioscianu przez a, b, ¢, nastepnie
oblicz objetos¢ prostopadioscianu o krawedziach a-tx, b+ x,
¢+ x, a w koncu zredukuj wyrazy podobne ze wzgledu na
zmienng Xx). ;

?.W}
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§ 3 Ukladame réwnai

VIII. Réwnania o dwéch i wiece] n1ew1adomych

St Okreélema

§ 2. Rozwigzywanie nkladu dwoch réwnan o dwoch mewmdomych
e Rozwn}zywame réwnafi o kilku niewiadomych .

§ 4. Ukladanie réwnan L. et R, ot g = 1

] Jednomiany i wielomiany

IX. Potegi S, 3
§ 1. Potega o wykladmku naturalnym
. Znak potegi
. Tloczyn poteg o rownyeh podstawach
. Tloraz poteg o réwnych podstawach
. Potega potegi s . e
§ 6 Potega iloczynu, ﬂorazu

X. Je:nomiany 5
y 1. OkreSlenia
§ 2. Suma jednomianéw
§ 3. Iloezyn jednomianéw
§ 4. Potega jednomianu
§ 5. Iloraz jednomianéw .

‘XI. Wielomiany ks
¢ 1. OkreSlenia. Redukc;a 3
§ 2. Dodawanie i odejmowanie wxelonuanow
§ 3. Mnozenie wielomianéw 5
§ 4. Tloraz melommnu przez Jednomum 3
§ 5. Iloraz wielomianu przez wielomian stopma plerwszego &
§ 6. Wielomiany o wspélezynnikach literowyeh

XII. Wzory specjalne
§ 1. Kwadrat dwumianu
§ 2. Szecian dwumianu
§ 3. Tloczyn sumy dwéch wyrazen przez 1ch rozmcg
§ 4. Rozkladanie wielomianéw na czynniki .




DAY

i

WALNA POMOC PRZY NAUCE SZKOLNEJ
W ZAKRESIE WSZYSTKICH PRZEDMIOTOW
NAUCZANIA STANOWI ENCYKLOPEDIA

CWIAT I ZYELE

REDAKTOR: PROF. DR ZYGMUNT LEMPICKI

Polecona do uzytku szkolnego przez Mini-
sterstwo W.R. 1 O.P. Bogato ilustrowana,
drukowana na bezdrzewnym papierze.

Z ZAKRESU MATEMATYKI i FIZYKI

zawiera encyklopedia takie artykuty, jak:

arytmetyka 1 algebra, astronomia, atmo-

sfera ziemi, atom, cigzenie powszechne,

ciepto, ci$nienie, Curie-Sktodowska, czas

astronomiczny, dzwiek, elektron, elek-

tryczno$é, energia, tizyka, fotoelektrycz-
nosé, geometria i w. 1,

CENA

Calos¢ w plotnie . O ook 3004
w polskorku 340,—
Tomy od I-IV W piétnie po 60,—
w polskérku , » 68,—

Tom V w plotnie . o e et G
w poiskérku 100,—

" PROSPEKTY WYSYLA NA ZADANIE BEZPLATNIE

. ADMIN. SWIATA i ZYCIA — KSIA,ZNICA-ATLAS S. A.
.  LWOW, CZARNIECKIEGO 12 — WARSZAWA 1, NOWY SWIAT 59




