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Pomimo to, iz liczenie i mierzenie stanowwg podwali-
ny najplodniejszych, najpewnlejszych 1 najscislejszych
metod naukowych, ktére w ogole znamy, podstawy ich
teoretyczno - poznawcze badano stosunkowo malo tylko.
Po stronie filozoficznej, scisli zwolennicy Kanta, wierzacy
w system jego w postaci takiej, w jakiej pod wplywem
éwezesnych pogladéw i wiadomosci rozwingl sie byl histo-
rycznie, musieli w kazdym razie uwaza¢ pewniki arytme-
tyki jako twierdzenia dane nam a priori, a okreslajace blizej
transcendentalng forme postrzegania czasu w tem samem
znaczeniu slowa, w jakiem czynig to pewniki geometryczne
wzglgdem przestrzeni. Dzigki temu pogladowi pytanie nad
dalszem uzasadnieniem i Wyprowadzemem tych twierdzen
zostalo odciete zar6wno w plerwszym jak 1w drugim wy-
padku.

W dawniejszych artykulach staralem sie dowiesé,
ze pewniki geometryl nie sg twierdzeniami danemi nam
a priori, lecz ze przeciwnie dajg sig stwierdzié lub obalié

za pomocg doswiadczenia. Zaznaczam tu raz jeszcze, ze,

w skutek tego poglad Kanta na przestrzeh jako na tran-
scendentalng furme postrzegania bynajmniej nie zostaje
zarzuconym; zdaniem mojem usuwamy tylko w skutek tego
pewna szczegdlng a nieusprawiedliwiona ceche specyalng
pogladu Kanta, ktéra badz co badz stala sie bardzo. zgubng
dla dazen metafizycznych jego nastepcow.
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Owé% nie ulega watpliwosei, ze broniona przezemnie
teorya empirystyczna, nie uznajac pewnikéw geometryl
jako twierdzen nie dajacych sig dowiesé inie potrzebuja-
cych tez dowodu, musi réwniez zdaé sprawe z pochodzenia
pewnikéw arytmetycznych, ktére do formy postrzegania
w czasie w analogicznym pozostajg stosunku.

Dotychezas arytmetycy umieszczali na czele swych
wywodéw nastepujace twierdzenia jako pewniki:

Pewnik I. Dwie wielkosci réwne trzeciej sg sobie

réwne. :
Pewnik ll. Wedlug nomenklatury H. Grassmanna,

prawo asocyacyjne dodewania:
(@+8)+e=a+@+o).

Pewnik Ill. Prawo komutacyjne [przemiennosciowe]
dodawania:

a —|— bie="0 —I— a.

Pewnik IV. Wielkosci réwne dodane do réwnych da-
ja réwne.

Pewnik V. Wielkosci réwne dodane do nieréwnych
daja wielkosci rézne.

Glebiej niz inni arytmetycy, ktérych prace sg mi zna-
ne, i dbajac jednoczesnie o punkty widzenia filozoficzne, wni-
kneli w badania te panowie Herman i Robert Grassmann 1),
w dalszych tez wywodach arytmetycznych bedg sig trzy-
mal obranej przez nich drogi. Sprowadzaja oni pewniki
ILi IIT do jednego, ktéry nazywaé bede pewnikiem Grass-
manna, mianowicie: g

“at++1=a+0+D,

Y) Herman Grassmann, Die Ausdehnungslehre. Wyd. I., Lipsk 1844;

wyd. IT — 1878. — Robert Grassmann, Die Formenlehre oder Mathematik.

Szezeein, 1872,
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z ktérego to pewnika wyprowadzaja oni obadwa powyzsze
twierdzenia ogdlnieisze za pomocs tak zwanego (n— 1)-go
~dowodzenia. Dzieki temu zyskuje sie istotnie, jak to spo-
dziewam sig pokaza¢é w ciggu dalszym, stuszna podstawe
dla nauki o dodawaniu liczb czystych. Do pytania atoli,
tyczacego sig przedmiotowego zastosowania arytmetyki do
wielkosci fizycanych, wkracza w skutek tego oprécz dwdch
pojec: wielkosci i réwnoscei, ktérych znaczenie w dziedzinie
faktéw pozostaje niewyjasnionem, jeszeze jedno, trzecie
wige pojecie, mianowicie pojecie jednosthi; jednoczesnie tes

wydaje mi sig niepotrzebnem ograniczeniem obszaru prawo-

mocnosci znalezionych twierdzen, skoro z géry rozwazamy
wielkosci fizyczne jako takie tylko, ktére skladajg sig z je-
dnostek.

W slad za bra¢mi Grassmann poszedl, z posréd now-
szych arytmetykéw, p. E. Schrider 1); w pewnych atoli wa-
znych wywodach idzie on dalej jeszcze niz oni. Dawniejsi
arybmetycy, rozwazajac zwyczajnie ostatnie pojecie
liczby jako pojgcie ilosei przedmiotéw, nie mogli uwol-
ni¢ sig zupelnie od praw, rzadzacych zachowywaniem
sig tych przedmiotéw; to tez uwazali oni to poprostu ja-
ko fakt, ze liczba przedmiotéw, stanowigcych pewng grupe,
daje siq znales¢ niezaleznie od porzadku, w jakim je liczy-
my. Pan Schrgder byl natomiast, o ile wiem, pierwszym,
ktory dostrzegl (1. c. str. 14), i% ukryty jest tu pewien pro-
blemat: on tez — stusznie, zdaniem mojem, — przyznal, Ze
mamy tu do czynienia z pewnem zadaniem psychologii i—
ze, z drugiej strony, nalezaloby okresli¢ te empiryczne
wlasnosci, ktére muszg przyslugiwaé przedsiotom, aby je
mozna bylo liczy¢.

Odnosne rozwazania, a mianowicie dotyczace pojecia

+wielkosci, znajdujemy tez oprécz tego w Ogdlnej teoryi fum=

") Lehrbuch der Arithmetik und Algebra. Lipsk, 1873.
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keyi Poawla du DBois Reymonda (Titbingen, 1882), Cz. I,
Rozdz. 1, i w artykule A. Elsasa ,0 psychoﬁzyce“ (Max-
burg, 1'886), str. 49 1 nastepne. Oble te prace sa atoli po-

" $wiecone badaniom specyalniejszym 1 nie zawierajg roz-

trzasan, dotyczacych caloksztaltu podwalin arytmetyki.
Autorowie ich holduja poglgdowi, iz pojecie wielkosci mo-

Zna Wyprowadzw 7 pojecia linii, pierwszy — W znaczeniu

emplrycznem drugi - w duchu scistego Kantyanizmu. Po-
przednio juz wspomnialem i w dawniejszych swych pismach
wyluszezylem, co mam do zarzucenia temu ostatniemu po-
gladowi; pan du Bois- Reymond konezy zas badanie swe pa-
radoksem, wedlug ktérego dwa wprost przeciwne sobie
punkty widzenia, z ktérych kazdy prowadzi do sprzeczno-
$ci, sa w jednakowym stopniu mozliwe.

Poniewaz wymieniony dopiero co autor jest nader
glqboklm ma’cematy kiem, ktéry ze szczegdlnem zaintere-
sowaniem sig badal najglqbue zasady swojej nauki, przeto
otrzymany przezen wniosek ostateczny tem bardneJ zache-
cil mie do ogloszenia wlasnych moich rozmyslan nad
wzmiankowanym problematem. :

Dla krétkiego zaznaczenia mojego punktu widzenia,
ktéry prowadzi do prostych, konsekwentnych wywoddw i do
rozwiazania wspomianych wyzej sprzecznosci, przytaczam
z géry juz, co nastepuje: Arytmetyke, czyli nauke o czy-
stych liczbach uwazam jako zbudowang na faktach czysto
psychologleznych metode, ktora uczy nas, jak nalezy po-
stugiwaé sie konsekwentnie pewnym ukladem znakéw
(mxanowwle liczb) o nieograniczonej rozciaglosei i dopusz-
cza.]qcym ‘nieograniczong dokladnose. Arytmetyka bada
mianowicie, jakie zposréd rozmaitych sposobow laczenia
tych znakéw (b. j. jakie dzialania rachunkowe) prowadza do

jednego 1 tegoz samego wyniku ostatecznego. Uczy nas,

ona miedzy inneimi réwniez, jak mozna rachunki nadzwy-
czaj zawile, ba nawet takie, ktére w zadnym skonczenie

)

dlugim czasie nie dalyby sie wykonczy¢, zastapic przez ra-
chunki prostsze. Pomijajac dany w skutek tego probierz
wewnetrznej konsekwencyi naszego myslenia, postepowanie
takie nalezaloby uwaza¢ jako pusty gre naszych mysli
z urojonymi przedmiotami, — ktéra p. P. du Buis-Reymond
drwigco z ruchami konika na szachownicy poréwnywa,—
gdyby nie to, ze postepowanie to dopuszcza tak nieslycha-
nie pozyteczne zastosowania Za pomocg bowiem tego
ukladu znakéw, mianowicie liczb, dajemy opisy stosunkéw,
zachodzacych miedzy przedmiotami rzeczywistymi, ktére—
gdzie tylko daja sie zastosowaé — moga osiagna¢ wszelki
wymagany stopien dokladnosci. 1 zapomoca tegoz ukladu
znakéw przepowiadamy rachunkowo w wielkiej liczbie wy-
padkow, w ktérych ciala przyrody spotykaja sie lub wspél-
dzialaja pod panowaniem znanych praw natury, wartosei
liczebne, bedgce miarg wyniku tych zjawisk.

Z kolei atoli nalezy zapyta¢: Jakiez jest znaczenie
przedmiotowe tego, ze stosunki, zachodzace miedzy przed-
miotami rzeczywistymi, wyrazamy przez liczby mianowa-
ne jako wielkosci, i: — pod jakimi warunkami mozemy to
czynic? Pytanie to, jak zobaczymy, rozpada si¢ na dwa
mnne, prostsze, mianowicie:

1. Jakie jest znaczenie przedmiotowe tego, ze uzna-

‘ Jemy dwa przedmioty jako pod pewnym wzgledem rdwne?

2. Jaki charakter powiuno posiada¢ sk03a17enle fizy-
czne dwoch przedmiotéw, aby wolno bylo uwazaé poréwny-
walne ich atrybuty jako - dodajnie (additiv), ze sobg zwia-
zane, 1 w skutek tego same te atrybuty uznawac jako ilosci,
dajace sig wyrazi¢ za pomocs liczb mianowanych? Liczby
mianowane bowiem rozwazamy jako zlozone ze swych
czescl, wzglednie jednostek, za pomoca dodawania.
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Prawidlowy szereg liczb.

Liczenie jest to pewne postepowanie (dzialanie), ktd-
re opiera'sie na tem, Ze mozemy zachowa¢ w pamiegci po-
rzadek, w jakini nastepowaly po sobie w czasie akty Swia-
domosci. Liczby mozemy, na poczatek, uwazac¢ jako sze-
reg znakéw dowolnie obranych, byleby$my tylko ustano-
wili dla mich raz na zawsze jakikolwiek okreslony po-
rzadek nastepstwa jako prawidlowy, czyli — wedlug zwy-
klego sposobu wyrazania sig — jako ,naturalny.® Nazwa
ynaturalnego® szeregu liczb nawigzala sig do pewnego
okreslonego zastosowania liczenia, mianowicie do znajdy-
wania liczby danych przedmiotéw rzeczywistych. Gdy
z posréd przedmiotéw tych rzucamy jeden po drugim do
kupy juz przeliczonych, liczby przy procesie naturalnym
nastepuja po sobie w swym porzadku prawidlowym. Nie
ma to nic wspélnego z porzadkiem znakdéw liczebnych; po-
dobnie jak znaki te sg rézne w réznych jezykach, tak tez
kolejny ich porzadek moznaby dowolnie ustanowié, by-
leby tylko jakikolwiek okreslony porzadek byl niezmiennie
uwazany jako porzgdek normalny, czyli prawidlowy. Po-
rzgdek ten jest w rzeczy samej pewng normg czyli prawem,
danem przez ludzi, naszych prarodzicéw, ktérzy wypraco-
wali jezyk. Umyslnie kladg nacisk na te réznice; albowiem
6w rzekomo ,naturalny“ charakter szeregu liczb ma swoje
zrédlo w niezupelnej analizie pojecia liczby. |Matematycy
nazywajg ten prawidlowy szereg liczb szeregiem liczb cal-
kowilych dodatnich.

Szereg liczb utrwalil sie w pamieci naszej znacznie
glebiej niz jakikolwiek inny szereg, co niewatpliwie polega
na znacznie czestszem jego powtarzaniu. Za pomoca tegoz
szeregu liczb utrwalamy tez przedewszystkiem wspomnie-
nia innych szeregéw w naszej pamiegci, t..j. uzywamy liczb
jako liczb porzqdkowych.

— e
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Jednoznacznosé porzadku kolejnego.

W szeregu liczbowym postepowanie naprzéd i posu-
wanie sig wstecz nie sa bynajmniej procesami réwnowar-
tosciowymi, lecz istotnie réznymi. podobnie jak nastepstwo
postrzezen w czasie, podczas gdy dla linii, ktdre istniejg
w przestrzeni i bez zmiany czasowej, zaden z dwdch mo-
zliwych kierunkéw posuwania sig nie jest wyszczegdlnio-
nym wobec drugiego.

_ W rzeczy samej, kazdy obecny akt naszej $wiadomo-
sci, badz to postrzezenie, badz tez uczucie lub wola, dziala
wspélnie z obrazami wspomnieniowymi aktéw przeszlych,
lecz nie przyszlych, ktére w danej chwili nie istniejg jesz-
cze zgola w $wiadomosci, 1 jestesmy $wiadomi aktu obe-
cnego jako specyficznie réznego od wspomnien, ktére mu
towarzyszg. W skutek tego przeciwstawiamy wyobrazenie
obecne, tworzac charakterystyczne dla formy postrzegania
w czasie przeciwstawienstwo nastepujacego do poprzedza-
jacego, stosunek, ktéry nie daje sie odwrécié i ktéremu
kazde wkraczajace w $wiadomosé nasza wyobrazenie musi
z koniecznosci podlega¢. W tem to znaczeniu umieszcze-
nie w porzadku czasowym jest nieodlaczna forma naszego

- postrzegania wewnetrznego.

Znaczenie nazw.

Wedlug powyzszych wyjasnien kazda liczba jest
okreslona tylko przez swe poloZenie w szeregu prawi-
dlowym.

Znak jeden kladziemy na tym czlonie szeregu, od kté -
rego zaczynamy.
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Duwa jest llczba, ktora bezposredmo, t. j. bez wstawie-
nia jakiejkolwiek innej liczby, nastepuje po liczbie jeden
w szeregu prawidlowym, »

Trzy _]esb liczbg, ktoéra réwniez bezposrednio nastepuje
po dwoch, i t. d.

Niema zadnej przyczyny, dla ktdérej mielibySmy sze-
reg ten gdziekolwiek zakonczyé albo tez postepujac na-
przéd, napotka¢ znak poprzednio juz uzyty. System dzie-
sigtny [np ] daje nam istotnie moznos¢ nieograniczonego
przedluzania tego szeregv bez powtarzania jakiegokolwiek
znaku liczbowego 1), a to przez prosta i latwo zrozumials
kombinacye dziesieciu tylko réznych znakéw liczbowych.

Liczby, ktére w szeregu prawidlowym nastepuja po
pewne] danej liczbie, nazywany wyiszemi od niej, te, ktore
Ja poprzedzaja, nizszemi. *) Daje nam to zupelng dysjun-
keye uzasadniong przez istote kolejnosci C/asowe], a ktorg
wyrazi¢ mozemy w postaci pewnika:

: Pewnik VI. Jeieli dwie liczby sq rdine od sicbie, jedna
& nich must by¢ wyzseq od drugiej.

Dodawanie liczb czystych.

Przy wyprowadzaniu twierdzen ogdélnych o liczbach
bede sie poslugiwal znanemi oznaczeniami rachunku za po-
mocy liter. Kazda litera malego alfabetu lacinskiego moze
oznacza¢ jakakolwiek badz liczbe, w danem jednak twier-
dzeniu lub w danym rachunku — zawsze jedna 1 tez samy.

") ,Teorya liczb“ bada takie szeregi liczbowe, : W ktoryeh po

pewnej liezbie nastepuje zawsze znowu jeden, ktére pxzew powtarzaja -

sie peryodyeznie.

?) Unikam tu jeszeze wyrazlw wigkssy i mmiejszy; réznica ta na-
wigzuje si¢ bardziej do pojecia ilosei [Anzahl], o ezem pézniej bedzie
mowa.

,
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Objasnienie znakow: Skoro osnacee jakgkolhwiek liczbg
przez pewng litere, mp. preez a, bedg przez (u—-1) rozumial
liczbe masteprujgeq poniej bezposrednio, w sseregu normalnym.

Symbol (a -1)*nie ma wiec tymczasem nic innego
oznaczag, jak tylko to, co podalem w powyzszem objasnie-,
nin. W ogdle zas nawiasy, jak zwykle, wyrazaja, ze za-)
mknigte w nich liczby naleiy polgczyé nasamprzéd w jedng
liczbg, potem zas dopiero wykonaé¢ reszte przepisanych
dzialan.

Znak réwnosci @ = b oznacza¢ ma tu, w czystej nauce
o liczbach, tylko to, ze ,a jest taz samg liczba co b.“
Dla tego tez z réwnan

a =210
C =0

wynika bezposrednio @ =¢; obadwa bowiem powyzsze
réwnania wyrazaja, Ze obie liczby, zaréwno a jakicsa
taz samy liczbg 0. Tym sposobem konstatujemy prawo-
mocnos¢ pewnika (I) dla szeregu liczb calkowitych w czy-
stej nauce o liczbach.

Liczenie liezb.

Uwazamy obecnie normalny szereg liczb jako posta-
nowiony idany. Mozemy teraz czlony tego szeregu uwa-
za¢ jako dany szereg wyobrazen w naszej swiadomosei,
ktorych porzadek, poczawszy od dowolnie wybranego czlo-
na, mozemy znowu oznaczy¢ przez normalny szereg liczb,
rozpoczynajacy sie od liczby jeden,

Okreslenie: Przez (a - b) rozumiem te liczbe szeregu
gléwnego, ktors napotykam, jezeli przy (a -+ 1) licze: je-
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den, przy [(a - 1) -|— 1] — dwa, i t. d. dopdty, dopdki nie
przeliczylem az do b wlacznie.

Opis postepowania tego daje sie strescié w nastepujg-
cem réwnaniu (H, Grassmann’a pewnik o dodawaniu):

(eLbFl=a+@+1" . . . @)

Ob:asnienie: Rownanie to wyraza, zZe jezeli zaczyna-
jacod (a + 1) jako od ,jeden“ licze do b iznajduje tym
sposobem liczbg oznaczong przez (a - 0), wéwczas—liczac
dalej o jeden, otrzymam w pierwszym szeregu (b + 1),
w drugim zas liczbe nastepujaca bezposrednio pe (a -+ D),
t.j. liczbg [(@a + )+ 1]. Zgodnie ztem oznaczam wiec
liczbe wzmiankowana w okresleniu: [(a 4 1) 4+ 1] réwniez
przez [a -+ (1 4 1)] albo przez (a - 2), dalej [(a 4 2) + 1]
przez (@ -+ 3), 1 dalej, bez konca.

W jezyku arytmetyki nazwalibySmy procedure te do-
dawaniem, liczbe (a4 - b) suma liczb a i b, same zas liczby’
aib — dodajmlkami; zwracam atoli uwage na to, ze w po-

wyzsze] procedurze wielkosci @ 1 0 nie odgrywaja rél jedna-

kowych, i ze nalezy dopiero dowiesé, ze mozna je wza-
jemnie zamieni¢, nie zmieniajac sumy, — czego w dalszym

ciggu dowiedziemy. Zachowujgc atoli watpliwosé te w pa-|

migci, mozemy oznaczenie to przyja¢ i powiedzie¢, ze forma
(@ + b) wyraza, 1z b nalezy dodac¢ do a, Ze (a - b) jest su-
ma liczb a i b, kladac jednak dotychczas jeszcze nacisk na
porzadek, t. j. pomnac, ze b nastepuje po a. Niechaj przeto
@ nazywa sie pierwszym, b zas-—drugim dodajnikiem. Zgo-
dnie z tem mozemy, stosujac konsekwentnie powyzszy|
spos6b oznaczania, kazda liczbe (a-}1) nazwaé sumaw
liczby poprzedzajacej, mianowicie a, i liczby ]eden

am
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Wymieniona powyzej procedura dodawania musi,

w prawidlowym szeregu liczb, w kazdym wypadku do-
prowadzi¢ do pewnego wyniku i mianowicie zawsze do
jednego i tegoz samego dla jednych 1 tych samych liczb
aib. Albowiem kazdy krok, z ktérego sklada sig doda-
wanie (@ - b), jest postepem naprzdéd o jeden stopien w sze-
regu dodatnich liczb calkowitych, od (¢ + b) do (a—} 0) B |
1od b do (b + 1). Kaidy z krokéw jest wykonalnym i kaz-
dy z nich musi zawsze ten sam wyda¢ skutek wedlug zalo-
zef naszych o niezmiennem przechowywaniu szeregu licz-
bowego w naszej swiadomosci.
. Z pewnoscig wiec istnieje jedna 1 jedyna tylko liczba
odpowiadajaca (a-0). Twierdzenie to odpowiadaloby
tresci pewnika IV, skorobysmy zastosowali go do liczb
czystych i do razwazanego tu rodzaju dodawania.

Z drugiej strony mozemy z powyzszego opisu tej pro-
cedury wywnioskowaé, ze (a - 0) z koniecznosci musi byé
rézne od a i mianowicie wyzsze od a, skoro tylko b jest
jedna z calkowitych liczb dodatnich.

- Jezeli ¢ jest liczbg wyZsza niz «, musimy zawsze, li-
czac stopniowo w goére od @, koniecznie napotkaé ¢ i médz
przeliczyé, ktorg z kolei liczba jest ¢, gdy liczenie rozpoczy-
namy od a. Niechaj bedzie ona b—ta; wéwcezas mamy

= (a +0).

Twierdzenie to, gwoli pdzniejszym cytatom, ozna-
czam jako:

Pewnik VII. Jezeli jedna liczba ¢, jest wyéseq niz inna a,
wowceas mosna wyragic ¢ juko sume a i pewnejdajgcej sie zna-
les¢ calowitej liczby dodatniej D.

Twierdzenie I: O porzqdlkw wykonyiwania dwéoch lub

wigeej alktow dodawania.  (Prawo asocyacyjne, wedlug
Grassmann’a).
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- Jeseli do sumy (a + b) mam dodaé liczbe ¢, otrzymam
ten sam rezultat, skoro dodam do liezby o sume (b 4+ ¢) t. j.—
w postaci rownania—:

@+b)+c=a+@O+ce. .. . . (2)
Dowod: :

- Twierdzenie to jest sluszne dla ¢ — 1, wedlug rowna-
nia (1). Dowiedziemy obecnie, ze jezeli jest ono sluszne
dla jakiejkolwiek wartosei ¢, jest ono réwniez sluszne dla
wartosci bezposrednio nastepujacej: (¢ -+ 1).

Wedlug réwnania (1) mamy bowiem:

(@ +8) + o)) +1 = (@ +8) + ¢+ 1)
[a+ G+ )+ 1=a + (b4 ) 1]
=a+[b+(c+ 1)

Jezeli wigc twierdzenie (2) jest sluszne dla wystepu-
Jacej tu wartosci ¢, wyrazy po lewej stronie dwéch pierw-
szych réwnan sg jednemi i temi samemi liczbami; mamy
wiec réwniez:

(@40) b+ =a+[b+ (@ +1)],
t. j-twierdzenie nasze jest sluszne réwniez dla (¢ - 1).

Poniewaz zas, jak zaznaczyliémy poprzednio, jest ono

sluszne dla ¢ =1, jest wiec tez sluszne dla ¢ = 2, a wige
réwniez dla ¢ = 3 i t. d., bez granic.

Dodatek: Poniewaz obadwa wyrazy, zawarte w ro-
wnaniu (2), majg jedno i toz samo znaczenie, mozemy—
z opuszczeniem nawiaséw — dla jednego i drugiego wpro-
wadzi¢ oznaczenie nastepujace: t

atbto=(a+b)tc=at@+o . . @
Nie wolno nam jednak w wyrazach tych zmienia¢ porzadku
kolejnego dodajnikéw a, b, ¢, dopdki nie dowiedziemy do-
puszczalnosci takiej zamiany.

. —

; Uogélnienie prawa asoceyacyjnego.

Uogdlniamy przedewszystkiem oznaczeuie dane w (22).
Niechaj mianowicie
R=a-+btetdtitd-+k41 . . (@)
wyraza sume, w ktdrej poszczegélne dodawania maja byc
wykonane w takim porzadku, w jakim sa wypisane, i nie-
chaj—dla krétszego oznaczenia—bedzie

m-t+R=m-4a+b+ct+d-}it.d. k1,

zas . ‘

m—t+(R)=m-+(a+btc+d-+it, d +k-+1D);
ze znaczenia samych symboléw wynika:
(R) +m = R 4 m.

Inne jesze litery alfabetu lacinskiego beds mialy znaczenia
podobne, jak A.

Mamy woéwczas
Rtb4otS=UR+b+d+ 8
poniewaz sg to wyrazy réwnoznaczne. Z drugiej zas stro-
ny mamy wedlug réwnania (2%)
B +b+c= )+ 0+0),
a wige: ;
| Retbtot S=E+0G+0]+5
=R+ @+ +5,
t. j.:zamiast doda¢ kolejno wszystkie czlony, mozna naj-

przéd polaczy¢ dwa jakiekolwiek srodkowe w sume, po
czem wystarcza tak utworzons sume (b - ¢) zastapic tylko
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przez jedne liczbg, aby mozna bylo w podobny sposéb
péjsé dalej i zjednoczy¢ znowu jakgkolwiek inng par na-
stepujacych po sobie liczb, i t. d.

A wiege przy dowolnie wielu dodajnikach mozna ré-
wniez zmieni¢ porzadek, w ktérym maja by¢ wykonane
poszczegdlne przez znak - zaznaczone dodawania, nie
zmieniajac wskutek tego sumy calkowitej.

Twierdzenie Il. (wedlug H. Grassmann'a prawo ko-
mutacyjne):  Jezeli w sumie dwoch dodajnilow jeden z dodaj-
nikow rowna sig jednosciq, wowczas porzadek ich moze byé
przemieniony, t. j ;

e W S u v SNRRINCR

Dowod: Roéwnanie to jest sluszne dla a = 1. Znowuz
mamy dowies¢, ze jezeli jest ono stuszne dla jakiejkolwiek
oznaczonej wartosci #, bedzie ono réwniez slusznem dla
(@ 4+ 1). Wedlug réwnania (1) jest mianowicie

l+a)+1=1+(@+1).
Wedlug zalozenia réwnanie (3) ma by¢ stuszne dla a, a wige
Q+a)+l=(@@+D+1 |
z tych za$ dwéch réwnan wynika:
l+@4+=@+1)4+1, . . . . (8)
co bylo do dowiedzenia.
Poniewaz twierdzenie nasze jest sluszne dla a =1,

jest wiec réwniez sluszne dla @ = 2. bedac za$ stusznem
dla a = 2, jest tez sluszne dla @ = 3, i t. d. bez granic.

Twierdzenie lll: W kaidej sumie skladajqcézj sie z duwbch
doda;mko’w moina zmienic porzqdel dodajnikow nie emienia-
jace liceby odpowiadajacej sumie, t. j.

Cas bbb o SO VR R R A

e~
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Réwnanie to jest, wedlug twierdzenia II, stuszne dla
b=1. Jezeli jest ono sluszne dla jakiejkolwiek danej
wartosei b, bedzie ono réwniez sluszne dla (b - 1); albo-
wiem wedlug twierdzeaia I mamy:

(@b +1=a+@+1),
wedlug naszego zalozZenia jest zas
(@) +1=0+a+1=140+a)
—(1+b)Fa=b+1)}a
7 trzech ostatnich przeksztalcen pierwsze i ostatnie opiera-
ja sie na twierdzeniu II, réw. (3), drugie zas—na twierdze-
niu I, réwn. (2). Mamy przeto
a+G+D=0+D4a
co bylo do dowiedzenia.

7 twierdzenia s

at+1=1-+a

wynika przeto
a-+2=24a,

stad za$ znowu
: a+3=3-+a

i tak dalej, bez konca.

Dowod pewnika V. Jezeli a i f sg liczby rézne, moze-
my, jak pokazano w pewniku VII, znales¢ zawsze dodatnig
liczbg calkowity b taks, aby bylo:

(@40 =Ff.

Wéwezas mamy

o+ f=c4(a+b)=(c+a)+0.
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Wedlug tego Jest wiec (¢ —l*a) zZ kémecznoscx rézne od

(e+7),t ] Roine licaby, dodane do liceby Y jednej i tej samej,
dajg sumy roéne, 3 . ;

Poniewaz zas Wedlug~tw1e1dzema 1T
o

c+f="rAge % -
a-l—c:o}ﬂ&,‘ﬁ’i

n

mozna wiec ostatni wniosek Ivgnsac takze w ksztalcie
réwnania e .
(F+o=G6+09+b
t. j.r jedna i taz sama liczba, dodana do liceh réinych, daje
sumy rozne

Wynika stad wazne dla teoryi odejmowania i teoryi
réwnan twierdzenie, ze dwie Iiczby, ktére po dodaniu do
kazdej z nich jednej i tej samej liczby dajq jedng 1 teg sama,
sume, musza by¢ identyczne.

i
Zmiana porzadku dowolnie wielu elementow.

W powyzej opisanym sposobie odliczania w celu do-
dawania kombinowalismy ze soba parami dwa szeregi liczb
z zachowaniem ich normalnego porzadku kolejnego, tak iz

‘(m - 1) bylo podporzadkowane liczbie 1, (n -} 2)—liczbie 2,

it. d. Litylko punkty poczatkowe tych szeregéw liczb
byly rézne. '

Obecnie rozwazymy wypadek ogolmeﬁszy podporza‘d-
kowania elementéw dwdch szeregéw, z Ltoxfych mianowicie
jeden zachowuje okreslone nastepstwo i daje sie przeto wy-
razi¢ przez nasze znaki liczebne, drugi atoli posiada na-
stepstwo [elementéw] zmienne. Elementy drugiego szere-
gu oznaczymy przez litery alfabetu greckiego. Litery te

AT O RS A

I

- posiadaja Wprawdiie réwnie pewien porza;dek kolejny, alfa~

 uwazaé bedziemy jako jeden .z bardzo wielu mozliwych,

SR R

betyczny, utrwalony w pamieci naszej; porzadek ten atoli a

wyszczegdlniony tylko przez pewne momenty pryypadkowe,
ulatwiajgce nam przeglad, i zachowamy sobie prawo zmie-
nia¢é go dowolnie. Stawiamy jednak warunek dodatkowy,
aby przy wszelkich zmianach porza,dku tych elementéw
Zaden z nich nie byl opuszezony ani tez powtérzony. Wa-
runek ten zas skontrolowad. mozemy najlatwiej w pamieci
naszej, zakladajac, ze grupa omawiana ma zawieraé jako
elementy wszystkie litery, ktore w przekazanym nam po-
rzgdku alfabetycznym poprzedzaja pewna okreslong li-
tere, np. k. ,

Przestawienie dwdch nastepujacych po sobie
elementow szeregu.

Jezeli dwom nastepujacym po sobie liczbom n1 (n4-1)
sg podporzadkowane dwa elementy, np. & i {, natenczas
n moze byé polaczone albo z & albo.tez z {; mamy wiec
dwa rodzaje podporzadkowania:

n  (m+1)
P ¢
albo 1’
n (n41) ]‘
& e. Al

Jezeli zamiast pierwszego z tych porzadkéw wpro- }
wadzamy drugi, nie zmieniajac w niczem zadnej z po-
zostalyoh par podpormdkowanych sobie liczb 1 liter na-
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litery ~ani tez zadna z liter podporzqdkowanej sobie
liczby, tak iz nie powtarzamy ani tez nie opuszczamy
zadnej litery. Jezeli wigc szereg, zawierajacy dwie pierw-
sze z posréd powyzszych par, byl przed przestawieniem
grupa bez luk i bez powtdérzen, natenczas szereg, otrzy-
many po pmestawxemu [elementéw], réwniez quzte sta-
nowil grupe bez luk i bez powtdrzen.

Ziv pomorg odpowiednicgo powtdrzenia takicl przestarien
sqsiednich elen entow mozemy jakikolwiel dowolnie obra'){y el-e-
ment grupy wuczynic pierws ym w szeregu, nie wylwarzu)gc je-
dnoczesme ani powldrzen, ani luk. Jezeli bowiem wybrany
element § jest n- tym, mozemy z zamienié go z (n —1)-ym,
nas‘rqpme z (n—2)-im i t d., tak iz liczba, oznacza.]a¢0a
Jego miejsce, staje si¢ coraz nizsza, dopdki nie stanie sie
najnizsza w grupie, t.j. 1.

W podobny sposéb mozemy kazdy element szeregu,
ktérego miejsce jest wyzsze niz m-te, uczyni¢ m-tym
czlonem grupy, nie wytwarzajac przy tem ani luk, a.l'li
tez powtérzen Przy procedurze tej czlony szeregu, kto-
rych miejsca wyrazone s przez liczby nizsze od m, za-
chowujg miejsca swe bez zmiany.

Stad wynika, ze za pomocq wielokrotnego prazestawie-
nin sqsednich citondw grupy moina otrzymaé wszelkie mo-
gliwe porzadki kolejne, nie opuszczajge an: teé nie pou'tarzq-
jac zadnych elementéw. Mozemy bowiem dowolnie przepi-
saé, ktdry element szeregu ma sig sta¢ pierwszym, 1 osig-
gnaé to za pomocs powyzsze] metody. Nastepnie moze-
my w podobny sposdb jakikolwiek przepisany element uczy-
ni¢’ drugim, nie zmieniajgc przy tem miejsca  elementu,
ktory dopiero co zostal pierwszym. Nastepnie mozemy
oznaczy¢ trzeci element it. d., az do ostatniego. ™
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Twierdzenie IV. Atrybuty szerequ elementéw, nie smie-
niajqcee sig przy przestawieniw dwoch jalkiclkolwick elementéw
sastednich, nie zmieniajq sie tez przy zadnej motliwej zmiane
porzqdkw kolejnego elementow.
Wilasnosé ta naprowadza nas przedewszystkiém na
uogdlnienie prawa komutacyjnego dodawania.

Niechaj wielkie litery oznaczajg znowu, podobnie
jak przy uogdlnieniu prawa asocyacyjnego, sumy do-
wolnie wielu liczb. Wowczas mamy Wedlug uogolnione-
g0 prawa asocyacyjnego

R4atb4S=R+@+b)+85.

Wedlug prawa komutacyjnego dla dwéch dodajni-
kow mamy

a+b=b+ a

a wige, poniewaz zgodnie z tem (a - b) jest taz samq
hczba, co (b—+ a):

Rta+t+b+S=R4+0+a)+ 8
=R+b4a+5,

gdzm ostatnie przeksztalcenie uczynilismy  znowuz na
mecy prawa asocyacyjnego.

Poniewaz za$ mozna w danej sumie przestawié
wzajemnie dwa nastepujgce po sobie elementy, nie zmie-
niajagc wartosci sumy, mozna przeto wedlug twierdze-
nia IV przestawi¢ wszystkie dodajniki i ugrupowaé je
w dowolnym porzadku, nie zmieniajac sumy.
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Tak wiec wyprowadzilismy z pojecia dodawania
pieé podstawowych dla dzialania tego pewnikéw. Obecnie
mamy jeszcze tylko dowiesé, ze wprowadzone to przez nas
pojecie dodawania jest zgodne z tem, ktére za punkt
wyjscia ma znalezienie ilosci [Anzahl] dajacych sig poli-
czy¢ przedmiotéw.

Prowadzi nas to przedewszystkiem do pojecia ioscr
[Anzahl] elementéw danej grupy. Jezeli dla podporzad-
kowania kaZdemu z elementéw grupy po jednej liczbie
zuzywamy zupelny szereg liczb od 1 do nm, natenczas
nazywamy 7 iloscig czlondw tej grupy. Wywody, poprze-
dzajace wyslowienie Twierdzenia IV, pokazuja, ze ilos
ezlondw nie zmuemia sie w skutel zmian ich porzqdliu kolejne-
go, skoro tylko unikamy opuszczen i powtérzen tych
czlonéw. |

Owo6z twierdzenie to stosuje sig do przedmiotéw
rzeczywistych, ktére przejsciowo oznaczy¢ mozemy przez
a,p,y it.d. Przedmioty te, aby mozna je bylo poli-
czyé, musza atoli istotnie czyni¢ zados¢ pewnym wa-
runkom, przynajmniej dopéty, dopéki wynik wyko-
nanego liczenia ma zachowywaé swg waznosé. Nie
powinny one znikaé ani tez zlewa¢ sig z ipnymi, zaden
z nich nie powinien rozpada¢ sig na dwa [lub wiecej],
zaden nowy przedmiot nie powinien przylaczac sig do
rozwazanych, tak aby kazdej w formie greckiej litery
danej nazwie odpowiadal tez stale jeden i tylko jeden
odgraniczony przedmiot, ktéry tez stale jako jedyny daje
sie rozpozna¢. Tylko za pomoca doswiadczenia oczy-
wiscie mozna si¢ upewnié, czy dla danej klasy przed-
miotéw warunki te sg spelnione. ') 3

1) Podezas druku dowiaduje sie, ze p. profesor L. Kromecker
w wykiadach mianyeh w ciagu ostatniego pélroeza zimowego pojecia
liezby i ilosei rozwingt w podobny sposéb.

f)
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Z powyzej opisanej metody liczenia wynika bezposrednie,
ze liczba ogdlna czlonkow dwich grup, wie majgcych ze soba,
ani jednego elementw wspdlnego, rowna sie, wedtug poprzednio
rozwinigtego pojecia dodawania, sumie ilosci czlonow obyduw
tych grup poszczegolnych. Aby mianowicie znalezé liczbe
0gdlng, moglibyémy nasamprzéd przeliczy¢ jedna grupe;

-jezeli sklada sie ona z p czlondéw, liczba (p 4+ 1) padnie na

pierwszy czton drugiej grupy, (p 4 2) — na drugi, i tak
dalej, tak iz liczbe wszystkich czlonéw obydwu grup znaj-
dujemy za pomoca dokladnie tej samej procedury liczenia,
jak powyzej okreslona sume dwdch liczb, ktdére wyrazaja

~ Hodé elementéw, zawartych w kaidéj grupie.

Powyzej opisane pojecie dodawania jest wiec istotnie
identyczne z pojeciem dodawania, wynikajacem z wyzna-
czenia liczby ogolnej elementéw dwéch lub wiecej grup
przedmiotéw, dajacych sie liczyé; ma ono jedak te zalete,
%e mozma je utworzyé, nie uciekajac sie do do$wiadczenia
zewnetrznego.

Tym wigc sposobem wykazalismy szereg pewnikow
o dodawaniu, niezbednych dla uzasadnienia arytmetyki,
a odnoszgcych sie do pojecia liczb i sumy, zaczerpnigtego
tylko z postrzegania wewnetrznego, pojecia, z ktéregosmy
wyszli; jednoczesnie zas dowiedlismy zgodnosci rezultatow
tego rodzaju dodawania i dodawania, ktére mozna wypro-
wadzi¢ z liczenia zewnetrznych, a dajacych sie liczyé,
przedmiotow. :

Stad latwo juz rozwinaé¢ mozna teorye odejmowania
1 mnozenia, okreslajac »6énice (a—b) jako te liczbe, ktéra
nalezy doda¢ do b, aby otrzymaé¢ a, jako sume, mnozenie
zas$ jako dodawanie pewnej ilosci liczb réwnych. Wystar-
cza W tem Lmiejscu powolaé sie¢ na pana Grassmann’a, kto-

¥
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ry okresla mnozenie liczb czystych za pomocg dwdch na-
stepujacych réwnan:
; adi=—th

b+1).a=0b.a-+ a.

Co sig tyczy odejmowania, zaznaczeg jeszcze tylko, ze liczby,
jako znaki pewnego szeregu, mozna réwniez przedluzyé
bezgranicznie w kierunku zstepujacym, idge od 1 wstecs
doo, stad do ( — 1), ( — 2)it. d. i postepujac z temi licz~
bami nowemi podobnie, jak z wylacznie tylko dotychczas
rozwazanemi dodatniemi liczbami calkowitemi. Wowezas
réznica dwdch liczb zawsze posiada pewne znaczenie,
a mianowicie jedyne tylko; jest ona wige jednoznacznie
okreslong.

Ze wzgledu na cigg dalszy nalezy tu jeszcze omowié
zardwno 2godnosc, jak i 1dinice migdey prawam: dodawania
i mnosenia. el

Prawa asocyacyjne 1 komutacyjne rozciggaja sig za-
réwno do jednego, jak i drugiego dziatania. Jak widzie-
lismy,— ‘

@+ b +oc=a+@+0
a+b=0+4 a
lecz mamy rowniez:
(0. 0).e=d. (b, ¢c)
a.b=b.a.

Réznica miedzy wlasnosciami zasadniczemi tych dzia-
lah pokazuje sie wéwezas dopiero, gdy laczymy za/pomocy
‘kazdej z nich » réwnych liczb a. Polaczone przez dodawa-
nie, dajg one mianowicie iloczyn n. a, ktéry podlega prawn
komutacyjnemu: . ‘

nha=— 0.,
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podezas gdy mnozac # réwnych czynnikéw, otrzymujemy
potégq a*, w ktérej — z wyjatkiem szczegdlnych wypad=
kéw—nie mozna zamieni¢ ze soba @ in, nie zmieniajge
wartosci potegi.

‘Podobnie tez pokazuje sig analogija dla stosunku kaz-
dego z tych dzialan przy jego polaczeniu z dzialniem bez-
posrednio wyzszem w jednym wypadku, mianowicie:

(@+b).c=(@.c)+ (b.c)

cfv . == bl gl

anatologija ta jednak znika przy komutacyi; nie zachodzi
Juz bowiem podobny zwigzek migdzy (@ - b)° z jednej i
a®. b° z drugiej strony. ‘

Liczby mianowane.

Opisanem powyzej liczeniem przedmiotéw niejedna-
kowych poslugujemy sie w zasadzie tylko w celu skons

- statowania ich kompletu [Vollzahligkeit).

: Znacznie wigkszg wazmosé i szersze zastosowanie po-
siada natomiast liczenié réwnych przedmiotéw. Przedmio-
ty takie, liczone i réwne pod pewnym okreslonym wzgledem,
nazywamy jednosthami liczenia, iloé ich liczby miunowa-
ng, szozegllny rodzaj zjednoczonych w niej jednostek-—:
mianowaniem liczhy. 123

Tlosé [Anzahl] daje sig rozlozyé na czescel, zjednoczone
w catosci, addytywnie, jak to widzielismy wyzej. Suma
dwdch liczb mianowanych o réwnem mianowaniu jest liczby
ogdlng wszystkich ich jednostek, a wiec z koniecznoscl
znowuz liczbg mianowang o temze mianowaniu. Jezeli ma-
my poréwnaé ze sobg dwie rézne grupy o réznych ilosciach,

o
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nazywamy wickszq te, ktérej odpowiada wyzsza, mniejszq
zas$ — te grupe, ktorej odpowiada nizsza ilos¢ [elementéw].
Jezeli obie zawieraja te samg ilosé, nazywamy je rownema.

Przedmioty albo atrybuty przedmiotéw, k#dére w poré-
Wnaniu z podobnymi im dopuszczaja réznice wiekszosel, ro-
wnosei i mnleJSZOSCl, nazywamy weelkosciami. Jezeli wielkosé
mozna wyrazié za pomocs liczby mianowanej, nazywamy
liczbe te wart.$ciq danej wielkosci, procedure zas sama,
Za Pomocy, ktérej znajdujemy ows liczbe mianowang, na-
zywamy mierzeniem wielkosei. W wielu w rzeczy samej
wykonanych badaniach udaje nam sie zreszts tylko spro-
wadzi¢ pomiar do jednostek dowolnie obranych albe tez
danych przez instrument mierniczy; woéwczas znalezione
przez nas liczby posiadaja tylko znaczenie liczb stosunko-
wych [wzglednych], dopoki nie uda si¢ nam sprowadzi¢
owych jednostek do jednestek ogdlnie znanych (bezwzgle-
dnych jednostel fizyki). Tych ogélnie znanych jednostek
nie mozna atoli bynajmniej okreslié przez ich pojecie, lecz
mozna wykaza¢ je tylko na pewnych cialach przyrody
(ciezarach; sztabach mierniczych) albo tez -na pewnych
zjawiskach przyrody (jak np. dzien lub uderzenie wahadla).
Okolicznosé ta, ze sa one wskutek przekazania od jednej
do nastepnych generacyi ludzkich ogélniej znane, nie zmie-
nia bynajmniej procedury ani tez samego pojecia mierzenia

1 wystepuje w obec nich jako prosta przypadkowose.

W ciggu dalszym zbadamy, pod jakimi waruukami
mozna wyrazaé wielkosci za pomocs liczb mianowanych, t j.
znajdywac ich wartose, 1 co dla faktyczne_] wiedzy naszej

-dzigki temu zyskujemy.

W tym celu atoli musimy nasamprzéd poznaé pojecia
rownoscei i wielkosci w ich znaczeniu przedmiotowem

?s
|
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Rownos¢é fizyezna.,

* Szczegblny stosunek, mogacy zachodzi¢ miedzy atry-
butami dwéch przedmiotéw, a ktéry ochrzcilismy mianem
,rownosel,“ jest scharakteryzowany przez Pewnil: I, awyZej
juz przytoczony: 1 wiewielkosci réwne trzecie) sq 9obze réwne.
W tem Juz zawiera sie jednoczesnie prawda, ze stosunek
réwnosci jest wzajemnym; albowiem z

==t
b=c¢

‘ vs/rynika zaréwno a = b jakib=a.

Réwnosé porédwnywalnych atrybutéw dwéch przed-
miotéw jest wypadkiem wyjatkowo tylko zachodzgcym
imoze wiec objawi¢ sie¢ w faktycznej obserwacyi tylko
przez to, ze owe dwa réwne przedmioty, spotykajac sig lub
wspéldzialajac przy odpowiednich warunkach, pozwalajg
nam dostrzec pewien szczegélny skutek, ktéry w zasadzie
przy wspéldzialaniu innych par podobnych przedmiotéw
nie zachodzi.

Procedure, za pomoca ktérej wprowadzamy dwa przed-
mioty w warunki odpowiednie, tak aby mozna bylo obser-
wowaé wzmiakowany skutek i skonstatowaé jego obe-
cnosé lub nieobecnosé, procedure te nazwiemy metodq po-
YOWNYWANIQ.

Jezeli procedura ta poréwnywania ma nas pouczaé
w sposéb niewatpliwy o réwnosci pewnego atrybutu dwéch
przedmiotéw, wynik jej powinien zaleze¢ wylgczniei je-
dynie tylko od tego warunku, ze obadwa przedmioty posia-
daja odnosny atrybut w oznaczonym stopniu, skoro tylko
zalozymy, ze procedurg poréwnywania wykonywa sig
w kazdym wypadku prawidlowo.
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Z pewnika powyzej przytoczonego wynika przede-
wszystkiem, ze shutek pordwnania powinien zostac wiezmien-
nym przy wzajemne) samianie dwioch przedmiotéw [pordwny-
wanychl]. 1

Dalej, wynika stad, ze jezeli dwa przedmioty aib
okazujg sie rownymi sobie i jezeli z poprzedniej obserwa-
cyi, wykonanej za pomocs tejze metody poréwnywania,
okazalo sig, Ze a jest tez réwne pewnemu trzeciemu
przedmiotowi ¢, ze natenczas z odpowiedniego poréwnania
przedmiotéw b ic¢ powinna tez wynikngé réwnosé tych
dwoéch przedmiotéw.

Oto sg warunki, ktérych powinni$my wymagaé od
odpowiedniej metody poréwnywania. Dow:ie$é réunoéci mo-
éna tylko za pomocq takich metod, kiore czynia zadosé wspo-
MRLANY M WYMaAganiom.

Twierdzenie, wedlug ktérego ,réwne wielkosci mozna
zastapi¢ przez réwne“, wynika z powyzszych zalozen prze-
dewszystkiem dla owego skutku, na kt¢rego obserwacyi
opieramy sprawdzian ich réwnosci.

Z réwnoscig atoli w dotychczasowem znaczeniu stowa
moze tez z natury rzeczy is¢ w parze réwnosé dalszych
dziatan lub stosunkéw rozwazanych przedmiotéw, tak iz
zaréwno pod tymi wzgledami jeden przedmiot mozna za-
stapi¢ przez drugi. Wyrazamy to zwykle w mowie naszej
tak, jak gdybysmy zdolnosé¢ przedmiotéw do wytwarzania
owego skutku, ktéry jest miarodajnym 'w poréwnanin
pierwszego rodzaju, objektywizowali jako atrybut tych
przedmiotow, przypisujac przedmiotom, uznanym za réwne,
réwne wielkosci tego atrybutu i uwazajac wszelkie dalsze
dzialanie, w ktérych réwnos¢ takze sie zachowuje, jako
dzialania owego atrybutu albo tez jako dzialania, ktd-
re—wedle doswiadczenia — zalezg jedynie tylko od owego
atrybutu. Podobne twierdzenie wyraza jednak zawsze to tyl-
ko, ze przedmioty, ktére okazaly sie réwnymi przy tym spo-

sobie poréwnania, ktéry rozstrzyga o réwnoéci‘ tego szczer
gblnego atrybutu, mogs sig¢ réwniez we wszelkmh@da%zych
zaznaczonych wyzej wypadkach wzajemnie zastapic, bez
zmiany wyniku. it b
Wielkosci, o ktérych réwnosci lub nieréwnosei roz-
strzyga jedna i taz sama metoda poréwnywania, nazywa-
my ,jednorodnems* [,gleichartig]. Skoro za pomocy ak3<
strakeyi odrywamy atrybut, ktérego réwnosé lub nieré-
wno$¢ mamy przy tem oznaczyé, od wszystkich pozosta-
Iych wlasciwosci, ktére sarézne dla poréwnywanych przed-
miotéw, natenczas dla odpowiednich atrybutéw réznych
przedmiotéw pozostaje jedynie tylko réznica wielkosci 1).
Niechaj mi bedzie dozwolonem objasni¢ Zznaczenie
tych abstrakcyjnych twierdzen na kilku znanych przy-
ktadach. o
Cigzary. Jezeli polozymy dwa dowolne ciala na
szalkach rzetelnej wagi, waga wogdle nie bedzie w réwno-
wadze 1 jedna szalka opadnie. ;
Wyjatkowo tylko znajdziemy pewne pary cial aib,
ktdre polozone na szalkach, nie wyprowadza ich z réwno-
wagl. :
Jezeli wowczas przeloze « i b, waga powinna nadal
zachowywaé stan réwnowagi. Jest to znany probierz do-
broci wagi, t. j. dowdd, ze réwnowaga na tej wadze istetnie
wskazuje réwnosé cigzaréw. :
Wreszcie sprawdza sig to, zZe jezeli ciezar ciala a ré-
wna sig nietylko ciezarowi b, lecz takze cigzarowi ¢, wéw-
czas b = ¢. Na réwnowadze ciezaréw, polozonych na do-

'y P. H. Grassmanna okre§lenie réwnosci: ,Rowne jest to, o ezem
mozna zawsze jedno i toz samo wypowiedzieé, albo ogélniej, to co w kaz~
dym sgdzie moze byé wzajemnie za siebie podstawione®, okreflenie to
wymagatoby zastosowania tego nadzwyczaj ogéluego warunku (wysta-
wionego na niebezpieczeristwo falszywej interpretacyi) w kazdym po-
szezegdlnym wypadku, w ktérym mamy wnioskowaé o réwnosei.
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brej wadze, istotnie wiec oprze¢ mozna metode okreslania
pewnego rodzaju réwnosci,

Ciala, ktérych cigzary poréwnywamy ze soba, mogsa
zreszty skladaé sig z najrozmaitszych substancyj, posiadaé
najrozmaitsze ksztalty i objetosé. Ciezar poréwnywany
jest tylko pewnym przez abstrakeye wydzielonym ich atry-
butem. Méwi¢ o cialach jako o ciezarach i o cigzarach
tych jako wielkosciach mozemy wéwezas tylko, gdy ab-
strahujemy od wszystkich innych ich wlasnosci, i jezeli
abstrakcya taka jest dozwolona. Posiada to praktyczne
swoje znaczenie, ilekro¢ obserwujemy lub tez wywolujemy
zjawiska, przy ktérych przebiegu jedynie tylko ten atrybut
‘wspdldzialajacych cial wehodzi w rachube, t. j. pray kté-
rych mogg zastepowaé siq wzajemnie ciala, réwnowazace
sig na wadze. Zachodzi to wéwezas np., gdy mierzymy
bezwladnos¢ odnosnych cial. Ta jednak okolicznosé, ze
ciala o réwnych cigzarach posiadaja tez jednakows bez-

wladnos¢ [réwne masy] i réwniez pod tym wzgledem mogs, |
sig wzajemnie zastepowaé, nie wynika bynajmniej z poje- |

cla réwnosci, lecz jedynie tylko znaszej znajomosci tego
szczegdlnego prawa natury dla rozwazanego stosunku.

Odlegtosé dwoch punktow.

Najprostszym utworem geometrycznym, dopuszczajg-
cym wyznaczenie wielkosci, jest odleglos¢ wzajemna pary
punktow. Jezeli jednak odleglosé ta ma posiadaé, prazy-
najmniej podczas mierniczego poréwnywania, pewna ozna-

czong wartosé, punkty powinny znajdowaé sie w stalem

ze soba polaczeniu, jak np. ostrza cyrkla. Znana metoda
poréwnywania odleglosci dwéch par punktéw polega na
tem, czy mozna doprowadzi¢ je do zgodnosel kongruencyj-
nej, czyli tez nie. Ze metoda ta nadaje sie do wykazywa-

29

nia réwnosci, ze kongruencya zachodzi przy kazdem po-
fozeniu, przy jakiejkolwiek zamianie wzajemnej obydwu
par punktéw, ze dwie pary punktéw kongruencyjne z trze-
cig s3 tez miedzy soba kongruencyjne,—wszystko to spra-
wdza si¢ doswiadezalnie. Tak wigc mozemy utworzyé
pojecie réwnych odstepéw czyli odleglosci.

Wychodzac stad, otrzymaé mozna pojecie linii prostej
1 jej dlugosci. - Wyobrazmy sobie dwa nieruchome punkty,
przez ktére linia ma przechodzié; owdz linig prostg nazy-
wa sig taka linia, ktérej zaden punkt nie moze zmienié
swego polozenia, nie zmieniajac odleglosci swej przynaj-
mniej od jednego z punktéw nieruchomych. Linie krzywa
natomiast mozemy obgaca¢ naokolo dwéch jej punktow,
przy czem zmienia sig polozenie, lecz nie odleglosé¢ pozo-
stalych punktéw od owych dwéch jej punktéw nierucho-
mych. Powiadamy, ze dlugosci dwéch ograniczonych linii
prostych sg sobie réwne, jezeliich punkty koncowe posia-
daja réwne odstepy, jezeli wigc punkty te mozna doprowa.
dzi¢ do kongruencyi, przy czem tez same linie zlewajg sig
ze sobg. O tyle tez pojecie dlugosci zawiera nieco wigcej
niz pojecie odleglosci. Jezeli wyobrazimy sobie dwie pary
punktéw: a, bia, ¢ o réznych odleglosciach, majace punkt
@ wspllny i umieszczone na jednej i tej samej linii prostej,
tak iz pewna czgs6 tej linii jest wspdlng dla obydwu par,
wéwezas punkt b znajduje sig nagodcinku a ¢ albo tez punkt
¢ na odeinku ab. Wynika wige Stad przeciwstawienie, od-
powiadajace przeciwstawieniu wielkosci wiekszej i mniej-
szej, podezas gdy pojecie odleglosci daje bezpcsrednio
tylko pojecie réwnosci i nieréwnosci.

Mierzenie czasu opiera sig na zalozeniu, ze mozemy
znalezé zjawiska fizyczne, powtarzajace sig przy jednako-
wych warunkach zawsze w jeden i ten sam sposéb i konezace
sig tez jednoczesnie, skoro tylko rozpoczynajg sig w jednej
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i tej samej chwili, jak bp. dnie, uderzenia Wahadla., bieg
zegaréw piaskowych lub wodnych. Zalozenie niezmienne-
go trwania przy powtdérzeniu usprawiedliwia sig przy tem
tylko przez te okolicznos¢, ze wszelkie najrozmaitsze me-
tody mierzenia czasu, wykonane starannie, prowadza z8-
wsze do zgodnych ze soba rezultatéw. Jezeli dwa takie
zjawiska a 1 b rozpoczynajg 1 konczg sie réwnoczesnie, za-
chodza one nie tylko w réwnych czasach, lecz w jednym
i tymze samym czasie. Ze wzgledu na czas nie istnieje
miedzy niemi zadna réznica, nie mozna wigc przeto mowié
o0 ich zamianie obopdlnej; jezeli zas jakiekolwiek trzecie
zjawisko ¢ rozpoczyna si¢ 1 konczy jednoczesnie z @, po-
siada ono tez wspélny poczatek j koniec z réwnoczesnie
zachodzgcem zjawiskiem b, —

Natesenia swietlne dwdéch widzialnych pol porowny—
wamy, przysuwajac jedno do drugiego, tak iz oprécz ré-
znicy jasnosci wszelkie inne odgraniczenie migdzy niemi od-
pada i badajac nastepnie, azali pozosta_]e miedzy niemi
]eszcze jakakolwiek dostrzegalna gramca

" Stosunkowo malo rézniace sie od siebie wysokosci to-
néw poréwnywamy za pomocs zjawiska,dudnienia, ktore

musi znikaé, skoro wysokosci staja sie réwnemi. NalgZenia

pradow eleltrycenych poréwnywamy za pomoca galwano-
metru réznicowego, ktéry trwa w stanie spoczynku, dopdki

tylko prady te sa rowne, i tak dalej.

Dla skonstatowania wiec réwnosci pod rozmaitymi
wzgledami i w ré7nych okolicznosciach nalezy postugiwaé
sig najrozmaitszymi srodkami fizyeznymi; wszystkie one
jednak musza czynié zadosé¢ powyzej sformulowanym wy-
maganiom, skoro za pomoca nich mamy wykazywaé sto-
sunki réwnosei.

Pierwszy pewnik: ,Dwie wielkodci réwne trzeciej sg
sobie réwne“ nie jest wigc prawem o znaczeniu przedmio-

ey -
o
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towem, lecz okresla tylko, jakie stosunki fizyczne wolno
nam uwazac za stosunki réwnosei.

Przyklad, w ktérym pewnik powyzszy tworzy istotng
podstawe procedury mechanicznej, mamy w szlifowaniu
plaskich powierzchni szklanych. Jezeli szlifujemy o siebie
dwie bryly szkla przez ustawiczny obrdt jednej z nich. po-
wierzchnie obydwu bryl moga sig staé kulistemi, jedna
wypukla, druga wkleskls. ~Jezeli jednak szlifujemy o sie-
bie naprzemian trzy powierzchnie, musimy ostatecznie
otrzymaé plaszezyzny. Podobnie tez przy sporzadzaniu
dokladnych linialéw metalowych otrzymujemy proste kra-
wedzie, szlifujac o siebie naprzemian trzy takie linialy.

“Addytywne kojarzénie ') fizyczne wielkosci
jednorodnych.

Rozwazane przez nas dotychczas porownywanie wiel-
kosci rozstrzyga jedynie o ich réwnosci lub nieréwnosei, nie
daje nam ono jednak zadneJ jeszcze miary dla Wlelkoscl
ich réznicy, gdy sa one rézne. Jezeli jednak rozwazane
wielkosci dajg sie zupelnie okreslié przez hczby mianowa-
ne, natenczas quksza z dwoéch liczb musi sig da¢ wyrazié
jako suma mniejszej 1 ich réznicy, Nalezy przeto zbadag,
podJaklml warunkami wolno nam wyrazié fizyezne skO]a-
rzenie jednorodnych wielkosci za pomoca dodawania.

Sposéb kojarzenia, o ktéry tu chodzi, bedzie w ogdle
zalezet¢ od rodzaju wielkosci, ktére mamy skojarzy¢.

) ,Kojarzenie® [,Verkniipfung*] jest terminem Grassmamn’ a, uzy-
wanym przezen przewaznie w znaczeniu subjektywnem, podeczas gdy tu
posiada on tylko znaczenie przedmiotowe.
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Ciezary np. dodajemy, kladac je poprostu na tg sams
szalke wagi; okresy czasudodajemy, rozpoczynajac drugi
dokladnie w tej samej chwili, w ktdrej pierwszy sig skon-
czyl; dodajemy &lugosci, gprzykladajac je do siebie w pe-
wien okreslony sposéb, mianowicie w linii proslej; i t. d.

1. Jednorodnos¢ sumy i dodajnikow. Poniewaz oma-
wiane kojarzenie ma dotycze¢ wiellosci gezunegi) olreslone-
g0 rodzaju, skutek jego nie powinien siz zmienic, jezeli za-
stapimy jedne lub wigcej tych wielkosci. pruez réwne wiel-
kosci tegoz rodzaju. Czyniac to bowiem, zastepujemy tyls
ko wielko$ci te przez tez same liczby o tem samem namia~
nowaniu, ktére posiadaly juz poprzednio. Lecz rezultat.
skojarzenia, skoro ma by¢ sumg wielkosci skojarzonych,
musi byé réwniez jednorodnym ze swojemi czesciami, albo-
wiem suma dwéch liczb mianowanych jest réwniez liczbg
o0 tem samem namianowaniu, jak powiedzieli$my juz po-
przednio. O nieznuennosci wige rezultat skojurzenia. przy
weajemne] zamianie Cczesci Musi rostrzygac tué sama metode
poréwnywania, za pomocq ktorej konstatowal:$my rownosé
zamienianych wzajemnie czesci. Oto jest faktyczne zna-
czenie wymagania, aby suma wielkosci j ednorodnych byta
jednorodng z dodajnikami. ,

" Tak np. mozemy w sumie ciezaréw poszczegélne bry-
Iy zastapi¢ przez bryly innego materyalu, posiadajace je-
dnak tez same ciezary. Suma zachowuje wowczas ten sam
ciezar, ktéry miala poprzednio; pozostale jej atoli atrybuty
moga wskutek tego uledz zmianie. %

2. Frawo komutacyjne. Rezultat dodawania jest nie-
zaleznym od porzadku, w ktérym kojarzymy ze sobg do-
dajniki. Toz samo musi zachodzi¢ dla tych kojarzen fizy-
cznych, ktére moga by¢ uwazane jako dodawania. '
: 3. Prawo asocyucyjne. Polaczenie dwdch wielkosci
jednorodnych mozna tez ukutecznié. w sposob fizyczny,
podstawiajac zamiast nich jedng niepodzielng wielkosé te-
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goi' samego rqdzaju, réwng ich sumie. Wskutek tego owe
dwie wielkosci beda wéwezas przed wszelkiemi innemi po-
1gczone ze sobg addytywnie. gl Lo ki

Tak np. przy wazeniu mozemy przez cigzarek piecio-
gramowy zastapi¢ pig¢ oddzielnych cigzarkéw gramowych.
Rezult.a,t kojarzenia nie powinien sie¢ wiec zmieniaé pray.
zastgpieniu kilku kojarzonych ze soba wielkosci przez inne
ktdre réwnajs sig ich sumie. ’

Moina zreszty dowiesc, ze jezeli dwa pierwsze wy-
magania sg w ogdle spelnione, réwniez trzecie jest spel-
’mone.;

. Wyobrazmy sobie elementy ugrupowane w porzadku
takim, wjakim majs by¢ ze sobs skojarzone w jednym
wypadku, tak iz kazdy poszczegélny element ma byé przy-
l.qczonym do rezultatu skojarzenia wszystkich poprzedza-
Jacych go elementéw, tak jak to wyzej przepisalismy dla
dodawania [a b4 ¢+ it.d]. Otéz, jezeli w drugim

. wypadku wymagamy, aby niektére z tych wielkosci zostaly

skojarzone przed innemi, mozemy je — wedlug prawa ko-

~mutacyjnego,—ktére wedlug zalozenia ma by¢ stusznem—

1'1mles'cié na pierwszem i drugiem miejscu, aby skojarzyé
Je tamze przed innemi, nie zmieniajac tym sposobem re-
zul't;a,tu. Nastepnie, zgodnie z pirrwszym z posréd wy-
ze] przytoczonych warunkéw naszych, mozemy rezultat
tego skojarzenia zastapi¢ réwniez przez inny niepodszielo-
ny przedmiot, ktéry—rozwazany jako wielkos¢ tegoz sa-
mego rodzaju—jest réwny temu rezultatowi.

. Nastepnie mozemy znowu przeniesé na pierwsze dwa
miejsca dwie dalsze wielkosci lub sumy wielkosci. ktére
majg by¢ skojarzone, i t. d., dopdki wszystkie wielkosci nie
zostang skojarzone w przepisanym porzadku.

Przy zadnej z tych operacyi nie zmienia sig wielkosé
ostatecznego wyniku kojarzen.

i
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Mosemy przeto wwaiaé fizyceny sposob kojarzenwia wiel-
Fosci jednorodnych jako dodawanie, jeseli rezultat kojarzen.ia,
gako wielko$c tegoé rodzaju nie @nienia sig ani przez wzaje-
mne przestawienie poszczegdlnych elementow, ani tei praes
zastqpienie elementéw kojarzonych przez wielliosci réwne tegoé
sumego rodzaju.
: Poznawszy tym sposobem metodg kojarzenia odgo-
snych wielkosci, mozemy tez osgdzi¢, ktére z nich sg wig-
ksze, ktére zas—mniejsze. Wiynik skojarzenia addytywne-
go, t. j. calosé, jest wigksza anizeli czesci, z ktérych sie?
sklada. Co sie tyczy najprostszych wielkosci, z ktéremi
mieli$my do czynienia juz w najwczesniejszej mlodoseci,—
jako to czasy, dlugosci, ciezary, — to nie watpilismy nigdy,
ktéra z nich jest wigksza, a ktéra—mniejszg, poniewaz zna-
lismy wlasnie oddawna metody addytywnego ich kojarze-
nia. Tu jednak musimy uwzglednié, ze metoda poréwny-
wania, w ksztalcie powyzej opisanym, poucza nas w ogole
o tem tylko, czy rozwazane wielkosci sg réwne, czy tez nie;
réwne. Jezeli dwie wielkosci x sg sobie réwne, wszystkie
w jednakowy spos6b utworzone z nich za pomocg rachunku
funkcye sa takze rowne. Z posréd tych funkeyi atoli nie-
ktore beda rosnac, inne zas — maleé przy wzrastajacem .
Nalezy wigc przeto rozstrzygna¢ dopiero za pomocg odpo-
wiedniego doswiadezenia, ktére z posréd tych funkeyi do-
puszczaja addytywne kojarzenie fizyczne. Pouczajace sa
woéwezas takie wypadki, w ktérych mozliwe jest kojarze-
nie addytywne dwojakiego rodzaju.. Tak np. znajdujemy
za pomocy dokladnie tej samej metody poréwnawczej, czy
dwa druty posiadaja rowne opory galwaniczne w lub tez
réwne zdolnosci przewodzenia 4; jest bowiem

1
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‘Opory dodajemy, laczac druty jeden za drugim, tak iz .
przewodzona elektrycznosé musi przeplywaé kolejno wzdluz
kazdego z nich. Przewodnictwo natemiast drutéw dodaje
sig, kladac druty obok siebie i laczac wzajemnie wszystkie
ich poczatki z jednej strony 1 wszystkie ich konce z dru-
giej. Tak wigc objektywizujemy tu jako wielkosci fizy-
czne dwie rézne funkcye tej samej zmiennej. Drut, posia-
dajacy wigkszy opor, posiada mniejsza zdolnosé przewodze-
nia i odwrotnie. Na pytanie wiec, co jest wieksze a co
mniejsze, otrzymujemy w dwdch tych wypadkach odpo-
wiedzi wprost sobie przeciwne. Podobnie tez mozna la-
czyé kondensatory elektryczne (butelki lejdejskie) badz to
obok siebie, badz tez jeden za drugim. W pierwszym wy-
padku dodajg sig pojemnosci, w drugim — napiecie (poten-
cyal), przy niezmiennym ladunku. Pojemnos¢ rosnie, gdy
‘napiqeie maleje.

Znowu nie powinnismy sig dziwi¢, ze pewniki doda-
wania sprawdzaja sie w biegu zjawisk natury; uznajemy
bowiem jako dodawanie takie tylko kojarzenia fizyczne,
ktére czynig zados¢ pewnikom dodawania.

Podzielnosé wielkosei i jednostki.

Dotychczas nie mielismy jeszcze potrzeby rozkladaé
wielkosci na jednostki. Pojecie wielkosci jakotez ich ré-
wnosci i dodawania mozna otrzymac, jak sie okazalo, bez
podobnego rozkladania. Najwyzsze uproszczenie w wy-
razaniu wielkosci otrzymujemy jednak istotnie wéweczas
dopiero, gdy rozkladamy je na jednostki i wyrazamy za
pomiocy liczb mianowanych.
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Wielkosci, ktére mozna dodawaé, sg tez w ogdle po-
dzielne. Jezeli kazda z rozwazanych wielkosci mozna
uwazac¢ jako dajaca sig zlozyé addytywnie (wedlug proce-
dury, dotyezacej tego rodzaju wielkosci) z pewnej iloser
réwnych czesci, natenczas kazds z tych wielkosci, gdzie
tylko wartos¢ jej sama jest rozstrzygajaca, mozna wedlug
prawa asocyacyjnego dodawenia zastapi¢ przez sume jej
czesci. Tym sposobem bedzie ona zastapiona przez pewng
liczbg mianowang, podobnie tez inne wielkosci tegoz ro-
dzaju — przez inne ilosci tychze samych czesci. Opis po-
szezegdlnych wielkosci jednego i tegn samego rodzaju
mozna wowczas zakomunikowaé sluchaczowi, ktéry zna
owe czesci rowne, wybrane jako jednostki, podajgc mu tylko
same liczby.

Jezeli rozwazane wielkosci nie dajg sie bez reszty wy-
razi¢ przez obrane jednostki, dzielimy wowczas w wiado-
my sposob jednostki te i mozemy na tej drodze wyznaczyé
wartos¢ kazdej z rozwazanych wielkosci z dowolna do-
kladnoscig.  Dokladnos¢ doskonals mozna naturalnie
osiggna¢ tylko dla stosunkéw wspélmiernych [racyonal-
nych].

Na przedmiotach rzeczywistych mozemy jednak na-
potkaé réwniez stosunki niewspélmierne [i racyonalne];
lecz stosunki te nie dajg sig nigdy wyrazi¢ w liczbach z do-
kladnoscia zupelns; mozna tylko zamkna¢ ich wartosé¢ mie-
dzy granicami, dajacemi $ciesnié sie dowolnie. Sciesnienie to
granic wystarcza dla wszelkich obliczen takich funkeyi, kto-
rych wartosci przy malejacych ustawicznie zmianach wiel-
kosci, od jakich zaleza, podlegaja réwniez coraz to mniejszym
zmianom, ktére nareszcie stajg sie mniejszemi od wszelkiej
skonczonej wartosci. Dotyczy to mianowicie obliczenia
wszystkich dajacych sig rézniczkowac¢ funkeyi wielkosei
niewspdélmiernych. MozZna natomiast utworzyé¢ funkcye

'
|

}
b
t

-
|

37

nieciggle, dla ktérych obliczenia nie wystarcza znajomosé
najciasniejszych nawet granic, migdzy ktdéremi lezy poszu-
kiwana wartosé niewspGlmierna. W tych wypadkach
przedstawienie wielkosci niewspélmiernych za pomocg na-
szego systemu liczebnego nigdy nie wystarcza. ‘W geome-
tryi i fizyce atoli nie napotkalismy jeszcze niecigglosci ta-
kiego rodzaju.

lloSciowe wyznaczenie whasnosci. (Siale fizyczne,
wspéleaynniki). Oprécz wielkosei, ktéresmy dotychezas
rozwazali, ktére poznajemy jako takie bezposrednio, ponie-
waz dopuszczaja polaczenie za pomocy dodawania, istnieje
jednak inny jeszcze szereg stosunkéw, dajacych sie rowniez
wyrazi¢ przez liczby mianowane lub niemianowane, dla
ktérych jednak nie znamy dotychczas polaczenia addy-
tywnego ze stosunkami tegoz samego rodzaju. Stosunki ta-
kie znajdujemy, ilekro¢ pokazuje sig zwiazek naturalny
miedzy wielkosciami addytywnemi w zjawiskach, na ktére
wywieraja wplyw albo pewne szczegdlne wlasciwosci ja-
kiejkolwiek substancyi lnb tes okreslonego ciala albo tez
wreszcie sam sposéb wywolania tych zjawisk.

Tak np. prawo zalamania §wiatla orzeka, Ze migdzy wsta-
wa kata padania a wstaws kata zalamania promienia $wiatla
odanej dlugosci fali, przenikajacego z prézne] przestrzeni do
danej substancyi przezroczystej, zachodzi pewien okreslony
stosunek. Liczba atoli wyrazajaca ten stosunek jest rézng
dla réznych substancyi przezroczystych, oznacza wigc pe-
wna ich wlasnosé, t.zw. zdolnosé zalamywania Swiatla.
Przyklady podobnych wielkosci mamy w cigzarze gatun-
kowym, przewodnictwie cieplnem, zdolnosci przewodzenia
elektrycznego, pojemnosci cieplnej i t. d. Do wielkosci te-
go rodzaju nalezs tez owe wartosci (dynamiczne stale cal-
kowania), ktére pozostaja bez zmiany podczas niezakié-
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canego odbywania sie ruchu udzielonego ograniczonemu
ukladowi cial. 1)

Fizyce udalo sig stopniowo sprowadzi¢ wszystkie te
wartosci do jednostek, ktére dajg sig utworzyé z trzech za-
sadniczych jednostek mierniczych: czasu, dlugosci i masy,
przez mnozenie, potegowanie i dzialania odwrotne.

W jezyku fizykéw 1 matematykéw roznica miedzy
temi wartosciami a wielkosciami addytywnemi nie jest wy-
raznie zaznaczong, o ile mianowicie wartosci te réwniez
otrzymuja nazweg wielkosci, poniewaz mozna je wyrazié
za pomocs liczb mjanowanych; lepiej stosunkowo wyraza
fizyczng ich naturg termin wspélczynnik. Rdéznica wspo-
mniana nie jest atoli istotna; nowe bowiem odkrycia mogs
naprowadzié nas na polgczenia addytywne takich wspél-
czynnikdw; wéwczas zas nalezalyby one réwniez do szeregu
wielkosci, dajacych wyznaczy¢ si¢ bezposrednio 'Wzmian-
kowana powyzej réznica odpowiada poniekad tej réznicy,
ktdora starsi metafizycy pragneli wykazaé¢ w przeciwien-!
stwie wielkoscr ekstensywnych ¢ intensywnych. P. P. du Bus-
Rcymond nazywa plerwsze wielkosciami liniowems, drugie
zas—mnieliniowems.

Z powyiszych wywodéw wynika atoli, ze przede-
wszystkiem nalezy utworzyé wielkosci addytywne, po tem
zas dopiero wyznaczyé mozna wspélezynniki. Réwnanie
bowiem, wyrazajace pewne prawo natury, moze da¢ nam

1) Istniejg atoli pcwne stale calkcwania, w dynamice, ktére pod |
tym wzgledem stanowig wyjatek; tak np. catkujge jednokrotnie rowna-
nia rézniezkowe ruchu kilku izolowanyeh uktadéw, otrzymujemy dla
kazdego z nich pewng stalg calkowania, t zw. energie ukfadu, ktéra
jest wielkoscig addytywng: lgezae bowiem wszystkie te uklady i uwa-
zajae polaezenie ich jako jeden uktad, otrzymujemy dla tego ukladu sta-
1y calkowania, energie calkowita, ktéra jest sumg energii wszystkich
uktadéw poszezegdlnyech.—Uwaga tlumacza.
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okreslenie wartosci wspolezynnika wowezas dopiero, gdy -

wszystkie inne zawarte w niem wielkosci sg juz wyzna-
czone jako takie. Wyznaczenie wielkosci addytywnych mu-
sl wiec poprzedzac¢ wyznaczenie wartosci nieaddytywnych.

Dodawanie wielkosci niejednorodnych.

Wazng w fizyce role odgrywaja takie przedmioty,
ktére przy réznych metodach poréwnywania przedstawiajg
jednoczesnie dwie, lub trzy albo wiecej nawet wielkosci
réznorodnych, ktére przy tym samym rodzaju koja-
rzenia fizycznego przedmiotéw ulegaja dodawaniu. Na-
lezy tu przedewszystkiem bardzo liczna klasa wielko-
§ci, posiadajacych kierunek w przestrzeni, t.j. wielkosci,
ktére posiadaja pewna wartosé 1 jednoczesnie pewien
kierunek, ktore jednak mozna wyobrazi¢ sobie jako zto-
zone z kilku skladowych (dwéch na plaszezyznie, trzech
w przestrzeni) o stalym kierunku. Stosunki te przybierajs
w ogdle ksztalt najprostszy, jezeli obieramy skladowe, ktd-
re dla otrzymania wypadkowe] nalezy laczy¢ ze sobg we-
dlug prawa o réwnolegloboku sit, réwnolegle do trzech
prostopadlych do siebie osi wspélrzednych. Do klasy tej
nalezg przesuniecia punktu w przestrzeni, jego predkose,
przyspieszenie i odpowiednia sila poruszajaca, dalej pred-
kosci obrotu 1 znikomo male obroty, predkosci pradu ply-
now wazkich, jako tez elektrycznosci i ciepla, momenty ma-
gnetyczne 1 t. d.

Przy polaczeniach addytywnych sumuja si¢ skladowe,
posiadajace ten sam kierunek; sumy stad powstale mozna
znowu polaczyé w jedne wypadkows. Wszelkie skojarze-
nia fizyczne takich wielkosci, przy ktorych skutek zalezy
tylko od wielkosci i od kierunku ostatecznej wypadkowej,
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mozZna uwazaé jako polegajace na takich skojarzeniach ad-
dytywnych, jak to' dla dwéch wymiaréw przeprowadzil
Gauss w interpretacyi geometrycznej wielkosci uroj onych,
dla wigszej za$ liczby wymiarédw H. Grassmann przez do-
dawanie odcinkéw geometrycznych i B. Hamilton w nauce
o kwaternionach. Przy tem znowu sta¢ sig musi zadosé
prawu komutacyjnemu; tak np. mozemy nieskonczenie ma-
Ie obroty ciala sztywnego naokolo dwéch réznych osi po-
Iaczyé w jeden obrét wypadkowy, podobnie tez jakiekol-
wiek predkosci obrotowe, lecz nie obroty skonczenie wiel-
kie; przy takich bowiem obrotach nie jest juz obojetnem,
czy obracamy cialo najpierw naokolo osia, po tem za$
naokolo osi b, czy tez odwrotnie.

Przy mieszaniu $wiatla barwnego wystepuje réwniez
podobny stosunek. Kazdg ilos¢ barwnego swiatla mozna, ze

~ wzgledu na wzbudzane przez nie wrazenie zmyslowe, przed-

stawié jako polaczenie trzech ilosci swiatla o odpowiednio
dobranych barwach zasadniczych. Mieszanina pewnej liczby
barw jakichkolwiek dziala wéwczas na oko tak, jak dziala-
Iyby w polaczeniu ze sobg trzy ilosci swiatla o trzech bar-
wach zasadniczych, ktére to ilosci otrzymujemy dla kazdej
poszczegdlnej barwy zasadniczej, dodajac do siebie odpo-
wiednie ilosci barw zasadniczyck, zawarte we wszystkich
zmieszanych barwach. Na tem polega mozliwosé przed-
stawienia geometrycznego praw mieszania barw za pomo-
cg konstrukeyi srodkéw cigzkoscl, zaproponowanego po raz
pierwszy przez Newtona.

Mnozenie liczb mianowanych.
Liczbe mianowang (a . z). gdzie & oznacza rodzaj roz-

wazanych jednostek, zas @ ich ilo§é, mozna pomnozy¢ przez
czystg liczbe % . Podpada to poprostu pod przytoczone po-

"

= 3

41
wyzej okreslenie iloczynu, jako sumy % réwnych dodajnikéw
a. Poaiewaz suma dodajnikéw jednorodnych jest wielko-
$cig tecoz samego rodzaju, co dodajniki, przeto iloczyn
(. @) jest réwnies wielkodcig o temze namianowaniu co @.
Prawo komutacyjne rzadzi réwniez tym iloczynem, o ile

n.(a.x) =a.(n.x),
t. j.: mozna tez uwazaé a jako liczbe czysta 1 utworzy¢ no-
we dodajniki mianowane (% .x) .

Podobnie tez jest dane bezposrednio prawo mnozenia
sumy:

(m—{—n).(d.x):m.(a.x)+n.(a.x)
n.@.x4+0.2)=n.(a.z) +n.(b.2).

Mnozenie liczb mianowanych przez liczby czyste po-
zostaje wiec zupelnie w ramach okreslen i twierdzen, ktore
powyzej wyprowadziliémy dla mnozenia liczb czystych
przez liczby czyste.

Inaczej rzecz sig ma atoli z mnozeniem dwoéch lub
wiecej liczb mianowanych przez siebie. Mnozenie takie
ma sens w pewnych tylko wypadkach, jezeli miedzy roz-
wazanemi jednostkami sa mozliwe szczegdlne kojarzenia
fizyczne, ktore podlegaja mianowicie trzem prawom mno-
Zenia:

asi=—g
a. (b.ey=(a.b).c
a.b+ec)y=a.b+a.c.

W geometryi najbardziej znanym przykladem takich
polaczen mnozeniowych jest wartos¢ powierzchni réwno-
hglobokéw 1 objetosci réwnolegloscianéw, wyrazona przez
%loczyn dwéch, wzglednie trzech dlugosci, mianowicie
jednego boku i jednej, wzglednie dwéch wysokosci. Fizyka
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natomiast tworzy bardzo wiele takich iloczynéw réznych
jednostek i odpowiednio temu takze przyklady ilorazéw,
poteg i pierwiastkéw réznych jednostek. Jezeli przez !
oznaczymy pewna dlugosé, przez ¢ — czas, przez m — mase,
wowczas otrzymamy nastepujace namianowania:

dla powierzchni 12
» objetosci 13
: l
» predkosci o
; S m. 1
, sily poruszajace] e
m. 12
. pracy =

cisnienia na powierzchnie ¥ L

e : ) m
, hapiecia powierzchni o
i X m
» gestoscl o B
G !
, 1loscifmagnetyzmu < m-l
. . l
» sily magnetycznej b _";_

TGaad:

Wieksza czes¢ polaczen, napotykanych we fizyce, polega |

na wyznaczeniu wspotezynnikéw; wiele z tych wielkosei atoli
moze przeciez da¢ takze skojarzenia fizyczne addytywne,
jak np. predkosei, pradowania, sily, cisnienia, gestosci i t. d.
Wszystkie te multyplikatywnie okreslone jednostki sa
jednakinnego rodzajuniz te,z ktérych je utworzono, i otrzy-
mujg zrozumiale znaczenie wéwezas dopiero, gdy poznaje-
my pewne szczegolne prawa geometryczne lub fizyczne.
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Zaznaczymy tu jeszcze szczegdlne zwyrodnienie mno-
senia, ktore H. Grassmann wprowadzil dla wielkosci kie-
runkowych w swojej ,Ausdehnungslehre“ i ktdre stanowi
tez podstawe teoryi kwaternionéw. Teorya ta wprowa-
dza odmienne prawo komutacyjne, mianowicie

db= —0b.a

1 daje w rzeczy samej znaczne uproszczenie w oznaczeniu,
aczkolwiek nie w obliczeniu wartosci, powstajacych przez
wspoldziatanie wielkosci, ktdre posiadajg rozmaite kierunki.

Tloczyn dwéch odcinkéw wyraza w teoryi tej po-
wierzchnig réwnolegloboku, posiadajacego odcinki te jako
boki; powierzchnig te réwnolegloboczng uwaza sie jednak
z jednej strony jako dodatnia, z drugiej — jako ujemns.
Patrzac na jedng strong tej powierzchni, musze wykonaé
obrét w praws strone, aby od boku @ przejs¢ do boku b;
patrzac zas na drugg strone, musze przy przejsciuod b do
wykonaé obrét w lews strone. Na tem polega réznica
w porzgdku umnozenia: (6. a) i (a. b).

Wystarczy tu wzmianka powyzsza o tych formach
rachunku i o ich stosunku do form rachunkowych czystej
nauki o liczbach; zadanie niniejszej pracy wymagalo bo-
wiem tylko, abysmy wskazali znaczenie i dali uzasadnie-
nie rachunku z liczbami czystemi, oraz wykazali mozliwosé
ich zastosowania do wielkosci fizycznych.

& Uzna¢ jakikolwiek stosunek fizyczny jako wielkosé
mozna wigc jedynie tylko na podstawie empirycznej znajo-
mosci pewnych stron jego zachowania sig fizycznego przy
spotkaniu sig lub wspdldzialaniu z innymi. Kongruencye
dwdch wielkosci przestrzennych, danych w cialach lub ogra-
niczonych przez ciala, uwazam przy tem réwniez jako sto-
sunek fizyczny, ktéry nalezy skonstatowaé empirycznie,—
zgodnie z mojemi dawniejszemi pracami nad pewnikami
geometryl. Aby wyrazi¢ odnosne wielkosci za pomocs,
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C , any@h,. my po pmvwsae po: é metodg ich
6wnywwn’1a, ktéra t»charaakteryst 15 dla. 10}1 rodza-

po drugie zas — p

wnego albo tez prawa ~naﬁury, w kﬁpryah Wgtgpun one gn-,
o kq*wspolczyn_ml&

Znaczne uproszczenie i prze‘]rzystoéé poglqdow, ktére
osxqgamy przez sprowadzeme pstreJ roinorodnoscl 0 acz8-

arzymy pojecie klasy, Ia,czymy w mam w

przedmiotéw, nalezgcych do tej Kklasy, jes ,
uwazamy stosunek ﬁzyczny jako liczbg mlanowanq, wy-
rzucamy z pojecia jej jednostek wszystko; co w rzeczywi
‘stosci Jest w nich rézne. Sg one przedxmotam.l, ktére uwa-
Zamy juz tylko jako egzemplarze swej klasy i ktérych sku-
tecznose p'bd rozwazanym wzgledem zalezy tez od tego
\i.yM ze stanowia one takie egzemplarze. W utworzonych
.z nich wielkosciach pozostaje s~tylko j Jeszeze noj-
bardziej wypadkowa z p:

‘wicie réznica ilosci.
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