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Wstep

Ksiazka ta powstala na bazie wykladéw i ¢wiczen z matematyki prowadzonych
przez nas dla studentéw kierunku Zarzadzanie i Marketing w Politechnice Biato-
stockiej. Jest adresowana gléwnie do studentéw tego kierunku, zwlaszcza tych,
ktérzy studiuja zaocznie, ale moze tez by¢ przydatna dla studentéw ekonomii i
nauk pokrewnych. Zakltadamy, ze wielu z nich ma stabe przygotowanie matema-
tyczne. W zwiazku z tym, podajemy wiele informacji podstawowych, czesciowo
znanych ze szkoly éredniej, oraz staramy sie ilustrowaé¢ nowe pojecia i fakty
licznymi przyktadami. Przyktady te czgsto pochodza z praktycznych probleméw
pojawiajacych si¢ w zarzadzaniu i ekonomii. Duza liczba zadan przeznaczonych
do samodzielnego rozwiazania umozliwi czytelnikowi trwale opanowanie wykta-
danego materiatu.

W duzej mierze wzorowalidémy sie na dostepnych nam podrecznikach ame-
rykanskich [Bu, BZ], zaréwno jesli chodzi o styl, jak i tematyke, czy przyklady.
StaraliSmy sie¢ pokaza¢ do czego matematyka moze si¢ przydaé, jak jej uzyé¢ w
rozwigzywaniu konkretnych probleméw. Zrezygnowaliémy wiec catkowicie z do-
wodoéw twierdzen, ktére podajemy i z ktérych korzystamy. Dowody te mozna
znalezé w bardziej zaawansowanych ksigzkach akademickich. Z drugiej strony,
podreczniki amerykanskie wydaja sie w wielu miejscach malo precyzyjne, od-
wolujac si¢ do intuicji czytelnika a nie do jego umiejetnosci analitycznych. Sta-
raliSmy sie¢ wiec tam, gdzie to bylo mozliwe, na precyzje i $cistosé. Pierwszy
rozdzial, zatytutowany Podstawy, ma na celu bezbolesne wprowadzenie czytel-
nika w $wiat zbioréw, funkcji i relacji. Wszystko to jest poprzedzone elementami
logiki, ktéra lezy u podstaw kazdego Scislego rozumowania, nie tylko w mate-
matyce.

Zasadnicza czedé ksiazki to algebra i analiza, a dokladniej elementy algebry
liniowej i rachunku rézniczkowego, ktore wydaja sie by¢ szczegdlnie przydatne
w zastosowaniach. Duzo miejsca po$wieciliSmy funkcjom wielu zmiennych i eks-
tremom tych funkcji. Wynika to z faktu, ze funkcje pojawiajace sie w zastoso-
waniach zaleza zwykle od wielu, czesto bardzo wielu, zmiennych, a jednym z
glownych probleméw ekonomii jest optymalizacja.

Jestedmy przekonani, ze matematyka powinna by¢ istotnym fragmentem wy-
ksztalcenia na kierunkach ekonomicznych. Po pierwsze, dostarcza odpowied-
niego jezyka do precyzyjnego wyrazania zaleznosci ekonomicznych. Jest to je-
zyk operujacy funkcjami, relacjami, macierzami, zbiorami. Po drugie, matema-
tyka jest Zrodlem licznych algorytméw pozwalajacych rozwiazaé praktyczne pro-
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blemy. Przykladem moze by¢ tu problem minimalizacji kosztu i rézne algorytmy
minimalizacji, ktére moga by¢ uzyte do jego rozwiazania. Upowszechnienie kom-
puteréw spowodowalo, ze praktycznie kazdy ma pod reka potezny instrument,
pozwalajacy zamieni¢ dlugie wzory w efektywne rachunki. Tym bardziej warto
wiedzie¢ co mozna policzy¢ i jak to zrobié. Po trzecie wreszcie, poznawanie mate-
matyki wymaga intensywnej pracy umystowej. Owocuje to wieksza sprawnoscia
intelektualng i bardziej precyzyjnym mysleniem.

Drugie wydanie naszej ksiazki rézni sie znacznie od wydania pierwszego.
Gléwna réznica polega na polaczeniu wykladow i zadan w jednym tomie. Co
wiecej, zadania zostaly rozdzielone na kolejne podrozdzialy. Wykladany mate-
rial zostal nieco zmieniony i rozszerzony. PoprawiliSmy tez btedy, ktore znalazty
sie w pierwszym wydaniu.



Rozdziat 1

Podstawy

1.1 Elementy logiki

Matematyka zbudowana jest z definicji i twierdzen. Kazde twierdzenie wynika
z innych (prostszych lub bardziej pierwotnych) twierdzen. Musza by¢ zatem
twierdzenia najbardziej pierwotne, ktérych nie da sie wyprowadzi¢ z innych.
Nazywamy je aksjomatami. Podobnie definiujac nowe pojecia uzywamy innych,
juz zdefiniowanych. Te, ktorych nie da sie zdefiniowaé przy pomocy prostszych
pojeé, te najprostsze, nazywamy pojeciami pierwotnymi. Takim pojeciem jest
pojecie zbioru. Aksjomatem jest na przyktad stwierdzenie, ze suma dwdch zbio-
réw tez jest zbiorem.

Twierdzenia, ktére bedziemy formulowaé, zostaly udowodnione przy uzy-
ciu wnioskowania logicznego. Logika lezy zatem u podstaw matematyki. Ale
nie tylko matematyki. Kazde precyzyjne rozumowanie, wyciaganie wnioskéw z
posiadanych informacji, wymaga stosowania regut logiki.

1.1.1 Rachunek zdan

Przez zdanie bedziemy rozumieli zdanie w sensie logicznym, czyli zdanie, kté-
remu mozemy przyporzadkowaé¢ wartosé logiczna: prawde, oznaczana przez 1,
lub falsz, oznaczany przez 0. Na przyklad zdaniem bedzie wypowiedZ ,W ubie-
glym roku inflacja wyniosla 30%”. Natomiast pytania ,Jaka byta inflacja w
ubieglym roku?” nie bedziemy uwazali za zdanie. Zdania bedziemy oznaczali
malymi literami, zwykle p, ¢, r. Ze zdan prostych mozna tworzy¢ zdania ztozone
uzywajac funktoréw logicznych, zwanych inaczej spdjnikami.

Najprostszym funktorem jest negacja, czyli zaprzeczenie, oznaczana przez
~. Negacja jest funktorem jednoargumentowym, tzn. stosowana jest do jednego
zdania. Jesli p jest zdaniem prawdziwym, to ~ p jest zdaniem falszywym i na
odwrét. Zaprzeczeniem zdania ,,W ubieglym roku inflacja wyniosta 30%” jest
zdanie ,Nieprawda, ze w ubieglym roku inflacja wyniosta 30%”, lub ,,W ubie-
glym roku inflacja nie wyniosta 30%”. Natomiast nie jest takim zaprzeczeniem
zdanie ,W ubieglym roku inflacja wyniosta 27%”.
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Inne wazne funktory logiczne sg funktorami dwuargumentowymi, tzn. do ich
uzycia potrzebujemy dwoch zdan. Te funktory to

e alternatywa, oznaczana przez V; pV q czytamy ,p lub ¢”;
e koniunkcja, oznaczana przez A; p A q czytamy ,piq”;
o implikacja, oznaczana przez =-; p = q czytamy ,jesli p to q”;

e rownowainosé, oznaczana przez <; p < q czytamy ,.p wtedy i tylko wtedy,
gdy ¢”.

Znaczenie tych funktoréw pokrywa sig¢ zwykle z ich potocznym rozumieniem.
Dla potrzeb logiki wystarczy podaé tylko jak wartoéci logiczne zdan zlozonych
zaleza od wartosci logicznych zdan podrzednych. To w pelni definiuje te funk-
tory. Zaleznosci te podajemy w Tabeli 1.1.

Plg|~p|PVqG|PANG | P=>q|P=(q
010 1 0 0 1 1
011 1 1 0 1 0
110 O 1 0 0 0
111 0 1 1 1 1

Tabela 1.1: Wartoéci logiczne funktoréw

Zwréé uwage na to, ze implikacja jest prawie zawsze prawdziwa. W szcze-
golnosci jest prawdziwa, jedli poprzednik implikacji jest falszywy, a nastepnik
prawdziwy. Zatem zdanie ,Jesli podatki w Polsce sa niskie, to sa one wysokie”
jest zdaniem prawdziwym, jesli zgodzimy sie, ze nastepnik, tzn. zdanie ,,Po-
datki w Polsce sa wysokie”, jest zdaniem prawdziwym. Abstrahujemy tu od
tego, czy wypowiedziane zdanie ma sens, i co ono znaczy. Interesuje nas tylko
jego prawdziwoé¢ lub falszywosc.

Majac do dyspozycji funktory logiczne mozemy tworzy¢ zdania skladajace
sie z wielu zdan podrzednych. Abstrakcyjne wersje takich zdan ztozonych, zbu-
dowane z funktoréw logicznych i zmiennych zdaniowych nazywamy schematami
zdaniowymi lub formulami rachunku zdan. Zmienne zdaniowe reprezentuja zda-
nia, nie maja jednak ustalonej wartosci logicznej. Oznaczamy je podobnie jak
zdania przez p, q, itp. Na przyklad schematem zdaniowym jest wyrazenie

(pVa) Ap=q. (1.1)

Nawiasy okreslaja kolejno$¢ wykonywanych operacji logicznych. W przypadku,
gdy brak jest nawiaséw, operacje wykonujemy w nastepujacej kolejnosci: ~
A, V,=,<. W innych zrédlach mozna znalez¢é inna kolejno$é, zatem nie na-
lezy unikaé¢ nawiaséw.

Wyrazenie (1.1) staje si¢ zdaniem, gdy za p i ¢ podstawimy konkretne zda-
nia. Mozemy otrzymac zdanie, ktére jest prawdziwe lub falszywe. Sa jednak
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takie schematy zdaniowe, ktore niezaleznie od wartosci logicznych podstawia-
nych zdan zawsze daja zdanie ztozone prawdziwe. Takie schematy zdaniowe na-
zywamy tautologiami lub prawami rachunku zdan. Tautologia jest na przykltad
nastepujace wyrazenie (zwane prawem wylgczonego srodka)

(~p) Vp.

Moéwi ono, ze dla dowolnego zdania p, zdanie to lub jego zaprzeczenie musi by¢
prawdziwe.

Szczegodlnie cenne sa tautologie zawierajace réwnowaznos$¢. Pozwalaja one
przeksztalcaé¢ schematy zdaniowe na schematy im réwnowazne, czyli takie, ktore
przyjmuja te same wartodci logiczne co schematy wyjsciowe (dla wszystkich
wartosci logicznych zmiennych zdaniowych). Taka posta¢ ma na przyklad prawo
podwadjnego przeczenia

~ (~p) & p.

Prawo to méwi, ze niezaleznie od wartosci logicznej zmiennej zdaniowej p, war-
tos¢ ta jest réwna wartosci logicznej wyrazenia ~ (~ p). Oto inne wazne tauto-
logie:

prawa rozdzielnosci

pA(@Vr)e (pAgV(pAT),

pV(gAT) & (pVa ApVr);

prawa de Morgana

~ (Vg e (~p)A(~a),

~({@Ng & (~p)V(~a).

Prawa de Morgana sa bardzo czesto uzywane w codziennym zyciu, gdy musimy
zaprzeczy¢ alternatywe lub koniunkcje dwéch zdan. Niezaleznie od tego, czy
méwimy o matematyce, o handlu, czy o pogodzie, regula zaprzeczania jest taka
sama.

Aby udowodni¢ ktores z podanych praw nalezy rozwazy¢ wszystkie wartosci
logiczne zmiennych p, g i r. Schemat zdaniowy powinien mieé¢ zawsze wartosé 1.
W taki spos6b mozna na przyklad pokazaé nastepujace prawo

(p=4q) & (~pVa).

Korzystajac z niego, oraz z praw de Morgana, otrzymamy prawo zaprzeczania
implikacji, bardzo wazne w wielu rozumowaniach matematycznych:

~(p=q) e~ (~vpVg) e~ (vp) A~ g) & pA(~a).
Przyktad 1.1. Zdanie ,Jesli $nieg jest bialy to Snieg jest czarny” jest falszywe
bo jest to implikacja z falszywym nastepnikiem. Zatem jego negacja jest praw-

dziwa. Zgodnie z powyzsza reguly negacja ta bedzie miala posta¢ ,Snieg jest
bialy i $nieg nie jest czarny”. O
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1.1.2 Kwantyfikatory

Funkcja zdaniowa to wyrazenie zawierajace zmienna, ktore staje sie zdaniem,
gdy za zmienna podstawimy element, nalezacy do dziedziny (zakresu) funkcji
zdaniowej. Funkcja zdaniowa moze mieé¢ réwniez dwie lub wiecej zmiennych.

Przyktad 1.2. Funkcja zdaniowa jest wyrazenie ,x jest wigkszy od 27”; dzie-
dzing jest zbiér liczb rzeczywistych. Dla pewnych liczb z otrzymane zdanie
bedzie prawdziwe, dla innych falszywe, ale zawsze bedzie mialo jaka$ wartosé
logiczna.

Przykladem funkcji zdaniowej z dwiema zmiennymi moze byé wyrazenie ,x
jest zong y-a”. Zakresem zmiennej x jest zbiér kobiet, a zmiennej y zbidér mez-
czyzn. O

Podstawiajac konkretny element za zmienna w funkcji zdaniowej otrzymu-
jemy zdanie. Innym sposobem utworzenia zdania z funkcji zdaniowej jest uzycie
kwantyfikatora ogélnego lub szczegdlnego.

Kwantyfikator ogdlny, oznaczany przez V (z angielskiego ,all”) i czytany
»dla kazdego”, oznacza, ze w funkcji zdaniowej podstawiamy wszystkie dopusz-
czalne wartosci zmiennej. Niech P(xz) bedzie taka forma zdaniowa, z dziedzing
X. Zdanie Vz € X : P(x) jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
ustalonego « € X zdanie P(z) jest prawdziwe.

Na przyktad funkcja zdaniowa 22 > 0, ktérej dziedzing jest zbiér liczb rzeczy-
wistych R, staje sie zdaniem falszywym, gdy poprzedzimy ja kwantyfikatorem
ogdlnym.

Kwantyfikator szczegélowy, oznaczany przez 3 (z angielskiego ,exists”) i czy-
tany ,istnieje”, oznacza, ze wybieramy z zakresu zmiennej tylko jeden element.
Jesdli istnieje element, dla ktérego utworzone zdanie staje sie prawdziwe, to praw-
dziwe jest rowniez zdanie utworzone przez postawienie kwantyfikatora szczegé-
towego przed funkcja zdaniowa.

Na przyktad zdanie 3z € R : 22 > 0 jest prawdziwe. Mozemy wskazaé
liczbe rzeczywista (a nawet nieskoniczenie wiele takich liczb), ktérej kwadrat
jest wiekszy od zera.

Jedli funkcja zdaniowa zawiera dwie zmienne, to aby utworzy¢ z niej zdanie,
musimy uzy¢ dwu kwantyfikatoréw: jednego dla pierwszej zmiennej i jednego
dla drugiej zmiennej. Jedli sa to kwantyfikatory tego samego typu, tzn. oba sa
ogolne lub oba szczegdlowe, to ich kolejnosé nie ma znaczenia. Natomiast, jesli
sa to kwantyfikatory réznego typu, to kolejnos¢ ich wystepowania jest istotna
i nie wolno jej zmieniaé. Zmiana moze spowodowaé, ze ze zdania prawdziwego
otrzymamy zdanie falszywe.

Rozwazmy nastepujacy przyklad. Niech zmienna x przebiega zbiér zamez-
nych kobiet, a zmienna y zbiér zonatych mezczyzn. Wtedy zdanie Vy3dz : = jest
zong y-a, jest prawdziwe. Po przestawieniu kwantyfikatoréw otrzymamy zdanie
JaVy : x jest zona y-a, ktére jest oczywiscie falszywe (dlaczego?).

Zaprzeczaniem zdan z kwantyfikatorami kieruja prawa de Morgana dla kwan-
tyfikatorow:

~ (Jz: P(x)) &V :~ P(x)
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~ (Vz : P(z)) & 3z :~ P(x)

Znajomosé tych praw pozwoli ci precyzyjnie sformutowaé wiele zdan pojawiaja-
cych sie w codziennym zyciu.

Przyktad 1.3. Rozwazmy zdanie: 3x : x jest ojcem z. Zdanie jest oczywiscie
falszywe, zatem jego negacja jest prawdziwa: Vx: nieprawda, ze = jest ojcem
x, lub: Vz: x nie jest ojcem z. Ostatnie zdania brzmia troche sztucznie. Pro-
Sciej powiedzieliby$my: Zzaden x nie jest swoim ojcem. Kwantyfikator ogdlny
zginal tutaj w stowie ,zaden”, ktore zawiera w sobie przeczenie. Jest to jedna
z niekonsekwencji jezyka polskiego. Jezyk angielski zachowuje si¢ tu bardziej
poprawnie. O

Zanotujmy jeszcze reguly rozdzielania dla zdan z kwantyfikatorami:

dz: P(z)VQ(x) e 3z : P(x)) VvV (Ir: Qx))

Vo : P(z) AQ(z) & (Vo : P(x)) A (Vo : Q(x)).

Zauwazmy, ze kwantyfikator ogdlny wspolgra z alternatywa, a szczegblowy z
koniukcja. Zamiana kwantyfikatoréw w powyzszych formutach moze prowadzié
do zdan falszywych.

Przyktlad 1.4. Zdanie
Va : P(x) V Q(x)
moze nie by¢ rownowazne zdaniu
(Va : P(2)) V (Vo : Q()).

Niech z nalezy do zbioru ludzi, P(x) oznacza funkcje zdaniows .z jest kobieta”,
a Q(z) funkcje zdaniowa ,x jest mezczyzna’. Wtedy pierwsze zdanie ,kazdy
czlowiek jest kobieta lub mezczyzna” jest prawdziwe, natomiast drugie ,kazdy
czlowiek jest kobietg lub kazdy czlowiek jest mezczyzng” jest falszywe. O

1.2 Zbiory

Zbior jest podstawowym pojeciem w matematyce. Kazdy zbiér sklada sie z
elementéw. Zbiory bedziemy oznaczali duzymi literami (np. A, B,W, Z), a ich
elementy malymi (np. a,z,y,t). Elementy moga by¢ rzeczami (np. zbidr plasz-
czy w szatni) lub tworami abstrakcyjnymi (np. zbiér liczb). Zbiory moga byé
skonczone lub nieskonczone. Zapis

ac A
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oznacza, ze element a nalezy do zbioru A. Jesli a nie nalezy do A, piszemy a ¢ A.
Zbiér A zawiera sie w zbiorze B, co zapisujemy A C B, jesli

r€A=x¢€B.

Moéwimy wtedy, ze zbiér A jest podzbiorem zbioru B, a zbiér B jest nadzbiorem
zbioru A.

Podstawowe operacje, ktére wykonujemy na zbiorach to suma, iloczyn (prze-
cigcie) 1 dopelnienie. Aby zdefiniowaé¢ dopelnienie, zaktadamy, ze wszystkie roz-
wazane zbiory zawieraja sie w jednym duzym zbiorze X, zwanym przestrzenig.
Suma i iloczyn sa operacjami dwuargumentowymi i odpowiadaja operacjom lo-
gicznym: alternatywie i koniunkcji,

r€AUB&sxe AV € B,

reANB& e ANz e B.
Dopelnienie zbioru A, oznaczane przez A’, zdefiniowane jest przy uzyciu negacji,
reA e~z A dA

Czasami potrzebna bedzie nam réznica zbioréw A i B, ktora definiujemy naste-
pujaco:

re€A\Bsrec ANz ¢ B.

Latwo zauwazy¢, ze A\ B = AN B’. Méwimy, ze zbiory A i B sa rozlgcezne, jesli
AN B = (. Ponizsze stwierdzenie zawiera inne wazne wtasno$ci dzialan na zbio-
rach, ktérych bedziemy pdzniej potrzebowaé. Nawiasy, jak zwykle, oznaczaja
kolejno$¢ wykonywanych dziatan.

Stwierdzenie 1.5. Dia dowolnych zbioréw A, B i C zachodzg nastepujgce row-
nosci:

a) ANB=BNA oraz AUB=BUA,

b)) AN(BNC)=(ANB)NC oraz AU(BUC)=(AUB)UC,

c) AN(BUC)=(ANB)U(ANC(C),

d) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC),

e) (ANB) =A'"UB,

f)(AuB)Y =A'"NnB. O

Uwaga 1.6. Punkt a) Stwierdzenia 1.5 méwi, ze suma i iloczyn zbioréw sa prze-
mienne, a punkt b), ze sa laczne. Punkty c¢) i d) opisuja prawa rozdzielnosci,
natomiast e) i f) zawieraja prawa de Morgana . Zauwaz, ze wszystkie wlasno-
Sci wystepujace w Stwierdzeniu 1.5 sa prostym przeniesieniem analogicznych
wtasnosci odpowiednich operacji logicznych. O

Inna czesto uzywang konstrukcja bedzie iloczyn kartezjanski dwéch zbiordw.
Jest on zdefiniowany nastepujaco:

Ax B={(a,b):a€ Abe B}.
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Para elementéw (a,b) jest tutaj para uporzadkowana, tzn. istotna jest kolejnosgé
wystepujacych w niej elementéw.

Rozwazane zbiory beda zwykle zbiorami liczbowymi. Najwazniejsze z nich
to zbidr liczb naturalnych N = {1,2,3,...}, zbiér liczb caltkowitych

Z={. ,-3,-2,-1,01,2,...},

zbior liczb wymiernych Q oraz zbidr liczb rzeczywistych R. Liczby wymierne to
liczby, ktére mozna zapisa¢ w postaci utamka =*,m,n € Z,n # 0. Zbiér liczb
rzeczywistych, oprocz liczb wymiernych, zawiera rowniez liczby niewymierne,
jak np. /3, —V/7 czy m. Wszystkie wymienione zbiory sa nieskoficzone oraz

NczZcQcR.

Przez [a, b] bedziemy oznaczaé przedzial domkniety na prostej R (z konicami),
a przez (a, b) przedzial otwarty.

Bedziemy czesto rozwazali iloczyn kartezjanski R x R. Oznaczamy go zwy-
kle przez R? i utozsamiamy z plaszczyzna, na ktérej naniesiono prostokatny
(kartezjanski) uklad wspo6lrzednych. Kazdemu punktowi na plaszezyznie mozna
wtedy jednoznacznie przyporzadkowaé pare jego wspolrzednych.

1.3 Relacje

Niech X i Y beda dwoma zbiorami. Za chwile zdefiniujemy pojecie relacji. Intu-
icyjnie, relacja oznacza pewien zwiazek miedzy elementami zbioru X i elemen-
tami zbioru Y.

Relacjg (miedzy zbiorami X i Y) nazywamy dowolny podzbiér R iloczynu
kartezjanskiego X x Y. Jedli para (z,y) nalezy do zbioru R, méwimy, ze element
x jest w relacji R z elementem y, co zapisujemy xRy.

Z formalnego punktu widzenia kazdy podzbidr iloczynu X X Y jest rela-
cja. Nas beda jednak interesowaé tylko niektére z nich, posiadajace dodatkowe
wlasnosci lub pojawiajace sie w zastosowaniach.

Przyklad 1.7. Niech X oznacza zbiér dziewczat, a Y zbiér chtopcéw na pierw-
szym roku. Zdefiniujmy relacje R nastepujaco: (x,y) € R jesli x lubi y-a. Za-
uwazmy nastepujaca ceche tej relacji. Dziewczyna x moze lubié kilku (a nawet
wszystkich) chlopcéw. Moze tez nie lubié¢ zadnego. Podobnie dany chlopiec y
moze by¢ lubiany przez jedna, kilka, lub zadna z dziewczyn. O

Jesli potrafimy narysowaé zbiér X x Y, to mozemy na takim rysunku za-
znaczy¢ dowolng relacje miedzy zbiorami X 1 Y. Taka graficzna reprezentacja
zwykle ulatwia analize relacji. Je$li X i Y sg zbiorami liczbowymi, ich iloczyn
kartezjanski jest podzbiorem plaszczyzny (lub cala plaszczyzna), a zatem ma
prosta reprezentacje graficzng. To samo dotyczy relacji miedzy zbiorami liczbo-
wymi.

Przyktad 1.8. Niech X =Y = R. Zdefiniujmy relacje R nastepujaco: zRy <
|z|+|y| < 1. Latwo sprawdzié, ze zbiér punktéw (z, y) plaszezyzny R? nalezacych
do relacji tworzy kwadrat (patrz Rys. 1.1). O
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\RS

Rysunek 1.1: Graficzna reprezentacja relacji z Przyktadu 1.8

1.3.1 Relacja réwnowaznosci

Teraz bedziemy rozwazaé relacje w iloczynie X x X. Poniewaz rozwazamy ele-
menty tylko zbioru X, mowimy czesto, ze taka relacja okreslona jest w zbiorze
X.

Relacje R okreslona w zbiorze X nazywamy relacjg rownowaznosci, jesli
spelnia ona nastepujace warunki:

1. Vo € X : xRz (zwrotnosé),
2. Va,y € X : xRy = yRx (symetria),
3. Va,y,z € X : 2Ry A yRz = xRz (przechodnio$é).

Relacje rownowaznosci sa szczegélnie wazne. Pozwalaja one rozbi¢ zbiér X
na rozlaczne podzbiory o odpowiednich wlasno$ciach (patrz nastepny podroz-
dzial).

Przykltad 1.9. Niech X bedzie zbiorem ludzi. Zdefiniujmy relacje R nastepu-
jaco: xRy, jesli buty z-a pasuja na y-a (,,pasuja’ oznacza, ze nie sa ani za duze
ani za male). Sprawdz, ze relacja R spelnia wszystkie warunki relacji réwno-
wazno$ci. O

Przyklad 1.10. Niech X bedzie zbiorem mieszkancéw Biategostoku. Okre-
Slamy, ze xRy, jesli x mieszka blisko y-a. Przyjmijmy, ze ,blisko” oznacza nie
dalej niz 1 km. Jasne jest, ze dwa pierwsze warunki sa spelnione. Natomiast wa-
runek przechodnio$ci nie jest spelniony, gdyz mozna znalezé takich mieszkancéw
x, y iz, ze x 1y mieszkaja blisko siebie, y i z mieszkaja blisko siebie, ale z i
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z mieszkaja w odlegloéci wiekszej niz 1 km. Zatem relacja blisko$ci R nie jest
relacja rownowazno$ci. O

Przyklad 1.11. Niech X bedzie zbiorem ludzi. Okreslmy relacje R nastepu-
jaco: xRy, jesli x zna y-a. Tutaj tylko pierwszy warunek jest spelniony (zakla-
damy, ze kazdy zna siebie). Relacja ta nie jest ani symetryczna, ani przechodnia.
Podaj odpowiednie przyktady. O

1.3.2 Rozwarstwienie zbioru

Niech R bedzie relacja réwnowaznosci w zbiorze X. Dla elementu z € X zdefi-
niujmy warstwe (lub klase réwnowaznosci) wyznaczong przez x wzgledem relacji
R jako nastepujacy zbior

[z] :={y € X : zRy}.

Zatem warstwa wyznaczona przez x sklada sie ze wszystkich elementow zbioru
X, ktore sa w relacji z elemetem x. W szczegélnodci element = jest w relacji z
soba (pierwsza wlasnosé relacji réwnowaznosci), zatem z € [z].

Rozwazmy relacje rownowaznosci R z Przyktadu 1.9. Zalézmy, ze = nosi
buty o numerze 41. Wtedy warstwa wyznaczona przez x sktada si¢ z wszystkich
ludzi noszacych buty o takim wlasnie numerze. Inne warstwy beda wygladaty
podobnie. Kazda warstwa bedzie skladala si¢ z ludzi noszacych pewien ustalony
numer butéw (niekoniecznie 41). Przyklad ten pokazuje wazna wlasnosé warstw
zdefiniowanych przez relacje réwnowaznosci.

Twierdzenie 1.12. Niech R bedzie relacjg réwnowaznosci w zbiorze X . Wtedy
dwie warstwy wzgledem tej relacji albo sqg rozlgcezne, albo sie pokrywajq. O

Poniewaz kazdy element nalezy do ,swojej” warstwy, wiec zbiér X rozpada
sie na rozlaczne warstwy. W kazdej warstwie znajduja sie ,,podobne” elementy,
rownowazne ze wzgledu na relacje R. Taka operacje podzialu zbioru X na war-
stwy nazywamy rozwarstwieniem zbioru X. Jest to rodzaj klasyfikacji elementéw
zbioru X, w ktorej abstrahujemy od szczegdlnych cech elementéw tego zbioru
skupiajac sie na cechach istotnych dla relacji. Na przyktad w warstwie ludzi
noszacych buty o numerze 41 znajda si¢ ludzie w réznym wieku, réznej plci, o
roznych ilorazach inteligencji. Bedzie taczy¢ ich tylko jedno: numer buta. Ludzie
z tej samej warstwy moga bez przeszkdd zamieniaé¢ si¢ butami — nie grozi im
otarcie skéry.

Rozwarstwienia zbioru nie uda sie wykonaé, gdy relacja R nie bedzie relacja
rownowazno$ci. Na przykltad dla relacji bliskosci warstwy nie beda rozlaczne.
Beda jednak dobrze okreslone. Warstwa wyznaczona przez ciebie bedzie sktadaé
sie z wszystkich mieszkancéw Bialegostoku, ktérzy mieszkaja blisko ciebie (nie
dalej niz 1 km).

Rozwazmy jeszcze jeden wazny przyklad.

Przykltad 1.13. Przy pomocy relacji réwnolicznos$ci mozna wprowadzi¢ liczby
naturalne. Niech X bedzie zbiorem wszystkich zbioréw skonczonych. Zbiory A
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i B sa réwnoliczne je$li maja jednakowq liczbe elementéw (kazde dziecko wie
jak to sprawdzi¢). Relacja réwnolicznoscei jest relacja réwnowaznosci. Kazda
warstwa zawiera zbiory majace jednakowa liczbe elementéw, zatem moze by¢
utozsamiona z pewng liczba naturalna, réwna liczbie elementéw kazdego zbioru
w tej warstwie. O

1.3.3 Relacje porzadku

Relacje R w zbiorze X nazywamy relacja porzqdku (lub relacja czesciowego
porzqdku), jesli spelnia ona nastepujace warunki:

1. Va € X : xRz (zwrotnosé),
2. Vz,y € X : xRy N yRx = x = y (antysymetria),
3. Vz,y,z € X : xRy A yRz = xRz (przechodniosé).

Relacja porzadku jest oznaczana czesto przez znak stabej nieréwnosci <,
gdyz staba nieréwnosé¢ dla liczb rzeczywistych jest typowym przyktadem relacji
porzadku.

Moéwimy, ze relacja porzadku < w zbiorze X jest relacja porzadku liniowego,
jesli spelnia ona dodatkowy warunek:

Ve,ye X:x<yVy<uz. (1.2)

Przyklad 1.14. Standardowa relacja < w zbiorze liczb rzeczywistych R jest
relacja porzadku liniowego. Rozwazmy inna naturalng relacje porzadku. Niech
X oznacza zbidr wszystkich podzbioréw pewnego ustalonego zbioru Q (np. Q =
R). Wtedy relacja inkluzji C jest relacja czesciowego porzadku w X. Poniewaz
inkluzja A C B dopuszcza mozliwo$é¢ réwnosci, wiec w szczegdlnosci jest ona
zwrotna: A C A. W odréznieniu jednak od poprzedniej relacji, inkluzja nie
jest relacja porzadku liniowego. Niech, na przykiad, 2 = R. Rozwazmy dwa
elementy A i B zbioru X, czyli dwa podzbiory zbioru R: A =[0,1]1 B =1, 2].
Wtedy warunek (1.2) nie jest spelniony, bo zadna z inkluzji A C B i B C A nie
zachodzi. O

Przyktad 1.15. Waznym przyktadem porzadku liniowego jest porzadek lek-
sykograficzny. Jest on uzywany do ustalania kolejnoéci stéw w stownikach i
encyklopediach. Zbiorem, w ktérym rozwazamy ten porzadek, jest zbior stéw
zapisanych w pewnym ustalonym alfabecie (np. alfabecie jezyka polskiego). Po-
rzadek leksykograficzny mozna przenies¢ na bardziej abstrakcyjne struktury.
Czesto zachodzi koniecznosé liniowego uporzadkowania punktéow na plaszczyz-
nie X = R2. Porzadek leksykograficzny definiujemy wtedy nastepujaco:

(21,91) < (x2,92) © 21 < @2 lub 21 =22 1 1 < Yo

Mamy, na przyktad, (1,5) < (2,3)1 (2,3) < (2,5).
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Inny, naturalny, porzadek na plaszczyznie moze by¢ wprowadzony nastepu-
jaco:

. <
b iy —
(x1,y1)R(x2,92) & 21 < @21 y1 < Yoo

Zauwazmy, ze R jest nie jest porzadkiem liniowym, poniewaz istnieja elementy
zbioru R?, ktérych nie mozna poréwnaé. Na przyktad nie zachodzi ani (1, 3) R(2, 2)
ani (2,2)R(1,3), czyli warunek (1.2) nie jest spelniony. O

1.4 Funkcje

Przez funkcje f okreslona na zbiorze X i przyjmujaca wartosci w zbiorze Y
rozumiemy przyporzadkowanie kazdemu elementowi z € X doktadnie jednego
elementu y € Y. Taki element y oznaczany jest przez f(x) i nazywany jest
wartoscig funkeji f na elemencie x (lub w punkcie z). Funkcje zapisujemy na-

stepujaco:
f: X —Y.

Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji f, a zbior Y jej przeciwdziedzing. Przez
f(X) oznaczamy zbiér wartoscei funkeji f,

fX)={yeY:Ire X y=fa)}

ktory nazywamy obrazem funkcji f. Mamy zatem f(X) C Y.
Jesli A C X, to obrazem zbioru A wzgledem funkcji f : X — Y nazywamy
zbiér

fA) ={yeY:TzecA:y=f(x)}

Zatem obraz funkcji f to to samo co obraz jej dziedziny wzgledem f. Mamy
oczywiscie f(A) C f(X) CY.

Przeciwobrazem zbioru B zawartego w przeciwdziedzinie Y wzgledem funkcji
f nazywamy zbior

fYB)={zeX: f(z) € B}

Zauwazmy, ze f~1(B) C X oraz f~1(Y) = X.

Jedli f(X) =Y, funkcja f nazywa sie suriekcjg. Méwimy tez, ze funkcja f
jest na, tzn. odwzorowuje zbiér X na zbiér Y. Funkcja f jest réznowartosciowa
(jest iniekcjq) jesli zachodzi nastepujaca implikacja: f(z1) = f(x2) = x1 = x9.
Funkcja, ktéra jest jednoczednie iniekcja i suriekcja, nazywa si¢ bijekcjg. Mowimy
tez, ze jest ona wzajemnie jednoznaczna.

Przyklad 1.16. Niech X bedzie zbiorem mieszkancéw Biategostoku, a Y zbio-
rem wszystkich znanych imion.Kazdemu elementowi x € X przyporzadkujmy
imie ojca z-a. Takie przyporzadkowanie jest funkcja. Nie jest ona jednak ani
iniekcja, ani suriekcja.
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Przyporzadkujmy teraz elementowi x € X imie¢ syna x-a. Takie przyporzadko-
wanie nie jest funkcja, gdyz nie kazdy mieszkaniec Bialegostoku ma syna. Co
wiecej, niektorzy maja dwoch lub wigcej synéw, co powoduje, ze nie mozna im
przyporzadkowa¢ dokladnie jednego elementu. O

Funkcja, ktérej dziedzina i przeciwdziedzina sa zbiorami liczbowymi, nazywa
si¢ funkcja liczbowa.

Przyktad 1.17. Niech X =Y = R i f(x) = 22. Funkcja f jest funkcja licz-
bowa. Nie jest ona réznowartos$ciowa, gdyz dla kazdego = € X, f(z) = f(—x).
Poniewaz f(X) =Ry = {x € R: z > 0}, funkcja ta nie jest tez suriekcja. Jesli
zmienimy dziedzine na X’ = R, otrzymamy funkcje réznowartosciows. Jesli
przyjmiemy nowg przeciwdziedzing Y’ = R, to rozwazane przyporzadkowanie
bedzie réwniez suriekcja. Warto jednak zauwazyc, ze chociaz wzor, za pomoca
ktorego zapisujemy funkcje, nie ulegl zmianie, jest to juz inna funkcja (inna
dziedzina i przeciwdziedzina) i powinna by¢ inaczej nazwana (np. g). O

Wykresem funkcji f : X — Y nazywamy podzbidr iloczynu kartezjanskiego
X x Y zdefiniowany nastepujaco:

W(f) ={(z,y) e X xY :y = f(2)}.

Mimo, ze wykres jest zdefiniowany dla kazdej funkcji, rysowanie go ma sens tylko
dla funkcji liczbowych. Jedli X =Y = R to wykres jest podzbiorem ptaszczyzny
(X x Y =R?). Dla funkcji dostatecznie regularnych wykres jest krzywa ptaska.

Przyklad 1.18. Rozwazmy funkcje f : R — R okreslong wzorem(20) f(z) =
—22 +42 — 11 A = [-2,3] C R. Poniewaz A jest podzbiorem zaréwno dzie-
dziny jak i przeciwdziedziny, mozemy znalezé zaréwno jego obraz jak i przeciw-
obraz wzgledem f. Najproéciej postuzy¢ sie w tym celu wykresem funkcji. Z Ry-
sunku 1.2 odezytujemy, ze f(A) = [~13,3] oraz f~1(A) = [2—/5, 2+/5]. Kotice

tego drugiego przedziatu znajdujemy rozwigzujac réwnanie —z2 4+ 4z —1 = —2.
Zaréwno dla obrazu, jak i dla przeciwobrazu, istotne jest uwzglednienie wierz-
cholka paraboli (2, 3). O

Niech f: X =Y ig:Y — Z. Zdefiniuyjmy nowa funkcje
gof: X —2Z2
okreslona nastepujaco:

(9o f)(x) = g(f(x))-

Funkcje g o f nazywamy zloZeniem g z f. Zauwazmy, ze najpierw dzialamy na
element x funkcja f, a potem funkcja g.

Przyklad 1.19. Niech X, Y i f beda takie jak w Przyktadzie 1.16. Niech Z
bedzie zbiorem liter alfabetu polskiego. Zdefiniujmy funkcje g : Y — Z naste-
pujaco: g(y) jest pierwsza litera imienia y. Wtedy zlozenie g o f jest funkcja z
X w Z, ktéra z-owi przyporzadkowuje pierwsza litere imienia jego ojca. O
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-10 - -
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Rysunek 1.2: Obraz i przeciwobraz odcinka [—2, 3]

Niech idx oznacza funkcje identycznosciowa z X w X, tzn. idx(z) = =
dla kazdego x € X. Oczywiscie idx jest bijekcja. Niech f : X — Y. Funkcje
g : Y — X nazywamy funkcja odwrotng do funkcji f, jesli go f = idx i
fog=1idy. Oczywiscie wtedy f jest funkcja odwrotna do g. Funkcje odwrotna
do funkcji f oznaczamy przez f~!. Méwimy wtedy, ze funkcja f jest odwracalna
lub, ze posiada funkcje odwrotna.

Zauwazmy, ze jesli funkcja f: X — Y jest odwracalna i B C Y, to przeciw-
obraz zbioru B wzgledem funkcji f pokrywa sie z obrazem zbioru B wzgledem
funkcji f=1. Co wiecej, zbiory te sa identycznie oznaczone: f~1(B). Warto jed-
nak pamietaé, ze symbol f~! ma sens tylko dla funkcji odwracalnej f. Jesli f nie
jest odwracalna, mozemy uzyé napisu f~! tylko do oznaczenia przeciwobrazu,
jak w wyrazeniu f~1(B).

Stwierdzenie 1.20. Funkcja f jest odwracalna wtedy @ tylko wtedy, gdy jest
bijekcjq. [

Przyktad 1.21. Niech X oznacza zbiér mieszkancow Biategostoku, a Y zbior
ich numeréw PESEL. Niech funkcja f przyporzadkowuje kazdemu mieszkancowi
jego numer PESEL. Funkcja f jest wzajemnie jednoznaczna, a zatem odwra-
calna. Funkcja f~! przyporzadkowuje kazdemu numerowi ze zbioru Y dokladnie
jednego mieszkanca Bialtegostoku. O
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Rozdziatl 2

Algebra

2.1 Uktady réwnan liniowych

2.1.1 Uktady réwnan dwdéch zmiennych
Rozwazmy nastepujacy ukltad rownan liniowych

ar+by = e

cc+dy = f. (2.1)

Mozemy zalozy¢, ze przynajmniej jeden ze wspoélczynnikow a i b jest rézny
od zera. W przeciwnym przypadku, jedli a = b = 0, dostajemy albo réwnanie
sprzeczne (e # 0), albo tozsamosciowe (e = 0). To samo dotyczy drugiego réw-
nania. Przez rozwigzanie ukladu (2.1) rozumiemy pare liczb (z,y) spelniajaca
oba réwnania.

Kazde réwnanie w (2.1) opisuje prosta na plaszczyZnie. Zatem uklad réwnan
opisuje zbiér punktéw przeciecia tych prostych. Zwykle zbiér ten sktada sie
tylko z jednego punktu, ale moze by¢ tez pusty albo tworzyé¢ prosta. Rys. 2.1
prezentuje te trzy mozliwosci.

W przypadku a) proste przecinaja sie w jednym punkcie, w przypadku b) sa
réwnolegle (nie przecinajg sie), w przypadku ¢) pokrywaja sie.

2.1.2 Metoda eliminacji Gaussa dla dwéch zmiennych

Rozwazmy tablice wspélezynnikéw dla ukladu (2.1) zapisana w dwdch wierszach

a b
c d

e
£,

Linia pionowa oddziela kolumne wyrazéw wolnych. Bedziemy chcieli przeksztal-
ci¢ te tablice do postaci

—= O

(2.2)

O =

23
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Y ﬁy fy

a) Jedno rozwiazanie b) Brak rozwiazan c¢) Uklad nieoznaczony
Rysunek 2.1: Trzy mozliwosci polozenia dwoch prostych

wykonujac pewne operacje na wierszach. Nie zawsze bedzie to mozliwe. Jesli
uda nam sie uzyska¢ zadang postac, uktad bedzie mial jednoznaczne rozwiaza-
nie. W przeciwnym przypadku nie bedzie mial rozwiazan lub bedzie mial ich
nieskonczenie wiele.

Bedziemy dopuszczali trzy rodzaje operacji na wierszach:

e zamiana kolejnosci wierszy,
e pomnozenie wiersza przez liczbe rézna od zera,

e dodanie do jednego wiersza innego wiersza pomnozonego przez dowolng
liczbe.

Przez pomnozenie wiersza przez liczbe rozumiemy pomnozenie kazdego elementu
wiersza przez te liczbe. Latwo sprawdzié, ze wymienione operacje nie zmieniaja
zbioru rozwiazan ukladu. Zatem uklad réwnan (2.1) bedzie mial ten sam zbiér
rozwiazan, co uklad, ktérego wspdlczynniki przyjma postaé tablicy (2.2). Za-
uwazmy, ze ten zmodyfikowany uklad bedzie mial postaé

z + 0-y
0-x + Y

Z (2.3)

z ktérej natychmiast mozemy odczytaé rozwiazanie. Jezeli postaé¢ (2.2) bedzie
niemozliwa do osiagniecia, dostaniemy jedng z ponizszych postaci:

pls
ol lub (2.4)

1 r 1|s
0 0 0]t
Gdy t = 0, uklad bedzie nieoznaczony, tzn. bedzie mial nieskonczenie wiele
rozwiazan. Dla t # 0 uklad bedzie sprzeczny.

Procedure, ktoéra poprzez wymienione operacje na wierszach prowadzi do

postaci (2.2) lub (2.4) nazywamy metoda eliminacji Gaussa.
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Przyktad 2.1. Rozwazmy uklad réwnan

20 + 4y = 20
3r + y = 10
Definiuje on tablice
2 4120
3 1] 10.

Mnozac pierwszy wiersz przez 1/2 dostajemy

2110
1| 10.

W =

Nastepnie do wiersza drugiego dodajemy pierwszy wiersz przemnozony przez
—3. Dostaniemy w ten sposéb pozadane 0 w drugim wierszu.

1 2 10
-5 | —20

Mnozymy drugi wiersz przez —1/5

1 2|10
0 1| 4

W koncu do pierwszego wiersza dodajemy drugi pomnozony przez —2
1 0|2
0 114,

co daje rozwiazanie uktadu: =z = 2, y = 4. O

2.1.3 Dowolna liczba zmiennych

W praktycznych zastosowaniach liczba zmiennych i liczba réwnan sa zwykle
duzo wigksze od dwoch. Uklady réwnan pojawiajace sie w ekonomii moga za-
wiera¢ kilkadziesigt lub nawet kilkaset zmiennych. Liczba réwnan moze by¢ inna
niz liczba zmiennych. Zmienne bedziemy oznaczaé przez x1, xs, ... , Ty, a Wspol-
czynniki w réwnaniach przez a;;. Jedli liczba réwnan bedzie réwna m, uklad
przyjmie postaé

a11x1 + aixe + ... + aipx, = b
a21%1 -+ 222 4+ ... + aA2nTp = bg

(2.5)
Am1T1 + GmoTs + ...+ GmaTn = bm.

Przez rozwigzanie tego ukladu réwnan bedziemy rozumieli cigg liczb rze-
czywistych (x1,xo,...,x,), ktére beda spelnialy wszystkie réwnania uktadu.
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Geometryczna interpretacja takiego ukladu réwnan jest duzo bardziej skompli-
kowana niz dla dwoch zmiennych. Gdy n = 3 kazde réwnanie opisuje plaszczyzne
w przestrzeni (tréjwymiarowej), a zatem uklad réwnan moze byé interpretowany
jako przeciecie (czes¢ wspélna) m plaszczyzn. Gdy n > 3 musimy przeniesé sie
do przestrzeni n-wymiarowej, co wykracza poza nasze intuicje geometryczne i
nie daje sie obejrze¢. Tym niemniej, jak zobaczymy pdzniej, w takiej przestrzeni
mozna uprawiaé algebre zupelnie tak samo jak na plaszczyznie czy w przestrzeni
tréjwymiarowe;j.

Teraz naszym celem jest rozwiazanie ukladu (2.5) lub stwierdzenie, ze nie
posiada on rozwiazan (tzn. jest sprzeczny). Od strony jakos$ciowej sytuacja wy-
glada doktadnie tak samo jak dla ukitadu 2 x 2, tzn. dla dwéch zmiennych i
dwdéch réwnan. Mianowicie, moga zachodzi¢ nastepujace przypadki:

e Uklad posiada dokladnie jedno rozwiazanie, tzn. tylko jeden ciag x4, ... ,x,
spelnia uktad. Aby tak bylo m musi byé¢ wieksze lub réwne n.

e Uklad jest sprzeczny, czyli nie posiada rozwigzan. Musimy mie¢ wtedy
przynajmniej dwa réwnania, czyli m > 2 (albo jedno réwnanie z zerowg
lewa strona).

e Uklad jest nieoznaczony, czyli posiada nieskonczenie wiele rozwiazan.

2.1.4 Eliminacja Gaussa w przypadku ogélnym

Uogélnimy teraz nasze rozwazania z rozdziatlu 2.1.2 na dowolng liczbe zmien-
nych i dowolna liczbe réwnan. Tablica wspélczynnikéw dla ukladu (2.5) wyglada
nastepujaco

aii ai12 e A1n b1
as1 a22 . agn bz (2 6)
Ami Am2 -  Qmn | b

Bedziemy dokonywali tych samych operacji na wierszach co w przypadku
dwdéch zmiennych. Réwniez nasz cel bedzie podobny. Bedziemy dazyli do uzy-
skania maksymalnej ilosci zer w lewej czesci tablicy, a elementy, ktére nie beda
zerowe, bedziemy zamieniaé¢ na jedynki. Dla n > m bedziemy chcieli dostaé
nastepujaca tablice

1 000 0 * ... |«
010 0 0 * ... |=x
0010 0 * ... |=x
000 1 0 % ... |=x (2.7)
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gdzie * oznacza dowolna liczbe. Miejsca, gdzie stoja gwiazdki, na razie nas nie
interesuja. Zauwazmy, ze z ukladu réwnan zdefiniowanemu przez tablice (2.7)
mozna natychmiast wyliczy¢ zmienne x1,xs,... ,Zy. JeSli m = n, zmienne te
otrzymaja jednoznaczne wartosci, bo bedziemy mieli tylko jedng kolumne gwiaz-
dek, odpowiadajaca kolumnie wyrazéw wolnych. Dla m < n, wyliczone zmienne
zaleze¢ beda od pozostalych zmiennych, czyli od z,41,...,2,. Te ostatnie
zmienne beda mogly przyjmowaé¢ dowolne wartosci, a zatem otrzymamy nie-
skonczenie wiele rozwigzan. Zobaczmy jak to wyglada w przyktadach.

Przyktad 2.2. Rozwazmy uklad

—2.%‘1 —2‘@2 +xry = 0
20x; +30xy +8x3 +6x4 = 6000
1521y +10xy —+6z3 +7x4 = 4000
102y +3z2 +4x3 +2x4 = 1500
oraz zwigzang z nim tablice wspotczynnikow
-2 =2 0 1 0 Wy
20 30 8 6 | 6000 Wy
15 10 6 7| 4000 W3
10 3 4 21500 Wy

Przez W; oznaczamy i-ty wiersz tablicy. Aby uzyska¢ 1 w lewym gérnym rogu
tablicy, mnozymy pierwszy wiersz przez —0, 5. Zapisujemy to nastepujaco Wi :=
—0,5W; i méwimy, ze nowy wiersz W7 dostajemy ze starego przez wykonanie
wspomnianej operacji. Ponizej podajemy ciag tablic, ktére bedziemy kolejno
otrzymywaé. Po prawej stronie zapisujemy w jaki sposéb otrzymalismy dany
wiersz. Po prawej stronie znaku := wystepuja stare wiersze.

1 1 0 -0,5 0 Wy = —0,5W
10 15 4 3 | 3000 Wy :=0,5W,
15 10 6 7| 4000 W3 = W3
10 3 4 2 | 1500 Wy =Wy
1 1 0 —0, 5 0 W1 = Wl
0 5 4 8| 3000 Wy == Wy — 10W;
0 -5 6 14,5 4000 W3 == W3 — 15W;
0 -7 4 7 1500 Wy =Wy — 10W;
1 1 0 —0, 5 0 W1 = W1
0 1 0,8 1,6 | 600 Wy :=0,2W,
0 0 10 22,5| 7000 Wi = W3+ Wy
0 0 9,6 18,2]5700 Wy =Wy +1,4Ws
1 0 —0,8 —2,1| —600 Wy =W, — Ws
0 1 0,8 1,6 600 Wy =Wy
0 0 1 2,25 700 W3 :=0,1W;
0 0 0 —3,4|—1020 Wy = Wy —0,96W;
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1 0 0 —0,3|—-40 Wy =W; +0,8W;
01 0 —0,2] 40 Wy := Wy —0,8W;3
0 0 1 2,25]| 700 Wi :=0,1W;3
000 1| 300 Wy = 51W,
1 0 0 0| 50 Wi =W +0,3W,
0 1 0 0]100 Wo =Wy +0,2W,
0 01 0| 25 Wy = W3 —2,25W,
0 0 0 11300 Wy =Wy
7 ostatniej tabeli odczytujemy rozwigzanie: z; = 50,22 = 100,23 = 25,4 =
300. O

Przyktad 2.3. Rozwazmy uklad réwnan z Przykladu 2.2 skrécony o jedno
rownanie. Jego tablica bedzie miala postaé

-2 -2 0 1 0 Wi
20 30 8 6| 6000 Wy
15 10 6 7| 4000 W3

Powtarzajac operacje z Przyktadu 2.7, z wylaczeniem tych, ktére dotycza wier-
sza Wy, dostaniemy tablice

1 00 —0,3|-40 Wy =W, + 0,8Ws
01 0 —0,2] 40 Wo i= Wa — 0, 8W3
0 0 1 225/ 700 W =0, 1Ws

Zmienna x4 jest teraz traktowana jako parametr. Wyliczajac 1, x2 i x3 dosta-
niemy: 1 = —40 + 0,3x4, x2 = 40 + 0,2z4 i 3 = 700 — 2, 25x4. Podstawiajac
za x4 dowolng liczbe rzeczywista otrzymamy pewne rozwiazanie ukladu. Jest to
zatem ukltad nieoznaczony, posiadajacy nieskoniczenie wiele rozwigzan. O

Nie zawsze daje si¢ uzyskaé postaé (2.7). Jest to niemozliwe na przyklad,
gdy m > n. W takiej sytuacji dostajemy wiersz skladajacy si¢ z samych zer lub
z zer i ostatniej liczby réznej od zera. W pierwszym przypadku zerowy wiersz
mozemy odrzuci¢. Zerowanie si¢ wspotczynnikéw oznacza, ze rownanie odpowia-
dajace temu wierszowi byto kombinacja innych réwnan. W drugim przypadku
dostajemy oczywista sprzecznosé. Mozemy przerwac nasza prace - uklad nie ma
rozwiazan.

Moze si¢ tez zdarzy¢, ze wszystkie wspolczynniki w pewnej kolumnie stana
sie réwne zero. Oznacza to, ze zmienna odpowiadajaca tej kolumnie faktycznie
nie wystepuje w uktadzie i moze stuzy¢ jako swobodny parametr rozwiazania.
Nalezy wowczas szukac jedynki w nastepnej kolumnie, ignorujac kolumne zerowsa
(tzn. traktujac ja tak, jakby jej nie bylo).

Przyktlad 2.4. Rozwazmy nastepujaca tablice wspélczynnikéw

0 2 -1 3|4 Wi
1 -1 0 4|0 Wy
-1 4 -1 03 W3
1 1 -1 7|4 Wy
0 3 -1 4|3 Wi
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Stosujac metode eliminacji Gaussa otrzymamy kolejno

1 -1 0 4|0 W1 = Wg
0 2 -1 3|4 W2 = W1
0 3 -1 413 Ws := W3 4+ Ws
0 2 -1 3|4 W4 = W4 — W2
0 3 —1 413 W5 = W5
1 -1 0 4 0 Wy =Wy
0 1 -0,5 1,5 2 Wy :=0,5W,
0 0 0,5 —-0,5]-3 W3 :=W3—1,5W,
0 0 0 0 0 W4 = W4 — WQ
0 0 0,5 —0,5]-3 Ws := W5 —1,5Ws
1 0 -0,5 5,5 2 Wi =Wy + Wy
0 1 -0,5 1,5 2 Wy :=0,5W,
0 0 1 —-1| -6 W3 = 2W3
0 0 0 0 0 Wy =Wy
0 0 0 0 0 W5 = W5 - W3
1 0 0 51 —1 Wi :=W;+0,5W;5
01 0 1| -1 Wy =Wy +0,5W5
0 01 —-1]-6 W3 :=Ws
7 ostatniej tabeli odczytujemy rozwiazania: x1 = —1 — dz4, T2 = —1 — x4,
x3 = —6 + x4, gdzie x4 jest parametrem. O

2.2 Zastosowania ukladow réwnan

W rozdziale tym podamy kilka zastosowan ukladow réwnan liniowych. Ograni-
czymy sie tylko do sformulowania problemu w postaci uktadu réownan, zosta-
wiajac rozwiazanie tego uktadu czytelnikowi.

2.2.1 Lotnicza akcja pomocy

Polski Czerwony Krzyz organizuje pomoc lotniczg ofiarom trzesienia ziemii w
Jugostawii. Pojemnoéé samolotu wynosi 200 m? a jego dopuszczalne obcigzenie
80 ton. PCK wyasygnowalo na pomoc 150.000 zl. Zamierza wysta¢ wode, krew,
zestawy pierwszej pomocy i zywnoé¢. Liczba konteneréw z woda powinna byé
dwa razy wieksza niz liczba konteneréw z zywnoscia. Tablica 2.1 zawiera dane
dotyczace objetosci, wagi i ceny konteneréw z woda, krwia, zestawami pierwszej
pomocy i zywnoscia.

Wprowadzmy oznaczenia:
z1 - liczba konteneréw wody,
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rodzaj obj. kontenera w1 ciezar kont. w kg  koszt kont. w zt
woda 200 250 200
krew 600 700 1000
zestawy 1000 500 300
Zywnosé 200 200 400

Tabela 2.1: Dane dotyczace konteneréow

x9 - liczba konteneréw krwi,

x3 - liczba konteneréw z zestawami pierwszej pomocy,
x4 - liczba konteneréw z zywnoscia.

Dostajemy wowczas nastepujacy uklad réwnan

200y + 600x2 4+ 1000x3 + 200x4y = 200 000
250x; + 70022 4+  500x3 + 200x4y = 80 000
200z; + 100022 +  300z3 + 400x4 = 150 000

X1 — 21}4 = 0

Otrzymane rozwigzanie powinno zawiera¢ oczywiscie liczby dodatnie. Trudno
jednak oczekiwaé, ze beda one catkowite. Poniewaz konteneréw nie mozna dzie-
li¢, bedziemy zmuszeni odrzuci¢ cze$ci utamkowe (nie mozemy przeciazy¢ samo-
lotu ani przekroczy¢ budzetu).

2.2.2 Asortyment produkcji

Firma produkuje 3 produkty w oddziatach A, B i C. Kazdy oddzial ma inna efek-
tywnoé¢ produkeji dla kazdego z produktéw, mierzona liczba godzin potrzebna
do wyprodukowania jednostki produktu, oraz inne mozliwosci produkcyjne, wy-
razone w godzinach na tydzien. Tablica 2.2 podaje te liczby.

produkt mozliwosci
oddzial 1 2 3 produkcyjne
A 2 35 3 1200
B 3 25 2 1150
C 4 3 2 1400

Tabela 2.2: Efektywnoéé¢ produkeji i mozliwoéci produkcyjne

Nalezy znalezé liczby jednostek produktéow 1, 2 i 3, ktére firma powinna
produkowaé tygodniowo, aby wykorzysta¢ mozliwoéci produkcyjne wszystkich
oddzialéw, zakladajac, ze oddzialy A, B i C produkuja takie same iloéci danego
produktu. Oznaczmy przez x; liczbe jednostek produktu i-tego, i = 1,2, 3, pro-
dukowanego przez kazdy zaklad. Otrzymamy wtedy nastepujacy uklad réwnan

2¢7 + 3,bxo + 3x3 = 1200
31 4+ 2,529 + 2x3 = 1150
41’1 + 3$2 + 21’3 = 1400
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Rozwiazanie tego ukladu daje zadane wielkosci produkcji.

2.2.3 Portfel akcji

Inwestor chce kupié¢ akcje za 500 tys. zt. Interesuje go przecietny wzrost portfela
o 12% kwartalnie i stopien ryzyka w wysokosci 10%. Broker oferuje mu trzy
pakiety akcji o réznym spodziewanym wzroscie kwartalnym i réznym stopniu
ryzyka. Dane o tych pakietach przedstawia Tablica 2.3.

pakiet spodziewany wzrost spodziewane ryzyko
1 16% 12%
2 8% 9%
3 12% 8%

Tabela 2.3: Pakiety akcji

Niech x; oznacza liczbe mln zt przeznaczonych na zakup i-tego pakietu.
Otrzymujemy zatem pierwsze réwnanie

r1 + Tg +x3 = 500.

Warunek wzrostu portfela o 12% daje kolejne réwnanie

0,16x1 + 0,08z9 + 0,1223

=0,12.
500 ’

Podobnie otrzymamy rownanie dajace zadane ryzyko

0,12z1 + 0,09z + 0, 0823
500

=0,1.

Dostajemy zatem uklad trzech rownan z trzema niewiadomymi. Szukamy tylko
rozwiazan dodatnich.

2.3 Algebra macierzy

2.3.1 Dodawanie macierzy

Macierzg nazywamy prostokatna tablice, ktérej elementy sa liczbami rzeczywi-
stymi. Macierze bedziemy oznaczali duzymi literami A, B, X, itp. i zapisywali
nastepujaco:

a1 a2 ... A1n
a21 as2 e ao2n

ml1 Am2 ... Gmn
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W powyzszej notacji pierwszy wskaznik oznacza numer wiersza, a drugi — numer
kolumny. Zatem macierz (2.8) ma m wierszy i n kolumn, a element a;; stoi w
i-tym wierszu i j-ej kolumnie. Méwimy, Ze jest macierza m X n (m na n). Jesli
m = n, czyli gdy liczba wierszy jest rowna liczbie kolumn, macierz nazywamy
kwadratowq. Méwimy, ze macierze A i B maja jednakowe wymiary, jesli liczba
wierszy macierzy A jest réwna liczbie wierszy macierzy B oraz liczba kolumn
macierzy A jest réwna liczbie kolumn macierzy B. Macierz (2.8) zapisujemy
czesto skrotowo

A= (aij>i:1,m,m,j:1,... R (2-9)

lub po prostu A = (a;;) jesli jej wymiary sg ustalone lub nie sa w danym momen-
cie istotne. Wzor (2.9) méwi jak oznaczamy elementy macierzy A. Macierz n x 1
nazywamy czesto wektorem kolumnowym (kolumng), a macierz 1 x n wektorem
wierszowym (wierszem).

Macierze o jednakowych wymiarach mozemy dodawaé. Jesli A = (a;;) i
B = (b;j), to ich suma A + B jest macierza C = (c¢;;), ktérej elementy sa
zdefiniowane nastepujaca:

Cij = Qjj + bij. (2.10)

Wz6r (2.10) oznacza, ze aby otrzymaé macierz A + B dodajemy elementy ma-
cierzy A i B stojace w tych samych miejscach.

Przyktad 2.5.

2 T 0\ (01 =5\ _( 240 —7T+1 0-5
-6 41 6 2 6) \ —6+6 4+2 146

2 6 -5
_(0 6 7) -

Latwo sprawdzi¢, ze dodawanie macierzy jest taczne i przemienne, tzn.
(A+B)+C=A+(B+C) oraz A+ B =B+ A.

Macierz mxn, ktérej wszystkie elementy sa réwne 0 oznaczamy przez 0,,, lub po
prostu przez 0. Macierz zerowa jest niezmiennikiem dodawania, tzn. A+ 0 = A.
Macierza, przeciwna do macierzy A nazywamy macierz, oznaczana przez —A,
ktorej elementy sa przeciwne do stojacych w tych samych miejscach elementéw
macierzy A. Mamy zatem A + (—A) = 0.

2.3.2 Mnozenie macierzy

Jesli ¢ € R a A = (a;) jest macierza m x n to iloczyn cA = Ac jest macierza
m X n zdefiniowana nastepujaco:

cA = (ca;j).
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Dla ¢,d € Ri A,B — macierzy m X n mamy nastepujace wtasnosci rozdzielnosci
(c+d)A=cA+dA oraz ¢(A+ B) =cA+cB. (2.11)

Oproécz mnozenia macierzy przez liczbe wprowadzimy mnozenie dwoéch ma-
cierzy przez siebie. Mnozenie takie bedzie wykonalne tylko w Scisle okreslonym
przypadku, mianowicie tylko wtedy, gdy liczba kolumn pierwszej macierzy be-
dzie réwna liczbie wierszy drugiej macierzy. Czyli, zeby pomnozy¢ macierz m x n
przez macierz p X r, musimy mieé¢ n = p.

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy m =11r =1, tzn.

b11
ba1
A:(all,...,aln), B: :
bnl

Wtedy A jest wektorem wierszowym a B jest wektorem kolumnowym. Defi-

niujemy iloczyn A - B = AB jako liczbe (czyli macierz 1 x 1)
AB = a11b11 + a12bo1 + ... + a1pbn.

Przyktad 2.6.
=2-143-(-2)+0-7+5-2=6 O

Zalézmy teraz, ze A jest m x n a B jest n x r. Wtedy definiujemy iloczyn
AB jako macierz C' = (¢;;) o wymiarach m X r, ktérej element ¢;; okreslony jest
wzorem

Cij = ailblj + aizbgj + ...+ ambnj. (2.12)

Czesto sume x1 + . .. + x,, zapisujemy krétko ZZ=1 xy. Przy takiej notacji wzér
(2.12) bedzie mial postaé

n
cij =Y airbrj.
k=1

Poréwnujac powyzsza definicje z definicjg iloczynu wiersza przez kolumne, mo-
zemy powiedzie¢, ze aby obliczy¢ element c;; illoczynu AB, mnozymy i-ty wiersz
macierzy A przez j-a kolumne macierzy B. Ilustruje to ponizszy diagram.

aip Q12 e A1n
b11 . blj . blr
bgl e bgj e bgr
a1 42 Ain . . .
bui ... bn; i b

Am1 aAm2 . Amn,
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ci1 ... Cij .- C1p
= Ci1 N Cij N Cir
Cm1 RN Cmj .- Cmyr

Mnozenie macierzy jest laczne, tzn.
(A-B)-C=A-(B-0),
oraz rozdzielne wzgledem dodawania, tzn.
(A+B)-C=A-C+B-C, A-(B+C)=A-B+A-C.

Jesli macierze A i B sa kwadratowe i maja te same wymiary, mozna okresli¢
zaréwno AB jak i BA. Ogolnie, AB # BA, tzn. mnozenie macierzy nie jest
przemienne.

Przyktad 2.7. Niech A = ( L2 ) a B = ( 01 ) Wtedy AB =

-1 1 -1 0
-2 1 . -1 1
( 1 1 ), natomiast BA = ( 1 9 ) O
Przez I,, lub po prostu przez I, oznaczamy macierz kwadratowa (a;;) o
wymiarach n x n, okre§long przez a; = 1 dlai =1,...,n, oraz a;; = 0 dla

wszystkich i # j. Elementy a;; tworza przekging albo diagonale macierzy kwa-
dratowej. Macierz I,, nazywamy macierzg jednostkowa lub identyczno$ciows.

Stwierdzenie 2.8. Niech A bedzie macierzg m x n. Wtedy A - I, = A oraz
I, -A=A. O

Niech A bedzie macierza n x n. Macierz B, taka ze AB = BA = I nazywamy
macierzqg odwrotng do A i oznaczamy przez A~'. Nie dla kazdej macierzy A
istnieje macierz odwrotna. Poniewaz I - I = I, wiec macierz identycznosciowa
jest odwrotna do siebie samej.

2.4 Wyznacznik macierzy

2.4.1 Definicja wyznacznika

Przypomnijmy, ze wyznacznik macierzy 2 x 2 definiujemy nastepujaco

a1 a2

= 11G22 — @120a21-
a1 a22

Wyznacznik macierzy kwadratowej n x n zdefiniujemy indukcyjnie stosujac
tzw. rozwiniecie Laplace’a. Przypu$émy, ze zdefiniowalismy juz wyznacznik ma-
cierzy (n—1) x (n—1). Niech A bedzie macierza n x n. Wykreglajac z macierzy
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A i-ty wiersz i j-a kolumne otrzymamy macierz (n — 1) x (n — 1). Oznaczmy
przez A;; wyznacznik tej macierzy przemnozony przez (—1)*7. Liczbe A;; na-
zywamy dopelnieniem algebraicznym elementu a;; macierzy A. Dopelnienia al-
gebraiczne tworza macierz o tych samych wymiarach co macierz A. Macierz
dopelnien algebraicznych (A;; macierzy A oznaczana jest zwykle przez AP i
nazywana macierzg dotgczong.

Wybierzmy teraz dowolny wiersz macierzy A, np. i-ty. Zdefiniujmy wyznacz-
nik |A| przez

‘A| = aﬂAﬂ + a,iQAiQ + ...+ ainAm. (213)

Mozna pokazaé, ze obliczony w ten sposdb wyznacznik nie bedzie zalezal od
wyboru wiersza, wzgledem ktérego stosujemy rozwiniecie Laplace’a. Zamiast
|A| piszemy czesto det A; det pochodzi od angielskiego stowa determinant.

Przyklad 2.9. Zastosujemy rozwiniecie wzgledem drugiego wiersza dla macie-
rzy 3 X 3.

2 -1 0
3 2 -1 |=
5 —3 2
0 2 0 31 2 —1
3. (71)24*1 5 ‘ + 2. (71)2+2 3 ‘ -1 (71)2+3 =g ' _

—3-(-2)+2-4-1-(-1)=15 O

2.4.2 Wtlasnosci wyznacznika

Operacje na wierszach, ktére stosowaliémy w metodzie eliminacji Gaussa, mozna
stosowaé do obliczania wyznacznikéw:

e Zamiana miejscami dwoch dowolnych wierszy powoduje zmiang znaku wy-
znacznika.

e Dodanie do danego wiersza innego wiersza przemnozonego przez dowolna
liczbe nie zmienia wyznacznika.

e Jesli pomnozymy jeden z wierszy przez liczbe a, to wyznacznik zostanie
tez przemnozony przez a.

Czesto stosujemy nastepujace wlasnosci:
e Jesli jeden z wierszy jest zerowy, to wyznacznik réwna sie zero.
e Jesli dwa wiersze sg identyczne, to wyznacznik réwna sie zero.

e detl, =1.
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o det(AB) = det A - det B.

Jesli macierz A jest odwracalna, to stosujac ostatnia wlasno$é do réwnania
AA™! = T otrzymamy det A -det A~! = det I = 1. A zatem wtedy det A # 0
i detA=! = 1/det A. Oznacza to, ze warunek det A # 0 jest konieczny dla
odwracalnosci macierzy A. Wkrétce zobaczymy, ze jest réwniez wystarczajacy.

Niech A bedzie macierza m xn. Transpozycjg macierzy A nazywamy macierz
n x m oznaczana przez AT = (b;;), taka ze b;; = a;j;. Oznacza to, ze i-ty wiersz
macierzy AT jest réwny i-tej kolumnie macierzy A. Transpozycja oznacza zatem
zamiane kolumn na wiersze (i wierszy na kolumny).

Stwierdzenie 2.10. det AT = det A. O]

Powyzsze stwierdzenie pozwala nam przenies¢ wszystkie operacje, ktére wy-
konywali$my na wierszach, na analogiczne operacje wykonywane na kolumnach.
W szczegblnodci mozemy stosowaé rozwinigcie Laplace’a wzgledem kolumn.

2.4.3 Odwracanie macierzy

Uzywajac wyznacznikow mozemy efektywnie znalezé odwrotnosé macierzy, jesli
ta odwrotnosé istnieje.

Twierdzenie 2.11. Macierz A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det A #
0. Wtedy A= = (AP)T/det A, gdzie AP oznacza macierz dopetnieri algebraicz-
nych macierzy A. O

Wz6r na macierz odwrotna, zawarty w Twierdzeniu 2.11, definiuje nastepu-
jaca procedure odwracania macierzy:

e oblicz macierz dopelnien algebraicznych AP dla macierzy A, wstawiajac
w miejscu (i7) liczbe A;j;

e dokonaj transpozycji powstalej macierzy;
e podziel kazdy element otrzymanej macierzy przez det A;

e otrzymana macierz bedzie réwna A1,

-1 3 2
Przyklad 2.12. Niech A= 0 -2 5. Wtedy
1 2 3
All = 7167 A12 = 53 A13 = 27
A = =5, Agy = -5, Ax3 =5,
Az =19, A3z =5, A3z =2,

oraz det A = —2 - (=5) + 55 = 35 (rozwiniecie wzgledem drugiego wiersza).
Dostajemy zatem

~16 5 2 ~16 -5 19
AP = -5 5 5|, AT =5 -5 5],
19 5 2 2 5 2
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i ostatecznie

16 =5 19
% ¥

Ao BB R O
35 35 35

Szczegdlnie tatwo jest znalezé macierz odwrotna dla macierzy 2 x 2. Niech
a b d —b
A= () iy at = g ()

Inna, czesto bardziej efektywna, metoda odwracania macierzy jest elimina-
cja Gaussa. Zauwazmy, ze macierz odwrotna do A jest rozwigzaniem nastepuja-
cego réwnania macierzowego: AX = I, gdzie X jest szukang macierzg, a I jest
macierza jednostkowa. Rozpiszmy A i I na kolumny: A = (4,...,4,), [ =
(E1,...,E,). Z wlasnoéci mnozenia macierzy mamy AX = (AX;,... ,AX,).
Dostajemy zatem rownowazno$é¢ réwnania macierzowego AX = I z ciagiem roz-
patrywanych juz wczesniej uktadéw réwnan liniowych: AX, = Eq,... ,AX, =
E,,. Rozwiazujac kazdy z nich metoda eliminacji Gaussa dostajemy po kolei ko-
lumny Xi,...,X, macierzy A~!. Poniewaz we wszystkich tych ukladach ma-
cierz wspolczynnikow A jest jednakowa, mozna stosowaé eliminacje Gaussa jed-
noczesnie do wszystkich uktadéw, wpisujac po prawej stronie po kolei kolumny
Fq, ..., E, i wykonujac standardowe operacje na wierszach tak powstatej ta-
blicy. Oznacza to, ze wyjsciowa tablica ma postaé

All
Po dokonaniu odpowiednich przeksztalcen otrzymamy zatem

IJA7!,

2.4.4 Rzad macierzy

Niech A bedzie macierza m x n. Minorem stopnia k macierzy A nazywamy wy-
znacznik macierzy powstalej z macierzy A przez wybranie k wierszy i k kolumn.

Z okreslenia wynika, ze k musi by¢ nie wigksze niz m i nie wieksze niz n.
7 drugiej strony, jesli k£ jest ostro mniejsze od ktérego$ z wymiardéw macierzy,
mozna utworzy¢ kilka minoréw stopnia k macierzy A. Dokladniej, dla macie-
rzy m X n mozna utworzy¢ (ZL) . (Z) réznych minoréw stopnia k. Dla macierzy
kwadratowej n x n istnieje dokladnie jeden minor stopnia n, réwny det A, nato-
miast minory stopnia n — 1 to wprowadzone wczeéniej dopelnienia algebraiczne.
Rzeczywiscie, zamiast wybiera¢ n — 1 wierszy i n — 1 kolumn, mozna wykresli¢
jeden wiersz i jedna kolumne.

Méwimy, ze macierz A ma rzqd k, jezeli istnieje rézny od 0 minor stopnia k
i wszystkie minory wyzszych stopni (jesli istnieja) sa réwne 0. Rzad macierzy A
oznaczamy przez rank A (lub rz A).

1 3 0

Przyktad 2.13. Niech A = (0 9 1

) . Wtedy elementy macierzy 1, 3,0,0,2,1



38 ROZDZIAL 2. ALGEBRA

sg minorami stopnia 1. Natomiast minory stopnia 2 sa nastepujace:

10
0 1

3 0

1 3
2 1

0 2‘2’

-

-3

Zatem rank A = 2.

Oto najwazniejsze wlasnosci rzedu macierzy. Niektore z nich wynikaja wprost
z wlasnosci wyznacznikéw.

Twierdzenie 2.14.

1. Jesli A jest macierzg n X n, to A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy
rank A = n.

rank AT = rank A.
rank A = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A = 0.
AP =0 wtedy i tylko wtedy, gdy rank A < n — 1.

AT N

Jesli wszystkie minory rzedu k sqg réowne 0, to rownieZ wszystkie minory
stopni wyzszych od k sq rowne 0.

6. rank AB < min{rank A, rank B}. O

Przyktad 2.15. Niech A = (1,2,3,4,5). Poniewaz rank A = rank AT = 1, to
rank AT A < 1. Poniewaz AT A # 0, wiec rank AT A = 1. Oznacza to, det A = 0.
Zauwaz, ze macierz AT A ma wymiary 5 x 5 i wyliczenie jej wyznacznika z
definicji wymagaloby sporego nakladu pracy. O

2.4.5 Wzory Cramera

Niech x i b oznaczaja wektory kolumnowe

I b1
T2 b2
x = , b= )
Ty, b

Niech A = (a;;) bedzie macierza m x n. Wtedy uklad réwnan z niewiadomymi
Z1,... , Ty, macierzg wspolczynnikow A i kolumna wyrazdéw wolnych b, mozemy
zapisaé¢ jako rownanie

Az =b. (2.14)

Zalézmy, ze n = m oraz, ze macierz A jest odwracalna. Pomnézmy obie strony
réwnania (2.14) z lewej strony przez A~*

A7 Az = A7,
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Dostajemy zatem, ze = A~'b. Rozwiazanie to wyglada bardzo prosto. Trzeba
jednak pamietac¢, ze znalezienie macierzy odwrotnej wiaze si¢ z duzym nakta-
dem obliczen. Zwykle wygodniej zastosowaé jest metode Cramera, ktéra opisuje
ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.16. Zaldzimy, ze A jest macierzg n X n. Ukltad Ax = b ma jed-
noznaczne rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0. Rozwigzanie wyraza
sie wtedy wzorem

z; =detB;/det A, i=1,...,n,

gdzie macierz B; powstaje z macierzy A przez zastgpienie i-tej kolumny wekto-
rem kolumnowym b. O

Wzory z Twierdzenia 2.16 nosza nazwe wzoréw Cramera, a uktad, dla kt6-
rego det A = O nazywa sie ukladem cramerowskim. Jezeli nie jesteSmy pewni,
czy rozwazany uklad jest cramerowski, lepiej jest zastosowaé¢ metode eliminacji
Gaussa.

Przyktad 2.17. Rozwazmy uklad Az = b, gdzie

-1 3 2 2
A=10 -2 5] 1ib={0
1 2 3 1

Wtedy det A = 35, czyli uklad jest cramerowski, oraz

2 3 2 -1 2 2
det By =0 —2 5| =-13,detBa=|0 0 5| =15,
1 2 3 1 1 3
-1 3 2
detBs;=|0 -2 0|=6
1 2 1

Zatem rozwigzaniem ukladu jest trojka liczb

xr1 = —13/357 To = 15/35 Tr3 = 6/35 O

2.5 Potegowanie macierzy. Wielomian charakte-
rystyczny

Macierze kwadratowe mozemy mnozy¢ przez siebie, czyli potegowaé. Mamy za-
tem A%2 = A- Aiogélnie, A" = A- A"~ 1. Obliczenie wysokich poteg macierzy
jest zwykle dos¢ klopotliwe. Dla niektérych macierzy liczy si¢ to jednak bardzo
prosto.
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Jedli A jest macierzg diagonalng, tzn. a;; = 0 jesli ¢ # j, to n-ta potega A
tez jest macierza diagonalna, ktéra w miejscu (i, i) zawiera alt. W szczegdlnosci,
I" =1, oraz (al)" = a"1, gdzie a € R.

Wazna role w algebrze macierzy odgrywa wielomian charakterystyczny. Niech
A bedzie macierzg kwadratowa. Wtedy jej wielomian charakterystyczny zdefi-
niowany jest nastepujaco

xa(s) = det(sI — A).

Z definicji wyznacznika wynika, ze funkcja xa rzeczywiscie zalezy wielomia-
nowo od zmiennej s. Jesli wymiary macierzy A wynosza n x n, to jej wielomian
charakterystyczny ma stopien n.

Przyktad 2.18. Niech A = ( _f _Z ) Wtedy

s—2 3

xa@ =| 7 oy

’:(3—2)(8—4)—3232—65—1—5. O

Jedli zamiast s w wielomianie charakterystycznym wstawimy pewna macierz
kwadratowa, dostaniemy inna macierz o tych samych wymiarach. Twierdzenie
Cayley’a-Hamiltona, sformutowane ponizej, méwi co sie stanie, gdy podstawiona
macierz bedzie rowna A.

Twierdzenie 2.19. Dla dowolnej macierzy kwadratowej A
xa(A) =0,
gdzie 0 oznacza macierz zerowq o tych samych wymiarach co A. O

Twierdzenia tego mozemy uzy¢ do obliczenia n-tej potegi macierzy A w
zaleznosci od nizszych poteg. Na przyklad, dla macierzy A z przyktadu 2.18

A% =6A—5I,

gdzie macierz identycznosciowa I = A° (zerowa potega). Wzér ten mozna uogdl-
ni¢ nastepujaco”

Ak+2 — 6A1€+1 _ 5Ak

Daje on prosta zaleznosé rekurencyjna, ktéra nie wymaga mnozenia macierzy.

2.6 Zastosowania macierzy i wyznacznikéw

2.6.1 Planowanie produkcji

Zaleznos¢ miedzy produktami i sktadnikami potrzebnymi do ich wyprodukowa-
nia moze byé przedstawiona przy pomocy macierzy P = (p;;), w ktérej liczba
wierszy rowna si¢ liczbie sktadnikow, a liczba kolumn — liczbie produktéw.
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Element p;; réwna sie liczbie jednostek sktadnika i-ego potrzebnych do wypro-
dukowania jednostki produktu j-tego.

Podobnie, wyprodukowanie jednostki kazdego ze sktadnikéw wymaga uzy-
cia kilku surowcéw. Mozna to opisaé przy pomocy macierzy S = (s;;), w ktorej
element s;; oznacza liczbe jednostek surowca i-ego potrzebnych do wyproduko-
wania jednostki sktadnika j-tego.

Przypu$émy, ze mamy 5 produktow, 6 sktadnikéw oraz 4 surowce. Macierze
P i S mogg mie¢ wowczas nastepujaca postac:

102 3 1 2
g_ 210401
“l1 23121

100210

025 2 2

15001

6 1 2 1 3
P=11020 2

8 2 0 2 2

2 100 3

Moze nas réwniez interesowaé macierz T = (t;;) opisujaca zaleznos$é pro-
duktéw od surowcéw. Dokladniej, niech ¢;; oznacza liczbe jednostek surowca
i-ego potrzebnych do wyprodukowania jednostki produktu j-tego. Pokazemy, ze
macierze P, S 1T zwiazane sa nastepujaca zaleznoscia:

T=5-P (2.15)

PrzesledZzmy to na podstawie obliczenia elementu ¢1;. Na wyprodukowanie jed-
nostki pierwszego produktu potrzebujemy:

0 jednostek pierwszego skladnika

1 jednostka drugiego sktadnika

6 jednostek trzeciego sktadnika

1 jednostka czwartego sktadnika

8 jednostek piatego skladnika

2 jednostki széstego sktadnika.

7Z kolei pierwszy surowiec uzywany jest w nastepujacych proporcjach do pro-
dukcji jednostki kolejnych sktadnikow:

1 jednostke dla pierwszego sktadnika

0 jednostek dla drugiego sktadnika

2 jednostki dla trzeciego sktadnika

3 jednostki dla czwartego skladnika

1 jednostke dla piatego sktadnika

2 jednostki dla széstego skladnika.

Zatem t11 otrzymamy dodajac iloczyny kolejnych elementow:

t1=1-0+0-14+2-64+3-14+1-8+2-2=27.
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Odpowiada to dokladnie mnozeniu pierwszego wiersza macierzy S przez pierw-
sza kolumne macierzy P. Podobnie mozna uzasadni¢ powstawanie innych ele-
mentow macierzy T'. Jest ona macierza 4 x 5.

Majac macierz T mozna obliczy¢ iloéci kolejnych pieciu surowcéw potrzebne
do wyprodukowania okre$lonych ilosci kazdego z czterech produktéow. Oznaczmy
przez yi, Y2, Y3, y4 ilosci kolejnych surowcéw niezbednych do wyprodukowania
kolejnych produktéw w ilosciach x1, zs, x3, x4, 5.

Utwoérzmy wektory kolumnowe:

1
o yl
Y2
Tr = x3 y Y=
Ys
T4
s Y4

Argumentujac podobnie jak przy obliczaniu macierzy T, mozemy stwierdzi¢,
ze

y="Tz.
Podobnie, jesli przez z1, ... , z¢ oznaczymy ilosci sktadnikéw potrzebnych do
wyprodukowania produktéw x1,... ,xs5, to otrzymamy zaleznos¢.
z = Pz.

2.6.2 Liniowe uklady dynamiczne

W rozdziale tym rozpatrzymy dwa przyklady liniowych uktadéw dynamicznych
z czasem dyskretnym. Uklad dynamiczny to uklad zmiennych, ktére ewoluuja
wraz z uplywem czasu. Czas moze by¢ ciagly lub dyskretny, tzn. zmieniajacy
sie skokowo. Liniowo$¢ oznacza, ze w opisie ukladu dynamicznego pojawiaja
si¢ kombinacje liniowe zmiennych, takie jakie pojawily si¢ w ukladach réwnan
liniowych.

Wybb6r proszku do prania

Na rynku dominuja cztery firmy produkujace proszki do prania. Nazwijmy je
Fy, Fy, F3, Fy. Oznaczmy przez x; udzial firmy F; w rynku, tzn. stosunek war-
toséi sprzedazy firmy F; do wartosci sprzedazy wszystkich firm tacznie. Mamy
zatem x1 + xo + 23 + x4 = 1. Wektor udzialéw = = (z1,... ,24)T nie jest jed-
nak staly. Klienci zmieniaja swoje upodobania, zastepujac jeden proszek dru-
gim. Zalézmy, ze wektor x obliczany jest na koniec roku, gdy znane sa dane
dotyczace wartosci sprzedazy w danym roku. Niech p;; oznacza prawdopodo-
bienstwo zastapienia proszku firmy F; proszkiem firmy F;. W szczegdlnosci p;;
oznacza prawdopodobienstwo tego, ze klienci zostang przy proszku firmy Fj.
Niech P = (pi;) bedzie macierzg 4 x 4. Zauwazmy, ze dla kazdego j, suma
D1 + D2;j + p3; + pa; = 1. Wynika to z faktu, ze zwolennik proszku firmy F}
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albo pozostanie przy tej firmie, albo porzuci jg na jedna z trzech pozostalych.
Macierz P nazywamy macierzg przejscia dla naszego modelu.

Przy pomocy macierzy P mozna przewidzie¢, jak bedzie wygladal wektor
udzialéw x za rok, jedli znamy jego wartos¢ w roku biezacym. Mianowicie, nowe
x; bedzie réwne p;1 21 +piox2+pists+piazs. (Jesli masz klopoty z uzasadnieniem
tego wzoru, podstaw za x; (stare i nowe) faktyczna liczbe klientéw wybierajacych
proszek firmy F;). Aby méc rozrézniaé miedzy starymi i nowymi wektorami x,
oznaczmy przez x(0) wektor x w chwili 0, tzn. w roku, w ktérym rozpoczeliSmy
pomiary. W roku nastepnym oznaczmy go przez x(1), w kolejnym przez x(2),
itd. Powyzsza analiza pozwala napisaé prostg zaleznosé miedzy z(k) i x(k + 1)

2(k + 1) = Pa(k). (2.16)

Powyzsze rownanie definiuje liniowy uklad dynamiczny z czasem dyskretnym.
Znajac poczatkowa warto$é wektora x, tzn. x(0), mozemy latwo wyznaczyé
jego wartos¢ w chwili k (czyli po k latach)

z(k) = P*z(0).
Wynika to z wzoru (2.16). Interesujacym problemem jest znalezienie granicy,
do ktérej dazy z(k), gdy k dazy do nieskoniczonosci. Zalézmy, ze taka granica

istnieje i oznaczmy ja przez . Przechodzac do granicy w réwnaniu (2.16), otrzy-
mamy

z = Pi. (2.17)

Zatem granica T musi by¢ punktem réwnowagi, tzn. macierz P nie bedzie zmie-
nia¢ wektora T przy mnozeniu.
Réwnanie (2.17) przeksztalcamy do postaci

(P—-Dz=0. (2.18)
Réwnanie takie zawsze ma rozwiazanie, ale nie musi ono by¢ jednoznaczne.

Przyktad 2.20. Przypusémy, ze macierz przejécia P ma nastepujaca postac

0,3 0,5 0,2 0,0
0,1 0,2 0,4 0,4

P=102 03 01 03 (2.19)
0,4 0,0 0,3 0,3

Wtedy det(P — I) = 0, a to oznacza, ze uklad (2.18) ma nieskonczenie wiele
rozwiazan. Tylko jedno z nich speinia dodatkowy warunek 1 +xo+x3+x4 = 1.
Rozwiazujac otrzymamy: x1 = 0,26, o = 0,27, x3 = 0,23 i x4 = 0, 24. Macierz
P nie zmienia otrzymanego wektora. Mozna pokazaé, ze x(k) osiagnie go w
granicy przy k dazacym do nieskonczonodci. O
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Migracja ludnosci

Co roku cze$¢ mieszkancéw wsi przenosi sie do miast. Mozna jednak zaobser-
wowa¢ réowniez inny trend. Niektérzy mieszkancy miast przenosza sie na wies.
Niech z = (z1, z2) oznacza strukture demograficzna spoleczenstwa, gdzie x; jest
ulamkiem ludnosci mieszkajacej w miastach, a o utamkiem ludno$ci mieszkaja-
cej na wsi. Przez m;; oznaczmy utamek ludno$ci migrujacej ze srodowiska j-ego
do érodowiska i-tego w ciggu roku, gdzie wskaznik 1 oznacza miasto, a wskaznik
2 oznacza wies. Jesli ¢ = j, m;; oznacza utamek mieszkancéw Srodowiska i-tego,
ktérzy w nim pozostaja. Przypusémy, ze macierz migracji M = (m;;) ma postaé

0,8 0,3
M= ( 0,2 0,7 ) '
Niech x(0) oznacza strukture demograficzna w chwili zerowej, tzn. w roku, w

ktérym zaczynamy obserwacje. Po roku wektor struktury demograficznej wy-
niesie

x(1) = Mz(0),
a po k latach
x(k) = M*z(0).
Aby znalezé¢ stan rownowagi T rozwigzmy uktad rownan

Mx = =z
r1+xTo = 1

Ma on jednoznaczne rozwigzanie x; = 0,6, x5 = 0,4. Oznacza to, ze po od-
powiednio dlugim czasie (teoretycznie w nieskonczonosci), struktura demogra-
ficzna ustali si¢ na wyliczonym poziomie, tzn. 60 % ludnosci bedzie mieszkad
w miastach a 40 % na wsi. Zauwazmy, ze poczatkowa struktura demograficzna
nie ma tutaj znaczenia, zawsze w granicy dostaniemy punkt rownowagi. Istotne
jest natomiast to, ze macierz M jest stala, tzn. zakladamy w naszym modelu,
ze tendencje demograficzne nie ulegaja zmianom w czasie.

2.6.3 Model przepltywéw miedzygaleziowych

Model ten zostal skonstruowany w latach dwudziestych przez Wassilego Leon-
tiefa, amerykanskiego ekonomisty pochodzenia rosyjskiego. Leontief otrzymat
za swe osiagniecia w ekonomii nagrode Nobla (1973).

Zalézmy, ze przemyslt sklada sie z trzech galezi, z ktérych kazda wytwarza
jeden produkt. Niech x; oznacza roczna wielkos$¢ produkceji ¢-tej galezi mierzona
w ztotych. Kazdy z produktéw jest czeSciowo konsumowany poza przemystem,
a czesciowo przez przemyst (np. kopalnie uzywaja stali produkowanej przez sta-
lownie, a stalownie uzywaja wegla produkowanego przez kopalnie). Niech a;;
oznacza warto$¢ produktu ¢, ktora jest niezbedna do wyprodukowania produktu
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J o wartosci 1 zt. Niech A = (a;;). Przy trzech galeziach macierz A moglaby
wygladaé nastepujaco:

b )

0
0,
0

)

A=1| 0,1 o0, (2.20)

o O O
N = W
o O O
N W
=N

) )

Zauwazmy, ze jeSli przez x oznaczymy wektor kolumnowy sktadajacy sie z x1,
o 1 x3, to skladowe wektora Az dadza cze$é produkcji (z kolejnych galezi)
konsumowang przez przemyst. Niech d bedzie wektorem kolumnowym, ktérego
sktadowe dy, ds i ds oznaczaja zapotrzebowanie poza przemystem na kolejne
produkty wytwarzane przez galezie 1, 2 i 3. Aby system byl w rownowadze, tzn.
aby zaspokoi¢ zapotrzebowanie poza przemystem i skonsumowaé calg produkcje,
musi by¢ spelnione nastepujace rownanie macierzowe bilansu:

r = Az +d, (2.21)
ktére mozemy przeksztatci¢ do
(I —A)x=d. (2.22)

Rozwiazanie réwnania (2.22), jedli istnieje, daje zadana wielko$é produkeji wszyst-
kich trzech galezi. Jedli macierz A zadana bedzie przez (2.20), to macierz I — A
bedzie odwracalna. Wtedy wektor z bedzie wyznaczony jednoznacznie przez
x=(I—-A)"td

Zatézmy, ze wektor d ma postaé d = (2,3,5)T, gdzie skladowe wyrazone sa
w mld zl. Znajdz wektor produkcji x, dla ktorego system gospodarczy bedzie
w rownowadze. Jesli uda ci sie to poprawnie zrobi¢, masz szanse na kolejnego
Nobla w ekonomii.

2.6.4 Model potaczen lotniczych

Potaczenia lotnicze miedzy miastami mozna zilustrowaé przy pomocy grafu skie-
rowanego. Taki graf sklada sie z wezldw i strzalek taczacych wybrane wezly. Za-
16zmy, ze rozwazamy polaczenia miedzy czterema miastami M7, Mo, M3 i My,
ktére traktujemy jak wezly grafu i oznaczamy na rysunku koteczkiem. Rysu-
nek 2.2 przedstawia taki graf. Strzatka od wezta M; do wezla Ms oznacza, ze
istnieje potaczenie lotnicze z miasta M; do Ms. Podwdjna strzatka miedzy we-
ztami M5 i M3 oznacza, ze istnieja polaczenia lotnicze zaréwno z My do M3,
jak iz M3 do Mg.

Zaleta reprezentacji polaczen lotniczy¢ przez graf jest to, ze mozemy odwo-
taé¢ sie do intuicji geometrycznej. Przy duzej liczbie weztéw, graf moze staé sie
jednak mato czytelny. Trudno wtedy odpowiedzie¢ na bardziej skomplikowane
pytania dotyczace potaczen, np. pytania o polaczenia z przesiadkami. Czesto
wygodniej jest poshuzy¢ sie modelem macierzowym zamiast korzystaé¢ z grafu.
Dotyczy to szczegdlnie sytuacji, gdy chcemy korzysta¢ z komputera. Kompu-
tery sprawnie wykonuja operacje na macierzach, gorzej natomiast postuguja sie
grafami.
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M, ©
\ M3
/O
M; O \O My

Rysunek 2.2: Graf potaczen lotniczych

Zdefinijmy macierz polaczen lotniczych P w nastepujacy sposob. Bedzie to
macierz kwadratowa n X n, gdzie n oznacza liczbe miast (lub liczbe wezléw
grafu). Niech P = (p;;) oraz p;; = 1 jesli istnieje polaczenie lotnicze z miasta
M; do miasta M;. Jesli takie polaczenie nie istnieje, kltadziemy p;; = 0. Zatem
macierz P sklada sie z zer i jedynek; mozemy ja zbudowaé¢ dla dowolnego grafu
skierowanego. W przypadku grafu z Rysunku 2.2, reprezentujacego polaczenia
lotnicze miedzy czterema miastami, macierz P bedzie miala postaé

0

P= (2.23)

1
0

0
0
1
0 0

1 0
1 0
0 1
1 0

Zauwazmy, ze nie interesuje nas tu liczba potaczen miedzy danymi miastami,
bierzemy pod uwage tylko to, czy takie potaczenie istnieje czy tez nie. Wszystkie
elementy lezace na przekatnej macierzy P sa réwne 0. Oznacza to, ze nie ma
polaczenia lotniczego z miasta M; do miasta M;. Zwykle tak jest, gdyz nie
uzywamy samolotu do przemieszczania sie¢ w obrebie miasta. Gdyby$my jednak
rozwazali polaczenia kolejowe, by¢ moze wygodniej by bylo zatozyé, ze takie
polaczenie istnieje.

Poniewaz macierz P jest kwadratowa, mozemy obliczyé¢ jej k-ta potege.
Chcemy teraz zinterpretowaé jej znaczenie. Niech P? = @ = (g;;). Obliczmy
np. qs31. Poniewaz macierz P ma duzo zer, dostaniemy

431 = P32pP21-

Taki iloczyn mozemy interpretowaé jako przejscie z wezta My do Ms, a potem
z My do M3. Oznacza to, ze istnieje polaczenie lotnicze z miasta M; do miasta
Mg, ale jest to polaczenie z przesiadka w mieécie M. Zatem macierz P? opisuje
polaczenia miedzy miastami z jedna przesiadka. Zauwazmy, ze

433 = p32p23 +p3apa3 = 1 +1=2.

Oznacza to, ze istniejg dwa rézne polaczenia z jedng przesiadka z miasta Mgz
do miasta Mj, pierwsze przez miasto My i drugie przez miasto My. Oczywiscie
oba sa malo interesujace (chyba, ze kto$ lubi podrézowaé samolotem).
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Rozumujac podobnie, mozemy stwierdzi¢, ze macierz P* opisuje polgczenia
miedzy miastami z k — 1 przesiadkami. Macierz bedaca suma,

P+ P24 ... 4+ PFtl

opisuje polaczenia miedzy miastami z nie wiecej niz k przesiadkami. Zauwazmy,
ze wszystkie elementy macierzy P* sg nieujemne, zatem nie moga sie skracaé
przy dodawaniu.

2.7 Elementy algebry liniowej w R"

W obecnym rozdziale oméwimy kilka pojeé lezacych u podstaw algebry liniowe;j.
Bedziemy rozwazaé tylko szczegdlny przypadek przestrzeni liniowej — przestrzen
R™.

2.7.1 Liniowa niezaleznosé¢ wektorow

Analogicznie do R2, R™ oznacza zbiér wszystkich ciagéw n-elementowych, o
wyrazach nalezacych do R. Ciagi takie bedziemy oznaczali malymi literami
r,Y,2,...,zapisywali w kolumnach

T1
Z2

Tn

i nazywali wektorami (kolumnowymi). Element « moze by¢ utozsamiany z punk-
tem w przestrzeni R™. Lepsza intepretacja z-a bedzie jednak wektor zaczepiony
w zerze o koncu w tym wlasnie punkcie. Dodawanie wektoréw i mnozenie ich
przez skalary (liczby rzeczywiste) jest zdefiniowane tak samo jak dodawanie ma-
cierzy n x 1. Interpretacja wektorowa dodawania jest szczegdlnie przejrzysta na
plaszczyznie, kiedy n = 2. Ilustruje to Rysunek 2.3.

Przestrzen R" z tak zdefiniowanymi dzialaniami nazywamy przestrzeniq li-
niowq lub wektorowq (n-wymiarowa).

Rozwazmy teraz k wektoréw w przestrzeni R", z*, 22,...  2* (wskaznik na
goérze oznacza numer wektora a nie potege). Gdy bedziemy sie odwolywaé do
wspolrzednych wektora z?, zapiszemy to nastepujaco

i
!
1
i T2
xTr =
i
':Z:W,
Wektory z!, ... , zF nazywamy liniowo zaleznymi, jesli istniejg liczby a, . .. , oy,

nie wszystkie rowne 0, takie ze

! + agx? + ..+ apz® = 0. (2.24)
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Tty

Rysunek 2.3: Dodawanie wektoréw na plaszczyznie

Wyrazenie stojace po lewej stronie réwnania (2.24) nazywamy kombinacjq li-
niowq wektoréw ', ... ,x* ze wspélczynnikami o, . .. , oy, Kombinacja liniowa,
w ktérej przynajmniej jeden wspoélczynnik nie jest rowny 0 nazywa sie kombi-
nacjqg nietrywialng. W przeciwnym przypadku, kiedy wszystkie aq,... ,ax sa
réwne 0, nazywamy ja kombinacjg trywialng. A zatem wektory z',... 2% sa
liniowo zalezne, jedli istnieje ich nietrywialna liniowa kombinacja zerowa. W
przeciwnym przypadku, wektory z',...,2* nazywamy lniowo niezaleinymi.

Liniowa niezaleznosé¢ wektorow mozemy wyrazié¢ przy pomocy implikacji
1 k _ _ — — _
o+ ...t =0=>a1=ay=...=a; =0.

Zauwazmy, ze réwnanie (2.24) jest tozsame z ukladem réwnan

riag +2%as + ... +akay, = 0

o + 2300+ ...+ 28y, = 0 (2.25)

rlog +2tas +... +2Fa = 0
w ktérym niewiadomymi sa liczby a1, ... ,ar a macierz wspélczynnikéw (mf )
jest utworzona ze wspélrzednych wektoréw. Uklad (2.25) zawsze ma rozwiazanie
trywialne, skladajace sie z samych zer. A zatem wektory !, ..., 2" sa liniowo

niezalezne, jesli rozwiazanie trywialne jest jedynym rozwiazaniem tego uktadu.
Jedli k = n, to potrafimy to latwo sprawdzié¢ korzystajac z twierdzenia Cramera.

Twierdzenie 2.21. Wektory z',... 2" € R" sq liniowo niezalezne wtedy i
tylko, gdy det(z?) # 0. O

Jesli k > n to uklad (2.25) jest nieoznaczony, musi mie¢ zatem rozwiazania
nietrywialne. Oznacza to, ze wtedy wektory sa liniowo zalezne.

Przypusémy, ze wektory x', ..., z* sa liniowo zalezne i wspélezynnik oy # 0
w zerowe]j kombinacji liniowej (2.24). Wtedy, dzielac przez a;, mozemy wyrazié
wektor x; przez kombinacje liniowa pozostalych wektorow. Mamy zatem
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Stwierdzenie 2.22. Wektory z', ... ,x* sq liniowo zaleine wtedy i tylko wtedy,
gdy jeden z nich mozna wyrazi¢ przez kombinacje liniowq pozostalych wektoréw.

O

Przyktad 2.23. Jesli k£ = 2, sprawdzenie liniowej zaleznosci wektordéw jest
szczegbdlnie proste. Musimy wtedy mie¢ 2t = sx? (lub 22 = sz') dla pewnej
liczby s (moze byé réwna 0). Otrzymujemy zatem z! = sx?, a zatem wspol-

rzedne obu wektoréw sa proporcjonalne. Na przyktad wektory

2 —6
r=| -1 |ia®= 3
5 —-15
sg liniowo zalezne, poniewaz z? = —3x'. O

Wszystkie rozwazania tego podrozdzialu mozna powtérzyé dla wektorow
wierszowych. Przestrzen wektorow wierszowych o n sktadowych jest zwykle
oznaczana przez R™. 7 punktu widzenia algebry liniowej wektory kolumnowe
i wierszowe zachowuja sie dokladnie tak samo, a przestrzenie liniowe R™ i R™*
sa nieodréznialne (matematycy méwia izomorficzne). Liniowa zalezno$¢ wekto-
row wierszowych pojawila sie¢ w metodzie eliminacji Gaussa. Jedna z operacji
nie zmieniajacych zbioru rozwiazan uktadu byto dodanie do wybranego wiersza
kombinacji liniowej innych wierszy. To samo dotyczy obliczania wyznacznika.

2.7.2 Rzad kolumnowy i rzad wierszowy macierzy

Rozwazmy macierz A o wymiarach m x n. Kolumny macierzy A sa elemen-
tami przestrzeni R™, a zatem mozemy badac¢ ich liniowg niezaleznosé. Rzedem
kolumnowym macierzy A nazywamy maksymalna liczbe kolumn macierzy A,
ktore sa liniowo niezalezne. Jasne jest, ze rzad kolumnowy jest nie wiekszy niz
liczba wszystkich kolumn, czyli n. Podobnie rzedem wierszowym macierzy A
nazywamy maksymalna liczbe liniowo niezaleznych wierszy. Wiersze macierzy
A sa elementami przestrzeni R™ i jest ich m, zatem rzad wierszowy nie moze
by¢ wiekszy od m. Nastepujace twierdzenie daje interesujace powiazanie wpro-
wadzonych rzedéw z rzedem macierzy zdefiniowanym w rozdziale 2.4.4.

Twierdzenie 2.24. Dla dowolnej macierzy A rzqd wierszowy, rzqd kolumnowy
1 rzqd sq rowne. O

Szczegdlnym przypadkiem tego twierdzenia jest twierdzenie 2.21. Rzeczywi-
Scie, liniowa niezaleznosé wierszy (lub kolumn) dla macierzy kwadratowej n x n
oznacza, ze jej wyznacznik jest rozny od zera, co z kolei jest réwnowazne temu,
ze jej rzad jest rowny n.

Przyktad 2.25. Niech A = (1 2 3). Poniewaz minor stopnia 2 <1 2)

4 5 6 4 5
jest r6zny od zera, wiec rank A = 2. Zatem pierwsze dwie kolumny sg liniowo
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niezalezne. Trzecia musi by¢ zatem kombinacjg liniowa dwoch pierwszych. Rze-

czywiscie,
3 1 2
(6)=-() ()

Oczywiscie wiersze macierzy sa liniowo niezalezne. O

2.7.3 Baza przestrzeni liniowej

Bazq przestrzeni liniowej R™ bedziemy nazywali zbiér n liniowo niezaleznych
wektoréw tej przestrzeni.

Przyktad 2.26. Niech ¢! = (0,...,1,...,0)T, i = 1,... ,n (1 stoi na i-tym
miejscu; uzywamy transpozycji aby skrécié notacje). Wektory el, ... e" sa li-
niowo niezalezne, poniewaz, gdy ustawimy je obok siebie, utworza one macierz
jednostkowa, ktérej wyznacznik jest rozny od zera. Zatem tworza one baze, ktéra
nazywamy bazq standardowgq. O

Ponizsze twierdzenie podaje najwazniejsza wlasno$é¢ bazy.

Twierdzenie 2.27. Kazdy wektor przestrzeni R™ mozna zapisaé jako kombi-
nacje liniowg wektorow bazy. Wspdlczynniki tej kombinacji dla danego wektora
T $¢ wyznaczone jednoznacznie. O

Kombinacja liniowa, o ktérej mowa w Twierdzeniu 2.27 nazywa sie rozwinie-
ciem wektora w bazie, a jej wspolczynniki — wspétczynnikami tego rozwiniecia.

Przyktad 2.28. Rozwazmy baze standardowa w przestrzeni R™ i wektor = =
(1,...,2,)T. Wtedy x mozemy zapisaé jako

r=mze +... 4z,
(Sprawdz to.) A zatem wspéhrzedne wektora x sa jednoczesnie wspélczynnikami
jego rozwiniecia w bazie standardowe;j. O
Przyktad 2.29. Rozwazmy baz¢ B w R? ztozona z wektoréw bt = (2,0)7 i
b2 = (1,3)T. Wezmy z = (4,6)T. Wtedy
x = 1b' + 2b°.
Rozwinigcie to jest jednoznaczne. O

Wspélcezynniki rozwiniecia wektora z w bazie B nazywamy tez jego wspoli-

rzednymi w tej bazie. Oznaczmy je przez o}, ... ,z, . Wtedy wektor kolumnowy
/

v’ = (2),...,2))T pozwala zapisaé relacje miedzy standardowymi i ,nowymi”
wspolrzednymi
x = Sa/,

gdzie przez S oznaczyliémy macierz, ktorej kolumny tworza wektory bazy. Z
réwnania tego tatwo wyliczamy x’

2 =851z,

Macierz S nazywamy macierza zmiany bazy.
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2.7.4 Baza wlasna

Niech A bedzie macierza n x n. Wektor v € R™ nazywamy wektorem wtasnym
macierzy A, jeSli istnieje liczba A, taka, ze Av = Av. Liczba A nazywana jest
wtedy warto$ciqg wlasng macierzy A.

Baza przestrzeni R" nazywana jest bazqg wlasng macierzy A, jesli kazdy wek-
tor bazy jest wektorem wlasnym macierzy A.

Zalézmy, ze wektory v', ..., v" tworza baze wlasna macierzy A. Niech S =
(vl,...,v") bedzie macierzg zmiany bazy. Z zaleznosci Av' = \jv; = v;\; otrzy-
mamy réwnosé macierzowa

AS = SA,

gdzie A jest macierzg diagonalna, w ktorej na przekatnej stoja wartosci wlasne
Al,... , An. Dostajemy zatem

A=SAS™L

Poniewaz macierz diagonalng tatwo sie poteguje, mozna to wykorzysta¢ do ob-
liczania poteg macierzy A. Dostajemy mianowicie:

A? = SASTISAST = SA%87 L,
i ogdlnie,
Ak = SAFS—L

Baza wlasna nie zawsze istnieje. Jej znalezienie jest tatwiejsze, gdy znamy
wartoéci wlasne macierzy A. Ich znalezienie ulatwia nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.30. Liczba \ jest wartoScig wiasng macierzy A wtedy i tylko
wtedy, gdy jest pierwiastkiem jej wielomianu charakterystycznego, tzn. gdy det(A—
A)=0. O

Przyktad 2.31. Sprébujmy obliczy¢ k-ta potege macierzy A,

0 3
A= ( 03 ) .
Wielomian charakterystyczny x4 ma postac

xa(A) =A% =2) =3,

a jego pierwiastki wynosza A\ = —1i Ao = 3. Znajdzmy wektory wlasne v! i v2

odpowiadajace A i Ao. Wektor v! spetnia réwnanie

(2 ()-(8)
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Uktad ten ma nieskoficzenie wiele rozwiazan. Wybierzmy v! = (3, —1)T. Podob-
nie wektor v? spelnia réwnanie

() 0)-(0)

Za rozwiazanie mozemy przyjaé¢ v! = (1,1)T. Mamy zatem

(3 1Y 1(1 1
S‘<—11)15 _4(1 3)'

Stad otrzymujemy

wosverot (31 (C 1) (1 )-

1/ 3(=1)F 3% 3(—1)F*! 4 38+

4 (_1)k+1 +3k (—l)k _|_3k+l .

Sprawdz dla k = 2 1 k = 3, Zze otrzymany wzor daje zadane potegi macierzy
A. O

Uwaga 2.32. Wielomian charakterystyczny moze nie mieé pierwiastkdéw rzeczy-
wistych. Aby w pelni wykorzysta¢ podang tu teorie nalezaloby rozpatrywaé réw-
niez pierwiastki bedace liczbami zespolonymi. Liczby te pojawiaja sie zaréwno
w wielu dzialach matematyki jak i licznych zastosowaniach inzynierskich. Wy-
daje si¢ jednak, ze malo przydaja sie w naukach ekonomicznych i dlatego nie
zostaly tu wprowadzone. Zainteresowanego czytelnika odsytamy do powazniej-
szych podrecznikéw akademickich. O

2.7.5 Odwzorowania liniowe

Odwzorowanie f : R"” — R™ nazywamy liniowym jesli spelnia ono nastepujace
wlasnosci:

1) Vz,y € R" : f(x +y) = f(z) + f(y) (addytywnosé), 2) Vo € R"Va € R :
flaz) = af(x) (jednorodnosé).

Przyklad 2.33. Niech A bedzie macierza m X n. Rozwazmy odwzorowanie
f: R™ — R™ zdefiniowane nastepujaco

flx) = Ax.

Oznaczmy wartodci funkcji f przez z = (21,... ,2m)T. Wtedy réwnanie 2 = Az
mozemy rozpisaé¢ we wspolrzednych

2i = @j1X1 + Q222 + ... + QinTy (2.26)

dlai =1,...,m. Z wlasnosci mnozenia i dodawania macierzy (wektoréw) do-
stajemy

flz+y) =Alxz+y) = Az + Ay = f(z) + f(y),

co oznacza, ze takie odwzorowanie jest liniowe. O
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Okazuje sie, ze powyzszy przyklad opisuje wszystkie odwzorowania liniowe.

Twierdzenie 2.34. Kaide odwzorowanie liniowe f : R™ — R™ ma postaé
f(z) = Az dla pewnej macierzy A. O

Macierz A z Twierdzenia 2.34 nazywamy reprezentacjg macierzowg odwzo-
rowania f. Jest ona wyznaczona jednoznacznie. Jesli wiemy, ze odwzorowanie f
jest liniowe, tatwo mozemy znalezé macierz A. Jesli zamiast x podstawimy j-ty
wektor bazy standardowej, e, to z (2.26) otrzymamy z; = a;;. Zatem wektor
z = f(e;) bedzie j-a kolumng macierzy A. Mozemy wiec zapisaé

A= (f(el)vf(GQ)a s 7f(6n))

Przyktad 2.35. Rozwazmy odwzorowanie f : R? — R?, ktére mozemy opisaé
geometrycznie jako obrét o 180 stopni dokota punktu (0,0). Mozemy je zapisaé

wzorem: f(x) = —z. Odwzorowanie f jest liniowe, a macierz A ma postaé
-1 0
A= ( Lo ) |
o -1\ . 0
Rzeczywiscie, f(e1) = —e; = < 0 ) if(e2) =—eq= <_1>. O

Szczegodlnie prosto wygladaja odwzorowania liniowe f : R" — R, czyli owzo-
rowania o wartosciach skalarnych. Wtedy reprezentacja macierzowa tego odwzo-
rowania jest macierza 1 x n, czyli wektorem wierszowym, i funkcja f moze by¢é
zapisana wzorem

f(@) = a1z + ... 4 anzy,

gdzie A = (a1, ... ,a,) jest reprezentacja macierzowa funkcji f.

2.8 Zastosowania funkcji liniowych

2.8.1 Funkcje liniowe jednej zmiennej

Niech X =Y = R. Zgodnie z definicja z rozdziatu 2.7.5, funkcja liniowa w tym
przypadku powinna mieé¢ postaé¢ f(c) = ax. Tradycyjnie jednak w zastosowa-
niach pojecie to rozszerza si¢ do funkcji zdefiniowanych wzorem

f(x) = a1z + a, (2.27)

ktére matematycy wola nazywac afinicznymi. Z praktycznych wzgledéw réwniez
czesto dziedzina takiej funkcji jest tylko przedzialem. Wykresem funkcji linio-
wej (2.27) jest linia prosta przechodzaca przez punkt (0, ag) i nachylona do osi
odcietych (czyli osi argumentéw) pod katem, ktorego tangens réwny jest a;.
Funkcje liniowe moga opisywaé¢ wiele intersujacych zaleznosci ekonomicz-
nych. Jakkolwiek czesto sa to tylko przyblizenia zaleznosci, ktore maja charakter
nieliniowy, to jednak w wielu przypadkach przyblizenia te sg wystarczajace.
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Liniowa funkcja kosztu, dochodu i zysku

Czesto koszt calkowity w jednostce czasu (np. w ciagu roku) mozna przedstawié
jako sume kosztu statego oraz kosztu zmiennego, ktéry jest proporcjonalny do
pewnej zmiennej wielkosci.

Przyklad 2.36. Rozwazmy koszt utrzymania samochodu. Mozna go przedsta-
wié jako funkcje liczby przejechanych kilometréw:

K(x) = 0,3z + 1500.

Wspbtezynnik przy ¢ wyrazony jest w zt na kilometr i zwiazany jest z kosztami
benzyny i oleju. Natomiast wyraz staly (liczony w z1) zwiazany jest z kosztami
ubezpieczenia, przegladéw technicznych, parkowania, itp., ktére nie zaleza od
liczby przejechanych kilometréw. O

Dochéd firmy sprzedajacej produkty lub ustugi zalezy liniowo od liczby
sprzedanych produktéw lub ustug. W przypadku, gdy firma sprzedaje tylko
jeden towar po cenie ¢ za sztuke, dochéd firmy wyrazi sie nastepujaco:

D(z) = cx.
Zysk, oznaczany przez Z, jest réznicg miedzy dochodem i kosztem:
Z=D-K.

Zysk moze by¢ dodatni lub ujemny. Jesli dochdd i koszt sa funkcjami liniowymi
ze wzgledu na te sama zmienng x, to réwniez zysk bedzie funkcja liniowa tej
zmienne;j.

Przyktad 2.37. Pewna firma sprzedaje pralki automatyczne po 900 zl za sztuke.
Koszty robocizny wynosza 100 na sztuke a kosztu materialow 300 za sztuke.
Roczny koszt staly utrzymania firmy (administracja, ogrzewanie, itp.) wynosi
400 tys. zt. Oblicz roczny zysk firmy, jesli sprzeda ona 1000 pralek.
Rozwiazanie:

Poniewaz K (x) = 400z + 400.000, a D(z) = 900z, to Z(z) = D(z) — K(z) =
5002 — 400.000. Podstawiajac = 1000, dostajemy Z(1000) = 100.000. O

Liniowe modele opltacalnos$ci

Produkcja jest oplacalna, jesli zysk jest dodatni, czyli gdy dochody sa wigksze od
kosztow. W przypadku, gdy obie te wielkosci uzalezniamy od ilosci wyproduko-
wanych jednostek x, wartos¢ x*, dla ktérej zysk jest zerowy, nazywamy punktem
oplacalnosci. W przypadku modeli liniowych, produkcja bedzie optacalna, jesli
liczba wyprodukowanych jednostek x bedzie wieksza od x*. Rozwazmy typowa
sytuacje. Niech

D(z) = 30z,
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oraz
K (x) = 22z + 250000,
gdzie D(x) i K(x) sa wyrazone w tys. zt. Punkt oplacalnosci z* spelnia réwnanie
K(z*) = D(z%).

Rozwiazujac réwnanie otrzymujemy z* = 31250. Zatem produkcja bedzie opta-
calna, gdy liczba wyprodukowanych jednostek bedzie wyzsza niz 31250.

Punkt oplacalnosci mozemy odczytaé¢ z rysunku, na ktérym naniesiono wy-
kresy obu funkcji K i D. Jest to punkt przeciecia tych wykreséw. (Patrz Rys. 2.4.)

w tys.
strefa zysku
zt

1 000 000
222 + 250000
30z

200 000

T
10 20 30

w tys. sztuk

Rysunek 2.4: Wykresy funkcji dochodu i funkcji kosztow

W rozwazanym przykladzie zysk wyrazi sie¢ wzorem
Z(x) = D(x) — K(x) = 8x — 250000.

Tak jak dochéd i koszt, zysk jest wyrazony w tys. zt. Punkt optacalnosci bedzie
odpowiadal sytuacji, gdy zysk wynosi zero. Rys. 2.5 pokazuje wykres funkcji
zysku w zaleznosci od liczby x produkowanych jednostek wyrobu. Zauwaz strefe
zysku na prawo od x* i strefe straty na lewo od z*.
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w tys. zt A
400 000
8z — 250000
200 000
T
30 40 20
w tys. sztuk

Rysunek 2.5: Wykres funkcji zysku

Przykltad 2.38. Polskie Towarzystwo Maltych Biznesmenéw chce zorganizowaé
w jednym z warszawskich hoteli trzydniowa konferencje po$wiecona funkcjo-
nowaniu malego biznesu. Kazdy uczestnik zaptaci 1000 zt za uczestnictwo w
konferencji. Suma ta pokrywa koszty pokoju, positkéw i oplate konferencyjna.
Hotel zada 40.000 zt za mozliwosé korzystania z sali konferencyjnej i urzadzen
rekreacyjnych, oraz 600 zl za pobyt kazdego uczestnika konferencji (nocleg i
wyzywienie). Ilu malych biznesmenéw powinno przyjechaé¢ na konferencje, aby
przyniosta ona zysk?

Rozwiazanie. Znajdujemy punkt optacalnosci poréwnujac dochdd i koszty:

1000z = 40.000 + 600z.

Otrzymujemy z* = 100, zatem, aby impreza byla oplacalna, musi w niej uczest-
niczy¢ wiecej niz 100 oséb. O

Punkty oplacalnoéci moga pojawi¢ sie réowniez przy porownywaniu kilku
alternatywnych rozwiazan o réznych funkcjach kosztu.

Przyktad 2.39. [Bu] Spéldzielnia lekarska zatrudnia kilka oséb do wystawia-
nia rachunkéw pacjentom i prowadzenia ewidencji, za co ptaci 1 zt od jednego
przyjetego pacjenta. Szef spoéldzielni uwaza, ze czynnosci te powinien wykony-
waé¢ komputer i rozwaza dwie opcje:

1) leasing komputera z oprogramowaniem za 1600 z! rocznie; obstuga admini-
stracyjna jednego pacjenta wyniostaby wtedy 0,6 zl;

2) zlecenie obstugi rachunkéw wyspecjalizowanej firmie, ktéra zada stalej oplaty
300 z! rocznie oraz 0,8 zl za jednego pacjenta.
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Spéldzielnia przyjmuje ok 3 tys. pacjentéw rocznie. Co doradzitbys szefowi sp6l-
dzielni?

Rozwigzanie. Gdy poréownujemy trzy funkcje, wygodnie zilustrowaé je na
wspOlnym wykresie (patrz Rys. 2.6). Punkty przeciecia prostych mozemy odczy-
ta¢ z wykresu lub wyznaczyé analitycznie. Otrzymamy trzy punkty, z ktorych
dwa beda ,punktami oplacalnoéci”: punkt z; = 1500 odpowiada przejsciu od
dotychczasowego, recznego wystawiania rachunkéw do przypadku 2) (zlecenie
firmie); punkt x5 = 6000 odpowiada przejsciu do wariantu 1) (leasing kompu-
tera). Zatem rozwiazaniem optymalnym jest zlecenie obstugi wyspecjalizowanej
firmie (wariant 2)).

Gdyby wariant 2) byl niemozliwy, punkt optacalnosci dla wariantu 1) w sto-
sunku do dotychczasowej metody wynositby z* = 4000. Zatem szef sp6tdzielni

powinien zosta¢ w tym przypadku przy metodzie recznej. O
w tys. zt
10z
62 + 16000 8z + 3000
2
1
x
1 2 3 4 5 6 1000

Rysunek 2.6: Trzy warianty

Liniowa funkcja popytu i podazy

Popyt na dany towar zalezy od jego ceny. Jakkolwiek zaleznosé ta jest zwy-
kle nieliniowa, w wielu przypadkach mozna postugiwaé sie modelem liniowym.
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Oczywiste jest, ze gdy cena ros$nie, popyt maleje. Typowa zaleznosé popytu od
ceny moze mie¢ postac:

PP(c) = 5000 — 5¢,

gdzie wspolczynnik 5 wyrazony jest w jednostkach towaru na 1 zl a cena ¢
wyrazona jest w zl. Latwo zauwazyé, ze gdy cena osiaggnie warto$¢ 1000 zl,
popyt spadnie do 0. Mniej realistycznie wyglada sytuacja, gdy cena zbliza sie
do zera. Klienci zachowuja si¢ woéwczas raczej nieliniowo i kupujg towar, nawet
jesli jest im zupelnie niepotrzebny.

W przypadku, gdy producent moze bezkarnie podwyzszaé cene (np. gdy jest
monopolista), chetnie produkuje wiecej. A wiec, im wyzsza cena, tym wieksza
podaz. Typowa zaleznos¢ mogtaby wygladaé¢ nastepujaco:

PD(c) = 2¢,

przy jednostkach jak poprzednio. Model ten jest jeszcze mniej realistyczny i
zaklada, ze zwigkszona podaz spotyka si¢ z odpowiednim popytem. Sytuacja
taka moze mie¢ miejsce w firmach zbrojeniowych, produkujacych na zamdwienia
rzadowe (tak bylo np. w USA w czasie zimnej wojny).

Cena rownowagi to taka cena c¢*, dla ktorej popyt jest rowny podazy, tzn.
PP(c*) = PD(c*). Poniewaz funkcja popytu zwykle jest malejaca, a funkcja
podazy rosnaca, wiec wykresy obu funkcji powinny sie przeciaé, dajac w punkcie
przeciecia cene rownowagi. W praktyce moze sie jednak okazaé, ze cena ta nie
nalezy do przeciecia dziedzin (praktycznych) obu funkcji.

Amortyzacja i wartos¢ ksiegowa

Sprzet posiadany przez firme ulega zuzyciu. Zwykle zaklada sie, ze wartoscé
tego zuzycia, czyli amortyzacja, jest proporcjonalna do wieku sprzetu. Wartosé
ksiegowa sprzetu jest réznica miedzy jego wartoscia poczatkowa a wartoscig
amortyzacji. Zatem

WK(t) = c— at,
gdzie W K oznacza warto$¢ ksiggowa sprzetu, ¢ — ceng, za jaka go zakupiono, ¢
— czas, oraz a — wspolczynnik amortyzacji.
2.8.2 Funkcje wielu zmiennych

Podobnie jak dla funkcji jednej zmiennej, réwniez dla funkcji liniowych wielu
zmiennych bedziemy rozwazali uogélnione funkcje liniowe (funkcje afiniczne)
postaci f(z) = ag + a1x1 + ... + @y, gdzie v = (21,... ,2,)7T.

Funkcja dochodu, punkty oplacalnosci

Zwykle firmy sprzedaja wiele réznych produktow lub ustug. Wtedy funkcja do-
chodu zalezy od wielu zmiennych:

D(z1,22,... ,2n) =121 + o2 + ... + CpTy.
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Zmienne te reprezentuja ilosci sztuk réznych towaréw sprzedanych przez firme.
Funkcja kosztu powinna zawiera¢ koszt staly, bedzie wigc uogélniona funkcja
liniowa:

K(.’El,... ,Z'n) = k0+k11'1 ++knxn
Rozwazmy sytuacje dla n = 2. Niech
D(z1,x2) = 321 + 4o oraz K(z1,z2) = 240 + 221 + 224.

Chcemy znalez¢é punkt oplacalnosci, w ktérym D(z1, x2) = K (21, x2). Otrzymu-
jemy 3x1 +4xe = 240+ 2x1 + 229, co jest rGwnowazne rownaniu xq + 2z = 240.
Réwnanie to ma nieskonczenie wiele rozwiazan i opisuje prosta na plaszczyznie.
Jesli uwzglednimy fakt, ze zar6wno x; jak o powinny by¢ nieujemne, prosta zo-
stanie ograniczona do odcinka. Zamiast jednego punktu oplacalnosci dostajemy
wigc caly odcinek takich punktéw (patrz Rys. 2.7).

A
€2

120
obszar optacalnosci

240 T1

Rysunek 2.7: Obszar optacalnosci

Odcinek ten odpowiada wartosciom produkcji z, dla ktérych zysk Z(z) =
D(z)— K (x) jest réwny 0. Produkcja bedzie optacalna, gdy zysk bedzie dodatni,
czyli, gdy Z(z) = x1+2x5—240 > 0. Nieréwno$¢ ta opisuje otwarta pélplaszczy-
zne, ktorej brzegiem jest otrzymana wczesniej prosta x1 + 2x9 = 240. Z dwoch
mozliwych pélplaszczyzn nalezy wybraé te, ktéra lezy nad prosta. Widaé to
po przeksztalceniu nieréwnosci do postaci x4 > —%xl + 120. Mozna to ustali¢
inaczej wybierajac jakis punkt w jednej z dwdch polplaszczyzn i sprawdzajac,
czy spelnia on nasza nieréwnos$é. Jedli spelnia, to pélplaszczyzna, do ktérej
nalezy ten punkt jest wlasnie ta, ktorej szukamy. Musimy uwzglednié¢ réwniez
naturalne ograniczenia z; > 0 i x5 > 0, ktére rowniez definiuje pdiptaszezy-
zny, tym razem domkniete. Tym razem czytelnik nie powinien mieé trudnosci z
zaznaczeniem tych poiplaszczyzn. Ostatecznie dostajemy, ze dzialalno$é firmy
jest oplacalna, gdy punkt x = (1, z2) reprezentujacy wielko$¢ produkceji lezy w
obszarze oplacalnosci, czyli nalezy do przeciecia trzech pélplaszczyzn.
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Warto zauwazy¢, ze cze$¢ wspdlna skonczonej rodziny poétplaszezyzn, jesli
jest niepusta, jest wielobokiem (by¢ moze nieograniczonym). Zbiory takie poja-
wiaja sie czesto w wielu problemach matematycznych i ekonomicznych (np. w
programowaniu liniowym).

Dla wiekszej liczby zmiennych taka interpretacja graficzna jest niemozliwa,
ale jakosciowo sytuacja bedzie podobna. W szczegdlnosci otrzymamy nieskon-
czenie wiele punktéw rownowagi.

Réwnowaga rynkowa. Dwa konkurujace produkty

Niech PP, i PP, oznaczaja popyt na dwa konkurujace ze soba towary, nato-
miast PD; i PD, podaz tych towaréw. Jesli przez c; i co oznaczymy ceny tych
towaréw, podaz i popyt moglyby sie wyrazié¢ nastepujaco:

PP1:100—201+362,

PD; = 2¢; — 4,

PP, =150 4 4¢1 — ¢o,

PDy = 3c3 — 6.

Zauwazmy, ze popyt na kazdy z towaréw zalezy od cen obu towaréw. Rynek
bedzie w réwnowadze, jesli popyt i podaz na kazdy z towaréow beda réwne

PP, =PD; i PP,=PDs,.

Rozwiazania c; i co tego ukladu rownan dadza ceny rownowagi. Znajdz te ceny.

Zar6owno dla dwoch, jak i dla wigkszej liczby produktéw, otrzymamy zwykle
jednoznaczne ceny réwnowagi na kazdy produkt. Bedzie to zatem podobne do
przypadku jednego towaru.



Rozdziat 3
Funkcje jednej zmiennej

W rozdziale tym zajmujemy sie funkcjami nieliniowymi jednej zmiennej, tzn.
funkcjami okres$lonymi na podzbiorze prostej R (zwykle odcinku lub calej pro-
stej) i o wartosciach w zbiorze R. Zaleta tych funkcji jest to, ze mozna narysowaé
ich wykresy, co znacznia utatwia ich analize. Z drugiej jednak strony, zaleznosci
ekonomiczne czesto wymagaja uzycia wiekszej liczby zmiennych.

3.1 Granice i cigglosé

Aby zdefiniowaé ciaglo$é funkeji potrzebujemy pojecia ciagu. Ciggiem (liczbo-
wym) nazywamy funkcje a : N — R. Wartosci tej funkcji, ustawione w natural-
nym porzadku, nazywamy kolejnymi wyrazami ciagu i oznaczamy nastepujaco:

a(l) =a1,a(2) = az,...,a(n) =an,...

Ciag zwykle utozsamiamy ze zbiorem wyrazéw, co zapisujemy a = (@, )nen lub
po prostu a = a,,.
Ciag (a,) ma granice g (dla n — o00) jesli Ve > 03N € N¥n > N : |a, —g| <
€. Piszemy wtedy
lim a, =g.
n—oo
Na przyklad ciag a, = 1H ma granice 0 (méwimy tez: dazy do 0). Podobnie
definiujemy granice nieskoniczone (niewlasciwe)
lim a, = +o00 (—00)
n—oo
jeslivM € RIN e NYn > N :a,, > M (a, < M).

Rozwazmy funkcje f : (a,b) — R oraz punkt z¢ € (a,b). Funkcja f ma gra-
nice g w punkcie g, jesli dla kazdego ciagu (z,,) dazacego do zg, lim, o f(2n) =
g. Piszemy wtedy

lim f(z)=g.

T—x0

61
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W definicji tej g moze byé skonczona liczbg lub symbolem = oo lub —oco.

Na przyklad funkcja f(z) = 4« ma w punkcie £y = 3 granice réwna 12, bo
jesli limx,, = 3, to lim f(z,) = lim4xz, = 4limx, = 12. Natomiast funkcja
f(z) = 1/2? ma granice w 29 = 0 réwna +o0.

Jesli w definicji granicy funkcji zamiast wszystkich ciagéw dazacych do xg
wezmiemy tylko ciagi dazace do z¢ z prawej strony (tzn. o wyrazach wiek-
szych od xg) otrzymamy definicje granicy prawostronnej funkcji f w punkcie xg,
oznaczang . Analogicznie definiujemy granice lewostronng oznaczang limg_,4,_.
Jedli limy 5,4+ f(x) réwna sie +oo lub —oo, to méwimy, ze f ma asymptote
pionowq prawostronng w xg. Podobnie definiujemy asymptote pionowq lewo-
stronng. Funkcja f ma asymptote pionowq obustronng, jesli ma jednoczesnie
asymptote prawostronna i lewostronna w rozwazanym punkcie.

Na przyklad funkcja f(z) = 1/2 nie ma granicy w xo = 0, ale ma granice
jednostronne: lim, o4 = +00 i lim,_,o— = —00. Zatem ma asymptote pionowsa
obustronna w zo = 0.

Jesli xg nalezy do dziedziny funkcji f, funkcja f posiada granice w punkcie
X, oraz lim; ., f(z) = f(xg), to méwimy, ze funkcja f jest ciggla w punkcie
xg. Funkcje ciaglta w kazdym punkcie dziedziny nazywamy po prostu cigglq.

Na przyklad funkcja f(x) = 4z, © € R, jest ciagla, gdyz

lim 4z =4z = f(x0)

T—T0
dla dowolnego punktu zy € R. Natomiast funkcja

] 0 jesliz <O
f(“")_{ 1 jesliz>0

nie jest ciagla w punkcie zg = 0, gdyz nie ma w tym punkcie granicy. Rze-
czywiscie, ciagi (1/n) oraz (—1/n) daza do 0, natomiast lim f(1/n) = 1 i
lim f(—=1/n) = 0.

Funkcja ciagla ma wykres ,.ciagly”, bez dziur. Natomiast brak ciaglosci funk-
¢ji w punkcie zg przejawia si¢ dziura (przerwa) w wykresie dla odcietej réwnej
xg. Charakter tej dziury wiaze si¢ z rodzajem nieciaglosci. Wszystkie funkcje
elementarne rozwazane w tym rozdziale beda ciagle. Gdy jednak sklejamy rézne
funkcje ciagte, w punktach sklejenia moze pojawié sie dziura, powodujac brak
ciaglosci.

Jedli funkcja zdefiniowana jest na prostej (lub pélprostej), interesuje nas jej
zachowanie w nieskonczonosci (plus lub minus). Okreslamy, ze

Jim fz) =g,
jesliVe >0 3N e NVa > N : |f(x) — g| < e. Podobnie definiujemy granice w
—00.

Czesto funkcje, ktére bedziemy rozwazaé, nie beda mialy skonczonej granicy
w 400 lub —oco. Moga miec¢ jednak granice nieskonczona, co definiujemy naste-
pujaco
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limg 4o f(x) = +00, jeSli VM e NIN e NV > N: f(z) > M.
Podobnie w pozostatych przypadkach.
Na przyktad lim, 4o 42 = +o00 oraz lim,_,_., 4 = —oo. Skonczone gra-
nice w nieskonczonosci otrzymujemy dla funkeji f(z) = 1/a:
1 1
lim —= lim —=0.
T——00 T T—+00 I
Natomiast funkcje sinus i cosinus nie majg granic ani w +00 ani w —oo.
Jedli funkcja f ma skonczona granice a w +00, to ma prawostronng asymptote
poziomq y = a. Podobnie jest dla —oo.

3.2 Funkcje elementarne i ich zastosowania

3.2.1 Funkcje kwadratowe

Funkcja kwadratowa jest opisana przez wielomian stopnia 2,
f(z) =az® +bx+c

(zakladamy, ze a # 0). Jej dziedzina jest zbiér R wszystkich liczb rzeczywistych.
Kazda funkcja kwadratowa moze by¢ przedstawiona w postaci kanonicznej

f@) =al@—p)* +q.

Wykresem funkcji kwadratowej zadanej przez powyzsze réwnanie jest parabola
o wierzchotku w punkcie (p, q). Jesli a > 0, parabola jest zwrécona ramionami
do géry; dla a < 0, ramiona zwrécone sa do dotu. Miejsca zerowe funkcji kwa-
dratowej znajdujemy ze wzoru:

. —b—Vb% — 4ac . —b+ Vb% — dac
1= y L2 = )
2a 2a

jedli b2 —4ac > 0. Jesli b?> —4ac = 0, to 1 = 2. W przypadku, gdy b2 —4ac < 0,
funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych.

Poniewaz zawsze potrafimy znaleZé miejsca zerowe funkcji kwadratowej (o
ile istnieja) oraz narysowac jej wykres, jest ona pierwszym kandydatem do opisu
zjawisk nieliniowych, tzn. takich, ktore nie dadza sie opisa¢ przy pomocy funk-
c¢ji liniowej. Funkcja kwadratowa jest szczegdlnie przydatna, gdy dysponujemy
tylko kilkoma punktami opisujacymi zwiazek migdzy dwiema wielkoéciami. Mo-
zemy wowczas tak dopasowaé wspdtezynniki funkceji kwadratowej, aby te punkty
nalezaly do wykresu konstruowanej funkcji.

Przyklad 3.1. [Bu] Przecietne zarobki graczy ligii NBA rosna szybciej niz li-
niowo. W r. 1981 wynosily one 190 tys. $, w r. 1985 — 310 tys. $, a w r. 1988
juz 600 tys. $. Znajdzmy funkcje kwadratowsa, ktéra spelnia podane warunki.
Niech f(x) = az? + bz + ¢ wyraza roczne zarobki mierzone w tys. $, za$ = czas
mierzony w latach pomniejszony o 1981. A wiec r. 1981 odpowiada liczbie x = 0,
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r. 1985 liczbie x = 4, a r. 1988 liczbie z = 7. Podstawiajac dane do réwnania
funkcji otrzymamy trzy réwnania wiazace wspotczynniki a, b i c:

a-024+b-04+c¢=190
a-42+b-44c¢=310

a-7>+b-7+c=600.

Rozwiazujac powyzszy uktad réwnan otrzymamy a = 9,524, b = —8,096 i
c = 190. Zakladajac, ze kwadratowy wzrost zarobkéw sie utrzymal, mozemy
obliczy¢ ile chlopcy z NBA zarobili w roku 1995:

f(14) = 9,524 - 14% — 8,096 - 14 + 190 = 2178 x 10008,
czyli ok. 2,2 mln dolaréw (przecietne wynagrodzenie roczne). O

Uwaga 3.2. Nie zawsze uklad réwnan, ktéry dostaniemy wstawiajac dane do
ogdélnej postaci funkcji kwadratowej, bedzie miat rozwiazanie. Rozwiazania zwy-
kle nie bedzie, gdy liczba punktéw, ktore chcemy uwzglednié, jest wieksza od
trzech. W takiej sytuacji mozna zaproponowaé¢ model opisywany wielomianem
wyzszego stopnia. O

Kwadratowa funkcja dochodu

Jesli popyt jest liniowg funkcja ceny, to dochdéd bedzie funkcja kwadratowa.
Przypusémy, ze popyt, na przyktad na pewien typ samochodu, wyraza sie na-
stepujaco:

PP(c) =100 — 2,

gdzie cene wyrazamy w tys. zl, a popyt w tysiacach jednostek. Wtedy zaleznosé
dochodu od ceny bedzie wygladala nastepujaco:

D(c) = PP(c) - ¢ = 100c — 2¢%.

Poniewaz wspoélczynnik przy c? jest ujemny, funkcja osiagnie warto$é maksy-
malng dla wartosci ¢ odpowiadajacej wierzcholtkowi paraboli. Zauwazmy, ze

D(c) = —2¢(c — 50).

Wartosci funkeji D liczone sa w mln z1 (1000 sztuk x 1000 zt/sztuka). Z postaci
D otrzymujemy dwie wazne informacje. Po pierwsze dla ceny ¢; = 0 zl., oraz
dla ceny co = 50 tys. zl., dochdd bedzie réwny 0. Warto$¢ maksymalna dochodu
osiagana bedzie dla ceny c¢* = 25 tys. zl, lezacej w Srodku, pomiedzy c¢; i ¢
(Rys. 3.1). Warto zauwazy¢, ze praktyczna dziedzina funkcji D jest przedzial
[c1, ca], w odréznieniu od dziedziny naturalnej réwnej R. Dziedzina praktyczna
funkcji D pokrywa si¢ z dziedzing praktyczna funkeji popytu (funkcja popytu
nie moze przyjmowaé wartoéci ujemnych).
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w tys. zt
Rysunek 3.1: Kwadratowa funkcja dochodu

Kwadratowe funkcje podazy i popytu. Ré6wnowaga rynkowa.

Jak zauwazyliémy w rozdziale 2.8.1, liniowa funkcja podazy jest mato realnym
modelem. Wydawaloby sie, ze funkcja kwadratowa, szybciej rosnaca od liniowej,
jeszcze mniej nadaje sie na taki model. Nie dotyczy to jednak sytuacji, gdy
rozwazana podaz jest tylko deklaracja producenta w ankiecie CBOS-u, a nie
decyzja produkcyjna.

Ankieterzy zapytali producentéw proszkéw do prania, ile wynositaby ich pro-
dukcja, gdyby cena za standardowe pudetko proszku wynosito odpowiednio: a)
2,5 z1, b) 5 21, ¢) 10 z1. Laczne wartosci deklarowanej miesiecznej podazy wy-
nosilty: a) 112,5 tys., b) 1050 tys., ¢) 4800 tys. Poniewaz zalezno$¢ deklarowanej
podazy od ceny ma charakter nieliniowy, mozna sprobowaé opisaé¢ ja funkcja
kwadratowa PD(c) = ac? + bc + d. Postepujac podobnie jak w Przykltadzie 3.1
otrzymamy nastepujaca zaleznosé¢ kwadratowa:

PD(c) = 50¢* — 200,

gdzie ¢ jest wyrazone w zt, a PD w tys. sztuk. Zauwazmy, ze przy ¢ = 2 zt
PD(c) byloby réwne 0. Sugerowaloby to, ze jest to minimalna cena, jaka w prak-
tyce producenci mogliby rozwaza¢. Wyznacza ona zatem praktyczna dziedzine
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rozwazanej funkcji podazy. Pamigtajmy jednak, ze stowo ,praktyczna” odnosi
si¢ tutaj do sondazu, a nie faktycznej produkecji.

Podobnie jak w poprzednim przykltadzie, ankieterzy CBOS-u ustalili spo-
dziewany miesieczny popyt na proszek do prania w zaleznoéci od ceny pudetka
proszku. Zaleznosé okazala sie réwniez nieliniowa. Oto otrzymane wyniki (¢ wy-
razone jest w zl, a PP w tys. jednostek):

PP(0,5) = 2025, PP(1) = 1600, PP(2) = 900.
Funkcja kwadratowa spelniajaca powyzsze warunki ma postac:
PP(c) = 100c* — 1000c¢ + 2500,

i w interesujacym nas zakresie cen jest malejaca. Minimum réwne 0 osiagane jest
dla ceny ¢ = 5 zl, ale wyrokowanie o decyzjach konsumentéw odpowiadajacych
takiej cenie jest juz ryzykowne. Tym bardziej nie mozemy twierdzié, ze popyt
znowu wzroénie, gdy cena przekroczy 5 zl, co wynikaloby z postaci funkcji PP.

Opierajac sie na poprzednich rozwazaniach mozna ustali¢ dla jakiej ceny po-
pyt zréwna sie z podaza. Przyréwnanie PP(c) = PD(c) prowadzi do réwnania:

50¢% — 200 = 100¢? — 1000¢ + 2500,

co daje dwa przyblizone rozwiazania: ¢; = 3,22 zl oraz co = 16,78 zl. Drugie
rozwigzanie jest duzo wieksze od 5 zl, ktore uwazaliSmy za granice praktycz-
nej dziedziny funkcji popytu. Zatem jedynym rozwigzaniem pozostaje cena cq,
ktéra jest tu cena rownowagi. Cene rownowagi mozna znalezé réwniez graficznie
jako punkt przecigcia wykreséw, co przedstawia Rys. 3.2. Zauwazmy, ze prak-
tyczne dziedziny obu funkcji sg rézne. Wynika to z réznych zakreséw cen, przy
ktorych ustalano popyt oraz podaz. Punkt przecigcia musi odpowiadaé cenie,
ktéra nalezy do dziedziny obu funkcji.

Optymalna lokalizacja

Niedaleko autostrady lezg dwie miejscowosci: Wola Wielka z 4000 mieszkancéw i
Wola Mata z 1000 mieszkancéw. W odpowiednim ukladzie wspoétrzednych auto-
strada moze by¢ utozsamiana z osia x-6w a Wola Wielka i Wola Mata z punktami
o wspolrzednych (2,1) i (4, —2). Wiadze obu miejscowosci postanowily wybudo-
waé przy autostradzie stacje benzynows. Chca tak wyznaczy¢ lokalizacje stacji,
aby byla ona mozliwie blisko obu miejscowosci. Oznaczmy przez dy i przez ds
odpowiednio odlegloéci od stacji do Woli Wielkiej i Woli Malej. Zdecydowano
tak usytuowaé stacje benzynowa, aby zminimalizowaé¢ nastepujaca funkcje

f(z) = 4000d3 + 1000d5.

Zauwazmy, ze oprocz kwadratéw odleglosci, pojawity sie tu tez ,wagi” zwiazane
z liczbami mieszkancoéw w obu miejscowosciach. Zmienna x oznacza wspolrzedna
stacji benzynowej (przy autostradzie). Mamy zatem d? = (x —2)2 4+ 11 d3 =
(x — 4)2 + 4, oraz

f(z) = 4000(x — 2)? + 4000 4 1000(z — 4)* 4 4000 = 5000z — 24000z + 40000.
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Rysunek 3.2: Réwnowaga rynkowa

Funkcja f osigga minimum dla x = 2,4. Tam zatem zostanie postawiona stacja
benzynowa.

3.2.2 Funkcje wielomianowe

Funkcja wielomianowa stopnia n opisywana jest wzorem
-1
f@)=ana™ + ap_12" "+ ...+ a1z + ao,

gdzie a,, # 0. Dla n = 1 otrzymamy funkcje liniowa, a dla n = 2 funkcje kwadra-
towa. Funkcja wielomianowa stopnia n moze mieé co najwyzej n pierwiastkow,
czyli miejsc zerowych. Zwykle mozemy znalezé tylko ich przyblizone wartosci.
Gdy argument x dazy do 400 lub —oco, wartos¢ funkcji wielomianowej tez ro$nie
lub maleje do +o0 lub —o0.

Dla n parzystego i a, > 0, f(z) — +o00 gdy @ — £oo. Typowa sytuacje
przedstawia Rys. 3.3. Jesli a,, < 0, funkcja wielomianowa zachowuje sie przeciw-
nie: jej wartos¢ dazy do —oo, gdy x dazy do +o00 lub —oo. Jedli n jest nieparzyste,
wartosci funkcji wielomianowej daza w przeciwnych kierunkach, gdy x dazy do
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4001 —00. Dla a,, > 0 wykres takiej funkcji moze wygladaé tak jak na Rys. 3.4.
Dla a,, < 0, sytuacja bedzie przeciwna.

Przykltad 3.3. Jesli © oznacza dlugo$c krawedzi szedcianu, to jego objetosé¢ V'
jest funkcja wielomianows trzeciego stopnia wzgledem x,

V(z) = 2.

Dziedzina praktyczna rozwazanej funkcji beda dodatnie liczby rzeczywiste.
Ciekawsza zaleznosé otrzymamy obliczajac objetosé otwartego pudetka, ktore
da si¢ skonstruowaé z kawatka tektury w ksztatcie kwadratu o boku a, przez wy-
ciecie na rogach kwadratu matych kwadratéw o boku z i sklejenie otrzymanej
formy (patrz Rys. 3.5).
Objetosé¢ pudelka bedzie wyrazac¢ sie nastepujacym wzorem

V(z) = (a — 22)%*x = 42° — dax® + a*x.

Jest to réwniez wielomian trzeciego stopnia. Tym razem dziedzina praktyczng
funkeji V jest odcinek (0, a/2). Funkcja V osiaga warto$é najwieksza dla x = a/6
(w rozwazanym przedziale). Stwierdzenie tego nie jest juz tak proste jak dla
funkcji kwadratowej i wymaga odwotania sie do metod rachunku rézniczkowego
(wrécimy do tego p6zniej). Wykres funkcji V' przedstawia Rys. 3.6. O

Jezeli mamy 4 punkty na plaszczyznie, przez ktére chcemy poprowadzié wy-
kres funkcji, to zwykle nie bedzie to funkcja kwadratowa. Dla czterech punktéw
bedziemy szukali funkcji wielomianowej trzeciego stopnia, dla n + 1 punktéw
— funkcji wielomianowej stopnia n. Aby taka fukcje wyznaczyé, nalezy znalezé
n—+1 wspéleczynnikéw, ag, . . . , a,. Beda one rozwigzaniem uktadu réwnan, ktory
dostaniemy wstawiajac wspolrzedne z; i y; kolejnych punktéw do rownania

y=ap+ax+...+ax".
Otrzymamy zatem uklad n 4+ 1 réwnan liniowych z n 4+ 1 niewiadomymi. Roz-
wigzujac uklad, znajdziemy szukane wspolczynniki funkcji wielomianowe;j.

3.2.3 Funkcje wymierne

lloraz dwoch funkcji wielomianowych nazywamy funkcja wymierna. Funkcja wy-
mierna nie jest okre$lona w punktach, w ktérych mianownik przyjmuje wartosé
zero. Ma ona w tych punktach asymptoty pionowe.

Przyktad 3.4. Jesli z i y oznaczaja dlugosci bokéw prostokata, to jego pole
S = xy. Zaldézmy, ze S jest stale. Otrzymamy wtedy zaleznosé

Funkcja f jest funkcja wymierna. Jej dziedzina naturalna jest R\ {0}, a dziedzina
praktyczna zbidr liczb rzeczywistych dodatnich. O



3.2. FUNKCJE ELEMENTARNE 69

Rysunek 3.3: Funkcja wielomianowa dla n parzystego i a, > 0

Rysunek 3.4: Funkcja wielomianowa dla n nieparzystego i a,, > 0
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Rysunek 3.5: Forma na pudetko

f V(x) = az® — 4a2? + o’z

a/6 a/2 z

Rysunek 3.6: Funkcja objetosci pudetka
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Przykltad 3.5. [Bu] Zauwazono, ze proces rehabilitacji pacjentéw, ktérzy utra-
cili sprawnos¢ po przejsciu pewnej choroby, wiaze sie z szybkim wzrostem kosz-
tow przy zblizaniu sie¢ do pelnego odzyskania tej sprawnoéci. Ustalono, ze zalez-
nos¢ kosztu terapii od procentu odzyskanej sprawnosci mozna wyrazi¢ wzorem

X
K(2) = 15—

gdzie x € [0,100], a K wyrazone jest w tys. zt. Wykres funkcji K przedstawia
Rys. 3.7. Zauwazmy, ze gdyby z mdégl dazyé do 110, to K(x) dazyloby do
+00. O

/
/
/

100 T

Rysunek 3.7: Koszty rehabilitacji jako funkcja procentu odzyskanej sprawnosci

3.2.4 Funkcje wykladnicze

Funkcja wykladnicza o podstawie a > 0 wyraza si¢ wzorem f(z) = a*. Argu-
ment x moze by¢ dowolng liczbg rzeczywista. Szczegdlnie wazna jest funkcja
wyktadnicza, ktérej podstawa jest liczba Eulera, oznaczana przez e. Liczba Eu-
lera zdefiniowana jest jako granica ciggu
) 1
e= lim (1+—)".
n—oo n
Jest ona liczba niewymierna, réwna w przyblizeniu 2,71. Dla kazdego a > 0 i
dla kazdego z € R mamy a® > 0 oraz a’ = 1. Dla a > 1 funkcja wykltadnicza
jest rosnaca, dla 0 < @ < 1 —malejaca, a dla a = 1 stata. Rys. 3.8 przedstawia te
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trzy mozliwosci. Jedna z najwazniejszych wlasnosci funkeji wykladniczych jest
dana wzorem

a™tY = a®av. (3.1)

a<1 a>1

Rysunek 3.8: Wykresy funkcji wykladniczych

Przyktad 3.6. Jesli kapitalizacja odsetek w banku nastepuje raz w roku, to
przy rocznej stopie oprocentowania wkladu réwnej a-100% oraz wkladzie poczat-
kowym réwnym Sy, po roku na naszym koncie pojawi sie suma S(1) = Sp(1+4a).
Po n latach bedziemy mieli S(n) = Sp(1 + a)™. Banki coraz czesciej stosuja
czestsza kapitalizacje, np. raz na kwartal lub raz na miesiac. Zalézmy, ze kapi-
talizacja odbywa si¢ k razy w roku, w réwnych odstepach. Po pierwszym takim
okresie nasz wktad poczatkowy Sy wzro$nie do S(1/k) = Sp(1+ %), a po roku
do S(1) = So(1+ ¢)*, i po n latach wyniesie

S(n) = So(1 + %)n. (3.2)

Stad jest juz tylko jeden krok do nieskonczenie wielu okresow kapitalizacji, czyli
do tzw. kapitalizacji ciaglej (powszechnej np. w USA). Wzér na S(n) dla ka-
pitalizacji ciaglej dostaniemy przechodzac do granicy w (3.2) przy k — oo.
Otrzymamy wowczas

S(n) = Spe™™

(wiemy teraz do czego potrzebna jest liczba Eulera). Zauwazmy, ze po roku nasz
wklad wzrosnie o Sp(e® —1). Liczba (e* —1)-100% daje efektywna roczna stope
oprocentowania. Np. dla stopy 30%, czyli dla a = 0, 3, efektywna stopa wyniesie
ok. 35%. O
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Przyklad 3.6 opisuje sytuacje wzrostu wyktadniczego, gdy wspolczynnik a
wystepujacy we wzorze funkeji f(t) = e jest dodatni (¢ oznacza czas). Funkcja
f moze byé inaczej wyrazona jako f(t) = (e%)?, gdzie podstawa e jest wigksza
od 1. Jesli a bedzie ujemne, e” stanie si¢ mniejsze od 1, i funkcja f(t) = e bedzie
malejaca. Mamy wéwczas do czynienia z rozpadem wykltadniczym. Zaréwno
w przypadku wzrostu wykladniczego jak i rozpadu wykladniczego, predkosé
wzrostu lub rozpadu w chwili ¢ jest proporcjonalna do wartosci funkcji w tej
chwili.

Przyktad 3.7. Wartos¢ nieruchomosci spada zwykle wraz z uplywem czasu;
méwimy, ze nieruchomosé ulega deprecjacji. Czesto ten spadek wartosci mozna
opisa¢ funkcja wyktadnicza. Niech np. wartos¢ nieruchomosci wyraza sie funkcja
W (t) = 300e="9% gdzie t mierzone jest w latach, a W w tys. zt (zakladamy dla
uproszczenia, ze nie ma inflacji). Zatem warto$é poczatkowa nieruchomosci tzn.
w chwili ¢ = 0, wynosi 300 tys. zl. Znajdzmy jej warto$¢ po 20 latach. Otrzy-
mamy W (20) = 300e~! ~ 110 tys. zt. Po ok. 14 latach warto$é¢ nieruchomogci
spadnie o polowe (trzeba uzy¢ logarytméw — patrz nastepny rozdzial) i bedzie
wynosita 150 tys. zt. Po kazdym czternastoletnim okresie warto$¢ nieruchomoséci
spadnie o polowe poprzedniej wartosci. Jest to tzw. okres polowicznego rozpadu.
Zauwazmy, ze w tym modelu wartosé nieruchomoséci nigdy nie spadnie do zera.
Wartosé spada najszybciej na poczatku, potem spada coraz wolniej. Podobnie
przedstawia sie sytuacja ze spadkiem wartosci samochodu. O

Czesto uzywana funkcja jest funkcja logistyczna, ktora wyraza sie wzorem
f(x) =1—e% dla a > 0. Jak latwo zauwazy¢, lim, 1o f(x) = 1, zatem
funkcja ta ma asymptote pozioma y = 1. Wykres funkcji logistycznej nazy-
wany jest czesto krzywa nasycenia. Krzywa ta pojawia sie w wielu problemach
technicznych i ekonomicznych (patrz Rysunek 3.9).

3.2.5 Funkcje logarytmiczne

Funkcja logarytmiczna o podstawie a jest funkcja odwrotna do funkcji wyktad-
niczej o podstawie a. Aby funkcja odwrotna istniala musimy zalozy¢, ze a # 1.
Poniewaz funkcja wykladnicza nie jest suriekcja, musimy réwniez zmienié jej
przeciwdziedzine, tak aby pokryla si¢ ona z obrazem funkcji. Dla kazdego a # 1,
obraz funkcji wykladniczej jest zbiorem liczb rzeczywistych dodatnich, ozna-
czanym przez Ry . Zatem R, bedzie dziedzina funkcji logarytmicznej log,. Z
definicji funkcji odwrotnej mamy

a'°8® =z oraz log,(a¥) =y

dla x € Ry and y € R. Wlasno$¢ (3.1) dla funkeji wykladniczych moze byé
przetlumaczona na nastepujaca wlasnoéé¢ funkcji logarytmicznych

log, (zy) = log, « + log, .

Wiykres funkeji log,, uzyskamy odbijajac wzgledem prostej y = = wykres funkcji
wykladniczej o podstawie a. Podobnie jak dla funkcji wyktadniczej, log, jest
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Rysunek 3.9: Funkcja logistyczna

funkcja rosnaca dla a > 1 i malejaca dla 0 < a < 1. Jezeli a = e, funkcja log,
oznaczana jest przez In i nazywana logarytmem naturalnym.

Przyktad 3.8. W Przyktadzie 3.7 pojawil sie okres potowicznego rozpadu T
dla funkcji opisujacej wartosé nieruchomosci W (t) = 3e=%%, Liczba T spelnia
rownanie

e=005T _ 5.
ktore daje —0,057 = In0,5. Poniewaz In0,5 ~ —0,69 (znajdZ w tablicach lub

oblicz na kalkulatorze), wigc T' =~ 13,86. Ogodlnie, okres polowicznego rozpadu
T dla funkeji f(t) = e % (a > 0) wynosi T = (—1n0,5)/a. O

Przykltad 3.9. [Bu] Telewizyjne transmisje zawodéw futbolu amerykanskiego
przyciagaja coraz wiecej widzow. Stacje telewizyjne podwyzszaja wiec stale
oplaty za reklamy nadawane w czasie transmisji. Wzrost optat wydaje si¢ mieé¢
charakter wykladniczy. Sprébujmy znalezé funkcje, ktora by opisywala cene za
30 sekund reklamy, jako funkcje czasu postaci C(t) = Coe®, gdzie t oznacza
dany rok kalendarzowy, a C' jest mierzone w tysiacach dolaréw. Do wyznacze-
nia stalych Cy i a potrzebujemy dwie pary danych (¢1,C1) i (t2,C2). Niech
t; = 19821 to = 1991. Ceny reklam wyniosty wtedy C7 = 3251 Co = 800 (tys.
$). Otrzymamy zatem dwa réwnania

325 = Cpe! 5%
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800 = Cype'?1e,

Logarytmujac obie strony obu réwnan i korzystajac z wlasnosci logarytméw
otrzymamy

In325 = 1InCy + 1982a

In 800 = In Cy + 1991a.

Stad latwo wyliczamy a = W ~ 0,1 oraz InCy ~ —192,42, co daje

Co ~ 2,71-107%4. Uzywajac skonstruowanego wlasnie modelu, mozemy obliczy¢
cene 30-sekundowej reklamy w 1995 r.

C(1995) = 2,71 - 10784 . 011995 ~ 1188,

Zatem cena reklamy wyniosta ok. 1,188 min $. O

3.3 Pochodna funkcji jednej zmiennej

3.3.1 Definicja pochodnej

Rozwazmy funkcje f : (a,b) — R oraz punkt =g € (a,b). Niech Az oznacza przy-
rost argumentu. Wtedy odpowiadajacy mu przyrost warto$ci funkcji w punkcie
xg zdefiniujemy jako

Af=Af(xo) = Af(zo,Ax) = f(xo + Ax) — f(20). (3.3)

Przez iloraz réznicowy funkcji f w punkcie zg dla przyrostu argumentu Az
rozumiemy nastepujace wyrazenie

ﬂ _ fzo+ Ax) — f(x0)
Az Az '

(3.4)

Iloraz réznicowy ma prosta interpretacje geometryczng. Poprowadzmy sieczna
wykresu funkeji f przechodzaca przez punkty o wspélrzednych (zg, f(xo)) i
(xo + Az, f(zo + Az)) (patrz Rysunek 3.10). Wtedy iloraz réznicowy (3.4) jest
rowny tangensowi kata, jaki ta sieczna tworzy z dodatnia podlosia odcietych
(argumentow x).

Pochodng funkcji f w punkcie xo nazywamy granice ilorazu réznicowego
(3.4) (o ile istnieje) przy Az dazacym do 0

£ () = Jim. f(zo + AAJC;Z — f(=o)

(3.5)

Przyktad 3.10. Niech f(z) = 22, z € R. Wtedy

2 .2 2
flag) = tim FOEBDT =T g 2wzo+ (AT)

=2x9. O
Az=0 Az Az—0 Az 0
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f(z)
f(zo + Ax)
““““““ Af
flzo)
Az "
Zo To + Az

Rysunek 3.10: Sieczna i styczna

Funkcje © — f’(x) oznaczamy przez f’ i nazywamy (funkcja) pochodna
funkcji f. Obliczanie pochodnej nazywamy rdézniczkowaniem. Funkcja f jest
rozniczkowalna jesli posiada pochodng w kazdym punkcie dziedziny. Pochodna
1 oznaczamy réwniez przez 3 ﬂ Jesli funkcja zadana jest konkretnym wzorem,
piszemy d dla oznaczenia operacp rézniczkowania. Np. 7 ( %) = 2.

Oto najwazniejsze wzory do obliczania pochodnych:

L) =az*tdlaa#0, a€R;
%(smx) =cosx i %(cosx) = —?mx;
a(a”) = a” lnal—m(logaz):m7
w szczegolnosm

Ler)y=e"i L(lnz) =1

3.3.2 Wtlasnosci pochodnej
Ponizsze twierdzenie daje podstawowe wlasnosci pochodnej.

Twierdzenie 3.11. Niech funkcje f i g bedq rézZniczkowalne w pewnym prze-
dziale oraz a € R. Wtedy

a) (f+9)=f+g,

b) (af) =af’,

c) (f9) = f'9+ fd',

4) (Ly = Lo fo,

gdzie g*(x) = g(x)g(z) i g(x) # 0 w d). O
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Wilasnosci a) i b) pozwalaja obliczyé pochodne wielomianéw, a d) — po-
chodne funkcji wymiernych oraz tangensa i cotangensa:
d d _
E(tg ‘T) = 005'12;c’ %(Ctg 1‘) = sin21z'

Wazna umiejetnoscia jest rézniczkowanie zlozenia funkcji.

Twierdzenie 3.12. Niech h = fog, tzn. h(z) = f(g(x)). Wtedy

czyli inaczej h' = (f'og) - g’ =

Przyklad 3.13. Niech h(x) =
Mamy zatem % In(sinz) = Sirlm cos z, poniewaz f'(y) = 3 gdzie za y podsta-

wiamy sinx. O

In(sinz). Wtedy f(y) = Iny oraz g(z) = sinzx.
1

Potrzebne nam beda réwniez wzory na pochodne funkcji arcus:
d : 1 d
+-(arcsinz) = = 4-(arccos ) = Ve

A (arctga) = H%’ 4 (arcctge) =

3.3.3 Monotonicznosé i ekstrema

Pochodna funkcji f zawiera informacje o zachowaniu sie tej funkcji, w szczegdl-
noéci informacje dotyczace monotonicznosci.

Twierdzenie 3.14. Jedli f'(x) > 0 dla x € (a,b) to funkcja [ jest rosngca w
przedziale (a,b).
Jesli f'(x) < 0 dla z € (a,b) to funkcja f jest malejgca w przedziale (a,b). O

Twierdzenie 3.14 mozna czeéciowo odwrdcic.

Twierdzenie 3.15. Jesli funkcja f jest rdzniczkowalna i rosngca w pewnym
przedziale, to f'(x) > 0 w tym przedziale.

Jesli funkcja f jest rézniczkowalna i malejgca w pewnym przedziale, to f/(x) <0
w tym przedziale. O

Przyktad 3.16. Funkcja f(x) = 23 jest rosngca w catym zbiorze R i f/(z) =
322 > 0. Ale f/(0) = 0, zatem nie mozna twierdzi¢, ze f’(z) > 0. O

Twierdzenie 3.14 pozwala sformulowaé¢ warunki wystarczajace na ekstrema
lokalne, tzn. minima i maksima lokalne. Przypomnijmy, ze funkcja f przyjmuje
w punkcie zg minimum lokalne, jesli istnieje otoczenie U punktu zq, takie, ze
dla kazdego punktu x € U, f(z) > f(zo). Podobnie definiujemy maksimum
lokalne.

Twierdzenie 3.17. Niech U bedzie otoczeniem punktu xqg, funkcja f ciggla w
U.

Jesli dlax € U i x >z, f'() >0, adlax e U ix <ux, flx) <0, tow
punkcie xg funkcja f ma minimum lokalne.

Jesli dla x € U i x > xg, f'() <0, adlax €U ix <z, fl(xr) >0, tow
punkcie xg funkcja f ma maksimum lokalne. O
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Na przyktad funkcja f(x) = |z| jest ciagta, f'(z) =1dlaxz > 01 f/'(z) = —1
dla x < 0. Zatem w punkcie o = 0, f ma minimum. Zauwazmy, ze w tym
punkcie pochodna funkcji f nie istnieje. Jesli w punkcie ekstremalnym pochodna
istnieje, mozemy zastosowaé nastepujace twierdzenie, zawierajace warunek ko-
nieczny dla ekstremum.

Twierdzenie 3.18. Jesli funkcja f ma ekstremum w punkcie xo oraz istnieje
pochodna tej funkcji w xq, to f'(xo) = 0. O

Przyktad 3.19. Funkcja f(z) = 2% ma minimum w x¢ = 0 oraz f'(z) = 2z
przyjmuje warto$é 0 w zg. Natomiast pochodna funkcji f(z) = 22, f'(z) = 322
rowniez zeruje si¢ w punkcie zg = 0, ale nie ma w tym punkcie ekstremum.
Zerowanie si¢ pochodnej jest warunkiem koniecznym ekstremum, ale nie jest
warunkiem wystarczajacym. O

7 praktycznego punktu widzenia wazniejsze od ekstreméw lokalnych sa eks-
trema globalne — maksimum i minimum globalne, czyli najwieksza i najmniej-
sza warto$¢ przyjmowane przez funkcje. Nie zawsze wartosci te sa okreslone (np.
funkcja moze rosnaé nieograniczenie, nie osiagajac wartosci najwiekszej). Poniz-
sze twierdzenie daje warunki wystarczajace na istnienie ekstreméw globalnych.

Twierdzenie 3.20. Funkcja ciggla na przedziale ograniczonym i domknietym
przyjmuje wartosé najmniejszq i najwickszq. [

Kolejne twierdzenie daje prosty przepis na znalezienie ekstreméw globalnych.

Twierdzenie 3.21. Zaloimy, Ze funkcja zdefiniowana na odcinku domknietym
posiada ekstrema globalne. Ekstrema te sq osiggane w punktach, w ktorych funk-
cja posiada ekstrema lokalne lub na brzegu odcinka. O

Zatem aby znalezé ekstrema globalne funkcji rézniczkowalnej w przedziale
domknietym i ograniczonym, wystarczy obliczy¢ jej wartosci w punktach kry-
tycznych (tzn. tych, w ktérych pochodna funkeji jest réwna 0), w punktach
brzegowych, i wybra¢ z nich warto$¢ najwigksza i najmniejsza.

Przyklad 3.22. Niech funkcja f : [-1,2] — R bedzie okre§lona wzorem f(z) =
223 — 322 + 1. Wtedy f'(z) = 622 — 62 1 f'(z) = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy x = 0 lub x = 1. Ekstrema globalne moga zatem by¢ osiagane tylko w
punktach —1,0, 1, 2. Obliczmy wartosci funkcji: f(—1) = —4, f(0) =1, f(1) =0
i f(2) = 5. Zatem warto$¢ najmniejsza jest osiagana w —1, a warto$¢ najwieksza
w 2. O

3.3.4 Pochodne wyzszych rzedéw

Jedli funkcja f jest rézniczkowalna na przedziale (a,b), to definiuje ona funkcje
/! okredlong na tym samym przedziale. Jedli funkcja f’ jest rézniczkowalna, jej
pochodng nazwiemy druga pochodna funkcji f lub pochodna rzedu 2. Zapisu-
jemy ja jako f” lub f). Ogélnie, pochodna rzedu n definiujemy nastepujaco

7o = (f0y.
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Przyktad 3.23. Niech f(z) = 2'°. Wtedy f/'(z) = 102°, f”(z) = 10 - 928, i
ogdlnie, f*)(z) =10-9--- (11—k)z(10=F) dla k < 10. W szczegdlnosci, f19) (z) =
10! jest stata, a wiec wszystkie nastepne pochodne bedg rowne zero. O

Uzywajac pochodnych wyzszych rzedow, tatwiej mozemy sprawdzié¢ czy w
rozwazanym punkcie funkcja ma ekstremum.

Twierdzenie 3.24. Zaldimy, fD(xg) =0 dlai=1,... ,k, gdzie k jest liczbg
nieparzystq, oraz f ma cigglq pochodng rzedu k + 1 w otoczeniu x.

Jesli fFHD (x0) > 0 to funkcja f ma w punkcie xo minimum. Jesli f*+1 () <
0, to f ma w g maksimum. O

Przyktad 3.25. Niech f(x) = x'°. Warunek konieczny f'(x) = 0 zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy = 0. W tym punkcie wszystkie pochodne ) dla
i=1,...,9saréwne zero oraz f19(0) = 10! > 0. Zatem f ma w punkcie z = 0
minimum. O

3.3.5 Wklestosé i wypuklosé

Funkcja f jest wypukla w przedziale (a,b) jesli dla kazdych dwoéch punktéw
z1,%2 € (a,b) i dla kazdego t € [0, 1],

flay + (e — 1)) < flan) +4(f(22) = f(21))-

Oznacza to, ze odcinek siecznej wykresu funkcji f taczacy punkty (x1, f(z1)
i (zg, f(x2) lezy nad wykresem. Jesli dla kazdych dwdch punktéw xq, x4 taki
odcinek lezy pod wykresem funkcji, funkcje nazwiemy wklestq. Jesli w punkcie
xo funkcja zmienia si¢ z wypuklej we wklesta lub na odwrét, punkt xg nazywa
sie punktem przegiecia.

Dla funkcji rézniczkowalnej wypuklosé i wklesto$¢ mozna opisaé przy po-
mocy stycznej do wykresu. Mianowicie, jesli styczna lezy zawsze pod wykresem,
funkcja jest wypukla, jesli lezy nad wykresem, funkcja jest wklesta. Dla funkcji
dwukrotnie rézniczkowalnej sprawdzanie tych wlasnosci jest jeszcze prostsze.
Charakteryzuje to ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.26. Jesli dla kazdego x € (a,b), f"(x) > 0, to funkcja f jest
wypukia w tym przedziale.

Jesdli dla kazdego x € (a,b), f"(x) <0, to funkcja f jest wklesta w tym przedziale.
Jesli " zmienia znak w punkcie xg, to To jest punktem przegiecia dla funkcyi

f O
Twierdzenie 3.26 mozna czeéciowo odwrdcic.

Twierdzenie 3.27. Zalozmy, Ze funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna w
przedziale (a,b).

Jesli f jest wypukla w przedziale (a,b) to f”(x) >0 dla x € (a,b).

Jesli f jest wklesta w przedziale (a,b) to f’(z) <0 dla x € (a,b). O

Przyklad 3.28. Niech f(x) = 223 — 322 +5z. Wtedy f'(z) = 62° —6z+5 oraz
f"(x) =122 — 6. Dla > 0,5, f”(z) > 0, zatem f jest wypukla. Dla z < 0,5
funkcja f jest wklesta. Punkt = = 0,5 jest punktem przegiecia. O
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3.3.6 Badanie funkcji

Celem badania danej funkcji jest podanie jej podstawowych wlasnoéci i naszki-
cowanie wykresu. Badanie obejmuje zwykle nastepujace czynnosci:

e Jedli funkcja zadana jest pewnym wzorem, ale jej dziedzina nie zostala
podana, nalezy ustali¢ jej naturalna dziedzine, dla ktérej podany wzor
jest dobrze okreslony.

e Nalezy zbadaé¢ zachowanie funkcji na brzegu dziedziny. Jesli dziedzina jest
przedzialem domknietym [a, b], wystarczy obliczyé wartosci f(a) i f(b). Je-
§li dziedzina jest przedzialem ograniczonym otwartym (a,b), nalezy zba-
da¢ granice jednostronne funkcji w a i b. Je$li a = —oo lub b = 400,
beda to granice w nieskonczonosci. Badanie tych granic mozna powigzaé
z szukaniem ewentualnych asymptot pionowych, poziomych lub ukoénych.
Te same czynnosci nalezy wykonaé, gdy dziedzina sklada si¢ z kilku od-
cinkow. Czesto funkcja jest okreSlona na calej prostej poza jednym lub
kilkoma punktami. Badamy wtedy granice i asymptoty pionowe w tych
punktach.

e Szukamy punktéw niecigglosci. Badamy granice jednostronne w tych punk-
tach.

e Szukamy punktow krytycznych i probujemy ustali¢ ich charakter. W szcze-
gbélnosci znajdujemy ekstrema lokalne. Ustalamy przedzialy monotonicz-
nosci. Badamy tez punkty, w ktérych funkcja nie jest réniczkowalna.

e Znajdujemy punkty przegiecia i przedzialy, w ktérych funkcja jest wypukta
i wklesta.

e Ustalamy specyficzne informacje, ktore moga pomdc w narysowaniu wy-
kresu, jak miejsca zerowe, parzysto$é¢ lub nieparzysto$¢ funkcji, okreso-
wos¢.

Nie zawsze potrafimy znalezé wszystkie wymienione tu wielkosci. Znajdowa-
nie miejsc zerowych lub punktéw krytycznych funkcji wymaga rozwiazywania
rownan, zwykle nieliniowych, co rzadko daje sie zrobié¢ analitycznie. Czesto jed-
nak informacje te nie sa konieczne do naszkicowania wykresu.

3.4 Zastosowania pochodnych

3.4.1 Optymalizacja

Jednym z najwazniejszych zastosowan rachunku rézniczkowego jest optymali-
zacja, czyli szukanie ekstremow lokalnych i globalnych dla funkcji opisujacych
wielko$ci ekonomiczne. W praktycznych problemach musimy braé¢ pod uwage nie
tylko rozwiazanie matematyczne, ale rowniez jego interpretacje ekonomiczna. W
szczegblnosci musimy sprawdzié, czy rozwigzanie uzyskane na drodze matema-
tycznej nalezy do dziedziny praktycznej rozwaznej funkcji.
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Przyktad 3.29. Wtladze stolicy chca ustali¢ cene przejazdu metrem. Na pod-
stawie ankiet ustalono zalezno$¢ popytu PP od ceny c

PP(c) = 20.000 — 125¢,

gdzie PP oznacza przecietna liczbe pasazerow na godzine, a ¢ cene biletu w
groszach. Znajdz cene biletu, ktéra maksymalizuje dochéd na godzine oraz od-
powiadajace jej liczbe pasazeréw na godzine i dochdd.

Rozwigzanie.

Poniewaz dochéd D réwna sie

D =PP-c,
wiec
D(c) = (20.000 — 125¢)c = —125¢2 + 20.000c.
Rézniczkujac otrzymamy
D' (¢) = —250c + 20.000.

Pochodna si¢ zeruje dla ¢ = 80; jest to jedyny punkt krytyczny. Poniewaz
D"(c) = —250 < 0, zatem dla ¢ = 80 funkcja D przyjmuje maksimum. Jest
ono réwne D(80) = 800.000 gr czyli 8.000 zt. Poniewaz D jest funkcja kwadra-
towa, maksimum to jest jednoczesnie wartoscig najwieksza. Liczba pasazeréw
korzystajaca z metra w ciagu godziny wyniesie wtedy PP(80) = 10.000. O

Przyklad 3.30. Wtasciciel sklepu z rowerami gorskimi chce zbudowaé maga-
zyn, w ktorym trzymaltby zamoéwione rowery. Utrzymanie duzego magazynu jest
bardziej kosztowne. Maly magazyn zmusza z kolei do czestych dostaw, co po-
draza koszty odnawiania zapaséw. Wlasciciel sklepu, z pomoca znajomego ma-
tematyka, ustalil nastepujaca zalezno$é¢ miedzy rocznym kosztem utrzymania
magazynu a iloScig rowerdw, ktéra sie w nim miesci

K(i) = @ + 156 + 5.000.
Jaka wielko$¢ magazynu minimalizuje koszty jego utrzymania?
Rozwigzanie.
Optymalna wielko$¢ magazynu, mierzona liczba ¢ przechowywanych w nim ro-
weréw, powinna minimalizowaé koszt K. Poniewaz

K'(i) = —4.860i 2 + 15 =0

dla i = 18 lub ¢ = —18, te wartosci sa jedynymi punktami krytycznymi. Wartosé
—18 nie nalezy do dziedziny praktycznej funkcji K. Druga pochodna

K"(i) = 9.720i 73 > 0

dla ¢ > 0, zatem K"(18) > 0. Oznacza to, ze w punkcie ¢ = 18 funkcja kosztu
osiaga minimum lokalne. Jest ono réwne 5.540. Zauwazmy, ze gdy ¢ dazy do 0 lub
do +o00, K (i) dazy do 4+o00. Zatem znalezione minimum lokalne jest jednocze$nie
minimum globalnym. O
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Przyktad 3.31. Catkowity koszt miesieczny produkcji telewizoréw kolorowych
w pewnej firmie zalezy nastepujaco od liczby wyprodukowanych odbiornikow

K{(i) = 100.000 4 500i + 0, 2.

Zmnajdz liczbe i, dla ktérej koszt jednostkowy jest minimalny.
Rozwigzanie.
Koszt jednostkowy KJ otrzymamy dzielac K przez i

~100.000

K J(i) +500 + 0, 2.

Liczac pochodna otrzymujemy
KJ'(i) = —100.000i 2 + 0,2 = 0

dlai = 707,11 lub i = —707,11. Drugg warto$¢ odrzucamy. Poniewaz K J" (i) =
200.000i72 > 0 dla i > 0, zatem w punkcie i = 707,11 funkcja K.J przyjmuje
minimum, ktére wynosi 582,84 zl. O

Przyktad 3.32. Producent nowego modelu wrotek jednosladowych chce ustalié
cene oraz wielkoé¢ produkcji nowego towaru. Funkcja popytu na wrotki ma
postaé

PP(¢) = 100.000 — 200c,
natomiast koszt catkowity wyprodukowania ¢ par wrotek wynosi
K (i) = 150.000 + 1007 + 0, 00372,

przy ograniczeniu ¢ < 20.000 (takie sa mozliwosci produkcyjne). Przy jakiej
wielkosci produkeji producent osiagnie maksymalny zysk, zakladajac, ze cala
produkcja zostanie sprzedana?

Rozwigzanie.

Poniewaz zakladamy, ze cata produkcja zostanie sprzedana, mozemy przyjaé, ze
liczba wyprodukowanych wrotek ¢ = PP. To daje nam maksymalng cene¢, ktora
mozna uzyskaé¢ przy popycie réwnym ¢,

¢ =500 — 0, 005.
Poniewaz dochdd ze sprzedazy ¢ par wrotek réwna sie D = c- 4, wiec ostatecznie
D(i) = 500i — 0, 00572
Natomiast zysk
Z(i) = D(i) — K (i) = —0,008i 4 400i — 150.000.
Poniewaz

Z'(i) = —0,016i + 400 = 0
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dla i = 25.000 oraz Z" (i) < 0, wiec dla ¢ = 25.000 funkcja zysku osiaga mak-
simum lokalne. Jednak punkt ten nie nalezy do dziedziny praktycznej funkcji
zysku: 0 < ¢ < 20.000. Wiemy, ze funkcja ciagta moze przyjmowac warto$é naj-
wieksza tylko w ekstremach lokalnych lub na brzegu. Zatem w tym przypadku
maksymalny zysk bedzie osiagniety dla i = 0 lub ¢ = 20.000. Jasne jest, ze tylko
druga mozliwo$¢ wchodzi w gre. Cena, ktéra bedzie méglt ustali¢ producent,
wynosi

¢ =500 — 0,005 - 20.000 = 400 zt,

natomiast osiagniety zysk Z = 4.650.000 z1. O

3.4.2 Analiza krahcowa

Analiza krancowa (marginalna) polega na badaniu wplywu matych zmian pew-
nych wielkosci na inne wielkosci ekonomiczne, na przyklad, jak zmieni sie zysk,
gdy produkcja zostanie zwigkszona o jedna jednostke. Aby méc analizowaé taka
sytuacje, trzeba zna¢ zalezno$é¢ dochodu oraz kosztu od liczby wyprodukowa-
nych jednostek produktu.

Dochéd krancowy dla ustalonej wielkosci produkeji 4 (mierzonej w jednost-
kach produktu) jest réwny

DK(i):=D(i+ 1) — D(%),
czyli jest rowny przyrostowi dochodu spowodowanemu wzrostem produkcji o 1.
Przyklad 3.33. W Przykladzie 3.32 dochéd wyrazal sie nastepujaco
D(i) = 500i — 0, 00572
Zatem dochéd krancowy odpowiadajacy produkcji ¢ bedzie mial postaé
DK(i) = D(i+ 1) — D(i) = 499,995 — 0, 014.
Jak wida¢, dochdd krancowy nie jest tu staly, zalezy od 1. O

Zauwazmy, ze dochdd krancowy jest réwny ilorazowi réznicowemu funkeji
D w punkcie i dla przyrostu Ai = 1. Jedli ¢ jest dostatecznie duze, mozemy
iloraz réznicowy zastapié przez pochodng funkeji D. W Przykladzie 3.33 D'(i) =
500 — 0,01z, i jak wida¢ mato rézni sie¢ od dochodu krancowego. Mozemy zatem
przez doch6d krancowy rozumieé¢ pochodna dochodu ze wzgledu na wielkosé
produkcji

Podobnie definiujemy koszt krancowy

KK(i) = K(i+1) — K(i)
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jako przyrost kosztu spowodowany zwigkszeniem produkcji o jednostke. Zupet-
nie analogicznie jak dla dochodu mozemy przyjac, ze

KK(i) = K'(i).

Dochéd krancowy i koszt krancowy wyznaczaja warunki optacalnosci zwiek-
szania produkeji (przy zalozeniu, ze chcemy maksymalizowaé zysk). Mianowi-
cie, jesli DK (i) > KK(i), oplaca sie produkowaé o jedna jednostke wiecej.
Jesli zachodzi nieréwnos$¢ przeciwna, zwigkszanie produkcji nie jest optacalne.
W typowej sytuacji produkcyjnej, dochdd krancowy jest wiekszy od kosztu kran-
cowego przy malej produkeji, co zacheca do zwigkszania produkcji. Przy prze-
kroczeniu jednak pewnego poziomu produkcji, relacja miedzy tymi wielkoSciami
sie odwraca, co oznacza, ze zwigkszanie produkcji prowadzi do zmniejszania
zysku. W takiej sytuacji maksymalny zysk odpowiada produkcji 4, dla ktérej
DK(i) = KK (i), czyli D'(i) = K'(:). Warunek ten oznacza, ze styczne do
wykreséw funkcji dochodu i funkcji kosztu staja sie rownolegte w punkcie opty-
malnym (jednakowe wspélezynniki kierunkowe).

Warunek D’(i) = K'(i) pojawia sie w sposéb naturalny przy maksymalizacji
zysku. Poniewaz Z(i) = D(i) — K (i), wiec Z'(i) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
D’(i) = K'(3). Jest to zatem warunek konieczny na maksimum funkeji zysku dla
wielkosci produkeji i. Aby zapewnié faktyczne maksimum w i, mozemy zalozy¢,
ze Z'"(i) < 0, co oznacza, ze D" (i) < K" ().

Jesli funkeja dochodu jest liniowa, D(i) = ai + b, natomiast funkcja kosztu
jest wypukla, otrzymujemy D" (i) = 0 oraz K" (i) > 0. Zatem warunek D" (i) <
K" (i) zachodzi dla kazdego i. Poza tym D’ (i) = a jest stale. Zatem optymalna
warto$é ¢ moze byé¢ wyznaczona z warunku K’ (i) = a. W tym przypadku tatwo
jest dokonaé tego graficznie. Wystarczy poprowadzi¢ styczna do wykresu funkcji
kosztu, réwnolegta do prostej opisujacej funkcje dochodu i odczytaé¢ wartosé ¢
w punkcie stycznodci. Ze wzgledu na to, ze praktyczna dziedzina jest zawsze
ograniczona, takiego punktu ¢ mozemy czasem nie znalezé.

3.4.3 Przykltady geometryczne

Przyktad 3.34. Niedaleko autostrady leza dwie miejscowosci: Wola Wielka z
4000 mieszkancéw i Wola Mata z 1000 mieszkancow. W odpowiednim ukladzie
wspoélrzednych autostrada moze by¢ utozsamiana z osia z-6w, a Wola Wielka i
Wola Mala z punktami o wspélrzednych (2,1) i (4, —2). Wladze obu miejsco-
wosci postanowily wybudowaé przy autostradzie stacje benzynowa. Chca tak
wyznaczy¢ lokalizacje stacji, aby byla ona mozliwie blisko obu miejscowosci.
Oznaczmy przez d; i przez ds odpowiednio odlegtosci od stacji do Woli Wielkiej
i Woli Malej. Zdecydowano tak usytuowaé stacje benzynowa, aby zminimalizo-
waé¢ sume odleglosci od stacji

f(z) = dy + ds.

Zmienna x oznacza wspélrzedng stacji benzynowej (przy autostradzie). Mamy
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zatem d; = \/(x —2)2+1ids =+/(x —4)? 4+ 4, oraz
f@)=(@-22+1+(z-4)2+4

Pochodna funkcji f wynosi

f'(@) =

T —2 + z—4
ViE=22+1 J(z—42+4

Pochodna przyjmuje wartosé zero dla @ = 8/3 (sprawdz to). Obliczajac druga
pochodnag dostaniemy

I _ 1 4
i) = ((z —2)2 +1)3/2 * ((z —4)2 +4)3/2 =

Zatem funkcja f osiaga minimum dla = 8/3. Tam zatem zostanie postawiona
stacja benzynowa. O

0.

Przyktad 3.35. Firma budowlana ma zbudowaé rurociag taczacy przeciwlegte
wierzchotki prostokatnego obszaru porosnietego lasem. Boki tego prostokata
wynosza 2 km i 5 km (Rys. 3.11). Firma rozwaza zbudowanie rurociagu z dwéch
prostych kawaltkéw: pierwszego, biegnacego przez las, i drugiego, idacego wzdtuz
lasu. Koszt budowy jednego kilometra rurociggu przez las jest a razy wiekszy
niz koszt budowy wzdtuz lasu. Nalezy znalezé optymalny sposéb poprowadzenia
rurociagu, tak aby zminimalizowaé koszt budowy.

5 km

2 km LAS

Rysunek 3.11: Budowa rurociggu

Rozwigzanie.

Niech x oznacza dlugo$é odcinka rurociaggu wzdluz lasu, mierzong w kilome-
trach, natomiast ¢ — koszt budowy jednego kilometra wzdtuz lasu. Wtedy dtu-
go$¢ odeinka przez las wyniesie /22 + (5 — )2, a koszt budowy rurociagu

K(x) =cx 4+ ac\/4+ (5 — x)?

dla x € [0,5) oraz K (5) = 7c (caly rurociag wzdluz lasu). Zauwazmy, ze funkcja
K nie jest ciagla w punkcie x = 5 jesli a # 1. Wtedy, jesli x < 5,
K@) =ct—2@Z5)
44+ (5b—1x)?
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dla
2
T=5—
a? —1
Druga pochodna ma postaé
K'(z) = dac

A+ (5—x)2)3/2

a zatem jest stale dodatnia. W punkcie £ mamy zatem minimum lokalne. Za-
uwazmy, ze dziedzina praktyczna dla funkcji K jest przedzial [0,5], natomiast
aby problem mial rozwiazanie, o powinno by¢ wigksze od 1. Gdy a dazy do +oo,
Z dazy do 5. Oznacza to, ze przy koszcie budowy przez las duzo wiekszym od
kosztu budowy wzdluz lasu nie oplaca sie prowadzié¢ rurociagu przez las. Juz dla
a > /2, K(5) < K(Z). Natomiast, gdy a jest bliskie 1, mozemy otrzymaé z < 0,
co nie spelnia naszych ograniczen. Optymalna decyzja jest wtedy przyjecie x = 0
i poprowadzenie calego rurociagu przez las, po przekatnej prostokata. O



Rozdziatl 4

Funkcje wielu zmiennych

4.1 Opis, wykresy, warstwice, obrazy

4.1.1 Sposoby opisu funkcji wielu zmiennych

Funkcje, ktorymi dotad sie zajmowali$émy byly okreslone na zbiorze liczb rzeczy-
wistych (lub odcinku) i przyjmowaly wartosci bedace liczbami rzeczywistymi. W
wielu praktycznych zastosowaniach funkcje zaleza od kilku zmiennych rzeczywi-
stych, czesto przyjmuja réwniez wartosci bedace wektorami w R™. Na przykltad
pole prostokata jest funkcja dwdch zmiennych z i y, oznaczajacych dlugosci jego
bokéw

P(z,y) =x-y.
Objetosé akwarium zalezy od jego dlugosci, szerokosci i wysokosci
V(x,y,z) =T-y-z.

Jedli liczba zmiennych niezaleznych jest wigksza od trzech, zamiast liter
x,y, z uzywamy zwykle oznaczen x1, o, . ... Na przyklad odlegtoéé¢ punktu x =
(x1,22,... ,2,) € R"® od punktu 0 = (0,...,0) ($rodka uktadu wspélrzednych)
jest funkcja zmiennych zq,... ,x,

d(z1,...,2,) = \/J;%—i—x%—k...—ka:%.
Dziedzing tej funkcji jest zbior R™ a przeciwdziedzing zbiér R, co zapisujemy
d:R" — R.

Czasami wygodnie wprowadzi¢ jest zmienna zalezna, ktora opisuje wartosci
funkcji, np.

y:\/xf—l—x%—l—...—l—x%.

87
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Jedli funkcja przyjmuje wartosci w zbiorze R™,

f:R* - R™,
wtedy obok n zmiennych niezaleznych, np. z1, ... ,z,, bedziemy mieli m zmien-
nych zaleznych, np. y1, ... , ym,. Taka funkcje mozemy opisaé¢ podajac oddzielnie
zaleznos¢ kazdego y; od wszystkich zmiennych x1,... ,z,,
= filzr,...,7,)
Ya = f?(xlu"' 7$n)
Ym = fm(xla cee 7xn)7

lub uzywajac zapisu wektorowego

y=flx)=(fri(z1,...,zn), -, fm(z1,... ,mn))T.

Na przyktad, jesli przez « oznaczymy wektor kolumnowy z R2, ktérego skta-
dowe oznaczaja liczby mieszkancow zyjacych obecnie w miescie i na wsi, a przez
y podobny wektor opisujacy strukture demograficzng za rok, to otrzymamy
funkcje liniowa

y= Mz,
gdzie M jest macierza opisujaca migracje (w przeciagu roku).

Oznaczmy wspélrzedne na plaszczyznie przez x; i zo. Wprowadzmy wspol-

rzedne biegunowe 7 i «, gdzie r jest odleglo$cia punktu z = (1, 23) od $rodka

uktadu wspoélrzednych, a « katem jaki tworzy z dodatnia pdlosia x; pdlprosta
przechodzaca przez 0 i z. Wtedy

T1 =rcosa, o =rsina.

Zauwazmy, ze r € [0,00) a a € [0,27). Zatem powyzsze réwnania definiuja
funkcje

f:[0,00) x [0,27) — R?,

f=(f1,f2)  oraz x1 = fi(r,a) i 29 = fao(r,a). Zmienne 1 i z2 sa tu zmiennymi
zaleznymi, a r i o zmiennymi niezaleznymi.

4.1.2 Wykresy

Niech funkcja f : X — Y. Przypomnijmy, ze wykresem funkcji f nazywamy
zbibr

W(f) ={(z,y) e X xY 1y = f(2)}.
Zatem dla funkcji f : R® — R, wykres bedzie podzbiorem przestrzeni R™t!.
Poniewaz nasza wyobraZnia ograniczona jest do obiektow trojwymiarowych, ry-

sowanie wykresu ma sens tylko dla funkcji dwoch zmiennych. Wtedy n = 2, a
wykres jest (zwykle) pewna powierzchnia w R3.
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Przyktad 4.1. Rozwazmy funkcje f : R? — R, f(z1,22) = 22 + 23. Aby zo-
baczy¢ jak wyglada wykres tej funkcji, przetnijmy go z kilkoma plaszczyznami,
réznie usytuowanymi w przestrzeni R3. Najprostsze plaszczyzny to te, ktére sa
wyznaczone przez osie ukladu wspolrzednych. Plaszczyzna rozpigta na osiach x,
i y ma réwnanie x; = 0. Podstawiajac te zaleznosé do funkcji f dostajemy funk-
cje zalezna tylko od zmiennej x1: f(x1,0) = 27, ktérej wykresem jest parabola.
Podobnie ktadac xo2 = 0 dostaniemy parabole, bedaca wykresem funkcji zalez-
nej od xy: f(0,72) = 3. Bedzie ona lezala na plaszczyznie wyznaczonej przez
osie 1 i y. Obie te plaszczyzny sg pionowe. Aby przeciaé nasz wykres plasz-
czyzng pozioma, polézmy y = a. Otrzymana krzywa bedzie zbiorem punktéw
(21, x2,y), spelniajacych réwnania

2 2
i +x5=a, Yy=a.

Jesli a > 0, krzywa ta bedzie okregiem o $rodku (0,0,a) i promieniu y/a. Dla
a = 0 okrag stanie sie¢ punktem (0,0, 0). Dla a < 0 zbiér bedzie pusty. Opisane tu
ciecia powinny wystarczy¢ do wyobrazenia sobie i narysowania wykresu funkcji.
(Patrz Rys. 4.1.) O

€2

Z1

Rysunek 4.1: Wykres funkcji y = 23 + 23

Dokonujac odpowiednich cigé mozemy naszkicowaé wykres dowolnej funkeji
dwdéch zmiennych. Czasami moze tu by¢ pomocne inne niz zwykle usytuowanie
osi ukladu wspolrzednych. Pamietajmy, ze faktycznie rysujemy tylko rzut wy-
kresu znajdujacego si¢ w przestrzeni na plaszczyzne. Teoretycznie nic nie stoi na
przeszkodzie w narysowaniu takiego rzutu na plaszczyzne obiektu z przestrzeni
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cztero- lub wiecejwymiarowej. Problem polega tylko na naszych ograniczeniach
w percepcji takich obiektéw.
Paradoksalnie, doéé klopotliwe jest rysowanie wykresu (uogdlnionej) funkcji
liniowej
Yy = 121 + coxo + b. (4.1)
Wykresem tej funkcji jest plaszczyzna. Zeby zobaczyé jej rzut na plaszezyznie
(czyli na kartce, na ktérej rysujemy ), musimy ograniczy¢ sie tylko do pewnego jej
fragmentu. Dobrze jest zaznaczy¢ punkty przeciecia plaszczyzny z osiami oraz
proste, ktére otrzymamy przecinajac ja z plaszczyznami wyznaczonymi przez

te osie. W tym celu dobrze jest przeksztalcié réwnanie (4.1) do tzw. postaci
odcinkowej

—+—=+==1 4.2
+ +a (4.2)

Mozna tak zrobié, jedli ¢; i ¢ sa rézne od zera. Wtedy liczby aq,as i a wyzna-
czaja wspoOlrzedne przecigcia plaszezyzny z osiami. (Rys. 4.2)

Ly

€2

az

T1 ai

Rysunek 4.2: Plaszezyzna 7+ + 22 + 2 =1

4.1.3 Warstwice

Czesto zamiast wykresu funkcji wielu zmiennych wygodniej jest narysowaé jej
warstwice. Warstwicg funkcji f : R — R dla wartosci @ € R nazywamy prze-
ciwobraz elementu a wzgledem f, czyli zbiér punktéw

{z eR": f(x) = a}.
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Warstwice potrafimy narysowaé dla n = 2 in = 3 (réwniez dla n = 1, ale ten
przypadek jest malo ciekawy).

Jesli n = 2, warstwica jest zazwyczaj krzywa na plaszczyznie. Zgodnie z defi-
nicja, jest to zbidr punktow, w ktérych funkcja f przyjmuje jednakowe wartosci.
Uktad warstwic, narysowany dostatecznie gesto, pozwala okresli¢ zachowanie sig¢
funkc;ji.

Jesli za zmienne niezalezne przyjmiemy dlugos$¢ i szerokosé geograficzna (i
ograniczymy sie do malego obszaru kuli ziemskiej aby zaniedbaé jej zakrzywie-
nie), natomiast zmienng zalezng bedzie wysoko$é nad poziomem morza, to war-
stwice tak zdefiniowanej funkcji beda znanymi nam skadinad poziomicami. Po-
ziomice tacza punkty o jednakowej wysokosci nad poziomem morza. Ich uktad na
mapie pozwala zorientowaé sie jaki charakter ma powierzchnia Ziemi w rozwaz-
nym rejonie. Zauwazmy, ze ta powierzchnia bedzie dokladnie wykresem funkcji
wysokosci.

Przyktad 4.2. Rozwazmy funkcje f(x1,22) = 22 + 23 z Przykladu 4.1. War-
stwice tej funkcji beda zadane réwnaniami

xf—f—x%:a

dla @ > 0. Beda to koncentryczne okregi na plaszczyZnie o $rodku w (0,0).
Zauwazmy, ze okregi te mozemy otrzymac rzutujac na plaszczyzne xizs okregi
w R3, ktére otrzymalidémy przecinajac wykres funkcji f z plaszczyznami pozio-
mymi. Warstwice ilustruje Rys. 4.3. O

AI’Q

x1
-

Rysunek 4.3: Warstwice funkcji y = 2% + 23

Dla n = 3 warstwice funkcji beda (zwykle) powierzchniami w R3. Zauwazmy,
ze w tym przypadku nie potrafimy narysowaé wykresu funkcji. Zatem, war-
stwice, ktére zwykle daja sie narysowaé, stanowia cenna pomoc w opisywaniu
funkcji trzech zmiennych. Jakkolwiek rachunek rézniczkowy dla funkcji czterech
czy pieciu zmiennych nie rézni sie zasadniczo od rachunku rézniczkowego funkcji
dwdéch lub trzech zmiennych, to jednak mozliwos¢ zobaczenia wykresu lub war-
stwic funkcji znakomicie utatwia zrozumienie i analiz¢ studiowanych probleméw.
Jesli jestesmy w stanie cokolwiek narysowaé, nie unikajmy tej okazji.
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Przykltad 4.3. Modyfikujac Przyktad 4.2 rozwazmy funkcje trzech zmiennych
f(x1, 22, 23) = 23 + 2% + 23. Warstwice tej funkcji beda mialy postaé

2 2 2
i +x5+x3=a, a=>0.

Réwnanie to opisuje sfere w R? o srodku w punkcie 0 i promieniu v/a. Dla a = 0
sfera ta staje sie¢ punktem 0. O

4.1.4 Funkcje z R w R"

Funkcje zadane na zbiorze liczb rzeczywistych (lub jego podzbiorze) mozna uwa-
zaé za opisy parametryczne krzywych w R”. Zwykle nie rysuje sie wykresdéw
takich funkcji, chociaz dla n = 2 mozna by to zrobi¢. Zamiast tego rysujemy
obraz takiej funkcji, czyli wlasnie krzywa (lub prosta).

Przyklad 4.4. Oznaczmy zmienng niezalezna przez t. Czasami wygodnie jest
interpretowaé ja jako czas. Niech f : [0,27) — R?,

o=( )

(traktujemy wartosci funkeji f jako wektory kolumnowe). Kazdemu t odpowiada
doktadnie jeden punkt na okregu jednostkowym z% + 22 = 1. Zatem funkcja f
jest opisem parametrycznym okregu o srodku w (0,0) i promieniu 1. Latwo
ja zmodyfikowaé tak, aby opisywala dowolny okrag na plaszczyznie. Mozna ja
tez rozszerzy¢ na cala prosta. Bedzie ona wtedy nadal opisem parametrycznym
tego samego okregu. Teraz jednak kazdemu punktowi na okregu bedzie odpo-
wiadalo nieskonczenie wiele parametrow t. Beda one réznily sie miedzy soba o
wielokrotno$¢ 2. O

Opis parametryczny krzywej mozemy interpretowacé jako recepte na skon-
struowanie tej krzywej. Recepta ta méwi: Wez punkt ¢ z prostej, oblicz f(t),
narysuj punkt f(¢) w przestrzeni R™ (jesli n < 3). Zréb to samo dla pozostalych
punktéw.

Szczegblnie przydatny bedzie dla nas opis parametryczny prostej. Prosta
na plaszczyznie lub w przestrzeni wyznaczona jest przez dwa elementy: punkt,
przez ktory przechodzi, i wektor kierunkowy, do ktérego jest réwnolegla. Do-
ktadnie tak samo mozna opisa¢ prosta w przestrzeni n-wymiarowej. Niech b =
(b1,... ,bn) bedzie punktem w R™, przez ktéry przechodzi rozwazana prosta,
natomiast a = (ay,...,a,) wektorem kierunkowym tej prostej. Jak widaé za-
pisy punktu i wektora niczym sie tu nie réznia. Inna natomiast jest interpretacja
geometryczna tych obiektow. Dodajac wektor a do punktu b przesuwamy niejako
punkt b wzdluz prostej, otrzymujac inny punkt na niej lezacy, a + b. Zamiast
przesuwaé¢ o a, mozna przesuna¢ b o wektor ta, gdzie t € R. Wektor ta ma
ten sam kierunek co a, natomiast inna dlugosé i, byé moze, zwrot (jesli t jest
ujemne). Zatem punkt ta + b tez nalezy do rozwazanej prostej. Co wigcej kazdy
punkt prostej ma postac ta + b dla dokladnie jednego t. W szczegdlnosci, punkt
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b odpowiada wartosci parametru ¢ = 0. Jedli zatem przez x = (x1,...,2n)
oznaczymy punkt prostej, to dostaniemy jej opis parametryczny

r =ta+b.

Réwnosé ta definiuje funkcje f: R — R™, dla ktérej ¢ jest zmienng niezalezna,
a x zmienna zalezna (lub zespolem zmiennych niezaleznych x1,... ,z,).

Przyktad 4.5. Funkcja f(t) = (3t + 7,15t —4)T (T oznacza transpozycje) jest
opisem parametrycznym prostej

r1=3t+7, xzo=15t—4.
Pozbywajac sie parametru ¢, otrzymamy zaleznos¢ miedzy x1 i z2
To = 51’1 — 39,

co jest standardowym opisem prostej na plaszczyznie. O

W Przyktadzie 4.5 prosta moze by¢ opisana jednym réwnaniem wiazacym
z1 1 @9, co wydaje si¢ prostsze niz dwa réwnania (lub réwnanie wektorowe)
zadajace opis parametryczny. W przestrzeni tréjwymiarowej juz tak jednak nie
jest. Jedno rownanie liniowe opisuje plaszczyzne, a nie prosta. Musimy uzyé

dwdch takich réwnan aby opisa¢ prosta. Opis parametryczny zapewnia jednolity
opis niezaleznie od wymiaru przestrzeni, w ktorej lezy prosta.

4.2 Pochodne funkcji wielu zmiennych

4.2.1 Ciaglosé funkcji

Zanim zdefiniujemy pochodne funkcji wielu zmiennych, sprecyzujmy pojecie cia-
glodci takiej funkcji. Jest ono naturalnym uogdélnieniem pojecia ciagtosci funkeji
jednej zmiennej.

Rozwazmy ciag punktéw (g )ken W przestrzeni R™. Niech xy, = (zg1, ..., Tkn)-
Moéwimy, ze ciag (x,) dazy do zo = (Zo1,-..,%on) € R, jesli dla kazdego
i=1,...,n, limg_, o xx; = xg;. Oznacza to zbieznosé dla kazdej wspoélrzedne;j.

Majac pojecie zbieznosci ciggu punktow w przestrzeni R™, definiujemy gra-
nice funkcji f : R — R w punkcie zg € R". Definicja jest identyczna jak dla
funkcji jednej zmiennej. Pojecie ciagtoéci w punkcie i ciagtosci w caltej dziedzinie
réwniez przenoszg si¢ bez problemu na przypadek wielowymiarowy. Wiekszosé
funkcji wielu zmiennych, ktére bedziemy rozwazaé, bedzie ciaggltych. Warto jed-
nak wiedzieé, ze czasami sprawdzenie ciaglosci nie jest proste.

Rozwazmy teraz odwzorowanie f : R® — R™. Wtedy f mozna rozpisa¢ na
sktadowe, f = (f1,...,fm)?. Méwimy, ze f ma granice w punkcie, lub jest
ciagta, jesli kazda ze sktadowych f; ma te wlasnosé.
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4.2.2 Pochodne pierwszego rzedu

Niech f:R? — R ip = (p1,p2) € R% Zdefiniujemy pochodng czqstkowq funkcji
f wzgledem zmiennej x1 w punkcie p jako granice nastepujacego ilorazu rézni-
cowego

AQE@): f(p1+ Azy,p2) — f(p1,p2)
8.’1,‘1 Az —0 Axl

. (4.3)
Jest to faktycznie iloraz réznicowy funkcji jednej zmiennej x;

r1 — f(x1,p2)

obliczony w punkcie z1 = p; dla przyrostu Ax;. Podobnie definiujemy pochodna
czastkowa funkcji f ze wzgledu na zmienng x5, oraz pochodne czastkowe funkcji
trzech lub wigcej zmiennych. Pochodna 0f/0x;(p) dla p € R™ opisuje predkosé
zmian funkcji f wzdtuz osi x; w punkcie p. Jedli bedziemy zmieniaé¢ punkt p, w
ktérym liczymy pochodng czastkowa, otrzymamy funkcje n zmiennych

of :R" = R,
8.73i
zdefiniowang w naturalny spos6b
o
—
p 8.731 p Y
gdzie p = (p1,... ,pn) (zamiast p mozemy teraz pisaé x). Obliczanie pochod-

nych czastkowych jest rownie proste jak obliczanie pochodnych funkcji jed-
nej zmiennej. Obliczajac pochodng df/0x; traktujemy pozostale zmienne jako
state, tak jakby nasza funkcja zalezata tylko od x;. Na przyklad dla funkcji
f(z1,29) = 2323 otrzymamy

0

a—jl(xl,xg) = 2:51:1731
1

0

a—i(xl,xz) = 4aixs.

Uogodlnieniem pochodnych czastkowych sa pochodne kierunkowe. Opisuja one
predko$¢ zmian funkcji w punkcie p w kierunku dowolnego wektora a € R™.
Pochodng kierunkowq definiujemy nastepujaco

Fulp) = I 0+ ). (14)

Zamiast zmiennej z € R™ podstawiamy tu wyrazenie p + ta. Jest to opis pa-
rametryczny prostej o wektorze kierunkowym a przechodzacej przez punkt p.
Zauwazmy, ze funkcja

t— f(p—+ta)
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jest zwykla funkcja jednej zmiennej. Jej wartosé dla ¢t = 0 jest réwna f(p).
Niech e; oznacza wersor i-tej osi. Sktada sie on z samych zer, oprocz miejsca
i-tego, w ktérym stoi 1. Mozna pokazaé, ze

_of
a al‘i

fe.(p) (p)- (4.5)
A wiec rzeczywiscie pochodne czgstkowe stanowig szczegélny przypadek pochod-
nych kierunkowych. Zdefiniujmy gradient funkcji f : R® — R w punkcie p jako
wektor wierszowy w R”™

VI0) = (5L 0) 5 0). (4.6)

Gradient w punkcie p jest tez czesto oznaczany przez f’(p), tak jak pochodna
funkcji jednej zmiennej, lub grad f(p). Zauwaz, ze dla n = 1 gradient rzeczy-
wiscie staje sie zwykla pochodna. Dla funkcji, ktore sa dostatecznie regularne
(np. pochodne czastkowe sa ciagle) istnieje prosta zaleznosé miedzy pochodnymi
kierunkowymi a gradientem

fa) =V £D)-a, (4.7)

gdzie kropka oznacza mnozenie macierzy (dokladniej wektora wierszowego przez
wektor kolumnowy).

Przyktad 4.6. Niech f(z1,72) =22 + 23, p=(1,2) i a = (2, 3). Wtedy
Vf(mla xQ) = (2:817 21’2),
a zatem

fip)=(2,4) (2,37 =2-244-3=16. O

4.2.3 Warunki konieczne na ekstrema lokalne

Rozwazmy funkcje n zmiennych f : R — R. Funkcja ta osiaga minimum lokalne
w punkcie zg € R, jesli istnieje otoczenie otwarte U punktu zo, takie, ze dla
kazdego punktu x € U, f(x) > f(xo).

Zmieniajac znak nieréwnosci w powyzszej definicji otrzymamy definicje mak-
simum lokalnego. Zauwazmy, ze obie te definicje sa takie same jak w przypadku
funkcji jednej zmiennej. Przez otoczenie otwarte punktu zg w przestrzeni R™
rozumiemy zwykle kule otwarta K (zg,r) o $rodku w ¢ i promieniu 7.

Maksima i minima lokalne nazywamy ekstremami lokalnymi. Jednym z gtéw-
nych probleméw ekonomii jest optymalizacja, czyli szukanie ekstreméw lokal-
nych pewnych funkcji. Funkcje te zwykle zaleza od wielu zmiennych.

Nastepujace twierdzenie daje warunek konieczny na ekstremum w punkcie
Zo.

Twierdzenie 4.7. Jesli funkcja f ma ekstremum w punkcie xg oraz posiada w
tym punkcie pochodng kierunkowq f.(xo) w kierunku a, to f.(xo) = 0. O
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Whniosek 4.8. Jesli funkcja f ma ekstremum w punkcie xo oraz posiada wszyst-
kie pochodne czqstkowe w tym punkcie, to sq one réwne zeru, tzn. Of /0x;(xo) =
0 dla kazdegoi=1,... ,n. O

Funkcje, ktérymi bedziemy sie zajmowali beda dostatecznie regularne; beda
mialy ciggle pochodne czastkowe w kazdym punkcie, a pochodne kierunkowe
beda kombinacjami liniowymi pochodnych czastkowych. W takiej sytuacji be-
dziemy sprawdzali tylko zerowanie sie pochodnych czastkowych.

Punkt z¢ € R, dla ktorego wszystkie pochodne czastkowe funkcji f sa réwne
zero, nazywamy punktem krytycznym funkcji f.

Przyklad 4.9. Niech f(x1,22) = 23 + 23. Wtedy 0f/0z1(z1,22) = 221 i
Of /0xa(x1,22) = 2x9. A zatem jedynym punktem krytycznym jest punkt o
wspotrzednych z1 = 01 2o = 0. Poniewaz funkcja f przyjmuje wartosé 0 w tym

punkcie, oraz f(z) > 0 dla = # (0,0), wiec f ma minimum (lokalne) w zerze.
Jedli zmienimy funkcje f na f(z1,72) = 27 — 23, znowu jedynym punktem
krytycznym bedzie punkt (0,0). Tym razem jednak, jak przekonamy si¢ p6Zniej,
w punkcie tym funkcja f nie bedzie miala ekstremum. Jest to bowiem punkt
siodtowy. Gdy zmieniamy zmienng z1, funkcja roénie, gdy zmieniamy x5, maleje.
O

4.2.4 Pochodne wyzszych rzedow

Jedli w kazdym punkcie x € R™ funkcja f : R — R ma pochodna czastkowsa
Of /0x;(x), to mozemy rozwazaé funkcje

of
3581'

:R" — R,

ktéra punktowi x € R™ przyporzadkowuje liczbe 0f /0x;(x). Poniewaz jest ona
znowu funkcja n zmiennych, mozemy rozwazac¢ jej pochodne czastkowe. Beda
to pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji f. Zdefiniujmy wiec

of _ 0 of
axjaxi o 8$j (r“).’tZ ’

Jedli i # j, takie pochodne nazywamy mieszanymi. Jesli j = i, piszemy

R2f  9f

Or;0x; 0%’

Analogicznie definiujemy pochodne czastkowe trzeciego, czwartego i wyzszych
rzedow.

Przyktad 4.10. Niech f(z,y) = 23y? — 22 + 4y. Wtedy

0 0
a*i(x,y) = 32y* - 2, aijc(x,y) = 22°y + 4.
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Zatem
0% f o*f
- J =6 2 o =6 2
5z (1Y) = 6ay”, g0z (z,y) = 627y,
oraz
*f 2, OPf 3
=6 —5 = 2z°.
Kontynuujac, mozemy na przyktad obliczyé
O f
— =12zy. O
Fadydz ) = 122

Zauwazmy, ze w Przykladzie 4.10 pochodne mieszane rzedu drugiego sa
rowne. Nie jest to przypadek.

Twierdzenie 4.11. Jesli pochodne mieszane 02 f /0x;0x; i 0 f /0xj0x; sq cig-
gle, to sq rowne:
o*f 0f R
8xi8xj a 8953-83:17
W zagadnieniach optymalizacji bedziemy uzywaé¢ macierzy sktadajacej sie z
pochodnych czastkowych drugiego rzedu. Nazywamy ja hesjanem:

’f 2*f *f
31:% Ox10xo e 010z,
0% f 2f o’ f
Hf — Ox2011 O3 T 8:62.82:” (48)
o _&f o’ f
0xndxry  Oxndxy 7 ox?2

Zauwazmy, ze hesjan jest macierza zalezna od tych samych zmiennych, od kto-
rych zalezy funkcja f.

Przykltad 4.12. Dla funkcji f z Przyktadu 4.10 hesjan bedzie wygladal naste-
pujaco

6xy® 622

4.2.5 Warunki wystarczajace na ekstrema

Rozwazmy funkcje f : R™ — R oraz zdefiniujmy nastepujace funkcje

2f o%f
89:% Ox10x;
32 f 9%f

dlai=1,...,n. Zauwazmy, ze A = 0% /022 oraz A,, = det H f.
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Twierdzenie 4.13. Zalézimy, Ze punkt xog = (xo1,... ,Ton) jest punktem kry-
tycznym funkcji f.

Jesli Aj(xg) >0 dlai=1,...,n, to w punkcie xg funkcja [ posiada minimum.
Jesli (—1)'Ai(zg) > 0 dla i = 1,...,n, to w punkcie xo funkcja f posiada
maksimum. O

Ostabiajac wprowadzone warunki otrzymamy warunki konieczne na eks-
trema.

Twierdzenie 4.14. Zaloimy, Ze funkcja f ma ciggle pochodne czgstkowe dru-
giego rzedu w otoczeniu punktu xq.
Jesli f ma w xg minimum lokalne, to Aj(xo) >0 dlai=1,... ,n.

Jesli f ma w xg maksimum lokalne, to (—1)*A;(xg) > 0. O
Dla funkcji dwéch zmiennych mozna zatem otrzymaé nastepujacy wniosek.

Stwierdzenie 4.15. Niech xo bedzie punktem krytycznym funkcji f : R? — R.
Jesli Aa(xg) < 0, to w punkcie Ty nie ma ekstremum. O

Jedli n = 2 oraz Ay(zg) = 0, to informacja zawarta w hesjanie, to znaczy
drugie pochodne czastkowe, nie wystarcza do rozstrzygniecia czy w punkcie xg
jest ekstremum, czy tez go nie ma.

Nastepujacy przyklad wylicza typowe sytuacje, ktore moga sie zdarzy¢ dla
n=2.

Przyktad 4.16. Niech f:R? — R.
a) f(z,y) = 2% + y*. Wtedy
20
m= (5 2)

a zatem A; = 2 > 0 oraz Ay = 4 > 0. Oznacza to, ze w punkcie krytycznym
xo = (0,0) funkcja f posiada minimum.

b) f(z,y) = —2? — y%. Punkt (0,0) jest jedynym punktem krytycznym. Tym
razem jednak A; = —2 < 01 Ay =4 > 0, a zatem w punkcie (0,0) funkcja
osiagga maksimum.

¢) f(x,y) = 2% — y%. Podobnie jak poprzednio, (0,0) jest jedynym punktem
krytycznym. Zauwazmy, ze Ay = —4 < 0, zatem f nie ma ekstremum.

d) Zastapmy w poprzednich przyktadach x? przez x#, a y? przez y*. Punkt (0,0)
pozostanie jedynym punktem krytycznym kazdej z tak utworzonych funkcji.
Pochodne czastkowe rzedu 2 beda réwne 0 w punkcie krytycznym, co spowoduje,
ze As bedzie rowne 0 we wszystkich trzech przypadkach. Bedzie to oznaczalo,
ze na podstawie hesjanu nie potrafimy okresli¢ charakteru punktu krytycznego.
Poniewaz zachowanie funkcji ## jest podobne do zachowania funkcji 22, mozemy
oczekiwaé, ze podobny bedzie charakter punktéow krytycznych. Tak bedzie w
istocie. Otrzymamy kolejno minimum, maksimum i punkt siodtowy. O

Podobna analize¢ mozna przprowadzi¢ dla funkcji trzech lub wigcej zmien-
nych. W szczegdlnodei, jesli Ag(zg) < 0, to w 29 na pewno nie ma ekstremum.
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4.2.6 Ekstrema globalne

Ekstrema globalne to warto$¢ najwieksza i wartos¢ najmniejsza przyjmowane
przez funkcje, czyli maksimum globalne i minimum globalne. Nie zawsze funk-
cja osiaga wartosé najwieksza lub najmniejsza. Na przyklad funkcja f(z,y) =
2?2 + y? osiaga warto$é najmniejsza w punkcie (0,0), ale nie osigga wartosci
najwickszej. Nastepujace twierdzenie podaje warunki wystarczajace na to, aby
istnialy ekstrema globalne (poréwnaj z Twierdzeniem 3.21).

Twierdzenie 4.17. Niech A CR™ i f : A — R. Jesli zbior A jest domkniety
i ograniczony, natomiast funkcja f jest ciggla, to f osigga w zbiorze A warto$é
najwiekszq i najmniejszq. O

Uwaga 4.18. Proste rozumowanie pozwala zredukowaé poszukiwania ekstreméw
globalnych do znanych juz czynnosci. Mianowicie, wartos¢ najwieksza i wartosé
najmniejsza mogg by¢ przyjmowane tylko w ekstremach lokalnych, lub na brzegu
zbioru A (zgodnie z Twierdzeniem 4.17, zbiér A powinien by¢ domkniety, a wiec
zawieraé¢ punkty brzegowe). To daje nam prosta strategie poszukiwania eks-
treméw globalnych. Znajdzmy najpierw wszystkie punkty krytyczne wewnatrz
zbioru A i obliczmy w nich wartoéci funkcji. Nastepnie znajdzmy punkty kry-
tyczne na brzegu. Porownajmy otrzymane wartosci funkcji, znajdujac wartosé
najwieksza i warto$¢ najmniejsza. O

Przyktad 4.19. Niech funkcja f(z,y) = 322 —4y?—6x+8y—1 bedzie okreslona
na tréjkacie ograniczonym prostymi x = 0,y = 0iz+y = 1 (patrz Rysunek 4.4).

by
max O

a min

Rysunek 4.4: Ekstremum funkcji zadanej na tréojkacie

Zmajdzmy najpierw punkty krytyczne. Pochodne czastkowe wynosza

of

0
%(x,y) = 6z — 6, *f(%y) = —8y +8,

dy

zatem jedynym punktem krytycznym jest punkt (1,1) nie nalezacy do rozwa-
zanego zbioru. Zatem wartosci najwieksza i najmniejsza osiagane sa na brzegu.
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Sktada sie on z trzech odcinkow a, b i c. Znajdzmy wartos¢ najwieksza i wartos$é
najmniejsza funkcji f na kazdym z nich.

Odcinek a mozemy opisaé¢ nastepujaco: y =0 i z € [0, 1]. Uwzgledniajac to,
dostajemy funkcje jednej zmiennej

g(x) == f(z,0) = 32> — 62 — 1, z€]0,1].

Stosujac znane metody funkcji jednej zmiennej, znajdujemy, ze wartos¢ naj-
mniejsza przyjmowana jest dla = 1, g(1) = —4, natomiast warto$¢ najwieksza
dlaz =0, g(0) = —1.

Odcinek b opisujemy przy pomocy warunkéw: y = 1 —z i z € [0, 1]. Znowu
dostajemy funkcje na odcinku [0, 1], tym razem h(x) = f(z,1—2) = —2?—6x+3.
Wartosé najwigksza osiagana jest dla = 0, h(0) = 3, warto$¢ najmniejsza dla
x=1, h(1) = —4.

Odcinek ¢ zadany jest przez warunki: z = 01y € [0, 1]. Podstawiajac dosta-
jemy funkcje zmiennej y: k(y) = £(0,y) = —4y? +8y — 1. Przyjmuje ona wartosé
najmniejsza dla y = 0, k(0) = —1, a warto$¢ najwieksza dla y = 1, k(1) = 3.
Sprawdz wszystkie podane tu wyliczenia!

Zauwazmy, ze wszystkie punkty, ktére otrzymaliSmy leza w wierzchotkach
tréjkata. Przez proste poréwnanie znajdujemy wartosé najwieksza 3 = f(0,1)
oraz najmniejsza —4 = f(1,0). O

4.2.7 Metoda mnoznikéw Lagrange’a

Podczas szukania najwiekszej i najmniejszej wartosci funkeji na zbiorze ogra-
niczonym i domknietym, musimy zbada¢ zachowanie tej funkcji na brzegu roz-
wazanego zbioru. Brzeg ten zwykle opisuje si¢ jednym lub kilkoma réwnaniami

typu
g(x1, 22, ... ,xy) =0. (4.9)

Ekstrema funkcji f : R™ — R z ograniczeniem (4.9) nazywaja sie ekstremami
warunkowymi lub wzglednymsi .
Jedli potrafimy wyliczy¢ z réwnania (4.9) jedna ze zmiennych, np.

Tp = §0($17 e 7:1771—1)7

mozemy podstawié te zaleznosé zamiast zmiennej x,, we wzorze badanej funkcji,
redukujac w ten sposéb liczbe zmiennych o jeden.

Czesto jednak nie potrafimy rozwiklaé réwnania (4.9). W takim przypadku
mozemy postuzyé sie metoda mnoznikow Lagrange’a. Rozwazmy problem opty-
malizacji funkcji f : R® — R z ograniczeniem (4.9). Utwérzmy funkcje La-
grange’a

LN z1,... xy) = f(z1,. ., Zny A) + Ag(21, - .., Zn). (4.10)
Dodatkowa zmienna A nazywamy mnoznikiem Lagrange’a. Niech punkt xg =
(zo1,- .. ,Zon) spelnia ograniczenie g(xg) = 0. Zaldézmy, ze funkcja f przyjmuje

w 2o ekstremum lokalne przy ograniczeniu (4.9), oraz, ze gradient funkcji g w
xg jest rézny od zera.
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Twierdzenie 4.20. Jesli xg jest punktem ekstremalnym, to istnieje liczba \*,
taka, ze punkt (\*,x0) jest punktem krytycznym funkcji Lagrange’a L, tzn. za-
chodzq nastepujgce warunki

oL
ﬁ(xo’)\*) =0. (4.11)
oraz
L
ng(ﬂco,)\*)zo, i=1,...,n (4.12)

O

Twierdzenie 4.20 opisuje warunki konieczne na ekstrema warunkowe. Po-
niewaz L zalezy liniowo (afinicznie) od A, to warunek (4.11) jest réwnowazny
warunkowi g(z) = 0. Oznacza on spelnienie ograniczenia przez punkt z( i nie
pojawia sie w nim mnoznik Lagrange’a A*. Mnoznik ten pojawia sie¢ w warunku
(4.12), ktéry moze byé interpretowany jako relacja miedzy gradientami

(o) = =X\"g (o). (4.13)

Poniewaz gradienty sa wektorami (wierszowymi), zalezno$é¢ oznacza, ze gra-
dienty funkcji f i g w punkcie ekstremalnym xy maja ten sam kierunek (jesli
tylko f'(zo) # 0). Moga mieé natomiast rézne dlugosci i rézne zwroty, co re-
prezentowane jest przez A*. Poniewaz gradient jest prostopadly do warstwicy,
warunek (4.13) oznacza, ze w punkcie optymalnym (maksimum lub minimum),
warstwica funkcji f jest styczna do zbioru dopuszczalnego zadanego przez ogra-
niczenie g(x) = 0. Zbidr ten jest warstwica zerowa funkeji g. Jesli f'(zg) = 0,
musimy wziaé¢ A" = 0.

Twierdzenie 4.20 pozwala nam znalezé punkty krytyczne. Aby ustali¢, czy
w punktach tych sa rzeczywiscie ekstrema, stosujemy warunki rzedu 2.

Zauwazmy, ze hesjan funkcji Lagrange’a ma nastepujaca postac

0 9g 9g 9y
Oxq Oxo e Oy,
dg 9L %L
Oz Ox? to t 0x10Ty
HL = 99 9’L _90°L (4.14)
Oz Ox20x1 e e O0x20x,
dg 22L 2L
ox, Ox,0x1 ce T 0T, Oxp
Zdefiniujmy
0 9y 9g 9g
oxq Oxo Oz,
dg 9L 9L
dxr O3ttt Owida,
A, =| 99 L L (4.15)
Oxo Oxo0x1 e e Oxo0x;
dg 8%L %L
BEi 6@8351 e e 611611
dlai=2,...,n. Zauwazmy, ze A; jest wyznacznikiem (i + 1) x (i + 1), oraz, ze

zalezy ona od A i x.
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Twierdzenie 4.21. Zaldimy, ze punkt (\*,xq) jest punktem krytycznym funk-
cji Lagrange’a.

Jesli (—1)'A;(X\*,20) > 0 dlai = 2,...,n, to w punkcie xo funkcja f osigga
maksimum wzgledne (przy ograniczeniu (4.9)).

Jesli A;(N*,x0) < 0dlat=2,...,n, tow punkcie xo funkcja f osigga minimum
wzgledne (przy ograniczeniu (4.9)). O

Whniosek 4.22. Niechn = 2 i niech (\*, z¢) bedzie punktem krytycznym funkcji
Lagrange’a.

Jesli det HL(A*, o) > 0, to w punkcie xg funkcja f osigga maksimum lokalne
wzgledne (przy ograniczeniu (4.9)).

Jesli det HL(M*,xo) < 0, to w punkcie xg funkcja f osigga minimum lokalne
wzgledne (przy ograniczeniu (4.9)). O

Przyklad 4.23. ZnajdZmy ekstrema funkcji f(x,y) = 2z + 3y przy ogranicze-
niu 2 + y2 — 1 = 0. Funkcja Lagrange’a dla tego problemu ma postaé

L\ z,y) = 22 + 3y + M2® + 9% — 1).

Rozwiazmy uktad réwnan

L
%(Mc,y) =2’ +y?-1=0
L
g—()\,a:,y) =242\ =0
T
L

ktéry opisuje punkty krytyczne funkcji Lagrange’a. Otrzymamy dwa rozwiaza-
nia: \* = v/13/2, 2o = —2/v/13, yo = —3/+v/13. oraz \* = —v/13/2, g = 2//13,
yo = 3/v/13. Hesjan bedzie mial postaé

0 2z 2y

HL(\z,y)=| 2 2x 0

2y 0 2\
a zatem Ag(\, z,y) = det HL(\, z,y) = —8A\(2? + y?). W punkcie krytycznym
otrzymamy det HL(\*,xz9,90) = —8\*. Zatem dla \* = /13/2 otrzymamy
minimum, a dla \* = —\/ﬁ/ 2 maksimum. Zadanie mozna réwniez rozwigzaé
graficznie. Punkty krytyczne beda odpowiadaly tym punktom na okregu, w
ktérych styczna do okregu pokrywa sie z warstwica funkcji f. O

4.3 Przyktady zastosowan optymalizacji

Przykltad 4.24. Firma produkuje trzy rodzaje komputeréw. Ustalono naste-
pujace zaleznoéci popytu na te komputery od ich cen c¢1, co i ¢3 wyrazonych w
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zlotych
P, = 4000 —2¢1 +co +c3
P, = 60004 c¢; —3co +c3
P3 = 5000+Cl+62—263.

Znajdz ceny komputeréw, ktére zapewniajg maksymalny dochéd. Ile wyniesie
dochéd i jaki bedzie wéwczas popyt.

Rozwiazanie. Zakladajac, ze popyt na komputery bedzie rowny wielkosci sprze-
dazy, obliczamy dochdd firmy

D(Cl,CQ,Cg) = P101 + PQCQ + chg =

—2¢% — 3¢2 — 2¢2 + 4000c¢; + 6000cy + 5000c3 + 2¢1co + 2¢acs + 2¢1 3.

Chcac znalezé punkty krytyczne funkcji D, obliczamy pochodne czastkowe i
przyrownujemy je do 0

oD

8—(01, o, c3) = —4ey + 4000 + 2¢o + 2¢3 =0
C1
oD

87(61, Co, 63) = —6¢cy 4+ 6000 4+ 2¢1 + 2¢3 =0
2
oD

87(81, Ca, 63) = —4c3 4 5000 + 2¢1 + 2¢9 = 0.
3

Otrzymujemy c¢; = 9967, co = 7600 i c3 = 9833. Aby sprawdzié, czy znale-
zione rozwigzanie jest rzeczywiscie poszukiwanym maksimum, obliczamy hesjan
funkcji D. Jest on stala macierza 3 x 3.

-4 2 2
HD = 2 —6 2
2 2 4

Kolejne wskazniki A; wynosza: Ay = —4 <0, A =20 > 01 Az = —-24 < 0.
Zatem w znalezionym punkcie krytycznym funkcja D osiaga maksimum. Ta-
kie powinny by¢ zatem ceny komputeréw. Dochdd i popyt na kazdy komputer
znajdziesz tatwo podstawiajac uzyskane ceny do wzordw. O

Przyktlad 4.25. Firma reklamuje swoje wyroby w telewizji i radiu. Ustalono
nastepujaca zaleznosé¢ wielkosci sprzedazy z, wyrazona w jednostkach wyrobu,
od naktadéw na reklame w TV, z, i nakladéw na reklame w radiu, y, wyrazonych
w 1000 zt

2(x,y) = 50.000z + 40.000y — 102% — 20y — 10zy.
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Jakie naklady na reklame w telewizji i radiu przyniosa maksymalng wielkosé
sprzedazy?
Rozwiagzanie. Obliczmy pochodne czastkowe funkcji z i przyréwnajmy je do
zZera.
0z
%(x, y) = 50.000 — 20z — 10y =0

9
87’?(95, y) = 40.000 — 40y — 10z = 0.

Otrzymamy x = 428,57 i y = 2.285,72. Hesjan funkcji z ma postaé
—-20 -10
Hz= ( ~10 —40 >
A wiec Ay = =20 < 01i Ay =700 > 0. Zatem w znalezionym punkcie krytycz-
nym funkcja z osiaga maksimum.

Mozna zmodyfikowaé to zadanie nakladajac ograniczenie na sume wydatkdw
na reklame

z+y < 2.500.

Do tego dochodza naturalne ograniczenia x > 01iy > 0. W tym przypadku szu-
kaliby$my ekstremum globalnego w tréjkacie o wierzchotkach (0,0), (0,2.500) i
(2.500,0). Zauwazmy, ze maksimum lokalne znalezione weczesniej nie nalezy do
tego zbioru. Zatem warto$é najwieksza (maksimum globalne) musi byé przyjmo-
wane na brzegu tréjkata. Pokaz, ze bedzie to punkt na prostej z+y = 2.500. O

Przyklad 4.26. Nalezy ustali¢ optymalna lokalizacje osrodka stuzby zdrowia,
ktéry ma obstugiwaé mieszkancéw trzech miejscowosci o wspélrzednych (—20, 10),
(10, —10) i (40, 20). Niech (z,y) oznaczaja wspéirzedne osrodka zdrowia. Opty-
malna lokalizacja moze by¢ zdefiniowana na wiele réznych sposobéw. Najczedciej
stosowanym kryterium jest suma kwadratéw odleglosci oérodka od kolejnych
miejscowosci. Szukamy zatem minimum funkcji

f(z,y) = (x +20)% + (y — 10)% + (2 — 10)® + (y + 10)% + (z — 40)% + (y — 20)%.

Obliczmy pochodne czastkowe i przyréwnajmy je do 0

g(x,y) = 2(z + 20) + 2(z — 10) + 2(z — 40) = 0
of
7, (@ 9) =20y = 10) +2(y +10) +2(y ~ 20) = 0.

Otrzymamy z = 10, y = 6, 66. Latwo sprawdzi¢, ze jest to punkt, w ktérym funk-
cja f osiaga minimum. Zatem tam nalezy zlokalizowa¢ o$rodek stuzby zdrowia.
Kryterium optymalnosci mozna zmodyfikowaé¢ uwzgledniajac liczby mieszkan-
cOw poszczegdlnych miejscowosci. Kazdy kwadrat odlegto$ci mozna pomnozyé
przez liczbe mieszkancéw. Jesli tak wprowadzone wagi beda rézne dla réznych
miejscowoéci, optymalna lokalizacja zmieni sie. Przesunie sie ona w kierunku
miejscowosci o wigkszej liczbie mieszkancow. O



Rozdziat 5

Rachunek calkowy

5.1 Calka nieoznaczona

5.1.1 Definicja

Niech funkcja f bedzie okreSlona na przedziale (a,b) i przyjmuje wartosci rze-
czywiste. Funkcjg pierwotng funkcji f nazywamy kazda funkcje F : (a,b) — R,
taka, ze F' = f, tzn. Vz € (a,b) : F'(z) = f(x).

Na przyklad funkcja f(x) = 2z, x € R, ma funkcje pierwotna F(z) =
22, bo d/dx(x?) = 2z. Jesli C jest stala, to funkcja G(x) = 22 + C tez jest
funkcja pierwotna funkcji f, gdyz stata znika przy rézniczkowaniu. Jasne jest
wiec, ze jesli funkcja ma funkcje pierwotna, to ma ich réwniez nieskonczenie
wiele. Mozna pokazaé, ze kazde dwie funkcje pierwotne danej funkcji f rézniag
sie o stala. Zatem wszystkie funkcje pierwotne funkeji f(z) = 2z maja postaé
F(x) = 2% + C, gdzie C jest pewna stala rzeczywista.

Doktadnie tak samo mozna zdefiniowa¢ funkcje pierwotna funkcji f okreslo-
nej na roztacznej sumie przedzialéw otwartych. Funkcje pierwotne beda jednak
w takim przypadku zalezaly od wigkszej liczby stalych. Dokladniej, na kaz-
dym przedziale otwartym, wchodzacym w sktad dziedziny, mozemy wybraé inng,
stata.

Calkg nieoznaczong funkcji f (lub catka w sensie Newtona z f) nazywamy
zbiér wszystkich funkeji pierwotnych funkeji f, oznaczany przez [ f(x)dz, lub
krétko, f f. Funkcje, ktéra posiada calke (czyli, taka, ktéra ma funkcje pier-
wotna) nazywamy calkowalng (w sensie Newtona).

Na przyklad, [2zdx = 22 + C, gdzie C, jak poprzednio oznacza dowolna
stala rzeczywista.

Znajdowanie calek nieoznaczonych, jak sugeruje powyzszy przyklad, polega
na zgadywaniu. Zgadywanie to nie zawsze jest jednak proste. W odrdznieniu
od rézniczkowania, ktére wymaga opanowania kilku podstawowych wlasnosci i
kilku wzoréw, caltkowanie czesto sprawia klopoty. Mozna powiedzieé, ze réznicz-
kowanie jest rzemioslem, a catkowanie sztuka. Jak kazda sztuka, rowniez sztuka
catkowania dysponuje pewnymi technikami, ktére nalezy opanowacé. Niestety, nie

105
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zawsze jest jasne, ktéra z tych technik prowadzi do celu, ani jak maja wygladaé
poszczegdlne kroki. Skuteczne catkowanie wymaga wprawy i doSwiadczenia.

Mozna pokazaé, ze kazda funkcja ciagla posiada funkcje pierwotna. Niestety,
nie zawsze wiemy jak taka funkcje zapisaé. Na przyklad, funkcja

2

flx)=e", (5.1)

jest ciagla na calej prostej, zatem posiada funkcje pierwotna (czyli réwniez catke
nieoznaczona). Niestety, funkcji pierwotnej nie da sie wyrazié¢ przez funkcji ele-
mentarne, tzn. kombinacje funkcji trygonometrycznych, wyktadniczych, wielo-
mianowych i odwrotnych do nich. Funkcja (5.1) i jej calka nieoznaczona sg
bardzo wazne w zastosowaniach. To, ze calka ta nie da si¢ wyrazi¢ przez funkcje
elementarne, powoduje liczne klopoty rachunkowe.

Mimo wspomnianych trudnosci, wiele funkcji potrafimy latwo scaltkowaé.
Najprostsze wzory wynikaja ze znajomosci wzoréw na rozniczkowanie. Na przy-
ktad
[z%de = 52t + C dla a # —1, bo %D%on‘ﬂ +C = z°.

Podobnie

[z tde =Inz+C,
[sinzdx = —cosz + C,
Jcosadx =sinz + C,

J
J

f\/l—xz
J[a® =a*/Ina+C,
[et=e"+C.

Najwazniejsza wlasnoscig calki jest liniowos¢:

[t =afs+o [0

gdzie a,b € R, a f i g sa funkcjami catkowalnymi, okredlonymi na tym samym
przedziale. Wlasnoé¢ ta pozwala, na przyklad, policzyé caltke wielomianu.
[(a" =223 + 4)dx = [27dw — 2 [2Pde + 4 [do = $2® — 22 + 42+ C

s—dr =tgx + C,
cos?

——dr = —ctgz + C,
sin” x

dx = arcsinx + C,

5.1.2 Calkowanie przez czesci

Bardziej zaawansowane techniki catkowania, to caltkowanie przez czesci i calko-
wanie przez podstawienie. Calkowanie przez czesci jest opisane przez nastepu-
jace twierdzenie.

Twierdzenie 5.1.

/fg’=fg—/f’g,
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czyli
/ f(@)d (@)dz = f(z)g(z) - / f(@)g(x)dz. O

Przyktad 5.2. Obliczmy calke [ze®dz. Niech f(z) = z i ¢'(z) = e”. Wtedy
f'(z) =11 g(x) = e*. Zauwazmy, ze odtworzenie funkcji g wymaga scatkowa-
nia funkcji ¢’; dokladniej, znalezienia jednej z funkcji pierwotnych funkcji g'.
Korzystajac z Twierdzenia 5.1, otrzymamy

/xemdx:xe””—/1~e:”d:v:xe””—e””+0.

Gdyby$my przyjeli na odwrét, f(x) = e® i ¢’'(x) = x, zastosowanie calkowania
przez czesci nie przyniostoby spodziewanego rezultatu. Otrzymaliby$my caltke
bardziej skomplikowana niz catka wyjsciowa. Sprawdz to. O

Calkowanie jest operacja odwrotna do rézniczkowania. Warto zatem pamie-
taé zaleznosci, ktore to opisuja

([rr=11 [r=s+e

o [f@de=p@) i [ P = p@)+c.

lub inaczej

Kolejny przyklad pokazuje, ze rozklad funkcji podcatkowej na czynniki nie
zawsze jest widoczny lub oczywisty.

Przyklad 5.3. Obliczmy [Inzdz. Niech f(z) = Inz i ¢'(z) = 1. Wtedy
f'(x) =1/z i g(x) = x. Zatem

1
/lnxdx:(lnx)x—/;mdﬂc:xlnx—m. O

Przyktad 5.4. W calce [ cos® zdz przyjmijmy f(z) = ¢/(z) = cosz. Wtedy
f/(x) = —sinz i g(x) = sinx. Zatem

/0052 xrdx = cosxrsinx + /sin2 T =

cosxsinx + /(1 — cos® x)dx = coszsing + x — /Cos2 xdz.
Wyliczajac z powyzszej réwnosci [ cos? zdx otrzymamy

1 1
/0052 xdx = §ac—|— isinmcosx. O



108 ROZDZIAL 5. RACHUNEK CALKOWY

5.1.3 Caltkowanie przez podstawienie

Catkowanie przez podstawienie wykorzystuje wtasnosci rézniczkowania zlozenia
funkcji. Metoda ta zawarta jest w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 5.5.
/ F(9(2))d (2)dw = F(g(z)) + C,

gdzie F' jest dowolng funkcjq pierwotng funkcji f. O
Twierdzenie o calkowaniu przez podstawienie ma réwniez nieco inna wersje.

Twierdzenie 5.6. Niech [ : (a,b) — R, oraz niech ¢ : (¢,d) — (a,b) bedzie
wzajemnie jednoznaczna i réiniczkowalna. Wtedy

[ t@ds = [ oo

W calce po prawej stronie zmienng jest t, ktorq zalezy nastepujgco od zmiennej
x

r=¢(t), t=¢ (z). O

Przyktad 5.7. Calke [(2z — 7)%dz mozna obliczy¢ rozwijajac wielomian w
wyrazeniu podcatkowym. Calkowanie przez podstawienie szybciej prowadzi do
celu. Zapiszmy (2x — 7)? w postaci

1
2z —-17)% = 5 (27— 7)? 2.
Niech f(y) = 3y? oraz g(z) = 2z — 7. Wtedy ¢/(z) = 2 oraz
2z = 7)° = f(g(x))g' ().
Latwo znajdujemy funkcje pierwotna funkcji f: F(y) = (1/20)y'? oraz

/(Qx —7)dx = F(g(2)) + C = 2—10(2x -7 O

Przyklad 5.8. Obliczmy [ V1 —a22dz, z € (—1,1). Zastosujmy podstawienie

z = p(t) =sint, t € (—7/2,7/2). Wtedy ¢'(t) = cost oraz z Twierdzenia 5.6
otrzymujemy

1 1
/ V1—x2dr = / V1 —sin?t costdt = /COSQt = §t + §sintcost,
gdzie t = ¢~ 1(x) = arcsinz. Zatem ostatecznie
1 1
/\/1 — x2dx = §arcsinm+ 537\/1 —z24+C.

Sprawdz otrzymany wynik przez rézniczkowanie. O
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Tak jak podstawienie x = ¢(t) z T'wierdzenia 5.6 wprowadza nowa zmienna ¢,
tak tez stosujac wzér z Twierdzenia 5.5 wprowadzamy nowa zmienna y, zadana
przez y = g(x). Twierdzenie to mozna wtedy inaczej zapisaé jako

[ 1oty @iz = [ )

Zauwazmy, ze od strony formalnej sprowadza sie to do zastapienia g(z) przez y
oraz ¢'(x)dx przez dy.

5.1.4 Calkowanie funkcji wymiernych

Podamy tu metode, ktéra pozwala scatkowaé kazda funkcje wymierna, o ile
potrafimy rozlozyé¢ mianownik tej funkcji na nierozktadalne czynniki. Czynniki
takie moga mieé¢ postaé¢ x4 d lub z2 + bz + ¢, gdzie b? —4c < 0. Niech rozwazana
funkcja podcatkowa ma postaé

gdzie m i n sa wielomianami. Zalézmy, ze rozlozyliSmy mianownik tej funkcji
na czynniki liniowe i nierozktadalne czynniki kwadratowe

n(x)=(x+d)...(x+dp) (@ + bz +c1)... (22 + bz +c,),
oraz, ze czynniki te sa rézne. Mozemy wtedy rozlozy¢ funkcje w na sume wielo-

mianu i utamkow prostych, ktérych mianowniki sg czynnikami z rozktadu funkeji

D, Dy, Bz + C4 B,z +C,

w(x):u(x)+x+d1+“'+x+dk Zibote T Eibare

Wielomian u pojawi sie tylko wtedy, gdy stopien wielomianu m bedzie wiekszy
lub réwny stopniowi wielomianu n. Wspélczynniki Dy, ..., Dy, By, Cq, ...,
B,, C, nalezy wyznaczy¢ sprowadzajac powstale utamki proste do wspolnego
mianownika i poréwnujac otrzymany licznik z wielomianem m, tzn. licznikiem
funkcji w.

Przyktad 5.9. Niech

( ) 20 +1
w(r) = ———.
(x+3)(22+2)
Wtedy
D, Biz + C4 D1.732 + 2D, +le2 + 3B1x + Ciz + 3C,
w(x) = + = .

z+3 x? 42 (x 4+ 3) (2% 4 2)
Poréwnujac liczniki otrzymamy

2x + 1= (Dy + By)2® + (3By + C1)z + (2D; + 3C))
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dla kazdego x € R. Stad

D, + By
3B1+C; = 2
2D, +3C; = 1

Rozwiazujac uktad réwnan otrzymamy: Dy = —5/11, By = 5/111 Cy = 7/11.
O

Jedli w rozkladzie mianownika funkcji w na czynniki pojawia sie jednakowe
wyrazenia, rozktad na czynniki nieco sie komplikuje. Przypusémy, ze zamiast
czynnika x4+ dy pojawi sie p takich czynnikéw, czyli wyrazenie (z+d;)P. Wtedy,
w rozkladzie na utamki proste pojawi sie p sktadnikow zwigzanych z tym wyra-
zeniem

b B B
rz+dy  (r+di)? (x+dy)P

Niektére wspotezynniki mogg byé réwne 0, ale nie wiemy z géry ktére. Podob-

nie, gdy w rozktadzie na czynniki wielomianu n pojawi si¢ (2% +b;x +¢;)?, to w

rozktadzie na utamki proste bedziemy musieli uwzglednié¢ p utamkéw odpowia-

dajacych temu wyrazeniu. Ich mianowniki beda kolejnymi potegami wyrazenia
2

z° + bz + ¢;.

Przyktad 5.10. Niech

w(z) = 2¢3 —br 4+ 4
= @R r o2
Wtedy
w(a:) . F1 n Es i E3 Fix + Gy Frx + Gy
S x+3 (x+3)2 (z+3)3 2 +2 (22 4+2)%°
Znajdz’ El, EQ, Eg, Fl, Gl, FQ 1 Gg. O

Rozkladajac funkcje wymierna w na utamki proste sprowadzamy problem
scatkowania funkcji w do calkowania ulamkéw prostych. Utamki pierwszego
rodzaju, czyli utamki postaci

A
(x +d)k’

calkujemy przez podstawienie y = x + d:

A A
d =
/(a:+d)k S G TP s
dla k # 1. Dla k = 1 calka wynosi Aln(z + d) + C. Zajmijmy si¢ ulamkiem
drugiego rodzaju

Az + B
(22 + bz + )k’
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Zapiszmy mianownik w postaci kanonicznej [(z — p)? + ¢*]F, gdzie ¢ > 0 i
przeksztalémy licznik do postaci
(A/2)2(x—p)+(B+Ap) A 2(z—p) 1

[(z —p)2 + ¢ Pl R L Al (s w1

Pierwszy ulamek catkujemy tatwo podstawiajac y = (x — p)? + ¢*:
2(z —p) / 1 2 211—k
_ AP e [ Sy = (11— K[z —p)? + ¢+ C,
/[(x—p)2+q2]’“ y (/1 =Pllw=2) ]

jedli k # 1. Dla k = 1 otrzymamy In((z — p)? + ¢?). Pozostaje do wyliczenia
catka

1
/ [(z = p)* + "
Przksztalémy funkcje podcatkowa do postaci
1
L+ (= p)/0)?]*

Podstawienie y = (z — p)/q sprowadza calke do

A
Fo= | —2 _ay.
¥ /(1+y2)’“ Y

Dla k = 1 jest ona réwna Aarctgy + C = Aarctg(x —p)/g+ C. Dla k > 1
stosujemy wzoér redukcyjny obnizajacy potege w mianowniku:

2k —3 Y
= F_ .
FE e e T g T (L 2

Na przyktad, Fy = (1/2) arctgy + (1/2)y/(1 + y?).

5.2 Calka oznaczona

Rozwazmy funkcje f : [a,b] — R, ograniczona i posiadajaca skoficzona liczbe
punktéw nieciaglodei. Niech A, = (b—a)/n oraz scl(-") =a+iA,dlai=0,...,n.
Punkty a = xén), xgn), .. w%n) = b tworza podzial odcinka [a, b] na n réwnych
czeéci. Utworzmy n-ta sume catkowa dla funkcji f

Su =Y fa)A,.
=1

Granice ciagu (S,,) przy n dazacym do oo nazywamy calkq oznaczong (w sensie
Riemanna) funkcji f w przedziale [a, ] i oznaczamy przez

/a b F(x)dz
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(lub krécej przez f; f)- W odréznieniu od calki nieoznaczonej, ktéra jest rodzing
funkcji, catka oznaczona jest liczba. Zmienna x wystepujaca w calce oznaczonej
nie ma wigkszego znaczenia; moze by¢ zastapiona przez dowolna inna zmienng,
co czesto bedziemy wykorzystywac.

Przyktad 5.11. Niech f(z) = ax, z € [0, 1]. Wtedy A,, = 1/n, a:l(n) = i/n oraz

G| 0 ~~. an(n+1)
Sn = —_— = — =
P Yan w2 ;Z 2n2

Przchodzac do granicy dostajemy

1
/ axdr = lim S, = g.
0 2

n—00

Rysunek 5.1 podaje interpretacje sumy catkowej dla rozwazanej funkcji. Jest to

pole sumy prostokatéw o podstawie A,, i wysokosci f(xETL)), dlai=1,...,n.
Gdy n dazy do nieskonczonosci, pole to dazy do pola tréjkata zawartego miedzy
wykresem funkeji a odcinkiem [0, 1] na osi odcietych. O
f(z)
a
x
T T2 T3 1

Rysunek 5.1: Suma catkowa i catka dla f(x) = ax

7 definicji calki oznaczonej i z definicji pola figury plaskiej wynika, ze calka
oznaczona z funkcji cigglej i nieujemnej jest réwna polu obszaru zawartego mie-
dzy wykresem funkcji a osig odcigtych (poréwnaj z Przyktadem 5.11). Obliczanie
pol figur plaskich jest jednym z waznych zastosowan calek oznaczonych.

Najwazniejsza wlasnoscig caltki jest jej liniowosé. Jesli f i g sa funkcjami
okreslonymi na [a,b], a a, 8 € R, to

/ab(af+ﬁg)a/(lbf+ﬂ/abg-
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Calka oznaczona ma réwniez wlasnosé addytywnosci ze wzgledu na przedziat.
Mianowicie, jesli ¢ € (a,b), to

b c b
[r=[1+]1
dla dowolnej funkeji f ograniczonej i kawatkami ciaglej na [a, b].

Obliczanie catek oznaczonych z definicji jest uciazliwe. Na szczescie sa lepsze
metody.

Twierdzenie 5.12 (I Twierdzenie Podstawowe Rachunku Caltkowego).
Jesli f jest ciggla na [a,b], to

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a),

gdzie F' jest dowolng funkcjg pierwotng funkcji f. O

Poniewaz zbiér funkcji pierwotnych tworzy catke nieoznaczong, to Twier-
dzenie 5.12 daje zwiazek miedzy calka oznaczona i catka nieoznaczona. Réznice
F(b) — F(a) czesto zapisujemy jako [F(z)]2 lub F(x)|%.

Przyklad 5.13. Niech f(x) = ax na przedziale [0,1]. Poniewaz [axdx =
(1/2)ax?+ C, to za funkcje pierwotna mozemy przyjaé¢ F(z) = (1/2)az?. Zatem

/1 azdz = F(1) — F(0) = g
0

Sprawdz, ze dla kazdej innej funkcji pierwotnej otrzymamy ten sam wynik. [

Jedli funkcja f nie jest ciagla, dzielimy przedzial [a, b] na przedzialy, w kté-
rych jest ona ciagta. Beda one wyznaczone przez punkty nieciagltosci funkcji f.
Wartosci przyjmowane przez funkcje w punktach niecigglosci nie maja wplywu
na catke, zatem mozemy je tak zmieniaé, aby f ograniczona do takiego prze-
dziatu byla rowniez ciagta na jego koncach. Poniewaz caltka oznaczona jest funk-
cja addytywna przedzialu, to mozemy ja obliczy¢ sumujac calki na podprzedzia-
tach, na ktérych f jest ciggla. A te ostatnie umiemy juz obliczy¢.

Przyktad 5.14. Niech

2z  dlaz€|0,1]

flw) = { e ® dlaze(1,2]

Funkcja f jest nieciagla w punkcie 1. Zatem

2 1 2
/ fl@)dx = / 2xdx +/ e dr=1-0—e2+e'. O
0 0 1
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Niech funkcja f bedzie ciaglta w przedziale [a,b]. Zdefiniujmy nowa funkcje
okreslona na tym samym przedziale

xr
Fla) = / F()dt. (5.2)
a
Zauwazmy, ze x wystepuje tu jako gérna granica calkowania, a zatem nie moze

by¢ uzyta jako zmienna wewnatrz calki.

Twierdzenie 5.15 (II Twierdzenie Podstawowe Rachunku Caltkowego).
Funkcja F okreSlona przez (5.2) jest funkcja pierwotng funkcji f, tzn.

- / " f(t)dt = fx). O

Czesto bedziemy uzywali calki oznaczonej na przedziale nieograniczonym,
np. [a,+00). Definiujemy ja nastepujaco

+oo T
r)dr := lim x)dx.
| @ gin [ r@)
Granica ta moze nie istnie¢ lub moze by¢ nieskonczona.

Przyktad 5.16.

—+oo
“dy = lim [—e *]§ = lim (—e T 4+1)=1.
[ erde= plim e = i T4

Ale
+oo
/ coszdr = lim (sin7 —sin0)
0 T—+o0
nie istnieje. O
Calke na calej prostej definiujemy jako sume calek na przedzialach (—oo, 0]
i[0,+00). Czesto wykorzystywana jest nastepujaca catka

+oo R
/ e " dx = /.

— 00
Niestety, wyliczenie jej wymaga troche bardziej zaawansowanych technik. Nie
mozemy uzy¢ tu Twierdzenia 5.12 (z pdzniejszym przejsciem do granicy), gdyz
nie potrafimy znalez¢ funkcji pierwotnej. Nie wyraza sie ona przez funkcje ele-
mentarne.

5.2.1 Calkowanie przez czesci i przez podstawienie dla
calki oznaczonej

Jedli naszym glownym celem jest wyliczenie calki oznaczonej, mozemy stosowacé
wzory na catkowanie przez czesci i na catkowanie przez podstawienie bezposred-
nio dla calki oznaczonej. Calkowanie przez czeséi mozemy zapisaC nastepujaco

b b
/ f(@)g ()da = [f(x)g(x)]fl—/ f'(@)g(x)da. (5:3)
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Jesli wzywamy podstawienia y = g(z) oraz z € [a,b], to zmienna y bedzie
zmieniaé sie w przedziale [c, d], gdzie ¢ = g(a) a d = g(b).

b d
(/f@@»J@Mx=/'ﬂm@ (5.4)

Moze sie zdarzyé, ze ¢ > d, tzn. gbrna granica calkowania jest mniejsza od
dolnej. Wzér zachowuje wtedy swoja wazno$é¢ a taka catke rozumiemy nastepu-

jaco
/Cd fy)dy == — /dcf(y)dy-

W ten sposéb catka we wzorze (5.4) zawsze bedzie miala sens.
Podobnie postepujemy przy stosowaniu podstawienia x = ¢(t).

b B
| s = [ sewe wat
)

gdzie a = p(a) ib =

5.3 Zastosowania caltek

5.3.1 Obliczanie pél

Jednym z waznych zastosowan calek jest obliczanie pél figur plaskich. Réwniez
pola powierzchni zakrzywionych, umieszczonych w przestrzeni tréjwymiarowej,
liczy sie przy pomocy calek. Sa to jednak bardziej zaawansowane rachunki,
wymagajace wprowadzenia nowych pojec.

Przyktad 5.17. Obliczmy pole kola o promieniu r. Zalézmy, ze koto to ma
srodek w punkcie (0,0). Wtedy jego brzegiem jest okrag opisany réwnaniem
2 + 4?2 = r2. Najpierw znajdzmy pole pélkola zawartego miedzy wykresem
funkcji y = V72 — 22 i osig x-6w. Pole to wyrazi si¢ calka

T
P= / V12 — x2dx.
-T
Podstawiajac x = rsint, dostajemy dx = r cos tdt oraz nowe granice catkowania
a=—n/2oraz 8 = 7/2. Zatem
/2

1 1 - 1
P = e r? cos® tdt = [57"275 + 57’2 sint cos t]7/7f/2 = §7rr2.

Zatem pole calego kola réwne jest 2P = mr2. O
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Jedli mamy dwie funkcje f,g : [a,b] — R, pole obszaru zawartego miedzy
wykresami tych funkcji obliczymy liczac catke z modutu réznicy tych funkeji

b
P= / (@) - g(a)\de.

Wykresy tych funkcji moga sie przecinaé. Wtedy obszar miedzy wykresami be-
dzie sktadat sie z dwoch lub wiecej czesci.

Przyktad 5.18. Znajdzmy pole zawarte miedzy parabolami o réwnaniach y =
f(z) =2%iy=g(r) =2 — 2% ZnajdZzmy najpierw punkty ich przeciecia.

P=2-’s=+1

Wtedy pole, ktére nas interesuje wyrazi si¢ wzorem

1 1 2 8
P :/ |z? — 2 4 2%|dx :/ (2 —22%)dx = 20 — =23, = -,
-1 -1 3 3

5.3.2 Calkowanie stop

W wielu problemach zarzadzania mamy dane stopy zmian pewnych wielkosci
jako funkcje czasu (lub innych wielkosci), np. stopa przyrostu zysku, stopa zmian
kosztu, stopa przyrostu dochodu. Stopa oznacza predko$é¢ zmian i jest interpre-
towana zwykle jako iloraz réznicowy. Jesli zmienne mozemy uwazaé za ciagle,
iloraz réznicowy zastepujemy jego granica, czyli pochodng. Znalezienie funkcji
wyjsciowej, np. funkcji kosztu, polega zatem na scatkowaniu stopy.

Przyktad 5.19. Producent samochodéw osobowych ocenia, ze roczna stopa
przyrostu kosztu utrzymania produkowanego przezen samochodu wyraza sig¢
wzorem

s(t) = 100 + 10t2,

gdzie t oznacza wiek samochodu w latach, a s(t) mierzone jest w zl/rok. Ponie-
waz stopa ta zalezy od t, jedyna rozsadna jej interpretacje daje iloraz réznicowy.
Zatem, w przyblizeniu, s(t) jest réwne (K (t+ At)— K (t))/At (dla malego przy-
rostu At), gdzie K(t) oznacza koszt utrzymania samochodu przez ¢ lat. Zatem
s(t) oznacza przyrost kosztéw utrzymania w momencie ¢ podzielony przez przy-
rost czasu Af.

Obliczmy koszt utrzymania samochodu przez 3 lata, czyli K(3).

3 3
10
K(3) = / s(t)dt = / (100 + 10t?)dt = [100t + Et?’]g = 300 + 90 = 390 (z1)
0 0
Zauwazmy, ze gdyby stopa kosztu byla stata i wynosila 100 z1/rok, to koszt

obliczaliby$Smy mnozac po prostu liczbe lat przez stope. Mozna to zinterpretowaé
jako obliczanie pola prostokata lub calkowanie funkcji stalej. O
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Przyklad 5.20. Wiadomo, ze w czasie akcji charytatywnych przyrost dochodu
jest wolniejszy wraz z uplywem czasu akcji. Inaczej méwiac, stopa przyrostu
dochodu maleje z czasem. Zalézmy, ze stopa ta wyraza si¢ wzorem

s(t) = —100t2 + 20.000,

i mierzona jest w zl/dzien. Czas t mierzony jest w dniach. Zal6zmy, ze stopa
przyrosyu kosztu akcji charytatywnej jest stata i réwna 10.000 z1/dzien. Nalezy
znalez¢:

a) czas trwania akcji, ktéry daje maksymalny dochdd, b) wielko$é tego dochodu,
c) koszt akcji, d) zysk.

Rozwiazanie. Akcje warto prowadzi¢ do chwili, gdy stopa przyrostu do-
chodu zréwna sie ze stopa kosztu. Od tego momentu koszt akcji w ciagu jed-
nego dnia bedzie wiekszy od uzyskanego dochodu. Czas akcji znajdujemy zatem
z réwnania

—100¢% + 20.000 = 10.000.

Stad ¢ = 10. Wielko$¢ dochodu otrzymamy calkujac stope przyrostu dochodu
od 0 do 10.

10
—100
D(10) = / (—100#% 4 20.000)dt = [Tt?’ 4 20.000t]3° = 166.666 21
0

Koszt akeji wyniesie K(10) = 10-10.000 = 100.000 z}. Zatem zysk po 10 dniach
wyniesie Z(10) = D(10) — K (10) = 66.666 z1. 0
5.3.3 Nadwyzka uzytecznosci towaru
Zalozmy, ze popyt na pewien towar jest nastepujaca funkcja ceny
PP(c) = ¢* — 40c + 400.
Niech podaz tego towaru wyraza si¢ nastepujaco
PD(c) = 10c.

Latwo znajdujemy, ze cena rownowagi wynosi ¢ = 10 przy popycie réwnym 1000.
Przez uzyteczno$é towaru rozumiemy jego wartos¢ przy cenie rownowagi, czyli

U =10-100 = 1000.

Zatem uzytecznosé towaru wynosi tyle, ile zaptaca za niego klienci. Jest to pole
prostokata o przeciwleglych wierzchotkach w (0,0) i (10,100). Ale sa klienci,
ktérzy kupiliby towar po cenie wyzszej od ceny réwnowagi. Analizujac funkcje
uzytecznosci widzimy, ze dopiero przy cenie ¢ = 20 popyt spada do 0. Mozna
zatem twierdzi¢, ze pole pod wykresem funkcji popytu dla zakresu cen od 10 do
20 réwniez reprezentuje uzytecznos$é towaru. Jest to nadwyzka uzytecznosci tego
towaru. Jest to nadwyzka uzytecznoéci towaru dla tych klientéw, ktorzy kupuja
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towar po cenie réwnowagi, a kupiliby go réwniez po wyzszej cenie. Obliczmy
nadwyzke uzytecznosci towaru dla naszego przyktadu. Jest ona réwna

20
1.
/1 ) (¢* — 40c + 400)dc = [gcd —20¢? + 400¢)39 = 333.

Zatem pelna uzyteczno$¢ wyniesie 1000 + 333 = 1333. Rysunek 5.2 pokazuje
graficzna interpretacje nadwyzki uzytecznosci.

t
200 . PP(c) =% — 40c + 4000
PD(c) = 10c
200
100 AN
na\d\Wy@au\uiytecznoéci ¢
10 20

Rysunek 5.2: Nadwyzka uzytecznosci towaru
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