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Wst¦p

Opracowanie obejmuje tematyk¦ zaj¦¢ z matematyki stosowanej,
które prowadzone s¡ przez autorów na studiach magisterskich na kie-
runku budownictwo na Wydziale Budownictwa i Nauk o �rodowisku Po-
litechniki Biaªostockiej. Z racji rozlegªo±ci tematycznej dyscypliny, jak¡
jest matematyka, okre±lenie tre±ci nauczania w zakresie matematyki sto-
sowanej nie byªo spraw¡ prost¡. Zaprezentowane tematy wykªadów i ¢wi-
cze« pochodz¡ z ró»nych dziaªów matematyki ukazuj¡ techniki rozwi¡-
zania sformuªowanych wcze±niej problemów zwi¡zanych z problematyk¡
budownictwa i architektury.

S¡ zagadnienia, które rozwi¡zuje si¦ w sposób niewymagaj¡cy za-
awansowanych technik. O ile stwierdzenie, »e dªugo±¢ obwodu obszaru
koªowego jest mniejsza od dªugo±ci obwodu obszaru kwadratowego o tym
samym polu powierzchni wydaje si¦ intuicyjnie oczywiste, o tyle ju»
ocena, o ile dªugo±¢ obwodu kwadratu jest wi¦ksza od obwodu koªa,
wymaga rozwi¡zania odpowiedniej proporcji. Jednak dowód, »e spo±ród
�gur o tym samym polu koªo ma najmniejszy obwód, prowadzi do trud-
niejszego zagadnienia tzw. izoperymetrycznego z zakresu rachunku wa-
riacyjnego. Przy okazji pewnym zaskoczeniem jest fakt, »e zagadnienie
izoperymetryczne pojawia si¦ w opowie±ci Wojskiego zawartej w Panu
Tadeuszu Adama Mickiewicza.

Nieoczekiwany jest fakt, »e ksztaªt krzywej, jaki przyjmuje swobodnie
zwisaj¡cy, zaczepiony na dwóch palach ªa«cuch, mo»e by¢ inspiracj¡ do
budowy ªuków i sklepie«. Sam ksztaªt otrzymuje si¦, rozwi¡zuj¡c równa-
nie ró»niczkowe zwyczajne rz¦du drugiego. Ale dla in»yniera wa»na jest
(a mo»e wa»niejsza ni» samo rozwi¡zanie) matematyzacja problemu. Do-
±wiadczenie przy formuªowaniu problemu pokazuje, jak upro±ci¢ zªo»one
zadanie i które wielko±ci mo»na i warto pomin¡¢.

Zadania wariacyjne pojawiaj¡ si¦ w opracowaniu kilka razy. Zagad-
nienie brachistochrony to znów zadanie wariacyjne, którego wynik otrzy-
muje si¦ poprzez rozwi¡zanie równania ró»niczkowego zwyczajnego dru-



8 Wst¦p

giego rz¦du. Warto przy tym zauwa»y¢, »e typy równa« ró»niczkowych
prowadz¡cych do wzoru na krzyw¡ ªa«cuchow¡ i wzorów na brachisto-
chron¦ omawiane s¡ w podr¦cznikach akademickich jako dwa szczególne
przypadki ogólnej postaci równania rz¦du drugiego. Dalej pokazuje si¦,
»e metody wariacyjne mog¡ pracowa¢ w stron¦ odwrotn¡. Mianowicie,
aby rozwi¡za¢ zagadnienie brzegowe równania ró»niczkowego cz¡stko-
wego, formuªuje si¦ odpowiedni funkcjonaª, dla którego równanie jest
warunkiem koniecznym Eulera. Tak post¦pujemy w metodzie Ritza opi-
sania i rozwi¡zania zagadnie« postaci funkcji wilgotno±ci oraz postaci
funkcji opisuj¡cej ksztaªt membrany.

Równania ró»niczkowe ruchu drgaj¡cego s¡ uogólnione w aspekcie
opisu drga« budowli i w tym kontek±cie pojawiaj¡ si¦ nawi¡zania do
wektorów i warto±ci wªasnych macierzy oraz wybranych metod rozwi¡-
zywania ukªadów równa« (triangularyzacja macierzy).

Z metod optymalizacyjnych autorzy omawiaj¡ programowanie li-
niowe, w tym zagadnienie transportowe z zastosowaniem do transportu
mas ziemnych przy budowie drogi.

Z zakresu analizy danych statystycznych w publikacji zaprezentowano
liniowy model ekonometryczny w kontek±cie analizy zapotrzebowania na
beton towarowy przy wznoszeniu obiektów budowlanych.

W projektowaniu i wykonawstwie � z uwagi na wiele kryteriów � poja-
wia si¦ problem wyboru rozwi¡zania projektowego, materiaªów, technolo-
gii. St¡d jeden z rozdziaªów zostaª po±wi¦cony matematycznym metodom
wielokryterialnej analizy porównawczej.

Z racji wprowadzania koncepcji BIM w opracowaniu znajdziemy wiele
odniesie« do modeli geometrycznych obiektów architektonicznych lub ele-
mentów budowlanych z zastosowaniem narz¦dzi CAD. Wszak w podej-
±ciu BIM ju» we wst¦pnej fazie projektowej obiekt budowlany jest od-
wzorowany w przestrzeni trójwymiarowej. Nast¦pnie otrzymany model
jest wi¡zany z caªym procesem projektowym (m.in. model obliczeniowy)
i wykonawczym (m.in. materiaªy, technologia). Dlatego AutoCAD, jako
znane studentom ±rodowisko programistyczne, jest cz¦sto przywoªywany
poprzez wykorzystanie jego funkcji. Liczne s¡ odwoªania do ªatwo dost¦p-
nych w przestrzeni wirtualnej aplikacji takich jak GeoGebra lub Wolfra-
mAlpha. Ta ostatnia jest wykorzystywana do przeksztaªce« symbolicz-
nych (wyznaczanie rozwi¡zania metod¡ Ritza). Propozycja korzystania
z wymienionych aplikacji ma by¢ inspiracj¡ do stosowanie innych progra-
mów, wedle mo»liwo±ci i zainteresowa« studentów.

Odniesienia do niestandardowych obiektów geometrycznych (po-
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wierzchni i krzywych) wyra»aj¡ si¦ poprzez analizy geometryczne mo-
deli chªodni kominowych, przekry¢ siodªowych i innych utworów (sªupy
kr¦cone), które omawiane byªy w ramach geometrii odwzorowa« in»ynier-
skich (geometrii i gra�ki in»ynierskiej, geometrii wykre±lnej). Istotne s¡
tu zarówno klasyczne przeksztaªcenia izometryczne, podobie«stwa, a�-
niczne i rzutowe, jak i przeksztaªcenia oparte na przekrojach czy te»
przeksztaªcenia o�setowe krzywych i powierzchni.

Opracowanie nie stanowi kompletnego wykªadu wybranych metod
matematycznych, a raczej jest w¦drówk¡ po mniej lub bardziej pozna-
nych przez studentów faktach z matematyki dla in»ynierów w ramach
podstawowego wykªadu. St¡d du»a liczba odniesie« do literatury, gdzie
mo»na znale¹¢ wyczerpuj¡ce opracowanie tematu.

Czytelnikom korzystaj¡cym z niniejszego opracowania autorzy b¦d¡
wdzi¦czni za wszystkie zauwa»one usterki, a tak»e za sugestie dotycz¡ce
zarówno tre±ci, jak i formy.





Rozdziaª 1

Zwarto±¢ geometryczna budynku

1.1. Problemy optymalizacyjne prowadz¡ce do
poj¦cia zwarto±ci �gury i bryªy geometrycznej

Problem 1.1. Produkowane s¡ rury o ró»nych ksztaªtach przekroju:
koªowym, kwadratowym, sze±ciok¡tnym (sze±ciok¡t foremny), ale o takim
samym polu przekroju (rys. 1.1). Do produkcji której z rur u»yjemy wi¦cej
materiaªu? Zakªadamy, »e jego ilo±¢ u»yta do wyprodukowania rury o
przekroju koªowym stanowi 100%.

Rysunek 1.1: Pro�le stalowe w Semexie w Cz¦stochowie [13]

Rozwi¡zanie. By rozwi¡za¢ ten problem, przyjmijmy nast¦puj¡cy mo-
del: je»eli F jest �gur¡ przekroju, to ilo±¢ materiaªu (przy pomini¦ciu
grubo±ci) b¦dzie wyra»ona przez obwód P �gury F, sam przekrój za±
b¦dzie wyra»ony przez pole A �gury F.
Porównajmy przekroje koªowy i kwadratowy. Mamy wówczas
dla przekroju koªowego (c): Pc = 2πr, Ac = πr2;
dla przekroju kwadratowego (s): Ps = 4a, As = a2,
gdzie r oznacza promie« koªa, a za± jest dªugo±ci¡ boku kwadratu.
Z zaªo»enia Ac = As. St¡d πr2 = a2, czyli a = r

√
π. Obwody wyra»amy,
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u»ywaj¡c tego samego parametru, a wi¦c r lub a. Zwa»ywszy, »e Pc = 2πr,
Ps = 4r

√
π, mo»emy utworzy¢ diagram (proporcj¦)

2πr //

((

100%

vv
4r
√
π

66

// x%

hh

. (1.1)

Rozwi¡zuj¡c proporcj¦, otrzymujemy

x = 4r
√
π·100%
2πr

(
= 200%√

π
= 112,84%

)
.

Do produkcji rur w ksztaªcie kwadratowym zu»yjemy o 12,84% wi¦cej
materiaªu ni» do produkcji rur w ksztaªcie koªowym. W tej sytuacji
ksztaªt rury o przekroju koªowym mo»emy nazwa¢ ksztaªtem referencyj-
nym i do niego odnosi¢ zu»ycie materiaªu w przypadku innych ksztaªtów.
Mo»emy skonstatowa¢, »e koªo jest bardziej zwart¡ �gur¡ ni» kwadrat,
a wªa±ciwie najbardziej zwart¡ �gur¡ na pªaszczy¹nie. Jest to tzw. za-
gadnienie izoperymetryczne (polega na wyznaczeniu �gury, która przy
danym obwodzie ma najwi¦ksze pole). Dodajmy, »e dowód twierdzenia
nie jest ªatwy. Warto zajrze¢ cho¢by do pozycji [61], [8]. Równie» intere-
suj¡cym do±wiadczeniem b¦dzie przeczytanie zako«czenia IV ksi¦gi Pana
Tadeusza z uwzgl¦dnieniem przypisów [47].

(a) (b)

Rysunek 1.2: Przykªadowe zbiorniki: (a) zbiorniki kuliste w Zakªadach Azotowych
�PU�AWY� S.A. [14] (b) zbiornik sze±cienny [15]

Problem 1.2. Wykonano dwa zbiorniki � kulisty i sze±cienny (za-
mkni¦ty) o tej samej obj¦to±ci V. Ile wi¦cej % materiaªu zu»yto do
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zrobienia zbiornika sze±ciennego (rys. 1.2a, 1.2b)? Zakªadaj¡c, »e ilo±¢
materiaªu u»yta do wyprodukowania zbiornika kulistego stanowi 100%.
Wtedy kula jest bryª¡ referencyjn¡.

Rozwi¡zanie. Po przyj¦ciu odpowiedniego modelu i oznacze« (r � pro-
mie« kuli, a � dªugo±¢ kraw¦dzi sze±cianu) formuªujemy diagram

4πr2 //

&&

100%

xx
6r2
(

3

√
4
3
π
)2

//

88

x%

ff

. (1.2)

Tablica 1.1: Miary zwarto±ci At

V bryª plato«skich i sfery obliczone przy zaªo»eniu,
»e V =1 (opr. A. Tereszkiewicz)

Nazwa bryªy
Rysunek

a

Wzory
At

V
dlapowierzch. obj¦to±¢ zwarto±¢

bryªy bryªy At V At

V
V = 1

Czworo±cian

k
ra
w
¦d
¹ √

3a2
√
2a3

12
12

√
3√

2a
7,21

Sze±cian

k
ra
w
¦d
¹

6a2 a3 6
a

6

O±mio±cian

k
ra
w
¦d
¹

2
√
3a2

√
2a3

3
6
√
3√

2a
5,72

Dwunasto±cian

k
ra
w
¦d
¹

3
√

25 + 10
√
5a2

(15+7
√
5)a3

4

12
√

25+10
√
5

(15+7
√
5)a

5,31

Dwudziesto±cian

k
ra
w
¦d
¹

5
√
3a2 5(3+

√
5)a3

12

12
√
3

(3+
√
5)a 5,15

Kula

p
ro
m
ie
«

4πa2 4πa3

3
3
a

4,84

Po obliczeniu otrzymujemy x = 124,07%. Mo»emy skonstatowa¢, »e kula
jest bryª¡ bardziej zwart¡ ni» sze±cian. Jak mierzy¢ ow¡ zwarto±¢? W
szczególno±ci zwarto±¢ bryª plato«skich mo»e by¢ okre±lona stosunkiem
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A
V

przy V = 1, tak jak zilustrowano to w tablicy 1.1. Im mniejsza jest
warto±¢ stosunku A

V
, tym bryªa jest bardziej zwarta.

Rozwi¡zania optymalizacyjne powy»szych problemów dotycz¡ jedynie
zu»ycia materiaªów, natomiast nie dotycz¡ takich wªasno±ci konstruowa-
nych obiektów jak: wytrzymaªo±¢, statyka, funkcjonalno±¢, estetyka.

W ten sposób dochodzimy do efektywno±ci geometrycznej i zwarto±ci
bryªy budynku.

1.2. Efektywno±¢ geometryczna i zwarto±¢ budynku

Efektywno±¢ geometryczna budynku, który speªnia zaªo»one parame-
try wielko±ci (powierzchnia u»ytkowa, kubatura), to zespóª cech geome-
trycznych, które sprawiaj¡, »e budynek jest funkcjonalny, ekonomiczny
(o niskim zapotrzebowaniu na energi¦) w budowie i utrzymaniu, bez-
pieczny w u»ytkowaniu i estetyczny.

(a) (b)

Rysunek 1.3: (a) fragment plakatu � �tablicy informacyjnej� nowego osiedla wzno-
szonego w Druskiennikach na Litwie; (b) budynek (w ksztaªcie walca o podstawie
owalnej) wybudowany na wspomnianym osiedlu, fot. �. Kolendo

Wa»n¡ cech¡ geometryczn¡ budynku jest jego zwarto±¢. Przez zwar-
to±¢ budynku rozumiemy zwarto±¢ bryªy, która jest izometrycznym mo-
delem geometrycznym przegród budynku lub jego cz¦±ci. Geometryczna
zwarto±¢ bryªy sztywnej (S) to stosunek mi¦dzy polem powierzchni bryªy
a obj¦to±ci¡. Klasyczn¡ miar¦ zwarto±ci okre±la bezwymiarowy stosunek
A3

t

V 2 (At � pole powierzchni caªkowitej bryªy S, V � obj¦to±¢ bryªy S) [5].
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Wtedy klasyczne miary zwarto±ci kuli, o±mio±cianu i sze±cianu s¡ odpo-
wiednio równe 36π(≈ 113,09734), 108

√
3(≈ 187,06149), 216. Podobn¡

klasyczn¡ de�nicj¦ miary zwarto±ci mo»emy przyj¡¢ w odniesieniu do �-
gury (F); b¦dzie to stosunek P 2

A
(A � pole �gury F, P � obwód �gury F).

Wówczas klasyczne zwarto±ci koªa, sze±ciok¡ta foremnego, kwadratu s¡
odpowiednio równe 4π(≈ 12,56637), 24

√
3

3
(≈ 13,85641), 16. Jednak liczby

takie nie s¡ zbyt czytelne w zastosowaniach do analiz ksztaªtu budynku.

(a) (b)

Rysunek 1.4: (a) Ratusz w Biaªymstoku � przykªad budynku na planie wielok¡ta
prostok¡tnego, fot. E. Ko¹niewski; (b) Ratusz w Biaªymstoku � budynek o podstawie
dwudziestok¡ta prostok¡tnego � studium rozwi¡zania ksztaªtu dachu, opr. E. Ko¹-
niewski

Najprostsz¡ i najcz¦±ciej u»ywan¡ miar¡, ale zale»n¡ od jednostek,
jest wska¹nik At

V
. Jest on zupeªnie wystarczaj¡cy, by scharakteryzowa¢

zwarto±¢ domu parterowego. Sposobu charakteryzacji zwarto±ci geome-
trycznej, zaproponowanego dla bryª plato«skich, nie da si¦ przenie±¢ na
dowoln¡ bryª¦. Na przykªad dla prostopadªo±cianu o kraw¦dziach: a, b, c
tak rozumiana zwarto±¢ (tj. przy zaªo»eniu, »e V = 1) wyra»a si¦ wzorem

A

V
=

2(a2b2 + a+ b)

ab

(
= 2ab+ 2

(
1

a
+

1

b

))
. (1.3)

Zale»y ona bowiem od jednostek (j) i przy tym nie wyra»a si¦ jedn¡
jednostk¡; mianowicie mo»na j¡ podzieli¢ na dwa skªadniki, gdzie jeden
skªadnik ma jednostk¦ [j2], drugi [1/j] . Zatem trzeba tak sformuªowa¢
miary zwarto±ci �gur (F) i bryª (S), by byªy one uniwersalne; przynaj-
mniej dla odpowiednio szerokiej klasy obiektów daj¡cych si¦ zaimplemen-
towa¢ jako modele budynków lub ich cz¦±ci.
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1.2.1. Wska¹niki zwarto±ci 3D

Wska¹nik zwarto±ci danej bryªy S (�gury F) sensownie odnosi¢ do
ustalonej bryªy wzorcowej (referencyjnej ) Spat (�gury Fpat) [31, 35, 37,
40, 41]. Wtedy, u»ywaj¡c ilorazu At

V
, mo»emy okre±li¢ wzgl¦dny wska¹nik

zwarto±ci w sposób nast¦puj¡cy

RCSpat(S) =
At(S)
V (S)

At(Spat)
V (Spat)

(
=

At(S)
At(Spat)

)
. (1.4)

Tablica 1.2: Ilustracja ideowa wska¹nikaRCSpat
(S), opr. E. Ko¹niewski na podstawie

[41]

S Spat

At(S) At(Spat)

V (S) V (Spat)

Je±li Spat jest sze±cianem (ang. cube) o kraw¦dzi a, to V (Spat) = a3,
czyli a = 3

√
V (Spat). Wtedy dla bryªy S przy zaªo»eniu V (Spat) = V (S)

jest a = 3
√
V (S). Zatem At(Spat) = 6a2, czyli At(Spat) = 6

(
3
√
V (S)

)2
,

a st¡d RCcube =
At(S)

At(Spat)

(
= At(S)

6
(

3
√

V (S)
)2

)
. Mamy wi¦c wzgl¦dny wska¹nik

zwarto±ci bryªy wzgl¦dem sze±cianu

RCcube =
At(S)

6
(

3
√
V (S)

)2 .
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W dalszym ci¡gu upro±cimy zapis i zamiast At(S) b¦dziemy pisa¢ At

oraz zamiast V (S) b¦dziemy pisa¢ V , rozumiej¡c, »e At i V oznaczaj¡
pole powierzchni caªkowitej oraz obj¦to±¢ bryªy S

RCcube =
At

6
3
√
V 2

. (1.5)

Przeprowadzaj¡c analogiczne rozumowanie dla sfery, otrzymujemy
wzgl¦dny wska¹nik zwarto±ci bryªy wzgl¦dem sfery

RCsphere =
At

4,84
3
√
V 2

. (1.6)

Zwró¢my uwag¦ na liczby 4,84 oraz 6, które widniej¡ w ostatniej kolumnie
tablicy 1.1.

Przy omawianiu wska¹ników (1.5) i (1.6) warto zwróci¢ uwag¦ na
istniej¡ce w literaturze wska¹niki-odwrotno±ci wyra»e« (1.5), (1.6) [45],
które podajemy tu w postaci �z gwiazdk¡�

R∗Ccube =
6

3
√
V 2

At

, (1.7)

RC∗
sphere =

4,84
3
√
V 2

At

. (1.8)

Jednak»e ani sze±cian, ani tym bardziej kula nie stanowi¡ dobrego modelu
bryªy referencyjnej dla budynku, który z zasady musi mie¢ okre±lon¡
wysoko±¢ podyktowan¡ m.in. wzgl¦dami funkcjonalno±ci. Natomiast w
sze±cianie wysoko±¢ jest równa pozostaªym wymiarom i przy porów-
nywaniu powstaje pewnego rodzaju niepotrzebne �przesztywnienie�.

Dla mniejszej klasy bryª, mianowicie graniastosªupów i ogólnie ro-
zumianych walców, wprowadzimy nowy typ wska¹nika. Dla takiej klasy
bryª naturalnym modelem bryªy referencyjnej Spat b¦dzie prostopadªo-
±cian prawidªowy o zadanej kraw¦dzi a i wysoko±ci h lub walec koªowy
o zadanym promieniu r i wysoko±ci h. Oznaczmy przez A pole podstawy
graniastosªupa S (walca S), przez P obwód podstawy graniastosªupa S
(podstawy walca S), a przez V obj¦to±¢ graniastosªupa S (walca S).
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Tablica 1.3: Okre±lenie wska¹ników RCcd i RCcyl, opr. E. Ko¹niewski

Dla graniastosªupa Dla walca
V (Spat) = a2h V (S) = A(S)h V (Spat) = πr2h V (S) = A(S)h

a2h = A(S)h πr2h = A(S)h

a =
√

A(S) r =
√

A(S)
π

At(Spat) =
= 2a2 + 4ah

At(S) =
= A(S) + P (S)h

At(Spat) =
= 2πr2 + 2πrh

At(S) =
= 2A(S) + P (S)h

RCcd =
At(S)
V (S)

At(Spat)

V (Spat)

= At(S)
At(Spat)

=

= 2A(S)+P (S)h

2A(S)+4
√

A(S)h

RCcyl =
At(S)
V (S)

At(Spat)

V (Spat)

= At(S)
At(Spat)

=

= 2A(S)+P (S)h

2A(S)+2
√

πA(S)h

Po pomini¦ciu oznaczenia bryªy S
RCcd = 2A+Ph

2A+4
√
Ah

RCcyl =
2A+Ph

2A+2
√
πAh

Rozumowanie zawarte w tablicy 1.3 prowadzi nas do de�nicji wska¹ników

RCcd =
2A+ Ph

2A+ 4
√
Ah

, (1.9)

RCcyl =
2A+ Ph

2A+ 2
√
πAh

. (1.10)

1.2.2. Wska¹niki zwarto±ci 2D

Odpowiednikami RCcd i RCcyl na pªaszczy¹nie s¡ wska¹niki RCsq

i RCcircle (tablica 1.4).

Tablica 1.4: Okre±lenie wska¹ników RCcd i RCcyl, opr. E. Ko¹niewski

Dla wielok¡ta wzgl¦dem Dla obszaru o brzegu w postaci
prostopadªo±cianu prawidªowego krzywej zamkni¦tej wzgl¦dem koªa

A(Fpat) = a2 A(F) A(Fpat) = πr2 A(F)
a2 = A(F) πr2 = A(F)

a =
√
(A(F) r =

√
A(F)
π

A(F) = A(Fpat)

RCsq =
P (F)
A(F)

P (Fpat)

A(Fpat)

= P (F)
P (Fpat)

= P (F)

4
√

A(F)
RCcircle =

P (F)
A(F)

P (Fpat)

A(Fpat)

= P (F)
P (Fpat)

= P (F)

2
√

πA(F)

Po pomini¦ciu oznaczenia �gury F
RCsq = P

4
√
A

RCcircle =
P

2
√
πA
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Tablica 1.4 przedstawia de�nicj¦ wska¹ników

RCsq =
P

4
√
A
, (1.11)

RCcyl =
P

2
√
πA

. (1.12)

Wska¹nik RCsq jest ±ci±le zwi¡zany z podanym przez J. Cooke [29] wska¹-
nikiem W

F
(Wall/Floor ratio), który okre±lony jest przez iloraz

JC =
P − Ps

Ps

, (1.13)

gdzie P jest obwodem �gury F o polu A, Ps jest obwodem kwadratu
o tym samym polu A, czyli JC = P−4

√
A

4
√
A
. Zatem JC = P

4
√
A
− 1, czyli

JC = RCsq−1.Wska¹nik RCsq jest opisany zale»no±ci¡ wielko±ci pola A
i obwodu P danej �gury. Innym wska¹nikiem zwarto±ci opisanym za
pomoc¡ wielko±ci pola A i obwodu P danej �gury jest opisany przez
D. Banks indeks LBI (Length/Breadth Index) okre±lony wzorem [29]

LBI =
P +
√
P 2 − 16A

P −
√
P 2 − 16A

. (1.14)

Jaka jest geneza wzoru (1.14)? Zaªó»my, »e dana �gura ma pole A i ob-
wód P. Zbudujmy prostok¡t o polu A i obwodzie P. Zatem niech a, b
b¦d¡ dªugo±ciami boków prostok¡ta (a > 0, b > 0). Wówczas otrzymu-
jemy dwa równania P = 2a + 2b oraz A = a · b. Z drugiego równania
wyznaczamy a = A

b
i po podstawieniu w drugim równaniu otrzymujemy

P = 2A
b
+ 2b. Po przeksztaªceniu otrzymujemy równanie kwadratowe

2b2 − Pb + 2A = 0 o rozwi¡zaniach b1 = P+
√
P 2−16A
4

, b2 = P−
√
P 2−16A
4

.
Prostok¡t o polu A i obwodzie P ma boki o dªugo±ciach b1, b2. Liczby b1, b2
okre±laj¡ wi¦c ksztaªt takiego prostok¡ta, który mo»na wyrazi¢ wªa±nie

liczb¡ LBI
(
= b1

b2

)
= P+

√
P 2−16A

P−
√
P 2−16A

.

By opisa¢ budynek wielopi¦trowy o zró»nicowanych obwodach poszcze-
gólnych pi¦ter, wska¹nik LBI uogólnia si¦ do postaci

PSI =
G+
√
G2 − 16R

G−
√
G2 − 16R

(Plan/Shape Index), (1.15)
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gdzie G oznacza sum¦ obwodów poszczególnych pi¦ter podzielon¡ przez
liczb¦ pi¦ter (±redni obwód), R oznacza sum¦ powierzchni poszczegól-
nych pi¦ter podzielon¡ przez liczb¦ pi¦ter (±rednia powierzchnia) [29].
Dla budynku o tej samej powierzchni ka»dego pi¦tra wska¹niki LBI
i PSI s¡ identyczne. Zauwa»my te», »e lim

h→∞
RCcd = lim

h→∞
2A+Ph

2A+4
√
Ah

=

= lim
h→∞

2A
h
+P

2A
h
+4

√
A

= P
4
√
A

= RCsq. Oznacza to, »e w budynku wysokim

dobr¡ miar¡ zwarto±ci jest wska¹nik RCsq.
W literaturze funkcjonuje tak»e wska¹nik

EWA/FA =
Ph

A
(External Wall Area/Floor Area) (1.16)

wyra»aj¡cy stosunek pola powierzchni ±cian zewn¦trznych budynku do
powierzchni zabudowy [37], [11]. Mamy nast¦puj¡ce zale»no±ci mi¦dzy
wska¹nikiem EWA/FA a wska¹nikami RCcd i RCsq

RCsq =
P

4
√
A

=
Ph
A
4h√
A

=
EWA/FA

4h√
A

, (1.17)

RCcd =
2A+ Ph

2A+ 4
√
Ah

=
2 + EWA/FA

2 + 4h√
A

. (1.18)

Przy zaªo»eniu, »e A (pole rzutu budynku) i h (wysoko±¢) s¡ wielko-
±ciami staªymi, to zale»no±ci (prosta i odwrotna) mi¦dzy wska¹nikami
RCcd i EWA/FA s¡ liniowe. Wszak wielko±ci 4h√

A
oraz 2 + 4h√

A
s¡ staªe.

Zauwa»my ponadto, »e popularny wska¹nik A
V
, przy przyj¦tych oznacze-

niach opisany przez iloraz At

V
wyra»aj¡cy si¦ w postaci

A

V
=

(
2A+ Ph

Ah
=

1

h
· Ph
A

+
2

h

)
=

1

h
(EWA/FA) +

2

h
. (1.19)

zale»y liniowo od wska¹nika EWA/FA. W wyniku superpozycji od-
wrotnej funkcji liniowej otrzymujemy RCcd = 2

√
A

2
√
A+4h

(A/V ). Osta-
tecznie przy staªych warto±ciach A, h zale»no±ci (RCcd ↔ EWA/FA),
(A/V ↔ EWA/FA) , (RCcd ↔ A/V ) s¡ liniowe. Jak wykazano w pra-
cach [37] i [40], wska¹niki A/V,EWA/FA, RCcd s¡ w ±cisªej korelacji
z kosztami budowy oraz zapotrzebowaniem na energi¦ w czasie eksploata-
cji domu jednorodzinnego. Wska¹nik RCcd reprezentuje najlepsz¡ miar¦:
RCcd = 1 to ksztaªt idealny, odchylenie warto±ci RCcd od warto±ci 1
wskazuje na odchylenie od idealnej zwarto±ci budynku referencyjnego.
Po pomno»eniu przez 100% odchylenie mo»na wyrazi¢ w punktach pro-
centowych.



1.3. Wielok¡ty prostok¡tne 21

1.3. Wielok¡ty prostok¡tne

(a) (b)

Rysunek 1.5: (a) wielok¡ty prostok¡tne; (b) wielok¡ty prostok¡tne: sze±ciok¡t,
o±miok¡t, dziesi¦ciok¡t, dwunastok¡t, czternastok¡t, opr. E. Ko¹niewski

Wi¦kszo±¢ budynków, zwªaszcza domów jednorodzinnych, zbudowana
jest na planie wielok¡ta prostok¡tnego (rys. 1.5). Jest to wielok¡t, który
ma tylko k¡ty proste: wypukªe (90◦) lub wkl¦sªe (270◦) [31], [35]. Wielo-
k¡ty prostok¡tne maj¡ m.in. tak¡ wªasno±¢, »e liczba boków musi by¢ pa-
rzysta, a ró»nica mi¦dzy liczb¡ k¡tów wypukªych i wkl¦sªych jest równa 4.
Istotnie, oznaczaj¡c przez m liczb¦ k¡tów prostych wypukªych, a przez
k liczb¦ k¡tów prostych wkl¦sªych dowolnego n-k¡ta otrzymujemy nast¦-
puj¡cy ukªad równa«

{
m · 90◦ + k · 270◦ = (n− 2) · 180◦,

m+ k = n,
(1.20)

gdzie m, k i n s¡ liczbami caªkowitymi. Rozwi¡zaniem ukªadu (1.20) jest
para liczb

m =
n

2
+ 2, k =

n

2
− 2. (1.21)

�eby rozwi¡zanie (1.20) ukªadu (1.21) istniaªo liczba n musi by¢
parzysta. Jak wida¢, ró»nica mi¦dzy m i k jest równa 4. Czworok¡t
prostok¡tny (prostok¡t) nie ma k¡tów wkl¦sªych, sze±ciok¡t prostok¡tny
ma jeden k¡t wkl¦sªy, o±miok¡t prostok¡tny ma dwa k¡ty wkl¦sªe,
dziesi¦ciok¡t � trzy itd. (rys. 1.5a, 1.5b).
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(a) (b)

Rysunek 1.6: (a) patio [11]; (b) budynki atrialne w Biaªymstoku przy ul.Warszaw-
skiej [31], fot. W. Woªkow

Bywa, »e budynek ma wewn¦trzne podwórko (tj. dziedziniec, inaczej patio
(rys. 1.6a), [11]) lub atrium (rys. 1.6b). Zakªada¢ b¦dziemy, »e opisy-
wane tu wielok¡ty prostok¡tne s¡ obszarami spójnymi oraz mog¡ mie¢
�dziury� (rys. 1.7c). Spójno±¢ wielok¡ta (okre±lana ogólnie dla zbioru
pªaskiego) oznacza, »e dowolne dwa punkty wielok¡ta mo»na poª¡czy¢
ªaman¡ zawart¡ we wn¦trzu wielok¡ta. Je»eli rozwa»ymy wielok¡t prosto-
k¡tny l-spójny (tj. z l−1 dziurami) RP l o n wierzchoªkach, to ka»da i-ta
dziura jest wielok¡tem prostok¡tnym jednospójnym o hi wierzchoªkach
(i = 1, 2, . . . , l − 1). Boki wielok¡ta prostok¡tnego l-spójnego s¡ wza-

jemnie prostopadªe lub równolegªe. Mamy wtedy n = n0 +
l−1∑
i=1

hi, gdzie

n0 jest liczb¡ wierzchoªków wielok¡ta zawieraj¡cego dziury, traktowanego
jako wielok¡t jednospójny. Wówczas ka»dy k¡t wypukªy i-tego wielok¡ta
hi-k¡tnego jest wkl¦sªym i odwrotnie. Korzystaj¡c z rozwi¡zania (1.21), w
przypadku wielok¡ta prostok¡tnego l-spójnego o l−1 hi-k¡tnych dziurach
(i = 1, 2, . . . , l − 1), liczba k¡tów wkl¦sªych jest równa

k =
n0

2
− 2 +

l−1∑
i=1

(
hi
2
+ 2

)
, (1.22)

liczba k¡tów wypukªych wyra»a si¦ za± wzorem

m =
n0

2
+ 2 +

l−1∑
i=1

(
hi
2
− 2

)
. (1.23)

Widoczne jest, »e m+ k = n [35].
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1.3.1. Defekt obwodu i pola

Wprowadzimy teraz dwa parametry charakteryzuj¡ce ksztaªt wie-
lok¡ta prostok¡tnego w odniesieniu do opisanego na nim prostok¡ta
(rys. 1.7, 1.8), któr¡ to �gur¦ uwa»a¢ b¦dziemy za wzorcow¡ zarówno z
uwagi na pole A, jak i obwód P. Boki wielok¡ta prostok¡tnego l-spójnego
RP l s¡ wzajemnie prostopadªe lub równolegªe. Mo»na obrazowo scharak-
teryzowa¢ to w sposób nast¦puj¡cy: chodz¡c po brzegu wielok¡ta prosto-
k¡tnego, idziemy w czterech kierunkach: do przodu (fd), w lewo (lt),
w prawo (rt) i do tyªu (bk). Mo»na wi¦c wielok¡t RP l skojarzy¢ jedno-
znacznie z prostok¡tem R na nim opisanym. Mówi¢ b¦dziemy, »e wie-
lok¡t prostok¡tny RP l jest wpisany w prostok¡t R wtedy i tylko wtedy,
gdy RP l ⊂ R i ka»dy bok prostok¡ta R zawiera przynajmniej jeden bok
wielok¡ta RP l. Prostok¡t R mo»na uwa»a¢ za opisany na wielok¡cie RP l.
Mo»emy umówi¢ si¦, »e boki prostok¡ta R s¡ równolegªe do osi pewnego
prostok¡tnego ukªadu wspóªrz¦dnych OXY, przy czym o± OX jest po-
zioma, o± OY pionowa. Wówczas ka»dy punkt brzegu prostok¡ta R jest
rzutem co najmniej dwóch punktów brzegowych wielok¡ta RP l. Mo»na
wi¦c bokami wielok¡ta RP l (po przesuni¦ciu równolegªym odpowiednio
do osi OX,OY na brzeg prostok¡ta R) �wytapetowa¢� brzeg prostok¡ta
R. Oznaczaj¡c przez P (F) obwód obszaru F w odniesieniu do wielok¡ta
RP l wpisanego w prostok¡t R, mo»emy zapisa¢ nast¦puj¡cy wzór

P (RP l) = P (R) + ∆P (RP l). (1.24)

(a) (b) (c)

Rysunek 1.7: Wielok¡ty prostok¡tne wpisane w prostok¡t: (a) wielok¡t jednospójny,
monotoniczny (ka»da prosta równolegªa do osi, ale niezawieraj¡ca boku, przecina
brzeg w dwóch punktach) wzgl¦dem obu osi, czyli normalny; (b) wielok¡t jednospójny
monotoniczny wzgl¦dem osi OY , ale niemonotoniczny wzgl¦dem osi OX; (c) wielok¡t
3-spójny niemonotoniczny wzgl¦dem obu osi [35]
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Wielko±¢ ∆P (RP l), okre±lon¡ wzorem (1.24), nazywa¢ b¦dziemy defek-
tem obwodu wielok¡ta RP l. Defekt obwodu wielok¡ta prostok¡tnego za-
wsze jest dodatni.

(a) (b) (c)

Rysunek 1.8: Wielok¡ty prostok¡tne wpisane w prostok¡t o wymiarach x × y,
x = 9u, y = 12u: (a) z du»ym defektem pola (∆A = 88u2), RDA = 0,81(81%)
i zerowym defektem obwodu, RDP = 0(0%); (b) z defektem obwodu dodatnim
(∆P = 24u, RDP = 0,57(57%)), z defektem pola (∆A = 38u2, RDA = 0,35(35%));
(c) z defektem obwodu dodatnim (∆P = 40u,RDP = 0,95(95%)), z defektem pola
(∆A = 44u2, RDA = 0,41(41%)) [35]

Drugim parametrem charakteryzuj¡cym geometri¦ wielok¡ta prostok¡t-
nego RP l jest jego pole A(RP l) (ogólnie pole A(F ) obszaru F). Pole
wielok¡ta prostok¡tnego A(RP l) wyra»a si¦

A(RP l) = A(R)−∆A(RP l), (1.25)

gdzie ∆A(RP l) nazwa¢ b¦dziemy defektem pola wielok¡ta prostok¡tnego.
Okre±lone w sposób bezwzgl¦dny defekt obwodu i defekt pola wielok¡ta
prostok¡tnego nie oddaj¡ wielko±ci miar odchyle« od odwodu i pola pro-
stok¡ta. Poza tym w praktycznych zastosowaniach zale»e¢ b¦d¡ od przy-
j¦tych jednostek miary dªugo±ci i pola. St¡d wskazane jest opisanie owych
miar odchyle« (od �gury idealnej � prostok¡ta) w sposób wzgl¦dny. Wpro-
wadzimy zatem jeszcze dwa poj¦cia: wzgl¦dny defekt obwodu wielok¡ta
prostok¡tnego

RDP (RP l) =
∆P

P (R)
(1.26)
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i wzgl¦dny defekt pola wielok¡ta prostok¡tnego

RDA(RP l) =
∆A

A(R)
. (1.27)

Wzgl¦dny defekt pola, przy defekcie obwodu równym zeru, pokazuje sto-
pie« �niedoskonaªo±ci� przebiegu linii brzegowej. T¡ sam¡ dªugo±ci¡ ob-
wodu �opasane� jest o ∆A

A(R)
·100%mniejsze pole; a wi¦c strata na polu przy

tym samym obwodzie. Poniewa» im wi¦kszy defekt obwodu, tym wi¦k-
szy obwód, defekt pola przy zwi¦kszonym obwodzie daje jeszcze wi¦ksze
straty pola. Oznaczaj¡c przez A pole, a przez P obwód wielok¡ta pro-
stok¡tnego oraz przez AR pole, przez PR obwód prostok¡ta opisanego na
wielok¡cie prostok¡tnym, wzory (1.26) i (1.27) mo»na zapisa¢ w bardziej
czytelnej postaci

RDP =
P − PR

PR

, (1.28)

RDA =
AR − A
AR

. (1.29)

1.3.2. Rozpi¦to±¢ wielok¡ta prostok¡tnego

Wa»nym parametrem konstrukcji budynku jest jego rozpi¦to±¢.

(a) (b) (c)

Rysunek 1.9: Wyznaczanie rozpi¦to±ci wielok¡ta prostok¡tnego: (a) z pierwszego
ogl¡du wielok¡ta warto±¢ rozpi¦to±ci nie jest bezpo±rednio widoczna: s2 czy s3, a mo»e
s4?; (b) po skonstruowaniu prostego szkieletu algorytm wyznaczania rozpi¦to±ci jest
ju» ªatwy do sformuªowania; (c) �gura zbli»ona do wielok¡ta prostok¡tnego [35]

Okazuje si¦, »e w przypadku budynku dobrze jest posªu»y¢ si¦
poªaciami dachu, ale wcze±niej dach ten trzeba rozwi¡za¢. W przypadku
wielok¡ta prostok¡tnego post¡pimy podobnie konstruuj¡c prosty szkielet
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(jednoznacznie okre±lony dla tego wielok¡ta) [31, 35]. Traktuj¡c brzeg
wielok¡ta prostok¡tnego jako lini¦ okapów, konstruujemy szkielet dachu
(rys. 1.8b). Przez rozpi¦to±¢ s(RP l) wielok¡ta prostok¡tnego rozumie¢
b¦dziemy najwi¦ksz¡ z wysoko±ci rzutów wszystkich poªaci mierzon¡
wzgl¦dem okapu (rys. 1.8). Dla danego rzutu prostok¡tnego szkieletu
dachu rozpi¦tego nad brzegiem wielok¡ta prostok¡tnego znajdujemy
zgodnie z poni»sz¡ procedur¡ (rys. 1.9).

(a) (b)

Rysunek 1.10: Wyznaczanie rozpi¦to±ci wielok¡ta prostok¡tnego 3-spójnego RP 3:
(a) wielok¡t prostok¡tny 3-spójny z zaznaczeniem wielok¡ta C1 i podwielok¡tów �
dziur C2, C3 z wyznaczonym na rysunku (b) odcinkiem de�niuj¡cym rozpi¦to±¢;
(b) proces wyznaczania rozpi¦to±ci s(RP 3) poprzez rozwi¡zanie dachu: s(RP 3) =
= 2 · s18, s(RP 3) = 2 · s33, a tak»e jako suma s(RP 3) = s18 + s33 wysoko±ci poªaci do
siebie przylegaj¡cych wzdªu» kalenicy [35]

1. Z punktów wierzchoªkowych szkieletu dachu konstruujemy odcinki
sij o dªugo±ciach sij opuszczone do okapu (i, j) (podstawy wielok¡ta
odpowiedniej (i, j)-tej poªaci) [47]. Przy czym dwuindeksowe ozna-
czenia poªaci pochodz¡ z pracy [30], gdzie dla wielok¡tów uogólnio-
nych l-spójnych: i oznacza numer wielok¡ta (i = 1) lub podwielo-
k¡ta�dziury (i = 2, 3, . . . , l), j-numer okapu (poªaci) w danym wielo-
k¡cie (podwielok¡cie) i (i = 1, 2, 3, . . . , l) (rys. 1.3a).

2. Dªugo±¢ najwi¦kszej wysoko±ci poªaci pomno»ona przez 2 stanowi roz-
pi¦to±¢ wielok¡ta, tj.

s(RP l) = 2 ·max
ij
{sij}.

Jest to kolejne interesuj¡ce zastosowanie geometrii dachów (prostych
szkieletów), tym razem uªatwiaj¡ce sformuªowanie i wyznaczanie roz-
pi¦to±ci wielok¡ta prostok¡tnego, w efekcie do±¢ prostego procesu geo-
metrycznego przegl¡dania wysoko±ci poªaci, id¡c po okapach. Rozpi¦to±¢
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wielok¡ta to rodzaj jego �smukªo±ci�. Zauwa»my, »e rozpi¦to±¢ prostok¡ta
jest równa dªugo±ci krótszego jego boku. Warto doda¢, »e poj¦cie rozpi¦-
to±ci mo»na uogólni¢ na dowolny wielok¡t, niekoniecznie prostok¡tny, i »e
wówczas np. rozpi¦to±¢ trójk¡ta jest równa podwojonej odlegªo±ci punktu
przeci¦cia si¦ dwusiecznych k¡ta od dowolnego boku. Poj¦cie rozpi¦to±ci
mo»na uogólni¢ na dowolny obszar pªaski, w który da si¦ wpisa¢ wielok¡t.

1.4. Podsumowanie

Przedstawione wªasno±ci wielok¡tów prostok¡tnych i ich parametry
mog¡ by¢ wykorzystane do opisu i analizy ksztaªtu budynków (zwªaszcza
domów jednorodzinnych) i ich optymalizacji. Wªasno±ci te, w praktyce
na przykªad w zastosowaniu do optymalizacji ksztaªtu budynku, mo»na
wykorzysta¢ tak»e w odniesieniu do wielu �gur zbli»onych do wielok¡-
tów prostok¡tnych (rys. 1.9c). Wymaga to naturalnie dodatkowych analiz
i dyskusji sprawdzaj¡cych mo»liwo±¢ pomini¦cia braku peªnego ksztaªtu
(stopie« dokªadno±ci) wielok¡ta prostok¡tnego.

1.5. Zadania

1. Zaprojektowa¢ prostopadªo±cienny zbiornik o pojemno±ci 144 metrów
sze±ciennych tak, aby zu»y¢ jak najmniej materiaªu.

2. Do prostego odcinka drogi przylega las, który ze wzgl¦du na zwie-
rz¦ta las wzdªu» drogi jest ogrodzony. Jeden ze wspóªwªa±cicieli lasu
zamierza na cz¦±ci obszaru le±nego zaªo»y¢ upraw¦ le±n¡ w ksztaªcie
prostok¡ta przylegaj¡cego (z jednej strony) do drogi. Na jej ogrodze-
nie zarezerwowano 1000 m siatki le±nej. Jakie wymiary powinna mie¢
uprawa le±na, aby ogrodzony teren byª jak najwi¦kszy?

3. Cylindryczny zbiornik otwarty o pojemno±ci 10 metrów sze±ciennych
ma by¢ wykonany z blachy stalowej. Znale¹¢ wymiary zbiornika, które
b¦d¡ wymagaªy zu»ycia jak najmniejszej ilo±ci materiaªu do jego wy-
konania.

4. Materiaª na dno kosztuje o 60% wi¦cej ni» szkªo wytrzymaªo±ciowe
na cztery ±ciany otwartego akwarium. Znale¹¢ ksztaªt najta«szego
akwarium o okre±lonej obj¦to±ci V = 1 m3.

5. Wyprowadzi¢ wszystkie wzajemne zale»no±ci liniowe mi¦dzy wska¹ni-
kami A/V , EWA/FA, RCcd.
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6. Dla wybranych dziesi¦ciu domów jednorodzinnych zbada¢ zale»no±¢
mi¦dzy wska¹nikami LBI i RCcd.

7. Wyprowadzi¢ wzory na wzgl¦dny wska¹nik zwarto±ci, je»eli �gur¡ re-
ferencyjn¡ jest prostok¡t, w którym stosunek dªugo±ci boków jest
równy k. Dla jakich warto±ci k �gur¡ referencyjn¡ jest �zªoty�,
�srebrny� prostok¡t (por. [41])?



Rozdziaª 2

Izometrie w projektowaniu

Wa»nymi przeksztaªceniami zaimplementowanymi w systemach CAD
s¡ izometrie. S¡ to przeksztaªcenia przestrzeni euklidesowej (En), które
zachowuj¡ odlegªo±¢ punktów. Izometrie tworz¡ grup¦ przeksztaªce«, tzn.
zbiór wszystkich izometrii ma wªasno±ci: (sup) zªo»enie dwu izometrii jest
izometri¡, (inv) przeksztaªcenie odwrotne do izometrii jest izometri¡, (id)
przeksztaªcenie to»samo±ciowe jest izometri¡. Podstawow¡ izometri¡ jest
symetria wzgl¦dem prostej w E2, pªaszczyzny w E3 i ogólnie hiperpªasz-
czyzny w En. Mówimy, »e symetria jest generatorem grupy izometrii. Do-
wolne z przeksztaªce« danej grupy mo»emy uwa»a¢ za generator pewnej
podgrupy tej grupy.

2.1. Izometrie w E2

Na pªaszczy¹nie ka»da izometria jest:

1) symetri¡ osiow¡ Sp o osi p
lub

2) zªo»eniem dwu symetrii osiowych Sa, Sb, przy czym jest:
A) przesuni¦ciem (translacj¡) T2AB = SbSa, gdy osie a, b s¡

równolegªe (a∥b, rys. 2.1a) lub
B) obrotem RO,2φ = SbSa, gdy osie a, b przecinaj¡ si¦ (a ∩ b = {O},

rys. 2.1b)
lub

3) zªo»eniem trzech symetrii osiowych Sa, Sb, Sc (rys. 2.2b). Zªo»enie
trzech symetrii jest symetri¡ osiow¡ lub symetri¡ z po±lizgiem.

Je»eli a ⊥ b, to zªo»enie SbSa jest obrotem RO,2·90◦ o k¡t 180◦, czyli
symetri¡ ±rodkow¡ (póªobrotem) SO (rys. 2.2a).
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(a) (b)

Rysunek 2.1: (a) zªo»enie SbSa symetrii osiowych Sa, Sb o osiach równolegªych a|b
jest przesuni¦ciem T2AB (AB � wektor okre±lony przez punkty A, B le»¡ce odpo-
wiednio na prostych a i b, przy czym AB ⊥ a i AB ⊥ b); (b) zªo»enie SbSa symetrii
osiowych Sa, Sb o osiach a, b przecinaj¡cych si¦ a ∩ b = {O} jest obrotem RO,2φ

o k¡t 2φ, opr. E. Ko¹niewski

(a) (b)

Rysunek 2.2: (a) zªo»enie SbSa dwu symetrii Sa, Sb wzgl¦dem osi prostopadªych a, b
(a ⊥ b) jest symetri¡ ±rodkow¡ SO o ±rodku O; (b) zªo»enie ScSbSa trzech symetrii
Sa, Sb, Sc wzgl¦dem prostych a, b, c przeksztaªca trójk¡t na z góry zadany trójk¡t do
niego przystaj¡cy, opr. E. Ko¹niewski

Dwa trójk¡ty s¡ przystaj¡ce, je»eli maj¡ odpowiednio równe boki. Wów-
czas istnieje izometria przeksztaªcaj¡ca pierwszy z trójk¡tów na drugi
(rys. 2.2b). Aby zrealizowa¢ t¦ izometri¦, wystarczy zªo»y¢ co najwy»ej
trzy symetrie osiowe (rys. 2.2b). Ka»da �gura (obiekt geometryczny) ma
swoj¡ grup¦ izometrii wªasnych, tzn. takich, które przeksztaªcaj¡ t¦ �gur¦
na siebie. Na przkªad litera A (jako �gura � zbiór punktów) ma grup¦ izo-
metrii wªasnych Id, Sp, gdzie Id jest przeksztaªceniem to»samo±ciowym,
Sp jest symetri¡ osiow¡.
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2.2. Parkieta»e

Izometrie posªu»¡ nam do zaprojektowania parkieta»y. Parkieta»
na pªaszczy¹nie to pokrycie jej �gurami przylegaj¡cymi do siebie, ale
niezachodz¡cymi na siebie (suma �gur tworzy pªaszczyzn¦, ka»de dwie
�gury maj¡ wspólne tylko punkty brzegowe). Z parkieta»ami mamy
do czynienia m.in. przy projektowaniu i ukªadaniu podªóg, chodników itp.

(a) (b) (c)

Rysunek 2.3: (a) parkieta»e foremne (z wielok¡tów foremnych jednego rodzaju),
popularna dawniej trylinka, fot. E. Ko¹niewski; (b) parkieta»e póªforemne (z wielo-
k¡tów foremnych ró»nych rodzajów), opr. E. Ko¹niewski; (c) parkieta» jednorodny
dowolnego ksztaªtu, fot. E. Ko¹niewski

Stosunkowo prost¡ do ksztaªtowania klas¦ parkieta»y stanowi¡ parkie-
ta»e wielok¡towe foremne i póªforemne (rys. 2.3a � 2.3c). W tworze-
niu takich parkieta»y istotne jest, ile i jakich �gur foremnych mo»e
spotka¢ si¦ w jednym punkcie. Nie trudno zauwa»y¢, »e suma k¡tów
powinna by¢ równa 360◦. Parkieta» na rysunku 2.3a ma charaktery-
styk¦ 6 − 6 − 6, to znaczy w punkcie spotykaj¡ si¦ wielok¡ty: sze±cio-
k¡t�sze±ciok¡t�sze±ciok¡t (120◦ + 120◦ + 120◦ = 360◦); parkieta» na ry-
sunku 2.3b ma charakterystyk¦ 8− 8− 4, to znaczy w punkcie spotykaj¡
si¦ wielok¡ty: o±miok¡t-o±miok¡t-czworok¡t (135◦ + 135◦ + 90◦ = 360◦).
Program do ich tworzenia znajdziemy na stronie internetowej [12]. Par-
kieta» na rysunku 2.3c nie jest ani foremny, ani póªforemny. O tworzeniu
takich parkieta»y piszemy poni»ej.



32 Izometrie w projektowaniu

2.2.1. Parkieta»e w E2 � kilka przykªadów

Przykªad 2.1. Przeksztaªcenia na równolegªoboku (goª¦bie). Rozwa-
»amy dwie ró»ne krzywe (2.4a) i przesuwamy je w dwóch kierunkach
(rys. 2.4a1). Otrzymujemy obiekt elementarny �goª¡b� (rys. 2.4a2).

Rysunek 2.4: Przeksztaªcenia na równolegªoboku: (a) dwie dowolne krzywe o ko«-
cach w wierzchoªkach wielok¡ta; (a1) przesuwamy krzywe o wektory indukowane przez
równolegªobok; (a2) otrzymany ksztaªt (�goª¡b�), opr. E. Ko¹niewski na podstawie [51]

Przesuni¦cia otrzymanego obiektu o wektory okre±lone przez równoleg-
ªobok okre±laj¡ parkieta» (rys. 2.5).

Rysunek 2.5: Parkieta»e o dwu krzywych rozpi¦te na równolegªoboku (�goª¦bie�),
opr. E. Ko¹niewski na podstawie [51]
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Przykªad 2.2. Przeksztaªcenia na trójk¡cie równobocznym (wariacje
na temat trzech motyli Eschera). We¹my dowoln¡ krzyw¡ ª¡cz¡c¡ wierz-
choªek trójk¡ta równobocznego ze ±rodkiem boku o tym wierzchoªku
(rys. 2.6a). Nast¦pnie przeksztaªcamy t¦ krzyw¡ przez symetri¦ ±rodkow¡
(rys. 2.6a1), dalej przez dwa obroty (rys. 2.6a2) i przez pi¦¢ obrotów
(rys. 2.6a3).

Rysunek 2.6: Transformacje na trójk¡cie równobocznym � wariacje na temat trzech
motyli Eschera: (a) krzywa dowolna; (a1) jej centralny obraz symetrii; (a2) dwa ob-
roty; (a3) sze±¢ (pi¦¢) obrotów, opr. E. Ko¹niewski na podstawie [51]

(a) (b)

Rysunek 2.7: (a) dwa obroty ksztaªtu z rysunku 2.6 [36]; (b) kilka odpowiednich
przesuni¦¢ ksztaªtu z rysunku 2.7a w kierunkach równolegªych do boków trójk¡tów
(sze±ciok¡tów), opr. E. Ko¹niewski na podstawie [51]
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Przykªad 2.3. Przeksztaªcenia na kwadracie (� jaszczurki�): dwie
dowolne (ale odpowiednio dobrane) krzywe z pocz¡tkiem w wierzchoªku
i punktem ko«cowym w drugim wierzchoªku boku danego kwadratu
(rys. 2.8a). Nast¦pnie takie krzywe obracamy wokóª odpowiednich
wierzchoªków o k¡t obrotu 90◦ (rys. 2.8a1) i uzyskujemy ksztaªt
jaszczurki (rys. 2.8a2).

Rysunek 2.8: Przeksztaªcenia na kwadracie: (a) dwie krzywe; (a1) dwa obroty do-
koªa wierzchoªków o k¡t 90◦; (a2) otrzymany ksztaªt elementarny, opr. E. Ko¹niewski
na podstawie [51]

Rysunek 2.9: Transformacje na kwadracie: (a3) trzy wyró»nione wierzchoªki;
(a4) kon�guracja uzyskana przez trzy obroty wokóª wierzchoªków o odpowiednich
k¡tach obrotu 90◦, 180◦, 90◦; (a5) uzyskany zªo»ony ksztaªt (opr. E. Ko¹niewski na
podstawie [51])
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(a) (b)

Rysunek 2.10: (a) przeksztaªcenia na kwadracie � otrzymane parkieta»e,
opr. E. Ko¹niewski na podstawie [51]; (b) kostka betonowa zaprojektowana na pod-
stawie trójk¡ta równobocznego, fot. E. Ko¹niewski

Tablica 2.1: Siedemna±cie krystalogra�cznych grup przestrzennych dwuwymiaro-
wych wg Coxetera [7] ( ∗póªobrót = obrót o 180◦ lub symetria ±rodkowa, ∗∗odbicie
z po±lizgiem = zªo»enie symetrii osiowej i translacji wzgl¦dem tej samej prostej,
∗∗∗¢wier¢obrót = obrót o 90◦)

Symbol Generatory
p1 dwie niezale»ne translacje
p2 trzy póªobroty ∗

pm dwa odbicia i jedna translacja
pg dwa równolegªe odbicia z po±lizgiem ∗∗

cm jedno odbicie i jedno równolegªe odbicie z po±lizgiem
pmm odbicia wzgl¦dem czterech boków prostok¡ta
pmg jedno odbicie i dwa póªobroty
pgg dwa prostopadªe odbicia z po±lizgiem
cmm dwa prostopadªe odbicia i jeden póªobrót
p4 jeden póªobrót i jeden ¢wier¢obrót ∗∗∗

p4m odbicia wzgl¦dem trzech boków trójk¡ta (45◦, 45◦, 90◦)
p4g jedno odbicie i jeden ¢wier¢obrót
p3 dwa obroty o 120◦

p3m1 jedno odbicie i jeden obrót o 120◦

p31m odbicia wzgl¦dem trzech boków trójk¡ta równobocznego
p6 jeden póªobrót i jeden obrót o 120◦

p6m odbicia wzgl¦dem trzech boków trójk¡ta (30◦, 60◦, 90◦)



36 Izometrie w projektowaniu

Interesuj¡ce informacje o parkieta»ach mo»na znale¹¢ w wielu pu-
blikacjach, m.in. [7], [51], w których opisano siedemna±cie dyskretnych
grup izometrii obejmuj¡cych dwa niezale»ne parkieta»e. Warto zauwa-
»y¢, »e sze±¢ z tych grup powstaje jako grupy symetrii znanych wzorów
prostok¡tów, które mo»emy uwa»a¢ za cegªy lub pªytki [7]. Grupy te
wyszczególniono w tablicy 2.1.

2.2.2. Izometrie w E3

Jak wspomniano odbicie, przesuni¦cie i obrót w (dwuwymiarowej)
pªaszczy¹nie mo»na uogólni¢ do trzech wymiarów. Jednym z uogólnie«
dwuwymiarowego odbicia jest trójwymiarowe odbicie Sp wzgl¦dem linii
prostej p, zwane symetri¡ osiow¡. Mo»emy równie» rozwa»y¢ inne odbicie
Sω wzgl¦dem pªaszczyzny ω, zwane symetri¡ pªaszczyznow¡. Izometrie na
pªaszczy¹nie E3 maj¡ jako zbiór generatorów zbiór symetrii pªaszczyzno-
wych. Ka»da izometria to:

1) symetria wzgl¦dem pªaszczyzny Sα

albo
2) zªo»enie dwu symetrii pªaszczyznowych Sα, Sβ, przy czym jest to:

A) translacja T2AB = SβSα, je±li pªaszczyzny α, β s¡ równolegªe (α∥β)
lub

B) obrót Rc,2φ = SβSα, je±li pªaszczyzny α, β przecinaj¡ si¦ α∩β = c;
dla φ = 90◦ mamy symetri¦ osiow¡ Sc wzgl¦dem prostej c

albo
3) zªo»enie trzech symetrii pªaszczyznowych Sα, Sβ, Sγ, które jest:

A) symetri¡ z po±lizgiem (symetria z po±lizgiem jest zªo»eniem syme-
trii pªaszczyznowej i przesuni¦cia o wektor równolegªy wzgl¦dem
tej pªaszczyzny)
lub

B) obrót z prostopadªym odbiciem wzgl¦dem pªaszczyzny
albo

4) zªo»enie czterech symetrii osiowych Sα, Sβ, Sγ, Sδ, które jest ruchem
±rubowym [7].

Izometrie 2 i 4 s¡ parzyste (nie zmieniaj¡ orientacji), izometrie 1 i 3 s¡
nieparzyste (zmieniaj¡ orientacj¦ na przeciwn¡). Izometrie s¡ wa»nym
narz¦dziem do modelowania obiektów trójwymiarowych.

Przykªad 2.4. Wykona¢ modele wirtualne dwóch wielo±cianów plato«-
skich: dwunasto±cianu i dwudziesto±cianu.
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Rozwi¡zanie. Dwunasto±cian konstruujemy metod¡ ±ciankow¡ (ka»da
±cianka w uj¦ciu CAD jest tu bryª¡). Najpierw wykonujemy (poziom¡)
±cian¦ dwunasto±cianu, nast¦pnie metod¡ Monge'a wyznaczamy k¡t
nachylenia pi¦ciu ±cian [32] i obracamy ±cian¦ poziom¡ tak, aby
uzyska¢ pierwsz¡ pochylon¡ ±cian¦ (rys. 2.11a), nast¦pnie obracamy
nachylon¡ ±cian¦ czterokrotnie (rys. 2.11a1), odbijamy symetrycznie
wzgl¦dem pªaszczyzny (rys. 2.11a2), obracamy i przesuwamy do pozycji
z rysunku 2.11a3.

Rysunek 2.11: Modelowanie dwunasto±cianu: (a) znalezienie (metod¡ Monge'a) od-
powiedniego k¡ta; (a1) pi¦¢ obrotów (cztery obroty) jednej ±ciany; (a2) symetria pªasz-
czyznowa; (a3) jeden obrót i jedna translacja, opr. E. Ko¹niewski na podstawie [32]

Rysunek 2.12: Tworzenie modelu dwudziesto±cianu foremnego: (a) wyznaczenie
(metod¡ Monge'a) odpowiedniego ostrosªupa trójk¡tnego z kraw¦dzi¡ w pozycji pio-
nowej; (a1) jedno odbicie wzgl¦dem ±ciany piramidy; (a2) trzy odbicia wokóª od-
powiednich pªaszczyzn lub trzy obroty; (a3) trzy odbicia o odpowiednich ±cianach;
(a4) dwa kolejne odbicia i jedno odbicie wzgl¦dem pªaszczyzny wyznaczonej przez
pi¦¢ wierzchoªków górnych bryªy dolnej oraz jeden odpowiedni obrót wokóª linii pio-
nowej; (a5) jedno przesuni¦cie, opr. E. Ko¹niewski na podstawie [32]
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Przykªad 2.5. Wykona¢ model wirtualny dwunasto±cianu rombowego.

Rozwi¡zanie. Dwunasto±cian rombowy mo»na wygenerowa¢, dodaj¡c
przystaj¡c¡ piramid¦ do sze±ciu ±cian sze±cianu (rys. 2.13). Najpierw
konstruujemy czworok¡tn¡ piramid¦ o wysoko±ci równej poªowie kraw¦-
dzi sze±cianu. Kolejna konstrukcja jest przedstawiona na rysunku 2.13.
Dwunasto±cian rombowy ma ciekaw¡ wªasno±¢, caªkowicie bowiem wy-
peªnia przestrze« (rys. 2.14). Ta operacja wypeªniania przestrzennego
przypomina parkieta» na pªaszczy¹nie. U»ywaj¡c translacji w dwóch kie-
runkach, mo»emy dwunasto±cianem rombowym wypeªni¢ caª¡ trójwy-
miarow¡ przestrze« euklidesow¡. Dwunasto±cian rombowy mo»na trak-
towa¢ jako wyra�nowany ksztaªt cegieª do wykonania muru.

Rysunek 2.13: Tworzenie modelu dwunasto±cianu rombowego: (a) zbudowanie
ostrosªupa czworok¡tnego o wysoko±ci równej poªowie kraw¦dzi sze±cianu; (a1) jeden
obrót; (a2) jedno odbicie, trzy obroty i jedno przesuni¦cie; (a3) caªa bryªa z wizualnym
rozkªadem; (a4) bryªa otrzymana w wyniku sumy (Boole'a), opr. E. Ko¹niewski na
podstawie [36]

Rysunek 2.14: Dwunasto±cian rombowy mo»na potraktowa¢ jako wyra�nowany
ceglany ksztaªt: (a) cegªa; (b) mur wykonany z dwunasto±cianów rombowych,
opr. E. Ko¹niewski
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Przykªad 2.6. Wykona¢ wirtualny model wie»y Art Tower autorstwa
Araty Isozakiego [51].

Rozwi¡zanie. Model uzyskuje si¦ poprzez umiej¦tne powielenie
zbudowanego wcze±niej czworo±cianu foremnego za pomoc¡ symetrii
pªaszczyznowej.

Rysunek 2.15: Tworzenie modelu Art Tower: (a) Art Tower w Mito, proj. Arata
Isozaki [51], [16]; (a1)�(a3) sekwencja odbitych czworo±cianów w ró»nych stylach wi-
zualizacji [36], opr. E. Ko¹niewski

2.3. Mi¦dzy parkieta»em a wielo±cianami foremnymi
i póªforemnymi

Dwunasto±cian i dwudziesto±cian (rys. 2.17a) nale»¡ do grupy pi¦ciu
wielo±cianów foremnych cz¦sto nazywanych bryªami plato«skimi (tab.
1.1). W wielo±cianie foremnym wszystkie ±ciany s¡ przystaj¡cymi wie-
lok¡tami foremnymi oraz wszystkie k¡ty wielo±cienne (naro»a) s¡ przy-
staj¡ce (izometryczne). Wielo±ciany foremne s¡ szczególnym przypad-
kiem wielo±cianów póªforemnych (archimedesowskich), w których (fo-
remne) ±ciany nie musz¡ by¢ przystaj¡ce. Wielo±cian foremny jest scha-
rakteryzowany przez par¦ liczb (p, q) (symbol Schlä�iego), która ozna-
cza, »e wielo±cian ma po q ±cian w ka»dym wierzchoªku, a ka»da
±ciana jest p-k¡tem. Je±li liczb¦ wierzchoªków, kraw¦dzi i ±cian ozna-
czymy odpowiednio przez V , E, F , to zachodzi równo±¢ (wzór Eulera)
V − E + F = 2. Zauwa»my, »e pary (czworo±cian, czworo±cian), (sze-
±cian, o±mio±cian), (dwunasto±cian, dwudziesto±cian) odpowiednio równe
((3, 3), (3, 3)), ((4, 3), (3, 4)), ((5, 3), (3, 5)), maj¡ wzajemnie przestawione
pary w symbolach Schlä�iego. Mówimy, »e czworo±cian jest samodualny,
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sze±cian i o±mio±cian za± oraz dwunasto±cian i dwudziesto±cian s¡ wza-
jemnie dualne. Geometrycznie wyra»a si¦ to w ten sposób, »e ª¡cz¡c
±rodki ±cian dowolnego wielo±cianu foremnego odcinkami, otrzymujemy
inny wielo±cian foremny do niego dualny.

Wielo±cianem póªforemnym (archimedesowym) nazywamy wielo-
±cian, w którym wszystkie ±ciany s¡ wielok¡tami foremnymi i wszystkie
k¡ty wielo±cienne (naro»a) s¡ przystaj¡ce. Istnieje 13 wielo±cianów póªfo-
remnych (15, je±li liczy¢ odbicia lustrzane dwóch spo±ród nich) oraz dwie
niesko«czone serie (graniastosªupy prawidªowe, tj. o podstawie n-k¡ta
foremnego i ±cianach bocznych kwadratowych, np. trylinka, oraz tzw. an-
tygraniastosªupy, w których podstawy s¡ obrócone wzgl¦dem siebie o k¡t
π
n
, a ±ciany boczne s¡ trójk¡tami równobocznymi). Wielo±ciany archime-

desowe mo»na otrzyma¢, odpowiednio �odcinaj¡c� ostrosªupy prawidªowe
w wierzchoªkach wielo±cianu foremnego (rys. 2.17b, 2.17c).

(a) (b)

Rysunek 2.16: (a) konstrukcja czternasto±cianu archimedesowego na bazie o±mio-
±cianu; (b) czternasto±cian archimedesowy zbudowany na bazie o±mio±cianu forem-
nego, opr. E.Ko¹niewski

(a) (b) (c)

Rysunek 2.17: (a) dwudziesto±cian foremny, wyk. E. Ko¹niewski; (b) konstrukcja
dwudziesto±cianu ±ci¦tego, wyk. E. Ko¹niewski; (c) sposób zszycia piªki no»nej wedªug
struktury dwudziesto±cianu ±ci¦tego, fot. E. Ko¹niewski
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Klasycznym przykªadem wykorzystania ksztaªtu dwudziesto±cianu
±ci¦tego jest sposób, w jaki zszywa si¦ piªk¦ no»n¡ (rys. 2.17c).

Rysunek 2.18: Cerkiew pw. Zmartwychwstania Pa«skiego w Biaªymstoku, proj.
Jerzy U±cinowicz, 1991−1994. Ksztaªt fragmentu kopuªy przypominaj¡cy pªaski par-
kieta» póªforemny 8 − 4 − 8 (kopuªa od lewej), ksztaªt pozostaªych kopuª przypomi-
naj¡cy fragment czternasto±cianu archimedesowego (rys. 2.16) � kwadrat granicz¡cy
z czterema sze±ciok¡tami foremnymi (cztery kopuªy od prawej), fot. M. Ko¹niewski

(a) (b)

Rysunek 2.19: (a) fragment parkieta»u 8 − 8 − 4 rozmieszczony nad o±miok¡tem
feremnym (osiem o±miok¡tów), kwadraty �staj¡ si¦� rombami o niewielkiej deformacji
wzgl¦dem kwadratu i nieoczekiwanie pojawia si¦ mo»liwo±¢ uzupeªnienia sze±ciok¡tem
foremnym (AutoCAD); (b) przestrzenna struktura parkieta»u 8−8−4 na o±mioboku
(AutoCAD), opr. E. Ko¹niewski
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Wielo±ciany foremne mo»na uwa»a¢ za analogon parkieta»u, tj. struk-
tury, w której (w przestrzeni trójwymiarowej) ukªadamy jednakowe (czyli
przystaj¡ce do siebie) wielok¡ty foremne (bryªy plato«skie), tak by �za-
mkn¡¢� pewien obszar. Je±li dopu±cimy ró»ne wielok¡ty foremne, to
otrzymamy wielo±ciany póªforemne, inaczej archimedesowe. W obydwu
przypadkach obszary te b¦d¡ miaªy do±¢ bogat¡ grup¦ izometrii wªa-
snych. Ale przestrze« mo»na tak»e �zamyka¢� w mieszany sposób. Znako-
mitym przykªadem takiego podej±cia jest struktura geometryczna kopuª
cerkwi pw. Zmartwychwstania Pa«skiego w Biaªymstoku, zaprojektowa-
nej przez prof. Jerzego U±cinowicza.

Przeanalizujmy struktur¦ geometryczn¡ rozwi¡za« w kopuªach rze-
czonej cerkwi. Analogon modelu kopuªy rozpoczynamy od skonstruowa-
nia o±miok¡ta foremnego � podstawy o±miok¡tnej �trylinki�, której ±ciany
boczne s¡ kwadratami (rys. 2.19). W kwadraty te wpisujemy o±mio-
k¡ty foremne. S¡siednie boki wspólnych kraw¦dzi wpisanych o±miok¡-
tów generuj¡ romby (rys. 2.19). Okazuje si¦, »e boki dwóch rombów i
bok o±miok¡ta s¡ kolejnymi bokami sze±ciok¡ta foremnego (rys. 2.19b).
Rzeczywi±cie, w rzucie prostok¡tnym rzutami rombów s¡ romby � wy-
nika to st¡d, »e jedna z przek¡tnych ka»dego rombu jest równolegªa do
poziomu (rzutni poziomej). Wówczas na podstawie niezmiennika charak-
terystycznego rzutu prostok¡tnego rzutem prostopadªych przek¡tnych s¡
przek¡tne prostopadªe. Równocze±nie z konstrukcji modelu wynika, »e
boki rombu s¡ równolegle do boków wyj±ciowego o±miok¡ta (rys. 2.19a,
2.19b), czyli k¡ty rzutu ka»dego rombu maj¡ miary 45◦ i 135◦ (rys. 2.20a,
2.20b). Mamy wi¦c kon�guracj¦ trapezu równoramiennego, z czego wy-
nika, »e przek¡tna sze±ciok¡ta równolegªa do rzutni jest dwukrotnie dªu»-
sza od boku. Dowodzi to, »e sze±ciok¡t jest foremny.



2.3. Mi¦dzy parkieta»em a wielo±cianami foremnymi i póªforemnymi 43

(a) (b)

Rysunek 2.20: (a) modelowanie kopuªy na bazie parkieta»u 8 − 8 − 4, konstruk-
cja sze±ciok¡ta foremnego jako uzupeªnienie parkieta»u przestrzennego(AutoCAD);
(b) rzut prostok¡tny dwóch rombów, których boki wraz z bokiem o±miok¡ta forem-
nego generuj¡ sze±ciok¡t foremny (AutoCAD), opr. E. Ko¹niewski

Z racji »e kopuªy cerkwi maj¡ wydªu»ony ksztaªt podobny do pªomienia
pal¡cej si¦ ±wiecy (chocia» nie jest to reguª¡ i zwykle zale»y od obszaru
kulturowego), sze±ciok¡ty zostaªy wydªu»one i zamkni¦te jako pi¦ciok¡ty
(oczywi±cie nieforemne).

(a) (b) (c)

Rysunek 2.21: (a) modelowanie geometrycznej struktury kopuªy � uzupeªnienie sze-
±ciok¡ta do pi¦ciok¡ta stanowi¡cego górn¡ poªa¢ kopuªy, opr. E. Ko¹niewski; (b) prze-
strzenna struktura parkieta»u 8− 8− 4 (bez dolnej cz¦±ci) topologicznie równowa»na
bryle kopuªy cerkwi, opr. E. Ko¹niewski; (c) kopuªa nad kaplic¡ cerkwi pw. Zmar-
twychwstania Pa«skiego w Biaªymstoku, proj. Jerzy U±cinowicz, fot. M. Ko¹niewski
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Struktura geometryczna kopuª drugiego typu przypomina fragment czter-
nasto±cianu archimedesowego (rys. 2.16) � obejmuj¡cy kwadrat grani-
cz¡cy z czterema sze±ciok¡tami foremnymi.

Rysunek 2.22: Z lewej: gªówna kopuªa cerkwi pw. Zmartwychwstania Pa«skiego
w Biaªymstoku, proj. Jerzy U±cinowicz, fot. M. Ko¹niewski; z prawej: model geome-
tryczny topologicznie równowa»ny strukturze kopuªy gªównej cerkwi, opr. E. Ko¹-
niewski

2.4. Zadania

1. Wypisa¢ izometrie wªasne (wskaza¢ grup¦ izometrii wªasnych):

a) kwadratu;
b) trójk¡ta równobocznego;
c) trójk¡ta równoramiennego;
d) póªkola;
e) koªa;

f) litery E;
g) litery H;
h) litery G;
i) litery Z;
j) litery N.

Które pary liter maj¡ te same grupy izometrii wªasnych?
2. Narysowa¢ parkieta»e póªforemne:

a) 6− 3− 3− 3; c) 3− 4− 6− 4;
b) 4− 4− 3− 3− 3; d) 3− 12− 12.

3. Które z parkieta»y póªforemnych istniej¡:
a) 8− 6− . . .; b) 8− 4− . . .; c) 8− 3− . . . ?

4. Zbudowa¢ mur z dwunasto±cianów rombowych.
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5. Zaprojektowa¢ parkieta»e, wzoruj¡c si¦ na przykªadach 2.1 � 2.3.
6. Opisa¢ i narysowa¢ parkieta» póªforemny � pierwowzór posadzki

(rys. 2.23a).
7. Opisa¢ i narysowa¢ parkieta» póªforemny � pierwowzór nawierzchni

parkingu (rys. 2.23b).
8. Zaprojektowa¢ (np. w ±rodowisku AutoCAD) kostk¦ (rys. 2.23c) na

podstawie schematów z przykªadów 2.2, 2.3.
9. W odniesieniu do parkieta»y foremnych sformuªowa¢ zasad¦ dualno±ci

i wskaza¢ parkieta»e foremne dualne i samodualne.
10. Opisa¢ grupy izometrii bryª plato«skich:

a) czworo±cianu; b) sze±cianu; c) o±mio±cianu.
11. W odpowiednio przyja¹nie przyj¦tym ukªadzie wspóªrz¦dnych wyzna-

czy¢ wspóªrz¦dne czternasto±cianu foremnego (rys. 2.17b).
Wsk. Kraw¦dzie o±mio±cianu dzielimy na trzy równe cz¦±ci i porów-
nujemy wspóªrz¦dne trzech wektorów.

(a) (b) (c)

Rysunek 2.23: Przykªady praktycznych rozwi¡za« w projektowaniu posadzki i na-
wierzchni, fot. E. Ko¹niewski: (a) posadzka � stylizacja parkieta»u póªformnego
x − y − z; (b) nawierzchnia parkingu � kostka �mªotek� zaprojektowana na kanwie
parkieta»u póªforemnego p − q − r; (c) nawierzchnia chodnika � kostka zaprojek-
towana wg parkieta»u na bazie przeksztaªce« na kwadracie (poª¡czenie schematów
z przykªadów 2.2, 2.3 i sklejenie dwóch wzorów)





Rozdziaª 3

Powierzchnie prostokre±lne

w budownictwie

3.1. Powierzchnie powstaªe w wyniku obrotu prostej

W wyniku obrotu prostej dokoªa innej prostej otrzymujemy trzy po-
wierzchnie: prostokre±lne powierzchni¦ sto»kow¡ (sto»ek), powierzchni¦
walcow¡ (walec) i hiperboloid¦ obrotow¡ jednopowªokow¡ (rys. 3.1 � 3.2).

Rysunek 3.1: Trzy powierzchnie powstaªe w wyniku obrotu prostej dokoªa innej
prostej (osi) (trzy warianty: prosta przecina o±, jest do niej równolegªa, jest do niej
sko±na), opr. E. Ko¹niewski

Rysunek 3.2: Trzy powierzchnie powstaªe w wyniku obrotu prostej dokoªa innej
prostej (widok z góry), opr. E. Ko¹niewski
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Dwie pierwsze powierzchnie z rys. 3.1, 3.2 s¡ wykorzystywane w reali-
zacji silosów (rys. 3.3), natomiast trzecia cz¦sto spotykana jest jako struk-
tura no±na wie»owych zbiorników wyrównawczych, czyli tzw. wie» ci±nie«
(rys. 3.4b, 3.6a), struktura st¦»aj¡ca budowli wie»owych (rys. 3.6b) i zwy-
kle jako struktura ksztaªtu chªodni kominowych w hutach i elektrowniach
(rys. 3.8). Pierwsza na ±wiecie budowla hiperboloidalna, jako wie»a ci-
±nie«, zostaªa zbudowana w roku 1896 w Ni»nym Nowogrodzie (Rosja)
wg projektu Wªodzimierza Szuchowa [50]. Na uwag¦ zasªuguj¡ równie»
zbudowana w roku 1963 wie»a Portowa w Kobe (Japonia), wzniesiona w
roku 1970 katedra w Brazylii projektu Oscara Niemeyera czy te» rekor-
dowa pod wzgl¦dem wysoko±ci (318m) wie»a Aspire, zbudowana w latach
2005− 2007 w Dosze (Katar) wg projektu Hadi Simana [50].

W Polsce wyj¡tkow¡ budowl¡ jest wie»a ci±nie« w Ciechanowie
(rys. 3.4a), która w 1972 roku zostaªa zaprojektowana jako wie»owy
zbiornik wyrównawczy. Autorem projektu byª warszawski architekt Jerzy
Michaª Bogusªawski, z którym wspóªpracowali konstruktory: dr Jerzy
Wiblik, Stanisªaw Gajowniczek i Bohdan Szczeszek. Technologi¦
budowy opracowaª in». Stanisªaw Majkowski. Projekt wykonano
w Biurze Projektowo-Badawczym Budownictwa Miastoprojekt Mazowsze
w Warszawie przy wspóªpracy Politechniki Warszawskiej. W 1977
roku budowla otrzymaªa nagrod¦ Ministra Budownictwa i Przemysªu
Materiaªów Budowlanych, a twórcy � gratulacje od wojewody ciecha-
nowskiego za wybitne osi¡gni¦cie twórcze w dziedzinie architektury
i budownictwa. Zbiornik ma ksztaªt torusa osadzonego na hiperboloidzie
jednopowªokowej reprezentowanej przez dwa pasma tworz¡cych. Zbiornik
o kubaturze 1560 m3 znajduje si¦ na 22-metrowej wie»y o ksztaªcie
hiperboloidy obrotowej � jej ±rednica podstawy dolnej wynosi 11,25
m, górnej −17,70 m, a ±rednica zw¦»enia ok. 7 m. Pozostaªe dane s¡
nast¦puj¡ce: ±rednica rury no±nej jest równa 20 cm, ±rednica torusa
wynosi 17,70 m (taka sama jak podstawy górnej), ±rednica tuby
torusa ma 6 m, a ±rednica pier±cienia (osiowa) 6,20 m; z kolei sªupki
balustrady maj¡ wysoko±¢ 1,20 m i ±rednic¦ 0,04 m (rys. 3.7, 3.14,
3.15). Budowla ta jest wie»owym zbiornikiem wyrównawczym, nie
za± wie»¡ ci±nie«, jednak mieszka«cy Ciechanowa tak j¡ nazywaj¡ i
pod tak¡ obiegow¡ nazw¡ tam funkcjonuje. Od lat osiemdziesi¡tych
wie»a staªa opuszczona. Nie powiodªy si¦ plany urz¡dzenia tu tarasu
widokowego (wie»a stoi na jednym z najwy»ej poªo»onych miejsc w
mie±cie, 143 m n.p.m.) i restauracji wysoko±ciowej. W ostatnich latach
jednak»e dokonano jej rewitalizacji, a w jej s¡siedztwie zbudowano
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Eksploratorium Matematyki i Techniki. Wie»a funkcjonuje pod nazw¡
Park Nauki Torus w Ciechanowie (rys. 3.5).

Rysunek 3.3: Projekt zadaszenia zbiornika na paliwo (struktura powierzchni wal-
cowej i sto»kowej). Wspóªpraca proj. B. Ko¹niewski

(a) (b)

Rysunek 3.4: Budowle w ksztaªcie hiperboloidy: (a) wie»a ci±nie« w Ciechanowie �
struktura no±na w ksztaªcie hiperboloidy jednopowªokowej i zbiornik w ksztaªcie to-
rusa � stan przed renowacj¡; (b) wie»a ci±nie« w Ciechanowie po renowacji jako gªówny
element parku nauki, fot. B. Ko¹niewski
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Rysunek 3.5: Park Nauki Torus w Ciechanowie, fot. B. Ko¹niewski

(a) (b)

Rysunek 3.6: (a) Kaszubskie Oko w Gniewinie � geometria rozwi¡za« konstrukcyj-
nych (walec, powierzchnia ±rubowa, hiperboloida jednopowªokowa); (b) Kaszubskie
Oko w Gniewinie peªni funkcje spoªeczno-kulturalne i turystyczne, fot. W. Regli«ska
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Rysunek 3.7: Model 3D wie»y ci±nie« w Ciechanowie zrealizowany w ±rodowisku
AutoCAD-a; w drugim wierszu z lewej strony podano ilustracj¦ konstrukcji 2D
tworz¡cej hiperboloidy w aksonometrii z zastosowaniem powinowactwa osiowego,
wyk. E. Ko¹niewski

3.2. Opis powierzchni hiperboloidalnych � kubatura
chªodni kominowej

Analiz¦ geometryczn¡ budowli hiperboloidalnej rozpoczniemy od roz-
wi¡zania problemu dotycz¡cego chªodni kominowej, której dane geome-
tryczne mamy na podstawie [50].

Problem 3.1. Obliczy¢:

A) obj¦to±¢ (kubatur¦) chªodni kominowej (wymiary na rys. 3.8),
B) obj¦to±¢ materiaªu zu»ytego do budowy,
C) pole powierzchni chªodni kominowej.
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Rysunek 3.8: Schemat chªodni kominowej [50,54]

Rozwi¡zanie. Opis procedury obliczenia kubatury chªodni komino-
wej, obj¦to±ci materiaªu zu»ytego do budowy (obj¦to±ci ±ciany ªu-
piny), pola zewn¦trznej powierzchni ªupiny przedstawimy na przykªadzie
chªodni typu Jaworzno III, Rybnik II, wykorzystuj¡c informacje z litera-
tury [50,54].

A) �Chªodnie kominowe stanowi¡ konstrukcj¦ zªo»on¡ z bardzo cien-
kiej powªoki, wiotkich sªupów podtrzymuj¡cych powªok¦ oraz funda-
mentu najcz¦±ciej pier±cieniowego posadowionego na zró»nicowanym,
ze wzgl¦du na swe gabaryty podªo»u gruntowym. Powªok¦ chªodni
konstruuje si¦ zazwyczaj jako jednopowªokow¡ hiperboloid¦ obro-
tow¡ o wysoko±ci, która osi¡ga ju» ponad 160 m, minimalnej gru-
bo±ci wynosz¡cej 16 cm i stosunku jej do najmniejszego promienia
rz¦du 1/200. Problem pracy statycznej tych powªok b¦d¡cych pro-
stokre±lnymi powierzchniami o ujemnej krzywi¹nie Gaussa nie jest
jeszcze caªkowicie zbadany, a intensywny rozwój ich zastosowa« w
budownictwie energetycznym nie obyª si¦ bez katastrof�. �Chªodnia
w Elektrowni Kozienice osi¡gn¦ªa docelow¡ wysoko±¢ 185,1 m i jest
tym samym najwi¦ksz¡ chªodni¡ w Europie. Budowa obiektu rozpo-
cz¦ªa si¦ w marcu zeszªego roku. Chªodnia jest cz¦±ci¡ powstaj¡cego,
nowego bloku w El. Kozienice� [26].
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Ze wzoru hiperboli
x2

a2
− y2

b2
= 1 (3.1)

wyliczamy drug¡ póªo± hiperboli

b = |y| ·

(√
x2

a2
− 1

)−1

. (3.2)

Przyjmuj¡c odpowiednio ukªad wspóªrz¦dnych, mo»emy odczyta¢
z rysunku (3.8), »e a = 26, x = 50, y = −100, i wstawiaj¡c do
(3.2), otrzyma¢ b = 60,88. W konsekwencji równanie hiperboli (3.1)
przyjmuje posta¢

x2

262
− y2

60,882
= 1 (3.3)

w ukªadzie OXY . Aby obliczy¢ kubatur¦, dokonujemy obrotu otrzy-
manej hiperboli (3.3) wokóª punktu (0, 0) o k¡t −π

2
(rys. 3.9).

Rysunek 3.9: Obrót hiperboli wokóª punktu (0, 0) o k¡t −π
2 , wyk. A. Tereszkiewicz

Do matematycznego opisu obrotu punktu o wspóªrz¦dnych (x, y) wo-
kóª pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych OXY o k¡t β wykorzystujemy
tzw. macierz obrotu [

cos β − sin β
sin β cos β

]
,

czyli[
x′

y′

]
=

[
cos β − sin β
sin β cos β

] [
x
y

]
, inaczej

{
x′ = x cos β − y sin β
y′ = x sin β + y cos β

.
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Dla β = −π
2
otrzymujemy{

x′ = x cos
(
−π

2

)
− y sin

(
−π

2

)
y′ = x sin

(
−π

2

)
+ y cos

(
−π

2

) , po uproszczeniu

{
x′ = y
y′ = −x .

Po wstawieniu do równania (3.3) i pomini¦ciu ′ otrzymujemy hiper-
bol¦ c

y2

262
− x2

60,882
= 1. (3.4)

Mo»emy teraz obliczy¢ kubatur¦ chªodni, wykorzystuj¡c wzór na obj¦-
to±¢ bryªy powstaªej z obrotu wokóª osiOX w ukªadzie wspóªrz¦dnych
OXY

V = π

x2∫
x1

f 2(x)dx lub równowa»nie V = π

x2∫
x1

y2dx.

Z (3.4) otrzymujemy y2 = 262
(
1 + x2

60,882

)
dla −100 ≤ x ≤ 20, wi¦c

Vc = π

20∫
−100

262
(
1 +

x2

60,882

)
dx = (3.5)

= π · 262
[
x+

1

60,882
· x

3

3

]20
−100

≈ 447 371 m3

B) W celu obliczenia obj¦to±ci ±ciany (konstrukcji ªupinowej) o grubo±ci
0,16 m mo»emy wykorzysta¢ dwie krzywe otrzymane z (3.4)

c1 : y = 26

√
1 +

x2

60,882
− 0,16 c2 :

y2

(26− 0,16)2
− x2

60,882
= 1.

I tu interesuj¡ca uwaga. Obie krzywe c1 i c2 s¡ hiperbolami, ale w wy-
niku obrotu tych hiperbol dokoªa osi OX otrzymujemy hiperboloid¦
tylko w przypadku hiperboli c2. Druga powierzchnia nie jest bowiem
powierzchni¡ prostokre±ln¡. Konsekwencj¡ tego faktu jest m.in. bar-
dziej zªo»ony sposób obliczania caªki w przypadku krzywej c1.
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Uwzgl¦dniaj¡c krzyw¡ c1 jako krzyw¡ generuj¡c¡ wewn¦trzn¡ po-
wierzchni¦ ªupiny, obj¦to±¢ V b¦dzie ró»nic¡ dwu caªek Vc−Vc1 , czyli

Vc = π

20∫
−100

262
(
1 +

x2

60,882

)
dx,

Vc1 = π

20∫
−100

(
26

√
1 +

x2

60,882
− 0,16

)2

dx.

Caªk¦ Vc obliczyli±my (patrz (3.5)), natomiast do obliczenia caªki Vc1
skorzystamy ze wzoru∫ √

x2 + kdx =
k

2
ln
∣∣∣x+√x2 + k

∣∣∣+ x

2

√
x2 + k .

Otrzymujemy Vc1 ≈ 443 324, czyli Vc−c1 = Vc − Vc1 = 4047,11.
Rozpatruj¡c krzyw¡ c2 jako krzyw¡ generuj¡c¡ wewn¦trzn¡ po-
wierzchni¦ ªupiny, obj¦to±¢ V ∗ b¦dzie ró»nic¡ dwu caªek Vc − Vc2

Vc = π

20∫
−100

262
(
1 +

x2

60,882

)
dx,

Vc2 = π

20∫
−100

(26− 0,16)2
(
1 +

x2

60,882

)
dx

otrzymamy V ∗ ≈ 5489,16 Ró»nica, jak¡ otrzymamy pomi¦dzy V i V ∗,
wynosi |V − V ∗| = 1442,05. Jaka b¦dzie ró»nica w technologii wyko-
nania ªupinowej ±ciany chªodni po przyj¦ciu krzywej c2? Która z tech-
nologii ksztaªtowania ±ciany jest prostsza? (patrz rys. 3.10)

Rysunek 3.10: Krzywe c1, c2 po przesuni¦ciu gaª¦zi hiperboli o 0,16, wyk. A. Te-
reszkiewicz



56 Powierzchnie prostokre±lne w budownictwie

C) W celu obliczenia pola powierzchni chªodni skorzystamy ze wzoru

A = 2π

x2∫
x1

y
√
1 + (y′)2dx. (3.6)

Ze wzoru (3.4) wyznaczamy y = 26
√

1 + x2

60,882
i nast¦pnie

y′ = 26
1

60,882
2x

2

√
1+ x2

60,882

. Po obliczeniu, przeksztaªceniu i podstawieniu do

(3.6) otrzymamy

Ac = 2π · 26
20∫

−100

√
1 +

x2

60,882

(
1 +

262

60,882

)
dx. (3.7)

Korzystaj¡c ze wzoru∫ √
1 + a2x2dx = 1

2
x
√
1 + ax2 + 1

2
√
a
arsinh(

√
ax),

mamy Ac ≈ 26200,4 m2.

3.3. O krzywych i powierzchniach obrotowych

�ukiem nazywamy ci¡gªy i wzajemnie jednoznaczny obraz odcinka.
Na przykªad póªokr¡g jest obrazem odcinka [−r, r] we wzajemnie jedno-
znacznym i ci¡gªym przeksztaªceniu y = −

√
r2 − x2. Póªokr¡g ten mo»na

zapisa¢ inaczej, w postaci parametrycznej{
x = r cos t
y = r sin t

, t ∈ [0, 2π). (3.8)

Okr¦gu ju» nie da si¦ przedstawi¢ za pomoc¡ jednej funkcji
y = f(x), ale dalej jest on ªukiem. Równania parametryczne
okr¦gu x2 + y2 = r2 mo»emy zapisa¢ w postaci (3.8). Jak za-
pisa¢ równania parametryczne elipsy x2

a2
+ y2

b2
= 1 i hiperboli

x2

a2
− y2

b2
= 1?

Krzyw¡ natomiast nazywa si¦ taki obiekt geometryczny, który mo»na
przedstawi¢ jako sum¦ ªuków. Zatem ªuk jest krzyw¡. Krzyw¡ w prze-
strzeni trójwymiarowej przedstawiamy za pomoc¡ ukªadu trzech równa«

x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

, t ∈ [0, 2π), (3.9)
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gdzie funkcje x(t), y(t), z(t) s¡ odpowiednio regularne (ci¡gªe, ró»nicz-
kowalne). Na przykªad za pomoc¡ ukªadu

x = r cos t
y = r sin t
z = ht

, t ∈ [0, 2π), (3.10)

przedstawiamy krzyw¡ ±rubow¡ o skoku 2πh (rys. 3.11).

Rysunek 3.11: Krzywa ±rubowa, wyk. A. Tereszkiewicz

3.3.1. Równanie powierzchni obrotowej

Rozwa»my krzyw¡ dan¡ równaniem (3.10). Ustalmy jej dowolny
punkt P0 = (x(t0), y(t0), z(t0)), przyjmuj¡c t = t0, ustalamy punkt

x = x(t0)
y = y(t0)
z = z(t0)

na krzywej. Obró¢my ten punkt dokoªa osi OZ (rys. 3.12).

Równania parametryczne takiego okr¦gu zapiszemy w postaci
x =

√
x2(t0) + y2(t0) cosu

y =
√
x2(t0) + y2(t0) sinu

z = z(t0)

.

Zmieniaj¡c parametr t, otrzymamy równania powierzchni obrotowej
x =

√
x2(t) + y2(t) cosu,

y =
√

(x2(t) + y2(t) sinu,
z = z(t)

t ∈ [α, β], u ∈ [0, 2π). (3.11)

Zauwa»my, »e powierzchni¦ t¦ mo»na zapisa¢ te» w postaci dwu równa«

x2+y2 = x2(t)+y2(t), z = z(t) i jednego parametru t ∈ [α, β]. (3.12)
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Wyrugowanie (czyli wyznaczenie t = t−1(z) z z = z(t)) parametru
t ∈ [α, β] w (3.12) pozwala otrzyma¢ równanie powierzchni obrotowej
w postaci jednego równania

x2 + y2 = x2(t−1(z)) + y2(t−1(z)) (3.13)

opisanego za pomoc¡ trzech zmiennych x, y, z.

Rysunek 3.12: Tworzenie powierzchni obrotowej: o± obrotu OZ i krzywa obracana;
otrzymana powierzchnia obrotowa; okr¦gi obrotu wybranych punktów, wyk. E. Ko¹-
niewski

Hiperboloida obrotowa (jako powierzchnia) mo»e by¢ otrzymana w wy-
niku obrotu prostej dokoªa innej prostej (osi), przy czym prosta i o±
obrotu s¡ sko±ne.

Rysunek 3.13: Prosta sko±na do osi z, opr. A. Tereszkiewicz
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Rozwa»my prost¡ l jako kraw¦d¹ dwu pªaszczyzn z = px i y = a
(rys. 3.13). Przyjmuj¡c x = t, t ∈ R, prost¡ l zapisujemy w postaci

x = t
y = a
z = pt

, t ∈ R. (3.14)

Otrzymujemy zatem kolejno hiperboloid¦{
x2 + y2 = t2 + a2

z = pt
, t ∈ R, czyli x2 + y2 =

(
z

p

)2

+ a2. (3.15)

Ostatnie równanie da si¦ zapisa¢ w postaci(x
a

)2
+
(y
a

)2
−
(
z

ap

)2

= 1, czyli
x2

a2
+
y2

a2
− z2

(ap)2
= 1. (3.16)

Je±li za± prost¡ l∗ przyjmiemy jako kraw¦d¹ dwu pªaszczyzn z=px+z0
i y = a, wówczas otrzymamy równanie

x2

a2
+
y2

a2
− (z − z0)2

(pa)2
= 1. (3.17)

Przej±cie z postaci (3.17) do (3.15) mo»e by¢ zrealizowane przez przesu-
ni¦cie ukªadu wspóªrz¦dnych

x′ = x
y′ = y
z′ = z − z0

, (3.18)

a z postaci (3.15) do (3.17) mo»e by¢ zrealizowane poprzez przeksztaªce-
nie (przesuni¦cie) 

x′ = x
y′ = y
z′ = z + z0

(3.19)

ukªadu wspóªrz¦dnych.

Problem 3.2. Wyznaczy¢ poªo»enie (wysoko±¢) okr¦gu zw¦»enia hi-
perboloidy (model wie»y ci±nie« w Ciechanowie); znale¹¢ równania po-
wierzchni obrotowej opisuj¡cej model powierzchni no±nej i wyznaczy¢
kubatur¦ obiektu.
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Rysunek 3.14: Zaªo»enia przyj¦te w celu utworzenia modelu wie»y ci±nie« w ±rodo-
wisku programu AutoCAD, opr. E. Ko¹niewski

Rozwi¡zanie.

Rysunek 3.15: Konstrukcje obiektów potrzebnych do wyznaczenia równa« prostej
obracanej l(AB) w ±rodowisku programu AutoCAD, opr. E. Ko¹niewski
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Aby wyznaczy¢ równanie powierzchni obrotowej opisuj¡cej model wie»y
ci±nie« w Ciechanowie, znajdziemy najpierw równania prostej obracanej
(krzywej obracanej) (rys. 3.12). Równania prostej przechodz¡cej przez
punkty A = (x0, y0, z0), B = (x1, y1, z1), czyli

x = x0 + (x1 − x0)t
y = y0 + (y1 − y0)t
z = z0 + (z1 − z0)t

t ∈ R, (3.20)

liczby x1 − x0, y1 − y0, z1 − z0 s¡ wspóªrz¦dnymi wektora−→
AB = [x1 − x0, y1 − y0, z1 − z0].

(a) DIST O′′A′′

(b) DIST O′B′ → B = (7,7977; 4,1855; 22,0000 − 7,7303) → B =
= (7,7977; 4,1855; 14,2697)

(c) DIST O′A′ → A = (−5,6250; 0,0000;−7,7303)

Rysunek 3.16: Mierzenie odlegªo±ci skutkuj¡ce wyznaczeniem wspóªrz¦dnych punk-
tów A, B, P , Q, opr. E. Ko¹niewski

Na rysunku 3.15 przedstawiamy rzuty prostok¡tne trzech okr¦gów okre±-
laj¡cych hiperboloid¦. Przyjmuj¡c ±rodek ukªadu wspóªrz¦dnych OXY
w punkcie O (rys. 3.15), o± OY równolegle do osi rzutów (rys. 3.15),
o± OX pionowo w dóª rzutu poziomego, o± OZ pionowo (równolegle do
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rzutni pionowej), wyznaczamy wspóªrz¦dne punktu A,B. Wspóªrz¦dne
odczytujemy, korzystaj¡c z polecenia DIST (rys. 3.16).
Zatem

−→
AB ma wspóªrz¦dne:−→

AB = [7,7977− 5,6250; 4,1855− 0,0000; 14,2697− (−7,7303)],
czyli

−→
AB = [13,4227; 4,1855; 22,0000]. Zatem równanie parametryczne

prostej l(AB) jest nast¦puj¡ce
x = −5,6250 + 13,4227t
y = 0,0000 + 4,1855t
z = −7,7303 + 22,0000t

t ∈ R. (3.21)

Dalszy ci¡g wedªug schematu (3.11)→ (3.12) → (3.13).
Ukªad wspóªrz¦dnych OXY Z przyjmujemy tak, by okr¡g zw¦»enia

hiperboloidy le»aª w pªaszczy¹nie OXY . Traktuj¡c rzut pionowy jako
pªaszczyzn¦, w której okre±lamy ukªad wspóªrz¦dnych OXY , przyjmu-
jemy P ′′ = P i Q′′ = Q: P = (3,5; 0), Q = (8,8500; 14,2697). Wówczas
mo»emy napisa¢ równanie hiperboli

x2

a2
− y2

b2
= 1, (3.22)

gdzie a = 3,5, b za± wyznaczamy ze wzoru (3.2). Zatem po podstawieniu
w (3.2) wspóªrz¦dnych punktu Q otrzymujemy

b = |14,2697| ·
(√

8,85002

3,52
− 1
)−1

.

3.4. Zadania

1. Wyznaczy¢ równanie powierzchni powstaªej z obrotu prostej
x
4

= y
2

= z−1
6

wokóª osi OZ. Jak¡ powierzchni¦ otrzymamy?
(wsk. Sprawdzi¢, czy prosta jest równolegªa, sko±na, czy przecina
o± OZ.)

2. Wyznaczy¢ równanie powierzchni powstaªej z obrotu prostej k wokóª
osi OZ. Jak¡ powierzchni¦ otrzymamy?
a) k : [x, y, z] = [1, 2, 3] + t[0, 0, 2], t ∈ R;
b) k : [x, y, z] = [1, 2, 3] + t[0, 1, 2], t ∈ R;
c) k : [x, y, z] = [1, 2, 3] + t[−4, 0, 2], t ∈ R;
d) k : [x, y, z] = [−1, 2, 3] + t[0, 0,−2], t ∈ R;
e) k : [x, y, z] = [1, 2, 3] + t[−2, 1, 3], t ∈ R.
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3. Wykaza¢, »e przeci¦cie hiperboloidy x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 1 pªaszczyznami

x = k oraz y = k daje w przekroju hiperbol¦ lub dwie proste.
4. Napisa¢ równania prostych dla wybranych p i q dla hiperboloidy �

modelu chªodni.
5. Opisa¢ przekroje hiperboloidy parabolicznej pªaszczyznami
OXZ,OY Z,OXY .

6. Traktuj¡c kul¦ o promieniu a jako bryª¦ powstaª¡ z obrotu okr¦gu
(lub lepiej: póªokr¦gu, a raczej póªkola) o promieniu a, wyprowadzi¢
(posªuguj¡c si¦ odpowiedni¡ caªk¡) wzór na obj¦to±¢ i powierzchni¦
kuli.

7. Rozumuj¡c podobnie jak w poprzednim zadaniu, sprawdzi¢ wzór na
obj¦to±¢ sto»ka o wymiarach a, h.

8. Zbiornik w ksztaªcie parabo-
loidy obrotowej (powierzchni
otrzymanej w wyniku obrotu
paraboli) o wysoko±ci 8 m i pro-
mieniu 4 m (rys. 3.17) napeª-
niony jest ciecz¡ do wysoko-
±ci 3,5 m. Jaka jest obj¦to±¢ cie-
czy, która znajduje si¦ w zbior-
niku? Rysunek 3.17: Zadanie 8,

opr. A. Tereszkiewicz

9. Napisa¢ równanie hiperboloidy obrotowej powstaªej w wyniku obrotu
prostej {y = a, z = c1x} dokoªa osi OZ. W otrzymanym równaniu
przyj¡¢ c := ac1.

10. Napisa¢ równanie torusa powstaªego przez obrót okr¦gu
(x−R)2 + z2 = r2 (r ≤ R) dokoªa osi OZ.

11. Obliczy¢ obj¦to±¢ elipsoidy powstaªej z obrotu elipsy dookoªa osi
OX,OY [43].

12. Obliczy¢ obj¦to±¢ zbiornika otwartego/zamkni¦tego powstaªego z ob-
rotu funkcji f(x) = ex dla x ∈ [0, 2] wokóª osi OY .

13. Obliczy¢ obj¦to±¢ zbiornika otwartego/zamkni¦tego powstaªego z ob-
rotu funkcji f(x) = 1− e−2x dla x ∈ [0, 2] wokóª osi OY i OX.





Rozdziaª 4

Kubatura

4.1. Kubatura dworca Warszawa Ochota

Problem 4.1.

1. Obliczy¢ kubatur¦ obiektu z przekryciem w postaci powierzchni sio-
dªowej. Budynek dworca zbudowany jest na planie kwadratu o boku:
a = 17,25 m; ma w dwóch wierzchoªkach wysoko±¢ h1,3 = 8,34 m;
pozostaªe wierzchoªki znajduj¡ si¦ na wysoko±ci h2,4 = 0,00 m.

2. Obliczy¢ ilo±¢ materiaªu termoizolacyjnego do ocieplenia dachu, je±li
wysoko±¢ warstwy jest równa q = 35 cm.

Rysunek 4.1: Dworzec Warszawa Ochota w Warszawie, projekt: Arseniusz Roma-
nowicz, Piotr Szymaniak, realizacja 1960 � 1962, [17] fot. Marcin Czechowicz

Wskazówka. Równanie kanoniczne powierzchni siodªowej ma posta¢
z = kxy + p, gdzie k i p s¡ parametrami do wyznaczenia na podstawie
danych. Przyjmijmy, »e punkty (a

2
, a
2
, h), (−a

2
, a
2
, 0) nale»¡ do powierzchni.
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4.2. Konstrukcja pªata powierzchni siodªowej jako
powierzchni prostokre±lnej

Rysunek 4.2: (a) wybieramy prostopadªo±cian o podstawie kwadratu o boku a
i wysoko±ci h; (a1) konstruujemy przek¡tne przeciwlegªych ±cian bocznych wzajemnie
sko±ne (kolor zielony), które stanowi¡ baz¦ do kreowania prostoliniowych tworz¡cych
powierzchni (AutoCAD), opr. E. Ko¹niewski

Rysunek 4.3: (a2) ª¡czymy punkty tych przek¡tnych odcinkami równolegªymi do
pozostaªych ±cian bocznych (w praktycznej realizacji dzielimy przek¡tne na t¦ sam¡
liczb¦ równych odcinków i otrzymane w ten sposób punkty ª¡czymy odpowiednio
ze sob¡ � odcinki w kolorze niebieskim). Otrzymujemy tworz¡ce, wszystkie ze sob¡
sko±ne (kolor niebieski), dwie z nich s¡ przek¡tnymi pozostaªych ±cian bocznych. Te
dwie przek¡tne mog¡ stanowi¢ baz¦ do skonstruowania drugiej rodziny tworz¡cych
(kolor zielony); (a3) w celu przej±cia od charakteryzacji geometrycznej do analitycz-
nej wprowadzamy ukªad wspóªrz¦dnych OXY Z najbardziej przyjazny dla postaci
równania kanonicznego powierzchni siodªowej (AutoCAD), opr. E. Ko¹niewski
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Korzystaj¡c z rysunku 4.3a3, mo»emy zapisa¢ równanie powierzchni
siodªowej z = kxy+ p. Po podstawieniu wspóªrz¦dnych punktów (a

2
, a
2
, 0),

(−a
2
, a
2
, h) otrzymujemy k = −2h

a2
, p = h

2
. Mamy wi¦c równanie po-

wierzchni

z = −2h

a2
xy +

h

2
. (4.1)

Rysunek 4.4: (a4) w celu otrzymania modelu pokrycia dachowego nadajemy grubo±¢
poprzez przesuni¦cie wykreowanej powierzchni o wektor [0, 0, q]; (a5) pierwotna posta¢
szkieletowa modelu pokrycia dachowego (AutoCAD), opr. E. Ko¹niewski

Nadajemy grubo±¢ powierzchni (4.1), przesuwaj¡c t¦ powierzchni¦
o wektor [0, 0, q], i otrzymujemy warstw¦(

z = −2h

a2
xy +

h

2
, z = −2h

a2
xy +

h

2
+ q

)
(4.2)

jako zbiór {
(x, y, z) :− a

2
≤ x ≤ a

2
,−a

2
≤ y ≤ a

2
,

−2h

a2
xy +

h

2
≤ z ≤ −2h

a2
xy +

h

2
+ q

}
. (4.3)

Obliczymy teraz kubatur¦ obiektu. Wykorzystamy do tego poj¦-
cie caªki podwójnej funkcji f(x, y) = −2h

a2
xy + h

2
w kwadracie

K =
{
(x, y) : −a

2
≤ x ≤ a

2
,−a

2
≤ y ≤ a

2

}
. Zatem

V =

∫∫
K

(
−2h

a2
xy +

h

2

)
dxdy. (4.4)
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Obliczmy t¦ caªk¦

V =

a
2∫

−a
2

(
a
2∫

−a
2

(
−2h

a2
xy + h

2

)
dy

)
dx =

a
2∫

−a
2

(
−2hy2

2a2
x+ h

2
y
∣∣∣a2
−a

2

)
dx =

=

a
2∫

−a
2

ah
2
dx = ah

2
x
∣∣a2
−a

2

= a2h
2
.

Zauwa»my, »e kubatura obiektu jest równa poªowie obj¦to±ci prostopa-
dªo±cianu, na bazie którego powstaªa bryªa. Zreszt¡ wnikliwa analiza ry-
sunku (4.3) wskazuje na ten wynik; wykreowana bowiem powierzchnia
�dzieli� prostopadªo±cian na dwie przystaj¡ce cz¦±ci.

Obliczmy teraz kubatur¦ przekrycia dachowego w ksztaªcie po-
wierzchni siodªowej o wysoko±ci h. Zauwa»my, »e wystarczy od kubatury
bryªy obiektu zawieraj¡cego przekrycie odj¡¢ cz¦±¢ bryªy bez przekrycia,
tzn.
Vq − V =

∫∫
K

(
−2h

a2
xy + h

2
+ q
)
dxdy −

∫∫
K

(
−2h

a2
xy + h

2

)
dxdy =

=
∫∫
K

(
−2h

a2
xy + h

2
+ q −

(
−2h

a2
xy + h

2

))
dxdy =

∫∫
K

qdxdy =

= q
∫∫
K

dxdy = qa2.

Ostatnia równo±¢ (bez obliczania caªki) bezpo±rednio wynika z interpre-
tacji geometrycznej caªki podwójnej, wiadomo bowiem, »e

∫∫
D

dxdy =

|D|, |D| � pole powierzchni obszaru D.

Rysunek 4.5: Ilustracja przekrojów, modelu przekrycia dachowego o grubo±ci q,
równolegªych do pªaszczyzn ±cian (pªaszczyzn prostopadªo±cianu bazowego) obiektu;
s¡ to równolegªoboki o jednakowym polu aq � mo»na przyj¡¢, »e s¡ to przekroje
prostopadªo±cianu o podstawie kwadratu a × a i wysoko±ci q, który mo»na uzna¢ za
model dachu pªaskiego (AutoCAD), opr. E. Ko¹niewski
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4.3. Twierdzenie Cavalieriego

Zauwa»my, »e kubatura warstwy ociepleniowej przekrycia jest równa
kubaturze dachu pªaskiego o takiej samej grubo±ci warstwy. Ten wynik
jest nieoczekiwany, ale z matematycznego punktu widzenia nie jest to
zaskoczenie. Znane jest bowiem twierdzenie Cavalieriego:

Twierdzenie 4.1. Je»eli dwie bryªy maj¡ t¦ wªasno±¢, »e ich przekroje
wszystkimi pªaszczyznami równolegªymi do jednej, z góry ustalonej pªasz-
czyzny, maj¡ te same pola, to te bryªy maj¡ równe obj¦to±ci.

4.4. Przeksztaªcenia oparte na przekrojach

Spostrze»enie to pozwala zauwa»y¢ inn¡ wªasno±¢ obiektów architek-
tonicznych, b¦d¡c¡ konsekwencj¡ wªasno±ci rodziny przeksztaªce« opar-
tych na przekrojach. Do takiej klasy przeksztaªce« nale»¡ skr¦cenie (ang.
twist) i ±ci¦cie (ang. shear).

(a) (b) (c)

Rysunek 4.6: Ilustracja przeksztaªce« opartych na przekrojach: (a) wyj±ciowy pro-
stopadªo±cian, (b) skr¦cenie, (c) ±ci¦cie (AutoCAD), opr. E. Ko¹niewski na podsta-
wie [51]
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(a) (b) (c)

Rysunek 4.7: Ilustracja przeksztaªce« opartych na przekrojach: k¡t maksymalny
αmax, ±ci¦cie (AutoCAD), opr. E. Ko¹niewski na podstawie [51]

Aby okre±li¢ przeksztaªcenie skr¦cenie, wybieramy dowoln¡ pªaszczy-
zn¦ podstawy β, pªaszczyzn¦ wierzchoªkow¡ τ równolegª¡ do β i odlegª¡
o h (obiekt skr¦cany ma wysoko±¢ h i znajduje si¦ mi¦dzy pªaszczyznami
β i γ) oraz prost¡ l (zwan¡ osi¡ skr¦cenia, ang. twist axis) prostopadª¡ do
pªaszczyzny β (rys. 4.6b, 4.7b). Warstwy obiektu le»¡ce w pªaszczyznach
prostopadªych do osi obrotu (tj. równolegªych do β) obracaj¡ si¦ o k¡t
α(z) dokoªa l w sposób (4.5)

α(z) =
z

h
αmax. (4.5)

Pªaszczyzna podstawy β pozostaje staªa, a pªaszczyzna τ obraca si¦
o k¡t αmax wcze±niej okre±lony. Punkty le»¡ce poza osi¡ przeksztaªcaj¡
si¦ w sposób spiralny. Ka»da prosta równolegªa do osi l przeksztaªca si¦
na lini¦ ±rubow¡ (rys. 4.8). Wa»n¡ wªasno±ci¡ tego przeksztaªcenia jest
zachowanie obj¦to±ci obiektu.
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(a) (b)

Rysunek 4.8: (a) skr¦cenie prostopadªo±cianu, kraw¦dzie pionowe jako linie ±ru-
bowe (modele zrealizowane w AutoCAD-zie), opr. E. Ko¹niewski na podstawie [51];
(b) synagoga w Dre¹nie (2001, architekci Rena Wandel-Hoefer oraz Wolfgang Lorch) �
przykªad zastosowania w architekturze przeksztaªcenia skr¦cenie [18]

Rysunek 4.9: Turning Torso w szwedzkim Malmö (2005, architekt Santiago Cala-
trava) � inny przykªad zastosowania przeksztaªcenia skr¦cenie we wspóªczesnej archi-
tekturze [19]
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Innym przykªadem przeksztaªcenia opartego na przekrojach jest ±ci¦-
cie . To przeksztaªcenie a�niczne, które zapisuje si¦ w postaci


x′ = x+ a · z
y′ = y + b · z
z′ = z

, (4.6)

gdzie a, b oznaczaj¡ staªe parametry.
Jak wida¢, jest to przesuni¦cie o wektor zale»ny od wysoko±ci (z)

obiektu. Przeksztaªcenie to równie» zachowuje obj¦to±¢ obiektu (rys. 4.6c
i 4.7c). Znane s¡ realizacje architektoniczne przeksztaªcenia ±ci¦cie
(rys. 4.10).

Rysunek 4.10: �Drzwi do Europy� w Madrycie � przykªad wykorzystania przeksztaª-
cenia ±ci¦cie we wspóªczesnej architekturze, fot. D. Gawryluk

I wreszcie, fenomenalne przykªady zastosowania przeksztaªcenia przez
przekroje obecne zwªaszcza w architekturze barokowej � sªup skr¦cony.
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(a) (b) (c)

Rysunek 4.11: (a) rzuty szkicu tworzenia sªupa kr¦conego; (b) obj¦to±¢ sªupa kr¦co-
nego jest taka sama jak walca � twierdzenie Cavalieriego (model zrealizowany w ±ro-
dowisku AutoCAD-a); (c) model z rys. ±rodkowego po renderingu, wyk. E. Ko¹niewski

(a) (b)

Rysunek 4.12: (a) kolumny w oªtarzu ko±cioªa pw. Zmartwychwstania Pa«skiego
w Biaªymstoku, fot. M. Ko¹niewski; (b) skr¦cone kolumny hali na gieªdzie jedwabiu
w Walencji (Hiszpania), fot. D. Gawryluk
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Rysunek 4.13: Wspóªczesne pomysªy w budownictwie jednorodzinnym, z lewej [20],
z prawej [21]

4.5. Zadania

1. a) Wykaza¢ analitycznie, »e na powierzchni siodªowej (paraboloidzie
hiperbolicznej) z = −2h

a2
xy (dla a = 17,25 m, h = 8,34m);

z = − 2·8,34
17,252

xy, czyli z = −0,0561xy le»¡ dwie rodziny prostych,
tak jak widoczne jest to na rysunkach 4.3 a2)− a3) .

b) Wykaza¢, »e proste jednej rodziny (nazwijmy j¡ ROXZ) s¡ rów-
nolegªe do pªaszczyzny OXZ i s¡ wzajemnie sko±ne, proste drugiej
rodziny (nazwijmy j¡ ROY Z) s¡ równolegªe do OY Z i s¡ wzajem-
nie sko±ne.

c) Wykaza¢, »e proste rodzin ROXZ i ROY Z wzajemnie si¦ przeci-
naj¡. Ustali¢ wspóªrz¦dne przeci¦cia tego punktu.

d) Do której pªaszczyzny ukªadu OXY Z jest równolegªa pªaszczyzna
y = α?

e) Inna posta¢ powierzchni siodªowej mo»e by¢ zapisana w postaci:
z = x2

a2
− y2

b2
. Analogicznie, jak wy»ej opisa¢ prostymi.

f) Obliczy¢ kubatur¦ obiektu z przekryciem w postaci powierzchni
siodªowej. Budynek dworca zbudowany jest na planie kwadratu
o boku a = 17,25 m; ma w dwóch wierzchoªkach wysoko±¢
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h1,3 = 8,34 m; pozostaªe wierzchoªki znajduj¡ si¦ na wysoko±ci
h2,4 = 0,00 m.

g) Obliczy¢ ilo±¢ materiaªu termoizolacyjnego do ocieplenia dachu,
je±li wysoko±¢ warstwy jest równa q = 35 cm.

Wskazówka. Powierzchni¦ siodªow¡ mo»na zapisa¢ w najprostszej
postaci z = kxy (k ̸= 0). Równanie to mo»na zapisa¢ w sposób rów-
nowa»ny

z = kxy ⇔ z = αx i α = y.

Mno»¡c stronami ostatnie dwa równania, a s¡ to równania prostych,
otrzymujemy równanie pierwsze. Ale ukªad z = αx i α = y przed-
stawia rodzin¦ prostych. Jak¡ posta¢ ma druga rodzina? Do któ-
rej pªaszczyzny ukªadu OXY Z jest równolegªa pªaszczyzna y = α?
Bardziej zªo»ona, ale te» prosta posta¢ powierzchni siodªowej jest
x2

a2
− y2

b2
= z ⇔

(
x
a
− y

b

) (
x
a
+ y

b

)
= z.

2. Rozwa»y¢ sªup kr¦cony o wysoko±ci 2,96 m o podstawie kwadratu
o boku ok. 370 mm, wykonany z cegªy klinkierowej o wymiarach
250 × 120 × 65 mm (przyjmijmy grubo±¢ fugi 15 mm). Ile cegieª zu-
»yto? Jaki powinien by¢ α(z), tak aby efekt byª jak na zdj¦ciu 4.12?

3. Przy k¡cie α(z) = 2◦ obliczy¢ k¡t skr¦cenia sªupa z poprzedniego
zadania.

4. Jaki powinien by¢ α(z), tak aby αmax wynosiªo 90◦? (parametry cegªy
klinkierowej 250 × 120 × 65 mm (przyjmuj¡c grubo±¢ fugi 15 mm,
wysoko±¢ sªupa 2,88m).

5. Jakiej wysoko±ci sªup otrzymamy, gdy zbudujemy go z cegieª klin-
kierowych o wymiarach 250 × 120 × 65 mm i grubo±¢ fugi 15 mm o
podstawie jak na rysunku 4.14, dla αmax = 45◦ (90◦, 180◦) i α(z) = 3◦

(1◦, 2◦)? Ile cegieª klinkierowych zostanie zu»ytych?

Rysunek 4.14: Podstawy sªupa do zad. 5, wyk. A. Tereszkiewicz
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6. Opisa¢ parametry sªupa kr¦conego z wybranej realizacji w architek-
turze.

7. Opisa¢ przeksztaªcenie (ST) dla Puerta de Europa (rys. 4.10).
8. Opisa¢ przeksztaªcenie (TwT) dla Turning Torso (rys. 4.9).
9. Wskaza¢ inne obiekty architektoniczne, w których zastosowano po-

dobne rozwi¡zania geometryczne.
10. Korzystaj¡c z zapisu równania powierzchni siodªowej w zadaniu 1e,

opisa¢ równania modelu przekrycia budynku o rzucie prostok¡tnym
a×b i wysoko±ci h. Wykona¢ obliczenia z zada« 1f, 1g przy zaªo»eniu,
»e a = 16 m, b = 12 m, h = 8 m, q = 0,35 m.
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Krzywe i powierzchnie o�setowe

w budownictwie

Problem 5.1. Dokona¢ studium rozkªadu szeroko±ci jezdni w rondzie
drogowym zaprojektowanym z wykorzystaniem ksztaªtu elipsoidalnego
(rys. 5.1)

(a) (b)

Rysunek 5.1: Szkic ronda turbinowego uksztaªtowanego za pomoc¡: (a) dwóch póª-
okr¦gów, wyk. E. Ko¹niewski na podstawie [9]; (b) elipsy, wyk. E. Ko¹niewski na
podstawie [9]

Przy projektowaniu np. pasa drogowego, gdzie kraw¦d¹ jest ªukiem
okr¦gu lub odcinkiem prostoliniowym, wyznaczenie szeroko±ci jezdni jest
do±¢ proste. Trudniej jest wyznaczy¢ szeroko±¢ drogi, gdy wyst¦puje do-
wolna krzywa. Mamy wtedy do czynienia z bardziej zªo»onym procesem
konstruowania dwu odlegªych od siebie kraw¦dzi. Tak b¦dzie w przy-
padku wyznaczenia kraw¦dzi ronda turbinowego uksztaªtowanego za po-
moc¡ elipsy [9]. Potrzeba wyznaczenia drugiej kraw¦dzi jezdni prowadzi
do wprowadzenia poj¦cia krzywej o�setowej.
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5.1. Krzywe o�setowe

5.1.1. De�nicja krzywej o�setowej

Dla dowolnej krzywej gªadkiej c okre±lamy o�set (kopi¦ równolegª¡)
krzywej cd = c′d∪c′′d w odlegªo±ci d (krócej mówimy o�set) w nast¦puj¡cy
sposób: na ka»dej normalnej do krzywej c wybieramy dwa punkty w od-
legªo±ci d od krzywej c ([51], str. 335). Otrzymujemy dwie rodziny c′d, c

′′
d

punktów (rys. 5.2a), które utworz¡ o�set cd, poszczególne za± krzywe c′d,
c′′d b¦dziemy nazywa¢ póªo�setami.

Rysunek 5.2: O�sety: (a) krzywej sklejanej; (b) polilinii; (c) póªo�set wielok¡ta
(otrzymany za pomoc¡ programu AutoCAD ze staª¡ O�setgaptype = 1); (d) dyskretne
póªo�sety wielok¡ta (otrzymany za pomoc¡ programu AutoCAD ze staª¡ O�setgap-

type = 0), opr. E. Ko¹niewski

Program AutoCAD dopuszcza wiele mo»liwo±ci tworzenia o�setów
wielok¡ta pªaskiego. Odpowiada za to zmienna systemowa O�setgaptype.
Dla wielok¡ta P , przy warto±ci 0 tej zmiennej, segmenty linii s¡ prze-
dªu»ane i pozostaje wielok¡t Pd (rys. 5.2d), przy warto±ci 1 nast¦puje
zaokr¡glenie kopii (rys. 5.2c), w przypadku warto±ci 2 kopia pozostaje
wielok¡tem, ale ma ±ci¦te naro»a. W pierwszym przypadku Pd jest znów
wielok¡tem i nazywamy go o�setem dyskretnym wielok¡ta P . Na rysunku
5.2d mamy dyskretne póªo�sety P ′

d, P
′′
d , P

′′
2d. Zauwa»my, »e krzyw¡ o�-

setow¡ prostej jest prosta (dokªadniej: para prostych), okr¦gu za± okr¡g
(dokªadniej: para okr¦gów). Natomiast krzyw¡ o�setow¡ elipsy ju» nie
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jest elipsa (rys. 5.3). W przypadku wykorzystania elipsy do projektowa-
nia rond turbinowych, chc¡c precyzyjnie zachowa¢ staª¡ szeroko±¢ drogi
(jezdni), kraw¦dzie ronda nie mog¡ by¢ równocze±nie elipsami (por. [3,9]).

(a) (b)

Rysunek 5.3: O�set e′d elipsy e(a, b) o póªosiach a, b i elipsa o póªosiach a + d,
b + d: (a) a = 100, b = 60, d = 30; (b) a = 100, b = 20, d = 30. Ró»nica mi¦dzy
o�setem e′d elipsy e(a, b) i elips¡ e(a+d, b+d) jest tym wi¦ksza, im mniejszy jest sto-
sunek b/a; w przypadku (a) b/a = 3/5 wizualnie krzywe pokrywaj¡ si¦, w przypadku
(b) b/a = 1/5 jest wyra¹na ró»nica mi¦dzy krzywymi (o�set e′d elipsy o póªosiach a, b
[kolor czerwony] i elipsa o póªosiach a+ d, b+ d [kolor niebieski], opr. E. Ko¹niewski

Rysunek 5.4: Uogólnione o�sety dyskretne: (a) k¡ta z parametrami d1, d2; (b) dane
odlegªo±ci d1, d2, d3, d4, d5, d6 dla o�setu dyskretnego wielok¡ta; (b1) ci¡g póªo�setów
dyskretnych wielok¡ta (1, d1; 2, d2; 3, d3; 4, d4; 5, d5; 6, d6) ([3,9,34], wyk. E. Ko¹niew-
ski)

Podobnie jak dla wielok¡ta, o�set dyskretny mo»emy skonstruowa¢
dla k¡ta i tu dochodzimy do tzw. (d1, d2)-siecznej (rys. 5.4a). Dla
danego n-k¡tnego wielok¡ta Pn i ci¡gu dodatnich liczb rzeczywistych
d1, d2, . . . , dn mo»emy skonstruowa¢ szkielet dachu [31,34] rozpi¦tego nad
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wielok¡tem Pn. Taka konstrukcja pozwala projektowa¢ dachy o zmiennym
nachyleniu (rys. 5.2 � 5.6). Zachodzi wtedy nierówno±¢ ditgφi = djtgφj

dla dowolnych i, j = 1, 2, . . . , n.

Rysunek 5.5: Konstrukcja szkieletu dachu generowanego przez sze±ciok¡t
(1, d1; 2, d2; 3, d3; 4, d4; 5, d5; 6, d6), (por. [33]), wyk. E. Ko¹niewski

Rysunek 5.6: Typy topologiczne dachów o zmiennym nachyleniu nad tym samym
sze±ciok¡tem (1, d1; 2, d2; 3, d3; 4, d4; 5, d5; 6, d6) (por. [33]), wyk. E. Ko¹niewski

Okazuje si¦, »e nad dowolnym wielok¡tem mo»na otrzyma¢ wszystkie
typy topologiczne szkieletów dachów w zale»no±ci od ci¡gu liczb dodat-
nich d1, d2, . . . , dn (rys. 5.6). Ksztaªt zbli»ony do dachu nad wielok¡tem
przyjmuje nasyp powstaj¡cy w wyniku naturalnego ukªadu (sypania)
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gruntu. Jak wiadomo, w wyniku swobodnego sypania gruntu powstaje
sto»ek o k¡cie naturalnego zsypu [38]. St¡d przy opisie robót ziemnych
ksztaªt warstwic, czyli krzywych o�setowych, b¦dzie zaokr¡glony. Sto-
suj¡c zasad¦ zaokr¡glenia linii (zmienna O�setgaptype przyjmuje war-
to±¢ 1), mo»emy opisa¢ geometrycznie, a nast¦pnie obliczy¢ wielko±¢
mas gruntu w robotach ziemnych (por. [33]). Na rysunkach 5.7 � 5.10
przedstawiono budow¦ platformy na zboczu. Linia przeci¦cia pomi¦dzy
poziomym placem budowy na rz¦dnej 120 m a poziomic¡ 120 b¦dzie
lini¡ graniczn¡ mi¦dzy obszarami wykopu i nasypu (rys. 5.7). Przeci¦cia
120-metrowego konturu z kraw¦dziami placu budowy wyznaczaj¡ gra-
niczne punkty zmiany wykopu w nasyp. Wyznaczone punkty dziel¡ wielo-
k¡t placu budowy na dwie cz¦±ci (rys. 5.7). Po lewej stronie obszaru (rys.
5.8, �dolna� cz¦±¢ wielok¡ta) warstwice s¡ uªo»one w odlegªo±ci 1 m, aby
uzyska¢ nachylenie skarpy równe 1. Po prawej stronie obszaru (rys. 5.9,
�górna� cz¦±¢ wielok¡ta) warstwice s¡ uªo»one w odlegªo±ci 11

2
m, aby

uzyska¢ stosunek 11
2
do 1, czyli nachylenie 11

2
.

Rysunek 5.7: Przeci¦cia konturu 120 m z kraw¦dziami placu budowy wyznacz¡
punkty zmiany od wykopu do nasypu (por. [33])
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Rysunek 5.8: Po lewej stronie i na dole obszaru proponowane kontury warstwic
(dla wykopu) w odlegªo±ci d = 1 m, aby uzyska¢ nachylenie równe 1 (por. [33])

Rysunek 5.9: Po prawej stronie i u góry obszaru proponowane kontury warstwic
(dla nasypu) w odst¦pach d = 1 1

2 m, aby uzyska¢ nachylenie w stosunku 1 1
2 do 1

(por. [33])
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Rysunek 5.10: Brzeg linii nasypu i wykopu (por. [33])

5.1.2. Analityczna posta¢ krzywej o�setowej

Rozwa»my krzyw¡ c :

{
x = x(t)
y = y(t)

klasy C1, t ∈ [α, β]. W dowol-

nym punkcie znajd¹my wektor styczny [x′(t), y′(t)], nast¦pnie normalny
±[y′(t),−x′(t)]. Wersor normalny (wektor normalny o dªugo±ci 1) ma
posta¢ [y′(t),−x′(t)]√

x′2(t)+y′2(t)
. Wówczas równania krzywych o�setowych c′off (d),

c′′off (d) krzywej c maj¡ posta¢

c′off (d) :

 X = x(t) + y′(t)d√
x′2(t)+y′2(t)

Y = y(t) + −x′(t)d√
x′2(t)+y′2(t)

, c′′off (d) :

 X = x(t) + −y′(t)d√
x′2(t)+y′2(t)

Y = y(t) + x′(t)d√
x′2(t)+y′2(t)

,

gdzie t ∈ [α, β].

Przykªad 5.1. Zapisa¢ równania krzywych o�setowych dla hiperboli

x2

a2
− y2

b2
= 1

z parametryzacj¡ funkcjami hiperbolicznymi (kosinus hiperboliczny:
cosh(x) = ex+e−x

2
, sinus hiperboliczny: sinh(x) = ex−e−x

2
, w szczególno±ci

prawdziwa jest � jedynka hiperboliczna�: cosh2(x)− sinh2(x) = 1). Para-
metryzacja mo»e by¢ nast¦puj¡ca: x = a cosh(t), y = b sinh(t). Wówczas
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równania parametryczne krzywych o�setowych c′off (d), c
′′
off (d) hiperboli

x2

a2
− y2

b2
= 1 maj¡ posta¢

c′off (d) :

 X = a cosh(t) + b cosh(t)d√
a2 sinh2(t)+b2 cosh2(t)

Y = b sinh(t)− a sinh(t)d√
a2 sinh2(t)+b2 cosh2(t)

, gdzie t ∈ R,

c′′off (d) :

 X = a cosh(t)− b cosh(t)d√
a2 sinh2(t)+b2 cosh2(t)

Y = b sinh(t) + a sinh(t)d√
a2 sinh2(t)+b2 cosh2(t)

, gdzie t ∈ R.

Przykªad 5.2. Rozwa»my hiperbol¦ y2

262
− x2

0,832
= 1 opisuj¡c¡ chªodni¦

kominow¡ z rozdziaªu 3. Jej posta¢ parametryczna jest nast¦puj¡ca{
x = 60,83 sinh(t)
y = 26,00 cosh(t)

,

gdzie t ∈
[
arsinh

(
−93
60,83

)
; arsinh

(
20

60,83

)]
= [−1,21066; 0,323132]. Reali-

zacj¦ wizualn¡ krzywych o�setowych mo»na otrzyma¢ po implementacji
w odpowiednim programie (np. Geogebra rys. 5.11, Matlab).

Rysunek 5.11: Ilustracja przykªadu (ze wzgl¦du na skal¦ zamiast d = 0,16 przyj¦to
d = 1,6), opr. A. Tereszkiewicz
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5.1.3. O grubo±ci chªodni kominowej w aspekcie krzywych
o�setowych

Problem 5.2.Wyznaczy¢ funkcj¦ (rozkªad) grubo±ci w rozumieniu krzy-
wej o�setowej powªoki chªodni kominowej przy zaªo»eniu, »e ±cian¦
powªoki ograniczaj¡ powierzchnie powstaªe z obrotu krzywych

c : y = 26

√
1 +

(
x

60,83

)2
, x ∈ [−93,20]; c1 : y = 26

√
1 +

(
x

60,83

)2
− 0,16,

x ∈ [−93,20]. Krzyw¡ o�setow¡ c′off (0,16) tworzymy dla krzywej c w kie-
runku krzywej c1 i porównujemy c′off (0,16) z krzyw¡ c1.

Rozwi¡zanie. (szkic)
Pierwszy sposób: Krzywa c parametrycznie dana jest wzorem{

x = 60,83 sinh(t)
y = 26,00 cosh(t)

,

gdzie t ∈
[
arsinh

(
−93
60,83

)
; arsinh

(
20

60,83

)]
= [−1,21066; 0,323132].

Dla dowolnego, ale ustalonego punktu krzywej c, czyli dla ustalonego pa-
rametru t, znajdujemy równania prostej prostopadªej (normalnej). Wek-
tor normalny ma wspóªrz¦dne [26 sinh(t),−60,83 cosh(t)], równania pro-
stej normalnej maj¡ za± posta¢:{

x = 60,83 sinh(t) + 26,00 sinh(t)u
y = 26,00 cosh(t)− 60,83 cosh(t)u

gdzie u ∈ R.
Po podstawieniu do równania krzywej c1 otrzymujemy:

26 cosh(t)−60,83 cosh(t)u = 26

√
1 +

(
60,83 sinh(t)+26 sinh(t)u

60,83

)2
−0,16. St¡d,

rozwi¡zuj¡c równanie kwadratowe, wyznaczamy dwie warto±ci u1. Z wa-
runków zadania wynika, »e nale»y wzi¡¢ warto±¢ u1 dodatni¡. Otrzymu-
jemy (xu1 , yu1), gdzie{

xu1 = 60,83 sinh(t) + 26 sinh(t)u1
yu1 = 26 cosh(t)− 60,83 cosh(t)u1

.

Odlegªo±¢ punktów d(t):
(60,83 sinh(t), 26 cosh(t));
(60,83 sinh(t) + 26 sinh(t)u1, 26 cosh(t)− 60,83 cosh(t)u1)
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jest grubo±ci¡ powªoki dla warto±ci parametru t. Odlegªo±¢ ta wyra»a si¦
wzorem

d(t) =

√
(26 sinh(t)u1)

2 + (−60,83 cosh(t)u1)2 =

= |u1|
√

(26 sinh(t))2 + (−60,83 cosh(t))2.

Warto±¢ roz(t) = |0,16 − d(t)| jest ró»nic¡ odlegªo±ci mi¦dzy punktami
na krzywej c1 oraz c′off (0,16).

Drugi sposób: Niech c : y = f(x), czyli f(x) = 26

√
1 +

(
x

60,83

)2
oraz

c1 : y = f1(x), gdzie f1(x) = 26

√
1 +

(
x

60,83

)2
− 0,16. Niech x = u,

wtedy punkt krzywej ma wspóªrz¦dne (u, f(u)), styczna w tym punkcie
ma równanie: tc : y − f(u) = f ′(u)(x − u), normalna nc : y − f(u) =
−1

f ′(u)
(x− u). Rozwi¡zuj¡c ukªad równa«{

y − f(u) = −1
f ′(u)

(x− u)
y = f1(x)

ze wzgl¦du na x i y znajdujemy punkt (xu, f1(xu)), zale»ny od pa-

rametru u, tzn. xu = x(u). Pami¦taj¡c, »e f(x) = 26

√
1 +

(
x

60,83

)2
i f1(x) = 26

√
1 +

(
x

60,83

)2
− 0,16. Odlegªo±¢ d(u) punktów (u, f(u)),

(xu, f1(xu)) jest grubo±ci¡ powªoki dla warto±ci x = u. Analizuj¡c funk-
cj¦ d(u) (lub funkcj¦ ∆d(u) = d(u) − 0,16), otrzymamy w szczególno±ci
opis zmienno±ci grubo±ci chªodni kominowej w kontek±cie krzywych c, c1.

5.2. Powierzchnie o�setowe

5.2.1. Opis analityczny

We¹my pod uwag¦ powierzchni¦

P :


x1 = x(u, v)
y1 = y(u, v)
z1 = z(u, v)

(u, v) ∈ D,
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gdzie D jest obszarem pªaskim, a funkcje x(u, v), y(u, v), z(u, v) s¡ klasy
C1 (w przypadku prostok¡ta D = {(u, v) : u ∈ [u1, u2], v ∈ [v1, v2]}).
Powierzchni¦ t¦ mo»na te» zapisa¢ w postaci funkcji wektorowej
r(u, v) = [x(u, v), y(u, v), z(u, v)]. Dla wybranego punktu (u0, v0) po-
wierzchni P pochodne cz¡stkowe funkcji wektorowej maj¡ posta¢

ru(u0, v0) =

[
∂x

∂u
(u0, v0),

∂y

∂u
(u0, v0),

∂z

∂u
(u0, v0)

]
oraz

ru(u0, v0) =

[
∂x

∂v
(u0, v0),

∂y

∂v
(u0, v0),

∂z

∂v
(u0, v0)

]
.

Je»eli P0 = (x0, y0, z0) jest ustalonym punktem powierzchni P,
a P = (x, y, z) � dowolnym punktem pªaszczyzny τ stycznej do po-
wierzchni P w punkcie P0, P0P jest wektorem [x − x0, y − y0, z − z0],
to równanie tej pªaszczyzny stycznej τ do powierzchni P ma posta¢

τ : ru(u0, v0)× rv(u0, v0) · P0P = 0,

gdzie symbol × oznacza iloczyn wektorowy wektorów, · oznacza iloczyn
skalarny wektorów. Wektor n(u0, v0) = ru(u0, v0)× rv(u0, v0) jest wekto-
rem normalnym do powierzchni P.We wspóªrz¦dnych iloczyn wektorowy
ru(u0, v0)× rv(u0, v0) wyra»a si¦ wzorem
ru(u0, v0)× rv(u0, v0) =

=
[∣∣∣ ∂y

∂u
(u0, v0)

∂z
∂u

(u0, v0)
∂y
∂v

(u0, v0)
∂z
∂v

(u0, v0)

∣∣∣ , ∣∣∣ ∂z
∂u

(u0, v0)
∂x
∂u

(u0, v0)
∂z
∂v

(u0, v0)
∂x
∂v

(u0, v0)

∣∣∣ , ∣∣∣ ∂x
∂u

(u0, v0)
∂y
∂u

(u0, v0)
∂x
∂v

(u0, v0)
∂y
∂v

(u0, v0)

∣∣∣] .
Dªugo±¢ wektora wówczas jest równa

|ru(u0, v0)× rv(u0, v0)| =

=

√∣∣∣ ∂y
∂u

(u0, v0)
∂z
∂u

(u0, v0)
∂y
∂v

(u0, v0)
∂z
∂v

(u0, v0)

∣∣∣2 + ∣∣∣ ∂z
∂u

(u0, v0)
∂x
∂u

(u0, v0)
∂z
∂v

(u0, v0)
∂x
∂v

(u0, v0)

∣∣∣2 + ∣∣∣ ∂x
∂u

(u0, v0)
∂y
∂u

(u0, v0)
∂x
∂v

(u0, v0)
∂y
∂v

(u0, v0)

∣∣∣.
Wersor normalny wyra»a si¦ wzorem nver(u0, v0) =

ru(u0,v0)×rv(u0,v0)
|ru(u0,v0)×rv(u0,v0)| . Za-

tem równanie powierzchni o�setowej zapiszemy w postaci

Poff (d) : r(u, v) = [x(u, v), y(u, v), z(u, v)] + d nver(u, v).

Posªuguj¡c si¦ prezentowanymi tu wzorami, analiz¦ grubo±ci powierzchni
siodªowej przeprowadzono w pracy [42]. Analiza jest uogólnieniem rozu-
mowania zastosowanego w rozwi¡zaniu problemu pierwszego w rozdziale
5.1.3.
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5.2.2. Grubo±¢ powierzchni siodªowej

Problem 5.3. Dokona¢ analizy grubo±ci przekrycia budynku dworca
Warszawa Ochota (wymiary a = 17,35 m, h = 8,34 m, wysoko±¢ prze-
krycia q = 0,35 m).

Wskazówka. W przypadku powierzchni siodªowej analiz¦ grubo±ci mo-
»emy przeprowadzi¢ geometrycznie znacznie pro±ciej. Wystarczy dokona¢
analizy rysunku 4.5 z rozdziaªu 4. Jest maksymalna (i minimalna) wyso-
ko±¢ przekroju, który jest równolegªobokiem.

5.3. Zadania

1. Dokona¢ analizy grubo±ci przekrycia w ksztaªcie powierzchni siodªo-
wej rozpi¦tego nad budynkiem o rzucie prostok¡tnym o wymiarach
a = 16 m, b = 12 m, h = 8 m, q = 0,4 m. Narysowa¢ odpowiednie
wykresy.

2. Fragmenty kraw¦dzi jezdni wewn¦trznej i zewn¦trznej projektowa-
nego ronda s¡ elipsami e1, e2 wpisanymi w prostok¡ty odpowiednio
o wymiarach 53 × 43 m, 59 × 49 m. Porówna¢ elips¦ e2 z krzyw¡
o�setow¡ tej elipsy e1 odsuni¦t¡ o 6 m (por. rys. 5.2). Obliczy¢ war-
to±¢ maksymalnego odchylenia szeroko±ci jezdni od zaªo»onej warto±ci
6 m. Zagadnienie analizowa¢ w odniesieniu do caªych elips [9].

3. Znale¹¢ krzywe o�setowe paraboli y = ax2.



Rozdziaª 6

Krzywa ªa«cuchowa w budownictwie

i architekturze

6.1. Krzywa ªa«cuchowa

Problem 6.1. Opisa¢ ksztaªt nierozci¡gliwej jednorodnej liny zawieszo-
nej w dwóch punktach.

Rozwi¡zanie. W punktach A i B zawieszono lin¦ � zakªadamy, »e jest
nierozci¡gliwa i gi¦tka (rys. 6.1). Lina zwisa jedynie pod wpªywem wªa-
snego ci¦»aru. Przez qqq oznaczmy staª¡ warto±¢ przedstawiaj¡c¡ ci¦»ar
liny przypadaj¡cy na jej jednostk¦ dªugo±ci [kG/m]. Nale»y wyznaczy¢
ksztaªt krzywej zwisu jako wykresu pewnej funkcji y(x). Za o± OX obie-
ramy pewn¡ prost¡ poziom¡ poni»ej poziomego odcinka AB, a za o± OY
prost¡ pionow¡ przechodz¡c¡ przez najni»szy punkt P krzywej zwisu.
Oznaczmy przez T dªugo±¢ wektora napi¦cia TTT w punkcie M(x, y) krzy-
wej zwisu, a przez T0 dªugo±¢ wektora napi¦cia TTT 0 w punkcie P . Wektory
te s¡ styczne do krzywej, a ze wzgl¦du na symetri¦ krzywej wektor TTT 0

jest równolegªy do osi OX. We¹my pod uwag¦ ªuk PM krzywej. Za-
uwa»my, »e ze wzgl¦du na stan równowagi liny suma utworzona z siª
TTT 0, TTT i z sumy ci¦»ko±ci poszczególnych elementarnych odcinków ªuku
PM równa si¦ zeru. To samo dotyczy sumy ich skªadowych odpowiednio
wzgl¦dem osi OX osi OY . A wi¦c bior¡c jeszcze pod uwag¦ wzór na

dªugo±¢
x∫
0

√
1 + (y′)2dx ªuku y = y(x) w przedziale [0, x] otrzymamy

−T0 + T cosα = 0, T sinα−
x∫

0

q
√

1 + (y′)2dx = 0, (6.1)

gdzie α jest k¡tem, jaki tworzy wektor TTT z osi¡ OX.
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Rysunek 6.1: Krzywa ªa«cuchowa, opr. A. Tereszkiewicz

St¡d

T cosα = T0 = const, oraz T0tgα−
x∫

0

q
√

1 + (y′)2dx = 0. (6.2)

Ró»niczkuj¡c wzgl¦dem x obie strony ostatniego wzoru i zauwa»aj¡c, »e
tgα = y′(x), otrzymamy

y′′ =
1

a

√
1 + (y′)2 (6.3)

jako równanie krzywej zwisu. Oznaczyli±my przy tym T0

q
= a. Jest to

równanie typu F (x, y′, y′′) = 0. Podstawiaj¡c y′ = u w równaniu (6.3),
mamy

du√
1 + u2

=
dx

a
. (6.4)

Caªkuj¡c obustronnie, otrzymujemy

ln
(
u+
√
1 + u2

)
=
x

a
+ C1. (6.5)

Równanie (6.5) mo»emy przeksztaªci¢, korzystaj¡c z poj¦cia funkcji sinus
hiperboliczny. Mamy bowiem ln

(
w +
√
1 + w2

)
= v ⇔ w +

√
1 + w2 =

= ev ⇔ ev − w =
√
1 + w2 ⇔ (ev − w)2 = 1 + w2 ⇔ e2v − 2evw + w2 =
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= 1+w2 ⇔ e2v−1 = 2evw ⇔ w = e2v−1
2ev
⇔ w = ev−e−v

2
, czyli w = sinh(v).

Przeksztaªcaj¡c wi¦c (6.5), otrzymujemy

u = sinh
(x
a
+ C1

)
, czyli y′ = sinh

(x
a
+ C1

)
. (6.6)

Po ponownym scaªkowaniu (cosh(x) = ex+e−x

2
) otrzymamy caªk¦ ogóln¡

równania (6.3):

y = a cosh
(x
a
+ C1

)
+ C2. (6.7)

Dla ustalenia warunków pocz¡tkowych tak obieramy o± OX, by rz¦dna
punktu P równaªa si¦ a (6.1). Nale»y zatem przyj¡¢ y′(0) = 0, y(0) = a.
St¡d C1 = 0, C2 = 0 i równanie otrzymanej krzywej zwanej krzyw¡
ªa«cuchow¡ ma posta¢

y = a cosh
x

a
. (6.8)

Po uwzgl¦dnieniu oznacze« na rysunku 6.1 otrzymujemy

y =
T0
q
cosh

(
qx

T0

)
. (6.9)

Problem 6.2. Wyznaczy¢ parametr a ªuku krzywej ªa«cuchowej
y = a cosh

(
x
a

)
ªuku Gateway Arch, obiektu architektonicznego, który

znajduje si¦ w Saint Louis w USA. Rozpi¦to±¢ ªuku przy podstawie wy-
nosi 192 m (tyle samo co jego wysoko±¢) i jest ksztaªtu krzywej ªa«-
cuchowej. Ka»da cz¦±¢, z której jest zbudowany ªuk, to trójk¡t równo-
boczny o boku 16,5 m przy podªo»u, do 5,2 m w najwy»ej poªo»onym
punkcie. Konstrukcja wykonana jest z dwupªaszczowych moduªów sta-
lowych o przekroju trójk¡tnym. Wewn¦trzny pªaszcz ze stali w¦glowej
grubo±ci 0,01 m tworzy konstrukcj¦, natomiast zewn¦trzny pªaszcz ze
stali nierdzewnej jest wyko«czeniem ªuku. Nowatorska konstrukcja nie
ma wewn¦trznego szkieletu no±nego; moduªy s¡ samono±ne.
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(a)

(b) (c)

(d) (e)

(f) (g)

Rysunek 6.2: Realizacje architektoniczne na bazie krzywej ªa«cuchowej: (a) ogro-
dzenia ªa«cuchowe przy ul. Legionowej w Biaªymstoku, fot. E. Ko¹niewski; (b) most
Grunwaldzki we Wrocªawiu, fot. F. Sadowski; (c) wiadukt nad ul. Piastowsk¡ w Bia-
ªymstoku, fot. E. Ko¹niewski; (d) przekrycie dworca Keleti w Budapeszcie, fot. E. Ko¹-
niewski; (e) Gateway Arch w Saint Luis w USA, [22]; (f) most ªa«cuchowy w Buda-
peszcie, fot. E. Omielja«czuk; (g) wiadukt nad Tras¡ Generalsk¡ w Biaªymstoku,
fot. M. Ko¹niewski
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Rozwi¡zanie. W celu wyznaczenia parametru a dla krzywej ªa«cucho-
wej opisuj¡cej Gateway Arch (i ka»dej krzywej opisuj¡cej jakikolwiek ªa«-
cuch tego typu) najpierw sporz¡dzamy szkic (rys. 6.3, po prawej stronie).
Po pierwotnym wyznaczeniu warto±ci parametru a rysunek ten mo»na
wykona¢ w ±rodowisku AutoCAD, posiªkuj¡c si¦ arkuszem Excel. Dla
danej rozpi¦to±ci i wysoko±ci ªuku krzywej tworzymy dwie kolumny da-
nych. Pierwsza kolumna to warto±ci zmiennej niezale»nej z przedziaªu
[0,96], czyli 0 i poªowa rozpi¦to±ci ªuku (na 6.3 jest równa 96 m), druga
kolumna to a plus wysoko±¢ ªuku (na 6.3 jest równa 192 m). Zatem do
krzywej y = a cosh

(
x
a

)
nale»y punkt o wspóªrz¦dnych (96,192). Pod-

stawiaj¡c w (6.8) za x = 96 i za y = a + 192, otrzymujemy równanie
a+ 192 = a cosh

(
96
a

)
. Równowa»nie zapisujemy to w postaci

a cosh

(
96

a

)
− a− 192 = 0. (6.10)

Rysunek 6.3: Generowanie pro�lu krzywej ªa«cuchowej w programie AutoCAD:
punkty wyznaczono dla krzywej ªa«cuchowej (6.8) dla a = 38,9216, dla warto±ci
10, 20, . . . , 80, 90, 96 (pierwsza kolumna liczb), obliczaj¡c w Excelu warto±ci funkcji
(6.8) (druga kolumna) i odmierzaj¡c je na prostych pionowych wystawionych w punk-
tach o odci¦tych 10, 20, . . ., opr. E. Ko¹niewski
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Aby znale¹¢ a, rozwi¡zujemy równanie np. metod¡ bisekcji lub jak¡-
kolwiek metod¡ b¡d¹ najpro±ciej w programie Wolfram Alpha (solve).
W naszym przypadku a = 38,9216. Wró¢my do sporz¡dzania rysunku
krzywej ªa«cuchowej o danym parametrze a. Otó» pierwsz¡ spraw¡ jest
rozwi¡zanie równania (6.10), a w ogólnym przypadku równania

a cosh
(

b
2a

)
− a− h = 0,

gdzie b jest rozpi¦to±ci¡ ªuku, a h jest wysoko±ci¡ (w Gateway Arch b =
192 m, h = 192 m).

Problem 6.3. Stumetrowy drut wa»¡cy 20 kG zwisa 5 m
od poziomej poprowadzonej przez punkty zawieszenia A,B
(rys. 6.1). Znale¹¢ napi¦cie T w punktach zawieszenia. Wcze-
±niej znajdziemy (poniek¡d prosty) wzór obliczania napi¦cia T .
Z pierwszej zale»no±ci z (6.1) otrzymujemy T = T0

cosα
=

=

∣∣∣∣∣ cosα = 1√
1+tg 2α,

y′ = tgα

∣∣∣∣∣ = T0
√

1 + (y′)2, czyli T = T0
√

1 + (y′)2.

Z (6.8) mamy T = T0

√
1 + sinh2 x

a
. A dalej z faktu, »e

cosh2 u − sinh2 u = 1, mamy T = T0 cosh
x
a
. Poniewa» T0

q
= a,

wobec (6.8) otrzymujemy
T = qy. (6.11)

Przejd¹my teraz do rozwi¡zania zadania: y = h+a jest rz¦dn¡ punktu B
(rys. 6.1). Aby wykorzysta¢ wzór (6.11), wyznaczmy a. Znamy h = 5 m,
q = 0,2 kG/m. Dªugo±¢ ªuku krzywej ªa«cuchowej (6.8) równa si¦

s =

x∫
0

√
1 + (y′)2dx =

∣∣∣∣ y = a cosh
(
x
a

)
y′ = sinh

(
x
a

) ∣∣∣∣ =
x∫

0

√
1 +

(
sinh

(x
a

))2
dx =

=

x∫
0

√(
cosh

(x
a

))2
dx =

x∫
0

cosh
(x
a

)
dx = a sinh

(x
a

)
=

= a

√(
cosh

(x
a

))2
− 1 =

√(
a cosh

(x
a

))2
− a2 =

=
√
y2 − a2 =

√
(h+ a)2 − a2 =

√
h2 + 2ah.
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Zatem s2 = h2 + 2ah, a st¡d a = s2−h2

2h
. Zatem a = 502−52

2·5 = 247,5 m.
Wracaj¡c do okre±lenia napi¦cia drutu wobec (6.11), mamy

T = q(h+ a) = 0,2 · (5 + 247,5) kG = 0,2 · 252,5 kG = 52,5 kG.

Maj¡c narysowane odcinki pionowe, rysujemy krzyw¡ spline, ª¡cz¡c ko-
lejno górne ko«ce odcinków.

6.2. Zadania

1. Znale¹¢ warto±¢ parametru a ksztaªtu krzywej ªa«cuchowej Golden
Gate Bridge (rys. 6.4). Budowla ma dªugo±¢ 2700 m. Odlegªo±¢ mi¦-
dzy dwoma pylonami wynosi 1280 m. Wysoko±¢ pylonów jest równa
230 m, w tym wysoko±¢ pylonów, mierzona od jezdni (nawierzchni),
wynosi 152 m.

Rysunek 6.4: Podstawowe wymiary mostu wisz¡cego Golden Gate Bridge ª¡cz¡cego
San Francisco z Marin County w Kaliforni (USA), wyk. E. Ko¹niewski na podstawie
[23]

2. Ile metrów sznura/ªa«cucha nale»y zakupi¢, aby móc ogrodzi¢ chod-
nik (z obydwu stron) o dªugo±ci 10,4 m, a sznur/ªa«cuch ma zwisa¢
swobodnie okoªo 55 cm nad ziemi¡? Ile sªupków wysoko±ci 70 cm na-
le»y kupi¢ i jaki rozstaw b¦d¡ miaªy?

3. Rozwa»my ci¦»ki sznur o dªugo±ci l[m], jego metr wa»y k[kg]. Jeden
koniec jest umocowany w punkcie M , drugi za± styka A z poziom¡
powierzchni¡ gruntu. Wysoko±¢ punktu M nad poziomem wynosi h.
Wyznaczy¢ napr¦»enie sznura w punktach M , A [57].

4. Ci¦»ki ªa«cuch, którego ci¦»ar na jednostk¦ dªugo±ci wynosi q, zawie-
szono na dwóch koªkach A i B. Ró»nica wysoko±ci pomi¦dzy punk-
tem B a najni»szym punktem ªa«cuchaW wynosi b, pomi¦dzy A iW
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wynosi a, dªugo±¢ ªa«cucha od B do W jest równa β, z kolei od A
do W wynosi α. Oblicz napr¦»enie (reakcje) ªa«cucha na koªki oraz
k¡ty, jakie te napr¦»enia tworz¡ z poziomem (rys. 6.5) [60].

Rysunek 6.5: Ilustracja do zad. 4, opr. A. Tereszkiewicz

5. Styczne w punktach zawieszenia ci¦»kiego ªa«cucha o dªugo±ci s two-
rz¡ z pionem k¡ty α, β. Oblicz wysoko±¢ jednego z punktów zawiesze-
nia nad drugim (rys. 6.6) [60].

Rysunek 6.6: Ilustracja do zad. 5, opr. A. Tereszkiewicz
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6. Na nieruchomy dr¡»ek poziomy, zupeªnie gªadki, nawleczono dwa
pier±cienie M i N , do których przymocowano ko«ce ci¦»kiego ªa«-
cucha o dªugo±ci 2l. Gdyby ukªad pozostawiony byª samemu sobie, to
pier±cienie M i N zeszªyby si¦ i ªa«cuch przybraªby poªo»enie pio-
nowe. Aby temu zapobiec, przykªadamy do pier±cieni dwie równe
i skierowane na zewn¡trz siªy � ka»da z tych siª jest równa ci¦»a-
rowi poªowy ªa«cucha. Wyznacz odlegªo±ci pier±cieni w stanie równo-
wagi [57].

Rysunek 6.7: Ilustracja do zad. 6, opr. A. Tereszkiewicz

7. Dwa gªadkie koªki M i N le»¡ na jednym poziomie. Odlegªo±¢ po-
mi¦dzy nimi jest równa 2c. Zawieszamy na tych koªkach ci¦»ki sznur
(rys. 6.8). Jaka powinna by¢ co najmniej dªugo±¢ sznura, aby rów-
nowaga byªa mo»liwa? (Je»eli sznur b¦dzie zbyt krótki, to zsunie si¦
z koªków do ±rodka) [57].

Rysunek 6.8: Ilustracja do zad. 7, opr. A. Tereszkiewicz

8. Znale¹¢ wymiary wybranych dwu budowli opartych na ksztaªcie krzy-
wych ªa«cuchowych: mosty, sklepienia, ªuki; wyznaczy¢ parametr
krzywej ªa«cuchowej i narysowa¢ t¦ krzyw¡ w obydwu przypadkach.





Rozdziaª 7

Powierzchnie o szybkim rozbiegu �

brachistochrona w skateparku,

akwaparku i na skoczni narciarskiej

7.1. Zagadnienie brachistochrony � przykªad
ekstremum funkcjonaªu

Problem 7.1. Niech punkt materialny zsuwa si¦ bez tarcia pod wpªy-
wem siªy ci¦»ko±ci po krzywej ª¡cz¡cej punkty A i B (rys. 7.1a). Tak
zwane zagadnienie brachistochrony (gr. brachys � krótki, chronos � czas)
polega na wyznaczeniu spo±ród wszystkich krzywych ª¡cz¡cych punkty
A i B takiej, po której punkt materialny zsunie si¦ w najkrótszym czasie.

(a) (b)

(c) (d)

Rysunek 7.1: Ilustracja zagadnienia brachistochrony: (a) zaªo»enia do zagadnienia
brachistochrony, opr. E. Ko¹niewski; (b) punkt materialny zsuwaj¡cy si¦ bez tar-
cia, opr. E. Ko¹niewski; (c) rozbieg Wielkiej Krokwi w Zakopanem, fot. S. Kud¹ma;
(d) skatepark w Sobolewie. Czy tu szybkie zjazdy s¡ po»¡dane? Fot. E. Ko¹niewski
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Jest to pierwsze historycznie zagadnienie rachunku wariacyjnego (1696,
Johann Bernoulli).

Rozwi¡zanie. Niech y = y(x) b¦dzie równaniem krzywej, po której
zsuwa si¦ punkt materialny (rys. 7.1b). W ukªadzie OXY zgodnie z pra-
wem ci¡»enia mo»emy zapisa¢ y = gt2

2
, gdzie g oznacza przy±pieszenie

ziemskie, t czas. Pomnó»my obustronnie przez g i otrzymujemy gy = g2t2

2
.

Po uwzgl¦dnieniu v = gt, otrzymujemy v =
√
2gy. Równocze±nie po

oznaczeniu przez l drogi przebytej przez punkt, pr¦dko±¢ chwilowa v wy-

ra»a si¦ v = dl
dt
=

√
1+(y′)2dx

dt
(wszak dl =

√
1 + (y′)2dx). Dostajemy

dt =

√
1 + (y′)2√
2gy

dx. (7.1)

Czas zsuwania si¦ punktu jest równy caªce

T =
1√
2g

a∫
0

√
1 + (y′)2

y
dx. (7.2)

Otrzymujemy czas T jako funkcjonaª J [y] =
a∫
0

F (x, y, y′)dx =

=
a∫
0

√
1+(y′)2
√
2gy

dx. Zgodnie z twierdzeniem Eulera punkt ekstremalny prze-

strzeni funkcyjnej C[0,a] (czyli funkcja) powinien speªnia¢ warunek

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
= 0. (7.3)

Obliczamy pochodn¡ funkcji F (x, y, y′) =

√
1+(y′)2
√
2gy

wzgl¦dem y (y′ i g

s¡ staªymi, funkcj¦ F (x, y, y′) =

√
1+(y′)2
√
2gy

mo»na zapisa¢ w postaci

F (x, y, y′) =

√
1+(y′)2
√
2g

· 1√
y
)

∂F

∂y
=

√
1 + (y′)2√

2g

(
1
√
y

)′

y

=

√
1 + (y′)2√

2g

(
y−

1
2

)′
y
=

=

√
1 + (y′)2√

2g

(
−1

2
y−

3
2

)
= −

√
1 + (y′)2√

2g

1

y
√
y
.
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Obliczamy pochodn¡ funkcji F (x, y, y′) =

√
1+(y′)2
√
2gy

wzgl¦dem y′ (y i g

s¡ staªymi, funkcj¦ F (x, y, y′) =

√
1+(y′)2
√
2gy

mo»na zapisa¢ w postaci

F (x, y, y′) = 1√
2g

√
y

√
1 + (y′)2 )

∂F

∂y′
=

1√
2g
√
y

(√
1 + (y′)2

)′
y′
=

=
1√

2g
√
y

1

2
√

1 + (y′)2
· 2y′ = 1√

2g
√
y

y′√
1 + (y′)2

.

Po obliczeniu pochodnych ∂F
∂y

= −
√

1+(y′)2

2y
√
2gy

, ∂F
∂y′

= y′√
2gy(1+(y′)2)

i podsta-

wieniu do (7.3) otrzymujemy równanie√
1 + (y′)2

2y
√
2gy

− d

dx

y′√
2gy(1 + (y′)2)

= 0, (7.4)

które mo»emy pomno»y¢ obustronnie przez
√
2g i otrzymamy (wcze±niej

1√
2g

wyª¡czamy przed pochodn¡)√
1 + (y′)2

2y
√
y
− d

dx

y′√
y(1 + (y′)2

= 0. (7.5)

Pozostaje do obliczenia pochodna d
dx

y′√
y(1+(y′)2)

. Tu trzeba pami¦ta¢, »e

y i y′ s¡ funkcjami zmiennej x. Zatem korzystaj¡c ze wzoru na pochodn¡
ilorazu (uwzgl¦dniaj¡c pochodn¡ iloczynu funkcji wewn¦trznej)(

y(1 + (y′)2)
)′
= y′

(
1 + (y′)2

)
+ y · 2y′ · y′′,

otrzymujemy

d

dx

y′√
y(1 + (y′)2

=
y′′
√
y(1 + (y′)2)− y′(y′(1+(y′)2)+y·2y′·y′′)

2
√

y(1+(y′)2)

y(1 + (y′)2)
. (7.6)

Licznik sprowadzamy do wspólnego mianownika

d

dx

y′√
y(1 + (y′)2

=

2y′′(y(1+(y′)2)−y′(y′(1+(y′)2)+2yy′y′′)

2
√

y(1+(y′)2)

y(1 + (y′)2)
. (7.7)
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Porz¡dkujemy licznik licznika uªamka i zapisujemy z u»yciem jednej kre-
ski uªamkowej

d

dx

y′√
y(1 + (y′)2

=
2y′′y + 2yy′(y′)2 − (y′)2 − (y′)4 − 2y(y′)2y′′

2
√
y(1 + (y′)2)y(1 + (y′)2)

. (7.8)

Po zredukowaniu dwóch iloczynów 2y(y′)2y′′ w liczniku otrzymany wynik

d

dx

y′√
y(1 + (y′)2

=
2y′′y − (y′)2 − (y′)4

2
√
y(1 + (y′)2)y(1 + (y′)2)

(7.9)

wstawiamy do (7.5)√
1 + (y′)2

2y
√
y
− 2y′′y − (y′)2 − (y′)4

2
√
y(1 + (y′)2)y(1 + (y′)2)

= 0. (7.10)

Po pomno»eniu obu stron równania przez 2
√
y(1 + (y′)2)y otrzymamy

−(1 + (y′)2)− 2y′′y − (y′)2 − (y′)4

1 + (y′)2
= 0. (7.11)

Po zapisaniu na wspólnej kresce uªamkowej otrzymujemy

−(1 + (y′)2)(1 + (y′)2)− 2y′′y + (y′)2 + (y′)4

1 + (y′)2
= 0. (7.12)

Uªamek jest równy zeru wtedy i tylko wtedy, gdy licznik jest równy zeru.
Zatem, po zredukowaniu wyra»e« (y′)4 mamy

−1− (y′)2 − 2y′′y = 0. (7.13)

Po przeksztaªceniu, ostatecznie otrzymujemy równanie ró»niczkowe rz¦du
drugiego w postaci

y′′

1 + (y′)2
= − 1

2y
. (7.14)

W celu rozwi¡zania równania (7.14) wprowadzamy now¡ zmienn¡
y′ = u(y). Po obliczeniu pochodnej mamy y′′ = u′y′ = uu′. Po pod-
stawieniu otrzymujemy

uu′

1 + u2
= − 1

2y
⇔ u

1 + u2
du

dy
= − 1

2y
⇔ 2u

1 + u2
du = −1

y
dy

⇔ ln(1 + u2) = − ln y + C∗ ⇔ ln y = lnC − ln(1 + u2)⇔ y =
C

1 + u2
.



7.1. Zagadnienie brachistochrony 103

W ostatnim równaniu podstawiamy u = ctg φ
2
, gdzie φ(x) jest

funkcj¡ niewiadom¡. Mamy y = C
2
(1− cosφ) . Poniewa» y′ =

dy
dφ
dx
dφ

i y′ = ctg φ
2
, czyli dx

dφ
= C

2
(1− cosφ). Po scaªkowaniu otrzymamy

x = C
2
(φ− sinφ)+C1. Z równo±ci y(0) = 0 otrzymujemy C1 = 0, z kolei

z y(a) = b wynika, »e istnieje staªa C, przy której cykloida (rys. 7.2)
x = C

2
(φ− sinφ)

y = C
2
(1− cosφ)

jest rozwi¡zaniem zagadnienia brachistochrony ( [10] rys. 7.3).

Rysunek 7.2: Cykloida, opr. A. Tereszkiewicz

Rysunek 7.3: Brachistochrona, opr. A. Tereszkiewicz

Brachistochrona jest równocze±nie tautochron¡, [27] tj. krzyw¡, po
której punkt materialny pod wpªywem siªy ci¦»ko±ci stacza si¦ do naj-
ni»szego punktu krzywej w takim samym czasie, niezale»nie od punktu
startowego na tej krzywej.
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7.2. Zadania

1. Obliczy¢ pole i obwód otworu okiennego, którego kraw¦d¹ jest cyklo-
id¡ maj¡c¡ w najwy»szym punkcie wysoko±¢ 4 m. Jak dªugi parapet
nale»aªoby zamontowa¢?

Rysunek 7.4: Ilustracja do zad. 1, opr. A. Tereszkiewicz

2. Do przekrycia w¡skich prostok¡tów u»ywamy najcz¦±ciej powªok wal-
cowych. Ich przekrój poprzeczny mo»e by¢ koªem, elips¡, parabol¡,
cykloid¡, krzyw¡ ªa«cuchow¡. O±wietlenie mo»na otrzyma¢ przez wy-
konanie ±wietlików wzdªu» dªugo±ci ªupiny b¡d¹ te» dzi¦ki zastosowa-
niu ±wietlików g¡sienicowych. Obliczy¢ powierzchni¦ dachu budynku
o wymiarach 4× 10 m, którego przekrojem poprzecznym jest:
a) krzywa ªa«cuchowa dla a = −6,
b) cykloida dla a = 2

π
.

(a)

(b)

Rysunek 7.5: Ilustracja do zad. 2, opr. A. Tereszkiewicz
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3. Obliczy¢ kubatur¦ budynku o wysoko±ci 5 m z zadania 2.
4. �uk cykloidy obraca si¦ dokoªa wªasnej osi symetrii. Znale¹¢ pole po-

wstaªej przy tym powierzchni. (Taka odwrócona cykloida mo»e stano-
wi¢ punkt wyj±ciowy przy planowaniu skateparków, a zwªaszcza jump
boxów, z pro�lem wybicia b¦d¡cym wycinkiem cykloidy, czyli krzywej
stawiaj¡cej najmniejszy opór tocz¡cemu si¦ koªu, przez co taki jump
box wybija rewelacyjnie mimo niezbyt du»ej wysoko±ci).

5. Wykorzystuj¡c równanie brachistochrony i paraboli, opisa¢ model
skoczni narciarskiej.

6. Wyznaczy¢ parametry φ i C dla cykloidalnych krzywych rozbiegu
(rozwi¡zanie zagadnienia brachistochrony) wybranych dwóch skoczni
narciarskich.

Rysunek 7.6: Schemat skoczni narciarskiej, wyk. E. Ko¹niewski na podstawie [24]





Rozdziaª 8

Drgania w mechanice budowli

8.1. Warto±ci i wektory wªasne operatora oraz
diagonalizacja macierzy

Dla operatora liniowego (endomor�zmu) A : X → X okre±lamy war-
to±¢ wªasn¡ i wektor wªasny operatora. Je»eli I jest operatorem to»sa-
mo±ciowym (jednostkowym x = Ix) i istnieje taka liczba λ i niezerowy
wektor x ∈ X, »e dla operatora A zachodzi

Ax = λx, (8.1)

to liczb¦ λ nazywamy warto±ci¡ wªasn¡ operatora A, natomiast x nazy-
wamy wektorem wªasnym operatora A. W przestrzeni n�wymiarowej nad
ciaªem liczb rzeczywistych (zespolonych) operator liniowy ma reprezenta-
cj¦ macierzow¡. Wtedy zapis Ax oznacza iloczyn macierzy A i wektora x.

Twierdzenie 8.1. Dla macierzy A nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1) λ jest warto±ci¡ wªasn¡ A,
2) ukªad równa« (A− λI)x = 0 ma niezerowe rozwi¡zanie,
3) det(A− λI) = 0.

(8.2)

Wielomian φA(λ) = det(A − λI) nazywamy wielomianem charakte-
rystycznym macierzy A. W ciele liczb zespolonych wielomian ma n pier-
wiastków (liczonych z krotno±ciami). Dla macierzy 1 2 0

0 2 0
−2 −2 −1

 (8.3)

φA(λ) = det(A− λI) = −(1− λ)(2− λ)(1 + λ).
Operator liniowy jest diagonalizowalny, je»eli istnieje baza w prze-

strzeni, w której jego macierz jest diagonalna.
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Mówimy, »e macierz A jest podobna do macierzy B (A ∼ B), je»eli
istnieje macierz nieosobliwa P , taka »e A = PBP−1. Podobie«stwo∼ma-
cierzy jest relacj¡ równowa»no±ciow¡, tj. zwrotn¡ (A ∼ A), symetryczn¡
(A ∼ B → B ∼ A) i przechodni¡ (A ∼ B ∧B ∼ C → A ∼ C).

Macierze podobne maj¡ ten sam wielomian charakterystyczny. Rze-
czywi±cie, niech A = PBP−1, wówczas φ(λ) = det(A − λI) =
= det(PBP−1 − λI) = det(PBP−1 − λPIP−1) = detP (B − λI)P−1 =
= detP det(B − λI) detP−1 = det(B − λI) = φB(λ).

Mówimy, »e macierz A =

a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

 jest diagonalizowalna,

je»eli jest podobna do macierzy diagonalnej B =

b11 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · bnn

 =

= diag(b11, b22, . . . , bnn).
Z identyczno±ci wielomianów charakterystycznych dwu macierzy nie wy-
nika diagonalizowalno±¢ obu z nich. Jako przykªad mo»na wzi¡¢ macierze

I =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

, A =

1 1 1
0 1 1
0 0 1

.
Prawdziwe jest

Twierdzenie 8.2. Macierz An× n (A ∈ Rn×n) jest diagonalizowalna
wtedy i tylko wtedy, gdy:

(a) jej wielomian charakterystyczny ma n pierwiastków (liczonych z krot-
no±ciami);

(b) dla ka»dej warto±ci wªasnej macierzy A mo»na wybra¢ tyle wektorów
wªasnych, ile wynosi krotno±¢ tej warto±ci wªasnej jako pierwiastka
wielomianu charakterystycznego.

Ponadto, je»eli v1, v2, . . . , vn s¡ liniowo niezale»nymi wektorami wªasnymi
macierzy diagonalizowalnej A odpowiadaj¡cymi jej warto±ciom wªasnym
λ1, λ2, . . . , λn (niekoniecznie ró»nym), to macierz P = [v1v2 . . . vn]
jest macierz¡ ustalaj¡c¡ podobie«stwo pomi¦dzy macierzami A oraz
diag(λ1, λ2, . . . , λn), tj. P−1AP = diag(λ1, λ2, . . . , λn) (lub A =
= Pdiag(λ1, λ2, . . . , λn)P−1).
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Przykªad 8.1. Dokona¢ diagonalizacji macierzy A =

5 4 2
4 5 2
2 2 2

 .
Rozwi¡zanie. Najpierw znajdujemy warto±ci wªasne macierzy, tj. po-
szukujemy niezerowych rozwi¡za« równania (A − λI)x = 0. Ma by¢
det(A− λI) = 0.

Obliczamy wyznacznik macierzy

5− λ 4 2
4 5− λ 2
2 2 2− λ


∣∣∣∣∣∣
λ 4 2
4 5− λ 2
2 2 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = −(λ− 1)2(λ− 10) = 0.

Otrzymujemy warto±ci wªasne i ich krotno±ci algebraiczne λ1 = 1, k1 = 2;
λ2 = 10, k2 = 1.

Niech λ1 = 1. Za λ w równaniu (A− λI)x = 0 podstawiamy 1 i roz-

wi¡zujemy ukªad

5− 1 4 2
4 5− 1 2
2 2 2− 1

x1x2
x3

 =

00
0

 .
Przeksztaªcamy macierz rozszerzon¡ ukªadu (operuj¡c na wierszach) 4 4 2 0

4 4 2 0
2 2 1 0

 ←−−−−−−−→
w2−w1→w2

w3− 1
2
w1→w3

 4 4 2 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 1
4
w1→w1←−−−−→

 1 1 1
2

0
0 0 0 0
0 0 0 0

.
Otrzymujemy równanie x1+x2+ 1

2
x3 = 0. Podstawiaj¡c x3 := α, x2 := β

mamy x1 = −β − 1
2
α, x2 := β, x3 := α, czyli−β − 1

2
α

β
α

 = β

−11
0

+α
2

−10
2

 .Mamy dwa wektory liniowo niezale»ne

v1 =

−11
0

, v2 =

−10
2

 . Rozpinaj¡ wi¦c przestrze« dwuwymiarow¡,

zatem krotno±¢ geometryczna jest równa n1 = 2.
Niech λ2 = 10. Za λ w równaniu (A − λ)x = 0 podstawiamy 10

i rozwi¡zujemy ukªad

5− 10 4 2
4 5− 10 2
2 2 2− 10

x1x2
x3

 =

00
0

.
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Przeksztaªcamy macierz rozszerzon¡ ukªadu (operuj¡c na wierszach) −5 4 2 0
4 −5 2 0
2 2 −8 0

 w1+w2→w1←−−−−−→

 −1 −1 4 0
4 −5 2 0
2 2 −8 0

 w3+2w1→w3
w2+w1→w2←−−−−−−→ −1 −1 4 0

3 −6 6 0
0 0 0 0

 1
3
w2→w2←−−−−→

 −1 −1 4 0
1 −2 2 0
0 0 0 0

 w2+w1→w2←−−−−−→ −1 −1 4 0
0 −3 6 0
0 0 0 0

 1
3
w2→w2←−−−−→

 −1 −1 4 0
0 −1 2 0
0 0 0 0

 −w1→w1
−w2→w2←−−−−→

 1 1 −4 0
0 1 −2 0
0 0 0 0

.
Otrzymujemy równanie

{
x1 + x2 − 4x3 = 0

x2 − 2x3 = 0
.

Po podstawieniu za x3 := α i rozwi¡zaniu otrzymujemy x1 := 2α,

x2 := 2α i x3 := α. Mamy jeden wektor liniowo niezale»ny α

22
1

.
Mamy wi¦c v3 =

22
1

. St¡d krotno±¢ geometryczna n2 = 1. Macierz

P = [v1v2v3] =

 −1 −1 2
1 0 2
0 2 1

 diagonalizuje macierz A. Aby to

sprawdzi¢, wyznaczymy najpierw macierz odwrotn¡ do macierzy −1 −1 2
1 0 2
0 2 1

 .
Zastosujemy metod¦ eliminacji Gaussa:−1 −1 2 1 0 0

1 0 2 0 1 0
0 2 1 0 0 1

 −w1→w1
w2+w1→w2←−−−−−−→

1 1 −2 −1 0 0
0 −1 4 1 1 0
0 2 1 0 0 1

 w1+w2→w1←−−−−−→ 1 0 2 0 1 0
0 −1 4 1 1 0
0 2 1 0 0 1

 w3+2w2→w3←−−−−−−→

 1 0 2 0 1 0
0 −1 4 1 1 0
0 0 9 2 2 1


w1− 2

9
w3→w1

−w2+
4
9
w3→w2

1
9
w3→w3←−−−−−−−−→

 1 0 0 −4
9

5
9
−2

9

0 1 0 −1
9
−1

9
4
9

0 0 1 2
9

2
9

1
9

 .
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Otrzymujemy macierz P−1 =

 −4
9

5
9
−2

9

−1
9
−1

9
4
9

2
9

2
9

1
9

.
Sprawdzamy poprawno±¢ wyznaczenia odwrotno±ci macierzy przez
pomno»enie: −4

9
5
9
−2

9

−1
9
−1

9
4
9

2
9

2
9

1
9

 −1 −1 2
1 0 2
0 2 1

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
Na koniec sprawdzamy, czy rzeczywi±cie macierz P diagonalizuje A. Re-
alizujemy to przez pomno»enie −4

9
5
9
−2

9

−1
9
−1

9
4
9

2
9

2
9

1
9

5 4 2
4 5 2
2 2 2

 −1 −1 2
1 0 2
0 2 1

 =

=

 −4
9

5
9
−2

9

−1
9
−1

9
4
9

20
9

20
9

10
9

 −1 −1 2
1 0 2
0 2 1

=
1 0 0
0 1 0
0 0 10

 =

λ1 0 0
0 λ1 0
0 0 λ2

 .
8.2. Zwyczajne równania ró»niczkowe liniowe rz¦du

drugiego

a) Drgania mechaniczne swobodne. Niech na punkt materialny
o masie m (m > 0) dziaªa siªa spr¦»ysta proporcjonalna do odchy-
lenia x (x(t) jest funkcj¡ czasu t) i skierowana zawsze ku punktowi
równowagi O. Oznaczaj¡c wspóªczynnik proporcjonalno±ci przez k,
na podstawie praw mechaniki zapisujemy

m
d2x

dt2
= −kx. (8.4)

Równowa»nie mo»emy zapisa¢

m
d2x

dt2
+ kx = 0. (8.5)

W innych notacjach przedstawiania pochodnych mamy równowa»ne
zapisy równania

mẍ+ kx = 0 lub mx′′ + kx = 0. (8.6)
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Mo»emy jeszcze równanie przedstawi¢ w postaci

x′′ +
k

m
x = 0. (8.7)

Jest to równanie ró»niczkowe liniowe rz¦du drugiego jednorodne o sta-
ªych wspóªczynnikach.

b) Drgania mechaniczne tªumione. Zaªó»my teraz, »e na punkt ma-
terialny o masie m oprócz siªy spr¦»ystej dziaªa siªa oporu o±rodka
proporcjonalna do pr¦dko±ci −λdx

dt
, gdzie λ jest wspóªczynnikiem

oporu. Otrzymujemy wówczas

m
d2x

dt2
= −kx− λdx

dt
, (8.8)

czyli

x′′ +
λ

m
x′ +

k

m
x = 0. (8.9)

c) Drgania mechaniczne wymuszone. Mo»emy rozwa»y¢ tak»e sy-
tuacj¦, w której dziaªa dodatkowa siªa f(t) wymuszaj¡ca drgania.
Otrzymujemy wtedy równanie niejednorodne

x′′ +
λ

m
x′ +

k

m
x = f(t). (8.10)

8.3. Równania ró»niczkowe liniowe rz¦du drugiego
o wspóªczynnikach staªych

Aby rozwi¡za¢ zagadnienia ruchu drgaj¡cego, przypomnimy sposób
rozwi¡zania równania ró»niczkowego liniowego rz¦du drugiego o wspóª-
czynnikach staªych i niewiadomej funkcji y(x), które zapisujemy w po-
staci

y′′ + py′ + qy = f(x), (8.11)

gdzie p, q s¡ danymi liczbami (staªymi) rzeczywistymi, f(x) jest dan¡
funkcj¡ ci¡gª¡. Równanie jednorodne równania (8.11) ma wówczas posta¢

y′′ + py′ + qy = 0. (8.12)

Najpierw wyznaczymy tzw. ukªad podstawowy caªek równania (8.12),
który jest baz¡ przestrzeni liniowej stanowi¡cej rozwi¡zanie równania
(8.12). Caªek tych b¦dziemy poszukiwa¢ w postaci funkcji wykªadniczej

y = erx. (8.13)
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Obliczmy y′ = rerx, y′′ = r2erx. Po podstawieniu mamy

r2 + pr + q = 0. (8.14)

Równanie kwadratowe (8.14) nazywamy równaniem charakterystycznym
dla równania (8.12). Wówczas ∆ = p2 − 4q. Mamy trzy przypadki:

� Przypadek ∆ > 0. Równanie ma wówczas dwa ró»ne pierwiastki
rzeczywiste r1 i r2. �atwo sprawdzi¢, »e funkcje y1(x) = er1x oraz
y2(x) = er2x stanowi¡ ukªad podstawowy caªek (obliczamy wro«skian

W (x) =

∣∣∣∣y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x))

∣∣∣∣, który powinien by¢ ró»ny od zera). Istotnie,

W (x) =

∣∣∣∣ er1x er2x

r1e
r1x r2e

r2x

∣∣∣∣ = er1xer2x
∣∣∣∣ 1 1
r1 r2

∣∣∣∣ = er1xer2x(r1 − r2) ̸= 0,

wszak r1 ̸= r2.

Caªki szczególne równania (8.11) mo»emy znajdowa¢ metod¡ przewi-
dywa« lub metod¡ uzmienniania staªych.

Przykªad 8.2. Znale¹¢ rozwi¡zanie ogólne równania y′′ + 3y′ + 2y = 0.

� Przypadek ∆ = 0. Równanie ma wówczas jeden pierwiastek rzeczy-
wisty podwójny r0. �atwo sprawdzi¢, »e funkcje y1(x) = er0x oraz
y2(x) = xer0x stanowi¡ ukªad podstawowy caªek (sprawdzamy, »e
y2(x) = xer0x jest caªk¡ szczególn¡ i obliczamy wro«skian).

Przykªad 8.3. Znale¹¢ rozwi¡zanie ogólne równania y′′ + 2y′ + y = 0.

� Przypadek ∆ < 0. Równanie ma wówczas dwa ró»ne pierwiastki ze-
spolone sprz¦»one r1 = α + βi i r2 = α − βi. Wówczas okazuje si¦,
»e funkcje postaci y1(x) = eαx sin βx oraz y2(x) = eαx cos βx stano-
wi¡ ukªad podstawowy caªek (sprawdzamy, »e s¡ to caªki szczególne
i obliczamy wro«skian).

Przykªad 8.4. Znale¹¢ rozwi¡zanie ogólne równania y′′ + 4y = 0.

Przykªad 8.5. (sformuªowanie zadania: prof. C. Miedziaªowski na pod-
stawie [52]) Rozpatrywany jest budynek obci¡»ony poziomo. Ukªad sta-
tyczny zªo»ony jest z dwóch pasm umownie rozci¦tych wzdªu» przekroju
pionowego (rys. 8.1). Niech T (z) oznacza sum¦ siª tn¡cych (siª¦ tn¡c¡)
dziaªaj¡c¡ wzdªu» przekroju poprzecznego (rys. 8.1). Siªa T (z) speªnia
nast¦puj¡ce równanie ró»niczkowe [52]

T ′′(z)− α2T (z) = −β(z), (8.15)
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gdzie α2 =
(

p2
E2F2
− p1

E1F1

)
, β(z) =

(
p2

E2F2
− p1

E1F1

)
z = pz, p = p2

E2F2
−

− p1
E1F1

, przy czym Ei � moduª Younga, Fi � przekrój, pi � obci¡»enie,
i = 1, 2. Warunki pocz¡tkowe maj¡ posta¢ T (0) = 0, T ′(H) = 0.

Rysunek 8.1: Ukªad statyczny zªo»ony z dwóch pasm (opr. E. Ko¹niewski na pod-
stawie [52])

Rozwi¡zanie rozpoczyna si¦ od zapisania równania zgodnie z (8.12)

T ′′(z)− 2T (z) = 0. (8.16)

Rozwi¡zanie ogólne równania (8.16) ma posta¢

T ∗(z) = c1e
αz + c2e

−αz. (8.17)

Znajd¹my rozwi¡zanie szczególne (8.11), przyjmuj¡c Ts(z) = az.
St¡d T ′

s(z) = a, T ′′
s (z) = 0. Po podstawieniu do (8.15) otrzymujemy

−α2az = −pz ↔ −α2a = −p ↔ a = p
α2 . Zatem rozwi¡zanie ogólne

równania niejednorodnego ma posta¢

T (z) = c1e
αz + c2e

−αz =
p

α2
z. (8.18)

Po uwzgl¦dnieniu warunków pocz¡tkowych otrzymujemy c1 + c2 = 0,
c1αe

αH − c2αe−αH + p
α2 = 0. Rozwi¡zuj¡c ukªad równa«, otrzymujemy:

c2 = −c1, c1 = −p
α3(eαH+e−αH)

↔ c1 = −p
α3(eαH+e−αH)

, c2 = p
α3(eαH+e−αH)

.

Zwa»ywszy, »e cosh(x) = ex+e−x

2
(de�nicja kosinusa hiperbolicznego),
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warto±ci c1 i c2 mo»emy zapisa¢ c1 =
−p

2α3 cosh(αH)
, c2 =

p
2α3 cosh(αH)

. Zatem

T (z) = −p
α3 cosh(αH)

1
2
(eαz − e−αz)+ p

α2 z, czyli (jako rozwi¡zanie ostateczne)

T (z) =
−p

α3 cosh(αH)
sinh(αz) +

p

α2
z = (8.19)

=
p

α2

(
z − 1

a cosh(αH)
sinh(αz)

)
.

8.4. Problem drga« w zagadnieniach mechaniki
budowli

Drgania konstrukcji o n stopniach swobody opisane s¡ równaniem
ruchu postaci [53]

Mq′′(t) + Cq′(t) +Kq(t) = F (t), (8.20)

z warunkami pocz¡tkowymi q(0) = q0, q
′(0) = q′0, gdzie:

M,C,K � odpowiednio macierze mas, tªumienia i sztywno±ci,
q′′(t), q′(t), q(t) � odpowiednio wektory przy±pieszenia, pr¦dko±ci i prze-
mieszcze« uogólnionych,
F (t) � obci¡»e« zewn¦trznych.
Przyjmuj¡c z prawej strony wektor zerowy, otrzymamy tªumione drgania
swobodne ukªadu (konstrukcji):

Mq′′(t) + Cq′(t) +Kq(t) = 0. (8.21)

Rozwi¡zania przewidujemy w postaci

q(t) = ueλt, (8.22)

gdzie u i λ s¡ staªymi (ogólnie zespolonymi). Zgodnie z (8.21) otrzymu-
jemy równanie postaci

Mλ2 + Cλ+K = 0. (8.23)

Po wyzerowaniu macierzy tªumienia C otrzymujemy nietªumione drgania
swobodne ukªadu

Mq′′(t) +Kq(t) = 0. (8.24)

Jest to ukªad jednorodnych równa« ró»niczkowych o staªych wspóªczyn-
nikach. Rozwi¡zanie przewiduje si¦ w postaci

q(t) = qa sin(ωt), (8.25)
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gdzie:
qa � wektor amplitud zwany te» wektorem postaci drga«,
ω � cz¦sto±¢ [rad],
f = ω

2π
� cz¦sto±¢ koªowa [Hz],

T = 1
f
� okres [s].

Po dwukrotnym zró»niczkowaniu

q′′(t) = −ω2qa sin(ωt), (8.26)

i podstawieniu do (8.24) otrzymujemy

(K − ω2M)qa = 0. (8.27)

Podstawiaj¡c λ = ω2, mamy liniowy uogólniony problem wªasny (nie-
standardowy)

(K − λM)qa = 0. (8.28)

Rozwi¡zuje si¦ go przez wyznaczenie wielomianu charakterystycznego,
obliczenie wyznacznika det |K − λM | = 0 i rozwi¡zanie równania. Jed-
nak»e jest to niewygodne i warte zastosowania jedynie w przypadku ma-
ªych ukªadów. Uogólniony problem wªasny rozwi¡zuje si¦, sprowadzaj¡c
go najpierw do standardowego problemu wªasnego postaci

(H − ΛI)Y = 0, (8.29)

gdzie:
H � macierz symetryczna,
I � macierz jednostkowa,
Y � wektor wªasny,
Λ � warto±ci wªasne macierzy H.
Mno»¡c równanie (8.28) przez M−1, otrzymamy(

M−1K − λI
)
qa = 0. (8.30)

Po podstawieniu qa = (LT )−1Y w równaniu (8.30) otrzymujemy(
M−1K − λI

)
(LT )−1Y = 0. (8.31)

Przyjmuj¡c M = LLT i uwzgl¦dniaj¡c równo±¢ M−1 = (LLT )−1 =
= (LT )−1L−1, mamy((

LT
)−1

L−1K
(
LT
)−1 − λI

(
LT
)−1
)
Y = 0. (8.32)
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Jeszcze raz mno»ymy (8.32) przez LT od prawej strony i otrzymujemy(
LT
(
LT
)−1

L−1K
(
LT
)−1 − λLT I

(
LT
)−1
)
Y = 0. (8.33)

Po przeksztaªceniach upraszczaj¡cych mamy LT
(
LT
)−1

= I, IL−1 = L−1(
L−1K

(
LT
)−1 − λI

)
Y = 0, (8.34)

a po podstawieniu H = L−1K
(
LT
)−1

otrzymujemy (8.29), gdzie H jest
macierz¡ symetryczn¡, wszak HT = H.

8.5. Triangularyzycja Banachiewicza � Choleskiego

Poniewa» macierz M−1K omawiana w rozdziale 8.4 nie jest syme-
tryczna, chocia» M jest symetryczna, symetryzacji macierzy dokonuje
si¦ przez triangularyzycj¦ Banachiewicza � Choleskiego. Je»eli macierz
A jest symetryczna oraz dodatnio okre±lona (XTAX) > 0 dla ka»dego
X takiego, »e X ̸= 0, to istnieje macierz dolna trójk¡tna L taka, »e
A = LLT .

Metoda Choleskiego polega na zast¡pieniu jednego ukªadu równa«
o n niewiadomych opisanego macierz¡ peªn¡

AX = B ⇔ (LLT )X = B ⇔ L(LTX) = B ⇔ LTX = Y i LY = B
(8.35)

dwoma ukªadami równa« równie» o n niewiadomych, ale za to opisanymi
macierzami trójk¡tnymi

LTX = Y, (8.36)

LY = B. (8.37)

Macierz L wyznaczamy wedªug wzorów

lii =

√
aii −

i−1∑
k=1

l2ik, i = 1, 2, . . . , n,

lji =

(
aji −

i−1∑
k=1

ljklik

)
1
lii
, j = 1, 2, . . . , i− 1.

(8.38)

Przykªad 8.6. Rozwi¡za¢ równanie AX = B, gdzie

A =

4 2 2
2 5 3
2 3 6

 , B =

43
2

 . (8.39)
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Rozwi¡zanie. Przedstawiamy A = LLT . Korzystaj¡c ze wzorów (8.38)

i = 1 : l11 =
√
4 = 2, l21 =

2
2
= 1, l31 =

2
2
= 1,

i = 2 : l22 =
√
5− 12 = 2, l32 =

3−1·1
2

= 1,
i = 3 : l33 =

√
6− 1 · 1− 1 · 1 = 2

(8.40)

otrzymujemy ostatecznie rozkªad

4 2 2
2 5 3
2 3 6

 =

2 0 0
1 2 0
1 1 2

2 1 1
0 2 1
0 0 2

 .
Dla maªego ukªadu równa« mo»na dokona¢ rozkªadu, nie posªuguj¡c si¦
wzorami (8.38) (oczywi±cie nie mo»emy wtedy mówi¢ o wykorzystaniu
tego schematu w algorytmach komputerowych). Mno»ymy macierzel11 l12 l13

0 l22 l23
0 0 l33

l11 0 0
l21 l22 0
l31 l32 l33

 4 2 2
2 5 3
2 3 6

 :

l211 = 4→ l11 = 2;
l11 · l12 = 2→ l12 = 1;
l11 · l13 = 2→ l13 = 1;
l21 · l11 = 2→ l21 = 1;
l21 · l12 + l222 = 5→ 1 · 1 + l222 = 5→ l22 = 2;
l21 · l13 + l22 · l23 = 3→ 1 · 1 + 2 · l23 = 3→ l23 = 1;
l31 · l11 = 2→ l31 = 1;
l31 · l12 + l32 · l22 = 3→ 1 · 1 + l32 · 2 = 3→ l32 = 1;
l31 · l13 + l32 · l23 + l233 = 3, 1 · 1 + 1 · 1 + l233 = 6→ l33 = 2,

czyli mamy4 2 2
2 5 3
2 3 6

x1x2
x3

 =

43
2

 ↔
2 0 0

1 2 0
1 1 2

2 1 1
0 2 1
0 0 2

x1x2
x3

 =

43
2

 ↔2 0 0
1 2 0
1 1 2

2 1 1
0 2 1
0 0 2

x1x2
x3

 =

43
2

 ↔
2 1 1
0 2 1
0 0 2

x1x2
x3

 =

y1y2
y3

 ,2 0 0
1 2 0
1 1 2

y1y2
y3

 =

43
2

 .
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Otrzymali±my wi¦c dwa ukªady równa«2 1 1
0 2 1
0 0 2

x1x2
x3

 =

y1y2
y3

 , (8.41)

2 0 0
1 2 0
1 1 2

y1y2
y3

 =

43
2

 . (8.42)

Najpierw rozwi¡»emy drugi z ukªadów, znajdujemy y1 = 2 z pierwszego
równania, y2 = 1

2
z drugiego równania, podstawiaj¡c za y1 = 2, y3 = 1

4

z trzeciego równania, podstawiaj¡c za y1 = 2, y2 =
1
2
, ostatecznie mamy:

2y1 = 4
y1 + 2y2 = 3

y1 + y2 + 2y3 = 2
↔

y1y2
y3

 =

 2
1
2

−1
4

 . (8.43)

Potem, po podstawieniu za Y =

y1y2
y3

 =

 2
1
2

−1
4

 , rozwi¡zujemy pierw-

szy ukªad, tzn.

2 1 1
0 2 1
0 0 2

x1x2
x3

 =

 2
1
2

−1
4

, czyli


x2 + x3 = 2
x2 + x3 =

1
2

2x3 = −1
4

.

Teraz zaczynamy od ostatniego równania 2x3 = 1
4
↔ x3 = −1

8
, pod-

stawiaj¡c za x3 = −1
8
w drugim równaniu otrzymujemy 2x2 − 1

8
=

= 1
2
↔ x2 =

5
16
, podstawiaj¡c za x3 = −1

8
oraz za x2 = 5

16
otrzymujemy

2x1+
5
16
− 1

8
= 2↔ x1 =

29
32
. Zatem rozwi¡zanie ukªadu (8.39) ma posta¢

x1 =
29
32
, x2 =

5
16
, x3 = −1

8
.

Gdy macierze M i K s¡ symetryczne, mo»emy posªu»y¢ si¦ wªa-
±nie metod¡ Banachiewicza. Po dokonaniu rozkªadu M = LLT jest to
mo»liwe, poniewa» zwykle w zastosowaniach, zwªaszcza w metodzie ele-
mentów sko«czonych, macierz M jest symetryczna i dodatnio okre±lona.
Zapisujemy najpierw

M−1 = (LLT )−1 = (LT )−1L−1. (8.44)

Znajdujemy H macierz podobn¡ do M−1K

LTM−1K(LT )−1 = LT (LT )−1L−1K(LT )−1 =
= L−1K(LT )−1 = L−1K(L−1)T = H.

(8.45)
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Macierz H ma wi¦c takie samo widmo (zbiór warto±ci wªasnych) jak
M−1K.

Warto zauwa»y¢, »e dla dowolnej macierzy B macierz BBT jest sy-
metryczna i je±li B jest nieosobliwa, to BBT jest dodatnio okre±lona.
Sprawd¹my to:

1. Czy (BBT )T = BBT . Poniewa» (UV )T = V TUT , mamy (BBT )T =
= (BT )TBT = BBT . Zatem macierz BBT jest symetryczna.

2. XT (BTB)X = (BX)TBX = ∥BX∥2 > 0 dla X > 0. Macierz BTB
jest wi¦c dodatnio okre±lona.

Uwaga ta pozwala uzyska¢ przykªady macierzy rozkªadalnych metod¡
Banachiewicza � Choleskiego.

8.6. Zadania

1. Dokona¢ diagonalizacji macierzy lub wykaza¢, »e macierz nie jest
diagonalizowalna:

a)

[
3 2
4 1

]
; f)

 2 1 0
−6 1 −6
−3 1 −1

 ; j)

 1 0 4
0 3 0
1 0 1

 ;

b)

[
3 2
10 2

]
; g)

[
3 4
2 1

]
; k)

[
1 1
4 1

]
;

c)

 2 1 0
0 3 1
0 0 2

 h)

 1 0 0
0 2 1
0 0 2

 ; l)

 −1 0 −1
3 2 3
−3 0 1

 ;

d)

 2 −1 1
3 −2 −3
−1 1 2

 ; i)

[
1 5
0 3

]
; m)

 1 2 0
0 2 0
−2 −2 −1

 ;

e)

 1 −1 −1
1 1 0
3 0 1

 .
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2. Sprawdzi¢, »e

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,
1 1 1
0 1 1
0 0 1

 nie s¡ podobne, mimo »e maj¡

te same warto±ci wªasne.

3. Niech A i B b¦d¡ macierzami obrotu

{
x′ = x cosα− y sinα
y′ = x sinα + y cosα

odpo-

wiednio dla α = π
2
i α = π

4
. Czy s¡ to macierze podobne?

4. Dokona¢ triangularyzacji metod¡ Banachiewicza � Choleskiego ma-
cierzy:

a)

 4 −2 2
−2 2 2
2 2 14

 ;
b)

[
2 1
1 2

]
; c)

[
3 1
1 2

]

i rozwi¡za¢ odpowiednie ukªady równa«:

a')

 4 −2 2
−2 2 2
2 2 14

 x1
x2
x3

 =

 −64
0

 ;

b')

[
2 1
1 2

] [
x1
x2

]
=

[
3
3

]
;

c')

[
3 1
1 2

] [
x1
x2

]
=

[
4
3

]
.

5. Znale¹¢ rozwi¡zania równa«:

a) x′′ + k
m
x = 0; b) x′′ + λ

m
x′ + k

m
x = 0.

Wskazówka. O równaniach ruchu drgaj¡cego mo»na przeczyta¢ np. pod
adresem: http://www.ftj.agh.edu.pl/~wierzbanowski/R_Harm(7).p

df [59].

http://www.ftj.agh.edu.pl/~wierzbanowski/R_Harm(7).pdf
http://www.ftj.agh.edu.pl/~wierzbanowski/R_Harm(7).pdf




Rozdziaª 9

Opis pola wilgotno±ci i ksztaªtu

membrany � zagadnienia brzegowe

rozwi¡zywane metod¡ Ritza

9.1. O przybli»onych metodach rozwi¡zywania
równa« ró»niczkowych cz¡stkowych [29]

Równania ró»niczkowe cz¡stkowe mo»na rozwi¡zywa¢ nast¦puj¡cymi
metodami: charakterystyk, rozdzielania zmiennych, przeksztaªce« caªko-
wych, konforemnych, potencjaªów, funkcji Grena, róznicowymi, a tak»e
metodami: Ritza, Kantorowicza, Galerkina [29].

9.1.1. Metoda Ritza

Niech φ1, φ2, φ3, . . . b¦dzie ci¡giem liniowo niezale»nych funkcji, Φ za±
przestrzeni¡ m-wymiarow¡, okre±lon¡ jako zbiór wszystkich kombinacji
liniowych

ψm =
m∑
k=1

λkφk, (9.1)

gdzie λk s¡ dowolnymi liczbami rzeczywistymi (zespolonymi). Zauwa»my,
»e ci¡g φ1, φ2, . . . , φm jest baz¡ przestrzeni Φ.

Wyznaczanie przybli»onego rozwi¡zania zagadnienia brzegowego o
jednorodnych warunkach dla równania ró»niczkowego metod¡ Ritza po-
lega na poszukiwaniu minimum funkcjonaªu J [u], dla którego dane rów-
nanie ró»niczkowe (warunek Eulera) jest warunkiem koniecznym opty-
malno±ci. Warunek Eulera dla funkcjonaªu

J [u] =

∫∫∫
Ω

F (x, y, z, u, ux, uy, uz)dxdydz

ma posta¢ ∂F
∂u
− ∂

∂x
∂F
∂ux
− ∂

∂y
∂F
∂uy
− ∂

∂z
∂F
∂uz

= 0, a dla funkcjonaªu

J [u] =

∫∫
D

F (x, y, u, ux, uy)dxdy,



124 Opis pola wilgotno±ci i ksztaªtu membrany...

ma posta¢ ∂F
∂u
− ∂

∂x
∂F
∂ux
− ∂

∂y
∂F
∂uy

= 0.

Owego minimum poszukujemy w m-wymiarowej przestrzeni Φ, tj.
min
(λk)

J [ψm].

W zale»no±ci od rz¦du równania ró»niczkowego oraz od warunków
brzegowych funkcje b¦d¡ speªnia¢:

a) dla zagadnienia Dirichleta

∀P∈S ∀k φk|P = 0, (9.2)

b) dla zagadnienia von Neumanna

∀P∈S ∀k
∂φk

∂n

∣∣∣∣
P

= 0, (9.3)

gdzie S jest powierzchni¡ ograniczaj¡c¡ obszar ω, w którym poszu-
kujemy rozwi¡zania, P jest punktem powierzchni S.

W przypadku niejednorodnych zagadnie« Dirichleta i Neumanna przy-
bli»one rozwi¡zanie przedstawiamy w nast¦puj¡cy sposób:

ψ∗
m = φ0 + ψm,

gdzie ψm jest funkcj¡ postaci (9.2) zªo»on¡ z elementów φk, przy czym
φk speªniaj¡ odpowiednie warunki brzegowe jednorodne, natomiast φ0

speªnia warunek niejednorodny.
Przy rozwi¡zywaniu zagadnie« brzegowych wygodnie jest wprowa-

dza¢ wielowska¹nikow¡ notacj¦ elementów bazy przestrzeni Φ (dla dwu
zmiennych � dwuwska¹nikow¡, dla trzech zmiennych � trójwska¹ni-
kow¡ itp.).

Przykªad 9.1. (Zagadnienie wymiany masy i ciepªa)
Wyznaczymy stacjonarne pole wilgotno±ci w(x, y) w ciele porowatym
o ksztaªcie niesko«czenie dªugiego graniastosªupa o przekroju kwadra-
towym, gdy dana jest staªa w czasie wilgotno±¢ ±cian bocznych.

Funkcja w(x, y) speªnia równanie Laplace'a w obszarze
Q = (0, a)× (0, a)

∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
= 0 (9.4)

oraz warunki brzegowe

w(0, y) = 0, w(a, y) =
W0

a
y, dla y ∈ (0, a), (9.5)

w(x, 0) = 0, w(x, a) =
W0

a
x, dla x ∈ (0, a), (9.6)
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gdzie W0 > 0. Dla funkcjonaªu o nast¦puj¡cej postaci

J [w] =

a∫
0

a∫
0

[(
∂w

∂x

)2

+

(
∂w

∂y

)2
]
dxdy (9.7)

równanie (9.4) jest warunkiem koniecznym optymalno±ci. Rozwi¡zuj¡c
sformuªowane zagadnienie brzegowe metod¡ Ritza, dokonujemy aproksy-
macji funkcji wyra»eniem postaci

wMN(x, y) = φ0(x, y) +
M∑

m=1

N∑
n=1

Amnφmn(x, y). (9.8)

Funkcja φ0(x, y)musi speªnia¢ warunki brzegowe (9.5) i (9.6), a φmn(x, y)
speªnia zerowe warunki brzegowe. Przyjmujemy

φ0(x, y) =
W0

a2
xy, (9.9)

φmn(x, y) = xmyn(x− a)(y − a), (9.10)

wspóªczynniki Anm dobieramy za± tak, aby funkcjonaª

J [wMN ] =

a∫
0

a∫
0

[(
∂wMN

∂x

)2

+

(
∂wMN

∂y

)2
]
dxdy (9.11)

osi¡gaª minimum.
W dalszych obliczeniach ograniczamy si¦ do rozwi¡zania postaci (M = 1,
N = 1) .

w11(x, y) =
W0

a2
xy + A11xy(x− a)(y − a), (9.12)

a wi¦c do wyznaczenia wspóªczynnika A11. W obliczeniach mo»na
wykorzysta¢ program Wolfram Alpha, obliczamy pochodne cz¡stkowe
(rys. 9.1).
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Rysunek 9.1: Obliczenie pochodnych cz¡stkowych, wyk. E. Ko¹niewski

Podnosimy do kwadratu obliczone pochodne cz¡stkowe, sumujemy i roz-
wijamy (rys. 9.2).

Rysunek 9.2: Rozwini¦cie kwadratów pochodnych cz¡stkowych, opr. E. Ko¹niewski
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W wyniku obliczenia caªki (9.7) dla w11 otrzymamy funkcj¦ F zmiennej
A11 postaci

J [w11] = F (A11) = B + CA2
11. (9.13)

Funkcja ta osi¡ga ekstremum dla A11 = 0. Zatem w11(x, y) = W0

a2
xy

jest rozwi¡zaniem zagadnienia brzegowego. St¡d funkcja w(x, y) = W0

a2
xy

opisuje stacjonarne pole wilgotno±ci.

Przykªad 9.2. (Zagadnienie z mechaniki � ZM)
Membrana w ksztaªcie trójk¡ta foremnego o wysoko±ci a > 0 jest równo-
miernie obci¡»ona. Znajduje si¦ ona w stanie statycznym, przy czym jej
brzeg poªo»ony jest w pªaszczy¹nie z = 0.

Rysunek 9.3: ZM, wyk. E. Ko¹niewski

Odksztaªcenie membrany z(x, y) speªnia w obszarze

D =

{
(x, y) : x ∈ (0, a), y ∈

(
− x√

3
,
x√
3

)}
(9.14)

równanie Poissona
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
= − p

T
, (9.15)

gdzie p > 0 oznacza ci±nienie wywierane przez obci¡»enie membrany,
T � napi¦cie membrany, przy czym na brzegu obszaru D funkcja z(x, y)
przyjmuje warto±¢ zero.
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Dla funkcjonaªu

J [z] =

a∫
0


x√
3∫

− x√
3

[(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

− 2
p

T
z

]
dy

 dx (9.16)

równanie (9.15) jest warunkiem koniecznym optymalno±ci. Rozwi¡zuj¡c
sformuªowane zagadnienie brzegowe metod¡ Ritza, dokonujemy aproksy-
macji funkcji wyra»eniem postaci

zMN(x, y) =
M∑

m=1

N∑
n=1

Amnφmn(x, y). (9.17)

Funkcja φmn(x, y) musi speªnia¢ warunki brzegowe (9.14). Przyjmujemy
wi¦c nast¦puj¡c¡ posta¢ wielomianow¡ funkcji

φmn(x, y) = (x2 − 3y2)(x− a)my2n−2. (9.18)

Wspóªczynniki Anm dobieramy tak, aby funkcjonaª

J [zMN ] =

a∫
0


x√
3∫

− x√
3

[(
∂zMN

∂x

)2

+

(
∂zMN

∂y

)2

− 2
p

T
zMN

]
dy

 dx

(9.19)
osi¡gaª minimum w danej klasie funkcji. W dalszych obliczeniach ogra-
niczamy si¦ do rozwi¡zania przybli»onego postaci (dla M = 1, N = 1)

z11(x, y) = A11(x
2 − 3y2)(x− a), (9.20)

a wi¦c znalezienia tylko jednego wspóªczynnika A11, w którym mo»emy
opu±ci¢ indeksy i zapisa¢ go jako A. Pochodne funkcji (9.20) wyzna-
czymy w ±rodowisku Wolfram Alpha. Dla uproszczenia pomijamy chwi-
lowo wspóªczynnik A, który jest staª¡ .
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Rysunek 9.4: Obliczenie pochodnych cz¡stkowych w ±rodowisku Wolfram Alpha,
wyk. E. Ko¹niewski

Podnosz¡c do kwadratu pochodne cz¡stkowe funkcji, otrzymamy
(rys. 9.5)

Rysunek 9.5: Rozwini¦cie sumy kwadratów pochodnych cz¡stkowych w ±rodowisku
Wolfram Alpha, wyk. E. Ko¹niewski
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Uwzgl¦dniaj¡c dodatkowo ró»nic¦
(odjemn¡ 2p

T
A (x3 − 3xy2 − ax2 + 3y2a)), wyra»enie pod caªk¡ przyjmie

posta¢

A2
(
4a2x2 + 36a2y2 − 12ax3 − 60axy2 + 9x4 + 18x2y2+

+ 9y4
)
− 2

p

T
A
(
x3 − 3xy2 − ax2 + 3y2a

)
.

Wówczas caªk¦ liczymy nast¦puj¡co

J [zMN ] =

a∫
0


x√
3∫

− x√
3

[(
∂zMN

∂x

)2

+

(
∂zMN

∂y

)2

− 2
p

T
zMN

]
dy

 dx =

=

a∫
0


x√
3∫

− x√
3

[
A2
(
4a2x2 + 36a2y2 − 12ax3 − 60axy2 + 9x4 + 18x2y2 + 9y4

)
−

− 2
p

T
A
(
x3 − 3xy2 − ax2 + 3y2a

)]
dy

}
dx.

Po obliczeniu caªki (9.19) otrzymamy

J [z11] = F (A11) =
8a6

15
√
3
A2

11 +
4a5p

15
√
3T

A11. (9.21)

Wspóªczynnik A11 jest pierwiastkiem równania

F ′(A11) =
16a6

15
√
3
A11 +

4a5p

15
√
3T

= 0, (9.22)

st¡d
A11 = −

p

4aT
. (9.23)

Wobec (9.20) mamy ostateczne rozwi¡zanie

z11(x, y) = −
p

4aT
(x2 − 3y2)(x− a). (9.24)

Otrzymana funkcja speªnia zarówno równanie (9.15), jak i zerowe wa-
runki na brzegu, jest zatem rozwi¡zaniem sformuªowanego zagadnienia
brzegowego dla membrany w ksztaªcie trójk¡ta.
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9.2. Metoda ró»nicowa [53]

Jest to najcz¦±ciej stosowana metoda numeryczna. W metodzie tej
pochodne zast¦pujemy ilorazami ró»nicowymi i otrzymane równania na-
zywamy równaniami ró»nicowymi. Równania te wi¡»¡ ze sob¡ warto±ci
funkcji w odosobnionych punktach, które wybiera si¦ tak, aby tworzyªy
siatk¦ regularn¡ (prostok¡tn¡ lub prostopadªo±cienn¡).

Rysunek 9.6: Metoda ró»nicowa. Model pr¦ta zginanego, wyk. E. Ko¹niewski na
podstawie [53]

Przykªad 9.3.
Na rysunku 9.6 przedstawiony jest model �zyczny pr¦ta zginanego
w pªaszczy¹nie OXZ (rys. 9.6a,b). Poszukiwanym polem s¡ ugi¦cia w(x)
(z(x) w ukªadzieOXZ, rys. 9.6c). Opis matematyczny wyra»a si¦ wzorem

d2

dx2

(
E(x)J(x)

d2w

dx2

)
= q(x). (9.25)

Dyskretyzacja, której dokonamy, polega¢ b¦dzie na zast¡pieniu ope-
ratorów ró»niczkowych (pochodnych) operatorami ró»nicowymi (czyli
ilorazami ró»nicowymi). W przedziale (0, l) ustalamy sko«czon¡ liczb¦
punktów, w¦zªów w odst¦pach ∆x oraz przypisujemy ka»demu z nich
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parametry (w-ugi¦cia, E-moduª Younga, J-moment bezwªadno±ci,
qi-obci¡»enie), i = 1, 2, . . . , n (rys. 9.6d). Nast¦pnie dokonujemy rozwi-
ni¦cia funkcji w szereg Taylora w otoczeniu punktu i i rozwa»amy trzy
jego wyrazy.

w(x) = wi + x
dw

dx

∣∣∣∣
i

+
x2

2

d2w

dx2

∣∣∣∣
i

. (9.26)

Oznacza to, »e w przedziale (0, l) przyjmujemy funkcj¦ interpolacyjn¡
w postaci wielomianu drugiego stopnia. Trzy parametry wi−1 , wi , wi+1

okre±laj¡ jednoznacznie ten wielomian. W ukªadzie o pocz¡tku w punk-
cie i mo»emy napisa¢

dla x = −∆x, wi−1 = wi −∆x dw
dx

∣∣
i
+ ∆x2

2
d2w
dx2

∣∣∣
i
,

dla x = ∆x, wi+1 = wi +∆x dw
dx

∣∣
i
+ d2w

dx2

∣∣∣
i
,

(9.27)

gdzie w(−∆x) = wi−1, w(0) = wi, w(∆x) = wi+1.
Dodaj¡c stronami (9.27), otrzymujemy

wi−1 + wi+1 = 2wi +∆x2
d2w

dx2

∣∣∣∣
i

,

czyli
d2w

dx2

∣∣∣∣
i

≈ wi−1 − 2wi + wi+1

∆x2
=

∆2w

∆x2
, (9.28)

odejmuj¡c za± stronami ((9.27); pierwsze od drugiego), otrzymujemy

wi+1 − wi−1 = 2∆x
dw

dx

∣∣∣∣
i

, (9.29)

czyli
dw

dx

∣∣∣∣
i

≈ −wi−1 + wi+1

2∆x
=

∆w

∆x
. (9.30)

Operator trzeciej pochodnej wyznaczamy, korzystaj¡c z (9.30) i (9.28)

d3w

dx3

∣∣∣∣
i

=
d

dx

d2w

dx2

∣∣∣∣
i

≈ 1

2∆x

(
d2w

dx2

∣∣∣∣
i+1

− d2w

dx2

∣∣∣∣
i−1

)
=

=
1

2∆x

(
wi − 2wi+1 + wi+2

∆x2
− wi−2 − 2wi−1 + wi

∆x2

)
=

=
1

2∆x3
(−wi−2 + 2wi−1 − 2wi+1 + wi+2) =

∆3w

∆x3
, (9.31)
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natomiast operator czwartej pochodnej wyznaczamy, korzystaj¡c dwu-
krotnie z (9.28)

d4w

dx4

∣∣∣∣
i

=
d2

dx2
d2w

dx2

∣∣∣∣
i

≈ 1

∆x2

(
d2w

dx2

∣∣∣∣
i−1

− 2
d2w

dx2

∣∣∣∣
i

+
d2w

dx2

∣∣∣∣
i+1

)
=

=
1

∆x2

(
wi−2 −2wi−1 + wi

∆x2
−2wi−1 −2wi +wi+1

∆x2
+
wi −2wi+1 +wi+2

∆x2

)
=

=
1

∆x4
(wi−2 − 4wi−1 + 6wi − 4wi+1 + wi+2) =

∆4w

∆x4
. (9.32)

Zapiszemy teraz równanie (9.25) dla i-tego punktu, czyli
d2

dx2

(
E(x)J(x)d

2w
dx2

)
= q(x) zapiszemy za pomoc¡ operatorów ró»-

niczkowych

1

∆x2

(
Ei−1Ji−1

d2w

dx2

∣∣∣∣
i−1

− 2EiJi
d2w

dx2

∣∣∣∣
i

+ Ei+1Ji+1
d2w

dx2

∣∣∣∣
i+1

)
=

=
1

∆x2

(
Ei−1Ji−1

wi−2 − 2wi−1 + wi

∆x2
− 2EiJi

wi−1 − 2wi + wi+1

∆x2
+

+Ei+1Ji+1
wi − 2wi+1 + wi+2

∆x2

)
= qi.

Przeksztaªcaj¡c, otrzymujemy

Ei−1Ji−1 (wi−2 − 2wi−1 + wi)− 2EiJi (wi−1 − 2wi − wi+1)+

+Ei+1Ji+1 (wi−2wi+1 + wi+2) = qi∆x
4.

Po uporz¡dkowaniu otrzymamy

Ei−1Ji−1wi−2 − 2(Ei−1Ji−1 + EiJi)wi−1 + (Ei−1Ji−1 + 4EiJi+

+Ei+1Ji+1)wi − 2(EiJi + Ei+1Ji+1)wi+1 + Ei+1Ji+1wi+2 = qi∆x
4. (9.33)

Równania (9.33) ukªadamy dla ka»dego w¦zªa z przedziaªu (0, l).
Dla n = 5, bior¡c kolejno za i = 1, 2, 3, 4, 5, uwzgl¦dniaj¡c
tylko w¦zªy znajduj¡ce si¦ w przedziale (bierzemy tylko te skªad-
niki zawieraj¡ce Ek, J0, ws, których indeksy speªniaj¡ warunek
1 ≤ k, o, s ≤ n = 5,∆x = l

n−1
) mamy

dla 1:
(4E1J1 + E2J2)w1 − 2(E1J1 + E2J2)w2 + E2J2w3 = q1

(
l
4

)4
,
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dla i = 2:
−2(E1J1 + E2J2)w1 + (E1J1 + 4E2J2 + E3J3)w2 − 2(E2J2 + E3J3)w3+

+E3J3w4 = q2
(
l
4

)4
,

dla i = 3:
E2J2w1 − 2(E2J2 + E3J3)w2 + (E2J2 + 4E3J3 + E4J4)w3 − 2 (E3J3+

+ E4J4)w4 + E4J4w5 = q3
(
l
4

)4
,

dla i = 4:
E3J3w2 − 2(E3J3 + E4J4)w3+

+(E3J3 + 4E4J4 + E5J5)w4 − (E4J4 + E5J5)w5 = q4
(
l
4

)4
,

dla i = 5:
E4J4w3 − 2(E4J4 + E5J5)w4 + (E4J4 + 4E5J5)w5 = q5

(
l
4

)4
.

Otrzymujemy ukªad równa« o macierzy (symetrycznej � (9.32)):[
4E1J1+E2J2 −2(E1J1+E2J2) E2J2 0 0

−2(E1J1+E2J2) E1J1+4E2J2+E3J3 E2J2+E3J3 E3J3 0
E2J2 E2J2+E3J3 E2J2+4E3J3+E4J4 −2(E3J3+E4J4) E4J4

0 E3J3 −2(E3J3+E4J4) E3J3+4E4J4+E5J5 −2(E4J4+E5J5)
0 0 E4J4 −2(E4J4+E5J5) E4J4+4E5J5

]
(9.34)

o wektorze niewiadomych [w1, w2, w3, w4, w5]
T i wektorze wyrazów wol-

nych.
Po rozwi¡zaniu ukªadu otrzymujemy jako dyskretny przybli»ony opis
funkcji ugi¦cia w(x) w w¦zªach warto±ci wektora [w1, w2, w3, w4, w5]

T .

Przykªad 9.4. [29]
Zilustrujemy to na przykªadzie równania Laplace'a. Poszukujemy

funkcji u(x, y) speªniaj¡cej równanie

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (9.35)

w pªaskim obszarze D ograniczonym lini¡ L i czyni¡cej zado±¢ warunkowi
brzegowemu

u(P ) = f(P ) dla P ∈ L, (9.36)

gdzie f jest dan¡ funkcj¡ (zagadnienie Dirichleta).
Przyjmujemy ∆x = ∆y = h > 0 i wyznaczamy wspóªrz¦dne xi, yj

punktów, dla których b¦dziemy obliczali przybli»one warto±ci funkcji u.
S¡ to liczby

xi = x0 + ih, yj = y0 + jh, (9.37)
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gdzie x0, y0 s¡ wspóªrz¦dnymi obranego punktu. Przyjmujemy ozna-
czenie

uij = u(xi, yj). (9.38)

Aby sprowadzi¢ równanie (9.35) do postaci ró»nicowej, zast¦pujemy
pochodne przez odpowiednie ilorazy ró»nicowe

∆2u

∆x2
=

ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

h2
, (9.39)

∆2u

∆y2
=

ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

h2
. (9.40)

Po podstawieniu do (9.35) i przeksztaªceniu ilorazów otrzymujemy

uij =
ui+1,j + ui−1,j + ui,j+1 + ui,j−1

4
. (9.41)

Warto±¢ funkcji u w dowolnym w¦¹le równa jest ±redniej arytmetycz-
nej warto±ci funkcji u w w¦zªach s¡siednich. W¦zªom le»¡cym na kontu-
rze L obszaru D przypisujemy liczby okre±lone przez warunek brzegowy
(9.36). Mo»emy zatem napisa¢ tyle równa« (9.41) z t¡ sam¡ liczb¡ niewia-
domych unm, ile jest w¦zªów le»¡cych wewn¡trz obszaru D. Otrzymany
ukªad jest ukªadem równa« liniowych. Mog¡ pojawi¢ si¦ tu problemy:

� punkty w¦zªowe nie le»¡ na brzegu obszaru, wówczas dokonujemy
interpolacji lub ekstrapolacji;

� w zapisie mamy du»¡ liczb¦ niewiadomych.

Do rozwi¡zania stosujemy wówczas tzw. metod¦ relaksacyjn¡, wedªug
której:

1) sporz¡dzamy siatk¦ kwadratow¡ o odlegªo±ciach mi¦dzy s¡siednimi
w¦zªami równych h > 0, rozpostart¡ na caªy rozwa»any obszar, i na
podstawie zadanego warunku przypisujemy warto±ci funkcji u w¦zªom
brzegowym, w¦zªom wewn¦trznym natomiast przypisujemy dowolne
liczby;

2) sporz¡dzamy ponownie analogiczn¡ siatk¦ i przypisujemy jej w¦zªom
warto±ci funkcji obliczone wedªug wzoru (9.41), tzn. ±rednie arytme-
tyczne warto±ci funkcji odpowiadaj¡ce w¦zªom s¡siednim na poprzed-
niej siatce. Wykazuje si¦, »e ci¡gi warto±ci funkcji u otrzymane metod¡
relaksacyjn¡ dla w¦zªów siatki s¡ zbie»ne do pierwiastków wymienio-
nego ukªadu równa«.



136 Opis pola wilgotno±ci i ksztaªtu membrany...

9.3. Zadania

1. Zapisa¢ funkcj¦ wMN(x, y) = φ0(x, y) +
M∑

m=1

N∑
n=1

Amnφmn dla M = 2,

N = 3.
2. Zapisa¢ ukªad równa« (9.33) dla n = 6.
3. Membrana w ksztaªcie trójk¡ta równoramiennego o wysoko±ci
a = 3 m, i dªugo±ci podstawy 2a

√
q
r
m (nr � numer studenta na

li±cie, tablica 9.1) jest równomiernie obci¡»ona. Membrana znajduje
si¦ w stanie statycznym, przy czym jej brzeg poªo»ony jest w pªasz-
czy¹nie z = 0, wierzchoªek trójk¡ta membrany znajduje si¦ w po-
cz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych, o± OX jest osi¡ symetrii membrany.
Znale¹¢ rozwi¡zanie tak postawionego zagadnienia brzegowego, tj.
opisa¢ obszar D, sprawdzi¢ speªnienie warunków brzegowych, spraw-
dzi¢ poprawno±¢ opisu funkcjonaªu dla przyj¦tej postaci wielomianu
φmn(x, y), przyjmuj¡c M = 1 i N = 1. Warto±ci p i T pozostawi¢
ogólne. W rozwi¡zaniu zagadnienia przyj¡¢:
φmn(x, y) = (qx2 − ry2)(x− a)my2n−2.

Tablica 9.1: Dane do zad. 3, opr. E. Ko¹niewski

nr q r nr q r nr q r nr q r
1 2 3 23 4 7 45 5 7 67 8 15
2 2 4 24 4 8 46 5 8 68 8 17
3 2 5 25 4 9 47 5 9 69 9 4
4 2 6 26 4 10 48 6 5 70 9 5
5 2 7 27 4 11 49 6 7 71 9 7
6 2 8 28 4 12 50 6 9 72 9 8
7 2 9 29 4 13 51 6 11 73 9 11
8 4 11 30 4 14 52 7 2 74 9 13
9 4 13 31 4 2 53 7 3 75 9 14
10 5 14 32 4 3 54 7 4 76 9 15
11 6 15 33 4 5 55 7 5 77 9 16
12 7 15 34 4 7 56 7 6 78 10 7
13 3 2 35 4 9 57 7 8 79 10 9
14 3 4 36 4 11 58 7 9 80 10 11
15 3 5 37 4 5 59 7 10 81 10 13
16 3 6 38 4 7 60 7 11 82 10 17
17 3 7 39 4 9 61 8 7 83 10 19
18 3 8 40 4 11 62 8 3 84 11 6
19 3 2 41 5 2 63 8 5 85 11 7
20 3 4 42 5 3 64 8 9 86 11 8
21 3 5 43 5 4 65 8 11 87 11 9
22 3 6 44 5 6 66 8 13 88 11 10



Rozdziaª 10

Zapotrzebowanie na beton

towarowy � próba opisu w postaci

modelu liniowego

10.1. Model ekonometryczny [48]

Ekonometria jest nauk¡ o metodach badania ilo±ciowych zale»no±ci
wyst¦puj¡cych mi¦dzy zjawiskami ekonomicznymi. Podstawowym narz¦-
dziem analizy ekonometrycznej jest model ekonometryczny. Opisowy mo-
del ekonometryczny to opis stochastycznej zale»no±ci badanego zjawiska
(zmiennej obja±nianej) od czynników (zjawisk) ksztaªtuj¡cych go (zmien-
nych obja±niaj¡cych), wyra»ony w postaci równania lub ukªadu równa«.
Zmienn¡ obja±nian¡ oznaczamy przez Y , zmienne obja±niaj¡ce przez
X1, X2, . . . , Xm. Na ksztaªtowanie si¦ zmiennej obja±nianej ma wpªyw
wiele czynników, uwzgl¦dnienie wszystkich jest jednak niemo»liwe. Do
zmiennych obja±niaj¡cych zalicza si¦ czynniki najwa»niejsze. Ich wybór
te» nie jest rzecz¡ ªatw¡. Opisowy model ekonometryczny przedstawia-
j¡cy zale»no±¢ zmiennej Y od zmiennych X1, X2, . . . , Xm mo»na zapisa¢
w postaci analitycznej za pomoc¡ funkcji

Y = f(X1, X2, . . . , Xm, ε), (10.1)

gdzie ε oznacza tzw. odchylenia losowe.
Je±li zale»no±¢ zmiennej obja±nianej Y od zmiennych obja±niaj¡cych
X1, X2, . . . , Xm ma charakter liniowy, to mamy do czynienia z opisowym
modelem ekonometrycznym o postaci

Y = α0 + α1X1 + α2X2 + . . .+ αmXm + ε. (10.2)

Po odrzuceniu odchyle« losowych ε otrzymamy równanie

Ŷ = α0 + α1X1 + α2X2 + . . .+ αmXm, (10.3)

gdzie Ŷ oznacza warto±¢ oczekiwan¡ zmiennej obja±nianej Y . W mo-
delu ekonometrycznym wyst¦puj¡ pewne nieznane wielko±ci, które musz¡
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by¢ oszacowane, s¡ to parametry modelu. Mamy dwa rodzaje: parametry
strukturalne oraz parametry struktury stochastycznej modelu. W modelu
(10.2) do tych pierwszych nale»¡ α0, α1, α2, . . . , αm, z kolei parametry
struktury stochastycznej modelu to parametry rozkªadu odchyle« loso-
wych, takie jak warto±¢ oczekiwana i wariancja odchyle« losowych oraz
wspóªczynniki autokorelacji odchyle«.

Badanie modelu ekonometrycznego jest procesem wieloetapowym.
Etap wst¦pny. Okre±la si¦, jakie zjawisko b¦dzie badane, a wi¦c co jest
zmienn¡ obja±nian¡.
Etap pierwszy. Wybór zmiennych obja±niaj¡cych spo±ród wielu czyn-
ników.
Etap drugi. Wybór postaci analitycznej modelu (funkcji (10.1)).
Etap trzeci. Szacowanie parametrów (estymacja parametrów) modelu.
Etap czwarty. Wery�kacja modelu.
Etap pi¡ty. Wnioskowanie na podstawie modelu, czyli jego praktyczne
wykorzystanie w postaci analizy ekonomicznej lub prognozowania.

10.1.1. Dobór zmiennych obja±niaj¡cych

Eliminowanie zmiennych prawie staªych. Zmienne obja±niaj¡ce
w liniowym modelu ekonometrycznym z formalnego punktu widzenia po-
winny odznacza¢ si¦ nast¦puj¡cymi wªasno±ciami: wysok¡ zmienno±ci¡,
siln¡ korelacj¡ ze zmienn¡ obja±nian¡, sªab¡ korelacj¡ wzajemn¡, siln¡
korelacj¡ ze zmiennymi, które nie weszªy w skªad zmiennych obja±niaj¡-
cych. Doboru zmiennych dokonujemy metodami statystycznymi.

Przykªad 10.1.

Tablica 10.1: Warto±ci zmiennych w modelu w latach 1991 � 2000 [48]

Lata Y X1 X2 X3 X4

1991 10 6 8 14 12
1992 10 6 8 14 12
1993 16 10 12 18 12
1994 16 10 12 18 14
1995 12 8 8 18 10
1996 14 10 8 18 12
1997 20 12 14 24 14
1998 20 12 16 24 12
1999 20 12 16 26 12
2000 22 14 18 26 10
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Do opisu produkcji przedsi¦biorstwa (Y ) wyra»onej w mln zª przyj¦to
wst¦pnie cztery wielko±ci: X1 � zatrudnienie [tys. osób], X2 � warto±¢ ma-
szyn i urz¡dze« [mln zª], X3 � czas przestoju maszyn [dni], X4 � nakªady
inwestycyjne [mln zª]. Warto±ci zmiennych w latach 1991− 2000 podane
s¡ w tablicy ??.
Budowa modelu:

1. Na podstawie rozpoznania merytorycznego sporz¡dzamy zestaw po-
tencjalnych (pierwotnych) zmiennych X1, X2, . . . , Xm, które naszym
zdaniem (przy pierwszym ogl¡dzie) oddziaªuj¡ na zmienn¡ obja±nian¡
(Y ).

2. Zbiera si¦ dane statystyczne b¦d¡ce realizacjami zmiennej obja±nianej
i potencjalnych zmiennych obja±niaj¡cych, tj. wektor y obserwacji
zmiennej Y oraz macierz obserwacji X zmiennych X1, X2, . . . , Xm

w postaci

y =


y1
y2
· · ·
yn

 , X =


x11 x12 . . . x1m
x21 x22 . . . x2m
. . . . . . . . . . . .
xn1 xn2 . . . xnm

 . (10.4)

3. Eliminuje si¦ potencjalne zmienne obja±niaj¡ce odznaczaj¡ce si¦ zbyt
niskim poziomem zmienno±ci.

4. Oblicza si¦ wspóªczynniki korelacji mi¦dzy wszystkimi rozpatrywa-
nymi zmiennymi.

5. Przeprowadza si¦ redukcj¦ zbioru potencjalnych zmiennych obja±nia-
j¡cych za pomoc¡ wybranej procedury statystycznej.

Warunkiem wst¦pnym uznania wielko±ci za zmienn¡ obja±niaj¡c¡ jest
wysoka zmienno±¢, której miar¡ poziomu jest wspóªczynnik zmienno±ci

νi =
Si

xi
i = 1, 2, . . . ,m, (10.5)

gdzie xi jest ±redni¡ arytmetyczn¡ zmiennej Xi

xi =
1

n

n∑
l=1

xli i = 1, 2, . . . ,m, (10.6)



140 Zapotrzebowanie na beton towarowy...

natomiast Si jest odchyleniem standardowym zmiennej Xi

Si =

(
1

n

n∑
l=1

(xli − xi)2
) 1

2

i = 1, 2, . . . ,m. (10.7)

Obiera si¦ warto±¢ krytyczn¡ wspóªczynnika zmienno±ci ν∗, np. ν∗ = 0,01.
Zmienne speªniaj¡ce nierówno±¢

νi ≤ ν∗ (10.8)

uznaje si¦ za prawie staªe i wyklucza si¦ ze zbioru zmiennych obja±niaj¡-
cych. Przyjmuje si¦, »e zmienne te nie wnosz¡ istotnych informacji w pro-
wadzonej analizie.

Sprawdzamy, jak¡ zmienno±ci¡ odznaczaj¡ si¦ zmienne w przykªadzie
(10.1), przy zaªo»eniu, »e warto±ci¡ krytyczn¡ wspóªczynnika zmienno-
±ci jest ν∗ = 0,15. �rednie arytmetyczne zmiennych X1, X2, X3, X4 s¡
nast¦puj¡ce

x1 = 10, x2 = 12, x3 = 20, x4 = 12.

Tablica 10.2: Obliczenia ±redniej i odchylenia standardowego dla danych z tablicy
10.1, opr. E. Ko¹niewski

l x11−x1 x12−x2 x13−x3 x14−x4 (x11−x1)2 (x12−x2)2 (x13−x3)2 (x14−x4)2

1 −4 −4 −6 0 16 16 36 0
2 −4 −4 −6 0 16 16 36 0
3 0 0 −2 0 0 0 4 0
4 0 0 −2 2 0 0 4 4
5 −2 −4 −2 −2 4 16 4 4
6 0 −4 −2 0 0 16 4 0
7 2 2 4 2 4 4 16 4
8 2 4 4 0 4 16 16 0
9 2 4 6 0 4 16 36 0

10 4 6 6 −2 16 36 36 4∑
0 0 0 0 64 136 192 16

Z pomoc¡ tablicy 10.2 wyznaczamy odchylenia standardowe

S1 =

√
1

10
· 64 = 2,530, S2 =

√
1

10
· 136 = 3,688,

S3 =

√
1

10
· 192 = 4,382, S4 =

√
1

10
· 16 = 1,265
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i nast¦pnie wspóªczynniki zmienno±ci

ν1 =
2,530

10
= 0,253, ν2 =

3,688

12
= 0,307,

ν3 =
4,382

20
= 0,219, ν4 =

1,265

12
= 0,105.

Wspóªczynnik zmienno±ci ν4 jest mniejszy od zaªo»onej warto±ci krytycz-
nej ν∗ = 0,15, wi¦c zmienn¡ oznaczon¡ przez X4 uznajemy za nieprzy-
datn¡.

Wektor i macierz wspóªczynników korelacji. Do oceny siªy li-
niowej zale»no±ci zmiennej obja±nianej Y i potencjalnych zmiennych ob-
ja±niaj¡cych X1, X2, . . . , Xm oblicza si¦ wspóªczynniki korelacji ri

ri =

n∑
l=1

(yl − y) (xli − xi)√
n∑

l=1

(yl − y)2
n∑

l=1

(xli − xi)2
, i = 1, 2, . . . ,m. (10.9)

Wspóªczynniki te s¡ przedstawiane w postaci wektora korelacji

R0 = [r1, r2, . . . , rm]
T . (10.10)

Wspóªczynniki korelacji mi¦dzy potencjalnymi zmiennymi obja±nia-
j¡cymi obliczane s¡ wedªug wzoru

rij =

n∑
l=1

(xli − xi) (xlj − xj)√
n∑

l=1

(xli − xi)2
n∑

l=1

(xlj − xj)2
, i, j = 1, 2, . . . ,m. (10.11)

Wspóªczynniki te tworz¡ macierz korelacji

R =


1 r12 . . . r1n
r21 1 . . . r2n

. . . . . .
. . . . . .

rm1 rm2 . . . 1

 . (10.12)

Macierz R jest symetryczna, tj. rij = rji.
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Metoda analizy macierzy wspóªczynników korelacji.
Sens tej metody jest taki, »e wybieramy te zmienne obja±niaj¡ce, które
s¡ silnie skorelowane ze zmienn¡ obja±nian¡ i jednocze±nie sªabo skore-
lowane mi¦dzy sob¡. Analizie poddajemy wektor R0 i macierz R. Dla
zadanego poziomu istotno±ci γ oraz dla n− 2 stopni swobody wyznacza
si¦ tzw. krytyczn¡ warto±¢ wspóªczynnika korelacji

r∗ =

(
(l∗)2

(l∗)2 + n− 2

) 1
2

, (10.13)

gdzie: l∗ jest warto±ci¡ statystyki odczytanej z tablic testu t Studenta
dla danego γ oraz dla n − 2 stopni swobody. Krytyczna warto±¢ wspóª-
czynnika korelacji r∗ mo»e by¢ tak»e zadawana z góry przez badacza.
Procedura jest nast¦puj¡ca:

1. Ze zbioru potencjalnych zmiennych obja±niaj¡cych eliminuje si¦ te
zmienne, dla których zachodzi nierówno±¢

|ri| ≤ r∗; (10.14)

te zmienne s¡ nieistotnie skorelowane ze zmienn¡ obja±nian¡.
2. Spo±ród pozostaªych zmiennych obja±niaj¡cych wybiera si¦ zmienn¡
Xh, tak¡ »e

|rh| = max
i
{|ri|}; (10.15)

zmienna ta jest no±nikiem najwi¦kszego zasobu informacji o zmiennej
obja±nianej.

3. Ze zbioru potencjalnych zmiennych obja±niaj¡cych eliminuje si¦ te
zmienne, dla których zachodzi nierówno±¢

|rhi| > r∗; (10.16)

s¡ to zmienne zbyt silnie skorelowane ze zmienn¡ obja±niaj¡c¡ Xh,
a wi¦c powielaj¡ce dostarczane przez ni¡ informacje.

Post¦powanie opisane w punktach 1, 2, 3 kontynuuje si¦ a» do momentu
wyczerpania zbioru potencjalnych zmiennych obja±niaj¡cych.

Przykªad 10.2. Przedsi¦biorstwo handlu materiaªami budowlanymi za-
interesowane wielko±ci¡ sprzeda»y cementu (Y ) analizowaªo zestawienie
sprzeda»y tak»e innych materiaªów, by zbada¢ ich zwi¡zek ze sprzeda»¡
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cementu. Zaproponowaªo wst¦pnie 8 potencjalnych zmiennych obja±nia-
j¡cych okre±laj¡cych wielko±¢ sprzeda»y w ci¡gu ostatnich 24 miesi¦cy:
styropianu ekstrudowanego na fundamenty (X1), dachówki ceramicznej
(X2), blachodachówki (X3), wapna (X4), pustaków ceramicznych poro-
therm (X5), glazury (X6), cegªy klinkierowej (X7), stali zbrojeniowej
(X8).

Na podstawie danych dotycz¡cych sprzeda»y materiaªów bu-
dowlanych wyznaczono wektor wspóªczynników korelacji zmien-
nej obja±nianej z potencjalnymi zmiennymi obja±niaj¡cymi
R0 = [−0,59;−0,06; 0,08; 0,013; 0,54;−0,15;−0,10; 0,72]T oraz macierz
korelacji mi¦dzy potencjalnymi zmiennymi obja±niaj¡cymi

R=



1 −0,09 0,35 −0,17 −0,62 −0,40 −0,16 −0,55
−0,09 1 −0,06 −0,38 0,00 0,15 0,22 0,11
0,35 −0,06 1 0,33 −0,11 −0,20 −0,45 −0,02
−0,17 −0,38 0,33 1 0,20 −0,07 −0,44 0,07
−0,62 0,00 −0,11 0,20 1 0,22 0,17 −0,11
−0,40 0,15 −0,20 −0,07 0,22 1 −0,19 0,47
−0,16 0,22 −0,45 −0,44 0,17 −0,19 1 0,05
−0,55 0,11 −0,02 0,07 −0,11 0,47 0,05 1


.

Dobór zmiennych obja±niaj¡cych przeprowadzimy dla poziomu istotno±ci
γ = 0,10 oraz dla n− 2 = 22 stopni swobody. Z tablic t Studenta odczy-
tujemy warto±¢ statystyki teoretycznej l∗ = 1,717, a nast¦pnie obliczamy
warto±¢ krytyczn¡ wspóªczynnika korelacji

r∗ =

(
(1,717)2

(1,717)2 + 24− 2

) 1
2

= 0,344.

Najpierw eliminujemy wszystkie zmienne, które s¡ sªabiej skorelowane ze
zmienn¡ obja±nian¡ ni» na poziomie 0,344 (warto±ci ri mniejsze od 0,344).
S¡ to zmienne X2, X3, X4, X6, X7, dla których r2 = −0,06; r3 = 0,08;
r4 = 0,13; r6 = −0,15; r7 = −0,10.
Z pozostaªych zmiennych pierwotnych wybieramy zmienn¡ najsilniej sko-
relowan¡ ze zmienn¡ obja±nian¡. Jest ni¡X8 (= 0,72) � pierwsza zmienna
obja±niaj¡c¡. Nast¦pnie eliminujemy pozostaªe zmienne obja±niaj¡ce, dla
których |r8i| > 0,344. Jest jedna taka zmienna: X1, wszak |r81| = 0,55
(ostatni wiersz lub ostatnia kolumna macierzy R), cho¢ jest jeszcze inna
(X6, |r86| = 0,47), ale t¦ wyeliminowali±my wcze±niej. Z tak zredukowa-
nego zbioru wybieramy kolejn¡ (gorsz¡ od najlepszej) zmienn¡ obja±nia-
j¡c¡, jest ni¡ zmienna X5. Ale poniewa» jest to jedyna ju» zmienna, wi¦c
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j¡ zostawiamy. Ostatecznie zostaj¡ dwie zmienne obja±niaj¡ce X5, X8

(pustaki ceramiczne porotherm i stal zbrojeniowa). Mamy wi¦c model

Y = α0 + α1X5 + α2X8 + ε.

Wspóªczynnik korelacji wielorakiej jest miar¡ siªy zwi¡zku
liniowego zmiennej obja±nianej Y ze zmiennymi obja±niaj¡cymi
X1, X2, . . . , Xm i okre±la si¦ go nast¦puj¡co:

R =

√
1− det(W )

det(R)
, (10.17)

gdzie det(R) oznacza wyznacznik macierzy R wspóªczynników korelacji
zmiennych obja±niaj¡cych, ª¡czonych parami, det(W ) oznacza wyznacz-
nik macierzy

W =

[
1 RT

0

R0 R

]
. (10.18)

W rozwini¦tej postaci macierz W zapisujemy

W =


1 r1 r2 . . . rm
r1 1 r12 . . . r1m
r2 r21 1 . . . r2m

. . . . . . . . .
. . . . . .

rm rm1 rm2 . . . 1

 . (10.19)

Wspóªczynnik korelacji wielorakiej R przyjmuje warto±ci 0 ≤ R ≤ 1.
Przyjmuje tym wi¦ksze warto±ci, im silniejszy jest zwi¡zek zmiennej ob-
ja±nianej ze zmiennymi obja±niaj¡cymi.

10.2. Szacowanie parametrów modeli liniowych
metod¡ najmniejszych kwadratów

Szacowanie parametrów modelu ekonometrycznego sprowadza si¦ do
przypisania nieokre±lonym liczbowo parametrom konkretnych warto±ci
liczbowych. Cz¦sto wykorzystywana metod¡ szacowania parametrów li-
niowych modeli ekonometrycznych

Y = α0 + α1X1 + α2X2 + . . .+ αmXm + ε (10.20)
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jest metoda najmniejszych kwadratów. Polega na wyznaczeniu takich
warto±ci ocen a0, a1, a2, . . . , am, parametrów α0, α1, α2, . . . , αm, aby suma
kwadratów odchyle« zaobserwowanych warto±ci zmiennej obja±nianej od
jej warto±ci teoretycznych obliczonych z modelu byªa najmniejsza, tj.

n∑
i=1

e2i → min, (10.21)

gdzie ei (i = 1, 2, . . . , n) jest odchyleniem empirycznych warto±ci zmien-
nej obja±niaj¡cej od jej warto±ci teoretycznych, zwanym równie» reszt¡
modelu. Przez ei rozumiemy ró»nic¦

ei = yi − ŷi (i = 1, 2, . . . , n), (10.22)

przy czym

ŷi = a0 + a1xi1 + a2xi2 + . . .+ amxim, i = 1, 2, . . . , n. (10.23)

Zastosowanie metody najmniejszych kwadratów wymaga przyj¦cia pew-
nych zaªo»e«. Szacowany model jest: (1) modelem liniowym, (2) zmienne
obja±niaj¡ce s¡ wielko±ciami nielosowymi o elementach ustalonych,
(3) zmienne obja±niaj¡ce nie s¡ wspóªliniowe, (4) skªadnik losowy ma
warto±¢ oczekiwan¡ równ¡ zeru i staª¡ sko«czon¡ wariancj¦, (5) nie wy-
st¦puje autokorelacja skªadnika losowego (skªadnika losowego w czasie).

10.2.1. Szacowanie parametrów modelu z jedn¡ zmienn¡
obja±niaj¡c¡

Liniowy model ekonometryczny z jedn¡ zmienn¡ obja±niaj¡c¡ ma po-
sta¢

Y = β + αX + ε. (10.24)

Warto±ci ocen a i b parametrów strukturalnych α i β otrzymujemy z wa-
runku

S(a, b) =
n∑

i=1

(yi − b− axi)2 → min . (10.25)

Funkcja S(a, b) osi¡ga minimum, w punkcie (a, b), w którym zeruj¡ si¦
pochodne cz¡stkowe tej funkcji. Warunek konieczny istnienia ekstremum
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jest, z uwagi na nierówno±¢ S(a, b) > 0, równocze±nie warunkiem dosta-
tecznym. Po przyrównaniu do zera pochodnych cz¡stkowych otrzymu-
jemy ukªad równa« o niewiadomych a i b

b · n+ a
n∑

i=1

xi =
n∑
i

yi,

b
n∑

i=1

xi + a
n∑

i=1

x2i =
n∑

i=1

yixi.
(10.26)

Rozwi¡zuj¡c ukªad (10.26), otrzymujemy wzory na oceny a i b

a =

n∑
i=1

yixi−nx y

n∑
i=1

x2
i−n(x)2

, (10.27)

b = y − ax, (10.28)

gdzie y oraz x oznaczaj¡ ±rednie arytmetyczne zmiennych Y i X.
Wzór (10.27) równowa»nie mo»emy zapisa¢ w postaci

a =

n∑
i=1

(yi − y) (xi − x)
n∑

i=1

(xi − x)2
. (10.29)

Warto±¢ oceny a parametru α informuje, o ile jednostek zmieni si¦
zmienna obja±niana Y , je±li zmienna obja±niaj¡ca X zmieni si¦ o jed-
nostk¦.

W przypadku, gdy t jest zmienn¡ czasow¡, otrzymujemy liniowy mo-
del tendencji rozwojowej

Y = β + αt+ ε. (10.30)

Je±li zmienna t przyjmuje warto±ci t = 1, 2, ..., n, to
n∑

i=1

(
t− t

)2
=

n(n2−1)
12

i wówczas, z uwagi na t = n(n+1)
2

, ocen¦ a mo»emy wyznaczy¢ ze wzoru

a =

12
n∑

i=1

(yt − y)
(
t− n(n+1)

2

)
n(n2 − 1)

. (10.31)

Ocen¦ wariancji odchyle« losowych modelu liniowego z jedn¡ zmienn¡
obja±niaj¡c¡ otrzymujemy ze wzoru

S2
e =

n∑
i=1

e2i

n− 2
. (10.32)
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Wielko±¢ Se jest odchyleniem standardowym reszt modelu, które infor-
muje, o ile zaobserwowane warto±ci zmiennej obja±nianej przeci¦tnie ró»-
ni¡ si¦ od teoretycznych warto±ci tej zmiennej wyznaczonych z modelu.
Bª¦dy standardowe S(a) i S(b) szacunku parametrów strukturalnych α
i β wyznacza si¦ ze wzorów

S(a) =
Se√

n∑
i=1

x2i − n (x)
2

(10.33)

lub

S(a) =
Se√

n∑
i=1

(xi − x)2
, (10.34)

S(b) = Se

√√√√√√√
n∑

i=1

x2i

n

(
n∑

i=1

x2i − n (x)
2

) (10.35)

lub

S(b) = Se

√√√√√√√
n∑

i=1

x2i

n
n∑

i=1

(xi − x)2
. (10.36)

10.2.2. Szacowanie parametrów modelu z wieloma zmiennymi
obja±niaj¡cymi

Aby przedstawi¢ metod¦ najmniejszych kwadratów zastosowan¡ do
modelu ekonometrycznego liniowego z wieloma (m) zmiennymi obja±nia-
j¡cymi

Y = α0 + α1X1 + α2X2 + . . .+ αmXm + ε, (10.37)

wprowadzimy notacj¦ macierzow¡
yT = [y1, y2, . . . , yn] � wektor obserwacji zmiennej obja±nianej,

X =


1 x11 x12 . . . x1m
1 x21 x22 . . . x2m

. . . . . . . . .
. . . . . .

1 xn1 xn2 . . . xnm

 � macierz obserwacji zmiennych
obja±niaj¡cych,
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aT = [a0, a1, a2, . . . , am] � wektor ocen parametrów strukturalnych,
eT = [e1, e2, . . . , en] � wektor reszt modelu.

Funkcj¦ � kryterium metody najmniejszych kwadratów � zapisuje si¦
nast¦puj¡co

S(a0, a1, a2, . . . , am) = eTe→ min, (10.38)

gdzie
e = y −Xa. (10.39)

Wzór na wektor a ocen parametrów strukturalnych modelu jest nast¦pu-
j¡cy

e =
(
XTX

)−1
XTy. (10.40)

Wariancj¦ odchyle« losowych szacuje si¦ na podstawie wzoru

S2
e =

eTe

n−m− 1
=

n∑
i=1

e2i

n−m− 1
. (10.41)

Macierz wariancji i kowariancji ocen a0, a1, a2, . . . , am, parametrów struk-
turalnych α0, α1, α2, . . . , αm szacuje si¦ na podstawie wzoru

D2(a) = S2
e (X

TX)−1. (10.42)

W macierzy (10.42) elementy na gªównej przek¡tnej s¡ wariancjami V (ai)
(i = 0, 1, 2, . . . ,m) ocen parametrów strukturalnych α0, α1, α2, . . . , αm.
Wielko±ci

S(ai) =
√
V (ai) (i = 0, 1, 2, . . . ,m) (10.43)

s¡ standardowymi bª¦dami szacunku parametrów strukturalnych.

10.2.3. Wery�kacja modeli liniowych

Po oszacowaniu parametrów modelu nale»y zbada¢, czy dobrze opi-
suje on badane zale»no±ci. W przypadku du»ej rozbie»no±ci mi¦dzy mo-
delem a danymi empirycznymi nale»y go skorygowa¢. Wery�kacja spro-
wadza si¦ do zbadania trzech wªasno±ci:

1) stopnia zgodno±ci modelu z danymi empirycznymi,
2) jako±ci ocen parametrów strukturalnych,
3) rozkªadu odchyle« losowych.

Zajmiemy si¦ tylko dwoma pierwszymi.
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Ocena dopasowania modelu do danych empirycznych

Podstawowymi miarami tego dopasowania s¡: odchylenie standardowe
reszt Se (omówione wcze±niej), wspóªczynnik zmienno±ci losowej, wspóª-
czynnik zbie»no±ci i wspóªczynnik determinacji.

Wspóªczynnik zmienno±ci losowej We jest okre±lony nast¦puj¡co

We =
Se

y
· 100% (10.44)

i informuje, jaki procent ±redniej arytmetycznej zmiennej obja±nianej mo-
delu stanowi odchylenie standardowe reszt. Mniejsza warto±¢ wskazuje
na lepsze dopasowanie modelu do danych empirycznych. Mo»na przyj¡¢
warto±¢ krytyczn¡ W ∗ (np. W ∗ = 10%) i wtedy nierówno±¢

We ≤ W ∗ (10.45)

wskazuje na dobre dopasowanie modelu do danych empirycznych.

Wspóªczynnik zbie»no±ci φ2 wyra»a si¦ wzorem

φ2 =

n∑
i=1

e2i

n∑
i=1

(yi − y)2
(10.46)

i informuje, jaka cz¦±¢ caªkowitej zmienno±ci zmiennej obja±nianej nie jest
wyja±niana przez model. Zauwa»my, »e 0 ≤ φ ≤ 1. Dopasowanie modelu
do danych jest tym lepsze, im wspóªczynnik zbie»no±ci jest bli»szy zeru.

Wspóªczynnik determinacji R2 wyra»a si¦ wzorem

R2 =

n∑
i=1

(ŷi − y)2

n∑
i=1

(yi − y)2
(10.47)

i informuje, jak¡ cz¦±¢ caªkowitej zmienno±ci zmiennej obja±nianej sta-
nowi zmienno±¢ warto±ci teoretycznych tej zmiennej. Zauwa»my, »e 0 ≤
R2 ≤ 1. Dopasowanie modelu do danych jest tym lepsze, im wspóªczynnik
zbie»no±ci jest bli»szy jedno±ci.
Zachodzi równo±¢

φ2 +R2 = 1. (10.48)
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Pierwiastek kwadratowy ze wspóªczynnika determinacji R2, czyli R, jest
omawianym wcze±niej wspóªczynnikiem korelacji wielorakiej.

Aby stwierdzi¢, czy dopasowanie modelu jest dostatecznie du»e,
mo»na zwery�kowa¢ hipotez¦ zerow¡ postaciH0 : [R = 0] wobec hipotezy
alternatywnej H1 : [R ̸= 0]. Sprawdzianem tej hipotezy jest statystyka

F =
R2

1−R2
· n−m− 1

m
, (10.49)

która ma rozkªad F Fishera � Snedecora o ν1 = m, ν2 = n − m − 1
stopniach swobody. Z tablic testu F dla zadanego poziomu istotno±ci γ
oraz dla ν1, ν2 stopni swobody odczytuje si¦ warto±¢ krytyczn¡ F ∗. Je±li
F ≤ F ∗, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H0, czyli wspóªczyn-
nik korelacji jest nieistotnie ró»ny od zera, a wi¦c dopasowanie jest zbyt
sªabe. Natomiast je±li F > F ∗, to hipotez¦ H0 nale»y odrzuci¢ na rzecz
hipotezy H1. Wspóªczynnik korelacji wielorakiej jest istotny, a stopie«
dopasowania modelu do danych jest dostatecznie wysoki.

Badanie istotno±ci parametrów strukturalnych

Badanie istotno±ci parametrów α0, α1, α2, . . . , αm ma na celu spraw-
dzenie, czy zmienne obja±niaj¡ce istotnie oddziaªuj¡ na zmienn¡ ob-
ja±nian¡. Dla ka»dego i = 1, 2, . . . ,m wery�kuje si¦ hipotez¦ zerow¡
H0[αi = 0] wobec hipotezy alternatywnej H1[αi ̸= 0]. Sprawdzianem
tej hipotezy jest statystyka

Ii =
|ai|
S(ai)

, (10.50)

gdzie ai jest warto±ci¡ oceny parametru strukturalnego αi, S(ai) standar-
dowym bª¦dem szacunku tego parametru dla i = 1, 2, . . . ,m. Statystyka
Ii ma rozkªad t Studenta o n − m − 1 stopniach swobody. Z tablic te-
stu t Studenta dla zadanego poziomu istotno±ci γ oraz dla n − m − 1
stopni swobody odczytuje si¦ warto±¢ krytyczn¡ I∗. Je±li Ii ≤ I∗, to nie
podstaw do odrzucenia hipotezy H0, czyli parametr strukturalny αi jest
nieistotnie ró»ny od zera, a wi¦c zmienna obja±niaj¡ca Xi nie wpªywa
w istotny sposób na zmienn¡ obja±nian¡ Y . Natomiast je±li Ii > I∗, to
hipotez¦ H0 nale»y odrzuci¢ na rzecz hipotezy H1. Wspóªczynnik korela-
cji wielorakiej jest istotny, a stopie« dopasowania modelu do danych jest
dostatecznie wysoki. Parametr strukturalny αi jest istotnie ró»ny od zera,
a wi¦c zmienna obja±niaj¡ca Xi oddziaªuje w istotny sposób na zmienn¡
obja±nian¡ Y . Teraz mo»emy w peªni rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce zagadnienie.
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Przykªad 10.3. Zbada¢ zale»no±¢ wielko±ci sprzeda»y betonu [m3] wy-
branej betonowni od wielko±ci wydanych zezwole« na budow¦ (w rejonie
jej oddziaªywania), wyra»onych w metrach kwadratowych powierzchni
u»ytkowej [m2]. Poszczególne dane s¡ zapisane w tablicach 10.3 i 10.4.

Tablica 10.3: Sprzeda» betonu ([m3]) w latach 2000�2006 przez wybran¡ betonow-
ni¦, opr. E. Ko¹niewski

Lata 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006
[m3] 15 573 9 900 12 233 10 470 15 616 24 135 37 590

Otrzymane klasy rodzajów budynków ponumerujemy nast¦puj¡co:
1→ (a)+(b), 2→ (c)+(d)+(h), 3→ (f)+(g), 4→ (e)+(i) i wstawimy
do tablicy 10.5.

Tablica 10.4: Zezwolenia na budow¦ wydane w latach 2000�2006 w powierzchni
u»ytkowej [m2] [2]

Budynki/lata
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006

Mieszkalne (razem)
193 652 165 108 120 100 105 366 162 736 188 075 221 861

a
jednorodzinne

100 870 105 004 78 696 78 325 114 789 160 566 128 367

b
o 2 i wi¦cej
mieszkaniach

92 782 60 104 41 404 27 096 47 947 81 141 93 494

Niemieszkalne
(razem)

192 355 207 763 141 270 157 724 184 707 120 263 92 638

c
hotele i budynki
zakwaterowania

1 814 4 707 4 180 327 492 1 469 4 883

d
biurowe

29 613 36 641 4 205 143 783 9 347 2 039

e
handlowo-usªugowe

36 724 28 039 27 336 32 772 52 102 22 155 11 505

f
transportu i ª¡czno±ci

3 083 2 508 1 287 1 968 3 815 5 593 3 150

g
przemysªowe i magazynowe

29 176 20 756 33 458 36 802 35 949 25 323 25 294

h
ogólnodost¦pne obiekty

47 328 41 708 19 620 20 819 14 588 24 177 5 874

i
pozostaªe niemieszkalne

44 616 73 404 51 185 64 893 76 978 32 199 39 893

Mamy wi¦c now¡ tablic¦ 10.5.
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Tablica 10.5: Zezwolenia na budow¦ wydane w latach 2000�2006 (agregacja),
opr. E. Ko¹niewski

Lata/klasy (a) + (b) (c) + (d) + (h) (f) + (g) (e) + (i)
2000 193 652 78 755 32 260 81 340
2001 165 108 83 056 23 265 101 442
2002 120 100 28 005 34 745 78 521
2003 105 366 21 289 38 770 97 665
2004 162 736 15 863 39 764 129 080
2005 188 075 34 993 30 916 54 354
2006 221 861 12 796 28 444 51 398

Tworzymy wyj±ciow¡ tablic¦ danych: zmiennej obja±nianej (Y ) i zmien-
nych obja±niaj¡cych (X1, X2, X3, X4) � tablica 10.6.

Tablica 10.6: Wyj±ciowa tablica danych dla tablicy 10.5

Y X1 X2 X3 X4

Lata (a) + (b) (c) + (d) + (h) (f) + (g) (e) + (i)
2000 15 573 193 652 78 755 32 260 81 340
2001 9 900 165 108 83 056 23 265 101 442
2002 12 233 120 100 28 005 34 745 78 521
2003 10 470 105 366 21 289 38 770 97 665
2004 15 616 162 736 15 863 39 764 129 080
2005 24 135 188 075 34 993 30 916 54 354
2006 37 590 221 861 12 796 28 444 51 398

Tworzymy tablic¦ 10.7, licz¡c ±rednie y, x1, x2, x3, x4.

Tablica 10.7: �rednie dla tablicy 10.6, opr. E. Ko¹niewski

Y X1 X2 X3 X4

Lata (a) + (b) (c) + (d) + (h) (f) + (g) (e) + (i)
2000 15 573 193 652 78 755 32 260 81 340
2001 9 900 165 108 83 056 23 265 101 442
2002 12 233 120 100 28 005 34 745 78 521
2003 10 470 105 366 21 289 38 770 97 665
2004 15 616 162 736 15 863 39 764 129 080
2005 24 135 188 075 34 993 30 916 54 354
2006 37 590 221 861 12796 28 444 51 398

�rednie 17 931,00 165 271,14 39 251,00 32 594,86 84 828,57

Dalsze obliczenia prowadzone s¡ w Excelu.
Najpierw obliczamy wspóªczynniki zmienno±ci ze wzoru (10.5)

i otrzymujemy odpowiednio ν1 = 0,230554568; ν2 = 0,693956505;
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ν3 = 0,063225748; ν4 = 0,777632324. Po przyj¦ciu warto±ci krytycznej
v∗ = 0,05 dla wszystkich zmiennych mamy speªnion¡ nierówno±¢ v∗ ≤ vi,
dla i = 1, 2, 3, 4. Nie ma wi¦c zmiennych quasi-staªych. Test ten nie
eliminuje »adnej zmiennej obja±niaj¡cej.

Przechodzimy do analizy macierzy R0 i R. Obliczamy wektor wspóª-
czynników korelacji R0 mi¦dzy zmienn¡ obja±nian¡ i potencjalnymi
zmiennymi obja±niaj¡cymi oraz macierz R wspóªczynników korelacji

R0 =


0,77629646
0,42281913
0,06376574
0,69689022

 ,

R =


1 0,16009455 −0,53572469 −0,48585437

0,16009455 1 −0,59428665 0,08473649
−0,53572469 −0,59428665 1 0,44035481
−0,48585437 0,08473649 0,44035481 1

 .
Dla analizy macierzy wspóªczynników korelacji posªu»ymy si¦ wzorem
(10.13). Przyjmijmy poziom istotno±ci γ = 0,10. Dla n − 2 = 5 stopni
swobody odczytajmy najpierw z tablic t Studenta warto±¢ l∗ = 2,015,
a nast¦pnie wyznaczmy (w programie Excel) tzw. krytyczn¡ warto±¢
wspóªczynnika korelacji

r∗ =

(
(2,015)2

(2,015)2 + 7− 2

) 1
2

= 0,66943059.

Nast¦pnie ze zbioru potencjalnych zmiennych obja±niaj¡cych elimi-
nujemy te zmienne, które s¡ sªabiej skorelowane ze zmienn¡ obja-
±nian¡ ni» na poziomie 0,70974357, tj. takie zmienne Xi, dla któ-
rych ri ≤ r∗. S¡ to zmienne X2, X3, dla których r2 = 0,42281913,
r3 = 0,06376574. Po tej eliminacji zbiór zmiennych obja±niaj¡cych redu-
kuje si¦ do dwu zmiennych X1, X4. Zale»no±¢ mi¦dzy wielko±ci¡ zezwole«
na budow¦ w budownictwie mieszkaniowym (jedno- i wielorodzinnym)
oraz usªugowo-handlowym i innym a wielko±ci¡ produkcji betonu po-
zostaje dalej w mocy. W dalszym post¦powaniu oszacujemy i zbadamy
istotno±¢ parametrów zale»no±ci metod¡ najmniejszych kwadratów.

Przykªad 10.4. Wyznaczy¢ trend liniowy sprzeda»y betonu towarowego
w latach 2001�2006 dla danych z przykªadu 10.3. Dla uªatwienia przyj-
miemy t = 1, 2, 3, 4, 5, 6.
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10.3. Zadania

1. Dane s¡ nast¦puj¡ce obserwacje zmiennych X1, X2, X3:

Tablica 10.8: Obserwacje zmiennych X1, X2, X3, opr. E. Ko¹niewski

l 1 2 3 4 5 6
xl1 18 22 25 27 30 34
xl2 4,0 4,1 4,0 4,1 4,1 4,0
xl3 8 3 7 4 9 11

Przy krytycznej warto±ci wspóªczynnika zmienno±ci ν∗ = 0,10 oceni¢
przydatno±¢ poszczególnych zmiennych do opisu zmiennej obja±nianej
ze wzgl¦du na poziom zró»nicowania ich warto±ci.

2. Zbada¢ zale»no±¢ wielko±ci sprzeda»y betonu [m3] wybranej beto-
nowni od wielko±ci wydanych zezwole« na budow¦ (w rejonie jej
oddziaªywania), wyra»onych w metrach kwadratowych powierzchni
u»ytkowej [m2] wg poni»szej agregacji.
Klasy rodzajów budynków ponumerujemy nast¦puj¡co:
1 : 1 → (a), 2 → (b), 3 → (c) + (d) + (h), 4 → (g), 5 → (f), 6 → (e) + (i),
2 : 1 → (a), 2 → (b), 3 → (c) + (d), 4 → (g) + (h),5 → (f), 6 → (e) + (i),
3 : 1 → (a) + (b),2 → (c), 3 → (d), 4 → (g) + (h),5 → (f)) + (i), 6 → (e),
4 : 1 → (a) + (b),2 → (c), 3 → (d) + (h), 4 → (f) + (g),5 → (e) + (i),
5 : 1 → (a) + (b),2 → (c) + (d),3 → (h), 4 → (f), 5 → (g) + (e) + (i),
6 : 1 → (a), 2 → (b), 3 → (c) + (d), 4 → (h), 5 → (f), 6 → (g),

7 → (e) + (i),
7 : 1 → (a), 2 → (b), 3 → (c), 4 → (d) + (h),5 → (f) + (g), 6 → (e),

7 → (i),
8 : 1 → (a) + (b),2 → (c), 3 → (d), 4 → (h), 5 → (f) + (e), 6 → (g) + (i),
9 : 1 → (a) + (b),2 → (c) + (d),3 → (h), 4 → (f), 5 → (g), 6 → (e),

7 → (i),
10 :1 → (a), 2 → (b) + (c),3 → (d) + (h) + (f),4 → (e) + (g),5 → (i).

Poszczególne dane s¡ zapisane w tablicach 10.3 i 10.4.



Rozdziaª 11

Optymalizacja transportu mas

ziemnych przy budowie drogi �

programowanie liniowe

11.1. Programowanie liniowe

Rozpatrzmy nast¦puj¡c¡ par¦ problemów decyzyjnych:

Problem. (P) Nale»y zaplanowa¢ wykonanie roboty budowlanej tak, aby
przy istniej¡cych ograniczeniach zasobów realizacji budowy (materiaªy,
robocizna, sprz¦t) osi¡gn¡¢ maksymalny efekt, np. liczb¦ m3 kubatury
budynków, liczb¦ m2 powierzchni u»ytkowej mieszka«, zysk wykonawcy.

Problem. (D) Tak jednak zminimalizowa¢ zu»ycie materiaªów i pracy
maszyn, aby efekt wykonanej roboty byª nie mniejszy od zaªo»onej war-
to±ci.

Przykªad 11.1. Zakªad produkcji prefabrykatów budowlanych wytwa-
rza dwa rodzaje pªyt o ró»nej wielko±ci. Przyjmijmy tu, »e czynnikami
limituj¡cymi produkcj¦ s¡ jedynie wydajno±ci betoniarki i wibratora (ta-
blica 11.1 [49]).

Tablica 11.1: Czas potrzebny na zabetonowanie i wibracj¦ jednej pªyty, miesi¦czny
limit czasu pracy i zyski jednostkowe dla dwóch rodzajów pªyt, opr. E. Ko¹niewski

Pªyta 1 Pªyta 2 Czas [h]
Betoniarka [h/1 pª] 0,50 0,25 300
Wibrator [h/1 pª] 0,40 0,50 300
Zysk jedn. [zª/1 pª] 60,00 45,00

Rozwi¡zanie. Model matematyczny P:
Niech zmienne decyzyjne: x1, x2 � liczby pªyt odpowiednio typu 1 i 2,
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wyznaczy¢ max f(x1, x2) = 60x1 + 45x2 � caªkowity zysk, przy ograni-
czeniach

0,5x1 + 0,25x2 ≤ 300,
0,4x1 + 0,5x2 ≤ 300,

x1 ≥ 0,
x2 ≥ 0.

(11.1)

Problem ten rozwi¡zujemy w Excelu w sposób nast¦puj¡cy:

1. W komórki A1 : D4 (lub w dowolne inne � ta uwaga dotyczy caªego
rozwi¡zania) wpisujemy tablic¦ 11.1.

2. W komórki F1 : G2 odpowiednio tekst �x1�, �x2� i liczby 0,0. W ko-
mórk¦ F4 wpisujemy napis �funk. celu�, w komórk¦ G4 � formuª¦
= B4 ∗ F2 + C4 ∗G2 (czyli 60x1 + 45x2 z (11.1)).

3. W komórk¦ B7 wpisujemy formuª¦ = B2 ∗ F2 + C2 ∗ G2 (0,5x1+
+0,25x2), w komórk¦ B8 wpisujemy formuª¦ = B3 ∗ F2 + C3 ∗ G2
(0,4x1 + 0,5x2 z (11.1)). W celu wizualnego podkre±lenia opisu pro-
blemu dopisujemy w komórkach A7 : A8 oznaczenia warunków ograni-
czaj¡cych oraz w komórkach C7 : C8 warto±ci lewych stron warunków
ograniczaj¡cych (to ostatnie uzupeªnienie nie jest niezb¦dne). Na tym
ko«czy si¦ przygotowanie problemu do zastosowania procedury Solver
(nale»y upewni¢ si¦, »e dodatek Solver zostaª zainstalowany, je»eli
nie, nale»y go doda¢). Wywoªujemy wi¦c Formula/Solver i ukazuje
si¦ okno dialogowe �Solver Parameters/Solver-Parametry�.

4. W polu �Set Target Cell/Komórka celu� wpisujemy nasz¡ funkcj¦ celu,
czyli adres komórki G4.

5. W polu �By Changing Cells/Komórki zmienne� wpisujemy adresy ko-
mórek zawieraj¡cych warto±ci zmiennych, czyli F2 : G2.

6. Naciskamy przycisk �Add/Dodaj� i wpisujemy kolejno ograniczenia.
7. W �Cell Reference/Adres komórki� adres komórki B7 (czyli

0,5x1 + 0,25x2 � lew¡ stron¦ nierówno±ci (11.1)).
8. Zostawiamy zaproponowany przez system znak ≤,
9. w �Constraint/Warunek ograniczaj¡cy� wpisujemy adres komórki C7

lub D2,
10. naciskamy przycisk �Add/Dodaj� i nast¦pnie podobnie wpisujemy
11. w �Cell Reference/Adres komórki� adres komórki B8 (czyli

0,4x1 + 0,5x2-lew¡ stron¦ nierówno±ci (11.1)).
12. zostawiamy zaproponowany przez system znak ≤,
13. W �Constraint/Warunek ograniczaj¡cy� wpisujemy adres komórki C8

lub D3.
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14. Naciskamy �Add/Dodaj�.
15. Nast¦pnie wpisujemy w �Cell Reference/Adres komórki� adres ko-

mórki F2.
16. Zamieniamy znak ≤ na znak ≥.
17. Wpisujemy w �Constraint/Warunek ograniczaj¡cy� 0 (zero).
18. Naciskamy �Add/Dodaj�.
19. Wpisujemy w �Cell Reference/Adres komórki� adres komórki G2.
20. Zamieniamy znak ≤ na znak ≥.
21. Wpisujemy w �Constraint/Warunek ograniczaj¡cy� 0 (zero).
22. Naciskamy �OK�.
23. Sprawdzamy poprawno±¢ wpisanych ogranicze«.
24. Naciskamy przycisk �Solve/Rozwi¡»�.
Wtedy w tablicy 11.2

Tablica 11.2: Warto±ci potrzebne do obliczenia odchylenia standardowego,
opr. E. Ko¹niewski

A B C D E F G
1 Pªyta 1 Pªyta 2 Czas x1 x2
2 Betoniarka 0,50 0,25 300 0 0
3 Wibrator 0,40 0,50 300
4 Zysk jednostkowy 60,00 45,00 funk. celu 0
5
6
7 n1 0 300
8 n2 0 300

po zadziaªaniu programu otrzymujemy tablic¦ 11.3.

Tablica 11.3:Widok arkusza Excel po wykonaniu dziaªa« dla modelu P, opr. E. Ko¹-
niewski

A B C D E F G
1 Pªyta 1 Pªyta 2 Czas x1 x2

2 Betoniarka 0,50 0,25 300 500 200
3 Wibrator 0,40 0,50 300
4 Zysk jednostkowy 60,00 45,00 funk. celu 39 000
5
6
7 n1 300 300
8 n2 300 300
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Rozwi¡zanie otrzymali±my w komórkach F2 : G2, komórki B7 : B8 wska-
zuj¡, »e czas zostaª wykorzystany maksymalnie. Na rysunku 11.1 podano
interpretacj¦ geometryczn¡ powy»szego rozwi¡zania.

Rysunek 11.1: Rozwi¡zanie geometryczne problemu z przykªadu 11.1, opr. E. Ko¹-
niewski na podstawie [49]

Sformuªujemy teraz zadanie dualne.

Przykªad 11.2. Ustali¢, w odniesieniu do zadania z przykªadu 11.1,
opªacalny plan produkcji minimalizuj¡cy koszty wytwarzania. Mamy za-
tem model D. Oznaczmy zmienne decyzyjne przez w1, w2 � s¡ to warto±ci
1 godziny pracy odpowiednio betoniarki i wibratora [zª/h]. Nale»y wyzna-
czy¢ minimum funkcji g(w1, w2) = 300w1+300w2 � kosztu wytwarzania,
przy ograniczeniach

0,5w1 + 0,4w2 ≥ 60,
0,25w1 + 0,5w2 ≥ 45,

w1 ≥ 0,
w2 ≥ 0.

Przykªad 11.1 jest inspiracj¡ do ogólnego postawienia problemu opisa-
nego w rozdziale 11.2.
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11.2. Ogólny problem programowania liniowego

Dana jest macierz oraz dwa wektory (kolumnowy i wierszowy)

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 a1m . . . amn

 , b =


b1
b2
...
bm

 , c =
[
c1 c2 . . . cn

]
.

(11.2)
Na podstawie tych danych mo»na sformuªowa¢ dwa zagadnienia.

• Zagadnienie maksimum: znale¹¢ wektor kolumnowy

x =


x1
x2
...
xn

 (
mo»na zapisa¢ x =

[
x1 x2 . . . xn

]T)
(11.3)

taki, »e funkcja liniowa

cx = c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn (11.4)

osi¡ga maksimum przy speªnieniu warunków

x ≥ 0, Ax ≤ b. (11.5)

• Zagadnienie minimum: znale¹¢ wektor wierszowy

w =
[
w1 w2 . . . wm

]
(11.6)

taki, »e funkcja liniowa

wb = b1w1 + b2w2 + . . .+ bmwm (11.7)

osi¡ga minimum przy speªnieniu warunków

w ≥ 0,wA ≥ c. (11.8)

Problemy te nazywamy dualnymi wzgl¦dem siebie.
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11.3. Zasadnicze twierdzenie programowania
liniowego

Niech dane b¦d¡ macierz i wektory (11.2) o elementach nieujem-
nych. Niech wektory (11.3) i (11.6) speªniaj¡ odpowiednio warunki (11.5)
i (11.8). Je»eli wektory

x
o =

[
xo1 xo2 . . . xon

]T
, w

o =
[
wo

1 wo
2 . . . wo

m

]
(11.9)

speªniaj¡ warunki (11.5), (11.8) i zachodzi równo±¢

cx
o = w

o
b, (11.10)

to xo jest wektorem, dla którego funkcja liniowa cx = c1x1+ c2x2+ . . .+
+cnxn osi¡ga maksimum na zbiorze wypukªym okre±lonym nierówno-
±ciami (11.5), a w

o jest wektorem, dla którego funkcja liniowa wb =
= b1w1+ b2w2+ . . .+ bmwm osi¡ga minimum na zbiorze wypukªym okre-
±lonym nierówno±ciami (11.8) [46].

Dowód. Aby udowodni¢, »e x
o jest warto±ci¡ optymaln¡ dla zagadnie-

nia maksimum, wystarczy pokaza¢, »e dla ka»dego wektora x speªnia-
j¡cego warunki (11.5) zachodzi cx ≤ cx

o. Niech wi¦c x speªnia wa-
runki (11.5). Poniewa» c ≤ w

oA (drugi z warunków (11.8)), otrzymu-
jemy cx ≤ (woA)x (iloczyn dwu macierzy nieujemnych, tj. o nieujem-
nych warto±ciach). Stosuj¡c ª¡czno±¢ mno»enia macierzy, otrzymujemy
cx ≤ w

o(Ax). Poniewa» x speªnia pierwszy z warunków Ax ≤ b, wi¦c
cx ≤ w

o
b. Z zaªo»enia wo

b = cx
o, zatem cx ≤ cx

o, sk¡d wynika, »e jest
najwi¦ksz¡ warto±ci¡ w zbiorze wypukªym okre±lonym nierówno±ciami
(11.5). Podobnie niech w b¦dzie dowolnym wektorem speªniaj¡cym wa-
runki (11.8). Rozumuj¡c podobnie i wykorzystuj¡c warunki Axo ≤ b i
cx

o = w
o
b, dostajemy wb ≥ w(Axo) = (wA)xo ≥ cx

o = w
o
b. Tak wi¦c

wb ≥ w
o
b. St¡d w

o
b jest najmniejsz¡ warto±ci¡ funkcji wb na zbiorze

wypukªym okre±lonym nierówno±ciami (11.8).

11.4. Zagadnienie transportowe [28,55]

Spo±ród rozlicznych zastosowa« programowania liniowego na szcze-
góln¡ uwag¦ zasªuguje zagadnienie transportowe. Problem dotyczy za-
planowania przewozu jednorodnego materiaªu od m dostawców do n od-
biorców, tak aby zminimalizowa¢ nakªady ponoszone na transport, przy
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zaªo»eniu, »e s¡ one proporcjonalne do liczby przewo»onych jednostek.
Uproszczenie to jest mo»liwe do przyj¦cia przy planowaniu masowych
przewozów. Cz¦sto przyjmowanym kryterium jest minimalizacja kosztów
b¡d¹ nakªadów wyra»onych iloczynem ton i kilometrów. Oznaczmy dla
i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n:
ai � liczba jednostek materiaªu u i-tego dostawcy,
bj � liczba jednostek materiaªu potrzebna j-temu odbiorcy,
cij � odlegªo±¢ poª¡czenia mi¦dzy i-tym dostawc¡ a j-tym odbiorc¡ [km]
lub koszt przewozu jednostki materiaªu na tej trasie [zª],
xij � liczba jednostek materiaªu przewo»onego od i-tego dostawcy do
j-tego odbiorcy (zmienne decyzyjne).
Dane mo»na zapisa¢ w postaci macierzowej w tablicy:

Tablica 11.4: Dane do zagadnienia transportowego, opr. E. Ko¹niewski

c11 c12 . . . c1n a1

Z
A
P
A
SYc21 c22 . . . c2n a2

...
... . . .

...
...

cm1 cm2 . . . cmn am
b1 b2 . . . bn
ZAPOTRZEBOWANIA

Model matematyczny w uj¦ciu programowania liniowego jest nast¦-
puj¡cy:

Wyznaczy¢ minimum funkcji celu z =
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij przy ograniczeniach

n∑
j=1

xij ≤ ai dla i = 1, 2, . . . ,m, (11.11)

m∑
i=1

xij = bi dla j = 1, 2, . . . , n, (11.12)

i przy warunkach brzegowych

xij ≥ 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. (11.13)

Zadanie transportowe nazywamy zbilansowanym, je»eli speªniony jest wa-
runek

m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bj. (11.14)
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Zadanie niezbilansowane, tzn. takie, w którym popyt (zapotrzebowania)
nie równa si¦ poda»y (zapasy, zasoby), mo»na sprowadzi¢ do zadania
zbilansowanego, co pozwoli rozwi¡zanie je typowym programem kompu-
terowym. Aby sprowadzi¢ je do postaci zbilansowanej

� w przypadku przewagi zapasów nad zapotrzebowaniami przyjmujemy

�kcyjnego odbiorc¦ o zapotrzebowaniu bn+1 =
m∑
i=1

ai −
n∑

j=1

bj,

� w przypadku przeciwnym przyjmujemy �kcyjnego dostawc¦ o zapa-

sach am+1 =
n∑

j=1

bj −
m∑
i=1

ai i okre±lamy koszty transportu jako zerowe

lub nadajemy im warto±ci wynikaj¡ce odpowiednio z niedoboru b¡d¹
nadwy»ek materiaªu.

Je»eli zadanie transportowe jest zbilansowane, to model jest nast¦-
puj¡cy:

Wyznaczy¢ minimum z =
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij, przy ograniczeniach

n∑
j=1

xij = ai (11.15)

(od ka»dego dostawcy wywozi si¦ caªy zapas, i = 1, ...,m),

m∑
i=1

xij = bj (11.16)

(zapotrzebowanie ka»dego odbiorcy zostanie zaspokojone, j = 1, ..., n)
i warunkach brzegowych

xij ≥ 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. (11.17)

Zadanie transportowe jest szczególnym przypadkiem programowania li-
niowego w postaci standardowej o mn zmiennych i m+n ograniczeniach.
St¡d do rozwi¡zywania problemów transportowych mo»na stosowa¢ algo-
rytm simpleks, który jednak w tym przypadku nie jest metod¡ efektywn¡
(cho¢by dlatego, »e pojawia si¦ du»a liczba zmiennych). Istot¡ algorytmu
simpleks jest badanie kolejno rozwi¡za« bazowych pod k¡tem optymal-
no±ci. Je±li rozwi¡zanie nie jest optymalne, to poszukujemy nowego roz-
wi¡zania bazowego lepszego od poprzedniego. Problemy transportowe
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z uwagi na pewn¡ symetri¦ mo»na rozwi¡zywa¢ bardziej zwi¦zªymi meto-
dami ni» algorytm simpleks. Ka»de zbilansowane zadanie transportowe
ma sko«czone rozwi¡zanie optymalne, w którym jest co najwy»ejm+n−1
zmiennych niezerowych.

Warto zwróci¢ uwag¦, »e rozwi¡zania zadania transportowego maj¡
nast¦puj¡ce wªasno±ci.

Twierdzenie 11.1. Ka»de zbilansowane zadanie transportowe ma sko«-
czone rozwi¡zanie optymalne i jest ono caªkowitoliczbowe, je±li wszystkie
elementy ai, bj s¡ caªkowite.

Rozwi¡zanie zadania transportowego ma interesuj¡cy zwi¡zek z teo-
ri¡ grafów. Zanim sformuªujemy odpowiednie twierdzenia, wprowadzimy
trzy terminy zwi¡zane z programowaniem liniowym: rozwi¡zanie dopusz-
czalne i rozwi¡zanie bazowe oraz cykl.

• Rozwi¡zaniem dopuszczalnym zadania programowania liniowego na-
zywamy ka»de rozwi¡zanie równa« i nierówno±ci ograniczaj¡cych
speªniaj¡cych warunek nieujemno±ci, tj. ka»dy punkt wielo±cianu wy-
pukªego stowarzyszonego z problemem liniowym.
• Rozwi¡zaniem bazowym zadania programowania liniowego nazywamy
ka»de rozwi¡zanie równa« ogranicze« przy przyj¦ciu, »e zmienne de-
cyzyjne w liczbie n−m (gdy n > m) s¡ równe zeru.
• Cyklem nazywamy ka»dy prostok¡t w tablicy grafów (rys. 11.2).

Twierdzenie 11.2. Rozwi¡zanie dopuszczalne zadania transportowego
jest rozwi¡zaniem bazowym wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadaj¡cy mu
graf jest grafem spójnym i bez cykli.

Twierdzenie 11.3. Na to, aby graf rozwi¡zania zadania transportowego
byª grafem spójnym i bez cykli, potrzeba i wystarcza, »eby zawieraª do-
kªadnie m+ n− 1 wierzchoªków.

Przy czym graf spójny to taki, w którym dwa dowolne wierzchoªki
(kóªka na rys. 11.2) mo»na poª¡czy¢ ci¡giem przemiennym wierzchoªków
i gaª¦zi (gaª¦zie s¡ tylko poziome i pionowe).
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Rysunek 11.2: Grafy w macierzy zadania transportowego: (a) z cyklami � nie jest
rozwi¡zaniem (8 > 3 + 5 − 1); (b) bez cykli � jest rozwi¡zaniem (3 + 5 − 1 = 7),
opr. E. Ko¹niewski

Na rysunku 11.2 przedstawiono grafy w macierzy rozwi¡za« zadania
transportowego. Graf bez cykli jest rozwi¡zaniem bazowym (3+5−1=7).

Przykªad 11.3. Minimalizacja kosztów transportu podczas przerzuto-
wej metody wykonywania drogi [56].

Przy budowie drogi przerzuca si¦ ogromne ilo±ci ziemi, co zobrazo-
wano na rysunku pro�lu drogi (rys. 11.3). Na planie zaznaczono lokali-
zacj¦ urobiska oraz koszty transportu ziemi dla 1 m3/stacj¦. Te ostatnie
s¡ funkcj¡ pro�lu (od niego zale»y siªa holowania) i dlatego zale»¡ od
miejsca i kierunku przewo»enia. Zakªada si¦, »e niewykorzystana ziemia
mo»e by¢ usuni¦ta bez »adnych kosztów. W celu sformuªowania problemu
przyjmiemy za punkty pocz¡tkowe (transportu) urobiska i stacje, gdzie
znajduje si¦ do dyspozycji ziemia, a za punkty docelowe te odcinki, które
wymagaj¡ zasypania. Koszty jednostkowe otrzymuje si¦ po obliczeniu
jednostkowego kosztu transportu z ka»dego punktu pocz¡tkowego do ka»-
dego punktu docelowego. Przybli»one koszty transportu dla ziemi le»¡cej
pomi¦dzy dwiema stacjami oblicza si¦ tak, jak gdyby transportowana
ziemia znajdowaªa si¦ w ni»szej stacji. Na przykªad koszt transportu ze
stacji 2 do stacji 5 jest równy 2,0+1,7+1,5 = 5,2(0,052dol/m3); ze stacji
5 do stacji 3 wynosi 2,5+2,3 = 4,8(0,048dol/m3); z urobiska B do stacji 3
wynosi 122,3 = 14,3; z urobiska B do stacji jest równy 12,5+ 2,8 = 16,3.
Niech xij b¦dzie liczb¡ metrów sze±ciennych ziemi, która ma by¢ prze-
wieziona ze stacji i do stacji j, oraz cij niech oznacza koszt jednostkowy.
Rozpatrzymy jedynie cz¦±¢ drogi, od stacji 3 do stacji 7. Odcinek ten
zawiera jedno urobisko oznaczone liter¡ B, zatem np. xBj oznacza ilo±¢
ziemi pobran¡ w urobisku B, która b¦dzie przewieziona do stacji j.
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Funkcja celu ma posta¢

z = 1,7x34 + 3,2x35 + 6,0x36 + 14,3xB3+

+ 12,0xB4 + 13,5xB5 + 16,3xB6 + 6,8x63+

+ 4,5x64 + 2,0x65 + 8,3x73 + 6,0x74 + 3,5x75 + 1,5x76.

Rysunek 11.3: Prace ziemne przy budowie autostrady [56], opr. E. Ko¹niewski

Przy ograniczeniach

x33 + x34 + x35 + x36 ≤ 30,
xB3 + xB4 + xB5 + xB6 ≤ 200,
x63 + x64 + x65 + x66 ≤ 10,
x73 + x74 + x75 + x76 ≤ 100,

(dysponowana ilo±¢ ziemi)

x33 + xB3 + x63 + x73 ≤ 30,
x34 + xB4 + x64 + x74 ≤ 120,
x35 + xB5 + x65 + x75 ≤ 140,
x36 + xB6 + x66 + x76 ≤ 50,

(potrzebna ilo±¢ ziemi)

xij ≥ 0 dla wszystkich i, j.
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Model jest bardziej jasny w zapisie, gdy przenumerujemy indeksy
zmiennych: pierwszy indeks wedªug schematu (3, B, 6, 7) → (1, 2, 3, 4);
drugi indeks: (3, 4, 5, 6) → (1, 2, 3, 4) Zagadnienie to mo»na rozwi¡za¢
metod¡ standardow¡, wtedy trzeba rozpisa¢ macierz o du»ych rozmia-
rach. O wiele pro±ciej rozwi¡zuje si¦ zagadnienie za pomoc¡ specjalnej
metody.

11.5. Optymalizacja transportu mas ziemnych
z u»yciem ró»nych ±rodków transportu

Zadanie sformuªujemy nast¦puj¡co [1]. Maj¡c dane
ai � obj¦to±¢ i-tej rezerwy ziemnej, i = 1, . . . ,m,
bj � obj¦to±¢ j-tego odcinka nasypu, j = 1, . . . , n,
k � rodzaj ±rodka transportu, k = 1, . . . , l,
ckij � jednostkowy koszt przewozu jednostki towaru z i-tej rezerwy na
j-ty odcinek nasypu k-tym ±rodkiem transportu,

nale»y znale¹¢ ilo±ci gruntu xkij transportowanego z i-tej rezerwy
na j-ty odcinek nasypu k-tym ±rodkiem transportu, które minimalizuj¡
funkcj¦ m · n · k zmiennych

z =
m∑
i=1

n∑
j=1

l∑
k=1

ckijx
k
ij, (11.18)

przy warunkach

n∑
j=1

l∑
k=1

xkij = ai, i = 1, 2, . . . ,m, (11.19)

m∑
i=1

l∑
k=1

xkij = bj, j = 1, 2, . . . , n, (11.20)

xkij ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . , l. (11.21)

Przykªad 11.4. Projekt techniczno-roboczy obwaªowania przewiduje
wykonanie nasypu liniowego (waªu) z pobraniem gruntu z punktowych
rezerw ziemnych. Przedsi¦biorstwo wykonuj¡ce przed przyst¡pieniem do
budowy ma nast¦puj¡ce dane (tablica 11.5) [1]:
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Tablica 11.5: Dane potrzebne do wykonania nasypu liniowego, opr. E. Ko¹niewski

b1 = 47 000 m3 b2 = 70 500m3 b3 = 58 750 m3
3∑

j=1
bj = 476 250 m3

odlegªo±ci transportowe w m
a1 = 67 500 m3 1820 2490 2746
a2 = 96 400 m3 2750 2430 2895
a3 = 62 300 m3 2540 2150 1240

3∑
i=1

ai = 476 250 m3
3∑

i=1
ai >

3∑
j=1

bj

Do transportu gruntu znajduj¡ si¦ w dyspozycji nast¦puj¡ce ±rodki
transportowe:
ci¡gniki z przyczepami 3 t (±rodek transportu k = 1),
zgarniarki przyczepne 6 m3 (±rodek transportu k = 2),
samochody wywrotki 3,5 t (±rodek transportu k = 3).

Koszt przetransportowania 1 m3 gruntu poszczególnymi ±rodkami
przy odlegªo±ciach z tablicy 11.5 stanowi macierz zapisan¡ w tablicy
11.6.

Tablica 11.6: Jednostkowe koszty transportu na poszczególne odlegªo±ci odcinków
nasypu, opr. E. Ko¹niewski

b1 b2 b3

R
ez
er
w
y
zi
em

i

a1

c111 = 12,32
c211 = 8,87
c311 = 13,60

c112 = 16,34
c212 = 36,19
c312 = 13,60

c113 = 19,05
c213 = 61,56
c313 = 16,20

a2

c121 = 12,32
c221 = 16,67
c321 = 13,60

c122 = 19,05
c222 = 49,86
c322 = 16,20

c123 = 10,05
c223 = 50,91
c323 = 16,20

a3

c131 = 21,76
c231 = 71,32
c331 = 18,80

c132 = 16,67
c232 = 16,67
c332 = 13,60

c133 = 12,32
c233 = 20,58
c333 = 13,60

Z uwagi na nierówno±¢
3∑

i=1

ai >
3∑

j=1

bj wprowadzamy dodatkowe zmienne

�kcyjne: y1, y2, y3 (obj¦to±ci gruntu transportowanego odpowiednio z re-
zerw a1, a2, a3) i zapisujemy warunki (11.19) � (11.21).
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Warunki (11.19) maj¡ posta¢

3∑
j=1

3∑
k=1

xk1j + y1 = a1(= 67 500),

3∑
j=1

3∑
k=1

xk2j + y2 = a2(= 96 400),

3∑
j=1

3∑
k=1

xk3j + y3 = a3(= 62 300).

Warunki (11.20) maj¡ posta¢

3∑
i=1

3∑
k=1

xki1 = b1(= 47 000),

3∑
i=1

3∑
k=1

xki2 = b2(= 70 500),

3∑
i=1

3∑
k=1

xki3 = b3(= 58 750).

Funkcja celu ma posta¢

z =
3∑

i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

ckijx
k
ij = 12,32x111 + 16,34x112 + 19,05x113 + . . . .

Do oblicze« trzeba przemianowa¢ zmienne i sformuªowa¢ warunki do
zagadnienia planowania liniowego.

Rozwi¡zuj¡c zadanie, otrzymujemy wyniki (tablica 11.7).
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Tablica 11.7: Rozw. zagadnienia transportu mas ziemnych, opr. E. Ko¹niewski

Odcinki nasypu Niewykorzystana
b1 = 47 000 b2 = 70 500 b3 = 58 750 obj¦to±¢ rezerwy

R
ez
er
w
y
zi
em

i

a1 = 67 500
x1
11 = 0

x2
11 = 47 000

x3
11 = 0

x1
12 = 0

x2
12 = 0

x3
12 = 8 200

x1
13 = 0

x2
13 = 0

x3
13 = 0

y1 = 12 300

a2 = 96 400
x1
21 = 0

x2
21 = 0

x3
21 = 0

x1
22 = 0

x2
22 = 0

x3
22 = 0

x1
23 = 58 750

x2
23 = 0

x3
23 = 0

y2 = 37 650

a3 = 62 300
x1
31 = 0

x2
31 = 0

x3
31 = 0

x1
32 = 62 300

x2
32 = 0

x3
32 = 0

x1
33 = 0

x2
33 = 0

x3
33 = 0

y3 = 0

11.6. Zadania

1. Zapisa¢ zagadnienie transportowe w postaci standardowego progra-
mowania liniowego o mn zmiennych i m + n ograniczeniach (odpo-
wiednie macierze, wektory i warunki).

2. Zilustrowa¢ na rysunku rozwi¡zanie problemu dualnego z przy-
kªadu 11.1.

3. Zaprojektowa¢ i rozwi¡za¢ zadanie minimalizacji kosztów przy prze-
rzutowej metodzie wykonania drogi:
a) od 3 do 17, b) od 4 do 20,
c) od 6 do 21, d) od stacji 8 do stacji 22.
Narysowa¢ odpowiednie grafy.

4. Zapisa¢ zagadnienie transportowe dla ró»nych ±rodków transportu
w postaci standardowego programowania liniowego.

5. Sformuªowa¢ zadanie transportowe w uj¦ciu klasycznym dla ró»nych
±rodków transportu. Czy jest to mo»liwe?

6. Narysowa¢ kilka wariantów grafów rozwi¡za« zagadnienia transpor-
towego dla warto±ci m = 7, n = 6. Ile potencjalnych rozwi¡za« teo-
retycznie istnieje?





Rozdziaª 12

Metody matematyczne

wielokryterialnej analizy

porównawczej na przykªadzie

rozwi¡za« projektowych wybranych

pokry¢ dachowych

12.1. Metody matematyczne

Metody matematyczne wielokryterialnej analizy porównawczej ozna-
czaj¡ tu zasad¦, wedªug której algorytm porównywania opiera si¦ na bu-
dowie skalaru, którego warto±¢ liczbowa stanowi syntetyczny wska¹nik
oceny. Budowa skalaru wymaga nadania warto±ciom kryteriów (miano-
wanym lub niemianowanych) liczbowych warto±ci niemianowanych. W al-
gorytmie metod matematycznych stosuje si¦ wi¦c tzw. kodowanie, które
polega na sprowadzeniu warto±ci mianowanych cech do niemianowanych.
Cechy mog¡ by¢ �rosn¡ce� (stymulanty) lub �malej¡ce� (destymulanty);
zale»nie od tego, czy dan¡ wielko±¢ chcemy maksymalizowa¢ (zysk, efek-
tywno±¢, jako±¢), czy minimalizowa¢ (koszty, czas, ci¦»ar).

12.2. Zaªo»enia metody

Rozpatrujemy zbiór W okre±lonych i dopuszczalnych wariantów roz-
wi¡za«

W = {Wi : i = 1, 2, . . . , n}. (12.1)

Przyjmujemy zbiór kryteriów K,

K = {Kj : j = 1, 2, . . . ,m}, (12.2)

dla których wyznaczamy zbiór miar

X = {xij : i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m}. (12.3)
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Otrzymujemy wi¦c macierz danych

X =


x11 x12 . . . x1m
x21 x22 . . . x2m
. . . . . . . . . . . .
xn1 xn2 . . . xnm

 . (12.4)

Wiersze macierzy przedstawiaj¡ miary cz¡stkowe poszczególnych warian-
tów, kolumny za± � miary cz¡stkowe wszystkich wariantów wg okre±lo-
nego kryterium cz¡stkowego. Celem analizy wielokryterialnej jest zna-
lezienie takiego wariantu (ew. wariantów), który wedle przyj¦tych kry-
teriów ma najkorzystniejszy ukªad miar cz¡stkowych. Miary te w prak-
tyce s¡ zazwyczaj wielko±ciami mianowanymi (je±li Kj oznacza koszt, to
miary b¦d¡ wyra»one w [zª], je±li Kj oznacza czas, to miary b¦d¡ wy-
ra»one w [dniach]). Dlatego, by prowadzi¢ dalsze rozwa»ania polegaj¡ce
na porównywaniu liczb, sensowne jest zast¡pienie wyj±ciowych danych
ich kodami. Przez kod b¦dziemy rozumie¢ zast¡pienie warto±ci miary
cz¡stkowej warto±ci¡ liczbow¡ niemianowan¡ z okre±lonego przedziaªu,
najcz¦±ciej z przedziaªu ⟨0, 1⟩.

12.3. Rodzaje kodowa«

12.3.1. Standaryzacja [58]

Istot¡ tego kodowania jest zast¡pienie warto±ci miary cz¡stkowej xij
przez zij na podstawie warto±ci ±redniej i odchylenia standardowego dla
kryterium Kj. Dla stymulant mamy

zij =
xij − xj
sj

, (12.5)

i dla destymulant

zij = (−1) · xij − xj
sj

, (12.6)

gdzie

xj =

n∑
i=1

xij

n
(12.7)



12.3. Rodzaje kodowa« 173

jest warto±ci¡ ±redni¡ miar analizowanych wariantów wg kryterium j,

sj =

√√√√ n∑
i=1

(xij − xj)2

n
(12.8)

jest odchyleniem standardowym miar analizowanych wariantów wg kry-
terium j, dla i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m.

12.3.2. Normowanie

Istot¡ tego kodowania jest zast¡pienie warto±ci miary cz¡stkowej xij
przez zij na podstawie warto±ci maksymalnej dla kryterium Kj. Dla sty-
mulant mamy

zij =
xij
xjmax

, (12.9)

i dla destymulant

zij =

(
xij
xjmin

)−1

, (12.10)

gdzie xjmin jest minimaln¡ warto±ci¡, a xjmax jest maksymaln¡ warto±ci¡
miary wedªug j-tego kryterium, dla i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m.

12.3.3. Kodowanie wg Neumanna � Morgensterna [58]

Istot¡ tego kodowania jest zast¡pienie warto±ci miary cz¡stkowej xij
przez zij wyra»onej przez stosunek ró»nicy tej miary i miary najgorszej
z wszystkich miar wariantów wg kryterium Kj do ró»nicy miary najlep-
szej i najgorszej wg tego kryterium. Dla stymulant mamy

zij =
xij − xjmin

xjmax − xjmin

, (12.11)

i dla destymulant

zij =
xjmax − xij
xjmax − xjmin

, (12.12)

dla i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m.
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12.3.4. Kodowanie metod¡ Pattern

Istot¡ tego kodowania jest zast¡pienie warto±ci miary cz¡steczkowej
xij przez zij wyra»onej jako iloraz danej miary i sumy miar wszystkich
wariantów wg kryterium Kj. Dla stymulant mamy

zij =
xij
n∑

i=1

xij

(12.13)

i dla destymulant

zij =
1− x′ij
n− 1

, (12.14)

gdzie x′ij =
xij

n∑
i=1

xij

, dla i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m.

Wzór (12.14) przedstawia przeksztaªcenie liniowe dopeªnie« do jedno±ci,

które zachowuje równocze±nie unormowanie do jedno±ci, tzn.
n∑

i=1

zij = 1.

Rzeczywi±cie, ostatniej równo±ci dowodzi nast¦puj¡cy rachunek

n∑
i=1

zij =
n∑

i=1

1− x′ij
n− 1

=

n∑
i=1

1− xij
n∑

i=1
xij


n− 1

=

n−
n∑

i=1
xij

n∑
i=1

xij

n− 1
=
n− 1

n− 1
= 1.

Warto zauwa»y¢, »e w literaturze dla dystymulant cz¦sto zamiast

wzoru (12.14) proponowane jest przeksztaªcenie nieliniowe zij =
x′
ij

n∑
i=1

x′
ij

,

gdzie x′ij =
1
xij

. Poniewa» odwrotno±ci maªych liczb s¡ wielkimi liczbami,
rozwi¡zanie takie mo»e by¢ obarczone du»¡ niestabilno±ci¡.

12.4. Algorytm stosowania metod
matematycznych [58]

Krok 1: dokonuje si¦ wyboru cech � kryteriów, które b¦d¡ decydowaªy
o wyborze rozwi¡zania.
Krok 2: ustala si¦, przy udziale ekspertów, wagi νj poszczególnych kry-

teriów (j = 1, 2, . . . ,m), przy czym
m∑
j=1

νj = 1.
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Krok 3: okre±la si¦ miary liczbowe wariantów rozwi¡za«, czyli tworzy si¦
macierz danych; w przypadku cech niemierzalnych wprowadza si¦ skal¦
ocen i z pomoc¡ ekspertów (s¦dziów) ocenia si¦ warianty. Statystycznie
ocenia si¦ wiarygodno±¢ (zgodno±¢) s¦dziów.
Krok 4: liczbowe miary wariantów wg poszczególnych kryteriów cz¡stko-
wych poddaje si¦ kodowaniu jedn¡ z opisanych wcze±niej metod.
Krok 5: dokonuje si¦ oceny wariantowych rozwi¡za« poprzez obliczenie
syntetycznych wska¹ników. Najkorzystniejsze rozwi¡zanie charakteryzuje
si¦ najni»sz¡ ocen¡, je±li do kodowania warto±ci miar zastosowano mini-
malizacj¦, lub najwy»sz¡, gdy kodowanie polegaªo na maksymalizacji.

12.5. Formuªy ocen syntetycznych [58]

W przypadku, gdy zawiedzie formuªa bezpo±redniego porównania
analizowanych wariantów, jako parametr porówna« przyjmuje si¦ inny
wska¹niki, np. wska¹nik sumacyjny skorygowany

Ji =
m∑
j=1

νjzij, (12.15)

gdzie νj jest wag¡ kryterium, i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m.

12.6. Diagramy Hassego

S¡ to rysunki zbiorów cz¦±ciowo uporz¡dkowanych. Rozwa»my naj-
pierw jako przykªad zbiór wszystkich podzbiorów zbioru sko«czonego
{a, b, c} : {{a, b, c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a}, {b}, {c}, ∅} z relacj¡ zawie-
rania ⊆.
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Rysunek 12.1: Ilustracja porz¡dku cz¦±ciowego podyktowanego inkluzj¡,
opr. E. Ko¹niewski

B¦dziemy mówi¢, »e element {b, c} �nakrywa� {c} i �nakrywa� {b}. Dalej
{a, b, c} �nakrywa� {a, b}, {a, c} i {b, c}, nie �nakrywa� za± {a}, {b} ani
{c}. Cz¦±ciowy porz¡dek w zbiorze S to relacja ⊆:
� (zw) zwrotna, czyli s ⊆ s dla ka»dego s ze zbioru S,
� (as) antysymetryczna, tzn. s ⊆ t i t ⊆ s⇒ s = t,
� (prz) przechodnia, tzn. s ⊆ t i t ⊆ u⇒ s ⊆ u.
Zbiór S, w którym tak¡ relacj¦ ⊆, okre±lono nazywamy cz¦±ciowo upo-
rz¡dkowanym.
Wprowadzamy nast¦pnie relacj¦ ⊂ w ten sposób, »e x ⊂ y wtedy i tylko
wtedy, gdy x ⊆ y i x ̸= y.
Mówimy, »e element t �nakrywa� element s, gdy s ⊂ t i nie ma w S
elementu u takiego, »e s ⊂ u ⊂ t.
Diagramem Hassego zbioru cz¦±ciowo uporz¡dkowanego (S,⊆) jest ry-
sunek grafu skierowanego, którego wierzchoªkami s¡ elementy zbioru S
i w którym od wierzchoªka t do wierzchoªka s biegnie kraw¦d¹ wtedy
i tylko wtedy, gdy t �nakrywa� s.
Relacj¦⊆ � ogólniej oznaczan¡ tak»e przez s ≤ t, która wskazuje kierunek
� interpretujemy:

s ≤ t⇔ t � jest lepszy od� s.
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Elementy odpowiadaj¡ce punktom znajduj¡cym si¦ na diagramie Has-
sego w pobli»u samej góry uwa»amy za najlepsze.
Diagramy Hassego, podobnie jak drzewa z wyró»nionym korzeniem, s¡
zazwyczaj rysowane z kraw¦dziami skierowanymi w dóª i (najcz¦±ciej)
bez strzaªek.

12.7. Reguªy porz¡dkowania zbiorów

Pierwsza reguªa porz¡dkowania zbiorów. Porz¡dkowanie ma cha-
rakter bezpo±redni. Termin �lepsze� rozumiany jest zgodnie z de�nicj¡:
je»eli zbiór X = {xi} (i ∈ {1, . . . , n}) oceniany jest z punktu widzenia m
kryteriów Ks (s ∈ {1, . . . ,m}), dla których warto±ciami najlepszymi s¡
ich warto±ci maksymalne, to xi jest �lepszy od� xj wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje takie r (r ∈ {1, . . . ,m})

Kr(xi) > Kr(xj)

i dla pozostaªych Kp, p ̸= r,

Kp(xi) ≥ Kp(xj).

Druga reguªa porz¡dkowania zbiorów. Wybór elementów przepro-
wadza si¦ z uwzgl¦dnieniem sumy (±redniej) kryteriów, na podstawie za-
le»no±ci

xi � jest lepszy od� xj ↔
m∑
r=1

Kr(xi) ≥
m∑
r=1

Kr(xj).

Trzecia reguªa porz¡dkowania zbiorów. Wedªug tej reguªy wybór
elementów lepszych przeprowadza si¦ z uwzgl¦dnieniem sumy wa»onej
(±redniej wa»onej) przyj¦tych kryteriów. Poszczególnym kryteriom Kr

(r = 1, 2, . . . ,m) nale»y przypisa¢ ró»ne wagi liczbowe νr (r =
= 1, 2, . . . ,m) . Wybór wariantów (elementów) �lepszych� przeprowadza
si¦ na podstawie zale»no±ci

xi � jest lepszy od� xj ↔
m∑
r=1

νrKr(xi) ≥
m∑
r=1

µrKr(xj).

Czwarta reguªa porz¡dkowania zbiorów (porz¡dkowanie we-
dªug po»¡danych parametrów). Dla pary elementów i, j ustalamy,
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dla ilu kryteriów jest Kr(xi) ≥ Kr(xj) i liczb¦ t¦ oznaczamy przez
l(i, j) (xi � jest lepsze od� xj), z tym »e w przynajmniej jednym r′

»¡damy Kr′(xi) > Kr′(xj), wówczas dla pozostaªych g(i, j) kryteriów
mamy Ks(xi) < Ks(xj) (xi � jest gorszy od� xj). Mamy oczywi±cie
l(i, j) + g(i, j) = m. Ostatecznie element xi uznajemy za �lepszy od�
xj wtedy i tylko wtedy, gdy l(i, j) > g(i, j). W szczególno±ci reguª¦ t¦
mo»emy stosowa¢, gdy chcemy pomin¡¢ w analizie (w danej chwili) pewne
kryteria.

12.8. Kryteria oceny cech wybranych
pokry¢ dachowych

• Koszty caªkowite (materiaªy, robocizna, sprz¦t) [zª] � kryterium K1,
• Ci¦»ar pokrycia [kN/m2] � kryterium K2,
• Trwaªo±¢ pokrycia [lata] � kryterium K3,
• Estetyka pokrycia (ocena 1-6) � kryterium K4,
• �atwo±¢ eksploatacji (ocena 1-6) � kryterium K5.

12.8.1. Koszty caªkowite (materiaªy, robocizna i sprz¦t)

Koszty materiaªów, robocizny i sprz¦tu oraz koszty caªkowite zostaªy
opracowane za pomoc¡ programu Norma Pro na podstawie kosztorysów.

Tablica 12.1: Zestawienie kosztów wykonania wybranych pokry¢ dachowych [zª],
opr. E. Ko¹niewski

Wariant 1
Dachówka
ceram.

Granat 13V

Wariant 2
Dachówka

cem.
Verona

Wariant 3
Blachodach.

Finnea

Wariant 4
Blachodach.
Monterrey
Standard

Wariant 5
Gont

bitumiczny

Wariant 6
Gont
drewniany

MRS 52 428,26 63 620,02 41 711,10 33 788,91 64 511,38 74 029,33
Materiaªy 35 592,22 36 314,19 24 605,99 14 454,80 25 510,02 46 971,78
Robocizna 15 615,45 25 050,82 16 684,79 18 753,06 36 480,89 25 321,10
Sprz¦t 1 220,59 2 255,01 420,32 581,05 2 520,47 1 736,45

12.8.2. Ci¦»ar pokrycia

Przez ci¦»ar pokrycia dachu rozumiemy tylko ci¦»ar wykorzystanego
do tego materiaªu. Nie wliczono ci¦»arów deskowania, ªacenia itp.
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Tablica 12.2: Zestawienie ci¦»aru pokrycia dachu [kN/m2], opr. E. Ko¹niewski

Wariant 1 Wariant 2 Wariant 3 Wariant 4 Wariant 5 Wariant 6
Ci¦»ar pokrycia

[kN/m2]
0,474 0,479 0,053 0,048 0,095 0,459

Najmniejszy ci¦»ar pokrycia ma wariant 4 � blachodachówka Monter-
rey Standard, natomiast najci¦»szym pokryciem jest dachówka cemen-
towa Verona � wariant 2.

12.8.3. Trwaªo±¢ pokrycia

Trwaªo±¢ to sªowo trudne do okre±lenia. W budownictwie chcemy,
aby u»yte materiaªy byªy mocne, pewne, trwaªe i odporne na dziaªa-
nie czynników zewn¦trznych. Okre±leniem, którym cz¦sto zast¦pujemy
sªowo trwaªo±¢, jest m. in. gwarancja wyrobu (materiaªu). Warto±ci tego
kryterium okre±la si¦ na podstawie gwarancji pochodz¡cych z katalogów
producentów wybranych pokry¢ dachowych.

Tablica 12.3: Zestawienie gwarancji pokry¢ dachowych [lata], opr. E. Ko¹niewski

Wariant 1 Wariant 2 Wariant 3 Wariant 4 Wariant 5 Wariant 6
Trwaªo±¢ [lata] 20 30 40 30 15 40

Dwa pokrycia � blachodachówka moduªowa Finnera (wariant 3) i gont
drewniany (wariant 6) � s¡ obj¦te najwy»sz¡ gwarancj¡, natomiast naj-
ni»sz¡ gwarancj¦ ma gont bitumiczny (wariant 5).

12.8.4. Estetyka pokrycia

Estetyka zwi¡zana jest z poczuciem pi¦kna i zale»y od indywidual-
nej oceny czªowieka. Dlatego jej warto±¢ przygotowali eksperci poprzez
ankiet¦. Autorzy publikacji, aby zwery�kowa¢ wiarygodno±¢ ekspertów
(s¦dziów), poddali analizie statystycznej konkretny aspekt, mianowicie:
jaki jest stopie« korelacji mi¦dzy k zbiorami ocen (oceny ekspertów) doty-
cz¡cych n obiektów (kryteria oceny dachów: K1, K2, K3, K4, K5). Miar¡
tej wspóªzale»no±ci jest wspóªczynnik zgodno±ciW -Kendalla, który przyj-
muje przyjmuje warto±¢ od �0� (brak zgodno±ci) do �1� (caªkowita zgod-
no±¢). Nale»y podkre±li¢, »e wysoki wynik W interpretujemy jako fakt
zgodno±ci s¦dziów co do kryteriów, którymi posªugiwali si¦ przy ocenia-
niu danych obiektów. Równocze±nie trzeba zauwa»y¢, »e wysoka warto±¢
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wspóªczynnika W wcale nie oznacza, »e ocena okre±lonych obiektów jest
poprawna. Mo»e by¢ tak, »e s¦dziowie, posªuguj¡c si¦ faªszywym kryte-
rium (z punktu widzenia kryterium zewn¦trznego), doszli do zgodnych
opinii.
Testowanie wspóªczynnika W Kendalla dla ocen kryterium K4 (estetyka
pokrycia) odbywa si¦ wedªug nast¦puj¡cej procedury. Wyniki ankiet dzie-
si¦ciu ekspertów (s¦dziów) dla sze±ciu wariantów zestawiamy w tablicy
(tab. 12.4). W celu wyznaczenia rang w ka»dym wierszu tablicy 12.4
ustawiamy wyniki malej¡co od lewa do prawa, tworz¡c w ten sposób
tablic¦ 12.5, obliczamy rangi i wstawiamy do tablicy 12.6.

Tablica 12.4: Zestawienie wyników ankiety dla kryterium K4 � estetyka pokrycia,
opr. E. Ko¹niewski

ESTETYKA E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 E10 �rednia
Wariant 1 5 4 4 5 5 3 4 3 5 4 4,2

Wariant 2 6 4 5 6 4 6 5 5 4 4 4,9

Wariant 3 4 5 4 4 6 4 4 5 6 5 4,7

Wariant 4 4 5 5 4 4 5 4 5 5 5 4,6

Wariant 5 2 3 3 3 1 4 4 1 4 4 2,9

Wariant 6 1 2 2 2 2 2 6 1 2 3 2,3

Tablica 12.5: Zestawienie wyników ankiety dla kryterium K4 � estetyka pokrycia,
uporz¡dkowane malej¡co, opr. E. Ko¹niewski

ESTETYKA E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 E10
Wariant 1 5 5 5 5 4 4 4 4 3 3
Wariant 2 6 6 6 5 5 5 4 4 4 4
Wariant 3 6 6 5 5 5 4 4 4 4 4
Wariant 4 5 5 5 5 5 5 4 4 4 4
Wariant 5 4 4 4 4 3 3 3 2 1 1
Wariant 6 6 3 2 2 2 2 2 2 1 1

Omówimy szczegóªowo wyznaczanie rang na podstawie pierwszego
wiersza tablicy 12.4: ocena 5 jest na czterech pozycjach 1, 2, 3, 4; obli-
czamy ich ±redni¡ 1+2+3+4

4
= 2,5 i wstawiamy j¡ do tablicy w miejsce ocen

5. Ocena 4 jest na pozycjach 5, 6, 7, 8; obliczamy ±redni¡ 5+6+7+8
4

= 6,5
i t¦ liczb¦ wstawiamy zamiast ocen 4. Ocena 3 jest na pozycjach 9, 10;



12.8. Kryteria oceny cech wybranych pokry¢ dachowych 181

obliczamy ±redni¡ 9+10
2

= 9,5 i t¦ liczb¦ wstawiamy w tablicy zamiast
ocen 3. Otrzymujemy w ten sposób pierwszy wiersz tablicy 12.6. Po-
wtórzymy wyznaczanie rang na podstawie drugiego wiersza tablicy 12.4:
ocena 6 jest na trzech pozycjach 1, 2, 3; obliczamy ich ±redni¡ 1+2+3

3
= 2

i wstawiamy j¡ do tablicy 12.6 w miejsce ocen 6; ocena 5 jest na trzech
pozycjach 4, 5, 6; obliczamy ±redni¡ tych pozycji 4+5+6

3
= 5 i wstawiamy

j¡ do tablicy 12.6 w miejsce ocen 5; ocena 4 jest na pozycjach 7, 8, 9, 10;
obliczamy ±redni¡ 7+8+9+10

4
= 8,5 i wstawiamy j¡ do tablicy 12.6 w miej-

sce ocen 4.

Tablica 12.6: Zestawienie wyników ankiety dla kryterium K4 � estetyka pokrycia,
opr. E. Ko¹niewski

ESTETYKA E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 E10
Wariant 1 2,5 6,5 6,5 2,5 2,5 9,5 6,5 9,5 2,5 6,5
Wariant 2 2 8,5 5 2 8,5 2 5 5 8,5 8,5
Wariant 3 8 4 8 8 1,5 8 8 4 1,5 4
Wariant 4 8,5 3,5 3,5 8,5 8,5 3,5 8,5 3,5 3,5 3,5
Wariant 5 8 6 6 6 9,5 2,5 2,5 9,5 2,5 2,5
Wariant 6 9,5 5,5 5,5 5,5 5,5 5,5 1 9,5 5,5 2

Tablica 12.7: Tablica rang dla kryterium K4 � estetyka pokrycia (Ri = k · EX),
opr. E. Ko¹niewski

E
S
T
E
T
Y
K
A

E
1

E
2

E
3

E
4

E
5

E
6

E
7

E
8

E
9

E
10

�r
ed
ni
a
E
X

R
i

(R
i
−

R
)2

Wariant 1 2,5 6,5 6,5 2,5 2,5 9,5 6,5 9,5 2,5 6,5 5,5 55 492,84
Wariant 2 2 8,5 5 2 8,5 2 5 5 8,5 8,5 5,5 55 492,84
Wariant 3 8 4 8 8 1,5 8 8 4 1,5 4 5,5 55 492,84
Wariant 4 8,5 3,5 3,5 8,5 8,5 3,5 8,5 3,5 3,5 3,5 5,5 55 492,84
Wariant 5 8 6 6 6 9,5 2,5 2,5 9,5 2,5 2,5 5,5 55 492,84
Wariant 6 9,5 5,5 5,5 5,5 5,5 5,5 1 9,5 5,5 2 5,5 55 492,84

R
=

33

Su
m
a_

R
i
=

33
0

S
=

28
72

,2
4
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Gdy wyniki oceny powtarzaj¡ si¦, to otrzymujemy tzw. rangi wi¡zane.
Dla tych rang wyliczamy tzw. poprawki. Najpierw w kolumnach tablicy
12.7 znajdujemy powtarzaj¡ce si¦ rangi � w E1 s¡ dwie: 8, 8; w E2, E3
i E4 nie ma; w E5 s¡ dwie 8,5 i 8,5; w E6 i E7 nie ma; w E8 trzykrotnie
wyst¦puje ranga 9,5; 9,5; 9,5; w E10 nie ma. Oznaczaj¡c przez t liczb¦
powtórze« rang, w kolumnach E1, E5, E9 mamy t = 2, w kolumnie E8
t = 3, w pozostaªych kolumnach E2, E3, E4, E6, E7, E10 t = 0. Obli-
czaj¡c poprawki t3− t, otrzymujemy odpowiednio warto±ci 6 (23−2 = 6)
oraz 24 (33 − 3 = 24) oraz 0 (03 − 0 = 0), które wpisujemy w drugiej
kolumnie tablicy 12.8, sumujemy (tu tylko przepisujemy) i zapisujemy
w trzeciej kolumnie tablicy 12.8, a po podzieleniu przez 12 wpisujemy
w kolumnie czwartej tablicy 12.8.

Tablica 12.8: Wyliczenie poprawek dla kryterium K4 � estetyka pokrycia,
opr. E. Ko¹niewski

t3 − t SUMA TEX =
∑

(t3−t)
12

TE1 6 6 0,5
TE2 0 0 0
TE3 0 0 0
TE4 0 0 0
TE5 6 6 0,5
TE6 0 0 0
TE7 0 0 0
TE8 24 24 2
TE9 6 6 0,5
TE10 0 0 0∑

TEX = 3,50

Wspóªczynnik W Kendalla dla k = 10; n = 6 obliczamy ze wzoru

W =
S

1
12
· n2 · (k3 − k)− n ·

k∑
i=1

Ti

(12.16)

na podstawie wyników zawartych w tablicach 12.7 i 12.8. Otrzymujemy
W = 0,98. Po uwzgl¦dnieniu zale»no±ci χ2 = k(n − 1)W jest to ogólna
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metoda sprawdzania wiarygodno±ci s¦dziów.
W przypadku, gdy 3 ≤ k ≤ 20 i 3 ≤ n ≤ 7, istotno±¢ wspóªczyn-
nika W sprawdzamy w specjalnej tablicy. Korzystanie z niej polega na
porównaniu liczby Skr (S krytyczne) z tablicy dla k s¦dziów i n obiektów
ocenianych z obliczon¡ warto±ci¡ S z tablicy rang.
Skr = 376,7 � warto±¢ z tablicy 12.9.
Z uwagi na speªnion¡ nierówno±¢ Skr = 376,7 < S = 2872,24 nie ma
podstaw do odrzucenia hipotezy zgodno±ci s¦dziów.

Tablica 12.9: Warto±ci krytyczne dla 3 ≤ k ≤ 20 i 3 ≤ n ≤ 7 (Siegiel S., Nonpara-
metric Statistics for the Behavioral Sciences, McGraw-Hill, NY 1956, 286p).

α = 0,05 n
k 3 4 5 6 7
3 64,4 103,9 157,3
4 49,5 84,4 143,3 217,0
5 62,6 112,3 182,4 276,2
6 75,7 136,1 221,4 335,2
8 48,1 101,7 183,7 299,0 453,1
9 54,0 − − − −
10 60,0 127,8 231,2 376,7 571,0
12 71,9 − − − −
14 83,8 − − − −
15 89,8 192,9 349,8 570,5 864,9
16 95,8 − − − −
18 107,7 − − − −
20 119,7 258,0 468,5 764,4 1158,7

12.8.5. �atwo±¢ eksploatacji

U»ytkowanie dachu wi¡»e si¦ z konserwacj¡ i ró»nymi naprawami
uszkodzonych jego fragmentów. Ka»dy ma indywidualne zdanie na temat
eksploatacji danego pokrycia dachowego, dlatego tak jak w przypadku
kryterium 4 (K4 � estetyka pokrycia) jej warto±¢ okre±lili eksperci.
Testowanie wspóªczynnika W Kendalla dla ocen kryterium K5 � ªatwo±¢
eksploatacji.
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Tablica 12.10: Zestawienie wyników ankiety dla kryterium K5 � ªatwo±¢ eksploata-
cji, opr. E. Ko¹niewski

EKSPLOATACJA E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 E10 �rednia
Wariant 1 6 5 5 4 5 4 6 3 5 6 4,9
Wariant 2 6 5 5 5 4 5 6 3 3 5 4,7
Wariant 3 5 4 4 5 5 5 4 4 5 4 4,5
Wariant 4 5 4 4 5 5 5 4 4 5 4 4,5
Wariant 5 3 3 3 3 3 4 3 3 4 5 3,4
Wariant 6 1 2 3 2 3 3 5 3 2 4 2,8

Tablica 12.11: Tablica rang dla kryterium K5 � ªatwo±¢ eksploatacji, opr. E. Ko¹-
niewski

E
K
S
P
L
O
A
T
A
C
JA

E
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E
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E
3

E
4

E
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E
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E
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E
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E
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E
1
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�
R
E
D
N
IA

Ri (Ri −R)2

Wariant 1 2 5,5 5,5 8,5 5,5 8,5 2 10 5,5 2 5,5 55 484
Wariant 2 1,5 5 5 5 8 5 1,5 9,5 9,5 5 5,5 55 484
Wariant 3 3 8 8 3 3 3 8 8 3 8 5,5 55 484
Wariant 4 3 8 8 3 3 3 8 8 3 8 5,5 55 484
Wariant 5 7 7 7 7 7 2,5 7 7 2,5 1 5,5 55 484
Wariant 6 10 8 4,5 8 4,5 4,5 1 4,5 8 2 5,5 55 484

R
=

3
3

S
u
m
a_

R
i
=

3
3
0

S
=

2
9
0
4

Wyznaczenie wspóªczynnika W : dla k = 10; n = 6 (na podstawie obli-
cze«, analiz i (12.16) oraz tablicy 12.12) znajdujemy warto±¢ W = 0,99.
W przypadku, gdy 3 ≤ k ≤ i 3 ≤ n ≤ 7, istotno±¢ wspóªczynnika W
sprawdzamy w specjalnej tablicy 12.9. Korzystanie z niej polega na po-
równaniu liczby Skr (S krytyczne) z tablicy dla k s¦dziów i n obiektów
ocenianych z obliczon¡ warto±ci¡ S z tablicy rang.
Skr = 376,70 � warto±¢ z tablicy.
Poniewa» Skr = 376,70 < S = 2904, nie ma wi¦c podstaw do odrzucenia
hipotezy zgodno±ci s¦dziów.
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Gdy wyniki oceny powtarzaj¡ si¦, to otrzymujemy tzw. rangi wi¡zane,
dla których wyliczamy tzw. poprawki:

Tablica 12.12: Wyliczenie poprawek dla kryterium K5 � ªatwo±¢ eksploatacji,
opr. E. Ko¹niewski

t3 − t SUMA TEX =
∑

(t3−t)
12

TE1 6 6 0,5
TE2 24 24 2
TE3 6 6 0,5
TE4 6 6 0,5
TE5 6 6 0,5
TE6 6 6 0,5
TE7 6 6 0,5
TE8 6 6 0,5
TE9 6 6 0,5
TE10 6 12 1∑

Ti = 7

12.9. Propozycje wag do oceny syntetycznej

Wagi, podobnie jak oceny kryteriów, mo»na przyj¡¢ korzystaj¡c z
ocen s¦dziów i przeprowadzaj¡c analiz¦ zgodno±ci, ale mo»na przyj¡¢
arbitralnie. Ale te» wa»no±¢ poszczególnych kryteriów mo»e przyj¡¢ in-
westor, ale te» wykonawca lub inny decydent. W niniejszym przykªadzie
przyjmujemy wagi poszczególnych kryteriów na mocy decyzji inwestora.

Tablica 12.13: Kryteria wag zaproponowanych przez inwestora, opr. E. Ko¹niewski

Wagi
K1 � Koszty caªkowite 0,30
K2 � Ci¦»ar pokrycia 0,10
K3 � Trwaªo±¢ pokrycia 0,25
K4 � Estetyka pokrycia 0,15
K5 � �atwo±¢ eksploatacji 0,20
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Tablica 12.14: Dane wej±ciowe dla ocen syntetycznych, opr. E. Ko¹niewski

K1 K2 K3 K4 K5
Koszty Ci¦»ar Trwaªo±¢ Estetyka �atwo±¢

caªkowite [kN/m2] [lata] (punkty 1-6) eksploatacji
[zª] (punkty 1-6)

W1: Ceram. Granat 13 V 52 428,26 0,474 20 4,2 4,9
W2: Cementowa Verona 63 620,02 0,479 30 4,9 4,7
W3: Blach. Finnera 41 711,10 0,053 40 4,7 4,5
W4: Blach. Montenerey 33 788,91 0,048 30 4,6 4,5
W5: Gont bitumiczny 64 511,38 0,095 15 2,9 3,4
W6: Gont drewniany 74 029,33 0,459 40 2,3 2,8
Suma 330 089,00 1,61 175,00 23,60 24,80

12.10. Analiza wielokryterialna wybranych
wariantów

Wracamy do analizy podstawowej tablicy 12.14. Zastosujemy kodo-
wanie Pattern (12.13) zarówno do stymulant (K3, K4, K5), jak i desty-
mulant (K1, K2). W wyniku tej operacji otrzymujemy tablic¦ 12.15.

Tablica 12.15: Zastosowane kodowanie Pattern dla wszystkich kryteriów,
opr. E. Ko¹niewski

K1 K2 K3 K4 K5
Koszty Ci¦»ar Trwaªo±¢ Estetyka �atwo±¢

caªkowite [kN/m2] [lata] (punkty 1-6) eksploatacji
[zª] (punkty 1-6)

W1: Ceram. Granat 13 V 0,158831 0,294776 0,114286 0,177966 0,197581
W2: Cementowa Verona 0,192736 0,297886 0,171429 0,207627 0,189516
W3: Blach. Finnera 0,126363 0,032960 0,228571 0,199153 0,181452
W4: Blach. Montenerey 0,102363 0,029851 0,171429 0,194915 0,181452
W5: Gont bitumiczny 0,195436 0,059080 0,085714 0,122881 0,137097
W6: Gont drewniany 0,224271 0,285448 0,228571 0,097458 0,112903

Po zastosowaniu rekodowania Pattern ((12.14) dla n = 6) do destymulant
(K1, K2) otrzymujemy ostatecznie zakodowan¡ tablic¦ 12.16.
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Tablica 12.16: Zastosowane rekodowanie Pattern dla destymulant (K1,K2),
opr. E. Ko¹niewski

K1 K2 K3 K4 K5
Koszty Ci¦»ar Trwaªo±¢ Estetyka �atwo±¢

caªkowite [kN/m2] [lata] (punkty 1-6) eksploatacji
[zª] (punkty 1-6)

W1: Ceram. Granat 13 V 0,168234 0,141045 0,114286 0,177966 0,197581
W2: Cementowa Verona 0,161453 0,140423 0,171429 0,207627 0,189516
W3: Blach. Finnera 0,174727 0,193408 0,228571 0,199153 0,181452
W4: Blach. Montenerey 0,179527 0,194030 0,171429 0,194915 0,181452
W5: Gont bitumiczny 0,160913 0,188184 0,085714 0,122881 0,137097
W6: Gont drewniany 0,155146 0,142910 0,228571 0,097458 0,112903

Warto±ci kodów przedstawione w tablicy 12.16 nie pozwalaj¡ na kon-
struktywne wskazanie diagramu z wykorzystaniem pierwszej zasady (po-
równywanie odpowiednich warto±ci dwóch wierszy, ka»dego z ka»dym).
Takie wyniki analizy stanowi¡ zach¦t¦ do skorzystania z trzeciej reguªy
porównywania (tej z wagami) lub inaczej ze wska¹nika sumacyjnego sko-
rygowanego.

Tablica 12.17: Wyniki trzeciej reguªy porównywania (z wagami), opr. E. Ko¹niewski

m∑
r=1

νrKr(xi)

W1: Ceram. Granat 13 V 0,159357110
W2: Cementowa Verona 0,174382567
W3: Blach. Finnera 0,195065066
W4: Blach. Montenerey 0,181645957
W5: Gont bitumiczny 0,134372358
W6: Gont drewniany 0,155176942

Wyniki porównania wedªug trzeciej reguªy porównywania prowadz¡
do uporz¡dkowania W5 ≤ W6 ≤ W1 ≤ W2 ≤ W4 ≤ W3. St¡d najlepszy
jest wariant 3. Mo»emy zastosowa¢ drug¡ reguª¦ porównywania, gdzie
nie korzysta si¦ z wag lub równowa»nie zakªada, »e wszystkie wagi νr
s¡ jednakowe, czyli νr = 1

m
dla r = 1, 2, . . . ,m. Wówczas otrzymujemy

tablic¦ 12.18 i uporz¡dkowanie W5 ≤ W6 ≤ W1 ≤ W2 ≤ W4 ≤ W3.
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Tablica 12.18: Wyniki drugiej reguªy porównywania (bez wag), opr. E. Ko¹niewski

m∑
r=1

Kr(xi)

W1: Ceram. Granat 13 V 0,799111101
W2: Cementowa Verona 0,870447513
W3: Blach. Finnera 0,977310905
W4: Blach. Montenerey 0,921352683
W5: Gont bitumiczny 0,694789231
W6: Gont drewniany 0,736988566

Jak wida¢, wynik porównania bez wag nie ró»ni si¦ i jest taki sam jak
wynik porównania z wagami.

Inn¡ kwesti¡ s¡ otrzymane warto±ci w tablicach 12.17 i 12.18. Jaka jest
ró»nica mi¦dzy nimi? Mo»emy j¡ ocenia¢, np. zaokr¡glaj¡c (przybli»enia
z dokªadno±ci¡) do dwóch miejsc lub jednego miejsca po przecinku.

Tablica 12.19: Wyniki drugiej reguªy porównywania z zaªo»on¡ dokªadno±ci¡ (z wa-
gami), opr. E. Ko¹niewski

m∑
r=1

νrKr(xij)
m∑
r=1

νrKr(xij)
m∑
r=1

νrKr(xij)

dokªadno±¢ do dokªadno±¢ do dokªadno±¢ do
1 miejsca po 2 miejsc po 3 miejsc po

przecinku przecinku przecinku
W1: Ceram. Granat 13 V 0,2 0,16 0,159

W2: Cementowa Verona 0,2 0,17 0,174

W3: Blach. Finnera 0,2 0,20 0,195

W4: Blach. Montenerey 0,2 0,18 0,182

W5: Gont bitumiczny 0,1 0,13 0,134

W6: Gont drewniany 0,2 0,16 0,155

Wynik porównania wedªug trzeciej reguªy porównywania zilustrowano na
rysunku 12.2.
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dokªadno±¢ do jednego dokªadno±¢ do dwóch dokªadno±¢ do trzech
miejsca miejsc miejsc

po przecinku po przecinku po przecinku

Rysunek 12.2: Diagramy Hassego skonstruowane dla ró»nych dokªadno±ci wedªug
trzeciej reguªy porównywania, opr. E. Ko¹niewski
Tablica 12.20: Wyniki drugiej reguªy porównywania z zaªo»on¡ dokªadno±ci¡ (bez
wag), opr. E. Ko¹niewski

m∑
r=1

Kr(xij)
m∑

r=1
Kr(xij)

m∑
r=1

Kr(xij)

dokªadno±¢ do dokªadno±¢ do dokªadno±¢ do
1 miejsca 2 miejsc 3 miejsc

po przecinku po przecinku po przecinku
W1: Ceram. Granat 13 V 0,8 0,80 0,799
W2: Cementowa Verona 0,9 0,87 0,870
W3: Blach. Finnera 1,0 0,98 0,977
W4: Blach. Montenerey 0,9 0,92 0,921
W5: Gont bitumiczny 0,7 0,69 0,695
W6: Gont drewniany 0,7 0,74 0,737

Wynik porównania wedªug drugiej reguªy porównywania zaprezentowano
na rysunku 12.3.

dokªadno±¢ do jednego dokªadno±¢ do dwóch dokªadno±¢ do trzech
miejsca miejsc miejsc

po przecinku po przecinku po przecinku

Rysunek 12.3: Diagramy Hassego skonstruowane dla ró»nych dokªadno±ci wedªug
drugiej reguªy porównywania, opr. E. Ko¹niewski
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Zamieszczony na wykresach (rys. 12.2, 12.3) diagram warto±ci kodowa-
nych wskazuje na dobr¡ reprezentacj¦ otrzyman¡ z dokªadno±ci¡ oblicze«
do trzeciego miejsca po przecinku. Ale wyniki z dokªadno±ci¡ do drugiego
miejsca wskazuj¡ na ostro»ne posªugiwanie si¦ rankingiem. Warto spraw-
dzi¢, jaka jest ró»nica mi¦dzy poszczególnymi warto±ciami ocen synte-
tycznych (12.15). Rozstrzygni¦cie ostateczne powinno odbywa¢ si¦ ju» w
kontek±cie analizy danych rzeczywistych (tab. 12.14).

12.11. Podsumowanie

Wwyniku analizy ustalono, »e najlepszym pokryciem dachu z punktu
widzenia omawianych kryteriów jest blachodachówka Finnea (wariant 3),
natomiast najgorszym pokryciem w tej ocenie jest gont drewniany ±wier-
kowy (wariant 6) lub gont bitumiczny (wariant 5). Caªkowity koszt po-
krycia blachodachówk¡ Finnea oszacowany zostaª na kwot¦ 41 711,10zª.
Nie jest to najni»szy koszt w±ród analizowanych pokry¢, ale do±¢ niski.
Trwaªo±¢ wybranego pokrycia jest najdªu»sza. Ze wzgl¦du na estetyk¦
pokrycie to zostaªo sklasy�kowane najwy»ej.

12.12. Zadania

1. Dokona¢ analizy porównawczej prezentowanych w rozdziale 12 pokry¢
dachowych z zastosowaniem kodowania:
a) Neumanna � Morgensterna,
b) normowanie.
Przyj¡¢ warto±ci i wagi okre±lone w rozdziale 12.

2. W zadaniu 1 dokona¢ analizy porównawczej 12 pokry¢ dachowych,
przyj¡¢ wªasne oceny ekspertów oraz warto±ci wag.

3. Dokona¢ analizy porównawczej domów jednorodzinnych wykonanych
w ró»nych technologiach i z ró»nych materiaªów z uwagi na koszty.
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