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WSTEP

Niniejszy podrecznik powstat z mysla o studentach Wydziatu Inzynierii Zarzadzania
Politechniki Bialostockiej ksztalcacych sie na kierunkach: logistyka, zarzadzanie,
zarzadzanie i inzynieria produkcji, zarzadzanie i inzynieria ustug oraz inzynieria
meblarstwa. Moze on réwniez stuzy¢ innym miodym adeptom matematyki - stu-
dentom studiow licencjackich i inzynierskich, ktdrzy poznaja tajniki analizy funkcji
jednej zmiennej. Ksigzka zawiera bowiem podstawowe tresci, ktore sg zgodne z ob-
owigzujacym programem przedmiotu matematyka na wielu kierunkach studiéw.

Podrecznik sktada si¢ z pieciu rozdzialow. W pierwszym rozdziale przedsta-
wiono definicje funkcji jednej zmiennej i omdéwiono jej podstawowe wlasnosci.
Zaprezentowano w nim réwniez wzory funkgcji elementarnych. W rozdziale drugim
zdefiniowano ciagi liczbowe i oméwiono ich podstawowe wlasnosci. Ponadto poka-
zano w nim metody obliczania granic wlasciwych i niewlasciwych ciagow, a takze
zastosowania ciggdéw w zagadnieniach finansowych. Rozdzial trzeci po$wiecono gra-
nicom funkcji. Zdefiniowano w nim granice funkcji w punkcie i w nieskoficzonosci
oraz omowiono zastosowanie granic do badania ciaglosci funkcji i wyznaczania
asymptot wykresu funkcji. W rozdziale czwartym i pigtym zawarto material powto-
rzeniowy w formie testu jednokrotnego wyboru oraz zadan do samodzielnego roz-
wigzania. Kazdy z rozdzialéw podrecznika (oprdcz ostatnich — powtdrzeniowych)
zawiera wiele przykltadow ze szczegétowym opisem ich rozwigzania oraz zadania
do samodzielnej pracy wraz z odpowiedziami.

Podrecznik zostal napisany przez nauczycieli akademickich, ktérzy od wielu lat
ksztalcg studentow podlaskich wyzszych uczelni, w tym Wydzialu Inzynierii Zarza-
dzania Politechniki Bialostockiej, w zakresie matematyKki i jej zastosowan w naukach
ekonomicznych i technicznych. Publikacja jest czg$cig zaplanowanej serii obejmuja-
cej calos¢ materialu z matematyki wykladanego na pierwszym roku wielu studiow
technicznych i ekonomicznych. Dotychczas ukazal si¢ podrecznik z zakresu
rachunku macierzowego.

Zyczymy milej pracy z podrecznikiem.

Autorki



Oznaczenia

X,y -
[a, b) -

zbidr liczb naturalnych,

zbidr liczb rzeczywistych,

zbidr liczb rzeczywistych dodatnich,

zbidr liczb calkowitych,

zbiory,

elementy zbioréw X, Y (odpowiednio),

przedzial lewostronnie zamkniety (przy a), prawostronnie otwarty (przy

modul (warto$¢ bezwzgledna) liczby definiowany wzorem:

Ix| ={x,dlax2 0,
—x dlax <0.
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Funkcje jednej zmiennej

1 1 - Definicja funkc;ji

Funkcja okreslona w zbiorze X c R i przyjmujaca wartosci ze zbioru ¥ c R

nazywamy przyporzadkowanie, ktére kazdemu elementowi x € X przypisuje do-
ktadnie jeden element y € Y. Przyporzadkowanie to zapisujemy f: X — Y (rys. 1.1).

X f

RYS. 1.1. Funkcja f: X - Y

Zbidér X nazywamy dziedzing (lub zbiorem argumentéw) funkgcji i oznaczamy
jako Dy, a elementy x € X nazywamy argumentami funkgji f.

Zbiér Y nazywamy przeciwdziedzing funkgji, za$ zbior f (X) = f(x) € Y:x € Dy
nazywamy zbiorem wartosci funkcji, oznaczamy jako W.

Funkcje mozemy okresla¢ na kilka sposobow. Do najczesciej stosowanych na-
leza:
a) analitycznie - funkcja okreélana jest za pomocg wzoru matematycznego
y=f)
b) graficznie - funkcja zobrazowana jest za pomocg wykresu,
c) tabelarycznie - funkcja przedstawiona jest w postaci tabelarycznej.

Wykresem funkcji f: X — Y nazywamy zbior:

(x,y)eXxY:xeXAy=f(x),
gdzieX XY =(x,y):x EXAy €Y.
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W ujeciu graficznym funkcje mozemy przedstawi¢ w postaci wykresu przedsta-
wionego na rysunku 1.2, a na rysunku 1.3 zaprezentowano zbidr W, ktdry nie jest
wykresem funkji.

RYS. 1.2. Wykres funkcji f: X - Y

YA

Y

RYS. 1.3. Zbior W, ktéry nie jest wykresem funkciji



Funkcje jednej zmiennej

a) W ujeciu analitycznym funkcje mozemy opisa¢ za pomocg wzoru matematycz-
nego y = f(x). Przykladem funkgji jest wzor:

y =2x3—1.

Dziedzing podanej funkcji jest zbiér: Dy = R, za$ zbiorem wartosci: Wy = R.

b) W ujeciu graficznym funkcje¢ z podpunktu a) mozemy przedstawi¢ w nastepu-

jacy sposdb:

y=2x"-1

| / T 2

Dziedzing podanej funkcji jest zbidr: D = R, za$ zbiorem wartosci: Wy = R.

c) W ujeciu tabelarycznym zestawienie argumentow x; oraz wartosci funkeji f(x;)
definiujac funkcje mozemy zapisa¢ w postaci tabeli. Przykladowo zyski przed-
siebiorstwa (f (x;), wyrazone w mln zt) w kolejnych latach (x;) przedstawia po-

nizsza tabela:

Xi

2011

2012

2013

2014

2015

2016

2017

fx)

50

51

53

58

56

54

59

Dla podanej funkgji dziedzing okreslamy jako zbidr:

Dy ={2011,2012,2013,2014,2015,2016,2017},

za$ zbidr wartosci to:

W = {50,51,53,54,56,58,59).
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Dana jest funkcja f(x) = ;;_29. Oblicz podane wartosci tej funkgji:
a) £(0)

b) f(=1)

o f(2)

Rozwiazanie:

2) f0)=g5=—12

b) f(-1) = =3

O f@=z5=-3%

x+2
x2-9°

Wyznacz dziedzine i przeciwdziedzine funkgji f (x) =

Rozwiazanie:
Funkgja jest w postaci ilorazu, nalezy wigec uwzgledni¢ warunek méwiacy, ze mia-

nownik jest rézny od zera:

Df={x:xeR/\x2—9¢0}={x:xeR/\x¢—3/\x¢3}=R\{—3,3};

Wy =R.
©
Zadania
1. Dana jest funkcja f(x) = ;2__14. Oblicz:
a) f(0)
b) f(=1)
o f

2. Dana jest funkcja zapisana w postaci analitycznej za pomoca wzoru:
y = 2x — 3. Przedstaw podang funkcje w ujeciu graficznym i tabelarycznym.

3. Dana jest funkcja zapisana w postaci analitycznej za pomocg wzoru: y = x2.
Przedstaw podana funkcje w ujeciu graficznym i tabelarycznym.

4. Wyznacz dziedzing funkgji:

10



Funkcje jednej zmiennej

a)
b)
<)
d)

e)
f)

g
h)

i)
j)

foo =22
fo) ==
f(x)=vx?-9
f@) = /

f(x) =log,(x - 1)
f(x) =log, 2x
fG) =
fx)=x3+3x2—4x+5

fe) = VI 1+ 20

fx) = 3WVxZ -1+ 2log,(x + 2) —sinx

k) f(x) =2sinx +log,(x? —4) — \/2_2
) f(x)= In(x + 1)
m) f(x) = ln(x+x ) 1

n) f(x) =%+log(3x2 +2x—1)++Vx—1

x+1 Vx2-2x+1

Odpowiedzi

1.

a)
b)

o WIN D=

11
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2. Postac graficzna funkcji y = 2x — 3:

JA
5..

4+

X; -3 =7 -1 0 1 2 3

FGx) -9 -7 -5 -3 -1 1 3

3. Postac graficzna funkcji y = x2:

Posta¢ tabelaryczna funkcji y = x?%:

x; -3 -2 —il 0 1 2

f(x) 9 4 1 0 1 4 9

12



Funkcje jednej zmiennej

a)
b)
<)
d)
e)
f)

Dy = R\{-2,2}
Dy = R\(7)
Dy = (=%, —3] U [3,0)

Dy = (—00,-3) U (3, 0)
D = (0,1) U (1,0)

8 Dr=(=21) U (2 0)

h) D =R

i) Df = (3,)

j) Dp=(-2-1]U[1,00)

k) Dy = (2,00)

) Df=(1,)

m) Dy = (—o0,—1) U (0,1) U (1, 0)
n) Df = [1,00)

13
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1 . 2 . Podstawowe wtasnosci funkciji

Funkgje f: X — Y nazywamy ,,na” zbiér Y (surjekcja), jezeli spelniony jest warunek

f(X) =Y. Funkcje ,,na” zapisujemy:
na
f:X->Y.

Zatem, jezeli f: X = Y,t0 Ayey Veexy = f ().

Mozemy wigc stwierdzi¢, ze funkcja f: X — Y jest funkcjg ,na”, gdy rzut prosto-
katny jej wykresu na 0§ OY pokrywa sie ze zbiorem Y, co przedstawiono na ry-
sunku 1.4.

I

\ 4

=X
) —

RYS. 1.4. Wykres funkcji ,na”

Przyktad 1.4

Zbadaj, czy funkcja f: X = Y, f(x) = sinx, X = [0,27], Y = [-1,1] jest ,,na”.

Rozwiazanie:
Z wykresu funkcji wynika, ze Aye[—1,1] Vre[o,2m1 Y = f ().

14



Funkcje jednej zmiennej

Czyli funkcja f(x) = sinx jest ,na” zbiér Y = [—1,1].

Funkcje f: X — Y nazywamy roznowartosciowa (injekcja, funkcja 1-1), jezeli dla
réznych argumentéw jej wartoéci tez sa rézne. Funkcje réznowartos$ciowa zapisu-

jemy:
1-1
f:X—Y.
Warunek ten mozemy zapisa¢ nastepujaco:

Nipepex(1 # x3 = f(xq) # f(x2)).

RYS. 1.5. Wykres funkcji réznowartosciowej

15
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Ia

””” S )= x,) 1

X, 0

RYS. 1.6. Wykres funkcji, ktdra nie jest réznowartosciowa

Na rysunkach 1.5 1 1.6 przedstawiono wykresy pokazujace réznice miedzy funk-
cja roznowartosciowg i funkcja, ktdra nie jest roznowartosciowa.

Zbadaj, czy funkcja f: X = Y, f(x) = sinx, X = [0,2n],Y = [—1,1] jest r6znowar-
tosciowa.

Rozwiazanie:

Dziedzing funkdji jest zbior: Df = R.
Niech x; = 0ix, = m, wtedy xq,x, € X oraz x; # x,.
Podstawiamy wartosci x4 i x, do wzoru funkgji i otrzymujemy:

f(x1) =f(0) =sin0 = 0oraz f(x,) = f(r) = sinm = 0, czyli f(x1) = f(x3).

Zatem funkcja f(x) = sin x nie jest roznowartosciowa, mozemy to rowniez za-
uwazy¢ analizujac wykres funkgji (przykiad 1.4).

©

Funkgje f: X — Y nazywamy wzajemnie jednoznaczng (bijekcja), jezeli jest rézno-
warto$ciowa i ,na” , co zapisujemy:

Przyktad 1.6

Zbadaj, czy funkcja f:R > R , f(x) = 2x3 — 1 jest funkcja wzajemnie jedno-
znaczng.

16



Funkcje jednej zmiennej

Rozwiazanie:
Dziedzing funkgji jest zbiér: Dy = R, za$ zbiorem wartosci: Wy = R (przykiad 1.1),
czyli funkgja jest ,,na” zbidr R.
Wezmy dowolne x4,x, € R, takie ze x; # x,, wtedy x;3 # x,3, a wiec
2x13 — 1 # 2x,3 — 1, czyli f (1) # f(x3), z tego wynika, ze funkcja jest ,,1-1”.
Zatem funkgja f(x) = 2x3 — 1 jest funkcja wzajemnie jednoznaczna.

Funkcje f: X — Y nazywamy stalag w X, jezeli dla dowolnych argumentéw przyjmuje

takie same wartosci, co zapisujemy nastepujaco:

/\xl,xzexf(xl) = f(x2)-

Funkgje f: X — Y nazywamy rosnaca w X, gdy wraz ze wzrostem wartosci argu-
mentu ro$nie wartos$¢ funkcji, co zapisujemy nastepujaco:

Nipepex(1 < xp = (1) < f(x2)).

Funkcje f:X — Y nazywamy malejaca w X, gdy wraz ze wzrostem wartosci
argumentu maleje wartos$¢ funkcji, co zapisujemy nastepujaco:

Nipeex(1 < xp = f(x1) > f(x2)).

Funkgje f: X — Y nazywamy niemalejaca w X, gdy wraz ze wzrostem wartosci
argumentu nie maleje warto$¢ funkcji, co zapisujemy nastepujaco:

Nayxex(1 < x5 = f(x1) < f(x2)).

Funkcje f: X — Y nazywamy nierosnaca w X, gdy wraz ze wzrostem wartosci
argumentu nie ro$nie wartos$¢ funkeji, co zapisujemy nastepujaco:

Axpeex(x1 < x2 = f(x1) = f(x2)).

Funkcja f: X — Y nazywamy monotoniczng w X, jezeli jest to funkcja rosnaca
lub malejaca lub nierosngca lub niemalejgca lub statg w X.

Funkcje f: X — Y nazywamy $cisle monotoniczna w X, jezeli jest to funkcja
rosngca lub malejgca w X.

Jesli zbior X, w ktorym okreslona jest funkcja mozna przedstawi¢ w postaci sumy
przedziatow, w ktorych funkcja jest monotoniczna, to méwimy, ze funkcja jest prze-
dzialami monotoniczna.

17
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W ujeciu graficznym monotoniczno$¢ funkcji mozemy przedstawi¢ w postaci
wykresow zaprezentowanych na rysunkach 1.7 oraz 1.8.

YA

W/

RYS. 1.8. Wykres funkcji malejgcej

Wykaz, ze funkcja f (x) = 2x3 — 1 jest funkcja rosnaca.

Rozwiazanie:
Dziedzing funkcji jest zbiér: Dy = R. Wezmy dowolne x4, x, € R, takie ze x; < x5,
wtedy x;3 < x,3, czyli x,3 — x,3 < 0.

Zalézmy, ze funkcja nie jest rosngca, czyli f(xq) > f(x3), wtedy f(x;) —
—f(xz) > 0.

18



Funkcje jednej zmiennej

f) —flx) =2x3—-1-(2x,3 - 1) =
= 2x13 - 1 - 2x23 + 1 = ZX13 - 2x23 =

= 2(x13 - x23) < O

7 zalozenia < 0

Otrzymujemy sprzeczno$¢, wiec f(xq1) < f(x,), co oznacza, ze funkcja f(x) =
= 2x3 — 1 jest funkcjg rosnaca.

Mozemy to réwniez zaobserwowac na wykresie funkeji (przyktad 1.1 c).

Przyktad 1.8

Zbadaj, czy funkcja f (x) = x21+1 jest monotoniczna.

Rozwiazanie:
Dziedzing funkgji jest zbiér: Dy = R. Dziedzing funkcji mozemy zapisac jako sume
dwoch przedziatow [—oo, 0) oraz [0, +0,).

Wezmy dowolne x;,x, € [—0,0), takie ze x; < x,, wtedy x;2 > x,2, czyli
x,2 —x,%2 < 0.

_ _ 11 xE+i-(xf+1)  xF-xd
fx1) = f0x2) = X241 a3+l EHDE+D) | (Z+1)(xG+1) 0.

VAN

z zatozenia licznik < 0
mianownik > 0

Z tego wynika, ze w przedziale [—oo, 0) funkcja jest rosngca.

Wezmy dowolne x;,x, € [0, +), takie ze x; < x,, wtedy x;2 < x,2, czyli
x,2 —x,%2 > 0.

_ _ 11 xE+i-(xf+1)  xF-xd
fx1) = f0x2) = X+l xZ+1 0 (G+D(EE+1)  (+D (2 +1) 0

VAN

7 zalozenia licznik > 0
mianownik > 0

Z tego wynika, ze w przedziale [0, +0) funkcja jest malejaca.

. 1. . . .
Zatem funkcja f(x) = et przedziatami monotoniczna.

19
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Funkcja f:X - Y jest ograniczona z dolu w X, wtedy i tylko wtedy gdy
Viner Axex f (x) = m. Warto$¢ m nazywamy ograniczeniem dolnym funkgji.

Funkcja f:X — Y jest ograniczona z gory w X, wtedy i tylko wtedy gdy
Vmer Axex f(x) £ M. Warto$¢ M nazywamy ograniczeniem goérnym funkgji.

Funkcja f: X — Y jest ograniczona w X, jezeli Vi, yer Axexm < f(x) < M.

Funkcja jest ograniczona z gory, gdy jej wykres w calosci jest polozony ponizej
pewnej prostej poziomej, za§ ograniczona z dotu, gdy lezy powyzej pewnej prostej
poziomej. Jezeli funkgcja jest ograniczona, wowczas jej wykres lezy pomiedzy dwiema
poziomymi prostymi. Przykiad funkcji ograniczonej przedstawiono na rysunku 1.9.

IA
M

RYS. 1.9. Wykres funkcji ograniczonej

Uwaga:

W definicji funkcji ograniczonej mozna tak dobra¢ stalemiM,aby0 < M = —m,
wtedy powyzsza definicje mozemy zapisaé nastepujaco:

Funkcja f: X — Y jest ograniczona w X, jezeli Vyeg, Axex!f ()| < M.

Przyktad 1.9

Zbadaj, czy funkgcja f(x) = sinx jest ograniczona.

Rozwiazanie:

Dziedzing funkgji jest zbior: Dy = R . W przykladzie 1.4 wykazalismy, ze funkcja
f(x) = sinx jest ,na” zbiér Y = [—1,1], wiec Wy = [-1,1].

Axer f(x) = —1, czyli dowolna liczba m < —1 jest ograniczeniem dolnym
funkgiji f(x).

20



Funkcje jednej zmiennej

Axer f(x) <1, czyli dowolna liczba M > 1 jest ograniczeniem gérnym funkcji

f o).
Mozemy wigc stwierdzié, ze —1 < f(x) < 1, czyli funkcja f(x) = sinx jest
ograniczona.

Funkcja f: X — Y jest parzysta w X jezeli:
Aeex((=%) EX A f(x) = f(=x)).

Funkgja f: X — Y jest nieparzysta w X jezeli:

Axex((—2) EX A f(x) = —f(—x)).

©

Jezeli funkcja f(x) jest parzysta, to jej wykres jest symetryczny wzgledem osi OY.
Przykiad funkgcji parzystej przedstawiono na rysunku 1.10. W przypadku, gdy funk-
cja f(x) jest nieparzysta, jej wykres jest symetryczny wzgledem poczatku ukltadu
wspoélrzednych, czyli wzgledem punktu (0,0). Przyktad funkcji nieparzystej przed-
stawiono na rysunku 1.11.

I
I
|
I
|
I
|
|
|
|
|
|
:
X

RYS. 1.10. Wykres funkcji parzystej
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RYS. 1.11. Wykres funkcji nieparzystej

Przyktad 1.10

Zbadaj parzystos¢ funkgji f(x) =

1
x241°

Rozwiazanie:
Dziedzing funkdji jest zbior: Dy = R, wiec Axep(—x) € Dy.
Wezmy wigc dowolny x € Dy, wtedy:

f0) = g = o = S,

1
x2+1

Z tego wynika, ze funkcja f(x) =

Funkcja f: X = Y jest okresowa w X © Vrso Ayex /\kez((x +EkT)EXANf(x) =
= f(x + kT)).

jest parzysta.

Uwaga:

Liczbe T nazywamy okresem funkcji.

Najmniejszy dodatni (o ile istnieje) okres danej funkcji nazywamy okresem pod-
stawowym.

Sprawdz, czy funkcja f(x) = sin4x jest okresowa. Jesli tak, to wyznacz jej okres
podstawowy.
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Rozwiazanie:
Dziedzing funkcji jest zbior: Dy = R, wiec Ayex ((x + kT) € Df).

f(x+kT) =sin4 - (x + kT) = sin(4x + 4kT),
Z wlasnosci funkcji sin x wiadomo, ze sin z = sin(z + 2m).
Niech z = 4x, wtedy 4 - k - T = 2m, wigc okres podstawowy (dla k = 1) funkcji
Wynosi:

2 1
T=-m=-m.
4 2

YA
/\ /XT—H/27\ 14+ /\ /\y=sin 4x
7&/2 -svn -3W/2 A4 0 4+ 42 354 |, 5y\<jx

-1t T=1/2

RYS. 1.12. Wykres funkcji f(x) = sin 4x

Niech f:X->Y i g:Y > Z, wtedy funkcje h:X — Z, spelniajaca warunek

Axex h(x) = g(f (x)), nazywamy zlozeniem (lub superpozycja) funkgji f i g, ktorg
oznaczamy g ° f, co zapisujemy:

Axex(g ° f)(x) = g(f (x)).

Funkgje f (x) nazywamy funkcja wewnetrzng funkeji ztozonej g(f (x)).

Funkgje g(x) nazywamy funkcjg zewnetrzng funkeji ztozonej g (f (x)).

Zlozenie funkgji (rys. 1.13) istnieje, jedli zbior wartodci funkeji wewnetrznej za-
wiera sie w dziedzinie funkcji zewnetrznej, czyli Wy < D,.

Dziedzing funkcji ztozonej jest dziedzina funkcji wewnetrznej, czyli D, = Dy .

Zbidr wartosci funkeji ztozonej zawiera si¢ w zbiorze wartosci funkeji zewnetrz-
nej, czyli Wy, © W,.
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RYS. 1.13. Ztozenie funkcji

Podaj wzér funkcji Ztozonej g (f (x)) oraz f (g(x)),jesli f (x) = 3x2 + 1, g(x) = Vx.

Rozwiazanie:
Dziedzing funkcji f(x) = 3x% + 1 jest zbiér: Dy = R, za$ zbiorem wartosci:

W = [1, +0) oraz dziedzing funkcji g (x) = Vx jest zbidr: Dy = R, U0, zas prze-
ciwdziedzing: W, = R, U 0.

Wr c Dy, wigc ztozenie g(f (x)) istnieje i ma wzdr:
g(f(x) =gBx?+1) =V3x2+ 1.
W, € Dy, wigc zlozenie f(g(x)) istnieje i ma wzor:

flg@) = fF(Vx) =3(Vx)* +1=3x + 1.

Niech f:X — Y bedzie funkcja wzajemnie jednoznaczng. Funkcja odwrotna do
funkgji f: X — Y nazywamy funkcje f 1Y - X © Vy-1y % Aeex fH(F () = x.

Funkcjg odwrotng do funkcji odwrotnej funkeji f(x) jest funkcja f(x), czyli
(fF(x) ™)™t = f(x). Wykresy funkcji f i f~1 s3 symetryczne wzgledem prostej
y = x. Przyklad wykresu funkcji odwrotnej zaprezentowano na rysunku 1.14.
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YA

RYS. 1.14. Wykres funkcji £ (x) i funkcji do niej odwrotnej f~1(x)

Wyznacz wzor funkcji odwrotnej do funkeji f(x) = 3x — 7.

Rozwigzanie:
Funkcja f(x) = 3x — 7 jest funkcja wzajemnie jednoznaczna, wiec istnieje do niej
funkcja odwrotna.

Niechy = 3x — 7, wigcy + 7 = 3x, stad x = yT+7 Zamieniajac symbol x na y
otrzymujemy funkcje odwrotng wyrazong wzorem:

7

fe) =52

Zadania

1. Zbadaj parzystos¢ funkgiji:
a) f(x)=x3+5
b) f(x) =2cos*x+6
) f()=V1+x?

d) fx)=x-2—2

2%+1

25



Funkcje jednej zmiennej i ich granice. Podrecznik dla studentow studiow licencjackich i inzynierskich

2.

Sprawdz, czy funkcje f(x) sa réznowarto$ciowe:
a) f(x)=4x-5
b) f(x) =1n(x?+6)

x, x<1
o) f(x)=43, 1<x<2
x+1, x=>2

Znajdz zlozenia funkeji f(g(x)), g(f (x)), f (f (x)) (o ile istnieja):
a) f(x)=x%+1,9(x) =cosx+2

b) f(x) =log(x+1),g(x) =sinx —2

o f(xX)=vx+3,9g(x)=Inx+5

Wyznacz funkcje odwrotng do funkcji f(x) (o ile istnieje):

a) f(x)=5x-3

b) f(x)=x2+5

o) f(x)=3*2-24

Dana jest funkgja:

a) f(x) = x21+1
4

b) f(x) ==

Wyznacz dziedzing i przeciwdziedzine funkcji. Zbadaj ograniczonos¢, monoto-

nicznos¢, parzystos¢ oraz roznowartosciowos¢ funkeji. Sprawdz, czy istnieje funkcja
odwrotna do f(x)?

Odpowiedzi

1.

26

a) brak parzystosci
b) funkcja parzysta
c) funkcja parzysta
d) funkcja parzysta

a) tak
b) nie
¢) nie
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a)

b)

c)

b)

f(g() = (cosx +2)2 + 1; g(f(x)) = cos(x? + 1) +2;
fFX) = (x*+1)*+1

£(9(x)) nie istnieje; g(f(x)) = sin(log(x + 1)) — 2;

£(f (x)) nie istnieje

f(g(x)) nie istnieje; g(f(x)) =InVx+3+5; f(f(x)) =
vx+3+3

“1(y) = X3
i =%
f71(x) nie istnieje

f1(x)logs(x + 4) — 2

Df =R, Wf = (0,1], ograniczona, przedzialami monotoniczna: rosngca
w przedziale (—o0, 0), malejaca w przedziale (0, +0), parzysta, nie jest roz-
nowarto$ciowa, nie istnieje funkcja odwrotna.

D¢ = R, Wy = [0, +o0], ograniczona z dotu, przedziatami monotoniczna:
malejaca w przedziale (—0,0), rosnaca w przedziale (0, +0), parzysta,
nie jest rdznowartosciowa, nie istnieje funkcja odwrotna.
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1 3 Funkcje elementarne

W matematyce wyro6znia si¢ rozne typy funkcji nazywane funkcjami elementarnymi.
Oczywiscie mozna tez spotka¢ funkcje, ktore s3 suma/roznica/iloczynem/ilorazem
lub zlozeniem funkcji elementarnych. Do funkgji elementarnych zaliczamy:

» funkcje liniows,

+ funkcje kwadratows,

+ funkcje wielomianowa,

* funkcje wymierna,

+ funkcje potegows,

+ funkcje wykladnicza,

* funkcje logarytmiczna,

* funkgcje trygonometryczne,

* funkcje cyklometryczne.

Funkcj¢ o réwnaniuy = ax + b, gdzie a, b € R nazywamy funkcja liniows.

Podstawowe wlasnosci funkgji liniowe;:

2. Wykresem jest prosta, ktora przecina o§ OX w punkcie (— s, 0) ,a # 0 (miejsce
zerowe) oraz o$ OY w punkcie (0, b).

3. Dlaa > 0 funkcja jest rosnaca, dla a < 0 funkcja jest malejaca, dlaa = 0 funk-
cja jest stala.

4. Funkgja jest réznowartos$ciowa.
Przykladowe wykresy funkgji liniowych przedstawiono na rysunku 1.15.
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I A

y=ax+b, a>0 y=ax+b, a<0

9 /
5V

RYS. 1.15. Wykresy funkcji liniowych

Wykaz, ze funkcja liniowa y = ax + b jest réznowartosciowa.

Rozwiazanie:
Wezmy dowolne x4, x, € R, takie ze x; # x,, wtedy ax; # ax,,awiec 2ax, +b #
# ax, + b, czyli f(x1) # f(x;), z tego wynika, ze funkcja jest ,,1-1”.

Funkcje o réwnaniu y = ax? + bx + ¢, gdzie a,b,c € R A a # 0 nazywamy

©

funkcja kwadratowa.

Dla funkcji kwadratowej mozemy policzy¢ A = b? — 4ac - wyréznik funkcji
kwadratowe;j.

Funkcje kwadratowa mozemy zapisa¢ w postaci:
+ iloczynowej:

—b—V/A
x

—b+VA
y A2 = >

2a

y=alx—x1)(x —x3),dlaA> 0gdziex; =

2a
y = a(x — x0)? dlaA = 0 gdzie xy, = ;—2;
A

kanonicznej: y = a(x — p)? + q, gdziep = —%,q =—.
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Podstawowe wlasnosci funkeji kwadratowe;:
1. Df=R;Wf=[q,0)dlaa>0;W; =(—o,q]dlaa <O0.

Wykresem jest parabola, o wierzchotku w punkcie (p, q).
Dlaa < 0 funkgja jest rosngca w przedziale (—oo, p) i malejaca w przedziale (p, 00).
Dlaa > 0 funkcja jest malejaca w przedziale (—oo, p) i rosnaca w przedziale (p, o).

AR

Funkcja nie jest réznowartosciowa.
Przykladowe wykresy funkcji kwadratowych przedstawiono na rysunku 1.16.

I YA
ql

y=ax’+bx+c, a<0

y=ax’+bx+c, a>0

>
/Xz X X

¥

RYS. 1.16. Wykresy funkcji kwadratowych

Przyktad 2

Wykaz, ze funkcja kwadratowa y = ax? + bx + ¢ moze by¢ przedstawiona w po-
staci kanoniczne;j.

Rozwiazanie:

Korzystamy ze wzoru na posta¢ kanoniczng funkgji:

y=alx—p)?+q=a(x?—-2xp+p?) +q=ax? - 2apx + ap? + q.

amv:p = — 2 g =—2 A= b2 —4aci oy

Podstawiamy: p = ——,q = ——, A= b* — 4ac i otrzymujemy:
2 2 2 2
b b b2-4 b2 b2-4

y=ax2+2a—x+a(——) T —ax? 4 bx s - =
2a 2a 4a 4a 4a
b%2-b2-4 4a

=ax2+bx—TaC=ax2+bx+%=ax2+bx+c
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Funkcje o réwnaniu y = apx™ + -+ ayx + ag,a, # 0, n - liczba calkowita,

n = 0, a; € R nazywamy funkcja wielomianowa stopnia n (wielomianem stop-
nia n).

Szczegélnym przypadkiem funkcji wielomianowej jest wielomian stopnia 2, czyli
funkcja kwadratowa.
Podstawowe wlasnosci funkcji wielomianowej:

2. Funkgja jest przedzialami monotoniczna.
3. Funkgcja nie jest roznowartosciowa.
Przykladowe wykresy funkcji wielomianowych zobrazowano na rysunku 1.17.

A
5l
y=x"+2x"-3x-2

4 3 -2

44 y2x" x4 x4 4l

RYS. 1.17. Wykresy funkcji wielomianowych

Funkcje o réwnaniu y = %, gdzie P(x), Q(x) sa wielomianami, nazywamy funk-

Cja wymierna.
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Podstawowe wlasnosci funkcji wymiernej:
1. Df ={x € R:Q(x) # 0).

2. Funkgja jest przedzialami monotoniczna.
Przykladowy wykres funkcji wymiernej przedstawiono na rysunku 1.18.

YA
5l

al y=(x*-3x+1)/(x*-1)

_— >
3 4 x

45 2 1o/ 1
-14

RYS. 1.18. Wykres funkcji wymiernej

Funkcj¢ o rownaniuy = %, gdziec # 0,ad — bc # 0, nazywamy funkcja homo-

graficzna.

Funkcja homograficzna jest szczegdélnym przypadkiem funkcji wymierne;.
Podstawowe wlasnosci funkcji homograficzne;:

Lo =R\{-2},w; =R\{}.

2. Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola.
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Proste x = — %, y= % sg asymptotami' wykresu funkcji homograficzne;.
Dla ad — bc > 0 funkcja jest rosngca w swojej dziedzinie, dla ad — bc < 0 jest
malejaca w swojej dziedzinie.

5. Funkgcja jest rdznowartosciowa.

6. Dlaa =0id = 0, funkcja homograficzna jest funkcja nieparzysta, a jej asymp-
totami sg osie uktadu wspolirzednych.
Przykladowy wykres funkcji wymiernej przedstawiono na rysunku 1.19.

y=(2x+1)/(3x-2)

RYS. 1.19. Wykres funkcji homograficznej

Funkcje o réwnaniu y = ax™, gdzien € R, nazywamy funkcja potegowa.

Podstawowe wlasnosci funkeji potegowe;:

Dziedzina funkcji potegowej zalezy od wartosci parametru n, np.
1. jezelin jest liczbg naturalng, to Df = R,

* jezelin jest liczbg catkowitg ujemng, to Dy = R\{0},

* jezelin > 0,to Df = R,.

! Asymptota funkgji to prosta, ktora ogranicza wykres funkcji. Odleglo$¢ miedzy wykresem funkcji
a jego asymptota zmierza do zera. MOéwimy tez, ze asymptota jest to prosta, do ktorej coraz bardziej
»zbliza si¢” wykres funkcji, ale jej nie przecina. Wiecej na temat asymptot mozna znalez¢ w rozdz. 3.4
niniejszego podrecznika.
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2. Jezelin jest liczbg calkowitg parzysta, to funkcja jest parzysta. Jezeli n jest liczbg
catkowitg nieparzysta, to funkcja jest nieparzysta.
Przykladowe wykresy funkcji potegowych przedstawiono na rysunku 1.20.

Ia B/

y=ax’, a>0

RYS. 1.20. Wykresy funkcji potegowych

Funkeje o rownaniu y = a*, gdziea € R, A a # 1, nazywamy funkcja wykladnicza.

Podstawowe wlasnosci funkeji wykladniczej:
1. Dy =R, Wy =R,.

Wykresem funkcji jest krzywa nazywana krzywa wykladnicza.
Dla a > 1 funkgja jest rosnaca, dla 0 < a < 1 funkcja jest malejaca.
Funkcja jest réznowartosciowa.

Uik W

Funkcja jest funkcja odwrotng do funkcji logarytmicznej?.

2 Funkeja logarytmiczna jest zdefiniowana w nastepnej definicji
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Przykladowe wykresy funkcji wykladniczych zobrazowano na rysunku 1.21.

YA YA

-2 -1 0 1 2 x

RYS. 1.21. Wykresy funkcji wyktadniczych

Funkcje o réwnaniuy = log, x, gdziea € R, A a # 1, nazywamy funkcja logaryt-
miczna.

Podstawowe wlasnosci funkcji logarytmiczne;:
1. Dy =Ry, W; =R

Wykresem funkcji jest krzywa nazywana krzywg logarytmiczng.
Dla a > 1 funkgja jest rosnaca, dla 0 < a < 1 funkcja jest malejaca.
Funkcja jest réznowartosciowa.

Uk W

Funkgja jest funkcjg odwrotng do funkeji wyktadniczej.
Przykladowe wykresy funkeji logarytmicznych przedstawiono na rysunku 1.22.
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yA yA
24 )1
y=log,x, a>1 y=log,x, 0<a<1
1+ 11
0 9 5 3') ; > i
_1 - 1
2 ol

RYS. 1.22. Wykresy funkcji logarytmicznych

Funkcje trygonometryczne:
Funkcj¢ o rownaniu y = sin x, nazywamy funkcja sinus:
1. Df =R, Wy =[-11].

2. Wykresem funkcji jest krzywa nazywana sinusoida.
3. Funkgja jest nieparzysta.
4. Funkgja jest okresowa, T = 2m — okres podstawowy.

Funkcje o rownaniu y = cos x, nazywamy funkcja cosinus:
1. Df =R, Wy =[-11].

2. Wykresem funkgji jest krzywa nazywana kosinusoida.
3. Funkgcja jest parzysta.
4. Funkcja jest okresowa, T = 21 - okres podstawowy.

Funkcje o rownaniu y = tg x, nazywamy funkcja tangens:
I Dp=R\x:x=-+kmke€Z Wy =R

2. Wykresem funkgji jest krzywa nazywana tangensoida.
3. Funkgcja jest nieparzysta.
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4. Funkgcja jest okresowa, T = m — okres podstawowy.

5. Funkcja ma asymptoty pionowe o réwnaniu x = % +km,k € Z.
Funkcje o réwnaniu y = ctg x, nazywamy funkcja cotangens:

1. Df=R\x:x=k1T,kEZ,Wf=R.

Wykresem funkcji jest krzywa nazywana kotangensoida.
Funkcja jest nieparzysta.
Funkcja jest okresowa, T = m — okres podstawowy.

ik W

Funkcja ma asymptoty pionowe o réwnaniu x = km, k € Z.

Wrykresy funkgji trygonometrycznych przedstawiono na rysunkach 1.23, 1.24,
1.2511.26.

y :Siy\ 1T
/271 -31/2 - -1/2 /2 ;}\37}/2/271')(
14

RYS. 1.23. Wykres funkcji sinus

RYS. 1.24. Wykres funkcji cosinus
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RYS. 1.25. Wykres funkcji tanges

RYS. 1.26. Wykres funkcji cotanges
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Funkcje cyklometryczne (odwrotne do funkcji trygonometrycznych):

Funkcje o rownaniu y = arc sin x, nazywamy funkcja arcus sinus:

2. Jest funkcja odwrotng do funkcji y = sinx w przedziale w ktérym jest rézno-
warto$ciowa.

Funkcje o réwnaniu y = arc cos x, nazywamy funkcjg arcus cosinus:

2. Jest funkcja odwrotng do funkcji y = cos x w przedziale w ktérym jest r6zno-
wartosciowa.

Funkcje o rownaniu y = arc tg x, nazywamy funkcja arcus tangens:

2. Jest funkcja odwrotng do funkcji y = tgx w przedziale w ktoérym jest rézno-
warto$ciowa.

Funkcj¢ o réwnaniu y = arc ctg x, nazywamy funkcja arcus cotangens:

2. Jest funkcja odwrotng do funkcji y = ctg x w przedziale w ktérym jest rézno-
warto$ciowa.
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Wykresy funkgji cyklometrycznych
i1.30.

zobrazowano na rysunkach 1.27, 1.28, 1.29

y=arcsinx

R 0 >x
I /2] T T T
RYS. 1.27. Wykres funkcji arcus sinus
| g |
R Mo
‘ y=arccosx
1 0 1 =x

RYS. 1.28. Wykres funkcji arcus cosinus
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Y

A
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, w20
y=arctgx
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 X
e
RYS. 1.29. Wykres funkcji arcus tangens
YA
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, L8 S
y=arcctgx
/.
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 X

RYS. 1.30. Wykres funkcji arcus cotangens

Zadania

Do jakich typow funkcji elementarnych zaliczysz funkgcje:

a) f(x) =8x

b) f(x)=5x+2

o f(x)=13

d) f(x)=4x?>-7x+15
e) f(x)=5x%+15

f) f(x)=3x%+2x
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g) f(x)=4x%+2x*—9x? —7x + 15
h) f(x) =2x3+11

NOR v
P f) = Zret
0 fo) =22
S5x+
D f) =22
m) f(x) =7
n) f(x) = 3x*
0) f(x)=x7"
p) fx)=7*
Q fx) =3

r) f(x) =log,x
s) f(x) =sinx
t) f(x) =arctgx

u) f(x) =arccosx

Odpowiedzi
a) liniowa
b) liniowa
¢) liniowa
d) kwadratowa
e) kwadratowa
f) kwadratowa
g) wielomianowa
h) wielomianowa
i) wymierna
j)  wymierna
k) homograficzna
1) homograficzna
m) potegowa
n) potegowa
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p)
)
r)
s)
t)

potegowa
wykladnicza
wykladnicza
logarytmiczna
trygonometryczna
cyklometryczna
cyklometryczna
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Ciagi liczbowe

21 . Definicja ciggu

Ciagiem liczbowym nazywamy funkcje f, ktora kazdej liczbie naturalnej przypo-
rzadkowuje liczbe rzeczywista, co zapisujemy:

Anen an = f(n).

Wartos¢ a,, nazywamy n-tym wyrazem ciagu lub wyrazem ogdlnym tego ciagu.

Ciag o wyrazach a,, oznaczamy jako (a,), za$ zbiér wyrazéw tego ciagu {a,:n € N}
krotko jako {a,}.

a)

b)

Ciagi liczbowe mozemy okreslac:
wzorem, np.:

a,=n+1;b,=5%¢c, =vn?+1—-m
rekurencyjnie (kazdy wyraz ciggu wyrazamy poprzez wyraz poprzedni), np.:
an: a; =1, api=a,+1;
bp: by =5,  bnpyq = 5by,
i g =16=2, Cn+2 = Cny1 — Cns

opisowo, np.:

a, - n-ta cyfra po przecinku liczby ; b, - n-taliczba pierwsza; ¢, - n-ta potega
liczby 2.

Cigg mozemy przedstawi¢ na plaszczyznie jako zbidr punktéw o wspotrzednych

(n, ay), gdzien € N. Przyktadowy cigg przedstawiono na rysunku 2.1.
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RYS. 2.1. Przyktad ciggu (a,,)

Wypisz pig¢ kolejnych wyrazéw ciagu, dla ktérego ogolny wyraz ciagu przyjmuje
postac:

!
a) an _n

Ton

b) b,=1-(=1)"

Rozwiazanie:
a) Kolejne wyrazy ciaggu powstaja poprzez podstawienie zamiast n kolejnych liczb
. 11
naturalnych. I tak dlan = 1 otrzymujemy: a; = o=
2012 _2_ 1
dlan = 2 mamy: a, =R= =13
i dalej kolejno:
G, = =123 _6_3
37 23 8 8 4’
g, =X _1234_24 3
47 g0 16 16 2’
_ 5! 12345 120 _ 15
A5 =25~ " 32 32 4

b) Dlan =1otrzymujemy:b; =1—(-1)'=1-(-1)=1+1=2,
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i dalej kolejno:
b,=1-(-1)2=1-1=0,

by=1-(-1)3%=1-(-1)=1+1=2,
b,=1-(-1)*=1-1=0,

bs=1—-(-1)°=1-(-1)=1+1=2.

Znajdz wzor okreslajacy n-ty wyraz ciagu:
a) (ap)=(01,-11,-1,1,-11,-1,..)
b) (b,) =(1,4,9,16,25,36,49,...)

c) (cp)=0(1,01010,1,..)

d) (d,)=(@1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,..)

e (en=(3-23-25-2)

_ngl Elgl 71

Rozwiazanie:
Ogolny wyraz ciggu przyjmuje postac:

a) ap=(C=D"

b) b, =n?
1

) € =1(1- (=DM
2l odla - nieparzyste
d) dn = Zn

-3 dla  n — parzyste

_ (_1\yn+1_1_
e) e =" —
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Wypisz pig¢ kolejnych wyrazow ciggow, ktore kazdej liczbie naturalnej n przypo-

rzadkowuje:
a) n-tg potege liczby 3
b) silnie, ktéra ma znak dodatni dla n parzystych i ujemny dla n nieparzystych
Po wypisaniu pierwszych wyrazéw ciaggu skonstruuj wzoér ogélny i rekurencyjny
n-tych wyrazow tych ciggow.

Rozwiazanie:
a) Dlan = 1otrzymujemy: a; = 3! = 3,dlan = 2 mamy: a, =32 =9,
a nastepnie:

asz = 33 - 27,
a, = 3* =81,
as = 35 = 243.

Zatem ogolny wzdr tego ciggu bedzie mial postaé: a,, = 3", natomiast rekuren-
cyjny: a; = 3,an4+1 = 3a, (kolejne wyrazy powstaja poprzez pomnozenie poprzed-
niego przez liczbe 3).

b) Dla kolejnych n mamy:

b, = =21 = —1,
b, =21=2,
by = —31 = —6,
b, = 4! = 24,

bs = —5! = —120.
Zatem ogllny wzdr ciggu przyjmuje postaé: b, = (—1)" - nl, a rekurencyjny:

b1 = _1, bn+1 =-n- bn.
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Zadania

1. Wypisz pie¢ kolejnych wyrazéw ciggu, dla ktdrego ogélny wyraz ciggu przyjmuje
postac:
a) ap = =

b) b, =2—(-1)"

. (n+1)m
¢) ¢, =sin >

d) dp=12-(=2)"

Znajdz ogoélny wzor okreslajacy n-ty wyraz ciggu:
a) (ay) =(0,3,2,54,7,6,9,..)

b) (b,) =(0,-3,1,-4,2,-53,-6,...)

<) (Cn):(_lyl; L )

2’ 3’4’ 5’6’

5 17 33 65 129
d) (dn)—(B;E;LZJE,%,%...)

Skonstruuj wzoér rekurencyjny n-tego wyrazu ciagu:

a) (ayp) =(-1,2,—4,8,—16,32,—64,128,...)
b) (bn):(llliL 1 )

Odpowiedzi

1.

a) a;=1a —1-a —l-a = 1-a = —
17 227 p M3 7 572%™ ™ 356 5 7 3125

b) by =3;b,=1;b3=3;b,=1;b5 =3
C) C1:0§C2=—1;C3=0;C4=1;C5:0

d) dy =4d, =2;d3 =10;d, = 14;ds = 34

) _(n-1 dla n — nieparzyste
YV MmTlnte1l  da n — parzyste

b) b, = { %1 dla n — nieparzyste
-n—1 dla n — parzyste
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) o= (D" =
4 d, =24
3.
a) a; =-—1,a,4,1 = —2a,
b) b1 =1, bpys = o
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2 . 2 . Podstawowe wiasnosci ciggow

Ciag (ay) jest ciagiem ograniczonym z dotu, jezeli zbidr jego wyrazéw {a,} jest
ograniczony z dotu, czyli:

Viner Anen @ = m.
Ciag (a,) jest ciagiem ograniczonym z gory, jezeli zbior jego wyrazow {a,, } jest
ograniczony z gory, czyli:
Vmer Anenan < M.
Ciag (ay,) jest ciagiem ograniczonym, jezeli zbidr jego wyrazéw {a,} jest ogra-
niczony (zaréwno z dotu, jak i z gory), czyli:

Vm,MER /\neNm < an < M.

Ciag ograniczony z dotu mozemy przedstawi¢ na plaszczyznie jako zbidr punk-
tow, ktore lezg nad pewna prosta, co przedstawiono na rysunku 2.2. Z kolei cigg ogra-
niczony z goéry graficznie mozemy zobrazowa¢ jako zbiér punktéw, ktére znajduja
sie ponizej pewnej prostej, co widoczne jest na rysunku 2.3. Natomiast cigg ograni-
czony graficznie moze by¢ przedstawiony jako zbiér punktéw lezacych miedzy
dwoma prostymi, co zaprezentowano na rysunku 2.4.

a,A

®
o
°*

6 7 8 10 11 12 13 14 7

RYS. 2.2. Przyktad ciggu ograniczonego z dotu (a,,)
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a,A

M

RYS. 2.3. Przyktad ciggu ograniczonego z géry (a,,)

an
A
M
. °
I | [ ]
| ¢ l |
* e
e ® I
IR B
e I o
| | | | | . | | | | | | :
m o e
i 2 3 4 5 6 ‘7 é “)1‘0111‘21‘314 "
RYS. 2.4. Przykfad ciggu ograniczonego (a,,)
Uwaga:
W definicji ciggu ograniczonego mozna tak dobra¢ statemiM,aby 0 < M = —m,

wtedy powyzsza definicje mozemy zapisa¢ nastepujaco:
Ciag (a,) jest ciagiem ograniczonym, jezeli zbior jego wyrazow {a,} jest ogra-
niczony (zaréwno z dotu, jak i z gory), czyli:

Vuer, Nenlan| < M.

Przyktad 2.4

Wykaz, ze ciag o wyrazie ogélnym a,, = ﬁ jest ograniczony z dotu.
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Rozwiazanie:
Nalezy znalez¢ taka liczbe M, ktoéra jest mniejsza od kazdego wyrazu ciagu a,,.
Taka wartoscig jest liczba M = 0, bo ﬁ > 0 dlakazdegon € N. Zatem ciag a, jest

ograniczony z dotu.

©

.o . . , n-2. . /
Wykaz, ze ciag o wyrazie ogélnym a,, = W jest ograniczony z gory.

Rozwiazanie:
Nalezy znalez¢ taka liczbe m, ktora jest wieksza od kazdego wyrazu ciagu a,,. Taka
wartoscig jest liczbam = 1, bo nn;z < 1dlakazdegon € N.Zatem ciag a,, jest ogra-

niczony z gory.

Przyktad 2.6

©

Wykaz, ze cigg o wyrazie ogélnym a,, = vn + 1 —vVn — 1 jest ograniczony.

Rozwiazanie:
Nalezy znalez¢ takie liczby m i M, ktore ograniczaja wszystkie wyrazy ciaggu, niemniej
najpierw nalezy przeksztalci¢ podany wyraz ogélny:

— _ — _ (Vn+t1-vn-1)(Vn+1i+Vyn-1) _ (n+)-(n-1) _
an = \/TL +1 \/Tl 1 —1 ) i Z,n__l = e
n+l-n+ v v

Vn+i+/n-1 - Vn+i+/n-1"
W podanej postaci kazdy wyraz ciggu dlan € N jest ograniczony przez nastepu-

jace wartosci: 0 < =< 1. Zatem ciag a, jest ograniczony.

2
Vn+1+yn—

©

Ciag (ay,) jest ciagiem rosngcym, jezeli:

Anen On < Gpi1.
Ciag (a,) jest ciagiem malejacym, jezeli:

Anen Qn > Apyq-

Ciag (a,) jest ciagiem niemalejacym, jezeli:
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Anen On < Qpyi.
Ciag (ay,) jest ciagiem nierosnacym, jezeli:

Anen Gn = iy
Ciag (a,) jest ciagiem statym, jezeli:

Anen @n = Anyq.

Ciagi rosnace, malejace, niemalejace, nierosngce lub stale nazywamy ciagami
monotonicznymi.

Ciag rosnacy zostal graficznie przedstawiony na rysunku 2.5, a ciagg malejacy
na rysunku 2.6.

a,A

1 2 3 4 5
RYS. 2.5. Przykfad ciggu rosnacego

54



Ciagi liczbowe

a,A
[ ]

»

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 n
RYS. 2.6. Przyktad ciggu malejgcego

Wykaz, ze ciag o wyrazie ogélnym a,, = nTH jest malejacy.

Rozwiazanie:
Nalezy wykaza¢, ze dla kazdego n € N spelniona jest nierdéwnos¢: a,, > ay4 1, ktora
jest rownowazna nastepujacej: a1 — a, < 0. Nalezy zatem zbada¢ znak wyrazenia

Ap+1—0nt
a @ = (n+D+1  n+1 _n+2 n+l _ (n+2)n (n+1)-(n+1)
n+l1 T on41 n . n+l n (n+1)n (n+1)n -
_ (n?+2n)-(n?+2n+1) _ n?+2n-n?-2n-1 _ -1
- (n+1)n - (n+1)n - (n+1)n

1
(n+1)n

Poniewaz dla kazdego n € N wyrazenie

lejacym.

Przyktad 2.8

Wykaz, ze ciag o wyrazie ogélnym a,, = T;—:: jest rosnacy.

< 0, wigc ciag jest ciggiem ma-

©

Rozwiazanie:
Nalezy wykaza¢, ze dla kazdego n € N spelniona jest nieréwnos$¢: a, > ap41, ktéra
jest rownowazna nastepujacej: a1 — a, > 0. Nalezy zatem zbada¢ znak wyrazenia

Ap+1— Ant
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a @ = (n+1)243  n?43 _ n?+2n+1+3 n?+3
n+l YN T i 1)+2 n+2 n+3 n+2

_ (n?+2n+4)-(n+2) _ (n?+3)-(n+3) _ (n®+2n?+4n+2n?+4n+8)—-(n3+3n+3n2+9)

(n+3):(n+2) (n+2)-(n+3) (n+2)-(n+3)
n®+2n?+4an+2n?+4n+8-n3-3n-3n%-9 _ n2+5n-1
- (n+2)-(n+3) T (n+2)(n+3)’
n%+45n-1

Otrzymane wyrazenie dla kazdego n € N jest wigksze od zera, wiec

(n+2)-(n+3)
ciag jest ciggiem rosngcym.

Przyktad 2.9

©)

Sprawdz, czy cigg o wyrazie ogolnym a,, = n? — n jest monotoniczny.
Rozwiazanie:
Nalezy sprawdzi¢ znak wyrazenia a1 — ap:
1= =M+ 1D* -+ -0*—n) =
=n’+2n+1-n—-1—-n?+n=2n
Otrzymane wyrazenie 2n jest wigksze od zera dla kazdego n € N, wigc ciag jest

ciggiem rosngcym.
©

Zadania
1. Zbadaj czy ciagi o wyrazach ogélnych podanych ponizej sg ograniczone:

b) b, =2sinn+5
¢) ¢, =3"-5-2"
d) d,=VnZ+1-n
2. Zbadaj monotonicznos$¢ podanych ponizej ciagéw o wyrazie ogélnym:

_2n+1
a) ap = n+2

b) b, =2n—n?
¢) c,=5"-3-2"

d) dy=1--
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Odpowiedzi

1.

a)
b)
<)
d)

a)
b)
c)
d)

ograniczony (z dotu liczba 0 a z gory liczba 1)
ograniczony (z dotu liczba 3 a z géry liczba 7)
ograniczony z dotu (liczba -13)

ograniczony (z dotu liczba 0 a z géry liczba 1)

rosnacy
malejacy

rosnacy

nie jest monotoniczny
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23 . Cigg arytmetyczny i geometryczny
B Definicia |

Ciag arytmetyczny (postep arytmetyczny) - ciagg, w ktérym kazdy kolejny wyraz
powstaje z poprzedniego przez dodanie do niego stalej wartosci r zwanej roznica
ciagu (postepu):

/\nEN(an+1 - an) =TS apyr = an + 1.

Ciag arytmetyczny mozemy zapisa¢ nastepujaco:
a;, a;+r, a;+2r, a;+3r, gy +4r,...,ap=a;,+(n—-1) ', ...

Ciag arytmetyczny ma t¢ wlasnos¢, ze dla trzech kolejnych wyrazéw ciagu $red-

nia arytmetyczna dwdch skrajnych wyrazéw jest réwna wyrazowi srodkowemu.
Analitycznie mozemy to zapisa¢ wzorem:

Gnt1¥0n-1 a, dla n=2,3, ..

2

Suma n-pierwszych wyrazow ciggu arytmetycznego wynosi:
Sn= QRag+m—1)7) 2= (a;+ay) 3.

Przyktad 2.10

Pomiedzy liczby 2 i 6,5 wstaw takie dwie liczby, zeby z podanymi tworzyly ciag aryt-
metyczny.

Rozwiazanie:
Poczatek ciggu arytmetycznego tworza nastepujace liczby:
a1=2; a2=2+7‘; a3=2+2r; a4=2+3T=6,5.
Z zapisu wyrazu czwartego mozemy wywnioskowac, ze:

24+3r=65=>3r=45=r=1,5.
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Zatem majac wyliczong wartos$¢ réznicy postepu arytmetycznego, mozemy zapi-
sa¢ podane liczby jako nastepujacy ciag:

a, = 2; a, = 3,5; as = 5; Ay = 6,5

Dlugosci bokow trojkata prostokatnego tworza cigg arytmetyczny. Ich suma wynosi
12. Oblicz dlugosci tych bokdow.

Rozwigzanie:
Kolejne trzy wartosci ciggu arytmetycznego mozemy zapisa¢ nastepujaco:
a;=a—r; a,=a; ag=a-+r.
Wiedzac, ze suma tych wyrazéw ciagu wynosi 12, wyznaczamy a:
(a—=r)+a+(a+r)=12=>3a=12>a = 4.

Wiedzac, ze podane wyrazy ciagu tworzg trdjkat prostokatny, mozemy wyzna-
czy¢ réznice postepu arytmetycznego:

(4-71)°+4°=A4+1)? 216—-8r+1r>+16=16+8r+r?2=>r=1.

Poszukiwane boki majg zatem dtugosci: 3,41 5.

Oblicz sume 100 pierwszych wyrazéw ciggu arytmetycznego o réznicy postepu wy-
noszacej 3, zaczynajacego si¢ od 5.

Rozwiazanie:

Wiedzac, ze: a; = 5; r = 3, sume 100 pierwszych wyrazoéw ciagu arytmetycznego
mozemy wyznaczy< ze Wzoru:

S, = (2a1+(n—1)-r)-§.

Zatem Sygo = (25 + (100 — 1) - 3) - =2 = 15 350,
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Ciag geometryczny (postep geometryczny lub ilorazowy) - ciag, w ktérym stosu-
nek wyrazu nastepnego do poprzedniego jest wielkoscia q zwang ilorazem ciggu
(postepu), co wyrazamy wzorem:

An+1
an

Anen =q S apy =ap - q.

Ciag geometryczny mozemy takze zapisa¢ nastepujaco:

a,  aq,  aq:; aqd, aqc,..,  ap=a.q" 1.

Dla ciggu geometrycznego spelniona jest wlasno$¢ oznaczajaca, ze wartos$¢ bez-
wzgledna n-tego wyrazu ciggu geometrycznego jest $rednig geometryczng wyrazu
poprzedniego i nastepnego, ktérg mozemy zapisa¢ nastepujaco:

la,] =/ anseq - ap_q dla n=2,3,..
Suma n-pierwszych wyrazoéw ciaggu geometrycznego wynosi:
S, = a;'ndlag=1
oraz
1-q"
Sn= a4 ﬁdlaq * 1.

Jezeli |q| < 1, to cigg geometryczny nazywamy zbieznym (o skonczonej sumie).
Wtedy sume takiego ciggu geometrycznego wyrazamy wzorem:

§= L
1-q°

Wiedzac,zea; = 3,aq = — Wyznacz piec pierwszych wyrazéw i ogdlny wyraz ciagu

geometrycznego.

Rozwiazanie:
W celu wyznaczenia kolejnych wyrazéw ciagu geometrycznego korzystamy
ze wzoru:

An+1 = 0an " q.
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Zatem piec kolejnych wyrazéw ciggu przyjmuje postac:

=3
a5 =3 ( ) T 16
Aby zapisa¢ ogélny wyraz ciggu geometrycznego wykorzystamy wzor:

a, = a;q" L.
=2 =2 -3 26

Oblicz sume 10 pierwszych wyrazéw ciggu geometrycznego, dla ktérego a; = 5;
q=2.

Rozwigzanie:

Sume 10 pierwszych wyrazéw ciggu geometrycznego mozemy wyznaczy<¢ ze wzoru:

1—q"
STL = a1 - 1= q .
_p10 -
Zatem szukana suma wynosi: S,qg = 5+ 11_22 =5- 1_0123 =5115.

Oblicz dla ilu wyrazéw ciggu geometrycznego, dla ktérego a; = 2,q = 3, suma
pierwszych wyrazow ciagu przekroczy 2 000.

Rozwiazanie:

Skorzystamy ze wzoru na sume n-pierwszych wyrazéw ciggu geometrycznego:

n

1-q

S, = a;- .
n 1" 75,
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Podstawiajac do wzoru znane wielkosci i ograniczajac wartoscig 2 000 otrzymamy

nastepujaca nieréwnosc:

2000-(-2
2)

2.1 5 20002>1-3" <
1-3 2

=3">2001=>n>log32001=>n>692.

Zatem, w celu osiggniecia sumy pierwszych wyrazéw ciagu wigkszej niz 2000, nalezy

doda¢ do siebie siedem kolejnych wyrazéw ciggu geometrycznego.

©

Zadania

1.

Wyznacz wzor ogélny ciggu arytmetycznego wiedzac, ze:
a) a, = 3, asz = 4
b) bz = _2, blO =-20

2. Oblicz dtugosci bokéw prostokata, ktore tworza pierwszy i trzeci wyraz ciagu
arytmetycznego o réznicy wynoszacej 5, wiedzac ze prostokat ten ma pole wy-
noszace 119.

3. Zapierwszy blad student zdajacy pewien egzamin traci 5 pkt, za$ za kazdy kolejny
tyle co za poprzedni plus dodatkowe dwa punkty. Ile btedéw moze popelni¢ eg-
zaminowana osoba, jezeli moze straci¢ maksymalnie 60 pkt., zeby zda¢ egzamin?

4. Miedzy liczby 2 i % wstaw trzy liczby, tak aby tworzyly ciag geometryczny
z podanymi liczbami.

5. Przyznano cztery nagrody, z ktérych kazda kolejna byta takim samym utamkiem
poprzedniej. Pierwsza wynosita 10 000 zi, za$ faczna kwota wydana na nagrody
to 27 343,75 zI. Oblicz kwoty pozostatych nagrdd.

Odpowiedzi

1.

a) ap, = 5-;-_n
b) b, = 10;971

2. 7117

3. Maksymalnie 6 bledow

5. II-7500zt IIT - 5 625 zt, IV — 4 218,75 zl.
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2.4. Granice wlasciwe ciggow

Definicja Cauchy’ego

Liczbe g € R nazwiemy granica wlasciwa ciagu (a,), jezeli dla kazdej liczby € > 0
istnieje liczba naturalna n,, ze dla kazdej liczby n > n, spetniona jest nieréwnos¢:

la, — gl <e.
Powyzsza definicj¢ mozemy zapisac tez w nastepujacy sposob:
(711_1330 an = g) < Ne>o VnOEN/\nEN(n >ny = la, — gl <e).

Ciag majacy granice wlasciwg nazywamy ciagiem zbieznym, a w przeciwnym
przypadku ciggiem rozbieznym.

Powyzsza definicja oznacza, ze w dowolnie malym otoczeniu punktu g istniejg
prawie wszystkie wyrazy ciggu (a,,). Uzyte tu okreslenie ,,prawie wszystkie” oznacza,
ze wszystkie poza skonczong liczbg wyrazow.

Zapis: 7111_1)120 a, = g czytamy: ,,ciag (a,) ma granice g”. Mozemy tez uzy¢ okre-
Slenia, ze ,ciag (a,) dazy do granicy g”, jak tez zastosowac zapis: ann_)—>OO g
lub a, - g,gdyn — oo.

Graficznie zbieznos$¢ ciggu mozemy zobrazowa¢ w sposob przedstawiony na ry-
sunku 2.7, na ktérym widoczne jest, ze dla ustalonego & wszystkie dalekie wyrazy
ciagu, czyli te znajdujace si¢ za punktem (ny, ano), znajduja sie w obszarze
(g—¢g9+e).

o))
~
[o'c)
O
[ [
o
|l A
-
=
N
[l M
w
—
N
S

4 5

3
n

0

RYS. 2.7. Granica wtasciwa ciagu
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Niestety, nie ma jednej uniwersalnej metody liczenia granic ciagéw. Granice cia-
goéw mozemy wyznaczy¢ na przyklad z definicji (przyklad 2.16).

Korzystajac z definicji granicy ciggu wykaz, ze lim nz %

n—-oo 2N

Rozwiazanie:

Zacznijmy od wyznaczenia odleglosci wyrazu ogdlnego a,, = n—+2 od liczby %:

n+2 | |n+2 | |n+2 n| |

Nalezy okresli¢, dla jakich liczb naturalnych n odleglos’c’ ta jest mniejsza od &,

czyli dla jakich n prawdziwa jest nastepujaca nieréwnos¢: % < €. Przeksztalcajac

o . . 1
otrzymang nierownosc otrzymujemy n > p
. . 1. . .
Istnieje zatem taka liczba ng, np. ny = S Zew analizowanym przykladzie przy

ustalonej wartoéci € dla kazdej liczby naturalnej n > n, spetniona jest nieréwnos¢:

n+2 n+2 _ 1
— — =| < & co wskazuje, ze lim — = -.
2n n—oo 2N 2

Przykladowo powyzszy zapis oznacza, ze wybierajac € = 0,01 mozemy wskazac,

ze dla n > ——, czyli dla n wigkszych od 100 zawsze spetniona bedzie nier6wnosc:

n+2

———|<oo1
©

W praktyce jednak rzadko wyznacza si¢ granice ciaggéw z definicji. Czesciej wy-
korzystuje si¢ w tym celu nastepujace wlasnosci granic ciagéw:

1. limc=c;

n—oo

2. lim 1_ 0;

n—-oon

3. lim (1 + %)n =g

n—oco

Uwaga: Liczba e =~ 2,7182818285, nazywana liczbg Eulera, jest podstawg loga-
rytmu naturalnego.

Powyzszy wzor mozemy uogdlnic i zapisa¢ w postaci:

lim (1 + %)_ = e, dla kazdego aeR\{0}

n—oo
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lub
lim (1+ %)n = e, dla kazdego aeR\{0};
( 0 dla |q| < 1,
1 da g = 1,
L i T —
4. Granica ciggu geometrycznego: rlll_r)glo q { o da q> 1,
knie istnieje dla g < -—1;

5. limYa=1dlaa € Ry;

n—oo

6. Jezeliciagi (ay,) i (by,) sa zbiezne do granic wlasciwych to:
a) lim(a, + b,) = lim a, + lim b,;
n—oo n—-oo n—-oo
b) lim(a, — b,) = lim a, — lim b,;
n—oo n—-oo n—-oo
¢) lim(a,-b,) = lima, - lim b,;
n—oo n—-oo n—-oo

lim a,
d) lim —=%,oile lim b, # 0;

—oo b lim —00
n n nooo M n

e) lim(c-a,) =c-lim a,, gdziec € R;
n—oo

n—oo

D lim(aP = (lim an)", gdrie p € Z\(0)

n—oco
g) %1_{?0 Pla, =" rlll—{go an, gdziep € N\{1}.

Ponizej oméwimy kilka sposobow liczenia granic ciaggdéw z wykorzystaniem wia-
snosci granic ciggdw oraz w zaleznosci od typu ciggu.

. by, . . . A "
1. Ciag typu a, = > gdzie b,, oraz c, sa ciggami w postaci wielomianow

— granice ciagu a,, wyznaczamy dzielac kazdy element licznika i mianownika przez
n w najwigkszej potedze wystepujacej w mianowniku (przyktady 2.17 1 2.18).

n+2

Oblicz granice ciagu: lim .
g qg n—-oo n3+3

Rozwiazanie:

Licznik i mianownik dzielimy przez n w najwiekszej potedze w mianowniku, czyli
- . . . .11 1, .

przez n3. Po skréceniu poszczegdlnych utamkow oraz wiedzac, ze —» 3 oraz— daza

do 0, otrzymujemy:
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n 2 1 1
Lot —+2- .
. 3T ,3 YRR 0+2-0 0
lim — 2 = lim me—r-= lim*—F-=——=-=0.
n-oo n°+3 nooly 3 n-ocw 1+3 1+3-0 1
n n
©
Przyktad 2.18
Vn2-2
Oblicz granice ciggu: llm N ==
n

Rozwiazanie:

Wydaje sie, ze n w najwigkszej potedze wystepujacej w mianowniku jest druga po-
tega. Jednak n? w mianowniku znajduje sie pod pierwiastkiem drugiego stopnia,
czyli po obliczeniu pierwiastka ta najwigksza potega jest potega réwna 1 (gdyz:
VnZ = n). Zatem nalezy podzieli¢ licznik i mianownik przez n, co oznacza, ze pod

pierwiastkiem nalezy podzieli¢ przez n:

n2 1
b T 1-2-—
2— n2 2 n2

lim <2 = lim “/——=—= lim

> > = - = -=
n-oo Vne+4 n—oo n_2+4_i2 n—-oo \/1+4_L2 V1+4-0 1
n n n
©

. . . b . PR .
Granice ciggu omawianego typu a,, = C—” mozemy rowniez wyznaczy¢ wyltacza-
n

jac przed nawias w liczniku i mianowniku n w najwigkszej potedze (przyklad 2.19).

Przyktad 2.19

n?-n+3
o n3+3n2—

Oblicz granice ciggu: llm

Rozwiazanie:
W liczniku wytaczamy przed nawias n w najwiekszej potedze, czyli n?, za§ w mia-
. s . . . .1 3 3
nowniku n3. Po skréceniu poszczegélnych utamkéw oraz wiedzac, ze —, — oraz =
n3’ n? n

daza do 0, otrzymujemy:

2 3,3
n?-n+3 li n (1_1_1+n_2) — limi=21=
Siaz o= I ————< = lIm - =—= 0.
n—oo N°+3nc—n n—-oo n3(1+———2) n—-ocon )
n n

©
2. W podobny sposdb wyznaczamy granice ciagow, w ktorych w liczniku i mia-

nowniku wystepujg wyrazenia typu b, gdzie b € R\{0}. Wtedy kazdy element
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licznika i mianownika dzielimy przez najwigksza liczbe z mianownika podnie-

siong do potegi n (przyklad 2.20).

Przyktad 2.20

) . . i 2n+1_4.3n
Oblicz granice ciggu: Amolo Smn_gn -

—

Rozwiazanie:
Licznik i mianownik nalezy podzieli¢ przez najwiekszg liczbe z mianownika podnie-

siong do potegi n, czyli przez 9™:

2M 3"
lim 23" i 228" gy 2248 gy Zen e
n—oco 32n+2_gn - oo 32:321—_5n - N—oo 9-9M—571 - NS00 9.9_2_% =

L)

2
w01

Poniewaz q™, gdy |q| < 1, dazy do zera, wiec granica wynosi:

2@+ _zowo_o_,
g)" ~ 90 o

©

3. Ciagtypu (\/a_n - \/b—n) lub (a, — \/b_n) lub (/a, — by,) (réznica dwéch cig-

gow, przy czym co najmniej jeden z nich jest pod pierwiastkiem) — granice tego

typu ciaggdw wyznaczamy poprzez pomnozenie i podzielenie wyrazenia wyjscio-
wego przez to samo wyrazenie, ale ze znakiem przeciwnym, czyli:

. ey - g (BB
lim (a — yby) = lim Sp AR A rRms

. _ _ 1o (@an=bp)(an+y/bn)
lim (a —/bn) = lim, (antybr)
. . — i (Jan=bn)({an+bn)
Jim (Van = ba) = lim ==y
Nastepnie w liczniku stosujemy wzor skréoconego mnozenia (a + b)(a — b) =
= (a? — b?). Po uporzadkowaniu licznika dzieli si¢ kazdy wyraz licznika i mianow-
nika przez n w najwigkszej potedze z mianownika (przykiad 2.21 i 2.22).

Oblicz granice ciggu: lim (V2 — 2 —Vn? + 1).
n—oo
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Rozwiazanie:
Zanim rozpocznie si¢ wyznaczanie granicy, nalezy pomnozy¢ ten ciag przez ten sam
ciag, ale ze znakiem przeciwnym, a nastepnie podzieli¢ przez n w najwyzszej potedze

z mianownika:
korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

(a+b)a—-b) = |(@*-b?)

lim\/nz—Z—\/n2+1 =

@1}2\-2 VA1) (V22 +Vn?H1) _ i (12=2)= ~(n?+1) _

n—>oo Vn2-2+vn2+1 n—oo Vn2—-2+vn?+1

n?-2-n?-1

= lim ——F—==~= lim
n—-oo Vn2—-2+vn?+1 n—»oo \/n2 +\/n2+ n—>oo n2

+
n2 n2 n2 nz

©
Oblicz granice ciggu: lim (n — Vn? + n).
n—oo
Rozwiazanie:
n—vn?+n)-(n+vn?+n
llm(n \/n2+n)—11m( ) ) —
n—oo n—-oo n+vn2+n
nz—(n2+n) . n®-n?-n
= lim = lim ————=
n-ooo n+vn+n n-ooo n+Vn2+n
n
=lim ——— = lim —2&— = lim ——— -1
n-o n+\/n2+n n-00 g ﬁ+ n n—o 4. /1+_ 2
n n2 n2
©

nik n1b
4. Typ ciagu, ktory mozna doprowadzic¢ do postaci [( 1+ %)a] lub [(1 + %)“]
— granice tego typu ciagu wyznaczamy korzystajac z wlasnoéci granicy ciagdw:
lim (1 + %)E = e, dla kazdego aeR\{0}. Wtedy granica ciaggu wynosi odpo-

n—>oo

wiednio: e¥ lub e % (przyklad 2.23 i 2.24).
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. o . 120
Oblicz granice ciggu: Tlll_r}c}o (1 + ﬁ) .

Rozwigzanie:
Aby wyznaczy¢ granice podanego ciaggu nalezy wykonac takie przeksztalcenia, aby

. ) ; . a\a
mozna bylo zastosowa¢ wzér: lim (1 + —) =e
n—-oo n

i (102 =i (142)) = (m (1427 =
T

. . . . n+1)2n-1
Oblicz granice ciggu: Tlll_r}c}o (E) .

Rozwiazanie:
Podany przyklad mozemy rozwigza¢ na dwa sposoby. W pierwszym nalezy tak prze-

ksztalci¢ licznik utamka, Zeby mozna bylto wylaczy¢ jedynke, a nastepnie skorzystaé

ze wzoru lim (1 + %)E =e:

n—oo
. (n+1)2n1 . (n-1+2)2""1
lim (— = lim =
n—oo n-1

= lim (n_-1+i)2"‘1 —1im (1+2)"

n—oo \n—1 n-1 n—oo

Nastepnie nalezy przeksztalci¢ potege (mnozac i dzielac przez wyrazenie stojace
przy jedynce) oraz odpowiednio zapisujac nawiasy:

n—oo n-— n—oo

i (12 = 1020 = (27

S

. ORT a\a _ . .. 4An-2 _

Wykorzystujac wzor Al_r)rolo (1 + n) = e oraz wiedzac, ze 111_1)1;10 —— =4, wyzna
czana granica wyniesie e*.
Drugi sposob wyliczenia podanej granicy bazuje na wzorach dotyczacych ilorazu

iiloczynu ciegow:
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2n-1 2n-1 2 1
Lim (22" = 1im <_) i ) @)
n—>oo( ) .

n—oo \n—1

Do wyznaczenia granic ciggéw mozemy rowniez wykorzystaé twierdzenie
o trzech ciggach.

Twierdzenie o trzech ciggach

Dane s3 trzy ciagi: (a,), (b,) oraz (cy). Jezeli ciagi (a,) oraz (c,) maja te wia-
snosé, ze:

lim a, = limc, =g,
n—oo n—oo
a ponadto dla kazdego n > ng spetniona jest nieréwnos¢:
a, < b, <cp,

to lim b, = g.
n—-oo

Na rysunku 2.8 widzimy, ze dla kazdego n > n, wyrazy ciggu b,, (czarne punkty)
znajduja si¢ ,pomiedzy” wyrazami ciaggdw a,, (szare punkty) i ¢, (biate punkty), czyli
spelniajg nieréwnos¢:

ocA o
® ), !
oa, * o
o 50 oo 0©
90 ® 9,%e080
I~ % _e°0ce "¢ ¢
‘:,‘:.\‘:‘:O‘“
o 0% o6 T
SRR A N R T B
O oL
0" 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10111213 14 n
n

RYS. 2.8. llustracja twierdzenia o trzech ciggach
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Jesli ciagi a,, i ¢,, maja wspdlna granice lim a, = lim ¢, = g, to wyrazy ciagéw
n—-oo n—oo

a, ic, coraz bardziej ,,zblizajy” si¢ do siebie, a wigc ciag b, ktorego wyrazy nie prze-
kraczaja wyrazéw a,, i ¢, ma takg sama granice, réwnag g.

Oblicz granice ciggu: lim V10 - 2™ + 3™ + 47,
n—-oo

Rozwiazanie:
Wyznaczajac podang granice nalezy skorzysta¢ z twierdzenia o trzech ciggach. Naj-
pierw nalezy ograniczy¢ podane wyrazenie podpierwiastkowe (z lewej strony pozo-
stawiamy wylacznie jedng warto$¢ o najwyzszej potedze podniesiong do potegi n,
za$ z prawej kazda z poteg nalezy zastapi¢ wyrazeniem o najwyzszej podstawie):
4" < 102"+ 3" +4" <10 4™ + 4™ + 4,
ktdre jest rtOwnowazne nastepujacemu:
4" < 10-2" + 3"+ 4" < 12- 4",
Z podanego zapisu wynika, ze:
VAT < V1027 + 37 + 47 < V12-47 .

Podane wyrazenie jest rownowazne nastgpujacemu:

4 <310 27 + 3™ + 4" < 4V/12.

Poniewaz lim a, = lim 4 =4 oraz lim ¢, = lim 4V12 = 4- lim V12 =

n—oo n—-oo n—oo n—oo n—oo
4 -1 = 4, wiec na mocy twierdzenia o trzech ciggach lim V10 - 2" + 37 4+ 47 = 4,
n—-oo
©
Zadania
1. Oblicz granice ciggow:
. n?+2n-1
a) lim —
n—oo 2n“—n+1
. n+2
b) rlll—{go vn2+4n-7
) lim 2n*—2n3+2
¢ n—-oo 6n*+25
. 4—3n3+1
d) lim ==
n—-oo 2n*+3n
. 4n3-2
e) lim -

n—oo 4n5-5n
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f) lim _2"+6
n—oo 4M+4+21-8
) lim 7" 4+12
8 n—oco 107+1-2
7+12
h) lim ———
) n—co n+l_gnyo
. i 2n+1
1 lim ——
) n—oo 4M"+4+21-8
. li 3n—2.2M
J) nl_I};IO 3n+2_22n
. 3n—-10-2"
k) lim

n—oo 20-2"+3M
. 5n—7
) lim

n—oo 57142

2. Oblicz granice ciagow:

a) lim (\/nz -3- n)

n—oo

b) lim(Vn2-2n+2-vn2-n-1)

n—oo

c) lim (\/4n2 +n+2-— Zn)
n—oo

d) lim(vVn2+3—-+vn?+2n-1)
n—oo

3. Oblicz granice ciagdw:

a) lim (n—_4)2n

nooo \ n
b lim ()"

o lim (22)'

d) 111_120 (1_2n1+1)"+3
o lim ()"

D lim (25)"

@ lim (22)"

72



Ciagi liczbowe

4. Oblicz granice ciaggow:

a)
b)
c)

d)

lim VZZ 37§ 77

n—oo

lim V4™ + 3" + 6"

n—oo

lim V2" +12-5" + 10"

n—oo

im JG) +5- ()

Odpowiedzi

1.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g
h)
i)
J)
k)
y

a)
b)
c)
d)

o o O NP Wk = N|Rr

o S NIR

192 B
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3.

1
a)—8

Q
[

b)

[\
iy
N

(@)
N
Q
S

d)

I= Sl

e)

[y
[}

fa)
a®
N

g

-

c) 10

d)
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2 . 5 . Granice niewlasciwe ciaggow

Ciag (a,) ma granice niewlasciwa +0o, jezeli dla kazdej liczby M > 0 istnieje liczba

naturalna ng, ze dla kazdej liczby n > n, spelniona jest nieréwnos$¢ a,, > M.
Powyzsza definicj¢ mozemy zapisac tez w nastepujacy sposob:

(lim an = oo) < Amso VnOEN/\nEN(n >ny = ap > M).

n—oco
Ciag (a,,) ma granice niewlasciwg —oo, jezeli dla kazdej liczby M > 0 istnieje
liczba naturalna ny, ze dla kazdej liczby n > n spelniona jest nieréwnos¢ a,, < —M.
Powyzszg definicje mozemy zapisac tez w nastepujacy sposob:

(1im ay, = =0) & Auso Vngen Anen(n > ng = ay < —M).

n-—oo

Zapis: %l_l)‘glo a, = oo czytamy jako ,cigg (a,) ma granice oo (plus nieskonczo-
nos$¢)” lub ,,ciag (a,,) dazy do plus nieskoniczonosci”. Zapis ten rOwnowazny jest za-
pisom: @, —> oo lub a,, = o0, gdyn — oo.

Analogicznie zapis: Al_r)rgo a, = —oo czytamy jako ,ciag (a,) ma granice —oo (mi-
nus nieskonczono$¢)” lub ,ciag (a,) dazy do minus nieskonczonosci”. Jest on réw-
nowazny zapisom: Ap—2 —® lub a,, - —o0,gdyn — oo.

Podane powyzej definicje granic niewlasciwych oznaczaja, ze ciag jest rozbiezny
do +00 (do —), gdy dla pewnego n, wyrazy tego ciagu o numerach n > n, sa wigk-
sze (mniejsze) od dowolnie duzej (malej) liczby (rys. 2.9).

Uwaga: W niektorych podrecznikach zamiast okreslenia ,,rozbiezny do +00” lub
»rozbiezny do —o0” uzywane jest tez sformulowanie ,,zbiezny do +00” lub ,zbiezny
do —o0”.

Graficzng ilustracje granic niewlasciwych ciggdw przedstawiono na rysunku 2.9.
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a.h

n

a,A

n

»

-M ®

1234567 89101112 p
n

»

1234567 89101112 n
nO

RYS. 2.9. Granice niewtasciwe ciggéw

W tabeli 2.1 przedstawiono podstawowe wlasnosci granic ciggdw.

Tabela 2.1. Wtasnosci granic ciggéw

Jezeli lim a, = a,przyczym0 <a < 1i lim b, = o
n—oo n—-oo
ito lim (a,) = 0.
n—-oo

Lp. Wtasnos¢ granicy ciagu Zapis symboliczny
1. Jezeli lim a, = i lim b, = oo, to lim a, + lim b, = co. 0 + 00 =
n—oo n—-oo n—-oo n—oo
2. Jezellllman—wlllmb —ootollman lim b,, = co. 00+ 00 = 0
n—-co n-—-oo
3. Jezeli lim a, = —oi lim b, = —oo, —00 —00 = —00
to rlllm a, + 11m b —00,
4. | Jezeli lim a, = —c0i lim b, = —oo,t0 lim a, - lim b, = co. —00 + (—00) =
n—-oo n-oo n—-oo n—-oo
5. Jezeli 11m A, = ©i rlllm b, = —oo, t0 rllim a, - Aim b, = —o0. 0 - (—00) = —0
6. Jezeli lim a, = i lim b, = b, ©o-b=ocodlab>0
n—-oo n—-oo
przy czym b > 0, to rllim a, b, = oo.
7. Jezellllman—wlllmb =b, ©-bh=—-ocodlab<0
n—-oo
przy czym b <0,to lim a, - b, = —oo.
n—-oo
8. Jezeli lim an=ailimb =+ +%=0d|aa¢0
przy czym a+0, to hm b— =0.
9. Jezeli lim a,, = a, przy czym Aney @, > 01 lim b, = S =codlaa>0
n—oco n—-oo
to lim =% = oo,
n—00 On
10. Jezeli hm a, = a,przy czym MAen@n <01 hm b, (;% =—ocodlaa>0
to lim 2 = —co.
n—oo On
11. a®=0dlad<a<1
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Lp. Wtasnos¢ granicy ciaggu Zapis symboliczny

12. Jezeli lim a, = a,przyczyma > 1i lim b, = a® =codlaa>1
n—co n—-oo

ito lim (a,)’ = .
n—-oo

13. Jezeli 7llim a, =ooi 7llim b, = b,przyczym b < 0, ool =0dlab<0

to lim (a,,)’ = 0.
n—-oo

14. Jezeli lim a,, = w0 i lim b, = b, przy czym b > 0, P =codlab >0
n—oo n—oo

to lim (a,,)?n = oo.
n—oo

15. Jezeli lim a,, = i lim b, = oo, 10 lim (a,)?» = oo. ®® =
16. Jezeli lim a,, = o i lim b, = —oo,t0 lim (a,)’» = 0. 00™® =0

Twierdzenie o dwoch ciggach

Jezeli ciagi (a,) i (by,) spelniajg wlasnosci: lim a,, = o oraz a,, < b, dla kazdego
n—-oo

n > ngy, to lim b, = oo.
n—-oo
Jezeli ciagi (a,) i (by,) spelniajg wlasnosci: Amolo b, = —oo oraza, < b, dlakaz-

degon > ny, to lim a,, = —oo.
n—>oco

Symbole: [co — oo], [0 - 0], [%], [g], [1%°], [0°], [0°] nazywamy wyrazeniami (sym-

bolami) nieoznaczonymi i ich wartosci zalezg od postaci ciaggdw je tworzacych.

Przyktad 2.26

Korzystajac z definicji granicy ciagu wykaz, ze lim 2™ = co.
n

— 00

Rozwiazanie:
Nalezy znalez¢ takg liczbe naturalng n dla ktorej wyrazenie 2™ jest wieksze
od dowolnej liczby M, czyli rozwigza¢ nastepujaca nierdwnosé: 2™ > M. Przeksztal-
cajac otrzymang nieréwnos$¢ otrzymujemy n > log, M.

Istnieje zatem taka liczba ng, ktéra w analizowanym przykladzie przy ustalonej
warto$ci M np.: ny = log, M, ze dla kazdej liczby naturalnej n > n, spelniona jest
nieréwno$é: 2™ > M co wskazuje, ze Tllgrgo 2" = oo,
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Przykladowo powyzszy zapis oznacza, ze wybierajac chociazby M =1 000
mozemy wskaza¢, ze dla n > log, 1 000, czyli dlan > 10 (bo log, 1 000 = 9,97)
zawsze spelniona bedzie nieréwnoé¢: 2™ > 1 000.

Oblicz granice ciggu: lim (n? = 3n+ 12).

©

Rozwiazanie:
Granice ciggu a,, majacego postaé wielomianu, czyli: @, = an® + -+ bn? + cn +d
wyznaczamy wylaczajac najwigksza potege zmiennej n przed nawias:

. 2 s 2 _31’1 12\ _ 1: 2 _3 12
T{l_r)rgo(n —3n+12)—111_1)£10n (1 ﬁ+n—2)— lim n (1 —+—).

n—-oo n n?
. .3 12
Wiedzac, ze ~ o 0 oraz =" 0. Zatem:

limn?—-3n+12 =w?:1 = .

n—-oo

Przyktad 2.28

Oblicz granice ciggu: lim (—4n3 — n).

Rozwiazanie:

n 1
lim (—4n3 — n) = lim n3 (—4- — —3) = lim n3 (—4- _ﬁ) =003+ (—4) = —oo.

n—-oo n—-co n n—-oo

Przyktad 2.29

. S . n3-n?+2n+2
Oblicz granice ciggu: lim ————.
n-oo Nn°+2n-1

©

Rozwiazanie:
Nalezy podzieli¢ licznik i mianownik przez n w najwigkszej potedze z mianownika,

czyli przez n?:

3 1 1.1
1. —n3-n24+2n+2 Y —:—2—:'—2+2'n£2+2'n—2 Y —n—1+2'z+2'n—2 _
m et M Rt = lim — e = o0
n—oo ne+2n n—oo it _ L n—oo 1+2-———
n2 nZ n? n on

78



Ciagi liczbowe

Przyktad 2.30

. 32n_5
Oblicz granice ciagu: lim ——————.
g a8 n—oco 7M+2n+2-12

Rozwiazanie:

Po przeksztalceniu wyrazenia 32" = (32)" = 9™ nalezy podzieli¢ licznik i mianow-
nik przez najwieksza liczbe podniesiong do potegi n, jaka znajduje si¢ w mianow-
niku. Przeksztalcenie do postaci g™ jest konieczne, gdyz bez niego nie mozna okresli¢
jaka jest najwigksza podstawa podniesiona do potegi n znajdujaca si¢ w mianowniku.
Po podanych przeksztalceniach, mozemy wyznaczy¢ granice:

lim =% = Jim —2 % = limM—

n—ooo 7M42n+2-12 - n—oo 7M+4-:2"—-12 n-oo 1_4.(Z)n_12.(l)n
7 7

Oblicz granice ciggu: lim (Vn2 —n + 2 —+/3n2 + 2n — 1).
n—-oco

Rozwiazanie:

Z podanej postaci ciggu trudno od razu obliczy¢, gdyz jest to symbol nieoznaczony
[00 — o0]. W takiej sytuacji nalezy pomnozy¢ licznik i mianownik przez wyrazenie
sprzezone, czyli takie jak podany ciag, ale ze znakiem przeciwnym. Dzieki tej operacji
pozbywamy sie symbolu nieoznaczonego, a otrzymane wyrazenie nalezy podzieli¢
przez n w najwyzszej potedze z mianownika:

lim (\/nz—n+2—\/3n2+2n—1)=[oo—oo]:

n—oo
. (VnZ-n+2-v3n2+2n—1)-(VnZ-n+2+V3n2+2n-1) . n?-n+2-3n%-2n+1
= lim = lim =
n-oo VnZ-n+2+V3n2+2n-1 n—ooo VnZ2—n+2+V3n2+2n-1
3
—-2n%-3n+3 . —2n-3+

= lim

= lim = —00,
n—ooo Vn2—n+2+vV3n2+2n-1 n-oow D
— ot

2 1
ez
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Zadania

1. Oblicz granice ciggow:
a) lim(2n%+ 7n? —3n)
n—oco

b) lim (=7n? —2n—n)

n—-oo
3
. -n°+n->5
¢ lim ——
) n—oo 5n24+2n-1
. 3n*-2n2%+2
d) lim ———
n—oo 6n2+12n-5
3
. n
e) lim -———
n—oo N“—4n+3
3n®-2n2+2
) lim ———
n—oo 6N2+20n+3
lim ——
im-———-
g) n—oo 4n2—14n+3
—3n%-2n+5
h) lim ——————
) nooo ni*+4n+1
. . 22n+1_2
i) lim

n—oo 2M+27-142

j) lim(n—+vn*-2)

n—oo

k) lim (\/n+ 5 —n)

n—oo

) lim(Wn2+2n—-5-vVn+1)

n—oo

m) lim ("—*4)"2

n—oo n

n) lim ( n” )

n—ooo \n2+1

n3-1

Odpowiedzi
1.
a) o
b) —oo
c) —oo
d) oo
e) oo
f) o
g —
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h) —oo

i) oo
k) —oo

m) oo
n) oo
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2 . 6 . Zastosowania ciggow
w zagadnieniach finansowych

Oprocentowanie kapitatu polegajace na tym, ze okresowy (roczny, kwartalny, mie-
sieczny) dochdd z kapitalu nie jest dodawany (kapitalizowany) do niego i nie bierze
udzialu w oprocentowaniu w nastepnym okresie nazywamy oprocentowaniem pro-
stym.

Niech:

K, - kapital poczatkowy,

T - stopa procentowa,

n - liczba okreséw kapitalizacji,
K, - kapital po n okresach przy oprocentowaniu prostym.

Wowczas:
K, = Ko(1 + nr).

Powyzszy wzér mozemy latwo wyprowadzi¢. Kapital po kolejnych okresach
kapitalizacji wyznaczamy nastgpujaco:
o kapital po 1 okresie kapitalizacji:

K, = Ky + Kor = Ko(1 +1);
e kapital po 2 okresie kapitalizacji:
K, = K; + Kor = Ky + Kor + Ko = Ko (1 + 21);
o kapital po 3 okresie kapitalizacji:
K3 = K, + Kqr = Ky + Kogr + Kor + Kor = Ko (1 + 3r);
I otrzymujemy kapital po n okresach kapitalizacji:

Kn = Kn—l + Kor = Ko(l + nT‘).

Wyznacz wartos¢ kapitalu, jaki inwestor otrzyma przy wptacie 10 000 z1 na 5 lat przy
stalej stopie procentowej wynoszacej 2% w skali roku, przy zastosowaniu oprocento-

wania stalego.
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Rozwiazanie:
Dane s3 nastegpujace:
kapital poczatkowy K, = 10000 zk;
roczna stopa procentowar = 2% = 0,02;
czas oszczedzanian = 5 lat.
Wtedy:
K5 =10000-(1+5-0,02) =11000.

Po 5 latach oszczgdzania inwestor otrzyma 11 000 z1.

Oprocentowanie kapitatu polegajace na tym, ze okresowy (roczny, kwartalny, mie-
sieczny) dochdd z kapitalu jest dodawany (kapitalizowany) do niego i bierze udziat
w oprocentowaniu w nastepnym okresie nazywamy oprocentowaniem skladanym.

Niech:

K, - kapital poczatkowy,

r - stopa procentowa,

n - liczba okresow kapitalizaciji,

K, - kapital po n okresach przy oprocentowaniu sktadanym.

Woéwczas:

K, =Ky(1+1)™

Powyzszy wzdr réwniez mozemy fatwo wyprowadzi¢. Kapital po kolejnych okre-
sach kapitalizacji wyznaczamy nastepujaco:
e kapital po 1 okresie kapitalizacji:

K, = Ky + Kor = Ko(1 +1);
e kapital po 2 okresie kapitalizacji:
K=K +Kir=K,(1+7)=K,(1+7r)(1+71)=Ky,(1+71)%
e kapital po 3 okresie kapitalizacji:
Ki =K, +K;r =K,(1+7) =Ky(1+71)2(1+71) =Ky(1+7)3
e kapital po n okresach kapitalizacji:

Kn = Kn—l + Kn_lr = Kn—l(l + 7') = Ko(]. + T)n.
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Wyznacz wartos¢ kapitalu, jaki inwestor otrzyma przy wptacie 10 000 z1 na 5 lat przy

stalej stopie procentowej wynoszacej 2% w skali roku, przy zastosowaniu oprocento-
wania sktadanego.

Rozwiazanie:
Dane s3 nastepujace:
kapital poczatkowy K, = 10000 zl,
roczna stopa procentowar = 2% = 0,02,
czas oszczedzanian = 5 lat.
Wtedy:
K5 = 10000 - (1 + 0,02)° = 11040,81.

Po 5 latach oszczgdzania inwestor otrzyma 11 040,81 z1.

©
Uwaga:

Przy oprocentowaniu sktadanym, jesli stopa procentowa r dotyczy okresu rocz-
nego, a odsetki naliczane sg k-krotnie w ciggu roku (np. kwartalnie dla k = 4, mie-
siecznie dla k = 12), to kapital uzyskany po n latach mozemy obliczy¢ ze wzoru:

K, =K, (1 + i)kn,

wtedy:
% — stopa procentowa okresu podstawowego.
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Zadania

1.

Wyznacz warto$¢ kapitatu, jaki inwestor otrzyma przy wplacie 1 000 zI na 3 lata
przy stalej stopie procentowej wynoszacej 5% w skali roku, przy zastosowaniu
oprocentowania prostego.

Wyznacz wartos¢ kapitatu, jaki inwestor otrzyma przy wplacie 1 000 zI na 3 lata
przy stalej stopie procentowej wynoszacej 5% w skali roku, przy zastosowaniu
oprocentowania skladanego.

Student WIZ PB odziedziczyt 100 000 zt i chce je przeznaczy¢ na zakup miesz-
kania, ale dopiero po skonczeniu studiéw. Jest on $wiadomy faktu, ze trzymanie
srodkéw finansowych w domu nie jest bezpieczne, ani nie przynosi zadnych zy-
skéw. Ponadto wie, ze oprocentowanie skfadane jest korzystniejsze od oprocen-
towania prostego. Dlatego zwrdcil si¢ do dwdch bankéw z zapytaniem o warunki
lokat terminowych przy oprocentowaniu skladanym. W banku A moze uloko-
wac kapital na 3 lata przy rocznej stopie procentowej r; = 10% i oprocentowa-
niu naliczanym co pét roku. W banku B moze ulokowa¢ kapital na 3 lata przy
rocznej stopie procentowej r, = 10% i oprocentowaniu naliczanym co kwartal.
W ktérym banku korzystniej jest ulokowaé posiadane $rodki finansowe i jaka
kwotg bedzie dysponowat student po 3 latach?

Odpowiedzi

1.
2.

K; = 1150 zt.
K; = 1157,63 zL.

3. Korzystniej jest ulokowac kapital w banku B. Student bedzie dysponowal kwota

134488,88 zt.
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Granica i ciagtos¢ funkcji

3 . 1 - Definicja granicy funkcji w punkcie

Pamigtamy, ze cigg liczbowy jest funkcja. Skoro znamy pojecie granicy ciagu
i umiemy juz liczy¢ granice specyficznych funkcji jakimi sg ciagi, w tym rozdziale
poznamy metody obliczania granic dowolnych funkcji. Granice ciaggéw liczymy tylko
w nieskonczonosci, granice funkcji mozemy liczy¢ w punkcie oraz +oo.

Definicja (Heinego)

Liczba g jest granica funkgji f (x) w punkcie x, co zapisujemy:

g = lim f(x),

x—=Xo
jezeli dla kazdego ciggu argumentow {x,} spelniajacego nastepujace warunki:
1. x, €Dy,

2. Xp# Xp»

3. Xxp = Xxg,gdyn — o

cigg wartoéci funkeji {f (x)} jest zbiezny do g.

Na rysunku 3.1 przedstawiono graficzng interpretacje granicy funkcji w punkcie.

RYS. 3.1. Graficzna interpretacja granicy funkcji w punkcie postaci: g = lim f(x)
X—Xq
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Uwaga:

Liczba g, czyli granica funkgji f (x) w punkcie xy, moze by¢ dowolna liczbg rze-
czywistg lub +o0 lub —oco. W przypadku, gdy g jest +00 lub —oo, méwimy, ze funkcja
f(x) ma granice niewlasciwg w punkcie x;.

3x+5
x3+3

Wyznacz granice funkcji f(x) = w punkcie xq = 1.
Rozwiazanie:
Wiemy, ze Dy = R, wezmy wiec dowolny ciag {x,} spelniajacy warunki 1., 2. i 3.

z definicji granicy funkgcji dla xy = 1.
3xp+5
Xn3+3°

Ogdlny wyraz ciaggu wartosci funkcji ma wtedy postaé: f(x,,) =
Dla x,, > 1 mamy: 3x,, + 5 > 8 oraz x,,® + 3 > 4, czyli:

3xpt+5 8

- —-=2,awi
xn3+3 4 > awiec

3x+5

im——=2.

x—1Xx°+3

©
. .. 4+x .
Wyznacz granice funkgji f(x) = =W punkcie x, = —2.

Rozwiazanie:

Wiemy, ze Dy = R\{2}. Wybieramy ciag {x, } spetniajgcy warunki 1., 2.1 3. z definicji
granicy funkgji dla x, = —2 i w pamieci obliczmy warto$ci ciagu f (x,,), czyli w prak-
tyce wstawiamy liczbe —2 za x do wzoru funkgji f (x). Zatem granica funkeji wynosi:

4+x _4+(-2) _ 2 1

1 = =—= .
x—>—-2X—2 (-2)-2 -4 2

Jezeli warunek 2. w definicji granicy funkcji w punkcie zastagpimy warunkiem:
2’) xp < Xg,

to liczbe g nazywamy lewostronng granicg funkcji w punkcie xg, co zapisujemy:
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lim f(x)=g.
X=X,
Zapis x = x oznacza, ze x dazy do x z lewej strony.
Jezeli warunek 2. w definicji granicy funkcji w punkcie zastagpimy warunkiem:
27) xp > X,
to liczbe g nazywamy prawostronng granica funkcji w punkcie xq, co zapisujemy:
lim f(x)=g.
x-xd

Zapis x = x§ oznacza, ze x dazy do x, z prawej strony.

Twierdzenie

Funkcja o warto$ciach f(x) ma w punkcie x, granice g, wtedy i tylko wtedy, gdy gra-
nice jednostronne tej funkcji w punkcie x s3 réwne g.

Wyznacz granice funkgji f(x) = g w punkcie xg = 2.

Rozwiazanie:
Wiemy, ze Df = R\{2}. Punkt x, = 2 nie nalezy do dziedziny funkcji. Obliczajac
granice zgodnie z powyzej przedstawionym schematem otrzymujemy:
tim % = 5] = Gl

Jesli obliczajac granice funkcji w punkcie otrzymamy wyrazenie [%] ia=+0,
to nalezy liczy¢ granice jednostronne w punkcie x, = 2.

Wezmy wiec dowolny ciag {x,} spelniajacy powyzsze warunki 1, 2°, 3 dla
Xo = 2.

Z punktu 2’. wynika, ze wyrazy ciagu x, < 2, wiec (x, — 2) < 0 oraz x,, = 2
(z punktu 3.), wiec (x,, — 2) = 0, obie te informacje mozemy zapisa¢ w nastepujacy
sposéb: (x, —2) = 07, co oznacza, ze ciag {(x,, — 2)} zbliza si¢ do 0 z lewej strony.

Mamy wiec (x,, — 2) < 0 oraz (x, — 2) = 0, zatem mozemy stwierdzi¢, ze cigg
odwrotnosci

1
Xpn -2

— —00 , wigc
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. 4+x
lim — [ ] =—
xX-2" X— 2

Analogicznie obliczamy granice prawostronna:

4+x _ 4+2 6
m-—=-——=|—| = +oo.
xo2+x=2  2-2 ot

. . . g Ce Atx L . .
W powyzszego twierdzenia wynika, Ze granica llrr% ., hie istnieje, gdyz granica
X— -

lewostronna i prawostronna sg rézne. Granice jednostronne istnieja i s3 niewlasciwe.

©
Przyktad 3.4

Wyznacz granice funkgji f(x) = % w punkcie xq = 0.

Rozwiazanie:

Wiemy, ze Dy = R\{0}. Punktx, = 0 nie nalezy zatem do dziedziny funkcji, wiec
obliczajac granice otrzymujemy:

1
chl—r;% x2 02 - [6]

i w tej sytuacji obliczymy granice jednostronne:

1 1 1
lim % =5 =[] = +oo,
1 1 1
—_——=— =] = (0]
lim % =5 = [&] = 4o

. . . . T 1 .. . . [
Z powyzszego twierdzenia wynika, ze llrr(l) —z = % ijest to granica niewlasciwa.
X—
©

Wyznacz granice funkgji f(x) =

Rozwiazanie:
Wiemy, ze Df = R\{—2,2}. Punkt x, = 2 nie nalezy do dziedziny funkcji. Oblicza-
jac granice zgodnie z powyzej omoéwionym schematem otrzymujemy:

lim £ =2 [%].

x=2 xX2—4
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Jesli obliczajac granice funkcji w punkcie otrzymamy wyrazenie [ ] czyli symbol

nieoznaczony, to jedng z metod postepowania jest przeksztalcenie wzoru funkcji,
tak aby pozby¢ si¢ symbolu nieoznaczonego:

x2-2x _ x(x=2) _..ox 2 1
}}E% x2-4 [0] ;15_>2 (x=2)(x+2) }}_‘3% x+2 4 2
©
Dzialania na granicach funkcji
Niech lim f(x) = g4 1 lim h(x) = g,, wtedy:
X—>Xg X—>Xg
lim (f (x) + h(x)) = g1 + g2
X—Xg
lim (f (x) — h(x)) = g1 — g2
X—Xq
lim (f (%) - h(x)) = g1 925
X—Xg
L (f@) _ &
g2 #0= x]l_)l’;lo (h(x)) T g,
Jezeli Axex f(X) # yo A lim fx)=yo A lim h(y) = g, to:
lim h(f(x)) = llm h(y) =
X—>Xq
Zapamietaj:
lim(1 + x)% =e, lim(1+ kx)a‘lc =ek;
x—0 x—0
. sinx _ . sinkx _ . sinkx _
Jl(l_r}(l) . —k,kERoraz?_r)r(l) =1k€ER,

lima* =1,dlaa > 0,

x—-0
lim £ = +o0i 11m—=—00,d1aa<0,
x-0" X x-0tx
lim £= -0 llm——+oo dlaa > 0.
x->0" X x—-0tXx
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Przyktad 3.6

Wyznacz granice funkeji f(x) =

nkci =
g wpu ciexy = 0.

nk
X = 1. Zatem:

Korzystamy ze wzoru: lim &
x—0

sin3x
=i 3x 3

lim sin3x
x—0Sin7x  x—0 Sl;llvx

Poniewaz 2% dazy do 1 oraz> dqzy do 1, wiec mamy:
1. sin3x — 1m3_x — E
x—o0 Sin7x x—-07x 7
©
. . sinx:cosx .
Wyznacz granice funkgji f(x) = ST punkcie xy = 0.
. sinkx
orzystamy ze wzoru: = 1. Zatem:
Korzyst ze Wz lln(l) 1. Zat
X—
.. sinx-cosx SInXx-cosx .. MEy.cosx
1 = lim sin 2x = lim sin 2x
tg2x x— : x =2
x—0 cos2x 2x .
cos2x
Poniewaz 2% dazy do ;2= dqzy do 1 oraz cos 0 = 1, wiec mamy:
. sinx-cos x .
lim—————= =limy5=limx-X =1
x—o tg2x x-05 x—0 2x 2
©

Przyktad 3.8

Oblicz granice funkgji: llm(l - 2x)3x+1°

Rozwiazanie:

Aby wyznaczy¢ granice podanej funkcji nalezy wykonaé takie przeksztalcenia,
aby mozna bylo zastosowa¢ wzor: chin(ﬂ) 1+ kx)?lc = ek,

. _ Lx+10 T _ %‘X'(%'FIO)
chl_r}(lj(l 2x)3 = }61_13(1)(1 +( Zx)) .
Poniewaz:

1
. _ * . -2
J161_1)1(1)(1 + (—2x))*dazydoe
92



Granica i ciagtos¢ funkcji

oraz:
x:(%+10) = Z+10x=} przy x dazacym do 0,
zatem:
lim(1 — 2% = 75 = ¢ 73
2 sposob:

Mozemy tez przeksztalci¢ wzdr podanego ciggu wykorzystujac wlasnosci dziatan
na potegach:

. oo _ = _ 10 _
)lcl_l’)%(l 2x)3 }61_13’(1)(14-( 2x)) (1 + ( Zx))

= lim ((1 + (—2x))%)§ (14 (=20)"°

Poniewaz:
1
31(1_1)1(1)(1 +(—2x))* =e7?
oraz
lim(1+ (-2x))" =110 =1
x—-0
zatem:
lim(1 — 2x)$“° = (e_z)é 1=e5
x—0
©)
Zadania

1. Oblicz nastgpujace granice funkcji:
a) lim(2x3—x%2+1)
x—3

b) lirri\/x2 +6x+3
x—

. 3x2
¢) lim—
x—1x+4

d) lim=—

e) limln(2x —e)
X—e
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2. Oblicz nastepujace granice funkgji:

x%+1

a) lim
x—3 X—3

b)

¢) lim

d) lim

e) limei-=x

b lim e
_1
i (2-x)2
g) )lcl_r)r%?,
1
h) lim 22—«
x—-2

D lim (1+ i)zm

x-0

3. Oblicz nastepujace granice funkcji:

. x%2-9
a) lim=
x—3 X“—3x

. (x=3)Wx+2
b) lim &23Wx+2

x-3 x“=9
2x*+3x%—4x

c) lim

x—-0 X

d) lim

g

x->—-2 X+2
4. Oblicz nastepujace granice funkgji:
a) lim sin5x

x—-0 X
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b)
c)
d)

a)
b)
c)

d)

. sin3x
lim

x—0 3x

sin3x

1m —
x—0 Sin 2x

sin 5x

1m —
x—0 Sin4x

lim(1 + 2x)?1c
x—0
lim(1 + 4x)% 2
x—0

2
lim(1 — 5x)3x "
x—0

lim(1 + 7x)§
x—0

Odpowiedzi

1.

granica lewostronna —oo, prawostronna +oo
granica lewostronna +0o, prawostronna —oo
granica lewostronna —oo, prawostronna +oco
granica lewostronna —oo, prawostronna +oo
granica lewostronna +o0o, prawostronna 0

+ o0

+ 00

granica lewostronna +o0o, prawostronna 0
granica lewostronna —oo, prawostronna +oo
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3.
a)

o o
~
— (9]

Bk Al N]W

e)

a) e
b) e*

¢) o

d) 828
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3 . 2 Definicja granicy funkcji w nieskoniczonosci

Obliczajac granice funkcji w +00 mozemy wykorzysta¢ twierdzenia i wzory, ktore
stosowaliémy przy obliczaniu granic ciggéw. Dla funkcji mozemy policzy¢ dodat-
kowo granice w —oo. Metody obliczania granic w +oo oraz w —oo s3 podobne.

Niech funkcja f(x) bedzie okreslona w przedziale (a, +00), gdzie a jest dowolng

liczbg rzeczywista lub niewlasciwg —oo. Liczbe g nazywamy granica funkcji przy
X — +00, cO zapisujemy:

lim f(x) =g,
x—+00

jezeli dla ciggu argumentéw {x,} rozbieznego do +oo odpowiadajacy mu ciag war-
tosci funkcji {f (x,,)} jest ciagiem zbieznym do g.

Niech f bedzie okreslona w przedziale (—oo, b), gdzie b jest dowolng liczbg rzeczy-

wistg lub niewlasciwa +oo. Liczbe g nazywamy granica funkcji przy x — —oo,
co zapisujemy:

lim f(x) =g,
X——00

jezeli dla ciggu argumentdéw{x,} rozbieznego do —oo odpowiadajacy mu ciag warto-
$ci funkeji {f (x,,)} jest ciagiem zbieznym do g.

Uwaga:

Liczba g, czyli granica funkcji przy x — —oo lub x — +00 moze by¢ dowolna liczba
rzeczywista lub niewlasciwg +oo lub —oco. W przypadku, gdy g jest liczba niewlasciwa,
moéwimy, ze funkgcja f (x) ma granice niewlasciwa przy x — —oo lub x — +co.

Zapamicetaj:

. 1\*
lim (1 + ;) =e;

xX—+oo

lim (1 +§)x =ek k € R;

x—+oo
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kx

lim (1+k%)7=e,kER;

xX—+oo
0 dlaa>1, 0 dlad<ax<i,
lir_n a*={1 dlaa=1 oraz lirJP a*=4{1 dlaa=1,
8 +oo dlald<a<1 8 4+ dlaa > 1.

Przyktad 3.9

Oblicz granice funkeji f(x) = —x3 + x2 + 5x — 2 w +00iw —oo.
Rozwiazanie:

lim (—x3+x?+5x—2)= lim —x (1_l_i+i)=
X——00 X——00 X

(=0)(1 = 0= 0 +0) = —(—o0) = o
lim (—x3 + x% + 5x — 2) = lim —x (1———i+£)=

X—00 X—00

—(0)*(1=0-0+0) = —(0) = —o

©
Przyktad 3.10
4x%+x
Oblicz granice J}1_11)10 5
Rozwiazanie:
li 4xZ4x . x?(4+ ) - lim x-(4+0) _ 4=
x—oo X—2 - X—00 x(l——) x—oc 1-0 - -
©
Przyktad 3.11
2
Oblicz granice J}1_11)10 4;2_4-; .
Rozwiazanie:
. axex x2(4+3) 440 _
lim o= ,EL“;xz(l_) il
©
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Przyktad 3.12

. . . 4x%4x
Oblicz granice J11_}rr®'.10 ey
Rozwiazanie:
lim dxlrx lim D) iy 0 lim==0
x—00 X3—-2x - xX—00 x3(1——2) - x—o00 x(1-0) - x—00 X -
X
©
. T 2)\3*
Oblicz granice J11_}rr®'.10 (1 + ;) .
Rozwiazanie:
. 3x .. 3 a3 6
lim(1+3)" = lim((1+3)) = ()’ =e"
©
Zadania

1. Oblicz nastepujace granice funkgji:

a) lim (3x3—5x2+2)

X——co

b) lim (3x3—5x2+2)

xX—+00
9) chirrloo(—sz —x+2)
d) lim (=5x2—x+2)
xX—+00
¢ lim 2x+3

x—+00 3x2-1

. 2x2%+3
f) lim
x—+00 3x2-1

) lim 2x3+3
8 x—>+oo3x2-1

h) lim (\/x -2 —\/E)

xX—+co

2. Oblicz nastepujace granice funkgji:

a) lim (1+3)"

xX—+co

99



Funkcje jednej zmiennej i ich granice. Podrecznik dla studentow studiow licencjackich i inzynierskich

b) lim (1-2)%"

X—+00

c) lim (%5)2)6

X—+00

2
d) lim (28

x>+t *°

. 3x+4
e) lim 2%x3

X—+00

. 4x+1
f) lim 3zx1

X——00

x24+5x-2

g) lim In

X—+00 x2+3

h) lim (sz— —3x+1)

X——00

Odpowiedzi
1.
a) —oo
b) oo
c) —oo
d) —oo
e) 0
f) =
g) —oo w - nieskoniczonosci, o w +nieskonczonosci
h) 0

a) 12
b)
c)
d)
e)
f)

g)
h) —oo

B

S O o
mg"‘
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3. 3. ciagtosé funkcji

Znajac definicje granicy funkcji w punkcie mozemy zdefiniowa¢ pojecie cigglosci
funkgji. Intuicyjnie przyjmujemy, ze funkcja jest ciagla, jezeli jej wykres mozemy
narysowac nie odrywajac otéwka od kartki.

Funkcja f: X — R jest ciagta w punkcie x, jezeli:

1. istnieje granica funkeji f(x) w punkcie xy, czyli x]ll’;‘l f(x),
—Xo

2. istnieje wartos¢ funkgji f (xo), czyli xo € Dy,
5 Jim £ = £Gxo).

Uwaga:
Jezeli jeden z powyzszych warunkéw nie jest spetniony, to méwimy, ze funkcja
f jest nieciagla w punkcie x¢,a punkt x, nazywamy punktem nieciagtosci tej funkcji.

Funkgja f: X — R jest lewostronnie ciggla w punkcie x, jezeli:

1. istnieje lewostronna granica funkgji f(x) w punkcie xy, czyli xlirarc% f(x),

2. istnieje wartos¢ funkgji f (xo), czyli xo € Dy,

3. lim £ = o).

Funkgja f: X — R jest prawostronnie ciggta w punkcie x, jezeli:

1. istnieje prawostronna granica funkgji f(x) w punkcie x,, czyli xlir)rc1+ f(x),
—Xo

2. istnieje wartos¢ funkcji f (xo), czyli xq € Dy,
3. lim f(x) = f(xg).
xX—=xg

Twierdzenie

Funkcja jest ciggta w przedziale (a, b), jezeli jest ciagta w kazdym punkcie tego prze-
dziatu.
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Twierdzenie

Funkgja jest cigglta w przedziale (a, b), jezeli jest ciggta w kazdym punkcie wewnetrz-
nym tego przedzialu oraz jest prawostronnie ciggla w punkcie a oraz lewostronnie
ciagta w punkcie b (rys. 3.2).

YA
AN funkcja jest lewostronnie ciagta w b

funkcja jest ciagta w (a, b)

funkcja jest prawostronnie ciggta w a

><V

a b
RYS. 3.2. Graficzna interpretacja ciggtosci funkcji w przedziale (a,b)

Twierdzenie

Jezeli funkcje f(x) i g(x)sa ciggle w punkcie x,, to funkgje: f(x)+ g(x),
f(x) —gx), f(x)-g(x)oraz % (gdy g(xg) # 0) sa rowniez ciggte w punkcie x;.

Twierdzenie

1. Wielomian f(x) = ag + a;x + ayx? + -+ + a,x™ jest funkcja ciggly w kazdym
punkcie xo € R.

2. Funkcja wymierna (iloraz dwdch wielomianow) jest funkcja ciagta w kazdym
punkcie poza miejscami zerowymi mianownika.
3. Funkcja potegowa f(x) = x%, gdzie a = const jest funkcjg ciagla dlax > 0.
. Funkcja wykladnicza f(x) = a*, gdzie a > 0 jest funkcjg ciggla dla x € R.
5. Funkgja logarytmiczna f(x) = log, x, gdzie a > 0 ia # 1 jest funkcja ciagla
dlax > 0.
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Twierdzenie

Funkcja odwrotna do funkcji ciaglej i rosnacej (malejacej) jest ciagla i rosngca
(malejaca).

Twierdzenie

Jezeli funkcjay = f(x) jest ciggla w punkcie x, i funkcja h(y) jest ciagla w punkcie
Yo = f(x0), to takze funkcja zlozona h(f (x)) jest ciagta w punkcie x,.

Twierdzenie

Jezeli istnieje granica wlasciwa xlln; f(x) = g i funkcja h(y) jest ciagla w punkcie
—Xo

Yo = g, to:

lim A(f() = h( Jim 1) = h(g).

Twierdzenie (Weierstrassa o osigganiu kresow)

Jesli funkeja f: {(a, b) = R w jest ciagla przedziale domknietym (a, b), to jest w tym
przedziale ograniczona oraz istnieja w tym przedziale takie punkty x4, x, € (a, b),
ze najmniejsza warto$¢ funkgji (kres dolny) w przedziale {(a, b) wynosi f(x1) oraz
najwieksza wartos$¢ funkgji (kres gorny) w przedziale (a, b) wynosi f(x,).

|

0 a X, b=x,

ipfb)f(x) = f(b) oraz sup f(x) = f(xz)
X€(a, x€{a,b)

=y

RYS. 3.3. Graficzna interpretacja twierdzenia o osigganiu kreséw
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Twierdzenie (Darboux)

Jesli funkgja f: {(a, b) = R w jest ciagla przedziale domknietym (a, b) i na jego kon-
cach przyjmuje wartoéci f(a) i f(b) oraz f(a) # f(b) to funkcja f (x) w przedziale
(a, b) przyjmuje kazda warto$¢ posrednig z przedziatu (f (a), f (b)), czyli:

Nye (r@).f ) Veeany () = V.

YA

y=flx)
fb)
S S N :
fla)T | | |
VAL 4 P

RYS. 3.4. Graficzna interpretacja twierdzenia Darboux

Uwaga:
Dla funkgji $cisle monotonicznej taki punkt c jest dokladnie jeden.

Whiosek z twierdzenia Darboux

Jesli funkcja f: (a, b) = R jest ciaglai$cisle monotoniczna w przedziale domknietym
(a, b) oraz zachodzi nier6wnos¢: f(a) - f(b) < 0, wowczas istnieje doktadnie jedno
miejsce zerowe funkgji f(x) w przedziale (a, b).

JA

flayp — Y1)

jedyne miejsce zerowe f{c)=0

><V

f)r
RYS. 3.5. Graficzna interpretacja wniosku z twierdzenia Darboux
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Przyktad 3.14

Zbadaj ciaglos¢ funkdji f (x) = 2x + 4 w punkcie x5 = 3.

Rozwiazanie:
1 sposdb
1. istnieje granica funkgji f(x) w punkcie xy = 3, czyli }Cl_lg (2x +4) =10,
2. istnieje wartos$¢ funkcji f (xo) = f(3) = 10, czyli xy = 3 € Dy,
3. limf(x) = f(3),
czyli na mocy definicji ciaglosci funkeji funkcja f(x) = 2x + 4 jest funkcjg ciagla
w punkcie x, = 3.

2 sposodb
Funkgja f(x) = 2x + 4 jest wielomianem, a kazdy wielomian jest funkcja ciagla
w kazdym punkcie x4 € R, wiec analizowana funkgja jest funkcja ciagla w xo = 3.

©
Przyktad 3.15
.. Iy .. 4x%+x .
Zbadaj ciggtosc funkeji f (x) = ——=w punkcie xo = 2.
Rozwiazanie:
Df = R\{Z}, CZYli Xg = 2 e Df
Nie jest spelniony punkt 2. definicji ciggtosci funkgji, wiec funkeja f(x) = 4i2_;x
nie jest ciggla w punkcie xq = 2.
2
Punkt xy = 2 jest punktem nieciaglosci funkeji f (x) = 4§_Zx.
©

Przyktad 3.16

Zbadaj ciggloé¢ funkdji f(x) = {

x+1, x<0

Plx> prunkciexo = 0.

Rozwiazanie:

lim (x + 1)

1 lim f(x) = { X0 1
x—0

. 2 >
Jime+n~h
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2.Df =R, czyli f(0) = 0+ 1 =1 orazxy = 0 € Dy;
3. lirr(l)f(x) = f(0) =1.
X—

Zatem funkcja f(x) jest ciagla w punkcie x, = 0.

Zbadaj ciggloé¢ funkcji f(x) = {

x+2, x<0
2x+1,x = 0.

Rozwiazanie:
Funkgje x + 2 oraz 2x + 1 s3 ciagle w swoich dziedzinach jako funkcje wielomia-
nowe. Cigglo$¢ funkgji f(x) nalezy wiec zbada¢ tylko na wlasciwych krancach prze-
dziatéw okreslonosci, czyli w punkcie x5 = 0.
lil’(IJl_ (x+2) 2

. _ ) x> _ . .. ..

1. chl_r;% flx) = 11%1+(2x +1) " {1 = chl_r;l(l) f (x) nie istnieje.
X—

Nie jest spetniony punkt 1. definigcji ciggtosci funkcji, wiec funkcja f(x) nie jest
ciagla w punkcie xy = 0.

Punkt xy = 0 jest punktem niecigglosci funkgji f (x).

Jednak 11151+(2x + 1) =1 = f(0), wiec funkgja jest prawostronnie ciggta.

X—

Przyktad 3.18

©)

o ,, . _(x—1, x<0
Zbadaj ciagloé¢ funkgji f (x) = {xz +1x>0.
Rozwiazanie:
li%q_(x -1 1
1. chl_l’)% flx) = { lir51+(x2 1) { 1 , czyli: chl_l’)r(lj f (x) nie istnieje;
X—

2.Df =R, czyli f(0) = 0%+ 1 =1orazxy =0 € Dy ;
3. lim f(x) =f(0) =1.
x—-07t

Funkgja f (x) w punkcie x, = 0 jest prawostronnie ciggla, a nie jest lewostronnie
ciagla.
Zatem f(x) w punkcie x5 = 0 nie jest ciggta.
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YA

y=fx)

4

RYS. 3.6. Graficzna interpretacja nieciagtosci funkcji f (x)

®)
Zadania
1. Zbadaj cigglos¢ funkdji f (x), jezeli:
2*+3, x<2
a) f(x)={logyx,2<x<4
x—2, x>4
x, x<0
b) f()={Vx,0<x<1
x—1, x >1
2x+1, x<0
o) f(x)=<5vx+1,0<x<8
2% x >8
—x2+1, x<1
d fx)= 10g3x 1<x<9
, x>9
) _ smx O<x<m
¢ - x, —mt<x<0

0,
g f() ={|x|

107



Funkcje jednej zmiennej i ich granice. Podrecznik dla studentow studiow licencjackich i inzynierskich

1—x% x<0
h) f(X)={(1-x)%0<x<2
4—x, x >2

2. Dlajakich warto$ci parametru a € R funkgja f(x) jest ciagla w zbiorze liczb
rzeczywistych:

x%2—2x-3

a) f(x)={ x—3 » X #3
a x=3
x3-8

b) f(x)={ﬁ'“t2
a, x=2

x+a x<-1
o f(x)=1]x?-1<x<2
log, x+3, x > 2
_((x+a)’ x<0
d) f&) = 1—x, x>0
3(x—a),x<1
Inx, x>1

e) f(x)=

_(—x?—x,x<0
H f&) = e*+a x>0

(x+1, x<O0
ax?+1,x >0

x+a x<0
h) f(x)Z{Zx x>0

g f(x)=

Odpowiedzi

1.
a) funkcja niecigglawx = 2
b) funkcja niecigglawx =1
c) funkcja nieciaglawx = 8
d) funkcja ciggta
e) funkgcja ciagta
f) funkcja ciggla
g) funkcja niecigglawx =0
h) funkcja nieciggla wx = 2

a) a=4%
b) a=12
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) a=2
d a=-1luba=1
e) a=1
) a=-1
g) a€R
h) a=1
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3 . 4 - Asymptoty wykresu funkcji

Czesto chcemy wiedzie¢, jak zachowuja sie funkcje w otoczeniu punktu nienaleza-
cego do dziedziny (punktu nieokreslonosci) funkcji lub w nieskonczonosci. Infor-
magcji na ten temat dostarczaja asymptoty wykresu funkgji.

Niech funkcja f(x) bedzie okreslona w pewnym przedziale (a, b) z wylaczeniem
punktu xg z tego przedziatu.

Prosta x = x( nazywamy lewostronng asymptota pionowa krzywej o réwnaniu
y = f(x) wtedy, gdy:
lim f(x) =—olub lim f(x) = +oo.
XX~

XX~

YA

¥

RYS. 3.7. Lewostronna asymptota pionowa krzywéj oréwnaniuy = f(x)

Przedstawiona na rysunku 3.7 prosta x = x, jest lewostronng asymptota pio-
nowg funkgji f(x).
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Prosta x = x¢ nazywamy prawostronng asymptota pionowa krzywej o rdwna-
niuy = f(x) wtedy, gdy:

lim f(x) = —co lub 1im+f(x) = 400,
X—=Xg

X—Xg

: y=x)

5 ¥

Xy

RYS. 3.8. Prawostronna asymptota pionowa krzywej o réwnaniu y = f(x)

Przedstawiona na rysunku 3.8 prosta x = x, jest prawostronng asymptota pio-
nowg funkgji f(x).

Prosta x = x( nazywamy asymptota pionowa krzywej o réownaniu y = f(x)
wtedy, gdy jest ona asymptotg lewostronng i prawostronng pionowa danej krzywe;j.
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YA
y=fx)

¥

-

RYS. 3.9. Asymptota pionowa krzywej o réwnaniu y = f(x)

Przedstawiona na rysunku 3.9 prosta x = x, jest asymptota pionowa funkcji

f ).
Niech funkcja f(x) bedzie okreslona odpowiednio w jednym z przedzialéw
(=, a), (b, +o0).

Prosta y = mx + n nazywamy lewostronng (w —oo0) asymptota uko$na krzywej

o réwnaniu y = f(x) wtedy, gdy:
lim [f(x) — (mx +n)] =0.
xX——00

Przedstawiona na rysunku 3.10 prosta y = mx + n jest lewostronng asymptota
ukosng funkgji f(x).
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YA

y=flx)

N
N
N
.
.
.
.
.
.
. >
< >
. X
.
)

RYS. 3.10. Lewostronna asymptota ukosna krzywej y = f(x)

Twierdzenie

Prosta y = mx +n nazywamy lewostronng (w —o0) asymptota ukosng krzywej
o rownaniu y = f(x) wtedy, gdy istniejg granice:
m= lim %orazn = lim (f(x) — mx).

X——00

X—>—00

Prosta ¥ = mx + n nazywamy prawostronng (w +00) asymptota ukosng krzywej
o rownaniu y = f(x) wtedy, gdy:

lim [f(x) — (mx +n)] =0.

X—+00

Przedstawiona na rysunku 3.11 prosta y = mx + n jest prawostronng asymp-
tota ukos$na funkgji £ (x).
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JA

RYS. 3.11. Prawostronna asymptota ukos$na krzywej y = f(x)

Twierdzenie

Prosta y = mx + n nazywamy prawostronng (w +o) asymptota ukosng krzywej
oréownaniu y = f(x) wtedy, gdy istniejg granice:

m= lim 2%0razn = lim (f (x) — mx).
X X—+00

X—+00

Niech funkcja f(x) bedzie okreslona odpowiednio w sumie nastepujacych
przedzialow:

(—,a) U (b, +).

Prosta y = mx + n nazywamy asymptota ukosna krzywej o réwnaniu y = f(x)
wtedy, gdy jest ona asymptota lewostronng i prawostronng ukosng danej krzywe;j.

Na rysunku 3.12 zobrazowano prostg o réwnaniuy = mx + n, ktoéra jest asymp-
totg uko$na funkgji f (x).
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YA

A\

RYS. 3.12. Asymptota ukosna krzywej o réwnaniu y = f(x)

Jesli w powyzszych definicjach m = 0, to prosta y = n nazywamy odpowiednio
asymptota pozioma lewostronng, prawostronng lub obustronng.

Na rysunku 3.13 przedstawiono prosta y = n, ktora jest asymptota pozioma
lewostronna funkgcjiy = f(x).

JA

>
\x

RYS. 3.13. Asymptota pozioma lewostronna krzywej o réwnaniu y = f(x)

Na rysunku 3.14 przedstawiono asymptote poziomag wykresu funkeji f(x)
o rownaniuy = n.
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IA

<

RYS. 3.14. Asymptota pozioma krzywej o réwnaniu y = f(x)

Przyktad 3.19

2
Wyznacz asymptoty wykresu funkgji f (x) = xxTz

Rozwiazanie:

Dy = R\{2}, wiec funkgja jest okreslona w przedziatach (—,2) U (2, ).

1. Asymptota pionowa: nalezy obliczy¢ granice jednostronne w punkcie xy = 2
(nienalezacym do dziedziny funkgji, czyli punkcie nieokreslonosci):

I x—z—z—z—[i]——oo iecx = 2 jest totg pi lewostronna;
lim o =05 = [o=] = —° wigc x = 2 jest asymptotg pionowg lewostronng;
x2 22 147 _ . o .
Jim == [0—+] = +o00, wiec x = 2 jest asymptota pionowa prawostronna.
2
Wiec prosta x = 2 jest asymptotg pionowg wykresu funkgji f(x) = %
2. Asymptota uko$na: aby znalez¢ réwnanie asymptoty ukosnej postaci y = mx +n

nalezy obliczy¢ granice okreslone wzorami m i n:

_ o) _ 1_ x* 1
m= x1—1>r-lpoo X xl—1>I-il:loo f(X) - xl—l>r-|poox 2 x -
2
= lim =1

L N
x—+oo x2-2x x—+oo xz(l—gz—c)

m # 0, wigc funkcja nie posiada asymptot poziomych.
W celu wyznaczenia réwnania asymptoty ukosnej, liczymy granice okreslona
wzorem n:

n= llm L (f(x) —mx) = lim (x—z -1 -x) = lim (x—z — x(x—z)) =

x—+o0 \x—2 x—+oo \x—2 x—2
lim ( x? xZ—Zx) - lim (xz—x2+2x) — lim ( 2x ) -9
x—>+oo xX—2 x—2 x—+o0 x=2 x—+o00 \Xx—2 ’
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2
Wiec prosta y = x + 2 jest asymptota uko$ng wykresu funkgji f(x) = xxTZ

Wyznacz asymptoty wykresu funkgji f(x) = poves

Rozwiazanie:
Dy = R\{—5}, wiec funkcja jest okreslona w przedziatach (—o0, —5) U (=5, o).
1. Asymptota pionowa: aby znalez¢ réwnanie asymptoty pionowej nalezy obliczy¢

granice jednostronne w punkcie x, = —5:
x -5 -5
Jim 5= = 5] = e
wiec x = —5 jest asymptota pionowe} lewostronng;
im — = — = [— = —00,
x—>—5+X+5  —5+5
wiec x = —5 jest asymptotg pionowg prawostronng.

Zatem prosta x = —5 jest asymptotg pionowg wykresu funkgji f (x) = —

2. Asymptota uko$na: aby znalez¢ réwnanie asymptoty ukosnej postaci y = mx + n nalezy
obliczy¢ granice okreslone wzorami m i n:

. X X 1 . X
m= lim — = llm x)- 1= —-== lim =
x—+o0o X f( ) x—>+oox+5 x x—-+o00 X2+5x

= lim +12= lim — = 0.

x—+00 xz(l—E) x—+o00 X1

Sprawdzamy istnienie granicy okreslonej wzorem n:

n—th (f(x) —mx)= lim (L—O-x)= lim (i)=1

x—+00 \x+5 x—+00 \X+5

Z powyzszych wyliczen wynika, ze m = 0,n = 1, wiec prostay = 1 jest asymp-
totg pozioma wykresu funkcji f(x) = pors

©
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Zadania
1. Wyznacz asymptoty wykresu funkgji:
x2+1
a) f(x) ="
_ 3x3
b) () =2
2x3+x
o fx)==—3
d) fx)=x*-3x2+x-1
_ 3x+2
o f) =22
f) f(x)=3x +%
1
9 f="2
1
h) flx)=—5—x
Odpowiedzi
1.
a) x = 1- asymptota pionowa, y = x + 1 — asymptota ukosna
b) x = 2 - asymptota pionowa, y = 3 - asymptota pozioma
¢) x = —1 - asymptota pionowa
d) brak asymptot
e) x = 8- asymptota pionowa, y = 3 — asymptota pozioma
f) x = 0 - asymptota pionowa, y = 3x — asymptota ukosna
g) x =0 - asymptota pionowa prawostronna, y = 0 - asymptota pozioma
prawostronna
h) x = 0 - asymptota pionowa, y = —x — asymptota uko$na
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1. Przyporzadkowanie, ktére kazdemu elementowi x € X przypisuje dokladnie
jeden element y € Y nazywamy:
a) funkcjg okreslong w zbiorze X i przyjmujaca wartosci ze zbioru Y.
b) funkcja okreslong w zbiorze Y i przyjmujaca wartosci ze zbioru X.
c) ciagiem liczbowym.
d) zadna z odpowiedzi nie jest prawdziwa.
2. Zbidr (x,y) € X XY:x € X ANy = f(x) nazywamy:
a) dziedzing funkcji.
b) wykresem funkcji.
c) przeciwdziedzing funkgji.
d) zbiorem wartosci funkgji.
3. Dana jest funkgja f(x) = xj:;
a) nie istnieje.
b) 0.
c) oo,
d ——
4. Dana jest funkgja f(x) =
a) nie istnieje.
b) 0.
c) oo,
1
d) - i
5. Dana jest funkgcja f(x) = h. Wtedy Dy =
a) R.
b) R\{-2,2}.
c) R\{-4,4}.
d) (—e0,—4)U(4,00).
6. Dana jest funkcja f(x) = 2x2 + 4. Wtedy W; =
a) R.
b) R \{0}.
c) [4,+0).
d) (4,+00).
7. Funkgcje f: X = Y nazywamy malejaca, wtedy i tylko wtedy, gdy:
a) Ay ex(x1 <xz = f(xq) < f(x2)).
b) Axpxex(x1 <xz = f(x1) > f(x2)).
) Nxpex(x1 <xz2 = f(x1) < f(x2)).

. Wtedy £(2) =

x-2
x2-16

Wtedy £(4) =
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10.

11.

12.

13.

14.

d) Ay ex(xr <x2 = f(x1) = f(x2)).

Funkcje f: X — Y nazywamy nierosnaca, wtedy i tylko wtedy, gdy:
a) Ay, xex(01 <xz = f(x1) < f(x2)).

b) Ay iex(x1 <x2 =2 f(x1) > f(x2)).

) Axpxpex(1 <xz = f(x1) < f(x2)).

d) Ay ex(xr <xz2 = f(x1) = f(x2)).

Funkcje f: X — Y nazywamy rosnaca, wtedy i tylko wtedy, gdy:
) Ny ex(x1 <x2 = f(x1) < f(x2)).

b) Asxpiex(x1 <x2 =2 f(x1) > f(x2)).

) Axpxpex(1 <xz = f(x1) < f(x2)).

d) Axpxpex( <xz = f(x1) = f(x2)).

Funkcje f: X — Y nazywamy niemalejacg, wtedy i tylko wtedy, gdy:
) Ny ex(xr <xz2 = f(x1) < f(x2)).

b) Axpxex(t1 <x2 = f(x1) > f(x2)).

) Axpxpex(1 <xz = f(x1) < f(x2)).

d) Axpxpex( <xz = f(x1) = f(x2)).

Funkcje f: X — Y nazywamy réznowartosciows, jezeli:
a) Ay ex( # x2 = f(x) = f(x2)).

b)) Axpxex(x1 # x2 = f(x1) # f(x2)).

c) /\xl,xZEXf(xl) = f(x2).

d) Axxex f(x1) # f(x2).

Funkcje f: X — Y nazywamy parzysta, jezeli:

a) Arex(f(x) = f(=x)).

b) VrsoAwex((x+T) EXAf(x) = f(x +T)).

) Nxex((=2) EXAf(X) = —f(—x)).

d) Axex((=2) EXAf() = f(=2)).

Funkcje f: X — Y nazywamy nieparzysta, jezeli:

) Arex(f(x) = =f(=x)).

b) VrsoAvex((x +T) EXAf() = f(x +T)).

A Axex((=x) € XA f(x) = —f(=x)).

d) Axex((=2) € XA f(x) = f(=x)).

Funkcje f: X — Y nazywamy okresowa w X, jezeli:

a) VrsoAvex(f(x) = f(x +T)).

b) VrsoAvex((x +T) EXAf() = f(x +T)).

) VrsoAwex((x+T) EXAf(x) = —f(x +T)).
d) VrsoAxex(f(x) = f(=x +T)).
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15. Jezeli funkcja f: X — Y spelnia warunek f(X) =Y, to méwimy, ze funkcja f(x)
jest:
a) rdéznowarto$ciowa.
b) ,na”.
c) ograniczona.
d) parzysta.
16. Jezeli funkcja f: X — Y spetnia warunek Vyep Ayexm < f(x) < M, to:
a) roznowartosciowa.
b) ,na’.
c) ograniczona.
d) parzysta.
17. Dane sa funkcje f(x) = x2 + 1, g(x) = cos x. Wtedy g(f(x)) =
a) cos’?x+ 1.
b) cosx? + 1.
c) cos(x?+1).
d) nie istnieje.
18. Dane s funkcje f(x) = x2 + 1, g(x) = cosx. Wtedy f(g(x)) =
a) cos’x + 1.
b) cosx? + 1.
c) cos(x?+1).
d) nie istnieje.
19. Wykresy funkgji f i f ~* sa symetryczne wzgledem:
a) prostejy = —x.
b) prostejy = 0.
¢) punktu (0,0).
d) prostejy = x.
20. Funkcje o réwnaniuy = %, gdzie ¢ # 0,ad — bc # 0, nazywamy funkcja:
a) homograficzna.
b) potegowa.
c) wykladnicza.
d) cyklometryczna.
21. Funkcje o rownaniuy = a*, gdziea € R, A a # 1, nazywamy funkgja:
a) homograficzna.
b) potegowa.
c) wykladnicza.
d) cyklometryczna.
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Powtorzeniowe pytania testowe

22.

23.

24,

25.

26.

27.

Ciag, w ktorym kazdy kolejny wyraz powstaje z poprzedniego poprzez dodanie
do niego stalej wartosci nazywamy ciagiem:

a) ilorazowym.

b) geometrycznym.

c) arytmetycznym.

d) rosnacym.

Dlaa € R+nllr2% =
a) 1.

b) —oo.

c) oo,

d) 0.

Granica ciagu lim 2n+3n®-n+3 Wynosi:
a8 nooco 2n2+3n-5 ’

a) 1.
b) 2.
c) oo.
d) 0.

2n3+3n2-n+3

Granica ciagu Tlll_r>r(}o niians WYnosi:
a) 1.
b) 2.
c) oo,
d) 0.

Granica ciggu lim M wynosi:
n-oo 2n*+3n-5

a) 1.

b) 2.

c) oo,

d) o.

Granica ciggu lim V12™ 4+ 13" + 14™ wynosi:

a) 12.

b) 13.

¢ 14

d) oo.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

124

n+3)2"
Granica ciagu %l_l)‘glo (T) WYnosi:
a) e3.
b) e2.
c) oo,
d) e®.
Jezeli 111_{130 a, = o 1111_{1010 b, = —oo, to:

a) lim (a, + b,) = oo.
n—oco

b) Ail{;lo(a" + b,) = —oo.

c) Airrolo(an +b,) =0.

d) zadna z powyzszych réwnosci nie musi by¢ prawdziwa.

. o 2x*43x2—4x .
Granica funkgji lim ————— wynosi:
0 X

a) —4. x—>
b) 2.
c) oo,

d) 3.

Granica funkgji lirri e1-0% wynosi:
X—

a) oo,

b) 0.

c) —oo,

d) nie istnieje.

Funkcja f(x) = x33x_38 posiada asymptote poziomg o réwnaniu:
a) y=2.
b) x =3.
¢ y=3.

d) nie posiada asymptoty poziome;j.

Funkcja f(x) = z—i; posiada asymptote pionowa o réwnaniu:
a) x=3.

b) y=-3.

c) x=-3.

d) nie posiada asymptoty pionowe;j.
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34.

35.

36.

37.

38.

Jezeli istnieje lewostronna granica funkcji f(x) w punkcie xg, czyli lim f(x)
XX,
i istnieje warto$¢ funkdji f (xo), czyli xo € Dy oraz xligl_ f(x) = f(xp), to funk-
—Xo

cja f(x) jest:
a) ciagla w punkcie x,.
b) lewostronnie ciggla w punkcie x.
c) prawostronnie ciagla w punkcie x,.
d) Zzadnaz powyzszych.
Falszywy jest wzor:
. 1\*
a) xl_l)Iinoo (1 + ;) =e.

sinx

b) lim

x-0 X

=1.

¢ lim(1+ x)% =e.
x—0

d) lim 3% = o,
x-0 X
Jezeli lim f(x) = —oolub lim f(x) = +oo, to prosta x = xy nazywamy:
X—>Xg XX

a) asymptotg pionowg krzywej o réwnaniuy = f(x).

b) prawostronng asymptota pionowa krzywej o réwnaniu y = f(x).
c) lewostronng asymptota pionowa krzywej o réwnaniu y = f(x).
d) styczna do krzywej o réwnaniuy = f(x).

Jezeli xl_iﬂr;r;+ f(x) = —co lub xEme+ f(x) = +oo, to prosta x = xy nazywamy:

a) asymptota pionowa krzywej o réwnaniuy = f(x).

b) prawostronng asymptota pionowa krzywej o rbwnaniuy = f(x).

c) lewostronng asymptota pionowg krzywej o réwnaniuy = f(x).

d) asymptotg poziomg krzywej o réwnaniuy = f(x).

Jezelim = xgmoo % orazn = xgmoo( f(x) —mx), to prosta y = mx + n nazy-
wamy:

a) asymptota uko$ng krzywej o réwnaniu y = f(x).

b) prawostronng asymptotg uko$ng krzywej o rownaniuy = f(x).

c) lewostronng asymptota uko$ng krzywej o rownaniuy = f(x).

d) asymptotg pionowa krzywej o réwnaniuy = f(x).
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39. Jezelim = xEr+noo @ orazn = xl_i)rpoo(f (x) —mx), to prosta y = mx + n nazy-
wamy:
a) asymptotg uko$na krzywej o réwnaniuy = f(x).
b) prawostronng asymptota uko$ng krzywej o réwnaniu y = f(x).
c) lewostronng asymptotg uko$ng krzywej o rownaniuy = f(x).
d) asymptotg pionowa krzywej o rownaniuy = f(x).
40. Wykresem funkgji nie jest:

a)

IA

¥

-

b)

9\ 4
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<)

d)

Ya

YA

9 /

<V
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5 o ZADANIA
DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA



Zadania do samodzielnego rozwiazania

1.

Wyznacz dziedzine funkgji:

2) fl0) =22

b) f(x)=vV2x +1

) fO)=5=+VxZ=9
d fO) =V —1-25

x+2

e) f(x)=4cosx—

f) f(x)=v2x+1+W
g) f(x) =3Vx?2—-142log,(x +2)—sinx

5
Vx=7

h) f(x) =2sinx + log,(x? — 4) — \/szz

e*+1

i) f(x )— +cosx—ln(x+1)
ln(x+x ) 1

J) f(x) = x+1 Vx2-2x+1
k) f(x) =%+log(3x2 +2x—1)+Vx—1+tgx

Zbadaj parzystos¢ funkgiji:

a) f(x)=2x3+7

b) f(x) =V2+x2

Znajdz zlozenia funkdji f (g (x)), g(f (x)), f (f (x)) (o ile istnieja), jezeli:
a) f(x)=x%+1, g(x) =Inx+2

b) f(x) =Vx+2, g(x) =sin’x+1

Wyznacz funkcje odwrotng do funkgji £ (x) (o ile istnieje):

a) f(x)=x*+2

b) f(x)=2*3-5

Zbadaj monotoniczno$¢ podanych ponizej ciagéw o wyrazie ogolnym:

n—4

a) an = n+3

b) b, =3+ 5n—n?
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6. Oblicz granice ciagow:

) a, = n*—sn+1
n 7 on34n+3
3
n°+2n-1
b) a,=————
) an 3n2-14n+3
J a, = n3+2n-1
n 7 4n3-14n+3
3n®-2n+5
d a,=—"—
) an n4+4n+1
e) a,= n?
N7 An2-14n+3
H a,= 3n6-2n+5
n n4+4n+1
_ n*-3n3+1
g) an = 2n%+3n
2"+6
h) a,=—
) an 4n42n-g
. _ 7M+12
D an= 7nHl_14142
. _ 7™+12
J) an - 1on+1—_2
2n+1
k) a,=—
) an 4n42n-g

) a,=37-2"45"4+7"

m) an=W

n) a, = V2" +5"+ 10"

0) a,=RV6r+5"+2-4"

p) a,=(Vn?-3-Vn?+2n-1)
q) an=(m—n)

r) a,=(Vn+5-n)

s) a,=(n?+3-vn2+2n-1)

)

n

_ (1-2n n+5
u) n = 5-2n

130
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n = \5 =
W) @, = (2+n)2"—1
n = \4+n
X a, = (n+z)"
n = \5 =
3n
n
a, = \—
y) n ( +n)
n=\ n
Oblicz nastepujace granice funkcji:
. 2x3-4
a) lim
x-3 x-3
3x5-7x%-5x
b) lim ———=
) x—0 X
C) sin 8x
x—0 sin7x
sin 3x
d) lim
) x—0 Sin4x
. 3sinx
e) lim
) x—0 Ssin12x
f) lim sin 5x—sinx
x-0 4x
) lim sin 2x—cos 3x
g x—0 sin5x
sin4x—sin3x
h) lim ———=
) x—0 sin2x
i) lim sin 3x—sin5x
x—0 2x
. . (sinx)?
lim ——
J) x-0 2x2

B lim (1+2)7

x—0

Oblicz nastepujace granice funkcji:

. 3x2+5x—7
a) lim ———
x>+ 3x2-2

. 3x5+5x-7
b) lim ————
x>+ 3x2-2
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. 3x2+5x—7
¢ lim ————
x>+c0 3x5-2

. 2x5—6x+1
d) lim ———
x—o00 6x7+21x+3

. x3+2
e) lim ———
X—+00 4x2—14x+3

. 3+x-1
f) lim X X

X—+00 5x3—4x—-2

g lim (5™

h) lim ("—‘5

k) lim

D lim

)

=)

P ()
()

)

' y_2\3%+1
m) lim (=—
X—+00 \X—

n) ljicr_r)lm(\/x+5—\/§)
o) lim (x—\/x2+4)

x—+00
i V2 -

p) Jl(l_r)r}roo( x2+2—x)

o)) )lci_r)r}roo(\/x2+3—x)

r) lim (Vx—2-+vx+4)
x—+00

s) lim (Vx?2+2-Vx2+1)

X—+00

) lim (Vx?2+2-+vVx—1)

X—00

u) l}i{r_r)loo (Vx+2-vx—-1)
v) lim (\/xz +5— x)

xX—+00
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10.

4 +4, x<2
Zbadaj ciaglos¢ funkeji f(x) = jlog,x,2 < x < 4

x— 3,

Wyznacz asymptoty wykresu funkgji:

a)
b)
c)
d)
e)
f)

g

fo) =35
f) =22
fa) =2
ooy =22
oy =2
FO =2
f) =22

x> 4
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