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Wstep

Podrecznik ten powstal na bazie wykladéw i éwiczefi z matematyki prowadzonych
przez nas dla studentéw kierunku zarzadzanie 1 marketing w Politechnice Bialostoc-
kiej. Jest adresowany giéwnie do studentéw tego kierunku, zwlaszcza tych, ktérzy
studiuja zaocznie, ale moze tez by¢ przydatny dla studentéw ekonomii i nauk pokrew-
nych. Zakladamy, ze wielu z nich ma slabe przygotowanie matematyczne. W zwiazku
z tym podajemy wiele informacji podstawowych, czeSciowo znanych ze szkoly éredniej,
oraz staramy si¢ ilustrowaé licznymi przykladami nowe pojecia i fakty. Przykiady te
czesto pochodzg z praktycznych probleméw pojawiajacych sie w zarzadzaniu i eko-
nomii. Duza liczba zadan przeznaczonych do samodzielnego rozwiazania umozliwi
czytelnikowi trwale opanowanie wykladanego materiahu.

W duzej mierze wzorowaliémy sie na dostepnych nam podrecznikach amerykan-
skich [Bu, BZ], zaréwno jesli chodzi o styl, jak i tematyke, czy przyklady. Staraliémy
sie pokazac do czego matematyka moze sie przydaé, jak jej uzyé w rozwiazywaniu kon-
kretnych probleméw. Zrezygnowalidmy wiec calkowicie z dowodéw twierdzen, ktére
podajerny i z ktérych korzystamy. Dowody te mozna znalezé w bardziej zaawansowa-
nych ksigzkach akademickich. Podreczniki amerykaiiskie wydaja sie w wielu miejscach
malo precyzyjne, odwolujgc sie do intuicji czytelnika a nie do jego umiejetnoéci ana-
litycznych. StaraliSmy sie wiec tam, gdzie to bylo mozliwe, o precyzje 1 Scistosé.

Pierwszy rozdzial, zatytutowany Podstawy, ma na celu bezbolesne wprowadzenie
czytelnika w $wiat zbiorow, funkcji i relacji. Wszystko to jest poprzedzone elementarni
logiki, ktéra lezy u podstaw kazdego Scistego rozumowania, nie tylko w matematyce.

Zasadnicza czed¢ ksiazki to algebra i analiza, a dokladniej elementy algebry linio-
wej 1 rachunku rézniczkowego, ktdre wydaja sie by¢ szczegdlnie przydatne w zasto-
sowaniach. Duzo miejsca podwieciliémy funkcjom wielu zmiennych i ekstremom tych
funkeji. Wynika to z faktu, ze funkcje pojawiajace sie w zastosowaniach zalezg zwykle
od wielu, czesto bardzo wielu, zmiennych, a jednym z gléwnych probleméw ekonomii
Jest optymalizacja.

JesteSmy przekonani, ze matematyka powinna by¢ istotnym fragmentem wyksztal-
cenia na kierunkach ekonomicznych. Po pierwsze, dostarcza odpowiedniego jezyka do
precyzyjnego wyrazania zaleznoéci ekonomicznych. Jest to jezyk operujacy funkcjami,
relacjami, macierzami, zbiorami. Po drugie, matematyka jest Zrédltem licznych algo-
rytmoéw, pozwalajacych rozwigzaé praktyczne problemy. Przykladem moze byé tu pro-
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8 SPIS TRESCI

blem minimalizacji kosztu i rézne algorytmy minimalizacji, ktére moga byé uzyte do
Jego rozwiazania. Upowszechnienie komputeréw spowodowalo, ze praktycznie kazdy
ma pod reka potezny instrument, pozwalajacy zamieni¢ dlugie wzory w efektywne
rachunki. Tym bardziej warto wiedzieé co mozna policzyé i jak to zrobié. Po trzecie
wreszcie, poznawanie matematyki wymaga intensywnej pracy umystowej. Owocuje to
wieksza sprawnoécig intelektualng i bardziej precyzyjnym myséleniem.

Drugie wydanie naszego podrecznika rézni sie¢ znacznie od wydania pierwszego.
Gléwna réznica polega na polaczeniu wyktadéw i zadan w jednym tomie. Co wie-
cej, zadania zostaly rozdzielone na kolejne podrozdziatly. Wykladany material zostal
nieco zmieniony i rozszerzony. PoprawiliSémy tez bledy, ktére znalazly sie w pierwszym
wydaniu.

Znak O uzywany jest do oznaczenia koiica twierdzenia, przykladu lub uwagi.

Rozdziat 1

Podstawy

1.1 Elementy logiki i teorii zbioréw

Matematyka zbudowana jest z definicji i twierdzeni. Kazde twierdzenie wynika z in-
nych (prostszych lub bardziej pierwotnych) twierdzeri. Musza byé zatem twierdzenia
najbardziej pierwotne, ktérych nie da sie wyprowadzié z innych. Nazywamy je aksjo-
matama. Definiujage nowe pojecia ugywamy innych, juz zdefiniowanych. Te, ktérych
nie da si¢ zdefiniowaé przy pomocy prostszych pojed, te najprostsze, nazywamy poje-
cramze prerwotnyms. Takim pojeciem jest pojecie zbioru. Aksjomatem jest na przyklad
stwierdzenie, 7ze suma dwdch zbioréw tez jest zbiorem.

Twierdzenia, ktore bedziemy formulowaé, zostaly udowodnione przy uzyciu wnio-
skowania logicznego. Logika lezy zatem u podstaw matematyki. Ale nie tylko matema-
tyki. Kazde precyzyjne rozumowanie, wycigganie wnioskéw z posiadanych informacji,
wymaga stosowania regut logiki.

1.1.1 Rachunek zdan

Przez zdanie bedziemy rozumieli zdanie w sensie logicznym, czyli zdanie, ktéremu mo-
zemy przyporzadkowaé wartosé logiczna: prawde, oznaczana przez 1, lub falsz, ozna-
czany przez 0. Na przyktad zdaniem bedzie wypowiedz ,W ubieglym roku inflacja
wyniosta 30%”. Natomiast pytania ,Jaka byla inflacja w ubiegtym roku?” nie be-
dziemy uwazali za zdanie. Zdania bedziemy oznaczali malymi literami, zwykle p, ¢, r.
Ze zdan prostych mozna tworzy¢ zdania ztozone uzywajac funktordw logicznych, zwa-
nych inaczej spojnikamsi.

Najprostszym funktorem jest negacja, czyli zaprzeczenie, oznaczana przez ~. Ne-
gacja jest funktorem jednoargumentowym, tzn. stosowana jest do jednego zdania. Jesli
p jest zdaniem prawdziwym, to ~ p jest zdaniem falszywym i na odwrét. Zaprzecze-
niem zdania ,,W ubieglym roku inflacja wyniosta 30%” jest zdanie ,Nieprawda, ze w
ubieglym roku inflacja wyniosta 30%”, lub ,W ubieglym roku inflacja nie wyniosta
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10 ROZDZIALE 1. PODSTAWY

30%”. Ale nie jest takim zaprzeczeniem zdanie W ubieglym roku inflacja wyniosta
27%”.

Inne wazne funktory logiczne sa funktorami dwuargumentowymi, tzn. do ich uzy-
cia potrzebujemy dwdch zdan. Te funktory to

o alternatywa, oznaczana przez V; pV g czytamy ,p lub ¢”;

koniunkcja, oznaczana przez A; p A ¢ czytamy ,p1i¢q”;

implikacja, oznaczana przez =; p = ¢ czytamy ,jesli p to ¢”;

o réwnowaznodé, oznaczana przez <; p <& ¢ czytamy ,p wtedy i tylko wtedy,
gdy ¢

Znaczenie tych funktoréw pokrywa sie zwykle z ich potocznym rozumieniem. Na
potrzeby logiki wystarczy podaé tylko to, w jaki sposéb wartoéci logiczne zdafi ztozo-
nych zaleza od wartosci logicznych zdai podrzednych. To w pelni definiuje te funktory.
Zaleznoéci te podajemy w tabeli 1.1.

plegl~p|pVeglpAglp=aq(pPeg
00 1 0 0 1 1
0r1] 1 1 0 1 0
1{0} 0O 1 0 0 0
L{1]| 0 1 1 1 1

Tabela 1.1: Wartosci logiczne funktoréw

Zwréé uwage na to, ze implikacja jest prawie zawsze prawdziwa. W szczegdlno-
$ci jest prawdziwa, jesli poprzednik implikacji jest falszywy, a nast¢pnik prawdziwy.
Zatem zdanie , Jesli podatki w Polsce sa niskie, to sa one wysokie” jest zdaniem praw-
dziwym, jedli zgodzimy si¢, ze nastepnik, tzn. zdanie ,Podatki w Polsce sa wysokie”,
jest zdaniem prawdziwym. Abstrahujemy tu od tego, czy wypowiedziane zdanie ma
sens i co ono znaczy. Interesuje nas tylko jego prawdziwos¢ lub falszywosc.

Majac do dyspozycji funktory logiczne mozemy tworzy¢ zdania sktadajace si¢ z
wielu zdafi podrzednych. Abstrakcyjne wersje takich zdan zlozonych, zbudowane z
funktoréw logicznych i zmiennych zdaniowych nazywamy schematami zdaniowymi lub
formutami rachunku zdani. Zmienne zdaniowe reprezentuja zdania, nie maja jednak
ustalonej wartosci logicznej. Oznaczamy je podobnie jak zdania przez p, ¢, itp. Na
przyklad schematem zdaniowym jest wyrazenie

PV Ap=yq. (1.1)

Nawiasy okreslaja kolejnoéé wykonywanych operacji logicznych. W przypadku, gdy
brak jest nawiaséw, operacje wykonujemy w nastepujacej kolejnosci: ~, A, V, =, &.
W innych Zrédlach moina znalezé inng kolejno$é, zatem nie nalezy unika¢ nawiaséw.

1.1. ELEMENTY LOGIKI I TEORII ZBIOROW 11

Wyrazenie (1.1) staje si¢ zdaniem, gdy za p i ¢ podstawimy konkretne zdania.
Mozemy otrzymac zdanie, ktére jest prawdziwe lub falszywe. Sa jednak takie sche-
maty zdaniowe, ktdre niezaleznie od wartosci logicznych podstawianych zdaii zawsze
daja zdanie zlozone prawdziwe. Takie schematy zdaniowe nazywamy tautologiami lub

prawami rachunku zdan. Tautologig jest na przyklad nastepujace wyraienie (zwane
prawem wylgczonego Srodka)

(~p)Vp.
Moéwi ono, ze dla dowolnego zdania p zdanie to lub jego zaprzeczenie musi byé¢ praw-
dziwe.

Szczegdlnie cenne sg tautologie zawierajace réwnowaznos$é. Pozwalaja one prze-
ksztalca¢ schematy zdaniowe na schematy im réwnowazne, czyli takie, ktére prayjmuja
te same wartoéci logiczne co schematy wyjsciowe {dla wszystkich wartoéci logicznych
zmiennych zdaniowych). Taka posta¢ ma na prayktad prawo podwdjnego przec:enia

Prawo to méwi, ze niezaleznie od wartosci logicznej zmiennej zdaniowe) p, wartosé ta

Jest réwna wartoéci logiczne) wyrazenia ~ (~ p). Oto inne wazne tautologie:
prawa rozdzielnosci

PA(gVr) & (pAgV(pAT),

PV(gAT) & (pPVa A(pVr);

prawa de Morgana

~ (Ve & (~p)A(~9),

~(PAg) & (~p)V(~q).

Prawa de Morgana sa bardzo czesto uzywane w codziennym zyciu, gdy musimy za-
przeczyé alternatywe Iub koniunkcje dwéch zdafi. Niezaleznie od tego, czy méwimy o
matematyce, o handln, czy o pogodzie, regula zaprzeczania jest taka sama.

Aby udowodnié ktére§ z podanych praw, nalezy rozwazyé wszystkie wartosci lo-
giczne zmiennych p, ¢ i r. Schemat zdaniowy powinien mieé zawsze warto$é 1. W taki
spos6b mozna na przyklad pokazaé nastepujace prawo

(=9 & (~pVy).

Korzystajac z niego oraz z praw de Morgana, otrzymarmy prawo zaprzeczania impli-
kacji, bardzo wazne w wielu rozumowaniach matematycznych:

~{p=q) o~ (~pVg) o~ (~p)A(~ g S pA(~0).

Przyklad 1.1. Zdanie ,Jesli énieg jest bialy, to énieg jest czarny” jest falszywe bo
Jest to implikacja z falszywym nastepnikiem. Zatem jego negacja jest prawdziwa.
Zgodnie 7 powyisza regula negacja ta bedzie miata posta¢ ,Snieg jest bialy i énieg
nie jest czarny”. O
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1.1.2 Kwantyfikatory

Funkcja 2daniowa to wyrazenie zawierajace zmienna, ktére staje si¢ zdaniem, gdy
za zmienng podstawimy element, nalezacy do dziedziny (zakresu) funkcji zdaniowe;j.
Funkcja zdaniowa moze mieé réwniez dwie lub wiecej zmiennych.

Przyklad 1.2. Funkcja zdaniows jest wyrazenie ,x jest wigkszy od 2”; dziedzing jest
zbidr liczb rzeczywistych. Dla pewnych liczb z otrzymane zdanie bedzie prawdziwe,
dla innych falszywe, ale zawsze bedzie mialo jakas wartosé logiczna.

Przykladem funkcji zdaniowej z dwiema zmiennymi moze by¢ wyrazenie ,,x jest zong
y-a”. Zakresem zmiennej « jest zbidr kobiet, a zmiennej y zbiér mezczyzn. O

Podstawiajac konkretny element za zmienng w funkcji zdaniowe] otrzymujemy
zdanie. Innym sposobem utworzenia zdania z funkcji zdaniowej jest uzycie kwantyfi-
katora ogdlnego lub szczegdlnego.

Kwantyfikator ogolny, oznaczany przez V (z angielskiego ,,all”) i czytany ,dla kaz-
dego”, oznacza, ze w funkcji zdaniowej podstawiamy wszystkie dopuszczalne wartosci
zmiennej. Niech P(x) bedzie takgy forma zdaniows, z dziedzing X. Zdanie Vo € X :
P(z) jest prawdziwe wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego ustalonego z € X zdanie
P(z) jest prawdziwe.

Na przyktad funkcja zdaniowa x? > 0, ktérej dziedzing jest zbidr liczb rzeczywi-
stych R, staje sie zdaniem fatszywym, gdy poprzedzimy ja kwantyfikatorem ogdlnym.

Kwantyfikator szczegétowy, oznaczany przez 3 (z angielskiego ,exists”) i czytany
Jistnieje”  oznacza, ze wybieramy z zakresu zmiennej tylko jeden element. Jedli istnieje
element, dla ktérego utworzone zdanie staje sie prawdziwe, to prawdziwe jest réwniez
zdanie utworzone przez postawienie kwantyfikatora szczegdtowego przed funkcja zda-
nioway.

Na przyktad zdanie 3z € R : 22 > 0 jest prawdziwe. Mozemy wskazaé liczbe
rzeczywista (a nawet nieskoficzenie wiele takich liczb), ktérej kwadrat jest wiekszy od
zera.

Jesdli funkcja zdaniowa zawiera dwie zmienne, to aby utworzyé z niej zdanie, mu-
simy uzy¢ dwu kwantyfikatoréw: jednego dla pierwszej zmiennej 1 jednego dla drugiej
zmiennej. Jesli s to kwantyfikatory tego samego typu, tzn. oba sa ogdlne lub oba
szezegltowe, to ich kolejnoéé nie ma znaczenia. Jesli sa to kwantyfikatory réznego
typu, to kolejno$é ich wystepowania jest istotna i nie wolno jej zmieniaé. Zmiana
moze spowodowad, ze ze zdania prawdziwego otrzymamy zdanie falszywe.

Rozwazmy nastepujacy przyklad. Niech zmienna z przebiega zbiér zameznych
kobiet, a zmienna y zbiér zZonatych mezczyzn. Wtedy zdanie Vydz : z jest zona y-a
Jest prawdziwe. Po przestawieniu kwantyfikatoréw otrzymamy zdanie JxVy : x jest
zong y-a, ktdre jest oczywiscie falszywe (dlaczego?).

Zaprzeczaniem zdan z kwantyfikatorami kieruja preawa de Morgana dla kwantyfi-
katoréw:

~ (3z: P(z)) & V& :~ P(x)
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~ (V& : P(z)) & Jz :~ P(z)

Znajomoéé tych praw pozwola precyzyjnie sformulowaé wiele zdai pojawiajacych sie
w codziennym zyciu.

Przyklad 1.3. Rozwazmy zdanie: 3z : = jest ojcem z. Zdanie jest oczywiscie fal-
szywe, zatem jego negacja jest prawdziwa: Vz: nieprawda, ze = jest ojcem z, lub:
Vz: z nie jest ojcem . Ostatnie zdania brzmia troche sztucznie. Prosciej powiedzie-
libyémy: zaden x nie jest swoim ojcem. Kwantyfikator ogdlny zginal tutaj w stowie
yzaden”, ktére zawiera w sobie przeczenie. Jest to jedna z niekonsekwencji jezyka
polskiego. Jezyk angielski zachowuje si¢ tu bardziej poprawnie. O

Zanotujmy jeszcze reguly rozdzielania dla zdan z kwantyfikatorami:

Jz: P(z) VQ(z) © (3z : P(z)) vV (Iz : Q(z))

Ve : P(x)AQ(z) & (Ve : P(z)) A (Ve : Q(x)).

Zauwazmy, ze kwantyfikator szczeglowy wspdlgra z alternatywa, a ogdlny z koniunk-
¢ja. Zamiana kwantyfikatoréw w powyzszych formutach moze prowadzi¢ do zdan fal-
szywych. :

Przyklad 1.4. Zdanie
Ve : P(z) VvV Q(x)
moze nie by¢ réwnowazne zdaniu
(Vz : P(z)) Vv (Vz : Q()).

Niech z nalezy do zbioru ludzi, P(z) oznacza funkcje zdaniows ,x jest kobiety”, a
Q(z) funkcje zdaniowa ,z jest mezczyzny”. Wtedy pierwsze zdanie ,kazdy czltowiek
Jest kobieta lub mezczyzng” jest prawdziwe, natomiast drugie ,kazdy czlowiek jest
kobietg lub kazdy czlowiek jest mezczyzng” jest falszywe. O

1.1.3 Zbiory

Zbidr jest podstawowym pojeciem w matematyce. Kazdy zbiér sktada sie z elementdw.
Zbiory bedziemy oznaczali duzymi literami (np. A, B, W, Z), a ich elementy malymi
(np. a,z,y,t). Elementy moga by¢ rzeczami (np. zbidér plaszczy w szatni) lub tworami
abstrakcyjnymi (np. zbidr liczb). Zbiory moga by¢ skoticzone lub nieskoniczone. Czgsto
definiujemny zbidr wyliczajac jego elementy, np.

A = {Jola, Ewa, Krysia} lub B = {27}.
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Mozemy to zrobié¢ réwniez dla zhioréw nieskonczonych, np.
C=1{1,3,57,...},

zakladajac, ze reguta dopisywania kolejnych elementéw jest zrozumiala dla czytelnika.
Zapis

a€ A

oznacza, ze element e nalezy do zbioru A. Jesli @ nie nalezy do A, piszemy a € A.
Zbiér A zawiera sie w zbiorze B, co zapisujemy A C B, jesli

r €A==z €B.

Méwimy wtedy, ze zbiér A jest podzbiorem zbioru B, za$ zbidér B jest nadzbiorem
zbioru A.

Podstawowe dzialania, ktére wykonujemy na zbiorach to suma, iloczyn (przecie-
cie) i dopelnienie. Zakladamy, ze wszystkie rozwazane zbiory zawieraja si¢ w jednym
duzym zbiorze X, zwanym przestrzenig. Suma i iloczyn zbioréw s dziataniami dwu-
argumentowymi, ktére definiujemy przy pomocy alternatywy i koniunkeji,

r€eAUB&Srx€e AV EB,

reANB&ore ANz e B.

Dopelnienie zbloru A, oznaczane przez A’, zdefiniowane jest przy uzyciu negacji,
rcAo~zeAs g A

(Czasami potrzebna bedzie nam réznica zbioréw A i B, ktéra definiujemy nastepujaco:
r€eA\B&zreANzdB.

Latwo zauwazyé, ze A\ B = AN B’. Méwimy, ze zbiory A 1 B sa rozlgczne, jesli
AN B = {). Ponizsze stwierdzenie zawiera inne wazne wlasnosci dziatan na zbiorach,
ktérych bedziemy péiniej potrzebowaé. Nawiasy, jak zwykle, wyznaczaja kolejnosé
wykonywanych dzialan.

Stwierdzenie 1.5. Dla dowolnych zbioréw A, B i C' zachodzq nastepujgce réwnosci:
a) ANB=BNAorazAUB =BUA,

b) AN(BNC)=(ANB)NC oraz AU(BUC)=(AUB)UC,

c) AN(BUC)=(ANB)U(ANC),

d) AU(BNC)=(AUB)N(Au(),

e) (ANB) =A'UB,

f) (AUB) =A'nPB. 0
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Uwaga 1.6. Punkt a) stwierdzenia 1.5 méwi, ze suma i iloczyn zbioréw sa przemienne,
a punkt b), Ze sa taczne. Punkty c) i d) opisuja prawa rozdzielnosci, natomiast e)
i f) zawieraja prawa de Morgana. Zauwaz, ze wszystkie wlasnosci wystepujace w
stwierdzeniu 1.5 sg prostym przeniesieniem analogicznych wlasnoéci odpowiednich
operacji logicznych. J

Inng czesto uzywana konstrukcja bedzie iloczyn kartezjaniski dwéch zbioréw. Jest
on zdefiniowany nastepujaco:

AxB={(a,b):a € ANb€E B}.

Para elementéw (a,b) jest tutaj para uporzadkowana, tzn. istotna jest kolejno$é wy-
stepujacych w niej elementéw.

Rozwazane zbiory beda zwykle zbiorami liczbowymi. Najwazniejsze z nich to zbiér
liczb naturalnych N = {1,2,3,...}, zbidr liczb calkowitych

Z={.  -3-2-1012..},

znér liczb wymiernych () oraz zbidr liczb rzeczywistych R. Liczby wymierne to liczby,
ktére mozna zapisa¢ w postaci utamka &, m,n € Z,n # 0. Zbiér liczb rzeczywistych,
oprécz liczb wymiernych, zawiera réwniez liczby niewymierne, jak np. v/3, — /7 czy
7. Wszystkie wymienione zbiory sa nieskoriczone oraz

NCcZcQcCR.

Przez {a,b] bedziemy oznaczaé przedzial domkniety na prostej R (z koficami), a
przez (a,b) przedzial otwarty, tzn.

[a,l={zeR:z>anae<b}, (a,d)={zeR:2>arz<b}

Forma zdaniowa wystepujaca po dwukropku okresla jakie elementy zbioru R nalezg
do przedziatu, ktéry definiujemy. Poniewaz zapis (a, b) uzywany jest réwniez do ozna-
czania pary uporzadkowanej, niektorzy autorzy przedzial otwarty oznaczajg przez
Ja, bl |

Bedziemy czesto rozwazali iloczyn kartezjanski R x R. Oznaczamy go zwykle przez
R? i utozsamiamy z plaszczyzna, na ktérej naniesiono prostokatny (kartezjanski)
uktad wspdéhrzednych. Kazdemu punktowi na plaszczyznie mozna wtedy jednoznacz-
nie przyporzadkowaé pare jego wspélrzednych.

1.1.4 Zadania

1.1. Zbudowaé schematy logiczne zdain:

a) Jezeli jeste$ inteligentny, to nieprawda, ze nie poradzisz sobie na studiach 1 masz
klopoty z nauka jezyka obcego.
b) My$l ma wartos¢ wylacznie wtedy, gdy nieprawda jest, ze nie przeradza si¢ w czyn
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lub jest zbyt teoretyczna.
Rozwiazanie:
a) Niech :

p = Jestes inteligentny.

q = Poradzisz sobie na studiach.

r = Masz klopoty z nauka jezyka obcego.
Wtedy zdanie ”Jezeli jestes inteligentny, to nieprawda, e nie poradzisz sobie na stu-
diach 1 masz ktopoty z naukq jezyka obcego.” zapiszemy w postaci: p =~ (~ g A 7).
b) Oznaczmy poszczegdlne zdania skiadowe:

p = MyS$l ma wartosé.

q = MySl przeradza si¢ w czyn.

r = Mysl jest zbyt teoretyczna.
Zdanie Mysl ma wartosé wytgceznie wtedy, gdy nieprawdg jest, ze nie przeradza sie¢ w
czyn lub jest zbyt teoretyczna.” ma postad: p <~ (~qVvr).

1.2. Wykazad, ze podane wyrazenia rachunku zdan sa tautologiami:
a) ((~q) = (~p) & (p=19),
b) (P Ag) = 1) = ((pA ~ 1) =~ q).
Rozwiazanie:
a) Uktadamy tablice wartosci logicznych zdaii P 1 ¢ 1 poszczegélnych funktordw:

Pla|~pi~q|~q=~p|p=2>q|((~9=(~p) (=9
o] 0 1 0 0 1
ol1l L | o ] 1 1
I[1[ 00 1 i T
010 1 1 1 1 1

Wszystkie ”jedynki” w ostatniej kolumnie oznaczaja prawdziwoéé wyrazenia dla do-
wolnych wartosciowari zdaf p i ¢, wiec jest to tautologia.

b) Zastosujemy tutaj skrécong metode zero-jedynkowa (wygodna w przypadku im-
plikacji). Zalozymy, ze dane zdanie jest falszywe. Jezeli to zalozenie nie doprowadzi
nas do sprzecznoéci, to rzeczywiscie wykazemy falszywos¢ zdania dla pewnych war-
toSciowan. Nie bedzie to wiec tautologia. Jezeli natomiast w naszym rozumowaniu
natrafimy na sprzecznosé, to tym samym zaprzeczymy zalozeniu o falszywosci wyra-
zenia. Czyli, jedli skorzystamy z prawa podwdjnego przeczenia ~ (~ s) < s, zdanie
bedzie zawsze prawdziwe - bedzie tautologia.  Cate wyrazenie jest implikacja o po-
przedniku: (p A ¢) = r oraz nastepniku: (PA ~ r) =~ ¢. Implikacja jest falszywa
Jedynie wtedy, gdy poprzednik jest prawdziwy:

(pAg=>r) =1 (1.2)
a nastepnik falszywy:
((PA~r)=>~q¢)=0 (1.3)
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Z wartodciowania 1.3 znéw otrzymujemy, ze:
(pPA~r)=1loraz (~q)=0

czylip =1, »=0, ¢q=1.Przy takim wartoéciowaniu sprawdsmy wartoéciowanie
poprzednika: ({1 A1) = 0) = 0, czyli zachodzi sprzecznoéé z wartosciowaniem 1.2, wiec
cale wyrazenie jest tautologia.

1.3. Zbudowaé kwantyfikatorowe schematy podanych zdar:
a) Nieprawda jest, ze wszyscy umieja robié¢ dobre interesy.
b) Istnieja ludzie nie robigcy dobrych intereséw.
¢) Istnicje rzecz, ktérej nikt nie kupi.

Rozwigzanie:

a) ~Va : P(z), gdzie P(z) -  umie robi¢ dobre interesy.
b) 3z : ~ P(z), gdzie P(z) jest takie jak wyzej.

Warto zauwazy¢, ze zdania a) i b) sa réwnowazne.

¢) Jx Yy : ~ (y kupi z).

1.4. Wykazac, ze dla dowolnych zbioréw zachodzi réwnoéé:
A\ (AN B) = A\ B.

Rozwiazanie:

x GA?(AOB)@(:E EANz¢g(ANB)) o (x €eAN~(x €A ANz €B)) &
(x €AN(z @AV ¢gB)o((zr €AAa gAV (z €Are ¢ B) &
(@ €EANx ¢ By (z € A\ B).

1.5. Podaé interpretacje geometryczng zbioréw:
a) Nx {1,2}, b)[-1,1] x [-1,1].
Rozwiazanie: Odpowiednie ilustracje podano na rysunku 1.1 .

Rysunek 1.1: Interpretacja geometryczna zbioréw N x {1,2} oraz [~1, 1] x [-1,1].
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Zadania do samodzielnego rozwiazania

1.6. Zbudowac schematy logiczne nizej podanych zdan:
a) Podniesiemy cene produktu lub kupimy tafnsze materialy.
b) Osiagniemy cel wtedy i tylko wtedy, gdy wykorzystamy wszystkie érodki.
¢} Jezeli jutro nie zalatwisz kredytu, to nie dojdzie do transakcji.
d) Nieprawda, ze jezeli dokonamy komputeryzacji zakladu, to nie bedzie latwiej pro-
wadzi¢ dokumentacje.
e) Nieprawda, ze nie wykonalem prawidlowo zadania i nie dotrzymatem umowy.

1.7. Sformulowaé w sposdb stylistycznie poprawny sens wyrazenia:

a) ((p=9) A (g =r)) = (p=r) dla zdan nastepujacej tresci:
p - cena towaru roénie, q- popyt na dany towar maleje, r - firma traci klientéw.
b) (p = ¢)A ~ ¢ =~ p, gdzie: p - cena towaru roénie, q - podaZz towaru roénie.

1.8. Sprawdzié, czy nastepujace wyrazenia sg tautologiami:
a) pV(~p), b) (~~p) & p,

) (p=q) = ¢, d) (pA(pAg) =1,

) (p=>a) = (pVa) f) (~p=4q) & ((~9) =p),
g) (~p)A(pVe) =4, h) (pAp) = p,
i)p=((~p)Va), p=>((~gnqg)=>r),

k) (pVa) = (rA(~7)) = ((~p)A(~1)),

D (((pAg) =r)A((pVe) =>~r)) = (pAgAT),
H(pvevr)=(~p=((gVr)A~p)).

o

1.9. Zapisaé symbolicznie zdanie : ”Nieprawda, ze ani na towar A, ani na towar B
nie ma popytu”. Zapisane zdanie przeksztalcié na réwnowazne mu prostsze zdanie.

1.10. Zapisaé nastepujace zdania w réwnowazne) formie:

a) Nieprawda, ze akcje Banku Slaskiego nie péjda w gére na nastepnej sesji.
b) Jesli myslisz, to podejmujesz wlasciwe decyzje.

c) Nie jest mozliwe, aby$ nie mdgl tego zorganizowac.

d) Nieprawda, ze to przedsiebiorstwo nie upada.

e) Jedli liczba miejsc nie jest nieograniczona, to wazna jest kolejnos¢ zgloszen.

)

1.11. Zaprzeczy¢ nastepujacym zdaniom:
a) Jesli wprowadzimy komputery, to zatrudnimy mniej pracownikéw biurowych.
b) Jesli firma przynosi wigksze zyski, to pracownicy wigcej zarabiaja.

¢) Kupie obllgaCJe lub akcje ” Wedla”.

d) Nieprawda, ze ludzie nie méwig klamstw.

1.12. Rozwazane sa decyzje p, q oraz s. Jezelt podejmie sie decyzje p1i ¢, to pociagna
one za soba decyzje s, jezeli podejmie sie decyzje ¢ 1 s, to pociagna one za sobg p.
Czy wynika stad, ze jezeli podejmie sie decyzje p i s, to pociagna one decyzje ¢7
Odpowiedz uzasadnij.
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1.13. Czy prawdziwe jest zdanie: Jezeli nie znam logiki, to, jeSli znam logike, to
urodzitem sie w IV wieku p.n.e.

1.14. Czy prawdziwe jest zdanie: Jezeli liczba naturalna a dzieli sie przez 3, to z
faktu, ze @ nie dzieli sie przez 3 wynika, ze a dzieli si¢ przez 5.

1.15. Zapisa¢ za pomoca symboli logicznych i sprawdzié poprawnos$é rozumowania:
a) Dzisiaj jest ostatni dzien wakacji, a jesli dzisiaj jest ostatni dzien wakacji, to jutro
bedzie pierwszy dziefi roku akademickiego, a wiec jutro bedzie pierwszy dzief roku
akademickiego.

b) Jezeli wiesz, ze umarles, to umarles, a jezell wiesz, Zze umartes to nie umarles, a
wiec nie wiesz, ze umartes.

1.16. Zbudowaé kwantyfikatorowe schematy nastepujacych zdan:
a) Wszyscy studenci marketingu s3 operatywni.

b) Niektorzy studenci marketingu sa operatywni.

¢) Niektdérzy studenci marketingu nie sa operatywni.

d) Zaden student marketingu nie jest operatywny.

e) Istnieje film, ktory obejrzeli wszyscy.

f) Nikt nie potrafi wszystkiego.

g) Kazdy towar zostanie kupiony.

1.17. Uzupehnié zapis: ~ Vz (P(z) = Q(z)) & 3z (P(z)...). Sprawdzi¢ popraw-
noéé nastepujacego rozumowania: ” Nie jest prawda, ze kazdy czlowiek majacy ciemne
wlosy ma ciemne oczy, bo sa bruneci z niebieskimi oczami”.

1.18. Podaé¢ réwnowazne wypowiedzi :
a) Nieprawda jest, ze istnieje czlowiek, ktéry potrafi wszystko.
b) Nie kazda inwestycja przynosi duze zyski.
c) Nie kazdy popyt towaru méwi o jego wysokiej jakosci.

) Nie wszyscy ludzie mogg piastowaé wysokie stanowiska.

1.19. Podaé zaprzeczenie nastepujacego wyrazenia:
a) Istnieje rzecz, ktérej nie da sig kupié.

b) Kazdy pomyst jest dobry.

¢) Istnieje produkt, ktérego nie da sig¢ zareklamowac.
d) Nie istnieje towar, ktéry nie znajdzie nabywcy.

e) Kazdy samochéd ma wlasciciela.

1.20. Czy mozna przeksztalcié ponizsze wypowiedzi bez zmiany wartosci logiczne):
a) Kazda inwestycja 1 kazdy dobry pomyst przyniosa zyski.
b) Istnieja mozliwoéci 1 istnieja wskazania, by zmieni¢ kierunek produkcji.
c) Dla kazdego towaru istnieje jego producent.
d) Dla kazdego towaru istnieje liczba bedaca jego cena.

1.21. Niech P(z) i Q(z) beda funkcjami zdaniowymi nastepujacej tresci:
P(z) - jest towarem tanim,
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Q(x) - jest towarem niskiej jakosci,
zbada¢ prawdziwosd¢ nastepujacych wyrazen i uzasadnié, dlaczego pierwsze jest réw-
nowaznoécig a drugie implikacja:

Vo (P(z) AQ(z)) & Ve P(z) AV Q(z)
(Va P(x) VVz Q(x)) = Va (P(z) V Q(z)).

1.22. Oceni¢ wartos¢ logicznag zdaii:

a)Ve e Rz = 2, b) Iz e R: Va? =g,
c)Vee RIyeR: 2 +4> >0, d) Iz €RVyeN 1z >y,
e)Vye NIz eR:z >y, flIzeRVseR:zs=1,
g)VscR3IzeR 25 =1, h) Ja Fz: 2 = 2a.

1.23. Zapisa¢ negacje nastepujacych zdan i ocenié¢ jej wartoéé logiczna:
a)dIneN:n24+1=6, by¥neN:n >0,

) Ve ERVyeR:2? —y? >0, d)Vee RyIyeRy 2?4+ y? =0,
e)JxeRVyeR: 22+ >0, f)VeeR : Va2=1z.

1.24. Na dowolnym przyktadzie dwdch nierozlacznych zbioréw sprawdzié prawa de
Morgana dla zbioréw.

1.25. Wykazaé, ze dla dowolnych zbioréw prawdziwa jest réwnosé:
a) AANA=10, b) A\B=ANnp,

c) (ANBY =AUR, d) (AuBY = A'n B,
©) A\ (B\C) = (A\ B)U(ANC),
fAu(BnC)=(AUB)N(AUC),

g ) (ANB)x C=(Ax C)N(B x ().

1.26. Niech A = {a,b,c}oraz B = {a, d, e}. Wypisaé elementy zbioréw: Ax B, Bx A.
Czy AXB=BxA?

1.27. Podaé interpretacje geometryczng zbioréw:

a) Nx N, b) N x {1},

) {-1,1} x N, d) Z x N,

e) X x {0,1},jezeli X = {z e R: 2% -1 > 0},

f) X XY, jezeli X ={zreN:3<z<6}1Y ={yeR:y*-5y+6<0},
g) X xY,jezeli X ={reR:|e|£1}1Y ={yeR: |y >0}.

~

1.28. Niech W bedzie zbiorem liczb naturalnych majacych reszte 1z dzielenia przez
3, a W; - zbiorem liczb naturalnych podzielnych przez 3. Podaé przyklady elementéw
zbioru Wy x Wsy. :

1.29. Z czym mozna utozsamiaé iloczyn kartezjaiski R x R x R = R3 = {(z, y, 2) :
¢ €R Ay € R Az €R}. Podaé interpretacje zbioru [0, 1] x [0, 1] x [0, 1].
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1.2 Relacje

Niech X 1Y beda dwoma zbiorami. Za chwile zdefiniujemy pojecie relacji. Intuicyjnie,
relacja oznacza pewien zwiazek miedzy elemnentami zbioru X i elementami zbioru Y.

Relaciq (miedzy zbiorami X i Y) nazywamy dowolny podzbiér R iloczynu karte-
sjanskiego X x Y. Jedli para (x,y) nalezy do zbioru R, mdéwimy, ze element z jest w
relacji R z elementem y, co zapisujemy = Ry.

7 formalnego punktu widzenia kazdy podzbidr iloczynu X x Y jest relacja. Nas
beda jednak interesowad tylko niektdre z nich, posiadajgce dodatkowe wlasnoéei lub
pojawliajace sie w zastosowaniach.

Przyklad 1.7. Niech X oznacza zbidr dziewczat, a Y zbidr chlopcéw na pierwszym
roku. Zdefininymy relacje R nastepujaco: (x,y) € R, jesli z lubi y-a. Zauwazmy naste-
pujacy ceche tej relacji. Dziewezyna 2 moze lubié kilku (a nawet wszystkich) chlopcdw.
Moze tez nie lubi¢ zadnego. Podobnie dany chlopiec y moze byé lubiany przez jedng,
kilka lub zadna z dziewczyn. O

Jesh potrafimy narysowaé zbiér X x Y, to mozemy na takim rysunku zaznaczy¢
dowolng relacje miedzy zbiorami X 1 Y. Taka graficzna reprezentacja zwykle ula-
twia analize relacji. Jesli X 1 Y sg zbiorami liczbowymi, ich iloczyn kartezjanski jest
podzbiorem plaszczyzny (lub cala plaszezyzna), a zatern ma prosty reprezentacje gra-
ficzna. To samo dotycezy relacji miedzy zbiorami liczbowymi.

Przyklad 1.8. Niech X =Y = R. Zdefiniujmy relacje R nastepujaco: zRy & |z| +
iy| < 1. Latwo sprawdzié, ze zbiér punktéw (x, y) plaszezyzny R? nalezacych do relacji
tworzy kwadrat (patrz rys. 1.2). O

1.2.1 Relacja ré6wnowaznoéci

Teraz hedziemy rozwazacd relacje w iloczynie X x X. Poniewaz rozwazamy elementy
tylko zbioru X, méwimy czesto, ze taka relacja okredlona jest w zbiorze X.

Relacje R okreslong w zbiorze X nazywamy relacjg réwnowaznosei, jesli spelnia
ona nastepujace warunki:

{. Vo € X : &Rz (zwrotnodd),
2. Yz,y € X : 2Ry = yRa (symetria),
3. Va,y,2 € X : Ry A yRz = 2Rz (przechodnioéé).

Relacje réwnowaznodci sa szczegdlnie wazne. Pozwalaja one rozbié zbidr X na
roztaczne podzbiory o odpowiednich wiasnosciach (patrz nastepny podrozdzial).

Przyklad 1.9. Niech X bedzie zbiorem ludzi. Zdefiniuyymy relacje R nastepujaco:
xRy, jesli buty z-a pasuja na y-a (,pasuja’ oznacza, ze nie sg ani za duze ani za
male). Sprawdz, ze relacja R spelnia wszystkie warunki relacji réwnowaznosci. O



22 ROZDZIAL 1. PODSTAWY

/L
N

Rysunek 1.2: Graficzna reprezentacja relacji z przyktadu 1.8

—

Przyklad 1.10. Niech X bedzie zbiorem mieszkaicéw Bialegostoku. Okredlamy, ze
xRy, jesli  mieszka blisko y-a. Przyjmijmy, ze ,blisko” oznacza nie dalej niz 1 km.
Jasne jest, ze dwa pierwsze warunki s spelnione. Natomiast warunek przechodnio$ci
nie jest spelniony, gdyz mozna znalezé takich mieszkanicéw x,y1iz ze iy mieszkaja
blisko siebie, y i z mieszkaja blisko siebie, ale z i 2 mieszkaja w odlegloéci wigkszej
niz | km. Zatem relacja bliskosci R nie jest relacja réwnowaznosci. 0

Przyklad 1.11. Niech X bedzie zbiorem ludzi. Okreslmy relacje R nastepujaco:
xRy, jedli x zna y-a. Tutaj tylko pierwszy warunek jest spelniony (zakladamy, ze
kazdy zna siebie). Relacja ta nie jest ani symetryczna, ani przechodnia. Podaj odpo-
wiednie przyktady. [

1.2.2 Rozwarstwienie zbioru

Niech R bedzie relacja réwnowaznoéci w zbiorze X. Dla elementu z € X zdefiniujmy
warstwe (lub klase réwnowaznosci) wyznaczona przez z wzgledem relacji R jako na-
stepujacy zbidr

[z] .= {y € X : zRy}.

Zatem warstwa wyznaczona przez x sktada si¢ ze wszystkich elementéw zbioru X ,
ktére sa w relacji z elementem z. W szczegdlnoéci element z Jest w relacji z soba
(plerwsza whasno$¢ relacji réwnowainosci), zatem z € [z].
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Rozwazmy relacj¢ réwnowaznoéci R z przykladu 1.9. Zalézmy, se z nosi buty
o numerze 41. Wtedy warstwa wyznaczona przez = sklada sie z wszystkich ludzi
noszacych buty o takim wlasnie numerze. Inne warstwy beda wygladaly podobnie.
Kazda warstwa bedzie skladala si¢ z ludzi noszacych pewien ustalony numer butéw
(niekoniecznie 41). Przyktad ten pokazuje wazna wlasnoéé warstw zdefiniowanych
przez relacje réwnowaznosci.

Twierdzenie 1.12. Niech R bedzie relacjq réwnowaznosci w zbiorze X . Wiedy dwie
warstwy wzgledem tej relacji albo sq roztqezne, albo si¢ pokrywajq. O

Poniewaz kazdy element nalezy do ,swojej” warstwy, wigc zbiér X rozpada sie na
roztgczne warstwy. W kazdej warstwie znajduja si¢ ,podobne” elementy, réwnowazne
ze wzgledu na relacj¢ R. Taka operacje podzialu zbioru X na warstwy nazywamy
rozwarstwientem zbioru X. Jest to rodzaj klasyfikacji elementéw zbioru X, w ktdrej
abstrahujemy od szczegdlnych cech elementéw tego zbioru, skupiajac sie na cechach
istotnych dla relacji. Na prayklad w warstwie Iudzi noszacych buty o numerze 41
znajda si¢ ludzie w réznym wieku, réinej plci, o réznych ilorazach inteligencji. Bedzie
taczy¢ ich tylko jedno: numer buta. Ludzie 7 tej samej warstwy moga bez przeszkéd
zamieniac si¢ butami — nie grozi im otarcie skéry.

Rozwarstwienia zbioru nie uda sie wykonaé, gdy relacja R nie bedzie relacja réw-
nowaznosci. Na przyktad dla relacji blisko$ci warstwy nie beda rozlaczne. Bedg jednak
dobrze okreslone. Warstwa wyznaczona przez ciebie bedzie sktadaé sie z wszystkich
mieszkaicéw Bialegostoku, ktdrzy mieszkaja blisko ciebie (nie dalej niz 1 km).

Rozwazmy jeszcze jeden wazny przyklad.

Przyklad 1.13. Przy pomocy relacji réwnolicznoéci mozna wprowadzi¢ liczby natu-
ralne. Niech X bedzie zbiorem wszystkich zbioréw skoficzonych. Zbiory A i B sa réw-
noliczne, jesl maja jednakowsy liczbe elementéw (kazde dziecko wie jak to sprawdzid).
Relacja réwnolicznosci jest relacja réwnowaznosci. Kazda warstwa zawiera zbiory ma-
Jace jednakowg liczbe elementéw, zatem moze byé utozsamiona z pewna liczba natu-
ralng, réwna liczbie elementéw kazdego zbioru w tej warstwie. O

1.2.3 Relacje porzadku

Relacj¢ R w zbiorze X nazywamy relacja porzqdku (lub relacja czesciowego porzqdku),
Jjesli spelnia ona nastepujace warunki:

1. Ve € X : 2 Re (zwrotnodd),
2. Vz,y € X : xRy AyRr = x = y (antysymetria),
3. Va,y,z2 € X : Ry AyRz = xRz (przechodniodd).

Relacja porzadku jest oznaczana czesto przez znak stabej nieréwnoéci <, gdyz
staba nieréwnos¢ dla liczb rzeczywistych jest typowym przykladem relacji porzadku.
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Méwimy, ze relacja porzadku < w zbiorze X jest relacja porzadku lintowego, jedli
spetnia ona dodatkowy warunek:

Ve,ye X2 <yVy<uz. (1.4)

Przyklad 1.14. Standardowa relacja < w zbiorze liczb rzeczywistych R jest relacja
porzadku liniowego. Rozwazmy inng naturalng relacje porzadku. Niech X oznacza
zbidr wszystkich podzbioréw pewnego ustalonego zbioru 2 (np. Q = R). Wtedy relacja
inkluzji C jest relacja czeéciowego porzadku w X. Poniewas inkluzja A C B dopuszcza
mozliwosé réwnosci, wiec w szczegdlnoéei jest ona zwrotna: A C A. W odréznienin
Jednak od poprzedniej relacji inkluzja nie Jest relacja porzadku liniowego. Niech, na
przyklad, Q@ = R. Rozwazmy dwa elementy A i B zbioru X, czyli dwa podzbiory
zbioru R: A = [0,1]1 B = [1,2). Wtedy warunek (1.4) nie jest spetniony, bo zadna z
inkluzji A C Bi B C A nie zachodzi. 1

Przyklad 1.15. Waznym przykladem porzadku liniowego jest porzadek leksykogra-
ficzny. Jest on uzywany do ustalania kolejnodci stéw w stownikach i encyklopediach.
Zbiorem, w ktérym rozwazamy ten porzadek, jest zbidr stéw zapisanych w pewnym
ustalonym alfabecie (np. alfabecie jezyka polskiego). Porzadek leksykograficzny mozna
przenies¢ na bardzie] abstrakcyjne struktury. Czesto zachodzi koniecznosgé liniowego
uporzagdkowania punktéw na plaszczyinie X = R2 Porzadek leksykograficzny defi-
niujemy wtedy nastepujaco:

(@1,91) < (z2,2) © a1 <zplubzy =as iy < Y.

Mamy, na prayktad, (1,5) < (2,3) i (2,3) < (2,5).
Inny, naturalny, porzadek na plaszczyznie moze by¢ wprowadzony nastepujaco:

(1,91 R(x2,y2) © a1 < 2o iy < 1.

Zauwazmy, ze R jest nie jest porzadkiem liniowym, poniewaz istnieja elementy zbioru
RZ?, ktérych nie mozna poréwnaé. Na przyktad nie zachodzi ani (1,3)R(2,2), ani
(2,2)R(1,3), czyli warunek (1.4) nie jest spelniony. O

1.2.4 * Zadania

Zadania do samodzielnego rozwigzania

1.30. Zbadaé¢ wlasnosei relacji R C R x R:
a) zRy & o] = |yl b) xRy & |z -y < 1,
JtRysozrz<yvVy<e, d) zRs & z=s5Vz>s.

1.31. Zbada¢ whasnosci relacji R C N x N : tRv < reszta z dzielenia ¢ + v przez 3
wynosi 1.
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W ponizszych zadaniach sprawdzi¢, czy podane relacje sg relacjami réwnowazno-
sci. Jesli tak, to podaé klasy abstrakcji tych relacji.

1.32. Niech U oznacza zbiér ludzi oraz niech a,be U
a) aRb & 7 a jest réwieénikiem b,

b) aRb & “a jest krewnym b7,

¢) aRb & 7 a jest bratem lub siostra b”.

1.33. Niech A = {q,b,1,0}, (2,y) € A x A, xRy & istnieje stowo zaczynajace sie
na z a koriczace na y”.

1.34. Niech P bedzie zbiorem produktéw, (p1,ps) € P x P, py Rp2 & pi "ma taka
samg cene, jak ” py .

1.35. Niech M oznacza zbiér ulic pewnego miasta, (k,l) € M x M, kRl < "ulica k
Jest réwnolegla do ulicy 1.”

1.36. (z,y) € N2, sRy &z i y daja taka sama reszic z dzielenia przez 3.

1.37. Dany jest zbiér A = {a,b, ¢} oraz relacia R C Ax A, R = {(a,a), (a, b), (¢, b)}.
Uzupetnié te relacje tak, aby byla:

a) zwrotna,

¢) symetryczna,

b) przechodnia,
d) relacja réwnowaznosci.

Sprawdzié¢ czy ponizsze relacje sg relacjami porzadku w zbiorze X. Czy jest to
porzadek liniowy?

1.38. Niech X oznacza zbiér ludzi oraz a,b€ X. aRb & "a nie jest mtodszy od b”.

1.39. Niech z,y € R
a)zRy ez >yvy >z,

b) zRy & 2% < y?,
¢) Ry & |z —y| > 0,

d) 2Ry z—y+2<0.

1.40. Niech X =R xR i (z1,1), (X2, 92) € X
a) (21, 1) R(za, y2) & 21 > 29 Ay > Y2,
b) (21, y1)R(2a, y2) & 21 > 2o Ay > ys lub Ty <zaANy1 <y lubzy =@y Ay = ys.

1.41. Poda¢ przyktad relacji, ktéra jest:
a) relacja réwnowaznosci,

b) relacja porzadku,
¢) relacja porzadku liniowego.

1.42. Niech 2,y € R. Na plaszczyznie XOY wykresli¢ zbidr punktéw (z, y) spelnia-
Jacych relacje R:

a) zRy @ 2?2 +¢% < 9,
'c) TRy & 2zy < 1,

b) 2Ry c+y>0Vae—y<0,
d) zRy & |z|> |yl ve =y.
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1.3 Funkcje

Przez funkcje f, okredlony na zbiorze X i przyjmujaca wartosci w zbiorze Y, rozu-
miemy przyporzadkowanie kazdemu elementowi z € X dokladnie jednego elementu
y € Y. Taki element y oznaczany jest przez f(z) i nazywany jest wartoscig funkcji f
na elemencie x (lub w punkcie z). Funkcje zapisujemy nastepujgco:

fiX —Y.

Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji f, a zbidr Y jej przeciwdziedzing. Przez f(X)
oznaczainy zhiér wartosci funkcji f,

fX)={yeY :3weX y=f(x)},

ktéry nazywarny obrazem funkcji f. Mamy zatem f(X) C Y.
Jesli A C X, to obrazem zbioru A wzgledem funkcji f : X — Y nazywamy zbidr

flAy={yeY JeeA:y= f(z)}.

Zatem obraz funkcji f to to samo, co obraz jej dziedziny wzgledem f. Mamy oczywiscie
F(4) C F(X) C Y.

Przeciwobrazem zbioru B zawartego w przeciwdziedzinie Y wzgledem funkeji f
nazywamy zbidr

fY(B)={z e X : f(z) € B).

Zauwazmy, ze f~1(B) C X oraz f~}(Y) = X.

Jesli f(X) =Y, funkcja f nazywa si¢ suriekcjg. Méwimy tez, ze funkcja f jest
na, tzn. odwzorowuje zbiér X na zbiér Y. Funkcja f jest réznowartosciowa (jest
iniekcjq), jesli dla dowolnych z3, 2, € X zachodzi nastepujaca implikacja: f(z;) =
f(z2) = @1 = z2. Funkcja, ktdéra jest jednoczesnie iniekcja i suriekcja, nazywa sie
bijekcjq. Méwimy tez, ze jest ona wzajemnie jednoznaczna.

Przyklad 1.16. Niech X bedzie zbiorem mieszkancéw Bialegostoku, a Y zbiorem
wszystkich znanych imion. Kazdemu elementowi 2 € X przyporzadkujmy imie ojca
z-a. Takie przyporzadkowanie jest funkeja. Nie jest ona jednak ani iniekcja, ani su-
riekcja.

Przyporzadkujmy teraz elementowi x € X imie syna z-a. Takie przyporzadkowanie
nie jest funkcja, gdyz nie kazdy mieszkaniec Bialegostoku ma syna. Co wiecej, niekté-
rzy maja dwéch lub wiecej synéw, co powoduje, ze nie mozna im przyporzadkowad
dokladnie jednego elementu. g

Funkcja, ktérej dziedzina i przeciwdziedzina sg zbiorami liczbowymi, nazywa sie
funkcja liczbows.
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Przyklad 1.17. Niech X =Y =R i f(x) = 2% Funkcja f jest funkcjg liczbowa.
Nie jest ona réinowartoéciowa, gdyz dla kazdego # € X, f(z) = f(—z). Poniewaz
f(X) =Ry = {z € R : z > 0}, funkcja ta nie jest tes suriekcja. Jeéli zmienimy
dziedzing na X' = R, otrzymamy funkcje réznowartoéciowa. Jesli przyjmiemy nowa,
przeciwdziedzing Y’ = R, to rozwazane przyporzadkowanie bedzie réwniez suriekcja.
Warto jednak zauwazyé, ze chociaz wzér, za pomocy kiérego zapisujemy funkcje, nie
ulegl zmianie, jest to juz inna funkcja (inna dziedzina i przeciwdziedzina) i powinna
by¢ inaczej nazwana (np. g). O

Wykresem funkcji f : X — Y nazywamy podzbiér iloczynu kartezjaniskiego X x Y,
zdefiniowany nastepujaco:

W(f)={(z,y) e X xY :y= f(z)}.

Mimo ze wykres jest zdefiniowany dla kazdej funkcji, rysowanie go ma sens tylko
dla funkcji liczbowych. Je§li X = Y = R, to wykres jest podzbiorem plaszczyzny
(X x Y =R?). Dla funkcji dostatecznie regularnych wykres jest krzywa plaska.

Przyklad 1.18. Rozwazmy funkcje f : R — R, okreSlong wzorem f(z) = —z? +
4x — 1. Niech A = [-2,3] C R. Poniewaz A jest podzbiorem zaréwno dziedziny jak
i przeciwdziedziny, mozemy znalezé zaréwno jego obraz jak i przeciwobraz wzgledem
f. Najprosciej postuzy¢ sie w tym celu wykresem funkcji. Z rysunku 1.3 odczytujemy,

T T T T T

2 -
0

L \

_2 7 [
4+ _
6 4
8+ -
-10 F -
12 | -

| 1 1 | 1

-2 -1 0 1 2 3 4

Rysunek 1.3: Obraz i przeciwobraz odcinka [—2, 3]

e f(A) = [~13,3] oraz f~1(A4) = [2 — V5,2 + /5]. Koiice tego drugiego przedziatu
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znajdujemy rozwigzujac réwnanie —z? + 4z — 1 = —2. Zaréwno dla obrazu, jak 1 dla
przeciwobrazu, istotne jest uwzglednienie wierzchotka paraboli (2,3). O

Niech f: X Y ig:Y — Z. Zdefiniujmy nows funkcje
gof: X —=2Z

okreslong nastepujaco:

(g0 f)(z) =9(f())

Funkcj¢ g o f nazywamy zlozeniem f i g. Zauwaimy, ze najpierw dzialamy na element
z funkcjy f, a potem funkcja g.

Przyklad 1.19. Niech X, Y i f beda takie jak w przykladzie 1.16. Niech Z bedzie
zbiorem liter alfabetu polskiego. Zdefiniujmy funkcje g : Y — Z nastepujaco: 9(y)
Jest pierwsza literg imienia y. Wtedy zlozenie go f jest funkcjg z X w Z, ktdra z-owi
przyporzadkowuje pierwszg litere imienia jego ojca. O

Niech idx oznacza funkcje identycznosciowa z X w X, tzn. idx (z) = z dla kazdego
z € X. Oczywiscie idx jest bijekcja. Niech f : X — Y. Funkcje ¢ : Y = X nazywamy
funkcja odwrotng do funkcji f, jedli go f = idx i f o g = idy. Oczywiscie wtedy
[ Jest funkcja odwrotng do g. Funkcj¢ odwrotng do funkcji f oznaczamy przez f~1.
Méwimy wtedy, ze funkcja f jest odwracalna lub, ze posiada funkcje odwrotng.

Zauwazmy, ze jesli funkcja f : X — Y jest odwracalnai B C Y, to przeciwobraz
zbioru B wzgledem funkcji f pokrywa sie z obrazem zbioru B wzgledem funkeji f~1.
Co wigcej, zbiory te sg identycznie oznaczone: f~!(B). Warto jednak pamietaé, ze
symbol f~! ma sens tylko dla funkcji odwracalnej f. Jesli f nie jest odwracalna,
mozemy uzy¢ napisu f~! tylko do oznaczenia przeciwobrazu, jak w wyrazeniu f~1 (B).

Stwierdzenie 1.20. Funkcja [ jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest bijekciq.
a

Przyktad 1.21. Niech X oznacza zbiér mieszkaficow Bialegostoku, a Y zbiér ich
numeréw PESEL. Niech funkcja f przyporzadkowuje kazdemu mieszkancowi jego nu-
mer PESEL. Funkcja f jest wzajemnie jednoznaczna, a zatem odwracalna. Funkcja
f~! przyporzadkowuje kazdemu numerowi ze zbioru Y dokladnie Jednego mieszkaiica
Biategostoku. O

1.3.1 Zadania
1.43. Sprawdzi¢ réznowartosciowoéé funkeji:

gl g £ 2

fe)={ 77

, T=-=2
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Rozwigzanie: Sprawdzimy najpierw réznowartosciowosé dla x # —2. Niech z1, 25 #
-2, wtedy:

flz1) = f(zs) & T—l—ﬂ _ 2t

o1 +2  xp+2

<:>;1:1:62+2x1+1:2+2:x1x2+2:1:2+:1:1+2<:>1:1—:(:2—_—0<:>.171:mg,

co dowodzi réznowartosciowosci w tym przypadku.
Rozwazmy teraz sytuacje, gdy 1 = —2, zy # —2:
zg + 1

f(wl):f(:lfg)ﬁl: - S rtl=4+281=2,
ro+ 2

co daje sprzecznosé, czyli wartodé 1 jest osiagana przez funkcje jedynie dla ¢ = —2.
Wobec tego funkcja jest réznowartoéciowa.

1.44. Wyznaczy¢ funkcjg odwrotng do funkcji f(z) = logy(z + 1), > —1.
Rozwiazanie: Aby wyznaczy¢ funkcje odwrotng do danej, wyznaczmy ¢ z réwnania
y =logy(z +1):

r=2 -1

Zmieniajac role zmiennych, tzn. podstawiajac za z, f~1(x), a za y zmienna x, otrzy-
mujemy wzér funkcji odwrotnej do funkcji f(x) = log,(x + 1):

fir)=2"-1.

Graficznie funkcj¢ odwrotng wyznacza si¢ odbijajac wykres danej funkcji symetrycznie
wzgledem prostej y = x.

1.45. Niech f(x) = 2” a g(z) = logyz, # > 0. Wyznaczyé funkcje hy = fog i
hs =gof.
Rozwiazanie: Z wlasnoéci logarytméw oraz z definicji funkcji zlozonej mamy

i(2) = (£ 0.9)(#) = F(g(z)) = fllogy z) = 2% * = 46 VE = /5.
ha(@) = (5 © £)(z) = 9(/(2)) = (") = logy 7* = zlog, 2 = 7.

1.46. Wyznaczyé zlozenie funkcji:
z, v<l 2, r<0
o ={} o=

z>1 2242, £>0
Rozwigzanie:
] 4 < 1 . .
f(y(w))={ g(lx) §§3>1 =1,gdyzVzeRg(z)>2
2 z<0
_ 2, fley <0 _ 2 7,
WD ={ pra, Hoyso = 25 05231
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Zadania do samodzielnego rozwiazania

1.47. Niech P(1)- oznacza funkcje optaty za rozmowe telefoniczng prowadzong w I
strefie, w zalezno$ci od czasu trwania rozmowy (). Poda¢ wzér, ktérym mozna opisaé
te funkcje oraz naszkicowaé wykres.

1.48. Sprawdzi¢ réznowartosciowo$é nastepujacych funkcji:

a) g(z) = T—?ll?[’ b) f(z) =2"—-277,

il g z+1, zr < -1
O ={ 50 IE ase={ -l <1<z<0
’ -0 z -1, z>0.

1.49. Wyznaczyé, o ile to mozliwe, funkcje odwrotna do danej funkeji:

a) (@) = 1, b) f(x) = (% — 1),

¢) f&) = Ve +z+1, d) flx) =2"+2"".

1.50. Liczbie dni pracy przyporzadkowujemy zarobek brutto za wykonana prace
(funkcja g¢), natomiast zarobkom — podatek, ktéry zostanie potracony (funkcja f).
Podaé interpretacje zlozenia ¢ o f.

1.51. Wyznaczy¢ zlozenie funkeji:

a) f(z) =2z — 1, g(z) = 22, b) f(z) =2z + §, g(x) =sinz,
) f(x) =sgnz!, g(x) = 1'12 dg f(z) = [z], g(x) = sinz,

- T S
O 1w = a0 ={ "} 150

1, 2<1 2—22 <2
f)f(m)———{o’ 2> 1, y(:c):{ 2, & >2

1.52. Niech f(x) = L. Rozwigzaé réwnanie f(f(f(f(z)))) = f(L).

1.53. Narysowaé¢ wykres funkcji, podaé dziedzing i zbiér wartosci:
f(z) = z, dla-2<z<1
a) v = - + 27

dlal<az<2,
-3, dlaaz=-3
b) g(x) = z, dla-3<ze<3

3, dlaj <z <10,
¢) fog,gof,jedli funkcje f i g sy takie jak w punktach a i b.

1.54. Wyznaczyé dziedzine funkcji f(z):

a) f(z) = logloge, b) f(z) = -\7—x2+$
c) f(z) =%, d) f(z) = (sinz)"8*,
) (z) = loga_y (27! + §) — VIHEE,

H"B—Jll O
f) f((l?) logZ z— 4logjl‘ i)?g2+3’
g fle) =2+ g+ e+
W) 1+ f(z) + (f(=))*+...==z.
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1.55. Podaé¢ wykres funkcji:
(

) o) =llp 112, b)y=—lz—1]+1,
¢) g(z) = Ve - 142, d) f() = 5"+ +4,
e} f(z) = sin (Z:L' -3)+1, f) f(=) = [z] + =,
) f(z) = sgnz, h) f(z) = sgnz 4 1,
i) fi(z) = (g0 h)(x), fo(x) = (h o g)(2), jezeli g(x) =sgnz, h(z)=z2.
1
a) f(z) = sgnz, b) f(z) = 23+ 1,
¢} f(x) = [=], d) f(z) = [z] + =,
—1 dlaz < ~1
e)f(a:):{——:c-f—‘z dla-1<2<0
2?2 dlaz > 0.

1.57. Wyznaczy¢ obraz i przeciwobraz odcinka (—1, 1] wzgledem funkcji:
a) f(z) =22 +1, b) f(z) =21 41,

c) flz) =sgnzx +z, d) f(z) = [z] + =,
1 dlaz< -2
e) f(z) = z dla-2<2<0
-z dlaz >0,

1 dlaz<~3
f) flz) =< 22 dla-<z<lI
z?2 dlaz> 1.

1.58. Wyznaczy¢ obraz i przeciwobraz zbioru [—1,1) U
danych w poprzednim zadaniu.

(2, 5] wzgledem funkcji po-



Rozdzial 2

Algebra

2.1 Uklady réwnan liniowych

2.1.1 Uktady réwnan dwéch zmiennych

Rozwazmy nastepujacy uklad réwnan liniowych

ar+by = e
ce+dy = f. (2.1)
Mozemy zalozy¢, ze przynajmniej jeden ze wspSlezynnikéw a i b jest rézny od zera. W
przeciwnym przypadku, jesli a = b = 0, dostajemy albo réwnanie sprzeczne (e £ 0),
albo tozsamoéciowe (e = 0). To samo dotyczy drugiego réwnania. Przez rozwigzanie
uktadu (2.1) rozumiemy parg liczb (z,y), spetniajaca oba réwnania.

Kazde réwnanie w (2.1) opisuje prosta na plaszczyznie. Zatem uktad réwnan opi-
suje zbidr punktéw przecigcia tych prostych. Zwykle zbidr ten sktada sie tylko z jed-
nego punktu, ale moze by¢ tez pusty albo tworzyé prosta. Rys. 2.1 prezentuje te trzy
mozliwosei. ,

W przypadku a) proste przecinaja si¢ w jednym punkcie, w przypadku b) sg
réwnolegle (nie przecinaja si¢), w przypadku ¢) pokrywaja sie.

2.1.2 Metoda eliminacji Gaussa dla dwéch zmiennych

Rozwazmy tablice wspétczynnikéw dla ukladu (2.1), zapisana w dwéch wierszach
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/

-
7

a) Jedno rozwigzanie b) Brak rozwigzan c) Uktad nieoznaczony

Rysunek 2.1: Trzy mozliwoéci polozenia dwéch prostych

Linia pionowa oddziela kolumne wyrazéw wolnych. Bedziemy chcieli przeksztalcié te

tablice do postaci

1 0)s
|t

. (2.2)

wykonujac pewne operacje na wierszach. Nie zawsze bedzie to mozliwe. Jedli uda nam

sie uzyskaé¢ zadana postaé, uklad bedzie mial jednoznaczne rozwigzanie. W przeciw-

nym przypadku nie bedzie mial rozwiazan lub bedzie mial ich nieskoficzenie wiele.
Bedziemy dopuszczali trzy rodzaje operacji na wierszach:

e zamiana kolejnosci wierszy,
e pomnozenie wiersza przez liczbe rézng od zera,
~ o dodanie do jednego wiersza innego wiersza pomnozonego przez dowolna liczbe.

Przez pomnozenie wiersza przez liczbe rozumiemy pomnozenie kazdego elementu wier-
sza przez te liczbe. Latwo sprawdzi¢, ze wymienione operacje nie zmieniaja zbioru
rozwigzan ukladu. Zatem uklad réwnaii (2.1) bedzie mial ten sam zbidr rozwigzan,
co uklad, ktérego wspétezynniki przyjma postaé tablicy (2.2). Zauwazmy, ze ten zmo-
dyfikowany uklad bedzie mial postaé

z + 0.y = s

0 + y = ¢ (2.3)

z ktérej natychmiast mozemy odczytac rozwiazanie. Jezeli postaé (2.2) bedzie nie-
mozliwa do osiaggniecia, otrzymamy jedna z ponizszych postaci:
I pls r lis

0o olt M g ole (2.4)
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Gdy t = 0, uktad bedzie nieoznaczony, tzn. bedzie mial nieskoficzenie wiele rozwiazai.
Dla ¢t # 0 uklad bedzie sprzeczny.

Procedure, ktéra poprzez wymienione operacje na wierszach prowadzi do postaci
(2.2) lub (2.4), nazywamy metoda eliminacji Gaussa.

Przyklad 2.1. Rozwazmy uktad réwnan

20 + 4y = 20
Jr + y = 10
Definiuje on tablice
2 4120
3 1]10.
Mnozac pierwszy wiersz przez 1/2 otrzymujemy
1 2|10
3 1710

Nastepnie do wiersza drugiego dodajemy pierwszy wiersz przemmnozony przez —3.
Otrzymamy w ten sposéb pozadane 0 w drugim wierszu.

1 2 10
0 —-51}-20
Mnozymy drugi wiersz przez —1/5
I 2|10
0 1] 4
W koricu do pierwszego wiersza dodajemy drugi pomnozony przez —2
1 02
0 114,
co daje rozwigzanie ukladu: ¢ = 2, y = 4. O

2.1.3 Dowolna liczba zmiennych

W praktycznych zastosowaniach liczba zmiennych i liczba réwnan jest zwykle duzo
wigksza od dwéch. Uktady réwnari pojawiajace si¢ w ekonomii moga zawieraé kil-
kadziesiat lub nawet kilkaset zmiennych. Liczba réwnan moze byé inna niz liczba
zmiennych. Zmienne bedziemy oznaczaé przez z,, s, ... , ,, a wspélezynniki w réw-
naniach przez a;;. Jesli liczba réwnaii bedzie réwna m, uklad przyjmie postaé

a1y + apx: + ... 4+ apr, = b
azxry + axnry + ... + aspr, = by

@m1T1 +  amasr + +  AmnZn = by
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Przez rozwiazanie tego uktadu réwnaii bedziemy rozumieli ciag liczb rzeczywistych
(ry,22,...,2,), ktére beda spenialy wszystkie réwnania ukladu. Geometryczna in-

terpretacja takiego uktadu réwnai jest duzo bardziej skomplikowana niz dla dwéch -

zmiennych. Gdy n = 3, kazde réwnanie opisuje plaszczyzne w przestrzeni (tréjwymia-
rowej), a zatem uktad réwnan moze by¢ interpretowany jako przeciecie (czes$é wspdina)
m plaszezyzn. Gdy n > 3, musimy przenieéé sie do przestrzeni n-wymiarowej, co wy-
kracza poza nasze intuicje geometryczne i nie daje si¢ obejrzeé. Tym niemniej, jak
zobaczymy péiniej, w takiej przestrzeni mozna uprawiaé¢ algebre zupelie tak samo
Jjak na plaszczyinie czy w przestrzeni tréjwymiarowe;j.

Teraz naszym celem jest rozwigzanie uktadu (2.5) lub stwierdzenie, ze nie ma on
rozwigzan (tzn. jest sprzeczny). Od strony jakosciowej sytuacja wyglada doktadnie tak
samo jak dla uktadu 2 x 2, tzn. dla dwéch zmiennych i dwéch réwnaii. Mianowicie,
mogg zachodzi¢ nastepujace przypadki:

e Uklad jest oznaczony, czyli ma dokladnie jedno rozwigzanie, tzn. tylko jeden
clag xq, ..., &, spelnia uklad. Aby tak bylo, m musi byé wicksze Iub réwne n.

o Uklad jest sprzeczny, czyli nie ma rozwiazai. Musimy mieé¢ wtedy przynajmniej
dwa réwnania, czyli m > 2 (albo jedno réwnanie z zerowg lewg strona).

e Uklad jest nicoznaczony, czyli ma nieskoriczenie wiele rozwigzan.

2.1.4 Eliminacja Gaussa w przypadku ogélnym

Uogdlnimy teraz nasze rozwazania z rozdzialu 2.1.2 na dowolng liczbe zmiennych i
dowolna liczbe réwnan. Tablica wspétezynnikéw dla uktadu (2.5) wyglada nastepujaco

a)y Az ... @Qip | b
gy 22 agn | b2 .

, (2.6)
(€298 ] A2 e Amn bm .

Bedziemy dokonywali tych samych operacji na wierszach, co w przypadku dwdch
zmiennych. Réwniez nasz cel bedzie podobny. Bedziemy dazyli do uzyskania maksy-
malnej iloéci zer w lewej czedci tablicy, a elementy, ktére nie beda zerowe, bedziemy
zamieniac na jedynki. Dla n > m bedziemy chcieli dostaé nastepujacy tablice

1 0 0 0 0 =« *
01 0 0 0 *
0 010 0 = *
0 0 0 1 0 x * (2.7
0 0 00 | " *,
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gdzie * oznacza dowolng liczbe. Miejsca, gdzie stoja gwiazdki, na razie nas nie in-
teresujg. Zauwazmy, ze z ukladu réwnan zdefiniowanego przez tablice (2.7) mozna
natychmiast wyliczy¢ zmienne 1, ®s, . .. , #,,. Jedli m = n, zmienne te otrzymajg jed-
noznaczne wartodci, bo bedziemy mieli tylko jedna kolumne gwiazdek, odpowiadajaca
kolumnie wyrazéw wolnych. Dla m < n, wyliczone zmienne zalezeé¢ bedg od pozosta-
tych zmiennych, czyli od £y, ..., #,. Te ostatnie zmienne beda mogly przyjmowaé
dowolne wartosci, a zatem otrzymamy nieskonczenie wiele rozwiazan. Zobaczmy jak
to wyglada w przykladach.

Przyklad 2.2. Rozwazmy uklad

—2xq —2xq +z4 = 0
202, +30x9 48z +6x4s = 6000
152y +10z2 +6xs +Tz4 = 4000
10.’171 +3.L’2 +41’3 +2.’I?4 = 1500
oraz zwiazana z nim tablice wspSlezynnikdéw
-2 -2 0 1 0 Wi
20 30 & 66000 We
15 10 6 74000 Ws
10 3 4 21500 W,

Przez W; oznaczamy i-ty wiersz tablicy. Aby uzyskaé 1 w lewym gérnym rogu tablicy,
mnozymy pierwszy wiersz przez —0,5. Zapisujemy to nastepujaco Wi := —0,5W; i
méwimy, ze nowy wiersz W; otrzymujemy ze starego przez wykonanie wspomnianej
operacji. Ponizej podajemy ciag tablic, ktére bedziemy kolejno otrzymywaé. Po prawej
stronie zapisujemy, w jaki sposGb otrzymalidmy dany wiersz. Po prawej stronie znaku
:= wystepu)a stare wiersze.

1 1 0 —0,5 0 Wi = —0,5W;
10 15 4 3 | 3000 Wa :=0,5W,
15 10 6 7 | 4000 Ws = W,

100 3 4 2| 1500 Wi = W,

1 1 0 —0,5 0 Wi =W,

0 5 4 8 | 3000 Wo := Wy — 10W;

0 -5 6 14,5 4000 Ws = W — 15W,;

0 ~7 4 7| 1500 W := Wy — 10W,

11 0 -05 0 Wy = W,

01 0,8 1,6] 600 Wa =0, 2W,

0 0 10 22,5]7000 Ws := Wa + W,

0 0 9,6 182]5700 Wa = Wy + 1,4W,
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1 0 —0,8 -2,1{ —600 Wy =W, - W,
01 0,8 1,6 600 Wy = W,

00 I 2,25 700 Wi :=0,1Ws
0 0 0 -3,4|-1020 Wy =Wy —0,96W;
I 0 0 -0,3(-40 Wy :=W1+0,8W;s
0 1 0 —-0,2( 40 Wy =Wy —0,8W;3
0 0 1 2,25 700 W3 :=0,1Ws;
0 0 0 1{ 300 Wy = ﬁW4
1 0 0 0] 50 Wy =W, +0,3W,
0 1 0 0]100 Wy = Wy +0,2W,
0 0 I 0] 25 W3 := Wi —2,25W,
0 0 0 11300 Wy =Wy

Z ostatnie] tabeli odczytujemy rozwiazanie: 21 = 50, 25 = 100, 23 = 25,24 = 300. O

Przyklad 2.3. Rozwazmy ukiad réwnan z przykladu 2.2 bez ostatniego réwnania.
Jego tablica bedzie miala postaé

-2 -2 0 1 0 441
20 30 8 66000 W,
15 10 6 714000 W3

Powtarzajac operacje z przyktadu 2.7, z wylaczeniem tych, ktdre dotycza wiersza Wy,
otrzymamy tablice

1 0 0 —0,3]-40
01 0 —0,2| 40
00 L 225|700

Wl = W1 + 0,8VV3
Wz = W2 - 0, 8W3
Wz :=0,1W3;

Zmienna x4 jest teraz traktowana jako parametr. Wyliczajac &1, 2 1 3 otrzymamy:
zy = —40 4 0,34, 2o = 40 4+ 0,224 1 23 = 700 — 2,25z24. Podstawiajac za x4 do-
wolng liczbe rzeczywisty otrzymamy pewne rozwigzanie ukladu. Jest to zatem uklad
nieoznaczony, posiadajacy nieskonczenie wiele rozwiazan. O

Nie zawsze daje sie uzyskaé postaé¢ (2.7). Jest to niemozliwe na przyktad, gdy
m > n. W takiej sytuacji otrzyrmujemy wiersz skladajacy sie z samych zer lub z
zer 1 ostatniej liczby réznej od zera. W pierwszym przypadku zerowy wiersz mozemy
odrzucié. Zerowanie sie wspdlezynnikéw oznacza, ze réwnanie odpowiadajace temu
wierszowi bylo kombinacjg innych réwnaf. W drugim przypadku otrzymujemy oczy-
wista sprzeczno$é. Mozemy przerwaé nasza prace - uklad nie ma rozwiazan.

Moze si¢ tez zdarzyé, ze wszystkie wspélczynniki w pewnej kolumnie stang sie
réwne zero. Oznacza to, ze zmienna odpowiadajaca tej kolumnie faktycznie nie wyste-
puje w uktadzie 1 moze stuzy¢ jako swobodny parametr rozwigzania. Nalezy wéwczas
szukaé jedynki w nastepnej kolumnie, ignorujac kolumne zerowa (tzn. traktujac ja
tak, jakby jej nie bylo).
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Przyklad 2.4. Rozwazmy nastepujaca tablice wspdlczynnikéw

0 2 —1 3|4 Wi
1 -1 0 4|0 W,
1 4 -1 0]3 Wi
11 -1 74 W,
0 3 -1 413 Ws

Stosujac metode eliminacji (aussa otrzymamy kolejno

1 -1 0 4]0 W1 = Wz
0 2 -1 34 W, =W,
0 3 -1 4|3 W3 := W3 + W,
0 2 -1 3|4 Wy =Wy — Wy
0 3 -1 4|3 Ws := Ws
1 -1 0 4 0 W1 = W1
0 1 -0,b 1,5 2 Wy :=0,5W,
0 0 0,5 -0,5{-3 Wy = W3 —1,5W,
0 0 0 0f 0 Wyi=Wy - W,
0 0 05 —-0,5{-3 Ws := W5 — 1,5W,
1 0 -0,5 5,5 2 Wi =W; + W,
01 —-0,5 L,b| 2 Wy :=0,5W,
¢ 0 I —-1]-6 Wy := 2Ws,
0 0 0 0 0 Wy =W,
0 0 0 0f 0 Ws == Ws — Wa
1 0 O 5 (-1 Wi .= W; + 0,5W3
010 -1 Wy := Wy 4+ 0,5Ws5
0 01 —-1|-6 W3 := Wj
Z ostatniej tabeli odczytujemy rozwigzania: £y = —1-5x4, 25 = —1—24, T3 = —6424,
gdzie x4 jest parametrem. O
2.1.5 Zadania
Zadania do samodzielnego rozwiazania
Rozwiazaé nastepujace ukltady réwnan:
2.1. r + 2y = 0 2.2. 20 + 4y = 1
—4zr 4+ 2y = 4. -3z + 2y = 4.



40

2x

2.3. g

Rozwiazaé nastepujace uklady réwnan metoda eliminacji Gaussa:

L1
3.’171
2121

2.5.

I
2171
3:171

2.7.

E2)
—3.’171
—4zy

2.9.

21‘1
I

2.11.

3(1,’1

Ty
2:1:1
3.’1?1

2.13.

2.181
(1
5:1,'1

2.15.

2.17. Jakie zbiory rozwigzah mozliwe sa dla uktadu réwnan liniowych (pierwsza z

y =
3y
2y
3y =

It

2 + x3
o — r3
o +  3x3
zz + I3
rs + 3Jxa
2z + T3
Ty I3
Lo 2%3
2£2 3m3
3x2 — I3
229 + x3
bre + 2z3
z2 + I3
3$2
2£3
2 + I3
) 2x3
X9 3
2x2 + 2x3

it

I

it

2.4.

—5
25 2.6.
20.
3
13 2.8.
17.
10
17 2.10.
7.
5
o0, 212
5
2
5 214
6.
6
-2
_, 216
7.

3z
2z
4r

&Iy - 3:82
2.’L‘1 - 41:2
-3z, + o
201 4+ x2 -
31?1 - T -
gy + x2 +
-—2(171
ry - 2@'2
-1 + 2z
4171 - 81?2
4((11 - Lo
r - 2172
r, + x2
6171 —_ Xg
rn + o2
xry - xro
221 +  x2
4.’L’1 - 2172

+ 4+
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I

@
I

Il

+ 3
+  3z3
+ 2z3

21‘3
21}3
I3

T

o

+ x3
+ 3

+ 3
- 4.’L‘3

-+ 313
+ x3
+ z3
+ 23

+
- z3
+ z3
+ 3z3

T3

podanych liczb oznacza liczbe réwnai, druga za$ liczbe niewiadomych):
b) 4 x 8,
d) 100 x 75.

a) b x 3,
c) 25 x 25,

i

nu

i

N g~
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Ponizej podany jest rezultat rozwiazywania ukltadu réwnan liniowych metoda eli-
minacji Gaussa. Zinterpretowaé otrzymany wynik.

EEIE e
2.18. 2.19. 1 =25
0 01 0] 16 0 0 ol 16
0 0 0 1| 3 ’
0 0
220, ) 000 4 221 1 0|2
’ 0 1 1
p 1 0 0 0 1
222, 1 1 1 0 | 2 2.23. 01 0l—3

2.24. Jezeli uklad réwnan 3 x 3 w interpretacji geometrycznej przedstawia trzy plasz-
czyzny, ktérych czeéé wspdlna jest prosta, to od ilu parametréw bedzie zalezalo roz-
wigzanie tego ukladu 7

2.25. Zakladajac ze uklad réwnan 3 x 3 przedstawia trzy identyczne plaszczyzny,
ustali¢ od ilu parametréw zalezy rozwiazanie tego uktadu.

2.26. Dany jest uklad réwnan:

. 4+ z2 4+ xz + 2py =
221 — 2x29 + T3 = 1
3, — wx9 + 223 + 24 = 1
20y — x92 + 23 + =xy = 0.

Wyznaczyé rozwigzanie, w ktérym parametrem bylaby niewiadoma z4.

2.27. Dany jest uklad réwnan:

zy + %2 4+ x3 =
221 + 2x9 + 3xz3 = ~—1
-y + 3xz0 + 423 = 0.

Wyznaczyé rozwigzanie ukltadu we wszystkich trzech mozliwych postaciach.

2.28. Zaznaczyé w ukladzie wspélrzednych zbiér rozwigzan nieujemnych ukladu
réwnan:

r; + 2r3 — x3 + x4 = 3
200 — x93 — x3 + 2x¢4 = 1
31 + r9 — 2r3 + 3rq = 4.

Rozwiazaé ponizsze uktady réwnai metoda eliminacji GGaussa:

1 + 29 — 4xz — x4 = 7
229, 2xy + bxy — Yxz — 4xy = 16
zy + bxy — Tez — Txq = 13
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2.30 2¢) + 4xy + Hxz + 4ry = 8
T om 4+ 2z 4+ 223 + xq = 3
ry + ro + r3 + rqg = 16
221 + 3w — x4 = 12
2.31. - x3 — Tez + bry = 20
xy + bdra — 13 = 2.

ry + x» 4+ 23 + ®s + x5 = D

21171 - r3 + 3.’174 = 12

2.32. 3z, + 229 — x3 + bry — 3z = 23

200 — bxs + x4 — x5 = 12

by — 4dry + 3x3 + 4rs = -—6.

1 + x9 4+ wx3 + x4 + x5 = 30

21 + 2z 4+ 33 + 4x4 + dry = 130

2.33. 3z, — 23 + 4xzs = 105

dre — 3Jrz + 2x4 — x5 = -5

4, — 10z 4+ x3 — Bry — x5 = —55.

2.2 Zastosowania ukladdéw réwnan

W rozdziale tym podamy kilka zastosowan ukladéw réwnan liniowych. Ograniczymy
si¢ tylko do sformutowania problemu w postaci ukladu réwnaii, zostawiajac rozwia-
zanie tego uktadu czytelnikowi.

2.2.1 Lotnicza akcja pomocy

Polski Czerwony Krzyz organizuje pomoc lotniczg ofiarom trzesienia ziemi w Jugosta-
wii. Pojemnoéé samolotu wynosi 200 m® a jego dopuszczalne obciazenie 80 ton. PCK
wyasygnowalo na pomoc 150.000 zt. Zamierza wysta¢ wode, krew, zestawy pierwszej
pomocy 1 zywno$¢. Liczba konteneréw z woda powinna byé dwa razy wicksza niz
liczba konteneréw z zywnoscig. Tablica 2.1 zawiera dane dotyczace objetosci, wagi 1
ceny konteneréw z woda, krwig, zestawami pierwszej pomocy i zywnoscig.

rodzaj obj. kontenera w1 cigzar kont. w kg  koszt kont. w zt
woda 200 250 200
krew 600 700 1000
zestawy 1000 500 300
zywno$é 200 200 400

Tabela 2.1: Dane dotyczace kontenerdw

Wprowadzmy oznaczenia:
z7 - liczba konteneréw wody,

2.2. ZASTOSOWANIA UKEADOW ROWNAN 43

xy - liczba konteneréw krwi,

3 - liczba kontenerdw z zestawami pierwszej pomocy,
24 - liczba konteneréw z zywnoscig.

Otrzymujemy wéwcezas nastepujacy uklad réwnan

200z; + 60022 + 1000z + 200zq = 200 000
250z; + 700, +  500z3 + 200zs = 80 000
20021 -+ 1000@2 +  300x3 + 400z4 = 150 000

1 - 20y = 0

Otrzymane rozwiazanie powinno zawierad, oczywicie, liczby dodatnie. Trudno jednak
oczekiwad, ze beda one catkowite. Poniewas konteneréw nie mosna dzieli¢, bedziemy
zmuszeni odrzucié czesci utamkowe (nie mozemy przecigzy¢ samolotu ani przekroczyé
budzetu).

2.2.2  Asortyment produkecji

Firma produkuje 3 produkty w oddzialach A, B i C. Kazdy oddzial ma inng efek-
tywnosé produkcji dla kazdego z produktéw, mierzong liczbg godzin potrzebna do
wyprodukowania jednostki produktu, oraz inne mozliwosci produkeyjne, wyrazone w
godzinach na tydzien. Tablica 2.2 podaje te liczby.

produkt mozliwosci
oddzial 1 2 3 produkcyjne
A 2 35 3 1200
B 325 2 1150
C 4 3 2 1400

Tabela 2.2: Efektywnos¢ produkeji i mozliwoéci produkeyjne

Nalezy znalei¢ liczby jednostek produktéw 1, 2 i 3, ktére firma powinna pro-
dukowaé tygodniowo, aby wykorzysta¢ mozliwoéci produkeyjne wszystkich oddzia-
16w, zakladajac, ze oddzialy A, B i C produkuja takie same ilogci danego produktu.
Oznaczmy przez «; liczbe jednostek produktu i-tego, i = 1,2, 3, produkowanego przez
kazdy zaktad. Otrzymamy wtedy nastepujacy uklad réwnan

207 4+ 3,510 + 33 = 1200
3. + 2,5z9 + 2253 = 1150
4, + 3zg 4+ 2x3 = 1400

Rozwiagzanie tego ukladu daje zadane wielkosci produkeji.
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2.2.3 Portfel akcji

Inwestor chce kupié akcje za 500 tys. z. Interesuje go przecigtny wzrost portfela o
12% kwartalnie i stopien ryzyka w wysokosci 10%. Broker oferuje mu trzy pakiety
akcji o réznym spodziewanym wzroscie kwartalnym i o ré6znym stopniu ryzyka. Dane
o tych pakietach przedstawia tabela 2.3.

pakiet spodziewany wzrost spodziewane ryzyko
I 16% 12%
2 8% 9%
3 12% 8%

Tabela 2.3: Pakiety akcji

Niech 2; oznacza liczbe tys. zt przeznaczonych na zakup i-tego pakietu. Otrzymu-
Jemy zatem pierwsze réwnanie

1 + 22 + 3 = 500.

Warunek wzrostu portfela o 12% daje kolejne réwnanie

0,16x; + 0,08z2+ 0, 12x3

=0,12.
500
Podobnie otrzymamy réwnanie dajace zadane ryzyko
0,12z, + 0,0922 + 0, 08x3 —0.1

500

Otrzymujemy zatem uklad trzech réwnan z trzema niewiadomymi. Szukamy tylko
rozwiazan dodatnich.

2.2.4 Zadania

Zadania do samodzielnego rozwigzania

2.34. Pewien zaklad produkuje dwa wyroby I 1 1. Do ich produkcji potrzebne sa
surowce 57, S9. Normy zuzycia i zasoby surowcéw oraz zysk na jednostce kazdego
wyrobu s3 nastepujace:

wyroby zasoby
surowce | 1 | IT | surowca
S1 1|2 2
So 214 4
zysk 418 X
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Jaka powinna byé produkcja tych wyrobéw, aby w catosci zuzyte zostaly zasoby
suroweéw i aby osiagnaé maksymalny zysk ?

2.35. Zabawka zrobiona jest z dwu detali rodzaju A oraz dziesieciu detali rodzaju B.
Detale wycina si¢ z arkusza plastyku, o ustalonych wymiarach, czterema sposobami.
Liczbe detali obu rodzajéw i wielkosci odpadu ( w kilogramach) w kazdym sposobie
wykroju podaje tabela:

detale | sposéb wykroju
L
A 4 31 0
B 0 j41 9|12

odpad | 12| 5 | 3 1

lle arkuszy nalezy cigé kazdym sposobem, aby dostarczyé detali A, B na wykonanie 90
zabawek 7 Podac przykladowe rozwigzania i ustali¢ przy kazdym z nich ilogé odpaddw.

2.36. Firma wytwarza trzy rodzaje produktéw A, B, (' w trzech oddziatach I
Ponizsze tabele podaja efektywnosé¢ produkeji kazdego oddziatu dla kazdego z produk-
tow, mierzong liczbg godzin potrzebna do produkeji 1 sztuki towaru oraz mozliwoéci
produkcyjne (h) kazdego oddziatu w ciagu miesigca. Znalezé liczby jednostek towaréw
wyprodukowanych przy pelnym wykorzystaniu mozliwosci produkeyjnych wszystkich
oddzialéw.

a)
Produkt Mozliwosci
Oddzial | A B € | produkeyjne
I 3 2 5 1800
I1 4 1 3 1450
111 2 4 1 1900
b)
Produkt Mozliwosci
Oddziat | A B C | produkcyjne
I 4 5 2 1600
11 3 2 3 800
J1I 1 4 2 1800

2.37. Pewne przedsigbiorstwo produkuje trzy rézne towary. Tabela podaje czas po-
trzebny do wyprodukowania produkeji 1 sztuki kazdego towaru (produkcja nie moze
odbywaé sig¢ réwnolegle) oraz zapotrzebowania na érodki do produkeji dla kazdego
typu towaru. Miesigczne mozliwoéci produkeyjne tego zaktadu wynosza 1 500 h oraz
miesigczne ograniczenia materiatowe to 3 800 kg. Dla miesiecznej produkcji wynoszg-
cej w sumie 500 sztuk, wyznaczyé liczbe jednostek kazdego typu towaru produkowang



46 ROZDZIAL 2. ALGEBRA

w ciggu miesigca.

Produkt
A B C
Czasochtonnosé 3 2 4
Zapotrzebowanie 10 8 6
materialowe (kg/szt)

2.38. Pewne przedsi¢biorstwo produkuje pieé¢ typéw towaru. Kazdy typ moze byc
wytwarzany w pigciu réznych oddzialach: A, B, C, D, E. Tabela ponizej podaje ty-
godniowe mozliwoéci produkeyjne tego przedsigbiorstwa. Podaé¢ uktad réwnai odpo-
wiadajacy tej sytuacji i wyznaczy¢ liczbe jednostek kazdego typu towaru spelniajaca
ten uktad.

Produkt Mozliwosci
Oddziat | 1 2 3 4 5 | produkcyjne
A 2 1 4 3 2 330
B 4 2 3 2 1 330
§ 5 4 2 4 3 440
D 3 02 2 2 3 320
E 1t 1 1 1 130

2.39. Palarnia kawy jest zainteresowana zmieszaniem trzech gatunkéw kawy, tak aby
uzyskaé 10.000 kg mieszanki. Trzy rozwazane skladniki kosztuja: 24 zt, 26 zt oraz 20
#t za 1 kg. Koszt 10.000 kg powienien wynosié¢ 210.000 zi. Wymagane jest zmieszanie
w taki sposéb, aby pierwszego rodzaju kawy uzyé tyle samo co drugiego. Przy tych
warunkach wyznaczy¢ iloéé kilograméw kazdego gatunku wehodzacych w sktad 10.000
kg mieszanki.

2.40. Odlewnia wytwarza trzy rézne elementy konstrukeyjne. Jej produkcja jest po-
dzielona na dwa oddziaty zwigzane z bezposrednim odlewem (I) i wykonczeniem ele-
mentu (II). Mozliwosci produkeyjne podaje tabela. Wyznaczy¢ liczbe sztuk kazdego
produktu, ktéra moze byé wytworzona przy pelnej produkeji (tygodniowej).

Produkt Mozliwosci
Oddzial | A B C | produkeyjne (h / tydzien)
I 30 10 10 350
i1 10 10 30 150

2.41. Inwestor chee kupié akcje za 10 000 zt. Sa rozwazane trzy pakiety akcji dajace
roczne oprocentowanie odpowiednio: 5 % , 10 % oraz 8 % . Inwestor chce uzyskaé
przecietne roczne oprocentowanie w wysokosci 6% oraz decyduje si¢ na stopien ryzyka
wynoszacy 4% . Ryzyko zwiazane z kolejnymi pakietami wynosi odpowiednio: 1% ,
5% , 5% . Wyznaczy¢ kwoty przypadajace na kazda z wymienionych mozliwoéci.
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2.42. Inwestor chce kupi¢ akcje za 10 000 z}. Jest zainteresowany przecietnym 13%
zyskiem kwartalnym i stopniem ryzyka okolo 8%. Broker oferuje mu cztery pakiety
akcji o réznym spodziewanym wzrocie i réznym stopniu ryzyka. Odpowiednie dane
podaje ponizsza tabela:

Pakiet | Spodziewany wzrost | Ryzyko
l 8% 3%
2 15% 9%
3 10% 6%
4 20% 15%

Obliczy¢ kwoty jakie przypadna na odpowiednie pakiety tak, aby uzyskaé spodziewane
oprocentowanie,

2.3 Algebra macierzy

2.3.1 Dodawanie macierzy

Macierzq nazywamy prostokatna tablice, ktdrej elementy sa liczbami rzeczywistymi.
Macierze bedziemy oznaczali duzymi literami A, B, X, itp. i zapisywali nastepujaco:

@11 a2 ... Q1n
azy Q22 ... A2n

A= - : (2.8)
am1 Am2 ... Cmn

W powyzsze] notacji pierwszy wskaznik oznacza numer wiersza, a drugi — numer
kolumny. Zatem macierz (2.8) ma m wierszy i n kolumn, a element a;; stol w i-tym
wierszu 1 j-¢j kolumnie. Méwimy, ze jest macierza m x n (m na n). Jesii m = n,
czyli gdy liczba wierszy jest réwna liczbie kolumn, macierz nazywamy kwadratowq.
Méwimy, ze macierze A 1 B maja jednakowe wymiary, jesli liczba wierszy macierzy
A jest réwna liczbie wierszy macierzy B oraz liczba kolumn macierzy A jest réwna
liczbie kolumn macierzy B. Macierz (2.8) zapisujemy czesto skrétowo

A= (aij)i:l,..,,n’L,j:l,,..,ny (29)

lub po prostu A = (a;;) jesli jej wymiary s ustalone lub nie s3 w danym momencie
istotne. Wzdr (2.9) méwi jak oznaczamy elementy macierzy A. Macierz n x | nazy-
wamny czesto wektorem kolumnowym (kolumnq), a macierz 1 xn wektorem wierszowym
(wierszem).

Macierze o jednakowych wymiarach mozemy dodawac. Jesli A = (a;;) 1 B =
(bij), to ich suma A + B jest macierzg C' = (ci;), ktérej elementy sa zdefiniowane
nastepujaco:

Cij 1= Q5 + (),"j. (2.10)
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Wzér (2.10) oznacza, ze aby otrzymaé macierz A + B, dodajemy elementy macierzy
A1 B stojagce w tych samych miejscach.

Przyklad 2.5.
2 =70 " 0 1 =51\ _ 240 =741 0-5
—6 4 1 6 2 6 /)7 \ —6+6 44+2 146
2 -6 !
- ( - ) 0
Latwo sprawdzié, ze dodawanie macierzy jest laczne 1 przemienne, tzn.

(A+B)+C=A+(B+() oraz A+ B =B+ A.

-3 ot

Macierz m x n, ktérej wszystkie elementy sa réwne 0, oznaczamy przez O, lub po
prostu przez 0. Macierz zerowa jest niezmiennikiem dodawania, tzn. A + 0 = A.
Macierza przeciwng do macierzy A nazywamy macierz, oznaczang przez —A, ktdrej
elementy sa przeciwne do stojacych w tych samych miejscach elementéw magcierzy A.
Mamy zatem A+ (—A) = 0.

2.3.2 Mnozenie macierzy

Jesli ¢ € R a A = (a;;) jest macierza m x n, to iloczyn cA = Ac jest macierza m x n,
zdefiniowana nastepujgco:

cA = (ca,'j).
Dla ¢,d € R i A,B — macierzy m x n mamy nastepujace wlasnosci rozdzielnoéci
(c+d)A=cA+dA oraz c(A+ B) =cA+ cB. (2.11)

Oprécz mnozenia maciersy przez liczbe wprowadzimy mnogenie dwéch macierzy
przez siebie. Mnozenie takie bedzie wykonalne tylko w éciéle okrelonym przypadku,
mianowicie tylko wtedy, gdy liczba kolumn pierwszej macierzy bedzie réwna liczbie
wierszy drugiej macierzy. Czyli, zeby pomnozyé macierz m x n przez macierz p x r,
musimy mie¢ n = p.

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy m = 1ir = 1, tzn.

b1y

b2t
A= (all,..

. )aln)a B = .
bnl
Wtedy A jest wektorem wierszowym a B jest wektorem kolumnowym. Definiujermny
iloczyn A - B = AB jako liczbe (czyli macierz 1 x 1)

AB = ay1bi1 + ayzbar + ...+ a1abpy .

2.3. ALGEBRA MACIERZY 49

Przyklad 2.6.

I
[ R

(2,3,0,5) - =2-1+4+3-(-2)40.-74+5-2=6 O

-

2
Zaldzmy teraz, ze A jest m x n, a B jest n x r. Wtedy definiujemy iloczyn AB

Jako macierz C' = (¢;;) o wymiarach m x r, ktérej element ¢;; okrestony jest wzorem

Cij = ai1bij + aigbo; + .. + Ainby;. (2.12)

Czesto sume 1 +. . .+ &, zapisujemy krétko Zzzl zy. Przy takiej notacji wzdr (2.12)
bedzie mial postad

n

cij = E aigby;.

k=1
Poréwnujac powyzsza déﬁnich z definicjg iloczynu wiersza przez kolumne, mozemy
powiedzieé, ze aby obliczyé element ¢;; iloczynu AB, mnozymy i-ty wiersz macierzy
A przez j-3 kolumne macierzy B. Ilustruje to ponizszy diagram.

ailz ai2 ... Qin
b]1 e b]j PN bh-
(le RN bgj N bZr
aiy G52 ... Gy .
bui ... | bnj oo by
Am1 Amo ... Umn
C11 C1j Cir
= Ci1 ... Cij . Cir
¢ml --- Cmj ... Cmr

Mnozenie macierzy jest taczne, tzn.
(A-B)-C=A-(B-(C),
oraz rozdzielne wzgledem dodawania, tzn.
(A+B)-C=A-C+B-C, A-(B+C)=A-B+A.-C.

Jesli macierze A i B sa kwadratowe i maja te same wymiary, mozna okreéli¢ zaréwno
AB jak 1 BA. Ogélnie, AB # BA, tzn. mnozenie macierzy nie jest przemienne.
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Przyklad 2.7. Niech A = < _i f )aB = ( _? é ).WtedyAB = ( :f _i
natomiast BA = ( :i __21 ) O

Przez I,,, lub po prostu przez I, oznaczainy macierz kwadratows (a;;) o wymiarach
n x n, okredlong przez a;; = 1 dla ¢ = 1,...,n, oraz a;; = 0 dla wszystkich ¢ #

J. Elementy a;; tworza przekgtng albo diagonale macierzy kwadratowe). Macierz I,
nazywamy macierza jednostkows lub identycznosciows.

Stwierdzenie 2.8. Niech A bedzie macierzq o wymiarach m x n. Witedy A-I,, = A
oraz I, - A = A. O

Niech A bedzie macierza n x n. Macierz B, taks ze AB = BA = I, nazywamy
macierza odwrotng do A i oznaczamy przez A™'. Nie dla kazdej macierzy A istnieje
macierz odwrotna. Poniewaz I - I = [, wiec macierz identycznoéciowa jest odwrotna
do siebie samej.

Niech A bedzie macierzg mxn. Transpozyejg macierzy A (macierza transponowana
do A) nazywamy macierz n x m oznaczana przez A7 = (b;;), taka ze b;; = aj;. Oznacza
to, ze i-ty wiersz macierzy A7 jest réwny i-tej kolumnie macierzy A. Transpozycja
oznacza zatem zamiane kolumn na wiersze (i wierszy na kolummny).

2.3.3 Zadania
2.43. Wyznaczy¢ macierz A = (a;;), o wymiarach 2 x 4, taka ze:
ais = f i+yj jezelii=j
TTL0 jezelii # 4.
Rozwigzanie: Mamy wyznaczy¢ macierz o dwich wierszach i czterech kolumnach. W

pierwszym wierszu i pierwszej kolumnie szukanej macierzy bedzie stal wyraz a3 = 2
(bo ¢ = j = 1). Pozostale wyrazy to a2 = @13 = a14 = 0 oraz as; = agz = azg = 0.

Natomiast agy = 4. A zatem
2 0 00
A= ( 0 4 00 ) ’

2.44. Obliczyé kwadrat macierzy:

a 0 1
A=1 0 1 0 ], aclR.
1 0 a
Rozwigzanie:
a 0 1 a 0 1 a2+1 0 2a
A2=A- A= 0 1 0 01 0 |= 0 1 0
1 0 « 1 0 a 2a 0 a?+1

2.3. ALGEBRA MACIERZY 51

Zadania do samodzielnego rozwigzania

2.45. Wyznaczy¢ macierz A = (a;;), o wymiarach 3 x 2, taka ze:

ﬂ.,'j:{

2.46. Wyznaczy¢ (o ile to mozliwe): a)A+3B, b) AT +2¢ - B, c)AB, BA, d)A(B+
('), jezeli:

1—j Jezelii=j
147 Jezell i # j.

1 0 2 10 0 0 4 -4 1
A= 3 —4 1], B= 4 1 2], C={0 5 6
0 5 -1 0 -4 -1 3 4 -1

2.47. Niech dana bedzie macierz A = 2

3 4 y . .
0o 1 /) Czy mozna wykonaé nastepu-
jace dziatania: AT A A% AAT A2AT?

Wyznaczyé macierz X = AB + aC, jezeli:

2 0
(1 10 5 oo
2'48’A_(5 6 1 —3)’3‘ 4 2 |
0 1
(0 -1 ‘
(/_(_1 0),(1_—2
9 0 10 1 'f‘2
249. A= | -1 1 2 =2 |, B=| | (5’ ,
6 5 0 4 .
~10 2
C= 0 4),a=05
5 6

Rozwiazac réwnanie 0,5AB + 2X7 = BA z niewiadoma X, wiedzac ze:

5 -1 3 -1 1 0
250. A= -5 0 4], B=| 0 4 -2
1 4 -2 2 0 3
0 1 4 2 2 -1 1 8
13 -4 0 1 {0 3 -2
251 A= oy B 7 5 T,
0 2 4 2 2 -2 0 2
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2.52. a) Co mozna powiedzie¢ o macierzy (AT)T 7
b) Co mozna powiedzie¢ o macierzy A, jedli AT = A ?

2.53. Jedli mnozenie macierzy A i B jest wykonalne, to czy wykonalne jest tez mno-
zenie macierzy AT przez BT? A BT przez AT ?

Obliczyé kwadrat nastepujacych macierzy:

. ) 1 0 0
2.54. < S & ;‘0“’). 255. | 0 a 0
sinr COS T 1 O 1
10 0 a (1) g 8
01 0 0
54 4
2.56. 00 -1 o 2.57.
a 0 01 0 0 n

2.4 Wyznacznik macierzy

2.4.1 Definicja wyznacznika

Przypomnijmy, ze wyznacznik macierzy 2 x 2 definiujemy nastepujaco

ap @12

= 11A22 — Q12021 .
21 @22

Wyznacznik macierzy kwadratowe) n x n zdefiniujemy indukcyjnie, stosujac tzw.
rozwinigcie Laplace’a. Przypusémy, ze zdefiniowaliémy juz wyznacznik macierzy (n —
1} x (n — 1). Niech A bedzie macierza n x n. Wykreélajac z macierzy A i-ty wiersz i
J-a kolumne, otrzymamy macierz (n — 1) x (n — 1). Oznaczmy przez A;; wyznacznik
tej macierzy przemnozony przez (—1)"+7. Liczbe Ai; nazywamy dopetnieniem alge-
braicznym elementu a;; macierzy A. Dopelnienia algebraiczne tworzg macierz o tych
samych wymiarach co macierz A. Macierz dopetnien algebraicznych A;; macierzy A
oznaczana jest zwykle przez AP i nazywana macierzq dotgczong.

Wybierzmy teraz dowolny wiersz macierzy A, np. i-ty. Zdefiniuymy wyznacznik
|A| przez

|A| = a;1Ain + ai2Aiz + ...+ ainAin. (2.13)
Mozna pokazaé, ze obliczony w ten sposéb wyznacznik nie bedzie zalezal od wyboru

wiersza, wzgledem ktdrego stosujemy rozwiniecie Laplace’a. Zamiast |A| piszemy cze-
sto det A; det pochodzi od angielskiego stowa determinant.
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Przyklad 2.9. Zastosujemy rozwiniecie wzgledem drugiego wiersza dla macierzy o
wymiiarach 3 x 3.

2 -1 0

3 2 —1 =

5 =3 2
. -1 0 212 0 2 -1
(241 9 (1242 1 (_1\2+3 _
3-(=1) _32}+2(1) 52‘1(1) 5_3{_

=3 (-2)+2-4+1-(-1)=13 O

Dla wyznacznikéw macierzy 3 x 3 mozna stosowaé metode Sarrusa. W tym celu
dopisujemy do macierzy A = (a;;) jej pierwsze dwa wiersze, tworzac nastepujacy
tablice

+ en a2 ayz—
+ a2 a2 axz—
+ as;1 azz azz—
@y a1z a3
@21 Q22 a23

Aby obliczyé¢ det A, mnozymy elementy na przekatnych tej tablicy, zaopatrujac je
w znak + lub — wedlug powyzszego schematu i tak otrzymane iloczyny sumujemy.
Otrzymamy zatem:

det A = ajjazpass + asiazzaiz + aziarzass
— 31G22¢13 — A11A32A23 —~ G21A12033.

Metoda ta nie moze by¢ stosowana do obliczania wyznacznikéw macierzy o wyzszych
wymiarach, gdyz nie generuje ona wszystkich iloczynéw pojawiajagcych sle W rozwi-
nigcin wyznacznika. Sprawd? to na przykladzie macierzy 4 x 4.

2.4.2 Wilasnosci wyznacznika

Operacje na wierszach, ktdre stosowaliémy w metodzie eliminacji (Gaussa, mozna sto-
sowa¢ do obliczania wyznacznikéw:

¢ Zamiana miejscami dwéch dowolnych wierszy powoduje zmiane znaku wyznacz-
nika. '

¢ Dodanie do danego wiersza innego wiersza, przemnozonego przez dowolng liczbe,
nie zmienia wyznacznika.
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e Jeili pomnozymy jeden z wierszy przez liczbe a, to wyznacznik zostanie tez
przemnozony przez a.
Czesto stosujemy nastepujace wlasnosci:

Jesli jeden z wierszy jest zerowy, to wyznacznik réwna sie zero.

Jedli dwa wiersze sg identyczne, to wyznacznik réwna si¢ zero.

o det [, = I.
o det(AB) = det A-det B.

Jedli macierz A jest odwracalna, to stosujac ostatnig wtasnosé do réwnania AA™! =
[ otrzymaimy det A - det A=! = det [ = 1. A zatem wtedy det A # 0 i det A"l =
1/det A. Oznacza to, ze warunek det A # 0 jest konieczny dla odwracalnosci macie-
rzy A. Wkrétce zobaczymy, ze jest réwniez wystarczajacy.

Stwierdzenie 2.10. det AT = det A. O

Powyisze stwierdzenie pozwala nam przenie$é wszystkie operacje, ktére wykony-
waliémy na wierszach, na analogiczne operacje wykonywane na kolumnach. W szcze-
gdlnoscl mozemy stosowaé rozwiniecie Laplace’a wzgledem kolumn.

2.4.3 Odwracanie macierzy

Uzywajac wyznacznikéw mozemy efektywnie znalezé macierz odwrotng, jesli istnieje.
Macierz odwracalna nazywamy réwniez nieosobliwg. Macierz osobliwa to taka, ktéra

nie ma macierzy odwrotne;j.

Twierdzenie 2.11. Macierz A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det A #

0. Witedy A= = (AP)T/det A, gdzie AP oznacza macierz dopelnien algebraicznych
a

macierzy A.

Wzér na maciers odwrotng, zawarty w twierdzeniu 2.11, definiuje nastepujaca
procedure odwracania macierzy:

e oblicz macierz dopelien algebraicznych AP dla macierzy A, wstawiajac w miej-
sen (i) liczbe Agz;

o dokonaj transpozycji powstale) macierzy;
e podziel kazdy element otrzymanej macierzy przez det A;

e otrzymana macierz bedzie réwna A™!.
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-1 3 2
Przyklad 2.12. Niech A= 0 -2 5]|. Wtedy
1 2 3
A11 :—16, A12:5, A13:2,
A21 — —5, Agz = —‘5, A23 = 5)
Aszy = 19, Az =5, Azz =2,
oraz det A = =2 - (—5) + 5 - 5 = 35 (rozwiniecie wzgledem drugiego wiersza). Otrzy-

mujemy zatem

b -16 5 2 -16 -5 19
A= -6 -5 5], (A= 5 -5 5],
19 5 2 2 5 2
1 ostatecznie
T BB
3 35
Al=1{ & —_% 5 I
35 3 35

Szczegdlnie tatwo jest znalefé macierz odwrotng dla macierzy 2 x 2. Niech A =

<a b).Wtedy A7l = 1 d b

c d Tdetd \_e g
Inn.q, czq:sto bardziej efektywna, metods odwracania macierzy jest eliminacja Gaussa.

Zauwazmy, ze macierz odwrotna do A jest rozwigzaniem nastepujacego réwnania ma-
clerzowego: AX = I, gdzie X jest szukana macierza, a I jest macierza jednostkows.
.Roz.plszm){ A1l nakolumny: A = (4;,... yAn), I = (E1,. .., E,). Z whasnoéci mno-
ze:.nla macierzy mamy AX = (AX1,...,AX,). Otrzymujemy zatem réwnowaznodé
Townania macierzowego AX = I z ciggiem rozpatrywanych juz wezesnie] uktadéw
rownan liniowych: AX; = Ei,... , AX, = E,. Rozwiazujac kazdy z nich metoda
ehrpmacji Gaussa otrzymujemy po kolei kolumny Xi1,...,X, macierzy A1, Ponie-
waz we wszystkich tych ukladach macierz wspStezynnikéw A Jjest jednakowa, moz'n'a
stosoYvaé eliminacj¢ Gaussa jednoczesnie do wszystkich uktaddéw, \;VpiSlle(t po’ prawej
stronie po kolei kolumny Ey,...  E, i wykonujgc standardowe operacje na wierszach
tak powstalej tablicy. Oznacza to, ze wyjsciowa tablica ma postac

All.
Po dokonaniu odpowiednich przeksztatcen otrzymamy zatem

A=Y

2.4.4 Rzad macierzy

Niec.h A bedzie macierzg mx n. Minorem stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik
macierzy powstalej z macierzy A przez wybranie k wierszy i k kolumn.
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Z okreslenia wynika, ze k& musi by¢ nie wicksze niz m 1 nie wieksze niz n. Z drugiej
strony, jesli & jest mniejsze od ktéregos z wymiaréw macierzy, mozna utworzy¢ kilka
minoréw stopnia k macierzy A. Dokladniej, dla macierzy m x n mozna utworzyé
(',':) . (Z) réznych minoréw stopnia k. Dla macierzy kwadratowej n x n istnieje dokladnie
Jeden minor stopnia n, réwny det A, natomiast minory stopnia n — 1 to wprowadzone
wezesnie) dopelnienia algebraiczne. Rzeczywiscie, zamiast wybieraé n — 1 wierszy i
n — 1 kolumn, mozna wykresli¢ jeden wiersz i jedng kolumne.

Méwimy, ze macierz A ma rzqd k, jezeli istnieje rézny od 0 minor stopnia k i
wszystkie minory wyzszych stopni (jesli istnieja) sa réwne 0. Rzad macierzy A ozna-
czamy przez rank A (lub rz A).

Przyklad 2.13. Niech A = ((l) 3 (1)

minorami stopnia 1. Natomiast minory stopnia 2 s3 nastepujace:

T T I ] I & I 1 R
o EEE R R

). Wiedy elementy macierzy 1,3,0,0,2,1 sg

Zatem rank A = 2. (]

Oto najwazniejsze wlasnodci rzedu macierzy. Niektore z nich wynikajg wprost z
wlasnosci wyznacznikdw.

Twierdzenie 2.14.

1. Jesli A jest macierzg n X n, to A jest odwracalna wtedy ¢ tylko wtedy, gdy
rank A = n.

2. rank AT = rank A.
3. rank A = 0 wtedy i tylko wiedy, gdy A=0.,
4. AP =0 wtedy i tylko wtedy, gdy rank A < n — 1.

5. Jesli wszystkie minory rzedu k sq rowne 0, to réwniez wszystkie minory stopni
wyzszych od k sq réwne 0.

6. rank AB < min{rank A4, rank B}. d

Przyklad 2.15. Niech A = (1,2,3,4,5). Poniewai rankA = rank AT = 1, to
rank AT A < 1. Poniewaz ATA # 0, wiec rank AT A = 1. Oznacza to, det ATA = 0.
Zauwaz, ze macierz AT A ma wymiary 5 x 5 i wyliczenie jej wyznacznika z definicji
wymagaloby sporego naktadu pracy. a
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2.4.5 Wzory Cramera

Niech 1 b oznaczaja wektory kolumnowe

S| b1

o bz

r = 1, b= .

In bm
Niech A = (a;;) bedzie macierza m x n. Wtedy uklad réwnan z niewiadomymi
1., Tn, macierzg wspolezynnikéw A i kolumng wyrazéw wolnych b mozemy zapl-

saé jako réwnanie

Az =b. (2.14)

Zalézmy, ze n = m oraz, ze macierz A jest odwracalna. Pomnézmy obie strony réw-
nania (2.14) z lewej strony przez A~!

A~ Az = A~ D,

Otrzymujemy zatem, ze * = A~'b. Rozwigzanie to wyglada bardzo prosto. Trzeba
Jednak pamietaé, ze znalezienie macierzy odwrotnej wiaze si¢ z duzym nakladem
obliczeri. Zwykle wygodnie]j zastosowaé jest metode (‘ramera, ktéra opisuje ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie 2.16. Zalézmy, ze A jest macierzq n x n. Uklad Az = b ma jedno-

maczne rozwigzanie wiedy i tylko wtedy, gdy det A # 0. Rozwigzanie wyraza sie wiedy
wzorem

r;=det B;/det A, i=1,... n,

gdzie macierz B; powstaje z macierzy A przez zastgpienie i-tej kolumny wektorem
kolumnowym b. |

Wzory z twierdzenia 2.16 nosza nazwe wzoréw Cramera, a uklad, dla ktérego
det A # 0, nazywa si¢ ukltadem cramerowskim. Jezeli nie jesteSmy pewni, czy rozwa-
zany uklad jest cramerowski, lepiej jest zastosowaé metode eliminacji (raussa.

Przyklad 2.17. Rozwazmy uklad Az = b, gdzie

-1 3 2 2
A= 0 =2 5] ib=|0
1 2 3 1

Wiedy det A = 35, czyli uklad jest cramerowski, oraz
2 3 2 -1 2 2

det By =0 -2 5|=-13,detBy=|0 0 5|=15,

I 2 3 I 1 3
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-1 3 2
det B3 =10 -2 0|=6.
1 2 1 Stosujac metodg rozwiniecia Laplace’a, obliczyé wartoéci wyznacznikéw:
Zatem rozwiazaniem ukladu jest tréjka liczb 1 —1 1 1 2 3 4
0 I -1 3040
—_——— r - . :, == . . * ¢ *
ry = —13/35, £, = 15/35 23 =6/35. O 2.63. | | 0 -1 2.64 01 0 1
. -1 -1 1 1 2 4 3
2.4.6 Zadania
2.58. Obliczyé : f ; i i ! ; (1 0
: 1 - ) 1
I 345 265. | | | 5 2.66. | |, o | _,
301 2 111 -2 0 11 -1
5 1 27
2 -153 13 2 4 1 21 1 1 1
: s ; S > ; 5 kol h danej ma- 21 0 2 1 1 4 1 1 -1
Rozwiazanie: Dokonajmy najpierw operacji na wierszach badz kolumnach danej ma- 3 ‘ .
cierzy. Do pierwszego wiersza dodajmy trzeci wiersz pomnozony przez —3, a nast¢pnie 2.67. i 0 (1) g ; 2.68. i i (I é i
do wiersza czwartego - wiersz trzeci: 410010 PR _0
1 3 4 5 -14 0 -2 -16 -14 0 -2 -—16 2 3 00 =11
3 01 2 3 0 1 2 30 1 2] 1 2 3 4 5 _
= = . 9 4 00 -3 0
5 1 27 5 1 2 7 51 2 1 -1 0 3 -4 0 4 5 -1 1 92 4
2 -1 5 3 2 -1 b 3 70 7 10 269. | -1 2 0 4 5 ].2.70. 3 8 37 69
1 -2 -3 0 -1 . :
Wyznacznik rozwiniemy wzgledem drugiej kolumny: -1 1 -3 —4 0 0 -1 0 0 10
0o 7 3 0 07
—14 -2 -16 , 0 1 4 3 5 3
=(-1)3*2.1. 3 1 2 | = (liczac np. za pomoca metody Sarrusa) = N ) -4 3 000
5 6 0 7 4 2
ToT o 8 97600 Lo-4 300
2.71. 9 2.72. 0 1 -4 3 0
= 136. B 310000 0 0 0 1 4
4 3 00 0 0 3 0 0 1 4
-6 =5 0 0 0 0 "
Zadania do samodzielnego rozwigzania
_ . 4 -5 4 —5H
Obliczyé: 2.73. Obliczy¢ det(AB), gdzie: A = ( 9 5 ), B = ( 9 5 )
4 3 0
2.50. | 0 71 2.60. | 0 10 6
10 10 -6 5 8 Rozwigzac nastepujace réwnania z niewiadoma z:
3 0 2
0,2 0,4 0,3 z ot 2 274. [1 1 0|=0
2.61. | 0,1 0,2 0,5 262. |z 2¢ 3z o r 22 4
0,3 0,1 0,5 I 1 1 '
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61
0,75 X i "é —0 2.87. Wyznaczy¢ wszystkie macierze A stopnia 2 o elementach 0 lub 1 lub- 11 takie,
5. | — : =\ 7€ :
2 w42 0 a) A=l = 4, b) A~1 = AT, c) A-A= A
1 1 1 1
1 1—-=z i 1
2.76. 1 1 29—z i1~ 0. Okresli¢ rzad nastepujacych macierzy:
1 1 1 3—=2 0 9
logz -1 =10 288 A=+ ~1 0} 289.4=| 0 -5 |.
977 -1 logz 0 [ 0 0 11 | 9
o 0 0 logz? -1 h
1 1 1 0 12 -1 0 0
123 290. A= | g L "
2.78. Wykazaé,ze | | 242 3 = zy. _0 9 - N
12 34y ? |
2.79. Dla jakich a macierz 0 2 50 —20 0 50 0 4
‘ 291. A=} 10 5 0 |- 0 -3 10 1 -1 9.
1 a 0 1 9 =5 9 5 -1 0
A= -1 0 1
9% 1 -1 2.92. Zbadac rzad macierzy:
1 z -1 2 11
Jest macierza nieosobliwg ? a)A=12 -1 =« 5 |,b)B=| 2 3 6
, ) 1 10 -6 1 zr 4 8
2.80. Wyznaczy¢ k tak, aby macierz w zaleznosci od réznych wartosct x.
(l) 11 (1) log(‘Z‘I; +1) Rozwiaza¢ réwnanie AX = B z niewiadoma X, wiedzac ze:
A=1_ log(2k +1) 1 1 1 4 -2
1 0 -1 0 293. A= -3 0 1], B=(1,2,49)T.
1 0 -1
byta macierza osobliwa.
1 20 1 0 1
o o 294. A= 102}, B={o0o 1 -1].
Wyznaczyé macierz odwrotna do danej macierzy A : 0 1 2 1 9
1 L2 0 -1 2 0 12
Lo 0 1 -2 11
0 1 2 I 1 -1
2.83. A= -1 0 1 ]. 2.84. A= 1 2 3
-2 -1 0 14 9 Rozwiazaé nastepujace uklady réwnan:
2 1 0 0 1 -1
0 1 2 0 [ S T TS R | 3r1 —2z3 +zz =4
2.85. A= I -2 3 4 2.86. A= _ 1 -1 ’ 2.96. T +z9 —x3 =2
-1 01 3 -1 -1 1 22y +x3 =1
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ry +xy 23 = —1
2.97. 2.17]_ —&T2 +2.’l’5 = -4
4ry “Hwxy +4xs —-2.

It

Sl'l —xy +xs —2.’1?4 =3
7.’171 —x4 = 3
2.98. 4%1 —2:L‘4 =3
bry +xg —x3 +2z4 =-—1.
ry —x9 —xz3 =0

2.99. 1 +4xs +223 =0
3z1 +Txe +3x3 =0.

1 Hdro 223 Hry =2
22 +929 —3xz —224 =5

2.100. 1 +dxy —x4 =3
3zy +ld4my +T7x3 —2x4 =6.
1 —2xy +3xz —xg =1
2z +r3 =2
2.101. 2, 4o —ry =0
Lo -—2173 +4 =3.
z7 +3zy +2z3 224 =0
1 —zr9 —2x3 +2x4 =
2.102. —z; +4xzy  Hrz +4z4 =0
2x, —z9 +dzz =
-1 +x2 +xz —wg4 =0
1y 4z —x3 —r4 =
2103 0 T o Ty
-z —x9 4wz +wgq =0.

W zalezno$ci od parametru a przeprowadzié dyskusje rozwiazalnosci ukladu réwnan:

x| ‘29 +3x3 =a 3z, —2zx9 +x3 =0
2.104. 4z, —8zry +4brz =3 2.105. 1 +2xs —-3xz3 =0
ar; —2xry +2x3 =1. 1 “4axy, —lzg =0.
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—r1  tzras  4x3 Hazy =2
2.106. 1 e tary ey =1
z1 +ary; —r3 a4 =0
azry —29 +z3 4xy = —1.
ary +xy +xz Hxry =1
1 taxy Az Hay =a
2.107. 1 +x2 Hary x4 =a’
X +xy +x3 Hary = ad.

2.5 Potegowanie macierzy. Wielomian charaktery-
styczny

Macierze kwadratowe mozemy mnozyé przez siebie, czyli potegowad. Mamy zatem
A? = A-Aiogdlnie, A" = A- A", Obliczenie wysokich poteg macierzy jest zwykle
dos¢ klopotliwe. Dla niektérych macierzy liczy sie to jednak bardzo prosto.

Jesli A jest macierza diagonalna, tzn. a;; = 0 jesli i # j, to n-ta potega A tez jest
macierza diagonalna, ktéra w miejscu (¢,1) zawiera a?. W szczegdlnoéci I™® = I oraz
(al)* = a™1, gdzie a € R.

Wazng rol¢ w algebrze macierzy odgrywa wielomian charakterystyczny. Niech A

bedzie macierza kwadratows,. Wtedy jej wielomian charakterystyczny zdefiniowany
Jjest nastepujaco

x4(s) = det(sI — A).

Z definicji wyznacznika wynika, ze funkcja y 4 rzeczywiscie jest wielomianem zmiennej
s. Jesli wymiary macierzy A wynosza n x n, to Jej wielomian charakterystyczny ma
stopien n.

Przyklad 2.18. Niech A = ( _‘f _i ) Wtedy

s—2 3

xa(s) = | 3_4’:(3—2)(3—4)—3:32—63+5. O

Jesli zamiast s w wielomianie charakterystycznym wstawimy pewna macierz kwa-
dratowa, otrzymamy inng macierz o tych samych wymiarach. Twierdzenie Cayley’a-

Hamiltona, sformutowane ponizej, méwi co si¢ stanie, gdy podstawiona macierz bedzie
réwna A.

Twierdzenie 2.19. Dla dowolnej macierzy kwadratowej A
XA (A) = Oa

gdzie 0 oznacza macierz zerowq o tych samych wymiarach co A. O
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Twierdzenia tego mozemy uzyé do obliczenia n-te] potegi macierzy A w zaleznosci

od nizszych poteg. Na przyklad, dla macierzy A z przykladu 2.18
A? =6A -5,

gdzie macierz identycznosciowa I = A° (zerowa potega). Wzdr ten mozna uogdlnié

nastepujaco:
AR = g AR 548,
Daje on prosty zaleznos¢ rekurencyjna, ktéra nie wymaga mnozenia macierzy.

2.5.1 Zadania

2.108. Dana jest macierz:

3 0 -1
A=1 0 -3 -1
0 2 =1

a) Wyznaczy¢ wielomian charakterystyczny macierzy A.
b) Wyznaczyé macierz A3. .

¢) Wyznaczy¢ macierz odwrotng do danej macierzy.
Rozwiazanie: ,

a) Wielomian charakterystyczny ma postac :

xa(s) = det(s] — A)

W tym przypadku:

s—3 0 1
xal(s) = 0 s+3 I [=
0 -2 s+1

= (s—D)(s+3)(s+ 1) +2(s - 3)

xa(s) =8> +5* = Ts— 15.
b) Korzystajac z tw. Cayley’a-Hamiltona:
A3 4 A2 —TA- 151 =0,

czyli
A% = —A2 4+ TA 4151,

(2.1

]
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stad
27 2 -5
A3 = 0 —-13 -12
0 22 9

c) detA = 15, wiec A~! istnieje. Po pomnozeniu obu stron réwnania 2.15 przez A~!
otrzymujemy réwnanie:

A+ A-TI-15A" =0,

stad:
) L[5 -2 -3
A‘I:E(A2+A—7I)=T§ 0 -3 3
‘ Ao -6 —9

Dokonaé sprawdzenia, ze AA~! = .

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Sprawdzié, czy prawdziwe jest twierdzenie Cayley’a-Hamiltona dla nastepujacych ma-
cierzy:

1 1 3 1 ! 300
2.109. ( 10 ) 2.110. ( l _9 ) 2.111. 3 -2 -1
0 -2 2
Wyznaczyé A3 oraz A~!, wiedzac ze macierz A ma postaé:
1 -5 -1 -1
2.112. < 0 —1 ) . 2.113. ( 1 —3 ) .
0 0 1 3 -1 -1
2.114. ~1 1 1 . 2.115. 0 2 0
0 -1 -1 1 1 1

2.6 Zastosowania macierzy i wyznacznikéw

2.6.1 Planowanie produkcji

Zalezno$é miedzy produktami i skladnikami potrzebnymi do ich wyprodukowania
moze by¢ przedstawiona przy pomocy macierzy P = (p;;), w ktérej liczba wier-
szy réwna si¢ liczbie skladnikéw, a liczba kolumn — liczbie produktéw. Element p;;
rowna sig liczbie jednostek sktadnika i-ego, potrzebnych do wyprodukowania jednostki
produktu j-tego.
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Podobnie, wyprodukowanie jednostki kazdego ze skladnikéw wymaga uzycia kilku
surowcéw. Mozna to opisaé przy pomocy macierzy S = (si;), w ktorej .ele'ment Sij
oznacza liczbe jednostek surowca i-ego, potrzebnych do wyprodukowania jednostki
sktadnika j-tego. . . .

Przypuéémy, ze maray 5 produktéw, 6 sktadnikéw oraz 4 surowce. Macierze P 1.9
moga mieé wéwczas nastepujaca postac:

102 3 1 2
Cl2 10401
=L 23 0 21
1 002 10
025 2 2
1 5 00 1
po| 61213
1020 2
8§ 2 0 2 2
2 1 00 3

Moze nas réwniez interesowaé macierz T' = (i;), opisujaca zaleznoéé produktow
od surowcéw. Dokladniej, niech ¢;; oznacza liczbg jednostek i—ego surowca, potlfvz?b-
nych do wyprodukowania jednostki produktu j-tego. Pokazemy, ze macierze P, 51T
zwigzane sg nastepujaca zaleznodcia:

T=5-P. (2.16)

Przesledzmy to na podstawie obliczenia elementu ¢1;. Na wyprodukowanie jednostki
pierwszego produktu potrzebujemy:

0 jednostek pierwszego skladnika

1 jednostka drugiego skladnika

6 jednostek trzeciego sktadnika

1 jednostka czwartego sktadnika

8 jednostek piatego skladnika

2 jednostki szdstego skladnika. -
éjkolei plerwszy ixrowiec uzywany jest do produkcji jednostki kolejnych sktadnikéw
w nastepujacych proporcjach:

| jednostke dla pierwszego sktadnika

0 jednostek dla drugiego sktadnika

2 jednostki dla trzeciego skladnika

3 jednostki dla czwartego sktadnika

1 jednostke dla piatego skladnika

2 jednostki dla széstego sktadnika.
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Zatem 11 otrzymamy dodajac iloczyny kolejnych elementéw:
t1=1-04+0-14+2-64+3-14+1-842-2=27.

Odpowiada to dokladnie mnozeniu plerwszego wiersza macierzy S przez pierwsza
kolumne macierzy P. Podobnie mozna uzasadni¢ powstawanie innych elementéw ma-
cierzy T'. Jest ona macierzg 4 x 5.

Majac macierz T mozna obliczyé iloéci kolejnych pieciu surowcéw potrzebne do
wyprodukowania okreélonych ilosci kazdego z czterech produktéw. Oznaczmy przez
Y1, Y2, Y3, ya 1losci kolejnych surowcéw niezbednych do wyprodukowania kolejnych pro-
duktéw w ilosciach &, &9, 23, 24, z5.

Utwérzmy wektory kolumnowe:

T
1
P W
Y2
= 3 y ¥ = Y
L4 3
3
s Y4

Argumentujac podobnie jak przy obliczaniu macierzy T, mozemy stwierdzié, ze

y="Tz.
Podobnie, jedli przez z, ..., 25 oznaczymy iloéci sktadnikéw potrzebnych do wy-
produkowania produktéw zy, ..., zs, to otrzymamy zaleznoié.
z = Pzx.

2.6.2 Liniowe uklady dynamiczne

W rozdziale tym rozpatrzymy dwa przyklady liniowych uktadéw dynamicznych z
czasem dyskretnym. Uklad dynamiczny to uklad zmiennych, ktére ewoluuja wraz z
uptywem czasu. Czas moze byé ciggly lub dyskretny, tzn. zmieniajacy sie skokowo.
Liniowo$¢ oznacza, ze w opisie ukladu dynamicznego pojawiaja sie kombinacje liniowe
zmiennych, takie jakie pojawily sie w ukladach réwnai liniowych.

Wybér proszku do prania

Na rynku dominujg cztery firmy produkujace proszki do prania. Nazwijmy je Fy, Fy, Fa, Fy.
Oznaczmy przez z; udzial firmy F; w rynku, tzn. stosunek wartoéci sprzedazy firmy
Fi do wartodci sprzedazy wszystkich firm tgcznie. Mamy zatem x| + x5+ 23+ 24 = 1.
Wektor udziatéw z = (z1,...,24)7 nie jest jednak staly. Klienci zmieniaja swoje
upodobania, zastepujac jeden proszek drugim. Zalézmy, ze wektor x obliczany jest
na koniec roku, gdy znane sg dane dotyczace wartosci sprzedazy w tym roku. Niech

pij oznacza prawdopodobiefistwo zastgpienia proszku firmy F; proszkiem firmy F;. W
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szczegolnodci p;; oznacza prawdopodobienistwo tego, ze klienci zostang przy proszku
firmy F;. Niech P = (p;;) bedzie macierzg 4 x 4. Zauwazmy, ze dla kazdego j, suma
P1j + p2j + p3j + pa; = 1. Wynika to z faktu, ze zwolennik proszku firmy F; albo
pozostanie przy tej firmie, albo porzuci ja dla jednej z trzech pozostatych. Macierz P
nazywamy macierzg przejscia dla naszego modelu.

Przy pomocy macierzy P mozna przewidziec, jak bedzie wygladal wektor udziatéw
x za rok, jeSli znamy jego warto$¢ w roku biezacym. Mianowicie, nowe z; bedzie
réwne pi1 a1 + pios + pists + piar4. (Jesli masz ktopoty z uzasadnieniem tego wzoru,
podstaw za x; (stare i nowe) faktyczng liczbe klientéw wybierajacych proszek firmy
F;). Aby méc rozrézniaé miedzy starymi i nowymi wektorami x, oznaczmy przez
z(0) wektor x w chwili 0, tzn. w roku, w ktérym rozpoczeliSmy pomiary. W ro.ku
nastepnym oznaczmy go przez (1), w kolejnym przez z(2), itd. Powyzsza analiza
pozwala napisaé prostg zaleznoéé miedzy z(k) i z(k + 1)

z(k + 1) = Pz(k). (2.17)
Powyzsze réwnanie definiuje liniowy uklad dynamiczny z czasem dyskretnym.

Znajac poczatkowa warto$¢ wektora z, tzn. x(0), mozemy tatwo wyznaczyé jego
warto§¢ w chwili k£ (czyli po k latach)

z(k) = P*2(0).

Wynika to z wzoru (2.17). Interesujacym problemerm jest znalezienie granicy, do ktérej
dazy x(k), gdy k dazy do nieskonczonosci. Zalézmy, ze taka granica istnieje i oznaczmy
Ja przez %. Przechodzac do granicy w réwnaniu (2.17), otrzymamy

Zatem granica T musi byé punktem réwnowagi, tzn. macierz P nie bedzie zmieniaé
wektora & przy mnozeniu.
Réwnanie (2.18) przeksztalcamy do postaci

(P-DNz=0. (2.19)
Réwnanie takie zawsze ma rozwigzanie, ale nie musi ono byé jednoznaczne.

Przyklad 2.20. Przypuéémy, ze macierz przejécia P ma nastepujaca postaé

0.3 0.5 0,2 0,0
o1 02 04 04 290
P=Y102 03 01 03 (2.20)
0.4 0.0 0.3 0.3

3

Wtedy det{(P—1I) = 0, a to oznacza, ze uktad (2.19) ma nieskoriczenie wiele rozv'viqzz.u'l.
Tylko jedno z nich spelnia dodatkowy warunek ¢, + 3 + 23 + T4 = 1. Ro.zw1a¢z.uja?c
otrzymamy: z; = 0,26, x2 = 0,27, 23 = 0,23 1 £4 = 0,24. Macierz P nie zmienia
otrzymanego wektora. Mozna pokaza¢, ze z(k) osiagnie go w granicy przy k dazacym
do nieskoriczonosci. O
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Migracja ludnoéci

Co roku cze$¢ mieszkaficéw wsi przenosi sie do miast. Mozna Jednak zaobserwo-
waé réwniez inny trend. Niektérzy mieszkaficy miast przenosza sie na wies. Niech
¢ = (x1, z2) oznacza strukture demograficana spoleczefistwa, gdzie z1 jest ulamkiem
ludnosci mieszkajace] w miastach, a x5 utamkiem ludnoéci mieszkajacej na wsi. Przez
m;; oznaczmy utamek ludnosci migrujacej ze $rodowiska j-ego do érodowiska i-tego
w clagu roku, gdzie wskaznik 1 oznacza miasto, a wskaznik 2 oznacza wieé. Jedli
i = j, my; oznacza utamek mieszkaficéw Srodowiska i-tego, ktérzy w nim pozostaja.
Przypusémy, ze macierz migracji M = (mij) ma postaé

0,8 0,3
M= ( 0,2 0,7)'

Niech #(0) oznacza strukture demograficzng w chwili zerowej, tzn. w roku, w ktérym
zaczynamy obserwacje. Po roku wektor struktury demograficznej wyniesie

(1) = Mz(0),
a po k latach
z(k) = M*z(0).
Aby znalezé stan réwnowagi #, rozwiazmy uklad réwnaf

Mz = &
T+ = 1

Ma on jednoznaczne rozwiazanie z1 = 0,6, 25 = 0,4. Oznacza to, ze po odpowiednio
diugim czasie (teoretycznie w nieskoriczonosci), struktura demograficzna ustali sie na
wyliczonym poziomie, tzn. 60 % ludnoéci bedzie mieszkaé¢ w miastach a 40 % na wsi.
Zauwazmy, ze poczatkowa struktura demograficzna nie ma tutaj znaczenia, zawsze
w granicy dostaniemy punkt réwnowagi. Istotne jest natomiast to, ze macierz M

Jest stata, tzn. zakladamy w naszym modelu, ze tendencje demograficzne nie ulegaja
zmianom w czasie.

2.6.3 Model przeplywéw miedzygateziowych

Model ten zostal skonstruowany w latach dwudziestych przez Wassilego Leontiefa,
amerykanskiego ekonomiste pochodzenia rosyjskiego. Leontief otrzymal za swe osig-
gnigcia w ekonomii nagrode Nobla (1973).

Zaltézmy, ze przemyst sklada si¢ z trzech galezi, z ktérych kazda wytwarza jeden
produkt. Niech #; oznacza roczng wielkoéé produkcji i-tej galezi, mierzong w zlotych.
Kazdy z produktéw jest czesciowo konsumowany poza przemyslem, a cze§ciowo przez
przemyst (np. kopalnie uzywaja stali produkowanej przez stalownie, a stalownie uzy-
waja wegla produkowanego przez kopalnie). Niech a;; oznacza wartosé produktu i,
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ktéra jest niezbedna do wyprodukowania produktu j o wartosci 1 z}. Niech A = (ay;).
Przy trzech galeziach macierz A moglaby wygladaé nastepujaco:

0,3 0,3 0,2
A=1 01 02 0,3 |. (2.21)
0,2 0,1 0,4

Zauwazmy, ze jesli przez x oznaczymy wektor kolumnowy skladajacy si¢ z z1, 3 1
z3, to sktadowe wektora Az dadza czeéé produkeji (z kolejnych galezi) konsumowana
przez przemyst. Niech d bedzie wektorem kolumnowym, ktérego sktadowe dy, dy i ds,
oznaczajg zapotrzebowanie poza przemystem na kolejne produkty wytwarzane przez
gatezie 1, 2 i 3. Aby system byl w réwnowadze, tzn. aby zaspokoié zapotrzebowa-
nie poza przemystem i skonsumowaé cala produkcje, musi by¢ spelnione nastepujace
réwnanie macierzowe bilansu:

z = Az +d, (2.22)
ktére mozemy przeksztalci¢ do
(L.— A)z =d. (2.23)

Rozwigzanie réwnania (2.23), jedli istnieje, daje zadana wielkosé produkgji wszystkich
trzech gatezi. Jedli macierz A zadana bedzie przez (2.21), to macierz I — A bedzie
odwracalna. Wtedy wektor 2 bedzie wyznaczony jednoznacznie przez x = (I — A)~d.

Zaléimy, ze wektor d ma postaé d = (2,3,5)7, gdzie skladowe wyrazone sg w
miliardach zlotych. Znajdz wektor produkcji z, dla ktérego system gospodarczy bedzie
w réwnowadze. Jedli uda ci sie to poprawnie zrobié¢, masz szanse na kolejnego Nobla
w ekonornii.

2.6.4 Model polaczen lotniczych

Polaczenia lotnicze migdzy miastami mozna zilustrowaé przy pomocy grafu skierowa-
nego. Taki graf sktada si¢ z wezldw i strzalek taczacych wybrane wezly. Zalézmy, ze
rozwazamy polaczenia miedzy czterema miastami My, Mz, M3 1 My, ktdre traktujemy
jak wezly grafu i oznaczamy na rysunku kéteczkiem. Rysunek 2.2 przedstawia taki
graf. Strzalka od wezta M; do wezla M, oznacza, ze istnieje polaczenie lotnicze z
miasta M; do M. Podwéjna strzatka miedzy weztami My i M3 oznacza, ze istniejay
polaczenia lotnicze zaréwno z My do M3, jak iz M3 do M.

Zaleta reprezentacji potaczen lotniczy¢ przez graf jest to, ze mozemy odwolaé sie
do intuicji geometrycznej. Przy duzej liczbie weztéw graf moze staé si¢ jednak malo
czytelny. Trudno wtedy odpowiedzie¢ na bardziej skomplikowane pytania dotyczace
polaczeii, np. pytania o polaczenia z przesiadkami. Czesto wygodniej jest postuzyé
sie modelem macierzowym zamiast korzysta¢ z grafu. Dotyczy to szczegolnie sytu-
acji, gdy chcemy korzysta¢ z komputera. Komputery sprawnie wykonuja operacje na
macierzach, gorzej natomiast postuguja si¢ grafami.
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M, ©
/\ .
/O

My O \o M,

Rysunek 2.2: Graf polaczen lotniczych

Zdefiniujmy macierz polaczeii lotniczych P w nastepujacy sposéb. Bedzie to ma-
clerz kwadratowa n x n, gdzie n oznacza liczbe miast (lub liczbe weztéw grafu). Niech
P = (pi;) oraz p;; = 1 jedli istnieje polaczenie lotnicze z miasta M; do miasta M;.
Jesli takie polaczenie nie istnieje, ktadziemy p;; = 0. Zatem macierz P sklada sie z
zer i jedynek; mozemy ja zbudowaé dla dowolnego grafu skierowanego. W przypadku

grafu z rysunku 2.2, reprezentujacego polaczenia lotnicze migdzy czterema miastami,
macierz P bedzie miala postad

(2.24)

OO = O
S —0 0
—_ O — =
(== == ==

Zauwazmy, ze nie interesuje nas tu liczba polaczeni mi¢dzy okreSlonymi miastami;
bierzemy pod uwage tylko to, czy takie polaczenie istnieje czy tez nie. Wszystkie ele-
menty lezace na przekatne) macierzy P sa réwne 0. Oznacza to, ze nie ma polaczenia
lotniczego z miasta M; do miasta M;. Zwykle tak jest, gdyz nie nzywamy samolotu
do przemieszczania si¢ w obrebie miasta. (Gdyby$my jednak rozwazali polaczenia ko-
lejowe, by¢ moze wygodniej byltoby zalozyé, ze takie polaczenie istnieje.

Poniewaz macierz P jest kwadratowa, mozemy obliczy¢ jej k-ta potege. Chcemy
teraz zinterpretowaé jej znaczenie. Niech P2 = Q) = (gij). Obliczmy np. ¢31. Poniewaz
macierz P ma duzo zer, otrzymamy

431 = P32pP21-

Taki iloczyn mozemy interpretowaé jako przejscie z wezta M; do M3, a potem z M,
do Mj;. Oznacza to, ze istnieje polaczenie lotnicze z miasta M; do miasta M3z, ale
jest to polaczenie z przesiadka w miescie M,. Zatem macierz P? opisuje polaczenia
miedzy miastami z jedna przesiadka. Zauwazmy, ze

q33 = P3azp23 + paapaz =1+ 1=2.
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Oznacza to, ze istnieja' dwa rézne polaczenia z jedna przesiadka z miasta My do
miasta M3, pierwsze przez miasto My i drugie przez miasto My. Oczywiécie, oba sa
malo interesujace (chyba, ze ktos lubi podrézowaé samolotem).

Rozumujac podobnie, mozemy stwierdzié, ze macierz P¥ opisuje potaczenia miedzy
miastami z k — | przesiadkami. Macierz bedaca suma

P+ P2y . 4 Pkl

opisuje polaczenia miedzy miastami z nie wiecej niz k przesiadkami. Zauwazmy, ze
wszystkie elementy macierzy P* s3 nieujemne, zatem nie moga sie skracaé przy do-
dawaniu.

2.6.5 Zadania

Zadania do samodzielnego rozwigzania

2.116. Pewna spétka prowadzi sprzedaz pieciu réznych modeli komputeréw w trzech
niezaleznych punktach miasta. Stan iloéciowy kazdego modelu w danym sklepie podaje
macierz M (sklepom odpowiadajg wiersze, typom towaru kolumny). Cene hurtows
(kolumna 1) oraz detaliczng (kolumna 2) kazdego modelu podaje macierz N (ceny w
n.zh):

4000 3000

4 2 3 7 1 1400 1680

M= 2 3 5 0 6 |, N=] 2800 4800
10 4 3 4 3 5400 6600

7000 9800

a) Jaka jest detaliczna warto$¢ towaru w drugim sklepie ?
b) Jaka jest hurtowa warto$é towaru w sklepie trzecim 7
¢} Wyznaczy¢ 1 zinterpretowaé¢ macierz M N.

2.117. Pewne przedsiebiorstwo wytwarza pieé produktéw. Prowadzi ich sprzedaz w
trzech réznych miastach kraju. Macierz 5 podaje oczekiwana sprzedaz dla kazdego z
produktéw w kazdym miescie na hastt;pny miesigc. Niech wyrazy macierzy S = (s;;)
oznaczaja zapotrzebowanie i-tego produktu w j-tym miescie :

500 200 350
400 300 100
S=1 250 425 50
100 150 350
200 175 225

Pozwala to zaplanowaé kupno materiatéw, gdyz kazdy produkt wymaga uzycia pewnej
iloéci jednostek z czterech podstawowych sktadnikéw do produkeji. Macierz R podaje
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to zapotrzebowanie:

1 2 01

01 1 2 2
k= 2101 3}

00 3 11

gdzie element r;; - oznacza zapotrzebowanie j-tego produktu na i-ty skladnik.

a) Wyznaczyé globalne zapotrzebowanie na kazdy z produktéw.

b) Wyznaczyé zapotrzebowanie na sktadniki.

c¢) Wyznaczy¢ mozliwg do wykonania produkcje z zapaséw skladnikéw znajdujacych
si¢ w magazynie w iloSciach podanych przez wektor:

1000
800
900

1100

2.118. Produkowane sy trzy towary przy uzyciu czterech surowcéw. Odpowiednie
zapotrzebowanie na surowce przedstawia macierz M = (my;), gdzie m;; - oznacza
zapotrzebowanie j-tego produktu na i-ty surowiec:

1

0
M=1
I

W o= RO

3
0
2
2

Wyznaczy¢ zapotrzebowanie na surowce, jesli chcemy wyprodukowaé 100 sztuk pro-
duktu pierwszego, 200-drugiego i 300- trzeciego produktu. Wyznaczyé koszt tej pro-
dukcji, jesli ceny jednostki surowca (w zt) wynosza odpowiednio: (5,2, 1, 10).

2.119. Produkcja trzech towaréw wymaga uzycia pigciu suroweéw. Dana jest ma-
clerz zapotrzebowania na surowce:

01 3 0 1
A= 2 3 4 0 0
001 11

a) Zinterpretowaé wynik iloczynu: A(1,1,1, 1, 1)7.
b) Wyznaczy¢ zapotrzebowanie na surowce przy produkcji: (10,20, 10).

2.120. Dana jest macierz prawdopodobienstw przejécia migdzy dwiema firmami:

(0,70 0,25
P‘(o,:zo 0,75>'

Zaléimy, ze w danym roku pierwszy produkt jest kupowany przez 70 % wszystkich
klientéw, a produkt drugi przez pozostale 30 % .
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a) Wyznaczyé sytuacje na rynku po roku.

b) Wyznaczy¢ sytuacje na rynku po trzech latach.

c) Zaktadajac, e macierz P nie ulega zmianom w czasie, wyznaczyé wektor réwno-
wagi.

2.121. Nastepujaca macierz jest macierza przejicia zwigzang z trzema konkuruja-
cymi produktami:

0,2
P=1 0
0

?

—_—

0,
0,
0

k)

0,2
0,3
0

b

[

6
2

S
o

Zalézmy, ze w danej chwili produkt pierwszy ma 40% popularnosci, drugi 40 % i trzeci
20 % .

a) Wyznaczy¢ wektor sytuacji na rynku po roku.

b) Zakladajac stabilnoé¢ macierzy przejscia w czasie, wyznaczy¢ stan réwnowagi.

2.122. Macierz migracji ma postac:
0,90 0,05 _ (0,80 0,15
a“)M—(o,lo 0,95)’ b)M—(o,zo 0,85)'
Wyraz m;; oznacza ulamek ludnoéci migrujacej ze $rodowiska j-tego do i-tego, gdzie
i,j = 1,2 oraz l-oznacza potudnie kraju a 2-péinoc kraju. Wyznaczy¢ stan réwnowagi.

2.123. Dana jest macierz migracji miedzy trzema regionami:

0,90 0,10 0,05
0,05 0,80 0,10
0,05 0,10 0,85

Zakltadajac, ze liczba ludnodci w regionach wynosita ostatnio odpowiednio 40.000,
20.000, 30.000, wyznaczyé stan w kolejnych regionach po uptywie dwéch lat.

2.124. Zalézmy, ze system gospodarczy sklada sie z dwéch galezi: rolnictwa (R)
i energetyki (E). Niech A bedzie macierza przeplywu miedzygaleziowego, w ktd-
rej wskaznik 1 oznacza rolnictwo, a wskaznik 2 oznacza energetyke. Dany jest Téw-
niez wektor zewnetrznych zapotrzebowan na produkty R i E: wektor d. Niech A =
( g’; g’? ) , d= ( l; ) . Wyznaczyé taka produkcje kazdej galezi, aby system

byl w réwnowadze.

2.125. Zalézmy, ze uklad gospodarczy sklada sie z trzech galezi: 1,2,3. Macierz A
jest macierzg przeptywu miedzygaleziowego, macierze Dy, D3 sa macierzami zapo-
trzebowan zewnegtrznych:

0,3 0,2 0,2 5 20
A=1{o01 01 01 ), Di=| 10]), D;=| 15
0,2 0,1 0,1 15 10

Wyznaczyé wektor réwnowagi tego ukltadu przy zapotrzebowaniach Dy, Ds.
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2.12'6. Rozwazmy dwie wspdélzalezne galezie gospodarki- transport 1 przemyst. Pro-
dukcja o wartosci 1zt w transporcie wymaga naktadu 0,1 zt z transportu i przemystu.
Prod\.xkcja o wartosci 1zt w przemysle wymaga nakladéw w wysokosci: 0,4z z kazdej
galezl. Zewngtrzne zapotrzebowanie na transport wynosi 5 mln z}, na przemyst - 20
min zt. Wyznaczyé wymagany wektor produkcji.

2.127. Ry.sunek . 2.3 przedstawia graf reprezentujacy polaczenia lotnicze miedzy
czterema miastami pewnego kraju. Podaé macierz tych polaczeii. Wyznaczyé jel kwa-

Rysunek 2.3: Polaczenia lotnicze migdzy miastami A,B,C,D
drat 1 podaé interpretacje.

2.128. Graf na rysunku 2.4 przedstawia polaczenia miedzy oémioma miastami.
a) Podaé¢ macierz bezposrednich polaczeri.

@/®\<——:/®\\
Ol
e

\®

Rysunek 2.4: Polaczenia miedzy oémioma miastami

b) Podaé macierz polaczen z jedna przesiadka.
¢) Poda¢ macierz polaczen z co najmniej dwiema przesiadkami.

0 1 1
2.129. Macierz M = 1 0 0 } jest macierza bezposrednich polaczen miedzy
1 10
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trzema miastami. Na jej podstawie odtworzy¢ graf polaczen.

2.7 Elementy algebry liniowej w R"

W obecnym rozdziale oméwimy kilka pojeé lezacych u podstaw algebry liniowej. Be-
dziemy rozwazaé tylko szczegSlny przypadek przestrzeni liniowej — przestrzen R™.

2.7.1 Liniowa niezaleznoéé¢ wektoréw

Analogicznie do R?, R™ oznacza zbiér wszystkich ciggéw n-elementowych, o wyra-
zach nalezacych do R. Ciggi takie bedziemy oznaczali malymi literami z,y, z, . . .,
zapisywali w kolumnach

1 nazywali wektorami (kolumnowymi). Element z moze byé¢ utozsamiany z punktem
w przestrzeni R™. Lepszg intepretacja z-a bedzie jednak wektor zaczepiony w zerze
o koficu w tym wlaénie punkcie. Dodawanie wektoréw i mnogzenie ich przez skalary
(liczby rzeczywiste) jest zdefiniowane tak samo jak dodawanie macierzy n x 1. In-
terpretacja wektorowa dodawania jest szczegdlnie przejrzysta na plaszczyinie, kiedy
n = 2. [lustruje to rysunek 2.5.

r+y

Rysunek 2.5: Dodawanie wektoréw na plaszczyinie

Przestrzen R” z tak zdefiniowanymi dzialaniami nazywamy przestrzeniq liniowq
lub wektorowg (n-wymiarowa).
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Rozwazmy teraz k wektoréw w przestrzeni R™, z!, 22 ... «* (wskaznik na gorze
oznacza numer wektora a nie potege). Gdy bedziemy sie odwolywaé do wspoéhrzednych
wektora *, zapiszemy to nastepujaco

i
T

1
Ty

i
Tn

Wektory z!, ... 2* nazywamy liniowo zaleznymi, jesli istnieja liczby oy, ... ay,
nie wszystkie réwne 0, takie ze

el + agz? + .. 4ok = 0. (2.25)

Wyrazenie stojace po lewej stronie réwnania (2.25) nazywamy kombinacjg liniowg
wektorow x', ... 2% ze wspdlczynnikami o1, ... ,a. Kombinacja liniowa, w ktérej
przynajmniej jeden wspélczynnik nie jest réwny 0, nazywa si¢ kombinacjg nietry-
wialng. W przeciwnym przypadku, kiedy wszystkie ai, ..., 0 sg ré6wne 0, nazywamy
Ja kombinacjq trywialng. A zatem wektory z!,... ,z* s3 liniowo zalezne, jeéh ist-

nieje ich nietrywialna liniowa kombinacja zerowa. W przeciwnym przypadku wektory

2! ... 2* nazywamy liniowo niezaleznymi. Liniows niezaleznoéé wektoréw mozemy

wyrazi¢ przy pomocy implikacji
a1z1+...+akxk:0:>a1:aZ:...zakzo.

Zauwazmy, 7e réwnanie (2.25) jest tozsame z ukladem réwnan

i +alas+.. . +aby = 0

eyoy +adas+ ...+ 2k, = 0 (2.26)

w}la1+x§‘a2+...+mﬁak = 0
w ktérym niewiadomymi sg liczby ay, ..., ax, a macierz wspolczynnikdw (:cf) Jjest
utworzona ze wspolrzednych wektoréw. Uklad (2.26) zawsze ma rozwigzanie try-
wialne, sktadajace si¢ z samych zer. A zatem wektory zl,..., z" sa linjowo niezalezne,

Jesli rozwigzanie trywialne jest jedynym rozwiazaniem tego ukladu. Jeéli k = n, to
potrafimy to tatwo sprawdzié korzystajac z twierdzenia Cramera.

Twierdzenie 2.21. Wektory z',... 2" € R" sq liniowo niezalezne wiedy i tylko,
gdy det(zl) # 0. 3]

Jedli k > n, to uktad (2.26) jest nieoznaczony, musi mieé¢ zatem rozwiazania nie-
trywialne. Oznacza to, ze wtedy wektory sg liniowo zalezne.

Przypu$émy, ze wektory z',... z* s3 liniowo zalezne i wspotczynnik o; # 0 w
zerowe) kombinacji liniowej (2.25). Wtedy, dzielac przez a;, mozemy wyrazié wektor
z; przez kombinacje liniowa pozostatych wektoréw. Mamy zatem
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Stwierdzenie 2.22. Wektory z', ..., z* sq liniowo zalezne wtedy 1 tylko wtedy, gdy
jeden z nich mozna wyrazié przez kombinacje liniowg pozostatych wektordw. O

Przyklad 2.23. Jedli k = 2, sprawdzenie liniowej zaleznosci wektoréw jest szczegdl-
nie proste. Musimy wtedy mieé z' = sz? (lub z? = sz!) dla pewnej liczby s (moze
byé réwna 0). Otrzymujemy zatem z} = sz?, a zatem wspélrzedne obu wektoréw sa

proporcjonalne. Na przyklad wektory

2 —6
et =] -1 T
5 —15
sa liniowo zalezne, poniewaz z% = —3z!. O

Wszystkie rozwazania tego podrozdziatu mozna powtdrzyé dla wektoréw wierszo-
wych. Przestrzein wektoréw wierszowych o n skladowych jest zwykle oznaczana przez
R™*. Z punktu widzenia algebry liniowej wektory kolumnowe i wierszowe zachowu)a
sic dokladnie tak samo, a przestrzenie liniowe R™ i R™ s3 nieodréznialne (mate-
matycy moéwia izomorficzne). Liniowa zaleznos¢ wektoréw wierszowych pojawita si¢
w metodzie eliminacji Gaussa. Jedna z operacji nie zmieniajacych zbioru rozwiazan
uktadu bylo dodanie do wybranego wiersza kombinacji liniowej innych wierszy. To
samo dotyczy obliczania wyznacznika.

2.7.2 Rzad kolumnowy i rzad wierszowy macierzy

Rozwazmy macierz A o wymiarach m x n. Kolumny macierzy A sa elementami prze-
strzeni R™, a zatem mozemy badaé ich linilowa niezaleinoéé. Rzedem kolumnowym
macierzy A nazywamy maksymalng liczbe kolumn macierzy A, ktdre sa liniowo nie-
zalezne. Jasne jest, ze rzad kolumnowy jest nie wiekszy niz liczba wszystkich kolumn,
czyli n. Podobnie rzedem wierszowym macierzy A nazywamy maksymalng liczbe li-
niowo niezaleznych wierszy. Wiersze macierzy A sa elementami przestrzeni R™* 1 jest
ich m, zatem rzad wierszowy nie moze by¢ wiegkszy od m. Nastepujace twierdzenie daje
interesujgce powigzanie wprowadzonych rzedéw z rzedem macierzy zdefiniowanym w
rozdziale 2.4.4.

Twierdzenie 2.24. Dia dowolnej macierzy A rzqd wierszowy, rzqd kolumnowy ¢ rzqd
s¢ réwne. O

Szczegélnym przypadkiem tego twierdzenia jest twierdzenie 2.21. Rzeczywiicie,
liniowa niezaleznoéé wierszy (lub kolumn) dla macierzy kwadratowej n X n oznacza,
ze jej wyznacznik jest rézny od zera, co z kolei jest rGwnowazne temu, ze jej rzad jest
rowny n.

Przyklad 2.25. Niech A = (‘11 é é) Poniewaz minor stopnia drugiego (}1 é)

jest rézny od zera, rank A = 2. Zatem pierwsze dwie kolumny sa liniowo niezaleine.
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Trzecia musi by¢ zatem kombinacjg liniowg dwéch pierwszych. Rzeczywiscie,

3\ 1 o2
(6) == ()= ()
Wiersze macierzy sa, oczywiécie, liniowo niezalesne. O

2.7.3 Baza przestrzeni liniowej

B{zzq przestrzeni liniowej R™ bedziemy nazywali zbiér n liniowo niezaleznych wektoréw
te) przestrzeni.

Przyk.lad 2.26. Niech ¢! = (0,...,1,... OT i=1,...n (1 stoi na i-tym miej-
scu; uzywarny transpozycji, aby skrécié notacjg). Wektory et ... e" 53 liniowo nie-
zalezne, poniewaz, gdy ustawimy je obok siebie, utworzg one macierz jednostkowa,

ktérej wyznacznik jest rézny od zera. Zatem tworza one baze, ktdra nazywamy bazg
standardowq. O

Ponizsze twierdzenie podaje najwazniejsza wlasnoéé bazy.

'I"w1erdzenie 2.27. Kazdy wektor przestrzeni R™ mozna zapisaé jako kombinacje
lintowq wektoréw bazy. Wspdtczynniki tej kombinacyi dla danego wektora x sq wyzna-
czone jednoznacznie. O

Kombinacja liniowa, o ktérej mowa w twierdzeniu 2.27, nazywa sie rozwinieciem
wektora w bazie, a jej wspélezynniki — wspétezynnikami lego rozwiniecia.

Przyklad 2.28. Rozwaimy baze standardowa w przestrzeni R™ oraz wektor z —
(1,...,2,)T. Wtedy = mozemy zapisaé jako

RO |
z=2z1e + ...+ x,e".

(Sprawdz to.) A zatem wspéhrzedne wektora z sa jednocze$nie wspétczynnikami jego
rozwiniecia w bazie standardowe;j. O

Przyldad 2.29. Rozwazmy baze B w R? zloiong z wektoréw b! = (2,007 i8> =
(1,3)T. Wezmy = = (4,6)T. Wtedy

x=1b" + 202
Rozwiniecie to jest jednoznaczne. O

Wspétezynniki rozwiniecia wektora  w bazie B nazywamy tez jego wspdlrzed-

. . . ) . o
nylml w te/J ;)azle. Oznaczmy je przez zi,... z!,. Wtedy wektor kolumnowy z’ =
(@), ..., ;)" pozwala zapisaé relacje miedzy standardowymi i ,nowymi” wspétrzed-
nymi

r =Sz’
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gdzie przez S oznaczyliSmy macierz, ktérej kolumny tworza wektory bazy. Z réwnania
tego tatwo wyliczamy »’

2 =571z,

Macierz S nazywamy macierzg zmiany bazy.

2.7.4 Baza wlasna

Niech A bedzie macierzg n xn. Wektor v € R™ nazywamy wektorem wlasnym macierzy
A, jedli istnieje liczba A, taka, ze Av = Av. Liczba A nazywana jest wtedy wartoscig
wlasng macierzy A.

Baza przestrzeni R"™ nazywana jest bazg wlasng macierzy A, jedli kazdy wektor
bazy jest wektorem wlasnym macierzy A.

Zalézmy, ze wektory v!,...  v™ tworzg baze wlasng macierzy A. Niech wtedy S =
(v',...,v"™) bedzie macierza zmiany bazy. Z zaleznosci Av' = \v; = v;); otrzymamy
réwnosé macierzowa

AS = SA,
gdzie A jest macierza diagonalna, w ktdrej na przekatnej stojg wartoéci wlasne Ay, ..., Ay
Otrzymujemy zatem
A= SAS™L.

Poniewaz macierz diagonalna latwo sie poteguje, mozna to wykorzystaé¢ do obliczania
poteg macierzy A. Otrzymujemy mianowicie:

A? = SASTISAST! = SATSTH,
1 ogdlnie,
AF = SAFSL

Baza wlasna nie zawsze istnieje. Jej znalezienie jest latwiejsze, gdy znamy wartosci
wlasne macierzy A. Obliczamy je stosujac nastepujace twierdzente.

Twierdzenie 2.30. Liczba X jest wartosciq wlasng macierzy A wtedy ¢ tylko wtedy,

gdy jest pierwiastkiem jej wielomianu charakterystycznego, tzn. gdy det(A — A) =
0. O

Przyklad 2.31. Sprébujmy obliczy¢ k-ta potege macierzy A,

0 3
~(21)
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Wielomian charakterystyczny y . ma postad
xa(A) = A% -2 -3,

a jego.pier.wiastki wynosza Ay = —1 i Ay = 3. Znajdzmy wektory whasne v! i v2
odpowiadajace A; 1 Ay. Wektor v! spetnia réwnanie

-1 -3 vt _ [0

-1 -3 vi JT\0 )"
Uktad ten ma nieskoficzenie wiele rozwigzaf. Wybierzmy v! = (3, -7, Podobnie
wektor v? spelnia réwnanie

() H)-00)

Za rozwigzanie mozemy przyjaé vl = (1, 1)T. Mamy zatem

. S N S Y 2 S |
s=( 2 )il
Stad otrzymujemy

U | 31 (=% 0 1 -1
/*k:‘sAkA 1 - .
> 4(-11)( 0 :3k>(1 3>_

1 ( 3(—1)F 4 36 g(—1)k+1 4 gk )

4\ (=DFH 438 (—D)k 4 gkH

b

Sprawdz dla k = 2 i k = 3, 7e otrzymany wzdr daje zadane potegi macierzy A. O

Uwaga 2.32. Wielomian charakterystyczny moze nie mieé pierwiastkéw rzeczywistych.
Aby w petni wykorzystaé podang tu teori¢, nalezaloby rozpatrywaé réwniez pier-
wiastki bedace liczbami zespolonymi. Liczby te pojawiaja sic zaréwno w wielu dzia-
tach matematyki jak i licznych zastosowaniach inzynierskich. Wydaje si¢ jednak, ze
matlo przydaja sic w naukach ekonomicznych i dlatego nie zostaly tu wprowadzone.
Zainteresowanego czytelnika odsytamy do powazniejszych podrecznikéw akademic-

kich. ]

2.7.5 Odwzorowania liniowe

Odwzorowanie f : R” —s R™ nazywamy lintowym, jesli spelnia ono nastepujace
wlasnosci:

) Vo, y e R™: f(z + y) = f(z) + f(y) (addytywnoéé),

2) Ve € RWa € R : f(az) = af(z) (jednorodnoéé).
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Przyklad 2.33. Niech A bedzie macierza m x n. Rozwazmy odwzorowanie f : R" —
R™ zdefiniowane nastepujaco

flz) = Ax.

Oznaczmy wartosci funkcji f przez z = (z1,...,2m)7. Wtedy réwnanie z = Az
mozemy rozpisa¢ we wspélrzednych

2i = a1 + apxs + ..+ Ainky (2.27)
dla i =1,...,m. Z whlasnoSci mnozenia i dodawania macierzy (wektoréw) otrzymu-
jemy

He+y)=Alx+y) = Az + Ay = f(=) + f(y),

co oznacza, ze takie odwzorowanie jest liniowe. O

Okazuje sie, ze powyzszy przyklad opisuje wszystkie odwzorowania liniowe.

Twierdzenie 2.34. Kazde odwzorowanie liniowe f : R™ — R™ ma postaé f(z) = Az
dla pewnej macierzy A. O

Macierz A z twierdzenia 2.34 nazywamy reprezentacjq macierzowg odwzorowania
f. Jest ona wyznaczona jednoznacznie. Jesli wiemy, ze odwzorowanie f jest liniowe,
tatwo mozemy znalez¢ macierz A. Jesli zamiast x podstawimy j-ty wektor bazy stan-
dardowej, ¢;, to z (2.27) otrzymamy z; = a;;. Zatem wektor z = f(e;) bedzie j-3
kolumng macierzy A. Mozemy wiec zapisac

A= (f(e1), fle2), -, flen)).

Przyklad 2.35. Rozwazimy odwzorowanie f : R? = R2, ktére mozemy opisaé geo-
metrycznie jako obrét o 180 stopni dokota punktu (0, 0). Mozemy je zapisa¢ wzorem:

f(x) = —x. Odwzorowanie f jest liniowe, a macierz A ma postaé
—1 0
a=(7 )
s -1\ . 0
Rzeczywibcie, f(e1) = —ey = ( 0 ) 1 fleg) = —eq = (_1). O

Szczegdlnie prosto wygladaja odwzorowania liniowe f : R™ — R, czyhi owzoro-
wania o wartosciach skalarnych. Wtedy reprezentacja macierzowa tego odwzorowania
Jjest macierza 1 xn, czyli wektorem wierszowym, i funkcja f moze byé zapisana wzorem

flx) =aizy + ...+ apay,

gdzie A = (a1,...,an) jest reprezentacja macierzowa funkcji f.
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2.7.6 Zadania

2.130. Sprawdzi¢ czy wektor x jest kombinacjy liniowa wektoréw:

I\
—_
I

Rozwigzanie: Wektor z jest kombinacja liniowa wektoréw, jeéli mozna go przedsta-
n

wi¢ w postaci = ) a;2', gdzie a; sa to wspétezynniki. W naszym przypadku mamy:
i=1
v =ajz' + asx?, cayli

0 -2 1
1 | =m 0 | +a-
2 1 -1

Stad otrzymujemy uktad réwnan o niewiadomych a; i as

—2a1 +ay =0
(l2:l
ay —ay =2

Jest to uktad réwnan sprzecznych, czyli wektor & nie jest kombinacja liniows wektoréw

2l 22,

2.131. Sprawdzi¢ liniowy zaleznoéé wektoréw:

a)

-1 2
z! = 1 ],e2=]| - =1 3
0 1
b)
— 0 : 3
z! = 1} ,22=] -1 |,«*= 3 ]2t = 1
3 1 3
Rozwigzanie:
a) Wektory z',... 2" sa liniowo niezalezne wtedy, gdy (Y aizi=0= a; =ay =

i=1

-+ = a, = 0). Wobec tego sprawdzmy jak wyglada rozwiazanie uktadu:

-1 0 2
a1zt + asze? + azz® = 4 I { 4+ay| -1 +as| 3 =0,
3 1
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czyli
—ay +2a3 =0
(ll—[l2+3(t3:0
Jas +az =10
-1 0 2
Ale 1 —1 3 | =16 #0. Zatem, na podstawie twierdzenia Cramera, dany uklad
0 3 1

ma jedynie rozwigzanie trywialne: a; = ao = az = 0, czyli wektory z!, z?, z° sg
lintowo niezalezne.

b) Podobnie jak poprzednio rozwazmy kombinacje liniowg danych wektoréw i przy-
rownajmy ja do zera:

-1 0 2 3
ay 1 + as -1 +azf 3 | +a4 1 =0,
0 3 1 3

stad

—ay1+2az3+3as3 =10
ay —as +3az+aq =0
3ay+az+3a4 =0

Jest to uklad nieoznaczony, majacy rozwiazania nietrywialne. Oznacza to, ze dane
wektory sg liniowo zalezne.

2.132. Czy wektory

1 0 1
=12 |,22=]1],£2= 0
0 0 -1
tworza baze przestrzeni V = R37
L 0 1
Rozwiazanie: Zauwazmy, ze det(z]) =1 2 1 0 | = —1. Jest to wiec zbidr trzech
0 0 -1

wektoréw liniowo niezaleznych w przestrzeni R3. Tworzy wobec tego jej baze.

2.133. Wyznaczy¢ baze wlasng macierzy

0 2 -3
A= -2 4 -3
-2 2 -1
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Rozwigzanie: Wielomian charakterystyczny macierzy A ma postaé

A =2 3
xa(A) =detQI—A)=|2 A-4 3 |=(A+1)(A-2)?
2 =2 41
wiec wartosciami wlasnymi sg: A\; = —1 1 Ay = 2.
Wezmy Ay = —1. Wektor whasny odpowiadajacy tej wartosci wlasnej wyznaczymy z
1
vi
réwnosci: (Al — A)v! = 0, czyli jedli v! = vi |, to otrzymujemy
v3
-1 =2 3 vl 0
2 -5 3 vl =10
2 =20 vl 0

Rozwigzania tego uktadu réwnai maja postaé: v! = t(1, 1, )T, wigc mozemy wybraé
v = (1,1, nT.

Wezmy teraz Ay = 2. W tym przypadku, jak latwo zauwazy¢, uktad réwnan (27 —
A)v? = 0 redukuje sie do Jednego réwnania:

207 — 0% 4 302 = 0.

Musimy wige wprowadzi¢ do rozwiazania dwa parametry v = r, v2 = 25. Wobec

tego rozwiazanie ma postaé : v = (r —3s, r, 25)T . Zatem jako dwa liniowo niezalezne
wektory mozemy wybraé:

1 -3
= 11], #¥= 0
0 2

Wyznaczone wektory stanowia baze wlasng macierzy A:

1 1 -3
B = 1], 1], 0
1 0 2

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Sprawdzié, czy wektor z jest kombinacja liniowa wektoréw z*, jezeli:

A_ -1 Q. 0 o_ [ —2
2.134.:0—( l),x_x_(_l),:c_ E

2.135. z = 2 |,2l= yx2 =e? 2% = 1
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(o) (1) (-
2.136. =z = —3 yel = 0 el = 4
4 Y, \ -1
- (1) (0
2137, ¢ = 9; el = _Z et = 411 yr3=et 2t =el.
-1/ \ 0 \ 1

2.138. z=u, 2! = | — u,z% = u?.

2.139. = =sint, 2! = cost, 2% = sint.

Zbadac liniowa niezaleznoéé wektoréw:

1 -2 ( 4 )
2.140. z! = 2 ,.1:2 = 0 J’3 = 4 .
(3)(74) (3

4
2.141. ! ( 4
2

i
|
—

— N ——
MHN
Il
T
oo o

(3 N[ 2)
1 1 2 2 s_ | -1
2.142. ' = -1 |*= 1 = 9
3 ) -1 ) \ 0
0 1 2

1 (—1 2 2\ 3_,(“1\ 4_ 4

2.143. ¢ = 1 | = = g |hE =e
L2 )

2.144. 2! :u,xzz —u, 28 =u? .
2.145. z! =sint, 2 = cos 2t, ° = sin 2t .

2.146. Dobrac¢ liczbe a tak, aby liniowo zalezne byly wektory:

1 0 1
vt ], v ],| 5
2 3 a

2.147. Dobra¢ liczbe a tak, aby liniowo niezalezne byly wektory:

1 4 a
01, 2 ,| 6
1 a+1 0
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2.148. Wykazad, ze jesli wektory 2!, z2 23 s3 liniowo niezalezne, to wektory z! +
2®, 2% + 2% 2% + 2! sy tez liniowo niezalezne.

Czy dane wektory stanowia baze przestrzeni V ?

1 0 .
2.149. (1),<_1), V =R2
1 0\ /0
2150. {0 J, | L}, 0}, V=m3
1 1 1
1
2151 | 1 |, LV =R3,
0

2.152. Niech wektory

1 1 0
=g o0 |.pt={0 ], ¥=]{1
0 1 1

beda baza w R3. Wyznaczyé wspolrzedne wektora z w tej bazie, jedli:

1 0
a):v:(‘l),b);z::(?).
3 1

2.153. Wyznaczyé wspéhrzedne wektora @ w bazie (b!,b2), jesli w bazie (62,5Y)
pierwsza wspétrzedna tego wektora wynosi 1, a druga 4.

—_0 O

Wyznaczy¢ wartodci whasne nastepujacych macierzy:

2 1 3 -
2.154.(2 _1>. 2.155.(1 2)
1 —-1 0 1 -2 -6
2156. | 2 2 1 |]. 2157. | -2 2 -5 |.
) [ )
1 0 o 1.0 0
2158. [ 0 3 2 2159. | 0 0 5 .
2 -1 ~1) (010)
010 0 1 2 3 4
-1 00 0 43 2 1
2.160. 00 0 I 2161 [, o
001 0 76 5 4
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Wyznaczyé baze wlasng danej macierzy A. W przypadku, gdy taka baza bedzie ist-
niala, wyznaczyé A1V :

-2 -7 0 4
2.162. ( 1 4 ) 2.163. ( 4 0 )
-1 0 0 0 1 0
2.164. I 5 -1 }. 2.165. 1 00
I 6 - 0 0 5

Sprawdzié liniowosé danego odwzorowania:

2.166. f(x1, 22, 23) = 2z; — 23 + 22.
2.167. f(xy,x3) = 2? + 23

2.168. f(z) = Az, gdzie A = ( ! 2 > .

0 -2

1 -1 4
2.169. f(x) = Az, gdzie A= 0 0 5

0 0 0

Dane odwzorowanie przedstawi¢ w postaci macierzowej f(z) = Az:
2.170. f(z1,z2) = (21, 22)T 2.171. f(zy,22) = (21 — 22, 22)7.
2.172. f(z1,22) = (2%, —=z,)T.

2.8 Zastosowania funkcji liniowych

2.8.1 Funkcje liniowe jednej zmiennej

Niech X = Y = R. Zgodnie z definicja z rozdziatu 2.7.5, funkcja liniowa w tym
przypadku powinna mieé¢ posta¢ f(z) = az. Tradycyjnie jednak w zastosowaniach
pojecie to rozszerza sie do funkcji zdefiniowanych wzorem

flx) = arx + aqg, (2.28)

ktére matematycy wola nazywac afinicznymi. Z praktycznych wzgledéw réwniez czesto
dziedzina takiej funkcji jest tylko przedziatem. Wykresem funkcji liniowej (2.28) jest
linia prosta przechodzaca przez punkt (0, ag) i nachylona do osi odcigtych (czyli osi
argumentdéw) pod katem, ktérego tangens réwny jest a;.

Funkcje liniowe moga opisywaé wiele intersujacych zaleznoéci ekonomicznych. Jak-
kolwiek czesto sa to tylko przyblizenia zaleznosci, ktére maja charakter nieliniowy, w

2.173. f(:L‘l,:Bz, .173) = (2171 — X9, 0, —l‘g)T.
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wielu przypadkach przyblizenia te sy wystarczajace.

Liniowa funkcja kosztu, dochodu i zysku

Czesto koszt catkowity w jednostce czasu (np. w ciggu roku) mozna przedstawié¢ jako
sume kosztu stalego oraz kosztu zmiennego, ktdry jest proporcjonainy do pewnej
zmiennej wielkodci.

Przyklad 2.36. Rozwazmy koszt utrzymania samochodu. Mozna go przedstawid
Jako funkcje liczby przejechanych kilometréw:

K(2) = 0,3z + 1500.

Wspdtezynnik przy @ wyrazony jest w zt na kilometr i zwigzany jest z kosztami
benzyny i oleju. Natomiast wyraz staly (liczony w zl) zwiazany jest z kosztami ubez-
pieczenia, przegladéw technicznych, parkowania, itp., ktére nie zaleza od liczby prze-
jechanych kilometréw. O

Dochod firmy sprzedajacej produkty lub ushugi zalezy liniowo od liczby sprzeda-
nych produktéw lub ustug. W przypadku, gdy firma sprzedaje tylko jeden towar po
cenle ¢ za sztuke, dochdéd firmy wyrazi sie nastepujaco:

D(x) = cz.
Zysk, oznaczany przez Z, jest réznicy miedzy dochodem i kosztem:
Z=D-K.

Zysk moze byé dodatni lub ujemny. Jesli dochéd i koszt sa funkcjami liniowymi ze
wzgledu na te samg zmienna z, to réwniez zysk bedzie funkcjy liniowa tej zmiennej.

Przyklad 2.37. Pewna firma sprzedaje pralki automatyczne po 900 zl za sztuke.
Koszty robocizny wynosza 100 na sztuke a koszty materialéw 300 na sztuke. Roczny
koszt staty utrzymania firmy (administracja, ogrzewanie, itp.) wynosi 400 tys. zl.
Oblicz roczny zysk firmy, jeli sprzeda ona 1000 pralek.

Rozwiazanie:
Poniewaz K(x) = 400z + 400.000, a D(z) = 900z, to Z(x) = D(z) — K () = 500z —
400.000. Podstawiajac = 1000, otrzymujemy Z(1000) = 100.000. O

Liniowe modele oplacalnosci

Produkcja jest oplacalna, jesli zysk jest dodatni, czyli gdy dochody sa wieksze od
kosztéw. W przypadku, gdy obie te wielkoéci uzalezniamy od iloéci wyprodukowanych
Jednostek 2, warto$¢ x*, dla ktérej zysk jest zerowy, nazywamy punktem oplacalnoéci.
W przypadku modeli liniowych produkcja bedzie oplacalna, jedli liczba wyproduko-
wanych jednostek z bedzie wigksza od z*. Rozwazmy typowa sytuacje. Niech

D(af) = 30z,
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oraz
K(z) = 22z + 250000,
gdzie D(z) i K(z) sa wyrazone w tys. zt. Punkt oplacalnoéci z* spetnia réwnanie
K(z*) = D(z").
Rozwiazujac réwnanie otrzymujemy z* = 31250. Zatem produkcja bedzie optacalna,
gdy liczba wyprodukowanych jednostek bedzie wyzsza niz 31250.

Punkt optacalnoéci mozemy odezytaé z rysunku, na ktérym naniesiono wykresy
obu funkcji K 1 D. Jest to punkt przecigcia tych wykreséw. (Patrz rys. 2.6.)

w tys.
spfefa zysku
zt
1 000 000 —
__| 22z + 250000
— 30z
200 000 —
x
N 1T
10 20 30
w tys. sztuk

Rysunek 2.6: Wykresy funkcji dochodu i funkcji kosztow
W rozwazanym przykladzie zysk wyrazi si¢ wzorem
Z(z) = D(z) — K(x) = 8z — 250000.

Tak jak dochéd i koszt, zysk jest wyrazony w tys. zi. Punkt oplacalnosci quzi.e.
odpowiadal sytuacji, gdy zysk wynosi zero. Na rys. 2.7 pokazany jest wykres funkcji
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zysku w zaleznosci od liczby # produkowanych jednostek wyrobu. Zauwaz strefe zysku
na prawo od z* i strefe straty na lewo od «*.

w tys. zt VA
400 000 —
_ 82 — 250000
200 000 —
z
! LT 1 | | |
— 30 40 50

w tys. sztuk

Rysunek 2.7: Wykres funkcji zysku

Przyklad 2.38. Polskie Towarzystwo Malych Biznesmenéw chce zorganizowaé w
Jednym z warszawskich hoteli trzydniowa konferencje, poswiecona funkcjonowaniu
malego biznesu. Kazdy uczestnik zaplaci 1000 zt za uczestnictwo w konferencji. Suma
ta pokrywa koszty pokoju, positkéw i oplate konferencyjna. Hotel zada 40.000 zt za
mozliwos¢ korzystania z sali konferencyjnej i urzadzeri rekreacyjnych oraz 600 zt za
pobyt kazdego uczestnika konferencji (nocleg i wyzywienie). Ilu Malych Biznesmenéw
powinno przyjecha¢ na konferencje, aby przyniosta ona zysk?
Rozwiazanie. Znajdujemy punkt oplacalnosci poréwnujac dochéd i koszty:

1000z = 40.000 + 600z.

Otrzymujemy z* = 100, zatem, aby impreza byta oplacalna, musi w niej uczestniczyé
wiecej niz 100 oséb. O

Punkty oplacalnoéci moga pojawié¢ si¢ réwniez pray poréwnywaniu kilku alterna-
tywnych rozwigzan o réznych funkcjach kosztu.

Przyklad 2.39. [Bu] Spéldzielnia lekarska zatrudnia kilka oséb do wystawiania ra-
chunkéw pacjentom i prowadzenia ewidencji, za co placi 1 2zt od Jednego przyjetego
pacjenta. Szef spétdzielni uwaza, ze czynnoéci te powinien wykonywaé komputer i
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rozwaza dwie opcje:

1) leasing komputera z oprogramowaniem za 1600 zt rocznie; obshuga administracyjna
Jednego pacjenta wyniostaby wtedy 0,6 zi;

2) zlecenie obstugi rachunkéw wyspecjalizowanej firmie, ktéra zada stalej oplaty 300
zt rocznie oraz 0,8 zt za jednego pacjenta.

Spéldzielnia przyjmuje ok 3 tys. pacjentéw rocznie. Co doradzitbys szefowi spél-
dzielni?

Rozwigzanie. Gdy poréwnujemy trzy funkcje, wygodnie zilustrowaé je na wspdl-
nym wykresie (patrz rys. 2.8). Punkty przeciecia prostych mozemy odczytaé z wykresu
lub wyznaczy¢ analitycznie. Otrzymamy trzy punkty, z ktérych dwa beda ,,punktami
oplacalnoéci”: punkt x; = 1500 odpowiada przejéciu od dotychczasowego, recznego
wystawiania rachunkéw do przypadku 2) (zlecenie firmie); punkt w3 = 6000 odpo-
wiada przejéciu do wariantu 1) (leasing komputera). Zatem rozwigzaniem optymalnym
Jest zlecenie obstugi wyspecjalizowanej firmie (wariant 2)).

Gdyby wariant 2) byl ntemozliwy, punkt optacalnoéci dla wariantu 1) w stosunku
do dotychczasowej metody wynositby z* = 4000. Zatem szef spéltdzielni powinien
zosta¢ w tym przypadku przy metodzie reczne;]. O

Liniowa funkcja popytu i podazy

Popyt na okreslony towar zalezy od jego ceny. Jakkolwiek zaleznodé¢ ta jest zwykle
nieliniowa, w wielu przypadkach mozna postugiwac sie modelem liniowym. Oczywiste
jest, ze gdy cena roénie, popyt maleje. Typowa zaleznoéé popytu od ceny moze mie¢
postaé:

PP(c) = 5000 — be,

gdzie wspolczynnik 5 wyrazony jest w jednostkach towaru na 1 zi, a cena ¢ wyrazona
jest w zl. Latwo zauwazyd, ze gdy cena osiagnie warto$¢ 1000 zt, popyt spadnie do 0.
Mniej realistycznie wyglada sytuacja, gdy cena zbliza si¢ do zera. Klienci zachowuja
sie wéwczas raczej nieliniowo i kupuja towar, nawet jesli jest im zupelnie niepotrzebny.

W przypadku, gdy producent moze bezkarnie podwyzszaé cene (np. gdy jest mo-
nopolista), chetnie produkuje wiecej. A wiec, im wyzsza cena, tym wigksza podaz.
Typowa zaleznoé¢ moglaby wygladaé nastepujaco:

PD(c) = 2¢,

przy jednostkach jak poprzednio. Model ten jest jeszcze mniej realistyczny i zaklada,
ze zwickszona podaz spotyka sie z odpowiednim popytem. Sytuacja taka moze miet
miejsce w firmach zbrojeniowych, produkujacych na zamdwienia rzagdowe (tak bylo
np. w USA w czasie zimne) wojny).

Cena réwnowagi to taka cena ¢*, dla ktérej popyt jest réwny podazy, tzn. PP{c*) =
PD(c*). Poniewaz funkcja popytu zwykle jest malejaca, a funkcja podazy rosnaca,
wykresy obu funkeji powinny si¢ przeciaé, dajac w punkcie przeciecia cene réwnowagi.
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| 10z
— 62 + 16000 8z + 3000
2 p—
1 p—
X
' I [ ] l I
1 2 3 4 5 6 x 1000

Rysunek 2.8: Trzy warianty

W praktyce moze sie jednak okazaé, ze cena ta nie nalezy do przeciecia dziedzin
(praktycznych) obu funkcji.

Amortyzacja i wartosé ksiegowa
Sprzet posiadany przez firme ulega zuzyciu. Zwykle zaklada sie, ze warto$¢ tego zuzy-

cia, czyli amortyzacja, jest proporcjonalna do wieku sprzetu. Wartoéé ksiegowa sprzetu
Jest r6znica miedzy jego wartoScia poczatkowa a wartoécia amortyzacji. Zatem

WK(t) =c— at,

gdzie WK oznacza warto$¢ ksiegowa sprzetu, ¢ — cene, za jaka go zakupiono, t — czas
oraz a — wspélczynnik amortyzacji.
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2.8.2 Funkcje wielu zmiennych

Podobnie jak dla funkcji jednej zmiennej, réwniez dla funkcji liniowych wielu zrien-

nych bedziemy rozwazali uogéinione funkcje liniowe (funkcje afiniczne) postaci f(x) =
i . 2 T
ag+ ayxy + ...+ apey, gdzie £ = (wy, ..., 20)" .

Funkcja dochodu, punkty oplacalnosci
Zwykle firmy sprzedaja wiele réznych produktéw lub ustug. Wtedy funkcja dochodu
zalezy od wielu zmiennych:

D(zy,22,...,20) =121+ coka+ ...+ CnTn.

Zmienne te reprezentuja liczbe sztuk réznych towaréw sprzedanych przez ﬁrmq.. .
Funkcja kosztu powinna zawiera¢ koszt staly, bedzie wiec uogdlniona funkcja li-

niowa;
K(ml, A ,.’L‘n) =ko+kiz1+...+ k‘nl'n.

Rozwazmy sytuacje dla n = 2. Niech
D(z1,z2) = 3z1 + 4zg oraz K(z1,x2) = 240 + 21 + 2z».

Cheemy znalezé punkt oplacalnoéci, w ktérym D(.’ﬂ],.’lzz) = K(z1, 1112) Otr,zymuj'emy
32, +4x9 = 24042z, +2x9, co jest réwnowazne réwnaniu +2x? = 240 Rownanlf: to
ma nieskoticzenie wiele rozwigzan i opisuje prosta na plaszczyznie. ,.]esh uwz.glqdnlmy
fakt, ze zaréwno z; jak 2o powinny by¢ nieujemne, prosta zostanie ograniczona .do
odcinka. Zamiast jednego punktu oplacalnosci otrzymujemy wiec caly odcinek takich
punktéw (patrz rvys. 2.9).

L2

120 -
obszar oplacalnosci

240 o

Rysunek 2.9: Obszar oplacalnosci
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Odcinek ten odpowiada wartoéciom produkeji z, dla ktérych zysk Z(z) = D(z) —
K(z) jest réwny 0. Produkcja bedzie oplacalna, gdy zysk bedzie dodatni, czyli, gdy
Z(x) = o1 + 225 — 240 > 0. Nieréwnoséé ta opisuje otwartg pétplaszczyzne, ktérej
brzegiem jest otrzymana wezeéniej prosta z, + 225 = 240. Z dwdch mozliwych pét-
plaszczyzn naleiy wybraé te, ktéra lezy nad prostg. Widaé to po przeksztalceniu
nieréwnoéci do postaci xy > ~%w1 + 120. Mozna to ustali¢ inaczej, wybierajac jakié
punkt w jednej z dwéch pétplaszezyzn i sprawdzajac, czy spelnia on nasza nieréw-
noéé. Jedli spelnia, to pétplaszezyzna, do ktorej nalezy ten punkt, jest wlasnie ta,
ktérej szukamy. Musimy uwzglednié¢ réwniez naturalne ograniczenia z; > 01z > 0,
ktére réwniez definiuja pStptaszezyzny, tym razem domkniete. Tym razem czytelnik
nie powinien mieé¢ trudnosci z zaznaczeniem tych péiptaszczyzn. Ostatecznie otrzy-
mujemy, ze dziatalno$¢ firmy jest oplacalna, gdy punkt & = (1, x2), reprezentujacy
wielkoéé¢ produkcji lezy w obszarze optacalnosci, czyli nalezy do przeciecia, trzech pét-
plaszezyzn.

Warto zauwazyé, ze czeéé wspdlna skoficzonej rodziny pélplaszczyzn, jedli jest
niepusta, jest wielobokiem (byé¢ moze nieograniczonyin). Zbiory takie pojawiajg sie
czgsto w wielu problemach matematycznych i ekonomicznych (np. w programowaniu
liniowym).

Dla wiekszej liczby zmiennych taka interpretacja graficzna jest niemozliwa, ale
Jakosciowo sytuacja bedzie podobna. W szczegolnosel otrzymamy nieskoriczenie wiele
punktéw réwnowagi.

Réwnowaga rynkowa. Dwa konkurujace produkty

Niech PPy i PP, oznaczaja popyt na dwa konkurujgce ze sobg towary, natomiast
PDy i PD, podaz tych towaréw. Jedli przez cq i ¢y oznaczymy ceny tych towaréw,
podaz i popyt moglyby si¢ wyrazié¢ nastepujaco:

PP =100 - 2¢; + 3c,,
PD1 = 2(?1 - 4,
PP, =150+ 4cy — co,

PD2:3C3'—6.

Zauwazmy, ze popyt na kazdy z towaréw zalezy od cen obu towaréw. Rynek bedzie
w réwnowadze, jesli popyt i podaz na kazdy z towaréw beda réwne

PP1=PD1 i PPQZPDQ.

Rozwigzania ¢; i c; tego ukladu réwnaii dadzg ceny réwnowagi. Znajdz te ceny.

Zaréwno dla dwéch, jak i dla wigkszej liczby produktéw otrzymamy zwykle jedno-
znaczne ceny réwnowagi na kazdy produkt. Bedzie to zatem podobne do przypadku
jednego towaru.
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2.8.3 Zadania

Zadania do samodzielnego rozwiagzania

2.174. Podaé ogélng postac¢ funkcji liniowej:
a) jednej zmiennej, b) dwéch zmiennych, ¢) trzech zmiennych, d) n-zmiennych.

2.175. Wykona¢ wykres funkeji:
0,06+ 1,6 0<2<10

a) f(z) = —-0,lz+3 10<2<30
0 2 < 0lub z > 30,
0 z<0
b) f(x) = 1 0 <z <1000

z—999 x> 1000

2.176. Od podatku dochodowego w roku 1992 byly zwolnione dochody ponizej
10mln zt. Za dochody przekraczajace 10mln z! podatnik placil podatek w wysoko-
éci 20% od dochodu pomniejszonego o 10mln z}. Jesli dochdd przekraczal 110mln zt
podatnik placit 20mln zt plus 30% nadwyzki powyzej 110min zt. Wykonaé wykres
funkcji obrazujacej zalezno$¢ podatku od dochodu i podaé jej wzér.

2.177. W roku 1994 obowiazywaly nastepujace stawki podatkowe:

Dochéd(w tys. z}) Procent
[ 212 kwota
nieopodatkowana
1 212 - 90 800 21%
90 800 - 181 600 33%
powyzej 181 600 45%

Niech x oznacza roczny dochéd podatnika. Wyznaczyé 1 narysowaé liniowa funkcje
przedstawiajaca wielkoéé podatku w zaleznosci od rocznego dochodu, pamietajac o

zasadzie ciagloéci funkcji podatku.

2.178. Rysunek 2.10 pokazuje dane dotyczace zyskéw ”Disneylandu” miedzy 1986
a 1990 rokiem. W tym okresie przebiega on w przyblizeniu liniowo. W 1987r.- 0,762
bilionéw $ , a w 1989r.- 1,220 bilionéw $. Uzywajac tych danych:

a) podaé réwnanie prostej aproksymujace] te dane.

b) zinterpretowaé wspétezynnik kierunkowy tej prostej.

¢) wyznaczy¢ przypuszczalny zysk w roku 2000.

2.179. Spétka wytwarza towar, ktdry sprzedaje po 55 zt za sztuke. Koszty stale
(mierzone w skali rocznej, niezalezne od wielkosci produkcji} wynosza 400 zt. Wytwo-
rzenie kazdej sztuki tego towaru kosztuje firme 25 zt. Niech zmienna z oznacza liczbe
wyprodukowanych i sprzedanych w ciggu roku sztuk towaru. Okresli¢:

a) funkeje kosztu, b) funkcje dochodu, c) funkejg zysku.
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Rysunek 2.10: Zysk ” Disneylandu”.

d) roczny zysk uzyskany ze sprzedazy 10 000 sztuk tego towaru.
e) W jakim przypadku spétka otrzyma zysk zerowy?
f} Podaé ilustracje graficzna.

2..1‘80. Firma sprzedaje radioodbiorniki w cenie 175 2} za sztuke. Koszty zmienne
te) firmy ksztaltuja sie nastepujgco: 105 21 - érodki do produkeji, 15 zt - robocizna.
Koszty state wynosza 550 zt. W zaleznosci od liczby wyprodukowanych i sprzedanych
radioodbiornikéw okreélié:

a) funkcje dochodu, b) funkcje kosztu, ¢) funkcje zysku,

d) roczny zysk uzyskany ze sprzedazy 12.500 radioodbiornikéw.

E) Przy jakiej wielkosci produkcji firma staje si¢ nierentowna”? Podaé ilustracje gra-
czna.

2.181. W przedsigbiorstwie wytwarzajacym Jednorodng produkcje stwierdzono, ze

koszt zmienny produkcji jest proporcjonlny do wieloéci produkeji # > 0. Okre’élié

koszt: produkcji wynoszacej 5 jednostek, jezeli wiadomo, ze przy produkcji wynoszacej

iggtjedn{ostek catkowite koszty wyniosty 310tys.zt, a przy produkcji 150 jednostek-
ys.zl.

2.182’. Badflnia marke?ingowe przeprowadzone przez pewng firme, a dotyczace liczby
turyst(?w 1.na‘]a{cych zamiar w przyszlo$ci odpoczywad na Mazurach, wykazaly, 7e ba-
dane zjawisko mozna opisaé za pomocg funkgji p(t) = 7.500¢+275.000, gdzie ¢ oznacza
czas w latach, t = 0-rok biezacy, t = 1-rok nastepny, p-liczbe turystéw, ktérzy maja
zamiar odpoczywaé na Mazurach.

a) Naszkicowaé wykres tej funkcji

b) Poda¢ wspélrzedne punktu przeciecia wykresu danej funkcji z osig OY. Jaka jest
terpretacja tego punktu?

¢) Podaé prognoze dotyczaca liczby turystéw, zamierzajacych wypoczywaé na Mazu-
rach w roku 1995, 1996 i 2000.
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2.183. Rolnik planuje trzy rodzaje upraw. Koszty stale wynosza 7500 zt. Koszty
jednostkowe dla poszczegdSinych upraw przypadajace na 1 ha podaje tabela:

uprawa koszt | dochod

pszenica 1000 1300
kukurydza | 1500 1650
ziemniaki 75 1500

Wyznaczy¢ funkcje kosztu 1 zysku. Podaé przyklad zagospodarowania 50ha, tak aby
uprawy byty oplacalne.

2.184. Firma mikrokomputerowa produkuje trzy rodzaje mikrokomputeréw. Tabela
podaje ceny sprzedazy, robocizne oraz koszty materiatlowe zwigzane z jednym mikro-
komputerem:

model 1 | model 2 | model 3
cena sprzedazy 1000 zt | 1650 zt | 2500 zt
koszty materialowe | 600 zt 800 z} 1250 z1
robocizna 150 2zt 300 zt 4500 zt

a) Wyznaczy¢ funkcje dochodu, kosztu i zysku.

b) Jaki bedzie zysk firmy przy sprzedazy 1000 egzemplarzy modelu 1, 5.500-modelu
2, 3000-modelu 37

¢) Kiedy produkcja jest oplacalna?

2.185. Pewne urzadzenie kosztowalo 80min zt. Zdecydowano, ze po 6 latach uzyt-
kowania jego wartosé spadla do zera. Wyznaczy¢ liniowa funkcje amortyzacji tego
urzadzenia w zaleznoéci od czasu ¢ uzytkowania.

2.186. Kupiono pewne urzadzenie za 20 000 zt. Zdecydowano sie na jego liniowa
amortyzacje ze wspSlczynnikiem 3 500 rocznie. Po jakim czasie warto$¢ ksiggowa
urzadzenia spadnie do zera ?

2.187. Popyt na pewien towar, w zaleznosci od jego ceny (w zl), opisuje funkcja:
PP(c) =4.500 — 1.800c.

a) Przy jakiej cenie popyt na ten towar zmaleje do zera?

b) Jak zmieni si¢ popyt na ten towar, jezeli jego ceng

e zwickszymy dwukrotnie
e zmniejszymy o 1 z}

o zwickszymy o 1 zt .
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2.188. Punkty A(3,5;1.160) i B(5,0;18.000) leza na wykresie liniowe; funkcji podazy
pewnego produktu. Niech zmienna ¢ oznacza ceng danego produktu, a PD{c) jego
podaz.

a) Wyznaczyé funkcje PD(c) i naszkicowaé Jej wykres

b) Jaka wartos¢ ceny danego produktu wywola Jego podaz wynoszaca 13.000 jedno-
stek?

¢) Podaé interpretacje ekonomiczng, wspdlezynnika kierunkowego tej prostej.

2.1'89. Niech. PPy 1 PP, oznaczaja popyt na dwa konkurujace ze soba towary, na-
tomiast Dy 1 PD, - podaz tych towaréw, ¢;, co -ceny tych towaréw. Wtedy:

PP =82—3¢i 4¢3, PD;=l15e; —5,

PPy =924 2¢; —4cy, PDy =32, — 6.
Wyznaczyé ceny réwnowagi rynkowej oraz wartosci PP, i PP, przy tych cenach.

2.190. Dane sa funkcje popytu i podazy dla trzech konkurujacych produktéw:

PP1 = 46 - 10(71 + 202 + 2(?3
PD1 = 1261 — 16
PP2 = 30 + 2c7 — 6cy  + 4eg
PD2 = 662 - 22
PP; = 38 + 2¢y 4+ 49 — 8cs
PD3 = 6(?3 - 10

Wyznaczy¢ e1, ¢z, ¢3 - ceny réwnowagi oraz wartoéci funkcji podazy i popytu przy
tych cenach.

2.191. B,ozwaz'ana, Jest decyzja podjecia produkcji pewnego towaru. Mozliwe sg
cztery rézne linie produkcyjne, przy czym ich kosztorys jest nastepujacy:

Urzadzenie | Cena urzadzenia (w tys. zl) | Koszt prod. I-sztuki (z)
1 8 10
11 12 9
I1I 20 7,5
v 30 5,5

Wyznaczy¢ obszary najmniejszych kosztéw dla kazdego urzadzenia. Podaé ilustracje
graficzna funkcji kosztéw.



Rozdzial 3
Funkcje jednej zmienne;j

W rozdziale tym zajmujemy si¢ funkcjami nieliniowymi Jednej zmiennej, tzn. funk-
cjami okreslonymi na podzbiorze prostej R (zwykle odcinku lub calej prostej) i o
wartosciach w zbiorze R. Zaleta tych funkcji jest to, ze mozna narysowac ich wykresy,
co znacznie ulatwia ich analizg. Jednak zaleznoéci ekonomiczne czesto wymagaja uzy-
cia wieksze] liczby zmiennych.

3.1 Granice i cigglosé

Aby zdefiniowac ciaglosé funkcji, potrzebujemy pojecia ciggu. Ciggiem (liczbowym )
nazywamy funkcje @ : N — R. Wartoéci tej funkcji, ustawione w naturalnym porzadku,
nazywamy kolejnymi wyrazami ciggu 1 oznaczamy nastepujaco:

a(l) = ay,a(2) = as,...,a(n) = a,,...
Ciag zwykle utozsamiamy ze zbiorem wyrazéw, co zapisujemy a = (¢n)nen lub po
prostu a = (a,).

Ciag (an) ma granicg g (dla n — oo) jedli Ve > 0IN € NVn > N : |a, — gl <e
Piszemy wtedy

lim a, =g.
n—00

Na przyktad ciag a,, = % ma granicg 0 (méwimy tez: dazy do 0). Podobnie definiujemy

granice nieskoriczone (niewlasciwe)
lim a, = 400 (—0o0)
n—o00

JeSh VM € RAN € NVn > N :a, > M (a, < M).

101
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Rozwazmy funkcje f : (a,b) = R oraz punkt z¢ € (a,b). Funkcja f ma granice g w
punkcie xy, jedli dla kazdego ciagu (z,) dazacego do zo, lim,_,o f(2n) = g. Piszemy
wtedy

lim f(z)=g.
rro
W definicji tej g moze by¢ skoficzong liczba lub +oo.

Na przyklad funkcja f(z) = 42 ma w punkcie 2o = 3 granicg réwna 12, bo jesli
limz, = 3, to lim f(z,) = lim4z, = 4limz, = 12. Natomiast funkcja f(z) = 1/x?
ma granice w 2y = 0 réwna +o00.

Jedli w definicji granicy funkcji zamiast wszystkich ciagéw dazacych do xo wei-
miemy tylko ciagi dazace do z¢ z prawej strony (tzn. o wyrazach wiekszych od
©g), otrzymamy definicje granicy prawostronne; funkcjt f w punkcie z, oznaczana
lim; 7,4 . Analogicznie definiujemy granice lewostronng oznaczang limg ., . Jesli
limg ;.4 f(x) réwna sie¢ 400 lub —oo, to méwimy, ze f ma asymptote pionowq pra-
wostronng w xo. Podobnie definiujemy asymptote pionowq lewostronng. Funkcja f
ma asymptole pionowq obustronng, jesli ma jednoczesnie asymptote prawostronng, i
lewostronng w rozwazanym punkcie. .

Na przyklad funkcja f(z) = 1/2 nie ma granicy w &y = 0, ale ma granice jedno-
stronne: limgo4 f(2) = +00 i limgy0- f(2) = —00. Zatem ma asymptote pionowa
obustronng w zo = 0. .

Jedli 2y nalezy do dziedziny funkcji f, funkcja f ma granice w punkcie zg, oraz
ling sz, f(x) = f(®o), to méwimy, ze funkcja f jest ciggla w punkcie zo. Funkcje
ciagla w kazdym punkcie dziedziny nazywamy po prostu cigglg.

Na przyktad funkcja f(z) = 4z, 2 € R, jest ciagla, gdyz

lim 4z = 4x¢ = f(x0)

r—ro
dla dowolnego punktu z € R. Natomiast funkcja

N_f 0 jedliz<O
f(“‘)“{ I jesliz >0

nie jest ciagla w punkcie zo = 0, gdyz nie ma w tym punkcie granicy. Rzeczywiscie,
ciagi (1/n) oraz (—1/n) daza do 0, natomiast

nler(Lf(l/vl) =1, n!in;gf(—l/?l) =0.

Funkcja ciagta ma wykres ,ciagly”, bez dziur. Natomiast brak cigglosci funkcji
w punkcie zo przejawia si¢ dziurg (przerwa) w wykresie dla odcigtej réwnej zo. Cha-
rakter tej dziury wiaze si¢ z rodzajem nieciaglosci. Wszystkie funkcje elementarne
rozwazane w tym rozdziale beda ciagle. Gdy jednak sklejamy rézne funkcje ciggle, w
punktach sklejenia moze pojawié sie dziura, powodujac brak ciaglosci.

3.1. GRANICE I CIAGEOSC 103

Jeéli. funkc‘tja zdefiniowana jest na prostej (lub pétprostej), interesuje nas jej za-
chowanie w nieskoiiczonosci (plus lub minus). Okreélamy, ze
Lm f(e) =g,
jeéli_Ve >03r QR Vo >T: |f(x) - g| < . Podobnie definiujemy granice w —oo.
Czesto funkcje, ktére bedziemy rozwazaé, nie bedg mialy skoriczonej granicy w
+00 lub —o0o. Moga mie¢ jednak granice nieskoriczong, co definiujemy nastepujaco
limg s oo f(#) = +00, jeSli VM e NIT ER Ve > T : f(z) > M.
Podobnie w pozostatych przypadkach.
. Na przyklad limg_, 4 42 = 400 oraz limy, _ o, 42 = —co. Skoticzone granice w
nieskoficzonosci otrzymujemy dla funkcji f(z) = 1/x:
. I . 1
lim —= lim —=0.
=00 X r—+o0o r
Natomiast funkcje sinus i kosinus nie maja granic ani w 400 ani w —oo.
..Iesh funkcja f ma skoificzong granice a w +oo, to ma prawostronng asymptole
poziomg y = a. Podobnie jest dla —oo.
Jesli limg— 4 oo (f(2) — ax — b) = 0, to méwimy, ze prosta y = az +b lest asymptotq
ukosnq prawostronng funkcji f. Podobnie definiujemy lewostronng asymptote ukoéna.
Wspélczynniki a i b asymptoty ukoénej latwo znajdujemy ze wzoréw:

a= lim &)—, b= lim (f(x)— az).

=400 I 400

Na odwrét, jesli powyzsze granice istnieja, to f ma asymptote ukosng o wyliczonych
parametrach.

Zauwazmy, ze asymptota pozioma jest szczegSlnym przypadkiem asymptoty uko-
énej, gdy a = 0.

3.1.1 Zadania

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Obliczyé:
2

3.1. lim =16, im 22+3c+2

. 1— . e 1 N
3.3. lim 4‘;“”—? 3.4. lim &%

70 25 €25

5. lim & f2e’=1 im  3e’+3c’

3.5. rll,n(}o T FzS 410w 1" 3.6. 3_1}’_“00 4xf+x3f2x15‘
3.7. lim = i i

rtoo VA F35 T8 3.8. lm T

. 1 3 .
3.9. }m(m - =) 3.10. lim (V2?2 - 1-=z).

3.3 T —+ 00

3.11. b Trez im l=cgsz

lim Lx—s . 3.12. }% =L,
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. 2 '
3.13. }1_13}) cosrol 3.14. xl_)ll’[_lz(;&-i + E‘zfi)
. M xr
3.17. limz®sin L. 3.18. limzcigz.
z—0 ® z—=0
3.19. lim =2 3.20. lim SnGno)
5 2x—m r—0 ’
3.21. lim |z|. 3.22. lim Ii_l
z-+0 r—0
3.23. lim (z —1). 3.24. lim (V2 — 5+ V5z).
z—0+ z—5+ )
im - 3.26. lim —L;.
3.25. xl_l)r{1+ = Jim o
2
im ZLZZ 3.28. lim (% - &).
527 I, Az )
3.29. x!—;ilgl"(:_“ — 1) 3.30. IEI(I)I‘(; — D)

. . 2% z<l
3.31. lim f(x), gdzie f(z) = { I

. S 2242, <0
3.32. lirr(l] f(z), gdzie f(x) = { ! y
r—

3—x, z > 0.

Zbadaé ciaglos$é funkgji:

9 r sina:’ w;éo
sas. s ={ % 250 O O

vz, =<0 0, €Q
3.35. f(z) = I, O0<z<l 3.36. f(w)={ . 2ER-Q.

Ve, x> 1.

Uzupelnié¢ okreslenie funkcji tak, aby otrzymaé funkcje ciagla dla z € R:

3.38. f(x) = ©=22=8 {]a ¢ # 4.

3.37. f(z)=Z=Ldlaz# L. =2z

3.39. f(z)= 1%};1 dlaz £17. 3.40. f(z) = ﬁg‘:—x dla z # 0.

3.41. Dana jest funkcja:

x, z <1
f(m):{2m2+a, x> 1
Dla jakiego a jest to funkcja ciggla w punkcie z = 17

3.42. Dla jakiego a funkcja

_fa+2% z<2
f(x)—{ 1+'21', x>2

Jest ciagla w punkcie z = 27
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Zbadac istnienie asymptot nastepujacych funkeji:

3.43. f(z) = . 3.44. f(z) = 518,
3.45. f(x) = #inz, 3.46. f(z) = /257
3.47. f(x) =& - 1. 3.48. f(z) = V8 — «3.

3.2 Funkcje elementarne i ich zastosowania

3.2.1 Funkcje kwadratowe
Funkcja kwadratowa jest opisana przez wielomian stopnia 2,
f(@)=azx?+bz+c

(zaktadamy, ze a # 0). Jej dziedzing jest zbiér R wszystkich liczh rzeczywistych.
Kazda funkcja kwadratowa moze byé przedstawiona w postaci kanonicznej

f(z) =a(z-p)*+q.

Wykresem funkcji kwadratowej zadanej przez powyisze réwnanie jest parabola o
wierzchotku w punkeie (p, ¢). Jeéli @ > 0, parabola Jest zwrécona ramionami do géry:
dla a < 0, ramiona zwrécone s3 do dotu. Miejsca zerowe funkcji kwadratowej znajdu-
jemy ze wzoru:

—b— Vb2 — 4ac —b+ /b2 — 4ac
=y = ——
! 2a 2a

jesli b2 — dac > 0. Jedli b2 — 4ac = 0, to &1 = 5. W praypadku, gdy 4% — 4ac < 0,
funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych.

Poniewaz zawsze potrafimy znalezé miejsca zerowe funkcji kwadratowej (o ile ist-
niejg) oraz narysowaé jej wykres, jest ona pierwszym kandydatem do opisu zjawisk nie-
liniowych, tzn. takich, ktére nie dadza si¢ opisa¢ przy pomocy funkcji liniowej. Funk-
cja kwadratowa jest szczegdlnie przydatna, gdy dysponujemy tylko kilkoma punktami
opisujacymi zwiagzek miedzy dwiema wielkosciami. Mozemy wéwczas tak dopasowad

wspoltezynniki funkcji kwadratowej, aby te punkty nalezaty do wykresu konstruowanej
funkeji.

Przyklad 3.1. [Bu] Przecigtne zarobki graczy ligi NBA rosna szybciej niz liniowo.
W r. 1981 wynosily one 190 tys. $, w r. 1985 — 310 tys. §, a w r. 1988 juz 600
tys. 8. Znajdimy funkcj¢ kwadratows, ktéra spetnia podane warunki. Niech f(z) =
ar® + bz + ¢ wyraza roczne zarobki mierzone w tys. $, zas = czas mierzony w latach
pomniejszony o 1981. A wiec r. 1981 odpowiada liczbie 2 = 0, r. 1985 liczbie x = 4,
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a 1. 1988 liczbie # = 7. Podstawiajac dane do réwnania funkcji, otrzymamy trzy
réwnania wigzace wspdlezynniki a, b i c:

a-024b-0+c=190
a-424+b-44¢=310

a-72+0b-74c¢=600.

Rozwigzujgc powyzszy uktad réwnai, otrzymamy a = 9,524, b = 8,096 i ¢ =
190. Zakladajac, ze kwadratowy wzrost zarobkéw sig utrzymal, mozemy obliczy¢ ile
chtopcy z NBA zarobili w roku 1995:

f(14) = 9,524 142 — 8,096 - 14+ 190 = 2178 x 1000%,
czyli ok. 2,2 min dolaréw (przecigtne wynagrodzenie roczne). O

Uwaga 3.2. Nie zawsze ukltad réwnaii, ktéry otrzymamy wstawiajac dane do ogodlnej
postaci funkcji kwadratowej, bedzie mial rozwigzanie. Rozwiazania zwykle nie be-
dzie, gdy liczba punktéw, ktére chcemy uwzglednié, jest wigksza od trzech. W takie
sytuacji mozna zaproponowaé model opisywany wielomianem wyzszego stopnia. O

Kwadratowa funkcja dochodu

Jesli popyt jest liniowa funkcja ceny, to dochéd bedzie funkcja kwadratows ceny.
Przypuéémy, ze popyt, na przyklad na pewien typ samochodu, wyraza sie nastepujaco:

PP(c) = 100 — 2c,

gdzie cene wyrazamy w tys. zl, a popyt w tysiacach jednostek. Wtedy zaleznoéé do-
chodu od ceny bedzie wygladala nastepujaco:

D(c) = PP(c) - ¢ = 100c — 2¢”.

Poniewaz wspélczynnik przy c? jest ujemny, funkcja osiagnie wartosé maksymalna
dla wartosci ¢ odpowiadajacej wierzchotkowi paraboli. Zauwazmy, ze

D(c) = —2¢(c — 50).

Wartoéci funkcji D liczone sg w min zt (1000 sztuk x 1000 zt/sztuka). Z postaci D
otrzymujemy dwie wazne informacje. Po pierwsze dla ceny ¢1 = 0 zt. oraz dla ceny
cs = 50 tys. z}., dochdd bedzie réwny 0. Wartos¢ maksymalna dochodu osiggana
bedzie dla ceny ¢* = 25 tys. z1, lezacej w $rodku, pomiedzy ¢1 1 ¢z (rys. 3.1). Warto
zauwazyé, ze praktyczna dziedzing funkcji D jest przedzial [c1, e2), w odréznieniu
od dziedziny naturalnej, réwnej R. Dziedzina praktyczna funkcji D pokrywa sie 2
dziedzing praktyczna funkcji popytu (funkcja popytu nie moze przyjmowaé wartodci
ujemnych).
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Rysunek 3.1: Kwadratowa funkcja dochodu

Kwadratowe funkcje podazy i popytu. Réwnowaga rynkowa

Jak zauwazylismy w rozdziale 2.8.1, liniowa funkcja podazy jest malo realnym mo-
delem. Wydawaloby sie, ze funkcja kwadratowa, szybciej rosnaca od liniowej, jeszcze
Tnniej nadaje si¢ na taki model. Nie dotyczy to jednak sytuacji, gdy rozwazana podaz
jest tylko deklaracja producenta w ankiecie CBOS-u, a nie decyzja produkeyjng.
Ankieterzy zapytali producentéw proszkéw do prania, ile wynositaby ich produk-
cja, gdyby cena za standardowe pudetko proszku wynosita odpowiednio: a) 2,5zt b) b
zt, ¢) 10 zt. Laczne wartosci deklarowanej miesiecznej podazy wynosity: a) 1125 tys.,
b) 1050 tys., c) 4800 tys. Poniewaz zaleznoéé deklarowanej podazy od ceny ma charak-
ter nieliniowy, mozna sprébowaé opisaé jg funkcja kwadratowa PD(c) = ac? + be +d.

Postepujac podobnie jak w przyktadzie 3.1 otrzymamy nastepujaca zaleinoéé kwa-
dratows:

PD(c) = 50c* — 200,

gdzie ¢ jest wyrazone w zt, a PD w tys. sztuk. Zauwazmy, ze przy ¢ = 2 zt PD(c) by-
loby réwne 0. Sugerowaloby to, ze jest to minimalna cena, jaka w praktyce producenci
mogliby rozwazaé. Wyznacza ona zatem praktyczng dziedzine rozwazanej funkcji po-
dazy. Pamigtajmy jednak, ze stowo ,praktyczna” odnosi sie tutaj do sondazu, a nie
faktycznej produkcji.

Podobnie jak w poprzednim przykladzie, ankieterzy CBOS-u ustalili spodziewany
miesigezny popyt na proszek do prania w zaleznoéci od ceny pudetka proszku. Zalez-
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noéé okazala si¢ réwniez nieliniowa. Oto otrzymane wyniki (¢ wyrazone jest w zl, a
PP w tys. jednostek):

PP(0,5) = 2025, PP(1) = 1600, PP(2) = 900.
Funkcja kwadratowa spelniajaca powyzsze warunki ma postac:
PP(c) = 100¢? — 1000¢ + 2500,

i w interesujacym nas zakresie cen jest malejaca. Minimum réwne 0 osiaggane jest dla
ceny ¢ = b zl, ale wyrokowanie o decyzjach konsumentéw odpowiadajacych takiej ce-
nie jest juz ryzykowne. Tym bardziej nie mozemy twierdzié, ze popyt znowu wzroénie,
gdy cena przekroczy b zl, co wynikaloby z postaci funkcji PP.

Opierajac si¢ na poprzednich rozwazaniach mozna ustali¢ dla jakiej ceny popyt
zréwna si¢ z podaza. Przyréwnanie PP(c) = PD(c) prowadzi do réwnania:

50¢2 — 200 = 100¢® — 1000¢ + 2500,

co daje dwa przyblizone rozwiazania: ¢; = 3,22 z} oraz ¢y = 16, 78 zt. Drugie rozwig-
zanie jest duzo wigksze od 5 zl, ktére uwazaliSmy za granicg praktycznej dziedziny
funkcji popytu. Zatem jedynym rozwiazaniem pozostaje cena cj, ktéra jest tu cena
réwnowagi. Ceng réwnowagi mozna znalez¢ réwniez graficznie jako punkt przecigeia
wykreséw, co przedstawia rys. 3.2. Zauwazmy, ze praktyczne dziedziny obu funkcji sg
rézne. Wynika to z réznych zakreséw cen, przy ktérych ustalano popyt oraz podaz.
Punkt przeciecia musi odpowiadaé cenie, ktéra nalezy do dziedzin obu funkcji.

Optymalna lokalizacja

Niedaleko autostrady leza dwie miejscowoéci: Wola Wielka z 4000 mieszkaficéw 1 Wola
Mata z 1000 mieszkaicéw. W odpowiednim uktadzie wspéirzednych antostrada moze
byé¢ utozsamiana z osia 2-6w a Wola Wielka i Wola Mata z punktami o wspélrzednych
(2,1) i (4,—2). Wladze obu miejscowosci postanowity wybudowaé przy autostradzie
stacje benzynowa. Chea tak wyznaczyé lokalizacje stacji, aby byla ona mozhiwie blisko
obu miejscowoéci. Oznaczmy przez di i przez dz odpowiednio odlegloéci od stacj
do Woli Wielkiej i Woli Matej. Zdecydowano tak usytuowaé stacje benzynowa, aby
zminimalizowaé nastepujaca funkcje

f(x) = 4000d? + 1000d3.
Zauwazmy, ze oprécz kwadratéw odleglosci, pojawity sie tu tez ,wagl” zwiazane z
liczbami mieszkaficéw w obu miejscowoéciach. Zmienna  oznacza wspélrzedna stacjl
benzynowej (przy autostradzie). Mamy zatem df = (¢ — 2)? + 1 i df = (z — 4)* +4,
oraz

F(@) = 4000(z — 2)% + 4000 + 1000(x — 4)* 4 4000 = 50002 — 240002 + 40000.

Funkcja f osiaga minimum dla z = 2,4. Tam zatem zostanie postawiona stacja ben-
Zynowa.
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Rysunek 3.2: Réwnowaga rynkowa

3.2.2 Funkcje wielomianowe

Funkcja wielomianowa stopnia n opisywana jest wzorem
— n n-—1
flz) = anz™ + ap_1x + ...+ a1z + ay,

gdzie a, # 0. Dla n = 1 otrzymamy funkcje¢ liniowa, a dla n = 2 funkcje kwadratows.
Funkcja wielomianowa stopnia n moze mieé co najwyzej n pierwiastkéw, czyli miejsc
zerowych. Zwykle mozemy znalezé tylko ich przyblizone wartoéci. Gdy argument z
dazy do 400 lub —oco, wartoéé funkeji wielomianowej tez roénie lub maleje do +o0
lub ~cc.

Dla n.parzystego 1ap > 0, f(z) — +oo gdy # — +oo. Typowa sytuacje
przedstawia rys. 3.3. Jedli a,, < 0, funkcja wielomianowa zachowuje si¢ przeciwnie: jej
wartosé dazy do —oo, gdy « dazy do 400 lub —co. Jesli n jest nieparzyste, wartoéci
funkcji wielomianowe]j daza w przeciwnych kierunkach, gdy x dazy do +oo 1 —o0. Dla

an > 0 wykres takiej funkcji moze wygladaé tak jak na rys. 3.4. Dla a,, < 0, sytuacja
bedzie przeciwna.

Przy!dad 3.3. Jesli z oznacza dlugoéé krawedzi szescianu, to jego objetosé V jest
funkcja wielomianows trzeciego stopnia wagledem z,

V((I‘) = m3.

Dziedzina praktyczng rozwazanej funkcji beda dodatnie liczby rzeczywiste.
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Rysunek 3.3: Szkic wykresu funkcji wielomianowej dla n parzystego 1 a, > 0

Rysunek 3.4: Szkic wykresu funkcji wielomianowej dla n nieparzystego 1ap >0
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Ciekawszg zalezno$¢ otrzymamy obliczajac objetoéé otwartego pudelka, ktére da
si¢ skonstruowaé z kawalka tektury w ksztalcie kwadratu o boku a, przez wyciecie
na rogach kwadratu malych kwadratéw o boku z i sklejenie otrzymanej formy (patrz
rys. 3.5).

Rysunek 3.5: Forma na pudetko

Objetosé pudetka bedzie wyrazaé si¢ nastepujacym wzorem
V(z) = (a — 2z)%z = 423 — 4az® + o%2.

Jest to réwniez wielomian trzeciego stopnia. Tym razem dziedzing praktyczna funkcji
V Jest odcinek (0, a/2). Funkcja V osiaga wartosé najwieksza dla z = a/6 (w rozwaza-
nym przedziale). Stwierdzenie tego nie jest juz tak proste jak dla funkcji kwadratowej
1 wymaga odwolania si¢ do metod rachunku rézniczkowego (wrécimy do tego pézniej).
Wykres funkcji V' przedstawia rys. 3.6. O

Jezeli mamy 4 punkty na plaszczyznie, przez ktére chcemy poprowadzié wykres
funkcji, to zwykle nie bedzie to funkcja kwadratowa. Dla czterech punktéw bedziemy
szukali funkcji wielomianowej trzeciego stopnia, dla n + 1 punktéw — funkcji wielo-
mianowej stopnia n. Aby taka fukcje wyznaczyé, nalezy znalesé n + 1 wspolczynni-
kéw, ag, ... , a,. Beda one rozwigzaniem uktadu réwnan, ktéry dostaniemy wstawiajac
wspoétrzedne x; 1 y; kolejnych punktéw do réwnania

y=ao+arz+...+a,z".

Otrzymamy zatem uklad n + 1 réwnaii liniowych z n+ 1 niewiadomymi. Rozwiazujac
uklad, znajdziemy poszukiwane wspétezynniki funkcji wielomianowej.
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Viz) =

a/6 a/2
T

Rysunek 3.6: Szkic wykresu funkcji objetosci pudetka

3.2.3 Funkcje wymierne

Toraz dwéch funkcji wielomianowych nazywamy funkcja wymierna. Funkcja wymierna
pie jest okre$lona w punktach, w ktérych mianownik przyjmuje wartosé¢ zero. Ma ona
w tych punktach asymptoty pionowe.

Przyklad 3.4. Jedli z i y oznaczaja dtugosci bokéw prostokata, to jego pole S = zy.
Zalézmy, ze S jest stale. Otrzymamy wtedy zaleznoéé

S
y= f(z) = —.
x
Funkcja f jest funkcja wymierna. Jej dziedzing naturalna jest R\ {0}, a dziedzing
praktyczna zbidr liczb rzeczywistych dodatnich. ]

Przyklad 3.5. [Bu] Zauwazono, ze proces rehabilitacji pacjentéw, ktérzy utracili
sprawnoé¢ po przejsciu pewnej choroby, wiaze sie z szybkim wzrostem kosztéw przy
zblizaniu sie do petnego odzyskania tej sprawnosci. Ustalono, ze zalezno$é kosztu
terapii od procentu odzyskanej sprawnoéci mozna wyrazi¢ wzorem

N
K@) = =%
gdzie x € [0, 100], a K wyrazone jest w tys. zt. Wykres funkcji K przedstawia rys. 3.7.
Zauwazmy, ze gdyby z mégt dazyé do 110, to K(z) dazyloby do +oo. O
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K(z) =

110 — =

100

Rysunek 3.7: Szkic wykresu kosztéw rehabilitacji jako funkcji procentu odzyskanej
sprawnosci

3.2.4 Funkcje wykladnicze

Funk(?ja wyktadnicza o podstawie a > 0 wyraza si¢ wzorem f(z) = a®. Argument
z moze by¢ dOW(.)]Ilq l.lCZbQ rzeczywista. Szczegdlnie wazna jest funkcja wykladnicza,
!(torej podstawa jest liczba Eulera, oznaczang przez e. Liczba Eulera zdefiniowana jest
Jjako granica ciagu

e= lim (1+ l)"
n—o00 71

Jeﬁt ona liczba niewymierng, réwng w przyblizeniu 2,71. Dla kazdego a > 0 i dla

kazdego x € R mamy a® > 0 oraz a° = 1. Dla a > | funkcja wyktadnicza jest rosnaca,

dla 0 < @ < 1 - malejaca, a dla @ = 1 stala. Rys. 3.8 przedstawia te trzy mozliwodci.

Jedna z najwazniejszych wlasnosci funkcji wyktadniczych jest dana wzorem

a®t¥ = a"aY. (3.1)

Przyk}ad 3.6. Jedli kapitalizacja odsetek w banku nastepuje raz w roku, to przy
rocznej spol)ie oprocentowania wktadu réwnej a - 100% oraz wkladzie poczatkowym
réwnym So, po roku na naszym koncie pojawi si¢ suma S(1) = Sp(1 4 a). Po n latach
bedziemy mieli S(n) = So(1 +a)”. Banki coraz czescie] stosuja czestsza kapitalizacje,
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(l<1 a>1

Rysunek 3.8: Wykresy funkcji wykladniczych

np. raz na kwartal lub raz na miesigc. Zatézmy, ze kapitz.ilizacja odbywa sie k razy
w roku, w réwnych odstepach. Po pierwszym takim okresie nasz wklad poczatkowy

. P }
So wzronie do S(1/k) = So(1 + ¢), a po roku do S(1) = So(1 + £)%,1 po n latach
wyniesie
a

S(n) = So(1 + E)’“ﬂ (3.2)
Stad jest juz tylko krok do nieskofczenie wielu okreséw kfxpitalizacji, f:zyl.i do“tz'w.
kapitalizacji ciaglej (powszechnej np. w USA). Wzér na S(n) dla kapltahzac_?l cig-
glej dostaniemy przechodzac do granicy we wzorze (3.2) przy k& — oco. Otrzymamy

wowczas
S(n) = Spe*™

(wiemy teraz do czego potrzebna jest liczba Eulera). Zauwazmy, ze po roku nasz
wktad wzrosnie o Sy(e® — 1). Liczba (e* — 1) - 100% daje efektywna roczna stopg
oprocentowania. Np. dla stopy 30%, czyli dla a = 0,3, efektywna stopa wyniesie ok.

O
35%.
Przyktad 3.6 opisuje sytuacje wzrostu wyktadniczego, gdy wspdlezynnik a wyste-

pujacy we wzorze funkeji f(t) = e¥ jest dodatni (t oznacza czas.). Funkcja f rr}(?ie
bylc'. inaczej wyrazona jako f(t) = (%), gdzie podstawa e® jest wicksza od 1. Jesli a
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bedzie ujemne, e* stanie sie mniejsze od 1, ifunkcja f(t) = e* bedzie malejaca. Mamy
wéwezas do czynienia z rozpadem wyktadniczym. Zaréwno w przypadku wzrostu wy-
ktadniczego jak i rozpadu wykladniczego predkoéé wazrostu lub rozpadu w chwili ¢ jest
proporcjonalna do wartosci funkcji w tej chwili.

Przykiad 3.7. Wartosé nieruchomosci spada zwykle wraz z uptywem czasu; mé-
wimy, ze nieruchomosé ulega deprecjacji. Czesto ten spadek wartoéci mozna opisaé
funkcja wyktadniczg. Niech np. wartoéé nieruchomogci wyraza si¢ funkcja W(l) =
300e=%9%% odzie ¢ mierzone jest w latach, a W w tys. zt (zakladamy dla uprosz-
czenla, ze nie ma inflacji). Zatem wartosé poczatkowa nieruchomoséel tzn. w chwili
t = 0, wynosi 300 tys. zt. Znajdzmy jej wartoéé po 20 latach. Otrzymamy W(20) =
300e=! & 110 tys. zt. Po ok. 14 latach wartoéc nieruchomoéci spadnie o potowe (trzeba
uzy¢ logarytméw — patrz nastepny rozdziat) i bedzie wynosita 150 tys. zt. Po kazdym
czternastoletnim okresie warto$é nieruchomoéci spadnie o polowe poprzedniej warto-
sct. Jest to tzw. okres polowicznego rozpadu. Zauwazmy, ze w tym modelu wartogé
nieruchomosci nigdy nie spadnie do zera. Wartogé spada najszybciej na poczatku,
potem spada coraz wolniej. Podobnie przedstawia sie sytuacja ze spadkiem wartodci
samochodu. O

Czesto uzywang funkeja jest funkcja logistyczna, ktéra wyraza si¢ wzorem flz) =
I —e7% dla a > 0. Jak latwo zauwazy¢, limg 400 f(x) = 1, zatem funkcja ta ma
asymptote pozioma y = 1. Wykres funkcji logistycanej nazywany jest czesto krzywa,
nasycenia. Krzywa ta pojawia sie w wielu problemach technicznych i ekonomicznych
(patrz rysunek 3.9).

3.2.5 Funkcje logarytmiczne

Funkcja logarytmiczna o podstawie a jest funkcja odwrotng do funkeji wyktadnicze;
o podstawie . Aby funkcja odwrotna istniata, musiny zalozy¢, ze a # 1. Poniewaz
funkcja wyktadnicza nie jest suriekcja, musimy réwnies zmienié Jej przeciwdziedzine,
tak aby pokryla sie ona z obrazem funkcji. Dla kazdego a # 1, obraz funkcji wyklad-
niczej jest zbiorem liczb rzeczywistych dodatnich, oznaczanym przez R . Zatem R
bedzie dziedzing funkcji logarytmicznej log, z. Z definicji funkcji odwrotnej mamy

a8« =z oraz log,(a¥) =y

dla 2 € Ry iy € R. Whasnosé (3.1) dla funkcji wyktadniczych moze by¢ przettuma-
czona na nastepujacy wlasnosé funkeji logarytmicznych

log, (zy) = log, # + log, y.

Wykres funkcji log, # uzyskamy odbijajac wzgledem prostej ¥ = z wykres funkcji
wykladniczej o podstawie a. Podobnie jak dla funkcji wyktadniczej, log, « jest funkcja
rosngcy dla @ > 11 malejaca dla 0 < a < 1. Jezeli a = e, funkcja log, # oznaczana
jest przez Inx i nazywana logarytmem naturalnym z z.
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Rysunek 3.9: Szkic wykresu funkcji logistyczne)

Przyklad 3.8. W Przykladzie 3.7 pojawil si¢ okres polowicznego I'OZ]?adL} T d!a
funkcji opisujacej warto$é nieruchomosci W(t) = 3¢~ 995t Liczba T spelnia réwnanie

e=005T — (5,

ktére daje —0,057 = In0, 5. Poniewaz In0,5 &~ —0,69 (znajdz w tablicach lub oblic%
na kalkulatorze), wiec T' & 13, 86. Ogdlnie, okres polowicznego rozpadu T dla funkcji
f(t) = e~ (a>0) wynosi T = (~1n0,5)/a. O

Przyklad 3.9. [Bu] Telewizyjne transmisje z.awodéw qubol}l a,m.erykaﬁskiego przy-
ciagaja coraz wiece] widzéw. Stacje telewizyjne podwyzsz.ajat.wu;(.‘, §tale oplaty za
reklamy nadawane w czasie transmisji. Wzrost opiat wydaje sie mie¢ charakter wy-
ktadniczy. Sprébujmy znalez¢ funkcje, ktéra by oplsywa,ia cene za 30 sekund rek]amy:
jako funkcje czasu postaci C(t) = Coe®, gdzie t oznacza dan?/ r'ok kalendargowy, a Q
jest mierzone w tysigcach dolaréw. Do wyznaczenia statych Cy 1 a potrzebujemy Flw}le
pary danych (t;,C1) i (t2,C2). Niech ¢, = 19821 ¢, = 1991 f}eny ?eklam wyniosty
wtedy Cy = 325 i C3 = 800 (tys. $). Otrzymamy zatem dwa réwnania

325 = Coe! %%

800 = (_70619910.
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Logarytmujac obie strony obu réwnan i korzystajac z wlasnoéci logarytméw otrzy-
marny

In325 = Cy + 1982a

In800 = InCy + 1991a.

Stad tatwo wyliczamy a = ]—“&—05—“‘—35 ~ 0,1 oraz InCy &~ —192,42, co daje Cy ~
2,71-107%. Uzywajac skonstruowanego wtagnie modelu, mozemy obliczyé cene 30-
sekundowej reklamy w 1995 r.

C(1995) = 2,71 - 10784 . e%1°1995 o, 1188

Zatem cena reklamy wyniosta ok. 1,188 mln $. O

3.2.6 Zadania

3.49. Na konto z kapitalizacja kwartalng i oprocentowaniem w stosunku rocznym
wynoszacym 28% wlozono 1000 zt. Obliczyé stan konta, po uptywie roku. Po ilu kwar-
takach stan konta przekroczy 1900 zt ?

Rozwiazanie:

S(t) = So(1 + 2)*t = 1000(1 +

0a28 4t __ 4t
. ) = 1000(1,07)",

Stan konta po roku bedzie wigc wynosit: (1) = 1000(1,07)* = 1310 zt.

Aby wyznaczyé czas, po jakim stan konta, przekroczy 1900 z} rozwiazmy nieréwnoéé:
1000(1,07)* > 1900 < (1L,07)* > 1,9

Logarytmujac obie strony nieréwnosci otrzymujemy:

Inl,9

4tln1 In1 4t
nl,07>Inl,9¢ >lnl,07

~ 9,49

czyli stan konta przekroczy 1900 zt po uptywie 10 pelnych kwartatéw.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

3.50. Rysunek 3.10 przedstawia dane dotyczace wysokosci inwestycji prowadzonych
w Europie przez Japonie od roku 1980. W latach 1980, 1984, i 1987 wynosity one
odpowiednio : 0,6; 2,1; 6,25 bilionéw § . Uzywajac tych trzech par danych wyznaczyé
kwadratowa funkje przyblizajaca te dane. Obliczy¢ przyblizona wartoé¢ inwestycji w
roku 1999,
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Rysunek 3.10: Wysoko&¢ inwestycji

. . . . oy A
3.51. Tygodniowy popyt na pewlen towar wyraza sig w zaleznosci od ceny ¢ (w zl)
nastepujacym wzorenn:

PP(c) = 2400 — 15¢

a) Wyznaczy¢ kwadratowa funkeje dochodu D(c) :"—'CPP(C). -

) Poda¢ dla jakiej ceny dochéd jest maksymalny i ile wtedy wynosi 7
¢) Jaki dochéd daje cena 60 zt 7 o T -
d) Czy istnieje cena, przy ktorej dochéd wynosi 8/2.500 zt .? Jezeli takie ceny beda
dwie, przy ktérej z nich wiekszy jest popyt 7 Podac ilustracje graficzna.

3.52. Funkcja podazy pewnego produktu jest funkcja kwad'rat(?wad. Na jej v’vykres1e
lezg trzy punkty A(30,1500), B(40,3600), C(50,6300), gdzie pierwsze wspélrzedne
podane sa w zl. .

a) Wyznaczy¢ réwnanie funkeji podazy.
b) Podac jej dziedzing praktyczng. ’ o ’ N
¢) Jaka wartoéé bedzie miata podaz dla ceny 60 zt 7 Zinterpretowac wynik.

3.53. Popyt pewnego produktu jest kwadratows fupkch ceny. Dane sa trzy punkty
nalezace do jej wykresu: A(10,3800), B(30, 1900), (/'(15,2800).' . o )
a) Wyznaczy¢ wzdr funkcji popytu 1 podaé jej wykres uwzgledniajac dziedzing prak-
tyczng.

b) Podaé graniczng ceng. o ' ,
c) Jaki bedzie popyt przy cenie 20 zl, a jaki przy cenie 100 zt 7

3.54. Funkcje podazy i popytu pewnego produktu majg postac:

PD(c) = 4¢® =500, PP(c) = 3¢* — 20c+ 1000

Wyznaczyé ceng réwnowagi oraz wartoéé podazy i popytu przy tej cenie. Podaé dzie-
dziny praktyczne obu funkeji.
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3.55. Funkcje podazy i popytu pewnego produktu majg postaé:
PD(c) =¢*— 100, PP(c) = c? — 40c + 400
Wyznaczy¢ cene réwnowagi oraz wartoéé podazy i popytu przy tej cenie.
3.56. Calkowity koszt produkcji pewnego towaru przedstawia funkcja:
K(z) = 10z? + 130z + 100,

gdzie & - liczba sztuk wyprodukowanego towaru, natomiast K ()~ koszt wyrazany w
zl. Kazda sztuka omawianego produktu jest sprzedawana w cenie 200 z}.

a) Podaé funkcje dochodu D(z).

b) Podaé funkcje zysku.

c) Jaki bedzie maksymalny zysk, dla jakiej produkgji - z.

d) Poda¢ interpretacje graficzng tej sytuacji i zaznaczy¢ obszary zysku i strat.

3.57. Funkcja popytu ma postaé: p = PP(c) = 9000—30¢, natomiast funkcja kosztu:
K(p) = 90000 + 30p.

a) Wyrazi¢ koszt jako liniowa funkcje ceny c.

b) Wyznaczyé¢ kwadratows funkcje dochodu D(c).

c) Podaé¢ wykres K(c) i D(c) w jednym ukladzie wspotrzednych. Zaznaczyé obszary
zysku 1 strat.
d) Wyznaczyé punkty réwnowagi.
e) Wyznaczyé cene maksymalizujacg dochéd.

3.58. Na rysunku 3.11 podana jest lokalizacja trzech miejscowosci My, My, Msj.

Pewna firma chce zbudowaé hurtownie spozywcza zaopatrujaca te miejscowosci, tak
aby zminimalizowaé sume kwadratéw odlegloéci od hurtowni, czyli :

3
S(z) = Z(:rJ —z)?,
J=1
gdzie x; - lokalizacja miejscowoéci M;, a z -lokalizacja hurtowni.
a) Wyznaczy¢ funkcje S(z).

M, M, Ms
L £ X T T T X T >|k
0 10 20 30 40 50 60 70 km

] l } }

Rysunek 3.11: Lokalizacja miejscowoéci My, My, Ms

b) Wyznaczyé z, ktére minimalizuje S(z).
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3.59. Rozwiazal poprzednie zadanie, wiedzac ze miejscowosé My - liczy 1000 mie-
szakancéw, My - 500, My - 10 000.

3.60. Na osi OY wyznaczy¢ punkt P. tak, aby zminimalizowa¢ sume }(v&iadratéw
odlegtoéci tego punktu od punktéw o wspétrzednych: (9,4),(3,2),(1,1),(5, 5)-

3.61. Majac do dyspozycji prostokatny kawatek tektury o wymiarach 30 cm x 60
cm nalezy zbudowaé z niego pudelko, wycinajac na rogach takie same kwadraty o
boku dhugosci # cm. S
a) Zbudowaé funkcje objetosci tak otrzymanego pudetka oraz podac jej dziedzing i
wykres.

b)* Oszacowaé wartoéé z, dla ktdrego ta objetoéé jest najwieksza.

3.62. Wyznaczy¢ postaé wielomianu (najnizszego stopnia), ktérego wykres przecho-
dzi przez punkty o danych wspdirzednych :

a) (2,1);(3,2),

by (1,1);(2,4);(-1,0),

C) (—2> 0); (-1, 0); (O’O); (1’ 0); (10)0)'

3.63. Dostawa stali zwyklej i jakoéciowej do regionu X w latach 1970-1975 (w tys.
ton ) ksztattowala si¢ nastepujaco:

Lata 1970 | 1971 | 1972 | 1973 | 1974 | 1975
Dostawa | 1,1 2,2 6,0 5,0 43 6,1

Dobraé postaé¢ wielomianu przyblizajacego te dane.
3.64. Poda¢ wykres funkcji: f(d) = 20+ 0,005(d — 10)* dla 10 < d < 30.
3.65. (zy nastepujace dane moga byé zobrazowane za pomocs funkcji wymiernej:

x| 10 | 20 | 40 | 80 | 120
y120(33150]6,7]75

3.66. ([Kr,St]) H. Tornquist proponowal, aby dla wydatkéw rodziny
— na dobra pierwszej potrzeby postugiwacé si¢ funkcja :

az
z+b’

y:

- na dobra wyzszego rodzaju funkcjg :

r—cC
y:amm, r > c

gdzie x— oznacza miesieczny dochdd rodziny w zt, y- 1iczb§ jeflnostek nabytych towa-
réw odpowiedniego rodzaju, a,b, ¢ > 0 — parametry. Przyjmujac :

a) a =b=c= 100,

bja=b=c=1,

c) a=200, b=50, ¢=20

podaé wykresy podanych funkeji Tornquista.
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3.67. Wykonaé wykresy nastepujacych funkcji:

a) f(z) = e~l=l, b) f(z) =e"% 4 €%, c) f(t) = 100e=01¢,
d) f(t) = ot e) f(t) = 2, £) flw) =2 — 2.

3.68. Uproécié wyrazenie:

a) ()7,

h) t{—x(ex_e—w)—ti—m(ez+e~a:),

¢) (e + e_’”)g ~ (" +e7")(e® — e )
d) (e” + €)% + (e® — e™7)2.

)

3.69. Do banku zlozono 1 000 zt na 30 % . Wyznaczyé stan konta po roku i po
dwéch latach, jezeli kapitalizacja jest:

a) raz do roku, b) miesieczna, c) kwartalna, d) tygodniowa, e) ciggla.

3.70. Wykona¢ wykresy funkcji stanu konta z poprzedniego zadania, w zaleznoéci od

dlugosci okresu przechowywania dla kolejnych podpunktéw a,b,c,d,e z poprzedniego
zadania.

3.71. Zalézmy, ze do banku zlozono 2 500 $ na 7 % z kapitalizacja kwartalna. Jaki
bedzie stan konta po uptywie: a) 9 miesiecy, b) 15 lat.

3.72. Wklad poczatkowy wynosi 100 zt na 7,5 % . Zakladajac ciagla kapitalizacje :
a) wyznaczy¢ funkcje wykladnicza opisujaca stan konta w zaleznosci od liczby lat ¢.
b) obliczyé efektywna roczng stope oprocentowania.

3.73. Funkcja popytu na pewien towar ma postaé :
PP(c) = 200000e~%15¢

gdzie P P- popyt w jednostkach towaru, c-cena w zl.

a) Wyznaczyé¢ wartosé popytu dla ceny 20 zl.

b) Podaé funkcje dochodu D(c) = ¢PP(c).

¢) Naszkicowaé obie funkcje na ich dziedzinach praktycznych.
d) Czy istnieje cena maksymalizujaca dochdd ?

3.74. Funkcje wykladnicze w postaci:
y=a—be ¥ a bk > 0

moga by¢ uzyte do opisu procesu uczenia sie, gdzie y mierzy stopien opanowania
umiejetnosci, a & oznacza liczbe godzin lub ogélnie jednostek czasu nauki. Np. funkcja
dana wzorem :

y = 120 — 80e~ 3"

obrazuje krzywa nabierania umiejetnoéci przez inzyniera w pewnej branzy przemyshu,
gdzie y jest tutaj liczba elementéw wytwarzanych w ciaggu godziny, a z — liczbg godzin
praktyki w zawodzie.

a) Podaé¢ wykres funkeji y(z) ograniczonej do dziedziny praktyczne;j.

b) Podaé ograniczenie wartosci tej funkcji i Jego interpretacje.
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3.75. Na podstawie badati stwierdzono, ze utamek wszystkich oséb, ktore }lclziela,jq
darowizn, jest funkcja czasu prowadzenia kampanii dobroczynne) na okreslony cel,
gdzie czas t liczymy w dniach. Funkcja ta ma postaé:

P(t) = 0,5(1 — C—n,om)

a) Podaé wykres funkcji P(t). . -
b) Jaka warto$¢ ogranicza P? Tle oséb zlozy datek po 10 dniach kampanii?
3.76. Do opisu pewnych zjawisk uzywana jest funkcja (funkcja Gompertza):
—kt
£ty = pe==,
gdzie p, ¢, k - pewne stale. Przyjmujac: p = 500, ¢=0,2 k=0, 1 - wyznaczy¢ f(0),
£(10), £(100). | |
3.77. Funkcja: S(t) = So(1 +a)® podaje stan konta po t-latach od zlozenia sumy Sp
na 100a % z kapitalizacja roczng. . . . -
a) Podaé czas podwojenia kwoty So w zaleznodci od a i wyrazié jako funkcje: Ta(a).
Podaé wykres funkcji T3 (a). ' . o .
b) Podaé czas potrojenia kwoty So w galeznoéci od a 1 wyrazié jako funkcje: Ts(a).
Podaé¢ wykres funkcji T3(a).
Oba wykresy wykonaé na papierze milimetrowym (lub na komputerze).
3.78. Podaé czas T- podwojenia stanu poczatkowego konta przy rocznym oprocen-
towaniu : a) 20 %, b) 18 % i kapitalizacji rocznej.

1966~ 63 70 712 14

Rysunek 3.12: Dane empiryczne

3.79. Rysunek 3.12 prezentuje pewne dane empiryczne. Uzywajac wspfih'zqdnych
wyréznionych punktéw wyznaczy¢ funkeje przyblizajaca te dane w postaci:

P(t) = P()Ba't.
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3.80. Wartoé¢ ksiegowa pewnego urzadzenia wyraza sie funkcja V(¢) = Voe~* zalez-
nosci od {-lat uzytkowania. Wiadomo, ze po dwéch latach wartogé wynosita 200.000
zt, a po pieciu 120.000 zl.

a) Wyznaczy¢ funkeje V (t).
b) Po ilu latach urzadzenie bedzie mialo wartoéé 5.000 zt.

3.3 Pochodna funkcji jednej zmiennej

3.3.1 Definicja pochodnej

Rozwazmy funkcj¢ f : (a,b) — R oraz punkt z, € (a,b). Niech Az oznacza przy-
rost argumentu. Wtedy odpowiadajacy mu przyrost wartosci funkcji w punkcie z
zdefiniujemy jako

Af = Af(xo) = Af(xo, Ax) = f(xo + Az) ~ f(zo). (3.3)

Przez iloraz réznicowy funkcji f w punkcie 2 dla prayrostu argumentu Az rozumiemy
nastepujace wyrazenie

Af _ flzo +A2) = f(z0)
Az Arx '
lloraz réznicowy ma prosty interpretacje geometryczna. Poprowadimy sieczng wy-
kresu funkeji f przechodzacy przez punkty o wspétrzednych (zo, f(z0)) i (mo+Az, fxo+
Az)) (patrz rysunek 3.13). Wtedy iloraz réznicowy (3.4) jest réwny tangensowi kata,
Jaki ta siecana tworzy z dodatnia pélosig odcietych (argumentdw z).
Pochodnq funkcji f w punkcie &y nazywamy granice ilorazu réznicowego (34) (o
ile istnieje) przy Az dazacym do 0

(3.4)

(3.5)
Przyklad 3.10. Niech f(z) = 22, z € R. Wtedy

, . (o + Az):—z3 . 2zoAz+ (Azx)?
S = R —dm ™ &

Funkcje¢ z — f'(x) oznaczamy przez f' i nazywamy (funkeja) pochodng funkeji
f. Obliczanie pochodnej nazywamy rézniczkowaniem. Funkcja f Jest rézZniczkowalna
jesli ma pochodna w kazdym punkcie dziedziny. Pochodna f’ oznaczamy réwniez przez
%. Jesli funkcja zadana jest konkretnym wzorem, piszemy % dla oznaczenia operacji
rézniczkowania. Np. j‘f;(:cz) = 2zr.

Oto najwazniejsze wzory do obliczania pochodnych:

= 21)0. 0

L(2%) = az® ! dla o € R;

L (sinz) = coszx i £ (cos z) = —sin ;
(@) =a"Inai L(log, z) = =
w szczegdllnoéei

L)y =e"i L(nz) = 1
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f(xo)

Rysunek 3.13: Sieczna i styczna

3.3.2 Woilasnoéci pochodnej
Ponizsze twierdzenie daje podstawowe wlasnosci pochodnej.

Twierdzenie 3.11. Niech funkcje f i g bedg rozniczkowalne w pewnym przedziale
oraz a € R. Wtedy

a)(f+g) =1 +4d,

b) (af)' = af’,

c) (f9)' = f'a+ fg',

) ity = P, ]
gdzie g*(z) = g(z)g(x) i g(x) # 0 w d).
Whasnoéci a) i b) pozwalajg obliczyé pochodne wielomianéw, a d) — pochodne
funkcji wymiernych oraz tangens? 1 kotangensa:
4 (tgr) = ==, L (ctge) = 5005 o )
- (Wainq ﬁ?:lzieth(iloéciat jest rscl)inqigczkowanie zlozenia funkeji.
Twierdzenie 3.12. Niech h= fog, tzn. h(x) = f(g(z)). Wiedy
d
—flg(@)) = F(g(=))d' (=),
de
g

czyli inaczej b = (f o g) - ¢’
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Przyklad 3.13. Niech h(x) = In(sin x). Wtedy f(y) = Iny oraz g(x) = sinz. Mamy

d . . 1 . . . ! - 1 . . .
zatem - In(sinz) = <o Cos T, poniewaz f'(y) = 7 gdzie za y podstawiamy sin z. [T

Potrzebne nam beda réwniez wzory na pochodne funkgji arcus:

a%(arcsinw) = 711_7, %(a,rc cos x) = - l__lﬂ,

i (arctg @) = iz, L (arcctg2) = 5k

3.3.3 Monotonicznoéé i ekstrema

Pochodna funkeji f zawiera informacje o zachowaniu si¢ te) funkcji, w szczegdlnodci
mformacje dotyczace monotonicznoéci.

Twierdzenie 3.14. Jesli f'(z) > 0 dla x € (a,b) to funkcja f jest rosngca w prze-
dziale (a, ).
Jesl f'(x) < 0 dla 2 € (a.b) to funkcja f jest malejgca w przedziale (a,b). O

Twierdzenie 3.14 mozna czesciowo odwrécié.

Twierdzenie 3.15. Jesli funkcja f jest rézniczkowalna i rosngca w pewnym prze-
dziale, to f'(2) > 0 w tym przedziale.

Jesli funkcja f jest réiniczkowalna i malejgea w pewnym przedziale, to f'(z) < 0 w
lym przedziale. O

Przyklad 3.16. Funkcja f(x) = x? jest rosnaca w calym zbiorze IR i f(z) =322 >0.
Ale f'(0) = 0, zatem nie mozna twierdzié, ze f'(z) > 0. ]

Twierdzenie 3.14 pozwala sformutowaé¢ warunki wystarczajace na ekstrema lo-
kalne, tzn. minima i maksima lokalne. Przypomnijmy, ze funkcja f przyjmuje w punk-
cie zo minimum lokalne, jesli istnieje otoczenie [/ punktu xg, takie, ze dla kazdego
punktu € U, f(z) > f(zo). Podobnie definiujemy maksimum lokalne.

Twierdzenie 3.17. Niech U bedzie otoczeniem punktu zg, funkcja f ciggta wU.
Jesidlaz € U iz >z, f'(2) >0, adlax €U 1a <z, f'(x) <0, to w punkcie x,
funkcja f ma minimum lokalne.

Jeslidlaz e Uiz >z, f'(z) <0, adlaz €U iz < xy, f(z) >0, to w punkcie z,
funkcja f ma maksimum lokalne. O

Na przyklad funkcja f(z) = |z| jest ciagla, f/(z) = I dlaz > 0 i fl(z) = —1
dla # < 0. Zatem w punkcie o = 0, f ma minimum. Zauwazmy, ze w tym punk-
cie pochodna funkeji f nie istnieje. Jesli w punkcie ekstremalnym pochodna istnieje,
mozemy zastosowac nastgpujace twierdzenie, zawierajgce warunek konieczny dla eks-
tremum.

Twierdzenie 3.18. Jesli funkcja f ma ekstremum w punkcie xo oraz istnieje po-
chodna tej funkcji w zo, to f'(zo) = 0. O
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Przyklad 3.19. Funkcja f(z) = z? ma minimum w zo = 0 oraz f(z) = 2x przyj-
muje wartoéé 0 w zo. Natomiast pochodna funkcji f(z) = 23, f'(z) = 3z* réwniez
zeruje sie w punkcie zo = 0, ale nie ma w tym punkcie ekstremum. Zerowanie sie
pochodne;j jest warunkiem koniecznym ekstremum, ale nie jest warunkiem wystarcza-
Jacym. o

Z praktycznego punktu widzenia waziniejsze od ekstreméw lokalnych sg ekstrema
globalne — maksimum i minimum globalne, czyli najwigksza 1 najmniejsza wartos¢
przyjmowane przez funkcje. Nie zawsze wartoscl te sa okreslone (np. funkcja moze
rosnaé nieograniczenie, nie osiagajac wartosci najwigkszej). Ponizsze twierdzenie daje
warunki wystarczajace na istnienie ekstreméw globalnych.

Twierdzenie 3.20. Funkcja cigglta na przedziale ograniczonym i domknigtym przyj-
muje warto$é nagmniejszq ¢ najwigkszq. O

Kolejne twierdzenie daje prosty przepis na znalezienie ekstreméw globalnych.

Twierdzenie 3.21. Zaldsmy, ze funkcja zdefiniowana na odcinku domknigtym ma
ekstrema globalne. Ekstrema te sq osiggane w punktach, w ktorych funkcja ma eks-
trema lokalne lub na brzegu odecinka. a

Zatem, aby znaleié ekstrema globalne funkcji rézniczkowalnej w przedziale do-
mknietym i ograniczonym, wystarczy obliczy¢ jej wartoéci w punktach krytycznych
(tzn. tych, w ktérych pochodna funkeji jest réwna 0), w punktach brzegowych, 1 wy-
braé z nich warto$é najwickszg 1 najmniejsza.

Przyklad 3.22. Niech funkcja f : [-1,2] = R bedzie okreslona wzorem flz) =
223 — 322 + 1. Wtedy f'(x) = 62% — 6z i f'(z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z =0
lub z = 1. Ekstrema globalne moga zatem by¢ osiagane tylko w punktach —1,0,1, 2.
Obliczmy wartosci funkgji: f(=1) = —4, £(0) = 1, f(1) = 01 f(2) = 5. Zatem wartosé
najmniejsza jest osiagana w —1, a wartoé¢ najwieksza w 2. ]

3.3.4 Pochodne wyzszych rzedéw

Jedli funkcja f jest réiniczkowalna na przedziale (a,b), to definiuje ona funkcje f
okreslong na tym samym przedziale. Jesli funkcja f! jest rézniczkowalna, jej pochodng
nazwiemy druga pochodna funkcji f lub pochodna rzedu 2. Zapisujemy ja jako f”
lub £, Ogélnie, pochodna rzedu n definiujemy nastepujaco

f(n) — (f(n.—]))/.

Przyklad 3.23. Niech f(z) = #'%. Wtedy f'(z) = 1029, f'(x) = 10 - 92, i ogdlnie,
FE (2) = 10-9---(11 — k)2(107%) dla k < 10. W szczegdInosci, F0)(z) = 10! jest
. O

stata, a wiec wszystkie nastgpne pochodne beda réwne zero.

Uzywajac pochodnych wyzszych rzedéw, tatwiej mozemy sprawdzi¢ czy w rozwa-
zanym punkcie funkcja ma ekstremum.

3.3. POCHODNA FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ 127

Tw1erdze11ie 3.24. Zalo’z’my, fO@)=0dlai=1,... Jk, gdzie k jest liczbg nie-
pm:zyst((i, (l)mz [ ma ciggtq pochodng rzedu k + 1 w otoczeniu x.

Jesli fik+ )(wo) > 0, to funkcja f ma w punkcie o minimum. Jesli f(k“)(a:o) <0
to f ma w xy maksimum. Ij

Przyklad 3.25. Niech f(z) = z'°. Warunek konieczny f'(z) = 0 zachodzi wtedy i
t_s,rlko wtedy, gdy 2 = 0. W tym punkcie wszystkie pochodne f@ dlai= l,...,9s4
réowne zero orag f(lo)(()) = 10! > 0. Zatemn f ma w punkcie # = 0 minimum. o

3.3.5 Wklesto$é i wypuklosé

Funkcja f jest wypukta w przedziale (a, b), jesli ; . .
! pTZe (@, b), jedli dla kazdych dwéch kt ", T
(a,b) i dla kazdego 1 € [0, 1] Yy woch punktow xzi, x4 €

)

f@y+ s = 21)) < F(@0) + U f(22) — f(o1).

O'{nacza to, ze odcinek siecznej wykresu funkcji f taczacy punkty (z1, f(21)) 1 (22, f(22))
lezy nad wykresem. Jedli dla kazdych dwéch punktéw =,z taki odcinek leiy’ .pod
Wykresem funkeji, funkcje nazwiemy wklestq. Jedli w punkcie z funkcja zmienia sie z
wypuktej we wklegsty lub na odwrét, punkt z nazywa sie punktem przegiccia. c
Dla,;funkcji rézniczkowalnej wypukloéé i wklestosé mozna opisaé przy pomocy
gtyr:zrlej do wykresu. Mianowicie, jesli styczna lezy zawsze pod wykresem, funkcja
.]e,slt }ivypukla, Jedli lezy nad wykresem, funkcja jest wklesta. Dla funkcji dvs;ukrot.nie
1'021‘%1.(:zkowa]nej sprawdzanie tych wlasnoéci jest jeszcze prostsze. Charakteryzuje té
ponizsze twierdzenie, 7

Twierdzenie 3.26. Jesli dla kazdego x € (a,b), f(x) > 0, to funkcja f jest wypukta
w tym przedziale. ‘

]eslz (lf’a kaz"dego z € (a,b), _f”(w) <0, to funkcja f jest wklesta w tym przedziale.
Jesli f' zmienia znak w punkcie xg, to xy jest punktem przegiecia Sfunkegi f. O

Twierdzenie 3.26 mozna czeéciowo odwrécié.

Tvyierdzenie 3.27. Zatozmy, Ze funkcja f jest dwukrotnie réiniczkowalna w prze-
dziale (a,b).

Jeélz: [ jest wypukta w przedziale (a,b), to f'(z) > 0 dla « € (a,b).

Jesli f jest wklgsta w przedziale (a,b), to f'(z) <0 dla 2 € (a,b). O

l?lf‘zyklad 3.28. Niech f(z) = 22° — 32 + 5z. Wtedy f/(2) = 62% — 6z + 5 oraz
b (T) =120 —6.Dlaz > 0,5, f’(x) > 0, zatem f jest wypukta. Dla z < 0, 5 funkcja
[ jest wklesta. Punkt = 0,5 jest punktem przegiecia. O

3.3.6 Badanie funkeji

Celem ’bz.xc_lanla przebiegu zmiennodci danej funkcji jest podanie jej podstawowych
whasnodci i naszkicowanie wykresu. Badanie obejmuje zwykle nastepujace czynnosci:
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o Jedli funkcja zadana jest pewnym wzorem, ale jej dziedzina nie zostala podana,
nalezy ustali¢ jej naturalng dziedzing, dla ktérej podany wzdr jest dobrze okre-
slony.

e Nalezy zbadaé zachowanie funkcji na brzegu dziedziny. Jesh dziedzina jest prze-
dziatem domknietym [a, b], wystarczy obliczyé wartosci f(a) i f(b). Jesli dzie-
dzina jest przedzialem ograniczonym otwartym (a,b), nalezy zbadac¢ granice
jednostronne funkcji w a i b. Jesli a = —o0 lub b = +oo, beda to granice w nie-
skoficzonoéci. Badanie tych granic mozna powigzaé z szukaniem ewentualnych
asymptot pionowych, poziomych lub ukoénych. Te same czynnosci nalezy wy-
kona¢é, gdy dziedzina sklada si¢ z kilku odcinkéw. Czesto funkcja jest okreslona
na calej proste) poza jednym lub kilkoma punktami. Badamy wtedy granice 1
asymptoty pionowe w tych punktach.

o Szukamy punktéw nieciaglosci. Badamy granice jednostronne w tych punktach.

e Szukamy punktéw krytycznych i prébujemy ustali¢ ich charakter. W szczegdl-
nosci znajdujemy ekstrema lokalne. Ustalamy przedzialy monotonicznosci. Ba-
damy tez punkty, w ktérych funkcja nie jest rézniczkowalna.

e Znajdujemy punkty przegiecia 1 przedzialy, w ktérych funkcja jest wypukla i
wklesta.

¢ Ustalamy specyficzne informacje, ktére moga poméc w narysowaniu wykresu,
jak miejsca zerowe, parzystosé lub nieparzystoéé funkcji, okresowosc.

Nie zawsze potrafimy znaleié wszystkie wymienione tu wielkosci. Znajdowanie
miejsc zerowych lub punktéw krytycznych funkcji wymaga rozwigzywania réwnan,
zwykle nieliniowych, co rzadko daje si¢ zrobié analitycznie. Czesto jednak informacje
te nie sg konieczne do naszkicowania wykresu.

3.3.7 Zadania

3.81. Wyznaczyé pochodng funkeji:

a) f(z) = &2® — 32 +2®+2 b) fz) = 2e”

c) f(z) = @%2_ d) f(z) = arcsin/z

Rozwigzanie:

a) f'(z) = Lo — 32% + 32°.

b) Korzystamy ze wzoru na pochodna iloczynu funkcji: (wv) = w'v 4+ uv'.
@)= (z)e" +a(e) =e +ze” =(1+ z)e”.

c) Korzystamy ze wzoru na pochodng ilorazu funkeji: (%) = "’—-”(55—2"'

22=2) (z+1)—(z? =2} {ec+1)’ _ 2e(z+1)- z2-2) _ z?42z-2
f'(z) = ( ) (x)+1()2 Met1)' _ 22( (a:1-1§2 — T:+1)2 ) )
d) Korzystajac ze wzoru na pochodna funkeji (arcsin z) = 71-15?5 i pochodna funkej

ztozonej [u(v(z))]) = u'(v(:z:))l- v'(z) otrzymujemy:

f(z) = —1_17—;3(\/5)1 = 2‘\/;(—‘ oo
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3.82. Obliczy¢ pochodna funkeji f(z) = (22 + 1)%ine.

ROZ WIQZalll > C lll y (& O ei a e' | O y‘ | y
e: W € wyznaczenia p (,hOd > > | i
& ( l) ( , ) . : l n (l n funk( 1 Zl gal’ mujm StI’OIlalTll

In f(x) = sinz In(2z + 1) (3.6)
Rézniczkujac stronami réwnanie (3.6) otrzymujemy
1 Fla) = . 2.
@) () = coszIn(2z + 1) + 5z 1 50e.
Stad
f'(z) = f(x) (cos xIn(2x + 1) + 2 sinx )
2¢ + 1 ’
czyli

f(z) = (22 + 1)5ne (cosa:ln(Q:lr + 1)+ 2:1:::- ] sin 1r> .

3.83. Wyznaczy¢ réwnanie stycznej do wykresu funkcji y = z2e® w punkcie (1, ¢).

Rozwiazanie: Réwnanie stycznej d G .
postad: yczne) do wykresu funkcji y = f(2) w punkcie (2o, Yo) ma

¥ =yo = f'(zo)(x — 20).

P011iewaz" W naszym przypadku f'(z) = 2ze” +z%e®, wiec f'(1) = 3e. Zatem poszuki-
wanym rownaniem stycznej jest y—e = 3e(x — 1) lub po przeksztalceniu y = 3ex — 2.

3.84. Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosdci i ekstrema lokalne funkcji:

2
@) =5+

Rogwiq?allie: Najpierw ustalmy dziedzine funkeji: D : ¢ € R\{0} .
Porluewaz ll()adamlle monotonicznoéci funkcji przeprowadza si¢ na podstawie badania
zmian znaku pochodnej funkcjt, wiec oblic i ji
iy é) i x4_31eg. unkejt, wige obliczmy pochodng danej funkeji:
Dziedzina pozchodneaj€ zgadza sie z dziedzi ji (dzieki i
¢ z dziedzing funkeji (dzieki te > -

wych punktéw krytycznych). i (e s pie mamy dodatko
Funkcja jest rosnaca, gdy:
F>0 2518 5 0o o322+ 4)(2? — 4

= A —4) > 06 z(z -2 :
LT oy ) ( e +2) >0 2 €
Zatem rowazanalfunkcja Jest rosnaca w przedziatach: (—2;0), (2; +00). Funkcja, jest
Eréa}zejjqca, gdy: f'(z) < 0 czyli, w naszym przypadku, gdy = € (—o0,—2) oraz z €
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Zbierajac uzyskane wyniki w tabeli, otrzymujemy:

z (—o0, —2) -2 (-2,0) 1 0 | (0,2) 2 (2, +00)
F (=) - 0 + N - 0 +
f(x) v 4(min) | /~ |[N] N\ |4 (min) 0

Funkcja nie ma maksimum, ma natomiast dwa minima lokalne o wartosci 4 osig-
gane dla & = £2: fmin(2) = fmin(—2) = 4.

3.85. Wyznaczy¢ ekstrema globalne (wartos¢ najmniejsza, najwieksza) funkcji:
f(z) = 1 — |22 = 2| na przedziale [-2,2].

Rozwiazanie: Aby wyznaczyé wartoéé najwickszg oraz najmniejsza funkcji, nalezy
poréwnaé wartoéci ekstremalne funkeji oraz wartoéci jakie funkeja ta osiagga na krai-
cach przedzialu. W tym celu rozpiszemy najpierw dang funkcje:

_f 2?43, z€(-oo, V2 U [V2, +00)
f(m)—{ 22— 1, .’ITE(—'\/E,\/'Z)

Wtedy

vy | =2, x€ (-0, -V?) U (\/§,+oo)
f(“”)‘{ 2, x€(—V2,V2)

Latwo zauwazyé, ze f'(z) = 0 & « = 0 oraz ze nie istnieje dla z = +v/2. Wobec
tego nalezy obliczy¢ wartos¢ funkeji w trzech punktach krytycznych i na brzegach
przedziatu: £(0) = —1, f(-v2)=f(V2)=1, f(-2)=Ff(2)=-L

Wartoéé¢ najwieksza funkcji wynosi 1 i jest osiggana w z = +v2.

Wartoéé najmniejsza funkcji wynosi -1 i jest osiggana w z = 0, © = £2.

3.86. Wyznaczyé ekstrema funkcji, stosujac drugi warunek wystarczajacy istnienia
ekstremum: f(z) = (Inz)? + Inz.
Rozwiazanie: Dziedzing danej funkcji jest Ry Obliczmy pierwsza pochodng i wy-

znaczmy punkty krytyczne tej funkcji: f'(z) = Zhns 4 1= tnz+l
1
f'(a:):O©2lnm+1=0®m:e'% =

Druga pochodna ma postaé: f”(x) = —Zne+ e =2Inz31
Wartosé drugiej pochodnej funkcji f(z) w punkcie krytycznym to: f“(vlg) = 2e.
Poniewaz f” (:};) > 0, wiec dla z = 71; funkcja f(z) osiaga minimum o wartosci

fmin(vl'e') = —% .
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3.87. Wy?r;aczyc' przedzialy wypuklodci i wklestoici wykresu funkcji:
2) fl@) =%+ % b) flz) = e
Rozwiazanie:

a) F’OllieVYai Wk'lqsloéé ‘i‘ wypuklos¢ funkeji jest éciéle zwigzana ze znakiem drugiej
?I(i(.hodnej dar;gg fur}kql, wiec wyznaczmy f"(z): poniewaz flz) = z— 18 wiec
() = 1+ 33. Widaé, 4e V 2 # 0 : f"(2) > 0, wobec tego wykres funicjji Jest

wypukly na calej dziedzinie (rys. 3.14)

3
Rysunek 3.14: Szkic wykresu funkcji flz) = % + 35
r

b) Poniewaz f'(z) = —2ze~"" | wiec fl(x) = =2e77" + 4" = (422 — 2)e=="
f’;zuewaz (Vz :e™®" > 0), wige: f'(z) >0 422 -2 > 0, astad ¢ € (—oo —ﬁ) U
B . 1"y, . . ’ 2
(%=, +00). Naton1-1ast f'(x) < 0dlaze (—3@, lg) Czyli wykres funkcji f(z) jest
wyz;lkly w przedziatach (—oco, —lg), (4, +00) i wklesty dla z € (—4, 3@) Punkty

(£, 7‘;) s3 punktami przegiecia wykresu funkcji.

Latwo naszkicowaé wykres tej funkcji (rys. 3.15), zauwazajac, ze funkcja jest rosnaca

f (<)

_owF | e

Rysunek 3.15: Szkic wykresu funkcji f(z) = e

(l a ‘) a aiejaca (lla xr () 1w ]lleSk()IlCZ()nOSCIa. h d y
C QZ dO Z€ra pO Wa,I‘tOSCIaCh
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— App—az® _ _ k4
Zadania do samodzielnego rozwigzania 3.141. f(z) = dze™"". 3.142. f(z) = (e® — 5)%.
3.88. Wyznaczyé iloraz réinicowy funkcji f(x) w punkcie zo dla przyrostu argu- Wyznaczyé pochodne funkcji: « , ,
mentu Az: 3.143. f(x) = 27  23=, 3.144. f(z) = a® — 7",
2) f(z) = 42% — 2% + 11, b) f(x) = sinz, o) f(z) = &, d) f(a) = V. 3.145. f(x) = log* 3 3.146. f(z) = /3 + 7 + 6V5.
Na podstaw1e definicji wyznaczyé pochodne funkeji: 0. Wyznaczyé¢ pochodne funkcji:
3.89. f(z) =« w punkcie zo . 3.90. f(z) = 2 w punkcie zo # 3.147. y =z~ 3.148. y=z*". 3.149. y = (sinz)”.
3.91. f(z) =+/x w punkciezy > 0. 3.92. y= \/5 w punkcie zo # 0 .
2041, z<1 | Wyznaczyé takie wartosci z, dla ktérych f(z)=0:
3.93. f(x)= 1 2> 1 w Lo = 1. 3.150. f(z) = (522 — 10)®. 3.151. f(z) = ze”.
2y <0 3.152. f(z)= -z +Inz. 3.153. f(z)=-%+Inz.
3.94. f(z) = {x; g VI =0. 3.154. f(z) =VZZ+ 5. 3.155. f(z) = e~*
3, x>
Wyznacayé pochodne funkeji: \ 3.156. Naplgaé r6w2nanle stycznej:.
. . =g 432 -5 . a) do paraboli y = 22 — 42 w punkcie zo = 1,
3.95. f(z)=5x>—222+6 . 3.96. f(z)==z+ 3 : .
Ts E . 3.98. f(z)= 14 223 41 b) do paraboli y = 4 — 22 w punkcie zg = -1,
3.97. f(z) = T, +2z -1 3°10b () 4T, 8 ¢} do krzywej y = Inz w punkcie ¢ = e,
3.99. f(z)=-3 e YTV 5 ) d) do krzywej y = 23 — 2 w punkcie zo = 0.
3.101. f(z) = (23 — 20)(«° +62%).  3.102. f(z) = (5 —3)(@° - Te"+1). . ' .
3.103 flz) = = 3.104. f(z) = le ;_x_ 3.157. Korzystajac ze wzoru: f(zo + Az) » F(zo) + f'(x0)Az podaé przyblizone
: : T 1wt Y wartosci:
= —2/z. 3.106. f(x)=1+ L. . oo
3.105. f(z) = :1:2 —QS\i/n;T 3108, f(z) = %y cfs:n 4 de +Inz. a) \/’1_7, b) sin 29, ¢) V83 d) In1,01.
3.107. {ttm; = :;:\3/_ A . s 5110, f(x) = 2*sinz Podac¢ interpretacje geometryczne.
3.109. T) = oJx — 2V . . "
3.111. f(z) = —3coszctgz. 3.112. f(x) = “;%;——3 Wyznaczyé przedzmly monotonicznosci funkcji: .
3.113. f(z) = 2StEL 3.114. f(z) = 5. 3.158. f(z) = x +3m + 3z. 3.159. f(z) = 23— 3z +5.
) r' ;':x 3.116. f(z) = 5 23—z2+3_ 3.160. f(x) = 32 + z? " 8. 3.161. f(z) = z(z — 2)%.
3.115. f(z) = a2 3.118. f(z) = :nge;wsin:c. 3.162. f(x) = 2*(1 —29). 3.163. f(x) = z(1 + 24/7).
3.117. f(z) = ¥=5". - 118 ’ ) 3.164. f(z) = —x 4 cosz. 3.165. f(z) = +/(z2 - 9)3.
3.119. f(z) = 4yring 3.120. f(z) = 2arcsinz — 2z°. 3.166. f(z) =In|z|. 3.167. f(z) = z|z|.
hodne fankejis 3.168. f(z) = . 3.169. f(z)=2- %
chodn
Korzystajac z tw1erclzen1a olpot‘hodnej funl;(‘.lllzziozt}n(ez), —Viy\Z/I;_El}n_CZ;’C po 3.170. f(z) = x—fj%—;%. 3.171. f(x) =1- 24z + 152% — 225,
3.12%. ;Ex; Y ++1m i 3 124. flz) = In(2® + z). 3.172. f(z) = |¢? — 4z + 3| 3.173. f(z) =223+ 322 - 122+ 1
3.123. f(z) = Vo + L 124, .
3.125. f(z)=Inq/ZEL. 3.126. f(r) =In %5 Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji:
3.127. f(z) = sin(2z — 1). 3.128. f(z) = 1+ 3.174. f(z) = a® — 32% + 3z 3.175. f(z) =3 — 227 — 2.
o 2 3 z) = sin’ ¢ + sin z%. 3.176. f(z) = 23 — 12z. 3.177. f(z) = (1-2?)3.
3.129. f(z) = (T2? -3z + 1) 3.130. f(z) ] ; (1-2
3.131. f(z) = 2cos? L. 3.132. f(z) = (bz — Inz)°. 3.178. f(x) = z*(z - 6). 3.179. f(z) =%+ 3.
3.133. f(x) = arcsin /. 3.134. f(x) =2vI—2% 3.180. f(z) =av1~22 3.181. f(z) = 2” + V5.
3.135. f(x) = ae” sinz L ging — 1. 3.136. f(z) = arctg T 3.182. ;Ex; — 32_ 2z =3 3.183. ;E‘”; == .
) _ kz. 3.184. f(x) = z2%"°. 3.185. f(z)=¢e " 4e
— —Inv1+22 3.138. f(z) = Harcsin kz + 3 arccos
gig; ;Eg = :rirtcgt%-z i 3.140. f(z)=In%. 3.186. f(z) = [o® ~ 227]. 3.187. f(z) =1+ |arc tg(f - 1))
. . - "
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2

3.188. f(x) = 40e~%%% 4 6z — 10. 3.189. f(z) =lnz— I

Wyznaczyé ekstrema globalne funkcji:
3.190. f(z)=2%—-322-9x+35, =z €[-4,4]

3.191. f(z) ==z?lnz, =z €[l,e.

3.192. f(z)=+v6—4z, = €[-1,1].

3.193. f(z)=z—2Inz, =z €(l,¢].

3.194. f(z) =2 —4z+ 3|, = €[-10,10]
3.195. f(z) =% —92? + 24z — 10, « €[0,3].
3.196. f(z)=e*, z €R

3.197. f(z) = 2%, z€R

3.198. f(z) =25, 2 € [0,4].

3.199. f(2) =% — 3+ 220, « €[0,5].
3.200. f(z) = —2z3— 152+ 10, = €[-6,2].

3.201. Obliczyé f/(1) oraz f(1) dla nastgpujacych funkcji: i
a) f(z) = gl0-2e b) f(z) = e*Inz, c) f(x) = 5=

3.202. Wyznaczyé pochodng n-tego rzedu funkeji:
2
a) f(z) = asz® + azz® + azz® + a1z + ao, ‘
b)) flz) =¢€”, c) fl&) =e"", d) f(z) =sinz,
e) f(z) =1, f) f(z) =Inz, g) f(z) =cosz.

r

3.203. Wykazaé, ze funkcja y = sinz spelnia réwnanie: y" +y = 0.
3.204. Wykazaé, ze funkcja y = €” cos z spelnia réwnanie: y' -2y +2y=0.
3.205. Wykazaé, ze funkcja f(x) = e~ spetnia réwnanie

FM(0) = =2(n - 1 7"=2(0).

Wyznaczyé ekstrema lokalne nastepujacych funkcji stosujac drugi warunek wy-
starczajacy istnienia ekstremum:

3.206. f(z) =123 -2z +z. 3.207. f(z)=(x+ 1)_2;:25”: "
3.208. f(z) = (Inz?*)? +Inz. 3.209. f(z) = 12006 o z
3.210. f(z) = —45¢~%% — 18z +10.  3.211. f(z) = foo 16)3.

3.212. f(z) =% + 7z —30Inz. 3.213. f(z) ==

Wyznaczyé przedziaty wypuklosci i wklgstosci oraz punkty przegi¢cia wykresow na-
stepujacych funkeji:

3.214. f(z) = 32° — bzt + 4. 3.215. f(z)== -|; 3622 — 223 — z*.
3.216. f((lf) = 183 — 3172 - 9117 + 9 3.217. f(l’) = m

—9_ 5 7.
3.218. f(z) = =5. | 3.219. f(z)=3- /(¢ +2)

3.4. ZASTOSOWANIA POCHODNYCH 135

3.220. f(x) = /2%, 3.221. f(z) =zInz.
3.222. f(z) =2— |25 - 1]. 3.223. f(z)=1-|z2-2|

Zbada¢ przebieg zmiennoéci funkji:
3.224. f(z) = %% — 222, 3.225.

|—

=% fz)==z+1. 3.226. f(z) =z +2/—z.
3.227. f2)= -5 3.228. f(o) =24 T4 3.229. f(z) = 2.

— 91 — Inz _ =z
3.230. f(z)=2%. 3.231. f(z) = bz, 3.282. f(z) = A
3.233. f(z) =,/:%. 3.234. f(z)=2% 3.235. f(z)=z’Inz.
3.236. f(z) = zes. 3.237. f(z) = 223 3.238. f(x) =2zarctgz.

3.4 Zastosowania pochodnych

3.4.1 Optymalizacja

Jednym z najwazniejszych zastosowan rachunku rézniczkowego jest optymalizacja,
czyli szukanie ekstreméw lokalnych i globalnych dla funkcji opisujacych wielkosci eko-
nomiczne. W praktycznych problemach musimy braé¢ pod uwageg nie tylko rozwiazanie
matematyczne, ale réwniez jego interpretacje ekonomiczng. W szczegdlnosci musimy

sprawdzi¢, czy rozwiazanie uzyskane na drodze matematycznej nalezy do dziedziny
praktycznej rozwazanej funkcji.

Przyklad 3.29. Wtadze stolicy chca ustalié ceng przejazdu metrem. Na podstawie
ankiet ustalono zaleznoéé popytu PP od ceny ¢

PP(c) = 20.000 - 125¢,
gdzie PP oznacza przecigtna liczbe pasazeréw na godzing, a ¢ ceng biletu w groszach.
Znajdz ceng biletu, ktéra maksymalizuje dochéd na godzing oraz odpowiadajace jej:
liczbe pasazeréw na godzing i dochdd.
Rozwigzanie
Poniewaz dochéd D réwna sie

D=PP.c
wiec

D(c) = (20.000 — 125¢)c = —125¢2 + 20.000c.
Rézniczkujac otrzymamy

D'(e) = —250¢ + 20.000.
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Pochodna zeruje sie dla ¢ = 80; jest to jedyny punkt krytyczny. Poniewaz D" (c)
—950 < 0, zatem dla ¢ = 80 funkcja D przyjmuje maksimum. Jest ono réwne D(80) =
800.000 gr., czyli 8.000 zt. Poniewaz D jest funkcja kwadratows, maksimum to jest
jednoczeénie wartoécia najwiekszg. Liczba pasazeréw korzystajaca z metra w ciagu
godziny wyniesie wtedy P P(80) = 10.000. ]

Przyklad 3.30. Wlaiciciel sklepu z rowerami gérskimi chce zbudowaé magazyn, w
ktérym trzymalby zaméwione rowery. Utrzymanie duzego magazynu jest bardzie]
kosztowne. Maly magazyn zmusza z kolei do czgstych dostaw, co podraza koszty od-
nawiania zapaséw. Wtasciciel sklepu, z pomoca znajomego matematyka, ustalil na-
stepujaca zaleznosé miedzy rocznym kosztem utrzymania magazynu a liczba roweréw,
ktéra sie w nim miesci

_4.860

K(i) = === + 15i +5.000.

Jaka wielkoéé¢ magazynu minimalizuje koszty jego utrzymania?

Rozwiazanie

Optymalna wielkoéé magazynu, mierzona liczbg przechowywanych w nim roweréw,
powinna minimalizowaé koszt K. Poniewaz

K'() = —4.860i 2+ 15 =0

dla i = 18 lub i = —18, te wartoéci sa jedynymi punktami krytycznymi. Warto§¢ —18
nie nalezy do dziedziny praktycznej funkcji K. Druga pochodna

K"(i) = 9.720i"> > 0

dla i > 0, zatem K"(18) > 0. Oznacza to, ze w punkcie 7 = 18 funkcja kosztu osiaga
minimum lokalne. Jest ono réwne 5.540. Zauwazmy, ze gdy ¢ dazy do 0 lub do +o0,
K (i) dazy do +o0o. Zatem znalezione minimum lokalne jest jednoczeénie minimum

globalnym. O

Przyklad 3.31. Calkowity koszt miesigczny produkcji telewizoréw kolorowych w
pewnej firmie zalezy nastgpujaco od liczby wyprodukowanych odbiornikéw

K (§) = 100.000 + 500 + 0, 2%,

Znajd? liczbe i, dla ktérej koszt jednostkowy jest minimalny.
Rozwiazanie
Koszt jednostkowy KJ otrzymamy dzielac K przez ?

KJ@i) = 100;000 + 500 + 0, 2.

Liczac pochodng otrzymujemy

KJ'(i) = —100.000;"% + 0,2 =0
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;l(l)e(t] 603_7:97; 101 ﬂlb'i :0 —707,11. Drugg warto$¢ odrzucamy. Poniewaz KJ"({) =
.0002 dla ¢ > 0, zatem w punkcie ¢ = 707,11 f ja K jmuje mini
mum, ktére wynosi 582,84 zl. ’ ke £ prayjmoje mmlg

Przyk.lad 53'.32. PI‘O(.i.ll(‘.ellt nowego modelu wrotek jednosladowych chee ustalié cene
oraz wielkoé¢ produkcji nowego towaru. Funkcja popytu na wrotki ma postaé

PP(c) = 100.000 — 200¢,
natoriast koszt catkowity wyprodukowania i par wrotek wynosi
K(7) = 150.000 4+ 1007 + 0, 003:2,
przy ograniczeniu 7 < 20.000 (takie sa mozliwoéci produkcyjne). Przy jakiej wiel-

kosci produkcji producent osiggnie maksymalny zysk, zakladajac, ze cala produkcja
zostanie sprzedana? !

Rozwigzanie
Poniewaz zaktadamy, ze cala produkcja zostanie sprzedana, mozermy przyjac, ze liczba,

wyproc!ukowanych wrotek ¢ = PP. To daje nam maksymalng cene, ktérag mozna
uzyska¢ przy popycie réwnym i,

¢ = 500 — 0, 005:.
Poniewaz dochéd ze sprzedazy i par wrotek réwna sie D = ¢ - 1, wiec ostatecznie
D(3) = 500i — 0, 0052
Natomiast zysk
Z(#) = D(i) — K(i) = .—0, 0084% 4 400 — 150.000.
Poniewaz
Z'(i) = —0,016i + 400 =0

dla i = 25.000 oraz Z"(i) < 0, wigc dla i = 25.000 funkcja zysku osiaga maksimum
].'oka,lne, Je(lnak punkt ten nie nalezy do dziedziny praktycznej funkeji zysku: 0 <
1 < 20.000. Wiemy, ze funkcja ciggla moze przyjmowaé wartodéé najwieksza tylko w
ek.strer.nach lokalnych lub na brzegu. Zatem w tym przypadku maksymalny zysk bedzie
081qu1(;ty dla ¢ = 0 lub ¢ = 20.000. Jasne jest, ze tylko druga mozliwoé¢ wechodzi w
gre. Cena, ktérg bedzie maégl ustali¢ producent, wynosi

¢ = 500 — 0,005 - 20.000 = 400 zt,

natomiast osiagniety zysk Z = 4.650.000 zt. O
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3.4.2 Analiza krancowa

Analiza kraficowa (marginalna) polega na badaniu wptywu malych zmian pewnych
wielkoéci na inne wielkoéci ekonomiczne, na przyklad, jak zmieni sie zysk, gdy produk-
cja zostanie zwiekszona o jedna jednostke. Aby moéc analizowaé taka sytuacje, trzeba
znaé zaleznoéé dochodu oraz kosztu od liczby wyprodukowanych jednostek produktu.

Dochéd kraicowy dla ustalonej wielkosci produkcji ¢ (mierzonej w Jjednostkach

produktu) jest réwny
DK (i) := D(i + 1) — D(3),
czyli jest réwny przyrostowi dochodu spowodowanemu wzrostem produkcji o 1.
Przyklad 3.33. W przykladzie 3.32 dochéd wyrazal sie nastepujaco
D(i) = 500¢ — 0, 005,
Zatem dochéd kraicowy odpowiadajacy produkcji ¢ bedzie mial postaé
DK (i) = D(i + 1) — D(i) = 499,995 — 0, 01:.
O

Jak widaé, dochSd krancowy nie jest tu staly, zalezy od i.

Zauwazmy, ze dochdd kraficowy jest réwny ilorazowi réznicowemu funkcji D w
punkecie ¢ dla przyrostu Ai = 1. Jesli i jest dostatecznie duze, mozemy iloraz réznicowy
zastapié przez pochodng funkcji D. W przykladzie 3.33 D'(¢) = 500 — 0,014, i jak
widaé malo rézni sie od dochodu kraficowego. Mozemy zatem przez dochéd krancowy
rozumieé pochodng dochodu ze wzgledu na wielkosé produkeji

DK (i) = D'(3).
Podobnie definiujemy koszt kracowy
KK(i) = K(i+1) - K(3)
jako przyrost kosztu spowodowany zwiekszeniem produkcji o jednostke. Zupelnie ana-
logicznie jak dla dochodu mozemy przyjaé, ze
KK (i) = K'(i).

Dochéd kranhcowy i koszt krafcowy wyznaczaja warunki oplacalnoéci zwigksza-
nia produkeji (przy zalozeniu, ze chcemy maksymalizowaé zysk). Mianowicie, jesh
DK (i) > KK (i), oplaca si¢ produkowaé o jedng jednostke wiecej. Jedli zachodzi nie-
réwnoéé przeciwna, zwiekszanie produkcji nie jest oplacalne. W typowej sytuacji pro-
dukeyjnej, dochéd kraficowy jest wigkszy od kosztu kraficowego przy malej produkcji,
co zacheca do zwigkszania produkcji. Przy przekroczeniu jednak pewnego poziomu
produkcji relacja miedzy tymi wielkosciami sie odwraca, co oznacza, ze zwickszanie
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prod.ukcji prowadzi do zmniejszania zysku. W takiej sytuacji maksymalny zysk od-
powiada produkcji i, dla ktérej DK (i) = KK (4), cayli D'(i) = K'(i). Warunek ten
oznacza, se styczne do wykreséw funkcji dochodu i funkeji kosztu staja sie réwnolegle
w punkcie optymalnym (jednakowe wspélczynniki kierunkowe). ’

Warunelf D’.(i) = K'(7) Pojawia si¢ w spos6b naturalny przy maksymalizacji
gf/sk'u. Pon}eYvaz Z(i) = D(i) — K(i), wiec Z'(i) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
(i) = K'(é). Jest to zatem warunek konieczny na maksimum funkcji zysku dla

wielkosci produkcji 7. Aby zapewnié¢ faktyczne maksimum w i mozemy zalozyé, z
Z"(#) <0, co oznacza, ze D"(i) < K"(i). ’ o

Jesli funkcja dochodu jest liniowa, D(i) = ai + b, natomiast funkcja kosztu jest
wypukla, otrzymujemy D" (i) = 0 oraz K"(i) > 0. Zatem warunek D”(i) < K" (i)
zachodm}d]a kazdego i. Poza tym D'(i) = a jest stale. Zatem optymalna wartosé ¢
moze bycé wyznaczona z warunku K'(i) = a. W tym przypadku tatwo jest dokonaé
tego graﬁ(':zm?. Wystarczy poprowadzié styczna do wykresu funkcji kosztu réwnolegla
do prostej opisujacej funkcje dochodu i odczytaé wartoéé i w punkcie st;lcznoéci Ze
wzglqdu na to, ze praktyczna dziedzina jest zawsze ograniczona, takiego punkéu 1
mozemy czasem nie znaleZé.

3.4.3 Elastyczno$é funkcji

Wspé{cz.ynnik elastycznodci jest takze miarg zaleznosci miedzy dwiema wielkoéciami
ekonomicznymi. Dobrym przykladem takich wielkosci Jest cena pewnego towaru i
popyt lub podaz tego towaru. Wspélczynnik elastycznoéci mierzy procentows zmiane
na prz}/ldad popytu, jesli cena towaru wzroénie o 1%. Ogélnie elastycznosé przecigtn(;
funkegi f(z) w przedziale [z, o+ Az] bedzie to stosunek wzglednego przyrostu funkcji

f(zot+A
J%HTEZ do wzglednego przyrostu argumentu %_: :

f(zo + A7) — f(mo) Az

Ef =

f(zO) ' xo ’
lub inaczej
Ef:f(wo—’-[i:)_f(xo). Zo '
z f(zo)
Jezeli Az — 0, to
; z
Buuf = f(a0) - 2L (57)

Es,f nazywamy elastycznosciq funkcji f(x) w punkcie zq.

Przy.l::lad 3.34. 3Zobaczrny Jak zmiana zmiennej # o 1% wplynie na zmiane wartodci
fl:nkc.]l1 f(:c)3: z + 1 w punkcie zo = 1. Poniewaz f’'(z) = 322, wiec Epy=1f =
f (l)m = 3. Czyli wartoé¢ funkcji f(z) w punkcie 2o = 1 w przyblizeniu wzrosnie
o1,5%. O
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Twierdzenie 3.35. 1. Elastycznosé iloczynu funkegi f 1 g jest réwna sumie elastycz-
noéci czynnikdw tloczynu:

E(fg) =Ef + Eyg

2. Elastyczno$¢ ilovazu funkeji f i g jest réwna roznicy elastycznosci dzielnej ¢ dziel-

nika:

Twierdzenie 3.36. Jezeli przyrostows argumentu funkcjt f o p% od poziomu xg od-
powiada przyrost wartosci tej funkeji o q%, to

q NpEﬂl‘n-f'

Przyklad 3.37. ([Pi,00]) Czesto jesteSmy éwiadkami zmian cen towaréw. Zalézmy
na przyklad, ze nieznacznie wzrosta cena chleba (artykul pierwszej potrzeby) oraz
cena telewizoréw (artykul luksusowy). O ile w prerwszym przypadku zmiana ceny nie
powinna mieé wplywu na popyt, o tyle w drugim mozna sie spodziewac, ze popyt
moze zmaleé. Wielko$é zmian popytu w zaleznosci od zmian ceny mozna mierzy¢ za
pomoca przecigtnej elastycznodci cenowej popylu 1

C
n=f'(c)== (3.8)
7
gdzie c oznacza ceng artykutu. Czesto, w celu unikniecia wartosci ujemnych jako miary
n we wzorze (3.8) przed iloczynem pisze si¢ minus, czyh
n=-—f'(c)

C

f(e)

Przyklad 3.38. Jezeli funkcja popytu jest funkcja potegowa w postaci:
f(z) =az® a>0, 0 <z —cena, f(z) — popyt,

to 7 = b w kazdym punkcie. Zwigkszenie ceny o 1% zrmniejsza popyt o |b|% (zmniejsza,
gdyz ze wzgledu na monotonicznoéé funkeji popytu b < 0). Funkcja potegowa jest
jedyng funkcja o tej wlasnodci, ze jej elastycznoéé jest stala w kazdym punkcie 1
réwna wykladnikowl zmiennej. O

3.4.4 Przyklady geometryczne

Przyklad 3.39. Niedaleko autostrady lezg dwie miejscowoéci: Wola Wielka z 4000
mieszkaficéw i Wola Mata z 1000 mieszkaficéw. W odpowiednim uktadzie wspélrzed-
nych autostrada moze by¢ utozsamiana z osig z-6w, a Wola Wielka i Wola Mala

3.4. ZASTOSOWANIA POCHODNYCH 141

z punktam} o wspétrzednych (2,1) i (4, —2). Wtadze obu miejscowoécl postanowil

vabudowac przy autostradzie stacj¢ benzynowa. Chea tak wyznaczyé lokalizac sta,)j
cji, aby byta ona mozliwie blisko obu miejscowoéci. Oznaczmy przez d; i prizz d

odpowiednio odlegtoéci od stacji do Woli Wielkiej i Woli Malej. Zdecydowano tali
usytuowac stacje benzynows, aby zminimalizowaé sume odleglosci od stacji

f(:l') =dy + ds.

Zmienna z oznacza \fvspéh'ze;dnq stacji benzynowej (przy autostradzie). Mamy zatem
di=\(z-2)2+1idy=+/(z —4)2 +4 oraz

f@=VE-22+1+/(x—4)2+4.
Pochodna funkeji f wynosi
x—2 + r—4
ViE=22+1 f(z—4)%+4

Pochodna przyjmuje wartosé zero dla = = 8/3 (sprawdz to). Obliczajac druga po-
chodng otrzymamy

fi(e) =

1

11 r) = 4
f ( ) ((1_2)2_*_1)3/2 + ((m—4)2+4)3/2

> 0.

Zatem funkcja f osiaga minimum dla & = 8/3. Tam zatem zostanie postawiona stacja
benzynowa. ‘EI

Przy}dad 3.40. Firma budowlana ma zbudowaé rurociag laczacy przeciwlegle wierz-
‘ChOH{l prostokatnego obszaru poroénietego lasem. Boki tego prostokata wynosza 2 km
1 ") km (rys. i3:16). Firma rozwaza zbudowanie rurociagu z dwéch prostych kawatkéw:
pierwszego, biegnacego przez las, i drugiego, idacego wzdtuz lasu. Koszt budowy jed-
nego kilometra rurociggu przez las jest o razy wigkszy niz koszt budowy wzdtuz lasu.

Nalezy znalez¢ optymalny sposéb poprowadzenia rurociggu, tak aby zminimalizowaé
koszt budowy.

Rozwigzanie
Nlec'h ¢ oznacza dlugoéé odcinka rurociggu wzdhuz lasu, mierzona w kilometrach, na-
tomiast ¢ — koszt budowy jednego kilometra wzdluz lasu. Wtedy dlugoéé odcinka

przez las wyniesie (/2% + (5 — z)2, a koszt, budowy rurociggu
K(z) = cx + ac\/4+ (5 —x)?

(ua r € [0, 5) oraz [((5) = Tc (caly rurociag wzdhuz lasu). Zauwazmy, ze funkcja K
nie jest ciagla w punkcie # = 5, je$li o # 1. Wtedy, jesli « < 5,

ac(z — 5)

Va+ (5 - =z)?

K'(z) =c+ =0
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5 km

2 km LAS

T

Rysunek 3.16: Budowa rurociagu

dla
I 2
£=5 ==
Druga pochodna ma postaé
4ae

N
K= = G55 apr

a zatem jest stale dodatnia. W punkcie £ mamy zatem minimurp lokalne. Zg;xwazn}yi
ie dziedzing praktyczna dla funkcji K Jest przedzial [0, 5], natom{ast a_by pro (e)m mﬁla
rozwiazanie, a powinno byé wicksze od 1. Gdy o dazy do +oo, Z dazy do 5.' 1znawz.au
to, ze pray koszcie budowy przez las duzo wiekszym od kosztu’ budowy’ vizdluz asu nlte
op’wca sie prowadzié rurociggu przez las. Juz dla o >'\/§, K (5) < K(z). Nator.mas,,
gdy o jest bliskie 1, mozemy otrzymaé # < 0, co nie spelnia r'xaszych ograniczen.
Optymalna decyzja jest wtedy przyjecie = 0 i poprowadzenie calego ruroqugé
przez las, po przekatnej prostokata.

3.4.5 Zadania
Zadania do samodzielnego rozwigzania
3.239. Dochodowa funkcja popytu f na pewna grupg débr ma postac:

50z — 150 >3

f(T): r+3 ) -

Sprawdzié, czy wraz ze wzrostem dochodu popyt jest coraz wohﬁejszy. Wyznaczyc
wartoéé, od ktérej popyt jest mniejszy. Naszkicowaé wykres funkcji f(z).

3.240. Roczne koszty utrzymania hurtowni towaréw sportowych zaleza od liczby
— sztuk przechowywanego towaru w nastepujacy sposéb:

_2.800.000
T

K(7) + 0,007 + 2.000.000
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a) Okresli¢ i minimalizujaca koszt K (7).
b) Podaé¢ warto$¢ minimalnego kosztu.

c) Rozwiaza¢ problem a) i b) przy ograniczeniu wielkosci magazynu do 12.000 sztuk.
Podaé odpowiednig ilustracje graficzna.

3.241. Koszt wyprodukowania z ton wyrobu wynosi:
K(z) = 0,001z - 0, 122 + 40z + 1
tysiecy z. Popyt wyrazony w tonach wynosi:
PP(c) = 880 — 10¢,

gdzie ¢ - w tys. zl za tone. Zakladajac, ze cata produkcja zostaje sprzedana, wyznaczyé
wielkoéé produkcji maksymalizujacy zysk. Podaé¢ wartogé maksymalnego zysku.

3.242. Calkowity koszt produkcji ¢ jednostek pewnego towaru opisuje funkcja: K (i) =
5.000.000 + 250z + 0, 00242, gdzie koszt w z}.
a) lle jednostek nalezy wyprodukowaé, aby zminimalizowaé koszt Jjednostkowy? Podaé
Jjego wartosé i warto$é kosztu catkowitego pray tej produkeji.

b) Podaé¢ wykres funkcji kosztu Jednostkowego z uwzglednieniem dziedziny praktycz-
nej.

3.243. Catkowity koszt produkcji (w z1) wyraza funkcja:
K (#) = 350.000 + 7.5007 + 0, 2542,

a) Ile jednostek nalezy wyprodukowad, aby zminimalizowaé koszt jednostkowy? Podaé
Jego warto$¢ i warto§¢ kosztu catkowitego przy tej produkcji.

b} Podaé¢ wykres funkcji kosztu Jednostkowego z uwzglednieniem dziedziny praktycz-
nej.

3.244. Rozwiazad poprzednie zadanie przy zalozeniu, ze maksymalna produkcja wy-
nosi 1000 jednostek.

3.245. Na podstawie danych statystycznych ustalono, ze pomiedzy kosztem Jednost-
kowym produkcji- K Jp (i) a produkejg i pewnej wytwérni prefabrykatéw zachodzi za-
leznosé: K J, (i) = #8%000 ¢ 130, Migdzy kosztem jednostkowym transportu KJ;(7) a
produkcja zachodzi zalezno§é: K J, (i) = o5+ 15. Okreéli¢ produkeje minimalizujaca
catkowite koszty.

3.246. W pewnym przedsi¢biorstwie wytwarzajacym jednorodna produkcje stwier-
dzono, ze pomigdzy kosztem produkcji a jej iloécig zachodzi zaleznosé:

1
K(i) = §i3 — 8% 4 52i.

Wyznaczy¢ optymalng wielko$¢ produkeji, przyjmujgc za kryterium optymalnoéci
koszt jednostkowy K J(i) = ﬂlﬂ
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3.247. Spélka szacuje, ze popyt na jej wyroby waha sie wraz z ceng tych wyrobéw.
Funkcja popytu ma postaé:

PP(c) = 280.000 — 400c,

gdzie cena ¢ w z!. Natomiast catkowity koszt wyprodukowania i-sztuk tego produktu

opisuje funkcja:

K (i) = 350.000 + 300i + 0,0015:%.

a) Wyznaczy¢ produkcje maksymalizujaca zysk.
b) Ile wyniesie warto$¢ tak wyznaczonego zysku i przy jakiej cenie ¢ 7
¢) Rozwiazad to zadanie przy zalozeniu, ze roczna zdolnoéé produkcyjna wynosi 40.000

sztuk.

3.248. Miesi¢czna sprzedaz S (w tys. sztuk) pewnej plyty wyraza sig nastepujaco:
S(t) = %03%, gdzie ¢ - oznacza liczbe miesiecy, ktére uplynely od wydania ptyty.
a) Wyznaczyé S(2) i 5'(2) oraz podac interpretacje.
b) Po jakim czasie sprzedaz osiggnie maksymalng wartos¢ ?

¢) Naszkicowaé wykres funkeji sprzedazy S(t) z uwzglednieniem dziedziny praktycz-
nej.

3.249. Koszt wykonania prac w firmie jest funkcja liczby zatrudnionych oséb: K (z) =

0,0522 — 0,4lnz + 5.
a) Jaka liczba pracownikéw minimalizuje koszt wykonania prac i ile on wtedy wynosi?

b) Naszkicowaé wykres funkcji kosztu.

3.250. Miesieczny zysk firmy jest okreslony jako funkcja liczby pracownikéw- z:
Z(z) = 20ze=09927 gdzie Z - oznacza zysk w tys. zl.

a) Poda¢ liczbe pracownikéw, przy ktérej zysk jest maksymalny.

b) Naszkicowaé wykres funkcji zysku.

3.251. Funkcja : PP(c) = 925.000e~%%5¢ jest funkcja popytu na pewien towar, c-
cena jednostki towaru. Wyznaczyé taka ceng, aby osiagany dochéd byt maksymalny,
podaé jego wartos¢. Podaé wykres funkcji popytu i funkeji dochodu.

3.252. Dana jest funkcja zysku zaleina od wartosci nakladéw na reklame;:

Z(z) = 402%e~ "7,
gdzie z- naklady w tys. zt i Z- zysk w tys. z}. lle nalezy przeznaczyé na reklame, aby
osiagnaé maksymalny zysk 7

3.253. W pewnym przedsiebiorstwie koszt produkcji miesiecznej i -ton ksztaltuje
sie¢ wedlug wzoru:

K(i) = 0, 1:® — 4,5i* + 80i + 300.

Zbadaé jak ze wzrostem produkcji zmienia si¢ jej koszt.
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3.254. Calkowity koszt oraz calkowity doché 7 i
i y dochdd dla pewnego produktu mozna opisaé

K (i) = 500 + 100i + 0,52,  D(i) = 5004,

gdzie 7 jest produkcja.
a) Wyznaczy¢ krancowy dochéd i kraficowy koszt.

b} Stosujac a‘r}a.lizq kraicowy wyznaczyé maksimum funkcji zysku.
¢) Przedstawi¢ ilustracje graficzng.

3.255. Dane sa funkcje catkowitego kosztu i dochodu:
K (i) = 40.000 + 25 4+ 0, 00242, D(z) = 75i — 0,00842.
Uzywajac analizy krafdcowej wyznaczyé produkcje maksymalizujaca zysk.

13.2{').6.‘ Peyvna firma sprzedaje swéj towar po 50 zt za sztuke. Calkowity koszt pro-
dukeji 7 tysigey sztuk tego produktu jest opisany funkcja:

K(i) =10 -2,5i% 4+ 3.

Wyznaczyé (?pty%nalnq produkcje. Podaé warto$é maksymalnego zysku. Ustalié Jjaka
Jest w przyblizeniu wartpsc nakladéw zuzytych na wyprodukowanie dodatkowego’ 1000
sztuk produktu przy osiagnigtej wielkoéci produkeji 10.000 sztuk?

3.257. Obliczyé e §¢ ji = i
iczy¢ elastycznoéé funkcji f(z) = %, z > 0, w punkcie o = 0, 5.

3.258. Jak zmieni SiQ warto$¢ funkcji f(z) = VAT w i = W
. ’ J f( ) punkcxe xro = 0, jezell 46
argumentu tej funkcji zwiqkszy siQ o 1%7? 2otd ° »Jezeli wartosé

. = . .
}1)3})209._Fu§1kqe popytu PP(.C) 1 podazy PD(c) pewnego towaru sa nastgpujgce:
‘ (c') =c - 300c.+ 20.000 i PD(c) = ¢* — 3600 dla ceny ¢ € [60,100]. Wyzna-
czyc ceng rownowagi oraz elastycznoéé popytu i podazy ! przy cenie réwnowagi

3t.21((30. Nietih ¢ b(;c.lzie ceng jednostkowg pewnego artykultu, a z - liczbg sztuk tego
artykulu, lftorq mozna sprzeda¢ w ciagu jednego dnia po cenie ¢. Niech c(z) = ===
Wyznaczy¢ elastycznos$é utargu. e

3.261. I OdaC WZzor |llnk()|l ’ k o) . y 4 .
t IeJ elas(}yCZIlOS(‘ w kazd m pllnk(:le X 0 W y O
) ) ), > nos1

3.262. Na osi odcigtych wyznaczyé i
26 ¢ zy¢ taki punkt P, aby suma kwadratéw jego odle-
glosci od punktéw:(2,3), (—1,4), (0, —2) byta najmniejsza. Jeee T

3.263. Ktdry punkt paraboli y = 22 lezy najblizej punktu (0,1)7

1 ‘s . .
Elastycznosé podazy wyznacza sie podobnie jak elastycznosé cenowa popytu (wzér 3 8)
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B
|
A glkm
] |
A?km }j B

15km

Rysunek 3.17: Przedsigbiorstwo nad rzeka

Wyspa

¥ Hydrant

Rysunek 3.18: Plan budowy wodociagu

3.264. Przedsi¢biorstwo przemystowe nalezy zlokalizowaé nad rzeka (prosta A;Bi
na rysunku 3.17). Baza surowcowa znajduje si¢ w punkcie A, a oérodek zbytu w
punkcie B. W jakim punkcie nad rzeka nalezy zlokalizowaé przedsigbiorstwo, aby
koszty transportu byly najmniejsze.

3.265. Na mala wysepke na jeziorze nalezy dostarczaé¢ wode z hydrantu znajdu-
jacego si¢ blisko jego brzegu. Transport wody bedzie odbywal si¢ wodociagiem pod
ziemia na brzegu i pod dnem jeziora do wyspy. Koszty budowy takiego wodociagu pod
dnem jeziora sa trzykrotnie wyzsze niz brzegiem. Jak nalezy poprowadzié¢ wodociag,
aby zminimalizowa¢ koszt jego budowy? Wymagane odlegloéci podaje rysunek 3.18.

3.266. Dolny brzeg ekranu zawieszonego na pionowej $cianie znajduje sie 0 9m wyzej
niz oko obserwatora. Ekran ma wysoko$¢ 7m. Z jakiej odlegloéci obserwator widzi

ekran pod najwiekszym katem?

Rozdzial 4

Funkcje wielu zmiennych

4.1 Opis, wykresy, warstwice, obrazy

4.1.1 Sposoby opisu funkcji wielu zmiennych

Funkgje, ktérymi dotad si¢ zajmowaliSmy, byly okreslone na zbiorze liczb rzeczywi-
stych (lub odcinku) i przyjmowaly wartoéci bedace liczbami rzeczywistymi. W wielu
prakchznych zastosowaniach funkcje zaleza od kilku zmiennych rzeczywistych, czesto
przygnujq réwniez wartosci bedace wektorami w R™. Na przyktad pole prostokata jest
funkcja dwéch zmiennych z i y, oznaczajacych dhugoéci jego bokéw

Plz,y) =2y,
Objetoéé akwarium zalezy od jego dlugosci, szerokoéci i wysokosci
Vigy,z2)==z-y-2.

Jesli liczba zmiennych niezaleznych jest wieksza od trzech, zamiast liter x, y, z uzy-
wamy zwykle oznaczei 1, xz, . ... Na prayklad odleglo$é punktu = = (2, s, ... Zn) €
o : N . ) 3
R™ od punktu 0 = (0,...,0) (Srodka uktadu wspétrzednych) jest funkcja zmiennych
L1, ,&y

d(z1,...,z,) = \/:c:f+x%+...+x,2l.
Dziedzing tej funkcji jest zbidr R™ a przeciwdziedzina zbiér R, co zapisujemy
d:R™ 5 R.

Czasami wygodnie wprowadzi¢ jest zmienng zalezna, ktéra opisuje wartosci funkcji,
np.

y= \/x¥+:c§+...+x,21.

147
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Jesli funkcja przyjmuje wartosci w zbiorze R™,

f:R* > R™
to obok n zmiennych niezaleznych, np. z1, ... ,wn,.deziemy. mieli m zrqiennych za-
leznych, np. yi, ... ,Ym. Taka funkcje mozemy opisac podajac oddzielnie zaleznosc
kazdego y; od wszystkich zmiennych zq,...,%n,
v = fi(zr,... %)
Y = fz(.’l!1, e ,JL‘n)
Ym = (21, - a-'ﬂn))

lub uzywajac zapisu wektorowego

y=fe)=(filzr,. .., xn) -, (@1, - P )

Na przyktad, jesli przez x oznaczymy wektor kolumnqu z Rz, ktérego sktadowe
oznaczaja liczby mieszkaficéw zyjacych obecnie w mieicie 1 na wsi, a pr.zez‘y.podobny
wektor opisujacy strukture demograficzng za rok, to otrzymamy funkcje liniowa

y= Mz,

dzie M jest macierza opisujaca migracje (w przeciagu ro ’ )
i Oznaczmy wspélrzedne na plaszczyinie przez ry 1 3. Wprowadzm’y wspohzi‘dge
biegunowe r 1 «, gdzie r jest odlegtoscia punktu z = (:cl,x,z) od érodka ukladu
wspélrzednych, a a katem jaki tworzy z dodatnig pélosiag ¢y pdtprosta przechodzaca
przez 0 i z. Wtedy

r, = rcosq, =Ty =rsina.
Zauwazmy, 7e r € [0,00) a a € [0,27). Zatem powyzsze réwnania definiujg funkcje
£ :[0,00) x [0,27) = R?,

f= (fl,fg)T oraz ¢1 = fi(r,a) 1 23 = fa(r, «). Zmienne z; i T2 sg tu zmiennymi
zaleznymi, a 7 i @ zmiennymi niezaleznymi.

4.1.2 Wykresy
Niech funkcja f : X — Y. Przypomnijmy, e wykresem funkcji f nazywamy zbidr
W(f)={(=,y) e X xY :y=f(2)}.

Zatem dla funkeji f : R® — R, wykres bedzie podz’b'ioren} przestrzeni ]1%""'1: Pomkewaz
nasza wyobraznia ograniczona jest do obiektéw tréjwymiarowych, rysowanie wy rkelm;
ma sens tylko dla funkcji dwéch zmiennych. Wtedy n = 2, a wykres jest (zwykle
pewng powierzchnia w R3.
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Przyklad 4.1. Rozwazmy funkcje f : R? 5 R, f(z1,22) = z? + 2%. Aby zoba-
czy¢ jak wyglada wykres tej funkeji, przetnijmy go z kilkoma plaszczyznami, réznie
usytuowanymi w przestrzeni R3. Najprostsze plaszczyzny to te, ktére sa wyznaczone
przez osie uktadu wspétrzednych. Plaszczyzna rozpieta na osiach z i y ma réwnanie
¢1 = 0. Podstawiajac te zaleznosé¢ do funkcji f otrzymujemy funkcje zalezna tylko od
zmiennej z1: f(z1,0) = z?, ktérej wykresem Jest parabola. Podobnie ktadac 25 = 0
otrzymamy parabolg, bedacg wykresem funkcji zaleznej od z5: F(0,z3) = z2. Bedzie
ona lezala na plaszczyZnie wyznaczonej przez osie z; i y. Obie te plaszczyzny sg pio-
nowe. Aby przeciagé nasz wykres ptaszczyzng pozioma, polézmy y = a. Otrzymana
krzywa bedzie zbiorem punktéw (z1, s, y), spetniajacych réwnania

2 2
itz =a, y=a

Jesli a > 0, krzywa ta bedzie okregiem o érodku (0,0,a) 1 promieniu 1/a. Dla a = 0
okrag stanie si¢ punktem (0,0,0). Dla @ < 0 zbidr bedzie pusty. Opisane tu cie-
cia powinny wystarczy¢ do wyobrazenia sobie i narysowania wykresu funkcji. (patrz
rys. 4.1.) O

T2

L1

Rysunek 4.1: Wykres funkcji y = 22 + z2

Dokonujac odpowiednich cigé¢ mozemy naszkicowaé wykres dowolnej funkeji dwéch
zmiennych. Czasami moze tu by¢ pomocne inne niz zwykle usytuowanie osi uktadu
wspdlrzednych. Pamietajmy, ze faktycznie rysujemy tylko rzut wykresu znajdujacego
si¢ w przestrzeni na plaszczyzng. Teoretycznie nic nie stoi na przeszkodzie w narysowa-
niu takiego rzutu na plaszczyzne obiektu z przestrzeni cztero- lub wiecej wymiarowej.

Problem polega tylko na naszych ograniczeniach w percepcji takich obiektéw.
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Paradoksalnie, doéé klopotliwe jest rysowanie wykresu (uogdlnionej) funkeji linio-

wej

y =cixy +coxg+ b, (4.1)
Wykresem tej funkeji jest plaszczyzna. Zeby zobaczyé jej rzut na piaszczyén.ie. (czyh
na kartce, na ktdrej rysujemy), musimy ograniczy¢ sig tylko do pewnego Je) frag-
mentu. Dobrze jest zaznaczyé punkty przeciecia plaszczyzny z osiami oraz proste,

ktére otrzymamy przecinajac ja z plaszczyznami wyznaczonymi przez te: osie. W tym
celu dobrze jest przeksztalci¢ réwnanie (4.1) do tzw. postaci odcinkowej

IR (42)

(5] an a

Mozna tak zrobié, jedli ¢1 i ¢y sa réine od zera. Wtedy liczby a1, az 1 a wyznaczajg
wsp6lrzedne przeciecia plaszczyzny z osiamil. (rys. 4.2)

y

T2

az

e a

il
—_

Rysunek 4.2: Plaszczyzna % + %21 + %

4.1.3 Warstwice

Czesto zamiast wykresu funkcji wielu zmiennych wygodnie] jest narysowaé J:ej war-
stwice. Warstwicg funkeji f : R® — R dla wartosci a € R nazywamy przeciwobraz
elementu ¢ wzgledem f, czyli zbiér punktéw

{z e R™: f(z) = a}.

’
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Warstwice potrafimy narysowaé dlan = 21 n = 3 (réwniez dla n = 1, ale ten
przypadek jest malo ciekawy).

Jedli n = 2, warstwica jest zazwyczaj krzywa na plaszczyinie. Zgodnie z definicjg,
Jest to zbiér punktéw, w ktérych funkcja f przyjmuje jednakowe wartosci. Uktad
warstwic, narysowany dostatecznie gesto, pozwala okredli¢ zachowanie sie funkcji.

Jedli za zmienne niezalezne przyjmiemy dtugosé i szerokodé geograficzny (i ogra-
niczymy si¢ do matego obszaru kuli ziemskiej, aby zaniedbaé Jjej zakrzywienie), nato-
miast zmienng zalezna bedzie wysokosé nad poziomem morza, to warstwice tak zde-
finiowanej funkcji beda znanymi nam skadinad poziomicami. Poziomice tacza punkty
o jednakowej wysokoéci nad poziomem morza. Ich uklad na mapie pozwala zoriento-
wac sie jaki charakter ma powierzchnia Ziemi w rozwaznym rejonie. Zauwazmy, ze ta
powierzchnia bedzie dokladnie wykresem funkcji wysokoéei.

Przyklad 4.2. Rozwazmy funkcje f(z1,z2) = 2? + z3 z Przykladu 4.1. Warstwice
tej funkcji beds zadane réwnaniami

:r:%-f—mg:a

dla a > 0. Beda to koncentryczne okregi na plaszczyznie o érodku w (0,0). Zauwazmy,
ze okregi te mozemy otrzymad rzutujac na plaszczyzne 2z, okregi w R3, ktére otrzy-
malismy przecinajac wykres funkcji f z ptaszezyznami poziomymi. Warstwice ilustruje
rys. 4.3. O

T2

\Z

Rysunek 4.3: Warstwice funkcji y = mf + x2

Dla n = 3 warstwice funkcji beda (zwykle) powierzchniami w R3. Zauwazmy, ze
w tym przypadku nie potrafimy narysowaé¢ wykresu funkcji. Zatem, warstwice, ktére
zwykle daja si¢ narysowad, stanowia cenng pomoc w opisywaniu funkcji trzech zmien-
nych. Jakkolwiek rachunek rézniczkowy dla funkeji czterech czy pieciu zmiennych nie
rézni si¢ zasadniczo od rachunku rézniczkowego funkeji dwéch lub trzech zmiennych,
mozliwosé zobaczenia wykresu lub warstwic funkcji znakomicie utatwia zrozumienie
1 analiz¢ studiowanych probleméw. Jedli jestesmy w stanie cokolwiek narysowac, nie
unikajmy tej okazji.
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Przyklad 4.3. Zmodyfikujmy przykiad 4.2 i rozwazmy funkcje trzech zmiennych
Fay, @9, #3) = ©} + x} + x3. Warstwice tej funkeji beda mialy postac

Y
él»'{-}-a:g—{—.??%:a, a>0.

Réwnanie to opisuje sfere w R? o érodku w punkcie 0 i promieniu Va. Dla a = 0 sfera
ta staje sie punktem 0. O

4.1.4 Funkcje z R w R"

Funkeje zadane na zbiorze liczb rzeczywistych (lub jego podzbiorze) mozna uwazac za
opisy parametryczne krzywych w IR™. Zwykle nie rysuje si¢ wykreséw takich funkeji,
chociaz dla n = 2 mozna by to zrobi¢. Zamiast tego rysujemy obraz takiej funkcji,
czyli whaénie krzywa (lub prosta).

Przyklad 4.4. Oznaczmy zmienng niezaleina przez f. (Czasami wygodnie jest inter-
pretowaé ja jako czas. Niech f : [0, 2m) — R,

. costl

1) = ( sint )
(traktujemy wartoéci funkcji f jako wektory kolumnowe). Kazdemu ¢ odpowiada do-
ktadnie jeden punkt na okregu jednostkowym z?+z% = 1. Zatem funkcja f jest opisem
parametrycznym okregu o $rodku w (0, 0) i promieniu 1. Latwo ja zmodyfikowad tak,
aby opisywala dowolny okrag na plaszczyznie. Mozna ja tez rozszerzy¢ na cala prosta.
Bedzie ona wtedy nadal opisem parametrycznym tego samego okregu. Teraz jednak

kazdemu punktowi na okregu bedzie odpowiadalo nieskoriczenie wiele parametréw {.
Beda one réznity sie miedzy soba o wielokrotnosé 2. O

Opis parametryczny krzywej mozerny interpretowaé jako recepte na skonstruowa-
nie tej krzywej. Recepta ta méwi: wei punkt t z proste], oblicz f(t), narysuj punkt
f(t) w przestrzeni R™ (jeli n < 3). Zréb to samo dla pozostatych punktow.

Szczegdlnie przydatny bedzie dla nas opis parametryczny prostej. Prosta na plasz-
czysnie lub w przestrzeni wyznaczona jest przez dwa elementy: punkt, przez ktéry
przechodzi, i wektor kierunkowy, do ktérego jest réwnolegla. Dokladnie tak samo
mozna opisaé prosta w przestrzeni n-wymiarowej. Niech b = (b1,. .., bn) bedzie punk-
tem w R™, przez ktéry przechodzi rozwazana prosta, natomiast a = (ay, ..., an) wek-
torem kierunkowym tej prostej. Jak widaé zapisy punktu i wektora niczym sie tu
nie réznig. Inna natomiast jest interpretacja geometryczna tych obiektéw. Dodajac
wektor a do punktu b przesuwamy niejako punkt b wzdiuz prostej, otrzymujac inny
punkt na niej lezacy, a 4+ b. Zamiast przesuwaé o a, mozna przesunaé b o wektor ta,
gdzie t € R. Wektor ta ma ten sam kierunek co a, natomiast inng dlugosé 1, by¢ moze,
zwrot (jesli { jest ujemne). Zatem punkt ta + b tez nalezy do rozwazanej prostej. Co
wigcej kazdy punkt prostej ma postaé ta+b dla dokladnie jednego t. W szczegblnoéei,
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punkt b odpowiada wartosci parametru ¢ = 0. Jedli zatem przez z = (21 Tn)

. o ~ . . e e o m

oznaczymy punkt prostej, to otrzymamy jej opis parametryczny
r=ta+b.

H(ﬁwnoé(i ta c'leﬁniuje funkcje f: R — R”, dla ktdrej ¢ jest zmienna niezalezng, a z
zmienng zalezng (lub zespolem zmiennych niezaleznych 1, ..., z,).

Przyklad 4.5. Funkcja f(t) = (347, 15t —4)T (T oznacza transpozycje) jest opisem
parametrycznym prostej

ry =3 +7, xa=15t-4.
Pozbywajac si¢ parametru ¢, otrzymamy zaleznoéé¢ miedzy x, i -
zy = by — 39,
co jest standardowym opisem prostej na plaszczyinie. O

W przykladzie 4.5 prosta moze byé opisana jednym réwnaniem wiazacym z, i
3, co wydaje si¢ prostsze niz dwa réwnania (lub réwnanie wektorowe) zadajace opis
pa{arnetryf:ml'y. W przestrzeni tréjwymiarowe] juz tak jednak nie jest. Jedno réwnanie
lll‘l.lOV\fe opisuje plaszczyzng, a nie prosty. Musimy uzyé dwéch takich réwnan, aby
opisa¢ prosta. Opis parametryczny zapewnia jednolity opis, niezaleznie od wymiaru
przestrzeni, w ktérej lezy prosta.

4.1.5 Zadania

4.1. Wyznaczyé¢ obszar okreslonoéci funkcji f(z,y) = Mxy—“’)— .
Rozwiazanie: Dziedzing danej funkcji jest zbidr (rys. 4.4)

D={(z,y) €R*:z+y>0iy#0}.

—
N
N

Rysunek 4.4: Obszar okreslonosci funkcji f(z,y) = M%ﬂl
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Zadania do samodzielnego rozwiazania

Wyznaczy¢ obszar okreslonosci (dziedzing) danej funkcji:

4.2. f(z,y) = V9—-z? -y 4.3. f(z,y) = :—f%

4.4. z(z,y) =lnezy. 4.5. flz1,22) = f"zl 3
l - —1'1 le
4.6. f(z,y,2)=xT+y+z 4.7. f(z1,22,23) = ;5577

Naszkicowaé wykres funkeji:

48. z=—z—-y+1.

4.9. f(z,y) =22+ ¢, gdzie 0< 2 <5,0<y<h.

4.10. f(z,y)=4-22—y* , gdzie 0 <2 <2, 0<y<2
411, f(z,y) =25 — % — % gdzie 0 <2 <10, 0<y < 10,

4.12. z(z,y) = /1 — 22 — y* na obszarze jej okreslonosci.

Wyznaczyé warstwice funkeji:

4.13. f(z,y) =2c+y. 4.14. f(z,y) =z*+y.

4.15. f(z,y) = (zr —a)? + (y—b)*. 4.16. f(x,y) =4(z-2)%+ (y+ 1)
4.17. f(xy,x2) = V4 — i — 3. 4.18. f(z,y) = ?171% ‘

4.19. f(x1,%2) = 2232y, ) ) 4.20. f(z1,22) = lOw}’]xz_O‘z.

4.21. f(:b'l,il?z,l?g) :.Z‘%-*-%—f-% 4.22. f(.’L‘l,a,’z,(lfg) —x3— %1+ T2.

4.23. Na rysunku 4.5 podane sa szkice wykreséw (A-F) funkcji dwdéch zmiennych
z,y zadanych wzorami: .
a) z = sin /&% + y?, b) z = a?y?e " Y, c) zz?-ﬁ?»

d) z = 2% - 3ay?, e) z =sinxsiny, f) z =sin’z + 1o°

oraz plany warstwicowe tych funkcji (I-VI). Nalezy dopasowaé wzory funkcji do od-

powiednich wykreséw i warstwic.

Przedstawi¢ dane réwnanie prostej w postaci parametrycznej:
4.24. y=2z+ 1. 4.25. 2r—y+1=0. 4.26. y=az +b.

Podaé parametryczne réwnanie danej krzywej 1 naszkicowad te krzywa:
4.27. L+ y*=9. 4.28. 22— 2z +y® = 5.

2
4.29. &+ L =1 4.30. y’ ==z

Jaka powierzchnig lub linie w przestrzeni przedstawia wykres danej funkcji:

142t 0 cos o
—t .4.32. f(t)=1{ 0 |.4.33. f(a,t)=| sinc

4.31. f(t) =
2+ 2 t t
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Rysunek 4.5: Wykresy funkcji dwéch ziniennych i ich warstwice
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4.2 Pochodne funkcji wielu zmiennych

4.2.1 Ciagloéé funkcji

Zanim zdefiniujemy pochodne funkeji wielu zmiennych sprecyzujmy pojecie cigglo-
éci takiej funkcji. Jest ono naturalnym uogdlnieniem pojecia ciaglosci funkeji Jjednej
Zmiennej.

Rozwazmy ciag punktéw (zx)sen W przestrzeni R™. Niech xx = (Tp1,. .., Lkn)-
Méwimy, ze ciag (2,,) dazy do zo = (Zo1,-- -, Ton) € R, jedli dlakazdegoi =1,...,n,
limg_y 00 Zki = £oi. Oznacza to zbieznosé dla kazdej wspdirzednej.

Majac pojecie zbieznoci ciggu punktow w przestrzeni R™, definiujermny granice
funkcji f : R® — R w punkcie 2o € R™. Definicja jest identyczna jak dla funkcji
jednej zmiennej. Pojecia ciagloscl w punkcie 1 ciaglodci w cale) dziedzinie réwniez
przenosza si¢ bez problemu na przypadek wielowymiarowy. Wiekszoé¢ funkcji wielu
zmiennych, ktére bedziemy rozwazac, bedzie funkcjami ciggtymi. Warto jednak wie-
dzieé, ze czasami sprawdzenie ciaglosci nie jest proste.

Rozwazmy teraz odwzorowanie f : R™ — R™. Wtedy f mozna rozpisaé na skla-
dowe, f = (fi,---, fm)T. Méwimy, ze f ma granice w punkcie, lub jest ciagla, Jeshi
kazda ze skladowych f; ma te whasnoéc.

4.2.2 Pochodne pierwszego rzedu
Niech f: RZ 5 Rip= (p1,p2) € R2. Zdefiniujemny pochodng czqstkowg funkcji f

wizgledem zmiennej £, w punkcie p jako granice nastepujacego ilorazu réznicowego

af . f(p1 + Azy,p2) — f(p1,p2) .
— = . 4.3
dx1 (p A}cllrgo Az (4.3)

Jest to faktycznie iloraz réznicowy funkeji jednej zmiennej xy
zy — f(x1,p2)

obliczony w punkcie z; = py dla przyrostu Az,. Podobnie definiujemy pochodng
czastkowy funkcji f ze wzgledu na zmienng o, oraz pochodne czastkowe funkcji
trzech lub wigcej zmiennych. Pochodna df/ dxi(p) dla p € R" opisuje predkosé zmian
funkcji f wzdhuz osi z; w punkcie p. Jedli bedziemy zmienia¢ punkt p, w ktérym
liczymy pochodng czastkowa, otrzymamy funkcje n zmiennych

%:]R"——)]R,

zdefiniowana w naturalny sposéb

af
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gdzie p = (py1,...,pp) (zamiast ; isaé 1
: i ,Pn) p mozemy teraz pisa¢ z). Obliczanie pochod
glagls-tkowycb Jjest rowr.ue proste jak obliczanie pochodnych funkcji jedn; zmierrlllbllgl
¢ > ;czal‘()a{(. poch.odnq Of/0x; traktujemy pozostate zmienne jako stale, tak jakby n:-.
sza funkcja zalezala tylko od z;. Na przyktad dla funkcji f(x1, 29) = 2224 otrzymamy
af
51‘—1(.1'] s .1.'2) = 21311‘;

af
—01—2(2'1 , ) = 4zia3.

Uogélnieniem pochodnych czgstkowych s pochodne kierunkowe. Opisujg one pred-

ko$¢ zmian funkcji w i 1
: punkcie p w kierunku dowolne "
kierunkowq definiujemy nastepujaco o mektora o € R Pochodng

falp) = [%f(p +ta)|i=o- (4.4)

Z)Z?,H}tlaét zml?llnej z E R™ podstawiamy tu wyrazenie p+ta. Jest to opis parametryczny
proste) o wektorze kierunkowym a przechodzacej przez punkt p. Zauwazmy, ze funkcja
)

t— f(p+ta)

Jjest ;Wylqu funkcja jednej zmiennej. Jej wartosé dla ¢ = 0 jest réwna f(p)
lech e; oznacza wersor i-tej osi. Sklada sie on z samych 5 iejsca i
w ktérym stoi 1. Mozna pokazaé, ze YER BT, oprocs fiejsea ticgo,

) d
fe.(p) = 5{2(1))- (4.5)

A wige rzeczywiscie pochodne czgstkowe stanowig szczegélny przypadek pochodnych

kierunkowych. Zdefiniujmy gradient jif i j
oy ymy gradient funkcji f : R® — R w punkcie p jako wektor

of of
Vip) =(=(p),..., =
(55 P)--- 22 (P))- (4.6)
.(xga,dl.ent w pur.lkcie p Jest tez czesto oznaczany przez f’ (p), tak jak pochodna funk(‘ji
Jjec nlj_l] zmiennej, lub grad f(p.)'. Zauwazmy, ze dla n = 1 gradient rzeczywicie staje sie
zwykly pochodng. Dla funkcji, ktdre sa dostatecznie regularne (np. pochodne czast-

kowe s ciagle) istniej snodé mi ‘1
o 3 ciagte) leje prosta zaleznos¢ miedzy pochodnymi kierunkowymi a gradien-

fa() = Vi(p) - a, (4.7)

g 1 I pka. ozn n y l p -~
dZ e k (6] ) acCza mnozenie maclerz (dok}adnle Wekt()l‘a. WIGI'SZOWegO TZez Wek
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Prazyklad 4.6. Niech f(z1,22) = 23 + 22, p=(1,2)1a=(23). Wtedy
Vi(z1,22) = (221, 223),
a zatem

fip) = (-2,4).(2,3)T =92-244.3=16. O

4.2.3 Warunki konieczne na ekstrema lokalne

Rozwazmy funkcje n zmiennych f : R™ — R. Funkcja ta osiaga minimum lokalne w
punkcie zo € R™, jedli istnieje otoczenie otwarte [/ punktu zo, takie ze dla kazdego
punktu z € U, f(z) > f(zo).

Zmieniajac znak nieréwnosci w powyzszej definicji otrzymamy definicje maksimum
lokalnego. Zauwazmy, ze obie te definicje sa takie same jak w przypadku funkcji jedne)
zmiennej. Przez otoczenie otwarte punktu o w przestrzeni R™ rozumiemy zwykle kule
otwartg K (zo, ) o drodku w 2 i promieniu 7.

Maksima i minima lokalne nazywamy ekstremami lokalnymi. Jednym z giéwnych
problemdéw ekonomii jest optymalizacja, czyli szukanie ekstreméw lokalnych pewnych
funkcji. Funkcje te zwykle zaleza od wielu zmiennych.

Nastepujace twierdzenie daje warunek konieczny na ekstremum w punkcie zo.

Twierdzenie 4.7. Jedli funkcja f ma ekstremum w punkcie o oraz ma w tym punk-
cie pochodng kierunkowq fi(20) w kierunku a, to i (zo) =0. O

Whaiosek 4.8. Jesli funkcja f ma ekstremum w punkcie xo oraz ma wszystkie po-
chodne czgstkowe w tym punkcie, to sq¢ one réune zeru, tzn. 0f/0zi(xo) = 0 dla
kazdego i =1,...,n.

Funkcje, ktérymi bedziemy si¢ zajmowali beda dostatecznie regularne; bedg mialy
ciagle pochodne czastkowe w kazdym punkcie, a pochodne kierunkowe beda kombi-
nacjami liniowymi pochodnych czastkowych. W takiej sytuacji bedziemy sprawdzali
tylko zerowanie si¢ pochodnych czastkowych.

Punkt zo € R", dla ktérego wszystkie pochodne czastkowe funkcji f sa réwne
zero, nazywamy punktem krytycznym funkegt f.

Przyklad 4.9. Niech flzy,z2) = 27 + z2. Wtedy pochodne czagstkowe pierwszego
rzedu: 9f/0x1(x1,x2) = 2@ oraz Of | dxo(x1, 22) = 2x2. A zatem jedynym punktem
krytycznym jest punkt o wspéhrzednych ¢1 = 0ize = 0. Poniewasz funkcja f przyjmuje
wartoéé 0 w tym punkcie oraz f(z) > 0 dla z # (0, 0), wiec f ma minimum (lokalne)
w zerze.

Jesli zmienimy funkcje f na f(z1,2) = x?—z%, znowu jedynym punktem krytycz-
nym bedzie punkt (0,0). Tym razem jednak, jak przekonamy si¢ pézniej, W punkcie
tym funkcja f nie bedzie miata ekstremum. Jest to bowiem punkt siodtowy. Gdy
zmieniamy zmienna 1, funkcja roénie, gdy zmieniamy 2, maleje. O
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4.2.4 Pochodne wyzszych rzedéw

Jesli w kazdym punkcie x € R™ funkcj
) e g ja f ¢+ R® — R ma pochodn
df/0z;(x), to mozemy rozwazaé funkcje b @ crastiona
af n
7. p
Iz, R® 5 R,
ktora'puuktov'vi z eR” pr?yporzqdkowuje liczbe 8 f/Ox;(x). Poniewaz jest ona znowu
funkcja n zmlepnych, mozemy rozwazac jej pochodne czastkowe. Beda to pochodne
czastkowe drugiego rzedu funkeji f. Zdefiniujmy wiec |

o f 0 ( af
Oz;0m; ~ Ouj Oz’
Jedli i # j, takie pochodne nazywamy mieszanymi. Jedli j = i, piszemy
of  8f

Oz;0x; ~ Ox?’

K2

Analogicznie definiujemy pochodne czagstkowe trzeciego, czwartego i wyzszych rzedéw.

Przyklad 4.10. Niech f(z,y) = 23y — 2z + 4y. Wtedy

of 2 2 of
Zatem
P2 f ,  O*f
W(w) y) = 6(L‘y ) m(m) y) = 6:"'2ya
oraz

0*f o*f
r , =6 2 , = 923
aa:dy(z y) = 6z°y 352 2z°.

Kontynuujac, mozemy na przyktad obliczyé
3f
dz0ydx

Zauwazmy, ze w przykladzie 4.10 h, 1 1
7z .10 pochodne mieszane rzedu dr 5
Nie jest to przypadek. ¢ Heieee s owhe

(z,y) = 12zy. O

Twierdzenie 4.11. Jesli pochodne mieszane 02 f [0x;dx; 1 8% f/8x;0x; sq ciggte, to
sq réwne: o ,
’?f 0
31’53]:1' - (9:83'(?12,'.
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W zagadnieniach optymalizacji bedziemy uzywaé macierzy sktadajacej si¢ z po-
chodnych czastkowych drugiego rzedu. Nazywamy ja hesjanem:

% o 0%
dr? dr, 8, " dr10%,
dx28x, ars et dx,0x,
Hf = . (4.8)
_o% . _o%f 22f
8w, 01w, dxn,drs dr?

Zauwazmy, ze hesjan jest macierza zalezng od tych samych zmiennych, od ktérych
zalezy funkcja f. ‘

Przyktad 4.12. Dla funkcji f z przyktadu 4.10 hesjan bedzie wygladal nastepujaco

6xy® 6x’y

O
4.2.5 Warunki wystarczajace na ekstrema
Rozwazmy funkcje f : R™ — R oraz zdefiniujmy nastepujace funkcje
2y _o%f
ol co dxr,0x;
A= : . :
ok o
dx; 8z ax?
dlai=1,...,n. Zauwazmy, ze A; = 0%f/0x? oraz A,, = det Hf.
Twierdzenie 4.13. Zaldzmy, ze punkt o = (xo1, ..., Ton) jest punktem krytycznym
funkcji f.
Jesli Aj(zo) >0 dlai=1,...,n, to w punkcie xo funkcja f ma minimum.
Jesli (=1 A;(zo) > 0 dlai=1,...,n, to w punkcie xo funkcja f ma maksimum. O

Ostabiajac wprowadzone warunki otrzymamy warunki konieczne na ekstrema.

Twierdzenie 4.14. Zaldzmy, ze funkcja f ma ciggte pochodne czqstkowe drugiego
rzedu w otoczeniu punktu xo.

Jesli f ma w zo minimum lokalne, to A;(zo) > 0dlai=1,... ,n.

Jesli f ma w zg maksimum lokalne, to (—l)iAi(:co) > 0. d

Dla funkeji dwéch zmiennych mozna zatem otrzymac nastepujacy wniosek.

Stwierdzenie 4.15. Niech xy bedzie punktem krytycznym funkesi f : R?2 5 R. Jesli
A2(z0) < 0, to w punkcie xo nie ma ekstremum. O
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Jesli n = 2 oraz Aa(xp) = 0, to informacja zawarta w hesjanie, to znaczy drugie
pochodne czastkowe, nie wystarcza do rozstrzygniecia czy w punkcie xo jest ekstre-
mum, czy tez go nie ma.

Nastepujacy przyktad wylicza typowe sytuacje, ktére moga sie zdarzyé dla n = 2.

Przyklad 4.16. Niech f: R? — R.
a) f(z,y) = 2% + y?. Wtedy

a zatem A; = 2 > 0 oraz Ay = 4 > 0. Oznacza to, ze w punkcie krytycznym
g = (0,0) funkcja f ma minimum.

b) f(z,y) = —=? — y?. Punkt (0,0) jest jedynym punktem krytycznym. Tym razem
Jednak Ay = -2 < 0i Ay =4 > 0, a zatem w punkcie (0,0) funkcja osiaga maksi-
mur.

¢) f(z,y) = #* — y*. Podobnie jak poprzednio, (0,0) jest jedynym punktem krytycz-
nym. Zauwazmy, ze Ay = —4 < 0, zatem f nie ma ekstremum. Poniewaz wykres
funkeji f w otoczeniu (0, 0) przypomina siodlo, punkt krytyczny nazywa sie punktem
siodlowym.

d) Zastapmy w poprzednich przyktadach z? przez z*, a y? przez y*. Punkt (0,0) po-
zostanie jedynym punktem krytycznym kazdej z tak utworzonych funkcji. Pochodne
czastkowe rzedu 2 beda réwne 0 w punkcie krytycznym, co spowoduje, ze Ay bedzie
réwne 0 we wszystkich trzech przypadkach. Bedzie to oznaczalo, ze na podstawie
hesjanu nie potrafimy okresli¢ charakteru punktu krytycznego. Poniewaz zachowanie
funkcji «? jest podobne do zachowania funkeji 22, mozemy oczekiwaé, ze podobny
bedzie charakter punktéw krytycznych. Tak bedzie w istocie. Otrzymamy kolejno
minimum, maksimum i punkt siodlowy. O

Podobng analize mozna przeprowadzié dla funkcji trzech lub wiecej zmiennych. W
szczegllnosed, jedli Aq{zg) < 0, to w zp na pewno nie ma ekstremum.

4.2.6 Ekstrema globalne

Ekstrema globalne to warto$¢ najwieksza 1 wartoéé najmniejsza przyjmowane przez
funkcje, czyli maksimum globalne i minimum globalne. Nie zawsze funkcja osiaga
warto$¢ najwieksza lub najmniejsza. Na przyktad funkcja f(z,y) = 2? + y* osiaga
wartos¢ najmniejsza w punkcie (0,0), ale nie osiaga wartoéci najwiekszej. Nastepu-
Jace twierdzenie podaje warunki wystarczajace na to, aby istnialy ekstrema globalne
(poréwnaj z twierdzeniem 3.21).

Twierdzenie 4.17. Niech A CR™ ¢ f: A = R. Jesli zbior A jest domkniely i ogra-
niczony, natomiast funkeja f jest ciqgla, to f osiqga w zbiorze A wartosé najwickszq
1 naymnie;szq. O
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Uwaga 4.18. Proste rozumowanie pozwala zredukowac p)oszu.ki\.avania, e.kstremc;)\fv glg—
balnych do znanych juz czynnoéci. Mianowicie, wartosc najwicksza 1 wartosé naj-
mniejsza moga byé przyjmowane tylko w ekstrfan}ach lo’kalnych .lub na br.zegu Zl?lOI‘l}
A (zgodnie z twierdzeniem 4.17, zbiér A powinien by(-: domknmty, a wigc zawmrr
punkty brzegowe). To daje nam prosta strategie poszukiwania elfstremoxy glo‘baluyc .
Znajdzmy najpierw wszystkie punkty krytyczne wewnatrz zbioru A i obl}czm)./.w
nich wartoéci funkeji. Nastepnie znajdzmy punkty krytyczr?e na br,z'egu: Polro.wna‘]my
otrzymane wartoéci funkcji, znajdujac wartos¢ najwicksza 1 wartos¢ najmniejszg. [

Przyklad 4.19. Niech funkcja f(z,y) = 322 — 4y* — 62 + 8y — | bedzie okre‘élona na
tréjkacie ograniczonym prostymiz =0, y=0iz+y=1 (patrz rysunek 4.6).

J y
max

a min

Rysunek 4.6: Ekstremum funkcji zadanej na tréjkacie

ZnajdZmy najpierw punkty krytyczne. Pochodne czastkowe wynosza

af of

—(z,y) =6z — 6, =—(z,y) =—8y+8,

e y) 9y

zatem jedynym punktem krytycznym jest punkt (1,1) nie nalezacy do rozyvaianego

zbioru. Zatem wartosci: najwieksza i najmniejsza osiggane s3 na brze%u. S.kla(.la. sie

on z trzech odcinkéw a, b i c. Znajdzmy wartoéé najwicksza 1 wartosC najmniejszy

funkeji f na kazdym z nich. . o
Odcinek a mozemy opisaé nastepujaco: y = 0 1 = € [0,1]. Uwzgledniajac to,

otrzymujemy funkcje jedne) zmiennej

g(z) = f(x,0) =32 =6z — 1, z€[0,1].

Stosujac znane metody dla funkcji jednej zmiennej, znajdujemy, 2§ wgrtoéé najmuniej-
sza przyjmowana jest dla z = 1, g(1) = —4, natomiast wartoéé najwicksza dla ¢ = 0,

g{0) = —1.
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Odcinek b opisujemy przy pomocy warunkéw: y=1—-=ziz €[0,1]. Znowu
otrzymujemy funkcje na odcinku [0, 1], tym razem h(z) = f(z,1—2) = —2? — 6z +3.
Wartoé¢ najwicksza osiggana jest dla 2 = 0, h(0) = 3, warto$¢ najmniejsza dla & = 1,
h(l) = —4.

Odcinek ¢ zadany jest przez warunki: 2 = 0iy € [0, 1]. Podstawiajac otrzymujerny
funkcje zmiennej y: k(y) = £(0,y) = —4y>+8y—1. Przyjmuje ona warto$¢ najmniejsag,
dla y = 0, £(0) = —1, a wartoéé najwickszg dla y = 1, k(1) = 3. Sprawdz wszystkie
podane tu wyliczenia!

Zauwazmy, 7e wszystkie punkty, ktére otrzymaliémy leza w wierzchotkach tréjkata.
Przez proste poréwnanie znajdujemy wartoéé najwicksza 3 = f(0, 1) oraz najmniejszg
—4 = f(1,0). O

4.2.7 Metoda mnoznikéw Lagrange’a

Podczas szukania najwiekszej 1 najmniejszej wartoéci funkeji na zbiorze ograniczonym
i domknigtym musimy zbadaé zachowanie tej funkcji na brzegu rozwazanego zbioru.
Brzeg ten zwykle opisuje sie jednym lub kilkoma réwnaniami typu

g(l'l,l'z,... ymn) =0 (49)

Ekstrema funkcji f : R” — R z ograniczeniem (4.9) nazywaja si¢ ekstremami
warunkowymi lub wzglednymi .

Jesli potrafimy wyliczyé z réwnania (4.9) jedng ze zmiennych, np.

Tn = (P(xla cee 71:71.—1)’

mozemy | dstawié te zaleznodé zamiast zmiennej x, we wzorze badanej funkcji, re-
dukujac w ten sposéb liczbe zmiennych o jeden.

Czesto jednak nie potrafimy rozwiklaé réwnania (4.9). W takim przypadku mo-
zemy postuzyc¢ si¢ metodg mnoznikéw Lagrange’a. Rozwazmy problem optymalizacji
funkeji f : R™ = R z ograniczeniem (4.9). Utwérzmy funkcje Lagrange’a

LA zy,. .. xn) = f(er,. .. 20, A) + Ag(21, ..., 20). (4.10)

Dodatkowsg zmienng A nazywamy mnoznikiem Lagrange’a. Niech zo = (201, ..., zon)
spelnia ograniczenie g(x¢) = 0. Zalézmy, ze funkcja f przyjmuje w zy ekstremum
lokalne przy ograniczeniu (4.9), oraz, ze gradient funkcji ¢ w z, jest rézny od zera.

Twierdzenie 4.20. Jesli o jest punktem ekstremalnym, to istnieje liczba A*, taka,
ze punkt (X*, o) jest punktem krytycznym funkesi Lagrange’a L, tzn. zachodzq naste-
pujgce warunki

i (A x0) =0. (4.11)
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oraz
oL .. .
517(/\ ,ep) =0, i=1,...,n (4.12)
0O

Twierdzenie 4.20 opisuje warunki konieczne na ekstrema warunkowe. Poniewaz
L zalezy liniowo (afinicznie) od A, to warunek (4.11) jest réwnowazny warunkowi
g(zo) = 0. Oznacza on spelnienie ograniczenia przez punkt xo i nie pojawia sie w nim
mnoznik Lagrange’a A*. Mnoznik ten pojawia sie¢ w warunku (4.12), ktéry moze by¢
interpretowany jako relacja miedzy gradientami

f (o) = —A"g'(20). (4.13)

Poniewaz gradienty sa wektorami (wierszowymi), zalezno$¢ oznacza, ze gradienty
funkcji f i g w punkcie ekstremalnym 2o majg ten sam kierunek (jesli tylko f'(zo) #
0). Moga miec natomiast rézne dhugoéel 1 rézne zwroty, co reprezentowane jest przez
A*. Poniewaz gradient jest prostopadly do warstwicy, warunek (4.13) oznacza, ze w
punkcie optymalnym (maksimum lub minimum), warstwica funkcji f jest styczna do
zbioru dopuszczalnego zadanego przez ograniczenie g(z) = 0. Zbidr ten jest warstwicg
zerowa funkcji g. Jesli f'(20) = 0, musimy wzigé A* = 0.

Twierdzenie 4.20 pozwala nam znalezé punkty krytyczne. Aby ustalié, czy w punk-
tach tych sa rzeczywiécie ekstrema, stosujemy warunki rzedu 2.

Zauwazmy, ze hesjan funkcji Lagrange’a ma nastepujaca postad

0 dg dg ag
Gg:l dx2 e 6.;:,,
ag %L 3%L
dx,y 6:551 e e 0x10%,
HL = ag 8L a%L (4.14)
dxo dxr 01 e o dx20x
dg %L 8%L
AT p EERCET 02 ,0T
Zdefiniujmy
0 29 29 99
9z dx2 azxi
89 %L %L
EER dx? to T oxq,10z;
A=) 22 2L 9L (4.15)
dro REPYI to e dx20x;
89 %L %L
dx; dx;0xy e e dx;0m;
dlai = 2,...,n. Zauwazmy, ze A; jest wyznacznikiem (i4+1) x (i+1), oraz, ze zalezy

onaod A1 z.

Twierdzenie 4.21. Zalézmy, ze punkt (\*, o) jest punktem krytycznym funkejt La-
grange’a.
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Jesli (—1)P Ay (A 20) > 0 dla i = 2 n, t ' ] ]
, ( =2,...,n, to w punkcie zy funke y -
mum wzgledne (przy ograniczeniu (4.9)). o funkeia I osiage maks:

Jesle Ay(A*,z0) < 0 dla i = 2 n, t ] '
, = 2,...,n, to w punkcie zy funkcja st 11
wzgledne (przy ograniczeniu (4.9)). funker I ostage "”'”7”“(7:';

Whiosek 4.22. Niech n = 2 i niech (\*,: dzie G i
Wnlose ech (A", 20) bedzie punktem krytycznym funkcji La-

Jeslidet HL(A*, zo) > 0, to w punkcie z ; ; 3
v , , punkcie xq funkcja f osigga mak:
(pr2y ograniczeniu (4.9)). [ osiqga maksimum lokalne wzgledne

J ,./ 2 de' H 14(/\ 5 0) < s b p € L ’ L34 !gl mmnimun lOk‘ale ngl«gdn
€ sl A () tow Unk( e Xp unklf?a 0stgga
(ll 'y [910”2( zent (/‘ g)) f l :

P:)rzykqlad 4.23. Znaj(.limy ekstrema funkcji f(z,y) = 2z + 3y przy ograniczeniu
2% 4y~ — 1 =0. Funkcja Lagrange’a dla tego problemu ma postaé -

LAz, y) =22+ 3y+ Mz + 9% — 1).
Rozwiazmy uklad réwnan

dL
—(K(/\,;r,,'():w2+y2——1:0

oL
8—;()\,17,3/) =242z =0

oL
%(/\,m,y) =342 y=0

ktéry opisuje punkty krytyczne funkcji Lagrange’a. Otrzymamy dwa rozwigzania:

X = V13/2, 20 = —2/VT3, go = —3//T: . .
‘ ) , Yo = S/m oraz \* = —/13/2, zg = : =
3/+/13. Hesjan bedzie mial postaé /220 = 2 V13, yo =

0 2z 2y
HL A z,y)=| 22 2Xx 0
2y 02X

a zatem As(A, m,*y) =det HL(A, z,y) = —8A(2? 4+ y?). W punkcie krytycznym otrzy-
mamy det HL(X*,xo,y5) = —8XA*. Zatem dla \* = V13/2 otrzymamy minimum, a

ﬁla AT = —/13/2 mak'simum. Zadanie mozna réwniez rozwigzaé graficanie. Punkty
rytyczne 'quq odpowiadaly tym punktom na okregu, w ktérych styczna do okregu
pokrywa sie z warstwicy funkcji f. |
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4.2.8 Zadania j-:g- f(z,y) = 2+ 4oy — z’y. 4.4L. f(z,y) = (z - 2)? — 3y?
4.34. Obliczyé pochodne czgstkowe pierwszego rzedu funkeji wzgledem kazdej ze A2 flz,y) = (z - o*)°. 4.43. f(z,y) = ly”.
zmiennych niezaleznych: 444 f(z,y) =3 - i 4.45. f(z,y) =4
— R _ 1 2oy ’ Fy-
a) f(z,y) = 102° + 2zy — 47, 4.46. [f(z,y) = 53k 4.47. f(z), 2y) = err+e2
b) z(z,y) = In(z + Vz% +y?), 4.48. f(z1,22) = /221 — 2. 4.49. f(x1,z3) =z si
) flz,y,2) = —zyz + 2 + y? + 10. 4.50. fla1, ) = 32,0 —22 - » L2 = 21 SID 2 2.
Rozwiazanie: W celu obliczenia pochodnych czastkowych danych funkcji bedziemy i ’ oI+l 4.51. f(u,v) = v4u? + 2uv.
4.52. f(u,t) = e" In(ut). 4.53. f(w,z)=e¢" nw

korzystaé ze znanych regul rézniczkowania.

a) Dana funkcje¢ mozna zapisaé jako: f(z,y) = 10° + 2xy — y~t. Wtedy . ) )
4.54. Dana jest funkcja f(2,y,2) = In(z + y + z). Wyznaczyé pochodne czastkowe

pierwszego rzedu tej funkeji.

gi =10-5z* + 2y
T ,
4-5‘?- Wyznaczyé pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkeji:
of e (_4)y_5 K(zq, 2, x3) = ar% - 2z1x2;n§ + 61:% —_ 9:,.% +5.
by ' 4.56. Dla funkcji f(z,y) = —22 + 22y — 242
) HY) =~ Yy —2y°—4x+12y—5 ¢ taki ‘o
b) 2 iy, aby: %(m,y) -0 %5(1‘, ¥) = 0. y— 5 wyznaczy¢ takie wartosci
] . 4.57. Dana jest funkcja K _ (2
9z | ] e Jest funkcja K (21, z0) = (af 4 @2)Vem> . W : o 3
= gt VE ) = For (@1,22) = 0 B (21,5) = 0. L) yznaczyé z1, 3 takie, ze

iy o
4.58. Dana jest funkcja: f(z,y) = 10022 + 20042 — 10zy. Obliczyé:

1 2z 1 % f(10,20) 2[(10 20), & .
= = ¢ ’ ) dx ] ) (10, 20 .
x+ 22 +y? ( 2 z2+y2) Vet +y? _ _ % )
4.59. Sprawdzi¢, czy funkcja f(z,y) = 100 + In(zy) spetnia réwnanie
0z 1 J 2 A 2
SN N T o\, (01Y', 1
By s+ a2+ Oy ar) T\oy) TE= 7

4.60. Sprawdzi¢, czy funkcja f(z,y, z) = €*t¥? gspelna réwnanie:

1 2y _ y
Tt VRt 2/ @+ PPVt
8; 4 @ 3
c) oz + 515 + 5'5
2% % 4y
f(z,y,2)
0 z 0 d 1 , )
Ti =-yz— =3, —f =—zz+ 2y, of = —zy+ —. Wyznaczyé gradient funkcji w punkcie (0 0):
Ox r dy 0z T 4.61. f(z,y) = (8z — 3y)* \ ‘,32 : fo v s
. . . — _ : ¢ . YY) = —ax QY.
Zadania do samodzielnego rozwiazania 4.63. f(z,y) =e"y+e . 4.64. f(z,y) = zcosy + ysin zy.
4.35. Korzystajac z definicji wyznaczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funk- Wyznaczyé gradient funkeji vw uakcie .
cji flx,y) = 2> +2¢°. :g? flwy,wa, 23) = o} + 2f + a3, 4.66. f(xy,23,23) = —2122 + 29z
. . . Tiy... , =7 ’ ? - 243,
Wyznaczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu nastepujacych funkeji: J(ar Tn) =21t o, 4.68. f(x1,23,23,14) = 2% + 22923 — 21 24.
4.36. f(z,y) = 3z + 5y* + 10. 4.37. f(z,y) = be® — 3zy + 4y>. . .
f(=,y) y f(z,9) Wyznaczyé pochodna kierunkowg funkcji f(2,y) w kierunku wektora a = (az,a )T
= (az,ay

— 90201y~ 1 . __3
4.38. f(z,y) =20y . 4.39. f(z,y) = W w punkcie p = (2o, yo) :
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4.69.
4.70.
4.71.
4.72.

ROZDZIAL 4. FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH

fle,y) =9—22—y%, a= (L, )7, p=(1,1).

flz,y) =

e'xz“yz, a= (2,17, p=(0,1).

f(z,y) =622 +30y* —zy, a= (-1,-1)7T, p=(3,-1).

, .. o 3. . .
Wyznaczy¢ pochodna funkcji g(21,x2,23) = z12223 — 122 + 23 W punkcie

p = (0,0,1) w kierunku wektora a = (1, 1,2)T.

Wyznaczyé pochodne czastkowe rzedu drugiego nastepujacych funkeji:

4.73. f(v,y) =+ 2%’ —2zy+y’ + 2 -y + 10.
4.74. f(x),x2) = ziad +2f — Yz + 10

4.75. f(=z,v)
4.77. f(z,y)
4.79. f(z,y)

(z+y) ln(.r + ).
(a2 + 57 |

F'

4.76. f(z,y) = e""YTTHY,
4.78. f(x1,x2) = arctg/oy + X2 .

4.80. f(z1,2s) = zysin(z + x2).

Obliczyé pochodne czqstkowe rzedu drugiego nastepujacych funkeji:
fle,y,2) =2 +y*+ 22 +ayz+z—y—=z

4.81.
4.82.
4.83.
4.84.
4.85.

4.86.
a’) u(wly) = 1:2 - y27
4.87. Sprawdzié, czy funkcja f(z,y,2) =

:l‘1~

In(2? 4+ y* +27) .

fz,y,2) = 23y* + 2°2* — cos(z + y) +sinzyz.

fle,y,2) =
flz,y,2) =
fzy, 2o, 23) =

(.’l’] + 172) T2—T3

. . . .. . . . 32 3211 .
Ktéra z wymienionych funkcji spelnia rownanie 302+ ¢ = 07?

b) u(z,y) = In /22 + y2.

7-===—-==] spelnia réwnanie:
x2+y2+z2

3? d? d?

L, s _

Jz? 0z

4.88. Wykazaé, ze funkcja z(z,y) = In (— — 1—) spelnia réwnanie:

8%z 8%z

8$8y+5a:_2: z?’

Wyznaczyé ekstrema lokalne nastepujacych funkcji:

4.89.
4.91.
4.93.
4.95.
4.97.
4.98.

fle,y) = (= -2+ (y+ 1) 4.90. f(z,y) =(z—y)*+y-1)°
f(z,y) = e (z + y*). 4.92. f(z,y) :(,—y)2+my;—m
f(z1, ) :ar?+m§—x1m2. 4.94. f(z,y) =a® — 6zy+ 8y
fe,y) = 3y — «®y — z”. 4.96. f(x,y) =yJ/z -y’ —z+6y

flz,y) _25x—25xe‘y—00y——z
flz, y)_l+x+2y—a? + 3.
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4.99. f(21 )_1:1:1:2+lnx1+x§—10, x>0.
4.100 f( yz) =22 —y? — 22 — b+ 2y — zz.
4.101. f(=, y, 2)=—2?4+y2 45— 2y + 3yz.

4.102. f(xy,22,23) = :cl 4x12y — 2% + H2d — 2y,
4.103. f(xy, 22, 23) = 2? — 21, —£2+3IE2+51‘5 .
4.104. f(x,y,2) = 3zz 4+ zy+ 2% + 2z.

4.105. f(z,y,2) =zyz(l—z+y+ 2).

4.106. " f(z1,22,... ,¢n) =23+ 23 +.. . + 2>

Wyznaczy¢ ekstrema globalne danej funkeji w obszarze D:
4.107. f(z,y) =2?y—2z—~y, D
4.108. f(x,y) = 2?y(2 —  — y) w obszarze ograniczonym prostymi:
x:O,y:O,z+y—6

4.109. f(z,y)
4110, J(z,y) =2+ + 2% +4, D= {(s,2) : el < 1, ]ol < 1)
4.111. f(= ), () =2 + 3y 4+ 22y, D - tréjkat o wierzchotkach:

(=1,1),(2 1,-2).

Wyznaczyé ekstrema warunkowe funkeji przy podanym warunku:
4.112. f(z,y) = —322 — 24 + 202y, «+y = 100.
4.113. ) =

flz,y) = 5l +6y? —zy, z+2y=24.
4.114. f(z,y) = = L4+ y%, x+y=4.
4.115. f(z,y)=1+ %, Lt =
4.116. f(x,y) =223+ y*, 224 y? =
4.117. f(z,y,2) =z +y+ z, %+-;‘+%:1
4.118. f(z,y) ==z +y2, :1:4+y4 =1
4.119. f(xy,x9,23) = 23 + 22 + 22, 2, — 23+ 225 = 6.
4.120. f(:r],:cz, x3) = 21Z2T3, I+ 229+ 3x3z=18..

Wyznaczyé ekstrema lobalne funkeji w obszarze D:

4.121. f(z,y) = —x—y(:,. +2y%), D = {(alr:y)ElR2 2?2 +y? <1}
4.122. f(z,y) = 2%y, D= {(z,y) € R?: .z'+y <1}

4.123. f(z,y,2) = zyz, D = {(z,y,2) € R?: 2? + 2y + 322 < 6}.

4.3 Zastosowania pochodnych czastkowych

4.3.1 Optymalizacja

-—3(1’1+ZL‘2++QEn)
={(z,y) eR*:2>0iy>0iz+y<3}.

=zt —8:cy D={(z,y) eER?2:0<a<2,-1<y<2}

169

Przyklad 4.24. Firma produkuje trzy rodzaje komputeréw. Ustalono nastepujace
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zaleznodci popytu na te komputery od ich cen c1, ez 1 c3, wyrazonych w zlotych

P, = 4000—-2c;1+c2+c3
P, = 60004c; — 3¢+ c3
Py = 5000+ ¢y +c2— 2c3.

Znajdz ceny komputeréw, ktére zapewniaja maksymalny dochéd. Ile wyniesie dochéd

i jaki bedzie wéwczas popyt. o ' - .
I.{]()zwizzanie. Zakladajac, ze popyt na komputery bedzie réwny wielkosci sprzedazy,

obliczamy dochéd firmy

D(c1, e, ¢3) = Prey + Pacg + Paca =

~2¢2 — 3¢ — 2¢2 + 4000c; + 6000¢; + 5000c3 + 2ciez + 26263 + 2c1c3.

Chcac znalezé punkty krytyczne funkcji D, obliczamy pochodne czastkowe 1 przyrow-

nujemy je do zera

oD

a——(01, Ca, 63) = —4¢q + 4000 + 2¢3 + 2¢3 = 0

1

gﬂ(cl, co, 03) = —6cy + 6000 + 2¢1 + 2¢3 = 0
C2

D (11,2, 5) = —dcg + 5000 + 21 + 27 = 0.

063
Otrzymujemy ¢; = 9967, co = 7600 1 ¢z = 9833. Aby sprawdzié, czy znalezione

1 1 1cz3 ] nkcji D.
1 ie ] czy wiscl y @ aksimum, obliczamy hesjan fu
rozwigzanie jest 1zeczywiscie poszukiwanym m ,

Jest on stala macierza 3 x 3.

-4 2 2
HD= 2 -6 2
2 2 —4

Wyznaczniki A; wynosza: Ay = —4 <0, A‘g =20> 0 iAg = —24 < 0: Za,tel%)mév:aztl:ra»r-l
lezionym punkcie krytycznym funkcja D osiaga makmmum: Tz_mkle pow1nnyd); ,Wia' '
ceny komputeréw. Dochéd 1 popyt na kazdy komputer znajdziesz tatwo podstawiaja

O

uzyskane ceny do wzorow.

Przyklad 4.25. Firma reklamuje swoje wyroby w telewizji 1 radiu. Ustalono naste- .

i . . a6
pujaca zaleznos¢ wielkodci sprzedazy z, wyrazong w :]ednostkacl.l wyrobu, f(;logal;la ow
na reklame w TV, z, i nakladéw na reklame w radiu, y, wyrazonych w 7

2(x, y) = 50.000z + 40.000y — 102 — 20y* — 10zy.
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Jakie naklady na reklame w telewizji i radiu przyniosa maksymalna wielkoéé sprze-
dazy?

Rozwiazanie. Obliczmy pochodne czgstkowe funkcji z i przyréwnajmy je do zera.

gj—(:ﬂ, y) = 50.000 — 20z — 10y = 0

0z
dy
Otrzymamy x = 428,57 i y = 2.285, 72. Hesjan funkcji 2 ma postaé

_ (=20 —10
He= ( ~10 —40 )

A wiee Ay = =20 < 0i Ay = 700 > 0. Zatem w znalezionym punkcie krytycznym
funkcja z osiaga maksimum.

Mozna zmodyfikowaé to zadanie nakladajac ograniczenie na sume wydatkéw na
reklame

(z,y) = 40.000 — 40y — 10z = 0.

¢ +y < 2.500.

Do tego dochodza naturalne ograniczenia >0iy>0.W tym przypadku szukaliby-
$my ekstremum globalnego w tréjkacie o wierzchotkach (0,0), (0, 2.500) i (2.500,0).
Zauwazmy, ze maksimum lokalne znalezione wczesniej nie nalezy do tego zbioru. Za-
tem warto$¢ najwieksza (maksimum globalne) musi byé przyjmowana na brzegu tréj-
kata. Pokaz, ze bedzie to punkt na prostej « + y = 2.500. O

Przyklad 4.26. Nalezy ustali¢ optymalng lokalizacje osrodka stuzby zdrowia, ktéry
ma obstugiwaé mieszkancéw trzech miejscowosci o wsp6lrzednych (—20, 10), (10, —10)
1 (40, 20). Niech (z, y) oznaczaja wspdlrzedne osrodka zdrowia. Optymalna lokalizacja
moze by¢ zdefiniowana na wiele réznych sposobéw. Najczesciej stosowanym kryterium
Jest suma kwadratéw odlegloéci oérodka od kolejnych miejscowosci. Szukamy zatem
minimum funkcji

f(z,y) = (& +20)* + (y = 10)* + (2 — 10)* + (y + 10)? + (x — 40)? + (y — 20)2.
Obliczmy pochodne czastkowe i przyréwnajmy je do 0
g%(z, Y¥) = 2(z +20) 4 2(z — 10) + 2(z — 40) = 0

%(z, y) = 2(y — 10) + 2y + 10) + 2(y — 20) = 0.

Otrzymamy z = 10, y = 6, 66. Latwo sprawdzi¢, ze jest to punkt, w ktérym funkcja f
osiagga minimum. Zatem tam nalezy zlokalizowaé o$rodek stuzby zdrowia. Kryterium
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4.3.2 Elastyczno$c

Oznaczmy przez x; oznaczymy iloé i-tego nakladu a przez z = f(:f(i,gg)hﬁ:lkijq

produkeji, ezyli wielkoé¢ albo warto$¢ wytworzonego prolc(iukt.u przy naluic ;jcnoé, él,at z
po 9 jest kraiicowa proc 1 -

Wtedy pochodna czastkowa 5‘,‘5“(1)1,}7’2) nazywana jest A

tego czynnika przy poziomach naktadéw py, pz. Natonllas elasty ;

¢ji wzgledem i-tego czynnika obliczamy nastepujaco:

, .
E; f= g—:‘rf;(ﬁ,ﬂ‘z) ' m
Twierdzenie 4.27. Zwickszajgc naktad i-tego czynnika o p% uzyskamy przyrost pro-
dukegi o q%:
grp- B f
Przyklad 4.28. Bardzo czgsto stosowang postacia funkcji produkcji jest tzw. funkcja

7 j j atrud-
produkcji Cobba-Douglasa, ktéra zalezy od majatku produkcyjnego K oraz z
nienia L:

fK, 1) =aK*L?, L,K,a>0
Zauwasmy, ze Exf = a, ELf = w kazdym punkcie (K, L). Zwickszajgc wielkost
auw , = a,

e < % a
majatku produkcyjnego o 1% uzyskamy w przyblizeniu P.rzyrost [}))rlodl:lll(‘?lo oﬁ ;(3 ) ,D
zwiekszajac zatrudnienie o 1% uzyskamy wzrost produkcji w przyblize .

4.3.3 Zadania
Zadania do samodzielnego rozwiazania

4.124. Sklep rozprowadza dwa typy towaru. Funkcje popytu dla obu towarow sg
nastepujace:

PP = 110 —4cy —02,
PP,= 90 —2c1 —3c

j-teg zonym W
dzie c; jest cena j-tego produktu, a P P;- popytem j—}tego procll)uktuikvgzvri:zodgChéd
%OOO-a(J:h sztuk. Wyznaczyé cene dla kazdego z t‘,owarf),w, ta‘k aby ca o yd ool
yskany ze sprzedazy byl maksymalny. Poda¢ wartosc takiego dochodu 1 odp
uz , .
dajace wartosci funkcji popytow.

odchylen:
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4.125. Firma wytwarza trzy rodzaje mikrokorm

puteréw. Funkcje popytu dla kazdego
rodzaju sg nastepujace:

PPy = 4000 —2¢; +c2 +es
PP, = 6000 +c1 —3cq +cs
PPy= 5000 +¢;  +ep —2cs

gdzie PP; oznacza popyt j-tego komputera, c;- cene j-tego komputera.
Wyznaczyé ceny, dla ktérych catkowity dochdd jest maksymalny. Podaé jego wartosé.
Jaki bedzie wtedy popyt na kazdy z rodzajéw komputera ?

4.126. Catkowity roczny dochéd ze sprzedazy dwéch towaréw wyraza funkcja:
D(z,y) = 400z — 42* 4 1960y — 8y2,

gdzie x i y oznaczaja ilosé sprzedanych w ciagu roku sztuk kazdego z towaréw. Koszt
produkeji z-sztuk towaru pierwszego 1 y-sztuk towaru drugiego jest nastgpujacy:

K(z,y) = 100 + 22% 4 4y + 2zy.
Wyznaczyé liczbe sztuk kazdego z towaréw wyprodukowanych i sprzedanych, dla kté-

rych osiagany jest maksymalny zysk. Podaé¢ wartosé z

ysku maksymalnego oraz odpo-
wiadajacego mu kosztu i dochodu.

4.127. Zaklad wytwarza dwa typy produktéw. Wspélna funkcja kosztu ma postaé:
K(x1,22) = 27 + 222 — 2124,

gdzie K oznacza tygodniowy koszt produkcji (wyrazony w tys. zl) x; -sztuk produktu

A iz - sztuk produktu B. Wiedzac, ze tygodniowa produkcja musi wynosic 16 sztuk,
wyznaczy¢ ile sztuk kazdego towaru nalez

y wyprodukowaé, aby zminimalizowaé ty-
godniowy koszt.

4.128. ([JKS]) Dwa mtyny o zdolnosci przerobowej 10t i 15t ziarna dziennie, majy
przerobi¢ 1800t ziarna na make. Straty powstale w wyniku produkcji zaleza zaréwno

od czasu skladowania ziarna jak i od stosowanej technologii. Funkcje tacznych strat
maki w obu mltynach okresla wzér:

f(ti,t2) = 13 4 20t + 3t2 + 451,

gdzie zmienne ¢, 5 s3 czasem trwania kampanii odpowiednio w [ i w II-gim mtynie

Jak dtugo powinny trwaé kampanie w I i II-gim mlynie, aby ponoszone straty byty
najmniejsze?

4.129. Dane s trzy punkty (2,2), (-3, 17), (10,-22)

- Wyznaczy¢é réwnanie prostej
(y = az +b)

aproksymujgcej wartosci tych punktéw minimalizujac sume kwadratéw

1=3

S(a,b) = Z(ami +b—y;)2.

=1
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4.130. Firma planuje budowe magazynu zaopatrujacego trzy oddzialy produkeji zlo-
kalizowane w punktach, ktérym w odpowiednim ukladzie wspdlrzednych mozna przy-
pisa¢ wspélrzedne: A(30,10), B(0, 40), C(—30,—10), wspdlrzedne podane sa w km.
Wyznaczyé lokalizacje magazynu tak, aby zminimalizowa¢ sume kwadratéw odleglosci
oddziatéw A, B, C od magazynu P(z,y).

4.131. Wyznaczy¢ prostg aproksymujaca ponizsze dane, stosujac metode najmniej-
szych kwadratéw. W jednym uktadzie wspélrzednych zaznaczy¢ dane i narysowaé

prosta 0 wyznaczonym réwnaniu.

2) T; 1y 213 r; 1 2 314
i -2 1-1{3 w20 147011 ]3
4.132. Prostopadioécienne pudetko bez przkrywki jest podzielone na trzy czescl za

pomoca dwéch przegrédek i ma objetosé 64cm®. Wyznaczyé jego wymiary, tak aby

sminimalizowaé ilogé materialu przeznaczonego na jego budowe.

I

b)

(2]

4.133. Wyznaczy¢ punkt tréjkata o wierzchotkach (0,0), (0,1), (1,0), o tej wha-
snoéci, ze suma kwadratow jego odlegloéci od wierzchotkéw tréjkata ma najwieksza
wartosé.

4.134. Firma produkuje trzy towary. Wspélna funkcja kosztu jest nastepujaca:

K (1, 22, @) = 1027 + 3023 + 2023 — 4001 — 90022 — 100023 + 750000,

gdzie x; oznacza wielkoéé produkeji odpowiadajaca dla j-tego towaru. Wyznaczy¢
produkecje minimalizujaca calkowity koszt. Podaé jego wartosc.

4.135. ([JKS]) Planowane s3 w trzech kopalniach ki, ko, k3 prace modernizacyjne,
w wyniku ktérych dzienny przyrost wydobycia wegla ma wzrosnaé lacznie o 15t.
Koszty tych prac, w zaleznoéci od planowanego przyrostu wydobycia w poszczegolnych
kopalniach, wyrazone sg za pomocg funkcji:

F(ky, kg, k) = k2 + 2k3 + 3k3 — 2k — 4kz — 6ks + 14

Zaplanowaé wielkosci przyrostu wydobycia dla poszczegdlnych kopali tak, aby zmi-

nimalizowaé koszty prac modernizacyjnych. Podaé wysokosé tych kosztow.

4.136. W pewnym przedsigbiorstwie oszacowano funkcje produkcji typu Cobba-
Douglasa i otrzymano: V' = 51 K94 L%5 przy czym V oznacza wielko§é produkeji
globalnej (w min z1), K - wartoéé majatku trwatego (w mln zt), a L - érednig liczbe
0s6b zatrudnionych w ciagu roku (w osobach).

a) Obliczy¢ elastycznoéé produkeji wzgledem poszczegdlnych czynnikéw produkeji.
Zinterpretowaé otrzymane wyniki.

b) Okresli¢, o ile procent wazroénie wielkoéé produkeji, jezeli wartos¢ majatku trwalego
wzroénie o 3%, a zatrudnienie zostanie zwigkszone o 2%.

c) Obliczy¢ kraficowy produkeyjnosé wzgledem kazdego z czynnikéw przy poziomie
majatku trwalego 3mln z} i $rednim zatrudnienin wynoszacym 2000 oséb. Podac in-
terpretacje otrzymanych wynikéw.

Rozdzial 5

Rachunek catkowy

5.1 Catlka nieoznaczona

5.1.1 Definicja

I;,:(;:]i, ;unlfcja ftbQ(}ziekokreélona na przedziale («, b) i przyjmuje wartosci rzeczywiste
unkcyq prerwotng funkeji f nazywamy kazda funkcj : cq, i 3
tzn. Vz € (a,b) : F'(z) = f(z). ’ Rimkae 12 (0 0) > | taka, 2o 1=,
Ia przvkl :
Y il\a’.;niyl‘(lad fl,ll.lk(‘:].a, f(z) = 2z, 2 € R, ma funkcjg¢ pierwotna F(z) = z?, bo
f, (l{tr(.{, )= 217.. Jesh C _]gst; stala, to funkcja ((2) = 22+ C tez jest funkejg pierW(;tn
flllll\L“!l f,' gdyz stala znlka. przy rézniczkowaniu. Jasne jest wiec, ze jedli funkcja mZ
(;ln.((gfq plie?wot.nq, to ma ich réwniez nieskoiiczenie wiele. Mozna pokazaé, ze kazde
wie funkcje pierwotne danej funkcji f réznia si ' e f /
W T uke a si¢ o staly. Zatem wszystkie funkcje
Pl(urwotl.le funkcji f(z) = 2z maja postaé F(z) = 2% + C, gdzie 'esf ur} 1
rzeczywista. - et pewna stala
5 Dol;h%dnlfa tak samo mg?)na zdefiniowaé funkcje pierwotna funkcji f okre§lonej
l:.d roztaezne) sumie przedziatéw otwartych. Funkcje pierwotne beda jednak w tai
im l?rzypa,dku zalezaly od wigkszej liczby statych. Dokladniej, na kaid&m przedzie;]e
o wau' tym, Wchodzqcym w sktad dziedziny, mozemy wybraé inna stata
) (/alkk'q nicoznaczong funkcji f (lub calka w sensie Newtona z f) nazywamy zbidr
Kblil)lf:t 1(,llitf,unkc‘)1 Pl;rwotnych funkcji f, oznaczany przez [ f(z)dz, lub krétko Ir
Funkcje, ktora posiada catke (czyli, taka, ktérs e pierw vamy
catkowalng (w sensie Newtona). b forn ma funkde plerwotna) nazywamy

N pI' A lad f 2 g 1110, O a st a
a Z k 5 $d17 =x ‘+‘ (/ le(’ ( k
3 w ]a, opr Zed

( 5 p ] y znacz dOWOlnq 1@

le l € y a uge l Wy y yk a I)O ega

) aJC owanie c E]Gk nleozZnaczon Ch’ _] k S g,ru € pO 287 pI‘Z } d, l g na
ng ] y waniu. Zga(l yVVa]l le 1() nie zawsze |eS' Jjec hlak l)] 051 €. VV O(l] oznieniu 0(] roznicz-
kO \iJ a]lla, k‘ ore w y]na.ga Opa,llo wania kllkll podsi awow y(,h W }asnObCl 1 kllku WZOrow y
.a,IkOV\ an Qk [ I\ P()' y IV[()lea yowle IZIP Z€ 1rozni Zk()Wa.llle es t rzemio-
C 1e CZ S1()S)Ianal|() l >C C, C ]
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stem, a catkowanie sztuka. Jak kazda sztuka, réwniez sztuka calkowania obejmuje
pewne techniki, ktére nalezy opanowac. Niestety, nie zawsze jest jasne, ktéra z tych
technik prowadzi do celu, ani jak maja wygladaé poszczegdlne kroki. Skuteczne cal-
kowanie wymaga wprawy i do$wiadczenia.

Mozna pokazaé, ze kazda funkcja ciagla posiada funkcje pierwotna. Niestety, nie
zawsze wiemy jak taka funkcje zapisaé. Na przyklad, funkcja

flz)y=¢7, (6.1)

jest ciagla na calej prostej, zatem posiada funkcje pierwotna (czyli réwniez calke
nieoznaczong). Niestety, funkcji pierwotnej nie da sie wyrazié¢ przez funkcje elemen-
tarne, tzn. kombinacje funkcji trygonometrycznych, wyktadniczych, wielomianowych
i odwrotnych do nich. Funkcja (5.1) i jej catka nieoznaczona sa bardzo waine w za-
stosowaniach. To, ze calka ta nie da si¢ wyrazi¢ przez funkcje elementarne, powoduje
liczne klopoty rachunkowe.

Mimo wspomnianych trudnosci, wiele funkgji potrafimy latwo scatkowaé. Naj-
prostsze wzory wynikaja ze znajomoscl wzoréw na rézniczkowanie. Na przyklad
[zodz = Jgectt + Cdlaa# -1, bo aogeti+O=2"

Podobnie
Jz7ldz =Inz+C,
[sinzdz = —cosz + (),
f coszdr =sinz + C,
J
/ sin? z
f ———dz = arcsinz + C,
1 — a2
[a"dz =a"/Ina+C,
Jetdz =e" + C.
Najwazniejsza wlasnoscig calki jest liniowosé:

[erssi=afs+ofs

gdzie a,b € R, a f ig sa funkcjami calkowalnymi, okreslonymi na tym samym prze-
dziale. Whasnosé ta pozwala, na przyktad, policzy¢ catke wielomianu.
[(&" = 22° + 4)dz = [27de -2 [2Pda+4 [dz = laf— 228 442+ C

—de = tgz +C,
cCOoS“ X

de = —ctge +C,

5.1.2 Calkowanie przez czesci

Bardziej zaawansowane techniki catkowania, to catkowanie przez czesci 1 catkowanie
przez podstawienie. Catkowanie przez czefcl Jest opisane przez nastepujace twierdze-
nie.
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Twierdzenie 5.1.

[ =1~ [ 1

czyli

[ 1@ @iz = 1ot - [ 7. ©

Przyktad 5.2. Obliczmy caltke [ ze®dz. Niech fl@)=zig'(z) = " Wtedy f'()

Lt g(a) = e*. Zauwazmy, ze odtworzenie funkcji ¢ wymaga scalkowania funkcji n

dokladniej, znalezienia jednej i1 pi .
. 4 zienla Jednej z funkeji pierwotnych funkcji ¢’ : .
dzenia 5.1, otrzymamy y cji . Korzystajac z Twier-

/ ze¥dr = re® — / 1-e%de = xc® — e + (.

Gdybysr jeli lwré x) = €% i
ybysmy przyjeli na odwrét, f(x) = e i ¢'(z) = =z, zastosowanie calkowania

1317(4 czesel 'nie przyni(')sloby spodziewanego rezultatu. Otrzymalibyémy calke bar-
dziej skomplikowang niz catka wyjéciowa. Sprawds to. c O

y . .
(:/a}lfoyva,nl’(% Jest operacjg odwrotna do rézniczkowania. Warto zatem pamietad
zaleznoéci, ktére to opisuja

(for=ri [r=1+c,
lub inaczej
d
%/f(:z:)dw = f(z) i /f'(:l:)d:z: = f(z)+ C.

Kolejny przyktad pokazuje, ze rozktad funkcji poc ] e
) ’ h nkcji podcatkowej na cz i
Jest widoczny lub oczywisty. : ) na czynnikd nie zawsze

Przyklad 5.3. Obliczmy [ Inzdz. Niech T 3 Al
1 C](IL) = x. Zatem f e f(T) =Inzig (m) = 1. Wtedy f/("”) =1/z

1
/ln.’cdm: (111;1;):17—/;xdm:wlnm—z+()‘. O

Przyklad 5.4. W calce [ cos? zdz imij o
2 / ~dz przyjmijm )) = — b
“sinz i g(z) = sinz, Zatem Jmijmy f(z) = ¢'(z) = cosz. Wtedy f'(z) =

9 . .
/COS xd:c:cos:csm:c+/sm2m:
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. ) 9
coszsinz + /(l —cos’ z)dr = coszsinx + T — /cos zde.
Wyliczajac z powyzszej réwnoéci [ cos? xdx otrzymamy

1. )
/cosQ:L'dm:%m+§s1nmcosa:+(_,. O

5.1.3 Calkowanie przez podstawienie

Caltkowanie przez podstawienie wykorzystuje wlasnoéci rézniczkowania ztozenia funk-
cji. Metoda ta zawarta jest w nastgpujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 5.5.
[ Hatnd (@)t = Flaan +,

gdzie F jest dowolng funkcjq prerwotng funkeyi f.

Twierdzenie o calkowaniu przez podstawienie ma rowniez nieco Inng wersje.

Twierdzenie 5.6. Niech f : (a,b) = R, oraz niech ¢ : (¢, d) = (a,b) bedzie wzajem-
nie jednoznaczna i rézniczkowalna. Wtedy

[ syt = [ remye v
W catce po prawej stronie zmienng jest t, ktéra zalezy nastepujgeo od zmiennej x
z=p(t), t=¢ ' (z). O
Przyklad 5.7. Catke f(?:l:—-7)9(lm mozna obliczyé rozvyijajqc wiglomian w wyra'ieniu
podcatkowym. Calkowanie przez podstawienie szybciej prowadzi do celu. Zapiszmy
(2z — 7)° w postaci
1 +
(2 —7)° = 5 (20 - 7)° - 2.
Niech f(y) = +y° oraz g(z) = 2z — 7. Wtedy ¢'(z) =2 oraz
2z —7)° = flg(x))g'(x).

.. 10
Latwo znajdujemy funkcje pierwotng funkeji f: F(y) = (1/20)y"° oraz

1 ;
/(21‘ —7)dz = F(g(x)) +C = 56(2“” -n+c. O

5.1. CAEKA NIEOZNACZONA 179

Przyklad 5.8. Obliczmy [v/1— z2de, ¢ € (—1,1). Zastosujmy podstawienie z =
p(t) =sint, t € (~m/2,m/2). Wtedy ¢'(t) = cost oraz z twierdzenia 5.6 otrzymujemy

- | 1.
/\/ 1 - z2de = / V1 —sin?t cos tdt = /coszt = Ef + §smtcost,
gdzie t = ~1(x) = arcsin z. Zatem ostatecznie

; 1 . 1 A
/ V1—x2de = 5 arcsinz + 51‘\/ l-224C.
SprawdZ otrzymany wynik przez rézniczkowanie. O

Tak jak podstawienie & = ¢(t) z twierdzenia 5.6 wprowadza nowa zmienng ¢,
tak tez stosujac wzdr z twierdzenia 5.5 wprowadzarmy nows zmienna y, zadana przez
y = g(x). Twierdzenie to moina wtedy inaczej zapisaé jako

[ e @i = [ ray.

Zauwazmy, ze od strony formalnej sprowadza sie to do zastapienia g{x) przez y oraz
g’ (x)dx przez dy.
5.1.4 Calkowanie funkcji wymiernych

Podamy tu metode, ktéra pozwala scalkowaé kazdg funkcje wymierna, o ile potrafimy
rozlozy¢ mianownik tej funkcji na nierozkladalne czynniki. Czynniki takie moga mieé

posta¢ & +d lub 2% + bz + ¢, gdzie b2 — 4¢ < 0. Niech rozwazana funkcja podcatkowa
ma postac

w(z) = ——=

gdzie m i n sg wielomianami. Zalézmy, ze roztozyliSmy mianownik tej funkcji na
czynniki liniowe i nierozkladalne czynniki kwadratowe

n(z) = (x+di)... (2 +dp)(2® + b + e1)... (22 + b+ cr),

oraz, ze czynniki te s réine. Mozemy wtedy rozlozyé funkcje w na sume wielomianu
i utamkéw prostych, ktérych mianowniki sa czynnikami z rozktadu funkcji n:

_ Dy Dy, Biz + 4 Bz + C,
U)(x)—u(m)+1:+d1+"'+x+dk 224+ bz + e 224 bz + ¢

Wielomian u pojawi sie tylko wtedy, gdy stopiei wielomianu m bedzie wiekszy lub
réwny stopniowi wielomianu n. Wspétezynniki Dy, ..., Dy, By, Cy, ..., B,, C,
nalezy wyznaczy¢ sprowadzajac powstale utamki proste do wspdlnego mianownika i
poréwnujac otrzymany licznik z wielomianem m, tzn. licznikiem funkcii w.
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Rozktadajac funkcje wymiern

. w i
wania funkeji w do catkow 3 w na ulamki proste sprowadzamy problem scalko-

Przyklad 5.9. Niech
ania utamkéw prostych. Utamki pierwszego rodzaju, czyli
)

9 + 1 ulamki postaci

wlw) = (x+3)(z2+2)

Wtedy

D1 + B1:l7+(,;'1 _ D1132+2[)1 +Blr2+331w+(}1w+3(/'1
r+3 2 +2 (z +3)(x2+2) )

w(z) =
Poréwnujac liczniki otrzymamy
20+ 1= (D1 + Bl).’l,‘z + (331 + (/'1)13 + (2D1 + 3(}1)

dla kazdego = € R. Stad

[)1 + B1 = 0
3By +Cy = 2
2D +3C; = 1

Rozwiazujac uklad réwnan otrzymamy: )y = —5/11, By =5/111 ¢, =T7/11. O

Jeéli w rozkladzie mianownika funkcji w na czynniki pojawig sie jednakowe wy-
razenia, rozktad na czynniki nieco si¢ komplikuje. Przypusémy, ze zamiast czynnika
z + dy pojawi sig p takich czynnikéw, czyli wyrazenie (z + di)P. Wtedy, w rozkladzie
na utamki proste pojawi si¢ p sktadnikéw zwigzanych z tym wyrazeniem

By, B E,
c+di | (z+dh)? (x+d)P

Niektére wspStezynniki moga byé réwne 0, ale nie wiemy z géry ktére. Podobnie, gdy
w rozkladzie na czynniki wielomianu n pojawi sig (2 + biz + ;)P to w rozkltadzie
na ulamki proste bedziemy musieli uwzgledni¢ p utamkéw odpowiadajacych temu
wyrazeniu. Ich mianowniki beda kolejnymi potegami wyrazenia 2 + bz + ¢

Przyklad 5.10. Niech

923 — b + 4
@+ P+ 2)°

w(z) =

Witedy

_ F E, Es Fie+Gq Fox + Go
@)= st TR T 22 @t

Znajdi E1, Ez, E3, Fl, (_-;1, Fz i (1'2

A

@t dF

catkujemy przez podstawienie y==z+d:

/ A e A
ErafF T T-nErar T C

dla k # 1. Dla k = 1 calka wynosi Aln(z + d)

rodzaju + €. Zajmijmy si¢ utamkiem drugiego

Az + B
(22 4+ ba + c)*

Zapiszmy mianownik w i ; :
- postaci kanoniczne N2 21k . .
licznik do postaci nicznej [(z—p)?+¢2F, gdzie ¢ > 0i przeksztatémy

(A/2)2(z - p) + (B + Ap) é 2(z — p) 1
[(=—p)* +¢%F T 2= —p)2+ ¢ -2+ F

Pierwszy ulamek catkujemy latwo podstawiajac y = (z — p)? + ¢2:

+ (B + Ap)

__2z-p) L
/ G—p+F == / F= /=0l -p)’+¢1*+C,

Jeshi k£ 1. =
jesli k # 1. Dla k = 1 otrzymamy In((z — p)? + ¢?). Pozostaje do wyliczenia calka

1
/ [(z ~ p)? + ¢2]%"
Przksztalémy funkcje podcatkowa do postaci

I
¢*[1+ ((x — p)/q)7*
Podstawienie y = (z — p)/q sprowadza catke do

A
Fk = / -— d
1+ 2F
Dla k = 1 jest ona réwna A arct N
. . gy+C = Aarctg(e — v .
wzor redukcyjny obnizajacy potege w mianownilﬁf: P/ Dlak > 1 stosujemy
2k — 3
Fk = —__Fk_ + Yy
2% —2 ! 2(k — 1)(1 + y2)5-1

Na przyktad, Fy = (1/2) arctgy + (1/2)y/(1 + y?).
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5.1.5 Zadania

5.1. Ol)liczy(" nastepujace calki
) d 3
b) [ germgegr 4o,
c) [ ;5%‘4_—5 dz.
Rozwiazanie:
a) Widaé, ze delta tréjmianu z? 4+ 2& + 5 jest yjemna, a zatem danej calki nie mozna
policzyé przez rozklad na ulamki proste. Ale

a) [ 2+2:r+ 5

2?42 =5=(z+1)°+4

1 1
—_——ds= | —————dz=
/m2+2ar+5 g /(m+l)1+4 v

czyli

1 ] 1 z+1
_Z./Zaz’i—)z—_{_—ldr Earctg B) +(/

Calke f (EIIVTI dx obliczyliémy korzystajac ze wzoru
2

[ T3 de = arctgt + C.
b) Mamy 4z* — 4z + 1 = (22 — 1)*, czyli

1 1 1 |
ol e = (———)+C
/412—4m+1 § /(2:1:-1)2”" AT

c) Dang funkcje podcatkowa przeksztatcimy tak, aby w liczniku otrzyma¢ pochodnag
mianownika (22 + 22 + 5) = 2z + 2:

r+2-2+% . 2x+2 1

g+l 243 _
22 4+2x+5 xl+2z+5

2 +2c+5  a?+2c+5 x4 2z+5

Wobec tego:

4z + 1 2 3 z+1
— ——dx =" 2 4 5) — —arctg —— + C
/w2+2$+5d.1, 2In(z® + 22 +5) 5 AICt8 — +C,

jesli skorzysta si¢ z podpunktu a) tego zadania.

Zadania do samodzielnego rozwiazania

Korzystajac z podstawowych wzoréw rachunku catkowego obliczyé podane calki nie-
oznaczone oraz sprawdzié¢ otrzymany wynik przez rézniczkowanie:
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5.2. [(¢ 4 62% — 5z + 1) dz . 5.3. [(z% + vz — 3Vz3) dz.

5.4. [(V*5 + ¥x) dz. 5.5. [(4sine — &) dx

5.6. [(5° — 3cosz)dz. 5.7. f"”s_ll%dx

5.8. [ &i=brd6e gy 5.9. fi—tyﬁfla:.

5.10. [(2¢” — 13) da. 5.11. [ Ly

St.O’bll.]qC wz6r na catkowanie przez czeéci obliczyé ponizsze calki, a nastepnie spraw-
dzi¢ wynik za pomoca rézniczkowania:

5.12. [(x? + 1)e® dz. 5.13. [tsintdt.
5.14. [z cosz dz. 5.15. [zlnzdz.
5.16. [ e'sint dt. 5.17. [e® cosz dz
5.18. [ 2?sinz dz. 5.19. farctgxd;c.
5.20. [ arcsin z dz. 5.21. [z%e® dx .
5.22. [sin® z dz. 5.23. [x%cos :n'd:l:.

Korzystajac z podstawowych wzoréw rachunku catkowego obliczyé podane calki nie-
oznaczone oraz spra.wdzi(" otrzymany wynik przez rézniczkowanie:

5.24. [(2° + 622 — bz + 1) dz . 5.25.f(w2+\/§—'3\/ 3) de.

.26. [(Va® + ¥/x)dz. .27. f(4sina'— -3 )dz.

5
[

COS T

5.28. [(5% — 3cosz) dz. 5.29. [Z ~11 3 dx.
3 _g5g2 z—1 ©
5.30. [ £=2mE0 da. 5.31. [ 15£ de
5.32. [(2e® — 13) de. 5.33. [ ¥l g
o= da.

Obliczy¢ calki nastepujacych funkcji wymiernych:

5.34. [ ==L — da. 5.35. [ —o—s dx.

5.36. [ 1 dz. 5.37. [ A& :14

5.38. [ g do 5.39. f%;;—ldx.
5.40. [ sripyy de. 5.41. fﬂgé—_—ljd:r

5.42. [ L2 (g 5.43. [ 2422 g

5.44. [ ity de. 5.45. [ oy 42

Obliczy¢ nastepujace calki:

5.46. [ z?e=3" dz. 5.47. [e " sin 3z dz.
5.48. f67fi 5.49. [ £ty
. 5o f S, . :L"(:c2+:v+1)2

50, [ 5.2 dp. 5.51. [sin®zdz.
5.52. fsmz.z'cos zde. 5.53. fcos4 zdzx.
5.54. [ SEL da. 5.55

- e e
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5.2 Calka oznaczona

Rozwazmy ciagla funkcje f : [a,b] — R. Niech A, = (b — a)/n oraz mgn) = a+iA,
dlai=0,...,n. Punkty a = :c((,"), m(ln), .. :csln) = b tworza podzial odcinka [a, b] na
n réwnych czesci. Utwérzmy n-ta sume catkowa dla funkep f

*

Sn =3 faiM)An.
i=1

(iranice ciagu (S,) przy n dazacym do oo nazywamy calkq oznaczong (w sensie Rie-
manna) funkcji f w przedziale [a, b] | oznaczamy przez

/ab f(z)de

(lub kréce) przez f: f). Mozna pokazaé, ze dla funkeji ciaglej ta granica zawsze ist-
‘nieje. W odréznieniu od calki nieoznaczonej, ktéra jest rodzing funkcji, catka ozna-
czona jest liczba. Zmienna z wystepujaca w calce oznaczone] nie ma wickszego zna-
czenia; moze byé zastapiona przez dowolng inng zmienna, co czesto bedziemy wyko-
rzystywac.

Przyklad 5.11. Niech f(z) = ax, ¢ € [0, 1]. Wtedy A, = 1/n, 1;5") = i/n oraz

n . n
. il a . an(n+1)
Sn = E ““‘_:_22 t= —
4 nn n4 2n
1 i=1

1z

Przechodzac do granicy otrzymujemy

1 a
arxde = llm S, = —.
0 n—00 2

Rysunek 5.1 podaje interpretacje sumy catkowej dla rozwazane) funkcji. Jest to pole
sumy prostokatéw o podstawie A, i wysokosci f(w,(")), dlai=1,...,n. Gdy n dazy
do nieskoniczonoéci, pole to dazy do pola tréjkata zawartego migdzy wykresem funkcji
a odcinkiern [0, 1] na osi odcigtych. O

7 definicji catki oznaczonej i z definicji pola figury ptaskiej wynika, ze calka ozna-
czona z funkcji ciaglej i nieujemnej jest réwna polu obszaru zawartego miedzy wy-
kresem funkeji a osia odcietych (poréwnaj z przykladem 5.11). Obliczanie pdl figur
plaskich jest jednym z waznych zastosowafi calek oznaczonych.
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/(=)

Ty Ty 3 1

Rysunek 5.1: Suma catkowa i catka dla f(z) = az

Najwazniejsza wlasnoscig calki jest jej lini fr 4 p o
X Jest Jej liniowosé. Jesli f i g sa funkc Slo-
nymina [a,b],a o, 3 € R, to f iy sa fankejami okreslo

/ab(af+/3y):a/abf+/3/abg.

N ’, . . ’ .
(,)aﬂfa oznaczona ma réwniez whasnosé addytywnoéci ze wzgledu na przedzial calko-
wania. Mianowicie, jesli ¢ € (a,b), to

/abf:/acf+/cb_f

dla dowolnej funkcji f ciaglej na [a, b].

?owyzsz.y wz6r wykorzystamy do rozszerzenia definicji catki na funkcji posiadajace
skoncz.onq liczbe punktéw nieciggloéci, czyli funkcje kawatkams ciqgte. Bedziem za—l
ktadali, iej w kazdym punkcie nieciggloéci rozwazana funkcja ma granice prawoétrinnq
oraz granicg lewostronna. Przy tych zalozeniach przedzial, na ktérym okreslona jest
fur‘lkq'a, mozna podzieli¢ na skoriczong liczbe podprzedziatéw, na ktérych funkcja be-
dz1§ (tl'atgla‘ Ewentualny brak cigglosci na koricu takiego przedéiaiu mozemy naprawié
amieniajac wartosé funkeji w tym punkcie. Mozemy scatkowaé zatem rozwazang funk-
cje na k-azdym przedziale oddzielnie i dodaé otrzymane catki. Suma ta bedzie calk
2 TozWazane] funkcji. Na przyktad, jedli funkcja f okreslona jest na przedziale‘[c/z b]ql
Jedynym punktem nieciaglosci jest punkt ¢ € (a,b), to )

/abf=/:f+/cbf.
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Obliczanie catek oznaczonych z definicji jest ucigzliwe. Na szczeécie sa lepsze metody.

Twierdzenie 5.12 (I Twierdzenie Podstawowe Rachunku Calkowego). Jesli
f jest cigglta na [a,b], to
b

f(a)de = F(b) — F(a),

gdzie F jest dowolng funkcjq pierwotng funkeyi f. O

Poniewaz zbiér funkcji pierwotnych tworzy catke nieoznaczon.at, to twierdzenie 5.12
daje zwigzek miedzy calkg oznaczona i catka nieoznaczong. Réznice F(b)—F(a) czgsto
zapisujemy jako [F ()]} lub F(z)]5.

Przyklad 5.13. Niech f(z) = ax na przedziale [0, 1]. Poniewaz [ azdz = (1/2)az?+
(!, to za funkcje pierwotng mozemy przyjaé F(z) = (1/2)ax?. Zatem

! a
avdr = - F(0)= <.
[ asta = 1) - FO) =3

Sprawdz, ze dla kazdej innej funkcji pierwotnej otrzymamy ten sam wynik.
Przyklad 5.14. Niech

[ 2 dlazef0,1]
fa) = e=® dlaz € (1,2]
Funkcja f jest nieciagta w punkeie 1. Zatem
2 1 2 _
/ f(m)(l:r:/ ‘217d1:+/ efdz=1-0—e2+e". O
0 0 1

Niech funkcja f bedzie ciagla w przedziale [a, b]. Zdefiniujmy nowa funkcje okre-
$long na tym samym przedziale

Fz) = / " fydt. (5.2)

Zauwazmy, ze £ wystepuje tu jako gérna granica catkowania, a zatem nie moze byé

uzyta jako zmienna wewnatrz calki.

Twierdzenie 5.15 (II Twierdzenie Podstawowe Rachugku Calkowego).
Funkcja F okreslona przez (5.2) jest funkcjg pierwotng funkcji f, tan.

d [* — (e
;rf ()t = f(z). O
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Czesto bedziemy uzywali calki oznaczonej na przedziale nieograniczonym, np.
[a, +00). Definiujemy ja nastepujaco

/a+°° f(z)de := lim /aT f(x)de.

TS Feo
(yranica ta moze nie istnie¢ lub moze byé nieskoriczona.
Przyklad 5.16.
400
/0 e dr = TETOO[_C—JU]OT = Tliy{lx_lm(—c"T +1)=1.
Ale
+00
/ cosxdr = lim (sinT — sin0)
0 TS +00
nie istniegje. |

Catke na calej prostej definiujemy jako sume calek na przedziatach (—oo, 0] i
[0, +00). Czgsto wykorzystywana Jest nastepujaca catka

+oo 2
/ e~ dx = /7.

[e o]

N .ieﬁtety, w_yliczenie Je) wymaga troche bardziej zaawansowanych technik. Nie mozemy
uzyé tu tw1er.dzen1a 5.12 (z péiniejszym przejéciem do granicy), gdyz nie potrafimy
znalez¢ funkcji pierwotnej. Nie wyraza sie ona przez funkcje elementarne.

5.2.1 Calkowanie przez czeéci i przez podstawienie dla calki
oznaczonej

Jesli naszym gléwnym celem jest wyliczenie calki oznaczonej, mozemy stosowaé wzory
na catkowanie przez czesci i na catkowanie przez podstawienie bezposrednio dla catki
oznaczonej. Catkowanie przez czeici mozemy zapisaé nastepujaco

b b
[ o) @de = @t - [ r@ate. (5.3)

J.eéli uzywamy podstawienia y = g(x) oraz z € [a,b], to zmienna y bedzie zmieniaé
sig w przedziale [c, d], gdzie ¢ = g(a) a d = g(b).

b d
/a Flo(@))g' (x)de = / £()dy (5.4)
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Moze sie zdarzyé, ze ¢ > d, tzn. gérna granica catkowania. jest mniejs'za od dolnej.
Wzér zachowuje wtedy swoja waznoé¢ a taka catke rozunmemy nastepujaco

/cd fly)dy == — /d f(y)dy.

W ten sposéb catka we wzorze (5.4) zawsze bedzie r{lia.la sens.
Podobnie post¢pujemy przy stosowaniu podstawienia x = p(t).

b B
[ s@as= [ st @a
gdzie a = p(a) 1 b= ¢(p).

5.2.2 Zadania

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Obliczyé wartosé nastepujacych catek oznaczonychl:
. fol(x3+3“”)d;c. 5.57. f:;l sinz cosz dz.

[
o
=]

. E .
5.58. fol ze3® dx. 5.59. fO,r e® cos 2z dx.
5.60. [ mnz) g 5.61. [3, tg2z dz.
* *Je rine 44 1 )
5.62. [} V1 xdz. 5.63. fﬂlﬁTT“ﬁ z.
5.64. fil x2+4$ ——y du. 5.65. fo Tff,—dw.
T .

5.66. fo—g SN gin 2 die. 5.67. [, sin’ 2z dz.
s 2.

5.68. flz(arw — 4e® + :—4 — %) dzx. 5.69. fo‘* zlcosxdx.

Obliczyé wartosé calki: fb f(x) dz, (na dziedzinie funkcji), jezeli funkcja f(z) dana
jest nastepujaco: o dme e Li0)
2¢+1 dlaz€e[0;1]
Vz? dlaz€[0;0,5)
z_ dlaz€[0,51]
2

X dla z € [—6, 1) 5.71. —
5.70. f(z) = { e2¢ dlaz € [1;10]. 2. f(z)

1 dlaxzell;2)
5.72. f(z) = ¢ dlaze[2;4).

22 dlaz€[-5;1)
5.74. f(z) = lnz dlaz e [1;5)].

Obliczy¢ nastepujace calki niewlasciwe:

r—1 ’
1 dlaze[-%;0)
efsinz dlaz€[0; 5]

[
-3
ot
~h
—_
=
S’
H

n
-3
[
=
=
S’
Il
. ,_/\_.\,—/\-ﬁ

L
5.76. [, 2 dz. 5.77. [y 57 d=.
AR 5.79. f;° ze™®" du
5.78. [__ g de. 5.79. J, " ze a
—100 T2+ 5 81 3 1 dz
5.80. [, \/_1” — du. 5.81. [; wo1)? &%

00 x2d
5.82. [0 iy dw. 5.83. [ ze® dx.
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5.84. Obliczyé catke [+ f(z) dz, gdzie:
e’ dlax € [—00;—10)

fley=4 & dlaze[-10;10)

e~ dla z € [10; 400).

5.3 Zastosowania calek

5.3.1 Obliczanie pél

Jednym z waznych zastosowan calek jest obliczanie pél figur plaskich. Réwniez pola
powierzchni zakrzywionych, umieszczonych w przestrzeni tréjwymiarowej, liczy sie

przy pomocy cakek. Sg to jednak bardziej zaawansowane rachunki, wymagajace wpro-
wadzenia nowych pojeé.

Przyklad 5.17. Obliczmy pole kola o promieniu r. Zalézmy, ze kolo to ma érodek
w punkcie (0,0). Wtedy jego brzegiem jest okrag opisany réwnaniem z2 + y? = r2.
Najpierw znajdzmy pole pétkola zawartego miedzy wykresem funkgi y = vr2 — 221
osig z-6w. Pole to wyrazi si¢ catka

,
P= / Ve — 22de.
-r

Podstawiajac = rsint, otrzymujemy dx = rcos tdt oraz nowe granice calkowania
o = —7n/2 oraz B = w/2. Zatem

P /W/2 2 cos? tdt = [or?t + 212 sint -
= récos’tdt = [-r —r®sinf cos = —7r”.
/2 2 2 —m/2T g
Zatem pole calego kola réwne jest 2P = zxr?. O

Jesli mamy dwie funkcje f, g : [a,b] = R, pole obszaru zawartego miedzy wykre-
sami tych funkcji obliczymy liczac catke z modutu réznicy tych funkcji

b
P= [ 1) - gto)ldr

Wykresy tych funkcji moga sie przecinaé. Wtedy obszar miedzy wykresami bedzie
sktadat si¢ z dwéch lub wigcej czedci.

Przyklad 5.18. ZnajdZmy pole zawarte miedzy parabolami o réwnaniach y=f(z) =
e?iy=g(z) =2—z2. Znajdémy najpierw punkty ich przeciecia.

?=2-2© 1=+l
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Wtedy pole, ktére nas interesuje wyrazi si¢ wzorem

1 1 9 . ]
P:/ |m2—2+m2|dw:/ (2—2xz)dz=[2x—§m-’]l_]:§.
-1 . .

5.3.2 Calkowanie stép

W wielu problemach zarzadzania mamy dane stopy zmian pewnych wielkosci jako
funkcje czasu (lub innych wielkoéci), np. stopa przyrostu zysku, stopa zmian kosztu,
stopa przyrostu dochodu. Stopa oznacza predkoéé zmian i jest interpretowana zwy-
kle jako iloraz réznicowy. Jedli zmienne mozemy uwazaé za ciagle, iloraz réznicowy
zastepujemy jego granicy, czyli pochodna. Znalezienie funkcji wyjsciowej, np. funkeji
kosztu, polega zatem na scalkowaniu stopy.

Przyklad 5.19. Producent samochodéw osobowych ocenia, ze roczna stopa przyro-
stu kosztu utrzymania produkowanego przezeti samochodu wyTaza sie wzorem

s(t) = 100 + 10¢%,

gdzie t oznacza wiek samochodu w latach, a s(t) mierzone jest w zt/rok. Poniewaz
stopa ta zalezy od t, jedyna rozsadna jej interpretacjg daje iloraz réznicowy. Zatem, w
przyblizeniu, s(t) jest rowne (K(t+At)—-K (t))/ At (dla malego przyrostu At), gdzie
K (t) oznacza koszt utrzymania samochodu przez lat. Zatem s(t) oznacza przyrost
Kkosztéw utrzymania w momencie ¢ podzielony przez przyrost czasu At.

Obliczmy koszt utrzymania samochodu przez 3 lata, czyli K (3).

3 3 1
K(3) :/ s(t)dt :/ (100 4 10¢%)dt = [100¢ + ——gts]ﬁ = 300 + 90 = 390 (z1)
0 0

Zauwazmy, ze gdyby stopa kosztu byla stala i wynosita 100 zt/rok, to koszt obli-
czaliby$my mnozac po prostu liczbe lat przez stope. Mozna to zinterpretowaé jako
obliczanie pola prostokata lub calkowanie funkcji statej. O

Przyklad 5.20. Wiadomo, e w czasie akcji charytatywnych przyrost dochodu jest
wolniejszy wraz z uplywem czasu akcji. Inaczej moéwiac, stopa przyrostu dochodu
maleje z czasem. Zaléimy, ze stopa ta wyraza sie Wzorein

s(t) = —100¢> + 20.000,

i mierzona jest w zt/dzien. Czast mierzony jest w dniach. Zalézmy, ze stopa przyrostu
kosztu akcji charytatywnej jest stala i réwna 10.000 zt/dzien. Nalezy znalezé:
a) czas trwania akcji, ktéry daje maksymalny dochéd, b) wielkosé tego dochodu, ¢)

koszt akcji, d) zysk.
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Rozwi i . .,
zréwn:i si lzzaltne- ﬁkq@ warto prowadzi¢ do chwili, gdy stopa przyrostu dochodu
wicken § ‘2»1 > stopa kosztu. Od tegg momentu koszt akcji w ciggu jednego dnia b dzi ,
¢kszy od uzyskanego dochodu. Czas akcji znajdujemy zatem z réwﬁania e

—100¢% 4+ 20.000 = 10.000.

Stad t = 10. Wielkoéé docl j
R ochodu otrzymamy catkujac stope przyrostu dochodu od 0

10
D(0) = [ (—100#% + —100
(10) /0 (=100¢* +20.000)dt = [—=1" + 20.0004)3° = 166.666 =1

Koszt akeji wyniesie K(10) = 10
et ake sle = - 10.000 = 100. ) ] 1
wyniesie Z(10) = D(10) — K (10) = 66.666 zt. 00 ol Zatem 7k po 10 dmacé

5.3.3 Nadwyzka uzytecznoéci towaru

Zalézmy, ze popyt na pewien towar Jest nastepujaca funkcjg ceny

PP(c) = ¢* — 40¢ + 400.

Niech podaz tego towaru wyraza si¢ nastepujaco
PD(e) = 10c.

Lat Al y y b - y l py y .
] WO Z Ia](luJelIl , Z€ cena r()VVIl()VVagl WYNOS1 ¢ I() pIZ DO ( 5 1
’ Cle rownyim ()()0
] TZeZ uz y t eCcznosc t owaru r1 OleIl]lelny |eg0 W a.I‘l 0OscC [)I‘Z y cenie I‘()/ WIIOW d/gl CZy h
B y

U =10-100 = 1000.

Zatemn uzytecznosé towaru wynosi tyle, ile zaplac i ienci
Laten ‘. vara wynos >, ile z g za ntego kliencl. Jest t -
;)titl)il&]ta;‘;)w};ze(;w‘leg.lyc,h v.vmrzcho{kach w (0,0) 1 (10, 100!);. Ale sg klie;zifi&orlzeyplz:—
Widz,imy " d};pi;::)ne; wyz&zeq od (:fzny réwnowagi. Analizujac funkcje ugytecznosci
. pOd, Wykrese,m f} rzlif"(:eme ¢ = 20 popyt spada do 0. Mozna zatem twierdzié. ze
D to‘,}vér 13n ;Jl popytu dla zakres11 cen od 10 do 20 réwniez reprezent,uje
uaiecamosc u. Jest to 71(1(!11)ka(1 uzylecznosct tego towaru. Jest to nadwyzks
ytecznoscl towaru dla tych klientéw, ktérzy kupuja towar po cenie réwnowagi Z

kll])ﬂiby g r n.[ Z y z i 1 & & Q
.. : IO ZS7 J cenle. ()b 1 9 d ; ly i
e ; p O I )W‘ e. )I W | e’ 6" € ll(‘Z] X l‘ nd(l W Zk uz te(,ZIl()b(,l tr() waru d '.a,

20
2 1
/10 (¢ — 40c + 400)dc = [§c3 —20c” + 400¢]3] = 333.

Zatem pelna uzytecznosé wyniesi
: ] C > wyniesie 10004333 = 133: y ]
mterpretacje nadwyzki uzytecznodci. 1435 Rysuaels 5.2 polasuje graficmmg
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400 PP(C) = ¢ — 40c + 4000
\\‘
\
\\ PD(c) = 10¢
200 A
100
nadwyzka uzytecznosci ¢
10 20

Rysunek 5.2: Nadwyzka uzytecznosci towaru

5.3.4 Zadania

Zadania do samodzielnego rozwigzania

5.85. Za pomocs calek oznaczonych zapisaé pola obszaréw: A, B, C, D, E, F zazna-
czonych na rysunku 5.3 .

Obliczyé pole obszaru miedzy krzywymi:
5.86. y=2x> — 4z +6, y=—-x+2, =0, z=2
587. y=z+2, y=1-2z, ¢=0, z=5.
5.88. y=xz>4+2, y=—¢, z=-1, z=4
5.89. y=2x? - 2z + 10, y=-z>+z+4, z=1, z=5.

Obliczy¢ pole obszaru zawartego miedzy wykresami funkcji:
5.90. f(z) =22, g(z)=+=.

5.91. f(x)=sinz, g(z)=cosz, 0<z< 7.

5.92. f(z) =4—122 g(z)=2>-2z.

5.93. f(z) =123 g(z)==2, h(z)="2z.

5.94. Dochéd kraficowy z produktéw pewnej firmy jest funkcja:
DK (i) = —0,044 + 10,

gdzie i — oznacza liczbe sprzedanych sztuk. . .
a) Wyznaczy¢ calkowity dochéd ze sprzedazy 200 Jeflnostek tego produktu.
b) Ile wynosi dochéd zwiazany ze wzrostem sprzedazy ze 100 do 200 sztuk.
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Rysunek 5.3: Pola miedzy liniami

5.95. Producent silnikéw samolotowych szacuje, e stopa wzrostu kosztéw uzytko-
wania silnika jest funkcja liczby godzin pracy silnika-t i wyraza sie nastepujaco:

s(t) = 60 4 0, 04¢2,

gdzie t-mierzone w godzinach, a s(t) - w zt na godzine pracy.
a) Wyznaczy¢ wzrost kosztéw uzytkowania po 100h pracy.
b) Jaki jest catkowity koszt utrzymania silnika w ciggu 100h pracy ?

5.96. Firma rozpoczyna kampanie reklamows swoich produktéw. Dzienny koszt re-
klamy wynosi 5 950 zt. Specjalista od marketingu szacuje, ze stopa wzrostu zysku

firmy z tytutu reklamy jest malejaca wraz z dhugoscig trwania kampanii. Oszacowano,
ze jest to funkcja:

s(t) = —50¢% + 10.000,

gdzie t- kolejny dzieit kampanii, a s(¢)- mierzone w z! na dzien. Aby zmaksymalizowaé
zysk, firma powinna prowadzié¢ reklame, dopdki stopa zysku nie bedzie mniejsza od
dziennych kosztéw reklamy.

a) Jak dlugo powinna trwaé kampania?

b) Jaki jest catkowity koszt kampanii podczas jej trwania?

5.97. Stopa wzrostu kosztéw utrzymania pewnego urzadzenia ma postaé:
s5(t) = 1000 + 25¢2,

gdzie ¢t-mierzone w latach.
a) Wyznaczyé koszt utrzymania w drugim roku uzytkowania.
b) Wyznaczyé koszt utrzymania w ciggu dziesieciu pierwszych lat.
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5.98. Stopa przyrostu dochodu z akeji reklamowej produktéw pewne] firmy jest
funkcja liczby dni (t) trwania akcji:

s(t) = —10t* + 60t + 70,

gdzie s(t) jest liczone w zt na dzien.

a) Wyznaczy¢ dochéd uzyskany w ciagu drugiego dnia akgji.

b) Wyznaczy¢ dochéd uzyskany w ciagu pierwszych trzech dni akeji.
¢) Wyznaczy¢ liczbe dni, ktéra maksymalizuje dochéd z akeji.

5.99. Dana jest stopa kosztéw utrzymania i zyskow plynacych z uzytkowania pew-
nego urzadzenia : k(t) = 4, z(t) = 20—12. Wyznaczy¢ realny zysk w ciagu pierwszego
roku eksploatacji.

5.100. ([Kr]) W pewnym zakladzie produkeyjnym stwierdzono, ze w przedziale czasu
(0, T) zapas surowca maleje zgodnie z funkcja y = f(t) i na tej podstawie oszacowano,
ze éredni zapas wynosi:

1 T
7 = T/o £(t) dt,

gdzie Z- w tonach. Jaki bedzie éredni zapas surowca po uplywie 6 dni od momentu

dostawy (zakladamy, ze w momencie dostawy stan magazynu wynosit 0), jesli:

2% -1
ft) = EWE

5.101. Popyt na pewien produkt maleje eksponencjalnie, zgodnie z funkc)y:
P(t) = 250.000e~%1".

Jezeli popyt bedzie malal nadal w ten sam sposdb:
a) Wyznaczy¢ roczny spadek popytu.
b) lle jednostek produktu zostanie sprzedanych przez kolejne 5 1 7

5.102. Firma wytwarzajaca telewizory szacuje, ze sprzedaz jej wyrobéw wzrasta w
czasie 1 jest nastepujaca funkcja:

£(t) = V1,2t + 10,

gdzie t - mierzone w latach, a f(t) - w tysiacach jednostek. Ile wyniesie catkowita
sprzedaz w ciggu nastepnych czterech lat 7

5.103. Niech PP(c) bedzie funkcjg popytu pewnego towaru przy cenie ¢, a PD(c) -
funkcja jego podazy.

1. Naszkicowaé obie funkcje.
2. Wyznaczyé punkt réwnowagi i warto$¢ popytu w tym punkcie.
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3. Wyznaczy¢ nadwyzke uz Sci
¢ uzytecznosci towar j 5 jezeli
2) PPO) = e 1000 42500, PDE) =0 gézgiy‘zl(‘))(’)nek Jest w réwnowadze, jezeli:
b) }:P(c =4c? -~ 500, PD(c) = 3c? + 20c+ 1000 ’
(;-,)) PP(c) =10.000e=%¢,  PD(c) =0,2¢ ’

(

d) PP(c) = 29 pD(c) = 10c,
e) PP(c)=c? —40c+400, PD(c)=c?— 100.
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reprezentacja macierzowa, 82
rozwarstwienie, 23
rozwiniecie Laplace’a, 52
réznica zbioréw, 14
rzad
kolumnowy, 78
macierzy, 56
wierszowy, 78

schemat zdaniowy, 10
spojnik, 9

strzaltka grafu, 70
suma zbioréw, 14
suriekcja, 26

tautologa, 11
transpozycja macierzy, 50

Twierdzenie Podstawowe Rachunku Cal-

kowego, 186, 187

uktad
cramerowski, 57
réwnan liniowych, 33
utamki proste, 179

warstwa, 22
warstwica funkcj, 150
wartosé

funkcji, 26

wlasna, 80
wektor

kolumnowy, 47

" wtlasny, 80

wierszowy, 47

wezel grafu, 70

201

wielomian charakterystyczny macierzy,
63
wiersz, 47
wykres
funkeji, 27, 148
wzory Cramera, b7

Z, 15

zaprzeczenie, 9

zbidr, 13

zdamie, 9

ztozenie funkcji, 28
zmienna-zdaniowa, 10
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