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PRZEDMOWA

Praca prof. Mikotaja Bustowicza pt. ,,Odporna stabilno$¢ uktadéw dynamicz-
nych liniowych stacjonarnych z opéznieniami” jest pierwszym tomem cyklu mo-
nografii Komitetu Automatyki i Robotyki Polskiej Akademii Nauk. Jest to wzno-
wienie po dlugiej przerwie serii ,,Monografie Automatyki” wydawanej pod auspi-
cjami naszego Komitetu. Korzystajac z okazji, zwracam sig z prosba do potencjal-
nych autoréw o przekazywanie propozycji wydawania kolejnych monografii
w tym cyklu. Ustalona przez Komitet tematyka monografii obejmuje szeroki za-
kres automatyki 1 robotyki zawierajacy réwniez zagadnienia teorii i techniki sys-
temow (analizy systemowej), a takze zagadnienia badafi operacyjnych, inzynierii
wiedzy, sztucznej inteligencji i informatyki zwiazane z problemami sterowania
i automatyki.

Milo mi, Ze z pelnym przekonaniem mogg zarekomendowaé ksiazke prof.
Mikotaja Buslowicza otwierajaca nasz cykl monografii. Jest to niewatpliwie warto-
sciowa pozycja, laczaca wysokie walory naukowe z pozytecznymi aspektami in-
formacyjnymi, ktére moga by¢ przydatne nie tylko pracownikom naukowym, ale
réwniez studentom odpowiednich kierunkoéw studiow oraz projektantom ukladéw
dynamicznych (w szczegdélno$ci — uktadow automatyki). Problematyka tak zwanej
odpornosci systemoéw, a w szczego6lnosci stabilnosci niepewnych systemow stero-
wania jest obecnie bardzo aktualna i Zywo rozwijajaca sig. Jest to zwiazane z cze-
stymi sytuacjami praktycznymi, w ktorych wystepuje niepewno$¢ dotyczaca sta-
tych lub zmiennych parametréow systemu i zachodzi konieczno$¢ projektowania
systemu tak, aby byt on stabilny dla catego obszaru mozliwych wartoéci niezna-
nych parametréw. W ksiazce w sposdb jednolity i usystematyzowany omawiane sa
problemy i rezultaty z tego zakresu dla waznego przypadku wystepowania op6z-
nien w systemie dynamicznym.

Mam nadziejg, ze prezentowana praca przyczyni si¢ do rozpowszechnienia
i rozwoju tej problematyki w polskich §rodowiskach naukowych. Wyrazam row-
niez nadziejg, ze jest to dobry poczatek przysziego cyklu monografii Komitetu
Automatyki i Robotyki PAN, ktérych wydawanie bedzie miato istotne znaczenie
dla ksztalttowania nowoczesnej problematyki szeroko pojgtej automatyki, robotyki
i techniki systemdw.

Przewodniczacy Komitetu Automatyki i Robotyki
Polskiej Akademii Nauk

Zdzistaw Bubnicki
Wroclaw, maj 2000
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1. WSTEP

Uktadami z opdznieniami nazywamy takie uklady dynamiczne, w ktorych
stan przyszly zalezy nie tylko od stanu w danej chwili, ale tez od stanow prze-
sztych (w pewnym przedziale czasu), ktérych wptywu nie mozna pominac. Chcac
uwzgledni¢ czas op6znienia w ich modelu matematycznym, nalezy stosowac row-
nania o ogdlniejszej postaci niz réwnania rozniczkowe, a mianowicie réwnania
funkcyjne lub rdzniczkowo-réznicowe. Opoznienia moga by¢ roztozone lub dys-
kretne (skupione). Uklady dynamiczne z roztozonymi opdznieniami opisuje sig
réwnaniami funkcyjnymi, a uklady z dyskretnymi op6Znieniami opisuje sig row-
naniami rézniczkowo-roznicowymi, liniowymi badz nieliniowymi. Pewne klasy
uktadow z opdznieniem rozlozonym mozna tez w przyblizeniu dobrze opisaé row-
naniami rézniczkowo-réznicowymi.

Teoria rownan rézniczkowo-roznicowych i funkcyjnych ma bogata literaturg,
np. [84, 85, 97, 98, 82]. Problemowi analizy i syntezy ukladow dynamicznych
z opoznieniami sa poswigcone monografie [27, 83, 91, 92, 93, 114, 116, 131, 134,
148, 152].

Zjawisko opdznienia wystepuje nie tylko w technice, ale takze w biologii,
biochemii, ekonomii i innych dziedzinach. Typowymi procesami z opOZnieniem s3
procesy mieszania, spalania czy tez inne, w ktorych wystepuje transport mas, ener-
gii itp. Do uktadow z opdznieniem nalezy tez uklad cztowiek-maszyna. Udziat
cztowieka w procesie sterowania wprowadza opbznienie w sygnale sterujacym.
Wynika to z psychofizycznych whasciwoséci cztowieka. Modele matematyczne
uktadéw z opdznieniami sa podane np. w artykutach [96, 115, 132] oraz w mono-
grafiach [83, 85, 90, 91, 92, 93, 114, 119, 128, 131, 140, 148, 152, 164].

Niniejsza praca jest po$wigcona problemowi badania stabilnosci ciaglych
dynamicznych uktadéw liniowych stacjonarnych z dyskretnymi opdznieniami przy
niepetnej informacji dotyczacej parametrow tych uktadow. Jest to wazny problem
nie tylko ze wzgledu na rozwazania teoretyczne, ale tez ze wzgledu na zastosowa-
nia praktyczne. W dziatalno$ci praktycznej nie znamy bowiem dokladnych warto-
§ci parametrow ukladow fizycznych. Znamy jedynie przyblizone ich wartosci.
Przyjmuje sig najczesciej, ze niepewne parametry moga przyjmowac swoje warto-
§ci ze znanych przedziatow liczbowych. Taka sytuacja ma miejsce np. przy opisie
dynamiki proces6w technologicznych, biologicznych czy ekonomicznych.
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Uklady dynamiczne, ktorych modele matematyczne zawieraja niepewno$¢
dotyczaca wartosci parametrOw, s3 nazywane uktadami o niepewnych parame-
trach. Stabilnos¢ takich ukladoéw jest nazywana stabilnoécia odporng lub krzepka.

Stabilnoé¢ dynamicznego uktadu liniowego stacjonarnego jest w peni okre-
§lona przez rozktad na plaszczyznie zmiennej zespolonej jego biegunow, tj. zer
jego funkcji charakterystycznej, ktora jest wielomianem w przypadku ukladéw bez
op6znien i quasi-wielomianem w przypadku ukiadow z opoOznieniami. Wspotczyn-
niki funkcji charakterystycznej zaleza od fizycznych parametrow uktadu dynami-
cznego. Dlatego tez, jezeli ich warto$ci nie sa znane dokladnie, to tez nie sa do-
kladnie znane wspotczynniki funkcji charakterystycznej. Z tego powodu badajac
odporna stabilnoé¢ ukladow liniowych stacjonarnych z op6znieniami 0 niepew-
nych parametrach rozpatruje si¢ odporna stabilnos¢ rodzin quasi-wielomianoéw
charakterystycznych.

Quasi-wielomian charakterystyczny jest wyznacznikiem macierzy charaktery-
stycznej, ktéra tworzy si¢ na podstawie znajomosci macierzy wystgpujacych
w réwnaniu stanu wielowymiarowych ukladow dynamicznych liniowych stacjo-
namych z opdznieniami (np. [27]). Elementy tych macierzy nie sg dokladnie znane
w przypadku uktadéw o niepewnych parametrach. Odporna stabilno$¢ takich ukta-
déw mozna badaé bez koniecznoéci wyznaczania ich quasi-wielomianu charakte-
rystycznego, stosujac migdzy innymi metodg Lapunowa. Jest to inne podejscie do
problemu badania odpornej stabilnosci ukladow z op6znieniami, ktore nie bedzie
rozpatrywane w niniejszej pracy.

Problem badania odpornej stabilnosci wielowymiarowych dynamicznych
uktadéw liniowych z op6znieniami (o niepewnych elementach w macierzach wy-
stepujacych w rownaniu stanu lub/i o niepewnych opdznieniach) byt rozpatrywany
np. w pracach [26, 28, 32, 73, 83, 101, 112, 113, 121, 124, 127, 129, 130, 149,
151, 154, 162].

Celem niniejszej monografii jest podanie komputerowych metod badania
odpornej stabilno$ci rodzin quasi-wielomianoéw charakterystycznych, typu neutral-
nego i opéznionego, z opodznieniami wspotmiernymi i niewspOtmiernymi, o wspot-
czynnikach zaleznych w sposéb ciagly od niepewnych parametrow, ktore moga
przyjmowa¢ swoje wartosci ze znanych przedziatow liczbowych.

Problem badania stabilnoéci quasi-wielomiandw charakterystycznych jest
problemem trudnym, nawet w przypadku doktadnie znanych wspotczynnikow.
Wiynika to stad, ze quasi-wielomian ma nieskonczenie wiele zer i nie istnieja ogol-
ne analityczne metody stuzace do sprawdzania ich polozenia na plaszczyZznie
zmiennej zespolonej. Z powodzeniem moga by¢ tutaj stosowane metody graficzne
(czgstotliwosciowe), wynikajace z zasady argumentu. Moga one by¢ efektywnie
wykorzystane jedynie przy stosowaniu obliczen komputerowych.

i2

1. Wstep

W pracy rozpatrzono ogélniejszy rodzaj stabilno$ci niz stabilnos¢ asympto-
tyczna, a mianowicie tzw. D-stabilnoéé. Uklad liniowy stacjonarny (z opoznienia-
mi lub bez opbznien) jest D-stabilny, jezeli wszystkie jego bieguny leza w zada-
nym obszarze D na plaszczyZznie zmiennej zespolonej. Ze wzgledu na specyfike
rozkladu zer quasi-wielomianéw ograniczono sig glownie do rozpatrywania D-sta-
bilnosci w przypadku, gdy obszar D jest przesunigta otwarta lewa poiptaszczyzna.
W przypadku szczegélnym, gdy D jest otwarta lewa potplaszczyzna, D-stabilnos¢
jest rownowazna ze stabilnos$cia asymptotyczna.

W rozdziale 2, bedacym wprowadzeniem do teorii stabilnosci ukladéw
z opdznieniami, podano komputerowe metody stuzace do badania stabilnosci
i D-stabilnoéci quasi-wielomianoéw o dokladnie znanych wspoiczynnikach, typu
opbznionego i neutralnego, z opbznieniami wspoimiernymi i niewspotmiernymi.
Rozpatrzono w nim stabilnos¢ przy ustalonych wartosciach opdznieni, niezaleznie
od wielkosci op6znien (wspotmiernych i niewspdtmiernych), a takze w funkcji
wielkoéci wspotmiernych opdznien. Omowiono tez wlasciwoséci argumentu
asymptotycznie stabilnych quasi-wielomianow.

W przypadku, gdy obszar D jest przesunigta otwarta lewa polplaszczyzna,
badanie D-stabilnoéci quasi-wielomianu typu neutralnego z wykorzystaniem metod
czestotliwosciowych mozna znacznie utatwi¢, badajac oddzielnie D-stabilnos¢
cztonu dominujacego tego quasi-wielomianu. Jest ona warunkiem koniecznym
D-stabilno$ci quasi-wielomianu typu neutralnego. Dlatego tez w rozdziale 2 poda-
no komputerowe metody badania D-stabilnosci cztonu dominujacego.

Jednym z rodzajow stabilnosci ukladow z opdznieniami jest asymptotyczna
stabilnoé¢ niczaleznie od wielkosci niewspotmiernych opdznien. W literaturze
istnieje kilka kryteriow takiego rodzaju stabilnoéci. Nie one sa sobie rownowazne
w przypadku ogélnym. Dlatego tez, w punkcie 2.3.3 podano nowe kryterium
asymptotycznej stabilnosci niezaleznie od wielko$ci niewspotmiernych op6znien
quasi-wielomianow, ktére zostato sformutowane z wykorzystaniem klasycznego
pojecia takiej stabilnosci. Zgodnie z tym pojeciem, quasi-wielomian jest asympto-
tycznie stabilny niezaleznie od wielkoéci niewspotmiernych op6znien, jezeli jest
on asymptotycznie stabilny dla dowolnych ustalonych wartosci opoznien, dodat-
nich lub zerowych.

Rozdzial 3 jest wprowadzeniem do teorii odpornej D-stabilnoéci rodziny
quasi-wielomian6w charakterystycznych. Podano w nim podstawowe definicje
i twierdzenia z zakresu odpornej D-stabilnosci, w przypadku gdy obszar D jest
przesunigta otwartg lewa pbtplaszczyzna. Opisano tez ogolne metody, ktére moga
byé stosowane do badania odpornej D-stabilno$ci rodziny quasi-wielomianéw
charakterystycznych oraz rodziny cztonow dominujacych rodziny quasi-wielomia-
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now typu neutralnego. Nalezy do nich metoda bezposredniego sprawdzania wa-
runku wykluczenia zera oraz metoda przestrzeni niepewnych parametréw.

W konicowej czgéci rozdziatu 3 podano wprowadzenie do teorii odpornej
D-stabilnosci rodziny quasi-wielomianéw charakterystycznych w przypadku ob-
szaréw D ogolniejszych niz przesunigta otwarta lewa poiptaszczyzna. Podano za-
tozenia, jakie musi spelnia¢ obszar D, aby problem badania odpornej D-stabilno$ci
byt sformulowany poprawnie.

Rozdzial 4 jest poswigcony problemowi badania odpornej D-stabilno$ci ro-
dziny quasi-wielomianéw oraz rodziny cztonéw dominujacych o znanych warto-
$ciach liczbowych opdznien, glownie w przypadku, gdy obszar D jest przesunieta
otwarta lewa polptaszczyzna. Rozpatrzono w nim problem badania odpornej D-sta-
bilnosci wypuktej kombinacji dwoch quasi-wielomianéw, rodziny quasi-wielo-
miandw o wspolczynnikach zaleznych od niepewnych parametrow liniowo oraz
wieloliniowo.

Do badania odpornej D-stabilnoéci rodziny quasi-wielomianéw o wspotczyn-
nikach liniowo zaleznych od niepewnych parametréw mozna stosowac twierdzenie
krawedziowe. Sprowadza ono problem badania odpornej D-stabilnos$ci takiej ro-
dziny do problemu badania odpornej D-stabilno$ci tzw. quasi-wielomianéw kra-
wedziowych, odpowiadajacych poszezegdlnym krawedziom zbioru wartosci nie-
pewnych parametrow. Poniewaz quasi-wielomiany krawedziowe sa to kombinacje
wypukte dwoch quasi-wielomiandéw, do badania ich odpornej D-stabilnoéci mozna
stosowa¢ metody podane w punkcie 4.2.

Stosowanie twierdzenia krawedziowego nie jest dogodne przy duzej liczbie
niepewnych parametréw, z powodu koniecznoséci badania odpornej D-stabilnosci
duzej liczby quasi-wielomianow krawgdziowych. Aby uniknaé tej niedogodnosci,
nalezy stosowa¢ tzw. metody funkcji testujacych, podane w punkcie 4.3.4. Pozwa-
laja one na jednoczesne badanie odpornej D-stabilno$ci wszystkich quasi-wielo-
mianéw krawedziowych.

W koficowej czgsci rozdzialu 4 rozpatrzono problem badania odpornej D-sta-
bilnosci rodziny quasi-wielomianéw o wspotczynnikach zaleznych od niepewnych
parametréw liniowo oraz wieloliniowo przy obszarach D ogdlniejszych niz prze-
sunigta otwarta lewa polplaszczyzna.

W rozdziale 5 podano komputerowe metody, zwane metodami funkcji testu-
jacej, badania odpornej stabilno$ci niezaleznie od wielkosci niewspotmiernych
opdznien rodzin quasi-wielomianow. Sformutowano ogélne kryterium takiego ro-
dzaju stabilnosci oraz podano komputerowe metody i algorytmy badania odporne;j
stabilno$ci niezaleznie od wielko$ci niewspolmiernych opéznien rodziny quasi-
-wielomianéw z przedzialowym oszacowaniem warto$ci poszczegdlnych wspot-
czynnikéw, zwanej quasi-wielomianem przedzialowym, rodziny quasi-wielomia-
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néw o wspotczynnikach zaleznych liniowo od niepewnych parametrow oraz rodzi-
ny quasi-wielomianéw o wspolczynnikach zaleznych wieloliniowo od niepewnych
parametrow.

Rozdzial 6 jest poSwigcony problemowi badania odpornej stabilnosci quasi-
-wielomianu przedzialowego. Komputerowa metoda badania odpornej stabilnosci
niezaleznie od wielko$ci niewspotmiernych opéznien takiego quasi-wielomianu
zostala podana w punkcie 5.1.

Quasi-wielomian przedzialowy jest przypadkiem szczegdlnym rodziny quasi-
-wielomianéw o wspoétczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parametréw.
Dlatego do badania jego odpornej stabilnoéci przy znanych opdznieniach mozna
stosowa¢ metody opracowane dla rodziny quasi-wielomianow o wspétczynnikach
liniowo zaleznych od niepewnych parametréw, podane w rozdziale 4, tzn. twier-
dzenie krawedziowe oraz metody funkcji testujacych. Jest to jednak trudny pro-
blem ze wzgledu na duza liczbg niepewnych parametréw. Na podstawie analizy
struktury zbioru warto$ci wykazano, ze przy stosowaniu wyzej wymienionych
metod mozna ograniczy¢ si¢ do rozpatrywania zbioru tzw. krawedziowych quasi-
-wielomianéw Charitonowa, ktorych jest znacznie mniej niz quasi-wielomianow
krawedziowych. Ponadto, liczba krawedziowych quasi-wielomianéw Charitonowa
nie zalezy od liczby niepewnych parametréw.

W rozdziale 6 podano tez trzy komputerowe metody badania odpornej
D-stabilno$ci zaburzonego quasi-wielomianu, ktére pozwalaja na wyznaczenie
dopuszczalnych odchytek wspotczynnikéw quasi-wielomianu charakterystycznego
od ich warto$ci nominalnych, przy ktérych dany quasi-wielomian pozostaje odpor-
nie D-stabilny.

W rozdziale 6 rozpatrzono tez problem badania odpornej stabilno$ci prze-
dzialowego ukladu regulacji automatycznej z jednym opdznieniem, w ktérym
obiekt jest opisany rodzing transmitancji przedziatowych (licznik i mianownik sa
wielomianami przedziatlowymi). Podano komputerowe metody badania odporne;
stabilno$ci tego uktadu. Rozpatrzono odporng stabilno$¢ niezaleznie od wielkosci
opdznienia, przy ustalonej wartoéci op6znienia, a takze w przypadku, gdy wielko$é
opOznienia nie jest doktadnie znana.,

Rozdziat 7 jest po§wigcony problemowi badania odpornej stabilnosci rodziny
quasi-wielomiandéw o niepewnych op6znieniach. Jest to problem bardzo trudny ze
wzgledu na wykladnicza zalezno$¢ quasi-wielomianu charakterystycznego od
op6znien. W literaturze sa mu poswigcone tylko nieliczne prace, w ktorych rozpa-
truje si¢ pewne przypadki szczegdlne.

W rozdziale 7 rozpatrzono problem badania odpornej D-stabilnosci rodziny
quasi-wielomianéw o dokladnie znanych wspoétczynnikach i o niepewnych opédz-
nieniach (niewspolmiernych i wspoimiernych) oraz problem badania odpornej
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D-stabilnoéci rodziny quasi-wielomianéw o wspotczynnikach liniowo zaleznych
od niepewnych parametréw (w tym quasi-wielomianéw przedzialowych) i o nie-
pewnych opodznieniach. Zostaly podane metody funkcji testujacych shuzace do
badania odpornej stabilnosci oraz odpornej D-stabilnoséci przy obszarze D, beda-
cym przesunigta otwarta lewa poOlplaszczyzng. Pokazano, Zze metode przestrzeni
niepewnych parametréw mozna z powodzeniem stosowaé w przypadku, gdy grani-
ce D-stabilnos$ci rozpatruje sig¢ na plaszczyznie dwoch niepewnych parametrow,
ktore nie sa op6Znieniami.

W rozdziale 8 krétko podsumowano rezultaty pracy.

W Dodatkach podano metode badania odpornej stabilnosci wielomianow
przedziatowych oraz algorytm wyznaczania odleglosci wypuklego wieloboku od
poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej. Jest on wykorzystywany przy badaniu
odpornej stabilno$ci niezaleznie od wielko$ci opdznien rodzin quasi-wielomiandw
rozpatrywanych w rozdziale 5 (punkty 5.2 1 5.3).

16

2. WPROWADZENIE

W niniejszym rozdziale podamy podstawowe wiadomosci dotyczace rozktadu
zer quasi-wielomianéw na plaszczyznie zmiennej zespolonej oraz komputerowe
metody stuzace do badania asymptotycznej stabilnosci i D-stabilnosci quasi-wielo-
miandw typu opéznionego i neutralnego o dokladnie znanych wspoétczynnikach
z opOZnieniami wspétmiernymi 1 niewspotmiernymi. Rozpatrzymy stabilno$¢ przy
ustalonych warto$ciach opdznien, niezaleznie od wielko$ci opdznien (wspoét-
miernych i niewspolmiernych), a takze w funkcji wielkosci wspotmiernych opdz-
nien. Oméwimy tez wiadciwo$ci argumentu asymptotycznie stabilnych quasi-
-wielomianéw.

Wezmy pod uwage dynamiczny uktad liniowy stacjonarny z opdznieniami,
opisany jednorodnym réwnaniem rézniczkowo-réznicowym, o postaci

n m
> Yagx®-hy)=0, Q.1
k=0i=0
gdzie x(k)(t) = (dk / de* )x(t), ay; sa to rzeczywiste wspolczynniki, za§ h; sa to
stale opdznienia. Nie zmniejszajac ogoélnosci rozwazan bgdziemy przyjmowac, ze
hyg=0<hy <hy <...<hy, <o,

Aby zapewni¢ jednoznaczno$¢ rozwiazania rdwnania (2.1), nalezy okresli¢
funkcjg poczatkowa x(#y + 1) = ¢(1), T €[~h,,,0]. Bedziemy przyjmowac, ze @(1)
jest funkcja ciagla.

Jezeli brak takiego h, dla ktérego h; =k;h (i=12,...,m), gdzie k; sa to
liczby naturalne, to rownanie (2.1) opisuje dynamiczny ukiad z niewspoimiernymi
opdznieniami. Jezeli za§ h; =k;h dla i=12,...,m, to réwnaniem (2.1) opisany
jest uktad ze wspotmiernymi opdznieniami. W dalszych rozwazaniach, nie zmniej-
szajac ich ogdlnosci, przy opisie ukladu ze wspotmiernymi opdznieniami bedziemy
przyjmowaé k; =i, i=12,...,m.

Funkcja charakterystyczna ukladu (2.1) jest quasi-wielomianem majacym
postac
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L k& —sh;
wis,h)y= Y s" Yae ", 2.2)
k=0 i=0
gdzie h=[h,hy,...,h,] jest wektorem niezerowych opdznien. W wektorze h nie
uwzgledniamy opdznienia Ay, bowiem z zalozenia jest ono roOwne zeru.

W przypadku szczegdlnym, gdy uktad (2.1) jest ukladem ze wspotmiernymi
opdznieniami, quasi-wielomian charakterystyczny (2.2) ma postac

_ & kS sih
w(s,h)= Y s Yaye , h>0. (2.2a)
k=0 i=0
Quasi-wielomian charakterystyczny (2.2) mozna napisa¢ w postaci

w(s, ) = wy(s) + %w,- (s)e N | (2.3)
(=1

1
gdzie

n
wi(s)= Tags®, i=01...,m, (2.4)
k=0

lub, rownowaznie, w postaci

oy —sh
w(s,h)= X5 dp (™), (2.3)
k=0
gdzie
h & —sh;
dk(e_s )=aggt+ Xage Mk =0,1,...,n, (2.6)

i=1

przy czym dy (") =d, (e ,...,e”hm),

2.1. Rozklad zer asymptotycznych i typy quasi-wielomianow

Quasi-wielomian (2.2) ma nieskoniczenie wiele zer w przypadku ogdlnym.
Zera o duzych wartoéciach bezwzglednych, zwane zerami asymptotycznymi, ukla-
daja si¢ na plaszczyznie zmiennej zespolonej wzdtuz kilku krzywych symetrycz-
nych wzgledem osi rzeczywistej, tworzac tzw. lancuchy zer asymptotycznych.
Rozroznia sie tancuchy zer asymptotycznych trzech typow: opdznionego, neutral-
nego i wyprzedzonego.
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Lancuch zer asymptotycznych jest tancuchem typu (ap. [27]):

a) opOznionego, jezeli lezy on calkowicie w otwartej lewej potplaszczyznie 1 czg-
éci rzeczywiste tworzacych go zer daza do minus nieskonczonosci przy
|s]— oo, tzn. przy wartosciach bezwzglednych tych zer dazacych do nieskofi-
czonosci,

b) wyprzedzonego, jezeli lezy on calkowicie w otwartej prawej polptaszczyznie
i czeSci rzeczywiste tworzacych go zer daza do plus nieskonczonosci przy
|s]— o=,

¢) neutralnego, jezeli czesci rzeczywiste tworzacych go zer daza do pewnej stalej,
tzn. Res—> ¢ =const. przy |s|— ee.

Quasi-wielomian (2.2) moze by¢ quasi-wielomianem typu opéznionego, wy-
przedzonego lub neutralnego, w zalezno$ci od typoéw lanicuchow jego zer asymp-
totycznych. Typ quasi-wielomianu (2.2) okresla si¢ na podstawie znajomosci funk-
cji d,(exp(—sh)), zdefiniowanej wzorem (2.6) przy k =n, zwanej cztonem domi-
nujacym (lub neutralnym).

W dalszych rozwazaniach czton dominujacy quasi-wielomianu (2.2) z nie-
wspolmiernymi opdznieniami bedziemy oznaczaé przez A(exp(—sh)), tzn.

Ale=Hy = S —sh
e ) =ayt Xae . 2.7)
i=1

W przypadku szczegdlnym, gdy opdznienia sa wspotmierne, czlon dominuja-
¢y quasi-wielomianu (2.2a) ma postac

m . s
Ay = o+ Xay e S (2.7a)
i=1

Czion dominujacy (2.7) jest wielomianem m zmiennych P ,i=12,...,m.

Jest on funkcja charakterystyczng uktadu opisanego rownaniem réznicowym
pox(t) + apx(t — )+ +ay,, x(t —h,) =0. (2.8)

Quasi-wielomian (2.2) jest quasi-wielomianem typu opdznionego, jezeli
wszystkie laficuchy jego zer asymptotycznych sa tancuchami typu opdznionego.
Zachodzi to wtedy, gdy w wielomianie (2.7) wspotczynnik a,q #0, zas a,; =0
dlai=12,...,m.

Quasi-wielomian (2.2) jest quasi-wielomianem typu wyprzedzonego, jezeli
przynajmniej jeden tancuch jego zer asymptotycznych jest lancuchem typu wy-
przedzonego. Zachodzi to wtedy, gdy a,,,, #0, za§ a,; =0 dlai=0,1,...,m -1
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Quasi-wielomian (2.2) jest quasi-wielomianem typu neutralnego, jezeli nie
jest on quasi-wielomianem typu wyprzedzonego i przynajmniej jeden tancuch jego
zer asymptotycznych jest taficuchem typu neutralnego. Zachodzi to wtedy, gdy
a,y #0 oraz a,; #0 dlapewnych i=12,...,m.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze jezeli quasi-wielomian (2.2) jest quasi-
-wielomianem typu op6znionego lub neutralnego, to istnieje taka liczba rzeczywi-
sta b, dla ktorej wszystkie jego zera asymptotyczne spelniaja warunek Res <b.
Jezeli natomiast jest on quasi-wielomianem typu wyprzedzonego, to istnieje taka
liczba rzeczywista c, dla ktorej wszystkie jego zera asymptotyczne leza w pol-
plaszczyznie Res>c. Oznacza to, ze quasi-wielomian (2.2) typu wyprzedzonego
zawsze ma zera o dodatniej czgsci rzeczywiste;j.

Typ uktadu dynamicznego z op6znieniami okre$la si¢ na podstawie typu jego
quasi-wielomianu charakterystycznego. Rozroznia si¢ wiec uklady z opoznieniami
typu wyprzedzonego, neutralnego oraz opoznionego. W zastosowaniach praktycz-
nych spotyka sig najczgsciej uktady typu opdznionego, rzadziej uktady typu neu-
tralnego, natomiast prawie wcale nie spotyka si¢ uktadow typu wyprzedzonego.

Przyklad 2.1. Wezmy pod uwagg ukfad regulacji automatycznej o schemacie blo-
kowym pokazanym na rysunku 2.1, gdzie C(s) jest transmitancja operatorowa

regulatora, za$

—sh
G =2, 2.9)

przy czym k>0, T >0, h>0, jest transmitancja operatorowg obiektu z opdZnie-
niem.

Yo ) JOR
—— >

o N B QAN e

Rys. 2.1. Schemat blokowy uklfadu regulacji automatycznej

Jezeli regulator jest regulatorem typu PI, o transmitancji operatorowe;j

C(s)= K, (1+1/sT)), (2.10)
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to quasi-wielomian charakterystyczny uktadu zamknigtego ma postac
w(s,h) = szﬂ} +sT; +kKr(l+s7})e_Sh. (2.11)

Jezeli natomiast regulator jest regulatorem typu PID, o transmitancji operato-
rowej

C(s) = K,(1+1/ sT; + sTy), (2.12)
to
w(s, h) = s2TT; + sT; + kK, (s°T,Ty + sT, + De™*". (2.13)

Z powyzszych rozwazan wynika, ze quasi-wielomian (2.11) jest quasi-wielo-
mianem typu opoznionego, za$ quasi-wiclomian (2.13) jest quasi-wielomianem
typu neutralnego. Oznacza to, Ze rozpatrywany uklad regulacji automatycznej
z regulatorem PI jest uktadem typu opdznionego, natomiast jest on ukiadem typu

neutralnego w przypadku, gdy regulator jest regulatorem typu PID.

sh

Wielomian zmiennej e °, majacy postac

A(e™My = T(T + kK, Ty e~*M), (2.14)

jest cztonem dominujacym (neutralnym) quasi-wielomianu (2.13) typu neutralne-
g0. =

2.2. Podstawowe definicje

Stabilno$¢ dynamicznego ukladu liniowego stacjonarnego z opdznieniami jest
calkowicie okreslona przez rozklad na plaszczyznie zmiennej zespolonej zer jego
quasi-wielomianu charakterystycznego. Z tego powodu dla uproszczenia sformu-
lowan bedziemy réwnowaznie mowic o stabilnosci uktadu dynamicznego z op6z-
nieniami i o stabilno$ci jego quasi-wielomianu charakterystycznego. W rozwaza-
niach ograniczymy sig giéwnie do quasi-wiclomianéw o rzeczywistych wspol-
czynnikach.

Ogblna definicjg asymptotycznej stabilnosci quasi-wiclomianu (2.2) mozna
sformutowaé w sposob podany ponizej.

Definicja 2.1. Quasi-wielomian (2.2) typu opdznionego lub neutralnego bedziemy
nazywaé quasi-wielomianem asymptotycznie stabilnym, jezeli istnieje dodatnia
liczba €, dla ktorej jest spelniony warunek
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2. Wprowadzenie

w(s,h)#0, Res=-¢g, (2.15)

tzn. czgsci rzeczywiste wszystkich zer quasi-wielomianu (2.2) sa mniejsze od —€. m

Spetnienie warunku (2.15) odpowiada stabilno$ci wykladniczej rozwiazan
rownania (2.1) [16, 27, 84, 97, 98]. Ponadto, przy spelnieniu tego warunku zera
quasi-wielomianu (2.2), typu neutralnego lub op6znionego, zaleza w sposéb ciagty
od warto$ci op6znien h; 20, i =1,2,...,m (np. [79)).

Z definicji 2.1 i z rozwazan podanych powyzej przyktadu 2.1 wynika, ze qu-
asi-wielomiany typu wyprzedzonego sq zawsze niestabilne. Dlatego tez w dalszych
rozwazaniach bedziemy rozpatrywaé tylko quasi-wielomiany typu neutralnego
oraz opéznionego.

Jezeli a,g # 0, to quasi-wielomian (2.2) nie jest quasi-wielomianem typu wy-
przedzonego, moze on by¢ tylko quasi-wielomianem typu opdéznionego lub neu-
tralnego. Dlatego tez w dalszych rozwazaniach, nie zmniejszajac ich ogélnosci,
bedziemy przyjmowac a,,q > 0.

Warunek (2.15) w przypadku quasi-wielomianu (2.2) typu opdznionego jest
réwnowazny z warunkiem

w(s,h) #0, Res=0. (2.16)

Powyzsze wynika stad, Zze czgsci rzeczywiste zer asymptotycznych quasi-
-wielomianu (2.2) typu op6znionego dazg do minus nieskonczonoscei przy |s|— .
Jezeli wige jest spelniony warunek (2.16), to zawsze istnieje dowolnie mala dodat-
nia liczba ¢, dla ktérej zachodzi (2.15).

Speienie warunku (2.16) dla quasi-wielomianu (2.2) typu neutralnego nie
jest rtOwnowazne z jego asymptotyczng stabilno$cia w pewnym przypadku szcze-
g6lnym, zwanym przypadkiem asymptotycznie krytycznym. Taki przypadek jest
oméwiony w pracy [27] dla quasi-wielomianu ze wspotmiernymi op6éznieniami.

W przypadku asymptotycznie krytycznym wszystkie zera quasi-wielomianu
(2.2) typu neutralnego leza w otwartej lewej potptaszczyznie, przy czym istnieje
przynajmniej jeden tancuch zer asymptotycznych zbiegajacych do osi urojonej
z lewej strony (o$ urojona jest asymptota). W takim przypadku rozwigzania row-
nania (2.1) nie sa wykladniczo asymptotycznie stabilne. Moga one byé rozwigza-
niami asymptotycznie stabilnymi, ale wielomianowo. Przyktad niestabilnego ukta-
du (2.1) typu neutralnego ze wspoimiernymi opo6znieniami, ktérego quasi-wielo-
mian charakterystyczny, spelniajacy warunek (2.16), ma dwa laficuchy zer
asymptotycznych zbiegajacych do osi urojonej z lewej strony, jest podany w pracy
[80] (patrz tez [27]).
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Polozenie asymptot, do ktorych zbiegaja zera asymptotyczne quasi-wielo-
mianu (2.2) typu neutralnego, zalezy od warto$ci zer cztonu dominujgcego (2.7),
bowiem quasi-wielomian (2.2) redukuje si¢ do tego cztonu przy |s|— ee.

Definicja 2.2. Czion dominujacy (2.7) bedziemy nazywaé cztonem asymptotycz-
nie stabilnym, jezeli istnieje dodatnia liczba €, dla ktorej jest spelniony warunek

A(exp(—-sh)) #0, Res=-—¢, (2.17)

tzn. wszystkie zera cztonu dominujacego maja czesci rzeczywiste mniejsze od —€. m

Zauwazmy, ze warunek (2.17) jest zawsze spelniony dla czlonu dominujace-
go quasi-wielomianu (2.2) typu opodznionego, bowiem w takim przypadku
A(exp(—sh)) = a,g.

Czton dominujacy quasi-wielomianu (2.2a) ze wspdtmiernymi opdznieniami
ma postac (2.7a). Stosujac podstawienie exp(—sh) =z, mozna go napisa¢ w postaci

A(Z) = aug + ayz+.. +a,,7". (2.18)

Zera wielomianu (2.18) i cztonu dominujacego (2.7a) sq zwiazane zaleznoscia
z =exp(—sh), czyli Res = —1n|z|/h.

Z powyzszego wynika, ze dla kazdego skonczonego s >0 zera cztonu domi-
nujacego (2.7a) ze wspOlmiernymi opdznieniami leza na plaszczyznie zmiennej
zespolonej na lewo od osi urojonej wtedy i tylko wtedy, gdy warunek |z;|>1 jest
spelniony dla wszystkich zer z; (i =1,2,...,m) wielomianu A(z). Warunek konie-
czny i wystarczajacy asymptotycznej stabilnoséci cztonu dominujacego (2.7a) ze
wspétmiernymi op6znieniami mozna wobec tego napisa¢ w postaci

Az) #0, |7=1, (2.19)

gdzie wielomian A(z) jest zdefiniowany wzorem (2.18). Zauwazmy, Ze asympto-

tyczna stabilno$é tego cztonu nie zalezy od warto$ci opdznienia h.

Wielomian (2.18) jest inna postacia czlonu dominujacego (2.7a) ze wspél-
miernymi opoznieniami. Dlatego tez w dalszych rozwazaniach wielomian (2.18)
bedziemy nazywaé czlonem dominujacym quasi-wielomianu (2.2a) typu neutral-
nego ze wspotmiernymi opdznieniami, a warunek (2.19) bedziemy nazywaé wa-
runkiem koniecznym i wystarczajgcym jego asymptotycznej stabilnosci.

Asymptoty, do ktorych zbiegaja lancuchy zer asymptotycznych quasi-wielo-
mianu (2.2a) typu neutralnego ze wspdimiernymi opodznieniami, przecinaja o$

23



M. Bustowicz

rzeczywista w punktach okreSlonych zaleznoscia Res = —In|z|/h, gdzie z; sa to
zera cztonu dominujacego (2.18) [27]. Wobec tego, jezeli zachodzi (2.19), asymp-
toty te leza na plaszczyznie zmiennej zespolonej na lewo od osi urojonej dla kaz-
dego skoficzonego h > 0. Wtedy tez istnieje dodatnia liczba €, dla ktérej jest spel-
niony warunek (2.15) [78]. Ponadto, jezeli jest spelniony warunek (2.19), to grani-
ca spektralna sup{Res: w(s,h) =0} jest ciagla funkcja argumentu i w przedziale
[0,o0). Jezeli natomiast wielomian (2.18) ma przynajmniej jedno zero o module
mniejszym niz 1, to granica spektralna nie jest ciagta w punkcie h =0 [27].

Z powyzszych rozwazan wynika, ze warunkiem koniecznym asymptotycznej
stabilno$ci quasi-wielomianu (2.2a) typu neutralnego ze wspoimiernymi op6znie-
niami jest asymptotyczna stabilno$¢ czlonu dominujacego o postaci (2.18), lub
réwnowaznie, cztonu dominujacego (2.7a).

Przyklad 2.2. Wezmy pod uwage quasi-wielomian charakterystyczny (2.13) ukla-
du regulacji automatycznej (z regulatorem typu PID), rozpatrywanego w przykla-
dzie 2.1. Stosujac podstawienie exp(—sh) =z, czlon dominujacy (2.14) tego quasi-

-wielomianu napiszemy w’' postaci

A(z) = T.(T + kK, T; 2). (2.20)

Czton dominujacy (2.20) ma jedno zero z=-T/kK,T;. Latwo zauwazy¢, ze

warunek (2.19) jest spelniony (czyli czton dominujacy (2.20) jest asymptotycznie
stabilny) wtedy i tylko wtedy, gdy T > kK, T;. Wobec tego, warunek konieczny
asymptotycznej stabilnosci quasi-wielomianu (2.13) typu neutralnego ma postaé¢
T>kK,T;. Jezeli zaS T = kK, T;, to tancuch zer asymptotycznych tego quasi-
-wielomianu zbiega do osi urojonej plaszczyzny zmiennej zespolonej. Jezeli nato-
miast T < kK, T, to faficuch zer asymptotycznych zbiega do asymptoty potozonej
w otwartej prawej potplaszczyznie. =

Asymptotyczna stabilno$¢ cztonu dominujacego (2.7) jest tez warunkiem ko-
niecznym asymptotycznej stabilnosci quasi-wielomianu (2.2) typu neutralnego
z niewspdimiernymi opdznieniami ([79, 97, 98)).
' Uwzgledniajac powyzsze rozwazania warunek asymptotycznej stabilno$ci
quasi-wielomianu (2.2) typu neutralnego mozna sformulowaé¢ w sposob podany
ponizej [27].

Lemat 2.1. Quasi-wielomian (2.2) typu neutralnego jest asymptotycznie stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy sa spetnione warunki (2.16) 1 (2.17). .
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W teorii stabilnoéci uktadéw z opoznieniami, oprocz stabilno$ci przy ustalo-
nych wielkosciach opézniefi, rozpatruje si stabilnos¢ w funkcji wielkosci wspot-
miernych opdznien oraz niezaleznie od wielkosci opdZniefi wspotmiernych lub
niewspoimiernych. Ostatni rodzaj stabilnosci mozna zdefiniowa¢ jako asymp-
totyczna stabilno$¢ dla dowolnych ustalonych warto$ci opoznien b 20, = 1,....m.

W pracy [141] wykazano, ze jezeli quasi-wielomian (2.2) typu neutralnego
lub op6znionego jest asymptotycznie stabilny dla matych wartosci opoznien 4; 2 0
(i=1,2,...,m) iprzynajmniej jedno z opdznien h; — oo, to zera tego quasi-wielo-
mianu albo przechodza w prawa polplaszczyzne plaszczyzny zmiennej zespolone;,
albo daza asymptotycznie do osi urojonej z lewej strony. W pierwszym‘przypafiku
quasi-wiclomian (2.2) nie jest stabilny dla odpowiednio duzych wartoséci opdznien.
Natomiast w drugim przypadku przy h; — oo nie istnieje dodatnia liczba €, dla
ktorej jest spelniony warunek (2.15). . o

Uwzgledniajac powyzsze rozwazania, definicjg asymptotyczne) stabilnosci
niezaleznie od wielkosci niewspoéimiernych opéznien mozna sformutowac w spo-
séb podany ponizej.
Definicja 2.3. Quasi-wielomian (2.2) typu opdznionego lub neptralnego Z nie-
wspolmiernymi opoznieniami bedziemy nazywac quasi-wielomianem asympto-

,,,,,,

w(s,h) 20, Res>0, Vh; 20, i=12,...,m, 2.21)

przy czym poszczegblne op6znienia moga przyjmowaé dowolne nieujemne warto-
$ci niezaleznie od siebie. |

Zauwazmy, ze jezeli quasi-wielomian (2.2) typu neutralnego lub opéznionego
jest asymptotycznie stabilny niezaleznie od wielkosci opoznien, to warunek (2.?5)
jest spetniony dla dowolnych ustalonych, ale skonczonych wartosci opdZnien
B 20, i=12,...,m.

Podobnie jak w przypadku asymptotycznej stabilno$ci przy zadanych warto-
§ciach op6znien, warunkiem koniecznym asymptotycznej stabilnosci niezaleznie
od wielkosci opdznien quasi-wielomianu (2.2) typu neutralnego jest asymptotycz-
na stabilno$é niezaleznie od wielkosci op6zniefi cztonu dominujacego (2.7) (np.
[27, 97, 98]). Czton dominujacy (2.7) bedziemy nazywac czlonem asymptotycznie

,,,,,,

dla kazdego h; 20, i=12,...,m.
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W przypadku szczegolnym, gdy opoOznienia sa wspotmierne, z definicji 2.3
wynika ponizsza definicja.

Definicja 2.3a. Quasi-wielomian (2.2a) typu op6znionego lub neutralnego ze
wspotmiernymi op6znieniami bedziemy nazywaé quasi-wielomianem asympto-
tycznie stabilnym niezaleznie od wielkoéci opdznienia, jezeli

w(s,h) #0, Res>0, VA>0. (2.21a)m

Czton dominujacy quasi-wielomianu (2.2a) ma postaé (2.7a). Mozna go tez
napisa¢ w postaci (2.18).

Czlon dominujacy (2.7a) ze wspotmiernymi op6znieniami bedziemy nazywa¢é
czlonem asymptotycznie stabilnym niezaleznie od wielko$ci opoznienia, jezeli jest
on asymptotycznie stabilny dla kazdego 4> 0. Z rozwazan podanych ponizej wzo-
ru (2.18) wynika, ze asymptotyczna stabilno$é czionu dominujacego (2.7a) nie
zalezy od wielko$ci opdznienia ~>0. Wobec tego warunek konieczny asympto-
tycznej stabilnosci niezaleznie od wielko$ci opoznienia quasi-wielomianu (2.2a)
typu neutralnego ma postac (2.19).

W teorii stabilno$ci uktadow bez opdznien rozpatruje sig nie tylko stabilno$é
asymptotyczng, ale tzw. D-stabilno$¢ (np. [52]), gdzie D jest jednospSjnym
otwartym obszarem na plaszczyznie zmiennej zespolone; (symetrycznym wzgle-
dem osi rzeczywistej) lub suma skonczone;j liczby takich roztacznych obszaréw.

Podobnie jak w przypadku wielomianéw, definicje D-stabilno$ci quasi-wielo-
mianéw mozna zdefiniowa¢ w spos6b podany ponize;.

Definicja 2.4. Quasi-wielomian (2.2) typu opéznionego lub neutralnego bgdziemy
nazywac¢ quasi-wielomianem D-stabilnym, jezeli wszystkie jego zera leza w obsza-
rze D. n

Ze wzgledu na specyfike rozktadu zer quasi-wielomianéw, omdéwiong w
punkcie 2.1, w niniejszym rozdziale ograniczymy si¢ do rozpatrywania D-stabil-
nosci quasi-wielomianu (2.2), w przypadku gdy obszar D jest przesunieta otwarta
lewa poétplaszczyzna, tzn.

D={s:Res<-y}, (2.22)

gdzie y jest zadang liczba rzeczywista dodatnia. Parametryczny opis brzegu ob-
szaru D ma posta¢ f(®) =~y + jo, gdzie ® € Q = (—o,0), przy czym mozemy
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ograniczy¢ si¢ do przedziatu Q =[0,0) w przypadku quasi-wielomianéw o rze-
czywistych wspotczynnikach, ktérych zespolone zera s sprzgzone parami.
Warunkiem koniecznym D-stabilnosci quasi-wielomianu (2.2) typu neutral-
nego jest D-stabilno$¢ cztonu dominujacego (2.7).
WezZmy pod uwagg quasi-wielomian

n m _ra .
wiE = 3 G-1F Tae TN, (2.23)
k=0 i=0

ktéry otrzymuje si¢ z quasi-wielomianu (2.2), stosujac w nim podstawienie
s=5-v, ¥>0. Latwo zauwazyé, ze wszystkie zera quasi-wielomianu (2.2) leza
w polplaszczyznie Res<—y —¢€, €>0, wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie zera

quasi-wielomianu (2.23) leza w potplaszczyznie Re§ < —¢.

Z powyzszych rozwazan wynika ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.1. Jezeli obszarem D jest przesunigta otwarta lewa polplaszczyzna
(2.22), to D-stabilno$¢ quasi-wielomianu (2.2) jest rOwnowazna z asymptotyczna
stabilno$cia quasi-wielomianu (2.23). ]

2.3. Metody badania stabilnos$ci quasi-wielomianéw

Quasi-wielomian (2.2) ma nieskonczenie wiele zer, dlatego tez nie istnieja
analityczne kryteria, typu kryterium Hurwitza czy Routha dla wielomianow, stuza-
ce do badania jego asymptotycznej stabilnosci. Analityczne kryteria asymptotycz-
nej stabilnosci quasi-wielomianu (2.2) mozna sformutowaé jedynie w pewnych
przypadkach szczego6lnych, wykorzystujac ogdlne kryteria, takie jak np. kryterium
Pontriagina [146] (cytowane w monografiach [16, 27, 83, 91, 97, 114]), czy tez
Czebotariewa 1 Mejmana [64] (cytowane w [27, 91]).

Analityczne kryteria asymptotycznej stabilnosci wybranych klas quasi-wielo-
miandéw zostaly sformulowane w pracach [14, 17, 23, 24, 25, 27, 91, 100, 152].
Jedno z takich kryteriow jest podane w ponizszym lemacie.

Lemat 2.2 [27]. Quasi-wielomian
w(s,h) = s+ ag + ay exp(—sh) (2.24)

jest asymptotycznie stabilny niezaleznie od wielkoéci opdznienia wtedy i tylko
wtedy, gdy
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ag+a; >0, ag—a;20. (2.25)
Jezeli
ag+a; >0, ag-—a; <0, (2.26)

to quasi-wielomian (2.24) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

0<h< 2 arctg ’al *do . (2.27)
\/alz ~a} a1 ~do

Jezeli natomiast ag+a; <0, to quasi-wielomian (2.24) nie jest asymptotycznie

stabilny dla dowolnych %2 0. |

2.3.1. Stabilnosé przy ustalonych wartosciach opoinien

Do najbardziej ogélnych metod stuzacych do badania asymptotycznej stabil-
nosci quasi-wielomianu (2.2) przy ustalonych wartosciach op6znien naleza metody
czgstotliwosciowe (graficzne), wykorzystujace zasade argumentu (patrz np. [91,
93, 122]), takie jak metoda (kryterium) Michajtowa lub zmodyfikowane kryterium
Michajtowa. Sa one oméwione w pracach [27] i [165] w przypadku quasi-wielo-
miandw typu op6znionego.

Stosujac zasadg argumentu w pracy [93] udowodniono ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.2. Czton dominujacy (2.7) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy wykres A(exp(—jwh)), sporzadzony w funkcji parametru
® €[0,), nie okraza poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej ani tez przez
niego nie przechodzi. |

Zauwazmy, ze A(exp(—jmh)) jest funkcja okresowa parametru m, o okresie
2n/h, gdzie A=h w przypadku quasi-wielomianu (2.2a) ze wspoimiernymi
op6znieniami. Natomiast w przypadku quasi-wielomianu (2.2) z niewspoimierny-
mi opdznieniami % jest najwigksza liczba rzeczywista dodatnia, dla ktorej zacho-
dzg rownosci ;= k;h, i=12,...,m, gdzie k; sa to liczby naturalne, za§ #; sa to
niewspoimierne opdznienia. Liczbe # zawsze da si¢ obliczy¢ dla niewspoimier-
nych op6znien, okreslonych z dokladnos$cia do skonczonej liczby miejsc po prze-
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cinku. Jezeli np. h =01, h =019, to #=0.01. Wtedy bowiem h; =10 za$
h, =19h. Jezeli natomiast k) = 0.1, Ay =0.195, to 2=0.001L

W opisany powyzej sposéb mozna sprowadzi¢ quasi-wielomian (2.2) z nie-
wspOtmiernymi opdznieniami do postaci quasi-wielomianu (2.2a) ze wspoimier-
nymi opdznieniami. Takie sprowadzenie powoduje jednak istotna zmiang charakte-
ru opoznien z niezaleznych od siebie do bedacych catkowitymi wielokrotnosciami
opdOznienia #, a wigc zaleznych od tego opdznienia. Nie ma to znaczenia przy
obliczaniu liczby 7.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze przy sporzadzaniu wykresu funkcji
A(exp(—jwh)) mozna ograniczy¢ sig do przedziatu [0,2m/#] wartoSci para-
metru .

W przypadku opdznien wspotmiernych czton dominujacy (2.7a) mozna napi-
sa¢ w postaci (2.18). Warunek asymptotycznej stabilnosci tego czlonu ma posta¢
(2.19). Wobec tego stuszny jest ponizszy lemat.

Lemat 2.3. Czlon dominujacy (2.18) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie zera wielomianu

Az) = zmA(z_l) =a,p" + anlzm_1+...+anm (2.28)

leza w otwartym kole jednostkowym. ]

Do sprawdzenia warunku podanego w lemacie 2.3 mozna stosowa¢ analitycz-
ne kryteria asymptotycznej stabilno$ci uktadéw dyskretnych, podane np. w pracach
[103, 104, 105].

Z powyzszych rozwazan wynika, ze do badania asymptotycznej stabilnosci
cztonu dominujgcego quasi-wielomianu (2.2a) ze wspolmiernymi opoOznieniami
mozna stosowaé analityczne kryterium podane w lemacie 2.3, zamiast kryterium
graficznego podanego w twierdzeniu 2.2.

Podany w lemacie 2.3 warunek konieczny 1 wystarczajacy asymptotycznej
stabilno$ci cztonu dominujacego (2.18) jest warunkiem koniecznym asymptotycz-
nej stabilnoéci quasi-wielomianu (2.2a) typu neutralnego ze wspoimiernymi opoz-
nieniami. Przy badaniu asymptotycznej stabilno$ci tego quasi-wielomianu na pod-
stawie warunku podanego ponizej w twierdzeniu 2.3, mozna wigc najpierw spraw-
dzi¢ warunek konieczny asymptotycznej stabilnosci stosujac lemat 2.3.

Wykorzystujac zasadg argumentu oraz postgpujac podobnie jak w pracy [165]
w przypadku quasi-wielomianéw (lub jak w pracy [52] w przypadku wielomia-
now), mozemy udowodni¢ podane ponizej twierdzenie.
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Niech wyq(s) bedzie dowolnym wielomianem (lub quasi-wielomianem) od-
niesienia stopnia n, ktérego wszystkie zera leza w otwartej lewej polplaszczyznie.
Twierdzenie 2.3. Quasi-wielomian (2.2) typu opdéznionego Ilub neutralnego jest

asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy na plaszczyznie zmiennej ze-
spolonej wykres funkcji w(jw,h), sporzadzony dla ® €[0,%0) (hodograf Michaj-

lowa), przebiega w ten sposob, ze

Aarg w(jm,h)=nm/2, (2.29)

0<m<ee

gdzie n jest stopniem quasi-wielomianu (2.2), lub réwnowaznie, gdy wykres fun-
keji (zmodyfikowany hodograf Michajtowa)

w(jw,h) = w(jo,h) / wyq (jo), - (2.30)

sporzadzony dla ® €[0,) nie przechodzi przez poczatek ukladu wspotrzednych
plaszczyzny zmiennej zespolonej ani tez go nie obejmuje. ]

Inng czestotliwo$ciowa metode badania asymptotycznej stabilnosci quasi-
-wielomianu (2.2), bedaca pewna modyfikacja klasycznego kryterium Michajlowa,

zaproponowano w pracy [93]. Polega ona na tym, Ze rozpatruje si¢ wykres
w(jw,h), ® e[0,o), na plaszczyznie zmiennej zespolonej przeksztalconej w koto

jednostkowe za pomoca odpowiedniej transformacji normalizujacej modut.

W przypadku gdy D jest przesunigta otwarta lewa polplaszczyzna (2.22),
z twierdzen 2.1, 2.2 i 2.3 wynikaja ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie 2.4. Czton dominujacy (2.7) jest D-stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
wykres funkcji A(exp(—f(w)h)), przy czym f(w)=-Y + jo, sporzadzony dla
warto$ci parametru @ nalezacych do przedziatu [0,27/ 7], gdzie # oblicza sig
w sposOb podany ponizej twierdzenia 2.2, nie okraza poczatku plaszczyzny
zmiennej zespolonej ani tez nie przechodzi przez niego. =

Niech wyq(s) bedzie dowolnym wielomianem (lub quasi-wielomianem) od-
niesienia stopnia n, ktorego wszystkie zera leza w obszarze D. Wygodnie jest
przyjac np. wyq(s) = (s+a)", gdzie a jest dowolna liczba rzeczywista dodatnia
wigksza od v. Wtedy —a lezy w obszarze D.
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Twierdzenie 2.5. Quasi-wielomian (2.2) typu opdznionego lub neutralnego jest
D-stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

Aarg w(f(w),h)=nn/?2, (2.31)
0<w<oo
gdzie f(W)=-y+ jo, za$ n jest stopniem quasi-wielomianu (2.2), lub réwno-
waznie, wtedy 1 tylko wtedy, gdy wykres

w(f (@), h) = w(f(),h) ] woq (f(©)), (2.32)

sporzadzony w funkcji parametru ® € Q =[0,), nie przechodzi przez poczatek
ukiadu wspoétrzednych ptaszczyzny zmiennej zespolonej ani tez go nie obejmuje. m

Zauwazmy, ze dla bardzo duzych warto§¢ parametru 0 wyrazem dominuja-
cym funkcji w(f(w),h), gdzie w(s,h) jest quasi-wielomianem typu neutralnego,
za§ f(w)=-y+ jo (lub f(w)= jo), jest czton dominujacy A(exp(—f(®)h)).
Wartosci pozostalych sktadnikow funkeji w(f(w),h) sa mate w porownaniu ze
sktadnikiem A(exp(—f(w)h)). Wobec tego, w przypadku quasi-wielomianu (2.2)
typu neutralnego, dia duzych wartosci parametru @ hodograf w(f{(w),h) dazy do
wykresu A(exp(—f(w)h)).

Podobnie mozna wykaza¢, ze dla duzych wartosci parametru © wyrazem do-
minujacym funkcji W(f(®),h), zdefiniowanej wzorem (2.32) przy wyq(s)=
=(s+a)", a>vy, jest Alexp(—f(w)h)).

Z powyzszych rozwazan wynika, ze badajac D-stabilno$¢ quasi-wielomianu
(2.2) typu neutralnego na podstawie twierdzenia 2.5 nie musimy oddzielnie spraw-
dza¢ (na podstawie twierdzenia 2.4) D-stabilno$ci cztonu dominujacego (2.7). Ta-

kie sprawdzenie moze by¢ potrzebne w przypadku, gdy kofcowa cze$¢ hodografu
w(f(w),h) (lub Ww(f(w),h)) przebiega blisko poczatku plaszczyzny zmiennej
zespolone;j.

W przypadku czlonu dominujacego (2.7) z niewspétmiernymi opdznieniami
warunek podany w twierdzeniu 2.4 mozna sformutowaé w postaci analitycznej.

Twierdzenie 2.6. Jezeli D jest przesunigta otwarta lewg polplaszczyzna (2.22), to
czton dominujacy (2.7) z niewspoimiernymi opéznieniami jest D-stabilny wtedy
i tylko wtedy, gdy
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o > Slaple™. (2.33)
i=1
Dowdéd. Jezeli opdznienia sa niewspdtmiermne 1 f(w) = -y + jo, to ze wzoru (2.7)
wynika, ze wykres funkcji A(exp(—f(w)h)), sporzadzony dla w €[0,2n/ k], jest
sumg liczby rzeczywistej a,q oraz m okregdw o srodkach w poczatku ptaszczyzny
zmiennej zespolonej i o promieniach |a,,;|exp(yh;), i=12,...,m. Wobec tego, wy-
kres funkcji A(exp(—f(w)h)), ®we€[0,2n/h], nie okraza poczatku plaszczyzny
zmiennej zespolonej ani tez nie przechodzi przez niego wtedy i tylko wtedy, gdy
jest spetniony warunek (2.33). u
W przypadku szczegSlnym, gdy D jest otwarta lewa polplaszczyzna, w wa-
runku (2.33) nalezy przyja¢ y = 0. Zauwazmy, ze w takim przypadku nierdwno$¢
(2.33) nie zalezy od wielkos$ci opdznien. Oznacza to, ze asymptotyczna stabilno$¢
cztonu dominujacego (2.7) z niewspétmiernymi opdznieniami nie zalezy od wiel-
kosci opoznien. Taki sam rezultat dla czlonu dominujacego (2.7a) ze wspot-
miernymi op6znieniami wynika z lematu 2.3.
Nieréwnos¢ (2.33) jest tylko warunkiem wystarczajacym D-stabilnos$ci czionu
dominujacego (2.7a) ze wspdtmiernymi opdznieniami w przypadku ogolnym. Jest
ona warunkiem Koniecznym i wystarczajacym przy m= 1

Przyklad 2.3. Rozpatrzmy uktad automatycznej regulacji temperatury w reaktorze

nuklearnym. Schemat blokowy tego ukladu jest pokazany na rysunku 2.1, gdzie
y() jest temperaturg wody chtodzacej reaktor, doplywajacej do wytwornicy pary

wodnej, yo(z) jest zadang temperatura wody chlodzacej, zas u(¢) jest sygnatem

sterujacym potozeniem prgtow grafitowych w reaktorze. Transmitancja operatoro-
wa reaktora nuklearnego ma postac (2.9), przy czym k=1, h=05, T =02 [93].

Zaldzmy, ze regulator jest regulatorem typu PID, o transmitancji operatorowej
(2.12), ktérego nastawy K, =06, T; =038, T; =01, zostaly dobrane wedhg

kryterium optymalnego modutu, w sposéb podany w pracach [91, 92].

Quasi-wielomian charakterystyczny rozpatrywanego ukfadu regulacji auto-
matycznej ma postac

w(s, h) = 0.0765% +038s + (0.02285% + 02285+ 0.6)e~*". (2.34)
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Nalezy zbada¢ D-stabilno$¢ quasi-wielomianu (2.34) dla kilku warto$ci op6z-
nienia & z przedziatu [0.3,1], gdzie D= {s:Res<—05}. Brzeg obszaru D ma opis

parametryczny f(®)=-05+ jo, o €[0,e0).
Czton dominujacy quasi-wiclomianu (2.34) ma postacé

Aexp(—sh)) = 0.076 + 0.0228 exp(~—sh). (2.35)
Wykres funkcji
A(exp(—f (w)h)) =0.076 + 0.0228 exp(—f (w)A), (2.36)

sporzadzony dla ® €[0,27/ k], jest na ptaszczyznie zmiennej zespolonej okrggiem
o $rodku w punkcie 0.076+ jO i o promieniu 0.0228exp(0.54). Latwo sprawdzic,
ze lezy on calkowicie w otwartej prawej poiplaszczyznie (tzn. jest spelniona nie-
rownos¢ (2.33) przy m=1, y=05 i i =h) wtedy i tylko wtedy, gdy & < 2.4079.
Oznacza to, zgodnie z twierdzeniem 2.4 (lub 2.6), ze czton dominujacy (2.35) jest
D-stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy A < 2.4079.

T .
Of----veepF e o LT
Im
h=03
h=05 4
h=07
h=10
0

Re
Rys. 2.2. Wykresy funkcji w(f(w),k), 0 €[0,50]

Wykresy funkcji w(f(w),h), ®€[0,50], zdefiniowanej wzorem (2.30) przy
Woq(8) =(s+ 1)2, wyznaczone dla h=03, ~A=05, A=0.7 oraz h=1, sa poka-
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zane na rysunku 2.2. Przy o — o nawijaja si¢ one na wykres funkcji (2.36), spo-
rzadzony dla ® €[0,27/ h].

Z rysunku 2.2 oraz z twierdzenia 2.3 wynika, ze quasi-wiclomian (2.34) jest
D-stabilny dla £=0.3, h=05 oraz h=0.7 (wykresy #W(f(®),h) nie obejmuja
poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej). Natomiast nie jest on D-stabilny dla
h=1 (wykres w(f(w),h) obejmuje poczatek plaszczyzny zmiennej zespolone;j).

Wykresy funkcji w(f(w),h), wyznaczone dla innych ustalonych wartosci
he[03,0.7], leza pomigdzy hodografami, odpowiadajagcymi 4 = 0.3 oraz A=0.7.

Oznacza to, ze quasi-wielomian (2.34) (i rozpatrywany uktad regulacji automa-
tycznej) jest asymptotycznie stabilny dla kazdego A €[0.3,0.7]. ]

2.3.2. Stabilnos¢ niezaleinie od wielkosci wspotmiernych opoinien

Quasi-wielomian charakterystyczny ukladu liniowego stacjonarnego ze
wspotmiernymi opdznieniami ma postacé

w(s.h) = S wi(s)e™M, (2.37)
i=0

gdzie h=0 jest opoznieniem, za$§ w;(s), i =0,1,...,m, sa to wielomiany o postaci
(2.4), przy czym a,y >0 zgodnie z przyj¢tym zaloZzeniem.

Przy powyzszym zalozeniu quasi-wielomian (2.37) nie moze by¢ quasi-wielo-
mianem typu wyprzedzonego. Moze on by¢ tylko quasi-wielomianem typu op6z-
nionego lub neutralnego. Czlon dominujacy quasi-wielomianu (2.37) typu neutral-
nego mozna napisa¢ w postaci (2.18).

Zgodnie z definicjg 2.3a, quasi-wielomian (2.37) typu opdznionego lub neu-
tralnego nazywamy quasi-wielomianem asymptotycznie stabilnym niezaleznie od
wielko$ci opoOznienia, jezeli dla kazdego ustalonego 4 >0 wszystkie jego zera leza
w otwartej lewej polplaszczyznie, tzn.

w(s,h)#20, Resz=0, Vhz=0. (2.38)

Wezmy pod uwagg wielomian dwoch niezaleznych zmiennych zespolonych s
1 z, stowarzyszony z quasi-wielomianem (2.37), majacy postaé

w(s,z) = gw,- (s) zi. (2.39)
i=0
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Wielomian (2.39) otrzymuje si¢ z quasi-wielomianu (2.37) stosujac w nim
podstawienie exp(—sh) = z.
Stosujac w wielomianie (2.39) podstawienie z =exp(—jy), otrzymamy

W(s,exp(— ) = 3wy (s)exp(~jiy). (2.40)

i=0
Ze wzgledu na okresowo$¢ funkcji exp(—jy), zamiast wielomianu (2.40)
mozna tez réwnowaznie rozpatrywaé wielomian w(s,exp(jy)), ktéry otrzymuje
sie z wielomianu (2.39), stosujac w nim podstawienie z = exp(jy).

Wielomian (2.40) zmiennej s ma zespolone wspolczynniki. Jego zera, wyzna-
czone w funkcji parametru y €[0,2n], tworza na plaszczyZznie zmiennej zespolo-

nej linie zer. Sa one krzywymi zamknigtymi.
Przy h=0 quasi-wiclomian (2.37) ze wspétmiernymi op6znieniami redukuje
sie do wielomianu

m
w(s,0) = X w;(s), (2.41)
i=0
ktdry jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
w(s,0)#0, Res>0. (2.42)

Twierdzenie 2.7. Quasi-wielomian (2.37) typu op6znionego lub neutralnego jest
asymptotycznie stabilny niezaleznie od wielko$ci opdznienia wtedy 1 tylko wtedy,

gdy
1) cziton dominujacy A(z) jest asymptotycznie stabilny, tj.

A(2)#0, |7<1, (2.43)

2) quasi-wielomian (2.37) jest asymptotycznie stabilny dla & =0,
3) jest spelniony warunek

w(jo,exp(—=jy)#0, Vo>0, Vye[0,2n], (2.44)
tzn. linie zer wielomianu zespolonego w(s,exp(—jy)), wyznaczone w funkcji pa-
rametru y € [0,27], nie przecinaja osi urojonej plaszczyzny zmiennej zespolonej,

co najwyzej sa do niej styczne w punkcie s =0.
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Dowdd. Zgodnie z rozwazaniami podanymi w punkcie 2.2 niniejszej pracy,
asymptotyczna stabilno$¢ cztonu dominujacego A(z), majacego postaé (2.18), jest
warunkiem koniecznym asymptotycznej stabilnosci quasi-wielomianu (2.37) typu
neutralnego dla dowolnego h>0. Tymczasem warunek (2.43) jest zawsze spel-
niony dla quasi-wielomianu (2.37) typu op6Znionego.

Asymptotyczna stabilno$¢ quasi-wielomianu (2.37) dla =0 jest prostym
warunkiem koniecznym asymptotycznej stabilnoéci niezaleznie od wielkosci
opdznienia tego quasi-wielomianu.

Warunki (2.42) i (2.43) sa wiec warunkami koniecznymi asymptotycznej
stabilno$ci niezaleznie od wielkosci opdznienia quasi-wielomianu (2.37). Zatézmy,
Ze sg one spelnione.

Zera quasi-wielomianu (2.37) typu opoéznionego, a takze typu neutralnego
przy spetnieniu warunku (2.43), zaleza w sposéb ciagly od wartosci opdznienia
h20. Wobec tego, jezeli quasi-wielomian (2.37) jest asymptotycznie stabilny dla
h =0, to jest on asymptotycznie stabilny niezaleznie od wielko$ci opdZnienia wte-
dy i tylko wtedy, gdy

w(jo,h)#0, Yo=0, Vi>0. (2.45)

tzn. quasi-wielomian (2.37) nie ma zer na osi urojonej dla kazdego # > 0.

Z poréwnania postaci quasi-wielomianu (2.37) przy s= jo i wielomianu
zespolonego (2.40) wynika, Ze jezeli istnieje & =h*>0, dla ktérego quasi-wielo-
mian (2.37) ma zera s = jo*, *>0, na osi urojonej, to wielomian zespolony
(2.40) ma zera s =1 jo * na osi urojonej dla y = y* =0 *h*. Oznacza to, ze jezeli
warunek (2.45) nie jest spetniony dla A=h* i 0 =w*>0, to wtedy warunek
(2.44) nie jest spelniony dla W =w* i y=y*=w*h* Warunek (2.44) jest wiec
warunkiem wystarczajacym na to, aby quasi-wielomian (2.37) nie miat zer
s =1 jo*, ©*>0, na osiurojonej.

Zauwazmy, ze zero s=0 wielomianu zespolonego (2.40) (o ile ono istnieje)
nie jest zerem quasi-wielomianu (2.37) w przypadku, gdy jest spetniony warunek
2) twierdzenia 2.7. Wobec tego, jezeli quasi-wielomian (2.37) jest asymptotycznie
stabilny dla % =0, to nie ma on zera s =0 nawet wtedy, gdy linie zer wielomianu
zespolonego (2.40) przechodza przez poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej.

Z powyzszych rozwazan wynika, Ze jezeli sa spelnione warunki 1) i 3) twier-
dzenia 2.7, to zachodzi (2.45). Natomiast spelnienie warunkdw (2.45) i 2) oznacza,
ze quasi-wielomian (2.37) typu opdznionego lub neutralnego ma tylko zera
o ujemnej czgsci rzeczywistej dla kazdego />0, czyli jest asymptotycznie stabil-
ny niezaleznie od wielko$ci opoznienia. =
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Z twierdzenia 2.7 wynika nastgpujacy warunek dostateczny asymptotycznej
stabilnosci niezaleznie od wielko$ci opdznienia quasi-wielomianu (2.37).
Lemat 2.4. Jezeli jest spelniony warunek konieczny (2.43), to quasi-wielomian
(2.37) typu neutralnego lub opdznionego jest asymptotycznie stabilny niezaleznie
od wielkosci op6znienia, jezeli
w(s,exp(—jy) #0, Res=0, Vye[0,2m], (2.46)

tzn. linie zer wielomianu zespolonego w(s,exp(—jy)), wyznaczone w funkcji pa-
rametru y € [0,2m1], leza catkowicie w otwartej lewej potptaszczyznie ptaszczyzny

zmiennej zespolonej.

Dowdd. Ze wzordw (2.40) i (2.41) wynika, ze jezeli warunek (2.46) jest spelniony

dla y =0, to jest tez spelniony warunek (2.42), czyli wszystkie zera quasi-wielo-

mianu (2.37) przy h=0 majg ujemne czgsci rzeczywiste. W takiej sytuacji dla

asymptotycznej stabilnosci niezaleznie od wielkoséci opdznienia quasi-wielomianu

(2.37) potrzeba i wystarcza, aby nie mial on zer na osi urojonej dla kazdego > 0.
Zauwazmy, ze jezeli zachodzi (2.46), to wtedy

w(jw,exp(-jy))#0, Vwo=0, Vye[0,2nr], (2.47)

czyli jest spetniony warunek (2.44). Z powyzszych rozwazan i dowodu twierdzenia
2.7 wynika zatem, Ze przy spelnieniu warunku (2.46) wszystkie zera quasi-wielo-
mianu (2.37) maja ujemne czgsci rzeczywiste dla kazdego 4 2 0. n

Warunek (2.46) mozna napisa¢ w postaci ¢, >0, gdzie
o, = —max{Res:w(s,exp(-jy)) =0, y€[0,2n]}. (2.48)

Z powyzszych rozwazan wynika, Ze jezeli jest spetniony podany w twierdze-
niu 2.7 warunek konieczny i wystarczajacy asymptotycznej stabilnosci niezaleznie
od wielkosci opdZnienia quasi-wielomianu (2.37), to warunek dostateczny podany
w lemacie 2.4 moze nie by¢ spelniony tylko wtedy, gdy linie zer wielomianu ze-
spolonego w(s,exp(~jy)), wyznaczone w funkcji parametru y €[0,27], sg stycz-
ne do osi urojonej w punkcie s= 0. Taka sytuacja moze wystapi¢ tylko w pewnych
szczegblnych przypadkach, co ilustruje ponizszy przykiad.

Przyklad 2.4. Wezmy pod uwage quasi-wielomian (2.24) rozpatrywany w przy-
kladzie 2.2. Poniewaz jest on quasi-wielomianem typu op6Znionego, warunek ko-
nieczny (2.43) jest zawsze spetniony.
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Warunek (2.46) dla rozpatrywanego quasi-wielomianu mozna napisaé w po-
staci

Re{—ag —ajexp(~jy)} <0, Vye[0,27]. (2.49)
Jest on spetiony wtedy 1 tylko wtedy, gdy
ag >|ay]- (2.50)

Z lematu 2.4 wynika zatem, ze quasi-wielomian (2.24) jest asymptotycznie
stabilny niezaleznie od wielko$ci opodznienia, jezeli jest spelniona nier6wnos$é
(2.50).

Zastosujmy teraz twierdzenie 2.7. Dla & =0 quasi-wielomian (2.24) redukuje
si¢ do wielomianu w(s,0) = s +ag +a;. Wobec tego warunek konieczny i wystar-

czajacy asymptotycznej stabilnosci quasi-wielomianu (2.24) przy k=0 ma postaé¢
ag+a; >0. (2.51)

Warunek (2.44) dla quasi-wielomianu (2.24) jest spelniony wtedy i tylko
wtedy, gdy linia zer wielomianu zespolonego

w(s,exp(—jy)) = s +ag +a; exp(—jy), (2.52)

wyznaczona w funkcji parametru y e[0,27n], lezy catkowicie w otwartej lewej
poiptaszezyznie (tj. zachodzi (2.50)) lub jest styczna do osi urojonej w punkcie
s =0. Latwo zauwazy¢, ze istnieje y €[0,2m], dla ktérego wielomian (2.52) ma
zero s =0 wtedy i tylko wtedy, gdy ag+a; =0 lub a5 —a; =0.
Z powyzszych rozwazan wynika, ze warunki 2) i 3) twierdzenia 2.7 sg spel-
nione wtedy i tylko wtedy, gdy
ag >|ay| lub ag=a;>0. (2.53)

Z pordwnania warunkow (2.50) i (2.53) wynika, Ze jezeli do warunku dosta-
tecznego (2.50) dotaczymy ap =a; >0, to otrzymamy warunek konieczny i wy-
starczajacy asymptotycznej stabilno$ci niezaleznie od wielko$ci op6Znienia quasi-
-wielomianu (2.24). [ ]

Analityczne sprawdzanie warunkow twierdzenia 2.7 lub lematu 2.4 jest dosy¢
trudne w przypadku ogdlnym. Tych trudnosci mozna uniknaé stosujac obliczenia

komputerowe do wyznaczania zer wielomianu zespolonego (2.40) w funkcji para-
metru y €[0,27]. W takim przypadku konieczna jest znajomosé¢ wartosci liczbo-

wych poszczegblnych wspdtczynnikdéw quasi-wielomianu (2.37).
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Przyklad 2.5. Nalezy zbada¢ asymptotyczng stabilno$¢ niezaleznie od wielkosci
opdznienia quasi-wielomianu
w(s,h) = 52 +65+5+ (s> +285+09)e ™"

(2.54)
+(035s5% +04s+4)e >,

Czlon dominujacy quasi-wielomianu (2.54) typu neutralnego ma postac
A(2) =035z2 +z+1 Jest on asymptotycznie stabilny, bowiem wszystkie jego
zera 7; spelniaja warunek |z|>1, i=1,2.

Dla h =0 quasi-wiclomian (2.54) redukuje si¢ do wielomianu

w(s,0) = 23552 +925+99, (2.55)

ktéry jest asymptotycznie stabilny, tj. wszystkie jego zera maja ujemne czgsci rze-
czywiste. Warunki 1) i 2) twierdzenia 2.7 sg wigc spetnione.

Rys. 2.3. Linia zer wielomianu zespolonego w(s,exp(—;y)), y€[0,2n]

Wielomian w(s,z) dwodch niezaleznych zmiennych zespolonych s i z, stowa-
rzyszony z quasi-wielomianem (2.54), ma postac
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w(s,z) = 5> +65+5+ (s> +285+09)z+(035s% +04s+4)z%.  (2.56)

Stosujac w (2.56) podstawienie z =exp(~jy) 1 wyznaczajgc w funkcji para-
metru y €[0,21] (z krokiem Ay =0.02) zera otrzymanego w ten sposéb wielo-
mianu w(s,exp(—jy)), otrzymamy linig zer pokazana na rysunku 2.3.

Z rysunku 2.3 wynika, ze wyznaczona linia zer lezy catkowicie w otwartej
lewej polplaszczyznie, przy czym o, = 01101, gdzie o, jest zdefiniowane wzo-

rem (2.48). Warunki lematu 2.4 i twierdzenia 2.7 sa wigc spelnione. Oznacza to, zZe
quasi-wielomian (2.54) jest asymptotycznie stabilny niezaleznie od wielkosci
opdznienia. |

2.3.2.1. Uwagi koncowe

Zwiazek pomiedzy asymptotyczng stabilnoscia niezaleznie od wielkosci
opOznienia quasi-wielomianu (2.37) typu opoznionego a rozkladem zer wielomia-
nu zespolonego (2.39) zostal po raz pierwszy podany w pracach [106, 107, 108].
Rezultaty prac [106, 107] uogélniono w [94, 102] na klase quasi-wielomianow ty-
pu neutralnego ze wspotmiernymi op6znieniami. Nalezy przy tym podkresli¢, ze
podane w wyzej wymienionych pracach warunki asymptotycznej stabilnosci nie-
zaleznie od wielkosci opOZnienia nie sa rownowazne z warunkiem (2.38) w przy-
padku ogblnym. Sa one tylko warunkami dostatecznymi spelnienia (2.38). Bazuja
one bowiem na btednym warunku asymptotycznej stabilnosci niezaleznie od wiel-
koSci opdznienia, podanym w [106] dla quasi-wielomianu (2.37) typu op6znionego
i skorygowanym w [108].

Rezultaty wyzej wymienionych prac sg omowione w monografii [27]. Zostaty
one wykorzystane do sformutowania warunkéw stabilno$ci niezaleznie od wielko-
§ci opOznienia, podanych w twierdzeniu 2.7 i lemacie 2.4.

W pracy [106], rozpatrujac problem asymptotycznej stabilnosci niezaleznie
od wielkos$ci op6Znienia quasi-wielomianu (2.37) typu op6znionego, wykazano, ze
warunek (2.38) jest rOwnowazny z warunkiem

w(s,z) #0, Res20, |z]=1 2.57)

Potem jednak okazalo sie, ze ta rownowazno$¢ nie zachodzi w przypadku
ogblnym. W pracy [108] pokazano bowiem, ze dla quasi-wielomianu (2.37) typu
opoznionego warunek (2.57) jest rownowazny z dwoma warunkami: (2.38) i

w(0,2) #0, |2|=1 (2.58)
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Oznacza to, ze w przypadku ogdlnym (2.57) jest tylko warunkiem dostatecz-
nym asymptotycznej stabilnosci niezaleznie od wielko$ci op6znienia quasi-wielo-
mianu (2.37) typu op6znionego.

Jezeli zachodzi (2.43), to (2.57) jest tez warunkiem dostatecznym asympto-
tycznej stabilno$ci niezaleznie od wielko$ci opdznienia quasi-wiclomianu (2.37)
typu neutralnego [27].

Zauwazmy, ze warunek (2.57) mozna napisa¢ w postaci (2.46). Natomiast
warunek (2.58) jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian (2.40) nie ma
zera s=0 dla kazdego y€[0,2n]. Warunek (2.58) moze nie by¢ spelniony
w pewnych szczegblnych przypadkach, co ilustruje przykiad 2.4. Oznacza to, ze
poza tymi szczeg6lnymi przypadkami, warunek dostateczny podany w lemacie 2.4
jest rtownowazny z asymptotyczng stabilno$cia niezaleznie od wielkosci opéznienia
quasi-wielomianu (2.37) typu op6Znionego lub neutralnego.

W literaturze po$wigconej problemowi badania asymptotycznej stabilnosci
niezaleznie od wielkoéci opdznienia quasi-wielomianu (2.37) istnieje grupa prac
(sa one omdwione w monografii [27]), w ktérych warunek dostateczny podany
w lemacie 2.4 jest traktowany jako konieczny i wystarczajacy. Dlatego tez w mo-
nografii [27] quasi-wielomiany, dla ktorych sa spetnione warunki lematu 2.4, na-
zwano quasi-wielomianami mocno asymptotycznie stabilnymi niezaleznie od wiel-
koéci opoznienia. Klasyczne pojecie asymptotycznej stabilno$ci niezaleznie od
wielkoéci op6znienia (definicja 2.3a) jest ogdlniejsze od pojecia mocnej asympto-
tycznej stabilnosci niezaleznie od wielkosci opdznienia, tzn. jezeli quasi-wielomian
(2.37) typu opodznionego lub neutralnego jest asymptotycznie stabilny niezaleznie
od wielkoéci op6znienia, to jest on tez mocno asymptotycznie stabilny niezaleznie
od wielko$ci opdznienia. Stwierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe w przypadku
og6lnym. Jest ono prawdziwe tylko wtedy, gdy zachodzi (2.58).

Oproécz wyzej wymienionych prac, problem badania asymptotycznej stabilno-
éci niezaleznie od wielko$ci opdznienia quasi-wielomianow charakterystycznych
byt rozpatrywany w [38, 45], za$ problem badania takiego rodzaju stabilnosci
wielowymiarowych uktadow liniowych stacjonarnych z opdZznieniami (wspoimier-
nymi i niewspétmiernymi), opisanych rownaniami stanu, byt rozpatrywany w pra-
cach [22, 29, 41, 73,75, 77, 113, 126, 153].

2.3.3. Stabilnosé niezaleinie od wielkosci niewspotmiernych opognien

Wezmy pod uwage quasi-wielomian charakterystyczny z niewspoimiernymi
op6znieniami, majacy postac
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m
w(s,h) = 3 w;(s)exp(—sh;), (2.59)
i=0
gdzie by =0, B, 20 ((=12,...,m),
L k
wi(8)= Yags , i=01..,m, (2.60)
k=0

przy czym ayg > 0.

Zgodnie z definicja 2.3, quasi-wielomian (2.59) nazywamy quasi-wielomia-

rrrrrr

jego zera maja ujemne czeSci rzeczywiste dla dowolnych A, 20 (i =1.2,...,m),
czyli
w(s,h) #0, Res=0, Vh 20, i=12,..,m. (2.61)

Czlon dominujacy (2.7) quasi-wielomianu (2.59) typu neutralnego nazywamy
czlonem asymptotycznie stabilnym niezaleznie od wielko$ci opdZnien, jezeli jest
on asymptotycznie stabilny dla wszystkich ; 20 (i =1,2,...,m).

Z quasi-wielomianem (2.59) jest stowarzyszony wielomian m+1 niezalez-
nych zmiennych zespolonych si z; (i =1,2,...,m), majacy postac

w(s,2) = wo(s)+ S ()7 2.62)
i=1

gdzie z=[z1,22,...,%,] jest wektorem zmiennych z; (i =12,...,m), za§ w;(s)
(i =0,,...,m) sato wielomiany o postaci (2.60).

Wielomian (2.62) otrzymuje sig¢ z quasi-wielomianu (2.59), stosujac w nim
podstawienia exp(—sh;) =z;, i =12,...,m.

Stosujac z kolei podstawienia z; = exp(—jy;), i =12,...,m, wielomian (2.62)
napiszemy w postaci

W(s,exp(— i) = wo(s) + 3w (5)exp(—jy;), (2.63)
i=1

1=
gdzie exp(—jy) =[exp(=jy1),exp(=jy2)s...,eXP(= Y )].
Zera wielomianu (2.63) sa okresowymi funkcjami parametrow y; €[0,2m],

i=12,...,m, cowynika z okresowosci funkcji exp(- jy;).
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Niech

m
D(w) =1- Z|w; (jo)|/ |wy(j)l (2.64)

i=1
bedzie funkcja testujaca stowarzyszong z quasi-wielomianem (2.59), przy czym ze
wzoréw

m
(DO = (I)(O) =1- Zlaol'l / Iaool, (265)
i=1
m
@, = lim D) =1- 3|a,l/ ay, (2.66)
W—yoe i=1

oblicza si¢ jej warto$é poczatkowa oraz warto$¢ koncowa, odpowiednio.

Twierdzenie 2.8 [56]. Quasi-wielomian (2.59) typu opdznionego lub neutralnego
jest asymptotycznie stabilny niezaleznie od wielkosci opéznien wtedy i tylko wte-
dy, gdy

1) wielomian wg(s) jest asymptotycznie stabilny, tzn. wszystkie jego zera maja

ujemne czgsci rzeczywiste,
2) czlon dominujacy (2.7) quasi-wielomianu (2.59) typu neutralnego jest asymp-
totycznie stabilny niezaleznie od wielko$ci opozniet, tzn.

o, >0, 2.67)
3) @y =0, przy czym, jezeli &y =0, to |
w(s,0) = .rﬁn‘,owi(s) #0, Res=0, (2.68)
i=
tzn. jest asymptotycznie stabilny wielomian w(s,0),
4) jest spelniony warunek

®(w) >0 dla kazdego skonczonego w > 0. (2.69)

Dowéd. Jezeli wszystkie opdznienia #; (i =1,2,...,m) jednocze$nie daza do nie-
skonczonosci, quasi-wielomian (2.59) redukuje si¢ do wielomianu wy(s). Waru-

nek 1) jest wigc prostym warunkiem koniecznym asymptotycznej stabilnosci nie-
zaleznie od wielkosci op6znient quasi-wielomianu (2.59).
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Warunkiem koniecznym asymptotycznej stabilnosci niezaleznie od wielkoS$ci
opdznien quasi-wielomianu (2.59) typu neutralnego jest tez asymptotyczna stabil-
no$¢ niezaleznie od wielko$ci opdznien czionu dominujacego A(exp(—sh)), maja-
cego postaé (2.7).

Z twierdzenia 2.6 przy y =0 wynika, ze czton dominujacy (2.7) jest asymp-
totycznie stabilny niezaleznie od wielko$ci opdznien wtedy i tylko wtedy, gdy

m
ano > Tlay|. (2.70)

i=1

Powyzszy warunek zostat tez w inny sposéb udowodniony w pracach [97, 98]
(patrz tez [142, 143]) oraz w punkcie 7.1.1 niniejszej pracy (por. lemat 7.2).

Uwzgledniajac wzor (2.66), nier6wno$¢ (2.70) mozna napisa¢ w postaci
(2.67). Jest ona zawsze spetniona dla quasi-wielomianu (2.59) typu op6znionego,
bowiem w takim przypadku ®., =1, co wynika stad, ze a,; =0 dla i=1.2,...,m.

Jezeli sa spetnione warunki 1) i 2) twierdzenia 2.8, to dla asymptotycznej
stabilnosci niezaleznie od wielko$ci opdZznien quasi-wielomianu (2.59) potrzeba
i wystarcza, aby nie mial on zer na osi urojonej dla wszystkich & 20,
i=12,...,m. Wynika to z ciaglej zalezno$ci zer quasi-wielomianu od wartosci
opdznien. ‘

Jezeli wielomian zespolony (2.63) dla pewnych ustalonych y; €[0,2m],
i=12,...,m, ma urojone zera s=1=jo, >0, to quasi-wiclomian (2.59) ma te
same zeradla iy = (y; +2kn)/w, i=12,...,m, k=0,1,..., i odwrotnie. Natomiast
zero s =0 wiclomianu (2.63) (o ile ono istnieje) nie jest zerem quasi-wielomianu
(2.59) w przypadku, gdy wielomian w(s,0) ma zera tylko o ujemnych czgSciach
rzeczywistych. Poniewaz quasi-wielomian (2.59) przy # =0, i=12,...,m, redu-
kuje si¢ do wielomianu w(s,0), potozenie wszystkich zer wielomianu w(s,0)
w otwartej lewej potplaszczyznie jest warunkiem koniecznym asymptotycznej
stabilno$ci niezaleznie od wielkoéci opdznien quasi-wielomianu (2.59).

Z powyzszych rozwazan wynika, ze przy speinieniu warunkéw 1) i 2) twier-
dzenia 2.8 moga wystapi¢ dwa podane ponizej przypadki, w ktorych quasi-wielo-
mian (2.59) moze by¢ asymptotycznie stabilny niezaleznie od wielko$ci opoznien:
a) dla wszystkich y; €[0,2n], i =1,2,...,m, wielomian zespolony (2.63) ma tylko

zera o ujemnych cze$ciach rzeczywistych, czyli

w(s,exp(—jy)) #0, Res>0, Vy; €[0,2n], i=12,....m, .71
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b) jest spetniony warunek (2.68) 1 dla pewnych y; €[0,2%], i=12,...,m, wielo-
mian zespolony (2.63) ma zero s=0, natomiast dla pozostalych wartosci
v; €10,2m] wszystkie jego zera maja ujemne czgsci rzeczywiste.

Z powyzszego wynika, ze aby quasi-wielomian (2.59) byl asymptotycznie
stabilny niezaleznie od wielkosci opoznien, linie zer wielomianu zespolonego
(2.63), wyznaczone w funkcji parametréw y; €[0,27], i =1,2,...,m, musza leze¢
w otwarte] lewej pOlplaszczyzZnie ptaszczyzny zmiennej zespolonej, przy czym
moga one by¢ styczne do osi urojonej w punkcie s = 0.

Jezeli wielomian wy(s) jest asymptotycznie stabilny, to z zasady argumentu
wynika, ze powyzsze zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych wartosci
y; €[0,2w], i =12,...,m, wykres funkcji w(jw,exp(—jy)), ® €[0,%), rozpoczy-
na si¢ przy ® =0 na nieujemnej polosi rzeczywistej (tzn. rozpoczyna si¢ na do-
datniej potosi rzeczywistej lub w poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej)
i przy o rosnacym od zera do nieskonczono$ci przebiega przez n/2 ¢wiartki
plaszczyzny zmiennej zespolonej, nie trafiajac w poczatek tej plaszczyzny dla
o > 0. Latwo zauwazy¢, ze zachodzi to wtedy i tylko wtedy, gdy

m

lwo(G)> Z|w; (jo). V>0, (2.72)
i=1
oraz
. m .
lwo (GO)= X |w; (GOl (2.73)
i=1
Uwzgledniajac wzor (2.60) przy s= jO, powyzsza nierd6wno$¢ napiszemy
w postaci
m
lagol> Xlag;| (2.74)

i=1

Warunek (2.69) wynika z nierdbwnosci (2.72) i wzoru (2.64). Natomiast waru-
nek @y =0 wynika ze wzoru (2.65) i nieréwnosci (2.74).

Latwo zauwazyc¢, ze @y >0 w przypadku a), za§ Py =0 w przypadku b).
Jezeli natomiast @ <0, to wielomian zespolony (2.63) (i tez quasi-wielomian
(2.59)) ma zera o dodatnich czgsciach rzeczywistych.

Zauwazmy, ze warunek (2.71) przy y; =0, i=1.2,...,m, jest rtownowazny
z warunkiem (2.68). Oznacza to, ze warunku (2.68) nie musimy sprawdzaé¢ od-
dzielnie w przypadku a).
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Z powyzszych rozwazafh wynika zatem, Ze przy spetnieniu warunkéw 1) i 2)
twierdzenia 2.8, warunki wymienione w przypadkach a) i b) sa réownowazne z wa-
runkami 3) i 4), co koniczy dowdd twierdzenia. ]

Zauwazmy, ze wy(jo) #0, Yw 20, przy spelnieniu warunku 1) twierdzenia
2.8. Oznacza to, ze nie wystapia osobliwosci przy obliczaniu funkcji testujacej
O(w) ze wzoru (2.64).

Badanie asymptotycznej stabilno$ci niezaleznie od wielko$ci opdznien quasi-
-wielomianu (2.59) na podstawie twierdzenia 2.8 wymaga analizy przebiegu funk-
cji testujacej P(w), ktora wyznacza sie ze wzordw (2.64)-(2.66). Istotne znaczenie
ma tu znajomo$¢ wartosci koficowej tej funkeji. Pozwala ona bowiem na zakon-
czenie procesu komputerowego wyznaczania ®(w) w chwili, gdy obliczone war-
todci zaczna ustalac sig na poziomie wartosci koncowej @.,.

Z twierdzenia 2.8 wynika ponizszy warunek dostateczny asymptotyczne] sta-
bilnosci niezaleznie od wiclkoéci opdZnief quasi-wielomianu (2.55).

Lemat 2.5. Jezeli wielomian wy(s) jest asymptotycznie stabilny i jest spelniony
warunek @, >0, to quasi-wielomian (2.39) typu opdZnionego lub neutralnego

,,,,,,

jest asymptotycznie stabilny niezaleznie od wielkosci opéZniet, jezeli

D(w) >0, Voz0, (2.75)

gdzie funkcje testujaca ®(w) oblicza sie ze wzoru (2.64), natomiast ze wzoru
(2.66) oblicza sig jej wartos¢ koacowa P... |

Warunek (2.75) mozna napisa¢ w postaci o, >0, gdzie
o, = min{®(©0): ®<[0,)}. (2.76)

W literaturze poswigconej problemowi badania asymptotycznej stabilnosci
niezaleznie od wielkosci niewspétmiernych opéznien wystepuje tzw. kryterium
absolutnej asymptotycznej stabilnosci, podane w pracy [170]. Jest ono cytowane
w monografiach [85, 114].

Kryterium absolutnej asymptotycznej stabilno$ci mozna napisaé w postaci
warunkéw podanych w lemacie 2.5 [38]. Oznacza to, ze jezeli quasi-wielomian
(2.59) jest absolutnie asymptotycznie stabilny, to jest on tez asymptotycznie stabil-
ny niezaleznie od wielkoéci opéznien. Stwierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe
w przypadku, gdy &4 =0.
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Pojecie absolutnej asymptotycznej stabilno$ci quasi-wielomianu (2.59) jest
wiec odpowiednikiem mocnej asymptotycznej stabilno$ci niezaleznie od wielkosci
opdznienia quasi-wielomianow ze wspdétmiernymi opé6znieniami (por. dyskusje
podana w p. 2.3.2.1 ninigjszej pracy).

Przyklad 2.6. Nalezy zbada¢ asymptotyczng stabilno§¢ niezaleznie od op6znienia
quasi-wielomianu (2.24), ktory zgodnie ze wzorami (2.59) i (2.60), mozna napisac¢
w postaci

w(s,h) = wy(s) + wy(s)exp(—sh), 2.77)
gdzie wy(s) =s+ag, wi(s)=ay, przy czym ag > 0.

Wielomian wg(s) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
ag > 0. Poniewaz agy >0 z zatozenia, warunek 1) twierdzenia 2.8 jest spetniony.

Rozpatrywany quasi-wielomian jest quasi-wielomianem typu opéZnionego.
Wobec tego @, =1 i warunek (2.67) jest spetniony.

Wielomian w(s,0) = s+ag +4a;, do ktérego redukuje si¢ quasi-wielomian
(2.77) przy h=0, jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy jest spel-
niona nieréwnos¢ ag +a; > 0.

Obliczajac ze wzoru (2.65) warto$¢ poczatkowa funkcji testujacej P(w),
otrzymamy @ =1-|a;|/ay. Oznacza to, ze @y =0 wtedy i tylko wtedy, gdy
ap 2|ay].

Obliczajac ®(w) ze wzoru (2.64) otrzymamy

D(w) = I—A. (2.78)
Ja2 +0?
Ze wzoru (2.78) wynika, ze ®(w) > @, dla kazdego w > 0.

Z powyzszych rozwazan wynika zatem, Ze quasi-wielomian (2.77) jest
asymptotycznie stabilny niezaleznie od wielkosci opdznienia, tzn. sg spelnione
warunki 1)-4) twierdzenia 2.8, wtedy i tylko wtedy, gdy ag 2|a;| i ag +a; >0,
czyli gdy jest spetniony warunek (2.25). =

Quasi-wielomian (2.37) ze wspotmiernymi op6znieniami jest przypadkiem
szczeg6lnym quasi-wielomianu (2.59) z niewspotmiernymi op6znieniami. Oznacza
to, ze jezeli quasi-wielomian (2.59) jest asymptotycznie stabilny niezaleznie od
wielko$ci opOzniefi, to quasi-wielomian (2.37) (o tych samych wspdtczynnikach)
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jest asymptotycznie stabilny niezaleznie od wielkosci opéznienia. Stwierdzenie

odwrotne nie jest prawdziwe w przypadku ogélnym, co ilustruje ponizszy przy-
kiad.

Przyklad 2.7. Wezmy pod uwagg quasi-wielomian typu neutralnego z niewspot-
miernymi op6znieniami, majacy postaé

w(s,h) = 5% +65+5+(s2 +28s+ 0.9)e™M

(2.79)
+(0355% +04s+4)e 52

Latwo sprawdzi¢, ze wielomian wy(s) = s2+65+5 jest asymptotycznie sta-
bilny. Warunek 1) twierdzenia 2.8 jest wigc spehiony.

Obliczajac ze wzorow (2.65) i (2.66) warto$é poczatkowa oraz wartoéé kon-
cowg funkcji testujacej ®(w), otrzymamy odpowiednio:

2
q)o =1- Elaol'l / |(100|= 002 >0, (2.80)
i=1
2
@, =1- S|ay|/ ay = -035<0, 2.81)
i=1

bowiem apgn = 5, ang = 09, anp =4, arp = 1, ar1 = 1, ajyy = 0.35.

Poniewaz warto$¢ koncowa (2.81) nie jest dodatnia, z twierdzenia 2.8 wynika,
ze czton dominujacy quasi-wielomianu (2.79), majacy postaé

A(exp(—sh)) = 1+ exp(—shy) + 035 exp{—shy),

nie jest asymptotycznie stabilny niezaleznie od wielkoéci opézniefi. Oznacza to, Ze
rozpatrywany quasi-wielomian nie jest asymptotycznie stabilny niezaleznie od
wielkosci op6znien, bowiem nie jest spetniony warunek konieczny (2.67).
Quasi-wielomian (2.79) jest natomiast asymptotycznie stabilny niezaleznie od
wielkosci opéznienia & w przypadku opdzniefi wspétmiernych, tzn. gdy hy =h,
hy = 2h. Zostalo to pokazane w przyktadzie 2.5. n

2.3.4. Stabilnos¢ w zaleinosci od wielkosci wspétmiernych opdinien

Wezmy pod uwage quasi-wielomian charakterystyczny ze wspétmiernymi
opdznieniami, majacy postaé
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w(s, h) = gwi (s) exp(—shi), (2.82)
i=0

gdzie h 20 jest opéznieniem, za$ w;(s), i =0,1,....,m, sato wielomiany o postaci

n
wi(s)= Sags, a,>0. (2.83)
k=0

7 quasi-wielomianem (2.82) jest stowarzyszony wielomian w(s,z) dwdch
niezaleznych zmiennych zespolonych s i z, majacy postac

w(s,z) = gllwi(S) Z, (2.84)
i=0

gdzie wielomiany w;(s), i=0,1,...,m, maja postac (2.83).
W dalszych rozwazaniach bedziemy zaktada¢, ze czlon dominujacy A(z),
majacy postaé (2.18), jest asymptotycznie stabilny, tj.

A(Z) 0, |g<1. (2.85)

Stabilno$é czlonu dominujacego nie zalezy od warto$ci op6znienia 4 = 0.

Z rozwazah podanych w punkcie 2.2 niniejszej pracy wynika, ze je?eli jest
spetniony warunek (2.85), to stabilnos¢ quasi-wielomianu (2.82) typu opc’)imonegq
lub neutralnego jest rownowazna z potozeniem wszystkich jego zer w otwartej
lewej potptaszczyznie. Ponadto, granica spektralna

sup{Res: w(s,h) =0} (2.86)
jest ciagla funkcja argumentu i w przedziale [0,<0).

Quasi-wielomian (2.82) moze by¢ asymptotycznie stabilny niezgleinie f’d
wielko$ci op6znienia 4 >0 lub tez dla okre§lonych przedziatdéw wartosci opdznie-
nia.

Zgodnie z twierdzeniem 2.7, quasi-wielomian (2.82) spelniajacy warunek

(2.85) jest asymptotycznie stabilny niezaleznie od wielkoSci opdznienia wtedy
i tylko wtedy, gdy linie zer wielomianu zespolonego w(s,exp(—jy)), wyznaczone
w funkcji parametru y €[0,27], leza catkowicie w otwartej lewej potplaszczyznie
i conajwyzej sg styczne do osi urojonej w punkcie s = 0. o

Jezeli za$ linie zer wielomianu w(s,exp(—jv)), ye€[0,2n], przecinaja o$

urojong plaszczyzny zmiennej zespolonej, to quasi-wielomian (2.82) nie jest stabi.l-
ny niezaleznie od wielkoéci opdznienia. Natomiast moze on by¢ asymptotycznie
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stabilny dla okreslonych przedzialéw warto$ci opéznienia. Te przedzialy mozna
wyznaczy¢ stosujac tzw. metode h-podziatu, opisana w pracy [27], podobng meto-
d¢, podang w pracach [134, 161] lub tez komputerowa metodg, zaproponowana
w [44] dla quasi-wielomianéw i uogélniona w [46] na klasg wielowymiarowych
uktadéw ze wspotmiernymi op6Znieniami, opisanych réwnaniem stanu.

Ponizej, wykorzystujac prace [44], podamy komputerowa metode wyznacza-
nia przedziatéw wartosci opoznienia, dla ktorych quasi-wielomian (2.82) jest
asymptotyczme stabilny (o ile takie przedzialy istnieja). Jest ona pewna modyfika-
cja metody h-podziati. Proponowana metoda bazuje na analizie polozenia zer
wielomianu zespolonego w(s,exp(—jy)) w funkcji y €[0,27].

Zaiozmy, ze wspbtezynniki quasi-wielomianu (2.82) sa znane, za$ op6znienie
h zmienia sig w sposob ciagly w przedziale [0,). Zatézmy ponadto, ze spetniony
Jest warunek (2.85) oraz wielomiany wy (s), k =0,1,...,m, niec maja wspolnych zer
na osi urojonej.

Zera quasi-wielomianu (2.82) przy h zmieniajacym si¢ od 0 do oo poruszaja
sig po liniach zer, oznaczmy je przez s(h), ktérych jest nieskonczenie wiele.
W przypadku quasi-wielomianu (2.82) typu op6znionego, a takze i typu neutral-
nego przy spetnieniu warunku (2.85), liczba zer lezacych w otwartej prawej pot-
plaszczyznie jest skoficzona dla dowolnego ustalonego 4> 0. Na powyzszym fak-
cie bazuje metoda i-podziatu. Polega ona na wyznaczaniu liczby zer quasi-wielo-
mianu (2.82), lezacych w otwartej prawej potplaszczyznie, w funkcji i zmieniaja-
cego sig od 0 do o.

W metodzie h-podziatu o§ liczbowg opéznienia 4 >0 dzieli si¢ punktami hy ,
zwanymi granicami h-podziatu, na przeliczalng liczbe roztacznych przedziatéw.
Dla dowolnego / nalezacego do jednego z tych przedziatéw quasi-wielomian
(2.82) ma ustalong liczbg zer o dodatniej czesci rzeczywistej. Liczba tych zer, przy
ciaglej zmianie wartosci  od 0 do o, moze ulec zmianie tylko przy przejéciu zera
przez o$ urojong, czyli przy przejsciu wartosci h przez granice h-podziatu.

Podstawa do wyznaczenia granic A-podziatu i nastepnie do badania stabilno-
sci w funkcji wielkodci opdznienia quasi-wielomianu (2.82) jest znajomo$é tzw.
par krytycznych (®,,h.) oraz odpowiadajacych im wskaznikéw (wspolczynni-
kow) przejscia p,, r=12,..,M, gdzie M jest liczba par krytycznych. Przy
h = h, quasi-wielomian (2.82) ma parg zer s, =+ jw, na osi urojonej plaszczyzny
zmiennej zespolonej. Wskaznik (wspélezynnik) przejécia p, okresla kierunek
przejscia zer quasi-wielomianu (2.82) przez punkt s, = jo, (lub s, =—jo,) przy
rosnacych warto$ciach opdznienia A, przy czym
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e jezeli p,=-1, to przy h=h, zera quasi-wiclomianu (2.82) przechodza

w otwarta lewa polplaszczyzne,
e jezeli p,=1, to przy h=h, zera quasi-wielomianu (2.82) przechodza

w otwartg prawa polptaszczyzng,

e jezeli p, =0, to przy h = h, zera quasi-wiclomianu (2.82) nie przekraczaja osi
urojonej plaszczyzny zmiennej zespolonej (linia zer quasi-wielomianu (2.82)
jest styczna do osi urojonej).

Pary krytyczne (W, ,h,) wyznacza si¢ rozwigzujac (ré6znymi metodami) row-
nanie
w(jw,h) =0 (2.87)

ze wzgledu na >0 i A>0, gdzie w(s,h) jest quasi-wiclomianem, majacym

postac (2.82). '
Wskaznik p, przy jednokrotnym pierwiastku ® =, réwnania (2.87) obli-

¢za Si¢ ze wzoru

pr =sgn Re[(ds/dh) [s= jo, p=p, 1 (2.88)

gdzie ds/dh =-wy;, /wg, przy czym wy, i w, sa to pochodne czastkowe quasi-
-wielomianu w(s,h) ze wzgledu na zmienne /4 i s, odpowiednio.

Wezmy pod uwage wielomian zespolony w(s,exp(—jy)), ktory otrzymuje si¢
z wielomianu (2.84) przez podstawienie z =exp(—jy). Dla kazdego ustalonego
y €[0,21] ma on n zer, ktore przy zmianach warto§ci parametru y poruszajg si¢ po
n liniach zer. Z okresowosci funkcji exp(—jy) wynika, Ze te linie (oznaczmy je
przez s(y) ) sa symetryczne wzgledem osi rzeczywistej i tworza krzywe zamknig-
te. Dlatego tez, analizujac linie zer s(y) wielomianu zespolonego w(s,exp(—jy))
mozna ograniczy¢ si¢ do przedziatu [0,27].

Latwo zauwazyC, ze jezeli rdéwnanie (2.87) jest spelione dla w=w,

1 h=h,, toréwnanie
w(jo,exp(=jy)) =0 (2.89)

jest spelnione dla w =, i y=y,, przy czym y, = ®, h,. Odwrotnie, jezeli row-
nanie (2.89) jest spelnione dla ® =®, i y =y,, to réwnanie (2.87) jest spelnione
dla o=w,1h=h =y, /0,.
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Z powyzszego wynika, ze jezeli zera quasi-wielomianu (2.82), ktorych jest
nieskoficzenie wicele, przekraczaja o urojona przy 4 zmieniajacym sie od 0 do oo,
to przekraczajg ja w skoficzonej liczbie punktow s, =+jm,, r=12,..., M. Do-
ktadnie przez te same punkty, tj. przez s, =+ j®,, przechodza zera wielomianu
zespolonego w(s,exp(~jy)) przy y zmieniajacym si¢ od 0 do 2.

Pary krytyczne (w,,h,) mozemy wigc znalezé rozwiazujac rownanie (2.89)
wzgledem @ >0 i y€[0,2n]. Znajdziemy w ten spos6b najpierw pary (®,,y,),
r=12,..., M, anastepnie pary krytyczne (®,,h,), gdzie h, =y, / w,, spelniaja-

ce réwnanie (2.87).

Kierunek przejscia (a wigc i wskaznik przejécia) zer s(v) wielomianu
w(s,exp(—jy)) przez o$ urojona w punkcie s, = j®, przy y =7, jest taki sam
jak kierunek przejécia przy h = h, zer s(h) quasi-wielomianu (2.82) przez ten sam
punkt, tj. s, = jo,. Przykladowo, jezeli ®, jest jednokrotnym pierwiastkiem
rownania (2.87), to wskaznik przejicia linii zer quasi-wielomianu (2.82) przez
punkt s, = jo, przy h=h, oblicza sig¢ ze wzoru p, =sgn Re®,, gdzie B, jest
liczbg zespolona, zalezna od wspétezynnikéw quasi-wielomianu (2.82) oraz .
1 h. [27]. Natomiast wskaznik przejécia linii zer s(y) wielomianu zespolonego
w(s,exp(=jy)) przez punkt s, = jw, przy y=y,, obliczony w taki sam sposéb
Jak w [27] (na bazie wzoru (2.88) przy zastapieniu ds/dh przez ds/dy) ma po-
sta¢ p, =sgn Re(9, / y,), a wicc jest taki sam jak w przypadku linii zer quasi-
-wielomianu (2.82).

Z okresowosci funkcji exp(-jwh) wynika, Ze jezeli para (w,,h,) jest roz-
wigzaniem réwnania (2.87), to réwnanie (2.87) jest tez spelnione dla =,

i h=h,, gdzie
hy=h,+2mi/w,, i=012,.., (2.90)

przy czym wskaznik przejScia p,;, odpowiadajacy parom (®,,k,;) jest taki sam
jak wskaznik przejscia, odpowiadajacy parze (®,,h,), tj. p,; = Dy, i=012,....
Mamy wigec M ciagéw wartosci h,; (r=12,..,M, i=0,1.2,...), przy ktérych
quasi-wielomian (2.82) ma zera na osi urojonej. Aby otrzymaé granice h-podziahu,
nalezy wartosci h,; (r=12,....M, i=0,1,2,..) uporzadkowa¢ w jeden ciag ro-
snacy 1 ponumerowac je od nowa w nastgpujacy sposob (doltaczajac hy = 0)
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O=hy<h <h <.<h <... (2.91)

Porzadkujac wartosci h,; w ciag (2.91) nalezy od razu przyporzadkowaé po-
szczegolnym elementom tego ciagu odpowiednie wartosci wskaznika przejicia
Prs k=12,....

Elementy ciagu (2.91) dziela o$ liczbowq opoznienia [0,50) na przeliczalng
liczbg rozlacznych przedzialow. Dla kazdego he(h,_1,hy), k=12,..., quasi-
-wielomian (2.82) ma okreslona, skonczong liczbg zer w otwartej prawej potplasz-
czyznie.

Niech N(h) oznacza liczbg zer o dodatniej czgsci rzeczywistej quasi-wielo-
mianu (2.82) przy ustalonej warto$ci 4. Oblicza sie jq ze wzoru

a
N(h)=NO)+ X2p;, (2.92)
k=0
gdzie N(0) jest liczba zer quasi-wielomianu (2.82), lezacych w otwartej prawej
polplaszczyznie przy h=0, 7 jest liczba elementdéw ciagu (2.91), lezacych
w przedziale [0,h], za$ p; jest wskaZnikiem przejScia, odpowiadajacym & =h
(pr=-L pp=11lub p; =0).
Quasi-wiclomian (2.82) jest asymptotycznie stabilny (ma wszystkie zera
o ujemnych czgdciach rzeczywistych) wtedy i tylko wtedy, gdy k€ H, gdzie

H ={he[0,): N(h)=0}. (2.93)

Z powyzszych rozwazan wynika nastepujaca obliczeniowa procedura badania

asymptotycznej stabilno$ci quasi-wielomianu (2.82), spetniajacego zalozenia
podane na poczatku niniejszego punktu.
Krok 1. Oblicz miejsca zerowe wielomianu w(s,exp(—jy)) w funkcji parametru
y €[0.2n], przyjmujac odpowiednio maty krok Ay. Jezeli wyznaczone zera lezg
catkowicie w otwartej lewej potptaszczyznie, quasi-wielomian (2.82) jest asympto-
tycznie stabilny niezaleznie od wielko$ci op6znienia. Jezeli za$ lezg one catkowicie
W otwartej prawej plptaszczyznie lub w otwartej prawej polplaszczyznie catkowi-
cie lezy grupa zer, tworzacych linig zer bedaca krzywa zamknieta, to quasi-wielo-
mian (2.82) nie jest stabilny dla dowolnego £>0. W przeciwnym przypadku idz
do Kroku 2.
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Krok 2. Na bazie obliczonych zer wielomianu w(s,exp(—jy)) wyznacz pary
(®,,y,), bedace rozwiagzaniem réwnania (2.89) oraz odpowiadajace im wskazniki
przejscia p,, r=12,.... M.

Krok 3. Dla kazdego r =1,2,..., M wartosci h,; oblicz ze wzoru
hy =y, +2mi)/w,, i=012,.., (2.94)

i utwérz z nich jeden ciag rosnacy (2.91), przyporzadkowujac jednoczesnie po-
szczegblnym wartoSciom Ay tego ciagu odpowiadajace im wartoSci wskaznika

przejScia p; (pamigtajac, ze p,; = p,, i=0,1,2,...).
Krok 4. Oblicz N(h) ze wzoru (2.92) i zbiér H wartosci opoéznienia h, przy Kt6-

rych quasi-wielomian (2.82) jest asymptotycznie stabilny, wyznacz ze wzoru
(2.93), o ile taki zbidr istnieje (tzn. nie jest pusty).

Uwagi:

g1) W zastosowaniach praktycznych interesuje nas stabilno$¢ quasi-wielo-
mianu (2.82) w skonczonym przedziale, np. [0,7y,,]. Taki przedzial nalezy braé
pod uwage przy obliczeniach realizowanych w Kroku 3, tj. ciag (2.91) nalezy
ograniczy¢ do elementow lezacych w przedziale [0, /iy, -

2) Wyznaczajac parg (©,,y,) mozna stosowac obliczeniowe metody stuzace
do rozwiazywania rownan wielu zmiennych, wyznaczajac poczatkowe przyblize-
nie na podstawie zer wielomianu w(s,exp(—jy)) obliczonych w Kroku 1. Mozna
tez stosowaé np. metode bisekcji, znajac przedzial w ktorym lezy y, (na podsta-
wie obliczen Kroku 1) i wyznaczajac y = y,, przy ktorym czgs$¢ rzeczywista ana-
lizowanej pary zer wielomianu w(s,exp(—jy)) jest rowna zeru z zadana dokiadno-
scia.

3) Wskaznik przejécia p, odpowiadajacy parze (w,,y,) mozna obliczy¢ na
podstawie potozenia zer, wyznaczonych w Kroku 1, tj. na podstawie sprawdzenia
polozenia analizowanego zera przy y =y, —Ay oraz y =y, +Ay.

4) Linie zer wielomianu w(s,exp(—jy)), y€[0,2n], skladajg si¢ z odcinkow
linii krzywych, po ktoérych poruszaja sig zera (a jest ich n) tego wielomianu przy y
zmieniajacym sig od 0 do 2m. Odcinki te tworza krzywe zamknigte na ptaszczyz-

nie zmiennej zespolonej. Przy obliczeniach zgodnie z zaproponowang procedura
moga pojawié sig problemy dotyczace odpowiedniego uporzadkowania wartosci
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zer s;(y), i=12,...,n, wiclomianu w(s,exp(-jy)), wyznaczonych w funkcji
parametru y €[0,27n]. Dlatego tez wygodnie jest oznaczaé linie zer liniami krop-
kowanymi na rysunku.

Przyklad 2.8. Dany jest quasi-wielomian charakterystyczny (2.82) typu neutralne-
go z pigcioma wspdétmiernymi opdznieniami, przy czym

wo(s) = 8% +25+2; wy(s) = 04s% +2;

wy (s) = 0152 +5+038; wa(s) = —0.6s+0.2;

wy(s) = 01s% +03s+04;  ws(s) = 025> —s+03.
Nalezy wyznaczy¢ wartoéci opoznienia h, dla ktérych rozpatrywany quasi-
-wielomian jest asymptotycznie stabilny.
Wszystkie zera czlonu dominujacego A(z) =1+04z+ 01z% +01z* +027°
speiniajg warunek |z|>1. Oznacza to, ze warunek (2.85) jest spelniony. Latwo tez
sprawdzi¢, ze wielomiany wy (s), k =0,1,....,5, nie maja wspélnych zer, a wiec

i nie maja wspolnych zer na osi urojonej. Do badania asymptotycznej stabilnosci

rozpatrywanego quasi-wielomianu mozna wigc stosowaé zaproponowana proce-
dure.

Obliczajac zera wielomianu zespolonego w(s,exp(—jy)) dla y zmieniajacego
sig od 0 do 21 z krokiem 7/600 i taczac je otrzymamy pokazang na rysunku 2.4
linig zer tego wielomianu. Z rysunku 2.4 wynika, ze istnieja cztery pary krytyczne
(©,,y,), ¥=12,3,4, spelniajace rownanie (2.89). Obliczajac te pary (z doktadno-
scig do € = 0.00001 ) oraz wartosci 4, =y, / ®, i odpowiadajace im wspolczynni-
ki przejécia p,, otrzymamy

©; = 14260, y, =13359, k =09368, p; =1
Wy =10837, y, =15672, hy =14462, p,=-1;
©3 =08839, y;3=21889, hy=24765 p;=1;

wg =03193, y, =25490, hy =79832, p, =-L
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Rys. 2.4. Linia zer wielomianu zespolonego w(s,exp(—jy)), y €[0,27]

N(h) + _

5 10 15 20

Rys. 2.5. Wykres N(h) dla h€[0, 20]

2. Wprowadzenie

Dokonujac obliczen zgodnie z Krokami 3 i 4, otrzymamy pokazany na rysun-
ku 2.5 wykres liczby zer o dodatniej czg$ci rzeczywistej (tj. N(h)) w funkcji
£ (0,201 (dla YA =20 mamy N(h)>0).

Z rysunku 2.5, obliczonych wartoéci granic h-podziatu oraz ze wzoru (2.93)
wynika, ze

H =(0, 09368) U (14462, 2.4765) L (7.9832, 9.5851). (2.95)

Rozpatrywany uklad jest wigc asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy,
gdy k€ H, gdzie zbiér H ma postac (2.95). |

2.4. Wlasciwo$ci argumentu asymptotycznie stabilnych
quasi-wielomianéw

Z teorii stabilnosci ciagltych uktadéw liniowych stacjonarnych wynika, ze
jezeli wielomian charakterystyczny w(s) jest asymptotycznie stabilny, tj. wszyst-

kie jego zera majg ujemne czgsci rzeczywiste, to argument funkcji w(jw) jest
monotonicznie rosnacyg funkcja parametru o €[0,<0).

W pracy [147] (patrz tez [18]) wykazano, Ze jezeli w(s) jest asymptotycznie
stabilnym wielomianem o rzeczywistych wspotczynnikach, to dla kazdego dodat-
niego o jest spetniony warunek

|sin(2arg w(j(o))}’ (2.96)

d
—ar i) =
do gw(jo) 2

przy czym zachodzi réwno$¢ tylko dla wielomianow stopnia pierwszego.

W niniejszym punkcie przeanalizujemy wilasciwos$ci argumentu asymptotycz-
nie stabilnych quasi-wielomianéw.

Wezmy pod uwage quasi-wielomian z niewspotmiernymi opdznieniami, ma-
jacy postac

m
w(s, ) = Y w;(s)exp(—sh;), 2.97)
i=0
gdzie by =0, h; >0, i=12,...,m, oraz

n
wi(s) = Sags, i=0,...,m, a,#=0. (2.98)
k=0
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Rozpatrzmy dwa quasi-wielomiany, ktore tworzy si¢ na bazie quasi-wielo-
mianu (2.97) w nastepujacy sposdb

w(s,h) = exp(sh, )w(s, k), (2.99)

w(s,i;) = exp(0.5sh,, )w(s, h). (2.100)

Quasi-wielomian (2.99) mozna napisa¢ w postaci

— m —
w(s,h)= Y w,_,;(s)exp(sh;), (2.101)
i=0
gdzie h =[hy,hy,..., ], przy czym b = by, —h,,_;, i=0,l,...,m, za$ wielomiany
w,,,—; (5) oblicza sig ze wzoru (2.98) podstawiajac m—i zamiast i.
Podobnie, quasi-wielomian (2.100) mozna napisa¢ w postaci

wis,h) = 3w, _i(s)exp(sho), (2.102)
i=0

gdzie h =[hy,hy,....hy], przy czym h; =05h, —h,_;, i =0,1,...,m.

Zauwazmy, ze:

e w quasi-wielomianie (2.97) argumenty funkcji exp sg niedodatnie, przy czym
O=hy <h <..<h,,

® w quasi-wielomianie (2.101) argumenty funkcji exp sa nieujemne, przy czym
odchylone argumenty l_zl =h,—h,_;, i=0]l,..,m, spelniaja nieréwnosci
0=hy<h <.<hy,=h,,

* w quasi-wielomianie (2.102) argumenty funkcji exp sa ujemne i dodatnie, przy
czym odchylone argumenty ﬁ, =05k, - h,,_;, i=0],..,m, spelniaja nie-
rownosci —0.5k,, = };0 < ﬁl <.< };m =05#h,,, przy czym };0 + ﬁm =0.

Quasi-wielomiany (2.97), (2.101) i (2.102) maja te same miejsca zerowe.

Badajac asymptotyczna stabilno$¢ quasi-wielomianu (2.97) mozemy wige réwno-

waznie rozpatrywac quasi-wielomian (2.101) lub (2.102).

Do badania asymptotycznej stabilno$ci quasi-wielomianéw (2.101) i (2.102)

mozna stosowac¢ ponizsze twierdzenie, podane w pracy [64] w przypadku op6znief
niewspotmiernych (patrz tez np. [71]). Dla op6znien wspoétmiernych zostato ono
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wezesniej sformutowane w pracy [146]. Rezultaty tej pracy sa cytowane w mono-
grafiach [27, 83, 91, 98].
Wezmy pod uwage quasi-wielomian

- m ~
w(s,h) = Y w,_;(s)exp(sh;), (2.103)
i=0
gdzie w;(s) sa to wielomiany, majace posta¢ (2.98), natomiast odchylone argu-
menty J; spetniaja relacjg /i < iy <...< .
WprowadZzmy oznaczenia
() = Rew(jo,k), ¥(®)=Imw(jo,h). (2.104)
Twierdzenie 2.9 [64]. Niech I;O +}7m 2 0. Quasi-wielomian (2.103) jest asympto-
tycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy zera funkcji #(w) i V(w) sa rzeczywi-

ste, jednokrotne, wzajemnie si¢ przedzielajg i nierowno$¢
Z(w)V'(w)~-i'(0)V(w)>0 (2.105)

jest spelniona dla kazdego rzeczywistego o, gdzie f'(®)=(d/dw)f(®). n

Spetienie nieréwnosci (2.105) dla kazdego rzeczywistego  oznacza, ze
argument funkcji w( j®,h) jest monotonicznie rosnaca funkcja parametru , tzn.

(d/dw)arg w( j(n,f{ ) > 0. Wynika to ze wzoréw

arg w(jo,h ) = arctg(¥ (o) / i (), (2.106)

U (@)v' () —u'(W)v(w)

2.107
i () +72 () @107

iargw(jq)JT) =

dw
Zauwazmy, ze warunek }70 +f7m 20 twierdzenia 2.9 nie jest spetlniony dla
quasi-wielomianu (2.97) zapisanego w postaci (2.103), bowiem }70 +Em =
—h,, <0. Jest on natomiast spelniony dla quasi-wielomianéw (2.101) i (2.102),

bowiem odpowiednio mamy }70 + Zm =hy, = hy, >0 oraz by +h, = };0 + };m =0.
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Wprowadzmy oznaczenia
P(0) = arg w(jo, ), B() = argw(jo, k), G(w)=argw(jw,h). (2.108)
W pracy [71] udowodniono ponizszy lemat.

Lemat 2.6. Jezeli quasi-wielomian (2.101) jest asymptotycznie stabilny, to dla
wszystkich dodatnich wartodci parametru o zachodzi nierdwno$é

(@) ho + 1, .\ |Sin2P(w) = (g + )|
T2 I 20 ’

(2.109)

gdzie @'(w)=(d/dw)p(w), przy czym zachodzi réwnos¢ tylko dla quasi-wielo-
miand0w stopnia pierwszego. : n

Z powyzszego lematu wynika, ze jezeli quasi-wielomian (2.101) jest asymp-
totycznie stabilny, to argument funkcji w(jm,k) roénie monotonicznie przy wzro-
$cie warto$ci parametru ® > 0. Powyzszy fakt zostal podany w pracy [146] dla
quasi-wielomianu (2.101) ze wspoélmiernymi odchylonymi argumentami, tj. przy
}—Li =ih, i=001...,m

Z oznaczen (2.108) oraz ze wzorow (2.99) 1 (2.100) dla s = jw wynika, ze

(W) = i, + O(®), G(w)=05wh,, + O(v), (2.110)
oraz

QW) =h, +0' (W), ¢'(0) = 05h,, + 0’ (), (2.111)
gdzie @'(w) = (d/dw)o{w).

Lemat 2.7. Jezeli quasi-wielomian (2.102) jest asymptotycznie stabilny, to dla
wszystkich dodatnich wartosci parametru o zachodzi nierdwnos$é

A

@) 2 sin(2¢(m))!

2.112)
20

przy czym zachodzi réwnos¢ tylko dla quasi-wielomiandw stopnia pierwszego.

Dowéd. Ze wzordow (2.110) wynika, ze 6((1))=(f)(£0)+0.5(x)hm. Wobec tego,
0'(0) = @' (®) + 05h,,. Uwzgledniajac powyzsze rownosci i oznaczenia (2.108)
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oraz biorac pod uwagg, ze hy =0, h,, = h,,, nieréwno$é (2.112) otrzymamy z nie-
rownosci (2.109). Dowdd wynika wige bezposrednio z lematu 2.6. [

Zauwazmy, ze warunek (2.112) ma taka sama posta¢ jak warunek (2.96),
podany w [147] dla asymptotycznie stabilnych wielomianéw.

Inng posta¢ warunku (2.112) mozna podaé postepujac w sposéb podobny do
zastosowanego w pracy [18] w przypadku wielomianéw.

Lemat 2.8. Warunek (2.112) jest rtOwnowazny z warunkiem

ll, (2.113)

gdzie
X(0) =5(0®)/ i(®), #w)=Rew(jo,k), $(©)=Imw(jo,h). (2.114)

Dowéd. Z powyzszych oznaczen wynika, ze X (0) = tgd(m), P(®) = arctg X (0),
oraz
. 1 dX (®)

1

= . (2.115)
(@) 1+ X% do

Stosujac proste przeksztalcenia trygonometryczne mozna wykazaé, ze

} %Sin ii(‘”)i. (2.116)

1 |X(m)l—cos (p(co" (b
1+ X2()| © T o

Nierownos¢ (2.113) wynika z nierownosci (2.112) po uwzglednieniu wzoréw
(2.115)i(2.116). ]

Przeanalizujemy teraz zachowanie si¢ argumentu funkcji w(jo,h), gdzie
w(s,h) jest quasi-wielomianem, majacym postac (2.97).

Lemat 2.9. Jezeli quasi-wielomian (2.97) jest asymptotycznie stabilny, to dla
wszystkich dodatnich warto$ci parametru o zachodzi nieréwnos¢

m [Sin(@hy, + 2(p(u)))|

2.117
2 | 20 (2117)

¢’ () 2 —
przy czym zachodzi réwno$¢ tylko dla quasi-wielomianow stopnia pierwszego.
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Dowéd. Podstawiajac do nieréwnosci (2.109) pierwsze wzory podane w (2.110)
i (2.111) oraz uwzgledniajac zaleznosci iy =0 i hy, = hy,, po przeksztalceniach
otrzymamy nieréwnos¢ (2.117). ]

Z lematu 2.9 wynika, ze jezeli quasi-wiclomian (2.97) jest asymptotycznie
stabilny, to argument funkcji w(jw,h) w przypadku ogélnym nie jest monoto-

nicznie rosnaca funkcja parametru > 0.
Warunek (2.117) mozna napisaé w postaci

Fyg(@)20, VYo >0, (2.118)

gdzie
_|sin(wh,, + 20())|
20

Fyg(@) =@ (co)+ ; (2.119)

Warunek (2.117), lub réwnowaznie (2.118), jest warunkiem koniecznym
asymptotycznej stabilno$ci quasi-wielomianu (2.97). Przy komputerowym spraw-
dzaniu tego warunku moga pojawi¢ si¢ problemy zwiazane z obliczeniem argu-
mentu funkcji w(jow,h) w przypadku, gdy dla niektérych ® >0 jego warto$é

bezwzgledna jest wigksza od m. Aby uniknaé tej niedogodnosci, ponizej podamy
inny sposéb wyznaczania funkcji (2.119), w ktorym bezposrednie obliczanie ar-
gumentu w(j,A) nie jest konieczne.

Wezmy pod uwage quasi-wielomian (2.97) i wprowadzmy oznaczenia
u(w) = Rew(jm,h), v(w)=Imw(jo,h), X(0)=v(w)/u(®). (2.120)
Ze wzoru (2.100) i oznaczen podanych w (2.114) i (2.120) wynika, ze

i(w) = u(w)cos(0.5wh,, ) + v(w)sin(0.50wk,, ), (2.121)

() = v() c0s(0.50%,, ) — u()sin(0.50h,, ). (2.122)

Podstawiajac (2.121) i (2.122) do pierwszego ze wzoréw (2.114) oraz
uwzgledniajac ostatni ze wzorow (2.120), po przeksztalceniach otrzymamy

X (w) - tg(050h,,)
1+ X (w) tg (050wh,,)

X(w)= (2.123)
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Biorac pod uwage drugi ze wzoréw (2.110) oraz wzor (2.116), nierdéwnosé
(2.117) napiszemy w postaci
@' (©) > ~0Shy, + —— | X )] (2.124)
1+X%)| o |

Ponadto, ze wzoru (2.107) zastosowanego do quasi-wielomianu (2.97) wynika, ze

' (@) = u(w)v () —u (co)v(m)

(2.125)
u (u)) +v ((1))

Z powyzszych rozwazan wynika zatem, ze dla ustalonego ® >0 warto§é
funkcji Fyo () mozna obliczy¢ ze wzoru

u(@V @) -u'@V@) by 1 |X(@) (2.126)
(@) +v2 (@) 2 wX@f o |

Forg (@) =

gdzie X () ma postaé (2.123).

Przyktad 2.9. Wezmy pod uwage asymptotycznie stabilny quasi-wielomian, roz-
patrywany w przykladzie 2.3, majacy postaé

w(s,h) = 0076s% + 0385 + (0.0228s2 +0.228s + 0.6)e ™05 (2.127)

Tworzac quasi-wielomiany w(s,h) i w(s,ﬁ) w sposéb podany w (2.99)
i (2.100), odpowiednio otrzymamy

w(s, 1) = (00765 +0385)e"> +0.02285 + 02285 + 0.6, (2.128)
w(s,h) = (00765 +0385)e"2> + (0022852 + 02285 + 0.6)e 0255 (2.129)

Fragmenty wykreséw funkcji w(jw,h), w( jcoﬁ ) oraz w( jo),l;), sporzg-
dzone dla w €[0,33], sa pokazane na rysunku 2.6 (krzywe 1, 2 i 3, odpowiednio).
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Rys. 2.6. Wykresy do przyktadu 2.9: funkeji w(jw,h) (krzywa 1),
w(j(u,i_z) (krzywa 2) oraz w(j(n,i;) (krzywa 3) dla @ €{0,33]

Wykresy tych funkcji rozpoczynaja si¢ na dodatniej potosi rzeczywistej, przy
czym w(jO,h) = w( jO,E ) =w( jO,ﬁ) =0.6. Wykres funkcji w(jw,h) oscyluje wo-
kot ujemnej potosi rzeczywistej i Rew(jw,h) dazy do minus nieskonczonosci
przy  dazacym do nieskonczono$ci. Potwierdza to, zgodnie z twierdzeniem 2.3,

ze quasi-wielomian (2.127) jest asymptotycznie stabilny (przyrost argumentu
w(jw,h) jest réwny T przy zmianach parametru ® od zera do nieskoficzonosci).
Natomiast wykresy funkcji w(jw,n) i w( jm,ﬁ) nieskonczenie wiele razy okra-
7aja poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej, przy czym rzeczywiste zera czgsci
rzeczywistej i czeSci urojonej kazdej z tych funkcji wzajemnie si¢ przedzielaja.
Z twierdzenia 2.9 wynika wiec, ze quasi-wielomiany (2.128) 1 (2.129) sg asymp-
totycznie stabilne.

Na rysunku 2.7 dla quasi-wielomianu (2.127) sa pokazane przebiegi funkcji
(2.125) (krzywa 2), bedacej lewa strong nieréwnosci (2.124), funkcji bedacej pra-
wa strong nieréwnosci (2.124) (krzywa 1) oraz funkcji (2.126) (krzywa 3). Zostaly
one wyznaczone bez bezposredniego obliczania argumentu funkcji w(jw,h).
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Rys. 2.7. Wykresy do przykfadu 2.9: prawej strony nierdwnoéci (2.124) (krzy-
wa 1), funkcji @'(w) (krzywa 2) oraz funkcji (2.126) (krzywa 3)

Z rysunku 2.7 wynika, Ze funkcja @'(w) (krzywa 2) przyjmuje wartosci za-
rowno dodatnie jak i ujemne, przy czym nieréwno$¢ (2.118) jest spetniona dla
kazdego ® > 0. Jest to zgodne z lematem 2.9, bowiem quasi-wielomian (2.127) jest
asymptotycznie stabilny. |
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3. WPROWADZENIE DO TEORII ODPORNEJ STABILNOSCI
RODZIN QUASI-WIELOMIANOW
CHARAKTERYSTYCZNYCH

Wezmy pod uwage rodzing quasi-wielomiandéw charakterystycznych dyna-
micznego ukiadu liniowego stacjonarnego o niepewnych parametrach, majaca po-
staé

_ < k —sh;
w(s,h,q)= Y Yap(g)se ", q€Q, 3.1
k=0i=0

gdzie h=[hy,hy,....h, ], przy czym hy =0<h <hy <...<hy,, <oo, wspOlczynniki
ayi(q) sa ciagtymi funkcjami niepewnych parametrow, ¢ =[q;,q2,---.q;] jest
wektorem niepewnych fizycznych parametréw uktadu dynamicznego, zas

0=1{q:qx €lqi -9t} ak <4qik  k=12,...,1} (3.2)

jest zbiorem wartoéci tych parametrow.
Czton dominujacy quasi-wielomianu (3.1) typu neutralnego ma posta¢
Ul shy

Aexp(—sh),q) = a,o(q) + Y a, (@) e
i=1

, g€Q. (3.3)

Nie zmniejszajac ogodlnosci rozwazan bedziemy przyjmowac, ze a,g(q) >0,
VYq € Q. Przy tym zalozeniu rodzina quasi-wiclomianéw (3.1) jest rodzina typu

neutralnego lub opdznionego.
W dalszych rozwazaniach rodzing (3.1) quasi-wielomianéw bedziemy ozna-

czaé przez W(s,h,Q), tzn.
W(s,h,0) ={w(s,h,q):q € Q}. (3.4

Oznaczmy przez wy(s,h) = w(s,h,qg) quasi-wielomian nominalny (odniesie-
nia) rodziny quasi-wielomianéw (3.4). Odpowiada on nominalnym warto$ciom

q;?, k =12,...,1, niepewnych parametréw. Jezeli nie sa one okreslone, to za no-
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minalne mozna przyja¢ np. wartosci obliczone ze wzoréw
qY =05(q7 +q7), k=12,...,1. (3.5)

Rodzinie (3.4) quasi-wielomianow typu neutralnego odpowiada rodzina czlo-
néw dominujacych

A(exp(=sh),Q) = {A(exp(-sh),q):q € 0}, (3.6)

gdzie A(exp(—sh),q) ma posta¢ (3.3). Nominalnym czlonem dominujacym rodzi-
ny (3.6) jest A(exp(—sh),qq).

3.1. Podstawowe definicje i twierdzenia

Niech D bedzie przesunigta otwarta lewa pOlptaszezyzna, zdefiniowang wzo-
rem (2.22). Jej brzeg ma opis parametryczny f(0)=-Yy+ jo, © & Q =[0,c0),
y > 0. Podana ponizej teorig mozna uogolnic na obszary D ogoélniejsze niz przesu-
nigta otwarta lewa polptaszczyzna w sposéb opisany w punkcie 3.2.3 niniejszej
pracy.

Definicja 3.1. Rodzing quasi-wielomianow (3.4) typu opdznionego lub neutralne-
go bedziemy nazywac rodzing odpornie D-stabilna, jezeli kazdy quasi-wielomian
nalezacy do tej rodziny jest D-stabilny, tzn. wszystkie jego zera leza w obszarze D.m

W przypadku szczegdinym, gdy obszar D jest otwarta lewa pdtplaszczyzna,
odporna stabilno$¢ mozna zdefiniowaé w sposdb podany ponize;j.

Definicja 3.1a. Rodzing quasi-wielomianow (3.4) typu opdznionego lub neutral-
nego begdziemy nazywaé rodzing odpornie stabilna, jezeli kazdy quasi-wielomian
nalezacy do tej rodziny jest asymptotycznie stabilny. =
Jezeli D jest przesunigta otwartg lewa pélplaszczyzna, to dla kazdego ustalo-
nego g € Q D-stabilno$¢ cztonu dominujacego A(exp(—sh),q) jest warunkiem
koniecznym D-stabilno$ci quasi-wielomianu w(s,h,q) typu neutralnego. Wpro-
wadZzmy wigc pojecia odpormnej D-stabilno$ci i stabilno$ci rodziny c¢ztondéw domi-
nujacych (3.6).
Definicja 3.2. Rodzing cztonéw dominujacych (3.6) bedziemy nazywaé rodzing
odpornie D-stabilna, jezeli kazdy czton dominujacy A(exp(—sh),q) nalezacy do tej
rodziny jest D-stabilny. =
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Definicja 3.2a. Rodzing cztonéw dominujacych (3.6) bedziemy nazywaé rodzing
odpornie stabilna, jezeli kazdy czton dominujacy nalezacy do tej rodziny jest
asymptotycznie stabilny. u
Uwzgledniajac rozwazania podane w punkcie 2.2, definicje odpornej stabil-
nosci niezaleznie od wielkosci opoznien rodziny quasi-wielomianéw (3.4) i rodzi-
ny czlon6w dominujacych (3.6) mozna sformulowaé w sposob podany ponize;.
Definicja 3.3. Rodzing quasi-wielomianéw (3.4) typu op6znionego lub neutralne-
go bedziemy nazywaé rodzina odpornie stabilng niezaleznie od wielkosci opoz-
nien, jezeli kazdy quasi-wielomian nalezacy do tej rodziny jest asymptotycznie
stabilny niezaleznie od wielkosci op6znien. =
Definicja 3.4. Rodzing czlonéw dominujacych (3.6) bedziemy nazywaé rodzing

rrrrrr

cy nalezacy do tej rodziny jest asymptotycznie stabilny niezaleznie od wielkosci
opOznien. n
Jezeli a,g(q) >0, Vg € Q, za$ wspbdlczynniki quasi-wielomianu w(s,h,q) sa
ciaglymi funkcjami niepewnych parametréw, to zera s;(g) tego quasi-wielomianu
zalezag w sposob ciagly od warto$ci niepewnych parametrow. Wobec tego, poste-
pujac tak samo jak w przypadku rodziny wielomianéw (np. [52]) mozna udowod-
ni¢ ponizszy lemat i twierdzenie, odgrywajace istotna rol¢ w teorii odpornej stabil-
nosci ukladéw z op6znieniami o niepewnych parametrach.
Lemat 3.1. Jezeli quasi-wielomian w(s,h,q) jest D-stabilny dla przynajmniej
jednego g € Q, natomiast rodzina quasi-wielomianéw W(s,h,Q) typu opdznione-
go lub neutralnego nie jest odpornie D-stabilna, to w zbiorze Q istnieje taki wektor
g*, dla ktérego zera quasi-wielomianu w(s,h,q*) leza na brzegu obszaru D

1 w obszarze D. n

Twierdzenie 3.1 (twierdzenie o przekroczeniu brzegu obszaru D). Niech quasi-
-wielomian nominalny wg(s,h) = w(s,h,q) bedzie D-stabilny. Rodzina quasi-
-wielomianéw (3.4) typu op6znionego lub neutralnego jest odpornie D-stabilna
wtedy i tylko wtedy, gdy

w(f(w),h,q)20, VgeQ i YoeQ, 3.7

tzn. rodzina quasi-wielomianéw W(s,h,Q) nie ma zer na brzegu obszaru D. ]
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Z twierdzenia 3.1 wynika, Zze badajac odporna D-stabilno$é rodziny quasi-
-wielomiandw (3.4) mozna ograniczy¢ si¢ tylko do sprawdzenia, czy ma ona zera
na brzegu obszaru D. Nalezy przy tym podkresli¢, ze warunek (3.7) jest warun-
kiem koniecznym i wystarczajacym polozenia wszystkich zer rodziny quasi-
-wielomianéw (3.4) w otwartym obszarze D tylko wtedy, gdy w tej rodzinie ist-
nieje przynajmniej jeden quasi-wielomian, ktorego wszystkie zera leza w D. Jezeli
taki quasi-wielomian nie istnieje, to warunek (3.7) moze by¢ spetiony np. wtedy,
gdy wszystkie zera kazdego quasi-wielomianu nalezacego do rodziny (3.4) leza
poza obszarem D, czyli gdy ta rodzina nie jest odpornie D-stabilna. Dlatego tez
w sformutowaniu twierdzenia 3.1 wprowadzono zalozenie, Zze wszystkie zera
quasi-wielomianu nominalnego wy(s,k) leza w obszarze D.

Lemat 3.1 oraz twierdzenie 3.1 pozostaja tez prawdziwe w przypadku rodziny
cztonéw dominujacych (3.6). W szczegdlno$ci, na bazie twierdzenia 3.1 mozna
sformutowa¢ ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.2. Niech nominalny czlon dominujacy A(exp(—sh),qq) bedzie

D-stabilny. Rodzina czlonéw dominujacych (3.6) jest odpornie D-stabilna wtedy
i tylko wtedy, gdy

A(exp(—f(@)h),g) #0, YgeQ i YoeQ=[0,), (3.8)

tzn. kazdy czton dominujacy nalezacy do rodziny (3.6) nie ma zer na brzegu obsza-
ru D. =

3.2. Metody badania odpornej stabilnos$ci

Metody badania odpornej D-stabilno$ci rodzin wielomianéw charakterystycz-
nych sa podane w pracy [52]. Poniewaz quasi-wielomian ma nieskonczenie wiele
zer, nie wszystkie z podanych tam metod moga by¢ stosowane do badania odpor-
nej D-stabilno$ci rodzin quasi-wielomianéw. Dotyczy to w szczegdino$ci metody
zbioru spektralnego oraz metod wykorzystujacych analityczne kryteria asympto-
tycznej stabilnos$ci wielomianéw.

Z grupy metod podanych w pracy [52] na klasg quasi-wielomianéw o nie-
pewnych wspdiczynnikach mozna uog6lni¢ warunek wykluczenia zera oraz meto-
dg przestrzeni niepewnych parametréw.
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3.2.1. Warunek wykluczenia zera

W teorii odpornej stabilno$ci rodzin wielomianéw oraz rodzin quasi-wielo-
mianéw wazng rolg odgrywa pojgcie zbioru wartosci oraz tzw. warunek wyklucze-
nia zera (np. [52]).

Definicja 3.5. Dla dowolnej liczby zespolonej z zbiér

w(z,h,Q) = {w(z,h,q):q € 0} (3.9)
bedziemy nazywac zbiorem wartos$ci rodziny quasi-wielomianoéw (3.4). =

Definicja 3.6. Dla dowolnej liczby zespolonej z zbidr

A(exp(-zh), Q) = {A(exp(-zh),q): g € O} (3.10)
bedziemy nazywaé zbiorem warto$ci rodziny czlonéw dominujacych (3.6). ]

Na plaszczyznie zmiennej zespolonej postaci zbiorow wartosci (3.9) i1 (3.10)
zaleza w sposéb istotny od charakteru zaleznosci (np. liniowa lub nieliniowa)
wspolczynnikdéw quasi-wielomianu (3.1) od niepewnych parametrow. Boki tych
zbiorow wartosci sa odcinkami linii prostych jedynie w przypadku, gdy wspol-
czynniki quasi-wielomianu w(s,h,q) zaleza liniowo od niepewnych parametréw.

Podobnie jak w pracy [52] wprowadZzmy pojecie unormowanego zbioru war-
tosci.

Definicja 3.7. Dla dowolnej liczby zespolonej z zbiér
W(z,h,Q) = {W(z,h,q):q € 0}, (3.11)

gdzie W(z,h,q) =w(z,h,q)/ wy(z,h), przy czym wy(z,h) # 0, bedziemy nazywac
unormowanym (wzgledem wy(z,h)) zbiorem warto$ci rodziny quasi-wielomia-
néw (3.4). n

Zauwazmy, ze Wg(z,h) =1, co oznacza, ze punkt (1,j0) zawsze nalezy do

zbioru wartosci (3.11).

Zbiory wartoéci (3.9), (3.10) i (3.11) zmieniaja swoje poloZenia, wymiary
i ksztalty przy zmianach wartosci z.

Postepujac podobnie jak w pracy [52] w przypadku rodziny wielomianow,
udowodnimy ponizsze twierdzenie, zwane warunkiem wykluczenia zera.
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Twierdzenie 3.3. Niech quasi-wielomian nominalny wg(s,h) bedzie D-stabilny.

Rodzina quasi-wielomianéw (3.4) typu opdznionego lub neutralnego jest odpornie
D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy jest spelniony warunek wykluczenia zera

0gw(f(w),h,0), Vo e, (3.12a)

lub réwnowaznie, warunek wykluczenia zera dla unormowanego zbioru warto$ci

0gw(f(w),h,Q), VOeQ, (3.12b)

czyli dla kazdego weQ poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej lezy na ze-
wnatrz zbioréw warto$ci w(f(w),h,Q) i w(f(®),h,Q), przy czym te zbiory sg
zdefiniowane wzorami (3.9) i (3.11) przy z= f(w).

Dowdéd. Jezeli warunek (3.12a) nie jest spelniony, to w(f(w*),h,q*)=0 dla
pewnego w*€ Q oraz dla pewnego g*e€ Q. Wtedy quasi-wielomian w(s, h,q*)
ma zero na brzegu obszaru D, a wigc rodzina W(s,h,Q) nie jest odpornie D-sta-
bilna. Warunek (3.12a) jest wigc warunkiem koniecznym odpornej D-stabilno$ci
rodziny quasi-wielomianéw (3.4).

Aby wykaza¢ dostateczno$¢ zatézmy, ze rodzina W(s,h, Q) nie jest odpornie
D-stabilna. Wtedy, zgodnie z lematem 3.1, istnieje wektor g*€ Q, dla ktérego
quasi-wielomian w(s,h,g*) ma przynajmniej jedno zero na brzegu obszaru D,
czyli w(f (w*),h,q*) =0 dla pewnego m+*€ Q i warunek (3.12a) nie jest spetnio-
ny. Oznacza to, ze (3.12a) jest warunkiem dostatecznym odpornej D-stabilno$ci
rodziny quasi-wielomianéw (3.4).

Réwnowazno$¢ warunkow (3.12a) i (3.12b) wynika z definicji 3.7 i z zaloze-
nia, Ze quasi-wielomian nominalny wy(s, k) jest D-stabilny. =

Z twierdzen 2.3 1 3.3 wynika, Ze rodzina quasi-wielomianow (3.4) jest odpor-
nie D-stabilna wtedy 1 tylko wtedy, gdy sq spelnione dwa roOwnowazne sobie wa-
runki:

e przy zmianach parametru ® € Q =[0,00) zbidr wartosci w(f(w),h,Q), prze-
mieszczajac sig¢ na plaszczyznie zmiennej zespolonej w kierunku matematycz-
nie dodatnim, okraza n/2 razy poczatek tej plaszczyzny, przy czym dla kazde-
go ustalonego o € Q poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej lezy na ze-
wnatrz tego zbioru wartosci,

e przy zmianach parametru ® €€ unormowany zbidor wartodci W(f(w),h,Q)

przemieszcza sig na plaszczyznie zmiennej zespolonej w ten sposob, Ze ani razu
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nie okraza ani nie obejmuje poczatku uktadu wspotrzednych, przy czym punkt
(1, jO) zawsze nalezy do tego zbioru wartosci.

Postgpujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia 3.3 mozna udowodni¢ po-
nizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.4. Niech nominalny czton dominujacy rodziny (3.6) bedzie D-sta-
bilny. Rodzina cztonéw dominujacych (3.6) jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko
wtedy, gdy jest spelniony warunek wykluczenia zera

02 Alexp(—f (@)h),0), Yo € Q =[0,), (3.13)

czyli dla kazdego ustalonego ® € Q poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej
lezy na zewnatrz zbioru wartos$ci A(exp(- f(w)h),Q), zdefiniowanego wzorem

(3.10) przy z = f(O). ]

W przypadku szczegblnym, gdy D jest otwarta lewa pdlplaszczyzng, z twier-
dzen 3.3 i 3.4 wynikaja ponizsze lematy.

Lemat 3.2. Niech quasi-wielomian nominalny wy(s,h) bedzie asymptotycznie

stabilny. Rodzina quasi-wielomianéw (3.4) typu op6znionego lub neutralnego jest
odpornie stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy jest spelniony warunek wykluczenia
zera

0¢w(jo,h,Q), Yo € Q =[0,), (3.14a)

lub rownowaznie, warunek wykluczenia zera dla unormowanego zbioru wartosci

0¢ w(jm,h,Q), Yo €Q =[0,). (3.14b)m

Lemat 3.3. Niech nominalny czton dominujacy A(exp(—sh),qg) bgdzie asympto-

tycznie stabilny. Rodzina czlonow dominujacych (3.6) jest odpornie stabilna wtedy
i tylko wtedy, gdy jest spelniony warunek wykluczenia zera

0 ¢ A(exp(—joh),Q), Vo € Q ={0,), (3.15)

czyli dla kazdego ustalonego ® € Q poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej
lezy na zewnatrz zbioru wartosci A(exp(—jwh),Q). [ |

Warunki wykluczenia zera (3.12)-(3.15) mozna sprawdzi¢ bezposrednio sto-
sujac obliczenia komputerowe i wy$wietlajac na ekranie monitora potozenia od-
powiedniego zbioru wartoéci dla poszczegoélnych wartosci parametru ® €[0,0°).
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Wyznaczanie zbioru wartosci jest problemem bardzo ztozonym w przypadku
ogdlnym, gdy wspolczynniki quasi-wielomianu charakterystycznego zaleza od
niepewnych parametrow w sposob ogolniejszy niz liniowy, np. wieloliniowy lub
nieliniowy. Wynika to stad, Zze w takim przypadku punkty wewngtrzne (a nie tylko
punkty brzegowe) zbioru Q niepewnych parametréw moga by¢ odwzorowywane
w punkty lezace na brzegu zbioru warto$ci. Z tego powodu, przy komputerowym
wyznaczaniu zbioru warto§ci nalezy stosowaé specjalne metody stuzace do jego
konstrukcji. Sa one opisane w pracach [1, 11] w przypadku wielomianéw o nie-
pewnych wspétczynnikach.

Zdefiniowane powyzej zbiory warto$ci mozna wyznaczy¢ w prosty sposob
jedynie w przypadku rodziny quasi-wielomianéw o wspotczynnikach liniowo za-
leznych od niepewnych parametrow, rozpatrywanej w punkcie 4.3. W takim przy-
padku sg one bowiem wypuktymi wielobokami na plaszczyznie zmiennej zespolo-
nej.

Dla kazdego ustalonego z zarys zbioru wartosci w(z,h, Q) mozna w przypad-
ku ogélnym wyznaczy¢ stosujac tzw. metodg siatki, tzn. dokonujac dyskretyzacji
(z odpowiednio matym krokiem) zbioru Q niepewnych parametrow i obliczajac
wartosci quasi-wielomianu w(z,h,q) dla wektoréw g odpowiadajacych poszcze-
golnym wezlom siatki utworzonej w zbiorze Q. Otrzymamy w'ten sposob dyskre-
tyzacjg zbioru warto$ci w(z,h,Q), tj. skoficzony zbiér punktéw nalezacych do
tego zbioru. W taki sam sposob mozna tez wyznaczy¢ zarysy zbiorow wartosci
(3.10)i (3.11).

Aby przesledzi¢ geometrig zbioru wartosci w(f(w),h,Q) quasi-wielomianu
o wspdlczynnikach zaleznych od niepewnych parametréw w sposob ogélniejszy
niz liniowy, rozpatrzmy ponizszy przyktad.

Przyklad 3.1. Wezmy pod uwage quasi-wielomian charakterystyczny z dwoma
wspolmiernymi opoznieniami, ktorego wspotczynniki zaleza wielomianowo od
dwoch niepewnych parametrow, majacy posta¢

w(s,h,q) = wy(s,h) + gqwi(s,h) + gywy (s, h)

) (3.16)
+q1q2w12(8,h) + g3 wap (s, h),
gdzie h=03, ¢ =I[q1.92]1€ Q, przy czym
wo(s,h) = 5% —05s+3se”*" +075¢75" +2.25¢72", (3.17)
wy(s,h) = s—15¢*", (3.18)
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wy (s.h) = —2se " +05¢™ —3¢72h, (3.19)
wio (s,h) = s, Woo (8,h) = s2e 2 L o5 e, (3.20)
0=1{q=1q1.921:q1 €[-01,01], g, €[-02,02]}. (3.21)

Niech obszarem D bedzie przesunigta otwarta lewa polplaszczyzna, ktorej
brzeg ma opis parametryczny f(®)=-03+ jo, ® € Q =[0,).

Przyjmujac ® =11 wyznaczymy zbior wartosci rodziny czlonéw dominuja-
cych oraz zbiér warto$ci rozpatrywanej rodziny quasi-wielomianow.

Czton dominujacy quasi-wielomianu (3.16) ma posta

Alexp(=sh),q) = 1+ g3 exp(-2sh), g€ Q. (3.22)

Zalezy on tylko od jednego niepewnego parametru.
Dla ® =11 zbiér wartoéci rodziny (3.22) cztonow dominujacych mozna opi-

sac zalezno$cia
Aexp(—f(w)h),q) =1+ q% exp(=2(-0.3+ j11)0.3), g, €[-0.2,0.2].

Na plaszczyznie zmiennej zespolonej jest on odcinkiem linii prostej, laczacym
punkty 1+ jO i 1.0455- j0.0149.

a
0.2t D ; A
O_ ...............................................................................................
F E
0.2} c 5
0.1 0 : 0.1

q1
Rys. 3.1. Zbiér Q (prostokat ABCD) do przykiadu 3.1
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Zbiér Q, zdefiniowany wzorem (3.21), na plaszczyznie (g;,q,) jest prosto-
katem o wierzchotkach A, B, C i D. Jest on pokazany na rysunku 3.1.

Na rysunku 3.2 jest pokazany zbior wartoéci w( f(m),h,Q) quasi-wielomia-
nu (3.16) przy f(w)=-03+ jo, ®=11 Zostal on wyznaczony metods siatki
utworzonej w zbiorze Q. Przy tworzeniu siatki przyjgto dyskretyzacje wartoSci
parametru q; w przedziale [-0.1, 0.1] z krokiem 0.05 oraz dyskretyzacjg wartosci
parametru g, w przedziale [-0.2,0.2] z krokiem 0.01. Poszczeg6lne punkty zbio-
ru wartosci, odpowiadajace wezlom siatki utworzonej w zbiorze Q, zostaly pota-
czone z sasiednimi punktami odcinkami linii prostych.

Za pomoca przeksztalcenia w(f (w),h,q) poszczegdlne wierzcholtki zbioru Q
zostaly odwzorowane w punkty brzegowe zbioru warto$ci, oznaczone literami A,

B, Ci D. Brzeg zbioru Q (linia famana ABCDA na rysunku 3.1) zostal odwzoro-
wany w linig¢ ABCDA, pokazana na rysunku 3.2.

X
AR

54 ; i ; i : i
-130 -129 -128 -127 -126 -125 -124 -123
Re

Rys. 3.2. Zbior wartosci w(-0.3+ j11,h,Q) do przyktadu 3.1

Z rysunku 3.2. wynika, Ze brzegiem rozpatrywanego zbioru warto$ci jest linia
AEFCBGDA. Jej fragmenty AE i FCBGDA sa odwzorowaniem czg$ci brzegéow
zbioru Q za pomoca przeksztafcenia w(f (®),4,q). Natomiast pokazany na rysun-

ku 3.2 odcinek EF brzegu zbioru wartosci jest odwzorowaniem odcinka EF linii
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pokazanej na rysunku 3.1, lezacego wewnatrz zbioru Q. Linia ta zostata wyzna-
czona w sposdb opisany ponizej, z zastosowaniem metody stuzacej do wyznacza-
nia zbioru wartosci rodziny wielomian6w o dwoch niepewnych parametrach,
podanej w pracy [1].

Oznaczmy przez J(f(®),h,q) jakobian odwzorowania zbioru Q w zbidr
wartoéci w( f(m),h,Q) za pomocy przeksztalcenia w( f(w),h,q).

Zgodnie z praca [1], w punkty brzegowe zbioru wartosci sa odwzorowywane
te punkty wewnetrzne zbioru @, dla ktérych zeruje si¢ wyznacznik jakobianu
J(f(0),h,9).

Dla quasi-wielomianu (3.16) jakobian J(f(w),h,q) wyznacza sig ze wzoru

du(f(w),q) Ju(f(®).q)

_| . % 94
TEHORD =) oy 0)g) W@ [ (329
9g, 99,

gdzie u(f(®),q) =Rew(f(®),h,q), v(f(w),g)=Imw(f(w) h.q).
Wezmy pod uwage quasi-wielomiany (3.17)-(3.20) i wprowadzmy oznacze-
nia (dla s=-03+j11 1 h=03)

u; =Rew;(s,h), v; =Imw;(s,h), (3.24)

U = RCWik (S,I’l), Vik =Imw,~k (S,h). (325)

Wyznaczajac ze wzoru (3.23) jakobian i obliczajac jego wyznacznilf, po prze-
ksztalceniach otrzymamy, ze wyznacznik jakobianu zeruje si¢ na krzywe)

det J (£ (),h,q) =bg + @by + gobr +g3b3 =0, (3.26)
gdzie

by =uyvy —upvy, by =uvip —uppvy,
by = 2(uyvpp — uppvy) +upavy —ugvip, by =2(uipvpy —lipavy2).

Fragment krzywej (3.26) jest pokazany na rysunku 3.1. Przecina ona zbiér Q
wartoéci niepewnych parametréw na odcinku EF. ]
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3.2.2. Metoda przestrzeni niepewnych parametréw

Metoda przestrzeni niepewnych parametréw jest pewnym rozwinigciem me-
tody podziatu D (np. [105, 117, 138]), znanej z klasycznej teorii sterowania. Idea
metody podziatu D polega na wyznaczeniu w przestrzeni niepewnych parametrow
quasi-wielomianu (3.1) zbioru jego asymptotycznej stabilnoéci, tj. zbioru takich
wartoSci niepewnych parametrow, dla ktorych jest on asymptotycznie stabilny.

Metodg podziatu D mozna bezposrednio stosowa¢ do badania odporne;j sta-
bilnosci quasi-wiclomianéw typu opdznionego lub neutralnego o dwoch niepew-
nych parametrach (np. [27, 91]).

Wezmy pod uwagg rodzing quasi-wielomianéw W(s,h,Q) o rzeczywistych
wspolczynnikach, zdefiniowang wzorem (3.4) i zalozmy, Zze quasi-wielomian no-
minalny wy(s,h) = w(s,h,qy) jest D-stabilny, gdzie D jest przesunigta otwartg
lewa polplaszczyzna.

Z twierdzenia 3.1 wynika, Ze przy powyzszym zatoZeniu rodzina quasi-wielo-
miandéw (3.4) typu opdéznionego lub neutralnego jest odpornie D-stabilna wtedy
i tylko wtedy, gdy kazdy quasi-wielomian nalezacy do tej rodziny nie ma zer na
brzegu 0D obszaru D, czyli

w(s,h,q) 20, YgeQ i VseaD. (3.27)

Zalozmy, ze wektor ¢ moze przyjmowac dowolne warto$ci z rzeczywistej
przestrzeni R', a nie tylko z zadanego zbioru QcR'i przez Qg,p Oznaczmy
zbior tych wartosci niepewnych parametrow, dla ktorych quasi-wielomian (3.1)
jest D-stabilny. Niepusty zbiér Qg zawsze istnieje przy zalozeniu, ze quasi-
-wielomian nominalny wy(s,h) jest D-stabilny.

Ponadto, przez

Q, = (g€ R w(s,h,q)=0 dla s€dD) (3.28)

oznaczmy granice podzialu przestrzeni niepewnych parametrow R na obszary
D(N), przy czym dla kazdego g € D(N) quasi-wielomian (3.1) ma N zer o do-
datniej czgsci rzeczywistej. Granice (3.28) bedziemy nazywaé granicami D-sta-
bilnosci rodziny quasi-wielomianéw (3.4). Sa one w przypadku ogélnym (tj. przy
/2 3) powierzchniami, natomiast sa one krzywymi przy dwoch niepewnych para-
metrach. Jezeli przy zmianach warto$ci niepewnych parametrow zera quasi-wielo-
mianu w(s,h,q) przekraczaja brzeg dD obszaru D, to moze to nastapi¢ wtedy

1 tylko wtedy, gdy warto$¢ wektora g przekracza jedna z granic D-stabilnosci.
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W przestrzeni niepewnych parametréw granice D-stabilno$ci wyznaczaja zbior
Qstab-

Rodzina quasi-wielomianéw (3.4) jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wte-
dy, gdy Q C Q- Poniewaz quasi-wielomian nominalny wg(s,h) jest D-stabil-
ny (tzn. gg € Qyqp )» dla odpornej D-stabilnosci rodziny quasi-wielomianéw (3.4)

potrzeba i wystarcza, aby granice D-stabilno$ci (powierzchnie w R ' w przypadku
ogo6lnym) nie przecinaly brzegdw zbioru Q. Wtedy Q C Q-

Badanie odpornej D-stabilnoéci rodziny quasi-wielomianéw (3.4) metoda
przestrzeni niepewnych parametréw polega na wyznaczeniu granic D-stabilno$ci
(§j. zbioru Qg ) W przestrzeni niepewnych parametréw i sprawdzeniu, czy przeci-
naja one zbiér Q wartosci niepewnych parametrow, zdefiniowany wzorem (3.2),
czy tez nie. Poniewaz bezposrednie sprawdzenie tego faktu w przestrzeni wielo-
wymiarowej nie jest proste, powyzsze zadanie nalezy sprowadzi¢ do odpowiednie-
go zadania na plaszczyZznie. Mozna tu stosowa¢ metode zaproponowang w pracach
[1, 3] w przypadku wiclomianéw (patrz tez [52]). Polega ona na rzutowaniu granic
D-stabilnoéci i zbioru Q na plaszczyzne dwéch wybranych niepewnych parame-
trow.

Idee metody przestrzeni niepewrnych parametréw zilustrujemy na przykladzie
badania odpornej D-stabilnosci rodziny quasi-wielomianéw (3.4) przy zalozeniu
a,0(q) >0, geQ. Obszarem D jest przesunigta otwarta lewa polptaszezyzna,
ktérej brzeg ma opis parametryczny f(w)=-y + jo, ¥>0, ©€Q =[0,00), za$
zbiér Q, (granice D-stabilno$ci) mozna zdefiniowa¢ nastgpujaco

0, =g € R w(f(@).h.q)=0, ®20}. (3.29)

Jezeli quasi-wielomian nominalny wg(s,h) jest D-stabilny, to warunkiem
koniecznym i wystarczajacym odpornej D-stabilno$ci rodziny quasi-wielomiandow
(3.4) jest nieprzecinanie zbioru Q przez zbior Q,.

Dla s= f(®) quasi-wielomian w(s,h,q) mozna przedstawi¢ w postaci
w(f(w),h,q) =U(0,q) + jV(0,q), (3.30)

gdzie
U(w,9) =Rew(f(0),h,q), V(0,q)=Imw(f(w),h,q). (3.31)
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Jezeli dla pewnego g € R’ quasi-wielomian w(s,h,q) ma zera na brzegu ob-
szaru D, to moze to by¢ albo zero rzeczywiste s=-y (wtedy wektor ¢ lezy na
granicy zer rzeczywistych) albo para zer zespolonych sprzgzonych s=-y jo,
® >0 (wtedy wektor g lezy na granicy zer zespolonych). Wobec tego zachodzi
zaleznos¢ Qg = Qyp U Qg gdzie

Qer = {q: w(=7,h,q) =0} (3.32)

jest granica zer rzeczywistych, za$

Qg = {g: U(0,9)=0 i V(w,q) =0 dla pewnych > 0} (3.33)

jest granicg zer zespolonych.

Z powyzszych rozwazan wynika, Zze rodzina (3.4) jest odpornie D-stabilna
wtedy i tylko wtedy, gdy powierzchnie opisane réwnaniem

w(-Y,h,q) =0 (3.34)
oraz uktadem réwnan

U(w,9)=01 V(n,9)=0, (3.35)
gdzie o € (0,%0) jest parametrem, nie przecinaja zbioru Q.

Rownanie (3.34) oraz uklad rownan (3.35) rozwiazemy wzgledem dwoch
niepewnych parametréw. Nie zmniejszajac ogolnosci rozwazan przyjmijmy, ze s
to parametry ¢q; i gp, czyli bedziemy rozpatrywal plaszczyzng (qp,q;). Rzut
zbioru Q na plaszczyzng (g;.q,) jest prostokatem

0, =4, =la1.921:qx €lgk i 1 k=1,2}. (3.36)

Aby wyznaczy¢ rzut powierzchni opisanych rownaniami (3.34) i (3.35) na
plaszczyzne (qp,g,), nalezy dokonaé dyskretyzacji (z odpowiednimi krokami)

warto$ci niepewnych parametrow ¢s,qy,...,q; W zadanych przedziatach oraz dys-
kretyzacji warto$ci parametru ® > 0. Rozwiazujac réwnanie (3.34) numerycznie
wzgledem rzeczywistych warto$ci g, (przy dyskretyzacji rowniez warto$ci para-
metru g; w zadanym przedziale) otrzymamy na plaszczyznie (qp,q;) rodzing
krzywych, ktéra mozna opisa¢ ogélnym wzorem
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@ = folq a3, ) (3.37)
gdzie fp(.) jest w ogolnosci funkcja nieliniows, za$ kazda krzywa odpowiada

innym ustalonym wartosciom ¢z, k =34,...,/, niepewnych parametrow.
Podobnie, rozwigzujac uktad réwnan (3.35) wzgledem rzeczywistych warto-
Sci gq; i gp otrzymamy na plaszczyzZnie (q1,q,) rodzing krzywych, ktorg mozna

opisa¢ parametrycznie wzorami (w funkcji warto§ci * parametru )

q = fl(Q;,---’QZ*,U)*), qr = fz(q;:""’ql*sw*), (338)
przy czym w przypadku ogdlnym funkcje f;(.) 1 f»(.) sa nieliniowe, za$ kazda

krzywa odpowiada innym ustalonym wartoéciom g, k =34,...,I, niepewnych
parametrow.

Rodzina quasi-wielomianéw (3.4) jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wte-
dy, gdy rodziny krzywych (3.37) i (3.38) nie przecinaja prostokata (3.36).

Opisang powyzej metodg mozna tez stosowaé do badania odpornej D-sta-
bilnosci rodziny cztonéw dominujacych (3.6). Odporna D-stabilnos$¢ tej rodziny
jest warunkiem koniecznym odpornej D-stabilnodci rodziny quasi-wielomianow
(3.4) typu neutralnego.

Proces wyznaczania granic D-stabilno$ci mozna znacznie uproscié, w przy-
padku gdy wspdtczynniki quasi-wielomianu w(s,h,q) zaleza liniowo od niepew-
nych parametréw.

W takim przypadku quasi-wielomian (3.1) mozna napisa¢ w postaci

w(s,h,q) = wy(s,q) + ,Zn‘,w,-(s,q) exp(—sh;), (3.39)
i=1

gdzie

)
wi(5,q) = wig($)+ X qpwy (s), 1=01,...,m, (3.40)
k=1

przy czym wy, (s) sa to znane wielomiany.

Dla quasi-wielomianu (3.39) réwnanie (3.34) mozna napisa¢ w postaci

l
By+ ZqiBy =0, (3.41)
k=1
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gdzie
m
By = wor (=Y) + 2wy (=Y)exp(yh), k=0,1,...,1L (3.42)
i=1

Natomiast uktad rownan (3.35) mozna napisa¢ w postaci dwoch ponizszych row-
naf

!
U(w,q) = Ry(w) + X q; R (w) =0, (3.43)
k=1
i
V(®,q) = IH(0) + gl (w) =0, (3.44)
k=1

gdzie (dla £ =0,1,...,1)

Re(©) = Re{ox (F(@) + S (f @) exp(=f @) (3.45)
14(©) = Im{ge (@) + S (@) exp=F @) (3.46)

Na ptaszczyznie (q;,9,) rozwigzaniem liniowego réwnania (3.41) jest rodzi-
na prostych, przy czym kazda prosta odpowiada innym ustalonym warto$ciom
niepewnych parametréw g3, qy4.,...,q;.

Aby rozwiazac¢ uklad rownan (3.43), (3.44) wzgledem g, i gq,, zapiszemy go
najpierw w postaci

A(w)g,(®) = b(w,q), (3.47)

gdzie ¢ =[q3,...,q;] oraz

R(®) Ry(®) 71(©)
A = X = , 3.48
@){mm mm}qwm[@wj (3.48)

!
~Ro(0) =~ Y qp Ry ()
b(w,9)= k=3 . (3.49)

{
—Ip(W) = Y qplp(w)
k=3
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Rozwiazanie roéwnania (3.47) oblicza si¢ ze wzoru
q,(©)=A" (0)b(.7). (3.50)

Wyznaczajac ze wzoru (3.50) rozwiazanie rownania (3.47) nalezy przyjmo-
waé dyskretne wartoéci niepewnych parametrow gy, k =3,4,...,m, a takze dys-
kretne wartosci parametru ® >0. Dla kazdego zbioru ustalonych wartosci nie-
pewnych parametréw g, k =34,...,m, punkty (q;(®),q,(®w)), wyznaczone ze
wzoru (3.50) w funkcji warto$ci parametru © >0, tworza na plaszczyznie (q1,492)
krzywa bedaca granica D-stabilnoéci (granica zer zespolonych). Przy wykreslaniu
tej krzywej nalezy ograniczy¢ sig do takich warto$ci parametru ®, ktérym odpo-
wiada krzywa przebiegajaca w otoczeniu prostokata Q.

Jezeli macierz A(w) jest osobliwa dla niektoérych wartoéci parametru ® >0,
to krzywa utworzona z punktéw (g;(®),g, (®)) ma asymptotg dla tej warto$ci .
Taki przypadek mozna pominaé, jezeli asymptota nie lezy w poblizu prostokata
Qp- 7 ezeli za$ lezy ona w poblizu tego prostokata, taki przypadek nalezy przeana-

lizowa¢ dokfadniej.

y(t)#

0Oy e €O e O 3 G ng)

Rys. 3.3. Schemat blokowy ukiadu regulacji automatycznej o nie-
pewnych parametrach

Przyklad 3.2. Stosujac metodg przestrzeni niepewnych parametrow nalezy zbada¢
odporna D-stabilnos¢ ukladu regulacji automatycznej z op6znieniem o niepewnych
parametrach, o schemacie blokowym przedstawionym na rysunku 3.3, przy czym

(0154 ¢g)s+1 o5h

5 , q€0, (3.51)
s +(194+g7)s+(2+q3)

G(s,h,q) =

2
sS+2s+1
C(s) = 2 3 3 R (3.52)
s T+28" +25°+s
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gdzie h=01, ¢ =[q1,97,93] oraz
Q=1{q:q; €[-0.1,01], g5 €[-01,01], g3 €[-0.1,01]}, (3.53)

natomiast obszarem D jest przesunigta otwarta lewa poétplaszczyzna, ktorej brzeg
ma opis parametryczny f(®)=-Y + jo, ® € Q =[0,), gdzie y = 0.05.

Zbidr (3.53) jest zbiorem warto$ci odchytek niepewnych parametrow od ich
warto$ci nominalnych.

Quasi-wielomian charakterystyczny rozpatrywanego uktadu typu op6znione-
go ma posta¢

w(s,h,q) = wy(s,q) +w;(s,q) exp(—sh), q € Q, (3.54)
gdzie
wo(s.q) = (s2 +19s+ 2)(s4 +253+2s57 + 5)
4 3 2 4 3 2 (3.35)
+qos(s  +25" +25° +5)+qz(s +25° +25° + ),
wi(s,q) = (1+0155)(s% + 25+ 1) + q;5(s% + 25+ 1). (3.56)

Stosujac twierdzenie 2.3 mozna latwo sprawdzi¢, Ze jest D-stabilny quasi-
-wielomian nominalny

wo (5,h) = (82 +195+2)(s* +25° +25% + 9)
(3.57)

+(1+015s)(s? + 25+ 1) exp(—0.1s),
odpowiadajacy nominalnym wartoSciom ¢; =0, i=12,3, niepewnych parame-
tréw.
Problem badania odpornej D-stabilno$ci bedziemy rozpatrywaé na plaszczyz-
nie (qy,g9,) niepewnych parametrow. Rzut prostopadtoscianu (3.53) na tg ptasz-
czyzng jest prostokatem

Qp =14, =lq1.921: g1 €[-01,01], g5 €[-0.1,0.1]}. (3.58)
Jego polozenie na plaszczyznie (q;,q,) jest pokazane na rysunku 3.4.

. Obliczajac w sposob opisany powyzej granicg zer zespolonych (tzn. rozwia-
zujac rownanie (3.47)) otrzymamy wykresy pokazane na rysunku 3.4. Zostaty one
wyznaczone dla warto$ci parametru g3 réwnych: -0.1, 0.0 i 0.1 oraz dla
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®€[0.77,105], ®€[0.76,1.09] i we[0.75,1.14], odpowiednio. Dla innych warto-
sci parametru g3 €[-0.1,01] odpowiednie krzywe leza pomigdzy krzywymi od-
powiadajacymi g3 =—0.1 oraz g3 =01

Aby wyznaczy¢ granicg zer rzeczywistych, nalezy najpierw obliczy¢ ze wzo-
ru (3.42) wspdtczynniki By, (k =0,...,3), a nastgpnie rozwiazaé¢ liniowe réwnanie
(3.41). Rozwiazanie tego rownania dla quasi-wielomianu (3.54) ma posta¢

qp = —3538696+19.6522g5 +19.7391¢;. (3.59)

Dla kazdego ustalonego g3 €[-0.1,0.1] linia prosta (3.59) lezy na plaszczyz-
nie (q1,q,) daleko od prostokata (3.58).

0.4

q2

0.8 ‘
05 0 g 05

Rys. 3.4. Wykresy do przyktadu 3.2: prostokata (3.58) oraz granicy zer zespolo-
nych, odpowiadajacej g3 =—01 (krzywa 1), g3 =0 (krzywa 2) oraz g3 =01
(krzywa 3)

Z rysunku 3.4 wynika, Ze granica D-stabilnosci odpowiadajaca g3 =-0.1

(krzywa 1) przecina prostokat (3.58). Oznacza to, ze rodzina quasi-wielomianéw
(3.54) nie jest odpornie D-stabilna przy g3 €[-0.1,0.1]. Natomiast jest ona odpor-
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nie D-stabilna dla g3 €[0,0.1], bowiem granica D-stabilno$ci nie przecina prosto-
kata (3.58) przy dowolnej warto$ci parametru g3 nalezacej do przedziatu [0, 0.1]. w

Metoda przestrzeni niepewnych parametrow moze by¢ efektywnie stosowana
do badania odpornej D-stabilnoéci rodziny quasi-wielomianéw o matej liczbie nie-
pewnych parametréw, w zasadzie nie wigkszej niz [/ =4. Wynika to stad, ze roz-
patrujemy problem stabilnosci na plaszczyznie dwoch niepewnych parametrow
i wobec tego musimy dokona¢ dyskretyzacji wartosci pozostalych /-2 niepew-
nych parametréw.

Metoda przestrzeni niepewnych parametréw moze by¢ stosowana do badania
odpornej D-stabilnosci rodziny quasi-wielomianow (3.4), ktorych wspoétczynniki
zaleza od niepewnych parametréw liniowo, wieloliniowo 1 wielomianowo. W tym
ostatnim przypadku, podobnie jak ma to miejsce w przypadku rodziny wielo-
mianéw [3], stosowanie tej metody jest dosy¢ trudne, wymaga bowiem dokonywa-
nia, oprocz ztozonych obliczen numerycznych, rowniez obliczen symbolicznych.

W przypadku, gdy wspotczynniki quasi-wielomianu (3.1) zaleza liniowo od
dwdch niepewnych parametrow, przy czym sa one ciagtymi funkcjami (np. nieli-
niowymi) pozostatych /—2 niepewnych parametréw, granice D-stabilnosci na
plaszczyznie tych dwoch niepewnych parametréw mozna wyznaczy¢ w sposéb
podobny do opisanego powyzej. W szczegélnoéci, w grupie pozostalych /-2
niepewnych parametrow moga tez by¢ niepewne opdznienia (co zostato pokazane
w rozdziale 7 niniejszej pracy), od ktorych wspdtczynniki quasi-wielomianu (3.1)
zaleza wykladniczo.

3.2.3. Badanie odpornej stabilnosci przy obszarach D
ogdlniejszych nii przesunieta otwarta lewa pélplaszczyzna

Podane w niniejszym rozdziale metody badania odpornej D-stabilnosci rodzi-
ny quasi-wielomianow (3.4) mozna uogélni¢ na obszary D inne niz przesunigta
otwarta lewa polplaszczyzna, symetryczne wzgledem osi rzeczywistej. Aby pro-
blem badania odpornej D-stabilnosci byt sformulowany poprawnie, musza to by¢
takie obszary, w ktorych leza wszystkie zera quasi-wielomianu nominalnego tej
rodziny.

Ze wzgledu na istnienie fancuchow zer asymptotycznych (omoéwionych
w punkcie 2.1), obszar D powinien by¢ albo otwartym obszarem nieograniczo-
nym, zawierajacym polplaszczyzng Res<-y, Y >0, albo powinien skiadaé sig
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z kilku otwartych roztacznych podobszaréw D; (i=1,2,...,N), z ktérych podob-
szar lezacy w lewej polptaszczyznie najdalej od osi urojonej jest obszarem nie-
ograniczonym. W tym obszarze nieograniczonym musza leze¢ zera asymptotyczne
quasi-wielomianu nominalnego wy(s, k).

Uwzgledniajac powyzsze rozwazania oraz definicje 3.1, rodzing quasi-wielo-
mianéw (3.4), podobnie jak rodzing wielomiandéw (np. [52]), bedziemy nazywaé
rodzing odpornie D-stabilna, jezeli kazdy quasi-wielomian do niej nalezacy ma
w kazdym podobszarze D;, i=1.2,...,N, tyle samo zer co quasi-wielomian nomi-
nalny wq(s,h), przy czym ich liczba w podobszarze ograniczonym jest skoficzona,
a jest nieskonczona w podobszarze nieograniczonym.

Przyklady obszarow D, ktore moga by¢ rozpatrywane przy badaniu odpornej
D-stabilnosci rodziny quasi-wielomianow (3.4) typu opdznionego sa podane
w pracy [88]. W pracy [89] zostaly podane zalozenia, jakie musi spelniaé¢ obszar D
przy badaniu odpornej D-stabilno$ci tej rodziny typu neutralnego.

Przyktadem obszaru D, ktéry mozna rozpatrywaé przy badaniu odpornej
D-stabilnos$ci rodziny quasi-wielomianéw (3.4) typu op6znionego lub neutralnego,
jest obszar na plaszczyZnie zmiennej zespolonej, skladajacy sie z dwoch podobsza-
6w Dy i Dy, gdzie Dy jest otwartym kolem o $rodku w punkcie ¢y =—~a + jO,
>0, i o promieniu r <, za§ D, jest przesunigta otwarta lewa potplaszczyzna
Res< -y, gdzie y >r+o. Inne przyktady obszaréw D sa podane w punkcie 4.5.

Parametryczne opisy brzegéw wymienionych powyzej podobszarow D; i D,
majg odpowiednio postaci: fi(w)=cqy+rexp(jon), weQ; =[-11]; fr(w)=
—Y +JjO, ®€EQ, =(—oo,). W przypadku quasi-wielomianéw o rzeczywistych
wspoiczynnikach, ktorych zespolone zera sa sprzgzone parami, mozemy ograni-
czy¢ si¢ do przedziatow Q; =[0,1] i £, =[0, ), odpowiednio.

Jezeli obszar D jest ogélniejszy niz przesunigta otwarta lewa pOlplaszczyzna
i problem badania odpornej D-stabilno$ci rodziny quasi-wielomianéw (3.4) jest
sformutowany poprawnie, to postgpujac w ten sam sposob jak w pracy [52]
w przypadku rodziny wielomianéw mozna pokazac, Ze jest stuszny lemat 3.1 oraz
twierdzenia 3.1 1 3.3. Jezeli ponadto obszar D sktada sig z kilku roztacznych pod-
obszaréw D; (i=1.2,...,,N), to przy stosowaniu twierdzenia 3.3 warunek (3.12a)

(lub (3.12b)) nalezy sprawdza¢ oddzielnie dla kazdego podobszaru D;, tzn. nalezy
oddzielnie przyjmowaé f(w)=f;(w), weQ;, dla i=12,...,N, gdzie f;(m),
w €£);, jest opisem parametrycznym brzegu podobszaru D;.
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Nalezy przy tym zaznaczy¢, ze odporna D-stabilno$¢ rodziny czlondéw domi-
nujacych (3.6) jest prostym warunkiem koniecznym odpornej D-stabilnosci rodzi-
ny quasi-wielomianéw (3.4) typu neutralnego w przypadku, gdy D jest przesunigta
otwarta lewa polplaszczyzng lub otwarta lews polptaszczyzna. Dlatego tez przy
ogélniejszych obszarach D nie bgdziemy rozpatrywa¢ odpornej D-stabilno$ci ro-
dziny cztonow dominujacych (3.6).

Przy formutowaniu problemu badania odpornej D-stabilnosci rodziny quasi-
-wielomiandéw (3.4) jest bardzo pomocna znajomos$¢ zer quasi-wielomianu nomi-
nalnego, lezacych w poblizu osi urojonej. Mozna je wyznaczy¢ stosujac nume-
ryczng metode podang w pracy [133] (patrz tez [27]).

Idea tej metody polega na zlokalizowaniu polozenia zer rozpatrywanego
quasi-wielomianu w(s,h), lezacych w zadanym obszarze plaszczyzny zmiennej
zespolonej 1 nastgpnie obliczeniu ich przyblizonych wartosci z wykorzystaniem
numerycznej metody Newtona. Poniewaz krotno$¢ wyznaczanych zer quasi-wielo-
mianu nie jest znana, w podanych w niniejszej pracy przykladach do obliczenia
i-tego przyblizenia zastosowano wzor (np. [84])

W(Si_l,h) .
.= 8- —_ N :1,2,..., 360
o w'(s; h)—w(si—l’h)wn(si—l’h) l G0
i—12 W’(Si_l,h)

gdzie w'(s,h)=(d/ds)w(s,h), w'(s,h)= (d2 /dsz)w(s,h), za§ §;_; jest po-
przednim przyblizeniem. Za zerowe przyblizenie poszczegdlnych zer przyjmuje sig
wartosci obliczone na podstawie podanej ponizej metody Kuhna lokalizacji poto-
zenia zer quasi-wielomianow [27, 133].

Zatdézmy, ze poszukujemy zer s=x+ jy quasi-wielomianu w(s,h), lezacych
na plaszczyznie zmiennej zespolonej w zadanym obszarze xp;, <x <X,
Ymin ¥ < Ymax- Dzielimy ten obszar na male prostokaty o bokach Ax i Ay. Po-
wstaje w ten sposob siatka, w wezlach ktorej liczymy wartosci indeksu M w nastg-
pujacy sposob:

o M=1,jezeli —w/3<@<m/3 lub w(s,h)=0,
o M=2, jezeli m/3<@<m,

o M=3 jezeli -n<@<-m/3,

gdzie @ = argw(s,h).

Jezeli w trzech sasiednich weztach indeks M przyjmuje rozne wartosei, 4. 1, 2
i 3, to zero quasi-wielomianu w(s,h) lezy w trojkacie, ktorego wierzchotkami sg te
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wezly. Znajdujac wszystkie takie trojkaty, zlokalizujemy potozZenia wszystkich zer
quasi-wielomianu w(s, k), lezacych w rozpatrywanym obszarze.

Nieuwzglednienie specyfiki rozkladu zer quasi-wielomianéw (w tym istnienia
taficuchow zer asymptotycznych) na etapie formulowania problemu badania od-
pornej D-stabilno$ci rodziny quasi-wielomianéw prowadzi do bigdnych wynikow.
Przykladem moze by¢ praca [120], w ktorej rozpatrujac problem badania odporne;
D-stabilnosci wielowymiarowego ukladu dynamicznego z jednym opéznieniem
zmiennych stanu blednie przyjeto, ze D jest otwartym kotem o $rodku w punkcie
co=-0+jO, oo>0, i o promieniu r <o, czyli pominigto istnienie zer asympto-
tycznych quasi-wielomianu charakterystycznego. Ponadto, podano w niej warunki,
przy spehieniu ktorych wszystkie zera quasi-wielomianu charakterystycznego
rozpatrywanego uktadu z opdznieniem o niepewnych elementach w macierzy stanu
leza w otwartym kole D, co nie jest prawdziwe.

Dla ilustracji rozwazan w pracy [120] rozpatrzono uktad z op6éZnieniem o nie-
pewnych elementach w macierzy stanu, ktérego nominalny quasi-wielomian cha-
rakterystyczny ma postac

wo(s,h) = s2+65+9+ 0.36exp(—sh) +0.3exp(~2sh), 3.61)

gdzie h= 0.1, natomiast D jest otwartym kotem na plaszczyznie zmienne] zespolo-
nej o érodku w punkceie ¢y =—3.5+ jO i o promieniu r = 15.

Stosujac opisang powyzej komputerowa metodg oraz uwzgledniajac rozwaza-
nia podane w punkcie 2.1 mozna pokaza¢, ze quasi-wielomian (3.61) ma dwa zera
s1,2 =—29225+ j1.0065 lezace w obszarze D, natomiast pozostate jego zera, kt6-
rych jest nieskonczenie wiele, leza poza tym obszarem. Tworza one dwa taricu-
chy zer asymptotycznych dazacych do minus nieskoficzonoci przy |s]—> eo. Naj-
blizej brzegu obszaru D leza dwie pary zer: s34 =-44.3573% j20.3434 oraz
556 ~—487923% j559436. Potwierdza to, ze w pracy [120] zadanie badania od-
pornej D-stabilnosci nie zostato sformutowane poprawnie.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze w rozpatrywanym w pracy [120] pro-
blemie badania odpornej D-stabilnoéci wielowymiarowego ukiadu dynamicznego
z jednym opdznieniem zmiennych stanu nalezy przyja¢ D =Dy L Dy, gdzie D,
jest otwartym kotem o $rodku w punkcie ¢y =-0a+j0, a>0, io promieniu
r<o, za§ D, jest przesunigta otwarta lewa poOlptaszezyzna Res< -, gdzie
y>r+a. W omawianym powyzej przykladzie mozna na przyktad przyjaé
a=35, r=15, y=-40.
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Wezmy pod uwagg rodzing quasi-wielomianow charakterystycznych

W(s.h.Q) = (w(s,hq):q € O}, @.1)
gdzie
wshg)= Y Say(q)ste™, 4.2)
k=0i=0

jest quasi-wielomianem o znanych opé6znieniach, przy czym hy =0 oraz 0<fy <

hy <..<hy, <o, q=[q1,q5,...,q;] jest wektorem niepewnych fizycznych para-
metréw uktadu dynamicznego, za$

O={q:q; €lar.qi . ar <qi.k=12,..,1) (4.3)

jest zbiorem wartosci tych parametrow.

Zatbzmy, ze wspotczynniki quasi-wielomianu (4.2) sa ciaglymi funkcjami
niepewnych parametréw, przy czym a,y(q) >0, Vq € Q, tzn. rodzina quasi-wielo-
mianow (4.1) jest rodzina typu op6znionego lub neutralnego.

Oznaczmy przez wy(s,h) = w(s,h,qy) quasi-wielomian nominalny rodziny
quasi-wielomianéw (4.1).

Rodzinie (4.1) quasi-wielomianéw typu neutralnego odpowiada rodzina czlo-
néw dominujacych

A(exp(=sh),Q) = {A(exp(—sh),q):q € O}, (4.4)
gdzie
m
ACxp(-sh).9) = a0(@) + 3 ani(g) e, 4.5)
i=

przy czym A(exp(—sh),qq) jest nominalnym cztonem dominujacym.
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W niniejszym rozdziale rozpatrzymy problem badania odpornej D-stabilnosci
rodziny quasi-wielomianéw (4.1) w przypadku ogdlnym oraz podamy metody
badania odpornej D-stabilnosci w pewnych przypadkach szczegolnych, gdy wspol-
czynniki quasi-wielomianu (4.2) zaleza liniowo lub wieloliniowo od niepewnych
parametrow.

Podobnie jak w rozdziale 3 bgdziemy zakladac, ze D jest przesunigta otwarta
lewa polplaszczyzna. Ogolniejsze obszary D, spetniajace zalozenia wymienione
w punkcie 3.2.3, zostang rozpatrzone w punkcie 4.5.

Jezeli D jest przesunigtya otwarta lewa poélptaszczyzna, to odporna D-stabil-
nos$¢ rodziny czlonéw dominujacych (4.4) jest warunkiem koniecznym odpornej
D-stabilno$ci rodziny quasi-wielomianow (4.1) typu neutralnego. Metody badania
odpornej D-stabilno$ci rodziny czlondéw dominujacych (4.4) w wymienionych
powyzej przypadkach szczegdlnych podamy opierajac sie na twierdzeniu 3.4. Do
badania odpornej D-stabilnosci tej rodziny z niewspoimiernymi opodznieniami
mozna tez stosowa¢ warunek wynikajacy z twierdzenia 2.6. Mianowicie, jezeli D
jest przesunigta otwartg lewa polptaszczyzna (2.22), to rodzina cztonéw dominuja-
cych (4.4) z niewspolmiernymi opdznieniami jest odpornie D-stabilna wtedy
i tylko wtedy, gdy warunek (2.33) jest spelniony dla kazdego cztonu dominujace-
go (4.5) nalezacego do tej rodziny, czyli gdy

minfang(q)— $la(@le?™ }>0. (4.6)
qeQ i=1

4.1. Badanie odpornej stabilno$ci w przypadku ogélnym

W przypadku ogdlnym do badania odpornej D-stabilnoéci rodziny quasi-
-wiclomianéw (4.1) nalezy stosowa¢ metodg bezposredniego sprawdzenia warunku
wykluczenia zera lub metodg przestrzeni niepewnych parametrow. Sa one opisane
w punkcie 3.2.

Zastosowanie wyzej wymienionych metod do badania odpornej D-stabilnosci
rodziny quasi-wielomianéw o wspolczynnikach zaleznych wielomianowo od
dwoch niepewnych parametrdw ilustruje ponizszy przyktad.

Przyklad 4.1. Nalezy zbada¢ odporna D-stabilnoé¢ rodziny quasi-wielomianow
(3.16) typu neutralnego, rozpatrywanej w przyktadzie 3.1, gdzie D jest przesunigta
otwartg lewa polplaszczyzng Res<-—03, ktérej brzeg ma opis parametryczny
fw)=-03+ jo, 0eQ=[0,).
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Quasi-wielomian nominalny, odpowiadajacy nominalnym warto§ciom q; =
= g, =0 niepewnych parametrow, ma posta¢ (3.17). Stosujac twierdzenie 2.3
mozna wykazaé, ze jest on D-stabilny. Jest wigc tez D-stabilny nominalny czton
dominujacy o postaci podanej w (3.22) przy g, =0.

Zbadamy najpierw odporna D-stabilno$¢ rodziny (3.16) na podstawie bezpo-
$redniego sprawdzenia warunku wykluczenia zera.

Rodzina czlondéw dominujacych rozpatrywanej rodziny quasi-wielomianéw
ma posta¢ (3.22). Z przykladu 3.1 wynika, ze dla kazdego ustalonego ® zbidr
warto$ci A(exp(—f(w)h), Q) tej rodziny jest na plaszczyznie zmiennej zespolonej
odcinkiem linii prostej, ktorego jednym z koncow jest punkt 1+ jO. Polozenia tego
zbioru wartosci, wyznaczone w funkcji parametru ® zmieniajacego si¢ od 0 do
n/h=10472 z krokiem 0.2, sa pokazane na rysunku 4.1. Z tego rysunku oraz ze
wzoru (3.22) wynika, ze dla kazdego ®=0 zbior wartosci A(exp(—f(®)h),Q)

lezy w kole o §rodku w punkcie 1+ jO i o promieniu 0.2% %" =0.0479. Warunek

wykluczenia zera (3.13) jest wigc spelniony i rodzina cziondéw dominujacych
(3.22) jest odpornie D-stabilna, zgodnie z twierdzeniem 3.4.

0.05 T
im i

N

"0.95 1 Re 105

Rys. 4.1. Potozenia zbioru wartoséci rodziny czlonéw dominujacych (3.22)
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Rodzina quasi-wielomianéw (3.16) ma wspétmierne opdznienia, natomiast
rodzina cztonéw dominujacych (3.22) zalezy od jednego opdznienia hy =2h.
Mozna wiec stosowaé warunek (4.6) do badania jej odpornej D-stabilnosci. Latwo
sprawdzi¢, ze jest on spetniony, bowiem mig{l - q% exp(2hy)} =1-0.0479 > 0.

qe

Wyznaczajac na plaszczyZnie zmiennej zespolonej potozenia zbioru wartosci
w( f(@),h,Q) rodziny quasi-wielomianéw (3.16) w funkcji parametru ® zmienia-
jacego sig od 0 do 4.5 z krokiem Aw =05, otrzymamy wykresy pokazane na ry-
sunku 4.2. Dla kazdego ustalonego @ >4.5 zbidr wartosci w(f(w),h,0) lezy
w lewej polplaszczyznie plaszczyzny zmiennej zespolonej dalej od osi urojone;
niz zbiory pokazane na rysunku 4.2. Warunek wykluczenia zera (3.12a) jest wigc
spetniony. Oznacza to, zgodnie z twierdzeniem 3.3, Ze rodzina quasi-wielomianow
(3.16) jest odpornie D-stabilna.

2

Im

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4
Re

Rys. 4.2. Polozenia zbioru wartosci rodziny quasi-wielomianow (3.16),
wyznaczone dla © zmieniajacego si¢ od 0 do 4.5 z krokiem 0.5

Dla kazdego ustalonego  zbior wartosci w(f(®),h,Q) zostal wyznaczony

w sposob opisany w punkcie 3.2.1 i zastosowany w przykladzie 3.1, tzn. z zasto-
sowaniem metody siatki. Przy tworzeniu siatki w zbiorze Q przyjmowano ustalone
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wartosci parametrow gq; €[-0.1,0.1] i g, €[-0.2,02], zmieniajace sig¢ z krokiem

0.05.

Aby zbada¢ odporna D-stabilno$¢ rodziny (3.16) metoda przestrzeni niepew-
nych parametrow, opisang w punkcie 3.2.2, nalezy wyznaczy¢ granicg zer rzeczy-
wistych (3.32) oraz granicg zer zespolonych (3.33).

Na granicy zer rzeczywistych jest spetnione réwnanie w(—0.3,k,q) =0, ktére
dla quasi-wielomianu (3.16) ma postaé

wo (-03,h) + QWi (-0.3,h) + grwy (-03,h) + q192w12 (-0.3,h)

4.7
+ 3wy (<03,h) =0, 4.7)

Réwnanie (4.7) zalezy liniowo od niepewnego parametru g;, co znacznie
utatwia wyznaczenie na plaszczyznie (qy,9,) krzywej bedacej jego rozwiazaniem.

Pokazana na rysunku 4.3 krzywa 1 jest rozwigzaniem réwnania (4.7), odpo-
wiadajacym wartosciom parametru g, €[-0.045,04].

Dla kazdego ustalonego g € Q na granicy zer zespolonych jest spetniony
uktad réwnan

Rew(f (w),h,q) =0, Imw(f(w),h,q)=0, (4.8)
ktéry mozna napisaé w postaci

Uy (@) + gy (@) + gty (®) + G 1g 112 (®) + GF1try (©) =0, (4.92)

v (®) + gy (©) + g2V, (®) + G1g2v12 (©) + gavay (©) = 0, (4.9b)
gdzie

u; (W) = Rew; (f(w),h), v;(w)=Imw;(f(w),h), (4.10)

U (@) = Rewy (f(0),h), vy (0) =Imwy (f(),h), 4.11)

przy czym odpowiednie quasi-wielomiany maja postaci podane w przykladzie 3.1.

Obliczajac q; z rownan (4.9a) i (4.9b) (przy zalozeniu uj(®) +goupp (@) #0
i vj(®) +gyvyp(©) #0), otrzymamy
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_ Up(@) +goup () + Gruzy ()

=
(W) + gotgr (©
1(®)+4g7 12(2 ) @.12)
— ) (w)+ goVo () + q5vyo (W)
v (©@) +gov12(0)
Rownanie (4.12) mozna przeksztatci¢ do postaci
co() + €1 (@)g3 + 03 (@)g3 + c3(0)g3 =0, (4.13)
gdzie
co(®) = ug(w)v(®) — up (®)vg(w), 4.14)

() = uy (@IV1(©) — w1 (©)v (©) — upp (W)Ve(W) + ug(W)via (W), (4.15)

3 () = Upy (WY (W) — 1y (W)V9) (W) — Uy (W)Y (®) + Up (W)v2 (W), (4.16)

c3(0) = upn (W)vy2 (W) — upp (W)vpo (W). (4.17)

Rozwigzaniem ukladu réwnan (4.9a), (4.9b), odpowiadajacym warto$ciom
parametru ® €[1.915,395], jest krzywa 2 pokazana na rysunku 4.3. Zostala ona

wyznaczona w ten sposob, ze przy ustalonej wartosci @ obliczono najpierw pier-
wiastki réwnania (4.13), a nastepnie ze wzoru (4.12) obliczono warto$¢ parametru
g1, odpowiadajaca kazdemu rzeczywistemu pierwiastkowi rownania (4.13).

Na plaszczyznie (g, g, ) obszarem D-stabilnosci rozpatrywanej rodziny quasi-

-wielomiandéw jest obszar zawierajacy poczatek tej plaszczyzny, tzn. lezacy po-
migdzy krzywymi 1 1 2. Wynika to stad, Ze jest D-stabilny quasi-wielomian nomi-
nalny, odpowiadajacy nominalnym warto§ciom q; =g, =0 niepewnych parame-
trow. Poniewaz zbior Q (prostokat na rysunku 4.3) lezy calkowicie w obszarze
D-stabilnosci, rozpatrywana rodzina quasi-wielomiandéw jest odpornie D-stabilna. m
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0.4

T T T

92

-1 0 1.5
9

Rys. 4.3. Wykresy do przyktadu 4.1: granica zer rzeczywistych (krzywa 1),
granica zer zespolonych (krzywa 2) oraz zbi6r Q (prostokat)

4.2. Odporna stabilno$¢ wypuklej kombinacji
dwoéch quasi-wielomianéw

Wezmy pod uwagg rodzing quasi-wielomianéw (4.1) i zalozmy, ze wspot-
czynniki (niekoniecznie wszystkie) quasi-wielomianu (4.2) zaleza liniowo od jed-
nego niepewnego parametru g, przy czym g € Q = [g",q"]. W takim przypadku
rodzing (4.1) mozna napisa¢ w postaci

W(s,h,A) = {w(s,h,A): Ae A=][0,1]}, (4.18)
gdzie

w(s,h,A) = (1-A)w, (s,h) + Aw, (s, h), (4.19)
przy czym w,(s,h) =w(s,h,q"), wp(s,h)= w(s,h,q+), oraz a,n(A)>0 dla kaz-

dego A €A, gdzie a,q(A) jest wspOtczynnikiem stojacym przy s” w quasi-wielo-
mianie (4.19). Przy tym zalozeniu rodzina quasi-wielomianoéw (4.18) jest rodzing
typu op6znionego lub neutralnego.
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Nie zmniejszajac ogélnosci rozwazan przyjmijmy, ze quasi-wielomianem
nominalnym rodziny (4.18) jest quasi-wielomian w,, (s, k).

Zgodnie z definicja 3.1, rodzing quasi-wieclomianéw (4.18) bedziemy nazy-
wac odpornie D-stabilng, jezeli kazdy quasi-wielomian nalezacy do tej rodziny jest
D-stabilny.

Problem badania odpornej D-stabilnoéci wypuklej kombinacji dwéch wielo-
mianéw byl rozpatrywany w wielu pracach. Glowne ich rezultaty sa podane
w monografiach [1, 8, 18, 52]. Nalezy przy tym podkresli¢, ze w przypadku wypu-
ktej kombinacji dwoch wielomianow istnieja metody analityczne, stuzace do bada-
nia odpornej stabilnosci i odpornej D-stabilno$ci, podane w pracach [2, 19, 169]
(patrz tez wymienione powyzej monografie). Nie ma natomiast analitycznych me-
tod badania odpornej D-stabilno$ci oraz odpornej stabilnosci wypuklej kombinacji
dwéch quasi-wielomiandw.

Rodzina cztonéw dominujacych rodziny quasi-wielomianéw (4.18) typu neu-
tralnego ma postac

A(exp(—sh),A) = {A(exp(-sh),A): L€ A =[0,1]}, (4.20)

gdzie
A(exp(—sh),\) = (1 -A)A, (exp(—sh)) + AMA, (exp(—sh)), A€ A, (4.21)

przy czym A, (exp(—sh)) i Ap(exp(-sh)) sa to cztony dominujace quasi-wielo-
miandéw w,(s,h) 1 wy, (s, h), odpowiednio.

Jezeli D jest przesunigta otwarta lewa pélplaszezyzna, to odporna D-stabil-
no$¢ rodziny (4.20) jest warunkiem koniecznym odpornej D-stabilno$ci rodziny
quasi-wielomianéw (4.18) typu neutralnego.

Dla kazdej ustalonej liczby zespolonej z zbiorem wartodci rodziny quasi-
-wielomiandéw (4.18) jest zbidr

w(z,h,A) = {w(z,h,A): A e A=[0,1]}, (4.22)
bgdacy na plaszczyZnie zmiennej zespolonej odcinkiem linii prostej, taczacym
punkty w,(z,h) i wy(z,h). Natomiast unormowanym zbiorem wartosci tej rodzi-
ny jest zbidr

Ww(z,h,A) = {W(z,h,A): A€ A=[0,1]}, (4.23)
gdzie w(z,h,A) =w(z,h,A)/ w,(z,h), przy czym w,(z,h) # 0. Jest on odcinkiem

linii prostej, taczacym punkty w(z,h,0) =1+ jO i W(z,h,1) = wy,(z,h)/ w, (-z,h).
Z powyzszych rozwazan i twierdzenia 3.3 wynika nast¢pujace twierdzenie.
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Twierdzenie 4.1. Niech quasi-wielomian nominalny w,(s,h) bedzie D-stabilny.

Rodzina quasi-wielomianoéw (4.18) typu opo6znionego lub neutralnego jest odpor-
nie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy jest spelniony warunek wykluczenia zera

0z w(f(m),h,A), Vo e, (4.24)
lub rownowaznie, jest spetniony warunek wykluczenia zera dla unormowanego
zbioru wartos$ci

0ew(f(w),hA), YOeQ, 4.25)
gdzie w(f(w),h,A) i W(f(w),h,A) maja postaci podane w (4.22) i (4.23), od-
powiednio, przy z = f(®). [ ]

Zgodnie z definicja 3.6, dla dowolnej liczby zespolonej z zbiorem warto$ci
rodziny cztonéw dominujacych (4.20) jest zbioér

A(exp(—zh), A) = {A(exp(—zh),A): L € A =[0,1]}. (4.26)
Na plaszczyznie zmiennej zespolonej jest on odcinkiem linii prostej, taczacym
punkty A, (exp(-zh)) i Ay (exp(—zh)).
Z twierdzenia 3.4 wynika ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.2. Niech nominalny czton dominujacy A,(exp(-sh)) begdzie D-

stabilny. Rodzina cztonéw dominujacych (4.20) jest odpornie D-stabilna wtedy i
tylko wtedy, gdy jest spelniony warunek wykluczenia zera

0¢& A(exp(—f (0)h),A), Yo €Q, 4.27)
gdzie A(exp(—f(w)h),A) = A(exp(—zh),A) dla z = f(w). n

Spelnienie warunkéw wykluczenia zera (4.24), (4.25) i (4.27) mozna spraw-
dzi¢ bezposrednio, wykreslajac na plaszczyZznie zmiennej zespolonej polozenia
odcinkéw w(f(w),h,A), w(f(w),h,A) i Alexp(—f(w)h),A) w funkcji parame-
tru m € Q (przyjmujac odpowiednio maty krok Aw ) i wizualnie sprawdzajac, czy
przechodza one przez poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej czy tez nie.

Zauwazmy, ze dla kazdego ustalonego ®we€ Q odcinek w(f(w),h,A) nie

przechodzi przez poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej wtedy 1 tylko wtedy,
gdy
largw, (f (@), h) —argw, (f(w),h)|<n, Yo €Q, (4.28)

gdzie argz €[-m,m) jest gldéwnym argumentem liczby zespolone;j z.
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Warunek (4.28) mozemy napisaé¢ w postaci
Pp(w)>0, Yo eQ, (4.29)
gdzie
P(w) = n-|arg w, (f (), k) —argwy, (f (w), b)| (4.30)

jest funkcja testujaca stowarzyszona z obszarem D.

Postepujac podobnie mozemy wykazaé, ze dla kazdego ustalonego ® € Q
odcinek A(exp(—f(w)h),A) nie przechodzi przez poczatek plaszczyzny zmiennej
zespolonej wtedy 1 tylko wtedy, gdy

0 (0)>0, Vo e Q, (4.31)
gdzie
94 () =n—|arg A, (exp(—f (0)h)) — arg Ay (exp(—f (0)h))| (4.32)

jest funkcja testujaca rodziny czlondéw dominujacych (4.20), stowarzyszona z ob-
szarem D.

Zauwazmy, ze ze wzgledu na okresowo$¢ funkcji exp(—f (w)h) przy spraw-
dzaniu warunku (4.31) (lub (4.27)) mozemy ograniczy¢ si¢ do skonczonego prze-
dziatu warto$ci parametru . Przedzial ten mozna wyznaczy¢ w sposob opisany
w punkcie 2.3.1 niniejszej pracy (poniZej twierdzenia 2.2).

Dla kazdego ustalonego ® € £ odcinek w(f(w),h,A), zaczepiony w punk-

cie w(f(w),h0)=1+j0, ktorego drugim koncem jest punkt wW{f(w),h,1)=
w(f(w),h)/ w,(f(w),h), nie przechodzi przez poczatek plaszczyzny zmiennej
zespolonej wtedy i tylko wtedy, gdy wykres

Wpa (f (@) = wy (f (), h) / w, (f (W), h), (4.33)
sporzadzony w funkcji parametru @ € Q, nie przecina ujemnej potosi rzeczywistej
(—=o,0].

Powyzszy warunek zostal w inny sposob udowodniony w pracy [88].

Lemat 4.1. Niech quasi-wielomian nominalny w,(s,h) bedzie D-stabilny. Ro-

dzina quasi-wielomianow (4.18) typu op6zZnionego lub neutralnego jest odpornie
D-stabilna wtedy 1 tylko wtedy, gdy na plaszczyZznie zmiennej zespolonej wykres
funkcji (4.33) nie przecina ujemnej potosi rzeczywistej (—e0,0].

Dowdd. Dowod wynika z powyzszych rozwazan i twierdzenia 4.1. ]
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Dla dowolnej liczby zespolonej z unormowanym zbiorem warto$ci rodziny
cztonéw dominujacych (4.20) jest zbior

A(exp(~zh),A) = {A(exp(~zh),A): A€ A=1[0,1]}, (4.34)

gdzie E(exp(—zh),}») = A(exp(—zh),A) / A, (exp(~zh)), A, (exp(-zh))#0. Na
plaszczyznie zmiennej zespolonej jest on odcinkiem linii prostej, faczacym punkty
A(exp(=zh),0) =1+ jO i A(exp(—zh),1) = Ay (exp(—zh)) / A, (exp(-zh)).

Z lematu 4.1 i powyzszych rozwazan bezposrednio wynika nast¢pujacy lemat.

Lemat 4.2. Niech nominalny czton dominujacy A, (exp(—sh)) bedzie D-stabilny.

Rodzina cztondéw dominujacych (4.20) jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wte-
dy, gdy na plaszczyznie zmiennej zespolonej wykres funkeji

Ay (exp(=f (0)h)) = Ap (exp(~f (@)R)) / g (exp(~f (w)h)) (4.35)

nie przecina ujemnej pélosi rzeczywistej (—ee,0]. =

Zauwazmy, ze w przypadku rodziny quasi-wielomianéw (4.18) typu neutral-
nego Wy, (s) dazy do Zba(exp(—sh)) przy |s|— e. Ponadto, jezeli s= f(w)=
~Y + jo, to |s]—> e przy @ —> ce. Z powyzszego wynika zatem, ze dla odpowied-
nio duzych warto$ci parametru @ wykres funkcji (4.33) dazy do wykresu funkcji
(4.35), sporzadzonego dla w €[0,2n/#], gdzie 7% oblicza si¢ w sposéb podany

w punkcie 2.3.1. Oznacza to, ze podany w lemacie 4.2 warunek konieczny odpor-
nej D-stabilno$ci rodziny quasi-wiclomianéw (4.18) typu neutralnego musimy
sprawdza¢ oddzielnie tylko w przypadku, gdy przy duzych warto$ciach parametru
o wykres funkcji (4.33) przebiega bardzo blisko poczatku plaszczyzny zmienngj
zespolonej. W pozostatych przypadkach sprawdzanie tego warunku nie jest ko-
nieczne, co ilustruje podany ponizej przyklad 4.2.

Przyklad 4.2. WeZzmy pod uwagg quasi-wielomian charakterystyczny (2.13), roz-
patrywany w przyktadach 2.1, 2.2 i 2.3. Zalézmy, ze =05, T=02, K, =06,
T; =038, T; =0., natomiast warto$¢ wspotczynnika wzmocnienia & nie jest do-
ktadnie znana, przy czym k €[08,1.2].

Przyjmujac oznaczenie g =k €[08,12], quasi-wielomian (2.13) napiszemy
w postaci
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w(s,h,q) = 00765 +038s+ q(0.0228s% + 02285 +0.6)e*" g € 0, (4.36)

gdzie O =[08,12].

Stosujac lemat 4.1 nalezy zbada¢ odporng stabilnoé¢ rodziny quasi-wielomia-
now (4.36), ktérg mozna napisa¢ w postaci

w(s,lA) = (1= M)w, (s,h) + Awy, (s,h), A €A =[0,1], (4.37)
gdzie
wy (s,}h) = 007652 + 0385 +08(0.02285> + 02285+ 0.6)e™",  (4.38)

wy, (s,h) = 0076s% + 0385 +12(002285> + 02265 +06)e~ .  (4.39)

Latwo sprawdzié, stosujac np. twierdzenie 2.3, ze powyzsze quasi-wielo-
miany sa asymptotycznie stabilne.

0.7 0.9 1.1 1.3 Re 12

Rys. 4.4. Wykres funkcji W, (jo), ® e[0,60]
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Wykres funkcji Wy, (j®), zdefiniowanej wzorem (4.33), jest pokazany na ry-
sunku 4.4. Zostal on wyznaczony dla ® zmieniajacego si¢ od 0 do 60 z krokiem
Aw =0.05. Rozpoczyna sig on przy @ =0 w punkcie 15+ jO i przy @ — oo
,nawija si¢”” na wykres funkcji (4.35), ktéra dla rodziny quasi-wielomianoéw (4.36)
ma postac
0.076 + 0.01824 exp(~ jwh)
0.076 + 0.02736 exp(— jwh)

Apq (exp(— jwoh)) = (4.40)

Funkcja (4.40) jest ilorazem (dla s= jw) czlonéw dominujacych quasi-
-wielomianow (4.39) i (4.38). Jest ona funkcja okresowa parametru ®, o okresie
2n/h =4m. Dlatego tez jej wykres na plaszczyznie zmiennej zespolonej jest
krzywa zamknigta.

Z rysunku 4.4 wynika, ze wykres funkcji Wy, (j®) nie przecina ujemnej pél-
osi rzeczywistej (—o0,0]. Oznacza to, zgodnie z lematem 4.1, ze rodzina quasi-
-wielomianéw (4.36) jest odpornie stabilna. u

W pracy [147] (patrz tez np. [8, 18, 52]) wykazano, ze istnieje klasa wypu-
ktych kombinacji dwéch wielomiandw, dla ktérej odporna stabilno$¢ jest réwno-
wazna z asymptotyczna stabilnoscia wielomianow w, (s) i wy(s). Podobny rezul-

tat zostal podany w pracach [71, 72] w przypadku wypuktej kombinacji dwoch
quasi-wielomianéw. Jest on cytowany w [83].
Wykorzystujac rezultaty pracy [71] udowodnimy ponizsze twierdzenie.
Wezmy pod uwagg quasi-wielomian

g(s,h) =wp(s,h)~w,(s,h) (4.41)
i wprowadzmy oznaczenia

Qg (w) =argg(jw,h), @,'(0)=(d/dw)arg g(jo,h). (4.42)

Twierdzenie 4.3. Zalozmy, ze quasi-wielomiany w,(s,h) i wy(s,h) sa asympto-
tycznie stabilne. Jezeli

0, (@< _;m +isin(mhm +2(pg((n))|

™ (4.43)

dla wszystkich ® >0, dla ktérych pochodna jest dobrze okreslona, to rodzina

quasi-wielomianéw (4.18) typu opdznionego lub neutralnego jest odpornie sta-
bilna.
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Dowdd. W pracy [71] rozpatrywano problem badania odpornej stabilno$ci wypu-
kiej kombinacji dwoch quasi-wielomianéw, majacych postaé (2.103). Do tej klasy
naleza tez quasi-wielomiany o postaci (2.101), ktoére tworzy si¢ z quasi-wielo-
mianu (2.97) w sposéb podany w (2.99).
Wezmy pod uwagg rodzing quasi-wielomiandéw typu opdznionego lub neu-
tralnego, majaca postaé
W(s,h,A) = {w(s,h,A): e A=[0,1]}, (4.44)

gdzie
w(s,h,\) = (1= Mw,(s,k) + Awy(s,h), LeA=[0,1], (4.45)

przy czym w, (s,h) = exp(sh, )w, (s, h) 1 w (s,h) = exp(sh,, )wy (s, h) sa to quasi-
-wielomiany, majgce postac (2.101).

Odporna stabilno$¢ rodziny quasi-wiclomiandéw (4.44) jest rownowazna z od-
porna stabilno$cia rodziny (4.18). Wobec tego, jezeli sa asymptotycznie stabilne
quasi-wielomiany w,(s,h) i wy(s,h), to sa tez asymptotycznie stabilne quasi-

-wielomiany w, (s,h) i wb(s,iT) (i odwrotnie).
Wprowadzmy oznaczenia
D, (@) =arg g(jo,h), P '(w)=(d/dw)argg(jm,h), (4.46)
gdzie
g(s,h) = wy(s,1t) — w (s, k). (4.47)
W pracy [71] wykazano, ze jezeli quasi-wielomiany w, (s,h) i wb(s,ﬁ ) sa
asymptotycznie stabilne i warunek
|5in(25 5 (@) = (g + I,))|
| 20 |

7, () <20 “;hm + 4.48)
jest spetniony dla wszystkich ® >0, dla ktorych pochodna jest dobrze okre$lona,
to rodzina quasi-wielomianéw (4.44) jest odpornie stabilna.

Zauwazmy, ze obie strony nieréwnosci (4.48) i (2.109) maja takie same po-
staci, inny jest tylko zwrot znaku nieréwnosci. Wobec tego, postgpujac w taki sam
sposob jak w dowodzie lematu 2.9, mozna wykazac, ze warunek (4.48) dla rodziny
(4.44) jest réwnowazny z warunkiem (4.43) dla rodziny (4.18). [
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Jezeli (4.18) jest rodzing quasi-wielomiandéw o zespolonych wspétczynnikach,
to warunek (4.43) przyjmuje postac [71]

0, (®) < —%"t (4.49)

Z twierdzenia 4.3 wynika, ze jezeli jest spetniony warunek (4.43), to asymp-
totyczna stabilno$¢ quasi-wielomianow w, (s,h) i wy(s,h) jest warunkiem dosta-
tecznym odpornej stabilnosci rodziny quasi-wielomianow (4.18).

Warunek (4.43) mozna napisa¢ w postaci

R(®w)=20, V>0, (4.50)

gdzie R(m) jest funkeja testujaca, majaca postac

sin(wh,, +2¢ ,(w))
R(m)z_(pg'(@)“%*'l 2o 4 |

4.51)
Zauwazmy, ze R(®) = —Farg((u), gdzie funkcja Farg((o) jest zdefiniowana

wzorem (2.119). Wobec tego, funkcje (4.51) mozna wyznaczy¢é w sposob podany
w punkcie 2.4, nie wymagajacy bezpoéredniego obliczania argumentu quasi-wielo-
mianu (4.47) dla s = jo.

Przyklad 4.3. Wezmy pod uwagg rozpatrywana w przykladzie 4.2 wypukla kom-
binacje (4.18) dwoch quasi-wiclomianow (4.38) 1 (4.39).

Obliczajac ze wzoru (4.41) quasi-wielomian g(s,h) otrzymamy

g(s,h) =wy(s,h) —w,(s,h) = O.4(0.0228s2 +0.228s + 0.6)e—Sh. (4.52)

Wykres funkcji R(w), wyznaczony na podstawie wzoru (4.51) dla @ zmie-

niajacego si¢ od 0.01 do 50 (ze zmiennym krokiem) jest pokazany na rysunku 4.5.
Przy ® — 0 wykres R(®) dazy do zera. Z rysunku 4.5 wynika, ze warunek (4.50)
(a wigc i (4.43)) jest spelniony. Asymptotyczna stabilno$¢ quasi-wielomianéw
w,(s,h) i wy(s,h) jest wigc warunkiem wystarczajacym odpornej stabilnosci
rodziny quasi-wielomianéw (4.18). Poniewaz sa one asymptotycznie stabilne,
z twierdzenia 4.3 wynika, Zze rozpatrywana wypuklia kombinacja dwéch quasi-
-wielomianéw (4.38) i (4.39) jest odpornie stabilna. ]
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Rys. 4.5. Wykres funkcji R(®w)

4.3. Odporna stabilno$¢ rodziny quasi-wielomianéw o wspoélczynnikach
liniowo zaleznych od niepewnych parametrow

WezZzmy pod uwagg rodzing quasi-wielomianéw opisang wzorami (4.1)-(4.3)
i zatézmy, ze wspbtczynniki quasi-wielomianu (4.2) sg liniowymi funkcjami nie-
pewnych parametréw.

Dla prostoty rozwazan przyjmijmy (nie zmniejszajac ich ogélnosci), ze
wspotczynniki quasi-wielomianu (4.2) zaleza nie od niepewnych parametréow, a od
odchylek tych parametrow od ich wartosci nominalnych. Odchyiki bedziemy przy
tym oznaczac tak samo jak niepewne parametry, tzn. przez g, (k=12,...,1). Dla
odroznienia, Ze rozpatrujemy zapis quasi-wielomianu w(s,h,q) w zalezno$ci od
odchylek, a nie od niepewnych parametréw, przyjmiemy zasadg, ze k-ta odchytka
gr €lbg,cr), b <0, ¢ 20 (przy czym nie moze by¢ jednoczesnie b, =0

i ¢ =0), podczas gdy k-ty niepewny parametr gy € [q5 .95 ), qx <4 -
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Przyjecie wyzej wymienionego zapisu quasi-wielomianu w(s,k,q) pozwoli
na podanie w dalszej czgsci niniejszego punktu prostych metod stuzacych do wy-
znaczania funkcji testujacych.

Quasi-wielomian o wspdtczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych pa-
rametréw mozna napisa¢ w postaci

w(s,h,q) =wo(s,h)+qwi(s,h)+...+ qw; (s, h), (4.53)

gdzie g =1[491,92,.---q;] jest wektorem odchylek g; (k=12,...,l) niepewnych
parametréw od ich warto$ci nominalnych, / jest liczba niepewnych parametrow,
za$
& o & (k) —sh
wr(s,h)= X s" Yay’e " k=01..1 4.54)
r=0 i=0

sq to znane quasi-wielomiany, przy czym 0=hy <k <...<h,,.

Niech obszarem D bedzie przesunigta otwarta lewa polplaszczyzna, ktorej
brzeg ma opis parametryczny f(0)=-Y+ jo, 0 € Q =[0,), przy czym y > 0.

Bedziemy rozpatrywaé odporng D-stabilno$¢ rodziny quasi-wielomianow

W(s,h,Q) = {w(s,h,q):q € O}, (4.55)
gdzie w(s,h,q) jest quasi-wielomianem majacym posta¢ (4.53), natomiast
O=1{q:qr €lby,ck ) by £0,¢;, 20,k =12,...,1} (4.56)

jest zbiorem wartosci odchylek niepewnych parametrow od ich warto$ci nominal-
nych.

Quasi-wielomianem nominalnym rodziny (4.55) jest wg(s,h) = w(s,h,qp),
gdzie gy =[0,0,...,0]. Bedziemy przyjmowac, ze jest on D-stabilny.

W dalszych rozwazaniach bgdziemy zakladag, ze jest spelniony warunek

!
aQ+ 3qal§) >0, vgeo, (4.57)
k=1

tzn. rodzina quasi-wielomiandw (4.55) jest rodzing typu opdznionego lub neutral-
nego. Warunek (4.57) jest rownowazny z warunkiem a,g(q)>0, VqeQ, sfor-
mutowanym dla rodziny quasi-wielomiandw (4.1).

W przypadku szczegélnym, gdy [ =1, rodzing quasi-wielomiandéw (4.55)
mozna napisa¢ w postaci (4.18). Problem badania odpornej D-stabilnosci rodziny
(4.18) zostat rozpatrzony w punkcie 4.2.
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Rodzina czionéw dominujacych rodziny quasi-wielomianow (4.55) typu neu-
tralnego ma postac

A(exp(—sh), Q) = {A(exp(—sh),q): q € 0}, (4.58)

gdzie
1
A(exp(—sh),q) = Ag(exp(—sh)) + X qi Ay (exp(-sh)), (4.59)
k=1

przy czym

Ag(exp(-sh)) =a®) + Ta®e™hi g =01,...,1, (4.60)

i=1

sq to cztony dominujace quasi-wielomianéw (4.54) typu neutralnego. Nominalnym
cztonem dominujacym rodziny (4.58) jest Ag(exp(—sh)) = A(exp(—sh),q).

Jezeli obszarem D jest przesunigta otwarta lewa pélplaszczyzna, to odporna
D-stabilno$¢ rodziny (4.58) jest warunkiem koniecznym odpornej D-stabilno$ci
rodziny quasi-wielomianéw (4.55) typu neutralnego.

4.3.1. Zbior wartos'ci

Zbiér Q o postaci (4.56) jest [-wymiarowym hiperprostopadioscianem. Ma on

K = 2! wierzchotkow i L =127 krawedzi.
Oznaczmy przez

qr =[q1k,q§,...,qlk], gdzie qik =b; lub qik =¢, i=12,..,1
k-ty wierzcholek zbioru Q.
Zbiér Q mozna przedstawi¢ w postaci

K K
Q=conv{qy,q92,....9g} ={q:9= XA q;, A 20, LA, =1}.  (4.61)
k=1 k=1

Wierzcholtki g4, k =1,2,..., K, zbioru Q bedziemy nazywac jego generatorami.
Kazdemu wierzchotkowi q;, k =1,2,...,K, zbioru g w zbiorze quasi-wielo-
mianéw (4.55) odpowiada tzw. quasi-wielomian wierzchotkowy

pr(s,h) =w(s,h,q;). (4.62)
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Uwzglgdniajac powyzsze rozwazania, dowolny quasi-wielomian w(s,h)
nalezacy do rodziny (4.55) mozna napisa¢ w postaci

K K
wis,h)= YArpr(s,h), Ap20, Thg =1. (4.63)
k=1 k=1

Oznacza to, Ze rodzing quasi-wielomianéw (4.55) mozna przedstawi¢ w postaci
W(s,h,Q) = conv{p(s,n), p(s,h),..., px (s, )} (4.64)

Rodzing (4.64) bedziemy nazywac wierzchotkowym zbiorem quasi-wielomia-
noéw.
Kazdej krawedzi

9 M) =(1-2)q, +Agy, Ae A=[0,1] (4.65)
zbioru Q, bedacej odcinkiem linii prostej taczacym wierzchotki ¢, i g, , w zbiorze

quasi-wielomianéw (4.64) odpowiada tzw. quasi-wielomian krawgdziowy majacy
postac

Pri (s, h, M) = (1-2)p, (s, h) + Apy (s,h), A e A=[0,1], (4.66)
gdzie p,(s,h) 1 pi(s,h) sa to quasi-wielomiany wierzchotkowe, odpowiadajace
wierzchotkom ¢, 1 ¢; zbioru Q, odpowiednio.

Ze wzoru (4.64) 1 definicji 3.5 wynika, ze dla kazdej liczby zespolonej z zbi6r
warto$ci w(z,h,Q) mozna przedstawi¢ w postaci

w(z,h,Q) = conv{p(z,h), pr(z,h),...,px (2, h)}. 4.67)

Podobnie, unormowany zbioér wartosci W(z,h,Q), zdefiniowany wzorem
(3.11), mozna przedstawi¢ w postaci

W(z,h, Q) = conv{p\(z,n), p2(z, h),..., Pk (z, W)}, (4.68)
gdzie pp(z,h) = pr(z,h) I wo(z,h), k=12,...,K, wy(z,h) #0, za§ wy(s,h) jest
D-stabilnym quasi-wielomianem nominalnym.

Zbiér wartosci w(z,h,Q) jest wypuklym wielobokiem na plaszczyznie
zmiennej zespolonej, rozpigtym na punktach p;(z,h),..,px(z,h), przy czym
w przypadku ogélnym nie wszystkie punkty p;(z,h), k=12,.., K, musza by¢
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wierzchotkami tego zbioru, tj. niektére z punktow pj(z,h) moga leze¢ we wng-
trzu zbioru wartosci w(z, h, Q).

Podobnie jak w przypadku rodziny wielomianéw o wspolczynnikach liniowo
zaleznych od niepewnych parametrow (np. [52]) mozemy wykazaé, ze zbiér war-
tosci w(z,h,Q) (wypukly wielobok) ma nastgpujace wlasciwosci:

1) Kazdemu wierzchotkowi p,(z,h) = w(z,h,q,) wieloboku w(z,h,Q) odpowia-
da wierzcholek g, zbioru Q, ale nie odwrotnie.

2) Kazdej krawedzi [p,(z,h), py (z,h)] wieloboku (4.67), bedacej odcinkiem linii
prostej faczacym wierzchotki p,(z,h) i p(z,h), w zbiorze Q odpowiada kra-

wedz (4.65), ale nie odwrotnie.

3) Liczba krawedzi wieloboku (4.67) jest nie wigksza niz 2/, gdzie [ jest liczba
niepewnych parametrow (wymiarem hiperprostopadtoscianu Q).

4) Krawedzie wieloboku (4.67) sa wzajemnie parami rownolegle.

Posta¢ zbioru wartosci w(z,h, Q) i jego polozenie na plaszczyznie zmiennej
zespolonej zalezg istotnie od wartosci liczby zespolonej z. Wielobok w(z,h,Q)

moze mie¢ maksymalnie 2/ krawedzi, przy czym ich liczba moze by¢ rézna w za-
leznosci od wartoéci z. Ponadto, niektére punkty p;(z,h), ktore byly wierzchot-

kami w(z,h,Q) przy jednej wartoéci z, moga by¢ punktami wewngtrznymi tego

wieloboku przy innej wartosci z.
Wymienione powyzej wiasciwosci ma tez unormowany zbior wartosci (4.68).
Ponadto, takie same wla$ciwo$ci ma tez zbior wartosci

A(exp(=zh), Q) = {A(exp(-zh),q): g € O} (4.69)
rodziny cztonéw dominujacych (4.58).

Dla dowolnej liczby zespolonej z zbior wartosci (4.69) jest wypuklym wielo-
bokiem, rozpietym na punktach p;é (exp(-zh)), k=1.2,...,K, bedacych warto-
$ciami dla s = z wierzchotkowych czlonéw dominujacych

L (exp(=sh)) = Aexp(~sh),qz), k=12,....K. (4.70)

7 powyzszych rozwazan wynika, Zze aby przy ustalonym z wyznaczy¢ na

plaszczyznie zmiennej zespolonej zbidr wartosci w(z,h,Q), nalezy wyznaczy¢

L=12""1 odcinkéw linii prostych, bedacych odwzorowaniami poszczegélnych
krawedzi zbioru Q przez przeksztatcenie w(z,h,q). Odcinki zewngtrzne sg krawg-

dziami zbioru wartosci w(z,h,Q).
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W taki sam sposob wyznacza si¢ unormowany zbidr wartosci w(z,h,Q) oraz
zbior warto$ci A(exp(-zh),Q) rodziny czlondéw dominujacych, stosujac prze-
ksztatcenia w(z,h,q) = w(z,h,q)/ wy(z,h) oraz A(exp(—zh),q), odpowiednio.

4.3.2. Warunek wykluczenia zera

Z twierdzen 3.3 i 3.4 wynikaja ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie 4.4. Niech quasi-wielomian nominalny wy(s,h) bedzie D-stabilny.

Rodzina quasi-wielomiandéw (4.55) typu opdznionego lub neutralnego o wspol-
czynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parametréw jest odpornie D-stabilna
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest spelniony warunek wykluczenia zera

Oegw(f(w),h,Q), YOeEQ, 4.71)
lub rownowaznie, warunek wykluczenia zera dla unormowanego zbioru warto$ci

0gw(f(w),h,Q), VO eQ, 4.72)

gdzie zbiory warto$ci w(f(w),h,Q) i w(f(w),h,Q) sa zdefiniowane wzorami
(4.67) 1 (4.68), odpowiednio, przy z = f(m). n

Twierdzenie 4.5. Niech nominalny czlon dominujacy Ag(exp(—sh)) bedzie D-

stabilny. Rodzina cztonéw dominujacych (4.58) o wspdtczynnikach liniowo zalez-
nych od niepewnych parametréw jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest spelniony warunek wykluczenia zera

0¢ Alexp(~f (0)h,0)), Yo € Q =[0,0), 4.73)

gdzie A(exp(~f(0)h), Q) = Alexp(-zh), Q) przy z = f(w) = -y + j. =

Bezposrednie zastosowanie twierdzen 4.4 i 4.5 do badania odpornej D-sta-
bilno$ci zilustrujemy ponizej dwoma przykladami ukladéw regulacji automatycz-
nej, typu opoznionego oraz neutralnego.

Przyklad 4.4. Wezmy pod uwage quasi-wielomian charakterystyczny ukladu re-
gulacji automatycznej tunelem aerodynamicznym, rozpatrywany w pracy [88], ma-
Jjacy postaé
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w(s,h) = s + 52 (6T +1)
+5(13.75t + 6 + 1.82texp(—shy) + 042t exp(—shy)) 4.74)
+13.75+ 182 exp(—shy) + (042 — 1305k) exp(—shy ),

gdzie h =0165, hy =033, natomiast niepewnymi parametrami sg T i k, przy
czym
1 e[1571,2.357], k €[-0.0144,-0.0088], 4.75)

o warto$ciach nominalnych 1ty =1964, ky=-0.0117.

Na podstawie bezpo$redniego sprawdzenia warunku wykluczenia zera nalezy
zbadaé odporng D-stabilnoé¢ quasi-wielomianu (4.74), gdzie

D ={s:Res<~1}. 4.76)

Parametryczny opis brzegu obszaru D ma posta¢ f(w) = -1+ jo, ® € Q =[0,).
Quasi-wielomian (4.74) o niepewnych wspotczynnikach mozna napisa¢ w po-
staci rodziny quasi-wielomiandw

w(s,h,q) = wy(s,h) + gwi(s,h) + gowy(s,h), q€Q, @4.77)

gdzie h=[h,m], q=I[q1.92], oraz

wo(s, ) = 19645 +12.7845% +(33.005 + 357448

(4.78)
+082488¢ ™2 )5 + 1375+ 1.82¢ M +156885¢ "2,
_ 3 2 —shy ~shy
wi(s,h) =5~ +65° +(1375+182e +042¢ )s, 4.79)
wy (s, ) = —1305¢5"2 | (4.80)
0 = {g: q; €[-0.393,0393], g, €[-0.0027,0.0029]}. (4.81)

Parametry q; i ¢, sa odchytkami niepewnych parametrow T i k, odpowied-

nio, od ich wartosci nominalnych.
Latwo zauwazy¢, ze warunek (4.57), majacy posta¢ 1964 +g; >0, jest spet-

niony. Z powyzszego i ze wzoréw (4.77)-(4.80) wynika zatem, Ze rodzina quasi-
-wielomiandéw (4.77) jest rodzing quasi-wiclomianéw typu opdznionego.
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Stosujgc twierdzenie 2.3 sprawdzimy najpierw D-stabilno$é quasi-wielomia-
nu nominalnego (4.78).

Wyznaczajac dla o €[0,3] wartoséci funkcji wy(f(w),h), otrzymamy linig
krzywa pokazana na rysunku 4.6, bedaca fragmentem hodografu Michajtowa.
Rozpoczyna si¢ on na dodatniej pélosi rzeczywistej 1 przebiega w kierunku dodat-
nim przez 3 ¢wiartki plaszczyzny zmiennej zespolonej (dla ® >3 pozostaje on
caly czas w trzeciej ¢wiartce plaszczyzny zmiennej zespolonej). Oznacza to, ze
quasi-wielomian nominalny wy(s,h) jest D-stabilny, zgodnie z twierdzeniem 2.3.

20

Im

10

-10

-80 -60 -40 -20 0 Re 20
Rys. 4.6. Potozenia zbioru wartosci w(f(w),k,Q) oraz hodograf Michajlowa wy(f(®),h)

Na rysunku 4.6 sg tez pokazane poloZenia réwnolegloboku w(f(w),h,Q),
bedacego zbiorem warto$ci rodziny quasi-wiclomiandéw (4.77). Zostaly one wy-
znaczone dla wartosci parametru ®, zmieniajacych si¢ od 0 do 3 z krokiem 0.2. Dla
kazdego ustalonego ® krawedzie zbioru wartosci w( f (w),h,Q) sa odwzorowania-
mi krawedzi zbioru (4.81).

Najblizej poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej lezy zbiér wartosci
w(f(0),h,Q), bedacy odcinkiem linii prostej, taczacym punkty (0.3946, j0) oraz
(195836, j0).
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Z rysunku 4.6 wynika, ze warunek wykluczenia zera (4.71) jest speiniony.
Oznacza to, zgodnie z twierdzeniem 4.4, Ze rozpatrywany quasi-wielomian o nie-
pewnych parametrach jest odpornie D-stabilny.

Polozenia na ptaszczyznie zmiennej zespolonej unormowanego zbioru warto-

sci W(f (), h,Q) =w(f(w),h,Q)/ wy(f(w),h), wyznaczone dla wartosci para-
metru @ zmieniajacych si¢ od zera do 4 z krokiem Aw =02, sa pokazane na ry-
sunku 4.7. Na tym rysunku sa tez pokazane przebiegi zmodyfikowanych hodo-
graféw Michajlowa pi(f(w),h) i p3( f(w),h), ®e[0,4] (linie przerywane),
gdzie

Pi(s,h) = w(s,h,qy)/ wo(s,h), P3(s,h) =w(s,h,q3)/ wo(s,h),

przy czym q; =[0.393,00029], g3 =[-0.393,—0.0027].

1.5
Im

1

-1.5 : :
0 0.5 1 1.5 Re 2

Rys. 4.7. Polozenia unormowanego zbioru wartoéci w(f(w),h,0), ®el0,4]

Unormowany zbior wartosci w(f (®),h,Q) dla w>4 pozostaje w obszarze
ograniczonym krzywymi 7 (f (@).h) i P3(f (®),h).

Z rysunku 4.7 wynika, ze warunck wykluczenia zera (4.72) jest spetniony
(najblizej poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej lezy punkt (0.0388, j) ), co

oznacza, ze rozpatrywany quasi-wielomian jest odpornie D-stabilny. ]
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Przyklad 4.5. Wezmy pod uwage ukliad automatycznej regulacji temperatury
w reaktorze nuklearnym (z regulatorem typu PID), rozpatrywany w przykladach
2.1 i 2.3. Quasi-wiclomian charakterystyczny tego ukladu, typu neutralnego, ma
postac

w(s,h) = s°TT, + sT; + kK, (s*T.T; + sT; + 1)e™*. (4.82)

Zalézmy, ze h = 0.5, natomiast warto$ci wspolczynnika wzmocnienia & i sta-

tej czasowej T obiektu regulacji nie s dokladnie znane, przy czym k €[08,12],

T €[016,0.24]. Nastawy K, =06, T, =038, T; =01 regulatora PID zostaly

dobrane wedtug kryterium optymalnego modutu dla warto$ci nominalnych kg =1,
Ty =02.

Oznaczmy przez q; i g, odchylki niepewnych parametréw & i 7, odpowied-

nio, od ich warto$ci nominalnych.

Podstawiajac dane liczbowe i uwzglgdniajac powyzsze oznaczenia, quasi-
-wielomian charakterystyczny (4.82) o niepewnych wspoiczynnikach napiszemy
w postaci rodziny quasi-wielomianéw

w(s,h,q) = wy(s,h) + qwi (s, h) + gywy(s,h), qeQ, (4.83)

gdzie ¢ =[q;,9,], oraz

wo(s,h) = 00765 +038s + 0.6(0.0385% + 0385+ 1)e ", (4.84)
wy (s,h) = 06(0.038s> +038s +1)e ™", (4.85)
wy (s,h) = 03852, (4.86)
0 ={q: q; €[-02,02], g, €[-0.04,004]}. (4.87)

Warunek (4.57) dla rozpatrywanej rodziny quasi-wielomianéw jest spelniony,
bowiem 0.076 +4;0.0228 +¢,038 >0, Vqe Q.

Na podstawie bezposredniego sprawdzenia warunku wykluczenia zera nalezy
zbada¢ odporng D-stabilno$§¢ quasi-wielomianu (4.83), gdzie

D ={s:Res<-05}. (4.88)

Parametryczny opis brzegu obszaru D ma posta¢ f(®) =-05+ jo, 0 € Q =[0,).
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Quasi-wielomian nominalny (4.84) rodziny (4.83) jest D-stabilny, co zostalo
pokazane w przyktadzie 2.3.

Rodzina czlondéw dominujacych rodziny quasi-wielomianéow (4.83) typu neu-
tralnego ma postac

A(exp(—sh),q) = Ag(exp(—sh)) + q;Ay(exp(—sh))

€0, 4.89
+ ‘IZAZ (CXP(—Sh)), Q ( )
gdzie
Ag(exp(—sh)) = 0076 +0.0228¢ ", (4.90)
Aq(exp(—sh)) = 0.0228¢ ", 4.91)
A, (exp(—sh)) = 038, (4.92)

natomiast zbiér  ma postac (4.87).

Sprawdzimy najpierw odporng D-stabilno$¢ rodziny czlonéw dominujacych
(4.89), bedaca warunkiem koniecznym odpornej D-stabilno$ci rodziny quasi-
-wielomianéw (4.83) typu neutralnego.

Dla kazdego ustalonego ® € Q =[0,00) zbior wartosci A(exp(—f(w)h),Q)
rodziny czlonéw dominujacych (4.89) jest réwnoleglobokiem na plaszczyZnie
zmiennej zespolonej. Jego potoZenia, wyznaczone w funkcji parametru @ zmie-
niajacego si¢ od 0 do 4m z krokiem 4m/30, sa pokazane na rysunku 4.8. Na tym
rysunku pokazano tez wykres funkcji Ag(exp(—f(w)h)), gdzie Ag(exp(—sh)) ma
posta¢ (4.90), wyznaczony dla ® €[0, 4n]. Jest on krzywa zamknieta, ktéra nie
obejmuje poczatku ptaszczyzny zmiennej zespolonej. Oznacza to, zgodnie z twier-
dzeniem 2.5, Ze nominalny czlon dominujacy jest D-stabilny.

Z rysunku 4.8 i twierdzenia 4.5 wynika, Ze rodzina czlonow dominujgcych
(4.89) jest odpornie D-stabilna. Warunek konieczny odpornej D-stabilno$ci rodzi-
ny quasi-wielomiandéw (4.83) jest wicc spetniony.

Dla rodziny czlonéw dominujacych (4.89) nieréwnosé (4.6) ma postaé

min{0.076 + 0.38g,—0.0228(1+ g1 )[¢*%} = 00257 > 0.
geQ

Poniewaz jest ona spelniona, potwierdza to odporpa D-stabilno$é rodziny (4.89).
Z powyzszej nierdwnosci oraz z rysunku 4.8 wynika, ze dla kazdego w >0
zbiér wartoSci A(exp(—f(w)h),Q) rodziny czionéw dominujacych (4.89) lezy
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w prawej poiptaszczyznie plaszczyzny zmiennej zespolonej w odleglosci od osi
urojonej nie mniejszej niz 0.0257.

0.04
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Rys. 4.8. Polozenia zbioru wartosci rodziny cztondéw dominujacych (4.89)

Sprawdzimy teraz spelnienie warunku wykluczenia zera (4.71) dla rodziny
quasi-wielomianéw (4.83).

Na rysunku 4.9 sa pokazane polozenia na plaszczyZnie zmiennej zespolone;j
zbioru wartosci w(f(m),h,Q), bedacego rownoleglobokiem. Zostaty one wyzna-

czone dla wartosci parametru @ zmieniajacych si¢ od 0 do 10 z krokiem 0.25. Na
tym rysunku jest tez pokazany fragment hodografu Michajtowa quasi-wielomianu
nominalnego (wykresu funkcji wy(f(®),%) ), wyznaczony dla ® €[0,10]. Hodo-
graf Michajlowa rozpoczyna si¢ na dodatniej polosi rzeczywistej i przy o — oo
oscylujac wokol ujemnej pétosi rzeczywistej oddala si¢ od poczatku plaszczyzny
zmiennej zespolonej. Potwierdza to, zgodnie z twierdzeniem 2.6, D-stabilnoé¢
quasi-wielomianu nominalnego wq(s, k).

Z rysunku 4.9 i powyzszych rozwazan wynika, ze warunek wykluczenia zera
(4.71) jest spemiony. Oznacza to, zgodnie z twierdzeniem 4.4, ze rozpatrywany
quasi-wielomian jest odpornie D-stabilny. ]
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Rys. 4.9. Polozenia zbioru wartoéci rodziny quasi-wiclomianow (4.83)

Zastosowana w przyktadach 4.4 i 4.5 metoda bezposredniego sprawdzania
warunkéw wykluczenia zera (4.71), (4.72) i (4.73) jest trudna w stosowaniu przy
duzej liczbie niepewnych parametrow oraz w przypadku, gdy dla niektorych
® € Q odpowiedni zbior wartosci lezy na ptaszczyznie zmiennej zespolonej bar-
dzo blisko poczatku uktadu wspotrzednych. Z tego powodu stosuje sig inne meto-
dy, stuzace do posredniego sprawdzania tych warunkéw wykluczenia zera. Nalezy
do nich metoda wykorzystujaca tzw. twierdzenie krawgdziowe oraz metody funkcji
testujacych.

4.3.3. Twierdzenie krawedziowe

Twierdzenie krawedziowe stuzy do badania odpornej D-stabilnos$ci rodziny
wielomianéw lub rodziny quasi-wielomianéw o wspotczynnikach liniowo zalez-
nych od niepewnych parametréw. Zostalo ono sformutowane w pracy [15] dla
rodziny wielomiandéw o wspotczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych para-
metréow w przypadku, gdy D jest jednym jednospdjnym otwartym obszarem na
plaszczyZnie zmiennej zespolonej i uogdlnione w [87] dla obszaru D, bedacego
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suma skonczonej liczby takich roztacznych podobszaréw. Twierdzenie krawedzio-
we jest cytowane w monografiach [8, 18, 52, 163].

W pracach [88] i [89] twierdzenie krawegdziowe zostato uogdlnione na klase
rodzin quasi-wielomianow (typu opdznionego i neutralnego) o wspodtczynnikach
liniowo zaleznych od niepewnych parametrow.

Ponizej podamy dowod twierdzenia krawedziowego dla przypadku, gdy D
jest jednospOjnym nieograniczonym otwartym obszarem na ptaszczyznie zmiennej
zespolonej, spetniajacym zatozenia podane w punkcie 3.2.3. Przypadkiem szcze-
gblnym takiego obszaru jest przesunigta otwarta lewa polptaszczyzna, ktérej brzeg
ma opis parametryczny f(®)=-Y+ jo, 0 €Q =[0,%), y>0. W dowodzie wy-
korzystamy rezultaty pracy [52], w ktdrej rozpatrywano problem badania odpornej
D-stabilnosci rodziny wielomiandw.

Twierdzenie 4.6 (twierdzenie kraw¢dziowe). Rodzina quasi-wielomianéw (4.55)
typu opdznionego lub neutralnego o wspdlczynnikach liniowo zaleznych od nie-
pewnych parametréw jest odpornie D-stabilna wtedy 1 tylko wtedy, gdy sa odpor-
nie D-stabilne wszystkie quasi-wielomiany krawgdziowe (4.66), odpowiadajace
poszczegSlnym krawedziom (4.65) zbioru Q.

Dowéd. Quasi-wielomiany krawgdziowe nalezg do rodziny (4.55). Ich odporna
D-stabilnos$¢ jest wige warunkiem koniecznym odpornej D-stabilno$ci tej rodziny.

Warunkiem koniecznym odpornej D-stabilno$ci rodziny (4.55) jest tez D-sta-
bilno§¢ quasi-wielomianow wierzchotkowych (4.62). Nie zmniejszajac ogdinosci
rozwazan zatézmy, ze sa one D-stabilne.

Wezmy pod uwagg quasi-wielomian krawedziowy (4.66). Zgodnie z rozwa-
zaniami podanymi w punkcie 4.2, dla dowolnego ustalonego ® € Q odpowiadaja-
cy mu zbidr wartosci p,i (f(w),h,A) jest na plaszczyznie zmiennej zespolonej
odcinkiem linii prostej taczacej punkty p,(f(w),h) i p; (f(w),h).

Dla dowodu warunku dostatecznego nalezy wykazaé, ze rodzina (4.55) jest
odpornie D-stabilna, jezeli warunek wykluczenia zera

0¢ pi (f(0),hA), YoeQ, (4.93)

jest spelniony dla wszystkich quasi-wielomianéw krawgdziowych (4.66), odpo-
wiadajacych poszczegdlnym krawedziom (4.65) zbioru Q. Dowdd przeprowadzi-
my nie wprost.

Zalozmy, ze rodzina (4.55) nie jest odpornie D-stabilna, tzn. warunek wyklu-
czenia zera (4.71) nie jest spetniony. Oznacza to, ze istnieje g € Q, dla ktérego
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0Oew(f(wg),h,Q), gdzie w(f(w),h,Q) jest zbiorem wartosci (wypuklym wielo-
bokiem) tej rodziny.

Poniewaz obszar D jest nieograniczony (z zalozenia), zawsze istnieje odpo-
wiednio duza warto$¢ parametru ® = ®; € Q, dla ktérej warunek wykluczenia zera

O0gw(f(wy),h,Q) jest speiony. Nie zmniejszajac ogélnosci rozwazan zatdézmy,
Ze W > Wq. Przy ciaglych zmianach wartodci parametru @€ zbiér wartosci
w(f(w),h,Q) przemieszcza si¢ na plaszczyznie zmiennej zespolonej w sposdb

ciagly. Istnieje wigc taka wartoéé o™ e (wg, 1), dla ktoérej jedna z krawgdzi zbio-

ru wartosci w(f(w”),h,Q) przechodzi przez poczatek uktadu wspétrzednych. Ta
krawgdz jest zbiorem wartosci jednego z quasi-wielomianow krawedziowych
(4.66). Oznacza to, ze istnieje takie A*e[0,1], dla ktérego p. (f ("), h,\")=0,

czyli warunek wykluczenia zera (4.93) nie jest spetniony dla @ = 0", Z twierdze-
nia 4.1 wynika zatem, ze wtedy jeden z quasi-wielomianow krawgdziowych (4.66)
nie jest odpornie D-stabilny.

Odporna D-stabilnos¢ wszystkich quasi-wiclomianow krawgdziowych (4.66)
jest wigc warunkiem wystarczajacym odpornej D-stabilnos$ci rodziny quasi-wielo-
mianéw (4.55). n

Twierdzenie krawedziowe 4.6 jest tez prawdziwe w przypadku, gdy D jest
suma skonczonej liczby otwartych rozlacznych podobszarow D; (i=1.2,...,N),
spetniajacym zatozenia podane w punkcie 3.2.3. W takim przypadku dowdd twier-
dzenia 4.6 mozna przeprowadzi¢ w sposoéb podobny do podanego w pracy [52] dla
rodziny wielomianéw o wspdtczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych para-
metréw.

Twierdzenie krawgdziowe 4.6 sprowadza problem badania odpornej D-stabil-
nosci rodziny quasi-wielomianéw o wspoéltczynnikach liniowo zaleznych od nie-
pewnych parametr6w do problemu badania odpornej D-stabilnosci skonczonej
liczby quasi-wielomianéw krawedziowych, odpowiadajacych poszczegdlnym kra-
wedziom zbioru Q, ktérych jest L= n!,

Do badania odpornej D-stabilno$ci quasi-wielomianow krawedziowych moz-
na stosowa¢ metody podane w punkcie 4.2. W szczegoélno$ci, z twierdzenia 4.6
i lematu 4.1 wynika ponizszy lemat.

Lemat 4.3. Rodzina quasi-wielomiandéw (4.55) typu opdznionego lub neutralnego
o wspolczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parametréw jest odpornie
D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy sa spelnione dwa ponizsze warunki:
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1 wszystkie quasi-wielomiany wierzchotkowe py (s, h), k=12,...,K, sa D-sta-
bilne,
2) kazdy z L= p!! wykreséw funkcji

B (@) = pr (f (@), )/ p,(f(0),h), ®€Q, (4.94)

sporzadzonych oddzielnie dla kazdego quasi-wielomianu krawedziowego
(4.66), nie przecina niedodatniej pdtosi rzeczywistej (—eo,0]. =

Oznaczmy przez
5 (exp(=sh), 1) = (1= M) p? (exp(—sh)) + Ap’ (exp(—sh)), (4.95)

gdzie A e A=[0,1}, r,k=12,....K, r< k, krawedziowe cziony dominujgce ro-
dziny (4.55).

Postepujac w sposdb podobny do zastosowanego w dowodzie twierdzenia 4.6
mozna udowodnié ponizsze twierdzenie, ktore bedziemy nazywac twierdzeniem
krawedziowym dla rodziny czlonéw dominujacych (4.58). Odporna D-stabilno$¢
tej rodziny jest warunkiem koniecznym odpornej D-stabilnoéci rodziny quasi-
-wielomianéw (4.55) typu neutralnego przy obszarze D, bedacym otwarta lewa
polplaszczyzna.

Twierdzenie 4.7. Rodzina czlonéw dominujacych (4.58) o wspotczynnikach li-
niowo zaleznych od niepewnych parametréw jest odpornie D-stabilna wtedy
i tylko wtedy, gdy sa odpornic D-stabilne wszystkie krawgdziowe czlony domi-
nujace (4.95), odpowiadajace poszczegolnym krawgdziom (4.65) zbioru Q. |

7 twierdzenia 4.7 i lematu 4.2 wynika ponizszy lemat.

Lemat 4.4. Rodzina cztonéw dominujacych (4.58) o wspolczynnikach liniowo
zaleznych od niepewnych parametrow jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wte-
dy, gdy sa spetnione dwa ponizsze warunki:

1) wszystkie wierzchotkowe cztony dominujace (4.70) sa D-stabilne,

2) kazdy z L =12""! wykres6w funkcji

85, (0) = pf (exp(— (@) py (exp(~ (D)), W EQ, (4.96)
sporzadzonych oddzielnie dla kazdego krawgdziowego czionu dominujacego
(4.95), nie przecina niedodatniej potosi rzeczywistej (—ee,0]. ]

Do wyznaczania quasi-wielomianéw wierzchotkowych i krawedziowych,
a takze wierzcholkowych czlonéw dominujacych i krawedziowych czlonéw do-
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minujacych mozna stosowa¢ komputerowa metode podobng do podanej w [50] dla
rodziny wielomianéw o wspoétczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych para-
metréw.

Przyklad 4.6. Nalezy zbada¢ odporna D-stabilno$¢ rodziny quasi-wielomianow
(4.83), rozpatrywanej w przykladzie 4.5.

Na plaszczyznie niepewnych parametrow zbidr Q, zdefiniowany wzorem
(4.87), jest prostokatem o wierzchotkach ¢ =[02,004], ¢, =[-02,0.04],

q3 =[-02,-004], g4 =[02,-0.04]. Odpowiadaja im quasi-wielomiany wierz-
chotkowe

Di(s,h) =w(s.h,q;), k=1234. 4.97)

Quasi-wielomianami krawedziowymi p, (s,h,A) sa quasi-wielomiany maja-
ce posta¢ (4.66) dla (r,k)=(1,2), (2,3),(3,4), (1,4). Zgodnie z twierdzeniem kra-
wedziowym 4.6, odporna D-stabilno$¢ wszystkich czterech wyzej wymienionych
quasi-wielomianéw krawedziowych jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym
odpornej D-stabilnosci rodziny quasi-wielomianéw (4.83). Sa one odpornie D-sta-
bilne wtedy i tylko wtedy, gdy sa spetnione warunki 1) i 2) lematu 4.3.

Latwo sprawdzi¢, ze quasi-wielomian wierzchotkowy py(s,h) jest D-sta-
bilny.

Wyznaczajac przebiegi funkcji (4.94) (przy f(w)=-05+ jo) kolejno dla
(r,k)=(12),(2,3),(34) i (4,1), otrzymamy odpowiednio wykresy a), b), ¢) i d),
pokazane na rysunku 4.10. Zostaly one wyznaczone dla warto$ci parametru ®
zmieniajacych si¢ od 0 do 60 ze zmiennym krokiem. Kazdy z tych wykresow przy
duzych warto$ciach parametru w nawija si¢ na wykres odpowiedniego wykresu
funkcji (4.96).

Poniewaz wyznaczone wykresy nie przecinaja niedodatniej pétosi rzeczywi-
stej (—o,0], warunki lematu 4.3 s spetnione. Oznacza to, ze rodzina quasi-wielo-
mianéw (4.83) jest odpornie D-stabilna, bowiem sa odpornie D-stabilne cztery
quasi-wielomiany krawedziowe, stowarzyszone z tg rodzing quasi-wielomianow.

Zauwazmy, ze badajac odporng D-stabilno$¢ poszczegdlnych quasi-wielomia-
now krawedziowych w podanej powyzej kolejno$ci nie musimy oddzielnie badaé
D-stabilnosci wszystkich quasi-wielomianéw wierzchotkowych, co zostato zauwa-
zone w pracach [88, 89]. Wynika to stad, Ze jezeli quasi-wielomian wierzcholkowy
pi(s,h) jest D-stabilny i wykres funkcji (4.94) dla (r,k) =(1,2) nie przecina
ujemnej polosi rzeczywistej, to quasi-wielomian krawedziowy pjo(s,h,A) jest
odpornie D-stabilny. Wtedy jest tez D-stabilny quasi-wielomian wierzchotkowy
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pa(s,h). Badajac z kolei odporna D-stabilno$¢ quasi-wielomianu krawedziowego
p23(S,h,k), nie musimy juz sprawdzaé D-stabilno$ci quasi-wielomianu p;(s,h).m

a)

_ N . "1 ' H
?).5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5
Re Re

Rys. 4.10. Wykresy funkcji (4.94) do przyktadu 4.6

Praktyczne stosowanie twierdzenia krawgdziowego jest dosy¢ klopotliwe ze
wzgledu na konieczno$¢ badania odpornej D-stabilnosci wszystkich quasi-wielo-

mianéw krawedziowych, majacych posta¢ (4.66), ktorych jest L= 121—1, gdzie [
jest liczba niepewnych parametrow. Na przyklad przy /=8 mamy L = 1024. .

Powyzszej niedogodno$ci mozna uniknaé stosujac metody funkeji testuja-
cych.

4.3.4. Metody funkcji testujqcych

Metody funkcji testujacych, bazujac na twierdzeniu krawedziowym 4.6, stuza
do badania odpornej D-stabilno$ci rodziny quasi-wielomianéw (4.55) o wspol-
czynnikach zaleznych liniowo od niepewnych parametrow. Pozwalaja one na jed-
noczesne badanie odpornej D-stabilnosci wszystkich quasi-wielomianow krawg-
dziowych (4.66). Pierwszg taka metodg zaproponowano w pracy [7] dla rodziny
wielomianéw o wspotczynnikach zaleznych liniowo od niepewnych parametréw,
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uogolniajac ja w [12] na klasg¢ quasi-wielomianéw. Jest to metoda dosy¢ ztozona
obliczeniowo 1 trudna w stosowaniu.

Prostsze metody funkcji testujacych, shuzace do badania odpornej D-stabil-
nos$ci rodziny wielomianéw o wspotczynnikach zaleznych liniowo od niepewnych
parametrow, zostaty podane w pracach {31, 33, 35]. Sa one opisane w monografii
[52]. W pracach [36, 42] te metody zostaly uogolnione na klase rodzin quasi-
-wielomianow typu opo6znionego o wspoélczynnikach liniowo zaleznych od nie-
pewnych parametréw.

Wezmy pod uwage obszar D, bedacy przesunigta otwartg lewa polplaszezy-
zna, ktérego brzeg ma opis parametryczny [f(®)= —y+ jo, 0 € Q =[0,0),
Z. obszarem D jest stowarzyszony zbior warto$ci

w(f (W), h, Q) = conv{p;(f(®),h)..... px (f (w), )}, (4.98)

rodziny quasi-wielomianow (4.55), bedacy dla kazdego ustalonego ® wypuklym
wielobokiem na plaszczyznie zmiennej zespolonej.

4.3.4.1. Metoda funkcji testujqcej d(m)

Niech II(w) bedzie dla dowolnego ustalonego ® € £2 najmniejszym prosto-

katem, o bokach rownolegltych do osi uktadu wspoétrzednych plaszczyzny zmiennej
zespolonej, w ktorym lezy zbior wartosci (4.98).
Oznaczmy przez

+ + - +
U (@),VT (@), U ),V (), 499)
(U™ (@),V (@), U (®),V (@),

wspolrzedne wierzchotkéw prostokata Il(m).

Wprowadzmy funkcje testujace d(®) i d (), zdefiniowane dla kazdego
ustalonego ® € £ wzorami

d(w) = max{U ~(w), - Ut (@), V (0), -V ()}, (4.100)

d ()= d(w)/|wy(f (w), ), (4.101)

gdzie wy(s,h) jest D-stabilnym quasi-wielomianem nominalnym rodziny (4.55).

Funkcje (4.101) bedziemy nazywal unormowanai funkcja testujaca.
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Twierdzenie 4.8. Niech quasi-wielomian nominalny wg(s,k) bgdzie D-stabilny.
Rodzina quasi-wielomianow (4.55) typu opo6znionego lub neutralnego o wspol-
czynnikach zaleznych liniowo od niepewnych parametrow jest odpornie D-sta-
bilna, jezeli

d(®)>0, Yo eQ, (4.102)
lub rbwnowaznie, jezeli
d(w)>0, Yo eQ. (4.103)

Dowdd. Jezeli warunek (4.102) jest spetniony, to dla kazdego w e Q prostokat
II(w) nie obejmuje poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej. Poniewaz zbior
wartosci (4.98) zawsze lezy wewnatrz tego prostokata, powyzsze zachodzi tez dla
tego zbioru warto$ci. Oznacza to, ze jezeli jest spetniony warunek (4.102), to jest
tez spetniony warunek wykluczenia zera (4.71).

Warunek (4.103) wynika bezposrednio z warunku (4.102) i wzoru (4.101)
przy uwzglednieniu faktu, Ze jezeli quasi-wielomian nominalny wy(s,h) jest
D-stabilny, to wy(f (w),h) # 0 dla kazdego w € Q. =

Zauwazmy, ze funkcja testujaca (4.100) szybko dazy do nieskonczonosci przy
o dazacym do nieskonczonosci, natomiast warto§ci funkcji testujacej (4.101) sg
zawsze ograniczone.

Jezeli warunek (4.102) nie jest spelniony, to o odpornej D-stabilnosci rodziny
quasi-wielomianéw (4.55) nic nie mozna powiedzie¢, bowiem z tego, ze prostokat
IT(w) obejmuje poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej, nie wynika, ze to sa-
mo zachodzi dla wieloboku (4.98).

Praktyczne stosowanie twierdzenia 4.8 wymaga wyznaczania wspotrzednych
(4.99) wierzcholkow prostokata IT(w) dla kazdego ustalonego e Q. Aby je
wyznaczy¢, nalezy obliczy¢ najmniejsze i najwigksze wartosci czgsci rzeczywistej
oraz czgici urojonej funkcji w(f(w),h,q) ze wzgleduna g € Q.

Zapis quasi-wielomianu o wspolczynnikach liniowo zaleznych od niepew-
nych parametréw w postaci (4.53) przy zbiorze Q majacym postaé (4.56), tzn.
przyjecie, ze wspolczynniki tego quasi-wielomianu zaleza nie od wartoéci niepew-
nych parametréw, a od warto$ci odchytek tych parametréow od ich wartoéci nomi-
nalnych, pozwala na podanie prostej obliczeniowej metody wyznaczania wspot-
rz¢dnych wierzchotkdw prostokata IT(w) ([36]).

Wprowadzmy oznaczenia

up(w) = Rewy (f(w),h), vi(0)=Imw(f(w),h), k=0,1,...,1, (4.104)
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gdzie quasi-wielomiany wy (s,h), k=0,1,...,], wystepujace we wzorze (4.53),

maja postac (4.54).
Z powyzszych rozwazan i ze wzoru (4.53) wynika, Ze dla kazdego ustalonego
o € Q wspotrzedne wierzchotkow prostokata IT(w) mozna wyznaczy¢ ze wzo-

réow

l l
U™ (@) =ug(@)+ Tup (@), UT(@)=ug(0)+ Tui(®),  (4.105)
k=1 k=1

l [
V(@) =vg(@) + Tvp (@), V) =vy(@)+ v (w), (4.106)
k=1 k=1

gdzie
jezeli u, (W) 20, to ug (W) =bup (W), ug(®)=cpu(w), (4.107)

jezeli u(w) <0, to up (W)= cpug (W), u,“(L (0) = bru (w), (4.108)

jezeli vi(0)20, to vp(®)=bvi(®), vi(w)=cpvp(®), (4.109)

jezeli vi(0)<0, to vg(®)=cpvp(®), V() =hbvi(w). (4.110)

Korzystajac z powyzszych wzoréw i (4.100) mozna w prosty sposéb wyzna-

czy¢ funkcje testujaca d(w). Zauwazmy, Ze jest tu wymagana znajomos$¢ tylko

[ +1 quasi-wielomianow (4.54). Znajomo$¢ quasi-wielomianéw wierzchotkowych
(4.62), ktérych jest K = 2!, nie jest konieczna.

Metoda funkcji testujacej d(w) zostata w pracy [36] zastosowana do badania

odpornej D-stabilno$ci rodziny quasi-wielomianéw (4.77), rozpatrywanej w przy-
kladzie 4.4.

4.3.4.2. Metoda funkcji testujqcej T(m)

Wezmy pod uwage unormowany zbidr wartosci rodziny (4.55), zdefiniowany
wzorem (4.68) przy z = f (), majacy posta¢

wW(f (w),h,Q) = conv{p(f (w).h),.... g (f (w),h)}, (4.111)
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gdzie
B (f (@), 1) = pe (f (@), h) [ wy(f(@),B), k=12,....,K=2!, (4.112)

za$ wq(s,h) jest D-stabilnym quasi-wielomianem nominalnym.

Z twierdzenia 4.4 wynika, Zze kazdy quasi-wielomian nalezacy do rodziny
(4.55) jest D-stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego w €€ poczatek
plaszczyzny zmiennej zespolonej lezy na zewnatrz wypukiego wieloboku (4.111).

Wprowadzmy funkcjg testujgca B(m) stowarzyszong z obszarem D, ktora dla

kazdego ustalonego m € Q oblicza si¢ ze wzoru [42]
B(w) = min{Re p (f(0),h), k =12,...,K}, (4.113)
gdzie Py (f(w),h) wyznacza sig ze wzoru (4.112).

Zauwazmy, ze

B(®w) = min{Re w(f(w),h,q):q € 0}, (4.114)

gdzie, zgodnie ze wzorem (4.53),

w(f(w),h,q) =1+ q W (f (@), )+..+q;%;(f(@),h), (4.115)
przy czym

Wi (s, ) =wr (s,h) I wy(s,h), k=12,..,L (4.116)

Ze wzoru (4.115) wynika, Zze unormowany zbior wartosci (4.111) zawsze
zawiera w swoim wngtrzu punkt (1, jO), a wigc lezy on czgsciowo lub catkowicie
w otwartej prawej polplaszczyznie. Zauwazmy, ze jezeli dla kazdego w € Q lezy
on catkowicie w otwartej prawej pdtptaszczyznie, to jest spelniony warunek wy-
kluczenia zera (4.72).

Lemat 4.5. Niech quasi-wielomian nominalny wy(s,k) bgdzie D-stabilny. Rodzi-
na quasi-wielomianéw (4.55) typu opodznionego lub neutralnego o wspodlczynni-
kach zaleznych liniowo od niepewnych parametréw jest odpornie D-stabilna, jezeli
jest spetniony warunek

B(w)>0, VoeQ, “4.117)

gdzie funkcja testujaca B(w) jest zdefiniowana wzorem (4.113) (lub (4.114)).
Dowéd. Dowod wynika z powyzszych rozwazan i twierdzenia 4.4. ]
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Zal6zmy, ze dla ustalonego ® € Q warto$¢ minimalna (4.114) zastala osia-
gnigta dla ¢ =4, tj. B(w) = Rew(f(m),h,§), i wprowadzmy oznaczenie

C(w) =Imw(f (w),h,q). (4.118)
Wprowadzmy zespolona funkcje testujaca
T(w) = B(w) + jC(w), 4.119)

stowarzyszong z obszarem D, gdzie B(®w) i C(w) sa zdefiniowane wzorami
(4.114) i (4.118), odpowiednio.

Ze wzorow (4.112), (4.113) i (4.119) wynika, ze wykres zespolonej funkcji
testujacej T(w) tworzy si¢ w ten sposob, ze dla kazdego ustalonego ® ze zbioru
punktéw P (f(w),h), k =12,...,K, wybiera si¢ punkt o najmniejszej czesci rze-
czywistej. Wykres funkcji T(w) sklada si¢ wiec z fragmentéw wykreséw funkcji
(4.112). Jest on kawalkami ciagly i gladki. Moga w nim wystapi¢ przeskoki od
wartosci py (f (w),h) do wartoéci p,(f(w),h), k#r.

Dla kazdego ustalonego o € Q wartos$¢ funkcji testujacej 7(®w) mozna wy-
znaczy¢ w drodze minimalizacji czgéci rzeczywistej funkcji (4.115) ze wzgledu na
g € 0. Mozna to przeprowadzi¢ w prosty sposob, uwzglgdniajac postaé (4.56)
zbioru Q oraz liniowg zalezno$¢ wspotczynnikéw quasi-wielomianu (4.53) od skia-
dowych wektora q.

Dla kazdego ustalonego ® € warto§¢ funkcji testujacej T(®) wyznacza

si¢ na podstawie wzoru [42]
T(0) = 1+t (@)+.. +1;(w), (4.120)
gdzie (dla k =1,2,...,1)
1 (0) = b Wi (f (W), h), jezeli Re W (f(w),h) 20, (4.121)

1 (©) = cp Wy (F (@), ), jezeli Reiwy (f(w),h) <O0. (4.122)

Wyznaczanie funkcji testujacej 7(w) na postawie powyzszych wzorow wy-
maga znajomosci tylko (I+1) quasi-wielomianéw wy, (s,h), &k =0,1,...,/, majacych
posta¢ (4.54), wystgpujacych we wzorze (4.53). Znajomos$é quasi-wielomianéw
wierzchotkowych p, (s,h), k =1.2,...,K, nie jest konieczna.
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Twierdzenie 4.9. Niech quasi-wielomian nominalny wg(s,h) bedzie D-stabilny.

1) Jezeli
B(w)=ReT(w)>0, Vo €2, (4.123)

to rodzina quasi-wielomianéw (4.55) typu opoznionego lub neutralnego
o wspotczynnikach zaleznych liniowo od niepewnych parametréw jest odpor-
nie D-stabilna.

2) Jezeli wykres funkcji T(w) ma ciagly kawatek, ktory przecina niedodatnia
cze$é osi rzeczywistej, to rodzina (4.55) przy zbiorze Q majacym postaé (4.56)
nie jest odpornie D-stabilna.

3) Najwigkszy zbior dopuszczalnych odchytek niepewnych parametrow, przy kto-
rym jest spelniony warunek (4.123), ma posta¢

O=1{g:q; €(®b,8c;), by <0, ¢ 20, k=12,....1}, (4.124)
gdzie

§=1/(1-w), (4.125)

o = min{B(®w) =ReT(®): 0 € Q}, (4.126)

przy czym minimum oblicza si¢ dla funkcji testujacej T(®), wyznaczonej ze wzo-
row (4.120)-(4.122) przy zbiorze Q majacym postaé (4.56).

Dowéd. Dowdd warunku dostatecznego (4.123) wynika bezposrednio z lematu

4.5.
Jezeli wykres funkcji T(w) ma ciagly kawalek, ktory przecina niedodatnig

cze$é osi rzeczywistej, to ze wzoréw (4.119), (4.112) i (4.113) oraz z lematu 4.1
wynika, ze nie jest odpornie D-stabilny quasi-wielomian

Dok (s:mA) = (1= Mwo(s.h) + Apy (s, ), A €[0,1], (4.127)

gdzie wy(s,h) jest D-stabilnym quasi-wielomianem nominalnym, za$ py (s,h)
jest jednym z quasi-wielomianéw wierzchotkowych. Poniewaz quasi-wielomian
(4.127) nalezy do rodziny (4.55), nie jest ona odpornie D-stabilna, co koficzy do-

wod warunku 2).
Dowod warunku 3). Ze wzordéw (4.120)-(4.122) wynika, ze wzor (4.126)

mozna napisa¢ w postaci o =1+ g, gdzie

l
g= Y minRet; (). (4.128)
k=10eQ
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Latwo zauwazy¢, ze g <0, a wigc o0 <1 Oznacza to, Ze liczba 8 obliczona ze
wzoru (4.125) jest zawsze dodatnia, przy czym: jezeli <0 to 3€(0,1), jezeli
=0 to d=1, jezeliza§ O<a<1to §>1

Jezeli zamiast zbioru (4.56) wezmiemy pod uwage zbiér

0 =1{g:qi €[8b;, 8¢y ], by <0, ¢ 20, k=12,...,1}, (4.129)

to & =1+0g, gdzie & oblicza si¢ ze wzoru (4.126) dla zbioru (4.129), za$ g wy-
znacza sig¢ ze wzoru (4.128) dla zbioru (4.56).

Yatwo zauwazy¢, ze G =0 dla zbioru (4.129), za§ G >0 dla zbioru (4.124),
Zbior (4.124) jest wigc najwigkszym zbiorem wartosci odchylek niepewnych para-
metrow od ich warto$ci nominalnych, dla ktérego warunek (4.123) jest speiony. m

Stosujac metodg funkji testujacej T(w) zawsze znajdziemy (w sposéb poda-
ny w twierdzeniu 4.9) najwiekszy zbior odchylek niepewnych parametrow, majacy

postaé (4.124), dla ktérego warunek dostateczny (4.123) bedzie spetniony.
Metoda funkcji testujacej T(w) zostala zastosowana w pracy {42] do badania

odpornej D-stabilnosci rodziny quasi-wielomianéw (4.77), rozpatrywanej w przy-
ktadzie 4.4.

Metoda funkcji testujacej 7(w), podobnie jak i metoda funkcji testujace;
d(w) (itez d(w)), bazuje gtéwnie na warunku dostatecznym odpornej D-stabil-

nosci. Sg to metody bardzo proste w stosowaniu (szczeg6lnie metoda funkcji te-
stujacej T(®) ). Jezeli jednakze na podstawie tych metod nie uzyskamy zadowa-

lajacego wyniku, nalezy skorzysta¢ z metody bazujacej na warunku koniecznym
1 wystarczajacym odpornej D-stabilno$ci. Taka metoda jest metoda funkcji testu-
jacej F(w).

4.3.4.3. Metoda funkcji testujqcej F(w)

Metoda funkcji testujacej F(w), podobnie jak i metoda funkcji testujace;
T(w), zostala podana w pracy [42] dla rodziny quasi-wielomianéw typu opdznio-

nego o wspofczynnikach zaleznych liniowo od niepewnych parametréw. Podobne
metody dla rodziny wielomianéw o wspotczynnikach zaleznych liniowo od nie-
pewnych parametréw sa podane w pracach [8] i [18] oraz w [63].
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Metoda funkcji testujacej F(w) shizy do posredniego sprawdzenia, czy dla
kazdego ® € Q poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej lezy na zewnatrz wy-
puklego wieloboku (4.111).

Twierdzenie 4.10. Niech quasi-wielomian nominalny wq(s,h) bedzie D-stabilny.

Rodzina quasi-wielomianéw (4.55) typu opdznionego lub neutralnego o wspoét-
czynnikach zaleznych liniowo od niepewnych parametrow jest odpornie D-stabilna
wtedy i tylko wtedy, gdy

F(w)>0,Yoe Q, (4.130)
gdzie F(®) jest funkcja testujaca majacq postac
F(w)=71-¢(w), (4.131)

d(w) = mz}(x{larg Pr(f(w),h) —arg B (f (0), )]}, (4.132)

gdzie P (f(w),h) jest zdefiniowane wzorem (4.112); maksimum liczy sig
uwzgledniajac wszystkie quasi-wiclomiany krawedziowe (4.66), odpowiadajace
poszczegblnym krawedziom (4.65) zbioru Q, za$ argze[-m,7m) jest glownym
argumentem liczby zespolonej z.

Dowdd. Dla kazdego ustalonego w € £ na plaszczyZnie zmiennej zespolonej kra-
wedziami zbioru wartosci (4.111) sg odcinki linii prostych, ktore tacza punkty
Py (f(w)h) i pi(f(w),h), r#k. Poniewaz quasi-wiclomian nominalny
wo(s, k) jest D-stabilny, rodzina (4.55) jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wte-
dy, gdy kazdy z tych odcinkéw nie przecina polosi (—e,0], zgodnie z twierdze-
niem 4.4. Z rozwazan podanych w punkcie 4.2 wynika zatem, ze powyzsze zacho-
dzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy -0, (®w)>0 dla kazdego quasi-wielomianu kra-
wedziowego (4.66), gdzie

0 (0) =farg §, (f (0), k) —arg Py (f (@), h)|- (4.133)
Jezeli wezmiemy pod uwagg jednocze$nie wszystkie quasi-wielomiany krawe-
dziowe, to otrzymamy warunek (4.130). [

Stosowanie twierdzenia 4.10 wymaga znajomosci wszystkich quasi-wielo-
mianéw krawedziowych, odpowiadajacych poszczegblnym krawedziom zbioru Q.

Stosujac twierdzenie 4.10 mozenty wyznaczy¢ w sposob iteracyjny z zadang
doktadno$cia najwieksza liczbe dodatnig §, dla ktérej warunek konieczny i wy-
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starczajacy (4.130) jest spetniony dla zbioru wartosci niepewnych parametrow ma-
jacego posta¢ (4.124). Moze to jednak okaza¢ si¢ czasami zadaniem bardzo trud-
nym z tego powodu, Zze warto$¢ funkeji testujacej F(w) nie daje informacji o od-
legtosci zbioru warto$cei (4.111) od poczatku ptaszczyzny zmiennej zespolonej. Po-
nadto, jej warto$ci zmieniaja si¢ skokowo przy obejmowaniu poczatku tej plasz-
czyzny przez zbidr wartosci (4.111). Wymienione problemy ilustruje przyktad 4.7.

4.3.4.4. Metody funkcji testujqcych dla rodziny cztonow dominujqcych

Metody funkcji testujacych moga by¢ stosowane do badania odpornej D-sta-
bilnoéci rodziny cztonéw dominujacych (4.58), przy zalozeniu, Ze nominalny czlon
dominujacy Ag(exp(—sh)) jest D-stabilny. Odporna D-stabilnos¢ rodziny (4.58)

jest warunkiem koniecznym odpornej D-stabilnos$ci rodziny quasi-wielomianow
(4.55) typu neutralnego, w przypadku gdy D jest przesunigta otwarta lewa pot-
plaszczyzna.

W dalszych rozwazaniach odpowiednie funkcje testujace rodziny (4.58), dla
ich odréznienia od funkcji testujacych rodziny quasi-wielomianow (4.55), bedzie-
my oznacza¢ odpowiednio przez dx (w), dNA((o), Bp(®), Ty(w) oraz Fp(m). Sg
one okresowymi funkcjami parametru . Przy ich wyznaczaniu wystarczy wigc
ograniczy¢ si¢ do skonczonego przedzialu 2, =[0,27/#] wartosci parametru ®,

gdzie h oblicza sig w sposob opisany w punkcie 2.3.1 ponizej twierdzenia 2.2.
Podane powyzej twierdzenia i lematy pozostaja tez prawdziwe dla rodziny
cztondw dominujacych (4.58), po uwzglednieniu ponizszych uwag.

Uwaga 4.1. Twierdzenie 4.8 jest prawdziwe dla rodziny (4.58), przy czym

e funkcje testujaca dp(w) wyznacza si¢ ze wzoréw (4.100) i (4.105)-(4.110),
gdzie uy (0) = Re A (exp(—f(0)h)), vi(w)=ImAy(exp(—f(w)h)), zas czio-
ny Ag(exp(—sh)), k=0,1,.,/, wystgpujace we wzorze (4.59), maja postac
(4.60),

o funkcjg testujaca d A(®) wyznacza si¢ ze wzoru (4.101), zastgpujac w nim
d(®) i wy(f(w),h) przez da () i Ay(exp(—f(w)h)), odpowiednio. ]
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Uwaga 4.2. Lemat 4.5 i twierdzenie 4.9 sa prawdziwe dla rodziny czlonéw domi-
nujacych (4.58), przy czym
o funkcjg testujaca T (®w) wyznacza sig ze wzorow (4.120)-(4.122), zastepujac

Wi (f(w),h) przez Zk (exp(—f(w)h)), gdzie (dla k =1,2,...,1)

A (exp(—f ()h)) = Ay (exp(—f (0)h))/ Ag (exp(~f (w)h)), (4.134)
o funkcje testujaca B (0) oblicza sig ze wzoru Bp () = ReT (m). =

Uwaga 4.3. Twierdzenie 4.10 jest prawdziwe dla rodziny czlonow dominujacych
(4.58), przy czym funkcjg testujaca F(w) wyznacza sig ze wzOrow (4.131)
i (4.132), zastepujac unormowane quasi-wielomiany wierzchotkowe py (f(®),h)
rodziny quasi-wielomianéw (4.55) przez unormowane wierzchotkowe cztony do-

minujace ﬁ;? (exp(—f(w)h)) rodziny czlonéw dominujacych (4.58), gdzie
52 (exp(—f (©)R)) = p2 (exp(—f (0)R)) / Ay(exp(~f (@)R)),  (4.135)

za$ wierzchotkowe cztony dominujace oblicza sig ze wzoru (4.70). =

Przyklad 4.7. Wezmy pod uwagg rodzing quasi-wiclomianéw opisang wzorami
(4.83)-(4.87), rozpatrywana w przyktadach 4.5 i 4.6. Jest ona rodzing quasi-wielo-
mianoéw charakterystycznych uktadu automatycznej regulacji temperatury w reak-
torze nuklearnym.

Nalezy wyznaczy¢ najwigksza dodatnig liczbg €, dla ktérej rodzina quasi-
-wielomianéw (4.83) typu neutralnego jest odpornie D-stabilna, gdzie D jest prze-
sunieta otwarta lewa polplaszczyzna, ktorej brzeg ma opis parametryczny
f(®)=-05+ jo, ®eQ=[0,c), a zbiér wartoéci odchytek niepewnych para-
metréw od ich warto$ci nominalnych ma posta¢

0={g: q, €[-02¢,02¢], g, €[-0.04¢,0.04€]}. (4.136)

Badajac odporng D-stabilno$¢ rodziny quasi-wielomianéw typu neutralnego
wygodnie jest zbada¢ najpierw odporna D-stabilno$¢ rodziny czionéw dominuja-
cych.

Rodzina czlon6w dominujacych rodziny quasi-wielomianéw (4.83) ma postac
(4.89). Do zbadania jej odpornej D-stabilnos$ci zastosujemy twierdzenie 4.9
(z uwzglednieniem uwagi 4.2).
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Zauwazmy, ze funkcje testujgce rodziny (4.89) sa okresowymi funkcjami
parametru ®, o okresie 27/ h=4m. Dlatego tez przy ich wyznaczaniu wystarczy
ograniczy¢ si¢ do przedziatu Q, =[0, 4] wartoSci parametru .

Przyjmujac € =1 we wzorze (4.136) i wyznaczajac zespolong funkcje testuja-
ca Th(w), weQ,, wsposéb opisany w uwadze 4.2, otrzymamy wykres pokaza-
ny na rysunku 4.11 (krzywa 1). Poniewaz o =min{Bj(®):0 € Q,}=05494,
gdzie Bp(w)=ReTy(w), z twierdzenia 4.9 i uwagi 4.2 wynika, ze rodzina czlo-

néw dominujacych (4.89) jest odpornie D-stabilna dla zbioru Q majacego postaé
(4.136) przy dowolnym dodatnim € <8 =2.2191

0.4

Im

0.2k .................... S S S i

A I e i i
"0 0.2 0.4 06 Re 08

Rys. 4.11. Wykresy funkcji testujacej Ty (w), w €[0,4n], dla zbioru O
majacego postac (4.136) przy €=1 (krzywa 1) oraz € =221 (krzywa 2)

Wykres funkcji testujacej Tx (w), w €, =[0,4n], wyznaczony dla zbioru
(4.136) przy € =221<9 jest krzywa 2 na rysunku 4.11. Dla € >8 =2.2191 wy-
kres T)(w) obejmuje poczatek plaszczyzny zmiennej zespolone;.

Z rysunku 4.11, powyzszych rozwazan i twierdzenia 4.9 (z uwaga 4.2) wyni-
ka, ze rodzina cztonéw dominujacych (4.89) jest odpornie D-stabilna dla zbioru Q
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majacego posta¢ (4.136) przy €<06=22191, natomiast nie jest ona odpornie
D-stabilna przy € >0 =2.2191L

Najwigksza liczbe €, dia ktorej rodzina cztonéw dominujacych (4.89) jest
odpornie D-stabilna, mozna tez wyznaczy¢ stosujac metode funkcji testujacej
da(w), ktéra bazuje na warunku dostatecznym podanym w twierdzeniu 4.8
(z uwaga 4.1). Jest to jednak metoda bardziej ztozona w poréwnaniu z metoda
funkcji testujacej T (@), bowiem obliczenia nalezy przeprowadza¢ w sposoéb ite-
racyjny, czyli wyznacza¢ przebiegi funkcji d A (W) dla réznych, odpowiednio do-
branych warto$ci wspolczynnika skalujacego € > 0, i sprawdzaé spetnienie warun-

ku dy () >0 dlakazdego 0 € Q, =[0, 4m].

0.8
aN?A (®)
0.6

G4

0.2

o 14

Rys. 4.12. Wykresy funkcji testujacej d(®), o €[0,4n], dla zbioru Q
majacego postac (4.136) przy € =1 (krzywa 1) oraz € =2.21 (krzywa 2)

Ponizej, stosujac metode funkcji testujacej JA (), wykorzystamy rezultat
otrzymany na bazie metody funkcji testujacej Ty ().

Wykresy funkcji testujacej c?A (w), ®wel0,4mn], wyznaczone dla zbioru Q
majacego postac (4.136) przy € =1 oraz przy € =221, sa pokazane na rysunku

133



M. Bustowicz

4.12. Wynika z niego, ze warunek dostateczny JA (@)>0, weQp =[0,47], jest
dla obu wykresow spetniony. Ponadto mozemy fatwo sprawdzi¢, ze ten warunek
nie jest spetniony dla dowolnego €>98=22191. Zauwazmy, ze przy €>2.219]
rodzina czlonéw dominujacych (4.89) nie jest odpornie D-stabilna, co wynika
z metody funkcji testujacej Ty (w). Oznacza to, ze dla rodziny czlonéw dominuja-

cych (4.89) warunek dostateczny podany w twierdzeniu 4.8 (z uwaga 4.1) jest tez
warunkiem koniecznym.

4 T T ! : T !
Fp(o) ' : : : ' :
3 ——

'20 2 4 6 8 10 12 14

Rys. 4.13. Wykresy funkcji testujacej Fp (w), ® €[0,4n], dla zbioru Q maja-
jacego postac (4.136) przy € =221 (krzywa 1) oraz € =2.22 (krzywa 2)

Dla rozpatrywanej rodziny czlonéw dominujacych (podobnie jak i w przy-
padku ogélnym) jest bardzo trudno wyznaczy¢ na podstawie twierdzenia 4.10
i uwagi 4.3 najwigksza liczbg €, dla ktdrej ta rodzina jest odpornie D-stabilna.

Wynika to stad, ze warto$ci funkcji testujacej Fp(®) ulegaja duzym skokowym
zmianom, jezeli unormowany zbidr wartosci zaczyna obejmowaé poczatek plasz-
czyzny zmiennej zespolonej. Ilustruje to rysunek 4.13.

Na rysunku 4.13 sg pokazane wykresy funkcji testujacej Fp(m), w € Qp =
[0,4m], wyznaczone dla zbioru (4.136) przy € =221 (krzywa 1, wyznaczona
warto$¢ minimalna funkcji testujacej 1.7137) oraz £€=2.22 (krzywa 2, wyznaczo-
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na warto$¢ minimalna funkcji testujacej -1.5681). Krzywe te roznia sie istotnie
w otoczeniu warto$ci ® = 27. Dla pozostatych wartosci parametru ® oba przebie-
gi sa prawie takie same.

Zbadamy teraz odporna D-stabilno$¢ rodziny quasi-wielomiandéw (4.83),
przyjmujac ze zbidr Q ma posta¢ (4.136) przy € =221. Wyznaczajac zespolona
funkcjg testujaca T(w) dla wartosci parametru @ zmieniajacych sie od 0 do 100
z krokiem 0.01, otrzymamy wykres pokazany na rysunku 4.14. Rozpoczyna si¢ on
w punkcie 7(0)=0.3756 i oscylujac zbliza si¢ powoli do poczatku plaszczyzny
zmiennej zespolonej. Przy @ — o wykres funkcji testujacej T(w) dazy do wykre-
su funkcji testujacej Tj (w), pokazanego na rysunku 4.11.

1 ' ; " 5 ' 5

Im

0.5k A B —

_15 1 H " i i H L
0] 0.2 04 0.6 0.8
Re

Rys. 4.14. Wykres zespolonej funkeji testujacej T(w),me [0,100]

Z analizy wykresow funkcji testujacych T(w) i Tp(®) wynika zatem, ze
rodzina quasi-wielomianéw (4.83) typu neutralnego jest odpornie D-stabilna dla
tych warto$ci wspolczynnika skalujacego €, dla ktérych jest odpornie D-stabilna
rodzina czlonéw dominujacych (4.89). Oznacza to, ze rodzina quasi-wielomianéw
(4.83) jest odpornie D-stabilna dla zbioru Q majacego posta¢ (4.136) przy <39,
gdzie & =2.2191, natomiast nie jest ona odpornie D-stabilna dla € >§ =22191.
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Za najwigkszy zbior (, dla ktdrego rozpatrywana rodzina quasi-wielomianéw
jest odpornie D-stabilna, mozna przyja¢ zbidr (4.136) przy € = 2.21, tj. zbidr

0 =1q: q; € [-0.442,0.442], ¢, € [-0.0884,0.0884]}. (4.137)

Zauwazmy, ze wyznaczenie zbioru (4.137) dla rodziny quasi-wielomianow
(4.83) typu neutralnego jest bardzo trudne bez oddzielnego rozpatrywania odpornej
D-stabilnosci rodziny cztonéw dominujacych (4.89). Wynika to stad, Ze przy ana-
lizie funkcji testujacych dla rodziny quasi-wielomianéw (4.83) typu neutralnego
nalezy rozpatrywac nieskonczony przedzial wartosci parametru o = 0. n

4.4. Odporna stabilno$¢ rodziny quasi-wielomianéw o wspélczynnikach
zaleznych wieloliniowo od niepewnych parametréow

Wezmy pod uwagg rodzing quasi-wielomianow W(s,h,Q), opisang wzorami
(4.1)-(4.3) przy zalozeniu, ze wspolczynniki a;;(g) quasi-wielomianu (4.2) sg
wieloliniowymi funkcjami niepewnych parametréw, przy czym a,g(q) >0 dla
kazdego g € Q.

Funkcje f(q1.97.....q;) nazywamy wieloliniowa, jeZeli jest ona liniowa ze
wzgledu na kazda zmienng g; oddzielnie, tzn. gdy jest ona liniowa wzgledem g;,
w przypadku gdy wszystkie pozostale zmienne g;, kK =1,2,...,I, k #1i, sa ustalo-
ne.

Problemowi badania odpornej D-stabilnosci rodziny wielomianéw o wspdt-
czynnikach wicloliniowo zaleznych od niepewnych parametrow sa po$wiecone
prace [5, 13, 51, 67, 76, 118, 144, 145, 155]. Wybrane ich rezultaty sa podane
w monografiach [1, 8, 18, 52].

W niniejszym punkcie rozpatrzymy problem badania odpornej D-stabilnosci
rodziny quasi-wielomiandw W(s,h,0) o wspodlczynnikach wieloliniowo zalez-

nych od niepewnych parametréw.

Zatézmy, ze quasi-wielomian nominalny w(s,h,qy) rozpatrywanej rodziny
quasi-wielomianow jest D-stabilny. Wtedy jest tez D-stabilny nominalny czion
dominujacy A(exp(—sh),qq) rodziny czionéw dominujacych Alexp(—sh),Q).

Quasi-wielomianami wierzchotkowymi rodziny W(s,h,Q) sa quasi-wielo-

miany pi(s,h) =w(s,h,q;), k=12,.. K= 2! Odpowiadaja one poszczegoinym
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wierzchotkom zbioru Q majacego posta¢ (4.56). Ich D-stabilno$¢ jest warunkiem
koniecznym odpornej D-stabilnosci rodziny W(s, hk, Q).
Dla dowolnej liczby zespolonej z przez
c(z,h,Q) =conv{p,(z,h), k=12,...,K} (4.138)
oznaczmy wypukly wielobok na plaszczyznie zmiennej zespolonej, rozpigty na
punktach pi(z,h), k=12,...,K, bedacych warto$ciami dia s=z quasi-wielo-
mianéw wierzchotkowych py (s, h).

Wazna role w teorii odpornej stabilnosci rodziny wielomianéw o wspoiczyn-
nikach zaleznych wieloliniowo od niepewnych parametréw odgrywa tzw. twier-
dzenie o odwzorowaniu, sformutowane i udowodnione w monografii [168]. Inne
dowody tego twierdzenia sa podane w pracach [1, 8, 18, 52].

Twierdzenie o odwzorowaniu pozostaje tez stuszne dla rodziny quasi-wielo-
miandw o wspolczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametréw.

Twierdzenie 4.11 (twierdzenie o odwzorowaniu). Jezeli wspolczynniki quasi-
-wielomianu (4.2) zaleza wieloliniowo od niepewnych parametrow, to dla kazdej
liczby zespolonej z zachodzi zaleznos¢

w(z,h,Q) C c(z,h,Q), (4.139)

lub réwnowaznie,
conv(w(z,h,Q)) = c(z,h,Q), (4.140)
gdzie w(z,h,Q) jest zbiorem warto$ci rodziny quasi-wielomianow o wspétczynni-

kach wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametrow, za§ conv(w(z,h,Q))
jest wypukta powloka tego zbioru.

Dowéd. Dowdd mozna przeprowadzi¢ dokladnie w ten sam sposéb jak dowod
twierdzenia o odwzorowaniu dla rodziny wielomianéw o wspolczynnikach zalez-
nych wieloliniowo od niepewnych parametréw, podany w [52]. |

Z definicji 3.7 unormowanego zbioru wartosci W(z,h,Q) wynika, ze waru-
nek (4.139) jest rtownowazny z warunkiem

Ww(z,h,Q) € &(z,h,Q), (4.141)

gdzie &(z,h,Q) =conv{py(z,h), k =12,...,K}, Dr(z,h) = pi(z,h)!/ w(z,h,qp),
przy czym wy(z,h,q¢) # 0.
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Twierdzenie o odwzorowaniu jest tez stuszne w przypadku rodziny czlondw
dominujacych A(exp(—sh),Q) o wspoétczynnikach zaleznych wieloliniowo od nie-

pewnych parametréw, tzn. dla dowolnej liczby zespolonej z zachodzi zalezno$¢
conv(A(exp(~zh), Q) = cx (exp(~zh), Q), 4.142)

gdzie A(exp(—zh),Q) jest zbiorem wartosci dla s = z rodziny czlonéw dominuja-
cych A(exp(—sh),Q), majacej posta¢ (4.4), za$ cp(exp(—zh),Q) jest wypukly
powtloka tego zbioru.

Dla ilustracji twierdzenia 4.11 o odwzorowaniu, sformulowanego w odniesie-
niu do unormowanego zbioru wartosci rodziny quasi-wielomianéw o wspolczyn-
nikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametréow, rozpatrzmy ponizszy
przyktad.

Przyklad 4.8. Dana jest rodzina quasi-wielomianéw typu opoéznionego o wspdl-
czynnikach zaleznych wieloliniowo od dwéch niepewnych parametréw

.q) = q1grsT +08g,5° +2g15% +5+2
w(s,h,q) = q192 q2 qQ gc0, 4.143)
+ (0.8q1s3 + 2(12s2 + 5+ 1) exp(—sh),

gdzie h = 0.2, zas zbiér Q ma postac
0=1{q=1g1,921: q1 €[2,4], 95 €[3,5]}, (4.144)
przy czym qq =[3, 4].

Unormowany zbior wartosci w(z,h,0), z= j0.88, rodziny quasi-wielomia-
néw (4.143) jest pokazany na rysunku 4.15. Zostal on wyznaczony metoda siatki
utworzonej w zbiorze Q, przy przyjgciu dyskretyzacji wartoSci parametréw gy
i g, z krokiem 0.1 w odpowiednich przedzialach. Wyznaczone punkty zbioru

warto$ci, odpowiadajace weztom siatki utworzonej w zbiorze Q, zostaty potaczone
odcinkami linii prostych z sasiednimi punktami.

Za pomocy przeksztatcenia W(j0.88,h,q) wierzcholki zbioru Q zostaty od-
wzorowane w punkty wierzchotkowe zbioru warto$ci, oznaczone literami A, B, C
i D. Natomiast brzeg zbioru Q zostal odwzorowany w lini¢ lamang zamknigta
ABCDA.

Z rysunku 4.15 wynika, Ze brzeg zbioru wartosci w(j0.88,h,Q) sklada sig
z odcinka linii krzywej, taczacego punkty A i C oraz z linii famanej ADEBC. Od-
cinek linii krzywej, bedacej fragmentem brzegu zbioru wartosci w(;j0.88,4,Q),
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jest odwzorowaniem odcinka linii krzywej, lezacej wewnatrz zbioru Q. Mozna go
wyznaczy¢ w sposob opisany w przykladzie 3.1.

1.5 T T T T T T
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Im
1 ......................................................................... .
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Rys. 4.15. Unormowany zbiér wartosci w(j0.88,4,Q) rodziny quasi-wielo-
mianéw (4.143)

Zbiorem ¢ (jO.88,k,Q) jest wypukly wielobok o wierzchotkach A, D, Bi C,

ktorego boki AC i BD sa odwzorowaniami przekatnych zbioru Q. Natomiast boki
AD i BC sg odwzorowaniami krawedzi tego zbioru. ]

Z twierdzenia 4.11 i powyzszych rozwazan wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.12. Niech quasi-wielomian nominalny w(s,h,qy) bedzie D-stabil-
ny. Rodzina quasi-wielomianéw W(s,h,Q) o wspolczynnikach wieloliniowo za-

leznych od niepewnych parametréw, typu opdznionego lub neutralnego, jest od-
pornie D-stabilna, jezeli jest spelniony warunek wykluczenia zera

0gc(f(w),h0), VoeQ, (4.145)
lub rownowaznie, warunek wykluczenia zera dla unormowanego zbioru wartosci

0ec(f(w),h,Q), Vel (4.146)
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Dowéd. Z twierdzenia 4.11 i ze wzoru (4.141) wynika, ze dla kazdego ustalonego
weQ zbiory wartosci w(f(w),h,Q) i W(f(w),h,Q) rodziny quasi-wielomia-
now o wspodlczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametrow sa
podzbiorami zbioréw c(f(®),h,Q) i &(f(w),h,Q), odpowiednio. Wobec tego,
jezeli sa spelnione warunki (4.145) i (4.146), to sa tez spelnione warunki wyklu-
czenia zera (3.12a) i (3.12b). Rozpatrywana rodzina quasi-wielomianow jest wigc
odpornie D-stabilna, zgodnie z twierdzeniem 3.3. n

Zauwazmy, ze dla dowolnego ustalonego ® € Q kazda krawedz wypuklego
wieloboku c¢(f(w),h,Q) jest odwzorowaniem jednej z krawgdzi lub jednej

z przekatnych zbioru Q. Jest wigc ona zbiorem wartosci (dla s= f(®)) jednej
z rodzin quasi-wielomiandéw

Pric (8,1.0) = (1= 1) p,(s,h) + Ape (s ]), A€ A=[0,1], (4.147)
gdzie r,k =12,...,K, r<k.

Postepujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia krawedziowego 4.6 moze-
my wykazaé, ze warunek wykluczenia zera (4.145) jest spetniony wtedy i tylko
wtedy, gdy sa odpornie D-stabilne wszystkie rodziny quasi-wielomianéw majace
posta¢ (4.147). Oznacza to, ze odporna D-stabilno$¢ tych rodzin quasi-wielo-
miandw jest warunkiem dostatecznym odpornej D-stabilno$ci rodziny quasi-wielo-
mianéw W(s,h,Q) o wspotczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych

parametrow.

Do badania odpornej D-stabilnosci rodzin quasi-wielomianéw (4.147) mozna
stosowaé metody podane w punkcie 4.2.

Zauwazmy, ze jezeli w pewnych przypadkach szczegolnych zbioér wartosci
w(f(w),h,Q) jest wypuklym wielobokiem na plaszczyznie zmiennej zespolonej
dla kazdego ® €, to odporna D-stabilno$¢ wszystkich rodzin quasi-wielomia-
now (4.147) jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym odpornej D-stabilno$ci
rodziny quasi-wielomianéw W(s,h,Q) o wspolczynnikach wieloliniowo zalez-
nych od niepewnych parametréw. Takie przypadki szczegdlne dla rodziny wielo-
mianéw o wspoélczynnikach zaleznych wieloliniowo od niepewnych parametrow
zostaly rozpatrzone w pracach [76, 144, 145, 155]. Wybrane ich rezultaty sa poda-
ne w monografii [52].

Do posredniego sprawdzenia warunku wykluczenia zera (4.145) (lub (4.146))
mozna stosowa¢ podane w punkcie 4.3.4 metody funkcji testujacych. Pozwalaja
one na jednoczesne badanie odpornej D-stabilnosci wszystkich rodzin quasi-wielo-
mianéw (4.147).
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Stosujac metody funkcji testujacych do badania odpornej D-stabilno$ci rodzi-
ny quasi-wielomianéw W(s,h,Q) o wspolczynnikach zaleznych wieloliniowo od

niepewnych parametréw nalezy uwzgledni¢ ponizsze uwagi.

Uwaga 4.4. Warunki podane w twierdzeniu 4.8 sa warunkami dostatecznymi od-
pornej D-stabilnodci rodziny quasi-wielomianéw W(s,h,Q) o wspétczynnikach
zaleznych wieloliniowo od niepewnych parametrow. Stosujac to twierdzenie,
funkcje testujace d(w) i d(®) wyznacza sig ze wzoréw (4.100) i (4.101), odpo-
wiednio, gdzie

U™ (w) =min{Re p;(f(®),h),...,Re px (f(w),h)}, (4.148)
U (®) = max{Re p;(f (©),h),...,Re pg (f (@), h)}, (4.149)
V™ (0) = min{lm p; (f (@), h),....Im pg (f (0),h)}, (4.150)
V' (®) = max{Im p;(f (®),),....Im pg (f (w), h)}, (4.151)
przy czym py (s, k) sa to quasi-wielomiany wierzchotkowe. -

Uwaga 4.5. Warunek podany w lemacie 4.5 (warunek (4.123) twierdzenia 4.9) jest
warunkiem dostatecznym odpornej D-stabilno$ci rodziny quasi-wielomianéw
W(s,h,Q) o wspdlczynnikach zaleznych wieloliniowo od niepewnych parame-

trow. Stosujac ten lemat, funkcjg testujaca B(w) wyznacza si¢ ze wzoru (4.113). m

Metoda funkcji testujacej F(w), podana w punkcie 4.3.4.3, wymaga pewnej
modyfikacji z tego powodu, Ze przy sprawdzaniu warunku (4.146) musimy braé
pod uwage wszystkie rodziny quasi-wielomianéw majace postaé (4.147), a nie
tylko tzw. quasi-wielomiany krawgdziowe, jak mialo to miejsce w przypadku ro-
dziny quasi-wielomianéw o wspolczynnikach zaleznych liniowo od niepewnych
parametrow.

Uwaga 4.6. Warunek podany w twierdzeniu 4.10 jest warunkiem dostatecznym
odpornej D-stabilno$ci rodziny quasi-wielomianéw W(s,h,Q) o wspoOiczynnikach
zaleznych wieloliniowo od niepewnych parametrow. Stosujac to twierdzenie,
funkcjg testujaca F(w) wyznacza sig¢ ze wzordw (4.131) i (4.132), przy czym
funkcjg (4.132) nalezy obliczaé dla wszystkich r,k =12,...,K, r<k. ]
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Dla rodziny quasi-wielomianéw (lub wielomian6w) o wspodlczynnikach za-
leznych wieloliniowo od niepewnych parametrow aproksymacja zbioru warto$ci
w(z,h,Q) wypuktym wielobokiem (4.138) moze byé¢ mato doktadna, co wynika

np. z przyktadu 4.8.
Mozna skonstruowaé inny wielobok, niekoniecznie wypukly, ktory bedzie
dokladniej aproksymowaé zbior wartosci w(z,h, Q). Taki wielobok otrzymamy

dzielac zbiér Q na podzbiory Q;, i=12,.... M, i dokonujac aproksymacji kazde-
go z podzbiorow warto$ci w(z,h,Q;) = {w(z,h,q):q € Q;} za pomocg wypuklego
wieloboku ¢(z,h,Q;). Wtedy warunkiem dostatecznym odpornej D-stabilnosci
rodziny quasi-wielomianéw W(s,h,Q) o wspblczynnikach zaleznych wielolinio-
wo od niepewnych parametrow jest spetnienic M warunkéw wykluczenia zera

Ogc(f(),hQ;), YVoeQ, i=12,.... M. (4.152)

Do ich oddzielnego sprawdzenia mozna stosowac albo metode bezposrednia, albo
opisane powyzej metody funkcji testujacych.
Idea podziahu zbioru Q na podzbiory Q;, majaca na celu doktadniejsza aprok-

symacje zbioru warto$ci rodziny wielomianéw o wspolczynnikach zaleznych
wieloliniowo od niepewnych parametréw, zostala zaproponowana w pracy [81]. Jej
rezultaty zostaty wykorzystane w pracach [1, 18, 52,109}

Twierdzenie 4.11 o odwzorowaniu jest tez prawdziwe dla rodziny czlonow
dominujacych A(exp(—sh),Q) o wspotczynnikach zaleznych wieloliniowo od nie-

pewnych parametrow, tzn. zachodzi zalezno$é (4.142). Z powyzszych rozwazan
wynika zatem nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.13. Niech nominalny czlon dominujacy A(exp(—sh),qq) bedzie
D-stabilny. Rodzina czlondw dominujacych A(exp(—sh),Q) o wspoétczynnikach

zaleznych wieloliniowo od niepewnych parametrow jest odpornie D-stabilna, jezeli
jest spetniony warunek wykluczenia zera

0¢ cp (exp(—f (0)R),0), YoeQ, (4.153)

gdzie dla dowolnej liczby zespolonej z zbidr

ca (exp(~zh), Q) = conv{pf (exp(~2h), k =1.2,..., K] (4.154)
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jest na plaszczyznie zmiennej zespolonej wypuklym wielobokiem, rozpietym na
A
punktach pj (exp(—zh)), k =1.2,...,K, bedacych wartosciami dla s=z wierz-

chotkowych czlondw dominujacych p,é (exp(—sh)), odpowiadajacych wierzchol-
kom zbioru Q. -

]?o pos’redniego sprawdzania warunku wykluczenia zera (4.153) moina‘ sto-
sowac opisane powyig metody funkcji testujacych, po odpowiedniej ich modyfi-
ka3Cj1 4(z uwzglgdnieniem powyzszych uwag oraz uwag podanych w punkcie
4.3.4.4).

Przyklad 4.9. Weimy pod uwage rodzing quasi-wielomianow (4.143) o wsp6i-
czynnikach galeznych wieloliniowo od niepewnych parametréw, rozpatrywang
w przykiadzie 4.8, przy czym zbiér Q ma postaé

Q={qg=[q1.92): g1 €[3-¢,3+¢], g5 €[4 -, 4 +&]}. (4.155)

Nalezy wyznaczy¢ najwigksza dodatnig liczbg €, dla ktérej ta rodzina quasi-
-wielomianéw jest odpornie stabilna.

Latwo sprawdzi¢, stosujac np. twierdzenie 2.4, ze quasi-wielomian nominalny
w(s,h,qq), gdzie qg =[3, 4], jest asymptotycznie stabilny.

.Przyjmuja‘c €=1 w (4.155) oraz obliczajac ze wzoru (4.113) warto$ci funkcji
testujacej B(w) dla parametru ® zmieniajacego si¢ od 0 do 1.5 ze zmiennym kro-
kiem‘, otr.zymamy wykres pokazany na rysunku 4.16. Dla ® > 15 wartosci funkcji
testujacej B(w) sa dodatnie, przy czym daza one do 0.5 przy ® - . Poniewaz
o= min{B(w):® =0} = 0.0056 > 0, warunek dostateczny (4.117) jest spetniony.

Latwo sprawdzi¢, ze jezeli we wzorze (4.155) przyjmiemy € =1.01, to otrzy-
mamy o =—0.0067.

Z lematu 4.5 i uwagi 4.5 wynika zatem, ze warunck (4.117) jest spetniony
przy €=1, natomiast nie jest on spetniony przy €>1. Oznacza to, ze rodzina
quasi-wielomianow (4.143) o wspolczynnikach zaleznych wieloliniowo od nie-
pewnych parametréw jest odpornie stabilna dla dowolnego € € (0,1].

Zastosujemy teraz metodg funkcji testujacej F(w) do badania odpornej sta-
bilno$ci rozpatrywanej rodziny quasi-wielomianow.
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Przyjmujac rézne wartosci wspolczynnika skalujacego €21 i wyznaczajac
(z uwzglednieniem uwagi 4.6) wykresy funkcji testujacej F(®) otrzymamy wy-
nik, ktéry mowi, ze warunek dostateczny F(w)>0, Vw =0, jest spetniony dla
kazdego &€ (0,1.787]. Natomiast nie jest on spetniony dla €>1787. Wartosci
minimalne funkcji testujacej F(w) przy €=1787 i €=1788 sa rowne 0.028
i —4.935-107, odpowiednio.

Wykresy funkcji testujacej F(w), we[0,3], odpowiadajace warto$ciom
wspotczynnika skalujacego €=1, €=1.787 oraz £=2, sa pokazane na rysunku
4.17. Daza one do T przy @ —> oo,

Na podstawie twierdzenia 4.10 i uwagi 4.6 mozemy wigc stwierdzi¢, ze roz-
patrywana rodzina quasi-wielomianéw o wspoiczynnikach zaleznych wieloliniowo
od niepewnych parametréw jest odpornie stabilna dla dowolnego €€ (0, 1.787],

czyli dla zbioru Q majacego postac

0=1{q=[q1,q2):q1 € [1.213,4.787],4, € [2.213, 5.787]}. (4.156)

Natomiast o odpornej stabilnoéci rozpatrywanej rodziny quasi-wielomianéw przy
¢>1.787 nic nie mozna powiedzie¢ na bazie warunku dostatecznego F(w)>0,

Yo =0, ktéry w tym przypadku nie jest spetniony. ]

4.5. Odporna stabilno$¢ rodziny quasi-wielomianow
o wspétczynnikach liniowo lub wieloliniowo zaleznych
od niepewnych parametréw przy obszarach D
ogoélniejszych niz przesunieta otwarta lewa polplaszczyzna

Niech D bedzie na plaszczyznie zmiennej zespolonej otwartym obszarem
nieograniczonym zawierajacym poiplaszczyzng Res< -y, y>0, lub otwartym
obszarem zlozonym ze skoficzonej liczby jednospojnych roztacznych podobszaréw
D; (i=1.2,...,N), przy czym podobszar lezacy w lewej potplaszczyznie najdalej
od osi urojonej niech bgdzie obszarem nieograniczonym. Przyjmijmy, ze w obsza-
rze D leza wszystkie zera quasi-wielomianu nominalnego wq(s,h) rodziny quasi-

-wielomianéw (4.1), przy czym liczba tych zer jest skonczona w kazdym podob-
szarze ograniczonym i nieskonczona w nieograniczonym.
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Rodzing quasi-wielomianéw (4.1) bedziemy nazywaé odpornie D-stabilna,
jezeli kazdy quasi-wielomian do niej nalezacy ma w kazdym podobszarze D
(i=12,...,N) tyle samo zer co quasi-wielomian nominalny wy(s,h).

Zgodnie z rozwazaniami podanymi w punkcie 3.2.3, przy powyzszych zalo-
zeniach problem badania odpornej D-stabilnosci rodziny quasi-wielomianéw (4.1)
typu opoznionego lub neutralnego jest sformutowany poprawnie i podane w niniej-
szym rozdziale metody badania odpornej D-stabilno$ci, bazujace na warunku wy-
kluczenia zera podanym w twierdzeniu 3.3, mozna uogélni¢ na wyzej wymienione
obszary D.

Jezeli obszar D jest na plaszczyznie zmiennej zespolonej jednym otwartym
obszarem nieograniczonym (innym niz przesunigta otwarta lewa poélplaszczyzna
lub otwarta lewa pétptaszczyzna), ktérego brzeg ma opis parametryczny f (),
0 €, to do badania odpornej D-stabilno$ci rozpatrywanych w niniejszym roz-
dziale rodzin quasi-wielomianéw charakterystycznych (lecz nie rodzin cztonéw
dominujacych) mozna bezposrednio stosowaé te same metody, ktore stosuje sie
w przypadku przesunigtej otwartej lewej potptaszczyzny. Nalezy przy tym pamig-
ta¢, aby bra¢ pod uwage parametryczny opis brzegu rozpatrywanego obszaru D.

Wymienione powyzej metody mozna tez bezposrednio stosowaé do badania
odpornej D-stabilnosci rozpatrywanych w niniejszym rozdziale rodzin quasi-wielo-
mianéw w przypadku, gdy obszar D sklada sig z kilku roztacznych podobszarow
D; (i=12,...,N). Stosujac te metody, poszczegdlne warunki nalezy sprawdzaé
oddzielmie dla kazdego podobszaru D; (i =1,2,...,N).

W szczegolnosci, przy obszarze D sktadajacym sig z kilku roztgcznych pod-
obszaréw D; (i=12,...,N), lemat 4.3 mozna sformulowa¢ w postaci podanej
ponize;j.

Oznaczmy przez f;(w), ®€Q;, parametryczny opis brzegu i-tego podob-
szaru D;, i=12,... N.

Lemat 4.6. Niech quasi-wielomian nominalny w(s,h) bedzie D-stabilny. Rodzi-

na quasi-wielomianéw (4.55) typu opéznionego lub neutralnego o wspotczynni-
kach liniowo zaleznych od niepewnych parametrow jest odpornie D-stabilna wtedy
1 tylko wtedy, gdy oddzielnie dla kazdego podobszaru D;, i=12,...,N, sa spel-
nione dwa ponizsze warunki:

1) kazdy z K wykresow funkcji
P (fi (@), B) I wy(f;(w),h), ®eQ;, k=12, K, (4.157)
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sporzadzonych oddzielnie dla kazdego quasi-wielomianu wierzchotkowego
py (s, h), nie okraza poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej ani przez niego
nie przechodzi,

2) kazdyz L= 12!t wykresow funkciji
pe(fi(@),B)/ p,(fi(®),h), ©€;, (4.158)

sporzadzonych oddzielnie dla kazdego quasi-wielomianu krawedziowego (4.66)
nie przecina niedodatniej potosi rzeczywistej (—0,0].

Dowéd. Z twierdzenia krawedziowego 4.6 i powyzszych rozwazan wynika, ze
jezeli D sklada si¢ z rozlacznych otwartych podobszarow D; (i=1.2,...,N), to
rodzina quasi-wielomiandéw (4.55) o wspodlczynnikach liniowo zaleznych od nie-
pewnych parametréw jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy sa odpor-
nie D-stabilne wszystkie quasi-wiclomiany krawgdziowe (4.66), odpowiadajace
poszezeg6lnym krawedziom zbioru Q. Warunkiem koniecznym odpornej D-stabil-
nosci tych quasi-wielomianéw jest D-stabilnos¢ wszystkich quasi-wielomianoéw
wierzcholkowych.

Z zasady argumentu wynika, ze quasi-wielomian wierzchotkowy p; (s,h) ma
w podobszarze D; tyle samo zer co quasi-wielomian nominalny wy(s,h) wtedy
i tylko wtedy, gdy wykres funkcji pg (f;(0),h)/ wy(f;(w),h), ®€Q;, nie okra-
za poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej ani przez niego nie przechodzi.

Z powyzszych rozwazan i lematu 4.1 wynika natomiast, ze quasi-wielomian
krawedziowy (4.66) dla kazdego ustalonego A € A =[0,1] ma w podobszarze D;
tyle samo zer co quasi-wielomian nominalny wy(s,h) wtedy i tylko wtedy, gdy
wykres funkcji (4.158) nie przecina niedodatniej potosi rzeczywistej (—o,0].

Teze lematu otrzymamy uwzgledniajac wszystkie quasi-wielomiany wierz-
chotkowe i krawgdziowe oraz wszystkie podobszary D; (i =1.2,...,N). n

Podane w punktach 4.3.4.1, 4.3.4.2 i 4.3.4.3 metody funkcji testujacych moz-
na bezposrednio stosowac do badania odpornej D-stabilno$ci rodziny quasi-wielo-
mianéw o wspoétczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parametrow w przy-
padku, gdy D sktada si¢ z rozlacznych otwartych podobszaréw D;, i=1.2,..,N.
Nalezy przy tym poszczegodlne funkcje testujace rozpatrywa¢ oddzielnie dla kaz-
dego podobszaru D;. Funkcje testujace odpowiadajace podobszarowi D; bedzie-

my nazywaé funkcjami testujacymi stowarzyszonymi z tym podobszarem.
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W szczegdlnoéci, uogdlniajac twierdzenia 4.9 i 4.10 na przypadek obszaru D
zlozonego z N roztacznych otwartych podobszarow D;, ktérych brzegi maja opisy
parametryczne f;(®), ®w€Q;, i=12,..,N, otrzymamy ponizsze twierdzenia,
podane w [42] w przypadku rodziny quasi-wielomianow typu op6znionego. S one
tez prawdziwe w przypadku rodziny quasi-wielomianéw typu neutralnego przy
obszarach D spehiajacych zalozenia podane w poczatkowej czgsci niniejszego
punktu.

Oznaczmy przez T;(w) zespolona funkcja testujaca T(w) stowarzyszong
z podobszarem D; (i=12,...,N).

Twierdzenie 4.14. Niech quasi-wielomian nominalny wy(s,k) bedzie D-stabilny.
1) Jezeli
B;(w)=ReT;(w)>0, Vo eQ;, Vi=12,...,N, (4.159)

to rodzina quasi-wielomianéw (4.55) typu opodznionego lub neutralnego
o wspolczynnikach zaleznych liniowo od niepewnych parametrow jest odpor-
nie D-stabilna.

2) Jezeli przynajmniej jeden z wykresow funkcji T;(w), i=1.2,...,N, ma ciagly
kawalek, ktéry przecina niedodatnia czg$¢ osi rzeczywistej, to rodzina (4.55)
przy zbiorze Q majacym postac (4.56) nie jest odpornie D-stabilna.

3) Najwigkszy zbior dopuszczalnych odchylek niepewnych parametréw, przy kto-
rym jest spelniony warunek (4.159), ma postac

A

O ={q:q; €©®b;.,0¢c;), by <0, ¢ 20, k=12,...,1}, (4.160)
gdzie

8 =min{d;,i =12,..., N}, (4.161)

§;=1/(1-qw;), i=12,..,N, (4.162)

o; =min{B;(w) =ReZ;(0): 0 €Q;}, (4.163)

przy czym minimum oblicza si¢ dla funkcji testujacej T;(w) wyznaczonej ze wzo-
row (4.120)-(4.122) przy f(®) = f;(w), we€L;, dla zbioru Q majacego postac
(4.56). n
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Oznaczmy przez F;(w) funkcjg testujaca F(w) stowarzyszona z i-tym pod-
obszarem D; (i=12,...,N).

Twierdzenie 4.15. Niech quasi-wielomian nominalny wy(s,h) bedzie D-stabilny.

Rodzina quasi-wielomianéw (4.55) typu opdznionego lub neutralnego o wspoi-
czynnikach zaleznych liniowo od niepewnych parametréw jest odpornie D-stabilna
wtedy i tylko wtedy, gdy

FE(w)>0, VoeQ;, Vi=12,...,N, (4.164)
gdzie F;(w) oblicza sig ze wzorow
F(w)=1—¢;(w), (4.165)

0; ()= mallcx{larg Pr (fi(),h) —arg . (f;(@),h)|}, (4.166)

przy czym Py (s,h) = p;(s,h)/ wy(s,h) jest unormowanym quasi-wielomianem
wierzchotkowym, maksimum liczy si¢ uwzgledniajac wszystkie quasi-wielomiany
krawedziowe (4.66), odpowiadajace poszczegdlnym krawegdziom (4.65) zbioru Q,
za$ argz €[-m,m) jest gldwnym argumentem liczby zespolonej z. ]

Rozpatrzymy teraz problem badania odpornej D-stabilnosci rodziny quasi-
-wielomianéw o wspoétczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych para-
metréw, w przypadku gdy obszar D sktada si¢ z kilku roziacznych podobszarow
D; (i=12,...,N) i w obszarze D leza wszystkie zera quasi-wielomianu nominal-
nego. W takim przypadku warunki wykluczenia zera (4.145) i (4.146) nalezy
sprawdza¢ oddzielnie dla kazdego podobszaru D;, przyjmujac w nich
f(®)=f;(w) oraz weQ;, i=12,...,N.

Z powyzszych rozwazan i z punktu 4.4 wynika, ze do badania odpornej
D-stabilnoéci rodziny quasi-wielomianéw o wspdlczynnikach wieloliniowo zalez-
nych od niepewnych parametrow mozna stosowa¢ metody funkcji testujacych,
podane w twierdzeniach 4.14 1 4.15, przy czym
e przy sprawdzaniu warunku dostatecznego (4.159) mozna ograniczy¢ si¢ do

rozpatrywania tylko funkcji testujacej B;(w), stowarzyszonej z i-tym podob-
szarem D; (i=12,...,N), ktora dla ustalonego w nalezy oblicza¢ ze wzoru

B;(®) = min{Re Jg (f; (), W)k =12.... K},
gdzie Py (s,h) = py(s.h)/ wy(s,h),
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e w przypadku ogdlnym warunek (4.164) jest tylko warunkiem dostatecznym
odpornej D-stabilnosci, zas funkcje (4.166) nalezy oblicza¢ dla wszystkich
wartosci r,k =1,2,....K, r<k.

Badanie odpornej D-stabilno$ci rodziny quasi-wielomianéw o wspolczynni-
kach liniowo oraz wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametrow w przypad-
ku obszaréw D ogoélniejszych niz przesunieta otwarta lewa podlptaszczyzna zilu-
strujemy trzema przyktadami.

Przyklad 4.10. WeZmy pod uwageg uklad regulacji automatycznej o schemacie
blokowym pokazanym na rysunku 3.3, gdzie
(ko +qy)e”* h

G(s.h.q) = :
(s:h.9) 1+5(Tp +42)

€0, (4.167)

jest rodzing transmitancji operatorowych obiektu o niepewnych parametrach
z opdznieniem, przy czym h =05, kg =1, Ty =02, ¢ =[g;.951,

0={q: q; €[-02,02], g, €[-0.04,0.04]}, (4.168)
za$
C(s)=K,(1+1/sT; +sTy) (4.169)

jest transmitancjg operatorowg regulatora typu PID, przy czym jego nastawy
K, =035 T;=032, T;=008 zostaly dobrane wedlug kryterium stabilnosci
aperiodycznej (w sposéb podany w pracy [91]) dla nominalnego obiektu, tj. przy
q1=492=0.

Rozpatrywany uklad regulacji automatycznej z regulatorem typu PID przy
nastawach dobranych wedlug kryterium optymalnego modutu by! analizowany
w przykladzie 4.5.

Rodzina quasi-wielomianéw charakterystycznych rozpatrywanego ukladu re-
gulacji automatycznej typu neutralnego ma postaé

w(s,h,q) = wo(s,h) + qwi(s,h) + @awo(s,h), q€Q, (4.170)
gdzie

wo(s,]) = 0.064s% + 0325 +0.35(0.02565% + 0325+ De ™", (4.171)

wy(s,h) = 0.35(0.02565> +0.32s +1)e~*", (4.172)

wy(s,) = 03252 (4.173)

150

4. Odporna stabilnos¢ rodziny quasi-wielomianéw o znanych opéznieniach

Obliczajac w sposob opisany w punkcie 3.2.3 zera quasi-wielomianu nomi-
nalnego (4.171), lezace w obszarze -6< Res<0, —-45<Ims <45, otrzymamy:

s1p = 263914 jL1160, 534 =—56317% j25780, s56~-39502 j18.0269,
578 =—39383% 309329, 59,0 =~-39353+ j43.6392.

Z rozwazan podanych w punkcie 2.2 wynika, ze quasi-wielomian nominalny
(4.171) ma tancuchy zer asymptotycznych typu neutralnego, ktore przy |s|— oo
daza do linii prostej Res=—In|z}/h =-39322, gdzie z jest zerem cztonu dominu-
jacego A(z) = 0.064 +0.00896z.

Z powyzszego oraz z rozwazan podanych w punkcie 3.2.3 wynika zatem, ze
dla rodziny quasi-wielomiandéw (4.170) mozna przyjac, ze D jest obszarem leza-
cym w otwartej lewej potplaszczyznie plaszczyzny zmiennej zespolonej, ktérego
brzeg ma opis parametryczny f(®), @ €£2=(—o0,0), przy czym mozna ograni-
czy¢ sie¢ do przedziatu Q =[0, «0), gdzie

—15+ jw /03, w €0, 1.5],
f@)=4-0+ jli0(w-15)+5], we(5,3], 4.174)
-3+ j(17 +w), w>3.
40 ! ; !
Im [ : : |
Y0) MU ................ * ............................ .............. 4
20 e --------------- -------------- L
: X :
10 R T .- ------------------------------------------------------------ -
% 5 4

Rys. 4.18. Brzeg obszaru D oraz kilka zer quasi-wielomianu nominalnego (4.171)
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Brzeg obszaru D, opisany wzorem (4.174) przy Q =[0, 28], oraz zera quasi-

-wielomianu nominalnego (4.171), lezace w poblizu osi urojonej plaszczyzny
zmiennej zespolonej, sa pokazane na rysunku 4.18.

Do badania odpornej D-stabilno$ci rodziny quasi-wielomianéw (4.170) zasto-
sujemy twierdzenie 4.14, w ktérym nalezy przyja¢ N =1.

Wyznaczajac na podstawie wzoréw (4.120)-(4.122), przy czym f(®) ma po-
sta¢ (4.174), wartosci zespolonej funkcji testujacej T(w) dla @ € Q =[0, 28] otrzy-
mamy, ze O =min{ReT(w):w e Q}=ReT(0)=-02438 Oznacza to, zgodnie
z twierdzeniem 4.14, Ze rodzina quasi-wielomianéw (4.170) nie jest odpornie
D-stabilna przy zbiorze Q majacym postac (4.168). Jest ona natomiast odpornie
D-stabilna przy zbiorze @ majacym posta¢ (4.160), gdzie, zgodnie ze wzorami
(4.161) i (4.162), & =0.8040.

Przyjmujac O =08 otrzymamy, ze rodzina quasi-wielomianéw (4.170) jest
odpornie D-stabilna dla zbioru Q majacego posta¢

0= {q: q; €[-016,016], g, €[-0032,0.032]}. (4.175)

Wykres zespolonej funkcji testujacej T(w), ®€[0,28], wyznaczony dla

zbioru Q majacego postac (4.175) jest pokazany na rysunku 4.19. Rozpoczyna sig
on w punkcie T(0) = 0.0050+ ;0.

1 ! 5 ! !

Im . H H H
0.8f+-esweeeees S T e o .

Y ASSSSSSSNE SEO s

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Re

Rys. 4.19. Wykres zespolonej funkcji testujacej T(w)
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Z rysunku 4.19 wynika, ze warunek (4.159) jest spelniony. Oznacza to, zgod-
nie z twierdzeniem 4.14, Ze rodzina quasi-wielomianéw (4.170) przy zbiorze Q
majacym postac (4.175) jest odpornie D-stabilna. u

Przyklad 4.11. Wezmy pod uwagg rodzing quasi-wielomianow charakterystycz-
nych typu op6znionego, rozpatrywana w przykladzie 4.4, majaca posta¢

w(s,h,q) =wo(s,h)+ qw (s, h) + gowp (s,h), q€Q, 4.176)
gdzie

wo (s, ) =1964s> +12.784s% + (33005 + 357448¢ "1 @17

+082488¢ 12 )5 +1375+182¢ M +156885¢ "2, '

wi(s,h) = 5> + 65> +(13.75+ 182 +042¢72 )5, (4.178)

wy (s,h) = —1305¢ %2 | (4.179)
przy czym h=[hy,hy], by =0.165, hy =033, oraz q =[q;,q;,], gdzie

0 =1{q: q; €[~0393,0393], g, € [-0.0027,0.0029]}. (4.180)

W przykladzie 4.4 wykazano, ze rodzina quasi-wielomiandéw (4.176) jest
odpornie D-stabilna w przypadku, gdy D = {s:Res<-1}.

Obliczajac w sposdb opisany w punkcie 3.2.3 zera quasi-wielomianu nomi-
nalnego (4.177), lezace w obszarze —30<Res <0, —80<Ims <80, otrzymamy:

50~ —26571, 515 =-19343+ j15021, s34 ~-24.6935+ j10.6057,
55,6 = —253664 £ j32.9950, 57 =-27.7992* jS35970,
5910 = —29.0958 + _]733492

Quasi-wielomian nominalny (4.177) ma trzy dominujace zera: sy = —2.6571
oraz s, =-193431% j15021, lezace w poblizu osi urojonej, natomiast wszystkie
jego pozostate zera leza w lewej potptaszczyznie dalej od osi urojonej (istnieja
faficuchy zer asymptotycznych typu opdznionego).

Uwzgledniajgc rozwazania podane w punkcie 3.2.3 przyjmijmy, Ze obszar D
skfada si¢ z dwoch podobszarow: Dy, bedacego otwartym kolem o $rodku w punk-

cie ¢ =—2.6+ jO io promieniu r =235, oraz D,, bedacego przesunigta otwartg
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lewq pétplaszczyzna Res<~23. W podobszarze D; leza dominujace zera quasi-
-wielomianu nominalnego (4.177), natomiast w podobszarze D, leza jego pozo-
stale zera.

Parametryczne opisy brzegow tych podobszaréw maja odpowiednio postaci:
S1(®) =-2.6+235exp(jon), weQq=[-L1], oraz f5(w)=-23+ jo, we Q,
= (o0, 00).

Obszar D= Dy U D, oraz zera quasi-wielomianu nominalnego (4.177), leza-

ce w poblizu osi urojonej plaszczyzny zmiennej zespolonej, sa pokazane na rysun-
ku 4.20.

35 ¥ ! L T
Im * :
1] atad T SR ......................... 4

[ (| R ‘ .......................... ......................... 4

10k ---eeenene X .. .......................... ......................... i

-30 -20 -10 .
Re 0
Rys. 4.20. Obszar D =D, L D, oraz kilka zer quasi-wielomianu nominalnego (4.177)

Do badania odpornej D-stabilnosci rodziny quasi-wielomianéw (4.176) zasto-
sujemy twierdzenie 4.14.

Wyznaczajac ze wzoréw (4.120)-(4.122), odpowiednio przy f(w) = f,(w),
W e Q) =[-L1], oraz f(w)=fr(w), we €29 =[0,40], zespolone funkcje testujg-
ce Ti(w) i Th(w), stowarzyszone z podobszarami D; i D,, oraz obliczajac ich
minimalne czg$ci rzeczywiste, otrzymamy
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o,; = min{Re 7{(w): w € Q;} = 0.0140,

o, = min{Re T (0): @ € Q,} = 0.1537.

Wykresy zespolonych funkcji testujacych Tj(w), we Q) =[-11], 1 T(w),
o € Q,y =[0,40], sa pokazane na rysunkach 4.21 i 4.22, odpowiednio. Wykres
zespolonej funkcji testujacej 73(w) rozpoczyna sig i konczy w punkcie Tj(-1) =
T;(1) = 00821 (brzeg podobszaru Dy jest krzywa zamknigta), natomiast wykres
zespolonej funkcji testujacej T,(w) rozpoczyna si¢ w punkcie 7,(0) =0.3248,
a konczy si¢ w punkcie 75(40)=0.7945+ j0.0031. Dla kazdego ®>40 czgs¢
rzeczywista funkcji 75 (®) jest wigksza od oy = 0.1537.

Z rysunkow 4.21 i 4.22 oraz z powyzszych rozwazan wynika, ze warunek do-
stateczny (4.159) jest spetniony. Oznacza to, zgodnie z twierdzeniem 4.14, z¢ ro-
dzina quasi-wielomianéw (4.176) jest odpornie D-stabilna.

Kazdy quasi-wielomian nalezacy do rodziny (4.176) ma wigc trzy dominujace
zera, lezace w otwartym kole Dj, natomiast wszystkie pozostate zera, ktorych jest
nieskoficzenie wiele, maja czesci rzeczywiste mniejsze od -23. |

Przyklad 4.12. Wezmy pod uwage uklad regulacji automatycznej o schemacie blo-
kowym pokazanym na rysunku 3.3, gdzie

K exp(~sh)
(1+5(Tig + g1+ 5(Tog +2))

G(s,h.q)= qg€Q, (4.181)

jest rodzing transmitancji operatorowych obiektu o niepewnych parametrach
z opOznieniem, przy czym K =4, h=06, T;0=02, T)o =12, ¢=[q1.92]

Q= {q:q, €[-002,002], g, €[-02,02]}, (4.182)

zas
C(s)=K,(1+1/sT) _ (4.183)

jest transmitancja operatorowa regulatora typu PI, przy czym K, =3, T; =03.

Rodzina quasi-wielomianéw charakterystycznych rozpatrywanego uktadu re-
gulacji automatycznej ma postac

,g) = wo(s, 1) +03g1g,5> +1 (0365 + 035
w(s,h,q) = wy(s,h) 91925~ +41(0.365 5% geQ, (4.184)
+45(0.065> +0.3s52),
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1 : 1 ' s

2 [LS

-1 i i H i
0 0.2 0.4 0.6 c.8 Re 1

Rys. 4.21. Wykres zespolonej funkeji testujacej 73(w) stowarzyszonej z podobszarem D

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8
Re

Rys. 4.22. Wykres zespolonej funkcji testujacej 7>(w) stowarzyszonej z podobszarem D,
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gdzie
wo(s,h) = 0.072s> +0.425% +12(1+ 0.3s)e -5 (4.185)

jest quasi-wielomianem nominalnym.

Quasi-wielomian nominalny (4.185) ma nastgpujace zera, lezace w poblizu
osi urojonej plaszczyzny zmiennej zespolonej (w obszarze —7<Res<0):

S0 ==3.3702, 515 =—13739% j10.4154, 534 ~~3.6027 + j20.5667,
556~ —49622% j310205, 574 ~~5.9266+ j41.5149,
s9.10 = —6.6732 £ j52.0141.

Z rozkladu tych zer i rozwazan podanych w punkcie 3.2.3 wynika, ze moze-
my bada¢ odporng D-stabilno$¢ rodziny quasi-wielomianow (4.184) przy obszarze
D, bedacym suma trzech podobszaréw: dwoch otwartych kot o $rodkach
¢y =-14%j10 i o promieniu r =0.8 oraz przesunigtej otwartej lewej poiplasz-
czyzny Res< -3

Poniewaz quasi-wielomian w(s,h,q) ma rzeczywiste wspolczynniki, bedzie-
my rozpatrywa¢ obszar D= DU D,, gdzie D, jest otwartym kolem o $rodku
w punkcie ¢y =-14+ jl10 i o promieniu r =08, za§ D, jest przesunigty otwartg
lewa polplaszczyzna Res < 3.

Parametryczne opisy brzegéw podobszaréw D; i D, maja odpowiednio po-
staci  fj(w) =cg +rexp(jom), weQ;=[-11], oraz f(w)=-3+ jo, gdzie
® €Qy =[0,%0), przy czym mozemy ograniczy¢ si¢ do skoficzonego zbioru s,
np. Q, =[0,40].

Do badania odpornej D-stabilno$ci rodziny quasi-wielomianéw (4.184) zasto-
sujemy twierdzenie 4.15 przy N =2, uwzgledniajac rozwazania podane ponizej

tego twierdzenia.
Obliczajac ze wzorow (4.165) i (4.166) (dla wszystkich r,k=12,...,K =4,

r < k ) funkcje testujace Fj(w), w € Qq =[-1L1], i F(w), ®€[0,40], stowarzy-
szone z podobszarami D i D,, otrzymamy wykresy pokazane na rysunkach 4.23
14.24, odpowiednio. Funkcja testujaca Fj(w) jest okresowa funkcja parametru o,
bowiem brzeg obszaru D, jest krzywa zamknigta, natomiast wartosci funkcji te-
stujacej F»(w) daza do 1 przy o — eo.
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Rys. 4.24. Wykres funkcji testujacej F,(w) stowarzyszonej z podobszarem D,
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Poniewaz wartoSci funkcji testujacych sa dodatnie, rodzina quasi-wielo-
mianéw (4.184) jest odpornie D-stabilna, tzn. dla kazdego ustalonego ¢ € Q quasi-

-wielomian w(s,h,q) majacy posta¢ jak w (4.184) ma w podobszarach Dy i D,
tyle samo zer co quasi-wielomian nominalny (4.185). ]
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5. ODPORNA STABILNOSC NIEZALEZNIE
OD WIELKOSCI NIEWSP(')LMII,ERNYCH OPOZNIEN
RODZINY QUASI-WIELOMIANOW

Wezmy pod uwage rodzing quasi-wielomianéw charakterystycznych z nie-
wspotmiernymi opdznieniami, majgca postac

W(s,h,Q) = {w(s,h.q):q € 0}, (5.1
gdzie
w(s,h,q) = wy(s,q) + '}mjlwi (s,q)exp(—sh;), (5.2)

przy czym h=[h,hy,...,h,], K =20 dla i=01,....m, q=I[q1.95,....q;] jest
wektorem niepewnych fizycznych parametréw uktadu dynamicznego, za$

n
Wl(s7q) = Eari(q)sr9 l = 0719-"7m’ (53)
r=0
sq to wielomiany o niepewnych wspodtczynnikach, przy czym a,4(q) # 0.
Zbior wartosci niepewnych parametroéw ma postac

0={q:q €lar.ai ) ax <ai .k =12,...,1}. (5.4)
Zatozmy, ze wspdlczynniki quasi-wielomianu (5.2) (a wige i wielomianoéw
(5.3)) sa ciaglymi funkcjami niepewnych parametréw, przy czym a,(g) >0 dla
kazdego g € Q. Przy tym zalozeniu rodzina quasi-wielomianow (5.1) jest rodzing

typu opdznionego lub neutralnego.
Rodzing quasi-wielomian6éw (5.1) nazywamy rodzing odpomie stabilng nie-

rrrrrr

dziny jest asymptotycznie stabilny niezaleznie od wielko$ci opo6znien, tzn. waru-
nek
w(s,h,q) #0, Res=0, Vh 20, i=12,...,m, (5.5)

jest spetniony dla kazdego ¢q € Q.
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Niech
Wo (s, Q) = {wo(s,9):q € O}, (5.6)

gdzie wielomian wg(s,q) ma posta¢ (5.3) przy i =0, bedzie rodzing wielomia-
now, do ktorej redukuje sie rodzina quasi-wielomiandéw (5.1), w przypadku gdy
wszystkie i >0, i=12,...,m.

Jezeli b, =0, i=12,...,m, rodzina quasi-wielomiandéw (5.1) redukuje si¢ do

rodziny wielomianéw

W(s,Q) = {w(s,q):q €0}, 5.7
gdzie
W) = Swi(s.g) = S @)s, (5.8)
i=0 r=0
przy czym
c(q)= rﬁn‘,an- (q9), r=0l,...,n (5.9)
i=0

Wprowadzmy dla rodziny quasi-wielomiandéw (5.1) funkcje testujaca ®(w),
zdefiniowana dla kazdego ustalonego ® 2 0 wzorem

m
.2|Wi(j03,4)|
& (o) = 1- max S — | (5.10)
geQ |wo(jo,q)|
przy czym
m
'Elaol' ()
@ = B(0) =1-max =, (5.11)
geQ lago(q)|
m
.Elani(q)l
@, = lim ®(®)=1-max = —— (5.12)
W—>o0 qgeQ lano(q)l

sa to, odpowiednio, warto$¢ poczatkowa oraz warto$¢ koficowa tej funkcji.

Wykorzystujac twierdzenie 2.8 udowodnimy ponizsze kryterium odpornej
stabilno$ci niezaleznie od wielkosci op6znien.
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Twierdzenie 5.1. Rodzina quasi-wielomianéw (5.1) jest odpornie stabilna nieza-
leznie od wielkosci opdznien wtedy i tylko wtedy, gdy

1) rodzina wielomianow (5.6) jest odpornie stabilna, tzn. kazdy wielomian naleza-
¢y do tej rodziny ma tylko zera o ujemnych czesciach rzeczywistych,
2) jest spetniony warunek

P, >0, (5.13)

3) ®¢ 20, przy czym, jezeli @y =0, to rodzina wielomianéw (5.7) jest odpornie
stabilna,
4)

®(w) >0 dla kazdego skonczonego ® > 0. (5.14)

Dowdd. Aby rodzina quasi-wielomianéw (5.1) byta odpornie stabilna niezaleznie
od wielko$ci op6znien, potrzeba i wystarcza, aby warunki podane w twierdzeniu
2.8 byly spetnione dla kazdego quasi-wielomianu nalezacego do tej rodziny.
Warunek 1) twierdzenia 2.8 jest spelniony dla kazdego wielomianu nalezace-
go do rodziny (5.6) wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona odpornie stabilna, czyli gdy
Jest spelniony warunek 1) twierdzenia 5.1. Podobnie, kazdy wielomian w(s,q)

nalezacy do rodziny (5.7) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
jest ona odpornie stabilna, czyli gdy jest spetniony warunek podany w koncowej
czesci punktu 3) twierdzenia 5.1.

Funkcja testujaca (5.10) zostata tak zdefiniowana, ze dla kazdego ustalonego
® 20 przyjmuje ona warto$¢ najmniejsza ze zbioru ®(w,Q) = {®(w,q):q € Q},
gdzie

m
2w (jo,q)|
d(w,q)=1-=L (5.15)

IWO(.](D’q)I

Warunki twierdzenia 2.8 sa wigc spelnione dla kazdego ustalonego quasi-
-wielomianu (5.2) nalezacego do rodziny (5.1) wtedy i tylko wtedy, gdy sa spel-
nione podane powyzej warunki 1)-4). ]
Badanie na podstawie twierdzenia 5.1 odpornej stabilnosci niezaleznie od
wielko$ci op6zniefi rodziny (5.1) jest dosy¢ trudne w przypadku og6lnym. Wyma-
ga ono bowiem stosowania odpowiednich metod optymalizacyjnych przy wyzna-
czaniu funkcji testujacej ®(w) na podstawie wzoru (5.10) (dla kazdego ustalonego

).
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Trudnym problemem jest tez badanie odpornej stabilnosci rodzin wielomia-
néw (5.6) 1 (5.7) w przypadku ogdlnym. Stopien trudnosci zalezy w sposdb istotny
od charakteru zaleznoséci wspo6lczynnikéw wielomianu od niepewnych parame-
trow. Dotychczas istnieja metody i skonczone algorytmy, pozwalajace bada¢ od-
porng stabilno$¢ rodziny zwanej wiclomianem przedzialowym oraz rodzin wielo-
miandéw o wspdlczynnikach zaleznych od niepewnych parametréw liniowo lub
wieloliniowo [52]. Dlatego tez w dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do poda-
nia komputerowych metod stuzacych do badania odpornej stabilno$ci niezaleznie
od wielko$ci opoznien quasi-wielomianu przedzialowego oraz rodzin quasi-wielo-
miandéw o wspolczynnikach zaleznych od niepewnych parametrow liniowo oraz
wieloliniowo.

5.1. Odporna stabilno$¢ niezaleznie od wielkosci opéZnien
quasi-wielomianow przedzialowych

Podobnie jak w przypadku wielomiandéw, quasi-wielomianem przedzialowym
bedziemy nazywaé taka rodzing quasi-wielomianéw, ktorych kazdy wspélczynn?k
zalezy tylko od jednego niepewnego parametru i to innego. Wobec tego, quasi-
-wielomian przedziatlowy mozna traktowaé jako rodzing quasi-wielomianow,
w ktérych niepewnymi parametrami sg poszczegdlne wspotczynniki.

Wezmy pod uwage rodzing quasi-wielomianow, zwana quasi-wielomianem
przedziatowym, o postaci

W(s,h, A, B) = Wy(s, A) + SW (s, B;)exp(=shy), (5.16)
i=1

1=

gdzie ;20 dla i=12,...,m, h=[hy,hy,...,h,], za$ wiclomiany przedzialowe
Wy(s,A) i W(s,B;) (i=12,...,m) sa zdefiniowane nastgpujaco

Wo(s, A) = {wo(s,a):a € A}, (5.17)

przy czym a =[ay,...,a, ],

n
wo(s.a) = 3 apsk, (5.18)
k=0

A={a:a; €lag,ai), ag <af, k=0L,...,n, a; >0}, (5.19)
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oraz

VVi(S,Bi) = {Wi(S,bi)I bi € Bi}’ i=12,....m, (5.20)

przy czym b; =[by;,...,b,;],

n
w;(s,b;) = by s*, (5.21)
k=0

B; = {b; :by; €lbg,bi;), by <bgi, k=0,L....n}, (5.22)

za§ B = By X Byx---XB,,.

Dowolny quasi-wielomian nalezacy do rodziny (5.16) ma postaé

m
w(s,h,a,b) = wy(s,a)+ X w;(s,b;) exp(~sh;), (5.23)
i=1
gdzie b =[b,....b,,].

Quasi-wielomian przedzialowy (5.16) jest odpornie stabilny niezaleznie od
wielkoéci op6znien, jezeli jest on asymptotycznie stabilny dla wszystkich A 20,
i=12,..,m, i dla wszystkich warto$ci wspolczynnikow a; (k=0]1,...,n) i by
(k=0,1,...,n, i=12,...,m) zzadanych przedzialow.

Oznaczmy przez w(()k)(s), k=1,...,4, oraz przez w,-(r)(s), r=1,....4, wie-

lomiany Charitonowa stowarzyszone z wielomianami przedzialowymi (5.17)
i (5.20), odpowiednio. Wyznacza sig je w sposob podany w Dodatku A.
Ponadto, przez

. m .
w® ) (5, 1y = Wi (5) + S wl D (s) exp(—shy), (5.24)
i=1

i=

gdzie k=1,....4, oraz r(i)=1,...,4 dla i=1.2,...,m, oznaczmy zbior gt quasi-

-wielomianéw stowarzyszonych z quasi-wielomianem przedzialowym (5.16).
W dalszych rozwazaniach bgdziemy je nazywac¢ quasi-wielomianami Charitonowa.
Wprowadzmy oznaczenia

B,; = max(lby;|.lb]), Bo; = max((bg;,lbg;|), i=12,....m, (5.25)

o, =min(a, ,a;), g =min(ag].|ag]). (5.26)
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Zauwazmy, ze a, >0, zgodnie z (5.19). Przy zatozeniu a, >0 quasi-wielo-
mian przedzialowy (5.16) jest quasi-wielomianem typu opdZnionego lub neutral-
nego.

Problem badania odpornej stabilnoéci niezaleznie od wielkoéci op6znien qu-
asi-wielomianu przedziatowego (5.16) przy a, =1 w (5.18) byl rozpatrywany
w pracy [110]. Podane w niej kryterium takiego rodzaju stabilnosci bazuje na wa-
runku tzw. absolutnej asymptotycznej stabilnoéci, ktory zostal sformutowany
w [170] dla quasi-wielomianu o znanych wspoétczynnikach. Kryterium absolutnej
asymptotycznej stabilnosci jest rOwnowazne z warunkiem dostatecznym asympto-
tycznej stabilno$ci niezaleznie od wielko$ci opoznien, podanym w lemacie 2.5.

Rezultat pracy [110] zostal w [142, 143] uzupelniony w ten sposdb, Ze po-
wstal warunek konieczny 1 wystarczajacy odpornej stabilno$ci niezaleznie od wiel-
ko$ci opoznien quasi-wielomianu przedziatowego (5.16).

Uogolniajac podany w [143] warunek na klasg quasi-wielomianéw przedzia-
towych (5.16), tj. przy a,, #1 w (5.18), otrzymamy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 5.2 [143]. Quasi-wielomian przedzialowy (5.16) jest odpornie stabil-

ny niezaleznie od wielkos$ci opdznien wtedy i tylko wtedy, gdy

m
X B <y, Boi <0, (5.27)
i=1

INeE

1

1 kazdy z gml quasi-wielomianéw Charitonowa (5.24) jest stabilny niezaleznie
od wielkosci op6znien. |
Stosowanie twierdzenia 5.2 wymaga oddzielnego badania (np. na bazie twier-

dzenia 2.8 lub lematu 2.5) stabilnosci niezaleznie od wielkos$ci op6znien kazdego

z 4™m*1 quasi-wielomiané6w Charitonowa majacych postaé (5.24). Jest to trudny

problem w przypadku duzej liczby m opdznien. Jezeli na przyktad m =15, to liczba
quasi-wielomianow (5.24), ktorych stabilno$¢ nalezy bada¢, wynosi 4096.

Ponizej, wykorzystujac rezultaty prac [39, 53], podamy prostsza komputero-
wa metode, tzw. metodg funkcji testujacej, badania odpornej stabilno$ci niezalez-
nie od wielkoéci opdznien rodziny (5.16). Zostanie ona sformulowana na bazie
twierdzenia 5.1.

Jezeli h; =0, i=12,...,m, to quasi-wielomian przedzialowy (5.16) redukuje
sig¢ do wielomianu przedzialowego

W(s,C) = {w(s,c):ce Cl, (5.28)
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gdzie
m n k
w(s,c) =wp(s,a)+ Y w;(s,0;)= Ycp s, 5.29)
i=1 k=0
przy czym ¢ =[cg,...,C, 1,
m
Cp =ap + bki’ k=0]1,..,n, (530)
i=1
C={ecicp €lcg i), cx <cf, k=0,,...,n}, (5.31)

gdzie, zgodnie z arytmetyka przedziatowa (np. [20]),

- -, & - o+ + T+
e =agp + Xby, ¢ =ag + Xhy. (5.32)
i=1 i=1
Oznaczmy przez wgk )(s), k =1,...,4, wielomiany Charitonowa stowarzyszo-

ne z wielomianem przedziatlowym (5.28). Wyznacza si¢ je w sposob podany w Do-
datku A.
Dla quasi-wielomianu przedzialowego (5.16) funkcja testujaca ®(w), zdefi-

niowana wzorem (5.10), ma postaé

O(w) =1-n{w)/ d(w), (5.33)
gdzie

n(w) = gn,-(m), (5.34)
i=1

n; (©) = max |w; (jw,b;)|, (5.35)
b;eB;

d(®) = minjwy (jo,a)|- (5.36)
acA

przy czym, gdy uwzglednimy oznaczenia (5.25) i (5.26),

m m
(I)():l"' ZBOi/ao, CDOO=1—ZBm-/OLn. (5.37)
i=1 i=]

1=

Z twierdzenia 5.1, zastosowanego do rodziny quasi-wielomianéw (5.16), wy-
nika ponizsze twierdzenie.
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Twierdzenie 5.3. Quasi-wielomian przedzialowy (5.16) jest odpornie stabilny
niezaleznie od wielko$ci op6znienr wtedy i tylko wtedy, gdy

1) wielomiany Charitonowa w(()k) (s), k=1,...,4, stowarzyszone z wielomianem

przedzialowym (5.17), sq asymptotycznie stabilne,
2) jest spetniony warunek

o, >0, (5.38)

3) ®9 =0, przy czym, jezeli @3 =0, to wielomiany Charitonowa wgk)(s),
k=1,...,4, stowarzyszone z wielomianem przedzialowym (5.28), sa asympto-
tycznie stabilne,

4)

®(w) > 0 dla kazdego skonczonego ® > 0. (5.39)

Dowod. Quasi-wielomian przedzialowy jest przypadkiem szczegdlnym rodziny
quasi-wielomianéw (5.1). Dowod wynika wigc z twierdzenia 5.1, zastosowanego
do rodziny quasi-wielomianoéw (5.16), oraz stad (patrz Dodatek A), Ze rodzina
wielomiandéw przedzialowych jest odpornie stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy sa
asymptotycznie stabilne cztery wielomiany Charitonowa stowarzyszone z ta ro-
dzina. u

Pierwotna wersja twierdzenia 5.3 zostala podana w pracy [53], przy czym
blednie pominigto w niej konieczno$¢ badania odpornej stabilno$ci wielomianu
przedziatowego (5.28) w przypadku, gdy @ =0.

Podamy teraz komputerowa metod¢ wyznaczania funkcji testujacej P(w),
zdefiniowanej wzorami (5.33)-(5.36).

Zgodnie z Dodatkiem A, dla dowolnego ustalonego ® =0 zbiér wartosci
w; (jo, B;) wielomianu przedzialowego W(s,B;) jest na plaszczyznie zmiennej
zespolonej prostokatem o bokach roéwnolegtych do osi ukladu wspotrzednych
i o wierzchotkach w,-(r )(j®), r=1,...,4. Dlatego

n;(®) = max |w; (jo,b;)|= max{|w"” (jo)|, 7 =1,....4}, (5.40)
b;eB;
oraz
m
n(w) = 3, max{{w” (jo)|, r=1,...4}. (5.41)
i=1
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Dla dowolnego ustalonego ® =0 zbiér wartosci wy(jw, A) wielomianu
przedzialowego W, (s, A) jest prostokatem o bokach rownoleglych do osi uklady

wspolrzednych plaszczyzny zmiennej zespolonej i o wierzchotkach w(()r)( Jj),
r=1,...4 Ponadto, jezeli jest spelniony warunek 1) twierdzenia 5.3, to
0¢wy(jo,A) dla kazdego w=0. Wobec tego d(w), zdefiniowane wzorem
(5.36), jest odlegtoscig prostokata wy(jw,A) od poczatku plaszczyzny zmiennej

zespolone;j.
WprowadZzmy oznaczenia

U (@) = Rew§ (jo), v (@) = Imw§F (jw), k=1,...4, (5.42)

gdzie wielomiany Charitonowa w(()k )(s), k=1,...4, zostaly wyznaczone w sposob
podany w Dodatku A z zachowaniem podanej tam numeracji.

Z powyzszych rozwazan i Dodatku A wynika nastepujacy lemat.
Lemat 5.1. Wielko$¢ d(w), zdefiniowana wzorem (5.36), dla dowolnego ustalo-
nego @ =0 moze by¢ obliczona wedtug ponizszego algorytmu

jezeli  u(0)uy () 0, to d(®) = min(jv;()|,|vy(w))]),

jezeli  vi(@)vy(w) 20, to d(w) = min(ju; (®)|,[uy (W))),
w przeciwnym przypadku
d(®) = min{|wi® (jo)|, k=1,...4). =

Z twierdzenia 5.3 i lematu 5.1 wynika prosta komputerowa metoda, zwana
metoda funkcji testujacej ®(w), stuzaca do badania odpornej stabilno$ci niezalez-

nie od wielko$ci opdznien quasi-wielomianu przedzialowego (5.16). Dla kazdego
ustalonego =0 przy wyznaczaniu funkcji testujacej ®(w) ze wzoréw (5.33)-
(5.36) 1 algorytmu podanego w lemacie 5.1 korzysta si¢ ze znajomo$ci wielo-
mianéw Charitonowa stowarzyszonych z wielomianem przedzialowym (5.17) oraz
wielomianéw Charitonowa stowarzyszonych z kazdym z wielomianow przedzia-
lowych (5.20).

Na bazie znajomo$ci wymienionych powyzej wielomianéw Charitonowa
tworzy sig tez quasi-wielomiany Charitonowa (5.24), stowarzyszone z quasi-wielo-
mianem przedzialowym (5.16). Z powyzszego i z twierdzenia 5.2 wynika wigc, zZe
mozliwe jest zaproponowanie innej funkcji testujacej, na podstawie ktdrej mozna
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bedzie jednoczesnie badac stabilno$¢ niezaleznie od wielkoéci opoznien wszyst-

kich quasi-wielomianéw Charitonowa (5.24), ktérych jest g+l

Wprowadzmy nowg funkcje testujaca @1(w), zdefiniowang wzorem
Oi(w) =1-n(w)/d(w), (5.43)

gdzie n(w) oblicza sig ze wzoru (5.41), zas
dy(®) = min{|w§ (o), k =1,....4}. (5.44)

Uwzgledniajac oznaczenia (5.25) 1 (5.26) latwo sprawdzi¢, ze

D=1~ .rEnLIBOi lag, Dre=1- ngni /o, (5.45)
i= i=

Z poréwnania wzoréw (5.37) 1 (5.45) wynika, ze ®;¢ = ®, oraz ¢, = D,..

Zauwazmy, ze d(®) oblicza si¢ ze wzoru (5.44) przy wyznaczaniu funkcji
testujacej @1(w), natomiast przy wyznaczaniu funkcji testujacej ®(w) odleglos¢
d(w) oblicza sie¢ wedhug algorytmu podanego w lemacie 5.1. Latwo zauwazy¢, ze
@, (0)>P(w) dla tych wartosci parametru ® >0, dla ktorych prostokat
wo(jw, A) przecina osie plaszczyzny zmiennej zespolonej, zas @j(w) = ®(®)
dla pozostatych wartosci w = 0.

Ponadto,

min ®(w) = min ®; (W), (5.46)
>0 =0

poniewaz funkcja n(®)/d(w), gdzie n(w) i d(w) sa zdefiniowane wzorami
(5.34), (5.35) i (5.36), odpowiednio, osiaga warto§¢ maksymalna w jednym ze
zbioréw wielomianéw Charitonowa w(% (s), k=1,....4, i w{" D (s), r(i)=1,...4,
i=12,..,m [110].

Lemat 5.2. Przy badaniu na podstawie twierdzenia 5.3 odpornej stabilnosci nieza-

leznie od wielkoséci opdznien quasi-wielomianu przedzialowego (5.16) mozemy
zamiast funkcji testujacej ®(), zdefiniowanej wzorami (5.33)-(5.36), rtéwnowaz-

nie rozpatrywaé funkcje testujaca ®;(w), zdefiniowana wzorami (5.43), (5.41)
i (5.44).
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Dowéd. Dowod wynika z definicji funkeji testujgcej ®4(w) i powyzszych rozwa-
zan. ]

Z powyzszych rozwazan oraz twierdzenia 5.3 i lematu 5.2 wynika nastgpuja-
cy algorytm badania odpornej stabilnosci niezaleznie od wielkosci op6znien quasi-
-wielomianu przedzialowego (5.16).

Algorytm 5.1:

Krok 1. W sposéb podany w Dodatku A utwérz cztery wielomiany Charitonowa
w(()k )(s), k=1,....4, stowarzyszone z wielomianem przedzialowym (5.17) i sprawdz
ich asymptotyczng stabilno$¢ (stosujac np. twierdzenie Hurwitza). Jezeli sa one
asymptotycznie stabilne, idZz do Kroku 2. W przeciwnym wypadku quasi-wielo-
mian przedziatowy (5.16) nie jest odpornie stabilny niezaleznie od wielkosci opéz-
nien.

Krok 2. Oblicz warto$¢ koncowa @, funkcji testujacej ®(w) (lub Py(w)) ze
wzoru podanego w (5.37) i sprawdz spetnienie warunku (5.38). Jezeli jest on spel-
niony, idz do Kroku 3. Jezeli za$ nie jest on spelniony, quasi-wielomian przedzia-
fowy (5.16) nie jest odpornie stabilny niezaleznie od wielkosci opdznien.

Krok 3. Oblicz 8,;, Bg; (i =12,...,m) oraz a, i 0,g ze wzoréw (5.25) i (5.26),
odpowiednio. Z pierwszego ze wzoréw (5.37) oblicz warto$¢ poczatkowa @
funkeji testujacej ®(w) (lub @;(w)) i sprawdz spetnienie warunku @ = 0. Jezeli
jest on speliony, idz do Kroku 4. Jezeli nie jest on spelniony, quasi-wielomian
przedzialowy (5.16) nie jest odpornie stabilny niezaleznie od wielkosci opdznien.
Krok 4. Jezeli >0, idz do Kroku 5. Jezeli @y =0, utwérz wielomiany Cha-

ritonowa wgk)(s), k=1,...,4, stowarzyszone z wiclomianem przedziatlowym (5.28)
i sprawdz ich asymptotyczng stabilno$¢. Jezeli sg one asymptotycznie stabilne, idz
do Kroku 5. W przeciwnym wypadku quasi-wielomian przedziatowy (5.16) nie jest
odpornie stabilny niezaleznie od wielko$ci opdznien.

Krok 5. Utwérz wielomiany Charitonowa wl(r(i))(s), r(i) =1,...,4, stowarzyszone
z wielomianami przedzialowymi W, (s, B;), i=12,...,m.

Krok 6. Stosujac wzory (5.33), (5.41) 1 algorytm podany w lemacie 5.1 wyznacz
przebieg funkcji testujacej P(w) dla o >0, przyjmujac odpowiednio maty krok
Aw. Poniewaz ®(w) — P, przy o — oo, wyznaczanie funkcji testujacej mozna
przerwaé w chwili, gdy obliczone wartosci ®(w) sa bliskie ., i daza asympto-
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tycznie do granicy @,,. Podobnie, na bazie wzoréw (5.43), (5.41) i (5.44), mozna
wyznaczy¢ przebieg funkcji testujacej @ (w).

Krok 7. Sprawdz, czy warunek (5.39) jest spelniony dla funkcji testujacej ®(w)
(lub ®@;(w)). Jezeli jest on spelniony, quasi-wielomian przedzialowy (5.16) jest
odpornie stabilny niezaleznie od wielkosci opoznien. W przeciwnym wypadku nie
jest on odpornie stabilny niezaleznie od wielko$ci opéznien. |

Przyklad 5.1. Nalezy zbada¢ odporna stabilno$¢ niezaleznie od wielko$ci opoz-
nien quasi-wielomianu przedzialowego

3
w(s,h,a,b) = wy(s,a) + 3 w;(s,b;) exp(=sh;), (5.47)
i=1
gdzie
3
wo(s,a)= Y aksk , (5.48)
k=0

przy czym ag €[7,17], a; €[10,23], ay €[5,12], a3 =1, oraz
3.k
wi(s,b;))= X bys™, =123, (5.49)
k=0

gdzie by =0, by €[-2,2], by3 €[-01,0.7], by} €[-0.3,03], b, €[0.1,02],
b3 €[-04,04], by €[-02,02], by, €[~04,04], by3 €[-05,05],
by €(-03,03], b3, €[0,02], b33 =0.

Sprawdzajac odporna stabilno$¢ niezaleznie od wielkoSci opOznien quasi-
-wielomianu przedzialowego (5.47) wedlug Algorytmu 5.1, otrzymamy:

Krok 1. Wielomiany Charitonowa w(()k )(s), k=1,....4, sg asymptotycznie stabil-

ne.
Krok 2. ¢, =P, =05>0.

Krok 3. &5 =®;; =0.6143>0.

Krok 4. Poniewaz @ > 0, przechodzimy do Kroku 5.

Krok 5, 6. Wykresy funkcji testujacych ®(w) i ®;(w), wyznaczone dla @ zmie-
niajacego si¢ od 0 do 10 ze zmiennym krokiem, sa pokazane na rysunku 5.1. Dla
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®>10 wykresy tych funkcji daza asymptotycznie do wartosci koncowej
(I)oo = q)lw =0.5.

Krok 7. Z rysunku 5.1 wynika, Zze warunek (5.39) jest speilniony, przy czym
min®(w) = min®;(®) =0.1204 > 0. Oznacza to, ze quasi-wielomian przedziato-
w20 =0

wy (5.47) jest odpornie stabilny niezaleznie od wielkosci opdznien.

0.4

0.3

0.2

0.1
0

Rys. 5.1. Wykresy funkcji testujacych: ®(w) (linia ciagla) i ®@;(w) (linia
przerywana)

Zauwazmy, ze stosujac twierdzenie 5.2 do badania odpornej stabilno$ci nie-
zaleznie od wielkosci opdznien quasi-wielomianu przedziatlowego (5.47) nalezy
bada¢ (na podstawie twierdzenia 2.8) odporng stabilno$¢ niezaleznie od wielkosci
4m+1 - 44

op6znien =256 quasi-wielomianéw Charitonowa. ]
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5.2. Odporna stabilnoe$¢ niezaleznie od wielko$ci opéZnien
rodziny quasi-wielomianoéw o wspolczynnikach
liniowo zaleznych od niepewnych parametréow

Wykorzystujac rezultaty pracy [47] rozpatrzymy problem badania odpornej
stabilno$ci niezaleznie od wielkoéci niewspoimiernych opdznien rodziny quasi-
-wielomiandéw (5.1) o wspotczynnikach zaleznych liniowo od niepewnych para-
metrow w przypadku, gdy wspolczynniki poszczegblnych wielomianow (5.3) nie
zaleza od tych samych niepewnych parametrow. Dla prostoty rozwazan, nie
zmniejszajac ich ogo6lnosci, bedziemy rozpatrywaé rodzing quasi-wielomianéw
z jednym opéznieniem.

WezZmy pod uwage rodzing quasi-wielomianow o wspolczynnikach zaleznych
liniowo od niepewnych parametréw, o postaci

W(s,h, P,Q) =Wy(s, P)+ W, (s,Q)exp(-sh), (5.50)

gdzie h=>0, za$ rodziny wielomianéw Wy(s, P) i W(s,Q) sa zdefiniowane na-
stgpujaco

WO(S,P)Z{W()(S,P)IPEP}, (551)
Wi(s,0) = {wi(s.9):q € O}, (5.52)
gdzie
wo(s,p) = Sai(p)s, (5.53)
i=0
wi(s,q) = %b,‘(q)s", (5.54)
i=0

sa to wielomiany o wspoétczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parame-
tréw, p=I[p1,p2,----111 1 §=1[91,92,....9,] sa wektorami niepewnych parame-
tréow py (k=12,...,0) i q; (k=12,...,r), odpowiednio, oraz

P={p:py €lpr Pt Pk <pPi> k=12,...,1}, (5.55)

0=1{q:q; €lgr.at} 9% <qi, k=12,...,r}. (5.56)
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Dowolny quasi-wielomian nalezacy do rodziny (5.50) ma postaé
w(s,h, p,q) = wy(s, p) + w(s,q) exp(—sh). (5.57)

Nie zmniejszajac ogdlnosci rozwazan zatdézmy, ze a,(p)>0 dla kazdego
p € P. Przy tym zaloZeniu rodzina quasi-wielomianéw (5.50) jest rodzing typu
opdznionego lub neutralnego.

Rodzina quasi-wielomianéw (5.50) jest odpornie stabilna niezaleznie od
wielko$ci op6znienia, jezeli jest ona stabilna dla kazdego 420 i dla wszystkich
p € P oraz dla wszystkich g € Q, co oznacza, ze w(s,h,p,q)#0 dla Res>0
niezaleznie od zmian wartos$ci wspotczynnikow oraz wartosci op6znienia 4 > 0.

Jezeli h=0, to rodzina quasi-wielomianéw (5.50) redukuje si¢ do rodziny

wielomianéw

W(s,0) = {w(s,g):7 € 0}, (5.58)
gdzie

WS T) = wo(s,p) + wy(s.9) = 3.c:@)s', (5.59)

i=0
przy czym g =[p,ql, O = PxQ, za$ wspbtczynniki
¢ (@) =a;(p)+b(q), i=01,...n, (5.60)

zaleza liniowo od sktadowych wektora g.

Rodzina quasi-wielomianéw (5.50) jest przypadkiem szczegblnym rodziny
(5.1). Wobec tego, na bazie wzoréw (5.10)-(5.12) zdefiniujemy dla rodziny (5.50)
funkcjg testujaca ®(w) w sposéb podany ponizej (dla kazdego ustalonego m >0)

meaglwl(jw,q)l
D) =1-LT=—— (5.61)
min |wy(jo, p)|
peP
przy czym

max |by(q)|
Dy = B(0) =1-252

EETerE— 5.62
min|ag(p)| (562)
peP
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max|b, (q)|

@, =1-22 (5.63)
in{a, (p)|
peP

sa to: warto§¢ poczatkowa i wartos¢ koncowa tej funkcji, odpowiednio.

Twierdzenie 5.4. Rodzina quasi-wielomianéw (5.50) o wspétczynnikach liniowo
zaleznych od niepewnych parametréw jest odpornie stabilna niezaleznie od wiel-
kosci opOznienia, wtedy i tylko wtedy, gdy
1) rodzina wielomianéw Wj(s,P) majaca posta¢ (5.51) jest odpornie stabilna,
2) jest spetniony warunek

D, >0, (5.64)

3) @y >0, przy czym, jezeli ®y =0, to rodzina wielomianéw W(s,Q) majaca

postaé (5.58) jest odpornie stabilna,
4) dla kazdego skonczonego ® > 0 jest spetniony warunek

d(w) > 0. (5.65)

Dowéd. Dowod wynika bezposrednio z twierdzenia 5.1 zastosowanego do rodziny
(5.50) oraz z definicji (5.61) funkcji testujacej P(w). u
Oznaczmy przez py,pz,..-, Py, 8dzie u= 2!, wierzchotki hiperprostopadto-
$cianu P oraz przez ¢i,47,.-.q,, v =2, wierzcholki hiperprostopadioscianu Q.

Ponadto, przez w(()i)(s) =wy(s,p;), i =12,...,u, oraz przez wfk)(s) =w; (s, qg),
k=12,...,v, oznaczmy wielomiany wierzchotkowe (zwane tez wielomianami
generujacymi) rodzin wielomianow Wy (s, P) i W (s,Q), odpowiednio.
Zbior wartosci
wo(jo, P) = {wp(jw, p): p € P} (5.66)
jest na plaszczyznie zmiennej zespolonej wypuktym wielobokiem rozpigtym na
punktach w{ (j®), i =12,...,u [52]. Podobnie, zbiér wartosci

wi (jo,Q) = {wi(jw,q):q € 0} (5.67)
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jest na plaszczyZnie zmiennej zespolonej wypuklym wielobokiem rozpietym na
punktach wl(’)(ju)), i=12,...,v.

Niech w(()o) (s) = wy(s, pg) bedzie wielomianem nominalnym rodziny wielo-

miandw W(s, P). Odpowiada on nominalnym warto$ciom p? , pg yeees plo niepew-
nych parametréw py, ps,...,p;. Za wielomian nominalny w(()o) (s) mozna tez

przyja¢ dowolny z wielomianow wierzchotkowych w(()i) (8), i=12,...,u. Asymp-
totyczna stabilno$¢ wielomianu nominalnego jest warunkiem koniecznym odpornej
stabilno$ci rodziny Wy (s, P). Dlatego tez w dalszych rozwazaniach bedziemy
przyjmowac, ze jest on asymptotycznie stabilny.

Do badania odpornej stabilnoéci rodzin wielomianéow Wy(s, P) i W(s,Q)
mozna stosowa¢ metody opisane w monografii [52]. Sg wérdd nich te same meto-
dy, podane w rozdziale 4 niniejszej pracy (twierdzenie krawedziowe, metody funk-
cji testujgcych), ktore stuza do badania odpornej stabilnosci rodziny quasi-wielo-
miandéw o wspolczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parametréw.

Ponizej podamy sposob badania odpornej stabilnosci rodziny wielomiandow
(5.51) z wykorzystaniem metody funkcji testujacej F(w).

Niech [p;, p; ] bedzie krawedzia hiperprostopadtoscianu P. Oznaczmy przez

[w(()i)( j(x)),w(()k)( J®)] krawedz wypuklego wieloboku wy(jm, P), odpowiadajaca
krawedzi [p;, py ] zbioru P. Dla kazdego ustalonego @ >0 jest ona na plaszczyz-
nie zmiennej zespolonej odcinkiem linii prostej, faczacym punkty w(()i)( Jj)

i w(()k ) (jo). Ten odcinek moze by¢ krawgdzia wieloboku (5.66) dla jednych war-

tosci parametru ® >0, za$ dla innych moze leze¢ wewnatrz tego wieloboku.
Wprowadzmy oznaczenie

Qi (@) = arg WS (joo) - arg w{E (o), (5.68)

gdzie argz €[-R, M) oznacza gléwny argument liczby zespolonej z, oraz
OFF (k)

(), wo (W) _ky, . Wy (Jo)

w§D oy = 0L ) oy = 202 (5.69)

Wi (joo) W (joo)

gdzie w(()o) (s) jest asymptotycznie stabilnym wielomianem nominalnym rodziny
Wy (s, P).
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Lemat 5.3 [52]. Rodzina wielomianéw W, (s, P) o wspoélczynnikach zaleznych

liniowo od niepewnych parametrow jest odpornie stabiina wtedy i tylko wtedy,
gdy F(w)>0 dla kazdego ® 20, gdzie dla kazdego ustalonego ® 20 funkcjg

testujaca F(w) oblicza sig ze wzoru

F(0)=n-max|@y (o), (5.70)

I,k
gdzie @ (w) ma postaé (5.68), za§ maksimum liczy sig¢ uwzgledniajac wszystkie
krawedzie zbioru P. -

Powyzszy lemat mozna tez stosowaé do badania odpornej stabilno$ci rodziny
wielomianow (5.58) o wspotczynnikach zaleznych liniowo od niepewnych para-
metrow. Nalezy przy tym bra¢ pod uwagg wielomiany wierzchotkowe oraz wielo-
mian nominalny tej rodziny.

Podamy teraz komputerowa metodg stuzaca do wyznaczania wartosci funkcji
testujacej ®(w), zdefiniowanej wzorami (5.61)-(5.63). Rozpatrzymy najpierw
problem obliczania jej warto$ci poczatkowej oraz koncowej.

Zbiory wartoéci {b;(g):q € Q} i {q;(p):pe P}, i=0]1,...,n, sa odcinkami
linii prostych, lezacymi na osi rzeczywistej. Dlatego tez (dla i =0,1,...,n)

max |b;(g)|= max |b;(g)l, (5.71)
q€0Q k=1.2,...,
min|a;(p)l= min |g;(pp)l (5.72)
peP k=1,2,...u

Uwzgledniajac (5.71) 1 (5.72), ze wzorow (5.62) i (5.63) otrzymamy

max |by(gy)l
k=1,..,v

og=1-— (5.73)
0 min |ag(p;)]
i=1,..,u
max |b,(qy )|
N P L — (5.74)
min |a, (p;)|
1= U
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Wzér (5.61) mozna napisa¢ w postaci

n(®)

—1_ 5.7
P(w) =1 @ (5.75)
gdzie
n(®) = max|w; (jo,q), (5.76)
qeQ
d(w) = min|wy(jo, p)|. (5.77)
PEP

Jezeli rodzina wielomianow Wy (s, P) jest odpormnie stabilna, to jest spelniony
warunek wykluczenia zera [52]

0¢ wy(jo,P), Vo =0. (5.78)
To za$ oznacza, ze wy(jo,p) #0 dla kazdego ® =0 i dla wszystkich p € P. Nie
wystapia wiec osobliwosci przy obliczaniu funkcji testujacej ze wzoru (5.75)
Poniewaz zbior warto$ci wy(jo,Q) jest wypuklym wielobokiem na plasz-
czyznie zmiennej zespolonej, dla kazdego ustalonego ®w =0 zachodzi réwnos¢

max|w (joo,g)|= max{|w{* (jo)l, k =1.2,...,v}, (5.79)
qeQ

gdzie wfk ) (s) =wy(s,q¢), k=12,...,v, sa to wiclomiany wierzchotkowe rodziny
W (s,Q). Z powyzszego wynika, ze
n(®) = max{|w® (jo)|, k =1.2,...,v). (5.80)

Jezeli warunek (5.78) jest speliony, to d(w), zdefiniowane wzorem (5.77),
jest odlegto$cia wypuklego wieloboku wy(jw, P) od poczatku plaszczyzny zmien-

nej zespolone;j.
Dla dowolnego ustalonego ® =0 odlegto$¢ d(w) mozna obliczy¢ ze wzoru

d(®) =min{dy (®), i,k =12,...,u, i <k}, (5.81)

gdzie dj (w) jest odlegtoscia od poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej od-
cinka linii prostej [w(()i)( Jj®), w(()k)( Jj)], bedacego odwzorowaniem jednej z kra-

wedzi zbioru P.
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Dla kazdego ustalonego ® =0 odleglo$¢ d(w) wieloboku wgy(jo,P) od
poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej mozna wigc obliczy¢ jako odleglosé
najblizej potozonego odcinka linii prostej [w(()i)( Jjo), w(()k)( Jjw)]. Aby ja wyzna-
czy¢, nalezy obliczy¢ odleglosci dj; (w) wszystkich odcinkéw, bedacych odwzo-
rowaniami poszczegdlnych krawgdzi zbioru P, a nastgpnie d(®) obliczy¢ ze wzo-
ru (5.81). Algorytm obliczania odleglosci d(®) jest podany w Dodatku B.

Wyznaczanie funkcji testujacej ®(w) ze wzordéw (5.75), (5.80) i (5.81) z wy-
korzystaniem Algorytmu B2 podanego w Dodatku B wymaga znajomosci:
¢ wielomianéw wierzchotkowych w(()i)(s) =wp(s,p;) (=12,...,u) rodziny

wielomiandéw (5.51), odpowiadajacych poszczegolnym wierzchotkom zbioru P,
o wielomianéw wierzchotkowych wfk)(s) =wi(s,qr) (k=L12,...,v) rodziny
wielomianow (5.52), odpowiadajacych poszczegdlnym wierzchotkom zbioru Q,
o wszystkich par wielomianéw wierzchotkowych w(()i)(s) i w(gk ) (s), tworzacych

wielomiany krawegdziowe, ktore odpowiadaja poszczegdlnym krawedziom
zbioru P.

Wyzej wymienione wielomiany wierzchotkowe oraz pary tych wielomianow,
ktore tworza wielomiany krawedziowe, mozna wyznaczy¢ stosujac komputerowa
metode podana w pracy [50].

Funkcja testujaca ®(w) powinna by¢ wyznaczona z odpowiednio matym

krokiem Aw dla odpowiednio duzego przedzialu warto$ci parametru ® = 0. Po-
niewaz ®(®) = ¥, przy ® — oo, obliczenia mozna zakonczy¢ wtedy, gdy obli-
czone warto$ci ®(w) sa bliskie @, i daza asymptotycznie do granicy ®,.

Z powyzszych rozwazan i twierdzenia 5.4 wynika nast¢pujacy algorytm ba-
dania odpornej stabilno$ci niezaleznie od wielkosci opdznienia rodziny quasi-

-wielomiandéw (5.50) o wspolczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych para-
metrow.

Algorytm 5.2:

Krok 1. Wyznacz wielomiany wierzchotkowe w(()i) () =wp(s,p;), i=12,...u,

gdzie u= 2! , rodziny wielomiandéw (5.51) i sprawdz odporna stabilno$¢ tej rodzi-
ny (stosujac np. lemat 5.3). Jezeli jest ona odpornie stabilna, idZ do Kroku 2.
W przeciwnym wypadku rodzina quasi-wielomiandw (5.50) nie jest odpornie
stabilna niezaleznie od wielko$ci opdznienia.
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Krok 2. Oblicz warto$¢ koncowa @, funkcji testujacej ®(w) ze wzoru (5.79)
i sprawdz spelnienie warunku (5.64). Jezeli jest on spetniony, idz do Kroku 3.
Jezeli za$ nie jest on spetniony, rodzina quasi-wielomiandéw (5.50) nie jest odpor-
nie stabilna niezaleznie od wielkosci opdznienia.

Krok 3. Oblicz warto$¢ poczatkowa @ funkcji testujacej ®(w) ze wzoru (5.73)
i sprawdz spelnienie warunku @ >0. Jezeli jest on speliony, idz do Kroku 4,
Jezeli nie jest on spetniony, rodzina quasi-wielomiandw (5.50) nie jest odpornie
stabilna niezaleznie od wielkosci opdznienia.

Krok 4. Jezeli @ >0, idz do Kroku 5. Jezeli ®y =0, wyznacz wielomiany

wierzchotkowe rodziny wielomianow (5.58) i sprawdZ odporna stabilno$é tej ro-
dziny, stosujac np. metode podana w lemacie 5.3. Jezeli rodzina wielomianéw
(5.58) jest odpornie stabilna, idZ do Kroku 5. W przeciwnym wypadku rodzina
quasi-wiclomianoéw (5.50) nie jest odpornie stabilna niezaleznie od wielko$ci op6z-
nienia.

Krok 5. Wyznacz wszystkie pary wielomianéw wierzchotkowych wg)(s),

w(()k)(s), ktore tworza wielomiany krawgdziowe odpowiadajace poszczegélnym
krawgdziom zbioru P. Wykorzystujac wzory (5.75), (5.80) i Algorytm B2 podany
w Dodatku B wyznacz przebieg funkcji testujacej ®(w) dla ® >0, przyjmujac
odpowiednio maly krok Aw.Wyznaczanie funkcji testujacej mozna przerwaé
w chwili, gdy obliczone wartosci ®(w) sa bliskie @, i daza asymptotycznie do
granicy @.,.

Krok 6. Sprawdz speinienie warunku (5.65). Jezeli jest on spelniony, rodzina
quasi-wielomianow (5.50) o wspdtczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych
parametréw jest odpornie stabilna niezaleznie od wielkoéci opdznienia. W prze-
ciwnym wypadku ta rodzina nie jest odpornie stabilna niezaleznie od wielkosci
opdznienia. ]
Przyklad 5.2. Nalezy zbada¢ odporna stabilno$¢ niezaleznie od wielkosci op6dz-

nienia rodziny quasi-wielomianéw o wspoétczynnikach liniowo zaleznych od nie-
pewnych parametréw, o postaci

W(s,h, P,Q) = Wy(s, P) + Wi (s, Q) exp(—sh), (5.82)
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gdzie h20, zas rodziny wielomianow W, (s, P) i W (s, Q) sa zdefiniowane nastg-
pujaco
Wo(s, P) = {wy(s, p): p € P}, (5.83)

wo(s, p) =5 + 21 +2py) + 52 (4+2p — py) +s+2+p —2py,  (5.84)

P={p=I[py, pp): p; €[-03,08], p, €[-02,02]}, (5.85)
oraz

Wi(s,0) = {wi(s.9):q € 0}, (5.86)

wi(s,q) = 0.1s2 +s(02 + 04¢, +03g, ) +(02g; —01g5), (5.87)

Q=1{q=[q1.921: q1 €[-01,01], g, €[-01,0.1]}. (5.88)

Badajac odporng stabilno$¢ niezaleznie od wielkosci opoznienia zgodnie
z Algorytmem 5.2 otrzymamy:

Krok 1. Wykres funkcji testujacej F(®), stowarzyszonej z rodzina wielomianow
(5.83), wyznaczony dla ® €[0,4] ze wzoréw (5.70) i (5.68), (5.69) przy w(()o)(s) =
=wq(s,0), jest pokazany na rysunku 5.2. Dla >4 wartosci funkcji testujace;
F(w) sa dodatnie, przy czym daza one do T przy ® — oo. Poniewaz F(w) >0 dla
wszystkich ® >0, z lematu 5.3 wynika, ze rodzina wielomianéw (5.83) jest od-
pornie stabilna.

Krok 2. Rodzina quasi-wielomianow (5.82) jest rodzing typu opdznionego. Wobec
tego @, =1 i warunek (5.64) jest spetniony.

Krok 3. Obliczajac ze wzoru (5.73) warto$¢ poczatkowa funkcji testujacej P(w)
otrzymamy ®q = 0.9769 > 0.

Krok 4. Poniewaz ®( >0, przechodzimy do Kroku 5.

Krok 5. Wyznaczajac funkcjg testujaca ®(w) dla w €[0,4] ze wzoréw (5.75),
(5.80) i (5.81) oraz korzystajac z Algorytmu B2 podanego w Dodatku B, otrzyma-
my wykres pokazany na rysunku 5.3.

Krok 6. Z rysunku 5.3 wynika, ze warunek (5.65) jest spelniony. Wyznaczona
warto$¢ minimalna funkcji testujacej wynosi Gr§1>1ra d(w) =0.0838 > 0.
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7 twierdzenia 5.4 wynika zatem, Ze rodzina quasi-wielomianéw (5.82) jest
odpornie stabilna niezaleznie od wielkosci opdZnienia. (]

Podana powyzej metode badania odpornej stabilnosci niezaleznie od wielko-
§ci opoznienia rodziny quasi-wielomiandéw (5.50) o wspotczynnikach liniowo za-
leznych od niepewnych parametr6w mozna w prosty sposob uogblni¢ na rodzing
quasi-wielomianéw z wieloma niewspdétmiernymi op6znieniami, majaca postac

W(s,h,P,Q)=Wy(s,P)+ rﬁn’,Wi(s,Qi)exp(—shi), (5.89)
i=1

gdzie #; 20 dla i=12,...,m, rodzina wielomianéw Wy(s, P) jest zdefiniowana
wzorami (5.51), (5.53) i (5.55), za$ rodziny wielomianéw W;(s,0Q;) sa zdefiniowa-
ne nastepujaco

Wi (s, Q) = {w;(s,4;):q; €Q;}, i=12,....m, (5.90)
gdzie
n
wi(s.q)= Shu(a)s*, aieQ; (5.91)
k=0
sa to wielomiany o wspotczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parame-

wéw, p=[py,pys--pil i qi=[q1i,q2i,...,qrii], i=12,...,m, sa wektorami nie-

pewnych parametrow, za$ zbiory Q; maja posta¢ (dlai=12,...,m)

0; = {g: i €1aki-qii ) 9i <dii» k=12,..11}, (5.92)
przy czym Q = Q) X Qr X..X0,.

Ponadto, wykorzystujac rezultaty podane w punkcie 5.1, mozemy sformuto-
wa¢ komputerowa metodg badania odpornej stabilnosci rodziny quasi-wielo-
mianéw (5.89), w przypadku gdy niektére z rodzin wielomianow W (s,0Q;),
i=01,...,m, sa wielomianami przedziatowymi, a pozostale sg rodzinami wielo-
mianéw o wspdtczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parametrow.
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5.3. Odporna stabilno$¢ niezaleznie od wielko$ci opéznien
rodziny quasi-wielomianéw o wspélczynnikach
wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametréw

Wezmy pod uwagg rodzing quasi-wielomianow o wspétczynnikach zaleznych
wiceloliniowo od niepewnych parametréw, majaca postaé

W(s,h, P,Q) =Wy(s, P) + W, (s5,0) exp(—sh), (5.93)

gdzie 120, za$ rodziny wielomianow Wy(s, P) i W(s,Q) o wspolczynnikach
zaleznych wieloliniowo od niepewnych parametréw sa zdefiniowane wzorami
(5.51)-(5.56).

Z rozwazan podanych w punktach 4.4 i 5.2 wynika, Ze twierdzenie 5.4 i algo-
rytm 5.2 mozna bezposrednio stosowa¢ do badania odpornej stabilnoéci niezalez-
nie od wielko$ci opdznienia rodziny quasi-wielomianéw (5.93) o wspdlczynnikach
wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametréw w tych przypadkach szczegél-
nych, w ktorych zbiér wartosci wy(jw,P) rodziny wielomianéw W (s, P)
o wspolczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametréw jest dla
kazdego ® 20 wypuklym wielobokiem na plaszczyznie zmiennej zespolone;.
Takie przypadki sa omowione w monografii [52].

Do badania odpornej stabilnosci niezaleznie od wielko$ci opdznienia rozpa-
trywanej rodziny quasi-wielomianéw w przypadku ogélnym mozna stosowaé
twierdzenie 5.4, przy czym dla kazdego ustalonego ® >0 funkcje testujaca P(m)

nalezy oblicza¢ nie w sposéb podany w algorytmie 5.2, ale bezposrednio ze wzoru

max|w; (jo,q)|
D(w) =1~ 152

R T (5.94)
min|wy(jo, p)|
PEP

przy czym

i zneaglbo(q)I

> (5.95)
min jagy(p)|
peP

q)o—_—

max|b, (q)|

@, =1-4<¢ (5.96)

min|a, (p)|
peEP
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Przy stosowaniu twierdzenia 5.4 istotng trudno$¢ stanowi wyznaczenie funk-
cji testujacej d(w) ze wzoru (5.94). Wynika to stad, ze dla kazdego ustalonego
o > 0 zbiory wartosci

wo(jo, P) = {wy(jo,p):p € P}, 5.97)

wi (o, Q) = {w(jw,q):q € 0}, (5.98)

rodzin wielomianéw W;y(s, P) i W (s,0), odpowiednio, moga mie¢ w przypadku
ogblnym krzywoliniowe boki.

Ponadto, w przypadku ogolnym nie ma prostych metod stuzacych do badania
odpornej stabilnosci rodzin wielomianéw o wspolczynnikach zaleznych wielo-
liniowo od niepewnych parametrow. Istnieja tylko warunki dostateczne, podobne
do podanych w punkcie 4.4 niniejszej pracy w przypadku rodziny quasi-wielo-
miandéw o wspodlczynnikach zaleznych wieloliniowo od niepewnych parametréw
[52].

Podobnie jak w przypadku rodziny quasi-wielomianéw (5.50), oznaczmy

przez py,py,..., Py, gdzie u= 2!, wierzcholki zbioru P oraz przez qi.qs...- 4y,
v =2", wierzchotki zbioru Q. W zbiorach wielomianéw Wy(s, P) i W;(s,Q) od-
powiadaja im wielomiany wierzchotkowe w(()i)(s) =wy(s,p;), i=12,...,u, oraz
wfk)(s) =w(s,qg), k=12,...,v, odpowiednio.
Ponadto, przez

co(j®, P) = conv{w (joo), i =1,2,...,u} (5.99)
oznaczmy wypukly wielobok na plaszczyznie zmiennej zespolonej, rozpigty na
punktach w(()i)( jw), i=12,...,u, bedacych wartosciami dla s = joo wielomianéw

wierzchotkowych w(()i)(s) =wy(s, p;) oraz przez
c1(jo,0) = conv{w®) (jo), k =12,...,v} (5.100)

oznaczmy wypukly wielobok, rozpigty na punktach wl(k )( jo), k=12,...,v, beda-

cych wartoéciami dla s = jo wielomianéw wierzchotkowych wfk ) () = wy(s,qp)-
Zgodnie z twierdzeniem o odwzorowaniu 4.11, dla kazdego ® =0 zachodza
zaleznosci
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conv(wy(jo, P)) = co(jo, P), (5.101)

oraz
conv(w; (jo,Q)) = ¢ (jo, Q). (5.102)

gdzie conv(w(z,Q)) jest wypukla powlokg zbioru w(z, Q).

W dalszych rozwazaniach zbiory wartosci (5.97) 1 (5.98) bedziemy zastgpo-
waé¢ wypuktymi wielobokami (5.99) i (5.100), odpowiednio. W takim przypadku,
uwzgledniajac rozwazania podane w punkcie 5.2, dla kazdego ustalonego ® =0
funkcjg testujaca P.(w), stowarzyszona z rodzina quasi-wielomianow (5.93)
o wspotczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametréw, mozna
zdefiniowa¢ wzorem

) :
() =1-~ o) (5.103)
gdzie
ne (@) = max{|w® (o), k =1,2,...,v}, (5.104)

natomiast d.(w) jest odlegto$cia wypuklego wieloboku (5.99) od poczatku plasz-
czyzny zmiennej zespolonej przy zalozeniu, Ze jest speiniony warunek wyklucze-
nia zera

0¢&cy(jm,P), Yo =0. (5.105)

Warunek (5.105) jest warunkiem dostatecznym speinienia warunku wyklu-
czenia zera

0ewy(jo, P), Vo =0, (5.106)

dla rodziny wielomianéw W (s, P) [52]. Natomiast warunek (5.106) jest koniecz-
ny i wystarczajacy dla odpornej stabilnosci rodziny wielomianéw Wy (s, P), przy
asymptotycznej stabilnosci wielomianu nominalnego tej rodziny.

Dla dowolnego ustalonego w =0 odleglos¢ d.(w) mozna obliczy¢ stosujac

Algorytm B2 podany w Dodatku B. Przy obliczaniu tej odlegtosci nalezy bra¢ pod
uwage wszystkie pary wielomianoéw wierzchotkowych w(()i) (s), w(()k)(s), i,k=1,
2,...,u, i<k, a nie tylko pary tworzace tzw. wielomiany krawedziowe, ktére od-
powiadaja poszczegdlnym krawgdziom zbioru P, jak ma to miejsce w przypadku
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rodziny wielomian6w o wspotczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych para-
metrow.
Latwo zauwazy¢, ze

d.(w)<d(w), Yo =0, (5.107)
gdzie
d(w) = mmlwo(]m Pl (5.108)
pEP

jest mianownikiem we wzorze (5.94).
Z powyzszych rozwazan wynika, ze

P (w) £ P(w), Yo 20, (5.109)

gdzie funkcje testujace ®(w) i P () sa zdefiniowane wzorami (5.94) i (5.103),

odpowiednio.
Ponadto, ze wzoréw (5.103), (5.104), (5.54) i definicji d.(w) oraz ze wzo-

réw (3.99) i (5.53) wynika, ze
max |bo (gl

1 @ kel _ @, (5.110)
d.(0) Hfm lag(p;)
i=1,..,
oraz
o) max lb (gl
O =1 fim M@ kel —o.. (5.111)
UHWd () nlun Ia (pi)l

.....

Oznacza to, ze funkcje testujace ®(w) i ®.(w) maja takie same wartosci:
poczatkows i koncowa. Moga sig one rozni¢ dla skonczonych wartosci parametru
w >0, przy czym zawsze zachodzi nier6wno$¢ (5.109).

Z powyzszych rozwazan i twierdzenia 5.4 (ktore jest prawdziwe przy funkcji
testujacej zdefiniowanej wzorem (5.94)) wynika, Ze proste warunki konieczne od-
porne;j stabilno$ci niezaleznie od wielkosci opoznienia rodziny quasi-wielomianow
(5.93) o wspodlczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametrow
maja postac

D0=Dy20 i Do =D, >0. (5.112)

Twierdzenie 5.5. Jezeli rodzina wielomianéw Wy (s, P) jest odpornie stabilna i jest
spetniony warunek konieczny @, >0, to rodzina quasi-wielomianéw (5.93)
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o wspdtczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametrow jest od-
pornie stabilna niezaleznie od wielkoéci op6znienia, jezeli @5 >0 i dla kazdego
skonczonego ® >0 jest spetniony warunek

D (w) >0, (5.113)

gdzie funkcjg testujaca @.(w) oblicza si¢ ze wzoru (5.103), przy czym n.(®)
oblicza sig ze wzoru (5.104), za§ d.(w) jest odlegloscia wypuktego wieloboku
(5.99) od poczatku plaszczyzny zmiennej zespolone;.

Dowdéd. Jezeli s spetnione podane powyzej warunki, to sa tez spetnione warunki
twierdzenia 5.4. Dowéd wynika wigc z twierdzenia 5.4 zastosowanego do rodziny

quasi-wielomiandéw (5.93) o wspétczynnikach zaleznych wieloliniowo od niepew-
nych parametréw. n

Twierdzenie 5.5 w innym sformutowaniu jest podane w pracy [59].

Do badania asymptotycznej stabilnosci rodziny wielomiandw Wy(s,P)

o wspolczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametréw mozna
stosowa¢ warunki dostateczne podane w monografii [52]. Sa to takie same warun-
ki, ktore stosuje si¢ do badania odpornej stabilno$ci rodziny quasi-wielomianow
o wspotczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametrow (patrz
punkt 4.4 niniejszej pracy). Ponizej podamy warunek dostateczny, bazujacy na
metodzie funkcji testujacej F(w).

Niech w(()o)(s)= wo(s, pg) bedzie asymptotycznie stabilnym wielomianem
nominalnym rodziny wielomianéw W(s, P).

Wprowadzmy oznaczenie

P (@) = arg W (jo) - arg w{¥ (jo), (5.114)
gdzie argz €[-m,m) oznacza glowny argument liczby zespolonej z, za$ W(()i) (jo),
i=12,...,u, satounormowane wielomiany wierzchotkowe, majace postaé (5.69).

Lemat 5.4 [52]. Rodzina wielomianéw W, (s, P) o wspdlczynnikach zaleznych
wieloliniowo od niepewnych parametréw jest odpornie stabilna, jezeli F(w)>0
dla kazdego w =0, gdzie dla kazdego ustalonego ® =0 funkcjg testujaca F(m)
oblicza si¢ ze wzoru

F(0) =7t — max{|Q; @), i,k =12,...,u, i <k}, (5.115)
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przy czym maksimum liczy si¢ uwzgledniajac wszystkie krawedzie i przekatne
zbioru P. =

Z twierdzenia 5.5 i powyzZszych rozwazan wynika nastgpujacy algorytm ba-
dania odpornej stabilno$ci niezaleznie od wielko$ci opdznienia rodziny quasi-
-wielomiandéw (5.93) o wspéiczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych
parametrow.

Algorytm 5.3:

Krok 1. Wyznacz wielomiany wierzchotkowe w(()i)(s) =wy(s,p;), i=12,...,u,

gdzie u= 2, rodziny wielomianéw Wj(s,P) i sprawdz ich asymptotyczna stabil-
nos¢. Jezeli sg one asymptotycznie stabilne, idz do Kroku 2. W przeciwnym wy-
padku rodzina quasi-wielomianéw (5.93) nie jest odpornie stabilna niezaleznie od
wielkosci op6znienia.

Krok 2. Sprawdz (stosujac np. bezposrednie sprawdzenie warunku wykluczenia
zera) odporna stabilno$¢ rodziny wielomianow Wy(s, P). Jezeli jest ona odpornie
stabilna, idz do Kroku 3. W przeciwnym wypadku rodzina quasi-wielomianéw
Wy (s, P) nie jest odpornie stabilna niezaleznie od wielkosci op6znienia. Jezeli ba-
damy odporng stabilno$¢ rodziny wielomianow Wy(s,P) stosujac lemat 5.4
i stwierdzimy, ze podany tam warunek wystarczajacy nie jest spetniony, badanie
nalezy przerwa¢, bowiem w takim wypadku nic nie mozna powiedzie¢ o odpornej
stabilnosci tej rodziny wielomianow.

Krok 3. Oblicz warto$¢ koncowa @, funkcji testujacej ®.(w) ze wzoru (5.111)
i sprawdz speknienie drugiego z warunk6w (5.112). Jezeli jest on spetniony, idz do
Kroku 4. Jezeli za$§ nie jest on spelniony, rodzina quasi-wielomianéw (5.93) nie
jest odpornie stabilna niezaleznie od wielko$ci op6znienia.

Krok 4. Oblicz warto$¢ poczatkowa @ funkcji testujacej @ (®) ze wzoru
(5.110) i sprawdi spelnienie warunku @,y > 0. Jezeli jest on speiniony, idz do
Kroku 5. Jezeli @,y =0, przerwij badanie, bowiem na podstawie twierdzenia 5.5
nic nie mozna powiedzie¢ o odpomne;j stabilnosci niezaleznie od wielkosci opoz-
nienia rodziny quasi-wielomianow (5.93). Jezeli natomiast @,y <0, rodzina

quasi-wielomianéw (5.93) nie jest odpornie stabilna niezaleznie od wielkosci
opOznienia,
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Krok 5. Wyznacz wszystkie pary wielomianéow wierzchotkowych w(()i)(s),
w(()k)(s), i,k=12,...,u, i<k. Wykorzystujac wzory (5.103), (5.104) oraz Algo-
rytm B2 podany w Dodatku B (do obliczania odlegtosci d.(®) ), wyznacz prze-
bieg funkcji testujacej ®.(®w) dla @ >0, przyjmujac odpowiednio maty krok Aw.
Wyznaczanie funkcji testujacej mozna przerwa¢ w chwili, gdy obliczone wartosci
P .(w) sabliskie ., i daza asymptotycznie do granicy P ...

Krok 6. SprawdzZ spelnienie warunku (5.113). Jezeli jest on speiniony, rodzina
quasi-wielomiandéw (5.93) o wspolczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepew-
nych parametréw jest odpornie stabilna niezaleznie od wielko$ci opdZnienia.
W przeciwnym wypadku o odpornej stabilno$ci niezaleznie od wielkoéci op6znie-
nia tej rodziny nic nie mozna powiedzie¢ na bazie warunku dostatecznego podane-
go w twierdzeniu 5.5. ]

Przyklad 5.3. Nalezy zbada¢ odporna stabilno$¢ niezaleznie od wielkosci op6z-
nienia rodziny quasi-wielomianéw o wspolczynnikach wieloliniowo zaleznych od
niepewnych parametré6w, majacej posta¢

W(s,h, P,Q) = Wy(s, P) + Wi (s,Q) exp(~sh), (5.116)

gdzie h 20, oraz

Wo(s, P) = {wgy(s,p): p € P}, (5.117)
_ 4 3 2

wo(s,p)=5 +s (1+2py)+s°(4+2p;py) +s (5.118)

+2+ p1py —2py,

P={p=[p1,p2]: p1 €[-03,08], p, €[-0.2,02]}, (5.119)

Wi(s,Q) = {w(s,9):q € 0}, (5.120)

wy(s,g) = 01s* +0255° + 025 + 502 +2g;g, +03q5) 5.121)
+841497,
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Badajac odporna stabilno$¢ niezaleznie od wielkoéci opdznienia zgodnie
z Algorytmem 5.3 otrzymamy:

Krok 1, 2. Wykres funkcji testujacej F(®) stowarzyszonej z rodzing wielomia-
néw (5.117), wyznaczony dla ® €[0,4] ze wzordw (5.114) 1 (5.115) przy

w(()o)(s) =wy(s,0) = st rdst 45 2, (5.123)

jest pokazany na rysunku 5.4. Przy @ — oo warto$¢ funkcji testujacej F(®) dazy
do 7. Poniewaz F(®w)>0 dla ® =0, z lematu 5.4 wynika, Ze rodzina wielomia-
néw (5.117) jest odpornie stabilna.

3.5 : : : ; : 5
F(o) ' ' :
3

2.5

1.5

Rys. 5.4. Wykres funkcji testujacej F(®)

Krok 3. @, =09 > 0. Drugi z warunkéw (5.112) wigc jest spetniony.
Krok 4. @5 =0.9481. Poniewaz ® . >0, przechodzimy do Kroku 5.
Krok 5. Wykres funkcji testujacej ®.(w), wyznaczany dla ® €[0,4] ze wzoréw

(5.103) i (5.104) z wykorzystaniem z Algorytmu B2 podanego w Dodatku B, jest
pokazany na rysunku 5.5. Dla @ >4 warto$ci funkcji testujacej ®.(w) sa bliskie

wartosci koncowej @, =09.
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Krok 6. Z rysunku 5.5 wynika, ze warunek (5.113) jest spelniony. Wyznaczona
warto§¢ minimalna funkcji testujacej wynosi min @ .(®) = 0.1967 > 0.
=0

1 ' ; ' s ' !
(o)
0.8

0.6

0.4

0.2

0.1
Rys. 5.5. Wykres funkcji testujacej @, (w)

Z twierdzenia 5.5 wynika, ze rodzina quasi-wielomianow (5.116) jest odpor-
nie stabilna niezaleznie od wielkosci op6zZnienia. ]

Twierdzenie 5.5 i algorytm 5.3 mozna w prosty sposéb uogélni¢ na rodzine
quasi-wielomianéw z wieloma niewspotmiernymi opézZnieniami, majacg postaé
(5.89), o wspodlczynnikach zaleznych wieloliniowo od niepewnych parametréw.
Ponadto, na bazie twierdzen 5.3, 5.4 1 5.5 mozna sformutowaé¢ komputerowa meto-
de¢ badania odpornej stabilnosci rodziny quasi-wielomianéw (5.89), w przypadku
gdy niektére z rodzin wielomianéw W;(s,Q;), i=0,,...,m, sa wiclomianami
przedzialowymi, za$ pozostale sa rodzinami wielomianéw o wspolczynnikach za-
leznych liniowo i/lub wieloliniowo od niepewnych parametréw.

192

6. ODPORNA STABILNQSC
QUASI-WIELOMIANOW PRZEDZIALOWYCH

Wezmy pod uwage rodzine quasi-wielomiandw, ktéra nazywa si¢ tez quasi-
-wielomianem przedziatlowym, majaca postac

m
W(s,h,B)= Y W;(s,B;)exp(—sh;), (6.1)
i=0
gdzie h=[hy,ly,....hy,], przy czym hy =0, h; 20 dla i=1.2,..,m, za$ rodziny
wielomianéw W (s, B;), zwane wielomianami przedzialowymi, sa zdefiniowane
nastepujaco

W.(s,B;) = {w;(s,b;):b; € B;}, i=0,1,...,m, (6.2)
gdzie b; =[by;,...,b,; ], oraz

n
w;(s,b;) = by Sk, (6.3)
k=0

B; = {b; :by; €[bg.bii;), by <bji, k=0,,...,n}, (6.4)

za§ B = By X ByX---xB,,.
Dowolny quasi-wielomian nalezacy do rodziny (6.1) ma postaé

w(s,h,b) = %n)wi(s,bi)exp(—sh,-). (6.5)
i=0

W dalszych rozwazaniach bgdziemy przyjmowac b, > 0. Przy tym zalozeniu
wielomian przedzialowy W;(s,By) jest wielomianem przedzialowym stalego

stopnia, za§ quasi-wielomian przedzialowy (6.1) jest quasi-wielomianem prze-
dzialowym typu opdznionego lub neutralnego.
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Quasi-wielomian przedziatlowy (6.1) bedziemy nazywaé quasi-wielomianem
przedzialowym odpornie D-stabilnym, jezeli quasi-wielomian (6.5) jest D-stabilny
dla wszystkich ustalonych wartosci b; € B;, i =0,1,...,m.

Quasi-wielomian przedzialowy (6.1) jest przypadkiem szczegélnym rodziny
quasi-wielomianéw o wspotczynnikach liniowo zaleinych od niepewnych para-
metréw. Do badania jego odpornej D-stabilno$ci mozna wige stosowac opisang
w punkcie 3.2.2 metodg przestrzeni niepewnych parametréw, twierdzenie krawg-
dziowe 4.6 oraz metody funkcji testujacych podane w punkcie 4.3.4. Nie jest to
jednak sprawa prosta w przypadku ogélnym ze wzgledu na duza liczbg nie-
pewnych parametréw. W szczeg6lnosci dotyczy to metody przestrzeni niepewnych
parametréw.

Jezeli przyjmiemy, ze wszystkie wspolczynniki quasi-wielomianu przedzia-
towego (6.1) nie sa dokltadnie znane, to ma on /= (n+1)(m+1) niepewnych
wspolczynnikow. Zbior B jest wige [-wymiarowym hiperprostopadio$cianem. Ma
on K =2! wierzcholkow i L=12""1 krawedzi.

Bezposrednie stosowanie twierdzenia krawgdziowego 4.6 oraz metod funkcji
testujacych do badania odpornej D-stabilno$ci quasi-wielomianu przedzialowego
(6.1) wymaga znajomosci wszystkich quasi-wielomianéw wierzchotkowych i kra-
wedziowych, odpowiadajacych poszczegblnym wierzchotkom i krawgdziom zbio-
ru B, odpowiednio.

W niniejszym rozdziale wykazemy, ze badajac odporng stabilno$¢ quasi-
-wielomianu przedzialowego (6.1) (D jest otwarta lewa pélptaszczyzng) mozna
ograniczy¢ si¢ do rozpatrywania tylko odpowiednich podzbioréw tych quasi-
-wielomiandw. Znajomo$¢ wszystkich quasi-wielomianéw wierzchotkowych i kra-
wedziowych nie jest konieczna.

Problem badania odpornej stabilnoéci niezaleznie od wielkoSci opdznien
quasi-wielomianu przedzialowego (6.1) zostal rozpatrzony w punkcie 5.1. Dla
uproszczenia rozwazan zastosowano w nim inny zapis tego quasi-wielomianu.

Ponizej przeanalizujemy problem badania odpornej stabilnosci quasi-wielo-
mianu przedziatowego (6.1) przy znanych wartosciach opo6znien. W pewnych
przypadkach szczegdlnych rozpatrzymy tez problem badania odpornej stabilnosci
w zalezno$ci od wielko$ci opdznien.

6.1. Metody badania odpornej stabilnosci

Do badania odporne;j stabilnoéci wielomianu przedzialowego stuzy twierdze-
nie Charitonowa (patrz Dodatek A), zgodnie z ktérym wielomian przedziatowy jest
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odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa asymptotycznie stabilne cztery
wielomiany Charitonowa z nim stowarzyszone. Sg to specjalne wielomiany ze
zbioru wielomianéw wierzchotkowych, odpowiadajacych poszczegdlnym wierz-
chotkom zbioru wartosci niepewnych wspotczynnikow.

W pracy [88] na bazie przykladu pokazano, Ze asymptotyczna stabilnoéé
wszystkich quasi-wielomianéw wierzchotkowych, odpowiadajacych poszczegol-
nym wierzchotkom zbioru B, nie jest réwnowazna z odporna stabilnoscia quasi-
-wielomianu przedziatowego (6.1). Oznacza to, ze twierdzenia Charitonowa nie da
si¢ uogblni¢ na quasi-wielomiany przedzialowe. Powyzsze wynika stad (patrz
punkt 2.4), ze pochodna argumentu funkcji w(jw,k), gdzie w(s,h) jest asympto-
tycznie stabilnym quasi-wielomianem, nie jest w przypadku ogélnym monotonicz-
nie rosnaca funkcja parametru ® € Q =[0,0),

Dla ilustracji powyzszych rozwazan rozpatrzmy nastepujacy przyktad (zmo-
dyfikowany przyklad z pracy [88]).

Przyklad 6.1. Dany jest quasi-wielomian przedziatlowy
w(s,h,b) =(s+ 0.Olexp(—sh))2 +b, h=1, beB=[12,28]. (6.6)

0.15

Im

0.1

0.05

-0.056

0.1 i i i
-60 -40 -20 0 20

Re 40

Rys. 6.1. Poczatkowe fragmenty hodograféw Michajlowa w(jw,h,b) dla
b=12 (krzywa 1), b =10 (krzywa 2) i b =28 (krzywa 3) oraz potozenia
zbioru wartosci w(jw,h, B) (odcinki linii poziomej)
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Na rysunku 6.1 sg pokazane poczatkowe fragmenty hodograféw Michajtowa
w(jw,h,b) dla b=12 (krzywa 1), b=10 (krzywa 2) i b=28 (krzywa 3) oraz
potozenia zbioru wartosci w(jw,h,B) (odcinki linii poziomej) quasi-wielomiany
przedzialowego (6.6). Zostaly one wyznaczone dla w zmieniajacego si¢ od 0 do 7.6
z krokiem 0.1. Dla warto$ci parametru ® wigkszych od 7.6 hodografy leza
w otwartej lewej polplaszczyznie plaszczyzny zmiennej zespolonej i przy ® —» o
daza do minus nieskoficzono$ci oscylujac wokot ujemnej pdtosi rzeczywiste;.

Z rysunku 6.1 i twierdzenia 2.3 wynika, ze quasi-wielomian (6.6) jest asymp-
totycznie stabilny dla b= 12 i b =28, nie jest on natomiast asymptotycznie stabil-
ny dla b=10. Oznacza to, ze wszystkie quasi-wielomiany wierzchotkowe, tzn.
quasi-wielomiany w(s,h,12) i w(s,h,28), sa asymptotycznie stabilne. Natomiast
quasi-wielomian przedziatowy (6.6) nie jest odpornie stabilny, bowiem nie jest on
asymptotycznie stabilny dla b =10€ B =[12, 28].

Zauwazmy, ze powodem braku spelnienia warunku wykluczenia zera (3.14a)
dla zbioru wartosci w(jm,h, B), bedacego dla kazdego ustalonego ® 20 odcin-

kiem poziomej linii prostej, faczacym punkty w(jw,h,12) i w(jw,h,28), jest to,
ze przy s= jo argumenty quasi-wielomianéw wierzcholkowych w(s,h,12)
i w(s,h,28) nie sa monotonicznie rosnacymi funkcjami parametru ® > 0. [ ]

Z przyktadu 6.1 wynika, ze o odpornej stabilno$ci quasi-wielomianu prze-
dzialowego (6.1) nie mozna wnioskowa¢ na podstawie asymptotycznej stabilnosci
wszystkich jego quasi-wielomianow wierzchotkowych. Oznacza to, Ze twierdzenia
Charitonowa nie mozna uogélni¢ na przypadek quasi-wielomianu przedzialowego.

Ponizej przeanalizujemy strukturg zbioru wartosci quasi-wielomianu prze-
dzialowego (6.1) oraz rozpatrzymy problem badania jego odpornej stabilnosci na
podstawie twierdzenia krawgdziowego 4.6 oraz metod funkcji testujacych.

Oznaczmy przez w,-('i)(s), r, =1,...,4, wielomiany Charitonowa stowarzyszo-

ne z wielomianami przedziatowymi (6.2).
Z Dodatku A wynika, ze dla dowolnego ustalonego ® =0 zbidr warto$ci

w;(jw, B;) wielomianu przedzialowego W;(s,B;) jest na plaszczyZznie zmiennej
zespolonej prostokatem o bokach rownoleglych do osi ukfadu wspbirzednych
i o wierzchotkach wi('i)( jo), =1, 4.

Zbior wartoéci quasi-wielomianu przedziatowego (6.1) mozna opisac zalez-
no$cig
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w( jo,h, B) = wy( jo, By) + E w; (jo, B;) exp(— jok;). (6.7)

i=1

Dla kazdego ustalonego ® =0 jest on wypuklym wielobokiem na plaszczyz-
nie zmiennej zespolonej, ktory otrzymuje si¢ dodajac do prostokata wq(jw, By)
prostokaty w;(jw, B;)exp(—joh;), i=12,...,m. Wierzchotkami kazdego z tych
prostokatow sa punkty wl-('i)( joyexp(—joh), r =1,...4.

Wyznaczanie zbioru wartosci (6.7) przy m =1 przeanalizujemy na bazie po-
nizszego przyktadu.
Przyklad 6.2. Nalezy wyznaczy¢ na plaszczyznie zmiennej zespolonej zbidr
P = Py + P exp(—j@), gdzie Fy i P sa to prostokaty o bokach rownolegtych do
osi ukladu wspoétrzednych, za§ ¢ =5.6.

Im

- P13 P11

- Po3 Po1 P

P12 P14

Po2 Pos

Rys. 6.2. Konstrukcja zbioru P = Fy + P, exp(— j)

Na rysunku 6.2 sa pokazane polozenia prostokatow Fy i P oraz prostokata

131 = P exp(~j@). Otrzymuje si¢ go obracajac prostokat P, o kat —@ =-5.6 ra-
dianéw wzgledem poczatku uktadu wspodtrzednych.
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Wierzcholki prostokatow Fy i P oraz ich wspolrzedne zostaly na rysunky
6.2 oznaczone tak samo, np. pg; jest jednym z wierzcholkow prostokata R, i Poi

oznacza tez wspoirzedne tego wierzchotka. Numeracja tych wierzchotkdw jest
zgodna z numeracja wierzcholkéw prostokata Charitonowa podana w Dodatku A
Punkty oznaczone na rysunku 6.2 gwiazdkami maja wspltrzedne pg,; +

D1k exp(—jo), i,k=1,....4. Sa one wierzcholkami o$miu prostokatéw, ktére
otrzymuje si¢ dodajac prostokat 131 = P exp(—jo) do kazdego z czterech wierz-
chotkéw prostokata F, oraz dodajac prostokat F) do kazdego z czterech wierz-
chotkéw prostokata 131 Bokami poszczegdlnych prostokatow sg odcinki linii cig-
gtych i przerywanych, ktore mozna opisaé¢ wzorami

poi +[(1=A)p1x +Apy, Jexp(—j@), (6.8)

(1=M)pox +Apo, + py; €xp(=j@), (6.9)
gdzie Ae A=[0,1], i=1,....4, oraz (k,r)=(13),(3,2),(2,4),(4,1). Odcinki te
otrzymuje si¢ dodajac krawedzie prostokata By do wierzchotkow prostokata E

oraz krawedzie prostokata P, do wierzchotkéw prostokata By. Tylko 8 z 32 wy-

znaczonych w ten sposob odcinkéw sa to boki zbioru P, ktory jest osmiokatem na
plaszczyZznie zmiennej zespolonej. Na rysunku 6.2 s3 one oznaczone przez
e;, i =12,...,8. Pozostale odcinki, lezace wewnatrz zbioru P, sa oznaczone liniami

przerywanymi. Dla innej wartoéci @, réznej od 5.6, niektére z nich moga by¢ kra-
wedziami tego zbioru. Wtedy niektore z krawedzi e; stana si¢ odcinkami we-

wngtrznymi zbioru P. Podobnie, nie wszystkie z punktéw oznaczonych gwiazdka-
mi sg punktami wierzchotkowymi zbioru P. Przy zmianach warto$ci ¢ ich polo-

zenie wzgledem siebie moze si¢ zmieniaé, tzn. niektore z tych punktow, ktore sa
punktami wewngtrznymi zbioru P przy jednej warto$ci ¢ moga by¢ punktami
wierzchotkowymi tego zbioru przy innej wartosci ¢ (i odwrotnie).

W sytuacji pokazanej na rysunku 6.2 krawedzie (boki) zbioru P mozna opisaé
wzorami

e =e(A) = {g(AAeA=[01]}, i=12,...8,

gdzie
e1 (M) = (1= A) pp3 + Apgy + p11 exp(—jo),
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ey (X) = po1 +[(L=A)p1; + Apialexp(—j@),
e3(A) = (1=A)po1 +Apga + P14 exp(= jO),
e4(A) = pog +[(1=A) p14 + Apyplexp(=jo),
es(A) = (1-A) pog +Apoy + p12 €Xp(—j@),
e6(A) = pop +[(1 =) p1o +Api3lexp(-j@),
e7(A) = (1=A) poy +Apg3 + p13 exp(—Jj9),
eg(A) = po3 +[(1=A) p13 + Apy1lexp(— j@).

Z powyzszych rozwazan wynika, ze w przypadku ogolnym dla dowolnej
ustalonej wartosci @ zbidér P jest osmiokatem. Kazdy z 32 odcinkéw opisanych
wzorami (6.8) i (6.9) moze by¢ bokiem tego o§miokata, a kazdy z punktow ozna-
czonych gwiazdkami moze by¢ jego wierzchotkiem (w zalezno$ci od wartosci @ ).m

Z przykladu 6.2 i powyzszych rozwazan wynika, ze do konstrukcji zbioru
wartosci (6.7) quasi-wielomianu przedzialowego (6.1) przy m=1 jest niezbgdna
znajomo$¢ 16 quasi-wielomianéw majacych postac

w0 (5, 1) = wiP (s) exp(—shg) + wi*) (s)exp(=shy), i,k =1,....4,(6.10)

gdzie wg)(s) (i=1...4 1 wl(k)(s) (k=1,...,4) sa to wielomiany Charitonowa
stowarzyszone z wielomianami przedzialowymi W(s,By) i W;(s, By), odpowied-
nio, oraz 32 quasi-wielomianéw krawgdziowych majacych postaci

P (5,10 = (= W)w) (5) + A (5)]exp(=shg) ©.11)
+ wfi) (s)exp(—shy),

PP (.2 = [A = Mw (5) + dwf" (s)]exp(—shy)
+ w(()i) (s)exp(—shy),

gdzieA e A =[0,1], i =1,...4, oraz (k,r) =(1,3),(3,2), (2.4), (4,1), zgodnie z przy-
jeta w Dodatku A numeracja wielomianéw Charitonowa. Kazdy ze wzorow (6.11)
i (6.12) opisuje 16 quasi-wieclomianow krawedziowych.

(6.12)
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Wzory (6.11) i (6.12) mozna napisaé w rownowaznych postaciach

p(()i'k’r) (s,h,A\)=(1- ?\)w(k’i) (s,h) + (D) (s, h), (6.11a)

PR (5,1, 2 = (1= w0 (5, 1) + 2w (s, ), (6.12a)

Zauwazmy, ze w powyzszych wzorach wystgpuje czynnik exp(—shg) pomimo
tego, ze hy = 0. Jest to zgodne z oznaczeniami przyjetymi przy opisie quasi-wielo-
mianu przedzialowego (6.1).

W dalszych rozwazaniach quasi-wielomiany majace posta¢ (6.10) bedziemy
nazywaé quasi-wielomianami Charitonowa stowarzyszonymi z quasi-wielomianem
przedziatowym (6.1), natomiast quasi-wielomiany (6.11) 1 (6.12) bedziemy nazy-
wac krawedziowymi quasi-wielomianami Charitonowa.

W przypadku ogdlnym (tj. przy m>1) quasi-wielomiany Charitonowa moz-
na napisa¢ w postaci

W (s,h) = 3w (5) exp(=sty), (6.13)
i=0

gdzie r=(rp,",....Ty), K =1L...,4 dla i=0,l,...,m Zbiér wszystkich quasi-

-wielomianéw Charitonowa liczy 4ml quasi-wielomianéw. Natomiast krawe-
dziowe quasi-wielomiany Charitonowa stowarzyszone z quasi-wielomianem prze-
dziatowym (6.1) maja postaé

3 w1 (s) exp(=shy) + 11 - Mwi (5) + P (s)lexp(=shy ), (6.14)
ik
gdzie A e A=[0,1], r, =1...4, (0.Br)=(13),(32),(24), (4D, k=0,1,...,m.
Zbior wszystkich krawedziowych quasi-wielomianow Charitonowa liczy
(m+ 1)4m+1 quasi-wielomianéw. Mozna w nim wyrdzni¢ m+1 grup quasi-wielo-

mianéw. Kazda grupa odpowiada innej ustalonej wartosci indeksu k, gdzie

k=01,...,m, iliczy 4m+l krawedziowych quasi-wielomianéw Charitonowa.

Zauwazmy, Ze liczby quasi-wielomianéw Charitonowa 1 krawedziowych qu-
asi-wielomianéw Charitonowa, stowarzyszonych z quasi-wielomianem przedzia-
towym (6.1), nie zaleza od stopnia n tego quasi-wielomianu i od liczby niepew-
nych parametrow. Zaleza one tylko od liczby m niezerowych opdznien.
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Z przyktadu 6.2 i powyzszych rozwazan wynika, ze dla kazdego ustalonego
o =0 zbidr wartosci (6.7) quasi-wielomianu przedziatowego (6.1) jest wypuklym

wielobokiem rozpigtym na 4mtl punktach, bedacych wartosciami dla s = jo
wszystkich quasi-wielomianéw Charitonowa majacych posta¢ (6.13), 4.

w( jo,h, B) = conviw” (jo,h):r; =1,....4, i =0,...,m}, (6.15)

gdzie r = (ry,n,....1,). Kazda krawedz wypuklego wieloboku (6.15) jest zbiorem

wartosci jednego z krawedziowych quasi-wielomianéw Charitonowa (6.14). Wo-
bec tego, wyznaczajac przy ustalonym ® =0 zbiory warto§ci wszystkich krawe-
dziowych quasi-wielomianéw Charitonowa (6.14), otrzymamy na plaszczyznie

zmiennej zespolonej (m+ 1)4'"+1 odcinkéw linii prostych. Tworza one wypukty

wielobok, bedacy zbiorem wartosci (6.15) quasi-wielomianu przedzialowego (6.1).

Jego bokami sg zewngtrzne odcinki z wyznaczonego zbioru odcinkow.
Wyznaczajac W wyzej opisany sposob potozenia na plaszczyznie zmiennej

zespolonej zbioru wartosci w(jw,h,B) dla odpowiednio dobranych warto$ci pa-

rametru ® >0, odporna stabilno$¢ quasi-wielomianu przedziatowego (6.1) mozna
zbadaé stosujac lemat 3.2, tj. w drodze bezpoéredniego sprawdzenia warunku wy-
kluczenia zera

0¢ w(jo,h,B), Yo 20. (6.16)
Postepujac w podobny spos6b mozna tez wyznaczy¢ potozenia zbioru warto-

§ci rodziny cztonéw dominujacych quasi-wielomianu przedzialowego (6.1) typu
neutralnego i zbadaé odporna stabilno$¢ tej rodziny stosujac lemat 3.3.

Przyklad 6.3. Stosujac metode bezposredniego sprawdzenia warunku wykluczenia
zera nalezy zbadaé odporna stabilno§¢ quasi-wielomianu przedzialowego

w(s,h,b) = % %bk,- sk exp(=sh;), (6.17)
i=0 k=0
gdzie h=[hy,h,hy], przy czym hy =0, by =01, hy =03, oraz
by €[L,2], by €(3,4], byp€l2,3], boo €lL,2],
by €10,06], by €[3,4], by €[5,6], byy €[2,3],
by, €[01,02], by, €[1,2), by €[4,5], by €[0,1].
Poniewaz m =2, z quasi-wielomianem przedziatowym (6.17) jest stowarzy-

szonych (m+ 1)4erl =3.43=192 krawedziowych quasi-wielomianéw Charito-
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nowa majacych postaé (6.14). Ich zbiory wartoéci (odcinki linii prostych) dla kaz-
dego ustalonego ® >0 wyznaczaja na plaszczyznie zmiennej zespolonej zbidr
wartoéci w(jw,h, B) quasi-wielomianu przedzialowego (6.17). Jest on wypuktym
wielobokiem, ktorego liczba bokow jest nie wigksza niz 12.

Polozenia na plaszczyznie zmiennej zespolonej zbioru wartosci w(jw,h, B),
wyznaczone dla ® =0, o =025, oraz dla warto$ci @ zmieniajacych sig od 0.75
do 3 z krokiem 0.75 sa pokazane na rysunku 6.3. Dla ® >3 zbi6ér wartosci
w(jm,h, B) oddala si¢ od poczatku uktadu wspotrzednych.

40
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Rys. 6.3. Polozenia zbioru wartosci quasi-wielomianu przedzialowego 6.17)

Na rysunku 6.3 jest tez pokazana poczatkowa czgs$¢ hodografu Michajtowa
quasi-wielomianu nominalnego (linia krzywa, wyznaczona dla @ € [0, 35]), kto-

rego wspoOlczynniki zostaty obliczone ze wzoru b,((?) =05(by; +b;), k=0,....3,

i =0,1,2. Poniewaz przy rosnacych wartosciach parametru ® >0 hodograf Mi-
chajlowa przechodzi w kierunku matematycznie dodatnim przez trzy ¢wiartki
plaszczyzny zmiennej zespolonej, na podstawie twierdzenia 2.3 mozemy stwier-
dzi¢, ze quasi-wielomian nominalny jest asymptotycznie stabilny.

Z rysunku 6.3 wynika, ze warunek wykluczema zera (6.16) jest spetniony.
Rozpatrywany quasi-wielomian przedziatowy jest wige odpornie stabilny, zgodnie
z lematem 3.2.
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Quasi-wielomian przedzialowy (6.17) ma [ =(n+1)(m+1) =12 niepewnych
parametréw. Zbidr wartosci tych parametréw jest 12-wymiarowym hiperprostopa-
dioécianem, ktory ma L= R =122 = 24576 krawgdzi. Z quasi-wielomia-
nem przedzialowym (6.17) jest wigc stowarzyszonych 24576 quasi-wielomianow
krawedziowych, natomiast zbiér krawgdziowych quasi-wielomiandw Charitonowa,
majacych postaé (6.14), liczy 192 quasi-wielomianow.

Rozpatrywanie krawgdziowych quasi-wielomianéw Charitonowa zamiast
quasi-wielomianéw krawgdziowych, odpowiadajacych poszczegdlnym krawe-
dziom zbioru wartoéci niepewnych parametréw, znacznie upraszcza proces badania
odpomej stabilno$ci quasi-wielomianu przedzialowego (6.17). |

7 powyzszych rozwazan wynika, ze stosujac do badania odpornej stabilnosci
quasi-wielomianu przedzialowego (6.1) twierdzenie krawgdziowe 4.6 oraz podane
w punkcie 4.3.4 metody funkcji testujacych, mozna ograniczy¢ si¢ do rozpatrywa-
nia tylko quasi-wielomianéw Charitonowa lub krawedziowych quasi-wielomianow
Charitonowa (w zaleznos$ci od metody). Jest ich znacznie mniej niz quasi-wielo-
mianéw wierzchotkowych i krawedziowych, odpowiednio. Ponadto, liczby quasi-
-wielomianéw Charitonowa i krawedziowych quasi-wielomianéw Charitonowa za-
leza tylko od liczby m niezerowych op6znief. Nie zaleza one natomiast od stopnia
n quasi-wielomianu przedziatlowego (6.1) i od liczby niepewnych parametréw.

Quasi-wielomiany Charitonowa (6.13) mozna napisa¢ w postaci

w,(j’rk ) (s,h) = g wi('2 ) (s)exp(—sh;) + wkrk ) (s)exp(—shy ), (6.18)
ik
gdzie F = (ry,ees 1>k 410-->Tm)s k=01,...,m, zas , =1,..4, i=01,....m
Ze wzorow (6.14) i (6.18) wynika, ze przy ustalonym k (k =0,1,...,m) grupg

liczaca 4mtl krawedziowych quasi-wielomianéw Charitonowa mozna napisaé
W postaci

p,(j’ak B (s,h,0) = (1- k)w,(f’ak (s, k) + )»w,(f’ﬁk (s,h), (6.19)

gdzie A €[0,1], (a,Br)=(13),(3,2),(2,4),(4,1), oraz

w8 (5 h) = 5w (s) exp(=shy) + wi (s) exp(-shy ), (6.20)
oyt
203



M. Bustowicz

wiT PR (5,h) = 5w (s) exp(~shy) + Wi () exp(—shy ). (6.21)
i=0
i%k

Wyznaczajac funkcjg (4.41) dla krawedziowego quasi-wielomianu Charito-
nowa majacego postaé (6.19), otrzymamy
(g Br) _ . FBr) _ L Fag)
8k (s,h) = wy, (s,h) —w (s,h) 6.22)
= [w](cﬁk ) (s)— w,(cak ) (s)lexp(—shy).

Przy przyjetej w Dodatku A numeracji wielomianéw Charitonowa (wzory
(A.4)-(A.7)) wynika, ze wyrazenie w nawiasach kwadratowych w (6.22) przy
(og,Bx) = (13), (3,2), (2,4), (4,1) jest wielomianem zawierajacym tylko parzyste
lub tylko nieparzyste potegi zmiennej s. Wobec tego zachodzi zaleznos¢

(d/ dw) arg g ¥ PR (joo, ) = . (6.23)

Uwzgledniajac powyzsze tatwo sprawdzi¢, ze dla hawq@ziowego quasi-
_wielomianu Charitonowa (6.19) nieréwnos¢ (4.43) jest spetniona, jezeli

Py < 2hy . (6.24)

7 twierdzenia 4.3 wynika wiec, ze jezeli jest spetniona nieréwnos¢ (6.24),‘to
k-ta (k=0,1,...,m) grupa krawedziowych quasi-wielomianow Charitonowa, maja-
cych posta¢ (6.19) przy ustalonym k, jest odpornie stal?ilng wte'dy i tylko_ wtedy,
gdy sa asymptotycznie stabilne odpowiadajace jej quasi-wiclomiany Charitonowa
(6-18; powyzszych rozwazan wynika nastgpujace twierdzenie. W innym sformu-
towaniu zostato ono udowodnione w pracy [71].

Twierdzenie 6.1. Quasi-wielomian przedzialowy (6.1) jest odpc.)rni.e stab_ilny wte-
dy i tylko wtedy, gdy sa asymptotycznie stabilne wszystkie qu§31-w1elomapy Cha—
ritonowa (6.18) oraz sa odpornie stabilne te grupy krawgdziowych quasi-wielo-
mianéw Charitonowa, majacych posta¢ (6.19) przy ustalonym k (k=0,1,...,m), dla
ktérych nieréwnos¢ (6.24) nie jest spetniona.

Dowéd. Dla kazdego ustalonego ® =0 boki zbioru wartoéci w(jm,h,B) quasi-

-wielomianu przedzialowego (6.1) sa zbiorami wartosci krawqdzi.owy({h quas_i—
-wielomianéw Charitonowa. Postepujac podobnie jak w dowodme tw1erdz§n1a
krawedziowego 4.6 mozemy wykazac, ze quasi-wielomian przedziatlowy (6.1) jest
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odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa odpornie stabilne wszystkie krawg-
dziowe quasi-wielomiany Charitonowa. Natomiast asymptotyczna stabilno$¢ wszy-
stkich quasi-wielomianéw Charitonowa (6.18) jest warunkiem koniecznym odpor-
nej stabilno$ci quasi-wielomianu przedzialowego (6.1).

Przy spelieniu warunku (6.24) odporna stabilno$¢ k-tej grupy krawedzio-
wych quasi-wielomianéw Charitonowa, majacych posta¢ (6.19) przy ustalonym &,
jest rownowazna z asymptotyczng stabilno$cia odpowiadajacych jej quasi-wielo-
mianéw Charitonowa (6.18). Oznacza to, ze przy badaniu odpornej stabilnosci
quasi-wielomianu przedzialowego (6.1) nalezy bada¢ odporna stabilno$¢ tylko tych
grup krawedziowych quasi-wielomianéw Charitonowa, dla ktérych nier6wno$¢
(6.24) nie jest spetniona. =

Zauwazmy, ze nierdwno$¢ (6.24) jest zawsze spelniona dla k = m. Oznacza
to, ze przy badaniu odpornej stabilnoéci quasi-wielomianu przedzialowego (6.1)

mozna nie bada¢ odpornej stabilnosci grupy 4m+l krawedziowych quasi-wielo-
mianéw Charitonowa, majacych postac¢ (6.19) przy k =m.

W przypadku szczegélnym m =1 na podstawie twierdzenia 6.1 mozna sfor-
mutowaé ponizszy lemat.

Lemat 6.1. Quasi-wielomian przedziatlowy (6.1) przy m =1 jest odpornie stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy sa asymptotycznie stabilne wszystkie quasi-wielomiany
Charitonowa (6.10) oraz sa odpornie stabilne wszystkie krawedziowe quasi-wielo-
miany Charitonowa majace posta¢ (6.11), ktérych jest 16.

Dowé6d. W rozpatrywanym przypadku mamy hy =0, hy = h,,. Nierownosc (6.24)
jest spelniona dla k =1, tj. ki <2h;. Oznacza to, ze krawgdziowe quasi-wielo-
miany Charitonowa (6.12) sg odpornie stabilne wtedy i tylko wtedy, gdy sa asymp-
totycznie stabilne tworzace je quasi-wielomiany Charitonowa. Natomiast nieréw-
no$¢ (6.24) nie jest spelniona dla k =0, bowiem h >2hy =0. Oznacza to, ze
asymptotyczna stabilno$¢ quasi-wielomianéw Charitonowa, tworzacych krawe-

dziowe quasi-wielomiany Charitonowa (6.11), nie jest rownowazna z ich odporng
stabilno$cia. Dowdd wynika wigc bezposrednio z twierdzenia 6.1. [

Z twierdzenia 6.1 wynika, ze moga wystapi¢ pewne szczegdlne przypadki,
w ktorych dla odpornej stabilnodci quasi-wiclomianu przedzialowego (6.1) po-
trzeba i wystarcza, aby byly asymptotycznie stabilne tylko quasi-wielomiany Cha-
ritonowa z nim stowarzyszone. Szerzej takie przypadki sa oméwione w punkcie
6.2 niniejszego rozdzialu. Mozliwo$¢ ich wystapienia ilustruje ponizszy przykiad.
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Przyklad 6.4. Wezmy pod uwagg quasi-wielomian przedziatlowy

2
W(s,h, B) = wy(s)exp(—shy) + 2 W;(s, B;)exp(—sh;), (6.25)
i=1
gdzie hy >hy >hy =0, wp(s) jest znanym wielomianem stopnia n, Wj(s,B;)
i W, (s,B;) sato wielomiany przedzialowe stopnia nie wyzszego niz n.
Z quasi-wielomianem przedzialowym (6.25) jest stowarzyszonych 16 quasi-
-wielomianéw Charitonowa

2
w® (5,h) = wo(s) + 3w (s)exp(—sh;), (6.26)
i=1
gdzie r=(n,n), przyczym r; =1,....4 dla i=11i=2.
Krawedziowe quasi-wielomiany Charitonowa (ktérych jest 32), stowarzyszo-
ne z quasi-wielomianem przedzialowym (6.25), mozna napisa¢ w postaci

pUTe PR (6 Ay = 1= WwlTO) (5, B + TP (s By, (6.27)

gdzie A€[0,1], k=2, i=1, n=1..4, oraz k=1, i=2, r,=1..4, przy
czym (Ock,Bk) =(1,3),(3,2),(24),(4,]) dla k=11 k=2, za$

w0 (5, 1) = w (s) + wli) (s) exp(—sh;) + Wl(cak)(s) exp(—shy ), (6.28)

w](cri B (5, 1) = wo () + wlD (5) exp(—sh;) + w,(cﬁk)(s) exp(=shy ). (6.29)

W rozpatrywanym przypadku mamy hy =0, h,, =h,. Poniewaz wy(s) jest
znanym wielomianem, aby odporna stabilno$¢ quasi-wielomianu przedzialowego
(6.25) byta rownowazna z asymptotyczna stabilnoscia wszystkich quasi-wielomia-
néw Charitonowa (6.26), nieréwno$¢ (6.24) musi by¢ spelniona dla k=11 k=2,
Latwo zauwazyC, ze nier6wnos$¢ (6.24) jest spelniona dla k£ =2. Aby byla ona
spelniona dla k =1, musi by¢ spetniony warunek A, <2h.

Z twierdzenia 6.1 wynika zatem, ze jezeli hy < 2h;, to quasi-wielomian prze-
dziatowy (6.25) jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa asymptotycznie
stabilne wszystkie quasi-wielomiany Charitonowa (6.26), ktérych jest 16.

Jezeli natomiast h, >2hy, to quasi-wielomian przedzialowy (6.25) jest od-

pornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa asymptotycznie stabilne wszystkie
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quasi-wielomiany Charitonowa (6.26) oraz sa odpornie stabilne krawedziowe
quasi-wielomiany Charitonowa majace postaé (6.27) przy k = 1. Jestich 16. =

6.2. Odporna stabilno$¢ w pewnych przypadkach szczegélnych

Wezmy pod uwage quasi-wielomian przedzialowy majacy postaé

W(s,h,B,) = w(s,h) +W(s, B,) exp(—sh,), (6.30)
gdzie
w(s, k)= $w;(s) exp(-sh) 631)
i=0
i#£r

Jest ustalonym quasi-wielomianem, przy czym 0= hy <l <...<Hh,,,
ok
wi(s)= Xby s, i=01,..,m, (6.32)
k=0
natomiast W(s, B,) jest wielomianem przedziatowym, t;.

W(s,B,) = {w,(s,b,.): b, € B, }, (6.33)

gdzie b, =[bo,.biy..esbyr ),

n
w,(s,b,) = Thy, s*, (6.34)
k=0

B, ={(b,: by, €[bi.biy], k=0,1,...,n}. (6.35)

Rozpatrzymy problem badania odpornej stabilno$ci quasi-wielomianu prze-
dzialowego (6.30) przy réznych ustalonych warto$ciach indeksu r, ktéry moze
przyjmowac¢ dowolng catkowita warto$¢ z przedziahu [0, m].

W dalszych rozwazaniach bedziemy zakladaé, ze b,g >0 przy r=0 oraz
b, >0 przy r#0.

Oznaczmy przez wﬁ’) (s), i =1,...,4, wielomiany Charitonowa stowarzyszone

z wiclomianem przedzialowym (6.33), utworzone w sposéb podany w Dodatku A,
oraz przez
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Wi (5,1) = wis, b+ wiP () exp(=sh,), i=1,...4, (6.36)

oznaczmy cztery quasi-wielomiany Charitonowa stowarzyszone z quasi-wielomia-
nem przedziatlowym (6.30).
Ponadto, przez

pir (5. 1,0) = (1= W)w (s, 1) + Aw'®) (s, b)

_ . (6.37)
= w(s,h) +[(1- M)w (5) + ' ()]exp(—sh,),
gdzie e A=[0,1], (i,k)=(1,3),(3,2),(24), (4,1), oznaczmy krawgdziowe quasi-
-wielomiany Charitonowa stowarzyszone z quasi-wielomianem przedzialowym
(6.30).
Quasi-wielomian przedzialowy (6.30) jest przypadkiem szczegélnym quasi-
-wielomianu przedzialowego (6.1). Stosujac twierdzenie 6.1 do quasi-wielomianu
przedziatowego (6.30) otrzymamy ponizszy lemat.

Lemat 6.2. Niech r bedzie dowolng ustalona liczba catkowita nalezaca do prze-
dzialu [0, m]. Jezeli jest spelniony warunek

Ty < 2, (6.38)

to quasi-wielomian przedzialowy (6.30) jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy,
gdy sa asymptotycznie stabilne cztery quasi-wielomiany Charitonowa (6.36). Jezeli
natomiast warunek (6.38) nie jest speiniony, to quasi-wieclomian przedzialowy
(6.30) jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa odpornie stabilne cztery
krawedziowe quasi-wielomiany Charitonowa (6.37). [

Zauwazmy, ze warunek (6.38) jest spetniony dla r = m. Z lematu 6.2 wynika
wiec, ze quasi-wielomian przedzialowy (6.30) przy r = m, majacy postac

m—1
W(s,h,B,,) = X w;(s) exp(—=sh;) +W(s, B,,) exp(—sh,,) (6.39)
i=0
jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa asymptotycznie stabilne cztery
quasi-wielomiany Charitonowa majace posta¢ (6.36) przy r =m. Powyzszy rezul-
tat zostat tez podany w pracach [43, 71, 137].
Warunek (6.38) nie jest spetniony dla r = 0. Oznacza to, ze o odpornej stabil-
nosci quasi-wielomianu przedzialowego

W(s,h,By) =W(s,By) + gwi(s) exp(—sh;) (6.40)
=1

1=
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nie mozna wnioskowa¢ na podstawie asymptotycznej stabilnosci quasi-wielo-
mianéw Charitonowa w(()’)(s,h), i=1,..4, stowarzyszonych z tym quasi-wielo-
mianem. Ich asymptotyczna stabilno$¢ jest tylko warunkiem koniecznym odpornej
stabilnosci quasi-wielomianu przedzialowego (6.40).

Z Dodatku A wynika, ze dla kazdego ustalonego @ =0 zbidér wartosci
w(jo, By) wielomianu przedzialowego W(s, By) jest na plaszczyznie zmiennej
zespolonej prostokatem o bokach réwnolegtych do osi uktadu wspoétrzednych. Po-
niewaz dla kazdego ustalonego s= jo drugi skladnik po prawej stronie wzoru
(6.40) jest ustalong liczba zespolona, zbiér wartosci w(jw,h, By) quasi-wielo-
mianu przedzialowego (6.40) dla kazdego ® =0 tez jest prostokatem o bokach
rownoleglych do osi ukladu wspoirzednych plaszczyzny zmiennej zespolonej.
Moze si¢ wiec wydawac, ze twierdzenie Charitonowa A.]1 powinno dac sig uogol-
ni¢ na klas¢ quasi-wielomianéw przedzialowych (6.40). Takie rozumowanie jest
jednak bledne, co wynika migdzy innymi z przyktadu 6.1. Zasadniczym powodem
niemozliwo$ci uogolnienia twierdzenia Charitonowa na klasg¢ quasi-wielomianéw
przedzialowych (6.40) jest to, Ze argument asymptotycznie stabilnych quasi-wielo-
miandéw, nalezacych do rodziny (6.40), nie jest w przypadku ogdlnym monoto-
nicznie rosnacq funkcja parametru ® =0 (por. punkt 2.4).

Z lematu 6.2 wynika, ze twierdzenie Charitonowa A.1 jest stuszne w przy-
padku quasi-wielomianu przedziatowego (6.39). Zauwazmy, ze zbiér wartosci tego
quasi-wielomianu nie jest dla kazdego ® =0 prostokatem o bokach réwnoleglych
do osi uktadu wspotrzednych plaszczyzny zmiennej zespolonej.

Odporna stabilno$¢ quasi-wielomianu przedziatlowego (6.39) jest rownowaz-
na z odporna stabilnoécig quasi-wielomianu przedzialowego

m-1
W(s,h, B,,)= ‘E w; (s) exp(s(h,, —h)) +W(s, By,). (6.41)

i=0

Wzor (6.41) otrzymuje si¢ mnozac obustronnie wzor (6.39) przez exp(sh, ).

Dla kazdego ustalonego ® =0 zbior wartosci W(jo,h, B,,) quasi-wielomia-
nu przedzialowego (6.41) jest prostokatem o bokach réwnolegtych do osi uktadu
wspolrzednych plaszczyzny zmiennej zespolonej. Ponadto, zgodnie z rozwazania-
mi podanymi w punkcie 2.4, argument asymptotycznie stabilnych quasi-wielo-
mian6éw, nalezacych do rodziny (6.41), jest monotonicznie rosnaca funkcja para-
metru o > 0. Wystepuje wigc taka sama sytuacja jak w przypadku wielomianu
przedziatowego. Dlatego tez twierdzenie Charitonowa jest shuszne w przypadku
quasi-wielomianu przedziatowego (6.41), a wigc 1 (6.39).
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Z powyzszych rozwazan i lematu 6.2 wynika, ze odporna stabilno$¢ quasi-
-wielomianu przedziatlowego (6.30) jest rownowazna z asymptotyczna stabilnoscia
czterech quasi-wielomianéw Charitonowa (6.36), w przypadku gdy r=m oraz
wtedy, gdy wartosci opoznien h, i h,, spelniajg nieréwno$é (6.38). W pozostatych
przypadkach asymptotyczna stabilnoéé¢ czterech quasi-wielomianéw Charitonowa
(6.36) jest tylko warunkiem koniecznym odpornej stabilno$ci quasi-wielomianu
przedziatlowego (6.30).

Rozpatrzymy teraz problem badania odpornej stabilno$ci quasi-wielomianu
przedziatowego (6.30) w przypadku ogoélnym, gdy nieréwno$é¢ (6.38) nie jest spet-
niona. Moze to zajs¢ tylko wtedy, gdy r jest liczbg catkowita nalezaca do prze-
dzialu [0, m—1].

Dla kazdego ustalonego ®w >0 zbiér wartoéci w(jw,h,B,) quasi-wielo-
mianu przedzialowego (6.30) jest prostokatem na plaszczyznie zmiennej zespolo-
nej. Jego boki s rownolegte do osi uktadu wspoétrzgdnych tylko wtedy, gdy r = 0.
Wierzchotkami tego prostokata sa punkty wﬁ’)( jo,h), i=1,...4, ajego krawe-

dziami sa odcinki linii prostych [w (jo,k), w® (jo,h)], gdzie (,k)=(13),
(3,2), (2,4), (4,1).

Odporng stabilno$¢ quasi-wielomianu przedzialowego (6.30) w przypadku
ogo6lnym mozna bada¢ albo sprawdzajac bezposrednio spetnienie warunku wyklu-
czenia zera 0¢ w(jw,h, B,), Y €[0,0), albo tez stosujac metody funkcji testu-

jacych opisane w punkcie 4.3.4. Przy stosowaniu tych metod nalezy rozpatrywaé
tylko quasi-wielomiany Charitonowa (6.36) lub krawegdziowe quasi-wielomiany
Charitonowa (6.37) (w zalezno$ci od metody). Dla kazdego ustalonego @ >0 ich
wartosci oraz zbiory wartosci sa wierzchotkami oraz krawedziami, odpowiednio,
zbioru wartosci w(jw,h, B,) quasi-wielomianu przedzialowego (6.30).

Oznaczmy przez
w3 (s,h) =wD (s,) I WO (s,k), i=1,...4, (6.42)
unormowane quasi-wielomiany Charitonowa stowarzyszone z quasi-wielomianem

przedzialowym (6.30), gdzie wﬁo) (s,h) jest asymptotycznie stabilnym quasi-

-wielomianem nominalnym rodziny (6.30).
Na bazie metody funkcji testujacej F(w) (patrz twierdzenie 4.10) mozna

sformulowa¢ ponizszy lemat.
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Lemat 6.3. Zat6zmy, ze quasi-wielomian nominalny wfo)(s, h) jest asymptotycz-
nie stabilny. Przedzialowy quasi-wielomian (6.30) jest odpornie stabilny wtedy
i tylko wtedy, gdy

Fp(w)>0, Voo € Q =[0,), (6.43)

gdzie dla kazdego ustalonego o funkcje testujaca F,(w) oblicza sie ze wzoru
F (@) = - max{larg W (oo, h) - arg 0 (oo, 1)}, (6.44)
i

przy czym args € [-m, ), za§ maksimum we wzorze (6.44) liczy sig dla par indek-
sow (i, k) =(13),(3,2),(2.4), (4,]). "

Lemat 6.3 mozna stosowa¢ do badania odpornej stabilnosci quasi-wielomianu
przedzialowego (6.30) przy dowolnej ustalonej wartosci indeksu r nalezacej do
przedziatu [0, m—1]. Mozna go rowniez stosowaé przy r =m, chociaz nic jest to

konieczne. W takim przypadku wystarczy bowiem zbadaé odporna stabilno$¢ czte-
rech quasi-wielomianéw Charitonowa (6.36).

Jezeli r=0, quasi-wielomian przedziatowy (6.30) przyjmuje postac (6.40).
Dla kazdego ustalonego ® 2 0 zbi6r wartosci tego quasi-wielomianu jest na plasz-
czyznie zmiennej zespolonej prostokatem o bokach réwnoleglych do osi ukladu
wspotrzednych. Dlatego tez do badania odpornej stabilnoéci quasi-wielomianu
przedzialowego (6.40) wygodnie jest stosowaé opisana ponizej metodg funkcji
testujacej dj,(w) zamiast metody funkcji testujacej Fp(w). Wynika to stad, ze
funkcje testujaca dj,(w) wyznacza si¢ znacznie prosciej niz funkcje testujaca
Fy(w) (por. wzory (6.44) i (6.46)). Ponadto, wartoéci funkcji F,(®w) moga zmie-
nia¢ si¢ skokowo dla tych wartoéci parametru © >0, dla ktorych zbiér wartosci
w(jw,h, B,) zaczyna obejmowac poczatek plaszczyzny zmiennej zespolone;.

Na bazie metody funkcji testujacej d(®), podanej w punkcie 4.3.4.1, udo-
wodnimy ponizszy lemat. Zostat on sformutowany w [43] z wykorzystaniem po-
dejécia zastosowanego w pracy [12].

Lemat 6.4. Zal6zmy, ze przynajmniej jeden z czterech quasi-wielomianéw Chari-
tonowa w(()i)(s,h), i=1,...4, jest asymptotycznie stabilny. Przedzialowy quasi-
-wielomian (6.40) jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

dp(w) >0, Yo € Q =[0,~), (6.45)
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gdzie

d, (©) = max{Re w? (jw,h), - Re wi (G, b),
h 0"t 0t (6.46)

Imw (oo, h),~Imw§) (joo, b))

jest funkcja testujaca stowarzyszona z tym quasi-wielomianem.

Dowéd. Dla kazdego ustalonego @ 20 zbioér wartosci w(jo,h, By) quasi-wielo-

mianu przedzialowego (6.40) jest na plaszczyznie zmienne] zespolonej prosto-
katem o bokach réwnolegtych do osi uktadu wspoétrzednych. Jego wierzchotkami

sq punkty w(()i)( jo,h), i=1,..4 Przy przyjetej w Dodatku A numeracji wielo-
mianéw Charitonowa, wspotrzedne wierzcholkow prostokata w( jw,h, By) mozna
wyznaczy¢ na podstawie znajomosci tylko dwoch quasi-wielomianéw Charitono-
wa: wél)(s,h) i w(()z) (s,h), majacych postac (6.36) przy r=0 i i=1 oraz i=2.
Wobec tego, dla quasi-wielomianu przedzialowego (6.40) funkcjg testujaca (4.100)
mozna wyznaczy¢ ze Wzoru (6.46). Jezeli jest asymptotycznie stabilny przynajm-
niej jeden z quasi-wielomian6w Charitonowa w(()’) (s,h),i=1,....4, todla odpornej
stabilnoéci przedzialowego quasi-wielomianu (6.40) potrzeba i wystarcza, aby byt
spetniony warunek wykluczenia zera 0€ w(jo,h, By), Vo eQ=[0,). Jest on
spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi (6.45). Dowoéd lematu wynika zatem
z twierdzenia 4.4. [

Lemat 6.4 mozna tez stosowa¢ do badania odpornej stabilnosci quasi-wielo-

mianu przedziatowego (6.30) przy dowolnym ustalonym r nalezacym do prze-
dziatu [0, m]. Jednakze w przypadku, gdy r # 0, warunek (6.45) jest tylko warun-

kiem dostatecznym odpornej stabilnosci. Ponadto, w takim wypadku funkcjg te-
stujaca dj, () nalezy obliczaé ze wzoru
d,, () = max{Re w§? (joo, 1), — Re wil (jo, h), 6460
462
mw§¥ (jo,k),~1m w§? (o, 1)}

Powyzsze wynika stad, Ze przy r £0 zbior wartosci w(jo,h,B,) quasi-
_wielomianu przedziatowego (6.30) nie jest dla kazdego ® 20 prostokatem o bo-
kach rownolegtych do osi ukladu wspolrzednych. Mozna go tylko aproksymowac
takim prostokatem.
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P'rzy komputerowym sprawdzaniu warunkéw (6.43) i (6.45) mozna ograni-
czyé sig do skoficzonego przedziatu Q =[0,0,,,, ] Wartosci parametru . Wynika
to s'tacd, ze przy ® — oo wykres funkcji testujacej F,(®) ustala si¢ na pewnym
p0210mie,1ub woko! niego oscyluje (w przypadku quasi-wielomianu typu neutral-
nego), zas wykres funkcji testujacej dj,(w) dazy do nieskonczonosci. Wobec tego
przy Qdfizielnym sprawdzaniu warunkéw (6.43) i (6.45) dla kolejnych zadan c};
wartosc.I parametru ® =0, obliczenia mozemy przerwaé, gdy stwierdzimy iz te
warunki nie sa spelione lub stwierdzimy, ze wartosci funkcji testujacej ;ih (®)
daza szybko do nieskoficzonosci, za$ wartosci funkcji testujacej F,(®) ustalajg sig
na pelx;:)ng;rrxllep;)gx;;ij lubtoilcylujq wokot niego.

metody mozna te? ¢ i j ilnosci
quasi-wielomianu prjzedzia}gwego (6€§Z0§tzioﬁ;gﬁr1?:f§;§i ogﬁggznsit::;ilmt)zgl
gd}; ;11 =ih, i=0,1,...,m. W takim przypadku nieréwno$¢ (6.38) przyjmuje p’ostac:
m<2r.

6.2.1. Odporna stabilnosé przy niepewnych opéinieniach

Podane powyzej metody funkcji testuj Z i
_Podar L . jacych, sluzace do badania odpornej
stabilnoéci quasi-wielomianu przedzialowego w pewnych przypadkach sch;eg()‘E
nychz rozpatrywanych w punkcie 6.2, mozna uogodlni¢ na przypadek, gdy opdznie-
nia nie sa dokladnie znane. ’

Problem badania odpornej stabilnoéci quasi-wielomianu przedzialowego

Z niepewnymi opo6znieniami w przypadku ogélnym jest .
7.2.2 niniejszej pracy. gélnym jest rozpatrzony w punkcie

Przeanalizujemy najpierw problem badania od i TR o

. { -

mianu przedziatowego pornej stabilnosci quasi-wielo-
W(s,h, B,) =w(s,h) + W(s,B,)exp(~shr), he H, (6.47)

ze wspoimiernymi niepewnymi opdznieniami, gdzie H =[{h",h*], 0<h™ <h™
w(s,h) ma postaé (6.31) przy h; =ih, i=0,1,...,m, za$ przedzialowy wielomian
W(s,B,) jest opisany wzorami (6.33)-(6.35).

Przedzialowy czton dominujacy stowarz i i-wi
_ ‘ . yszony z przedzialowym quasi-wielo-
mianem (6.47) mozna napisa¢ w postaci (patrz punkt 2.2) R e
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m .
A(z,b,,)= Sbyz +b,2", b, €B,,, (6.48)
=0
izr
sh

gdzie z=e""", za§ B,, =[by,,b,,]. Jego odporna stabilnos¢, ktéra nie zalezy od
warto$ci op6znienia A, jest warunkiem koniecznym odpornej stabilnosci przedzia-
towego quasi-wielomianu (6.47) typu neutralnego.

Z rozwazan podanych w punkcie 2.2 wynika, Ze jezeli czfon dominujacy
(6.48) jest odpornie stabilny, to dla kazdego b,, € B, jest spelniony warunek
ciagloéci granicy spektralnej przedzialowego quasi-wielomianu (6.47) typu neu-
tralnego. Oznacza to, Ze mozna rozpatrywa¢ odporna stabilno$¢ tego quasi-wielo-
mianu przy A =0.

Do badania odpornej stabilnosci przedzialowego cztonu dominujacego (6.48)
mozna stosowa¢ metody podane w punkcie 4.2 niniejszej pracy.

W dalszych rozwazaniach bedziemy zaktadad, ze przedziatlowy czlon domi-
nujacy (6.48) jest odpornie stabilny.

Z lematu 6.2 wynika, ze jezeli m<2r, to quasi-wielomian przedzialowy

(6.47) jest odpornie stabilny dla tych wartosci opdznienia h, dla ktérych sa jedno-
cze$nie asymptotycznie stabilne cztery quasi-wielomiany Charitonowa wﬁi)(s,h),
i=1,...4, stowarzyszone z tym quasi-wielomianem. Wobec tego, jezeli m<2r,
to przedziatowy quasi-wielomian (6.47) jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy,
gdy HC H,, gdzie

4 .
H =NH?Y, (6.49)
i=1

przy czym Hfi) jest zbiorem warto$ci opdznienia A, dla ktérych i-ty quasi-wielo-

mian Charitonowa wﬁi) (s,h) jest asymptotycznie stabilny. Jezeli H, jest zbiorem

pustym, to przedzialowy quasi-wielomian (6.47) nie jest odpornie stabilny dla do-
wolnego 4 =0.

Dla danego quasi-wielomianu wﬁl)(s,h) zbidr Hﬁl) mozna wyznaczy¢ sto-
sujac metodg ~-podzialu podang w punkcie 2.3.4 niniejszej pracy.

Odporna stabilno§é quasi-wielomianu przedzialowego (6.47) przy m<2r
mozna tez sprawdzi¢ w drodze oddzielnego badania (na podstawie metody podanej
w punkcie 7.1.2 niniejszej pracy) odpornej stabilnosci kazdego z czterech quasi-

-wielomianéw Charitonowa wﬁi) (s,h), heH, i=1,...4.
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Jezeli m> 2r, to quasi-wielomian przedzialowy (6.47) jest odpornie stabilny
dla tych wartosci opoznienia h, dla ktorych sg jednoczes$nie asymptotycznie stabil-
ne cztery krawgdziowe quasi-wielomiany Charitonowa py3(s,h,A), p3p(s,h,A),
Poa(s,h,A) 1 paq(s,h,A), o postaci (6.37). Warunek H C H, jest tylko warun-

kiem koniecznym odpornej stabilnosci quasi-wielomianu przedzialowego (6.47).

Do badania odpornej stabilnosci (dla kazdego ustalonego k€ H) poszczegdl-
nych krawedziowych quasi-wielomianéw Charitonowa mozna stosowa¢ metody
podane w punkcie 4.2. Odporna stabilno$¢ tych quasi-wielomiandéw (a wigc
i quasi-wielomianu (6.47) przy m>2r ) mozemy tez zbadaé stosujac podany po-
nizej lemat.

Niech wﬁo) (s,h) bedzie quasi-wielomianem nominalnym rodziny (6.47).

Lemat 6.5. Zaléozmy, Ze quasi-wielomian nominalny wﬁo) (s,h) jest asymptotycz-
nie stabilny dla kazdego he H. Jezeli m>2r, to przedzialowy quasi-wielomian
(6.47) jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy F(®)>0 dla kazdego
o € Q =[0,00), gdzie

F(®) = min Fy (o), (6.50)
heH

przy czym funkcja testujaca Fj, (®) jest zdefiniowana wzorem (6.44).

Dowé6d. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym odpornej stabilnoéci quasi-
-wielomianu przedzialowego (6.47) jest spelnienie warunku (6.43) dla kazdego
h € H. Jest on spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy F(w)>0 dla kazdego m e Q,

gdzie F(w) oblicza sie ze wzoru (6.50). =
Lemat 6.5 mozna tez stosowa¢ do badania odpornej stabilnosci quasi-wielo-

mianu przedzialowego (6.47) przy m<2r. W takim przypadku mozna jednak
ograniczy¢ si¢ do badania odpome;j stabilnosci tylko czterech quasi-wielomianow

Charitonowa w()(s,h), he H, i=1,...4.

Przy sprawdzaniu warunku F(w) >0, Yo € Q =[0,e), nalezy ograniczy¢
sig do skoficzonego przedziatu Q = [0, ax ] Warto$ci parametru . Przedziat ten
mozna wstgpnie oszacowaé wyznaczajac wykresy funkcji F, () dla kilku odpo-
wiednio dobranych wartosci opdznienia h € H, np. rownomiernie roztozonych

w tym przedziale. Funkcja testujaca Fj,(®) w przedziale fl=[0,mmax] musi
osigga¢ warto$¢ minimalna dla kazdego ustalonego € H. Jezeli przy tych obli-
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czeniach stwierdzimy, ze Fj,(®) <0 dla pewnego ® >0 i dla pewnego h € H, to
obliczenia nalezy przerwac, bowiem w takim przypadku przedzialowy quasi-wielo-
mian (6.47) nie jest odpornie stabilny.

Stosujac obliczenia komputerowe mozna funkcje testujacg F(®), 0wel,
wyznaczy¢ w sposob opisany ponizej.

Przyjmujemy kolejne dyskretne wartosci parametru o€ Q (wyznaczone
z odpowiednio matym krokiem Aw ) i dla kazdego ustalonego ® obliczamy war-
to$¢ minimalng funkcji Fj(w) ze wzgleduna he H.

Wyznaczajac warto$¢ minimalna funkcji Fj,(®) przy ustalonym ® dokonu-
jemy dyskretyzacji (z odpowiednio matym krokiem Ah) warto$ci opdznienia
he H i dla kazdego ustalonego h ze wzoru (6.44) obliczamy warto$¢ funkcji te-
stujacej Fj,(w). Na podstawie tak obliczonych warto$ci wyznaczamy przedzial,
w ktérym funkcja Fj,(w) osiaga minimum, i nastgpnie obliczamy jej warto$¢ mi-
nimalna z zadana doktadno$cia, np. wyznaczajac w tym przedziale warto$ci
F,(®w) z odpowiednio mniejszym krokiem Ah i wybierajac warto$¢ najmniejsza
tej funkcji.

Zamiast warunku F(w) >0, Vo € Q ={0,), moZemy réwnowaznie rozpa-
trywaé warunek F(h)>0 dla kazdego he H, gdzie

F(h) = min F,(w), (6.51)
wel

przy czym funkcja testujaca Fj,(w) jest zdefiniowana wzorem (6.44).

Przy komputerowym wyznaczaniu funkcji testujacej (6;51) postepujemy po-
dobnie jak przy wyznaczaniu funkcji testujacej (6.50), z ta r6znica, Ze najpierw
dokonujemy dyskretyzacji (z odpowiednio matym krokiem Ah) wartosci opoZnie-
nia h € H, a nastepnie dla kazdego ustalonego h € H wyznaczamy warto$¢ mini-
malng funkcji testujacej Fj,(w) ze wzgledu na w € Q. Jest tu niezbedna znajo-

mo$¢ przedziatu Q =[0,w ], W ktérym funkcja F,(®) osiaga wartoé¢ mini-
malna dla kazdego ustalonego s € H.

W przypadku szczegblnym, gdy r =0, quasi-wielomian przedzialowy (6.47)
przyjmuje postac

m
W(s,h,By) =W(s,By)+ Zwi (s)exp(—shi), heH, (6.52)
i=1

gdzie H=[h",h*], 0<h™ <h™.
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Poniewaz przy r =0 nieréwno$¢ m<2r nie jest spelniona, relacja H C Hy,
gdzie Hy wyznacza si¢ ze wzoru (6.49) przy r =0, jest tylko warunkiem koniecz-
nym odpornej stabilno$ci quasi-wielomianu przedzialowego (6.52).

Do badania odpornej stabilno$ci quasi-wielomianu przedzialowego (6.52)
wygodnie jest stosowa¢ podang ponizej metode funkcji testujacej d(w) zamiast
metody funkcji testujacej F(w).

W pracy [43], uzupehiajac rezultat podany w [40], udowodniono ponizszy
lemat.

Lemat 6.6. Zalézmy, ze warunek konieczny H C Hj, jest spelniony. Przedzialowy
quasi-wielomian (6.52) jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy d(®)>0
dla kazdego € Q =[0,0), gdzie

d(®) = min dj(w), (6.53)
heH

przy czym funkcja testujaca dj(®) jest zdefiniowana wzorem (6.46). n

Zamiast warunku d(®) >0, Vo e Q =[0,00), mozna rOwnowaznie rozpa-
trywaé warunek d(h) >0 dla kazdego h € H, gdzie

d(h) = min dy (). (6.54)
weQ
Przy komputerowym wyznaczaniu funkcji testujacych d(w) i d(h) postgpu-

jemy podobnie jak przy wyznaczaniu funkcji testujacych F(w) i F(h), odpo-
wiednio.

Przyklad 6.5. Dany jest quasi-wielomian przedzialowy typu op6znionego

W(s,h, By) = W(s, By) + w(s,h), (6.55)

gdzie W(s, By) jest wielomianem przedzialowym, przy czym

5
w(s,bg) = Sbros”, (6.56)
k=0

bsg =1, byg €[6,64], b3y €[35,4], by €[4.2,5], byp€[09,11], byy €[0.1,02],
za$ w(s,h) jest ustalonym quasi-wielomianem, majacym posta¢
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w(s,h) = (~0.1s* + 05s% — 085 +0.2) exp(—sh)
+(0.1s> — 0452 +055) exp(~2sh) (6.57)
+(0.1s* +03s - 0.1) exp(-3sh).

Nalezy wyznaczyé zbiér H warto$ci opoznienia k, dla ktérych quasi-wielo-
mian przedzialowy (6.55) jest odpornie stabilny.

Quasi-wielomiany Charitonowa stowarzyszone z quasi-wielomianem prze-
dzialowym (6.55) majq postac

wiD(s,h) = 5> +64s* +355° +425% + 115+ 02+ w(s, h), (6.58)
w(()z) (s,h) = 5 +65% +457+ 552 +09s+0.1+ w(s, h), (6.59)
Wi (5,h) = 8> +65* +3557 +55% + Lls + 01+ w(s, ), (6.60)
w§ (s,h) = 5> + 645" + 45> +425% +095+02 + wls,h), (6.61)

Stosujac oddzielnie do kazdego z quasi-wielomianéw Charitonowa (6.58)-
(6.61) podana w punkcie 2.3.4 metodg h-podziatu otrzymamy, ze i-ty quasi-wielo-

mian w(()i)(s,h) jest asymptotycznie stabilny dla kazdego h € H N gdzie

HEY =10,16243), H{® =[0,21047), H$ =[0,22685), H{" =[0,12493).

Wszystkie quasi-wielomiany Charitonowa sa wigc jednoczesnie asympto-
tycznie stabilne wtedy i tylko wtedy, gdy h € Hy, gdzie

Ho = HSY " HP A HY A HEP =10,12493).

Dla quasi-wielomianu przedziatowego (6.55) warunek m<2r nie jest spet-
niony, bowiem r = 0. Oznacza to, Ze o odpornej stabilnosci tego quasi-wielomianu
nic nie mozna powiedzie¢ na podstawie asymptotycznej stabilnosci quasi-wielo-
mianéw Charitonowa (6.58)-(6.61). Zastosujmy wobec tego lemat 6.6, przyjmujac
H =[0,1249].
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0.25 ; ; ! ; !
d(0) ' : ' : :
0.2
0.15

0.1

0.05

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Rys. 6.4. Wykres funkcji testujacej d(w)

Wyznaczajac funkcje testujaca d(w) ze wzordéw (6.53) i (6.46) przy H =
=[0,1249] i Q =[0,06], otrzymamy wykres pokazany na rysunku 6.4. Obliczen

dokonano dla o zmieniajacego si¢ od 0 do 0.6 ze zmiennym krokiem, przyjmujac
dyskretne warto$ci opdznienia h zmieniajace si¢ od zera do 1.24 z krokiem 0.01
iod 1.241 do 1.249 z krokiem 0.001. Dla ® > @ ,,, = 0.6 wartosci funkcji testujg-

cej d(w) szybko rosng dazac do nieskoniczonosci.

Warto$¢ minimalna funkcji testujacej d(w), réwna 2.4786- 1074, zostala
osiggnieta dla h =1.249. Poniewaz d(®) >0, Vo 20, quasi-wielomian przedzia-
fowy (6.55) jest odpornie stabilny dla wszystkich wartosci h € H =[0,1249].

Zauwazmy, ze rozpatrywany quasi-wielomian przedzialowy jest odpornie sta-
bilny dla tych warto$ci opdéznienia 4, dla ktorych sa jednoczes$nie asymptotycznie
stabilne wszystkie stowarzyszone z nim quasi-wielomiany Charitonowa, pomimo
tego, ze warunek m <2r nic jest speiniony. [

Podane powyzej metody mozna w prosty sposob uogoélni¢ na klasg quasi-
-wielomiandéw przedzialowych (6.30) z niewspotmiernymi opo6znieniami wtedy,
gdy jedno z opoOznien nie jest doktadnie znane. W przypadku ogdlnym, gdy nie
znamy doktadnych wartosci kilku op6znien (lub wszystkich), do badania odporne;j
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stabilno§ci quasi-wielomianu przedziatowego (6.30) nalezy zastosowal metode
podana w punkcie 7.2.2 niniejszej pracy.

Jezeli w quasi-wielomianie (6.30) nie jest doktadnie znane np. k-te opOZnienie
(k=12,....m), tzn. by € H, =[hi ,hi 1, 0<h < ki, za$ pozostale opoZnienia sa
znane dokladnie, to przedziatowy quasi-wielomian (6.30) jest odpornie stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy sa odpornie stabilne stowarzyszone z nim quasi-wielo-
miany Charitonowa (6.36) (tzn. sa one stabilne dla kazdego h, € H.) 1 jest spet-

niony warunek F(w)>0 dla kazdego m € Q= [0,o0), gdzie

F(®w)= min Fy,(w), (6.62)
hyp €Hy,

lub réwnowaznie, jest spetniony warunek F(hy)>0 dlakazdego hy € Hy, gdzie

F(h) = min F,(®), (6.63)
wel

przy czym funkcja testujaca Fj,(®) ma postac (6.44).

Funkcje testujace (6.62) i (6.63) mozna wyznaczy¢ w taki sam sposéb, opisa-
ny powyzej, jak funkcje testujace (6.50) 1 (6.51).

Jezeli r =0, wygodnie jest rozpatrywaé zamiast funkcji (6.62) i (6.63), funk-
cje testujace d(w) i d(hy), odpowiednio, ktére wyznacza sig ze Wzorow

d(®)= min dj(w), (6.64)
hpeHy

d(hy) = min dj,(®), (6.65)
ne

za$ dj, () oblicza sig ze wzoru (6.46).
W przypadku szczegélnym, gdy nie jest dokladnie znane r-te opdznienie,
przy czym h, € H,=[h, A1, 0Sh < k!, za$ pozostale opdznienia sa znane

doktadnie, oraz jest spetniony warunek h,, <2k, to przedzialowy quasi-wielo-

mian (6.30) jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa odpornie stabilne
stowarzyszone z nim cztery quasi-wielomiany Charitonowa (6.36), tzn. sa one
stabilne dla kazdego h, € H,. Powyzsze wynika z uogdlnienia lematu 6.2.

Przyklad 6.6. Nalezy zbada¢ odporna stabilno$é quasi-wielomianu przedziatowe-
go typu neutralnego o postaci
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W(s,h, By) =W(s, By)exp(~shy) + w(s,h), hy € Hy =[1,25],  (6.66)

gdzie W(s, By) jest wielomianem przedziatowym, przy czym
(s.b2)= Shyas*
wis, D) = k25 >
R (6.67)

gdzie by €[0.1,03], b3 €[0,02], by, €[-06,~-02], by, €[03,0.7], by =0,
zas

w(s,h) = 625% +37553 + 4.65% + 5+ 015
+(=01s* +05s5% —085+02) exp(~sh)) (6.68)
+(0.1s* + 035 — 01) exp(—shs)

jest ustalonym quasi-wielomianem, przy czym #y = 0.5, hy =3
Przedziatlowy czton dominujacy quasi-wielomianu (6.66) ma postaé
A(exp(~sh),byp) = 62— 01e ™" +bye™"2 +01e™"3 | by, € By,
gdzie By, =[01,0.3].
Latwo sprawdzi¢, ze dla powyzszego cztonu dominujacego warunek (2.33)

(przy y=0) podany w twierdzeniu 2.6 jest spetiony dla kazdego byy € Byy.

Ozngcza to, ze rozpatrywany przedzialowy czton dominujacy jest asymptotycznie
stabilny dla dowolnych nieujemnych wartosci opéznien.

Dla quasi-wielomianu przedziatlowego (6.66) warunek h,, <2k, nie jest

spetniony, bowiem h,, =h3 =3, h, =hy =1. Oznacza to, Ze odporna stabilnoé
gu_asi-wielomianu przedzialowego (6.66) nie jest rownowazna z odporng stabilno-
scig czterech quasi-wielomianéw Charitonowa (6.36). Jest ona natomiast réwno-
wazna z odporna stabilnoscig czterech krawedziowych quasi-wielomianéw Chari-
tor.lowa o postaci (6.37). Do jednoczesnego badania ich odporne;j stabilno$ci zasto-
sujemy metode funkcji testujacej F(h,).

Przyjmijmy, ze

0
wi (s,h) = (025* + 015> — 04s% + 055) exp(—shy) + w(s,h)  (6.69)

jejst quasi-wielomianem nominalnym rodziny (6.66). Jest on asymptotycznie sta-
bilny dla dowolnych hy €[1,2.5]. Mozna to sprawdzi¢ na bazie twierdzenia 2.3,
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przyjmujac rozne warto$ci op6znienia by €[1,25] i wyznaczajac hodografy Mi-
hajlowa. . .
o pisany POWYZe]) funkcje testujaca F(hy) ze wzo-

Wyznaczajac (W sposob o
réw (6.63) i (6.44) przy Q=[0,06] i Hy = [1,25], otrzymamy wykres pokazany

na rysunku 6.5. Obliczen dokonano dla A zmieniajacego sig od 1 do 2.5 z krokiem
0.01 oraz dla ® zmieniajacego si¢ od 0 do 0.6 ze zmiennym krokiem.

22 T |
F(hz) H H
2 ..............

1.8

1.55""'""""""""""'% ........................ ; .........................

1.4

1.2

Rys. 6.5. Wykres funkcji testujacej F(hy)

Z rysunku 6.5 wynika, ze warunek F(hy)>0 jest spetniony dla kazdego

hy € Hy, przy czym F(25)=11284. Przedziatlowy quasi-wielomian (6.66) jest

i |
wiec odpornie stabilny.
6.3. Odporna stabilnos¢ zaburzonych quasi—wielomian(’)w
Wezmy pod uwagg zaburzony quasi-wielomian
(6.70)

w(s,h,e) = wo(s,h) + w,(s,h.e), €€ E,
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gdzie
n k m
wo(s,h)= Y s° X ay; exp(—sh;) (6.71)
k=0 i=0

jest D-stabilnym quasi-wielomianem nominalnym, 0= hy <fy <...<Hh,,

n m
wy(s,he)= 3 s* Y ey exp(—sh;), eck, (6.72)
k=0 i=0

jest quasi-wielomianem zaburzen (btedu), przy czym e =[eq, ..., €, ], za$
E ={e:e; €[—€q4,€q1;1, k=0]1,...,n, i=0,1,...,m}, (6.73)

gdzie q; sa to wspolczynniki wagowe, przy czym gy; =0, natomiast €>0 jest
wspoiczynnikiem skalujacym.

Dla dowolnego ustalonego € >0 quasi-wielomian (6.70) jest quasi-wielo-
mianem przedzialowym.

Zaburzony quasi-wielomian (6.70) mozna napisa¢ w postaci

n m
wis,he)= 3 s* T (ay +e;)exp(—sh;), e€E. (6.74)
k=0 i=0

W przypadku ogdlnym nie wszystkie wspétczynniki quasi-wielomianu nomi-
nalnego (6.71) moga podlegaé zaburzeniom. Dlatego tez w dalszych rozwazaniach
bedziemy przyjmowad, ze jezeli ey 20, to gy; > 0. Jezeli natomiast e =0, to
9% =0.

Jezeli g, =0, to quasi-wielomian (6.70) jest quasi-wielomianem typu op6z-
nionego lub neutralnego niezaleznie od zaburzen poszczegoélnych jego wspolczyn-
nikéw. Jezeli natomiast g,q # 0, to nie jest on quasi-wielomianem typu wyprze-
dzonego wtedy i tylko wtedy, gdy a,g—€g,0>0, czyli gdy €<g,, gdzie
€y =apo / gno-

Poniewaz quasi-wielomiany typu wyprzedzonego sa zawsze niestabilne, pro-

sty warunek konieczny asymptotycznej stabilno$ci (i tez D-stabilnosci) zaburzone-
g0 quasi-wielomianu (6.70) ma postaé

€ <€ =an0/4no- (6.75)

Zauwazmy, ze jezeli q,0 =0, to €, =0 i warunek € <g, jest speiniony.
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Niech D bedzie przesunigta otwarta lewa polplaszczyzna, ktorej brzeg ma
opis parametryczny f(y) =-Y + jo, 0 € Q =[0,), przy czym y > 0.

Rozpatrzymy problem wyznaczenia najwigkszej liczby € =€, >0 takiej,
aby zaburzony quasi-wielomian (6.70) byl odpornie D-stabilny dla kazdego
€e[0,€.x)-

Powyzszy problem dla zaburzonego wielomianu charakterystycznego byt roz-
patrywany w wielu pracach. W [20, 48, 49] podano metody analityczne (bazujace
na twierdzeniu Charitonowa), a w pracach [105, 125, 160] podano czgstotliwo-
$ciowe metody wyznaczania liczby €,,,, dla zaburzonych wielomianéw charakte-
rystycznych ukladow ciaglych. W [105, 125] podano tez czgstotliwosciowe meto-
dy badania odpornej D-stabilno$ci zaburzonych wielomianow w przypadku, gdy D
jest jednospdjnym otwartym obszarem na plaszczyznie zmiennej zespolonej. Re-
zultaty tych prac sa opisane w monografii [52].

Uwzgledniajac podejécie zastosowane w [105, 1251 w przypadku zaburzo-
nych wielomianéw, w pracy [57] udowodniono ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 6.2. Zal6zmy, ze warunek konieczny (6.75) jest spelniony. Zaburzo-
ny quasi-wielomian (6.70) jest odpornie D-stabilny dla dowolnego € ¢&[0,€;),

gdzie
g; = min K(w), (6.76)

0<m<oo
przy czym
. |W0(f(::),h)' ] (6.77)
3 |(F @D  qx exp(vhy)
k=0 i=0

K(w) =

Dowdd. Zatézmy, ze zbior E majacy postaé (6.73) jest zadany, tj. jest zadana war-
to$¢ wspolczynnika skalujacego €. Z twierdzenia 2.3 wynika, ze dla kazdego usta-
lonego e € E quasi-wielomian (6.70) jest D-stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wy-
kres funkcji
W(f(w),h.e) = w(f(w),h,e)/ wy(f(w),h)
=1+ w,(f(w),h,e)/ wy(f(w),h),

sporzadzony w funkcji parametru @ € Q =[0,0), nie przechodzi przez poczatek
plaszczyzny zmiennej zespolonej ani tez go nie obejmuje.

(6.78)
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Ze wzoru (6.78) wynika, Ze jezeli dla kazdego ustalonego ® € Q =[0,0) jest
spetniona nier6wno$é¢

ax We (f((l)), h’e)
wo(f (@), h)

to wykres funkcji W(f(w),h,e) nie przechodzi przez poczatek plaszczyzny
zmiennej zespolone;j ani tez go nie obejmuje dla kazdego ustalonego e € E. Waru-
nek (6.79) jest wigc warunkiem dostatecznym odpornej D-stabilnosci zaburzonego
quasi-wielomianu (6.70).

Poniewaz

<1, (6.79)

ecE

[we (f (@), h,e)|< Z |(f (@)* Eekz exp(—f ()h;)]

: (6.80)
2 1(F @D 3. s exp(yhy),
k=0 i=0
zachodzi zaleznosé
2 (f(@)F i
ma |w (f (w),h, )l< k= 0l ! quk xR (6.81)
rer| wof @, | Iwo(f(co),h)l '
Jezeli wige jest spelniona nierdéwnosé
e 3 |/ @)*| a5 expriy)
k=0 =0 <1, (6.82)

[wo (f (@), )|

to wtedy jest tez spelniona nieréwno$¢ (6.79), bgdaca warunkiem dostatecznym
odpornej D-stabilnosci zaburzonego quasi-wielomianu (6.70).

Zauwazmy, ze nier6wno$¢ (6.82) jest spetniona dla kazdego @ >0 wtedy
1 tylko wtedy, gdy € <€, gdzie €, oblicza sig ze wzoru (6.76), co koficzy dowéd
twierdzenia. "

W przypadku szczegélnym, gdy obszarem D jest otwarta lewa poiptaszczy-
zna, wzdr (6.77) przyjmuje postaé
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_woGjoo. m|

n P .
Y 0" Yqy
k=0 =0

K(w) = (6.83)

Do rozwiazania postawionego problemu mozna tez zastosowaé¢ podana
w punkcie 4.3.4.2 metodg funkcji testujacej B(w) [57]. Podobna metoda zostala

zastosowana w pracy [55] do badania odpornej stabilno$ci zaburzonego wielo-
mianu charakterystycznego uktadu dyskretnego.

Wprowadzmy funkcje testujaca B(w) stowarzyszong z zaburzonym quasi-
-wielomianem (6.70), zdefiniowana dla kazdego ustalonego ® € [0, ) wzorem

B(w) = min{Rew(f(w),h,e).ec E}, (6.84)
gdzie, zgodnie ze wzorami (6.78) i (6.70)-(6.72) dla s = f(®),

w(f(w),h,e)=1+ gl‘,o iekick,-(f (), (6.85)
i=0k=0
przy czym
cii (F(@)) = (F (@)* exp(=f (@) / wy(f (@), ). (6.86)
Ze wzorow (6.84)-(6.86) 1 (6.73) wynika, Ze jezeli
B(w)>0, Ve =[0,c), (6.87)

to dla kazdego ustalonego e € E wykres funkcji Ww(f(®),h,e) nie przechodzi
przez poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej ani tez go nie obejmuje. Z twier-
dzenia 2.3 wynika wigc, ze warunek (6.87) jest warunkiem wystarczajacym odpor-
nej D-stabilno$ci zaburzonego quasi-wielomianu (6.70).

Poniewaz funkcja (6.85) zalezy liniowo od niepewnych wspotczynnikow ey,
ktore moga przyjmowaé dowolne wartosci z przedziatéw liczbowych podanych
w (6.73), dla kazdego ustalonego w =0 funkcjg testujaca (6.84) mozna obliczyé
7€ Wzoru

m n
Bw)=1+eY Y b (w), (6.88)
i=0k=0
gdzie (dla i =0,1,...,m, k=0,1,...,n)
bki (0)) = =g Re Cki (f((l))), Jezelx Re Cii (f (CO)) 20, (689)
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by (0) = qp; Rec; (f(0)),  jezeli Recy;(f(w)) <0, (6.90)
przy czym cy; (f(w)) oblicza sig ze wzoru (6.86).

Na podstawie wzorow (6.88)-(6.90) mozna w prosty sposdb wyznaczy¢ funk-
cj¢ testujaca B(w), stowarzyszona z zaburzonym quasi-wielomianem (6.70).

Twierdzenie 6.3 [57]. Zalézmy, Ze warunek konieczny (6.75) jest spelniony. Za-
burzony quasi-wielomian (6.70) jest odpornie D-stabilny dla dowolnego ustalone-

go €€[0,¢,), gdzie
g, =1/(1-), (6.91)

o = min{B(w): ® € Q =[0,°0)}, (6.92)
przy czym wartos¢ minimalna o zostala obliczona dla funkcji testujacej (6.88)
przy €=1.

Dowéd. Zatozmy, ze warto§¢ minimalna o zostala osiagnigta dla ® = w*, tzn.
o = B(*). Ze wzoru (6.88) przy € =1 wynika, ze

a=1+g, (6.93)
gdzie
m n
g=2 Xby(n*), (6.94)
i=0k=0

przy czym g <0, co oznacza, ze a0 <1.

Niech o, oznacza minimalng warto$¢ (ze wzglgdu na o € ) funkcji testu-
jacej (6.88) przy € # 1. Latwo zauwazy¢, ze

o, =1+eg, (6.95)

gdzie g jest obliczone ze wzoru (6.93), tj. g = —1. Oznacza to, ze o =0 przy
€ =¢,, gdzie €, =-1/g, czyli €, oblicza si¢ ze wzoru (6.91).

Z powyzszych rozwazaf wynika zatem, ze jezeli € <€, to jest spelniony wa-
runek dostateczny (6.87), co konczy dowod twierdzenia. R

Zauwazmy, ze jezeli a <0, to warunek dostateczny (6.87) nie jest spetniony
dla € =1 w (6.73). Jest on natomiast spetniony dla € <€, <1. Jezeli za§ ot >0, to
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warunek dostateczny (6.87) jest spemiony dla € =1 i takze dla dowolnych € <&,
gdzie €5 > 1.

Przy wyznaczaniu liczby €, w spos6b podany w twierdzeniu 6.3 nie musimy
koniecznie przyjmowaé € =1 w (6.73) (lub réwnowaznie, we wzorze (6.88)). Za-
miast €=1 mozna tez przyjaé dowolng warto§¢ €=gg>0. Wtedy zaburzony
quasi-wielomian (6.70) jest odpornie D-stabilny dla dowolnego € €[0, €,&g),
gdzie €, oblicza sig ze wzoru (6.91), a warto$é minimalna o oblicza si¢ dla funk-
cji testujacej (6.88) przy € =¢g.

Z twierdzen 6.2 i 6.3 wynika bezposérednio ponizszy lemat.

Lemat 6.7. Zal6zmy, ze warunek konieczny (6.75) jest speiniony. Zaburzony qu-
asi-wielomian (6.70) jest odpornie D-stabilny dla dowolnego € € [0, €pax ), gdzie

= maX{El,Sz}, (696)

Emax

przy czym € i €, oblicza sig w sposob podany w twierdzeniach 6.2 i 6.3, odpo-

wiednio. n

Podana powyzej metoda Wyznaczania liczby €p,.x bazuje na prostych wa-
runkach dostatecznych odpornej D-stabilnosci zaburzonego quasi-wielomianu

(6.70).
Liczbe €, MoZna tez wyznaczy¢ w sposob bardziej ztozony (podany poni-

zej) stosujac metodg funkcji testujacej F(®) (patrz punkt 4.3.4.3).
Niech I bedzie liczba zaburzonych wspélczynnikow quasi-wielomianu (6.70).
Oznaczmy przez e,, r=12,...K= 2! wierzcholki zbioru E zdefiniowanego

wzorem (6.73). Wspotrzedne tych wierzchotkow zaleza od wartosci wspoiczynnika
skalujacego €. Kazdemu wierzcholkowi e, tego zbioru w rodzinie quasi-wielo-

mianéw (6.70) odpowiada unormowany quasi-wielomian wierzchotkowy o postaci
p.(s,h) = p,(s,h)/ wo (s, h), gdzie

p,(s,h) = wy(s,h) + w(s,h.e,), (6.97)

za$ wy(s,h) jest D-stabilnym quasi-wielomianem nominalnym.
Kazdej krawedzi zbioru E, aczace] wierzcholki e, i e;, odpowiada unor-

mowany quasi-wielomian krawedziowy
P (s, h,A) =(1=A)p, (s, )+ APy (s,h), Ae A=[0,1]. (6.98)
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Wprowadzmy funkcjg testujaca F(w) stowarzyszona z zaburzonym quasi-
-wielomianem (6.70), ktéra dla kazdego ustalonego ® >0 (przy zadanej wartosci
wspotczynnika skalujacego € > 0) oblicza sie ze wzoru

Fe (@) = m—max{|arg 5 (f (), h) ~ arg B (f (@), W]}, (6.99)

gdzie argze[-m,m) jest gléwnym argumentem liczby zespolonej z, za§ maksi-
mum we wzorze (6.99) liczy si¢ uwzgledniajac wszystkie unormowane quasi-

-wielomiany krawedziowe (6.98), odpowiadajace poszczegdlnym krawedziom
zbioru (6.73).

_ Z twierdzenia 4.10 wynika, ze dla ustalonego € >0 zaburzony quasi-wielo-
mian (6.70) jest odpornie D-stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

F(0w)>0, VoeQ=[0,0). (6.100)

Liczbg €, mozna wigc wyznaczy¢ stosujac podang ponizej metodg poste-

powania:

1. Przyjmujemy warto$¢ poczatkowa € = €3 wspdlczynnika skalujacego €, gdzie
€ Jest liczba np. trochg mniejsza od obliczonej ze wzoru (6.96).

2. Przyjmujemy odpowiednio maly krok Ae i dla kolejnych wartosci € =gy,
gdzie € =gp+kAe, k=12,.., wyznaczamy funkcjg testujaca Fg(®)
i sprawdzamy speinienie warunku (6.100). Obliczenia przerywamy, gdy dla
ustalonego € = ¢, warunek (6.100) nie jest spetniony. Oznacza to, ze zaburzo-
ny quasi-wiclomian (6.70) jest odpornie D-stabilny dla € = € _,, natomiast nie
Jest on odpornie D-stabilny dla € = g.

3. Przyjmujemy €., =€;_;. MozZemy tez zmniejszy¢ krok Ae i powtérzyé ob-
liczenia realizowane w kroku 2, przyjmujac € = €;_;.

Przy wyznaczaniu funkcji testujacej Fi(®) przy ustalonym € =¢€; przyjmu-
jemy kolejne dyskretne wartosci parametru ® >0 (wyznaczone z odpowiednio
matym krokiem) i dla kazdego ustalonego ® obliczamy F,(®w) ze wzoru (6.99).
Obliczenia mozemy przerwa¢, gdy obliczone wartosci tej funkcji staja si¢ ujemne
lub sa dodatnie i ustalajg si¢ na pewnym poziomie lub oscyluja wokoét niego. Przy
obliczeniach nalezy zwroci¢ uwagg na dobdér odpowiednio matego kroku Aw
w otoczeniu warto$ci minimalnej tej funkcji.

W przypadku badania odpornej stabilno$ci zaburzonego quasi-wielomianu
(6.70) (D jest otwarta lewa poélplaszczyzna) przy wyznaczaniu funkcji testujacej
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F,(w) mozna ograniczy¢ si¢ do rozpatrywania tylko unormowanych krawegdzio-

wych quasi-wielomianéw Charitonowa zamiast wszystkich unormowanych quasi-

-wielomianéw krawedziowych. Wynika to z rozwazan podanych w punkcie 6.1.

Przyklad 6.7. Niech D bedzie przesunigta otwarta lewa polptaszczyzna, ktorej

brzeg ma opis parametryczny f(®) =Y + jo, ® € Q =[0,0), gdzie y =0.2.
Nalezy zbada¢ odporna D-stabilno$¢ zaburzonego quasi-wielomianu

w(s,h,e) = wo(s,h) +w,(s,h,e), e€ E, (6.101)

gdzie
wo(s,h) = 5% +4s5+3+(3s+6) exp(~sh) + (055> +4)exp(-2sh) (6.102)

jest D-stabilnym quasi-wielomianem nominalnym, przy czym k=02, za$ quasi-
-wielomian zaburzen ma postac

2
w,(s,h,e) = esns” +ejps +egg + (€115 + €g) exp(—sh
e ( ) =e 108 + €po + (€115 +egy) exp(—sh) (6.103)

+ (82252 + egp ) exp(—2sh),

gdziec ey €[-€qu-€qx], przy czym qoo =001, g0 =004, qoo = 0.03,
qi1 = 0.03, qo1 = 0.06, qon = 0.005, qo2 = 0.04.

Ze wzoru (6.75) wynika, ze zaburzony quasi-wielomian (6.101) jest quasi-
-wielomianem zaburzonym typu neutralnego lub opdznionego dla dowolnego
e<g,, gdzie €, =a,y/gyo =100. Warunek €<g, =100 jest wigc prostym wa-
runkiem koniecznym odpornej D-stabilno$ci tego quasi-wielomianu.

Przyjmujac dyskretne wartoSci parametru o zmieniajace si¢ od 0 do 30 ze
zmiennym krokiem i obliczajac wartoéci funkcji K(w) ze wzoru (6.77) przy

f(0)=-02+ jo, otrzymamy wykres pokazany na rysunku 6.6a). Obliczajac
z kolei €; ze wzoru (6.76), otrzymamy €; = 82564. Dla o > 30 wartosci funkcji
K(®w) sa wigksze od €;. Z twierdzenia 6.2 wynika zatem, Ze zaburzony quasi-
~wielomian (6.101) jest odpornie D-stabilny dla kazdego ¢€€[0,€;), gdzie
€ = 8.2564.

Przyjmujac z kolei € =1 i wyznaczajac wartosci funkcji testujacej B(w) ze

wzoréw (6.88)-(6.90) (dla o zmieniajacego si¢ od 0 do 30 ze zmiennym krokiem)
otrzymamy wykres pokazany na rysunku 6.6b). Warto$¢ minimalna tej funkcji jest
réwna o = 08293. Dla ® > 30 wartosci funkcji testujacej B(m) sa wicksze od

0. =08293. Ze wzoru (6.91) mamy zatem €, =58575. Oznacza to, zgodnie
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z‘twierdzeniem 6.3, ze zaburzony quasi-wielomian (6.101) jest odpornie D-sta-
bilny dla kazdego € €[0,¢,), gdzie €, =58575.

100 a) : T ; ; :

K(»)

50

0 10 20 o 30

Rys. 6.6. Wykresy do przykladu 6.7: a) wykres funkeji K(w), b) wykres funkcji
testujacej B(w)

‘ Na podstawie lematu 6.7 mozemy wigc stwierdzi¢, ze zaburzony quasi-wielo-
mian (6.101) jest odpornie D-stabilny dla kazdego € €[0,€,,,,), gdzie €
= 8.2564.

Wyznaczymy teraz liczbg €=€p,, z dokladnoscia do jednego miejsca po
przecinku, stosujac metode funkcji testujacej F(®) oraz podana powyzej metode
postgpowania. '

Przyjmujac kolejne wartosci wspotczynnika skalujacego €, zmieniajace sie
od &€ =82 z krokiem 0.1, i wyznaczajac dla kazdej z nich funkcje testujaca Fe ()
otr.zymamy, ze warunek (6.100) jest spelniony dla €=100, przy czym
ggg F. (w) = F;(8.9458) = 05372, natomiast nie jest on spetiony dla €=10.1,

max — €1

przy czym gl;g Fe(0) = F;(89331) = —14858. Oznacza to, Zze zaburzony quasi-

-wielomian (6.101) jest odpornie D-stabilny dla €=10.0, natomiast nie jest on
odpornie D-stabilny dla € = 10.1.
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Przyjmujac €, =10 otrzymamy, Ze zaburzony quasi-wielomian (6.101)
jest odpornie D-stabilny dla ey; € [—Gy; .4k}, gdzie Gy =10qy;, tzn. gpo =01,
G1o =04, goo =03, g1 =03, Go; =06, Gop =005, G =04.

Zauwazmy, ze warto$¢ €., Wyznaczona na bazie metody funkcji testujacej
F;(w), jest o okoto 21% wigksza od wartosci wyznaczonej na bazie lematu 6.7.
Zostala ona jednak wyznaczona duzym nakfadem obliczen, wymagajacych wielo-
krotnego wyznaczania funkcji testujacej Fg(w) dla réznych, odpowiednio dobra-
nych, warto§ci wspotczynnika skalujacego €. ]

6.4. Odporna stabilno$¢ przedzialowego ukladu
regulacji automatycznej z jednym opdznieniem

Dany jest ukfad regulacji automatycznej, ztozony z szeregowego korektora
(regulatora) o transmitancji operatorowej
C(8) =wp(5) / weo(s)

i przedziatowego obiektu z jednym opéznieniem £ >0, objetych petla ujemnego
sprzezenia zwrotnego. Schemat blokowy rozpatrywanego uktadu jest pokazany na
rysunku 6.7.

(6.104)

(1) u(t) y(@)
WO o O o G a BT

Rys. 6.7. Schemat blokowy przedziatowego ukladu regulacji automatycznej
z op6znieniem
Przedzialowy obiekt bez opOznienia jest opisany rodzing transmitancji ope-
ratorowych

W(s, B) (6.105)

G(s,A,B)= )
WO(Ss A)
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gdzie przedziatowe rodziny wielomianéw licznika i mi i i
: w licznika i mianownika sa zdefi
B oo a niowane

Wi(s, B) = {w;(s,b): b € B}, (6.106)

Wo(s, A) = {wy(s,a):a € A}, (6.107)
przy czym

Wi(8,6) = byys™ + By, 5™ Abys + by, (6.108)

wo(s,@) = s" +a,_1s" 4. +ays+ ag, (6.109)

a =[ay,ay,...,a,_], b=1by,by,....b,], m<n, oraz

A={a:q;€la; ,a'), af <a,i=0]1,...,.n~1), (6.110)

B={b:by €lbg,b{1, by <bf,k=01,...,m). (6.111)

dre Z.Leu;';l]inzjesji‘slt Vc\il?;i)a;lur.l;ziznaga wart(?s'é wspéiczynnika przy najwyzszej pote-
¢ mianownika rodziny transmitancji operatorowych

G(s,A,B), 1. a,€la,,a,], O<a, <ay, to t¢ rodzing mozna sprowadzi¢ do
postaci okreslonej wzorami (6.105)-(6.111), dzielac przedziatowe wielomiany licz-
nika i mianownika przez liczbe przedzialows [a,, ,a; ]. Zasady dokonywania ope-

racji r;{a iiic.zbach przedzialowych sa podane w pracy [136] (patrz tez np. [20])
odzina quasi-wiclomiandéw charakterystycznych rozpat :
regulacji automatycznej ma postaé e cprirywanceo. uidads

W(s,h, A, B) = weo(s) Wy(s, A) + we1(s) W (s, B) exp(—sh). 6.112)

W dalszych rozwazaniach bedziemy przyjmowaé, ze n + n. 2m+m,, gdzie
e 1 m s3 to stopnie wielomianéw mianownika i licznika, odpowiednio, transmi-
tan.c_|11 operatorowej (6.104) korektora. Przy powyzszym zatoZeniu rodzina quasi-
-wielomianéw charakterystycznych (6.112) jest rodzin 6Zni
neatralnos ) ] 3 typu opodznionego lub

o Dowolny quasi-wielomian nalezacy do rodziny (6.112) mozna napisaé w po-
aci

w(s,h,a,b) = w.o(s)wy(s,a) + we1(8) wy (s,b) exp(—sh). (6.113)
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Wspétczynniki quasi-wielomianu (6.113) zaleza liniowo od niepewnych
wspbltczynnikéw wielomianow (6.108) i (6.109). Rodzina quasi-wielomian6w
charakterystycznych (6.112) jest wigc rodzina o wspolczynnikach liniowo zalez-
nych od niepewnych parametréw. W pewnych przypadkach szczegélnych, np. gdy
C(s)=K, lub C(s) = K, / s, jest ona quasi-wielomianem przedziatowym.

Oznaczmy przez w(o)(s, h) = w(s,h,ag,by) asymptotycznie stabilny quasi-
-wielomian nominalny rodziny (6.112).

6.4.1. Odporna stabilnosé przy ustalonej wielkosci opdinienia

Do badania odporne;j stabilnoéci (i takze D-stabilno$ci) rozpatrywanego ukta-
du regulacji automatycznej (rodziny quasi-wielomianéw charakterystycznych
(6.112)) przy znanej wartoci opoznienia h mozna stosowa¢ metody podane
w punktach 4.3 i 4.5. Natomiast do badania odpornej stabilnosci niezaleznie od
wielkosci opoznienia mozha stosowaé metody podane w punkcie 5.2. Stosowanie
tych metod wymaga znajomosci quasi-wielomianow wierzchotkowych 1 kraweg-
dziowych, odpowiadajacych poszczegdlnym wierzchotkom i krawgdziom, odpo-
wiednio, zbioru wartosci A X B niepewnych wspotczynnikow. Zbior ten jest l-wy-
miarowym hiperprostopadlo$cianem, gdzie [=n+m+ 1. Ma on K=2' wierz-
chotkowi L= 1t krawedzi.

Ponizej pokazemy, analizujac strukturg zbioru wartosci rodziny quasi-wielo-
miandéw (6.112), ze znajomo$§¢ wszystkich quasi-wielomianow wierzchotkowych
i krawedziowych nie jest konieczna przy badaniu odpornej stabilnosci rozpatry-
wanego ukladu regulacji automatyczne;j.

Oznaczmy przez wfk)(s) (k=1,....4) oraz w(()l)(s) (i=1,...,4) wielomiany
Charitonowa stowarzyszone z wielomianami przedzialowymi (6.106) oraz (6.107),
odpowiednio. Tworzy sig je w sposob podany w Dodatku A. Ponadto, przez

G ()= () 1w (), i k=1...4, 6.114)

oznaczmy transmitancje operatorowe szesnastu obiektow, ktore bedziemy nazywac
obiektami Charitonowa stowarzyszonymi z obiektem przedziatowym (6.105).
Quasi-wielomiany charakterystyczne szesnastu ukladéw regulacji automa-
tycznej z opdznieniem, o schemacie blokowym jak na rysunku 6.7, przy zastapie-
niu obiektu przedziatowego (6.105) obiektami Charitonowa (6.114), maja postac
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” . B
wE (s,h) = Wweo (WS (5) + wey (s)w® (s) e, (6.115)
gdzie i,k =1,....4.

, Qua;i-wielomiany (?harakterystyczne majace postaé (6.115) begdziemy nazy-
waé quasi-wielomianami Charitonowa stowarzyszonymi z rozpatrywanym prze-

dzialowym ukltadem regulacji automatycznej (rodzina quasi-wielomianéw charak-
terystycznych (6.112)).

Dla kazdego ustalonego ® >0 zbiory wartosci wy(jw,A) i wy(jo, B) ro-
dzin Wlelgmianéw (6.1(?7) 1 (6.106), odpowiednio, sa na plaszczyznie zmiennej
ze§polonej prqstokqtaml o bokach réwnoleglych do osi ukladu wspétrzednych.
Wierzcholkami prostokata wy(jw, A) sa wartosci dla s = jo czterech wielomia-
néw Charitonowa w(()')(s) (i =1,...,4), za$ wierzchotkami prostokata w(jw,B) sa

wartoéci dla s = jo wielomianéw Charitonowa wl(k)(s) (k =1,....4). Krawedzie

ty}ch prostc?kqtéw sg zbiorami wartosci nastgpujacych krawedziowych wielomia-
néw Charitonowa, stowarzyszonych z wielomianami przedzialowymi (6.107)
i (6.106), odpowiednio,

P67 (5.0 = 1= Mw§ () + ) (5), e A=[0,1], (6.116)

P (5,00 = 1= 1w () + D (s), e A=10,1], (6.117)

gdzie (k,i)=(1,3),(3,2),(2,4),(4,1), zgodnie z podana w Dodatku A numeracja
wielomianéw Charitonowa,

Oznaczmy przez wy(jo,A) prostokat, ktéry otrzymuje sig ,,mnozac” prosto-
kat Charitonowa wq(jw,A) przez liczbg zespolona w,o(j®), natomiast przez
wi(jo, B) oznaczmy prostokat, ktory otrzymuje sie ,,mnozac” prostokat Charito-
nowa wy(jo, B) przez liczbg zespolong w,q(jo)exp(— jwh).

zZ po.v,vstzych 1fozwa2a1'1 oraz z punktu 6.1 wynika, ze dla kazdego ustalonego
® =0 zbidr warto$ci w(jw,h, A, B) rodziny quasi-wielomianéw (6.112) jest suma
o$miu prostokatow:
® czterech prostokatéw, ktore otrzymuje sie dodajac prostokat w,(jw, B) do kaz-

dego z wierzchotkéw prostokata wy(jo, A),
* czterech prostokatow, ktére otrzymuje sig dodajac prostokat wy(jw, A) do kaz-
dego z wierzcholkow prostokata w; (jo, B).
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Wierzchotkami wyzej wymienionych prostokatow sa wartosci dla s = jo
quasi-wielomianéw Charitonowa majacych posta¢ (6.115) (patrz przyl_dad 6.2).
Krawgdziom tych prostokatéw odpowiadaja krawgdziowe quasi-wielomiany Cha-
ritonowa

PP (50,0 = weg () p7 (5.0 + wer () wi) ()™, (6.118)

P{PE (5,1 0) = weo (9w () + wer ()P (s. 1) €™, (6.119)

gdzie Ae A=[0,1], i=1...4, (k.,r)=(13),(3,2),(2,4),(4,1), za§ krawedziowe
wielomiany Charitonowa maja postaci (6.116) 1 (6.117). .

Uwzgledniajac (6.115)-(6.117), wzory (6.118) i (6.119) napiszemy w réwno-
waznych postaciach

pSED (5,0 = (1= MWD (5, 1) + "D (5,h), he A, (6.118a)

pHED (5,10 = A= WwER (s, 1) + 2 (s,h), Ae A, (6.119)

gdZie l = 1,... ,4, (k, r) = (193)1 (3’2)9 (294), (4’1)'
W przypadku ogdlnym zbidr wartosci w(jo,h, A, B) jest dla kazdego ustalo-
nego =0 oé$miokatem na plaszczyznie zmiennej zespolonej. Kazdemu wierz-

cholkowi tego o$miokata odpowiada wartos$¢ w(i’k)( Jjo,h) jednego z szesnastu

quasi-wielomianéw Charitonowa wl ’k)(s,h) majacych posta¢ (6.115). Natomiast
kazda krawedzZ tego osmiokata jest zbiorem wartosci jednego z 32 krawgdziowych
quasi-wielomianéw Charitonowa (6.118), (6.119). Wobec tego, wyznanaqu przy
ustalonym ® >0 zbiory wartoéci wszystkich krawedziowych quasi-wielomianéw
Charitonowa (6.118) i (6.119), otrzymamy na plaszczyZznie zmiennej zespolonej 32
odcinki linii prostych. Tworza one wypukly wielobok, bedacy zbiorem wartosci
rodziny quasi-wielomianéw (6.112). Zewngtrzne odcinki z wyznaczonego zbioru
odcinkéw sg bokami tego zbioru.

Podany powyzej sposdb wyznaczania zbioru wartosci rodziny quasi-wielo-
mianéw (6.112) mozna wykorzysta¢ do bezposredniego sprawdzenia warunku
wykluczenia zera

0¢ w(jm,h,A,B), Vo 20. (6.120)
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Przyklad 6.8. Dany jest przedziatowy uklad regulacji automatycznej, o schemacie
blokowym pokazanym na rysunku 6.7, gdzie h =05, a przedziatowy obiekt bez
opdznienia jest opisany transmitancja przedziatowa (6.105)-(6.107), gdzie

wy(5,b) = bys® +bys +b, (6.121)
przy czym b, €[3,5], by €[2,4], by €[1,2], oraz
wy(s.a) = 5 +a2s2 +as +ag, (6.122)

przy czym a; €[4,6], a; €[5,7], ag €[7,9].

Stosujac metodg bezposredniego sprawdzenia warunku wykluczenia zera
(6.120) nalezy zbada¢ odporna stabilno$é rozpatrywanego uktadu regulacji auto-
matycznej bez korektora (tj. przy C(s) =1) oraz z korektorem o transmitancji ope-
ratorowej C(s)=1/(s+1).

Rodzina quasi-wielomianéw charakterystycznych rozpatrywanego ukladu
regulacji automatycznej bez korektora ma postaé

W(s,h, A, B) =Wy(s, A) + W, (s, B) exp(-sh). (6.123)

Latwo sprawdzi¢, ze dla rodziny quasi-wielomianow (6.123) warunek wyklu-
czenia zera (6.120) nie jest speliony np. dla ® =45. Oznacza to, ze rodzina
quasi-wielomianéw (6.123) nie jest odpornie stabilna. Rozpatrywany uklad regula-
cji automatycznej bez korektora nie jest wigc odpornie stabilny.

Zbadamy teraz odporng stabilno$¢ rozpatrywanego ukladu regulacji automa-
tycznej z korektorem o transmitancji operatorowej C(s)=1/(s+1). Rodzina qu- ,

asi-wielomian6w charakterystycznych tego uktadu ma postaé
W(s,h, A, B) = (s + DW, (s, A) + Wi (s, B) exp(—sh). (6.124)
Potozenia zbioru wartodci w(jw,h, A, B) rodziny quasi-wielomianéw cha-
rakterystycznych (6.124) na plaszczyznie zmiennej zespolonej sa pokazane na
rysunku 6.8. Zostaly one wyznaczone dla wartosci parametru ®, zmieniajacych sie
od 0 do 3 z krokiem 0.5. Dla ® > 3 zbiér wartosci oddala sie od poczatku uktadu

wspbirzednych. Na rysunku 6.8 jest tez pokazana poczatkowa czesé hodografu
Michajtowa (linia krzywa) quasi-wielomianu nominalnego

w(® (5,h) = (s +1)(s> +55% +65+8) + (45 + 35 + 15 exp(-sh), (6.125)

wyznaczona dla @ zmieniajacego sie od 0 do 3.2 z krokiem 0.1.
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Rys. 6.8. Potozenia zbioru wartosci rodziny quasi-wielomianow charakterystycznych (6.124)

Przy rosnacych warto$ciach parametru @ 2 0 hodograf Michajlowa przec‘ho-
dzi w kierunku matematycznie dodatnim przez cztery ¢wiartki ptaszczyzny zmien-
nej zespolonej. Na podstawie twierdzenia 2.3 mozemy wigc stwierdzi¢, ze quasi-
-wielomian nominalny (6.125) jest asymptotycznie stabilny. ‘

Z rysunku 6.8 wynika, Ze warunek wykluczenia zera (6.120) jest speimopy
dla rodziny quasi-wielomianow (6.124). Na podstawie lematu 3.2 mozemy wigce
stwierdzié, ze ta rodzina quasi-wielomianow jest odpornie stabilna. Rozpatrywa.my
przedziatowy uktad regulacji automatycznej z korektorem C(s)=1/(s+1) jest

wiec odpornie stabilny. u
Twierdzenie 6.4. Przedzialowy uktad regulacji automatycznej z opéinieniem
o schemacie blokowym pokazanym na rysunku 6.7 jest odpornifa stabﬂny wtedy
i tylko wtedy, gdy sa odpornie stabilne 32 krawedziowe quasi-wielomiany Chari-
tonowa majace postac (6.118) i (6.119).

Dowéd. Z powyzszych rozwazaf wynika, Ze dla dowolnego ustalonego ® =0
kazda krawedz zbioru wartosci w(jo,h, A, B) jest zbiorem warto$ci jednego z 32

krawedziowych quasi-wielomianéw Charitonowa, ktore maja(. postaci (6..1!8)
i (6.119). Tezg twierdzenia mozemy wiec udowodni¢ postgpujac podobnie jak
w dowodzie twierdzenia krawgdziowego 4.6. =
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Z twierdzenia 6.4 wynika, Ze badajac odporna stabilno$¢ przedzialowego
ukfadu regulacji automatycznej mozna ograniczy¢ si¢ do badania odpornej stabil-
nosct 32 krawedziowych quasi-wielomianéow Charitonowa, majacych postaé
(6.118) i (6.119). Znajomos§¢ wszystkich quasi-wielomianéw krawgdziowych ro-
dziny quasi-wielomianéw (6.112), ktdrych jest L= 121, gdzie | =n+m+1, nie
jest konieczna.

Zauwazmy, ze liczba krawgdziowych quasi-wielomianéw Charitonowa jest
niezalezna od stopni wielomianéw (6.108) i (6.109) oraz od liczby niepewnych
wspotczynnikow tych wielomianow.

W przypadku przedziatowego ukladu regulacji automatycznej bez op6znienia,
tj. przy h =0, taki sam rezultat zostat udowodniony w pracy [66] (patrz tez np. [8,
10, 18]). Zostat on wykorzystany w pracach [8, 9, 34] do syntezy stabilizujacego
korektora pierwszego rzedu.

Do badania odpornej stabilnosci poszczegélnych krawgdziowych quasi-
-wielomianéw Charitonowa mozna stosowaé¢ metody podane w punkcie 4.2. Na-
tomiast do jednoczesnego badania odpornej stabilnosci wszystkich krawgdziowych
quasi-wielomianéw Charitonowa (6.118) i (6.119) mozna stosowa¢ metody funkcji
testujacych, podane w punkcie 4.3.4.

Na bazie metody funkcji testujacej F(m) udowodnimy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 6.5. Niech quasi-wielomian nominalny w(o)(s,h) rodziny quasi-

-wielomianéw (6.112) bedzie asymptotycznie stabilny. Przedzialowy uklad regula-
cji automatycznej, o schemacie blokowym pokazanym na rysunku 6.7, jest odpor-
nie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

F,(0) >0, Yo 20, (6.126)
gdzie
F(w) = - max{¢g(w),d; ()}, (6.127)
0o(©) = max |arg 5D (jo,h) —arg 570 oo, h), (6.128)
i,(r,k)
—_ "'(l:k) ; "‘(ivr) f
0;(w) = max |arg W\’ (jo,h) —argw"" (jo, k)|, (6.129)
i,(r.k
w0 (5,1 = whE (5,h) 1 W (5, ), (6.130)
239



M. Bustowicz

6. Odporna stabilnosé quasi-wielomianow przedzialowych

przy czym wl-k )(s,h) sa to quasi-wiclomiany Charitonowa majace postaé
(6.115), argz € [-x, 1), za$§ maksimum we wzorach (6.128) 1 (6.129) liczy si¢ dla
i=1..4, (k,r)=(13), (3,2),(24),(4,]).

Dowéd. Wezmy pod uwage unormowane quasi-wielomiany Charitonowa majace
postaé (6.130). Z rozwazan podanych w punkcie 4.2 wynika, Zze krawegdziowe
quasi-wielomiany Charitonowa (6.118a) sa odpornie stabilne wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego o =0 jest spetniona nieréwnos¢ 7 — ¢g(w) >0, gdzie ¢pp(®w) ma
postaé (6.128). Natomiast krawedziowe quasi-wielomiany Charitonowa (6.119a) sa
odpornie stabilne wtedy i tylko wtedy, gdy m—0;(w)>0, Vo =0, gdzie ¢;(w)
ma postac (6.129).

Krawedziowe quasi-wielomiany Charitonowa (6.118a) i (6.119a) sa wigc jed-
nocze$nie odpornie stabilne wtedy i tylko wtedy, gdy jest spelniona nieréwno$é
(6.126). Dowdd twierdzenia wynika zatem z twierdzenia 6.4. ]

Zauwazmy, ze kazdy z 16 krawedziowych quasi-wielomianow Charitonowa
majacych postaé (6.118) jest quasi-wielomianem charakterystycznym fikcyjnego
uktadu regulacji automatycznej, zltozonego z szeregowego korektora (6.104)
i obiektu opisanego jedna z rodzin transmitancji operatorowych

w (5) exp(—sh)
A= wS () +aw§? (s)

A eA=[0,1], (6.131)

gdzie i=1,....4, (k,r)=(13),(3,2),(2,4),(4,1), objetych petla ujemnego sprzgze-
nia zwrotnego. Schemat blokowy takiego ukiadu ma posta¢ jak na rysunku 6.7,
przy zastapieniu rodziny transmitancji operatorowych G(s, A, B) e rodzina
transmitancji (6.131).

Podobnie, kazdy z 16 krawgdziowych quasi-wielomianéw Charitonowa majg-
cych postaé (6.119) jest quasi-wielomianem charakterystycznym fikcyjnego uktadu

regulacji automatycznej, ztozonego z szeregowego korektora (6.104) i obiektu
opisanego jedna z rodzin transmitancji operatorowych

1A= 2w (5) + A" ()] exp(~sh)

D , Ae A=[0,1], (6.132)
w9 (s)

gdzie i =1,....4, (k,r)=(13),(3,2),(2,4),(4,1), objetych petla ujemnego sprz¢ze-
nia zwrotnego.
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Z powyzszych rozwazan i twierdzenia 6.4 wynika wiec, Ze szeregowy korek-
tor (6.104) odpornie stabilizuje przedzialowy obiekt opisany rodzina transmitancji
operatorowych G(s,A,B)e_Sh wtedy i tylko wtedy, gdy stabilizuje on odpornie 16
rodzin obiektow opisanych transmitancja operatorowa (6.131) i 16 rodzin obiek-
téw opisanych transmitancja operatorowa (6.132).

W przypadku szczegdlnym ukladu regulacji automatycznej z korektorem
o transmitancji operatorowej C(s)=K /s, rodzina quasi-wielomianéw charakte-

rystycznych (6.122) przyjmuje posta¢
W(s,h, A, B) = s Wy(s, A) + K, Wi (s, B) exp(—sh). (6.133)

Jest ona quasi-wielomianem przedzialowym.

Lemat 6.8. Przedziatowy uklad regulacji automatycznej z opdznieniem, o schema-
cie blokowym pokazanym na rysunku 6.7 przy C(s)=K, /s, jest odpornie stabil-
ny wtedy i tylko wtedy, gdy sa asymptotycznie stabilne quasi-wielomiany Charito-
nowa (6.115) przy weo(s)=s, we(s)=K, isa odpornie stabilne krawgdziowe

quasi-wielomiany Charitonowa (6.118a).

Dowéd. Dowdd wynika z lematu 6.1 zastosowanego do quasi-wielomianu prze-

dziatowego (6.133). ]
Z lematu 6.8 wynika, ze jezeli C(s) = K, /5, to przy badaniu odpornej sta-

bilnoéci przedzialowego ukladu regulacji automatycznej z opdZnieniem nie jest
konieczne badanie odpornej stabilno$ci krawgdziowych quasi-wielomianéw Cha-
ritonowa majacych posta¢ (6.119a). Podobny rezultat zostat podany w pracy [61]
w przypadku, gdy C(s) = K),.

Uwzgledniajac rozwazania podane w punkcie 6.2, warunki lematu 6.8 mozna
uproécié w pewnych przypadkach szczegélnych, kiedy to albo rodzina wielomia-
néw licznika (6.106) albo rodzina wielomianéw mianownika (6.107) transmitancji
operatorowej (6.105) redukuje si¢ do wielomianu o doktadnie znanych wspotczyn-
nikach.

Lemat 6.9. Przedzialowy uktad regulacji automatycznej z op6Znieniem o schema-
cie blokowym pokazanym na rysunku 6.7, w ktérym C(s) =K, /s, a obiekt jest

opisany rodzing transmitancji operatorowych

G(s,B) = —V%)-e”Sh, (6.134)
0
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gdzie przedziatowa rodzina wielomianow licznika ma postaé'(6.106), a mianownik
jest wielomianem o dokladnie znanych wspolczynnikach, jest od.pormé stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy sa asymptotycznie stabilne cztery quasi-wielomiany Cha-
ritonowa

w (s, 1) = swo(s) + pr{")(s)e‘sh, k=1,..4 (6.135)

przy czym wfk) (s) (k=1,....4) sa to wiclomiany Charitonowa stowarzyszone
z wielomianem przedziatowym W (s, B).

Dowod. Funkcja charakterystyczng rozpatrywanego ukladu jest quasi-wielomian
przedziatowy W(s,h,B) = swo(s) + KpWI (s, B)e—Sh. Z lematu 6.2 przy m=r=1
wynika, Ze jest on odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa odpornie stabilne

cztery quasi-wielomiany Charitonowa (6.135) z nim stowarzyszone. L §

Lemat 6.10. Przedzialowy uktad regulacji automatycznej z op6znieniem o sc‘he-
macie blokowym pokazanym na rysunku 6.7, w ktérym C(s)=K,/s, a obiekt

jest opisany rodzina transmitancji operatorowych

Ges. Ay = —8)_ sk (6.136)

Wy (s, A)

gdzie licznik jest wielomianem o dokladnie znanych wspdtczynnikach, a prze-
dziatowa rodzina wielomianéw mianownika ma posta¢ (6.107), jest odpornie sta-
bilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa odpornie stabilne cztery krawedziowe quasi-
-wielomiany Charitonowa

PS8 (5,1, h) = (1= 2)sw) (5) + Aswl () + K pwa (s)e ™™, (6.137)

gdzie A e A=[0,1], w(()i) (s) (i=1,...,4) sato wiclomiany Charitonowa stowarzy-

szone z wielomianem przedziatowym W(s, A), za$ (k,i) = (1,3),(3,2),(2,4),(4,1).

Dowéd. Funkcja charakterystyczng rozpatrywanego ukladu regulacji automatycz-
nej jest quasi-wielomian przedziatowy

W(s,h, &) = sWo(s, A) + Kpwy (s)e ™. (6.138)
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Z lematu 6.2 przy m=1 i r=0 wynika, ze quasi-wielomian przedzialowy
(6.138) jest odpomnie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa odpornie stabilne cztery
krawegdziowe quasi-wielomiany Charitonowa majace posta¢ (6.137). |

6.4.2. Odporna stabilnosé niezaleinie od wielkosci opoinienia

Do badania odpornej stabilno$ci niezaleznie od wielkosci op6znienia prze-
dziatowego uktadu regulacji automatycznej z opdznieniem, o schemacie blokowym
pokazanym na rysunku 6.7, mozna stosowa¢ metody podane w punkcie 5.2
(w przypadku ogélnym, gdy rodzina quasi-wielomiandéw (6.112) ma wspdiczynni-
ki liniowo zalezne od niepewnych parametréw) lub metody podane w punkcie 5.1
(gdy rodzina quasi-wielomianéw (6.112) jest quasi-wielomianem przedzialowym).

Wrykorzystujac podejécie zastosowane w pracy [61] przy C(s)=K,, podamy

ponizej prosty warunek dostateczny odpornej stabilno$ci niezaleznie od wielkoS$ci
opo6znienia przedziatowego uktadu regulacji automatycznej z opdznieniem.

Z rozwazan podanych w punktach 5.1 i 5.2 wynika, Ze odporna stabilnos¢
rodziny quasi-wielomiandéw

Weo(s, A) = weo(s) Wy (s, A) (6.139)

jest warunkiem koniecznym odpornej stabilnoéci niezaleznie od wielkosci op6z-
nienia rodziny quasi-wielomianéw charakterystycznych (6.112). Oznacza to, ze
aby rozpatrywany uklad regulacji automatycznej z opéznieniem byl odpornie sta-
bilny niezaleznie od wielko$ci opéznienia, musi by¢ odpornie stabilny ukiad
otwarty. Jest on odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy korektor jest asymp-
totycznie stabilny i jest odpornie stabilny przedzialowy obiekt (6.105).

Z twierdzenia Charitonowa A.l wynika, ze przedziatowy obiekt (6.105) jest
odporie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa asymptotycznie stabilne cztery qu-

asi-wielomiany Charitonowa w(()i)(s) (i=1,...,4), stowarzyszone z wielomianem
przedziatowym (6.107).

Twierdzenie 6.6. Zat6zmy, ze uklad otwarty jest odpornie stabilny. Przedzialowy
uktad regulacji automatycznej, o schemacie blokowym pokazanym na rysunku 6.7,

jest odpornie stabilny niezaleznie od wielko$ci opdznienia, jezeli jest spetniona
nieréwno$¢

max|C(jo)|<1/u, (6.140)
=0
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gdzie C(s) jest transmitancja operatorowa asymptotycznie stabilnego korektora,

w= m%x”G,-k l.. ik=1..4, (6.141)
i,

za$
|Gt .. = suplGi (jo) (6.142)
[0}

oznacza norm¢ H® transmitancji Gy (s), gdzie Gy (s), i,k =1,...4, sato trans-
mitancje operatorowe (o postaci (6.114)) 16 obiektéw Charitonowa stowarzyszo-
nych z obiektem przedzialowym (6.105).

Dowéd. Dia rodziny quasi-wielomianow (6.112) funkcje testujaca ®(w), zdefi-
niowana wzorem (5.61), mozna napisa¢ w postaci

O(w)=1- max |C(jm)G(jo,a,b)| (6.143)
acA,beB
Warunek ®(®) >0, Yo =0, jest wigc spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy
max |C(jo)G(jo,a,b)|<1, Vo >0. (6.144)
acA,beB

Warunek (6.144) jest spelniony, jezeli dla wszystkich a€ A i b€ B jest
spetiona nier6wnosé

max|C(jm)| ‘max]G(j(n,a,b)| <1l (6.145)
w20 =0

Stosujac notacj¢ normy H°°, warunek (6.145) napiszemy w postaci
max|C(jo)| max |G(.a,b)|_ <1 (6.146)
®=0 acA,beB

Poniewaz dla przedziatowej rodziny obiektow (6.105) zachodzi zalezno$c¢
(np. [8, 10])

max |G(.a,b)| = max|Gy|_, ik=1..4, (6.147)
acA,beB ik

warunek (6.146) jest rownowazny z warunkiem (6.140), co konczy dowdd twier-
dzenia. -
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Zauwazmy, ze jezeli jest spetniona nierdwnosé (6.140), to ®(w) >0 dla kaz-
dego ® 2 0. Oznacza to, ze wtedy tez jest spetniona nieréwnosé @, > 0. Zgodnie

z rozwazaniami podanymi w rozdziale 5 oraz w punkcie 2.3.3, jest ona warunkiem
koniecznym i wystarczajacym odpornej stabilnosci rodziny cztonow dominujacych
stowarzyszonej z rodzing quasi-wielomianow charakterystycznych rozpatrywanego
przedzialowego uktadu regulacji automatycznej.

Przyklad. 6.9. Na podstawie warunku dostatecznego (6.140) nalezy okresli, jakie
warunki musi spefnia¢ szeregowy asymptotycznie stabilny korektor, aby prze-
dziatowy uklad regulacji automatycznej, rozpatrywany w przykladzie 6.8, byt od-
pornie stabilny niezaleznie od wielko$ci op6znienia h.

Latwo sprawdzi¢, stosujac np. twierdzenie Charitonowa A.1, ze przedziatlowy
wielomian charakterystyczny (6.122) obiektu regulacji jest odpornie stabilny. Wa-
runek konieczny odpornej stabilnosci niezaleznie od wielkodci opdZnienia jest
wigc spetniony.

Wyznaczajac transmitancje operatorowe (6.114) szesnastu obiektéw Charito-
nowa, stowarzyszonych z rozpatrywanym przedzialowym obiektem bez opoznie-

nia, oraz obliczajac ich normy H®, na podstawie wzoru (6.141) otrzymamy
u = max]|Gy [ =3.4200.
ik

Z twierdzenia 6.6 wynika, Ze jezeli jest speniony warunek

max|C(jw)| < 1/p = 02924, (6.148)
®20

to rozpatrywany przedzialowy uklad regulacji automatyczne;j jest odpornie stabilny
niezaleznie od wielko$ci opdznienia.

Latwo pokaza¢, ze warunek (6.148) jest spetniony np. dla prostych korektorow
0 nastgpujacych transmitancjach operatorowych (o dodatnich wspotczynnikach):
e Co=K,, K,<02924,

. C(s)=Kp/(s+a), Kp/a<0.2924,
* C()=K,(s+2)/(s+p), max{K,z/p, K,} <02924. n

Z powyzszych rozwazafh oraz z punktu 5.2 wynika, ze aby przedziatowy
uktad regulacji automatycznej z opéznieniem byt odpornie stabilny niezaleznie od
wielkosci opdznienia, musza by¢ spelnione sa dwa wymagania: uktad otwarty musi
by¢ asymptotycznie stabilny, za§ wzmocnienie w uktadzie otwartym musi by¢
odpowiednio mate. Jezeli sa one spelnione, to w rozpatrywanym ukladzie wyste-
puje duzy uchyb ustalony przy wymuszeniu skokowym.
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Aby zmniejszy¢ uchyb ustalony albo go wyzerowaé, nalezy albo zwigkszy¢
wspbtczynnik wzmocnienia w ukladzie otwartym, albo wprowadzic": SZETregowo
z przedzialowym obiektem czton catkujacy idealny. Jednakze w takich przypad-
kach uklad zamknigty przestaje by¢ odpornie stabilny niezaleznie od wielkosci
opoznienia. Moze on by¢ odpornie stabilny tylko dla okre$lonych warto$ci opoz-
nienia.

6.4.3. Odporna stabilno$é przy niedokladnie znanej wielkosci opoinienia

Rozpatrzymy problem badania odpornej stabilnoéci przedzialowego uktadu
regulacji automatycznej (o schemacie blokowym pokazanym na rysunku 6.7), kt6-
rego rodzina quasi-wielomianow charakterystycznych ma posta{: (6.112), W przy-
padku, gdy wielko§¢ opdznienia h nie jest dokladnie znana. Wiemy natomiast, ze
heH=[h",h"], gdzie 0<h™ <h™.

Rodzina quasi-wielomianow (6.112) jest rodzina typu neutralnego, jezeli jest
spelniony warunek n+n, =m+m;, gdzie n i m oraz n; i m, sa to, odpowied-
nio, stopnie wielomianéw mianownika i licznika transmitancji operatorowej
(6.105) obiektu oraz transmitancji operatorowej (6.104) korektora.

Oznaczmy przez c,, Oraz d"c wspblezynniki przy najwyzszych potegach
zmiennej s wielomianéw mianownika oraz licznika transmitancji operatorowej

(6.104) korektora. .

Uwzgledniajac rozwazania podane w punkcie 2.2 oraz wzory (6.108)
i (6.109), rodzing cztondéw dominujacych rodziny quasi-wielomianéw (6.112) typu
neutralnego napiszemy w postaci

A(2) = bty 2+ s b € bl (6.149)

Jezeli wartos¢ wspolczynnika b, jest ustalona, to czlon dominujacy A(z)

jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy jest speiniony waruqek
(2.19), czyli gdy Ic,,cl>|bmdnc|. Ta nierd6wno$¢ jest spelniona dla wszystkich

b,, €lb,, b1, wtedy i tylko wtedy, gdy
|cn, |> max{|bpdy | \bdy |} (6.150)

Nierownoéé (6.150) jest wigc warunkiem koniecznym i wystarczaj.a‘cym od-
pornej stabilnosci rodziny czlonow dominujacych (6.149). Jest ona tez prostym
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warunkiem koniecznym odpornej stabilno$ci rodziny quasi-wielomianow (6.112)
(rozpatrywanego przedziatlowego uktadu regulacji automatycznej) typu neutralne-
go. W dalszych rozwazaniach bedziemy przyjmowaé, ze warunek (6.150) jest
speliony.

Rozpatrywany przedzialowy uklad regulacji automatycznej jest odpornie
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy warunki twierdzenia 6.4 sa speinione dla kazde-
go heH, tzn. gdy krawedziowe quasi-wielomiany Charitonowa (6.118a)

i (6.119a) sa odpornie stabilne dla kazdego € H. Warunkiem koniecznym ich
odpornej stabilno$ci jest asymptotyczna stabilno$¢ dla kazdego h € H wszystkich
quasi-wielomianéw Charitonowa majacych posta¢ (6.115).

Oznaczmy przez

H.= (1 Hy ' (6.151)
j 4

zbidr warto$ci opdznienia, dla ktorych wszystkie quasi-wielomiany Charitonowa
(6.115) sa jednocze$nie asymptotycznie stabilne, przy czym H;, jest zbiorem
wartoéci opoOznienia, dla ktorych jest asymptotycznie stabilny quasi-wielomian
Charitonowa w(+* )(s, h). Zbiér H; mozna wyznaczy¢ stosujac metodg h-podzia-
hu podana w punkcie 2.3.4.

Jezeli zbioér H, jest zbiorem pustym, to rozpatrywany przedzialowy uklad
regulacji automatycznej nie jest odpornie stabilny. Jezeli natomiast zbiér H_. nie
jest zbiorem pustym, to H € H,. jest warunkiem koniecznym odporne;j stabilnosci
rozpatrywanego ukltadu regulacji automatyczne;j.

Uogodlniajac twierdzenie 6.5 na przypadek niedokladnie znanego opoznienia &
otrzymamy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 6.7. Niech quasi-wielomian nominalny w©® (s,h) rodziny quasi-

-wielomianéw (6.112) bedzie asymptotycznie stabilny dla kazdego h e H. Prze-
dziatowy uklad regulacji automatycznej, o schemacie blokowym pokazanym na
rysunku 6.7, jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

F(h)>0, VheH, (6.152)
gdzie
F(h) = min F,,(w), (6.153)
20

za$ dla kazdego ustalonego h € H funkcjg testujaca F;, () oblicza si¢ ze wzoréw
(6.127)-(6.129). [
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Przy komputerowym wyznaczaniu funkcji testujacej (6.153) nalezy postgpo-

waé w ten sam sposob (podany w punkcie 6.2.1) jak przy wyznaczaniu funkcji
testujacej (6.51).
Przyklad. 6.10. Nalezy wyznaczy¢ wartosci opdznienia k, dla ktérych jest odpor-
nie stabilny przedziatowy uklad regulacji automatycznej, rozpatrywany w przykta-
dzie 6.8 w przypadku, gdy szeregowy korektor ma transmitancje operatorowa
C(s)=1/s(s+1).

Rodzing quasi-wielomianéw charakterystycznych rozpatrywanego uktadu
regulacji automatycznej, typu op6Znionego, mozna napisa¢ w postaci

W(s,h, A, B) = s(s + DWy(s, A) + W, (s, B) exp(—sh). (6.154)

gdzie wielomiany przedzialowe W(s, B) i Wy(s,A) sa zdefiniowane wzorami

(6.106) i (6.121) oraz (6.107) i (6.122), odpowiednio.

Poniewaz uklad otwarty, ktérego rodzina wielomianéw charakterystycznych
ma postaé s(s+1)Wy(s,A), nie jest odpornie stabilny, rozpatrywany uklad za-
mkniety nie moze by¢ odpornie stabilny niezaleznie od wielko$ci op6znienia. Mo-
ze on byé natomiast odpornie stabilny dla okre$lonych warto$ci op6znienia.

Wyznaczajac quasi-wielomiany Charitonowa (6.115), stowarzyszone z rodzi-
na quasi-wielomianow (6.154) i obliczajac na bazie metody h-podziatu przedzialy
Hy, i,k =1,...4, wartosci opéznienia, dla ktorych sa one asymptotycznie stabil-
ne, ze wzoru (6.151) otrzymamy H, = Hy3 =[0,05589). Zbiér H, jest wigc prze-
dziatem warto$ci opdznienia, dla ktorych jest asymptotycznie stabilny quasi-wielo-
mian Charitonowa

w3 (s,h) = (s+ 1)(s4 +4s° +55% + 9s) + (5s2 +4s5+ l)e—Sh. (6.155)

Wykres funkcji testujacej F(h), stowarzyszonej z rodzina quasi-wielomia-

néw (6.154), jest pokazany na rysunku 6.9. Zostal on wyznaczony w sposob poda-
ny w twierdzeniu 6.7 (z uwzglednieniem metody postgpowania opisanej w punkcie
6.2.1) dla wartoéci opdznienia h zmieniajacych sig od 0 do 0.55 z krokiem 0.01
i od 0.551 do 0.559 z krokiem 0.001. Koncowe wartosci funkcji testujacej F(h)

sa nastgpujace: F(0558) =03753, F(0559)= -2.8998. Obliczenie wartosci
opbznienia h, nalezacej do przedziatu [0.558,0559], dla ktorej funkcja testujaca
F(h) osiaga warto§¢ zerowa, jest bardzo trudne ze wzgledu na skokowa zmiang
funkcji testujacej F(h) w otoczeniu tej wartosci.
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0 0.1 0.2 0.3 Ot4 OI.5 0.6

Rys. 6.9. Wykres funkgcji testujacej F(h)

Dla kazdego ustalonego h funkcja testujaca Fj,(®w) byta obliczana ze wzordw

(6.'127)-(6.129) przy  zmieniajacym si¢ od 0 do 1.75 ze zmiennym krokiem. Dla
kazdego h €[0,0559] osiagala ona warto$¢ minimalna w przedziale {0,1.75].

Z przebiegu funkcji testujacej F(h) i twierdzenia 6.7 wynika, Ze rozpatrywa-
ny przedzialowy uklad regulacji automatycznej z korektorem C(s)=1/s(s+1)
jest odpornie stabilny, jezeli h € H =[0,0.558]. Natomiast nie jest on odpornie sta-

bilny d!a h 20559. Zauwazmy, ze o odpornej stabilno$ci rozpatrywanego uktadu
decyduje quasi-wielomian Charitonowa (6.155). n

Po badania odpornej stabilno$ci rozpatrywanego przedzialowego ukladu re-
gulacji automatycznej z niepewnym opoéznieniem (rodziny quasi-wielomiandw
charakterystycznych (6.112) przy h€ H) mozna tez stosowal metod¢ podana
w punkcie 7.2.1 w przypadku ogélnym lub metod¢ podana w punkcie 7.2.2
w przypadku szczegdélnym, gdy rodzina quasi-wielomianéw (6.112) jest quasi-
-wielomianem przedziatlowym.

Inne podejscia (graficzne) do problemu badania odpornej stabilno$ci rozpa-
trywanego uktadu regulacji automatycznej zostaly podane w pracach [139, 159].
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6.4.4. Uwagi koncowe

W procesie analizy i syntezy przedzialowego ukladu regulacji automatycznej,
o schemacie blokowym pokazanym na rysunku 6.7, wazng rol¢ odgrywa twierdze-
nie 6.4, ktore jest tez prawdziwe w przypadku ukladu bez opoznienia (patrz np. [8,
18, 66]). Zgodnie z tym twierdzeniem, projektujac stabilizujacy korektor wystarczy
ograniczy¢ sie do rozpatrywania tylko 32 fikcyjnych obiektow o transmitancjach
operatorowych (6.131) i (6.132), ktore zaleza od jednego niepewnego parametru
A€ A =[0,1]. Do wyznaczenia tych transmitancji jest niezbedna znajomo$¢ wie-

lomianéw Charitonowa i krawedziowych wielomianéw Charitonowa, stowarzyszo-
nych z przedzialowymi wielomianami licznika i mianownika transmitancji prze-
dziatowej (6.105).

Powyzszy fakt zostal w pracach [4, 18, 167] wykorzystany do uogolnienia
klasycznych czestotliwosciowych metod projektowania ukladow regulacji auto-
matycznej na klase takich ukladow z przedzialowym obiektem bez opOznienia.
Pozwalaja one na zaprojektowanie korektora (regulatora), ktory nie tylko zapewnia
odporna stabilno$¢ rozpatrywanego uktadu regulacji automatycznej, ale tez zapew-
nia spelienie okreslonych wymagan dotyczacych jakosci regulacji, sformutowa-
nych w odniesieniu do charakterystyk czestotliwo$ciowych.

Podobnie jak w wyzej wymienionych pracach, do badania odporne;j stabilno-
éci przedziatowego ukfadu regulacji automatycznej z opoZnieniem, o schemacie
blokowym pokazanym na rysunku 6.7, mozna stosowaé metody czgstotliwoscio-
we, bazujace na kryterium stabilno$ci Nyquista. Jest to inne podej$cie do problemu
badania odpornej stabilno$ci uktadu regulacji automatycznej, ktore nie jest rozpa-
trywane w niniejszej pracy. Przy tym podejsciu jest niezbgdna znajomo$¢ brzegow
odpowiednich rodzin charakterystyk czgstotliwo$ciowych obiektu opisanego ro-
dzina transmitancji operatorowych (6.105).

Obiekt o niepewnych parametrach opisuje si¢ w dziedzinie czgstotliwosci nie
jedna charakterystyka np. amplitudowo-fazowa, czy tez logarytmiczna charaktery-
styka modutu i logarytmiczna charakterystyka fazy, ale rodzinami takich charakte-
rystyk. Wobec tego, aby moc stosowa¢ metody czestotliwosciowe do analizy
i syntezy ukladow o niepewnych parametrach, nalezy wyznaczy¢ brzegi (dolne
i gérne) obszaréw, w ktorych leza rodziny odpowiednich charakterystyk czgsto-
tliwosciowych (np. modutu i fazy). Problem wyznaczania tych brzegéw byt rozpa-
trywany w monografii [18] i w pracach [54, 123] w przypadku przedzialowego
obiektu bez opdznienia oraz w pracach [58, 158] w przypadku przedzialowego
obiektu z niepewnym opéznieniem. Podej$cie zastosowane w [58, 158] zostato
w pracach [157] i [156] uogolnione na klasg obiektéw z niepewnym opOznieniem
i o wspolczynnikach wielomianéw licznika i mianownika transmitancji operato-
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rowej zaleznych od niepewnych parametréw (rozne niepewne parametry wielo-
mianéw licznika i mianownika) liniowo oraz wieloliniowo, odpowiednio. Proble-
mowi wyznaczania brzegéw rodzin charakterystyk czestotliwosciowych obiektu
bez opdznienia o wspdiczynnikach wielomianéw licznika i mianownika transmi-
tancji operatorowej zaleznych liniowo od niepewnych parametrow sa poswigcone
prace [60, 62, 74, 86].

W wymienionych powyzej pracach do wyznaczenia brzegow odpowiednich
rodzin charakterystyk czestotliwosciowych obiektu o niepewnych parametrach
wykorzystuje sig znajomos$¢ struktury zbioru wartosci rodziny transmitancji wid-
mowych tego obiektu. Bez znajomosci tej struktury wyznaczenie dla dowolnego
ustalonego >0 brzegdw zbioru wartosci rodziny transmitancji widmowych jest
trudnym problemem. Sa tu niezbgdne zlozone obliczenia komputerowe (patrz np.
[6, 95, 150]).
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7. ODPORNA STABILN()SC RODZINY
QUASI-WIELOMIANOW
O NIEPEWNYCH OPOZNIENIACH

W niniejszym rozdziale przeanalizujemy problem badania odpornej D-stabil-
nofci rodziny quasi-wielomianéw o znanych wspotczynnikach i o niepewnych
opoznieniach oraz o wspéiczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parame-
tréw (w tym quasi-wielomianéw przedzialowych) i o niepewnych opéznieniach.
Bedziemy przy tym przyjmowaé, ze obszarem D jest przesunigta otwarta lewa
polptaszczyzna, ktérej brzeg ma opis parametryczny f(®)=-Y+ jo, weQ=
[0,o), gdzie y jest zadana liczba rzeczywista dodatnia.

7.1. Odporna stabilnos¢ rodziny quasi-wielomianéw o znanych
wspolczynnikach i o niepewnych op6znieniach
7.1.1. Niewspotmierne opoinienia

Wezmy pod uwage rodzing quasi-wielomianéw charakterystycznych o do-
ktadnie znanych wspofczynnikach, lecz o niepewnych op6Znieniach

W(s,H)={w(s,h): he H}, 7.1)
gdzie
m _ h
w(s,h) = wy(s)+ X w;(s)e St (7.2)
i=1
2 k
wi(s)= XYags , i=01,..,m, a,>0, (7.3)
k=0
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h=[h,hy,....h,] jest wektorem opdznien, za$

H={h:heH; =[h k'], 0<h <h', i=12,...,m) (7.4)

jest zbiorem warto$ci op6znien.

W zapisie (7.4) zbioru H zostalo przyjete, ze wszystkie opdznienia 4; nie sg
doktadnie znane. Jezeli natomiast niektdre z opdznien sa znane doktadnie, to H jest
zbiorem wartosci tych opdznien, ktoérych wielkosci sa znane z dokladno$cia do
przedziatu liczbowego.

W dalszych rozwazaniach bedziemy przyjmowac, ze wartosci op6zniefi #;,
i=12,...,m, moga zmienia¢ sig w sposob ciagly w zadanych przedziatach.

Rodzing quasi-wielomiandw (7.1) bedziemy nazywac rodzing odpornie D-sta-
bilna, jezeli quasi-wielomian (7.2) jest D-stabilny dla kazdego he H.

Rodzinie (7.1) quasi-wielomianéw typu neutralnego odpowiada rodzina czto-
néw dominujacych

A(s, H) = {A(exp(~sh)): k€ H}, (1.5)
gdzie
Alexp(—sh)) = a,o + S, €M (1.6)
i=1

Rodzing czlonéw dominujacych (7.5) bedziemy nazywac¢ rodzing odpornie
D-stabilng, jezeli czton dominujacy (7.6) jest D-stabilny dla kazdego h e H.

Jezeli D jest przesunigta otwartg lewa polptaszczyzna, to odporna D-stabil-
nos¢ rodziny cztonow dominujacych (7.5) jest warunkiem koniecznym odpornej
D-stabilnosci rodziny quasi-wielomianéw (7.1) typu neutralnego.

Niech hy = [h{) ,hg ,...,h,(,),] bedzie wektorem nominalnych warto$ci op6znien
rodziny quasi-wielomianéw (7.1).

Oznaczmy przez w(s,hy) oraz A(exp(—shy)), odpowiednio, D-stabilny
quasi-wielomian nominalny rodziny (7.1) oraz D-stabilny nominalny czton domi-
nujacy rodziny (7.5).

Uogolniajac twierdzenie 3.4 na przypadek niepewnych opdznienr otrzymamy
ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 7.1. Niech nominalny czton dominujacy A(exp(—shy)) rodziny (7.5)

bedzie D-stabilny. Rodzina cztonéw dominujacych (7.5) jest odpomie D-stabilna
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest spetniony warunek wykluczenia zera
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0g A(f(w),H), YoeQ={0,0), N))
gdzie zbiér

A(f (), H) = {A(exp(—f (w)h)): h € H} (7.8)
jest dla kazdego ustalonego ® € £ zbiorem wartosci rodziny (7.5) cztonéw domi-
nujacych. ]

Zatézmy, ze jezeli rodzina (7.1) jest rodzina typu neutralnego, to rodzina
czlonéw dominujacych (7.5) jest odpornie D-stabilna.

Twierdzenie 7.2. Niech quasi-wielomian nominalny w(s,hy) bedzie D-stabilny.

Jezeli jest spelnione powyzsze zalozenie, to rodzina quasi-wielomianéw (7.1) typu
op6znionego lub neutralnego jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy jest
spelniony warunek wykluczenia zera

Ozw(f(w),H), Yo eQ =[0,), (7.9)
gdzie

w(f (W), H) = {w(f(w),h):he H}, (7.10)
lub réwnowaznie, warunek wykluczenia zera dla unormowanego zbioru wartosci

0g w(f(0),H), YoeQ=[0,), (7.11)
gdzie

W(f (W), H) = {w(f(w),h):he H}, (7.12)

przy czym w(f(w),h) = w(f(®),h) / w(f(®),hy).

Dowdd. Zera quasi-wielomianu (7.2) typu op6éZnionego oraz typu neutralnego przy
zatozeniu, ze rodzina czlonéw dominujacych (7.5) jest odpornie D-stabilna, zaleza
w sposOb ciagly od wartosci opoznien h; e[hl-_,hf], 0<h <h1-+, i=12,....,m
Dowod mozemy wiec przeprowadzi¢ postepujac podobnie jak w dowodzie twier-
dzenia 3.3. ]
Ponizej przeanalizujemy struktury zbioréw wartosci (7.8), (7.10) 1 (7.12).
Wykorzystamy przy tym rezultaty pracy [21], w ktérej przy rozpatrywaniu odpor-
nej stabilnosci rodziny (7.1) quasi-wiclomianéw typu op6znionego szczegdtowo
przeanalizowano strukturg zbioru wartosci (7.10) przy f(®) = jo.
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Dla kazdego ustalonego >0 zbior wartoéci w(f(®), H) rodziny quasi-
-wielomianéw (7.1) jest na ptaszczyznie zmiennej zespolonej suma liczby zespolo-
nej wo(f (w)) oraz m odcinkéw linii krzywych o opisie parametrycznym

w; (f (@) exp(-f (@), h €[l A i=12,....m. (7.13)

Zbidr wartoéci w(f (w), H) mozna opisa¢ zaleznoscia
W (@), H) = wo(F (@) + S w;(f (@), Hy), (7.14)
i=1

gdzie
wi (f (@), Hy) = {w; (f (@) exp(=f (@)hy): by € Hy =[h k1), (1.15)
Dia f(®)=-y + jo wzor (7.13) przyjmuje postac

w; (=Y + jo) exp(yh;) exp(—joh; ), h; el 'l i=12,..,m  (1.16)
Poniewaz

w; (=Y + joo) exp(yh;) exp(— jok;) 717)
=|w; (=Y + jo)lexp(vh;) exp(jloi; (@) — wh; 1),

gdzie exp(jo;(w)) =w;(-y + jo)|w;(-y + jw)|, dla kazdego ustalonego w > 0

zbidr wartoéci (7.15) przy f(®) = -y + jo jest linia krzywa lezaca w pierscieniu

o $rodku w poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej, o promieniu zewngtrznym

|w;(—y + jo)lexp(y) i o promieniu wewngtrznym |w;(=y + Jjo)lexp(yh; ).

Kofce tej linii leza na dwéch okregach o $rodkach w poczatku plaszczyzny zmien-

nej zespolone;j i o promieniach |w; (-y + jo)exp(yh") , |w; (=Y + jo)lexp(yh; ).

Jezeli @ =0, zbidr (7.15) redukuje si¢ do odcinka osi rzeczywistej, ktorego

koncami sa punkty w;(=y)exp(yh; ) i w;(-Y) exp(yhf). Oznacza to, ze zbior

wartosci (7.14) przy ® =0 jest odcinkiem osi rzeczywistej, ktérego koficami sa
m m

punkty: Wonin (=Y.h) = wo(=Y)+ 207 0raz winax (=Y.h) = wo(=Y) + T67, gdzie
i=1 i=1

(dla i=12,...,m)

o jezeli wi(—y) 20, to 0] =w;(-Y)exp(yh), 8] =w;(~Y)exp(yh’),

o jezeli wi(-y) <0, to 6] =w;(-y)exp(yh'), 6] =w;(=y)exp(yh; ).
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Warunek wykluczenia zera (7.9) przy f(w)=-y+jo i 0 =0 jest wigc
spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy wpnin (=Y,h) Whyax (=Y, k) > 0.

Dla kazdego ustalonego ® 20 unormowany zbiér wartosci (7.12), majacy
postac

B (@), H) = o (f (@) + 3 @ (f (), H), (7.18)
i=1

jest na plaszczyznie zmiennej zespolonej suma liczby zespolonej Wy (f (®)) oraz
m odcinkéw linii krzywych o opisie parametrycznym

w; (f (), Hy) = {W; (f (@) exp(=f (0)k;): by € H; =[h K71}, (7.19)

przy czym w; (f(®)) = w; (f(®)) / w(f (w), k).

Postgpujac podobnie jak w przypadku zbioru (7.15) mozemy wykazaé, ze
przy f(®)=-Yy+ jo unormowany zbior (7.19) jest dla kazdego ustalonego
® > 0 linia krzywa lezaca w pierscieniu o §rodku w poczatku ptaszczyzny zmien-
nej zespolonej, o promieniu zewnetrznym |w;(—y + j(0)|exp(yhi+) i 0 promieniu
wewngtrznym |W; (—y + jo)|exp(yh; ). Kofice tej krzywej leza na dwoch okrggach
tworzacych wyzej wymieniony pierscien.

Unormowany zbioér wartosci (7.18), podobnie jak zbiér wartoéci (7.14), przy
® =0 redukuje si¢ do odcinka osi rzeczywistej, ktorego konce Ww;,(-Y,h)
1 Wpax (—Y.h) wyznacza si¢ w ten sam sposob (opisany powyzej) jak konce zbio-
ru wartosci (7.14) przy @ =0.

Warunek wykluczenia zera (7.11) przy f(0)=-y+jo i © =0 jest wiec

spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy Wi,in (=Y, h) Wiax (=Y, H) > 0.

W przypadku szczegdlnym, gdy obszarem D jest otwarta lewa polplaszczy-
zna, ktdrej brzeg ma opis parametryczny f(m) = jo, € Q =[0,), dla kazdego

ustalonego ® >0 zbidr
w; (jo, Hy) = {w; (jo)exp(—joh; ):h; €[k k' 1} (7.20)

jest tukiem okrggu o $rodku w poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej i o pro-
mieniu |w; (jo)|. Wynika to z zaleznosci

w; (jo) exp(—joh;) = r;(w) exp(jlo; (w) — wh; D), (7.21)
gdzie 7 () =|w; (jo)|, exp(jo,; (w)) = w; (jw)/|w; (jw)l.
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Punktami kraficowymi tuku (7.20) sa punkty 7 (®)exp(jle;(w) —wh; ]) oraz
ri (@) exp(jlot; () — k' ]).
Dla w =0 zbior (7.20) redukuje si¢ do punktu w;(0) potozonego na osi rze-
czywistej. Wobec tego, przy ® =0 zbidr wartosci w(jw, H) jest punktem poto-
m
Zonym na osi rzeczywistej, o wspotrzednej w(0,h) = wy(0) + X w;(0). Jego polo-
i=1
Zenie nie zalezy od warto$ci opdznien. Warunkiem koniecznym odporne;j stabilno-
$ci rodziny quasi-wielomianow (7.1) jest spelnienie nieréwnosci w(0,h) > 0.

Jezeli ® 2 ®;, gdzie
®; =21/ (B —h), (7.22)

to zbior (7.20) jest okregiem o $rodku w poczatku plaszczyzny zmiennej zespolo-
nej i o promieniu r;(w) =|w; (jo)]. Wobec tego, dla ® > @, gdzie

® = max{®;: i =12,...,m}, (7.23)
zbidr wartosci
m
w(jo, H) = wy(jo) + 2 w; (jo, H;), (7.24)
i=1

przy czym w;(jw,H;) ma posta¢ (7.20), jest pierScieniem o $rodku w punkcie
wo(j®), o promieniu zewngtrznym 7,(®) = r;(®) + rp (W)+.. +r,(®) i o promie-
niu wewngtrznym 7, (®), gdzie [21]

0, jezeli 27 (w) <r, (o),
(@) =1 L aa (7.25)
2r(w) — r,(w), jezeli 2r(w)>r, (o),
przy czym
F(®) = max{r (), (w),...,7r,(®)}. (7.26)
Z powyzszych rozwazan wynika, ze warunek wykluczenia zera
0¢g w(jw,H), Yo =2, (7.27)

jest spelniony wtedy 1 tylko wtedy, gdy

257



M. Buslowicz

[wo (jw)|> §|w,-( jo), Yo =o. (7.28)
i=1

1=

Jezeli wy(jw) #0 dla ® > ®, to warunek (7.28) mozna napisa¢ w postaci

d(w)>0,Vo =0, (7.29)
gdzie
D) = 1- 3w, (o) wo(jo). (7.30)
i=1

Zauwazmy, ze funkcja testujaca zdefiniowana wzorem (7.30) ma taka sama
posta¢ jak funkcja testujaca (2.64). Natomiast warunek (7.29) jest tozsamy z wa-
runkiem (2.69) dla ® = @.

Ze wzordow (7.30) 1 (7.3) wynika, ze warto$¢ koncowa funkcji testujacej
(7.30) mozna obliczy¢ ze wzoru

n
@, = lim ®()=1- 3|a,|/a,g, (7.31)

W—>e0 i=1

przy czym a,g >0 z zalozenia.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze jezeli f(w)= jw, to warunek wyklu-
czenia zera (7.9) jest spetniony dla @ > @® wtedy i tylko wtedy, gdy jest spetniona
nierdéwno$¢ (7.28) (fub (7.29)).

Przeanalizujemy teraz strukturg zbioru wartosci (7.8) rodziny cztonéw domi-
nujacych (7.5).

Dla kazdego ustalonego ® >0 zbiér wartoéci A(f(w), H) rodziny cztonéw
dominujacych (7.5) mozna opisa¢ zaleznoscig

ACF (@), H) = g + 3A;(f (@), Hy), (7.32)
i=1
gdzie
A;(f(0), H;) = {ay; exp(~f (@)h):h; €[h K1) (7.33)

Jest on na plaszczyznie zmiennej zespolonej suma liczby rzeczywistej a,q oraz m
odcinkéw linii krzywych o opisie parametrycznym (7.33).

Jezeli f(w)=-y + jo, to dla dowolnego ustalonego w € £ =][0,) zbiér
(7.33) jest linia krzywa lezaca w pierScieniu o $rodku w poczatku plaszczyzny
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zmiennej zespolonej, o promieniu zewnetrznym r;, =|a,; | exp(yh;") i o promieniu
wewnetrznym 7, =|a,;|exp(yh; ). Konce tej linii leza na dwoch okregach o $rod-
kach w poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej i 0 promieniach r, oraz r,,.
Zauwazmy, Ze te promienie nie zaleza od warto$ci parametru .

Z powyzszego 1 ze wzoru (7.32) wynika, ze dla kazdego ustalonego w=0
zbior warto$ci A(f(w), H) lezy na plaszczyZnie zmiennej zespolonej w pierscieniu
o $rodku w punkcie a,y 1 0 promieniu zewngtrznym r, =r, +ry,+...+1,,. Dla

® =0 jest on odcinkiem osi rzeczywistej. Jezeli warto$¢ parametru @ zmienia si¢
od 0 do o, zbidr (7.32) przemieszcza si¢ w tym pierScieniu zmieniajac tez ksztalt.
Potozenia zbioru (7.32), wyznaczonego dla wszystkich w20, tworza pierscien o
srodku w punkcie a,g 1 o promieniu zewngtrznym r,. Poniewaz a,y>0

z zalozZenia, z powyzszych rozwazan wynika, ze warunek wykluczenia zera (7.7)
jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy a,q —r, >0, czyli gdy

tno > 3 lanlexp(yhit). (7.34)
=1

1=

Zauwazmy, ze warunek (7.34) wynika z twierdzenia 2.6 zastosowanego do
rodziny czlondéw dominujacych (7.5).

Uwzgledniajac powyzsze rozwazania mozna sformutowaé nastgpujacy lemat.
Lemat 7.1. Niech nominalny czlon dominujacy A(exp(-shy)) bedzie D-stabilny.
Rodzina cztonéw dominujacych (7.5) jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy,
gdy jest spelniona nieréwnosc¢ (7.34). ]

W przypadku, gdy obszar D jest otwarta lewa poOlplaszczyzna, zbidr wartosci
A(jo,H) mozna opisac zalezno$cia
. m .
A(](J),H) =dug+ Ai(]w’Hi)’ (7.35)
i=1

gdzie dla dowolnego ustalonego ® =0 zbidr
A;(joo, H;) = {ay; exp(—johy):h; € (B K1) (7.36)
jest tukiem okrggu o $rodku w poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej, o pro-

mieniu |a,;| i o koficach |a,;|exp(jloy; — 0k 1) i |ay,;|exp(jle; — 0k ]). Wynika
to z zalezno$ci
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@y eXp(—joh;) =|ay;exp(jlay; — k), (7.37)
gdzie exp(jo,;) = ay;/la,;|-

Jezeli > ®;, gdzie ®; oblicza sig ze wzoru (7.22), to zbior (7.36) jest
okregiem o $rodku w poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej i 0 promieniu
la,;|. Wobec tego, dla ® >®, gdzie & wyznacza sig ze wzoru (7.23), zbidr war-
tosci (7.35) jest pierScieniem o $rodku w punkcie a,p, 0 promieniu zewngtrznym
14, =lagtHa .. Hay,| 1o promieniu wewnetrznym ry,,, gdzie

0, jezeli 2ry <ry,,
T = SO (7.38)
2rg —1y,, jezeli 2ry >ry,,
przy czym
ry = max{la,l.lanls - slapl}- (7.39)

7 powyzszych rozwazan wynika, ze dla dowolnego ® <@ zbidér wartosci
(7.35) lezy w pierscieniu bedacym zbiorem warto$ci (7.35) dla ® > ®. Oznacza to,
ze dla wszystkich ® =0 warunek wykluczenia zera 0 ¢ A(jw, H) jest spelniony

wtedy i tylko wtedy, gdy |a,g|> 14, czyli gdy jest spetniona nieréwnos¢
a0 >lagHap . Hapyl- (7.40)

Warunek (7.40) wynika tez z nierownosci (7.34) przy y = 0.
Z powyzszych rozwazan wynika nastg¢pujacy lemat.

Lemat 7.2. Niech nominalny czlon dominujacy A(exp(-shy)) bedzie asympto-
tycznie stabilny. Rodzina cztonéw dominujacych (7.5) jest odpornie stabilna wtedy
i tylko wtedy, gdy jest spelniona nierdéwnos¢ (7.40). =

Zauwazmy, ze warunek (7.40) jest rtOwnowazny z warunkiem @, >0, gdzie
@, ma posta¢ (7.31). Oznacza to, ze jezeli rodzina cztonéw dominujacych (7.5)
jest odpornie stabilna, to warto$¢ konicowa (7.31) funkcji testujacej ®(w), zdefi-

niowanej wzorem (7.30), jest dodatnia. Otrzymali$my wigc potwierdzenie rezultatu
wynikajacego z punktu 2.2 niniejszej pracy, ze odporna stabilno$¢ rodziny czlo-
now dominujacych (7.5) jest warunkiem koniecznym odpornej stabilnosci rodziny
quasi-wielomianéw (7.1) typu neutralnego.
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Zauwazmy ponédto, ze (7.40) jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym
asymptotycznej stabilno$ci niezaleznie od wielkos$ci opdznien cztonu dominujace-
go (7.6) (por. nier6wno$¢ (2.70) podang w dowodzie twierdzenia 2.8).

Podsumowujac powyZsze rozwazania mozemy stwierdzi¢, ze dla rodziny
cztonéw dominujacych (7.5) warunek wykluczenia zera (7.7) przy f(o)=

—Y + jo mozna sprawdzi¢ analitycznie, na podstawie nieréwnoéci (7.34) (lub na
podstawie nieréwnosci (7.40) przy f(w) = jw). Nie ma natomiast analitycznych
metod shuzacych do sprawdzenia spelnienia warunkéw wykluczenia zera (7.9)
i (7.11) dla rodziny quasi-wielomianéw (7.1). Mozna je sprawdzi¢ wizualnie, wy-
znaczajac na plaszczyznie zmiennej zespolonej polozenia zbioru wartosci (7.10)
(lub (7.12)) dla odpowiednio dobranych warto$ci parametru ® = 0. W przypadku,
gdy f(w)= jo, warunek wykluczenia zera (7.27) moze by¢ sprawdzony na pod-
stawie nierdbwnosci (7.28), bez koniecznoéci wyznaczania potozen zbioru wartosci
w(jo,H) dla o > d.

Wyznaczanie dla ustalonego ® =0 zbioru wartosci w(f (), H) (lub unor-
mowanego zbioru wartosci W(f(®),H)) w drodze dodawania odpowiednich
krzywych, opisanych powyzej, jest bardzo trudnym problemem. Dlatego tez do
wyznaczania wyzej wymienionych zbioréw bgdziemy stosowa¢ metodg siatki,
opisang w punkcie 3.2.1. Polega ona na obliczaniu warto$ci quasi-wielomianu (7.2)
(lub unormowanego quasi-wielomianu w(s,h) = w(s,h)/ w(s,hy)) przy s =f () =

=-y+ jo dla wyznaczonych z odpowiednio matymi krokami dyskretnych warto-
sci opoznien h; € H; =[h k'], i=12,...,m.

Bezposredniego wizualnego sprawdzenia spelnienia warunku wykluczenia
zera (7.11) mozna uniknaé, jezeli zastosujemy metode funkcji testujacej, podobna
do metody funkcji testujacej B(w)=ReT(w), podanej w punkcie 4.3.4.2 przy

doktadnie znanych op6znieniach.
Wprowadzmy funkcjg testujaca B(w), zdefiniowana dla kazdego ustalonego

® =20 wzorem

B(m) = min Re W( f (w),h)
heH

m (7.41)
=ReWy(f(0)+ 3 hnéig Re[W; (f (w)) exp(~f (@)h)],
i=1h€H;
gdzie Ww(s,h) = w(s,h)/ w(s,hy), W;(s)=w;(s)/w(s,hy), i=0,1,...,m.
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Z definicji (7.41) funkcji testujacej B(w) wynika, ze jezeli jest spelniony
warunek

B(®w) >0, Yo =0, (7.42)

to dla kazdego @ =0 unormowany zbidr wartosci (7.12) lezy catkowicie w otwar-
tej prawej polptaszczyznie plaszczyzny zmiennej zespolonej. Warunek (7.42) jest
wiec warunkiem wystarczajacym spelnienia warunku wykluczenia zera (7.11).

Wyznaczanie dla ustalonego @ =0 funkcji testujacej (7.41), podobnie jak
wyznaczanie zbioru wartoéci (7.12), tez wymaga stosowania metody siatki. Jed-
nakze, przy stosowaniu metody funkcji testujacej B(w), dla ustalonego ® =0
otrzymamy nie zbior punktow wyznaczajacych na plaszczyznie zmiennej zespolo-
nej zarys zbioru wartosci (7.12) lecz jedna liczbg, okreslajaca najmmiejsza czgsé
rzeczywista ze zbioru tych punktéw.

7Z powyzszych rozwazan wynika nastgpujacy algorytm badania odpomne;j
D-stabilnosci rodziny quasi-wielomiandéw (7.1) typu opdznionego lub neutralnego,
w przypadku gdy D jest przesunigta otwarta lewa polplaszczyzna, ktorej brzeg ma
opis parametryczny f(®)=-y + jo, 0 € Q=[0,), gdzie y jest zadang liczba
rzeczywista dodatnia.

Niech quasi-wielomian nominalny w(s, hy) rodziny (7.1) bedzie D-stabilny.

Algorytm 7.1:

Krok 1. Jezeli rodzina (7.1) jest rodzina typu opéznionego, idz do Kroku 2. Jezeli
za$ jest ona rodzing typu neutralnego, sprawdz spetnienie warunku (7.34). Jezeli
jest on spetniony, idz do Kroku 2. W przeciwnym wypadku rodzina quasi-wielo-
mianéw (7.1) typu neutralnego nie jest odpornie D-stabilna, bowiem nie jest od-
pornie D-stabilna rodzina cztonéw dominujacych (7.5).

Krok 2. Wyznacz wykres funkcji testujacej B(®w) zdefiniowanej wzorem (7.41).
Jezeli warunek (7.42) jest spelniony, rodzina quasi-wielomianéw (7.1) jest odpor-
nie D-stabilna. W przeciwnym wypadku idZ do Kroku 3.

Krok 3. Sprawdz spelnienie warunku wykluczenia zera (7.11) (lub (7.9)), stosujac
np. metode siatki. Jezeli jest on spelniony, rodzina quasi-wielomianéw (7.1) jest
odpornie D-stabilna. W przeciwnym wypadku ta rodzina nie jest odpornie D-sta-
bilna.

Przy komputerowym sprawdzaniu warunkéw podanych w krokach 2 i 3 nale-
zy rozpatrywaé¢ odpowiednio duzy przedzial wartosci parametru ® 20, teoretycz-

nie nieskonczony w przypadku rodziny quasi-wielomianéw typu neutralnego,
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przyjmujac odpowiednio maty krok Aw. Dla kazdego ustalonego ® nalezy doko-
na¢ dyskretyzacji z odpowiednio matymi krokami przedziatéw warto$ci opdznien
H =[h k'), i=12,...,m.

W przypadku, gdy D jest otwarta lewa polplaszczyzna, ktorej brzeg ma opis
parametryczny f(w) = jo, © € Q =[0,), z Algorytmu 7.1 i powyzszych rozwa-
zan wynika nastgpujacy algorytm badania odpornej stabilno$ci rodziny quasi-
-wielomianéw (7.1) typu op6znionego lub neutralnego.

Algorytm 7.2:

Krok 1. Jezeli rodzina (7.1) jest rodzing typu opdznionego, idz do Kroku 2. Jezeli
za$ jest ona rodzing typu neutralnego, sprawdz spelnienie warunku (7.40). Jezeli
jest on spetniony, idZz do Kroku 2. W przeciwnym wypadku rodzina quasi-wielo-
miandéw (7.1) typu neutralnego nie jest odpornie stabilna, bowiem nie jest odpornie
stabilna rodzina cztonéw dominujacych (7.5).

Krok 2. Oblicz ® ze wzordw (7.22), (7.23) i wyznacz wykres funkcji testujace;j
B(w), ®€[0,0], zdefiniowanej wzorem (7.41) przy f(m)= jw. Jezeli warunek
B(®) >0, Yo €[0,0], jest spetmiony, idz do Kroku 4. W przeciwnym wypadku
idz do Kroku 3.

Krok 3. Sprawdz (stosujac np. metodg siatki) spelnienie warunku wykluczenia

zera
0¢ w(jo,H), Yo e[0,0], (7.43)

lub réwnowaznie, spelnienie warunku wykluczenia zera dla unormowanego zbioru
wartosci

0¢ w(jo,H), Ywel0,0]. (7.44)

Jezeli nie sa one spelnione, rodzina quasi-wielomianéw (7.1) nie jest odpornie
stabilna. W przeciwnym wypadku i1dz do Kroku 4.

Krok 4. Wyznacz wykres funkcji testujacej ®(w), zdefiniowanej wzorem (7.30),
dla odpowiednio dobranego skoficzonego przedzialu warto§ci parametru ® 2 @
(przyjmujac odpowiednio maty krok Aw) i sprawdz spetnienie nierdéwnosci (7.29).
Przy wyznaczaniu wykresu tej funkcji wykorzystaj znajomos¢ jej wartosci konco-
wej, ktora oblicza si¢ ze wzoru (7.31). Jezeli nieréwnos$¢ (7.29) jest spelniona, ro-

dzina quasi-wielomianéw (7.1) jest odpornie stabilna. W przeciwnym wypadku nie
jest ona odpornie stabilna.

Powyzsze rozwazania zilustrujemy trzema przykladami.
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Przyklad 7.1. Wezmy pod uwagg rodzing quasi-wielomianéw (7.1), gdzie

w(s,h) = 5T+ s2(6T+1)
+5(1375T + 6 + 1.82T exp(—shy ) + 0427 exp(—shy ) (7.45)
+13.75+ 182 exp(—shy ) + (042 — 1305k) exp(~shy),

przy czym T =1964, k = -0.0117, za$
H={h= [hl,hz]T:hl €[0,05], n, €[0,05]}. (7.46)

Stosujac metode bezposredniego sprawdzenia warunku wykluczenia zera
(7.9) nalezy zbada¢ odporng D-stabilno$¢ rozpatrywanej rodziny quasi-wielo-
mianéw typu opo6znionego, jezeli D jest przesunigta otwarta lewa polplaszczyzna,
ktérej brzeg ma opis parametryczny f(w)=—-1+ jo, ®w e Q =[0,).

Quasi-wielomian (7.45) o doktadnie znanych opdznieniach i o niepewnych
parametrach T ik byl rozpatrywany w przyktadzie 4.4. Wynika z niego, ze quasi-

-wielomian nominalny w(s,ky), gdzie hy=1[h{,h31=[0165,033], jest D-sta-
bilny.

30

Im

-30

-100 -80 -60 -40 -20 0 20
Re

Rys. 7.1. Potozenia zbioru wartosci w(~1+ jo,H), o €[0,35]
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Na rysunku 7.1 sg pokazane potozenia zbioru wartosci w(—1+ jw, H) rodzi-
ny quasi-wielomianéw (7.45), wyznaczone dla ® zmieniajacego si¢ od 0 do 3.5
z krokiem 0.5. Dla kazdego ustalonego ® zbidr wartoéci w(-1+ jw, H) wyzna-
czono metoda siatki utworzonej w zbiorze (7.46), przyjmujac dyskretne wartosci
opoznieh hy € [0,0.5] i hy €[0,0.5] zmieniajace si¢ z krokiem 0.05. Poszczegdlne
punkty zbioru warto$ci, odpowiadajace wegztom siatki utworzonej w zbiorze (7.46),
na rysunku 7.1 potaczono z sasiednimi punktami odcinkami linii prostych.

Dla w>3.5 zbior wartosci w(—1+ jw,H) oddala si¢ od poczatku plaszczy-
zny zmiennej zespolonej.

Z rysunku 7.1 i powyzszych rozwazan wynika, ze warunek wykluczenia zera
(7.9) jest spelniony. Rozpatrywana rodzina quasi-wielomianow jest wiec odpornie
D-stabilna, zgodnie z twierdzeniem 7.2. |

Przyklad 7.2. Nalezy zbada¢ odporna D-stabilno$é rodziny quasi-wielomianow
typu neutralnego

w(s,h) = wo(s) +wi(s)e™™", heH, (7.47)

gdzie wy(s) = 0.0765> +0.38s, wy(s) = 00228s% + 02285 +0.6, H =[03,0.7], zas
D = {s:Res <-05}. Brzeg obszaru D ma opis parametryczny f(m)=-05+ jo,
w e Q=[0,).

Rodzina cztonéw dominujacych stowarzyszona z rodzing quasi-wielomianéw
(7.47) ma postad

A(exp(—sh)) = 0076 + 0.0228 exp(—sh), h € H =[0.3, 0.7]. (7.48)

Quasi-wielomian (7.47) przy h=05 jest quasi-wielomianem charakterysty-
cznym ukladu automatycznej regulacji temperatury w reaktorze nuklearnym, ktory
byt rozpatrywany w przykladzie 2.3.

Niech & = hy = 05 bedzie nominalng warto$cia op6znienia h. Z przyktadu 2.3
wynika, Ze quasi-wielomian nominalny w(s,/%,) i nominalny czlon dominujacy
A(exp(—shg)) sa D-stabilne.

Badajac odporna D-stabilno$¢ rodziny quasi-wielomianow (7.47) zgodnie
z Algorytmem 7.1 otrzymamy:

Krok 1. Warunek (7.34) jest spelniony, bowiem
0.076 = a,y >|a,;|exp(yh™) = 0.0228exp(05-0.7) = 0.0324. (7.49)
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Rodzina czlonéw dominujacych (7.48) jest wigc odpornie D-stabilna, zgodnie
z lematem 7.1. '
Krok 2. Na rysunku 7.2 jest pokazany wykres funkcji testujacej B(w), wyznaczo-

ny dla ® zmieniajacego si¢ od 0 do 40 z krokiem 0.1. Osiaga ona warto$¢ mini-
malna, rowna 0.2097 dla @ =2.8. Dla ® > 40 wartosci funkcji testujacej B(®) sa

wieksze od wyznaczonej warto$ci minimalne;.
Dla kazdego ustalonego m wartos$¢ funkcji B(w) wyznaczano ze wzoru

B(w) =Rewy(f(w))+ I?él[r} Re[w (f ())exp(=f(w)h)], (7.50)

gdzie W;(f(®)) = w; (f (@) / w(f(w),hy), i =0,1, przyjmujac dyskretne wartosci
opdznienia h € H =[0.3,0.7], zmieniajace sig z krokiem 0.005.

Z rysunku 7.2 i powyzszych rozwazan wynika, Ze warunek (7.42) jest spel-
niony, a wiec rodzina quasi-wielomianéw (7.47) jest odpornie D-stabilna. Proces
badania odpornej D-stabilno$ci rodziny quasi-wielomianéw (7.47) mozemy wigc
zakoficzyé. Jednakze w celu bezposredniego sprawdzenia warunku wykluczenia
zera (7.11) wykonajmy obliczenia zgodnie z Krokiem 3.

Krok 3. Na rysunku 7.3 sa pokazane polozenia unormowanego zbioru wartosci
W(=0.5+ jw,H) rodziny quasi-wielomianéw (7.47) dla ® €[0,40], wyznaczone
7z krokiem Am =01. Dla kazdego ustalonego ® zbior wartosci w(—05+ jo, H)
(odcinek linii krzywej) byl wyznaczany metoda siatki, przyjmujac dyskretne war-
toéci opoznienia h zmieniajace si¢ w zbiorze H =[0.3,0.7] z krokiem 0.005.

Z rysunku 7.3 wynika, ze zbior W(-0.5+ jo,H) dla ©€[0,40] lezy
w otwartej prawej polplaszezyznie plaszczyzny zmiennej zespolonej. Jego mini-
malna cze$¢ rzeczywista zmienia si¢ w funkcji @ €[0, 40] w sposob pokazany na
rysunku 7.2. Dla kazdego ®>40 zbior wartosci w(-0.5+ jo,H) tez lezy

w otwartej prawej potptaszczyznie. Warunek wykluczenia zera (7.11) jest wiec
spelniony i rodzina quasi-wielomianéw (7.47) jest odpornie D-stabilna, zgodnie
z twierdzeniem 7.2. |
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Rys. 7.2. Wykres funkeciji testujacej B(w), o €[0, 40]
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Rys. 7.3. Polozenia zbioru wartoéci w(—05+ jw, H) dla o €[0, 40]



M. Bustowicz

Przyklad 7.3. Nalezy zbada¢ odporna stabilno$¢ rodziny quasi-wielomianow cha-
rakterystycznych typu neutralnego

W(s,H)={w(s,h):he H}, 75D
gdzie
w(s,h) = wy(s) + wy(s)exp(—shy) + wy (s) exp(—shy ), (7.52)

przy czym wy(s) = §°+3s% + 25+ 1, wi(s)= 055> +25% + 5+ 2, wh(s)= 0253 +
s2+ 35— 1, oraz

H = (h=[h,h):hy €10,08], hp €[02,1]}. (7.53)

Latwo sprawdzi¢, stdsujqc np. twierdzenie 2.3, ze quasi-wielomian nominalny
w(s,hy), gdzie hy = [hl0 ,hg 1=[04, 0.6], jest asymptotycznie stabilny.

Rodzinie (7.51) quasi-wielomianéw typu neutralnego odpowiada rodzina
cztonéw dominujacych

A(s,H) = {A(exp(—sh)): he H}, (7.54)

gdzie
Aexp(—sh)) = 1+ 05exp(—shy) + 02 exp(—shy), (7.55)

przy czym nominalny czton dominujacy A(exp(—shyp)) jest asymptotycznie stabil-

ny.

Badajac odporna stabilno$¢ rodziny quasi-wielomianoéw (7.51) zgodnie z Al-
gorytmem 7.2 otrzymamy:
Krok 1. Poniewaz a,q = 1>|a,|[+la,|=05+02=0.7, warunek (7.40) jest spel-
niony. Oznacza to, zgodnie z lematem 7.2, Ze rodzina czlonow dominujacych
(7.54) jest odpornie stabilna.

Krok 2. Obliczajac ® ze wzoréw (7.22) i (7.23), otrzymamy 0 =7.8540. Na
rysunku 7.4 jest pokazany wykres funkcji testujacej B(w), wyznaczony dla ®

zmieniajacego si¢ od 0 do 8 z krokiem 0.1. Dla kazdego ustalonego ® warto$¢
funkcji B(w) wyznaczano ze wzoru (7.41) przy f(w) = jo przyjmujac dyskretne
wartosci opbznien h;€[0,0.8] i hy €[02,1] zmieniajace sig¢ z krokiem 0.025.
Funkcja B(m) osiaga warto$¢ minimalng, rowna 0.0327, dla w =44. Poniewaz
B(®) >0 dla kazdego ® €[0,®], przechodzimy do Kroku 4.
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Krok 4. Przyjmujac dyskretne wartosci parametru ®, zmieniajace si¢ od 5 do 45
z krokiem Aw =1, i wyznaczajac funkcjg testujaca ®(w) ze wzoru (7.30), otrzy-
mamy wykres pokazany na rysunku 7.5, przy czym ©(5)=02486, ®(45) <
= 0.2996. Przy w — o wykres tej funkcji dazy asymptotycznie do wartosci @,
gdzie @, =0.3, zgodnie ze wzorem (7.31).

Z rysunku 7.5 i powyzszych rozwazan wynika, ze warunek (7.29) jest spel-
niony. Rodzina quasi-wielomianéw (7.51) jest wigc odpornie stabilna. n

7.1.2. Wspotmierne opoZnienia

Wezmy pod uwagg rodzing quasi-wielomiandéw charakterystycznych

W(s,H) = {w(s,h): he H}, (7.56)

gdzie H=[h",h*], 0<h™ <h™,

w(s,h) = wo(s) + S wi(s)e*M (1.57)
i=1

za$ wielomiany w;(s) maja postac (7.3).

Niech D bedzie przesunigta otwarta lewa polplaszczyzna, ktorej brzeg ma
opis parametryczny f(m) = -y + jo, ® € Q=[0,), gdzie y > 0.

Rodzing quasi-wielomianéw (7.56) bedziemy nazywac rodzina odpornie
D-stabilna, jezeli quasi-wielomian (7.57) jest D-stabilny dla kazdego ustalonego
he H.

Rodzinie (7.56) quasi wielomianéw typu neutralnego odpowiada rodzina
czlondow dominujacych

A(s, H) = {A(exp(—sh)). he H}, (7.58)
gdzie ‘
Aexp(=sh)) = ayg + Y.a,; ¢~H. (1.59)
i=1

Rodzine cztonéw dominujacych (7.58) bedziemy nazywaé rodzina odpornie
D-stabilng, jezeli czlon dominujacy (7.59) jest D-stabilny dla kazdego ustalonego
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he H. Odporna D-stabilno$¢ rodziny czlonéw dominujacych (7.58) jest warun-
kiem koniecznym odpornej D-stabilno$ci rodziny quasi-wielomianéw (7.56) typu
neutralnego.

Niech Ay bedzie nominalng warto$cia opoznienia. Oznaczmy przez w(s,hg)
D-stabilny quasi-wielomian nominalny rodziny (7.56) oraz przez A(exp(—shg))
oznaczmy D-stabilny nominalny czton dominujacy rodziny (7.58).

Z rozwazan podanych w punkcie 2.3.1 wynika, ze odporna stabilno§¢ (obszar
D jest otwarta lewa pOlptaszczyzng) rodziny czlonéw dominujacych (7.58) nie
zalezy od warto$ci opdznienia 4. Do jej badania shuzy analityczne kryterium poda-
ne w lemacie 2.3.

Do badania odpornej stabilnoéci rodziny quasi-wielomianéw (7.56) mozna
stosowaé metode podana w punkcie 2.3.4, shuzaca do wyznaczania zbioru Hy
wartoéci opdznienia h, dla ktérych jest asymptotycznie stabilny quasi-wielomian
(7.57). Rodzina quasi-wielomianéw (7.56) jest odpornie stabilna wtedy i tylko
wtedy, gdy H C H.

Wymienionej powyzej metody nie mozna stosowa¢ do badania odpornej
D-stabilnoséci rodziny (7.56) w przypadku, gdy obszar D jest nie jest otwartg lewa
potplaszczyzna.

Rodzina quasi-wielomianéw (7.56) jest przypadkiem szczegélnym rodziny
(7.1). Przyjmujac we wzorze (7.2) h; =ik (i=12,...,m), otrzymamy wzor (7.57).
Odporna D-stabilno$¢ rodziny quasi-wielomianow (7.1) przy m>1 jest wigc wa-
runkiem wystarczajacym odpornej D-stabilno$ci rodziny (7.56) o tych samych
wspotczynnikach. Wynika to z faktu, ze w quasi-wielomianie (7.2) op6Znienia h;
(i=12,...,m) moga przyjmowa¢ dowolne wartosci z zadanych przedzialéw nie-
zaleznie od siebie, natomiast w quasi-wielomianie (7.57) przy zmianie warto$ci
opdznienia & w zadanym przedziale liczbowym jednocze$nie ulegaja zmianie
wartosci wszystkich opoOznien #; =ih (i=12,...,m). Z tego tez powodu postac
zbioru warto$ci rodziny quasi-wielomiandéw (7.56) jest bardziej ztozona niz posta¢
zbioru wartos$ci rodziny (7.1).

Dla kazdego ustalonego @ >0 zbidr wartosci w(jw, H) rodziny quasi-wielo-

mianow (7.56) mozna opisaé zaleznoscia

w(jo, H) = wy(jo) + w,,(jo, H), (7.60)
gdzie
w,, (jo, H) ={'§n‘,w,~(jm)exp(—ju)hi)):he H}. (7.61)
i=1
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Na ptaszczyznie zmiennej zespolonej jest on linig krzywa, bedaca suma liczby
zespolonej wy(jw) oraz linii krzywej (7.61). Jego postac jest bardziej ztoZona niz
posta¢ zbioru wartosci (7.24).

Twierdzenia 7.1 i 7.2 pozostaja tez prawdziwe dla rodziny czlonéw dominu-
jacych (7.58) i rodziny quasi-wielomianéw (7.56), odpowiednio, jezeli uwzgled-
nimy w nich, ze #; =ih (i =12,...,m). Przy badaniu odpornej D-stabilnosci rodzi-
ny quasi-wielomiandéw (7.56) nalezy wigc sprawdzaé spelnienie podanych ponizej
warunkéw wykluczenia zera:

1) warunek wykluczenia zera dla rodziny czionéw dominujacych (7.58) (jezeli
rodzina (7.56) jest rodzing typu neutralnego)

0g A(f(w),H), Yo eQ=[0,), (7.62)
gdzie dla ustalonego @ =20

A(f (w), H) = {A(exp(~f(@)h)): h € H} (7.63)

jest zbiorem warto$ci rodziny czlonéw dominujacych (7.58),
2) warunek wykluczenia zera dla rodziny quasi-wielomianéw (7.56)

0 w(f(m),H), YoeQ=[0,x), (7.64)

gdzie dla ustalonego @ =0
w(f (W), H) ={w(f(w),h):he H} (7.65)

jest zbiorem warto$ci rodziny (7.56) lub, réwnowaznie, warunek wykluczenia
zera dla unormowanego zbioru wartosci

0 w(f(w),H), Yo eQ=[0,c), (7.66)
gdzie

W(f (), H) = {W(f(w),h):h € H}, (7.67)
przy czym w(f(0),h) = w(f(®),h) / w(f(®),hy).

Warunek wykluczenia zera (7.62) mozna sprawdzi¢ bezposrednio, wyzna-
czajac na plaszczyznie zmiennej zespolonej potozenia zbioru wartosci (7.63) dla
poszczegolnych warto$ci parametru ® >0, przyjmujac odpowiednio maly krok

Aw. Dla kazdego ustalonego @ =0 zbidr (7.63) (linia krzywa) nalezy wyznaczaé
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przyjmujac dyskretne wartosci opoZnienia h € H wyznaczone z odpowiednio ma-
tym krokiem Ah.

Bezposredniego sprawdzenia warunku wykluczenia zera (7.62) mozna unik-
naé, jezeli zastosujemy metode funkcji testujacej By(w), ktdra dla ustalonego
® = 0 jest zdefiniowana wzorem

B, (w) = min Re A(exp(— f (w)h))
heH

m (7.68)
=a,o+ minRe } a,; exp(—f (w)hi).
heH =1
Latwo zauwazy¢, ze jezeli
B;(w) >0, Voo =0, (7.69)

to warunek wykluczenia zera (7.62) jest spelniony i rodzina czionéw dominuja-
cych (7.58) jest odpornie D-stabilna.

Odporna D-stabilno§¢ rodziny cztonéw dominujacych (7.58) mozna tez
sprawdzi¢ badajac (na bazie twierdzenia 2.4) D-stabilno$¢ czionu dominujacego
(7.57) dla ustalonych, odpowiednio dobranych wartosci opoznienia h € H.

Warunek wykluczenia zera (7.64) (lub (7.66)) mozna sprawdzi¢ bezposred-
nio, wyznaczajac na ptaszczyznie zmiennej zespolonej potozenia zbioru wartosci
(7.65) (lub (7.67)) dla dyskretnych wartosci parametru ® >0, przyjmujac odpo-
wiednio maly krok Aw. Dla kazdego ustalonego ® =0 zbiér (7.65) (lub (7.67))
nalezy wyznacza¢ przyjmujac dyskretne warto$ci opoznienia h € H wyznaczone
z odpowiednio matym krokiem Ah. Zbiory wartosci (7.65) i (7.67) sa liniami
krzywymi na plaszczyZnie zmiennej zespolonej.

Warunek wykluczenia zera (7.66) mozna tez sprawdzi¢ stosujac podana
w punkcie 7.1.1 metode funkcji testujacej B(w), kt6ra dla rodziny (7.56) jest

zdefiniowana wzorem (dla ustalonego ® =0)

B(w) = min Re w( f (w), k)
heH

m (7.70)
= Re Wy (f () + ;I,réi;} Re 3 w;(f (@) exp(=f(w)hi),

i=1

gdzie w;(f (@) =w;(f () / w(f(®),hy), i =0.1,...,m.
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Warunek wykluczenia zera (7.66) jest spelniony, jezeli
B(w) >0, Vo =0. (7.71)

Przy komputerowym sprawdzaniu warunkow (7.69) i (7.71) nalezy rozpatry-
waé odpowiednio duzy przedzial warto§ci parametru @ 20, teoretycznie nieskon-
czony w przypadku rodziny quasi-wielomianow typu neutralnego, przyjmujac
odpowiednio maty krok Aw. Przy wyznaczaniu (dla kazdego ustalonego ®) warto-
éci funkcji By (w) oraz B(w) nalezy przyjmowac dyskretne wartoéci op6znienia
h € H, wyznaczone z odpowiednio matym krokiem Ah.

Przyklad. 7.4. Niech D bedzie przesunigty otwarta lewa polptaszczyzna, ktorej
brzeg ma opis parametryczny f(®)=-01+ jo, ®€ Q =[0,0). Nalezy zbada¢
odporng D-stabilno§é rodziny quasi-wielomianéw typu neutralnego z pigcioma
wspétmiernymi opdznieniami

5 ,
w(s,h) = wy(s) + Swi(s)e™™, heH=[0,05], (1.72)
i=1

=
gdzie
wo(s) = 52+ 25+ 2; wi(s)= 0452 + 2; wa(s)= 0.1s + s+ 038;

wy(s) = ~065+02; wy(s) = 01s? +035+04; ws(s) =02s" —s+03.

Quasi-wielomian nominalny, odpowiadajacy nominalnej warto$ci opdznienia
h = hy =025 jest D-stabilny. Mozna to sprawdzi¢ stosujac np. twierdzenie 2.5.
Przy h=0 quasi-wielomian (7.72) redukuje si¢ do wielomianu w(s,0) =

=18s5% +175s+57, ktérego zera —04722+ j17157 leza w obszarze D. Rodzina

quasi-wielomianow (7.72) jest wigc D-stabilna dla h=0.
Rodzinie quasi-wielomianéw (7.72) odpowiada rodzina cztonéw dominuja-
cych

Alexp(=sh)) = 1+04e™ " +01e72" +01e™4" +02e™", he H.(7.73)

Odporng D-stabilno$¢ rodziny czlondow dominujacych (7.73) sprawdzimy
badajac D-stabilno$¢ czionu dominujacego A(exp(-sh)) dla kilku odpowiednio

dobranych warto$ci opéznienia i € H.
Na rysunku 7.6 sa pokazane wykresy funkcji A(exp(—f (w)h)), wyznaczone

dla h=0000001 (krzywa wewnetrzna), k=025 (krzywa $rodkowa) i h=05

274

7. Odporna stabilnosé rodziny quasi-wielomiandw o niepewnych opéinieniach

(krzywa zewngtrzna). Dla innych wartosci h € H = (0,0.5] odpowiednie krzywe

leza wewnatrz obszaru ograniczonego krzywymi odpowiadajacymi k= 0.000001
i h=05. Dla kazdego ustalonego h wykres A(exp(—f(w)h)) byt wyznaczany dla

 €[0,2n/ h] z krokiem 27/ (300h).

0.8

Im

0.4

-0.8 : =
0.5 1 15 Re 2

Rys. 7.6. Wykresy funkcji A(exp(—f(w)h)) dla ~ = 0000001 (krzywa we-
wnetrzna), h = 0.25 (krzywa $rodkowa) i & = 05 (krzywa zewngtrzna)

Z rysunku 7.6, powyzszych rozwazan i twierdzenia 2.4 wynika, ze czlon do-
minujacy A(exp(—sh)) jest asymptotycznie stabilny dla kazdego h € H. Oznacza
to, ze rodzina cztonéw dominujacych (7.73) jest odpornie D-stabilna, a wigc jest
speliony warunek konieczny odpornej D-stabilnosci rodziny quasi-wielomianow
(7.72).

Sprawdzimy teraz spelnienie warunku wykluczenia zera (7.66) bezposrednio
oraz stosujac metodg funkcji testujacej B(®).

Na rysunku 7.7 sa pokazane polozenia na plaszczyznie zmiennej zespolonej
zbioru wartoéci W(f(w), H), wyznaczone dla @ zmieniajacego si¢ od 0 do 20 ze

zmiennym krokiem. Dla kazdego ustalonego w zbiér ten (linia krzywa) byl wyzna-
czany dla i =0.000001 oraz dla h zmieniajacego si¢ od 0.005 do 0.5 z krokiem
0.005.
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B(»)

0.8

0.6

0.4

0.2

0.1 i i i

Rys. 7.8. Wykres funkcji testujacej B(w), ® =[0,20]

Na rysunku 7.8 jest pokazany wykres funkcji testujacej B{(w), wyznaczony
dla w zmieniajacego si¢ od 0 do 20 z takim samym krokiem, z jakim byly wyzna-
czane polozenia zbioru wartosci Ww(f(®w),H) i przy takiej samej dyskretyzacji
zbioru H. Funkcja testujaca B(w) osigga warto$¢ minimalna, réwna 0.1336, dla
®w =22. Dla o >20 wartosci funkcji B(w) sa wigksze od wyznaczonej warto$ci
minimalnej.

Z rysunkow 7.7, 7.8 i powyzszych rozwazan wynika, ze warunek wyklucze-
nia zera (7.66) jest spelniony i rodzina quasi-wiclomianéw (7.72) jest odpornie
D-stabilna. |

7.2. Odporna stabilno$¢ rodziny quasi-wielomianéw o niepewnych
wspolczynnikach i o niepewnych opdznieniach

Wezmy pod uwage rodzing quasi-wielomianoéw charakterystycznych

W(s,H,Q) = {w(s,hq): g€ Q, he H}, (7.74)
gdzie
m
w(s,h.q) = wy(s.q) + S w;(s,q) e, (1.75)
i=1
n
wi(s,q) = Sag(g)st, i=0L..,m, (1.76)
k=0

przy czym a,n(q)>0, YqeQ, h=[h,hy,....,h,] i q=1[q1,93,...,q;] "sa to
wektory opdznief oraz niepewnych fizycznych parametréw ukladu dynamicznego,
odpowiednio, za$

H={hhelh K1, 0<h <h', i=12,..,m}, (1.77)
0=lq:q; €lqk-qf ), g <ax> k=12,...1}, (7.78)

sq to zbiory warto$ci op6znien oraz niepewnych parametrow.

Bedziemy przyjmowac, ze wspotczynniki quasi-wielomianu (7.75) sa ciagly-
mi funkcjami niepewnych parametréw, a wartosci opdznien h;, i =12,...,m, mo-
ga zmienia¢ sig w sposob ciagly w zadanych przedziatach liczbowych.
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Niech D bedzie przesunieta otwarta lewa polplaszczyzna, ktorej brzeg ma
opis parametryczny f(®) = -y + jo, we Q=[0,), gdzie y > 0.

Rodzing quasi-wielomianéw (7.74) bedziemy nazywa¢ rodzing odpornie
D-stabilna, jezeli quasi-wielomian (7.75) jest D-stabilny dla kazdego ustalonego
¢ € Q ikazdego ustalonego ke H.

Oznaczmy przez w(s,hy,q) D-stabilny quasi-wielomian nominalny rodziny
(7.74). Odpowiada on nominalnym wartosciom q,((), k=12,...,l, niepewnych

parametréw oraz nominalnym warto$ciom h,-o, i=12,...,m, niepewnych opdz-
nien.

Rodzinie (7.74) quasi-wielomianéw typu neutralnego odpowiada rodzina
czlonéw dominujacych

A(s, H,Q) = [Aexp(~sh),q): he H, g €0}, (1.79)
gdzie
Alexp(~sh).q) = ano(@) + San(@) M. (7.80)
=1

i=

Rodzine cztonéw dominujacych (7.79) bedziemy nazywac rodzing odpornie
D-stabilna, jezeli czton dominujacy (7.80) jest D-stabilny dla kazdego ustalonego
g €Q i kazdego ustalonego ke H. Odporna D-stabilnoé¢ rodziny czlonéw do-
minujacych (7.79) jest warunkiem koniecznym odpornej D-stabilnosci rodziny
quasi-wielomianéw (7.74) typu neutralnego. ‘

Niech A(exp(—shy).qqp) bedzie nominalnym D-stabilnym czionem dominuja-
cym rodziny (7.79). ' ‘

Dla ustalonego ® € Q =[0,) przyjmijmy podane ponizej oznaczenia zbio-
row wartosci:
1) zbidr wartoéci rodziny quasi-wielomianow (7.74)

w(f (), H,Q) = {w(f(®),h.q):he H,q €0}, (7.81)
2) unormowany zbidr warto$ci rodziny quasi-wielomianéw (7.74)
W(f (w),H,Q)={#(f(®),h,q):he H,q €0}, (7.82)

gdzie W(f (®),h.q) = w(f(w),h,q)/ w(f (®),hy,q0)
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3) zbidr wartosci rodziny cztondéw dominujacych (7.79)
A(f (), H,Q) = {A(exp(-f(®)h).q): he H, q € Q}. (7.83)

Dla kazdego ustalonego ® € Q =[0,oc) struktura powyzszych zbioré6w war-

tosci jest bardziej zlozona niz struktura odpowiednich zbioréw wartosci rodziny
quasi-wielomiandéw (7.1).

Uogolniajac twierdzenia 7.1 i 7.2 na klasg¢ quasi-wielomianéw o niedoktadnie
znanych wspélczynnikach i opdznieniach otrzymamy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 7.3. Niech quasi-wielomian nominalny w(s, hy,qg) bedzie D-stabil-
ny. Rodzina quasi-wielomianéw (7.74) jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wte-
dy, gdy:

1) jest odpornie D-stabilna rodzina cztonéw dominujacych (7.79), tj. jest spetnio-
ny warunek wykluczenia zera

0¢A(f(w),H,Q), Yo eQ=[0,0), (7.84)
2) jest spelniony warunek wykluczenia zera

0¢w(f(w),H,Q), Yo eQ=[0,), (7.85)
dla zbioru warto$ci (7.81) lub rownowaznie, warunek wykluczenia zera

0¢ w(f(w),H,Q), YoeQ=[0,0), (7.86)
dla unormowanego zbioru wartosci (7.82). |

Z rozwazan podanych w punkcie 3.2 wynika, Zze metoda bezposredniego
sprawdzenia podanych powyzej warunkow wykluczenia zera nalezy do najbardziej
ogblnych metod, ktore moga by¢ stosowane do badania odpomej D-stabilnosci
rodziny quasi-wielomiandw (7.74). Przy jej stosowaniu nalezy wyznaczy¢ potoze-
nia zbioréw wartosci (7.81)-(7.83) na ptaszczyznie zmiennej zespolonej dla duzej
liczby wartosci parametru ® =0 (wyznaczonych z odpowiednio matym krokiem
A® ) 1 wizualnie sprawdzi¢ spelnienie odpowiednich warunkéw wykluczenia zera.
Nalezy przy tym pamigtac, Ze w przypadku rodziny quasi-wielomianéw typu neu-
tralnego nalezy rozpatrywaé odpowiednio duzy przedzial wartoéci parametru
® = 0, teoretycznie nieskoficzony.

Ze wzgledu na zlozong strukture zbioréw wartosci (7.81), (7.82) 1 (7.83), do
ich wyznaczenia nalezy stosowac metodg siatki. Stosujac t¢ metodg dokonuje sie
dyskretyzacji z odpowiednio matymi krokami zbioréw (7.77) i (7.78) 1 dla wszyst-
kich ustalonych h i g oblicza si¢ warto$ci quasi-wielomianu (7.75), unormowanego
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quasi-wielomianu (7.75) oraz wartosci cztonu dominujacego (7.80), odpowiednio.
Dlatego tez badanie odpornej D-stabilnosci rodziny quasi-wielomianéw (7.74) na
bazie metody bezposredniego sprawdzania warunkéw wykluczenia zera jest bardzo
trudnym problemem w przypadku ogolnym. Mozna go uprosci¢ w przypadku, gdy
wspolczynniki quasi-wielomianu (7.75) zaleza liniowo od niepewnych parame-
tréw.

W dalszej czesci niniejszego punktu rozpatrzymy problem badania odporne;
D-stabilnoéci rodziny quasi-wielomianéw (7.74) o wspétczynnikach liniowo zalez-
nych od niepewnych parametréw oraz quasi-wielomianu przedziatowego. W roz-
wazaniach ograniczymy si¢ do rodzin quasi-wielomian6w o niewspotmiernych
niepewnych op6znieniach. Wykorzystamy przy tym rezultaty podane w punktach
4.3, 6.1 (niepewne wspolczynniki, dokladnie znane opéznienia) i 7.1.1 (dokladnie
znane wspolczynniki, niepewne op6Znienia) niniejszej pracy.

W przypadku, gdy niepewne opdznienia s3 wspdtmierne, odpowiednie meto-
dy badania odpornej D-stabilno$ci mozna sformutowaé stosujac podejscie podobne
do zastosowanego ponizej, wykorzystujac rezultaty podane w punktach 4.3, 6.1
i7.1.2. :

7.2.1. Rodzina quasi-wielomianow o wspolczynnikach liniowo zaleinych
od niepewnych parametrow

Problem badania odpornej stabilno$ci rodziny quasi-wielomianéw typu op0z-
nionego ze wspdtmiernymi niepewnymi opéznieniami o wspétczynnikach liniowo
zaleznych od niepewnych parametréw byt rozpatrywany w pracy [30], w ktérej po-
dano ogélna metode postepowania podczas komputerowego badania odporne;j sta-
bilnosci w funkcji wielko$ci op6znienia (wykorzystujac opisang w punkcie 2.3.4
metode h-podziatu) oraz w [37], w ktérej rozpatrzono pewien przypadek szcze-
gblny.

Niech D bedzie przesunigta otwarta lewa polptaszczyzna, ktérej brzeg ma
opis parametryczny f(®) =~y + jo, 0 € Q=[0,), gdzie ¥ >0.

W niniejszym punkcie rozpatrzymy problem badania odpornej D-stabilno$ci
rodziny quasi-wielomianow (7.74), typu neutralnego lub op6Znionego, o wspoét-
czynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parametréw na bazie sprawdzenia
spetnienia warunku wykluczenia zera (7.86). Pokazemy tez, ze do badania odpor-
nej D-stabilno$ci rozpatrywanej rodziny quasi-wielomianéw mozna stosowa¢ me-
tode przestrzeni niepewnych parametrow.

Zbiér Q majacy postaé (7.78) jest I-wymiarowym hiperprostopadtoscianem.

Maon K = 2! wierzchotkéw.
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Oznaczmy k-ty wierzchotek zbioru Q przez
qx =lqt .q5.....qf 1. gdzie qf =q; lub gf =g, i=12,..,L
Kazdemu wierzchotkowi ¢, k=12,...,K, K =2!, zbioru Q odpowiada
w zbiorze quasi-wielomianow (7.74) quasi-wielomian wierzchotkowy
P (s, h) = wis, h,q). (7.87)

Z rozwazan podanych w punkcie 4.3.1 wynika, ze dla kazdego ustalonego
® € Q iustalonego he€ H zbidr warto$ci

w(f (w),h,Q) = conv{p;(f(0),h),..., pg (f(®), )} (7.88)

rodziny quasi-wielomianoéw (7.74) o wspdlczynnikach liniowo zaleznych od nie-
pewnych parametrow jest na plaszczyznie zmiennej zespolonej wypukltym wielo-
bokiem, rozpigtym na punktach p; (f(w),h), k=1.2,...,K.

Podobnie, unormowany zbior wartosci

w(f (w),h,Q) = conv{p(f (), h),..., bg (f (w), W)}, (7.89)

gdzie Py (s,h) = py(s,h)/ w(s,hy,qp), zas w(s,hy,qg) jest D-stabilnym quasi-
-wielomianem nominalnym, tez jest wypuklym wielobokiem na plaszczyznie
zmiennej zespolonej.

Dla kazdego ustalonego ® € Q i ustalonego h € H zbidér warto$ci

Alexp(~f (@)h), Q) = {Alexp(~f (w)h),q): q € O} (7.90)

rodziny czlondéw dominujacych (7.79) o wspdlczynnikach liniowo zaleznych od
niepewnych parametrow réwniez jest wypuklym wielobokiem, rozpietym na

punktach p,e (exp(~f(mh), k=1.2,...,K, gdzie

e (exp(—f (@)h)) = Alexp(—f ()h), gz ). (7.91)

Z lematu 7.1 wynika, ze jezeli f(w)= -y + jo, to dla ustalonego g € Q
rodzina cztonéw dominujacych (7.79) jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wte-
dy, gdy jest spelniona nier6wnos¢

o @)> X layi (@lexp(vh"). (7.92)
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Powyzsza nieréwno$¢ jest spetniona dla wszystkich g € Q0 wtedy i tylko wte-
dy, gdy

m
min{ano(q) - X lap (q)leXp(Yhf)} > 0. (7.93)
geQ i=1

Zbiory {a,;(q):q € Q} (i=0,l,...,m) sa odcinkami linii prostych, lezacymi
na osi rzeczywistej. Dlatego tez powyzsza nieréwno$¢ mozna napisa¢ w postaci

r?inK{ano(qk) - § |ani (qk )IeXp(Yhf)} >0, (7.94)
=1

1=

gdzie g5, k=12,... K= 2!, sa to wierzcholki hiperprostopadto$cianu Q.
Z powyzszych rozwazan wynika nastgpujacy lemat.

Lemat 7.3. Niech nominalny czlon dominujacy A(exp(—shg),qo) bedzie D-stabil-
ny. Rodzina czlonéw dominujacych (7.79) o wspoéiczynnikach liniowo zaleZnych
od niepewnych parametréw jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy jest
spetniony warunek (7.94). |

Warunki wykluczenia zera (7.85) i (7.86) mozna sprawdzi¢ bezposrednio,
wyznaczajac metoda siatki potozenia odpowiednich zbiorow wartoégi na pias.z-
czysnie zmiennej zespolonej. Nalezy przy tym rozpatrywa¢ odpowiednio duzy
przedziat warto$ci parametru © 20, teoretycznie nieskoficzony w przypadku ro-
dziny quasi-wielomianéw typu neutralnego, przyjmujac odpowiednio maty krok
Aw. Przy wyznaczaniu zbioréw wartosci (7.81) i (7.82) nalezy dla kazdego usta-
lonego ® >0 dokonaé dyskretyzacji z odpowiednio matymi krokami przedzialéw

I R — + . . ;e . _
wartosci opoznien H; =[h; b ], i=12,...,m, oraz zbioru Q wartosci niepew

nych parametrow. ' , . '
Warunek wykluczenia zera (7.86) mozna tez sprawdzi¢ posrednio stosujac
metode funkcji testujacej B(w), bedacej uogdlnieniem metody podanej w punkcie

43.42. . '
Wprowadzmy dla rodziny quasi-wielomianéw (7.74) o wspotczynnikach li-

niowo zaleznych od niepewnych parametréw funkcje testujaca B(w), zdefiniowa-

na dla ustalonego w =0 wzorem

B(w) = min{Re p; (f(0),h), k =12,...,K}, (7.95)
heH
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gdzie py (s,h) =W(s,h,q;) jest unormowanym quasi-wielomianem wierzchotko-
wym (dla ustalonego he H).
Latwo zauwazy¢, ze warunek wykluczenia zera (7.86) jest spelniony, jezeli

B(w)>0, Yo 20. (7.96)

Z powyzszych rozwazan wynika nastepujacy lemat.

Lemat 7.4. Niech quasi-wielomian nominalny w(s,hg,qy) bedzie D-stabilny.

Warunek wykluczenia zera (7.86) dla rodziny quasi-wielomianéw (7.74) o wspét-
czynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parametréow jest spetniony, jezeli
jest spelniona nier6wnos¢ (7.96).

Dowdd. Z rozwazaf podanych w punkcie 4.3.4.2 wynika, ze dla kazdego ustalo-
nego h€ H unormowany zbiér wartosci (7.89) przy ustalonym ® >0 jest na
plaszczyznie zmiennej zespolonej wypuktym wielobokiem, zawierajacym w swo-
im wngtrzu punkt (1, jO). Zbiodr ten lezy calkowicie w otwartej prawej polplasz-

czyznie dla wszystkich he H, jezeli minRe p;(f(w),h)>0 dla kazdego
heH

k=12,...,K. Biorac pod uwage wszystkie wartosci parametru @ 20, otrzymamy
teze lematu. ]

Przy komputerowym sprawdzaniu warunku (7.96) nalezy rozpatrywaé odpo-
wiednio duzy przedzial wartoéci parametru ® >0, teoretycznie nieskonczony
w przypadku rodziny quasi-wielomianéw typu neutralnego, przyjmujac odpo-
wiednio maly krok Aw. Przy wyznaczaniu (dla kazdego ustalonego ®) ze wzoru
(7.95) wartosci funkcji testujacej B(w) nalezy przyjmowaé dyskretne wartosci
opéznien k; € H; =[h k' 1,0<h7 <h?, i=12,....m, wyznaczone z odpowied-
nio matymi krokami Ak;. Zauwazmy, Ze nie jest tutaj potrzebna dyskretyzacja
zbioru Q wartos$ci niepewnych parametrow.

Przyklad 7.5. Wezmy pod uwage uklad automatycznej regulacji temperatury
w reaktorze nuklearnym, ktorego quasi-wielomian charakterystyczny ma postaé

w(s,h) = s°TT; + sT; + kK, (s’T.Ty + sT; + e ™", (7.97)

Zalbzmy, ze warto$¢ op6znienia h oraz warto$ci stalej czasowej T i wspét-
czynnika wzmocnienia k nie sa dokladnie znane, przy czym he[04,0.6],

k €[08,12], T €[0.16,0.24], natomiast nastawy K, = 0.6, T, =038, T; =01 re-
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gulatora typu PID zostaly dobrane wedlug kryterium optymalnego modutu dla
warto$ci nominalnych: hy =05, kg =1, T =0.2.

Rodzing quasi-wielomiandw charakterystycznych rozpatrywanego ukladu
typu neutralnego mozna napisa¢ w postaci

W(s,H,Q)={w(s,h,q): q€Q, he H}, (7.98)

gdzie
w(s,h,q) = wo(s,q) +wy(s,q) e, (7.99)

wo(s,q) = 038(qps? +5),  w;(s,q) = 0.6g;(0.038s> +038s +1),

przy czym q =[q;,92), q; =k, qp =T, za$
0=1{q: q; €[08,12], ¢, €[0.16,024]}, (7.100)
H = {h: h€[04,06]}. (7.101)

Nalezy zbada¢ odporng D-stabilno$¢ rodziny quasi-wielomiandéw (7.98), je-
zeli obszarem D jest przesunigta otwarta lewa potplaszezyzna, ktorej brzeg ma opis
parametryczny f(®) =-05+ jo, ® € Q =[0,00).

Rodzina czlonéw dominujacych rozpatrywanej rodziny quasi-wielomiandéw
ma postac

A(s,H,Q) = {A(exp(—sh),q): he H,qe 0}, (7.102)

gdzie
A(exp(—sh),q) =0.38g, + 0.0228q1e~5h . (7.103)

Quasi-wielomian nominalny rodziny (7.98) oraz nominalny czton dominujacy
rodziny (7.102) sg D-stabilne, co zostalo pokazane w przykladzie 4.5.

Latwo sprawdzi¢, ze dla rodziny (7.102) nierdwno$¢ (7.94) jest spelniona (jej
lewa strona ma warto$¢ 0.0239). Oznacza to, zgodnie z lematem 7.3, Ze rodzina
cztondéw dominujacych (7.102) jest odpornie stabiina.

Do zbadania spetnienia warunku wykluczenia zera (7.86) zastosujemy metode
funkcji testujacej B(w), podang w lemacie 7.4.

Na rysunku 7.9 jest pokazany wykres funkcji testujacej B(w). Zostat on wy-

znaczony dla @ zmieniajacego si¢ od 0 do 40 z krokiem 0.1. Dla kazdego ustalone-
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go o warto$¢ funkcji testujacej B(w) obliczano ze wzoru (7.95) (po uprzednim

wyznaczeniu unormowanych quasi-wielomianéw wierzchotkowych) dla & zmie-
niajacego si¢ od 0.4 do 0.6 z krokiem 0.001. Warto$¢ minimalna 0.2232 tej funkcji
zostala osiagnieta dla @ = 36.1. Dla w > 40 wartosci funkcji B(w) sa wigksze od

0.2232,

0.8 ' ; ' E ' T T

B(w)

0.6

0.4

02 1 ; i ; 1 i i
0 10 20 30 o 40
Rys. 7.9. Wykres funkcji testujacej B(w)

Z powyzszych rozwazan i lematu 7.4 wynika zatem, ze warunek wykluczenia
zera (7.86) jest spetniony i rodzina quasi-wielomianéw (7.98) jest odpornie D-sta-
bilna, zgodnie z twierdzeniem 7.3. ]

Postepujac podobnie jak w punkcie 4.4 przy dokladnie znanych op6znieniach,
podane powyzej metody badania odpornej D-stabilnosci rodziny quasi-wielo-
miandw (7.74) o wspdlczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parametrow
mozna uogllni¢ na klasg rodziny quasi-wielomianéw (7.74) o wspoiczynnikach
wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametrow.

Oprocz metody bezposredniego sprawdzania warunkéw wykluczenia zera
(7.85) i (7.86) oraz podanej powyzej metody funkcji testujacej B(w), do badania
odpornej D-stabilno$ci rodziny quasi-wielomianéw (7.74) o wspoétczynnikach li-
niowo zaleznych od niepewnych parametréw i o niepewnych op6znieniach mozna
tez stosowa¢ metode przestrzeni niepewnych parametrow, omdéwiona w punkcie
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3.2.2. Nalezy przy tym granice D-stabilnosci rozpatrywaé na plaszczyznie dwoch
niepewnych parametrow, ktore nie s3 op6Znieniami.

Zastosowanie metody przestrzeni niepewnych parametréw do badania odpor-
nej D-stabilnosci rodziny quasi-wielomianéw (7.74) o wspotczynnikach liniowo
zaleznych od niepewnych parametrow ilustruje ponizszy przyktad.

Przyklad. 7.6. Nalezy wyznaczy¢ wartosci wspolczynnika 0<e€ <1, dla ktérych
jest odpornie stabilny quasi-wielomian typu op6Znionego

shy

w(s,h,g) = 52+ ayps +agy + 25 +e” (7.104)

o niepewnych wspotczynnikach i o niepewnych opdznieniach, gdzie ajg €[-¢,g],
ag €[-¢,¢€, za§ h=[h,h], przy czym hy €[1- g,1+€], ih €[2-¢,2+¢]

Rozpatrywany quasi-wielomian mozna napisa¢ w postaci rodziny quasi-
-wielomianéw (7.74), gdzie

w(s,h,q) = s° +qys +qy +2se" M + 72 (7.105)
przy czym q =[q1.921, g1 = a0, 92 = a0, O1aZ

0 ={q: q; €[-¢,€], g7 €[-¢€,€l}, (7.106)

H={h he[l-g1+¢e], b €[2-¢&2+¢€]}. (7.107)

Fatwo sprawdzié, stosujac np. twierdzenie 2.3, Ze quasi-wielomian nominalny
odpowiadajacy € =0, majacy posta¢ w(s,h)= s2 +2se” + e—2s, jest asympto-
tycznie stabilny.

Problem badania odpornej stabilnoéci bedziemy rozpatrywac na plaszczyZnie
(91,q2) niepewnych parametrow. Na tej plaszczyznie zbiér Q przy ustalonym
€ >0 jest kwadratem.

Dla quasi-wielomianu (7.105) réwnanie (3.41) ma posta¢ g; +1=0. Opisuje
ono granicg zer rzeczywistych. Na ptaszczyznie (q1,q,) granica zer rzeczywistych

jest wigc pionowa linia prosta, lezaca poza kwadratem (7.106) przy 0<e<1
Obliczajac w sposob opisany w punkcie 3.2.2 granice zer zespolonych (tzn.
rozwiazujac rownania (3.43) i (3.44)), otrzymamy

g, = ©% =2y sin(why) — cos(why), ' (7.108)
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g, =—2cos(why) + sin(why) / v, (7.109)

przy czym hy €[l-¢,1+¢€], ip €[2~¢,2+¢], ®>0.

Przyjmujac rozne warto$ci parametru € € (0,1) 1 wykreslajac na plaszczyznie
(q1.92) polozenia kwadratu (7.106) oraz lezacych w jego poblizu fragmentéw

linii krzywych o opisie parametrycznym (7.108), (7.109), stwierdzamy, ze te krzy-
we nie przecinaja kwadratu Q przy € = 0.028.

0.05
q2

-0.25 '
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

Rys. 7.10. Rysunek do przyktadu 7.6

Polozenia na ptaszczyznie (g;,q,) kwadratu (7.106) dla € = 0.028 oraz frag-

mentdéw linii krzywych (7.108), (7.109) sa pokazane na rysunku 7.10. Zostaly one
wyznaczone przy € =0.028 dla podanych ponizej warto$ci opdznien oraz wartosci
parametru ®:

h=1+e=1028, hy =2-¢=1972 (krzywa 1 przy w €[1215, 138]),
h=1+e=1028, hy =2+¢=2028 (krzywa 2 przy w €[117,1.35]),
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h=1-£=0972, hy =2—-¢€=1972 (krzywa 3 przy o €[1.16,134]),

h =1-€=0972, hy =2+¢=2028 (krzywa 4 przy o €[L11, 1.3]).

Dla innych warto$ci parametru 0 <€ <0.028 odpowiednie krzywe leza po-
migdzy krzywymi 1 14.

'Z powyiszych rozwazan i z punktu 3.2.2 wynika, Ze rozpatrywana rodzina
quasi-wielomiandw jest odpornie stabilna dla kazdego 0 < € < 0.028.

Odporna stabilno$¢ quasi-wielomianu (7.104) byla badana w pracy [111]. Na
podstawie podanej tam metody wykazano, Ze jest on odpornie stabilny dla kazdego

0<e< 001 Zauwazmy, ze wyznaczony powyzej przedzial warto$ci parametru ¢
jest znacznie wigkszy. [ ]

7.2.2. Quasi-wielomian przedziatowy

Wezmy pod uwage quasi-wielomian przedzialowy o niepewnych opdZnie-
niach

W(s,H,A,B)={W(s,h,A,B):he H}, (7.110)

gdzie h=[hy,hy,....h,],

W(s,h, A, B) = Wy(s, A) + 3 W:(s, B;) exp(—sh;), (7.111)
=1

i=

H={h:helh h1,0<h” <h',i=12,..,m}, (7.112)

za$ wiclomiany przedzialowe W, (s, A) i W;(s,B; ) (i=12,...,m) sa zdefiniowane
nastgpujaco

Wy(s, A) = {wy(s.a):a € A}, (7.113)

przy czym a = [ay,....a,],

n

wo(s,a) = 3 ags*, (7.114)
k=0

A={a:ay €lag.,ai), ag <ai, k=0,1,...,n, a, >0}, (7.115)
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oraz

Wi(s,B;) = {w;(s,b;):b; € B;}, i=12,...,m, (7.116)

przy czym b; =[bg;,...,by;],
.k
w;(s,b;)= Xbys™, (7.117)
k=0

B; = {b; :by; € [bjg-bi 1, b <bf, k=0L,....n}, (7.118)

za§ B = By X ByX..XB,,.

Dowolny quasi-wielomian nalezacy do rodziny (7.110) ma postac

m
w(s,h,a,b) = wy(s,a) + X w;(s,b;) exp(—sh;). (7.119)
i=1

Niech D bedzie przesunigta otwarta lewa polplaszczyzna, ktérej brzeg ma
opis parametryczny f(®) = -y + jo, 0 € Q=[0,0), gdzie ¥ >0.

Oznaczmy przez w(s,Hg,aq,by) D-stabilny quasi-wielomian nominalny ro-
dziny (7.110), gdzie hy jest wektorem nominalnych wartosci opdznien, za$ ag
i by sa to wektory nominalnych wartosci wspotczynnikow a; (k=0,,...,n)
i by (k=01,..,n, i=12,..,m), odpowiednio.

Quasi-wielomian przedziatowy (7.110) bedziemy nazywac quasi-wielomia-
nem przedziatowym odpornie D-stabilnym, jezeli jest on D-stabilny dla wszystkich
h; € H;, i=12,...,m, oraz dla wszystkich a; (k=01,...,n) i by; (k=01,...,n,
i =172,...,m) z zadanych przedzialow.

Rodzinie quasi-wielomianéw (7.110) typu neutralnego odpowiada rodzina
cztonéw dominujacych, ktéra bedziemy nazywaé przedziatowym cztonem dominu-
jacym, majacym postac

A(s,H,A,,B,) = {Ae™*",a,,b,): he H, a, € A,, b, €B,},  (7.120)
gdzie
m
A(exp(~sh),a,,b,) = a, + Sby ¢, (7.121)
i=1

i
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przy czym A, =[a;,a;] (0<a, <a, z zalozenia) oraz b, =[by15eesbym ], za$
B, = {b,: b,; €[by;, b;), by <bl, i=12,...,m}.

Przedzialowy czlon dominujacy (7.120) bedziemy nazywaé przedziatowym
cztonem dominujacym odpornie D-stabilnym, jeZeli jest on D-stabilny dla wszyst-
kich h; € H;, i=12,...,m, oraz dla wszystkich wartosci wspdtczynnikow a,, i b,;
(i=1,2,...,m) z zadanych przedziatow.

Niech A(exp(—shO),a,(zo) ,b,(lo)) bgdzie nominalnym D-stabilnym czionem
dominujacym rodziny (7.120).

Rodzina (7.110) jest przypadkiem szczegdlnym rodziny quasi-wielomianéw
(7.74) o wspolczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parametréw. Dlatego
tez podane w punkcie 7.2.1 metody, sluzace do sprawdzania warunkéw twierdze-
nia 7.3, mogg by¢ stosowane w przypadku rodziny (7.110). Jednak ze wzgledu na
specyfikg tej rodziny (kazdy wspolczynnik jest niepewnym parametrem), te meto-
dy mozna zmodyfikowa¢ w sposob podany ponizej.

Uogolniajac lemat 7.3 na rodzing quasi-wielomianow (7.120) otrzymamy
ponizszy lemat.

Lemat 7.5. Niech nominalny czlon dominujacy rodziny (7.120) bedzie D-stabilny.
Przedzialowy czton dominujacy (7.120) jest odpornie D-stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy

m
ay, > 3 B exp(yh), (7.122)
i=1
gdzie B,; = max(|b,:i|,|b,;}). -

Zbiory (7.115) 1 (7.118) sa (n+ 1) -wymiarowymi hiperprostopadto$cianami.

2" wierzehotkéw. Niech

Majg one po K =
a, = [a(])‘,alk,..‘,a,lf], gdzie afc =q; lub a,-k :a;“, i=01,..,n,
oznacza k-ty wierzcholek zbioru A, za$

by =B bf,....b5 1, gdzie b = by Tub b = b, i=01,...,n,

oznacza k-ty wierzchotek zbioru B;.
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Kazdemu wierzchotkowi a;, k =12,...,K, zbioru A odpowiada w zbiorze
wielomianow (7.113) wielomian wierzcholkowy

Por () =wo(s,at), (7.123)

natomiast kazdemu wierzchotkowi by, k=12,...,K, zbioru B; odpowiada
w zbiorze wielomianow (7.116) wielomian wierzchotkowy

ik (5) = w; (s, by). (7.124)
Dla dowolnego ustalonego @ >0 zbiory wartosci

wo(f (W), A) = {wy(f(w),a)a € A}, (7.125)

w; (f(w), B;) = {w;(f(w),b;):b; € B;}, i=12,....m, (7.126)

sa w przypadku ogélnym wypuklymi wielobokami na plaszczyznie zmiennej ze-
spolonej, rozpietymi na punktach pg; (f(®)) i py (f(®)) (k=1.2,...,K), odpo-
wiednio. Sq one prostokatami Charitonowa tylko wtedy, gdy f(m) = jo. Kazdy
ze zbiorow (7.125), (7.126) ma liczbg krawgdzi nie wigksza niz 2(n + 1).

Dla kazdego ustalonego o € Q i ustalonego h € H zbiér warto$ci

w(f(w),h, A, B) =wy(f (), A) + gwi(f(w),Bi)CXP(—f(w)hi) (7.127)
i=1

rodziny quasi-wielomianéw (7.110) jest wypuktym wielobokiem, rozpigtym na
punktach

p® (£ (@).1) = pory (F @)+ 3 pig; (f @Dexp(—f @), (7.128)
i=1

gdzie k = (kg.kp,..nkpy), ki =12, K=2""1 i=001,....m.

Uwzgledniajac powyzsze oznaczenia i wzér (7.95), wprowadzmy dla quasi-
-wielomianu przedzialowego (7.110) funkcjg testujaca B(w), zdefiniowana dla

ustalonego ® =0 wzorem

B(®) = min{Re ® (f (@), k), k; =12,..,K, i =0,1,....,m},  (7.129)
heH

gdzie k = (kg kpsor k), 2§ 5E(s,h) = p® (5,h) 1 wis, hy,ag, by).
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Z powyzszych rozwazan i lematu 7.4 wynika nastgpujacy lemat.

Lemat 7.6. Niech quasi-wielomian nominalny w(s,hy,ag,by) bedzie D-stabilny.
Warunek wykluczenia zera

0¢ W(f(w), H, 4,B), Yoe Q=[0,), (7.130)

jest spelniony, jezeli

B(w)>0, Vo =0, (7.131)

gdzie funkcja testujaca B(m) jest zdefiniowana wzorem (7.129). u

Przy komputerowym sprawdzaniu warunku (7.131) nalezy uwzgledni¢ ko-
mentarz podany ponizej lematu 7.4, tzn. przy wyznaczaniu ze wzoru (7.129) war-
tosci funkcji testujacej B(w) przy ustalonym ® nalezy przyjmowac¢ dyskretne

wartoci  opoznien k€ H; =[h b 1,0<h <h', i=12,...,m, wyznaczone
z odpowiednio matymi krokami A#;.

W przypadku szczegblnym, gdy D jest otwarta lewa pOtplaszczyzna, ktorej
brzeg ma opis parametryczny f(®) = jo, ® €[0,%), warunek konieczny i wystar-
czajacy (7.122) odpornej stabilno$ci rodziny cztonéw dominujacych (7.120)
przyjmuje postac

m
a, > Y max(|b,|,|by). (7.132)
i=1

Podang w lemacie 7.6 metodg sprawdzania spetnienia warunku wykluczenia
zera (7.130) mozna tez stosowaé bezposrednio do badania odpornej stabilnosci
rodziny quasi-wielomianéw (7.110), przyjmujac f(w) = jo. Jednakze, ze wzgle-
du na specyfike postaci zbioru wartoéci (7.127) przy f ()= jw, proces badania
odpornej stabilno$ci tej rodziny mozna uproéci¢ w sposéb podany ponize;j.

Oznaczmy przez w((,ko)(s), kg=1,...,4, oraz przez wl-(ki)(s), k;=1,...4,
wielomiany Charitonowa stowarzyszone z wielomianami przedzialowymi (7.113)
i (7.116), odpowiednio. Wyznacza sig¢ je w sposéb podany w Dodatku A.

Z rozwazanh podanych w punkcie 6.1 wynika, ze dla ustalonego w =0 1 usta-
lonego he H zbior warto$ci w(jw,h, A, B) quasi-wiclomianu przedzialowego

(7.110) jest wypuklym wielobokiem rozpigtym na gm+l punktach, bedacych war-
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tosciami dla s= jw wszystkich quasi-wielomianéw Charitonowa, stowarzyszo-
nych z tym quasi-wielomianem, majacych postaé (por. wzor (6.13))

W (5.1 = w§® (5)+ 3wl (5) exp(-shy), (7.133)

i=1
gdzie k = (kg ky,oonkp), k; =1,...4 dlai=0,L,...,m.

Oznacza to, ze przy badaniu odpornej stabilno$ci rodziny quasi-wielomianéw
(7.110) funkcje testujacq B(w) dla kazdego ustalonego ® =0 mozna obliczaé ze

WZoru

B(w)=’rlnig{Rew(")(jm,h), ki=1..4, i=01,...,m, (7.134)
(S

gdzie k = (kg,ki,....ky,), za§ w5 (s,h) = w® (s,h) I w(s,hy,a9,by) jest unor-
mowanym quasi-wielomianem Charitonowa. :

Uwzgledniajac rozwazania podane w punkcie 7.1.1 przeanalizujemy teraz
strukture zbioru warto$ci

w(jo,H,A,B) = {wo(jm, A)+ '§1Wi(jm’ B;)exp(-joh;):h e H} (7.135)
i=
rodziny quasi-wielomianéw (7.110).

Dla kazdego ustalonego ® =0 zbiory wartosci wy(jw,A) i w;(jo,B;) sa
prostokatami Charitonowa o wierzchotkach w(()ko)( J0), kg=1,...4, i wl-(ki)( Jjo),
k; =1,...,4, odpowiednio.

Dla kazdego ustalonego ® =0 brzegi zbioru

w; (jo, H;, B;) = {w; (jo, B;) exp(— jok;): b; € H; =[h k" 1) (7.136)
przy ustalonym i>0 s3 wyznaczone na plaszczyznie zmiennej zespolonej przez
dwa czworoboki w;(jm,B;)exp(—joh ) i w;(jo,B;)exp(— jmh;r) (obrécone

prostokaty Charitonowa stowarzyszone z rodzing wielomiandéw (7.116)) oraz czte-
ry tuki okregéw o Srodku w poczatku ptaszczyzny zmiennej zespolonej i o promie-

niach |w,-(ki ) (jo)|, k; =1,...,4, ktére tacza wierzcholki tych czworobokéw.
Jezeli 0 2 ®;, gdzie

@; =21/ (k" —K), (7.137)
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to zbi6r (7.136) jest pierscieniem o $rodku w poczatku plaszczyzny zmiennej
zespolonej, o promieniu zewngtrznym r,-z((n)=max{|wi(ki )( Jjol, ki =1,....4)

i o promieniu wewngtrznym 7, (®) = n1in{|w,-(ki)( Jjo)|, k; =1,... 4}.
Wobec tego, dla o = @, gdzie

® = max{®;:i =12,...,m}, (7.138)
zbior wartosci
m
w(jo,H,B) = ¥ w;(jo,H;,B;), (7.139)

i=1
gdzie w;(jw,H;,B;) ma posta¢ (7.136), lezy w kole o $rodku w poczatku plasz-
czyzny zmiennej zespolonej i o promieniu r(®) = r,(®) + ry, (®)+.. 41, (W),

przy czym 1, (®)= max{!w,-(ki)(jo))l, k;=1,...4}, i=12,...,m. Brzeg tego kola
nalezy do zbioru (7.139).
Z powyzszych rozwazah wynika, ze warunek wykluczenia zera

0¢ w(jo,H,A,B), YO =@, (7.140)
jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy (patrz tez [111])

wo(jo,A) " w(jw,H,B)=D, Yo 2@, (7.141)
tzn. gdy dla kazdego ® =@ prostokat Charitonowa wy(jo,A) lezy na zewnatrz

kota o §rodku w poczatku ptaszczyzny zmiennej zespolonej i o promieniu

r@) = ¥ max{[w) (o), & =1,...4). (7.142)
i=1

Jezeli 0¢ wy(jw,A) dla ® 2®, to warunek (7.141) jest spelniony wtedy
i tylko wtedy, gdy

() > r(®), Yo 2, (7.143)

gdzie
1(@) = min{|w§'® (o), ko =1,....4}. (7.144)
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Warunek (7.143) mozna napisa¢ w postaci
d(w)>0, Vo = 0, (7.145)

gdzie :
O(w) =1-r(w)/ p(w). (7.146)

Zauwazmy, ze funkcja testujaca zdefiniowana wzorem (7.146) ma taka sama
postac jak funkcja testujaca (5.43).

Ze wzorow (7.142), (7.144) i (7.3) wynika, ze warto$¢ koncowa funkcji te-
stujacej (7.146) mozna obliczy¢ ze wzoru

m
@, = lim ®(@)=1-3 B, /ay, (7.147)
i=1

>0
przy czym 0<aq, < a, zzatozenia, oraz
Bri = max((by; ], b - (7.148)
Zauwazmy, ze warunek @, >0 jest tozsamy z warunkiem (7.132).

Z powyzszych rozwazan wynika nastgpujaca metoda postgpowania przy ba-
daniu odpornej stabilno$ci quasi-wielomianu przedziatowego (7.110) na bazie
twierdzenia 7.3 przy f(w) = jw:

1) jezeli rodzina (7.110) jest rodzing typu neutralnego, badamy odporna stabilnos¢
przedzialowego czionu dominujacego (7.120) sprawdzajac spelnienie warunku
koniecznego 1 wystarczajacego (7.132),

2) sprawdzamy spelnienie warunku wykluczenia zera 0¢ w(jo,H, A, B) dla kaz-

dego w <®, lub réwnowaznie, warunku wykluczenia zera 0 & w(jo, H, A, B),

Yo < ®, stosujac metode bezposredniego ich sprawdzenia lub metodg funkcji
testujacej B(w) do sprawdzenia drugiego z tych warunkéw (warunek dosta-

teczny),
3) sprawdzamy spetnienie warunku (7.143) (lub (7.145)).

Przyklad. 7.7. Nalezy zbada¢ odporng stabilno$¢ quasi-wielomianu przedziatowe-
go typu op6znionego z dwoma niepewnymi opoZznieniami, majacego postac

w(s,h,a) =wy(s,a)+2se” " +¢™"2 ae A, heH, (7.149)

dzie w (s,a)=s2+a s+ay, a=laj,ay], h=[h,h], przy czym
g 0 2 1 2 1,72
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A = {a: a; €[-0.028,0.028], a, €[-0.028, 0.028]}, (7.150)

H = {h: by €[0972,1.028], h, €[1.972,2.028]}. (7.151)

Odporna stabilno$¢ rodziny quasi-wielomianéw (7.149) byla badana w przy-
kladzie 7.6 metoda przestrzeni niepewnych parametréw. Ponizej do badania od-
pornej stabilno$ci tej rodziny zastosujemy podana powyzej metodg postgpowania.

Poniewaz rodzina (7.149) jest rodzina typu opdznionego, od razu przecho-
dzimy do punktu 2).

Obliczajac ze wzordéw (7.137) i (7.138) warto$¢ @ parametru ®, otrzymamy
® =2m/0.028 =112.1997.

Z quasi-wielomianem przedzialowym (7.149) sa stowarzyszone cztery quasi-
-wielomiany Charitonowa

w® (s,h) = w§ (s) +25¢™M + 72 K =1,...4, (7.152)

gdzie
wD (s) = 52 +0.0285+ 0028, wi? (s)=s> —00285-0028,  (7.153)

w§D (s) = s + 002850028, w§?(s) =5*—-00285+0028,  (7.154)

sa to cztery wielomiany Charitonowa Stowarzyszone z wielomianem przedziato-
wym wy(s,a), a € A.

Z postaci quasi-wielomianu w(s,h,a) i wielomianéw Charitonowa oraz ze
wzordow (7.142) i (7.144) wynika, ze r(®w)=2w+1, r(w)= ®? - 0028. Latwo
zauwazyc, ze

n(w) = 2 - 0028 > r@)=20+1, Yo =®=112.1997, (7.155)

co oznacza, ze nierowno$¢ (7.143) jest speiniona.

Do sprawdzenia warunku wykluczenia zera 0¢& w(jw,H, A, B), Yo <®,
zastosujemy metodg funkcji testujacej B(w).

Na rysunku 7.11 jest pokazany wykres funkcji testujacej B(w). Zostal on

wyznaczony dla @ zmieniajacego sig¢ od 0 do 4 ze zmiennym krokiem. Dla kazde-
go ustalonego o warto$¢ funkeji testujacej B(w) obliczano ze wzoru
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B(®@) = min{Re #®) (o, k), k =1,... 4}, (7.156)
heH

przyjmujac dyskretne warto$ci op6znieri zmieniajace si¢ z krokiem 0.01 w zada-
nych przedzialach liczbowych, przy czym W (s,h) = wk )(s,h) I w(s,hy,qq), za$

2 — — . . . . . .
w(s,hy,qo) = 5% +2se”5 +e 7% jest asymptotycznie stabilnym quasi-wielomia-
nem nominalnym.

1 ' 5 ' ; ; T
B(o) ' : '
0.8
0.6

0.4

0.2

0 1 2 3
Rys. 7.11. Wykres funkcji testujacej B(w)

Warto$¢ minimalna 0.0297 funkcji testujacej B(w) zostala osiagnigta dla
® =134. Dla kazdego ®€[4,®], gdzie ®=112.1997, wartosci tej funkcji sa
wigksze od 0.0297. Oznacza to, ze warunek wykluczenia zera 0 & W(jw, H, A, B),
Vo <O, jest spetniony.

Z powyzszego i z twierdzenia 7.3 wynika zatem, ze quasi-wielomian prze-
dziatlowy (7.149) jest odpornie stabilny. u
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Praca jest po$wigcona problemowi badania odpornej stabilnosci dynamicz-
nych ukladow liniowych stacjonarmnych z opéznieniami o niepewnych pgrametrach.
Poniewaz stabilno$¢ uktadu dynamicznego z opdznieniami jest w pelni okre$lona
przez rozklad na plaszczyznie zmiennej zespolonej zer jego quasi-Wielomian}l pha—
rakterystycznego, w pracy rozpatrzono problem badania odpornej stabilnoéci ro-
dzin quasi-wielomiandw charakterystycznych. .

Rozpatrzono przy tym ogo6lniejszy rodzaj stabilnosci niz stablln(?éé asymptg-
tyczna, a mianowicie tzw. D-stabilno$¢. Rodzina quasi-wielomiandw jest odpqrme
D-stabilna, jezeli wszystkie zera kazdego quasi-wielomianu nalgiqcego do tej ro-
dziny leza w zadanym otwartym obszarze D na plaszczyznie zmienne; zespolong.
Ze wzgledu na specyfikg rozktadu zer quasi-wielomianow, 0mc’>w1onq.w punkcu?
2.1, w pracy zostaly podane komputerowe metody stuzace do badama odporme;j
D-stabilnosci glownie do przypadku, gdy obszar D jest przesunigta otwartg lewa
péiptaszczyzna. Zaproponowane metody mozna uogdini¢ na inne ob.szary' D, spel-
niajace warunki podane w punkcie 3.2.3. Spetnienie tych warunkow Jest nlezwykle
wazne ze wzgledu na poprawno$¢ sformulowania problemu badania odpomej D-
stabilno$ci rodziny quasi-wielomianéw. Uogélnienie podanych metod na obszary
D ogélniejsze niz przesunigta otwarta lewa polptaszczyzna podano w punkc‘:le 4.5
w przypadku rodzin quasi-wielomianéw o wspolczynnikach zaleznych od niepew-
nych parametréw liniowo oraz wieloliniowo. . '

Najogélniejsze metody, jakie moga by¢ stosowane do badania odpprnel
D-stabilnos$ci rodziny quasi-wielomianow, sa opisane w punkcie 3.2. Naleza do
nich: metoda przestrzeni niepewnych parametréw oraz metoda bazujaca na tzw.
warunku wykluczenia zera, podanym w twierdzeniu 3.3. Sg to metody trudng
w stosowaniu w przypadku ogélnym, przy nieliniowej zalezno$ci wspdlczynni-
kéw quasi-wielomianu charakterystycznego od niepewnych paramet.rc’)w. o

Rozpatrywany w niniejszej pracy problem badania odpornej D-stab11n9§c1
rodzin quasi-wielomianéw sprowadza si¢ gltownie do sformutowania kryteriow
stuzacych do sprawdzania spelnienia warunku wykluczenia zera. o

W przypadku ogdlnym wyst¢puja jednakze istotne truc%noécx zwiazane ze
sprawdzeniem tego warunku, a przede wszystkim z wyznaczeniem zbioru wartosci
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lub normowanego zbioru wartosci (definicje 3.5 i 3.7, odpowiednio). Na plasz-
czyznie zmiennej zespolonej postaci zbioru wartosci oraz unormowanego zbioru
warto$ci istotnie zaleza od charakteru zaleznosci wspotczynnikéw quasi-wielo-
mianu od niepewnych parametréw. Im bardziej ztozona jest ta zalezno$é, tym bar-
dziej zlozona jest postaé zbioru wartodci. W przypadku ogélnym, przy nieliniowej
zalezno$ci wspolczynnikéw quasi-wielomianu od niepewnych parametrow, brzeg
zbioru wartosci sklada sie z odcinkéw linii krzywych, przy czym ich analityczny
opis nie jest znany. W takim przypadku dla dowolnego ustalonego s z brzegu ob-
szaru D zarys zbioru warto$ci mozna wyznaczyé stosujac metodg siatki (patrz
przykiad 4.1). Nie jest to jednak metoda dogodna do stosowania przy duzej liczbie
niepewnych parametréw.

Warunek wykluczenia zera mozna sprawdzi¢ bez stosowania metody siatki
w tych przypadkach, w ktérych dla wszystkich s z brzegu obszaru D brzeg zbioru
wartosci sktada si¢ z odcinkéw linii prostych. Dlatego tez w pracy rozpatrzono
problem badania odpornej D-stabilno$ci nastepujacych rodzin quasi-wielomianow
charakterystycznych przy znanych opéznieniach:

1) wypukla kombinacja dwoch quasi-wielomianéw (na plaszczyznie zmiennej
zespolonej zbior wartosci jest odcinkiem linii prostej),

2) rodzina quasi-wiclomianéw o wspoltczynnikach zaleznych liniowo od niepew-
nych parametréw (zbior wartoci jest wypuktym wielobokiem na plaszczyznie
zmiennej zespolonej),

3) rodzina quasi-wielomianéw o wspétczynnikach zaleznych wieloliniowo od nie-
pewnych parametréw (na plaszczyznie zmiennej zespolonej wypukta powloka
zbioru wartosci jest wypuklym wielobokiem),

4) rodzina quasi-wielomianéw zwana quasi-wielomianem przedziatlowym, w kto-
rej poszczegblne wspoiczynniki quasi-wielomianu sa znane z doktadnoscia do
przedzialéw liczbowych (zbior wartosci jest wypuklym wielobokiem na plasz-
czyznie zmiennej zespolonej).

Warunki odpornej D-stabilnosci wyzej wymienionych rodzin quasi-wielomia-
néw zostaty podane w punktach 4.2, 4.3, 4.4 oraz w rozdziale 6, odpowiednio. Sg
to warunki konieczne i wystarczajace odpornej D-stabilnoéci rodzin wymienionych
w punktach 1), 2) i 4), natomiast sa to w og6lnosci warunki dostateczne odporne;j
D-stabilnosci rodziny wymienionej w punkcie 3).

Do sprawdzania warunku wykluczenia zera dla wszystkich wyzej wymienio-
nych rodzin quasi-wielomianéw w pracy zaproponowano stosowanie komputero-
wych metod, zwanych metodami funkcji testujacych. Ulatwiaja one znacznie ba-
danie odpornej D-stabilnosci, szczegélnie przy duzej liczbie niepewnych parame-
trow.
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Quasi-wielomian przedzialowy jest przypadkiem szczeg6lnym rodziny quasi-
-wielomianow o wspétczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parametrow.
Do badania jego odpornej stabilno$ci mozna stosowa¢ metody opracowane dla
rodziny quasi-wielomianéw o wspotczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych
parametréw, podane w punkcie 4.3. Jest to jednak trudny problem ze wzgledu na
duza liczbg niepewnych parametréw. Na podstawie analizy struktury zbioru warto-
sci w punkcie 6.1 wykazano, ze w przypadku quasi-wielomianu przedzialowego
wyzej wymienione metody mozna znacznie upro$cic, tzn. ograniczy¢ si¢ do rozpa-
trywania zbioru tylko krawgdziowych quasi-wielomianéw Charitonowa, ktérych
liczba nie zalezy od liczby niepewnych parametréw.

Podane metody badania odpome;j stabilnoéci quasi-wielomianu przedzialowe-
go zastosowano w punktach 6.3 i 6.4 do analizy odpornej D-stabilnos$ci zaburzone-
go quasi-wielomianu oraz przedziatowego ukladu regulacji automatycznej z jed-
nym opé6znieniem, w ktdrym obiekt jest opisany rodzing transmitancji przedziato-
wych. Rozpatrzono przy tym stabilno$¢ przy ustalonej warto§ci opdznienia, nie-
zaleznie od wielkosci opdznienia, a takze w przypadku, gdy wielko$¢ opdznienia
nie jest doktadnie znana. Podano komputerowe metody stuzace do badania wyzej
wymienionych rodzajéw odpornej stabilnosci przedzialowego ukladu regulacji
automatycznej z opdznieniem.

W pracy podano ponadto warunki i algorytmy badania odpornej stabilnosci
niezaleznie od wielko$ci opdznien quasi-wielomianu przedzialowego oraz rodzin
quasi-wielomiandw o wspotczynnikach zaleznych od niepewnych parametréw
liniowo i1 wieloliniowo (rozdziat 5). Do badania takiego rodzaju odpornej stabilno-
$ci zaproponowano stosowanie metod funkcji testujacych. Sa one uwogdlnieniem
metody podanej w punkcie 2.3.3 w przypadku dokladnie znanych wspélczynnikow
quasi-wielomianu charakterystycznego.

W rozdziale 7 rozpatrzono problem badania odpornej D-stabilnosci rodziny
quasi-wielomian6w o niepewnych opo6znieniach. Nalezy on do najtrudniejszych ze
wzgledu na wykladnicza zalezno$¢ quasi-wielomianu od opdznien. Przy nie-
pewnych opdznieniach zbidr wartoéci ma zawsze krzywoliniowe boki, niezaleznie
od charakteru zaleznosci wspdtczynnikéw quasi-wielomianu charakterystycznego
od niepewnych parametréw. Pokazano, ze metodg przestrzeni niepewnych para-
metréw mozna z powodzeniem stosowaé w przypadku, gdy granice D-stabilnosci
rozpatruje si¢ na plaszczyznie dwoch niepewnych parametréw, ktore nie sg opoz-
nieniami.

Podano metody funkcji testujacych shuzace do badania odpornej D-stabil-
no$ci rodziny quasi-wielomianéw o dokladnie znanych wspodtczynnikach 1 o nie-
pewnych opdznieniach (niewspdimiernych i wspoimiernych) oraz odpornej D-sta-
bilnosci rodziny quasi-wielomianéw z niepewnymi opdznieniami i 0 wspotczynni-
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kach liniowo zaleznych od niepewnych parametréw oraz quasi-wiclomianow prze-
dziatowych. Shuza one do sprawdzania spelnienia warunku wykluczenia zera.

Zaproponowane metody mozna uog6ni¢ (w sposob podobny do zastosowa-
nego w punkcie 4.4 w przypadku rodziny quasi-wielomianoéw o doktadnie znanych
opéznieniach) na rodzing quasi-wielomianéw 2z niepewnymi opdznieniami
i o wspoélczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametréw.

Podane w monografii komputerowe metody zostaly zilustrowane przyktadami
liczbowymi. Obliczein dokonano z wykorzystaniem programdéw komputerowych
opracowanych w §rodowisku systemu MATLAB.

W monografii wykorzystano rezultaty literaturowe oraz gloéwnie wlasne re-
zultaty autora, w tym opublikowane w czasopismach krajowych i zagranicznych
oraz w materialach konferencji krajowych i miedzynarodowych. Wiele rezultatow
nie bylo publikowanych.

W pracy wykorzystano rezultaty projektu badawczego Komitetu Badafi Na-
ukowych nr rej. PB 3 0713 91 01 oraz prac wlasnych W/WE/12/91, W/WE/11/92,
W/WE/1/95, W/WE/5/98 i W/WE/1/99, realizowanych w Politechnice Biatostoc-
kiej.
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DODATKI

A. ODPORNA STABILNOSC
WIELOMIANOW PRZEDZIALOWYCH

Wezmy pod uwagg rodzing wielomianéw o rzeczywistych wspoélczynnikach
W(s, A) = {w(s,a).a € A}, (A.D

gdzie
w(s,a) = a,s" +a,_1s" 4. +ays +ag, (A.2)

przy czym a =[ag,dy,...,a,] jest wektorem wspolczynnikéw wielomianu (A.2),
za$ zbior A jest zdefiniowany nastgpujaco

A={a:a; €la; ,a''], af <af,i=0]1,...,n, a; >0}. (A3)

Jezeli niektore ze wspotczynnikow wielomianu (A.2) sa dokladnie znane, to
dla tych wspotczynnikéw a; = a;" = a;.

Rodzina (A.1) nosi nazwe przedzialowej rodziny wielomianow. Czgsto nazy-
wa si¢ ja w skrocie wieclomianem przedzialowym.

W zbiorze wielomianéw wierzchotkowych, odpowiadajacych wierzchotkom
zbioru (A.3), istnicja cztery wielomiany, zwane wielomianami Charitonowa, o po-
staci

w(l)(s)=ag+a1+s+a2_s2+a3—s3+ajfs4+..., (A4)
w(z)(s) =ag +a1"s+a;s2 +a—;~Ls3 +aZs4+..., (A5
w3 (s) = agy +af“s+a§fs2 +a3~s3 +a3s4+..., (A.6)
w(4)(s)=ag+a1_s+a2—s2+a§'s3+a2s4+.... (A.7)

Twierdzenie A.1 (Charitonowa). Wielomian przedzialowy (A.l) stalego stopnia
jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa asymptotycznie stabilne cztery
wielomiany Charitonowa (A.4)-(A.7), stowarzyszone z tym wielomianem. n
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Oryginalny dowéd twierdzenia Charitonowa (dosy¢ zlozony) jest podany
w pracy [68]. Prostsze dowody tego twierdzenia zostaty podane w pracach [8, 52,
65, 105, 135].

Twierdzenie A.l1 mozna uogélni¢ na klas¢ wielomianéw przedziatlowych
o zespolonych wspoélczynnikach. Odporna stabilno$¢ takich wielomianéw jest
rédwnowazna z asymptotyczng stabilnoscig o$miu odpowiednio utworzonych wie-
lomianéw Charitonowa o zespolonych wspodtczynnikach [69, 70, 135].

Twierdzenie Charitonowa A.l pozostaje tez prawdziwe w przypadku, gdy
wielomian przedziatowy (A.1) nie jest wielomianem przedzialowym statego stop-
nia. W pracy [99] udowodniono bowiem, Ze asymptotyczna stabilno$¢ czterech
wielomianéw Charitonowa (A.4)-(A.7) jest warunkiem koniecznym i wystarczaja-
cym odpornej stabilno$ci wielomianu przedzialowego (A.1), w przypadku gdy

zbiér A ma posta¢ (A.3) przy a; 20, i=0,1,...,n. Latwo wykazaé, korzystajac
np. z warunku koniecznego kryterium Hurwitza, ze w takim przypadku wielomian

przedzialowy (A.l1) moze by¢ odpornie stabilny tylko wtedy, gdy a, =20 oraz

a; >0 dla i=0,1,...,n—1. Powyzszy warunek jest tez warunkiem koniecznym
asymptotycznej stabilnosci wszystkich czterech wielomianéw Charitonowa. Ozna-
cza to, ze jezeli rodzina (A.1) nie jest rodzing stalego stopnia, to moze ona by¢
odpornie stabilna tylko wtedy, gdy w wielomianie (A.2) wystepuje redukcja stop-
nia nie wigcej niz o jeden.

Twierdzenia Charitonowa A.l nie da si¢ uog6lni¢ na klas¢ macierzy prze-
dziatowych (z przedzialowym oszacowaniem wartosci poszczegllnych jej ele-
mentoéw) (np. [52]). Moze ono by¢ jednak wykorzystane do badania odpornej sta-
bilnosci takich macierzy [166].

Dla kazdego ustalonego ® =0 zbidr wartosci

w(jm, A) = {w(jw,a):a € A} (A.8)
rodziny wielomianow (A.1) jest na plaszczyznie zmiennej zespolonej prostokatem
o bokach rownolegtych do osi uktadu wspoétrzednych. Prawym gérnym wierzchot-
kiem prostokata (A.8) jest w(l)( Jj®), a kolejnymi jego wierzchotkami przy poru-
szaniu si¢ wzdhuz krawedzi w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara
sa: w (jo), w® (jo) i w?P(jo).

Prostokat (A.8) nosi nazwg prostokata Charitonowa. Jest on pokazany na
rysunku A.1.
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Zgodnie z oznaczeniami jak na rysunku A.1, dla s = jw zachodza zaleznoéci
wh(jo) =ut @)+ p* @), wP(o)=u @+ @), (A9

w® (o) =u @)+ pT ), wP(o)=uT @)+ iy ().  (A.10)

Im 1
v @) Lo w? (jo) w (j)
w(jo, A)
N (1) T U
w® (ja) 1w ® (jo)
u (W) ut (o) Re

Rys. A.1. Prostokat Charitonowa

Oznaczmy przez (dla dowolnego ustalonego @ € Q =[0,¢°) )

d(®) = min |w(jo,a)| (A.11)
acA
odlegloéé prostokata Charitonowa (A.8) od poczatku plaszczyzny zmiennej ze-

spolone;j.
Jezeli wielomian przedziatowy (A.1) jest odpornie stabilny, to jest spelniony

warunek wykluczenia zera

0¢ w(jm,A), Vo =0, (A.12)
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czyli poczatek plaszczyzny zmiennej zes i lez
; polonej lezy na
ritonowa (A.8) dla kazdego ustalonego @ > 0. ] lezy na zewnatrz prostokata Cha-

Jezeli wielomiany Charitonowa (A 4)-(A.7) i
-4)-(A.7) sa asymptotycznie stabiln
dowolnego ustalonego ® >0 odlegto$¢ d(w) prostokata Charitonowa (f\, t8(; (:)13

poczatku plaszczyzny zmiennej zespolone i i i
. J oblicza sie na podstawie j
algorytmu (z uwzglednieniem oznaczeh jak na rysunku A. %)). nesiepulacego

Algorytm A1l:

L jezeli  u™ (@)™ (@)<0, to d(w) = min(v* (@), |v"(@))),

2. jezeli vV (0 (0)<0, to d(0) = min(Ju™ (0)],]u" (w)]),
3. w przeciwnym przypadku

d(®) = min{[w® (jo)|, k=1,...,4}. (A.13)
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B. OBLICZANIE ODLEGLOSCI
WYPUKLEGO WIELOBOKU OD POCZATKU
PLASZCZYZNY ZMIENNEJ ZESPOLONEJ

B.1. Obliczanie odleglosci odcinka linii prostej od poczatku
plaszczyzny zmiennej zespolonej

Wezmy pod uwagg dwa odcinki [C, D] i [C',D] linii prostej. Ich potozenia
na plaszczyznie (x,y) sa pokazane na rysunku B.1. Linie proste Lgo i Lcp sa
wzgledem siebie prostopadte z punktem przecigcia S.

\

Y I

AY

\
| \\\LSO

Rys. B.1

Wspétrzedne Sy i S, punktu S oblicza sie z ponizszych wzoréw (na bazie

znajomosci wspotrzednych punktow C iD)

S,=-E-G/H, S,=-F-G/H, (B.1)
gdzie

E=C,-D,, F=D;-C, (B.2)

G=C,D,-Cy,D,, H=E>+F’, (B.3)

przy czym Ol 1 Oy s3 1o wspOlrzgdne punktu Q.
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W taki sam sposob oblicza si¢ wspdtrzgdne punktu S na podstawie znajomo-
$ci wspotrzednych punktéw C' i D.

Z rysunku B.1 wynika, ze odleglos¢ d odcinka [C, D] od poczatku O plasz-
czyzny (x,y) jest réwna min(|CO|,| DO|). Natomiast odlegto$¢ d odcinka [C', D]
od punktu O jest réwna |SO|.

Z powyzszych rozwazan wynika nastepujacy prosty algorytm obliczania od-
leglosci odcinka [C, D] od poczatku ptaszczyzny (x, y).

Algorytm B1:

— jezeli Se[C, D], to d =[S0,
- jezeli S ¢[C,D], to d =min(|CO|,| DO)).

B.2. Obliczanie odleglosci wypuklego wieloboku od poczatku
plaszczyzny zmiennej zespolonej

Wezmy pod uwagg na plaszczyznie zmiennej zespolonej wypukly wielobok

conviw® (jo), k=12,...,K}, j*=-1, (B.4)

rozpigty na punktach w(k)( Jjo), k=12,....K, gdzie ® jest parametrem. Zat6zmy,
ze dla kazdego ustalonego ® = 0 wielobok (B.4) nie obejmuje poczatku plaszczy-
Zny zmiennej zespolonej.

Oznaczmy przez d(w) odlegtos¢ wieloboku (B.4) od poczatku plaszczyzny
zmiennej zespolonej. Odleglo$¢ d(w) mozna obliczaé réznymi metodami. Ponizej
podamy komputerowa metodg, zaproponowang w pracy [47]. Jest to metoda pro-
sta, chociaz nie jest ona optymalna ze wzgledu na czas obliczen.

Dla dowolnego ustalonego ® =0 odleglos¢ d(w) mozna obliczy¢ ze wzoru

d(®w) = min{dy (®), i,k =12,....K, i<k}, (B.5)

gdzie dy (m) jest odlegloscia odcinka linii prostej [w'” (jo), w™® (jw)] od po-
czatku plaszczyzny zmiennej zespolonej. Odcinek ten taczy punkty w(i)( Jo)
i w®(jw).

Z powyzszych rozwazan, Algorytmu B1 i wzoréw (B.1)-(B.3) wynika naste-
pujacy algorytm obliczania odlegtosci wypuklego wieloboku (B.4) od poczatku
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plaszczyzny zmiennej zespolonej. Przyjmujemy, ze znane sa wartosci liczbowe
w® ), k=12,...K.

Algorytm B2:
1. Oblicz
U;(w) =Re w (o), V:(jo)=Im wh(w), i=12,..,K. (B.6)

2. Dla kazdej kombinacji indeksow i,k =1.2,...,K, i<k, wykonaj obliczenia
wedtug ponizszych wzoréw ’

Eg () =V;(0) = Vi (0), Fg(o)=Ui(w)-U (o), (B.7)
Hy (0) = EZ (@) + Ff (@), Gy (0) = U;(@)V; (@) ~V; (@)U (0), (B.8)
S (@) = ~Ey (0)Gig () / Hyg (@), (B9)
S5 (@) = —Fy ()G (0) / Hy (), (B.10)

Ui (0) = min(U; (0), Uy (0)), Uj (@) = max(U;(0),Uz (0)), (B.11)

Vi (@) = min(V; (), Vi (@), Vif () = max(V;(0),V; (@), (B.12)
e jezeli
Uz (@) <SP (0) SUE @) i Vi @) <SP @) <Vif (), (B.13)
to
dit (@) =[Sy ()], (B.14)
gdzie
S (@) =55 (@) + S (@), (B.15)

e jezeli przynajmniej jeden z warunkéw (B.13) nie jest spefniony, to
dig () = min(w® (o), [w® (o). (B.16)

3. Odleglos¢ d(w) wypuklego wieloboku (B.4) od poczatku plaszczyzny zmien-
nej zespolonej oblicz ze wzoru (B.5).
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