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Wstep

Niniejsze opracowanie obejmuje zadania rozwigzywane na kierunkach
inzynierskich w dyscyplinie inzynieria ladowa, geodezja i transport pod-
czas zajec z matematyki 1. Kazdy rozdzial sktada sie z przykladow, zadan
i rozwigzan dotyczacych danego dziatu matematyki w zakresie omawia-
nym na zajeciach prowadzonych na powyzszych kierunkach.

W podrozdziatach zatytutowanych Przyklady zamieszczone zostaty
zadania z rozwigzaniami krok po kroku oraz uproszczone definicje i nie-
zbedne wzory, zaczerpniete z [1]-[10]. Podrozdzialy Zadania zawierajg
zadania do samodzielnego rozwigzania, a odpowiedzi do nich zamiesz-
czone sa w podrozdziale Odpowiedzi. Autorka starala sie w prosty
i przejrzysty sposob przedstawi¢ omawiane zagadnienia. W skrypcie
mozna znalez¢ zadania ilustrujace praktyczne zastosowanie omawianego
materiatu, tak by bylo to jasne dla studentéw. Wykresy ilustrujace zada-
nia i interpretacje wzoréw zostaly wykonane w programie Geogebra oraz
oprogramowaniu online www.wolframalpha.com.

Rozdzial 1 pos$wiecony jest macierzom, wyznacznikom i uktadom row-
nan. Przykltady i zadania ujete w tej czeéci dotycza podstawowych dzia-
tan na macierzach, obliczania wyznacznikéw, operacji elementarnych na
macierzach, uktadéw rownan. Zadania 1.6.-1.9. to uproszczone zadania
dotyczace zagadnienn praktycznych, w ktoérych najpierw nalezy utozy¢
odpowiedni ukltad réownarn. Rozdzial 2 zawiera przyklady i zadania do-
tyczace podstawowych zagadnien geometrii analitycznej. Poczynajac od
wspotrzednych wektora, jego dlugosci, normowania wektorow, iloczynu
wektorowego, skalarnego i mieszanego, po zastosowanie tych wtasnosci
do obliczania pol i objetosci figur rozpietych przez wektory oraz wyzna-
czanie w R réwnan prostych, plaszczyzn, odleglosci punktu od proste;
i plaszczyzny, rzutu punktu na ptaszczyzne. Ponadto autorka zamiescita
przyktady i zadania na styczne do krzywych stozkowych oraz weryfikacji
skosnosci prostych oraz dotyczace praktycznych zagadnien. Rozdziat 3
zawiera zagadnienia odnoszace sie do ciagéw i ich granic oraz kilka za-
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dan dotyczacych ciagu Fibonacciego i Lucasa. W rozdziale 4 oméwione
zostaly szeregi liczhowe, ich zbiezno$¢ oraz zamiana utamka dziesietnego
okresowego na ulamek zwykty. Rozdzial 5 poswiecony jest funkcji jed-
nej zmiennej, wyznaczaniu jej dziedziny naturalnej, badaniu wlasnosci
takich jak parzystosé¢/nieparzystosé, sktadaniu funkcji. Mozna znalez¢ tu
zadania dotyczgce granic funkcji, wyznaczania asymptot, badania cia-
glodci. Zamieszczone w rozdziale 6 przyklady i zadania pozwalaja omo-
wi¢ kolejne wtasnosci funkeji jednej zmiennej, takie jak pochodne funk-
cji elementarnych i ztozonych, iloczynu i ilorazu funkcji. W rozdziale 7
omoéwione zostaly wtasnosci funkcji wynikajgce z pochodnych, takie jak
reguta de L’Hospitala, monotonicznosé, ekstrema, wypuktosé /wklestosé,
punkty przegiecia, aby w efekcie koicowym student umial samodzielnie
zbadaé przebieg zmiennosci funkeji i wykonaé jej szkic. Ponadto w tym
rozdziale mozna znalezé¢ zadania z zakresu rozwijania funkcji w szereg
Taylora, wyznaczania stycznej do krzywej oraz wykorzystujace rézniczke
funkcji oraz zadania optymalizacyjne wykorzystujace pochodng. Rozdziat
8 zawiera zadania z calek nieoznaczonych, tak aby w rozdziale 9 wyko-
rzystac je do calek oznaczonych i niewlasciwych oraz do obliczania pol
obszaréw ograniczonych krzywymi, dtugosci tukéw, objetosci bryt obro-
towych oraz ich pol powierzchni, $rodka ciezkosci. Rozdzial 10 zawiera
zadania z elementarnych dziatan na liczbach zespolonych. Na koncu tego
rozdzialu umieszczono zagadnienie wykorzystujace liczby zespolone do
rozktadu na utamki proste, ktére czesto mozna wykorzystaé¢ do obliczania
catek.

Celem autorki bylo omoéwienie przyktadow w sposéb prosty, z jak
najmniejsza liczba definicji i twierdzen. Jesli juz zawierane byly wzory,
to w uproszczonej formie, tak aby nie zniechecaé¢ sama forma zapisu.
Tam, gdzie byto to mozliwe, uzyta zostala graficzna forma zapisu.



Rozdzial 1

Macierze, wyznaczniki, uktady
rownan
Zadania dotyczace dzialan na macierzach i wyznacznikach oraz roz-

wiazywania uktadow rownan z wykorzystaniem operacji elementarnych
na macierzach i wyznacznikach.

1.1. Przyktady

: 1 2 3 0 5 —4
Przyktad 1.1. Dane sg macierze A = [4 5 6 } , B = {_3 9 1 }

Wykonaé¢ dzialania jesli to mozliwe, w przeciwnym wypadku wyjasni¢
dlaczego: A+ B, A— B, 2B — 3A, B + AT.

Dla dowolnych liczb «, 8 i macierzy A, B tego samego wymiaru
zachodzi:

ay; a2 ... Qip bii bz ... b,

aA+pB=a | ... ... ... .. |EB| .. o | =
Am1 Gm2 - Gmn b1 bma .. bum
- all - a1 Q- Aln ﬁ'bll ﬁ'blz ﬁbln

= SE =
Q- Aml @ Am2 ... &Gy Bbm1 B-bm2 ... B-bmn
oz-allj:ﬁ-bll Oé'algiﬂ'b12 a-alnj:ﬁ-bln
a'amliﬁ'bml O"ainﬂ'bTrﬂ Oé'amn:tﬁ'bmn

Uwaga. Prostokatna tablice ztozona z m - n liczb rzeczywistych
(zespolonych — liczby zespolone zostaly oméwione w rozdziale [10))
ustawionych w m wierszach i n kolumnach, gdzie m,n € N, nazywa
sie macierza rzeczywista (zespolong) wymiaru m x n.
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Rozwigzanie.
123 0 5 —4
AvB = {4 5 o]*[-z& 2 —1]:
B 1+0 245 3+(-4 | _[1 7 -1
T A+ (=3) 5+ (-2 64+(-1) | |13 5]’
123 0 5 —4
A-B = {4 5 6}_{—3 —2 —1}_
B 1-0 2—-5 3—-(-4)] [1 =37
T 4-(=3) 5—=(=2) 6-(=1) | |7 71 7|
0 5 —4 12 3]
— = ). —3. —
2B =34 ‘{—3—2—1} 3{456
5

2 (=3) 2-(-2) §:§:§§]+[:§:; igig :2:2}=
:{ 0+(-3) 10+ (-6) —8+(—9)}_{ 3 4 _17}

—6+(—12) —4+(—15) —2+(—18) | ~ | =18 —19 —20|

Transpozycja macierzy:

T a1 Am1

a1 a2 ... Q1
12 Am2

Am1 Am2 ... AOmn
A1p  --- Qmn

wiersz staje sie kolumna, a kolumna wierszem

T 1 4
[0 5 41 J1 231 [0 5 -4
BJFA_{—3—2—1Jr456——3—2—1+§(5j

— dzialanie niewykonalne, poniewaz macierz B jest wymiaru 2 x 3, a AT
jest wymiaru 3 x 2. Dodajemy tylko macierze tego samego wymiaru.
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Przyktad 1.2. Dla macierzy z przykladu[L.1|wykona¢ dzialania (jesli to
mozliwe, w przeciwnym wypadku wyjasni¢ dlaczego): ABT, BA, ATB.

W wyniku pomnozenia macierzy A wymiaru m X n przez macierz
B wymiaru n x k otrzymamy macierz wymiaru m X k postaci:

a1 Q12 0 Qin biyn bz - bk
A . B = |G G2 - G2 bar by -+ Do
wymiaru wymiaru : . . o -
mx@ @ xh
m1 Gm2 - Amp bnl bn? bnk
ai1-biitaiz-bai+...+ain-bp1  ari-biztaiz-boot...tain-bpz -+ ar1-biptaiz-bopt.tainbag
az1-bi1tazz-ba1t...+azn-bp1  az1-biztazz-baot...tazn-bn2 - az1-biptaze-bopt...tazn buk
am1-b11t+am2-b21+...tamn bn1 ami-bratama-baat...tamn-bna - ami-bigtama-bopt...tamn-bpk
wymiaru
m X k
Rozwiazanie.

BA — dziatanie niewykonalne, poniewaz macierz B jest wymiaru 2 X 3,
macierz A wymiaru 2 x 3, aby mnozenie macierzy byto wykonalne, liczba
kolumn w pierwszej macierzy musi by¢ rowna liczbie wierszy drugiej ma-
cierzy.
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[ 1-0+4-(-3) 1-5+4-(-2 L-(=4)+4-(—1)
= | 2:045-(-3) 2-54+5-(-2) 2-(-4+5-(—1) | =
| 3:046-(=3)  3:-546-(=2) 3-(—1)+06-(-3)

[ —12 -3 -8
= -15 0 —13
| —18 3 18

Przyktad 1.3. Obliczy¢ wyznaczniki macierzy (jesli to mozliwe, w prze-
ciwnym wypadku wyjasni¢ dlaczego):

a) R=[-3], (123
wa-|} 2], L R
1 2 3 1 2 1 2
G EE I D T
1 010
we-[131] -
Rozwiazanie.

Uwaga. Macierz wymiaru n xn (tyle samo wierszy i kolumn) nazy-
wana jest macierzg kwadratowa badz macierza kwadratows stopnia
n albo krotko macierza stopnia n.

Wyznacznik macierzy stopnia 1: det[ai;] = a1;.

a) det R = —3.

W przypadku obliczania wyznacznikéw macierzy 2 x 2 lub 3 x 3
najwygodniej skorzysta¢ z metody Sarrusa.
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_.I_ —
aj;  a19 11 A12 a1 Q12
det = = "¢ = Qi1 -0 — A2 A21-
21 @22 a1 A2 Ao~ Az
+ -
b) detA=[Al= [ 2| =1.5 2.-4=-3
4 5

+ o+ 4

aii. Qia2. .A13.|.Q a
a1 Q2 Qi3 11~ ®12, 613 11 ©12

det |ag a ax| = |an G2 G |41 G =
azy Ay as3 ’

’

ag1” asy”ass’| asi s

= Q11 - Q22 - G33 + G12 - Qg3 - A31 + G13 - A21 - A32 —
— @13 - Q22 - A31 — A11 * A23 - A32 — dA12 * A21 * A33.

oo+
12 3|1 2

detB=|4 064 0 =1.0-0+2:67 4348
78 917 8 ~3.0-7 — 1-6-8 — 2-4-9 = 60.

[ Wyznacznik zdefiniowany jest tylko dla macierzy kwadratowych ]

d) Wyznaczniki zdefiniowane sa dla macierzy kwadratowych, wiec nie
istnieje wyznacznik macierzy C', gdyz jest to macierz 2 x 3, czyli nie
jest kwadratowa.

e)
+ 4+ +

12312

det D=| 4 5 6\ /fL 5 =159+26-7T+3-4-8
7 8 917 8 — 357168 2:4.9=0.
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W przypadku macierzy kwadratowych stopnia wyzszego niz 3
nie dziata metoda Sarrusa.

Dla macierzy kwadratowej n-tego stopnia wyznacznik mozna poli-
czy¢ z rozwiniecia Laplace’a wzgledem j-tej kolumny:

|A| = alj(—l)Hj det Alj + agj(—1)2+j det Agj + ...+ anj(—l)n+j det Anj,

gdzie Ay jest macierza stopnia n — 1 otrzymang z macierzy A przez
skreslenie k-tego wiersza i [-tej kolumny.

I sposob:
Wyznacznik macierzy mozna obliczy¢ np. z rozwiniecia Laplace’a wzgle-
dem drugiej kolumny:

1 2 1 2
3 0 2 1
det E = |E| = L 11 117
1 0 1 0
t--p--r--=2 L E 2
1 Y 1 0 1 0 0
e e |32 o 12
(—1) 111 |+ [0]- (—1) 111 |+
11 0 11 0
2 1 2 1 2
3 0 2 1 3 U] 2
C(_1)3+2 . ! , 442 N
H |- (—1) 3 2 1|+ [o](—1) 3 02 1 4.
1 111
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Dla macierzy kwadratowej n-tego stopnia wyznacznik mozna poli-
czy¢ z rozwiniecia Laplace’a wzgledem i-tego wiersza

‘A| = ail(—l)iJrl det A;1 + ai2(_1)i+2 det Ajo + ... + am(—l)iJrn det A;p,

gdzie Ay jest macierza stopnia n — 1 otrzymana z macierzy A przez
skreslenie k-tego wiersza i [-tej kolumny.

Wiadomo, ze wyznacznik macierzy nie ulegnie zmianie, gdy do pew-
nego wiersza/pewnej kolumny doda sie inny wiersz/inna kolumne
pomnozony/pomnozona przez niezerowa liczbe. Liczac wyznacz-
nik, najlepiej jest wprowadzi¢ jak najwiecej zer w wybranym wier-
szu/wybranej kolumnie poprzez dodanie do danego wiersza/dane;
kolumny innego wiersza/innej kolumny pomnozonego/pomnozone;
przez dowolna niezerowa staty (ew. powtarzamy kilkukrotnie te ope-

racje).

II sposob:
W tym przykladzie uzyskuje sie maksymalng liczbe zer w czwartym
wierszu, np. poprzez dodanie do trzeciej pierwszej kolumny pomnozonej
przez —1

1 2 1 2 1 2 0 2
o 3 0 2 1 ks—k1 3 0 -1 1 korzystamy z rozwiniecia
det B = 1 -1 1 1 1 -1 0 1 Laplace’a v?gf 4 wiersza
1 0 1 0 10 00
20 2], . 2 0 2
— (=D 1-] 0 -1 " (-1)-]0 -1 1|=4
-1 0 0 0 2

Ostatnie obliczenia wynikaja z wlasno$ci wyznacznika macierzy gor-
notrojkatnej (wyznacznik takiej macierzy rowny jest iloczynowi elemen-
tow lezacych na gtownej diagonali). Mozna tez wykonaé¢ ostatni krok,
liczac wyznacznik metoda Sarrusa.

Przyklad 1.4. Znalez¢ macierze odwrotne do macierzy z przykladu
o ile jest to wykonalne (w przeciwnym wypadku wyjasni¢ dlaczego).
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A~! nazywamy macierza odwrotna do nieosobliwej* macierzy A
stopnia n, gdy:
Al . A=4.-A"1=1],

gdzie I, jest macierza jednostkowa stopnia n.
* — macierz nieosobliwa, to macierz kwadratowa, ktorej wyznacznik
jest rézny od zera, czyli det A # 0.

Dla macierzy kwadratowej A stopnia n takiej, ze |A| # 0, istnieje
macierz odwrotna dana wzorem:

1
Al =_—D",
|A]

gdzie D — macierz dopelnient algebraicznych:

D11 Ce Dln
D = "o, B Dkl = (—1)k+l det Alcl
D, ... Dy,

oraz Ay jest macierza stopnia n — 1 otrzymana z macierzy A przez
skreslenie k-tego wiersza i [-tej kolumny.

Rozwiazanie.

—1) . det[5] (—1)+2 - det[4]]"
—1)21 - det[2] (—1)%*2 - det[1]

(_1)1+1 0 6 (_1)1+24 6 (_1)1—1-34 0

1 2 3
_ 2 3 1 3 1 2
C) B 1_ 4 0 6 :% (71)2—&-18 o (71)2-{-27 5 (71)2%—37 sl 1=
7 8 9
1 2

2 3 1 3
(_1)3+1 (_1)3+2 A (_1)3+3 .
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T

—48 6 32 —48 6 12
= 6 —12 6| =4 6 —12 6 |,
12 6 -8 32 6 —8

d) Macierz odwrotna do macierzy C nie istnieje, poniewaz macierz od-
wrotna jest zdefiniowana dla macierzy kwadratowych i nieosobliwych
(wyznacznik rézny od 0), a macierz C nie jest kwadratowa.

e) Macierz odwrotna do macierzy D nie istnieje, poniewaz macierz D
jest osobliwa (det D = 0).

f)

I sposob:
—1
1 21 2
pa_ |3 021 _
1 -1 11
1 010
B 0o 2 1 3 2 1 3 0 1 3 0o 277
(-ntt-1 1 1‘ (=211 1 1] (=t -1 1] =ttt -1 1
0 1 0 1 1 0 1 0 o0 10 1
12 101 2 12 2 1
(-2t -1 1 1] (=211 1 (=t -1 1 (-0t -1 1
1 0 1 0 1 0 1 0 o0 1 0 1
T4 12 11 2 102 2 2 1 B
(-p3ttjo 2 1] (=123 2 1 (-3 3 0 1 (-1)3*t43 0 2
1 0 1 0 1 0 0 0o 1
12 12 12 2 2 1
(=n*1{o 2 1 (=»*23 2 1| (=»**33 o 1| (=n**|3 o 2
| -1 1 1 101 1 -1 1 -1 1]
— T —
—1 1 1 1 -1 4 -2 =5
4 0 4 o 4] 1 0 -2 1
CA =2 =2 2 2 B 1 -4 2 9
-5 1 9 =3 1 0 2 =3

IT sposob:

Metoda Gaussa-Jordana:

W przypadku macierzy wyzszych stopni macierz odwrotng latwiej
znalez¢, korzystajac z operacji elementarnych na wierszach (prze-
stawianie wierszy, dodawanie/odejmowanie wierszy od siebie, mno-
zenie przez liczbe rézna od zera), przeksztatcajac macierz [E|I] do
postaci [I|F], gdzie F = E~! oraz I jest macierza jednostkowa
dotaczona.
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1 2 1 2|1 0 0 O 1 2 1 2 1 0 0 O 2ws3 —wy
3 0 2 1/0 1 0 O wg —3wy 0O -6 -1 —-5|-3 1 0 0 3wy —wy
E|I| = —
(E11] 1 -1 1 1[0 0 1 0 ws —w, 0o -3 0 —-1|-1 0 1 o0 3wy +ws
1 1 0 0 0 0 1 wy —wi 0 -2 0 -2 —1 0 0 1
2wg—wg 3 0 2 1 0 1 0 0 wy —2wg 3 0 0 -5 -2 3 —4 0
3wy —wy 0o -6 -1 -5 -3 1 0 0 wa+wg 0O -6 0 -2 | -2 0 2 0
3wy +ws 0 0 1 3 1 -1 2 0 0 0 1 3 1 -1 2 0
0 0 1 -1 0o -1 0 3 wy—wg 0 0 0 —4| -1 0o -2 3
4wy —Bwy 12 0 o0 0] -3 12 -6 —15 wq /12
2wg —wy 0 —-12 0 0| -3 0 6 -3 —wg /12
4ws + 3wy 0 0 4 0 1 -4 2 9 ws /4
0 0 0 —4| -1 0o -2 3 —wy/4
wy /12 1 0 0 0] —1/4 1 —-1/2 —5/4
—wg /12 0O 1 0 O 1/4 0o -1/2 1/4 _ip-1
s/ 0 0 1 ol 1/4 -1 172 o4 | =UIET]
—wy /4 0 0 0 1 1/4 0 1/2  —3/4

W przypadku stosowania operacji na kolumnach macierz jednost-
kowa I dopisujemy ponizej macierzy E.

Przyktlad 1.5. Rozwiaza¢ rownanie macierzowe A(5X —2B) = C, gdzie

1 2 0 0 1 1 1 -1 0
A=1|1 -1 1|,B=|1 0 1],0=]-1 0 -1
0 1 -1 ~120 2 1 1

Rozwigzanie. Szukana macierz X jest stopnia 3.

mnozenie z lewej strony A - ‘ A(BX —-2B) = C
AT'AGBX -2B) = AT'C

7z tego, ze At A = I otrzymuje sie

5X —2B = A-lC ‘+2B

5X — A'C+2B ‘

1 2
X = -A'C+:IB.
5) +5
Wystarczy wyznaczyé A~!
1 0 2 2 1 1 0
A—lz5 1 -1 -1, ATIC = 0 -1 0|,

1 -1 =3 -2 =2 -1
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a nastepnie podstawic

1 9
X = _A'C+IB=
5 tg
1 1 0 o[ 011 : & 2
2 1 2
2 —2 1 12 0 42 1
5 5 5

Przyklad 1.6. Rozwigza¢ uktady rownan, korzystajac z wzoréow Cra-
mera

2) 3r+2y = 1 3r+2y+5z = 3
bx—6y = T’ b) 24—y = 2 .
r—z = 1

Uktadem Cramera nazywa sie uktad réwnan liniowych AX = B,
gdzie A jest macierza kwadratowg nieosobliwa (|A| # 0) stopnia n,
X, B s3 macierzami wymiaru n X 1.

Uktad Cramera AX = B ma doktadnie jedno rozwigzanie. Rozwia-
zanie to dane jest wzorem

— ‘A1| —
|Al
gl
|Az|
X2
A
X = — | 1
p :
" |An]
L AT

gdzie A; dla 1 < i < n oznacza macierz A, w ktorej i-tg kolumne
zastagpiono kolumng wyrazow wolnych B.

3T + 2y

1 d . .
dr — b6y = 7 nalezy najplerw za-

Rozwiazanie. a) Uklad rownan {

pisa¢ w postaci macierzowej

32 |z _ |1
5 —6 yl  |7]°
Wystarczy obliczy¢ wyznacznik gtowny (musi by¢ rozny od zera)

3 2

. el =3 (-6 —2-5=-28%0,

|A|=\
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nastepnie obliczy¢ |A;| (zastepujac pierwsza kolumne kolumng wyra-
zow wolnych) oraz |Ay|( zastepujac druga kolumne kolumna wyrazow
wolnych)

1 2 3 1
!All—'7 _6'——20, |A2|—‘5 7‘—16.
Rozwi@zanie:x:%"::—ggzg, :%:_1_268:_%,

b) Analogicznie, jak w poprzednim przyktadzie, najpierw posta¢ macie-
rzowa rozwazanego uktadu réwnan

3 2 5 T 3
1 -1 2 y| = ,
1 0 -1 z 1

3 2 5 3 2 5
Al=]1 -1 2|=14, |A=|2 -1 2|=16,
1 0 -1 1 0 -1
33 5 3 23
Al =1]1 2 2|=-8, [A3/=|1 -1 2|=2
1 1 -1 1 0 1
Rozwiazanie:
_ 1Al 16 _ 8 _ Al -8 _ 4 _ 43| _ 2 _ 1
TE R TUT S YT A T U T AT ST
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Przyklad 1.7. Rozwiaza¢ uklad réwnan, wykorzystujac metode elimi-
nacji Gaussa

dr+3y—2z = -3 r+y+z+t = 1

a) 3r—2y—z2 = 3 ) 20+ 3y +4z+5t = 2
r+z = 3 r+z = 3

de+3y—2z = =3 2r+y+22+t = 4

b) 3x—2y—2z = 3
r+dy—2 = 3

Uwaga. Nie kazdy uklad rownan jest uktadem Cramera.

W ogolnosci:

dowolny uktad réwnan mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j
AX = B, gdzie A jest macierza wymiaru m X n, X macierza wy-
miaru n X 1, a B macierza wymiaru m X 1, i do jego rozwigzania
zastosowaé¢ metode eliminacji Gaussa.

Metoda eliminacji Gaussa:

polega na zapisaniu ukladu roéwnan w postaci macierzowej
AX = B, a nastepnie przeksztatceniu macierzy rozszerzonej [A|B|
do postaci schodkowej, poprzez wykonywanie jedynie operacji ele-
mentarnych na wierszach (mnozenie wierszy przez liczbe rozna od
zera, dodawanie/odejmowanie wierszy do siebie, przestawianie wier-

Szy).

Mozna wyszczeg6lni¢ przypadki:
e gdy |A| # 0, to uklad réwnan jest oznaczony (doktadnie jedno
rozwigzanie), wtedy [A|B] Lrperacie clem., [I1X],

na wierszach
e gdy |A| = 0 mozna otrzymac:
— uklad nieoznaczony (nieskoriczenie wiele rozwiazan), wtedy

[A‘B] operacje elem. i {% f 1 t, 7

na wierszach L 0 ‘ 00 |
— sprzeczny (brak rozwiazan), wtedy
[A|B] operacje elem. i { :7 T | ‘f, :

na wierszach 0'0 |0

gdzie *, x, © s§ niezerowymi macierzami.

Rozwiazanie.
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dr+3y—2z = -3
a) Nalezy zapisa¢ uktad rownan 3r—2y— 1z 3 , w postaci
le +0y+1z = 3

4 3 =2 x -3
macierzowej | 3 =2 -1 |- |y | = 3 | . Nastepnie na ma-
1 0 1 z 3

cierzy rozszerzonej wykonujemy operacje elementarne na wierszach

43 =2/-3] 1 3 —2]-3 17w1 +3ws
[A|BI=|3 —2 —1| 3|&22, 00 17 2| 21| +—-—s
1 0 1 3 4wz —w1 0 -3 6 15 %(1711}3—31112)

o1 | 222w | 0 —17 0] 17 | <2
9 0 0 1

2

— | 0 17 2

17wq +3ws 68 0 —28
o5 (1Tws —3ws) 0 0 1

12] w1+28ws [68 00 68] o1
s

Ehe 1 0 0] 1
ST b1 0| —1 ],
00 1| 2
x 1
czyli rozwiazaniem jest macierz X = | y | = | —1
z 2
b)
4 3 -2|-3 4 3 =2 | -3
3 -2 —1| 3| &2 1o 17 2|21 | +——s
15 1] 3| "™ 1o 17 —2| 15 | wetes

4 3 —2|-3
—— | 0 =17 2| 21 |,
wstwz () 0 0] 36
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czyli uktad jest sprzeczny, tzn. brak rozwiazan.

Aby to doktadniej zrozumieé, wystarczy przejs¢ z ostatnia macierza z po-
x Y 77
4 3 —2| -3 .

wrotem na uklad réwnan , czyli

0 —-17 2] 21
0 0 0] 36

dr+3y—2z = -3
—17Ty+2z = 21
0 = 36

Ostatnie réownanie jest sprzeczne, czyli rozwazany uklad réwnan jest
sprzeczny (brak rozwiazan).

c)

I sposob:

N 111 1|17 wi-w

2 3 4 5|2 wa—2w1 o 1 2 3]0

1 01 013 w3 —wy 0 -1 0 —1|2 | Sugruws

2 1 2 1[4 w2z L0 TH 0 T2 S v
1 0 -1 —2|17 2witws [ 2 0 0! -2| 4 1 0 0i-1] 2
001 2 30|, we—ws [0 1 0, 1|-2]| w2 [0 1 0} 1]-2
oo 2 2f2]|"° "lo oo 2 2| 2% 2|00 1 1] 1
00 2 2|2 000 07 0] 0 000000

wy —w3 .

Otrzymali$my wiersz ztozony z samych zer i jest to przypadek opisany na
stronie |19, wiec uktad jest nieoznaczony i ma nieskoriczenie wiele rozwig-
zan. Ostatnie przeksztalcenie macierzy rozszerzonej zapisujemy w postaci
uktadu rownan

T Yy z ¢
10 0:—-1] 2 r—t = 2
01 0 1/-21], wiec{ y+t = =2
oot 1 1 ettt =1
000; 0
r = 241
czyli ostatecznie g z 1_3275
t € R
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IT sposob:

e Minorem stopnia k macierzy A wymiaru m x n, 1 < k <
min(m,n) nazywamy wyznacznik macierzy kwadratowej po-
wstatej z wykreslenia m — k wierszy i n — k kolumn macierzy
A.

e Rzedem macierzy A nazywamy najwiekszy stopien jej niezero-
wego minora i oznaczamy rzA lub rA lub rankA.

Twierdzenie Kroneckera-Capellego

Uktad réwnan liniowych AX = B ma rozwigzanie wtedy i tylko
wtedy, gdy rzA = rz[A| B] tego ukladu.

Whniosek

Niech AX = B jest uktadem liniowym z n niewiadomymi, wtedy:

e jesli rzA = rz[A|B] = n, to uklad ma doktadnie jedno rozwia-
zanie(jest oznaczony),

e jesli rzA # rz[A|B], to uklad nie ma rozwiazan (jest sprzeczny),

e jesli rzA = 1z[A|B] = r < n, to uklad ma nieskonczenie wiele
rozwigzan zaleznych od n — r parametrow (jest nieoznaczony).

Analogicznie jak w [ sposobie macierz rozszerzong doprowadzamy do
postaci schodkowej, wykonujac operacje elementarne na wierszach

Uwaga. Rzad macierzy schodkowej rowny jest liczbie jej niezero-
wych wierszy (schodkow).

Poniewaz rzad macierzy gtéwnej jest réwny 3 i jest réwny rzedowi macie-
rzy rozszerzonej, wiec z twierdzenia Kroneckera-Capellego uktad réwnan
jest nieoznaczony i ma nieskonczenie wiele rozwigzan z 1 parametrem.
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Analogicznie jak w pierwszym sposobie z ostatniej postaci przechodzimy

r—t = 2 X i 2_‘2"i .
na uklad rownan ¢ y+t = —2 , czyliostatecznie Z B Ly
t =1 -
o t € R

Przyklad 1.8. Wyznaczy¢ rownania bazowe, dla przyktadu )

Rozwiazanie bazowe to rozwigzanie szczegoélne, otrzymane dla roz-
wigzan uktadu nieoznaczonego z n — k parametrami przy zaltozeniu,
ze n — k zmiennych jest réwnych zeru.

T 24+t
. . X . -2 —
Rozwigzanie. Korzystajac z rozwigzan ukladu Z = 1 _i ,
t t

t € R wyznacza sie rozwigzania bazowe, przyjmujac kolejne zmienne
rowne zero:

x=0
_ _ y=0
r=0 (dlat=-2) L3
t=-2
=3
2=0 (dlat=1) zf_g,
t=1
=2
_ y=-2
t=20 L1
t=0
wiec sa trzy rozwigzania bazowe dla t = —2,1,0.
1.2. Zadania

Zadanie 1.1. Dane sa macierze:

1 2 3}

78 9
Al_‘{4 56 }’

AQ:{—9 —-8 7
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0 0 -1
A= 0 2 =2,
-3 -3 -3
0 2 1
As=12 0 3|,
1 3 0
0 -2 -1
Ag=|2 0 =3 |,
1 3 0
1 0 -2 -1
02 0 -3
A10_2030
13 0 4

Wykona¢ (jesli to mozliwe, w przeciwnym wypadku wyjasni¢ dlaczego)
nastepujace dzialania na macierzach:

=4

Ay + A,
Ay — Ay,
3A, + 2A4,
Ay + As,
A+ AT,
A+ AT,
As - Ay,
Ay - Az,

o &0 o

NP G INGINE AN

=]

i q) [Aol, |Amo|
r) |As-Asl, [Ar- As],
A1 A3—A1 AL ) A Ad], | As Al
l Az A —2A5— AT, t) As ,Aﬁl,
m) A3 - Az, u) A7 (AT
n ’A4| |A5| V) AQ_I’ A1_017
o) |As|, [Agl, W; (Ag - Ag)~t, A

p

[Az], [As,

Zadanie 1.2. Znalez¢ macierz odwrotna do danej (jesli to mozliwe, w
przeciwnym wypadku wyjasni¢ dlaczego):

11 0
) 11 —1
a 11 —1
11 1
[0 -1 1
1 0 -1
O
1 -1 1

1

1
-1 |
-1

-1
1

1 |
0

0 1 11

)—1 0 11
11 -1 01|
1 -1 -1 0
1 1 1 0]

1 1 0 -1
D1y o1 1|
0 -1 -1 -1
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-1 -1 -1 -1 12 0 3 0 4
) -1 0 0 0 203040
-1 0 2 2|’ i 030405
—1 o 2 3 30405 0]’
0 —1 1 -1 1 040506
1 0 —1 1 —1 | 4 05 0 6 1]
fl-1 1 0 -1 1], (11010 1]
1 -1 1 0 -1 101 010
1 1 -1 1 0 i) 010101
. 1 1 11 101010
1 1 010101
ol 1 3 1 11, (101010
-1 -3 -3 -1 1 11111 0]
| 1 -1 -1 -1 1 1 11 100
1 2 0 3 0 k) L1000
903 0 4 1100 00
by |03 040/, 100000
5040 5 (00000 1|
| 04050
111 0 -1 0
Zadanie 1.3. Dla macierzy A = [ 1, B=11 31/,
1 01
1 2 1
1 00 1 2
c=|110|,D=1]1 3 rozwigza¢ roOwnania macierzowe
1 11 1 -1
(jesli to mozliwe, w przeciwnym wypadku wyjasni¢ dlaczego):
a) CX = B, d) C(2X +3B) = AT A,
b) (A+ B)X =C, e) AD +3X = 3AAT + 1,
¢) X(B+1)=C+ DA, f) (D+24)X =C.

Zadanie 1.4. Rozwiaza¢ ponizsze uktady rownan (wykorzystujac dzia-
tania na macierzach, wyznacznikach, operacjach elementarnych na ma-
cierzach):

20+ 3y =1 2y —x =1
) {4x—2y:2’ b) {4x—2y:2’
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(

\
(

r+y+z=1
20 -2y +22 =12,
v —y+4z =3

0,5z — 1,5y +2z = 0
—3r+2y+1,52z = 1,5,
2,5¢ — 0,5y — 3z = 0,5

r4+4dy—4z =1
20 + 2 —6y = —1,
3r —3y—32= 0

r+y+z+t= 13
r—y+z+t=0
r+y—z+t= 5"
r+y+z—t=5

r+y+z= 13
r—y+z=
v+ 2y — 2z =
de +3y —z = 17

= O

3 —4y —3z2+4+2t= 5
r+y—z2+2t= 13

r+z—y—2t—1= 0 |
v —4y—3+2t= 5

r+y+z= -2
r+y+t= 4
r—2z2+t= -2’

20+ 2y+z+t = 2

Macierze, wyznaczniki, uktady réwnan

( r+y+z= -2

m) T—22+1= -2
2r4+y—z+t= —4’

| —6x —3y+3z—-3t = 12

( dr+y+z= —2

n) rT—2z+1t= -2
2e+y—z+t= —4’

| —6xr —3y+32—-3t = 12

r+y+z=1

0) S x—2y+2z= 4,
20 —y+3z= 3

r+y+z+t= 2
r—2z+t=1
) 2e+y—z+t= 4"
| —6x —3y+3z—-3t = 12
rT+y—z=7
r—y+z=10
D \ap4ay—2:2 4 °
| dr+3y—z2= 17

r) {2$y+222 0,

r+3y—z+1= -1
s) ¢ 2x—4y+2z—-2=3 |
r+y—z+1= 2

z 4 0,005y — 0,025z =
—2,0050 —y+2z = 2
3,0052 + 1,005y — 2,025z =

t){
T+y—2z+1=
) T—2y+z—3t=
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Zadanie 1.5. Dla ukladow z zadania [1.4h)-n) wyznaczy¢ rozwigzania
bazowe.

Uwaga. Rozwiazujac zadania|l.6(1.9, zapisaé je w postaci uktadow row-
nan i rozwigzac, wykorzystujac macierze badz wyznaczniki.

Zadanie 1.6. Firma budowlana ma 3 pojazdy do transportu materia-
tow sypkich, o tadownosci 8,12, 23 t odpowiednio. Realizujac zamowienie
dostawy 368 t zwiru na pewna budowe, wykonano 26 kurséw. W wykona-
niu 1/2 zlecenia nie brata udzialu wywrotka o najwiekszej tadownosci. Tle
kursow wykonata kazda z ciezaréwek? Zapisa¢ uktad réwnan i rozwigzac,
korzystajac z macierzy badz wyznacznikow.

Zadanie 1.7. Do dyspozycji mamy roztwory kwasu o stezeniu 5% i 30%),
odpowiednio. Ile kilogramow kazdego roztworu nalezy wzia¢, aby otrzy-
mac 5 1 kwasu o stezeniu 20%?

Zadanie 1.8. Firma transportowa ma 4 zestawy do transportu dtuzycy.
ZamoOwienie transportu dluzycy zostato podzielone na 4 etapy. W pierw-
szej czedei z lasu odebrano ok. 353 m?3, z czego pierwszy i trzeci zestaw
wykonaly po 3 kursy, natomiast pozostate po 4. W drugiej czesci drugi
i trzeci zestaw kursowaly 3 razy, a czwarty tylko 2 i przetransporto-
wano ok. 217 m?® drewna. Trzeci etap obstugiwaly tylko pierwszy i drugi,
7 czego pierwszy zostal zaladowany o ok. 2 m? ponizej swoich mozliwosci
i zrobil 4 kursy, a drugi 3 kursy i zwieziono 136 m®. Ostatni etap obstugi-
waly pierwszy i czwarty zestaw, zwozac 253 m? drewna, przy czym pierw-
szy zestaw wykonal 6, a czwarty 5 kursow. Ile m? drewna zwieziono? Po
ile m® mozna zaladowaé¢ na kazdy zestaw transportowy (przyjmujac, ze
ladowano dopuszczalng ilos¢ m?3)?

Zadanie 1.9. Wybudowano basen w ksztalcie prostopadto$cianu, kto-
rego suma krawedzi wynosi 64 m. Jedna z krawedzi podstawy jest o 3 m
krotsza od wysokosci, natomiast druga krawedz podstawy jest dwukrot-
noscig Sredniej arytmetycznej krawedzi podstawy i wysokosci. Jaka jest
objetos¢ tego basenu?



28 Macierze, wyznaczniki, uktady réownan

1.3. Odpowiedzi

Zad. [Tl
a) { _g _13 _1? ], n) 0;—5,95,
o) niewykonalne (wyznacznik zdefiniowany
b) -6 -6 —6 jest tylko dla macierzy kwadratowych);
13 13 13 |’ 18,
23 28 33 p) —6,12,
c) ; q) 0,125,
-19 -14 -9
. . . . . r) —400, 75,
d) niewykonalne, poniewaz wymiary macie- s) 0, 72

rzy sa rozne (do<.1ajemy ty.1k0 macierze 19/119  —47/119 40/119
tego samego wymiaru), A; jest wymiaru
2 x 3, A3 wymiaru 3 x 2, ) | —132/119  314/119 —90/119 |,
2 27 —-9/17 33/17 —10/17
6 8 6 |’ r 1 0 0
f) niewykonalne, poniewaz wymiary macie-
. . . —-2/3 1/3 o,
rzy sa rozne (dodajemy tylko macierze
tego samego wymiaru), A; jest wymiaru L-1/9 —5/18 1/6
2 x 3, Ag wymiaru 3 X 2, -
[-11 -8 -5

o+

2 —1/2 -1/3

g | —27 —24 —21 |, w | -1 172 01,
| 28 32 36 L -1 0 0
b [ 43 38 [ —3/4 /4 1/2
| —37 —42 |’ 1/4 —1/12  1/6 |,
9 (13 8 L 1/2 1/6 —1/3
| 28 23 |’ v) |Ag| = 0, wiec macierz odwrotna nie ist-
[ 50 —46 nieje,
Dl 122 _118 ] 51/125  —9/125  34/125  6/125
- —9/125  31/125 —6/125 21/125
k) ’gz 12411 ] ~34/125  6/125  19/125 —4/125 |’
L —6/125 —21/125 —4/125 14/125
8 15 7
, 21/200  19/200
) 11 16 12 , w) / / . |A4| = 0, wiec
—4 98 11,8 —37/400 —43/400
- macierz odwrotna nie istnieje,
m) —-12 —12 13 ] . x) |A4 - As| = 0, wiec macierz odwrotna nie
0 6 -8 istnieje.
Zad. T2
[ -1 1 -05 05 1 -1 1 0
0 05 0 05 -1 1 0 -1
A I T d) 1 0 -1 1|’
| 0 05 -05 0 | 0 -1 1 -1
[0 1 11 [0 -1 0 0
-1 0 1 1 -1 15 —05 0
L I E ¢) 0 -05 15 -1 |’
| -1 -1 -1 0 0 0o -1 1
[0 -1 1 -1
0 1 0 -1 1
-1 1 0 -1
| 1 -1 1 0




1.3. Odpowiedzi

Qo0 T o
R RN AN NN IR
8

@

Ee o

- 05 05 05 05 05
-0,5 —-0,5 0,5 0,5 05
~05 -15 -05 05 05 |,
-05 -15 —-15 -0,5 0,5

L 05 —05 -05 -05 05

r 0 -05 0,5 -0,5 0,5
0,5 0 -0 0,5 —-0,5
—0,5 0,5 0 -0 0,5 |,
05 —05 05 0 —05

L 0,5 0,5 —-0,5 0,5 0

r 1 0o -2 0 1
0 0 -5 0 4
-2 =5 4 4 =2
0 0 4 0o -3

L 1 4 -2 -3 1

Zad. 3]

0 -1 0

X=[1 4 1],

0O -1 0

dzialanie A 4+ B jest niewykonalne, gdyz
macierz A jest wymiaru 2 X 3, a macierz
B wymiaru 3x3 (dodajemy tylko macierze
tego samego wymiaru),

17 57 —6)7
X=| 16/7 3/7 97
2/7 3)7  2/7

Zad. 4
z=3,y=0,
r=1y=1,

1,y=0,2=0,
=675’y=7’572=47
Z——%,y20722—%,
xz*%vy:%zzz4zt:47
— _ 13 _ 57
x_57y_7’z_107
r=1—-2y=0,z€ R,
Zad. 3]
o] [1

of, |o],
|1 10
] [o

0 ’ -3 ’

ol |1
L L 2

0 17 3

34

3 o |4

75777 > (381 (0]
Lo | [34] |6

—

j)

29

1 0 -2 0 1 0
0 1 -5 =2 4 1
-2 =5 4 4 =2 0
0 -2 4 4 -3 =2 |’
1 4 -2 -3 1 0
0 1 0 -2 0 1
wyznacznik = 0, wiec macierz odwrotna
nie istnieje,
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 -1 0
0 0 1 -1 0 0
0 1 -1 0 0 0
1 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
1 2 1
X=| -2 —-9/2 -2 |,
-1 -3 -1
X = { /3  T7/3 } 7
4/3  10/3

dziatanie D + 2A jest niewykonalne, gdyz
magcierz A jest wymiaru 2 X 3, a macierz D
wymiaru 3 X 2 (dodajemy tylko macierze
tego samego wymiaru).

r=14+2z,y=2,2€ R,

z=—
z=T,yER, z=—19+5y,t = —13 429,
r=-8+2y=6—22,2€ R, t=6+ z,

xER,yER,z:—2—az—y,
t=—6— 3z — 2y,

r=0,yeER, z2=—-2—y,t=—-6—2y,

uklad sprzeczny.

7 7 7
19 13
0 2 Y
—19|° 0 ) 7% ’
13 11
=% w0 LO
0 —5] [-8 —14
—10 0 6 18
8 I 3 ’ 0 I 76 k]
| 14 9] |6 0
o
Y € R\ {0}
727y > Y I
|—6—2y
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, © € R\ {0},

2= e R\ {0},

,x € R\ {0},

Zad. L8]
w1 w2 +w3z =

8wy + 12w + 23ws =
8wy + 12wy =

Zad. [
z+y = 5
0,05z + 0,30y =

Zad. LS8
3z 4+ 4y + 3z + 4t 353
217
136

253

3y+3z+ 2t
4z —2)+3y =
6x + 5t

Zad. [[9]
4a+4b+4h = 64

= h
b:a+h

0,205

Macierze, wyznaczniki, uktady réwnan

0

Y
n) oy
—6 — 2y

26
368
184

w1 = 8, w2 = 10, w3 = 8.

, 2 litry roztworu z i 3 litry roztworu y.

, y € R\ {0},

, 959 m3, =18 m3,y=24 m3, 2=29 m3,¢t=29 m3.

,a=55mb=8m,h=25m,V =110 m3.



Rozdzial 2

Geometria analityczna

Zadania dotyczace wektorow, prostych, plaszczyzn oraz wybranych
krzywych.

2.1. Przyklady

Przyklad 2.1. Wyznaczy¢ wspolrzedne wekt(EL> o poczatku w punk-
cie A i koncu w punkcie B oraz wektorow BA, C'A, B?, E, ﬁ, O?,
gdzie: A= (1,2,3), B = (3,4,5), C = (v/3,0,—v2), D = (0,6v?2, 1),
O = (0,0,0).

Wspolrzedne wektora o poczatku w punkcie P, = (z1, y1, 21) i koricu
Py = (22,2, 22):
PPy =[xy — 21,y2 — Y1, 22 — 21].

Rozwigzanie.

B = [3-1,4—25-3=[222 =-BA,

BA = [1-3,2-4,3-5=[-2-2,-2] = —AB,

CA — _1—\/§,2—0,3—(—\/§)}:[1—\/§,2,3+¢§}:—1@,
BC = \/5—3,0—4,—\/_—5}:[\/5—3,—4,—¢§—5]:—(ﬁ%,
AD = '0—1,6\/5—2,—1—3}:[-1,6[—2,—4}:—174,
DB - '3—0,4—6\/5,5—(—1)}:[374—6\/5,6]2—1@,

OB = [3-0,4—0,5—0]=[3,4,5 = —BO.

Przyklad 2.2. Obliczy¢ dlugosci wektoréw z przyktadu
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Dlugosé wektora o poczatku w punkcie P, = (z1,y1,21) i koncu
Py = (22,2, 22):

|PLPy| = /(w9 — 21)2 + (yo — 91)2 + (20 — 21)2,

jesli wektor jest swobodny W = (U, uy, u,], badz sa obliczone juz

jego wspoltrzedne, to:
17| = 4 /u2 +uZ + u2.

Rozwiazanie.
AB| = VET 212 =V12=2/3=|BA|,
CAl = \/(1—x/§)2+22+(3+\/§)2 = \/19—2\/§+6\/§,
BE = (V-3 + (~42 + (—v2—5) = /55— 6v3 + 10V3,
IEI = \/(—1)2 +(6v2 —2)2 4+ (—4)2 = M,
DB| = \/32+(4—6\/§)2+62 = \/m,

0B] = V31215 =50 =52

7=

[\

Przyklad 2.3. Niech @ = [2,6,4], [—1,1,1), @ =[1,-2,—1].
T P L e e = ST AP

Obliczyé: @ + b, 2a — b, 4ad +3b —2c,4¢+ b +2d.

Obli_c)zyé il_(>)czyn skalarny i il)oczyn wektorowy dla par wektorow:

7, b; b 7; 7,?; b,?; 7,7.

)
Obliczy¢ dtugosci otrzymanych wektorow.

Jesli W = (U, uy, u,] oraz v = [Vz, vy, U], to:
1) a-?—l—ﬂ-?z[a-uz—i—ﬁmx,a-uy—i—ﬁmy,a-uz—i—ﬁmz]dla
a, B #0,
2) 707:ux-vx+uy-vy+uz-vz,
i § ok
3) U x U = |ug u, us, gdzie i = [1,0,0], j = [0,1,0],

Uy Ty Uy

k=1[0,0,1].
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Rozwigzanie.
%
+b = [2,6,4]4[-1,1,1] = [2—1,6 + 1,4+ 1] = [1,7,5],
_>
@+ 0] = |[1,7,5]| = VI+49 + 25 = 5V/3,
TV = 2-[2,6,4-[-1,1,1 =
=[2-2,2-6,2-4+[-(-1),—1,—1]=[4,12,8] + [1, -1, —1] =
= [4+41,12—-1,8—1] = [5,11,7],
%
2d — b| = |[[5,11,7]| = 25+ 121 + 49 = /195,
4T +30 27 — 4-12,6,4] +3- [ 111]—2.[1,—2,—1]:
I = [8,24,16] + [=3,3,3] + [-2,4,2] = [3,31,21],
4d +30 —27¢| = |[[3,31,21]] = 141
_)
A7+ b +2d = [ —2, -1+ [-1,1,1] +2-[2,6,4] =
. = 4 —]+[ L 1,1] + [4,12, ]=[75 5],
4¢ + b +2d| = |[7,5,5]| = 3V11,
_>
:ob = [2,6,4]0 [—1,1,1]: (=) +6-14+4-1=8,
bod = [-1,1,1]0[2,6,4 =—1-241-6+1-4=—-2+6+4=8,
do?@ = [2,6,40[1,-2,—-1]=2-14+6-(=2)+4-(=1) = —14,
ﬁ
bod = [-1,1,1]0[1,-2,—-1]=—-1—-2—1=—4,
dod = [2,6,40(2,6,4] =4+36+16 =56 =|d|?
— ’ ]
Axb = | 26 4|=6i—4j+2k+6k—4i—2j=[2—6,8],
. ~1 1 1
@ x b| = /224 (—6)% + 82 = 2V/26,
— Lo —
bxd=|-111=[-26,-8=—dx1b),
2 6 4
— —
b xd|=|dx bl
(A
AxT=2 6 4|=[26-10, |dx7<|=2V35
1 -2 -1
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i
Txe=|-1 1 1|=[101] [|0x72=]101]=v2
1 -2 -1
iJ
dxd =12 6 4/=1[0,0,0], |dxd|=0.
2 6 4

5,20, c)
7_1]7 d)

3v/3, —3v/3,3v/3],
[—1/2,4/3/2,0].

=
_>
b=

Jesli W = [ug, uy, u.] jest wektorem o dhugosci ||, to wektor

o1
o= = .

nazywamy unormowanyim.

Uwaga. Wektor o oraz i maja taki sam zwrot i kierunek (klu-
czowe wlasnosci wektora), moga roznié sie tylko dlugoscia (wektor
unormowany jest dtugosei 1).

Rozwigzanie. Nalezy najpierw obliczy¢ dtugosé wektora, a nastepnie,
jezeli jego dlugoscé jest # 1, unormowac zgodnie z powyzszym wzorem.
W przeciwnym wypadku wektor jest juz unormowany.

a) | 7| =02+ 152+ 20% = /625 = 25 # 1,

czyli nalezy unormowa¢é¢ wektor

V= ﬁ7 5 10,15,20] = [257ég’%] - [07

orlw
(SIS

]

b) \ﬁ| = /3 # 1, wiec analogicznie jak w poprzednim podpunkcie

9

wzl—%rl-sz[l,L—l]:[

4 1
V3 V3 '

&l-
S

¢) |d|=v81=9+#1, czyli
i = L[3v3,~3v3,3v3) = [, -3, 2]

— - -
b

d) | o] =1, czyli wektor jest juz unormowany i b = b.
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%
I_’;‘zyklad 2.5. Obliczy¢ iloczyn mieszany wektorow d, b, oraz
b ,E), 7z przyktadu

Tloczyn mieszany trzech wektorow o = [Ug, Uy, U], v = [Vg, Uy, V]
oraz W = [wy, wy, w,] dany jest wzorem:

(U x V)0 = vi vz vj :

Wy Wy W,

Rozwigzanie.
N 2 6 4
(7 X b)o Z=|-1 1 1]|=6, zwlasnosci wyznacznikow (tzn.
1 -2 -1

zamiana wierszy miejscami zmienia znak wyznacznika)

(?xﬁ)o?:—(ﬁx7)07:—6.

Przyktad 2.6. Obliczy¢ pole trojkata i rownolegtoboku rozpietego przez
wektory @ = [1,2,1], b = [—2,—1,0].

%
Jezeli wektory 7, b sa niewspotliniowe, to

— pole réwnolegtoboku rozpie- — pole trojkata rozpietego przez
tego przez te wektory dane jest te wektory dane jest wzorem:
wzorem: P— = |d x b |, PA:%|E>>< b|.
Rozwiazanie.
N . J k
Po=ldxbl=|] 1 2 1|]=]|1,-23]=+/12+(-22+3=
-2 -1 0
=+/14,
%
Pp = %|H> X b | = %Pr()wnolegloboku = g
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Przyklad 2.7. Obliczyé¢ objetoéé¢ i pole powierzchni gwnolegloécianu
i czworoscianu rozpietych na wektorach @ = [1,2,0], b = [-2,—1,0],
7 =[1,1,-1].

Jezeli wektory 7, ?, < sa niewspotptaszczyznowe, to
rownolegloscian rozpiety przez

te wektory ma:

V=|(@xb)o?

oraz
pzz(wxﬁ|+wxz>|+|7xz>|),

natomiast czworoScian przez
nie rozpiety rgu

V=2%(dx b)o?

oraz

P=1(1@x D1+ @ x 2| +[5 x 2+ |(F - @) x (2 - D))
Rozwigzanie.
N 1 2 0

Wéwnolegloécianu = |<E> X b ) 07| = | -2 -1 0 | = | — 3| =3,

1 1 -1

1 2 0
%ZWOroécianu:%|(7X?)O?|:%'| -2 -1 0 ’:%’_3|:

1 1 -1

w

Y

o=
N[

- —
Pr()wnolegloécianu =2- (‘7 X b ’ + ’7 X ?| + | b x 7|) =

i J ok i j ok i j k
=2 1 2 0[]+l 2 O||+]|]|-2 -1 0]]]-=
-2 -1 0 11 -1 1 1 -1

= 2(”0?0’ 3” + |[_27 17 _1” + Hl: _27 _1”) = 2(3+\/6+\/6) = 6+4\/6-
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Aby policzyé pole czworoscianu, najpierw nalezy obliczy¢

T @ = [-2,-1,0] - [1,2,0] = [-3,3,0],
7 —-d = [1,1,-1]—[1,2,0] = [0, -1, 1],
. i j ok
(b —@)x(@=a) = [| -3 =3 0|[=]3,-33]=3V53
0 -1 -1

wtedy R .
Pesvoroseiam = (|@ x D |+]@ x |+ x 2| +[(5-2) x (- T)|) =

=3+V6+3V3.
Przyklad 2.8. Napisa¢ réwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez:

a) punkt A = (—1,0,3) i prostopadlej do wektora W= [—2,3, 5],
b) rozpietej przez wektory U = (3,2,0], v = [0,5,3] i przechodzacej
przez punkt A = (0,1, —3).

Roéwnania ptaszezyzny:
e normalne m: Alx —x9) + Bly — o) + C(z — 20) =0,

gdzie 7 = [A, B, C] jest wektorem prostopadtym do plaszczy-
zny (tzw. wektor normalny plaszczyzny),
puﬂkt PO - (xo»y07 ZO) € T,

ii=[A,B.C]

§ By = (w0, 0, 20)
.

e ogoblne w: Ar+ By+Cz+ D =0,
gdzie A2 4+ B2+ ¢ > 0 oraz 0 = [A, B,C] wektor normalny
plaszczyzny.

Uwaga. Jezeli:

A =0, to 7]|OX, B =0, to 7||0Y, C =0, to 7]|0Z,

D = 0, to ptaszczyzna 7 przechodzi przez poczatek ukladu
wspotrzednych.
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e odcinkowe e Ereds=1,
gdzie abc # 0 oraz A
__D j3__D . _ _D £
o=-5b=-Fa=-¢
(ABO 7"é 0)‘ ‘7
Uwaga. Plaszczyzna 7 prze- >T T

cina osie uktadu wspoétrzed-
nych w punktach: (a,0,0),
(0,b,0), (0,0,c¢).

r—or Y—Yy1 =z2— %

e wyznacznikowe | xy—x1 Yo—y1 22— 21 | =0, gdzie
T3 —T1 Ys — Y1 <3 — 21

Pl - (x17y17 Zl); P2 — ($27y27 22)7 P3 = (1;373/37 23) nieWSpélli—
niowe punkty, przez ktore przechodzi pltaszczyzna.

T = Tg+ Uyl + VS
e parametryczne T Yy=1yo+u,r+uvys r,s € R, gdzie
2 =2y + U, + 0,8

Py = (20, Y0, 20) punkt lezacy na plaszczyznie, U = (U, Uy, U],
= [Us, vy, ;] sa niewspotliniowymi wektorami rozpinajacymi
plaszczyzne 7.

Rozwiazanie.

Jezeli w poleceniu nie jest sprecyzowane, w jakiej postaci ma by¢ podane
roOwnanie ptaszczyzny, wowczas wystarczy podac jedna dowolnie wybrang
postac.

a) Rownanie plaszczyzny przechodzacej przez

Zo Yo <0
A= (-1, 0, 3) iprostopadtej do wektora
B C
W= [-2, 3, —5] dane jest rownaniem w postaci:

normalnej m: =2(x+4+1)+3y—>5(z—-3)=0,
z ktorej tatwo wylicza sie postac

0g6lna m: —2x+3y—52+13 =0,
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albo

odcinkowa T + i :

=1.
132 7 13/3 T 13/5

Posta¢ wyznacznikowa wykorzystywana jest zwykle, gdy dane sg trzy
niewspotliniowe punkty. W tym przyktadzie, majac tylko jeden punkt
Py = A i ktora$ z juz wyznaczonych postaci rownania plaszczy-
zny, nalezy znalezé jeszcze dwa punkty, np. wstawiajac © = y = 0
i wyliczajac z, otrzymuje sie P, = (0,0,%). Trzeci punkt otrzy-
ma¢ mozna, podstawiajac np. x = 0, y = —1, wtedy z = 2, czyli
Py = (0,—1,2). Ostatnim krokiem jest sprawdzenie, czy punkty sg
niewspotliniowe. Mozna to zrobi¢, obliczajac pole trojkata o wierz-
chotkach P, = (—1,0,3), P, = (0,0, %), P; = (0,—1,2), jezeli bedzie
= 0, to znaczy, ze punkty sa niewspotliniowe, w przeciwnym wypadku
nalezy Jede_ngunkt wyznaczy¢ ia nowo. Pole trojkata rozpietego przez
wektory PP, = [1,0,—2], PPy =[1,—1,—1]:

gk
— =
Pr=3|PiP,x PRl =511 0 =3 ||=35[-32%-1]]=
1 -1 -1
~ % 40
czyli wektory sa niewspotliniowe, wiec réwnanie
r—(-1) y—0 =z-3
wyznacznikowe T:]0—(-1) 0-0 £-3]|=0
0—(-1) -1-0 2-3

Rownania parametryczne mozna napisa¢, wykorzystujac wyliczone do
poprzedniej postaci wektory:

e —
U =PP= 1,0, —%], ¥ =PP= [1,—1, —1] oraz punkt lezacy na
plaszczyznie Py = A = (—1,0,3)

r=—-1+1-r+1-s
7: y=04+0-7r+(=1)-s r,s € R,
z=3+(=%)-r4+(-1)-s

czyli
r=—-14+r+s
T Y=—S8 r,s € R.
z:—3—§r—s
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b)
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Roéwnania parametryczne plaszezyzny rozpiete] przez wektory
U = 3,2,0], v = [0,5, 3] i przechodzacej przez punkt A = (0, 1, —3)

r=04+3-7+0-s
T:e y=1+2-r4+5-5 ,r,seR.
2==-3+0-7r+3-s

czyli
r =3r
m:e y=14+2r+5s ,r,s € R.
z2=—-343s

Do wyznaczenia rownania wyznacznikowego potrzebne sa punkty. Je-
den jest dany z tresci przykltadu P, = A = (0,1, —3), dwa kolejne
otrzymuje sie, pﬂy'mujadc

U =1[3,2,00= PPy =[x — 0,10 — 1,2 — (—=3)]

oraz .

U =1[0,5,3] = PPy = [£5—0,y3— 1,25 — (=3)], czyli P, = (3,3, —3)
i P;=1(0,6,0), czyli

r—0 y—1 z—(=-3)
r. wyznacznikowe 7:13-0 3—-1 =3—(=3)|=0,
0—-0 6—-1 0-—(-3)
z y—1 243
po uproszczeniu 7w | 3 2 0 = 0.
0 5 3
Obliczenie wyznacznika daje réwnanie
r. ogblne m:6x — 9y + 152 4+ 54 = 0,

czyli po podzieleniu obu stron przez 3 rownowaznie
m:2x —3y+ 52+ 18=0.

Korzystajac z powyzszego réwnania, odczytujemy wektor normalny
7 = [2,—3,5] (rownowaznie W = ¥ x ¥) i pamietajac, ze Py = A =
= (0,1, —3), rownanie

normalne m:2x—3(y—1)+5(z+3)=0.
7 rownania ogblnego otrzymaé¢ mozna réwnanie
odcinkowe < + Y + il 1.

—9 "6 —18/5
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Przyklad 2.9. Napisa¢ réwnanie prostej:

a) przechodzacej przez punkt Py = (1,2,3) i rownolegltej do wektora
w =5,6,7),
b) przechodzacej przez punkty P, = (—1,2,—3) oraz P, = (2,0, —4).

Roéwnania prostej w R3:

e prosta przechodzaca przez punkt Py = (xo, %o, 20) i réwnole-
gla do wektora @ = [a,b, ] (tzw. wektora kierunkowego) dla
a® + b* 4 ¢ > 0 dana jest réwnaniami

T =xy+ at
w postaci parametryczne] [: ¢ y=yo+0bt , t € R,
z=2zy+ct

{
{:[:. b, c|

e w postaci kierunkowej

l'xwo—yby‘): 2 ody abe # 0;

jezelinp. a =01 be 7& 0,tol L OX ¥0, 0. 7)
r = Xy

oraz | :=19 4y _ 2-2

b c
e Przeciecie dwoch plaszcezyzn m @ Az + Biy + Ciz + Dy = 0,

o : Asx + Boy + Cyz + Dy = 0 wyznacza prosta,

A1$+B1y+012+D1:0

tzw. rown. krawedziowe prostej [ : {Agzv + Byy+ Cozt Dy=0°

gdzie A} + B+ C}? > 0 oraz A3+ B3+ C3 > 0 i plaszczyzny te
nie sg réwnolegte.

T l

Rozwigzanie. Jezeli w poleceniu nie jest sprecyzowane, w jakiej po-
staci ma by¢ podane réwnanie prostej, wowczas wystarczy podaé jedng
dowolnie wybrana postac.

a) Prosta przechodzaca przez

To Yo 20 a b c
Py= (1, 2, 3) iréwnoleglej do wektora @ = [5, 6, 7]
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dana jest rownaniami parametrycznymi:

r=1+51
l:¢ y=2+4+6t , t€R,
z2=3+Tt
A : : Lax—=1 _ y=2 _ 2-3
rOwnaniem kierunkowym [: 7= =5 = 22,

Do wyznaczenia réwnania krawedziowego potrzebne sg dwie ptaszczy-
zny. Majac rOwnanie parametryczne, wyznaczy¢ nalezy np. z pierw-
szego rownania t i wstawi¢ do rownania na y i na 2 :

t=1p_1
5 5
l:q y=24+6t=2+6(tz—1) ,
2=34+Tt=34+7 (2 —3)
co po uproszczeniu daje
rownanie krawedziowe l: { Si : g‘z I ;l i 8 .

b) Réwnanie prostej przechodzacej przez punkty P, = (—1,2, —3) oraz
P, = (2,0, —4) sprowadza sie do poprzedniego przyktadu, wybierajac
jako Py jeden z punktow, np. Fy = P, oraz wektor U = PPy, czyli

To Yo 2o a b c

—
Py=P,=(—1, 2, —=3) i rownoleglej do wektora o = PPy = [3,—2,—1],

wiec réwnania:

r = —1 +3t
parametryczne l:¢y = 2 =2t , teR,
z = =3 -1
kierunkowe 1.2 = U2 = 23

Z rownan parametrycznych wyznaczy¢ nalezy ¢, np. z x, i wstawi¢ do
rOwnania na y i 2 :

po uproszczeniu otrzymuje sie rGwnanie

2 +3y—4=0

krawedziowe [: { 432 4+10 =0
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Przyklad 2.10. Poda¢ punkt, przez ktory przechodzi prosta, i wektor,
do ktorego jest rownolegla, oraz sprawdzi¢, czy punkt P = (4,2,—1)
nalezy do prostej:

r=1+3t r=—2—0t

a) [: =2 , tER, b) [: =1-t , t€R.
z=—-b+t z=1t

Rozwigzanie. Wystarczy odczyta¢ zgodnie ze wzorem na réwnanie pa-

rametryczne

a) Py = (1,2,-5), U = [3,0,1]. Aby sprawdzi¢, czy P € I, nalezy
wstawi¢ wspotrzedne tego punktu do réwnania prostej [

4=1+3t t=1
[: 2=72 , t€R; pouproszczeniu ! : 2=2
—1=-5+t¢1 t=14

co prowadzi do sprzeczno$é, wiec P ¢ 1.
b) Py =(—=2,1,0), @ = [—6,—1,1]. Analogicznie

4=—-2-6t t=-1
[: 2=1-t , t € R; pouproszczeniu t=-1,
—1=t t=—1
wiec P e l.

Przyklad 2.11. Znalez¢ rzut punktu P = (1,2,1) na prostg [ : 3”7_1 =
y+2= %“1 i obliczy¢ odleglto$é¢ tego punktu P od prostej (.

Rozwigzanie. Nalezy najpierw wyznaczy¢ plaszczyzne przechodzacy
przez punkt P i prostopadta do prostej [. Wektor normalny tej ptaszczy-
zny jest jednoczesnie wektorem kierunkowym prostej, czyli 7 = 2,1,4],
wiec rownanie ogodlne tej ptaszczyzny mozna zapisa¢ w postaci

m:2x+y+42+D =0.

Skoro P € m, to wspotrzedne tego punktu muszg spetniaé¢ réwnanie tej

plaszczyzny
2:-14+2+4-1+D =0, wiec D = -8.

Wiec rownanie plaszczyzny dane jest réwnaniem

mi2r+y+42—-8=0.
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Wspétrzedne P’ rzutu punktu P na prosta sa rozwiazaniem ukladu row-
nan (dla ulatwienia prosta [ nalezy zapisa¢ w postaci parametrycznej)

r=1+2t t=12
l ) y=-2+t xz%
{W , czyli 144t . Stad y:_%
20+y+42—-8=0 z:%

Wspotrzedne punktu P’ = (15/7,—-10/7,9/7).

Dtugosé odcinka

|PP'| = \/(z2 — 21)2 + (Yo — )2 + (22 — 21)2,

gdzie P = (x1,y1,21) oraz P’ = (x2,%s, 22).

Odlegtosé punktu P od prostej to dtugosé odcinka PP’ :

23
|PP'| = \/(15/7 — 1)2 + (=10/7 — 2)2 + (9/7 — 1)2 = =
Przyktad 2.12. Obliczyé¢ odlegltosé punktu A = (1,—2,—3) od plasz-
czyzny 7 3v — 12y +42+1=0.

Odlegtos¢ d punktu Py = (xo, Yo, 20) od plaszezyzny 7 : Az + By +
Cz+ D = 0 dana jest wzorem

Az + Byo+ Czo + D
d(PO77T):| 2o+ Byo + Oz + D|

VA2 + B? + (C?
Rozwigzanie. Odlegtos¢é punktu A = Py = (1, -2, —3) od plaszczyzny
7 0 wektorze normalnym 7 = [3, —12, 4] wynosi

3112 (=2)+4-(=3)+1 16

d(A :
( 777) \/32+(_12)2+42 13

Przyktad 2.13. Obliczy¢ wysokos¢ czworo$cianu o wierzchotkach
A = (0,0,0), B = (1,0,0), C = (0,2,3), D = (3,4,5) opuszczonej
z wierzchotka A.
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Rozwigzanie. Wysoko$¢ czworoscianu obliczy¢ mozna, np. korzystajac
z poprzedniego przyktadu. Wystarczy wyznaczy¢ plaszczyzne przecho-
dzaca przez punkty B, C, D, a nastepnie obliczy¢ odlegtosé punktu A od
tej plaszczyzny:

r—1 y—0 2—0
TBCD - 0-1 2—-0 3—-0 :0,
3—1 4-0 5-0

po wyliczeniu w postaci ogblnej —2x + 11y — 8z + 2 = 0, wiec

|—2-0+11-0—-8-0+2[ 2
V(=2)2 + 112 + (=8)?2 3v21

Inny sposob wykorzystuje objeto$¢ czworoscianu

Vz%‘(@xﬁ>OE‘:%hA~PABCD-

Przyklad 2.14. Wyznaczy¢ rzut

hA Zd(A,ﬂ') =

a) punktu P = (1,2,3) na plaszczyzne m: —x +5y+8z+7 =0,

r = =2
b) prostejl: ¢ y = 44t ,t € R na plaszczyzne .
z = —6

Rozwiazanie. a) Wspolrzedne P’ rzutu punktu P na plaszczyzne w
sa rozwiazaniem uktadu réwnan prostej prostopadtej do plaszczyzny
przechodzacej przez punkt P = (1,2,3). Wektor normalny ptaszczy-

zny 71 = [—1,5, 8] jest wektorem kierunkowym szukanej proste;
r = 1—1
L:d y = 2456 teR
z = 3+8t

Wystarczy rozwigza¢ wspomniany wezesniej uktad réwnan

4
z=1-—1 )

_ 13

h czyli y=2+5t 0 rozwiazaniu TT
x YN s=3+8t P 2 -2
—r4+5y+82+T7=0 5 _g
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Rzutem prostej [ na plaszczyzne 7 jest prosta, aby znalez¢ rownanie
tej prostej, wystarczy wzia¢ dwa dowolne punkty nalezace do tej pro-
stej, znalez¢ ich rzuty na plaszczyzne i wyznaczy¢ réwnanie prostej
przechodzacej przez te rzuty. Punkty na prostej [ to np.

dla t=0— A=(0,4,-6), t=1— B=(-2,5-6).

Rzuty na plaszczyzne 7 tych punktow (analogicznie do wezes$niejszego
podpunktu)

W (o130 62y (9752 214
30067 15)° 45797 45 )
Prosta przechodzaca przez punkty A’) B’ (analogicznie do przyktadu

Z10)b)

_ 7 173
o
[ y:g—i—lst R teR.
z=-5_284
15 45

Przyklad 2.15. Napisa¢ réwnania stycznych do krzywych stozkowych
danych réwnaniami:

a)
b)
c)
d)

(x — 2)2 + (y — 1)? = 2 w punkcie (3,2),
? = 1 w punkcie (1,3/2),

% = 1 w punkcie (4, 3),

x? + 12x + 36 w punkcie (—4,4).

e 4
4
z2
4
Y=

Rownania stycznych do krzywych stozkowych:

e dla okregu o srodku w Py = (x¢, o) i promieniu r > 0 danego
rownaniem (r — x9)? + (y — yo)? = r? styczna w punkcie S =
(zs,ys) dana jest wzorem

(zs — 20)(x — 20) + (Ys — Y0) (¥ — %o) = 7“2,

e dla elipsy o $rodku w Py = (zo,90) 1 potosiach a,b > 0 danej
2 2
roéwnaniem (x_aﬁ‘)) + (y—bgo) = 1 styczna w punkcie S = (4, ys)

dana jest wzorem

(s — xoa)Q(:c — ) I (ys — Z/0b)2<y — %) — 1,
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e dla hiperboli o srodku w Py = (29, yo) 1 potosiach a,b > 0 danej
rOwnaniem (x_aﬁoy = (y—bg@z = 1 styczna w punkcie S = (zg, ys)

dana jest wzorem

(s — 20)(z — @o) _ (ys — ¥0)(y — vo)
a? b?

=1,

e dla paraboli o wierzchotku w Py = (z0,y0) danej réownaniem
y = a(xr — x9)? + yo styczna w punkcie S = (z,,,) dana jest
wzorem

y =2a(xs — x0)(z — x5) + Ys-

Rozwigzanie. Z powyzszych wzorow

a) styczna do okregu (v — 2)% + (y — 1)? = 2 w punkcie (3,2) dana jest
rownaniem (3 —2)(x —2)+(2—1)(y—1) =2, czyli y=—-x+5,
b) styczna do elipsy % + % = 1 w punkcie (1,3/2) dana jest rownaniem

(1-0)(z=0) , (3/2=0)(y=0) _ : _ 1
; + 3 2_12, czyli  y=—52+2,
¢) styczna do hiperboli %- — % = 1 w punkcie (4,3) dana jest rownaniem

(4=0)(z=0) _ 3-0=0) _ 4 czyli y=x—1

1 3
d) styczna do paraboli y = 2? + 122 + 36 = (v + 6)? w punkcie (—4,4)
dana jest rownaniem y = 2(—4 +6)(z +4) + 4, czyli y = 4z + 20.

2.2. Zadania

Zadanie 2.1. Wyznaczy¢ wspoltrzedne Weﬂ)r()wz o poczatku w punk-
cie A i koncu w punkcie B oraz wektorow C'A, B?, ﬁ, ﬁ, C?, 1@,
gdzie: A = (1,2,3), B=(3,2,1), C = (8,—v2,3), D = (3,4V2,5).
Zadanie 2.2. Obliczy¢ dlugosci wektoréw z zadania [2.1

Zadanie 2.3. Niech @ = [2,3,4], b=[9,0,-3], &= [-2, -3, —1].
Obliczyé¢: @+ b, @ —b, @+ 3b — 2¢, 4¢ — 2b + bHa.

Obliczy¢ iloczyn skalarny i iloczyn wektorowy dla par wektorow:

ab; a,c, b,cC.

Obliczy¢ dtugosci otrzymanych wektorow.

Zadanie 2.4. Unormowa¢ otrzymane w zadaniu [2.3] wektory.

Zadanie 2.5. Obliczy¢ iloczyn mieszany wektoréw a, b, ¢ oraz d, ¢, b z za-

dania 2.3
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Zadanie 2.6. Obliczy¢ pole trojkata i rownolegloboku rozpigtego przez
wektory @ = [0,2,1], b= [3,—1,0].

Zadanie 2.7. Obliczy¢ objetos¢ i pole powierzchni réwnolegtoscianu
i czworoscianu rozpietego na wektorach @ = [—3,1,—4], b = [3,-3,0],
¢=13,0,4].

Zadanie 2.8. Napisa¢ réwnanie plaszczyzny:

a) przechodzacej przez punkt A = (—1,1,3) i prostopadlej do wektora
7 =1-2,0,8|,

b) przechodzacej przez punkt A = (0,2,3) i prostopadtej do wektora
i =[0,3,4],

c) rozpietej przez wektory 4 = [0,3,0], ¥ = [1, 5, 3] i przechodzacej przez
punkt A = (0,1, 2),

d) rozpietej przez wektory @ = [0,2,—1], ¥ = [0,1,2] i przechodzacej
przez punkt A = (—1,1, —3),

e) przechodzacej przez punkty A = (1,2,0), B = (7,3,0),C = (0,—3,4),

f) przechodzacej przez punkty A = (1,1,-1), B = (-2,0,—-1),
C=(-2,-3,4).

Zadanie 2.9. Napisa¢ rownanie prostej:

a) przechodzacej przez punkt P(1,2,3) i rownoleglej do wektora
7=1[2,1,4],

b) przechodzacej przez punkty P, = (—1,2,0) oraz P, = (1,3, —4),

c¢) przechodzacej przez punkt Py = (0,—3,5) i rownoleglej do wektora
7=1[-1,0,3],

d) przechodzacej przez punkt Py = (3,—2,0) i rownoleglej do wektora
7=100,0,3].

Zadanie 2.10. Poda¢ punkt, przez ktory przechodzi prosta, i wektor, do
ktorego jest réwnolegla, oraz sprawdzi¢, czy punkt P = (1,1,1) nalezy
do proste;j:

r=2+4+3t r=—-2+3t
a) [: y=1—-2t ,teR, b) I: y=2-—t , t € R.
z=4 z=1t

Zadanie 2.11. Znalez¢ rzut punktu P na prosta [:
r=2+3

a) P=(1,1,1), l:¢ y=4+3t ,teR,
z=3-3t
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r=3+4t
b) P =(0,0,0), l:¢ y=3+2t ,teR.
z=—-2-1

Zadanie 2.12. Obliczyc¢:

a) odlegtosé punktu A(1,2,—3) od plaszczyzny 7 : 62 —2y+ 2+ 16 = 0,
b) odlegtos¢ punktu A(—3,4, —3) od ptaszczyzny 7 : 2z — 3y + z = 0.

Zadanie 2.13. Obliczy¢ dlugosci wysokosci czworoscianu z przyktadu
2.13| opuszczonych z wierzchotkow B, C, D.

Zadanie 2.14. Wyznaczy¢ wspotrzedne rzutu prostej

4
[: = 2 =4Lr =2 44 na plaszczyzne 7 : r —y — z = 0 oraz na ptaszczyzny

ukladu wspohrzednych (XOY, XOZ,YOZ).

Zadanie 2.15. Ptaski dach wiaty w ksztalcie réwnolegtoboku rozpiety
jest przez wektory a = [2,0, 2], b= [1,3, 3], najwyzszy punkt dachu jest
na wysokosci 4 m. Jaka jest powierzchnia podlogi tak zadaszonej wiaty
i na jakiej wysokodci jest najnizszy punkt dachu wiaty?

Zadanie 2.16. Napisa¢ rownania stycznych do krzywych stozkowych
danych réwnaniami:

a) (z+2)?+ (y —2)? = 20 w punkcie (2,4),
b) 222 + 18y? = 9 w punkcie (1,5;0,5),

c¢) 2z% — y* = 4 w punkcie (2,2),

d) y = 2* — 62 + 13 w punkcie (4,5).

Zadanie 2.17. Na dzialce jest staw w ksztalcie elipsy o rownaniu

2
% + (% = 1. Wyznaczy¢ réwnanie opisujace brzeg Sciezki, ktora jest
styczna do stawu w punkcie (—1,5;—0,5).

Wskazéwka. W ponizszych zadaniach warto zrecznie wprowadzi¢ uktad
wspohrzednych. W niektorych zadaniach mozna (dla utatwienia) przyjac
za a konkretna warto$é, np. a = 2.

Zadanie 2.18. Wiata na planie prostokata o wymiarach 4 x 5 m ma
ptaski dach oparty na czterech stupach, w narozach prostokata, maja-
cych wysokosci 3 m, 4 m, 5 m. Jaka jest wysoko$¢ czwartego stupa? Jaki
ksztalt ma pota¢ dachu? Jakie jest pole powierzchni tego dachu?

Zadanie 2.19. Dany jest szescian ABCDFEFGH o krawedzi dtugosci a.
Wykazaé, ze plaszezyzny m (ACF), m( DEG) dziela przekatna p(H B) na
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trzy rowne czesci. Jak potozona jest przekatna p(H B) wzgledem plasz-
czyzn m (ACF), mo(DEG)?

Zadanie 2.20. Wykaza¢ (postugujac sie wspotrzednymi wierzchotkow
w pewnym uktadzie wspohrzednych), ze proste zawierajace przeciwlegte
(tj. nieprzecinajace sie) krawedzie czworo$cianu foremnego (o krawedzi
dtugosci a) sa prostopadte.

Zadanie 2.21. Laczac Srodki Scian szeScianu o krawedzi dlugosci a,
otrzymujemy osmioscian foremny. Wyznaczy¢ wspolrzedne wierzchotkow
obu bryl w stosownie przyjetym uktadzie wspotrzednych. Po potacze-
niu Srodkéw $cian oSmio$cianu otrzymujemy ponownie szeScian. Jakie sg
dtugosci krawedzi o$mioscianu i ,,mniejszego” szescianu?

Zadanie 2.22. Dany jest odcinek AB, gdzie A = (a4, az, as),

B = (by, by, b3) podzielono punktem C' = (¢q, ¢z, ¢3) w stosunku A = “g—gl.

a) Wyprowadzi¢ wzory na wspohrzedne punktu C.

b) Dla jakiego A jest to §rodek odcinka AB?

¢) Poda¢ wzory na wspotrzedne srodka odcinka.

d) Dla A= (-2,4,3), B = (6,3, —1) wyznaczy¢ wspotrzedne punktu C,
dla ktorego jest on srodkiem odcinka, dla ktérego A jest ztota, srebrna
badz brazowa liczba.

Wskazowka.

A= %5 — zlota liczba,

A =1+ /2 — srebrna liczba,
A= %ﬁ — brazowa liczba.

Zadanie 2.23. Wskaza¢ krawedzie o$mioscianu foremnego, ktére na-
leza do prostych skosnych i (postugujac sie wspotrzednymi wierzchotkow
w pewnym ukladzie wspotrzednych) obliczy¢ odlegltosé tych krawedzi.

Wskazowka. Dwie proste [; (o wektorze kierunkowym

U = [y, Uy, u,] 1 przechodzaca przez punkt P, = (x1,y1,21))

oraz Iy (o wektorze kierunkowym ¥ = [v,,v,,v.] i przechodzaca

przez punkt Py = (Z3,9s,22)) sa skosne, gdy nie lezag w jednej
. . =7

plaszezyzmie, czyli (W x ¥') o PPy = 0.
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2.3. Odpowiedzi

Zad. 21l
E:p,o,fz], CA = 7,2+ v2,0], ﬁ=[5,727\/§,2], ﬁ:[2,72+4\/§,2],
—[0,2-4v2,—4], CD=[-55v2,2, AC=[7,-2—/3,0.
Zad. 22
|AB| = 2V, |CA| = /55 + 4v3, |BC|=/35+4v3, |AD|=/44— 1613,
|DB| = /52— 16v2, |CD| =79 |AC| = |CAI.
Zad. 23l
a+b=1[7,3,1], |@ + 3b — 28] = 7/19, @ x b=[-9,30,-27],
|@ + b = /59, 4¢ — 2b+ 5@ = [—36,3,22], |@ x b = 3/190,
a—b=[-11,3,7], |4 — 26 + 5d@| = /1789, axé&=1[9,-10,12],
|d@ — b|=/179, @-b=-30, |a@ x & = 5v/13,
@+ 3b—22=1[29,9,-3], a-cé=-9, bx&=[-9,15,-27],
5.e=—15, b x & = 3v/115.
Zad. 24
1 (gap)=[ 3 1 1 (B =[-8 10 __3
|@+b| (a+b - [ 597 /59’ 59]’ |@xb| aXb) - [ 190’ v/190’ 190]’
o (a ) = [ A ] Ax@x 9= [s35-F i)
|(7,—ﬂ| = V179’ V179’ V1719 ]’ |”';<C| . 5\/1753 \/? 5\/§9
1 S af o=\ _ [ 29 9 3 —— (bx ) = |— , =
la+36—2¢] (a+3b72c) = |7vie’ w/ie’ 7@]’ bxe] ( ) [ 157 V115 V115]
1 > o ==Y _[__36 22
|46—26453| 46_2b+5a)_ V1789 \/178 \/1789]
zad.p3| (@50 = —45,  (3,&5) =45 zad.p.6| P, = V35,  Pp =S

Zad. Rownolegloscian: V = 12, P = 464-6v/41, czworoscian: V = 2, P = 3 (23 4 3V4T + 2\/421) .

Zad. 2.8 L 5
a) m:—2(x+1)+8(z—3)=0, o - e VT aloo
b) 7:3(y—2)+4(2—-3) =0, ’ 1 5 4 ’
x=s
4xr — 24y — 29 4 =0
c) m:4 y=143r+5s ,rs€R, v Y S ’
z2=243s r—1 y—1 z+1
= —1 f) m: -3 -1 0 |=0,
-3 —4 5
: =142
v {zz—;—Tr—:-Zs e —5a + 15y + 9z — 1 =0.
7ad.[2.9|(Py = P1, it = P, P))
r. parametryczne (¢t € R) r. kierunkowe r. krawedziowe
r=1+2t
a) L 21 o1 _ =2 _ 2=3 -2y +3=0
: Y w 2 T 1 4r—2:42=0 °
r=-1+42¢t
b) 1 =2+t sl _y=2_ 2 z-2+5=0
Z_f4t 2 1 —4 2r+2+2=0 "
T =—1
_ y=-3 =
c) l {2_53—315 {%:ZEB { x+z75_0 ’
=3 _
d) l y=-2 brak { :
z =3t -
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Zad. a) Pp=(2,1,4), 2 =[3,-2,0], P&l, b)Py=(-2,2,0),a=[3—-1,1, Pel.
Zad. a) P/ = (4/3,10/3,11/3),  b) P’ = (—17/21,23/21, —22/21).

Zad. a) d(A,m) = 25, b)d(A,m) =3,/

Zad.R.13| hp =2/11, he =2/VAL, hp =2/V13.

r=4-—4t T =2t
Zad.[2.14] rzut na 7 : y=2-2t ,t€ R, rzutna XOY: y=4t ,tE€ R,

z=2-2t z=0
x =2t =0
rzut na XOZ : y=0 ,teR, rzut na YOZ : y=4t ,t € R.
z =4t z =4t
Zad. 215
A=1(0.0.4)
=11, 05d)

— Zaczefiony w A

Zad.[2.16] a) y = —2z + 8, b)y:—%m—l—l, cgy=2zx—2, d)y=2z-3.

Zad. y = f%z — 1.

Zad. Dach jest réwnoleglobokiem o powierzchni (w zaleznosci od kolejnosci ustawienia stupow):
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21 m?, 2¢/129 m?, /489 m?.

Zad. 219

m(DEG) v -yt s+a=0

m(ACF) e —y—2=0 o7
F=(a,0,a) B

B3 =(a,0,0)

E=(0,0,a)

C' = (a,a,0)

(0,a,a)

93

12 Py=(0.0.a).1; = [0.a.0]:
ly: Py=(a.a.0).43 = [0.0.a]:
iy -1y = [0.a.0] - [0.0.a] = 0.
wige L L b

D =(0.a.0)
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Zad. 221

2

E=(0,0,a)

F = (a,0,a)

N =(a/2,a/2,a)
H=(0,a,a)

L =(0,af2.a/2)

(a/2,a,0/2)

(0,0,0)

D =(0,a,0)

M= (a/2,a/2,0)

C'= (a,a,0)

Zad. 222

_ (Abitai Abataz Abztas
a)C’_( Fx 0 1+x 0 1A )7

N = (a/2,0/2,0)

Geometria analityczna

K| = —%r(unwc boku osmiogciant

srodek ciezkoscid PPyl :

( st Tatas ptyetys st
; :

_I+L+M _qa a “

A +—=33p
,_I+J+M_ (2 a a
5= -
# 3 {:;’, ,;}’
o_JHEK+M {2/’ 2 a
c=4T0T8
3
,_K+L+M
(0.0/2,0/) D' = =F2F= =
I+L+
. 3
f.0.a/2) Py
Ja
3
G HKAN [2a 20
T 3 i
o KALAN_ (o 2
3 3'8

|A'B| — %dlugu:ﬁé boku malego szesci

_ (bita bo+a bs+a
C)C’—(12 L 222, 32 3).



Rozdzial 3

Monotoniczo$¢ 1 granice ciggow

Zadania dotyczgce monotonicznosci i granic ciggow, liczby Eulera,
ciggu Fibonacciego.

3.1. Przyklady

Przyklad 3.1. Zbadac¢ ograniczonos¢ ciggdw

a) a, =b5n +4, b) an=+vn+4—/n, ) a, = .
Ciag liczbowy o wyrazie ogélnym a,, jest

e ograniczony z dotu, jezeli zbior {a,} jest ograniczony z dotu,
czyli
3V a, >m
meRneN
e ograniczony z gory, jezeli zbior {a,} jest ograniczony z gory,
czyli
3V a, < M;
MERneN
e ograniczony, jezeli zbior {a,} jest ograniczony (z gory i z dotu),
czyli

3 VvV m<a, <M
MmeR neN

Rozwigzanie. a) Ciag a, = 5n + 4 jest ograniczony z dotu, np. przez
liczbe m =9, gdyz dla kazdego n € R
a,=5M—+4>9=m.

Ciag a,, = 5n + 4 nie jest ograniczony z gory, poniewaz dla dowolnej
liczby rzeczywistej M zawsze mozna znalezé ng takie, ze

(p, = dng +4 > M.
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b) Clag a, =vn+4—yn=(Vn+4—n)- \/—”ﬂﬁg = \/r?ir\/ﬁ jest
ograniczony (z dotu przez m = 01 z gory przez, np. M = 2), gdyz dla
kazdego n € R zachodzi

4
m =0 < < <2=M

S Vntdtvn vt

¢) Cigg a, = £ = L + 2 =1+ % jest ograniczony (z dohu przez

m =11z gory przez, np. M = 2), gdyz dla kazdego n € R zachodzi

3
m:1§1+4—n<2:M.
Przyklad 3.2. Zbada¢ monotonicznosé ciagéw
a) a, = bn +4, b) a,=+vn+4—/n, ¢) b, =52

Monotonicznosé ciagu (a, ) bada sie poprzez ustalenie znaku roznicy
Gny1 — ap lub poréwnanie ilorazu CLZ—“ z 1 (dla ciagow o wyrazach
dodatnich), gdy

badanie badanie | wnioski
roznicy ilorazu
Unt1 — ap > 0 | 25 > 1| ciag rosnacy(symbolicznie ozn. ),

Upi1 — a, < 0| 2 < 1| cigg malejacy(symbolicznie ozn. \),

an
Upy1 — ap > 0| 22 > 1| ciag niemalejacy,

an

Upi1 — A, < 0| 22 < 1| cigg nierosnacy.

an

Rozwigzanie. a) Do zbadania monotonicznosci potrzebne jest
ap, =5n+41a,;1 =5n+1)+4 =>5n+9. Wystarczy teraz zbada¢
roznice

Upp1 — ap = (bn+9) — (bn+4) =5n+9—-5nm—4 =5 >0,
czyli ciag jest rosnacy (7).

b) Gdy a, = v/n+4 — \/n, wtedy
1 =/(n+1)+4—vn+1=vn+5—vn+1.
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Jest to ciag o wyrazach dodatnich i w tym przypadku tatwiej zbadac
iloraz

Unt1  Vn+5—+vn+1

an  Vn+d—yn

Vn+b—vn+1l Vn+5+vn+l Vnt+d+n
Vn+d—yn  Vn+b+vn+l Vn+d+yn
(n+5)—(n+1) Vantd+yn

(n+4)—n VnEb+vntrl
Vintd+yn o Vnt+d+yn
Vn+th+vn+tl Vn+ts+vn+1l

4
4
Korzystajac z nieré6wnosci

n+4 < n+95,

vn o< Vn+1
otrzymuje sie po dodaniu stronami
Vn+4+vn<vVn+5+vVn+1.

Wystarczy teraz podzieli¢ stronami przez /n +5+ v/n + 1

VAiTi+ Jn

vn+5++vn+1

<1,

wiec Clqg Jest malejacy (\).
c) Gdy b, = 3n, to byy1 = g:L Tak jak w poprzednich przykladach,

wystarczy rozwazy¢ roznice

srtl 5m B (5 5 2
bpp1 —bp = ——=— (1) =220,
“ 3l 3n 3n(3 ) 3n 3

wiec ciag jest rosnacy (). Mozna wykaza¢, ze ciag jest rosnacy,
sprawdzajac iloraz

5n+l

bnt1 T 5 :
bn = g_: —3n+1-5—n—§>1,czyh /l

5n+1 3n

[ Uwaga. Wystarczy sprawdzenie jednego warunku. ]
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Przyklad 3.3. Obliczy¢ granice ciaggow

o o n3+4n+2
a) a, =4n + 2, d) an, = 5555

b) an:\/4n+ _\/4n, e) an:%’
¢) an = V4n + 2+ V4n, f) a, = Bn—3nd 113

5n3—4n+3 °

Uwaga. [§]

e Obliczanie granic ciaggéw, w najbardziej ogdlnym rozumieniu,
polega na wyznaczeniu symbolu granicznego”.

e Granice ciggu a, zapisuje sie nastepujaco nlg{)l(} a, (lim -z taciny
limes — granica.)

e Oblicza sie ,otrzymujac symbole graniczne ujmowane w nawisy
kwadratowe, dla zaznaczenia, ze nie sa to dziatania wykonywane
na liczbach, tylko na granicach. Niektore z tych symboli dajg
zawsze ten sam wynik, bez wzgledu na to, jakie ciggi sktadowe
daja okreslony symbol graniczny, i nazywamy je symbolami
oznaczonymi. Niektore znoéw daja rézne wyniki w zaleznosci od
tego, na jakich ciggach wykonujemy dziatania, i takie symbole
nazywamy nieoznaczonymi’.

e Gdy w wyniku rachunkéw otrzymamy lim a, = gig € R, to
n—oo
moéwimy, ze ciag jest zbiezny do g.
e Gdy lim a, = —oo lub 400, to méwimy, ze ciag jest zbiezny
n—oo
do granicy niewlasciwej —oo lub +oo, odpowiednio.
e Wyrazenia nieoznaczone:
00 — 00, 2, 2,000, 1%, 00, 0° — nalezy przeksztalci¢ ogolny
wyraz ciagu, tak aby policzenie granicy byto mozliwe.

Uwaga. (Granice niewlasciwe ciagow)

a+o0o =00 dla —oo < a < o0,
= =0dla —oo <a< oo, o?*=0dla —oo0<a<0,
a-co=o00dla0<a< oo, o =o00dla 0 <a< oo,
a®=0dla0" <a<l, o =oodlal<a< oo

a® =o00dlal<a< oo,
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Aby zrozumieé¢, dlaczego a + oo = oo, wystarczy przenie$¢ my-
Slenie na walute i pomysle¢, ze gdy do pewnej konkretnej kwoty,
np. a = 2, dodamy bardzo, bardzo, bardzo,... duzo pieniedzy (taka
ilog¢, ktorej nie jesteSmy w stanie wydac), czyli nasza nieskonczo-
no$¢, to bedziemy mieli bardzo, bardzo, bardzo,... duzo pieniedzy.
Bez wzgledu na to, jaka jest liczba a, to i tak otrzymamy bardzo,
bardzo, bardzo,... duzo, czyli co.

Analogicznie dla . Jezeli pewna konkretng kwote, np. a = 100 zt
podzielimy na 2 osoby, kazda otrzyma po 50 zt. Jezeli na 4, to do-
stana po 25 zt, gdy na 1000 os6b, kazda osoba dostanie po 0,10 zt.
Jesli liczba 0s6b bedzie nieskoriczenie wielka, to kazdy dostanie bar-
dzo malo, praktycznie nic — czyli 0 zt. Stad witasnie = = 0.
Analogiczne my$lenie nalezy zastosowaé¢ do pozostalych granic nie-
wtasciwych w poprzedniej ramce.

Rozwiazanie.
Zadanie mozna sformulowaé nastepujaco.
Obliczy¢:
: : n34+4n
) Jm (n+2), 9l 5
b) lim (Vin+2 = vin), ) lim S,
¢) lim (Vin+2+Vin), f) lim o,
a) lim (dn+2)=1[4-00+2=00+2] =0,
n—oo
. ST\ T A L0 A0 . VAnt2+VAn _
I M42—41 1 2 _[27
= lm A= = I e = [Z] =0,

c) nli_>r£10(\/4n+2+\/ﬂ): [\/4-oo+2+\/4-oo:oo+oo] = 00,

0 0
) (2
d) lim 2 [ e ] iy () ” 1)

5n—4n3+13

n—oo

_ [1+0+0] _ 1

0—4+0 10
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0 0
4 3
] 5n3 _ 4n 3 5—| = +H =
] 3_ 1 ) 3 73+73 ]
e) lim 20Antd — Jim n( i ) = lim
1

n—00 Sn—3nt+13 n%ooyﬁ' .

0
_|_5-040 _ (5 _
T | 00(0-340) T | —o0 -
(A% 13 )"0
4 o (gt 1) (@) =)
: Sn—3n*+13 :
f) lim 2n5=n 22 =

= lim Tt = lim =
n—00 5n?—4n+3 n— 00 %(%;—%-&-T%) n—00 57 0+ % 0
_ | o0(0-34+0) _ (-0 A7 _
- [ =)=
Przyktad 3.4. Obliczy¢ granice ciaggow
. n . n 3n . 2
) Jim V78 D Jim G507 lim (145"
. m . 3n \Sn ] n 2
b) 7}1—2}0 5 +36 +7 e) nh_{go (3%1) 7 ¢) lim 1 (13+n)
: 3n41)3n nwoo n
¢) lim (355)7,
Uwaga.
e lim {/a=1, dlaa >0, e jezeli a, — oo, to
n—oo A 1 an
o lim (1+1)"=e¢, ﬂﬂ&1+f) -
n—oo n k-an
e lim (1_l)":l’ lim <1+%> —=e" keR.
n—00 n € n—00 "
e 'Twierdzenie o trzech ciggach
I
b | b
)
b
Rozwiazanie.

a) lim V178 =1,

n—oo
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b) Granice tego ciggu oblicza sie z twierdzenia o trzech ciggach. Nalezy
znalez¢ ciagl a, 1 ¢,. Najwieksza z liczb znajdujaca sie pod pierwiast-
kiem jest 7". Prawdziwa jest zatem nieréwnos¢

VT4 0+0< V/5m+ 60+ 70 < Y70 470+ 7,

o T T < YFEE T < BT
wiec
an by, Cn
< Yt < = T,
\ \J
7 7

3n
¢) lim (%)% = lim (1 + L) =e,

n—o0 n n—o0 371
3n+6 3n . 6 3n_ 1 .
0 b (50" = o (180" = (10 4] -
-13n
. 3n \3n _ 3n+1\ 73" __ 1 1 _ -1
0t ()" = o O3 = (14 ) e
n2
32- e
f) lim (1—1—%)8” = lim |1+ - =32
n—0o0 n—oo n-
4
0
In (1—1—% )
1 In 1+%) li [0 = [i 2n1 1 2\ __
P T Tl
2
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3.2. Zadania

Zadanie 3.1. Zbada¢ ograniczono$¢ ciagoéw

a) a,=7—3n, b) a,=+/n—vn+4, ¢) an = g5
Zadanie 3.2. Zbada¢ monotonicznosé ciggow
a) a, =17—3n, d) b, = 2=, g) ¢ = g,
n 3n41
b) a, =4n — 1, e) bnzg—n’ h) 0”252137
qn n 1 J—
) an = zi3, f) b, = 45_:3, i) ¢, = 13"
Zadanie 3.3. Obliczy¢ granice ciagdw
4n2—1 : 12
a) lim GRos, j) Jim G55
5 S 4—16
b) Jim i k) lim ere
6n3 s 3n246n—9
c) lim g5, D Jm i
2n%843n45—-2048 : 4n+3n2—Tn*+5
d) i 5 03— m) A e
2 _ s 2nt43n34+4n246n+7
¢) Jim (=n" —8), n) lim SRS
Vn2+8-n . —3n245
f) Jim Zrn o) lim =55,
_ : 6
8) Jim 4n® —6n +38, p) m o s
h) 1l — — im 5=n?
) Jim — —3n° — 6n* + 9n — 5, qQ) nh—>r£10 Son?
-5
i) 7}1_{20 it r) lim (v/n? —3n —n).
n—oo
Zadanie 3.4. Obliczy¢ granice ciagdw
: n . n+3 2n—1 3n241
v lim V13 O GE g ()
b) lim /2" + 7" + 37, g) lim n_ﬂ)"+3
Nn—00 n—oo \Nt2 ’ 1) li ln(lJr%
. n+2 6n 1m %
¢) lim Y& T3 rEn, W lm ()7, e s
e n? m) lim n(;;
i) lim (14+%)", nrso
d) lim 10"+ 7" + 77, = o ) ) lim (-
i) lim (1-45)", (4+4n3
. n 1\ 2\ n—oo
e) lim {/(3)"+(3)" = o= "

n—oo
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Zadanie 3.5. Obliczy¢ nhg)lo F;;:l, [6] gdzie F, jest ciggiem Fibonacciego,

czyli

F1 = 1, F2 = 1, Fn+1 = Fn +Fn,1, dla n Z 2.

Wskazowka. W [6] udowodniono, ze ciag F};Il ma granice. Przy

tym zalozeniu warto skorzysta¢ z zalezno$ci rekurencyjnej prze-

ksztatconej do postaci Fl’;—:l =14+ —-—.

Fp—1

Ly
Lpy1?

Zadanie 3.6. Obliczy¢ lim [6] gdzie L, jest ciagiem Lucasa, czyli
n—oo

L1 = 1, L2 = 3, Ln+1 = Ln + Lnfl, dla n 2 2.
Zadanie 3.7. Obliczy¢ nh_)n;() %2’ 6] -

Wskazéwka. Formuta Bineta dla ciggu Fibonacciego F;, i Lucasa
L,:

F, = O‘Z:gn, L, =a™ + (", gdzie a > 0, § < 0 sa pierwiastkami
réwnania 22 —z — 1 = 0.

Zadanie 3.8. Na podstawie analizy uktadu kwadratéow narysuj trzy ko-
lejne tuki zlotej spirali (rys. [3.1). Porownaj z rys. 3.2}

1

8

Rysunek 3.1: Rysunek do zadania
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Rysunek 3.2: Przyktady ksztaltéw spiralnych, |3] https://ciekawe.org/2016/0
6/18/geometria-roslin-ciag-fibonacciego-w-przyrodzie/|[dostep 3.09.2023]

Zadanie 3.9. W programie graficznym (np. GeoGebra, AutoCAD) wy-
konaé¢ rysunki spiral dla przyktadow z rys. 3.2

Zadanie 3.10. W arkuszu kalkulacyjnym wyznaczy¢ 100 wyrazow ciagu

F . ., . . .
o, = ;—n“ . Co mozna zauwazy¢? Czy ciag «,, jest monotoniczny, ogra-
niczony?

3.3. Odpowiedzi

Zad. B
a) nieograniczony z dotu, ograniczony z gory, np. przez M = 4;
b) ograniczony z dolu, np. przez m = —2 i z gory przez M = 0;
c) ograniczony z dolu, np. przez m = 0 i z gory przez M = 1.
Zad. 32l
rosnacy: b)a d)a e)a h)a i) malejacy: a‘)a C)a f)a g)'
Zad. B3]
a‘) 47 d) _%7 g) 0, J) 37 m) _77 p) 07
b) 0, e) —oo, h) —oo, k 2, n) oo, q) oo,

Wl |
o
Ne?

|

-
—

|

) ) )
C) 2, f) 2, i) 2, ])


https://ciekawe.org/2016/06/18/geometria-roslin-ciag-fibonacciego-w-przyrodzie/
https://ciekawe.org/2016/06/18/geometria-roslin-ciag-fibonacciego-w-przyrodzie/

3.3.Odpowiedzi

Zad. 34
a) 1, c) 8, e 2, gle !,
b) , d) 10, f) elo, h) e'2,
Zad. 1i_>m ntl  — . Korzystajac z rownania
n n
. Fonyr . ' 0zn . . .
nh_}moo By nl;moo T« > 0, otrzymuje si¢ nll{noo

2

ksztalceniu «

Lp _ 1
Lpt1

n—oo '2n

— a — 1 = 0. Rozwigzaniem réwnania jest a =
o

Lon — /5 Korzystajac z formuly Bineta dla obu ciagéw: Fa, =

65

i) e k) e?, m) 3,
e D 8, n) e_%
Fri1 1 .
;‘T = 1+ FFnl oraz z tego, ze
Foer _p 4y 1 pyli po pree-
7 7> czyli po p

n lim
n—oo Fp—1

%\/g — zlota liczba.

a2n_p2n

a—pB

e sie
i Lon — P T c
nh—>moo Fan ~ pseo @2h—B2" T
a—pB
Zad.
34

ot
o







Rozdzial 4

Szeregi liczbowe

Zadania dotyczace szeregéow liczbowych, warunek konieczny zbiezno-
Sci szeregu oraz kryteria zbieznosci szeregow.

4.1. Przyklady

Przyklad 4.1. Wyznaczy¢ sume czesciowa S, i sume S szeregu > a,
n=1

oraz okresli¢ jego zbieznosé

)3 (

n=1

oy

UPO D o

n=1

) ) z_: nntif;r?_

o

Dla szeregu liczbowego > a,, gdzie (a,) jest ciagiem liczbowym,
n=1

anjest wyrazem ogolnym szeregu oraz

e cigg sum czedciowych dany jest wzorem S, Z ag,

e szereg jest zbiezny, gdy istnieje granica Wlasmwa c1qgu sum cze-
Sciowych lim S, =S,
n—oo

e granica lim S, = S jest suma zbieznego szeregu liczbowego,
n—oQ

gdzie > a, =S,

e jezeli lim S,, = 400, to szereg rozbiezny do +oo,
n—o0

e jezeli lim S, nie istnieje, to szereg jest rozbiezny,
n—oo

e szereg rozbiezny nie ma sumy S.
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Rozwigzanie.

a)

Wyrazem og6lnym szeregu jest a, = (%)n, wiec
n k 1 2 n 1 2 n
5= 2@ () () () =) D))
Jest to suma n wyrazéw ciggu geometrycznego, dla ktorego
a1 =q= i, wiec ze wzoru S, = ay - 1 7 otrzmeJe sie

3 ()5 ()

Natomiast

= |

0
. o . . . §n -
i o= s (1)) =5

wiec szereg jest zbiezny do 31 S = Z (%)n = 3.

1

Wyraz og(’)lny szeregu to a, = 4n , WIQC
Sy = Z 31— 2 j—: — 5 = 1;1 (%)k—kz_:l (i)k Analogicznie do po-
przedmego przyktadu jest to réznica dwoch ciagéw geometrycznych,
wiec
3 "1 : 3\"\ 1 1\"
S () 0-0)
41— 1 4 -3 4 3 4
Natomiast

st (o (@) -5 (@) 0-5-5

wiec szereg jest zbiezny do % iS= 31;1 = %.
n=1
Poniewaz a,, = (g)n,
o= 32 ()" =8 5 =25 (1- () =~6- (1 (&),

k=1
wiec th = lim —6- (1 (g)n g ) = —6-(1—00) = —6+ 00 = 00,

n—oo

czyli szereg jest rozbiezny do nieskonczonoéci.
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Q) ap =28 =141 - o
Sn:;(1+g—k—+2)=n+gl(%—%+g)=n+
+i—g+
+i— I+
+g—%+
+%—g+

+% 1 n+1
- n+2
/oo 0 0
i — i 3 _ Ly _|_ L — 3 _0—0=
J:%Sn—szf& +3 o+§-0-0=co
wiec szereg jest rozbiezny do oo.

Przyktad 4.2. Majac dang sume czeSciowa szeregu, znalez¢ wyraz ogolny
szeregu 1 jego sume

a) Sp=1-—

n—l—l’

Poniewaz

S,=a+ay+---+a,_1+a, oraz

Spi1 =a1 +ay+ -+ a, + a,y1, to wyraz ogdlny szeregu mozna
wyznaczy¢, obliczajac réznice

apy1 = Sn+1 - Sn

Rozwigzanie.

a) 7Z tego, 7e Spy1 =1— otrzymuje sie

et
1 1
(1 i ( n+2) ( n+1)
_q 1 I+ I —w—-14+w+2 1
B n—+2 n+1 (n+1)n S (n+1)(n+2)
czyli a, = m oraz szereg jest postaci

0
Znn—i—l oraz S_n11_>ngol— =1.

n=1
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= (1 @™ ) = () ) = () A (@)
! @)= @ e

Szereg jest postaci

i jest on rozbiezny do nieskoriczonosci, poniewaz

lim S, = lim (4- (4)71 /00—4) =00—4 =00

n—oo n—o0 3

Przyktad 4.3. Sprawdzi¢ warunek konieczny zbieznoéci szeregu

) X (VArT-va). b > (3)", Q) 3

n=1 n=1
Warunek konieczny zbiezno$ci szeregu:

o
Jezeli szereg Z a, jest zbiezny, to  lim a, = 0.
N1 n—o0

Rozwigzanie.

a) Nalezy policzy¢ granice
. . 1 . . Vn+l+yn
nh_>nolo (Vn + Vn) = hm (\/n—i— ND) s =

T +1— - . . .
= 7}13)10 cun iy nlﬁrgo \/th = 0, czyli warunek konieczny jest

spelniony Zeby stwierdzi¢, czy szereg jest zbiezny, nalezy policzy¢ S,
Z <\/k +1-Vk )

= )/5 \f (V3= 4+ (Va—Vn—1)+(n+1-a)=

=—-1++vn+ 1, wiec lim (=14 v/n+ 1) = oo, to znaczy, ze szereg
n—oo

jest rozbiezny.
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Uwaga.
e Jezeli warunek konieczny jest spelniony, to nie znaczy, ze
szereg jest zbiezny. Zbiezno$¢ nalezy sprawdzi¢ innymi me-

todami.
e Jezeli warunek konieczny nie jest spelniony, to szereg jest

rozbiezny.
0

3)"

4

b) Warunek konieczny rozwazanego szeregu lim ( = 0 jest spel-
niony i, jak bylo sprawdzone w przyktadzie [4.1] szereg jest zbiezny

)
) Warunek konieczny rozwaianego szeregu
) = 1 # 0 nie jest spelniony i szereg

s n2E2n42 s 1
Jim 2RSS = lim (14— o5
jest rozbiezny, co byto sprawdzone w przyktadzie

Przyklad 4.4. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu (korzystajac z wybranego kry-

terium zbieznoSci szeregu)

a) 22-3", ) :1 snn i) i(:‘"“)

b S5k, DX OB
SN B 5 & )ni( 1y
) nf;l% h) :ol%, ) ni( ™t

1. Kryterium zbiezno$ci szeregu geometrycznego

Szereg geometryczny
o
S

n=1
1_ _a

jest zbiezny, gdy |¢| < 11 wtedy > aq =
n=1

oraz
jest rozbiezny, gdy |q| > 1
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. Kryterium d’Alemberta Niech lim

Szeregi liczbowe

2. Kryterium zbieznos$ci szeregu harmonicznego rzedu o

Szereg harmoniczny rzedu o > 0
>
na
n=1

jest zbiezny, gdy a > 1
oraz
jest rozbiezny do oo, gdy 0 < a < 1.

. Kryterium poréwnawcze

Niech 0 < n < < b, dla kazdego n > nyg Wtedy

jezeli szereg Z b, jest zbiezny, to szereg Z a, tez jest zbiezny,

n=1 n=1
oraz
o0 o0
jezeli szereg > a, jest rozbiezny do oo, to szereg > b, tez jest
n=1 n=1
rozbiezny.

Uwaga. Analogicznie dla szeregéw o wyrazach niedodatnich.

ntl ) — ¢, wtedy szereg

n

n—oo
o
> an
n=1
jest zbiezny dla ¢ < 1,
oraz
jest rozbiezny 1 < g < oo.

Uwaga. W przypadku, gdy ¢ = 1, kryterium nie rozstrzyga i
trzeba skorzysta¢ z innego kryterium.
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5. Kryterium Cauchy’ego
Niech lim {/|a,| = ¢, wtedy szereg > a,
n—o0 n=1

jest zbiezny dla ¢ < 1,
oraz
jest rozbiezny 1 < ¢ < oo.

Uwaga. W przypadku, gdy ¢ = 1, kryterium nie rozstrzyga i
trzeba skorzysta¢ z innego kryterium.

6. Kryterium Leibniza

Jezeli
- ciag (b,) jest nierosnacy od ng € N,
lim b, = 0,
n—oo

o0
to szereg naprzemienny > (—1)"*1b,  jest zbiezny.
n=1

Uwaga.

o0 o
o Jezeli szereg > |a,| jest zbiezny, to szereg > a, jest zbiezny.

o Jezeli szereg > |a,| jest zbiezny, to mowi sie, ze szereg > a,
n=1 n=1
jest zbiezny bezwzglednie.
e Szereg zbiezny, ktory nie jest zbiezny bezwzglednie, jest zbiezny
warunkowo.

Rozwigzanie.

a) Szereg >.2-3" = > 63" czyli jest to szereg geometryczny,
n=1 n=1

w ktorym a = 6, a ¢ = 3 > 1, wiec jest rozbiezny 7 kryterium [4.1] (kr.
zb. szeregu geometrycznego)

b) Szereg Z 5 - Z % : (%)nil, czyli jest to szereg geometryczny,
w ktorym a = 3, aq= < 1, WIQC jest zblezny 7 kryterlum . (kr.
zb. szeregu geometrycznego) oraz Z R 1_% =2,

n=1 3
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c)

Szeregi liczbowe

Szereg Z jest szeregiem harmonicznym i o = 3 > 1, wiec z kry-
n=1

terium 2 (kr. zb. szeregu harmonicznego) szereg jest zbiezny.

< 1, wiec z

o
1 . . . . o 1
Szereg ZI% jest szeregiem harmonicznym i o = ;
n=

kryterium 2 (kr. zb. szeregu harmonicznego) szereg jest rozbiezny.

W rozwazanym szeregu a,, = 2" wiec korzystajac z kryterium 3 (kr.
poréwnawczego), nalezy znalezc ciag b,, ktorego wszystkie wyrazy
sa mniejsze lub wieksze od a,. Z tego, ze 0 < sinn < 1, zachodzi

nierO6wnosé

sinn 1

nd — nd

Czyli wystarczy wziaé b, 3 i z tego, ze szereg Z jest zbiezny
n=1
(przyklad [1.1)), rozwazany szereg jest réwniez zbiezny.

_ TL
W rozwazanym szeregu a, = Z—, wigc korzystajac z kryterium 3
(kr. poréwnawczego), analogicznie nalezy znalezé ciag b,. 7 tego, ze
0 <sinn <1, wynika, ze 1 < ﬁ, wiec zachodzi nieré6wnosé

n3 < — .
sinn

Szereg o wyrazie ogbélnym b, = n® jest rozbiezny, poniewaz nie jest

spetniony warunek konieczny zbieznoéci, bo lim n® = oo # 0. Z kry-
n—oo

terium 3 (kr. poréwnawczego) Wyjs’.ciovvy szereg jest rowniez rozbiezny.

W rozwazanym szeregu a,, = g, wiec z kryterium 4 (kr. d’Alemberta)

n+1
1 11
— lim (”+ ) i ML

Czyli z kryterium 4 (kr. d’ Alemberta) szereg jest zbiezny.
W rozwazanym szeregu a,, = 2-, wiec z kryterium 4 (kr. d’Alemberta)

3
3’7L+1
lim L = lim B n lim 0 — 31,

< 1.

Czyli z kryterium 4 (kr. d’Alemberta) szereg jest rozbiezny.
W rozwazanym szeregu a, = (”T“)n, wiec najwygodniej skorzystacé
z kryterium 5 (kr. Cauchy’ego)

= lim

n—oo n

lim
n—o0

A3n+1\" 3n+1
<n+) n+ _3-1,

n
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wiec na podstawie kryterium 5 (kr. Cauchy’ego) szereg jest rozbiezny.

j) W rozwazanym szeregu a,, = (#ﬂ)n , z kryterium 5 (kr. Cauchy’ego)

# 1
lim [ —2 — lim — =~ <1,

wiec na podstawie kryterium 5 (kr. Cauchy’ego) szereg jest zbiezny.
k) Jest to tzw. szereg anharmoniczny Korzystajac z kryterium 6

(kr. Leibniza), b, = < jest ciagiem nierosnacym oraz lim = = 0,
n—oo

otrzymuje sie, ze szereg Z (—=1)"*!. L jest zbiezny. Poniewaz szereg

n=1
oo oo
>+ jest rozbiezny, to Y (—1)"* - 1 jest zbiezny warunkowo.
n=1 n=1

1) Jest to szereg naprzemienny, wiec z kryterium 6 (kr. Leibniza) b, = 5

jest ciaggiem nierosnacym oraz lim n—13 = 0, wiec szereg jest zbiezny.

Poniewaz szereg Z jest rowniez zbiezny, to mowi sie, ze szereg
n=1

S (=1)"t . & jest bezwzglednie zbiezny.
n=1

Przyktad 4.5. Obliczy¢, jaki utamek zwykly reprezentuje utamek okre-
sowy 0,(4) 0,(123).

Rozwiazanie. 0,(4) jest szeregiem geometrycznym, poniewaz,

0,(4) = 0,440,04+0,004+- - - = _ A2 —Z "
n ’ ’ ~ 10 100 1000 10 \ 10 ’
gdzie a = 1% oraz q = 1i0 < 1. 7 kryterium zbiezno$ci szeregu geome-
trycznego [4.1]
f:i(i)"‘l_i_ﬁ_i o _ 4
= — R
“—~10 \10 -5 1 w 9 9
Czyli 0,(4) = 4.
123

Analogicznie dla 0,(123) pierwszy wyraz ciagu geometrycznego a = 555
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oraz q = < 1, wiec

1000

0,(123) = 0,123 + 0,000123 + 0,000000123 + - - - =

_i 123 Z123 (1)"1_ =
_ _ L _ -
£27000" ~ 4= 1000 \ 1000 [
123 1000 123 123
20 20 i 0,(123
1060 999 999 zyli 0,(123) = go5-

4.2. Zadania

Zadanie 4.1. Wyznaczy¢ sume czesciowa S, i sume S szeregu »_ ay,
. . . . n:1
oraz okresli¢ jego zbieznos¢

a) nil(g)"? ¢) Z(\/n+2—\/n+ 1),
b 3 st B 5B

Zadanie 4.2. Majac dang sume cze$ciowq szeregu, znalez¢ wyraz ogolny
szeregu 1 jego sume

_ n(2n+3) — 1

a) S, = 2n242n+2° ¢) Sn = Vn+2—/n+1°
- 3n+1 o 1

b) STL T o4nt+4> d) Sn_ /n+2+\/m

Zadanie 4.3. Sprawdzi¢ warunek konieczny zbieznoéci szeregu

o 14+5n—n? o 7n—1

a) = 1+-i-n2+n’ e) = 5n

b) 4214, f) ( n—{_l_\/ﬁ)a
n=1 n=1

c) Y (Vn—=2VT+n++2+n), g > (&8
n=1 n=1

K 1
O X e
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Zadanie 4.4. Zbada¢ zbieznosé szeregu (korzystajac z wybranego kry-
terium zbieznosci szeregu)

= 6 o~ 3n+2 o 3"
a) Z B5n e) ngiga 1) PER)
n=1 n= n=1
b S 6" f n? 5n+4
) Z 5n+1) ) 5n+39 J) 3n
n=1 n=1 n=1

2
8
3
&
®©
]

o= (4031502 16n4t7) " k = 1)+l (3
— 8n+5+n3 ’ ) ( ) (5) )

3
Il
—
3
—

=
gk
i
\_/
gk
S’
+
8
:
=
(78
—
—_
N~—
3
J’_
=
—
3
Tz
AR
SN—
3

3
Il
N

Zadanie 4.5. Obliczy¢, jaki utamek zwykly reprezentuje utamek okre-

Z(;VZ)"‘,/(M); b) 0,6(123); ¢) 0,2(3); d) 0,(285714).

4.3. Odpowiedzi

Zad. [Z]]

a) Sp=4(1~-(%)"), zbieiny, S=1, ¢) Sp=+/n+2—+/2, rozbiezny,
: n R

b) Sn = gatyy, sbieiny, 5 =3, d) Sn=35(-1+(5)"), rozbieiny.

Zad.

a) an = %, S=1, c) ias,gnzje\)/Z +n — \/n, rozbiezny (suma nie

— 3" _ s
b) an=—1377,5=0, d) an=vn—-2vI+¥n+v2+n, S=0.

Zad. [£.3] Warunek konieczny nie jest spelniony tylko w a), e), g), poniewaz

145 _ : -1 __
a) nl;mw # =—-1+#0, e) nhﬁmoo = = 00 #0,
b) lim 42+4 =0, f) nhﬁmoo (Vn+1-+/n)=0,
c) hm Vn —2\/1 +n+v2+n) =0, g) nlew ("7—";1)13" =el3 #£0,
2"L _
d) nﬁmoo vn +\/ h) nh~>moo 37 (n+1) 0.
Zad. zbiezny: a), c), ), h), j), k) rozbiezny: b), d), e), g), i), 1).

Zad.[15] a) 35, b)23L, o) 2, d) 2.






Rozdzial 5

Funkcje zmiennej rzeczywistej,

granice funkcji

Zadania dotyczace funkcji rzeczywistych jednej zmiennej: dziedziny,
zbioru wartosci, sktadania funkcji, funkcji odwrotnej oraz granic funkcji.

5.1. Przyklady

Przyklad 5.1. Okresli¢ dziedzine naturalng funkeji

a) @) =555, e) h(z) =
b) f(z) = 25 f) hiz) =
c) g(x) =V—-12 —x + a2, g) g(z) =
d) g(z) =vV—-12 — z + 22, ) g(e)

g(x

In(—2? 4+ = + 12),
\/712 V_12—ztz2’

4 [log(xz+4)
2x+8

5 log(ac—|—4)
z+4

Dziedzina naturalna funkcji jest to najwiekszy podzbiér zbioru liczb
rzeczywistych, dla ktorego istnieja warto$ci funkcji. Przyktadowe

warunki na wyznaczenie dziedziny naturalnej:

e wykluczy¢ dzielenie przez zero,

e wyrazenie pod pierwiastkiem parzystego stopnia musi by¢ nie-

ujemne,

e w przypadku, np. logarytmu, liczba logarytmowana musi by¢
dodatnia, a podstawa logarytmu dodatnia i r6zna od 1.

Rozwigzanie.

a) Dlaf( ) =

4+9

T # _Z Czyli dziedzina naturalng funkcji jest zbior D = R\ {Z} .
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b)

c)

f)

g)

Funkcje zmiennej rzeczywistej, granice funkcji

W przypadku funkeji f(x) = % ponownie nalezy wykluczy¢ zero
w mianowniku 22 + 6x + 9 # 0, czyli (z + 3)% #, wiec D = R\ {-3}.
Dla g(z) = v—12 — z + 22 wyrazenie pod pierwiastkiem musi spel-

nia¢ nierowno$¢ —12 — x + 2% > 0, czyli (z + 3)(z — 4) > 0,

y=(x—4)(+3)
e e nh e 2 e )

czyli D = (—o0, —3) U (4, 00).

W funkcji g(z) = v/—12 — x + 22 wystepuje pierwiastek nieparzy-
stego stopnia, brak jest utamka, wiec D = R.

We wzorze funkcji h(z) = In(—2? + x + 12) jest logarytm naturalny,
czyli podstawa jest e =~ 2,718 > 1. Wystarczy zaja¢ sie nieréwnoscia
—2?+x+12>0

czyli D = (—3,4).
. _ 1 . . » . ,
W przypadku funkeji h(z) = 5= nalezy rozwigza¢ nieréw-
no$¢ —12 — x + 22 > 0. Korzystajac z podpunktu c), otrzymuje si¢
D = (—o0,—3) U (4, 00).
4 /log(z+4)

Wzor funkcji g(x) = (/=5 75 zawiera pierwiastek parzystego stop-

nia, logarytm dziesietny i utamek. W zwiazku z powyzszym warunki
na dziedzine naturalna funkcji sa nastepujace

x+4>0 x € (—4,00)
2:[—}-8750 , czyli x# —4
log(z+4) log(z+4)

§x+8 >0 2(z+4) > 0.

Z pierwszego warunku wiadomo, ze mianownik ostatniej nieréwnosci
zawsze bedzie dodatni, wiec wystarczy zapewni¢, zeby log(z+4) > 0,
czyli log(z + 4) > log 1. Poniewaz podstawa logarytmu jest wieksza
niz 1, opuszczajac logarytm, nie zmienia si¢ kierunku nieréwnosci

x +4 > 1, co ostatecznie daje x € (—3,00).
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Czes¢ wspolna rozwigzan wszystkich warunkow

x € (—4,00)
r#—4 daje D = (—3,00).
x € (—3,00)

h) Funkcja g(z) = ¢/ % okreslona jest poprzez pierwiastek niepa-
rzystego stopnia, wiec warunki potrzebne do wyznaczenia naturalnej
dziedziny funkcji sg nastepujace

{x+4>0

.| x e (—4,00) : _
T4 £0 ,czyh{x , wiec D = (—4,00).

# —4
Przyklad 5.2. Zbadaé¢ parzystos¢/nieparzystosé funkeji:

a) f(z) =3k b) f(z) =23 + =, ) f(z)=a*+2x*41.

Funkcja f: X — R jest:
e parzysta, gdy

v e e Xif(-2) = f(a),

zeX

e nieparzysta, gdy

V —zeXif(-z)=—f(x).

zeX

Aby zbadaé parzysto$é/nieparzystosé funkcji y = f(x), spraw-
dzamy, czy do dziedziny nalezy = i —x, oraz obliczamy f(—x) oraz
—f(z), nastepnie poréwnujemy z f(x).

Rozwigzanie.

a)

D=R, wiec r, —x € D,
fz) = [391)
(=) = 8- =[3#] = f(a),
—f(z) =3l £ (),

poréwnujac, otrzymuje sie f(x) = f(—z), czyli funkcja jest parzysta.
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b) D=R WiQC r,—r €D,
flx) = ° —|—x

)
f(=z) = (=2)°+ (-2) = #f
—f@) = (=*—a)= f(-a)

czyli funkcja jest nieparzysta.

¢
) D=R wiec x,—x € D,

flz) = 23+22%+1,
f(=z) = (—2)*+2(—2)*+1=—2*+22>+1+# f(2),
“f@) = —a®— 20— 14 f(),
wiec funkcja nie jest ani parzysta, ani nieparzysta.
Przyktad 5.3. Wyznaczy¢ ztozenie funkcji fog, fo f, gogoraz go f,
jezeli:
a) f(z)=>5x+13, g(x)=3x+7, b) f(z) = gi—j, g(x) = 3"

Zadanie wykona¢ w dziedzinie okreslonosci, tzn. przy zalozeniu, ze zbi6r
wartosci pierwszej funkcji jest rowny dziedzinie drugiej ze sktadanych
funkcji, przy odpowiednich ograniczeniach.

Niech f: A — B, g : B — C. Ztozeniem (superpozycja) funkcji g
z [ nazywa sie funkcje go f: A — C| gdzie

(gof)(x) =g (f(x)).

Rozwigzanie.

a) Dla funkcji f(z) = bx + 13, g(x) = 3x + 7 zlozenia sa postaci

—f(g(@)) = f(Be+7) =5(82+7) +13 =150 + 48,
7 (@) =7 ((52+13)) =5 ((52+13)) +13 = 250 + 78,
o ([57) - (@) 7

(),
(9o f(x) :g(f(x)>:g(5x+13) 3<5x+13>+7:15x+46.
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b) Dla funkcji f(z) = %, g(x) = 3" zlozenia sa postaci

403" =5 4.3 -5
S 9.(3r 41 23417

(fog)@)=f (o)) =r(3)

| 4xz=5 | _
g1 (700) -1 (8 - B
2z+1

(gog)(x)=g ( g9(x) ) =g () — a3 3%,

4r—5
T 4x—5
ot (1) s () -3 % -s#1
Przyktad 5.4. Obliczy¢ granice funkcji

a) lirré (22 4+ 52+ 1), ¢) lim (22+5x+1), f) limZ2=t
z—

T——00 z—0 Te=2wy
g) i sin 4z
. . _ 2 51 )
b) lim (22 + 5z +1), d) lim =0ief2e 70 in o2
T—00 z—1 r— h) lim tgdz
. _ i )
e) lim z—1 . 20 sin bx
“Tq —6+4x+2x2°
z——3 . 1 1 1\ 10z
i) lim ( + 5) )

T—00

Rozwigzanie. Granice funkeji liczy sie podobnie do granic ciagu (iden-
tycznie w 4-00), wiec mozna skorzystaé¢ z uwagi z rozdziatu [3] oraz
7 granic

sin « tga

lim =1, lim —=— = 1.

a—0 a—0

Jednak granice funkcji liczy sie w dowolnym punkcie, jednak interesujace
sa jedynie konice przedzialow okreslonosci dziedziny funkcji.

a) Dziedzing funkcji y = 2?4+ 5z + 1 jest zbior liczb rzeczywistych, wiec
warto$¢ funkeji jest granicg funkcji w 2

lim (z? + 5z +1) =2 4+5-2+ 1 = 15.
T—2
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b) oo jest jednym z koncow dziedziny, wiec

. . 2 5w 1
mh_}rgo(xz—i-5x—|—1):m11_>rgoa:2<?+\T+P =

= i (2" (1+ +(&] )=

¢) —oo jest drugim konicem dziedziny, wiec

E{n (x2+5:)3+1): EIEI z? <§+5—\$\+%> =

0 0
_ lim () (H (3 >:oo.
Tr—r—00

d) Dziedzina funkcji y = %ﬁ’w jest R\ {1}, czyli 1 jest jednym
z konicow dziedziny, wiec

s —6+4r4232 2(z—1) (z+3) _ _
iﬂ%—[o}—iﬂ = —11m2(x+3) 2(1+3)=8.

e) Drziedzing funkcji y = m jest R\{—3,1}, czyli —3 jest jednym
z koticow dziedziny, wiec

z—1
—64+-4x+222

11593 - xlggzs 2($*z1;(lfﬂ+3) - [XSZL-OJ - [ﬁ} - [0%} = .

f) Dziedzing funkcji y = =~
z konicow dziedziny, wiec

T __ fT $2_ \2 - - .
iy 0]y O T

- jest zbior R\ {0}, czyli 0 jest jednym

0 z—0 7T — 9T z—0 M
—hm( —i—) = 2.

g) Dziedzina funkeji y = :E‘;i jest R\ {km},k € Z. 0 jest jednym z kon-
cow dziedziny, wiec

sindr __ [0] _ sindr 5z _ sin 4z
hH(l) sinbr [6} hIT(l) sinbz 4z 5 ili}% sin 5:(:
h) Dziedzina funkeji y = 2222 jest R\ {k7}, k € Z. 0 jest jednym z kon-
cow dziedziny, wiec




5.1. Przyktady 85

t4cs_9}_ tgdr Bz 4 tgdx
lig S22 — [8] — lig 35 - 4 — limg (5]

i) Dziedzing funkcji y = (1 + 5%)1093 jest zbior liczb rzeczywistych, wiec
oo jest jednym z koncow dziedziny, czyli

e\ 2
lim (14 2)" = Tim ((H%)“ ) _e.

T—r00

2

?) fla) = B, o) )=
b) f(o) = 5.

Asymptoty funkcji y = f(x)

o Jezeli
lim f(z) = +o0o,

T—a—

to prosta z = a jest asymptotg pionowg lewostronng funk-

cji f.
o Jezeli
lim f(z)= 400,
z—at
to prosta x = a jest asymptota pionowa prawostronng
funkcji f.

e Prosta y = a_x + b_ jest asymptotg uko$ng w —oo funkcji f
wtedy i tylko wtedy, gdy
a_ = lim flz) oraz b_ = lim (f(z)—a_x).
r——00 I r——00
e Prosta y = a,z + b, jest asymptota ukosng w oo funkeji f
wtedy i tylko wtedy, gdy

a, = lim /(@) oraz by = lim (f(z) —a,x).
=00 I T—00

e Asymptota pionowa lewo-/prawostronna jest szczegolnym
przypadkiem asymptoty ukosnej w przypadku, gdy a_ = 0,
ay = 0, odpowiednio.
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Uwaga. Szukanie asymptot nalezy rozpoczaé¢ od wyznaczenia dzie-
dziny funkcji, a nastepnie obliczy¢ odpowiednie granice.

Rozwiazanie.

a) D = R\{0} jest dziedzina funkcji f(z) = %. Jezeli istnieje asymp-

tota pionowa, to bedzie ona w z = 0, wiec nalezy obliczy¢ granice
jednostronne w 0

. 8zt -4 [—4}
lim = = —00,

r—0— T2 o+
i 8z* —4  [—4]
xigl‘*' $2 - 0_+ =%

wiec x = 0 jest asymptota pionowa obustronna.
Asymptot uko$nych szuka sie w +o0

8x2—4 2 2(q_ 4 8 — |4
lim -2 = lim 8o —4 = lim w = lim —xio =
T——00 € r——00 €x T——00 T T——00 ~
2
= L =0=a_,
—00
0
8x2—4 2 2 4 8 — |4
lim —*— = lim 8z 4—limk(8 5”2) —lim:

0

|4

. 8r2—4 , # (8 )

b_ = lim s = lim =38,
T——00 T T——00 %

0
8% — 4 %(8_% )
8

be= i = = =8

wiec asymptota pionowa obustronna dana jest rownaniem y = 8.
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b) Dla f(z) = £ D = R\ {2}, wicc

4r—8
Lo 4 4 4
1m = = —_ =
ey Az —8 4.2~ -8 8 —8 0
g2 4 4 4
lim — = 00,

eootdr —8 4.2t —8 8F—8 0F

czyli asymptota pionowa obustronna ma réwnanie x = 2.
Nalezy sprawdzi¢ asymptote ukosna, czyli

. 4§i8 . x? . ,%2( . 1 1
lim =lm ——=1Ilm ————=1lm ———=-=a_,
r——00 I T——00 :1;(4x — 8) T——00 % (4 _ @%) r——00 4 4
z2 2
1
lim 28 — Jim — % — lim L = lim =-=ay

1
z—00 T z—oo x(dx — 8)  @—oo ;L/Z (4 — a%) IO O 4

oraz

x? 1 I T I
——z|=lm — = lim ——
z——oo \ 4o — 8 4 z——oo —4 4+ 2x T——00 _ 0 19
1

. 2 1 ) x ) 1
lim ——z)=lm ——w = lim ———— = - =0y,

wiec asymptota ukoSna w 00 ma réwnanie y = i:p + %

1z’ dla z>1
2x

¢) D = (—00,0)U(1, 00) dziedzina funkeji f(z) = +5 dla <0

wiec

lim 2z 4+ 5 =5, lim

z—0~ r—1t

czyli brak asymptot pionowych.
Nalezy sprawdzié, czy sa asymptoty ukosne

5 0
lim 225 = lim £ee) lim (2+ ) =2=qa,
r——00 T e T——00 z
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. ixz . 1 /‘OC
= mala) =0

lim 2z+5—22)= lim 5=5=0_,
T——00

T—r—00

czyli asymptota ukosna w —oo ma réwnanie y = 2x + 5, a asymptoty
ukosnej w oo brak.

Przyklad 5.6. Zbada¢ ciagtosé funkcji
3r+4 dla z<2

a) f(zx)=4¢ br—4 dla 2<z <4,
x? dla =>4
224+ 3x+2 dla < -2
b)f(x):{o dla z>-2"

e Funkcja f okreslona przynajmniej na otoczeniu xy jest ciagla
w x9 € D wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f(z) = f(zo).

T—T0

e Funkcja f okreslona przynajmniej na otoczeniu lewostronnym
xo jest ciggla lewostronnie w xq € D wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f(x) = f(zo).

$4)x0

e Funkcja f okre$lona przynajmniej na otoczeniu prawostronnym
xo jest ciagla prawostronnie w o € D wtedy i tylko wtedy, gdy

lim+ f(z) = f(xo).

l‘%.’L’O

e Funkcja jest ciggla w calej dziedzinie, gdy jest ciaglta w kazdym
punkcie z nalezagcym do dziedziny.

Rozwigzanie.

a) D = R jest dziedzina funkcji f. Ciagtosé nalezy zbada¢ w 2 i 4,
poniewaz w pozostalych miejscach dziedziny jest ciagla, gdyz sa to
fragmenty funkcji elementarnych



5.2. Zadania &9

lim (32 +4) =3-24+4=10, lim (50 —4)=5-2—4=
xigl_(x+) + ) Iigh(m ) @7
f2)=5-2—-4=(6)

I —4)=5-4—4=[16), lim 2?=42=(1
Jim (52 —4) = 5 16),  Jim 2* = 4% = (16},
f(4)=4>=(16)

Czyli funkcja y = f(x) jest ciagta prawostronnie w 2, poniewaz,

lim f(z) = f(2)

z—21

i nie jest ciggta lewostronnie w 2, bo

lim f(x) # f(2)

r—2~

oraz jest ciggta w 4, bo jest ciggta w 4 lewo- i prawostronnie

lim f(z) = lim f(z) = f(4).

T—4= z—4t

Podsumowujac, funkcja ta jest ciagla na zbiorach (—oo, 2) oraz (2, 00).

b) D = R jest dziedzina funkcji f(z). Miejsce, w ktorym nalezy zbadaé
ciaglosé, to ro = —2, gdyz poza tym miejscem sa to fragmenty funkcji
elementarnych, wiec

lim (a2 + 32 +2) = (0], lim 0=(0),  f(-2)=(0},

r——21

czyli funkcja jest ciagla réwniez w —2. Podsumowujac rozwazania,
funkcja jest ciggta w zbiorze liczb rzeczywistych.

5.2. Zadania

Zadanie 5.1. Okresli¢ dziedzine naturalng funkcji

a) f(z) = 52525 + 32 +sinz,  e) h(x) =In(5 — 13z + 622),

b) fa) = Rt ) ha) = oLt a(a? 1 6),
c¢) g(z) =—15 — 2 + 622, g) glz) = ¢ lab=Tare10)

d) g(z) = V=15 -z + 6a? W) (o) = ¢/ T
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Zadanie 5.2. Zbada¢ parzysto$¢/nieparzystosé funkcji:

a) f(z) =575, d) fl) =2,
b) f(x) = log 2%, e) f(z) = (2% + z* + 2%) cos z,
¢) f(z) =z (23 + 25+ 27), ) flz) =2+ a2* + 2"

Zadanie 5.3. Wyznaczy¢ zlozenie funkcji fog, fof, gogoraz go f,
jezeli:

a) f(x)=2z+5, g(xr)=3x-T, d) f(z) = (z+5)? g(z)=2-T1,
b) f(z) =2z, g(x) = m—lg,, e) f(x) =e", g(x) =Inz,
¢) flz)=2%  g(x)=Vr, f) fla) =25  gla) =z

Zadanie wykona¢ w dziedzinie okreslonosci, tzn. przy zalozeniu, ze zbior
wartodci pierwszej funkcji jest rowny dziedzinie drugiej ze skladanych
funkcji, przy odpowiednich ograniczeniach.

Zadanie 5.4. Obliczy¢ granice funkeji

Y W) A s
b) lim 25 i) lim (V3627 + 25 — 6x)
c) Jg{ll _§x2x+2x ; j) xlggo m’
d) lim =55 +§ : k) lim
) Im ) Jim (1+3)*
f) lim =55 Zw ) m) lim (1+2)%.
) lim 22, o
Zadanie 5.5. Znalez¢ asymptoty funkcji
a) flz) = S, ¢) flx) = 5=,
b) f(r) = &5, d) f(z) =34
Zadanie 5.6. Zbada¢ ciaglosé funkcji
e’ dla =<2
a) f(z)=1<¢ 30 dla 2<z<4 |

22 +3x+2 dla >4



5.8. Odpowiedzi

5r—1 dla z<1
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b) f(z) =< 4 dla 1<z<4 .

52— 16 dla =>4

5.3. Odpowiedzi

Zad. B

)

¢) D= (=00, =5) U (5, 0),
) D= (=00, 3) U(5,0),
)

Zad. parzysta: ¢), e), nieparzysta: a), b).

Zad. B3]

a)
og)(xz) = -9+ 6z,

(f
(fo f)(z) =15+ 4z,
(gog)(z) =—28+ 9z,
(go f)(z) =8+ 6x,

(fog)(@) = &,

(f o )(z) = 4z,

(909)(93)—969

(gof)(x) IS:
o g)(x) = =?

(f

(fof)z)= 36,
(gog)(x) =79,
(g

o f)(z) = 27,
Zad. B4l
SO S R EA
Zad. B35l

a) pozioma y = 6, pionowa z = 0,
b) ukosna y = 4z,

Zad. a) ciagla na odcinkach (—o0,2), (2, c0),

D= (-8.2)U (115505 ) U (55, o)

d)
(fog)(x) =4 — 4z + 22,
(fof)(z) = 9004600z +160x2 +20z3 +z4,
(gog)(z) =14+,
(go f)(z) =18+ 10z + a2,
e)
(fog)(z) ==z,
(fof)(@) =e,
(gog)(@) =In(Inz),
(go f)(=) ==,
f)
(fog)(@) =2 5=,
(fo f)(=) = S5,
(gog)(z) =In(lnz),
(90 @) =In (2- i)
o1 i) 0, k) 12, m) 1
07 .]) 0, 1) 66,
¢) pionowe x = —2,z = 2, uko$na y = 4z,

d) pionowa x = 4, pozioma y = 0.

b) ciagta w R.






Rozdzial 6
Pochodna funkcji

Zadania dotyczace obliczania pochodnych funkcji jednej zmiennej, po-
chodnych wyzszych rzedow.

6.1. Przyklady

Przyklad 6.1. Obliczy¢ pochodne funkcji

a) f(x)=>b5x —4, f) f(z) =3tgx — 2ctgx + 4log, x,
b) f(z) = 4x® — 22* + 5z — 13, g) f(z) =2arccosz —4arcctgx,
¢) f(z) =5z + Jz -3, h) f(z)=5arctgz+6cosz—8Inz,
d) f(z)=132%- % -2 i) f(x) = 42" — sin 2+
e) f(z) =sinz 4 e* — 27, +sinx — 2e® + e'3.
Pochodne funkcji elementar- (a*) = a”Ina,
nych (") =e",
(¢ =0, ceR, (nzy =1,
() =1,
(:.I‘“j)/ —ax® ! ac ]1)\ {(J. l}. (arcsinx)/ = \/11777
/ . (arccos )’ = —\/117,
(cosz) = —sinz, (arctg z) = L,
(tgz) = # (arcctg x)’ :1il" !
(ctgx) = —ﬁ, S I +a2 "
Uwaga. Do oznaczenia pochodnej funkcji y = f(x) uzywa si¢ row-
nowaznie oznaczen y' = f'(x) = d{l(;) =4 f(2).
Ponadto (f(z) +g(x)) = f'(z) + ¢'(x) lub symbolicznie
(f+9)=Ff+g.




94 Pochodna funkciji

Rozwigzanie.

a) f'(x)=((Bx—4) =5(r)—-4)=5-1-0=25,
b) f'(z) = (42° — 222 4 52 — 13) = 4(+7) — 2(+7) 4+ 5(2) — (13) =

=430 —2.207 451 -0=122% — 4z + 5,

c) f'(z) = 5\/5—%\7/5—%)/:(53:%—%3:%—61:_1),:
=5(x3) +(27) =6-(z7 ) =5-Lar T4 lprl 6. Lol =
R (AR et

d) f’(x) _ (131’8 2 §)/ _ 13(1(\)/ . 2(’],7:})/ . 3<‘1A71)/ =

x3 T
=13-825 1 2. (=3)z 31 =3 (1) "l =
=13-80" =2 (=3)r ' =3 (—1)r ?=104a" + S + &,
e) f'(z)=(sinz +e* — 27) = + (") —(27) = +e*—2"1n2,
f) f'(z) = (3tgw — 2ctga + 4logs x) = 3(tgr) — 2(ctgx) +4 =
=3 2 (am) L S e T

g) f'(x) = (2arccosx — 4arcctgx) = 2(arccos ) — 4(arcctg r) =

_9. <_¢1177) 4 () = o
h) f'(z) = (barctgaz+6cosz—8Inx) = 5(arctgx) +6(cos ) —8(Inz) =
=5z +6-(—sinr) =8 | =225 — 6sinz — 2,
i) f'(r) = (427 —sin2 + sinz — 2¢® + e!3) =
=4(r") — (sin2) + —2(e") + (') =
=4-70" =0+ —2-e"+0 = 2825 4 cosx — 2¢”.

Uwaga. Poniewaz sin2 i e!® sa konkretnymi liczbami, do obliczenia
pochodnych stosujemy wzor na pochodng z liczby

(sin2)'=0, (e'¥)=0.
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Przyklad 6.2. Obliczy¢ pochodne funkcji

a) f(x) = (22° + T)e”, d) f(z) = 5=,
b) f(x) = (4;63 + 22?2 4+ 5)sinz, e) f(x) = 2*(z® + 42% + 1),
¢) flo) =254, ) f(z) = 3+§f+f

Pochodna iloczynu i ilorazu funkcji

(u(@) -v(@)) = (@) v(@)+ule) ' (2),

(%) _ v —u) v@)

co symbolicznie mozna zapisa¢ w postaci

/
(u-v) = u-v+u-,
<u>' wev—u-v
v v2 '

Rozwigzanie.

a) Funkcja f(z) = (22 + 7)e” jest przypadkiem iloczynu dwéch funkcji
elementarnych, ktérego nie da sie przeksztalci¢ do jednej funkcji ele-
mentarnej. W zwiazku z tym, obliczajac pochodna, trzeba skorzysta¢
ze wzoru na pochodng iloczynu funkcji

f'(w) = (22" + T)e ) (22° +7)"- () + (227 +7) - (1) =
= (622 +0)-e" + (22 +7) - ¢” = " (22° + 622 + 7).

b) Analogicznie
f(x) = ((41 + 227 —|—5)sm1) —
423 + 22% 4+ 5) -sinax + (42 + 22° +5) - (sinz) =

= (
= (122° 4+ 42 +0) - sinz + (42 +22° +5) - cos v =
= (122* + 4z) sinx + (42° + 22* + 5) cos 7.

c¢) Funkcja f(z) = 2“"”2:17 jest przypadkiem ilorazu dwoch funkeji elemen-

tarnych, ktory nie da sie przeksztalci¢ do jednej funkcji elementarne;j.
W zwiazku z tym, obliczajac pochodna, trzeba skorzysta¢ ze wzoru
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na pochodng ilorazu funkcji
f'(z) = (M)’ _ AT PP T) (P41

241 (2+1)2 -
_ (62240)(2°+1)—(223+7)-(22+0) __
o (z2+1)2 -
622 (x2+1)—(223+7)-22 _ 2z(23+322-7)
- (22+1)2 - (22+1)2
d) Analogicznie

f/(l') _ [ 3744 ! _ (3%4z?) sinz—(3%+2*)-(sinx)

- sin - sin? z -

(3% In3+423)-sin 2—(3%4a?)-cos x

02
sin- x

e) Funkcja f(z) = 2?(2® + 42% + z) po wymnozeniu da si¢ przedstawic
jako wielomian f(x) = 2% + 42* + 23, wiec mozna, ale nie trzeba
korzysta¢ z pochodnej iloczynu funkcji

f'(z) = (2° + 42t + %) = 5zt + 1623 + 322,
badz alternatywnie z pochodnej iloczynu
fl(z) = (z?(2® + 42° + 2)) =
— (]]2)/ (,,3 +4T2 +I> +1,2 ( 3 + 41,2 + l’)l —
=2z (2% +42% + x)+ 2% (327 + 8r + 1) = 5ot 4 1623 + 322

f) Funkcja f(x uEa €

jako wielomian f(x) = (z)+ (4 + 27!, wiec mozna, ale nie trzeba
korzystaé z pochodneJ ilorazu funkcji
flle)=(z+4+271)=1+0—-1-2%=1-2%=1-2%

badz alternatywnie z pochodnej ilorazu
f/(l‘) — <x3+4m2+z>/ _ (234422 4 o) -2? — (23 +da? +a)-(a2)

2 (z2)2 -

(322 +8zx+1) 2% —(x3+4a?+x) 20 _ 422 1- L
= o

po uproszczeniu da sie przedstawic

4 x4

Przyklad 6.3. Obliczy¢ pochodne funkcji ztozonych

) fl) = (200 +7> ¢) flz)= et 1s,
b) f(x)=sin f) f(x)=si (1+lna:)
¢) f(z) =In(z? +1) g) [(z) =27,

d) f(z) = Ve + a4, h) f(z) = 2"
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Pochodna funkcji zlozonej jest to pochodna funkcji zewnetrznej f
razy pochodna funkcji wewnetrznej g

(flg(@) = f'(g(@)) - g (=),

co mozna symbolicznie zapisa¢ w postaci

(fO) =F()-9,  gdzie O=g(x).

Uwaga. W pierwszym kroku nalezy ustali¢ posta¢ funkcji ze-
wnetrznej i wewnetrznej. Pomocne moga by¢ zadania dotyczace
sktadania funkcji z rozdziatu p| Funkcje wewnetrzna oznaczamy ©.

Rozwigzanie.
a) Dla f(z) = (223 + 7)1

wewnetrzna ) = 22° + 7, O =627,
zewnetrzna '3 (OB) = 13012

wiec stosujac wzor na pochodna funkeji ztozonej, otrzymuje sie
fl(zr)=13- m)” (602 =787 - (22 + 7)*2
\/ A

b) Dla f(z) = sin'* 2 = (sinz)"

wewnetrzna ) =sinx, ' = cosz,
zewnetrzna O (V1) = 14013,

wiec stosujac wzoér na pochodna funkeji ztozonej, otrzymuje sie

3

TN .
cosz) = 14cosxsin'® .

)13 .

Fla)= - (i
¢) Dla f(z) = In(2® + 1)
wewnetrzna O = 2% + 1, O =2z,

zewnetrzna  In ) (In VY =
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wiec stosujac wzor na pochodna funkeji ztozonej, otrzymuje sie

1 2
!
e . 2 = .
fz) g 2+ 1

2+ 1

d) Dla f(z) = Ve* + 27 = (" 4 2*)3
wewnetrzna =e* + 2%, =e
zewnetrzna O3, ( %)’ =
wiec stosujac wzor na pochodna funkcji zlozonej, otrzymuje sie

e® + 43

/ _ 1 T 4 —% (e 3 —
f(a:)—3(e+x ) (e’ 4 4x”) —3€/m.
e) Dla f(x) — o’ 12248

wewnetrzna = 42% — 122 + 8, = 122% — 12,

zewnetrzna : (e) =

Y

wiec stosujac wzoér na pochodna funkeji ztozonej otrzymuje sie

42312248
fllx)=e (227 - 12)) = (122% — 12)6423—12%&—8.

f) Dla f(x) =sin(1 + Inx)
wewnetrzna =1+Inx, =

zewnetrzna : ( ) =

wiec stosujac wzor na pochodna funkeji ztozonej, otrzymuje sie

1 1+1
f'(z) =cos (1 +Ing) - - :M.
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Uwaga. Nalezy przeksztalci¢ funkcje, korzystajac z f(x)9®) =

c9(@) 0 (@),
=)

albo symbolicznie
a nastepnie skorzysta¢ ze wzoru na pochodng funkcji ztozone;j.

g) f(x) — [xsinx — esinaylnwj
Y
wewnetrzna O =sinx-lnz, O = (sinz-lnz) =
= (sinz)' Inz +sinz(lnz) =
=cosx-Ilnx + % -sinx,
zewnetrzna ¢, () =¢",
rd

1) = (e s L) -
= (cosz-lnz+ 1. sinx) =
= (cosz-Inz+ 1. Sinx)m.

b o~ =e)

wewnetrzna O =zlnz, V' = (rlnz) =

= (z)Inzx + z(lnx) =
= -lnx-l—:n-%:lnx-l—l,
zewnetrzna ¢, () =¢",

f'(z) = gtz (@/) = (lnz + 1) = (lnx +1).

Przyktad 6.4. Obliczy¢ pochodne do 3 rzedu wtacznie

a) f(x)="7z%—627,

c) f(x) =e*(22% — 32?%),
b) f(z) = e* +sinz, d) f

(z) = (22 + 32%) Inz.

~—

Druga pochodna f”(x) to pochodna z pochodnej f'(f'(x)). Nato-
miast trzecia pochodna f”(x) to pochodna z drugiej pochodnej

F'(f"(2))-
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Rozwigzanie.

()
() = (72° — 67 ]y = 7-62° — 6 7a® = 422° — 4245 |
f"(z) = (422° — 4225 ) = 42 - 52" — 42 - 62° = 2102* — 25227 |
(z) = ( 2102* — 2522° ) = 210 - 42® — 252 - 5 = 8402° — 12602™.

b
) @) =@ 1 sina)
@) = (@ zone)y =(FTems)
f"(z) = ([6‘” + cos :v])' = \:em — sin ,:17\,
f"(x) = (\e‘” — sin a:D' =e” —cosx
c)
f@) = (er(2a* ~30%))
f'(z) = ([e®(22% — 32%) ) = (&%) (22° — 32?) + €"(22° — 32%) =
= e"(22° — 327) + €"(62% — 6z) = [ex(2x3 + 32% — 6:1;)],
f'(x) = (e*(22° + 302 — 6) ) =
= (") (22° + 32% — 67) + " (22° + 32° — 61) =
= e"(22° + 32° — 67) + €”(62% + 62 — 6) = €*(22° + 92% — 6),
f"(@) = (e"(22° + 922 = 6) ) =
= (€)' (227 4+ 92° — 6) + €(22° + 92 — 6)' =
= €"(22° + 92° — 6) + ¢”(62* + 187) =
= e"(22° + 152% + 187 — 6).
d)

f(z) = [(Qx?’ + 32?) In x},

f1() = (2% +32%) na ) = (22° +32%) n + (22° + 32%)(Inx) =

1
= (62% + 62) Inw + (22° +32%) - — = (62 + 62) Inw +22° + 3 |,
xXr
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([ 62% + 6x) Inx + 222 + Sx])’
= (62 + 62) Inz + (62 + 6x)(Inz) + (22* + 3z) =

1
122 +6)Inz + (62° 4+ 62) - — + 4o + 3 =
T

122 4 6)Ina + 62 + 6 + 4z + 3 = (122 + 6) Inx + 10z + 9,

= (
= (
f(@) = ((122+6)Inz+ 10z +9 ) =
= (122 +6)'Inz + (122 + 6)(Inx)" + (10x + 9)' =
=12

1 6
Inzx+ (122 46)- —+10=12Inz+ 124+ -+ 10 =
T T

6
=12Inz + — + 22.
x

6.2. Zadania

Zadanie 6.1. Obliczy¢ pochodne funkcji

a) f(z)=17x — 128, h) f(z)= 5arctgx+4 cosr—6Inz
b) f(z) = 6x° — 22 + 5x? — 1, i) flz)=6Va3—% 102%%
c) f(x) =5Vad + Vad, j) flz) =14tg7 — QCtgx

d) f(z)=5z"— 2% + 2, k) f(z) =13In7 — ze?,

e) f(z)=4sinx — 5e* — 5%, ) flx)=2"+77,

f) f(z) =5tgx +6etgr +Tlogsx, m) f(r)=2°+ e” + €,

g) f(x) = Tarccosz + 8arcctg x, n) f(x)=cosx —2sin3

a) f(z) = (4o + 225 + 8)e?, h) f(z) = (Inz+4—5tgx)ctgx,
b) f(o) = (4o + 202 + Seosz, ) f(a) = zsess

c) f(z)= 763;4;27 i) f(x) = (427 + 62° — 52%)e7,
d) flz) = 5, k) f(a) = Tebgte,

¢) flz) = Va(a® +42° + z) D) flx) = S,

f) f(z) = “”3+§§+x, m) f(z)=(e"+ x.e) Inz,

g) f(z) = (32% +sinx) cosz, n) f(x) = <LEe
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Zadanie 6.3. Obliczy¢ pochodne funkeji ztozonych

a) f(z) = (172% — 12z + %)% h) f(x) = geosTHsine,

b) f(l‘) (30522 , 1) f(x) — (51, - 21:3 + 3)7,
C) f(JC) 10g5(5x6 —122% — 13)7 j) f(x) — 75:c—2ac3+37

4) flx) = et k) £(z) = te (4 — 5),

) f(s) = (5 + ) ) f(z) = In(ctga)

f) f(x) = sin 13z, m) f(z)= 10g6(2:c +3),

8) f(w) = sin(32* + 4z = 5), n) flx) = (6z— 4"

a) f(z) ="+ 42° 4 22 g) f(x) =3z —5)4,

b) flz) =+, h) f(z) = e+,

) (@) =Ina. ) 7o) = 7a° 8,

d) f(z) =sin(bz — 4), i) f(x)=122*+62% —522— 9299
e) f(z) =1In2z, k) f(z) = e . goote,

f) fz)=4%"7 1) f(z) = cos2zx

6.3. Odpowiedzi

Zad. [ﬁ] L
5 15\
a) 1l b) 30z* — 823 + 10z, c) “— + =,
d) 3526 +E—z%, e)4cosa:—5e —-5%In5, f)2; - G- 4+ T,
g) — = 12 -2, h) 2y —dsine - &, 1) 2 + zoos + 132!2 — 9990299,
D) 52 k) — 1) 728 + 7% In7,
m) e? +ex® 1, n) —sinz.
Zad. [6.2]
a) 2e® (6 + 2z + 62° + 2%) , b) 4z(1+ 3z) cosz — (5 + 222 4 423) sina,
5623 +e”® ( 2+281377z4) e’ sinz—(e”+2)cosw
c) (24e®)2 ) d) T
2/3 5/3 8/3 1/3 4/3
e) S5z 3213 + llz3 , f) 2/3 + 163:3 4 713 ,
g) cos m(6x +cosz) —sinz (3z2 +sinz), h) % - COSQ Jetgr — = lz,x (Inz + 4 — 5tgz),

(cosz—5sinz) Inz—(sinz+5cosx) o 1

i) T , j) e~ %a® (36 + 22z — 422 — 4523 + 52*)

2 3
k) —e~223 (28 + 597 — 5402 + 12¢°), 1) 2542WeATS 500

m) em“te + (e + ez 1*¢) Inz,

1’1) —5e?43e” z+emm275z +5ex® —oglte +ezl+ —5sin 8— 2151118
z2(5+x)2




6.3. Odpowiedzi

Zad. [6.3]
a) 999 (—12 + €% + 34x) (¥ — 12z + 1722)"%% |
o) —242430z°
(-13—1222+526)In5’
61n°(541n x)
e) z(5+lnz)
g) 2(2 + 3z) cos(5 — 4z — 322),

4
k) cos2(5—4x)’

) 121n°(3+2x)
(34+22z) In6 10

Zad.
f/

2
i) 7(5 - 622) (3+ 5z — 22%)°,

b) —22cos?

Lxsinz,

d) 68 12:c+4:c (—12+122¢2) ,

f) 13 cos 13z,

h) 108 7+sinx (COS rzlnz + cos 74l—sin z) ,

7 3+5x— 223 (5

J

—

i)
) =

n) (—4 + 6x)4t62(6 + 6In(—4 + 6x)).

)1n7,

sinx cos x’

() (@) (@)

a) 2+ 1222 4 423 24z + 1222 24 + 24z

b) % +exlte e + (=1 +e)ex2te e + (—2+e)(—1+e)ex—3te
0 1 ~ %

d) 5cos(4—5z) 25sin(4 — 5z) —125cos(4 — 5z)

e) 1 ~L 2

f) 3.475t3%In4 9.475+32 124 27 - 475+3 n3 4

g) 12(—5+3z)3 108(—5 + 3z)2 648(—5 + 3x)

h) ee""+21 (2 + ez) ee""+2z (4 + 5e® + e2z) eem+21 (8 + 19e% + 9621 + eSz)
iy —56a5 + 5627 —336x5 + 39225 —1680x + 2352x°

i) —9—10z + 1822 + 4823 —10 + 36z + 14422 36 + 288z

k) 0 0 0

1) —2sin2z —4 cos 2z 8sin 2z
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Rozdzial 7

Pochodna - zastosowanie

Zadania dotyczace wykorzystania pochodnej do obliczania granic funk-
cji, badania monotonicznosei, ekstreméw, wypuktosei/wklestosci, punk-
tow przegiecia, rozniczki funkcji oraz rozwiniecia funkcji w szereg.

7.1. Przyklady

Przyklad 7.1. Korzystajac z reguty de L’Hospitala, obliczy¢ granice
funkcji

: z3—x?+a—1 3 e’—1
o) iy S 0 iy %

1' COos T : 4 2 x.
b) :1:—1>I7¥1/2 w—m/2 d) x1—1>r—noo<x 4 _'_2)6

Reguta de L’Hospitala:
Jezeli:
o lim {8 — [0 albo [=], | 1@ _ iy L@
-77—>J70 f/(x) x—)xo g(l‘) z—)xo g’(x) ’

e istnieje lim
! 0 g (z)’

Uwaga. W przypadku innych rodzajéw symboli nieoznaczonych

wystarczy przeksztatci¢ do nieoznaczonosci [%] albo [g} :

o0 — 00 0-00

fa
w przypadku nieoznaczonosci typu:

1°°,0°, o0 po przeksztatceniu f9 =ent

potega jest jedng z poprzednich typow nieoznaczonosci.
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Rozwigzanie.
. 2401 01 H 1. (2 —z24x-1) 3z2—2z+1 _ 3-2+1
a) lim &=z +z=1l — [0} = ]jm = lim =1
) o1 z2—1 [O} 1 (z2-1)" o1 2z 2 )
! .
b) lim <esz — [0] £ iy (eosz)l gy —sine gy r/9 =
) lim s = (5] = i oy = lim = /2=-1,
. T _ H ;. —1) . x
c) hmg:[%}:hm(e ,)—hm%*eozl,
x—0 z—0 (z) z—0
. . 4 2
d) lim (2% —42% +2)e* = [00- 0] = lim =442 =
T—>—00 T—r—00 eT
A ) (2 )
= lim —[=] 2 (af—do?42)
T——00 1/'37002;00 o0 T——00 (e’
1
— P
. 3_ H . 423 —8x)’ . 2_ H
— lim % _iz — [@] = lim (4z _gc:p/) — lim 12$_x 8 _ [@} a2
T——00 © o —0o (—€77) T — 00 0
. 1222 —8)’ 1 H . 24z o1 H 1. 24 24
— lim ¢ =2 = lim =2 = lim ==+ == =0.
T——00 (e=®) [OO} z——o00 € " [OO] T——00 /‘oo o0

Przyklad 7.2. Zbada¢ monotoniczno$é¢ funkeji

a)
b)

(z) = 2% — 922,

f
f(x) = =223 + 62* + 18z — 4,

Monotonicznosé funkeji (czyli okreslenie przedziatow, w ktorych
funkcja jest rosnaca, malejaca, nierosnaca, niemalejaca badz stata)
najlatwiej bada sie, wykorzystujac pierwsza pochodng.

Jezeli dla kazdego x € A C D funkcja y = f(x

e f'(x) >0, to funkcja jest rosnaca (') na

) spelnia warunek

A,

° f’ x) < 0, to funkcja jest malejaca () na A,

/

x) = 0, to funkcja jest stala na A,
5

T

!/

/

()
f(x)
f(x)
f'(x)

>0
<0

, to funkcja jest niemalejaca na A (rosnaca badz stata),
, to funkcja jest nierosnaca na A (malejaca badz stata),
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Uwaga. Badajac monotonicznosé, skupié¢ sie nalezy na przedzia-
tach, w ktorych funkcja jest rosnaca lub malejaca. Miejsca, w kto-
rych f' =0, beda istotne dla ekstremow i punktow przegiecia (tzw.
punktow stacjonarnych funkeji).

Uwaga. Badanie kazdej funkcji nalezy rozpocza¢ od wyznaczenia
dziedziny naturalnej funkcji (nie ma sensu badanie funkcji w prze-
dziatach, w ktorych nie jest ona okreslona).

W przypadku badania monotonicznosci funkcji y = f(z) nalezy:

e wyznaczy¢ dziedzine naturalng D,

e obliczy¢ f'(z) i jej dziedzine Dy,

e rozwigza¢ nierownosci f'(z) > 0 oraz f'(z) < 0 (mozna roz-
wigza¢ jedng z nieréwnosci i na tej podstawie wywnioskowaé
odpowiedz dla drugiej nieréwnosci),

e mozna wykona¢ szkic wykresu pochodnej, zeby odczytaé¢ roz-
wigzanie,

e podac przedzialy monotonicznosci.

\. J

Rozwiazanie.

a) Dla f(z) = 2® — 92?2

D=R
f'(x) = 32* — 18z Dy =R
f(x) >0 f(x) <0
372 — 18z > 0 37° — 182 < 0
3x(x —6) >0 3z(x —6) < 0.

y=f(2)
R E ++++++X+

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Funkcja jest rosnaca () na przedzialach (—oo,0), (6, 00),
funkcja jest malejaca (\,) na przedziale (0,6).
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b) Dla f(z) = —22% + 62* + 18z — 4

D=R

622 4+ 122 + 18
f'(x) >0
—62% + 120+ 18 > 0
—6(x+1)(z—=3)>0

f'(x)

Dy =R
f(z) <0
—622 + 122+ 18 < 0
—6(x 4+ 1)(z — 3) < 0.

y= f'(z)

++++++++

Funkcja jest rosnaca () na przedziale (—1,3),
funkcja jest malejaca () na przedziatach (—oo,—1), (3, 00).

c) Dla f(z) = %
D =(0,1)U (1, 00)
—x* 4+ 52 Ing
f/('r) = 1 2

n‘“x
f'(x) >0

—x*+ 52t Ing
5 >0

In“z

' (=1 +5Inz)In®z >0

+ +
2 (=1 +5nz)n’*z >0
(=1 +5Inz) >0

oraz x € (0,1) U (1, 00)
f 7 na przedziale (e%,oo)

Df/ = (0, 1) U (1, OO)
f'(x) <0

—z* + 52t lnz

<0
In®z
7*(1+5Inz)In*z <0,

+ +
' (=1 +5lnz)ln’*z < 0,

(—1+5lnz) <0

1

f ¢ na przedziatach (0,1),(1,e53).
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d) Dla f(x) = #Q;H
D=R
/ e’(—1+ )z
= Dy =R
f(x) (1+x+x2)2 f
f'(x) >0 f'(x) <0
e*(—1+x)x e’ (—1+x)x
3 >0 1 o2
(1+ x4+ 2?) (1+ x4+ 2?)
+ @ + + @ +
e (—1+z)z(l+2+2°)?>0 e(—1+a)r(l+z+2°)*<0
glx)=(x—1z>0 glx)=(r—1z <0
y = 9(z)
bttt + o+t
X
N —— — — 1
f 7 na przedziatach (—o0,0), (1, 00) f ¢ na przedziale (0, 1).

Przyktad 7.3. Zbada¢ ekstrema lokalne funkcji

a) f(z) =23+ 1822,

b) f(z) = —223 — 62 4+ 18z — 4,
o) f(r) = iz

d) f(z) = (2% + 32%)e”
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I warunek wystarczajacy istnienia ekstremum:
o Jezeliy = f(x) jest rozniczkowalna w punkcie xo 1 w sasiedztwie
tego punktu oraz spelnia warunki:
1) f(xo) =0,
f 7 (f >0) dlax nalezacego do lewostronnego
sasiedztwa xg
fF\ (f <0) dlaz nalezacego do prawostronnego
sasiedztwa xy,
to w 2o ma maksimum lokalne wlasciwe.

2)

o Jezeliy = f(x) jest rozniczkowalna w punkcie xo 1 w sasiedztwie
tego punktu oraz spelia warunki:
1) f(ze) =0,
N\ (f <0) dlaz nalezacego do lewostronnego
sasiedztwa xg
f 7 (f >0) dlax nalezacego do prawostronnego
sasiedztwa xy,
to w g ma minimum lokalne wlasciwe.

2)

Uwaga. Moze istnie¢ ekstremum tzw. ostrze (f'(zo) wtedy nie ist-
nieje).

IT warunek wystarczajacy istnienia ekstremum:

e Jezeli y = f(x) spelnia warunki:
1. f/($0> = f”(l’o) = ...= f(”_l)(xo) = O,
2. fM(xy) < 0, gdzie n jest parzysta (n > 2),
to w (zo, f(xo)) jest maksimum lokalne wlasciwe.
e Jezeli y = f(x) spelnia warunki:
1. f/(.il;'0> = f”(ﬂfo) = ...= f(n_l)(l'(]) = O,
2. fM(x9) > 0, gdzie n jest parzysta (n > 2),
to w (2o, f(xo)) jest minimum lokalne wlasciwe.
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Uwaga. W przypadku badania ekstremow funkcji y = f(z) nalezy:

e wyznaczy¢ dziedzine naturalna funkcji D,

e obliczy¢ f'(z) i jej dziedzine Dy,

e rozwigza¢ rownanie f'(xz) = 0 w celu znalezienia miejsc podej-
rzanych o ekstrema, skorzysta¢ z I warunku do okreslenia eks-
tremow,

lub
e obliczy¢ f'(z), f"(z),..., ich dziedziny i ich wartosci w miej-

scach podejrzanych o ekstrema w celu potwierdzenia badz wy-
kluczenia ekstremum z wykorzystaniem II warunku.

Rozwigzanie.

a) Dla f(z) = 2% + 1822 D=R
f’(ﬂ?) = 32? + 362 Dy =R
f'(z) =0, tzn. 322+ 362 = 0, wigc 3x(z+12) = 0. Miejsca podejrzane
o ekstremum to xp; = —12 oraz xp2 = 0.

Z 1 warunku

dla xzpy = —12 funkcja osiagga maksimum lokalne wtasciwe
(=12, f(—12)) = (—12,864) ,

dla zo o funkcja osiaga minimum lokalne wlasciwe (0, f(0)) = (0,0).
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y
max = (-12, 864) 1000
500
n=(0, 0) x
=20 -10 0 10
y = 3 + 18x2
b) Dla f(z) = =223 — 622 + 18z — 4 D=R

fl(x)=—62*>—122+18 Dp =R
f'(x) =0

—62% — 122 + 18 = 0

—6(z+3)(x —1) =0,

czyli miejsca podejrzane o ekstremum to xp; = —3 oraz xp2 = 1.
Z 1 warunku

a ~
4+ + 4\ max,  x
! I

]

N

dla 2oy = —3 funkcja osiagga minimum lokalne wtasciwe

(=3, /(=3)) = (=3,-58) ,

dla x5 funkcja osiaga maksimum lokalne wlasciwe (1, f(1)) = (1,6).
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min = (-3, -58)

¢) Dla f(z) = % dziedzina to D = (0,1) U (1, c0).

—2*(1—4Inx)

)
Inz

() =

f'(x) =0

—2°(1 —4lnx) =0,
:v:()géDlubx:e%,

Df’ = (07 1) U (1,00),

czyli miejscem podejrzanym o ekstremum jest o = e'/%.
W tym przypadku Wygogniej jest skorzystac¢ z IT warunku
f”(l') — 222722 Inz+122% In x, Df” — (O, 1) U (1’ OO),

Ind
warto$¢ drugiej pochodnej w

f”(el/4) _ 2(el/4)2—7(el/4)2 In(el/4)+12('/4)2 In2 (e1/4) — 64\/5 >0,

11’13(61/4)
wiec f(z) = £ ma minimum lokalne whasciwe w (/4 f(e!/*) =
= (e'/*, 4e).
y

20

min : (e'/*, 4e)

zt
y:— |
Inxz !
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d) Dla f(z) = (2° + 32*)e® dziedzina to D = R.

fl(x)=e"2’ (12+ 8z +2*), Dp =R,
f(x)=0
e a3 (12 + 8z + xz) =0,
xr=—61lubx=—-21lub x =0,
czyli miejsca podejrzane o ekstremum to zg;=—6, 92=—2, 29 3=0.
Wygodniej jest skorzystaé¢ z II warunku, czyli
f"(x) = e"2* (36 4+ 44x + 132> + %), Dy» = R.
Wartoéé¢ drugiej pochodnej w miejscach podejrzanych o ekstremum:

Zo1 To2 To3
" 864 32
f'(xo) =5 -3 0
+ - 0
min max ¥

wiee f(z) = (z° + 3z*)e® ma minimum lokalne wlasciwe w punkcie

(=6, f(—6)) = (—6,—258), maksimum lokalne wlasciwe w punkcie

(=2, f(-2)) = (=2, 2),

* nalezy policzy¢ kolejne pochodne i ich wartosci w 293 = 0
f"(x) = €* (72x + 168z* + 962 + 182 + z°) | f"0)=0
fW(z) = e (72 + 408z + 45622 + 1682 + 232* + 2°) = 0,
f@(0) = 72 > 0, wiec funkcja ma minimum w (0, £(0)) = (0,0).

ol
Lo <

fofin = (6 0)

min = (76,7 - )
e
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Przyklad 7.4. Zbadaé¢ wypuklosé/wklestosé funkeji

a) f(x)=2%— 922, ¢) f(x) = %,
b) f(z) = —223 + 622 + 18z — 4, d) f(z) =e"(15+ 2z — 2?).

Jezeli dla kazdego A €C D funkcja y = f(x) spelnia warunek
e f"(x) >0, to funkcja jest wypukta (wypukta ku dotowi) na A,

lub

e f"(x) <0, to funkcja jest wklesta (wypukta ku gorze) na A.

N/

a) Korzystajac z przykladu [7.2]

Rozwigzanie.

f(z) = 2® — 92° D=R
f'(z) = 62° — 18x Dy =R
f"(x) =122 — 18 Dy =R

f'(x) >0 f(x) <0
122 — 18 > 0 122 =18 < 0
v> 2 r<

2 2’

czyli f wypuktadlax € (3/2,00) oraz fwklestadlaz € (—o0,3/2).
b) Analogicznie

f(z) = —22° + 62> + 18z — 4 D=R
f'(x) = —62° + 122 + 18 Dy =R
f(x) = =122 4 12 Di =R

f'(x) >0 f(@) <0

—1224+12>0 —122 4+ 12 <0

r<l1 x> 1,

czyli f wypukla dla x € (—o0,1) oraz [ wklesta dla z € (1, 00).
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5

f@) =
;v —a*(1—5nw)
fla) = In?
v 23(2—9lnz +20In’z)
) = In® z
f'(x) >0

2—9t4+20t2>0, bo A<0

Pochodna - zastosowanie

D =(0,1)U(1,00)
Df/ = (O, 1) U (1, OO)

Df// = (0, 1) U (1, OO)
fia) <0

2—9t+20t2, bo A<0

222 —9Inz +20In*2)In®*z >0, 232 —-9lnz +20In*2)In*2 <0

oraz x € (0,1) U (1,00)

NG
22z >0
Inz >0
x>1

czyli f wypukla dla z € (1,00) oraz

d)

f(z) =e*(15 + 2z — 27)
f(z) = —€* (=17 + z?)
) = —e"(—17 + 2z + %)

f'(z) >0
—e” (=17 + 2z +2%) > 0

f”(l‘

+ O

2?Inxr <0
Inz <0
0<z <1,

f wklesta dla z € (0,1).

D=R
Df/ =R
Df// =R

f'(x) <0

—e (—17+ 2z +2%) <0

czyli f wypukla dla z € (=1 —-3v2, —14+3v/2) oraz
z € (—o0,—1 —3v/2), (=1 +3v2,00).

f wklesta dla
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Przyklad 7.5. Znalezé punkty przegiecia funkcji

a)
b)

f(x)=2° + 1822, c)
fx) = 693 + 18z — 4, d)
I warunek wystarczajacy istnienia punktu przegiecia:

Jezeli y = f(x) jest rozniczkowalna w punkcie xy i w sasiedztwie
tego punktu oraz spetia warunki:

1) w xq i jego sgsiedztwie istnieje f’,
f wypukta (f” > 0) dla z nalezacego do lewostronnego
sasiedztwa xg
) f wklesta (f” <0)  dla x nalezacego do prawostronnego
sasiedztwa x,

albo

1) w xq i jego sasiedztwie istnieje f’,
f wklesta (f” < 0)  dla z nalezacego do lewostronnego
sasiedztwa xg
) f wypukta (f” > 0) dla z nalezacego do prawostronnego
sasiedztwa xg,
to (zo, f(zo)) jest punktem przegiecia wykresu funkcji f.

. - ~ - - TS N
/ wypukia wypukia Y
! ++++ ++4+ NP 1
—1
A /

IT warunek wystarczajacy istnienia punktu przegiecia:
Jezeli y = f(x) spelia warunki:

1) f'(wo) = f"(x0) = ... = fO D (w) = 0,
2) f™(z4) # 0, gdzie n jest nieparzyste (n > 3),

to (xo, f(zo)) jest punktem przegiecia wykresu funkcji f.
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Uwaga. W przypadku szukania punktow przegiecia funkcji y =
f(z) nalezy:

e wyznaczy¢ dziedzine naturalna funkcji D,

e obliczy¢ f’, f” iich dziedziny,

e rozwigza¢ rownanie f”(x) = 0 w celu znalezienia miejsc
podejrzanych o to, ze tam sg punkty przegiecia, skorzystaé
z I warunku do weryfikacji,
lub

e obliczy¢ [, f”, f”,..., ich dziedziny i ich wartosci w miejscach
podejrzanych o punkty przegiecia zgodnie z Il warunkiem.

Rozwigzanie.
a) f(x)=2"+182> D=R
f'(x) =32>+36z Dp=R
f”(ZL‘) =6x+36 Dp=R
f"(z)=0—6x+36=0— 2= —6,
czyli miejsce podejrzane o punkt przegiecia to xg = —6.
K taj I k
orzystajac z I warunku, Y
,// wyr\n\Jkla
R e

T T
TN T /-6 /
Wkleska// /

\ F

funkcja ma punkt przegiecia (—6, f(—6)) = (—6,432).
b) Dla f(z) = —22% — 622 4+ 18z — 4 dziedzina to D = R,
fl(z)=—62>-120+18 Dp =R
f"(x)=—-122—-12 Dy =R
') =0— 122 —12=0 = x = —1,
czyli miejsca podejrzane o punkt przegiecia to ro = —1.
Korzystajac z I warunku,

funkcja ma punkt przegiecia (—1, f(—1)) = (-1, —26).
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¢) Dla f(z) = £ dziedzina to D = (0,1) U (1, 00).

—23(1 —41Inx)

fla) == Dy =(0,)U (L)

() = (2 — 7ln:§ +12In*2) Dy = (0,1) U (1, 50)
In”

f(x) =0

dla t=Inz zachodzi 2—7t+12t2>0, bo A<0
r=0¢D 2-Thhz+12In*z2#0

wiec brak punktéw podejrzanych o punkt przegiecia.
d) Dla f(z) = (x — 2% + 23)e” dziedzina to D = R.

f’(:B)— x(l—x+2x2+x3) Dy =R
(3[E+5$ —|—ZB) Df//:R
0=¢" (3z + 52° + 2°) , wiec 0= z(2” + 5z + 3),

czyli miejsca podejrzane o punkty przegiecia to

1
T01 =0, @02= 73 (—5 - \/13) . @3 = (—5 + \/13) .

1
2
Korzystajac z Il warunku,

f,//($0,1) —3 7& 0
F"(x02) = ; (13+5\/_) S e A

" (xo3) = % (13 — 5\/ﬁ> g2 (=5+VI3) # 0,

wiec funkcja ma trzy punkty przegiecia w

(0,0)

= (s
= (3

(150 17f($01

—2<Q6+7\/_>e 5~ r)
5+\/— ,2( 26+7\/_)e%( 5+f)).

l\DI»—t

(%,27 o, 2

l\')l»—t

(330,37 Zo, 3
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Przyklad 7.6. Zbadac przebieg zmiennosci funkcji i naszkicowac¢ wykres
a) f(x) =2 —42?+2, b) f(z) = (2* — 4z + 2)e”

Badanie przebiegu zmiennosci funkcji:

1) wyznaczenie naturalnej dziedziny funkcji (np. przyktad ,
2) sprawdzenie wlasnosci funkeji, takich jak np. nieparzy-
sto$¢/parzystosé¢ funkcji, miejsca zerowe, ciaglosé¢ (np. przy-

ktady 52 £.9).

3) obliczenie granic na koncach okreslonosci dziedziny, sprawdzenie
(wyznaczenie) asymptot (np. przyklady 5.5),

4) badanie monotonicznosci (przyklad [7.2)),

5) sprawdzanie (wyznaczanie)ekstremow (przyklad [7.3)),

6) badanie wypuktosci/wklestosci (przyktad oraz szukanie
punktow przegiecia (przyklad [7.5)),

7) zestawienie w tabeli,

8) wykres.

Rozwigzanie.

a) f(x) =a*— 42?2+ 2,
1) D =R,
2)
f(=2) = (—2)* —4(—2)? + 2 = 2" — 42* + 2 = f(x) - funkcja
parzysta,
miejsca zerowe

et — 422 +2=0 ?=t>0
— 4t 4+2=0, A=
th=2—-v2>0 2—2+f 0

T11 = 2 -2 $2,1:\/2+\/§
Tio = — 22 562,2:—\/2‘1‘\/5;

jest to wielomian, wiec jest to funkcja ciagta,
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3)
0 0

xh_)n&(x — 4x? —1—2)—hmﬂc>o 1—0+ ] =

lim (z% — 422 —1—2):11_{11/ 1—_1_

T—r—00

brak asymptot pionowych

0 0
4_
lim w— hm (1— +|2 >:j:oo
z—rd00 T—00 ol ol

brak asymptot ukos$nych,

4) f'(z) = 42° — 8v = 4w (2 — 2) = da(z — V2)(x + V/2)

Ei.l N
I
3

f / na przedziatach (—v/2,0), (v/2, 00),
f \\ na przedziatach (—oo, —v/2), (0, v/2),

5) )
y=f(z)
min, 4 4 4 4 4 ~Lax min/ + + + &

,,,/,\/5 O ae—— /2

f ma minimum lokalne wiagciwe w (—/2, —2) oraz (v/2, —2),
f ma maksimum lokalne wtasciwe w (0, 2),

0
) f”(x):lzg;?—s:lz(xz—g):12(x+\/g> (x_ %)

wypukia
pp/ +++++

wiec punkty przegiecia (—\/g, —%) oraz <\/§, —%)

funkcja jest wypukta na przedziatach (—oo, — %) oraz ( %, oo) ,

funkcja jest wklesta na przedziale (— \/g, \/g> ,
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7)
o |[(coo-va)| -va | (va. VE)| -VE[(-vE0)| o [(0vE)] V3 |(VEva)| v2|va
Fid + + + 0 — — — 0 + + +
f’ — 0 + + + 0 - - 0 nalll
I N AN R
8)
31y
flz) = z* — 4z +2
max
:
X
-2 -1 0 1 2
P.p. p.p
-1
- in
min
b) f(z) = (2? — 4z + 2)e”.
1) D =R,

2) f(=2) =((-2)* —4(-2) +2)e™® = (® +40+2) - & # f(z) -
funkcja nie jest parzysta,

—f(x) = — (2% — 4z + 2) * # f(x) — funkcja nie jest nieparzysta,
miejsca zerowe

(2 — 42 +2)e” =0, e >0, A=S§,

.%'1:2—\/5, $2:2+\/§

funkcja jest ciagta,

o] 0 0
: 2—4z42)e”® : S
ti S =t (o) (1 [2) 4 [E])) = o

brak asymptoty ukosnej w oo,

lim (x2—4x+2)e® — lim (22 —4x+2) [%} H
T——00 z——oc0 Te¥
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/OO 2 —9

_(2a—d) (2] 2 lim =

e T —ge?® ) _ _ >0 —00
TH=0 | pe= T — 2e7 |

moze by¢ asymptota pozioma w —oo

o] 0 0 0
lirgo(x2—4x+2)engirgo/ <1—§ +|5 )/:

T—r

wiec w oo brak asymptoty poziomej,

S 1TD),,

= lim
r—r—00

. . 2 _4z+2)
=00-0 = lim ] lim w =
T——00 . 0 T——00 (e—T)
e.t
N = B A P N—)
—€ S r——oo (—€ ) T——00 /

Tr——00
czyli istnieje asymptota pomoma y=0w —o0,

4) f'(x) = e* (=2 — 2z + 2?) x—(1+\/_ \/§))

+X /H++x

1+\f

f / na przedziatach (—oco,1 — /3), (1 + V/3, 00),
f \¢( na przedziatach (1 — \/g, 1+ \/§

+¥‘n ax 1111% ++ x

7777777 1+\f

5)

f ma minimum lokalne wlasciwe w (1 +3,(2-2V3) e”\/g),
f ma maksimum lokalne wlasciwe w (1 — V3, (2+2V3) el_\/g),

6) f(x) =€" (-4 +2%) =" (x4 2)(z — 2),
f"(z) =0, T1=—2 ,x9=2
miejsca podejrzane o punkt przegiecia,

f"(z) = €” (—4 + 22 + 7)
P == A0, ) = 46 £0,
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wiec punkty przegiecia (—2,13) oraz (2, —2¢?)

wypukta wypukta
B i NGy PR/ ++++  x

wklesta

funkcja jest wypukta na przedzialach (—oo, —2) oraz (2, 00),
funkcja jest wklesta na przedziale (—2,2),

7)
@ (=00, =2)| =2 | (-2,1-vB)[1-vB[(1-Vv52)| 2 [(21+VE)|[1+v3[(1+ V3 =)
£’ + 0 - = - T T T
7 T T ¥ 0 = = - 0 +_
f o j P.P. /’ max \ P-P- \, min j
8)
Yy
5
B N y =1
-8 -6 -4 2 0 2 4 6
-5
-10
-15 p.p.
-20
min
25

Przyktad 7.7. Rozwina¢ funkcje f(x) w szereg Taylora wokot a

a xz

()
()
()
()

6zt + 523 + 322+ 42 — 13, a=1,
e*, a=0,

=sinx, a=7,

= s

Xz

d r)=Inz, a=1.
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Funkcja y = f(x) jest rozwijalna w szereg Taylora

"a ™(a
(N ~a)+ D gy 4 T

f(z) = fla) + (x —a)" +..

’I’L

:I;—a)"

f(a

w przedziale (a — d0,a + 0), gdy

1) f ma pochodne kazdego rzedu w a,

2) lim R, = 0, gdzie R, = W(.T

n—oo
wzorze Taylora, ¢, € (a,z) dla x > a lub ¢, € (z,a) dla z < a.

— a)" — reszta szeregu we

Uwaga.

e Gdy a = 0, szereg Taylora nazywa sie szeregiem Maclaurina.

e Warunek 2. jest spetniony, jezeli wszystkie pochodne f(™(z) sa
wspolnie ograniczone w przedziale (a — d,a + 0), czyli istnieje
M taka, ze | f™(z)| < M.

Rozwiazanie.

a) Nalezy obliczy¢ pochodne dowolnego rzedu funkcji
f(x) = 6x* + 523 + 322 4+ 4z — 13, i ich wartosci dla a = 1

f(z) =62+ 52% + 322 + 42 — 13 f(1) =

f'(x) = 242 + 152% + 62 + 4 (1) =49
f"(z) = 722% + 302 + 6 f"(1) = 108
f"(x) = 1442 + 30 (1) =174
fW(z) = 144 f®(1) = 144
ﬂW@ fo1) =0
f(”) () =0 fM(1)y=0dlan>5

Fen)

oraz lim R, = lim (z—1)" = lim J(z —a)" =0,

czyli
’ 1 (n)
FO+ 8@ 1)+ E0@ 124 L 1) =
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=5+ (@e—1)+ (-1 + (- 1)+ 2 (- 1)+ 5 (z—1)°+- - -+
e

wiec szereg Taylora wokot @ = 1 ma postac
62t +50°4+32° +4r—13 = 54+49(x—1)+54(z—1)*+29(z—1)3+6(x—1)*.
b) Z tego, ze dla f(x) = e® pochodna dowolnego n € N jest postaci
f™(z) =e®, oraz f™(0) =1,
wiec rozwiniecie w szereg Maclaurina jest postaci

e = £(0) + Lz —0) + L0z —0)2 4. + L@z _gyn ...

n!
oraz w przedziale (—d,§) otrzymuje sie, 7e |e®| < ¢ = M.

Ostatecznie

) 11, 1, &
e =1+ ot a’ o+ o +'”_Z%ﬁ'
¢) Analogicznie
f(z) =sinx f(m/2)=1
f'(x) =cosz f'(m/2)=0

f'(z) = —sinx fi(m/2) = -1
f"(x) = —coszx f"(r/2) =0

f@(z) =sinz fO(r/2) =1
fO(x) = cosx fO(r/2) =0
fO(x) = —sinx fO(r/2) = -1
(z) = —cosz fO(x/2)=0
f®(z) =sinz f®(r/2) =1
dla ke N
fU) (2) = sinw fER (7/2) =1

)
f(4k:+1)(x) — COST f(4k:+1)(7r/2) -0
f(41<;+2) (x) — _ginzx f(41<;+2) (7r/2) — 1
f(41<;+3) (x) — —COST f(41<;+3) (7r/2) —0

funkcja sinus jest ograniczona, wiec lim R, = 0.
n—o0

Rozwinigcie f(r) = sinz wokol a = 7 jest postaci

us

)2 x7£4 x772k
Sinx:l_(z;?) +( 4!2) +"'+(—1)k'((2;))! +o=

= é(—l)k ' (I(zz%r))!2 :
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d) Analogicznie

f(x) =z, f(1) =0,
f'(x) = fa)=1
f%ﬁ—% J1(1) = -1,
’@) 2, /1) =2,
fO() =2, FO(1) = -6,

FO ) = (O (1) = (<1 (- 1)
. iy £ e qi GO yn
oras g B = i, @ o= g e e )

0 0
. —1)n+1 B : . e
= lim % [ (z — 1)n[ bowliest zsasiedziwa I — () Czyli rozwinigcie

n—oo

f(x) = Inz wokol a = 1 jest postaci

(z—1)?  (z—1)°
2 g —+

Przyktad 7.8. Wyznaczy¢ rownanie stycznej do wykresu funkeji
y = f(z) w punkcie zg
a) f(z) = 23+42®+52+1, ro=2, b) f(z)=e"", To = —2.

Inz=(z—-1)—

Jezeli funkcja y = f(x) okreglona jest na otoczeniu punktu z, i ma
pochodna w z, to wzor na styczng do wykresu y = f(z) w punkcie
xo dany jest wzorem

y = f(xo) + f'(wo)(x — x0).

Rozwigzanie.

a) Pochodna i jej warto$¢ w zo = 2 dla funkcji f(x) = 2 +42* + 5z +1 :
fl(z)=32>+8x+5, [f(2)=33
oraz f(2) = 35, wiec styczna w xy = 2 jest postaci

y =354 33(x —2), czyli y = 33z — 31.
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b) Pochodna i jej warto$¢ w zo = —2 dla funkcji f(z) = e**+?
fllx) =€ f(-2)=1
oraz f(—2) =1, wiec
y=1+1-(z+2), czyliy=x+3.

Przyklad 7.9. Wykorzystujac rozniczke funkeji, obliczy¢ wartoscei przy-
blizone wyrazen i oszacowaé¢ blad bezwzgledny

a) V80, b) cos(0,02).

Wz6r na obliczanie przyblizonej wartosci funkcji
Jezeli y = f(x) ma pochodna wlasciwa w ¢, to

f(zo + Az) = f(zo) + f'(0)Ar,
a btad bezwzgledny

Ay ~ | f'(zo)[|Az].

Rozwigzanie.

a) Nalezy znalez¢ funkcje, ktora pozwoli skorzystaé¢ z powyzszych wzo-
row. W rozpatrywanym przykltadzie mozna przyja¢ f(x) = /z oraz
za x( przyjac punkt, ktory jest w niewielkiej odlegtosci od x( i wartosé
funkgeji tatwo obliczyé, wiec przyjmijmy za xo = 81, wtedy f(81) =
V81 = 9 oraz roznica pomiedzy xg i szukanym to Az = —1. Ponadto
F/() = 5be, wtedy f/(81) = s = & wiee

f(81—1)= f(80) = V80 ~ f(81) + f'(81)Azx =
=9+ &£ (1) =9— & =81 =8,9(4),
Ay~ [FED][Ax] = &-(-1)] = & = 0.0(5)

b) Dla cos(0,02) funkcja f(z) = cosx oraz dla zp = 0 mamy f(0) =11
Az = 0,02, wtedy f'(z) = —sinz i f/(0) =0, czyli

c0s(0,02) = cos(0 +0,02) ~1+0-0,02 =1 oraz Ay =~ 0-0,02 =0.

Przyktad 7.10. [4] Z rogow arkusza blachy o boku a = 30 c¢m usunieto

cztery rowne kwadraty, z pozostalej czesci utworzono otwarte pudetko.

Jaka wysoko$é¢ powinno mieé¢ to pudetko, zeby jego objeto$¢ byta mak-

symalna?
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Rozwigzanie.

a—2z

7 rysunku widac, ze aby obliczy¢ x, nalezy znalez¢ ekstremum globalne
funkcji

V(z) = z(a — 27)* = 42® — 1202° + 900z,
gdzie 0 < z < 15 = a/2. Punktem podejrzanym o ekstremum jest roz-
wigzanie rownania V'(x) = 0, gdzie V'(x) = 1222 — 240z + 900

1222 — 240z + 900 = 0
12(z — 5)(x — 15) = 0.

Miejscami podejrzanymi o ekstrema sa 1 = 51 xo = 15 ¢ (0,15). Nalezy
sprawdzié¢, czy w x; = 5 jest maksimum.

V'(z) = 242 — 240, V"(5) = —120 < 0,

wiec rzeczywidcie jest to maksimum. Czyli wysoko$¢ otrzymanego pu-
detka powinna wynosi¢ 5 cm.

Przyktad 7.11. [4] Kawalek drutu o dlugosci 1 m wygieto, tworzac
figure wypukla w ksztalcie prostokata z polokregiem zamiast jednego
boku. Znalez¢ wymiary, przy ktorych figura ta zamyka najwieksza z moz-
liwych powierzchni.

Rozwigzanie. .
Yy
2x
Z rysunku wida¢, ze korzystajac ze wzoru na obwod, otrzymuje sie
1 T
Ob=2y+2x+7mr=1, czyliy = 3 T3

gdzie x,y > 0, czyli

1 1
——$—H>O dajexe(o, )

2 2 247
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Ze wzoru na pole otrzymuje sie funkcje

1
P(z) = 2xy + 57?372 =+ (—2 — g) 22,

Nalezy znalez¢ maksimum tej funkeji, czyli

P(z) =1+ (-4 — 7z,
P'(x)=0

miejsce podejrzane o ekstremum to
1 1
T = €el0,—],
44 ( 2+ 7T)

1
P'(z)=—-4—m, P (4+W> =—-4-7<0,

wiec dla z = = m pole jest maksymalne wtedy, gdy 22 = ;2 ~ 0,28 m
Yy = ﬁ ~ 0,14 m.

7.2. Zadania

Zadanie 7.1. Korzystajac z reguly de L’Hospitala, obliczy¢ granice
funkcji

s —124322 s 3e*—3
a) lim ==~ d) lim
) r—2 —dta? ) z—0 z?—dx?
. 2 .
b) lim 12Hl2etde? e) lim (2% + 3z +2)e?,
r_9 —4+z T——00
. . x 2
lim #2E ) lim —&-¢ .
c) vl ) 2y (@—2)(z+3)

Zadanie 7.2. Zbada¢ monotonicznosé funkcji

23—z6
a) f(z)=—13+ 9z — 6% + 23, c) flz) =5,
b) f(z) =26 — 423 — 622 + 9z, d) f(z) = (' + 2°)e".
Zadanie 7.3. Zbada¢ ekstrema lokalne funkcji
a) f(z) =32 —62*+3z+9, d) f(z) = (2® — 3z%)e"+?,
b) f(z) = 2®+ 3z* — 6z + 9, e) f(x)=In(z?+x+1),

o) fla) =54, f) f(z) = (2° — 5a4)er 2.
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Zadanie 7.4. Zbada¢ wypuktosé/wklestosé funkeji

a) f(z) =32 —62*+3z+9, d) f(z) = (=2 + 4z — 1)e”
b) f(z)=2®+ 32> — 6z +9, e) f(x) = (2 + 22?)e"2,
o) flz) = =4, f) f(x) =In(z?+ 2z +5).

Zadanie 7.5. Znalez¢ punkty przegiecia funkeji

a) f(z) =32 —62*+3z+9, d) f(z) = (—2*+ 4z — 1)e”
b) f(z) =23+ 32z — 62+ 9, e) f(z) = (z*+ 22%)e" ",
c) fz) =258 f) f(z) = In(z® + 2z + 5).

Zadanie 7.6. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji i naszkicowa¢ wykres

a) f(z) =9z — 622 + 23, ¢) f(z) = (2*+ 22%)e" "2,
b) f(z) = S(z—6), d) flo) = sihets

Zadanie 7.7. Rozwinaé funkcje y = f(z) w szereg Taylora wokot a
a) f(x) = cos(x), a=0, b) f(x) = —Inz, a=1.

Zadanie 7.8. Zapisa¢ wzor Taylora dla n = 2 i przyja¢, ze f'(x¢) = 0.
Od czego zalezy roznica f(x) — f(x0)? Zapisa¢ wzor Taylora dla

a) f(x) =e" dlan =25,
b) f(z) =sinz, dla n =4,
¢) f(z)=cosz dlan = 3.

Zadanie 7.9. Wyznaczy¢ réwnanie stycznej do wykresu funkeji
y = f(z) w punkcie zg

a) ()—9x—6x + a3, xg =2,
b) ()_ (ZE 6)’ To = 3,
c) flx)= (x +22%)e" 2, 1y = -2,
d) flw) == g =0,

z—1
Zadanie 7.10. Wykorzystujac roézniczke funkcji, obliczyé¢ wartosci przy-
blizone wyrazen
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a) In 0,99, b) sin 44°, C) +/4,002.

Zadanie 7.11. |2]| Do pomiaru wysokosci budynku zastosowano teodo-
lit, ktory mierzy kat z doktadnoscia 0,1°. Teodolit ustawiono w odlegtosci
100 m od podstawy budynku i wycelowano w brzeg wierzchotka. Kat,
jaki tworzy o$ teodolitu z poziomem, wynosi 35,7°. Z jaka doktadnoscia
mozna obliczy¢ wysoko$é¢ budynku?

Zadanie 7.12. Kawalek drutu o dlugosci 1 m wygieto, tworzac figure
wklesta w ksztalcie prostokata z pétokregiem zamiast jednego boku. Zna-
lez¢ wymiary, przy ktoérych figura ta zamyka najwieksza z mozliwych
powierzchni.

Zadanie 7.13. Kawalek drutu o dtugosci 1 m wygieto, tworzac figure jak
na rysunku. Znalez¢ wymiary, przy ktorych figura ta zamyka najwieksza
z mozliwych powierzchni.

Zadanie 7.14. [4|

Material potrzebny do wylozenia rowu nawadniajacego jest dostepny
w szerokosciach 3 m lub 6 m. Inzynier, ktory projektuje row, chce, aby
pole przekroju rowu bylo maksymalne oraz aby szerszy materiat byt
uzyty na dnie rowu, a wezszy na $cianki (przekroj w ksztalcie trapezu).
Jaka powinna by¢ glebokos¢ tego rowu?

Zadanie 7.15. [4]

Material potrzebny do wylozenia rowu nawadniajacego jest dostepny
w szerokosciach 3 m lub 6 m. Inzynier, ktory projektuje row, chce, aby
pole przekroju rowu byto maksymalne oraz aby wezszy materiat byt uzyty
na dnie rowu, a szerszy na $cianki (przekroj w ksztalcie trapezu). Jaka
powinna by¢ gleboko$é¢ tego rowu?



7.2. Zadania 133

Zadanie 7.16. [4]

Drewniane pudetko bez pokrywki ma by¢ zrobione tak, ze boki jego pod-
staw sg w stosunku 3 : 5, a pojemno$¢ ma wynosi¢ 7500 cm?®. Znalezé
wymiary pudetka, ktore minimalizuja powierzchnie uzytego drewna.

Zadanie 7.17. [4]

Sztywnos¢ belki o przekroju prostokatnym o wymiarach wysoko$é¢ — h cm,
szeroko$¢ — k cm dana jest wzorem Akh?, gdzie A — pewna stala. Jakie
wymiary ma belka, ktérg mozna wycigé z cylindrycznej kltody o srednicy
30 cm?

Zadanie 7.18. [4|

Dwa korytarze, jeden o szerokosci 1,5 m, drugi o szeroko$ci 2 m, taczg
sie pod katem prostym. Jaka najwicksza dtugos¢ moze mieé pret, ktory
mozna przenies¢ poziomo przez naroznik? (Wskazowka: wykorzystac kat
jako zmienna) Jesli oba korytarze maja wysokos$¢ 3 m, to jaka najwiek-
sza dtugosé moze mieé¢ pret, ktoéry mozna przenie$é przez ten naroznik
w dowolnej pozycji?

Zadanie 7.19. Zbada¢, ktory z trojkatow prostokatnych o danej przeciw-
prostokatnej ma najwieksze pole.

Zadanie 7.20. Wyznaczy¢ stosunek wysokosci do §rednicy najbardziej
ekonomicznej puszki do konserw (zbiornika na ciecz) w postaci walca, tzn.
takiej (takiego), ktora(y) przy danej z gory objetosci V' ma najmniejsze
pole powierzchni catkowite;j.

Zadanie 7.21. Jaki stosunek dlugosci bokow powinna mieé prostokatna
dziatka o danym polu powierzchni, by na ogrodzenie zuzy¢ minimalng
ilo§¢ (w rozumieniu: dtugosc¢) siatki.

Zadanie 7.22. Odkryty basen plywacki ma mie¢ ksztalt prostopadto-
Scianu o podstawie kwadratowej. Zaprojektowaé¢ go tak, aby przy danej
tacznej powierzchni dna i Scian bocznych miat on najwieksza objetosé
(inwestor ma 1000 m? plytek ceramicznych).

Zadanie 7.23. Jest koncepcja ogrodzenia fragmentu linii brzegowej i plazy
w ksztalcie prostokata przy prostoliniowym fragmencie brzegu jeziora
siatka o dtugosci 177 m. Planowana plaza ma by¢ w ksztalcie prostokata,
schemat ogrodzenia w postaci tamanej (lancucha odcinkow). Diugosé
siatki: AB+ BC'+CD+ DE+ EF = 177 m. Zaprojektowaé ogrodzenie
tak, by obszar plazy ogrodzonej byt najwiekszy, [10].
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D

plaka

A 3Z2m

E 45m F

\\- — jezioro \

Zadanie 7.24. Niech P(x) bedzie polem kwadratu o boku z i niech L(z)
bedzie obwodem kwadratu. Korzystajac ze znanych wzorow na P(z) i
L(z), pokaza¢, ze P'(x) = L(x)/2. Podaé¢ interpretacje geometryczna
wyjasniajgca, dlaczego AP =~ @Aw dla malego Ax.

Zadanie 7.25. Niech P(r) bedzie obszarem zawartym w okregu o pro-
mieniu r, a L(r) bedzie dlugoscia okregu. Pokaz, ze P'(r) = L(r) (uzy¢
znanych wzoréow z geometrii na pole i obwod kotla).

Zadanie 7.26. Niech V(r) bedzie objetoscia kuli o promieniu r, a P(r)
bedzie jej polem powierzchni. Pokaz, ze V'(r) = S(r) (uzyé wzordéw na
objetos¢ i pole powierzchni kuli).

Zadanie 7.27. Stup o dlugosci 3 m ma jeden koniec na podtodze B,
a drugi oparty o $ciane A. Jesli dolna czesé stupa znajduje sie 2,4 m od
Sciany i jesli odsuwa sie od Sciany z predkoscia 2 m /s, to z jaka predkoscia
wierzchotek A opada? [10]

Zadanie 7.28. Stup o dlugosci 3 m opiera sie o pionowa Sciane. Jesli
dolna czesé stupa odsuwa sie od Sciany z predkoscia 2 m/s, jak szybko
zmienia sie kat miedzy wierzchotkiem stupa a Sciang, gdy kat wynosi
7/4 rad? [10]

Zadanie 7.29. Stup o dlugosci 13 m ma jeden koniec na podtodze B,
a drugi oparty o Sciane A. Jedli dolna cze$¢ shupa znajduje sie 5 m od
Sciany i jesli odsuwa sie od Sciany z predkoscia 2 m/s; to z jaka predkoscia
wierzcholek A opada? [10]
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Zadanie 7.30. Kanal o szerokosci 1 m, ktorym splawiane sa drewniane
kloce (dtuzyce), taczy obszar lesny z rzeka o szerokosci 8 m i wpada pod
katem prostym. Jakiej maksymalnej dtugosci dtuzyce mozna splawiac

tym systemem kanal-rzeka?

Zadanie 7.31. Dom ma wymiary 10 X 8 m w rzucie prostokatnym.
Przy domu projektowany jest ogrodek. Wtasciciel domu dysponuje siatka
o dlugosci 46 m. Cze$¢ ogrodzenia stanowia $ciany zewnetrzne domu.
Jakie wymiary ogrodka powinien przyjac¢ projektant, by ogrodzona czesé

mialta najwieksza powierzchnie?

10

7.3. Odpowiedzi

Zad.a) 3,b)0,c) 1, d)—2,e)0,f) .

Zad. [.2

Zad. [3]

)

b) max = (—1 - \/§,17+6\/§) ,
min = (—1+\/§,17—6\/§>,

¢) max = (0,0), max = (4, 3723) ,

min = (1, —%) s
€
d) max = (0,0),

Zad.
a) wypukta: (%,oo) , wklesta: (—oo, %) ,
b) wypukla: (—1, 00), wklesta: (—oo, —1),

c) wypukta: (3 —+/7,2), (3+ V7, 00),
wklesta: (—o0,3 — V/7), (2,3 +V7),
d) wypukla: (—v/3, V5),
Wk]QSla: (—OO, —\/5)7 (\/gv OO),

f\¢ dlaz € (0,1),(1,00),
f 4 dlaze (—3—+5,-3+5),(0,00),
f\ dlaz e (—o0,—3—v5), (=3+V/5,0).

min = (—\/g, —6(3 + \/6)62"/6) ,
= (V6,6(=3+V6)e+ve)

wypukta: (=3 — /7, =2), (=3 4+ /7, 00),
wklesta: (—oo, —3 — V/7), (=2, -3 +V/7),
wypukla: (=3,1),

wklesta: (—oo, —3), (1,00).
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Zad.

—_
—_
-3

~

) .
) ig (2,0), (3— V7, (58—22\[) *5+\ﬁ), <3+ V7, (58—|—22ﬁ) e—5—ﬁ) ’
d) p.p.:( \/5,( 6 — 4\[) ) (\/5’ (—6+4\/5> e‘/g) )
) P (=2,0), (=3 -V, =2 (294 11V7) e 1 VT) | (=34 VT, (=58 + 22v7) e 14T |
) p.p:(—3,In8), (1,In8).

y max(1,4)

f(zx) = 9z —[6a” + a® max(—1,¢)
3 f(m) = e’*r"(m3 + 21’2) «
, p-(2,2)
4
0 1 2 3 4 5 *
min(3,0)
b)
y
@)= (33 —6
-5 0 5 .

> 2k > xT— k
o a> S D b) X (DRI

k=1

Zad. nf(x F(@o) + f'(wo)(x — wo) + 5 £ (wo)(z — x0)® + Rs

a) ez%emo-l—ez‘)(a:—a:o)—i-le%(a: :c())2+1e“”0(x x0)3+2iem0(a: xo)4+ﬁ610(x—xo)5+R6,

b) sinz = sinzo + coszo(z — o) — 1smzo(x—:co)z—écosmo(z—:co)3 214sin:co(z—xo)4+R5,

c) cosx~cosx0—81nm0(m—mo)—%coszo(m—mo) +ésmxo(x—mo) + Ry.

Zad.a)y:waJrS,b)y:f%x+§,c)y:4w+&d)y:fofS.
Zad.|7.10|a) f(z) =Inz, zo = 1, Az = —0,01, f(1) =0, f'(z) = l , J7(1) =1, wiec In0 99 ~ —0,01,

b) f(z) = sinz, zo = 45° = 7 =~ 0,785, Az = —1%rc = —% 0,017, f(7) = %5 =~ 0,707,
f'(x) = cosz, (%) = %2 ~ 0,707, wiec sin44° & 0,695,
¢) f(@) = V@, w0 =4, Az = 0,002, f(4) =2, f'(x) = 32=, f'(2) = 0,25, wiec /Z,002 & 2,0005.
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Zad. [.11]
o) =d-tga, W)=
el ¥ = £ @ * = osta
S ™
Sy Aa=0,1°— =~ 1
b \ Ae 0,17 soo & 0,00175,
Sy a=35,7°
d ﬂx Ah =~ |K(a)| - |Aal =
100 100
= .0,00175 = ———— - 0,00175 ~ 0, 26 .
0s2(35,7%) 0,81312 e
Zad. [[12
2
a) 3T\ b) 23 _1+4x78(1+\/§)x
P = 9 T 2 P(z) = ]
o/ N\ P =a+(-2-F) VI Pl =S
2 1
Ao y PN S
y S 11 4v2
_5—\/§m 22 v 2-42
x ¥="2 ' y=—g &
Zad. [[.14] Zad. [[.15]

P64k s= VB R he(©03),
P(h) = (6 + V9 — h?)h,

|
|
1
33 hy
|
I
|
|
|

h= 7 ~279m,

=

| o

(\/gfl)zl,lm.

6

Zad. y =29, P =1522 + 16zy, wymiary pudetka: 3z = 2V/302 ~ 19,31 cm,

_ 10102 ., _ 5¥152
b = 3 32,18 cm, y = 25 12,07 cm.
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Zad. [T17
k=1/302—h2, he(0,30)
P
e H = AkR®,
30, - h
L H(h) = Ah*/302 — h2,
- h =153 ~ 25,98 cm,
k k=15cm
Zad. [LI8]
I=lL+b=y/(15+z)"+ 2+,
ma_ LB
sina = 5 —ll, ’ 75
COSC\.’*Zl*E yil‘,
T
/ 12
I(z) = 6.25+%+f+3:r+x2,
T x
=6, y=—o

1~ 4,93283 m,
L=+9+1?~5,77346 m.

Zad. [L.19]
=+ - =c-d?
p-2
2
P(a)zla ct—a?
2 a c
a€ (0,¢)
29,2
P'la) = c—2a
2V —a?
Pla)=0dla a=-—=
() \/5 b
32 *23
P'(a) = i Py =-2<0

o/ —a?(—c*+a?) V2
wigc maksimum funkcja osigga dla tréjkata o wymiarach:
c

7

a=0b=
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Zad. [7.20]
wd? nr AV
ot 3V Pd)=0dlad=
4 wd? ™
2 7
I 1’”]:?r+&
I = 9 + u(l.'h (r) d;{
r 4V Sf4V
Py=L4+= d>0  p(dE) Zsrs0,
2 d T )
, 4V . g ; S oo
P(d) = dn 7 wige minimum funkcja osiaga, gdy
34V
d=h=4 —
Zad. [21]

P=ay—y=2L 2,y>0 L=22+2y=22+2PL L'(x)=2-2P%,
L'(zx)=0dlaz=+P, L"(~VP) =2+
Zad.[.22]

V =a2b, P =1000 = a2 + 4ab — b = % iV(a) = 2 (1000 — a?) , a € (0,10v/10), czyli

V/(a) = 250 — 322

V'(a) = 0dlaa =10 %, V' (a) = —37“ oraz V' (101/13—0) = —5v30 < 0, wiec funkcja osiaga

maksimum dla a = 104/22 ~ 18,26 m, b = 5,/42 ~ 9,13 m.

Zad. [[.23]

P =ab,Ob =177 = 2a+b— b= 177—2a, a € (0;88,5), czyli P(a) = a(177—2a), P'(a) = 177 — 4a,
P’(a) =0 dla a = 44,25; P"(a) = —4 oraz P''(44,25) = —4 < 0, wigc funkcja osiaga maksimum dla
a = 44,25 m oraz b = 88,5 m

% > 0, wiec funkcja osigga minimum dla z = y = v/P.

Zad. [[.24]
P(x) = 22, wiec P'(x) = 2x oraz L(x) = 4z — 2z = @7 czyli P'(z) = L(QI)'
Zad. [L.23]
P(r) = 7r?, czyli P'(r) = 2mr = L(r).
Zad.[L26
Vir) = gart, wige V/(r) = § - pr? = dmr? = S(r).
Zad. [1.27]
2,4 b(t)

()2 2 _ 32 —1,8-0 (2,41 202, wi () = 224420
(1,8—2())?+(2,4+2t)° = 3% = 2(t) = 1,8—/9 — (2,4 + 2t)%, wigc va(t) = ' (¢) Vo-(2a+26)2°
t € (0,3/10).

Zad. [1.28]
vb:gm/s:?—)b:Ztorazsina:W_)Qt: sir?oz _%’

2 2
: 3 3 _ 92 i _ 3 / 1 .
z tw.Pitag. (\/Efz(t)> + <\/§+2t> = 3% otrzymuje si¢ z(a) = i 1— o5, wige

v(a) = xl(a) = 1 3clos aSin'B «@ ’
——

sin
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b(t) =2t
Zad. [.29]
vpB :2m/s=%ﬁb=2t7

(12 — 2(£)2 + (5 + 20)2 = 132 = () = 2 (6 V36 5= t2) , wiec va(t) = 2/(t) = —\/%.

Zad. Analogicznie do

Zad. [731]

L=46=z+(xz—-8)+y+(y—10)=22+2y—18 >y =32 —uz,

pole P = zy — 80, wigc P(x) = —x2 +32x —80 ; = € (0,32) oraz P’'(x) = 32— 2x. Miejsce podejrzane
o0 ekstremum (P’(z) = 0), to z = 16, P"(z) = —2, P"(16) = —2 < 0, czyli funkcja osiaga maksimum
dla z =y = 16.

X

y—10
8

10




Rozdzial 8

Calki nieoznaczone

Zadania dotyczace calek nieoznaczonych: catkowania funkcji elemen-
tarnych, catkowania przez czeéci, podstawienie.

8.1. Przyklady

Przyktad 8.1. Obliczy¢ caltki nieoznaczone

5 2 2
a) /x4dx, /Vx4da:, /—5da:, /—dZL“7
T T
4 2 7
b) /<4x — 3 —|—2x—5—|——)dx,
T

¢) /(%+%+2\7/ﬁ> da,

d) /(4e:”+5sinx—6cosx—sin2) dx,

e) / (3tgz — 2ctgz + €* + 5°) d,

f /(C0522x+x22+9) 4z,
0 [ (5= va) ™
) /(\/45—562+\/x22— 1) t

3
3 /:)3 +27dx
T+ 3
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Catki nieoznaczone

Calki pewnych funkcji elemen-
tarnych

/ Odz = ¢,
ldx = /d:l; =x+c,

adr = ax + c,

1
:(1:0—"_1 (1+l+( (l#*

1
—dz = =lIn|z|+ ¢

7

e“dr = e* + ¢,

sinxdx = —cosx + c,

tgzdr = —1In|cosz| + ¢,

ctgxdr = In|sinz| + ¢,

/
/
/de_hm c, a>0
e
=

= —ctgzx + ¢,

1 T
/m aarctgaJrC a%O,

@
=arcsin — + ¢, a#£0,
a

=In ‘a:—i-\/xQ + ag‘—l—c,

dx
[

dx
[7m=

gdzie c € R.

Uwaga.

- /(a-f(x) :I:b-g(x))dx:a/f(:c)d:r:l:b/g(w)dw,

e Calkujac sume/réznice funkeji, stata ¢ dopisuje sie tylko raz.

Rozwigzanie.

3d;U = 2/ x2dr =

2 1
/—dac: /dx:2ln|x\+c:21n|x|—|—c,
T

—1
i 4=

% 214

+c,
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b) <4:c — 327 +23:'—5+

’ 1
:4/,1'1(/,1‘—3/1 (]t—|—2/1(/1—/)(11+7/dx:
T
_'_

=3 st = 5r 4+ Tnjz| 4+ ¢ =

aq 71_ T

1
ct =3 / T2 / —br+Thn|z|+c=

=22° —2® +2? —5r + Thn|z] + ¢,

5 3 7 ‘ —4 L1 A 1,
c) /(E—i—ﬁ—i—Z\/E) da::5/‘1‘ (/.1'—|—3/.1' 1(1.1'—}—2‘/ r7dr =

. — 441 —i41 1 _
=5 — g +3'7g+1" Ct2 _+1 o=

_ _5,.-3, 3.1 2 i _ 5 14,7/ 4
=2z +gxz+t71x7+c_—$+6\/§+ﬁx\/x + ¢,

d) /(4ex+581nx—6cosx—sin2) dr =

= 4/exda: + 5/ sinzdr — 6 — sin 2/ ldx =

=4e” +5(—cosx) —6- — (sin2) - x4+ c=

=4e® —5cosr — 6sinx — xrsin2 + c,

e) /(3tgx—2ctgx+62+5’”) dr =

= 3/ tgxdr — 2/ ctgrdxr + 62/ dr + / 5%dx =

=3 (—1In|cosx|) — 2In|sinz| + €?

ln

= —3In|cosz| — 2In|sinz| + ze* + 2= + ¢,

/ 2 Nar=2 +2/ v
COS2 249 T 2 +32

+ 2% alctg + ¢ =2tgx + Farctg £ + ¢,

/ 3 d 3 2/ dx
—_ xTr = [ —_—
sin? x - x2 V32— r2

-( — 2 arcsin § + ¢ = —3ctgr — 2arcsin g + ¢,

/(\/4—:1:2 \/x22—1>d$_5/\/7 |
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= 5-arcsin 5+2In ‘r +Var? — 1}+c = Harcsin 5+21n |$ + Va2 — 1‘+c,

, @ +27 [ (z4+3)(2* —3z+9), 5 B
1)/ x+3dx—/ 3 dx—/(:c — 3z +9)dr =

= -3 + = 107 =3- 20790 +e = 328322+ 9z +c.

Przyklad 8.2. Obliczy¢ calki nieoznaczone, korzystajac ze wzoru na
catkowanie przez czesci

a) /xezdx, d) /(10x—|—5) sin zdzx,
b) /x?’ In |z|dz, e) /(533—1— 10)e*dx,

c) /1n\:c|dx, f) /ezcosxdx.

Uwaga.

e Wzor na catkowanie przez czesci:

co symbolicznie mozna zapisa¢ w postaci

/

@ v

| |
fo-@us=ioh —@@- (@@
| |

e v = [v/dx + ¢, we wzorze| na catkowanie przez czesci stala c
dopisujemy dopiero po catkowitym scatkowaniu (po pozbyciu
. 1 .
sie catki), wiec b= (ks

e Ze wzoru na catkowanie przez czesci korzysta sie do catkowania
iloczynu funkcji.
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Rozwigzanie.

= (@)-(e*)- /3 e dx = xe® — e +c,

\
|
l
|
V= fexdx =e” T/ e*dr = e* + ¢

Infzf)  2*
|

|

N |
b) /x3 In |z|dz = /@iln]xud:v : [1] AN N =
| ol A |
| |

. 4
vzfxddx:%

—.m /L/ dx— ln|x\—%+c,

TL/I(ZIMJF(

Y ‘ Injz) 1 |
v TN ‘ !
c) /1n|x|d$ = /@-i1n|$|:d$ =, \ =
\__/ o Re—@
| v = f ldx =z
=(x)- m /J & dr =zln|z] -z +c
/ xdr =x +c
/// \ -
d) /’(mx +5))- dx =
N4
| g T |
:: 10z + 9 St L v:fsina:d:v:—cosx
10 (coszh)

S

= [(101‘ + 5)} : [(— oS x)] — /10] - (—cosx) dx =
—(10z 4+ 5) cosz + 10 smxﬁ

0 [ cosxdr = —10sinz + ¢
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e) /(5a:+10) ey =

(1) (- [(3)

Catki nieoznaczone

|
. L v=[e"dx =e"
5 |

e’ dr = (5x + 5)e” + ¢,

Uwaga. Nalezy dwukrotnie scatkowaé przez czesci.

,U/
:/ex-cos:ﬂ:/cosz-das:

| D e’ |
! - \4 =
I (—sinzx !
| |

v’
:e‘”cosx—/el’-(—sinx)dx:excosa:+/sinx (@M)dx =
I

| >L |
[ : [

= ™~ = e cosx + e’sinx — /egccosxdm ,
| cosz |

/

I =e*cosx+e*sine — 1,

I =

N | —

(e" cosx + e"sinx) + c.

Przyktad 8.3. Obliczy¢ caltki nieoznaczone, korzystajac ze wzoru na

calkowanie przez podstawienie

a) / (3z + 7)"dx,

b) /sin(63:+5)d:r,
c) /x 2x — 4dx,
d) /egz”dx,
e) /xe’”de,

f) / sin® x cos® wdz,
eﬂ?
d
8) / 2o 0
h) /(3:102 +1)(2* + = + 11)*dz,

i) / V1 — 22dz,

] 125dx
) [
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e Wz6r na catkowanie przez podstawienie
T gl =t
/ ([g j/) [ dxj g (x)dr = dt_/f(t)dt

e Wz6r na catkowanie przez podstawienie mozna tez zapisac

[iw = 2 = 50 = [ rems

gdzie ¢(t) jest rozniczkowalna i réznowartosciowa w (tq,ts)
i przeksztalca ten przedzial w przedzial (a,b) oraz f(x) jest
catkowalna na tym przedziale.

e Ze wzoru na catkowanie przez podstawienie korzysta sie przy
catkowaniu funkcji ztozonych.

e Po scatkowaniu wzgledem nowej zmiennej nalezy pamietac, aby
wroci¢ do zmiennej z. W mys§l zasady zadanie w x-ach, wiec
odpowiedz tez w z-ach.

e Zat podstawiamy funkcje wewnetrzna. Mozna pomysleé: Gdyby
w tym miejscu byt x, to wiadomo by byto, jak policzy¢ catke,
albo za to, co ,gorzej wyglada”, przyjac t.

Rozwiazanie.
e 3r+T7 =t
0 [GarDd)” =) s = di = [0
! de = %dt‘
1 1 L 5m L 16 16
=1 [ t¥dt = = t = —t =—Bx+7
3/ 3 51 +c e +c 48(a:+ ) +c,

=
&
=
—~~
D
8
+
ot
=)

\
|
D
IS
&
I
QL SH
~

_ 4“4 _

=
=
=
|
Q
~
|

| dr = ldt‘
v 1 1
= smtdt:—écost+c:—écos(6x+5)+c
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Catki nieoznaczone

<t+4> la  2x—4 = t |
/. e—4) () = & = Lt+4) =
! dr = %dt ‘

/1(t+4)\fdt /(t\/+4\/)dt /(t3/2+4t1/2)dt:

= L2 d g2 o= B2y o Gt da

N 10 3
i

Ny

gd’ \3.T+2 =
d) / 32y = / m. = 3dr = dt

\
der = Ldt

' 3
1 1 1
:/6t'§dt:§/6tdt:§€t+C:§63x+2—{—C,

a? o=t
1
)/xe dx/‘@ ‘2xdm —/et-idt—
|

jxd:v:

I
S8
~

N =

1 1
/etdt = §et—|—c: 56‘”2 +c,

f) / sin® x cos® xdx = / sin® x cos* x cos vdr =

_cos’r = 1 —sin®z |
costz = (1—sin®2)?"

/[sm x) - 2[8111 x) +[Sln10 xj ) cos mdm —‘ sinz = ¢ ;:

‘cosxdq::dtj
—/(t6—2t8+t10)dt—ﬁ—2 ﬁ+ﬂ+c
- 7 9 11 "7
in? i 9 11

__sinx _ 2sinz sin**

1 ps /%dt 544det = t |
g)/5 det dw_/ WD) = gy = LT

(5+4ety

_l’_
In |5 + 4e”
=1 [ =T+ e= 2R

:/Sin6 2(1 — sin® x)? cos xdx =
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dt

h) /(3x2 +1)(2* + = + 11)*dx :/( P +x+11 ;20 (322 + 1)dz | =

cost = +/1—sin’t
2sintcost = 2zv1 — 22 !

%arcsinx +c= %x\/l —x2+ % arcsinzx + ¢,

ttr+1l =t 20 i+c (2 + 2+ 11)% .
(B2 + 1)dr = dt‘ 21 21 ’
. x = sint |
\ . \
i) /\/1—:U dm—} t ; co_sztdi = /\/1—8111 tcostdt =
\ 205) |
L x € ( 1L,1)
B ‘COSQt—QCOS t—1, 1 1
_/cos tdt = ' cos’t = Leos2t + L /<§cos2t+ dt =
; Qt = y \
1 1 1 1 1
=, 2dt = dy :/—(cosy)-—dy—i—/—dt:—siny+—t+c:
\ r = sint \
| t = arcsinzx |
=1sin2t+3t+c=| sin2t = 2sintcost '=1.9p\/T 224
| |
| |
| |

o o= 8 |
| _ 5 |
) / 125dz 125de | M= ff at /125 o
_— B i €T = _— =
) 5V + /x SlP 4l s e 513 + t2
: \6/5 = t :

125¢° 125¢3 1
6 [ =————dt=06 dt=6[( 25> —=5t+1— ——— | dt=
/t2(5t+1) /5t /( LT )

(25t3 @+t—%ln]5t+1\)+c:

(25f 5;@+\6/’—§1n|5\6/5+1|> te

6
6
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8.2. Zadania

Zadanie 8.1. Obliczy¢ caltki nieoznaczone

a) /(6x5 — 5zt 4+ 42® — 3% + 22 + 13)dz,
300

b) / (3z* 4 52" — 2002® — 5+ 300)dx,

6 7 A1V a2 ,
¢) / (ot 4 S - TVEAVE L s Vi)
€T T €T

2 7
d) / (23:2 — 32! R ;) dx,

e) /(6902 + 8z — 1)d,

0 [o-ne-2e-s0w [(red)w

g) / jg—m / 5% dx,

[ o) [y,

i) /ﬁ%ﬁ’dx, D) /%dﬂ

i) / o\ Jot Vade, Q) / (1+ ¢*)dx,

k) /(e—%) dz, r) /mﬁ\%d%

) /j;lldim S) /(e3+xln2+5xe+66f) dz.

Zadanie 8.2. Obliczy¢ catki nieoznaczone, korzystajac ze wzoru na cal-
kowanie przez czesci

(6x — 2) cos zdz,

a) /(2:6 — 3)e"dx,

b) /x4ln|x]d$, /791:—1—4 e“dx,
In |z|
C)/ p dx, /

e sin xdzx.
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Zadanie 8.3. Obliczy¢ caltki nieoznaczone, korzystajac ze wzoru na cal-
kowanie przez podstawienie

a) [ (8z —4)"dx, k) /x\?’/ 322 + 1dz,

d
b) [ cos(bx — 3)dz, / f
rln® |z|’
c) [ xvix — 8dz, / In || dr,
/2 +51n|z|
d) e 32y, / sin xdx
1+2cosz’
e) [ cos®xsin® zdu, /
cos(br — 2)d
efL‘
dz, /sm (3z +5)d
8) 8r — 5’ /sm (2x — b)dxz,
h) [ e7*du, / 1202 + 327 — 7
020 473 + 1622 — Tz

—
~—

i
|
8 n

~
—
_|_
a
8
8
s

)/ 1222 + 322 — 7 d.
(423 4 1622 — Tx)b

1222 + 322 — 7
VAx3 + 1622 — Tx

—.
~—

—+

OS]
8
U

B3

t)

T,

u) [ (42® 4+ 162* — T2)?(122* + 322 — 7)du,

<
~—

(42 + 32 + 1) (2" + 2° + 2)*dz.

Zadanie 8.4. Obliczy¢ caltki nieoznaczone

a) /41:3 In |z|dz, b) /e”‘“ cos xdx,
c) /(791:6 + 52 + 4a® + 3% 4 22 + 1)dx,

d) / (462333 + (14 e)af + ¥ (3 4 8w)> du,

e) /(3x + 1) sin(5x — 2)dz,
f) / (1;2 + (102 — 1) cos(5a? — x)) dz.
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8.3. Odpowiedzi

Zad. Bl
a) o8 — 2% + 2% — 23 + 224+ 132 + ¢, )
5 8 9
D Y
)
c) 3% — T3 13/2 +W+500x+
6113/6 m)
+ + 7
n)
Q) % _ 3%+8x1/4+5x+71n\x|+67
e) 22% +42% —z+ec, ”
f) 6o — a2 | 953 % +ec, K
s 2 q)
8) 2% o )
T
19/6 4
hy Se— T 4o
2 S)

Zad.

a) (2z — 5)e” + ¢,

d) 6cosx — 2sinz + 6z sinz + c,

183l

ﬁ(fél +8x)16 + ¢,

—% sin(3 — 5z) + ¢,

)
)
¢) A(-2+2)%2(4+32) +c,
)
)
)

;e—Q—Sx +c,

7cos7x 4 2cos? z _ cost?
7

9 11
In |—4+5e®
_% +c,

x
+c,

In|—54+8x
|=5tsel o

)

h) —%6731 + ¢,
)
)

i) i,
—In|cosz| + ¢,

(1+322)*/3

B G

Zad. 84

a) f%+x4ln\x|+c,
c) w7+x5+x4+z3+12+x+c
e) —%(14—3:{:)005( x—2)+

= sin(5z — 2) + ¢

b) —% + %ms In |z| + ¢,
e) (Txz — 3)e” + ¢,

= B
2 e o B E =

=)

Q T

—

w0

b

o

)
)

Catki

%w7/3+c,
e* —2In|z| + ¢,
e’ —x +c,

5 157
%2 Tz T 6
175%
1n175 +e

2362 + = +4ln|m\+c

2e® 4+ £~ +x+c
352/3 610/6
2 5 7
ln2 2 5x¢
edz + + e+1 +6e
1 1
)% (—Cosa:-l—sina;)-i—c.

+ ¢,

41n4 ||

%(—4+5ln\x|)«/2+5ln\x| +c,

—%1n|1+2605x| +c,

f% sin(5z — 2) + ¢,

f% cos(5 + 3z) + ¢,
f% cos(2z — 5) + ¢,
In 423 + 1622 — Tz| + ¢,

-1 @
505 (—7+16z+422)° te

g (w (—7 + 16x + 4z2))4/5 + ¢,
%az% (77 + 16z + 4302)20 +c,

%xm (1 + 22 4 :63)21 +c.

%e“ cosx + %e“ sinz + ¢,

P 2
edz+4z + 62$4 + 1.1+e + ¢,

f) 121n |z| + sin(522 — z) + c.

nLe0ZNaczone



Rozdzial 9

Calki oznaczone, niewlasciwe,
zastosowanie rachunku calkowego

Zadania dotyczace obliczania catek oznaczonych i zastosowania catek
do obliczania pol, objetosci itp. oraz catek niewlasciwych.

9.1. Przyklady

Przyktad 9.1. Obliczy¢ catki oznaczone

1 2 z

a) /(6x5—5x4—1)dx, ) / (1+ e%)dx e) / cos 2z,

0 1 —3
2 3 2
322+ . /
b) e dx, d) /ac sin xdzx, f) /(33: + 5)°dz.
1 0

0

Calka oznaczona funkeji f na przedziale (a, b) jest liczba dana wzo-
rem
b

b
/ f(z)dz = F(z)| = F(b) - F(a),

a

gdzie F(z) = /f(x)dx oraz f jest ciggla na przedziale (a,b).

Uwaga.

e Obliczanie calki oznaczonej wykonuje si¢ analogicznie jak catki
nieoznaczonej.

e Mozna najpierw obliczy¢ caltke nieoznaczona, a nastepnie wsta-
wié¢ granice catkowania.
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Rozwigzanie.

a) I sposob
Polega na tym, ze najpierw oblicza sie catke nieoznaczona, a nastepnie
wstawia sie obliczong funkcje do catki oznaczonej i liczy jej wartosci
w granicach calkowania.

Calka nieoznaczona . .

/(6x5—5x4—1)dx:6'%—5~%—x+c:x6—x5—x+c.

F(x)
Calka oznaczona

1
1

/(6905— bt 1)dz = 25— 25— x‘ = (1%~ 15~ 1) — (0°~ 0°— 0) = —1

0 N J/ N J/

0 F(z) F(1) F(0)

1
aternatywny _ [q;ﬁ— - x]o = (1%~ 15~ 1) — (0°— 0°— 0) = —1.

IT spos6b
Oblicza sie bezposrednio catke oznaczong
1
6 5 1 1
/(6x5—5x4—1)dx— [6-x——5-x——x} = [xﬁ—xg’—x] =
6 B 0 0
F(z)
= (1= 15— 1) — (0°- 05— 0) = —1.
2 2
3 2
b) / xx:_ L = /(3x_1 + 2 Y dr = [3 Inz + T 1x_2+1} =
1 , !
- [3111:5 - ﬂl —(3m2-1)—@BInl - 1) =3m2+1

0

c) /(1+ea’")dx: [l’+€w]j:(2+62)—(1+61):1—6+62,
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Uwaga. Nalezy zastosowa¢ wzér na catkowanie przez czesci
(analogiczny jak dla calki nieoznaczonej)

/b w(@) o (z)dz = [u@).u(x)K _ / o ()

3 3
' _ AU ' juy
wsingdy =' " U TAMT [—xcosx] *— [ 1-(— cosz)dz
‘' =1 v=—coszx' 0
0 ‘ ‘ 0
3 3 . 3
= [—xcosx} —I—/cosxdm— —xcosw] + {smx} =
0 0 0
0
= (— gcos g) — (—0-cos0) + (sing) — (sin0) =1,
—_——— ~——
—/—’4/2_0:0 —0-1=0 “’—’1 0

e)

Uwaga. Ten przyktad wymaga skorzystania ze wzoru na catko-
wanie przez podstawienie. Mozna go rozwiaza¢ na dwa sposoby:

e obliczy¢ najpierw calke nieoznaczong, a nastepnie wstawi¢
otrzymang funkcje w granicach catkowania, czyli
F(b) o F(a)v

e zastosowaé wzor na caltkowanie przez podstawienie, zmienia-
jac granice catkowania

S
R
N
=
S
N——
Q\
—~
B
=
g
Il

=l

a0 2

R |

Q ~~
=
I
R
=
=
\.@F

gdzie ¢'(z) jest ciagla, g(z) rosnaca dla x € (a,b) oraz f(t)
ciggta na (g(a), g(b)).

I sposéb

Calka nieoznaczona
20 =

! t
1
/cos 2edr = 2de = dt = /(Cos t) - =dt =
od Lot 2
x 2
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1 1, 1,
=3 costdt2581nt+c:§$r12x+c,

——
wiec catka oznaczona
3 .
1 2 1 1
/cos2a:dx = [§sin2x1 B == §sin2 . % - §Sjn2. ( — %) —
2

Wl

= isinm — 3sin(—m) =0,
0 0
IT sposoéb
Bezposrednio ze wzoru na catkowanie przez podstawienie (ze zmiang
granic catkowania)

 2r =t !
3 2dr = dt o
1
/COS ordy =1 4t = 3dt = /(cos t) - =dt
| T T . |
A
5 = 2 % =7 \
L (R |
=5 [ costdt = |ssint| = —sinm — —sin(—7) =0,
2 . 2\\0/" 2 —
-7 0

f) analogicznie do poprzedniego przyktadu

I sposob
\3$+5 =t \ 1 1
/(3x+5)5dx: 3dv = dt |= /t5 3dt = §/t5dt
| dr = %dt‘
3z +5)°
1 fre=tre= U,
——
F(x)

czyli
1

/(3x+5)5d1; _ l%}: _ (W) _ (—(3'01; 5>6> _

0

_ 8 56 _ 27391 __
=R 1w = 5 = 13695,5.
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IT sposob (ze zmiang granic calkowania)

1 3xr+5 =t
! o 3de = dt % 1 5
/3x+55dx— der = %dt:/t5~§dt:§/t5dt:
0 | 0 — 5 ' 3 5
| 1 — 8

8 8
I I L R 86 56 _ 27391 __
- [5 . 3]5 - [1_8}5 =& 5 = 209 _ 136955,

Przyktad 9.2. Obliczy¢ pole obszaru

a) ograniczonego przez dodatnig cze$¢ osi OX i wykresem funkcji
y = —2x° + 4x,

b) ograniczonego dodatnia czescia osi OY oraz wykresami funkeji y = e”,
y = ex,

¢) ograniczonego wykresem funkcji y =

d) ograniczonego wykresami funkcji y =
y=—32°+ iz +5,

e) ograniczonego dodatnia czescia osi OX oraz wykresami funkeji
y =222 y=—x+3.

r—1)(x+2)(x—3) iosia Oz,

(
%xz + éx + 1 oraz

Pole trapezu krzywoliniowego

P /f szf/bf(:c)dm
P=P + P, / (x)dx /f

P

c | b
P :/f(zr)dz 3 P, :/q(r)dr 1
: b *
b

a ¢
P=Pi+ P = / f(a)de + /WJ‘“




158 Catki oznaczone, niewtasciwe, zastosowanie rachunku catkowego

Uwaga. Aby obliczy¢ pole, nalezy:

e wykonaé szkic wykresu funkcji,
e wyznaczy¢ granice catkowania,
e obliczy¢ catke oznaczona.

Rozwigzanie.
a) Przeksztalcajac wyrazenie y = —2x? + 4z do postaci iloczynowej
y = —2x(x — 2), badz liczac A,z; = 0,25 = 2, mozna wykona¢

szkic wykresu i ustali¢ granice catkowania.

y

0<x<?2

NastQpnle obliczy¢ pole, korzystajqc zZ odpovvlednlego wzoru

P= [ (=22%+42)d 2. 4‘ S
/< o+ dr)de = [~ 20300+ z 2l =[5t -
0
_ (=2 —2 _ —16 _ 8
- (?.23+2-22) - (?~03+2-02) — =6 48— 8 a2 (6).
b) Nalezy wykonaé¢ wykresy funkcji i wyznaczy¢ granice catkowania. Na-
stepnie obliczy¢ pole, korzystajac z odpowiedniego wzoru

1
@ ik 1 L 0 2
P= [ (e"—ex)d [e —e-—x} =(e—e=-19)—(e"—e-=-0°) =
0

26—56—1256—1%0,36.
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c¢) Nalezy wykona¢ wykres funkeji i wyznaczy¢ granice catkowania. Trzeba
zwrocié uwage, ze cze$¢ wykresu lezy pod osia OX i pole nalezy po-
liczy¢ zgodnie z odpowiednim wzorem na pole

) -1 0 1 — 2_ 3
—2<z<l1

1 3
P:/(:c—l)(x—i—Q /:c—l (x4 2)(x 3)dx:
2
Do
1 3
5 1 5 1
:/(3—§x—x2+§x3>d1’—/<3—§x—x2+§x3)dx:
—92 1
3 z3 x41 3 52 o3 x43_63 8_253N1013
R e P e e e T R T 7

d) Nalezy wykonaé¢ wykresy funkeji i wyznaczy¢ granice catkowania. Na-
stepnie obliczy¢ pole, korzystajac z odpowiedniego wzoru
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e) Po wykonaniu wykresow funkeji wida¢, ze nalezy zastosowaé¢ odpo-
wiedni wzor na pole, obliczy¢ odcieta (wspolrzedna z-sowa punktu
przeciecia wykresow), czyli rozwiaza¢ uktad rownan

y = 2a°
y=—-c+3 "’
wiec
20% = —x + 3
202+ -3=0 A=25 VA=5
3
r1=1>0, $2:—§<0

Z tresci przyktadu wynika, ze nalezy wzig¢ pod uwage dodatnig czesé
osi OX, wiec drugi pierwiastek automatycznie zostaje odrzucony
i z wykresu oraz wzoru na pole otrzymuje sie

1

3
23
P:/2x2dx+/(—x+3)dx: [%}
0 1
9 _3>:

=(3-0)+ (-3

Przyklad 9.3.

1
0

+9+

wlot

~ 2,(6)

N |+

a) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego osia OX oraz krzywa
x(t) =1>+2t, y(t) =6t —6,1 <t <3.

b) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego osiag OX oraz krzywa
z(t) = —6t+6, y(t) =t>+2t,1 <t < 3.
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Uwaga.

e Dla krzywej zadanej parametrycznie rownaniami z = g(t),
y = h(t), gdzie g(t),h(t) sa ciagle dla t; < t < ty oraz g(t)
jest rosnaca i ma ciggly pochodng na tym przedziale, pole ob-
szaru ograniczonego tukiem tej krzywej oraz prostymi z = x;
i x =z, gdzie x1 = g(t1), 2 = g(t2), dane jest wzorem

T2 to
— [tz = [ niolg 0
T t1

e gdy g(t) jest malejaca na przedziale t; <t < ty, wowczas

) to
:/mm:—/mwwwﬁ
X1 t1

Rozwigzanie.

a)

Poniewaz x = g(t) = t?> + 2t jest rownaniem paraboli, wiec tatwo
sprawdzié¢, ze jest to funkcja ciagta i rosngca dla t > —1, czyli dla

€ (1, 3). Ponadto z tego, ze ¢'(t) = 2t + 2 oraz |y| = |h(t)| = 6t — 6,
otrzymuje sie

3 3
P= /6t— )(2t + 2)d /12#—12 )dt = [4* — 12¢]° = 80.
1 1

Analogicznie jak w poprzednim przykladzie, © = g(t) = —6t + 6 jest
ciagla na przedziale t € (1,3) i malejaca oraz ¢'(t) = —61i |y| = t>+2t
na rozwazanym odcinku, wiec
3 3
P=— /(t2 + 2t)(—6)dt = /(6152 +126)dt = [26° + 612]7 = 100.

1 1

W tym przypadku pole mozna policzy¢ tak jak poprzednio, po uprzed-
nim przepisaniu funkcji z postaci parametrycznej do postaci jawnej.
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7 tego, ze x = —6t + 6, latwo otrzymac, ze t = —%x + 1. Nastepnie
wystarczy wstawi¢ otrzymane t do rOwnania na y

1 2 1 1 1, 2
y = —6174—1 +2 —6x+1 = —(x—6)(x—18) = —z*—-2x+3

36 36 3
oraz policzy¢, ze 1 = g(1) = 01 29 = ¢g(3) = —12. Z postaci ilo-
czynowej otrzymanej funkcji mozna wywnioskowaé, ze |y| = y dla

z € (—12,0), wiec

—12

1 2 1 1 -
p—_ 2 a3 de = |——— 34 22— 3 = 100.
/(3633 37T ) v { os” 3" T
0

Przyklad 9.4. Obliczy¢ dlugosé tuku krzywej

a) f(r)=2*—6x+ 11,z € (1,4),

(x) = coshz,z € (0,1),

(t) =12+ 2t, y(t) = 6t — 6, t € (0, 1),
(t)

z(t) = sint, y(t) = cost, t € (0,7/4).

) f
) f
) x
)

Dtugosé tuku krzywej y = f(z) dlaa <z <b:

gdzie f jest funkcja ciagla na (a,b) oraz f’ ciagla na (a,b).

Gdy krzywa dana jest parametrycznie roéwnaniami z = g(t),
y = h(t) i te funkcja maja ciagle pochodne na przedziale t € (t1,t5)
i tuk tej krzywej nie ma cze$ci wielokrotnych, wtedy dtugosé¢ tuku
dana jest wzorem:

to
dr\? dy 2
I'= — —= | dt.
/\/(dt) +<dt)
t1
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Pomocne beda wzory na catki

2
° /\/x2+a2dx = g\/ﬁ—l-a?—l-%ln‘x—i—\/Q:Q—i—a?)—l—c, dla z € R,

+ec, dla|z| > a.

2
° /\/372 — a?dx = g\/mz — aQ—%ln ‘x + V12 — a?

Rozwigzanie.
a) Funkcja f(z) = 2* — 6z + 11 jest ciagla na odcinku (1,4) oraz
f(x) = 2z — 6, wiec dtugos¢ tuku paraboli Wynosi

2r—6 = t |
| dx — |
_ ! [ 2 2
/\/ (2x )2dx = : 1 4: /\/1 + t3dt =
| 4 — 2 —4

_g[gm+;1n|t+m\]24:§f |24 VB4

1 _ 5 1 2+V5 |
FVIT+ Hn =4+ VIT| = 4+ VIT+ b | 222 | ~ 6,13,
b)
Uwaga.
sinhz = “=F—, (sinhz)" = coshz,
coshz = <=, (coshx) = sinh,
cosh?z — sinh?z =1, sinh zdx = coshz + c,
cosh?z = 62”2:67% = COSh(gx)H, / cosh xdx = sinhx + c.

Funkcja f(x) = coshz jest tzw. krzywa lanicuchowa i jest to funkcja
ciagla na odcinku (0, 1) oraz f’(z) = sinhz, wiec

1 1
z __ —z71
= /\/ 1 + sinh? zdz = /cosh zdr = [sinh x](l) = [1} =

0
— e—;‘l _ eogeo _ &= e ~ 1 18
¢) Krzywa dana jest parametryczme ia/(t) =2t+2, y'(t) = 6 sa ciagle

dlat € (0,1) oraz (2/(t))*+ (y/(t))* = 44> + 8t + 40 = 4((t + 1)* +9),




164 Catki oznaczone, niewtasciwe, zastosowanie rachunku catkowego

wiec
1 t+1 = z 9
Cdt = dz,
F:/2M(t+1)2+9dt= 0 — 1 :/2\/22+32dz:
0 1 o200

= [Z\/ZZ +949In }z +V22+ 9|]i ~ 6,73.
d) Analogicznie 2/(t) = cost, y'(t) = —sint sa ciagle dla t € (0,7/4),

ponadto (2/(t))* + (y/(t))* = 1, wiec
/4

= /dt = [(7/* = 7 /4~ 0,79.
0

Przyklad 9.5. Obliczy¢ objeto$¢ i pole powierzchni bryly powstalej
przez obrét funkceji

a) f(x) =2x — 2 wokot osi OX dla z € (1,2),
b) f(x)=2-— % wokol osi OY dla z € (0, 2).

e Objetosc¢ bryly obrotowej powstatej przez obrot wykresu funkcji
y = f(x) nieujemnej i ciaglej dla x € (a,b) wokot osi OX jest
dana wzorem: 5

V:ﬂ'/del‘
oraz

pole powierzchni bocznej tej bryty (gdy funkcja f(z) ma ciagla
pochodna na tym przedziale) dane wzorem:

b

& — 27?/3;\/1 + (y')%dx.

|
1
.




9.1. Przyktady 165

e Objetos¢ bryly obrotowej powstatej przez obrot wykresu funkcji
y = f(x) nieujemnej i ciaglej dla x € (a,b) wokot osi OY jest
dana wzorem: 5

V=2r / rydx
oraz
pole powierzchni bocznej tej bryly (gdy funkcja f(z) ma ciagla
pochodna na tym przedziale oraz a < 0) dane wzorem:

W/bx\/mdaz.

a

Rozwigzanie.

a) Funkcja y = 2x — 2 jest ciagla i nieujemna na odcinku (1,2), wiec
2 2

dz® ?
V:W/(Qx—2)2dx:7r/(4x2—8x+4)dx:7r [%—43&2—1-41’] —

1
1

=4 ~4,19,
S = /(Zx 2)\/1+22dx—27r\/_/2x 2)dx = 2v/5m E& —23@}

—2\/’7TN1405

b) Funkcja jest ciagta i nieujemna na odcinku (0, 2), wiec

2 2 )
L 5 L 4 2 1y
V=2rle|2— =z |de=2n[|22— =2’ |dr=2m |2 — =2 | =
2 2 8" |,
0 0

=271 ~ 6,28,
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1+22 =t
2  2xdr = dt y 9 5
S=2r|zV]1+zide= wzdx = %dtzﬁ/\/z_fdtzﬂ[—t?’/?] =
! 0O — 1 ! 3 1
0 | | 1
| 2 - 5
= 2 (-145v5) ~ 21,32,

Przyklad 9.6. Obliczy¢ srodek ciezkosci

a) tuku f(x) = coshz dla x € (0,5; 1),

b) pola trapezu krzywoliniowego ograniczonego funkcja y = —2? + 4 na
odcinku (0, 1).

e Wspohzedne érodka ciezkosci (£,7n) tuku krzywej y = f(x)
o poczatku w punkcie A = (a, f(a)) i koicu B = (b, f(b)) o
statej gestosci liniowej A dane sa wzorami:

/b 2y/1+ (y)?de /b yv/1+ (y)%dz

a

§

n= b )

/b Ne=, 0 [ViT P

a a

przy zalozeniu, ze f’ jest ciagla na (a,b).




9.1. Przyktady 167

e Wspolrzedne srodka ciezkosci (€,7) trapezu krzywoliniowego
o stalej gestosci powierzchniowej ograniczonego tukiem krzy-
wej y = f(z) o poczatku w punkcie A = (a, f(a)) i koncu

= (b, f(b)) o stalej gestosci liniowej A dane sa wzorami:

b

b
/:Bydx ;/yzdm
-

§=*5—0)

n
/ ydx / ydx

a

przy zalozeniu, ze f jest ciagla na (a,b).

Rozwigzanie.

a) Korzystajac z uwagi zamieszczonej na stronie otrzymuje sie /1 + (y')? =

cosh x, czyli
1 1
/ x cosh xdx / cosh? zdx

0,5 0,5
, .
/coshxdw /coshxdz
0,5 0,5

Trzeba obliczy¢ trzy calki:
1

Y

1 3
/xcoshxdm = [zsinha — coshz]y s = —~ + /e + \/TE
’ e

@

1 1
/cosh:vd:v— Slnhx]05 +2_\/E_\/7E+§’

0,5
1
: 1
9 x  sinh(2x) 1 1 1 e &
coshwde = |-+ ——F| =—-——F5+—-—<+—=,
2 4 |, 4 82 8 8 8
0,5 )
wiee
Q ,l+ 3 +£ 1 1 1 e 2
f=aETE_Mere 75 p o iREtsEYY o g
€ e ) e e ) .
e -2+ -+
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y = coshx " i

b) Ze wzoréw na Srodek ciezkosci trapezu krzywoliniowego otrzymuje sie

1 1
/a:(—:z:2 +4)dz /(—:v3 + 4x)dz
E=25 =2 =21 ~ 0,48,
/(—:172 +4)dz /(—x2 +4)dz
0 0
1
1 /(—x2 + 4)%dx Vy s
n= 01 = % ~ 1,85 :
/(—x2 + 4)dz PRl
1 X
0 0.5 1

Przyklad 9.7. Korzystajac z tabeli pomiaréw pola przekroju bagaznika
pewnego samochodu

odlegtos¢ x m 0| 02| 041] 06| 08 1
pole S(x) m* | 0,90 | 0,88 | 0,82 | 0,72 | 0,58 | 0,40

i metody najmniejszych kwadratow (np. w programie Wolfram Alpha
z wykorzystaniem polecenia fit)
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v ¥ fit(009,{020.88,04082,0 X +

&« (] 25  https://www.wolframalpha.com/input?i=fit+%7B%7B0%2C0.9%7D%2C%7B0.2%

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

% WolframAlpha

‘ fit {{0,0.9},{0.2,0.88},{0.4,0.82},{0.6,0.72},{0.8,0.58},{1,0.4}} a8

ﬁ NATURAL LANGUAGE Ii‘a MATH INPUT @B EXTENDED KEYBOARD ::: EXAMPLES

Input interpretation

fit {{0, 0.9}, (0.2, 0.88}, {0.4, 0.82}, {0.6, 0.72}, {0.8, 0.58}, {1, 0.4}}

Least-squares best fits

0.9 - 0.5x> (quadratic

otrzymuje sie wielomian pola przekroju poprzecznego w odlegtosci x m
od przedniej scianki S(z) = 0,9—0,5z%, gdy odleglosé pomigdzy $cianami
(przednia i tylna) wynosi 1 m. Obliczy¢ objetos¢ tego bagaznika [4].

7~

Gdy dla =z € (a,b) S(x) jest ciagla funkcja pola przekroju bryty
plaszczyzna prostopadly do osi OX w punkcie x, to objetosé tej
bryly dana jest wzorem:

a z b
/ 9z 2*]' 11
Rozwigzanie. V' = /(0,9 —0,52%)dx = [% - %L T 0,73 m®.

0

Calki niewlasciwe

Przyktad 9.8. Obliczy¢ catke

0 0 0

2

4 1 1
a) [e“dx, — .
)0/ b)/x2+1d33, C)/%dx, d)/2x_4dx

—0o0 -1 0
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00 A
/f(:v)d;v = f}im /f(a:)d:v, gdzie f(z) okreslona na (a, 00),
—00
b b
/f(x)dx = Blim f(z)dz, gdzie f(z) okreslona na (—oo,b),
——00

h—0t
a+h

B
b b
/f(x)da: = lim /f(x)dx, gdzie f(x) okreslona na (a,b), h >0,

b b—h
/f(m)dx = hlirgl+ / f(z)dx, gdzie f(z) okreslona na (a,b) h > 0.
—

Ponadto jezeli granica ta jest:

e wlasciwa (otrzymany wynik jest liczba), to calka jest zbiezna,
e niewtasciwa (£00), to catka jest rozbiezna do +oo,
e w pozostatych przypadkach catka jest rozbiezna.

Rozwigzanie.

a) Funkcja f(z) = e* jest okreSlona na R, wiec

(%) A

/e“”dm = lim [ e“dr = lim [ex}é = lim (e —€’) =00 — 1 = 0.
A—o00 A—o0 A—o00
0

0
b) Funkcja f(z) = x%ﬂ jest okreslona na R, wiec
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0 0
4 , 4 . 0

/ o 1dx = Bgr?w/ o 1da: = 4Bl_1)r£1C>O larctg x| 5 =

—00 B

=4 Blim (arctg 0 — arctg B) = 4 (arctg 0 — arctg(—o0)) =
——00

— 40~ (

) 1 e 1 322317 3 0-h
/—da:: lim /—dx: lim =~ lim [;ﬂ/ﬂ -
\3/5 h—0*t \3’/5 h—0*t 2 1 2 h—o+t -1

= 3 Jim (=) = (0 - 1) = $0- 1) = -3

2 h—ot
d) Funkcja f(z) = 5= jest okreslona na R\ {2}, wiec

2

2
1 1 1
p— pr— l. p—
/2x—4d$ /23:—4dx Pl B L
0 0 0

Y 1 - 2_h—l . . . o o _
—hll>r(1;1+ [1In|22 4”0 —2h1i>r(1)1+(1n|2(2 h) —4| —In| —4|) =

lim (In2h —In4) = —0o —In4 = —oc.

1
2 b0+



172 Catki oznaczone, niewtasciwe, zastosowanie rachunku catkowego

Przyktad 9.9. Obliczy¢ pole obszaru, ktérego brzegiem jest krzywa

a) y = = 10§ OX,
b) y = e ® oraz dodatnia czesé osi OX i OY,
¢) y=Inziproste x =0,z =e.

Rozwigzanie.

a) Korzystajac ze wzor6w na stronie 1571 wykresu funkeji

y

T4 T 1
P:/ dx:4/ dr =4 lim dr =
241 241 Asoo | x2+1

—00 —00 -

— lim [arctgz]”, = 4 lim (arctg A — arctg(—A)) =
A—o0 A—00
= 4 (arctg oo — arctg(—00)) =4 (3 — (=%)) = 47 =~ 12,57.

b) Analogicznie dla funkcji f(z) = e

\

[e) 00 A
P:/|e_x‘dx: /e‘xdx = lim e Tdr = lim [—e_ﬂgl =
0

A—00 A—o00
0 0

= lim (—€_A+60)=—€_OO+1:0+1:1.

A—00
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¢) Dla funkcji f(x) = Inz na odcinku (0, e) otrzymuje sie

e

e 1 e 1
P:/|1nx|dx: —/lnmdx+/1nxdx: — lim /lnxdm+
h—0+
0 0 1 0+h
+/lnmdw = — lim [zIn|z] — 2], + [zIn|z] — 2] =
h—0+

1
=—1lim (1lnl1—1—hlnh+h)+(elne—e—1Inl1+1)=2.

h—0*+

Przyklad 9.10. Zbadaé zbieznos¢ szeregu » ——.
n=2

Calkowe kryterium zbiezno$ci szeregu
Jezeli f(x) jest funkcja ciagla, dodatnia i malejaca na przedziale
(ng,00) i ng € N, to

n=ng

calka niewtasciwa /f(x)dx i szereg Z f(n)
no

sa jednoczes$nie zbiezne albo rozbiezne.

Rozwigzanie. W przypadku szeregu
n=2

cje f(z) = —— na przedziale (2,00), a nastepnie catke

zlnz

1

nlnn

wystarczy rozwazy¢ funk-
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1 1 'l = ! 1
[t =t [ ot =15™ S i dm [ e
| |
2 2 A — InA In2

= f}im [In J¢])} 2! :jim (In(In A) — In(In 2)) = (In(Inoo) — In(In 2)) = co.

Czyli catka /

1
nlnn

o0
dx = oo jest rozbiezna do oo, a wiec szereg >
rxlnx n=2
. . 2
rowniez.

9.2. Zadania

Zadanie 9.1. Obliczy¢ calki oznaczone
1
a) /(7m6— 62° —2x)dz, h)

0
1

b) /(x7 — 2% + e+ sin 2)dz, i) [ sindadz,

(27 — 252  Inz)dx,

,_.\
o3 o

c) /( Va?)d, D) [ 4z +1)°da,

J a k) [ xcos3xdz,
In 2
e) /(2x + 4e®)dz,
1 1) [ (22° + 32 +1)%(62* + 3)dx,
In 5
S
x
f / PN m) [ (logyz + 2%)dx,

e 5 dr.

— T A Y O i

0
i

g) /:ccosxda:, n)
0
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Zadanie 9.2. Obliczy¢ pole obszaru

a)

ograniczonego dodatnimi czegciami osi oraz krzywa y = —2 + 22 +3,

. . . 2
ograniczonego wykresami funkcji y = %- — %1: — 2 oraz

y=—2>+3z+3,
ograniczonego wykresem funkcji y = 2sinz, osia OX oraz prostymi
r=0ix=m,

2

™

r—1lorazy=——2x— 1,

ograniczonego krzywymi y = cosx iy = 5

ograniczonego wykresami funkcji y = 222 i y = 4,
ograniczonego wykresem funkcji y = —322? +27 i dodatnimi czedciami
osi.

Zadanie 9.3. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego osiami uktadu wspot-
rzednych oraz krzywa dana parametrycznie

a)
b)

x(t) =sint, y(t) = cost dla t € (0, %),
x(t) = cost, y(t) =t dla t € (0, 5).

Zadanie 9.4. Obliczy¢ pola dzialek o nastepujacych ksztattach

—

cosinusoida sinusoida parabola
a b c -
) 7 ) ) A

110

I m i
T ™
sinusoidy | 1y E> sinusoidy

T N
/ 1 AN

™

sinusoidy
2

i
21
|
|
|

,,,,,, Lo
™

Zadanie 9.5. Obliczy¢ dlugosé tuku krzywych

a) y=—2*+4,dlaz e (0,1),
b) y = 2v/z dla z € (0,1),
¢) cykloidy z(t) = 2(t — sint), y(t) = 2(1 — cost) dla t € (0, 27),
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d) x(t) =3, y(t) =t3dlat € (0,1).
Zadanie 9.6. Obliczy¢ objeto$¢ i pole powierzchni bryly powstalej

a) z obrotu wzgledem osi OX, funkcji y = 2z — 4 na odcinku (2, 4),
b) obrotu wzgledem osi OY, funkcji y = 3 — cosh x na odcinku (0, 1).

Zadanie 9.7. Obliczy¢

a) srodek ciezkosci tuku y = 3z — 7 dla = € (2,4),

b) srodek ciezkosci obszaru ograniczonego funkcja y = 7 + sinz
dla z € (0,7).

Zadanie 9.8. Korzystajac z tabeli pomiaréw pola przekroju todzi
w odlegtosci x od jej dzioba (16dZ ma dtugosé¢ 10 m)

odlegltos¢ x m 0 2 416 81| 10
pole S(z)m? | 0,1 1,1 1,8 2| 1,7]1,2

i metody najmniejszych kwadratow (np. w programie Wolfram Alpha z
wykorzystaniem polecenia fit) otrzyma¢ wielomian pola przekroju po-
przecznego w odleglosci x m od przedniej Scianki i obliczy¢ objetosé
kadtuba todzi [4].

Zadanie 9.9. Oblicz catke

o 0 1 5

1 1 1
a) [e*?dz, b/ d /—d d/ d
)0/ N - o

—00 0 2

Zadanie 9.10. Obliczy¢ pole obszaru, ktérego brzegiem jest krzywa

b) f(x) =e"i08 OX dlaz € (—o0,1),
¢) f(x)=Inzios OX dla z € (0, 2¢).
Zadanie 9.11. Zbadac¢ zbiezno$¢ szeregu

a) X b) > 2. o) 3 A, d) e

n=1 n=3 n=4 n=2




9.3. Odpowiedzi

9.3. Odpowiedzi

Zad.

_1’

o

o

=8 =3
Z L 2

Zad. 9.2

2e + 2sin 2, f)
3 3.5/3
—5+35e

—4+4de + €2,

.

(—2® + 2z +8)dr =9

y=—-2>+3r+3

e) P

=8/3, f)P=54

Zad. a) 1,b) 1.
Zad.[9.4a) 72 4+ 2, b) 72 + 2, ¢) 5600/3, d) 2, e) 72 — 4, f) 72 — 6.

h) —2+ e — ded, ) 2967320’
]) 07 m) 2—‘1-&,
j) 651 12
J) 17 Il) 7%3161
™
k) —5+ 1%
) y Yy = ’xil] 1
1
X
o] h
™
1| P= 2sinaxdr =4
0
¢)
9 Y
Y S 1
s
T
|
Il
om/3 EVE) 0 /3
COS
2
y— 2, /
d) m

177
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_(@=20°
C) y= o +50

a)

Y y|=sinz + 7

d)

y=—sinz+m

y=sine 9 1 y=sina, 7 N y=2sinz §

W ="2sina,

) 1 (2v5+m2+ ), b) V2+In(1 + ), ¢) 16, d) 5 (-84 13V/T3).
a) V=232 5=8/5r,b)V=2(1+1)r 5=210em
)

3 3

(€m =20 € = (5 + sy 3 (s + ) )
S(z) = —0,051322 + 0,6205z + 0,0964,

V= / (—0,0513z2 + 0,6205z + 0,0964) dx ~ 14,889 cm?.
0

zad.[p.9]a) oo, b) T, ¢) 4, d) oo
Zad. a) :%', b)e, c)2+eln4d.

s 2 40 1 c)2+elnd.

S0
a)/ ! d lim [arctga]? T wiec szere io: L jest zbiez
x = lim [arctgz]] = —, wiec szer zbiezny,
241 A—oo &4 4 ¢ & iy AL ! Y
1
oo
b) 2o dz = lim [In |2 + 4|}A = 00, wigc szereg ioj 2n_ jest rozbiezny do oo
2 +4 A—oo 3 ’ n—=1 n?+4 ’
3
T . S 3 ., . .
c) / poray 9dx = AIE)HOO [In |z + 9”:14 = 00, wigc szereg nZ=:1 ;%rg jest rozbiezny do oo.
4
oo
—a . _a1A 1 . X .. ..
d) [ e Pdz= lim [—e™®] = =, wiec szereg > e~ % jest zbieiny.
A—oo 2 e? n=1
2



Rozdzial 10

Liczby zespolone

Zadania dotyczace dziatan na liczbach zespolonych, a takze rozkta-
dania wyrazen wymiernych na ulamki proste w celu obliczania calek z
funkcji wymiernych.

10.1. Przyklady

Przyklad 10.1. Wykona¢ dziatania na liczbach zespolonych (przedsta-
wi¢ w postaci algebraicznej):

a) 3,4, 5, i, 2000 1001 d) (2—4i)(1—4),

b) (2 +3i) + (5 — 24), e) 22,

c) 4(2+4 31) —3(5 — 24), f) (6—30) - (2+4) + 33
=1

J

gdzie 7 — jednostka urojona.
Zbior liczb zespolonych oznacza sie przez C.

Liczbe
z=x+yt,

taka ze x,y € R, nazywamy liczba zespolona w postaci
algebraicznej, natomiast

x — czescig rzeczywisty liczby zespolonej z,

y — czeScia urojona liczby zespolonej z.
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Niech z; = x1 + y11 oraz 29 = x5 + yst, gdzie x1,x2,y1,y2 € R
o 2 + 29 = (.231 + ylz) + (.’IQ + y22) = (331 + .272) + (y1 + yg)i,
o 229 = (w1 +y1i) - (2 + yoi) = (X122 — Y1y2) + (T1Y2 + Y122)1,

e Z1 = x1 + Y11 = x1 — y1t, liczbe Z1 nazywa sie liczba sprzezona

do 21,

1_1.=7:

z1 z1 oz
Rozwiazanie.

1

) d=2) i=-1.i=—,
-1 -1
=@ (@ ==1,

1

. VA7 . .
25: i=1-1=1,

3

—1
= (” ) = (=1 =1,
1\ 1000
;2000 _ (// ) = (—1)1000 = ],

_1{ 500
/)
;1001 _ (/ ) = (=) =,
b) (2+43i)+(5—2i)=(2+5)+(3—2)i=7+1,
c) 42+ 3i)—3(b—2i) =8+ 12i — 15+ 6i = —7 + 184,
d) mnozenie wykonuje sie tak jak w liczbach zespolonych, pamietajac,

ze| i2=—1

—1

/
(2—4i)(1—1) = 2: 142+ (—i) —4i-1—di-(—i) = 2—2i—4i+4(2)] =
— 09— 4i—4=—2—6i,

1+i 141 1— 2—()2 ~— 2

e) 2-di _ 2-4i  1-i _ (274900 _ —2-6i _ 1 _ 3i,

f) (6—3i)- (2+4i) +3i'8 = (6 — 3i) - (2— 4d) + 3i = 0+ 30i + 3i = 33i.

Przyklad 10.2. Liczby zespolone przedstawi¢ w postaci trygonome-
trycznej i wyktadniczej

a) 1+, 2—2, —1++3i, —/3—1,
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b) (1414)% (2—2)%(—~1+/3)® (—v/3 — i)

i Liczbe zespolona z mozna zapisaé w postaci:
e algebraicznej
z =z + yi, gdzie x,y € R,
e trygonometrycznej
z = |z|(cos ¢ + isin @),
gdzie |2| = /22 + 12, cosp = g, sing = &

e wykladniczej
z = |z|e*.

z=Re z

Wartosci funkceji sinus i cosinus.

I ¢éwiartka IT ¢éwiartka
0° 30° | 45° 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180°
2
T s s s 27 3 5T
0 & T 3 5| 3 | T | % | 7
op | 1| B [ £ [ 3 [o [ 5] F] 5]
sin 0 % ‘/75 \/75 1 \/75 72 % 0
IIT éwiartka IV ¢éwiartka
180° | 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°
2
T 51 47 3 51 e 117
™| 5 | 7T | 3| 2|3 | 7T | % |2
g | 1| F[F[ 3|03 | F[#[1
ml 0 | 3 [ f| ] 1| £] 2] 3]0
Rozwiazanie.
a) Jezeli z; = 1414, to x; = 1, oraz y; = 1, wiec 21| = V12 +12 = /2
oraz v
1 p)
COSY| = —= = ¥L=
.901 \1/5 \/25 czyli ¢ = 7. Majac obliczone || i argument
Slng01=7§:7
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glowny ¢ (odezytany, np. z tabeli), liczbe zespolong mozna zapisa¢
W postaci:
. m .. T ;T
7= 141 :\/§(cos—+zsm—): V26t |
4 4 S——

~—~—

p. algebraiczna p- wykladnicza
p. trygonometryczna

Analogicznie
jezeli zp = 2 — 20, to 29 = 2, yy = —2, |2| = /22 4+ (—2)2 = 2V/2,
COS (g = %5 = */75 ’
_ . v (vl = , wiec
SIN Yo = m =~

20 =2 —2i =22 (cos In —|—zsm7—”) = 2y/2¢'7 .

Jezeli z3= —1+\/§z’, toxs= —1,y3 = V3, |z| = \/(—1)2 +(v3)2=2,

COS (3 =

} czyli p3 = <&, wiec

no
|§ MIH

Sin(p3
z3=—14+V3i=2(cosZ +isin %) = 2615 .
Jezeli 24 = —\/§— i, to Ty = —\/g’ Yy = _1’ ’Z4| _ 2,

COS 4 = %g -
czyli g, = &, wige
sin g = _71
2=—V3—i=2 (cos— —|—zsm7—”) .
Wzor de Moivre’a 2" = |z|" (cosny + isinnep) .

b) Korzystajac z postaci trygonometrycznych otrzymanych w poprzed-
nim podpunkcie i wzoru de Moivre’a, mamy
(1+i)° = (V2 (cosZ +isin%))5 = (\/ﬁ) (cosb- T +isinh-2) =
— 4v/2 (cos 5 +isin ) = 4V26iF = V2 (- - i) = —4 - 40
Najprosciej jest w tym przyktadzie skorzystaé z postaci wyktadniczej

N e\ 3 o\ 24

(2—20) (— 1430 (—V/3+i)* = (zﬂe%%) ~<2€12?> -(2e2%) -
— 96 .93 . 924, 27” 4+z 3—!—17—7r 24 _ 93340 i(Tm+2m+28m) _ 233137Tm
= 23(cos 37w + i sin 377), z okresowosci funkcji trygonometrycznych

cos 37m = cos T oraz sin 37w = sin 7, wiec
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(2 = 20)4 (=1 +V30)3 (=3 +1)** = 23 (cos 7 + isinm) =
= 23em = 23(—1 +4.0) = —2%,

Przyklad 10.3. Obliczy¢ /=9, V1, v/V/3 —i.

Kazda liczba zespolona z = |z|(cos ¢ + ising), gdzie ¢ € (0,2m),
ma doktadnie n pierwiastkéw stopnia n. Zbior pierwiastkow ma
postac:

{l/z = {20;217 00 .,Zn—1}7

gdzie
2k 2k
= VTl (COSM © isin u)
n n
dlak=0,1,...,n—1.

*

Jezeli z = -9, tox =—-9,y=0, |2| = /(-9)2+ 02 =9,
cosp = _?9 = -1 ] )
) 0 czyli ¢ =, wiec
sing =5 =0
z=—9=9(cosm + isin).
Szukane sa pierwiastki drugiego stopnia dla z = —9,
wiec 2, = \/|z] (cos T2 4 isin T2ET) dla k =0, 1, czyli
20 = V9 (cos T2z —i—zsm%) =3(cosZ +isinZ) =3(0+1) = 3i,

21 = V9 (cos 2T 4 jsin THZIT) = 3 (cos & 4+ isin ) = 3(0 — i) = —3i.

Dla v/1 jest 6 pierwiastkc’)w z liczby zespolonej z=1=1(cos0+isin0),
poniewaz |z| = 1,cosp =1 =1, sinp=32=0, czyli p=0,

stad z, = V1 (cos 2kT 4 jsin 2"‘“) dla k = O, 1,...,5, czyli

zo =1, zg =cosm +isinmT = —1,
7T+‘,7T V3. 47T+,,47T 1 V3.
Z1 = coS — +1sin — = —1 Z4 =COS — +isih — = —— — —1
! 3 3 2 3 3 2 27

Z9g = COS — + 18I — = — 25 = COS — +1SIN — = — —

1
2
or .. 2r; 1 V3. 50 .. bt 1 /3
3 3 2 2" 3 32 2
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Liczby zespolone

W przypadku v/v/3 — i jest 5 pierwiastkow z liczby
V3 —i= 2(00811—”—1—25111117”)

117 s
zk:\5/§<cosi+k —|—21nTJ5rk> dla k=0,1,...

117 117

30

117r
cos —— + 7 sin
cos ——— + 7 sin

-7
=92
-t

_l’_
23 = V2 (COST
+
2= V2 (COST

cos— + 2sin —>

|>—A
(@] Lol
3

|,_.
[*2) Lol
3

§|
cn_}_cn_{_/I\Cn

|>—A
(o)) Lol
3

+ e+

2 . 3
—W) = \°/§ (Cos—+zsin—)

.4, czyli

237 237

30 30

s

T Lisi
COS — 781N — =
6 6

B

1
2 2

Przyklad 10.4. Narysowac zbiory liczb zespolonych na plaszczyznie ze-
spolonej

a) rozwigzania z przyktadu [10.3)]
b) |z —(2+2i)| =2, 2+ 24, 1+ 34, 3+ 34, 1 +4, 3+14, 1,54+0,7i, 2,5+0,74,

2+ 0,5i.
Rozwiazanie.
a)
61Y 1. V3 A4~ 1. V3
=gy e wASg Y
3 i R
0 / L
z=-9 Zai==1 é, \LZ7 071x
e X 2 & 0 /7
-9 0 % ,
-3* Z1 1 3%, /'::Eﬂ'ﬁ
=—=—i— *r ) 2
2 2

b) Rownanie |z — (2 + 2i)| = 2 mozna zapisa¢ w postaci

|z 4+ yi —
rownanie okregu (z — 2)2 + (y —

(24 24)| = 2 lub inaczej /(z —

2%+ (y -
2)2 = 4 o érodku w punkcie (2,2)

2)2 =2, a to jest
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i promieniu 2. Wystarczy nanie$¢ na uklad wspolrzednych pozostate
liczby zespolone jako punkty

242 = (2,2), 1+ 3i=(1,3), 3+3i = (3,3),
1+i=(1,1), 34+i=(3,1), 1,5+0,7i = (1,5;0,7),
2.540,7i = (2,5:0,7), 2+ 0,5i = (2:0,5).

Przyklad 10.5. Rozwigzaé¢ réwnanie w liczbach zespolonych

a) 22 +224+4=0, ¢) 224+ 2+1=0,
b) 22 +4 =0, d) 22+32+9=0.

W zbiorze liczb zespolonych C' réwnanie
az’+bz+c¢=0, abceR

e dla A => 0 rozwigzuje sie tak samo jak w liczbach rzeczywistych,

e gdy A = —d < 0 (dla d € R,), to za pierwiastek z wyroz-
nika trojmianu kwadratowego wystarczy wzigc¢ jeden z pierwiastkow
VA =+y/—=d= :I:i\/a, a nastepnie zastosowac znane wzory

—b—id

—b+ivd
2a ) 2a :

21 = Z9 =

Rozwigzanie.

a) Dla rownania 2* + 2z + 4 = 0 otrzymuje si¢ A = —12, VA =230,
wiec
g = TR = 1 B, = TEB = 143

b) Analogicznie dla 22 +4 = 0, A = —16, VA = 4i, wiec
o= 0l 9 L 049

2 2
¢) 242242=0, A =—4, VA = 2i, wiec
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—2—2i . —249; .
7 =" =-1—1 22:$:—1+2,

d) 22-2249=0. A = —32, VA = 4y/2i, wiec
21 = —2742\/51' =1- 2\/52, 29 = —2+42\/§i =1+ 2\/5@

Przyktad 10.6. Obliczy¢ calki nieoznaczone z funkcji wymiernych (naj-
pierw rozltozy¢ funkcje na utamki proste)

22242 — 14416241322 5x2—x+18
a) T DEa) b) T D(roted) c) ) )
: Pl@) _ P(x) : :
Niech Qz) — alw—a1)M .. (z—am)Fm (x2+pro+q1)'t .. (w2 +pratgn)in’ gdzie wie-

lomian P(x) jest nizszego stopnia niz Q(x) oraz x* + p;x + ¢; nie
maja pierwiastkow rzeczywistych, tzn. A < 0. Jezeli f(z) = ggg

jest funkcja wymierna, to istnieja stale A, ;, B;;, C;; , takie ze

ki

_ Ak Bjix + Cyy
—ZZ (x — a;)F +ZZ xQ—jFp:U—i-]qj)

i=1 k=1 j=1 1=1

sktadniki sumy nazywa sie utamkami prostymi ﬂgﬂ

Prostsza wersja:

_ P(z) _
fz) = &= a) GO peta) —

= A BatC_
o T - )2 + b T e

gdzie stopien wielomianu P(z) < 5 oraz p? — 4q < 0, czyli brak
pierwiastkow rownania x? + pxr + ¢ = 0.

W przypadku braku pierwiastkow rownania 22 + px + g = 0, czyli
gdy A = p? — 4q < 0, korzysta sie na przyklad z liczb zespolonych
przy wyznaczaniu wspotczynnikow B, C.

Rozwigzanie.

a) Postulowany rozklad na utamki proste

21’2 + 2 Al AQ Ag

f($):(x—1)(x—2)($—l—3) -1 z-2 z+3
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Wystarczy obliczyé Aj, As, A3. W tym celu mnozymy powyzsze réw-
nanie najpierw przez xr — 1

22 + 2 As(x —1) N As(x —1)

f(x)(x_l):(x—2)(x+3):Al+ T — 2 x+3

?

a nastepnie liczymy wartos¢ otrzymanego wyrazenia dla z = 1

22 Az (z—1 Asz(z—1
fl@) (@ =1)[,_, = % o1 Ay + Qx(fz L+ 3z(+3 :

Y
r=1

: — 21242
Czyh Al = m

lezy pomnozy¢ przez x — 2, a nastepnie obliczy¢ wartosé otrzymanego
wyrazenia dla z = 2

= —1. Analogicznie, zeby wyznaczy¢ A,, na-

2.22 42
:—:2
= (2-1)(2+3)

202 + 2
r—1)(z +3)

Ay = fz)(x = 2)],y = (

oraz po pomnozeniu przez x + 3 i obliczeniu dla x = 3

2% + 2 2-(=3)°+2
A= J@e = T | _ T332 &
czyli
222 + 2 —1 2 1
fle) = - D@-2@+3) o-1 z-2 z+3

Po rozktadzie na utamki proste mozna przej$s¢ do policzenia catki

/(x—l)ii2—+2§(x+3)d$:/(x__ll+$32+wi3) dr =

=—Inlz—1|+2In|z — 2|+ In|z + 3| + ¢ = In |&=2EH3} 4

x—1

Poniewaz x? + z + 1 nie da si¢ rozlozy¢ na czynniki w liczbach rze-
czywistych (A < 0), postulowana postaé¢ rozktadu na utamki proste

—14 + 16z + 1322 A Bz +C

A P V) Bl P ) R S

Analogicznie jak w poprzednim przyktadzie

—14 + 162 + 1322
A= fle)(r =1y = =5.
! 1+x 422 o1
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Do policzenia B i C' skorzystac¢ nalezy z jednego z rozwigzan rownania
2?2 + 2+ 1 = 0 w liczbach zespolonych

1 3 1 3
A=-3 VA=13i, xlz——+£z’, :@:———iz’,
2 2 2 2
to znaczy Bz + C|x=—l+@i = f(z)(2®* + 2 + 1)|x:—l+—3i =
2 2 2 2
_ —14+162+1322 :
= T Ay czyli
-2 2
B (—l ﬁz) + O = =ldtl6etlse? PO uproszczeniu
2 T 72 o—1 e 1435

C — g + @i = 15 + 44/3i. Dwie liczby zespolone s sobie rowne,

gdy maja takie same czesci rzeczywiste 1 urojone

C-2=15 B=38 . .
{ @ ~ 43 = { C—19 Po roztozeniu na utamki proste
—14 + 16z + 1322 5 8z + 19
flz) = =

G—D(+s+2) @-1) Tte+a

8419 4 2z+1
1+z+z2 = T l4ztz

kanonicznej trojmianu kwadratowego 22 +x+1 = (x + %)2+%, mozna
policzy¢ calke z tej funkeji, korzystajac z metody podstawienia i wzo-
réw ze strony [142]

—14 + 16z + 1322 5 8r + 19
dx = dr + | ———dv =
(x—1)(1+ 2+ 2?) (x —1) 1+ + 22

5) 2+ 1 1
_ de+4a [ =250 goyi do —
/@-1) v /1—|—x+x2 v 5/(x+1/2)2+3/4 v

=5In|z — 1| +4In|2? + x + 1| + 10v/3arctg 22 +c.

. . 1 . .
oraz skorzystaniu z tego, ze 5 + 15955755 1 2 postaci

V3
. . 12733 x
¢) Analogicznie f(z) = ﬁ = xL—;-Q + %,
$2—Z'
A= @) o+, = 22| =5,
24+4=0, VA=+—16=4i, T2 = £21,
2_
Bz + C|,_y = 25 oe0i’
C+2Bi=-1=B=0,C=-1
_ 5x?-—z+18 _ 5 1
f@) = iaGheg = 542 ~ =
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wiec

/5x2—x+18 d:c—/ 5 d:c—/ 1 do —
(x+2)(22+4) " ) x+2 w2 +4

=5In|z+2| — farctg £ +c.

10.2. Zadania

Zadanie 10.1. Zapisa¢ w postaci algebraicznej

a) (1+30)(3i—2) + 125, c) (M3 —2i)",
b) EE2k 42+ 7i), d) (5% + (T=30)(5 — 2i) — 23)°.

Zadanie 10.2. Liczby zespolone zapisa¢ w postaci trygonometrycznej
i wyktadniczej

1420) (1—v/3it-(—v/3+i
a) 2423, b) —3+3i, ) —4v3—4i, d)° )((2_1)(1;.) )

Zadanie 10.3. Obliczy¢ /=27, /=36, /16 — 16i, v —v/2 + /6i, /27i.

Zadanie 10.4. Narysowac zbiory liczb zespolonych na plaszczyznie ze-
spolonej |z —i| =2, |z — (142i)| = 0,5, |z — (—1+2i)| = 0,5, |z —i| = 0,5,

oraz liczby zespolone: i%,;, 1+ %z’, —(1+ %z .

Zadanie 10.5. Rozwiaza¢ rownanie w zbiorze liczb zespolonych

a) 22 —62+18=0, ¢) 22—2+42=0,
b) 22+ 18 =0, d) 22—-42+5=0.

Zadanie 10.6. Obliczy¢ calki z funkeji wymiernych

a) 394+11x+5z2 b) 1—3z+4x? C) 1—3z+224328
(z+4)(22+9)° (z—1)(x2+1)’ (x2-1)(22+1)
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10.3. Odpowiedzi

Zad.[10.0] a) 9 — 8i, b) —23 + 24, c) 1, d) —125i.
Zad. 0.2

ST

a) 2+2\/3i:4(cosﬁ+isin”)—461%, c) —4\/i’;—4z'—8(cos7ir—i—isin%7r =e'6
b) *3+'3i 3ﬂ(cos—+zsm%) == d) 17\/§i:2(cos—+zsm5§) — 2615,
3v/2ei T |

Zad. [10.3]

VT iz0= 30 = § -8,z = § +i355,

V/=36: 20 = —V3 —V3i,21 = V3 + V3i,22 = V3 — V3i,23 = —/3 + V3,
\3/16—161':2:0:—2—21',21:1+\/§+i<1—\/§),22:1—\/§+i(1+\/§),
\5/—\/§+ \/éi:Z():?B/lO (Cos——&-zsm%), Z1 = 23/10 (cosgl—i—isin%)

29 = 23/10 (cos Ur 4 jsin —1145”) , 23 = 23/10 (cos 20m 4 4 sin —210;) , 24 = 23/10 (cos 26m 4 4 sin 2165”

$2Ti 20 = —3i, 21 = — 33 4 34, 2 = 3B 4 34,
2 2 2

Zad. 104
I Zad. [[0.5]
a) z1 =3—3i,20 =3+ 34,
b) 21 = —3v/2i, 20 = 3v/2i,
C) leé—gi,ZQZ%—f—gi,
: d) 21 =2—14,220 =2+41.
258
Zad. [[0.6]
xX
@) = iy + B [ fe)do = 3hnjd+al +arctg T +Inf9+a?| +c,

3
b)f(2) = iy + 5L, /f(ac)dx:ln\x—lH—7ln|x2+1\+c,

c) f(x):ﬁerS—il, /f(:r)dx 1n|zfl\771n|z+1|+ ln\m +1|+ec
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