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PRZEDMOWA.

J'ai horreur d’un enseignement qui n'est pas tou-
Jours sincére: le respect de la vérité est la premicre
lecon morale, sinon la seule, qu'on puisse tirer de
Uétude des sciences. Sans doute, il y a des démonstra-
tions qui ne sont pas rigoureuses et qui sont excellen-

; tes, parce qu'elles laissent dans l'esprit une image qui
ne s'efface pas..... et dont la clarté suffit ¢ guider
dans les applications; si elles présentent quelque lacu-
ne, il faut le savoir, et il est bon de savoir ou est
celte lacune. Aussi bien dans la vie pratique que dans
la spéculation, il importe de distinguer ce que l'on
comprend avec certitude, ce dont on est justement
persuadé, ce que lon croil; il est bon de distinguer
les choses que Uon posséde entiérement et celles dont
on peut user, sous certaines conditions.

Jules Tannery.

Nie moge odméwié sobie przyjemnos$ci zacytowania
tych kilku slow znakomitego uczonego i pedagoga. Trudno
0 jasniejsze postawienie zagadnienia $cistoéci w nauczaniu,
zwlaszcza w nauczaniu matematyki. Uczen nalezycie ¢wiczo-
ny powinien jasno formulowaé zagadnienia, zdawaé sobie
sprawg ze Srodkéw, ktorymi rozporzadza przy rozwigzywaniu
tych zagadnien, wreszcie u$wiadamiaé sobie dokladnie gra-
nicg migdzy tym, co wie napewno i umie gruntownie, a tym
co jest tylko mniej lub wiecej prawdopodobnym przypuszcze-
niem. Nie sa to bynajmniej jedyne cele, ktére winniémy
stawia¢ sobie w nauczaniu matematyki, jezeli jednak nie
osiagneliSmy ich, to nie rozwineliSmy w uczniu jasnosci my-
slenia i szczerosci wzgledem samego siebie, a wigc nauczanie
nasze bylo bezwartosciowe.
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Co sie tyczy dowodéw, to powinny one by¢ bezwzgled-
nie $ciste w tym sensie, ze wniosek winien istotnie wynikac
z przestanek wyraznie u$wiadomionych i wymienionych. Je-
zeli wiec nie mozemy na danym poziomie czego$ dowiesc lub
jesli dowod uwazamy za zbyt zawily, winniSmy odpowiednia
prawde zalozy¢ jako postulat. To, co Tannery nazywa dowo-
dem niescistym, a co moze byloby lepiej nazwa¢ po prostu
ilustracja, zaczerpnieta badz z innych dziedzin matematyki,
badz z do$wiadczenia zmyslowego, stanowi $rodek dydaktycz-
ny nieoceniony i niczym nie dajacy si¢ zastapi¢. Nie wyo-
brazam sobie dobrego pedagoga, ktéryby nie postugiwat si¢
obficie takimi ilustracjami: pozostawiaja one w istocie w u-
mysle obraz nie zacierajacy si¢ nigdy, ale co wazniejsze —
wzbudzaja w uczniu glebokie przeSwiadczenie o istnieniu po-
szukiwanej prawdy, wiaza $ci$le skromna jego wiedze mate-
matyczna z doswiadczeniem, czasem; podsuwaja mu racje ist-
nienia tej prawdy lub wskazuja droge, na ktorej znalez¢ mo-
zna dowoéd logiczny, a czesto rzucaja nieoczekiwane $wiatto
na zwiazki, zachodzace miedzy najrozmaitszymi dziedzinami
jego doswiadczenia. O jedno tylko musimy koniecznie dbac:
uczen powinien zawsze zdawac sobie sprawe z tego, ze ilus-
tracja nie jest dowodem, a wowczas bedzie mial bodziec do
szukania dowodu. :

Z posrod rozmaitych dzialow matematyki, wykladanych
w szkole $redniej, geometrja moze najlepiej nadaje sie do
konsekwentnego przeprowadzenia tych zasad, a to ze wzgledu
na prostote zagadnien, ktore stawia uczniowi, na latwosc,
z jaka uczen moze sprawdzi¢ trafno8¢ kazdego swego przy-
puszczenia, wreszcie na charakter nawpol konkretny tej nauki.

Rzecz prosta, ze mozna w rozmaity sposéb urzeczywist-
niaé postawione powyzej zasady. W ksiazce niniejszej obralem
spos6b nastepujacy.’

Przedewszystkim staralem sie wszedzie oddzielic mozli-
wie najwyrazniej definicje, postulaty *) i twierdzenia, oraz
podkresli¢, ktére pojecia uwazamy za pierwotne, nie podlega-
jace definjowaniu. Uczynilem to dlatego, Zze inaczej niepo-

¥) Nazwalem je niezbyt moze trafnie pewnikami, wolalem je-
dnak obraé termin zrozumialy dla kazdego ucznia, nawet nie znaja-
cego laciny.
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dobna zrozumie¢ budowy rozumowania dedukeyjnego, a po-
wtore dlatego, Ze ucznia powinni§my przyzwyczai¢ do jasne-
go zdawania sobie sprawy, kiedy opiera si¢ on na intuicji,
a kiedy snuje wnioski z przeslanek.

Na‘poczqtku ksiazki podatem spis pewnikow (postulatow)
geometrji. Uczen poznaje pewniki stopniowo, w miare
potrzeby, formulujac je na podstawie intuicji, nie powinien
Jednak ,,wkuwa¢” ich. Spis pewnikéw ma tylko ulatwiaé od-
szukiwanie tych z poérod nich, ktére sq nam w danym rozu-
m(?waniu potrzebne. W pierwszych rozdzialach poznajemy
IVYIQ .cze;éé pewnikow; musimy je wszystkie z uczniami omo-
W.lé 1 sformulowaé, (poniewaz opisuja one te cechy pojeé
p'lerwotnych — punktu, prostej etc. — na ktoérych h@dziem-y
si¢ dale) opieraé), nie powinnismy jednak wymagaé, by klasa
wszystkie te pewniki odrazu zapamigtala: przyjdzie to samo
przez si¢ w ciggu trzech lat nauczania geometrji.

C(? si¢ tyczy obranego w tej ksiazce ukladu pewnikow,
to zawiera on wiele pewnikéw ,,zbytecznych”, nie jest to je-
dnak wada z punktu widzenia dydaktycznego. Opierajac sig
na ukiadzie minimalnym byliby$Smy cze¢sto zmuszeni do prze-
prowadzania dlugich i zbyt subtelnych rozumowan. Zdaje mi
si¢ natomiast, Ze byloby rzecza wielce ciekawa i pouczajaca,
gd_yby nauczyciel klasy VIII, majacy do czynienia z ucznia-
mi umysiowo dojrzatymi, sprobowal podda¢ dalszej analizie
niektére z tych ,,pewnik6w”: uczniowie przekonaliby sig, ze
sa ér6d nich takie, ktére wynikaja logicznie z pozostaltych.
Do tego celu nadaje sie zwlaszcza grupa VI, ktora nazwalem
pewnikami ciagtoSci. Tak samo rzecza ciekawa byloby wy-
kazanie, ze istnieja pewniki rownowazne, tak iz jeden z nich
mozemy zastapi¢ innym, nie naruszajac budowy calej teorji,
a wtedy pierwszy pewnik staje si¢ twierdzeniem (np. pewnik
IV o réwnoleglych, twierdzenie § 75 o istnieniu jednej ro-
wnoleglej 1 twierdzenie o sumie katéow w trojxacie — porow.
zadania 68 1 69 na str. 65). Dwie lub trzy lekcje, poswig-
cone na taka analize, niewatpliwie przyczynilyby si¢ do po-
ruszenia umystéw, a moze nawet do skierowania ich ku po-
waznemu traktowaniu zagadnien filozoficznych.

Punktem wyjS§cia w nauczaniu geometrji,
podstawa 1 przewodnia nicia wina byé¢ kon-
strukcja (do ktorej w stereometrji dolacza sie robienie mo-
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deli). Figura z jej réZznorodnymi wlasno$ciami powinna po-
wstawaé¢ pod reka ucznia — prowadzi go ona wtedy droga
naturalna do stawiania sobie zagadnien. Teorja mniej lub
wiecej abstrakcyjna stanowi w takim razie korone jego badan.

Jezeli staniemy na tym punkcie widzenia, wowcezas
z cala stanowczoScia musimy odrzucié wszelkie t. zw. kon-
strukcje hipotetyczne. Jezeli np. w celu zbadania jakiej$ figu-
ry lub dowiedzenia twierdzenia, ktorego prawdziwosé¢ wydaje
si¢ nam mniej lub wigcej prawdopodobna, chcemy poprowa-
dzié linje¢ pomocnicza, musimy koniecznie umie¢ ja zbudowaé,
nie znajac bowiem odpowiedniej konstrukeji, musieliby$my
zalozyé samo istnienie tej linji.

Przyjawszy te zasade, musieliSmy w ksiedze I (poswie-
conej teorji figur rownych i symetrycznych) wysung¢ na plan
pierwszy twierdzenie o réwnosci trojkatow, majacych wszyst-
kie boki odpowiednio réwne. Jak wiadomo, dowody tego
twierdzenia, podawane w podrecznikach, a wymagajace roz-
wazania roznych ksztaltow i polozen tréjkatow, sa dla ucz-
ni6w na tym poziomie trudne i zawile. Sprawa ogromnie si¢
upraszeza, jefli te ceche réwnosci zalozymy jako postulat
i wysuniemy na czolo teorji figur rownych. Postulat ten wy-
nika z niezmiernie prostego a pouczajacego do$wiadczenia.

Przy pierwszej nadarzajacej si¢ sposobno$ci zwroéciltem
uwage czytelnika na zwiazek miedzy twierdzeniami: prostym,
przeciwnym i odwrotnym. Zrozumienie tego zwigzku i syste-
matyczne stosowanie go nie sprawia, jak si¢ przekonalem,
najmniejszej trudnos$ci dzieciom 13 — 14-letnim, stanowi za$
dla nich bardzo wazna ni¢ przewodnia przy orjentowaniu sie
w budowie teorji matematycznej. Zwlaszcza w nauczaniu
algebry uczenn nigdy nie zrozumie potrzeby badania warun-
kow koniecznych i dostatecznych istnienia pewnych prawd,
jezeli na bardziej konkretnym materjale geometrycznym nie
wdrozono go systematycznie do ujmowania tego zwiazku.

O wiele trudniej jest odczu¢ potrzebe t. zw. dowodow
istnienia (théordmes d’existence). W nauczaniu heurystycz-
nym definicja nowego pojecia wylania si¢ z konstrukeji, od-
pada wiec potrzeba dowodzenia, ze przedmiot zdefinjowany
istnieje. Zdarza si¢ jednak, ze uczniowiec na innej drodze
dochodza do wytworzenia nowego pojecia, a woéwczas zmu-
szeni jesteSmy wyjasni¢ im potrzebe odpowiedniego dowodu.
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Pojmuja oni wprawdzie z latwoscia, o co tu chodzi, ale gdy
maja okazje¢ do wprowadzenia nowego okreslenia, zapomina-
ja zazwyczaj o potrzebie dowodu istnienia — prawdopodobnie
dlatego, ze w umyslach ich tkwi wyobrazenie okreslane-
go przedmiotu, uczniowie za$§ wyobrazenie to gmatwaja z po-
jeciem. Rade na to znam tylko jedna: systematyczne i cier-
pliwe przekonywanie ucznia o potrzebie dowodu istnienia,
ilekro¢ zapomnial o tym.

Ksiega II zawiera teorj¢ rownowazno$ci wielokatow,
oparta na definicji, wedlug ktorej rownowaznymi nazywamy
wielokaty, dajace si¢ pocia¢ na jednakowa (oczywiscie skon-
czong) liczbe wielokatow parami réwnych sobie. Okreslenie
takie spotykamy oddawna w wielu podrecznikach, autorowie
jednak nigdy prawie nie wyzyskuja go: podawszy definicje,
przechodza copredzej do obliczania pol, stosujac metody, nic
z owa definicja wspolnego nie majace. Tymczasem do$wiad-
czenie przekonalo, Ze teorja rownowaznos$ci, oparta na tym
okreSleniu, prowadzi do szeregu latwych i niezmiernie dla
uczniow ciekawych zadan, a przytym znakomicie przyczynia
sie¢ do rozwinigcia intuicji geometrycznej, o ktorg powinni-
Smy dba¢é tylez, co i o logike.

Cala te teorje oparlem na pojeciu t. zw. roéwnowaznosci
,»»przez. dodawanie’; o réwnowaznosci ,,przez odejmowanie”
mowie¢ bardzo pobieznie w §§ 186, 187; uwazam przytym,
ze zagadnienie rownowazno$ct przez odejmowanie mozemy
w szkole calkowicie pominaé¢ bez zadnej szkody dla uczniéw.
Zasadnicza réznica migdzy tymi dwoma pojeciami wystepuje
wyiaznie przy wielo$cianach, ale cala ta sprawa jest zbyt
zawila dla szkoly Sredniej.

Ksiega III zawiera czysto geometryczna teorje odcin-
kow proporcjonalnych i wynikajace z niej teorje jednoklad-
noSci, podobienstwa etc. Wryklad oparlem na pomysle
Vailati’ego *), sposéb jednak przeprowadzenia tego pomystu
jest u mnie zupelnie odmienny.

Cztery odcinki dane w pewnym porzadku nazywam
proporcjonalnymi, jezeli prostokat z pierwszego i czwartego

*)  Di un modo di riattacare la teorie delle proporzioni fra se-
gmenti a quella dell’equivalenza (Opere di G. Vailati, p. 399). Prze-
kiad polski tej rozprawki byl drukowany w czasopi$mie , Wektor’,
rok IV, str. 22,
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jest rownowazny prostokatowi z drugiego i trzeciego. Wobec
takiego punktu wyjScia musimy ustali¢, jakie sa wlasnosci
proporcji migdzy odcinkami, czy mianowicie mozemy stoso-
wac¢ do niej to samo postepowanie, ktére w klasach nizszych
stosowaliSmy do proporcji miedzy liczbami wymiernymi. Prze-
stawianie wyrazow proporcji wynika bezposrednio z definicji;
pewna trudnos¢ stanowia tylko dwie inne whasnosci, o ktorych
mowa w §5 206, 207. Uwazam, ze twierdzenia, o ktorych
mowa w tych paragrafach, nalezy traktowa¢ w szkole jako
¢wiczenia, gdyz graja one role jedynie pomocnicza. Nato-
miast przewazng cze$¢ ¢wiczen XXXI nalezaloby przerobi¢
dokladnie, aby oswoi¢ uczniow z nowym pojeciem i nowa
dla nich metoda ustalania zwiazku proporcjonalnosci. Procz
tego nalezy podkreslié i dobrze u$wiadomié¢ uczniom, ze
w przypadku prostokatéw o bokach wymiernych, definicja ta
pokrywa si¢ ze zwyklym arytmetycznym pojeciem proporcji
miedzy liczbami. ,

Z dwoch teorji: jednokladnosci i podobienstwa wysu-
nalem na czolo jednokladnosé. Argumenty naukowe prze-
mawiajace za tym sa oczywiste dla kazdego matematyka,
sadze jednak, Ze i wzgledy dydaktyczne wymagaja takiego
wiasnie ukladu materjatu. Istotnie, teorja jednokladnosci zapo-
znaje nas z podstawowymi faktami w tej dziedzinie geo-
metrji, daje metode rozwiazywania mnostwa zagadnien kon-
strukeyjnych, silnie przemawia do zmystu wzrokowego,
a przez to lepiej uwidocznia zwiazki miedzy figurami geo-
metrycznymi, wreszcie jest jedna z najprzystepniejszych dla
ucznia i najciekawszych metod przeksztalcania figur i przez
to samo moze stanowi¢ dobra propedeutyke geometrji rzu-
towej, ktorej elementy w ten lub inny sposéb musza prze-
dosta¢ si¢ do szkoly $redniej. — Po zapoznaniu si¢ z jedno-
kladno$cia uczniowie latwo i w krotkim czasie opanowuja
pojecie podobienstwa wielokatow.

Rozdzial V tej samej ksiegi traktuje o przeksztalceniu
harmonicznym.  Dzial ten rozwinalem troche szerzej ze
wzgledu na jego warto$é ksztalcaca, gdyby jednak nauczy-
ciel nie rozporzadzal odpowiednim czasem, moze poprzestaé
na przerobieniu §§ 224—234. Teorje biegunowych, poprze-
cznych oraz pojecie o pekach kol (0 czym mowa w §§ 269—
274 ksiegi 1V), wlaczylem tylko dlatego, by uczniowie pracu-
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jacy bardziej samodzielnie mogli zapoznaé si¢ z tymi int(;-
resujacymi teorjami. Rzecz prosta, Ze w normalnym 1{11r§1e
szkolnym niema}miejsca na takie zbyt specjalne zagadnienia.

Musze tu jeszcze powiedzie¢ pare slow o przyczynie,
ktora sklonita mnie do czysto geometrycznego potraktowania
tego dzialu. Teorje wielkosci geometrycznych proporcjonal-
nych mozna, moim zdaniem, wylozy¢ tylko trzema sposoba-
mi, jesli chodzi o wyklad Scisly: sposobem arytmetycznym,
sposobem geometrycznym i sposobem po$rednim, euklidesow-
skim. Wyklad arytmetyczny (stosowany np. w lepszych
podrecznikach francuskich) wymaga uaprzedniego opracowa-
nia, i to bardzo dokladnego, teorji liczb niewymiernych. oraz
teorji mierzenia, a wiec przez to samo malo sig nada]e. (?o
naszych warunkow. Istotnie, w szkolach naszych omawiaja
dzi§ pojecie mierzenia w calej rozciaglosci na poczatku klasy
piatej (niektorzy robia to juz w klasie czwartej przy bada-
niu katéw w kole), a wiec najtrudniejsze pojecie matematy-
ki elementarnej omawia¢ musimy z uczniami 14 lub 15-
letnimi, co sprzeciwia si¢ wszelkim zdrowym zasadom peda-
gogicznym. Totez rezultat znany jest dobrze kaZde{Ilu nau-
czycielowi: uczniowie powtarzaja mniej lub wigcej trafnie
stowa nauczyciela, nic nie rozumiejac ich znaczenia. Marpy
tu do czynienia z typowym okazem werbalizmu w nauczaniu.

Sposob euklidesowski, powszechnie stosowany w pod-
recznikach wloskich, jeszcze mniej nadaje si¢ do szkoly *).
Jakoz sposob ten — bardzo zreszta piekny i pomystowy e
niczym innym nie jest, jak teorja arytmetyczna liczb nie-
wyrrvliernych, ubrang w terminy (lecz nie w obrazy) geome-
tryczne. Ta szata geometryczna tak doskonale zaciemnia
istotna tre§¢ zagadnienia, ze dopiero po 20 wiekach dost.rze—
zono, iz precyzyjna definicja przekroju Dedekinda zawiera
sie juz w ksiedze V ., Elementow” Euklidesa.

Pozostaje tedy sposob trzeci, geometryczny, ktéry ma
te zalete, Ze operuje obrazami i pojeciami doskonale znany-
mi uczniom, umozliwia wyklad podobienstwa 1 jednokladno-
$ci przed teorja mierzenia i pozwala nam przez to samo

#)  Typowy wyklad znalezé mozna w ksigzce: Enriques i Amaldi
Zasady gieometrji elementarnej. Warszawa 1915.
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odsunac teorje mierzenia do chwili, gdy umysl ucznia jest
lepiej przygotowany do jej przyjecia *).

Powstaje pytanie, kiedvy ma hyé¢ wykladana teorja mie-
rzenia? Moim zdaniem, najwlasciwiej byloby przenie$¢ do
klasy piatej poczatkowe rozdzialy stereometrji, odsuwajac do
klasy szostej cala teorje mierzenia wraz z pomiarem kola.
W ten sposob w klasie piatej moznaby w algebrze zapoznaé
uczni6w propedeutycznie z .pojeciem liczby niewymiernej,
w klasie za§ széstej powréci¢ do tej sprawy pray teorji lo-
garytmow, a w geometrji pokazaé zastosowanie tego pojecia
do mierzenia wielko$ci. Zreszta, gdyby nawet kto$ czul sie
zbyt skrepowany istniejaca tradycja szkolng i cheial koniecz-
nie. moéwi¢ o mierzeniu juz w klasie piatej, to i w takim
razie lepiej byloby odsunaé te¢ sprawe mna koniec roku, gdy
uczen zapoznal si¢ juz w algebrze chocby pobieznie z liczba
rzeczywista i, badZz co badz, w ciagu roku dojrzal troche
pod wzgledem umyslowym.

Ksiega IV traktuje o mierzeniu. Odstapitem od utar-
tych metod wykladu glownie przy wprowadzeniu pojecia
pola.prostokata. Zazwyczaj mierzenie pol opieraja na twier-
dzemu,.Ze w prostokatach o réwnych podstawach pola sa
proporcjonalne do wysokosci. Twierdzenie to w wykladzie
tradycyjnym ma dwie wady: po pierwsze dowdd jego jest nie-
scisly, gdyz zaklada pocichu, ze kazdy prostokat posiada po-
le jednoznacznie wyznaczone; powtére dowod ten jest dla
uczniow niejasny, o ile nie opiera si¢ na zupelnej i $ciske]
arytmetycznej teorji liczb rzeczywistych. Istotnie, dowod ten
jest tylko zamaskowana definicja przekroju, a wobec tego
wolalem postapi¢ otwarcie i wprowadzié pojecie pola prosto-
kata jako przekroju, odpowiadajacego iloczynowi ‘dwéch liczb
rzeczywistych.

*) Kazdemu matematykowi musi mimowoli nasungé si¢ inny
Qomys} geometrycznej teorji proporcji. Moznaby mianowicie okres-
li¢ odcinki proporcjonalne jako takie, ktére powstaig na prostych
dowolnego peku, gdy przetniemy je pekiem prostych r(’)wnolegh;ch.
Dalsza teorja rozwija si¢ bardzo ladnie, wymaga jednak wprowadze-
n.ia twierdzenia Desarquesa. Otéz tw. Desarguesa z Yatwosciq daloby
si¢ wprowadzié, gdyby$my sie zdecydowali na skasowanie w szkole
sztucznego podzialu geometrji na planimetrje i stereometrje.

X111

Teorji wielokatéw foremnych poswiccone sa §§ 281, 290.
Uwazam, ze omawianie w szkole foremnego pieciokata, dzie-
sieciokata 1 pietnastokata jest rzecza zupelnie zbyteczna
i ttumaczy si¢ tylko przemoznym wplywem tradycji: czas,
poswiecany na te figury, moznaby zuzytkows¢ na zagadnie-
nia bardziej ksztatcace. Jezeli jednak kto$ jest odmiennego
zdania i obstaje przy tym materjale, powinien skorzystaé ze
sposobnosci i oméwi¢ nowe dla uczniow i ciekawe pojecie
wielokatow gwiazdzistych. Tak samo zwigzki miedzy bokami
wielokatow wpisanych 1 opisanych o n i 2n bokach powin-
ny conajwyzej figurowaé jako zadania. : ! '

Dalsze rozdzialy ksiazki zawieraja stereometrje. Ze
wzgledu na bardzo skapy wymiar czasu, ktory wedlug na-
szych planéw szkolnych po$wieci¢ mozemy tej pigknej nauce,
ograniczylem materjal do mozliwego minimum, starajac si¢
zarazem upro$ci¢ wyklad i ujednostajni¢ metody dowodze-
nia, zwlaszeza w dziale, po$wieconym mierzeniu objgtosci
i p6l powierzchni. Obralem przytym metode, ktéra stanowi
naturalna propedeutyke pojecia calki okreslonej, jesli bo-
wiem mamy wprowadzaé¢ w klasie VII fub VIII pojecia po-
chodnej i calki, musimy je starannie przygotowa¢ w kursie
klas V i VI. Z przykroscia zdecydowalem sia na opuszcze-
nie twierdzenia Eulera i przez to samo na bardzo powierz-
chowne potraktowanie wielo$cianow; niestety, nie mamy dzi$
na to czasu w szkole, jak réwniez na geometrje figur na kuli.

Przy nauczaniu stercometrji uwazam za rzecz zasadni-
czej wagi budowanie siatek i modeli oraz wykreSlanie figur
w rzucie uko$nym réwnolegtym. Odpowiedni rozdzial umie-
scilem na koncu ksiazki, jako ,,dodatek do stercometrji”,
a to dla tego, by nie krepowaé zbytnio nauczyciela. Jakoz
najodpowiedniejsza moze chwila do wprowadzenia tych rzu-
tow jest ta, gdy uczen poznal podstawowe twierdzenia o po-
lozenin prostych i plaszczyzn w przestrzeni; réwnie dobrze
jednak da sie¢ pomy$le¢ inny rozklad materjatu: mozemy mia-
nowicie kreslenie bryt i budowanie modeli potraktowaé jako
propedeutyke stereometrji, a w takim razie musza one po-
przedza¢ wszelkie systematyczne badanie zwiazkow prze-

strzennych.
Ksiazka zawiera inny jeszcze ,,dedatek”, mianowicie
dodatek do ksiegi I. Traktuje on o wyznaczaniu miejsc geo-
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metrycznych 1 o metodach rozwigzywania zadan konstruk-
cyjnych. Ze wzgledu na niewielka liczbe godzin, ktora dzi§
w klasie V poswiecaja w wielu szkolach na geometrje, z ca-
fego tego dzialu uwazam za niezbedne tylko przerobienie
w Kklasie pigtej kilkunastu przykladéw na zastosowanie ana-
lizy geometrycznej: w klasie czwartej uczen stosuje te me-
tode badania pod okiem nauczyciela nawpo6t §wiadomie, do-
b?ze wigc bedzie, jesli w roku nastepnym u$wiadomi ja so-
bie i utrwali na przykladach. Reszte ,,dodatku do ksiegi I*
umieScilem z mysla o uczniach, pragnacych poznaé geome-
trjg w zakresig jnieco obszerniejszym od tego, ktéry im daje
wyklad szkolny. '

Ksigzka zawiera znaczna liczbe zadan (zgora 1400).
Uwzglednilem przedewszystkim trzy typy zadan: 1) latwe
i ciekawe twierdzenia, na ktorych uczen éwiczy si¢ nie tylko
w wynajdywaniu 1 budowaniu dowodow, lecz czesto w uogol-
nianiu poznanych prawd, czasem za$§ w odszukiwaniu zwiaz-
kéw logicznych miedzy poszezegolnymi grupami twierdzen
(np. zadania 1—3 na str. 182); 2) zadania konstrukeyjne;
3) poszukiwanie miejsc geometrycznych. Drugi typ, ksztal-
cacy przedewszystkim intuicje geometryczna i wynalazczosé,
pie jest dzi$ u nas dostatecznie uprawiany, trzeci za$ typ
jest w szkolach naszych prawie-nieznany, pomimo ze przy
odpowiednim traktowaniu przyczynia sie znakomicie do roz-
winigcia pewnej specjalnej, niezmiernie cennej formy intui-
cji, ktédra z braku odpowiedniejszego terminu nazwalbym
cynematyczna.

. Z metod rozwiazywania zadan konstrukeyjnych uwzgled-
nilem przedewszystkim dwie: metode miejsc geometrycz-
nych i przeksztalcenia jednokladnego. Opanowanie tych
dwoch metod oraz poznanie kilku przykladéw przeksztalce-
nia symetrycznego i metody algebraicznej powinno wystar-
czyé.og()lowi uczniéw; kto chcialby poznaé inne sposoby
rozwiazywania zadan, znajdzie je badz w ,,dodatku do ksie-
gi I, badz w ksiazce Petersena.

Podalem niewielka liczbe ¢éwiczen i zagadnien z geome-
trji praktycznej. Niestety, wicksza cze$é ksiazki pisalem na
prowincji, zdala od wszelkich bibljotek, nie moglem wiecc
wyzyskaé bogatego i niezmiernie dla uczniéw ciekawego ma-
terjalu (wymagajacego tylko najprostszych przyrzadow, ktore
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kazdy sam sobie zrobi¢ moze), jaki znalezé mozna w dzie-
lach dawnych geometréw: Solskiego, Taqueta, Fineusa
i innych.

Co sie tyezy t. zw. zadan na obliczanie, to podatem
do$¢ znaczna ich ilo$¢, poczynajac od ksiegi IIL Wezesniej-
sze wprowadzanie tych zadan moze si¢ tylko szkodliwie
odbi¢ na opanowaniu myslenia geometrycznego.

Drukiem spacjowanym podane sa te zadania, ktérych
przerobienie uwazam za szczegolnie wazne.

Pare slow jeszcze o metodzie wykladu, przyjetej w ksiaz-
ce niniejszej. Nauczanie musi by¢ prowadzone metoda heu-
rystyczna i genetyczna — pod tym wzgledem dwoch zdan
by¢ nie moze, wprowadzanie jednak systematyczne tych me-
tod do podreeznika uwazam za bezcelowe. Zadaniem ksigzki
nie jest zastapienie nauczyciela. Podrgeznik winien stuzy¢ do
powtérzenia i przypomnienia prawd, opracowanych w klasie,
powinien wiec mieé¢ taki uklad, ktéryby ulatwial odszukanie
i szybkie przejrzenie potrzebnych definicji lub twierdzen.
Kierujac sie tym, zachowalem przewaznie staro$wiecki wy-
klad dogmatyczny, dorzucajac zreszta w wielu miejscach
‘uwagi, ktére moga naprowadzi¢ ucznia na spostrzezenia, do-
tyczace zwiazku miedzy poszczegolnymi teorjami.

Oto sa zasady, ktérymi kierowalem si¢ przy pisaniu
niniejszego podrecznika. Czy sa one w zupelnoSci sluszne
i czy wykonanie odpowiada postawionemu celowi, niech
osadzi kompetentna krytyka. Jedno tylko chcialbym pod-
kreslié: nie umiescilem w ksiazce nic takiego, czegobym nie
wyprobowal wielokrotnie w szkole.

Za wszelkie uwagi krytyczne bede bardzo wdzigezny.
Wszyscy czujemy, ze tradycyjny u nas wyklad geometrji jest
gruntownie zly, naprawienie jednak tego zla, stworzenie wy-
ktadu nowozytnego, zgodnego z wymaganiami nauki i peda-
gogiki, a zarazem przystosowanego do umystowosci i potrzeb
naszego narodu, jest rzecza trudna, przerastajaca sily jedne-
go czlowieka. Potrzeba tu wspolpracy calego grona nauczy-
cieli. Ksiazke swoja traktuje tylko jako przyczynek do tej
budowli, ktéra powinniSmy wznie$é i, mam nadzieje, wznie-
siemy wspolnymi sitami. Bede niezmiernie rad, jezeli ksiazka

ta pobudzi innych autoréw do lepszego opracowania tego
samego tematu.
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Na zakonczenie niech mi wolno bedzie spelni¢ milty i
obowiazek podzigkowania kolegom Stanistawowi Garlickie- b
mu, Juljuszowi Rudnickiemu i Stefanowi Kwietniewskiemu, {
ktorzy dali mi niejedna dobra rade przy opracowaniu tego r.
podreeznika.  Rzecz prosta, iz nie sa oni odpowiedzialni za &y
sposob, w jaki rady ich wyzyskalem. -‘

W chwili, gdy rozpoczynatem druk ksiazki, obowiazy-
wala pisownia, uchwalona przez Akademje 17 lutego 1917 r.,

do niej tez musialem sie stosowaé. Spis liter greckioh, uzytych w ksiaZzce niniejszej:

« czyta] alfa '
B8 . beta
i
3

. gama
. delta
Kielce, w lipcu 1919 . i ‘ 3 »  epsilon
0 .t eta
& ' teta
F I\ .- lambda -
© 5 pi
. | ; 0 . Io
| | ' £ s, ¥ ,,  sigma
\l | 9 . fi
¢ I psi
; ® 5 omega.




Spis symbolow, uzywanych w zadaniach konstruk-
cyjnych.

L S

W trojkacie dowolnym AABC
boki BC, CA, AB oznaczamy przez a, b, c;

katy <CAB,XABC,&xBCA A, B, C.
wysoko$¢ CD ' i}
analogicznie, wysoko$ci po-
prowadzone dobokéwa,b, ,, hg, hy;
dwusieczna CE 2 de;
dwusieczne katow A i B |, dy. dgs
srodkowa CF : % Se
srodkowe, poprowadzone do bokow a, b > Sa» Sps
odcinki BE, EA, wyznaczone przez dwusiecz-
na dg o Up U=
odcinki BD, AD, jako rzuty bokow a, b - Ty T
promien kola wpisanego s [
promienie kol zawpisanych, stycznych do
bokow a, b, ¢ 33 Po P Po
promien kola opisanego o R

-
-

kat migedzy Srodkowa s, i bokiem « ¥ (sgpa)it. p;

IL.

W tréjkacie rownoramiennym AABC, bo-
ki a, b r6wnaja sig sobie, a wiee C oznacza kat, zawarty miedzy
rownymi bokami.
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W trojkacie prostokatnym A ABC kat pro-
sty oznaczamy przez C.
Inne oznaczenia, jak poprzednie.

IV.
W czworoboku dowolnym ABCD
boki AB, BC, CD, DA oznaczamy przez a, b ¢ d
katy czworoboku s ”» 4, B, C, D.
przekatne AC, BD 35 % e [
kat miedzy przekatnemi 5 » ®.
punkt przecigcia si¢ przekatnych = E.




Spis pewnikow,
na ktérych zostat oparty wyktad w ksiazce niniejszej.

I. Pewniki, dotyczace polaczenia poje¢ podstawowych:
punktu, prostej i plaszczyzny.

Pewnik Ta. Przez kazde dwa punkly prze-
chodzi prosta,ale tylko jedna.
Inaczej: dwa punkty wvznaczaja
prosta.

Prosta i punkt nie lezacy na niej
wyznaczaja plaszczyzne.
Inaczej: dwie proste przecinajace
sig¢ wyznaczaja plaszczyzne.
Albo tez: trzy punkty, nie lezace
na jednej prostej,wyznaczaja
plaszczyzne.

Prosta,laczgcadwa dowolne pun-
kty pltaszeczyzny, lezy na tej
ptaszczyiznie.

Id. Dwie plaszczyzny, majace spél-

ny punkt, przecinaja sie we-
dilug prostej.

- le.

II. Pewniki, dotyczace uporzadkowania punktow.

Pewnik Ila. Kazdy punkt na prostej dzieli
ja na dwie cze$ci (zwane polpro-
stemi), z ktorych kazda zawiera
dowolnag ilo$é punktow.

. IIb. Kazda prosta lezaca na ptlasz-

czyznie dzieli ja na dwie cze§-

Pewnik Ilc.

Pewnik Illa.

. IIIb.
5 IlIec.
" 11Id.

Pewnik I1Ia’.

R L8

5 IITe.

,,  IIb.

5o et

Pewnik 1IIf.

Spis pewnikow. 5

¢l (zwane polplaszezyznami), z kté6rych
kazda zawiera dowolng ilo$é
punktow.

Kazda plaszczyzna dzieli prze-
strzen na dwie cze$Sci, z kto-
ryeh kazda zawiera dowolnag
iloS¢é punktow.

III. Pewniki, dotyczace réwnoS$ci odcinkdéw, katéw i tréjkatow.

Po kazdej stronie danego punk-
tu A na prostej istnieje jeden
i tylko jeden taki punkt B, ze
odecinek AB rowna sie danemu
odcinkowi.

O ile nie uwzgledniamy zwrotu
odcinka, mozemy powiedzied,
ze AB = BA.

Dwa odcinkirowne trzeciemu sa
sobie rowne.

Sumy rownych odcinkoéow sa so-
bie rowne.

Po kazdej stronie danej polpro-
stej istnieje jedna i tylko je-
dna polprosta, tworzaca z nig
kgt rowny danemu katowi

O ile nie uwzgledniamy zwrotu
kata, mozemyv powiedzieé¢, ze
<L AOB = <L BOA.

Dwakaty rownetrzeciemu sa so-
bie réowne.

Sumy rownych katow sa sobie
rown e,

Katy proste sa sobierowne.

Jezeli trzy boki jednego trojka-
kata rownaja sie trzem bokom




Pewnik IIlg.

Pewnik IV.

V.

Pewnik V.

Pewnik VlIa.

. Vib.

o Vic.

Spis pewnikow.

drugiego, wowczas 1 katy jed-
nego trojkata rownaja sie ka-
tom drugiego, czyli trojkaty
sq sobie rowne.

Jezeli mamy dany trojkat AABC,

a procz tego na dowolnej pro-
stej m mamy odcinek A'B' = AB,
wowczas po kazdej stronie pro-
stej m istnieje przynajmnie]j
jeden taki punkt C, ze

A A'B'C'=p ABC,

IV. Pewnik o réwnoleglych.

Jezeli dwie proste tworza z po-
przeczna katy naprzemianle-
gle wewnelrzne nieréwne, wo w-
czas proste te nie sa rowno-
legle (zatym przecinaja sie).

Pewnik, dotyczacy figur rownowaznych.

Zaden wielokat nie moze byé ré-
wnowazny swej czeSci.

VI. Pewniki, dotyczace ciagtoSci.

(pewnik Archimedesa dla odcinkéw). Jezeli

mamy dane dwa odcinki a b,
przyczym a>>b, wowczas mozZe-
my znalezé¢ tak wielka liczbe
n, ze hedzie nb>a.

(pewnik Archimedesa dla katow). Jezeli

mamy dane dwa katy <€ai<C 8B,
przyczym <XLe>JpB, wowczas mo-
zemy znalezé tak wielka licz-
be n, ze bedzie nALB>La.
Jezeli punkt wewnetrzny kotla

Pewnik VId.

IVe.

Spis pewnikow. ' 7

potaczymy z punktem zewne-
trznym za pomoca odcinka pro-
stej, wowczas odcinek ten prze-
tnie okrag kola w jednym ityl-
ko w jednym punkcie.

Jezeli punkt wewnetrzny kola

polaczymy z punktem zewne-
trznym za pomocq luku jakie-
gokolwiek innego kola, wow-
czas ltuk ten przetnie dany
okrag w jednym i tylko w jed-
nym punkcie.

Jezelina prostej mamy dwa zbio-

rv punktow H i K, przyczym
punkty Hleza w lewood punk-
tow K,i jezeli do kazdego do-
wolnie zadanegoodcinka e mo-
zemy dobra¢ takie dwa punk-
ty HyiK, ze odleglo$¢ pomigdzy
nimi jest mniejsza od e, WOwW-
czas na prostej istnieje jeden
i tylko jeden punktP, ktoéory
rozdziela wszyvstkie punkty H
od punktow K.




Wiadomosci wstepne.

§ 1. W geomelrji istnieja pojecia tak proste, Ze nie wyma-
gaja zadnych objasnien. Sa to punkt, prosta (albo linja
prosta) i plaszczyzna. '

Punkty oznaczamy wielkimi literami }acinskimi 4, B, C...,
proste malymi literami lacinskimi a. b, ¢, . ..., wreszcie pla-
szezyzny oznaczamy literami greckimi e, 8, 1...

Kazdy zbioér punktow nazywamy figurq geometrycznq lub
krotko: figurq.

§ 2. O punktach, prostych i plaszczyznach mozemy wy-
powiedzie¢ szereg oczywistych prawd, ktére nazwiemy pewni-
kami. .

Pewnik la. Przez kaide dwa punkly przechodzi prosta, ale
tylko jedna. ;

* Ten sam pewnik wyrazamy slowami:

dwa punkly wyznaczajq prostq.*).

Prosta przechodzaca przez punkty A i B nazywamy pro-
sta AB. .

Mowimy tez, ze punkty A i B leza na prostej AB
lub ze prosta AB laczy punkty A i B.

*) W mowie potocznej uzywajg wyrazu ,,wyznacza¢’ w sposob
niejednostajny i niekonsekwentny. Poniewaz w dalszym wykladzie
wypadnie nam nieraz postugiwaé¢ sie¢ tym terminem, musimy umowié
si¢ raz na zawsze, co on dla nas oznaczaé bedzie.

Jezeli mamy dwa rodzaje przedmiotéow A i B i jezeli kazdemu
przedmiotowi A odpowiada jedeni tylko jeden przedmiot B, wéwczas po-
wiadam, ze przedmiot B jest wyznaczony przez A. Tak wiec wyraz ,,wy-
znaczac” bedzie zawsze wyrazaé¢ dlanas d wie prawdy: 1-o kazdemu
przedmiotowi A odpowiada jaki$ przedmiot B; 2-0 kazdemu przedmio-
towi A odpowiada jeden tylko przedmiot B.

Wiadomosci wstepne, 4

Wniosek. Dwie prosle mogq mie¢ conajwyzej jeden spélny
punkt, gdyby bowiem mialy dwa punkty spolne, musialyby zle-
waé sie w jedna prosta.

§ 3. Pewnik Ib. Prosta i punkl nie lezqcy na niej wyznacza-
ja plaszczyzne. Symbolem ,,plaszezyna (a, C)” oznaczaé bedzie-
my plaszezyzne, wyznaczona przez prosta a i przez punkt C,
nielezacy na tej prostej.

Ten sam pewnik mozemy wyrazié inaczej:

trzy punkly nie lezqce na jednej prosiej wyznaczajq plaszczyzne.

Istotnie, niech beda dane trzy punkty A, B, C, nie lezace
na jednej prostej. Pierwsze dwa punkty wyznaczaja prosta
AB, punkt C na niej nie lezy, a wigc musi razem z prosta AB
wyznacza¢ plaszezyzne.

Mozemy wreszcie temu samemu pewnikowi nada¢ postaé
nastepujgea:

dwie przecinajqce si¢ prosle wyznaczajq plaszezyzne.

Jezeli bowiem proste «, b przecinaja si¢ w punkcie B, wow-
czas na prostej b wystarczy obra¢ punkt C rozny od B,
a bedziemy mieli prosta a i punkt C nie lezacy na niej. ktore
wyznaczaja plaszezyzne (a, C).

Pewnik Ic. Prosta, lqczqca dwa dowolne punkly plaszezyzny,
lezy na lej plaszczyznie.

Fakt, ze prosta a lezy na plaszezyznie « wyrazamy rowniez
slowami: plaszczyzna « przechodzi przez prosta a,
albo zostala przesunieta przez prosta a

WiasnoSci prostej.

§ 4. Wyobrazmy sobie, Ze na dowolne] plaszczyznie obrali-
$my punkty O i A;. Prosta OA; oznaczmy przez a, i obierzmy
w tej samej plaszczyznie jakikolwiek punkt A, nie lezacy na

Jezeli np. w pewnej klasie ponumerowaliSmy wszystkich uczniow,
mozemy powiedzie¢, ze numer wyznacza ucznia, gdyz 1-0) kazdemu nu-
merowi odpowiada jaki§ uczen, 2-0) kazdemu numerowi odpowiada tyl-
ko jeden uczen. Jezeli natomiast ponumerowaliémy nie uczniow, lecz
tawki, i jezeli na kazdej-lawce siedzi po dwu lub wiecej uczniow,
wowezas mozemy wprawdzie powiedzie¢, ze numer wyznacza lawke
(dlaczego ?), ale nie mamy prawa powiedzie¢, ze numer wyznacza
ucznia, gdyz kazdemu numerowi odjoviada teraz grupa uczniéw, nie
za$ jeden tylko uczen.
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prostej a,. Punkly O i A, wyznaczaja nowa prosta a,. Obie-
rajac w tej samej plaszczyznie punkt Ag, nie lezacy ani na ay,
ani na @y, olrzymamy trzecia prosta OA;z czyli ag i t. d. Rzecz
jasna,ze mozemy otrzymaé dowolng iloé¢
prostych, przechodzacych przez punkt
0 i lezacych w jednej plaszezyznie
(rys. 1.)

) OkreSlenie. Zbior wszystkich pro-
stych, przechodzacych przez jeden
punkt i lezacych w jednej plaszezyz-
nie, nazywamy pekiem prostych. Punkt
przecigeia si¢ tych prostych nazywa-
my wierzchotkiem peku.

W powyzszym przykladzie punkt O jest wierzcholkiem
peku.

§ 5. Wyobrazmy sobie, Ze obraliSmy na prostej dowolna
ilos¢ punktéw A, B, C.... (rys. 2) i ze jakie§ cialo porusza
si¢ po tej prostej. Doswiadczenie powiada nam, ze cialo
moze przebiegaé te punkty w porzadku A, B, C,... albo tez
A4 B c v porzadku odwrotnym ...C, B, A. To Spo-

Rys. 2. strzezenie prowadzi do rozréznienia na pro-
ste] dwoch zwrotéw wprost sobie przeciwnych.

Rys. 1.

§ 6. Pewnik lla. Kazdy punkt prostej dzieli jq na dwie
czg$el (zwane pdlprostemi), z kiorych kazda zawiera dowolna
ilos¢ punkiow.

Np. na rys. 2 punkt B dzieli prosta na dwie polproste; na
jednej z tych pélprostychlezy punkt A, na drugiej punkt C.

Dwie polproste, o ktéorych mowa w naszym pewniku, po-
siadaja tylko jeden spolny punkt, ktory nazywamy ich po-
czqtkiem. O kazdej z tych pdlprostych mowimy, ze jest prz e-
dluzeniem drugiej.

§ 6. OkreSlenie. Odcinkiem nazywamy cze$¢ prostej, za-
warlq miedzy dwoma jej punkiami. Punkly te nazywaja sie kon-
cami odcinka.

Np. na rys. 2 mamy odcinek AB, ktorego korcami sa pun-
kty A1 B.

Kazdy inny punkt odcinka nazywa sie wewnelrznym.

OkreSlenie. Jezeli na tej éamej prostej mamy dwa lub wie-
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cej odcinkow, przyczym kazdy z nich ma z nastepnym jeden
spolny koniec, a niema zadnych innych punktéw spélnych, wow-
czas odcinki te nazywamy kolejnymi.

Na vys. 2 odcinki AB 1 BC sa kolejne.

§ 7. OkreSlenie. Jezeli mamy dwa kolejne odcinki AB, BC,
(rys. 2), wowczas odcinek AC nazywaé bedziemy ich sumq i bedzie-
my pisali

AB + BC = AC.
§ 8. Kazde dwa odcinki sa albo réwne sobie, albo nier-

wne. Cheac zaznaczyé¢, ze odcinki MN, PR sa sobie rowne, pi-
szemy

; MN = PR lub tez PR = MN.
Pewnik Illa. Jezeli na prostej mamy dany punki A, wéw-
czas po kaz'dﬂronie lego punktu istnieje jeden i tylko jeden

taki punkt B, ze odcinek AB rowna si¢ pewnemu z géry zadanemu
odcinkowi m (rys. 3).

§ 9. Chcac dodawac i odejmowad

B A B odcinki wedtug tych samych praw, kto-
= re rzadza dodawaniem i odejmowaniem
Rys. 3. liczb, musimy ustali¢ szereg nastepuja-

cych zasad i okreslen (§§ 9—12)

§ 9. Pewnik IIIb. O ile nie uwzgledniamy zwrotu odcinka,
mozemy powiedzieé, ze
AB = BA.
Pewnik Ilic. Dwa odcinki réwne irzeciemu sq sobie rowne.
—

§ 10. Pojecie sumy mozemy rociagnaé¢ na dowolna liczbe
odcinkow, nawet niekolejnych. Jezeli mianowicie mamy odcin-
ki niekolejne, a, b, c,... k, wowczas suma icha +b + ¢ +... + k
nazywa¢ bedziemy sume odpowiednio réownych im odcinkow
kolejnych a' + 0" +¢"... + K.

Pewnik IIld. Jezeli mamy odpowiednio réwne sobie odcinki

- a=a, b="V
wowczas musi byé réwniez

at+b=a +1v.
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Innymi slowy: sumy réownych odcinkéw sq sobie rowne.

Twierdzenie. Jezeli przez a, b oznaczymy dowolne odcinki, bedzie-
my zawsze mieli

atb=hb+a
Twierdzenie. Jezeli h, b, ¢ sq dowolnymi odcinkami, wowezas
(a+b)+c=a+ (b+c)
§ 11. OkreSlenie. Jezeli a, b, ¢ sq frzema odcinkami, przyczym
a+b=
wlwczas odcinek ¢ nazywamy wigkszym od kazdego z odcinkéw a, b,
te za$ nazywamy mniejszymi i piszemy
a<c¢, b<lc,c_a, chb
Z tego okre$lenia i z pewnikow IIlc i ITId wynika, ze
19) jesli a=>b, b = ¢, wéwezas a=> ¢
20 jesli a>b, c=d, wéweczas a-+e¢=>b+d.

§ 12. OkreSlenie. Jezeli a, b, ¢ sq trzema odcinkami. przy-
czym
at+b=c¢,
wowezas a nazywamy rdinicq odcinkéw c i b, odcinek za$ b nazy-
wamy rdinicq odcinkéw ¢ i a i piszemy
a=c—b
=c—a.
Z tego 0kre§lenia<'wvynika, ze .
10 jezeli a==a’, b= oraz a b,
wowczas. a—b=a’ —b;
20 jezeli a>>b oraz a’ << b, wowcezas musi byé
a—a >b—0,

oczywiscie w zalozeniu, ze odejmowanie daje sie wykonaé.

§ 13. Okreslenie. Sume¢ n odcinkéw réwnych odcinkowi a
ngzywamy n-Itq wielokroinqg odcinka a i oznaczamy sym-
bolem

na.

Odcinek a nazywamy n - lq podwielokrolng albo n - tq cze-
sciq odcinka na.
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Cheac oznaczy¢, ze odcinek b jest n-ta czeScia odcinka
€, piszemy
1 c
bi—" —c lub b—
n n
Pewnik Vla (zwany pewnikiem Archimedesa dla odcinkéw).
Jezeli mamy | dwa nieréwne odcinki a, b, przyczym a<b, wéwczas
mozemy znalezé tak wiclkq liczbe n, ze na>b,

§ 14. Jezelimamy dwa lub wigce] odcinkow, z ktorych kaz-
dy poprzedni ma wspolny koniec z nastepnym, i jezeli odcinki
te nie leza na jednej prostej, wowczas tworza one linje lamang.

Xy
0 pojeciu kata.

§ 15. Pewnik IIb. KazZda prosia a, lezqeca na plaszczyznie a
dzieli ja na dwie czesci (na dwa obszary) zwane potplaszezyznami
i zawierajqce kazda dowolng ilo$¢ punkiow.

Wyraz ,,dzieli” nalezy rozumie¢ w nasl¢pujacy sposob:

1-o kazdy punkt plaszczyzny e« albo lezy na prostej
albo tez nalezy do jednej z dwu czesci plaszezyzny, o ktorych
mowa w pewniku;

2-0 jezeli punkly A, B naleza do jednej czesci plaszezyzny,
wowczas odcinek AB nie przecina prostej a;

3-0 jezeli punkty A, B naleza do dwu réznych czesci pla-
szezyzny, wowczas odcinek AB przecina prosiq a.

O prostej a mowimy, ze oddziela te dwie czqéci plaszezyzny,
ze stanowi ich spdlnq granice.

Zamiast mowié: ,,punkty A, B naleza do ]edne] czescl (lub:
do dwu roznych czesci) plaszezyzny”, bedziemy nieraz mowili:
»punkty A, B leza po jednej stronie (lub: po dwu stronach)
prostej a.”

§ 16. Dwie polproste, majace spol- : A
ny poczatek, dzielg plaszezyzng na dwa
obszary, z ktorych kazdy nazywa sig
kqtem plaskim albo krotko: kqtem. Obie
pélproste nazywamy ramionami kata,
spolny ich poczalek nazywa si¢ wierz-
chotkiem kqta. Na rys. 3. OA, OB sa
ramionami, O jest wierzcholkiem kata. RysS. 3.
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Kat oznaczamy zazwycza] trzema literami, przyczym
w $rodku wymieniamy litere, ktora oznaczyliSmy wierzcho-
tek kata. Np. kat przedstawiony na rys. 3 oznaczamy sym-
bolem L AOB lub <L BOA.

Jezeli pélproste, kiére sa ramionami kata, oznaczylismy
malymi literami, wowczas kat mozemy oznaczy¢ innym, prost-
szym symbolem. Bedziemy np. pisali <C(a, b), majac na my-
$li kat miedzy dwiema polprostemi a, b.

Czasem, o ile nie bedziemy si¢ obawiali nieporozumien, be-
dziemy oznaczali katy numerami; bedziemy tedy pisali <C 1, (2
(t. j. kat pierwszy, kat drugi i t. d.) Czasem tu uzywamy liter
greckich, np. <o

§ 17. Jezeli dwie proste przecinaja si¢, powstaja rozne pa-
ry kaﬁrktérym nadajemy specjalne nazwy.

OkreSlenia. Jezeli ramiona jednego kqla sq przediuzeniem ra-
mion drugiego, wéwczas dwa le kqly nazywamy wierzchotkowymi.

Jezeli dwa kqly majq spélne ramie, drugie za$ dwa ramio-
na tworzq jednq prostq, wowezas kaly nazywamy przylegtymi.

Np. narys. 4 katy <C AOB,
Z4 <L COD sq wierzcholkowe, katy
zas L AOB, X BOC sa przy-
legle.

Wyliczyé wszystkie znajdu-
jace sie na tym rysunku katy
wierzcholkowe i przylegle,

. .- §18. Na dwu ramio-

4 nach kata < MON obierz-

Rys. 4. my dowolne dwa punkty

A, B. Laczac wierzcholek O (rys. 5)z jakimkolwiek punk-

tem C, nalezacym do odcinka AB, otrzymujemy pclprosta OC,

o ktore] powiadamy, ze lezy wewnqlrz

kqla<C MON. O kazdym punkcie tej

pclprostej (z wyjatkiem punktu O) po-

wiadamy roéwniez, ze lezy wewnatrz
kata <C MON.

§ 19. Odpowiednio do dwu zwrotéw
prostej (lub odcinka) mozemy odréznia¢ dwa
zwroty kata. Pojecie to daje si¢ uzmyslowié
w nastepujacy spesob: wyobrazmy sobie, ze
polprosta OM obracamy dokola poczalku O; zakre$la ona kat, przy-
czym punkt jej przecigcia z prosta AB porusza si¢ po tej prostej

Rys. 5.
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albo od A ku B, albo od B ku A. Odpowiednio do tego powiadamy,
ze katy ¥ MON i = NOM maja zwroty przeciwne,

§ 20. OkreSlenia. Kqlami kolejnymi nazywamy takie katy
0 spoln) m wierzcholku, z klmych kazdy ma z nastepnym spolne
rami¢ 1 nie ma zadnych wigcej punktéw spolnych.

Np. na rys. 4 kaly SCAOB, L BOC, <L COD sa kolejne.
Sumq dwu lub wieeej kqiow kolejnych nazywamy zbior wszyst-
kich punktéw, lezacych wewnatrz tych katow.

§ 21. Jezeli sume katow kolejnych chcemy zawsze uwazad
za kat, musimy wprowadzi¢ pojecie kata pdlpetnego i pelnego.

OkreSlenia. Pdipelnym nazywamy kat, kiérego oba ramiona
{worzq jednq proslq. Np. narys. 4 suma katow <SCAOB + <LBOC
tworzy kat pélpelny X AOC, ktorego ramiona 0A i OC lezg
na jednej prostej. Kazda prosta i punkt na niej wyznaczaja na
plaszezyznie dwa katy pélpelne, lezace po dwu stronach tej
prostej; sume takich dwu katow pélpelnych nazywamy kqlem
pelnym.

Np. na rys. 4 suma katéw kolejnych

LAOB + <L BOC + <X COD + <L DOA

tworzy kat pelny. Kat ten jest zarazem suma dwu katéw pél-
pelnych lezacych po dwu stronach prostej AC.

Wniosek. Z okreslen katow pélpelnych i katow przyle-
gltych wynika, ze suma dwu kqléw przyleglych réwna sie kqlowi
péipetnemu. ~

§ 22. Kazde dwa kaly sa albo réwne sobie, albo nieréwne.
Cheac zaznaczyé, ze katy <SCAOB, <L CMD rownaja sie sobie,
piszemy

L AOB = L CMD albo tez L CMD = <AOB.

Pewnik 1Ila. Po kazdej sironie danej pélprostej istnieje
jedna i tylko jedna pélprosta, tworzqca z niq kqt réwny danemu.,

§ 23. OkreSlenie. Jezeli mamy dwa réwne sobie kqly przy-
legle, wowczas kazdy z nich nazywamy kqlem prostym.

Poniewaz suma obu katéw przyleglych réwna sie katow1 pot-
pelnemu, zatym okre$lenie nasze mozina sformulowaé inacze’; kqlem
prostym nazywamy polowe kqla pdlpetnego. Oczywiscie zald\damy p zy-
tym, ze istnieje jeden tylko sposob dzielenia kata poélpelnego na po-
towy.

Kat prosty bedziemy niekiedy oznaczali litera grecka 8.
Wobec tego kat polpelny moznaby oznaczyé symbolem 2§.
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Np. majac na mysli kaly na rys. 4, moznaby napisaé¢ réwnosé
nastepujaca:
<L AOB + <X BOC = 25.

Pewnik IIle. Wszysikie kaqly proste sq sobie rowne.

O dwu katach, ktorych suma rowna si¢ katowi prostemu,
mowimy, Zze dopelniaja sie do kata prostego. Jezeli su-
ma katéw rowna si¢ katowi pélpelemu, mowimy, ze katy
spelniaja sie. Jezeli proste AA’, BB przecinaja sie
pod katem prostym, méw'my, ze sa do siebie prosto-
padle i piszemy AA" | BE.

§ 24. Cheac dodawaé i odejmowaé katy wedlug tych sa-
mych praw, ktére rzadza dodawaniem i odejmowaniem odein-
kow, tworzymy szereg nastepujacych okreSlen i pewnikow.

Pewnik IIIb. O ile nie uwzgledniamy zwrotu kqla, wéwezas
mamy zawsze rownosé

L AOB = L BOA.

Pewnik I’ Dwa katy réwne irzeciemu réwnajq si¢ sobie

§ 25. OkreSlenie. Sumq kaléw niekolejnych nazy wamy sume
odpowiednio réwnych -im katéw kolejnych.

‘Pewn_ik HId'. Sumy rownych kqtéw sq sobie rgwne. Innymi
stowy: jezeli mamy <Ce = <o’ <Cf = P, wowcezas musi byé
Lo+ L=’ +AF.

§ 26. Jezeli mamy <Ca -+ <CB=<71, wowezas powiada-

my, ze kat ¥ jestwiekszy od kazdego z dwu katow <Ca < @,
‘te za$§ nazywamy mniejszymi od kata <(7 i piszemy

LoelLy lub <L1><Lo it d.
§ 27. rieélenie. Jezeli mamy
Lot JB=A1,

wowczas kqt <L nazywainy réinicq kqltow <L i LB, kal zas
B, nazywamy réznicq kqtéw <X i < e i piszemy
Lo =<y — AP
LB =<1 —Le
§ 28. OkreSlenie. Aqi wiekszy od potpetnego nazywamy

wkl@slym.. {c&t' ‘mniejszy od pélpetnego nazywamy wypuklym.
Méwilismy w § 16, ze dwie pélproste o spolnym poczatku
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dziela plaszezyzng na dwa obszary, z ktérych kazdy nazywamy
 katem. Otoz jeden z tych katow jest zwykle wklesly, drugi wy-

pukly. Np. na rys. 6 polproste 0A, OB wy-

znaczaja kat wklesty, opalrzony numerem

1,1 kat wypukly, opatrzony na rysunku nu-
- merem 2.

7§ 29, OkreSlenie. Sumen kqlow rownych
katowi <y o, nazywamy n -1q wielokrolnosciq
kala & a { oznaczamy symbolem V

n <y o.
Kat <o nazywamy n-ta podwiclokrotna albo
n-ta czescia kata ny e
Pewnik VIb. (pewnik Archimedesa dla ka-

t 6 w). Jezeli mamy dane dwa kqty <Co i <L, przyczym & o> 6,
woéwczas mozemy znalezé tak wielkq liczbe n, iz

ngf>go

§ 30. Twierdzenie. Kqly wierzchotkowe sq sobie réwne.
Istotnie, mamy (rys. 4)
X AOB + < BOC = 238
< BOC + ¢ COD = 23§
zatym < AOB + < BOC = g BOC + < COD
Stad zas wynika, ze g~ AOB = <5~ COD.

I

I

Cwiczenia 1. 1. Na prostej obieramy pie¢ dowolnych punktow
A, B, C, D, E; przedstawi¢ odcinek AD jako sume dwoch odcinkow;
jako sume trzech odcinkow; jako roznice dwéch odcinkdw.

2. Na prostej obieramy szes¢ dowolnych punktéow A, B, C,
D, E, F; przedstawi¢ na wszelkie mozliwe sposoby odeinek BE jako
sume¢ dwu odcink6éw; jako réznice dwu odcinkow.

3. W poprzednim zadaniu odcinek BD przedstawié réznymi spo-
sobami w postaci sumy algebraicznej odcinkow m—n—p, w postaci
sumy algebraicznej odcinkéw m -+ n— p.

4. 7Z punktu O prowadzimy pélproste OA, OB, OC, OD, OE, OF.

1-0 odezytaé¢ wszystkie katy kolejne;

2-0 kat < BOE przedstawi¢ jako sume dwu katow; jako su-

me trzech katow; jako réznice dwu katow;

3-0 kat < BOD przedstawié rozmaitymi sposobami w po-
staci sumy algebraicznej katéow <cu +<B—<cy. lub tez Jra—<B—iy.

5. WykreS§li¢-dwa katy przylegle 2~ AOB i &~ BOC. Jak wielki jest
z nich, jezeli pierwszy jest 3 razy mniejszy od drugiego?

kaz

m{strj a elementarna. . 2
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6. Z dowolnego punktu O prowadzimy poélproste OA, OB, OC.
0D, OE; Kkaty kolejne << AOB, < BOC, <= COD, <DOE, <EOA majg
si¢ do siebie tak, jak 1 :2:3:4:5; jak wielki jest kazdy z nich?

7. Na rysunku, odnoszacym sie do poprzedniego zadania, wy-
szcezeg0lni¢ wszystkie mozliwe katy i obliczy¢ wielkoéé kazdego z nich.

8. Proste AB, CD przecinaja si¢ w punkcie O, przyczym katy
*A0C, ¥<XCOB maja si¢ do siebie, jak 1 :2; obliczy¢ wszystkie katy.
jakie powstaly na rysunku.

Kofo i okrag kofa.

§ 31. Wyobrazmy sobie, ze mamy dany pek prostych,
ktorego wierzcholek oznaczimy litera 0. Niech rowniez bedzie
dany dowolny odcinek r. Wiemy, Ze na kazdej prostej, nalezg-
cej do naszego peku, mozemy od-
lozyé, poczynajac od punktu O,
po dwa odcinki rowne odcinkowi r
(np. OA, OA’ lub OB, OB’ na rys.
7). Dwa takie odcinki lezg po prze-
ciwnych stronach punktu O [P e-
wnikIlla]. Poniewaz w peku ma-

e my nieskonczenie wiele prostych,

zatym otrzymujemy nieskonczenie

wiele takich odeinkow. Konce ich A, A’, B, B, C, C'..... tworzg

figure, ktéra nazywamy okregiem kola. Punkt O na-

zywamy $rodkiem kola, wszystkie zas rowne odcinki

OA = 0A' = OB = OB’ = 0C = ... nazywamy promie-
niami kola.

Majac dany dowolny punkt M plaszezyzny, mozemy go
potaczy¢ z punktem O, przez co otrzymujemy prosta, nalezaca
do naszego peku. Na tej prostej istnieja dwa i tylko dwa pun-
kty — powiedzmy D i D'—takie, ze

(GUD) = OI0¥ = i
Mozliwe sa trzy przypadki:
punkt M zlewa si¢ z D lub z D’, a wiec lezy na okregu kola;
punkt M jest punktem wewneirznym odcinka OD lub odcin-
ka OD’, czyli odcinek OM jest mniejszy od promienia r;

powiadamy wowezas, ze punkt M lezy wewnatrz
okregu lub wewnatrz kotla;
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punkt M lezy zewnalrz odcinka DD’; odcinek OM jest wowezas
wigkszy od promienia, o punkcie zas§ M powiadamy, ze
lezy zewnalrz okregu lub zewnagtrz kola.
Jak widzimy, majac dane kolo, mozemy twierdzié, ze
kazdy punkt plaszezyzny lezy albo na jego okregu, albo we-
~ wnatrz, albo wreszcie zewnalrz okregu.
Mamy tedy nastgpujace okreslenia i plynace z nich wnio-
ski: -

OkreSlenia. Okregiem kola nazywamy :biér wszystkich pun-
ktow  plaszczyzny, réwnoodleglych od jednego punktu, zwanego
srodkiem kola.

- Promieniem kola nazywamy odcinek. taczqey Srodek kola
z dowolnym punkiem okregu.

Cieciwq nazywamy odcinek, lqczqey dwa punkty oicr@gu.

Srednicq kola nazywamy odcinek, taczqcy dwe  punkty
okrequ i przechodzqcy przez srodek kola.

Kazdy punkt plaszezyzny, kidrego odleglosé od srodka kola
jest mniejsza od promienia, nazywa si¢ punktem wewnelrznym
kota, jezeli za$ odleglo$é jego od srodka jesl wicksza od promienia,
wéwezas punkt len nazywamy zewnelrznym wzgledem kola.

Kotem: nazywamy zbiér wszystkich punktow plaszezyzny,
lezqeych badz na okregu, bqd% wewnqlrz okregu.

Lukiem kola nazywamy kazdq cze$é okregu, zawartq mie-

dzy dwoma jego punktami.

Luk, kitérego punkty konicowe sq zarazem koncami Srednicy,
nazywa sie¢ poétokregiem.

Punkt, poruszajacy si¢ po plaszezyznie w ten sposob, ze odlegltosé
jego od pewnego innego, nieruchomego punktu pozostaje stala, kreéli
okrag kola, ktérego srodkiem jest 6w punkt nieruchomy. Na tym spo-
strzezeniu opiera sie zastosowanie cyrkla do kreélenia kol

Whnioski. 1. Kolo jes! wyznaczone, jezeli znamy jego $rodek
i promien. ;
Innymi stowy: z danego $rodka danym pro-
eniem mozemy zawsze wykre§lié kolo,
le tylko jedno. 4
ey Wszystkie promienie lego samego kola sq sobie réwne,
diwi‘eé"i wszystkie jego $rednice réwnajq sie sobie. v
. 3. Kazda prosla, przechodzqca przez $rodek kola, ma z okfc—
giem dwa i tylko dwa punkty spélne.

ba "y
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§ 32. W dalszym ciagu bedziemy si¢ czgsto postugiwali
symbolem (O)r w celu oznaczenia kola, zakreSlonego ze $rodka
O promieniem r. Tak samo symbol (0)A oznaczaé¢ bedzie kolo,
zakres$lone ze $rodka O 1 przechodzace przez punkt A czyli maja-
ce odcinek OA za promien.

r § 33. Wyliczylismy kilka cech charakterystycznyeh, ktore
przypisujemy figurom, zwanym w zyciu codziennym kolami
lub okregami kol. Nie wymieniliSmy jednak dotad dwéch z po-
srod najwazniejszych cech. Jezeli np. zakreslimy cyrklem koo,
wowcezas nie ulega dla nas zadne] watpliwosci, ze linja, ktora
widzimy na papierze, jest ciagla (czyli nie posiada
przerw) i ze dziell ona plaszczyzng¢ na dwie
cze§ci: wewnetrzna i zewnetrzna, ktorych spolna granice
-stanowi okrag kola.*)

' W dotychezasowychrozwazaniach nie uwzgledniliSmy tych
dwu cech okregu i z naszych okreslen nie wynika bynajmniej,
zeby na okregu jakiego$ kola nie miala istnie¢ jedna lub wie-
cej przerw. Jesli wige mamy dane kolo 0,
punkt zewnetrzny M 1 punkt wewnetrzny
N, nie lezacy na prostej O M, wowczas wie-
my wprawdzie, ze prosta OM przecina okrag
w dwoch punktach, nie mozemy jednak mie¢
pewnosci, czy prosta MN spotyka okrag ko-
la, gdyz moglaby ona natrafia¢ na przerwy
w okregu, o ile takie przerwy istniejq.

Rys. 9. Cheac tedy, zeby nasze okreSlenia od-

*) Rzecz jasna, ze granica nie moze posiada¢ przerw, nie wolno
]ednak twierdzié, ze kazda linja ciagla, choéby nieograniczona, stano-
wi¢ moze granice dwo6ch obszarow plaskich, ze moze dzieli¢ plaszczyzne

na dwie czeSci. Np. na rys. 8 mamy linje la-
mang, ktorg mozemy przediluzaé nieogranicze-
nie, z tym tylko zastrzezeniem, ze linja te ni-

gdzie samg siebie nie przetnie; ot6z dostrzega-

\ my odrazu, ze z kazdego punktu plaszczyzny

Gﬂ A \ mozemy przej$¢ do kazdego innego (np. z A do

\ B), nie przecinajac nigdzie naszej lamanej, a

wiec linja ta nie moze oddzieli¢, odgraniczy¢é

zadnej cze$ci plaszezyny. Widzimy tedy, ze cig-

" gloéé linji a zdolno$é dzielenia plaszczyzny na
Rys. 8. czeSei sa to istotnie dwie rézne cechy.
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powiadaly temu, co w do$wiadczeniu codziennym nazywamy
kolem, musimy uzupeli¢. je za pomoca dwoéch nastepujaeych
pewnikow:

Pewnik VIc. Jezeli punkl wewnelrzny kola polqczymy z pun-
kiem zewnelrznym za pomocq odcinka proslej, wowezas odcinek
ten przetnie okrqq kola w jednym i tylko w jednym punkecie.

Pewnik VId. Jezeli punkl wewnetrzny kola polqczymy z pun-
ktem zewn@lﬂ%zjm za pomocq tuku jakiegokolwiek innego kola,
wowezas tuk ten przetnie okrag dany w jednym i tylko w jednym
punkcie.

§ 34. PrzypusSémy, ze na okregu kola O mamy dane dowolne dwa
punkty A, B. Laczace je z punktem O, otrzymujemy kat <<AOB. W pe-
ku prostych, majacym wierzcholek w punk-
cie O, istniejg zar6wno polproste, lezace we-
wnatrz kata < AOB, jak i polproste, leza-
ce zewnatrz tego kata. Wobec tego na okre-
gu naszego kola mamy zaréwno punkty, le-
zace wewnatrz kata <C AOB (np. punkty K
L narys. 10), jaki takie, ktére lezq zewnatrz
tego kata (np. punkty K’, K, L’, L”).

Mamy tedy prawo twierdzié, ze k a z-
dedwapunkty A, Bokregu dzie-
la ten okrag na dwa ltuki, kto-
re nie maja zadnych punktéow spélnych précz
swych koncow A, B.

Uwaga. Wynika stad, ze powiedzenie: ,,juk AB danego kola’
jest dwuznaczne, gdyz mamy dwa luki, ktéorych koncami sg punkty
A, B, ze wigc luk nalezy oznaczaé trzema literami, wymieniajgc dwa
jego konce i jakikolwiek trzeci punkt, na tym luku lezacy, np. ,iuk
AKB” lub ,luk AK’'B”.

W celu oznaczenia tuku AKB bedziemy si¢ czasem poslugiwali
symbolem AKB.

§ 35. Twierdzenie. Jezeli na plaszczyznie mamy dane dwa
okregi, przyczym jeden z nich prze-
chodzi  przez punkt wewnelrzny
i przez punkt zewnetrzny drugiego
okregu, wowczas okregi te majq dwa
i tylko dwa punkty spélne.

Niech beda dane dwa okregi
0 i 0'. Przypusémy, ze punkt A
okregu 0’ lezy wewnalrz, punkt
za$ B tegoz okregu lezy zewnalrz

Ryss 114
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kota O; powiadam, ze okregi O i 0" maja dwa i lylko dwa
punkty spoélne.

Istolnie, na okregu O’ punkiy A i B wyznaczaja dwa ltuki
(ACBi ADB), z ktorych kazdy taczy punkt wewnelrzny Az pun-
ktem zewnetrznym B, a wicc musi mieé z okregiem O jeden i
tylko jeden punkt spolny [Pewnik VId|.

§ 36. OkreSlenie. Rownymi kolami (lub okregami) nazywamy
kota (lub okregi), zakreslone réwnymi promieniami.

Z powyzszego okreslenia iz wniosku (1) w § 31 (str. 19) wy-
nika, ze z kazdego punklu plaszczyzny. jako ze $rodka, mozemy za-
kresli¢ kolo réwne danemu.

Cwiczenia II. 1. Danym promieniem r wykreslié¢ okrag kola, prze-
chodzgcy przez dany punkt A. Ile takich k6l mozna wykreslié?

2. Jaka linj¢ Lworzg Srodki wszystkich kol, o ktorych mowa w po-
przednim ¢wiczeriu? Wykresdlié te linj¢, obierajac punkt A dowolnie
w plaszczyZnie rysunku i kladac r = 5 em.

3. Majac dany okrag (O)i punktAna nim, wy-
kres$li¢ z tego punktu, jako ze Srodka, okrag ko-
ta, przechodzacy przez punkt O.Dowie$é¢, ze okre-
gi (O)ri (A)0 muszag mieé dwa punktly spolne.

4. Oznaczmy przez M,, M, punkty spélne kol (O)ri (A)0 w po-
przednim éwiczeniu i polaczmy punkty O, A, M,, M, na wszelkie mo-
zliwe sposoby za pomocg odcinkéw prostych; czy $rod tych odeinkow
istnieja rowne sobie, i ktére mianowicie?

5. Uogolni¢ ¢wiczenie 3-cie w nastepujacy sposob:

‘ Mamy dane kolo (O)r i punkl A na jego okregu; najpierw kreslimy
okrag (A)O czyli (A)r, o ktorym juz wiemy, ze ma on dwa punkty spol-
ne z okregiem danym; nastepnie kre$limy z punktu A okregi coraz
‘wigkszymi promieniami. Do jakiej granicy mozemy zwiekszaé te pro-
mienie, jezeli mamy mie¢ pewnosé, ze kazdy wykre$lony przez nas
okrag ma dwa punkty spolne z okregiem danym (O)r?

Jezeli, przeciwnie, z punktu A kre$li¢ bedziemy okregi coraz
mniejszym promieniem, tak jednak, by mialy one po dwa punkty
spolne z okregiem (O)r,—czy mozemy zmniejsza¢ promien nieogra-
niczenie?

__6. Odpowiedzie¢ na takie same dwa pylania, jak w poprzednim

¢wiczeniu, zakladajac jednak, ze punkt A lezy nie na okregu (O)r, lecz
wewnatrz tego okregu,®

7. Po okregu kola (materjalnego) nieruchomego (O)r toczy sie
drugie kolo, ktoérego promien réwna sie r’. Jakq linje zakre$la érodek
Loczacego si¢ kola: a) jezeli toczy si¢ ono po stronie zewnetrznej okregu
{O)r? b) jezeli toezy sie¢ po stronie wewnetrznej tego okregu?
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[Wykona¢ trzy rysunki, biorac we wszystkich trzech r=41 cm.
Na pierwszych dwoch rysunkach bierzemy r’= 1,7 em., przyczym pierw-
szy rysunek powinien ilustrowa¢ przypadek (a), drugi rysunek — przy-
padek (b). Na trzecim rysunku bierzemy r’ = 61 cm. i zakladamy, ze
koto nieruchome (0) r lezy wewngtrz kola ruchomego. Na kazdym
z tych trzech rysunkow nalezy wykreslié toczace sie kolo przynajmniej
w kilku réznych polozeniach i zaznaczy¢ wyraznie linje, ktora zakre$la
jego Srodek]. Sy ]

[)Z /
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O réwnosci i symetrji figur ptaskich.

ROZDZIAYL 1.

Pojecie o tréjkacie. O réwnosci tréjkatow.

§ 37. Niech beda dane trzy dowolne punkty A, B, C, byle
nie lezace na jednej prostej. Wyznaczaja one trzy odecinki AB.
BC, CA i trzy katy <CCAB, <CABC, SCBCA. Trzy te odcinki
tworza linje lamana zamknieta, ktora dzieli plaszczyzne na
dwa obszary: wewnelrzny i zewnetrzny.

OkreSlenie. 7réjkatem ABC nazywamy [igure. utworzong
przez wszl};"lkie punkly plaszczyzny, klére lezq czy lo na tamanej
zamknielej ABC, czy wewnqlrz lej lamanej.

Pukty A, B, C nazywamy wierz-

) chotkami trojkqta.
Odeinki AB, BC, CA sy to boki
¥ lrojkaqta.
Lamana zamknieta ABC stanowi
7 kontur Iréjkqta.
A B D Sume trzech bokow AB-+BC+ (IA,!

Rys. 12. nazywamy obwodem tréjkata.

7 Katy <C CAB, <€ ABC. ¥ BCA
sq Lo kqly wewnelrzne trojkqla; przylegle do nich katy nazy-
wamy zewnelrznymi.

Boki i katy wewngtrzne trojkata nazywamy nickiedy jego
elementami.

*
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Czg¢sto, majac na mysli kat wewnetrzny trojkata, mowimy
po prostu: ,kat tréjkata™; taki sposéb mowienia dopuszezalny
jest tylko wtedy, gdy nie moze wywola¢ nieporozumienia.

Wierzcholek, ktory nie jest koncem danego boku trojkata.
nazywamy przeciwleglym lemu bokowi. Np. o wierzcholku A
powiadamy, Ze jest przeciwlegly bokowi BC.

Irojkat  ABC  bedziemy czesto oznaczali symbolem
A ABC.

Kazdy bok trojkala mozemy oznaczyé jedng matg li-
tera, obierajac w tym celu taka sama litere, jaka oznaczyliSmy
przeciwlegly wierzcholek. Np. na rys. 12 hok CA mozemy
oznaczy¢ liera b, gdyz przeciwlegly temu bokowi wierzcholek
oznaczyliSmy litera B.

§ 38. Pojecie trojkata daje si¢ z latwoscia uogolni¢. Niech

. beda dane na plaszezyznie n punktow Ay, A, A,... Ay z kto-

rych zadne trzy nie leza na jednej prostej. Laczac pierwszy
punkt z drugim, drugi z (rzecim,... ostatni z pierwszym, otrzy-
mamy linj¢ lamana zamknietq.

Zbidr wszystkich punkiéw plaszezyzny, lezqeych bqdz na ta-
manej zamknielej, bqdz wewnqtrz tamanej, nazywamy wielokatem

* (wielobokiem). Lamana stanowi kontur wielokata.

Rozrézniamy dwa rodzaje wielokatow: wypukle i wklesle.
Wielokql nazywamy wypuklym, jezeli zaden jego bok, ani

przedtuzenie zadnego boku nie przecina jego konturu, w przeciw-

nym za$ razie wielokql nazywamy wklestym.

To samo daloby sie wyrazi¢ innymislowami: wiel ok 3t wypu-
kty lezy pojednej stronie kazdego swego boku.

Srod wielokatow wkleslych zasluguja na uwage wielokaty zwiq-
zane, t. j. takie, w ktérych przecinajg sie dwa niesasiednie boki.

W dalszym ciagu bedzie zawsze mowa o wielokatach Wy~
puklych, o ile nie uczynimy specjalnego zastrzezenia.

Pukty A, A, ..A, nazywamy wierzcholkami wielokala.

Katy (wypukle) SCA, A4, LA, Ay Ag... LA, 4 A4,
hazywamy wewnelrznymi, przylegle za$ katy nazywamy zewne-
lrznymi. '

Cwiczenia III. 1. Rysujemy trojkat ABC i na boku AC lub na
przediuzeniu tego boku obieramy dowolny punkt D. Wymieni¢ wszyst-
kie lrojkaty, wyznaczone przez punkty A, B, C, D.

Przypu$émy, ze punkt D obraliémy nie na hoku AC, lecz wewnatrz
trojkata ABC; ile powstalo przytym trojkatow i jakie mianowicie?
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Z kolei obieramy punkt D zewnatrz trojkata ABC, lecz nie na
przedluzeniu boku; wymienié¢ wszystkie trojkaly. wyznaczone przez
punkty A, B, C, D.

2. Nie patrzac na rysunek, wymieni¢ konce boku a w trojkacie
ABC oraz kat, przeciwleglty temu hokowi. Powt6rzyé to samo z dwoma
drugimi bokami.

3. W tréjkacie ABC przedluzy¢ wszystkie boki; ile powstalo ka-
tow zewnetrznych? czy niema $rod nich réwnych sobie?

4. Kat wewnetrzny trojkata mozemy okresli¢, jako kat zawarty
migdzy dwoma bokami trojkata. Czy mozna ulworzyé analogiczne
okre§lenie dla kata zewnetrznego? ']

5. Wykresli¢ Lrzy proste, przecinajace si¢ po dwie w punk-
tach M, N, L. Wskaza¢ kat, zawarty miedzy bokiem m a przediuzeniem
boku n; miedzy bokiemn a przedluzeniem boku m; miedzy n a przediu-
zeniem boku [; miedzy przediuzeniami hokéw m,n. Czy ten ostatni kat
jest katem zewnetrznym?

6. Na ile obszarow zostala podzielona plaszczyzna przez trzy
proste m, n, I, o ktéorych mowa w poprzednim ¢wiczeniu? Czy mozna
wykresli¢ czwarta prosta, przecinajacq dwa (i tylko dwa) z poéréd tych
obszaréw? Jaka jest najwieksza liczba obszaréw, ktére ta prosta mo-
ze przecial?

Kredlimy trzy proste, przecinajace sig¢ po dwie w punktach A, B, C,
nielezacych na jednej prostej. Kazda z tych trzech prostych dzieli ptasz-
czyzne na dwa obszary. Z dwoch

D obszarow, wyznaczonych przez

C prostg AB, nazwijmy doda t-

nim ten, w ktorym lezy punkt C
(narys. 13 obszar ten zostal za-

g znaczony kreskami). drugi za$

/A B obszar nazwijmy ujemny m.
F 7. Wykre§li¢ trzy proste,

Rys. 13. jak na rys. 13, i zaznaczy¢ kres-
kami obszary dodatnie, wyzna-

czone przez proste AB, BC, CA.
W jaki sposob okresli¢ mozna punkty wewnetrzne troéjkata ABC?
Jak okresli¢ punkty, nalezace do katow zewnetrznych *DCB, SLEBC?
Punkty, nalezace do kata <EBF?
8. Na rysunku, odpowiadajgcym ¢wiczeniu 5-emu, znaleZé pun-
kty, lezace wewnatrz dwéch katow zewnetrznych i jednego wewnetrz-
_Mego.

§ 39. OkreSlenie. Dwa [rojkaly nazywamy rownymi, jezeli
boki i kaqly jednego z nich rownajq sie odpowiednim bokom i kq-
tom drugiego, przyczym odpowiednimi katami na-
zywamy te, ktore leza naprzeciwko rownych bhokow, od p o-
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wiednimi bokami te,

ktore leza naprzeciwko rownych 5 4
katow.

Jezeli np. (rojkaly AABC,
AA'B'C' (rys. 14) réwnaja sie A c A c
sobie, wowczas musza zachodzié Rys. 14.

nastepujace rownosei:
AB = A'B'VBC = B'C, C4 — A
LA = XA, IB = LB, IC = <L

Rownosé dwoceh trojkatow oznaczamy symbolem =. Chegce
tedy zaznaczy¢, ze trojkaty ABC, A’B'C’ sa sobie rowne, pi-
szemy

A ABC = A A'B'C

; Z okreslenia rownosci tréjkatow wynika bezposrednio, ze
dwa tréjkqty réwne trzeciemu sq sobie réwne.

§ 40. Wiemy juz, ze gdy mowa o rownosci dwoch trojkatow,
mamy wlasciwie na mysli sze$§é rownosci, z ktoryeh trzy
zachodza miedzy bokami, trzy za$ miedzy katami tr(’)jkat(')v\:.
Zobaczymy jednak zaraz, ze cheac sprawdzi¢, czy dwa trojkaty
sq sobie rowne, wystarczy stwierdzié, ze zac hodz a trzy
rownos$ci odpowiednio dobrane z posrod po‘-
Wyzszych szeSciu *) W ten sposob otrzymamy t. zw.
cechy rownosci trojkatow czyli sposoby vprakt\'-

~ czne poznawania tej réwnosei.

Pierwsza z tych cech mozemy oprzeé na nastepujacym do-
$wiadczeniu. Wezmy siedem (lub wigcej) paskow 1ekl.f1ry do-
statecznie sztywnej. Paski te polaczymy za pomoca pluskicwek
lub drucikow tak, by dwa polaczone z soba paski mogly obracaé
si¢ dokola pluskiewki, jak na zawiasach. Z trzech pasi((’)\\' two-
rzymy trojkat, z pozostalych za$ czworobok (lub wogéle wielo-
bok), jak na rys. 15.

_ Sposirzegamy odrazu, ze trojkal jest sztywny, nato-
miast w czworoboku (lub w wieloboku) wszystkie hoki swo-

g .‘) .Fakt ten wskazuje, ze miedzy bokami i katami Lrojkata ist-
niejq jakies z.wiazki, tak iz trzy odpowiednio dobrane elementy trojka-
ta wyznaczaja pozostalg trzy jego elementy. Zobaczymy np., ze katy
trojkata sa w zupelosci wyznaczone, gdy znamy (rzy jego boki,

SO S A e S lpget Ry oy, giamanll
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bodnie poruszajq si¢ na zawiasach, tak, iz ksztalt tego czworo-
boku mozemy dowolnie zmienia¢. Widzimy tedy, ze z trzech

Rys. 15.

bokéw mozna utworzyé¢ (zbudowaé) jeden tyl-
ko trojkat i ze katy wnim sa niezmienne, nato-
miast z czterech bokéw mozemy zbudowaé dowothie wiele
czworobokow.

Dochodzimy w ten sposéb do nastepujacego pewnika:

§ 41. Pewnik IIIf. (I cecha rownoSci trojkatéw). Jezeli
trzy boki jednego tréjkata réwnajq sie trzem bokom drugiego, wéw-
czas 1 kqly jednego lréjkala réwnajq si¢ odpowiednim kqtom dru-
giego, czyli tréjkaty sq sobie réwne.

§ 42. Mozemy rowniez wypowiedzie¢ nastepujacy oczywi-

sty pewnik:
Pewnik 111g. Jezeli ma-
C ¢ my dany trojkqt ABC, a
procz lego na dowolnej pro-
stef m mamy dany odcinek
A'B’ réwny bokowi AB te-
A B AN !B go tréjkala, wowezas po ka-
\ : . Zdej stronie prostej m isinie-
je przynajmniej jeden laki
Rys. 16, punkt C', ze tréjkqt A'B'C’
rowna sie lrojkqtowi ABC.

§ 43. Samo przez si¢ nasuwa si¢ pytanie, w jaki sposob mo-
zna faktycznie zbudowadé trojkat, o ktorym mowa w pewniku
ITIg.? Mamy tedy do rvozwiazania naslepujace
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Zadanie. o jednej stronie prostej m zbudowaé trojkql, ro-
wny danemu iréjkalowi ABC, lak, by jeden jego bok lezal na lej
prostej.

Zadanie rozwiazemy w zupehosci, jezeli potrafimy wyina—
czy¢ trzy wierzcholki zadanego tréjkata. Dwa z nich mozemy
znalez¢ odrazu. W tym ce- ‘
lu wystarczy odlozy¢ na R

prostej m odcinek, rowny \ ,
ktoremukolwick  bokowi A
tréjkata ABC, np. odcinek

A'B" = AB (vys. 17). Po- ! g a / o
zostaje tedy do znalezienia Rys. 17. "
trzeci wierzcholek .C".

Wiemy, iz wierzcholek €' musi byé: 1) odlegly od wierz-
chotka A’ o odcinek rowny bokowi b trojkata danego; 2) odle-
gly od wierzcholka B’ o odcinek rowny bokowi a. Ot6z z okre-
Slenia okregu (§ 31) wiemy, ze wszystkie punkly plaszezyzny,
odlegle od punktu A’ o odcinek b, leza na okregu kota (A’)b,
wszystkie za$ punkly, odlegle od B’ o odcinek «a, leza na okre-
gu (B')a, i odwrolnie: wszystkie punkty tych okregow odlegle
sa od A"i B’ o odcinki bi a. Pozostaje tedy wykresli¢ Le dwa
okregi; spolny ich punkt, lezacy po wskazanej stronie prostej
m, musi byé zadanym wierzcholkiem C'.

Tu jednak nasuwaja sie dwie walpliwosci:

1-0 czy okregi te maja napewno spolny punkt?

2-0 czy po wskazanej stronie prostej m istnieje jeden taki
punkt, ezy tezokregi nasze maja dwa lub wiecej punklow spol-
nych? Rzecz jasna, ze gdyby tych punktéw bylo kilka, nie wie-
dzielibySmy, ktory z nich wybra¢.

Na pierwsze pytanic mamy gotowa odpowiedz w p ¢ w n i-
ku Illg. Poniewaz, na mocy tego pewnika, istnieje punkt €,
a punkt ten musi leze¢ jednocze$nie na obu okregach (A")b
i (B')a. zalym okregi te napewno maja bodaj jeden punkt

" spolny.

Co sie tyczy drugiego pytania, Lo latwo jest przekonac
sig, 2 po jednej stronie prostej m okregi na-
sze majag tylko jeden punkt spélny.

Jakoz przypusémy, ze okregi nasze maja dwa spolne pun-
kty C';, C',. Polaczmy te punkty z punktami A’, B’ i porownaj-
my z soba trojkaty A'C’;B’ i A'C',B’ (vys. 18).
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Maja one spolny bok A'B',a oprocz tego A'Cy’ = A’C',.
B'C, =B'Cy, zatym A A'B'C, = A A’'B'C,.
Ale to jest niemozliwe. Istotnie,
odpowiadajace sobie katy
(LCYA'B’' i AL C,LA'B’ oraz
X CB'A" i LCYB'A") tych tréjka-
tow nie moga rownac sie sobie, jezeli
punkt C," nie zlewa si¢ z punktem
A Gy
Rys. 18. Widzimy, Ze przypuszczenie, ja-
koby okregi nasze mialy po jednej
stronie prostej m dwa punkty spolne, prowadzi do niedorze-
cznego wniosku. Wynika stad, ze okregi te maja tylko jeden
plll;kt spolny (', ktéry jest wierzcholkiem zadanego trojkata
AA'BC,

1 C;

§ 44. Za przypadek szczegolny poprzedniego zadania mo-
zna uwazaé naslepujace

Zadanie. Po jednej stronie danej prostej zbudowaé kqt, réwny
danemu kqlowi.

Istotnie, jezeli mamy dany kat <{A, mozemy na jego ra-
mionach obraé¢ dwa dowolne punkiy M, N, a nastepnie zbudowaé
przy prostej m trojkat, rowny trojkatowi MAN.

Rzecz prosta, ze zaoszezedzimy sobie pracy przy rysowa-
uiu, jezeli punkty M, N tak zostaly obrane, ze MA = NA.
To spostrzezenie prowadzi do nastepujacego rozwiazanias

; i

Rys. 19.

Z wierzcholka A kreslimy dowolnym promieniem kolo,
przecinajace ramiona kata danego w punktach M, N; z punktu
A’ na prostej m kre$limy tym samym promieniem kolo przeci-
najace prosta m w punkcie M’, a nastepnie z punktu M’ kregli-
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my drugie kolo promieniem, réwnym MN. Dwa te kola maja
- po jednej stronie prostej m spolny punkt N’; laczac N’ z A’,

otrzymamy A A'M'N' = A ANM,
a wige <L N'A'M' = X NAM.

§ 45. Zadanie. Dany kal podzieli¢ na polowy.

s Niech bedzie dany dowolny kat <C BAC (rys. 20). Z wierz-
- cholka A, jako ze $rodka, kreslimy dowolnym promieniem okrag
kola, przecinajacy ramiona kata

w punktach M, N; z punktow M, B

N, jako ze $rodkow, kreslimy dwa
nowe okregi promieniem rownym
odcinkowi MN.

Te dwa okregi maja, po je-
dnej stronie prostej MN, spolny
punkt K (dlaczego ? — po- Rys. 20.
rown. ¢wiczenie II, 3, str. 22); po-

wiadam, ze polprosta AK dzieli kat <L BAC na polowy.

Istotnie, AN AMK = A ANK,
gdyz AM = AN, MK = NK,

- odcinek za$ AK jest spolnym bokiem tych tréjkatow, a ponie-
waz w rownych trojkatach katy <C MAK, <CKAN leza na-
przeciwko réwnych bokéw MK, NK, zatym sa sobie rowne.

; - Pélprosta, dzielaca kql na polowy, nazywa sie dwusiecznq
; tegqo kata.

§_46ﬂ’f Twierdzenie (II cecha rownosci trojkatéw). Jezeli dwa
boki i kql miedzy nimi zawarly jednego iréjkqla réwnajq sie odpo-
wiednio dwom bokom i kqlowi miedzy nimi zawarlemu drugiego
lréjkqta, wowczas (réjkqly le sq sobie réwne (czyli pozostale ich
elementy odpowiednio réwnaja si¢ sobie).

Niech beda dane dwa trojkaty A ABC i A A'B'C'.
kiorych

AB — A'B's-AC = A'C’' oraz 9L BAC = < B'A'C.
Powiadam, ze wowczas musi by¢ *

N ABC = A A'B'C.
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. Jako7‘: na mocy pewnika IlIg wiemy, ze po tej samej stro-
nie prostej A'C’. po ktérej lezy wierzcholek B, musi istnie¢ taki
punkt X, ze

A A'XC = A ABC,
przyczym U BAC = I XA'C, AB — A'’X AC — A'C.
" Pozostaje dowie$¢, ze punkt X musi zlewaé si¢ z punktem
Istotnie, Punkt X nie moze leze¢ ani wewnalrz kata
X B’A'C’, ani zewnalrz tego kata, (rys. 21), gdyz wowczas

kat <C XA'C’ nie rownalby sie katowi < BAC. zalym X lezy
na ramieniu B’'A’. ‘ .,

Rys. 21.

Ale. w takim razie X musi zlewa¢ sie z punktem B’, gdyz
W przeciwnym razie (rys. 21) bok A’X trojkata A A’XC’ nie
rownalby sie bokowi AR trojkata A ABC.

§ 47.) Twierdzenie (Il cecha rownosei trojkatéw). Jozcli
dwa katy i przylegty do nich bok Jednego tréjkata rownajq sie
odRowiedlzio dwom kqtom i przyleglemu do nich bokowi drugiego
.tréjkqta, wowezas oba iréjkaly sq sobie réwne (czyli pozostale
ich elementy réwnaja sie sobie). ~

Niech beda dane (rvs. 21) trojkaty A ABC, A A'B'C’,
w ktorych

AC=A'C", SLCAB =< C'A'B’, <LBCA =< B'C' A"
powiadam, Ze musi by¢ rowniez

AABC = A A'B'C

Z.astosmemy “dokladnie takie samo rozumowanie, jak
w twierdzeniu poprzednim.
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Na mocy p e wnika IIlg. wiemy, iz po tej stronie prostej
A’C’, po ktorej lezy wierzcholek B’, musi istnie¢ taki punkt X,

7e AN A'XC = AABC,
przyczym <L XA'C' = <L BAG, <LXC'A" = <(BCA.

Pozostaje dowies¢, ze punkt X zlewa si¢ z punktem B’.

Jakoz X nie moze leze¢ ani wewnatrz, ani zewnatrz kata
AB'A'C’ (rvs. 21), gdyz wowezas kat SLXA’C’ nie réwnalby
sie katowi SCBAC. Zatym X lezy na ramieniu A'B’.

Dalej, X nie moze leze¢ ani wewnatrz, ani zewnatrz odcinka
A'B' (rys. 21), gdyz w takim razie kat CXC’A’ nie rownalby
sie katowi SUBCA.

Widzimy tedy, ze X musi zlewac sie¢ z punktem B’ czyli ze
AA'B'C’ jest wladnie owym trojkatem réwnym tréojkatowi
AABC, o ktéorym mowa w pewniku IIIg.

Cwiczenia 1V..1- Mamy dany czworobok przegubowy t. j. taki, kto-
rego boki sq stalej dlugosci, ale mogq obiacaé sie dokola wierzchotkow;
czy mozna usztywnié go za pomocy dodatkowego (piatego) preta?

To samo pytanie w zastosowaniu do pigciokata przegubowego.

\2/. W pieciokacie przegubowym, ktorego wierzcholki ponumero- -
waliSmy kolejno od 1 do 5, lgczymy za pomoca dodatkowych pretéw
pierwszy wierzcholek z trzecim i drugi z piatym; czy pieciokat jest te-
raz sztywny?

: 116{41"“‘& Zbudowa¢ trojkat, ktérego wszystkie trzy boki rownalyby sie
- danemu odcinkowi a. Ile takich tréjkatow zbudowaé mozna po jednej
stronie danego odcinka a?

4. Mamy dany AABC; na dowolnej prostej m
odktadamy odcinek A’B’ = AB, poczym z punktu
A’5jako ze §rodka, kre$limy kolo promieniem ro-
wnyma,z punktu zad§ B 'kreSlimy drugie kolo pro-
mieniem rownym b Czy okregi tych ko6t majg
punkt spélny? Ile majag punktow spélnych?
W szczegdbdlno$ci: czy po jednej stronie prostej
m okregi te mogg mieé wiecej niz jeden punkt
spolny?

Ile wobec tego rozwigzan posiada zadanie,
Ooktérym byla mowa w § 432

5. Niech beda dane dwa katy przylegle < ABC i < CBD; zbu-
¢ ich dwusieczne i dowie$é¢, ze dwusieczne te sg do siebie prosto-
€,

. .-6. Niech bedzie dany kat wypukly X AOB;
zbudowaé¢ jego dwusieczng, przedluzyé ja po
drugiej stronie wierzchotka Oi dowie$é¢, ze to
przedluzenie jest dwusieczng kata wklestego

Geometrja elementarna. 3




34 O réwnosci i symetrji figur plaskich.

£AOB; iodwrotnie: przedluzenie dwusiecznej k g-
ta wklegstego XAOB jest zarazem dwusieczn a ka-
ta wypukltego xAOB.

7. Mamy dane dwa kaly wierzcholkowe < AOB, <C COD; wy-
kresli¢ dwusieczng kqta < AOB, i dowie$é, ze jej przedhuzenie jest dwu-
sieczng kata << CoD.

8. Mamy dane dwa katy wierzcholkowe < AOB, = COD; wy-
kre$li¢ ich dwusieczne i dowiesé, ze tworza one jednq prosta.

9. Zbudowaé trojkat, majac dane dwa hoki a, b i kat <C. Ile
mamy rozwigzan?

10. Zbudowa¢ trojkat, majac dane: katy <A, <B i bok ¢. lle
mamy rozwigzan?

11. Majac dany A ABC, zbudowaé réwny mu A\ DAE tak, by
kat = BAC pierwszego trojkata byt wierzcholkowy wzgledem kata
* DAE drugiego tréjkata. Ile mozna zbudowad tréjkatow A\ DAE
odpowiadajacych warunkom zadania?

12. Dowies¢, ze kazdy kqt A mozna podzielié na polowy w na-
stepujacy sposob:

na ramionach kata odkladamy, poczynajac od wierzcholka, po
dwa réwne odcinki, np. AB = AC, BD = CE, poczym laczymy Bz E
oraz C z D; jezeli przez M oznaczymy punkt przecigcia si¢ prostych BE,
CD, wowczas polprosta A M musi by¢ dwusieczng kata danego < BAC.

13. Dwa czworoboki sa rowne, jezeli trzy boki i dwa katy miedzy
nimi zawarte jednego czworoboku réwnaja sie odpowiednio trzem
bokom i dwom katom miedzy nimi zawartym drugiego czworoboku.

14. Dwa czworoboki rownajq si¢ sobie, jezeli katy przy trzech
kolejnych wierzcholkach i dwa miedzy nimi zawarte boki jednego czwo-
roboku réwnaja sie odpowiednim katom i bokom drugiego czworoboku.

ROZDZIAL I11.

Trojkat rownoramienny.

§ 48. OkreSlenia. Trdjkqt nazywamy réwnoramiennym, je-
zeli ma dwa réwne boki. Trzeci bok takiego trojkata bedziemy
czgsto nazywali jego podstawaq.

Tréjkat, kidrego wszystkie trzy boki réwnajq sie sobie, nazy-
wamy réwnobocznym albo foremnym.

Wysokosciq tréjkqla nazywamy odcinek, poprowadzony-
z wierzcholka prostopacle do przeciwlegtego boku lub do jego prze-
dluzenia. Punkt, w ktérym wysoko$é spolyka bok tréjkata (lub
jego przedluzenie) nazywa sie spodkiem wysokosci.
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Srodkowq tréjkqla nazywamy odcinek, lqczqcy wierzcholek
tréjkqta ze srodkiem przeciwleglego boku.

: § 49. Twierdzenie. W frdjkqcie réwnoramiennym katy prze-
~‘\1'\c?n‘)[kgle réwnym bokom sq sobie réwne.

§ 50. Twierdzenie: W irdjkqcie réwnoramiennym dwusieczna
kqla, zawarlego migdzy réwnymi bokami, jest zarazem wysokosciq
i srodkowq.

Obu tych twierdzen mozemy dowie$¢ razem, a to w naste-
pujacy sposob.

Niech bedzie dany tréojkat rownoramienny AABC, w kté-
rym mianowicie AB = AC; powiadam, ze

1) <L ABC = <L ACB, A
* 9 BD = DC,
3) AD 1 BC,

Aby dowies¢ tych trzech wlasnosci
tréjkata rownoramiennsgo, prowadze dwu-
sieczna AD kata, zawartego miedzy ro-
wnymi bokami, i otrzymuje dwa rowne
trojkaty

B D €
ABAD = A ADC.*) Rys. 2.

Istotnie, trojkaty te maja spolny bok AD; précz tego
- AB=AC, katy za§ ST BAD i <L DAC sa sobie rowne.
: Z rownosci trojkatow & BAD, A ADC wynika, iz

AABC = <ACB,

B —W1)

ADB = <(4DC,
ze za$ dwa te katy sa do siebie przylegle, zatym kazdy z nich
jest prosty i odcinek AD jest, istotnie, prostopadly do BC
ezyli jest wysokoscig trojkata A ABC.
Whniosek. W irdjkqcie réwnobocznym 1) wszystkie kqly sq
“sobie réwne; 2) dwusieczna kazdego z lrzech kqléw jest zarazem
okosciq i Srodkowaq.
© . *) Gdyby tréjkat A ABC wyciety byt z papieru, wéwczas, chege
sprawdzi¢ réwnos$é katow <ABC, ¥ ACB, zlozylibyémy trojkat we dwo=
je czyli przelamaliby$my go wzdluz dwusiecznej kata % A. Stad pomysk
«dowodu podanego w tekscie.
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§ 51." Z powyzszych wlasnosci trojkata réwnoramiennego
wynikaja rozwigzania trzech bardzo waznych zadan konstruk-
cyjnych.

Zadanie. Dany odcinek podzielié na potowy.

W tym celu wystarczy na danymodcinku, jako na podsta-
wie, zbudowaé jakikolwiek tréjkat row noramienny i poprowa-

wadzi¢ w tym trojkacie dwusieczna
— — kata przeciwleglego podstawie. Po-
niewaz trojkat rownoboczny umiemy
Juz budowa¢ (¢wiczenia IV, 3, str. 33),
mamy tedy nastepujace rozwiazanie:

z koncow A, B danego odcinka
(rys. 23) kreslimy kola promieniami
rownymi temu odcinkowi; okregi Lych
kot maja dwa spélne punkty C, €',
lezace po dwoch roznych stronach

o prostej AB; w trojkacie rownoramien-
Rys. 23, nym AACB prosta CC’ jest dwusie-
czng kata SCACB (dlaczego?), a
wiec dzieli odcmek AB na polowy w puinkcie 0.

§ 52. Zadanie. Dana prosta m i na niej punkt O; wystawié
w tym punkcie prostopadlq do prostej m.-

Zadanie da si¢ rozwiaza¢ za pomocq tej samej konstrukeji,
ktora stosowaliSmy w §.51, o ile uczynimy punkt O $rodkiem
jakiegokolwié¢k odcinka, lezacego na prostej m.

Mamy tedy rozwiazanie nastepujace: po obie strony pun-
ktu O odkladamy na prostej m dwa dowolne, lecz réwne sobie
odcinki 0A = OB; z punktéw A i B, jako ze $rodkow, kreslimy
okregi (A)B i (B)A; prosta CC', laczaca spolne punkty tvch
okregow, jest Zadana prostopadla, gdyz na mocy poprzedniego
zadania przechodzi przez punkt O, na mocy za$ twierdzenia
§ 50 jest prostopadia do prostej m.

§ 53. Zadanie. Dana prosta m i punkt C nie lezqcy na niej;
z C poprowadzi¢ prostopadlq do prostej m.

Przygladajac si¢ rysunkowi 23, widzimy, zZe zadaunie be-
dzie rozwiazane, jezeli potrafimy zbudowaé tréjkat rownora-
mienny A CAC' tak, by prosta m byla w nim dwusieczna kata,
przeciwleglego podstawie CC'. To znoéw da sie osiagnaé, jezeli
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po dwu stronach proste] m potcafimy zbudowaé¢ dwa réowne
sobie (zreszta dowolne) trojkaty AACB = NAC’'B, gdyz w ta-
kim razie bedziemy mieli zaréwno AC=AC’, jak >CAB=BAC'.

To spostrzezenie prowadzi do
nastepujacej konstrukeji: ,

na prostej m obieramy dowol- / '
ny punkt A i kreslimy okrag (4)C,
przecinajacy prosta m w punktach 1
D i D'; z punktu D, jako ze $rod- D'\
ka, kreslimy okrag (D)C, ktory \
z poprzednim okregiem ma dwa A Y
spolne punkty Ci C’; prosta CC’
jest zadana prostopadia. Rys. 24.

Uwaga. Poniewaz wiemy (éwicze-
nia IV, 6, str. 33), ze dwusieczna kata wklestego <<CAC’ jest zarazem
dwusieczng kata wypuklego < CAC’, zatym zamiast budowaé, jak
W powyzszym rozwigzaniu, <CDAC’ = X DAC, moglibyémy zbudowad
XC’AD’ = <LCAD’. Innymi slowami: zamiast kreéli¢ okrag kola (D)C,
mogliby§my rownie dobrze wykreslié okrag (D)C.

J\ Cwiczenia V. 1. Dany odcinek AB i na nim punkt P; po jedne]
stronie tego odcinka budujemy dowolne, ale rowne sobie katy XAPM =
<BPN, nastepnie za$§ prowadzimy dwusieczng kata < MPN; dowiesé,
ze dwusieczna ta jest prostopadia do AB w punkcie P.

2. Majac dane: sum¢ a dwo6ch niewiadomych odcinkéw x, y oraz
réznice ich b, znalezé odcinki x, .

-=3. W trojkgcie rownoramiennym A ABC, w ktorym AB = AQ,
wykresli¢ srodkowe BB’, CC’ i dowie$¢. ze BB’ = C(C’,

~4. W tym samym trojkacie wykresli¢é dwusieczne BB, CC, ka-
tow wewnetrznych i dowiesé, ze BB, = CC;.

-5. Czy mozna wlasno$¢, o ktoérej mowa w ¢éwiczeniu poprzednim,
uogo6lni¢ na dwusieczne katow zewnetrznych? Jak nalezaloby ja w ta-
kim razie sformulowac?

6. Na bokach tréjkata rownobocznego A\ ABC odkladamy w tym
samym zwrocie*) trzy rowne odcinki AK = BL == CM; dowiesé, ze
AKLM jest rownoboczny.

Czy twierdzenie pozostanie prawdziwe, jezeli odkladane odcinki
sa wieksze od boku (rojkata danego A ABC? Czy moznaby odkladaéd
je nie na bokach, lecz na przedluzeniach bokéw tréjkata?

= i 7 { ¥

*) Wyobrazmy sobie, ze obchodzimy kontur trojkata A ABC, po-
czynajac od wierzchotka A. Mozemy to uczyni¢ w dwojaki sposéb: albo
idac od A przez B do C i z powrotem do A, albo tez od A przez C do
B i z powrotem do A. Odpowiednio do tego rozrézniamy na konturze
tréjkata dwa wprost sobie przeciwne zwroty.

Y 7
i
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Dowies¢, ze dwa tréjkaty A ABC, A A’B‘C’ sa sobie r6wne, je-
teli maja odpowiednio réwne nastep ajace odeinkii katy: *)

7 a,b, 5. 8. u,, dg, ¥(¢. dg). 9. a, sp, (@, ).
10. A, ¢, ¥(¢ 85). TI. a, b,s,. [Wskazdoéwka: przedtuzyé
$rodkowe obu trojkatéw i na przedluzeniach odlozyé odcinki roOwne
S§rodkowym s, s,].

Zbudowa¢ trojkat /A ABC, majac dane;**)

Th s Tpos e L0 ST 55 By O 22, -b; sy, F(sp, D).

1437. r, e, hc . ikt a0 g O 23. b, C. <(sp, b).
L35 Tha Ak 195 ¢, @, =, o) 24. b, C, ¥(ss, h).
r,, h, <<{(h, ,b). 20. A, dy,rp. 25. a, B, dg.

16. re, B, <(h,, b). 21. ¢, B, ¥(¢, 8;). 26. u,, dg, x(dc, ¢).

27. Dany kat == A i wewnalrz niego punkt M; przez M po-
prowadzié¢ prosta BC tak, by otrzymaé tréjkat rownoramienny A ABC,
w ktorym AB = AC.

Zbudowa¢ trojkat rownoramienny /A ABC, majac dane:**)
28. ¢ h. 29. h,, C. 30. ¢ C.

; 31. Podana w § 52 konstrukcja zawodzi, jezeli mamy wystawié

’ prostopadla w koncu odcinka i jezeli odcinka tego nie wolno przedluzaé.

W takim razie mozna zastosowaé nastepujace rozwigzanie, znalezione

przez Herona z Aleksandrji: je-

. : zeli w koncu A odcinka danego AB mamy

B D wystawié prostopadla, wowczas na AB

i ' obieramy dowolny punkt C, wystawiamy

| \, | W nim prostopadla, na niej odkladamy

N ; CD=CA, wpunkcie D wystawiamy zn6w

N : prostopadlg do CD, wreszcie prowadzimy

N : dwusieczng kata <<DCA. Niech E bedzie

N punktem przecigcia si¢ dwusiecznej z pro-

L stopadly, wystawiona w punkcie D; pro-

A e B sta AE jest zadang prostopadla. Dowieéé
Rys. 25. tego.***)

§ 54. Twierdzenie. Z punklu lezqcego na prostej mozna po-
prowadzi¢ do lej prosiej lylko jednq prostopadiq.

Jezeli prosta AB jest w punkcie A prostopadla do prostej
danej m (rys. 26)., wowezas zadna inna prosta, przechodzaca

*) Co si¢ tyezy oznaczen, porown. spis I i II na str. 2.

*%) (o sie tyczy oznaczen, poréwn. spis Ii II na str. 2.

*%) PHzniej poznamy inne, dogodniejsze 1ozw1azama tego za-
gadnienia.

o1k

2 wiec musimy uznac za prawdg, ze przez punkt A przechodzi
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przez punkl A, nic moze by¢ prostopadia B
do m. Istotnie, kazda inna prosta (np. AC
lub AE) musi leze¢ albo wewnatrz kata o
X BAD (i wierzcholkowego kata SCB’AD’), D W -
albo wewnatrz kata <CBAD’ (i wierzchol- AL
kowego kata <SCDAB’), a wigc nie moze

tworzy¢ z prosta m kata prostego. ' B

Rys. 26.

§ 55. Twierdzenie. Z punklu, nie lezq-
cego na prosle], mozna poprowadzi¢ do tej proslej tylko jednq
prostopadlq.

Jakoz przypu$émy, ze z punkiu A, nie
lezacego na prostej m, mozna do tej prostej
poprowadzi¢ prostopadle: AB i AC. Wyka-
zemy, ze takie przypuszezenie prowadzi do
sprzecznosci.

Na prostopadlej AB odlézmy po drugiej
stronie prostej m odcinek BA’ = BA i po-
taczmy A’ z C.

Rzecz oczywista, ze A ABC = A CBA’,

gdyz maja one spolny bok BC, a oprocz tego
AB = BA' i STABC = < CBA'.
7 vownosci tych trojkatéow wynika, ze
X ACB = <L A'CB,

a poniewaz przypusciliSmy, ze ST ACB jesL prosty, zatym i kat
<X A'CB musi byé¢ prosty. Widzimy tedy, ze linja ACA’ nie
moze by¢ (jak na rys. 27) lamana, lecz musi by¢ prosta. Otoz
whiosek ten jest niedorzeczny, gdyz w takim razie dwie r6-
#zn e proste ABA’, ACA" mialyby dwa punkty spolne, co prze-
czy pewnikowi Ia.

Przypuszczenie, ze z punktu A mozna wykresli¢c do pro-
stej m dwie prostopadle, prowadzi do wniosku niedorzecznego,

tylko jedna prosta, prostopadia do m.

36, W dwoch ostatnich twierdzeniach, jak rowniez w niektoérych
poprzednich (np. w §§ 46, 47) stosowaliSmy dowéd, zwany sprowadze-
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niem do sprzeczno$ci lub do niedorzecznosci (reductio ad absurdum).
Poniewaz w matematyce czesto uciekamy sie do takich dowodéw, mu-
simy wiec przyjrzeé si¢ nieco blizej ich budowie.

Kazde twierdzenie matematyczne ujaé mozna w forme zdania
warunkowego. Np. twierdzenie ostatnie (§ 55) da sie wypowiedzieé
w nastepujacy sposob:

Jezeli punkt nie lezy na danej prostej, wow-
czas przez punkt ten mozna poprowadzié¢ tyl-
ko jedng prostopadla do danej prostej.

Zdanie warunkowe (a wiec i kazde twierdzenie matematyczne)
sklada sie z dwoch cze$ci: z zatozeniaiz wniosku.*)
W powyzszym przykladzie zalozenie rozpoczyna si¢ od wyrazu ,,jeze-
1i’, wniosek za$§ od wyrazu: ,,wowczas”. Mamy wigc zatozenie:
,punkt nie lezy na danej prostej”’, wniosek: ,,przez punkt ten
mozna poprowadzié tylko jedna prostopadla do danej prostej’.

Ot6z dowod przez sprowadzenie do niedorzecznoéci polega na wy-
kazaniu, ze kto zgadza si¢ z zalozeniem twierdzenia, musi zgodzié si¢
z wnioskiem, gdyz popadiby w sprzeczno$¢ czy to z tym samym zalo-
zeniem, czy z jaka$ inng, poprzednio ustalona prawda. Jezeli np. w§ 55
odrzucimy wniosek twierdzenia, staniemy w sprzecznosci z pewnikiem:
,,dwa punkty wyznaczajq prosta’’; tak samo w § 54 stajemy w sprzecz-
noéci z pewnikiem: ,,wszystkie katy proste sg sobie rowne”.

Cheac tedy zastosowaé ten sposéb rozumowania, winniSmy za-
chowaé bez zmiany zalozenie lwierdzenia, lecz zaprzeczyé wnioskowi, przez
co z twierdzenia, kisrego prawdziwosci chcemy dowiesé, tworzymy nowe
twierdzenie (przeczace poprzedniemu), i dowodzimy, %e lo nowe fwierdzenie
jest niedorzeczne. Chcemy np. dowiesé, ze

,,jezeli punkt lezy na danej prostej, wowczas przez punkt ten moz-
na poprowadzi¢ do danej prostej tylko jedna prostopadly’’;

w tym celu tworzymy nowe twierdzenie:

,,jezeli punkt lezy na danej prostej, wowezas przez punkt ten moz-
na poprowadzi¢ do danej prostej nietylko jedng prostopadla
(a wiec conajmniej dwie).”

i dowodzimy, ze to nowe twierdzenie przeczy znanej prawdzie o rownos-
ci katow prostych.

Przy zastosowaniu tej metody nalezy zachowac¢ pewng ostrozno$é.
Mianowicie zdarza sie czesto, ze po odrzuceniu wniosku jakiego$ twier-
dzenia mamy do wyboru kilka mozliwych przypuszezen; w takim ra-
zie musimy je zbada¢ wszystkie bez wyjatku; gdybySmy opuscili
chociaz jedno z tych mozliwych przypuszezen, dowod nasz nie bylby
przekonywujacy. Rzecz prosta, ze w takim wypadku z twierdzenia da-
nego tworzymy nie jedno nowe twierdzenie, lecz tyle nowyeh twierdzen,

*) Wiasciwie twierdzenie moze mieé¢ kilka zalozen, jak si¢ o tym
wkrotce przekonamy, ale fakt ten nie wplywa na metode rozumowania,
o ktorej obecnie méwimy.

.
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ile réznych przypuszezen mozna uczynié po odrzuceniu wniosku w twier-
dzeniu danym.
Np. w § 46 dowiedlismy, ze

jezeli AB = A'B’, AC = A’C’, ¥BAC = £B’A'C’,
wowezas INABC = NA'B'C’.

W tym celu, zachowujgc bez zmiany zalozenie twierdzenia, odrzu-
cili$§my wniosek, mianowicie przypusciliSmy, ze A A’B’C’ nie rowna sig
trojkatowi AABC. Poniewaz = pewnika IIIg. wiedzieliSmy o istnieriu
takiego punktu X, ze AA'XC’'= AABC, zatym stan¢liSmy wobec
trzech mozliwo$ci: punkt X mogt leze¢ 1) wewnatrz kata <B’A’C’,
2) zewnatrz tego kata, 3) na jego ramieniu. Rzecz jasna, ze zadne
inne polozenie punktu X nie da si¢ pomys$ledé.
Wypadlo tedy zbada¢ po kolei kazde z tych trzech przypuszczen i wyka-
zaé, ze kazde z nich jest niedorzeczne.

§ 57. Twierdzenie. W kazdym kqcie isinieje tylko jedna
dwusieczna.

Istotnie, majac dany dowolny kat wypukly <CA, mozemy odlozyé
na ja2go ramionach roéwne odcinki AB= AC, przez co otrzymujemy tréj-
kat réwnoramienny A ABC. Dwusieczna kg-
ta XA jest zarazem prostopadia do odcinka
BC (§50), gdyby wiec kat <A posiadal wie- 0
cej niz jedng dwusieczna, wowczas z punktu 5
A mozna byloby poprowadzié do prostej BC A
wiecej niz jedna prostopadla— co przeczyto- - :
by twierdzeniu § 55. A\\

Twierdzenie nasze jest prawdziwei dla S
katow wypuklych, gdyz np. dwusieczna kata \J‘
wklestego < BAC (rys. 28) jest zarazem dwu- B
sieczna kata wypuktego < BAC (Cwiczenie Rys. 28.

IV, 6, str. 33).

§ 58. W § 55 poznaliSmy iwierdzenie, ze w trojkacie ro-
wnoramiennym dwusieczna kata, zawartego miedzy rownymi
bokami, jest zarazem wysokoscia i Srodkowa tego trojkata.
Obecnie wiemy juz, ze z danego wierzcholka mozna poprowadzié
w trojkacie tylko jedna dwusieczna kata wewngtrznego
(§ 57), tylko jedna wysoko§¢ (§ 55) i tylko jedna srodkowa,
jak rowniez w $rodku boku mozna wystawi¢ tylko jedna pro-
stopadla (§ 51). Mamy wige prawo twierdzi¢, ze w trojkacie
rownoramiennym te cztery linje, o ile sa poprowadzone do pod-
stawy trojkata, zlewaja si¢ zawsze w jedna prosta, czyli
mozemy wypowiedzie¢ nastepujace:
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Twierdzenia odwrotne (wz gledem tw. § 50). I. W {rdj-
kaqcie rownoramienngm wysoko$é, poprowadzona do podstawy. jest
zarazem Srodkowq i dwusieczng.

II. W tréjkacie réwnoramiennym srodkowa, poprowadzona
do podstawy, jest zarazem dwusiecznq i wysokosciq.

1II. Prostopadta, wystawiona w S$rodku podstawy tréjkata
réwnoramiennego, przechodzi przez wierzchotek i jesl dwusiecznq
kqla miedzy réwnymi bokami.

§ 59. Jezeli migdzy dwoma twierdzeniami zachodzi taki zwigzek,
ze zalozenie pierwszego jest w drugim twierdzeniu wnioskiem, whniosek
za$ pierwszego twierdzenia jest w drugim twierdzeniu zaloZeniem, wWOwW-
czas jedno (ktorekolwiek) z tych twierdzen nazywamy prosiym, dru-
gie za$ odwrotnym.

W ten sposob z twierdzenia:

sjezeli suma a-+b dwéch odcinkoé6w jest mniejsza
od trzeciego odcinka ¢, wowezas kazdy zodcinkoéw
a, b jest mniejszy od odecinka ¢”

~

otrzymujemy twierdzenie odwrotne:

jezelika zdyzodcinkow a. b jest mniejszy od odein-
ka ¢, wowezas suma ich a4 b jestl tez mniejsza od
odcinka ¢”.

Jak widzimy na tym przykladzie, twierdzenie odwrotne moze nie
byé prawdziwe, mimo ze twierdzenie proste jest prawdziwe. Stad wyni-
ka potrzeba specjalnego badania twierdzen odwrotnych.

Moze sie zdarzyé, ze jakie§ twierdzenie posiada dwa lub wigcej za-
tozen; w takim razie mozna z niego utworzy¢ tyle twierdzen odwrotnych,
ile mamy zaloze. Dla przykladu wezmy nastepujace twierdzenie, po-
siadajace dwa zalozenia:

Zadozenie I: jezeli mamy dany trojkat réwnora-
mienny

Zalotenie 11: ijezeli pewnaprostajestw nim wysokos-
cig, poprowadzong do podstawy,

Wniosek: wowezasprosta ta jest zarazem §rodkowa.

Mozemy utworzy¢ z niego dwa twierdzenia odwrotne. Jezeli mia-
nowicie przestawimy wniosek z zatozeniem II, otrzymamy twierdzenie
odwrotne, dowiedzione w poprzednim paragrafie. Jezeli jednak prze-
stawimy wniosek z zalozeniem I, otrzymamy nast¢pujace, nowe twier-
dzenie odwrotne, ktorego czytelnik z latwoscig sam dowiedzie:

§ 60. Twierdzenle odwrotne: Jezeli Srodkowa Ilréjkqta jesl zara-
razem jego wysokosciq, wowezas tréjkqt jest réwnoramicnniy (a mianowicie:
-bok, do ktérego ta srodkowa zostala poprowadzona, jest podstawg tréj-
kata rownoramiennego).
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§ 61. Twierdzenie odwrotne (wzgledem tw. § 49).
Jezeli dwa kaly tréjkata sq sobie réwne, wowczas przeciivlegle
im boki réwnajq sie sobie.

Niech bedzie dany A ABC, w ktorym A,
X1 =I2 (cys. 29); powiadam. Ze wOw- /N
czas AB = AC. \

Jakoz po drugiej stronie prostej BC
zbudujmy tréjkat ABCA’= ABCA tak,
by X1 = X3 i L2 =L 1. (Powdwn.
éwiczenie IV, 10).

W rownych tréjkatach naprzeciwko

/
réwnych katow leza rowne boki, a wiec /
AB = BA'i AC = CA’, /
gd5-i<1:<31<2:<x4, A

Rys. 29.

ale zarazem mam
AB = CA' i AC = BA', gdyz L 1 = L1i1<AL2 =<3
Z tych réwnosci wynika, ze musi by¢

AB — AC. X7

Cwiczenia VI. 1. Dane jest twierdzenie nastepujace: ,,w trojka-
cie rébwnoramiennym dwusieczna kata, zawartego miedzy réwnymi bo-
kami, jest zarazem wysokoscia™. Wyszezegtlni¢ oba zalozenia tego
twierdzenia i wniosek; sformutowa¢ oba twierdzenia odwrotne i dowie$é
tego twierdzenia odwrotnego, ktore otrzymujemy, przestawiajac
pierwsze zalozenie i wniosek.

2. Dane jest twierdzenie: ,,jezeli dwa katy maja wspolne ramie
i jezeli dwusieczne ich sg do siebie prostopadle, wowczas dwa drugie ra-
miona tych katéw tworza jedna prosta”’. Dowie$¢ tego twierdzenia
i wykaza¢, ze jest to twierdzenie odwrotne wzgledem twierdzenia, po-
danego w ¢wiczeniu IV, 5 (str. 33).

3. Twierdzenie: ,katy wierzcholkowe sa sobie rowne’’ sformu-
towaé tak, by uwidocznié, ze ma ono dwa zalozenia. Wykazaé, ze odwro-
ceniem jego jest nastepujace twierdzenie: jezeli w dwoch katach <ZAOB,
X A‘OB’ ramiona OA, OA’ tworza jedng prosta i jezeli katy te sq sobie
réwne, wowezas drugie dwa ramiona (mianowicie OB, OB’) tworzga row-
niez jedng prosta. Dowie§¢ tego twierdzenia. )

4. Wzorujac sie na poprzednim éwiczeniu, odwréei¢ twierdzenie,
podane w éwiczeniu IV, 7, str. 34. .

5. Po dwoéch stronach prostej AB dane s3 punkty X, Y; znalezé
na prostej AB taki punkt Z, zeby bylo *XZA= X YZA. Ile rozwia-
zah posiada to zadanie? Czy jest ono zawsze mozliwe do rozwigzania?
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6. Matematyk arabski an-Nairiz i (w. IX po-Chr.) w na-
stepujacy sposob dowodzi twierdzenia § 61: jezeli w AABC mamy
*XB=93C i chcemy dowiesé, ze AB=AC, wowczas odkladamy na tych
bokach réwne (zreszta dowolnej wielkosci) odeinki BL = CK, poczym
dowodzimy, ze ABLC = A BCK oraz AABK = A ACL. Przeprowa-
dzi¢ szezegélowo ten dowod.

ROZDZIAL 1II.

Kat zewnetrzny. Klasyfikacja' trojkatow. Cechy
réwnosci trojkatéw prostokatnych.

§ 62. Twierdzenie. Kal zewnelrzny lréjkala jest wigkszy od
kazdego z dwéch wewneirznych, do niego nie przyleglych.

/ Niech bedzie dany trojkat

/F ABC i kat jego zewnelrzny

U <L ACD; powiadam, ze L ACD

jest wiekszy zaréwno od kata

<L BAC, jak od kata < ABC.

Chege tego dowiesé, prowa-

dzimy $rodkowa BE i na jei

p  brzedluZeniu odkladamy odci-

nek EF = BE, wreszcie laczy~

Rys. 30.
my Fz C. '
Poniewaz EA = EC, EB — EF, X1 = X2,
zatym A ABC = A ECF.
wobec czego <L BAC == < ACF.
Ale <L ACF < <L ACD, ¥
zatym <L BAC < < ACD.

. Uzytelnik sam dowiedzie drugiej czesci twierdenia, miano-
wicie tego, ze
<L ABC < ¥ ACD.

) *) Nierowno$é¢ te mozna uzasadnié w nastepujacy sposoéb: punkty
F i B leza niewatpliwie po przeciwnych stronach prosjcej AC, ale zara-
zem punkt F, jako polozony na przediuzeniu §rodkowej BE, lezy we-
wnatrz kata SCABC (§ ). Wobec tego punkt F musi lezeé Wew.natrz
kata SCACD, czyli kat < ACF musi by¢ mniejszy od <<ACD.

Klasyfikacja tréjkatow. 45

Whniosek, W trojkacie, w ktérym jeden kqt jest prosty lub
roziurly, drugie dwa kaly sq oslre.

‘ Istotnie, jesli mamy dany irdojkat
A ABC (rys. 31), w ktorym <CA jest pro-
sty, wowczas kat zewnetrzny <SCBAD mu-
si by¢ tez prosty; ale na mocy powyz-
szego twierdzenia kat <C BAD jest wigk-

‘, ] B
/ L

szy od kazdego z dwoch katow wewngtrz- 2
nych (B i ILC /
Czytelnik sam uzasadni ten wniosek S
w przypadku, gdy w trojkacie A KLM /
kat <C LKM jest rozwarty. Mk N
Rys. 31.

§ 63. Z powyvzszego wniosku wynika

bezposrednio, ze wszystkie trojkaty mozemy podzieli¢ na lrzy
kategorje::na trojkaty rozwartokatne, prosto-
katne i ostrokatne, zaleznie od tego, czy maja one
jeden kat rozwarty, czy jeden kat prosty, czy tez wszystkie
trzy ich katy sa ostre. W tréjkacie prostokainym bok, prze-
ciwlegly katowi prostemu, nazywa si¢ przeciwprostokqing, dwa
drugie jego boki nazywamy przyprostokqtnemi.

§ 64. Procz trzech cech rownosci trojkatow, ktore poznali-
$my poprzednio, przy badaniu trojkatow prostokatnych bywa
czesto potrzebna nastepujaca cecha:

Twierdzenie (cecha réwnesci trojkatow prostokatnych). Jezeli
przuprostokqtna i przeciwprostokqlr a jednego tréjkqla réwnajq sie
odpowiednio przyprostokqlnej i przeciwprostokqtnej drugiego tréj-
kata, wowczas dwa te tréjkaly sq sobie rowne.

Niech beda dane trojkaty A ABC, A A'B'C’, w ktorych
katy <4 1 9 A’ niech beda proste. Jezeli mamy AB = A'B’
oraz BC = B'C’', wowczas, powiadam, ze A ABC= A A'B'C".

Aby tego dowiesé, buduje na boku AB, po stronie przeciwle-
glej wierzcholkowi C, trojkat A ABC" = A A'B'C'. %)

*) Gdyby$my mieli do czynienia z figurami materjalnymi, np. wy-
cigtymi z papieru, powiedzieliby$my po prostu: do trojkata A ABC przy-
stawiamy A A’B’C’ tak, by rowne przyprostokatne AB, A’B’ przystalty
do siebie; wowezas z tych dwu trojkatéw tworzy sie jeden trojkat row-
noramienny.
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Odcinki AC, AC” le-
za na jednej prostej (d1a-
czego?), a wiec figura
CBC" jest trojkatem ro-

\ wnoramiennvm (mianowi-
\ A cie CB = BC"), w ktorym
g o ¢ AB jest wysokosScia, po-
Rys. 32. prowadzona do podstawy.
Wiemy, (§ 58, str. 42), ze

wysokosc ta jest zarazem dwusieczna kata <CCBC”, a wiee

A CBA = A BAC”
1, co zatym idzie, A CBA = A A'B'(C.

I

Cwiczenia VII. 1. Wymienié wszystkie katy na rys 30, ktére sg,
wigksze od kata x A. Wszystkie katy wieksze od < F. Wszystkie
katy mniejsze od kata £ AEF. Wszystkie katy mniejsze od kata
<<AEB.

2. Jezeli w dowolnym tréjkacie A ABC poprowadziliSmy dwu-
sieczng kata wewnetrznego <A i jezeli dwusieczna ta przecina hok
BC w punkcie D, woéwezas ¥ ADC > ¥£DAC ovaz ¥*ADB> +DAB.

3. W kazdym tréjkacie suma dwéch ktérychkolwiek katow ze-
wnetrznych jest wigksza od kata poipeego.

4. Z punktu zewnetrznego nie mozna poprowadzi¢ do danej pro-
stej wigcej, niz dwa rowne odeinki [Wska z 6 w k a: dowéd przez spro-
wadzenie do niedorzecznoéci].

5. Dowie$¢, ze suma dwoch katow wewnetrznych trojkata jest
mniejsza od dwéch katéw prostych. [Wskaz 6 wk a: cheae dowiesé,
zZe suma A -+ B jest mniejsza od kata polpelnego, prowadzimy z C
dowolng prosta, przecinajaca bok AB w punkcie D i rozwazamy katy,
ktore powstaty przy D].

6. Jezeli wewngtrz trojkata obierzemy dowolny punkt O, wéw-
c¢zas musi by¢é <<BAC < < BOC,

7. W trojkacie ostrokatnym kazda wysokos$é lezy wewnatrz
trojkata, natomiast w trojkacie rozwartokatnym wysokosci, poprowa-
dzone z wierzcholkéw obu katéow ostrych, leza zewnatrz tréjkata.
[Wskazoéwka: sprowadzenie do riedorzecznosci].

8. Mamy dany A ABC, w ktorym <A jest rozwarty; prowadzimy
wysoko$¢ BD, z punktu D prowadzimy prostopadia DE do boku AB
i przedluzamy ja do przeciecia sie w punkcie F z bokiem BC. W ten
sposOb otrzymujemy czworobok AEFC. Dowies¢, ze jego kat zewne-
Llrzny przy wierzcholku C jest wickszy od kazdego z trzech katow we-
wnetrznyeh nieprzylegtych.

- Czy twierdzenie byloby prawdziwe, gdyby$my zamiast prostopa-
diej DE poprowadzili pochyla?
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9. Wzorujac si¢ na § 64, dowie$é¢ nastepujacej cechy ro6 w-
no$ci trojkatow prostokatnych: dwa tréjkaty prosto-

katne sq sobie rowne, jezeli przyprostokatna i przeciwlegly jej kat ostry

jednego trojkata roéwnaja si¢ przyprostokatnej i przeciwlegtemu katowi
ostremu drugiego tréjkata.

; 10. Wzorujac si¢ na § 64, dowie§¢ nastepujacej cec hy ré w-
no$ei trojkatow prostokatnych: dwa tréjkaty prosto-
katne sq sobie rowne, jezeli przeciwprostokatna i kat ostry j(j,dnego t'réj-
kafa réwnajq sie przeciwprostokatneji katowi ost»remu\ drugiego tr()J.k_a-
ta. |[Wskazowka: jezeli XA =<CA’, katy za$ <<C, <C’ sq prost.e ije-
zeli zestawiamy tréjkaty tak, by otrzymaé tréjkat l‘éwnor;.muemxy
ABAB’, wowczas nalzzy dowiesé przedewszystkim, ze boki @ i a” mu-
szq leze¢ na jednej prostej].

11. W trojkacie rownoramiennym wysokosci, poprowadzone do
rOwnych hokéw, sg sobhie rowne. .

12. Jezeli dwie wysokosci tréjkata sq sohie rowne, wowezas troj-
kat jest r6wnoramienny, a mianowicie réwnaja si¢ sobie boki, do kto-
rych te wysoko$ci zostaly poprowadzone.

Zbudowad tréjkat~ prostokatny AABC, majac dane?*):

’"*Mx

13. A, rp.” 14. a, de. 15, A, dg. 16. b, sq.

~Dowieé¢ rownosci dwoch trojkatow A ABC, AA'B'CY, W ktérych
wymienione ponizej odcinki i katy jednego tréjkata rownajg sie odpowie-

~ dnim odcinkom i kqtom drugiego.*)

17. a, hg, B. 18. A, B, h,. " 19. A, B, h,.
20. a, hp, he . 21. a, hg, Sq. 22. @, Sq, ¥(Sas ha)-
28. Tq, he, ¥(se, ). 24.° C, ag, X(he, h).

ROZDZIAL 1V.

O nieréwnych elementach w tréjkacie.

§ 65. Twierdzenie. Jezeli dwa boki tréjkqta nie réwnaja sie
sobie. wowczas kql przeciwleqly wiekszema bokowi jest wigkszy.
Niech bedzie dany /\ ABC, w ktorym

*) Co sie tyczy symboléow, poréw. spisy I i IIT' na str, 21 3.
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AB > BC.

powiadam, ze musi by¢ <CC >> <A,

Zastosujemy t¢ sama melode, za
‘pomoca ktorej dowizdlisSmy w § 50, ze
katy przeciwlegle rownym bokom sa
sobie rowne. Poprowadzimy mianowicie
w kacie <CB dwusicczna BD. odlozymy
odeinek BC' = BC, wreszcie polaczymy
C"z D¥*. W ten sposob mamy roéwne
tréjkaty /\ BC'D = /\ BCD,
wobec czego <. BC'D = < BCD,

Ale <L BC'D > <L BAC (§ 62 str. 44), a wige
<L BCD > < BAC.

Rys. 33.

musi by¢é

§ 66. Twierdzenie odwrotne (wzgledem § 65). Jezeli dwa
katy iréjkqla nie réwnajq sie sobie, wéwczas bok przeciwlegly
wickszemu kqlowi jest wickszy.

Niech bedzie dany /\ ABC, w ktérym <C A > < B; powia-
dam, ze musi by¢ a > b.

Zastosujemy metode sprowadzenia do niedorzeczno$ei.
Gdyby bok a nie byt wigkszy od boku b, wowezas musiatoby
by¢ jedno z dwojga:

albo @ = b, albo a < b,

W pierwszym przypadku trojkat /\ ABC bylby réwnora-
mienny, co przeczyloby zalozeniu, ze LA > <(B. W drugim
przypadku mielibvémy na mocy poprzedniego twierdzenia nie-
rownosé <LA << (B, co znéw przeczy zalozeniu twierdzenia.

Wobee tego musimy uznac, Ze istotnie a < b.

§ 67. Dwa twierdzenia nazywamy przeciwnymi sobie, jezeli za-
fozenie i wniosek jednego z nich sq zaprzeczeniem zalozenia i wniosku
drugiego twierdzenia.

Np. z twierdzenia:

sjezeli trzy boki jednego trojkata rownaja si¢ trzem bokom drugiego,
wowezas i katy ich sa sobie rowne’”’,

*¥) GdybySmy mieli do czynienia z figurq materjalng, powiedzieli-
bysmy, ze przelamujemy trojkat AABC wzdiuz dwusiecznej BD, wsku-
tek czego trojkat ABCD przybiera potozenie BC’D.
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-utworzy¢ mozna twierdzenie przeciwne:

& ,,jezeh trzy boki jednego trojkata nieréownaja sie trzem bokom drugiego,
WOW czas i katy ich nie sq sobie rowne”’.

Widzimy na tym przykladzie, ze twierdzenie przeciwne moze byé
falszywe, mimo Zze Lwierdzenie proste bylo prawdziwe. .
 + Miedzy twierdzeniem odwrotnym a przeciwnym zachodzi blizki
- zwiazek, ktory najlepiej wyjasnimy sobie na przykladzie,

Z twierdzenia prostego (¢wiczenie VII, 11, str. 47):

Jjezeli dwa boki trojkata rownaja si¢ sobie, wowezas wysokosci do nich
£ poprowadzone rownajg si¢ sobie’, tworzymy

fwierdzenie od wrotne (¢wiczenie VII, 12):

zeli dwie wysokosci trojkata rownaja si¢ sobie, wowezas boki, do kto-
rych wysokoéci zostaly poprowadzone, rownajq sie sobie’’,

j&k réwniez twierdzenie przeciwne:

g;g»ezeli .dwa boki trojkata nie rownajq sie sobie, wowczas wysokosm do
i m&h poprowadzone nie r6wnaja sie sobie’’

o‘fdwrotne do przeciwnego:

‘dwie wysokoéci trojkata nie rownajq sie sobie, wowezas i boki,
o ktorych one zostaly poprowadzone nie sa sobie rowne’’.

- Wypiszmy te cztery twierdzenia w postaci hastepujacego schema-
u, latwego do zapamigtania:

U tw. proste tw. przeciwne

- .gdw’r,o.tné tw. odwrotne do przeciwnego.
'TWierdzenia, polaczone w tym schemacie kreskami, sq zawsze
ednoczesnie prawdziwe lub tez jednocze$nie falszywe. W szczegolnosei
mozemy wypowiedzie¢ nastepujacq bardzo wazng zasade:

Zasada 1. Twierdzenia: odwrolne i przeciwne sq albo oba prawdzi-
e, albo oba falszywe. '
~ Istotnie, jezeli np. z réwnosci dwoch wysokoéci wynika rownosé
r6ch bokow trojkata, wowcezas trojkat nie majacy rownych bokow nie
§ oze tez mie¢ rownych wysokosci.
Wobec tego, skoro tylko twierdzenie proste zostalo dowiedzione,
ozemy bada¢ dowolnie czy to twierdzenie przeciwne, czy odwrotne;
wdziwosci lub mylnoéci jednego z nich wyniknie prawdziwosé
mylno$¢ drugiego.
" Powyizsza zasade mozna uogolnié w nastepujacy sposob:
Zasada II. Dajmy na lo, ze o jakim$ przedmiocie uczyni¢ mozemy
irz przypuszczenia, kidre sie nawzajem wylqaczajq, i ze z tych trzech przy-
4

Geometr]a elementarna,
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puszezent wyptywajq trzy wnioski, kidre réwniez wylqezajq sie wzajemniey
jezeli le dwa warunki sq spelnione, wowczas wszystkie le (rzy lwierdzenia
mozemy odwrdocié.

Np. w §§ 49, 65 poznaliSmy nastepujgce twierdzenia:

jezeli aE=¥ s to <A = <B,
o a=>b s to <A ><B
7 a<<b ; to <A < B

Zalozenia tych twierdzen wylaczajq sie wzajemnie; to samo po-
wiedzie¢ mozna o wnioskach, a wiec twierdzenia mozemy odwroci¢, czy-
li musi byé¢ prawdg, ze

jezeli <CA = XB ) to a =b,
22 %:,A = <B s to a > b,
£y LA < é:B > to a << b. .

Jak widzimy, opierajac si¢ na tej zasadzie mozna bylo nie podawaé
specjalnego dowodu prawdziwoéci twierdzen §§ 61 i 66.

Oczywista rzecz, ze zasada powyzsza pozostanie sluszng, jezeli
zamiast trzech wylaczajacych sig¢ twierdzen, mozna o jakim$ przedmio-
cie wypowiedzieé¢ 4, 5, 6... takich twierdzen. *)

§ 68. Twierdzenie. Suma dwu bokéw iréjkqla jest wicksza

od trzeciego boku, réznica za$ jest mniejsza od trzeciego boku.

Niech bedzie dany /\ ABC i niech AB
' D bedzie najwi¢kszym jego bokiem; powiadam,
. ze suma AC + CB jest wieksza od AB.

Aby si¢ o tym przekonaé, wprowadzamy
do rysunku sume bokéw AC 4+ CB miano-
wicie na przedluzeniu boku AC odkladamy
odcinek CD =

W ten sposob mamy AD = AC + CB.

Pozostaje wykazaé, 7e AD > AB,
W tym celu zwré¢my uwage na to, ze troj-

Rys. 34, kat /\CBD jest rownoramienny, a mianowi-
cie ¥ 1 = < 2; wobec tego w trojkacie
/\ ADB zachodzi nier6wno$¢ = ABD > < ADB,

zatym AD > AB.

*) Uklad twierdzen, speliajacych warunki w tej zasadzie wyrazo-
ne, nazywa si¢ zwykle uktadem zamknielym.

-~ trojkat /\ PBB' jest row-
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Drugiej czesci twierdzenia czytelnik dowiedzie sam, wpro-
wadzajac do rysunku roznice dwoch bokow trojkata i opierajac
si¢ na tw. §§ 49 i 21, Wniosek.

§ 69. OkreSlenie. Rzulem punkiuna dana prosta nazywany
spodek prostopadlej, poprowadzonej z tego punktu do prostej.

Rzutem odcinka AA’" na dana
prosta nazywamy odcinek BB', za-

warty miedzy rzutami punktow A, A’ \A,‘

na te prosta (zwana osiq rzuféw).

§ 70. Twiérdzenie. Jezeli z pun- B B
ktu zewnelrznego poprowadzono do pro- Rys. 35.
stej wszelkie mozliwe odcinki, wéwczas

1) odcinek proslopadty jesl najmniejszy,

2) dwa odcinki pochyle sq sobie réwne, ]ekell majq réwne
rzuly,

3) z dwdch nieréwnych odcinkéw pochytych ten jest wi@kszy,
ktory ma wigkszy rzut.

Niech bedzie dana prosta m i punkt zewnetrzny P. °

I. Jezeli PA jest prostopadla, wowczas w tréjkacie
/\ PAB musi by¢é PB>PA, gdyz bok PA leiy naprzeciwko
kata ostrego, bok zas PB
naprzeciw kata prostego
(§ 62, Wniosek).

II. Jezeli na tym ry-
sunku mamy BA = B’'A,
wowcezas pochyle PB, PB’
rownaja si¢ sobie, gdyz 5 1 B ¢ m

P

3 Rys. 36,
noramienny (§ 60).

IT1. Jezeli wreszcie mamy AC > AB, wowczas musi byé
ywniez PC > PB. W rzeczy samej, w trojkacie /\ PAB kat
ewnetrzny <L PAB jest mniejszy od zewnetrznego < PBC,
a wige kat <CPBC musi byé rozwarty. Wobec tego w trojkacie

/N 'PBC hok PC, jako przeciwlegly katowi rozwartemu, musi

ffbyc wiekszy od hoku PB, przeciwleglego katowi ostremu (§ 62,

- Whiosek).
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§ 71. Okreslenie. ()dieglosciq punkiu od prostej nazywamy
prostopadla, poprowadzona z tego punktu do prostej. a

Cwiczenia VIII. 1. Dowicsé twierdzenia, ze suma dwoch bokow

" trojkata jest wieksza od trzeciego, nie przedluzajac hoku trojkata. Na-

lezy mianowicie w tym celu

a) albo wykresli¢  wysokos¢,

b) albo wykresli¢ dwusieczng.

2, Jezeliw trojkacie rownobocznym AMKL, polaczyliSmy K z do-
wolnym punktem N na boku ML, wowezas odeinek KN jest mniejszy
od KM, lecz wiekszy zaréwno od MN, jak od NL.

3. Jezeli w tréjkacie AABC oznaczymy przez s, $rodkows, po-

prowadzong do boku ¢, wowcezas musza /achodﬂé dwie nastepujace nie-
rownosei:

a+b—ec <25, <<a 0.
4. W kazdym trojkacie AABC zachodza dwie nieréwnosei:
a-+b+e

<Sq +5p +5c<a-+b-+e
5. Jezeli w tréjkacie AABC dowolny punkt wewnetrzny M po-
Iaczymy z A i z B, wowczas musi byé
MA + MB<<a - b.

6. Jezeli w lréjkacie AABC dowolny punkt wewnetrzny M po-
faczymy z trzema wierzchotkami, wowezas musi byé

a+b+—c<MA + MB + MC<a+b +ec.
2

7. Jezeli w trojkacie ANABC ‘mamy a > b, wowezas wysokoéé
he tworzy wiekszy kat z bokiem a, niz z bokiem b.

8. Jezeli w trojkacie AABC ma-
my a= b, wowczas srodkowa s, tworzy
wiekszy kat z bokiem b, niz z bokiem
a. [Wskazéowka: na przedluzeniu
Srodkowej odkladamy rowny jej odci-
nek].

9. Mamy. jak w dwoéch poprze-
dnich zadaniach, a > b; wymienié po-
rzadek, w ktorym nastepujgq po sobie
na rysunku odcinki a, b, s¢ , le , dg

Rys. 37. 10. Z punktu zewnetrznego A
poprowadzono do prostej m prosto-

padla AB oraz pochyle AC, AD, AE..., ktérych diugo$ci rosng wcigz
o staly odcinek. Dowie$¢, ze odcinki BC, CD, DE... maleja. [Ws k a-
z 6 wk a: zwrécié uwage na to, ze AC = 1%4(AB 4 AD), nastepnie
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oprowadzi¢ w AABD srodkowg AK i oprze¢ sig na drugiej nierowno-
ci, dowiedzionej powyzej w ¢wiczeniu 3-im].

11, Dowie$é, ze jezeli dwa trojkaty prostoka-
ne ABC, A’B°'C’majarowneprzeciwprostokatnee=c¢
ale miedzy przyprostokalnymi zachodzi nieré w-
"no$é a<a, wowceczas musi byé¢ b>b. [Wskazowka:

po. drugiej stronie przeciwprostokatnejA B budujemy ANABC"=/A\A'B'C’
Iaczymy punkty C”7i C*].

12. Jezeli jedna przyprostokatna trojkata pozostaje stala, druga
aé ro$nie, wowczas i przeciwprostokatna ros$nie.

- 13. Jezeli jedna przyprostokqtna pozostaje stala, lecz przeciwpro-
tokatna rosnie, wowezas i druga przyprostokatna rosnie. .

; 14. Wykazaé, ze w§ 70 mamy wlasciwie nie jedno twierdzenie,
lecz uklad zamkniety twierdzen (poréw. odsylacz na str. 50) i ze za-
ym wszystkie twierdzenia tego ukladu mamy prawo odwrocic.

15. Kazdy bok wielokata jest mniejszy od
umy pozostalych bokéw (rys. 37).

4

ROZDZIAL V.

Teorja réwnolegtych.

A. O prostych rownolegtych.

§72. Jezeli dwie jakiekolwiek
ste lezace w jednej plaszczyznie 3
stniemy tr;ecia prosta, otrzyma-
oSm katow, ktore w dalszych

. zwazaniach quz1emy grupowali 1556
) ami, nadajac im nastepujace
-. s : Rys. 38.

118 lub i e S ) naprzemlanlegle zewn@lrzne,
_1' i5, 347,216 Iuh 418 ,, odpowiadajqce sobic;

o balh 4008 00, ., jednostronne wewnelrzne;

i 71lub 21 8 - ., jednostronne zewnelrzne.

vierdzenie to mozna wyslowi¢ inaczej, mianowicie: jezeli
ostokatnym przeciwprostokatna pozostaje stala, lecz je-
,przyprostokatnych rosnie, wowczas druga maleje,




54 O réwnosci i symetrji figur plaskich.

§ 72. OkreSlenie. Dwie proste, lezqce w jednej plaszczyznie
i nie przecinajqce sie, nazywamy réwnoleglymi.

Cheac zaznaczyé¢, ze proste AB, CD sa do siebie rownolegte,
piszemy AB//(;D.

§ 73. Twiérdzenie. Duwic prosle, kiére z lrzeciq prosiq two-
rzq kqly naprzemianlegle wewnetrzne réwne, sq do siebie réwno-
legle. *)

/ Przypu$émy, ze proste da-
Ll A 77 e ne m, n tworza z trzecia prosta
gx AB katy naprzemianlegle we-
; T wnetrzne rowne, a mianowicie
n ' :
: 7 X1 =2
Rys. 39. Powiadam, ze proste m, n

nie moga przeciac sie. Istotnie,
gdyby proste te spotkaly sie np. po prawej stronie poprzecznej
AB w punkcie X, wowczas powstalby trojkat /\NAXB, w kto-
rym kat <I 2 bylby zewnetrzny, kat za§ <C 1 bythy wewnetrzny,
nieprzylegly do kata <X 2. Wobec tego, kat <C 2 powinienby
by¢ wigkszy od kata <L 1, co przeczy zalozeniu, ze katy te ro-
wnaja sie sobie.

Whioski. 1. Jezeli dwie proste, przeciete trzeciq, tworzq katy
odpowiadajqce sobie réwne, albo kqty naprzemianlegle zewnelrz-
ne réwne, wowczas prosle sq do siebie réwnolegle.

2. Jezeli dwie prosle zoslaly przecigle trzeciq tak, ze kqty
jednostronne wewnelrzne (lub zewnetrzne) spelniajq sie, wéwczas
proste te sq do siebie réwnolegle.

3. Dwie prosie, prostopadle do tej samej trzeciej prosiej, sq
do siebie réwnolegle.

*) Jezeli okreslamy jakie$ nowe pojecie, winni§my zawsze wykazad,
ze nie jest ono pustym dzwiekiem, zenaprawde istnieje przed-
miot, o ktérym mowa w okres§leniu. W danym wypad-
ku powinniSmy wykazaé, ze naprawde istniejq proste, ktére nie przeci-
naja sie, mimo ze leza w jednej plaszezyznie. Ot6z najtatwiej przepro-
wadzimy dow6d istnienia figury, jezeli pokazemy, w jaki sposob figure
te mozna zbudowaé. Taki wla$nie jest sens niniejszego twierdzenia:
wskazuje ono spos6b zbudowania dwéch pros-
tych ro6wnoleglych i przez to samo stanowi do-
wo6d istnienia takich prostych.
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§ 74. Wiemy juz, iz po ustaleniu jakiegoé. twierdzeni‘a, na-
lezy zbada¢ twierdzenie odtholnc (lub Przemwpe), gdyz zda-
rza sie, zZe sa one bledne, mimo ze l.w1e1'dzeme'proste byto
prawdziwe. Ot6z w danym wypadku blizsze badanie wykazalp,
e twierdzenia przeciwnego (ani odwrotnego) do twigrdzenla
§ 73 dowies¢ nie mozna, mMimo ze prawdziwgéé jego ]gst .dla
‘kazdego oczywista. Wobec tego nic innego nie pozostaje, jak
uznaé za pewnik owo twierdzenie przeciwne.

Pewnik IV. (zwany pewnikiem Euklidesa¥).
Jezeli dwie proste worzq = poprzeczng kaly naprzemianlegle we-
wnelrzne nierowne, wowezas prosie le nie sq do siebie réwnolegte.
. (zatym przecinaja sig).

§ 75. Twierdzenie. Drzez dany punkl mozna poprowadzié

jedna tylko réwnolegla do danej prostej. . .
Jakoz przypusémy, ze przez punkt A przechodz'l prosta AB

rownolegla do danej prostej MN. Jezeli poprowadzimy poprze-

czna AK, wowczas na mocy powyz- ;

szego pewnika musi by¢ \A

X BAK = ¥ MKA. B \
Gdyby jakakolwiek inna prosta, a - -
przechodzaca przez ten sam punkt: : \
A, np. prosta CA byla rownolegla do \
 MN, wowczas mieliby$Smy na tej sa- Rys. 40.

mej zasadzie rownosc
| X CAK = ¥ MEKA.

Ale te dwie rownosci nie moga by¢ jednoczes$nie prawdziwe,
/gdvi katy L CAK, <7 BAK nie sa sobie rowne.

%) Od imienia stynnego matematyka greckiego, ktory naucza}_
- w Aleksandriji okoto 300 r. przed Chr. Dzieto Euklidesa p. t. _21?‘x=ca czyli
,,Elementy” stanowi najdawniejszy ze znanych nam p(?dl:@Cle.lkOW 1'1auk.o-
wyeh geometrji. U Euklidesa pewnik powyzszy b1:zm1 nieco inaczej, Ema-
‘nowicie uznaje on za pewnik twierdzenie przeciwne do Wl’l%OSkll 2-g0
w § 731 powiada: jezeli dwie proste tworzq z trzeciq prostq kaly jednostron-
ne wewnelrzne, ktdrych suma nie réwnaste kqlowi pdlpelnemu', waowcezas pro'-
ste te przecinajq sie, « mianowicie przecinajq sie po lej strome‘ p.oprzeczne],
po kidrej suma kqtdw jednostronnych wewnelrznych jest mniejsza od kala

poipeinego.

-~
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Whioski. 1. Jezeli prosla przecina jednq z dwéch réwnole-
glych, wéwczas przecina i drugq.

Istotnie, jezeli mamy dane dwie rownolegle m, n i jezeli
prosta p przecina prosta m w punkcie A, wowezas musi prze-
cia¢ i prosta n, gdyz w przeciwnym razie bylaby rownolegla
do n, a wigc — whrew powyzszemu twierdzeniu — przez punkt
A przechodzilyby dwie proste m, p rownolegle do n.

2. Dwie proste, réownolegle do lej samej Irzeciej prostej, sq
do siebie rownolegte.

Jezeli proste m, n sa rownolegle do prostej p, wowezas sg
do siebie rownolegle, gdyby bowiem przecinaly si¢ w jakims
punkcie X, wowczas przez punkt X przechodzilyby dwie proste
rownolegle do p.

3. Poprzeczna, prostopadta do jednej z dwu prostych réwno-
leglych, jest prostopadla i do drugiej.

§ 76. Twierdzenie. Jezeli ramiona jednego kqla sq réwnolegle do
ramion drugiego, wéwczas kqly le réwnajq sig sobie, o ile majq ten sam zwrol,
natomiast kqly spelniajq sie, o ile majq zwroly przeciwne.

W celu rozpoznania zwrotu ka-

2 tow ponumerujmy ich ramiona.

L / A Przedewszystkim zauwazmy, ze

jezeli dwie rownoleglte, oznaczone na

rysunku numerami 11i 1/, zostaly prze-

cigte trzecig prosta, ktorg oznaczymy

i©  numerem 2, wowezas katy rowne

<, B, ¥, maja wszystkie ten sam

zwrot, natomiast spelniajace sie z ni-

mi katy, jak <8, <= maja zwrot

Rys. 41. przeciwny. Twierdzenie zatym jest do-

wiedzione w przypadku, gdy dwa katy

o rownoleglych ramionach tak sa polozone, ze na pewnej prostej lezy
jedno ramie pierwszego kata i jedno ramie drugiego.

Przypadek ogolny da sie spro-
wadzi¢ do poprzedniego.

/s Jezeli mamy dane (rys. 42) katy
- /‘\ 7 /,4‘\ <o, 3B o tym samym zwrocie i row-
/ noleglych ramionach, woweczas moze-
my ktorykolwiek z nich zastapié przez
AN ~ rowny mu kat <<r, majacy ten sam
zwrot, a woweczas stanie sie oczywi-

/ / stym, ze <Co—=-<y—<3B.
/ / Jezeli chodzi o poréwnanie ka-
Rys. 42, tow <<e i <3, majacych zwroty prze-
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ciwne, wowezas zastepujemy <<« przez rowny mu kat <A, majacy z nim
ten sam zwrot.

§ 77. Twierdzenie. Jezeli ramiona jednego kqla sq prostopadie
do ramion drugiego, przyczym kqly majq len sam zwrol, wowczas kqty réw-
najaq sie sobie; jezeli nalomiast kqly majq zwroly przeciwne, wéwezas spet-
niajq sig.

Wystarczy zbadaé przypadek, |
gdy awa katy o ramionach odpowie- N : . 7
dnio do siebie prostopadlych majg 2y il 2
spolny [wierzcholek. Istotnie, gdyby o
chodzilo’o katy <<%, <7 nie majace spol- P /
nego wierzcholka, wowezas przy wierz-
cholku kata <<« zbudowaliby$my <<B N z
o ramionach rownoleglych do ramion 3
kata <<1 i majacy z nim spolny zwrot; 2\
na mocy poprzedniego twierdzenia 1
mieliby§my <8 = <<7. Rys. 43.

Szczegolowy dowod pozostawia-
my czytelnikowi. Zauwazmy tylko, ze katy <<« i <<B, ktorych ramio-
na oznaczyliSmy numerami 1, 2 oraz 1/, 2/, majq ten sam zwrot, na-
tomiast kat, ktérego ramionami sq poélproste 1’ i 2, ma zwrot prze-
ciwny.

§ 78. Twierdzenie. Odcinki réwnolegle, zawarte miedzy pro-
stymi réwnoleglymi, sq sobie réwne.

‘Jezell mamy

ABJ|CD oraz BC//AD, :
wowezas — musi  byé B /w/
AB=CD. —5

_ Jakoz taczac A z C,
otrzymujemy dwa troj-
katy A ABC, A ADC,
ktore rownaja sie sobie,
poniewaz <L 1 = <2, A D
<3 = <4, bok za§ AC
maja spolny.

Rys. 44.
Whioski. Jezeli ma-
my dane dwie proste réwnolegle, wéwczas

1. Wszystkie punkly jednej prostej sq réwnoodlegle od druT
giej (np. na rys. 45 PM = P'M’, gdzie P, P’ sa dowolnymi
punktami na prostej r);
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p p’ 2. Odleglos¢ punk-
tow pierwszej prostej od
drugiej rowna sie odleglo-
Sci punktow drugiej pro-
stej od pierwszej (gdyz
r np. odcinek PM moze
M M’ by¢ uwazany za odle-
Rys 45, glos¢ punktu P od pro-

stej ' lub lez za odle-

glos¢ punktu M od prostej r).

. o

8§ 79. Twierdzenie. Jezeli na jednej z dwu przecinajqcych sie
prostych odlozymy, poczynajqc od ich punktu przeciecia, d;)wolnq
tlo§¢ réwnych odcinkoéw i przez korice tych odcinkéw poprowadzimy
rownolegle, wowczas na drugiej prostej otrzymamy tylez réwnych
sobie odcinkow.

Jezeli na prostej m
odtozyliSmy kolejne odcin-
ki 0A=0B=BC=CD=...
i jezeli AA’ [/ BB' || CC'[/
DD’//...., wowezas powia-
dam, Ze na prostej p ma-
my tylez odcinkow, przy-

Rys. 46. czym OA' = OB’ = B'C’
- = (D = .. |

{be tego dowies¢, wyslarczy przez punkty B, C,.... popro-
wadzi¢ odcinki BK, CL... réwnolegle do prostej p, przez co
otrzymamy szereg rownych tréjkatow

A OAA"= N\ OBB == \ BKC = p CLD = ...,

Isl.otnie, np.: OB = BC, L1 = <L 2i A3 = <L 4, jako
odpowiadajace sobie, a wiec AOBB' = ABKC. Stad wynika, ze
OB" = BK = B'C’, (na mocy § 78). ,

_ W taki sam sposob dowodzimy réwnosci innyeh od-
cinkow. ‘

\!nioski. 1. Jezeli przez Srodek D boku AB {réjkata poprowa-
dzimy réwnolegtq do boku BC, przejdzie ona przez srodek E bo-
ku AC, przyczym odcinek DE réwnac sie bedzie potowie boku BC
(rys. 47)..

“‘r'ﬁ,l.‘)—(_(j/): DAz é Z a
v U
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Poniewaz przez punkt D mozemy
poprowadzi¢ tylko jedna rowno-
legla do BC i poniewaz istnieje j e-
den tylko $Srodek boku AC, zatym
rownolegla, o ktérej] mowa w po-
wyzszym wniosku, jest tozZsama
z prosta, laczaca $rodki D, E bokow
trojkata. To daje nam mozno$¢ od-
wrocenia powyzszego twierdzenia. Rys. 47.

Mamy wige:

2. Odcinek, tqezqey $rodki dwoch bokow tréjkata, jesl réwno-

legly do Irzeciego boku i réwna sie jego potowie.

§ 80. Zadanie. Dany odcinek podzieli¢ na jakqkolwiek z gé-
ry zadanq ilo$¢ czesci rownych.

Jezeli np. chcemy podzieli¢ odcinek
AB na trzy rowne czeSci, prowadzimy
przez A dowolna prosta, na niej odkla-
damy trzy dowolne, byle rowne sobie
odcinki AA; = A4, = A,A; laczy-
my Az z B, przez punkly zas A; i A,
prowadzimy réwnolegte do pro’s}ej AgB. Rys. 48.

¢ 7F

§ 81. Twierdzenie. 7'rzy srodkowe {réjkala przecinajq sie
w jednym punkcie lak, ze odcinek miedzy wierzchotkiem a pun-
ktem przeciecia jest dwa razy wiekszy od odcinka miedzy tym
punktem a bokiem iréjkala.

Niech bedzie dany A ABC i dwie
jego $rodkowe AD, BE. Proste te nie-
watpliwie przecinaja sie, gdyz pierwsza
z nich laczy dwa punkty A, D lezace
po dwoch stronach drugiej prostej.
Oznaczmy przez G ich punkt przecigeia 4
i poprowadzmy prosta DF//BE. Ponie- Tiyer 49,
waz w A EBC punkt D jest $rodkiem
boku BC, zatym F musi by¢ $rodkiem boku ECG. Mamy tedy

EF = YEC = YAE,

~ a wobec tego musi by¢ rowniez GD = 1BLAG (§ 79).
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Jezeli lera_z wykreslimy trzecia $rodkowa (ktérej brak na
| wsunku), podzieli ona srodkowa AD na dwa odcinki, z ktérych
| ]gden, zgwarty miedzy wierzcholkiem A i punktem przecig-
L cia, musi by¢ dwa razy wigkszy od drugiego. Poniewaz istnieje
| tylko jeden punkt G, dzielacy w ten sposob srodkowa AD, za-

Lym wszystkie trzy srodkowe spotykajq si¢ w punkeie G.
Punkt G nazywa si¢ srodkiem ciezkosci lrojkqla.

| § 82. Twierdzenie. Suma kqlow wewnelrznych tréjkala
rowna sie dwom kqtom prostym.
Przez wierzcholek C trojkata A ABC
prowadzimy prosta CD rownolegla do bho-
ku AB. Mamy wowczas

L1 =94, AL2=<5

a wige L1 4+<L2+<93 = 4+ A34+<5 =
= katowi polpelnemu.

Rys. 50.

; Whniosek. Kaql zewnetrzny (réjkqta ro-
wna sie sumie dwdéch kqléw wewnetrznych do niego nieprzyle-
glych.

§ 83. Twierdzenie. Suma kqléw wewnelrznych wielokqla
wypuklego wyraza si¢ wzorem 2§ (n—2), gdzie § oznacza kaqt
prosty, n zas liczbe bokow wielokqla.

Jezeli wielokat ma n hokow (a
wiee i n wierzcholkow), wowezas z do-
wolnego wierzchotka mozna poprowa-
dzi¢ n—3 przekatne, ktore dziela wielo-
kat na n—2 trojkaty. Suma katow kaz-
dego z lych trojkatow rowna sie 2§, a
S wige suma katow wewnetrznych wielo-
S kata = 2§ (n—2).

Wniosek. Jezeli przy kazdym wierz-
chotku wielokala wypuklego utworzymy po jednym kqcie zewne-
lrznym, woéwczas suma wszystkich tych kqtéw = 48 bez wzgledu
na lo, ile bokoéw ma wielokql. : ' ‘

~
. Cwiczenia IX. 1. Jezeli katy naprzemianlegle WéWhetrzne sa
sobie rowne, wowczas a) katy naprzemianlegle zewnetrzne réwnaja sie
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sobie, b) katy odpowiadajace rownaja si¢ sobie, ¢) katy jednostronne
(zar6wno wewnetrzne, jak zewnetrzne) spelniaja sie.

9. Jezeli katy jednostronne wewnetrzne lub zewnetrzne spelnia-
ja sie, wowezas katy naprzemianlegle wewnetrzne sa sobie rowne.

3. Przez punkt A poprowadzi¢ roéwnolegla do danej prostej m,
poslugujac si¢ wlasnosciami: 1-o katow naprzemianleglych wewnetrz-
nych, 2-o naprzemianleglych zewnetrznych, 3-o odpowiadajacych so-
bie. .
4, Jezeli w katach przyleglych <<ABC, <<DBC poprowadzono
dwusieczne i jezeli prosta, rownolegta do AD przecina te dwusieczne od-
powiednio w punktach E,F, rami¢ za$ BC przecina w punkcie K, wow-
czas musi byé EK = KI'. v s

5. Jezeli przez punkt W, w ktorym przecinajq si¢ dwusieczne katow
A, =B trojkata AABC, poprowadzimy rownolegla do boku AB i je-
7eli rownolegla ta przetnie boki AC, BC odpowiednio w punktach M, N,
wowcezas MN = AM - BN.
= k- Czy twierdzenie pozostaje prawdziwe, jezeli rownolegla poprowadzi-
liémy przez punkt przecigcia si¢ dwusiecznych katow zewnetrznych?

6. Czy mozna odwrécié (i na ile sposobow) twierdzenie, zawarte
w poprzednim ¢wiczeniu?

7. W trojkacie ABC dwusieczna kata <<B przecina bok AC
w punkcie B’; jezeli przez B’ poprowadzimy rownolegla do BC, prze-
cinajaca bok AB w punkcie C’, wowezas B'C’ = BC'.

8. W trojkacie ABC poprowadzi¢ odcinek B,C,//BC tak, by
 jego konce B,, C, lezaly odpowiednio na bokach AB, AC i zeby byto:

1-0 B,C; = B;B; 2-0 B,C, = C,C; 3-0 B,G, = BB+C,C;
4-0 B,C;, = B,B — C,C.

9. Opierajac sie na whasnosci katéw odpowiadajacych sobie, do-
wiesé, ze dwie proste rownolegle do Lrzeciej prostej sa do siebie ré-
wnolegle. = 2
: 10. Jezeli konce odcinka AB leza na dwoch
réownoleglych prostych i jezeli przez §rodek 0
tego odcirka poprowadzimy dowolny odcinek
CD, ktérego konce lezg na tych samychréwnole-
glych, wowezas musi byé¢ CO = OD.

11. Jezeli rzuty dwu row-

‘nych odeinkéw na ¢ sama pro- P 7
- sta m sa sobie réwne, wowczas Y ¥z
' “odecinki te albo leza na jednej \
‘prostej, albo tez sa do siebie r6- “
: Ynole%e. . ) Z y.3 i Z
o latematyk  wloski \ L

XVI w. N. Tartaglia podaje 7
nastepujacy sposob kreslenia row- X
nolegtych: jezeli do prostej danej
LL’ (rys. 52) chcemy przez P po- Rys. 52
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prowadzi¢ rownolegla, wowezas prowadzimy dowolng poprzeczng PA,
odkladamy AB = PA, laczymy B z dowolnym punktem C na prostej
LL’, wreszcie na prostej BC odkladamy CD = BC; prosta PD jest
Zgdang rownolegla. Dlaczego?]

13. Dowies¢, ze dany odcinek MN mozna W nastepujacy sposob
podzieli¢ na trzy czeéei réwne: na MN budujemy tréjkat rownoboczny
AMNP, prowadzimy dwusieczne katéow <M, <N, przecinajace sie
W punkcie I; przez I prowadzimy réwnolegle do bokow PM, PN. Réwno-
legle te dziela bok MN na trzy cze$ci rowne. =

14. Jezeli w trojkacie réwnoramiennym AABC (w ktorym AB =
AC) poprowadzimy z dowolnego punktu M podstawy rownolegle do
bokéw AB, AC, i jezeli proste te przecinaja boki AB, AC odpowiednio
W punktach N, P, wowezas suma odcinkéw MN + MP jest wielkoscig
stalq. ’

Jakiej zmianie ulegnie powyzsze Lwierdzenie, jezeli punkt M, po-
ruszajac sie po prostej BC, znajdzie si¢ w jednym z wierzcholkow
B Iub C? Jezeli M znajdzie sie na przedluzeniu boku BG?

15. Dany kat <@ i punkt A wewnatrz niego lezacy; poprowa-
dzié¢ przez A prostq tak, by punkt A byt §rodkiem odcinka tej prostej,
zawartego miedzy ramionami kata <ce,

16. Dany kat <ce i punkt A zewnatrz niego lezacy; przez A po-
prowadzi¢ prosta, przecinajaca ramiona kata w punktach M, N tak, ze
AM = MN.

17. Jezeli z punktu, obranego dowolnie na boku trojkata réwnobo-
¢znego, poprowadzimy prostopadle do dwu drugich bokéw, woéwezas
suma ich réwna sie wysokoéci trojkata,

18. Uog6lni¢ poprzednie twierdzenie, obierajac punkt wewnatrz
trojkata réwnobocznego i prowadzac prostopadle do wszystkich bokéw.

Jak nalezy zmienié¢ wyslowienie twierdzenia (albo jaka wprowadzié
umowe), zeby pozostalo ono prawdziwe nawet i wowezas, gdy punkt
zostal obrany zewnatrz tréjkata?

19. W tréjkacie réwnoramiennym NABC, w ktéorym AB = AC,
faczymy dowolny punkt D, lezacy na boku AC, z wierzcholkiem Biprzez
$rodek F odcinka BD prowadzimy réwnolegly do BC. Jezeli réwnole-
gla ta przecina boki AB, AC w punktach G, H, wéwczas GH = BD .
gdzie D; jest spodkiem prostopadlej, poprowadzonej z D do B(}.
[Wskazowka: prowadzimy DEJ/CB i dowodzimy, ze BD, =
¥% (ED + BCQ)].

20. Dowie$é, ze chege dany odcinek AB podzielié na n rownych
czesel, mozemy postapi¢ w nastepujacy sposéb: prowadzimy réwnole-
gla do AB, na niej odkladamy n réwnych (zresztg dowolnych) odcin-
kow kolejnych, korice A’ i B’ pierwszego i ostatniego odcinka laczymy
zpunktami A i B, a punkt C, w ktorym przecinajq sie proste AA’, BB*
(lub A’B, B’A), laczymy z koncami wszystkich odcinkow, jakie odkla-
daliémy na prostej A’B’, Proste, wychodzace z punktu C, podzielg od-
cinek dany AB na n réwnych czeéci.

S
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Zbudowaé trojkat AABC, majac dane:
21. Sas Sbs F(Sas Sp)- 22. sp, X(a, sp), X(sp, S )-

F rosta mi punkt A, nielezacy na niej; poprowadzié przez

A prozfz-:\, ?(’E(l)lxiagy Z prost:;) m tworzyla kat, ro6wny danemu katowi <):¢:
24, Majac dany kat <ce, przecigé go _prosta rbwnqlegia do Qane]
prostej m, przytym tak, by odcin.ek pr9ste], zawarty miedzy ramiona-
mi kata, rownal si¢ danemu 0dc1n}(ow1 AB.‘ . .
24a. W szczegblnosci dany odcmek'h u_ml.eé'cm w danym kaclle zi '

by byt on prostopadly do jednego ramienia i zeby oba jego konce le-
zaly na ramionach kata.

Zbudowaé trojkat AABC, majac dane:

25, Trq, A, B. 26. A, B, dy. 2 ASB S he .
985 Ty Do) (Saste)s 200 WAL G =2 (55,00)0 30, AGRE, ).
31. A, rq, he. 32, C, b, hy. 33. A, he, X(sp, b).

34. A, dg, <(dp, ©). 35. A,dp, ¥(dp, b). 36. C, hy, dc.

Zbudowaé trojkat réwnoramienny AABC, majac dane:
Sk @b s 38 A Ndig:

Zbudowaé trojkat prostokatny AABC, majac dane:
39. A, h 40. ry, <(a, h). 41, A, dg.

. T

42, Czy suma dwoch katow trojkata moze rownad sie trzeciemu
: : . P . kata?
towi? czy moze by¢ mniejsza od trzeciego
5 43. Dwusieczne katow jednostronnych wewngetrznych sa do sie-
bie prostopadle.
p44. W trojkacie rownoramiennym AABC, w lftbryrfl AB = AC,

dwusieczna kata zewngtrznego przy wierzcholku A jest rownolegta do
podstawy BC. . '

Sformutowaé i zbadaé twierdzenie odwrotnt?. )

45. W trojkacie prostokatnym poprowadm(.ﬁ przez w1erz?Polek
‘ kata prostego poprzeczng tak, by podzieli¢ dany tréjkat na dwa tréjkaty
. réwnoramienne. : ’
= 46. Opierajgc sie na poprzednim zadaniu, zuale'ié sposéb wy§ta-
wienia prostopad}ej w koncu odcinka, ktorego nie m'ozer.ny Przedluzyé.
(Rozwigzanie takie podal w XV w. matematyk menufckl R egio-
rontanus czyli Jan Miiller z Krolewca we Frankqnjl. Porow. roz-
wiazanie tego samego zadania przez Her on a — éwiczenie V, 31).
47, Jak wielki jest kat trojkata réwnobocznego? ;

48a. Jezeli w trojkacie prostokatnym jeden z katow ostry'ch jest
dwa razy wiekszy od drugiego, wowczas przyprostokatr'la przeciwlegla
mniejszemu katowi jest dwa razy mniejsza od przeciwprostokatnej.
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[Wskazowka: zestawi¢ dwa trojkaty prostokatne tak, by utworzy¢
z nich jeden nowy trojkat.|.

48b. Sformutowaé i zbadaé twierdzenie odwrotne do poprzed-
niego.

48¢c. Podzieli¢ kat prosty na trzy czesci rowne.

48d. Jezeli na kazdym boku trojkala rownobocznego, ktorego bok
= @, odlozymy w tym samym zwrocie, poczynajae od wierzcholka, od.

> ’l . . 2 .
cinek = 3 wowezas otrzymamy nowy trojkat réwnoboczny, ktorego

boki bedq prostopadie do hokow danego trojkata.

48¢. W trojkacie rownoramiennym /A\ABC prowadzimy do pod-
stawy BC lub do jej przedluzenia taki odcinek AD, zeby bylo <ADC
= ,} 3; wykazaé, ze AD= DC -+ BD i zbadaé. kiedy mianowicie mamy
sume, kiedy za$ roznice odeinkow.

48/. Zbudowaé trojkat réwnoboczny, majac dana jego wysokosé.

50. W trojkacie AABC przedtuzamy bok AB poza wierzcholek B,
na przedluzeniu odktadamy BD = B( i laczymy C z D. Wykazaé, ze
mamy wowczas AD = a + ¢, <<CDA — 4 <CBA.

Zbudowa¢ trojkat ANABC, majac dane:

5l.a+¢ b, A. 53.a +¢ A, he . 55. a+-c, A, oraz warunek, ze a =b.
92. a +¢, A, hy.54. a +¢, B, h,. 56. a + ¢, A, (dg, b).

07. Na rys. 33 (str. 48) wykazaé, 7ze AC’ = ¢ —a,
KC'DA-= XC — XA.

Z@f\idowaé trojkat AABC, majac dane:
58. ¢—a, C, ua.‘ 59. uy, ue, C—A. 60. u,, A, ¢ —a.

61. Dowie$¢ wzoru na sume katéow wielokata wypuklego, Iaczac
dowolny jego punkt wewnetrzny ze wszystkimi wierzcholkami.

- 62. Mamy dany tréjkat AABC, w ktorym <<C jest prosty. Nie
wyjmujace trojkata z jego plaszezyzny, obracamy go dokola wierzchol-
ka C, dopéki przeciwprostokgtna ¢ nie przejdzie przez wierzcholek A
wigkszego z dwoch jego katow ostrych. Oznaczmy trojkat nasz w tym
nowym polozeniu symbolem AA’B‘C. Jezeli D jest punktem przeciecia
si¢ boku a’ z bokiem ¢, wowezas <<ADC = 3 <A BC.

63. Majac dane katy $<A, <<B, <<C trojkata, obliczy¢ kat:

1-0 miedzy dwusiecznymi katow <<A i <<B;

2-0 miedzy dwusiecznymi katow zewnetrznych, utworzonych
przy wierzcholkach Ai B;

3-0 miedzy dwusieczng kata wewnetrznego <<A i dwusie-
czng kqta zewnetrznego przy wierzehotku B;

4-0 miedzy wysoko$cia hy i dwusieczng dg4;

5-0 migdzy wysoko$ciami h, i hp;
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6-0 miedzy wysokoseig /i dwusieczng kata zewnelrznego
przy wierzcholku A. .

64. Kat miedzy wysoko $cig h, i dwusieczna d4 rowna si¢ po
lowie roznicy katow -=<B i =2,

65. Jezeli w AABC bok BC jest najwiekszy i jezeli na nim od-
tozymy BA’ = BA oraz CA” = CA, wowczas musi byé <A 44" —

*XB + < C
= —

66. Niech bedzie dany AABC, wktorym AB = AC oraz < ABC —
3XBAC. Jezeli polproste BK, BL dzielg kat <<ABC na trzy réowne
czedci, wowezas trojsieczne te Wyznaczaja w danym trojkacie trzy nowe
trojkaty rownoramienne.

: 67. Jezeli w trojkacie rownoramiennym A A BC,w ktorym AB=AC,
mamy XBAC = 25, wowcezas dwusieczna kata przy podstawie dzieli
trojkat AABC na dwa nowe trojkaty rownoramienne.

68. Dowies¢, ze jesli przyjmiemy jako pewnik, ze ,,przez dany punkt
do danej prostej mozna poprowadzié tylko jedna rownolegla’’, wowezas
wyniknie z niego, ze ,,dwie proste nie sa rownolegle, jezeli tworza z po-
przeczna katy naprzemianlegte wewnetrzne nierdwne”.

69. Dowiesé, ze jesli przyjmiemy jako pewnik, iz ,,suma katow
trojkata réwna sie katowi polpelnemu”, wowezas wyniknie z niego, ze
»Przez dany punkt do danej prostej mozna poprowadzié tylko jedng
‘rownolegla’’. [Wskazowka: przy wierzcholku A budujemy katy

naprzemianlegle wewnetrzne z katami <<B i =<0 8

B. O rownolegtobokach.

§ 84. W rozdziale niniejszym bedzie mowa tylko o czworo-
okach wypuklych.

Dwa boki czworoboku, nie majace spolnego wierzcholka,
zywamy przeciwlegtymi.

Okreslenia. Czworobok, kidrego dwa przeciwlegle boki sq do
réwnolegle, nazywamy trapezem. Dwa rownolegle boki tra-
ywamy jego podstawami, drugie dwa po prostu bo-

rw'noleglobokiem nazywamy czworobok, kiéry ma dwie pa-
oleglych bokéw.

etrja elementarna. 5

5 1 |
o o w‘ 3
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Jak widzimy, réwnoleglobok mozna uwaza¢ za szczegolny
rodzaj trapezu.

§ 85. Twierdzenie. Przeciwleglte boki réwnolegloboku rowna-
ja sie sobie.

Wynika odrazu z § 78.

Twierdzenie. Przeciwlegle kqly rownolegloboku réownaja sie
sobie, Lolejne zas spelniajq sie. _
§ 86. Twierdzenie. Przekqlne rownolegloboku dzielq sie na
polowy.

Istotnie. A AOB = A COD, po-
niewaz mamy

AB = CD, <1 = <12, <3 = <.
Stad wynika, ze
A0 = 0C; BO = 0D,

§ 87. OkreSlenie. Rombem nazywamy réwnoleglobok, klérego
dwa sqsiednie boki sq sobie réwne. :

Wobec tego wszystkie boki rombu roéwnaja sie sobie
(dlaczego?).

Twierdzenie. Przekqine rombu
1-0) dzielq sie na potowy,
2-0) sq dwusiecznymi kalow rombu,
3-0) sq do siebie prostopadte.

Pierwsza wlasno$¢ wynika z tego, ze romb
jest szezegolnym rodzajem rownolegltoboku.
Druga i trzecia wlasno$¢ wynikaja z tego,
ze trojkat A ABD jest rownoramienny
(AB = AD) i ze punkt O jest $rodkiem
jego podstawy BD, a wiec AO, bedac
srodkowa, musi by¢ dwusieczna i wyso-
s, 54, koscia trojkata.

§ 88. OkreSlenie. Prosiokqlem nazywamy réwnoleglobok, ma-
jacy jeden kql prosty.

Wynika stad, ze wszystkie cztery katy prostokqla rownaja
si¢ sobie (dlaczego?).
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Twierdzenie. Przekqine prostokata: B C
1-0) dzielq si¢ na potowy,
2-0) rownajq sie sobie.
Pierwsza wlasno$¢ wynika z tego, ze 4 N
‘prostokat jest réwnoleglobokiem. Co sie¢ ty- e
czy drugiej wlasnosci, to wynika ona z ré-
wnosci trojkatow AABD = AACD.

§ 89. OkreSlenie. Kwadratem nazywamy réwnoleglobok, ktd-
rego boki i kqly rownajq sie sobie.

Z okreSlenia tego wynika, ze kwadrat jest jednocze$nie
rombem i prostokatem, a wiec musi posiadac wszystkie wlasnosci
obu tych figur, wyliczone w §§ 87, 88.

Cwiczenia X. 1. Sformulowaé i zbadaé twierdzenia odwrotne

wzgledem twierdzen §§ 85, 86. Jakie stad wynikaja sposoby poznania,

zy dany czworobok jest czy nie jest rownoleglobokiem?

2. Stormulowac i zbada¢ twierdzenia odwrotne wzgledem § 87.

Jak poznaé, czy dany rownoleglobok jest czy nie jest rombem?
3. Sformulowa¢ i zbadaé twierdzenie odwrotne wzgledem § 88.

Jak pomaé czy dany rownoleglobok jest prostokatem?

Punkt przecigcia sie przekatnych réwno-
Jegloboku jest Srodkiem kazdego odcinka, kto6-
ry przechodzi przez ten punkt i ktorego konce
leza na bokach r6wnolegloboku (Porown. Cwiczenie IX

5§ Kazda prosta, przechodzaca przez érodek réwnolegloboku, dzie-
anlegiobok na dwie rowne figury.

. Jezeli na dwéch przeciwlegtych bokach réwnolegloboku odlo-
qczyna]ac od Jprzeclwleglvch w1erzcholk6w, dwa rowne soble

g Wlerzcholkl réwnolegloboku nie mieszezq sie na rysunku, tak
lamy wykre§lone tylko czesci czterech jego bokow; znalezé §rodek
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8. W dany réownoleglobok wpisaé dowolny réwnolegtobok i do-
wies¢, ze maja one spolny §rodek (poréwn. éwiczenie 6).

9. Srodki bokow kazdego czworoboku sa wierzcholkami réwnole-
globoku, wpisanego w ten czworobok,

Jaka figure otrzymamy, laczac $rodki hokow réwnolegloboku?
rombu? prostokata? kwadratu?

9a. W kazdym czworokacie odcinki KL, MN, taczace Srodki prze-

ciwlegtych bokéw, oraz odeinek PR, laczacy srodki przekatnych, prze-

' cinajg si¢ w jednym punkcie i dzielg sie w tym punkcie na polowy.

: 10. 'W ezworoboku ABCD polaczylismy $rodki bokéw 1 otrzyma-
E lismy prostokat; czy mozna twierdzié¢, ze ABCD jest rombem?
Jezeli $rodki bokdw czworoboku ABCD tworza romb, czy wolno
twierdzi¢, ze ABCD jest prostokatem?
Jezeli érodki bokow czworoboku ABCD tworzg kwadrat, czy wol-
no twierdzi¢, ze ABCD jest kwadratem?

11. Jezeli rownoleglobok dany przetniemy dwiema prostymi, row-
nolegtymi do jednej przekatnej i jednakowo od niej odleglymi, wowczas
otrzymamy nowy rownolegltobok, wpisany w dany i majacy obwéd row-
ny sumie przekatnych réwnolegloboku danego.

12. Prowadzimy dwusieczne katow wewnetrznych i zewnetrznych
réwnolegloboku; dowiesé, ze: 1-o punkty przeciecia sig tych dwusiecz-
cznych sg wierzcholkami prostokatow; 2-0 ze przekatne tych prostoka-
H téw przechodzg przez $rodki bokéw réwnolegtoboku; 3-0 ze przekatna
! wiekszego prostokata réwna siesumie dwéch kolej-
E nych bokéw réwnolegtobrku.

Jak wielka jest przekgtna mniejszego pro-
stokata?

13. Przez wierzcholek réwnolegtoboku pro-
wadzimy dowolng prosta MN, nie przecinajacy
rownolegloboku, i z trzech pozostalych wierzchol-
koéw prowadzimy prostopadle do tej prostej. Do-
wies¢, ze prostopadla ze $rodkowego wierzcholka
réwna sie sumie dwu drugich prostopadlych.

przecina réwnolegtobok ?

14, Jezeli w trojkacie /YABC poprowadzimy
dwusieczng kata A i przez punkt jej przeciecia sie
z bokiem a poprowadzimy réwnolegte do bokow
b, ¢, otrzymamy romb.

Czy mozna uog6lnié¢ to twierdzenie na dwu-

Rys. 56. sicezne katow zewnetrznych?
| 15. Na kazdym boku rownolegtoboku budu-
L jemy nazewnatrz kwadrat; dowie$é, ze $rodki tych czterech kwadratow
3 sg wierzcholkami nowego kwadratu.
16. Cztery sztywne prety AD, FB, EF, ED osadzamy na zawia-
sach w punktach E, F, C, D (rys. 56). Jak nalezy dobraé dtugosé pre-
tow i gdzie umiesci¢ zawias (, zeby przy rozsuwaniu punktow A, B

Jak zmieni si¢ twierdzenie, jezeli prosta MN -
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prosta FD byla zawsze rownolegla do A B, punkty zas E, ¢ zeby kreslity
prostopadla do AB?

17. Odcinek, 1aczacy $rodki dwéch bokow trapezu, jest rownole-
gty do obu jego podstaw i rowna si¢ polowie ich sumy.

17a. Odcinek, aczacy $rodki dwéch przekatnych trapezu, jest
rownolegly do obu podstaw trapezu i réwna sie polowie ich roznicy.

18. Jezeli kazda z przekatnych trapezu dzieli na polowy jeden
jego kat, wowezas trapez ma trzy rowne sobie boki.

Zbudowaé r()wnolegldbok, majac dane:

TSR (2 iy (3 20. a, o, <(a, /).
22, d, 55(d, ), hp *. 23. A, d, hy.

21. A, f, <(f, d).
24. A, hg, hy.

25. Dane sa dwa punkty A, B i prosta m; zbudowaé prostg réow-
nolegla do m i przechodzaca w rownej odleglosci od punktéw A i B.

26. Dane sg trzy punkty A, B, C nie lezace na jednej prostej;
przez A poprowadzi¢ prosta tak, by odeinki, poprowadzone do tej pro-
stej z punktow B, C i jednakowo do niej nachylone, byly sobie réwne,

Czy zadanie jest mozliwe, jezeli A, B, C leza na jednej prostej?

27. Dane sg trzy punkty A, B, C, nie lezace na jednej prostej; zbu-
dowac prosta rownoodlegla od wszystkich trzech punktéw. Ile rozwigzan
posiada zadanie?

Zbudowaé romb, majac dane:

28. e, /. 29. a, ¥(a, e). 30. A, hg,. 31. e, <(a, e).

32. Zbudowaé kwadrat tak, by jedna jego przekatna lezala na
anej prostej i jeden bok przechodzil przez dany punkt. Ile rozwigzan
‘posiada zadanie?

33. Dane sq trzy punkty A, M, N, nie lezace na jednej prostej;
budowa¢ kwadrat ABCD tak, by punkt M lezal na boku a (lub na
ego przedluzeniu), punkt za§ N na boku ¢ (lub na jego przediuzeniu).

Cwiczenia XI. Wszystkie zadania konstrukcyjne rozwigzywa-
iSmy za pomocy dwoch przyrzadow: linjatu i cyrkla. Mozna jednak po-
giwa¢ sie innymi przyrzadami, np . ekierkgqg i 1i njatem lub
ema ekierkami.

“kierka, jest to deseczka, majaca ksztalt trojkata prostokatnego.
ona specjalnie do kreélenia prostopadlych i rownolegtych.

ko$ciq réwnolegloboku nazywamy odlegtoéé jednego je-
joku przeciwleglego. Wobec tego réwnolegtobok ma, wo-
dwie rozne wysokoScei.
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Kreslenie prostopadlych nie wymaga specjalnych wyjasnien; co sig¢ Ly-
czy kre§lenia réwnoleglych, to mozemy postapi¢ w stosob nastepu-
| jacy:

— Cheae przez punkt M poprowa-

M dzi¢ rownolegla do prostej AB, przy-

kladamy brzeg ekierki do tej prostej,

o do drugiego brzegu ekierki przyktada-

my linjal i przesuwamy ekierke wzdluz

linjalu (rys. 57), az natrafimy na
punkt M.

Postugujac si¢ wylgcznie
linjatem i ekierka (a wiec kre-
§lac proste, proste rownolegle i proste
prostopadle), rozwiazaé naslepujace
o zadania:

1. Na prostej m dany jest odci-
Rys. 57. nek AB; wykresli¢ odcinek rowny AB
i rdwnoleglty do niego. .
la. Przy tym samym zalozeniu, co w poprzednim zadaniu, odlo-
zy¢ na prostej m odcinek rowny AB.
W szezegolnos$ci podwoié, potroi¢,... odeinek AB.
. Podzielié¢ dany odcinek AB na 3 rowne cze$ci.

3 Zbudowaé trojkat rownoramienny.

4. 'Podwoié kat dany. .

Nastepujace trzy zadania wymagaja znajomosci ligur symetryecz-
nych lub tez wlasnosci katéw wpisanych w koto.

5. Zbudowa¢ punkt symetryczny z punktem A wzgledem danej
osi m. [Wskazéwka: na m obieramy dowolnie punkty B, D, wy-
kreslamy rownolegtobok ABCD, przez C prowadzimy p//m, wreszcie
AA’] p].

6. Podzieli¢ kat dany na polowy.

7. W koncu danego odcinka AB poprowadzi¢ prosta m i na niej
odlozyé AX = AB.

A B

ROZDZIAL VI

O figurach symetrycznych.

§ 90. Jezeli punkty A, A’leza po dwoch stronach prostej
m tak, ze prosta m jest prostopadta do odcinka AA’i dzieli go
na potowy, wowczas powiadamy, ze punkty A, A’ sq z sobq
symelryczne wzgledem osi m. Jezeli, majac dany punkt A i o$
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symeltrji m, budujemy symetryczny z nim punkt A’, wowczas
powiadamy, ze przekszlatcamy A na punkt A’, symelryczny z nim
wzgledem ost m.

Rzecz jasna, ze jesli A zosltal prze- ,
ksztalcony symetrycznie na ', wow-
czas mozemy tez odwrotnie uwazaé¢ A
za przeksztalcenie symetryczne punktu ':

A’. Punkt A nazywamy niekiedy obra- S
¢ A
zem symelrycznym punktu A’ i od- R
5 e vs: 58.
wrotnie.

OkreSlenie. Duwie fiqury nazywamy symelrycznymi wzgledem
osi, jezeli kazdemu punklowi jednej figury odpowiada punkl dru-
giej figury, symelryczny z nim wzgledem lej osi.

Zauwazmy, ze je$li mamy dany dowolny punkt A i o$
symetrji, woweczas istnieje tylko jeden punkt 47
symetryczny z punktem A wzgledem tej
o si. Spostrzezenie to pozwoli nam z latwoscia odWIacac twier-
dzenia, ktore zaraz poznamy.

§ 91. Twierdzenie. Jezeli dwie pétprosle, wychodzqce = lego
samego punklu na ost, lezq po dwdch stronach lej osi i sq do niej
jednakowo nachylone, wéwczas potprosle sq = sobq symelryczne
wzgledem tej osi.

Istotnie, jezeli z dowolnego pun- A
ktu A jednej polprostej poprowadzi- y’j
my prostopadla AK do osi m, otrzy- e
mamy trojkat rownoramienny
ALA0A’ (gdyz wysoko$é jego OK jest =
zarazem dwusieczna kata <C 10A"), B
musi wige byé AK = KA’ i punkty

A, A’ musza by¢ z soba symetryczne LD

~ Poniewaz dla kazdego punktu istnieje tylko jeden punkt
etryczny z nim wzgledem danej osi m., zatym musi by¢
ziwe naslepujace twierdzenie przeciwne:

jierdzenie przeciwne. Zaden punkl plaszezyzny, nie lezqcy
na‘pt;fiprQSte] 0A’ nie moze byé symelryczny z jakimkolwiek pun-
tem polprostej OA.
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Mamy tedy prawo twierdzié, ze obrazem symelrycznym pol-
prostej OA wzgledem osi m jest potprosta” OA’ tak polozona, e
L AOK = <JA'OK. -

§ 9<. Twierdzenie. Obrazem symetrycznym odcinka jest ro-
wny mu odcinek. Twierdzenie jest oczywiste dla odcinkéow ta-
kich, jak 04 lub 04°, ktorych jeden koniec lezy na osi symetrji.
Cheac dowiesé¢ twierdzenia w przypadku ogélnym, wystarczy
zauwazy¢ (rys. 59), ze AB= A0 — OB =A'0 — B'0 — A ‘B’

§ 93. Twierdzenie. Obrazem symetrycznym prostej réwnole-
glej do osi jest druga prosta réwnolegla do osi i lezqeca po drugiej
jej stronie w tej samej od niej odleglosci, co i pierwsza prosta.

§ 94. Twierdzenie. Obrazem symelrycznym tréjkala jest ro-
wny mu {réjkai.

Kazde dwa odcinki, majace spol-

A ny koniee, musza sie przeksztalcac
) f\-c na dwa odcinki o spolnym Kkoricu,
A zalym obrazem tréjkata jest troj-
S E kat. Na mocy twierdzenia § 92
| " mamy
A x
S A AB=A'B, AC=A'C’, BC=B'C,
B’ a wige. AABC = AA'BC'.
Rys. 60.

Whiosek. Obrazem symelrycznym
wiclokqta jest rowny mu wielokql.

§ 95. Istnieje inny jeszeze rodzaj symetrji. Jezeli mianowicie
punkt O dzieli na polowy odcinek AA’, wowezas powiadamy,
ze punkty A, A’ sq symelryczne z sobq wzgledem $rodka O.

Dla kazdego punktu istniejet ylko jeden punkt syme-
tryezny z nim wzgledem danego $rodka 0.

§ 96. Twierdzenie. Jezeli odcinek przekszlalcimy symetrycz-
nie wzgledem $rodka, olrzymamy réwny mu odcinek.

Niech bedzie dany odcinek AB i $rodek symetrji 0. La-
tzac punkty A, B ze §rodkiem O i odkladajac OB’ = OB. 0A'—=
0A, otrzymujemy odcinek A'B’. Powiadam, ze odcinek ten
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1-o réwna si¢ odcinkowi AB i 2-o jest z mnim symetryczny
wzgledem punktu O. .

I-o Istotnie 0A = 0A’, OB = OB’ XLA0B = <X A'0OB’,

zatym AAOB= NA'OB'i AB = A'B'.

2-0 Jezeli przez punkt C, obrany dowolnie na jednym odein-
ku, poprowadzimy prosta €O,
przetnie ona drugi odcinek B’
W punkcie €' (gdyz lezy ona
wkacie <C.10B, a wieci w wierz-
chotkowym  kacie <C A’0B’), A
przyczym musi byé¢ OC = 0¢C’, »0
poniewaz mamy T

<LA0C = X A'0C,

LCAD =L A0, OA = 0A’,

czyli A AOC = A A'0C.

Rys. 61.

§ 97. Twierdzenie. Figurq symelryeznq z danym tréjkqtem
wzgledem danego Srodka jest rowny mu iréjkqt.
Wynika z powyzszego twierdzenia i z pewnika 1111,

§ 98. Pomiedzy tymi dwoma rodzajami symetrji istnieje
bliski zwiazek, o ktorym mowi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Jezeli figure przeksztatcimy kolejno wzgledem
dwu prostopadlych do siebie osi symelrji,wowcezas punklt przeciecia
lych osi bedzie $rodkiem symetrji dla pierwszej i dla ostatniej
figury.

Niech beda dane dwie prostopa-
dle do siebie osie m im'. Jezeli
punkl A’ przeksztalcimy (wzgledem
osi m) na punkt A", ten za$ prze-
ksztaleimy  (wzgledem osi m’) na
punkt A", wéwczas A’ 1 A"’ musza
by¢ z soba symetryczne wzgledem
$rodka 0.

Jakoz mamy odrazu

0A" = 04" = 04"

Pozostaje wykazaé, ze 0A’ i QA" tworza jedna prosta.

Rys. 62.
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Istotnie, <L 1 =<2 A3 =<4
a wiec <1 4+ <C4 =<2+ <L 3 =katowi prostemu,
skad X1+ <L24+<A3 4+ Lt = katowi pétpelnemu.

§ 99. Mowilismy dotad o dwoéch figurach symetrycznych
z soba. Zdarza si¢ jednak, ze jaka$ figura sklada sie z dwoch
czesci rownych i tak wzgledem siebie polozonych, ze jedna
z nich jest do drugiej symetryczna wzgledem pewnej osi lub tez
wzgledem $rodka. Przykladami takich figur moga by¢ trojkat
réwnoramienny (w ktorym osia symetrji jest dwusieczna kata
miedzy réwnymi bokami) i rownoleglobok (w ktorym srodkiem
symetrji jest punkt przeciecia si¢ przekatnych).

Osie i $rodek symetrji nazywamy elementami symelrji da-
nej figury. A

Uwaga. Latwo jest przekona¢ sie do§wiadezalnie, ze dwie (mate-
rjalne) figury symetryczne wzgledem osi, pomimo ze sa sobie rowne, nie
dadza sie jednak doprowadzié¢ do przystania, jezeli poruszaé je bedziemy
w ich plaszczyznie: musimy jedng z nich wyjaé z plaszezyzny i odwroécié¢
na drugg strone. Natomiast dwie figury symetryczne wzgledem Srodka
doprowadzi¢ mozemy do przystania, jesli jedng z nich obrocimy (w jej
plaszczyznie) dokola $rodka symetrji o kat polpeiny.

Cwiczenia XIL.*) 1. Dana o$ symetrji m i punkty A, B po jednej
jej stronte-oraz punkt A’, symetryczny z A. Zaalez¢ punkt sym>trycz-
ny z B. [Wskazowka: odwroci¢ sprsob baibhwinia dwasieezaef,
podany w ¢wicz. IV, 12 na str. 34].

2. Dane dwie pary punktéw A, A’ oraz B,B’ symetrycznych z so-
ba wzgledem tej samej osi; wykresli¢ o§ symetrji.

3. Czy dwie pary punktow symetrycznych wystarczaja do rozwia-
zania poprzedniego zadania, jezeli proste AA’, BB’ sa do sichie rowno-
legte? !
4. Dane sa: o$ symetlrji m, prosta b oraz dwa punkty A. A’ sy-
metryczne z sobg (przyczym A nie lezy na prostej b0); zbudowac prosta
b’, symetryczna z b. [Wskaz o6 wka: dowolne dwa punkty prostej b
przeksztalcamy symetrycznie].

5. Dany $rodek symefrji O i dwie proste a, a’ wzgledem niego
symetryczne; zbudowaé prosta b, symetryezng wzgledem O 7z dang
prosta b.

#) Zadania Ne 1—6 nalezy rozwigzaé za pomoca linjatu;
niewolno tedy postugiwaé¢ si¢ w tych wypadkach cyrklem.

By
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6. Dany S$rodek symetrji O i dwie proste a, a’ wzgledem niego
symetryczne; zbudowa¢ punkt P, symetryczny wzgledem O z danym
punktem P. [Wska zowka: przez punkt P prowadzimy dwie do-
wolne proste i przeksztalcamy je symetrycznie].

9 7. Jakie sa elementy symetrji odcinka? dwoch rownoleglych do sie-
T shie odcinkow? dwoch odeinkéw rownoleglych i rownych sobie? dwoch

; prostych rownoleglych? dwoéch prostych przecinajaeych sie?

3 8. Jakie sg elementy symeltrji trojkata rownoramiennego? troj-
i 3 kata rownobocznego? X

A E 9. Jakie sg elementy symetrji rownolegltoboku? rombu? prostoka-
3 ta? kwadratu? trapezu réwnoramiennego?

10. Dany jest réwnoleglobok i prosta m przecinajgca dwa j2go
sasiednie boki; wpisa¢ w niego drugi rownolegtobok tak, by jeden bok
tego nowego rownolegloboku lezal na prostej m.*)

- 11. Na danym réwnolegloboku opisa¢ drugi rownolegtobok tak,
e by jeden jego wierzcholek lezal w danym punkcie P.

12, Dany jest rownoleglobok i prosta m. nie przecinajgea jego kon-
turu; wykresli¢ rownolegla do m.

13. W dany trapez rownoramienny wpisaé¢ romb, jezeli mamy za-

znaczony na rysunku $rodek jednego z nierownoleglych bokow trapezu.

14. Dany prostokat wraz z swymi osiami symelrji i prosta m, nie
przechodzaca przez zaden wierzcholek prostokata. Wykresli§ romb,
ktorego jeden bok lezalby na m i ktory mialby obie osie symetrji
spolne z prostokatem. '

15. W dany romb wpisaé prostokat tak, by jeden jego wierzcho-
lek lezal w danym punkcie [Wskazowka: porown. zadanie 1.].

L
I./', .\ g

ROZDZIAL VII

O pojeciu miejsca geometrycznego.

§ 100. OkreSlenie. Miejscem geomelrycznym punklow, ma-
jacych pewnq wiasnosé, nazywamy f[igure, kiora spetnia dwa na-
stepujqce warunki:

. 1-0 kazdy punkt tej figury posiada owq wtasnosc,

2-0 zaden punkl nie lezqcy na naszej figurze nie posiada lej
osci. : .

ozemy np. okrag kola nazwaé¢ miejscem geometrycznym
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nego srodkiem kola, gdvz: 1) wszystkie punkty okregu odlegle
sa od srodka o promien; 2) zaden inny punkt plaszezyzny nie
jest odlegly od $rodka o promien.

Cheace tedy dowiesé, ze jaka$ figura jest miejscem geome-
tryeznym punktow majacych taka a taka wlasno$é, m usim y
dowies¢ dwéch twierdzen: prostego i prze-
ciwnego. Oczywista rzecz, ze zamiast twierdzenia przeciw-
nego mozemy dowies¢ twierdzenia odwrotnego, poniewaz oba
te twierdzenia sa zawsze jednoczesnie prawdziwe lub jednoczes-
nie bledne.*)

§ 101. Twierdzenie. Miejscem geomelrycznym punkiow pla-
szezyzny, réwnoodleglych od koncéw danego odcinka, jest 0$ symelrji
lego odcinka.

Jezeli prosta m jest osia odcinka AB, wowezas

1) powiadam, ze jakikolwiek obierze-
f( 0 my mna osi punkt C, zawsze musi by¢
P AC = CB, gdyz AABC jest rownoramien-
S e ny (dla czego)?

Ui X

A L D B

2) powiadam, Ze dla punktow nie le-
zacychna osi rowno$é ta zachodzié¢ nie mo-
m ' ze, a mianowicie dla kazdego punktu K
' plaszezyzny, lezacego z tej strony osi, z kté-
rej znajduje si¢ punkt A, musi zachodzié
nieréwnos¢ KA << KB.

Istotnie, jezeli poprowadzimy KL prostopadle do AB, wow-
czas musi by¢ KL /| CD, a wigc punkt L musi leze¢ po tej sa-
me] stronie osi, po ktorej znajduje sie konieec A odcinka. Wobec

AL << LB,
KA < KB.

Rys. 63.

tego mamy

a wiee (§ 70)

§ 102. Twierdzenie. Miejscem geomelrycznym punkiow plasz-
czyzny., réwnoodleglych od ramion kqta, jest dwusieczna lego kqta.

*) Zgodnie z tym moznaby nieco inaczej okre$li¢ miejsce geome-
tryczne, a mianowicie w nastepujacy sposob: miejscem geometryeznym
punklow posiadajqcych pewnq wtasnosé nazywamy figure, kiéra speinia
dwa naslepujqee warunki: 1-o kazdy punkt figury posiada te wlasno$é,
2-0 kazdy punkl, majqcy owq wlasno$é, lezy na naszej figurze.

~1

O pojeciu micjsca geometryeznego.

Niech bedzie dany kat o
<LMAN i jego dwusieczna 2~
AC i niech beda CE L AN, /
CD1 AN.

L
l-o Dla kazdego pun- 4 =
ktu C tej dwusiecznej mu-
si by¢ EC = CD, gdvz
AAEC= N ACD (d]la- 2

-
czego)? v
2-0) Jezeli punkt C
plaszezyzny jest rownoodlegly od obu ramion kata, wowcezas
punkt ten lezy na dwusiecznej, gdyz w trojkatach prostokat-
nych AECA, ADCA

EC = CD, bok AC jest wspolny,
a wiec AECA = ADCA i <XEAC = XCAD.

Rys. 64.

Whniosek. Miejsce geomelryczne punkléw plaszczyzny, réwno-
odleglych od dwdch przecinajqcych sie prostych, sklada sie z dwéch
dwusiecznych katéw, zawartych miedzy lymi prosiymi.

Cwiczenia XIII. 1. Miejsce geometryczne punktoéow
Plaszeczyzny jednakowo odleglych od danej pr o-
stej m, sktada si¢ z dwoch prostych rownole -
gtych do niej i symetrycznie wzgledem niej
polozonych.

2. Miejscem geometrycznym punktow plaszezyzny, jednakowo
odlegtych od dwéch prostych réwnoleglych, jest truecia prosta, réwnole-
gla do nich i stanowigca ich o$ symetrji.

3. Dany jest punkt A i prosta m nie przechodzaca przez ten punkt;
znalez¢ miejsce geometryczne $rodkow wszystkich odceinkéw, poprowa-
dzonych z punktu A do prostej m. '

4. Z punktu A prowadzimy prostz, przecinajace prosta dang m
punktach B;, B,, B;,... Na tych prostych odktadamy (po jednej, kto-
jkolwiek stronie prostej m) odcinki B,C; = 3AB,;, B,G, = 34 Bs,

C; = 34B,, ... Jakie jest miejsce punktow €5 Cg0 C,..2
- 5. Na ramieniu danego kata odkladamy, poczynajac od wierz-
dowolne odcinki kolejne, na drugim za$ ramieniu odkladamy
jac rowniez od wierzcholka) kolejne odcinki odpowiednio réw-
3 libpﬁzednim, wreszcie pruez konce rownych odeink6w prowadzimy
olegle do ramion kata. Jakie jest miejsce geometryczne punktow
zecigeia sie tych rownoleglych?

- Mamy cztery prety, ktore tworza rownolegtobok ARCD. Pre-
B, AD pozostaja nieruchome, prety za$ BC, CD przesuwamy tak,
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by 1-0 figura ABCD byta zawsze rownoleglobokiem, 2-0 zeby odcinki
AB, AD zmienialy si¢ zawsze w tym samym stosunku.¥*) Jakie jest
miejsce geometryczne punktu C?

R

ROZDZIAL VIIL

O trojkatach nierownych.

§ 103. Twierdzenie. Jezeli dwa boki jednego tréjkata réw-
najq sie odpowiednio dwom bokom drugiego, lecz kqly miedzy ni-
mi zawarte nie sq sobie réwne, wéwczas trzecie ich boki nie sq row-
ne, a mianowicie wiekszy jest ten bok, ktéry lezy naprzeciwko wie-
kszego kala.

A'
% Rys. 65.

Niech beda dane trojkaty A ABC, A A’B'C’ takie, ze
AB = A'B’, BC = B'C’, ale LABC > A'B'C’; powiadam,
ze wowezas musi by¢ AC> A'C.

Jakoz zbudujmy po drugiej stronie boku BC trojkat
ACBA" = AC'B’A’.**) Yaczac punkty A i A", otrzymamy
trojkat rownoramienny AABA", tak iz dwusieczna jego BD
musi by¢ osia odcinka AA”. Ale dwusieczna ta lezy niewatpli-

*) To znaczy, ze jesli odcinek AB wzrost (lub zmalal) n razy, wow-
czas odcinek AD musial wzrosngé (lub zmaleé) n razy.

*#) (Gdyby$my mieli do czynienia z figurami materjalnymi, powie-
dzieliby$my: przysunmy tréojkat AA’B’C” do trojkata AABC tak, by
réwne ich boki B’C” i BC przystaly do siebie.

s 3 |
: O tréjkatach nier6wnych. . 7o

wiel wewnatrz kata <CCBA (dlaczego?), wobec czego
pugkty Ci A" leza po jednej stronie osi symetrji odcinka AA",

- wiec musi by¢ (§101) AC > CGAY
;u co na jedno wychodzi, AC> A'C.

1§ 104. Wezmy pod uwage dwa trojkaty AABC, AA'B'CY
w Worych b =b’, ¢ = ¢’. Twierdzenia, dowiedzione w §§461 103
powiadaja, ze

- Sjezeli mamy <LA = XA, lo musibyé a = d,

ity LA LAY, g a2

X o LA SIAL o 5 s d@d

"Mamy tuznow przyklad t. zw. ukladu zamknigtego twierdzen
(stre 50). Istotnie, porownywujac z soba katy <A § LA, mozemy
uczini¢ o nich tylko trzy przypuszezenia: albo A > A’, albo
AL A, albo A = A’. Wszystkie te trzy przypuszczenia na-
wzdjem wylaczaja sie, a plynace z nich wnioski rowniez wyla-
czaja si¢ wzajemnie. Wobec tego, na mocy zasady I
oadwracaniu twierdzen (str. 49-50), mamy prawo
. wypowiedzie¢ nastepujace

Twierdzenie odwrotne (wzgledem § 103). Jezeli dwa bo-
i jednego tréjkata réwnajq si¢ dwom bokom drugiego, lecz irze-
ch boki nie sq sobie réwne, wéwczas kql przeciwlegly wieksze-
bokowi jest wiekszy.

Cwiczenia XIV. 1. Powtorzy¢ d owod twierdzenia § 103-go W przy-
u, gdy suma katow <CABC - <ZC’B’A’ jest wieksza od kata pél-
£SO,

2. _Dowiesé, ze w rownolegloboku przekatna, laczaca wierzceholki
s ostrych, jest wieksza od przekatnej, laczacej wierzcholki katow
artych.

3. W czworoboku ABCD mamy AB = CD, ale przekatna BD
iieksza od przekatnej AC; dowiesé, ze <<DCB => <CBA.

4. W ezworoboku ABCD mamy AB = (D, ale zarazein <*<BAD>
CADC; dowieéé, ze wowezas musi byé SSBCD > <2CBA.

5. W trojkacie A ABC, w ktorym AB < AC, poprowadzono
kowa AD; dowie$é¢, ze kat <CADB jest ostry. .

6. W poprzednim zadaniu obieramy na $rodkowej AD dowolny
t E i lgczymy go z wierzcholkami B, C; ktéry z dwoch odcin-
BE czy CE jest wigkszy?
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ROZDZIAL IX.
O kole.

A. O réznych potozeniach prostej wzgledem kotz

-~
§ 105. Twierdzenie. Srednica prostopadla do cicimy
li jq na potowy. .
Niech bedzie dana cieciwa
Srednica OC do niej prostopadla w
kecie D; powiadam ze AD — DB.

ramienny, przyczym OA = OB, a
wysoko$¢, poprowadzona z wierzcl
0, musi by¢ zarazem $rodkowa.

Rys. 66.

cie nadaé 'postaé nastepujaca:

zatozenie I: jezeli prosta przechodzi przez érodek jta,

zatozeniell:jezeli prosia ta jest prostopadia do cie
wniosek: wowezas prosta dzieli cigciwe na polowy
Musza wobec tego istnie¢ dwa twierdzenia odwrots

Twierdzenia odwrotne (wz gledem § 105). I Prosiopia,

-wystawiqna w srodku cigciwy, przechodzi przez $rodek kola.
IT Srednica, dzielqca cieciwe na potowy, jest do lej cig
prostopadia.

Prawdziwo$é obutych twierdzen wynika z faktu, ze A
(rys. 66) jest réwnoramienny. [Porown. § 58, sir. 42).

Whiosek. Kazda $rednica jest osiq symelrji okregu.

§ 107. Twierdzenie. Wszystkie punkly ciecimy z wyjal

jej koricéw lezq wewnqirz kola, wszystkie zas punkly, lezacna

przedtuzeniu cieciwy, znajduja sie zewnqlrz kola.

Istotnie, jezeli D jest $rodkiem cigciwy ABi jezeli M st
dowolnym punktem cieciwy, byle réznym od jej koncow, w-

czas mamy

/B

le-

B i

1=

Istotnie, trojkat AAOB jest roho-

iec
ka

§ 106. Powyzsze twierdzenie pia-
da dwa zalozenia, mozna mu miatvi-

Y}Y’

vy

m

a \
we

lez
wo
OR
kit

ksgod promienia, wobec czego

K

we

trz
od

8§ 109. Twierdzenie.

ale
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MD << DB, :
pC OM < OB (na mocy §70).
Wobec tego punkt M lezy
1atrz  kola.

Jezeli natomiast punkt K
na przedtuzeniu cigeiwy,
zas DK > DB, a wiec i
> OB, czyli odleglo$¢ pun-
i od Srodka kola jest wie-

v zewngltrz kola.

Rys. 67.

108. Twierdzenie. Prosia, przechodzqca przez dowolny punkt

elrzny kela, przecina jego okrag w dwéch punkiach.
—
/,‘ .
/ .
/ \
/ 0 =
! |
\ [
¢\ A Je
\. B
. Y /' :
S
Rys. 68. .

Niech bedzie dane kolo, punkt wewnetrzny A i dowolna
m, przechodzaca przez ten punkt.

o obie strony punktu A odkladamy odcinki AB, AB’ row-
ednicy kola. Punkty B,B’ leza niewatpliwie zewnatrz kola,
srednica jest wigksza od kazdej cieciwy, przechodzacej
punkt A. Mamy tedy na prostej m dwa odcinki AB, AB’,
- lacza punkt A, lezacy wewnatrz kola, z pul}ktami zZewne-
mi B,B’,a wiec na mocy pewnika Vlckazdy z tych
kow musi przecia¢ okrag w jednym punkcie.

Srednica jest wieksza od kazdej innej

Y.
stotnie, w AABO (rys. 67) mamy

AO + OB > AB,
ma .10 + OB rowna sie S$rednicy kola.

6

metrja elementarna.




82 O réwnoS$ci i symetrji figur plaskich.

§ 110. Twierdzenie. W tym samym kole (lub w réwnych
kotach) cieciwy jednakowo odlegle od srodka sq sobie réwna.

Jezeli poprowadzimy ze $rodka

A 5 kola prostopadle OD, OC do dwéch
/—\\ danych cigciw i jezeli OD=0C,wow-
%) czas AAOC= AOBD (dlacze-

go?), zatym BD = AC. Ale BD i

ACsa to potowki cieciw BB’ i AA",

K
, skoro wige polowki rownaja sie sobie,
/ to i cieciwy BB' i AA’ muszg by¢é
sobie rowne. j

§ 111. Twierdzenie. Z dwdich cie-
ciw tego samego kota (lub réwnych kél) wieksza jest la, ktorej
odleglosé od Srodka kola jest mniejsza. ‘

Rys. 69.

Jezeli do danych cieciw AA’, BB’ poprowadzilisny ze

srodka kola prostopadie OC, OD | jeze-

li OC> 0D, woéwczas powiadam, ze
musi by¢ AA’<<BB'.

A Jakoz poréwnajmy z sobg dwa

trojkaty prostokatne: A OCA’, AQDB'.

Maja one rowne przeciwprostosatne

(04" = OB'), ale OC> 0D, zatym na

5 mocy Cwiczenia VIIL 11, str. 53, musi byé

Rys. 70. CA'<DB'. Stad wynika, ze AA'<BR’.

B’

§ 112. W dwoch poprzednich twierdzeniach mamy znow
przyklad ukladu zamknigtego. Istotnie, oznaczajac przez u i o
cleciwy, przez h i k’ ich odleglo$ci od $rodka kola, mamy:

jezeli h = h’, wowezas a = a’,
. h>h, . a a’
==, . a>a.

e}

O odleglosciach h, h’ mozna uczyni¢ tylko trzy wymienio-
ne przypuszczenia, ktére si¢ wzajemnie wylaczaja; tak samp wy-
taczajq sie nawzajem wnioski z nich plynace, a wiecna mocy
zasady Il o odwracaniu twierdzen (str. 49—50)
musza by¢ prawdziwe nastepujace twierdzenia odwrotne.

- | |
T S
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Twierdzenia odwrotne (wz gledem § 110, 111). I. W lym
samym kole (lub w réwnych kotach) réwne cieciwy sq jednakowo od-
legte od srodka kota.

II. W tym samym kole (lub w rownych kotach) wicksza cie-
ciwa lezy blizej srodka kota.

§ 113. OkreSlenie. P’rosta, majqca = okregiem kola tylko je-
den punkt spolny, nazywa si¢ stycznq do kola (lub do okregu).

Musimy, oczywiscie, wykazaé¢ mozliwosc istnienia takiej
prostej; w tym celu najlepiej postapimy, jezeli podamy sposob
budowania prostej, majacej z okregiem tylko jeden punkt spol-
ny. Taki wlasnie jest sens nastepujacego twierdzenia.

§ 114. Twierdzenie. Prostopadla do promienia, poprowa-
dzona przez jego koniec, jest stycznq do kola.

Niech bedzie dany promien 0.1 i
prosta m, prostopadia do niego w jego
koncu A. Punkt A niewatpliwie lezy na
okregu kola, natomiast kazdy inny 0
punkt tej prostopadtej, np. B, musi le-
ze¢ poza kolem, gdyz OB jest pochyla,

OA za$ prostopadla do m, a wiec musi
by¢ OB > 0A. m A 5

[ 4

Rys. 71.
§ 115. Twierdzenie. Prosla, kiorej
odleglos¢ od srodka kola jest mniejsza od promienia, przecina o-

krqg w dwéch punktach.

Jezeli mamy dang taka prosta
m, ze prostopadia OA, poprowadzona
do niej ze $rodka kola, jest mniejsza
od promienia, wowczas punkt A lezy.
wewnatrz kola, a wiemy juz (§ 108),
ze kazda prosta, przechodzaca przez
punkt wewnetrzny kola, przecina je-
go okrag w dwoch punktach. Rys. 72

§ 116. Twierdzenie. Jezeli odlegtosé prostej od srodka kota

 Jest wigksza od promienia, wéwezas prosta nie ma z okregiem ani
jednego punktu spilnego.
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B A Jezeli prostopadla 04, poprowa-
o /““ dzona ze $rodka kola do prostej m, jest
\Y_,.v. [ wieksza od promienia, wowezas punkt
7N ] \ A lezy zewnalrz kola. Kazdy inny
\; \ punkt tej prostej, np. punkt B tym-
\ | bardziej lezy zewnalrz kola, gdyz

OB>0A (dlaczego?).

OkreSlenie. Prosta, przecinajqca o-
) krqy w dwéch punklach, nazywa sig
Rys. 73. sieczng.

§ 117. Powyzsze (rzy twierdzenia tworza znow uklad za-
mkniety. Oznaczmy przez (O)r okrag danego kola, przez m da-
nq prosta, przez I odleglosc jej od $rodka kola. Trzy twierdzenia,
o ktorych mowa, mozemy tak sformulowac:

jezeli l == r. wéwezas (O)yri m majq jeden punkt spolny,
- - (O)r i m nie majq weale punktéw spolnych,
W A<, 5 (01 m majq dwa punkty spélne.

Rzecz prosta, ze h=r, h>r, h<r sa to jedyne trzy
przypuszezenia, jakie mozna uczynié o odleglosci prostej od srod-
ka kota; wszystkie Le (rzy przypuszezenia wylaczaja sie nawza-
jem, jak rowniez trzy plynace z nich wnioski, a wigcna mocy
zasady Il o odwracaniutwierdzen (str. 49—50)
mamy prawo wypowiedzie¢ nastepujace trzy twierdzenia od-
wrotne:

Twierdzenia odwrotne. 1. Siyczna odlegla jest 0 promien od
srodka kota. Albo innvmi slowami: stijezna jest prostopadta do
promienia. poprowadzonego do punkiu stycznosei.

IL. Jezeli prosta niema punkiéw spdlnyeh z kolem, wéwezas
odleglosc jej od $rodka kota jesl wieksza od promienia.

HI. Jezeli prosta ma dwa punkly spélne z okregiem, wowezas
odleglosc jej od Srodka kota jest mniejsza od promienia.

§ 118. Zadanie. Z punkiu zewnelrzinego - poprowadzié  sty-
cznq do danego kota.

Mozna z latwoscia przewidzie¢, 7ze o ile zadarie posiada roz-
Wiazania, musi ich mie¢ dwa. Istotnie, prosta  OP (rys. 74) jest osiq
symetrji figury danej, jesli wige istnieje styezna po jednej stronie osi,
to musi istnie¢ symetryczna styczna po drugiej stronie osi. Tak wiec
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punktu P mozna poprowadzi¢ parzysta lic.zl)g stycznych. Ale dostrze-
‘gamy odrazu, ze po jr:dnej s'Lronie. 0si I'II.OZ(:‘ 1;stni(?é tyvlko jedna st;vczn:d.
dyby bowiem bylo ich (!\\'lc, np. PC i PX. wowezas kal <<OCP nie
gtby rownac si¢ katowi FOXP (dlacze go?).

‘Niech bedzie dane kolo O i
u_;;ikt zewnetrzny P. Laczymy O z P;
punkt D, w ktorym prosta'()P
ina okrag dany, prowadzimy
a prostopadia do OP; nastep-
slimy kolo (O)P, ktore przeci-
sta @ w punktach A i 1"
elaczymy Oz punktami Ai A"
proste 0A, 0A’ przecinaja o-
danego odpowiednio w pun- .
21 €', wowezas proste PC, P(’ sa zadanymi styeznymi.

otnie, AOCP =/ AOD,
- X AOP jest spolny, OC = 0D, 0A = OP.
ego musi by¢  <COCP = <LODA = kalowi prostemu.

-

pfowaldzié dwie normalne; sq to mianowi-

na $rednicy, przechodzacej przez ten
unktu P (rys. 75) mozemy przeprowadzi¢ nor-
°B, Z nich jedna PB przechodzi przez $rodek kota,
$, P/ ,,\'przg;dluienie normalnej przechodzi przez $ro-

dzenie. Z posréd wszystkich odcinkow, jakie
oprowadzi¢ z danego punklu do okregu kola, najwiek-
cinkiem jest normalna, przechodzqca przez $rodek kola,
ym za$ normalna, kiérej przediuzenie przechodzi przez

oedzie dane koto O i punkt P (zewnetrzny lub we-
Niech PA, PB beda dwie normalne, PC za$ dowol-
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7l
( / |
- x \J_,/

B

Rys. 75.

Z trojkata A POC mamy
OP + 0C > PC,

Ze zas OC = OB, zatym PB > PC.

Z lego samego lrojkata mamy

0C — 0P < PC. jezeli punkt P lezy wewnalrz kola,

OP — O0C<TPC, jezeli punkt P lezy zewnalrz kola.
Poniewaz za$ OC = 04, zatym w obu przypadkach mamy

' PA < PC.

Cwiczenia XV. 1. Prosta nie moze mie¢ z okregiem wiecej niz dwa
punkty spélne.

2. Z dowolnego punktu P (lezacego wewngtrz lub zewnatrz kola)
poprowadzono dwa rowne odcinki PA, PR, ktorych konce A, B leig na
okregu danego kola; dowicéé, ze dwusieczna kata <CAPB przechodzi
przez srodek kota.

2a. Opierajgc sie na poprzednim zadaniu, znalezé $rodek danego
kola,

3. Jezeli dwie rowne cigciwy przecinaja sie, wowczas odeinki na
jednej z nich rownaja si¢ odcinkom na drugiej.

4. Jezeli dwie rowne cigciwy przecinajq sie, wowezas sq symetry-
¢7ne wzgledem Srednicy, przechodzacej przez ich punkt przeciecia,

9. W kole mamy dane dwie rownolegte cigciwy A A’, BB’; dowiesé,
ze jesli proste AB, A’B’ przecinaja sie w punkeie P, proste zag AB’, A’B
W punkeie Q, wowezas prosta PQ przechodzi przez $rodek kola.

Oprze¢ na tym sposéb wyznaczania $rodka kota za pomocg li-
njalu i ekierki.

6. Dane kolo O, $rednica MON, cigciwa A B oraz punkt A, syme-
tryczny z A wzgledem tej srednicy. Postugujac sie tylko linjatem, po-
prowadzi¢ przez A’ cieciwe rowng AB.
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7. Jezeli dwa kola sg spolsrodkowe (L. j. zostaly wykreélone z tego
~ samego $rodka), wowezas na kazdej siecznej, przecinajacej oba kola, o-
. trzymujemy dwie pary rownych odeinkow.

8. Dane jest kolo O, odcinek a i prosta m; poprowadzié¢ cieciwe,
1= rownolegla do m i rowna odcinkowi a.

» 9. W poprzednim zadaniu poprowadzié¢ cieciwe, prostopadlg do
. m i réwna a.

10. W poprzednim zadaniu poprowadzié¢ cigciwe nachylong do m
pod danym katem << i r6wna danemu odcinkowi a.

11. Przez dany punkt wewnetrzny kola poprowadzié najkrotsza
cieciwe.

12. Dane kolo O, $rednica AOB oraz dwa punkty C, D na okregu;
poprowadzi¢ przez te punkty ci¢ciwy, jednakowo nachylone do $redni-
cy AOB. Rozrozni¢ dwa przypadki: 1-0 gdy C i D sa z sobg syme-
tryezne wzgledem danej $rednicy; 2-o gdy nie sq symetryezne.

13. Do danego kola O poprowadzi¢ styczng

a) jezeli jest dany punkt stycznosei S;

b) jezeli styczna ma byé rownolegla do danej prostej m,

¢) jezeli styczna ma byé prostopadta do danej prostej m,

d) jezeli styczna ma byé nachylona do danej prostej m pod da-
nym katem <o

GG L R ol

Zbudowa¢ trojkat AABC, majac dane:*)

4. a. rq. hy. 15. a, h., A. 16. hg. Sq. B.
Wil (0 18 75 il SN G CN 1) gy (o L e
200NN To BN == (@RS SN g e (st ) 22. @, Iy, Sg-

23. Zbudowa¢ trojkat, majac dane a, b, B.

Na dowolnej prostej odkladamy odcinek BC = a; znamy juz dwa
wierzcholki B, C trojkata; zadarie bedzie rozwigzane, jezeli znajdziemy
trzeci wierzcholek A. Otoz ten trzeci wierzcholek lezy na ramieniu ka-
ta, zbudowanego przy punkcie B i rownego danemu katowi, a zara-
zem lezy w odleglo$ci odcinka b od wierzcholka C. Stad wynika naste-
pujace rozwiazanie: przy punkcie B budujemy kat rowny danemu, a z
punktu C, jako ze $rodka, kre§limy kolo promieniem = b; wierzchotek
- A musi by¢ punktem przeciecia sie tego okregu z ramieniem kata <CB.

Badanie. 1-0 Jezeli b= a, okrag nasz przecina ramie kata

b jego przedluzenie) w dwoch punktach A, A’ otrzymujemy tedy

iwa trojkaty ACBA, ACBA’, ale tylko pierwszy z nich odpowiada

arunkom zadania, gdyz <CCBA’ nie rowna sie kqtowi danemu —
ehyba, ze katy <XCBA, °CBA’ sa proste (rys. 77 i 78).

*) W kazdym z tych zadan trzeba starannie zbadaé,ile mamy roze
wigzan.
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2-0 Jezeli b = a (rys. 76), wowczas kat dany << B musi byé
ostry (dlaczego?), i mamy jedno rozwiazanie.

/
e
LN
/S \
" ’ \
v S
B (v
Rys. 76. Rys. 77.
A
| B
1
\ C
A/
/
Rys. 78. Rys. 79.

3-0 Jezeli b<<a(rys. 79), wowczas kal “-B musi by¢ ostry
(dlacz e.g 0?). Mamy w tym wypadku jedno lub dwa rozwigzania,
lub wreszcie nie mamy weale rozwigzan, zaleznie od tego, czy b = h,, czy
tez b > helub 0 <<h, .

Streszczajac tedy wyniki powyzszego badania i oznaczajac kat

prosty litera 3, mamy:
1-0 jezelib > a oraz +B # 3, wowezas istnieje 1 rozwigzanie,

o D= :<B = 3, . . 2 rozwigzania,
2-0 b = . KB <38 . 1 rozwigzanie,

w Di=a o EB =3 niema rozwigzan;
30 ,, b<a , <EB=3,

gy SSGal ) R )

o istnieje 1 rozw. przy 0 — T
»  2TO0ZW. przy b > h,,
niema rozwiaz. przy b << ..

Zbudowa¢ trojkat AABC, majac dane:

2300 a0 G Sh. 240 b, sp. Kla, sp). 2. a, b, Kb, sp ).
260 a g G 2Ty e i ks 28. a, B, dg.

B. O kotac

O romych polozeniach prostej wzgledem kola. 39
99, Dane koto O i punkt .13 [})oprow;xdzi‘c’- w danym ko!e ércd'ni—
kt()r;%j odleglos¢ od punktu A rownataby :\‘l(’ danemu od.culkowx b.
ce, 30. 7 kaidego punktu x.\'e\.m?(;t.rz_nogo mozna p_opr(’)wa(lmé do ok'r(:—
: ne sobie odcinki: jezeli jednak z jakiego$ punktu mozna
gu dwa ré-“z,n Gecei niz dwa rowne odeinki, wowezas punkt ten jest
popTO.WﬂdZ“' \\1‘?(3“]/ S kln 7z 6 w k a: sprowadzenie do sprzecznosci].
§rodkiem ;:;fl-i d[wic‘cieciwy, przecinajac sie, dziela sie na polowy, wow-
at.. -9 picami. A
zedniego iwierdzenia dowie$¢, ze jesli rownole-
katne, wowezas wierzeholki jego nie mogg le-

czas sq one obie $red
39. Na mocy popr
globok nia nierowne prze

7 u kota. L )
¥ na3§k1:;;egieli dwie przecinajace sie cieciwy nie sg symetryczne wzgle-

srednic poprowadzonej do ich punktu przeciecia, wowcezas cie-
d'em r.e ays,o])ie rowne. @ mianowicie® wieksza jest ta, ktora Lworzy
ciwy nie s 2

mniejszy kat ze $rednica.
MIEJSCA GEOMETRYCZNE.
. . lejsce ge ktow, odle-
lezé i wykreslié miejsce  geometryczne pun ow. od
34. leaoilcinek a od danego okregu. [O dp o w.: sklada sie z dwoch

kowych z danym. Czy zawsze?].
t miejsce geometryczne Srodkow kol. przechodzacych

glych o dany ©
okregow spolsrod
35. Jakie jes

e punkty? :
g 3%‘23 \g’ilzlvstpkie okregi, ktorych srodki leza na danej prostej m

i ktére przechodza przez dany punkt A, przechodza jeszcze przez drugi
i B DY y

staty punkt. -
36. Znalez¢ miejsce

. iej punkcie.
= daggmzi?lefé miejsce srodkow rownoleglych cieciw w danym kole.

38. Znalez¢ w danym kole miejsce geom. Srodkow rownych cieciw.

39: Znalezé miejsce geoml. srodkow kél, stycznyeh do dwu danych
prostych. Dane sa dwie proste przecinajace sie¢ i odeinek r; promieniem

HW ?O. \:/l kregli¢ kolo styczne do obu danych prostych.

rovm}fl‘ I‘Mabr’ny dane kolo,a W nim stala $rednic¢ AB oraz rownolegla
do niej .ci;:ciwe ¢ D. Niech M, N beda odpowiednio Pm.lktami. Przecie-
¢ia sie pr(;stycll (B, AD oraz ;_)ro'stych AC, BD. Jakie _|e§t miejsce ge—
ometryczne punktow M, N, jezeli cieciwa CD przesuwa sie, pozostajac

rownolegla do AB?

geom. $rodkow kol, stycznych do danej prostej

h przechodzacych przez trzy punkty lub
stycznych w trzech punktach.
§ 121. Twierdzenie. Trzy punkly. nie lezqce na jednej pro-

slej, wyznaczajq okrag kola. - |
Innymi stowy: przez trzy punkty nie lezace na prostej prze-

‘chodzi zawsze okrag kola i zawsze tylko jeden okrag.
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Istotnie, jezeli dane punkly A,B,C
nie leza na prostej, wowezas osic symetrji
odcinkéw AB, BC musza si¢ przeciaé (gdyz
W przeciwnym razie linja ABC nie bytaby
lamana); niech O bedzie tym punktem
przecigcia. Punkt O jest réwnoodlegly od
wszystkich trzech punktéw A,B,C, ponie-
waz pierwsza o§ symetrji jest miejscem

Rys. 80. geomelryeznym punktow rownoodlegltych
od Ai B, druga za§ o jest miejscem
punktow réownoodlegtyeh od Bi C. g

Whniosek. Dwa okregi nie mogq mie¢ wiecej niz dwa punkly

spolne.

Ay TR

(=]

§ 122. OkreSlenia. Opisanym na wielokqcie nazywamy o-
krqg kota, przechodzqcy przez wszystkie wierzchotki wielokqta.
Wpisanym w wielokqt nazywamy okrag kota, styczny do wszystkich
bokéw wielokqta. Wobec tego powyzsze lwierdzenie da sie jeszcze
wyslowi¢ w nastepujacy sposob: na kazdym tréjkqcie mozna opi-
sac koto, ale tylko jedno.

§ 123. Twierdzenie. Dwusicczne katéw wewnelrznych irgj-
kqla przecinajq sie w jednym punkcie. Punkt ten jest srodkiem
kola wpisanego w tréjkal. -

Niech bedzie dany A ABC. Poprowadzmy dwusieczne ka-
tow LARC, XLBAC. Przedewszystkim powiadam, ze dwusie-
czne te przecinaja si¢, gdy suma katow jednostronnych wewne-
trznych <SCWBA + CBAW jest mniejsza od dwéch katow
prostych (dlaczego?).

Dalej, dwusieczna BW jest miejscem geometrycznym punk-
tow réwnoodlegtych od bokow a i ¢ trojkata; tak samo dwusie-
czna AW jest miejscem punktow rownoodlegltych od bokow
¢ 1 b, a wice punkt W, w klorym przecinaja sie dwusieczne, mu-
si by¢ rownoodleglty od wszystkich trzech bokow trojkata.

Wynika stad: 1-0 ze dwusieczna trzeciego kata musi przejs¢
przez punkt W, odyz na niej leza wszystkie punkiy réwnoodle-
gle od bokow a i b;

2-0 ze je$li z punkiu W poprowadzimy prostopadila do
kloregokolwiek boku i odcinkiem rownym tej prostopadlej za-
kreslimy koto, wowezas kolo to musi by¢ styezne do wszyst-
kich trzech bokow tréjkata.

91

O kolach przechodzgcych przez trzy punkty.

) § 124. Twierdzenie. Duwusieczne kalow zewnelrznych przy
ychkolwiek dwdch wierzchotkach trojkata i (Iwu_sieczn.a kata
) }‘éhego przy irzecim wierzchotku przecinajq sie w ]edz}ym
: ,of;‘y, jest srodkiem kola stycznego do boku iréjkata i do
zenia dwu drugich bokéw. o -
P dwusieczne BWa, CWa oraz AWa spotykaja sie w je-
: puﬁkcie. Dow6d przeprowadzi czytelnik sam, wzorujac
na dowodzie poprzedniego twierdzenia.

Uwaga. Powyzsze dwa twierdzenia mozna uja¢ w jedno naste-
aqce

Twierdzenie. Miejsce geomelryczne punklow plaszezyzny rdwnoadlf'e—
od trzech proslych, kidre przecinajq si¢ parami w i{rzech punktach nie

na jednej proslej, sklada sie z czlerech punklow.
Sq to na rys 81 punkty W, W,, W,, W,.

cre§lenie. Trzy kola, o ktorych mowa w twierdzeniu niniejsze-
'(‘grafu, nazywamy zawpisanymi w trojkat A ABC.
§ 125. Przygladajac sie rysunkowi 81, dostrzegamy cie-
kawy fakt. W trojkacie AW Wp Weodcinki AWy, BWp. CW,
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sa wysokosciami; przed chwilg widzieliSmy, Ze przecinaja si¢ one
w jednym punkcie W, gdyz sa zarazem dwusiecznymi w {roj-
kacie A ABC. Jezeli na lym samym rysunku wezmiemy pod
uwage jakikolwiek inny trojkat, np. tréjkat rozwarlokatny
AWaWp W, dostrzezemy rowniez, ze trzy jego wysokos$ci prze-
cinaja si¢ w jednym punkcie, mianowicie w punkcie We.*)

Powstaje pytanie, czy dostrzezona wlasnosé jest ogolna?
czy w kazdym trojkacie trzy wysokosci przecinaja sie w Jednym
punkcie?

Dowiedziemy zaraz, ze odpowiedz na lo pytanie wypada
twierdzaco.

§ 126. Twierdzenie. 7Trzy wysokosci lrojkqta przecinajq sie
w jednym punkcie (ktory nazywa sie ortocentrem {r 0j-
kata).

W trojkacie  danym
AABC prowadzimy dwie wy-
sokosci 14" i BB’, laczymy
punkty A" i B’i budujemy
katy TBB'C’i TAA’C’, odpo-
wiednio rowne katom <CBB’.A"
1 XAA’B’. W ten sposob o-

B’ ¢ trzymamy trojkat A A'B'C’.
Rys. 82, Przedewszystkim do-
wiedziemy, ze wierzchotek (’/

tego trojkata lezy na prostej AB. Istotpie, w trojkacie AA'B'(
prosta AA’ jest dwusieczna wewnetrzna, prosta zas A(, jako
prostopadla do dwusiecznej wewnetrznej BB, musi byé dwu-
wsieczna zewnetrzna. Na mocy twierdzenia § 124, przez punkt

A musi przejs¢ dwusieczna kata zewnetrznego przy wierzehol-

ku €.

Tak samo BB’ jest dwusieczna wewnetrzng, a BC dwusie-
czna zewnetrzna, a wiee przez B musi przejsé dwusieczna kata
zewnelrznego przy wierzchotku €. Jak widzimy, dwusieczna
tego kata zewnetrznego przechodzi jednoczesnie przez A i przez
B, a wigc zlewa sie z prosta AB i wierzchotek €’ musi lezeé
na tej prostej.

*) Nalezy zbada¢ inne trojkaty na tym samym rysunku.

O kolach przechodzacych przez trzy punkty. 93

Jezeli teraz poprowadzimy dwusieczng kata wewn(:trz'ne-
o <LA'C’'B’. musi ona przejs¢ zaréwno przez H (§ 123), jak
przez C (§ 124), a procz tego musi byé. proslop.adla- do AB, za-
tym jest ona zarazem irzecia wysokoscia w ll‘é}_kaqe AABC:.
" Tak wiec wszyvsikie trzy wysoko$ci przecinaja sie w jed-
uym punkecie M.

Przytaczamy Lu inny jeszeze dowod, podany przez malematyka

_piemieckiego Gaussa.

Przez wierzcholki trojkata AABC poprowadzmy rownolegle do
zeciwleglych bokow. Tworza one nowy trojkat AA’B’C’, przyczym
4, B, C sa S$rodkami bokow
go trojkata. A ¢’
Istotnie. figura ABCB’ jest ro- i A — —7—\\‘— —
globokiem, a wiec B’C=AB. Ale S SN y

ABA’C jest tez roéwnoleglobo- \/_“‘_ -.5\\/
. zatym AB = CA’, skad B'C = N / B
W taki sam sposob dowiedziemy, /

i A s $rodkami bokow A’C’ o- \/

" eli teraz w punktach A, B, C Rys. 83.

awimy prostopadle do bokow .

: a AUA’B’(Z’. muszg one przeciaé sie w jednym punkeie, a to na

v twierdzenia § 121. Ale te same prostopadle sg zarazerlniwys?koé-
iﬁi;w trojkacie AABC (dlaczego?), zatym wysokoSci trojkata
ecinaja sié w jednym punkecie.

W ten sposob poznaliémy juz cztery rodzaje punktow
rojkata:

t. j. punkt przeciecia si¢ trzech $rodkowych (§ 81);
{ przeciecia sie trzech wysokosei (§ 126);

go O, t®. punkt przeciecia osi symetrji bokow (§121);
o 'W.1t.j. punkt przeciecia dwusiecznych wewnetrz-

ych Weq Wy ,W, . z ktorych kazdy jest punktem
(_:hf dwusiecznych zewnetrznych i jednej wewnetrz-

'128), »

W celu latwiejszego porozumienia si¢ bedziemy je stale oznaczali
i samymi literami.

«'CwiczeniaVXVI. 1. ZbudoWaé trojkat, majac dane spodki trzech
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6. Suma odlegtosci lrzech wierzcholkow trojkata od dowolnej
prostej, nie przecinajacej konturu trojkata, jest trzy razy wicksza niz
odleglo$¢ srodka ciezkosei trojkata od tej samej prostej.

Jak nalezy zmieni¢ wyslowienie twierdzenia, aby pozostalo ono
shuszne i wowezas. gdy prosta przecina kontur trojkata?

7. Jezeli w AABC ze §rodka kazdego boku poprowadziliémy pro-
stopadle do dwu bokow, wowezas 1-o prostopadle te przecinajg si¢ pa-
rami na wysoko$ciach trojkatn AABC; 2-0 prostopadle poprowadzone
od tego samego boku sa sobie rowne i kazda z nich rowna sie potowie
odpowiedniej wysokosci trojkata AABC; 3-0 punkty przeciecia sig
prostopadlych sa punktami Eulera* w t(rojkacic AABC.

C. O potozeniu dwéch kot wzgledem siebie.

§ 128. Okreslenie. Linjq srodkéw dwoch kot bedziemy na-
zywall prosta, taczaca ich $rodki.

Odlegtosciq $rodkow dwoch kot bedziemy nazywali odcinek,
laczacy ich srodki.

§ 129. Poniewaz kaida $rednica jest osia symetrji kola,
zatym linja $rodkow dwu kot jest osig symetrji obu tych kol
Stad wynika bezposrednio prawdziwo$¢ nastepujacego twier-
dzenia (rys. 86).

Twierdzenie. Jezeli dwa okregi majq spélny punkt, lezqcy po
jednej stronie linji $rodkéw, wéwezas maja drugi jeszcze punki
spdlny, symetryczny z pierwszym wzgledem linji $rodkéw.

§ 130. Twierdzenie. Jezeli dwa okregi majq punkt spolny,
lezqcy na linji Srodkéw, wéwczas nie majq zadnych innych punk-
téw spolnych. ®

Istotnie, gdyby okregi dane O, 0’ mialy punkt spolny 1.
lezacy na linji $rodkow, a précz tego inny jeszeze punkt B, nie
lezacy na tej linji, wowczas (na mocy poprzedniego twierdze-
nia) miatyby jeszcze trzeci punkt spélny B’, symetryczny z punk-
tem B, co jest niedorzeczne.

Jezeli natomiast przypuscimy, ze kola 0, ¢’ majq dwa punk-
ty spolne A, B, lezace oba na linji $rodkéw, wéwezas maja
spélna $rednice AB, a wiec zlewaja sie.

Okreslenie. Jezeli dwa okregi maja tylko jeden punkt spol-
ny, powiadamy, ze sa one do siebie st yCZne, przy-

*) Punktem Eulera nazywamy punkt, ktory dzieli na polowy czesé
wysokosei, zawarta miedzy orctocentrem trojkata a wierzcholkiemn.
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ézym rozrozniamy dwa rodzaje styczno$ci: W e-
wnetrzna i zewneltrzna stosownie do tego, czy je-
den z tych okregow lezy wewnalrz drugiego, czy tez kazdy
z nich lezy zewnatrz drugiego (rys. 85 i 87).
©§ 131. Twierdzenie. Jezli odleglos¢ Srodkéw dwich okre-
ﬁw jest wigksza od sumy ich promieni, wowczas okregi nie majq
weale punktéw spolnych.
Niech beda dane
kola 0, O". Oznacz-
ch promienie przez
dleglosc za$ srod-
ez s. Przypusc-
niez, ze linja
przecina nasze
owiedniow pun-
. B otaz A’, B'.
ie z zaloZzeniem mamy
. s>r +r',
; OA’=s—1r'">r.
&zimy tedy, ze punkt A’lezy zewnatrz kola O, a ponie-
est normalna, poprowadzona z O do okregu 0, zatym

04" < 0C.

enie. Jezeli odleglos¢ srodkow dwoch okre-
- promient, wowczas okregi sq do siebie zewne-

zeli na okregu
y dowolny punkt €, be- Rys. 85.
mieli  nieréwnosé
" (dlaczego?), okregi sa tedy istotnie zewnetrz-

Twierdzenie. Jezeli odleglosé srodkéw jest mniejsza
wigksza od réznicy promieni, wowcezas okregi majaq
| spolne (czyli przecinaja sie).
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R Zalozmy, ze r >r' i ze
S s =1 < SN <
: Z pierwszej nierownosci
________ . ,_ﬁ[, ! o wynika, ze s +r1r > r
: Ao B czyli 00’ + O'B" = OB’ >,
= zalym punkl B’ okregu O le-
zy zewnalrz kola 0.
Rys. 86. Z drugiej nieroéwnosei
mamy
$—r'<<rczyli 00' —0'A’ = 04’ <AT
zalym punkt A’ okregu 0’ znajduje si¢ wewnatrz kola 0.
Poniewaz okrag 0’ taczy dwa punkty A"B’, z ktérych
jeden lezy wewnatrz, drugi zewnatrz okregu O. zatym okregi
te maja dwa punkly spoine (§ 35, str. 21).

§ 134. Twierdzenie. Jezeli odleglosé srodkéw réwna sie
roznicy promieni, wowczas okregi sq wewnetrznie do siebie styczne.

Jezeli s=7r—1p’
czyli r=s+41" =00+ 0'A" woéw-
c¢zas punkt A", w ktorym linja srodkow
przecina okrag 0’, musi lezeé¢ na okregu
kola O.

Wszystkie inne punkty bkregu o’
musza leze¢ wewnatrz kola O. gdyz
odleglo$é ich od punktu O jest mniej-
sza od normalnej 0A’.

§ 135. Twierdzenie. Jezeli odleglosé Srodléw jest mniejsza
od roznicy promieni, wéwczas okregi nie majq punktéw spolnych
i jeden okrqg zawiera sie catkowicie wewnqlrz drugiego.

Jezeli s<{r — 1 czyli 00’ << 04 — O’A’, wéwezas mamy

00" + 0'A < r,

. a wiec punkt A’ lezy wewnatrz kota O.

/ \ Poniewaz OA’ jest normalna, przecho-
§ TN dzaca przez $rodek kola 0, zatym z po-
- ):"'}-"l srod - wszystkich punktow okregu O
\\ \f’_\ .y ! punkt A’ jest najbardziej odlegly od
\ \_/‘,.»’/ punktu 0. Stad wynika, ze wszystkie in-

L ne punkty okregu O’ tymbardziej mu-
Rys. 88. ' sza leze¢ wewnatrz kola 0.
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§ 136. Porownywujac odleglosé¢ srodkow dwaoch kot z ich

;mieniami, dowiedliSmy pigciu nastepujacych twierdzen:

i~ s>r + 1. kaidy okrag lezy zewnqlrz drugiego;

© s =1 + 1, okregi sq zewnetrznie styczne do siebie;
rr'>s>r—r’, okregi przecinajq sie w dwdch punktach;
s = r —r', okregi sq wewnetrznie do siebie styczne;
< r—1', Jeden okrqq lezy calkowicie wewnqlrz drugiego.
ak widzimy, wyczerpaliSmy tu wszelkie mosliwosei: il.lj
rzypuszezen co do odleglosci srodkow dwu 1.«’)1 uczynié
ina. Poniewaz zarowno wszystkie zalozenia naszych
en, jak 1 plynaceznich wnioski wylaczaja sie ’ne}v’vzajem,
wszystkie pie¢ twierdzen mamy prawo odwrocic.
telnik sam sformuluje te twierdzenia odwrotne..
137. Mozemy teraz rozwiaza¢ zasadnicze zadanie kons-
v ﬁie’,’ dotyczace budowania trojkatow. .
anie. Zbudowac trojkat tak, by boki jego réwnaly sie trzem
inkom a, b, c. ' o
ismy poprzednio (§ 68), ze kazdy bok trojkata
jszy od sumy dwu drugich jego bokow, lfacz w'lekszy od
icy. Zadanie byloby niemozliwe do rozwiazania, gdyby
cinki a,b,¢ nie spelniaty tego warunku; przypusémy tedy,
ow jest spelniony.
nej prostej odkla-

! C,

- wzgledem linji éro _
Mamy tedy trojkaty ABA'C oraz ABAC, lezace po dwoch
nach linji $rodkow i rowne sobie; kazdy z nich odpowiada

kom. Zadania. i S Lot
vaga. W § 68 dowiedliSmy, ze w trojkacie kazdy bok
¢ wigkszy od roéznicy, lecz mniejszy od sumy dwu dru-
kow. PoznaliSmy wowczas warunek konieczny
enia trojkata: o ile trzy jakie§ odcinki nie spel-

~ niaja tego warunku, nie mozna z nich zbudowac tréjkata.

V G;omqtrja elémentama. 7

)

Yo A ———
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Pozostawalo jednak do rozstrzygnigcia  pytanie: czy
z kazdych trzech odcinkow spetniajacych powyzszy warunek
mozna zbudowaé trojkat? Innymi slowy: czy jest to zarazem
warunek wystaczajacy do istnienia trojkata czy tez
sa jeszcze jakie§ inne warunki, ktéorym musza czyni¢ zado$c¢
boki trojkata?

Konstrukcja niniejszego zadania wykazala, ze zadnych do-
datkowych warunkoéw niema, ze wigc nieréwnosci

b—c<<a<<h +¢

sa warunkiem koniecznym i wystarczaja-
¢y m do istnienia tréjkata.

+ Cwiczenia XVII. 1. Przez punkt dany na okregu poprowadzié
cigciwe rowng danemu odcinkowi.

2. Z danego punktu zewnetrznego poprowadzié sieczng, na ktoérej
kolo O wyznaczyloby cigciwe r6wna danemu odcinkowi a.

3. Jakie jest miejsce geometryczne $rodkéw kol o promieniu
T, styeznych do danej prostej AB?

4. Jakie jest miejsce geometryczne Srodkéw kot, zakreslonych
promieniem r i stycznych do danego kota 0?

5. Dane sa dwa okregi 0, 07; wykresli¢ trzeci okrag, styezny do
dwu danych i majacy promien rowny danemu odeinkowi r.

6. Dany okrag O i prosta m; promieniem réwnym danemu od-
cinkowi r wykreslié okrag, styczny do danego okregu i do danej pro-
stej. Zbadaé szczegélowo zadanie w zalezno$ci od polozenia prostej m
i od wielkosci promienia r.

7. Wykreslié okrag, przechodzacy przez dany punkt A i styczny
do danej prostej m.

8. Wykreslié okrag, przechodzacy przez dany punkt A i styczny
do danego okregu O.

9. Jakie jest miejsce geometryczne $rodkow kot, stycznych do
danego okregu w danym jego punkcie?

10. Dany jest okrag O, na nim punkt A oraz drugi punkt B nie
lezacy na okregu; wykreslié taki okrag, ktory przechodzitby przez punkt
B i byl w punkcie A styczny do okregu O. [Wskazowka: jakie
est miejsce $rodkow kot, przechodzacych przez A i B?].

11. Dwa kola styczne do siebie wewnetrznie lub zewnetrznie
W punkcie A majg w tym punkcie spélng prosta styczna.

12. Dany jest kat <<z i kolo O wpisane w ten kat; wpisaé w ten
sam kat drugie kolo, ktore byloby zarazem styczne do kola 0.

13. W dany odcinek kolowy wpisaé kolo tak; by dotykalo ono cie-
ciwy w jej $rodku.

Zbudowaé trojkat AABC, majac dane:

185 a e see 1450 Ug, dg. 15. a, sy, s, . 16. 0 Sh Sa

s C
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Zbudowaé roéwnoleglobok ABCD, majgce dane:

17. a, b, e. 18. a, ¢, 1.

19. Jakie jest miejsce geometryczne punktow, z ktorych styczne
do danego okregu majg dang dlugo$¢?*) »

20. Zbudowaé¢ miejsce geometryczne, o ktorym mowa W poprzed-
nim zad.aniu, majqc dane: promien r kola i dlugo$¢ stycznej m. .

21. Dane kolo O i w nim cieciwa AB; na przedluzeniu tej cie-
ciwy an'tleié taki punkt M, zeby styczne, poprowadzone z tego punktu,
réwnaly sie danemu odcinkowi d.

D. O katach w kole i o tukach.

§ 138. OkreSlenia. Kqlem Srodkowym nazywamy kat (wkle-
sty lub wypukly) ulworzony przez (111_)(1 promiente lego S(HT’“{O Iko-
ta. Wycinkiem koltowym nazywamy /lgm"(,:, ogramc.zonc‘g przez ¢ wlfz
promienie kota i przez tuk, zawarty nuc(lzy. lymi pz_ozzucl}‘u;.nzl g
Odcinkiem kolowym nazywamy figure, ograniczonq przez {uk kota
i przez cieciwe, podpierajqcq len tuk.**)

§ 139. Okre§lenie. Rownymi tukami tego saimnego okr@gu.
(lub rownymi wycinkami lego samego l;ola)‘ bcflzw{ny {1az~ywchlll
kazde dwa jego tuki (lub wycinki), kiére zawierajq si¢ miedzy ra-
mionami réownych kqtéw Srodkowych.

Z okre$lenia naszego wynika bezpoéreduig, ze éred'nica
dzieli okrag na dwa rowne luki (t. zw. polokregi), kolo za$ na
dwa rowne wycinki (t. zw. polkola).

§ 140. Twierdzenia. W (ym samym kole: 1) réwnym'kq.iom
$rodkowym (a wiec i rownym {ukom) mlpowiaday"q réwne cleclwy;
2) wiekszemu kqtowi $rodkowemu (a wiec i wigkszemu lukowi)
odpowiada wicksza cieciwa.

*) Jezeli z punktu A poprmvadziliémy styczne AX, AYt (l(? (1113_

nego okregu, wowcezas kazdy z rownych o.dmnk()w AX, AY nazywamy

“dlu goscig stycznej, poprowadzonej z .punktu A dniera

-.t) O cieciwie lgczacej konce luku powmd.amy, ze po P . ;

ten luk. O Kkacie $rodkowym, zawieraja'cym miedzy ramionami dany
luk, mowimy niekiedy, ze wspiera sie na tym tuku.
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Jezeli mamy (rys. 90)

X1 =2,
wowczas A OAA’ = A OBB’ (d1a-
czego?); jezeli natomiast mamy

I3 > 2,
wowezas  zwazywszy, ze boki OA,
0A" trojkata A AOA’ rownaja sie
Rys. 90. bokom 0OC, 0C’ trojkata A COC’, ale
katy miedzy tymi bokami nie sa 1o6-

whne sobie, musi by¢ (na mocy § 103)

CC'> A4

§ 141. Twierdzenia, zawarte w poprzednim paragrafie,
tworza ukiad zamkniety (co czytelnik szczegolowo wykaze),
a wiec twierdzenia odwrotne sq prawdziwe. S

Twierdzenia odwrotne. W tym samym kole réwnym cieciwom
odpowiadajq réwne kqty $rodkowe (i réwne tuki), wiekszej zas cie-
ciwie odpowiada wickszy kqt srodkowy (i wiekszy tuk).

§ 142. Okreslenia. Jesli dwa luki AMRB

/ i BNC nie maja pun ktow spélnych, oprocz
0 konca B, wowcezas tuk ABC nazywamy s u-

( g ma tamtych dwu tukow,
A\(i\' _ Analogicznie, r6znica dwu lukow
P .Y ABC— BNCnazywamy taki uk AMB, kté6-

_ Iy po dodaniu do odjemnika BNC daje odje-
Rys. 91. mna ABC. ;

§ 143. Twierdzenie. Kat miedzy styeznq i cieciwq, przecho-

dzqceq przez punkt slycznosci, rowna sie polowie kqta srodkowegqo, .

opierajaceqo sie na tuku, zawartym miedzy ramionami pierwsze-

qo kata. :
A ; Niech bedzie dane kolo 0,
b ye <2 \ wnim cigci wa DA istyczna BAC.
/ éﬁ: Powiadam przedewszystkim, ze

AR X DAB = } LAOD. .
2 BN Ja kozpoprowadzmy OE | DA.
, \ i W tréjkacie prostokatnym A AEQ
e katy <2 i 0!8 dopelniaja sie do
Rys. 92 kata prostego, ale tak samo <1
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’ iaj i : ?). a wiec

'gr 2 dopelniaja si¢ (dlaczego
i PN |
Powiadam dalej, ze <CCAD rowna si¢ polowie kata wkleste_

@Ii:lo(t?g;a, promienn OF, bedacy przedluzeniem dwusiecznej
, jest dwusieczna kata wklestego 9CAOD. Wystarezy tedy
esé, ze . <ACAD = AOF.*%)
Otézv rownos¢ ta jest oczywista, gdyz
ICAD + <(1 = gF0A + <3 = katowi polpelnemu,

”'Z'e‘dnio dowiedliémy, 7e <Il = <3,

144. Okreslenie. Kqlem wpisanym nazywamy kat, u-
"‘ny przez dwie cigciw_y, ktérych pukt przeciecia lezy na okregu.
_erdzenié., Kaqt wpisany rowna sie potowie kqla Srodkowe-
&j&c”ego si¢ na tym samym luku.
1ech‘ bedzie dany kal wpisany
Powiadam, ze .-
{BAC = ‘}@:BOC
Aby tego dowies¢. wystarczy przez
t A poprowadzi¢ styczna DA'i za-
Ze mamy :

<LDAC — I DAB.

g0 Lwierdzenia kaly <xDAC i LDAB sy
a 6w srodkowych, o'piel"aja'c‘yc}_l si¢ od-
{BC i AFB, a wige roznica ich jest dwa
: ‘:érqdkowego, oplerajacego si¢ na I“(’)chy
. B \yh na tuku BEC Ta}& wiec istotnie
SIBAC- = } SBOC.

nie. !(q,t ~miedzy dwiema sieczny{m’, prze-
s;érjt};gtbnqtigz:gkola;f@na sie sumie dwu k'qtow wpisa-
(r‘ajqcych.,,;si,g n?z tukach, ktore sq zawartfe miedzy ramio-
zego kqla i przedluzeniami lych ramion.

)

i

czywiscie, rowno$é ta wynika rowniez ze spostrzeienia(;1 .ie
- j i i dpowiednio
i €3 maja ten sam zwrot, a ramiona ich sa o :

prostopadie (§77). Tosamo dotyezy katow <<CAD i <<AOF.
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Niech beda dane dwie sieczne AA’,
BB', przecinajace sie wewnatrz kola w pun-
keie M.

W tréjkacie AAMB kat X1 jest ze-
wnetrzny,

a wiec A =<2 + 3,
te zas dwa kaly sa oba wpisane i opiera-
—_ ]L;%sllei;' jeden na tuku ACH’, drugina tuku

§ 146. Twierdzenie. K¢/ miedzy dwiema siecznymi. kiore
przecinajq sie w punkcie zewnelrznym, réwna sie réznicy dwéch
kqtd{v wpisanych, opierajqcych sie na tukach zawartych miedzy
ramionami pierwszeqo kqla.

Jezeli mamy dwie sieczne MAA’,
MBB' i jezeli polaczymy punkty 4 i B,
wowcezas w trojkacie A AMB’ kat <73
jest zewnetrzny, mamy wiec

zatym <Ll =<3 — <19
katy zas 972 1 <3 sa oba wpisane i opie-

rajg sie: jeden na luku ACB, drugi na
Rys. 95. = A 'C'B'-

§ 147. Wyniki, osiagnigte w trzech ostatnich paragrafach
(83 144, 145, 146), dadza sie strescié¢ w nastepujacy sposéb:

Jezeli na odcinku AB, jako na cieciwie, wykreslimy tuk,
wowcezas jakkolwiek obraliby$my punkt € na tym tuku, za-
wsze kgt wpisany <1 musi byé staty, gdyz
rowna si¢ on polowie stalego kata $rodko-
wego <TAOB.* Jezeli natomiast obierze-
my dowolny punkt D wewnatrz kola lub
dowolny punkt E zewnattz kola, otrzyma-
my katy <021 <3, z ktorych pierwszy
jest wiekszy od kata wpisanego <rACB,
drugiZza$ jest mniejszy od tego samego
Rys. 96. kata wpisanego.

C

/N

~ —J‘;’_’\m

*) O luku ACB powiadamy,zeobejmuje on kat staly <<ACB.

-
2
2
£
x‘ «
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Mamy tedy znow uklad twierdzen zamkniety. Twierdzenia
odwrotne musza by¢ prawdziwe, wobec czego mamy prawo wy-
powiedzie¢ nastepujace

Twierdzenie. Miejsce geomelryczne punktow plaszczyzny.,
z ktorych dany odcinek widaé¢ pod danym kaqtem, sklada sie z dwéch
rownych tukéw kol, polozonych symelrycznie wzgledem danego
odcinka i obejmujqcych dany kai.*)

Np. na rys. 97 miejsce geom. punk-
tow, z ktorych widaé odcinek AB pod
katem < a sklada si¢ z dwéch lukow
ACB i AC'B.

W szczegolnosci mamy nastepujacy
wniosek, ktory czesto bywa potrzebny
w rozmaitych zagadnieniach:

Whiosek. Miejscem geomelrycznym
punktow, z kiérych dany odcinek widaé pod
katem prostym, jest okrqqg kola, wykreslo-
ny na tym odcinku, jako na Srednicy.

§ 148. Zadanie. Na danym odcinku Ry4. 07,
AB wykresli¢ tuk, obejimujqcy dany kql C.

Przy konicu A danego odcinka budujemy <rBAD = <C,
wystawlamy prostopadla AE 1 AD i prowadzimy o$ odcinka
AB. Punkt O, w ktorym ta o$ przecina prosta AE, jest $rodkiem
szukanego kola. Pozostaje juz tylko wykresli¢ koto (0)A i obraé
na nim tuk po odpowiedniej stronie cigciwy AB.

Latwo przekonatc
sig, ze wykreslony tuk
istotnie obejmuje kat
dany <C. Poniewaz ma-
my AD 1 AO, zatym
AD jest styczna do ko-
ta, a wiec kat miedzy
AD i cieciwa AB (czyli
kat <BAD = ¥C) row-
na si¢ potowie kata $rod- Rys. 98.

*) Jezeli punkt C nie lezy na prostej AB, wowczas powia-
damy, 7ze z punktu C widaé¢ oedcinek AB pod katem
< ACB.
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kowego +<AO0B; ale polowie tego samego kata srodkowego 1o-
wna si¢ kazdy kal wpisany w tuk AMB. '

o Cwif:zenia XVIll. 1. Luki, zawarte miedzy dwiema rownoleglymi

cieciwami, sq sobie rowne. : = L

2. Dany tuk podzieli¢ na polowy.

3. Jezeli dwa okregi sq do siebie wewnetrznie lub zewnetrznie sty-
czne w punkcie A, wowezas kazda sieczna, przechodzaca przez pUIli{t
f4’ Wyznacza na tych okregachtuki podobne (t. zn. tuki, obejmu-
jace taki sam kat). ' '

4. Kola 0, 0’ sg do siebie wewnetrznie styczne w punkcie M, przy-
czym kolo 0" ma za $rednice promierr OM pierwszego kola: dowiesé, },e
mniejsze kolo dzieli na polowy kazda cieciwe wiekszego kota, przecho-
dzaca przez punkt M.

4a. Wypowiedzie¢ i udowodnié twierdzenie odwrotne.

4b. Powyzsze twa twierdzenia 4 i 4a (proste i odwrotne) ujaé
razem, postugujac sie pojeciem miejsca geometrycznego. .

5. Czy twierdzenie 4 pozostaje prawdziwe, jezeli.koto O’ prze-
chodzi wprawdzie przez $rodek O pierwszego kota, nie jest jednak sty-
czne do niego i jezeli punkt M, z ktorego prowadzimy sieczne, lezy na
okregu kola O’ i jest w nim koncem linji $rodkéw 00’2 ' E

6. Dwa okregi 00’ przecinajq si¢ w punktach K, L; jezeli po-
prowadzimy $rednice LOM, LO’N, wéwczas punkty M, K, N leze¢ mu-
sza na jednej prostej. o . :

7. Przez staly punkt ‘A, lezacy wewnatrz danego kota, prowadzi-
my-ruchomg gi(;ciwe; co kresli jej $rodek, gdy cieciwa obraca sie dokola
punktu A?

8. Dany jest pek prostych z wierzcholkiem w punkcie A oraz
punkt B‘;vjakie jest miejsce geometryczne spodkow wszystkich prosto-
padtych, poprowadzonych z B do prostych peku?

8a. Co stanie sie, jezeli zamiast prostopadtych, prowadzié
bedziemy pochyle, tworzace z prostymi peku kat xa?

o 8b. W trojkacie ALMN bok MN jest staly, natomiast wszyst-
kie inne jego elementy s3 zmienne; co kresla spodki trzech wvsok:)s’ci
trojkata? j
. 9. W trojkacie prostokatnym AABC przeciwprostokatna AB
Jest stata, dwa drugie za$ boki sa zmienne; co kresla Srodki przyprosto-
katnych? o

. [Wykonaé rysunek, bioragc AB = 8 em.; obra¢ kilka réznych po-
}oz.er'l wierzchotka C kata prostego, wykresli¢ trojkat AABC, odpowia-
dajacy kazdemu z tych polozen, a w kazdym z tych tréjkatéow wyzna-
czy¢ polozenie $rodka M przyprostokatnej AC <

10. Prowadzac w danym kole dwie rownolegle cieciwy AB, CD,
otrzymujemy trapez réwnoramienny ABCD, wpisany w koto. Co kreslg
srodki jego bokow i $rodki przekatnych, jezeli wierzchotki A,B trapezu

Pozosta]‘a nieruchome, wierzcholki za§ C,D poruszajq si¢ po okregu (tak
jednak, ze trapez pozostaje rownoramienny)?

11. Na tréjkacie A ABC opisujemy kolo i prowadzimy dwusie-
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czng kata <<BAC; dowies¢, ze gdy wierzcholek A porusza si¢ po okregu,
dwusieczna przecina okrag w stalym punkcie.

11a. W trojkacie AABC o$ symetrji boku BC przecina dwusie-
ezna kata <CBAC w punkcie D, lezacym na okregu kota, opisanego na
NABC.

116. Jezeli w AABC bok BC oraz kat 3<A sg stale, inne za$ ele-
menty trojkata sa zmienne, wowczas punkt D, w ktorym dwusieczna
d4 przecina o$ symetrji boku BC, jest staly.

12. Jezeli wtrojkacie AABC $rodkowa s, rowna si¢ polowie boku
C, wowezas trojkat jest prostokatny, a mianowicie kal <<C jest prosty.

12a. W AABC, w ktéorym kat 9CA jest prosty, kreslimy koto
styczne do bokow a, b i majace Srodek na boku ¢; kolo to przecina bok
¢ w punkcie M i jest styczne do przeciwprostokgtnej w punkcie D.
Jezeli na przedluzeniu boku b odlozymy CE = AC, woéwcezas punkty
M, E, D musza leze¢ na jednej prostej.

13. Po dwéch stronach spolnej cieciwy AB leza dwa luki (naleza-
ce do dwu roznych kol). Na jednym z nich obieramy dowolny punkt €
i prowadzimy z niego proste CA, CB, ktore przecinajq drugi luk w punk-
tach D, E. Dowies¢, ze tuk DE pozostaje staly, gdy punkt C porusza sie
po pierwszym luku.

14. Z punktu zewnetrznego A prowadzimy do danego kola sty-
czne AB, AC; punkt D jest dowolnym punktem okregu. Dowiesé, ze
suma katow SCABD -+ <CACD jest stata, dopoki D, poruszajac sie po

 okregu, znajduje sie zewnatrz tréojkata AABC. Co zajdzie, gdy punkt

D znajdzie si¢ w wierzcholku trojkata? wewnalrz trojkata?

15. Dane sg trzy punkty A, B, C, nie lezace na jednej prostej; nie
znajdujac srodka kota A BC, wyznaczyé dowolng ilo$¢ punktow, lezacych
na okregu tego kota.

16. Dwa kola sg wewnetrznie styczne w punkcie A. Niech cigci-
wa NM wiegkszego kola bedzie styczna do mniejszego kola w punkcie
S; dowie$é, ze SCMAS = KNAS.

17. Jezeli w tréjkacie rownobocznym AABC dwusieczne katow
<A, <B przecinajg okrag kola opisanego w punktach A’, B’, wowczas
boki CA, CB dzielg na trzy rowne czeSci cieciwe A’B’.

18. Jezeli dwa rowne kola O, O’ przecinajq si¢ wedlug cieciwy A B,
wowczas okrag, wykres$lony na AB, jako na $rednicy, jest miejscem
geometrycznym s$rodkow wszystkich odcinkow, wyznaczonych przez
kola O, O’ na prostych peku, majacego wierzcholek w A (lub w B) -

19. Uzasadnié¢ nastepujacy (najprostszy ze znanych) sposob kre-
$lenia stycznej w danym punkcie na okregu:
majac dany okrag O i na nim punkt P, obieramy dowolny punkt A
na okregu i kreslimy kolo (A)P, ktore przecina kolo O w punktach P, R.
Nastepnie kreslimy kolo (P)R, ktore przecina kolo (A)P w punkcie S;
prosta PS jest zadang styczna.

Zbudowaé trojkat AABC, majac dane:
200 a, A hyn 21, @, A Sy 22T S (DS
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23. rq. 1y . C. 24. a, A, h,. 25. @, X(b, sq). X(c, 5¢).
2600 CRE=E(c Vst 27. a, ¢, K(b, s¢ ). 28. b, he, <(c. sp ).

29. uq, up. C (porown. zadanie 11) 30. X(a, S¢ )y (b, S¢ ), Se . [Jezeli
srodkowg CC’ przedluzymy i na przedtuzeniu odlozymy C’C” = CC’,
otrzymamy réwnoleglobok ACBC”].

31. a, hg, (a. s,). 32. a, A, sp .

33. W trojkacie AABC przediuzamy bok AC i odkladamy CD =
= CB; jezeli bok AB jest nieruchomy, wierzcholek zas ¢ porusza sie
po plaszezyznie tak, ze kat <<ACB pozostaje staly, co wowcezas kre-
$li punkt D?

34. Zbudowaé trojkat, majac daie ¢, a - b, C.

Zbudowaé rownoleglobok A BCD, majac dane:
35. e f, A. 36.f, A, X, f). 37.aq, X(b, e), *(a, f).

38. Przez dany punkt A poprowadzié¢ sieczng tak, by odcigé na
danym okregu luk, rownajacy sie 14 czgSei tego okregu. Ogolniej: tuk,
obejmujacy dany kat <<e.

39. Dane jest kolo; znalezé taki punkt zewnetrzny M, by z dwéch
lukow, zawartych miedzy stycznymi MA, MB, ten tuk, ktorego strona
wklesta zwrécona jest ku M, byt dwa razy wigkszy od drugiego tuku.

40. Przez punkt A przeciecia sie dwéch kot poprowadzié¢ sieczng
BAC tak, by bylo BA = AC.

41. Znalez¢ na plaszezyznie punkt, z ktorego wszystkie trzy boki
trojkata byloby widaé pod réwnymi katami.

42. Zbudowaé trapez rownoramienny, majac dane dwie jego pod-
stawy i kat miedzy przekatnymi.

43. Dowolny tuk AB zostat podzielony na ilekolwiek, np. na 10
rownych cze$ei w punktach Cy, C,....Cy. Drugi punkt podziatu C, 1a-
czymy z ostatnim Cq i przedtuzamy cieciwe C,Cy az do przecigcia sie
W punkeie J z prosta AB. Dowie$é, ze mamy CyJ = AC,.

44. Uogolnié¢ poprzednie zadanie. Jak nalezy laczy¢ punkty w troj-
kacie AAJCy, zeby przy J otrzymaé Kkat 2, 3, 4... razy wiekszy niz
przy A?

45. Z punktu zewnetrznego M prowadzimy do danego kola sty-
czng MP i siecznqg MAB. Puikt’ € niech bedzie punktem przeciecia
sie dwusiecznej kata <A PB z siecziia MAB. Dowie$é, ¢ MP — MC.

46. Dwusieczna kazdeégo kata trojkata jest zarazem dwusieczng
kata miedzy $rednicq kola opisanego i wysoko$cig, poprowadzonymi z te-
g0 samego wierzcholka.

47. Dany okrag i na nim punkty D, S, W; wpisaé trojkat tak, by
dwusieczna, $rednica kola i Wysokos¢é, poprowadzone z jednego wierz-
cholka, przechodzity odpowiednio przez punkty D, S, W,

E. O czworobokach wpisanych i opisanych.

§ 149. Twierdzenie. W czworoboku wpisanym w kolo su-
ma dwu przeciwleglych kqtow réwna sie kqtowi potpetnemu.

SR o Oy
T

i
N, 3 T
T ) A
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Aby si¢ o tym przekona¢, wystarczy
Z wierzchotka A czworoboku poprowadzié
styezna do kola i zauwazyé¢, Ze na mocy
§ 143 i 144, str. 101,

] =2,- 3= -4,

a wiec
¥BCD + ¥BAD = ¥2 + ¥4 4+ ¥BAD=
— katowi polpelnemu.

Rys. 99.

§ 150. Twierdzenie przeciwne. Jezeli
czworobok nie daje si¢ wpisaé w kolo, wowczas suma dwu prze-
ciwleglych kaléw nie réwna si¢ kqtowi pélpetnemu.)

Przez wierzcholki A, B, D prowadzi-
my okrag kola; wierzcholek C musi sie
znale$¢ albo wewnatrz, albo zewnatrz tego
kola. Polaczmy, jak poprzednio, A z C i
poprowadzmy styczna w punkcie A Je-
zeli punkt C lezy wewnatrz kola (jak na
rys. 100), mamy <1 > 2, X3 > ¥4 (dla-
czego?), awiec XBCD + ¥ BAD > 23,
gdzie & oznacza kat prosty. 'Czy(;celnll(cj Rys. 100.

rzeprowadzi sam odpowiedni dowod
I\J)VpI‘IZ)ypadku, gdy wierchLolek C lezy zewnatrz kola ABD.

§ 151. Twierdzenie. W czworoboku opisan.yr.n suma jednej
pary bokéw przeciwlegtych réwna sig sumie drugtej pary.

Jezeli E.F,G,H sa punktami stycz-
nosci bokéw czworoboku ABCD z okre-
giem wpisanym, mamy wowczas

BE = BF
EA = AH E G
CGh="CE J
GD = DH.
Dodajac do siebie te cztery rownosci, i . »
L Rys. 101.

BA + CD = BC + AD.

§ 152. Twierdzenie odwrotne (wzgle¢dem §. 15 1?.
Jezeli suma jednej pary przeciwleglych bokd_w réwna sie sumie
drugiej pary, wéwczas w czworobok mozna wpisac koto.
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Niech bedzie dany czworo-
bok ABCD, w ktorym

AB 4 CD = BC + AD.

Zalozmy, ze CD > BC.
Mamy

CD.— BC = 4D — AB.
Odt6zmy na bokach ¢, d odein-
ki CB’ = CB oraz AB" = AB.
Otrzymamy tréojkaty A BAB”,
A B”DB', A BCB', ktore sa
wszystkie trzy rownoramienne
(dlaczego?) Wobec tego, jezeli poprowadzimy dwusieczne
katow <A, £C, £¥D w czworoboku, musza one byc¢ osiami
symetrji odcinkow BB”, BB’, B'B”, a poniewaz trzy te od-
cinki tworza trojkat A BB'B”, zatym trzy osie symetrji mu-
sz przecina¢ si¢ w jednym punkcie W.

Ten punkt W jest réwnoodleglty od bokéw czworohoku,
a wigc jest Srodkiem wpisanego w czworobok kota. Istotnie, dwu-
sieczna AW jest miejscem punktow rownoodleglych od bokow
a, d; dwusieczna CW jest miejscem punktow rownoodleglyvch od
bokow b, ¢; dwusieczna DW jest miejscem punktow rownood=
legltych od bokow ¢, d. ‘

Cwiczenia XIX. 1. W czworoboku Wpisanym prowadzimy obie
przekatne i w ten sposob otrzymujemy osm katéw, zawartych miedzy
bokami i przekatnymi; dowies¢, ze wérod tych oSmiu katéw mamy czte-
ry pary katéow rownych.

2. Sformutowaé i uzasadnié twierdzenie odwrotne do poprzedniego.

3. Obliczy¢ katy czworoboku wpisanego ABCD, jezeli mamy

@) B=24,C=34, ) B=$4, A=2C. 1) A:B:C—=1:2:3.

4. Na jakich rownoleglobokach mozna opisa¢ kola? Na jakich
trapezach?

Rys. 102,

5. Jaka wlasno$¢ posiada czworobok Wwpisany, jezeli «) dwa prze-
ciwlegle jego boki sg do siebie rownolegte; B) dwa sasiednie boki sg sobie
réwne, 1) dwa przeciwlegle boki sq sobie rowne?

6. Jezeli w dowolnym czworoboku poprowadzimy dwusieczne ka-
tow wewnetrznych, Wyznacza one, przecinajac sie, czworobok wpisany.

Czy mozna uogélni¢ to twierdzenic na dwusie
trznych?

7. Jezeli w danym kole punkt A jest srodkiem tuku, podpartego
przez cigciwe BC,i jezeli-dwie dowolne sieczne AD, AE przecinajq te

czne katow zewne-

cigeiwe w punktach B’, ¢, wowezas na czworoboku B’C’ED mozna opi-
sa¢ koto.

A Rl il b s e -t
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8. W czworoboku wpisanym prowadzimy dwusieczne dwoch 1).1'720-
i leffkll\‘ch katow, przecinajace okrag kola w punktach E, F. Dowiesé,
(.“vodi-i‘l’lek EF jest $rednica tego kota. :
o 9. Jezeli w trojkaciec AABC oznaczymy przez A, B,, C,; spodki
0 V;’g’sokoéci, wowezas A\ A,B,C, nazywa si¢ ortocentrycz-
m wzgledem tréjkata danego AABC. ‘ . .
Do\\;ieéé, ze wysokosci trojkata danego AABC sa dwusiecznymi
ewnetrznymi w tréojkacie ()FtOCClltT}’C?II}’In. ‘ i -
i e“n%a J)ak nalezy zmieni¢ wystowienie poprzedniego twierdzenia, je-
¢ tréik ! jest rozwartokatny?
> trojkat AABC jest rozwartoka o -
o ld. Jezeli w trojkacie ostrokgtnym AABC poprowaclizun'y uzy-
wysokosci, przecinajace kolo opisane w punktgch A, B nC wowczas:
© 1-0 wysokosei trojkata AABC sa dwusiecznymi wewnetrznymi
; trojkacie AA’B’C’; ' g
i tl0‘3-051 hoki trojkata AA’B’C’ sa réwnolegte do bokow trojkata or-
g i va razy od nich wieksze.
centrycznego AA,B,C, 1 sq dwa razy od ni .
a 1. Jei?sli na bokach a, b, ¢ trojkata obierzemy dowolnie pu,nlfty
A’ B’. C’, wowczas kola opisane na trojkatach A A’B’C, AB'C’A,
AI}’C’A' musza przeciaé sie w jednym punkcie (z.wanym pun ktem
Steinera). [Wskazowka: Jezeli kola, opisane na pierwszych
dwu trojkatach, przecinajg sie¢ w punkcie M, wowczas badamy czworo-
ki A’MB’C, AB'MC’]. . . ‘
R 12. Z punktu zewnetrznego P prowadzimy dwie dowolne swczne:,
przecinajace okrag w punktach A, B oraz 1_4’, 'B’. Jezeli pll'zez M,Plgl,
N, N’ oznaczymy odpowiednio $rodki odcinkow PA, PA’, PB, 5
wowezas na czworoboku MNN’M’ mozna opisac 1?010. -
13. Jezeli w czworoboku wpisanym przedluzymy dwa' przeciw e-
gle jego boki az do spotkania, wowczas dwusieczna kata mledzy nimi
mus'i byé rownolegta do dwusiecznej kata miedzy przekatnymi czwo-
rohoku. ' o
14. Jezeli przekatne czworoboku wpisanego ABCD sg do siebie
rostopadle i przecinajg sie¢ w punkcie E, wowczas .
. lrio prosta, laczaca E ze $rodkiem boku czworoboku, jest prosto-
padla do przeciwleglego boku, i odwrotnie; e )
: 2-0 cztery proste, o ktérych mowa, przecinaja boki czworoboku
i ) v ie lez jednym okregu;
w o$miu punktach, ktore wszystkie leza na je ) )
3-0 rzuty punktu E na boki czworoboku ABCP vaznacza]z?, no
wy czworobok, posiadajacy podwojng wlasno$é: daje si¢ on zarowno
wpisa¢ w koto, jak i opisa¢ na kole.

jeg

Zbudowadé czworobok wpisany, majac dane:

15..a, b, A, R. 16. ¢, R, A, B. 17. a, b, A, B. ,
18. ¢, B, a, c. 19. a, b, R, X<(e, /). 29. a, b, f, K(e, b).

21. Jezeli na kole opisaliSmy wielokat o parzyste]’ liczbie bokoz
i ponumerowali$my kolejne jego bok i, wowezas suma bokow o numerac

parzystych réwna sie sumie bokéw o numerach nieparzystych. .




110 O réwnodci i symetrji figur plaskich.

22. W wielokacie wpisanym, majacym parzysty liczbe wierzchol-
kow, suma katow o numerach parzystych réwna sie sumie kqtéw o nu-
merach nieparzystych.

Zbudowaé czworobok opisany, majac dane: -
23. a, b, A, B. 24. b, ¢, d, e. 25. a, d, e, K(b, e).
26. p, A, B C: TN AN AR 28. a, e, A, C.

29. Na stole utozono cztery monety tak, ze kazda dotyka dwéch
sgsiednich. Dowiesé, ze punkty stycznos$ci sq wierzcholkami czworoboku
Wpisanego, srodki za$ monet — wierzcholkami czworoboku opisanego.

30. Jezeli, majac czworobok Wwpisany, wykreslimy na kazdym
jego boku jako na cieciwie hik kota, wowezas luki te przetng si¢ parami
w czterech punktach, ktore $q wierzcholkami nowego czworoboku
Wpisanego.

31. W trojkacie prostokatnym ABC laczymy wierzcholek kata
prostego C ze $rodkiem M kwadratu, wykre$lonego na przeciwprosto-
katnej, dowies¢, ze CM iest dwusieczng kata prostego ACB.

W tréjkacie AABC oznaczamy Srodki bokéw odpowiednio przez
A’, B’, C’, przez O i H srodek kola Wpisanego i ortocentr, przez
My, M,, M, érodki odcinkéw AH, BH, CH.

32. Dowie$é, ze czworobok M, M,A’B’ jest prostokatem.

33. Na zasadzie poprzedniego twierdzenia dowliesé, ze $rodki bo-
kow A’, B’, C’, spodki wysoko$ci A,, B,, C, oraz punkty M,, M, M,
leza na jednym okregu kola (tak zwane kolo dzi ewieciu pun-
ktow albo tez koto Feuerbacha).

34. Srodek N kola dziewieciu punktéow jest srodkiem odecinka OH
(zwanego odcinkiem Eulera) [Wskazéwka: Srodek N
musi leze¢ na osiach symetrji odeinkow A’A,, B’B,].

35. Promien kota dziewieciu punktéw rowna sie polowie promie-
nia kota opisanego.

36. Jezeli z punktu K, dowolnie obranego na okregu kota opisane-
80, poprowadzimy prostopadle do trzech bokow trojkata A ABC (lub
do ich przedluzen), woweczas spodki tych prostopadiych lezeé muszga.na
lednej prostej (t. zw. bProsta Simsona).

37. Przez wierzcholki trojkata AABC prowadzimy réownolegle
do jego bokow, ktore Wwyznaczaja t. zw. trojkat do pelniajgcy
AA’'BC’ (przyeczym A’ lezy naprzeciwko A). Dowie$é, ze kolo dziewie-
ciu punktéw trojkata /A ABC jest styezne do kot dziewieciu punktow
trojkatéow A A’BC, AB'CA, AC’AB, przyczym punkty stycznoseci
sq $rodkami bokow BC, CA, AB. [Wskazé6wka: niech H i H’ be-
dg ortocentrami trojkatow AABC, A AB’C; D niech bedzie srodkiem
boku AC. Oznaczmy przez Q 1 Q’$rodki odcinkow BH, B’H. Dowiesé,
uwzgledniajac symetrje figury, ze DQ, DQ’ sa $rodkami kol dziewieciu
punktow i ze D, Q, Q’ lezg na jednej prostej].

lub drazkow i sznura).

111

O czworobokach wpisanych i opisanych.

GWICZENIA Z GEOMETRJI PRAKTYCZNEJ.

ien ge ji j rozwigzaé¢ mo-
£ i h zagadnien geometrji praktyczng] rOZW ‘
st clek: ‘gzkron?nym zasobie wiadomosci, ktory dfo‘tad zdoby-
przyd 4 potrzebne do tego celu sg jaknajskrf)m,me]sze; sznur
lismy.. Pl;aznsgzidf’e,gloéci pewna ilo$¢ drqzkdw, ktore sluzy¢ nam beda do
rz > . oL
" mll:;lnialinji prostych, oraz w@gzcilnzca. T
yW gielnica W najprostszej swej postaci jest 0
stolfatna lub kwadratowa deseczka, umoc’o,\\'z?nif
g:o dowolnej podstawie (czyli na ,,pach;)lku ,03{103
ili i irowie XVII w.). Na deseczc
16wili nasi geometrowie X . d Lej
lzrzl(;;v;czone zostaly w ten lub w inny sp’osob (np. \\'y
kreslone lub naciete) dwie przecinajace si¢ proste. Pl.O—
ste te moga przecinaé si¢ pod dowolnym katem, d‘ogc‘)—
dniej jest jednak wykresli¢ dwie prostopadte do subur, o
prosie Aby ulatwi¢ wyznaczanie prostych za pomocakugi)ogr Zyas,tg; pié
, j 5 1 ora, jak na rysunku A
i ; jeszeze t.zw. celownice, ktora, ja ; SEABIC
do::ézn;)iz;z stalowe igly, niegietkie i dobrze umocowane. Przy wszyst
ll{l} ¢h pomiarach umieszezamy deske w¢gielmcy. poziomo. el
: I;)oslugujac sie sznurem, drazkami i (w razie potrzeby) wegielnica,
rozwigzaé nastepujace zadania:*®)

1. Dana prosta m (t. zn. \vyt}{r}ietzl za
pomocq drazk0w); W oznaczonym ]ej punk.-
cie A wystawi¢ do niej prost'opadh'a! (L: i
Wyt'knaé za pomocq drazkow i wegielnicy

zna nawet

Rys. 103.

2. Przez punkt A popljowadz.ié 1'(:)-
wnolegla do danej prostej b, postugujac sig
tylko: 1-o sznurem i drazkami, 2-0 wegiel-
nica. )

2a. Dostepne sa tylko konce A, B, pe-
wnego odcinka; przez punkt O poproyvadz%é
rownoleglya do prostej AB, poslugujac‘ sie
tylko sznurem i drazkami. [Wskazo w-
k a: whasnosci réwmlegioboku].. ‘

3. Rozwigza¢ zadanie 1, jezeli punkt A

i zy na prostej m. . o
5 13?’ DanI:a sq d]wie proste; podwoi¢ kat miedzy nimi zawarty.

5. Dany kat podzieli¢ na polowy}.

6. Dany odcinek podzieli¢ na polowy. - _

i Chce};ny wytknaé prosta AB, przyczym na prze(lluz'emu.oi.l
cinka AB znajduje sie przeszkoda (np. las, dom lub t.p.); w ja

Rys. 104.

#*) Rzecz jasna, ze o kresleniu kot nie mo?e byé mowy w tych1 konl;
strukcjach, mamy natomiast prawo prowgdzema pro;tych W do_worggtce ‘
kierunkach, prowadzenia prostopadlych i odkladania na danej p j
odcinkéw dowolnej dlugosci.
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sposOb ominaé te¢ przeszkode?
[Wskazowka: oprzeé si¢ na
wlasnosciach rownolegtoboku lub
W szczegllnosci, prostokata].

8. Rozwigza¢ poprzednie
zadanie, opierajac sie na wias-
nosciach wysokoscei tréjkata (rys.
104).

9. Przez punkty A i B,
miedzy ktorymi znajduje sie
przeszkoda, poprowadzié¢ prosta.

10. Dane sa dwie proste,
ktorych punkt przeciecia sig jest
niedostepny; poprowadzié dwu-
sieczng kata zawartego miedzy
tymi prostymi.

11. Dane sq dwie proste m,
n, ktorych punkt przeciecia sie
X jest niedostepny i niewidocz-
ny. Przez dany punkt C popro-
wadzi¢ prosta CX. Poda¢ kilka

Rys. 105.

rozwiazan,

12. W pewnej ksigzce francuskiej *) znajdujemy nastepujace roz-
wigzanie poprzedniego zadania: wyobrazmy sobie, powiada autor, ze
dwie drogi A0, BO krzyzujq sig w lesie (rys. 105); punkt C lezacy
na skraju lasu chcemy polaczyé prostg droga z punktem 0. W tym celu
wytykamy proste CD // AO, CE // BO, prowadzimy dowolne poprze-
czne mn, m’n’, na ich przedhluzeniach odkladamy np=mn, n’p’=m’n’;
proste pO’ [/ CD, p’O’ || CE przecinaja si¢ w takim punkcie 0’, ze
0’CO jest linjg prosty, a procz tego 0’C = OcC. ‘

Uzasadnié powyzsze rozwigzanie,

13. Zmierzyé¢ szeroko$é rzeki, ktorej jeden brzeg jest dostepny.

14. Wyjasni¢ i uzasadnié¢ przed-
stawiony na rys. 106 spos6b znalezie-
nia po drugiej stronie rzeki punktu
B’, lezacego na przedluzeniu prostej
AB. Zakladamy przytym: 1-o ze wy-
spa zastania nam widok, 2-0 ze brze-
gi rzeki sa do siebie rownolegle, a
przynajmniej, ze mozemy wytknaé
dwie roéwnolegte po obu brzegach
Rys. 106. rzeki.

—

*¥) G. Longcham P s. Géomélrie de la régle el de l'équerre.
Paris 1890.

Dodatek do ksiggi I.

E =

. Przyktady poszukiwania miejsc geometrycznych.

g s

¥ 1583. MicliSmy juz do czynienia z zadaniami, w ktoryeh chodzito
o znalezienie miejsca geometrycznego (innymi stowy: o znalezienie linji,
ktora zakre$la punkt, poruszajacy sie po plaszezyznie wedtug pewnego
prawa). Ze wzgledu na wielka doniosto$é Leoretyezng i praktyezng te-
go rodzaju zagadnien, podajemy tu do rozwigzania pewng ich ilosé.

Za pomoca elementarnych wiadomosei, ktére dotad zdobylismy,
potrafimy rozpozna¢ tylko takie miejsca geometryczne, ktore sq albo
prostymi albo okregami kot

Wobec tego pierwsze pylanie, ktére musimy sobie postawié przy
rozwigzywaniu ponizszych zadan, powinno brzmieé: cz Yy punkt ru-
- chomy, o ktéryvm mowa w zadaniu, kreéli prosta czy
okrag kota?

_ Jesli odpowiedz na to pytanie nie nasuwa si¢ nam odrazu, jako

prosty wniosek ze znanych twierdzen, wowczas dobrze jest wykresli¢
przynajmniej trzy rozne polozenia ruchomego punktu; z rysunku mo-
zemy zazwyczaj domysli¢ sie, czy szukanym miejscem geometrycznym
jest prosta czy okrag kola.*) Nalezy tylko pamietaé, iz miejsce ge-
ometryczne moze sktadaé sie z kilku prostych lub odeinkow, jak row-
niez z kilku okregow lub tukow kot.

Rzecz jasna, ze nie poprzestajemy na takim domysle, lecz zada-
jemy sobie drugie pytanie: w jaki sposéb mozna dowie $ ¢,
~ze jakas$ linja jest prosta lub okregiem kota?

2 Na zasadzie dotychezasowych naszych wiadomeéei mozemy prosta
rozpozna¢ po tym, ze z jakas inng, dana prost a tworzy staly kat al-

*) Jezeli figura zmieniaé¢ si¢ moze tylko w pewnych granicach,
wezas wykreslenie skrajnych polozeri ruchomego punktu daje nieraz
';cennq wskazowke co do rodzaju szukanego miejsca. Procz tego nalezy
~zastanowi¢ sie, czy owo miejsce geometryczne jest czy nie jest symo-
rycezne, co zawsze daje sie z gory przewidzied,

Geometrja elementarna 8
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bo jest do niej rownolegta albo wreszcie po tym, zZe jest miejscem punktos
rownoodlegtych od ramion danego kata. Natomiast linja plaska jest okre-
giem lub czedciq okregu, jesli 1) albo wszystkie jej punkty leza w tej
samej odleglo$ci od pewnego stalego punktu, 2) albo ze wszystkich
jej punktow widaé pod tym samym katem pewien staly odecinek. P67
niej spotkamy inne sposoby poznawania prostych i okregéw kol.

Zadanie 1. Slalym promieniem r kreslimy kola, styczne do danej
prostej m, a do kazdego z tych kol prowadzimy styczne, tworzqce z pro-
slg m kql dany. Jakie jest miejsce geomelryczne punkiow styczno$ei tych
stycznych? *)

Wykreslamy trzy lub cztery takie kola i widzimy, ze miejsce
geom. sklada si¢ prawdopodobnie z dwoéch prostych réwnolegtych do
m, odpowiednio do dwu stycznych,
ktore mozemy poprowadzié do kaz
dego kota.

Z latwoscig mozemy dowie$
stusznosci  tego Przypuszczenia.
W tym celu dowiedziemy najpierw,
ze odcinek BK prostopadly do m
ma stalg diugo$é.

Jakoz w trojkacie A BOL bolc
BO i kat < 1 sa zawsze tej samej
wielkosci (dlaczeg 0?), a wiec i
wielko$¢ boku BL musi byé¢ stata
W tréjkacie ABLK hok BL i kat
<<BLK s3 stale, a wigc i bok BK musi by¢ statej dlugosei.

Tak wige punkty B, By, B,... leig niewatpliwie na prostej rownole-
glej do m; aby jednak twierdzié, ze prosta ta jest miejscem geometry-
cznym punktu B, musimy jeszcze dowieéé twierdzenia odwrotnego
(ze kazdy punkt tej prostej jest punktem stycznodci prostej ruchomej

BL i kota ruchomego 0) albo tez twierdzenia przeciwnego. Dowédd
pozostawiamy czytelnikowi.

Zadanie 2. Po plaszezyznie porusza sie, nie zmieniajqe kszlaliu
ani wielkosci, (réjkqt prostokqlny N\ ABC, przyezym wierzcholki A, B kq-=
tow ostrych slizgajq sie po dwdch nieruchomych i prostopadlych do siebie

Rys, 107.

*) To samo zadanie mozna tak wyrazié: wzdiuz proslej nierucho-
mej m przesuwa si¢ druga prosta, nachylona do m pod statym kqlem. Ta
druga prosta toczy przed sobq po prostej m kolo o slalym promieniu; co kre-
$li punkt slycznoéci kola i ruchomej prostej? :

Uczen powinien w podobny sposéb kazde zagadnienie, dotycza-
ce miejsc geometrycznych, wyrazaé za pomocy pojecia ruchu. Poucza-
jaca rzecza bywa réwniez budowanie odpowiednich mechanizmow,
zwlaszeza przegubowych, w celu zilustrowania ruchu, o ktéorym mowa

W zadaniu; w wielu razach mechanizm taki daje sie z tatwoscig zbudo-
waé.'

DRSS R v 3 e Lo Y - SO

Przyklady poszukiwania miejsc geometrycznych. ko

rostych 0X. 0Y. Co kre$li wierzcholek G kata prostego? Co kreSli Srodek
rzecllpler:?lO’lﬁlfeéii;;] {:zlf:cll polozen punktu € wskazuje, ze punkt te!l
gaw;:g:‘;(:;nie porusza sie po prostej. Ze tak jest istotnie, dowodzi-
y W sposob nastepujacy. ; ' .

- czworobok OBCA  jest wplsnn§ %
il '1 czega?), zatym é:C{)A :%:‘X.B(':
le kat LABC jest staly, 'Jill'{() nalfxzq-c.\
do trojkata, ktory n.ie zmienia ksztaltu.
zétym i kat <COA ]est'staly. .

Punkt C, jak widzimy, porusza si¢
tak, ze prosta, lqczaca go z nieruchomy’m
punktem O, tworzy Zz nieruchoma pol-
prosta OX staly kat. Wobec tego torer:}
punktu C musi byé¢ prosta (ll.lb czes‘c
prostej), przechodzaca przez O i nnchh\-. —
Jona do OX pod katem, rownym kalowi
¥ B trojkata danego. .
Z kolei nalezaloby rozstrzq'glnz\c py-

i g sie cinku pro- .
tan'leblf ZZ?ff: Iig;u:)f)acsz:;‘ejp(;wzgtej? Wykreslenie skrajnych polozen troj-
;:‘Sa ru:cho;nego moze nam nasunaé. odpowiedZz na t’o'pytl';mtle.é:BO{

Przedewszystkim zauwazmy, ze (rys. 1.08). za‘rol\\no :\ e t 1’
jak 2BCA sa proste, zatym przy kazdym .polozemu 1gc.119meacl) 10 ]B gA
ety dcinek BA jest $rednica kola. 0p15anego na vz:wor.ol.)o fu 4
-y -0 zego odlecloéé wierzeholka € od O moze conajwyzej rownac sie
Tmbﬂ' -(Zeg 1i od;illl{()\vi AB. Przypadek ten zachodzi tylko wowcezas,
Sr;dr:';L\Zorcozgok OBCA jest prostokatem czyli gdy przyprostokatna BC
jges?c, rownolegta do OX (poloieni.c
A,B,C, na rys. 109). Przylkaz-
dym innym poloZeniu trojkata Y
mamy 0C < AB:
Dwa skrajae
trojkata zostaty oznaczone na
rys. 109 literami A,B,C; oraz
A~‘1~333C3. Jezeli trojkat, zn‘;udu-
jacy si¢ w polozeniu :1131(‘1-_ pe-
rusza¢ bedziemy tak, by \\'u:n:—
chiotek B zblizal sie do O, wow-
czas kat £ CBO, klory 1)0(*;/,:1}1(’-.;_-
wo roéwnal sie katowi B iruij
kata (a wiec byl ostry), r(.)snf\c
gdzie wcigz. Przy pelozeniu
o B,C, kat ten staje si¢ prostym,
epni a$ rozwarlym coraz ' o
Zr;r(:l, zii‘,s\x;:z;ie}sl‘njc sie rowny kalowl l'ozw.urt' -n'm-[-{cf‘())rz' -

Aby zorjentow: ¢ sie, w jaki sposob porusza sig |3unk ,7]; S?/)
Qem;)ijmy sobie, 7ze kolo opisane na czworoboku OBCA porusz ¢

Rys. 108.

polozenia

Rys. 100,
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wprawdzie wraz z tréjkatem ANABC, ale wielkoéei swej nie zmienia
W kole tym l{e}l .wpis:m_v XCBO wspiera sie na cigciwie OC, jedli wiec.
kat <CBO roénie i 7 ostrego staje sie stopniowo prostym, potym za
rozwa.rt_ym, to cigciwa 0OC z poczatku ro$nie, az stanie si¢ rowng
sred nicy (pelozenie AyByC, trojkata), potym za$ maleje.

J{llf widzimy, punkt ¢ porusza si¢ po prostej OL od punktu C,
do .C% z 1 powrotem do C;. Najmniejsza odleglo$é od ¢ do O rowna sie
mn‘le]szeJ przyprostokatnej, najwieksza rowna sie przeciwprostokalnej
trojkata danego. *) .
. Cheace jednak twierdzi¢, ze miejscem geometrycznym punktu ¢
Jjest odcinek C;C,, musimy dowiesé, ze kazdy punktvtego odcinka mo-
zemy uwaza¢ jako pewne polozenie ruchomego punktu C, innymi sto-
Wy: ze punkt G, poruszajac sie po C,C,, nie przeskakuje zadnego punk-
tu tego odcinka.**) B

W tym celu wykazemy, ze jesli dowolny punkt odcinka C,C, uwa-
za¢ bedziemy jako wierzcholek kata prostego, wowezas bedziemy mo-
gli w taki sposob zbudowaé trojkat prostokatny rowny danemu, ze
wierzcholki kqtow ostrych znajda sie na potprostych 0X, OV, ,

Rys. 110 .
' .Islotnic, 7 dowolnego punktu G’ odcinka C1C, kredlimy okrag pro-
mvlemcm a. Niech B’ bedzie punktem iego przeciecia sie z polprostq OY.
W punkcie ¢’ wystawiamy prostopadia do C’B’; prostopadta ta nie mo-

*) UstaliliSm¥ fakt, ze punkt ¢ nie moze poruszaé¢ sie po catej
prostej OL, lecz jedynie po odecinku C.C,. Dowod przeprowadziliém)l'
bezposrednio, by pokazaé, jak pozytecznag rzecza bywa wykre$lanie
skrajnych polozen figary. Moglismy jednak dowéd ten pominaé, gdyz
przy badaniu twierdzenia odwrotnego (t. j. przy badaniu, czy k‘a'lzdv
punkt prostej OL nalezy do poszukiwanego miejsca geometrycznedou)
wyszloby samo przez sie na jaw, ze C porusza sie tylko po odcinku CIE’ :

o) "l‘akie przeskakiwanie jest nieprawdopodobne, lecz nie jeslf,
teoretycznie rzecz biorac, niemozliwe. Gdyby takie przeskakiwanie
punktow zachodzilo, nie mogliby$my zbudowaé zadnego mechanizmu
wyobrazajacego ruch punktu C.
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ze by¢ rownolegla do OX (dlaczego?), przetnie wiec te poélprosta
w jakim$ punkcie A’. Powiadam, ze AA’B’C’ réwna si¢ danemu troj-
katowi AABC.
Jakoz czworobok OB’C’A’ jest wpisany (dlaczego?) a wiec
*C’'B’A’ = & C’'0OA’ = £B,
~ B'C’ =a = BC,
zatym AA'B'C" = ANABC.
Jak widzimy, istnienie trojkata A A’B’G” zalezy od tego, czy okrag
(C")a ma punkty spélne z polprosta OY. Oznaczajac przez G'K prosto-
padla, poprowadzona do OY (rys. 110), mamy:
jezeli a < C'K, wowezas okrag (C’)a i OY nie maja punktéow spolnych
i trojkat AA’B’C’ nie istnieje;
5 a= C'K,wowczas okrag (C’)a i OY maja jeden punkt spélny,
istnieje wige jeden tylko trajkat AA’B’C’;
jezeli 'K < a < C’'0 wowezas okrag (C’)a i polprosta OY majg dwa
punkty spoélne, istniejg wiec dwa trojkaty A A’B’C’;
C’'K < a oraz C'O<<a, wowczas okrag (C’)a i polprosta OY majg

»

- jeden punkt wspélny, istnieje wiec jeden trojkat A\A’B’C’.

Pierwszy z tych czterech przypadkéw nie moze zachodzié, jezeli
G’ lezy na odcinku C,C, (dla czego?); co si¢ tyczy ostatniego przy-
padku, to tatwo dostrzedz, ze punkt C’ nie moze leze¢ miedzy O i C,,
gdyz wtedy wierzcholek A’ nie mogiby leze¢ na polprostej OX (d1a-
czego?).

Tak wigc istnieje zawsze przynajmniej jeden trojkat AA’B’CY,
o ile C" lezy miedzy C,C,, jezeli za§ G’ lezy miedzy Cy i C,, to mamy
dwa rowne sobic trojkaty AA’B’C’, co zgadza si¢ w zupetnosci w wy-
nikami, do ktorych doszliSmy poprzednio. .

Co si¢ tyczy miejsca geometrycznego $rodka Z przeciwprostoka-
tnej AB, to wystarczy zauwazy¢.. ze odcinek OZ (na rysunku nie za-
zZnaczony) rowna si¢ ¥ AB, a wiec jest staly. Punkt Z kre§li wobec te-
go okrag (O)r, w ktorym r = £4B.

Zadanie 3. ZnaleZé miejsce geomelryczne punklow, z klorych dane
kolo (O)r widaé¢ pod danym kqlem <o *)

Jezeli X jest punktem, nalezacym do szukanego miejsca geome-
trycznego, wowezas kat s<AX A’ pomiedzy stycznymi réwna si¢ dane-
mu katowi <Zo.

Polowa tego kata musi byé réwniez stala czyli kal <<OXA musi
by¢ staly, ze ze§ w trojkacie prostokatnym AOXA przyprostokatna
OA = r jest stala, zalym i przeciwprostokatna OX musi by¢ stata.

*) Jezeli z punklu zewnetrznego P poprowadziliSmy styczne
PA, PA’ do kola, wowezas powiadamy, ze z punktu P widzimy koto pod
katem <CAPA’.
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Punkt O jest nieruchomy, punkt
X znajduje si¢ od niego w stalej odle-
glodeci, a wige X lezy na okregu Kkola,
klorego $rodkiem jest punkt O.

Aby mie¢ prawo twierdzié, ze o-

telnik dowiedzie albo twierdzenia od-
wrotnego (kazdy punkt rzeczonego o-
kregn moze by¢ uwazany jako punkl
X; inmymi stowy: z kazdego punktu
tego okregu widaé kolo (O)r pod
danym katem), albo tez twierdzenia
przeciwnego (z zadnego innego punktu
plaszezyzny nie widaé kola (O)r pod

Rys, 111,

kaltem danym).

Zadanie 4. Danesqdwa kola (O)ri (0. Prowadzimy w nich pro-

l'nienie. QA, O’A’, przecinajqee si¢ w punkeie B pod stalym kqlem. Jakie
Jest miejsce geomelryczne $rodka X odcinka A A’?

Rys, 112,

. Widaé odrazu, ze tym’ miejscem geometrycznym musi byé li-
nja, ktorej osiq symetrji jest prosta 00’, gdyz punkt X przybieraé umoie
po (l.Wl’l stronach tej prostej polozenia symetryczne. Wykr:eélenie kilku
po}()'zen p.upklu X wskazuje, ze mamy do czynienia z linja krzywa
a wiec miejsce sktada si¢ prawdopodobnie z lukow kot symetrycmycll,
wzgledem OO0’ albo tez jest okregiem kola, ktorego $rodek znajduje sie
na prostej 00’. - ‘
, Przekonamy si¢, 7ze to drugie przypuszczenie jest prawdziwe.
“Zbudujmy rownoleglohoki OAXM, O’A’X M. Mamy wowezas

krag ten jest miejscem punktu X, czy- .
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OM = O'M’,
a poniewaz odcinki te sa do siebie rownolegle, wiec rowniez
X COM = xCO’'M’, =CMO = <CM’'0O’

czyli AOMC = AVM'C
i, co zatym idzie, oCc =0C, CM = CM’.

Punkt wige C jest $rodkiem stalego odcinka 00, a odcinek XC
jest $rodkowa w trojkacic AMXM.

Zauwazmy teraz, ze ScM XM’ jest staty, gdyz rowna sig¢ stalemu
katowi <cOBO’, a procz lego mamy

MX =0A =r, MX=04'=r,

zatym Lrojkat A'MXM’ zmienia wprawdzie swe polozenie (mianowicie
obraca sie dokota punktu C), lecz nie zmienia ani ksztattu, ani wielko$ci
(IL cecha rownosci trojkatow).

Widzimy wiee, ze punkt X lezy zawsze na okregu kota, ktérego
érodkiem jest punt C, promien za§ réwna sie $rodkowej takiego trojka-

- ta, w ktorym dwa boki réwnajg si¢ promieniom kot danych, kat za$

miedzy tymi bokami rowna si¢ katowi stalemu $<0BO".

Dowo6d twierdzenia odwrotnego nie przedstawia trudnosci. Bu-
dujemy mianowicie trojkat AMXM’ tak, by punkt G byl $rodkiem
boku MM’ i zeby byto MX =r, M’X =r’, a zarazem zeby kat MXM’
réwnal sie danemu katowi; wierzcholek X znajduje sie wowcezas na kole,
hedacym domniemanym miejscem geometrycznym. Pozostaje popro-
wadzi¢ promienie OA, O’A’ réwnolegle do MX, M'X i dowiesé, ze
AX = A'X.

Zadanie 5. Dane sq dwa punkty nieruchome A, O; przez O prowa-
dzimy wszelkie mozliwe proste i wzgledem Lkazdej z nich znajdujemy punkt

- A’ symelryczny z A. Jakie jest micjsce geomelryczne punki A7

Prosta AO musi by¢ osig sy-
metrji szukanego miejsca geometry- X
cznego (dlaczego?) Jezeli po- A
prowadzimy prosta OX prostopa- 2
dla do AO, wowezas obraz symetry- Kw
czny punktu A wzgledem osi OX ¢ o
znajdzie sie w punkcie A,. Jezeli
prosta OX zbliza si¢ do A0, obraz
punktu A zbliza sie do tego punktu;
gdy wreszcie 0X zlewa si¢ z AO
obraz punktu A zlewa si¢ z samym
punktem A.

Tak wiec miejsce geomefrycz- Rys. 113.
ne jest linja, przechodzaca przez
A i A, i symetryczng wzgledem prostej AQ; stad wnosimy, ze we-
dle wszelkiego prawdopodobienstwa miejscem geometrycznym punktu
A’ jest okrag kota, ktorego $rednicg jest AA,.

Przypuszezenie to tatwo sprawdzic. Niech OK (rys. 113) bedzie
dowolng prosta, przechodzaca przez O 1 niech M bedzie rzutem punktu
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A na o$ OK, za§ A’ niech bedzie obrazem symetrycznym punktu A
wzgledem tej samej osi. Eaczymy A’ z A,

Poniewaz AM = MA’, A0 = 0OA,,
zatym OM /| A’A,,

czyli kat <4474, jest prosty.
Micjscem wiec punktu A’ Jest istotnie okrag (0)A Wk

Zzdanie 6, W tréjkqceie ro’wno}'amiennym AABC (CA = CB)
prowadzimy dowolnq prostq CL, tnajdujemy obraz symelryczny B’ punklu
B wzgledem osi CL i lqczymy B’ z A. Niech proste AB’, CL przecinajq
sie w punkcie X. Znale#é miejsce geomelryczne punkiu X.

Jezeli prosta CL zlewa sig

D z bokiem CB, wowczas B’ (a wiec

/ 1 X) zlewa sie z B. Jezeli CL

/ przybiera polozenie CK 1 AB.

wowezas B’ zlewa siez A, a wicc

I X zlewa si¢ z A, Wreszcie, je-

zeli CL staje sie dwusieczng ka-

ta zewnetrznego < DCB, wow-

czas B’ zlewa sie z D (o ile, jak

na rysunku, DC = CB), a X zle-
wa sie¢ z C,

Tak wiec miejscem geome-
tryeznym jest prawdopodobnie
okrag, opisany na Lrojkacie
A ABC. Jezeli przypuszczenie
nasze jest prawdziwe, to czworo-
bok ACXB musi by¢ wpisany
2 bez wzgledu na polozenie punk-

g tu X, Tak jest istotnie, Jakoz
; B wiemy, Zze czworobok KCMB,

Rys, 114 jest wpisany (dlacze g 0?),
- zatym
*l = x2

Ale w trojkacie AAB’B punkty K,M sa $rodkami dwoéch bokow,
zatym KM /| AB’ czyl
. K2 = 3,
a wiec sl — ey
i czworobok ACXRB jest wpisany.

Ze wzgledu na twierdzenie § 147 dowod twierdzenia odwrotnego
jest zbyteczny.

*) W tym wypadku niema potrzeby dowodzié twierdzenia od-
wrotlnego, gdyz wiemy, ze miejscem wierzcholka kata prostego, ktorego
ramiona przechodzg przez dwa stale punkty A, Ay jest okrag, zakreslo-
ny na Srednicy AA,.
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Cwiczenia XX. 1. Dany jest okrag (O)r i staty punkt A; znalezé
iejsce $rodkow odeinkow, poprowadzonych z A. do punkltow olff‘('gu.
Sk 2. W trojkacie A\ ABC podstawa ¢ jest nieruchoma, a réznica
~dwu dl:llg.’,i(‘ll blok(')w jest stala (=m). Znalezé miejsce S])odl{.éw pr'oslo—
: dtych -poprowadzouych z wierzcholkow A 1 B do dwusw(-?nel ka-
3 1t)a zilnie,nnego < C [Wskazowka: Wykredli¢c kota (4)ym i (!3)171].
f 3. W czworoboku ABCD boki a, b, d i przekatna ¢ sy stalej dlu-
ooéei. Znalezé miejsce geometryczne:
1-0 $rodka X przekatnej f; . - ‘
2-0 $rodka Z odcinka XY, gdzie X 1Y sq §rodkami przekatnych 7, ¢.

4. Do danego kola O prowadzimy dwie styczne PS, PS’ tak, ze
X SPS’ = % 8. . o ’

Znalez¢ 1 wykredli¢c miejsce geometryczne:

1-0 $rodka kola wpisanego w tréjkat. APSS’:/

2-0 $rodka kola opisanego na trojkacie APSS’.

5. W trojkacie AABC bok AB jest nieruchomy, kat za$§ <<C za-
chowuje stala wielko$¢. Jakie jest miejsce geometryczne:

1-0 $rodka W kola wpisanego?

2-0 Srodkow Wa, Wi . We kol zawpisanych?

3-0 ortocentru H? _

6. W trojkacie prostokatnym przeciwprostokatna jest. 1}1er11§ho—
ma; dlugo$ci dwoch przyprostokatnych sq zmienne. Co kreéli jego $ro-

. o
, 4ok c';?zllgftc;);‘osty porusza si¢ tak, ze ramiona jego pozostaja styczne
-do dwdch kot spolsrodkowych; znalezé miejsce

1-o0 wierzcholka kata, .

2-0 srodka odcinka, laczacego punkty stycznosm..

8. Dane jest kolo (O)r; danym promieniem r’ o‘krfzéllmy_k.olo, wy-
znaczajace w kole (O)r cieciwe danej dlugos$ci. Jakie jest miejsce geo-
metryezne Srodka tego drugiego kola? ‘

y9. Dane jest kolo (O)r; z dowolnych I)l.lllk.t()W A.l,:.lz,Aa... ol;rquu
prowadzimy réwne sobie i rownolegle do siebie odcinki A;B;, A,B,.
. ~- . . . - ‘)
A;B;...; jakie jest miejsce punktu B.. »

303 10. Dane kolo i czworobok wpisany ABCD,‘ W l\toryn} bok 1?1?
jest niewiadomy, bok za§ CD jest stalej dlugosc}. Co kresla pun (;
przeciecia prostych BC, DA oraz punkt przecigcia sie pr(.)sty.'ch AC, B]:)' '

11. Dwa kola zmiennej wielko$ei styezne sq do siebie w ])ur_lktfl{
X, aprocz tego styczne do nieruchomej prostej m w statyeh punktach
A, B. Co kreéli punkt X? ; -

12, Dana jest prosta m i na niej staly punkt A. Prov_vadzm}y W szy:sl—
- kie kota, styczne do m w punkcie A, do kazdego zas 2 trych k,(,)l pl_o‘\y‘x?
dzimy styczpa, rownolegla do innej danej prostej L .Lnalczc §me]§..lx
geomelryczne punktu styczno$ei X tych styeznych i wykreslonych

rzez nas kol - e
. 13. Dany jest kwadrat ABCD. Z punktu A promienicm A B kreslimy
kolo, a do hiku zawartego wewngtrz kwadratu prowadzimy dowolng
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styezna, ktora przecina boki BC, €D odpowiednio w punktach K I..
Znalez¢ miejsce geom. §rodka kola, opisanego na trojkacie A AKL.
14. Dane kolo O, a w nim dwie prostopadle do siebie i nierucho-

me $rednice AOA’, BOB". Prowadzimy dwa prostopadle do siebie lecz .

ruchome promienie OX, OY, a przez ich kofice kreslimy proste, rowno-
legle do Srednic OA, OB. Jakie jest miejsce geometryczne punktu Z,w kto-
rym przecinajg si¢ te dwie proste?

15. Dane dwa kota 0’,0”, styczne do siebie w punkcie A; niech
m bedzie spolng ich styezng w tym punkcic, m’ za¢ i m’” niech bedg
dwie styczne réwnoleglte do m. Po m porusza si¢ punkt M, z ktérego
prowadzimy styczne do obu kol, przecinajace proste m’, m”” w punk-
tach M’, M”. Znalez¢ miejsce punktu X, w ktérym przecinajg sie pro-
ste M’0O’, M”0”,

16. Na plaszczyZnie dane sg dwie przecinajace sie proste a, b
i punkt P, lezacy na a. Z punktu zmiennego X prowadzimy réwnolegly
do b, ktéra przecina prostq @ w punkcie Y. Jakie jest miejsce punktu
X, jezeli mamy stale XY = YP?

17. Co kresli wierzcholek C tréjkata A ABC, w ktorym bok AB
lest nieruchomy, $rodkowa za$ sa ma staly ditugo$é?

18. Dwa kota zmienne sa slyczne w stalych punktach P, P’ do
dwoch nieruchomych i przecinajgcych sie prostych, a procz tego sq
stycezne do siebie w punkcie X. ZnaleZé miejsce geometryczne punktn X.

19. W trojkacie AABC katy sa stale, wierzcholek A jest nieru-
chomy, wierzcholek B porusza sie po prostej danej m. Co kreéli trzeci
wierzcholek? [Wskaz 6 wk a: wykreslajgc rozne poloZenia punktu C,
uwzgledni¢ to polozenie, przy ktérym bok a lezy na prostej m].

20. W trojkacie prostokatnym A ABC, ktérego przeciwprosto-
katna AB jest nieruchoma, na przedluzeniu boku «a odkladamy CD=a

i punkt D laczymy ze $rodkiem O kola opisancgo. Znalezé i wykresli¢

miejsca geometryczne
1-0 punktu D;
2-0 punktu E, w ktorym prosta DO przecina bok b.

21. Dany jest staty kat <ABC, wewnatrz niego staly punkt M,
wreszcie kat e, ktorego wierzcholek lezy w punkcie M. Kat e obraca
sie dokota M, pozostajac zawsze réwny sobie. Niech ramiona obuka-
Low przecinaja sie w punktach K, L; z punktu M prowadzimy odcinek
MS L KL. Znalez¢ m.ejsce punktu S. [Wskazoéwka: poprowadzié
MD, L ABoraz MD, 1 CB i polaczyé D, i D,z punktem E]J.

22. Przez punkl C przecigeia sie dwoch kot prowadzimy sieczng
nieruchoma ACA’ i sieczna ruchoma BCB’. Niech P bedzie punktem
przecigeia sie prostych AB, A’B’. Znalez¢ i zbudowaé miejsce geometry-
czne punktu P.

23. Na odcinku AB, jako na $rednicy, kreslimy polokrag; do-
wolny punkt C tej krzywej laczymy z A i zB, na przedluzeniu odcinka
AC odkladamy AX = CB. Znalezé miejsce punktu X. [Wskaz 6 w-

k a: w punkcie A wystawiamy prostopadiy do Srednicy i odkladamy
na niej AD = AB].
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24. W kole O mamy dane dwie nieruchome i prostopadie do sie-
bie érednice AOA’, BOB’. Na ¢wiartce AB okregu obieramy dowoln.y
punkt M, przez ktory prowadzimy styczng, przecinajaca w punkcie
K przediuzenie $rednicy AOA’. Niech W bedzie $rodkiem kola wpi-
sanego w AOMK. Dowies¢, ze gy M przesuwamy po okregu, punkt
W przesuwa si¢ po bokach kwadratu, wpisanego w kolo O.

Zbada¢ szcezegétowo ruch punktu W w zalezno$ci od ruchu punk-
tu M. Czy W moze znalezé sie¢ w wierzcholku kwadratu? w $rodku
boku kwadratu? Jak nalezy zmienié warunki zadania, zeby punkt ru-
chomy wykreélil caly kontur kwadratu? [Wskazowka: AOW.i=
=A0WDM]. '

25. Przy tych samych zatozeniach, co w poprzednim zadaniu, zba-
da¢ ruch $rodkow Wy, W,, W, kot zawpisanych, stycznych odpowiednio
do bokéw OM, MK, OK.

26. Dane kolo O i w nim promien nieruchomy OA. Kreslimy
promiet zmienny OB i prowadzimy BC L OA. Znalei¢ miejsce geo-
metryczne $rodka W kola, wpisanego w trojkat A OBC.

[0 dp o w.: catery tuki, obejmujace kazdy po % 8]._

27. Po przedluzeniu $rednicy kola O porusza si¢ punkt A;
z punktu tego prowadzimy styczna i na niej odktadamy AB = A0. Co
kre$li punkt B, gdy A porusza si¢ po OA? .

28. Dokola wierzcholka A trojkata statego A ABC ohr.;u-av sig
prosta, ktora przecina w punkcie D kolo opisane na tym.trbjkacie,
a w punkeie E przecina prosta BC. Niech kolo CDE Qrfze’cma. prostq
AC w punkcie F, a prosta BF w punkcie G. 1-0 Dowlxesé, zZe Ppro-
sta GE obracasie dokola stalego punktu; 2-o znalezé miejsce punktu G.

29, Znalezé miejsce geometryczne $rodkéw wszystkich réwiole-
globokow, wpisanych w dany czworobok ABCD i majacyveh boki row-
nolegle do przekatnych AC, BD. ‘

30. Z punktu stalego P prowadzimy do danego kola‘ sieczna P.ﬁ{B,
w punktach za$§ A, B prowadzimy styczne AC', BC J'akle jest miejsce
geometryczne ortocentru H frojkata AABC, jezeli sieczna obraca sie
dokola punktu P? |

[Wskazowka: punkt symetryczny z el‘tqcentrem H wrzgle-
dem boku AB lezy na okregu kola, opisanego na AABC].

i. O rozwiazywaniu zadan konstrukcyjnych.
A. Przyktady analizy geometrycznej.

§ 154. Zadania, z ktérymi dotad mieliSmy do czynienia, byly
tak zgrupowane, ze rozwiazania ich wynikaly nieraz bezpo-
srednio z twierdzen, podanych i dowiedzlonych w tekscie,
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lub z innych zadai, uprzednio rozwiazanych. W praktyce
jednak zwiazek miedzy danym zagadnieniem a znanymi
twierdzeniami geometrji bywa zwykle do$é odlegly. Aby ten
zwiazek odnalez¢, postepujemy w sposob nastepujacy.

Zakladamy najpierw, ze zadanie zostalo juz rozwiazane,
innymi stowami: kreslimy figure mniej wigcej zblizona do po-
szukiwanej i zakladamy, Ze spelnia ona wszystkie warunki
zadania. Nastepnie, kreSlac w razie potrzeby linje pomocni-
cze, staramy si¢ wykazaé, Ze nasze zadanie byloby rozwia-
zane, gdyby si¢ udalo rozwiaza¢ pewne inne zadanie. Dalej
wykazujemy, ze to drugie zadanie byloby rozwiazane, gdyby-
smy umieli rozwigzaé trzecie jakie$ zadanie, i t. d. Poste-
pujac w ten sposob, dochodzimy wreszcie do zadania, ktore-
go rozwigzanie jest nam znane.

Postepowanie to nosi nazwe analizy geomelrycznej. Na
czym ono polega, zrozumiemy najlepiej na przykladach.

§ 155. Zadanie I. Dane sq dwa kola (O)r, (O')r’, przecinajqcee sie
w punkcie A; poprowadzi¢ przez ten punkt sieczng w taki spo-
s6b, zeby suma cieciw, wyznaczonych na niej przez oba kola, ro-
wnata sie danemu odcinkowi m.

Przypusémy, ze 1’>r1i ze ko-
la oraz odcinek BB’, przedstawio-
ne na rys. 115, odpowiadaja wa-
runkom zadania. Je$li poprowa-
dzimy ze $rodkoéw 0,0" prostopa-
dle do cieciw, otrzymamy odcinek
CC’, ktory rowna sie Vom, jest

-Rys; 115, wiec znany. Odcinek ten jest za-

razem odlegloScia miedzy dwiema

rownolegtymi do siebie prostymi OC, 0’C’. Tak wiec zadanie

nasze byloby rozwiazane, gdyby si¢ udalo rozwiazaé¢ naste-
pujace

Zadanie pomocnicze L. Przez dwa dane punkly 0.0° popro-
wadzié dwie rownolegle lak, zeby odleglo$é miedzy nimi réwnala
si¢ danemu odcinkowi V5 m.

Jezeli teraz poprowadzimy ze $rodka mniejszego kola
rownolegla do prostej CC’, wowczas otrzymamy tréjkat pro-
stokatny AOO’D, w ktéorym przyprostokatna OD réwna sie
15 m. Zadanie tedy pomocnicze hyloby rozwiazane, gdvby-
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smy potrafili zbudowac tréjkat AOO’D czyli gdyby$my roz-
wigzali nastepujace
Zadanie pomocnicze IL. Zbudowac iréjkat prostokatny A00’D,

majqc danq przeciwprostokqlng 00’ i przyprostokqlnqg OD =1, m.

To drugie zadanie rozwiazac mozemy. Istotnie, na 00,
jako na $rednicy, kreslimy potkole, z punktu zas O kreslimy
koto promieniem réwnym 5 m.; punkt przecigcia sie tych
kot jest wierzchotkiem D trojkata.

Cheac teraz ofrzymaé rozwiazanie zadania 1, przedluza-
my bok O’D tréjkata i z punktu A prowadzimy prostopadia
do prostej O’D; prosfopadla ta jest zadana sieczna.

Istotnie OD = CC' = 1% m, ze za§ BC = CA, C'B’ =
C'A, zatym BB’ = m

§ 156. Zadanie Il. Poprowalzi¢ spélne styczie do dwéch da-
nych nierownych kot (O)yr i (O)r.

L. Przypusémy znéw, ze r’>r i ze kola wraz ze styczna
S§8 na rysunku 116 odpowiadaja warunkom zadania. Pro-
mienie 0S, 'S’ sa prostopadie dog
stycznej SS, a jezeli przez O po-
prowadzimy rownolegla do stycz-
nej, przecinajaca w punkeie 7' pro-
mien wigkszego kola, otrzymamy
trojkat prostokatny AO0O0T,
w ktorym O'T =1 —r (dlacze-
g0 ?).

Zadanie nasze rozwiazemy, o
ile potrafimy rozwiaza¢ nastepu. Bip i
jace

Zadanie pomocnicze: Zbudowaé (réjkal prostokaqlny, w klo-
rym mamy danq przeciwprostokqing, oraz przyproslokqing, réw-
najqeq si¢ roéznicy promieni r'—r.

Trojkat taki budowa¢ umiemy. Po zbudowaniu go, wy-

- starczy przedluzy¢ bok O'T' az do przecigcia sig z okregiem

w punkeie 8, przez O poprowadzi¢ promien OS réwnolegly
do 0§’ i polaczy¢ punkty S,S”.

Rzecz prosta, ze mozemy zbudowaé dwa (rojkaty takie
jak AOO'T, polozone symetrycznie wzgledem linji $rodkéw
00’; powinni$my tedy otrzymaé dwie styczne takie, jak S

. Styczne te nazywamy zewnetrznymi.
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Wynik ten byl latwy do przewidzenia, gdyz linja Srod-
kow 00’ jest osia symetrji figury, zlozonej z dwoch kol (O)r
i (O)r.

Rozwiazanie nasze wymaga, Zeby bylo

00'>0'T czyli OG’>r"—r (dla czego?)

Innymi stowy: zeby zadanie bylo mozliwe do rozwiaza-
nia, kota dane albo nie powinny mie¢ wecale punktéow spol-
nych, albo powinny by¢ zewnetrznie do siebie styczne, albo
wreszcie powinny si¢ przecinac.

We wszystkich tych trzech przypadkach kola maja dwie
spolne styczne zewnetrzne.

W przyvpadku granicznym, gdy mamy

00/ — I./ — r

czyli gdy kola sa wewngtrznie do siebie siyczne, trojkat-
AOO'T nie istnieje, lecz wtedy prosta, prostopadla do 00"
w punkeie stycznosci kol, jest spolna styczna zewnetrzna da-
nyeh kol *)

I1. Mozemy wyobrazi¢ sobie jeszceze inng figure, odpowiada-
jaca warunkom zadania, mianowicie taka, jak na rysunku 117.
Kreslimy znéw promienie
0S, 0'S’ prostopadle do spoltie~
stycznej SS’, przedluzamy proj
mien 0’S’, z punktu za$ O pro-
wadzimy rownolegla do styez-
nej, a wiec prostopadia do pro-
stej O0’S’.
Rys. 117. W ten sposob ofrzymuje-
my trojkat prestokainy AOO'T,
w ktorym O'T'=r+1 (dlaczego?). Siwierdzamy znow, z¢
zadanie nasze byloby rozwiazane, gdyby$my potrafili rozwiag-
za¢ nastepujace '

*) Uczen wykresli wspolne styezne zewnetrzne dla kilku par kot
o tveh samych promieniach r, 1/ i przekona sig, ze gdy odleglo$é $rod-
kow stopniowo maleje. tak iz kolo (O)r stopniowo przechodzi w kolo
styczne wewnetrznie do kola (O)r’, obie styczne spolne coraz hardziej
shlizajg sie do siebie, az wreszeie zlewaja sie w jedng prosta.
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Zadanie pomocnicze. Zbudowac trojkal prostokainy AOO'T,
majqc danq przeciwproslokqing 00’ i przyproslokqing O'T =
I + I". .

Zadanie to rozwigza¢ umiemy. Po rozwiazaniu go wy-
padnie tylko poprowadzi¢ OS//O'T 1 polaczyé¢ S z S
Witen sposob otrzymujemy spolng stycznqwewnelrznqdwdéch
kol. , -

Oczywista rzecz, ze musi istnie¢ druga jeszcze styczna
wewnetrzna, symetryczna z prosta SS” wzgledem osi 00

Rozwiazanie nasze wymaga, zeby bylo

QU= 0= czylin 00 =T51%

Innymi stowy: kola dane nie powinny mie¢ weale punk-
tow spélnych; otrzymujemy wowezas dwie styczne wewnetrzne.

W przypadku granicznym, gdy 00’ =r +r, trojkat
AOO'T przestaje istnieé; kola s wowcezas zewnetrznie do sie-

bie styczne, a prosta, prostopadla do osi 00’ jest jedvna ich
spolna styczna wewnetrzng. *).

§ 157. Zadanie Ill. Zbudowac trojkal prostokqlny majac dang
przeciwproslokqing ¢ 1 promiesi p kola wpisanego. N

Analiza. Przypusémy,
ze zadanie jest rozwigzane i ze 615
“ AABC na rysunku 118 przed |
stawia zadana figure. Niech W
bedzie §-odkiem kola wpisane-
go, A;, By, C,; niech beda pun-
ktami stycznoSci tego kola
z bokami a, b, ¢ trojkata.
; Jezeli poprowadzimy pro
mienie WA,, WB;, zauwazymy -
_.odrazu, 7e A C1 B

Rys. 118,

Ay =CB; =p(dlaczego?)
Zwazywszy, iz AB, = AC;, BA, = BC(,,
mamy a = BC, + p
b = AC, +»p
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zatym a +b =¢ +

czyli mamy dana sume dwoéch przyprostokatnych.
Jak widzimy, zadanie nasze daloby sie rozwiazaé, gdy-
bySmy umieli rozw'azaé nastepujace

Zadanie pomocnicze I: Zbudowaé (réjkal prostokqtny, ma-
jac danq przeciwprostokaing ¢ i sume dwéch przyprostokatnych
a + b.

Jezeli przedluzymy bok a, na przedluzeniu jego odlozy-
my CCy= b i polaczymy A z C,, otrzymamy trojkat AAC,B,
w ktorym znamy boki BC,, AB oraz kat < BC,A — 1.3 (d1a-
czego?). Pozbudowaniu takiego tréjkata znajdziemy odrazu
punkt C.“Istotnie, punkt ten, jako wierzcholek kata proste-
80, powinien leze¢ na okregu, ktorego érednica jest bok AB.

Tak wigc zadanie nasze potrafimy rozwiaza¢, gdyz umie-
my rozwigzaé nastepujace :

Zadanie pomocnicze Il:  Zbudowaé lréjkql, majac dane dwa
boki i kat przeciwlegly jednemu z nich (Cwiczenie XV, 23, str.
8§7=—88).

Konstrukecja. Budujemy kat réwny 1(8; na jednym jego
ramieniu odkltadamy odcinek CA =a+b=ct+piz pun-
ktu A kreslimy kolo promieniem réwnym odcinkowi ¢. Punkt
B. w ktorym to kolo przecina drugie ramie kata, faczymy
z punktem A, poczym na AB,
jako na $rednicy, kreslimy koto,
przecinajace prosta AC, w punk-
cie C. Trojkat A ABC jest za-
dany.

Badanie. Zadanie nasze ma
co najwyzej tylerozwiazan, ile ich
posiada zadanie pomocnicze I,
gdyz koto, zbudowane na $redni-
cy AB, przecia¢ moze tylko w je-
dnym punkcie prosta AC,.

W zadaniu pomocniczym ma-
my AB<<TAC,, kat za$ <CTAC,D jest mniejszy od prostego, za-
chodzi tu wige przypadek, o ktorym byla mowa pod numerem 3-o0
na str. 88 przy rozwiazywaniu ¢wiczenia 23-go. Jezeli poprowa-
dzimy AK L C,B, przekonamy sie, ze zadanie pomocnicze ma

[]

Rys, 119,
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jedno rozwiazanie, gdy ¢ = AK
dwa rozwigzania, s LG
niema rozwigzan, ,, ¢ << AK.

PowiedzieliSmy wyzej, Ze nasze zadanie moze mie¢ co-
najwyzej tyle rozwiazan, ile ich ma zadanie pomocnicze.
Istotnie, gdyby kolo, zakreslone na $rednicy AB, nie przecie-
lo wcale odcinka AC,, zadanie nasze nie daloby sie¢ rozwia-
za¢. Otoz, przypadek ten moglby zajsé wowczas, gdyby kat
XC,AB byl prosty lub rozwarty, ale to jest niemozliwe.

Istotnie, gdyby kat <CC,AB byl prosty, wowczas troj-
kat AC,AB bylby rownoramienny (dlaczego?) i mieliby$my

ABo=SAC,
czyli (=i e )

co jest niedorzeczne. Gdyby kat <CC,AB byl rozwarty, wow-
czas mieliby$Smy
X ABC, < X AC,B (dlaczego?)
i, co za tym idzie, AC, < 4B
czyli O RG]

co znow jest niedorzeczue.
Tak wiec zadanie nasze ma dokladnie tyle rozwiazan, co
i zadanie pomocnicze.

§ 158. Zadanie 1IV. Zbudowaé tréjkaqt, majqc dane irzy jego
Srodkowe.

Niech trojkat A ABC bedzie
trojkatem zadanym; AA’, BB/, CC’
niech beda jego Srodkowe, przecina-
jace sie w punkeie G.

Oczywista rzecz, 7ze znamy od-
cinki, wyznaczone na S$rodkowych
przez $rodek ciezkosci G (§ 81, str.

59). Wobec tego, jeSli przediuzymy Rys, 120
Srodkowa AA”ina przedluzeniu od-
fozymv Al — A’G, to otrzymamyv trojkat A GCI, w ktorym

€I =GB =3 sp, CG =%5, GI = %535,
Umiemy zbudowa¢ ten trojkat, gdyz mamy dane wszyst-
kie trzy jego boki.

Geomelrja elementarna.




130 Dodatek do ksiegi 1.

Po zbudowaniu tego tréojkata, mozemy z latwoscia kilko-
ma sposobami otrzyma¢ trojkat zadany AABC. Uczen znaj-
dzie sam konstrukcje.

Jak widzimy, zapomoca analizy sprowadziliSmy nasze
zadanie do rozwiazania nastepujacego

Zadania pomocniczego:’ Majac dane odcinki sa, <p . fc.
zbudowaé tréjkat o bokach % <a, $:v, % <.

Latwo przekonaé si¢, ze z kazdego trojkata ACGI mo-
zemy otrzymac jeden tylko trojkat AABC, zatym zadanie
nasze ma tylez rozwiazan, co i zadanie pomocnicze, t. j. dwa,
ktore zreszta roznia si¢ tylko poloZeniem, sa mianowicie sy-
metryczne wzgledem prostej Al (porown. § 137, str. 97).

Z powyzszych przykladow widzimy, ze analiza geome-
tryezna o tyle prowadzi do celu, o ile zadanie dane potrafimy
zastapi¢ przez zadanie latwiejsze lub poprzednio juz rozwia-
zane. Zalezy tu wiele od umiejetnego woboru linji pomocni-
czych, ktore mamy wykredlié. Nie mozemy w tym wzgledzie
poda¢ zadnych regul ogoélnych: trafnos¢ wyboru zalezy od
wprawy i od znajomos$ci roznych zwiazkow geometryeznych.

Cwiczenia XXI. Jezeli w zadaniu chodzi o zbudowanie trojkata
i jezeli mamy dang sume lub réznice dwu jogo bckow, wowczas nale-
zy te sumg lub réznice wprowadzié do rysunku, kierujae sie np. wska-
zowkami, zawartymi w Cwiczeniach 1X, 50—57, na str. 64. To samo
dotyczy przypadku, gdy mamy dany obwoéd trojkata lub sume (czy
tez ré7nice) innych jakichkolwiek odcinkow.

1. Zbudowaé¢ AABC, majac dane a-+b+c oraz A.B.

[Wskazowka do analizy: na prostej AB odkladamy na-
zewnatrz trojkala AABC odeinki AK=AC, BL=BC i tworzymy (rdj-
kat AKCL. Zbada¢ jego katy i sformulowaé zadanie pomocnicze, do
ktorego sprowadzamy rozwiazanie zadania danego].

2. Zbudowaé¢ AABC, maja dane b, r, —r,, B, przyczym £A<3.

S 55 o s oo Gl = Tas g A —B.

[Wskazowka do analizy: jezeli CD jest wysokoscia
oraz BE =r, —r, ., wowczas badamy katy w trojkacie ACBE*)].

4. Zbudowaé AABC, majac dane: a, b, r, —r;, , przyczym <LA<S.

5- L8] 2 iE B a’ Byra—rbv LK
6. 2 s o T ST T »
s e} 2 83 S C} ra _rb ] A_Bv $2]

*) ZaroOwno w tym, jak i we wszystkich innych zadaniach nale-
7y stara¢ si¢ przedewszystkim o jasne sformulowanie zadan pomocni-
czych, do ktérych sprowadzamy rozwigzanie zadania danego.
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[Wskazowka do analizy: jezeli CD jest wysokoScia,
DIE = DA = r, , wowczas badamy trojkat ACBE].

8. Zbudowa¢ A ABC, majac dane: a, b, s, .

9. o . \s DN R () Se )

10. 5 S 5 5 A, btcos,. [Wskazow-
ka do analizy: uzupelniamy trojkat AABC tak, by olrzymaé
rownoleglobok, w ktorym S, byloby polows przekatnej].

11. Zbudowaé trojkat AABC, majac dane: A, b—¢, s

a "

Oznaczmy przez D, , Dy, D, punkly, w ktérych kolo wpisane-
(W)p dotyka bokéw a, b, ¢ trojkata. Tak samo punkty, w ktorych ko-
to zawpisane (W, )p, . lezace w kacie 3£ A, dotyka bokéw trojkata lub
ich przedluzen, oznaczymy symbolami A,, A, , A, 7 latwosciq do-
wiedzie czytelnik nastepujacych zwigzkow, w ktorych symbol 2p
oznacza obwod trojkata AABC:
I. AD, =AD, =p—a,
BD, = BD, = p —b.
CD, = CDy = p—c.

T2 AL S = AVA =D,
BB, = BB, = p,
CC, = CCy = p.

Zbudowaé trojkat AABC, majac dane:

12. 2p, a, p, . 13. 2p, C, p. 14. 2p, p,. dy.

A58 2p Noss e s 16, 2p, Gl 17. p, A+B iodcinek WA.
IS p=—¢Na¥p" 118), Jole== By s 1), 0 20 8=t RASV

Pl =5 (6 (1 — [0 2 0= Gy [ 280 p—ic; AL por

W nastepujacej grupie zadan mamy dane badz poszczegolne hoki
trojkata, badz sume lub réznice dwoch bokow. Ueczen oprze analize
tych zadan na figurze podobnej do tej, ktora dala nam rozwigzanie
zadan grupy poprzedniej, a mianowicie na figurze, zlozonej z trojka
ta AABC, z kot (W)p, (W )p, . (Wy g, . (W, )p, oraz (w razie po-
trzeby) z kola opisanego (O)R.

Zbudowaé trojkat AABC, majac dane:

24. ¢, C, p. 26:¢, G, 0, 26. ¢, R, p.

27. ¢, A, p,. 28. a + Db, pys Py - 29. a—{—b,‘C, Pe -
30. a +b,p, p,. 3l. a +b,¢c,p.—p 32 Ma =G p = o
33. a—b, p. p,. 34. a— D, B, p. 35. a —b, h,.p
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36. Majac dany trojkat AABC, wykresli¢ z jego wierzcholkow,
jako ze Srodkow, trzy kotla, z ktorych kazde byloby styczne do dwu
drugich.

37. Dane jest kolo (0)A, na przediuzeniu za$ Srednicy OA dany
‘punkt B; znalez¢ na prostej AB taki punkl X, zeby styczna XC row-
nala sie odcinkowi XB.

[Wskazowka: przedtuzamy BC az do prze ciecia si¢ z kolem
w punkcie 0 i badamy katy trojkata ADOB].

38. Dany trojkal AABC i wewnatrz niego punkt K; wpisac
w lrojkat rownoleglobok tak, by punkt K byl $rodkiem roéwnoleglo-
boku. [Wskazowk a: jezeli poprowadzimy KL//AB oraz KM//BC.
wowezas, znajac punkty L, M na boku b, bedziemy mogli z lalwoScig
wyznaczy¢ wierzcholki D, E rownolegloboku, lezace na tym samym
hoku b].

39. Zbudowaé czworobok ABCD, majac dane w plaszezyZnie
rysunku $rodki M, N dwoch przeciwleglych bokoéw oraz cztery od-
cinki, rownajace si¢ odpowiednio bokom a, b, ¢, d. [Wskazoéowka:
jezeli K, L sa $rodkami przekatnych, to KL MN jest rownoleglobo-
kiem, w ktorym znamy diugosci bokow (dlacz ego?): jezeli P, S
sq $rodkami dwu innych bokéw czworoboku, wowczas PLSK jest tez
rownoleglobokiem o znanych bokach, a procz tego réwnolegloboki
KLMN, PLSK maja spolny $rodek].

40. Na plaszczyznie dane sg cztery punkty; wykresli¢c okrag
rownoodleglty od wszystkich czterech punktow.

41, Dany jest okrag kotaina nim dwa punkly A, B;wpisaé w Lo
kolo trojkat AABGC tak, zeby bylo <A — B =ao.

42, Dany jest kat <AOB. ktérego wierzcholek O lezy poza grani-
cami rysunku, Majac dany punkt € na ramieniu AO, znalezé na
drugim ramieniu taki punkt B, zeby bylo OA = OB.

43. Zbudowaé trojkat AABC, majacdane a + b,p, .p, . [Wska-
z 6 wk a: na dowolnej prostej m odkladamy odcinek a + b i w jego
konecach kre§limy promieniami danymi kola, styczne do prostej m.]

B. NMetoda miejsc geometrycznych.

§ 159. Zapomocy analizy geometrycznej mozemy kazde
zadanie konstrukeyjne sprowadzi¢ do typu nast¢pujacego:

wZnalezé punkt X, kidéry jest wyznaczony przer dwa znane
nam warunki.”

Niech bedzie dane np. do rozwiazania

Zadanie 1. Danym promieniem v zakresli¢ kolo styczne
do proslej danej m, kiére byloby zarazem zewnelrznie styczne do
danego  Lkota (On.

Yzecz oczywista, ze tym szukanym punktem X musi
byvé w danym razie Srodek kola, ktére mamy wykreslic.
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Rys. 121.

Zalozmy, ze rys. 121 przedstawia zadana figure. Skoro
kolo (0)r' ma by¢ zewnetrzaie styczne do kola szukanego
(X)r, odlegtosc¢ ich érodkéw powinna rownac si¢ sumie pro-
mieni czyli musi by¢

OPX = 7 57 i

Poniewaz, dalej, kolo (X) ma by¢ styczne do prostej m,
zatym odleglo§¢ punktu X od prostej m winna réwnac sie
promieniowi kola.

W ten sposob zadanie nasze sprowadzilismy do nasie-
pujacego zadania pomocniczego:

Zadanie pomocnicze. Znaleié punkl X, spelniajqcy jedno-
cze$nie dwa warunki: 1) odleglos¢ OX réwna sig sumie promient
v 4 17 2) odleglo$é punktu X od prostej m réwna sig I.

Aby rozwigza¢ to zadanie pomocnicze, bierzemy naj-
pierw pod uwage pierwszy warunek.

1) Poniewaz punkt O jest dany, a miejscem geometrycz-
nym punktow, odlegtych od punktu O o odcinek r + 1/, jest
okrag, zakre§lony z O promieniem r -- r’, zatym punkt X
musi leze¢ na tym okregu.

2) Przechodzimy teraz do warunku drugiego. Miejscem
geometrycznym punktéw, odleglych od prostej m o dany od-
cinek 17 jest uklad dwoéch prostych, rownolegtych do m i le-
zacych symetrycznie wzgledem niej w odleglosci 17 od tej pro-
stej. Wobec tego punktu X nalezy szukaé na tych rownole-
glych, a poniewaz lezy on jednocze$nie na kole, zakreSlonym
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z pul]ktl:l O promieniem r -~ r, zatym moze leze¢ tylko
w punkeie przecigcia si¢ tego kola z jedna lub drugs z powyz-
szych rownoleglych.

Ilo_éc’: rozwiazan zalezy od ilosci punktéw przecigcia sig
obu miejsc geometrycznych. Uczen zbada szczegolowo wszyst-
kie mozliwe przypadki. d

Jak widzimy, postgpowanie nasze polega na tym, ze
u‘{vzgledniamy najpierw tylko pierwszy warunek, ktéremu
winien czyni¢ zado$¢ punkt X,i w ten sposob wyznaczamy je-
(11'10 miejsce geometryczne tego punktu; nastepnie, uwzgled-
niajac tylko drugi warunek, znajdujemy drugie miejsce geo-
meftryezne tego samego punktu X. Wobec tego punkt szu-
kany X znajdziemy, wykresliwszy oba jego miejsca geome-
tryczne. . '

§ 160. Zadanie II. Wewnqlrz danego kqla SCMAN znale?¢ laki
pl.mkt X, zeby dane odcinki AB, AC, lezqce ne ramionach kata,
widaé byto z punklu X pod danymi kqlami <Y, IB.

Rys, 122,

Jezeli rys. 122 przedstawia figure zadana, czyli jezeli
punkt X na tym rysunku spelnia dwa nastepujace warunki:

X BXA =4, X AXC — B,

wéw;zas punkt X lezy 1) na luku, wykreslonym na cieciwie
A.B'I obejmujacym kat <Co; 2) na tuku, wykre$lonym na cie-
ciwie AC i obejmujacym kat < .

.Zadanie posiada jedno i tylko jedno rozwiazanie, jezeli
%llkl .te maja précz punktu A drugi jeszeze punkt spoiny, czyli
jezeli figura ABXC jest czworobokiem. Innymi stowami, aby

zadan.Je posiadalo rozwiazanie, trzeba i wystarcza, zeby za-
chodzila nieréwnosé

o X BAC + <BXC < 45
Czyli XBAC -+ <o+ <Ip < 48

=
ha; Sa s ‘IA'

a5
b
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§ 161. Czasem dopiero dluzsza analiza moze wskaza¢ nam

~ Hw punkt X, do znalezienia ktorego sprowadza si¢ rozwiazanie
'- Zadallia. JakO I)rzvklad pOdajemV llaStqujace

Zadanie Ill. Zbudowaé iréjkat A ABC, majqc dane

Niech trojkat AABC na rys. 123 bedzie zadany 1 niech
AD, AE, AF beda odpowiednio wysokoscia, dwusieczng i $rod-
kowa.

Przedewszystkim zauwazmy,
ze trojkat prostokatny AADE da-
je sie z latwoscia zbudowa¢, gdyz
znamy jego przyprostokatna AD
i przeciwprostokatna AE. To sa-
mo powiedzieé mozna o trojkacie |
A ADF. Po zbudowaniu tych \‘
dwoch trojkatowznaliby$Smy wierz-
cholek A zadanego trojkata, pro-
sta, na ktorej lezy bok a, oraz Rys. 123.
srodek F tego boku. Pozostale dwa
wierzcholki B,C trojkata dalyby sie latwo znalez¢, gdybySmy
umieli wykreslié kolo, opisane na trojkacie szukanym AABC
Ot6z kolo to potrafimy wykresli¢, jezeli znajdziemy jego $ro-
dek X, gdyz musi ono przechodzi¢ przez znany nam punkt A.

Tak wiec zagadnienie nasze sprowadzili$my do nastepujacego

Zadania pomocniczego. Znaleié $rodek kola, opisanego na
niewiadomym tréjkqcie AABC, majqe dane na rysunku tréjkq-
ly AADE, AADF, kiére wysokosc, dwusieczna i $rodkowa tego
niewiadomego lréjkqla lworzq z bokiem jego a,

Aby rozwiaza¢ to zadanie pomocnicze, musimy znalez¢
dwa miejsca geometryczne dla punktu X.

Jedno z tych miejsc znamy oddawna: jest to o$ symetrji
boku a, ktora mozemy wykresli¢, gdyz znamy $rodek F tego
boku i prosta DF, na ktérej lezy bok a.

Co sie tyczy drugiego miejsca geometrycznego, to znaj-
dziemy go zapomoca dalszej analizy.

Niech AXA’ bedzie $rednica szukanego kola. Na ry-
sunku 123 musi byé 1 = 2 (dlaczego?), a poniewaz trojkaty
A ABD, A AA’C sa oba prostokatne, zatym pozostale ich

- katy ostre musza rownac¢ si¢ sobie czyli musi by¢
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XBAD = JA'AC . . . . (D

ZalozylisSmy, ze AE jest dwusicczng kata <TBAC czyli
zZe mamy

XBAD + IDAE = LEAA’ + LA'AC . (2)
Z rownosei (1) i (2) wynika, ze
ADAE = JEAA"

Tak wiee, majac dany trojkat AADE, podwoimy jego
kat CDAE 1 otrzymamy prosta AA’, na ktorej musi leze¢
srodek X szukanego kola.

Wykonanie konstrukeji pozostawiamy uczniowi.

Cwiczenia XXII. 1. Majac dane promienie r, r’, zakre$lié nimi
dwa kola, styczne do siebie i do danej prostej m. [Uwzglednié rézne
rodzaje stycznoscil].

3. Dane sa na plaszczyznie punkty A, A, B, B’; wykres$li¢ dwa
kota spolsrodkowe tak, by jedno przechodzito przez A i A, drugie
PRZEZ BRI

4. Dane sg dwa kola spolsrodkowe (O)r, (O)r’ oraz punkt A;zbudo-
waé trzecie kolo, przechodzace przez A i styczne do obu danych.

2. Zbudowaé¢ dwa kota, styczne do siebie i do danej prostej m,
przyczym S$rodek jednego kola winien leze¢ w danym punkcie O
promien za$ drugiego powinien réwnaé sie danemu odcinkowi r.

5. Dane sa na plaszezyZnie trzy rowne sobie kota; wykreslié czwar-
te kolo, styczne do wszystkich trzech.

6. Dany trojkat AABC; znalezé punkt, z ktorego wszystkie
trzy boki trojkata wida¢ pod tym samym katem.

7. Zbudowa¢é czworobok ABCD, majac dane: «, A, e, [ oraz wa-
runek, zeby na tym czworoboku mozna by lo op isaé kolo.

8. Na danym trojkacie rownobocznym AAMN opisaé kwadrat
tak, by jeden jego wierzcholek lezat w punkcie A, boki za$ b i ¢ prze-
chodzily przez punkty M i N. [Wskazowka do analiz y: po-
prowadzi¢ przekatng AC].

9. W dane kolo wpisaé¢ trojkat prostokatny AABC tak, by
przyprostokatna « réwnala si¢ danemu odeinkowi, i zeby przediu-
zenie drugiej przyprostokatnej b przechodzito przez dany punkt M, le-
zacy zewnatrz kola. [Wskazowka do analiz y: czy wielko$é
przyprostokatnej b jest wyznaczona, jezeli znamy a i promien kola
opisanego?].

10. W dane kolo wpisa¢ trojkat prostokainy tak, by dwa ra-
miona kata prostego przechodzily odpowiednio przez punkty M, N.
Zbada¢ przypadki: 1) gdy oba pu nkty leza wewnatrz kola; 2) gdy je-
den lezy wewnatrz, drugi zewnalrz kotla; 3) gdy oba leza, zewnatrz
kola.
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11. Danym promieniem r wykresli¢ l.(oﬂn ktoreby na dwu danych
prostych wyznaczalo cigeiwy, rownajace sig danym odcinkom a, b.

12. Dane kolo O i prosta m; wykresli¢ sieczng tak, by .jedon
jej koniec lezat na prostej m, zewnelrzna jej czesc 1.‘0wnala'51¢ (1'«.1—
nemu odcinkowi a, cieciwa za$, wyznaczona prze ¢ sieczna, zeby sig
réwnala innemu danemu odcinkowi 0. [Wskazo w ka do ana 1 1;
zy: jakie jest miejsce $rodka cieciwy, wyznaczonej przez le smc:zm\.
Jak sieczna nasza lezy wzgledem tego miejsca geometrycznego?]

13. Przez punkt przecigcia sig dwoch kot poprowadzié w je-
dnym z nich cigciwe tak, by drugie kolo podzielito ja na polowy.

14. Przez dany punkt A poprowadzié¢ do danego kola sieczna tak,
by cigciwa, wyznaczona na tej siecznej, zostata podz.ielona na pOlO‘:V:\Z
przez dang prosta m. [Wskazowka do an a 1i z y: poprowadzic
promien, prostopadly do siecznej]. .

15. Dany trojkat prostokatny A ABC; miedzy ramio1ami kata
prostego umiesci¢ dany odcinek p tak, zeby konce jego lezaty na ra-
mionach tego kata, $rodek za$ na przeciwprostokatnej. [Wskazo w-

a do analizy: jezeli odcinek DF odpowiada warunkom zadapm.
punkt za§ E jest jego $rodkiem, wowczas laczymy E 7z wierzcholkiem
C kata prostego. Czy odcinek CE jest nam znany?|

16. Dany trojkat AABC i punkt M na boku a; W'yk}'es‘lié kolo.
styczne do boku a w punkcie M i wyznaczajace réowne cigciwy na bo-
kach b, c.

17. Wykre$li¢ kolo, przechodzace przez dany punkt A i wyzna-
czajace na dwu danych rownoleglych cigciwy, réwnajace sie danemu
odcinkowi m. ‘

18. Zbudowaé trojkat A ABC, majac dane A, B. p.

197 3 o 2 » ol ANdNp.
20. o o 5 o S AT =SB
21. S - . s AN

22. W plaszezyznie danego koia znalezé taki punkt X, by suma
stycznych XA -+ XA’rownata sie siecznej, poprowadzonej z punktu
X przez $rodek kota.

23. W dane kolo wpisaé trojkat AABC, majac dany bok a
“oraz dlugo$é odeinka AA’, gdzie przez A’ oznaczylisSmy punkt pr:zeciq—
cia sie kota opisanego z przedluzeniem dwusiecznej wewnetrznej dy.

24. Na danym czworoboku ABCD opisa¢ kwadrat. [Wskaz 6 w-
ka do analizy: uwzglednié miejsce geom. § 147 oraz fakt, ze prze-
katna kwadratu jest dwusieczng jego kata].

25. Zbudowaé trojkat prostokatny tak, by przyprostokatne a, b,
(lub ich przedluzenia) przechodzity odpowiednio przez dane punkty
L, M, dwusieczna za$ kata prostego (lub jej przedluzenie) przechodzi-
to przez punkt dany K, i zeby przyprostokatna CA rownala sie da-
nemu odcinkowi b.

26. Dane cztery punkty A, B, C, D; wykresli¢ kwadrat, ktorego
boki przechodzilyby odpowiednio przez te punkty.
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] 27 Z (]l\zu;ych ilw()ch punktow Oy, 0,, jako ze $rodkow, wykre.élié.
dwa rowne kola tak, by spélna styczna tych ko i y
I y ych kot przechodzita przez
o 28. panc ject kolo (Q)r, punkty A, B nie lezgce na nim i prosta m.
IZez ’A I B poprowadzi¢ okrag kola tak, by spélna cigciwa tych
dwu kot byla prostopadia do prostej m.
29. Znalez¢ taki punkt X, by styczne, poprowadzone z niego do
dwu danych kol, réownaly sie danym odcinkom m, m’.
» 30. W danylr} kole .(O)r poprowadzi¢ cigciwg, nachylong pod
katem <a do danej prostej m i réwnajaca si¢ danemu odcinkowi a.
31. ‘Z danego punktu A zakre$li¢ kolo tak, by styczna, poprowa-
dzona z innego danego punktu B, réwnala si¢ danemu odcinkowi a.
32. Z danego punktu O zakre$li¢ kolo tak, by z innego danego

punktu 4 widaé je byto pod katem <ca. [ Porown. uwage na str. 117].°

st ;ia Dla)neksz; dea kola (O)r, (0")r’; wykre$li¢ prosta tak, by prze-
i oba kota i wyznaczyla w nich cieci 16 j ie =
wiednio odcinkom danym a. a’. FE rawnaiace sie odpo
‘ 34: anllym kole poprowadzié¢ érednice tak, by z daneéo punk-
tu A wida¢ ja bylo pod danym katem <ra. .

o 35.. Dane sa‘dwie‘r()wnolegle m, m’, punkt A na prostej m i punkt

.\, nie lezacy na zadnej z tych prostych. Przez K poprowadzié poprze-
¢zng, przecinajaca proste m, m’ w takich dwu punktach B, B’, ze
AB = AB’. S

36. W dane kolo wpisa¢ kwadrat tak, b ;

. \ , by przez dany punkt M
pn'zeclll{odmfi bok tego kwadratu (lub przedluzenie boku). [Wsk a-
zowka 0 analizy: czy mozna wyznaczyé k i
e e y v¢ kolo, wpisane w szu-
. :13{7.. Dane sa'dwa kota (O)r, (0')i” wewnetrznie do siebie styczne
" pl(l)r:1 cie A;.w wu}kszyn} 7:tych kol poprowadzié cieciwe prostopadia

9 tak, zeby cze$é cieciwy, zawarta miedzy prosta OA i okregiem
wigkszego kotla, zostala podzielona na polowy przez mniejszy okrag
. tBi ganetsa trzy punkty A, B, C; danym promieniem r zakre$lié

ak, by styczne, poprowadzone do niego z g
el g0 z tych trzech punktow,

' 39. }V dane ko?(.) wpisaé trojkat tak, by przez dany punkt K
przecl}odzﬂ‘hok a trojkata (lub jego przedluzenie) i zeby katy xA
< B rownaly si¢ danym katom. ’ ,

40: Zbudowaé trojkal AABC, majac dane boki «, b oraz wa-
runek, ze musi byé¢ A = 2B,

41. Zbudowaé¢ prostokat ABCD, majac dang sume a + b oraz
kal <o,

[Wskazowka do analizy: na dwausi J :
Wlsms BE %, fadi] y: na dwuasiecznej kata xo od-

- 42, Dane sq trzy proste rownolegle do siebie; zbudowaé trojkat
I‘O\:I‘IOI)OCZI)Y tak, by wierzcholki jego lezaly na tych trzech prostych.
[Wskaz (: wka do analizy: na trojkacie opisaé kolo].

‘ 43. Na danym trojkacie A ABC opisaé drugi trojkat AA’B’C’,
majac dane kaly £A’, B’ i bok ¢’
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44. Dane sa dwa kola (0O)r, (0')r’; wykresli¢ odcinek AA" rowno-
legly do danej prostej BC, rowny danemu odcinkowi m i polozony
tak, ze punkt A znajduje si¢ na jednym okregu, punkt za$ A’ na
drugim.

45. Zbudowa¢ czworobok ABCD, majac dane A, C, e, f, w.

16. W dany kwadrat wpisa¢ drugi dany kwadrat.

47. Dane jest kolo i w nim cigciwa AB; wykresli¢ druga cieciwe
CD tak, by $rodek jej E lezal na AB i zeby rownala sie ona danemu
odcinkowi m.

48. 7 danego punktu O wykresli¢ kolo, przecinajace ramiona
danego kata w takich punktach A i B, ze prosta AB jest rownole-

gla do danej prostej m.

49. W dane kolo wpisaé czworobok ABCD, majac dane @, b, ¢4 d.
[Wskaz6wka do analizy: czy kat ¥ D jest wyznaczony?]

50. Zbudowaé trojkat AABC, majac dane A, s, hg. TWska-
z6wka: jezeli AA’ jest $rodkowa, wowcezas na jej przedluzeniu od-
kladamy A’A”= s, i staramy si¢ zbudowa¢é AABA”].

50a. Dane dwa kola spolérodkowe i w nich dwa promienie; Wy-
kregli¢ styczng do mniejszego kola tak, by wigksze kolo podzielilo na
polowy odcinek tej styeznej, zawartej miedzy dwoma danymi promie-
niami. ;

C. MNetody przeksztalcen.

§ 162. Zapomoca analizy sprowadzamy rozwiazanie danego
zadania do rozwiazania zadania pomocniczego, czyli kon-
strukcje figury szukanej sprowadzamy do konstrukeji fi-
gury pomocniczej. Otoz zdarza si¢ nieraz, ze figura pomocni-
cza znajduje si¢ w bardzo prostym zwiazku z figura szukana,
ze daje sie ona otrzymaé z niej zapomoca latwego przeksztal-
cenia. Donajprostszych przeksztalcen naleza: przesuniecic
(calej figury lub pewnych jej elementow), obrot i symeltrja
wzgledem osi. ‘

1. Przeksztatcenie przez przesunigcie.

§ 163. Okreslenie. Jezeli przez wszystkie punkfy Ay At As0
Ap ... danej figury poprowadzimy rownolegle i na nich odlozy-
my rowne sobie odeinki A;By= AyBy= A3By=... =AnBn = ...,
wowezas konce tych odcinkéw By, B,, Bs.... utworza nowa fi-
gure, o ktorej powiadamy, Ze zostala otrzymana z danej za-
pomoca przesunigcia.

Twierdzenie 1. Po przesunieciu olrzymujemy z danego od-
cinka nowy odcinek, réwny mu i do niego réwnolegly.
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Twierdzenie II. Po prze-

Aa :
A sunieciu otrzymujemy z da-
B | A nego kata nowy kqt, majq-
N / ,‘B ; cy ramiona odpowiedinio ro-
; 2 I .
B Auf /\: wnolegle do ramion danego
X / Bs  kala.
Bs Bi Uczen dowiedzie sam
Rys. 124, tych dwu twierdzen, kie-

rujac si¢ np. zalaczonymi
rysunkami. Z twierdzen tych wyplywa

Whiosek. Po przesunieciu (réjkata otrzymujemy trojkat
réwny danemu i majqcy boki odpowiednio réwnolegle do bokow
danego trojkala.

Twierdzenie III. Po przesunieciu kola [(0)A4, olrzymujemy
rowne mu koto (I)B;.

Jakoz z })lj()llliexli 0A,, OA,... otrzymujemy po przesunic-
ciu réwne im, a wige rowne so-
bie odcinki IBy, IB,..

Réwnie latwo dowie$¢ mozna
twierdzen odwrotnych do poprze-
dnich. Teraz mozemy pojecie
przesuniecia zastosowaé¢ do  za-
dan konstrukeyjnych.

Rys. 120,
§ 164. Zadanie 1. Zbudowac
lrapez, majqc dane cztery jego boki a, b, ¢, d. ’

Jezeli z punktu B poprowadzimy BE//CD (czyli jezeli
,,przesuniemy” bok CD do wierzcholka
B), otrzymamy, jako figure pomocnicza,
trojkat AABE, w ktérym znamy wszyst-
kie trzy boki, gdyz

AB = a, BE = ¢, AE = d —Db.

Rys. 126. Po zbudowaniu trojkata A ABE
czytelnik sam zbuduje Zadany trapez.

§ 165. Zadanie I1. Rownolegle a, b zostaly przeciete dwiema dru-
gimi réwnoleglymi ‘a’, b'. Przez dany punklt K poprowadzi¢ po-
przeczng tak, by odcinek LM, wyznaczony na niej przez pierw-
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szq pare rownolegtych, rownat sie odcinkowi L’M’, wyznaczone-
mu przez drugq pare.

Niech figura na rys. 127 odpowiada warunkom zadania.
Dwie dane pary rownolegtych tworza rownoleglobok CDEF.
Jezeli odeinek LM ,,przesuniemy” do punktu C, drugi jegoko-
niec znajdzie si¢ na
prostej b. Tak samo,
jezeli L’M’ przesuniemy
do punktu C, drugi ko-
niec tego odcinka znaj-
dzie si¢ na prostej b".
Ale oba odcinki, otrzy-
mane skutkiem przesu-
niecia odcinkéw LM,

L’M’, musza zlewaé si¢ Rys, 127.
w jeden odcinek, gdyz
sa sobie rowne (poniewaz LM = L’M’ wedlug zalozenia)

i oba sa rownolegle do tej samej prostej LKL Poniewaz, da-
lej, koniec tego odcinka lezy, jak widzieliSmy, na prostych
b i b, zatym odcinkiem, otrzymanym z przesunigcia odeinkow
LM i LM, jest przekatna CE réwnolegloboku.

Rozwiazanie jest teraz oczywiste: przez punkt K pro-
wadzimy rownolegla do jednej lub do drugiej przekatnej ro-
wnolegloboku CDEF.

Cwiczenia XXIIL 1. Zbudowaé trapez ABCD, majac dane pod-
stawy b, d i przekatne e, . [Wskazowka: przesuna¢ przekatual.

9 Zbudowa¢ czworobok, majac dane a, b, ¢, d ikat X(b, d) mie-
dzy przedluzeniami dwéceh bokoéw przeciwleglych., [Wskaz 6wk a:
przesuna¢ bok ¢ lub al.

3. Zbudowa¢ rownolegtobok, majac dane «, b. o, [Wskazow-
k a: przesuwamy jedng z przekglnychl.

4. Zbudowadé trapez, majac dane a, o i przekatne e, f.

5. Zbudowaé czworobok ABCD, majac dane A, B, C, a, c.

6. Zbudowaé A ABC, majac dane S, Sp h,. [Wskaz owka:
przesuwamy 1, ). .

7. Zbudowaé rownoleglobok, majac dane a, hgo by -

8. Dane sa dwa kola (O)r, (O)r' i punkt P, lezacy zewnalrz obu
kol Przez P poprowadzié sieczng tak, by kola wyznaczyly na niej
dwie rowne cicciwy. [Wskazowka do an alizy: przesuwamy
kolo (O’)r’ rownolegle do szukanej prostej tak, by rowne cigciwy przy-
staly do siebie; jezeli O, jest nowym polozeniem srodka 07, wowezas
A00,0’ daje sie zbudowac].
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9. Zbudowaé czworobok, majac dane a, b, ¢, d oraz adcinek m,
laczacy Srodki dwoch przeciwlegtych bokow a, e. [Wskazowka do
analizy: przesuwamy boki b, d do $rodka boku ¢; konce tych dwu
przesuniety ch odcinkow leza na jednej prostej ze érodkiem hoku «].

Jezeli chodzi o zbudowanie trojkala A ABC, wowezas nastepujq-
ce przeksztalcenie bywa pomocne przy analizie zadania:
Przesuwamy bok ¢ do wierzcholka
C, bok a do wierzcholtka A, przez co o-
trzymujemy rownoleglobok ABCB’; jezeli
teraz przesuniemy bok b do punktu C
tak, ze zajmie on polozenie CA’, wow-
czas powstanie trojkat ABB’A’. Trojkal
ten ma, miedzy innymi, nastepujace wila-
snoéci, ktorych czytelnik dowiedzie sam:
1) boki nowego trojkate sa dwa ra-
Rys. 128. zy wigksze od Srodkowych trojkata
AABC; 2) punkt C jest $rodkiem ciezko-
dci trojkata ABB’A’; 3) kaly przy punkcie C réownajg sie kalom troj-
kata AABC albo tez spelniaja sie z nimi; 4) katy miedzy bokami a
¢rodkowymi réwnajq sie sobie w obu trojkatach, i t. d.

Zbudowadé trojkat A ABC, majac dane:
OSSO SHER Ll s, 5 sy, (@, Sg )- 12. A, s,, hy,.
1SS Ll i o g 14. a, ¥<(a, s, ), x(b,s, ) 15. a, by, *(a, s, ).

16. Dane kolo, w nim $rednica AB i dwa punkty C, D na jed-
nym potokregu; znalezé na drugim polokregu taki punkt E, by pro-
ste CE, DE wyznaczyly na Srednicy AB odcinek danej dlugo$ci
FG =m. [Wskazowka: przesuwamy FG do punktu C}.

2. Obroét

§ 166. Okreslenie. Majac dana jakakolwiek figure F, po-
laczmy wszystkie jej punkty A,;. A, A,.. ze stalym punktem
0, a nastepnie poprowadzmy z punktu O odcinki

0By= 0A4;, 0B, =0/, 0B, = 04,,...;

przyczym niech wszystkie odcinki drugiej grupy beda jedna-
kowo nachylone do odpowiednich odcinkéow pierwszej grupy.
t. j. niech bedzie

<XA,0B, = <XA,0B, = <L A,0B; = ... = o
Konce By, By, B,... drugiej grupy odcinkow tworza nowa

figure I; powiadamy, ze powsiala ona przez obrél figury F do-
kola $rodka obrotu O.
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§ 167. Twierdzenie. Wskulek obrolu linji prostej powslaje
prosta.

Niech bedzie dana prosta a. Ze $rodka obrotu O prowa-
dzimy do niej prostopadla OA;i obracamy te prostopadia o
kat e czyli budujemy <CA,0B, = <& i odkladamy na jego
ramieniu odcinek OB, = 0A,. Jezeli
teraz przez punkt B; poprowadzimy
prosta b, prostopadle do OB, wowczas
latwo bedzie przekonaé sig, ze jest ona
wynikiem obrotu prostej a o kat < a

dokola $rodka obrotu O. \ ~Mﬁ
W tym celu musimy dowie$é dwoch \ Ac o

prawd: 1) ze kazdy punkt na prostej b

b powstal skutkiem obrotu odpowied- Rys. 129.

niego punktu prostej a o kat <fa; 2) zc
obracajac o kat <Ca dowolny punkt prosicj a, otrzymamy punkt
na prostej b.

1) Odiozmy na a odcinek dowolny A,A, na bzas rowny
mu odcinek B;B,. Tréjkaty A0A4,, AOB,B, réwnaja si¢
sobie (dlaczego?), zatym

0OA, = 0B,
oraz - <(A,04, = <B,0B,
i co zatym idzie, <CA,0B, = < 4,0B, = <.

2) Jezeli z punktu O poprowadzimy dowolny odcinek
0A, i wykreslimy <(B,01, — <{a, wowczas musi byé row-

niez

S A 04, = < B0, B,
ze za$ mamy 0A, = 0B,
zatym musi by¢ OASE—N0B

czyli punkt B,, lezacy na prostej b, jest wynikiem obrotu
punktu A, o kat <o dokola
Srodka O.

Whiosek. Wskutek obrotu S
odcinka powslaje réwny mu od-
cinek. B

§ 168. Twierdzenie. Wsku-
tek obrotu kola powstaje ro-
wne mu kolo.
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Uczen dowiedzie twierdzenia sam, kierujac si¢ zalaczo
nym rysunkiem.

Twierdzenie. Wskulek obrotu kqla powstaje rowny mu

kat.

§ 169. Zadanie I. Dane sq irzy proste k, L. m i punkt A na
jednej z nich; wykreslié tréjkql réwnoboczny AABC tak, by
wierzchotki jego lezaly na tych prostych.

Rzecz prosta, ze wystarczy zna-
lezé drugi jeszeze wierzcholek troj-
kata, np. C, poniewaz za$ wiemy, iz
C lezy na prostej [, zatym wystar-
czy znalezé jakiekolwiek inne miej-
sce geometryczne tego wierzcholka.
W tym celu zauwazmy, ze jeSli bok
AB wraz z prosta mobrécimy doko-
la A o kat 9.1 = 23, wowczas bok
ten upadnie na bok AC, punkt B
upadnie na punkt C, z prostej zas
m otrzymamy prosta_m’, przechodzaca przez szukany punkt C.

Tak wiec, cheac wykresli¢ zadany trojkat AABC, kre-
slimy najpierw ASLm, i obracamy te prostopadia dokola A
o kat, rownajacy si¢ 28. W ten sposob otrzymujemy odci-
nek AS’. Kre§limy teraz m’1 AS’; punkt przeci¢cia si¢ pro-
stej m’ z prosta b jest drugim wierzcholkiem trojkata.  Aby
otrzymaé trzeci wierzcholek B, wystarczy wykresli¢ kolo
(A)C.

B //m

Rys, 131.

§ 170. Zadanie 1I. Zbudowaé kwadral ABCD, majqe dane

w plaszezyznie rysunka punkly 0 1 A oraz znajqe odleglo$ci pun-
It O od wierzehotkéw B i-D kwadratu (np. OB = n, OD = 1).

Rzecz jasna, ze kwadrat zbuduje-
my odrazu, jezeli potrafimy znaleic
drugi jego wierzcholek, oprocz punktu
A, np. jezeli znajdziemy wierzcholek
3 B. Poniewaz znamy odleglos¢ OB=n,
zatym punkt B lezy na okregu (O)n.
0 Zadanie sprowadza sig tedy do znale-
N > zienia jeszcze drugiego miejsca geome-
trycznego punktu B.
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W tym celu zauwazmy, ze jesli trojkat AOAD obrocimy

o kat prosty dokola punktu A, otrzymamy tréjkat AO’AB

tak iz v ,
A = 04, OB = 0D — r.

Punkt 0" mozemy z latwoscia wyznaczyé: wystarczy
w punkcie A wystawi¢ prostopadia do OA i odlozy¢ na niej
0'A = 04. Majac punkt 0, kreslimy okrag (0')r, ktory jest
dru_glm miejscem geometrycznym punktu B; punkt ten zo-
staje wyznaczony przez przecigcie si¢ okregow (O)n i (0)r.
Rozwiazan otrzymamy tyle, ile te dwa okregi maja punk-
tow .sp(')lnych. Tak wiee przy zalozeniu ze r > n, zadanie ma
rozwiazan
dwa, jezeli r —n<<00'<<r + n;
jedno, Ts 00 ="' =t-"n;
nie ma rozwiazan, jezeli 00’ <<r — n
lub 00'>r + n.

Zauwazmy, ze je$li na danym odcinku OA zbudujemy
kwadrat, wowczas 00’ musi byé przekatna tego kwadratu,
tak iz, majac dane odcinki n, r i punkty O, A mozemy zgory
pr.zewidzieé, czy zadanie da sie rozwiaza¢, i ile posiada roz-
wigzan.

Cwiczenia XXIV. 1. W dany kwadrat wpisaé trojkat réwnobo-
czny AA’B’C’ tak, by jeden jego wierzcholek lezal w danym punkcie
A’ na boku kwadratu.

2. W dany réwnolegtobok wpisa¢ kwadrat. [Wskazowka do
analizy: gdzie lezy §rodek kwadratu? ile wierzcholkéw trzeba znaé
by moc wykresli¢ kwadrat?]. -

3. W dany trojkat ALMN wpisa¢ trojkat rownoramienny
AABC, jezeli mamy dane: wierzcholek C na boku LM oraz kat << C

4. Danesq dwie proste m, ni punkt O, nielezacy na nich. Z punktli
O zakresli¢ kolo tak, aby suma cieciw, wyznaczonych na tych dwu pros-
tych, rownata sie danemu odcinkowi a. [Wskazowka do anali-
z y: obroci¢ prostq m dokota O tak, by uczyni¢ ja rownolegla do n].

5. Dane sa dwa kota (O)r i (O')r’ oraz punkt A; przez A poprowa-
dzi¢ odcinek tak, by konce jego lezaly na danych okregach, punkt zag
A zeby byl jego $rodkiem. [Wskazo6wka: obracamy jedno koto
o kat poipeiny].

. 6. Przez punkt przecigcia sie dwoéch danych kol poprowadzié
sieczng tak, by roznica cigeiw, wyznaczonych na niej, réwnata sie da-
nemu odcinkowi a.

7. W dany odcinek kolowy wpisaé trojkat rownoramienny A ABC
majac dany punkt C na luku oraz kat & C. 7 ’

Geemetrja elementarna ' 10
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8. Wykredli¢ trojkat rownoboczny tak, by wierzcholki jego lg-
zaly na trzech danych okregach spotsrodkowych, przyczym polozenie
jednego wierzcholtka jest dane. .

9. Dane sa dwie rownoleglte a, b oraz punkt C, nie lezacy na nich.
Znalez¢é na rownoleglych takie dwa punkty X, ¥, zeby bylo CX = CY
i zeby kat <cXCY bylprosty. [Wskazowka: kat <<XCY obracamy
dokota wierzcholka C].

3. Przeksztatcenie symetryczne.

§ 171. Poznali$my juz poprzednio (Cwiczenia XII, str. 74),
szereg zadan konstrukeyjnych, dajacych si¢ rozwigza¢ zapomoca
przeksztalcenia symetrycznego, ze wzgledu jednak na don‘io.-
slos¢ tej metody podajemy jeszcze kilka przykladow jej
zastosowania.

Zadanie L. Dane sq dwa punkly A, B, lezqce po dwdch stro-
nach proslej m, znalezé na prostej m taki punkt X, by prosta ta
byta dwusiecznq kqta <CAXB.

A
\X

Poniewaz dwusieczna m jest
osia symetrji kata, wystarczy prze-
ksztalci¢ jeden z danych punktow,

osi; otrzymany w ten sposob punkt
A A’, wyznacza prosta BA’, ktora
przecina prosta m w zadanym
punkcie X.
Dowod pozostawiamy czytelnikowi.

Rys. 138,

Zadanie Il. Dane sq dwa kola
(O)r, (O)r" i prosta m, lezqca
miedzy nimi; wykresli¢é odcinek
prostopadty do m, jezeli wiadomo,
iz korice jego muszq leze¢ na o-
kregach kol danych, Srodek zas$
ma znajdowaé si¢ na prostej m.

Zalozmy, iz LL’ jest zada-
nym odcinkiem (rys. 134). Pro-
sta m jest, oczywiScie, osia sy-
metrji tego odcinka, jesli wiee
koto (O)r przeksztalcimy sy-
metrycznie wzgledem tej osi,

Rys. 134,

np. A symetrycznie wzgledem tej

T

¥

AR e

e
[
E
*
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wowczas otrzymamy kolo (0”)r, ktore powinno przechodzic
przez punkt L’. Punkt wiec L’ jest wyznaczony, jako punkt
spolny okregow (O)r' i (0”)r.

Liczba rozwiazan jest taka sama, jak liczba punktow spol-
nych tych dwu okregow.

Cwiczenia XXV. 1. Dane s$q trzy proste m, n, p, przecinajgce
sie w punkcie W, oraz punkt K, nie lezacy na zadnej z tych prostych.
Zbudowa¢ trojkat AABC tak, zeby trzy dane proste byty dwusieczny-
mi jego katow wewnetrznych, punkt za$ K zeby lezal na boku a.

2. Zbudowa¢ trojkat AABC, majac dane na plaszezyznie dwa
jego wierzcholki A, B, punkt P, lezacy na dwusiecznej zewnetrznej
kata xC, oraz sume dwoch bokéw a -+ b.

3. Dana jest prosta CD i dwa punkty A, B, lezace po jednej stronie
tej prostej; znalez¢ na CD taki punkt X, zeby roznica kalow <0X A
i <<DXB rownata si¢ danemu katowi <ca. [Wskazowka do a-
nalizy: jezeli A’ jest punktem symetrycznym z A wzgledem pro-
stej danej, wowczas nalezy zbadaé katy trojkata AA’XDB].

4. Zbudowaé¢ kwadrat ABCD tak, by wierzchotek A lezal na da-
nej prostej m, wierzchotek C na danej prostej p, wierzcholki B, D,
na trzeciej danej prostej gq.

5. Na danej prostej m znalezé taki punkt X, zeby styczne,
poprowadzone z tego punktu do dwu danych kot (O)r, (O)r’, lezg-
cych po jednej stronie prostej m, byly jednakowo nachylone do
prostej m.

6. Dana jest prosta ABi punkty C, D, nielezace na niej; znalezé
na prostej AB taki punkt X, zeby jeden z katow x<CXA, xDXB
byt dwa razy wiekszy od drugiego. [Wskazowka do anali-
zy: jezeli kat <CXA jest wiekszy, wowezas przedluzamy CX, bu-
dujemy D’, symetryczny z punktem D wzgledem osi AB, wreszcie
badamy, jak lezy prosta XD’ wzgledem prostych AB, CX].

7. Zbudowa¢ trojkat AABC, majac dane: c, Tou B=—VA:

8. Na obwodzie danego czworoboku ABCD znalezé taki punkt
X, zeby dwa przeciwlegte boki b, d widziane byty z tego punktu pod
rownymi katami. Ile mozna znalezé takich punktow? [Wskazow-
k a: punkt A przeksztalcamy symetrycznie wzgledem prostej CD].

9. Przez dwa dane punkty A, B poprowadzié¢ kolo, styezne do
danej prostej m. [Wskazowka do analizy: jezeli S jest punk-
tem styczno$ci, przeksztalcamy B symetrycznie wzgledem prostej m,
otrzymujemy punkt B’ i poréwnywamy kat < ASB’ z katem mie-
dzy prosta m a prostq AB].

10. Przez dany punkt A poprowadzié kolo, styczne do dwoch
danych prostych m, p. [Wskazo6wka: sprowadzié do zadania po-
przedniego]. '

11. Dane sa dwie roéwnolegte a, b, poprzeczna k i punkt M, nie le-
zacy na zadnej z tych trzech prostych. Znalezé na rownoleglych ta-
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kie dwa punkly X, Y, zeby prosta XY byla rownolegla do &k i zeby
bylo XM = YM.

12. Zbudowaé¢ czworobok ABCD, majac dane a, d, B, D, oraz
warunek, ze czworobok ma by¢ opisany na kole.

[Wskazowka: jezeli punkty C’, D’ sa symetryczne z C, D
wzgledem dwusiecznej kata < A, wowezas C’ D’ jest styczng do kotlal.

§ 172. Przeksztalcenie symetryczne bywa szezegélnie po-
mocne przy rozwiazywaniu zadan, w ktorych chodzi o znale-
zienie najmniejszych lub najwigkszych odcinkow, czyniacych
zados¢ pewnym warunkom.*) Na przykladach najlepiej zro-
zumiemy, o co w takich zadaniach chodzi.

Zadanie IIL Dana jest prostam i po jednej jej stronie dwa
punkty A, B. Znalezé na prostej m taki punkt X, zeby lamana
AXB byla mozliwie najmniejsza.

Jezeli zalozymy, ze punkt X na
rys. 135 czyni zado$¢ warunkom za-
dania, wowczas famana AXB powin-

o na by¢ mniejsza od kazdej innej la-
manej AYB, ktorej wierzcholek Y
Rys. 135. lezy na prostej m.

Gdyby punkty A, B lezaly po
roznych stronach prostej m, znilezienie najkrotszej drogi od
jednego punktu do drugiego nie przedstawialoby trudnosci:
bylby nia odcinek, laczacy te punkty. To nasuwa nam po-
myst przeksztalcenia symetrycznego. Przeksztalcamy tedy
punkt A w punkt A’ i laczymy A’ z B; punkt X lezy na
przecigciu_si¢ prostych A’B i m.’

Istotnie, jezeli jakikolwiek inny punkt Y prostej m po-
laczymy z A. A’, B, wowezas musi byé

AY = A"Y,
zatym AY 4+ YB= A’'Y 4+ YB.
Tak samo mamy AX + XB = A'X + XB.
Ale punkty A%, X, B leza na jednej prostej,
zatym A’X + XB = A’B,
punkty A’ Y, B sa wierzchotkami tréjkata i mamy
A'B < A’Y 4+ YB

czyli AX 4+ XB < AY + YB.

*) Mowigce ogolniej: najmniejszych i najwiekszych warto$ei $rod

wielko$ci geometrycznych pewnego jakiego$ rodzaju, spelniajacych
pewne zgoéry zadane warunki.

™ P
N

¥ _—_wm L
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Zadanie IV. W dany kql CAOB wpisaé tréjkal N A’B'C’
tak, zeby jego obwdd byl mozliwie najmniejszy i zeby wierzcholek
¢ lezal w danym punkcie wewnqlrz kqta <CAOB, wierzcholki
zas A’y B’ zeby lezaddy na ramionach tego kala.

Jezeli C,” G sa obrazami symetrycz- 41C”
nymi punktu €’ wzgledem ramion kata da- /
nego, wowczas prosta C”C” przecina ra-
miona kata w zadanych punktach A’, B'.

Istotnie,

‘4/(;/ — ‘[1/(:1/! B/C/ = BIC/II’
zatym obwod trojkata AA’B’C’ rowna
si¢ odcinkowi C”C™”. Jezeli wpiszemy
w ten kat inny jakikolwiek trojkat
A C’KL, wowezas musi byé
KCI s KCII, LC/ — LC///’

Y Gy»
Rys. 136.

zatym obwod tego nowego trojkata rowna sie lamanej
C”KLC™ i wskutek tego jest wigkszy od odcinka C”C™.
Zadanie mozliwe jest tylko wowczas, gdy prosta C”C™”
przecina ramiona kata, nie za$§ ich przedluzenia, t. j. gdy
prosta C”C lezy miedzy punktami O i C’. Aby tak bylo,
trzeba i wystarcza, zeby kat C C”OC” byl mniejszy od 2 8.

Otoz  XC'0A’ — XA0C, XC"0B — XBOC,
zatym <SLC0C" = 2 <LAOB.

Wobec tego warunkiem koniecznym i dostatecznym mo
zliwo$ci zadania jest nieréwnos$é

X A0B < .

Cwiczenia XX VI. 1. Dany kat < AOB przecigé prostq EF tak,
zeby w trojkacie AEOF suma bokow EO + OF rownala sie danemu
odcinkowi m, i zeby bok EF byl mozliwie najmniejszy. [W sk a-
z 0 w k a: przecinamy ramiona kata prostq KL tak, zeby trojkat AKOL

m
byt réwnoramienny i zeby bylo KO = OL = 2 poczym budujemy

obraz punktu E wzgledem prostej KL.]

2. W dany kwadrat wpisaé kwadrat o mozliwie najmniejszym
obwodzie. [Wskazowk a: wykazaé, ze jezeli ABCD jest danym kwa-
dratem, A’B’C’D’ szukanym, wowczas AA’ + AD’ jest wielkoécig sta-
la, w jakikolwiek sposob zostal wpisany kwadrat. Po tym spostrze-
zeniu sprowadzié¢ zadanie do poprzedniego].
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3. Dany jest trojkat ANABC; przez wierzcholek A prowadzimy pro-
sta m, rownolegly do BC; znalezé na tej prostej taki punkt A’, zeby
suma A’B + A’C byla jaknajmniejsza. [Wskazowka: przeksztal-
camy B symetrycznie wzgledem prostej m i taczymy B’ z A].

4. Wewnatrz kata JCAOB dane sg punkty P i Q, znalezé na
ramionach kata takie dwa punkty A’, B’, zeby linja lamana PA’B’Q
byta mozliwie najkrotsza.

5. W dany czworobok ABCD wpisaéd drugi czworobok o mozli-
wie najmniejszym obwodzie tak, zeby jeden jego wierzchotek lezal
W danym punkcie P na boku AB.

6. Dany jest kat 5CAOB i wewnatrz niego punkt ¢; na ramieniu
OA znalez¢ punkt M, ktéry bylby jednakowo odlegty od drugiego ramie-
nia i od punktu C. [Wskazowka do analiz y: przeksztalca-
my rami¢ OB wraz z prostopadlym do niego odcinkiem MN syme-
trycznie wzgledem ramienia OA], *)

*) Ueczniom, pragnacym zapoznaé si¢ gruntowniej z metodami
rozwigzywania zadan konstrukcyjnych i przerobié wieksza ich iloé,
polecamy klasyczne dzielko:

J. Petersen. Melody i leorje rozwiqzywania zada geome-
rycznych konstrukcyjnych. Przettum. K. Hertz, Warszawa, 1881,

Liczne zagadnienia teoretyczne, zwigzane z teorja konstrukeji
geometrycznych, zostaly gruntownie opracowane w ksigzce:

F. Enriques. Zagadnienia dotyczqce geomelrji elementarnej.
Tom II. Warszawa, 1917.

Niektore rozdzialy tej ksiazki dostepne sa dla osob, nie znajacych
matematyki wyzszej.

KSIEGA II

O rownowaznosci wielokatow.

ROZDZIAL 1.

Podstawowe twierdzenia i zadania o wielokatach
rownowaznych.

§ 173. Okreslenie. Dwa wielokqly, nazywamy réwnowaz-
nymi, jezeli mozemy je podzieli¢ na jednakowq ilosé wielokqtéw
odpowiednio réownych sobie. _

Wprowadzajac to nowe pojecie, musimy pokazac, ze lie
zawiera ono sprzeczno$ci, czyli ze naprawde istnieja wieloka
ty, ktore, majac rozne ksztalty (a wiec nie bedac réwnymi),

Rys. 137.

daja si¢ jednak podzieli¢ na jednakowa iloS¢ czeSci odpo-
wiednio réwnych. W tym celu wystarczy przytoczy¢ naste-
pujace przyklady.
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I-o. Niech bedzie dany czworobok ABCD (rys. 137), w kto-
rym K, L sa srodkami bokéw AB, BC. Przez jeden z tych punk-
tow, np. przez punkt K prowadzimy rownolegla do przeciw-
legtego boku (a wigc do CD), ktéra przecina w punkcie M
przekatna AC. Jezeli teraz polaczymy M z L, to podzielimy
czworobok na cztery cze$ci, z ktéorych mozna ulozyé trojkat
AAD'M’ w sposob, wskazanysna rysunku. Tak wiec czworo-
bok ABCD jest réwnowazny trojkatowi AA’D’M’

Uczenn wykona figure z tektury; zbada ruch, ktéry musza wyko-
na¢ poszczegblne czesci czworoboku, gdy uktadamy z nich trojkat;
wreszcie wykaze, ze przy uktadaniu tych czesci wedlug zalaczonego ry-
sunku kontury poszczegolnych cze$ci doktadnie do siebie przystaja,

wypelniajac caly obszar trojkata. To samo dotyczy nastepnego przy-
kladu.

2-0. Niech K, L, M, N beda $rodkami bokéw czworoboku
ABCD (rys. 138). Laczymy K z L, M z N i w dowolnym punk-
cie P prowadzimy spolna prostopadla PS do obu tych odcin-

Rys. 138.

kow. W ten sposob czworobok dany zostal podzielony na czte
ry czesci, z ktorych utozyé mozna prostokat P’P”S”S’, za-
tym czworobok ABCD jest réwnowazny prostokatowi
PP S”S.

§ 174. Sieciq bedziemy nazywali uklad odcinkow, dzielacych
dany wielokat na czeéci, z ktérych ulozyé mozna drugi wie
lokat, rownowazny pierwszemu. Np. na rys. 138 odcinki
PS, KL, NM tworza w czworoboku sie¢ prostokatowa, cztery
za$§ odcinki, schodzace si¢ wewnatrz prostokata w punkcie E
(tenze rysunek), tworza w prostokacie sie¢ czworobokowa.
Tak samo na rys. 137 czworobok zostal pokryty siecia troj-
katowa, ztozona z odcinkow AC, MK, ML.
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§ 175. Dany czworobok mozemy przeksztalci¢ badz w rc')-'
wnowazny trojkat, badz w prostokat czyli mozemy utworzyc
dwie figury (trojkat i prostokat), rownowazne tej samej trze-
ciej figurze (czworobokowi). Powstaje pytanie: czy te dwie
figury mozemy uwaza¢ za réwnowazne sobie?

Rys. 139.

Odpowiedz, rzecz prosta, wypadnie twierdzaca: I.stoif-
nie, jezeli czworobok pokryjemy odrazu dwiema sieciami:
trojkatowa i prostokatowa, wowczas podzielimy c;worobolk
na pewna ilo§é czeci (na rys. 139 na dziewigé czesci), z kt'o—
ych mozzmy ulozyé zarowno trojkat, jak i prostokat. Wo-
bec tego trojkat i prostokat skladaja si¢ kazdy z tych sa-
mych wielokatéw, w naszym przykladzie z tych samych dzie-
wieciu wielokatéw, sa wiec réwnowazne sobie.

Mamy tedy nastepujace

Twierdzenie. Dwa wielokqty réwnowazne lrzeciemu sq so0-
bie rownowazne.

Oczywista rzecz, ze prostokat nasz mozemy bezposrednio
przeksztalei¢ w trojkat (lub odwrotnie); w tym celu wystar-
czy np. pokryé prostokat dwiema sieciami: czworobokowa
i trojkatowa.

§ 176. OkreSlenie. Jezeli dwa wielokaty leza w tej samej pl.a-
szezyznie tak, ze maja cze$¢ konturu spolna, lecz zadnych wie-
cej punktéw spolnych nie maja, wéwczas wszystkie punkty
obu wielokatow tworzy nowy wielokat, ktéry nazywamy su-
mq tamtych dwu. OczywiScie mozemy rozszerzy¢ pojecie su-
my na wieksza liezbe wielokatow.

Np. na rys. 138 czworobok ABCD uwazamy za sumg troj-
katéw 3 i 4 oraz pieciokatow 1 i 2.
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Z okresSlenia rownowazno$ci wielokatow iz okreSlenia ich
sumy wynika bezposrednio

Twierdzenie. Sumy réwnowaznych wielokqléw sq sobie
réwnowazne.

§ 177. Twierdzenie. Réwnolegloboki o réwnych podstawach
i wysokosciach sq sobie réwnowazne.*)

Rys. 140.

Jezeli dwa rownolegloboki maja spolna podstawe AB
1 rowne wysokosci i jezeli oba leza po jednej stronie tej pod-
stawy, wowczas boki CD, C’D’ przeciwlegle podstawie znaj-
duja si¢ na jednej prostej, rownoleglej do AB (rys. 140). Wy-
obrazmy sobie, ze pas plaszczyzny, zawarty miedzy prostymi
rownolegtymi AB, CD pokrylismy dwiema sieciami, przyczym
jedna z nich (linje przerywane) sklada si¢ z odcinkow ro-
wnoleglych do AD i odleglych od siebie tak, jak AD od BC,
druga za$ sie¢ (linje kropkowane) sklada si¢ z odcinkow
rownolegtych do AD’ i odleglych od siebie tak, jak AD’
od BC".

Rownolegloboki dane skladaja sie teraz z trojkata zakres-
kowanego AABE oraz z szeregu rownoleglobokow (na rys. 1, 2,
I, 2), ktore wszystkie sa sobie rowne, gdyz maja boki i katy
odpowiednio rowne. Rownoleglobokéw czastkowych powstato
w ABCD tyle, ile razy wysoko$é¢ trojkata zakreskowanego

*) Przypominamy (porown. uwage na str. 69), ze kazdy bok réwno-
legtoboku mozemy nazwaé podstawa, a wowczas wysoko$ciq nazywamy
odleglo$¢ tego boku od boku przeciwleglego.

. e :A-——.w—‘,.
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AAEDB miesci si¢ w wysokosci rownolegloboku ABCD. Oczy-
wiscie mamy tylez rownole globokéw czastkowych w rowno-
legtoboku ABC’D’. Procz tego tworza si¢ (w przypadku ogél-
nym) pieciokaty (na rys. 31 3) i trojkaty (4 i 4%), ktore sa
sobie rowne, gdyz maja boki i katy odpowiednio réwne.*)

Tak wigc rownolegloboki A BCD, ABC'D’ zostaly podzie-
lone na jednakowa liczbg czeSci parami rownych sobie, a wiec
sa rownowazne.

W szczegolnoSci kazdy rownoleglobok jest réwnowazny pro-
stokqlowi o lej samej podstawie i wysokosci.

§ 178. Chcac powyzsze twierdzenie odwroécié, musimy
wprowadzi¢ nowy pewnik,

Pewnik V. Zaden wielokqt nie jest rownowazny swej czesci.

Inymi stowy: jezeli dany wielokat W podzielimy w jaki-
kolwiek sposob na cze$ci i jedna z nich usuniemy, wowczas
z pozostalych czeSci nie uda nam si¢ nigdy ulozyé wielokata
rownowaznego wielokatowi W.

§ 179. Twierdzenie przeciwne (wzgledem § 177). Dwa
réwnolegloboki, majqce réwne podstawy, lecz nieréwne wysoko-
$ci, nie sq réwnowazne sobie.

Niech beda dane dwa rowno-
legtoboki ABCD, ABEF o spolnej
podstawie AB lecz nieréwnych
wysoko$ciach, i niech mianowicie
wysoko§¢ drugiego réwnoleglobo-
ku bedzie wieksza.

W takim razie prosta DC A B
musi przecina¢ boki AF, BE Rys. 141.
odpowiednio w punktach D’, C,
przyczym (na zasadzie poprzedniego twierdzenia) réwnolegto-
bok ABCD jestrownowazny réwnoleglokowi ABC’D’, ktory
stanowl cze$¢ rownolegloboku ABEF. Na mocy pewnika V
rownolegtobok ABEF nie jest rownowazny ABC’D’, a wiec
nie moze byé rownowazny rownoleglobokowi ABCD (gdyz
przeczyloby to twierdzeniu § 175).

*) Uczen dowiedzie szczegotowo rownosci tych figur.
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§ 176. Twierdzenie. Trdjkql jest réwnowazny réwnoleglobo-
kowi, majqcemu t¢ samq podstawe, lecz dwa razy mniejszq
wysokosci.

Jezeli w trojkacie AABC potaczy-
my Srodki D, E bokéw AB, BC, a
przez C poprowadzimy rownolegla do
AB, otrzymamy réwnoleglobok ADFC,
ktorego wysoko$¢ jest dwa razy mniej-
sza od wysoko$ci trojkata /\ABC.

Rownoleglobok ten jest réwnowa-
zny trojkatowi danemu,

AEBD = AECF.
Istotnie EB — EC, BD = CF, XEBD — XECF.

Rys. 142,

poniewaz

§ 177. Twierdzenie. Trapez jest réwnowazny réwnoleglobo-

kowi, majqcemu tg samq wysokos¢, podstawe za$ rownq S$redniej

arytmetycznej podstaw trapezu (albo inaczej: podstawe réwna
linji $rodkowej trapezu).

W trapezie ABCD przez $rodek
E boku CD prowadzimy réwnolegla
do boku AB i przedluzamy podsta-
we BC. Otrzymujemy réwnolegtobok
ABGH, ktorego wysoko$¢ rowna sie
Rys. 143, wysokoS$ci trapezu, podstawa za$§ AH

jest o tyle mniejsza od AD, o ile

- jest wieksza od BC, zatym jest ich $rednia arytmetyczna.

Rownoleglobok hok ten jest réwnowazny naszemu tra-
pezowi, gdyz /\CEG= /\EHD (dlaczego?).

Cwiczenia XXVII. 1. Dowolny tréjkat AABC podzieli¢ ng trzy
@z¢Sci tak, by mozna z nich bylo utworzyé prostokat.

la. Rozwiazaé to samo zadanie, dzielge trojkat na cztery czesci,

'1b. Dany prostokat przeksztalcié w rownowazny trojkat AABC
tak, zeby wysoko$¢ ha trojkata rownala sie wysoko$ci prostokata, i ze-
by bok b trojkata rownat sie danemu odcinkowi.

2. Podzieli¢ trapez na dwie cze$ci, z ktérych moznaby utworzyé
réwnowazny trojkat.

2a. Zadanie odwrotne: dany trojkat przeksztalcié w rownowazny
trapez. .

2b. Podzielié¢ trapez na trzy cze$ci, z ktorych moznaby ulozyé
trojkat.
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3. W trojkacie AABC przez $rodki D, E bokow AB, AC prowa-
dzimy dwie dowolne rownolegle, ktore przecinajg trzeci bok w punk-
tach F, G. Dowie$¢ za pomocg podzialu na czeSci rowne: 1-o,ze  6WNo-
legtobok DEFG jest rownowazny polowie trojkata AABC; 2-o, ze
trojkat AADE jest rownowazny polowie réwnolegtoboku DEFG.

4. W kwadracie ABCD $rodek M boku AB laczymy z do wolnym
punktem N na boku AD, poczym kreslimy odcinek M’N’, sy metry-
czny z MN wzgledem przekatnej BD. JeSli teraz na NM obierzemy
dowolny punkt S, polaczymy goz M’ i N’, a na przediuzeniu tych dwu
prostych odtozymy M’P = M’S oraz N'R = N’S, wowczas otrzyma-
my trojkat ASPR rownowazny kwadratowi ABCD.

5. Dany réwnoleglobok ABCD rozcigé na dwie czeSci tak, by
przeksztalci¢ go w rownowazny rownolegtobok, majacy t¢ sama podsta-
we AB i kat przy wierzcholku B dany (mnie jszy od kata <<CBA).

6. W réownolegtoboku ABCD, prowadzimy z wierzcholkow A, B
dwie dowolne proste, przecinajgce si¢ wewnat rz réwnolegltoboku. Do-
wiesé, ze dzielg go one na trzy czeSci, z ktorych daje sie ulozyé nowy
réwnoleglobok, rownowazny danemu i nie majacy z nim ani jednego
wspolnego boku.

7. Za pomoca konstrukeji poprzedniego zadania mozemy otrzy-
maé dowolng ilo§¢ rownoleglobokéw réwnowaznych danemu. Jakie
warunki dodatkowe (préocz rownowaznosci) mo-
zemy obra¢ tak, by nowy roéwnoleglobok byl B
w zupelno$ci wyznaczony?

8. Dwa tréjkaty sq rownowazne, jezeli
maja po dwa boki odpowiednio rowne, katy
za$ zawarte miedzy tymi bokami spelniaja sie.
Dowie$¢ tego w dwojaki sposob: 1-o umieszcza-

jac oba tréjkaty na spolnej podstawie; 2-0, u- A
mieszczajac je tak, by podstawa jednego byla vv
przedtuzeniem podstawy drugiego. :

9. Jezeli dwa trojkaty o spélnej podsta-
wie i rownych wysoko$ciach polozone sa tak,
jak na rys. 144, wowczas mozna je podzielié
na cze$ci rowne, prowadzac w kazdym trojka- D
cie z punktu M rownolegle do bokow drugiego Rys. 144.
trojkata.

10. Jezeli, poczynajac od dwoch przeciwlegtych wierzchotkow A, C
rownoleglobok u, odlozymy na czterech jego bokach odeinki m, n tak,
by rowne o dcinki lezalty na przeciwleglych bokach, wowczas konce ich
wyznacza nowy réwnoleglobok. Jezeli te same odcinki w taki sam spo-
s6b odlozymy od wierzch olkéw B, D, otrzymamy trzeci réwnoleglobok,
roéwnowazny drugiemu.

11. Jezeli na bokach dowolnego tréjkata AABC zbudujemy na-
zewnatrz kwadraty i polaczymy sasiednie wierzcholki dwu kolejnych
kwadratéw, otrzymamy trojkat, rownowazny trojkatowi AABC.

12. - Na bokach dowolnego czworoboku wypuklego budujemy na-
zewnatrz po kwadracie i laczymy sasiednie wierzcholki kolejnych kwa-
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dratow. Otrzymujemy w ten sposob cztery trojkaty; zbadaé,jaka za-
chodzi migdzy nimj zalezno$é.

Czy znalezione twierdzenie moz na uwazaé za uo golnienie
twierdzenia poprzedniego, t. j. czy poprzednie twierdzenie z niego wy-
nika?

13. Jezeli polaczymy $rodki dwu podstaw trapezu, otrzymamy
dwa réwnowazne czworobok i.

14. Réwnoleglobok, zbudowany z dwéch bokéw trojkata i z ka-
ta miedzy nimi zawartego, jest rownowazny pros tokatowi, zbudowane-
mu z trzeciego boku i z wysoko$ci, poprowadzonej do tego trzeciego
boku.

15. Rownolegtoboki, zbudowane z dwu kto-
rychkolwiek bokow trojkata danego i z kata
miedzy nimi zawartego, sq sobie rownowazne.

Jakie stad wynika twierdzenie, dotyczgce
prostokatow, o ktérych mowa w poprzednim za-
daniu?

16. Jezeli w rownoleglobok ABCD wpiszemy trojkat AAMN
tak, by miat on z rownoleglobokiem sp6lny wierzcholek A, wierzcholki
za$ M, N zeby lezaly na hokach BC, CD, wowczas AAMN jest mniej-
szy od polowy rownolegloboku ABCD. [Wskazo6wka: prowadzi-
my z M rownolegla do ABi kreSlimy wysoko$é CX w trojkacie A ABC].

17. W kwadracie ABCD aczymy wierzcholek A ze $rodkiem
boku BC, wierzchotek B ze $rodkiem boku CD, wierzcholek G ze $rod-
kiem boku DA, wreszcie D ze $rodkiem boku AB. Dowieié, ze te
cztery proste, przecinajac si¢, wyznaczaja nowy kwadrat. Znalezé, ile
razy kwadrat ten jest mniejszy od kwadratu ABCD.

18. Dowolny punkt P plaszczyzny laczymy z wierzcholkami
trojkata AABC; niech K, L, M beda $rodkami odcinkéw PA, PB,
PC; dowie$é, ze AKLM =1/, AABC.

19. Jezeli na prostej mamy punkty A, B, C, D, nastepujace
po sobie w porzadku wskazanym, wowezas prostokat, zbudowany z od-
cinkow AC i BD, jest rownowazny sumie dwu prostokatow, z kto-
rych jeden zbudowany jest z odcinkéw AC, BC, drugi za§ z odcin-
kow AB, CD.

20. Przekatne rownolegloboku dziela go na cztery réwnowazne
trojkaty. Sformulowaé i zbadaé wszystkie twierdzenia odwrotne do
POWYyZszego.

21. Mamy dany réwnoleglobok ABCD; jezeli M jest jakimkolwiek
punktem wewnetrznym trojkata AABC, wowczas musi byé AMAB -+
AMAC = AMAD.

§ 178. Poznamy teraz twierdzenie, ktore bywa czesto po-
mocne przy przeksztalcaniu figur w inne, roéwnowazne figury.

Twierdzenie, Jezeli w réwnolegloboku ABCD na przekq-
tnej AC obierzemy dowolny punkt M i poprowadzimy proste
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FMG. HM1 (rys. 145), rownolegle do bokéw AD, AB, wowczas
otrzymamy dwa réwnolegloboki MFBI, MH DG, réwnowazne sobie.

Przez punkt F poprowadzmy
rownolegla do przekatne) AC i
niech ta réwnolegla przecina pro-
ste HI, BC i przedlozenie boku
DC odpowiednio w punktach N,
K, G

R o wnolegloboki BIMF i
KCMF sa sobie rownowazne, ja-
ko majace spélna podstawe FM
i rowne wysokosci.

Dalej mamy MF=KC, MN=CC, <(1=<2,
a wiec AFMN = AKCC.

Stad wynika, ze rownolegtobok BIMF jest tez rownowa-
zny rownoleglobokowi MNC’C, ale ten jest réwnowazny ro-
w1;oleglob0kowi MHDG, o czym latwo przekonac sig.

Istotnie, MN = AF = HM, maja wi¢c one réwne pod-
stawy 1 rowne wysokosci (dlaczego?)

Tak wiec rownoleglobok BIMF jest rownowazny rowno-
legtobokowi MHDG. ’

Uwaga. Rzecz prosta, ze rownolegloboki ABIH, AFGD
s3 tez rownowazne sobie.

G

K4

Rys. 145.

Rozumowanie powyzsze nasuwa rowniez pomysl sieci, za pomocg
kiérej moznaby wykazaé bezposrednio réwnowazno$é rown olegtobokow
takich, jak ABCD i CEFH. Budowe sieci wida¢ na rys. 146. Czytel-
nik sam dowiedzie rownowazno$ci tych dwu rownolegtoboko w.

Rys. 146.
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Jak widac¢ z rysunku 146, kazda £zeéé skladowa rownolegloboku
ABCD wypadnie dwukrotnie przesunaé, jezeli chcemy otrzymaé od-
powiednia cz¢s¢ rownolegloboku réwnowaznego CEFH (np. gzescei 1,

17 i 17),
Okreslenie. Dwa rownolegloboki BIMF i HMGD, o kto-

rych mowa w powyzszyvm twierdzeniu, nazywac bedziemy do-
pelniajqgeymu. *)

§ 179. Twierdzenie przeciwne (wzlgedem § 178). Je-
zeli w réwnolegloboku ABCD (vys. 146) obierzemy dowolny punkl
wewnelrzny M, byle nie lezqcy na przekqinej, i przez ten punkit

5 . ¢ Poprowadzimy réwnolegle do bokéw,

- wowcezas olrzymamy dwa nowe ro-

/ / ,/ wnolegloboki BIMF oraz HMGD,

F M - G ktére nie mogq byé¢ réwnowazne
L ";;“/K"’ """""" N SObie.

z Czytelnik dowiedzie tego sam,
kierujac sie¢ zalaczonym rysun-
Rys. 147. kiem.

§ 180. Zadanie I. Dany prostokqt przekszialci¢c w prostokaqt
rownowazny, klorego jeden bok réwnatby sie danemu odcinkowi m.
Rozwigzanie mozna oprze¢ na twierdzeniu o réwnolegto-
bokach dopelniajacych (§178). Uczen sam znajdzie i uzasadni

rozwiazanie, kierujac si¢ rysunkiem 148,
K F G

- na ktorym ABCD jest prostokatem da-

E \ g g ym, CFGH — szukanym, odcinek za$
Y o BK = m.

Rzecz jasna, ze mozna rowniez oprze¢

P N rozwlazanie na uwadze, podanej w § 178,

czyli na gnomonie.
Rys. 148,

Uwaga. Zadanie nasze posiada jedno
tylko rozwiazanie, czyli isinieje jeden tylko prostokqt, réwno-
wazny danemu proslokqlowi i majqcy danq podstawe (lub dang
wYysokosc).

§ 181. Uczen rozwiaze sam nastepujace zadanie ogolniejsze.

*) Szesciokat wklesty BADGMI, za pomoca ktérego z réownole-
globoku IMGC otrzymujemy drugi réwnolegtobok BADC o tych sa-
mych katach, odgrywal wielka role w badaniach geometréw greckich
i zwal si¢ u nich gnomonem,
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Zadanie II. Dany rownoleglobok przekszliadei¢c w réwnowa-
zny réwnoleglobok, majqcy le same kqly. lecz podslawe réwnq da-
nemu odcinkowi m.

§ 182. Zadanie IIL. Dany trojkql /\NABC przekszialci¢ w (réj-
kat réwnowazny, majqcy danq podstawe (= m) 1 kql przy pod-
stawie réwny kqlowi tréjkqta /NABC.

Rozwiazanie l-sze. Uzupelniamy trojkat dany /\ABCdo
rownolegloboku (ABKC),odkladamy AD = m; przez punkt D
prowadzimy réwnolegla do boku AB, wskutek czego otrzy-
mujemy rownolegtobok ABMD. Jezeli przekatna AM tego
drugiego rownolegloboku przedtuzymy az do spotkania
w punkeie S z przedtuzeniem boku CK, otrzymamy nowy ro-
wnolegtogok AB’SC, a w nim gnomon ABK'MKC.

Na zasadzie uwagi do
§ 178, rownolegoki AB'K’D
oraz ABKC sa sobie rowno-
wazne, a wiec trojkaty
/\ ABC oraz /\AB'D, jako
polowy tych rownolegtobo-
k6w, musza tez by¢ rowno-
wazne sobie.

Rozwiazanie 2-ie.
Jezeli, jak na rys. 149, pod-
stawa AD = m trojkata szu-
kanego jest mniejsza od pod- .
stawy AC trojkata danego, wowczas trojkat szukany musi
miec. wieksza wysoko$¢ (dlaczego?). Wobec tego caly obszar
/\ABD powinien naleze¢ do trojkata szukanego, ktorego
trzeci wierzcholek B’ powinien leze¢ na przedluzeniu boku
AB. Pozostaje tedy od tréjkata danego od-
jac¢ trojkat A BDC i na jego miejsce przy-
stawi¢ réwnowazny mu trojkat /\ BB’D,
tak, by razem z A ABD utworzyl on jeden.
trojkat AAB’D, ktory w ten sposob uczyni
zado$¢ warunkom zadania.

Aby znalez¢ trojkat ABB’D zauwazmy,
ze ma on podstawe BD spolna z trojkatem Rys. 149,
ADBC, a poniewaz dwa te trojkaty powin- ‘ .
ny byé réwnowazne sobie, zatym wierzcholki ich B’ 1 C
powinny leze¢ na rownoleglej do podstawy.

Rys. 149.

Geometrja elementarna. 11
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. Mamy wigc rozwigzanie nastepujace: laczymy B z D
i przez C prowadzimy réwnolegla do BD. Punkt B, w ktorym
t.a rownolegla przecina prosta AB, jest trzecim wierzcholkiem
zadanego trojkata A AB'D.

.Uwag'I. 1. I.)oréwnanic rysunkow 149 i 149a wskazuje, ze dwa te
rozwlazania nie sa zasadniczo rozne: drugie sprowadza si¢ pod wzgle-
D

dem konstrukcy]ny}n do pierwszego, jakkolwiek zostalo otrzymane za
pomocg zgola odmiennego rozumowania. L

' ‘2_. Z pf)r,(')\.vnania tych samych figur oraz obu rozwigzan wynika
rowniez, ze jesli od réwnolegtoboku AB’SC (rys. 149) odejmiemy gno-
mon BB’SCDM, otrzymamy réwnolegtohok ABMD, ktorego przeka-

tna BD musi byé réwnolegla do przekatnej B’C rownolegtoboku da-
nego.

’ Zadanie IV. Dany (réjkal N\ ABC przekszlateic w tréjkat
rownowazny o danej wysokosci h, przyczym jeden z katow przy
podstawie nowego tréjkqla powinien réwnaé sie kqlowi JIBAC

Uczen uzasadni sam nastepujace rozwiazania: .

Rozwi.a?anie l-e (rys. 150): wystawiamy prostopadlg
do AC, na niej odkladamy LK=h, prowadzimy KB’/IAC, 13-
czymy B’z (i kre§limy BC'//BC. "Trojkat AAB'C’ jest zadany.

K

Rys. 150.

R 0zZwW igz anie 2-e. Punkt B’ znajdujemy tak samo, jak
W rozwigzaniu I-szym, poczym trojkat dany A ABC uzupel-
niamy do réwnolegloboku ABTC, budujemy réwnolegtobok
AB’SC, prowadzimy w nim przekatna AS, wreszcie t‘majac
punkt M na tej przekatnej, kreslimy gnomon AB”U]WTC
Trojkat AABC’ jest trojkatem zadanym. .
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§ 184. Zadanie V. Dany wielokql o n bokach przekszlalci¢
w wielokql réownowazny, majqgey n—1I bokow.

Niech bedzie
dany np. szeSciokat
AA,A3A,Ag4q. Po-
prowadzmy  prze-
katna A,4,;. Caly
obszar pieciokata
A A,A;A Ay powi-
nien wejs¢ w sklad
nowego wielokata,
chodzi wiec o to, by
trojkat AA,AgAq za- Rys. 151.
stapi¢ przez trojkat rownowazny, przyczym wierzcholek tego
nowego trojkata powinien leze¢ albo na przedluZeniu boku
A,A,, albo na przedtuzeniu boku A,4;.

Prowadzimy tedy przez Ag rownolegla do przekatnej A, 45;
punkty B’, w ktorym rownolegla przecina prosta Ay Ay, taczy-
my z A, (albo tez punkt B, w ktorym réwnolegla przecina
prosta AgA;, laezymv z Aj).

Otrzvmujemyv zadanv pigciokat A 4,4;4,B” (albo tez
BA,A A Ag).

§ 185. O kazdvch dwoch odcinkach a, b mozemy powiedzie¢,
ze napewno mamy albo a = b, albo a<<b, albo a>b.

To samo da si¢ powiedzie¢ o kazdych dwu katach. Wobec
tego powiadamy, ze odcinki stanowiq klase wielkoSci (geome-
tryeznych). Katy rowniez stanowia klase wielkoSci geome-
tryeznveh.

Powstaje pvtanie, czy obszary wielokqlowe mozemy lez u-
wazaé za wielkosci geometryczne?

Odpowiedz na to pvtanie daja nam zadania I i V. Istot-
tnie, kazdy wielokat o n bokach mozemy przeksztalci¢ w ro-
wnowazny wielokat o n—1 bokach, ten znéow w wielokat o
n—2 bokach, i t. d., az otrzymamy czworobok (zadanie V).
Czworobok mozemy przeksztalci¢ w prostokat (§ 173), ten
za$ w inny prostokat o danej podstawie (zadanie I).

W ten sposob kazde dwa wielokaty Wy, W, mozemy prze-
ksztaleié w prostokaty o réownveh pe~'owacl; na mocy zas
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pewnika V o tych dwu prostokqtach P,, P, zawsze mozemy
orzec, Czy

P, — Py, czy tez Py> Py lub Pr<< P,.

(zalezy to od wysokosci prostokatow P,. Py, a wigc o
kazdyeh dwu wielokatach Wi, W, mozemy OIrzec, czZy Sa one
rownowazne sobie, €Zy tez jeden z nich jest wiekszy, 1 ktory
mianowicie.

Widzimy wiec, ze obszary wielokqlowe mamy prawo uwda-
taé za nowq klase wielkosci geometryeznych.

Odtad rownowaznosé dwoch wielokatow oznaczac¢ be-

dziemy znakiem =. Bedziemy wiec pisali
W, = W, albo Wy > W, lub W, < W,
przyczym W, W, moga hyé wielokatami dowolnego ksztaltu.
§ 186. Okreslenie. Jezeli A, B, C sq [rzema wielokqtami, przyczym
A = B + G, wowczas (0] nazyvamyrdinicq wielokatéw AiB.

Tak samo B nazywamy réznicq wielokqlow Ai C.
Piszemy tedy A — B =Coraz A @ —rb:

Twierdzenie. Rdznice wiclokqlow réwnowaznych sq sobie rowno-
wazne.
Niech beda dane cztery wielokaty A, B, 4%, B,
przyezym A = A, B=B'. . « « oot 1)
Oznaczamy ich roznice przez C i G, tak iz
g = (0 A= = (858
Mamy dowies¢, ze (6 = B
W tym celu napiszmy (na mocy okre§lenia roznicy wielokatow):
ARG AV C =S R (2)
Na mocy zwiazku (1) i (2) mamy
ALrCc=4A"+C . .- (3)

Gdyby wielokaty C i C’ nie byly rownowazne sobie, gdyby np.
bylo C>C, wowezas musiatoby byé

Bl = (60 S0 o o s o a0 S ok 4)
7 rownosci (4) 1 (3) wynika, ze mieliby$my wowczas
' A+C’-{—C”:A’+C’.

co jest niedorzeczne wobec tego, ze sumy wielokatow rownowaznych
sa sobie rownowazne, czyli, ze powinnismy mie¢

A+C=A+C.

Podstawowe {wierdzenma 1 zauvamss -

§ 187. Posiadamy teraz trzy sposoby poznnwnnin rownowa znosci
dwoch wielokatow Wi, W, a mianowicie: o

1-0 mozemy rozlozy¢ je na jednakowa ilogé czedci paraml rownych
sobie (§ 173) . . - .

92-0 mMozemy wykaza¢, ze wielokat Wy nie jest ani wigkszy ant
mniejszy od W, (§ 185); . - ’

3-0 mozemy odja¢ od obu wielokatow inne jakies wielokaty row-
nowazne sobie, Wy, Ws; jezell przytym okaze si¢, ze

W, —w;, = W, — Wo,
wowcezas niewatpliwie musi by¢
W, = Wa

Cwiczenia XXVIiIL. Wiasnos$ci trojkatow i r(’)wnoleglobok()\\', sta-
nowigce tres¢ zadan 1 — 6, pozostaja W seistym zwiazku Z wlasno-
geiami rownolegtobokow dope}niajacych i gnomonu (porown. uwage
do § 178, str. 159). Zostaly one jednak ulozone W takimﬂporzadku, ze
czytelnik dowiesé ich moze zupelnie niezaleznie od teoril gnon}om\.

1. Jezeli poprowadzimy dowolna prosta, rowno-
legla do boku BC tr 6jkata AABC 1 przecina]acz\ bokl
AB, AC (lub ich przedluienia) odpowiedn io w punkt a cl}
K,L, wowezas frodkowa ADtrojkata da11e%0 poqmell
W punkcie 0 na polowy odcinek KL. [W skazowk’a:
7. tego, e A BKD = A DLC. wynika, ze NAKD = A{XLD,, a wiec
wysokosci tych dwu trojkatow rownaja sie sobie; stad Wy}uka row*xlow’a—
7nosé trojkatow ANAKO, ANALO, e zaé maja one wspolna wysokosé,
poprowadzona z wierzcholka A, zatym podstawy ich KO, LO musza
rownac sie sobie]. . ' ‘

2. Na poprzednim zadaniu oprzeé¢ sposob dzielenia odcinka
na dowolna liczbe czescl rownych. . .

3. Opierajac sie na tym samym zadaniu i postugul ac s1¢
wylacznie liniatem, rozwiazad zadanie nastepujace: dany od-
c'n;ek AB podzieli¢ na polowy, jezeli mamy dana prosta m, TOWNO-
legla od AB. o

4, Na mocy tego samego zadania 1-g0 d0W1es(':,
ze jesli prostam, r6wnolegta do przekat’nej BD r0-
wnolegloboku ABCD, przecina boki a, d row?oleglo-
boku W punktach K, L, wowczas czwarty wierzcho-
tek X rownolegloboku AKXIL lezy na prostej AC.

5. Jezeli W réwnolegloboku ABCD obierzemy na
przekatnej AC dowolny punkt Xizbudujemy rown o
leglobok AKXL, ktorego wierzcholki K, leza odpo-
wiednio na ABina AD, wowezZas przekatna KL jedne-
go r6wnolegloboku musi by¢ rownolegla do prze-
katnej BD drugiego r()wnolegloboku. [Wskazc’)wka:
zatozmy, ze tak nie jest, ze wiec inny odcinek KL’ jest rownolegly
do BD; w takim razie, na mMocCy poprzedniego zadania, AKXL’ musi
by¢é rownoleglobokiem, ete.l.
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6. Jezeli wlrojkacie ANABC $rodkowe BD, CE przecinajg sie
w punkcie M, whwezas trojkat ABMC musi byé rownowazny czwo-
robokowi ADME.

7. Jezeli w tréjkatach AABC, NAB'C’ katy <x<BAC,
XB’AC’ sq wierzchotkowe i jezeli proste BB’, CC* sq
do siebierownolegle, wowczas trojkaty tesa réowno-
wazne.

Dwa trojkaty w ten sposéb polozone bedziemy nazywali wier z-
choltkowymi.

7a. Czy twierdzenie pozostaje prawdziwe, jezeli trojkaty za_
miast katow wierzcholkowych majq przy A kat spo6lny?

8. W trojkacie ANABC punkty C’, B’ sq $rodkami bokow e,
b. Dowie$é za pomoca réwnowaznosci trojkatow, ze C’B’//CB.

9. Jezeli w trojkacie A ABC na $rodkowej AA’ obierzemy
dowolny punkt P, wowczas musi byé AABP=AACP.

10. Wewnatrz trojkata AABC znaleéé¢ taki punkt X, zeby bylo

AABX = AACX = ABCX.

11. Punkt P jest dowolnym punktem wewngtrznym lub zewnetrz-
nym réwnolegtoboku ABCD; dowie$é, ze suma lub réznica trojkatow
APAB, NPCD jest rownowazna polowie rownolegloboku.

12, Jezeli $rodek jednego z nierownolegltych hokéw trapezu pola-
czymy z koricami boku przeciwleglego, otrzymamy tréjkat, rownowazny
polowie trapezu.

12a. Laczac §rodki M, N bokéw AB,CD czworoboku z wierz-
cholkami, otrzymujemy trojkaty AMCD, ANAB, ktorych suma
jest rownowazna czworobokowi ABCD.

13. Trojkaty AABC, AA’B’C’ sa réwnowazne, jezeli a = a’,
b=b’, (=s¢ .

14. Dwusieczne katow wewnetrznych prostokata wyznaczajq
kwadrat, rownowazny polowie kwadratu, zbudowanego na réznicy
bokoéw danego prostokata.

14a. Znale$¢ twierdzenie analogiczne dla kwadratu, utworzo-
nego przez dwusieczne zewnetrzne prostokata.

15. Srodki bokéw czworoboku wypuklego wyznaczaja rowno-
legtobok, réwnowazny polowie czworoboku.

15a. Srodki bokéw czworoboku zZwigzanego wyznaczaja roOwno-
legtobok rownowazny réznicy dwoch tréjkatow, zktérych sklada sie
obszar, ograniczony przez boki czworoboku.

16. Opierajac si¢ na konstrukcji, podanej na rys. 137 (str. 151),
rozwiqza¢ zadanie nast¢pujace: dany prostokat przeksztalcié w row-
nowazny czworobok, w ktorym mamy dane: bok a i katy A, B,
przekatna za$ e rowna si¢ jednemu z bokéw prostokata.

17. Trojkat dany AABGC przeksztalcié w rownowazny trojkat
AABC’, majac dany kat <<C’.

17a. Trojkat AABC, przeksztalci¢ w rownowazny tréjkat pro-
stokatny, w ktorym bok ¢ bylby przeciwprostokatna. Kiedy zada-
nie jest niemozliwe?
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18. Trojkat dany przeksztaleié: 1-o w trojkat rownomierny
o tej samej podstawie; 2-0 w lrojkal réwnomierny o tej samej wy-
sokosci; 3-0 w trojkat prostokatny o tej samej podstawie.

18a. Dany rownoleglobok przeksztalcié w réwnowazny rowno-
leglobok tak, by zachowaé przytym jego wiekszq przekatng i by
w nowym rdwnolegloboku dwa boki rownaly si¢ danemu odcin-
kowi m.

18b. Rownoleglobok ABCD przeksztalcié w romb tak: 1-o by
bok a byl przekatng rombu, 2-o by przekatna e byla przekatna
rombu. )

18c. W dane kolo wpisa¢ prostokat rownowazny danemu pro-
stokatowi.

Trojkat A MNP przeksztalcié w rownowazny trojkat AABC
majac dane:

1O a b: 20. a he 21. A, he

22 ha, hc, 23 hc, Sc. 24 hc, R.

Réwnolegtobok MNPQ przeksztalcié w rownowazny rowno-
leglobok ABCD, majac dane:

25 e, f. 26. [, << a, e). 27. a, v

28. Czworobok ABCD przeksztalcié w taki czworobok, by prze-
katna dzielita go na polowy. Przy tym przeksztalceniu winny byé
zachowane e, f, o. [Wskazo6éwka: przez $rodek przekatnej f
rownolegla od e, przez konce przekatnej e rownoleglte do f].

29. Czworobok ABCD przeksztalci¢ w roéwnoleglobok, zacho-
wujac e, f, o

30. Pieciokat wypukly przeksztalci¢ bezposrednio w tryjkat.

31. Dany jest kat <cBAC i punkt O na ramieniu AB. Z pun-
ktu O wykre§li¢c kolo, przecinajace drugie rami¢ kata w punktach
M, N tak, by trojkat A OMN byl rownowazny danemu trojkatowi
ADEF,

32.. Dany kat <cMNP i punkt O na jego drugiej dwusiecznej.
Z punktu O kre$limy kolo, przecinajace ramiona kata w punktach
A, A’, B, B’. W jaki sposob nalezy zbudowa¢ to kolo, jezeli trapez
AA’B’B ma byé¢ rownowazny danemu trojkatowi ADEF? [Wska-
z6wka: 1) porown. ¢éwiczenie 22. 2) mozna tez wyznaczyé linje
Srodknwa trapezu, prowadzac z punktu O prostopadle do ramion

kata].

33. Za pomocq prostej, przechodzacej przez wierzcholek, po-
dzieli¢ trojkat na dwie cze$ci rownowazne sobie.
34. To samo zadanie, iezeli zamiast trojkata dany jest czwo-

rokat.
35. Dany trojkat podzieli¢ na dwie réwnowazne czeSci za po-
mocq prostej, poprowadzonej przez punkt dany na boku tréjkata.
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36. Dany trojkat podzieli¢ na dwie cze$ci rownowazne sobie
zapomoca prostej: 1-o rownoleglej do jednego z bokoéw; 2-0 prosto
padlei do jednego z bokow.

37. Dany rownoleglobok podzielié na dwie czeéci réwnowazne
za pomocg prostej: 1-o przechodzacej przez dany punkt; 2-o prosto-
padiej do danej prostej.

38. Uzasadni¢ nastepujacy podzial tréjkata na 5 réwnych cze-
$ci zapemoca prostych, wychodzacych z jednego punktu na boku
trojkata: niech bedzie dany punkt D na boku BC trojkata A ABC;
dzielimy BC na 5 rownych cze§ci w punktach E,, F,, Fs. E,, pro-
wadzimy odcinki E,F,// E,F, /| E,F, | E,F,//DA, wreszcie laczymy D
z punktami Fy, F,, F, F,.

39. Dany trojkat podzielié na trzy rownowazne czeci za po-
moca poprzecznych, poprowadzonych z jednego wierzcholka.

40. Rownoleglobok podzieli¢ na n czeéci rownowaznych za po-
moca poprzecznych, poprowadzonych z jednego wierzcholka. Spo-
rzadzi¢ dwa rysunki, odpowiadajace dwom przypadkom: 1-0 gdy n
jest liczba parzysta, 2-0 gdy n jest liczba nieparzysta.

[Wskazowka: w przypadku pierwszym porown. rys. 153].

41. Za pomoca konstrukeji
analogicznej do poprzedniej po-
dzieli¢ dany trapez na 3 réwnowa-
zne sobie trapezy tak, by ich pod-
stawy lezaly na podstawach trape-
zu danego.

42, Dane sg dwa rownole-
globoki o r9wnych katach; zbudo-
waé trzeci rownoleglobok, majacy
te same katy i ro6wnowazny rézni-

Rys. 153. cy danych rownolegtobokow.

43. Uzasadni¢ nastepujacy
podziat wielokata na n cze$ci rownowaznych, zapomoca prostych,
wychodzacych z danego punktu wewnetrznego. Niech bedzie dany
(rys. 154) wielokat A;4, ... A,, i punkt wewngtrzny O. Przypu$émy,
ze mamy podzieli¢ wielokat na 5 czeéci réwnowaznych. Eaczymy
naipierw O z dowolnym punktem K na konturze wielokata, nastep-
nie kre§limy KB;//AO,, potym B,B,//0OA,, B,B,//0A,, i t. d. az o-
trzymamy punkt F; na przedluzeniu ostatniego boku A;4,. Troikat
A OKPE; jest rownowazny danemu wielokatowi (dlaczego?). Bok
KRB, trojkata dzielimy na 5 cze$ci rownych i przez punkty podziatu
prowadzimy linje lamane (na rysunku oznaczone kropkami), réwno-
legte do lamanej P,B,B;...B,. W ten spos6éb na konturze wielokata
otrzymamy 5 punktow: K = K,’, K,’, K/, K,’, K;’. Laczac je wszyst-
kie z punktem O, podzielimy dany wielokat na 5 cze$ci roéwnowaz-
nych sobie.

44. Jezeli mamy dane dwa wielokaty wypukle o jednakowej pa-
rzystej liczbie bokdow i jezeli srodki bokow jednego z nich sg zarazem
$rodkami bokéw drugiego, wowczas wielokaty sa sobie rownowazne,
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[Wskazowka: laczymy odpowiednie wierzcholki wielokatow pro-
stymi, ktore wszystkie sq do siebie réwnoleglte, i prowadzimy prosta
m do nich prostopadla].

45. Jezeli kazdy wierzcholek rownolegltoboku polaczymy z $rod-
kami dwoch bokéw, otrzymamy o$m prostych, ktore wewnatrz ro-
wnolegloboku wyznaczaja o$miokat, rownowazny '/, cze$ci rownole-
globoku.

Rys. 154.

46. Dowie$é: 1-0 ze z trzech $rodkowych trojkata AABC mo-
zna zawsze zbudowac trojkat;
2-0 ze $rodkowe nowego trojkata rownajq sie ?/,
bokow trojkata AABC;
3-0 ze nowy trojkat jest rownowazny 3/, cze$-
ciom trojkata AABC.

47. Jezeli przeciwlegte boki AB, DC czworoboku przecinajq
siec w punkcie M, punkty za§ P, Q sa $rodkami przekatnych AC, BD
wowcezas trojkat AMPQ jest rownowazny czwartej czedci czworobo-
ku ABCD.

48. Na zasadzie poprzedniego twierdzenia dowie$é¢, 7ze Srodki
trzech przekatnych czworoboku zupelnego le7a na jednej prostej*).

*)  Jezeli w czworoboku ABCD przedluzymy boki AB, DC
az do przecigcia w M, boki za§ BC, AD az do przecigcia si¢ w L,
powiadamy, ze otrzymaliémy czworobok zupelny ABCDML.
Ma on sze$¢ wierzcholtkéw i trzy przekatne AC, BD, ML; kazdy jego
bok przechodzi przez trzy wierzcholki.
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ROZDZIAL 11

Zastosowania do tréjkatéw: twierdzenie
Pitagorasa i jego uogélnienie.

188. Twiefdzenie. Prostokqt, zbudowany z boku tréjkq-
rzutu na niego drugiego boku, jest réwnowazny prostokqto-

wi, zbudowanemu z tego drugiego boku i z rzutu na niego boku
plerwszego.

]
)
la iz

(-}
L]

E F E F

Rys. 155.

Jezeli w prostokacie DEFC (rys. 155) mamy DE = AC,

w prostokacie zas CGHI mamy CI = BC, woéwczas wystarczy 1
poprowadzi¢ odcinki ‘ |
LF /| BC oraz IK ]/ AC.

Réwnoleglobok LICB jest réwnowazny prostokatowi

DEFC (dlaczego?), a rownoleglobok ACIK jest réownowaz- ?

ny prostokatowi CGHI (dlaczego?).
Ale dwa te rownolegloboki sa sobie rowne, gdyz

CI = LF, AC = CF, X ICA = < BCF. /
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Wobee tego istotnie prostokat DEFC jest rownowazny pro-
stokatowi CGIHI.

§ 189. W przypadku szczegolnym, gdy trojkat A ABC
jest prostokatny, przyprostokatna BC (rys. 155) jest zarazem
rzutem przeciwprostokatnej na prosta BC, wobec czego za-
miast prostokata CGHI mamy kwadrat CBHI. W tym
szezegolnym przypadku twierdzenie nasze przybiera postac
nastepujaca:

Twierdzenie. Kwadral, zbudowany na przyprosltokaqtnej, jest
rowno wazny prostokqlowi, zbudowanemu z przeciwprostokqlinej i
z rzulu tej samej przyprostokqinej na przeciwprostokqing.

§ 190. Twierdzenie Pitagorasa. Kwadrat, zbudowany na
przeciwprostokqlnej, jest rownowazny sumie kwadratéw, zbudo-
wanych na dwu przyprostokqinych.*)

Istotnie, jezeli poprowadzimy
DE | AB, wowczas kwadrat ABGF
podzielimy na dwa'prostokaty, ozna- G 2
czone na rysunku numerami 17 1 27

Na mocy § 189, prostokat 1/
jest rownowazny kwadratowi 1, pro-
stokat za§ 27 jest rownowazny kwa-
dratowi 2.

Rownie prosty dowod mozna
otrzymac, dzielac te trzy kwadraty F g G
bezposrednio na figury parami row- Rys. 156.

r 2

*) Wedlug tradycji greckiej, twierdzenie Lo znalazl i udowod-
nil filozof Pitagoras z Samosu (VI w. przed Chr.), ktory zy
i nauczal w Krotonie, w poludniowej Italji, mniej wig¢cej w okresie
wypedzenia Tarkwinjuszow z Rzymu. Pitagoras sam nic nie pisal;
z dziel jego uczniow dochowaly si¢ tak drobne urywki, ze nic pewne-
go nie mozemy powiedzie¢ o badaniach naukowych tego filozofa.
Z réznych powodéw wydaje sie rzeczaq prawdopodebng, ze Pitagoras
spedzil czas jaki$ w Egipcie, gdzie poznal szczegdlne przypadki po-
wyzszego twierzenia (np. trojkat o bokach, réwnajacych sie 3, 41 5
jednostkom miary), sam za$§ uogo6lnil twierdzenie na wszelkie trojka-
ty prostokatne i pierwszy dowiodl go. Dzi§ zreszta niepodobna zga-
dngé¢, na czym mogt polegaé jego dowod.

Przekonamy si¢ w dalszym ciagu, ze tw. Pitagorasa nalezy do
najwazniejszych twierdzen geometrji.
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ne sobie. Dowdd ten wynika z rys.
157.  Czytelnik przeprowadzi go
szczegolowo.

§ 191. Jak twierdzenie Pita-
I \ gorasa wynika z § 189, tak z ogol-

2 niejszej  wlasnosci,  dowiedzionej
1 w § 188 wynikaja dwa ogolniejsze
twierdzenia, dotyczace trojkatow do-
wolnych.

Rys. 157.

Twierdzenie. Kwadrat na boku przeciwleglym kqlowi ost-
remu jest mniejszy od sumy kwadratéw, zbudowanych na dwu
drugich bokach, o podwojony prostokat, zbudowany z jednego
z lych bokéw i z rzutu na niego drugiego boku.

Niech ACED AFGB,
fi BHIC beda kwadratami,

G zbudowanymi na bokach

8 trojkata A ABC, w kto-
rym kat T ABC jest os-
< 9 try.  Jezeli wykre§limy
A trzy wysoko$ci tego troj-
AN kata 1 przedluzymy je,
wowczas kazdy z trzech
powyzszych  kwadratow
2 zostanie podzielony na
dwa prostokaty, przyczym
(§ 188) prostokaty 1 i 1
D E sa sobie rownowazne, jak

Rys. 158. rowniez 2 i 2’ oraz 3 i 3.

Wobec tego sumapro-

stokatow 1 i 2, czyli kwadrat na boku AC, mniejszy jest od

sumy dwu drugich kwadratow o podwojony prostokat 3 (Tub
LE7R5H)S

’
Loiss S e e i 5 E s e
N

§ 192. Twierdzenie. Kwadral boku przeciwleglego kqto-
wi rozwartemu jest wiekszy od sumy kwadratéw dwu drugich
bokdéw o podwojony prostokaqt, zbudowany z jednego z tych bokéw
i z rzulu na niego drugiego boku.

Jezeli w trojkacie A ABC kat < B jest rozwarty, wow-
czas, prowadzac wysokosci i podtuzajac je, mamy.
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prostokat 1 jest rowno-

wazny prostokatowi ADEG,

ktory sklada sic z kwadratu 3 / N
3

i z prostokata BDEF;

prostokat 2 jest rowno- O
wazny  prostokatowi HILC,
ktory sklada sie z kwadratu 4 A : Y
i z prostokata HIKDB,

a poniewaz (§ 188) prostokaty
HIKB, BDEF sa sobie réwno- i
wazne, zatym kwadrat na boku
AC wigkszy jest od sumy kwa-
dratow 3 14 o podwojony pro- Rys. 159.
stokat BDEF (Jub o podwojo-

ny prostokat HBKJ).

§ 193. Twierdzenie Pitagorasa wraz z twierdzeniami
§§ 191, 192 tworza ukltad zamkniety (poréown. str. 50),
co latwo uwidoczni¢, streszczajac je w nastepujacy sposob:

jezeli &L C =8 to El — E] e El |

]

jezeli <L C<C 8 to E]<E+ b

jezeli L C >3, to E|> E( +[b ],

Wobec tego mamy prawo odwroci¢ wszystkie trzy twierdzenia.
Uczen sformuluje sam twierdzenia odwrotne.

Uwagi. 1. Jak widzimy, twierdzenie Pitagorasa wyraza cechg
charakterystyczng trojkata prostokatnego: majac dane trzy boki troj-
kata i opierajac sie na §§ 190—193, mozemy zawsze orzec, czy dany
bok lezy mnaprzeciwko Kkata
prostego, ostrego czy rozwar-
tego.

2. Twierdzenie Pitago-
rasa mozna uwazaé za przy-
padek szczeg6lny  zar6wno
twierdzenia § 192 o boku, le-
zacym naprzeciw kata roz-
wartego, jak twierdzenia
§ 191 o boku przeciwlegtym
katowi ostremuv. Istotnie, je-
zeli wyobrazimy sobie trojkat Rys. 160.




174 O réwnowaznosci wielokatow.

zmienny ABC (vys. 160). w ktorym bok BC jest nieruchomy, bok
za$§ AB obraca si¢ dokola B w zwrocie oznaczonym strzalka, zacho-
wujac stalg dlugo$é, wowezas kat ostry 9 ABC musi rosnaé. Wobec
tego rosnie przeciwlegly bok AC (§ 103), a wiec i kwadral na tym
boku zbudowany, natomiast rzut BD boku BC maleje, jak rowniez
rzut BE boku AB. Innymi stowami: malejq prostokaty 3 i 3/, o
ktore kwadrat boku AC r6zni sie od sumy kwadratow, zbudowanych
na bokach AB i BC. W chwili, gdy %at << ABC staje sie prosty,
znikaja (stajq si¢ rowne zeru) zarowno rzuty BD i BE, jak i prosto-
katy 3 i 3’, a wowczas kwadrat na boku AC roéwna sie sumie kwa-
dratow na bokach AB i BC, i mamy twierdzenie Pitagorasa.

Uczen zbada w podobny sposob zmiany, ktére zachodza, gdy
kat rozwarly tréjkala stopniowo maleje, az staje si¢ réwny pro-
stemu.

§ 194. Twierdzenie. W ({réjkqcie prostokqingm kwadrat
wysokosci, poprowadzonej z wierzchotka kqta prostego, jest ro-
wnowazny prostokqtowi, zbudowanemu z dwdéch odeinkéw, na kio-
re ta wysokosci dzieli przeciwprostokaing.

Niech bedzie dany trojkat A ABC»

H B w ktorym <CB=29 i niech bedzie BD 1 AC.
P Budujemy kwadrat BDGH i twierdzimy,

S ze jest on rownowazny prostokatowi
6AT D] _)° DEFC, w ktorym DE = AD.

E ;  Istotnie, ADGE = AABD (dlaczego?);
Rys. 161. Zatym @:1 = @:2’
ze za$ X2 =<3 (dlaczego?),

X1=13

czyli proste BC, GE sa do siebie rownolegtle.

Wobec tego trojkaty A EDC, A GBD, jako wierzchotko-
we zawarte miedzy rownoleglymi (zadanie 7, str. 166), sa sobie
rownowazne, a poniewaz pierwszy jest polowa prostokata
DEFC, drugl za$ stanowi polowe kwadratu GHBD, zatym
kwadrat ten i prostokat sa sobie rownowazne.

musi wiec byé

Cwiczenia XXIX. 1. Zbudowaé¢ kwadrat rownowazny
danemu prostokatowi, opierajac sie¢ na twierdzeniu

§ 189.
la. Rozwigza¢ to samo zadanie, opierajac sie

na § 194.
a
2. Jezeli w prostokacie ABCD mamy E<b<a, wowcezas za
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pomoca nastepujacej konstrukeji mozemy podzieli¢ prostokat na
trzy czeéci, z ktorych daje sie ulozyé rownowazny kwadrat:

na boku AB, jako na $rednicy, kreslimy kolo; na tym samym
boku odkladamy odcinek AD’= AD; w punkcie D’ wystawiamy
prostopadly, ktora przecina kolo w punkcie E; wreszcie kres$limy
prosta BE. W ten sposob prostokat dany zostal podzielony na 2
trojkaty prostokatne i na czworobok; dowieéé, ze z tych trzech figur
mozna utozyé¢ kwadrat.

3. Zbudowaé kwadrat, ktory bylby réwnowazny:

1) sumie dwu danych kwadratéow ‘ d ' + }T! :

2) ro6znicy dwu danych kwadratow [7’—- ‘T; 2
3) polowie danego kwadratu r«

4. Jezeli przekatne czworoboku sq do siebie prostopadte, wow-
czas suma kwadratéw, zbudowanych na dwoch bokach p rzeciwle-
glych, jest rownowazna sumie kwadratéw, zbudowanych na dwu
drugich bokach.

5. Budujemy pieciokat ABCDE, w ktorym kat << B jest pro-
sty, bok za§ CD jest prostopadly do przekatnej AC. Jak nalezy wy-
kresii¢ bok DE, zeby kwadrat, zbudowany na boku AE, byt rowno -
wazny sumie kwadratéw, zbudowanych na czterech innych hokach
pigeiokata.

6. Matematyk hinduski Bhaskara, (XII w. po Chr.) podaje
w swym traktacie matematyki twierdzenie Pitagorasa bez dowodu,
zaopatrujac je tylko rysunkiem 162 i wykrzyknikiem: ,,patrz!”

Rys. 162. Rys. 162a.

Dowies¢ tego twierdzenia, ustaliwszy najpierw za pomoca ry-
sunku 162a prawdziwosci zwiazku

o] <[5+ [1] 2 23]

(Poréwnaj z analogicznym wrovem jebrze!)




®
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7. Zapomocg rysunku 163 dowie$§é prawdziwos-

ci zwiazku ‘a—}—b':y_a_‘+’T[+2‘a.bl, nastepnie do-

wies¢ twierdzenie Pitagorasa za pomocg rysunku 163a*)

Rys. 163. Rys. 163a.

8. Dowies$¢, ze

a—b. a4b ’ = 17‘——1ﬁbf| . Jaki  jest
analogiczny wzor w algebrze?

9. Jezeli w trojkacie AABC, w ktorym CB = CA, poprowa-
dzimy do boku AB dowolny odcinek CD, woéwezas musi byé

AD, DB I: AC+ CD, AC—CD \

10. Jezeli cieciwa AB przecina w punkcie C érednice, two-

‘rzac z nig kat = 13, wowezas suma kwadratow l AC l—l— | CB 1 jest

rownowazna podwojonemu kwadratowi promienia.

11. Kwadrat, zbudowany na wysokoéci trojkata réwnoboczne-
go, jest trzy razy .wiekszy od kwadratu, zbudowanego na polowie
boku.

12. Kwadrat, zbudowany na boku tréjkata réwnobocznego,
jest trzy razy wiekszy od kwadratu, zbudowanego na promieniu ko-
ta opisanego.

13. Na bokach trojkata prostokatnego A ABC budujemy na
zewnatrz kwadraty i 1aczymy ich wierzcholki tak, ze powstaje sze$-
ciokat wypukly. Dowiesé. iz suma kwadratow, zbudowanych na bo-
kach tego szesciokata, jest 8 razy wieksza od kwadratu, zbudowane-
go na przeciwprostokatne) AB.

14. Wrownolegltoboku ABCD mamy zawsze
[l +a]=[a] +[&]+[=] +[<]-

*)  Niektorzy historyey matematyki przypusiczaja, ze takim
mogt byé oryginalny dowod Pitagorasa.

Zastosowania do trojkatow. 177

15. Jezeli w roéwnolegloboku ABCD przekatna e rowna sie
bokom a i ¢, ~wowczas druga przekatna f spelnia warunek

(] =[e]+[o]+[q]-
T 16, Jezelr przez me oznaczymy S$rodkows, poprowadzona do

boku ¢ w trojkacie /A ABC, wowczas musi zachodzié¢ zalezno$é na-
stepujqca:

4|mc

S -

17. Jezeli w trojkacie A\ ABC przedluzymy w tym samym

a b
zwrocie*) boki a, b, ¢ o odcinki CE = ? AF = ? BD=—_:— i je-
zeli poprowadzimy w tym trojkacie $Srodkowe AA’, BB’, CC’, woOw-
czas suma kwadratow, zbudowanych na odcinkach AE, BF, CD, mu-
Si by¢ wieksza od sumy kwadratow, zbudowanych na $rodkowych, o

sume kwadratow bokow, t. j. o ‘ a !-{- IT’ + ‘Tl [Wskazowka:

bok a jest s$rodkowa w trojkacie A ¢C’D, w ktorym C'D = ¢
1w e di]e

18. Jezeli na érednicy Kkola obierzemy punkty A, B w jedna-

kowej odleglo$ci od $rodka kola O i jezeli M jest dowolnym punk-

AM I+{ BM t jest wielko
$cig stala, a mianowicie jest dwa razy wigksza od sumy kwadratow
| MO | 4| 40 ’ .

19, Jezenr suma kwadratow odleglosei punktu M od dwoch
punktow nieruchomych A, B jest wielkosciq stala, wowczas miej-
scem geomelrycznym punktu M jest okrag kola, ktorego srodkiem
jest §rodek odcinka AB.

Wskaza¢ sposob zbudowania tego okregu.

20. Jezeli roznica kwadratow odleglosci punktu M od dwoéch
punktow nieruchomych A i B jest wielkoScig stalg, wowezas miej-
scem geometrycznym punktu M jest
prosta, prostopadila do AB.

21. W trapezie suma kwadra-
tow przekatnych jest rownowazna su-
mie kwadratow dwaoch bokoéw niero-
wnolegltych, wigcej podwojony prosto-
kat, zbudowany z obu podstaw tra-
pezu.

22. Na bokach b, c¢ trojkata
AABC budujemy dowolne réwnole-
globoki, boki ich DE, GH przedluza-
my az do przeciecia sie w punkcie F,
wreszcie na boku a budujemy réwno- Rys. 164.

tem okregu, wowczas suma kwadratow

*) Patrz odsylacz na str. 37.

Geometria elementarna 12
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leglobok BLMC, ktérego hoki BL, CM sq rownolegle do FA, wierz-
cholki za§ L, M leza na bokach DE, GH poprzednich rownolegtobo-
kéw. Dowies¢, iz ten trzeci rownoleglobok jest rownowazny sumie
dwu pierwszych (Twierdzenie Pappusa z Aleksand rji, stynnego
matematyka greckiego w III w. po Chr.).

23. Wykazaé, iz twierdzenie Pitagorasa wynika z tw. Pappu-
sa jako szezegolny jego przypadek. ’

24. Dane sg dwa kola zewnetrznie do siebie styczne; dowie$é, iz
kwadrat ich spolnej stycznej zewnetrznej jest réwnowazny prostokato-
wi, zbudowanemu ze $rednic obu Kkol.

25. Jezeli w trojkacie A ABC kwadrat, zbudowany na wyso-
kosei h, , jest mniejszy od prostokata, zbudowanego z rzutoéw r
wowezas kat << C>3 w przeciwnym za$ razie mamy << C<<3d

26. Dany odcinek A B podzieli¢ na takie dwie czesei AC, CB,

zeby zachodzil zwiazek | AB, AC 4 = m‘ C¢B
znacza liczbe dang. [W s kazowk a:

— 1
AB, AX |, gdzie AX = — AB].
PR m

a’ Ty »

, w ktorym m o-

buaujemy prostokat

27. Jezeli z wierzcholkow kwadratu ABCD poprowadzimy pro-
stopadle a’, b’, ¢/, d’ do dowolnej prostej, wowczas suma kwadralow
dwoch prostopadlych, poprowadzonych z dwoch przeciwleglych wierz-
cholkow, jesl rownowazna podwojonemu prostokatowi z dwu drugich
prostopadlych wiecej dany kwadrat, czyli

@l [e]- 7w

28. Suma kwadratow, zbudowanych na bokach dowolnego
czworoboku, jest réwnowazna sumie kwadratéw zbudowanych na
przekatnych, wiecej cztery razy wziety kwadrat odcinka, laczacego
Srodki przekatnych.

Co staje si¢ z tym twierdzeniem, jezeli cdcinek, laczacy $rodki
przekatnych, malejae coraz bardziei, staje sie rowny zeru?

29. Suma kwadratéw, zbudowanych na bokach pieciokata, jest
rownowazna sumie kwadratow wszystkich przekatnych, wiecej cztery
razy wzigta suma kwadratow odcinkow, laczacych $rodki tych prze-
katnych.

30. Jezeli mamy dane stale koto i tréjkat A ABC, Wpisany
w to kolo, i jezeli wierzchotek A trojkata pozostaje staly, wierz-
cholki za§ B i C iporuszajg sie po kole tak, iz suma kwadratow

B

]

+’ AC ’ pozostaje stala, wowcezas $rodek X boku BC kreéli

prosta, prostopadla do S$rednicy, przechodzacej przez A [Wska-
zowka: ¢wiczenia 20 i 16].
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ROZDZIAL III.

Prostokaty, zbudowane z cieciw.

~ § 195. Twierdzenie. Jezeli z lego samego punklu popro-
adziliémy do kola stycznq i siecznq, wéwczas kwadral stycznej
est rownowazny  prostokqlowi, zbudowanemu z calej siecznej
z zewnelrznego jej odcinka.

Rys. 165.

Niech bedzie dany punkt M, lezgcy zewnatrz kola; niech
A bedzie styczna do danego kola, MBC za$ sieczna. Zbu-
ujmy na stycznej kwadrat, na odcinku za$ MB prostokat,
orego drugi bok MD niech sie rowna siecznej MC. Powiadam
kwadrat AEFM i prostokat MBKD sq sobie rownowazne.
Przedtuzmy bok EF kwadratu az do przecigcia sie
punkcie H z prosta KD, polaczmy M z H oraz A z B i
iech I bedzie punktem przecigcia sie prostych AB, KD.
wierdz¢ najpierw, iz czworobok AIHDM jest rownoleglobo-
m czyll ze prosta AB jest rownolegla do M.

X HDM = . MFH = 3,

atym czworobok MFDH jest wpisany, musi tedy zachodzi¢
= L =<2

rojkaty A MFD i A MAC cownaja sie sobie (dlaczego?);

Poniewaz

YWNoS¢
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zatym ST D= ot o

3 =304 (§ 143 1 144),
wobec zaé rownoleglosci prostych EH, AM musi byc
< d =i<r D,

Tak wiec <C 1 = <5 i proste Al, MH sa istotnie réwnolegle
do siebie.

Jezeli jeszeze zauwazymy, iz

A GIH = AN ABM

to dowod twierdzenia stanie si¢ oczywisty.

Jakoz

kwadrat AEFM = AGHM = BIHM = MBKD.

ale wiemy, iz

(dlaczego?),

§ 196. Twierdzenie. Jezeli dwie sieczne wychodzq = jed-
nego punklu, lezqcego zewnatrz kola, wowczas prostokat, zbudo-
wany z jednej siecznej i z jej odcinka zewnelrznego, Jesl rowno-
wazny prostokalowi, zbudowanemu z drugiej siecznej i z Jej od-
cinka zewnetrznego.

Niech bedzie dane kolo i punkt zewnetrzny M. Jezeli
z M poprowadzimy dwie sieczne, z ktérych pierwsza przecina
okrag w punktach B, B, druga
w punktach C, C’, wowczas po-
wiadam, iZ musi byc¢

B, M|~ | MG, MC

Jakoz wystarczy zauwazyc,
ze oba te prostokaty sa réwno-
wazne kwadratowi, zbudowane-
mu na stycznej MA.

Rys. 166.

§ 197. Twierdzenic. Dwie sieczne, przecinajqce sie we-
wnalrz kola, dzielq si¢ kazda w punkcie przecigcia na takie dwa
odcinki, iz prostokqt, zbudowany z odcinkéw jednej siecznej, jest
réwnowazny prostokqlowi, zbudowanemu z odcinkéw drugiej
siecznej.

Twierdzenie to da si¢ z latwoscia sprowadzi¢ do poprze-
dniego. Niech CC’, BB’ beda dwiema cigciwami, przecinaja-
cymi si¢ wewnatrz kola w punkcie M. Powiadam, iz mamy
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MB. MB' | = | MC. MC' |.

Aby tego dowies¢, odlozmy na
cigciwach odcinki
MB” == MB’ i MC"” = MC".
Proste B'C’ i B”C" sa do sie-
bie rownelegle (dlaczego?), zatym
=5 1 = =L 2,

ale poniewaz katy wpisane < I, <3
opieraja si¢ na tym samym tuku,

zatym
L1 =<3 =<2
i, co za tym idzie, kat <{ 3 spelnia si¢ z katem <C 4.

Stad wynika, ze na czworoboku BB”C”C mozna opisac
koto. Punkt M musi leze¢ zewnatrz tego kola; mamy tedy
kolo (na rysunku kropkowane), punkt zewnetrzny M i dwie
sieczne MB'B. MC”C, na mocy wiec poprzedniego twierdze-
nia musi by¢:

| MB, MB” j “l MC, MC”
7e za8 MB” = MB, MC’ = MC

MB, MB' | =| MC, MC_

zatym

§ 198. Jezeli mamy dane kolo i dwie sieczne, wycho-
dzace z punktu (wewnetrznego lub zewnetrznego) M i przeci-
najace okrag: jedna w punktach B, B’, druga w punktach C,C%
i jezeli na jednej z nich, np. na pierwszej, obierzemy dowolny
punkt K nie lezacy na okregu, wowcezas prostokat

l. MC, MC’ [ nie jest réownowazny prostokatowl l MB, MK |

B M gdyz prostokat.

I
nie moze byc
réownowazny
prostokatowi

B MK

"MB, MB
Rys. 168. S

Rys. 169.
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Widzimy tedy, iz twierdzenia przeciwne, (a wige i twier-
dzenie odwrotne) wzgledem twierdzen §§ 196, 197 musza by¢
prawdziwe. Innymi stlowy mamy nastepujace

Twierdzenia odwrotne. I. Jezel/i na dwdch prostych, wycho-
dzqcych z punktu M, mamy po dwa odcinki o jednakowych zwro-
tach MB, MB’ oraz MC MC’ takie, iz

MB, MB' | —| Mc. Mc"

wowezas czlery punkly B, B’, C, C’ lezq na jednym okrequ
(rys. 169).

II. Jezeli na dwdch prostych, wychodzqcych = punkiu M,
mamy po dwa odcinki o zwrotach przeciwnych MB, MB’ oraz
MC, MC’, przyczym

| MB. MB"| = | M. MC |
woéwezas czlery punkly B, B', C, C’ lezq na jednym okregu
(rys. 168).

Mamy tedy nowy sposob poznawania, czy cztery punkt\

lezq czy nie leza na tym samym okregu.

Cwiczenia XXX. Twierdzen rozdzialu III dowiedli$émy. nie ucie-
kajac si¢ nigdzie do tych prawd geometrycznych, o ktoryeh bylta mo-
wa w rozdziale II, a wiec do tw. Pitagorasa i do pokrewnych mu
twierdzen o trojkatach. Mozna z latwo$cia wykazaé, ze wszystkie
wlasnosci trojkatow, zawarte w twierdzeniu Pitagorasa i w innych
twierdzeniach rozdzialu II, sq po prostu wnioskami z prawd, ktore
wylozyliSmy w rozdziale niniejszym. Taki jest wlaénie sens za-
) 38

1. Niech bedzie dany trojkat ostrokatny AABC. Na AB,
Jako na S$rednicy, kre§limy okrag, ktory przechodzi przez spodki obu
wysokos$ci hg, hp (dlaczego?); zapomocq tej figury i twierdzenia § 196
dowies¢, ze prostokat z boku trojkata i rzutu na niego drugiego bo-
ku jest rownowazny prostokatowi z tego drugiego boku i z rzutu na
niego boku pierwszego (§ 188).

la. Dowie$¢ tego samego twierdzenia w przypadku, gdy w troj-
kacie AABC kat 3<C jest rozwarty.

1b. Niech bedzie dany trojkat AABC, w ktorym kat << C=3
Prowadzimy w nim wysoko$¢ CD i na AC, jako na $rednicy, kresli-
my kolo. Za pomoca tej figury i twierdzenia § 195 dowies$é, ze kwa-
drat przyprostokatnej jest réwnowazny prostokatowi z calej prze-
ciwprostokalnej i z rzutu tej przyprostokatnej (§ 189).

2. Na przyprostokatnych CA, CB, jako na §rednicach, wykre-
$li¢ dwa kola i, stosujac do kazdego z nich twierdzenie § 195, dowies$é
twierdzenia Pitagorasa.

Prostokaly, zbudowane z cieciw. 135

2a. Dowie§é twierdzenia Pitagorasa w nastepujacy sposéb: ma-
jac dany trojkat AABC, w ktorym <<(C=38, kreslimy koto (B)C, kto-
re przecina przeciwprostokatng AB w punkcie D, przedtuzenie za$
jej w punkcie E; stosujemy do tej figury twierdzenie § 195, uwzgled-
niajac, ze AD=AB—BC, AE=AB+BC.

3. Majac dany trojkat AABC, w ktorym <<C = 3, kre$limy
kolo (B)C i z punktu A prowadzimy do niego druga styczng AC’.
Laczac C z C’ i stosujac twierdzenie § 197, dowics$¢, ze kwadrat wy-
soko$ci w trojkacie prostokatnym jest rownowazny prostokatowi, zbu-
dowanemu z odcinkéw, wyznaczonych na przeciwprostokatnej.

4, W tréojkacie ostrokatnym ortocentr dzieli kazda wysokos¢
na takie dwa odcinki, ze zbudowane z nich prostokaty sa sobie ro-
wnowazne.

5. Czy twierdzenie to pozostaje prawdziwe dla trojkatow roz-
wartokatnych? Jezeli nie, to jak nalezy je w tym wypadku zmody-
fikowac?

6. Jezeli dwa kola przecinaja sie, wowczas przedtuzenie ich
spolnej cieciwy dzieli na polowy spo6lng ich styezna zewnetrzna.

7. Jezeli AB jest spolna cigciwg dwoch przecinajacych sie kot
i jezeli przez dowolny punkt C tej cieciwy poprowadzimy dwie no-
we cigciwy: jedna DCD’ w pierwszym kole, drugq ECE’ w drugim ko-
le, wowczas punkty D, D’, E, E’ muszg leze¢ na jednym okregu kola.

8. Jezeli trojkaty A&B(‘ AA'B'C’ maja katy odpowipdnio

rowne, wowcezas prostokal |a, b jest rownowazny prostokatowi | a’, b
D y

[Wskazowka: budujemy l\at wierzcholkowy wzgledem kata <c<C
i na jego ramionach odktadamy odcinki, rownajgce si¢ bokom a’, b’
trojkata A A'B’C].

9. Prostokat, zbudowany z dwéch bokow trojkata, jest rowno-
wazny prostokatowi, zbudowanemu z $rednicy kola opisanegoiz wy-
sokosci, poprowadzonej do boku trzeciego. [Wskaz 6 wka: chege

= lzc, 2R}, prowadzimy wysoko$¢ CD. $rednice

dowiesé. ze

CE, laczymy A z E i stosujemy poprzednie éwiczenie].

10. Jezeli AB jest <$rednicq kola, punkt C lezy na okregu,
O jest srodkiem kola i jezeli cieciwa CD iest vrostopadta do $rednicy
AB, wowczas musi byé ‘ AC, CBI =R ONED ’ [Wskazowka:
polaczyé D z B i oprzeé sie na éwiczeniu S-yml].

11. Jezeli w trojkacie prostokatnym A ABC obierzemy dowol-
ny punkt D na przeciwprostokatnej AB i w punkcie tym wystawi-
my prostopadly, przecinajgca przyprostokatne (lub ich przedhizenia)
W punktach E, F, okrag za§ kola opisanego w punkcie G, wowczas

musi by¢ |66 = {DE:ITF ;

[Wskazowka: oprzeé sie na za-
daniu 8-ym]. '

12. Jezeli AB jest $rednicq kola, CD za$ dowolng cieciwg, prosto-
padia do Srednicy w punkcie M i jezeli prosta AX,' laczaca A z dowol-




181 O rownowazno$ci wielokatow.

nym punktem X cieciwy CD, przecina okrag kola w punkcie Y,
wowcezas prostokat ‘ AX,AYI ma stalg wielko$¢. [Wskazowka:
czworobok MX Y B].

13. Na prostej mamy trzy state punkty A, B, C. Z punktu
A prowadzimy styczne do wszystkich kol, przechodzacych przez
punkty B i C; znalezé¢ miejsce geometryczne punktow stycznosci tych
stycznych.

14. Kreslimy uklad kol, zlozony =z wszelkich mozliwych kot,
lezacych po jednej stronie danej prostej m i stycznych do niej w da-
nym jej punkcie A. Do ko6t tych prowadzimy styczne, roéwnolegle
do innej prostej danej p. 1) Znalez¢ miejsce geometryczne punktow
styczno$ci. 2) Wykazaé, ze jeSli jedna z tych stycznych przecina
prosta m w punkcie T, sama za$§ jest przecigta przez inne kolo tego

samego ukladu w punktach B, C, wowczas prostokat {_TB, T( ‘ ma
stalq wielko$é.

15. Jezeli mamy dane dwa kola O, O’ i ze $rodka ‘kazdego
z nich poprowadziliSmy styczng do drugiego kola, woéwezas dwie

styczne OT’, O'T, lezace po jednej stronie linji $rodkéw, przecinajg

sie w takim punkcie K, z | KO, KT'| = # KT, KO’

16. Jezeli dwa Kkola przecinajg sie w punktach A, A’, wow-
czas styczne, poprowadzone do tych kot z dowolnego punktu prostej
AA’, rownaja sie sobie.

Jaka postaé¢ przybiera twierdzenie, jezeli kola sq zewnetrznie
styczne?

17. Dwa kola sa zewnetrznie styczne do siebie w punkcie A.
W punkcie tym prowadzimy do nich spélng styczng, na niej obiera-
my dowolny punkt X i Igezymy X ze $rodkami k6. Niech B, B’,
oraz C, C” beda punktami przecigcia sie tych prostych z kolami; do-
wieé¢, ze na czworoboku BB’C’C mozna opisaé kolo.

18. Jezeli CA, CB sq dwiema stycznymi do kola i jezeli z do-
wolnego punktu D na luku AB poprowadzimy réwnolegte do stycz-
nych, mianowicie DE//CA. DF//CB, przecinajace cieciwe AB w punk-
tach E, F, wowczas ’D]-.“ - IDF‘ . ‘AF, Fb‘. [Wskazéw-

‘ka: ¢éwiczenie 8-el. :

19. Jezeli na $rednicy AB obierzemy punkty D, E tak, zeby
bylo |AE|=4D, ABI, i jezeli na AD i na AE, jako na éredni-

cach, wykreslimy poltkola, a w punkcie D wystawimy prostopadly do

$rednicy, przecinajaca kolo dane w F, kolo za§ wykre§lone na AE
= }AF,AD '

20. Dane jest kolo o Srednicy AB; w punkcie B prowadzimy do
niego styezna, na niej obieramy dowolny punkt C, kre§limy koto

w punkcie G, wowczas musi by¢ {;A G

Prostokaty, zbudowane z cieciw. 185

(C)B, wreszcie kreslimy prosta AC, ktéra przecina to drugie koto
w punktach D, E. Jezeli kolo (A)E przecina styczna CB W punkcie
F, wowczas kolo, zakreslone na $rednicy AB, dzieli na polowy odci-
nek AF.

21. Opierajac sie¢ na §195, pcdaé¢ nowy sposoéb
zbudowania kwadratu, rOwnowaznego danemu pro-
stokatowi. (Porown. éwiczenia XXIX, str. 174).

22, Dany kwadrat przeksztalci¢ w rownowazny prostokat
o danym boku. Rozwiazaé to zadanie: 1) za pomoca rownolegltobo-
kow dopehiajacych; 2) opierajac sie¢ na § 188; 3) opierajac si¢ na
§ 194; 4) opierajac si¢ na § 195.

23. W dane kolo wpisaé prostokat, rownowazny danemu kwa-
dratowi.

24, Dany kwadrat przeksztalci¢ w prostokat,
w kt6orym suma dwu bokow sasiednich a + b jest
d ana.

25. Kwadrat przeksztalcié wrownowazny pro-
stokat, wktérym dana jest roznica dwu bokow sa-
siednich a—b.

26. Dane jest kolo i punkt zewnetrzny A; poprowadzi¢ z punktu
A sieczna tak, by okrag kola podzielil ja na polowy.

Zbudowad trojkat AABC réwnowazny danemu kwadratowi, ma-

jac dane:
27. A, ¢+ I, 28. A, ¢ — he. 29. ¢— be,ra.
30. Se, C + hc. 31. ¢c— hc, C. 32, ¢ + hc, ha.

33. Zbudowaé trojkat AABC, majac dany prostokat, rowno-
wazny prostokatowi ;a, b| oraz podstawe ¢ i wysoko$¢ ke

[Wskazéwka: porown. éwiczenie 9-le].

34. Wykresli¢ kolo, przechodzace przez punkty A, B i styczne
do danej prostej m.

35. Zbudowaé kolo , styczne do dwoch danych prostych m, n
i przechodzace przez dany punkt A. [Wskazowka: budujemy
punkt A’, symetryczny z A wzgledem dwusiecznej kata 2 (m, n)
i przedtuzany AA’ az do przeciecia si¢ z ¢. Jak postapié, jezeli m//n?].

36. Zbudowaé trojkat AABC, majac dane punkty AY, B,
w ktorych kolo wpisane dotyka bokéw a, b, oraz prosta, na ktore]
lezy bok e.

37. Wykreéli¢ koto, przechodzace przez dwa dane punkty 4, B
i styczne do danego kota (O)r.

38. Dane sg trzy punkty A, B, C; wykresli¢ koto, przecho-
dzace przez A i B, przytym takie, zeby styczna, poprowadzona
z punktu C, réwnala si¢ danemu odcinkowi m.

39. Przez dwa dane punkty A, B poprowadzi¢ kolo, przeci-
najace dane kolo (O)r wedlug érednicy (t. j. tak, ze odcinek, laczacy
punkty przecigcia, jest §rednicq kola danego). [Wskazowka do
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analizy: punkt A laczymy z O i przedluzamy az do przeciecia
z kolem, ktore mamy zbudowa¢].

40. Dany jest kat <<BAC i punkt’ D, nie lezacy na jego ramio-
nach. Przez D poprowadzi¢ prosta, przecinajaca ramiona kata w ta-

kich punktach E, F, zeby prostokat  DE, DF[‘ byl réownowazny da-

nemu prostokatowi. [Wskazéwka do analizv: jezeli na pro-

stej AD obierzemy taki punkt G, zeby bylo 'DA, DG | = | DE, DF
) ‘ ] ‘ ’
wowezas musi by¢ <<DEG = <<CAD]. '

41. Zbudowaé trojkat prostokatny A ABC, majac dana przy-
prostokatng a, oraz rzut r, [Wskazowka do analizy: na I:b

jako na $rednicy, kreslimy koloi z wierzchotka B prowadzimy styczna]

KSIEGA IIL

O figurach jednoktadnych i podobnych.

ROZDZIAL L.

O proporcjach miedzy odcinkami.

§ 199. Niech beda dane dwie wielko$ci zmienne A 1 B.
Przypu$émy, ze gdy pilerwsza przybiera warto$ci liczebne

@, gy wovss R P
druga przybiera odpowiednio wartosci
by, bay o.o... o Uit wene
Jezeli zachodza przytym rownosci
aG Ay Ay 0w
B h o T T R
wowezas A i B nazywamy wielkosciami wprost proporcjonal-

nyml,
jezeli za§ mamy
a1b1 = azb2 = (13b3 = e = Uy b” el

wowezas A i B nazywamy wielkosciami odwrotnie proporcjo-

nalnymi.
W pierwszym przypadku mozemy napisa¢
2 =1 '
ba

adzie k jest liczba stala i nazywa sig spolezynnikiem prostej
proporcjonalnosci.
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W drugim za$ przypadku mamy analogicznie
OUee—ins
przyczym liczba stala m nazywa sie spélczynnikiem propor-
cjonalnosci odwrotnej.

Rzecz oczywista, ze zaréwno w pierwszym, jak i w dru-
gim przypadku, kazde dwie pary odpowiadajqcych sobie war-
lo$ci tworzq proporcje. Mamy wige np. ‘

w przypadku proporcjonalnosci prostej

L ol - ﬂ
0, by - Cn by
w przypadku za$ proporcjonalnosci odwrotnej
a, b,
o by

§ 200. Wszystko to sa rzeczy dobrze znane z arytmety-
ki elementarnej, jezeli jednak zechcemy zastosowac¢ powyzsze
pojecia do wielkoSci geometrycznych (a wige do odeinkéow,
katow 1 obszarow wielokatowych)*), natrafimy na powazna
trudnosé. W zagadnieniach, z ktéorymi mieliSmy do czynie-
nia w arytmetyce, zakladaliSmy zawsze, ze liczby

ey By ecioe 5 (b oo

Uy By, st 2 ligsy s
sq liczbami calkowitymi lub ulamkowymi. Innymi stowami,
zakladaliSmy, zZe wielkoSci A 1 B zmieniaja sie zawsze
w taki sposob, iz dwa stany tej samej wielkoSci, np. stany
Ax i A, majq zawsze spolnq miare.

Jezeli np. kupujemy wstazke jedwabna, ptacac po Fr. €/,
za 1 metr, wowczas kazde dwa kawalki wstazki (t. j. kazde
dwa stany wielkoSci A) maja spélna miare, ktora jest metr
lub centymetr, kazde za$§ dwie ceny (t. j. dwa odpowiednie
stany wielkoSci B) maja spolna miare, ktora jest frank.

Otoz przekonamy si¢ zaraz, ze istnieja wielkoSci geo-
metryczne, nie majace zadnej spdlnej miary; nazywamy je
wielkosciam niespotmiernymi.

§ 201. Twierdzenie. W {irdjkqcie prostokqinym réwnora-
miennym przyprostokalna jest niespotmierna z przeciwprostokalnq

*) I wogole do wielko$ci ciagltych.
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Zastosujmy metode sprowadzenia do Sprzec21loéf:i, 1 'j.
przypuéémy, iz boki tego tr(')jkata'maja.Sp()lna miare, Ze
mianowicie istnieje odcinek, ktory miesci si¢ n razy w przy-
prostokatnej i p razy w przeciwprostokatnej.

Zbudujmy na bokach troj- A"
kata kwadraty, nastepnie odtoz-
my na bokach tych kwadratow
ich sp6lna miare 1 polaczmy p. A '
przeciwlegle punkty podziatu. 3 B
Kwadraty ACC" A" oraz
CC’B”B zostaly podzielone |

’ . G C B
kazdy na n* rownych sobie
kwadracikéw; w kwadracie
AA'B’'B zawiera sie p* takich J
samych kwadiacikow. (Na rys. c' B
170 mamy n=3, p=4). Rys. 170.

7 twierdzenia Pitagorasa wiemy, iZ
AC| +|cB|=|4B |,

zastepujac za$ te kwadraty przez male kwadraciki, otrzymu-
jemy rowno$é arytmetyczna

Dt = Jirt
w ktorej n i p sa liczbami calkowitymi.

Otéz rownosé ta jest niedorzeczna. Istotnie, jezeli n jest
liczba parzysta, to n® zawiera czynnik 2 parzysta liczbe raZ)";
jezeli za$ n jest nieparzyste, to n® nie zawiera wecale czynni-
ka 2. To samo powtérzyé mozna o liczbach p i p®. Wobec -
tego lewa cze$é powyzsze] rownos$ci czyli 2n® zawiera czyn-
nik 2 nieparzysta liczbe razy, natomiast p? albo wcale nie
zawiera dwojki, albo zawiera ja parzysta liczbe razy.

Tak wigc przypuszczenie nasze, ze boki AC i AB maja
sp6lna miare, bylo mylne.*)

*)  Wedlug lradycji, Pilagoras pierwszy dowiod} istnienia 0(.1-
cinkéw niespéimiernych. W kazdym razie mozemy Z calg pewnoscia
twierdzié, ze fakt ten znany byl uczniom i nastepcom Pitagorasa.
Podany przez nas dowo6d jest wlasnie oryginalnym dowodem pitago-
rejezykow; przytacza go w jednym z swych dziel Arystoteles.
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§ 202. Cheac ustalié okrelenie odcink6w proporcjon
nych, musimy poszukaé takiej ich wlasnosci,
zupelnie niezalezna od tego,
wspolmierne,

ktora bylaby
czy dane odcinki sa czy nie sy

W tym celu mozemy oprze¢ sie na nastepujacym
spostrzezeniu.  Niech beda dane cztery odcinki spolmierne,
ktorych miary tworza proporcje, np. odcinki o dhugosci 4 cm.,

8 cm., 3 em. i 6 cm. Mamy proporcj(;t—:%. Zbudujmy
C )

dwa prostokaty: bokami jednego niech beda odcinki o diu-
gosci 4 em. i 6 cm., hokami za$ drugiego odcinki o diugos-
ci 3 em. i 8 em.  Jezeli na kazdym boku odlozymy spolna
ich jednostke miary, mianowicie 1 cm., i przeciwlegle punkty
podziatu polaczymy prostymi, wowczas oba prostokaty zo-
stang podzielone na jednakowa liczbe (24) réwnych kwadra-
tow; mowimy tedy, iz prostokaty te sa sobie rownowazne.

[ TTTT] |
] |
T O

[ ]

Rys. 171.

W poprzednich rozdzialach zbudowaliSmy teorje wielo-
katow rownowaznych zupelnie niezaleznie od istnienia lub
nieistnienia  odcinkdow niespolmiernych, wobec czego po-

wyzsze spostrzezenia nasuwaja nam pomyst nastepujacego
okreslenia:

§ 203. OkreSlenie. Jezeli cztery odcinki a, b, ¢, d dane
$q w porzqdku wymienionym i jezeli proslokat, zbudowany z od-
cinkéow a i d, jest réwnowazny prostokqtowi, zbudowanemu
z odcinkéw b i ¢, wéwezas powiadamy, iz odcinki te tworzq
proporcje i piszemy

a:b — c:d.

Uwaga. Jest rzecza jasna, ze niewolno z gory bez dowo-
du przypisywaé powyzszei nroporeji zadnych wlasnosci, kiére
posiadajq proporcje, zachoczcr miedzy liczbami.

al-

e
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Wypadnie tedy zaja¢ sie zagadnieniem, czy to, co nazwa-
lismy proporcja miedzy odcinkami, posiada te same wlas-
noéc-i, ktore przysluguja proporcjom miedzy liczbami (wy-
miernymi).

§ 204. Twierdzenie. W kazdej proporcji, zachodzqcej
miedzy odcinkami, mamy prawo:
1-0o  przestawi¢ wyrazy Srodkowe;
2-0 przestawi¢ wyrazy skrajne; .
3-0  $rodkowe uczynié¢ skrajnymi, i odwrointe.
Innymi stowy, jezeli mamy proporcje

a:b =c:d
wowezas musza rowniez zachodzi¢ nastepujace proporcje:
1-0 AR = 1ol
92-0 d:b = c:a
d:c — b:a
3-0 b:a — d:¢
D50l = g
c:a =d:b
c:d — a:b

Twierdzenie to wynika bezposrednio z okreslenia § 203;
istotnie, kazda z tych proporcji powiada to samo, co 1 pro-
porcja dana, mianowicie, iz

;adg.: b ¢

§ 205. Twierdzenie. Jezeli cziery odcinki a b ¢ d [wo-
rzq proporcje

a:b = c:d
wowczas prawdziwe sq réwniez proporcje
(1) na:b = nc:d
2) akeribE=—Rchid;

w kiérych n oznacza liczbe calkowilq lub utamkowq.
Istotnie, jezeli mamy dane dwa prostokaty rownowazne

e~ [5e].

wowezas musza byé rownowazne prostokaty n razy wigksze
lub mniejsze*), czyli musi byé

*) Ueczen powinien zilustrowaé¢ to za pomoca rysunku, kladac
np. n=3.
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Zarowno 1‘ na, d % = | nb, ¢ B

. | |

jak a, nd :’b, ncl'.

§ 206. Twierdzenie. Jezeli czlery odcinki a, b, ¢, d fworzq
proporcje

a:b =c:d,
wowczas prawdziwe sq rowniez proporcje
(1) (@a+b) : b= (c+d) :d,
(2) (a—b) : b= (c—d) : d.

Jezeli mamy dana proporcje a:b = ¢:d, wowczas mu-
si by¢ } '
| @ dh = I b, ¢ E
(1) Zbudujmy (rys. 172) dwa rownowazne prostokaty
KLMN = NSTU,
przyezym LM=a, MV=NS=0b, ST=NU=¢, VS=d.
Z réwnowaznosci tych
i M Vv dwu prostokatow wynika,
d{ T ze musza byé rownowazne
K Nl dwa inne prostokaty
& e S b eed LKSV = MVTU

czyli

a+b, d ;i! by c+d |
U T lub, co najedno wychodzi,
Rys. 172. (a+b):b = (c+d) :d.
(2) Zbudujmy dwa réwnowazne prostokaty (rys. 173)
ELMF = IFGH,
i niech bedzie EF=a, I[F=b, FG==¢, FM=d.

1 F Mamy wowczas dwa inne
& ) prostokaty rownowazne, mia-
L il M nowicie
ELKI = KMGH
czyli
[a—bd —| c—d, b |
H G lub, co na jedno wychodzi,
Rys. 173. (a—b :b = (c—d) : d.

\

s i
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§ 207. Twierdzenie. Z prawdziwosci dwdch proporcji

a:b=-c:d

e:f = c:d
wynika prawdziwo$¢ proporcji

R 1) = (3801

Innymi slowami: jezeli mamy dwie pary prostokatow
rownowaznych

a, d | = b,c!

Gy b = s @

|
*
|

wowcezas musza byé rownowazne dwa mne prostokaty, miano-
wicie

;a,’f = b,e|l.

Jakoz z rownowaznosci pilerwszych dwu prostokatow

- wynika, ze punkt L lezy na przekatnej MN prostokata MPNS

(rys. 174); z rownowazno$ci drugich dwu prostokatow wy-

N P
Rys. 174.
nika, ze punkt K lezy na tej samej przekatnej tego samego
prostokata. Wobec¢ tego prostokaty VRMX, ZMTU musza
by¢ rownowazne sobie, a sa to wlasnie prostokaty zadane,
mianowicie
VRMX jest to prostokat | a, f

ZMBU o » . [ibe

§ 208. Okreslenie. Odcinek d nazywamy czwartym propor-
cjonalnym do odcinkéw a, b, ¢, jezeli zachodzi proporcja
a:b = c:d.

Geometrja elementarna. 13
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§ 209. Poniewaz na danym boku a mozna zbudowac
tylko jeden prostokat rownowazny prostokatowi danemu

| b, c || , mamy wigc bardzo wazne twierdzenie nast¢pujace:

Twierdzenie. Istnieje jeden tylko odcinek, czwarty propor-
cjonalny do trzech danych.

§ 208a. OkreSlenie. Jezeli mamy dane lakie (rzy odcin-
ki a, b, ¢, iz a: b="b: ¢ (czyli ze kwadral odcinka b jest réwno-
wazny prostokqlowi, zbudowanemu z a i z ¢), wowczas odcinek
b nazywamy Srednim proporcjonalnym miedzy odcinkami a i c.

Cwiczenia XXXI. Z dwoch proporeji a:b=b’:¢’, oraz b:c =
= ’:b" wynika stuszno$é proporcji a:c=a’:c.
2. Dowies¢ twierdzenia § 207, budujac réwnowazne prostokaty

== 1
!d, e| = |c f‘ nazewnatrz prostokata SMPN.

3. Na rysunku, odnoszgcym si¢ do poprzedniego zadania, do-
wies¢, ze je$li mamy dane dwie proporcje
a b —icd,
A8 = @8
wowcezas muszg byé prawdziwie nastepujace proporcje:
1) (@+e:c=(b-+1f):d;
2) (c+e):e=(d-+1):f;
3) (ate)(b+t=(c+e):(d-|-f).
4, Zbudowaé odcinek czwarty proporcjonalny do trzech da-
nych odcinkow a, b, c.
5. Opierajac si¢ na twierdzeniu § 206 dowie$¢, iz z proporcji
a:b = c¢:d wynika proporcja (a-+b):(@a—b)=(c+ d):(c—d).
6. Rozwigza¢ poprzednie zadanie niezaleznie od tw. § 206,
mianowicie wzorujac sie na dowodach § 207.
7. Trzema roznymi sposobami zbudowaé odcinek x, §redni pro-
porcjonalny miedzy dwoma danymi odcinkami a, b.

ROZDZIAL 11

Twierdzenie Talesa i wnioski z niego.

§ 210. W rozdziale poprzednim ustaliliSmy okre$lenie
odcinkow proporcjonalnych. Opierajac sie na tym okresleniu,
latwo jest wykazaé, ze jezeli ramiona kata prostego przetnie-
my dowolnymi rownoleglymi, otrzymamy na tych ramionach
odcinki proporcjonalne.
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Istotnie, jezeli (rys. 175) AB, CD sa to dwie rownolegle,
przecinajace ramiona kata prostego ¢ 0, wowczas CD jest
przekatna prostokata OCKD, odcinck zas AB jest przekat-
na prostokata OAXB, ktorego trzy wierzcholki O, A. B sa
dane, czwarty za$ wierzcholek
X lezy na przekatnej OK
\ , K prostokata OCKD (Cwiczenie

i o XXVII, 4, str. 165). Wobec
tego musi byé
; OB OC | — 0A oD }

€0 mozemy napisa¢ w postaci
R ‘ proporcji
. ‘ 04 :0C = OB : 0D,
0 B\ D\ Samo przez si¢ nasuwa sie
Rys. 175. pytanie, czy odcinki proporcjo-
nalne powstaja w tych warun-
kach tylko na ramionach kata prostego, czy tez znaleziona
wlasnos¢ przysluguje kazdemn katowi, przecigtemu prostymi
rownoleglymi.

Aby ulatwi¢ sobie odpowiedz na to pytanie, dowiedzie-
my najpierw nastepujacego twierdzenia pomocniczego.

§ 211. Twierdzenie pomocnicze. Jezeli dwa. réwnoleglo-
boki, majqce rowne kqty, sq sobie réwnowazne, wéwczas dwa
prosiokqty, zbudowane z tych samych bokéw co réwnolegloboki, sq
tez réwnowazne sobie.




196 O figurach jednokladnych i podobnych.

Niech beda dane dwa rownowazne rownolegloboki o
rownych katach. Mozemy je zawsze umieSci¢ w takim polo-
lozeniu wzajemnym, jak rownolegltoboki OACB’, OA’DB na
rys. 176, t. j. tak, ze wyznacza one réownoleglobok OAEB
i w nim dwa roéwnolegloboki dopelniajace A’ACK, B'KDB.
Wiemy juz (¢wiczenie XXVII, 5), ze proste A'B’, AB musza
by¢ do siebie rownolegte.

Powiadam teraz. iz musi by¢

|| 0A". OB‘ = ’ 0B’ 04

W celu ustalenia tego faktu, od-
kladam (rys. 177) na prostej 0A
odcinek OB” = OB/,
na prostej zas OB odcinek

0A»" = OA',
i postaram si¢ dowie$¢ rownowaznosSci
dwoch prostokatow.

} 0A, OB i { 0B 0A" { ; Rys. 177

Te dwa prostokaty bylyby niewatpliwie réwnowazne,
gdyby figura A” B” A B byla czworobokiem wpisanym w ko-
o (§ 196, str. 180). Latwo przekonac sig, ze tak jest istotnie.
Jakoz mamy

AB /| A’ B, zatym <L 1 = < 2.
Poniewaz mamy
A OA' B'= A 0A” B” (dlaczego?),
zatym =5 3 = = 2,
czyli Lo ==L1
a stad wynika, ze kat <JC 1 spelnia si¢ z katem <C 4 czyli, zZe
czworobok A” B” AB jest wpisany w kolo.*)

*)  Twierdzenie to da si¢ zilustrowa¢ w sposob nastepujacy:

Zbudujmy réwnoleglobok przegubowy OAEB i umie$émy w nim
dwa prety A’D, B’C tak, by konce ich byly przytwierdzone na za-
wiasach do bokoéw rownotegloboku  Niech przytym prety te §lizgaja
sie po sobie w punkcie K (rys. 178).

Przypu$émy, ze prety umiedcilismy tak, by rownolegloboki
®ACB’, OA’DB byly réownowazne sobie przy pewnym okreSlonym
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§ 212. Opierajac si¢ na powyzszym spostrzezeniu, mo-
zemy dowieS¢ dwoch twierdzen, ktore wraz ze swymi odwro-
tnymi stanowia podstawe calej teorji figur jednokladnych
i podobnych.

Twierdzenie (zwane twierdzeniem Talesa). Rownolegle, prze-
cinajqc ramiona kqla, wyznaczajq na nich odcinki proporcjo-
nalne.

Oczywista rzecz, ze wystarczy wzia¢ pod uwage cztery
odcinki, wyznaczone przez dwie dowolne rownolegte, i dowiesé,
ze te cztery odeinki tworza proporcje.

Niech beda dane dwie proste m, p, przecinajace sie
w punkecie O, i niech AA’, BB’ beda dwiema coéwnoleglymi,
przecinajacymi tamte dwie proste. Chcemy dowies¢, ze

OA : OB = 0A’: 0B,

kacie <A OB; twierdzenie nasze oznacza wlasciwie, ze pozostang one
rownowazne sobie i wowczas, gdy kat ten bedziemy zmieniaé, czyli
gdy bedziemy w dowolny sposéb poruszaé réwnoleglobok OAEB.

e e o0

Rys. 178.

Albo inaczej: jezeli umie$ciliémy prety tak, ze przy pewnym
okreslonym kacie <cAOB punkty O, K, E, znalazly si¢ na jednej pre-
stej, wowczas, jakkolwiek poruszaé bedziemy rownoleglohok OAEB,
zawsze punkty O, K, E lezeé bedg na jednej prostej.
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Na mocy powyzszego twierdzenia pomocniczego, wystar-
czy dowie$é, ze jesli utworzymy dwa rownolegloboki o rownych
katach, przyczym bokami jednego beda odcinki 0A, OB, bo-
kami za$ drugiego odcinki OB, OA’, wowczas te dwa rowno-
legloboki musza byé rownowazne sobie.

Rys. 179a.

Tak jest istotnie. Przypu$¢my najpierw, ZzZe rownolegle
AA’, BB leza po jednej stronie punktu O, jak na rys. 179.
Odcinki AA’, BB, ktore sa przekatnymi w réwnoleglobukach
OAKA’, OBLB’, sa do siebie rownolegle, a wigc punkt K le-
zy na przekatnej OL tego drugiego rownolegloboku (¢wicze-
nie 4, str. 165). Wobec tego rownolegloboki AKCB, A’KDB,
sa dopelniajace (§ 178, str. 158) i, co za tym idzie, rowno-
legltoboki OA’CB, OADB’ sa sobie rownowazne, a tego wlasnie
nalezato dowieSé.

Przypadek, w ktorym punkt O lezy pomiedzy réownole-
glymi AA’. BB’ (rys. 179a), daje si¢ sprowadzi¢ do poprze-
dniego. W tym celu odkladamy na prostych m, p po drugiej
stronie punktu O odcinki 0C=0A4, 0C’=0A". Wobec rownosci
trojkatow A AOA’ = A COC' musi by¢ 90 1 = < 2, zatym
proste AA’, CC’ sa do siebie rownolegle i mamy, jak w przy-
padku poprzednim,

oc. 0B —| 0B o

W
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czyli | 04 0B | =|"0B 04" ]|.

§ 213. Whniosek. Z powyzszego
twierdzenia wynika,' ze jeSli proste m, B /E
p (rys. 180) przetniemy rownoleglymi
AA', BB, CC, DD, ....., wowczas mu-
si bvé
AR A'B—BG - BU'—CD D1t d,

=
=

”.D ]b:i ‘c‘z

§ 214. Twierdzenie odwrotne
(wzgledem tw. Talesa).

Jezeli na ramionach kata <TM OP
mamy dane cztery odcinki, ktore two- 0
IZ3 proporcje:

OA : OB = 0A’ : OB,
wowczas proste AA’, BB’ sa do sie-
bie rownolegle (rys. 181).

Dowiedziemy tego twierdzenia
dla przypadku, gdy punkty A, B, A/,
B', leza po jednej stronie punktu O,

Gdyby twierdzenie nie bylo
prawdziwe, wowczas przez punkt B
moglibySmy poprowadzi¢ réwnole-
gla do AA’, ktora bylaby rézna od
prostej] BB'. Niech ta rownolegla .
bedzie prosta BB". Rys. 181.

Rys. 180.

*) Jeszcze lalwiejszy bylby dowoéd bezposredni, oparty na ré-
wnowaznos$ci rownoleglobokow wierzcholkowych (éwiczenie 7, str. 166)
Dowod wynika odrazu z rys. 182.

Rys. 182.
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Na mocy twierdzenia Talesz, odcinki OA, OB, 0A’, OB”.
musit lyby tworzy¢ proporcje, ale w takim razie do trzech od-
cinkow 0A, OB, OA’ istnialyby dwa odcinki czwarte propor-
cjonalne nierowne sobie: jeden OB/, drugi OB”, a to jest nie-
mozliwe (§ 209).

§ 215. Twierdzenie. Jezeli ramiona kqta <L O zoslaly
przecigte rownoleglymi AA’, BB’, wowczas zachodzi proporcja
OA : AA’= OB : BB’

czyli innymi stowami, mamy

04 BB |=|0B AA"|.

0 E @© Przez punkty A’ i B’ wykres$l-
/777 my rownolegle do ramienia OA (rys.
/ /183); otrzymamy rownoleglobok
A A /F_ BOCB’, w ktorym odcinek OB’ jest
/ / przekatna, wobec czego roéwnole-
globoki OEDB, OAFC maja odpo-
B / ‘B’ wiednio rowne katy i sa sobie row-
/ D nowazne. Pierwszy rownoleglobok
zbudowany zostal z odcinkow OB i
AA’,drugi za§z odcinkéw OA 1 BB'.
Na mocy twierdzenia § 211, dwa
prostokaty, zbudowane z tych samych bokow, musza by¢ ro-
wnowazne sobie.

Rys. 183.

Cwiczenia XXXII. 1. Opierajac si¢ na twierdzeniu § 212, str.
197, znalezé nowy sposob budowania odcinka x, czwartego propor-
cjonalnego do trzech danych odcinkow a, b, c.

2. Opierajac si¢ na § 212, podzieli¢ dany odcinek AB na trzy
cze$ci, proporcjonalne do trzech danych odcinkéow m, p, r.

Majac dane odcinki m, k, zbudowaé¢ prostokat ABCD, jezeli
précz tego mamy dane:

3. bok a oraz warunek, ze a:b=m:k;
45 5y a 5 S aiet—ml:
5 a vy S bkle =ik
6. przekatna e oraz warunek, ze a:b=m:k;
7. sume a4 b oraz warunek, ze a:b=m:k;
8. ate ,, 5 e —=inuslc
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9. Zbudowaé¢ romb ABCD, majac dana przekatng e i wiedzac,
ze musi by¢ e:f=m:k, gdzie mi k sa dwoma danymi odcinkami.

10. Zbudowa¢ romb ABCD, majac dany bok a, oraz waru-
nek, ze a:h=m:k, gdzie m i k oznaczaja dwa dane odcinki.

11. Zbucowa¢ romb ABCD, majac dana sume e - f (lub roéz-
nicg ¢ —/), oraz warunek, ze e:f=m:k, gdzie m i k sq dwoma da-
nymi odcinkami.

12. Zbudowa¢ tréjkat réwnoramienny, majac dany bok a oraz
warunek, ze ¢:/c=m:k, gdzie m i k ta to dwa dane odcinki.

Zbudowaé trojkat AABC, jezeli mamy dany waruneck
r,:r,=m:k,
gdzie m i k sa odcinkami danymi, i jezeli procz tego mamy dane:

13. a, B. 14. ¢, C. 15. a, he.
16. ¢, (s, he). 7l &y S 18. ¢, x'da, he).

19. Zbudowaé trojkat, majac dana sume dwu jego bokow
a—+ b, oraz dwa nastepujace warunki:

AsDi=IplT> (a+4b):hq =m:k,
gdzie p, r, m, k sq to cztery dane odcinki.

20. Zbudowaé trojkat AABC, majac dany jego obwéd, oraz
warunki, ze a:b=m:k, b:c=k:p.

21. Wewngtrz kota (O)r dany jest punkt A; poprowaczié przez
A taka cieciwe XY, zeby zachodzila proporcja AX: AY =m: n, gdzie
m i n s3 to dwa dane odcinki. [Wskazéwka do analizy:
przez X prowadzimy roéwnolegla do promienia YO, ktora przecina
prosta OA w punkcie Z].

22. Na okregu kola (O)r dany jest punkt C; wykredli¢ cieci-
we¢ CD, ktora przecinalaby dang cieciwe AB tegoz kola w takim
punkcie X, zeby zachodzila proporcja CX:XD=m:n, gdzie m, n
sa odcinkami danymi. [Wskazéwka do analizy: kreilimy
DY//AB].

23. Na okregu kota dane sg dwa punkty C, C’; wykre$lié cieci-
we, rownajgca sie danemu odcinkowi a i polozong w taki sposob, ze
jesli z C i C’ poprowadzimy do niej prostopadlte CX, C’X’, waowczas
zachodzi¢ bedzie proporcja CX : C’X’=m: n, gdzie m, n sa odcinkami
danemi. [Wskazowka do analizy: proste CC’, XX’wrazie
potrzeby przedluzamy az do przecigcia si¢ w punkcie Z; czy poloze-
nie punktu Z daje sie wyznaczyé?].

24. Opierajac si¢ na § 215, dowiesé, ze jesli pek prostych prze-
tniemy dwiema réwnoleglymi, otrzymamy na tych rownoleglych od-
cinki proporcjonalne,

25. Dowie$é nastepujacego twierdzenia: jezeli trzy proste AA’,
BES, CC" wyznaczaja na dwoch rownolegltych- odeinki proporcjonalne
(przyczym wszystkie odcinki na jednej rownoleglej majq ten sam zwrot
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0 co odpowiednie odcinki na dru-

giej, lub tez odcinki na jednej

A/B a rownoleglej maiq zwroty przeci-

wne zwrotom odcinkow na dru-

/ giej), wo wezas proste AA’, BB’,

/ CC’ przecinajg sie w jednym
A'/ B (0 punkcie.

27. Dane sa dwie proste m,

n, ktérych punkt przeciecia sig

Rys. 184. O jest niedostepny; polaczyé da-
ny punkt A z O.

26. Na twierdzeniach, podanych w poprzednich éwiczeniach,
oprzeé nowy sposob podzialu danego odcinka AB na czeéci, propor-
cjonalne do danych odcinkow &, m, p, r,...

28. Dane jest kolo (0)Ai wnim cieciwa AB; wykresli¢ cieciwe
XY tak, by promienie OA, OB podzielily ja na trzy rowne czesci.

29. Dane jest kolo (O)A i w nim cieciwa A B; wykresli¢ odcinek
XY tak, by konce jego lezaly na przedluzeniu promieni OA, OB
i zeby okrag kota (0)A dzielil ten odcinek na trzy czeéci rowne.

30. Rozwigzaé¢ zadania 28 i 29 w zalozeniu, ze odcinek XY ma
by¢ podzielony nie na trzy rowne czeSci, lecz na trzy czesci, propor-
cjonalne do trzech danych odcinkow k, m, p.

Opierajac sie¢ na tw. Talesa i na zadaniu 24, mozemy rozwiazy-
wa¢ wykres§lnie, t. j. za pomocg rysunku zadania na
t. zw. podzial proporcjonalny. Dla przykladu uczen rozwiaze naste-
pujace zadanie:

31. Dany odcinek m podzieli¢é na czeéci, proporcjonalne do
liczb 3, 7.

Rozwigza¢ geometrycznie (rozmaitymi sposobami) nastepujace
réwnania i sprawdzi¢ odpowiedZ za pomoca rachunku, kladac na a, b, ¢
dowolne liczby wymierne:

32. 3:5=4:x. S8 =h —"lc ¥} 34. a:(atb)=c:x

35. a:(a—b)=c:x. 36. ax=bc. 37. ax=b?,

3R W trojkacie AABC obieramy dowolny punkt D na boku
BC i prowadzimy odcinki DE//AC, DF[/AB. Dowie$¢ roéwnowazno-
éci dwoch prostokatow:

Toas SR P
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40. W tréjkacie AABC mamy a=15 cm., b=90 cm. Z punk-
tu D, w ktorym dwusieczna CD przecina bok trojkatu, krelimy ré-
wnolegle do bokow AC i BC. Jakiego rodzaju czworobok powstaje
przytym? Obliczy¢ jego boki.

41. Obwod trojkata AABC rowna sie 32 em. Przez érodek
wysoko$ci i« poprowadzono rownolegla do hoku a. Obliczyé¢ obwody
trapezu i trojkata, na ktore rownoleglta podzielila trojkat AABC.

42. W trojkacie AABC mamy dane nastepujace odecinki:
a=18 cm., ra =6 cm., rp =4 cm. Na jakie odcinki zostal podzie-
lony bok a przez o§ symetrji boku ¢?

ROZDZIAL IIL

O przeksztalceniu jednoktadnym.

§ 216. Niech beda dane na plaszezyznie figura F
1 punkt J. Wyobrazmy sobie, ze wszystkie punkty A, A,, A,
Ay, ... tej figury zostaly polaczone z punktem J i ze na tych

prostych odlozyliSmy odcinki JBy. JB, JBs, ...., odpowiednio
proporcjonalne do odcinkéow JA, JA, JA, ...., tak iz mamy
JA,  JA, _ JA, . m
TBI = TBz w =

gdzie m i k sa to dwa dane odcinki, zreszta dowolnej wiel-
kosci.

| DE.DF| = | BE. CF| &
. B | = s G | ¥ Rys. 185.
39. W trojkacie rownobocznym A ABC obieramy na boku BC P i o S ,
: . unkt , By, Bs, ..... tworza n fig g S

taki punkt D, zeby byln BD =1/, BC, poczym z punktu D kre$limy kt6 } B 'B? l 3] 1 h fl- .(1, Ow-a DI:IQ o (ryc. 185),

odcinek DE L AB. Obliczyé, w jakim stosunku punkt E podzielil ¢ or'q. flezywamy Jeoee ktadnq z figura pierwotna F wzgledem

bok AB. Srodka jednoktadnosci J.

¥

.. = S N T PO o B e L PR s 1" Laaen © |
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Rzecz jasna, ze odcinki proporcjonalne do JA, JA,,
J Ay oo mogliby$my odlozy¢ w zwrocie przeciwnym, t. zn.
tak, by S$rodek jednokladnosci J lezal pomiedzy figura pier-
wotna F a figura przeksztalcona F”. W celu odroznienia
tych dwu przypadkéw, powiadamy, ze figury F i F’ sa jedno-
ktadne wprost, figury za$ F i F” sa odwrotnie jednokladne.

§ 217. Jezeli mamy dany $rodek jednokladnosci J i dwa
jakiekolwiek odcinki m, k, wowczas dla kazdego punktu A
figury F mozemy znalezé na prostej JA po jednej stronie
punktu J jeden i tylko jeden punkt B taki, ze zachodzi pro-
porcja

JA m
JB  k

Istotnie, odecinki JA; m, k sa dane, zatym JB jest wzgle-
dem nich odcinkiem czwartym proporcjonalnym, a taki odci-
nek, jak wiemy (§ 209), istnieje zawsze tylko jeden.

Rzecz jasna, ze na tej samej prostej istnieje po drugiej
stronie punktu J taki punkt B’, symetryezny z punktem B,
Ze mamy proporcje

JA _m

/B’ = 7 .............. (2).

W ten sposob kazdemu punktowi figury F odpowiada
jeden i tylko jeden punkt figury F” (Iub figury F”), jedno-
kladnej z nim wzgledem S$rodka J.

Jezeli postapimy odwrotnie, t. j. na figurze I’ obierzemy
dowolny punkt B (lub na figurze F” dowolny punkt B’), wow-
czas w proporeji (1) odcinek JA bedzie czwartym proporcjo-
nalnym do trzech danych odcinkéw JB, m, k (lub w propor-
cji (2) do trzech danych odcinkow JB’, m, k), punkt wiec A
figury F jest w zupelnoéci wyznaczony, skoro tylko mamy da-
ne: Srodek jednokladno$ci J, punkt B na figurze przeksztatco-
nej I’ (lub punkt B’ na figurze F”) i dwa odcinki m, k, do
ktorych maja bhyé proporcjonalne odeinki JA, JB (lub JA,
JBY).

Mamy tedy nastepujace okreslenie:

§ 218. OkreSlenie. Dwie figury F, I’ nazywamy jedno-
ktadnymi, jezeli

A.-Awe‘
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1) kazdemu punklowi A jednej figury odpowiada punkt
B drugiej figury;

2) jezeli prosla AB przechodzi przez staly punkt J, zwany
$rodkiem jednoktadnosci;

3) jezeli spelniona jest proporcja

JA m

JB K’

gdzie m i n sq dwoma danymi odcinkami;

Jezeli odcinki JA, JB majq ten sam zwrol, a wiec figury
F i I’ lezq po tej samej stronie srodka jednoktadnosci J, wéw-
czas mowimy o przeksztalceniu jednoktadnym prostym. Jezeli
za$ odcinki JA, JB majq zwroty przeciwne, . j. figury F, F’
lezq po dwdch stronach S$rodka jednokladno$ci, wowczas prze-
ksziatcenie jednoktadne nazywamy odwrotnym.

Uwaga. Symetrja wzgledem punktu jest przypadkiem
szezegolnym jednokladnosci odwrotnej, gdy mianowicie m = k.

§ 221. Twierdzenie. Odcinek, tqczqcy dwa dowolne punkty
Jednej figury, jest réwnolegly do odcinka, lqczqcego dwa odpo-
wiadajqce im punkly drugiej figury, jednoktadnej z pierwszq.

Bz
A,

B\ AN

Rys. 186.

Jezeli mamy dane dwie figury, jednokladne z soba wzgle-
dem $rodka J i jezeli punktom A,, A, pierwszej figury odpo-
wiadaja punkty B, B, drugiej figury, wowczas powiadam,
iz odcinek A, A, jest rownolegly do odeinka B, B,.

Istotnie, na mocy okreslenia jednokladnosci, punkty A,, B,
leza na prostej, przechodzacej przez $rodek jednokladnosci J,
punkty za$§ A, B, leza na drugiej prostej, przechodzacej
przez ten sam punkt J. Z okreslenia jednokladnosci wynika
rowniez, 1z JA, JA,

)

J B, JB,
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a z twierdzenia § 214 wiemy, iz w takim razie odcinki A, A,,
B, B, sa do siebie rownolegte.
Uwaga. Z twierdzenia § 215 (str. 200) wynika, iz

Al m

B, B, JB; k-
§ 220. 7 tego podstawowego twierdzenia wynikaja
wazne wnioski.
Whioski. 1. Przeksztalcajqe jednoktadnie odcinek, otrzy-
mujemy drugi, rownolegly do niego odcinek.
2. Przekszlalcajqc jednoktadnie prostq, o-
o Irzymujemy drugq prostq, réwnoleglq do danej.
: 3. Przekszlatcajqe jednoktadnie kqt, olrzy-
. mujemy rowny mu kaql.
Dowo6d uczen przeprowadzi sam, kierujac
sig rysunkiem 187.
5 4. Przeksztatcajqc jednokladnie trojkat. o-
1ia0  Irzymujemy znow trojkql, majqcy te same katy.

7 Boki obu iréjkqiow sq do siebie proporcjonalne.
' Pierwsza cze$¢ tego wniosku wymnika
Rys. 187. z wnioskow 11 3. Co sig tyczy proporcjonal-
nosci bokow, to mamy (rys. 188).
A AC JA AB
==——, oraz = :
JA’ AC JA A'B’
AB - AC
Zatyn AR AG

Stosujac analogiczne rozumowanie
do bokow CB, ('B’, uczen sam otrzy-
ma zwiazek

AB  AC _ CB
A'B AC OB
5. Jezeli mamy dwa {iréjkaty
Rys. 188. A ABC, N\ A’B’C’ polozone w taki spc-

sob, iz proste AA’, BB, C(’, lqczqce ich
wierzcholki, przecinajq sie w jednym punkcie J i jezeli dwa boki
AB, AC pierwszego tréjkqla sq réwnolegle do dwich bokéw A’B’,
A'C” drugiego trojkata, wdéwezas irzecie ich boki BC, B'CY sq
tez do siebie rownolegle i iréjkqty te sq jednoktadne.

TR

L
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Istotnie, na mocy § 212, str. 198 mamy (rys. 188)
JA S JA = JB : JB, poniewaz AB // A’'B’;
JJal 8 LAY =G I i AC /] A'C,
JB L EB = J
a z § 214 (str. 129) wiemy, iz w takim razie proste BC, B’C’ sa
do siebie rownolegle.

6. Odwrotnie: Jezeli dwa lrojkaty tak sq potozone, ze
wszystkie boki jednego z nich sq réwnolegte do bokéw drugiego,
wowczas proste, lqezqce odpowiadajqce sobie wierzcholki lych
tréjkalow, przechodzq wszystkie przez jeden punkt, o ile nie sq
do siebie réwnolegle. Punkt ten jest
$rodkiem jednoktadnosci tréjkqtow. J

Jezeli boki trojkata A ABC
sa rownolegle do bokéw trojkata
A A’'B'C i jezeli proste AA’, CC
przecinaja sie w nunkcie .J, wowezas :
powiadam, ze prosta BB’ musi row- ‘ \

A e B

zatym musi by¢

niez przechodzi¢ przez punkt .J.

Jakoz przypu$émy, ze prosta / \ /
JB nie przechodzi przez wierzcholek \

B’ drugiego trojkata, lecz ze przeci-
na bok jego A’B’ lub przedtuzenie
tego boku w jakim$ punkcie B”. \

Poniewaz proste AA’, BB”, CC-
przechodza przez jeden punkt J, bo-
ki zas AB, AC trojkata AABC sa rownolegte do bokow A’(”,
A'B” trojkata AA’B”C’, zatym, na mocy poprzedniego wnio-
sku 5-go, trzecie boki tych trojkatow CB, ’B” musza byé
do siebie rownolegte, co jest niedorzeczne, gdyz zatozyliSmy,
ze odcinki CB, CB’ sa rownolegle. :

7. Przekszlalcajqc jednokladnie okrqg kola, olrzymujemy
drugi okrqyg.

Przeksztatémy kolo (0)A jednokladnie wzgledem $rodka
jednokladnosci J i niech punkt 0 przeksztalci si¢ przytym
w punkt 0. N

Wszystkie promienie kola (0) A muszg sie przeksztalcié
w odcinki rownolegle, przechodzace przez punkt 0. Wszystkie
te przeksztalcone odcinki sa sobie rowne, gdyz

JO :JO'= 0A : 0'A’,

Rys. 189.
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ze za$ trzy pierwsze
odcinki JO, JO’, 0A
sa w zupelnoSel wy-
znaczone i stale, za-
tym 0’A’, jako odci-
nek czwarty propor-
cjonalny, jest tez wy-
znaczony 1 ma stala
wielkoS¢.
Rys. 190. Widzimy tedy,
iz wszystkie punkty
figury przeksztalconej sa rownoodlegte od punktu stalege 07,
figura wiec jest okregiem. "

Cwiczenia XXXII. 1. Odcinek AB przeksztalci¢ jednokladnie,
majac dany $érodek jednokladno$ci J i wiedzac, ze dany punkt M’
powinien leze¢ na odcinku przeksztalconym.

2. Dany trojkat AABC przeksztalci¢ jednokladnie w trojkat
AA’B’C’, majac dany $rodek jednoktadno$ci J i punkt M’ na boku
a’ trojkata przeksztalcohego. Rozwigzaé¢ to zadanie przy czlerech
zalozeniach: 1) ze J lezy wewnatrz trojkata AABC i jest srod-
kiem jednokladnosci prostej; 2) ze J lezy wewnalrz trojkata AABC
i jest érodkiem jednoktadno$ci odwrotnej; 3) i 4) ze J lezy zewnalrz
trojkata i jest $rodkiem jednoktadno$ci prostej lub odwrotnej.

3. Dany kwadrat przeksztalci¢ jednokladnie wzgledem $rodka J
tak, by bok nowego kwadratu przechodzil przez dany punkt.

4, Dwa kwadraty, majace spolny S$rodek symetrji, sq jedno-
ktadne wzgledem tego $rodka, jezeli bok a jednego kwadratu jest ro-
wnoleglty do boku a’ drugiego.

Czy mozna to samo powiedzie¢ o dwoch prostokatach, czy tez
powinny one spelniaé jakis dodatkowy warunek i jaki mianowicie?

5. Kazde dwa rownolegle do siebie odcinki sa z sobg jedno-
kladne, i to zaréwno jednokladne wprost, jak i odwrotnie.

6. Dowiesé, ze w kazdym trapezie §rodki podstaw, punkt prze-
ciecia si¢ przekatnych, oraz punkt, w ktorym przecinajg sig¢ dwa
nieréwnolegle boki, lezq na jednej prostej.

7. Na zasadzie poprzedniego zadania rozwigza¢ zadanie naste-
pujace: mamy dane dwa roéwnolegte do siebie odcinki AB, CD; po-
dzieli¢ je na potowy, postugujac sie tylko linjalem.

8. Dany jest odcinek AB i §rodek jego M; przez punkt C popro-
wadzié réwnolegla do AB, postugujacsietylko linjatem.

9. Dane sa dwie rownolegle do siebie proste i punkt A, nie
lezgcy na nich; przez A poprowadzi¢ trzecia prosta, rownolegla *do
obu danych, postugujgc sie tylko linjalem.

- dzielka:

i piekno wykladu. Jest on
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10. Dane sa dwie rownolegle m, p i na jednej z nich odcinek A B;
zbudowa¢ na tej samej prostej odcinek AC dwa razy wiekszy oci
ADB, postugujac sie tylko linjatem (rys 191)%), ; e

11. Dany eczworobok ABCD prze-
ksztalci¢ jednokladnie tak, by bok a’ no-
wego czworoboku réownat sie danemu od-
cinkowi.

12., .Opierajac sie na pojeciu jedno-
ktadno$ci i postugujac sie rysunkiem 192,
dowies¢ wlasno$ei $rodkowych trojkata
€§ 81, str. 59).

14, Jezeli dwa trojkaty sq z sobg
?edn?kladl}e, wowczas odpowiadajq sobie Rys. 191.
ich $rodki ciezkoSci, jak rowniez $rodki
kol wpisanych, zawpisanych i opisanych
centrow. -

To samo dotyczy orto-

15. Jezeli w {(rojkacie AABC poprow
Z })unktu za$§ A’ prowadzimy prostopadie A
wowezas prosta B”C’ musi byé réownolest
spodki wysoko$ci hp, A, N

16. W czworoboku ABGD 7z punktu E
W klorym przecinajq sie przekat S1i ‘

y cinajq s ekalne, kreslimy pro- .
ste EI&,fJL rownolegte do bhokéw a, d. )I]\Iliech / \
punkty K, L leza odpowiednio na bokach b, ¢

adzimy wysokos¢ A A’
B”, A’C" do bokdéw b i e,
a do prostej B’C’, taczacej

CGo mozna powiedzie¢ o polozeniu prostej KI1.? /
17’. Przez dany punkt A poprowadzié pro- -
sta, %{to.raby przeszla przez niedostepny punkt
przeciccia sie X' dwoch danych prostych m, p Rys. 192

[Wskazowka: - § 220 wniosek 6].

18. Dime sq dwie proste m, p, przecinaj
dostepnym X, oraz jakakolwiek trzecia prosta s,
X. Wykresli¢ prosta, row I

ace si¢ w punkcie nie-
: ) , iie przechodzaca przez
nolegly do s i przechodzacq przez punkt X,

*)  Czytelnika, pragn

’ qcego poznadé blizej s 7 i i
i o 2 ] sprawe rozwiazywania

inych bez uzycia cyrkla, odsylamy do klasycznego

Jakéb Steiner. Konslrukceje geomelryczne, wykonane za po-

mocq linji prostej i sialego kola. P 7 wi i
T o s rzelozyl Stefan Kwietnie w-

Rozprawa ta, napisana przez j

» e g jednego z na
k().w X.IX W., szwajeara J. Steinera (1796 —18
dziel literatury matemat

jwiekszych matematy-
: 63 r.), nalezy do arcy-
yeznej ze wzgledu na prostote, przejrzystosé
a zupelnie przystepna dla ucznia szkoly

$redniej. Z rozdzialu II tego dzielka zapozyczyliSmy | metode roz-

wigzywania zadan 7—10).

Geometrja elementarna,

14
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[Wskazowka: uwazajmy punkt X za wierzcholek jednego z dwoch
trojkatow jednokladnych; $rodek jednokladno$ci obierzmy dowolnie
na prostej m i zbudujmy jeden trojkat tak, by bok jego lezal na s
lub byl rownolegty do s].

19. W czworoboku ABCD tylko dwa przeciwlegle wierzcholki
A, C sa dostepne. Wykresli¢c prosta BD. [Wskazowka do
analizy: zbudowaé czworobok jednokladny z danym wzgledem
punktu A, jako $rodka jednokladno$ei].

20. W trojkacie A\ ABC kreSlimy wysoko§¢ AA’, z punktu A*
kreslimy A’B” L b oraz A’C’ | ¢, a nastepnie prowadzimy z tego S8-
mego punktu dwie prostopadie A’B’” oraz A’C’” do wysokoéci BB’
i CC’ trojkata danego ANABC. Dowiesé, ze cztery punkty B’, B’”,
C”,C" leza na jednej prostej. [Wskazowka: trojkaty ABB’/C’,
NA’B”C’ sq jednokladne—poréwn. powyzej zadanie 15-te].

21. Dwa kota, lezace w jednej plaszczyZnie, sa
zawsze jednoktadne z soba, przytym dwomasposo-
bami, tak izmozemy jeuwazaé zar6wno za jednokt?a-
dne wprost, jak i odwrotnie. Srodek jednokladno$ci prostej
dwoch kot nazywamy rowniez ich Srodkiem jednokladno$ci zewnetrz-
nym, $rodek za$ jednokladno$ci odwrotnej nazywamy S$rodkiem jedno-
kladno$ci wewnelrznym. [Wskazowka: w kole O kreslimy dowolny
promien OA, w kole O’ rownolegle do niego dwa promienie O’A’,
O0’A”, poczym A laczymy z A’ i z A”].

22. Jezeli dwa kola uwazamy za iednokladne, wowczas kaz-
demu punktowi jednego kola odpowiadaja w drugim kole dwa
punkty, symetrycznie polozone wzgledem $rodka tego kola. Tak sa-
mo kazdej cigciwie pierwszego kota odpowiadajg w drugim kole dwie
rownoleglé do niej cigciwy, symetrycznie polozone wzgledem $rodka
kotla.

23. Kazdej stycznej jednego kola odpowiadaja w kole jedno-
kladnym dwie réwnolegle do niej stycznec.

24. Spo6lne styczne wewngtrzne dwoch kot prze-
chodzg przez $§rodek jednokladnos$ci wewnetrzny,
spolne zad styczne zewnetrzne—przez $rodek jedno-
ktadnos$ci zewnetrzny.

Spélne styczne, jak wiadomo, nie zawsze istniejg (str. IR
czy moga istnie¢ Srodki jednokladno$ei takich kol, ktore nie maja
spélnych stycznych?

25. Na mocy poprzedniego zadania znaleZé nowy sposob budo-
wania spolnych stycznveh do dwéch kol

26. Danejest kolo (0)A i punkt J; wykresli¢ drugie kolo tak, by
bylo ono jednokladne z danym wzgledem $rodka jednokladno$ci J
i spelnialo procz tego jeden z nastepujgcych warunkow:

1) przechodzilo przez punkt dany A’ na prostej AJ;

2) mialo promien rowny danemu odcinkowi;

3) mialo $rodek na danej prostej.

¢

oy e
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Niech bedzie dany tréjkal AABC i w nim wysokosci 4 A%, BB,
CC’. Oznaczmy przez Ay, By, Cy, srodki bokow a, b, ¢, przez H orto-
centr, przez O $rodek kola opisanego na trojkacie AABC.

27. Trojkaty AABC, AA,B,C, sa z scba jednokladue, Stad wy-
nika, ze srodkowe trojkata przecinajq sie w jednym punkcie (nazwij"~
my go G), przyczym mamy AG=2GA,, BG=2GB,, CG=2GC,.

28. Trojkaty AOB;C,. ACBH sa odwrotnie jednokladne wzgle-
dem punktu G (Srodka ciezko$ci trojkatu A ABC). Boki ich majq
si¢ do siebie tak, jak 1 do 2, zatym GH=2GO. (Odcinek OH nazy-
wa sie odcinkiem Eulera—porown. ¢wiczenie XIX, 34).

20. Poniewaz tréjkaty AABC, AA,B,Cy sq zsobg jednoktadne,
zatym kolu (0)A, opisanemu na pierwszym trojkacie, odpowiada
kolo, opisane na drugim trojkacie. Srodek tego nowego kola ozna-
czamy przez N. Dowie$é nastepujacych wilasnoséei kola (N)A,, zwane-
go kotem dziewi¢eciu punktéw lub kolem Feuer-
bacha:

1) Promien kola dziewieciu punktow jest dwa razy mniejszy
od promienia kola (0)A.

2) Koto (N)A,, przechodzi przez spodki 4’, B’, C’ wysokosci
trojkata i przez $rodki odcinkow HA, HB, HC (porown. ¢wiczenie
XIX 33);

3) Ortocentr H jest s$rodkiem jednokladnogci zewnelrznym
kol (0)A, (N)A,, $rodek za$ ciezko$ci G jest dla tych samych kol
srodkiem jednokladno$ci wewnelrznym;

4) Mamy GO = 2GN i, co zatym idzie, HO = 2HN, wreszcie
NO=NH.

Pojecie jednokladno$ci oddaje czesto powazne uslugi przy roz-
wigqzywaniu zadan konstrukeyjnych. Jezeli mamy zamiar zbudowaé
figure I, lecz analiza wykazuje, iz latwiejsza rzecza jest zbudowanie
figury F” jednokladnej z szukana wzgledem jakicgos znanego $vodka,
wowezas wskazane jest uzycie melody jednokladnosci. Jak nalezy sto-
sowa¢ t¢ metode, poznamy najlepiej na przykladach.

30. Zbudowaé trojkat AABC, majgc dany pod wzgledem wiel-
kosci i polozenia bok a, procz tego zas kat *B oraz warunek, ze
a:c=m:k, gdzie m i k sq odcinkami danymi. [Wskazoéwka:
poniewaz mamy dany bok BC, budujemy przy jednym jego koncu
kat «xB i na jego ramionach odkladamy odecinki m, k.

31. Zbudowa¢ trojkat AABC, majac dany bok a oraz waru-
nek, ze boki a, b, ¢ majg byé proporcjonalne do trzech danych od-
cinkow m, &k, p. [Wskazowka: budujemy trojkat AKMP, po-
czym przeksztalcamy go jednokladnie].

32. Zbudowaé trojkat prostokalny AABC, majac dany kat
ostry ¥ A i $rodkowq sa. [Wskazéwka do analizy: trojkat
ACA’B’ jest jednokladny z szukanym, jezeli scA’ = X A].

Zhudowaé trojkat prostokatny A4 BC, majgce dane:

33. A, p. 34. A, he + c. 35. A, ¢—hc.
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Zbudowa¢ trojkat AABC, majac dane:

36. A, B,se+he. 37. A, B,athq. 38. A, B, Rip.

39. ¢ oraz warunki he: a=m : k, he: b = p : n, gdzie m, k,n,p
sa to cztery dane odcinki. [Wskazoéwka do analizy: pierwszy
warunek wyznacza kszlalt trojkata ABC’C, gdzie CC’ jest wysoko$cia
trojkata szukanego].

40. A,c+he i warunek, ze he:a= m:k, gdzie m, k sq od-
cinki dane.

41, Zbudowa¢ czworobok, majge dane: przekqlng e, oraz czte-
ry kaly (fa), (/b), (fo), X(/d).

42, W dany trojkat AABC wpisa¢ kwadrat tak, by dwa jego
wierzchotki lezaly na boku a, drugie za§ dwa na bokach b i ec.
[Wskazowka: wykreslamy dowolnej wiclko$ci kwadrat, majacy
dwa wierzcholki na boku a, jeden za$ na boku b i przeksztalcamy go

jednokladnie wzgledem wierzcholka C].

43. W dany trojkatl woisaé prostokat, ktorego boki tworzylyby
proporecje z danymi odcinkami m, k.

44. W dany trojkat wpisa¢ trojkat o hokach rownolegltych do
trzech danych prostych x, y, z.

45. W trojkatl dany AABC wpisa¢ romb tak, by jeden jego
bok lezal na prostej ¢ i jedna przekatna byla rownolegla do b.

46. W polkole, zamkniele $rednica AB, wpisaé¢ kwadrat tak,
by dwa jego wierzcholki lezaly na AB. [Wskazowka: na AB,
jako na boku, budujemy kwadrat].

47. W kwadrat wpisa¢ trojkat o danych katach tak, by jeden
wierzcholek trojkata lezal w wierzehotku kwadratu.

48. Wrykresli¢ okrag, przechodzacy przez dany punkt A i stycz-
ny do ramion kata xMON. [Wskazowka: Kkreslimy najpierw do-
wolny okrag, styczny do ramion kata << MON].

49. Dane sg dwie przecinajace sie proste m, p i kolo O; wykresli¢ no-
we kolo, styczne jednocze$nie do danego kola i do obu prostych m, p.
[Wskazowka do analizy: punkt styczno$ci S obu kol musi byé¢
ich $rodkiem jednokladno$ci (wewnetrznym — przy styczno$ei zewne-
trznej i zewnetrznym—przy stycznosci wewnetrznej); jako taki, punkt
S musi leze¢ na prostej, laczacej dwa jakiekolwiek odpowiadajace so-
bie punkty. Jeden taki punkt otrzymamy, prowadzac styczne do
kola O, rownolegle do prostych m, p; drugim jest punkt przeciecia sie
prostych m, p].

50. Dane sq trzy proste k, m, p, przecinajace sie w punkcie J;
wykresli¢ okrag, styczny do k, majacy $rodek na prostej m i wyzna-
czajacy na p cieciwe danej dlugosci.

51. Dane sq dwa kola; wykredli¢ trzecie kolo, styczne do nich
w takich dwu punktach X, Y, zeby prosta XY przechodzila przez
dany punkt M.

52. W danym kole wykresli¢ pie¢ rownych kwadratow tak, by
kazdy bok wewnetrznego kwadratu byl zarazem bokiem jednego z ze-
wnetrznych, te za$ zeby mialty po dwa wierzcholki na okregu kota.
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- 53. Na danym kole opisa¢ romb, majac dany warunek, ze
a:e=m:k, gdzie m, k sq to dwa dane odcinki. [Wskazéwka: mo-
zna wykresli¢ romb, w ktérym bok = m, przckatna = k i wpisaé ko-
lo w taki romb, poczym figure przeksztatcid].

54. W dany trojkat wpisa¢ romb, majac dany warunek, ze
el

MIEJSCA GEOMETRYCZNE.

95.  Z punktu A na okregu (O)A prowadzimy wszelkie mozliwe
cigciwy i na ich przedluzeniu odkladamy odcinki 3 razy wigksze od
tych cieciw, Jakie jest miejsce geometryczne koncow tych odecinkow?

55a. Z punktu M, nie lezacego na okregu (0)A, prowadzimy
do tego okregu wszelkie mozliwe odcinki MA;, MA,... i na kazdym
z nich (lup na przedtuzeniu kazdego z nich) odkladamy odcinki MB;=
=nMA,;, MB, = nMA,..., gdzie n jest pewng stalg liczba. Jakie jest
miejsce geometryczne punktéow B?

56. W trojkacie AABC bok a jest nieruchomy, wierzcholek zas
A posuwa sie tak, ze kat << A pozostaje stal ej wielko$ci; co kresli §ro
dek cigzko$ci trojkata?

57. W trojkacie AABC bok a jest nieruchomy, $rodkowa za$
s, obraca sie dokola B, zachowujac stalg wielkosé. Co kre§li wierz-
chotek A4? Co kreéli Srodek ciezko$ci trojkata?

58. W tréjkacie prostokatnym AABC, w ktoérym <C =3, na
przedtuzeniu przyprostokatnej a odkladamy CD==« i punkt D laczymy
ze $rodkiem O kola, opisanego na trojkacie AABC. Niech proste AC,
DO przecinaja si¢ w punkcie K. Co kreéli punkt K, gdy wierzcholek
C kata prostego posuwa si¢ po okregu kola episanego, przeciwprosto-
katna za$ pozostaje nieruchoma? [Wsk az6wka: polaczyé A z D;
czym jest punkt K w trojkacie A4 DB?].

39. W trojkacie AABC bok AB jest nieruchomy, jak rowniez
srodek C” wysoko$ci, poprowadzonej do tege boku. Jakie jest miej-
sce geometryczne wierzcholka? Jakie jest miejsce $rodka ciezko$ci
trojkata?

60. Dane jest kolo i w nim cigciwa nieruchoma AB. Przez A pro-
wadzimy cieciwe ruchoma AC i budujemy réwnolegtobok ABXC.
Jakie jest miejsce geometryczne §rodka E tego rownolegloboku? Jakie
miejsce geometryvezne wierzchotka X?

61. Dany jest odcinek AB, ktorego konice leza na ramionach kata
<MON. Na odcinku tym obieramy punkt C taki, ze AC:CB=mk,
gdzie m, k sa to dwa dane stale odcinki. Co kreéli punkt ¢, gdy
prosta AB przesuwamy réwnolegle?

62. Jakie jest miejsce §rodkow wszystkich prostokatoéw, wpi-
sanych w dany trojkat AABC tak, ze dwa wierzcholki kazdego
z nich leza na boku a? [Wskazowka: jezeli A’ jest $rodkiem
boku a, A;, za$§ spodkiem wysoko$ci, wowczas stosujemy poprzednie
zadanie do kata <cAA’A,].

. s - P
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63. Jakie jest miejsce geometryczne punktow, ktorych odle=
glosei od ramion danego kata sg proporcjonalne do danych odcin-
kow m, k?

64. Na odcinku AB, jako na $rednicy, kre$limy kolo, punkt
M okregu lgczymy z punktem A, ze $rodka kola prowadzimy pro-
stopadla OK do cieciwy AM, wreszcie taczymy M ze $rodkiem O’
promienia OA. Niech proste OK, O’M przecinaja si¢ w punkcie
X. Co kre§li punkt X, gdy punkt M porusza sie po okregu?

65. Na prostej mamy dane trzy punkty A, B, C. Przez A i B
prowadzimy kota, z punktu za$ C kre§limy styczne. Jakie jest miej-
ce geometryczne punktu styczno$ci?

ROZDZIAL 1V.

O podobienstwie.

§ 221. Wyobrazmy sobie, iz majac dane na plaszczyz-
nie dwie figury jednokladne F i F, jedna z nich przesunelis-
my lub obréciliSmy. Figury przestaly by¢ jednokladnymi,
mianowicie nie maja juz jednej z cech charakterystycznych
jednokladnosci: nie posiadaja punktu, w ktérym schodzityby
si¢ proste, laczace odpowiedaie punkty tych figur. Natomiast
inne wilasno$ci, zwiazane z wielko$cig i ksztattem figur, nie
za$ z ich polozeniem, nie mogly uledz zmianie.

Wiemy np., iz dwa trojkaty jednoktadne maja boki od-
powiednio réwnolegle, katy odpowiednio réwne, a procz tego
boki ich sa do siebie proporcjonalne. Po przemieszczeniu
jednego trojkata musza one utracié pierwsza wlasnosé, lecz
zachowa¢ druga i trzecia. Dwa takie trojkaty nazywamy
podobnymi. Mamy tedy nastepujace okreélenie.

OkreSlenie. Dwa tréjkaly (lub wielokaqly) sa podobne, je-
zeli odpowiadajqce sobie boki sq proporcjonalne, kaly zas za-
warle migdzy odpowiednimi bokami réwnajq sie sobie.

Symbolem podobienstwa niech bedzie znak eo. Cheac tedy
wyrazi¢, iz trojkaty A ABC, A A’B'C’ sa do siebie podobne,
piszemy A ABC co A A’BC.

e

mujemy trojkat A A”"BC”
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§ 222. W mysl tego okreslenia, jezeli dwa trojkaty
A ABC, A A’B’C’ sa do siebie podobne, wéwczas mamy

jednoczeénic
A = <A, LB =<B,AC =
a b e
oraz e ")

Nie wszystkie te warunki sa od siebie niezalezne. Inny-
mi stowami: jezeli niektore z tych warunkoéw sa spelnione,
wowczas pociagaja one za soba istnienie pozostalych warun-
kow, a wigc 1 podobienstwo trojkatow.*) To prowadzi do
ustalenia t. zw. cech podobienstwa trojkatow.

§ 223. Twierdzenia (trzy cechy podobieristwa trojkatow).
Dwa Ilrojkaty sq do siebie podobne, jezeli

1-0 albo majq po dwa katy odpowiednio réwne,

2-0 albo majq po jednym réownym kqcie, boki zas, zawie-
rajqce len kqt, tworzq proporcje,

3-0 albo majq wszystkie boki proporcjonalne.

W celu dowiedzenia tych trzech twierdzen mozemy za-
stosowa¢ pewna jednostajna metode. Jezeli mianowicie chee-
my wykaza¢, ze trojkaty 7T, T, sa do siebie podobne, wowczas
wystarczy zbudowa¢ trojkat 7.= T, tak, by nowy trojkat 7,
byt jedoktadny z trojkatem 7.

I. Niech beda dane dwa trojkaty A ABC, A A'B'C
(rys. 193), w ktorych
XA =< A, B =B B

Odkladamy na boku
¢ odcinek B’

Ba = BlA! A"

1 przez punkt A” kreslimy
rownolegla do AC.

W ten sposob otrzy- A

Rys. 193.

*) Mamy tu zjawisko zupelnie analogiczne do tego, ktore do-
strzegliémy przy rownosci trojkatow: z sze$ciu warunkow, okreslaja-
cych rownosé trojkatow, trzy odpowiednio dobrane wystarczaja do
wyznaczenia tej rownosci (poréwn. str. 27, § 40).
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jednokladny z trojkatem A ABC (dla czego?). Otoéz po-
wiadam, ze
A BA'C" = A B'A'C.
Jakoz mamy BA” = B'A’, L B=< B, <X A" = <L A.
Z réwnosci tych trojkatow wynika, ze
A ABC oo A A'BI(C.

II. Majac dane dwa tréjkaty A ABC,AA'B' (!, w ktorych
"

I B = < B oraz *Z, =,

7
powtarzamy t¢ sama konstrukeje, co w przypadku pierwszym,
i otrzymujemy znow dwa trojkaty jednokladne A ABC.
A A'BC". Pozostaje do dowiedzenia, ze
A A'"BC = n A'B'C .
Przedewszystkim wiemy, ze C B=< B, BA"=B'A'=¢.
Dalej, z jednokladnosci trojkatow wynika proporcja

I a
EA” B ?
czvli B “
- ¢ BCAS

Poniewaz moze istnie¢ tylko jeden odcinek czwarty pro-
porcjonalny do trzech danych odcinkow i, wedlug warunkow
twierdzenia, tych czwartym proporcjonalnym jest bok o’ tréj-
kata A A'B'C’, zatym musi by¢

al — B("
czyli AN A'BC = A A'B'C.
Stad wynika, zZe A ABC ~ A A'B'(C.

III. Zal6zmy teraz, ze mamy dane dwa trojkaty A ABC,
A A'BC, spelniajace warunek, ze
a h &

ran A
Powiadam, ze i w tym wypadku trojkaty sa do siebie po-
dobne. :
Powtarzam ta sama konstrukeje, co w dwoch przypad-
kach poprzednich; znow otrzymuja dwa ftrojkaty A ABC,
A A"BC" i znéw postaram sie dowiesé, ze ‘

A ATBC! A A'B'C.
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Otoz z konstrukeji mamy rowniez
BAY = BA" =
Z jednokladnosci trojkatow wynika proporcja

(e h
BA" - A
: C b
czyli — = :
(.I £ XHCN

Poniewaz istnieje tylko jeden odcinek czwarty proporejo-
nalny do trzech danych ¢, ¢/, b, i tym odcinkiem jest, wedlug
warunkow twierdzenia, bok b’ trojkata danego A A'B’C’, za-
tym musi by¢é

A"Cr = A'C = V.
W taki sam sposob uczen dowiedzie, iz
BC' = BC' = #.

Trojkaty A A’BC", A A'B'C’ réwnaja s'e sobie, gdyz
trzy boki jednego rownaja sie trzem bokom drugiego. Stad
i z jednokladno$ci trojkatow A ABC, A A"B(C” wynika, ze
istotnie

A ABC o A A'B'C.

Cwiczenia XXXIV. 1. Ile warunkoéw wystarcza do wyznaczenia
dwoch tréjkatow podobnych?

2. Trojkaty prostokatne sa podobne: 1) jezeli majg po row-
nym - kacie ostrym; 2) jezeli przyprostokatne ich tworza proporcje;
3) jezeli przeciwprostokalne wraz z jedna parg przyprostokatnych
tworza proporcje.

3. Trojkaty rownoramienne sg podobne, jezeli kaly ich prze-
ciwlegle podstawom sa sobie rowne.

4. W trojkacie A\ ABC wykres$li¢c wysoko$ei, znalezé podobne
trojkaty prostokatne i wykazaé, ze boki trojkata sq odwrotnie pro-

- porcjonalne do odpowiednich wysoko$ci.

5. Zbudowadé trojkat A ABC, majac dane trzy jego wysoko$ci.

s 6. W podobnych trojkatach boki sa proporcjonalne do wyso-

odci, ktore zostaly poprowadzone do tych bokow.
7. Dwa trojkaty sa podobne, jezeli majg po roéwnym kacie.
ysokosci za$, poprowadzone do hokow, miedzy ktérymi zawierajy

sfe rowne katy, tworza proporcje.

8. Trojkaty AABC, AA’B’C’ saq do siebie podobné, jezeli mamy
g : = B=S-SBaorazpR S ha=—ak-va’
gdzie R 1 R’ oznaczaja promienie kot opisanych na trojkatach.
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0. Trojkaty A ABC, A A’B’C’ sq do siebie podobne, jezeli
mamy
a Pa Sa

a La ) Sa

10.  Jezeli na trojkaciec A ABC opisalismy kolo, przez C po-

prowadzilismy styczna, przez B za$ réwnolegly do tej stycznej i je-

zeli ta réwnolegla przecina w punkcie X prosta AC, wowezas musi
by¢

BX BiC
AB AC

1. W tréojkacie A ABC mamy c¢=56 cm. Na bokach a, b
obhieramy punkty D, E tak, zeby bylo AD =% DC, BE =} EC. Ob-
liczy¢ dlugo$é odeinka DE.

12, Trojkat A ABC przecigto prostq DE//A B, tak iz powstal
trapez ADEB, w kltorym AD=3 cm., DE=8 cm., EB=5 cm.,
BA =12 em. Obliezyé boki tréjkata A ABC.

13. Podstawy trapezu majg: jedna 6 cm., druga 11 em., prze-
katne za$§ maja 5 cm., i 14 cm. dlugoéci. Obliczyé odeinki, na kto-
re punkt przeciecia si¢ przekatnych dzieli kazda z nich,

14. Podstawy trapezu maja 9 i 27 cm.; w jakim stosunku
dzielg si¢ przekatne trapezu?

15. Podstawy BC i AD trapezu roéwnaja siec odpowiednio 15
cm. i 30 em.; przez punkt E przeciecia sie przekatnych prowadzi-
my odeinek FG rownolegly do podstaw. Obliczyé dlugo$é odcinka
FG i zbada¢, w jaki sposob punkt E dzieli ten ocinek.

16. Promieniami, réownajacymi sie 4 em. i 6 em. zakre$lono
dwa kota zewnetrznie do siebie styczne, poczym poprowadzono dwie
ich spolne styczne zewnetrzne, ktére przecinaja sie w punkcie I.
Obliczy¢ odlegto$¢ punktu I od $rodkéw obu kol.

17.  Jezeli dwa trojkaty o réownych wysokoSciach zostaly zbu-
dowane na wspolnej podstawie po jednej stronie tej podstawy i je-
zeli  przeciglismy je dowolng prosta rownolegly do podstawy,
wowcezas odeinki tej rownoleglej, zawarte wewnatrz kazdego tréojka-
ta, sq sobie rowne,

18. Podstawy trapezu majg 40 cm. i 10 cm., jedna za$ z prze-
katnych dzieli trapez na dwa podobne do siebie trojkaty. Obliczyé
dlugos¢ tej przekatnej.

19. Podstawy BC i DA trapezu majgq 5 cm. i 11 c¢cm. dlugo$ci;
bok AB zostal podzielony na trzy rowne cze$ci i przez punkty po-
dzialu poprowadzono roéwnolegle do podstaw az do przeciecia sie
z bokiem CD. Obliczyé¢ dlugosé¢ tych rownoleglych.,
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20. W trapezie odcinek, lqczacy srodki dwéch nierownolegtych
bokow = 18 cm.; przekatne jego dzielg sie w stosunku 4 : 5; obli-
czy¢ diugo$¢ obu podstaw trapezu.

21. Promienie dwoch kol rownaja sie odpowiednio 10 cm.
i 20 em.; odleglos¢ ich $rodkow rowna sie 72 cm. Na jakie czesci
dzieli te odleglo$é¢ srodek jednokladno$ci wewnetrzny tych kot?

22. Promienie dwoch kot rownajq sie odpowiednio 6 em. i 10
cm.; odleglo$¢ ich $rodkéw rowna sie 20 cm. Obliczyé odleglo§é
migdzy $rodkiem jednokladno$ci wewnetrznym i $rodkiem jednoktad-
nosci zewnetrznym.

23. Dane sq dwa kola zewnetrznie do siebie styczne. Odleg-
tos¢ ich srodkow = 48 em.; sieczna, poprowadzona przez ich punkt
styeznodei, wyznacza w tych kolach cigeiwy dlugoéei 10 em. i 14 em.
Obliczy¢ promienie obu kot

24. Boki rownolegloboku rownaja sie 25 cm. i 40 cm.; odleg-
tos¢ pomigdzy bokami mniejszymi = 16 cm.; obliczyé odleglo$é mie-
dzy bokami wiekszymi.

25. W trojkacie A ABC kreélimy DE//AB. Obliczyé dlugo$é
odcinka DE, iezeli wiemy, iz ¢ = 15 cm., he = 10 cm. i ze odleg-
tos¢ miedzy prostymi DE i AB wynosi 3 cm.

26. Jak nalezaloby wykresli¢ odcinek DE w zadaniu poprzed-
nim, gdyby dlugo$¢ jego miala hyé 2 razy wieksza od dlugosci bo-
ku AB?

27. W trojkacie A\ ABC odktadamy na boku b odcinek AD=m
poczym laczymy D z takim punktem K na boku AB. iz & ADK —
= ¥ ABC. Obliczy¢ odcinki AK i KD, ktadac ¢ = 16 em., b — 19 em.
@ == 610 G

28. Czy w zadaniu poprzednim moze si¢ zdarzyé, zeby punkt
K upadl na B? Czy moze zdarzy¢ sie, zeby K upadl na przedluze-
nie boku AB? [Wskazo6éwka: przy badaniu zakladamy, iz bok b
jest niezmienny, natomiast odcinek m jak roéwniez kat << B mogq
zmienia¢ sie. Zbada¢ zadanie przy trzech zalozeniach: 1) 7e kat &< B
jest prosty; 2) ze jest ostry; 3) ze jest rozwarty.]

29. W trojkat A ABC, w ktorym a = 40 cm., hg = 28 em.,
wpisano kwadrat, ktorego jeden bok lezy na BC. Obliczyé¢ bok
kwadratu.

30. W poprzednim zadaniu zamiast kwadratu wzieto prosto-
kat, o bokach x, y takich, iz x :y = 1 : 4; obliczyé dlugosé od-
cinkow x, y.

31. W irojkat rownoramienny A ABC, w ktorym a = b.
Wpisujemy koto. Dotyka ono bokéw a, b odpowiednio w punktach
Ay B, 1) Obliczy¢ dlugo$é odcinka A;B,. kladac ¢ = 10 cm.,
a = 16 em. 2) Czy da sie pomysle¢ taki trojkat rownoramienny,
zeby bylo AB, — 1, AB?

32. W zadaniu poprzednim kltadziemy ¢ = 18 em.; jak wiel-

- A, B,
kie musza by¢ boki a, b, zeby bylo ——+—

c
3
AB 4
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33. W trojkacie rownoramiennym A ABC, w ktorym a = b,
mamy dang wysoko$¢ he = 16 cm. oraz wiemy, ze zachodzi pro-
porcia a:¢ = 5:4. Obliczy¢ promien kola wpisanego.

ROZDZIAL V.

O podziale. harmonicznym odcinka.

§ 224. Zadanie. Dany odcinek AB podzielié proporcjo-
nalnie do dwu danych odcinkéw m, k.
Przez punkty A, B prowa-
M dzimy dwie dowolne rownolegle,
na jednej z nich odkladamy odci-
K’ nek AM = m, na drugiej odcinek
BK =k, poczym laczymy M z K.
A C\/B % Prosta MK przecina odcinek AB
K
Rys. 194.

w zadanym punkcie C, gdyz ma-
my (§ 215).
AG B —m ok ook (1).

Zwroémy jednak uwage na to, ze na drugiej réwnolegle]
moglis$my rawnie dobrze odlozy¢ odeinek BK' = k, laczac za$
M i K, otrzymaliby$my na przedtuzeniu odcinka AB punkt a;
czyniacy zado$¢ warunkom zadania, gdyz mamy (§ 215)

ACr: BC = ik wiwuese 2).

Zadanie tedy posiada nie-
watpliwie dwa rozwigzania. Do-
wiedziemy teraz, iZ nie moze ono
mie¢ wiekszej liczby rozwiazan.
W tym celu wystarczy wykazaé, ze
polozenie punktu C nie zalezy od
kierunku, w ktorym poprowadzi-
li¢émy roéwnolegle z punktow A i B.

Jakoz wykreslmy w dowolnym kierunku odcinek AL=m,
polaczmy L z C 1 wyznaczmy punkt I, w ktérym prosta LC
przecina réwnoleglta do AL, poprowadzong z punktu B.

Rys. 195.
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Na mocy § 215 mamy
ANE 8 (018 = Jip 8 JBYL,

punkt zas C, znaleziony w poprzedniej konstrukeji, czyni za-
do$¢ proporcji (1), zatym musi byé

BUN—NIc

§ 225. O punktach Ci ¢’ powiadamy, iz oba one dzielq
odcinek AB proporcjonalnie do odcinkéw m, k, przyczym punkl
C dzieli odcinek AB wewnelrznie, punkl C' zas dzieli len sam
odcinek zewnelrznie.

Mowimy rowniez, ze punkly C i C' dzielg odcinek AB
harmonicznie. Dwie pary punktow A, B oraz C, ! nazywamy
harmonicznie z sobq sprzezonymi. ‘

Mamy tedy nast¢pujace

§ 226. OkreSlenie. Dwie pary punktow A, B oraz C, C' na-
zywamy harmonicznie z sobq sprzezonymi, jezeli punkly C,C
dzielq odcinek AB (wewnelrznie i zewnelrznie) proporcjonalnie
do dwu danych, zresziq dowolnych odcinkow.

Z proporeji (1) i (2) w § 224 wynika, iz zwiazek harmo-
niczny miedzy czterema punktami wyraza sie proporcja

AC CRB = AC:BC! . .o v x - (3).

Uwaga. W celu zaznaczenia, iz dwie pary punktow A4, B

oraz C, C' sa harmonicznie z sobg sprzezone, bedziemy nieraz

( glwah si¢ symbolem (AB, CC’). Symbol ten jest wiec
oznaczny z proporcja (3),

\

'§ 227. Whniosek. Jezeli punkly C, C' dzielg harmonicznie
lcinek AB, wowczas i nawzajem: punkly A, B dziela harmo-
ie odcinek CC'.

~ Istotnie, przestawiajac wyrazy w proporcji (3), mamy

GBI BEE—VACRVAC:
mi slowami ze zwigzku (AB, CC') wynika zwigzek (CC', AB).

% .§/~28. W zadaniu, rozwiazanym w § 224, zakladali$my,
iz dane odcinki m, k sa stale. Przypu$émy teraz, ze odcinki
te sa zmgenne i zbadajmy, w jaki sposéb zmienia sie przy
tym polozenie punktow C, ! na prostej.
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1-o Zalozmy najpierw, ze m > k, i przypusémy, iz od-
cinek k maleje, odcinek za$ m nie zmienia sie, albo tez wzra-
sta. Z konstrukeji, zarowno jak z rozwazania proporcji (1)
wynika, Ze wowezas punkty C i ¢/ zblizaja sie jednocze$nie
i nieograniczenie do punktu B.*) Nie moga one zla¢ si¢ z tym
punktem, dop6éki odcinek k nie zniknie czyli, jak mowia, nie
stanie sie rowny zeru.

2-0 Jezeli, przeciwnie, odcinek k ro$nie lub m maleje,
tak, iz roznica migdzy nimi staje si¢ coraz mniejsza, wowczas
punkt C zbliza si¢ do $rodka odcinka, punkt €' za$ oddala
sie¢ coraz bardziej w prawo od B.

3-0 W chwili, gdy m = k, punkt C staje si¢ Srodkiem
odcinka, punkt C’ za$ przestaje istnie¢, gdyz prosta MK’
(rys. 194) staje si¢ rownolegla do AB.

4-0 Jezeli przy dalszym wzrastaniu odeinka k& lub
zmniejszaniu si¢ odcinka m, mamy m < k, wowczas punkt €

stopniowo zbliza sie do A, punkt C’ za$ ukazuje si¢ po le-

wej stronie punktu A i rowniez zbliza si¢ stopniowo do tego
punktu.

Jak i w przypadku pierwszym, punkty C, C' nie mega
zla¢ si¢ z punktem A, chyba ze odcinek m stanie si¢ rowny
zeru.

§ 229. Z powyzszego badania widzimy, Ze jakiekolwiek
bylyby dwa dane odcinki m, k, istnieja zawsze na prostej
AB dwa i tylko dwa rozne punkty C, C’, dzielace odcinek AB
proporcjonalnie do danych dwu odcinkéw m, k. Innymi sto-
wami, jezeli mamy dany odcinek AB, wowezas kazdym dwu
danym odcirkom m, k odpowiada para punktoéw, harmonicz-
nie sprzezona z punktami A, B.

Wyjatek stanowi ten przypadek, gdy m = k (przypadek

3-0 w powyzszym badaniu); mamy wowczas jeden tylko

punkt C, ktory jest srodkiem odecinka AB.

Umowa. Poniewaz matematyka nie lubi wyjatkow i da-
7y do takiego formulowania praw, by zaznaczanie wyjatkow
nie bylo potrzebne, powiadamy wiec, ze i w tym przypadku

#) Uczen wykona sam szereg rysunkow, wykazujacych zmien-

no$¢ polozenia punktow Ci C’,
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istnieje punkt €’ i nazywamy go punktem niewlaSciwym pros-
tej AD.

Czytelnikowi umowa ta wyda sie niewatpliwie dzi-
waczna, zobaczymy jednak wkroétce, iz jest ona niezmiernie
cenna. *)

§ 231. Z umowy naszej wynika, iz na prostej istnieje
jeden tylko punkt-niewlasciwy; punkt ten musimy konse-
kwentnie uwaza¢ za spolny wszystkim prostym, réwnoleglym
do danej.

W ten sposob bedziemy mogli powiedzie¢, ze kazde
fiWJe 'proste, lezace w jednej plaszczyznie, ma-
ja spolny punkt: punkt ten jest wlasciwy, jezeli
proste przecinaja sig, lub niewlasciwy, jezeli
proste sa do siebie rownolegte.

Lhcgc pozosta¢ w zgodzie z pewnikiem Ia, musimy
zalozy¢, iz dwie proste przecinajace sie nie mo-
ga mie¢ spolnego punktu niewlasciwego, gdyz
musiatyby mie¢ dwa punkty spolne: jeden wlasciwy (punkt
przecigcla sig), drugi niewlasciwy.

Jesli chcemy zaznaczyé, ze X jest punktem niewlasci-
wym, piszemy Xc.

Poniewaz kazda prosta posiada, zgodnie z nasza umowa,
jeden i tylko jeden punkt niewlasciwy, zatym prosta, laczaca
dwa punkty niewlasciwe, nie moze przechodzi¢ przez zaden
punkt wiasciwy. Sklada sie ona wylacznie z punktow niewtas-
ciwych i nazywa si¢ prosta niewtasciwa.

Jezeli chcemy zachowa¢ bez zmiany prawde, ze dwie
proste moga przecinaé si¢ tylko w jednym punkcie, wowczas
musimy zalozy¢, Ze na ptaszczyznie istnieje tylko jed-
na prosta niewtasciwa.

*) Gdy badamy liczby dodatnie, symbol «—b ma dla nas sens.
tylko wowczas, gdy a = b; jesli chcemy uniknaé wyjatkow przy
odejmowaniu, musimy wprowadzié umowe, na mocy ktorej nawet prz‘\?
a < b symbolowi powyzszemu nadajemy pewien sens. W ten sposéi)
wprowadzamy do nauki liczby ujemne. Umowa ta jest rownie dzi-
Wwaezna, jak wprowadzenie punktu niewlasciwego; dopiero péZniejsze
doSwiadczenie wykazuje, ze pojecie liczby ujemnej jest istotnie prak-
tyczne i plodne.
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Jak widzimy, przy wprowadzeniu t. zw. elementow niewlasci-
wych, czyli punktow i prostych niewlasciwych, pewniki grupy I i II
pozostaja bez .zmiany; pewnik IV nalezaloby wyslowi¢ tak: dwie
proste, ktore tworza z poprzeczna katy naprzemianlegte wewnetrzne
nierowne, przecinajq si¢ w punkcie wlasciwym. Okre§lenie row-
noleglych (§ 72) brzmialoby: dwie proste, lezace w plaszczyZnie i nie
przecinaigce sie¢ w puhkeie whaseiwym, nazywamy rownolegtymi. Dwie
rownolegte przecinaja sie w punkcie niewlasciwym.— Reszta teorji,
a w szczegdlnosci dowody twierdzen §§ 73—83 nie wymagalyby za-
dnych zmian, procz dodania przymiotnika: ,,wlasciwy’” tam, gdzie
mowa o punktach.

§ 231. OkreSlenie. Jezeli dowolny punkl O plaszczyzny,
nie lezacy na prostej m, polgezymy z czworkq harmoniczng

punktow (AB, CD), lezqcych na lej prostej, olrzymamy cztery

polproste, o kiorych powiadamy, ze tworzq pek harmoniczny.

Polproste OA, OB nazywamy harmonicznie sprzezonymi
z polprostymi OC, OD.

Pek taki oznaczamy symbolem O (AB, CD).

W szezegolnosei, gdyby punkt C byl Srodkiem odcinka
AB, wowcezas sprzezony z nim punkt bylby punktem niewtla-
sciwym Dew, prosta zas OD» bylaby réwnolegla do prostej AB.
Pek ten wypadloby oznaczy¢ symbolem O (AB, CDw).

Rzecz jasna, ze jezeli mamy pek O (AB, CD), wowezas
jedna z polprostych OC, OD lezy wewnatrz kata <C AOB,
draga za$_zewnatrz.

Uwaga. Poniewaz prostym rownolegltym przypisujemy
spolny punkt niewladciwy, mozemy tedy uwazaé, ze wszyst-
kie proste do siebie rownolegle tworza pek, ktore-
go wierzcholtkiem jest 6w spoélny punkt niewta-
Sciwy.

W szczegolno$ci, jezeli przez cztery punkty har-
moniczne (AB, CD) poprowadzimy cztery dowolne
rownolegte, otrzymamy pek harmoniczny
XN,(AB, CD) gdzie X, jest symbolem punktu niewlasciwego,
spolnego czterem wykreSlonym przez nas rownoleglym.

Cwiczenia XXXV. 1. Wykazaé, iz twierdzenia §§ 212, 215 dadzg
sie ujaé w posta¢ jednego twiedzenia, jezeli wprowadzimy pojecie
punktu niewlasciwego i réwnoleglte uwaza¢ bedziemy jako proste je-
dnego peku.

2. Dany jest odcinek AB i na nim punkt C; zbudowaé punkt
czwarty harmoniczny, opierajac sie¢ na § 224,
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24, To samo zadanie, jezeli punkt C jest dany na przedluie-

qpin odecinka AB.
3. Na mocy tego samego § 224 zbudowaé p¢k harmoniczny, ma-

jac dany wierzcholek peku O i trzy polproste OA, OB, OC, nalezace
do tego peku.

4. Wykazaé, ze dwa boki a, b trojkata, srodkowa sc i prosta,
_poprowadzona przez wierzchotek C rAwnolegle do boku ¢, tworzg
_pek harmoniczny.

5. Znalez¢é polprosta czwarta harmoniczng do dwoéch bokow
: b rownolegloboku i do przekatnej e.

6. Rozwigzaé¢ zadanie 3-cie, opierajac sie na zadaniu 5-ym.

7. Zbudowaé¢ pek harmoniczny O (AB, CD) tak, zeby bylo:

1) &< AOB = X COD = 8;

2) &= AOB = 3, < COD=q0, gdzie a jest danym katem,

zresztaq dowolnym

8. Wykazaé, ze $rodki ]ednoldadnosm J,J’ dwu danych kot
(O)r, (0)r’ dzielg harmonicznie odcinek 00"
: 8a. Opierajac sie mna zadaniu 8-ym, 1) podzieli¢ dany odcinek
B proporcjonalnie do dwu danych odcinkow m, I; 2) zbudowaé
unkt czwarty harmoniczny do trzech danych,
8h. Odcinek WWa, lqczacy $rodek kola wpisanego w trojkat
A ABC ze $rodkiem kola zawpisanego, lezacego w kacie ¥ A, jest
dmelony harmonicznie przez wierzcho ek A i przez punkt przecie-
sie proste] WWa z bokiem a.
~ 8c. W tym samym trojkacie rozwazamy dwa kola zZawpisane,
ace w katach & A i % B; znalez¢ punkt czwarty harmoniczny-wzgle
punktow Wa, W, C.
9. Jezell mamy czworke harmoniczna punktow (AB, CD), przy-

érodklem odcinka AB, wowezas ! A0 | = | 0C; OD i

- p;gyorcn, cechujacej podzxal hqrmomcznv otrzy-
-+ 06):(A0 — 0C) = (AO + OD):(0D— AO)].
¢ si¢ na zadaniu 9-ym, poda¢ nowe rozwigzanie

orke punktow harmoniczng (AB, CD),
ednice odcinek AB, przecina pod katem
odzace przez punkty C i D.

przecinaja sie pod katem prostym, to ich

‘ne na;'nj éx{'odkbw, dzielq jedna drugq harmonicznie
» %

Twﬁ’i‘dzenie. Dwusxeczna wewnelrzna i zewnelrzna,
z jedncgo wierzcholka tréjkata, dzielq przeciwlegly
nonicznie, a m(anowlae dzielg go wewnelrznie
1a odcinki, propQ(C]onalne do dwu drugich bo-
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I. Niech bedzie dany troj-
kat A ABCi w nim dwusieczna
wewngtrzna  BD. Mamy  do-
wieS¢, iz )

AD : DC = AB : BC .... (1).

W tym celu z C prowadzi-
my prosta CE, rownolegla do
dwusiecznej, tak iz mamy

Rys. 196.. AL1D & DC == a";lB & BE e e (2).

' ‘ Aby z proporcji (2) otrzy-

mac proporcje (1), musimy wykazaé, iz BE = BC czyli ze
trojkat ABEC jest rownoramienny,

Tak jest istotnie, gdyz

L4 =<1 =x2=2x3

Il Jezeli w tym samym trojkacie BD’ jest dwusiecz-
na zewnetrzng (rys. 197), wowezas powiadam, ze musi by¢

AD :CD = AB: BC . ... ... (1)

(dlaczego?)

Rys. 197.

Kreslimy, jak poprzednio, z wierzcholtka € rownolegla
do dwusiecznej i otrzymujemy proporcje
AD' : CD' = AB:EB ..., ... (2"
Pozostaje do wykazania, iz EB = BC eczyli ze trojkat
A EBC jest rownoramienny.
Tak jest istotnie, gdyz

X4=<x1=2 = 3.

Z proporeji (1) i (1) wynika, iz
AD 2 DC = AD" : CD',
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§ 233. Twierdzenie odwrotne (wzgledem § 232). Jezeli
- prosta, poprowadzona z wierzchotka iréjkata, dzieli przeciwlegly
bok proporcjonalnie do dwéch bokéw przyleglych, wéwezas prosta
a jest dwusiecznq wewnetrznq lub zewnelrznq réjkqla.

Istotnie, na odcinku AC (rys. 196 i 197) istnieje tylko
eden punkt wewnetrzny D, dzielacy ten odcinek proporcjo-
nalnie do bok6éw ¢, @, na przedluzeniu za$ odcinka AC istaieje
jeden tylko punkt zewnetrzny D', dzielacy go w taki sam
sposob. Punkty D i D" sa spodkami dwusiecznych; jesli
wiec prosta przechodzi przez wierzcholek B i dzieli bok b
proporcjonalnie do bokoéw ¢, a, to musi przechodzi¢ przez je-
den z tych dwu punktéw czyli jest dwusieczna wewnetrzna
BD lub zewnetrzna BD'.

§ 234. Twierdzenie. Jezeli mamy dany odcinek AB
i punkly C, D, dziclgce go wewnelrznie i zewnelrznie propor-
jonalnie do odcinkéw m, k, woéwezas okrqq kola, zakreslonego
na Srednicy CD, jest miejscem geomelrycznym punktéw, kid-
ych odleglosci od A i B sq proporcjonalne do odcinkéw m i k.
Kolo to nazywa sie kotem Apollonjusza®).

Rys. 198.

I. Najpierw ustalimy, ze wszystkie punkty, kto-
ch odleglos$ci od A1 B sa proporcjonalne do mi k,
za na kole Apollonjusza.

Istotnie, jezeli punkt I. czyni zado$¢ powyzszemu wa-
nkowi, t.]. jezeli mamy proporcje
AL: LB = m: k,

*) Od imienia stynnego uczonego z III wieku przed Chr., kio-
al w Aleksandrji, a nast¢pnie w Pergamie. Apollonjusz byl
idesa i Archidemesa najwiekszym matemalykiem starozy-
ace jego dotyczyly glownie teorji t. zw. przecigé stozko-
ik;:_zywych, ktore tworzg si¢ na powierzchni stozka, prze-
zezyzna. Krzywe te sg to elipsa, parabola i hiperbola.
¢ z nimi w stereometrji.
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wowezas dwusieczne: wewnetrzna 1 zewnetrzna kata < L
musza przechodzi¢ przez punkty C. D, dzielace wewnetrznie
i zewnetrznie odcinek AB proporcjonalnie do m i k. Ale
dwusieczne te sa zawsze do
siebie prostopadle (dlacze-
go?) a wige LCLD jest pro-
sty 1 punkt L lezy istotnie na
kole, ktorego érednica jest od-

cinek CD.
II. Odwrotnic: jezeli L
Rys. 199. jest dowolnym punktem
na kole Apollonjusza,-

wowezas musi by
AR LB —=Sm N,
Jakoz z punktu B poprowadzmy dwa odcinki: odci-
nek BE rownolegly do LD i odcinek BF réownolegly do LC.
Mamy wowcezas dwie proporcje:
AL : EL = AD: BD
oraz AVE R IBIE = ANE 5 (65

Poniewaz jednak

(1)

zaréwno AUD) B IBID = i & I
jak ACR R CBE—Nink Tk
zatym proporcje (1) przybieraja posta¢ nastepujaca:
AL:EL = m:k
AL:LF = m : k
Z tych proporcji (2) widzimy, ze musi by¢
EL = LE .. ........... (3)

gdyz istnieje tylko jeden odcinek, czwarty proporcjonalny do i
trzech odcinkéw AL, m, k.

Zwrocmy teraz uwage na to, ze
X EBF — & E

a to z powodu, iz EB//LD, FB//I.C i ze L CLD .= &
Tak wige trojkat A BEF jest prostokatny. Punkt L
jest w nim $rodkiem przeciwprostokatnej [na mocy rownosci’
(3)] czyli érodkiem kola opisanego. Stad wynika, ze LB jest
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promieniem Kkola opisanego 1 ze mamy
LB = EL =LF,

Jezeli w proporcjach (2) zastapimy odcinki EL, LF przez

LB, otrzvmamy
AL ;LB = m: k.

Cwiczenla XXXVI. 1. Odcinek AB podzieli¢ proporcjonalnie
do dwu danych odcinkéw m, k, opierajac si¢ na twierdzeniu § 234.

2. Czy twierdzenie § 232 pozostaje prawdziwe, jezeli w trojka-
cie AABC (rys. 196) mamy BA=B(C?

3. Dany jest kat prosty; zbudowaé pek harmoniczny tak, by
w skiad jego wchodzily oba ramiona kata prostego.

4. Jezeli wtrojkacie réwnoramiennym AABC podzielimy pod-
stawe ¢ na trzy rowne czedcii punkty podzialu polaczymy z przeciw-
leglym wierzchotkiem C, wowczas w Len sposob nie po dzielimy
kata 22C na trzy rowne czesci.

5. W trojkacie. AABC mamy dang sume bokéw a--b=38 cm.
oraz odeinki, wyznaczone na boku C przez dwusieczna wewnetrzng
kata <-C, mianowicie u, = 2!/, cm., 11, = 3%/, cm. Znalezé boki a, b
trojkata 1) za pomocy rachunku; 2) za pomoca konstrukeji.

6. W trojkacie AABC bok a=3 cm., b==5 cm.; obliczy¢ dhugosé
boku ¢, jezeli wiemy, ze réznica odcinkow, na ktore dwusieczna we-
wnetrzna d¢ dzieli ten bok, rowna si¢ 1!/, cm.

7. Obliczy¢ odcinki, na ktéore bok ¢ trojkata ABC zostal po-
dzielony przez obie dwusieczne, poprowadzone z wierzcholtka C. Ma-
my dane =6 cm., b=9 cm., (=12 cm.

8. Obliczy¢ promien kola Apollonjusza, ktore w trojkacie

~ AABC przechodzi przez wierzcholek A, jezeli wiemy, ze a—l43em;;

b=7 cm., =18 cm.

9. W trojkacie AABC mamy dane boki a=8 cm., ¢=10 cm., oraz
warunek, ze <cC=2xA. Dowiesé, ze odcinek a jest $redni proporcjo-
nalny miedzy bokiem ¢ i odcinkiem uq, ktére dwusieczna dg wyzna-
cza na tym boku. Obliczyé dlugo$é tej dwusiecznej oraz dlugosé
boku b.

10. W trojkacie AABC prowadzimy dwusieczng wewnetrzna
AA’, poczym kreslimy A’D//AC. W jakim wypadku odcinki ADi DB
moga réwnaé sie sobie? Kiedy mamy A DZBD? Kiedy mamy
e

10. W poprzednim zadaniu kladziemy a=14 cm., b=18 cm.,
(=10 em. Obliczy¢ dtugo$é odcinkow A’D, AD, BD.

Zbudowa¢ trojkat AABC, majac dane dwa odeinki m, k£ oraz
11. ¢, ke i warunek, ze a : b = m : k.
12, ¢, Se ' oAb =mia e
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13. ¢, € i warunek, ze @ : b — m : k.
14. ¢, ha - s . @ b= m k.
15. ¢, R . SRa RO —am e
16. ¢, dc . as b =Sk
1Ly (G5 & 5 swa:b =m:k |[Wskazowka: za-

stosowa¢ metode przeksztalcenia jednokladnego. Palrz ¢wiczenia
XXXII, str. 211].

18. ¢, he i warunek, 7z¢ « : sq¢ = m : k.

19. ¢, he 5 » @t Se = m: k.

20. Zbudowaé trojkat prostokatny A ABC (< C =3), majac
dane odcinki u, , u .

21. Na prostej dane sg trzy punkty A, B, C; jakie jest miejsce
geomelryczne punktéow X takich, iz < AXB = 2 BX(C?

22, Na prostej dane sg w porzadku wskazanym cztery punkty
A, B, C, D; znalezé punkt, z ktorego odcinki AB, BC, CD widaé
pod rownymi katami.

23. Jakie jest miejsce geometryczne punktéw, z ktorych dwa
dane kola (O)r, (O)r' wida¢ pod réwnymi katami? [Wskazoé w-
ka: czy na linji $rodkow OO’ sa punkty, odpowiadajace warun-
kom zadania?].

24. Na danej prostej g znalezé punkt, z ktorego dwa dane kola
widaé pod rownymi katami.

25. Znalezé punkt, z ktérego trzy dane kola widaé pod row-
nymi katami.

26. Zbudowa¢ trojkat A ABC, majac dane Ul o B0 8

a

W nastepnym zadaniu nalezy uwzgledni¢ wlasnos$é, dowiedzio-
ng w ¢éwiczeniu XXXV, 9, str. 225.

27. Na prostej dane sa trzy punkty A, B, C. Wyznaczyé na
tej prostej takie dwa punkty X,, X,, zeby C byl $rodkiem odcinka
Xy, X, i zeby si¢ utworzyla ezworka harmoniczna (AB, X,.X,).

28. Dane sa dwa odcinki a, b; umies$cié pierwszy z nich na dru-
gim w taki sposob, by konice tych odcinkéw utworzyly czworke
punktow harmoniczna. '

29. Danym promieniem r zakre$li¢ kolo tak, by przeszio ono
przez dany punkt A i podzielilo harmonicznie dany odcinek BC.

30. Dana jest czworka punktow harmoniczna (A B, CD); zbudowaé
kwadrat o danym boku a tak, zeby dwie jego przekatne (lub ich
przedluzenia) przechodzily przez A i B, proste za$, Iaczace $rodki
przeciwlegtych bokow kwadratu, przechodzily przez C i D.

31. Dana jest czworka harmoniczna (AB, CD); zbudowaé taki
romb, by bok jego rownat si¢ danemu odcinkowi m, kat rownat sie dane-
mu katowi << L i zeby przekatne przechodzily przez punkty A, B, proste
za$, laczace $rodki bokdw przeciwlestych, przechodzily przez C i D.
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§ 235. Twierdzenie. Jezeli, majqc pek prostych harmoniczny
0 (B, CD) poprowadzimy réwnoleglq do prostej 0D, woéwczas
sprzezona z niq prosta OC podzieli na polowy odcinek tej réwno-
leglej, zawarly miedzy prosiymi OA, OB.

Wystarczy dowie$¢ twier-
dzenia w przypadku, gdy ro-
wnolegla przechodzi przez punkt
C, je$li bowiem K'L'//KL (rys.
200) oraz CK = CL wowczas
(zadanie 25, str. 201) musi_by¢
C'K'=C'L'. Prowadzimy tedy
przez punkt C prostarownolegla
do OD, na niej odkladamy

CK=CL;
i dowiedziemy ze K lezy na pro-
stej OA.

Na mocy konstrukeji, podanej w § 224, prosta OK po-
winna wyznaczyé punkt czwarty harmoniczny wzngderq trzgc_h
danych punktow C, D, B. Ale z § 229 wiemy, ze istnieje
tylko jeden punkt, dzielacy wraz z punktem B odcinek CD
harmonicznie, z  warunkow za$ twierdzenia wiemy, ze tym
punktem jest A. Wobec tego prosta OK musi przechodzié
przez A. '

Rys. 200.

§ 236. Twierdzenie. Przecinajqc pek harmoniczny dowol-
nq proslq, otrzymujemy czworke harmonicznq punklow.

Niech bedzie (AB, CD)
czworka harmoniczna punktow.
Laczac punkty te z dowolnym
punktem O, otrzymujemy pek
harmoniczny O (AB, CD). Jesli
teraz przetniemy nasz pek do-
wolng prosta m, powiadam, ze

trzymamy znow czworke har- 7
1oniczng punktow (A'B’, C'D'). 7 G\ BY D%
Jakoz przez (! poprowadz- Rys. 201.

rosta K'I///OD. Na mocy
‘ iego twierdzenia, musi by¢
i CK'=ClL,

:trllkcji, podanej w § 224, wynika, ze punkty A, B
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dziela harmonicznie odecinek C'D), mamy wige istotnie czwm—
k¢ harmoniczna punktow (A’E', ('D').

Whiosek. Jezeli irzy proslte wychodzq z jednego punkiu.
wowcezas istnieje jedna i tylko jedna prosta, wychodzqca z tego
samego punklu i tworzqca z tamlymi trzema pek harmoniczny.

§ 237. OkreSlenie, Czworobokiem zupelnym nazywamy
figure, utworzonq przez cztery proste, przecinajace sie lak, ze
zadne trzy z posréd nich nie przechodzq przez jeden punki.

Np. na rysunku 202
proste AB, AC, DB, EC,
tworza c.worobok zupelny.

Czworobok zupelny po-
siada sze$é¢ wierzcholkéw (A,
B, C D, E, F) i trzy przekq-
tne (AF, DE, CB)

Punkty przecigcia sie
dwoch przekatnych nazywa-
my punktami  przekqtnymi
Rys. 202. czworoboku,

§ 238. Twierdzenie. Kazdle dwie przekqtne czworoboku
zupelnego dzielq harmonicznie trzeciq przekqing.
. Checemy np. dowie$é, ze na
‘A przekatnej CB tworzy sie czwor-
ka harmoniczna (BC, GH). Na
przedtuzeniu odcinka ‘BC musi
istnie¢ jeden i tylko jeden punkt
X, dzielacy wraz z punktem G
odcinek ten harmonicznie, czyli
musi istnie¢ na prostej BC czwér-
ka harmoniczna punktow (BC,
GX).
Rys. 203. Wyobrazmy {sobie, ze pun-
kty tej czworki polaczyliémy
z wierzchotkiem F czworoboku; otrzymujemy pek harmoniczny
F(BC, GX). Z twierdzenia § 236 wiemy, ze wystarczy prze-
cia¢ ten pek dowolna prosta, aby otrzymaé nowa czworke har-
moniczna. Przetnijmy go tedy za pomoca przekatnej DE.
Gdyby punkt X nie lezal na przekatnej DE, a wiec nie zle-

O podziale harmonicznym odcinka. 295

wal si¢ z punktem / (jak na rysunku 201), wowezas musieli-
by$my otrzymaé¢ czworke harmoniczna (DE, JX'). Laczac
punkty tej czworki z wierzcholkiem A czworoboku, otrzymali-
by$my pek harmoniczny
A(DE, JX'), a przecinajac
ten nowy pek za pomocy
przekatnej BC, otrzyma-
libySmy na te] proste]
czworke harmoniczna (BC, ‘
GX").

W ten sjosob istnia- _’__,,‘-'/',17:/'
lyby na prostej BC dwa X H X2
punkty X, X", dzielace Rys. 204.

wraz z punktem G odci-
nek BC harmonicznie, co jest niedorzeczne, gdvz przeczy ba-
daniu, przeprowadzonemu w § 228—229.

Cwiczenia XXXVII. 1. Jezeli przez $rocek rownolegloboku wykre-
$limy rownolegte do jego bokow, otrzymamy pek harmoniczny.

2. Jezeli w peku harmonicznym dwie sprzezone z soba proste
sq do siebie prostopadle, wowczas sg one dwusiecznymi katow, utwo-
rzonych przez dwie drugie proste peki.

3. Jezeli w trojkacie A ABC poprowadzimy wysokosci AA’,
BB’, CC’ i wykre$limy t. zw. trojkat spodkowy A A’B’C’, otrzyma-
my w kazdym wierzcholku nowego trojkata pek harmoniczny.

3a. Na rysunku, odpowiadajacym poprzedniemu zadaniu, do-
wiesé, ze wierzcholki trojkata B, G, spodek wysokosci A’ i punkt X,
w ktorym prosta B’C’ przecina bok BC, tworza czworke punktow
harmonieznag.

3b. Na zasadzie poprzedniego zadania dowies¢, ze trzy wyso-
kosci trojkata przecinajq sie w jednym punkcie.

4. Wykazaé, ze trzy wierzcholki czworoboku zupelnego, lezace
na jednym jego boku, oraz punkt przecigcia si¢ tego boku z prosta,
laczaca ktorykolwiek czwarty wierzcholek z punktem przekatnym,
tworzq czworke punktow harmoniczna.

5. Wykreéli¢ czworohok zupelny, majac dane trzy jego punkty
przekaine i jeden wierzchotek.

6. Na prostej m mamy dane trzy punkty A,B,C; postugujae
sie wylqeznie linjatem i opierajgc sig na § 238, zbudowaé¢ punkt czwarty
harmoniczny.

7. Na odcinku AB mamy dany punkt C: zbudowa¢ punkt
czwarty harmoniczny, nie kre$lac przedluzenia odcinka A B.

8. Wykazaé, ze twierdzenie § 238 jest uogo6lnieniem twierdze-
nia, iz przekatne rownolegloboku dzielg si¢ na polowy.
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9. Dane sg trzy proste a. b, ¢, przecinajace si¢. w punkcie niedo-
stepnym: wykresli¢  czwartq prosta, tworzacqa z nimi pek harmo-
niczny.

10. Mamy dane dwie czworki harmoniczne (AB, CD), (AB’,
C’D’), lezace na dwoch roznych prostych, lecz majace punkt spol-
ny A; gdzie znajduje sie¢ punkt przecigcia prostych CD’ i C’'D?,
prostych CC’, DD’?

11. Dwa peki harmoniczne O (ab, cd), O (ab’, ¢'d’) majq spol-
ng prosta a. Jak leza wzgledem siebic punkly przecigeia sie
prostych: bz V', ¢z ¢/, d z d’, ¢z d’, d z ¢'?

12, Zbudowaé pek harmoniczny, majac dang jedna prostg pe-
ku oraz warunek, by trzy pozostate proste tego peku przechodzily
przez trzy dane punkty K, L, M, nie lezace na jednej prostej.

13.  Dane sa punkty A, B, C, D, nie lezace na jednej prostej; wy-
kresli¢ pek harmoniczny tak, by proste peku przechodzily odpowied-
nio przez A, B, C i D.

14. Dane sq cztery proste a, b, ¢, d, nie przechodzace przez jeden
punkt; przecia¢ je piatq prosta tak, by otrzymaé czwoérke punktow
harmoniczng, ;

15.  Jezeli proste m, n, wychodzace z punktu A, przetniemy
pekiem dowolnych prostych, wychodzacych z punktu B, otrzymamy
szereg czworobokow (zwyczajnych), ktorych przekqtne przecinajg sie
wszystkie na jednej prostej. Prosta la tworzy pek harmoniczny
z prostymi m, n i z prostq AB.

16.  Proste dane a, b przecinaja si¢ w niedostepnym punkcie M
przez dany punkt € poprowadzi¢ prostg CM, postugujac si¢ tylko
linjatem.

17. Proste a, b sa rownolegle; przez dany punkt C poprowa-
dzi¢ trzecig rownolegla, postugujac si¢ tylko linjalem. Czy zacho-
dzi jaki zwigzek miedzy tym zadaniem a poprzednim?

18. Dane £q dwa punkty A, B, ktérych nie chcemy lub nie mo-
zemy polaczyé zapomoca prostej (np. dla lego, ze pomiedzy punkta-
mi znajduje si¢ przeszkoda); znalezé punkt przeciecia sie prostej AB
z dang proslg m.

19, Kolo, przechodzace przez punkty przekatne eczworoboku
zupelnego, przecina pod katem prostym wszystkie trzy kola, wy-
kreslone na przekatnych tego czworoboku, jako na $rednicach.*)

*) Czytelnikom, ktérzyby cheieli zapoznaé si¢ blizej z liczny-
mi i pigknymi zastosowaniami podzialu harmonicznego i teorji bie-
gunowych (omoéwionej w rozdziale nastepnym) polecamy dwie prace
W jezyku polskim:

Jakob Steiner. Konstrukeje g-omelryczne wykonane zapomoceq linji
prostej i statego kola. Przelozyl St. Kwietniewski. Warszawa, 1915.

M. A. Baraniecki. Poczqtkowy wyklad synlelyczny wtasnosci prze-
cigé stozkowych na p odstawie ich pokrewienstwa harmonicznego z holem,
Warszawa, 1885.

St
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CWICZENTA Z GEOMETRJI PRAKTYCZNE..

Opierajac sie na teorji jednokladngéci, a zwlaszcza.na wlasno?
Sciach czworoboku zupelnego i postugujac sie tylko' najprostszymi
przyrzadami, o ktérych byta mowa na str. 111, .mozn’a p_oc?aé no?ve
rozwigzania zadan, omoéowionych na str. 111—112, jak rownicz rozwia-
za¢ niektéore nowe zadania.

1. Poslugujacsie tyl-
ko wytykaniem linji pros-
tych (a wige nie postu-
éujac si¢ wegielni-
¢ a) przedluzy¢ prosta AB
poza przeszkode. [W sk a-
7z 6 wk a: zadanie sprowa- (
dza sie do wyznaczenia, S
po drugiej stronie prze- A
szkody dwoch punktow,
lezacych na prostej AB. Rys. 205.
Rysunek 205 podaje spo-
sob wyznaczenia jednego z tych punktow]. ) o
9. To samo zadanie rozwigzaé zapomocq trojkatow jednoklad-

i oshigujac si¢ wegielnicq).
e ?(»a wDiggI:)l ABg pJ;‘zechgdzieirzez las; z punktu C vyytkr}aé (?’ro-
ge, przecinajaca AB w jej punkcie Srodkowym, postugujac sie¢ przy-
tym wlasnosciami trojkatow  jednokladnych
. 206).

i 4. )Mamy dane punkty A, A’ oraz B,
B’ niedost¢pne, lecz widzialne zdaleka. Prze':z
dany punkt K (dostepny) wytknaé prosta, kto-
raby przechodzila rowniez przez punkt prze-
ciecia si¢ prostych AA’, BB’ ;

5. Mamy dane dwa punkty niedostepne
A, B, widzialne zdaleka, lecz poloZ.m;e ttak,
Z rosta AB jest w calo$ci swej niedostep- ’
iz.plgsrziz dan]y punkt (dostepny) K p.opr‘owadzic rownolegla do
prostej AB, opierajac si¢ na przekszlalcer}m ]‘edno_kladnym. einel

6. Rozwiazaé¢ to samo zadanie, opierajac si¢ na wlasnosciach

ortocentru i czworoboku zupelnego.

Rys. 206

ROZDZIAL VL.
O biegunach i biegunowych wzgledem kota.

§ 239. Okreslenie. Niech bedzie dane kolo (O)r iv.v nim é{'e(.ln.ica}
AB. Jezeli punkty €, €’ dzielg ta $rednice harmonicznie 1 jezeli




y
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w punktach tych wystaw iliSmy prostopadle m, m’ do $rednicy, wow-
czas punkt C nazywa si¢ biegunem prostej m wzgledem danego kola,

prosta za$§ m nazywa sie biegunowq punktu C. Tak samo, oczywiécie,

punkt C’ jest biegunem prostej

' m’, ta za$ jest biegunowa punktu
7 wzgledem danego kota (O)r.
Jezeli punkt C zbliza sie

do B, wowczas harmonicznie
sprzezony z nim punkt C’ oraz

A C ~|  Dbiegunowa m zblizajq si¢ z dru-

giej strony do tegoz punktu B
(§ 228); jezeli G zlewa si¢ z B,
wowcezas 1 G’ zlewa sie z tym
samym punktem B, biegunowa
za$ m staje si¢ styczng do kola.
Jezeli, przeciwnie, C zbliza sie
do $rodka kola O, wowezas C7,
Rys. 207. a wraz z nim biegunowa m od-
dalaja si¢ nicograniczenie. Gdy
C zlewa si¢ ze $rodkiem O, puunkt €’ staje sie¢ punktem niewltasci-
wym. biegunowa za$ m staje si¢ prosta niewlasciwg.

§ 240. Twierdzenie. Jezeli z punklu dancgo C poprowadzili$my
do kota dowolnq siecznq, na kidrej kolo wyznacza cieciwe PQ, wéwczas
punkt X, stanowiqcy wraz z punktami P, Q, C czwdrke harmonicznaq
(PQ, CX), lezy na biegunowej punktu C.

Jezeli mamy czworke harmo-
niczna punktéw (AB, CC"), wow-
czas pek prostych P. (AB, CC’)
musi byé pekiem harmoni-
cznym. W peku tym dwie pro-
ste, mianowicie AP i PB sg do
siebie prostopadle (dlacze-
g 0?), muszg wiec one byé¢ dwu-
siecznymi (wewnetrzng i zewne-
trzna) kata << CPC’, czyli ze
mamy

* QPB = x BPS,

Rys. 208. a poniewaz oba te katy sa wpi-
sane, zatym muszaq roéwnaé sie
sobie dwa luki:
0B = SB.

Wynika stad, ze punkty S, Q sg z soba symelryczne wzgledem $red-
nicy AB, albo innymi stowami: ze prosta AC’ jest dwusieczng kata
xSC’Q.

Jesli teraz zwrécimy uwage na to, ze hiegunowa m jest prosto-
padta do tej samej prostej AC% wowezas dojdziemy do wniosku, iz

* biegunowej punktu C’, za-
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proste C'P, C’Q lworza pek harmoniczny z prostymi m oraz C’A.

Oté7 przecinajqe ten pek za pomoca prostej PC, otrzymamy na niej

czworke punktow harmoniczna (PQ, CX).

§ 241. Twierdzenie odwrotne (wzgledem § 240). Jezeli mamy
dany punkt C i jego biegunowq m wzgledem kola (O)r i jezeli dowolny
punkt X biegunowej polqezylismy z punktem C, .pl':'yczym’prosla CX
przecina kolo w punktach PQ, wiwczas olrzymalismy czwdrke harmo-
niczna punktéw (PQ, CX). o

Dow6d przez sprowadzenie do niedorzecznosci.

§ 212. Poslugujac sig pojeciem miejsca geometrycznego, mozna
dwa powyzsze twierdzenia uja¢ w jedno: . o

Biegunowa punkiu C wzgledem  danego kola. Jjest mle]sce'm g.eom.e-
{rycznym punkléw X, klére wraz z punlclem‘ c dz‘lelq harmonicznie cig-
ciwy, wyznaczone przez lo kolo na wszystkich siecznych, wychodzqceych

z punkiu C.

§ 243. Twierdzenie. Jezeli mamy dane dwa punkty C, C", przyczyzﬁ
punkt C lezy na bicgunowej punktu C’, wiwezas i odwrotnie: punkt C
musi lezeé na biegunowej punkiu C.

Niech prosta m’ be-
dzie biegunowa punktu
¢’ wzglgdem danego kola.
Polaczmy C z C’ i niech
prosta CC’ przecina kolo
w punktach M, N.

Poniewaz C ezy na

tym, na moey poprzednie-
go twierdzenia, (MN, C’C)
musi by¢ czworka punk-
téw harmoniczna. Ale na
_mocy tego samego twier-
dzenia biegunowa m pun-
ktu C jest miejscem geo- o
metrycznym punktow, dzielacych wraz z punktem C harmOt‘uczx.ue
wszystkie cieciwy takie, jak MN; webec tego punkt C’ musi lezeé

Rys. 209.

~ na m czyli na biegunowej punktu C.

§ 244. Wniosek 1. Jezeli punkly Ay Ag .- An, ... le:é'q
a jednej prostej m, wowczas biegunowe ich przechodzq przez je-
puikl, mianowicie przez biegun prostej m.*)

Te samg prawde wyrazaja niekiedy stowami: jezeli punkt A
sie po prostej m, wdw zas jego biegunowa obraca sie dokola sta-
u, a mianowicie dokola bieguna prostej m.
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naja si¢ w jakims punkcie M.

~dzenia, biegunowa punktu M
musi przechodzi¢ zaréwno przez
punkt A,, jak i przez A, a
wiec musi nia by¢ prosta 4,4,
czyli prosta m.

2 S/
: 2. Jezeli punkt A lezy na
/ kole, wéwczas jego biegunowq jest
Rys. 210. styczna, przechodzqca przez A.

1 § '245. Zadanie. Poslugujac si¢ wylqcznie linjatem, zbu-
dowac biegunowq danego punkiu C wzgledem danego kola.

A

M L
Rys. 211.

Mozemy oprzeé sie na wlasnoseiach czworoboku zupel-
nego.

Wpisujemy w kolo czworobok zwyczajny AA'BB tak
py C byl jego punktem przekatnym, poczym przedluzam);
jego boki tak, by utworzyé czworobok zupelny. W takim
razie dwa drugie punkty przekatne M, N ’cego~ czworoboku
zupelnego wyznaczaja biegunows punktu C.

Istotnie, niech biegunowe
dwoch punktéow A, A4, przeci-

Na mocy poprzedniego twier-
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Istotnie, jezeli proste MN oraz AB’przecinaja si¢ W pun-
keie L, wowczas mamy czworke punktow harmoniczna (A5,
CL), zatym L lezy na biegunowej punktu C.

Dalej. jezeli A’B i MN przecinaja si¢ w punkcie D,
wowezas (A’B, CD’) tworza czworke harmoniczng i punkt 1)
musi leze¢ na biegunowej punktu C. '

Wobec tego biegunowa punktu C musi by¢ prosta, Ia-
czaca punkty L i I, czyli prosta MN.

Cwiczenia XXXVIII. 1. Z punktu zewnetrznego M poprowadzi-
lismy do kola styczne MS, MS’; dowies¢, ze biegunowa punktu M
“jest prosta SS’.

2. Poslugujac sie tylko linjalem, poprowadzi¢ z danego pun-
ktu styczng do kola.

3. Postugujac sie tylko linjalem, zbudowaé biegun danej pro-
stej. [Wskazoéwka: § 244, wniosek 1 oraz § 245].

4. Jezeli, majac dany punkt P i jego biegunowa p, obierzemy
na prostej p dowolny punkt M i poprowadzimy z niego dwie stycz-
ne MS, MS’ do kota, wowczas styczne te utworza z prostymi p
oraz PM pck harmoniczny. [Wskazowka: na prostej SS’, ktora
musi przej$¢ przez punkt P (dlaczego?), otrzymujemy czworke
harmoniczna].

5. Jezeli z dwoch punktéow A, B poprowadzilismy styczne do
kota, wowezas punkty stycznosci wyznaczaja czworobok zwyczajny,
ktorego przekatne przecinaja sie w biegunie prostej AB.

6.- Dana jest na rysunku cze$¢ okregu, ktory powinien przejsc
przez niedostepny punkt L. Procz tego dane sg proste I, I, ktore
rowniez powinny przej$¢ przez ten sam punkt L. Wykresli¢ styczna
do kola w punkcie L. [Wskazowka: szukamy biegunow pros-
tych 4, L].

7. Jezeli mamy  czworke punkiow harmoniczng (AB, CC),
wowezas ich biegunowe (ab, cc’) tworza pek harmoniczny. [Wska-
zoé6wka: al AO, b1 BO i t. d., zatym 3 (ab) = < AOB i L. d.]

8. Jezeli na kole opiszemy kwadrat, a nast¢pnie poprowadzi-
my do tegoz kola dowolng pigta styczna, wowczas boki kwadratu
(lub ich przedluzenia) wyznacza na lej stycznej czworke punktow
harmoniczna. [Wskazowka: oprze¢ si¢ na zadaniu 7-ym].

9, W danym Kkole kre$limy cieciwe AB i przez jej konce pro-
wadzimy styczne AX, BX. Jezeli prosta AB obraca si¢ dokola sta-
lego punktu M, wowczas miejscem geometrycznym punktu X jest
biegunowa punktu M.

10. Jezeli ABCD jest czworobokiem wpisanym, wowczas bie-
gunowa punktu F, w ktéorym przecinajq si¢ proste BC, AD, jest pro-

~ sta, lgczaca punkt przecigcia przekatnych BD, AC z punktem prze-

ciecia prostych AB, CD.
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11. W czworoboku wpisanym punkt przecigcia sie przekat-
nych jest bieg unem prostej, laczacej punkly przecigecia sie bokow
przeciwleglych.

12, Jezeli w czworoboku wpisanym przedluzyliSmy boki tak,
iz powstal czworobok zupelny, wowcezas

a) Srednica, przechcdzgea przez punkt przekalny, jest prosto-
padla do prostej, 1aczacej dwa pozostale punkty przekatne;

b) kazda przekaltna przecina kolo w punktach stycznodci stycz-
nych, poprowadzonych z trzeciego punktu przekatnego.

13. Mamy danc: prosta m i punkt M, nie lezacy na niej.
Zbudowaé¢ kolo tak, by prosta m byla biegunowa punktu M wzgle-
dem lego kola i zeby

a) $rodek kola lezal na danej prostej K. [Wskazowka:
Srodek kola wyznaczamy jako punkt przeciecia si¢ dwoch prostych,
poczym promien znajdujemy, jako odeinek $redni proporcjonalny;

b) okrag przechodzil przez dany punkt A.

¢) promien rownal sie¢ danemu odcinkowi;

d) kolo bylo styezne do damnej prostej a. [Wskazowka:
najpierw buduje my prostq, tworzacg z trzema danymi pek harmo-
niczny].

11. Dane jest kolo oraz punkt A wewngtrz niego i prosta m,
nie przecinajaca kola. Wryznaczyé:

a) taki punkt na prostej m, by jego biegunowa przeszla przez A;

b) takg prosta, przechodzacq przez A, by jej biegun lezal na
prostej m.

15. Dane j est kolo, punkt M i prosta «; polaczy¢ M z takim
punktem X na prostej a, zeby odecinek MX zostal podzielony har-
monicznie przez dane kolo.

16. Dane sq dwa kola (O)r i (O)r’ ipunkt A na pierwszym
z nich. Poprowadzi¢ w kole (O)r cieciwe tak, by przeszia ona przez
A i zostala podzielona harmeonicznie przez kolo (O)r’.

17. Dane sa dwa punkty A, A’ i kolo (O)r. Przez A popro-
wadzi¢ sieczna do kola, przecinajacg ckrag w takich punktach X, Y,
7e PX: PY = P’X:P'Y. [Wskazowka doanalizy: jezeli
z A wystawimy prostopadly do prostej AA’, wowczas punkt jej
przeciecia sie z prosta XY lezy na biegunowej punktu A’].

18. Dany jest czworobok ABCD oraz punkt E. Wykresli¢
takie kolo, przechodzace przez E, zeby biegunowe punktéw A, B, C,
D wzgledem tego kola t worzyly rownoleglobok. [Wskazo6wka
do analizy: biegunowe punktow A, C maja by¢ do siebie rowno-
legle, a wigc prostopadle do tej samej $rednicy, ktoéra winna lezeé
na prostej] AC].

§ 246. Jezeli miedzy dwiema figurami zachodzi taki zwigzek,
jak miedzy czworobokiem ABCD i réwnoleglobokiem w zadaniu po-
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przednim, wéwczas dwie te figury nazywamy biegunowo wzajemnymi
wzgledem danego kota. Mamy tedy nastepujace

OkreSlenie. Dwa wiclokqly nazywamy biegunowo wzajemnymi
wzgledem dariego kola, jezeli wierzcholki pierwszego wielokqla sq bieguna-
mi bokdw drugiego, i nawzajem wierzchotki drugiego sq biegunami bo-
kdw pierwszego.

Kolo dane nazywajq czesto kolem kierowniczym figur bieguno-

.~ wo wzajemnych.

Twierdzenie. Majqc dany dowolny wielokqt W i kolo O, mozemy
zawsze zbudowaé wielokqt W', biegunowo z nim wzajemny wzgledem te-
go kola i majqcy takq samq liczbe bokéw, jak wielokqt W.

Istotnie niech ABCD be¢dzie da-
nym wielokatem W. Biegunowe wierz-
cholkow A, B, C, D oznaczmy przez
a’, b’, ¢, d’; Punkt (a’, b’), w kté-
rym przecinaja si¢ proste a’, b’, musi
byé biegunem prostej AB (dlacze-
go?). Tak samo punkt (b, ¢’) musi
byé biegunem prostej BC, i t. d.

§ 247. Pojecie figur biegunowo
wzajemnych oddaé¢ nam moze duze u-
stugi, gdyz z twierdzen, w ktorych
mowa o pewnych wlasno$ciach punk-
téw, mozna wysnué bezposrednio twier-
dzenia, dotyczace odpowiednich wlas-
no$ci linji prostych. Zrozumiemy to
najlepiej na przykladzie dwoch naste-
pujacych twierdzen.

Twierdzenie Pascala.
W kazdym szesciokqceie wpi-
sanym (wkleslym czy wypu-
klym) (rzy punkly przecie-
a sie lrzech par przeciw-
leglych bolkdw lezq na jed-
proslej.

" Niech bedzie dany
zeSciokagt wpisany
\BCDEF (narys. 213 ma-
Iy sze§ciokat wklesly).
y dowie$é, ze punkty
> Z leza na jednej li-
ej. W tym celu o-
‘kola na trojkatach
“AEYC i oznacz-
literq H ich punkt
ia sie.
- Poniewaz

Rys. 212,

etrja elementarna
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UAE + VEC= v AC
wDB + wBF = v DF,

zatym X AZC =X AXE + X EYC,
ze wzgledu za$ na to, ze

X AXE = X AHE, ¥ EYC = X EHC,
musi byé x AZC = x AHC,

czyli czworobok AHZC musi by¢ wpisany w kolo.
Mamy tedy trzy czworoboki wpisane: AHZG, AXHE, EHYC,

z ktéorych wynika, ze

X XHE spehia si¢c z katem X XAFE,
< EHY 5 vy as ,, << ECY,
X XAE . & s << EQCY,
a wiec < XHE o o) , <x<EHY

i, co za tym idzie, punkty X, H, Y leza na jednej prostej.
W taki sam sposéb uczen dowiedzie, ze H, Z, Y lezq na jednej
prostej, a wige punkty X, Y, Z leza na jednej prostej.*)

§ 248, Poprowadzmy teraz styczne a, b, ¢, d, e, [ przez wierz-
cholki sze$ciokata wpisanego. Otrzymamy szesciokat opisany, biegu-
‘nowo wzajemny z wpisanym. Wierzcholki przeciwlegte no wego szes-
ciokata np. (a, b), (d, e) sq biegunami bokow przeciwlegtych (AB, ED)
sze$ciokata wpisanego, wobec czego przekatne laczace te wierzcholki
musza byé odpowiednio biegunowymi punktow X, Y, Z poprzedniego
twierdzenia. Poniewaz wedlug twierdzenia Pascala punkty X, Y Z
leza na jednej prostej, zatym biegunowe tych punktéw (czyli prze-
katne szeéciokata opisanego) przecinaja si¢ W jednym punkcie, ktory
jest biegunem prostej XYZ. Mamy tedy nastepujace

Twierdzenie Brianchona. Przeka'n> kazdego sz:Sciokqta op isanego
na kole przecinajq sie w jednym punkcie.

*)  Jeszcze prostszy dowod
twierdzenia Pascala oprze¢ mozna
na wlasnoéci trojkatow jednoktad-
nych. Niech bedzie (rys. 214)
ABCDEF sze$ciokat wpisany. Na
trotkacie A BEY opisujemy kotlo.
Trojkaty A AXD oraz A KYM
maja boki odpowiednio rownole-
gle (dlaczego?), a poniewaz
proste AK, DM przecinaja si¢
w punkcie Z, zatym prosta XY
musi przej$¢ przez ten sam punkt,
klory jest $rodkiem jednoktadno$ci
obu trojkatow.
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Cwiczenia XXXIX. 1. Z twierdzen Pascala i Brianchona otrzy-
mujemy szereg twierdzen o pi¢ciokatach, czworokatach i tréjkatach, za-
ktadajac, ze dwa, trzy lub cztery wierzcholki sze$ciokata zlewaja sie
z soba. Jezeli np. w sze$ciokacie wpisanym ABCDEF wierzcholek

" B zlat si¢ z wierzcholkiem A, wowczas zamiast sze§ciokata mamy

pieciokat, przyczym mozemy uwazaé, ze styczna w punkcie A zasta-
pila bok AB, wobec czego otrzymujemy twierdzenie:

‘ w pigciokacie wpisanym ACDEF punkly przecigcia si¢ dwoch
par bokéw AF, CD oraz AC, EF leza na jednej prostej z punklem,
w ktorym piaty bok DE przecina styczna, poprowadzong przez prze-
ciwlegly wierzchotek A.*)

2. W pieciokacie opisanym przekatne, 1gczgace dwie ktorekol-
wiek pary wierzcholkow niesgsiednich, przecinajg sie w jednym pun-
kcie z prosta, ktora lgczy piaty wierzcholek z punktem stycznosci
*hoku przeciwlegtego.

3. W czworoboku wpisanym punkly przecigcia si¢ przeciwle-
glych bokéw leza na jednej prostej z punklami przeciecia sie stycz-
nych, poprowadzonych przez przeciwlegle wierzcholki.

4. W czworoboku opisanym proste, ktore Igcza punkty stycz-
nosci bokow przeciwleglych, przecinaja sie w tym samym punkcie,
co i przekatne.

5. W irdjkacie wpisanym punkly przeci¢cia cie bokow ze sty-
cznymi, poprowadzonymi przez wierzcholki przeciwlegle, lezg na jed-
nej prostej.

6. W trojkacie opisanym na Kkole, proste, lgczace wierzcholki
z punktami styczno$ci bhokéw przeciwleglych, przecinaja si¢ w jed-
nym punkcie (t. zw. punkt Gergonne’a).

7. Jezeli przez wierzcholki czworoboku wpisanego (zwyczajne-
go) poprowadzimy styczne, utworzymy w ten sposoéb czworobok opi-
sany (zwyczajny). Jezeli nastepnie przediuzymy przeciwlegle boki tych
czworobokow tak, by powstaly z nich dwa czworoboki zupele, woéw-
czas na kazdej przekatnej pierwszego czworoboku leze¢ musza dwa
punkty przekatne drugiego czworoboku (opisanego).

8. Z poprzednicgo zadania wysnu¢ wniosek. ze przekatne czwo-
roboku (zupelnego) opisanego przecinaja sie po dwie w punktach
przekatnych czworoboku wpisanego.

- 9. Z wlasnoéci ortocentru wysnué¢ nastepujace twierdzenie, o-
‘pierajac sie na teorji biegunowych: jezeli w trojkacie A ABC z pun-

*) W zadaniach 1—4 czytelnik zastanowi sie, czy twierdzenia

 pozostaja prawdziwe, jezeli mamy jedna lub dwie pary bokow row-

-noleglych.
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ktu H poprowadzimy proste HA, HB, HC oraz prostopadle do nich
proste, wowczas punkly M, N, P, w ktorych te prostopadle przeci-
naja boki trojkata, muszg leze¢ na jednej prostej.

10. W trojkacie rozwartokatnym ortocentr jest $rodkiem kola,
wzgledem ktorego trojkat jest sam z soba biegunowo sprzezony (L. j.
wierzcholki sq biegunami przeciwleglych bokéow).

KSIEGA 1V.

O mierzeniu figur ptaskich.

ROZDZIAL 1.

O mierzeniu odcinkéw, katow i wielokatow.

§ 249. Niech beda dane dwa odcinki spétmierne a i b
i niech bedzie a <<b. Jezeli odcinek a sprobujemy odkladaé
na odcinku b, wowczas moze si¢ zdarzyé¢, ze a zawieraé sie
bedzie w odcinku b dokladnie m razy, gdzie m jest liczba
~ calkowita.
Mamy wowczas
; ma = b,
jezeli za§ a przvjmiemy za jednostke¢ miary, wowczas mozemy
- napisac
: a — 1 oraz b —m.
Liczbe m nazywamy miarq dlugosci albo poprostu diu-
gosciq odcinka b.
- Moze sig¢ jednak zdarzy¢, iz odcinek a nie mieSci sie—
jak to moéwia—w odeinku b czyli ze ilekolwiek razy odlo-
ymy na prostej odcinek a, nigdy nie otrzymamy odcinka
6wnajacego sie b: wynik bedzie zawsze albo za maty, albo
a duzy. Poniewaz jednak odcinki a, b sa wedlug naszego
alozenia spolmierne, t. j. posiadaja spélna miare, istnieje
: IQC taka liczba k, ze je$li podzielimy a na k czeSci row-
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nvch, wowezas taka czastka bedzie si¢ dokladnie ,,mieScic
w odcinku b. Innymi stowami: odkladajac na prostej dosta-
teczna 1lo$¢ razy T-ta cze$é odcinka a, otrzymamy odcinek

L
rownajacy si¢ b.

:

Rys. 215.

Przypusémy, ze, cheac otrzymaé odcinek rownajacy sie
b, musieliSmy s razy odlozy¢ %-ta czeSé odcinka a. W ta-
kim razie piszemy \

— a=0",
k

jesli za$ a obierzemy jako jednostke miary, wowczas mozemy
napisac

a=1orazb=".
k
Liczbe -;c— nazywamy miarq dlugosci odcinka b. Na rys. 215

liczba = rowna sie %
§ 250. Jak widzimy, jezeli odcinek b jest spotmierny
z obrana jednostka miary, wowczas istnieje zawsze liczba
(calkowita lub ulamkowa), bedaca miara dlugosci odcinka b.
ITodwrotnie: jezeli mamy dana jednostke miary a iliczbe

T’ wowezas istnieje odcinek b, ktérego miara dlugoSci —

przy danej jednostce — jest liczba %

Istotnie, aby odnalez¢ odcinek b, wystarczy podzielic
jednostke miary a na k czeSci rownych i odlozy¢ na prostej
s takich czeSci. ‘ ;

§ 251. Nieco inaczej przedstawia si¢ sprawa, jezeli od-
cinek b jest niespolmierny z odcinkiem a, ktéry obraliSmy
jako jednostke miary.
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Na ilekolwiek réownych czesci podzielimy teraz jednostke
a, nigdy przez odkladanie {ych czesci nie otrzymamy odecin-
ka b. Innymi slowy: niepodobna znale7¢ liczby calkowitej

ani ulamkowej %, ktora bylaby miara odcinka b, jezeli za

jednostke miary obralismy niespétmierny z nim odcinek a.

Z drugiej strony intuicja powiada nam, iz kazdy odcinek
powinien mie¢ oznaczona dlugo$¢é, oznaczona miare. Aby
wybrnaé¢ z tej trudno$ci, mozemy postapi¢ w sposob naste-
pujacy.

Kazdy odcinek m, spétmicrny z jednostkq, musi by¢ albo
mniejszy albo wigkszy od b. Mozemy tedy wszystkie odcinki
wymierne (t. j. takie, ktorych miary sa liczbami wymierny-
mi) podzieli¢ na dwie klasy: do ,,hizszej Klasy zaliczy¢
mozemy wszystkie odcinki mniejsze od b, do ,sWyZszej* za$
wszystkie od b wigksze.

Podzial ten posiada nastepujace wlasnosci:

(1) Kazdy odcinek wymierny nalezy badz do jednej, badz
do drugiej klasy;

(2) Kazdy odcinek klasy nizszej jest mniejszy od jakiegokol-
wiek odcinka klasy wyzszej;

(3) W klasie nizszej niema odcinka najwigkszego, w Kklasie
wyzsze] za$ niema najmniejszego.

Pierwsze dwie wlasnosci sa oczywiste, co za$ do trzeciej,
to najlepiej wyjaénimy ja na przykladzie.

Niech beda dane dwa odcinki niespolmierne a, b, przy-
czym odcinek a obieramy jako jednostke miary.

Wyobrazmy sobie, iz odcinek a odkladamy na odcinku
bi ze ,,miesci sig’ on tylko raz jeden, przyczym pozostaje
pewna reszta. Mamy tedy
l.a<<b<<2 a

Jezeli mamy, jak na rys. 216, a=04,,2a =0C,, b= 0B,
wowezas punkt B leze¢ musi pomiedzy punktami A, i Ci
Podzielmy A,C, na dowolna ilo$¢ réwnych cze$ci, np. na 10

i Al e £
13 13 2
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czeScl. Rzecz jasna, ze punkt B musi lezeé na jednym z tych
odcinkéw czastkowych. Jezeli np. B lezy na piatym odcinka,
rachujac od A, (jak na rysunku), wowcezas mamy

14 a<b< 1,55 a.

Niech A, i C, beda koncami przedzialu, na ktorym le-
zy punkt B. Podzielmy odcinek 4,C, na 10 cze$ci réwnych.
Na jednej z nich musi znajdowaé sie punkt B; przypu$émy,
ze lezy on na drugiej, rachujac od punktu A, Jezeli konce
tego drugiego przedzialu oznaczymy przez A, i Cs tak iz
punkt B lezy na odcinku A, C;, w takim razie mamy

OA; =141.a ; 0C, = 1,42. a,

zatym 1,41.a << b << 1,42, a.

Z kolei dzielimy A;C; na 10 czeSci rownych. Jezeli
punkt B lezy w piatym przedziale, rachujac od punktu
Ay 1 jezeli konce tego piatego przedziatu oznaczymy przez
Ay 1 Gy w takim razie musi byé

04, = 1,414.a, OC, = 1/415.a,

oraz 1,414.a<<b<<1,415.a.

Dzielac odcinek A4,C; na 10 czesci rownych, otrzymamy
jeszcze mniejsze przedzmiy Niech B lezy na trzecim z nich,
rachujac od punktu Ay, i niech konicami tego przedzialu be-
da punkty A; C;. W takim razie

OA; = 1,4142.a, OC; = 1,4143.a

oraz 1,4142.a~c b << 1,4143.a.

It d

Rzecz jasna, ze takie postepowanie mozemy ciagnaé do
nieskonczonosci: zaden punkt podzialu nie moze upas$¢ na
punkt B, gdyz odcinek OB jest niespolmierny z obrang przez
nas jednostka miary.

Mamy tedy dwa nieskonczone -ciagi odcmkow: jeden
sklada sie z odecinkow

l.a; 1,4.a; 1.41.a; 1,414.a; 1,4142.a;...
drugi z odcinkow
2.a; 1,5.a; 1,42.a; 1,415.a; 1,4143.a;..

Odcinki pierwszego ciagu rosna, pozostaja jednak mniej-
sze od odcinka b; odcinki drugiego ciagu maleja, pozostaja
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jednak wigksze od b. Tak wiec pierwszy ciag nalezy do klasy
,.nizszej*, drugi zas do klasy ,,wyzszej*‘. Procz tego jest
rzecza cczywista, ze postepujac dalej w sposob powyzej wska-
- zany, mozemy znalezé taki odcinek pierwszego ciggu OA,
. i taki odcinek drugiego ciagu OC,, Zze réznica miedzy nimi
(t. j. odleglos¢ punktu A, od punktu Cp) bedzie tak mala,
jak si¢ nam podoba.

Teraz latwo juz okazaé, ze

w klasie nizszej niema odcinku najwigkszego, w klasie za$
wyzszej niema najmniejszego.

Jakoz, gdyby np. istnial w kla- 0 Av B
sie nizszej odcinek najwigkszy OA .,
to nigdy roéznica migdzy odcinkami Rys. 217.

dwoch naszych ciggéow nie moglaby
sta¢ sie mniejsza od odcinka Ay B, co jest sprzeczne z po-
przednimi rozwazaniami.*)

§ 252. Jezeli w powyzszych wywodach uwzglednimy, ze
odcinek a jest jednostka miary, woéwczas w calym naszym
rozumowaniu bedziemy mogli wyrazy: ,,odcinek spolmierny
z odcinkiem a* zastapi¢ przez wyrazy: ,liczba wymierna®.
W szcezegolnoéci bedziemy mogli powiedzie¢, ze wszyst-
kie liczby wymierne podzielilismy na dwie klasy: na takie,
ktére sa miarami odcinkéw mniejszych od b (klasa nizsza),
i na takie, ktére sa miarami odcinkow od b wigkszych (kla-
sa wyzsza). Podzial taki liczb wymiernych na dwie klasy
nazywaja zwykle przekrojem w dziedzinie liczb wymiernych.

Przekro6j posiada nastepujace wlasnoSci:

(1) kazda liczba wymierna nalezy badz do nizszej klasy,
badz do wyzszej;

(2) kazda klasa zawiera nieskonczenie wiele liczb;

(3) kazda liczba klasy nizszej jest mniejsza od jakiejkolwick
liczby klasy wyzszej;

*)  Wyobrazmy sobie, ze konce odcinkow nizszej klasy (czyli
punkty A;, A,...) zaznaczyliSmy barwa czerwona, konce za$ odcin-
. kow Kklasy wyzszej (czyli punkty C;. C,, C.; ...) zaznaczyliSmy bar-
wa niebieska; gdyby istnial w klasie nizszej odcinek najwiekszy OAk,
“wowezas istnialby odcinek Ax B, na ktérym nie byloby ani czerwo-
‘nych, ani niebieskich punktow. Wobec tego odlegto§¢ miedzy punk-
tami czerwonymi i niebieskimi nie mogtaby sta¢ si¢ mniejsza od od-
cinka Ar B.
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(4) w klasie nizszej niema liczby najwickszej, w klasie zas
wyzsze] niema liczby najmniejszej.

O takim przekroju powiadamy, Ze wyznacza on nowa
liczbe, zwana liczba niewymierna, i f¢ liczbe niewymiernq uwa-
Zamy za miare odcinka b, niespélmiernego z jednostkq miary.

§ 253. Kazdej liczbie wymiernej odpowiada réwniez prze-
kroj (czyli podzial liczb na dwie klasy), bardzo podobny do
poprzedniego. Istotnie, majac np. dana liczbe 7, mozemy
wszystkie pozostale liczby wymierne podzielié na dwie klasy:
na- liczby mniejsze od 7 i na liczby wieksze od 7.

Podzial ten, jak latwo przekonaé¢ si¢ mozna, posiada
wlasno$ci (2), (3) i (4) przekroju poprzedniego, natomiast co
do wiasnosci (1), to pedlega ona pewnemu ograniczeniu, mia-
nowicie: kazda liczba wymierna z wyjatkiem liczby 7 nalezy
badz do klasy nizszej. badz do wyzszej.

§ 254, Uwaga. Rzecz jasna, ze procz powyzszych czterech wia
sno$ci przekroj (czyli podzial na dwie klasy) liczb wymiernych posia-
da inne jeszcze wlasno$ci, wynikajace z powyzszych.

Np. z rozwazan § 251 widzimy, ze w klasie nizszej mozna zna-
lez¢ taka liczbe en, W wyzszej za$ takaq liczbe cn, iz roéznica cp — an
bedzie dowolnie malta. Na tym spostrzezeniu polega t. zw. ,,przybli-
zone” obliczanie dlugoéci odcinka niewymiernego. Chodzi w takich
razach o to, ze majac dany odcinek niespéimierny z jednostka miary,
zastepujemy go odcinkiem wymiernym, dostatecznie malo réznigcym
si¢ od niego.

§ 255. W § 250 mowilismy, zZe zachodza dwa twierdzenia:

(1) kazdy odcinek spolmierny z jednostka posiada mia-
re, ktora jest liczba wymierna;

(2) kazda liczbe wymierna mozemy uwazaé za miare ja-
kiego$ odcinka, spolmiernego z dana jednostka.

Co sie¢ tyczy odcinkow niespétmiernych z jednostka, to
w § 252 ustaliliSmy juz co$ analogicznego do twierdzenia (1),
mianowicie ustaliliSmy pojecia miary takiego odcinka. Po-
wstaje teraz pytanie, czy znajdziemy rowniez co$ analogicz-
nego do twierdzenia (2), czyli zachodzi pytanie:

czy kazdq liczbe niewymiernq mozemy uwazaé za miare
jakiego$ odcinka?

Checac na to odpowiedzie¢, wezmy przyklad konkretny.
Niech bedzie dana liczba niewymierna ¥ 7. Jest ona wy-
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znaczona przez pewien przekroj w dziedzinie liczb wyn.nier-
nych czyli przez pewien sposob uklasyfikowania tych liczb.
Mozemy mianowicie zaliczy¢ do klasy nizszej te hczby. wy-
mierne, ktorych kwadraty sa od 7 mniejsze, do wyzsze] za$
te, ktorych kwadraty sa wieksze od 7. , . -

Stosujac do liczby ¥ 7 znany sposob wyciagania pier-
wiastka kwadratowego, mozemy z klasy nizsze] wybrac¢ licz-
by, ktore tworza ciag rosnacy, mianowlicle:

2; 2,6; 2,64; 2,645; 26457
Tak samo z klasy wyZszej mozemy wybra¢ ciag malejacy
3; 2,7; 2.65; 2,646; 2,6458;...

Roznica miedzy wyrazami tych dwu ciagow maleje nie-
ograniczenie. . - "

Obierzmy teraz dowolna prosta, na niej Punkt .1 ‘pO
ustaleniu jednostki miary a odiozmy na nasze] prostej ciag
nieskonczony odeinkow:

04,=2; 0A4,=2,6; 04;=2,64; 0A,=2,645;...

oraz drugi nieskonczony ciag
0C,=3; 0C,=2,7; 0C;=2,65; 0C,=2,646;...

Otrzymamy w ten sposob dwa ciagi punktow, ktore po-
siadaja nastepujace wlasnos$ci: _ .

1) punkty A,. A, g leza coraz dalej w prawo,
punkty za$ Cy, Cp G leza coraz dalej] w lewo,, niemnie]
jednak wszystkie punkty A leza w lev_vo oq punktow Cj‘; .

2) punkty A zblizaja sie nieogranlczenle dq punktow L
tak iz je$li nam kto zada dowolnie maly odc1_nel'< g, ptha—
fimy znalezé taki punkt Ap i taki punkt Cn, ze odcinek

bedzie mniejszy od e.
AnC%ace;lodzi pyta]nie, czy na prostej ist'nieje Punkt B, Od-,
dzielajacy punkty A od punktow Gl (lr}nyml s.}ow'y: CZY
istnieje odcinek OB, wiekszy od wszystkich odcinkow OA,
lecz mniejszy od wszystkich odcinkow 0C?)*)

*) Kto mialby trudnoéé w zrozumieniu zagadnienia, mf)ie u-
ciec sie do nastepujacego obrazu. Niech beda dane na prostej dwa
rodzaje punktow: czerwone (A) i niebieskie (C);_ pu.nkty CZ(?I‘WOIIC
niech sie posuwaja coraz dale] w prawo, niebieskie za$§ w lewo,

z tym jednak zastrzezeniem. ze nigdy zaden punkt czerwony nie mo-
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Odpowiedz na to pytanie brzmie¢ musi twierdzaco — o
tym nikt chyba nie watpi, kto dokladnie zrozumial zaga-
dnienie, niemniej jednak dowie$¢ tej prawdy nie umiemy.
Zmuszeni wiec jeste$my do zalozenia nowego pewnika.

Pewnik VI-e. Niech bedq dane na prostej dwa nieskorniczone
zbiory punktéw A i C, ktére spetniajq dwa nastepujqce warunki:

(1) Punkty A lezq coraz dalej w prawo, punkly G coraz dalej
w lewo, przyczym jednak wszystkie punkly A znajdujq sie
w lewo od punktéw C;

(2) jakkolwiek maly bylby odcinek e, mozemy zawsze zna-
lez¢ taki punkt Ap i taki punkl Cn, ze odcinek AnCyn jest mniej-
szy od e.

Jezeli oba te warunki sq spetnione, wowczas istnieje jeden
i tylko jeden punklt B, kiéry oddziela swszystkie punkly A od
punktow C.

Na mocy tego pewnika mozemy twierdzi¢, iz liczbie
niewymiernej ¥ 7 (i kazdej wogdle liczbie niewymiernej) od-
powiada, przy danej jednostce diugosci, jeden i tylko jeden
odcinek.*)

§ 256. Analogicznie do mierzenia odcinkow mozemy roz-
wigza¢ zagadnienie mierzenia katow.

Jako jednostke obieramy kat prosty, ktory dzielimy na
90 czeSci rownych, zwanych sfopniami; stopien dzieli si¢ na
60 minut, minuta na 60 sekund. Chegc zaznaczyé, iz kat <C a
ma 10 stopni, 6 minut, 17 sekund, piszemy:

X o= 10° 617"

Gdyby <C & byt niespétmierny z obrana jednostka, wow-
czas pojecie miary tego kata ustaliliby$my za pomoca takie-
go samego rozumowania, jak przy odcinkach.

ze zamieszaé sie miedzy niebieskie, ani tez odwrotnie. [Wlasnos¢
(1)]. Procz tego zakladamy, ze odleglo§¢ migdzy punktami czerwo-
nymi i niebieskimi maleje nieograniczenie [wlasno$¢ (2)]. Powstaje
pytanie, czy istnieje na prostej taki punkf, ktory, nie nalezac sam
ani do grupy punktoéw czerwonych, ani do grupy niebieskich, oddzie-
la od siebie obie grupy punktow?

*)  Innymi slowy: ustaliliémy twierdzenie proste: ,kaz-
demu odcinkowi odpowiada przekrdj w dziedzinie liczb wymiernych”;
aby ustali¢ twierdzenie odwrotne: ,kazdemu przekrojowi
odpowiada odcinek”, musieliémy wprowadzié¢ nowy pewnik.
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Niech bedzie dany np. kat <Ca, majacy wiecej niz 3007,
lecz mniej, niz 301”7 i niespoimierny z katem, ktory nazwa-
. lismy sekunda.

; Mozemy podzieli¢ sekunde na 10, 100, 1000,... czeSci

. rownych 1 przekonaé sig, ile razy odlozy¢ trzeba kat, rowna-

. 1\~ 1\~ i« .

~ jacy sie (10) 3 (1()()) : (1000) , ... , aby otrzyma¢ kat co

- kolwiek mniejszy lub cokolwiek wigkszy od kata <{o.
Przypusémy, iz otrzymaliémy nastepujace ciagi katow:

3007 — X o <3017
300,74 < <L a << 300, 5
300,” 46 << <X o < 300,” 47

Rzecz prosta, iz powyzsze postgpowanie mozemy ciagnaé
do nieskonczonoSci.

Ciag rosnacy liczb 300; 300,4; 300465
i ciag malejacy 301: 300,5; 300,47;...
wyznaczaja przekréj w dziedzinie liczb wymiernych czyli wy-
znaczajq pewnq liczbe niewymiernq, kiérq uwaamy za miare
kalu < o.

W praktyce poprzestajemy na przyblizonym wyznacze-
niu miary kata; zatrzymujemy si¢ mianowicie na ktorejkol-
wiek liczbie powyviszych ciagow i uwazamy ja za przyblizona
miare kata < a.

§ 257. Jak z kazdym odcinkiem zwiazana jest pewna
liczba, wyrazajaca jego dlugosé, tak samo z kazdym wiclo-
atem zwiazana jest liczba, zwana jego polem. Wystarczy
stali¢ t¢ prawde dla prostokatow.

Pole prostokata znamy z kursu klas mlodszych:
iemy, ze gdy boki prostokata sa spolmierne z jednostka diu-
§ci, wowczas pole prostokata réowna sie iloczynowi dlugosci
dstawy przez dlugo$¢ wysoko$ci. Liczba ta wyraza, ile
rostokacie mieSci sie kwadratow <
kowych, t. j. kwadratow, kto-
dy bok ma jednostke dlu-

: 4?ll_,s:i]ce; pola uwazamy wlasnie
go kwadratu.

Ryss 218.
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Powstaje teraz pytanie: czy pojecie pola da sig rozszerzyé
na prostokqly o bokach niespétmiernych z jednostkq dtugo$ci?

Przedewszystkim przypomnijmy sobie z kursu algebry,
co nazywamy iloczynem dwéch liczb niewysiernych, np. ilo-
czynem liczb V2 'x V7.

Pierwsza z nich, t. j. ¥2 jest wyznaczona przez dwie
klasy liczb wymiernych:

do klasy nizszej naleza wszystkie liczby, ktorych kwa-
draty sa mniejsze od 2 (nazwijmy je liczbami q),

do klasy wyzszej naleza wszystkie liczby, ktérych kwa-
draty sa od 2 wigksze (nazwijmy je liczbami «’).

Tak samo liczba V7 wyznaczona jest przez dwie naste-
pujace klasy liczb:

do nizszej klasy zaliczamy wszystkie liczby, ktorych
kwadraty sa mniejsze od 7 (nazwijmy je liczbami b);

do klasy wyzszej naleza liczby, ktorych kwadraty sa od
7 wigksze (nazwijmy je liczbami b).

Ot6z iloczyn V2 X V7 okreslamy w algebrze jako taki
przekroj. ze do jego klasy nizszej naleza wszystkie mozliwe
iloczyny a x b, do klasy za$ wyzszej naleza wszystkie ilo-
czyny a’ X b’.

Poniewaz do klasy liczb a naleza, miedzy innymi, liczby

1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; ...,
liczby za$
S 2; 2,6; 2,645; 2,6457; .. ..

naleza do klasy b, zatym do nizszej klasy przekroju, wyznaczajacego
iloczyn yz x 4, naleza, miedzy innymi, wszystkie iloczyny w rodza-
ju nastepujgcych:

2% 1,4; 2 x 1,41; 2 x 1,414, 2 x 1,4142; ...

2,6 x 1,4; 2,6 x 1,41; 2,6 x 1,414, 2,6 x 1,4142; ...

e Gl
Uczen sam wskaze kilka liczb, nalezacych do klasy wyzszej tego

samego przekroju v 2 X 7.

§ 258. Teraz bedziemy mogli z fatwoscia ustalic poje-
cie pola w zastosowaniu do prostokata o bokach niespoimier-
nych z jednostka.

Niech bedzie dany prostokat ABCD, w ktorym diugos-
ci bokéw wyrazaja sig liczbami niewymiernymi o {. Procz
tego umowmy sie, ze symbolem a oznacza¢ bedziemy kazda
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liczbe w ymierna, nalezaca do nizszej klasy przekroju «,
symbolem za$ ¢’ oznaczaé¢ bedziemy liczby wyzszej klasy te-
goz przekroju, tak iz

ng - /‘
a <o d. ' :
B

o —
C |

Tak samo niech be- ; |
dzie B, —

bi<< =" b ~

Zbudujmy prosto- ‘
kat AB,C;D, mniej-
szy od danego 1 ma- ‘ |
jacy boki wymierne, A D, D D
oraz prostokat Rys. 219.
AB'C'D’, wigkszy od
danego i majacy rowniez boki wymierne.

Dhugo$é bokéw AB;, AD, powinni$émy oznaczy¢ symbo-
lami a, b, natomiast dtugo$ci bokow AB’, AD’ musimy ozna-
czy¢ przez «, b’ (dlaczego?)

Pola prostokatow AB,C,D, i ABCD’ wyrazaja sie od-
powiednio iloczynami

axb oraz a XU.

Jezeli teraz wyobrazimy sobie, ze zostaly pobudowane
wszystkie mozliwe prostokaty o bokach wymiernych, mniejsze
od ABCD oraz wszystkie prostokaty o boksch wymiernych
wieksze od ABCD, wowezas pola tych prostokatow utworza
dwa nieskonczone zbiory (dwie klasy) liczb wymiernych:

klase nizsza a xXb

i klase wyzsza a XU,
ktore wyznaczaja (zgodnie z okresleniem iloczynu) liczbe nie-
wyinierna o X B.

Te liczbe niewymierna nazwiemy polem prosto-
kata ABCD.

y W ten sposob zostanie zachowana znana nam z kursu
klas mlodszych: '

Reguta, Aby obliczyé pole prostokqla, mnozymy przez sie-
bie liczby, wyrazajace dlugo$é podstawy i dtugosé wysokosci le-

~go prostokqta.



256 O mierzeniu figur plaskich.

7 reguly tej wynika, Ze pole prostokata jest liczba
w zupelnosci wyznaczong: kazdy prostokat posiada pole i ka-
zdy ma tylko jedno pole. ‘

§ 259. Jezeli teraz zalozymy,
| wnowazne maja to samo pole, otrzymamy
i na obliczanie pol rozmaitych wielokatow.

\
|
|

ze wielokaty ro-
reguly

Wiemy np. (§ 177, str. 155), ze rownoleglobok jest ro-
majacemu te¢ sama podstawe i wy-

i wnowazny prostokatowi,
| soko$é. Stad wynika

i‘ Regula. Aby obliczyé¢ pole rownolegloboku, mnozymy dtu-
i gos¢ jego podstawy przez dtugosé wysokosci.

§ 260. W taki sam sposéb z § 176 (str. 156) wynika
Regula. Pole tréjkqla otrzymujemy, mnozqc dlugo$é jego
podstawy przez polowe dlugosci wysokosci.

< § 261. 7 § 177 (str. 156) wynika
Reguta. Pole trapezu znajdujemy, mnozqc dlugosc jego
wysokosci przez polowe sumy jego podstaw.

‘ Cwiczenia XL. Malymi literami oznaczaliémy dotad o d cin k i;
teraz, w zadaniach rachunkowych bedziemy czesto postugiwaé sie¢ ma-
lymi literami w celu oznaczenia diugoéci odcinkéw. Gdy
mowa np. o trojkacie A ABC, litery a, b, ¢ moga oznaczaé nie tylko
boki trojkata (jak w zadaniach konstrukcyjnych), lecz réwniez pewne
liczby, bedace miarami tych bokéow.

Kazde z ponizszy ch zadan nalezy rozwigzaé najpierw w postaci
ogolnej; potym dopiero mozna, w razie potrzeby, wstawié¢ odpowied-
nie wartosci.

1. Oznaczajac przez « podstawe trojkata, przez h jego wyso-
kos¢, poprowadzong do podstawy, napisaé wzér na pole trojkata,

la. Napisa¢ wzér na pole trapezu.

1b. Kazdy bok trojkata mozemy uwazaé¢ jako podstawe; wo-
bec tego mozemy dla kazdego trojkata utworzy¢ trzy iloczyny, z kto-
rych kazdy jest jego polem; powstaje pytanie, czy te trzy liczby sa
rozne, czy tez (rojkat ma tylko jedno pole?

2. Podstawa trojkata jest stala, zmieniamy natomiast jego wy-
soko$¢; jak zmienia sie pole?

3. W trojkacie A ABC mamy dane: a = 6 em., b =14 cm.;
h, = 4 cm.; obliczy¢ hy,

4. V\ trojkacie A ABC mamy dane, ze I, = 8 cm. i ze zacho-
dzi proporcja a:b = 3 : 4; obliczyé hy.

5. W trojkacie A ABC bok a i wysoko$¢ h, sa stale, nato-
miast bok b zmienia si¢; w jaki sposob zmienia si¢ wysokos¢ hy, ?

a -
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6. W trojkacie A\ ABC boki a i b zmieniajq si¢ tak, ze stosu-
nek ich pozostaje staly i réwna sig liczbie m; czy stosunek wysokosci
hy:hy, zmienia si¢ i w jaki sposob?

7. Boki prostokata danego oznaczimy przez a i b; obliczyé
podstavu; x rownowaznego mu trojkata, jezeli wysokogé trojkata ozna-
czyliSmy przez h.

Zastosowania:

(1) a=11,2 em., b=8,4 cm., h=4,6 cm., x z dokladn. do 0,1 cm.

(2) a=144 cm., b=5,4 cm., h=3x.

(3) a=10 cm., b=16,8 cm., h=3x; obliczyé¢ x z doklad. do 0,1 cm.

8. Pole rombu =S, jedna jego przekglna = e, obliczyé dlugoe$é
f drugiej przekatnej.

Zastosowanie:

S = 40,38 cm.?, e= 16,2 cm., f z dokladno$cig do 1 cm.

9. Wyrazié¢ pole tréjkata jako funkeje jego cbwocu 2p i pro-
mienia kola wpisanego p.

Zastosowanie: 2p = 72,16 cm., p =
kladno$cig do1 cm.2

10. Bok rombu = a, pole jego = s.
wpisanego.

Zastosowanie: a = 24,08 cm., s == 164 cm.2; obliczyé¢ p z doklad-
no$cia do 0.1 em.

11. Pole trapezu ==s, wysoko$¢ == h, réznica cbu podstaw = k
obliczy¢ dlugo$ci obu podstaw.

Zastosowanie: s = 45 cm.2, h = 4,5 cm., k= 3,6 cm.

12. "W prostokacie ABCD prowadzimy z wierzcholka A do bo-
ku BC odcinek AK, kiorv dzieli pole prostokata w slosunku m:n.
Obliczy¢ dlugosé¢ odcinka BK.

13. W trojkacie A ABC mamy dang podstawe ¢, wysoko$é h

oraz warunek, iz a:b=5k:m, gdzie ki m sa to dwie liczby dane.
Obliczy¢ pola obu trojkatéw, na ktore trojkat dany zostal podzielony
przez dwusieczng kata << C.
: 14.- Trojkat A\ ABC przecicto prosta KL, rownolegla do AB;
znale§¢ wzory na pola obu figur, na ktore zostal podzielony tréjkat
I\ ABC, jezeli wiadomo, iz wysoko$é jego h zostala podzielona w sto-
sunku 1 : 4.

15. Trapez. ktorego podstawy rOwnajq sie odpowiednio a cm.
i b cm., wysoko$¢ za§ ma h cm., przecieto prosla, rownolegla do pod-
staw tak, iz wysoko$é zostala podzielona w stosunku 1:2. Obliczyé
pola obu cze$ci, na ktore podzieliliSmy trapez.

4,8 m.; obliczy¢ pole z do-

Obliczy ¢ premien p kola

§ 262. Z poje¢ dlugosci odcinka i pola wielokata wyni-
kaja inne sformulowania wielu prawd geometrycznych, po-
znanych w rozdziatach poprzednich.

Np. w § 203 (str. 190) podaliSmy naetqpujate okres]ellle
odcinkéw proporcjonalnych:

Geometrja elementarna. 17
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cztery odcinki a, b, ¢, d, tworza pr0porch, jezeli pro-
stokat, zbudowany z a 1 @, jest rownowazny prostokatowi,
zbudowanemu z b i z c.

Zwazywszy, ze prostokaty rownowazne maja rowne pola,
a pole prostokata rowna sie iloczynowi dtugosci dwoch jego
bokow, mozemy to samo okre$lenie sformulowac¢ tak:

o czlerech odcinkach a, b, ¢, d powiadamy, ze tworzq pro-

porcje, 1 piszemy:
ak bi=rcrid3

jezeli zachodzi réwnosé dwdéch iloczynow:

ad=Dhc.*)
Rzecz prosta, ze w tym nowym okresleniu mowa wia-
ciwie o dlugosci odcinkow.
W szezegolnosci, jezeli a jest odcinkiem §rednim pro-
porcjonalnym miedzy b i ¢, woweczas mamy
at=Db¢.

§ 263. Twierdzenie Pitagorasa 1 jego uogolnienia przy-
bieraja nastepujace formy, dogodne do wielu obliczer:
a + b2 =ct (tw. Pitagorasa)
a + b2 —2b. CD = ¢ (kwadrat boku przeciwleglego
katowi ostremu)
(kwadrat boku przeciwleglego

a® 4 b2 + 2b. CD = ¢2
katowl rozwartemu).

ﬁ Uwaga., Jezeli procz diugosci

odcinkow uwzglednia¢ bedziemy ich
zwroty, wowczas kazdemu odcinkowl
odpowiadac bedzie liczba wzgledna.
Jezeli np. powiemy, Zze odcinek
MN =5 cm., to odcinek N —=-—Hcm.
Uwzgledniajac te umowe, mozemy
(jak w §192, uwaga 2) przekonac sie,

Rys. 220. ; e e
ze mamy tu wiaSciwie do czynienia

¥y Jest to, jak widzimy, rownoznaczne 7 okresleniem

a c
rownoéei  dwoé ch ulamkow: ,ulamki —b—, 7 sq sobie rowne, je-

zeli ad = be”.
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Z ! . em, e Z
. : ’ 0 l& a
: . . *

22 4 b2 —2b. CD = c2

wyraz—~2b.CD nialeje co do w Sci
yraz artosci bezwzglednej
. j- Gdy Kkat
<L C jest prosty, mamy CD=0 i wzor przyk?iera pos'rac’:~ '
ga s 05 = g2
ZertJIe)iiléc:vresziie kat SC C staje sie rozwarty, rzut CD ma
: why temu, ktory mial po 0 aliens
2 eciw G przednio, a wigc i z
ngg)o vrxlril?ll‘s’lq znlnenlc na przeciwny: jezeli dlugoééQ odcigi];
' yrazaliSmy liczha dodatni / ja li
Sl A a, teraz wyrazamy ja liczba
Uwzgledniajac to, otrzymujemy w tym wypadku wzér
@b+ 2. CD=¢

3 § 264. Jezeli w trojkacie pro-
stokatnym AABC, w ktorym kat ¢

<X C jest prosty, oznaczymy w3;=

- sokos¢ CD przez h, rzutir za$

~ przyprostokatnych na przeciwpro-

stokgtna przez raq, rp, wowezas A D

z twierdzen § 1881 194 otrzymamy ;

nastepujace bardzo wazne WZOry: B
[ PR R ¢
BE =€ Ly © o2 & 5 » (2)
2 = G- Fpye - 5 g 5 o 5 (g)

co wyrazamy stowami:

3 9‘ 7 ,. .

ﬁho}kaﬂ ktriO]chze prost.okqtnym wysoko$¢, poprowadzona z wierz-

J{ﬁmi 4 ,;l clzd pros;.‘eqo,. jest s"fedniq proporcjonalnq miedzy odcin-
A ore dzieli przeciwprostokalna, kazda za$ przyprosto-

1 jest Sredniq proporcj 1
. jonaln ]
3 swoi e mid @ miedzy calq przeciwprosiokql-

Cwi
czenia XLI. 1. W trokacie A ABC mamy dane hoki

=6cm., b =14 cm
b -)- 2 . C=9(:m' Al . 5 L.
Jak: Wiolt jost Tzut hokn o nd bok al‘;klego rodzaju jest ten trojkat
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9. Mamy dane dwa odcinki a = 1‘cm., b = 20 cm., z klorych
chcemy zbudowaé trojkat rozwartokatny, i w tym celu dobieramy
odpowiedniej diugos$ci trzeci odcinek ¢. Jak wielki powinien by¢ ten
odcinek ¢, jezeli chcemy, zeby kat < C byt rozwarty?
2a. To samo pytanie w zalozeniu, iz kat << B ma by¢ rozwarty.
3. W trojkacie prostokatnym A ABC, w ktorym kat x C jest
prosty, mamy dane: 'y = 2 cm., 1, = 30 cm. Obliczy¢ boki i Wyso-
koé¢ trojkata. :
4. Dowies¢, iz W trojkacie prostokatnym, W ktéorym ¢ jest
przeciwprostokatna, mamy Zawsze
A 1
@ b R
5. W trojkacie prostokatnym A ABC (gdzie xC = 3) mamy
daneNra iy — 1,25 oraz h =16; obliczy¢ boki trojkata.
6. W poprzednim zadaniu niech beda dane
rg:Tp = 3" 4; a2 —b? =12

7. Przekatne rombu rownaja sie odpowiednio 8 cm. i9 cm.;

obliczy¢ jego bok z dokladnoéciq do 1 mm.
8. Znalezé wzoOr na wysoko$¢é i ma po
ktorego bok = a.
9. Mamy dane trzy odeinki o dlugosci 1 m., 2 m. i 3 m.; CZy
mozemy powiegkszy¢ je wszystkie 0 ten sam odcinek x tak, zeby
z odcinkow pomiekszonych mozna bylo zbudowat trojkat prostokatny?
10. Dane jest koto (O)r i punkt zewnetrzny A. Prosta OA
przecina kolo w punktach B i B’; obliczy¢ dtugoéé stycznej, popro-
wadzonej z punktu A, jezeli mamy dane, ze AB = k.
Zastosowanie: = 6 cm., k — 14 cm.; obliczy¢ diugoséé stycznej
7 dokladnoécia do 0,1 cm.
11. Dane sa dwa kofa (O)r i (0"r’; obliczy¢ dlugosei ich spol-
nych styeznych wewnetrznych i zewnetrznych.
Zastosowanie: 00" = 8§ ¢cm., I =2 cm., r’ =4 cm.
12. W trojkacie A ABC ‘mamy dane: ¢ =13 cm., X A = 120°
b +c=15 cm. Obliczy¢ boki b i c.
13. W koto (O)r wpisaé prostok
jego bokow = k.
To samo zadanie TOZWi
boki a, b, majac dane, 7e a—b=
14, Obliczy¢ promien kola, opisanego na trojkacie rownora-
miennyni A ABC, majac dane, ze a=Db= 10 em.; h, = 6 cm.
[Wskazowka Wysoko$¢ CD przediuzamy az do przecigcia
sie W punkcie E 7 kolem opisanym, DOCZ
A EAC].
15. ‘W poprzednim zadaniu obliczy¢
1) promicn kola wpisanego;
2) odleglo$¢ érodka O kola opisanego od boku ¢;
3) odlegtos¢ oW, gdzie W jest ¢rodkiem kola wpisanego.

le trojkata foremnego,

at, majac dana roznice dwoch

gzaé za pomoca rachunku, t.j. obliczy¢
k.

ym badamy trojkat,
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16. Promienie dwaéch inaj

. ‘ przecinajacych sie kot ré ja si

i 26 cm., wspolna ich cigciwa = 48 cm .1¢ 1;0'1 e il ol

e .3 obliczyé odleglo$é ich

17. Do kota o ieni

- : 4 promieniu r poprowadzo

= a; (;l;hczyé odlegto$¢ miedzy punktami stycrzli)losétc}ilcZne AR
. W trapezie rownorami -

N . r > mienny

boki; ;bl;czyé jego wysokosé i pole S e et
as . N . —— )

kmdnoﬁﬂ;zo()w.;n;&ﬂa ¥ZS em., b=4 cm., d=10 cm.; obliczy¢ h z d

o : : Jaka dokladno$cia mozem i 9

gujac si¢ znaleziong warto$cig na h? v, ShieRye pale

19. W kole dana j § i

ko. jest $rednica AB i ré iej ci
wa CD. Uwazajac jako znane odcinki AC ;rli)\w;(}l)egla 0 m'eJ ot

1) Podstawy trapezu ABCD; ' g
2) jego pole. ;
20. W trojkacie A A
B @ .

x A = 33; obliczyé b i c. FIBIY MARS e B Breand o f,

21. W trojkacie A A
: BC m 2

a= 28 cm.; obliczyé bok c. sifhank ot
22. Obliczyé z d i
; oktadnoécia do 1 cm
wigksza przekgtna f = 108 cm., mniejsza za" s I'Onfbll, e
b $ e robwna sie bokowi a
23. Ni i
N c.l g;:rlllagzgdme dany trapez réwnoramienny ABCD, w kté

my potowe sumy podstaw przez m, polov:/q: ich rg-

znicy przez k, pole tra
> pezu przez S, w ¢
przez f. Dowie§¢ nastepujacych wzorév&ySOkOéc BRE st

1 = 2 oz .
) h=Ja K45 f =ya + bd = Jh: + m#

N = y@a+b+hHa+bo—f)b+f—a)(a +f—b)
2a

: 24. W trapezie réwnoramiennym mam
_ oramiennym mamy : wi
we¢ d, boki a=c¢ oraz warunek, ze x A — £5T23 lg(l:;la p((:)dsta-
5 czyC€ pole

> tl‘apezu ora. pOl 1‘6 k y p =
. Z et t 5 j (o]
' J a a kt()l owst a]e Wskutek przedluienla b

o 25. O i j i : 3 i ;
plerajac si¢ na uogolmonym tw. Pitagoxasa dowiesé, ze
4 td

w kazdym rownoleglob
‘ globoku suma kwadraté s
umie kwadratow czterech jego bok(')wr1 O Prekafyeh réwna sig

26. Na moc i
) : Y poprzedniego zadani G
wa trojkata, jezeli mamy dane trzy jegom;o(l)gtirzymac eor na Srodico:

27. Sprawdzié i W
Z1C nastepuja /7.0 W
M rriotranics L acmep Jacy wzor na dlugo$¢ dwusiecznej kata

bel6 + ool
(b + o

Znalei ¢ 3| y 0 e-
C analoglczl] WZOor dla dquieCzn(‘j kata ZewWn
> W

e

28,
rznego.
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99. Jezeli w czworoboku opisanym na kole przekatne sg do
siebie prostopadle, wowczas iloczyny przeciwleglych bokow rownaja
si¢ sobie.

30. Jezeli dwie cieciwy, przecinajace sie wewnalrz kola, sq do
siebie prostopadle, wowezas suma kwadratow czterech ich odeinkow
rowna sie kwadratowi $rednicy.

31. W trapezie suma kwadratéw przekatnych rowna si¢ sumie
kwadratow bokow wigcej podwojony iloczyn obu podstaw.

39, Pole trojkata prostokatnego rowna sie iloczynowi dwoch
odeinkow, na ktore punkt styezno$ci kota wpisanego dzieli przeciw-
prostokatna.

33. Punkt stycznosci kola wpisanego dzieli przeciwprostokal-
na w stosunku m:n; obliczyé dlugo$é promienia kola wpisanego i
pole trojkala.

34. W trojkacie ostrokatnym A ABG zachodza nastepujace
zwiazki:

il 1
BH=— Thb, AH=—h,,

=

hy, = I

gdzie H oznacza ortocentr trojkata. Obliczyé: 1) boki trojkata; 2)

wysoko$é jego; 3) pole. [Wskazowka: uwzgledni¢ podobiefistwo
trojkatow].

c

35. W trojkacie rownoramiennym A ABC, W ktorym I, >~2—

oraz a= b, wyrazi¢ nastepujace wielko$ci jako funkeje zmiennych
I
¢ 1) dlugosci odeinkow, na ktore ortocentr dzieli wysokos¢ A, :

2) pole trojkata A ABB’, gdzie B’ jest spodkiem wysokosci,
poprowadzonej z wierzcholka B.

36. Jezeli mamy dane dwa punkty nieruchome
A, A’ ovaz punkt C, ktory porusza sie po pltaszczy-
snie w taki sposob, iz roznica kwadratéow jego od-
legto$ci od punktow®A i A’ jest stala, wowezas Cc
kreéli prosta, prostopadla do prostej AA’ [Wska-
zowka: wykresli¢ prostopadta CC’ i zastosowaé dwukrotnie tw.
Pitagorasal.

37. Twierdzenie Ptolomeusza.™) W czworoboku wpisanym w kolo

iloczyn przekqinych réwna sig sumie iloczynsw bokdw przeciwleglych.

#) Klaudjusz Ptolomeusz, najwigkszy astronom czasOw staro-
zytnych nauczal iw Aleksandrji W Il w. po Chr. Ptolomeusz byl au-
torem stynnej hipotezy, objaéniajacej ruchy ukladu planetarnego
w zalozeniu, ze stonce i planety kraza dokota ziemi. Dopicro Koper-
nikowi udalo si¢ obali¢ te hipoteze.
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Twierdzenie przeci-
wne. Jezeli czworobok 2
nie daje si¢ wpisaé w ko-
lo, wowczas iloczyn prze-
kqtnych nie réwna sie
sumie iloczyndw bokdw
przeciwleglych, a miano-
wicie jest mniejszy od
lej sumy.

Zacznijmy od
twierdzenia przeciwne-
go. Jezeli na czworo-
boku ABCD nie mozna
opisa¢ kola, woweczas R 2
powiadam, ze =

AC.BD<<AB.CD + AD. BC.

Poni : 2 .
oniewaz x 3 nie rowna si¢ kqtowi <2, mozemy wiec przypu-

$ci¢, ze =2 jest od o .
¥ EBC— & 1.AJ << 3 wiekszy. Uczynmy << BCE = X2 oraz

Poniewaz A BCE oo A\ ABD, zatym
AD.BC=BD.CE . . . . (1
AB.BCG=BD.BE . . . . (2)

Z rownosci (2) i z tego, :
A ABE o A BCD, zatym go, ze <X ABE:=<CBD wynika, iz

AB.CD=BD. AE .
Z réwnosei (1) i (3) mamy
AB.CD + AD.BC = BD(AE + CE),
a poniewaz AE + CE> AC,
zatym twierdzenie jest dowiedzione.

é ;Zzggu (4') uczen sam otrzyma dowod twierdzenia Ptolomeusza,

A sz:sn,lle Ptolomeusza wraz z twierdzeniem przeciwnym daja
') 0b poznania, czy |czt 7 i Z

i y (cztery punkty leza czy nie leza na

Jakie inne twierdzenia sluza do tego samego celu?

= (3).

. $ (4);

” nie§ .262. szér Herona. Zwykla regula na obliczanie pola tréjka-
wysokog]cisw tolg'okdnajl pbrzy pomiarach w naturze, gdyz prowadzenie

rojkacie byloby czynnoscia klopotli i A
ktadnego wykonania. Natomiast j S e
: : . , majac dany jaki$§ kawatl ziemi lub
inny przedmiot w ksztalcie trojkat 7 I notcl
e R jkata, mozemy z dowolng dokladno$ciq
To spostrzezenie nasuwa nam nastepujace zagadnienie:

oblicz - %
boki. yé pole tréjkata, majac dane trzy jego




™

264 O mierzeniu figur plaskich.

Oznaczajac pole trojkata AABC
przez S, wysoko$¢ CD przez , mamy
WZzor

Si—t==

D z ktérego mnalezy wyrugowal wyso-
ko$é h. Z trojkata A ACD otrzymu-
jemy

h® = b2 — AD?,
7Z A ABC za$ mamy
a?= b2} c2—2AD.c,
b2 2 __ g2
zatym h? = b2 __(_+_c_i
2¢

bt — (b2 4 B —ad?  (2ebtb 2—a?)(2eb—b>—-c*ta?)

4¢? 4c*
[0+ ) — a*|[a®— (b —o)?]
o 4.2
_ (tetabte—aatb—o@—b+o)
4c¢2

Jezeli teraz oznaczymy obwod tréjkata A ABC przez 2p, WOW-
czas hedziemy mieli
atb+c=2p
at+b—c=2p—c)
c«a—b+c=2p—0>b)
b+ c—a=2(p—a.

Wobec tego '
B — 16p (p—a) (p —Db) (p —©)
- 4c? ’
: ch
Takwigc S=—=JP@P—a)(P—D0)(P—09).

2

§ 266. Badajac pola wielekatow podobnych, natrafiamy
na nastepujace twierdzenie, majace liczne zastosowania,
zwlaszeza przy obliczaniu powierzchni i objetosci bryt.

Twierdzenie. Pola podobnych wielokqléw majq si¢ do siebie

tak, jak kwadraty bokéw odpowiednich.
I. Twierdzenia dowiedziemy najpierw dla trojkatow
Jezeli mamy dane dwa tréjkaty podobne

AABC o> ANA'B'CY

i jezeli wykreslimy w nich wysokosci CD, C’D’, wowczas mu-

si by¢ rowniez
AACD oo ANAC'D? (dlaczego?)

O mierzeniu odcinkow, katow i wielokatow. 265
(4
7
\\ //‘\
. \ 4;
P y A D B
Rys. 224.

Oznaczajac pola trojkatow danych odpowiednio przez Si S,
wysokosci za§ CD i C'D’ przez N i ', mamy (§ 260, str. 256).

S
a b’ C/h/
Z trojkatow AACD, AA'C’D’ mamy
h b : .
— = —, a wiec r(’)wnlei—h—=-E (dlaczego?)
h’ b’ h’ ¢
S (i
czyli = =5

II. Niech beda dane np. dwa podobne pieciokaty.

C,

Rys. 225.

Oznaczmy boki ich odpowiednio przez a;, @y,..., @5 Oraz
(s @Hoccs, (s

Mamy -1 =
ay a’, a’s
Jezeli podzielimy nasze wielokaty w jednakowy sposob
na tréjkaty (np. za pomoca przekatnych, jak na rysunku 225).
wowezas otrzymamy szereg podobnych tréjkatow. Oznacza-
jac ich pola przez S,;. S,,..., mamy
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Si_Ss _ S 4*

=Sy S5 _ O
SN, Sy ay?

zatym
Si+ S+ S ad

Sy + S + % 571'2.

Cwiczenia XLII. 1. Wykaza¢, ze pola podobnych trojkalow majaq
sic do siebie tak, jak kwadraty ich wysokosci, srodkowych, dwusiecz-
nych, promieni kol wpisanych lub opisanych.

2. W trojkacie prostokatnym AABC, w ktorym X C =3, obli-
czyé wysoko$¢é CC’ jako funkeje przeciwprostokatnej, jezeli wiemy,
zeS&Acc, : S_/;Bcc' =md:n®i ze rsc=kil gdzie k,I, m,n, s to
liczby dane.

3. Pole trojkata prostokatnego A ABC rowna sie k2 obliczy¢
pole trojkata AACCY, jezeli wiadomo, ze a:rp=m i ze CC’ jest wy-
sokosciq.

4, W trojkacie réownoramiennym AABC, bok c=40 cm., a
SACC,A : S, ap=23:4; obliczy¢ dlugoé¢ odcinka BA’, jezeli A’ C" sg
spodkami wysokosci.

5. W trojkat réwnoramienny AABC wpisano kolo, dotykajace
réwnych bokéw aib odpowiednio w punktach Aj, B,. Obliczy¢ pro-
mien kola wpisanego, jezeli wiemy, ze ¢= 60 cm. i ze pole czwo-
roboku A;CB,W jest 3 razy mniejsze od pola trojkata ANABC.

6. Trojkat AABC przecigé prosta rownolegla od boku a tak,

by podzieli¢ jego pole w stosunku- 9: 16.

Twierdzenie § 266 opiera sie jedynie na pojeciach pola i podo-
biefistwa, natomiast nigdzie w dowodzie nie opieraliémy si¢ na tw.
Pitagorasa. Jest wiec ono niezalezne od tw. Pitagorasa i moze sta-
nowi¢ podstawe dowodu tego twierdzenia.

7. Dowieéé twierdzenia Pitagorasa, opierajac sie na tym, ze
wysoko$¢ dzieli trojkat prostokatny na trojkaty podobne.

Twierdzenie Pitagorasa i tw. §§ 263, 264 dadza si¢ z latwoscia
uogolni¢ w nastepujgey sposob:

8. W dowolnym trojkacie A ABC prowadzimy odcinek BB’
tak, zeby bylo: << AB’B = << ABC. Z podobienstwa trojkatow otrzy-
maé zwiazek ¢2=b. AB’ i wykaza¢, ze mamy tu uogolnienie twier-
dzenia § 264, wzor (2).

9. W dowolnym trojkacie AABC prowadzimy proste BB,
BB’ tak, zeby bylo: X AB’B= < BB”C =X ABC. Wykaza¢, ze
wowezas mamy: BB2= BB'2= AB’.B”C {i ze otrzymalismy w ten
sposob uogolnienie twierdzenia § 264, wzor 1).

10, 7 zadania 8-go wysnu¢ uogélnienie tw. Pitagorasa.
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11. Uzasadnié¢ nastepujaca
konstrukeje odcinka $redniego
proporcjonalnego. Niech bedg da-
ne odecinki a i b. Na dowolnej pro-
stej odktadamy odcinek MM’'=a
oraz odcinki MK=M'K’'= b, po-
czym kre§limy kota (K)b i (K')b, .
przecinajace si¢ w punkecie O. =
Mamy MO? = ab.

12. Na zadaniu 9-ym mo-
sna oprzeé nowa konstrukcje odcinka $redniego proporcjonalnego.

ROZDZIAL IL

O potedze punktu wzgledem kota, o osiach
pierwiastnych i o pekach kot

§ 267. W§§ 195—198 (str. 179) poznaliSmy szereg twier-
dzen o linjach stycznych i siecznych do kola. Wszystkie te
twierdzenia dadza si¢ wystowié inaczej i uja¢ w jedno na-
stepujace

Twierdzenie. .Jezeli kolo przecina  proste nalezqce do
jednego peku, wéwczas wyznacza na kazdej z nich po dwa od-
cinki. mierzone od wierzcholka peku; iloczyn tych odcinkéw jest
wielkosciq stalq dla danego wierzchotka i danego kota.

W szezegdlnosei iloczyn len réwna sie kwadralowt stycznef,
poprowadzonej z wierzchotka peku, jezeli wierzcholek ten lezy
zewnaqlrz kola.

Rys. 227,
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Staly iloczyn, o ktorym mowa w twierdzeniu, naxywa
sie  poleggq punkiu (mianowicie wierzcholka peku) wzgledem
kota.

Zwroc¢my uwage, iz jeSli wierzcholek O lezy wewnatrz
kola, wowczas odcinki, wyznaczone na kazdej siecznej, maja
zwroty przeciwne (jak np. 0OA, 0A’ na rys. 227), a wige dlu-
gosci ich wyrazaja sig¢ liczhami o znakach przeciwnych (jesli
wigee dlugo$¢ OA uwazamy za liczbe dodatnia, to dlugo$¢ 0A’
musi by¢ liczba ujemna, i odwrotnie).

Jezeli natomiast wierzcholek O lezy zewnatrz Kkola,
wowczas odeinki 0A, OA” i t. d. maja wszystkie ten sam
zwrot, a wiec dlugo$ci ick sa liczbami o tym samym
znaku.

Wynika stad, ze potgga punktu, lezacego wewnatrz ko-
ta, jest liczba ujemna, potega za§ punktu zewnetrznego jest
liczba dodatnia.

Jaka liczba wyraza si¢ potega punktu, lezacego na
okregu kola?

§ 268. Twierdzenie. Jezeli mamy dane dwa kola (O)r,
(O)r', wéwezas miejscem geomeltrycznym punktéw, majacych le
samq polege wzgledem obu kil

D\ |° jest prostopadta do ich linji
srodkow.
Prostopadla ta zwie si¢
0siq pierwiasing kot danych.
0 \ I.  Rozwazmy najpierw
( przypadek, gdy kola przecinaja
A sie. Kazdy punkt C, lezacy na

przedluzeniu .spolnej cieciwy
Hineaats AA’, ma jednakowa potege
wzgledem obu kol, mianowicie
rownajaca sie iloczynowi CA. CA’.
Powtore, zaden inny punkt D plaszczyzny nie posiada
tej wlasnosei, gdyz w takim razie mielibySmy (rys. 229).

DA. DD’ = DA. DD”
czyli DD’ = DD”,

co jest niedorzeczne.
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II. Jezeli dane ko-
la nie przecinaja sig,
wowezas przecinamy je
oba dowolnym trzecim
kolem (rvs. 230); wspo!-
ne cieciwy AB, A'B’
niech sie przecinaja
w punkcie P. Punkt
ten ma jednakowa po-
tege wzgledem obu da-
nych kot (O)r i (O')r Rys. 230.

(dla czego?) Powia-
dam, zZe prosta PK, prostopadla do linji $rodkow 00, jest
zadanym miejscem geometrycznym.

I:totnie, jezeli wprowadzimy nastepujace oznaczenia
(rys. 231):

PS=PS§ =t PO=a, .
Po=0b ~_ s
wowczas musi byé
2=q2—r2=h2—r2

zatym a®—b*=r2—r=2. 0

Poniewaz r*—r* jest \
wielkoscig stalg (dla cze- -
go?), zatym punkt P po- Rys. 231.

siada te wlasnosé, ze roz-

nica kwadratow jego odleglosci od dwoch stalych punktow
0, 0’ jest stala. Wynika stad, ze miejscem geometrycznym
punktu P jest prostopadla PK. (Cwiczema XLI, 36, str. 262).

Cwiczenia XLIIL. 1. Zbudowaé o$ pierwiastng dwoch kol, nie
budujac prostopadley do ich linji $rodkow.
2. Zbada¢, jak zmienia si¢ polozenie osi pierwiastnej dwéch
kot (O)r, (O')r’, jezeli kolo (O)r jest nieruchome, drugie za$ kolo (O)r’
przesuwamy po plaszezyznie. W szczegdlnosci zastanowié sie nad po-
lozeniem osi pierwiastnej, jezeli
1) kola sa do siebie styczne wewnetrznie lub zewnetrznie,
2) jedno lezy wewnatrz drugiego,
3) kola sa spolérodkowe.
3. Niech bedq dane na plaszezyznie [trzy kola (O)r. (0)r’,
(0")r”, ktorych srodki O, O’, O’ nie leza na jednej prostej. Dowie$é,
ze trzy osie pierwiastne tych kol przecinajq si¢ w jednym punkcie.
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Punkt ten nazywa si  $rodkiem picrwiastnym lrzech kol.

4. Odszukaé $rodek pierwiastny trzech kol, ktorych srodki le-
7za na jednej prostej.

4a, Czy zawsze istnieje $rodek pierwiastny czterech kol?

5. Czy mozna odnalezé $rodek pierwiastny trzech kol stycz-
nych do siebie w tym samym punkcie A?

6. Jezeli ze érodka pierwiastnego poprowadzimy styczne do
wszystkich trzech kél, wowezas ich punkty stycznoSci znajda sie¢ na
okregu czwartego kota, przecinajacego trzy kola dane pod katem
prostym. ¥)

7. Ortocentr trojkata jest $rodkiem pierwiastnym kol, wykres-
lonych na bokach trojkata, jako na Srednicach. ‘

8. Ortocentr trojkata jest $rodkiem pierwiastnym trzech kot,
ktorych $rednicami sa odcinki wysokosci trojkata, zawarte miedzy
ortocentrem a- wierzcholkami.

9. Jezeli mamy dane dwa kola, wowczas srodki wszystkich
ich spolnych stycznych leza na jednej proslej.

10. Znalez¢ érodek pierwiastny trzech kot zawpisanych trojka-
ta A ABC. [Wskazowka: érodek boku jest zarazem $rodkiem spol-
nej stycznej do dwoch kol]. :

11. Niech A’, B’, C’ bedq $rodkami bokow a, b, c. Jaki zwia-
zek zachodzi miedzy $rodkiem pierwiastnym, o ktorym mowa w za-
daniu poprzednim, a kotem wpisanym w trojkat A A’B’C"?

12. Jezeli z dowolnego punktu osi pierwiastnej dwoch kot po-

prowadzimy do nich po jednej siecznej, wowczas cztery punkty prze-

cigcia sie siecznych z kolami danymi musza leze¢ na okregu trzecie-
go kota,

13. Dana jest prosta m i punkt A nie lezacy na niej. Laczy-
my A z dowolnym punktem P prostej m i na prostej AP obieramy
taki punkt Q, ze AP.AQ jest wielko$cia stala. Co kresli punkt Q,
gdy punkt P przesuwa si¢ po prostej m?

14. Dane sa dwa kola (O)r i (O')r’ oraz dwie liczby k* i m®.
Znalezé na plaszezyznie taki punkt P, zeby jego potega wzgledem
pierwszego kota rownala sie k?; wzgledem drugiego rownala sig m?.

15. Kazdy punkt mozemy uwazaé jako koto o promieniu row-
najgcym sie zeru. Czym wobec tego jesl potega jednego punktu
wzgledem drugiego?

15a. Zbudowaé o$ pierwiastng danego kola (O)r i danego pun-
ktu M.

16. Danym promieniem r zakresli¢ Kkolo, przecinajace dwa da-
ne kola pod katem prostym.

17. Danym promieniem r zakredli¢ kolo, przechodzace przez
dany punkt A i przecinajace pod katem prostym inne, dane koto.

*)  Katem miedzy dwiema linjami krzywymi nazywamy kat
micdzy stycznymi, poprowadzonymi do tych krzywych w ich punkcie
przeciecia sig.
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18. Wykredli¢ kolo, przecinajace pod katem prostym trzy da-
ne kola.

19. Dane sa dwa kola. Wykresli¢ trzecie kolo, przecinajace dwa
pierwsze pod katem prostym tak, zeby styczna do tego trzeciego kola,

E - poprowadzona z danego punktu A, rownala si¢ danemu odcinkowi m.

20. Miejscem geometrycznym $rodkow kol, przecinajacych dwa
dane kotaj (O)r, (O’)r’ wedlug $rednic, jest prosta, symelryczna z osig
pierwiastng tych dwu kot wzglgdem $rodka odcinka 00,

21. Wykre$lié koto, przecinajace dwa dane kola wedlug $red-
nic, trzecie za$§ dane kolo pod katem prostym.

22, Jezeli ze $rodka jednokladnosci J (lub J’) dwoéch kot po-
prowadzimy sieczng, przecinajgcq kolo w punktach P, Q, P/, Q’, tak
iz P i P’ odpowiadajg sobie, wowczas musi by¢

IR Oa=r ] OM TR

23. Co dzieje sie z iloczynami, o ktorych mowa w zadaniu po-
przednim, jezeli sieczng obracamy dokota $rodka jednoktadn osci.

Rys. 232,

24. Ze $rodka jednokladno$ci J prowadzimy dwie sieczne,
przecinajace jedno dane kolo w punktach A, B, C, D, drugie za$
w punktach A’, B/, C’, D’. Dowie$¢, ze wszystkie nieodpowiadajgce
sobie cieciwy (np. A’D’ oraz BC) przecinaja si¢ na osi pierwiastnej

Rys. 233.
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kot. [Wsk azowka: B, C, A’, D’ lezaq na jednym okregu. Dla-
czego?]

25. Jezeli wykreSlimy dowolne kolo, styczne do dwu danych
kot (O)r, (O')r’, wowcezas prosta, laczaca punkly styczno$ci, musi
przej$¢ przez $redek jednokladno$ci kol danych. [Wskazéowka:
dowies¢, iz O’M//OL]. '

26. Kiedy w peprzednim zadaniu prosta LL’ przechodzi przez
srodek jednokladno$ci zewnetrzny, kiedy za§ przez wewnetrzny?

27. Jezeli wykreslimy dwa kola styczne do dwu danych kot,
wowcezas o8 pierwiastna klérejkolwiek pary kol przechodzi przez $ro-
dek jednokladno$ci drugiej pary. Jakie ograniczenie nalezy wprowa-
dzié, dotyczace rodzaju styczno$ci?

28. Dane s punkty A, B i kolo (O)r. Znalezé¢ taki punkt X,
zeby bylo AX = XB oraz zeby odcinek AX roéwnal si¢ stycznej, po-
prowadzonej z punktu X do kola danego.

29. Wykreéli¢ dwa kola, majac dane ich $rodki, o$ pierwiastng
i $rodek jednokladno$ci zewnetrzny.

§ 269. OkreSlenie. Pe¢kiem kil nazywamy wszystkie kola,
majqce spolnq linje $1odkéw i spolng o$ picrwiasing.

Wprowadzajac pojecie peku kol, musimy wykaza¢ na
przykladach, ze taki uklad kot naprawde istnie¢ moze.

Niech na proste] m beda dane dwa dowolne punkty
A, A’. Tstnieje nieskonczenie wiele kol, przechodzacych przez
te dwa punkty. Srodki tych kot leza wszystkie na jednej
prostej (jakiej?), prosta za§ m jest spolna osia pierwiast-
na tych kot

Wobec tego wszystkie nasze kola tworza pek. Jest to
t. zw. pek pierwszego rodzaju albo pek eliptyczny.

Obierzmy na prostej m dowolny punkt B, nie nalezacy
do odcinka AA’. Z punktu B mozemy poprowadzié styczne
BS,, BS,,... do wszystkich kol peku; styczne te réwnaja sie
sobie, zatym punkty S;, S, Ss:.. leza wszystkie na jednym
okregu, ktoérego Srodkiem jest punkt B.

Powtarzajac te samo rozumowanie dla kazdego innego
punktu prostej m, nie nalezacego do odcinka AA’, o’crzyma-
my t. zw. pek két drugiego rodzaju, albo pek hiperboliczny.

Istotnie wszystkie te kola maja spolna linje¢ Srodkow
(mianowicie prosta m) oiaz spo6lna oS pierwiastng (mianowicie
linje $rodkoéw pierwszego peku).

O poledze punktow wzgledem kola. 2

Aby tego dowieS¢, wystarczy zauwazyé, ze kazde kolo
pierwszego peku przecina pod katem prostym kola drugiego
peku, jak wida¢ z rysunku (dlaczego?)

Punkt przeciecia sig '
linji Srodkow wszystkich
kol peku z osig pierwiast-
na tych kol nazywa sie
punkiem Srodkowym peku.

§ 270. Cechg chara-
kterystyczna  peku kot
pierwszego rodzaju jest to,
ze wszystkie kola peku
przechodza przez dwa sta-
te punkty, zwane punkta-
mi  podstawowymi  peku.
Wobece tego punkt $rod- Rys. 234,
kowy peku lezy wewnatrz
kazdego z kol peku, potega wiec jego wzgledem kot peku
wyraza si¢ zawsze liczba ujemna (rys. 235). '

W peku kol drugiego rodzaju punkt Srodkowy lezy
zewnatrz kol peku (rys. 236), ma wiec potege dodatnia
wzgledem wszystkich kol peku.

Jezeli w peku eliptycznym czyli w peku pierwszego ro-
dzaju (rys. 235) oznaczymy punkt $rodkowy przez O, punkty
podstawowe przez A i A’
wreszcie odcinek 0A przez
k, wowezas potega punktu O
wzgledem kazdego kola peku
wyrazi si¢ iloczynem dlugo-
sci odecinkow OA i 0A’ czyli
rownac¢ sie bedzie liczbie
ujemnej — k2 Oznaczajac
przez d odleglos¢ od A do
srodka M ktoregokolwiek ko-
ta peku, przez r promien tego kola, mamv:

Rys. 235.

r?=d+ k2. (2)

Jak widaé z tego rownania, na d mozemy dawaé¢ wszel-
kie mozliwe wartosci dodatnie i ujemne: dltugosé promienia

Geometrja elementarna. 18

iy - o
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r bedzie zawsze liczba rzeczywista (dlaczego?) Znaczy to,
ze kazdy punkt na linji $rodkow MN moze byé¢ Srodkiem
kola, nalezacego do peku.

Jezeli natomiast mamy do czynienia z pekiem drugiego
rodzaju (rys. 236), wowczas, oznaczajac przez k? potege
punktu O wzgledem kol peku, mamy

=gt (2),
skad wynika, ze musi by¢
albo d << —k albo d>k (dlaczego?)

Dowodzi to, ze jesli po obu stronach punktu O odlozy-
my odcinki OL =k, OL’= —k, wowczas na odcinku LL’ nie
moze znajdowaé si¢ Srodek zadnego z kot peku.

Punkty L,L’na-

zywamy  punktami
granicznymi peku dru-
giego rodzaju, a to

R 0 L / dlatego, ze  przy
y d=+k mamy z ro-
o

— wnania (2)

r=o
Rys. 236.

mozemy uwaza¢ za kola o promieniu rownajacym sie zeru
i mozemy powiedzie¢, ze te dwa kola naleza réwniez do peku.

Cwiczenia XLIV. 1. Jakie jest najmniejsze kolo w dan ym pe-
ku pierwszego rodzaju? Czy w peku drugiego rodzaju istnieje kolo
najmniejsze?

2. Czy mozna zbudowaé taki pek kol, by punkt Srodkowy
peku miat wzgledem wszystkich jego kot potege réwnajacq si¢ zeru?
(pek paraboliczny). .

3. Dwa peki kol nazywamy sprzezonymi, jezeli kola jednego
peku przecinajg pod katem prostym wszystkie kola drugiego peku i
odwrotnie.

Wykazaé, ze pek hiperboliczny jest sprzezony z eliptycznym,
jezeli linja $rodkéow pierwszego jest osig pierwiastng drugiego.

4, Jezeli mamy dane dwa peki sprzezone, wowczas punkty
graniczne jednego sg punktami podstawowymi drugiego pgku.

5. Dane sg dwa punkty graniczne peku hiperbolicznegn; zbu-
dowac¢ laki pek.

tak, ze punkty L, L’
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6. Dane jest jedno kolo peku hiperbolicznego i jeden punkt
graniczny; zbudowaé pek.

7. Mamy dane dwa kola peku hiperbolicznego; zbudowaé to

-kolo peku, ktére przechodzi przez dany punkt A. [Wskazoéwka:

przez dany punkt A kre§limy dowolne kolo C, przecinajace dwa da-
ne kola, Srodek pierwiastny trzech kot laczymy z punktem A].

8. W peku hiperbolicznym punkty graniczne sa harmonicznie
sprzezone z koncami kazdej $rednicy, lezacej na linji $rodkow.

9. Rozwiagzaé zadanie 7, opierajac si¢ na zadaniu 8-ym.

10. Rozwigza¢ zadanie 7, jezeli zamiast dwoch kot peku ma-
my dang o$ pierwiastng peku i jeden z jego punktéow granicznych.

11. Mamy dane dwa peki eliptyczne takie, ze ich punkty pod-
stawowe A, B oraz A’, B’ leza na jednej prostej. Dowie$é, iz spol-
ne cieciwy kot obu pekow przecinaja si¢ wszystkie w jednym punk-
cie, lezacym na prostej AA’.

12, Kota peku eliptycznego dziela na odcinki proporcjonalne
kazdgq sieczng, poprowadzong przez jeden z punktow podstawowych
peku.

13. Dane s punkty podstawowe peku eliptyeznego oraz kotlo
(0)r, nie nalezace do peku; zbudowa¢ to kolo peku, ktére przecina
pod katem prostym kolo (O)r.

14. Zbudowa¢ koto, nalezace do danegb peku i styczne do da-
nego kota (O)r.

15. Jezeli prosta przecina dwa kola peku w punktach A, B
oraz A’, B’, o$ za§ pierwiastng w punkcie C, wowczas odcinki AA7,
BB’ widaé¢ pod katem prostym ze wszystkich punktéw okregu, kto-
rego $rodkiem jest O i ktdre przecina pod katem prostym oba ko-
la dane.

16. Niech bedzie dany pek hiperboliczny i dowolny staly
punkt A; dowiesé¢, ze biegunowe punktu A wzgledem wszystkich kot
peku przechodza przez staly punkt A’. Punkt ten jest Srednicowo
przeciwleglty punktowi A w kole ALL’, gdzie L i L’ sa punktami
granicznymi peku. [Wskazéwka: jezeli dwa kola przecinajg sie
pod katem prostym, wowezas kazde z nich dzieli harmonicznie $re-
dnice drugiego kola].

17. Biegunowa punktu granicznego wzgledem dowolnego kota
peku przechodzi przez drugi punkt graniczny. '
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ROZDZIAL TII.
O poprzecznych.

§ 271. Twierdzenie Menelaosa.*) .Jezeli przelniemy (réjkal NABC
dowolnq prostq DEF, wdwczas ofrzymamy na jego bokach lub na ich
przediuzeniach sze$é odcinkdw, rachujqc od wierzcholkéw irdjkqla. przy-
czym iloczyn lrzech odcinkdw. nie majqeych spélnych koricdw, réwna sie
iloczynowi trzech drugich odcinkéw czyli

AD.BE.CF = AF.CE. BD.

Przez A poprowadzimy 16-

X A .
wnoleglg do boku BC. Niech po-
przeczna spotyka te réwnolegla

D w punkcie X. Z trojkatéow podo-
F bnych (jakich?) mamy:
CF _ AF
CE  AX
- 7 AX
B C E BE- »—4*.
BD AD
Rys. 237. L.
Skad przez pomnozenie mamy
CF . BE A
CE .BD  AD
czyli AD.BE.CF = AF.CE. BD.

§ 272. Twierdzenie przeciwne (wzgledem § 271). Jezeli na
bokach tréjkata \\ ABC lub na ich przedluzeniach mamy dane lrzy pun-
kly D, E, F 'nie letzqce na jednej prostej, wéweczas iloczyn odcinkéw
AD . BE. CF nie moze réwndaé si¢ iloczynowi (rzech pozostalych odcin-

kow AF .CE . BD.
B Istotnie, jezeli prosta DE przecina
bok AC (lub jego przedluzenie) w punk-
B cie F’, mamy wowczas
) AD.BE.CF’ = AF’.CE.BD
- ; AD.BE AF’ ]
czyli CE . BD = C@ "o (1)

Gdyby$my mieli, whrew naszemu
[T A c lwierdzeniu,

Rys. 238. A S BE SCE — AR S GRS B,

*)  Malematyk aleksandryjski; zyli dzialal za panowania Tra-
jana i Domicjana (koniec I wieku po Chr.).
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AD.BE AF
owczas bylob = — ;
W yioby CE.BD CE s (2).
Z réwnosci (1) i (2) wynikatoby, ze
AF”  AF
CF*  CF

-czyli na odcinku AC istnialyby dwa punkly F, F’, dzielace go oba

wewnelrznie (lub oba zewngetrznie) w tym samym stosunku, co jest
rzecza niemozliwa.

§ 273. Twierdzenie Cevy. *) Jezeli proste, lqczqce wierzcholki trdj-
kqla N ABC z dowolnym punktem 0, przecinajq przeciwlegle boki Irdj-
kaqta w punktach A’, B’, ¢, wéwezas
iloczyn trzech odcinkéw, nie majq-
cych spdlnych koricéw AC’. BA’. CB’
réwna sie iloczynowi (rzech pozosta-
tych odcinkéw A’C.B’A . C'B.

Przez wierzcholek A popro-
wadzimy réwnolegly do  boku
BC. Niech N, M beda punktami
przecigcia sie tej réwnoleglej z pro-
stymi BB’, CC’. Z podobiehstwa

trojkatow (jakich ?) mamy Rys: 2395
BA’ AM
A'C T NA
@B BC
B’A  AM
AC NA
C'B BC

Skad przez pomnozenie wynika, ze
' AC’.BA".CB"= A’C.B’A . C'B.

: § 274. Twierdzenie odwrotne (wz gl e¢dem § 273). Jezeli na bo-
kach tréjkqta mamy dane takie trzy punkly A’, B’, C’, iz
AC’. BA’.CB’ = A’'C .B’A . C'B,
wdéwezas proste AA’, BB’, CC’ przecinajq sie w jedngm punkcie.
Jakoz niech proste AA’, BB’ przecinaja sie w punkcie O i niech

prosta CO przecina bok przeciwlegly w punkcie X’. Na zasadzie tw.
Cevy powinno byé

*) Jan Ceva, wybitny matematyk wloski dowiodt tego
twierdzenia wraz z wieloma innymi zapomoca rozwazan, opartych
na mechanice, w dziele De lineis rectis se invicem secantibus statica
constructio. w 1678 r.
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AX" . BA’.CB’= A’C.B’A . X'B,

zatym musi byé rowniez
AX'’ AcC

XB ~ CB
czyli na boku AB istniejg dwa punkty C’ i X’, dzielace ten bok we-
wnetrznie w tym samym stosunku, co jest niedorzeczne.

Cwiczenia XLV. Twierdzenia Menelaosa i Cevy wraz z twier-
dzeniami odwrotnymi (lub przeciwnymi) daia nam nowy sposob roz-
poznawania, czy trzy dane punkly lezg czy nie lezg na jednej pros-
tej, oraz czy trzy dane proste przecinaja si¢ w jednym punkcie.

1. Dowiesé, ze dwusieczne trojkata przecinajq sie w jednym
punkcie.

2. Dowies¢, ze $rodkowe Lrojkata przecinajg sie w jednym
punkcie.

3. Dowie$¢, ze wysokosci trojkata przecinajg sie w jednym
punkcie.

4. Proste, Iaczace wierzcholki trojkata z punktami styczno$ci
kota wpxsanbgo przecinajgq si¢ w jednym punkcie (punkt Ger-
gonne’a).

s 5. Proste, iaczace wierzcholki trojkata z punktami styczno$cei
tego samego kola zawpisanego, przecinajq si¢ po trzy w jednym pun-
kcie (t. zw. punkty dolaczone Gergonne’a).

6. Proste, Iaczace wierzcholki trojkata z punktami, w ktorych
. przeciwlegle im boki dolykaja kot zawpisanych, przecinaja sie w je-
dnym punkcie (L. zw. punkt Nagela).

7. Spodki trzech dwusiecznych zewnetrznych trojkata leza na
jednej prostej.

8. Spodki dwoch dwusiecznych wewnetrznych i trzeciej zewne-
trznej leza na jednej prostej.

9. Dowie$¢ istnienia prostej Simsona (éwiczenia XIX, 36 str.
110) za pomocg tw. odwrotnego do Menelaosa.

10. Tw. Ponceleta. Jezeli wierzcholki wielokata o nieparzystej
liczbie bokow polaczymy z dowolnym punktem, otrzymamy na prze-
ciwlegtych jego bokach takie odeinki, iz iloczyn wszystkich odcin-
k6w, nie majacych spolnych koncow, rowna sie iloczynowi pozosta-
lych odcinkow.

11. Srodki przekatnych czworoboku zupelnego leza na jednej
prostej.

12. Jezeli mamy dane trzy kola, wowczas kazda para posiada
po dwa $rodki jednokladnosci. Te $rodki jednokladno$ci leza po
trzy na czterech prostych, zwanych osiami jednokladnos$ci trzech kot
danych, a mianowicie: trzy S$rodki jednokladno$ci zewnetrzne lezq
na jednej osi, a procz tego kazdy $rodek zewnetrzny lezy na jednej
osi z dwoma $rodkami wewnetrznymi, nie sprzezonymi z nim.

W ten sposob osie jednokladno$ci sgq bokami czworoboku zu-
pelnego, ktorego przekatnymi s linje §rodkow kot danych. -
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13. Twierdzenie Pascala. (Poréwnaj str. 241, § 247). Je-
zeli mamy dany szeSciokqt wpisany w kolo, wowezas punkty prze-
cigcia si¢ trzech par przeciwleglych bokoéw leza na jednej prostej.
[Wskazowka: do trojkata, utworzonego przez punkty przeciecia
sie trzech par bokow (a, ¢), (¢, e), (e, a) stosujemy trzykrotnie tw.
Menelaosa, uwazajac trzy pozostale boki za poprzeczne].

14. Z wierzcholkow trojkata A ABC prowadzimy trzy proste
AA’, BB’, CC’, przecinajace sie¢ w jednym punkcie. Jezeli punkty
A”, B, C”” sg symelryczne z punktami A’, B’, C’ wzgledem $rod-
kow bokow a, b, ¢, wowezas proste AA?Y, BB, CC” przecinaja sig
tez w jednym punkcie.

15. W trojkacie foremnym /A ABC odkladamy na bokach e,
b odcinki AC’= CB’ = k; prosta BC’ przecina w punkcle A’ prosta
BC. Obliczyé dlugoéé odcinka BA’.

16. W trojkacie A ABC dzielimy boki a, b, ¢ odpowiednio
w punktach A’, B’, C’ w stosunku m:n. Jezeli proste CGC’, AA*
przecinaja si¢ w punkcie K, wowczas mamy

AK: AA’ = mn: (m® —mn + n?).

ROZDZIAYL. 1V.

O zastosowaniu algebry do rozwiazywania
zadan konstrukcyjnych.

§ 275. Zadanie konstrukcyjne da sie zawsze sprowa-
dzi¢ do wyznaczenia jednego lub kilku punktéw. Punkt mo-
zemy znalezé, jezeli znamy jego odleglosci od dwoch stalych
punktow. Czesto si¢ zdarza, Ze z warunkow zadania mozemy
latwo obliczy¢ te odlegloéci, a wowezas rozwiazanie zadania
konstrukeyjnego sprowadza si¢ do nastepujacego zagadnienia:

zbudowaé odcinek, majqc dany wzdr, ktory wyraza zaleznosé
miedzy odcinkiem szukanym a innymi, danymi odcinkami.

Przekonamy sie zaraz, ze zadanie to potrafimy rozwia-
za¢ za pomoca cyrkla i linjalu, o ile zwiazek migdzy odcin-
kiem szukanym a odcinkami danymi wyraza si¢ rownaniem 1-go
lub 2-go stopnia (innymi stowami: o ile odcinek szukany jest
funkcja stopnia 1-go lub 2-go odcinkéw danych).
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§ 276. Istotnie, jezeli miedzy odecinkiem 2 a odcinka-
mi danymi zachodzi zwiazek I-ego stopnia, wowezas mozemy
zawsze sprowadzi¢ go do postaci

axe—N0

. b

czyli X = —

a

. y T b

albo inaczej: 5=
a

Jak widzimy, odcinek szukany x jest odcinkiem czwar-
tym proporcjonalnym wzgledem odcinkéw @, b, 1, odcinek
za$ czwarty proporcjonalny budowa¢ umiemy.

§ 277, Jezeli zwiazek miedzy odcinkiem x a odcinkami
danymi wyraza sie rownaniem 2-go stopnia, wowezas mozemy
mu nadac jedna z czterech nastepujacych postaci:

2—pr+¢@¢=0... (1)
pRepr -t =0... ()
2—pr— @2 =0... (?)
Bt pr—@2=0... (4),
gdzie p i ¢* sa to liczby znane, przyczym p uwazamy zawsze
za liczbe dodatnig.

Formy (1) i (2) odpowiadaja przypadkowi, gdy pier-
wiastki rownania a;, x, maja znaki zgodne : w réwnaniu (1)
oba sa dodatnie, w réwnaniu (2) oba ujemne. Jak w jednym.
tak i w drugim wypadku mamy

P=2 + 2, ¢*=u.2,
zatym wyznaczenie odcinka x sprowadza sie do zadania:

() znalezé dwa odcinki (x, i x,), majqc danq ich sume
i tloczyn.

W rownaniach (3) i (4) pierwiastki maja znaki przeciw-
ne, a mianowicie w rownaniu (3) wigkszym co do wartosci
bezwzglednej jest pierwiastek dodatni, w rownaniu za$ (4)
wigkszym jest pierwiastek ujemny. W kazdym razie, w jed-
nym czy w drugim przypadku mamy zawsze

P=la— %], ¢=]a2,]*

*) Symbol |a| czytamy: ,,wartos¢ bezwzgledna liczby a’.
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Mozemy tedy powiedzieé, ze w przypadku rownan (3)
i (4) wyznaczenie bezwzglednych wartosci odeinkow Zy
i x, bedacych pierwiastkami tych rownan, sprowadza sie¢
do zadania:

(I1) zbudowaé dwa odcinki, majqc  danq ich réznice
i iloczyn.

Rzecz oczywista, Zze po znalezieniu bezwzglednej war-
tosci tych odcinkow, wypadnie uwzglednié¢ fakt, ze powinny
one mie¢ zwroty przeciwne.

Rozwiazemy teraz kolejno oba te podstawowe zadania.

§ 278. Zadanie 1. Zbudowaé¢ dwa odcinki, klorych suma
p i iloczyn ® sq dane.

Mamy do wyboru kilka rozwiazan. Mozemy np. posta-
p'¢ w sposob nastepujacy.

Na Srednicy AB = p kreslimy
kolo, przez A prowadzimy styczng i
na niej odkladamy AC = ¢q. Jezeli
poprowadzimy prosta CE rownolegla
od AB, otrzymamy zadane rozwia-
zanie, gdyz

CD+ CE=AB=p /
(jak latwo widzie¢, jezeli poprowa-
dzimy styczng BF),
a zarazem CD. CE = AC=q%
Czy zadanie jest zawsze mozliwe?

§ 279. Zadanie 1. Zbudowaé dwa odcinki, ktérych roz-
nica p i iloczyn q% sq nam dane.

Niech bedzie dane kolo o érednicy AB = p. W punkcie
A kreslimy styczna i na niej odkla-
damy AC = ¢, poczym punkt C la-
czymy ze Srodkiem O kola. Odcinki D

CD, CE, otrzymane na tej siecznej,

czynia zado$¢ warunkom zadania,

gdyz B
DE = AB = p,

CD.CE = AC? = ¢

§ 280. Zadanie 1Il. Dany odci- E
nek a podzielic na dwie cze$ci tak, Rys. 241.

Rys. 240.

€
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by .wle‘ksza z nich byta Sredniq proporcjonalng miedzy calym
odcinkiem a mniejszq czesciq. !
Taki podzial zwie si¢ podzialem zlotym albo podziatem w stosun-
ku skrajnym i $rednim.
. Wicksza z dwoch cze$ci odeinka a nazywaja tez niekiedy czeé-
ciq zlolq tego odcinka.
Oznaczmy cze$¢ zlota przez x. Mamy wowezas

r? = a(a —x)
azyli 24 ar — a? = 0,

SprowadziliSmy wiec nasze za-
danie do typu zadania I1.%)
| \ M1 ono dwa rozwiazania, kto-
S rych sens z latwoscia uprzytomnimy
‘sobie po wykonaniu konstrukeji.
Budujemy tedy kolo o §rednicy
. . AB=a, kreSlimy styczna AC=a
(rys. 242) i mamy

|z;| = €D, |a,| = CE.

K Pozostaje odlozy¢ te odcinki

B na prostej AC w przeciwnych zwro-

)./ tach, poczynajac od punktu C.

Otrzymujemy punkty D i Iy, ktére

oba dziela odcinek dany CA w sto-

Rys. 242. sunku ztotym :jeden dzieli go we-
wnetrznie, drugi zewnetrznie.

Y~

Zadanie IV. Dane jest kolo (0)A
i cigciwa MN, prostopadta do promie-
nia OA w jego $rodku. Przez punkt A
nalezy poprowadzi¢ siecznqg AB lak,
zeby odcinek jej BC réwnal sie danemu
odcinkowi a (rys. 243).
Zakladamy, ze figura na rys.
N 243 czyni zado$¢ warunkom za-
Rys. 243. dania.

o *) Rzecz prosta, ze po otrzymaniu rownania powinni§my sie
najpierw przekona¢, czy ma ono pierwiastki rzeczywiste. W danym
wypadku jest to oczywiste (dlaczego?)
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Niech bedzie:
ACE—S I C—/
BC=a, MK =m, 0OA =r.

Mamy (dlaczego?)

(m+y). . In—y)=ax......... (1)
oraz el R X L (2)
skad mi4fr2—at=ax.......... (3)

zwazywszy za$, ze z trojkata A AKM mamy (dlaczeg 0?)
‘ m? + 12 = 12,
otrzymujemy ostatecznie
2Bt ar—1 =0, oo 4)

tak iz zadanie sprowadziliSmy do typu zadania IL
Uczen sam przeprowadzi konstrukeje i zbada, czy oba
pierwiastki réwnania czynia zado$¢ warunkom zadania.

Cwiczenia XLVI. 1. Zbudowaé odcinek x, odpowiadajacy ktore-
mukolwiek z nastepujacych wzoréw, w ktorych a, b, ¢ sa odcinkami
danymi: (1) a® = ab; (2) x = ab; (3) ax = bc; 4 a2 = a® 4 b%
(5) 22 = a@—b? (6) a? = a*+ b* —c>

2. Trojkat A ABC przecia¢ poprzeczna MN tak, zeby byto
MN//AB oraz CM — NB=], gdzie f jest odcinkiem danym.

3. Przez punkt A wewnalrz kola lezacy poprowadzié cigciwe
XY tak, zeby bylo XY .AX=m? gdzie m jest liczba dana.

4, W trojkacie A ABG poprowadzi¢ MN//AB tak, zeby bylo
AM? + BN2=m?%

5. Z punktu zewnetrznego A poprowadzi¢ do danego kola sie-
czng tak, zeby jej odcinek zewnetrzny byl trzy razy mniejszy od
wewnetrznego.

6) Wykazaé, ze rozwigzanie rownan typu (1) i 2w § 277
(str. 280) mozemy otrzymaé w sposob mnastepujacy: niech bedzie
AB=p; w punktach A i B wystawiamy prostopadte, lezace po tej
samej stronie prostei AB, na nich odkladamy AC=m, BD=n,
gdzie m, n sa to dwie liczby, ktorych iloczyn réwna sie ¢ wreszcie
na éreanicy CD kre§limy polkole, przecinajace AB w punkcie E.
Odcinki AE, EB sg pierwiastkami rownania (1) lub (2).

7. 7Znalezé konstrukcje, analogiczng do poprzedniej i dajaca
pierwiastki rownan (3) i (4) w § 277.

8. Zbudowaé taki odcinek x, zeby dany odcinek a byt jego
cze$cig ztota.

9. Dane s odcinki a i b; podzieli¢ a na takie dwie czesced,
by jedna z nich byla $rednia proporcjonalng miedzy druga czgScia
i odcinkiem b.
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10. Na boku b trojkata A ABC znalezé¢ taki punkt X, zeby,
prowadzac XY//AB, otrzyma¢ zwigzek AX* = XY . AB.

11. Przez punkt A, lezacy wewnatrz kola, poprowadzié cigci-
we tak, by w punkcie A zostala ona podzielona w stosunku skraj-
nym i $rednim.

Zbudowa¢ trojkat prostokatny, majac dane
12, b, , T,—7ry; 13. b, t,5 14 e+b, rp; 15, a+tr,, e
16. Dany jest prostokat ABCD; réwnolegle do jego bokow po-

prowadzi¢ proste, ktoreby wyznaczyly prostokat o polu 2 razy mniej-
szym (lub wigkszym) od danego.

17. Dany trojkat przeciaé poprzeczng tak, by podzieli¢ na
poltowy zarowno jego obwdd, jak i pole.

18. - Dane jest kolo (O)r. Znalezé taki punkt X, zeby suma
stycznych XA -+ XB rownata si¢ siecznej XOY.

19. Na S$rednicy AOB odkladamy OC — OD = a; znalezé na
okregu taki punkt M, zeby bylo OM?>= MC . MD.

20. Dane sa na plaszezyznie dwie proste KL, MN; zbudowac
trojkat tak, by podstawa jego lezala na prostej KL i rownala sig
danemu odcinkowi ¢, przeciwlegly wierzcholek C zeby lezal na pros-
tej MN i zeby podstawa byla $rednigq arytmetyczng dwu drugich
bokow trojkata.

21. Newton, ktory napisal pierwszy podrecznik, traktujacy
w sposob systematyczny o zastosowaniu algebry do zadan geome-
trycznych, podaje nastepujace ¢wiczenie: basen czworokatny ABCD
otoczy¢ ze wszystkich stron $ciezka, kitoéra miataby wszedzie jedna-
kowa szeroko$é i pole rownajace sie danej liczbie a2

22. Zadanie Pappusa. Dany jest kat prosty i punkt A
na jego dwusiecznej; przez A poprowadzi¢ prosta tak, by odcinek
jej, zawarty miedzy ramionami kola prostego, rownal si¢ danemu od-
cinkowi m. [Wskazowka: niech O bedzie wierzcholkiem kata
prostego, B punktem przeciecia sie poprzecznej z ramieniem kata-
za niewiadomg obieramy OB = x i oltrzymujemy rownanie dwukwa-
dratowe. Newton rozwigzuje to samo zadanie, obierajac za nie-
wiadomg odleglo$¢ punktu O od $rodka poprzecznej].

ROZDZIAL V.

O wielokatach foremnych.

§ 281. OkreSlenie. [Foremnym nazywamy wielokal, kiorego
wszystkie boki i kqly rownaja sie sobie.

O wielokatach foremnych,

Foremnq nazywamy tez kazda linje lamang, ktorej boki
i katy rownaja sie sobie.

§ 282. Twierdzenie. Na kazdym wiclokqcie foremnym (lub
ogolniej: na kazdej tamanej foremnej) mozna opisaékoto i w kazdy
wielokat foremny (lub ogolniej: w kazdq
famanq foremnq) mozna wpisaé kolo.

1-o. Trzy kolejne wierzcholki
wielokata A;, A, A, wyznaczaja kolo.
Latwo dostrzec, ze na okregu tego kola
lezy réwniez nastepny wierzcholek A,

Istotnie, $rodek O Kkola lezy na
osi symetrji OB, boku A, Az, ale ta
sama prosta OB, jest osia symetrji Rys. 244.
dwoch bokow: A; A, i Az A,, zatym
A, lezy mna okregu kola, przechodzacego przez A,, A, A,
W taki sam sposob dowodzimy, Ze nastepny wierzcholek Ag
lezy na tym samym okregu, i td.

2-0. Poniewaz boki Ay, A,,
Ay A, ... sa rownymi cieciwa-

mi tego samego kola, zatym mu-
sza by¢ jednakowo odlegle od je-
go $rodka O czyli musi byé¢: Ay

OB, — OB, = OB, = ...

Az

7 A4
Tak wiec punkt O jest zara-
zem $rodkiem kola, wpisanego
. As
w wielokat.
Rys. 245.

§ 283. OkreSlenie. Promien kola
wpisanego nazywaja rowniez apolema
wielokata foremnego.

§ 284. Twierdzenie. Jezeli przez r
oznaczymy diugo$¢ promienia kola opi-
sanego na wielokqcie, wowczas

I-0 dtugo$¢ boku szesciokqta fo-
remnego = r. "

2-0  dlugos$c¢ boku kwadralu = 1V'2,

3-0  dlugos¢ boku (réjkqla forem- Rys. 246.

nego =rvy 3.
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Dowod pozostawiamy czytelnikowi, nadmieniajac, ze
dlugo$¢ boku trojkata foremnego mozna obliczyé z rysunku
246 na mocy twierdzenia § 267, str. 267.

§ 285. Oprocz wielokatow forem_
nych wypuktych, o ktérych dotad mowi-
lidmy, istniejq rowniez wielokqly foremne
gwiazdzisle (a wiec wkleste). Jezeli np.,
jak na rys. 247, podzielimy okrag na 5
cze$ei rownych i punkty podzialu pola-
czymy co drugi (t. j. punkt A; z punk-
tem A, dalej z punktem A, i t. d.), o-
trzymamy pieciokat gwiazdzisty.

Twierdzenie. Jezeli podzielilismy o-

¥ okrqg kota na n cze$ei rownych i polqczy-
Rys. 247. lismy punkty podzialu co p, gdzie p jest
liczbq pierwszq wzgledem n, wéwczas pow-
slal wielokqt foremny o n bokach.

Dwa kolejne punkty podzialu A,, A, wyznaczajq luk, stanowig-

1
cy oy -tq cze$é okregu, je$li wiec lgczymy punkty podziatu co p (t. j.
punkt A, z A, ), wowczas bok lamanej musi by¢ cigciwa tuku sta-
nowiacego Z— cze$ci okregu (np. bok A;A, pieciokata wspiera luk, ro-

wnajacy sie %/; czeSciom okregu).

Jezeli na tej drodze mamy otrzymac wielokat, wowczas lamana
musi zamkng¢ sie czyli po wykresleniu, powiedzmy, k& bokow powin-
nis$my powroci¢ do punktu A,, z ktérego wyszlisSmy.

Innymi stowami: wykreslajac wszystkie k& bokow wielokata, ob-
chodzimy okrag dokola catkowitq ilo$¢ razy.

Tak wiec liczba

kp
n

musi byé¢ liczbg calkowita. Poniewaz liczby p i n sa wzgledem sie-
k
bie pierwsze, zatym najmniejsza warto$¢ na k, przy ktorej —:— przy-

biera warto$¢ calkowita, est k= n. >
W ten sposob dowiedlismy, ze wielokat nasz ma istotnie n bokdw.

Uwaga. Gdyby liczby p i n nie byly wzgledem siebie pierwsze.
gdyby np. bylo p=da, n—= db, wowczas mielibysmy
kp kdua ka

n  db b [
) ca
gdzie a i b sq juz wzgledem siebie pierwsze. JeSliby tedy liczba -y

>
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miala by¢ calkowita, to najmniejsza warto$cia na k bylaby k = b.
Tak wiec wielokat mialby nie n, lecz tylko b bokow.

§ 286. Twierdzenie. Jezeli mamy danq liczbe calkowitq 1, wiw-
czas wielokqléw foremnych o n bokach isinieje dwa razy mniej, niz liczh
pierwszych wzgledem n i mniejszych od n.

Dowod twierdzenia zrozumiemy najlepiej na przykladzie. Niech
bedzie dana liczba catkowita n=15. Wypiszmy wszystkie liczby
pierwsze wzgledem 15 i mniejsze od 15:

1, 2, 4,7, 8, 11, 13, 14.

Wyobrazmy sohie, ze okrag kota podzieliliimy na 15 rownych
czeSci. Na mocy § 285, wszystkie mozliwe wielokaty foremne o 15
bokach otrzymamy, laczac punkty podziatu co

L0250 7 8 3 1

Mieliby$my tedy o$m pigtnastokatéow foremnych. Latwo jednak
przekonaé sie, iz kazdy wielokat zostal policzony dwa razy czyli ze
naprawde istniejq tylko 4 rézne pietnastokqty foremne.

Istotnie, jezeli wykre§limy
cieciwy A, A, A A i t. d., wowcezas As
mozemy powiedzie¢, ze polac zylis- A
my punkty podzialu co 2, gdyz A, A,
jest drugim punktem, rachujac od
A,. Ale rownie dobrze moglby

kto§ powiedzie¢, ze polgczyliSmy . A,
punkty co 13, gdyz jeéli, poczyna- s
jac od A,, bedziemy rachowali pun- A ’

. 15
kty w Kkierunku, zaznaczonym

strzalkq na rys. 248, wowczas oka-
ze sig, ze A, jest istotnie trzynas- A Ay

tym punktem. "

S - Rys. 248.
Tak samo, jezeli wykre§limy v8

cieciwy A A, A; A, i t. d., wow-
czas mozemy uwazaé, ze polaczyliSmy punkty co czwarty, ale rownie
dobrze mozemy twierdzié, ze polaczyliémy je co jedenasty.

Ogolnie: jezeli, majac n punktow podziatu, laczymy je co p, to

~ jednoczesnie nastepuje polaczenie punktow co n —p.

§ 287. Z powyzszego widzimy, ze istnieja ogolem cztery piet-
nastokaly foremne: jeden wypukly i trzy gwiazdziste. Uczen przek o-
na si¢ sam, ze dziesi¢ciokatow mamy tylko dwa: jeden wypuk ly, dru-
gi gwiazdzisty. Tak samo pieciokaty istnieja tylko dwa, natomiast
sze$ciokatow 1 czworokqtow gwiazdzistych niema weale.

- Pokazemy jeszcze sposob zbudowania dziesieciokata i, co za tym
‘idzie, pieciokata i pietnastokata forem nego.
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§ 288. Twierdzenie. Bok dziesieciokqla foremneqo otrzymu-
jemy, dzielqc promien w stosunku zlotym.

Niech Ay, Ay Ay ... Ay bedzie
dziesigciokatnym foremnym wypuk-
tym wpisanym w kolo o promieniu
r. Oznaczmy jego bok symbolem a,,
Bok  dziesigciokata gwiazdzistego
otrzymamy, taczac punkty podziatu
co trzeci. Oznaczmy bok ten przez
a'p- Mamy tedy

141 ;49 — alo, A“l 4.44 = a'loﬁ

Rys. 249.

Z § 83, str. 60 wynika, Ze suma
katow wewngtrznych dziesigciokata wypuklego réwna sie

20.10—48 =168 = 16 . 90°,

0
kazdy za$ kat rowna sie 161‘090 = 144°,

wobec czego AO0A; Ay =< 04,4, =T29,
oraz X A,04, = 36°.

Latwo dostrzec, ze prosta A;A, jest dwusieczrg kata
L 0A; Ay, mamy wiec X1 =<4 czyli AD = OD.

Dalej mamy <3 =<X5=<6 =<7 (dlaczego?)
CZV]I 441."‘]2 = Al D = 010
oraz DA, = 0A, = r,

Poniewaz

AjA, — A, D = DA,,

zatym Wlo— Qg =T ..., (1)

Z podobienstwa trojkatow rownoramiennych

A A; DOoo A A, 04, (dlaczego?)

manty
/1] ;']4 OAl
04, 0D

: a 1
czyli A )
i 19

albo innymi slowami:

iy o @iy = 1% i o yoaanwmsinssn (2)
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Rownosei (1) i (2) wskazuja, ze odcinki ayg, a'yy zZnaj-
dziemy, dzielac promien r w stosunka zlotym, przyczym
bok a;, odpowiada podzialowi wewnetrznemu, bok za§ a'yo
odpowiada podziatowi zewnetrznemu (§ 280, str. 281).

§ 289. Zbudowanie obu picciokatéw foremnych nie
przedstawia juz zadnych trudno$ci, co sie za$ tyczy piet-
nastokata, to wystarczy uwzgledni¢ tozsamosé arytmetycznag

§ 290. Kazdemu, kto znalazl sposob zbudowania g, Ay,
ds Ug) (o, Cy5 Nasuwa si¢ pytanie, czy w podobny sposob,
t.j. zapomoca cyrkla i linjatu dadza sie zbudowaé
wszystkie wielokaty foremne? "

OdpowiedZz na to pytanie daje arytmetyka teoretyczna.
Powiada ona, ze liczba bokéw n powinna by¢ ksztaltu

n =2k (2P 4 1)(2r 4 1)(2¢ + ...,
gdzie k=0,1,2,3, ...,
liczby za§ 2P 41, 2" 1,25+ 1,...
sa wszystkie bezwzglednie pierwsze i wszystkie
rozne od siebie. Jezeli n spelnia powyisze warunki,
wielokat da si¢ wykresli¢ zapomoca cyrkla i linjatu, i odwrotnie.

Wobec tego mozna wpisaé w kolo siedemnastokat, gdyz
17 = 2* 4+ 1, natomiast nie mozna wpisa¢ dziewicciokata
gdyz 9= @24+ 1) (2 +1).%

Cwiczenia XLVII. Wprowadzimy nastepujace symbole:
an, oznacza bok wielokata forem. wypuklego wpisanego o n bokach,

g riaiesey o @ »  SWiazdzist, » e

br_l . - 5 . wypuklego opisanego ,, ,, iy

2p, ,,» obwod . e 5 wpisanego ,, ,, ,,
2P% . 5 5 . ., opisanego ,,,, ,,

S .» pole o 55 . wpisanego ,, ,, -

s . ' 35 5 opisanego ,, ., %

o j’!f) Dowdd tego waznego twierdzenia podat stynny uczony nie-
miecki, Fryderyk Gauss- (1777—1855 r.). Rozmaite zagadnie-
‘mia, zwiagzane z budowa wielokatéw foremnych, znalezé moina w to-
mie II dziela: F. Enriques. Zagadnienia dotyczqce geomelrji ele-
entarnej. Warszawa 1917, =

Geometrja elementarna 19
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1. Mamy dane a; = 10 cm.; obliczyé az «;.
2 2p; =12 cm.; obliczyé 2p, i 2pg.
3. Majac dane a4, obliczyé ag.
4. Majac dane ¢4, obliczy¢ ay,.

5. Obliczyé apotemy wielokatow foremnych wypuklych o 3, 4,
6, 8, 12 bokach.

6. Obliczyé¢ pola tych samych wielokgtow.

7. Majac dane a,, obliczyé bj.

8. Trojkat i szeSciokat foremny maja ten sam obwod; w ja-
kim stosunku pozostaja do siebie ich boki? jaki jest stosunek promie-
ni kot opisanych na obu wielokatach?

9. Trojkat i szeSciokat foremny sa sobie rownowazue; jaki jest
stosunek ich bokow?

10. Wielokaty foremmne o n bokach sa do siebie podobne.

11. Obwody wielokatéw foremnych o n bokach sg proporcjo-
nalne:

(1) do promieni kot opisanych;

(2) do apotem.

12. Pola wielokatow foremnych o n bokach sg proporcjonalne

(1) do kwadratéw promieni;

(2) do kwadratow apotem.

13. Porownaé¢ z soba pola wpisanych i opisanych trojkatow i
sze$ciokalow oraz wpisanych i opisanych kwadratéow i o$émiokatow i
sprébowaé utworzyé wzory, ktoreby dawaty

(1) Sg w zalezno$ci od Sy i S,

@) S 55 o Sl Sy

(3) S,e 3 2 23 Ss- ‘Sls i Ss-

@ S5, - 5y Sy S84 1 Sg.

14. Spostrze7 nia, uczynione w zadaniu poprzednim, uogélnié
na dowolne wielokaty foremne, t. j. znalezé wzory, wyrazajace

(1) Ss, w zalezno$ci od S, i S",;

(2) Slzn 2 3 3 Sn) Sln > S’zn.
' 15. Niech bedzie A4, = a,
c bokiem wielokata foremnego dane-

go o 11 bokach. Kreslimy A;C=CA,,
OB, L A,C, OB, 1. CA,; dowies¢, iz
OB, jest promieniem, OD za$ apo-

A/ S i A2 ma wielokqta foremnego, ktory ma

- 1 - 2n bokow, lecz obwod ma taki sam,
ajfir jak wielokat dany.

0 Dwa wielokaty o rownych ob-

Rys. 250. wodach nazywamy rdéwnoobwodowy-

mi albo tez z grecka: izoperymetrycz-
nymi (od wyrazow: isos = rowny, perimetron = obwod).
16. Jezeli przez r, i 1, oznaczymy odpowiednio promien i apo-
teme wielokata foremnego o n bokach, wowczas miedzy wielokatami
izoperymelrycznymi zachodzg zwigzki:
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t,+r
n n S
t2n —= ——‘) 5 I'2n = ‘/ rn [2n
17. Dowiesé, iz
1
Ton — {211 < E (rn T tn ).

IWskazowka: kreslimy kolo (0)B;, aby otrzymac réznice ro,—Iy,
1 prowadzimy dwusieczng kata << CB;B,].

18. Majac dany promien r kola opisanego, obliczy¢ ag i d’s.
19. Majac dany promien r, obliczy¢ a5, @'y, @715, @15
. 20. W pieciokacie foremnym wypuklym kazde dwie przekatne
dzielg sie w stosunku zlotym, przyczym wigkszy z dwoch odcinkow
przekatnej roOwna sie bokowi pieciokata.

21. W pieciokacie feremnym wypuklym przekatne przecinaja
sic w taki spos6b, ze wyznaczaja drugi pigciokat foremny.

22. Uzasadnié nastepujaca konstrukeje boku a;: w kole (0)A
prowadzimy dwie prostopadle do siebie $rednice AOA’, BOB’; niech
0’ bedzie $rodkiem promienia OB i niech D bedzie punktem przecie-
cia sie kota (0’)O z odcinkiem AOQ’. Powiadam, ze A’D = dy,.

23. Stynny matematyk Ptolomeusz*) podaje w swym wielkim
dziele ,,Almagescie”’ nastepujaca konstrukeje pieciokata: w kole (0)A
kre$limy dwie prostopadle do siebie $rednice AOA’, BOB’; niech be-
dzie C $rodek promienia OA; kre§limy kolo (C)B, ktore przecina
promien OA’ w punkcie D; odcinek BD = ag. Zbadaé prawdziwos$é
konstrukeji.

24, Wykazaé, ze konstrukeja Ptolomeusza daje zarazem bok
dziesigciokqta wypuklego foremnego oraz bok pigciokata gwiazdzistego.

25. Dowiesé, ze (dg)? = (ay)? - (ag)2. Dowod przeprowadzié trze-
ma sposobami: (1) za pomocg rachunku, (2) za pomoca konstrukeji
Ptolomeusza, (3) za pomocg rys. 251, w ktorym AC = dy,, AD = a;.

W

/=

B’
Rys. 251, Rys. 252,

*)  Poréwn. o nim uwage na str. 262.
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26. Najprostsza ze znanych konstrukeji pigciokata i dziesigcio-
kata jest nastepujaca: niech AOA’. BOR’ (rys. 252) beda dwie pro-
stopadte do siebie $rednice; odkltadamy B’C = AC’ =, poczym kresli-
my koto (C)C’, ktére przecina w punkcie K promien OB. Mamy:
OK = Ay, AK = Usg.

27.  Jezeli w kolo wpiszemy trapez rownoramienny, w ktorym
Jedng podstawsg jest Srednica, drugq za$ da,, wowczas oba réowne bo-
ki réwnaé sie musza ag, przekatne za$ rownajq sie a,, + r.

28. Zastosowaé tw. Plolomeusza (str. 262) do trapezu, o kto-
rym mowt w zodaniu poprzednim. Do jakiego wniosku dochodzimy?

29. W kole prowadzimy dwie prostopadle do siebie $rednice
AOA’, BOB’. Na przedlizeniu BA odkladamy AC = AB i prowa-
dzimy $rednice CO, przecinajacq tuk BA’ w D i luk AB’ w E. Do-
wiesé, ze } CE = bokowi dziesigciokata foremnego wypuklego, a
4 CD = bokowi dziesigciokata gwiazdzistego.

W praktyce wystarcza zazwyczaj Konstrukeja przyblizona wie-
lokata, to tez zdawien dawna rzemie§lnicy, architekei, inzynierowie
etc. starali sie wynalezé odpowiednie sposoby budowania rozmaitych
wielokatow. Oto pare takich sposobow:
30. Na $rednicy AA’ budujemy
B trojkat rownoboczny A ABA’, dzielimy
: AA’ na n cze$ci rownych, drugi punkt
podzialu C taczymy z B; cieciwa AF al-
bo dokladnie albo w przyblizeniu réwna
si¢ a, ..

Jakoz uczen sprawdzi, ze kladac

r=1, mamy

n—4 3n -+ /n?+ 16n— 32
20 (n—1)243
F wstawiajac za$ kolejno n — 3,4,5,6,8...,
otrzymamy dlugo$ci odcinkow, ktore la-
Rys. 253. two porownaé ze znanymi warto$ciami
na as, d, a, a4, @, .....
31. Konstrukcja, przedstawiona na rys. 252, daje doktadne
wartodei a5 i ay,, a procz tego mamy
KL réwna si¢ w przyblizeniu as;
A'K L, 2 U
gdzie L jest punktem przecigcia si¢ luku C’K z promieniem OA’.

AF?2=9 —

32. Jezeli wewnatrz wielokata foremnego wypuklego obierze-
my dowolny punkt K, wowczas suma wszystkich prostopadtych, po-
prowadzonych z K do bokéw wielokata, jest n razy wigksza od apo-
temy wielokata. Jakiej zmianie ulegnie twierdzenie, jezeli punt K
obierzemy zewnatrz wielokata?
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33. Dowolny punkt L na okregu kolya opisanego laczymy ze
wszystkimi wierzcholkami wielokata; dowiesé, ze'sunfa kw%;lraltow
tych odeinkéw rowna sie 2nr2, gdzie r oznacza pr({mleﬁ kf)}a. [ sk a-
z6wka: w punkcie I prowadzimy styczna i na nig rzutujemy

wszystkie wierzcholki wielokatal]. - )
' 34. W dane kolo wpisaé sze$é rownych pieciokqtéw foremnych

tak, zeby jeden z nich byl spoélsrodkowy z kolem, a kazdy z pozosta-
lych mial po jednym wierzcholku na okregu kola danego.

ROZDZIAL VI

O pomiarze kota.

§ 291. Codzienne do$wiadczenie nasuwa nam mnostwo
zagadnien, w ktéorych musimy wyznacza¢ pole ko_la lub diu-
go$¢ okregu. Z latwoscia wymySle¢ mozna rozmaite §I)osol)y
dokonywania odpowiednich pomiaréw_ngf kole .mater]al'nym':
majac np. dane kolo z blachy jednolitej, mc3zemy zmierzy¢
nitka dlugo$é jego okregu, mozemy zwazyé kolo 1 przez
poréwnanie z ciezarem kwadratu, zrobionego z tego samego
materjalu, mozemy obliczyé pole kota i t. d. ’

Oczywista rzecz, Ze wszystkie otrzym.ane w ten' sposob
liczby daja nam tylko przyblizone warto$ci fllugoém okI:qu
lub pola kola, ale przyblizenia te moga zupelnie wystarczy¢ do
niektérych celow praktyeznych. o

Jezeli jednak od figur materjalnych zechcemy przejsc¢
do figur geometrycznych, natrafimy odrazu na ogromne
trudno$ci. Dlugo$¢ odcinka jest to liczba, ktora otrz.ymu]emy
przez poréwnanie tego odcinka z innym, zwanym jednostka
miary. W jaki sposéb moglibySmy por(’?wnac okrag ko%a
z odcinkiem, obranym za jednostke miarv? O_dkl.adan%e
jednostki nie da si¢ tu przecie zastosowac’.. Dopoéki wiec nie
znajdziemy jakiego$§ sposobu por()wnywjanla okrergl} % odc1‘n-
kiem prostej, nie bedziemy mogli moéwic¢ o dlugosgl okregu.
To samo powiedzie¢ mozemy o polu kola :odkl’adanle kwadra-
tu jednostkowego na kole nie da si¢ zastosoYvac. .

Sposéb poréwnywania, o ktéry Ch(.)le,. nasuwa si¢ nam
przy rozwazaniu wielokatéw wpisanych i opisanych na Kkole.
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Wyobrazmy sobie, ze mamy dane kolo i dwa wielokaty
foremne: jeden wpisany w kolo, drugi opisany na nim; jezeli
zwigkszaé bedziemy liczbe bokow tych wielokatow, wowezas
wydaje si¢ niemal oczywistym, ze kontury ich zblizaja sie
do okregu, obszary za$§ wielokatowe zblizaja si¢ do obszaru
kota. Powstaje tedy mysl traktowania kola jako granicy,
do Kktorej daza nasze wielokaty przy nieograniczonym zwigk-
szaniu liczby bokéow.

Aby ten pomysl zastosowaé, musimy najpierw przekonaé
sig, czy granice, o ktéorych mowa, naprawde ist-
nieja, a w tym celu musimy mie¢ dwa nieskonczone ciagi
odeinkéw (pol), czyniacych zado$¢ wymaganiom pewnika
VI-e, mianowicie:

(1) wyrazy jednego ciagu muszarosnacé, drugiego zas male¢;

(2) wyrazy pierwszego ciagu musza by¢ zawsze mniejsze
od wyrazow drugiego ciagu;

(3) roznica migdzy wyrazami obu ciagéw musi maleé
nieograniczenie.

Innymi stowami, bedziemy musieli ustali¢ trzy twierdzenia:

(1) obwody (pola) wielokatow foremnych wpisanych ros-
na, opisanych za$ maleja;

(2) obwody (pola) wielokatow foremnych wpisanych po-
zostaja mniejsze od obwodow (pol) wielokatow opisanych;

(3) roznica miedzy obwodami (polami) wielokatéow wpi-
sanych i opisanych moze by¢ uczyniona dowolnie mala.

Jezeli uda si¢ nam dowie$¢ tych trzech prawd, wowezas
na mocy pewnika VI-e bedziemy mogli twierdzié, ze
istnieje odcinek, wigkszy od obwodow wszystkich wielokatow
foremnych wpisanych, a mniejszy od obwodow wszystkich
wielokatow foremnych opisanych. Wtedy dopiero bedziemy
mogli dlugo$¢ tego odcinka nazwac¢ dlugosScia okregu. To
samo powiedzie¢ mozna o polu kola.

§ 292. Twierdzenie. Przy podwajaniu liczby bokéw wielo-
katow foremnych, obwid wielokqta wpisanego rosnie, opisanego
za$ maleje. B,

Chcac podwoié liczbe bokow
wielokata foremnego wpisanego, dzie- 4
limy na polowy wszvstkie luki, pod- 8
parte przez jego boki. W ten sposéb Rys. 254,
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bok A; A, zastepujemy przez lamana A;ByA, i przez 'to‘
samo zwiekszamy obwod wielokata. To samo da si¢ powle-
dzie¢ o kazdym innym boku. ‘
Cheac podwoic liczbe bokow wie-
lokata foremnego opisanego, dzielimy
na polowy luki, rozwarte miedzy punk-
tami stycznosci bokow, 1 w punktach
podzialu (np. K) prowadzimy styczne.
W pierwotnym wielokacie obwod skia-
dal sie z famanych w rodzaju C,ACy; Rys. 255.
teraz lamana ta zostala zastapiona .
przez lamana C,B;B,(;. 0Otoz pierwsza lamana jest suma

odcinkow

C,B; + ByAy + AgB; + ByCa.
druga za$ jest suma odcinkow
CyB, + BBy + B:Cy
a wiec druga lamana jest krotsza (dlaczego?).

§ 293. Twierdzenie. Obwdd wielokqta foremnego wpisaneg?
jest mniejszy od obwodu jakiegokolwiek wielokala foremnego opt-

sanego na tym samym kole. B
Wystarczy dowiesé twierdzenia i A,
dla wielokatow o jednakowej liczbie B,
bokow. By
Niech bedzie dany wielokat fo- A,

remny wpisany A;AqA4;...An" Odpo- A4

wiedni wielokat opisany otrzymamy, |
prowadzac styczne w wierzcholkach Rys. 256.
pierwszego wielokata. Otrzynujemy
w ten sposob szereg trojkatow AABA, AABAs, ...,
z ktorych wynika, ze

ABy + Bidy > A4,

AgBy + Bydg > Ay 44
Bn jest wigkszy od ob-

a wiec obwod wielokata ByByFBy...
wodu wielokata A;A;Ag... An, o
Obierzmy sobic teraz dowolna prosta, na niej punkt

0 i odlozmy ciag odcinkéw O0A;. 0Ay 04, ...
cych sig obwodom wielokatow wpisanych On, 2n, An, .o

, rownaja-
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bokach, oraz ciag odcinkéw 0¢,, 0C,, oc,.. .. rownajacych
si¢ obwodom odpowiednich wielokatow opisanych.

Na mocy §292 mozemy twierdzié, ze punkty A,, 4, A,....
posuwaja sie coraz dalej wprawo, punkty za$ C,, C,, ... po-
suwaja si¢ coraz dalej w lewo. Poniewaz, dowiedlismy

A A,
5\4——4‘@7

Rys. 257,

(W §273), ze 0Ax<< 0C;, zatym kazdy punkt A, lezy w lewo
od Cr, a wiec wszystkie punkty A leza w lewo od punk-

tow C¥).

Pozostaje do rozstrzygniecia jedno tylko pytanie: czy
odleglos¢ miedzy punktami A i C moze by¢ uczyniona do-
wolnie mala? Odpowiedz na to pytanie daja dwa nastepujace
twierdzenia:

§ 294. Twierdzenie, Réznica migdzy obwodami wielokqidw
foremnych o n bokach, ; kiérych jeden jest wpisany w kolo,
drugi opisany na nim, jest mnicejsza od wysoko sci tréjkata
réwnoramiennego, kidrego podstaw q jest obwéd kwadratu opisa-

. - . 1800
nego, kqt zas przy podstawie rowna sie ——

n
Konstrukeje, na ktérej oprzemy dowdd, mozna najpros-
ciej 1 najjasniej opisaé w Sposéb na-
stepujacy: wyobrazmy sobie, ze oba
wielokaty zrobione sa z drutu; prze-
cinamy drut w wierzchotkn A, wie-
lokata wpisanego i cala figure roz-
- ginamy tak, by wyprostowaé kon-
tur wielokata wpisanego. Otrzyma-
my wtedy figure, ztozona z n ma-
tyeh - tréjkatow réwnoramiennych
Rys. 258, AAB Ay, AAGB,A,... | AAnB, A~

_ :
*) Istotnie, gdyby punkt Ap weisrat sie miedzy punkty ¢,
mogiby nastgpowad tylko po takim punkcie €, gdzie m > p. Ale to

jest niedorzeczne, gdyz punkt A m> 1eZacy w prawo od Ap (§ 292), mu-
si lezeé w lewo od C,, (§293).

O pomiarze kola. 297

ktorych podstawy tworza jeden odcinek A;A/’, rownajacy sie
obwodowi wielokata wpisanego (rys. 259).*) . '
Latwo przekonaé sig, ze katy przy podstawie kazdego

. 1800 g s i
z tych trojkacikéw maja po — Istotnie (rys. 258) mamy

X ByAgd; + <L AgAyAg + X ByA,d, = 1800,
18007 — 26,0

ale T A 4,4, = 0
n
3600
zatym AL B1A3A, + A Bydgd; = T
0
skad SEShildl = _IS:TO (dlaczego?)

Jezeli na rys. 259 przedtuzymy hoki A;B; i Bp A’ pierw-

. . ; 7 trojkat réwnoramienny
szego 1 ostatniego trojkata, otrzymamy “'OJk'*t ro. 1800
£4;CAY, w ktorym katy przy podstawie rownaja sie —

Zbadajmy boki tego trojkata. Z rys. 259 u?zeﬁ 1a.twobd2:
strzeze, ze suma dwoch bokéw A,C + CA/ rownz’x si¢ obwc
dowi wielokata opisanego, trzeci za§ bok A;A’ 16wna s;;
obwodowi wielokata wpisanego. Ot6z mamy (dlaczego

A,C— A K< CK

CA," — KA, < CK,
gdzie CK jest wysokoscia trojkata. Po dodaniu tych dwu
nieréwnoS$ci, otrzymujemy

(AC + CA)) — A Ay << 2CK

czyli 2Pn— 2D <2CK....:. (1)
Jezeli na tej samej prostej odlozymy odc%nek’ ‘41/'11’,‘
Tréwnajacy sie o$miu promieniom kola 0,4, czyli rf)wna]%cy
. obwodowi kwadratu opisanego, woéwczas odcinek ten

¢ si¢ dluzszym od A;4,” (dlaczego?) Zbudujn’l}lr r;a
6& nku A A trojkat A A,C’Ay”, podobny do trojkata

"‘)"-'-Cala te konstrukcje uczen opisze w zwyklym jezyku geo-
~ metrji.
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AA,CAY (l‘yS. 259). Wyvsokosé jego C'K’ : L
od CI{, Zatyln musi byv(: ] g K miusi b}(‘ VVIQkSZa

2Py — pp < 2CK" ... ... 2
”

Rys. 259.

§ 295. POZOStaje ]uz t . )
. o . ylko jeden krok : mu )
wieS¢ nastepujacego twierdzenia: musimy do

) Tw?erqzenie. Majqc dany odcinek A;A,, (rownajqcy sie
promieniom kola), mozemy na nim zbudowaé tréjkqt réwno-
0

0
) wysoko$é

ramienny, kidrego kqt przy podstawie réwna sie
zas Jest dowolnie mala.

Istotnie, niech bedzie dany dowolni i
Zbudujmy najpierw trojkat r(’)w}rrloramienr?y Izagrlggjl:ett:’:
rego wysokos¢ C”K’' row-
na si¢ odcinkowi m. Na
zasadzie pewnika VIb
(pewnika Archimedesa dla
katow) mozemy znalezé
tak wielka liczbe n, ze 1/.n
czeSC  kata  polpelnego

Rys. 260.

. 1800
. (czyli T) okaze sie
mme];zz'l.od .kata XL C”A A, jakkolwiek maly bylby ten Kkat.
Jesli w1<i(ctg po obraniu te) liczby n zbudujemy kat
oA A 1800 :
X A A, —,  ramig jego A,(’ padnie wewnatrz kata

X €A, A,. Mozemy wiec istotnie zbudowaéd trojkat
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A C’A,A, ktorego wysokos¢ ('K’ okaze sic mniejsza od
G’K’, a wiec i od danego odcinka m.

§ 296. Stresémy teraz cale to diugie rozumowanie.
Na dowolnej prostej odlézmy odcinki

O/‘n:?‘pn; 0Cy = 2 Pn,
04.”12":2[)2][, OC2n:‘)P2n
OA,n = 2pgns OCsn = 2Pin:

(1) Na zasadzie § 292 B
mozemy twierdzi¢, ze punkty {GnC2n Cn
A posuwaja si¢ coraz dalej An Ay
w prawo, punkty za$ C coraz Rys. 261.
dalej w lewo;

(2) Na zasadzie § 293 wiemy, ze punkty A leza zawsze
w lewo od punktéw C.

(3) Z §§294—295 wynika, ze roznica miedzy obwodami
wielokatéw wpisanych i opisanych maleje nieograniczenie
czyli ze, jakkolwiek maly bylby odcinek e, mozemy znalez¢
taki punkt A i taki punkt Ck, iz odcinek Ay Cx bedzie
mniejszy od e.

Teraz mozemy (na mocy pewnika VI-e) twierdzic,
ze na prostej istnieje jeden 1 tylko jeden odcinek OB,
wiekszy od wszystkich obwodow wielokatow foremuych wpi-
sanych i mniejszy od obwodow wielokatow foremnych opi-

sanych.
Okreslenie. Dlugosciq okregu nazywamy dtugosé odcinka OB.

§ 297. W taki sam sposob, tylko o wiele latwiej mo-
zemy ustali¢ pojecie pola kota.

Jakoz rozpatrujac te same ciagi wielokatow foremnych
wpisanych i opisanych, mamy:

(1) Pola wielokatow wpisanych rosna, opisanych za$
maleja, jezeli weiaz podwajamy liczbe ich bokéw (dla-
czego?)

(2) Pola wielokatow wpisanych pozostaja mniejsze od
pol wielokatow opisanych (dlaczego?)

(3) Roznica miedzy polami wielokatéw wpisanych i opi-
sanveh jest mniejsza od pola trojkata A A; C’A{” (vs. 259),
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pole za$ tego trojkata moze by¢ uczynione dowolnie matym,
gdyz réwna si¢ ono iloczynowi 4r. C'K’, w ktorym czynnik
4r jest staly, drugi za$ czynnik (K’ moze by¢ uczyniony
dowolnie matym (§§ 294--295).

To nas upowaznia do twierdzenia, ze islnieje jedna
i tylko jedna liczba, wieksza od pol wielokqtow foremnych wpi-
sanych, mniejsza zas od pél wielokqléw foremnych opisanych.

Te liczbe okreSlamy jako pole kola.

§ 298. Twierdzenie. Diugosci okregow majq sie do siebie
tak, jak promienie tych okregéw.

Niech beda dane dwa kola O)ri (0)r. Oznaczmy
dhugosei ich okregéw odpowiednio przez ¢ i c¢’. Powiadam,
Ze mamy

Qe

r
_7

Istotnie, majac dane trzy liczby r, r', ¢, mozemy zawsze
znalez¢ jedng i tylko jedna taka liczbe d. ze zachodzi pro-
porcja:

Whpiszmy w oba kota wielokaty foremne o jednakowej
liczbie bokéw. Wielokaty te sa do siebie podobne, (éwiczenie
10, str. 290). Jeéli wiec obwody ich oznaczymy przez 2p,
2p’, wowezas musi by¢ (¢wiczenie 11, str. 290):

2ps2p  =rsr
czyli 2p i2p'=¢:d
skad wynika, ze 2ipie=2p zd

Poniewaz w tej proporeji liczba ¢ jest wigksza od 2p
(dlaczego?), zatym liczha d musi byé wigksza od 2p’.

Dowiedlismy wiec, ze liczba d jest wieksza od obwodu
kazdego wielokata foremnego, wpisanego w kolo (O")r.

W taki sam sposob uczen dowiedzie, ze liczba d musi
by¢é mniejsza od obwodu kazdego wielokata foremnego, opi-
sanego na kole (0')r’.

A skoro tak, to liczba d nie moze by¢ niczym innym,
jak dlugoscia ¢ okregu tego kola, czyli musi byé¢ istotnie

@R E = 231

. érednicy jest liczbq stalq.

5 zatym c:
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AT

§ 299. Twierdzenie. Stosunck dlugosci okregu do dlu

Jakoz dowiedliSmy, ze

albo ci2r=1¢'22
Ten staly stosunek ¢:2r oznaczamy litera grecka =

Mamy wiegc c2 T —I%
czyli G — 2T,

 co daje nastgpujaca

Regute. Aby obliczy¢ dlugo$¢ okregu, mnozymy dtugosé
jego Srednicy przez stalq liczbe =

§ 300. Z kolei przechodzimy do sposobu obliczania pola.

Jakikolwiek wielokat foremny opiszemy na kole, pole jego

réwnaé sie bedzie polowie iloczynu obwodu przez dingosé
apotemy czyli przez promien kota

7 =
K———‘—)(Zp).r.

W tym iloczynie czynnik r jest st'fﬂy, n.atomiast czyn-
nik 2p dazy do dlugo$ci okregu ¢ w mlare,_]ak podwagamy
liczbe bokow wielokata, jest wi@c‘ rzecze.L wielce prawdopo-
dobna, ze zachodzi nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenié. Pole kola réwna sig polowie iloczynu dtugosci
okregu przez dlugos¢ promienia, czyli:

i = T — T,

B |

jezeli przez K oznaczyliSmy pole kota. _
]ezehlls)zg‘fnie, gdyby yilocz?npgr c. r nie rownal sie poll} kotla,
musialby byé albo mniejszy od tfago pola, albo wigkszy.
‘Przypusémy najpierw, ze jest on W{kazy od po}a k'ola.l' y

Z § 297 wiemy, Ze roznica mlqdzy_ p01a.m1 wielo \a ow
W;;isallych i opisanych maleje nieogramc'zeme, tymbardziej
wiec mozemy powiedzie¢, ze roznica mlqdzy‘ polem kol.a
a polem wielokata opisanego moze by¢ uczyniona dowolnie
mala, mniejsza od jakiejkolwiek liczby zadanej e.
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Jesli tedy przypuscimy, ze

¢c.r—K=e,

O

to’bq:vlziemy mogl.i znalez¢ taki wielokat foremny opisany
kto?ego plole zawierac¢ si¢ bedzie miedzy K i 1c r Ozua—’
czajac pole tego wielokata przez S, obwod jeo .

mieliby$Smy g , it

1
‘—).Cr>S> K

. 1 1
czyli —2—c.r>3(2P).r>K,
co je:rsf 11iedorzecz‘ne, gdyz’ ¢ jest napewno mniejsze od 2P.
. ‘1 ak samo, jezeli przypu$cimy, ze iloczyn %er jest
munlejszy od pola kola, bedziemy mieli: '

.

1
K——c¢r—a.
261

Otoz {I}oz.em'y znalezé wielokat foremny wpisany, ktérego
pole rozni sie od pola kola dowolnie mato, mniej niz o 0
zatym, oznaczajac pole tego wielokata przez s, obwod jed(;
przez 2p i apoteme przez a, mieliby$Smy -

K>s3 o
czyli K ! !
>‘—)(2p) . a>? (0 18

co znéw jest niedorzeczne, gdyz mamy:
2p<c

oraz a<<r.

. Tak wiec pole kola, nie mogac byé ani mniejsze, ani
wigksze od 4 cr, musi rownaé si¢ temu iloczynowi.

§301. Pozostaje do rozstrzygniecia pytanie: w jaki
sposob mozna obliczyé¢ liczbe a?
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Otoz przedewszystkim musimy zaznaczyé, ze liczba =
jest niewymierna®*), zatym nie da si¢ nigdy wyrazi¢ w postaci
ulamka skonczonego. Co sie tyczy sposobow obliczania war-
tosci przyblizonych na =, to niektore tylko z nich naleza do
dziedziny matematyki elementarnej.

Najprostszy pod wzgledem pomyshu jest sposob Archi-
medesa.**) Wpiszmy w koto dowolny wiclokat foremny
o n bokach i opiszmy na nim drugi wielokat rowniez o n
pokach. Kladac r = 1, obliczmy obwody obu wielokatow;
nastepnie podwojmy liczbe ich bokow, obliczmy obwody
nowych wielokatow, i t. d. Otrzymamy dwa ciagi liczb,
miedzy ktorymi zawarta jest diugosé okregu czyli liczba 2=,
gdyz zalozyliSmy r = 1. :

Mamy w ten sposob:

2p, =6 <21<L6,928 =2P;

2Py = 6,212 < 2w < 6,430 = 2Py,

2y = 6,266 < 27 < 6,320 = 2Py,

2pys = 6,278 < 27 7 6,292 = 2Py,

2 pgg = 6,282 -2 2w <L 6,286 = 2Py,
it d.

Poprzestajac na wielokatach o 96 bokach, mamy:
3,141 < = << 3,143.

Archimedes znalazl nast¢pujace granice dla

W praktyce wystarczaja zazwycza] wartosci przyblizone

3,14 lub 3%.

*) Fakt ten zostal ustalony dopiero w XVIII w. przez mate-
matyka szwajcarskiego Lamberta i francuskiego Legendre’a.
Dowodu nie mozemy tu przytoczyé; ciekawych odsylamy do Kksigzki:
Rudio Vier Abhandlungen iiber die Kreismessung. Leipzig 1892.

*%¥)  Archimedes z Syrakuz (287—211 r. przed Chr.) pierwszy
podat metode obliczania przyblizonych wartosci na . Rozprawka
Archimedesa ,,0 pomiarze kola” byta drukowana W przekladzie pol-
skim w czasopismie matematycznym ,, Wektor”, rocznik 1T, 1912 1.
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l)lf\ ciekawosci* podajemy warto$é na = z dziesieciom a
znakami dziesigtnymi:

© = 3,1415926535 . . . ...

§ 302, Bardzo fadny sposob element
oprzeé na ¢wiczeniu 15, str. 290,
obwodowych.

Jezeli apoleme wielokgta foremnego o n bokach oznaczymy
przez a, promien kola na nim opisanego przez r, apoteme za$§ i pro-
mien wielokata foremnego, majacego ten sam obwod, lecz dwa razy

wigce] bokow, oznaczymy odpowiednio przez a’ i r’, wowezas bedzie-
my mieli wzory ',

arny obliczania = mozemy
Jest to t. zw. meloda figur réwno-

’

r—+a
)

0 — T
Staty obwod, o ktéorym mowa w zagadnieniu,
liczbie 2.
Wyobrazmy sobie,

niech sie réwna

Ze szukamy promienia x kota, ktdrego obwod

rowna si¢ 2. Bedziemy mieli x =% . Zauwazmy dalej, ze obwéd ¢
tego kola jest wigkszy od obwodu kota, wpisanego w wielokat forem-
ny, majacy obwod =2, mniejszy za§ od obwodu kota, opisanego na
tym samym wielokacie; zatym promien 2 musi si¢ zawieraé miedzy
a'potema @ i promieniem r tego wielokata, przyczym podwajajac weigz
liczbe bokow wielokata (a pozostawiajac bez zmiany jego obwod), za-
mykamy x w coraz ciasniejsze granice.

W ten sposoéb tworzymy dwa nieskonczone ciagi liczb

; , miedéy
ktorymi zawiera sie liczha — .
T
n apotema promien
4 0,25 0,353 ...
8 0301 0 326....
16 0,3142.... 0,3203.... .
32 0,3172.... 0,3188....
64 0,31805.... 0,31843....
128 0,318245.... 0,31834....

§ 302. Cheac ustalié pojecia dtugosei tulu i pola wycinka koto-

jak z kolem. Mozemy

ku jako spolng granice, do ktorej
ch w ten luk i opisanych na nim.

wego, mozemy z tymi figurami postapié¢ tak,
mianowicie okreéli¢ diugo$é tu
daza dlugosci tamanych wpisany
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Tak samo okreslamy pole wycinka kolowego jako spélng granice p6l
wielokatow, wpisanych w wycinek i opisanych na nim, przytym maja-
cych wierzcholek w $rodku kola i dwa promienie kota jako boki.

Cwiczenia XLVIIL 1. Obliczyé promien kola, jezeli wiadomo, 7e
katowi Srodkowemu, majacemu 25° 10’, odpowiada luk, majacy 4 m.
dtugosci.

2. Mamy dane dwa kola, ktorych promienie maja sie do siebie
jak 1:100. Promienie obu kol zwigkszamy o 1 ecm.; w ktérym kole
obwod bardziej si¢ zwigkszyl? w ktorym pole bardziej sie zwiekszylo?

3. Pola dwoch kot majg sie do siebie tak, jak 1:8; jaki jest
stosunek ich promieni?

4. Katy trojkata maja si¢ tak do siebie jak 1:2:3; promien
kola opisanego réwna si¢ 12 cm.; obliczyé¢ dlugo$cFtukow podpartych
przez boki trojkata.

5. W kolo o promienin 6 cm. wpisano czworobok, ktérego ka-
ty kolejne maja si¢ do siebie, jak 1:2:3:9. Obliczyé diugosci czte-
rech tukoéw, na ktore zostal podzielony okrag.

6. W wycinek kotowy wpisa¢ kolo; obliczyé jego pole, jezeli
kat wycinka rowna sie (1) 60°, (2) 90°.

7. Pole kazdego trojkata ma sie tak do jego obwodu, jak po-
le kola wpisanego ma si¢ do dlugo$ci okregu tego kola.

8. Na bokach kwadratu, jako na $rednicach, kreélimy polkola
do wnetrza; przeciecie ich wyznacza tigure, zlozona z czterech socze-
wek. Obliczyé pole tej figury, jezeli bok kwadratu = a.

9. Z wierzcholkow trojkata foremnego A ABC kreflimy trzy
kola promieniem a; obliczyé pole trojkgta krzywolinjowego ABC.

10. Majac dane polkole, obieramy dowolny punkt C na jego
Srednicy AB i kreslimy dwa nowe polkola, lezace wewnatrz pierw-
szego i majace za $rednice odcinki AC, CB. Obliczyé¢ pole t. zw. sier-
pa Archimedesa, t. j. tréjkata krzywolinjowego, zawartego miedzy
tymi trzema polkolami. Zbudowaé kolo, ktérego pole réwnatoby sie
polu sierpa.

11. Na $rednicy AB danego polkola obieramy punkty C, D
tak, zeby bylo AC = BD, poczym na AC i BD, jako na $rednicach,
kres§limy potkola, lezace wewngtrz danego, na $rednicy za$ CD kreéli-
- ‘my palkole, lezace po przeciwnej stronie prostej AB. W ten sposéb
- otrzymujemy t. zw. tarcze Archimedesa. Obliczyé jej pole i zbudo-
waé kolo, majace to samo pole.

12. Mamy dany ¢wiercian (t. j. wycinek, stanowiacy czwarta

czg8¢ kola) AOB. Na promieniach jego A0, OB, jako na $rednicach,
kre§limy potkola, przecinajace sie w punkcie M. Dowiesé, ze M lezy
na prostej AB i obliczyé pola czterech cze$ci, na ktére podzielilismy
éwiercian, -
13. Z kazdego wierzcholka sze$ciokata foremnego kre$limy ko-
1o, przechodzace przez $rodki dwoch sasiednich bokéw. Znalezé pole
~ szeSciokata krzywolinjowego, ktéry powstal wewnatrz danego szes$cio-
ata.

Geometrja elementarna. 20
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14. Niech beda OA, OB dwa prostopadle do siebie promienie
kola. Na luku AB obieramy punkty C, D tak, zeby tuki AC, BD
rownaly si¢ sobie. Z punktéw C i D prowadzimy prostopadle CE,
DF do OA. Nie postugujac si¢ rachunkiem, dowie$é, ze trapez krzy-
wolinjowy EFDC i wycinek kotowy OCD majg pola rowne.

15. Dane jest kolo i punkt M na okregu. Wykre$lié takie
trzy kola, styczne wewnetrznie w punkcie M do danego kotla, by po-
dzielity one pole kola danego na cztery cze$ci rowne.

16. Znalez¢ wzor na pole wycinka kolowego, ktorego kat ma
a stopni.

- 17. Dowiesé¢, ze zaréwno pola wycinkéw podobnych, jak i po-
la podobnych odcink6éw kolowych majg sie do siebie tak, jak kwa-
draty promieni.*)

18. Pola podobnych odcinkéw kolowych majg si¢ do siebie
tak, jak kwadraty cieciw.

19. W kole (0)A na promieniu AO, jako na $rednicy, kreli-
my drugie koto. Jezeli poprowadzimy dowolng prosta AB, wowczas
dwa odcinki kolowe, wyznaczone przez te prostq w dwoch naszych
kolach, bedq sie mialy do siebie, jak 4:1.

20. Majac dany odcinek kolowy, zbudowaé dwa podobne do
niego odcinki, z ktorych jeden bylby n® razy mniejszy od niego,
drugi za$ n® razy wiekszy.

21. Pole kola, ktorego $rednicq jest przeciwprostokatna, row-
na si¢ sumie p6l dwdéch kol, ktorych srednicami sq dwie przyprosto-
kagtne.

22. Uogo6lni¢ poprzednie twierdzenie, postugujac sie odcinkami
kotowymi.

Nad zagadnieniem pomiaru kota pracowano w starozytnej Gre-
cji na wiele lat przed Archimedesem. Wszystkie proby rozwigzania
tego zagadnienia byly bezowocne, natrafiono jednak przy tej sposob-
nos$ci na,rozmaite ciekawe whasno$ci figur geometrycznych. Do na-
szych czasow dochowalo si¢ sprawozdanie z odkryé, ktére uczynit
Hippokrates z Chiosu (okolo 440 r. przed Chr.) przy poszuki-
waniu wielokata réwnowaznego kotu. Nie udalo mu sie wprawdzie
zmierzy¢ pola kola, ale zdolal dowies§é, ze istnicjq figury, ograniczo-
ne tukami kol, ktorych pola réwnajg si¢ polom
pewnych wielokatéw. Figurami tymi sg t. zw.
ksiezyce Hippokratesa, o ktérych mowa w zada-
niach 24—26. -

24, Majac dany tréjkat prostokatny row-
A B noramienny, opisujemy na nim kolo, poczym na

przeciwprostokatnej kreslimy odcinek kolowy,
Rys. 262. podobny do tych odcinkéw, ktére powstaly na

*) Podobnymi wycinkami lub odcinkami nazywa-
my te, ktorym odpowiadaja rowne katy Srodkowe.

. .str. 282,
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przyprostokatnych.*) Otrzymujemy w ten sposéb ksiezye, ktorego
pole rowna si¢ polu trojkata A ABC.

25. Majqce dany odcinek a, buduje-
my trapez réwnoramienny tak, by dwa je-
go boki I mniejsza podstawa réownaty si¢ a,
wieksza za$ podstawa zeby byla rowna
a3 . Na trapezie opisujemy kolo, poczym
na wiekszej podstawie wykreslamy odcinek
kolowy, podobny do tych odcinkow, ktore
powstaly na pozostalych bokach trapezu.
Ksiezyce ABCD ma pole, réwnajace si¢ po- Rys. 263.
lu trapezu.

26. Niech bedzie dane poétkole (0O)A. W $rodku promieniaOB
wystawiamy prostopadla KX i przez punkt B prowadzimy sieczng
tak, by odcinek jej DK, zawarty miedzy owaq prostopadily a okre-
giem, rownal si¢ r J3.%%) Jezeli teraz z D wykre$limy rownolegtq

Rys. 264.

do OB, ktora przecina prosta OK w punkcie E, woweczas punkty
D, O, B, E leze¢ bedg na jednym luku kola, punkty za§ D, K, E
na drugim luku. Jezeli M, N sa Srodkami koét, odpowiadajacych
tym dwu lukom, wowczas pole ksigzyca, zawartego miedzy tymi
dwoma lukami, rbwna si¢ polu czworoboku DMEN.

Procz ksiezycow Hippokratesa mozemy utworzyé inne jeszcze
figury, ograniczone lukami ko6l i rownowazne pewnym trojkatom lub
wielokgtom.

L ]
*) W jaki sposob mozna zbudowaé odcinek kolowy, podobny
do innego danego odcinka?
**) Koenstrukcje takiej prostej rozwazaliSmy w zadaniu IV,
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27. Na dowolnym tréojkacie prostokatnym A ABC opisujemy
koto, poczym nazewnatrz trojkata kreslimy dwa potkola, majace jego
przyprostokatne za S$rednice. Otrzymujemy dwa ksiezyce; suma ich
pol rowna sie polu trojkata A ABC.

28. W polkole wpisujemy trojkat ro-
wnoramienny A ABC tak, by przeciwpro-
stokatna byta rownoleglta do $rednicy, po-
czym na tym samym trojkacie opisujemy
koto. Otrzymamy w ten sposob ksiezye K,
ktorego pole réwna si¢ polu trojkata, oraz
dwa trojkaly krzywolinjowe L, i L,, z kro-
rych kazdy ma pole dwa razy mniejsze od
pola tréjkata A ABC.

29. W kolo dane wpisujemy trojkat
prostokatny réwnoramienny A ABC, na ka-
zdym jego boku kreslimy po éwierci okre-
gu, a procz tego na przyprostokatnych AC,
CB kreslimy po pétkolu, jak wskazuje ry-
sunek 266. Dowies¢, ze

(1) zarowno trojkat krzywolinjowy
AFCHBI, jak ksiezyc K maja pola rowne
polu trojkata A ABC;

(2) polefigury krzywolinjowej AECDRBI
réwna si¢ polu kola danego;

(3) pole wycinka kolowego CAJB ro-

Rys. 266. wna si¢ polu pétkola danego,
(4) pole soczewki, ktora powstala na
przyprostokatnej, rowna sie polu odcinka kolowego AB.J.

30. Na przeciwprostokatnej dowolnego trojkata prostokatnego
A ABC kre§limy nazewnatrz éwieré okregu, na przyprostokatnych
za$ kreSlimy rowniez po éwierci okregu, ale po stronie wewnetrznej
trojkata. Dowie$é, iz pole trojkata krzywolinjowego, zawartego
migdzy tymi trzema lukami, rowna sie polu trojkata A ABC.

31. Czy poprzednie twierdzenie pozostanie prawdziwe, jezeli
na kazdym boku wykreslimy po 1/n-tej cze$ci okregu, gdzie n £ 4?

32. Jezeli na rys. 267 ma-
my AB= CD, wowczas pola figur
P i S sa sobie rowne.

33. Suama figur S;. S, na
rys. 268 rozni sie od ksiezyca P o

» pole kola K.

AT e e D 3-1.. -Na sze$ciokacie forem-
nym opisujemy kolo, a procz tego
na kazdym boku sze$ciokata kres-

Rys. 267. limy nazewnatrz po pétkolu, tak iz

m—:—-—r—
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otrzymujemy sze§¢ ksiezycow. Wykre$li¢ drugie kolo, spolérodkowe
z pierwszym, tak, zeby pole figury, zawartej miedzy nim a sze§cio-
katem, rownalo sie sumie pol ksiezycow.

Rys. 268. Rys. 269.

35. Uzasadni¢ wskazany na rys. 269 podziat kola na n czesci,
majacych rowne pola.

Do najstynniejszych zagadnien matematycznych nalezg t. zw.
zagadnienia kwadratury kota i wyprostowania (rekty
fikacji) okregu. Sformulowaé je mozemy w sposéb nastepujacy
postugujqe ste wytqcznie cyrklem i linjalem, zbudowaé kwadrat, kidrego
pole réwnaloby sie polu danego kola, lub te: odcinek, kidrego dlugo$é
rownataby sie dlugosci danego okregu.

Zagadnienia te niepokoily umysty ludzkie od chwili, gdy geo-
metrja zaczeta stawaé¢ sie naukg. Dzi§ wiemy, ze oba te zagadnie-
nia sg niemozliwe do rozwigzania: datyby si¢ wprawdzie wymysleé
specjalne przyrzady do kwadratury i rektyfikacji, ale niepodobna
zbudowaé odpowiedniego kwadratu czy odcinka, jezeli mamy postu-
giwaé sie tylko cyrklem i linjalem.

To samo jednak zagadnienie mozemy z latwoscig rozwigzaé
w sposob przyblizony, co stanowi tre$é¢ nastepujacych zadan.

3€. Najstarsze znane nam dzielo matematyczné (podrecznik, u-
lozony pomiedzy 2000 i 1700 r. przed Chr. przez kaplana egipskiego
A hmesa)zawiera nastepujacy przepis na obliczanie pola kola o $red-
nicy = 9:

,,odejmij 1/; czeS¢ czyli 1; pozostaje 8; pomnoéz te liczbe przez §;
otrzymasz 64, pole rowna sie 64”.

Jakiej warto$ci na = odpowiada ten przepis?

37. Jaka warto$¢ przypiszemy liczbie =, jezeli za dlugosé okre-
gu uwazaé bedziemy sume o5 + 0,?

38. Hindusi posiadali nastgpujacy przepis budowania kota o polu,
réownajacym si¢ w przyblizeniv polu danego kwadratu: ,,od polowy prze-
katne] kwadratu odejmij polowe boku, réznic¢ podziel na trzy cze$ci
rowne i ze $rodka kwadratu zakres$l kolo, przechodzace przez pierwszy
punkt podzialu™. Jakiej wartoéci na = odpowiada ten przepis?
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39. Na ile czeéei rownych wypadloby dzieli¢ réznice miedzy
przekatng a bokiem kwadratu w zadaniu poprzednim, jezeli chcemy,
by konstrukeja odpowiadala warto$ci =, obliczonej z dokladnos$eig
do 0,001?

40. Ciekawa konstrukeje okregu wyprostowanego podatl w 1685 r.
jezuita Adam Kochanski, sekretarz kréla Jana III. Odzna-

cza sie ona znacznym stop-

niem przyblizenia i daje sie
A wykonaé¢ jednym rozwarciem
cyrkla.

Kredlimy $rednice AB,
przez B prowadzimy styczna,
kreslimy cieciwe BC=r, pro-
wadzimy OD prostopadle do

tej cieciwy, od D odkladamy
\,\ odcinek DE —3r; odcinek AE
IS jest niewiele mniejszy od po-
D B E lowy okregu. ZnaleZ¢ stopien
Rys. 270. przyblizenia tej konstrukeji.

41. KreSlimy dwie prostopadte do

siebie §rednice AA’, BB’ i kladgec OB=1,

kreslimy OC=%, AD =14, DE |/ OB;

B
R DF || EC; jezeli teraz odlozymy na pros-
/ \ tej odcinek rowny trzem promieniom i
0

dodamy do niego odcinek AF, otrzyma-

s my nowy odcinek, malo roéznigcy sie od
A diugoser polowy okregu. Obliczyé w po-
staci ulamka zwyczajnego warto$é na =,
odpowiadajaca powyzszej konstruke;ji.
Warto$é te znalazl w XVI w. Adriaen

B’ Antonisz¥*); zresztg juz okolo 430 r.
po Chr. znal jg astronom chinski Tsu -
Rys. 271. ching-czi.

¥) Zazwyczaj przypisuja to odkrycie jego synowi, zwanemu
Metiusem, ten jednak powiada wyraznie, Ze oglasza jedynie odkrycie
swego ojca.

KSIEGA V.

O potozeniu wzajemnym prostych
i ptaszczyzn.

ROZDZIAL 1.

O prostych i ptaszczyznach réwnolegtych.

§ 303. Przedewszystkim musimy przypomnieé nastepu-
jace pewniki, na ktorych opiera¢ si¢ bedziemy w dalszym
wykladzie.

Pewnik Ib. Prosta i punki, nie lezqcy na niej, wyznacza-
ja plaszczyzne. _ .

Wykazalismy juz (str. 9), ze temu samemu pewnikowi
mozna nadaé¢ dwie inne formy: . .

(1) trzy punkly, nie lezqce na jednej prostej, wyznaczajq
plaszczyzng; .

(2) dwie przecinajqce si¢ proste wyznaczajq plaszczyzr:g.

Teraz mozemy mu nada¢ jeszcze (rzecla forme, miano-
wicie: ‘

(3) dwie proste réwnolegle wyznaczajq Plaszczyzng.

Istotnie, rownolegle okreslilismy (§ 72) jako pewne prost.e

lezacew jednej plaszczyznie, jesli wigc mamy dane dwiz
proste réwnolegle a, b, tu przez to samo dana jest plgs.zczyj
zna, w ktorej one leza. Z drugiej strony, niema zadnej innej
plaszczyzny, w ktorej moglyby leze¢ proste a, b, gdyz Jedpg
z tych prostych, np. a i ktorykolwiek punkt M na drugiej
prostej wyznaczaja plaszezyzng.
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Uwaga. Jezeli powiemy, i% réwnolegte maja spélny punkt nie-
wlasciwy, to forma (3) pewnika nie rézni si¢ zasadniczo od formy (2).

Pewnik Ic. Prosta, lqczqca dwa dowolne punkty plaszczy-
zny, lezy na tej plaszczyznie czyli ma z nig wszystkie punkty
spolne.

Pewnik Id. Duwie plaszezyzny. majace punkl spélny, prze-
cinajq sie wedtug linji prostej, zwanej krawedziq tych plasz-
CZyzn.

§ 304. Na tych pewnikach mozemy oprze¢ nast¢pujace
symbole, kiérymi wypadnie postugiwaé sie:

[a, M] oznaczaé bedzie plaszczyzne, wyznaczona przez
prosta a i punkt M; )

[4, B, C] oznaczaé bedzie plaszezyzne, wyznaczong przez
punkty A, Bi C;

[a, b] oznaczaé bedzie plaszczyzne, wyznaczona przez
proste a i b;

[, B] ozraczaé bedzie krawedz dwoch plaszezyzn o i B.

§ 305. Pewnik Ilc. Plaszczyzna dzieli przesirzen na dwie
czesci (na dwa obszary), z ktérych kazda zawiera dowolnq ilosé
punktow.
A Znaczy to, ze jeSli punkty
\B A, B naleza oba do tego same-
go obszaru, wéwczas odcinek
/\‘?7 AB nie ma punktow spolnych
z plaszezyzna o, jezeli nato-
r miast punkty Bi Cleza w dwu
réznych obszarach, to odcinek
BC przebija plaszczyzne a w ja-
Rys. 272. kim$ punkcie K.*)

*)  Popularnie moznaby [te samg prawde tak wyrazié: plasz-
CzyZzna ma w naszym pojeciu dwie stro-
ny; z jednej strony na druga nie mozna
dostaé¢ si¢ inaczej, jak tylko przebijajac
plaszezyzne.
Zdawaloby sie,"ze ta zdolnogé po-
siadania dwéch stron przystugiwaé po-
8 winnalkazdej powierzchni; tatwo jednak
Rys, 273, zbudowaé model _t ZW. powierzchni je-

_"' — : L
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Punkt K nazvwamy punktem przebicia plaszczyzny a
przez prosta BC. Niekiedy méwimy o przecinaniu si¢ plasz-
czyzny z prosiq, zamiast o przebijaniu.

§ 306. Dwie proste moga leze¢ w przestrzeni wzgle_derp
siechie w trojaki sposob: albo przecinaja sig, albp sq do siebie
rownolegle, albo wreszcie nie maja zadnej spolnej plaszczyzn-y.

W tym trzecim przypadku powiedzielibySmy popula.lrl.lle,
ze dwie takie proste rozmijaja si¢ w przestrzeni (lub krzyzuja).

ktére nie mogq leze¢ we wspolnej plaszczyzZnie.

starczy obra¢ dowolng

plaszczyznie. Powiadam, ze -

ly one w jednej plaszczyznie, wowczas w tej plaszczyznie

OkreSlenie. Prostymi skosnymi nazywamy dwie prosie,
Aby wykazac¢ istnie- D
nie takich prostych, wy- A
plaszczyzne [ABC] oraz e §
punkt D, nie lezqcy w tej
proste DC i AB sa sko$ne. Rys. 27¢.
Istotnie, gdyby leza-
musialyby leze¢ cztery punkty A,B,C,D, co przeczy nasze-
mu zalozeniu.

Cwiczenia XLIX. 1. Na $cianach pokoiu, na meblach i t. d.
wskazaé pary prostych rownolegtych, przecinajacych sie lub sko$nych.
‘Wskazaé plaszczyzny, wyznaczone przez te proste.

2. Wskaza¢ w pokoju prosta, przebijajacg plaszczyzne.

Znale$¢ réwniez przyklady, ilustrujace pewnik Ilec.

3. Wskazaé w pokoju dwie przecinajace si¢ plaszczyzny, kra’t-
wedZ ich oraz wszystkie obszary, na ktére podzieli_}y one przes_trzen_.

4. Mamy dane cztery punkty A, B, C, D nie lezace w jedne]j
plaszczyznie. Jak nazywa si¢ krawedZz plaszczyzn [.ABC], [ACD]?
krawedz plaszezyzn [BCD], [DAB]? Wyliczy¢ wszystkie plaszczyzny,
wyznaczone przez te cztery punkty. ) ‘ )

5. Dane sq dwie proste a, b, przecinajace si¢ w pupkcw K,
i punkt M, nie lezacy w plaszczyznie [ab]. Nazwaé wszystkie plasz-

dnostronnej. W tym celu pasek papieru skrccam.y raz ]',eden (lub wo-
gole nieparzystq liczbe razy), poczym sklejamy.]egogkonce ‘(rys: 273).
Uczen przekona sie, ze caly pasek mozna teraz ]ednyn.1 pociggnieciem
pendzla pomalowaé z obu stron czyli mozna go obej$é¢ z obu stron,
nie przebijajac go nigdzie.
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czyzny, wyznaczone na naszej figurze. Nazwaé krawedzie kazdej pa-
ry plaszczyzn na naszej figurze.

Zrobi¢ model tekturowy, na ktorym bylyby uwidocznione
wszystkie plaszczyzny tej figury.

6. Wykazaé¢, ze na rys. 274 mozna znalez¢ nie jedng, lecz
trzy pary prostych skoénych.

7. Obieramy cztery punkty A, B, C, D w jednej plaszczyZnie
i punkt E poza tq plaszczezna. Ile mamy na naszej figurze prostych,
sko$nych wzgledem AE?

8. Ile wogole par prostych skoénych moznaby odszukaé na tej
Tigurze?

9. Jezeli trzy proste przecinaja si¢ parami w trzech punktach,
wowcezas musza wszystkie trzy leze¢ w jednej plaszczyznie. Czy
mozna to samo powiedzie¢ o trzech prostych do siebie rownolegtych?

10. Czy poprzednie twierdzenie da si¢ zastosowaé do czterech
prostych przecinajacych sie parami? Ile punktéw przeciecia mieli-
by$my wtedy?

§ 307. Mowiac o teorji prostych i plaszezyzn réwnole-
glych, musimy przedewszystkim zaznaczyé, ze pewnik IV
i wszystkie wnioski z niego pitynace pozostaja prawdziwe
i w stereometrji. W szczegolno$ci pozostaje prawda, ze przez
dany punkt A mozemy do danej prostej m poprowadzié tylko
jedng rownoleglta (§ 75, str. 55), gdyz punkt ten i prosta wy-
znaczaja plaszczyzne [mA], w ktorej, jak wiemy, istnieje tylko
jedna rownolegla do prostej m, przechodzaca przez punkt A.

§ 308. OkreSlenie. O prostej i plaszczyinie powiadamy, Zze
sq do siebie réwnolegle, jezeli nie majq ani jednego punklu
spolnego.

Jak zwykle przy wprowadzaniu nowego pojecia, musimy
wykaza¢, ze istniejq naprawde proste i plaszezyzny rownolegle

de siebie. W tym ce-
Iu pokazemy sposéb
budowania takich fi-
gur.

Niech bedzie dana
plaszczyzna @, a na

o, a niej prosta m. Przez
dowolny punkt K,
nie nalezacy do pla-
szczyzny o, prowadzi-
my plaszezyzne [Km],
Rys. 275. a w niej kreSlimy

&

O prostych i plaszezyznach r6wnoleg}ycﬁ, :

przez punkt K prosta p, réwnolegla. d9 m. Powiadam, ze
prosta p odpowiada naszemu okresleniu i jest rownolegla do
plaszezyzny a. . ’

Istotnie, gdyby p i @ mialy punkt spolny, punkt ten
musialby leze¢ na prostej m, czyli p i m przecinalyby sie, co
jest niedorzeczne.

Uwaga. Rzecz prosta, ze W powyzszym okreéleniu‘i w konstru-
keji mowa jest tyko o punktach wlasciwych. 1.\Tat0m1'ast pros‘ta P
ma z rownolegla do niej prosta m spolny punkt niewla$ciwy, a wigc p
i « majq spolny punkt niewlasciwy.

§ 309. Twierdzenie. Jezeli prosie m, p SQ do ‘siebie réwno-
legle, wowczas prosta p jest réwnolegla do kazdej plaszczyzng'],
przesunielej przez m (o 1le pominiemy plaszczyzng [mp], w kto-
rej leza obie te rownolegle).*) - .

Istotnie, gdyby prosta p przebijala w jakims$ pupkme X
plaszezyzng o, przesunieta przez prosta m, W tgklm razu?,
ten punkt przebicia X musiatby 1eieé.na proste] m, gdyz
prosta p lezy w calosci na plaszczyznie [mp], a krawedzia
plaszezyzn a i [mp] jest wiasnie prosta m.

Zalozylismy, ze proste m,p sa do siebie rownolegle, za-
tym wniosek nasz jest niedorzeczny.

§ 310. Twierdzenie. Jezeli
prosta p jest rownolegla do
plaszezyzny o, wowcezas w kaz-
dym punkcie lej plaszczyzny
mozemy wykresli¢ réwnoleglq
do prostej p.

Istotnie, jezeli na plasz-
czyznie o obraliSmy dowol-
ny punkt 4, wowezas plasz-
czyzna [Ap] przecina plasz-
czyzne o wedlug krawedz,
ktora jest rownolegla do p ‘Rys. 276.
(dlaczego?)

§ 311. Twierdzenie. Jezeli proslla m ].'esi rc’iwnolegla do
dwéch przecinajacych sie plaszezyzn e 1§ 10 jest réwnolegla do
ich krawedzi [e. §,.

*) Mozemy zreszta wyjatku tego nie robié i uvYaiaé, ze prosta
a, lezaca na plaszezyZnie a. jest do tej plaszczyzny rownolegla.

———————————
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’ Istotnie, jezeli K jest dowolnym punktem na krawedzi,
wowezas przez K mozemy poprowadzi¢ prosta, lezaca w plasz-
czyznié a i rownolegle do m, oraz pro-
sta, lezaca w plaszczyznie B i réwno-
leglta do m. Ale przez K przechodzi tyl-
Ke ko jedna rownolegla do m, zatym obie

' te rownolegle zlewaja si¢ w jedna pros-

ta i jest nia krawedz [aB], gdyz prosta
ta lezy jednocze$nie w obu plaszezy-
f znach a i B v

m

§ 312. Twierdzenie odwrotne (wzgle-
Rys. 277. dem § 311). Jezeli prosta m jest
' réwnolegla do krawedzi [o.8] dwéch plasz-
czyzn, lo jest réwnolegla do kazdej z tych dwu plaszezyzn o i B.
Wynika bezposrednio z § 310.

' § 313. Twierdzenie. Dwie proste réwnolegle do (rzeciej pro-
stej sq do siebie réwnolegle.
. Niech beda dane proste a, b, ¢ takie, ze a//c, t//c; mamy
dowiesé, ze a//b. v
Z.auwaimy, ze a1 b nie moga przecinaé sie, gdyz wtedy
przez ich punkt przecigcia si¢ przechodzilyby dwie proste,
rownolegle do tej samej prostej c.

Rys. 278.

Ale a i b nie moga by¢ réowniez skosne, je§li bowiem na
a ob.ierzemy dowolny punkt K, wowczas plaszezyzna [Kb]
musi by¢ rownolegla do prostej ¢ [dlaczego?] Gdyby
wigc prosta a nie lezala w plaszczyznie [Kb], to przez punkt
K moglibySmy poprowadzi¢ dwie rownolegte do prostej ¢
(ktére mianowicie?)

' Cwiczenia L. 1. Dana jest plaszczyzna =« i prosta m do niej
réwnolegta. Przez m prowadzimy dowolng plaszczyzne B; w jaki spo-
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sob krawedz [af] lezy wzgledem m? Co dzieje sie z ta krawedzia,
gdy B obracamy dokola m?

2. Czy dwie plaszczyzny a, 8, rownolegle do tej samej prostej
m, moga nie by¢ do siebie rownolegie? Zilustowaé na $cianach pokoju.

3. Dana jest plaszczyzna o« i punkt K, nie lezacy na niej; przez
K poprowadzié prosta, rownolegly do «.*) Ile rozwigzan?

4. Czy dwie proste a, b, rownolegle do tej samej plaszczyzny
Y, moga, sig przecina¢? Czy moga byé skoéne? Wskazaé¢ odpowied-
nie przykiady w pokoju, obierajac sufit jako plaszczyzng 7.

5. Jezeli proste a i b sg do siebie rownolegle, a procz tego b
jest rownolegta do plaszczyzny 7, to a jest rownolegla do 7.

6. Sformulowaé i zbadaé twierdzenie odwrotne do poprze-
dniego.

7. Jezeli a//b i jedna z tych prostych przebija plaszezyzng e,
to i druga przebija te¢ plaszczyzng. [Wskazo6wka: uwzgledni¢
plaszczyzne [ab] 1 jej krawedz z plaszczyzna al.

8. Jezeli punkty A, B, C, D nie leza W jednej plaszczyznie,
wowezas tworza t. zw. czworobok sko$ny. Dowieséé, ze srodki bokow
tego czworoboku sa wierzcholtkami réwnolegloboku.

Sporzadzi¢ model figury z precikow i drutow.

9. Przez punkt K poprowadzi¢ p laszcezyzne, rownolegla do pro-
stej a. Ile rozwigzan?

10. Przez prosta m poprowadzié¢ plaszezyzng, rownolegla do
prostej a. fle rozwigzan przy rozmaitych wzajemnych polozeniach
prostych a i m?

§ 314. OkreSlenie. Dwie plaszczyzny nazywamy réwnolegly-
mi, jezeli nie majq one wcale punkléw spolnych.

niej lezacy. Poprowadzmy
»
wiadam, ze plaszczyzna [mp]

przez K dwie proste m, p.
jest rownolegla do plaszezyz-
ny . L

Latwo znalez¢é mozemy sposob budowania takich plasz-
rownolegle do plaszczyzny o
Istotnie, gdyby te dwie

czyzn. Niech bedzie dana plaszezyzna a i punkt K, zewnatrz
(patrz zadanie 3, str. 317); po-
plaszczyzny przecinaly si¢ we- Rys. 279.

¥) W konstrukcjach stereometrycznych poszukujemy najpierw
elementow, ktoreby wyznaczyly nam odpowiednia plaszczyzne, a W niej
dokonywamy konstrukeji planimetrycznej. Np. W § 308 wyznaczy-
liémy najpierw plaszczyzne |Km], a W niej poprowadziliSmy rowno-
legla do prostej m.

]
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dlug jakiej$ prostej s, wowezas prosta s albo bytaby rowno-
legla do obu prostych m, p — co jest niedorzeczne (dlacze-
go?), albo przecinalaby przynajmniej jedna z nich, np.
p.rosta m. Ale i to przypuszczenie jest niedorzeczne, gdyz w ta-
kim razie prosta m przebijalaby plaszczyzne e.

§ 315. Twierdzenie. Je-
zeli dwie rownolegle plaszezyzny

D f przelniemy trzeciq, olrzymamy
¢ dwie réwnolegle do sieble krawc¢-
dzie.

Np. na rys. 280 kraweg-
dzie AB i CD sa do siebie ro-
wnolegle, gdyby bowiem prze-

s cinaly sig, to plaszczyzny a i §
A/B musiatyby rowniez przeciaé¢ sie,
co jest niedorzeczne, .
) (Dlaczego proste AB -
i CD nie moga by¢ sko-
Rys. 280. Sne?)

§ 316. Twierdzenie. Przez danq prostq m, réwnolegtq do
plaszczyzny & mozna poprowadzié tylko jednq plaszezyzne, rowno-
leglq do o.

Istotnie, gdyby przez prosta
m przechodzily dwie plaszczyzny
B 1, obie rownolegle do a, woOw-
czas wystarczyloby obraé¢ dowol-
ny punkt B na krawedzi m oraz
dowolny punkt A na plaszczyznie
o i przez prosta AB przesunacé ja-
kakolwiek czwarta plaszezyzne,
ktora musialaby, rzecz prosta,
przecigé wszystkie trzy plaszczy-
zny o. B 1. W ten sposob otrzy-

Rys. 281. malibysmy dwie proste b, ¢, row-
nolegte do prostej a i przechodza-
ce przez punkt B, co jest niedorzeczne.

Whniosek 1. Przez dany punkl A mozemy poprowadzié
tylko jednq plaszczyzne, réwnoleglq do plaszezyzny e gdyZ naj-
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pierw prowadzimy przez A prosta m, rownolegla do o przez
co sprowadziliémy zagadnienie do formy znanej.

2. Wszystkie proste, réwnolegle do danej plaszczyzny o i
przechodzqce przez jeden punkl A, tworzq plaszczyzne, réwno-
legla do o.

Cwiczenia LI. 1. Plaszczyzna, ktora przecina jedna z dwu ro-
wnoleglych plaszezyzn, przecina i druga. [Wskazowka: Sprowa-
dzié do niedorzeczno$ci; § 316].

2. Prosta, ktora przebija jedna z dwu rownolegtych plaszezyzn,
przebija i druga. [Ten sam § 316 oraz wniosek 2].

3. Dwie plaszezyzny rownoleglte do trzeciej sa rownolegte do
siebie. [Ten sam § 316].

4, Majac dane dwie proste sko$ne, przesunaé przez jedng z nich
plaszezyzne, rownolegla do drugiej.

5. Dane sa proste skosne a, b oraz punkt M, nie lezacy na
zadnej z nich. Przez M poprowadzi¢ prosta, ktoraby przecieta za-
réwno a, jak b. [Wskazo6wk a: prowadzimy plaszczyzng [Ma]. kto-
ra w punkcie K przebija prosta b],

6. Dane sa dwie proste sko$ne a, b; poprowadzié prosta, kto-
raby przeciela je obie i byla réwnolegla do danej prostej m. [Wsk a-
z6wka: przez a plaszezyzne, rownolegla do m].

7. Rozwigzaé zadanie 6 w zalozeniu, ze sieczna ma byé réwno-
legta nie do prostej m, lecz do danei plaszczyzny 7.

8. Mamy dang prostg nieruchomg a i prosta ruchomgq g. Obie
te proste stale przecinajq sie. Jak nalezy poruszaé prosta g, by za-
kre$lila ona plaszczyzne?

9. Jezeli proste a, b rownolegte do i -
siebie, przetniemy szeregiem plaszczyzn ‘\ A
réwnoleglych, otrzymamy odcinki pro- B’""ﬁ;l“"
porcjonalne. [ T\

10. Czy twierdzenie 9-te pozosta- N
je prawdziwe, jezeli proste g, b przeci- /_B[z o J
naja sie? By

11. Czy twierdzenie 9-te pozosta- ‘ \
je prawdziwe, jezeli a, b sa to dwie pro- / ] A;

B

1

(SR

ste skog¢ne? [Wskazowka: przez do- -y

- o=l

wolny punkt K za prostej a prowadzimy

réwnolegla do b —rys. 282]. \
12. Jezeli czworobok skosny ABCD

przetniemy plaszezyzna, rownolegly do Rys. 282.

obu jego przekatnych, wowczas plaszczy-

zna podzieli jego boki na odcinki proporcjonalne.
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ROZDZIAL 1I1.

O prostych i ptaszczyznach prostopadiych.

§ 317. Jezeli mamy dany odcinek AA’, wowczas 0§ sy-
metrji odcinka jest, jak wiadomo, miejscem punktow na pla-
szczyznie, rownoodlegtych od koneow A, A’ odeinka. Nasuwa
sie pytanie, jakie jest analogiczne miejsce geometryczne pun-
ktow w przestrzeni?

Obracajmy dokota AA’ figure, utworzona przez ten od-
cinek i przez jego o$ symetrji OB. Mamy wraZenie, ze 08
OB kresli plaszcezyzne; innymi stowami: Ze wszystkie proste.
prostopadle do AA” w punkcie O, tworza jedna plaszczyzne.

To nasuwa nam my$l o mozliwosci nastepujacego okres-
lenia i twierdzenia.

§ 318. OkreSlenie. Prostq a nazywamy prostopadtq do
‘plaszczyzny @, jezeli jest prostopadla do kazdej prosiej, lezqcej
w plaszczyznie o i przechodzqcej przez jej punkt przebicia.

§ 319. Twierdzenie. W przesirzeni miejscem geomelrycz-
nym punktéw, jednakowo odleglych od koricéw odcinka, jest pla-
szczyzna, prostopadta do odcinka w jego Srodku i zwana plasz-

czyznq symetrji odcinka.
A Jak zwykle, gdzie cho-
dzi o miejsce geometryczne,
musimy dowie$¢ dwoch twier-
dzen: prostego i przeciwnego.

} c 1-0. Wyobrazmy sobie,
0 D iz przez AA’ poprowadzilis-
my dwie plaszezyzny [ABA’]

i [ACA’] i ze OB, OC sa o-
siami symetrji odcinka AA’,
A wykreslonymi w tych dwoch
Rys. 283. plaszezyznach.
Osie OB, OC wyznacza-
ja plaszczyzne o. Dowiedziemy najpierw, ze kazdy punkt tej
plaszczyzny jest jednakowo odleglty od A i A’ 1 ze kazda pro-

sta OD, lezaca w plaszczyznie o, jest prostopadta do AA".
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W tym celu obieramy punkty Bi C dowolnie na osiach
symetrji i zauwazamy, Ze

A ABC= A A'BC

zatym X ABC = <t A’BC.

Jesli teraz na BC obierzemy dowolny punkt D, musi by¢

A ABD = A A’BD
zatym AD = A’D.

Poniewaz trojkat A AA’'D, w ktorym A0 = 0A’, jest
rownoramienny, zatym OD | AA’.

2-0. Niech bedzie dany punkt E, nie lezacy w plaszezy-
Znie &, a mianowicie polozony z tej samej strony plaszezyzny,
co i punkt A. Dowiedziemy, iz odleglo$¢ jego od A jest
mniejsza, niz od A’.

Jakoz polaczmy E z A iz A’ A

i niech prosta EA’ przebija plasz- @
czyzng oo w punkcie K. E

W plaszezyznie [AEA’] mamy / ;\kl /
0

(dlaczego?),

(dlaczego?),

dany odcinek AA’, jego o$ symetji
OK i punkt E, lezacy po tej same]
stronie osi symetrji, po ktorej znaj-
duje si¢ koniec A odcinka. Wobec
tego (§ 101, str. 76) musi byé YR« 284

AE < EA-.

§ 320. Wnioski. 1. Wszystkie proste, prostepadie do pro-
stej AA” w punkcie 0, lezq w jednej plaszczyinie o, kiéra jest
prostopadta do AA’, a zatym

2. Przez punkt dany na prostej mozemy poprowadzic¢ lyl-
ko jednq plaszczyzne, prostopadiq do lej prostej. -

3. W dowodzie powyzszego twierdzenia plaszczyzna o
byla wyznaczona przez dwie osie symetrji OB, OC odcinka
AA’, zatym

jezeli prosta jest prostopadla do dwodch przecinajqcych sie
prostych, lo jest prostopadla do calej plaszczyzny, wyznaczonej
przez te dwie proste.

§ 321. Okreslenie. Wszysikie plaszczyzny, jakie dajq sie

. przesunq¢ przez jednaq prostq, tworzq pek plaszczyzn.

Prosta ta nazywa sie krawedziq peku.

Geometrja elementarnas 21
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§ 322. OkreSlenie. Jezeli do plaszczyzny o wystawimy pro-
stopadtq i przez niq przesuniemy jakakolwiek plaz.szc.zyzng B,
wowezas powiadamy, ze dwie te plaszczyzny sq do siebie prosto-

padte.

L

Rys. 285. Rys. 286.

Whioskis 1. Jezeli krawedz peku jest prostopadta do plasz-
czyzny o, Wowczas wszystkie plaszczyzny pgku sq prostopadte do
a, i odwrotnie. -

2. Jezeli dwie plaszezyzny o, B sq do siebie prostopadie,
wéwezas kazda prosta, poprowadzona w jednej z nich proslopadle
do ich krawedzi, jest prostopadia do drugiej plaszczyzgy.

Np. na rys. 285 KL 1 ST oraz LM \ ST, a wigc prosta
KL jest prostopadia do @, prosta za$ LM jest prostopadia

do 8.

Cwiczenia LII, 1. Przez punkt A, nie lezacy na prostej m, mo-
zna poprowadzi¢ tylko jedng plaszczyzng prostopadia d'o m. '[\Vslfa—
z6wka: gdyby plaszczyzn prostopadtych miato by¢ dwie o 1 B, wow-
czas przecinamy je plaszczyzna [Am] i badamy figure plailgq, utwo-
rzong przez ten przekroj]. - .

9. Przez punkt A, lezacy na plaszezyznie «, mozna poprowa-
dzié do « tylko jedna prosta prostopadia. [Wskazowka: gd’y-
byémy mieli dwie prostopadle AB i AC, wowcezas badamy przekroj,
wyznaczony przez plaszezyzng [ABC]]. - .

3. Przez punkt A, nie lezacy na plaszezyznie @, m(?zemy po-
prowadzi¢ tylko jedna prosta, prostopadia do . [Wskazowka: ta
sama metoda, co w zadaniu 1 i 2]. ) »

4, Przez punkt A, lezacy na prostejm, poprowadzi¢ plaszczy-
zng prostopadia. .

5. Przez punkt A, nie lezacy na m, poprowadzi¢ plaszczyzng

~ prostopadlq do prostej m.
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6. Przez punkt A, nalezacy do plaszezyzny « poprowadzié
plaszczyzne, prostopadla do a.

7. Przez punkt A, nie lezgcy w plaszezyznie o
plaszezyzne, prostopadia do a«

8. Co mozna powiedzie¢ o wzajemnym polozeniu prostych a, b,
jezeli proste te sa

poprowadzi¢

(1) prostopadie do tej samej prostej c;
(2) 2 o s . Dplaszezyzny a?

9. Co mozna powiedzie¢ o wzajemnym potozeniu dwoch plasz-
czyzn o £, jezeli plaszezyzny te sq

(1) prostopadle do tej samej plaszezyzny 7t:
(2) 5 s ,,  prostej m?

10. Co mozna powiedzie¢ o wzajemnym polozenie prostej m
i plaszezyzny o jezeli oba te utwory sq

(1) rownolegle od tej samej prostej «;

(2) prostopadle,, ., 'y - 5

(3) rownolegle ,, ., . plaszezyzny 8:

(4) prostopadte,, ,, % 5

11. Prosta m jest prostopadia do plaszezyzny e: druga prosca
p przecina prosta m i jest réwnolegta do «. Co kre$li prosta p, jeze-
li poruszamy ja tak, iz pozostaje ona rownolegla do « i stale przecina
prosta p?

Okreslenie. Jezeli z koncow od-
cinka A B poprowadzimy prostopadle
AA’, BB’ do plaszczyzny o olrzyma-
my odcinek A’B’, ktory nazywa si¢
rzulem odcinka AB na plaszezyzne o.
Plaszezyzna o nazywa sie plasz-
czyznq rzutow.

T

A :
: | A
IS

Rys. 287.

12. Jezeli z punktu zewnetrz-
nego A poprowadzimy do plaszczyzny
a kilka odcinkéw, wowezas dlugo$ci
ich nie beda rowne. Zbadaé: 1) kto-
ry z odcinkow jest najkrotszy? 2) czy
istnieje odcinek najdiuzszy? 3) czy i
kiedy istnieja odcinki rowne? 4) kto-
ry z dwoch pochylych odcinkow jest
dluzszy?

Sformutowaé odpowiednie twier-
lzenia, zbadaé, czy sq odwracalne, i porowna¢ z § 70 (str. 51).

13. Odcinek AB ma 39 cm., odlegto$ci jego koncow od plasz-
- czyzny rzutéw rownaja si¢ odpowiednio 8 cm. i 44 cm.; obliczyé
~ dlugo$é jego rzutu na te plaszezyzne.

A

Rys. 28S.
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14. W $rodku O rombu wystawiamy prostopadla OK do jego
plaszczyzny: obliczy¢ odlegloSci punktu K od wierzcholkow rombu,
jezeli OK =1, bok rombu = a, mniejsza jego przekatna ==e¢.

15. Punkt K jest jednakowo odlegly od wierzcholkow trojkata
réwnoramiennego A ABC, lecz nie lezy w jego plaszezyznie; obliczy¢
dlugo$é odcinka AK, jezeli wiadomo, 7e odlegto$¢ punktu K od pla-
szezyzny trojkata rowna si¢ h.

16. Dany jest trojkat rownoramienny A ABC oraz punkt K,
jednakowo odlegly od jego bokow, lecz nie lezacy W jego plaszezyz-
nie. Znale$¢ dwoma sposobami: 1) zapomoca rachunku, 2) zapomocg
wykresu odlegto$¢ punktu K od plaszczyzny trojkata, jezeli mamy
dane, ze odleglos¢ K od boku trojkata = b.

17. Punkt, znajdujacy si¢ poza plaszezyzna kata prostego, od-
legly jest od wierzcholka kata prostego o a cm., od ramion jego o
» cm. Znale$¢ odleglo$t tego punktu od plaszczyzny kata prostego.

18. Dowies¢, iz dwie rownolegle plaszczyzny sa rownoodlegle.

19. Jakie jest miejsce punktow przestrzeni, rownoodlegtych
trzech punktow A, B, a2

90. Dane sa dwie plaszezyzny i na jednej z nich punkty A,
B, C; znale$¢ na drugiej plaszczyznie punkt, réwnoodlegty od 4, Bi C.

91. Dane sa dwie skoéne @, b; znalezé na prostej b punkt, je-
dnakowo odlegty od punktow A,, A, prostej a.

99, Dane jest koto (O)r i punkt A, nie lezacy W plaszczyinie
kola. Znalezé najkrolsza i najdiuzsza odleglo$¢ A od okregu kota.

923. Mamy dany pek plaszczyzn 0 krawedzi a oraz punkt 0,
nie lezacy na tej krawedzi. Z O prowadzimy do wszystkich plasz-
czyzn peku proste prostopadte; jakie jest miejsce geometryczne spod-
kow prostopadlych?

24, Dane cg dwie proste przecinajace si¢ @, b; jakie jest miej-
sce geomelryezne punktow przestrzenti, jednakowo odleglych od obu
prostych? '

95. To samo zagadnienie, jezeli a//b.

26. Dane sa dwie proste skoéne a, b; wykreéli'(‘:
prosta, ktora bylaby prostopadla do obu tych prostych.

[Analiza: prowadzimy przez
a plaszezyzng 1 rownolegla do b,
przez b za$ plaszezyzng II rownolegla
do a; wszystkie proste, prostopadte do
plaszezyzny 1 i przecinajace prosta b,
leza W plaszezyZnie III, przesunigtej
przez b prostopadle do plaszczyzny L.
Tak samo w plaszezyznie IV leza Wszy-

zny 1L i przecinajace prosta a. Wobec
tego zadana prostopadia musi by¢ kra-
Rys. 289. wedzia plaszezyzn III i IV].

stkie proste, prostopadle do plaszezy-,

O prostych plaszezyznach réwnowaznych. 325

27. Wykaza¢, ze prostopadia, zbudowana w poprzednim zada-

niu, jest zarazem najkrots : . :
Slcoknymi. I zg odleglo$cia miedzy dwiema prostymi

28. Uprosci¢ konstrukeje zadania 20- j
R By L je nia 20-go, odrzucajac zupehie

ROZDZIAL 11

O katach miedzy prostymi i ptaszczyznami.

' §.323,' Twierdzenie. Dwa kaly plaskie o ramionach odpo-
wle(?m.o réwnolegtych albo réwnaja sig sobie, albo spelniajq sie
zaleznie od tego, czy kqly majq len

sam zwrot czy zwroly przeciwne. A
Wystarczy dowie$é twierdzenia T
dla przypadku, gdy ramiona obu 0. ey

kqt()w maja zwroty zgodne, a wiec ]
i katy maja ten sam zwrot. :
' W tym celn na ramionach ka-
tow odl6zmy rowne sobie odcinki
0A—0B—0A'"—0/B%
szyorobok 00'A’A jest rowno-
legtobokiem (dlaczego?),
tak iz 00'=AA'
Tak samo 00'=BB'
skad wynika, Ze czworobok A 4’B’,B i OWT i
ok y jest rownoleglobokiem
a wiec AB=A'B'
i AOAB= AUOA'F.
Stad wynika, ze CAOB=<A'0O'B'.

Rys. 290.

§ 324. Okreﬁlenig. Kalem miedzy dwiema proslymi nazy-
wamy kqt, zawarly miedzy dwiema rownoleglymi do lych pr;—
stych, poprowadzonymi z jednego punkiu.

i Mozemy tedy mowi¢ o kacie miedzy dwiema sko$nymi
a, b; wystarczy z dowolnego punktu M na prostej a popro-

- wadzi¢ réwnolegla do o : k i ¢
4 : kat miedzy ta réwnolegte 3
- nazywamy katem miedzy a i b. 13 Aegros 2
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§ 325. W szczegOlnosci bedziemy nieraz mowili, ze
dwie proste sa wzgledem siebie prostokalne, jezeli kat miedzy
nimi, okreslony jak powyzej, jest prosty. Termin prostopadle
zachowany dla takich prostych, ktore nie tylko sa prosto-
katne, ale procz tego przecinaja sig.

Uczen sam wykaze, ze wniosek 3, § 32¢ da si¢ ujac
w sposob nastepujacy:

Prosta jest prostopadia do plaszczyzny, jezeli jesl prosto-
kqtna wzgledem dwéch przecinajqcych sie prostych na tej plasz-
czyznie.

§ 326. PrzypuScmy, ze 7 punktu zewnetrznego K popro-

~ wadzono do plaszczyzny o pochyla KO i wykreélono rzut jej

0OA na te sama plasz-
czyzng. Z panktu O
zakre$lmy kolo (0)A
i wyobrazmy sobie.
ze punkt ruchomy B
przebiega, poczyna-
jac od punktu A, pot-
okrag ABC w zwro-
cie, zZaznaczonym
1 strzala. Cieciwa AB
-~ ro$nie, a wige ros$nie
i pochyla KB (dla-
Rys. 291. czego?). W trojka-
cie A KOB dwa boki
(ktore?) sa stale, trzeci za$ ro$nie, zatym przeciwlegly mu
kat <L KOB weciaz ro$nie.
Jak widzimy, wérod katéw, ktore prosta KO tworzy
z prostymi plaszczyzny o, najmniejszy jest kat <C KoA
miedzy prosta KO i jej rzutem.
To nasuwa nam pomyst nastepujacego okreslenia:

H

Okreélenie. Kalem nachylenia prostej do plaszczyzny (albo
krocej: kqtem miedzy proslq i plaszczyznq) nazywamy kat mie-
dzy lq prostq a rzutem jej na plaszezyzne.

Jest {o najmniejszy z kalow, jakie prosta nasza lworzy

z proslymi, lezqcymi w plaszczyznie rzuldw.

§ 327. Twierdzenie. Kqt prosty rzutuje sie na plaszczyzne jako
kat prosty, jezeli jedno jego ramie jest do lej plaszczyzny réwnolegle.

O katach migdzy prostymi i plaszczyznami. 327

Ze wzgledu na réwnosé¢ katéw o ramionach rownoleglych,
wystarczy zbadac¢ przypadek, gdy jedno ramie kata prostego
nie tylko jest rownolegle do ptasz- )
czyzny rzutow, ale poprostu lezy
na niej.

Niech bedzie dany kat pros-
ty & AOB, ktorego rami¢ OB le-
zy na plaszezyznie o; mamy do-
wie&é, ze rzut tego kata czyli kat
2 A’OB jest rowniez prosty.

W tym celu zauwazmy, ZzZe

proste AA’ i OB sa wzglgdem Rys. 202.
siebie prostokatne (dlaczego?).
Tak wiee prosta OB jest prostokatna wzgledem dwoch pros-
tych AA’ i AO, lezacych w plaszezyznie B, zatym jest pro-
stopadla do tej plaszczyzny czyli jest réwniez prostopadla do
prostej OA’, lezacej w plaszczyznie B.

§ 328. Twierdzenie powyZsze ma dwa zaloZenia (ja-
kie?), mozemy wicc uiworzyé dwa twierdzenia odwrotne.
Jedno z nich pozostawiamy czytelnikowi do sformulowania
i zbadania; drugie, jako wazniejsze, podajemy ponizej.

Twierdzenie odwrotne. (wz gledem tw. § 327). Jezeli

rzutujemy na plaszezyzne kal, kiérego jedno ramie jest do lej
plaszezyzay réwnolegle, i jezeli w rzucie olrzymalismy kal prosly,
dowdd 1o, ze rzutowany kaql byt prosty.
' Znoéw, jak w § 327, wystarczy zbadaé¢ przypadek, gdy
jedno ramie kata lezv na plaszczyznie rzatow a (rys. 292).
Mamy tedy dane, ze QCA’OB=0¢ i ze prosta AA’ jest prosto-
padla do «; trzeba dowies¢, ze L AOB=a.

Tak jest istotnie, gdyz prosta OB jest prostokatna
wzgledem dwoch prostych 0A’ i AA’ (dlaczego?), leza-
cych w plaszezyznie B, jest wigc prostopadla do prostej OA,
lezacej w tej samej plaszczyznie. .

- § 329. OkreSlenie. Dwuscianem albo klinem nazywamy
figure, utworzonq przez dwie pélplaszezyzny o spolnej krawedzi.

§ 330'. Jezeli na Scianach dwus$cianu wykre$limy prosto-
padte do jego krawedzi (np. proste OA, OB na rys. 293),
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otrzymamy kat plaski (SC AOB), zwa-

\ ny kaqlem linjowym dwuscianu.

/0\\\ Gdybyé.n'ly tg sama lfo.nstrukch
e S h przeprowadzili w innym miejscu kra-
. JUN wedzi, np. przy punkcie ¢/, otrzyma-
4 T~ | libysmy kat <L A'OB, réwnajacy sie

B katowi <7 AOB (dlaczego?).

e Tak wiec (1) kazdemu dwusciano-

/ ~_ 5 o e e
// g wi odpowiada kqt linjowy w zupetnosci

wyznaczony.

Beyss 295, Odwrotnie: jezeli obierzemy do-

wolny kat plaski CAOB (rys. 294),
z wierzcholka jego O wystawimy prostopadla OK do plasz-
czyzny kata i przesuniemy dwie plaszczyzny: jedna przez pro-
ste OK i 0A, druga przez OK i 0B, otrzymamy dwuscian
w zupelno$ci wyznaczony.

Tak wiec (2) kazdemu kqlowi linjowemu odpowiada dwu-
$cian w zupelnodci wyznaczony.

Jak widzimy, miedzy dwuscianami (klinami) z jednej
strony, a katami linjowymi z drugiej zachodzi doskonala
odpowiednio$¢: kazdemu dwuscia-
nowi odpowiada jeden i tylko jeden
kat linjowy, i odwrotnie: kazdemu
kaqlowi linjowemu odpowiada jeden
i tylko jeden dwuscian.

Wobec tego poréwnywanie
dwuscianow (klinéw) mozemy za-
stapi¢ porownywaniem ich katow
linjowych. W szczegolnoSei mo-

okres$len:

Rys. 294, OkreSlenia 1. Dwa dwusciany
(kliny) nazywamy réwnymi, jezeli
réwnajq sie sobie ich kaly linjowe.
2. 7 dwéch dwuscianéw uwazamy za wigkszy len, kiore-
go kqt linjowy jesl wigkszy.
3. Dwusciany uwazamy za proporcjonalne, jezeli ich kaly
linjowe sq proporcjonalne.

zemy ustali¢ szereg nastgpujacych
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§ 331. W § 19, str. 14 mowilismy, ze katom plaskim
mozemy przypisa¢ dwa zwroty, wprost sobie przeciwne. Mo-
zemy to samo powiedzie¢ o dwuscianach. Wyobrazmy sobie
mianowicie obserwatora, ktory stoi na plaszezyznie a (ry's.
204) i ma glowe zwrécona w kierunku strzaiki; jezeli dla
takiego obserwatora kat linjowy <{AOB (a wraz z nim
i dwuscian) powstaje przez obrot pélprostej OA (polplasz-
czyzny OAK) w zwrocie, przeciwnym
ruchowi strzulek zegaru, a wiec od pra-
wej reki ku lewej, wowczas kat SCAOB

i dwuscian nazywamy dodalnimi.

W przeciwnym razie uwazamy kat ¢
linjowy i dwuscian za ujemne.

§ 332. Dwuscian oznacza¢ bedzie- B
my w dwojaki sposéb: \
symbol < (2.f) oznaczaé bedzie klin Rys. 205.
miedzy plaszczyznami o i f;

symbol <L AB(CD) oznacza¢ bedzie klin, ktorego krawe-
dzia jest prosta AB, S$cianami za$§ sa plaszczyzny [ABC]
i [ABD] (rys. 295).

A

AN

D

Cwiczenia LIII. 1. Kat ostry (lub rozwarty) rzutuje si¢ na pla-
szezyzne w postaci kata ostrego (lub rozwartego), jezeli jedno jego
ramie jest réwnolegle do plaszezyzny rzutow.

2. Zbadaé kliny odpowiadajace sobie, jednostronne etc., ktore
otrzymamy, jezeli dwie réwnolegle plaszczyzny przetniemy dowolna
trzeciq plaszcezyzna.

3. Jezeli na jednej z dwoch przecinajacych si¢ plaszczyzn: Wy-
kreslimy wszelkie mozliwe proste, wowezas okaze sie, ze ta z nich,
ktéra jest prostopadia do krawedzi, tworzy najwiekszy kat z druga
plaszezyznag.

4., Zbudowaé plaszczyzne, dzielaea dany klin na polowy (ENE
zbudowa¢ plaszezyzne dwusieczng). Jakim miejscem geometrycznym
jest ta plaszczyzna?

=

5. Dana jest plaszczyzna o i na niej prosta m. Przez m prze-
sunaé plaszezyzne, ktora tworzylaby z plaszczyzna a klin o danym
kacie linjowym.

6. Przez dany punkt poprowadzi¢ prosta, ktoraby do dwoch
danych przecinajacych si¢ plaszezyzn byla nachylona pod danymi
katami.

7. Majac dany klin, wystawiamy w punktach A i B dwie pro
ste prostopadle do jednej jego $ciany. Odleglosci punktow A, B od
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krawedzi klina rownajg si¢ odpowiednio m ecm. i k em.; odcinek
pierwszej prostopadlej, zawarty miedzy Scianami klina, rowna sig
a em.; obliczyé odpowiedni odcinek drugiej prostopadiej.

8. Z punktu A na $cianie klina, ktorego kat linjowy = 60°,
prowadzimy dwie prostopadie: jedna do drugiej $ciany, druga za$ do
krawedzi klina. Pierwsza z nich réwna si¢ 16 cm.; obliczy¢ dlugos$é
drugiej z dokladno$cig do 0,1 cm.

KSIEGA VL

O katach brytowych i o wieloscianach.

ROZDZIAL 1. |
O katach brytowych (narozach).

§ 333. Niech bedzie dany dowolny wielokat (wypukly)
A Ay . Ay, ... Jezeli wierzcholki jego polaczymy prostymi
z punktem O, nie lezacym w plaszczyznie wielokata, otrzyma-
my figure, zwana kqlem brytowym albo narozem.

Naroze ograniczone jest przez n katow plaskich A A, 04,

XA, 0A,, ..., L AL0A,, ktore nazywamy $cianami naroza.

Polproste 0A4,, OA,, ..., OAR nazywamy krawedziami, punkt
0 za$ wierzcholkiem naroza.

Rys. 297.

e inne
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Naroze, majace trzy tylko $ciany i trzy krawedzie, zwie
sig tréjscianem.

Trojécian ma 3 Kliny (jakie?). Naroze o n S$cianach
ma n klinow.

Trojscian, odpowiadajacy rysunkowi 297, oznaczamy sym-
bolem O (ABC); analogicznie naroze wieloScienne na rys. 296
oznaczyliby$my symbolem O (A;A,A5A4, Ay).

§ 334. Twierdzenie. Swuma dwéch Scian tréjécianu jest
zawsze wiegksza od trzeciej $ciany.

Wystarczy dowie$¢ tego twierdzenia dla najwiegkszej
Sciany.

Niech bedzie dany trojScian
0 (ABC), jak na rys. 293, i niech
najwigksza jego Sciang stanowi kat
<L AOC. Mamy dowies¢, ze

X AO0C<<LAOB + < BOC.

W tym celu na najwigksze]
Scianie odkladamy Kkat

X AOD = L AOB,
oraz odkladamy
oD’ = 0B,

poczym obieramy na krawedzi OC
dowolny punkt C i przez trzy punkty A, B, C przesuwamy
plaszczyzne, ktora przecina, oczywiScie, trojscian. W prze-
kroju powstaje trojkat A ABC.

Zauwazmy najpierw, Zze

A AOB= A AOD {dlaczego?),

Rys. 298.

zatym AB i A 5, o e ms s wiis (1)

Ale z A ABC mamy nier6wnosé
: AC<< AB + BC
czyli AD + DC< AB + BC
Stad i z rownosci (1) wynika, Ze
DC<BC................... 2)

Poniewaz trojkaty A DOC, A BOC maja po dwa boki
rowne (ktore?). lecz trzecie ich boki nie sa sobie rowne,
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zatym mnaprzeciw wiekszego boku lezy wiekszy kat. W ten
sposob z nierdwnosci (2) wynika, Ze
<X DOC < < BOC,
a wiee rowniez
X A0C < L BOC 4 9. AOB.

§ 335. Twierdzenie. Suma Scian (réjScianu jesl mniejsza
od czlerech kaqtow prostych.

&

A .jnnﬂllllllli/lllm///////

Rys. 299.

Niech bedzie dany tréjscian O(ABC). Przedluzmy jego
krawedz OA poza wierzcholek. Powstanie w ten sposéb no-
wy trojscian O(A’'BC), ktory ma z danym spolna Sciane
< BOC, dwie za$ drugie Sciany <L BOA’, <L COA' sa katami
przyleglymi do écian U AOB, < COA pierwszego naroza.

Mamy tedy »

XL AOB + X A'OB + <L AOC + L A'0C = 360°. .. (1)
Ale zwazmy, ze w trojscianie O(A'BC) mamy
XL A'OB + <L A'0C > <1 BOG;
stad i z rownosci (1) wynika, ze

X AOB + <L AOC + <L BOC << 360°.

Uwaga. I'wierdzenie to daje si¢ rozszerzy¢ na dowolne
katy brylowe wypukle. Niech bedzie dane np. naroze
czworo$cienne O(ABCD). Plaszezyzny AOB i DOC nie sa
do siebie rownolegle. Niech OE bedzie krawedzia tych
plaszezyzn. (Na rysunku przecieliSmy naroze plaszczyzna
ABCD, aby uwidocznié¢, iz OE jest istotnie krawedzia plasz-
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o czyzn OAB 1 ODC). Naroze czworo-
/ Scienne dane zastapiliSmy trojScianem
O(ADE), przez co powigkszyliSmy sume
Scian naroza, gdyz

X BOC <L < BOE + < (OE
(dlaczego?).

Suma $cian tréjscianu jest mniej-
sza od kata pelnego, zatym suma $cian
g W narozu czworoSciennym byla tym
bardziej mniejsza od 360°.

Rys. 300.
§ 336. Dwa trojsciany takie, jak
O(ABC) i O(A’BC) na rys. 299 nazywamy przylegtymi. Maja
one spolna $ciang, a pozostale dwie $ciany jednego sa katami
przylegtymi do odpowiednich dwu $cian drugiego,

§ 337. Niech bedzie
dany jakikolwiek dwu-
seian.  Z dowolnego pun-
ktu O, lezacego wewnatrz
dwuscianu, prowadzimy
prostopadte 01, OB do je-
go $cian. Wyznaczaja o-
ne plaszezyzne o prosto-
padla do krawedzi dwu-
Scianu. W plaszezyznie
tej mamy  czworobok
AOBC, w ktorym prze-
Ry .3 ciwlegle katy <7AOB 1

<L ACB spelniaja ste (d1a-
czego?).

Opierajac si¢ na tym spo-
strzezeniu, mozemy wprowadzi¢
pojecie {rdéjsciandw biegunowych
albo spelniajqcych sie.

Niech bedzie dany troj-
cian O(ABC). Wewnatrz niego
obieramy dowolny punkt O’ i
Rys. 302. prowadzimy do Scian trzy pro-
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stopad'e O'A’, O'B’, 0'C’. W ten sposéb powstaje nowy troj-
scian 0 (A'B’ ("), ktory nazywamy biegunowym albo spelniaja-
cym si¢ z danym.

Latwo widzie¢, ze sciany jednego tréjscianu spelniajq sie
z kqlami linjowymi drugiego (dlaczego?)

§ 338. Dla trojScianéw mozemy
wprowadzi¢ symbole analogiczne do tych,
ktorymi postlugujemy si¢ przy badaniu
trojkatow. Kazdy mianowicie klin mo-
zemy oznaczy¢ jedna duza litera z doda-
niem znaku kata, gdyz z§ 330 wynika, ze
mierzenie klinow zastapi¢ mozna przez
mierzenie ich katow linjowych. Np. na
rys. 303 klin o krawedzi OA oznaczylibys-
my symbolem < A; analogicznie mieliby$-
my na tej samej figurze <C B i <C(C jako Rys. 303.
symbole dwoch pozostalych klinow.

Sciany mozemy oznaczy¢ literami malymi. Wobec tego
$cianeg <L #OB oznaczylibysmy przez <Lc¢, jako przeciwlegla
klinowi <¢ C, $ciane <7 AOC oznaczyliby$my przez <b, jako
przeciwlegla klinowi <C B, $ciane <C BOC oznaczylibySmy przez
X a, jako przeciwlegta klinowi < A.

Tak samo na rys. 304 w trojscianie o wierzcholku O’
mieliby$my kliny <C A’, <C B’, L€' i éciany <Ca’, SCb', <L

§ 339. Twierdzenie. Suma
klinéw tréjscianu zawiera sig pc-
miedzy 23 1 63.

Aby tego dowies$¢, wystar-
czy zbudowa¢ dwa dowolne
trojéciany spelniajace sig, jak
na rys. 304. Jakoz mamy:

Xa+ LA =20
XLb + LB =20
L+ XC -+ 29,

a wiec (SCa + D + <o)+ (A A+ B+ L C') =¢€o,
poniewaz za$ La+ <Ab -+ <Le<< 49,
zatym 20 <A+ B + LC < e

Rys. 304.
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§ 340. PoznaliSmy zasadnicze wlasno$ei Klinéw i Scian
trojscianu.  Z kolei wypadaloby zastanowié¢ si¢ nad pojeciem
rownosci narozy wogole i trojscianow w szczegolnoSci. Zda-
waloby sig, Ze réwne trojSciany mozna okre$li¢ jako takie,
ktore maja odpowiednio rowne $éciany i kliny. Latwo jednak
mozemy si¢ przekonaé, ze takie okreSlenie jest niedostateczne.

Rys. 305.

Jakoz obierzmy dowolny trojscian O(ABC) i przedluzmy
wszystkie jego krawedzie poza wierzcholek (rys. 305). Otrzy-
mamy w ten sposéb t. zw. {réjscian wierzchotkowy O(A’B'C’).
Rzecz jasna, ze wszystkie $ciany 1 kliny jednego tréjscianu
rownaja sie o’dpowiednim elementom drugiego, a jednak twier-
dze, ze trojscianow tych nie mozemy uwazaé za rowne sobie
w tym sensie, w jakim zwykle méwimy o rownosci dwoch figur
materjalnych. Istotnie, gdyby$Smy mieli dwa réwne sobie ma-
terjalne trojSciany o niezmiernie cienkich §cianach, wowezas
mozna byloby jeden z nich dokladnie nalozyé¢ na drugi, tym-
czasem z trojscianami wierzcholkowymi uczynié tego nie mozna.
Gdyby$my cheieli materjalny trojscian O(A'B’C’) nalozy¢ na
O(ABC), wowczas mogliby$my albo obroéci¢ go o 180° dokola
punktu O tak, by CA’OB’" upadl na <C AOB, przyczym $ciany
XL AOB, L A0OB’ pozostawalyby podczas tego ruchu zawsze
w jednej plaszezyznie (rys. 306), albo tez moznaby O0(A’B’'C’)
obroci¢ réwniez o 180° dokota dwusiecznej kata ST A'OB (rys.
305). Rzecz prosta, ze podczas tego ruchu $ciany <CAOB,
L A’OB’ nie moglyby leze¢ w jednej plaszczyznie.
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W pierwszym przypadku krawedz OC’ znalazlaby si¢ pod
- plaszezyzna AODB (rys. 306). w drugim za$ krawedz 0A’ upa-
dlaby na OB, krawedz zas OB’ upadlaby na OA, wobec czego
krawedZz O’ przybralaby polozenie OC na rys. 305.
Widzimy tedy, ze gdy mowa o réwnych trojscianach,

- musimy uwglednia¢ nie tylko wielkosSci klinéw i $cian, lecz i
- porzadek, w jakim sa one rozmieszczone. Istotnie, wyobraz-
my sobie, ze kto§, znajdujac si¢ w wierzcholku O trojscianu
O(ABC), zwrécony Jest twarza ku otworowi tego trojscianu.
Takiemu  obserwatorowi
~wydawa¢ si¢ bedzie, iz kra-
~ wedzie 0A, OB, OC naste-
~puja po sobie w zwrocie,
przeciwnym ruchowi wska-
. zowek zegara (rys. 307).
Jezeli jednak ten sam ob-
 serwator zwraci sie twarza
~ ku otworowi trojscianu »
wierzchotkowego O(A’B'C’), wowezas krawedzie 0A’, OB, OC’
~ beda, z jego punktu widzenia, nastepowaly po sobie w zwro-
~ cie, zgodnym z ruchem wskazowek zegara.
W ten sposob obserwacja sklania nas do przypisywania
trojscianom zwrotow. Zwrot tréjScianu O(ABC) w powyz-
szym przykladzie nazywamy dodatnim,  zwrot za$ tréjscianu
O(A’B’C’) nazywamy ujemnym.
Latwo dostrzec, iz fréj$ciany wierzchotkowe sq symetrycz-
ne wzgledem $rodka 0, jezeli dla figur przestrzennych zachowa-
my to samo okreslenie symetrji wzgledem $rodka, ktére poda-
my w § 95, (str. 72) dla figur plaskich.

Niemozno$¢ naloze- ) ;
a na siebie trojscianow o
etrycznych jest zupel-
e analogiczna do pewne-
) zjawiska planimetrycz-
0.

Rys. 307.

Niech bedzie dany
A\ ABC, nie posia-
tow rownych. Je-
Len przeksztal-
trycznie wzgle-
osi m, otrzy-
8t -/ A'B'C’,
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majacy te same katy i boki, co i trojkat dany. Gdyby$my jednak
cheieli trojkat materjalny A A’B’C’ doprowadzi¢ do przystania z troj-
katem A ABC, nie opusczajac ptaszczyzny, W ktorej
oba one lezg, okazaloby si¢ to rzecza niemozliwa: trzeba byloby
jeden z nich wyjaé z plaszczyzny rysunku, obroci¢ na drugq strone
i wowczas dopiero natozyé na drugi trojkat.

To samo zjawisko mamy przy tréjécianach wierzcholkowych:
nie mozemy ich doprowadzié do przystania, gdyz nie mozemy jed-
nego z nich wyjaé z przestrzeni trojwymiarowej, w ktorej si¢ oba
znajduja.

§ 341. Wszystkie te rozwazania prowadza nas do na-

stepujacego
Okreslenie. Duwa tréj$ciany nazywamy réwnymi sobie, je-
seli majq one odpowiednio réwne Sciany i kliny i jednakowe

zwroty.
Aby zaznaczyé, ze dwa trojéciany 7,1 T, sa sobie ro-
wae, bedziemy pisali T,=T,.

§ 342. Jak przy badaniu trojkatow, nasuwa si¢ pytanie,
czy przy rozpoznaniu réownosci trojscianéw musimy uwzgled-
niaé wszystkie sze$¢ rowno$ci miedzy klinami i Scianami, czy
tez wystarczy zbadanie niektorych z nich.

Odpowiedz na to znajdziemy w nastepujacych zadaniach
i twierdzeniach.

§ 343. Zadanie I. Zbudowacé tréj$cian, majqc dany jeden

jego klin i dwie $ciany przylegle do tego klinu.
]g J Niech bedzie dany

klin o krawedzi OC, zawar-
ty miedzy plaszczyznami
IilII (rys. 309) oraz dwa
katy plaskie <Ca i <.
Zbudujmy na plaszczyznie

plaszezyznie za$ Il kat
X BOC = <. Przez pro-
ste OA, OB przesungé¢ mo-
zemy tylko jedna plaszezy-
zne, trojscian wieec O(ABC)
jest w zupelno$ci wyzna-
czony.

I kat CAO0C = <(a, na
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Tak wieec majac dany klin i dwie przylegte do niego $cia-
ny, mozemy zbudowa¢ jeden i tylko jeden tréjécian O(ABC)
majacy dany zwrot. J

Powiadam: ,majacy dany zwrot“, gdyz moglismy row-
nie dobrze odlozyé <CB na plaszezyznie II, kat <X o zaé na
p.laszczyz'nie II, ale otrzymany trojscian miatby zwrot prze-
ciwny.

Wynika stad nastepujace

§ 344. Twierdzenie. Duwa tréjsciany sq albo réwne, albo
symetryczne, jezeli majq po réwnym klinie, zawartym miedzy
dwiema odpowiednio réwnymi Scianami.

§ 345. Twierdzenie. Dwa (réjsciany réwnajq sie sobie,
albo sq symetryczne, jezeli majq po rownej Scianie, zawartej mie-
dzy dwoma odpowiednio réwnymi klinami.

Istotnie, jezeli w trojécianach 7, i T, mamy

LA, =<A, LB, =B, L= <L
wowezas w tréjScianach 77, i 77, spelniajacych si¢ z danymi,
musi byé

Ly = Ly Lb =g, LC =L,

wobec tego, na mocy § 343, musi byé

T,] = le’
a stad wynika (§ 337, 341), ze i
7 T,=T..

§ 346. Zadanie Il. Zbudowac Iréjscian, majqc dane lrzy
jego Sciany <Ca <Cb, <Aec.

Rzecz prosta, iz te trzy katy powinny spelnia¢ warunki,
zawarte w twierdzeniach §§ 334, 335.

Przeprowadzmy analize¢ zadania. Niech O(4ABC) bedzie
zadanym tréjScianem. Jezeli z dowolnego punktu A4 na kra-
wedzi OA poprowadzimy

AB 1 0B, AC 1 oOC

1 jezeli A’ jest rzutem punktu A na Sciang COB, woéwczas
musi byé rowniez

AC 1. 0C, A’'B 1 OB (dlaczego?)
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Tak wige katy®
<X A’'CA, <CA’BA sa
i katami  linjowymi
S/ L— dwu$cianow < C i
: > B
Figura nasza skla-
da sie z czworoboku
OBA’C o dwoch ka-
tach prostychizczte-
rech trojkatow pro-
stokatnych. Wyko-
najmy teraz klad tej
Rys. 310. figury na plaszczyz-
n¢g OBC czyli nary-
sujmy t. zw. siatke figury. Otrzymamy figur¢ taka, jak na
rys. 311, przyczym odcinki BA’, BA,, leza na jednej prostej,
odcinki za§ A’C, CA, leza na drugiej prostej, a procz tego

mamy BA2 = BA,;; A’As == A,A4; CAl = C.A3

Teraz juz z latwoscia przeprowadzié mozemy konstruk-
cje trojscianu. W tym celu budujemy na plaszezyznie trzy
kolejne katy <Ce, <Ca, <Cb o wspélnvm wierzchotku O, na
dwoch skrajnych polprostych odkladamy dowolne, lecz roéwne

sobie odcinki

A 04, = 04,

poczym kreslimy z punk-
tow A, A, prostopadie do
! ramion kata <Ca, ktore
' przecinaja te ramiona
' w punktach B, C, same
za$ przecinaja sie w pun-

A

—\ 54 A, - kcie A% W punkcie A’
I s wystawiamy prostopadle
e do prostych A’A;, A’A,
i e z B 1 z C kreSlimy kota
. promieniami BA, CA,,
rd tak iz otrzymujemy
Vol By ~ BA, Chg—0Aa;

Rys. 311. Teraz pozostaje juz

O katach brylowych (narozach). 341

‘ tylko zlozy¢z powrotem te siatke czyli w punkcie A’ wystawié

g

prostopadla do plaszezyzny BOC i na prostopadlej odlozyc
odeinek

A’A = A’A, = A’A,
oraz polaczyé punkt A z punktem O.

Poniewaz siatke moznaby zlozyé po jednej lub po dru-
giej stronie plaszezyzny (czyli na prostopadlej, wystawione]j
w A’, moznaby odcinek A’A = A’A; odlozy¢ po obu stronach
plaszezyzny), zatym moznaby zbudowa¢ dwa trojéciany, kto-
re jednak mialyby rézne zwroty. Jesli wigc zwrot trojscianu
zostal zgory wyznaczony, wowczas zadanie nasze ma tylko
jedno rozwiazanie. ¥)

§ 347. Z jednoznaczno$ci powyzszej konstrukeji wynika

Twierdzenie. Duwa tréjsciany réwnajq sie sobie (albo lez sq
z sobq symelryczne) jezeli irzy $ciany jednego réwnajq sie odpo-
wiednio trzem $cianom drugiego.

§ 348. DPrzez zastosowanie takiej samej metody, jak
w § 345, otrzymujemy stad

Twierdzenie. Dwa tréjsciany rownajq sie sobie (albo sq
symelryczne), jezeli lrzy kliny jednego rownajq sie odpowiednio
lrzem klinom drugiego.

Istotnie, jezeli mamy dane tréjsciany T,, T, takie, iz

A4, =4, LBi= LB, ACG=LC

wéwezas budujemy trojsciany 77y, T7., spelniajace si¢ z nimi,
zatym musi by¢ (dlaczego?)

Xay =< <Lby=Lbs <Le1=<L

Wynika stad, iz mamy
T7=T,,

#*) Moznaby zarzuci¢ anali-
zie naszej i konstrukeji, ze nie u-
wzgledniliSmy  przypadku, gdy
punkt A’ nie upadnie wewnatrz

kqta ¥ OBC, jak np. na rys. 312. p 0'
Mamy wtedy jednak wyjécie bar-
dzo proste: zamiast troj$cianu

O(ABC), budujemy najpierw troj- (
$cian przylegly O(MAN). Rys. 312.
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a wobec tego musi byé¢ réwniez
T.=T,.

Cwiczenia LIV, 1. Jezeli w trojscianie O(ABC) mamy <<a— ),
wowczas musi byé rowniez << A = << B.

2. Zbada¢ twierdzenie odwrotne do poprzedniego.

Dowody obu tych twierdzen poréwnaé z dowodami twierdzen
w §§ 50 i 61 (str. 35 i 43).

3. Czy poprzedniego twierdzenia odwrotnego nie datoby si¢ do-
wies¢ metoda, analogiczng do metody zadania 6 na str. 449

4. Jezeli w trojscianie O(ABC) mamy <-a=3b, wowczas
plaszezyzna dwusieczna Kklinra s C jest prostopadia do §ciany =< ¢
i dzieli ja na polowy.

5. Sformutowaé i zbadaé wlasnosci tréj$cianu, analogiczne do
tych wlasnosci trojkata réownoramiennego, ktore stanowia tre$é za-
dan 3 i 4 na str. 37.

6. To samo pytanie w stosunku do zadania 5 na str. 37.

7. Na rys. 311 odszukaé katy linjowe dwuécianéw << B i << C.
Wskazaé sposob zbudowania kata linjowego dla trzeciego dwuscianu.

8. Zbudowa¢ trojscian, majac dane trzy jego kliny.

9. Dwa tréjsciany o $cianach odpowiednio do siebic réwnole-
glych albo réwnaja si¢ sobie, albo sa wzgledem siebie symetryczne.

10. Mamy dane trzy troj$ciany, przyczym pierwszy jest syme-
{ryczny z drugim, drugi za$ z trzecim. Wykazaé, iz pierwszy i trze-
ci rownaja si¢ sobie.

11. Jezeli dwa naroza trojScienne O(ABC) i O(ABC’) majg
spblng Sciane << AOB i jezeli krawedz OC’ drugiego naroza lezy we-
wnatrz pierwszego, wowczas suma dwu pozostalych $cian drugiego
naroza jest mniejsza od sumy odpowiednich dwoéch §cian pierwszego.

Jakie jest analogiczne twierdzenie w planimetrji?

12, Na S$cianie trojScianu O(ABC) kreslimy dowolng prosta
OD. Dowiesé, ze suma trzech katow, zawartych miedzy ta prostg a
krawedziami troj$cianu, jest mniejsza od sumy trzech $cian {roj-
§cianu.

13. Zbadaé to samo zagadnienie w przypadku, gdy prosta OD
lezy wewngtrz troj$cianu.

14, Jezeli wykre$limy dwusieczne (wewnetrzne) $cian trojécia-
nu, wowczas suma katow, zawartych miedzy kazda dwusieczng i prze-
ciwlegly krawedzia, jest mniejsza od sumy $cian trojécianu.

15. Jezeli w trojScianie dwie Sciany sq katami prostymi, wow-
czas przeciwlegle im kliny sg tez proste, i odwrotnie.

16. Jezeli w f{roj$cianie jedna ze $cian rowna sie katowi linij-
nemu przeciwlegtego klinu, woéwczas dwie pozostale §ciany albo ro6-
wnajq si¢ katom linijnym przeciwleglych klinow, albo spehliajg sie
z tymi katami.
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17.- Majac dane dwie Sciany i kat linjowy zawartego miedzy ni-
mi klina, zbudowa¢ (planimetrycznie) pozostale elementy tréjécianu.

18. To samo zadanie, jezeli mamy dane katy linjowe dwéch
klinébw oraz zawartg miedzy nimi $ciang.

19. To samo zadanie, jezeli mamy dane katy linjowe wszyst-
kich trzech klinow.

20. Dany jest tréjscian, ktérego wszystkie S$ciany sg katami
prostymi. Przeciaé go plaszczyzna tak, by w przekroj}l otrzy.maé
trojkat, réwnajacy sie daremu trojkatowi. Konstrukeja planime-

tryczna. )
21. Na danej plaszczyZnie o znaleZé punkt jednakowo odlegly

od wszystkich §cian danego trojécianu. (Konstrukeja w Przestrz.en_i).
22, Znalezé punkt, ktérego odleglo$¢ od trzech $cian trojScia-
nu réwnalyby si¢ danym trzem odcinkom. (Konstrukcja przestrzenna).

ROZDZIAL II.

O wieloscianach.

A. O graniastostupach.

§ 349. Wielo§cianem nazywamy bryle, ograniczona
przez wielokaty w taki sposob, ze kazdy bok jest spolny dla
dwoch wielokatow.

Wielokaty te nazywamy $cianami wieloScianu; wierz-
.cholki ich i boki nazywamy wierzcholkami i krawe-
dziami wieloScianu.

W kazdym wierzcholku schodza si¢ conajmniej trzy Scia-
ny, tworzac naroze.

Przekqtnq wieloscianu nazywamy odcinek, laczacy ktore-
kolwiek dwa jego wierzcholki, nie lezace na jednej krawedzi.

Plaszczyznq przekqing nazywamy plaszczyzne, przesunie-
ta przez ktérekolwiek trzy wierzcholki, nie lezace na jednej
cianie. Np. na rys. 313 A,B,B; jest plaszczyzna przekatna.

Przekrojem przekqinym nazywamy wielokat, ktory stano-
wi czeS¢ tej plaszezyzny i jest §ladem przecigcia wieloScianu
przez te¢ plaszezyzne. Np. czworobok A,B.B;A; mozna naz-
wa¢é przekrojem przekatnym.
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Wieloscian nazywamy wypuklym, o ile lezy w calosci
po jednej stronie plaszczyzny kazdej Sciany. W ksiazce ni-
niejszej mowié bedziemy wylacznie o wieloScianach wypu-
klych.

§ 350. Szczegélnym rodzajem wieloScianow sa grania-
stostupy. Jezeli przez wszystkie wierzcholki wielokata
AjAA; . ... Ay poprowadzimy ro-
wnolegle, przebijajace plaszczyzne
wielokata, i jezeli wszystkie te row-
nolegle przetniemy plaszyzna, row-
nolegla do plaszczyzny wielokata
A Apdy .. .. Ap, otrzymamy wielo$-
cian, zwany graniastostupem.

Graniastostup jest ograniczony
przez dwa wielokaty A;4,45....An,
B,B.B;....B,, ktore rownaja sie so-
bie (dlaczego?), oraz przez n $cian

Rys. 313. bocznych, majacych ksztalt réwnole-
globokow. Wielokaty te nazywamy
podstawami graniastostupa.

Odcinki A,B,, A,B,, .... nazywamy krawedziami bocz-
nymi.

Jezeli krawedzie boczne sa prostopadle do podstaw, gra-
niastostup nazywa sie¢ prostym; w przeciwnym razie nazywa-
my go pochytym.

Odcinek, prostopadly do obu podstaw i zawarty pomie-
dzy nimi, nazywa si¢ wysokosciq graniastostupa.

Graniastostup nazywamy réwnolegloscianem, jezeli podsta-
wy jego sa rownoleglobokami.

Jezeli w rownolegloécianie prostym podstawy maja
ksztalt prostokatéw, woéwczas bryla ta zwie si¢ prostopadio-
Scianem.

Prostopadloscian, w ktérym wszystkie Sciany réwnaja si¢
sobie, nazywa si¢ sze$cianem.

Trzy krawedzie prostopadloscianu, schodzace sie w jed-
nym wierzchotku, nazywamy jego wymiarami.

§ 351. Polem powierzchni bocznej graniastostupa nazy-
wamy suma pol wszystkich jego $cian bocznych.

it FRpRr i i Lt AT e o bt T s e g R S i R e T L R R i S i Skt
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O wielo$cianach,

7

Polem powierzchni zupelnej nazywamy sume ,.

bocznych i obu podstaw graniastostupa.

§ 352. OkreSlenie. Dwa wielosciany réwnajq sie sobié;

jezeli Sciany i naroza jednego z nich rownajq sie $cianom i na-
rozom drugiego i sq wzgledem siebie jednakowo polozone.

§ 353. Okre§lenie. Dwa graniastostupy nazywamy réwno-
waznymi, jezeli dajq sig one podzieli¢ na jednakowq ilos$¢ wie-
Io$cianéw odpowiednio réwnajacych sie sobie.*)

Mozliwo$é takiego pojecia wyniknie odrazu z twierdzenia
§ 354.

Whiosek. Dwa graniaslostupy réwnowazne lrzeciemu sq
sobie réwnowazne (porown. str. 153).

§ 354. Twierdzenie. Dwa réwnolegloSciany sq sobie ré-
wnowazne, jezeli majq réwne podstawy i wysokosci.

W celu uproszezenia rozumowania zalozmy, ze rownole-
glosciany maja spolna podstawe dolna i ze leza oba po tej
samej stronie spolnej podstawy.

Moga tu zachodzié¢ dwa przypadki:

1) Goérne podstawy rownolegloscianow zawieraja si¢
miedzy tymi samymi dwiema prostymi rownoleglymi (jak na
rys. 314).

Rys. 314.

*) Jak widzimy, pojecie réwnowaznosci okreslilismy tylko dla
graniastostupow, nie za$ dla wszystkich wielo§cianow.
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W takim razie stosujemy dokladnie t¢ sama metodg po-
stepowania, co w § 177, str. 154. Uczen przeprowadzi dowod
szezegotowo, kierujac si¢ rysunkiem 314.

2) Gorne podstawy nie zawieraja sie¢ miedzy tymi sa-
mymi réwnoleglymi, jak np. na rys. 315 réwnolegltoboki
A'B'C’'D'1 A”B”C”D".
W takim razie prze-
dluzamy boki obu ro-
wnoleglobokow; prze-
cigcie sie tych czte-
rech prostych wy-
znaczy nam nNowy
rownolegtobok
AB”C" D™, rowna-
jacy sig¢ obu poprze-

Rys. 315. dnim. Ten nowy ro-

wnoleglobok  przyj-

mujemy za goérng podstawe trzeciego rownolegloscianu, ma-

jacego podstawe dolna spolng z dwoma danymi réwnoleglo-
Scianami.

Na mocy poprzedniego przypadku, zaréwno pierwszy jak
drugi rownolegloScian sa réwnowazne trzeciemu, a wiec sa
sobie réownowazne.

§ 355. Zadanie I. Rownolegloscian przeksztalcié¢ w réwno-
wazny prostopadioscian.
Zadanie II. Graniastostup o podstawie {irojkqinej prze-
kszlalci¢ w réwnowazny réwno-
A ¢ legloScian.

— Zadanie III. Graniastostup
0 dowolnej podstawie wielokqinej
przeksztalcié w réwnowazny pro-
slopadito$cian.

1’3(

Te trzy zadania uczen ro-
I, zwiaze sam.

I P Zadanie IV. Majqc dany

prostopadtoscian ABCDA'B'C’D’

> zbudowaé drugi  prostopadtos-

Rys. 316. cian, réwnowazny mu i majqcy

W
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dwa wymiary odpowiednio réwne dwom danym odcinkom
P.R, i P;R,.

Najpierw w plaszczyznie $ciany AA’B’'B budujemy pro-
stokat AHFE, rownowazny tej S$cianie i majacy bok AH =
P,R,. Na podstawie AHFE

budujemy prostopadloscian B '
o wysoko$ci AD. Jest on

Y DI
rownowazny prostopadlos- F %\“Hlmmuu
cianowi danemu (dlacze- E% "
go?). Rz N

Z kolei przeksztalcamy & M' =
AEE'D w réwnowazny pro- ﬁ% :‘éf-‘ L
stokat AMLK, w ktorym E?\ '|||| 1 |||
AK = P,R,. Na tym pro- B I’ m
stokacie, jako na podstawie, &% .4 D K
budujemy prostopadloScian Rys. 317.

o wysokosci AI: odpowiada
on warunkom zadania (dlaczego?)

Zadanie V. Dany graniastostup przeksztalci¢ w réwnowaz-
ny prostopadlo$cian o zadanej zgéry podstawie.

Czy na podstawie powyzszych zadan oraz § 354 mozna
twierdzié¢, iz graniastostupy tworza klase wielko$ci geome-
tryeznych? (Poréownaj rozumowanie na str. 163).

§ 356. Z kolei mozemy przej$¢ do obliczania objetosci
graniastostupow, przyczym zalozymy — jak to uczyniliSmy
dla wielokatow — ze rownowazne graniastostupy maja réwne
objetosci.

Pojecie objetosci, jako liczby, zwiazanej z prostopadlo-
$cianem, jest nam dobrze znane z kursu klas nizszych.

Jezeli mamy dany prostopadics-
cian, ktérego wymiary sa spolmierne
z obrang jednostka dlugoSci i wyrazaja
si¢ np. liczbami (wymiernymi) m, n, [,
wowczas mozemy na jego dnie umie$- /-
ci¢ warstwe szeScianow jednostkowych
(t. j. takich, ktorych kazda krawedz
rowna si¢ jednostce dtugosci), przyczym Rys. 318.
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warstwa ta zawiera¢ musi mn sze§cianow. Warstw takich mo-
zemy ulozy¢ I, zatym prostopadlo$cian zawiera mnl sze$ciza-
now jednostkowych. Liczba mnl nazywa sie objeto-
$cia prostopadloScianu.

O wiele trudniej przedstawia si¢ sprawa, jezeli wymiary
prostopadio$cianu sa niespolmierne z jednostka dlugosci.

Rozwazmy odrazu przypadek najogoélniejszy, gdy dlugo-
$ci wszystkich krawedzi prostopadlo$cianu wyrazaja sig licz-
bami niewymiernymi m, n, L.

Kazdej z tych liczb (lub innymi slowami: kazdemu z tych
trzech przekrojow) odpowiadaja dwie klasy liczb wymiernych.
Oznaczmy liczby, nalezace do ,,nizszych” klas, przez m’, n', U,
te za$, ktore naleza do ,,wyzszych” klas, oznaczmy przez m”,
i,

Wyobrazmy sobie, iz zbudowaliémy wszelkie mozliwe
prostopadlosciany, ktorych krawedzie wyrazaja si¢ liczbami
wymiernym ‘', nalezacymi do kias ,,nizszyeh”, a wiec licz-

bami m’, n’, U, oraz
- wszystkie prostopad-
/ ; losciany o krawe-
|
|
|
l
E
|
|

dziach wymiernych,
ktorych dlugosci wy-
razaja sie liczbami
me, ', 1,

Rzecz prosta, iz
pierwsze zawiera¢ sie

: bedq wewnatrz dane-
; , , go prostopadloscia-

| D G nu, drugie za$, prze-

ciwnie, beda go w so-
g bie zawieraly (jak na

e £ rys. 319).

o / Objetosci mniej-

/ szych prostopadlo$-

Rys. 319. cianéw  (wewnetrz-
nych) wyrazaja sie
iloczynem m1’l', objetoSci za$ prostopadlo$cianow wigkszych
(zewnetrznych), wyrazaja sie iloczynem m”n"["”.
W ten sposob powstaja dwa nieskonczone zbiory (dwie
nieskonczone klasy) liczb wymiernych:

T T —

il
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klasa ,,nizsza’ liczb m’n’l,
i, ,wyzsza” ,, m"n"l’;
zgodnie z okreleniem iloczynu liczb niewymiernych, te dwie
klasy wyznaczaja liczbe niew ymierna

mnl.

Te wlasnie liczbe niewymierna nazwiemy objetos-
cia prostopadloécianu. W ten sposob znana nam
z kursu elementarnego regula obliczania objetosci prostopa-
dloscianu (ktora tam stosowala sie tylko do figur o krawe-
dziach wymiernych) pozostaje bez zmiany.

§ 357. To samo okreslenie objetosci prostopadio$cianu
mozemy sformulowa¢ tak:

Objetosé prostopadloscianu jest to liczba, réwnajqca sie
iloczynowi z pola podstawy przez dlugo$¢ wysokosct prostopadto-
Scianu.

Istotnie, w powyzszym przykladzie pole podstawy rowna
sie mn, dlugosé za$ wysokosci rowna sig I.

§ 358. Mozemy teraz kazdemu graniastostupowi przy-
pisaé objetos¢ w zupelnosci wyznaczona. A

Istotnie, kazdy graniastostup G mozemy przeksztalci¢
w réwnowazny mu prostopadloscian P o tej samej wysokoSci,
przyczym podstawy obu bryl musza by¢ wielokatami rowno-
waznymi sobie. Zakladajac, ze graniastostupy rownowazne
maja rowne objetosci, mozemy objetos¢ prostopadltoscianu P
uwazaé za rowna objetoSci graniastostupa G. W ten sposob
otrzymujemy nastepujaca regule:

Regula. Aby obliczy¢ objetos¢ graniastostupa, mnozymy
pole jego podstawy przez diugosc wysokosci.

Cwiczenia LV. 1. W rownoleglo$cianie przekatne dzielg si¢ na
potowy.

9. W rownolegloscianie dzielg si¢ na polowy odcinki, iaczace
srodki przeciwleglych krawedzi, jak rowniez odeinki, laczace $rodki
przeciwleglych Scian.

3. Zarowno przekatve, jak i plaszczyzny przekatne prostopa-
dloécianu rownajq sie sobie.

4. W prostopadloécianie kwadrat przekatnej rowna sie sumie
kwadratow trzech jego wymiarow.
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5. W prostopadlo$cianie suma kwadratow pol przekrojow
przekatnych jest dwa razy wigksza od sumy kwadratow péi szesciu
jego Scian.

6. Na dwoch przeciwleglych $cianach réwnoleglo$cianu Kkresli-
my przekatne i przez nie prowadzimy przekroje przekatne; dowies$é,
ze te dwa przekroje przekatne dziela si¢ na polowy.

7. Sformulowaé i zbadaé twierdzenie odwrotne do poprzed-
niego.

8. Rownoleglo$cian jest prosty, jezeli dwie jego plaszczyzny
przekatne sa prestopadie do podstaw.

9. Graniaslup o podstawie czworokatnej jest réwnoleglo§cia-
nem, jezeli jego plaszczyzny przekatne przecinajg sie w jednym
punkcie.

10. Przez konce trzech krawedzi rownolegloscianu, schodzacych
sie w jednym wierzcholku, przesuwamy plaszczyzne; dowiesé, iz dzie-
li ona w stosunku 1:2 przekatng réwnoleglo$cianu, wychodzacy
z tego samego wierzcholka.

11. W graniastostupie o podstawie trojkatnej laczymy wierz-
cholki jednej podstawy ze $rodkami przeciwleglych krawedzi drugiej
podstawy. Dowies$é, ze trzy te odcinki przecinaja si¢ w jednym pun-
kcie, ktory lezy na prostej, laczacej srodki cigezko$ci podstaw, i ze
dzielgq sie one w tym punkcie w stosunku 1:2.

12. W graniastoslupie trojkatnym przesuwamy plaszezyzny
przez wierzcholki jednej podstawy i przeciwlegle krawedzie drugiej
podstawy; dowie$é, ze te trzy plaszczyzny przecinajq si¢ w jednym
punkcie, lezacym na prostej, ktora taczy $rodki ciezko$ci podstaw.

13. Zbadaé rozmaite mozliwe przekroje szeScianu. W szczegol-
noéci przecigé sze$cian plaszczyzna tak, by otrzymaé szeSciokat fore-
mny. Ile takich sze$ciokatéw mozna utworzyé w danym szeScianie?

14. Odwrotnie: majac dany sze$ciokat foremny, zbudowaé sze-
$cian, ktérego przekrojem plaskim bylby ten sze$ciokat.

15. Dane sq trzy wymiary prostopadlo$cianu; zapomoca kon-
strukcji planimetrycznej zbudowaé figure, ktéra otrzymamy, jezeli
prostopadio$cian przetniemy plaszczyzna, przechodzaca przez krawedz
podstawy i érodki dwoch przeciwlegtych krawedzi bocznych.

16. Graniastostup prosty o podstawie trojkatnej foremnej prze-
cinamy plaszczyzna, przechodzaca przez krawedz podstawy i nachy-
long do tej podstawy pod katem 30°. Zbudowaé (za pomoca kon-
strukeji planimetrycznej) otrzymany w ten sposob przekroj, jezeli
mamy dang krawedz podstawy graniastostupa i krawedZz boczna. Ja-
kie przypadki moga tu zachodzié?

17. Zbudowaé krawedZ sze$cianu, majgc dany obwod jego prze-
kroju przekatnego.

18. Majac dana krawedz $ze$cianu, zbudowaé (za pomocg kon-
strukeyi planimetrycznej) przekroj tego sze$cianu, poprowadzony przez
$rodek jego przekatnej prostopadle do tej przekatnej.

N
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19. Zbudowaé siatke *) sze$cianu, majac dana przek;ma jego
$ciany. o

20. Zbudowa¢ siatke sze$cianu, majac dana jego przekatna. ;

21. Zbudowaé siatke graniastostupa pochylego o podstawie
kwadratowej, majac dang krawedZ jego podstawy, krawedz boczng
oraz katy miedzy ta krawedzia boczna, a dwiema sasiednimi krawe-
dziami podstawy.

22. W tym samym graniastostupie, o ktorym mowa w zadaniu
poprzednim, zbudowaé przekroj przekatny.

93. W zadaniach 15—-18 wyznaczaliSmy pewne tigury za po-
moca konstrukecji; uczen sprobuje wyznaczyé te same figury za po-
mocg, rachunku.

24. Mamy dany szedcian o krawedzi = «; ile razy nalezy zwiek-
szyé jego krawedz, jezeli chcemy, by objetosé wzrosta w dwojnasob.

Uwaga. Zadanie 24 mozna z latwoécig rozwigza¢ na drodze ra-
chunkowej, natomiast odpowiednie zadanie konstrukcyjne (zbudowaé
szescian, ktorego objetosé bylaby dwa razy wigksza od objetosci
sze$cianu danego) nie daje sig rozwigzaé w sposob elementarny, t. j.
za pomocq cyrkla i linjalu.

25. Powiekszajac dlugo$é krawedzi pewnego szescianu o a m.,
zwiekszamy jego objetosé o b m.® Obliczyé dlugo$é krawedzi.

26. Krawedzie prostopadloécianu maja odpowiednio a m., b m.
i ¢em. dlugoéci; obliczyé dlugo$é krawedzi takiego szeScianu, zeby
stosunek objetoéci obu bryt réwnal si¢ stosunkowi pol ich przekro-
jow przekatnych. _

927. Rozwiazaé to samo zadanie w zalozeniu, Ze stosunek obje-
todci ma sie rownaé stosunkowi pol powierzchni zupeinych obu bryt.

28. Obliczyé objetosé prostopadlo$cianu, w ktérym pole prze-
kroju przekatnego = a2, krawedzie za$ podstawy majq sie do siebie
tak, jak b:c.

29. Obliczyé wymiary prostopadio$cianu, majac dane: obje-
tosé¢ jego V, pole powierzchni zupelnej 25 i obwod podstawy 2p.

30. Podstawe rownoleglo$cianu prostego stanowi romb o bo-
ku a i kacie &< A = 60°. Wieksza przekatna roéwnolegioscianu na-
chylona jest do plaszezyzny podstawy pod katem 30°. Obliczyé ob-
jeto$¢ rownolegloscianu i pole jego przekroju przeksinego.

31. Obliczyé objetoéé i pole powierzchni bocznej prostopadto-
$cianu, maiac dana dlugoéé jego przekatnej (= a) i wiedzac, ze dwie
przekatne przecinaja si¢ pod katem prostym, podstawa za$ ma ksztalt
kwadratu.

*) Siatka bryly nazywamy rozwiniecie jej powierzchni na
plaszczyznie.
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32. Obliczy¢ objeto$¢ graniastostupa prostego, ktérego podsta-
wa jest trojkat foremny, a pole §ciany bocznej réwna sie polu pod-
stawy.

33. W graniastoslupie o podstawie sze$ciokatnej foremnej bok
podstawy réwna si¢ a cm., a mniejszy przekréj przekatny jest rowno-
wainy podstawie. Obliczy¢ objeto$é graniastostupa i pole powierz-
chni bocznej.

34. ROw ma a m. dlugosci, gleboki jest na b m,, szerokosé je-
g0 wynosi u gory ¢ m., u dotu za§ d m. Roéw ten zostat do polowy
wypelniony woda. Obliczyé ilo§¢ metrow szesciennych wody.

35. Czy rownoleglo$ciany posiadaja wlasno$é, odpowiadajaca
wlasnosci réwnoleglohokdéw dopehiajgcych?

36. Graniastostup pochyly przeksztalci¢ w rownowazny mu gra-
niastostup prosty, przecinajac go jedna tylko plaszczyzna.

Okreslenie, Przekrojem normalnym graniastostupa pochylego na-
zywamy figur¢ plaska, ktoéra otrzymamy, przecinajac graniastoshup
plaszczyzng, prostopadia do krawedzi bocznych.

37. Pole powierzchni bocznej graniastostupa réwna sie iloczy-
nowi dlugo$ci krawedzi bocznej przez obwo6d przekroju normalnego

38. Objetosé graniastostupa o podstawie trojkatnej rowna sie.
polowie ilnczynu pola Sciany bocznej przez odleglo$é tej $ciany od
przeciwleglej krawedzi.

Jakie jest twierdzenie analogiczne w planimetrji?

39. Na trzech réwnoleglych do siebie prostych obieramy trzy
rownajace si¢ sobie odcinki 4A’= BB’”= C(’, ktore wyznaczaja gra-
niastostup. Wykazaé, ze objeto$¢ tego graniastoslupa nie zmieni sie,
jezeli jego krawedzie boczne przesuniemy w dowolny sposéb po owych
trzech réwnolegtych.

40. W wierzcholkach prostokata A BCD wystawiamy prostopadte
do jego plaszczyzny, ktore przecinaja w punktach A’, B/, C’, D’ ja-
kakolwiek inng plaszczyzne, nier6wnoleglq do pierwszej.

1-0 ‘Dowiesé, ze A" B’ C’ D’ jest rownoleglobokiem;
2-0 ' ,», AA’+ DD’= BB’ | CC’.
8-0 Obliczyé objeto$é otrzymanej bryty.

41. W szeScianie o krawedzi = a przesuni¢to plaszezyzne przez
przekatlng podstawy i przez $rodek jednej z krawedzi, réwnoleglych
do tej podstawy. Znalezé ksztalt i pole przekroju.

42. Dany jest graniastostup prosty o podstawie trojkatnej, kto-
rego wszystkie krawedzie rownajg si¢ sobie. Przez $rodek krawedzi
bocznej i przez $rodki dwoéch krawedzi podstaw, schodzgcych sie
z tg krawedziqa boczng lecz nie rownolegltych do siebie, przesuwamy
plaszezyzne. Znalezé ksztalt i pole przekroju.
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B. O ostrostupach.

§ 359. Ostroslupem albo piramidq nazywamy wielo$cian,
ktorego jedna $ciana — zwana podstawq — jest wielokatem;
pozostale $ciany sa tréjkatami o spolnym wierzchotku.

Przez wierzcholek ostrostupa, jezeli nie zaznaczymy wy-
raznie o jakim wierzcholtku mowa, rozumie¢ bedziemy wierz-
cholek, nielezacy na podstawie.

Krawedzie, schodzace 51@ w wierzcehotku ostrostupa, na-
zywamy bocznymi.

Odcinek, poprowadzony z wierzcholka ostrostupa pro-
stopadle do podstawy, nazywa si¢ jego wysokosciq.

Ostrostup o podstawie trojkatnej nazywamy czworoscia-
nem. Czworo$cian nazywamy foremnym, jezeli wszystkie jego
Sciany sg trojkatami foremnymi.

Rozrozniamy ostrostupy proste ¥
i pochyle. Ostrostupem prostym na-
zywamy taki, ktory spelnia dwa wa-
runki: 1) w podstawe jego mozna
wpisa¢ kolo, 2) srodek kola jest za-
razem spodkiem wysokoSci.

Jezeli ostrostup jest prosty (rys.
320), wowczas wysokosci Scian bocz-
nych rownaja sf@ sobie (dlaczego?)
I odwrotnie: jezeli wysokosci $cian
bocznych réwnaja si¢ sobie, woéwczas ostrostup jest prosty.

Wysoko$¢ Sciany bocznej ostrostupa prostego nazy-
wamy apolemq ostrostupa.

Polem powierzchni bocznej ostrostupa nazywamy suma pol
jego Scian bocznych.

Polem powierzchni zupetnej nazywamy sume pol wszyst-
kich $cian bocznych ostrostupa i jego podstawy.

Rys. 320.

§ 360. Z powyzszych okreSlenn wynika nastepujaca regu-
la, ktora uczen uzasadni sam.

Reguta. Aby obliczyé pole powierzchni bocznej ostrostupa
prostego, mnozymy obwdd Jego podstawy przez polowe dlugosci
apotemy ostrostupa.

Geometrja elementarna. 23
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§ 361. Wyobrazmy sobie, iz przecielismy ostrostup pla-
szczyzng, rownolegla do podstawy. Podzielilismy go w ten
spos6b na dwie czesci, z ktérych
jedna (na rys. 321 gorna czesé)
jest ostrostupem, druga za§ nosi
nazwe ostrostupa Scietego lub pnia
ostrostupowego.

Pien ostrostupowy ma dwie
podstawy (narys. 321 gérna A’B’C’
1 dolng ABC), ktore sa wielokatami
podobnymi. Sciany boczne pnia
maja ksztalt trapezow. Odleglosé
miedzy dwiema podstawami pnia
nazywamy jego wysokosciq.

Pien ostrostupowy nazywa-
my prostym, jezeli powstal z ostrostupa
prostego w sposob powyzej opisany.
Np. na rys. 322 pien ABCA’B'C’ jest
prosty. Odcinki MM’, NN’, PP’, beda-
ce wysokoSciami $cian bocznych w pniu
prostym, nazywamy apotermami pnia.

Uczen dowiedzie sam, iz apotemy
pnia ostrostupowego réwnaja sie sobie.

§ 362. Z wzoru na pole trapezu
Rys. 322. wynika nastepujaca

Reguta. Aby obliczyé¢ pole powierz-
chni bocznej pnia ostrostupowego
prostego, mnozymy dlugosé jego a-
potemy przez polowe sumy obwoddéw
obu jego podstaw.

§ 363. Twierdzenie. Jezeli o-
strostup przecielismy plaszczyznq ré-
wnoleglq do podstawy, wéwczas pole

. przekroju i pole podstawy sq propor-
Rys. 323. cjonalne do kwadratéw odleglosci ich
plaszezyzn od wierzchotka ostrostupa.

Niech bedzie dany ostroslup O A, B,C,D, i niech plaszczyzna

AyB,C,D,, przecinajaca ostrostup, bedzie rownolegla do plasz-
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czyzny podstawy. Oznaczajac pola czworobokéw A,B,C,D,
oraz A,B,C,Dy odpowiednio symbolami S i S, mamy dowies¢,
1z zachodzi proporcja
B; 18 = OH?: 0f2,
gdzie OH, jest wysokoScig ostrostupa.
Istotnie, na mocy § 266, str. 264 mamy:
Sy 18 = A B2: A;B.2,
AB, 04,  0H,
A,B, 04, OH,
a wiec musi byé rowniez
A;B2 O H,2
A,B2  OHyg
i twierdzenie zostalo dowiedzione.

(dlaczego?),

ale

§ 364. Jak wiadomo, kazdemu graniastostupowi odpo-
wiada pewna, w zupelno$ci wyznaczona liczba, zwana jego
objetoscia. Powstaje pytanie, czy mozna to samo powiedzieé
o ostrostupach i w jaki sposob, majac dany ostrostup, mozna-
bv obliczy¢ jego objeto$é?

OdpowiedZz na pierwsze pytanie znajdziemy na drodze
podobnej do tej, ktora doprowadzila nas do pojecia pola kota.

Niech bedzie dany dowolny ostrostup. Na rys. 324 ma-
my wprawdzie ostrostup o podstawie tréjkatnej, ale przeko-

0

Rys. 324. Rys. 325,
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namy si¢ zaraz, ze ksztalt podstawy nie gra zadnej roli w na-
szym rozumowaniu, tak iz otrzymany wynik stosuje sie row-
nie dobrze do ostrostupéw o podstawach dowolnych.

Wysokos$é ostrostupa oznaczmy przez h, podzielmy ja
na n czeSei rownych (na rys. 324 na 5 czgSci) i przez punk-
ty podzialu przesunmy plaszezyzny, rownolegle do podstawy,
otrzymujac w ten sposéb n wielokatow podobnych, do kto-
rych stosuje si¢ twierdzenie § 363.

Na kazdym z tych wielokatow, jako na podstawie, zbu-
dujmy po dwa réwne sobie graniastostupy: jeden lezacy nad
wielokatem i wystajacy nazewnatrz piramidy (jak na rys. 325),
drugi, potozony pod tym samym wielokatem i zawierajacy sie
wewnatrz piramidy*). Wyjatek stanowi tu sama podstawa
ABC piramidy, na ktérej budujemy jeden tylko graniastostup,
mianowicie wystajacy. Niech przytym wysokosé kazdego gra-
niastostupa réwna sie <L

n

Graniastostupy pierwszego rodzaju mozemy nazwaé¢ krét-
ko zewnetrznymi, graniastostupy drugiego rodzaju — we-
wnetrznymi. :

Zauwazmy przedewszystkim, ze dla kazdego graniastostu-
pa zewngtrznego istnieje réwny mu wewnetrzny. Wyjatek
stanowi tylko pierwszy od dotu graniastostup zewnetrzny
ABCA,B,C;: pomiedzy wewnetrznymi nie ma réwnego mu
graniastostupa. _

Jezeli teraz obliczymy objetosci wszystkich graniastostu-
pow zewnetrznych i sumg ich oznaczymy przez X, sume za$
objetosci wszystkich graniastostupow wewngtrznych oznaczy-
my przez Y,, wowczas roznica

X, -3,

rowna¢ si¢ bedzie objetosci graniastostupa ABCA,B,C,
(rys. 325).
Oznaczmy jeszcze przez S pole podstawv ABC.

*)  Wtlasciwie, oba rodzaje graniastostupéw nalezato zaznaczy¢
na tym samym rysunku, chege jednak unikngé gmatwaniny linji, na-
rysowaliémy obok siebie dwie rowne piramidy i na jednej z nich za-
znaczyliSmy tylko graniastostupy wystajace, na drugiej zas tylko za-
wierajace si¢ wewngtrz piramidy.
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: . h
Objetos¢ graniastostupa ABCA,B,C; réwna si¢ S.—,

n
h 1
mamy tedy EZ—EL,,:S.T = (Sh).—l.
1

Zauwazmy dalej, Ze czese prawa tej réwnosci sldada.siq
z dwoch czynnikow, z ktorych jeden, mianowicie Sh jest licz-
ba stala, drugi za$ czynnik, 2 jest zmienny i moze by¢ uczy-

n
niony dowolnie malym przez zwigkszenie mianownika n, a
wige caly iloczyn S. L moze byé uczyniony dowolnie malym.
n

Widzimy tedy, ze je$li bedziemy nieograniczenie zwigk-
szali liczbe czescei, na ktore dzielimy wysoko$é pl_ramldy, WOW-
czas sumy 2.1 X, dazy¢ beda do wspolne] granicy. .

Te ich wspolna granice nazywamy objetoscia pira-
midy. Mamy tedy nastepujace .

Okreslenie. Objelosciq piramidy nazywamy lwzb@;. bgdq_cq
wspolng granicq dwdch zmiennych liczb: sumy O.b]QIUSCl g’]ranla-
stostupéw zewngtrznych i sumy objetosci graniaslostupow we-
wneirznych.

§ 365. Twierdzenie. Objelos¢ osirostupa réowna sig irzeciej
czesci iloczynu z pola podstawy przez dlugo$¢ wysokosci ostro-

stupa. . ,
Do dowodu postuzy nam ta sama konstrukcja, ktéra do-

- prowadzila nas do okreSlenia objetoSci ostrostupa.

Obliczmy mianowicie sume X.1 znajdZzmy granicg tej su-
my, gdy n ro$nie nieograniczenie. .
Podstawy kolejnych graniastostupow, poczynajac od goé-

ry, oznaczmy przez Sy, Ss, ... Sn, objetosé ich przez vy, v,, ..
Mamy S, 58 = (_h_)Z: h?
n
S
i Si=—.
czyli i -
2h\2
Dalej, St S = (—n—) R
; | 2:S
czyli S, =
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W taki sam sposob znajdujemy, iz - . s
Aby wykazaé, iz X, dazy do granicy 5 wystarczy za-

32, §
S‘ = . A
q n® uwazyé, ze 3. stale maleje, gdy n roénie (dlaczego?) i do-
8, = 25 o Sh
= : wie$¢, ze roznica X, ——
2 3
e moze byé uczyniona dowolnie mata.
Sp=8 = 2.8 E B Jakoz mamy
2 E & 1 i
Wob _ " E h{1+=){24+—
ec tego L=+ 0. .. to, 3 jf Sh S n T n Sh  Sh Il ey
S I. zz—‘"—:_———‘—'————_“—‘z—‘- 1+_ d+‘_ —_—4
: ; 3 6 3 6 n n

h
el U SR S R U SRR

Sh[., ? 1 _ SR[3 1
_Sh nfn+ D@ +1) %) =7[2+;'+;”‘2]“E[‘,,‘+;§]-

3 3
a dzielac licznik i miangwnik pivzez ?13, — E Otrzymali$my iloczyn, ktorego pierwszy czynnik — jest
Sh. (1 o[ L)( 2 4 i) -.v 1 staly, drugi za$ %4— T:; moze byé uczyniony dowolnie ma-
o g : _ ! lym, a wiec caly nasz iloczyn maleje nieograniczenie, gdy
— % : zwiekszamy nieograniczenie liczbe n. -y
¥) Wzér 12420434 i p_ POED @2n+1) N Dowodzi to, ze istotnie stata liczba Z_jest granica zmien-
6 mozna zla- 3

twoscig otrzymaé rozmai i
ait i j
G ymi sposobami. Najprostszy moze jest spo-
W tozsamoéci (1 +4 x)3 g
) - =23+ 3x2 4 3z
pod'staw1afny kolejno na x wartogei 1, 2 3+41
mujemy ciag tozsamodci B

nej sumy %z, a poprzednio juz nazwalismy te granice objeto-
$cia piramidy.

§ 366. Twierdzenie. 0)jetosé pnia ostrostupowego wyraza
sie wzorem

T e (o TP AT ot

« (n—1), n. Otrzy-

B=134+3.1243.141 3
33=23+3‘22+3.2+1 f

V — 'l‘l‘(s'l + Sz+ VS]_Sg)-
49=3943.3243.3+1 -3

e — (n—1y +.3('n g3 ( . gdzie przez Sy U Sy oznaczylismy pola podstaw pnia.
) =L +s(n—1)+1 B i LD .
(n4-1)3=n3 1 3 p2 n . Objet mozemy uwa-
: -t +3.n+41. & jetos¢ pma mozemy
Sumujac te tozsamogci 7a¢ jako roznice objetosci dwoch
kol i ine i - jako roznicg 0b]€
S, sume liczb S St umnami, redukujac i oznaczajac przez ostrostupow

gu naturalnego, mamy 80, proez 5, sume kwadratéw liczb cig-

("+1)"=1+3Sz+351+n

0"4181ch1 1 O.Angr;ng

Oznaczajac objetos¢ tych ostro-

e Wl Tk b Bn 3. 2% E stupéw odpowiednio przez Vi i
o OB A0 { % V, polaich podstaw przez S; i

2 E . S, wysokosci przez hy i hy wresz-

i wreszeie AL (m+ 1 @n+ 1w 1 " cie objeto$é i wysokos¢ pnia przez

0 : '-‘V i h, mamy
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Ve = V1 — V2 — ﬂi‘, . _52]72
8 3
1
- :_5— [Slhl — Sa(Fy — h)]
1
Y [A(S: — S,) + hS,|
. -
- E[bx(\/s—l— VSV 4 VE)+hS,). .. (D

Zauwazmy dalej, ze na mocy § 363 musi byé
S1:8e = he*: (hy — h)
VS::VSy =h : (h, — b),

R £V

T perra N B (2)

Podstawiajac do wzoru (1) warto$é na h, ze wzoru (2), mamy

czyli

skad

h A
= :(81 =k Sa a5 \"5152)-

Cwiczenia LVI. 1. Jezeli w dowolnej piramidzi j i
przez kazdg krawedZ boczng plaszcz;zgg, prosioepglc‘l(;;te(]ig ri)e;)s(‘llsrg\:vn ’
wowczas wszys.tkie te plaszczyzny przetng sie wedlug jednej proste)Jt,
) 2, I\'Ia ]edqej ze S$cian czworo$cianu kreélimy trzy érodkowc;
1 przez kazda z nich oraz przez krawed#, przeciwlegly tej srodkowej
przesuwamy plaszczyzny. Dowie$é, ze trzy te plaszezyzny przeci -
si¢ wedlug jednej prostej. Pl

) 3. Laczac $rodek ciezkodci kazdej $cia i
cwyleglym wierzcholkiem, otrzymuj emy]czter}rrl yo((:li:vivr?l:?s(i::ri ; rIZe?- '
najg si¢ w ) jednym punkcie (zwanym $rodkiem . ciez l?o § cli-
z: \:)vd(::;‘nti{imanlu) i dziel'a si¢ w tym punkcie tak, ze czesé kazde-
st przylegla do wierzcholka jest trzy razy wieksza od czesei

4. Wewnatrz czworoécianu ABCD znalezé taki punkt, ze jesli

- 80 polaczymy ze wszystkimi wierzchotkami, otrzymamy cztery czwo-

roSciany, ktérych podstawami s i i

£ r 3 $ciany czworos j

rych objgtoSci rownaja sie sobie. ¥ SRIRR SEOR ¥ K
[Wskazéwka: Sformul i i i

28 5 Teiiecal ulowaé i rozwigza¢ analogiczne zada-
5. Odcinki, laczace $rodki i

Odcinki, przeciwleglych krawedzi ia-

nu, przecinaja si¢ w $rodku ciezko$ci czworo$cianu. i corosets

6. Srodki krawedzi czworoécianu potaczyé w taki sposéb, by

otrzymaé czworokat plaski. Zbad j
ok Ths Kot aé rodzaj tego czworokata oraz dlu-

O ostrostupach. 261

7. Znalezé punkt réwnoodlegly od §cian czworo§cianu.

[Wskaz6éwka; jak rozwiazujemy analogiczne zagadnienie
dla trojkata?]

8. Znalez¢ punkt rownoodlegly od wszystkich wierzecholkow
czworo$cianu.

9. Jezeli w dowolnej piramidzie punkt O jest jednakowo od-
legly od wszystkich krawedzi, wowczas spodki prostopadtych, popro-
wadzonych z O do $cian piramidy, sg $rodkami ko6l, wpisanych w te

$ciany.

10. W kazdym ostrostupie suma pél §cian bocznych jest
wieksza od pola podstawy.

11. Jezeli w czworo$cianie ABCD wszystkie kliny, nalezace do
naroza A, sg proste, wowczas kwadrat pola &ciany BCD rowna sig¢
sumie kwadratéw p6l trzech pozostatych $cian.

[Porownaj z twierdzeniem Pitagorosal].

12. W czworoécianie ABCD dwie przeciwlegle krawedzie AC,
BD roéwnaja sie sobie; to samo wiemy o dw6ch innych przeciwleglych
krawedziach BC, AD. Czy czworo$cian posiada réwne $ciany i rowne
kliny, i ktore mianowicie? )

12a. Co mozna powiedzie¢ o czworoscianie, W ktorym kazde
dwie przeciwlegle krawedzie rownaja si¢ sobie?

13. Zbudowaé czworoécian, majac dane wszystkie jego kra-
wedzie.
14. Zbudowaé ostrostup o podstawie kwadratowej, majac dang
krawed# podstawy i wysoko$é.
15. To samo pytanie, jezeli mamy dang krawedZz boczng
i wysokosé.
16. Zbudowaé siatke czworo$cianu, majac dang jego podstawe
oraz kliny miedzy podstawsa i §cianami bocznymi.
17. Zbudowaé¢ siatke ostrostupa prostego, majac dang jego
podstawe i wysokosé.
; 18. Czworoécian foremny o krawedzi = 5 cm. przecinamy
plaszczyzng, rownolegla do podstawy i poprowadzong w takiej odle-
glo$ci od tej podstawy, ze pole przekroju jest 9 razy mniejsze od pola
podstawy. Zbudowa¢ siatke pnia ostrostupowego, ktory w ten sposob
otrzymalismy.
; 19. Prostopadloscian o wymiarach danych (a, b, ¢) wydrazono
tak, ze zaglebienie, ktore powstalo, ma ksztalt ostrostupa prostego.
- Ostrostup ten ma wsp6lng podstawe z prostopadloscianem, wysokosé
_dwa razy mniejsza od wysokosci prostopadlo$cianu. Zbudowaé

e < 20, Na rys.327 wykazaé, ze graniastostup o podstawie trojkat-
. nej daja si¢ podzieli¢ na trzy piramidy, majace rowne objetosci.
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21. Analogicznie do okreéleni
§ 218, str. 204, utworzyé okre§lenie ef;lii_i
gur jednokladnych w prze-
strzeni.

22. Majac dany ostrostup, zbudo-
wac¢ ostrostup jednokladny z nim wzgle-
dem jednego z jego wierzcholkow.

23. Zbadaé zwigzki miedzy ele-
mentami obu ostrostupow (czy majg one
réYvne katy lub kliny? co mozna powie-
fizle(} o wielko$ci ich krawedzi i $cian
jak rowniez o ksztalcie $cian?) '
Py’ 327, 24. Utworzyé okreslenie ostrostu-
POW (graniastostupow) podobnych.

25.
foremnego, majac dang krawedz jego = a.

Obliczy¢ pole powierzchni bocznej i objetosé czworoécianu

26. 3 . . .
Lt foreTo s.amo pytanie dla piramidy prostej o podstawie sze§cio-
- rvr;rnej.- Krawedz podstawy = a, krawedZ boczna = b
h ot 'é lw1erzcholk‘u A kwadratu ABCD wystawiamy pr(;stopa-
-t ]l g0 p :jlszczyzpy 1 na prostopadlej odkladamy AM — b. Obli-
y p208e p&,wwrzchm bocznej ostroshipa MABCD, jezeli AB; a
. szeScian wpisujemy ostrostup, 1 bdsts
oo \ : : P, 1aczac s$rodek podstaw
ﬁoll'ge]p(::;icrlzag:;izeb srodkami krawedzi podstawy dolnej. pObliczy)(z
- S . Al
e cznej i objeto$¢ ostrostupa, jezeli krawedz
29. Podstawg ostroshu j 6
) ; pa jest romb, ktérego kat ostry ma 60°
Ob‘llczyé krawedz podstawy i krawedzie boczne, jezeli vgliem’ re
objetosé ostrostupa = v, a wysoko$¢ = h ; b
30. Obliczyé pole powierzchni i "obj
y¢ pol objetosé ostrostupa, ktérego
SpéodstaWQ: st_anc.m'n trojkat foremny, a jedna ze $cian bocznych r(’)wrfa
¢ podstawie i jest do niej prostopadla. Krawedz podstawy = a
" 31. W ost?oslupie prostym o podstawie sze$ciokatnej forem;lej
} tav;v:di boczna jest dwa razy wigksza od krawedzi podstawy. Ob-
](eg tostroslupa = v Obliczy¢ krawedz podstawy i wielkosé kata,
po k33rym krawedZz boczna jest nachylona do podstawy. '
b a.. élz?:stav;a ostrostupa jest tr6jkat réwnoramienny o bokach
> 0, @ ny boczne sy nachylone do podstaw
Obliczyé objetosé ostrostupa. ? o i
33. Pien ostrostupo i
Wy przecinamy plaszczyzng réwnolegly do
I'):-dslt'aw' Znalezé .odl.egloéé tej plaszezyzny od mniejszej podft:wy
jeze 13?1018 I?rzekm]u Jest fredniaq arytmetyczna p6l obu podstaw '
5 0 samo pytanie, jezeli pole przekroju ij in
metryczng pél obu podstaw. ! ’ K sasatin
35. Ostrostup o wysokoéci h i
przecigto plaszczyzng, réwnolegt
do podstawy. Pole przekroju réwna sie iloczynowi obu odcinkc’)gwa,‘
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na ktoére podzieliliémy wysoko$§é, pole za$§ podstawy réwna sig iloczy
nowi z dhugosci gornego odcinka przez dlugo$é catej wysokosci. Ob-
liczyé¢ pola podstawy i przekroju.

36. Na trojkacie foremnym, jako na podstawie, budujemy o-
strostup prosty i graniastostup o réwnych wysokoséciach. Jaki jest
stosunek miedzy wysokoécia tych bryt a krawedzia ich wspoélnej pod-
stawy, jezeli pola powierzchni bocznych obu bryl maja si¢ do siebie,
jak 1:n?

37. W jakich granicach mo%e si¢ zmieniaé liczha n w poprze
dnim zadaniu? Jakq warto$é na n otrzymamy, jezeli ostrostup jest
czworo$cianem foremnym?

38. Rozwigzaé zadanie 36 w zalozeniu, iz wspolna podstawa
bryt jest jakikolwiek wielokat foremny i Ze znamy apoteme wielo
kata = a.

39. Obliczyé pole powierzchni bocznej pnia ostrostupowego o
podstawie 1) tréjkatnej foremnej, 2) kwadratowej, 3) oémiokatnej fo-
remnej, jezeli wiadomo, ze piefi jest prosty, i jezeli mamy dang wy-
sokoéé jego h i krawedzie podstaw a i b.

40. W pniu ostrostupowym prostym o podstawie kwadratowej
krawedz podstawy gornej = a, pole powierzchni zupeinej = S, $ciany
zaé boczne sa nachylone do podstawy pod katem 30°. Obliczyé: 1)
krawedz podstawy dolnej; 2) wysokos§é pnia; 3) wysoko$é piramidy,
z ktérej otrzymano ten pien.

41. W pniu prostym o podstawie trojkatnej foremnej krawedZ
boczna nachylona jest do podstawy pod katem 45°. Obliczyé pole
powierzchni i objetosé pnia, jezeli pola podstaw rownaja sie¢ odpo-
wiednio a® i b

42. Objeto$é pnia = v, wysoko$é = h, krawedzie podstaw ma-
jq sie do siebie, jak m:n. Obliczy¢ pola podstaw.

43. Obliczyé objetosé pnia prostego o podstawie kwadratowej,
jezeli jego przekatna = a, krawedzie za$ podstaw rownaja sie b i c.

44, W pniu ostrostupowym prostym o podstawie trojkatnej
foremnej wydrazono otwoér w ksztalcie ostrosiupa, ktorego podstawg
jest podstawa gorna pnia, wierzcholek za$ lezy w $rodku podstawy
dolnej pnia. Obliczyé objetosé pozostalej czesci pnia, jezeli pola je-
go podstaw réwnaja si¢ a® i b?% wysoko$é za§ rowna sig h.

45. W pniu prostym o podstawie kwadratowej pola podstaw

.*i’rbwnaja sie a? i b%; pole powierzchni bocznej réwna sie polowie pola

powierzchni zupelnej. Obliczy¢ wysoko$é pnia.

46, Wysokoé¢ pnia prostego podzielono na trzy cze$ci rowne
przez punkty podzialu poprowadzono plaszczyzny, réwnolegle do
podstaw. Obliczyé pola otrzymanych przekrojow, jezeli pola podstaw
rownajg sie¢ S i S’

47: Pole podstawy ostrostupa = 100 cm.?, wysokos¢ jego = 6 cm.
Na ile czeéci nalezy podzieli¢ jego wysokos¢, jezeli chcemy, Ze-
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by objetosé wszystkich graniastoslupéw wewnetrznych (zbudowanych
tak, jak to uczynilismy w § 364), roznila si¢ od objetosci wszyst-
kich graniastostup6w zewnetrznych mniej niz o 1 c¢m.3? mniej niz
0 0,1 em.3? mniej niz o 0,01 cm.3?

48. To samo pytanie, jezeli chodzi o réznice miedzy suma ob-

. : : . S/
jetosci graniastostupow zewnetrznych a liczbg staly Til’ ktorg nazwa-
liSmy objetoscig piramidy.

C. O wieloscianach foremnych.

§ 367. Okreslenie. Wieloscian nazywamy foremnym, je-
zeli wszystkie jego Sciany sq wielokqtami foremnymi réwnymi i
jezeli wszystkie naroza réwnajq sie sobie. ;

Poznalismy juz dwa wieloSciany foremne: szeScian i
czworoScian foremny. Powstaje pytanie: czy istnieja jeszcze
inne wielo$ciany foremne i ile ich jest?

Wiemy z planimetrji, ze wielokat foremny moze mie¢
dowolnie wielka liczbe bokéw, tak iz mozemy utworzyé nie-
ograniczenie wiele rodzajow wielokatow foremnych. Zdawa-
loby sie, ze to samo da gi¢ powiedzie¢ o wieloscianach. Prze-
konamy si¢ jednak zaraz, ze wielo$cianow foremnych
istnie¢ moze tylko pied.

Jakoz z twierdzenia § 335 (str.333) wiemy, ze suma $cian
naroza musi by¢ mniejsza od 36C°, jesli wiec wielo§cian ma
by¢ ograniczony przez trojkaty foremne, ktérych kazdy kat
ma 6C°, to w kazdym wierzchotku moze schodzi¢ sie tylko 3,
4 albo 5 Scian, gdyz
3. 6C°=18C"<<360°, 4. 60°=24G°<736C°, 5.6(°=30(°<36(°,
natomiast 6.6C° = 36(°.

W taki sam spos6b przekona sie czytelnik, ze jesli wie-
loscian ma byé ograniczony przez kwadraty lub przez piecio-
katy foremne, wowczas naroze nie moze mie¢ wigcej nad 3
Sciany; moze wigc istnie¢ tylko jeden rodzaj wielo$cianow fo-
remnych o Scianach kwadratowych i jeden rodzaj o $Scianach
pigciokatnych foremnych.

Kat wewnetrzny szesciokata foremnego ma 12C°, ponie-
waz za$ 3.120°=360° a naroze musi mieé conajmuiej trzy
Sciany, zatym niepodobna utworzy¢ wieloscianu foremnego,
ograniczonego przez szesciokaty foremne.

O wielo$cianach foremnych. 36>

§ 368. Ustalilismy, ze nie moze istnieé wigee] niz. pic?é
rodzajow wieloscianow foremnych. T eraz prz&;:k.onamy s.u;, ze
wszystkie one naprawde istnieja, a mianowicie pokazemy,
W ja;ki sposob mozna je zbudowac.

1. Aby zbudowa¢ czworo-
§cian foremny, wykreSlamy
najpierw tréjkat foremny A BCD,
w jego srodku O wystawiamy pro-
stopadla 0A do plaszczyzny troj-
kata, wreszcie z punktu B w pla-
szezyznie AOB kreslimy koto pro-
mieniem, rownajacym sie BC.

Poniewaz OB < BC, zatym Rys. 328.
kolo przetnie prostopadla w ja-
kim$ punkcie A. Figura ABCD
jest zgdana (dlaczego?)

2. W srodku O kwadratu
ABCD wystawiamy prostopa-
dla do jego plaszczyzny i na
‘niej po obu stronach plaszczy-
zny odkladamy odcinki OE=
=0F=0A. Bryla,wyznaczona
przez punkty A, B, C,D,E, F
jest zadanym o$mioScia- Rys. 329.
nem foremnym.

3. KreSlimy najpierw pieciokat foremny KLNRP,
w Srodku O wielokata wystawiamy prostopadla do jego plasz-
czyzny i w plaszezyznie KOV kreslimy z punktu K koto pro-
mieniem, rownajacym si¢ bokowi pigciokata. W ?en SPQSob
budujemy kat brylowy V(KLNRP) w ktérym kazda Sciana
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Jesli teraz w powyzszy sposob przy kazdym wierzcholku
tréojkata foremnego A ABC zbudujemy naroze o pigciu Scia-
nach, majacych po 60°, przyczym kazda krawegdz rownac sie
bedzie AB, otrzymamy powierzchni¢ wypukla, ztozona z 10
réownych trojkatéow foremnych i z jedne] strony otwarta. Bu-
dujac druga taka samg powierzchnig i zestawiajac je wolnymi
brzegami, otrzymamy dwudziesto§cian foremny.

4. SzeScian uczen zbuduje sam.

Rys. 332,

5. Do pigciokata foremnego ABCDE przystawiamy pigé
rownych mu pigciokatéow tak, by przy kazdym wierzcholku
utworzylo si¢ naroze o trzech $cianach. Otrzymujemy po-
wierzchni¢ wypukla, zloZona z szeSciu foremnych i réwnych
pieciokatow i z jednej strony otwarta. Budujac druga taka
samq powierzchnie i zestawiajac je wolnymi brzegami, otrzy-

mamy dwunasto$cian foremny. ,

Cwiczenla LVII. 1. Jezeli $rodki wszystkich $cian sze§cianu po-
Igczymy prostymi, otrzymamy o$mio$cian foremny, wpisany w szes-
cian.

2. Jezeli $rodki $cian o$émioscianu foremnego polaczymy pros-
tymi, otrzymamy sze$cian, wpisany w o$émio$cian.

3. Jezeli na kazdej parze przeciwleglych $cian szescianu wy-
kre§limy po jednej przekatnej tak, by byly one wzgledem siebie sko-
$ne, otrzymamy czworo$cian foremny, wpisany w szeScian.
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4. Jezeli wosmioScianie foremnym przedluzymy cztery $ciany,
z ktorych zadne dwie nie maja spélnej, krawedzi, otrzymamy czworo-
scian foremny, opisany na o$mioscianie.

5. Zbudowa¢é siatke o$mio$cianu foremnego.

6. To samo dla dwudziesto$cianu.
To samo dla dwunasto$cianu.
Majac dana krawedZ sze$cianu, zbudowaé krawedZ o$mio-
dcianu foremnego, wpisanego w ten sze$cian.

7
8.

Cwiczenia 9 —- 14 uczeri winien przerobié¢ na modelach, przez
siebie zbudowanych.

9. Jezeli w szeScianie materjalnym polaczymy $rodki O, O”
dwoch przeciwlegltych $cian i obracaé bedziemy sze§cian dokola osi
00’, wowcezas w ciggu obrotu zupelnego szeScian 4 razy zajmowadé
bedzie to samo polozenie.

Prosta 00’ nazywamy poczwdrnq osiq symelrji szeScianu. Ile
poczwérnych osi symetrji mozna odnalezé w sze$cianie?

10. Odszukaé¢ w szeécianie wszystkie osie symetrji potrojne i
podwajne.

11, Wykazaé, ze wszystkie osie symetrji sze§cianu przecinajq
sie W jednym punkcie, ktory jest $rodkiem sy melrji tej bryty.

Okreslenie. Jezeli punkty A, A’ tak sa polozone wzgledem pla-
szczyzny a«, iz dzieli ona na polowy odciuek AA’ i jest do niego pro-
stopadla, wowcezas powiadamy, ze o« jest plaszczyzng symetrji dla
punktéw A i A’

Jezeli figure F mozemy jaka$ plaszczyzng e« podzieli¢é na polo-

wy w ten sposéb, ze kazdemu punktowi jednej polowy odpowiada

symetryczny (wzgledem plaszezyzny «) punkt drugiej polowy, wow-
czas powiadamy, ze o jest plaszczyznq symetrji danej figury F.

12. Odnalezé w sze§cianie wszystkie plaszczyzny symetrji. Po-
réwnaé przeciecia si¢ tych plaszczyzn z osiami szescianu.

13. Wykazaé, ze wszystkie osie symetrji szeScianu sa osiami
takiego samego rzedu w o$mioscianie foremnym wpisanym.

14. Odnale$¢ osie symetrji czworoécianu foremnego i porow-
naé je z osiami symetrji sze$cianu, opisanego na czworoscianie.

AR
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Bryty obrotowe.

A. Walec obrotowy.

§ 369. Jezeli ze wszystkich punktéw okregu wystawimy
prostopadle do jego plaszczyzny, utworza one powierzchnig,
zwana powierzchniq walcowq. Prostopadla, wystawiona w $rod-
ku okregu, nazywa si¢ osiq walca.

Powierzchnia walcowa jest miejscem geometrycznym pun-
ktoéw (w przestrzeni) rownoodlegltych od osi.

W geometrji szkolnej poprzestajemy zwykle na rozwaza-
niu pewnej czeSci tej powierzchni. Jezeli mianowicie prze-
tniemy powierzchni¢ walcowa dwiema plaszczyznami, prosto-
padlymi do osi, otrzymamy bryle, zwana walcemm (ograni-
czonym).

Jezeli prostokat materjalny ABCD
obracaé¢ bedziemy dokota boku BC, wow-
czas bok przeciwlegly A D zakresli powierz-
1 chni¢ walca (ograniczonego), a caly pro-
! stokat zakresli walec. Z tego powodu
walec nazywamy bryta obrotowa.

Odcinek AD i wszystkie rownolegle
do niego odcinki, lezace na powierzchni

Rys. 333 walca, nazywamy {worzqcymi walca.
Odcinek AB i wszystkie réwne mu
odcinki, poprowadzone z dowolnego punktu powierzchni wal-
ca prostopadle do osi, nazywamy promieniami walca.

I

S il
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Punkt X nazywamy punktem wewnetrznym walca, je-
zeli odleglosé jego od osi jest mniejsza od promienia walca,
jezeli za$ odlegto$¢ ta jest wicksza od promienia, punkt X
zwie si¢ zewnetrznym.

§ 370. Twierdzenie. Plaszczyzna, réwnolegla do osi wal-
ca, ma z jego powierzchniq albo dwie tworzqce wspolne, albo je-
dngq, albo wreszcie nie ma z niq weale punktéow wspélnych zales-
nie od tego, czy odleglosc tej plaszezyzny od osi jest mniejsza od
promienia walca, réwna promieniowi czy tez wieksza od pro-
mienia.

W pierwszym przypadku, gdy
odleglos¢ plaszczyzny a« od osi jest
mniejsza od promienia, przetnij-
my cala figure nowa plaszezyzna
B prostopadla do osi. W przekro-
ju otrzymamy kolo (ktérego $ro-
dek lezy na osi) przecigte prosta /

[#3] stanowigca krawedz tych dwu
plaszczyzn. Jezeli w punktach
przeciecia okregu z prosta [«f] Rys. 334.
wystawimy prostopadle do plasz-

czyzny B dwie te proste, bedace tworzacymi walca, musza
leze¢ zarazem na plaszczyznie o (dlaczego?)

Uczen dowiedzie sam twierdzenia dla dwu drugich przy-
padkow postugujac sie rys. 334.

§ 371. W jedna z podstaw walca
wpiszmy dowolny wielokat (np. czwo-
robok ABCD na rys. 335) i przez wierz-
cholki jego poprowadzmy tworzace.
Utworzy si¢ wowczas na drugiej pod-
stawie rowny mu wielokat (A4’B'C’D*
na rys. 335), wpisany w t¢ podstawe.
Otrzymamy zarazem graniastostup, zwa-
ny wpisanym w waleec.

Analogicznie, zbudujmy wielokat,
opisany na podstawie walca, i przez
jego boki przesunmy plaszczyzny, styczne do powierzchni wal-
ca. Na plaszezyznie drugiej podstawy walca otrzymamy

Geometrja elementarna 24
»

Rys. 335.
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wielokat, rownajacy sie pierwszemu (dlaczego?) i opisany
na tej drugiej podstawie, a zarazem otrzymamy graniastostup,
ktéry nazywa¢ bedziemy opisanym na walcu.

§ 372. Pojecie pola powierzchni walca i objetosci walca
utworzymy w sposéb analogiczny do pojecia pola kola.

Wyobrazmy sobie mianowicie, iz opisaliSmy na walcu 1
wpisaliSmy w niego dwa graniastostupy o podstawach forem-
nych. Niech podstawy ich maja po n bokéw. Oznaczmy po-
la tych podstaw przez Sp i sp, obwody ich przez Pp i pn,
wysoko$¢ za$ graniastostupoéw (i walca) przez h.

Podwajajmy stopniowo liczbe $cian tych graniastostupow.

Pola powierzchni bocznych graniastostupéw opisanych
tworza ciag liczb nieskonczony malejacy

Bobe Plade Bohi'con, 5 0 vl v oL 0l

pola za$ powierzchni bocznych graniastostupéw wpisanych
tworza ciag liczb nieskoriczony rosnacy

Pnh, Panh, Pimh,. . . . . . . (2)
przyczym jednak wszystkie wyrazy pierwszego ciagu pozosta-
ja wieksze od wyrazéw drugiego ciagu (dlaczego?). .

Zauwazmy jeszcze, iz réznica miedzy odpowiednimi wy-
razami obu ciagéw nieograniczenie maleje, gdyz

Prh — prh =h(Pk—Pk),

przyczym h jest liczba stala, roznica za§ Px — px maleje nieo-
graniczenie (§ 296, (3), str. 299).

Wobec tego istnieje jedna i tylko jedna liczba, wicksza
od wszystkich wyrazow drugiego ciagu, lecz mniejsza od
wszystkich wyrazow pierwszego ciagu.

Liczbe t¢ nazywamy polem powierzchni bocznej
walca.

Jest to okreSlenie tego pola.

Tak samo objetoSci graniastostupow opisanych i wpisa-
nych tworza dwa ciagi nieskonczone

Sah, Sanh, Sph, . . . . . . (1)
STty S e S o 11, RO B S N (2.0)

co do ktorych uczen dowiedzie, ze 1) pierwszy maleje, drugi ro-
$nie; 2) wyrazy pierwszego pozostaja wieksze od wyrazow
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drugiego; 3) roznica miedzy odpowiednimi wyrazami obu cig-
gow maleje nieograniczenie.

Istnieje wigc znow jedna i tylko jedna liczba mniejsza
od wyrazow pierwszego ciagu, lecz wieksza od wyrazow dru-
giego.

Liczbe t¢ nazywamy objetos$cia walca.

§ 373. Twierdzenie. Pole powicrzchni bocznej walca réwna
ste iloczynowi z obwodu jego podstawy przez dlugosé wysokosci.
Istotnic, jezeli promien walca oznaczymy przez r, wow-
czas liczba
2wrh

jest wigksza od wszystkich liczb pxh ciagu (2), lecz mniejsza
od wszystkich liczb Py h ciagu (1), a wiec — zgodnie z naszym
okresleniem — jest polem powierzchni bocznej walca.

§ 374. W podobny sposéb uczen dowiedzie sam naste-
pujacego twierdzenia.

Twierdzenie. Objeto$é walca réwna sie tloczynowi z pola
Jego podstawy przez dlugosé wysokosci czyli réwna si¢ wrh, gdzie
r oznacza promilen walca.

Cwiczenia LVIII. 1. Plaszcezyzna porusza sie tak, ze pozostaje
wciaz roéwnoleglta do danej prostej i ma od niej zawsze stalg odleg-
to$¢. Znalezé figure, do ktorej ta plaszczyzna pozostaje przy swym
ruchu styczng.

2. Przekroje walca réwnolegle do osi majq réwne pola, jezeli
sa ro6wnoodlegte od osi, i odwrotnie.

3. Kazde dwie plaszczyzny styczne do walca albo sq do siebie
rownolegle, albo tez przecinaja sie wediug krawedzi, rownoleglej do
osi walca.

4. Poprowadzié¢ plaszczyzne, styczng do danego walca wedlug
danej tworzacej.

5. Poprowadzi¢ do walca plaszezyzne styczng, ktoéra bylaby
rownolegla (lub prostopadia) do danej plaszczyzny.

Warunki mozliwo$ci zadania. :

6. Czy na kazdym graniastostupie o podstawie czworokatnej
mozna opisa¢ walec i czy w kazdy taki graniastoslup mozna wpisaé
walec?

7. W prostopadloécian o podstawie kwadratowej wpisano wa-
lec, ktoéry przecigto nastepnie plaszczyzna, rownolegla do osi i odlegly
od niej o polowe promienia. Zbudowaé (planimetrycznie) ten prze-
kroj, majac dane wymiary prostopadloscianu.

.
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8. W dany klin wpisaé powierzchnie walcowa nieograniczona
tak, by przechodzila ona przez punkt A, dany wewngtrz klina.

9. Do dwoéch walcow, ktorych podstawy dolne leza na jednej
plaszezyznie, poprowadzié spélng plaszczyzne styczna.

10. Zbudowaé walec jednokladny z danym wzgledem punktu
J, lezacego na osi. Promienie walcow majq byé proporcjonalne do
dwoéch danych odcinkéw m i k.

11. To samo zadanie, jezeli punkt J lezy na powierzchni
walca.

12. Przez dany punkt A wewnatrz walca poprowadzié¢ plasz-
czyzneg, ktoraby przeci¢la walec wedlug dwoch tworzacych mozliwie
bliskich do siebie,

13. Obliczyé pole powierzchni i objetosé walca, opisanego na
szeScianie o krawedzi = a.

14. Jaki musi byé¢ stosunek wysokosci walca do promienia,
zeby pole jego przekroju osiowego (t. j. wyznaczonego przez plaszczy-
zn¢, na ktorej lezy o§ walca) rownalo si¢ polu podstawy?

15. Walec przecieto plaszczyzna réwnolegla do osi. Przekatna
przekroju ==a, pole przekroju = m? odleglo§¢ przekroju od osi = k.
Obliczyé promien i wysoko$é walca.

16. Objetosé¢ bryl, utworzonych przez obrot prostokata dokota
dwoéch sasiednich bokéw, rownajg sie v i v’. Obliczyé przekatng pro-
stokata.

17. Walec opisano na sze$cianie tak, iz osig jego jest przeka-
tna sze$cianu. Obliczy¢ pole powierzchni bocznej walca, majac da-
ne pole przekroju przekatnego m2.

18. W ostrostup prosty o podstawie kwadratowej wpisano wa-
lec tak, ze dolna jego podstawa lezy na podstawie ostrostupa, gorna
za$ dotyka jego $cian bocznych. Obliczy¢ wysokosé walca, jezeli ka-
zda krawedZ ostroslupa = a, objeto$§é za$ walca jest m razy mniejsza
od objeto$ci ostrostupa.

19. Majac dane objetosci v, v” dwoch walcow o réwnych wyso-
ko$ciach, znale$é objetosé walca, majgcego te samg wysoko$é i pole
powierzchni bocznej réwnajace si¢ sumie po6l powierzchni bocznych
danych walcow.

B. S8toiek obrotowy.

§ 375. Jezeli wszystkie punkty okregu polaczymy linjami
prostymi z dowolnym punktem O, nie lezacym w plaszczyznie
tego okregu, otrzymamy powierzchnie, zwana powierzchniq stoz-
kowq kolowq (nieograniczona). Proste, o ktérych mowa, nazywa-
my tworzqcymi stozka; punkt O nazywa sie wierzcholkiem stozka.

Jezeli prostopadla, poprowadzona z wierzchotka do plasz-
czyzny okregu, przechodzi przez $rodek tego okregu, wowczas
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stozek nazywamy prosiym albo obrotowym. Prostopadla nazy-
wa sie wowcezas osiq stozka.

Wierzcholek dzieli na dwie czeSci kazda tworzaca po-
wierzchni stozkowej, a wigc dzieli rowniez cala powierzchnig
na dwie czeéci zwane powlokami stozka (rys. 336). -

W zagadnieniach elementarnych poprzestajemy zwykl€
na rozwazaniu pewnej czeSci powlerzchni stozkowej. Jezeli
mianowicie wszystkie punkty okregu kota polaczymy odcin-
kami z punktem, nie lezacym w plaszczyznie okregu, otrzy-
mamy cze$¢ jednej powloki powierzchni stozkowej. Te wlas-
nie cze$¢ mamy zwykle na myS$li, gdy w geometrji elementar-
nej mowimy o powierzchni stozka.

Jezeli trojkat prostokatny materjalny obracaé¢ bedziemy
dokola jednej z przyprostokatnych, wowezas przeciwprostoka-
tna zakre$li powierzchni¢ stozka prostego kolowego (ograni-
czonego). Z tego wlasnie powodu stozek taki nazywaja row-
niez obrotowym.

Plaszczyzna, przesunigta przez oS stozka prostego, prze-
chodzi przez dwie jego tworzace, albo inaczej: przecina po-
wierzchnie stozka wedlug dwoch tworzacych (dlaczego?);
kat miedzy tymi tworzacymi nazywamy kqlem rozwarcia stoz-
ka (np: <C AVB na rys. 336).

§ 376. Twierdzenie. Jezeli stozek obrolowy przetniemy do-
wolnq plaszczyzng prostopadtq do osi, otrzymamy w przekroju
kolo, ktdrego $rodek lezy na osi stozka.

Przedewszystkim zauwazmy, ze pla-
szezyzna ta przecina wszystkie tworzace
stozka, gdyz kat rozwarcia stozka musi
by¢ mniejszy od 18(°.

Niech na rys. 336 punkt V bedzie
wierzcholkiem stozka. Tréjkaty prosto-
katne A AOV, A COV, ABCOV réwnaja
si¢ sobie (dlaczego?), zatym

U4 =08 = 0C.

§ 377. Twierdzenie.  Plaszczyzna,
przechodzqca przez wierzchotek stozka, prze-
cina go wedtug dwdéch tworzqcych, albo ma
z nim jednq tworzqcq spélnq (i wtedy na- Rys. 336.
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zywa sie plaszczyznq stycznq), albo wreszcie nie ma z powierz-
chniq stozka zadnych innych punkléw spélnych, zaleznie od tego,
czy kqt miedzy plaszczyzng a osiq stozka jesl mniejszy, réwny
czy wiekszy od potowy kqla rozwarcia stozka.

Dowéd przeprowadzi uczen sam, kierujac sig rysunkiem 337.

A
(o4
L
b
D C
M
Rys. 337.

§ 378. Pojecie pola powierzchni i objetos¢ stozka usta-
limy w taki sam sposob, jak to uczynilismy dla walca

Jezeli w kolo, stanowigce podstawe stozka, wpiszemy
dowolny wielokat i wierzchotki jego polaczymy z wierzchol-
kiem stozka, otrzymamy ostrostup, wpisany w stozek.
Tak same, jezeli na podstawie stozka opiszemy dowolny wie-
lokat i wierzcholki jego polaczymy z wierzcholkiem stozka,
otrzymamy ostrostup opisany na stozku.

Wyobrazmy sobie, ze wpisaliSmy w stozek i opisaliSmy
na nim ostrostupy, majace za podstawy wielokaty foremne o
n bokach i ze stopniowo podwajamy liczbe $cian ostrostupow.

Utworzmy dwa ciagi nieskoriczone liczb, bedacych obje-
tosciami tych ostrostupow

1 1 1

gsnh, '—dsmh, Es.;,,h, S s o =)
1 1 1
"‘S‘Sn h, "3“ Sgn h; ":;“ S4nh‘ 5 5 . . . (‘—})

Wyrazy pierwszego ciagu rosna, drugiego — maleja, przy-
czym jednak wyrazy pierwszego ciagu pozostaja zawsze mniej-
sze od wyrazéw drugiego ciagu (dlaczego?). Zauwazmy
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jeszcze, ze réznicg¢ miedzy wyrazami obu ciggéw mozemy
uczyni¢ dowolnie maia, gdyz rowna si¢ ona

1 1 1
%—Skh -—Eskh = -gh(Sx—Sk),

a wicc sklada si¢ z dwoch czynnikow, z ktérych pierwszy
%h jest liczba stala, drugi za$ Sy —sx moze byé uczyniony

dowolnie matym przez dobranie w odpowiedni sposéb liczby k.

Wynika stad, ze istnieje jedna i tylko jedna liczba, wic-
ksza od wszystkich wyrazéw ciagu (1), a zarazem mniejsza
od wszystkich wyrazow ciagu (2). Liczbe te nazywamy obje-
tosciq stozka.

Latwo przekonaé si¢ mozemy, ze objetos¢ stozka réwna
i3

sig ! , gdzie r oznacza promien podstawy stozka, h za$ je-
g0 WysokoSé. .
Istotnie, liczba ta jest wigksza od wyrazow clagu (1),
lecz mniejsza od wyrazéw ciagu (2) (dlaczego?), ze zas 1st'—
nieje tylko jedna liczba, czyniaca zado$¢ temu warunkowi,

zatym liczba jest rzeczywiscie tym, co nazwaliSmy ob-

jetoscia stozka.

§ 379. Chcac utworzy¢ pojecie pola powierzchni stoz.-
kowej, zauwazmy przedewszystkim, ze jesli w dane kolo wpi-
szemy wielokat foremny i bedziemy podwajali liczbe jego bo-
kéw,d wowezas dtugoéé kazdego boku wielokata male¢ bedzie
nieograniczenie. !

Istotnie, gdyby tak nie bylo, gdyby np. b.ok.w1e’10kata
wpisanego nie mogt nigdy staé sig mniej§zy od ]aklggos stg—
tego odcinka e, wowczas przy nieograniczonym zwigkszaniu
liczby bokow obwod wielokata bylby zawsze w1qk§zy od ne, a}
wiec przy ustawicznym zwiekszaniu liczby n musialby rosngac
bez granic, wiemy za$, ze tak nie jest, ze obwéq ten pozost.a]e
zawsze mniejszy od obwodu jakiegokolwiek wielokata opisa-
nego. .

Dalej zauwazmy, Ze jesli w stozek wplsahsn.ly ostrostup
o podstawie foremne), wowczas roznica miedzy jego krawe-
dzia boczna (ktora jest zarazem tworzaca stozka) a apotema
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jest mniejsza od polowy boku pod-
stawy, t. j. (rys. 338)

S-S < A,

= MoZemy tedy przez podwa-
Janie liczby $cian takiego ostro-
stupa osiagnaé to, iz apotema je-

Rys. 338. dzie ad tworzacej stoika.

§380. Teraz postapmy, jak

(\i\;usé(i)z(;zslil(())sstlroslup 0 podstawie foremnej i opiszmy na nim
'0Siup o podstawie podobnej, nastepni S

dr 0 . ¢pnie za$ podwa-

L::me welaz liczbe $cian bocznych obu ostrors)lupéw. POter_

amy w tep Sposob dwa nieskonczone ciagi liczb, bedacych

polami powierzchni bocznych tych bryi: : ok

poprzednio, t. j. wpiszmy

Pn@ns PonQens Pan O4n, . . . . . . (1)
Pnl, Pgnl, P4n I, . . 5 . . . . (2)

gdzie pn, P, oznacraja polowy obwodéw podstaw, a, ozna-
ctza';\poterr’lg ostrostupa wpisanego, 1 za§ oznacza tworzaca
stoz a\\i]ktora jest zarazem apotema ostrostupa opisanego.
. yrazy drugiego ciagu stale maleja (dlaczego?), wy-
cazy .ias plerwszego ciagu stale rosna, gdyz rosnie zaréwno
(lz)yr;:o?pnt, -Jak 1.czynn1k @n. Niemniej jednak wyrazy ciagu
Os a mnl us 7 ’ . v Jary . ’ ~'
e ja ejsze od wyrazow ciagu (2), roznica zas mie-
Pl — i cr

moze byé uczynion i i i
oy *)y y a dowolnie mala przez powiekszenie licz-

*) Istotnie, niech bedzie l—a, =

tegis iy u; czyli @ — l—uk. Wobec

Prl—pra,= Prl—py (=t )= (P — p) 1 + pp .

i Skztgzi}ara;va cze$é tej révs.moéf:i maleje nieogranicznie, gdyz pierw-
: zt < ( .k—pk) l male]e nieograniczenie (dlacz ego?), co si
as tyezy druglego sktadnika p; u;, to jakkolwiek czynnik ,r $ni ;
pozosta]fa on jednak mniejszy od statej liczby P, drugi zalgkc » ik
Uy maleje nieograniczenie, gdyz wyraza réinicf;'mi d et
opttee gy ¢dzy tworzacq !

go dowolnie malo réznié si¢ be- -
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Mamy tedy prawo twierdzi¢, ze istnieje jedna i tylko je-
dna liczba, wigksza od wszy'stkich wyrazow ciagu (1), lecz
mniejsza od wyrazow ciagu (2).

Liczbe te nazywamy, polem powierzchni slozka. Rowna
si¢ ona xrl,

gdyz liczba mrl jest wicksza od wyrazéw ciagu (1), a zarazem
mniejsza od wyrazéw ciagu (2) (dlaczego?).

§ 381. Uczen dowiedzie sam nastepujacych trzech
twierdzen:

Twierdzenie. Jezeli stozek przeiniemy plaszczyznami pro-
stopadlymi do osi, wowczas pola przekrojow bedq si¢ mialy do
siebie lak, jak kwadraty ich odleglo$ci od wierzchotka.

§ 382. Stozkiem $cielym albo pniem slozkowym nazywa-
my cze$é stozka, zawarta miedzy jego podstawa a jakimkol-
wiek przekrojem rownoleglym do podstawy. Odleglo$¢ mig-
dzy dwiema podstawami pnia nazywamy jego wysokosciq.

Twierdzenie. OD)jelo$¢ pnia stozkowego wyraza si¢ wzorem
V= _‘";_'(Rz + 12 + Rr),

w ktérym przez h oznaczylismy wysoko$¢ pnia, przez R i r
promienie obu jego podstaw. '

§ 383. Twierdzenie. Pole powierzchni bocznej .pm'a stoz-
kowego wyraza sie wzorem

TC!(R + r)9

w ktorym przez I oznaczyliSmy tworzaca pnia.

Cwiczenie LIX. 1. Jezeli mamy dane dwa nier6wne kola, leza-
ce na dwéch rownolegtych plaszezyznach, woéwczas proste, laczace
korice promieni, réwnolegtych do siebie i majacych jednakowe zwro-
ty, przecinajg si¢ w jednym punkcie.

Czy zajdzie jaka zmiana w twierdzeniu, jezeli réwnolegle pro-
mienie beda mialy zwroty przeciwne?

2. Plaszczyzna a, przechodzaca przez wierzcholek stozka, prze-
cina go wedlug trojkata A AOB. Przesunaé przez wierzcholek druga
plaszczyzne tak, by otrzymaé w przekroju trojkat, rownajacy sig
tréojkatowi A AOB.

3. Czy w kazdy ostrostup prosty mozna wpisa¢ stozek i czy
na kazdym ostrostupie prostym mozna opisa¢ stozek?
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4. Jezeli plaszczyzna « jest styczna do stozka, woéwczas prze-
cinajac figure dowolng plaszczyzng B, prostopadlay do osi, otrzymamy
kolo, do ktérego prosta [«B] jest styczna.

5. Osie dwéch stozkéow nieskonczonych leza na jednej prostej,
wierzcholki ich zaé nie zlewaja si¢. Czy stozki przecinaja sie? Je-
zeli tak, to jaki ksztalt ma linja przeciecia?

6. Stozek i walec maja wspolna o$; jaki ksztatt ma linja prze-
‘cigcia sie obu figur?

7. Przez dany punkt poprowadzié plaszczyzne styczng do
danego stozka. Ile rozwigzan?

8. Poprowadzié plaszczyzne, styczng do danego stozka i pro-
stopadlq (lub réwnolegla) do drugiej danej plaszczyzny.

9. Przez dany punkt poprowadzié plaszczyzne, przecinajacq
dany stozek wedlug dwéch tworzacych tak, ze kat miedzy tymi two-
rworzacymi réwna sie danemu katowi & a.

10. Dane s dwa stozki, ktérych podstawy lezg na jednej
Plaszezyinie. Czy zawsze mozna poprowadzié¢ plaszczyzne, styczng do
obu stozkéw i w jaki Spos6b uczynié to?

11. Zbudowaé stozek (ograniczony),
tek O, punkt A, o ktorym wiadomo, ze lezy na okregu podstawy,
oraz punkty B, C, o ktérych wiadomo, Ze majg lezed na powierzchni
stozka, jezeli przytym zacdne dwa z posréd punktéw A, B, C, nie le-
z3 na jednej prostej z punktem 0.

12. Zbudowaé stozek nieograniczony, majac dany jego wierz-
cholek O, o oraz punkt A na powierzchni stozkowej.

13. Dane sa dwa kola spolSrodkowe, zakreélone promieniami
T i 2r. Po jednej stronie ich plaszezyzny zbudowano na nich dwa
stozki, przyczym stozek na mniejszym kole ma wysoko$é — 2h, sto-
zek za$§ na wiekszym kole zbudowany ma wysokoéé = h. Zbudowa¢
linje, wedlug ktérej przecinaja sie stozki,

14.  Dwa stozki, majgce Wwspolng wysoko$é, tak s polozone, ze
wierzcholek jednego lezy w érodku podstawy drugiego. Majac dang
wysoko$¢ h i promienie r i r* obu stozkéw, wykreslié linje, wedlug
ktorej przecinaja sie stozki, oraz zbudowaé figure, ktérej obrét do-
kola osi stozkow moglby zakresliéd czesé spolna obu tych bryi.

15. Majac dany stozek o promieniu podstaw
= h, zbudowaé stozek jednokiadny z nim i majg
jezeli $rodek jednoktadnogci J lezy:

a) w wierzchotku danego stozka;
b) na jego powierzchni bocznej;
¢) w dowolnym punkcie wewnetrznym lub zewnetrznym,

majac dany jego wierzcho-

Y =r i wysokosci
Cy wysoko$é¢ = 2h,

16. Gdzie nalezy po
stozka, zZeby podzielié na p
nie boczng?

17. Obliczyé boki tréjkata prostokatnego réwnoramiennego, kto-

prowadzié plaszczyzne prostopadlq do osi
otowy: 1) jego objetosé; 2) jego powierzch-

ej v.
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18. To samo pytanie dla trojkata ;?rostok.atnego AABC o ka-
cig g:A'_ 309, jezeli przyprostokatna AC ]fsgéost:a ;)bro}t{xtl(.)m e
= ’. . s ® ij, o ]'y y’
. Obliczyé pole powierzchni i ol . . .
ik 19 6 noram);enny /\ ABGC, obracajac sie dokola.]edn'ego Z TOW
tl;?c]ll:abo?év:v Dane sa: a=b=12,5 cm., 9CA=30% obliczenie przepro-
n :

i dokladnos$cig do 1. . - st
wadzu;()z Boki tréjkata réwnaja sie a, D, c. .Obracgr.ly bt-r(;]ok;}:tbrs_
kola naj'wigkszego boku a. Obliczyé pole powierzchni i objg 3

i przez obrot trojkata. ) ‘ )

i Za;ieélogr?alzz’é pole powierzchni i objeto§é stozka, wplsanego

. i ar dzi = a-
" Czw;);()écgl?ligz;éa?vezzzidaniu 19 objetos$ci trzech bryl, .utw.orzol?yzc;\
przez ol;r()t trojkata kolejno dokgla bokéw a,b,c. Jaki zwigze

i mi tymi objeto$ciami? *yda. ‘

ChOdZ;;n‘QI(iIngo}IIe (0) r zbudowano walec o wysoko$ci Ililégvydralior}lo

: ieni i 7 ktorego wysokos¢ = 1/, h.

i s enie w ksztalcie stozka, =

g 2;?;arzrf§l§:1bryle plaszezyzng, rownolegia do podstaw§ i dzielgcq
rzsokoéé stozka w stosunku 1 : 3. Opliczyé pole prze:(riolg:.i it
: 24, Jaka zalezno$é¢ zachodzi migdzy two-rzaca stozk: A
X l-e' o podstawy, jezeli pole powierzchni bot?zne] jes remej
Pt et]r gcan:; mig¢dzy polem podstawy a polem p.ow1erz.chr‘:vlez:;pjeie1i
et 25y Obliczyé promien gornej podstawy ptma st;)zlk(;j g’i
i ien olnej =r.
Lol = soko$¢ = h, promien pods_ awy : 3
Obletozg le%(;' pnill;’s:?;kowym wydrazono zaglgeblemt? w ksztfm:g slt:;z
ka ktér.ego podstawg jest gérna podstawa pnia, wierzcholek z y

érodku podstawy dolnej. Wskutek tego objetosé pnia zmiejszyla
w §r

alez iedzy promieniami podstaw pnia.
e m2r7azy.C)blzirclj;rfﬁzi):lilegggviirrzilfni .b(?cznej pnia stoizk',owego,1 ]e:f)lli
tworzaca; jego jest nachylona do podstawy pod katem 60° a pola
P0d5t32‘v§ rég:)]ﬁ]ci;éeposle: Is).owierzc.hni bocznej pnia stozkowego, jeiell
wiad0m<;, ze pole jego przekrtoju Tj;)wego = §, a tworzgca nachy
o°. :
e d%Vp;):l:zZv yprll)ioad gidiﬁlono na n réwnych czeSci i dp;'Z(az
ktzg‘ odz)i’alu przesunigto plaszczyznx’r()w.nolegle do psot Ws a:a;
punl Zaép iz zar6wno promienie p!‘ZBkI‘O]O\.N, jak pola wzir ;r °
:Zgr{: poézieliliémy powierzchni¢ boczna pnia, tworza posigp ary
T Jezeli tworzaca pnia stozkowego rowna sic‘ sumie pro’mle{-
. dg(i' w (:;V(’)wczas wysoko$é pnia jest dwa razy wxeksz:a\ qd srz;l;
o 'po i ’E cznej tych promieni, cbjetoé¢ za$ pnia rowna sie P
i 'geome'ry’ lne" pomnozonemu przez szostg cze$é wysokosci.
) f)l'lptzéci],dwu bryl, ktore zakresla réwnoleglobok, gfiy
obracz?ril.y g?) ]lfolejno dokola dwoch bokéw, sg odwrotnie proporcjo-

nalne do tych bokow.

32. Stozek przecigto za pomoca n plaszczyzn, réwrélo.legrl\yacltly(clﬁ
podstav:& i dzielagcych wysoko$¢ stozka na n rownych czesci.
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przekrojach zbudowano walce tak, jak w § 364 budowali$my graniasto-
stupy, Wzorujac sie rozumowaniu § 364, 365 utworzyé nowe okreéle-
nie objetoséci stozka, otrzymaé wzér na te objetoéé i wykazaé, ze to

nowe okrelenie jest zgodne z okresleniem, podanym w tekscie (§ 378,
str. 374).

C. O kuli.

§ 384. OkreSlenie. Miejsce geometryczne punktéw prze-

strzeni, jednakowo odleglych od statego punkiu 0, nazywamy po-
wierzchniq kulistq.

Punkt O nazywa sie $rodkiem kuii.

Odcinek, laczacy $rodek z dowolnym punktem powierz-
chni kulistej, nazywa sie promieniem kuli.

Punkt nazywamy wewnetrznym lub zewnetrznym zaleznie
od tego, czy odleglo$é jego od $rodka jest mniejsza czy wiek-
sza od promienia kuli.

Kulq nazywamy zbiér wszystkich punktéw, poltozonych
badz to na powierzchni kulistej, badz wewnatrz kuli.

Czesto zamiast , powierzchnia kulista” moéwimy ,,kula”,
jezeli to nie moze wywolaé nieporozumienia.

§ 385. Twierdzenie. Jezeli odleglos¢ miedzy plaszezyznq o
a Srodkiem kuli jest mniejsza od promienia, wowczas plaszezyz-
na przecina powierzchnie kulisiq wedtug okregu kola.

Rozr6zniamy dwa przypadki: 1) gdy plaszezyzna prze-
chodzi przez $rodek kuli, 2) gdy plaszczyzna nie przechodzi
przez $rodek kuli.

LW pierwszym przypadku dowéd jest niemal oczywi-
sty. Zgodnie z okresleniem powierzchni kulistej, wszystkie
punkty tej powierzchni, jakie tylko znajduja sie na plaszczy-
Znie a, tworza okrag kola, gdyz ten jest miejscem punktow
na plaszezyznie rownoodleglych od stalego punktu O.

Tym stalym punktem jest w danym razie $rodek kuli. .
Tak wigc Sladem przeciecia si¢ plaszczyzny a z powierzchnia
kulista jest okrag kola, ktérego promien réowna sie promie-
niowi kuli.

Okrag taki nazywamy kolem wielkim na kuli.

II. "W przypadku drugim prowadzimy promien kuli
prostopadly do plaszezyzny a, ktéry przebija te plaszezyzne,
powiedzmy, w punkcie A (rys. 339).

e

O kuli. 381

Przesunmy trzy jakiekolwiek
plaszczyzny przez ten promien. Prze-
cinajq one plaszczyzne a‘Wedl.ug trzeqh
prostych AB, AD, AC, pow1erzc’th
za$ kulista wedlug trzech okr(;gg'w:

Proste te musza, oczywiscie,
przeciaé sigjz okregami (dlaczegoi‘?)
Niech D, B, C beda trzema z po$rod
tych punktow przeciecia (rys..339').
Odcinki AD, AB, AC réwng]a sie e
sobie (dlaczego?), zatym twierdze- ys. 339.

i -~ dowiedzione. .
A Z(())Slii(; (tjaki, jak DBC na rys. 339, nazywa si¢ kolem ma-

{ym na kuli.

§ 386. Uczen sam dowiedzie, ze plaszczym.a -i powierz-
chnia kulista maja jeden punkt spolny (1SQ' dp szegleteségczgg
b ni j E ] bplnych zaleznie o ;
b nie maja weale punktow spolnyc ' . go, czy
lelleﬁloé(’: plaszezyzny od $rodka kuli rowna si¢ promieniowl
b . . .
czy tez jest od promienia wigksza.

§ 387. Uczen zbada i sformuluje wax:unki, ktérym czz:
ni zado$é prosta, jezeli: 1) nie ma punktow Sp’Oln}.’C}g)Z r};e_
wierzchnia kulista, 2) ma z nia jeden punkt spélny; p
bija te powierzchni¢ w dwoch punkt.a?h. : %

[Wskazowka: przez prosta 1 srodek. k}lh przes?(‘:;inizrl
plaszézyzng, poczym sprowadzamy zagadnienie do po
prostej wzgledem kola].

§ 388. Twierdzenie. Z puuktu' ze-
wnelrznego mozna poprowal.z'zic' doufolnq .llOS‘C
prostych, stycznych do powierzchni kulistej.

Proste te tworzq slozek, styczny do ku-
Ii wedtug kola matego.

Niech bedzie dany punkt zewnetrz-
ny P (rys. 340). Kazda plaszczyz.na, prze-
s{mieta przez prosta OP, przecina kulgr
wedlug kola wielkiego, do kazdego za$
z tych ko6l mozemy z punktu P poprowa-
dzi¢ po dwie styczne.

=

i
t




382 Bryly obrotowe.

Wszystkie te styczne réwnaia si i

;jle.éli teraz z punktéw stycznosci a[];,l IS;,Q Cs,oglei t(d :ia (;)Zoegoo 2|
WZJ{xézan;stopadle. do prostej OP, przetna si¢ one wsfys’:ri]e
A(])pBy AB;’HCI(CIG 0, a .to z powodu roéwnosci trojkatow
. 0’,D Ie., A QPD 1 t. d. Wobec tego odcinki 0B,
L4kt a. Ze r,za w ]eQHeJ plaszezyznie prostopadlej do pro-
: 3 rownaja si¢ one sobie (dlaczege?), zatym li-
nja BCD ... jest okregiem kola malego na kuli. , i

SZCZyZnY’ pI‘ZechOdzqca rze . i
do kuli (d1aczego?). przez punkt M, jest réwniez styczna

o §1'390. Jezeli Pélkole obraca¢ bedziemy dokola $rednic
zakresli ono k.ulq,. I'o spostrzezenie ulatwi nam ustalenie (})7,
;Q((}i p?{ladpowwrzchni kulistej oraz objetosci kuli Najpifrv;
ednak dowiedziedziemy j i :

N emy nastepujacego twierdzenia pomocni-

Twierdzenie pomocnicze. Pole [ [

: : oMo . powterzchni bocznej [
stozkowego rowna sig iloczynowi z wysoko$ci pnia prz’ci] olf)ulzés
kola‘ wielk?cgo kuli, ktéra dotyka
Powterzchni pnia wedtug kola réw-
noodlegtego od obu podstaw.

. 'Na rys. 341 mamy przekroj
pma'l kuli, o ktorej mowa w twier-
dzeniu. Kladac DG =h, EM — R
I?lamy dowiesé, ze pole powierz-
chni pnia wyraza sie ilo
2zRh. s i

i Oznaczajac EJ przez r, two-
rzaca AD przez I, mamy najpierw
4r = AB + DC,

zatym pole powierzchni pnia wyraza si¢ wzorem
. S=2rl. . . . o T e (1)
_Z podobienistwa trojkatow A ADGeo A MEI wynika, iz
AD : DG = EM : EI
czyli L= Rep,

O kuli. 383

skad T D L e R ()
7 rownan zaé (1) i (2) wynika, ze istotnie
S = 2zRA.

Uwaga. Latwo przekonaé sig, ze wzor ten nie ulegnie
zadnej zmianie, jezeli przez powigkszanie sig stopniowe pod-
stawy gornej piefi stozkowy przeksztalei si¢ w walec.

Tak samo, jezeli pod-
stawe gorna pnia bedziemy
zmniejszali, pief przeksztal-
ci sie stopniowo w stozek,
wzor jednak pozostanie pra-
wdziwy. Istotnie, pole S
powierzchni bocznej stozka
wyraza si¢ wzorem

S =&zl
gdzie r= A0, l = AB.
Zauwazmy, ze EI = %r Rys. 342.

i ze z podobienstwa trojka-
tow A ABO co A EIM mamy
AB:BO = EM : EJ

czyli [:h=R:4r
albo 3rl = Rh,
zatym S = 2zRh.

§ 391. Wyobrazmy sobie teraz, iz, majac dany okrag
kola (O)r, wpisalismy w niego wielokat foremny o n bokach.

Oznaczmy apoteme wielokata przez an.

Jezeli figure nasza obracaé bedziemy dokotla $rednicy AB
(rys. 343), okrag zakreS§li powierzchnig kulista, wielokat za$
zakresli bryle, ztozona ze stozkéw, pni stozkowych 1 walcow,
a wiec z bryl do ktorych stosuje si¢ twierdzenie pomocnicze,.
dowiedzione w § 390.

Kula, zakre§lona ze $rodka O promieniem rownajacym
sie apotemie OC, bedzie styczna do powierzchni kazdej z tych
bryl, a koto stycznosci przechodzi¢ bedzie przez srodki two-
rzacych. Bedzie to wiec wlasnie ta kula, o ktérej mowa

w twierdzeniu pomocniczym.
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Wysokosci wszystkich poszcze-
golnych bryl dadza po zsumowaniu
Srednice AB, zatym pole powierzch-
ni, otrzymanej przez obrot wielokg-
ta, musi sie réwnaé

2nan . 2r = 4xzra,.
Jezeli teraz stopniowo podwa-
ja¢ bedziemy liczbe bokow wieloka-

ta, otrzymamy ciag nieskoniczony ro-
snacy

Rys. 343.
Amray, , dzra,,, L 00 AE
Z latwoscia mozemy sie przekonaé, iz cigg ten dazy do

oznaczonej granicy, ktéra jest liczba 4mr.
Istotnie, roznica

Anr* — Amra; = 4nrfr — ar )

maleje nieograniczenie, jezeli tylko roznica miedzy promie-
niem r i apotema a maleje nieograniczenie.

Ze tak jest, mozemy przekonaé si¢ w sposoh nastepujacy.

Jezeli MN jest bokiem wielokata fo-

remnego, OS jego apotema, woweczas od-

cinek SP jest roznica miedzy promieniem
i apotema. Otoz mamy

SP << MP,

ze za$ odcinek MP, jako bok wielokata

foremnego wpisanego o dwa razy wigkszej

: 5 liczbie bokow, maleje nieograniczenie przy

podwajaniuliczby bokéw (§ 379, str. 375),

Rys. 344, zatym odcinek SP musi tymbardziej ma-

' _ leé nieograniczenie. ;
Widzimy tedy, ze powierzchnia naszej bryly obrotowej

dazy do granicy 4z Granice te nazywamy polem powierzchni
kulistej.

§ 392. Jezeli samiast okregu obraca¢ bedziemy tuk kota
dokota $rednicy, przechodzacej przez $rodek lub poczatek tuku,
wowcezas otrzymamy czesé kuli, zwana odcinkiem kulistym.

S o e

O kuli. 385

Wpisujac w ten luk lamana foremna i pqwtarzajac to
samo rozumowanie, ktore stosowaliSmy do kuli, otrymamy
wzor na pole powierzchni bocznej odcinka kulistego

2% rh,

w ktorym h oznacza wysoko$é odcinka, r za§ promien kuli.
Uczen przeprowadzi cale rozumowanie szczegolowo.

§ 393. Chcac ustali¢ pojecie objetosSci kuli, moze-

i¢ w sposob nastgpujacy. "

5 pl(;itirll)ilgﬁ 0}4)1 potkola f)rc))dlzielmy na n r(')wpych'czeég i

w punktach podzialu wystawmy pFostopadle d'o jego Srednicy,

nastepnie za$ zbudujmy dwa ciagi prostolfq.tow (j’ak la rys.

345), z ktorych jedne mieszcza si¢ calkowicie w potkolu, inne
za$ czeSciowo wystaja poza pélkole.

Bry Bn
it c
A A A Anr- 0
Rys. 345,

Jezeli calq figure obracaé bedziemy dokola $rednicy, o-
trzymamy dwa ciagi walcéw, z ktorych je.dn'e leza Yvewnatrz
kuli (mozemy je nazwa¢ wewnetrz nyr.nl) inne za$ wystaja
poza kule (nazwijmy je zewnetrzpyml). .

Zauwazmy, ze kazdemu walcowi zewngtrznemu odp.ov.wa-
da rowny mu walec wewnetrzny z wyjatkiem tylko naI]wlek-
szego walca zewnetrznego, t. j. zakreélonego przez OI'JI’Ot pro-
stokata Ap—1 Br—1 BO: $r6d walcow wewn@tr.znych niema ré-
wnego mu. JeSli wigc zsumujemy objetosci w_szystklch W?IT
cow wewnetrznych, osobno za§ dodamy do siebie (,)}.).]Q.'fos'cl
wszystkich walcow zewnetrznych, to jedna suma réznié SlQ
bedzie od drugiej o najwigkszy walec zewnetrzny. Objetosé
tego walca réwna sie

2
Geometrja elementarna. 5

e e



386 ' Bryly obrotowe.

mozemy ja wiec uczynié dowolnie malg przez zwigkszanie licz-
by n, t. j. liczby podziatek.

Jak widzimy, przy nieograniczonym zwickszaniu liczby
Podzialek obie sumy daza do wspélnej granicy. Te wlasnie
granice nazywamy objetosciq kuli.

§ 394. Postarajmy si¢ wyznaczyé te granic¢ dokladniej.
W tym celu zauwazmy, ze jesli przez ry ry rs ... r, ozna-
czymy promienie podstaw kolejnych walcow zewnetrznych,
poczynajac od najmniejszego, wowezas bedziemy mieli

2
=L, (2,-_ _r_): L (2n—1) v, = ik (2n—1)
n n n* n®
2 2,
L (Zr = —21) ~20n-2 5" n_y
n n Tie n®
) "2
L= - (2r —i)z i (2n—3) g = L. (2n—=3)
: n n n? n
2
ey 2L (2r _E) L (2n—n) Up = il (2n—n)
n n n? n?

Sumujac obj¢tosci wszystkich walcow i oznaczajac te sume
przez ¥, mamy

5= Z—T[2n—|—2. 20 +3. 20+ ... 4120 — (12422 £ 304 .. 4 12)]

= %:[2:1(1—%-2—1-34—...+n)—(12+2’+3’+-- )

" ﬂ_r"'[nz-(n 1) — D@0+ 1)]
nt ‘ 6 .
)
=1rr3[1+—1— n n ]
n 6

Teraz juz zlatwoscia wykaza¢ mozemy, ze przy ni¢cgra-
niczonym zwigkszaniu liczby n suma X dazy do granicy, kté-
ra rowna sie 2wrs.
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Istotnie

zwgwr:i;_—_ﬁ 3[1+_l__.1_i_ 1 ]_‘ma

11 1

=7 | — — ——

2n 6n*
Prawa czeS¢ tej rownosci sklada sie z dwoch czynni-
kow, z ktorych pierwszy mr® jest liczba stala, drugi za$

i maleje nieograniczenie, gdy n roénie nieogranicze-
n n*

nie, a wiec roznica miedzy X i stalg liczba gm-s istotnie ma-
leje nieograniczenie.
- . : " 2 :
Dowodzi to, ze suma X dazy granicy gxra. Granica ta.

zgodnie z naszym okreSleniem, jest objetoscia poétkuli, obje-
08¢ zatym calej kuli wyraza sie wzorem

= Aqrs
v = 4w

§ 395. Twierdzenie. Objelo$é odcinka kulistego wyraé’a

sie wzorem
v = mh*r — 1zh3

w ktorym h oznacza wysoko$é odcinka. .
Uczen dowiedzie tego wzoru, stosujac t¢ samg metode,
ktora zastosowaliSmy do calej kuli.

Cwiczenia XL. 1. Jakie jest miejsce geometryczne $rodkéow kiil,
przechodzacych przez dwa dane punkty? przez jeden punkt dany?

2. Przez punkt dany wewnatrz kuli poprowadzié¢ plaszczyzne
tak, by otrzymaé kolo o mozliwie najmniejszym polu. — Jakie jest
analogiczne zadanie planimetryczne?

‘3. Przez punkt A poprowadzié plaszezyzne, styczng do danej
kuli i réwnolegla do danej plaszczyzny a.

4. Przez punkt A poprowadzié plaszczyzne, styczng do danej
kuli i réwnolegla do danej prostej m.

5. To samo pytanie, jezeli prosta styczna ma by¢ réwnolegla
do danej plaszczyzny a.

6. Jakie jest miejsce geometryczne punktéow w przestrzeni,
z ktérych dany odcinek AB widaé pod katem prostym?

7. Dowie$¢, ze dwie kule przecinaja sie zawsze wedlug okregu
kola. Jak lezy to kolo wzgledem linji $rodkéw obu kul? Jaky fi-
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gure plaska otrzymamy, przecinajac nasza figure plaszcezyzng, prze-
chodzacq przez $rodki obu kul?

8. Jez.eli z punktu M poprowadzimy wszystkie styczne do kuli,
otrzymamy, jak wiadomo, stozek, ktory dotyka kuli wedlug okregu

pewnego Kola malego. Dowie$é, ze punkt M wraz ze Srodkiem tego .

kota dziela harmonicznie $rednice kuli.
9. Wyznaczyé¢ §rodek jednokladnosci dwéch danych kul.

10. Jakie jest miejsce geometryczne $rodkow kul, stycznych
do plaszczyzny « w danym jej punkcie M?

11. Jakie jest miejsce $rodkow kul, stycznych do danej prostej
a w danym jej punkcie M? stycznych do dwéch prostych réwno-
legtych? stycznych do dwéch przecinajacych si¢ plaszezyzn?

12. Dane sg dwie przecinajace si¢ proste m, n. Zbudowaé
kulg, ktora bylaby styczng do obu prostych i przechodzila przez
punkt A, lezacy w plaszczyznie [mn]. Ile rozwiazan posiada nasze
zadanie?

13. To samo zadanie, jezeli proste m, n sg do siebie réwnolegle.

14. Dane s3 dwie plaszczyzny « § i punkt M, lezacy wewnatrz
klina [«B]. Zbudowaé kule, styezng do obu plaszezyzn i przechodzg-
cq przez punkt M. .

15. Jezeli mozna zbudowaé kulg styczng do wszystkich sze§ciu
krawedzi czworo§cianu, wowezas suma dowolnej pary przeciwleglych
krawedzi czworo$cianu réwna sie sumie kazdej innej pary jego kra-
wedzi przeciwlegltych.

16. Dane sa cztery punkty A,B,C,D nie leza-
ce W jednej plaszczyznie, przyczym zadne trzy
Z po$ro6d nich nie lezg na jednej prostej. Wy-
kazaé¢, ze istnieje w przestrzeni jeden i tylko
jeden punkt réwnoodlegly od punktéw A4, B, GoD

[Niech P bedzie $rodkiem
kota ABC. Prosta PO, prosto-
padia do plaszezyzny tego kola,
jest miejscem punktow prze-
strzeni r6wnoodleglych od punk-
tow A, B i C. Jezeli teraz po-
laczymy C z D i poprowadzimy
plaszczyzne, dzielaca odeinek CD
ng polowy i prostopadia do te-
go odcinka, bedzie ona miejscem
punktéw réwnoodlegtych od kon-
cow odcinka CD. Plaszezyzna
ta nie moze byé réwnolegia do
prostej PO, w przeciwnym bo-
wiem razie punkt D lezalby

Rys. 346. w plaszczyznie ABC, co przeczy

zalozeniu. Tak wiec plaszezyz-

na ta przecina prosta w jakim$ punkecic O, ktory jest jednakowo
odleglty od A B, C i D].

R e
- - e e T —— =
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17. Z poprzedniego zadania wywnioskowaé ile potrzeba punk-
tow do wyznaczenia kuli.

Czy mozna opisa¢ kule na czworoscianie i ile takich kul opi-
sa¢ mozna?

18. W dany czworo$cian wpisaé kule.

19. Jezeli mamy dany czworo$cian foremny, mozemy zbudo-
waé kulg, styczng do wszystkich jego krawedzi.

20. 7 punktu A, jako ze $rodka, zakre$li¢ kule styczng do
innej, danej kuli.

21. 7Z punktu A, jaki ze $rodka, zakreéli¢ kule tak, by dana
plaszczyzna o przeciela ja wedlug kola o danym promieniu r.

22. Zbudowaé kule o promieniu r, ktéra z dang plaszczyzng «
przecinalaby sie wedlug kola o promieniu = a.

23. Zbudowaé kule, styczng do plaszezyzny « w punkcie M
i przechodzacg przez dany punkt L. Ile rozwiazan?

24, To samo zadanie, jezeli zamiast M mamy dany promien
r kuli. ;
25. Zbudowaé kule, przechodzacq przez trzy dane punkty
A, B, C i styczna do danej plaszezyzny a.

26. Laczymy punkt A, lezacy zewnatrz Kkuli, z okregiem kola
wielkiego tak, iz powstaje stozek prosty. Stozek ten przecina kule.
Za pomocq konstrukeji planimetryecznej znalez¢ promien tego prze-
kroju, jezeli mamy dane: dlugo$é stycznej do kuli, poprowadzonej
z punktu A, oraz sume¢ promienia kuli i wysoko$ci stozka.

27. Zbudowaé¢ (planimetrycznie) przekr6j osiowy pnia stozko-
wego, opisanego na danej kuli, majac dany promien kuli i tworza-
cg pnia.

28. ZnaleZz¢ promien kuli wpisanej w promien stozkowy, ma-
jac dana tworzgcq pnia i réznice promieni jego podstaw.

Uczen znajdzie nastepujace miejsca geometryczne, dla kazdego
z nich poszuka analogicznego miejsca punktow na plaszezyznie i prze-
kona sie, w jaki sposéb otrzymaé mozna miejsce punktow na plasz-
czyznie, jezeli znamy odpowiednie miejsce punktow w przestrzeni.

29. Jakie jest miejsce geometryczne rzutow punktu stalego A
na wszystkie plaszczyzny, przechodzace przez staly punkt B?

30. Jakie jest miejsce $rodkéw kol, wyznaczonych na kuli
przez pek plasaczyzn siecznych (t. j. przez plaszczyzny o wspdlnej
krawedzi)?

31. Rozwazamy wszystkie kule o promieniu r, styczne do da-
nej plaszezyzny a. Jakie jest miejsce geometryczne punktow stycz-
no$ci tych kul z plaszczyznami 8, ktore wszystkie sq do siebie rowno-
legle i tworza staly kat z plaszczyzng a«?
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32. Jakie jest miejsce punktow, z ktérych mozemy poprowa-
dzi¢ do danej kuli trzy styczne tak, iz w utworzonym przez nie troj-
scianie wszystkie $ciany sg katami prostymi?

33. Jakie jest miejsce punktow, z ktorych mozna poprowadzié
rowne styczne do dwoch kul danych?

34. To samo pytanie, jezeli mamy dane trzy kule.

35. Jakie jest miejsce geometryczne punktéw, ktérych odle-
gloSci od dwoceh statych punktow sq do siebie w stalym stosunku?

35. Kule przecieto plaszezyzng w odlegto$ci = m od $rodka.
Jaki jest stosunek pola przekroju do pola kota wielkiego?

36. Kulg przecieto dwiema plaszczyznami. Stosunek odleglosci
tych plaszezyzn od $rodka kuli = m; pola przekrojow roéwnaja sie
odpowiednio a® i b%. Obliczyé promien kuli, .

37. W pélkule wpisano stozek, majacy z nig wspoélna podsta-
we¢. Dwie te bryly przecinamy plaszezyzna w polowie wysokoéci
stozka, Obliczyé pole pier§cienia kolowego, ktory utworzyl sie na
plaszezyznie siecznej, jezeli wiadomo, ze promien polkuli=r i ze
plaszczyzna sieczna jest réwnolegla do podstawy polkuli.

38. Dana jest kula o promieniu r. Z dowolnego punktu na jej
powierzchni zakre$lamy drugg knle tym samym promieniem. Obli-
czy¢ dlugo$é linji przeciecia sie tych dwu powierzchni,

39. Na wspoélnej podstawie po jednej iej stronie zbudowano
potkule i stozek. Wysoko$é stoika jest m razy wieksza od promienia
potkuli. Obliczyé pole kola, wedlug ktorego przecinaja sie te dwie
powierzchnie, oraz odleglosé tego kota od podstawy stozka.

40. Na wspolnej podstawie po jednej jej stronie zbudowano
pokule i stozek, ktérego wysoko$é jest m razy wieksza od promienia
potkuli. Na jakiej wysoko$ci nad podstawa nalezy poprowadzié
réwnolegla do niej plaszczyzne sieczna, zeby pole przekroju pé6tkuli
bylo k razy wieksze od pola przekroju stozka.

41. Na plaszczyZnie polozono cztery rowne kule tak, iz $rodki
ich tworza kwadrat. Majac dany promieh r tych kul, obliczyé:
1) promienn najmniejszej kuli, stycznej zewnetrznie do wszystkich
czterech kul; 2) promieA najmniejszej kuli, do ktoérej cztery dane
kule sa wewnetrznie styczne.

42. Na dnie sze§cianu umieszczono cztery réwne sobie Kkule,
z ktérych kazda dotyka dwéch sasiednich kul i jest styczna do
trzech $cian sze$cianu. Obliczyé: 1) promien piate kuli, ktéra lezgc
rowniez na dnie sze$cianu, bylaby styczna do czterech danych kul;
2) promien szoéstej kuli, ktéra lezac na czterech danych dotykalaby
zarazem goérnej podstawy szeécianu.

43. Majac dang krawedz a sze§cianu, obliczyé: 1) objetosé
kuli wpisanej, 2) objetosé kuli opisanej, 3) objetosé kuli stycznej do
wszystkich krawedzi szeécianu.

38 Majac dang krawedZ a czworoscianu foremnego, obliczyé:
1) pole powierzchni kuli wpisanej, 2) pole powierzchai kuli opisa-
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nej, 3) pole powierzchni kuli stycznej do wszystkich krawedzi czwo-
ro$cianu.

Jaka zalezno$é¢ zachodzi miedzy tymi trzema liczbami?

44. Na spolnej podstawie zbudowano potkule, walec opisany
na niej i stozek wpisany w nig. Jaki stosunvk zachodzi miedzy
objetosciami tych bryl? Migdzy polami ich powierzchni bocznych?

45. Majac dany odcinek AB = a, zakre$lono kolo (O)B tak, ze
gdy poprowadzono do niego styczng AC, okazalo si¢, iZ przy obro-
cie figury dokota osi AB powstajq stozek i kula, ktérych pola po-
wierzchni rownajq sie sobie, Obliczyé promien r. 3

46. W kolo o promieniu r wpisano kwadrat, poczym ca}la»ﬁ-
gure zaczeto obracaé¢ dokola przekatnej kwadratu. Obliczyé objetosé
wszystkich bryt, jakie przy tym powstaly. .

47. 'To. samo zadanie, jezeli osigq obrotu jest $rednica kola,
réwnolegta do dwoch bokéw tego kwadratu. )

48. Jaki jest stosunek miedzy objetosciami (lub mied‘zy pf)lamf
powierzchni) stozka réwnobocznego*), kuli wpisanej w niego i kuli

nim opisanej?
;. 49.pT0 slmlo pytanie dla oémioécianu foremnego i dwoch kul:
wpisanej w niego i opisanej na nim. : ) s

50. Z punktu A, lezacego na powierzchni kuli o 'pro.mx.emu r,
zakre§lono drugg kule tym samym promieniem. J.ak wielkie jest po-
le powierzchni i jak wielka objetosé bryty, wspolnej obu kulom.

51. Kule przecigto plaszczyzna w odleglosci a od $rodka, po-
czym w oba odcinki kuliste wpisano mozliwie najwieksze kule, sty(;z-
ne do kuli danej i do plaszezyzny siecznej. Obliczyé stosunek obje-
toéci obu wpisanych kul do kuli danej. >

52. Na lréjkacie foremnym o boku = a zbudowano .gramast(.)-
stup prosty, w ktérym pole powierzchni chznej ré.wna sie potowie
pola powierzchni zupeinej. Obliczyé: 1) ob]gftoé(: te]. brylty; 2) pole
powierzchni i objeto$é kuli, opisanej ua graniastoslupie.

53. W kule o promieniu r wpisano pien ostrostupowy o p?d-
stawic, kwadratowej. Podstawa dolna pnia wpisana jest w kolo Wlei-_
kie, §ciany za$ boczne sa nachylone do po.dsta_wy pod katem 60°.
Obliczyé objetosé i pole powierzchni bocznej pnia. gt e

54, Na sze$cianie opisano kulge. ~ Obliczyé objetosci ‘odcinkow
kulistych, ktére otrzymamy, przedluzajac $ciany sze$cianu. Krawedz
sze$cianu = a.

55. To samo pytanie dla o$mio$cianu foremnego. .

56. Dana kulg przeciaé plaszczyzna tak, by pole przekroju
rownato sie réznicy p6él powierzchni obu odeinkow kul.istych-.

57. W stozek rownoboczny wpisano kule; nad niq umleszczon(?
druga kule, ktéra dotyka zar6wno pierwszej kuli jak powierzch{u
stozka; nad tg drugg kula umieszczono w taki sam sposob trzecig

*) Roéwnobocznym nazywamy taki stozek, ktérego przekrdj
osiowy jest trojkatem foremnym.
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kulg, i t. d. Obliczyé granice, do ktérej dazy suma objetosci tych
kul, gdy liczbe ich zwigkszamy nieograniczenic.

58. Cztery rowne sobie kule leza tak, ze kazda z nich jest
styczna do {rzech pozostatych. Na kulach opisano stozek, ktérego
powierzchnia hoczna i podstawa dotykaja kul. Wykazaé, ze stosunek
migdzy promieniem podstawy
stozka, jego wysokosciq i two-
rzaca réwna si¢ stosunkowi
1 /D s

59. Znalezé wzér na ob-
jeto$¢ warstwy kulistej (rys. 347),
ktorg otrzymamy, przecinajac
kule dwiema plaszezyznami, do
Rys. 347. siebie rownoleglymi.

Dodatek do Stereometrii.

O rysowaniu bryt w rzucie uko$nym
réwnoleglym.

Kazda figur¢ plaska mozemy przedstawic zapomocag
rysunku tak wiernie i z taka dokladnoscia, na jaka tylko
pozwalaja nasze przybory rysunkowe. Inaczej rzecz ma
sig, jeSli chodzi o bryly: mozemy conajwyzej wyko-
na¢ rysunek figury plaskiej, ktéra z bryla pozostawaé be-
dzie w pewnym zwiazku geometrycznym, tak iz z wlasnosci
tej figury plaskiej bedziemy mogli wnosié¢ o wlasnos-
ciach brytly.

Istnieja rozmaite metody wykonywania (budowania)
figur plaskich, zwiazanych w ten sposéb z brylami. Do na-
szych celow najodpowiedniejsza jest t. zw. metoda rzuiow
ukoSnych réwnoleglych, gdyz obrazy daja si¢ we-
diug niej wykona¢ z latwoscia i moga wywolywaé¢ w nas
ztudzenie, iz istotnie widzimy przed soba bryle.

Wyobrazmy sobie, ze na kwadrat ABCD, zrobiony z te-
ktury lub innego materjatu nieprzezroczystego, pada wiazka
promieni rownolegltych i ze te wiazke przecieliSmy plaszezy-
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zna o rownolegla do kwadratu i polozona za nim. Kwa-
drat nasz rzuci wowczas na plaszczyzne a cien, ktéry be-
dzie mial rowniez ksztalt kwadratu A’B’C'D’.*)

Cien ten nazywamy rzulem réwnoleglym kwadratu
ABCD, plaszczyzne za$ o nazywamy plaszczyznq rzuiéw albo
plaszczyznq obrazu.

Promienie moga by¢ prostopadle do plaszczyzny obra-
zu — wowczas obraz nazywamy rzulem prostokqinym; moga
one by¢ jednak nachylone pod innym jakim§ katem do plasz-
czyzny obrazu, a wowezas rzut zwie si¢ ukos’nym. réwnolleglym.——
W dalszym ciggu be¢dzie mowa tylko o rzucie uko$nym.

=l i

~D A C

Rys. 348.

Przypus¢my teraz, ze kwadrat ABCD nachyliliérr.ly do
plaszczezyzny obrazu; tak jednak, iz dwa} jego.bqkl AB,
CD sa do tej plaszczyzny rownolegle. Jezeli promienie, prze-
chodzace przez boki AD, CB, leza w plaszczyznach prosto-
padlych do krawedzi przecigcia si¢ plaszezyzny kwadratu
ABCD z plaszczyzna rzutéow, wowcezas obrazem naszego
kwadratu musi by¢ prostokat A’B’C'D’, przyczym dwa jego
boki A’B’, C’D’ rownaja si¢ bokom AB, CD kwadratu (d1a-
czego?), pozostale za§ boki A’D’, C'B’ sa albo oba kroétsze,
albo oba dluzsze od odpowiednich bokéw kwadratu.

‘Uczen sam ustali, kiedy mianowicie dwa te boki pro-
stokata sa krotsze, kiedy za$ dluzsze od bokéow kwadratu.

*) Uczen przerobi zarowno niniejsze do§wiadczenie, jak i wszyst-
kie dalsze.
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Przypus¢my wreszcie, ze kwadrat znajduje sie w takim
samym polozeniu, jak poprzednio (t.j. boki jego AB, CD sq
rownolegle do plaszczyzny obrazu), ale promienie, przecho-
dzace przez boki AD, CB leza w ptaszezyznach, ktére nie
sa prostopadle do krawedzi, wedtug ktoérej plaszczyzna kwadratu
ABCD przecina si¢ z plaszczyzna obrazu (rys.348). Obrazem
kwadratu musi byé czworobok A'B'C'D’, w ktérym boki
A’B', C’D' sa rownolegle do AB, CD i rownaja si¢ im (dla-
czego?), boki za§ A’D’, C'B’ sa do siebie rownolegle, réwnaja
si¢ sobie i sa oba albo krotsze, albo dluisze od odpowie-
dnich bokéw kwadratu (dlaczego?), wreszcie katy na obra-
zie sa jedne ostre, inne rozwarte. Tak wiec obrazem kwa-
dratu jest w tym wypadku réwnoleglobok.

Uczeni dowiedzie sam: 1) ze odcinki rownolegle rzutu-
ja sie zawsze w postaci odcinkéw rownoleglych; 2) ze jeéli
a, b sa dwoma odcinkami rownoleglymi, za§ «, b’ sa ich
rzutami, wowezas zachodzi zawsze proporcja a:b=a':b’
3) w naturalnej wielko$ci odwzorowuja sie wszystkie odcinki
rownolegle do plaszezyzny obrazu; 4) jezeli mamy dane dwie
proste prostopadte do plaszczyzny obrazu (np. AD, BC na
rys. 348), wowczas na obrazie otrzymamy dwie réwnolegle
do siehie proste, nachylone pod tym samym katem § do pro-
stej, taczacej punkty przebicia obu prostopadtych.

Ten kat § jest w tym wypadku obrazem kata prostego;
kat «, bedacy jego dopelnieniem do 90¢, nazywac bedziemy
skrzywieniem obiazu.

Jak widzimy, przy rzucie uko$nym kazda figura, z wy-
jatkiem figur réwnolegtych do plaszczyzny obrazu, ulega
znieksztalceniu, ktére polega¢ moze: 1) na skrzywieniu (ozna-
cza¢ je bedziemy symbolem o) i 2) na skréceniu (oznaczaé
bedziemy symbolem v). Rzecz prosta, ze to, co nazwaliSmy
skroceniem, moze by¢ w rzeczywistosci wydtuzeniem pewnych
odeinkéw.

Znieksztalcenie obrazu zalezy od dwoch przyczyn: 1) od
polozenia figury wzgledem plaszezyzny obrazu; 2) od Kkie-
runku promieni rzutujacych. Zmieniajac kierunek promieni
1 polozenie figury, mozemy osiagnaé dowolnej wielkosci
skrocenie i skrzywienie. Wobec tego przy rysowaniu figur
w rzucie uko$Snym mozemy a i p obieraé dowolnie, kierujac
si¢ tylko tym, by obraz robil wrazenie naturalne i uwido-
cznial to wszystko, co chcemy na nim ujrzeé. Wigkszosé
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figur stereometrycznych w ksiazce niniejszej zostala wykre-
slona prz =309 v=1; lub 7/,

Jako przyklad rozwiazemy nastepujace

Zadanie. Wykresli¢ obraz danego graniastostupa o podsta-
wie o$miokqinej foremnej w zalozeniu, ze plaszczyzna obrazy jest
pionowa, podstawa za$ graniastostupa lezy na plaszczyznie po-
ziomej o — 30°% v = Y/,

Rys. 349.

Przedewszystkim ustawiamy graniastostup w pqloieniu
najdogodniejszym, mianowicie tak, by dwie krawedzie pod-
stawy byly rownolegle do plaszczyzny rzutow; przez co na
obrazie otrzymamy je w wielko$ci naturalnej. Ngstqp'm_e na
rysunku pomocniczym kre$limy te podstawe w wielkoSci na-
turalnej i przediuzamy boki os$miokata tak, by utworzyé k\’wa-
drat opisany na o$miokacie. Z kolei rysujemy rzut ul.(osny
tego kwadratu. W tym celu kreSlimy E'C’ = EC,. gdyz bok
EC, jako rownolegly do plaszczyzny rzutow, musi odszoro-
wywa¢é sig w wielko$ci naturalnej; na E’C’ budujemy réwno-
leglobok o kacie ostrym =90°—a==60° i o boku C’D’=/,CD.
Dalej odkladamy E'A’=EA, A’'B'=AB. Ponievffai BF/(E[_),
zatym obrazy tych odcinkéw musza by¢ r(')wme_z do siebie
réwnolegle. Kre§limy tedy B'F///E’'D’ i mamy ]uz. obrazy
trzech wierzchotkow podstawy. Pozostale obrazy wierzchol-
k6w uczen znajdzie sam, kierujac sie tym spostrzezeniem, Ze
cztery krawedzie podstawy sa rownolegte do przekatnych
kwadratu (a wiec obrazy ich sa rownolegle do przekatnych
rownclegloboku), a cztery przekatne tej podstawy sa roéwno-
legle do bokéw kwadratu. Teraz pozostaje juz tylk.o'wysta-
wi¢ w punkcie A’ prostopadla do A’B’, odlozy¢ na niej w na-
turalnej wielkoSci (dlaczego?) krawedZz boczna A"I’{’, a
przez wszystkie inne wierzcholki o$miokata poprowa}dzw od-
cinki, rownajace si¢ A’K’ i rownolegle do tej prostej.
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Cwiczenie LXI. *) 1. Na plaszezyznie obrazu mamy dane dwa
punkty A, B, w ktérych wystawiono do tej plaszezyzny prostopadle
dlugo$ci 6 ecm. Wykresli¢ obrazy tych prostopadtych, zakladajac, ze

(I) promienie padajg z gory z lewej strony i a=30° p=14:

(I1) o o »»  Z prawej ,, ,, a=60° v=1;

(III) » 3 Z do}u 2 » 3 b4 »

2. SzeScian o krawedzi 6 cm. dotyka plaszczyzny obrazu jedna
swa $ciang tak, ze cztery jego krawedzie sq do tej plaszczyzny prosto-
padie. Wykresli¢é obraz sze§cianu, zaktadajac, ze

(I) promienie padaja z gory z lewej strony i «a=45°, p=1;

(I1) ~ s 2 dolu 5 gy =309 =1,

3. Wykreslié obraz sze$cianu o krawedzi 7 cm., widzianego
z gory i ze strony prawej, i zaznaczy¢ na nim trzy plaszezyzny prze-
katne oraz krawedzie ich przecigecia (a=60". p=4),

4. Wykresli¢ obraz sze$cianu (ax=30°, v=1%), wyznaczyé $rodki
jego $cian i polaczyé je odcinkami tak, by otrzymaé oémiogcian wpi-
sany w sze$cian.

5. Wykreéli¢ obraz piramidy prostej o podstawie kwadrato-
wej. Bok podstawy = 5 cm.; wysoko$¢ piramidy = 4 em.; a=6(9,
v=}; podstawa piramidy lezy w plaszczyZnie poziomej, przyczym
dwa boki podstawy sa prostopadte do plaszezyzny obrazu. [Wska-
z6wka: na obrazie wyznaczamy Srodek podstawy].

6. To samo zadanie przy zatozeniu, ze przekatna podstawy
piramidy jest prostopadia do plaszczyzny obrazu.

7. Narysowaé trojkat foremny A ABC o boku = 6 em. i obok
niego wykreslié obraz tego tréjkata w zalozeniu, Zze promienie padajg
z gory ze strony lewej, a=609, =% 1 ze bok AB trojkata jest rowno-
legty do plaszezyzny obrazu, caly za$ trojkat lezy na plaszczyznie
prostopadiej do plaszczyzny obrazu. [Wskazé6wka: w trojkacie
kreslimy najpierw wysoko$é CC’]. :

8. Wykresli¢ obraz piramidy prostej, majacej za podstawe
trojkat foremny o boku 6 cm. i wysoko$¢ réwnajacq sie 4 cm.
[Wskazowka: spodek wysokoéci lezy w $rodku kola wpisanego
W podstawe, w naszym za$ przykladzie érodek ten jest zarazem
srodkiem cigzkosci podstawy].

9. Wykresli¢ obraz czworoécianu foremnego o krawedzi=7 cm.
w zalozeniu, ze

(I) promienie padajg z gory ze strony lewej i 0=60°, v=1;

(I1) ys 5 55 sy Prawej i a=30°, v=1%,
[Wskazéwka: narysunku pomocniczym (planimetrycznym) znaj-
dujemy najpierw wysoko$é piramidy].

10. 'Wykreéli¢ graniastostup o podstawie trojkatnej foremnej
(rys. 349). Bok podstawy =a; Wysoku$é bryly =b; a=30°, v=4%.

*)  We wszystkich tych zadaniach nalezy wyobrazaé sobie plasz-
czyzng¢ obrazu jako plaszczyzne pionowa.
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11. Wykreélié piramide o podstawie kwadratowej, ktorej jedna
Sciana boczna, prostopadia do podstawy, jest tréojkqlem foremnym.
Plaszczyzna podstawy ma byé pozioma.

Rys. 350.

12. To samo zadanie w zalozeniu, Ze poziomg jest §ciana, ma-
jaca ksztalt trojkata foremnego. »

13. Wykresli¢ sze$cian, na dwdch jego réwnoleglycp s.c1anac'h
poprowadzié¢ po jednej przekatnej tak, by proste te byly do 51e.b1e skos -
ne, na czterech za$§ innych $cianach wykre$li¢ po przekatnej tak, by
otrzymaé czworo$cian foremny wpisany w sze$cian. '

14. W sze$cian wpisaé dwa czworo$ciany foremne, przenika-
jace si¢ wzajemnie.

15. Wykresli¢ sze§cian tak, by jedna jego przekatna byla pro-
stopadla do plaszezyzny obrazu. ;

16. Wykresli¢ osmioscian foremny tak, by jedna jego $ciana
lezala na plaszczyznie obrazu (x=30°% v=3}).

17. Cheac otrzy-
maé rzut uko$ny Kkola,
postepujemy w naste-
pujacy sposob: $redni-
ce AG dzielimy na do-
wolng ilo§é czesci, wy-
stawiamy cieciwy MB,
LG, .... prostopadle do
tej $rednicy, przez $ro-
dek kola prowadzimy
prosta, nachylong do
srednicy pod katem «a
na niej odktadamy Ok=
=0d=v.KD, kresli-
mybm//cl //dk] ....,
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wreszcie prowadzimy szereg réwnoleglych Mm /I LU/ Kk ...... Ma-
my wowczas um=v.uM, si=v.Js, .... Wobec tego krzywa, wy-

znaczona przez punkty A, m, [, k, .... jest obrazem kola danego.
Krzywa ta nazywa sie elipsq.

Zauwazmy, iz prosta JN, styczna do Kkola, rzutuje sie¢ w postaci
stycznej do elipsy. )

Jezeli potaczymy cieciwami punkty A, m, [, .. .., otrzymamy
na rys. 350 dwunastokat wpisany w elipse, ktory jest obrazem dwu-
nastokata wpisanego w dane kolo.

18. Wykresli¢ rzut uko$ny walca.

19. Wykresli¢ rzut uko$ny sze$ciokata foremnego.

nym («=30°, v=}) obraz << A,B,C,
kata; wykre§li¢ jego dwusieczna.
[Wskazdéwka: budujemy naj-
: pierw réwnoleglobok, wykreslamy
c O B prostokat, ktorego obrazem jest
ten rbéwnoleglobok, wyznaczamy
! - w prostokacie punkty A, B, C,
kre$§limy dwusieczng BE, i t. d.].

D 20. Dany jest wrzucie ukos-

Fy A, L Doy 21. Dany jest trojkat AABC.

R S e RN Kiadac « = 30°, v =4 Wykreslié
k . .

obraz’ A\ A;B,C, tego trojkata; zbu-

=307 v-7:2. dowaé¢ rzut piramidy, majacej

Rys. 352, trojkat A\ ABC za podstawe i kra-

wedz boczna A S prostopadlg do pod-
stawy w punkcie A. Po wykonaniu rysunku

(1) wyznaczyé prawdziwa wielkoéé krawedzi SB, SC;

(1) wykre$li¢ siatke piramidy.

22. W piramidzie, o ktérej mowa w poprzednim zadaniu,
znalez¢: :

(1) prawdziwg wielko$¢ kata miedzy §ciana SBC i plaszczyzna
podstawy; i

(2) prawdziwa wielko§¢ innych dwuécian6w, np. miedzy $cia-
nami SBC i SAC.

23. Na danym kwadracie, jako na podstawie, zbudowaé pira-
mide prosta o takiej wysokoSci, zeby $ciany boczne nachylone byty
do podstawy pod danym katem.

24. Na trojkacie foremnym zbudowaé ostrostup o takiej wyso-
ko$ci, zeby pole jego powierzchni bocznej bylo cztery razy wieksze
od pola podstawy. e !

25. W wierzcholkach trojkata A ABC wystawiamy prostopa-
die do jego plaszczyzny i na nich odkladamy trzy nieréwne odcinki
AA,, BB,, CCy; znalez¢ krawedZ przecigcia sie plaszczyzny ABC
z plaszczyzng A,B,C,.
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26. Wykresli¢ graniastostup oraz dwa punkty A, B na jego
powierzchni boceznej; znalezé punkty, w ktorych prosta AB przebija
obie podstawy graniastostupa.

Po czym pozna¢ mozna na rysunku, czy prosta AB jest .czy
nie jest réwnolegla do podstaw?

27. Dany jest tréjScian oraz trzy punkty A, B, C na jego
$cianach; wykreslié trojkat, wedlug ktorego plaszczyzna ABC prze-
cina trojscian. [Wskazowka: jak znalezé punkt, w ktéorym pros-
ta AB przebija trzecig $ciang¢ tréj$cianu?]

28. W prostopadio$cianie ABCDA’B’C’D’ znalezé punkt,
w ktéorym przekatna AC’ przebija plaszczyzne przekatng A’B’CD.

29. To samo zagadnienie, jezeli zamiast prostopadlo$cianu ma-
my réownoleglo$cian pochyty.

30. Na trzech krawedziach bocznych prostopadlocianu obie-
ramy trzy dowolne punkty A, B, C. Wyznaczyé:

(1) punkt przebicia czwartej krawedzi bocznej z plaszczyzng
ABC;

(2) krawedz przecigcia si¢ plaszczyzny ABC z plaszezyzng pod-
stawy prostopadlo$cianu.

5

Rys. 353.

31. Dana jest wrzucie uko$nym piramida SABCDE oraz trzy
punkty na jej krawedziach, mianowicie F na SA, G na SB, H na
SC. Wykreslié (1) w rzucie uko$nym; (2) w wielko$ci naturalnei wie-
lokat, wedlug ktérego plaszczyzna FGH przecina piramide.

32. To samo zadanie, jezeli punkty F, G, H dane s3 na trzech
niekolejnych krawedziach bocznych.

33. To samo zadanie, jezeli F, G, H sa trzema punktami, le-
zacymi na $cianach piramidy, lecz nie na krawedziach.

34. Na krawedziach sze§cianu dane sq trzy punkty A, B, C.
Wykreslié przekr6j szescianu, wyznaczony przez plaszczyzne ABC.
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35. Przecigé sze$cian dowolng Plaszczyzna,

przekatnej.

36. Dana jest piramida SABC o dowolne
stawie; przecigé ja plaszczyzng tak, by otrzyma¢ w
leglobok, ktorego jeden wierzcholek Wwinien lezeé

krawedzi SA. [Wskazow ka:
czymy przez A’ B’ C’ D, wowczas

prostopadily do jego

il czworokatnej pod-
przekroju réwno-
W punkcie A’ na
jezeli zadany rownolegtobok ozna-
boki jego A’B’, ¢’ D’ muszg byé

réwnolegle do krawedzi przecigcia sie Plaszezyzn SAB i SCD (d1a-

Rys. 354,

kreslié czesé spolng obu ostrostupom,

40. Zbudowaé siatke bryly,
kajacych sie szeScianow, jak wskaz

czego?)].

37. Czworoécian foremny
Przeciaé tak plaszczyzng, by
otrzymaé w przekroju kwadrat,

Zbudowagé siatke obu cze-
$ci, na ktoére rozpadt sie czwo-
ro$cian.

38. W dany ostrostup o
podstawie kwadratowe;j wpisaé
sze$cian,

39. Srodki dwéch prze.
ciwleglych $cian szescianu la-
Czymy z wierzchotkami tak, by
otrzymaé dwa ostrostupy o pod-
stawach kwadratowych, Wy-

zlozonej z dwoch rownych przeni.
uje rys. 353.
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